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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der numerischen Simulation des nichtlinearen Verhaltens
von geschichteten, schalenförmigen Faserverbundstrukturen unter Verwendung der Methode
der finiten Elemente. Um speziell dem nichtlinearen Materialverhalten dieser Werkstoffe ausrei-
chend Beachtung zu schenken, werden in dieser Arbeit mehrere phänomenologische Material-
modelle vorgestellt und entwickelt. Diese sind in der Lage, das globale Strukturverhalten unter
Berücksichtigung lokaler Effekte, wie beispielsweise der Delamination, zu erfassen. Nach der
Vorstellung eines anisotrop verfestigenden Plastizitätsmodells geht die Arbeit vor allem auf die
Versagensart der fortschreitenden Delamination ein, die eine häufige und gefährliche Versa-
gensart in Faserverbundlaminaten darstellt.

Da Faserverbundwerkstoffe hauptsächlich bei dünnwandigen, schalenartigen Tragwerken Ver-
wendung finden, wird zunächst eine mehrschichtige, dreidimensional orientierte Schalentheorie
mit höherwertigem Verschiebungsansatz über die Dicke vorgestellt. Anschließend werden ver-
schiedene in der Literatur verfügbare Versagensindikatoren erläutert und im Hinblick auf den
möglichen Einsatz als Fließ- oder Schädigungskriterium untersucht und verglichen. Auf Basis
des Hoffman-Versagenskriteriums wird hiernach ein Plastizitätsmodell beschrieben, mit dem
man das anisotrop verfestigende Materialverhalten einer Laminat-Einzelschicht abbilden kann.
Untersuchungen an Strukturbeispielen zeigen und verdeutlichen den Einfluss der anisotropen
Verfestigung auf die Strukturantwort.

Die Versagensart der fortschreitenden Delamination wird in dieser Arbeit nicht als geometrische
Diskontinuität, sondern im verschmierten Sinn einer Versagenszone abgebildet. Bei dieser kon-
tinuumsmechanischen Betrachtungsweise ist das nichtlineare Materialverhalten der Delamina-
tion mit Hilfe einer Prozessschicht beschreibbar. Hierzu werden in dieser Arbeit vier unter-
schiedliche Materialmodelle entwickelt und erläutert, wobei diese entweder im Rahmen einer
entfestigenden Plastizitätstheorie oder über die Kontinuumsschädigungsmechanik formuliert
sind. Alle Modelle berücksichtigen bei der Beschreibung des entfestigenden Materialverhaltens
die kritische Bruchenergie als maßgebenden Materialparameter. Bei Verwendung einer klassi-
schen Kontinuumstheorie tritt allerdings im Nachbruchbereich infolge des entfestigenden Mate-
rialverhaltens eine Netzabhängigkeit der Ergebnisse und der Verlust von Elliptizität auf. Um die-
sen Problemen entgegenzuwirken, wird ein netzabhängiger Entfestigungsmodul verwendet und
gegebenenfalls eine visko-plastische bzw. visko-schädigende Regularisierung eingesetzt. Aller-
dings ergibt sich infolge der viskosen Dämpfung auch eine Veränderung der physikalischen Ei-
genschaften. Damit diese möglichst klein bleibt, wird im Fall des plastizitätsbasierten Delamina-
tionsmodells der Dämpfungsparameter automatisch angepasst, während er bei den
Schädigungsmodellen konstant ist. Sowohl das Plastizitätsmodell als auch zwei der Schädi-
gungsmodelle nutzen das Brewer-Lagace-Delaminationskriterium in seiner ursprünglichen
bzw. in einer verzerrungsbasierten Form als Fließ- oder Schädigungsbedingung. Zusätzlich zu
den bereits genannten Materialmodellen wird in der Arbeit ein weiteres Schädigungsmodell ent-
wickelt, das Ähnlichkeiten zu einem Ansatz aus der Gruppe um Ladevèze aufweist. Hierbei wird
die Schädigungsfunktion über eine äquivalente Energiefreisetzungsrate definiert. In diese gehen
die Energiefreisetzungsraten der verschiedenen Bruchmodi (I, II, III) als energetisch konjugierte
Größen zu den Schädigungsparametern ein. Anhand von Modell- und Strukturbeispielen werden
die verschiedenen Ansätze miteinander verglichen und bewertet.
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Abstract

The present thesis is concerned with the numerical simulation of nonlinear behavior in composite
structures by means of the Finite Element method. Thereby special attention is payed to nonlin-
ear material behavior. For this phenomenological material models are developed and presented,
which are capable of describing the overall structural response including local effects like dela-
minations. After the presentation of an anisotropic plasticity model combined with anisotropic
hardening the frequently observed and very dangerous type of failure delamination is considered
in particular.

On the basis of a multilayered, three-dimensional oriented shell theory including higher-order
displacement kinematics across the thickness first-ply-failure indicators available from litera-
ture are presented at first. They are compared among themselves in particular with respect to their
use as yield criterion or damage criterion in a materially nonlinear analysis. In what follows the
anisotropic Hoffman failure criterion is used in the context of a plasticity formulation. Thereby
an anisotropic hardening law is included allowing to simulate a nonlinear anisotropic hardening
response of the laminate. In order to study the impact of the anisotropic hardening plasticity
model structural examples are compared and assessed.

For their simulation the progressing delaminations are described in this thesis in a smeared man-
ner and not as a geometrical discontinuity. Due to this continuum mechanics based description
it is possible to represent delamination within a thin process layer. Hence four different material
models are developed and presented. Some are formulated in the context of a softening plasticity
theory while others are formulated in the context of continuum damage mechanics. All models
in common is, that they use the critical fracture energy within the description of softening mate-
rial response. Using those models in combination with a standard continuum mechanics ap-
proach leads to the well known problems of mesh sensitivity and loss of ellipticity of the underly-
ing partial differential equations. In order to overcome these problems a mesh adjusted softening
modulus is used and moreover a visco-plastic respectively visco-damage regularization is ap-
plied where required. In case of the delamination plasticity model the viscosity parameter is
adapted automatically with the objective of minimal effect on numerical results. In contrary the
delamination damage models utilize a constant viscosity parameter. Both plasticity and some
damage models employ the Brewer-Lagace criterion in its original or modified form as yield or
damage criterion, respectively. Additionally a further delamination damage model is developed,
which has some similarities to the model proposed by Ladevèze and co-workers. It uses the defi-
nition of an equivalent energy release rate as damage criterion. The equivalent energy release
rate is thereby composed of different energy release rates which are related to the fracture modes
I, II and III, respectively. Those are the work conjugated variables to the damage parameters. By
means of model examples and appropriate structural examples the different models are
compared and assessed.
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Ced(d) vierstufiger Tensor des geschädigten Materials

G Bruchenergie

Gc kritische Bruchenergie

hPS Dicke der Prozessschicht

H Gradient der Vergleichsspannung nach der äquivalenten Verzerrung

P Kopplungsmatrix

Qak akustischer Tensor

Yc kritische Energiefreisetzungsrate

�v(E) äquivalente Verzerrung

� positiver Entfestigungsmodul

S
t
33,� Restspannung in Dickenrichtung

� Übergangsparameter

� skalarwertige, äquivalente Verzerrung

� algorithmischer Modul

Weitere Bezeichnungen werden beim jeweiligen Auftreten erläutert.

���������	����

Unter dem Ausdruck „Laminat”  wird in dieser Arbeit eine laminierte Struktur verstanden, die
aus dem Zusammenfügen mehrerer Einzelschichten hervorgeht. Die Einzelschicht wird dabei
häufig als „Lamina”  bezeichnet. Des Weiteren wird das Materialkoordinatensystem der Einzel-
schicht so eingeführt, dass die Faserlängsrichtung mit der 1-Richtung zusammenfällt und die
3-Richtung mit dem Schalendirektor übereinstimmt. Die Spannungen in 3-Richtung entspre-
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chen somit den Dickennormalspannungen, die maßgeblich für die Delamination verantwortlich
sind.

Ebenso werden englische Bezeichnungen, die im Sinne einer Fachsprache als eingedeutscht an-
zusehen sind, übernommen. Hierzu gehören beispielsweise die Begriffe ‘Off-Axis-Versuch’ oder
‘Mixed-Mode-Delamination’.

Zur Notation in dieser Arbeit sei folgendes angemerkt: In den allgemeinen Teilen wie Konti-
nuumsmechanik, Elastoplastizität und Kontinuumsschädigungsmechanik wird die Tensor-
Schreibweise verwendet. Im Hauptabschnitt, der mit der Vorstellung und der Entwicklung ver-
schiedener Materialmodelle gleichzusetzen ist, wird eine etwas modifizierte
Vektor-Matrix-Schreibweise verwendet: Die Komponenten des Spannungsvektors bzw. des
Verzerrungsvektors sind mit zwei Indices anstelle nur eines versehen. Die Indices entsprechen
hier der üblichen Definition mit Normale der gedachten Schnittfläche in Kombination mit Rich-
tungsorientierung. Das Werkstoffgesetz kann daher beispielsweise wie folgt ausgedrückt wer-
den:
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11(1 Einleitung

1.1 Motivation

Die Natur ist das Vorbild bei der Entwicklung und der effizienten Nutzung von Faserverbund-
werkstoffen. So besteht beispielsweise der menschliche Körper mit seinen Sehnen und Muskeln,
aber auch Pflanzen und Tiere aus verschiedenen Fasern, die von einer Matrix umschlossen wer-
den. Gerade der menschliche Körper ist ein Paradebeispiel für die optimale Nutzung natürlicher
Faserverbundwerkstoffe. So sind die Muskeln in mehreren Schichten und in unterschiedlicher
Art und Größe angeordnet. Zusätzlich weisen sie noch eine verschiedenartige Orientierung auf,
so dass sowohl eine starke und effiziente als auch eine gewandte und anpassungsfähige „Struk-
tur” entsteht, die optimal auf die herrschenden Kraftflüsse ausgerichtet ist.

Der Mensch hat schon früh und intuitiv Faserverbundwerkstoffe aus natürlichen Materialien
selbst hergestellt und verwendet. Um 1300 v. Chr. wird von Lehmziegeln berichtet, die durch
die Zugabe von Stroh verstärkt bzw. bewehrt wurden, ein Vorgehen, das heutzutage noch üblich
ist. In diesem Sinn ist auch Stahlbeton als ein Faserverbundwerkstoff anzusehen. Die Stahlbe-
wehrung übernimmt die Funktion der Fasern, während der Beton das Matrixmaterial darstellt
und den Verbund gewährleistet. Neuartige Faserverbundwerkstoffe (engl. ‘Advanced Composi-
tes’), die im Folgenden kurz als Faserverbundwerkstoffe bezeichnet werden, verwenden hinge-
gen technisch hergestellte, hochwertige Fasern in Kombination mit einer nicht-hydraulisch-
gebundenen Matrix.

Seit Anfang des 20. Jahrhunderts gibt es ernsthafte Bestrebungen, das große Potenzial, das in
der Verwendung von neuartigen Faserverbundwerkstoffen steckt, zu erforschen und zu nutzen.
Durch die technische Herstellung hochwertiger Fasern sowie durch die Entwicklung neuer Pro-
duktionstechniken sind vielfältige Anwendungsmöglichkeiten für Faserverbundwerkstoffe ent-
standen. So ist allen voran die Luft- und Raumfahrtindustrie zu nennen, die vor allem an der Ge-
wichtseinsparung bei gleichzeitig hohen Steifigkeiten und Festigkeiten interessiert ist. Aber
auch im Maschinen- und Automobilbau, in der Sportgeräteherstellung und in der Herstellung
medizinischer Geräte und Produkte ist inzwischen eine zunehmende Verwendung von Faserver-
bundwerkstoffen festzustellen. Im Bauwesen sind als Anwendungsmöglichkeiten nachträgliche
Verstärkungen (Meier et al. (1995)), Ertüchtigungen gegenüber Erdbeben (Saadatmanesh et al.
(1996), Seible (1997)), Ersatz für Stahlbewehrung (IStructE (1999)), Vorspannkabel (Meier und
Farshad (1996)) und gesamte Brückentragwerke zu nennen, siehe beispielsweise Abb. 1.1 und
Burgoyne (1999). In den meisten dieser Einsatzgebiete wird neben der Gewichtseinsparung, der
Korrosionsbeständigkeit und den hohen Steifigkeiten und Festigkeiten von Faserverbundwerk-
stoffen auch die geplante und gewollte Anisotropie der mechanischen Eigenschaften ausgenutzt.
Infolge dieser Anisotropie ist der Zusammenhang zwischen Belastung und resultierenden Ver-
formungen komplexer sowie die entstehenden Spannungs- bzw. Verzerrungszustände kompli-
zierter.

Die besonderen Eigenschaften dieses Werkstoffes und der damit verbundene, verstärkte Einsatz
bringt die Forderung nach geeigneten Simulations- und Berechnungswerkzeugen mit sich. Diese
müssen vor allem eine wirklichkeitsgetreue Abbildung des Materialverhaltens beinhalten, da
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Abb. 1.1: Anwendungsbeispiele für Faserverbundwerkstoffe

Rennrad: Carbonfaser-Rahmen GM Automobil-Studie: Carbonfaser-Karosserie

Fußgängerbrücken: Glasfaser-Deck und -Pylone

Aberfeldy, Schottland Kolding, Dänemark
Quelle: Fiberline (2002)Quelle: Strongwell (2002)

Quelle: USCAR (2002)Quelle: JAD (2002)

beispielsweise die Gruppe der spröden Faserverbundwerkstoffe eine geringe Bruchverzerrung
und eine geringe Duktilität aufweist. Die bei Stahlbeton vorhandene „Schlauheit des Materials”
ist daher bei spröden Faserverbundwerkstoffen nicht gegeben; sie „verzeihen” nicht. Der Detail-
ausbildung kommt somit eine besondere Bedeutung zu. Zusätzlich wird eine Versagensanalyse
von Faserverbundwerkstoffen durch die Heterogenität der Struktur infolge des Mehrschichten-
aufbaus und durch die Anisotropie der einzelnen Schichten erschwert. Dabei setzt sich das aniso-
trope Materialverhalten natürlich auch innerhalb des Versagensvorganges fort. Dies lässt sich
anhand eines einfachen Beispiels verdeutlichen: Studiert man den Aufreißvorgang beim Öffnen
einer Bananenschale, so können unterschiedliche Rissarten und Versagensvorgänge in diesem
natürlichen Faserverbundwerkstoff beobachtet werden. Zu Beginn des Öffnens findet zunächst
ein reines Zugversagen der Fasern statt. Hierbei kann auch ein Herausziehen der Fasern aus dem
Matrixmaterial festgestellt werden. Beim weiteren Öffnungsvorgang, der mit einer Belastungs-
änderung verbunden ist, geht die Versagensart in ein Zugversagen des Matrixmaterials parallel
zu den Fasern über. Der benötigte Kraftaufwand verringert sich im Vergleich zum Zugversagen
der Fasern erheblich.

In technisch hergestellten Faserverbundwerkstoffen können diese Versagensarten prinzipiell
ebenfalls festgestellt werden. So kann ein Reißen der Fasern und/oder der Matrix sowie ein Ver-
bundversagen von Faser und Matrix auftreten. Je nach verwendetem Faser- und Matrixmaterial
verhält sich das Versagen verfestigend oder entfestigend. Bei Laminaten, die durch ein Verkle-
ben von mehreren Faserverbundschichten hergestellt werden, tritt die zusätzliche Versagensart
der Delamination auf. Es handelt sich hierbei um das „Sich-voneinander-Trennen” zweier be-
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nachbarter Schichten, wobei die Ablösung entlang der Schichtgrenzen verläuft. Laut einer Stu-
die von Boeing liegt diese Versagensart in ca. 60% der untersuchten Schadensfälle vor und spielt
daher eine entscheidende Rolle (Miller et al. (1994)).

Das Versagen von Faserverbundwerkstoffen beginnt dabei stets auf der Mikroskala. Dort findet
eine Spannungskonzentration in der Nähe von Defekten und Grenzschichten statt, die auch Mi-
krospannungen genannt werden. Diese haben wiederum die Initiierung und das Wachstum von
Mikrodefekten und Mikrorissen zur Folge. Bei weiterer Belastung wird durch das Zusammen-
wachsen der Mikrorisse ein makroskopischer Riss entstehen und sichtbar auf der Makroskala
wachsen. Die mechanische Beschreibung der Schadensvorgänge in Faserverbundwerkstoffen
kann daher auf zwei verschiedenen Größenskalen erfolgen: der Mikro- und der Makroskala.

Mikromechanische Ansätze geben dabei Aufschluss über das Verhalten von Faserverbundwerk-
stoffen auf der Faser-Matrix-Ebene. Hierbei werden Fasern und Matrix einzeln berücksichtigt
und untersucht. Durch diese detaillierte Betrachtungsweise der heterogenen Einzelschicht erhält
man folglich einen besseren Einblick in die Rissinitiierung und in den Schädigungsfortschritt.
Aus den Beobachtungen der Mikroebene können unter anderem physikalische Gesetze abgeleitet
und entwickelt werden, die auf der Makroebene zum Einsatz kommen. Zur Untersuchung des
globalen Strukturverhaltens sind diese mikromechanischen Ansätze jedoch aufgrund des hohen
numerischen Aufwandes (noch) nicht geeignet. Dies trifft für makromechanische Ansätze nicht
zu, denn diese haben primär die Beschreibung des globalen Strukturverhaltens zum Ziel. Dass
dabei gleichzeitig und phänomenologisch lokale Effekte berücksichtigt werden, ist nicht nur
wünschenswert, sondern auch erforderlich. Bei makroskopischen Ansätzen werden die einzel-
nen Werkstoffkomponenten Faser und Matrix nicht mehr einzeln für sich betrachtet, sondern
vielmehr wird von der Einzelschicht als homogenisiertes Kontinuum ausgegangen. Die effek-
tiven bzw. homogenisierten Werkstoffkennwerte lassen sich dabei aus Versuchen oder über Ho-
mogenisierungsmethoden, wie beispielsweise die Mischungsregel, bestimmen.

1.2 Stand der Forschung

Infolge der Inhomogenität und der Anisotropie von Faserverbundwerkstoffen sind zur Erfas-
sung einer realistischen Strukturantwort und zur Berücksichtigung lokaler Effekte besondere
darauf ausgerichtete Modelle notwendig. Die genaue Wiedergabe der Deformations- und Span-
nungszustände innerhalb der Laminatstruktur spielt dabei eine entscheidende Rolle, da diese di-
rekte Eingangsgrößen für Versagenskriterien darstellen. Da Faserverbundwerkstoffe im Wesent-
lichen als Materialien für Leichtbaukonstruktionen eingesetzt werden, bei denen es sich häufig
um dünnwandige, platten- und schalenartige Tragwerke handelt, wird im Folgenden auf die An-
forderungen und die Auswahl einer geeigneten Schalenformulierung zur mechanischen Be-
schreibung eingegangen. Dabei ist insbesondere zu beachten, dass Faserverbundkonstruktionen
oft aus mehreren, aufeinander laminierten Schichten mit unterschiedlicher Faserorientierung
aufgebaut sind.

Die Erweiterung der Kirchhoff-Plattentheorie bzw. der Love-Schalentheorie auf geschichtete
und somit heterogene Querschnitte ist die bekannte klassische Laminattheorie. Für sehr dünne
Laminate und Einzelschichten mit ähnlichen Materialeigenschaften liefert sie ausreichend ge-
naue Ergebnisse für die globale Strukturantwort. Die Querschubverzerrungen und die Dicken-
normalspannungen werden infolge des gewählten kinematischen Ansatzes vernachlässigt. Ist al-
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lerdings der transversale Schubmodul quer zur Faserrichtung wesentlich geringer als der
Elastizitätsmodul in Faserrichtung, kann dies zu großen Abweichungen gegenüber der exakten
Lösung führen. Die Querschubverzerrungen können dann nicht mehr vernachlässigt werden,
und es müssen schubweiche Theorien zum Einsatz kommen. Schubdeformationstheorien erster
Ordnung, die einer Reissner-Mindlin-Kinematik entsprechen, berücksichtigen diese, siehe bei-
spielsweise Dorninger (1989), Dorninger und Rammerstorfer (1990), Klarmann (1991) und
Schellekens (1992). Es ist dann möglich, konstante Querschubverzerrungen und Querschub-
spannungen über die Schalendicke abzubilden. Zur wirklichkeitsnahen Erfassung der inneren
Arbeit aus den Querschubdeformationen müssen allerdings Schubkorrekturfaktoren eingeführt
werden. Bei Laminaten sind diese vom Schichtmaterial, vom Schichtaufbau und von der Faser-
richtung abhängig und mitunter schwer zu bestimmen. Des Weiteren wird die Normalspannung
in Dickenrichtung S33 immer noch vernachlässigt, so dass lokale Effekte, wie beispielsweise der
Versagensvorgang der Delamination, nicht berücksichtigt werden können. Weiterhin wird vom
Ebenbleiben des Querschnittes ausgegangen. Bei beliebigen Dicken- und Steifigkeitsverhältnis-
sen der einzelnen Schichten entsteht in Wirklichkeit aber ein zick-zack-förmiger Verschiebungs-
verlauf über die Dicke, der einen nicht stetigen Verlauf der Querschubverzerrungen mit sich
bringt. Folglich ist die Schubdeformationstheorie erster Ordnung im Hinblick auf die Berück-
sichtigung lokaler Effekte und die Modellierung von Schädigungsvorgängen in Faserverbund-
strukturen ebenfalls nicht geeignet.

Sogenannte Mehrschichtmodelle, die pro eingeführter Berechnungsschicht (siehe Abb. 3.3) eine
Reissner-Mindlin-Kinematik verwenden und zusätzlich die Änderung der Strukturdicke (Exten-
sibilität des Direktors) erlauben, sind hierzu in der Lage, siehe beispielsweise Epstein und Hut-
telmaier (1983), Pinsky und Kim (1984), Schultz (1994), Gruttmann und Wagner (1994/1995)
und Braun (1995). Mit diesen Modellen ist es sowohl möglich, einen vollständig dreidimensio-
nalen Spannungszustand zu erfassen als auch eine kinematisch realistische Darstellung des Ver-
schiebungs- und Verzerrungsverlaufes in Laminaten zu gewährleisten. Die wesentlichen Voraus-
setzungen für die Versagensanalyse von Faserverbundstrukturen sind hiermit gegeben.

Grundsätzlich stehen zur numerischen Simulation fortschreitenden Versagens bzw. fortschrei-
tender Delamination zwei verschiedene Ansätze zur Verfügung: der bruchmechanische Ansatz
und der kontinuumsmechanische Ansatz. Beim Ersten wird ein Riss als eine geometrische bzw.
topologische Diskontinuität abgebildet, während beim Zweiten der Riss im verschmierten Sinn
in einer Prozesszone bzw. einer Prozessschicht dargestellt wird.

Beim bruchmechanischen Ansatz geht man somit von einem bereits vorhandenen Riss aus, der
infolge seiner Rissspitze und der dort vorhandenen Spannungssingularität jedes Spannungs-
bzw. Verzerrungskriterium bereits verletzt. Bei Verwendung der Finite-Element-Methode
(FEM) als Diskretisierungs- und Lösungsverfahren verläuft die Rissentwicklung dann entlang
der Elementkanten und endet stets an Knoten des FE-Netzes. Gekrümmte Rissfronten können
daher nur sehr aufwendig durch eine Neuvernetzung der Rissspitze dargestellt werden, siehe
Rinderknecht (1999). Der Rissfortschritt wird auf Basis des Griffith-Kriteriums (Griffith (1921,
1924)) überprüft, wobei die bei der Risserweiterung freigesetzte Bruchenergie mittels Methoden
der finiten Risserweiterung, der virtuellen Risserweiterung oder der virtuellen Rissschließung
berechnet wird, siehe Davidson (1990, 1996), Nilsson und Storakers (1990), Wang et al. (1995),
Krüger (1996), Zhang (1998) oder Teßmer (2000). Um die freigesetzte Bruchenergie mit ausrei-
chender Genauigkeit zu bestimmen, ist allerdings eine feine Diskretisierung im Bereich der Riss-
spitze nötig.
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Beim kontinuumsmechanischen Ansatz betrachtet man hingegen nicht den Riss selbst, sondern
lediglich seine Auswirkung auf das Kontinuum. Die Topologie der Struktur bleibt unverändert.
Innerhalb der finiten Elemente können dann beispielsweise Plastizitäts- oder Schädigungsfor-
mulierungen zur Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens eingesetzt werden. Dabei
wird sowohl bei einer Schädigungsformulierung als auch bei einer entfestigenden Plastizitäts-
formulierung das Griffith-Kriterium über die kritische Bruchenergie erfüllt, die sich aus der Flä-
che unter der äquivalenten Spannungs-Dehnungs-Beziehung ergibt.

Neuere Verfahren zur geometrischen Beschreibung von lokalen Effekten versuchen die jeweili-
gen Vorteile der diskreten und der verschmierten Rissbeschreibung zu kombinieren. In der Lite-
ratur sind hierzu zwei Verfahren gebräuchlich, die unter der Bezeichnung ‘Embedded-Crack-
Model’ und ‘Extended-Finite-Element-Method’ bekannt sind. Beide Methoden arbeiten mit
erweiterten Verschiebungs- und/oder Verzerrungsansätzen innerhalb der FE-Ansatzfunktionen.
Mit Hilfe dieser erweiterten Ansatzfunktionen können diskontinuierliche Verläufe in den Ver-
schiebungen und/oder in den Verzerrungen (starke und/oder schwache Diskontinuität) innerhalb
eines Elementes abgebildet werden. Der Riss kann sich damit unabhängig vom FE-Netz entwi-
ckeln und fortsetzen. Einen detaillierten, historischen und vergleichenden Überblick der ‘Em-
bedded-Crack-Models’ geben Jirásek (2000) sowie Jirásek und Zimmermann (2001). Genaueres
zur Methode der ‘Extended-Finite-Elements’ ist in Moës et al. (1999), Sukumar et al. (2000) so-
wie Belytschko et al. (2001) zu finden. Einen Vergleich der beiden Verfahren gibt u.a. Jirásek
und Belytschko (2002).

Das nichtlineare Materialverhalten, das bei der verschmierten Rissbeschreibung innerhalb der
finiten Elemente durch geeignete Modelle abgebildet werden muss, hängt entscheidend von den
verwendeten Verbundmaterialien ab. Werden Metalle als Faser- oder Matrixmaterial eingesetzt,
so ist ein eher duktiles Verhalten zu erwarten, während bei der Verwendung von Glas- oder Car-
bonfasern in einer Polymermatrix ein eher sprödes Verhalten auftritt. Zusätzlich hängt das nicht-
lineare Verhalten, das meist zu dem anisotrop ist, vom anliegenden Belastungszustand (Zug/
Druck) ab. Versagenskriterien, die bei der Versagensanalyse von Faserverbundwerkstoffen
eingesetzt werden, müssen dies berücksichtigen. Es sind hier u.a. die Kriterien von Hill (1948),
Hoffman (1967), Tsai und Wu (1971), Hashin (1980) und Puck (1992) zu nennen. In Nahas
(1986) ist beispielsweise eine Zusammenstellung verschiedener Versagenskriterien gegeben.
Für Abhandlungen neueren Datums sei auf Ochoa und Reddy (1992) sowie Puck (1996) verwie-
sen.

Zur Formulierung eines Materialmodells kann das Versagenskriterium innerhalb einer Plastizi-
tätsformulierung als Fließbedingung oder innerhalb einer Schädigungsformulierung als Schädi-
gungsbedingung eingesetzt werden. In neuerer Zeit werden vermehrt Schädigungsformulierun-
gen verwendet, bei denen die Degradation der Materialeigenschaften über
Schädigungsparameter, sogenannte interne Variablen, berücksichtigt wird. Die dazu energetisch
konjugierten Kräfte, nämlich die Energiefreisetzungsraten, werden dann zur Definition des Ver-
sagenskriteriums und zur Beschreibung der Schädigungsevolution herangezogen, siehe bei-
spielsweise Ladevèze (1983, 1986, 1992), Ladevèze und Dantec (1992) und Ladevèze et al.
(1998, 2000).
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1.3 Ziele der Arbeit und Übersicht

Ziel dieser Arbeit ist die numerische Simulation von dünnwandigen, schalenartigen Strukturen
aus Faserverbundwerkstoffen unter Berücksichtigung des nichtlinearen Strukturverhaltens und
vor allem unter Einbeziehung des nichtlinearen Materialverhaltens. Da hierbei auch geschichtete
Querschnitte, also Laminate, untersucht werden sollen, ist speziell die Initiierung und das
Wachstum von Rissen bzw. von Delaminationen zu berücksichtigen. Dabei ist die wirklichkeits-
getreue Beschreibung des Trag- und Versagensverhaltens von entscheidender Bedeutung. Um
den Bedürfnissen schalenartiger Faserverbundstrukturen Rechnung zu tragen, werden die in die-
ser Arbeit verwendeten bzw. entwickelten Materialmodelle innerhalb einer mehrschichtigen,
dreidimensional orientierten Schalenformulierung eingesetzt.

Die Arbeit beinhaltet zwei Schwerpunkte. Nach der Vorstellung und der Bewertung einiger in
der Literatur verfügbarer Versagenskriterien wird zunächst ein anisotrop verfestigendes Plastizi-
tätsmodell vorgestellt, mit dem ein gerichtetes nichtlineares Materialverhalten einer Faserver-
bund-Einzelschicht erfassbar ist. Anhand einiger Beispiele zeigt die vorliegende Arbeit den Ein-
fluss der anisotropen Verfestigung auf das Strukturantwortverhalten auf und bewertet deren
Auswirkungen.

Der zweite und größere Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Simulation fortschreitender Dela-
mination, die hier im kontinuumsmechanischen Sinn einer Prozessschicht abgebildet wird. Zur
Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens infolge Delamination werden verschiedene
Materialmodelle vorgestellt bzw. entwickelt. Dabei kommen sowohl plastizitätsbasierte als auch
schädigungsbasierte Formulierungen zum Einsatz. Anhand von Modell- und Strukturbeispielen
werden die Materialmodelle verglichen und bewertet.

Kapitel 2 gibt zunächst eine kurze Beschreibung über den Aufbau und über das grundsätzliche
mechanische Verhalten von Faserverbundwerkstoffen. Darüber hinaus werden die maßgebli-
chen Versagensarten der unidirektional verstärkten Einzelschicht sowie des Laminats vorge-
stellt. Eine Einführung in die Modellierungsaspekte von Faserverbundwerkstoffen und von La-
minaten schließt dieses Kapitel ab.

Einige wichtige kontinuumsmechanische Grundlagen für den dreidimensionalen Körper wie-
derholt Kapitel 3, um die Basis für die im Anschluss kurz vorgestellte mehrschichtige, dreidi-
mensional orientierte Schalentheorie zu schaffen. Diese höherwertige Schalentheorie zeichnet
sich besonders durch die Wahl einer beliebigen Anzahl von Berechnungsschichten in Dicken-
richtung aus. Jede Berechnungsschicht verwendet dabei eine Reissner-Mindlin-Kinematik mit
extensiblem Direktor, so dass die Anzahl der Freiheitsgrade pro Knoten von der Anzahl der ein-
geführten Berechnungsschichten abhängt. Die vorliegende Schalentheorie erlaubt somit die Ver-
wendung vollständiger dreidimensionaler Werkstoffgesetze und berücksichtigt sämtliche Span-
nungskomponenten.

Kapitel 4 leitet nach einer kurzen physikalischen Motivation des phänomenologischen Plastizi-
tätsverhaltens von Materialien die Elastoplastizität unter der Annahme kleiner Verzerrungen,
aber großer Rotationen her. Hierbei geht man speziell auf die inkrementelle Formulierung und
auf die Herleitung der elasto-plastischen Materialtangente ein, weil beides bei der iterativen Lö-
sung des nichtlinearen Gleichungssystems benötigt wird. Zur Berücksichtigung viskoser Effekte
wird die Erweiterung der Elastoplastizität auf die Viskoplastizität nach Duvaut und Lyons (1972)
vorgestellt sowie deren numerische Umsetzung innerhalb der Methode der finiten Elemente be-
schrieben.
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Ebenfalls nach einer kurzen physikalischen Motivation des Deteriorationsverhaltens von Mate-
rialien gibt Kapitel 5 anhand des Beispiels der isotropen 1-Parameter Schädigung eine Einfüh-
rung in die Kontinuumsschädigungsmechanik. Zusätzlich wird auf die Berücksichtigung vis-
koser Effekte eingegangen.

Kapitel 6 stellt zu Beginn einige, in der Literatur verfügbare und gebräuchliche Versagensindika-
toren für Faserverbundwerkstoffe vor und vergleicht diese miteinander. Dabei wird insbeson-
dere das Hoffman- und das Brewer-Lagace-Delaminationskriterium untersucht, da in dieser Ar-
beit beide Kriterien zur numerischen Simulation des nichtlinearen Materialverhaltens verwendet
werden. Im zweiten Teil von Kapitel 6 wird eine Hoffman-Plastizität mit anisotroper Verfesti-
gung vorgestellt, die auf der Arbeit von Hashagen (1998) basiert. Die vorliegende Arbeit geht
dabei zusätzlich und insbesondere auf die unterschiedlichen Varianten zur Definition des plasti-
schen Potenzials ein, die eine Veränderung der Rückprojektionsrichtung zur Folge haben und
somit zur Vereinfachung des Rückprojektionsalgorithmus beitragen.

Kapitel 7 widmet sich der Simulation fortschreitender Delamination im Sinne einer kontinuums-
mechanischen Betrachtungsweise mit Prozessschicht. In dieser können unterschiedliche Dela-
minationsmodelle zur Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens wirken. Hierzu wird
das Brewer-Lagace-Delaminationskriterium sowohl im Rahmen einer entfestigenden Plastizi-
tätstheorie als auch im Rahmen der Kontinuumsschädigungsmechanik verwendet. Zunächst
stellt die Arbeit eine entfestigende Delaminationsplastizität in Kombination mit einer adaptiven
viskosen Regularisierung vor, die von Sprenger (2000) entwickelt wurde. In Ergänzung zu
Sprenger (2000) verdeutlichen Untersuchungen des akustischen Tensors die regularisierende
Wirkung der viskosen Erweiterung. Anschließend wird das Brewer-Lagace-Delaminationskri-
terium für die Verwendung als Schädigungsfunktion im Rahmen der Kontinuumsschädigungs-
mechanik aufbereitet und die Definition der Schädigungsevolution vorgestellt. Hierbei geht die
vorliegende Arbeit speziell auf die Entscheidung ein, welche Komponenten der Werkstoffmatrix
zu schädigen sind, wie sich also die Schädigung auswirken soll. Mit diesen Überlegungen lassen
sich zwei Materialmodelle entwickeln: ein isotropes und ein selektives Delaminationsschädi-
gungsmodell. In beiden Fällen ergibt sich eine nicht-assoziierte Schädigungsformulierung, da
das Brewer-Lagace-Kriterium als Schädigungsfunktion verwendet wird. In einem weiteren An-
satz wird ein Delaminationsmodell unter Ausnutzung von Energiefreisetzungsraten hergeleitet.
Auch hier steht die Definition der geschädigten Materialmatrix, die von drei skalaren Schädi-
gungsparameter abhängt, im Vordergrund und innerhalb der freien Helmholtz-Energie Verwen-
dung findet. Aus dieser lassen sich dann thermodynamisch konsistent die Spannungen und die
Energiefreisetzungsraten ableiten. Die spezielle Definition einer äquivalenten Energiefreiset-
zungsrate als Schädigungsfunktion sowie die Wahl der Schädigungsevolution komplettieren
dieses Materialmodell. Unter bestimmten Voraussetzungen liefert die Verwendung der äquiva-
lenten Energiefreisetzungsrate eine assoziierte Schädigungsformulierung. Sämtlichen Schädi-
gungsmodellen bieten zusätzlich die Möglichkeit, viskose Effekte zu berücksichtigen.

In Kapitel 8 werden die vorgestellten Materialmodelle anhand von ausgewählten Strukturbei-
spielen getestet und verglichen. Weiterhin soll der Einfluss verschiedener Modell- bzw. Mate-
rialparameter aufgezeigt werden.

Kapitel 9 schließt die Arbeit mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.
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22(2 Faserverbundwerkstoffe

In diesem Kapitel wird eine kurze Einführung in den Aufbau und in das grundsätzliche mechani-
sche Verhalten von Faserverbundwerkstoffen gegeben. Dies ist einerseits nötig, um die im Kapi-
tel 3.2 dargestellten strukturspezifischen Anforderungen an das kinematische Modell der Scha-
lenformulierung besser verstehen zu können. Andererseits wird die Basis für die im Kapitel 6.2
beschriebenen Versagenskriterien geschaffen. Für ein tiefer greifenderes Studium der Faserver-
bundwerkstoffe wird auf die umfangreiche Literatur verwiesen: Vinson und Chou (1975), Chris-
tensen (1979), Tsai und Hahn (1980), Chawla (1987), Carlsson und Pipes (1989), Kelly (1989),
Agarwal und Broutman (1990), Ochoa und Reddy (1992), Altenbach et al. (1996), Herakovich
(1998), um nur einige zu nennen.

2.1 Einführung

Faserverbundwerkstoffe (FVW) bestehen aus Fasern, die in einem Grundwerkstoff, der Matrix,
eingebettet sind. Die Fasern werden dabei so ausgerichtet, dass sie den wesentlichen Teil der
Lastabtragung übernehmen, dabei aber durch das Matrixmaterial unterstützt werden. Bei Druck-
beanspruchung erfüllt die Matrix die Funktion, die Fasern am Ausknicken zu hindern, während
sie bei Zugbeanspruchung eine begrenzte Kraftübertragung über gerissene Fasern hinweg sowie
zwischen den einzelnen Fasern gewährleistet. Darüber hinaus schützt sie die Fasern gegenüber
äußeren mechanischen Einwirkungen und anderen Umwelteinflüssen. In ihrer Verbindung als
Faserverbundwerkstoff (engl. ‘Composite’) ergeben Fasern und Matrix somit ein Material mit
besseren Werkstoffeigenschaften als die Einzelkomponenten.

Die gängigsten Fasermaterialien sind neben Bor und Stahl beispielsweise Carbon, Aramid und
Glas. Als Matrixmaterial können zum Beispiel Polyester, Epoxide, Keramik, Metalle oder auch
Beton bzw. Feinbeton verwendet werden, siehe u.a. Herakovich (1998) für eine detaillierte
Übersicht. Damit sich Fasern und Matrix in ihrer Kombination zum Faserverbundwerkstoff
möglichst gut ergänzen, müssen nach Schultz (1996) folgende Voraussetzungen erfüllt sein:

• Die Bruchfestigkeit der Fasern muss größer sein als die der Matrix.

• Der Elastizitätsmodul der Fasern muss sehr viel größer sein als der der Matrix.

• Die Bruchdehnung der Matrix muss größer sein als die der Fasern.

Heutzutage werden Faserverbundwerkstoffe in zahlreichen Bereichen der Technik, wie der Luft-
und Raumfahrtindustrie, dem Maschinen- und Automobilbau und in jüngster Zeit auch im Bau-
wesen, verwendet. Künstliche Hüftgelenke in der Humanmedizin, tragende Komponenten bei
Flugzeugen oder Brücken, die teilweise oder ganz aus FVW gefertigt werden, bestätigen dies
eindrucksvoll (Herakovich (1998)).

Das niedrige spezifische Gewicht sowie die hohen Festigkeiten und Steifigkeiten bei gleichzeitig
guter chemischer Beständigkeit zeichnen Faserverbundwerkstoffe besonders aus (siehe Nieder-
stadt et al. (1997)). Darüber hinaus kann der Faserverlauf und damit die Materialeigenschaften
dem Kraftfluss im Bauteil angepasst werden. Diese Variationsmöglichkeit führt zu einem neuen
Aspekt, dem „Materialdesign”, siehe Park (1982), Kim et al. (1997). Als Nachteile der Faserver-
bundwerkstoffe sind allerdings die (noch) hohen Materialkosten, hohe UV-Strahlungs- und
Temperaturempfindlichkeit und die Fragen nach dem Recycling zu nennen.
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Abb. 2.1: Beispiele einiger Faseranordnungen

a) Unidirektional c) Zufällig verteiltb) Bidirektional d) Gewebe

Faser Matrix

In Abb. 2.1 sind verschiedene Beispiele für Faseranordnungen im Matrixmaterial dargestellt.
Unidirektional verstärkte Einzelschichten weisen dabei die höchsten Steifigkeits- und Festig-
keitswerte in Faserlängsrichtung auf. Quer zur Faserrichtung sind diese Werte deutlich geringer,
hängen stark von der Verbundfestigkeit zwischen Faser und Matrix ab und nähern sich den Ei-
genschaften des reinen Matrixmaterials an. Im Regelfall weist die unidirektional verstärkte Ein-
zelschicht ein transversal isotropes Werkstoffverhalten mit einer ausgeprägten Materialrichtung
auf. Bidirektional verstärkte Faserverbundwerkstoffe haben hingegen ein orthotropes Werk-
stoffverhalten mit drei ausgeprägten Materialrichtungen. Je nach verwendetem Matrix- und Fa-
sermaterial sowie der verwendeten Fasergeometrie und Faseranordnung kann also ein isotropes,
transversal isotropes oder orthotropes Materialverhalten erzeugt werden.

Durch das Verkleben (Laminieren) von mehreren auch unterschiedlich orientierten Einzel-
schichten lässt sich ein Schichtverbund herstellen, siehe Abb. 2.2. Dabei unterscheidet man zwi-
schen Laminat und Sandwich. Laminate sind Schichtverbunde, deren Einzelschichten annä-
hernd gleiche Schichtdicken und mechanische Eigenschaften aufweisen, sich aber vor allem
hinsichtlich ihrer Faserorientierung unterscheiden. Sandwich-Konstruktionen bzw. sandwich-
ähnliche Schichtverbunde besitzen hingegen mindestens eine in Dickenrichtung wesentlich grö-

Abb. 2.2: Laminat aus unterschiedlich orientierten, unidirektionalen Einzelschichten
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ßere und schubweichere Einzelschicht. Sie sind häufig aus zwei dünnen Deckschichten mit ho-
hen Zugfestigkeiten und einer dicken und schubweichen Kernschicht aufgebaut.

2.2 Versagensvorgänge in Faserverbundwerkstoffen

Bei Faserverbundwerkstoffen hängt sowohl das Versagensverhalten, das entweder duktil,
spröde, ver- oder entfestigend verlaufen kann, als auch die Versagensart (Faser- oder Matrix-
bruch) stark von den äußeren Belastungsbedingungen und der Faserorientierung ab. So wird
zwischen Zug- oder Druckbelastung längs oder quer zur Faser unterschieden. In Schultz (1996),
woraus die Abb. 2.3 entnommen wurde, werden einige Versagensarten einer unidirektionalen
Einzelschicht angegeben (siehe auch Agarwal und Broutman (1990) mit umfangreichen Foto-
grafien der Rissflächen im Experiment). Bei Zugbeanspruchung in Faserrichtung ist das Verhält-

Abb. 2.3: Versagensarten der unidirektionalen Einzelschicht nach Schultz (1996)
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nis der Faserbruchdehnung (�F) zur Matrixbruchdehnung (�M) ein entscheidender Faktor. Für
den Fall, dass die Faserbruchdehnung größer ist als die Matrixbruchdehnung (�F � �M), kann
ein Matrixbruch erwartet werden. Bei �M � �F tritt hingegen ein Faserbruch auf.

Bei Druckbeanspruchung längs zur Faser hängt das Versagensverhalten stark vom Faservolu-
mengehalt (Verhältnis des Faservolumens zum Gesamtvolumen) und von den Matrixeigenschaf-
ten ab. So kann bei einem kleinen Faservolumengehalt ein sogenanntes ‘out-of-phase’-Mikro-
beulen der Fasern stattfinden. Bei einem großen Faservolumengehalt, der in der Praxis auch
häufiger anzutreffen ist, tritt in der Regel ein ‘in-phase’-Mikrobeulen auf. Beiden Versagensar-
ten liegt die Annahme zugrunde, dass die Zugfestigkeit des Matrixmaterials ausreichend groß
ist und somit noch kein Matrixversagen auf Zug aufgetreten ist. Eine weitere Versagensart bei
Längsdruckbeanspruchung ist das Schubversagen in einem schmalen Versagensband, bei dem
die Fasern ausknicken und abscheren.

Unter Querzugbelastung sind Grenzschichtversagen zwischen Faser und Matrix und Matrix-
bruch die häufigsten Versagensarten. Ein Zugversagen der Fasern quer zur Faserrichtung tritt nur
bei sehr exakt ausgerichteten Fasern und sehr geringen Querzugfestigkeiten der Faser auf. Quer-
druckbeanspruchung löst häufig ein Schubversagen des Matrixmaterials aus, welches von Faser-
brüchen und Grenzschichtversagen begleitet wird. Die genannten Versagensvorgänge spiegeln
das mögliche intralaminare Versagen einer unidirektional-verstärkten Einzelschicht wider.

Nicht immer eindeutig ist die Zuordnung des experimentellen Versagens in eine der eben be-
schriebenen Versagensarten, da es eine Vielzahl möglicher Interaktionen zwischen den Versa-
gensarten gibt. Diese lassen den Versagensvorgang von FVW vielfältig und komplex werden.

2.3 Delamination in Laminaten

Zu den unter Kapitel 2.2 genannten Versagensmöglichkeiten der unidirektionalen Einzelschicht
kommt bei Laminaten die Delamination als ein weiterer und besonders wichtiger Versagensvor-
gang hinzu, siehe Abb. 2.4a) und b). Darüber hinaus stellt sie einen Spezialfall des Matrixbru-
ches dar, bei dem die Bruchfläche genau in der Grenzfläche zweier benachbarter Schichten liegt.
Folglich wird die Delamination auch häufig als interlaminares Versagen bezeichnet, im Gegen-
satz zu einem intralaminaren Versagen der Einzelschicht (z.B. Matrixbruch, Faserbruch, Schub-
versagen). In vielen Anwendungsfällen stellt das interlaminare Versagen im Vergleich zum intra-
laminaren Versagen den kritischen Versagensvorgang dar (Miller et al. (1994)).

Abb. 2.4: Delamination in Laminaten (aus Agarwal und Broutman (1990))
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Die Ursachen für das Auftreten einer Delamination sind vielfältig. Neben einer mangelhaften
Herstellung des Laminats sind vor allem Spannungen (vornehmlich in Dickenrichtung) an den
freien Rändern von großer Bedeutung. Dies wurde schon sehr früh von Pipes und Pagano (1970),
Pagano (1978) und Wang und Choi (1982) festgestellt und untersucht. Die Spannungen entste-
hen auch bei rein einaxialer Belastung aus den unterschiedlichen Materialeigenschaften der uni-
direktionalen Einzelschichten und der Kompatibilitätsanforderung in der Grenzfläche. Die
0o-Schicht kontrahiert sich in Querrichtung nämlich wesentlich stärker als die 90o-Schicht,
siehe exemplarisch Abb. 2.5a) und Niederstadt (1997). Damit die Kompatibilität an der Grenz-
fläche erhalten bleibt, sind interlaminare Schubspannungen �23 nötig, die in Querrichtung wie-
derum Zugspannungen �22 in der 0o-Schicht und Druckspannungen �22 in der 90o-Schicht her-
vorrufen. Die Resultierenden dieser Spannungen wirken im Abstand einer Schichtdicke und
rufen ein Biegemoment hervor, das die beiden Hälften [0o, 90o] und [90o, 0o] am Rand auseinan-
der biegen möchte. Es entstehen somit Normalspannungen in Dickenrichtung �33, die direkt am
Rand besonders groß sind (‘Free-Edge-Effect’).

Die dynamische Beanspruchung des Laminats infolge von Schlagbelastung (impact) stellt eine
weitere Ursache für Delamination dar, weil dabei hohe transversale Schub- und Normalspannun-
gen entstehen können, siehe Blackman und Williams (1998a/b) und Abb. 2.5b).

Faser-Matrix-Ablösungen oder auch bereits vorhandene Matrixrisse sind ebenfalls in der Lage,
Delaminationen auszulösen. Abb. 2.4a) zeigt deutlich eine beginnende Delamination, die wahr-
scheinlich von einem Matrixriss ausgelöst wurde. Es ist der Delamination daher möglich, zwi-
schen Grenzschichten durch die Einzelschicht hindurch zu wechseln, so dass häufig eine eindeu-
tige Identifikation der Versagensart schwierig ist. Abb. 6.2 in Sprenger (2000), siehe auch Abb.
6.1 in Gruttmann (1996), zeigt mögliche Interaktionen der einzelnen Versagensarten auf der
Faser-Matrix-Ebene, der Einzelschicht-Ebene und der Laminat-Ebene nach Ochoa und Reddy
(1992). Eine übersichtliche Zusammenfassung des Delaminationsprozesses in geschichteten La-
minaten und eine detaillierte und ausführliche Auflistung von Referenzen gibt Garg (1988).
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Abb. 2.5: Mögliche Ursachen für Delamination: a) Spannungen an freien Rändern 
b) Schlagbelastung

90°
90°
0°

0°
90°
90°
0°

0°

�11

�11

x1

x2

x3

[0/90]s

Laminat

a) b)

Delaminierte Zonen, mit Kontrastmittel dunkel ein-
gefärbt, bei unterschiedlicher Schlaggeschwindigkeit

Quelle: Liu und
Malvern (1987)

nach Stiftinger (1996)

ÇÇ
ÇÇ
ÇÇ
ÇÇ

ÇÇÇ
ÇÇÇ
ÇÇÇ
ÇÇÇ

Laminat

HalterungSchlagbolzen



13

Weiterhin wird im Kontext der Delamination häufig von Basislaminat und Sublaminat gespro-
chen. Unter Basislaminat ist der Querschnittsteil zu verstehen, der an der Delaminationsstelle
die größere Abmessung in Dickenrichtung hat, während das Sublaminat den verbleibenden dün-
neren Querschnittsteil bezeichnet. Sowohl Basislaminat als auch Sublaminat können dabei aus
mehreren Einzelschichten bestehen. Insbesondere kommt der Delamination im Hinblick auf ein
mögliches Stabilitätsversagen durch Beulen des Basis- oder des Sublaminates große Bedeutung
zu. Ein zusätzliches Problem bei Delaminationen ist, dass sie im Regelfall von außen nicht sicht-
bar sind und somit nur sehr schwer zu entdecken sind. Die zahlreichen Publikationen zur mess-
technischen Erfassung von Delaminationen belegen dies deutlich (Steiner (1992) und Brunner
(1998)).

2.4 Modellierungsaspekte

Wie in Kapitel 2.2 und 2.3 gezeigt wurde, ist das Versagensverhalten von FVW vielfältig und
komplex. Die Komplexität resultiert aus den zahlreichen Versagensvorgängen, die auf den ver-
schiedenen Ebenen, wie der Faser-Matrix-Ebene und der Ebene der Einzelschichten, stattfinden
können. Für die Untersuchung von FVW stehen somit grundsätzlich zwei verschiedene Betrach-
tungsebenen zur Verfügung, nämlich die der Mikroebene und die der Makroebene, siehe Dornin-
ger (1989) für eine detaillierte Literaturübersicht zu diesem Thema. Naturgemäß sind beide Ebe-
nen miteinander verknüpft, da ein Versagensprozess auf der Mikroebene beginnt und sich in
weiterer Folge auf die Makroebene auswirkt.

Grundlage des mechanischen Modells einer heterogenen Einzelschicht ist gerade die Modellie-
rung der Einzelschicht auf der Faser-Matrix-Ebene (Mikroebene), bei der die Faser, die Matrix
und der Verbund Faser/Matrix einzeln modelliert bzw. diskretisiert werden. Dieses Vorgehen ist
allerdings aufgrund des hohen Aufwands bei der numerischen Simulation des globalen Tragver-
haltens einer Struktur nicht anwendbar. Da aber im Allgemeinen der Faserdurchmesser wesent-
lich kleiner als die Dicke der Einzelschicht ist, kann eine Homogenisierung durchgeführt wer-
den. Die auf der Mikroebene betrachtete heterogene Einzelschicht mit jeweils eigenen
Materialparametern für Faser und Matrix wird somit in eine auf der Makroebene betrachtete ho-
mogene Einzelschicht mit effektiven Materialparametern überführt, siehe auch Abb. 2.2.

Bei dieser Betrachtungsweise werden Fasern und Matrix in der Einzelschicht als gleichmäßig
verschmiert angenommen und effektive mechanische Kennwerte ermittelt. Dies führt auf das
mechanische Modell einer homogenen, aber anisotropen Einzelschicht. Die mechanischen
Kennwerte können auf verschiedene Weise bestimmt werden: entweder im Sinne eines mikro-
mechanischen Ansatzes aus Faser und Matrix mittels verschiedener Homogenisierungstechni-
ken (z.B. Mischungsregel, Repräsentatives-Volumen-Element, generalisierte selbstkonsistente
Methode; siehe Döbert (2001)) oder rein experimentell aus Versuchen an der Einzelschicht.

Die Festigkeitswerte der einzelnen Materialrichtungen können ebenfalls aus Versuchen ermittelt
werden und dienen als Eingangsparameter für Versagenskriterien, die auf der Makroebene der
homogenen Einzelschicht definiert sind. In dieser Arbeit werden ausschließlich Versagenskrite-
rien (siehe Kapitel 6.2) verwendet, die auf dieser Ebene definiert sind und somit von der makro-
skopischen Betrachtungsweise der homogenen, anisotropen Einzelschicht ausgehen. Mehrere
Einzelschichten innerhalb eines Laminates werden in der Regel bei der Modellierung aber nicht
zusammengefasst (homogenisiert), sondern einzeln berücksichtigt. Dies ist nötig, da sich auf-
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grund der unterschiedlichen Materialeigenschaften und Orientierungen der Einzelschichten
komplexe Deformations- und Spannungszustände für das Laminat ergeben können.

Anmerkung: In der Literatur wird die Modellierung des Laminats, bestehend aus mehreren ho-
mogenen und anisotropen Einzelschichten mit dazwischen liegenden ‘Interface’-
Schichten, auch häufig als Mesomodell bezeichnet, siehe beispielsweise La-
devèze (1986) und Ladevèze und Le Dantec (1992). Die Einführung von
‘Interface’-Schichten ist dabei nötig, um die Versagensart der Delamination be-
schreiben zu können.
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33(3 Kontinuumsmechanik und Strukturmodell

In diesem Kapitel soll kurz auf einige grundlegende Gleichungen der Kontinuumsmechanik ein-
gegangen werden. Für weiterführende Literatur zu diesem Thema sei auf Truesdell und Noll
(1965), Malvern (1969), Ogden (1984) und Stein und Barthold (1996) verwiesen. Darüber hin-
aus wird das dreidimensionale, geschichtete Schalenelement vorgestellt, welches auf Arbeiten
von Büchter (1992) und Braun (1995) zurückgeht.

3.1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Zur Analyse eines statischen Randwertproblems (RWP) der Kontinuumsmechanik muss ein ge-
koppeltes System von nichtlinearen, partiellen Differenzialgleichungen gelöst werden. Die
Gleichungen setzen sich aus der kinematischen Beziehung, dem Materialgesetz, dem Gleichge-
wicht und den Randbedingungen zusammen. Im Allgemeinen ist das gekoppelte System nur für
wenige, einfache RWP geschlossen lösbar, so dass variationelle Formulierungen in Verbindung
mit einem Diskretisierungverfahren, hier mit der Methode der finiten Elemente, zur Lösung ein-
gesetzt werden. Ein sehr gebräuchliches Variationsverfahren ist das auf einem Arbeitsprinzip ba-
sierende Prinzip der virtuellen Verschiebungen.

3.1.1 Konfigurationen und Kinematik

Um einen Körper im dreidimensionalen Euklid’schen Vektorraum beschreiben zu können, wer-
den ein Bezugspunkt 0 und ein raumfestes kartesisches Koordinatensystem xi , das durch ortho-
normierte Vektoren ei

� ei im Bezugspunkt aufgespannt wird, definiert. Zusätzlich führt man
ein krummliniges, konvektives Koordinatensystem �i ein, das als „fest mit dem Körper verbun-
den” gedacht werden kann, siehe Abb. 3.1. Durch die Einführung verschiedener Konfiguratio-
nen ist es möglich, sowohl die Bewegung der materiellen Punkte eines Körpers als auch die De-
formation des Körpers selbst eindeutig zu beschreiben. Die Konfiguration stellt dabei die stetige

Abb. 3.1: Konfigurationen und Kinematik
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und umkehrbar eindeutige Abbildung der materiellen Punkte des Körpers auf Raumpunkte des
dreidimensionalen Euklid’schen Punktraums �3 dar. In der sogenannten Referenzkonfiguration
(Ausgangslage), die hier identisch der unverformten Lage sein soll, kann über ein Feld von Orts-
vektoren x(�1,�2,�3) jeder materielle Punkt des Körpers lokalisiert und somit die Lage des Kör-
pers im Raum angegeben werden. Materielle Punkte des Körpers in der Momentankonfiguration
(aktuelle bzw. verformte Lage) werden durch Ortsvektoren x(�1,�2,�3) beschrieben. Die ge-
schilderte Lagrange’sche Betrachtungsweise ist die übliche Darstellungsweise in der Festkör-
permechanik. Größen, die sich auf die Momentankonfiguration beziehen, werden im Folgenden
mit Querstrichen versehen. Die ko- und kontravarianten Basisvektoren des krummlinigen Koor-
dinatensystems lauten für die Referenzkonfiguration

gi �
�x
�� i , (3.1)gi

�
�� i

�x ,

und für die Momentankonfiguration

(3.2)gi �
�x
�� i , gi

�
�� i

�x .

Sie stehen senkrecht aufeinander, so dass das Skalarprodukt gi � gj die Komponenten des
Einheitstensor zweiter Stufe, auch als Kronecker-Delta �j

i bezeichnet, liefert. Für das Skalarpro-
dukt zweier energetisch konjugierter Tensoren zweiter Stufe gilt damit

mit A � Aij gi
� gj und B � Bij gi � gj . (3.3)

A : B � Aij Bij

Das Skalarprodukt ist also unabhängig von der Metrik, was eine wichtige Eigenschaft hinsicht-
lich der Objektivität von Energieausdrücken ist (siehe Anhang A für die Definition des dyadi-
schen Produktes �). Der Metriktensor (Einheitstensor) g der Referenzkonfiguration kann in ko-
und kontravarianter Basis wie folgt dargestellt werden:

g � gij gi � gj � gij gi
� gj (3.4)

mit gij
� gi

� gj und gij � gi � gj . (3.5)

Sind die Ortsvektoren sowohl in der Referenz- als auch in der Momentankonfiguration bekannt,
kann die Bewegung jedes Punktes des Körpers und somit die Deformation des Körpers eindeutig
beschrieben werden. Das Verschiebungsfeld u wird dabei als die Differenz der Ortsvektoren der
Momentan- und der Referenzkonfiguration ausgedrückt:

u(�1, �2, �3) � x(�1,�2,�3) � x(�1, �2, �3) . (3.6)

Die ko- und kontravarianten Basisvektoren der Momentankonfiguration erhält man durch An-
wendung des sogenannten materiellen Deformationsgradienten F auf die Basisvektoren der Re-
ferenzkonfiguration

(3.7)gi �
�x
�� i �

�x
�x �

�x
��i � F � gi und gi

�
��i

�x � F�T
� gi .

Gleichung (3.7) bezeichnet man auch als Vorwärtstransformation (‘push forward’). Der materi-
elle Deformationsgradient F ist im Allgemeinen ein unsymmetrischer Tensor zweiter Stufe und
in Abhängigkeit des Verschiebungsgradienten H folgendermaßen definiert:
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F :� grad x � grad u � g � H � g . (3.8)

Siehe dazu Gleichung (A.13) für die Definition des Gradienten eines Vektors.

Bei der Rückwärtstransformation (‘pull back’) ergeben sich die ko- und kontravarianten Basis-
vektoren der Referenzkonfiguration aus denen der Momentankonfiguration

(3.9)gi � F�1
� gi , gi

� FT
� gi .

Damit diese Transformationen eindeutig umkehrbar sind, muss die Jacobi-Determinante J des
Deformationsgradienten F ungleich Null sein. Darüber hinaus soll sich der Körper während sei-
ner Deformation nicht selbst durchdringen. Dies führt zu der Forderung, die Determinante muss
größer oder gleich Null sein. Es folgt schließlich

J :� det F � 0 . (3.10)

Als Verzerrungsmaß für die konstitutive Gleichung ist der Deformationsgradient allerdings nicht
unbedingt geeignet, da er Starrkörperanteile enthält, richtungsabhängig und unsymmetrisch ist.
Ein sinnvolles und geeignetes Verzerrungsmaß ist mit dem Green-Lagrange’schen Verzerrungs-
tensor E gegeben, der über den Deformationsgradienten oder über die Differenz der Metrikten-
soren von Momentan- und Referenzkonfiguration definiert ist

E :� 1
2
�FT

� F � g	 � 1
2
�gij � gij	 gi

� gj . (3.11)

Er liefert bei Starrkörperrotation und -translation keine Verzerrungen (E � 0), ist richtungsun-
abhängig (durch den quadratischen Term FT

� F ) und symmetrisch (E � ET). Alternativ lässt
er sich auch in Abhängigkeit des Verschiebungsgradienten H mit

E :� 1
2
�H � HT

� HT
� H 	 (3.12)

darstellen. Bei Vernachlässigung der nichtlinearen Anteile des Verschiebungsgradienten H er-
hält man hieraus den Verzerrungstensor � für kleine Verformungen:

� �
1
2
�H � HT	 . (3.13)

Weitere Verzerrungsmaße sind u.a. in Ogden (1984) zu finden.

3.1.2 Spannungsmaße

Betrachtet man einen gedachten Schnitt im Punkt x durch einen materiellen Körper � in der ak-
tuellen Konfiguration, so werden nach dem Euler-Schnittprinzip die inneren Kräfte zur Betrach-
tung frei. Die Kräfte �f bezogen auf die gedachte Schnittfläche �A liefern für den Grenzüber-
gang �A � 0 die Definition das Spannungsvektors t:

t :� lim
�A�0

�f
�A

�

df
dA

. (3.14)

Des Weiteren fordert das Cauchy-Postulat, dass der Spannungsvektor t nur von der Orientierung
der gedachten Schnittfläche, also lediglich vom Normalenvektor n der Schnittfläche abhängig
sein soll. Betrachtet man im Folgenden die Gleichgewichtsbedingungen an einem infinitesima-
len Tetraederelement der Momentankonfiguration, so lässt sich der Cauchy-Spannungstensor �
aus der folgenden linearen Abbildung (Cauchy-Theorem) als

t � � � n mit � � �ij gi � gj (3.15)
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angeben. Die Cauchy-Spannungen � werden durch ihren Bezug auf die aktuelle Konfiguration
oft auch als wahre Spannungen bezeichnet. Mit der Forderung, dass die resultierende Kraft df
auf eine Flächenelement unabhängig von der Bezugskonfiguration sein soll (t dA � t dA), ge-
winnt man mit der Nanson-Formel n dA � detF F�T

� n dA folgende Beziehung:

� � n dA � detF � � F�T
� n dA . (3.16)

Gleichung (3.16) liefert die wahren Spannungen in Bezug auf Flächenelement der Referenzkon-
figuration und somit die Definition des unsymmetrischen 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors
P, der seine Unsymmetrie vom Deformationsgradient F „erbt”.

P :� detF � � F�T
� Pij gi � gj . (3.17)

Um den Nachteil der Unsymmetrie zu beheben, wird häufig der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungs-
tensor S eingeführt, der durch eine Rückwärtstransformation des Basisvektors gi in Gleichung
(3.17) gewonnen wird.

S :� F�1
� P � Sij gi � gj . (3.18)

Der 2. Piola-Kirchhoff-(PK2)-Spannungstensors S  bezieht sich infolgedessen nur noch auf
Größen der Referenzkonfiguration; seine physikalische Bedeutung ist damit erschwert (Pseu-
dospannungstensor). Die zum PK2-Spannungstensor  S energetisch konjugierte Größe ist der
Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor E. Weiterhin gelten die folgenden Beziehungen zwi-
schen dem Cauchy-Spannungstensor � und dem PK2-Spannungstensor S

S� detF F�1
� � � F�T , (3.19)

� �
1

detF
F � S� FT . (3.20)

3.1.3 Elastisches Materialgesetz

Das Werkstoffgesetz stellt den Zusammenhang zwischen den Spannungen und den Verzerrungen
her, die bei der Lagrange’schen Betrachtungsweise in der Regel durch den 2. Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor S und den Green-Lagrange’schen Verzerrungstensor E ausgedrückt werden.
Geht man davon aus, dass ein spezifisches Formänderungspotenzial Wint(E) existiert (hyperela-
stisches Material), so lassen sich zum einen die Spannungen S als die erste Ableitung und zum
anderen der vierstufige Materialtensor C als die zweite Ableitung des Potenzials nach den Ver-
zerrungen E angeben:

S :�
�Wint(E)

�E
und C :�

�
2Wint(E)
�E�E

. (3.21)

Für den Fall der linearen Elastizität stellt C einen eindeutigen und linearen Zusammenhang zwi-
schen dem Spannungstensor S und dem Verzerrungstensor E her.

S� C : E mit C � Cijkl gi � gj � gk� gl . (3.22)

Im allgemeinen Fall der Anisotropie besitzt der Materialtensor 81 Konstanten, die sich allerdings
durch Ausnutzung der Symmetrieeigenschaft des Spannungs- und Verzerrungstensors auf 36 re-
duzieren lassen (‘minor symmetry’). Durch die Anwendung des Schwarz’schen Satzes, der be-
sagt, dass die Reihenfolge der Ableitungen nach E in Gleichung (3.21)2 vertauschbar sei, folgt



19

Abb. 3.2: Anzahl der Materialkonstanten und der Symmetrieebenen

Material
anisotrop
(triklin) monoklin orthotrop transversal-

isotrop isotrop

Anzahl der
unabhängigen
Materialkonstanten

Anzahl der
Symmetrieebenen

21 13 9 5 2

0 1 3 3 ∞

die Symmetrie von C sowie die Reduktion auf 21 Konstanten (‘major symmetry’). Ein solches
Material wird mit triklin bezeichnet und besitzt noch keine Symmetrieebenen. Sind in einem
Werkstoff eine, mehrere oder unendlich viele Symmetrieebenen vorhanden, spricht man von
monoklinem, orthotropem, transversal-isotropem oder isotropem Material. Diese unterscheiden
sich nicht nur hinsichtlich ihrer Symmetrieebenen, sondern auch bezüglich der Anzahl der unab-
hängigen Materialparameter, siehe Abb. 3.2. Auf die bildliche Darstellung der Materialsymme-
trieebenen und der daraus resultierenden Ausdrücke zur Berechnung der Komponenten Cijkl des
Werkstofftensors wird an dieser Stelle verzichtet und auf die einschlägige Literatur verwiesen.

Weiterhin ist der folgende Sachverhalt von Bedeutung: Die angenommene lineare Beziehung
zwischen dem Green-Lagrange’schen Verzerrungstensor E und dem PK2-Spannungstensor S
(Gleichung (3.22)) bedeutet eine Beschränkung auf kleine Verzerrungen. Der Verzerrungstensor
E ist aber weiterhin nichtlinear vom Verschiebungsgradienten H (Gleichung (3.12)) abhängig.
Dies entspricht einer Übertragung der konstitutiven Gleichung eines St. Venant-Kirchhoff-Mate-
rials auf orthotrope oder transversal isotrope Materialien. Stein und Barthold (1996) bezeichnen
dieses Material auch als ein Modell für „große Verschiebungen – kleine Verzerrungen”. Für die
Simulation dünnwandiger bzw. schalenartiger Flächentragwerke ist dieses Modell gut geeignet,
da diese Strukturen zwar endliche Rotationen und Verschiebungen, in der Regel aber kleine Ver-
zerrungen aufweisen. Die geometrische Nichtlinearität ist somit trotz der linearen konstitutiven
Beziehung vollständig bewahrt (Stein und Barthold (1996)). Sollten allerdings tatsächlich große
Verzerrungen auftreten, sind entsprechende nichtlineare Materialgesetze zu verwenden. Exem-
plarisch seien hier Materialgesetze nach Ogden oder Mooney-Rivlin genannt. Im Vorgriff auf
das Kapitel der Plastizitätstheorie (Kapitel 4) ist noch darauf hinzuweisen, dass die Beschrän-
kung auf kleine Verzerrungen zusätzlich die additive Zerlegung des Verzerrungstensors in elasti-
sche und plastische Anteile erlaubt.

3.1.4 Schwache Form des Gleichgewichts

Über die Erhaltungssätze für die Masse und für den Impuls lässt sich die 1. Cauchy’sche Bewe-
gungsgleichung im statischen Fall und in Bezug auf die Referenzkonfiguration wie folgt ange-
ben

div P� � b � 0 . (3.23)

Sie stellt die lokale Gleichgewichtsgleichung eines materiellen Punktes des Körpers � dar und
wird auch als starke Form des Gleichgewichts bezeichnet, da das Gleichgewicht punktweise er-
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füllt sein muss. In Gleichung (3.23) bezeichnet b den Volumenkraftvektor pro Masseneinheit
und � die Massendichte. Mit der statischen Randbedingung

t* � t � P � n auf dem Spannungsrand(Neumann-Rand) As (3.24)

kann man die schwache Form des Gleichgewichts herleiten. Hierzu werden die Gleichungen
(3.23) und (3.24) mit einer Testfunktion �u, die auf dem Dirichlet-Rand (Verschiebungsrand)
identisch Null ist, gewichtet und über das Volumen des Körpers integriert.

�W(u,�u) � �

V

(div P� � b) � �u dV� �

As

�t* � t� � �u dA � 0 (3.25)

Unter Ausnutzung der Produktregel (A.9) und des Gauß’schen Integralsatzes (A.10) erhält man
die schwache Form des Randwertproblems mit

�W(u,�u) � �

V

�P : grad�u � div�PT
� �u� � � b� �u�dV� �

As

�t* � t� � �udA

��

V

S : �E dV��

V

� b� �u dV� �

As

t* � �u dA (3.26)

� �Wint(u,�u) � �Wext(u,�u) � 0 . (3.27)

Wird die Testfunktion �u als virtuelle Verschiebung interpretiert, so stellt Gleichung (3.26) das
Prinzip der virtuellen Verschiebungen dar. Der erste Integralausdruck gibt die virtuelle innere
Arbeit wieder, während die beiden anderen Terme die virtuelle äußere Arbeit der Belastung be-
schreiben. Für kleine Deformationen kann mit S� � und � nach Gleichung (3.13) das Prinzip
der virtuellen Verschiebungen auch wie folgt geschrieben werden:

�W(u,�u) � �

V

� : �� dV��

V

� b� �u dV� �

As

t* � �u dA � 0 . (3.28)

Zur räumlichen Diskretisierung und Lösung der schwachen Form des RWP wird in dieser Arbeit
die Finite-Element-Methode (FEM) verwendet. Die Lösung des nichtlinearen RWPs muss dabei
sowohl nach Gleichung (3.26) aufgrund geometrischer und/oder materieller als auch nach Glei-
chung (3.28) aufgrund materieller Nichtlinearität inkrementell iterativ erfolgen. Hierzu kann im
Sinne eines Prädiktor-Korrektor-Vorgehens das Newton-Raphson-Verfahren verwendet werden,
das bei einer konsistenten Linearisierung (siehe Kap. 3.2.3) quadratische Konvergenz in der
Nähe der Lösung liefert. Für alternative Lösungsverfahren siehe Luenberger (1984).
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3.2 Dreidimensionales, geschichtetes Schalenmodell

Wie bereits in Kapitel 1 erwähnt wurde, hat die vorliegende Arbeit das Ziel, dünnwandige und
schalenartige Strukturen aus geschichteten FVW unter Berücksichtigung geometrischer und ma-
terieller Nichtlinearitäten zu simulieren. Im Folgenden werden daher kurz die aus dem Struktur-
aufbau resultierenden Anforderungen an ein Schalenmodell genannt und anschließend ein ge-
schichtetes, finites Schalenelement vorgestellt, das auf die Arbeit von Braun (1995) zurückgeht.
Dabei wird insbesondere auf die Wahl des kinematischen Ansatzes in Dickenrichtung der Schale
eingegangen, was auch als Semidiskretisierung in Dickenrichtung bezeichnet werden kann.

3.2.1 Strukturspezifische Anforderungen

Laminat- und Sandwichkonstruktionen aus FVW stellen aufgrund ihres inhomogenen Aufbaus
und ihrer Anisotropie erhöhte Anforderungen an die Kinematik eines Schalenmodells. Durch die
unterschiedliche Orientierung und die variierenden mechanischen Eigenschaften der Einzel-
schichten können zick-zack-förmige Verschiebungsverläufe über die Dicke der FVW-Struktur
entstehen. Die klassischen Annahmen wie „keine Querschubdeformationen” und „Ebenbleiben
des Querschnittes” sind somit nicht mehr aufrecht zu erhalten. Ebenso können Spannungen in
Dickenrichtung infolge von Kompatibilitätsforderungen an den Schichtgrenzen entstehen (siehe
Kapitel 2.3). Die bei der Herleitung von Schalentheorien sonst übliche Annahme verschwinden-
der Normalspannungen in Dickenrichtung (S33

� 0) ist dann nicht mehr gerechtfertigt. Folg-
lich erübrigt sich auch die Modifikation bzw. Kondensation des Werkstoffgesetzes, die anson-
sten zur Realisierung von S33

� 0 nötig und bei komplizierten Stoffgesetzen (gummiartige
Materialien, Schädigungs- und Plastizitätsmodelle) nicht trivial ist. Soll zusätzlich das Dela-
minationsversagen untersucht werden, so müssen auf jeden Fall die Dickennormalspannungen
S33 berücksichtigt werden, weil diese für die Initiierung von Delamination entscheidend sind.
Außerdem muss zur geometrischen Beschreibung der Delamination ein Aufweiten der Schale
ermöglicht und somit die Inextensibilität des Direktors fallen gelassen werden. Dies führt auf
eine Schalentheorie mit Extensibilität des Direktors.

Die Beseitigung der oben genannten kinematischen Restriktionen bezüglich des Schalendirek-
tors (keine Querschubdeformationen, Ebenbleiben des Querschnittes und Inextensibilität des
Direktors) führt im Sinne einer Semidiskretisierung in Dickenrichtung entweder auf Einschicht-
theorien (hierarchische Modelle, ‘single-layer formulation’) oder auf sogenannte Mehrschicht-
theorien (‘multi-layer formulation’). Während erstere höhere Polynomgrade für den Verschie-
bungsansatz über die Dicke verwenden (p-Methode), verwenden letztere schichtweise
Verschiebungsansätze, was einer Diskretisierung in Dickenrichtung vergleichbar ist. Dabei kön-
nen sowohl schichtweise lineare (h-Methode) oder schichtweise höhere (h-p-Methode) Ver-
schiebungsansätze gewählt werden, siehe auch Bischoff (1999) für eine detaillierte Übersicht
verschiedener Schalentheorien. Es bleibt aber anzumerken, dass Einschichttheorien selbst mit
höherem Polynomgrad im Allgemeinen nicht ausreichen, um den Verschiebungsverlauf über die
Dicke von FVW-Strukturen mit ausreichender Genauigkeit darzustellen. Mehrschichttheorien
sind hierzu besser in der Lage, da die schichtweisen Verschiebungsansätze zu Knicken im Ver-
schiebungsverlauf führen und folglich Diskontinuitäten in den Verschiebungsableitungen ent-
stehen. Darüber hinaus sind Einschichttheorien im Hinblick auf die Beschreibung von geometri-
schen Diskontinuitäten, wie beispielsweise Delaminationen, ungeeignet. Diese können
hingegen mit Mehrschichttheorien entweder in der verschmierten Betrachtungsweise einer Pro-
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Abb. 3.3: Physikalische und numerische Schichten

physikalische bzw.
materielle Schichten

Material 3

Material 2

Material 1

Berechnungsschichten bzw. numerische oder kinematische Schichten
(Semidiskretisierung in Dickenrichtung)

a35
a34

a33

a32

a31

Berechnungsschichten NL=3

a33

a31

a32

Faserverbundquerschnitt Berechnungsschichten NL=5

zesszone oder durch Hinzunahme von Rissöffnungsvektoren diskret (Gruttmann (1996) und
Teßmer (2000)) beschrieben werden. Im Folgenden wird die Kinematik des Schalenmodells
nach Braun (1995), das auf der Mehrschichttheorie mit schichtweiser extensibler Reissner-
Mindlin-Kinematik basiert, kurz vorgestellt.

3.2.2 Kinematisches Modell

Zur Beschreibung der unverformten, mehrschichtigen Schalengeometrie wird diese in eine be-
stimmte Anzahl Berechnungsschichten (NL) unterteilt, wie beispielsweise in Abb. 3.3 darge-
stellt ist. Im Regelfall wird die Anzahl der Berechnungsschichten bzw. der numerischen Schich-
ten größer oder gleich der Anzahl der physikalischen bzw. materiellen Schichten des
FVW-Querschnittes sein. An jedem Punkt der Schalenmittelfläche, die hier als Referenzfläche
dient, kann ein krummliniges, konvektives Koordinatensystem aufgespannt werden. Die kova-
rianten Basisvektoren a1 und a2 der Schalenmittelfläche bestimmt man dabei aus den Rich-
tungsableitungen in �1- und �2-Richtung des Ortsvektors r. Üblicherweise steht der Direktor a3
senkrecht auf a1 und a2 und weist als Länge die halbe Schalendicke auf. Ein beliebiger Punkt
des Schalenraums ist damit eindeutig durch seinen Ortsvektor x identifizierbar, der sich additiv
aus dem Ortsvektor der Schalenmittelfläche r und dem Direktor a3 zusammensetzt. Bei der hö-
herwertigen Kinematik der mehrschichtigen Schale wird jedoch für jede Berechnungsschicht ein
zugehöriger Direktor a3L

 eingeführt, siehe Abb. 3.4. Anfänglich besitzen die Direktoren die glei-
che Richtung und entsprechen in ihrer Länge der jeweiligen Schichtdicke hL. Der Ortsvektor xL
eines beliebigen Punktes der Schicht L kann somit über den Ortsvektor rL der jeweiligen
Schichtmittelfläche und den dazugehörenden Direktor a3L

 bestimmt werden:

xL � rL �
1
2
�La3L

; �L � [–1, 1] ; L � 1,. ..,NL . (3.29)

Dabei stellt �L die lokale Dickenkoordinate der Schicht L dar. Durch Ausnutzung der Bedin-
gung, dass der Ortsvektor am Übergang von einer Schicht auf die nächste kontinuierlich sein
soll, also

xL
��L � � 1� �

!
xL�1

��L�1 � � 1� , L � 1,. ..,NL� 1 , (3.30)

kann man den Ortsvektor xL auch in Abhängigkeit der Schalenmittelfläche und einer Kombina-
tion von Schichtdirektoren ausdrücken:

xL � r ��

NL

S�1

�3
LS a3S

. (3.31)
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Anmerkung: In Gruttmann (1996) und Teßmer (2000) wird bewusst die Kontinuitätsbedingung
(3.30) zur kinematischen Beschreibung der Delamination fallengelassen. An den
delaminierten Stellen wird dann ein Sprungvektor (Rissöffnungsvektor) einge-
führt.

In Gleichung (3.31) liefert die Kontinuitätsmatrix �3
LS die Aussage, ob die Schicht S auf dem

Weg von der Schalenmittelfläche zu einem Punkt der Schicht L durchlaufen wird und somit der
jeweilige Direktor a3S

 zu berücksichtigen ist. So lässt sich beispielsweise der Ortsvektor zu ei-
nem Punkt der fünften Schicht wie folgt angeben:

x5
��5

� � r � 0a31
� 0a32

�
1
2

a33
� a34

�
1
2
��5 � 1�a35

. (3.32)

Unter der Voraussetzung, die einzelnen Direktoren bleiben während der Deformation gerade,
was einem linearen Verschiebungsansatz über die Schichtdicke entspricht, ergibt sich das Ver-
schiebungsfeld uL zu

uL � v��

NL

S�1

�3
LS
�a3S

� a3S
� � v��

NL

S�1

�3
LSwS . (3.33)

Die Verschiebung der Schalenmittelfläche wird dabei mit v bezeichnet und der jeweilige Diffe-
renzvektor der Schicht S als wS. Dieser berechnet sich aus der Differenz der Schichtdirektoren
in der Momentan- und der Referenzkonfiguration. Wie aus Gleichung (3.33) ersichtlich ist, er-
höht sich mit steigender Anzahl der Berechnungsschichten (NL) auch die Anzahl der Freiheits-
grade pro Knoten. Zu den drei Verschiebungsfreiheitsgraden v der Schalenmittelfläche kommen
pro Berechnungsschicht nochmals drei Freiheitsgrade für den Differenzvektor wS hinzu. Die
Gesamtanzahl der Freiheitsgrade entspricht somit gerade der einer Diskretisierung mittels linea-
rer Volumenelemente über die Dicke.

a35
a34

a33
a32a31

a35

�1

�2

e1

e2

e3

r
r

v

MomentankonfigurationReferenzkonfiguration

0

uL

xL

xL

a34
a33

a32
a31

�1�2

�3

a2 a1

Abb. 3.4: Höherwertige Kinematik der mehrschichtigen Schale
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Der Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor EL kann in Analogie zu Gleichung (3.11) über die
Differenz der Metriken aus Momentan- und Referenzkonfiguration für die jeweilige Schicht L
angegeben werden:

EL � EijL gi
L � gj

L
�

1
2
�gijL � gijL� gi

L � gj
L

(3.34)

mit

g�L �

�xL

���
� a���

NL

S�1

�3
LSa3S,�

und g3L � a3L
. (3.35)

Die bei Schalentheorien übliche Vorabintegration des Stoffgesetzes in Dickenrichtung mit
gleichzeitigem Übergang von Spannungen auf Schnittgrößen (in Bezug auf die Referenzfläche)
ist auch bei der höherwertigen Kinematik möglich. Die Reduktion der Dimensionsanzahl von
drei auf zwei und folglich die flächenhafte Beschreibung der Struktur bei gleichzeitig vollstän-
dig dreidimensionaler Theorie ist der Vorteil, der hieraus folgt. Aufgrund der höherwertigen
Schalentheorie und den von Schicht zu Schicht variierenden Materialeigenschaften muss aller-
dings die Vorabintegration in Dickenrichtung schichtweise erfolgen. Die Schnittgrößen und die
Einzelschicht-Materialtensoren werden somit für jede Schalenschicht separat integriert. Weiter-
hin können die Faser- bzw. Materialkoordinatensysteme der Einzelschichten gegenüber dem
globalen Koordinatensystem verdreht sein, siehe beispielsweise Abb. 2.2, was eine Richtungs-
transformation der Einzelschicht-Materialtensoren C*

L in das globale Koordinatensystem nötig
macht (vergleiche Braun (1995)). Es soll an dieser Stelle nochmals ausdrücklich darauf hinge-
wiesen werden, dass der vollständige und unveränderte Werkstofftensor verwendet wird und
keine Modifikation nötig ist.

Anmerkung: Der aus der einschlägigen Literatur (Büchter und Ramm (1992), Büchter et al.
(1994)) bekannte Versteifungseffekt des Poisson-Dickenlocking (nicht zu ver-
wechseln mit ‘Curvature-Thickness-Locking’), der bei Querdehnzahlen ungleich
Null und bei Schalentheorien mit 3D-Stoffgesetz und extensiblem Direktor auf-
tritt, ist bei der höherwertigen Kinematik ebenfalls vorhanden. Allerdings wird
der Versteifungseffekt bei Verwendung mehrerer Schichten deutlich abge-
schwächt (Braun (1995)). Die schichtweisen linearen Verschiebungsansätze füh-
ren nämlich auf konstante Verzerrungen E33 in jeder Schicht. Somit wird ein über
die Dicke linearer Verzerrungsverlauf E33 durch schichtweise konstante Verzer-
rungen angenähert. Dies stellt insoweit keinen großen Nachteil dar, da die Simu-
lation von geschichteten Strukturen unter Berücksichtigung lokaler Effekte ohne-
hin die Verwendung vieler Berechnungsschichten erfordert.

3.2.3 Diskretisierung und Linearisierung

Die Variationsformulierung des lokalen Gleichgewichts im Sinne einer schwachen Formulie-
rung (Gleichungen (3.26) oder (3.28)) stellt die Basis für viele Diskretisierungsmethoden, so
beispielsweise auch der FEM, dar.

Im Rahmen der FEM wird das zu untersuchende Gebiet des RWP der Kontinuumsmechanik in
eine endliche Anzahl von Teilgebieten zerlegt bzw. mit finiten Elementen diskretisiert. Die Stei-
figkeiten und die Lastvektoren aller Elemente werden ähnlich einem Baukastenprinzip zur Ge-
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samtsteifigkeitsmatrix bzw. zum Gesamtlastvektor zusammengebaut. Die Diskretisierung muss
an dieser Stelle nur noch über das Gebiet der Schalenmittelfläche durchgeführt werden. Durch
die Wahl des Verschiebungsansatzes über die Dicke (Semidiskretisierung, Kapitel 3.2.1) und die
Vorabintegration (Kapitel 3.2.2) ist die Diskretisierung der Dickenrichtung nämlich schon er-
folgt. Die diskretisierte Form des Ortsvektors (3.31) lautet

xL � xh
L � �

NN

K�1

NK(�,�)rK ��

NL

S�1

�3
LS
�

NN

K�1

NK(�,�)aK
3S

. (3.36)

Dabei bezeichnet NK die in natürlichen Koordinaten (�,�) definierte Formfunktion des Knotens
K, und NN die Anzahl der Knoten pro Element. Die Diskretisierung des Verschiebungsfeldes
uL führt unter Verwendung des isoparametrischen Konzepts auf

uL � uh
L � �

NN

K�1

NKvK ��

NL

S�1

�3
LS
�

NN

K�1

NKwK
S . (3.37)

Über die diskretisierten Ausdrücke des Green-Lagrange’schen Verzerrungstensors und die
schichtweise integrierten Spannungsresultierenden (siehe Braun (1995)) kann aus den virtuellen
Arbeitsanteilen nach Gleichung (3.26) ein nichtlineares, elementbezogenes Gleichungssystem
in den unbekannten Knotenverschiebungen d hergeleitet werden:

�Wint(d,�d) � �dT
�

�Wint

�d
� �dT

� f int(d)
(3.38)

�Wext(d,�d) � �dT
� (� fext)

� f int(d) � fext� 0 .�



�

Die unbekannten Knotenverschiebungen d sind dabei wie folgt sortiert:

dT
� �dT

1 . . . dT
K . . . dT

NN
	 (3.39)

mit

dT
K � �vT

K

wT

K
�

1

wT

K
�

2
. . . 
wT

K
�

NL
	 . (3.40)

Im Sinne eines Bubnov-Galerkin-Verfahrens werden für die virtuellen Knotenverschiebungen
�d die gleichen Ansatzfunktion wie für die Knotenverschiebungen d verwendet.

In der Regel handelt es sich bei dem Gleichungssystem nach Gleichung (3.38) um ein nichtlinea-
res Problem. Die Nichtlinearität ist dabei durch geometrisch und/oder materiell nichtlineare Ef-
fekte gegeben. Zur Lösung dieses Gleichungssystems wird daher auf das inkrementell-iterative
Newton-Raphson-Verfahren zurückgegriffen. Hierbei wird eine verbesserte Lösung durch eine
Taylorreihenentwicklung (Abbruch nach dem Glied erster Ordnung) der nichtlinearen, skalar-
wertigen Vektorfunktion �W(d) an der Stelle einer bereits bekannten Näherungslösung d erhal-
ten. Die anschließende Korrektoriteration eliminiert den Linearisierungsfehler.

�W(d) � �W
d� � D�W
d� � �d mit D�W
d� �
��W
d�

�d
. (3.41)

Der Ausdruck D�W
d� bezeichnet dabei die Richtungs- bzw. die G�teaux-Ableitung nach den
Knotenverschiebungen an der Stelle d. Geht man davon aus, dass eine verschiebungsunabhän-
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gige und richtungstreue Belastung vorliegt, so ist die Richtungsableitung nur für die innere ele-
mentbezogene Arbeit �Wint

�d� aufzustellen und es folgt:

�W(d) � �W(d) � D�Wint(d) � �d (3.42)

mit

�W(d) � �Wint(d) � �Wext . (3.43)

Werden bei der Richtungsableitung D�Wint
�d� keine Terme vernachlässigt, spricht man von ei-

ner konsistenten Linearisierung. Dabei ist insbesondere zu beachten, dass bei materieller Nicht-
linearität der Materialtensor eine nichtlineare Funktion der Verzerrungen und somit der Knoten-
verschiebungen ist. Er muss daher ebenfalls konsistent linearisiert werden, siehe Kapitel 4.4.1.
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44(4 Elastoplastizität

In diesem Kapitel sollen nach einer kurzen physikalischen Motivation des phänomenologischen
Plastizitätsmodells die grundlegenden Gleichungen der Elastoplastizität und der Viskoplastizität
nach Duvaut und Lions (1972) hergeleitet werden. Des Weiteren wird auf die inkrementelle For-
mulierung der Elasto- und der Viskoplastizität eingegangen, die für das numerische Lösungsver-
fahren (Newton-Raphson) nötig ist. Auf beides wird in den Kapiteln 6 und 7 zurückgegriffen.
Für weiterführende Literatur zu diesem Thema sei auf die klassischen Arbeiten von Nádai (1931)
und Hill (1950) sowie auf neuere Abhandlungen von Mandel (1972), Lemaître und Chaboche
(1985), Lubliner (1990), Miehe (1993) und Simo und Hughes (1998) verwiesen.

4.1 Einführung

Elastisches Materialverhalten zeichnet sich dadurch aus, dass bei Be- und Entlastung die gleiche
Spannungs-Dehnungskurve durchlaufen wird und bei vollständiger Entlastung keine bleibenden
Verformungen entstehen, d.h. die Verzerrungen sind reversibel. Jedes Material hat in der Realität
allerdings eine obere Grenze, ab der es sich nicht mehr elastisch verhält. Überschreitet also die
Materialbeanspruchung die sogenannte Elastizitätsgrenze Sy, so werden plastische bzw. irrever-
sible Verzerrungen auftreten. Dabei resultiert im Unterschied zur Viskoplastizität eine Bela-
stungsänderung in eine unmittelbare und zeitunabhängige Deformationsänderung. Somit ist das
Materialverhalten zwar nicht von der Zeit als physikalische Größe, aber dennoch von der Belas-
tungsgeschichte abhängig. Die Entlastung aus einem plastischen Zustand findet parallel zum
elastischen Belastungsast statt und es verbleibt bei vollständiger Entlastung der plastische Ver-
zerrungsanteil. Die Wiederbelastung verläuft exakt auf dem Entlastungspfad, vergleiche Abb.
4.1a). Eine schmale Hysterese-Schleife, die eventuell im Experiment auftritt, wird dabei nicht
berücksichtigt.

Nach Erreichen der Elastizitätsgrenze (Fließspannung) Sy kann neben nahezu ideal plastischem
Materialverhalten (Zunahme der Verzerrungen bei gleich bleibenden Spannungen) auch ver-

Abb. 4.1: a) Schematische Darstellung inelastischen, plastischen Materialverhaltens
b) Idealisierte, einaxiale Spannungs-Dehnungs-Beziehungen
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und/oder entfestigendes Verhalten beobachtet werden. So führt beispielsweise das plastische
Fließen bei Metallen auf ein makroskopisch eher verfestigendes und duktiles Verhalten, das sich
mit der Behinderung einzelner Gleitebenen in der kristallinen Struktur erklären lässt.
Entfestigendes und eher sprödes Materialverhalten lässt sich hingegen bei Geomaterialien und
Beton feststellen. Die Erklärung liegt hier in der Auflockerung des Korngefüges. Bei Faserver-
bundwerkstoffen hängt das Nachbruchverhalten stark von den verwendeten Faser- und Matrix-
materialien sowie von der Faserorientierung und der Belastungsrichtung ab. Es kann sowohl ent-
festigendes und sprödes Verhalten als auch verfestigendes und duktiles Verhalten auftreten, siehe
beispielsweise Herakovich (1998).

Im Vordergrund der Plastizitätstheorie im Rahmen der Kontinuumsmechanik steht allerdings
nicht die Modellierung der mikroskopischen Vorgänge auf der Mikroebene des Werkstoffes,
sondern die phänomenologische Beschreibung des Materialverhaltens auf der Makroebene. Bei
der numerischen Simulation des nichtlinearen Materialverhaltens wird das wirkliche Nach-
bruchverhalten daher meist durch idealisierte, einaxiale Spannungs-Dehnungs-Beziehungen be-
schrieben, siehe Abb. 4.1b), die auch als Evolutionsgesetze interpretierbar sind. Diese steuern
über die Veränderung der äquivalenten Fließspannung S, die Änderung der Fließfunktion bzw.
der Fließfläche.

Die in dieser Arbeit verwendete Plastizitätsformulierung geht auf Green und Naghdi (1965) zu-
rück und eignet sich besonders zur Modellierung dünnwandiger Flächentragwerke. Diese kön-
nen zwar endliche Rotationen, aber in der Regel kleine Verzerrungen aufweisen, wenn man von
Umformvorgängen oder ähnlich großen Beanspruchungen absieht. Infolge der Beschränkung
auf kleine Verzerrungen kann laut Matzenmiller (1988) auf die numerisch aufwendige Integra-
tion der geometrisch bedingten Anteile in den plastischen Spannungsflüssen verzichtet werden.
Darüber hinaus ist der additive Split des Green-Lagrange’schen-Verzerrungstensors E zulässig.

4.2 Ratenunabhängige Plastizität

4.2.1 Herleitung der Werkstoffgleichungen

Sowohl der Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor E als auch dessen Ratenform E
.
 kann unter

den oben getroffenen Annahmen additiv in einen reversiblen, elastischen und in einen irreversi-
blen, plastischen Anteil zerlegt werden:

E � Eel
� Epl , E

.
� E

. el
� E

. pl
. (4.1)

Folglich kann die „freie Helmholtz-Energie” � in den elastischen und reversiblen Anteil der spe-
zifischen Verzerrungsenergie �el und in den plastischen und irreversiblen Anteil �pl, der von
den internen Variablen des Verzerrungsraums � abhängig ist, aufgespalten werden. Die additive
Zerlegung der „freien Helmholtz-Energie” � ist nach Lubliner (1990) nur dann zulässig, wenn
auch die Verzerrungen additiv zerlegt werden können. Es lässt sich somit schreiben:

��E, Epl,�� � �el
�E, Epl� � �pl(�) . (4.2)

Die spezifische Verzerrungsenergie �el ist durch die zweifache doppelte Verjüngung des Mate-
rialtensors Cel mit den elastischen Verzerrungen Eel gegeben

�el
�E, Epl� �

1
2
�E � Epl� : Cel : �E � Epl� , (4.3)
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während der plastische Anteil �pl dem Integral des Evolutionsgesetzes entspricht:

�pl(�) �	

�

0

q(�) d� . (4.4)

Die beobachtbaren Größen sind dabei die Gesamtverzerrungen E, während der Vektor � die im
Verzerrungsraum definierten, internen Variablen darstellt. Hierzu ist der Vektor der internen, im
Spannungsraum definierten Variablen q energetisch konjugiert und es gilt folgender formaler
Zusammenhang, der auch als Evolutionsgesetz bezeichnet wird:

q � h(�) . (4.5)

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik muss die innere Dissipation während des
Fließvorganges positiv sein. Für isotherme Prozesse geht hieraus die isotherme „Clausius-Du-
hem-Ungleichung” D � S : E

.
� �

.
� 0 hervor, deren Auswertung nach Coleman und Noll

(1963) bzw. nach Coleman und Gurtin (1967) die Definition des Spannungstensors als energe-
tisch konjugierte Größe zu den elastischen Verzerrungen liefert (vergleiche Anhang B):

S�
��
�Eel � Cel : 
E � Epl� . (4.6)

Die verbleibende Dissipationsungleichung lautet somit:

Dpl
� S : E

. pl
� q� �

.
� 0 . (4.7)

In der Plastizität ist es üblich, die Fließfunktion F spannungsbasiert als die Differenz der Ver-
gleichsspannung f (S, q) und der äquivalenten Fließspannung S(q) zu definieren:

F � F(S, q) � f (S, q) � S(q) � 0 . (4.8)

Die Fließbedingung F(S, q) � 0, die im Hauptspannungsraum auch als eine Fließfläche darge-
stellt werden kann (Betten (1986), Hill (1950)), trennt die zulässigen von den unzulässigen Be-
reichen ab. Ein Zustand, der durch den Spannungstensor S und die internen Variablen q gegeben
ist, wird als zulässig bezeichnet, wenn er innerhalb der Fließfläche liegt und die Fließfunktion
F � 0 erfüllt. Außerhalb liegende Zustände sind unzulässig; vielmehr entstehen plastische Ver-
zerrungen in der Art, dass die Fließbedingung durch die aktualisierten internen Variablen q und
die auf die Fließfläche rückprojizierten Spannungen S wieder erfüllt wird.

Wendet man innerhalb eines plastischen Belastungsprozesses das Postulat vom Maximum der
plastischen Dissipation an, kann die Dissipationsungleichung (4.7) in ein mathematisches Opti-
mierungsproblem mit der Fließbedingung (4.8) als Nebenbedingung überführt werden, verglei-
che Luenberger (1984) und Simo et al. (1989). Hierzu wird die Fließfunktion über einen Lagran-
ge-Parameter �

.

, der auch als plastischer Multiplikator identifiziert werden kann, in die
Dissipationsungleichung eingebracht. Die Stationaritätsbedingung der zugehörigen Lagrange-
Funktion lautet somit:

L � � Dpl
� �

.

F � � S : E
. pl

� q� �

.
� �

.

F(S, q) � stat. (4.9)
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Die Auswertung der Lagrange-Funktion liefert die Definitionen für die Evolutionsgleichungen
der plastischen Verzerrungen und der internen Variablen


L

S

� � E
. pl

� �
.

F

S

� 0 (4.10)


L

q � � �

.
� �

.

F

q � 0 (4.11)

	 E
. pl

� �
.

n mit n :� 
F

S

,

	 �

.
� �

.

F

q .

In Gleichung (4.10), im Folgenden auch als Fließregel bezeichnet, gibt der zweistufige Tensor
n die Richtung und �

.

 den Betrag des plastischen Flusses an. Da sich die Fließrichtung n als Gra-
dient der Fließfunktion F nach den Spannungen S ergibt, spricht man hier von assoziiertem Flie-
ßen und bezeichnet die Fließregel auch als Normalenregel (plastischer Fluss normal zur Fließflä-
che). Das assoziierte Ver- bzw. Entfestigungsgesetz ist in Gleichung (4.11) dadurch
charakterisiert, dass sich die internen Variablen � ebenfalls aus dem Gradienten der Fließfunk-
tion F nach den internen Variablen q bestimmen lassen. Wird in (4.10) und (4.11) anstelle der
Fließfunktion F ein plastisches Potenzial G � F definiert, so führt dies auf ein nicht-assoziier-
tes Fließen mit nicht-assoziiertem Ver- bzw. Entfestigungsgesetz und es gilt

E
. pl

� �
.

m mit m :� 
G

S

, (4.12)

�

.
� �

.

G

q . (4.13)

Zu beachten ist hierbei, dass die aus dem plastischen Potenzial G abgeleiteten Größen weiterhin
die Dissipationsungleichung (4.7) erfüllen. Hingegen ist das Postulat vom Maximum der plasti-
schen Dissipation nicht mehr erfüllt. Die Einführung eines plastischen Potenzials G � F kann
nötig sein, wenn Materialien im Versuch eine Volumenzunahme (Dilatation) aufweisen, die bei
Verwendung einer assoziierten Formulierung eventuell überschätzt wird. In diesem Fall wird das
plastische Potenzial so eingeführt, dass die volumetrische Komponente von m kleiner ist als die
von n. Beispiele für solche Materialien sind Beton und Böden.

Die weitere Auswertung von Gleichung (4.9) liefert die Be- und Entlastungsbedingungen in
Form der Kuhn-Tucker-Bedingungen

F � 0 , �
.

� 0 , F �
.

� 0 , (4.14)

sowie die Konsistenzbedingung

F
.
�
.

� 0 . (4.15)

Für eine plastische Belastung (�
.

� 0) gilt mit Gleichung (4.15):

F
.
�


F

S

: S
.
�


F

q � q

.
� 0 . (4.16)

Unter Berücksichtigung der nicht-assoziierten Fließregel (4.12) erhält man aus der Ratenform
für die Spannungen (4.6)

S
.
� Cel : �E

.
� E

. pl
� � Cel : �E

.
� �

.

m� . (4.17)
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Die Ratenform des Evolutionsgesetzes nach (4.5) lautet unter Verwendung der Evolutionsglei-
chung (4.13) für die Verfestigungsvariablen �

.

q
.
�

�h
��

� �

.
� � �

.

H �
�G
�q mit H � �

�h
��

(Verfestigungsmodul) (4.18)

und stellt damit das Ver- bzw. Entfestigungsgesetz dar. Grundsätzlich ist zwischen einer isotro-
pen und einer kinematischen Verfestigung zu unterscheiden, die sich unterschiedlich auf die
Fließfläche bzw. auf die Fließfunktion auswirken, siehe z.B. Hofstetter und Mang (1995). Im
Fall des isotropen Verfestigungsgesetzes reduziert sich der Vektor der internen Variablen q auf
eine skalare Größe q, die die Veränderung der äquivalenten Fließspannung und somit die Grö-
ßenänderung der Fließfläche im Spannungsraum beschreibt. Bei einem kinematischen Verfesti-
gungsgesetz stellt q den sogenannten kinematischen Ver- bzw. Entfestigungstensor oder auch
Backstress-Tensor dar. Er beschreibt anschaulich die Translation der Fließfläche im Spannungs-
raum.

Werden die Gleichungen (4.17) und (4.18) in (4.16) eingesetzt, kann durch Auflösen nach �
.

 die
Rate des plastischen Multiplikators gewonnen werden:

�
.

�
n : Cel : E

.

n : Cel : m�
�F
�q � H �

�G
�q

. (4.19)

Rücksubstitution in Gleichung (4.17) liefert die Ratenform der elasto-plastischen Spannungs-
Dehnungs-Beziehung

S
.
��

�

�

Cel
�

Cel : m� Cel : n

n : Cel : m�
�F
�q � H �

�G
�q
�

	




: E
.

, (4.20)

wobei der Klammerausdruck den elasto-plastischen Materialtensor Cep des Kontinuums dar-
stellt.

Die vorgestellten Gleichungen der Ratenform müssen innerhalb eines inkrementellen Verfah-
rens vom Zeitpunkt tn zu tn�1 integriert werden. Hierzu stehen verschiedene Zeitintegrations-
verfahren wie beispielsweise das Rückwärts-Euler-Verfahren, das Vorwärts-Euler-Verfahren,
die verallgemeinerte Trapezregel und die verallgemeinerte Mittelpunktsregel zur Verfügung,
siehe hierzu u.a. Simo und Hughes (1998), Simo und Taylor (1986) und Ortiz und Simo (1986).
Dabei bedingt der Übergang von differenziellen zu endlichen Zeit- bzw. Lastinkrementen zu-
sätzliche Terme in der Herleitung des elasto-plastischen Materialtensors. In Kapitel 4.4 wird da-
her die inkrementelle Formulierung der Elastoplastizität hergeleitet.

Es soll an dieser Stelle noch einmal kurz auf das Postulat vom Maximum der plastischen Dissipa-
tion und dessen Konsequenzen eingegangen werden. Es besagt, dass die von wirklich auftreten-
den Spannungen an einer vorgegebenen plastischen Verzerrung geleistete Arbeit größer ist als
die Arbeit, die durch einen beliebigen zulässigen Spannungszustand an derselben Verzerrung ge-
leistet wird (Roehl (1994)). Hieraus lassen sich die Forderungen nach Konvexität der Fließflä-
che, nach einer assoziierten Fließregel und nach einem assoziierten Ver- bzw. Entfestigungsge-
setz ableiten. Da im Fall der assoziierten Fließregel die Fließrichtung m � n ist, wird der
elasto-plastische Materialtensor Cep symmetrisch. Im Vergleich dazu fordert das sogenannte
Drucker’sche Stabilitätspostulat eine positive Arbeitsbilanz während einer inkrementellen Be-
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lastung bzw. in seiner erweiterten Form eine nicht negative Arbeit während eines geschlossenen
Belastungszyklus. Hieraus leitet sich alleinig die Konvexität der Fließfläche und die assoziierte
Fließregel, aber nicht ein assoziiertes Ver- bzw. Entfestigungsgesetz ab, vergleiche Hofstetter
und Mang (1995). Auf die formelmäßige Darstellung der beiden Postulate wird verzichtet und
lediglich auf die einschlägige Literatur verwiesen.

4.2.2 Verfestigungshypothesen

Aufgrund der Ver- bzw. Entfestigung verändert sich die Lage oder die Geometrie der Fließfläche
im Spannungsraum. Zur Beschreibung dieser Veränderung werden in der Regel einaxiale, äqui-
valente Spannungs-Dehnungs-Beziehungen formuliert, die die Evolution der internen Variablen
vorgeben. Bei isotroper Verfestigung steuert beispielsweise die skalare, äquivalente Verzerrung
� über den Verfestigungsmodul H die Fließspannung Sy und verändert so die Größe der Fließflä-
che. Alternativ zur Bestimmung der äquivalenten Verzerrung � über Gleichung (4.11) oder
(4.13) kann diese auch über die tensoriellen Größen der Spannungen und Verzerrungen berech-
net werden. Hierzu stehend grundsätzlich zwei verschiedene Hypothesen zur Verfügung, näm-
lich die Arbeitsverfestigungshypothese sowie die Verzerrungsverfestigungshypothese, siehe
Hofstetter und Mang (1995), Khan und Huang (1995) und Simo und Hughes (1998).

Bei der Arbeitsverfestigungshypothese wird die Änderung der dreidimensionalen plastischen
Arbeit aus dem Skalarprodukt der Spannungen S und den plastischen Verzerrungen E

.
pl  mit der

Änderung der eindimensionalen plastischen Arbeit aus äquivalenter Spannung q und äquivalen-
ter Verzerrung �

.
 gleichgesetzt:

W
. pl

� S : E
. pl

� h(�) �
.
� q �

.
. (4.21)

Mit Gleichung (4.12) folgt für die äquivalente Verzerrungsrate �
.

�
.
�

�
.

h(�)
S : m . (4.22)

Bei der Verzerrungsverfestigungshypothese wird hingegen nur die plastische Verzerrungsrate
E
.
pl, genauer gesagt deren Norm, als Maß für die äquivalente Verzerrungsrate �

.
 herangezogen.

�
.
� a�E

. pl
� � a E

. pl
: E

. pl� mit a �
2
3

� . (4.23)

Der Skalierungsparameter a passt dabei die äquivalente Verzerrung, die sich unter der Vorausset-
zung eines rein deviatorischen plastischen Flusses ergibt, an die plastische Verzerrung bei rein
einaxialer Belastung an. Unter Verwendung von Gleichung (4.12) kann man somit für die äqui-
valente Verzerrungsrate schreiben:

�
.
� �

. 2
3

m : m� . (4.24)
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4.3 Duvaut-Lions Viskoplastizität

Aufbauend auf der in Abschnitt 4.2 vorgestellten ratenunabhängigen Plastizität soll im Folgen-
den eine ratenabhängige Erweiterung vorgestellt werden, die es ermöglicht, viskose Materialef-
fekte zu berücksichtigen. Dabei wird die Zeit nicht mehr als Pseudozeit aufgefasst, sondern geht
als physikalische Größe direkt ein. Weiterhin wird noch der Dämpfungsparameter � mit der Ein-
heit Zeit eingeführt, der ein Maß für die zeitliche Verzögerung der Antwort darstellt. Es lässt sich
zeigen, dass dadurch ein interner Längenparameter 	 eingebracht wird (Sluys (1992)), der eine
regularisierende Wirkung hat. Dieser Umstand wird in Kapitel 7.2.5 ausgenutzt.

Neben der ratenabhängigen Plastizität nach Perzyna (Perzyna (1966, 1971)) ist vor allem der
Typ Duvaut-Lions (Duvaut und Lions (1972)) gebräuchlich, da er einige Nachteile des Perzyna-
Typs beseitigt. So ist zum einen die Behandlung nicht-glatter Fließflächen einfacher. Zum ande-
ren ist eine algorithmische Trennung von ratenunabhängiger und ratenabhängiger Plastizität bei
der Berechnung von Spannungen, internen Variablen sowie der Materialtangente möglich, siehe
Simo et al. (1988). Darüber hinaus beinhaltet die Viskoplastizität vom Typ Duvaut-Lions die ra-
tenunabhängige Lösung für den Grenzfall, dass die Viskosität gegen Null geht. Dies ist für eine
nicht-glatte Fließfläche beim Typ Perzyna nicht der Fall. Weiterhin ist erwähnenswert, dass es
sich bei den Viskoplastizitätsmodellen nach Perzyna oder Duvaut-Lions um sogenannte Über-
spannungsmodelle handelt, d.h. die Fließbedingung ist am Ende des Zeitschrittes infolge visko-
ser Effekte nicht mehr erfüllt. Konsistente Formulierungen, bei denen die Fließbedingung noch
zusätzlich von der Rate der internen Variablen abhängig ist F(S, q, q

.
), beseitigen die Überspan-

nungen, siehe Wang et al. (1997) und Sluys (1992). Diese Formulierungen ermöglichen auch die
Simulation sogenannter Portevin-Le-Chatelier Effekte (PLC-Band), vergleiche Wang und Sluys
(1998) sowie Aifantis (1998).

Ausgehend von der additiven Zerlegung der Verzerrungsrate in elastische und visko-plastische
Anteile

E
.
� E

. el
� E

. vp
, (4.25)

wird für F(S, q) � 0 die visko-plastische Verzerrungsrate nach Duvaut und Lions (1972) als
Differenz zwischen ratenabhängigen und ratenunabhängigen Größen wie folgt definiert:

E
. vp

�
1
�Cel�1

: �S� S� . (4.26)

Die Evolutionsgesetze für die internen Variablen q und � werden mit

q
.
� �

1
� (q� q) und �

.
�

H�1

� (q� q) � �
1
� (�� �) (4.27)

vorgegeben. Dabei bezeichnen S die Spannungen und q bzw. � die internen Variablen der raten-
unabhängigen Lösung (Kapitel 4.2). Durch Einsetzen der visko-plastischen Verzerrungsrate
(4.26) in (4.17) erhält man in Kombination mit (4.25) eine inhomogene Differenzialgleichung
1. Ordnung für die Spannungen S:

S
.
�

1
�S� Cel : E

.
�

1
�S . (4.28)

Die homogene Lösung kann über die Trennung der Veränderlichen berechnet werden und lautet

Sh
� K exp�� s

�
� (4.29)
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mit K als Integrationskonstante mit der Einheit einer Spannung und mit der Zeit s. Der inhomo-
gene Anteil berechnet sich über die Variation der Konstanten

Sin
� a(s) Sh

� S
. in

� a
.
(s) Sh

� a(s) S
. h

(4.30)

und liefert durch Einsetzen in die Differenzialgleichung (4.28) die inhomogene Lösung

Sin
� a Kexp�� s

�
� mit a �

1
K
�

s

�exp�s���C
el : E

.
�

1
�S		ds . (4.31)

Somit erhält man die Lösung der Differenzialgleichung

S� K exp�� s
�
� � exp�� s

�
��

s

�exp�s���C
el : E

.
�

1
�S		ds . (4.32)

Gleichung (4.32) muss innerhalb des inkrementell-iterativen Newton-Raphson-Verfahrens noch
integriert werden. Hierzu wird in Kapitel 4.4 eine vollständige Integration nach Simo und Hug-
hes (1998) bzw. Ju (1992) verwendet und die Integrationskonstante K angegeben.

Der eingangs schon erwähnte interne Längenparameter, der bei entfestigendem Materialverhal-
ten regularisierend wirkt und darüber hinaus die Gutgestelltheit des Problems gewährleistet,
kann durch Multiplikation der Zeitgröße � mit der elastischen Wellenausbreitungsgeschwindig-
keit cel angegeben werden, siehe beispielsweise Sluys (1992) und de Borst et al. (1993):

� � cel � (4.33)mit cel
�

E
�
 in �

m
s� ,

d.h. � kann durch � ausgedrückt werden.

4.4 Inkrementelle Formulierung

In Kapitel 3.2.3 wurde bereits auf die Linearisierung des nichtlinearen Gleichungssystems im
Rahmen des Newton-Raphson-Verfahrens kurz eingegangen. Innerhalb dieses inkrementell-ite-
rativen Verfahrens ist es durch die Einführung einer Diskretisierung in Zeitrichtung (Pseudozeit)
möglich, mit endlichen Last- bzw. Verschiebungsinkrementen zu operieren. Dabei wird während
eines Inkrementes ein elastischer Prädiktorschritt aufgebracht und anschließend durch mehrere
Korrektorschritte das globale Gleichgewicht mittels Elimination des Linearisierungsfehlers
wieder erfüllt (Prädiktor-Korrektor-Verfahren). Bei dieser globalen Gleichgewichtsiteration ist
die konsistente Linearisierung der konstitutiven Gleichungen nötig, um eine quadratische Kon-
vergenz des Newton-Raphson-Verfahrens in der Nähe des Lösungspunktes zu gewährleisten
(siehe Nagdegaal (1982) und Simo und Taylor (1985)). Hierbei ist insbesondere auf die algorith-
mische elasto-plastische Materialtangente hinzuweisen, die sich infolge des Übergangs von dif-
ferenziellen zu endlichen Zeit- bzw. Lastinkrementen in einigen Termen von der Kontinuums-
tangente in Gleichung (4.20) unterscheidet.

Die algorithmische elasto-plastische Materialtangente muss genau dann aufgestellt werden,
wenn zu irgendeinem Zeitpunkt innerhalb der globalen Gleichgewichtsiteration festgestellt
wird, dass die Fließfunktion (4.8) am einzelnen Gauß-Punkt nicht mehr erfüllt ist. Vorher wird
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jedoch eine Rückprojektion der Spannungen auf die Fließfläche durchgeführt, so dass die Fließ-
funktion und die Kuhn-Tucker-Bedingungen wieder eingehalten werden. Weil die zugrunde lie-
genden Gleichungen der Plastizität in der Regel nicht explizit lösbar sind, setzt man hier eben-
falls ein Prädiktor-Korrektor-Verfahren ein. Als Prädiktorschritt ist dabei der Spannungszustand
zu verstehen, der die Fließfunktion verletzt (Prädiktorspannungen), während die iterative Rück-
projektion auf die Fließfläche als Korrektorschritte aufzufassen sind. In diesem Zusammenhang
spricht man im Gegensatz zur globalen, auf Strukturebene stattfindenden Gleichgewichtsitera-
tion von einer lokalen Iteration, da sie auf der Gauß-Punkt-Ebene abläuft.

4.4.1 Konsistente Linearisierung der konstitutiven Gleichungen

Sind zu einem bestimmten Zeitpunkt tn�1 das Inkrement des Verzerrungstensors �En�1 sowie

die vorherigen zum Zeitpunkt tn gehörenden Spannungen Sn, plastischen Verzerrungen Epl
n  und

internen Variablen qn bekannt, so stellt sich für die numerische Plastizitätsformulierung die Auf-
gabe, die konstitutiven Beziehungen und die Zustandsgrößen unter Einhaltung der Nebenbedin-
gungen zum Zeitpunkt tn�1 zu aktualisieren, also

�Sn, Epl
n , qn, �En�1

	 � �Sn�1, Epl
n�1

, qn�1	 . (4.34)

Die Erfüllung der Nebenbedingungen zum Zeitpunkt tn�1 führt auf die Verwendung des impli-
ziten Rückwärts-Euler-Verfahrens, das unabhängig von der Form der Fließfläche und der
Schrittgröße unbedingt stabil ist, siehe Krieg und Krieg (1977), Schreyer et al. (1979), Ortiz und
Popov (1985) und Simo und Taylor (1986). Die Prädiktorspannungen S*

n�1 lassen sich unter der
Annahme eines rein elastischen Verzerrungsinkrements �En�1 wie folgt angeben:

S*
n�1 � Cel : 
Eel

n � �En�1
� � Sn � Cel : �En�1 . (4.35)

Aufgrund der Konvexität der Fließfläche gilt (Simo und Hughes (1998))

F*
n�1 � F*

n�1
S*
n�1, qn� � Fn�1 � Fn�1


Sn�1, qn�1
� . (4.36)

Verletzen die Prädiktorspannungen zusammen mit den internen Variablen des Zeitpunktes tn die

Fließfunktion (F*
n�1 � 0), so müssen sowohl neue Spannungen Sn�1 als auch neue plastische

Verzerrungen Epl
n�1

 berechnet werden, die die Fließfunktion in Kombination mit den aktualisier-

ten internen Variablen qn�1 wieder erfüllen. Die diskreten Kuhn-Tucker-Bedingungen lauten

mit ��n�1 � �
.

�tn�1

Fn�1

Sn�1, qn�1

� � 0 , ��n�1 � 0 , Fn�1 ��n�1 � 0 . (4.37)

Der zeitlich diskretisierte Verzerrungstensor kann mit

En�1 � Eel
n�1 � Epl

n�1
(4.38)

bestimmt werden und man erhält somit aus Gleichung (4.6) für den diskretisierten Spannungs-
tensor

Sn�1 � Cel : 
En�1 � Epl
n�1

� . (4.39)
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Alternativ lässt sich der Ausruck (En�1 � Epl
n�1

) auch als

En � �En�1 � Epl
n � �Epl

n�1
� Eel

n � �En�1 � �Epl
n�1

(4.40)

schreiben, so dass mit der Definition für die Prädiktorspannungen (4.35) folgt

Sn�1 � S*
n�1 � Cel : �Epl

n�1
. (4.41)

Die plastischen Verzerrungen lassen sich mit der Annahme einer nicht-assoziierten Fließregel
(4.12) folgendermaßen berechnen:

Epl
n�1

� Epl
n � �Epl

n�1
(4.42)

mit

�Epl
n�1

� ��n�1
�G
�S
�
n�1

� ��n�1mn�1 . (4.43)

Das nicht-assoziierte Ver- bzw. Entfestigungsgesetz nach Gleichung (4.13) und (4.18) lautet

qn�1 � qn � �qn�1 ,

(4.44)�qn�1 � � Hn�1 � ��n�1 � ��n�1 � � H�1
n�1 � �qn�1 ,

��n�1 � ��n�1
�G
�q
�
n�1

.

Für die weitere Herleitung der algorithmischen elasto-plastischen Materialtangente Cep,algo
n�1

 wer-

den die totalen Differenziale der diskretisierten Größen wie Spannungen, Verzerrungen, interne
Variablen und Konsistenzbedingung benötigt:

dSn�1 � 
Cel : �dE � dEpl�
n�1

, (4.45)

dEpl
n�1

� 
m d�� ����
2G
�S2 : dS�

�
2G

�S�q
� dq�

n�1

, (4.46)

d�n�1 � 

�G
�q d�� ����

2G
�q2 � dq�

�
2G

�q�S
: dS�

n�1

, (4.47)

dFn�1 � 
n : dS�
�F
�q � dq�

n�1

� 0 . (4.48)

Dabei bezeichnet d�n�1 das totale Differenzial des inkrementellen Konsistenzparameters
��n�1. Durch Einsetzen von Gleichung (4.46) in (4.45) erhält man

dSn�1 � 
� : �dE � md�� �� �
2G

�S�q
� dq�

n�1

(4.49)

mit � ��

�

�

�Cel�1
� �� �

2G
�S2
	

�1

�

�

�
n�1

. (4.50)
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Wird Gleichung (4.49) wieder in die diskrete Konsistenzbedingung (4.48) eingesetzt, folgt

	d� n : � : m� ���n : � : �
2G

�S�q
�

1
��

�F
�q
� � dq


n�1 (4.51)

� { n : � : dE} n�1 .

Gleichung (4.49), eingesetzt in (4.47), führt unter Verwendung des inkrementellen Ver- bzw.
Entfestigungsgesetzes nach Gleichung (4.44)2 auf

	d���� �
2G

�S�q
: � : m�

1
��

�G
�q
�


n�1

(4.52)�	��2� �
2G

�S�q
: � : �

2G
�S�q

�
1
��

�
2G
�q2 �

1
��2 H�1� � dq


n�1

� 	�� �
2G

�S�q
: � : dE


n�1

.

Gleichungen (4.51) und (4.52) stellen ein lineares Gleichungssystem für die unbekannten Grö-
ßen d�n�1 und ��n�1dqn�1 dar. Aufgelöst nach d�n�1 und ��n�1dqn�1 erhält man

�
d�

�� dq�
n�1

� Z�1
n�1

�

�

n : � : dE
�

2G
�S�q

: � : dE
�

�
n�1

. (4.53)

Mit der Koeffizienten-Matrix Zn�1

z11,n�1 � { n : � : m} n�1 ,

(4.54)

z12,n�1 � 	n : � : �
2G

�S�q
�

1
��

�F
�q



n�1

,

z21,n�1 � 	
�

2G
�S�q

: � : m�
1
��

�G
�q



n�1

,

z22,n�1 � 	
�

2G
�S�q

: � : �
2G

�S�q
�

1
��

�
2G
�q2 �

1
��2 H�1


n�1

.

Gleichung (4.53), eingesetzt in (4.49), führt auf die algorithmische elasto-plastische Material-

tangente Cep,algo
n�1

 in der folgenden Form:

	
dS
dE



n�1
� 	�� z�1

11 (� : m) � (� : n)

(4.55)

� z�1
12 (� : m) ��� : �

2G
�S�q
�

� z�1
21 �� : �

2G
�S�q
�� (� : n)

� z�1
22 �� : �

2G
�S�q
�� �� : �

2G
�S�q
�


n�1

� Cep,algo
n�1

.
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Die Größen z�1
ij  bezeichnen dabei die Koeffizienten der invertierten Matrix Zn�1. Offensicht-

lich unterscheidet sich die algorithmische elasto-plastische Materialtangente Cep,algo
n�1

 von der

elasto-plastischen Kontinuumstangente (4.20). Für eine infinitesimal kleine Zeitschrittweite
(�tn�1 � 0 bzw. ��n�1 � 0) geht die algorithmische elasto-plastische Materialtangente wie-
der in die Kontinuumstangente über.

Die hier vorgestellten Gleichungen der allgemeinen Elasto-Plastizität werden später bei der Her-
leitung zweier Plastizitätsmodelle benötigt bzw. konkretisiert: eine anisotrop verfestigende
Hoffman-Plastizität (Kapitel 6.3) und eine entfestigende Delaminaitonsplastizität (Kapitel 7.2).
Beim Letztgenannten wird auch die Berücksichtigung viskoser Effekte benötigt, deren inkre-
mentelle Form im Folgenden vorgestellt wird.

4.4.2 Inkrementelle Form der visko-plastischen Erweiterung

Während im vorherigen Abschnitt das Rückwärts-Euler-Verfahren zur zeitlichen Integration der
konstitutiven Gleichungen zur Anwendung kam, wird bei der visko-plastischen Erweiterung die
Integration in geschlossener Form (vollständige Integration) durchgeführt. Alternativ könnte
natürlich auch das implizite Rückwärts-Euler-Verfahren eingesetzt werden, vergleiche Simo
und Hughes (1998) und Ju (1992).

Die vollständige Integration von Gleichung (4.32) im Zeitintervall [tn, tn�1] liefert mit den Be-
dingungen für die Zeitpunkte s� tn mit S� Sn und s� tn�1 mit S� Sn�1 die Integrations-
konstante K und die Spannungen Sn�1:

Sn�1 � exp�
� �tn�1

� �Sn ��

tn�1

tn

exp�
� 	tn�1 � s


� �	S�� Cel : E
.

ds . (4.56)

Hierbei stellen die überstrichenen Größen die Lösung der ratenunabhängigen Plastizität dar und
�tn�1 die Zeitschrittweite. Werden nach Simo et al. (1988) oder Simo und Hughes (1998) die
folgenden Näherungen verwendet,

E
.
�

�En�1

�tn�1
, (4.57)

(4.58)�

tn�1

tn

�

�

�

exp�
� 	tn�1 � s


� �Cel : E
.

�



�

ds���
�

�

�

1� exp���tn�1

� �

�tn�1

�

��

�



�

Cel : �En�1

und

(4.59)1
��

tn�1

tn

�

�

�

exp�
� 	tn�1 � s


� �S�


�

ds� 	1� exp�
� �tn�1

� �
Sn�1 ,
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erhält man aus Gleichung (4.56) für die gesuchten Spannungen

Sn�1 � exp�� ��n�1
� Sn � �1� exp�� ��n�1

�� Sn�1

(4.60)
��



�

1� exp�� ��n�1
�

��n�1
�

�

�

Cel : �En�1 .

Dabei wurde die folgende Abkürzung eingeführt:

��n�1 �
�tn�1
� . (4.61)

In gleicher Weise können die internen Variablen q bzw. � als

qn�1 � exp�� ��n�1
� qn � �1� exp�� ��n�1

�� qn�1 ; (4.62)

(4.63)�n�1 � exp�� ��n�1
� �n � �1� exp�� ��n�1

�� �n�1

angegeben werden. Die konsistente Linearisierung von (4.60) führt mit Cn�1 � Cep,algo
n�1

 zu fol-

gendem Ausdruck für die algorithmische visko-plastische Materialtangente:

	
dS
dE



n�1
� �1� exp�� ��n�1

�� Cn�1

(4.64)

��



�

1� exp�� ��n�1
�

��n�1
�

�

�

Cel
� Cvp,algo

n�1
.

Aus den Gleichungen (4.60) bis (4.64) wird ersichtlich, dass der Faktor ��n�1 � �tn�1��

maßgebend für die viskosen Effekte ist.

Es sind daher zwei Grenzfälle zu unterscheiden:

• Für den Fall, dass ��n�1 � �tn�1�� � 0 strebt, folgt exp�� ��n�1
� � 1 und

�1� exp�� ��n�1
������n�1

� � 1: Hieraus folgt Sn�1 � Cel : �En�1 � Sn,

qn�1 � qn und Cvp,algo
n�1

� Cel. Man erhält die rein elastische Lösung.

• Für den Fall, dass ��n�1 � �tn�1�� � � strebt, folgt exp�� ��n�1
� � 0 und

�1� exp�� ��n�1
������n�1

� � 0: Hieraus folgt Sn�1 � Sn�1,

qn�1 � qn�1 und Cvp,algo
n�1

� Cep,algo
n�1

. Man erhält die ratenunabhängige Lösung.

In Abb. 4.2 ist das algorithmische Vorgehen zur Berechnung der Viskoplastizität nach dem Mo-
dell von Duvaut und Lions (1972) nochmals übersichtlich dargestellt. Deutlich ist die klare Tren-
nung zwischen plastischer und visko-plastischer Berechnung sowie der große Einfluss der Para-
meter Zeit �t und Dämpfung � zu erkennen. Die klare Trennung ist insoweit von Vorteil, da die
Viskoplastizität im Kapitel 7.2.5 zum Zweck der visko-plastischen Regularisierung eingesetzt
werden soll. Die Steuerung der regularisierenden Wirkung mittels eines automatisch bestimmten
Dämpfungsparameters ist folglich einfacher.
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Abb. 4.2: Visko-plastisches Modell nach Duvaut und Lions (1972)

S� Sn�1 , � � �n�1 , C � Cn�1
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� �
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Visko–plastische Spannungen
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55(5 Kontinuumsschädigungsmechanik

In diesem Kapitel sollen nach einer kurzen physikalischen Motivation des phänomenologischen
Schädigungsmodells die grundlegenden Gleichungen der Kontinuumsschädigungsmechanik
angegeben werden, die als Basis für die Herleitungen von drei unterschiedlichen Delaminations-
schädigungsmodellen (Kapitel 7.3 und 7.4) dienen. Für weiterführende Literatur zu dem Thema
der Kontinuumsschädigungsmechanik sei auf Krajcinovic (1996), Kachanov (1986), Simo und
Ju (1987), Chaboche (1988), Lemaître und Chaboche (1990) und Lemaître (1996) verwiesen.

5.1 Einführung

Die Kontinuumsschädigungsmechanik dient im Gegensatz zur Plastizität der phänomenologi-
schen Beschreibung der Deterioration (Zerrüttung, Steifigkeitsreduktion) von Materialien. Sie
beschreibt dabei im makroskopischen Sinn die auf der Mikro- und Mesoskala stattfindenden
Versagensvorgänge und deren Auswirkung auf die jeweils gröbere Skala bis hin zur Makroskala.
Auf der Mikroskala findet eine Konzentration von Mikrospannungen in der Nähe von Defekten
und Grenzschichten statt, die auf der Mesoskala die Initiierung und das Wachstum von Mikrode-
fekten und Mikrorissen zur Folge haben. Bei weiterer Belastung wird durch das Zusammen-
wachsen der Mikrorisse ein makroskopischer Riss entstehen und sichtbar auf der Makroskala
wachsen. Dabei kommt es zu einem völligen Verlust der Materialsteifigkeit und häufig zur Ak-
kumulation der Schädigung in Versagensbändern.

Bei der idealisierten Betrachtung des Deteriorationsvorgangs von Materialien wird angenom-
men, dass sich die Schädigung lediglich auf die elastischen Materialparameter auswirkt, d.h. eine
Degradation (Herabsetzen) der elastischen Materialparameter stattfindet. Dies lässt sich so mo-
tivieren, dass man sich die Schädigung als eine Reduktion der atomistischen Verbindungen auf
der atomaren Ebene vorstellt. Im Gegensatz zur Plastizität entstehen bei der Elasto-Schädigung
daher keine bleibenden Verformungen bzw. keine irreversiblen Dehnungen. Bei vollständiger
Entlastung geht die Spannungs-Dehnungs-Beziehung somit wieder auf den Ursprung zurück,
siehe Abb. 5.1a). In der Realität weisen Materialien oft eine Kombination aus Materialdegrada-
tion und plastischen Erscheinungen auf, was durch eine Kopplung von Schädigungs- und Plasti-
zitätsmodell beschreibbar ist. Dies wird in dieser Arbeit allerdings nicht angewendet.

Ced

Abb. 5.1: a) Schematische Darstellung eines schädigenden Materials
b) „Effektive Spannungen” – „Hypothese der Verzerrungsäquivalenz”
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Die Grundlagen der Kontinuumsschädigungsmechanik wurden in der Arbeit von Kachanov
(1958) gelegt. Dort wurde zur phänomenologischen Beschreibung der Degradation von Mate-
rialeigenschaften eine skalare Größe � � �A0 � Ad

��A0 mit 1� � � 0 eingeführt, die die
Kontinuität des Materials beschreibt, wobei A0 die ursprünglich ungeschädigte Ausgangsfläche
und Ad die geschädigte Fläche darstellt, siehe Abb. 5.1b). Kurz darauf stellte Rabotnov (1963,
1968) das „Konzept der effektiven Spannungen” vor, das den Zusammenhang zwischen den no-
minalen von außen anliegenden Spannungen S und den effektiven im geschädigten Material

herrschenden Spannungen S
~
 herstellt, siehe auch Hayhurst (1972) bzw. Leckie und Hayhurst

(1974) und Abb. 5.1b). In weiterer Folge gelang es mit der Einführung einer internen Variable
in Form eines skalaren Schädigungsparameters d :� Ad�A0, das Konzept der isotropen 1-Para-
meter Kontinuumsschädigungsmechanik im Rahmen der Thermodynamik irreversibler Pro-
zesse aufzubereiten, siehe Lemaître (1983, 1984), Krajcinovic (1983), Kachanov (1986) und
Chaboche (1988). Mittlerweile existiert eine Vielzahl von verschiedenen Schädigungsmodellen,
die unterschiedliche Versagensphänomene in Materialien berücksichtigen. Dies sind zum Bei-
spiel Modelle für die duktile Schädigung, die Kriechschädigung, die Ermüdungsschädigung so-
wie die viskose Schädigung, siehe beispielsweise Murakami (1987a) sowie Skrzypek und Ganc-
zarski (1999). Eine sehr gute zusammenfassende Klassifizierung und Übersicht isotroper
Schädigungsmodelle ist in einer Veröffentlichung von Carol et al. (1994) zu finden.

Erweiterungen der isotropen Kontinuumsschädigungsmodelle zur Berücksichtigung anisotro-
per Schädigung werden nötig, wenn Materialien in Experimenten ein richtungsabhängiges Schä-
digungsverhalten aufweisen. Anschaulich betrachtet, bedeutet dies, dass die Mikroporen nicht
mehr kugelförmig, sondern die Form von Mikrorissen annehmen, die orthogonal zur Richtung
der maximalen Hauptspannung orientiert sein können. Innerhalb der Schädigungsformulierung
kann die Anisotropie durch die Einführung vektor- oder tensorwertiger Schädigungsvariablen
berücksichtigt werden, siehe Skrzypek und Ganczarski (1999). Die Theorie der Schädigungsbe-
schreibung über tensorwertige Schädigungsvariablen wurde wesentlich durch die Arbeiten von
Murakami (1987b), Murakami und Ohno (1981), Cordebois und Sidoroff (1982), Sidoroff
(1981) und Chaboche (1993, 1999) bereitgestellt. Eine gute Übersicht bietet auch Carol et al.
(2001). Es bleibt allerdings anzumerken, dass die physikalische Interpretation der einzelnen
Komponenten und ihre Identifikation bei höherwertigen Schädigungstensoren immer schwieri-
ger wird.

5.2 Degradationsmodelle

Zur Beschreibung der Degradation von elastischen Materialeigenschaften stehen verschiedene
Anschauungsmodelle zur Verfügung, die sich hinsichtlich der Betrachtungsebene (Mikro-,
Meso- und Makroebene) unterscheiden, siehe Lemaître und Chaboche (1990). Häufig wird da-
bei auf die makroskopische Betrachtung in Form von effektiven Spannungen und/oder effekti-
ven Verzerrungen in Verbindung mit dem ungeschädigten Material zurückgegriffen. Die effekti-
ven Größen sind dabei meist durch eine der folgenden Hypothesen definiert:

• „Effektive Spannungen” – „Hypothese der Verzerrungsäquivalenz”
Die Verzerrungen E, assoziiert mit dem ungeschädigten Material Cel unter den effekti-
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ven Spannungen S
~
, sind äquivalent zu den Verzerrungen eines geschädigten Materials

Ced unter den nominalen Spannungen S, siehe Abb. 5.1b):

E � Cel�1
: S

~
� Ced�1

: S mit S
~
� S�(1� d) . (5.1)

• „Effektive Verzerrungen” – „Hypothese der Spannungsäquivalenz”
Die Spannungen S, assoziiert mit dem ungeschädigten Material Cel unter den effekti-
ven Verzerrungen E

~
, sind äquivalent zu den Spannungen eines geschädigten Materials

Ced unter den nominalen Verzerrungen E (siehe Cordebois und Sidoroff (1982)):

S� Cel : E
~
� Ced : E mit E

~
� (1� d) E . (5.2)

• „Effektive Verzerrungen” – „Hypothese der Energieäquivalenz”
Die Dichte der im geschädigten Material Ced gespeicherten Energie unter den nomina-
len Verzerrungen E ist äquivalent der Energiedichte des ungeschädigten Materials Cel

unter den effektiven Verzerrungen E
~
 (siehe Cordebois und Sidoroff (1982)):

� �
1
2

E : Ced : E �
1
2

E
~

: Cel : E
~

mit E
~
� 1� d� E . (5.3)

• „Effektive Spannungen” – „Hypothese der Äquivalenz der Komplementärenergie”
Die gespeicherte Komplementärenergie des geschädigten Materials Ced unter den no-
minalen Spannungen S ist äquivalent der Komplementärenergie des ungeschädigten
Materials Cel unter den effektiven Spannungen S

~
 (siehe Cordebois und Sidoroff

(1982)):

W�
1
2

S : Ced�1
: S�

1
2

S
~

: Cel�1
: S

~
mit S

~
� S� 1� d� . (5.4)

Im Folgenden wird das „Konzept der effektiven Spannungen” in Kombination mit der „Hypo-
these der Verzerrungsäquivalenz” angewendet.

Effektive Spannungen – Verzerrungsäquivalenz

Das „Konzept der effektiven Spannungen” wurde von Rabotnov (1963) eingeführt und beruht
auf der Vorstellung, dass innerhalb eines geschädigten Materials die anliegenden Kräfte nur über
die effektive Querschnittsfläche übertragen werden. Diese berechnet sich aus der Differenz von
ursprünglich ungeschädigter Querschnittsfläche A0 und geschädigter Querschnitsfläche Ad, die
durch Mikrorisse und Mikroporen gebildet wird, siehe Abb. 5.1b). Für den eindimensionalen
Fall lässt sich somit in anschaulicher Weise schreiben:

S
~

:� F
A0 � Ad

�

F�A0

1� Ad�A0
�

S
1� d

mit d :�
Ad

A0
. (5.5)

Gleichung (5.5) beschreibt somit den Zusammenhang zwischen den effektiven, im Material
herrschenden Spannungen S

~
, und den nominalen, von außen anliegenden Spannungen S. Es ist

offensichtlich, dass die effektiven Spannungen S
~
 größer sind als die nominalen Spannungen S.

Für den dreidimensionalen Fall und unter der Annahme einer allgemeinen anisotropen Schädi-
gung kann man Gleichung (5.5) auf

S
~

:� (I � D)�1 : S (5.6)

erweitern, wobei I  den vierstufigen Einheitstensor und D einen vierstufigen Schädigungstensor
bezeichnet. Für den Sonderfall der isotropen Schädigung, d.h. die Schädigung wirkt sich in alle
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Richtungen gleich aus (kugelförmige Mikroporen), kann der Schädigungstensor durch den mit
einer skalaren Schädigungsvariable d skalierten Einheitstensor dargestellt werden:

D � I d . (5.7)

So folgt schließlich aus (5.6) für die effektiven Spannungen S
~
:

S
~
�

1
(1� d)

S . (5.8)

Durch Einsetzen der effektiven Spannungen S
~
 nach Gleichung (5.8) in den Ausdruck für die

„Hypothese der Verzerrungsäquivalenz” (Gleichung (5.1)) gewinnt man den vierstufigen Mate-
rialtensor Ced der Elasto-Schädigung

Ced
� (1� d) Cel . (5.9)

Anmerkung: Das „Konzept der effektiven Spannungen” in Kombination mit der „Hypothese
der Verzerrungsäquivalenz” wird üblicherweise innerhalb verzerrungsbasierter
Materialmodelle angewendet, d.h. bei Schädigungsfunktionen, die im Verzer-
rungsraum definiert sind. Weiterhin bemerkenswert ist die gegenüber spannungs-
basierter Modelle einfachere algorithmische Umsetzung.

5.3 Isotrope 1-Parameter Elasto-Schädigung

Unter Anwendung des „Konzepts der effektiven Spannungen” in Verbindung mit der „Hypothese
der Verzerrungsäquivalenz” lässt sich die Materialdegradation in ihrer einfachsten Form der iso-
tropen Schädigung über eine skalare Schädigungsvariable d (0� d � 1) beschreiben. Dabei
bezeichnet d � 0 den ungeschädigten und d � 1 den vollständig geschädigten Zustand. Die
„ freie Helmholtz-Energie” � ist als Funktion der Verzerrungen E und der Schädigungsvariablen
d wie folgt definiert:

�(E, d) � (1� d)�0(E) . (5.10)

Die gespeicherte Energie �0(E) des ungeschädigten Kontinuums ist durch die zweifache dop-
pelte Verjüngung des Materialtensors Cel mit den Verzerrungen E gegeben:

�0(E) � 1
2

E : Cel : E . (5.11)

Die freie Energie � kann somit als die mit dem Faktor (1� d) gewichtete, gespeicherte Energie
�0(E) des ungeschädigten Materials aufgefasst werden. Der Schädigungsparameter d stellt
hierbei die interne Variable dar.

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik muss die innere Dissipation während des
Schädigungsprozesses positiv sein. Für isotherme Prozesse geht hieraus die isotherme
„Clausius-Duhem-Ungleichung” D � S : E

.
� �

.
� 0 hervor, deren Auswertung nach Cole-

man und Noll (1963) bzw. nach Coleman und Gurtin (1967) die Definition des Spannungstensors
als energetisch konjugierte Größe zu den Verzerrungen liefert:

S�
��
�E

� (1� d)Cel : E . (5.12)
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Weiterhin kann man die Energiefreisetzungsrate Y als energetisch konjugierte Größe zu der
Schädigungsvariablen d ableiten:

Y� �
��
�d

� �0(E) � 1
2

E : Cel : E . (5.13)

Die reduzierte Dissipationsungleichung lautet somit:

Dred
� Yd

.
� 0 . (5.14)

In der Kontinuumsschädigungsmechanik ist es üblich, eine verzerrungsbasierte Schädigungs-
funktion � zu definieren, die sich beispielsweise aus der Differenz einer Funktion � in Abhän-
gigkeit der Vergleichsverzerrung �v und der Schädigungsvariablen d ergibt:

�(�v(E), d) � �(�v(E)) � d � 0 . (5.15)

Die Größe und die Form der im Hauptverzerrungsraum darstellbaren Schädigungsfunktion �
hängt von der aktuellen Schädigungsvariable d sowie der Definition für die Vergleichsverzer-
rung �v ab. Grundsätzlich stehen verschiedene Möglichkeiten zur Verfügung, um die tensoriel-
len Größen in Form des Green-Lagrange’schen Verzerrungstensors E auf eine skalare Ver-
gleichsgröße abzubilden. So kann die Vergleichsverzerrung �v eine Funktion der Invarianten der
Verzerrungen (I1, J2), der positiven Hauptverzerrungen � EI � oder der Energiefreisetzungs-
rate Y sein, siehe beispielsweise Lemaître und Chaboche (1990). Wird die Vergleichsverzerrung
�v mit der Energiefreisetzungsrate Y gleichgesetzt, also

�v(E) :� Y�
1
2

E : Cel : E , (5.16)

so spricht man im Sinne von Carol et al. (1994) von einer assoziierten Schädigungsformulierung.
Die partielle Ableitung der Vergleichsverzerrung �v nach den Verzerrungen E entspricht dann
den effektiven Spannungen S

~
, siehe Gleichung (5.30), oder ist ein Vielfaches von S

~
. In Analogie

zur Plastizität führt die assoziierte Formulierung auf eine symmetrische elasto-geschädigte Ma-
terialtangente, siehe Gleichung (5.32).

Weitere Möglichkeiten zur Definition der Vergleichsverzerrung �v sind u.a. in gesammelter
Form in Jirásek (1999) und Kuhl (2000) zu finden. Definitionen für die Vergleichsverzerrung
�v, die ebenfalls auf eine assoziierte Formulierung führen, sind:

�v(E) :� E : Cel : E	 (5.17)

�v(E) :� 1
2

E : Cel : E	 (5.18)

nach Simo und Ju (1987) ,

nach Ju (1989) .

Hingegen gehen nicht-assoziierte Schädigungsformulierungen beispielsweise aus folgenden
Ansätzen für die Vergleichsverzerrung �v hervor:

�v(E) :� E : E	 (5.19)

�v(E) :� 


3

I�1

� EI �
2	 (5.20)

nach Lemaître (1984) ,

nach Mazars und ,
Pijaudier-Cabot (1989)

�v(E) :� k0I1 � k2
1I

2
1 � k2J2

	 (5.21)nach de Vree et al. (1995) .

Nicht-assoziierte Schädigungsformulierungen finden insbesondere bei der Modellierung von
Beton und Böden ihre Anwendung. Da primär eine Schädigung unter Zugbeanspruchung auf-
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tritt, kann dies durch den positiven Anteil der Hauptverzerrungen � EI � berücksichtigt wer-
den, siehe Mazar und Pijaudier-Cabot (1989). In Gleichung (5.20) bezeichnet � x � die Ram-
penfunktion mit � x �� (x� |x|)�2. Es gehen somit nur positive Hauptverzerrungen in das
Kriterium ein. De Vree et al. (1995) beziehen die erste Invariante des Verzerrungstensors sowie
die zweite Invariante des Verzerrungsdeviators in die Definition der äquivalenten Verzerrung �v

mit ein, siehe Gleichung (5.21). Es kann somit in Kombination mit den Modell- und Materialpa-
rametern k0, k1 und k2 ein unterschiedliches Zug- und Druckverhalten abgebildet werden, das
vor allem bei Beton anzutreffen ist.

Wird innerhalb des Belastungsprozesses das Postulat vom Maximum der Dissipation angewen-
det, kann die reduzierte Dissipationsungleichung (5.14) in ein mathematisches Optimierungs-
problem mit der Schädigungsfunktion � als Nebenbedingung überführt werden (vergleiche
Luenberger (1984)). Hierzu wird die Schädigungsfunktion (5.15) über einen Lagrange-Multipli-
kator �

.
 in die Dissipationsungleichung eingebracht. Die Stationaritätsbedingung der zugehöri-

gen Lagrange-Funktion lautet:

L � � Dred
� �

.
� � � Yd

.
� �

.
��(Y) � d 	 stat. (5.22)

Das Lösen von Gleichung (5.22) liefert die Evolutionsgleichung für die Schädigungsvariable d
als Funktion des Lagrange-Multiplikators �

.
:


L

Y

� � d
.
� �

. 
�


Y
� 0 	 d

.
� �

. 
�


Y
. (5.23)

Die weitere Auswertung der Lagrange-Funktion (5.22) führt auf die Kuhn-Tucker-Bedingungen
in der bekannten Form

�(Y, d) � 0 , �
.
� 0 , �(Y, d) �

.
� 0 , (5.24)

sowie auf die Konsistenzbedingung

�
.
�
.
� 0 . (5.25)

Im Fall der Schädigungszunahme (�
.
� 0) folgt nach Simo und Ju (1987) aus der Konsistenzbe-

dingung (5.25) und unter der Voraussetzung einer monoton steigenden Funktion � die Evoluti-
onsgleichung für den Lagrange-Multiplikator �

.

�
.
� Y

.
. (5.26)

Dieser kann auch als Geschichtsparameter aufgefasst werden und ist ebenfalls in expliziter Form
darstellbar. In der Belastungsgeschichte ]-�; �] ergibt er sich als der maximal erreichte Wert der
Vergleichsverzerrung �v, die nach Gleichung (5.16) mit der Energiefreisetzungsrate Y identifi-
ziert wurde. Mit der Bedingung � � 0 im Schädigungsfall kann die folgende explizite Darstel-
lung für die Schädigungsvariable d angegeben werden:

d � ��� mit � � max�Yi , max
–��t��

Y . (5.27)

Hierbei beschreibt Yi einen Schädigungsschwellwert für das anfänglich ungeschädigte elasti-
sche Material, während �(�) der Schädigungsevolution entspricht.
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Anmerkung: Aufgrund der expliziten Abhängigkeit des Lagrange- bzw. Geschichtsparameters
� von der maximal erreichten Energiefreisetzungsrate Y (Gleichung (5.27)), ist
im Gegensatz zur Plastizität keine lokale Iteration zur Berechnung der aktuali-
sierten Größen wie Spannungen und internen Variablen nötig, siehe Simo und Ju
(1987) und Ju (1989).

5.4 Elasto-geschädigte Materialtangente

Die Beziehung zwischen der Spannungs- und der Verzerrungsrate (S
.
� Ced

tan : E
.
) liefert die De-

finition der Materialtangente Ced
tan für die Elasto-Schädigung. So lautet die zeitliche Ableitung

von Gleichung (5.12)

S
.
� (1� d) Cel : E

.
� d

.
Cel : E , (5.28)

mit der Rate für die Schädigungsvariable

d
.
�

�����

��
�
.
�

�����

��

��

�Y
Y
.
�

�����

��

��

�Y
�Y
�E

: E
.

. (5.29)

Unter Berücksichtigung des zugrunde liegenden „Konzepts der effektiven Spannungen” lässt
sich die partielle Ableitung der Energiefreisetzungsrate (5.13) nach den Verzerrungen angeben

Y�
1
2

E : Cel : E �
�Y
�E

� Cel : E � S
~

. (5.30)

Ferner gilt

��

�Y
� �

1
0 (5.31)

für weitere Schädigung
sonst .

Über Gleichung (5.28) kann damit die Materialtangente Ced
tan der Elasto-Schädigung gewonnen

werden

(5.32)Ced
tan � Ced

sec�
�����

��

��

�Y
S
~
� S

~
.

Der Sekantenmodul für die isotrope Elasto-Schädigung wurde dabei wie folgt eingeführt

Ced
sec� (1� d) Cel . (5.33)

Wie aus Gleichung (5.32) ersichtlich ist, erfolgt bei der isotropen 1-Parameter Schädigung die
Reduktion der Steifigkeiten ebenfalls isotrop, d.h. die verschiedenen Richtungen reduzieren sich
proportional zueinander und richtungsunabhängig. Weiterhin sei noch auf die Symmetrie von
Ced

tan hingewiesen, die aus Gleichung (5.32) ersichtlich ist und durch die assoziierte Schädi-
gungsformulierung entsteht. Ebenfalls ist zu erwähnen, dass für eine allgemeine isotrope Schä-
digung eigentlich zwei Schädigungsvariablen nötig sind, da isotropes, elastisches Material durch
zwei unabhängige Materialkonstanten (Elastizitätsmodul und Querdehnzahl) beschrieben wird.
Für jede Materialkonstante ist daher eine eigene Schädigungsvariable einzuführen. Bei der iso-
tropen Schädigung mit nur einer skalaren Schädigungsvariablen d wird jedoch die zusätzliche
Annahme getroffen, dass die Querdehnzahl unabhängig von der Schädigung sei, vergleiche Ju
(1990).
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Anmerkung: Trotz der Verwendung des inkrementell-iterativen Newton-Raphson-Verfahrens
ist keine Modifikation der geschädigten Materialtangente nötig, da der Ge-
schichtsparameter � explizit von der maximal erreichten Energiefreisetzungsrate
Y (Gleichung (5.27)) abhängt, siehe beispielsweise Simo und Ju (1987) und Ju
(1989).

5.5 Berücksichtigung viskoser Effekte

Aus zahlreichen Versuchsergebnissen ist bekannt, dass Faserverbundwerkstoffe, wie beispiels-
weise Glasfasern in einer Epoxid-Matrix, ein ausgeprägt viskoses Verhalten aufweisen können
(Lataillade et al. (1993)). Mit zunehmender Belastungsgeschwindigkeit steigt die Materialfes-
tigkeit an und die Schädigungsentstehung findet verzögert statt, siehe beispielsweise Frassine
und Pavan (1995) und Corigliano et al. (1998). Zur Berücksichtigung viskoser Effekte wird in
Analogie zur Viskoplastizität nach Perzyna (1966) die Evolutionsgleichung des Schädigungs-
multiplikators �

.
 direkt als konstitutive Gleichung eingeführt und nicht mehr aus der Konsistenz-

bedingung gewonnen, siehe auch Sluys (1992) und Wang (1997). Die Evolutionsgleichung kann
beispielsweise wie folgt lauten:

�
.
�

1
��

� �
�(Y), d� �
�0

	

n

�
1
��

� �
�� � d �

�0
	

n

. (5.34)

Dabei stellt � den Viskositätsparameter mit der Einheit einer Zeit dar, während n ein dimensions-
loser Modellparameter ist. In Gleichung (5.34) bezeichnet � x � die Rampenfunktion mit
� x �� (x� |x|)�2.

Mit Gleichung (5.29) lautet die Evolutionsgleichung für die Schädigungsvariable
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. (5.35)

Für weitere Schädigungsgesetze, die viskose Effekte berücksichtigen, wird auf Ladevèze
(1992), Dubé et al. (1996), Allix und Deü (1997), Faria et al. (1998) oder Corigliano und Allix
(2000) verwiesen. Exemplarisch sei noch die Evolutionsgleichung für die Schädigungsvariable
aus Allix et al. (1997) dargestellt:

d
.
�

1
�
�1� exp
� a� � �(Y) � d ��	 . (5.36)

Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass die Verwendung ratenabhängiger kon-
stitutiver Modelle eine Zeitskala mit physikalischer Bedeutung und einen Viskositätsparameter
� mit der Einheit einer Zeit einführt. Der Viskositätsparameter lässt sich durch Multiplikation
mit der elastischen Wellenausbreitungsgeschwindigkeit cel in Bezug auf eine interne Länge set-
zen, siehe Kapitel 4.3 oder Sluys (1992). Das transiente bzw. quasistatische Problem behält da-
durch bei Entfestigung auch im postkritischen Bereich seine Hyperbolizität bzw. Elliptizität,
siehe beispielsweise de Borst et al. (1993), Sluys und de Borst (1994) und Needleman (1998).
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66(6 Versagensindikatoren und
anisotropes Plastizitätsmodell

6.1 Einführung

Wie in Kapitel 2 schon gezeigt wurde, ist das Versagen von Faserverbundwerkstoffen durch viel-
fältige lokale Versagensvorgänge gekennzeichnet. Der Begriff „Versagen” ist an dieser Stelle ei-
gentlich irreführend, da ein erstes Anzeichen der Schädigung noch nicht zu einem sofortigen und
totalen Ausfall der Struktur führen muss, der durch das Zerbrechen in mehrere Teile charakteri-
siert ist. Somit kann das erste Versagen nicht mit dem endgültigen Versagen gleichgesetzt wer-
den; im Gegenteil, es muss insbesondere bei geschichteten Strukturen, also bei Laminaten, zwi-
schen dem sogenannten ‘First-Ply-Failure’  (FPF) und dem ‘Last-Ply-Failure’ (LPF)
differenziert werden. Der Begriff des ‘First-Ply-Failure’  kommt dabei aus der Vorstellung, die
Einzelschicht (‘Ply’ ) versagt, wenn der darin herrschende Spannungszustand ein makrosko-
pisches Versagenskriterium verletzt. Das Versagenskriterium fungiert hier als Versagensindika-
tor, der lediglich den Beginn des Versagens anzeigt und keine Aussage über die weitere Schädi-
gung und über das endgültige Versagen liefert. Wird das Ansprechen des Versagensindikators
mit dem endgültigen Versagen gleichgesetzt und somit die Resttragfähigkeit vernachlässigt,
kann je nach Versagensart und Belastungsbedingungen die Anfangsschädigungslast (‘First-Ply-
Failure’-Last) weit auf der sicheren Seite liegen. Im Hinblick auf die hohen Kosten der Faserver-
bundwerkstoffe ist es jedoch sinnvoll, die Resttragfähigkeit zu berücksichtigen und die Versa-
genslast bzw. die ‘Last-Ply-Failure’-Last zu bestimmen. Dazu ist die Beschreibung des
Nachbruchverhaltens bis hin zum endgültigen Versagen, also die Modellierung des fortschrei-
tenden Versagens nötig.

Eine sehr einfache Möglichkeit, das entfestigende Nachbruchverhalten zu beschreiben, besteht
darin, bestimmte Steifigkeitswerte bei Verletzung des Versagenskriteriums gleich Null zu set-
zen. Diese Methode wird häufig in der Literatur als ‘Ply-Failure-Distribution’-Methode oder
auch als ‘Stiffness-Reduction’-Methode bezeichnet. Dass das Versagenskriterium einen eindeu-
tigen Versagensmode liefert, ist Voraussetzung hierfür. Dementsprechend werden die dazugehö-
renden Steifigkeitswerte zu Null gesetzt, siehe beispielsweise Lee (1982), Chen et al. (1985),
Hwang und Sun (1989), Tolson und Zebaras (1991) und Schulz (1996). Die Methode basiert auf
der Annahme, dass die aus der Schädigung resultierende Veränderung des Kontinuums durch
Veränderungen der konstitutiven Gleichungen wiedergegeben werden kann (Allen et al. (1987)).

Allerdings treten sowohl bei der Berechnung von FPF-Lasten als auch bei einem Vorgehen nach
der ‘Stiffness-Reduction’-Methode Probleme auf, sofern Spannungskonzentrationen oder Sin-
gularitäten vorhanden sind. Die Berechnung von Spannungen auf Basis der Elastizitätstheorie
ist an diesen Stellen zwar gültig, nicht mehr aber unbedingt sinnvoll, da bei einer Netzverfeine-
rung die Versagenslast nicht gegen einen endlichen Grenzwert, sondern infolge der Spannungs-
singularität gegen Null strebt. Die Ergebnisse sind daher netzabhängig und nur eingeschränkt
brauchbar. Bei der Simulation des entfestigenden Materialverhaltens ist demnach ein Kriterium
nötig, das folgende Punkte überprüft: Es muss einerseits ein spannungs- oder verzerrungsbasier-
tes Versagenskriterium verletzt und andererseits die Bruchenergie, freigesetzt bei einem Riss-
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wachstum, größer als die kritische Bruchenergie Gc sein. Sind beide Punkte erfüllt, stellt dies
ein hinreichendes Kriterium für den Rissfortschritt dar. Ein weiterer Nachteil bei der ‘Stiffness-
Reduction’-Methode ist das Auftreten von Konvergenzproblemen auf Strukturebene, weil die
Steifigkeitswerte in den konstitutiven Gleichungen abrupt herabgesetzt werden.

Wird der Versagensindikator entweder innerhalb einer Plastizitätsformulierung als Fließbedin-
gung oder innerhalb einer Schädigungsformulierung als Schädigungsbedingung verwendet, so
kann das Nachbruchverhalten über Evolutionsgesetze abgebildet werden. Berücksichtigen diese
noch zusätzlich die kritische Bruchenergie Gc, kann der entfestigende Versagensvorgang zuver-
lässig wiedergegeben werden. Die Plastizitätsformulierung ist dabei in der Lage, sowohl ver- als
auch entfestigendes Verhalten zu beschreiben, während die Schädigungsformulierung üblicher-
weise nur ein entfestigendes Verhalten wiedergeben kann.

Im folgenden Kapitel 6.2 werden zunächst verschiedene Versagensindikatoren zur Berechnung
von Anfangsschädigungslasten vorgestellt und miteinander verglichen. Dies ist nötig, da einige
dieser Kriterien innerhalb einer Plastizitäts- oder einer Schädigungsformulierung verwendet
werden. Bei den meisten Versagenskriterien ist der anliegende Spannungszustand die maßgebli-
che Eingangsgröße, so dass eine genaue kinematische Beschreibung des Deformationszustandes
in Kombination mit einem vollständig dreidimensionalen Werkstoffgesetz unbedingt nötig ist.
Das im Kapitel 3.2 vorgestellte mehrschichtige Schalenmodell erfüllt mit seiner höherwertigen
Kinematik diese Anforderungen und kann daher zur Simulation von Faserverbundstrukturen
eingesetzt werden.

Auf Basis des Hoffman-Versagenskriterium wird in Kapitel 6.3 ein Plastizitätsmodell vorge-
stellt, mit dem ein anisotrop verfestigendes Materialverhalten abgebildet werden kann. Für beide
Unterkapitel 6.2 und 6.3 sind die in Kapitel 2.4 vorgestellten Modellierungsaspekte, die von ei-
ner homogenisierten Einzelschicht mit bekannten effektiven Festigkeitswerten ausgehen, zu be-
rücksichtigen.

Eine gute Übersicht von verschiedenen in der Literatur verfügbaren Versagenskriterien bzw. -in-
dikatoren sowie von Kriterien zur Beschreibung des Nachbruchverhaltens geben die Arbeiten
von Tsai (1984), Nahas (1986), Dorninger (1989), Dorninger und Rammerstorfer (1990), Hult
und Rammerstorfer (1994) und Puck (1996).

6.2 Versagensindikatoren

Im Folgenden werden einige gängige Versagensindikatoren zur Berechnung von Anfangsschä-
digungslasten vorgestellt. Die gleichzeitige Bestimmung des maßgeblichen Versagensmodes ist
dabei im Hinblick auf die Erweiterung der Indikatoren zur Beschreibung des entfestigenden
Nachbruchverhaltens oft vorteilhaft. Man unterscheidet daher zwischen Kriterien, die ohne eine
Interaktion verschiedener Spannungs- oder Verzerrungskomponenten den Versagensmode be-
stimmen (‘Independent-Failure-Criteria’, Kapitel 6.2.1) und Kriterien, die eine Interaktion be-
rücksichtigen, aber im Regelfall keine Information über die Versagensart liefern (‘Polynomial-
Failure-Criteria’, Kapitel 6.2.2 und 6.2.3). Einen Sonderfall stellen dabei die
‘Direct-Mode’-Kriterien dar (Kapitel 6.2.4), die eine Interaktion ausgewählter Spannungskom-
ponenten berücksichtigen, aber dennoch durch die Definition verschiedener Subkriterien eine
Aussage über den vorliegenden Versagensmode liefern.
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6.2.1 Maximalspannungs- und Maximalverzerrungskriterium

Beim Maximalspannungskriterium (Chen (1985), Gerstle (1985), Stanovsky (1985), Takahashi
(1987)) wird angenommen, dass keine Interaktion zwischen den einzelnen Spannungskompo-
nenten vorhanden ist. Vielmehr wird von einem Versagen ausgegangen, wenn eine Komponente
des in die Materialhauptrichtung transformierten Spannungsvektors, unabhängig von den wei-
teren Komponenten, den entsprechenden Festigkeitswert erreicht. Das Maximalspannungskrite-
rium kann somit durch mehrere unabhängige Subkriterien angegeben werden:

�Sij � � (6.1)für

ij � 11, 22, 33für

für

ij � 11, 22, 33

ij � 12, 23, 13

und

und

Sij � 0

Sij � 0 .

S
t
ij

S
c
ij

Sij

In Gleichung (6.1) werden dabei die folgenden Festigkeitswerte in Materialhauptrichtung (loka-
les Materialkoordinatensystem, siehe Abb. 2.2) verwendet. Zusätzlich geht man von vorzeichen-
unabhängigen Schubfestigkeiten aus:

S
t
11 Längszugfestigkeit

(6.2)

S
c
11 Längsdruckfestigkeit

S
t
22 Querzugfestigkeit S13 Schubfestigkeit

S
c
22 Querdruckfestigkeit

S
t
33 Querzugfestigkeit

S
c
33 Querdruckfestigkeit

S12 Schubfestigkeit

S23 Schubfestigkeit

2 �
^ quer zur Faserrichtung

3 �
^ quer zur Faserrichtung .

1 �
^ Faserlängsrichtung

Die neun unabhängigen Materialparameter können aus jeweils drei einaxialen Zug- und Druck-
versuchen sowie drei Schubversuchen bestimmt werden.

Sofern das Hooke’sche Materialgesetz bis zum Bruch gültig ist, lässt sich das Maximalspan-
nungskriterium auch alternativ als Maximalverzerrungskriterium formulieren (Stanovsky
(1985)):

�Eij � � (6.3)für

ij � 11, 22, 33für

für

ij � 11, 22, 33

ij � 12, 23, 13

und

und

Eij � 0

Eij � 0 .

E
t
ij

E
c
ij

Eij

Es liefert allerdings nicht die gleichen Versagenslasten wie das Maximalspannungskriterium, da
über den Querdehneffekt eine Interaktion bestimmter Spannungskomponenten erfolgt, siehe
beispielsweise Altenbach et al. (1996). Weiterhin kann das Maximalverzerrungskriterium ge-
genüber dem Maximalspannungskriterium von Vorteil sein, da die Verzerrungen an einem
Punkt, im Gegensatz zu den Spannungen, messbare Größen sind.

Bei beiden Kriterien ist die einfache Anwendbarkeit und die eindeutige Zuordnung des Versa-
gens in die verschiedenen Arten des Faserzug-, des Schub- und des Querzugversagens (gleiches
gilt für Druckbelastung) vorteilhaft. Letzteres kann allerdings auch als Nachteil angesehen wer-
den. Es findet nämlich ein scharfer, diskontinuierlicher Übergang zwischen den einzelnen Versa-
gensarten statt (siehe Abb. 6.1), der in Wirklichkeit nicht zu beobachten ist. Des Weiteren ist ein
physikalisch unrealistisches Verhalten bei der Simulation des ‘Off-Axis’-Zugversuchs zu erken-
nen. Bei diesem Versuch wird für veränderliche Faserwinkel jeweils die Versagenslast bzw. die
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Abb. 6.1: Versagensspannung Sx aus Maximalspannungskriterium
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Versagensspannung Sx in x-Richtung ermittelt. Für kleine Faserwinkel � ist in Abb. 6.1 das un-
realistische Anwachsen der Versagensspannung Sx zu erkennen. Verantwortlich ist hierfür die
in Faserrichtung wirkende Spannungskomponente S11, die sich bei Drehung der Fasern aus der
x-Richtung heraus zunächst verringert, während die Schubspannung S12 erst aufgebaut wird. Da
keine Interaktion zwischen der sich aufbauenden Schubspannung und der abfallenden Zugspan-
nung in Faserrichtung stattfindet, wächst die maximal übertragbare Spannung Sx zunächst an,
bis das Schubversagenskriterium maßgebend wird, siehe Abb. 6.1 und Gerstle und Reedy
(1985). Man kann hier deutlich die fehlende Interaktion der einzelnen Spannungskomponenten
erkennen. Es ist daher erforderlich, Theorien zu verwenden, die innerhalb einer skalaren Glei-
chung die Interaktion der Spannungskomponenten erfassen und somit eine bessere Übereinstim-
mung mit Versuchsergebnissen liefern.

6.2.2 Tsai-Wu-Kriterium

Polynomiale Versagenskriterien sind in der Lage, die Interaktion verschiedener Spannungskom-
ponenten zu berücksichtigen. Ein gebräuchlicher Vertreter dieser Gruppe ist das für anisotrope
Materialien formulierte Tsai-Wu-Kriterium (Tsai und Wu (1971)), das einen quadratischen An-
satz für die Spannungen verwendet. Es geht aus der allgemeinen Form eines polynomialen Ver-
sagenskriteriums nach Gol’denblatt und Kopnov (1965) bzw. Ashkenazi (1965) hervor

F(Sij) � Aij Sij � Aijkl Sij Skl � 1 mit (i, j, k, l � 1, 2, 3) , (6.4)

bei der die Festigkeitstensoren Aij und Aijkl  symmetrische Tensoren zweiter bzw. vierter Stufe
darstellen. Die Anzahl der unabhängigen Komponenten von Aij und Aijkl  beträgt zunächst sechs
bzw. 21. Wird davon ausgegangen, dass der verwendete Faserverbundwerkstoff orthotropes Ver-
halten aufweist und somit gewisse Symmetrieeigenschaften vorliegen (Green (1968) bzw. Tsai
und Wu (1971)), reduziert sich die Anzahl der unabhängigen Komponenten auf drei bzw. neun.

Während zur Bestimmung der Komponenten Aii , Aiiii  und Aijij  (Gleichung (6.5)) einaxiale
Zug- bzw. Druckversuche sowie reine Schubversuche ausreichen, müssen die Interaktionsterme
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A1122, A2233 und A1133 durch biaxiale Zug-Zug-, Druck-Druck- und Zug-Druck-Versuche er-
mittelt werden. Um die Durchführung solch aufwendiger Versuche zu vermeiden, gibt es in der
Literatur einige Möglichkeiten zur näherungsweisen Bestimmung der Interaktionsterme, siehe
Tsai und Wu (1971), Narayanaswami und Adelman (1977), Hashin (1980), Reddy und Pandey
(1987), Dorninger (1989), Klarmann (1991) und Schultz (1996). Durch diese Vereinfachung
wird die Anzahl der unabhängigen Komponenten von Aijkl  auf sechs reduziert. Im Vergleich mit
experimentellen Ergebnissen liefert der Ansatz von Reddy und Pandey (1987) eine gute Über-
einstimmung. Dieser soll im Folgenden verwendet werden. Die von Null verschiedenen Kompo-
nenten der Festigkeitstensoren lassen sich wie folgt angeben:

Aii �
S

c
ii � S

t
ii

S
c
ii S

t
ii

(6.5)

(ii � 11, 22, 33) ,

Aiiii �
1

S
c
ii S

t
ii

(iiii � 1111, 2222, 3333) ,

Aijij �
1

4S
2
ij

(ijij � 1212, 2323, 1313) ,

Aiijj � �
1
2

Aiiii Ajjjj� (iijj � 1122, 2233, 1133) .

Die in Gleichung (6.5) benötigten Festigkeitswerte S
t
ii  für Zug, S

c
ii  für Druck und Sij  für Schub

(siehe Gleichung (6.2)) lassen sich über sechs einaxialen Zug- und Druckversuche sowie drei
Schubversuche bestimmen. Das unterschiedliche Versagensverhalten bei Zug- bzw. Druckbean-
spruchung wird durch den Anteil in Gleichung (6.4) berücksichtigt, der linear im Spannungsten-
sor S ist. Das Versagenskriterium ist daher auch vom hydrostatischen Spannungsanteil abhängig.
Des Weiteren ist zu beachten, dass sich die Festigkeitstensoren Aij und Aijkl  stets auf die Material-
hauptrichtungen beziehen und somit der Spannungstensor S in diese Richtung zu transformieren
ist.

6.2.3 Hoffman-Kriterium

Das von Hoffman (1967) vorgestellte Versagenskriterium ist ebenfalls ein Interaktionskriterium,
in das alle Spannungskomponenten eingehen. Es ist nach Hoffman (1967), Narayanaswami und
Adelman (1977), Hashin (1980), Schellekens und de Borst (1990) und Klarmann (1991) auf or-
thotrope Materialien anwendbar und berücksichtigt neben dem deviatorischen Spannungsanteil
durch die Einbeziehung linearer Spannungsterme auch den hydrostatischen Anteil, siehe Pankaj
et al. (1999). In der ursprünglichen Form lautet das Kriterium

C1
�S22� S33

�

2
� C2

�S33� S11
�

2
� C3

�S11� S33
�

2

(6.6)
� C4S11� C5S22� C6S33� C7

�S12
�

2
� C8

�S23
�

2
� C9

�S13
�

2
� 1 .

Die Konstanten Ci
�i � 1,. .., 9� entsprechen dabei neun unabhängigen Materialparametern,

die mittels sechs einaxialen Zug- und Druckversuchen sowie drei Schubversuchen zu bestimmen
sind. In Vektor-Matrix-Schreibweise kann das Kriterium auch als

F(S) � f (S) � 1 �
1
2

STPS� STQ� 1 � 0 (6.7)
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dargestellt werden. Die Kopplungsgrößen (P, Q) und der Spannungsvektor S lauten dabei

P � �
�

0
0
�
� (6.8); Q � ��1,�2,�3, 0, 0, 0�

T
; S� �S11, S22, S33, S12, S23, S13)
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Die Parameter �i
�i � 1,. .., 9� in den Kopplungsgrößen P und Q berechnen sich über

�1 �
S2 � S1

S2 S1
;

�2 �
S4 � S3

S4 S3
;

�3 �
S6 � S5

S6 S5
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� 1
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S4 S3
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3S
2
9
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(6.10)

wobei die folgenden Abkürzungen für die Festigkeitswerte verwendet werden:

S1 � S
t
11 ; S2 � S

c
11 ; S3 � S

t
22 ; S4 � S

c
22 ; S5 � S

t
33 ;

(6.11)
S6 � S

c
33 ; S7 � S12 ; S8 � S23 ; S9 � S13 .

Die in Gleichungen (6.10) und (6.11) benötigten Festigkeitswerte S
t
ii  für Zug, S

c
ii  für Druck und

Sij  für Schub (siehe Gleichung (6.2)) lassen sich über die oben genannten Versuche bestimmen.
Der Spannungszustand S ist wie schon beim Tsai-Wu-Kriterium in die Materialhauptrichtungen
zu transformieren, da sich die Kopplungsgrößen P und Q auf diese Richtungen beziehen. Ebenso
ist bei genauer Betrachtung des Hoffman-Kriteriums eine enge Verwandschaft zum Tsai-Wu-
Kriterium festzustellen und kann aus diesem als Sonderfall hergeleitet werden. Die beiden Krit-
erien unterscheiden sich nämlich lediglich in der Definition der Interaktionsterme Aiijj . Bei-
spielsweise die Komponente A1122 berechnet sich für die Kriterien wie folgt:

A1122� �
1
2

A1111 A2222
�

(6.12)
A1122� �

1
2
�A1111� A2222� A3333

�

bei Tsai-Wu-Kriterium ,

bei Hoffman-Kriterium .

Die weiteren Kopplungsterme ergeben sich durch zyklische Vertauschung der Indices. Das Hoff-
man-Kriterium ist daher als orthotroper Sonderfall in dem für anisotrope Materialien allgemein
formulierten Tsai-Wu-Kriterium beinhaltet, siehe auch Schultz (1996). Wird der lineare Span-
nungsanteil in Gleichung (6.7) des Hoffman-Kriteriums bzw. in Gleichung (6.4) des Tsai-Wu-
Kriteriums weggelassen, so erhält man das Tsai-Hill-Kriterium (Tsai (1968) und Hill (1948)),
das zwar Materialhauptrichtungen berücksichtigt, aber keine Unterscheidung bezüglich Zug-
und Druckbeanspruchung trifft, siehe Abb. 6.2a) und b) nach Hartmann (2002).
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Abb. 6.2: Versagensflächen im Hauptspannungsraum a) Hoffman b) Tsai-Hill
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Auf eine physikalische Unzulänglichkeit, die sowohl das Hoffman-, das Tsai-Hill als auch das
Tsai-Wu-Kriterium betrifft, soll an dieser Stelle noch kurz hingewiesen werden: Unter der An-
nahme einer rein einaxialen Zugspannung in Faserlängsrichtung ist die Versagenslast dennoch
über die Terme �4,�6 und �1 von der Druckfestigkeit S

c
11 abhängig. Dies ist physikalisch nur

schwer zu motivieren, vergleiche auch Hashin (1980).

Abb. 6.3a) bis 6.3c) zeigen einen Vergleich von experimentellen Ergebnissen im ebenen Span-
nungszustand mit den Versagenskurven der Kriterien Tsai-Wu-, Tsai-Hill- und dem Maximal-
verzerrungskriterium. Für alle Kriterien ist die Abweichung zu den Versuchsergebnissen nicht
zu groß, wenn auch das Tsai-Wu-Kriterium am besten übereinstimmt. Natürlich besteht auch die
Möglichkeit, verschiedene Versagenskriterien zu kombinieren. So verwenden beispielsweise
Dorninger (1989) bzw. Dorninger und Rammerstorfer (1990) eine Kombination von Maximal-
spannungs- und Tsai-Wu-Kriterium, bei dem die Versagensart Faserbruch mit dem Maximal-
spannungskriterium sowie die Versagensart Matrixbruch mit dem Tsai-Wu-Kriterium beschrie-

Abb. 6.3: Vergleich von experimentellen und analytischen Versagenskurven
im ebenen �11–�22–Spannungsraum

a) Tsai-Wu-Kriterium

Quelle: Mallik (1988),
Gudmundson (1994)

b) Maximalverzerrungskriterium

c) Tsai-Hill-Kriterium
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ben wird. Hierdurch soll die Vorhersage der Versagensart Faserbruch verbessert werden, die im
Regelfall vom Tsai-Wu-Kriterium überschätzt wird.

Bei den bisher vorgestellten Kriterien Tsai-Wu, Tsai-Hill und Hoffman kann infolge der Span-
nungsinteraktion keine direkte Aussage über die genaue Versagensart des Faserverbundwerk-
stoffes getroffen werden. Zur Beschreibung des Nachbruchverhaltens kann allerdings die Kennt-
nis der Versagensart wichtig sein. Darüber hinaus sind die Versagensmöglichkeiten von
Faserverbundwerkstoffen vielfältig, so dass es unmöglich erscheint, sämtliche Versagensvor-
gänge mit einem einzelnen Kriterium zu erfassen. Vielmehr ist es nahe liegend und sinnvoll,
mehrere Einzelkriterien zu formulieren, die den jeweiligen Versagensarten zugeordnet sind und
so zwangsläufig die verschiedenen Versagensarten besser abbilden. Im Unterschied zu den Ein-
zelkriterien des Maximalspannungs- bzw. des Maximalverzerrungskriteriums wird allerdings
die Interaktion gewisser versagensrelevanter Spannungskomponenten berücksichtigt. Die nach-
folgend beschriebenen Kriterien von Hashin (1980) und Brewer und Lagace (1988) gehören die-
ser Gruppe der sogenannten ‘Direct-Mode’-Kriterien an.

6.2.4 ‘Direct-Mode’-Kriterien

Bei den ‘Direct-Mode’-Kriterien nach Hashin (1980) oder Lee (1982) werden für die einzelnen
Versagensarten stückweise stetige Kriterien entwickelt, die lineare und/oder quadratische Terme
der Spannungskomponenten beinhalten. Das Hashin-Kriterium wurde dabei unter Berücksichti-
gung der Spannungsinvarianten eines transversal isotropen Materials entwickelt, während das
Lee-Kriterium auf rein empirischen Überlegungen basiert. Im Folgenden soll lediglich das Has-
hin-Kriterium vorgestellt werden, da sich beide Kriterien nur geringfügig unterscheiden.

Das Hashin-Kriterium wurde für transversal isotrope Materialien entwickelt und besteht aus
zwei Subkriterien, die den Versagensarten Faserbruch und Matrixbruch zugeordnet sind. Inner-
halb dieser Subkriterien wird wiederum hinsichtlich Zug und Druck unterschieden, um dem un-
terschiedlichen Versagensverhalten bei Zug- und Druckbeanspruchung von Faserverbundwerk-
stoffen gerecht zu werden. Die bei den Kriterien von Tsai-Wu und Hoffman genannte
physikalische Unzulänglichkeit, dass Versagenslasten bei Zugbeanspruchung von Druckfestig-
keiten abhängig sind, kann durch die Einführung der Subkriterien vermieden werden. Die ein-
zelnen Subkriterien des Hashin-Kriteriums lassen sich wie folgt angeben:
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Abb. 6.4 zeigt einen Vergleich von Maximalspannungs-, Tsai-Wu-, Hoffman- und Hashin-Krite-
rium. Aufgezeichnet ist die prozentuale Abweichung der Versagensspannung Sx der einzelnen
Kriterien in Bezug auf die Werte des Tsai-Wu-Kriteriums (willkürlich festgelegt) bei einem ‘Off-
Axis’-Zugversuch mit den angegebenen Materialwerten. Die Abbildung liefert daher keine Aus-
sage über die Übereinstimmung mit Versuchsergebnissen, sondern vergleicht lediglich die Krite-
rien untereinander.

Für das Maximalspannungskriterium sind sowohl wesentlich größere Versagensspannungen (bis
zu 45%) als auch deutlich die drei Versagensbereiche Faserzug-, Schub- und Querzugversagen
zu erkennen (abrupter Übergang der Versagensarten, vergleiche auch Abb. 6.1). Wesentlich ge-
ringere Unterschiede (bis zu 10%) sind beim Hashin-Kriterium festzustellen, da bei diesem Kri-
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Abb. 6.4: Prozentuale Abweichung der Versagensspannung Sx in Bezug 
auf Tsai-Wu-Kriterium (nach Imminger (2001))
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terium die Interaktion gewisser versagensrelevanter Spannungskomponenten berücksichtigt
wird. Im Bereich für Faserwinkel � zwischen 0o und 10o liegt ein Zugversagen der Fasern vor,
während im übrigen Bereich die Matrix auf Zug versagt. Die geringsten Abweichungen sind wie
erwartet beim Hoffman-Kriterium festzustellen, da es in direkter Verwandtschaft zum Tsai-Wu-
Kriterium steht und aus diesem abgeleitet werden kann. Der minimale Unterschied ergibt sich
dabei ausschließlich aus der unterschiedlichen Definition der Interaktionsparameter A1122,
A2233 und A1133, siehe Gleichung (6.12).

In die Gruppe der ‘Direct-Mode’-Kriterien kann auch das Versagenskriterium nach Puck (1992,
1996), das auf den Vorarbeiten von Hashin (1980) basiert, eingeordnet werden. Unter der An-
nahme eines Sprödbruches wird dort ein sogenanntes Zwischenfaserbruchkriterium (Matrix-
bruch) hergeleitet, dass auf Wirkebenen bezogen ist und darauf bezogene Festigkeitswerte ver-
wendet. Der Grundgedanke liegt darin, dass die Bruchgrenze eines Materials durch die
Spannungen in der Bruchebene bestimmt wird (Analogie zur Mohr’schen Festigkeitshypo-
these). Es muss folglich die Bruchebene bzw. die Orientierung der Bruchebene gefunden wer-
den, für die ein Versagenskriterium die größte Bruchgefahr liefert. Hierzu wird eine faserparal-
lele Versagensebene eingeführt und bei gleichzeitiger Auswertung eines Versagenskriteriums
um den Winkel � um die Faserlängsrichtung gedreht. Der numerische Mehraufwand, den die
Ermittlung der maßgebenden Bruchebene mit sich bringt, ist wahrscheinlich für die geringe Ver-
breitung und für die seltene Verwendung verantwortlich.

Innerhalb der Gruppe der ‘Direct-Mode’-Kriterien können nicht nur Subkriterien für die interla-
minaren Versagensarten des Faser- und Matrixbruchs definiert werden, sondern es kann auch ein
weiteres Kriterium für die intralaminare Versagensart der Delamination eingeführt werden. Po-
lynomiale Versagenskriterien wie Tsai-Wu, Tsai-Hill und Hoffman können dies nicht ohne wei-
teres, da sie keinem bestimmten Versagensmode zugeordnet sind und sämtliche Spannungskom-
ponenten in das Kriterium eingehen.

Das von Brewer und Lagace (1988) vorgestellte Delaminationskriterium ist ein quadratisches
Versagenskriterium, in dem alleinig die Spannungskomponenten Eingang finden, die für die In-
itiierung der Delamination als maßgeblich angesehen werden, siehe auch Lagace und Bhat
(1992) sowie Lagace (1993). Mit der Unterscheidung hinsichtlich positiver und negativer Span-
nungen in Dickenrichtung S33 lautet es:

�
� S33 �
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33

�

2

��
S13

S13
�

2

��
S23

S23
�

2

� 1 . (6.17)

Sehr häufig ist in der Literatur auch die transversal isotrope Form von Gleichung (6.17) zu fin-
den, die von gleichen Schubfestigkeiten S13 und S23 ausgeht, siehe beispielsweise Zhou und Sun
(1990), Skrna-Jakl und Rammerstorfer (1993), Gruttmann (1996) und Sprenger (2000). Für den
Sonderfall, dass die Spannungskomponenten S22 und S12 gleich Null sind, kann das Delaminati-
onskriterium nach Brewer und Lagace auch aus dem Hashin Subkriterium des Matrixbruchs auf
Zug hergeleitet werden. Abb. 6.5 zeigt die Versagensfläche nach Gleichung (6.17) im Si3–Span-
nungsraum. Das Delaminationskriterium dient auch in Kapitel 7 als Indikator zur Feststellung
der maßgeblichen Delaminationsstelle. Dort wird anschließend eine Prozessschicht zur Simula-
tion der fortschreitenden Delamination eingesetzt.
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Abb. 6.5: Brewer-Lagace-Delaminationskriterium
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6.2.5 Bewertung

Abschließend ist somit festzuhalten, dass polynomiale Versagenskriterien, wie beispielsweise
das Tsai-Wu- oder das Hoffman-Kriterium,  durch die Glattheit ihrer Versagensfläche und somit
ihrer stetigen Differenzierbarkeit attraktiv für die numerische Umsetzung innerhalb von Plastizi-
täts- oder Schädigungsmodellen sind. Nachteilig ist hingegen, dass sie keine direkte und eindeu-
tige Information über den vorliegenden Versagensmode geben, wodurch bei entfestigendem Ma-
terialverhalten eine Korrelation zu Bruchenergien der einzelnen Versagensmoden schwierig ist.
Weiterhin ist die physikalische Unzulänglichkeit, dass die Last bei Zugversagen von Druckfes-
tigkeitswerten abhängig ist, von Nachteil. ‘Direct-Mode’-Kriterien beseitigen die genannten
Nachteile, allerdings bringt es den Verlust der Glattheit der Versagensfläche mit sich, siehe bei-
spielsweise Hashin (1980) und Puck (1996).

6.3 Anisotropes Plastizitätsmodell

6.3.1 Einführung

Faserverbundwerkstoffe weisen aufgrund ihrer Faserorientierung schon im elastischen Bereich
kein isotropes, sondern orthotropes oder transversal isotropes Verhalten auf. Die Strukturant-
wort von FVW ist somit abhängig von der Belastungsrichtung, wobei der Grad der Anisotropie
von dem Volumenanteil, der Faserart, der Faserorientierung sowie dem Matrixmaterial beein-
flusst wird. Im elastischen Bereich ist dieses Materialverhalten beispielsweise über ein orthotro-
pes Materialgesetz mit neun unabhängigen Materialparametern und drei ausgeprägten Material-
richtungen beschreibbar.

Im nichtlinearen Bereich kann sich das anisotrope Verhalten natürlich verstärken, wobei sowohl
irreversible Verzerrungen als auch die Degradation der Materialsteifigkeiten auftreten können.
Abb. 6.6 aus Herakovich (1998) zeigt exemplarisch das Spannungs-Dehnungs-Verhalten des Po-
lymer-Matrix-Verbundwerkstoffes Aramid/Epoxy und des Metall-Matrix-Verbundwerkstoffes
Boron/Aluminium bei ‘Off-Axis’-Zugversuchen mit den angegebenen Faserwinkeln. Bei Ara-
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mid/Epoxy sind neben einem Hystereseverhalten bleibende Verzerrungen (plastisches Verhal-
ten) und eine geringfügige Abnahme der Steifigkeit (Materialdegradation) zu beobachten. Im
Gegensatz hierzu weist Boron/Aluminium keine Materialdegradation und somit keine Schädi-
gung auf. Es entstehen nur irreversible Verzerrungen, die hauptsächlich aus der plastischen Ver-
formung des Matrixmaterials resultieren. Bei weiterer Laststeigerung kann eine Verfestigung
auftreten, wobei das Verfestigungsverhalten wiederum entscheidend von der Faserorientierung
beeinflusst wird. Es findet daher kein isotropes, sondern ein anisotropes Fließen statt, das zusätz-
lich eine anisotrope Verfestigung aufweisen kann.

Je nach Anwendungsfall lässt sich aus dem vorliegenden nichtlinearen Materialverhalten entwe-
der die Anwendung eines Plastizitätsmodells oder die Anwendung eines Schädigungsmodells
motivieren. Allerdings ist die Wahl des Versagenskriteriums bzw. der Fließfunktion einge-
schränkt. Kriterien wie von Mises oder Drucker-Prager sind nicht anwendbar, da sie den rich-
tungsabhängigen Charakter von Faserverbundwerkstoffen nicht beschreiben können. Das Tsai-
Hill-Kriterium berücksichtigt zwar diese Eigenschaft, unterscheidet aber nicht hinsichtlich Zug-
und Druckbeanspruchung und ist daher ebenfalls nicht geeignet. Hingegen sind Kriterien, wie
beispielsweise das Tsai-Wu- oder das Hoffman-Kriterium, hierzu in der Lage, wobei im ersten
Fall zwölf und im zweiten neun unabhängige Festigkeitskomponenten zu ermitteln sind. Bei ge-
eigneter Wahl der Interaktionsparameter des Tsai-Wu-Kriteriums, gleichbedeutend mit der Re-
duktion der unabhängigen Festigkeitskomponenten von zwölf auf neun, sind beide Kriterien
äquivalent (siehe Gleichung (6.12)).

In den Veröffentlichungen von Schellekens und de Borst (1990) sowie Klarmann (1991) wird
das Hoffman-Kriterium innerhalb der Plastizitätstheorie als Fließfunktion mit einem ideal-pla-
stischen Materialverhalten verwendet. Eine isotrope Dehnungsverfestigung wurde von Li et al.
(1994) eingeführt und später von Hashagen und de Borst (1997b) aufgegriffen. Die Simulation
des nichtlinearen Verhaltens von Beton mittels einer isotropen Form des Hoffman-Kriteriums
wurde von Bicanic et al. (1994) vorgestellt. Die Berücksichtigung einer anisotropen Verfesti-
gung innerhalb einer Plastizitätstheorie mit Hoffman-Fließbedingung geht auf die Veröffentli-

Abb. 6.6: Versuchsergebnisse von FVW (aus Herakovich (1998))

Boron/Aluminium 45o einaxialer Zug

�x [ksi] [MPa]

�x [%]
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Aramid/Epoxy 10o einaxialer Zug
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chungen von Hashagen und de Borst (1997a/b), Hashagen (1998) und Hashagen und de Borst
(2001) zurück und wird im Folgenden beschrieben.

6.3.2 Hoffman-Fließbedingung

Um eine anisotrope Verfestigung im Hoffman-Kriterium zu realisieren, werden die konstanten
Festigkeitswerte Si (i � 1,. .., 9), die nach Gleichung (6.11) wie folgt definiert waren

(6.11)S1 � S
t
11 ; S2 � S

c
11 ; S3 � S

t
22 ; S4 � S

c
22 ; S5 � S

t
33 ;

S6 � S
c
33 ; S7 � S12 ; S8 � S23 ; S9 � S13 ,

durch veränderliche äquivalente Spannungen Si (�i) mit i � 1,. .., 9 (keine Summation) ersetzt.
Die Veränderung der äquivalenten Spannungen ist über neun unabhängige Verfestigungsgesetze
beschreibbar, die im nächsten Abschnitt 6.3.3 genauer definiert werden. Infolge der veränderli-
chen äquivalenten Spannungen sind die �i -Werte ebenfalls nicht mehr konstant, sondern von
den äquivalenten Verzerrungen �i abhängig. Dabei kann es vorkommen, dass ein Wert �i auch
von mehreren Werten �i abhängt, beispielsweise �4 � �4(�1,�2,�3,�4,�5,�6). Formal lassen
sich die �i -Werte analog zu Gleichung (6.10) bestimmen.
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Die Hoffman-Fließbedingung mit anisotroper Verfestigung kann, wie in Abschnitt 6.2.3 bereits
gezeigt, formal in Vektor-Matrix-Schreibweise als Funktion der Spannungen S und des Vektors
(9x1) der äquivalenten Verzerrungen � dargestellt werden:

F(S,�) � f (S,�) � 1 �
1
2

STP(�)S� STQ(�) � 1 � 0 . (6.18)

Dabei wird S nach Gleichung (6.8) und die Kopplungsmatrix P(�) und der Kopplungsvektor
Q(�) in der Form

P(�) � �
�

0
0
�
� (6.19); Q(�) � ��1,�2,�3, 0, 0, 0�

T

verwendet, zusammen mit Gleichung (6.9)
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Mit der vorgestellten Hoffman-Fließbedingung nach Gleichung (6.18) ist in Kombination mit
den zu definierenden Verfestigungsgesetzen eine anisotrope Verfestigung beschreibbar. Die Er-
weiterung zur gleichzeitigen Berücksichtigung einer isotroper Verfestigung ist ebenfalls mög-
lich und in Hashagen und de Borst (1997b) zu finden. In der vorliegenden Arbeit wird dies jedoch
nicht verwendet.

6.3.3 Anisotropes Verfestigungsgesetz

Ein lineares Verfestigungsgesetz wird im Folgenden zwischen den äquivalenten Spannungen Si
und den äquivalenten Verzerrungen �i angenommen:

Si � Si (�i) � S
0
i � Hij �j i, j � 1,. .., 9 . (6.20)

Die äquivalenten Spannungen S
0
i  stellen die Anfangsfließspannungen dar:
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(6.21)S
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c
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7 � S12 ; S

0
8 � S23 ; S

0
9 � S13 .

Des Weiteren soll für die Verfestigungsmoduli Hij gelten:

Hij � 0 für i � j und Hij � konst. für i � j . (6.22)

Gleichung (6.22) verhindert eine Kopplung der unterschiedlichen Verfestigungsrichtungen, da
die Kopplung ohnehin sehr klein ist und zusätzlich die experimentelle Bestimmung dieser Ver-
festigungsmoduli sehr schwierig wäre. Zur Beschreibung der anisotropen Verfestigung sind so-
mit insgesamt 18 Materialparameter nötig.

Werden die äquivalenten Spannungen Si und die äquivalenten Verzerrungen �i in Vektoren der
Größe (9x1) einsortiert, so lässt sich das Verfestigungsgesetz (6.20) auch als

S� S
0
� H � (6.23)

schreiben, mit
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Dabei ist der äquivalente Verzerrungsvektor � als Vektor der internen Variablen des Verzerrungs-
raumes zu verstehen. Dieser steht über die Matrix der Verfestigungsmoduli H mit dem Vektor
der internen Variablen des Spannungsraumes q im Zusammenhang, die hier mit den äquivalen-
ten Spannungen S übereinstimmen. Es verbleibt nun noch zu klären, wie die neun Komponenten
des äquivalenten Verzerrungsvektors � zu ermitteln sind.

Üblicherweise wird die skalare äquivalente Verzerrungsrate �
.
 über die in Kapitel 4.2.2 vorge-

stellte Verzerrungsverfestigungshypothese definiert. In Vektor-Matrix-Schreibweise lautet
diese

�
.
� �

.

mT T m� mit T � diag�1, 1, 1,1
2

, 1
2

, 1
2
� . (6.25)
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Dabei bezeichnet m � �G��S den Gradienten des plastischen Potenzials G nach den Spannun-
gen, auch, anschaulich betrachtet, als Richtung des plastischen Flusses interpretierbar. Glei-
chung (6.25) reicht allerdings zur Beschreibung der anisotropen und richtungsabhängigen Ver-
festigung nicht aus, da in Gleichung (6.20) neun äquivalente Verzerrungswerte �i zur Steuerung
der Verfestigung nötig sind. Der skalaren Größe �

.
 fehlt daher die Richtungsinformation in Form

des plastischen Flusses bzw. des Fließvektors m. Dieser kann berücksichtigt werden, indem
Gleichung (6.25) mit der normierten Richtung des plastischen Flusses m multipliziert wird. Der
Vektor (6x1) der äquivalenten Verzerrungsrate �

^
.

 sieht dann wie folgt aus:

�
^
.

(6x1)
�

m
||m||

�
.

mT T m� mit ||m||� mT m� . (6.26)

Unter der Annahme eines assoziierten Fließens erhält man die Fließrichtung als

m �
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�S

�
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�S

� P(�)S� Q(�) � n . (6.27)

Die anschließende Unterscheidung der Komponenten von �
^
.

 hinsichtlich positiven und negati-
ven Werten (entspricht Fließen unter Zug- oder Druckbeanspruchung) sowie die Einsortierung
in den Vektor (9x1) der äquivalenten Verzerrungsrate �

.
 über eine Abbildungsmatrix M liefert
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Die Abbildungsmatrix M sieht dabei folgendermaßen aus:
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(6.29)
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.

4) � H(� �^
.

4) ;

f8 � H(�^
.

5) � H(� �^
.

5) ;

f9 � H(�^
.

6) � H(� �^
.

6) .

In Gleichung (6.29) stellt H(x) die Heaviside-Funktion dar, für die gilt:

H(x) � 0 für x � 0 und H(x) � 1 für x � 0 . (6.30)

Gleichung (6.28) ist in Kombination mit der Richtung des plastischen Flusses m, Gleichung
(6.27), ein impliziter Ausdruck für �, da m über das plastische Potenzial G � F wiederum von
den Größen P(�) und Q(�) abhängt. Dieser implizite Zusammenhang muss bei der Rückprojek-
tion des Spannungszustandes auf die Fließbedingung berücksichtigt werden, wofür ein aufwen-
diger und rechenintensiver Rückprojektionsalgorithmus benötigt wird. Dieser ist beispielsweise
in Hashagen (1998) und Hashagen und de Borst (2001) beschrieben.

Wird hingegen das plastische Potenzial G innerhalb des inkrementell-iterativen Verfahrens nicht
identisch der Fließfunktion F gewählt oder anders ausgedrückt, wird das plastische Potenzial G
nicht als Funktion der aktuellen äquivalenten Verzerrungen �n�1, so ergibt sich über Gleichung
(6.28) eine explizite Beziehung für � und daher eine Vereinfachung des Rückprojektionsalgo-
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rithmus, siehe Li et al. (1994). Diese Vereinfachung wird in der folgenden Herleitung des Rück-
projektionsalgorithmus verwendet, wobei im Unterschied zu Hashagen und de Borst (1997a,
2001) und Hashagen (1998) besonders auf die verschiedenen Varianten zur Definition des plasti-
schen Potenzials G eingegangen wird und eine Gegenüberstellung erfolgt.

Hashagen (1998) sowie Hashagen und de Borst (1997a, 2001) haben eine weitere vereinfach-
ende Annahme innerhalb des Rückprojektionsalgorithmus für die Abbildungsmatrix M getrof-
fen: Obwohl diese von �

.
 abhängt (Gleichung (6.29)) werden die möglichen Ableitungen von M

bezüglich �^
.

 vernachlässigt, siehe beispielsweise Gleichung (6.49). Da M ausschließlich Heavi-
side-Funktionen beinhaltet, die nur dann ihren Wert wechseln, wenn das Argument sein Vorzei-
chen ändert, führt diese Vereinfachung laut Aussage der oben genannten Autoren nur selten zu
Problemen, was in dieser Arbeit ebenfalls festgestellt wurde.

6.3.4 Rückprojektionsalgorithmus

Verletzen die Prädiktorspannungen S*
n�1 (Gleichung (4.35)) zusammen mit den internen Varia-

blen des Zeitpunktes tn die Fließfunktion (F*
n�1 � 0, Gleichung (6.18)), so müssen sowohl

neue Spannungen Sn�1 als auch neue plastische Verzerrungen Epl
n�1

 berechnet werden, die die

Fließfunktion in Kombination mit den aktualisierten internen Variablen qn�1 wieder erfüllen.

Die neuen Spannungen Sn�1 sind über die in Abschnitt 4.4.1 angegebenen Gleichungen (4.41)
und (4.43) zu bestimmen

(4.41)Sn�1 � S*
n�1 � Cel �Epl

n�1

mit

(4.43)�Epl
n�1

� ��n�1
�G
�S
�
n�1

� ��n�1mn�1 .

An dieser Stelle muss nun genauer auf die Definition des plastischen Potenzials G eingegangen
werden. Dabei stehen, wie eingangs schon angedeutet, mehrere Varianten zur Auswahl, die im
Folgenden kurz beschrieben werden.

1. Variante

Eine erste Variante ist die Wahl des plastisches Potenzials G analog zur Fließfunktion bei äquiva-
lentem Verzerrungsvektor identisch Null und konstant (�0 � 0). Folglich sind die Größen P und
Q des plastischen Potenzials während der gesamten plastischen Belastung konstant:

Gn�1
�Sn�1,�0

	 �
1
2

ST
n�1 P(�0) Sn�1 � ST

n�1 Q(�0) � 1 � 0 . (6.31)

Anschaulich betrachtet bedeutet dies, dass sich das plastische Potenzial im Gegensatz zur Fließ-
funktion infolge einer Verfestigung nicht ändert. Die Richtung des plastischen Flusses kann man
im Sinne einer nicht-assoziierten Fließregel mit

m~
n�1 �

�G
�S
�
Sn�1,�0

� P(�0) Sn�1 � Q(�0) (6.32)

angeben. Zusammen mit Gleichung (6.28) führt dies zu einem expliziten Ausdruck für das Inkre-
ment des äquivalenten Verzerrungsvektors

��n�1 � M
m~

n�1
��m~

n�1
��

��n�1 m~ T
n�1 T m~

n�1

 . (6.33)
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2. Variante

Eine zweite Variante folgt einem Vorschlag von Li et al. (1994). Bei diesem wird das plastische
Potenzial mit einem konstanten äquivalenten Verzerrungsvektor �n des letzten Zeitpunktes tn
aufgestellt. Infolgedessen ändert sich das plastische Potenzial im Laufe der plastischen Belas-
tung und die Verfestigung wird im plastischen Potenzial, wenn auch verzögert, berücksichtigt.
Für den aktuellen Zeitpunkt tn�1 sind die Größen �n, P(�n) und Q(�n) dann konstant.

Gn�1
�Sn�1,�n� �

1
2

ST
n�1 P(�n) Sn�1 � ST

n�1 Q(�n) � 1 � 0 . (6.34)

Die Fließrichtung m^ n�1 berechnet sich im Sinne einer nicht-assoziierten Fließregel mit

m^ n�1 �
�G
�S
�
Sn�1,�n

� P(�n) Sn�1 � Q(�n) � P
^
Sn�1 � Q

^
(6.35)

und führt zusammen mit Gleichung (6.28) zu einem expliziten Ausdruck für ��n�1:

��n�1 � M
m^ n�1

��m^ n�1��
��n�1 m^

T
n�1 T m^ n�1

� . (6.36)

Die Richtung des plastischen Flusses m^ n�1 ist somit nicht nur von den aktuellen Spannungen
Sn�1 abhängig, sondern auch von den bis zum letzten Zeitpunkt tn erreichten äquivalenten Ver-

zerrungen �n. Die äquivalenten Verzerrungen �n�1 und die Fließrichtung m^ n�1 werden daher
mittels eines Vorwärts-Euler-Verfahrens bezüglich der äquivalenten Verzerrungen � und mittels
eines Rückwärts-Euler-Verfahrens bezüglich der Spannungen S integriert. In Matzenmiller
(1988) wird dieses gemischt-explizit-implizite Vorgehen auch als semi-implizites Integrations-
verfahren bezeichnet. Die Integrationsergebnisse müssten allerdings von der Lastschrittweite
abhängig sein, was aber in Untersuchungen von Hashagen (1997a) nicht festgestellt wurde.

Ein ähnliches Vorgehen wird auch in Klarmann (1991) geschildert, der zur Berücksichtigung ei-
ner anisotropen Verfestigung ebenfalls jeder Fließspannung einen eigenen Verfestigungsmodul
zuweist. Im Unterschied zu dem hier vorgestellten Verfahren wird allerdings schon das Verfesti-

gungsgesetz explizit integriert. Dies hat zur Folge, dass nicht nur die Größen P
^
 und Q

^
 des plasti-

schen Potenzials, sondern auch die Größen P und Q der Fließfunktion während der Rückprojek-
tion konstant sind. Die Verfestigung wird somit innerhalb der Rückprojektion überhaupt nicht
berücksichtigt. Natürlich entstehen bei diesem Vorgehen größere Abweichungen als bei dem
vorgestellten Verfahren, da nach Aktualisierung der Fließspannungen der rückprojizierte Span-
nungspunkt infolge Verfestigung nicht mehr auf, sondern etwas innerhalb der Fließfläche liegt.
Dies ist bei den hier beschriebenen Varianten nicht der Fall, da die Fließfunktion mit den äquiva-
lenten Verzerrungen �n�1 zum Zeitpunkt tn�1 ausgewertet wird. Die Fließbedingung, Glei-
chung (6.18), ist im ausiterierten Zustand somit erfüllt. Lediglich die Richtung des plastischen
Flusses stimmt nicht exakt mit der Richtung eines vollständig impliziten Verfahrens überein,
siehe Abb. 6.7 für eine graphische Interpretation. Die hieraus entstehenden Abweichungen sind
allerdings klein, vergleiche Hashagen (1997a).
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��n�1C
�F
�S
�
Sn�1,�n�1

Abb. 6.7: Graphische Interpretation der verschiedenen Rückprojektionen

1. Variante 2. Variante 3. Variante

Sn

S*
n�1

F(Sn�1,�n�1)

G(Sn�1,�0)

��n�1C
�G
�S
�
Sn�1,�0

Cel�En�1

Sn

S*
n�1

F(Sn�1,�n�1)

G(Sn�1,�n)

��n�1C
�G
�S
�
Sn�1,�n

Cel�En�1

Sn

S*
n�1

F(Sn�1,�n�1) �

G(Sn�1,�n�1)

Cel�En�1

Sn�1
Sn�1 Sn�1

3. Variante

Bei dieser Variante wird das plastische Potenzial mit der Fließfunktion gleichgesetzt:

Gn�1
�Sn�1,�n�1

	 �
1
2

ST
n�1 P(�n�1) Sn�1 � ST

n�1 Q(�n�1) � 1 � 0 . (6.37)

Die Fließrichtung mn�1 kann man nun im Sinne einer assoziierten Fließregel

mn�1 �
�G
�S
�
Sn�1,�n�1

�
�F
�S
�
Sn�1,�n�1

� P(�n�1) Sn�1 � Q(�n�1) (6.38)

angeben und führt zusammen mit Gleichung (6.28) auf die schon erwähnte implizite Gleichung
für das Inkrement des äquivalenten Verzerrungsvektors:

��n�1 � M
mn�1
��mn�1

��

��n�1 mT
n�1 T mn�1


 . (6.39)

In Abb. 6.8 sind die verschiedenen Varianten nochmals tabellarisch zusammengefasst und ge-
genübergestellt. Die darin enthaltene Beurteilung stützt sich auf eigene Untersuchungen und auf
Ergebnisse von Hashagen und de Borst (1997a, 2001). Weiterhin sei noch darauf hingewiesen,
dass die zweite Variante im Grenzübergang von Zeitschrittweiten �tn�1 � 0 die gleichen Er-
gebnisse wie die dritte Variante liefert.

Eine weitere Möglichkeit zur Vermeidung eines aufwendigen Projektionsalgorithmus wurde
von Bicanic et al. (1994) vorgestellt. Sie ersetzen das totale Differenzial d��d�, das innerhalb
der Rückprojektion benötigt wird, durch eine Näherung mittels der partiellen Ableitung �����.

Es sei an dieser Stelle ausdrücklich darauf hingewiesen, dass das plastische Potenzial G eigent-
lich nicht nach algorithmischen Aspekten gewählt werden sollte. Vielmehr hat G eine eindeutige
physikalische Bedeutung, nämlich die Beschreibung des plastischen Flusses in Verbindung mit
der Dilatation, siehe Kapitel 4.2. In sehr aufwendigen Versuchen kann der plastische Fluss ermit-
telt werden, um daraus die Form von G abzuleiten. Sehr häufig ist die plastische Fließrichtung
jedoch unbekannt, so dass man vereinfachend das plastische Potenzial mit der Fließfunktion
identifiziert. Die Frage ist nun, inwieweit das plastische Potenzial auch geringfügig anders ge-
wählt werden kann, mit dem Ziel einer einfacheren und schnelleren Rückprojektion bei gleicher
Genauigkeit. Da zusätzlich die Simulationsergebnisse der zweiten Variante fast denen der dritten
Variante entsprechen, ist die Modifikation des plastischen Potenzials zur einfacheren Rückpro-
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Abb. 6.8: Definitionen des plastischen Potenzials G

1. Variante 2. Variante 3. Variante

plastisches
Potenzial

Fließregel

Verfestigung

Beurteilung

Gn�1(Sn�1,�0) �

1
2

ST
n�1PSn�1 � ST

n�1Q

Gn�1(Sn�1,�n) �

1
2

ST
n�1P(�n)Sn�1 � ST

n�1Q(�n)

Gn�1(Sn�1,�n�1) �

1
2

ST
n�1P(�n�1)Sn�1 � ST

n�1Q(�n�1)

m~ n�1 � PSn�1 � Q m^ n�1 � P(�n)Sn�1 � Q(�n) mn�1 � P(�n�1)Sn�1 � Q(�n�1)

nicht-assoziiert nicht-assoziiert assoziiert

explizit explizit implizit
��n�1 � ��n�1(�0) ��n�1 � ��n�1(�n) ��n�1 � ��n�1(�n�1)

aufwendiger und teurer
Rückprojektionsalgorithmus

symmetrische
Materialtangente

unsymmetrische
Materialtangente

unsymmetrische
Materialtangente

einfacher und billiger
Rückprojektionsalgorithmus

einfacher und billiger
Rückprojektions-
algorithmus

große Abweichungen
zur 2. und 3. Variante

geringe bis keine
Abweichung zur 3. Variante

(6.31) (6.34) (6.37)

(6.32) (6.35) (6.38)

(6.33) (6.36) (6.39)

� 1 � 0 � 1 � 0 � 1 � 0

jektion zweifelsohne tolerierbar. Es wird somit aus Gründen der Effizienz und der Genauigkeit
im Folgenden das plastische Potenzial analog der zweiten Variante verwendet.

Es folgt aus den Gleichungen (4.41) und (4.43) zusammen mit dem Gradienten des plastischen
Potenzials nach den Spannungen �G��S� m^  (Gleichung (6.35)),

Sn�1 � S*
n�1 � ��n�1C

el m^ n�1 , (6.40)

wobei in (6.40) die folgenden Abkürzungen verwendet werden:

P
^
� P(�n) und Q

^
� Q(�n) . (6.41)

Durch Auflösen nach den Spannungen Sn�1 zum Zeitpunkt tn�1 erhält man

Sn�1 � �	Cel�1
S*

n�1 � ��n�1Q
^

 , (6.42)

mit � nach Gleichung (4.50) und hier im Speziellen �
2G��S2

� P
^

� � �Cel�1
� ��n�1P

^
�

�1

. (6.43)

Die neuen Spannungen Sn�1 sind nur vom plastischen Multiplikator ��n�1 abhängig

Sn�1 � Sn�1(��n�1) . (6.44)

Das Inkrement des äquivalenten Verzerrungsvektors ��n�1 lautet nun

��n�1 � M
m^ n�1

��m^ n�1��
��n�1 m^

T
n�1 T m^ n�1

�
� M ��^n�1 , (6.45)

mit m^ n�1 als Richtung des plastischen Flusses nach Gleichung (6.35).



68

Der äquivalente Verzerrungsvektor ��n�1 ist ebenfalls nur noch eine Funktion des plastischen
Multiplikators ��n�1:

��n�1 � ��n�1(��n�1, Sn�1(��n�1)) . (6.46)

Folglich kann auch die Fließbedingung als Funktion von ��n�1 ausgedrückt werden:

F�Sn�1,�n�1
 � F���n�1

 � 0 . (6.47)

Dabei ist es allerdings nicht möglich, Gleichung (6.47) explizit für ��n�1 zu lösen, so dass eine
lokale Newton-Iteration (Kopfzeiger j) zur Ermittlung von ��n�1 verwendet wird:

��j�1
n�1

� ��j
n�1

�
F

dF�d�
�

j

n�1
. (6.48)

Das totale Differenzial der Fließfunktion nach dem plastischen Multiplikator lautet dabei wie
folgt:


dF
d�

� �
�F
�S


T
�S
���

� �
�F
���


T

M����
^

���
�

���^

�S
�S
���
	�

j

n�1

. (6.49)

Der Gradient der Fließfunktion nach den Spannungen ist


�F
�S

� P(�n�1)S� Q(�n�1) � n�
j

n�1
(6.50)

und der Gradient der Spannungen nach dem plastischen Multiplikator lautet


 �S
���

� � ��P
^
�Cel�1

S*
� ��Q

^
 � �

�1Q
^
	��

j

n�1

. (6.51)

Der Gradient der Fließfläche bezüglich den äquivalenten Verzerrungen kann mit
�(���)���� � �(���)��� wie folgt angeben werden:


 �F
���

�
�F
��

� ��

j

n�1
mit 
�i �

1
2

ST �P
��i

S� ST�Q
��i
�

j

n�1

. (6.52)

Dabei gilt

�P
��i

�
�P
��l

��l

�Sm

�Sm
��i

mit l � 4,. .., 9 ; m� 1,. .., 9 ; i � 1,. .., 9 , (6.53)

�Q
��i

�

�Q
��l

��l

�Sm

�Sm
��i

mit l � 1,. .., 3 ; m� 1,. .., 9 ; i � 1,. .., 9 . (6.54)
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Des Weiteren bestimmen sich die Gradienten der äquivalenten Verzerrungen nach dem plasti-
schen Multiplikator und nach den Spannungen folgendermaßen:

����
^

���
�

��
^

���
�

m^

��m^ ��
m^

T
T m^� �

j

n�1

, (6.55)



	




���^

�S
�

��
^

�S
� ��

m^
T

T m^�

��m^ ��
�

�

�

P
^
�

m^ m^
T

T P
^

m^
T

T m^
�

m^ m^
T

P
^

��m^ ��
2 �

�

�

�

�

�

j

n�1

. (6.56)

Somit stehen sämtliche Gleichungen bzw. Gradienten, die innerhalb der lokalen Newton-Itera-
tion zur Berechnung des plastischen Multiplikators ��n�1 zum Zeitpunkt tn�1 benötigt wer-
den, zur Verfügung.

Abb. 6.9 (nach Hartmann (2002)) zeigt die Visualisierung einer lokalen Rückprojektion mit der
einhergehenden Veränderung der Fließfläche infolge Verfestigung. Damit die anisotrope Verän-
derung der Fließfläche besser zu erkennen ist, werden die Fließspannungen Si und die äquivalen-
ten Verzerrungen �n so gewählt, dass zunächst ein kreisförmiger Deviatorschnitt entsteht, siehe
Abb. 6.9a). Des Weiteren wird bei diesem Beispiel angenommen, dass lediglich die Zug-Fließ-
spannungen eine Verfestigung aufweisen, während sich alle anderen Komponenten ideal-plas-
tisch verhalten. Die einzelnen Rückprojektionsschritte mit den dazugehörenden veränderten
Spannungszuständen sind in Abb. 6.9b) dargestellt. Deutlich ist zu erkennen, dass infolge Ver-
festigung die Fließfläche im Deviatorschnitt unrund wird und sich die Achse durch den Ellipsen-
mittelpunkt parallel zur hydrostatischen Achse verschiebt (Abb. 6.9c)). Zusätzlich findet eine
massive Aufweitung der Fließfläche statt.

Ist der plastische Multiplikator mit ausreichender Genauigkeit ausiteriert und somit bekannt,
können die internen Variablen bzw. der äquivalente Verzerrungsvektor �n�1 und die Spannun-
gen Sn�1 aktualisiert werden, siehe Abb. 6.10. Zur Gewährleistung der quadratischen Konver-
genz des Lösungsverfahrens muss nun die algorithmische elasto-plastische Tangente noch be-
stimmt werden.

Abb. 6.9: Lokale Rückprojektion und Veränderung der Fließfläche infolge Verfestigung

�III �III

�I�I

�II �II

S*
n�1

Sj
n�1
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�II�I
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S*
n�1
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��n�1 � M
m^ n�1

		m^ n�1		
��n�1 m^

T
n�1 T m^ n�1

�

Abb. 6.10: Ablaufschema des Rückprojektionsalgorithmus
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6.3.5 Algorithmische elasto-plastische Tangente

Im Folgenden soll die algorithmische elasto-plastische Tangente Cep,algo in Anlehnung an die
in Kapitel 4.4.1 vorgestellten Gleichungen (4.45) bis (4.48) hergeleitet werden. Zu beachten ist
dabei, dass eine lineare Verfestigung gewählt wurde und sich sämtliche Größen als Funktion des
plastischen Multiplikators ausdrücken lassen. Die Herleitung von Cep,algo vereinfacht sich da-
durch. Des Weiteren ist im Unterschied zu Kapitel 4.4.1 das Verfestigungsgesetz über die Verzer-
rungsverfestigungshypothese nach Gleichung (6.36) gegeben und die Fließfunktion in Abhän-
gigkeit von � formuliert. Dadurch verändern sich vor allem die Gleichungen (4.47) und (4.48).
Die totalen Differenziale der Spannungen, der plastischen Verzerrungen, der äquivalenten Ver-
zerrungen sowie der Konsistenzbedingung lauten somit hier im Speziellen

dSn�1 � �Cel	dE � dEpl
�
n�1

, (6.57)

dEpl
n�1

� �m^ d�� ��	�
2G
�S2 dS�

�
2G

�S��
Md�^
�

n�1

, (6.58)

d�^ n�1 � �
��

^

�S
dS�

��
^

���
d��

n�1

, (6.59)

dFn�1 � �n
T dS� 	

�F
��




T
Md�^�

n�1

� 0 . (6.60)

Dabei bezeichnet d�n�1 das totale Differenzial des inkrementellen Konsistenzparameters
��n�1. Da das plastische Potenzial G nicht von den aktuellen äquivalenten Verzerrungen �n�1

abhängig ist, vereinfacht sich Gleichung (6.58) für die plastischen Verzerrungen dEpl
n�1

dEpl
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Ein Einsetzen von Gleichung (6.59) in die Konsistenzbedingung (6.60) ergibt
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Für die Spannungen in Gleichung (6.57) kann man unter Ausnützung von Gleichung (6.61)

dSn�1 �
�� 	dE � d� m^ 
�

n�1
(6.63)

schreiben, mit � nach Gleichung (4.50) und hier im Speziellen
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Wird Gleichung (6.63) eingesetzt in die Konsistenzbedingung (6.62) liefert die Auflösung nach
d�n�1 die Gleichung für den plastischen Multiplikator in der Form
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Mit den folgenden Abkürzungen
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kann Gleichung (6.65) auch verkürzt geschrieben werden:
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n� 1

Durch Rücksubstitution von Gleichung (6.68) in (6.63) gewinnt man schließlich die Definition

für die algorithmische elasto-plastische Materialtangente Cep,algo
n�1

dSn�1 � Cep,algo
n�1

dEn�1 (6.69)

mit

Cep,algo
n�1

� ��

�m^ �T
�

�
T
�m^ � �

TM ��
^

���

(6.70)

n� 1

und � nach Gleichung (6.64).

Aufgrund der unterschiedlichen Größen m^  und � ist die elasto-plastische Materialtangente

Cep,algo
n�1

 unsymmetrisch.
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77(7 Numerische Modelle zur Berechnung fortschreitender
Delamination

Nach einer kurzen Einführung in die verschiedenen Möglichkeiten, eine Delamination geome-
trisch zu beschreiben, wird in Kapitel 7.2 ein entfestigendes Plastizitätsmodell vorgestellt, das
auch in Sprenger (2000) Verwendung findet. Anschließend werden in Kapitel 7.3 zwei Schädi-
gungsmodelle entwickelt, die auf der Definition einer verzerrungsbasierten Schädigungsfunk-
tion aufbauen. Die Schädigungsfunktion erhält man dabei durch Überführung des Brewer-La-
gace-Delaminationskriteriums in den Verzerrungsraum. In Kapitel 7.4 wird hingegen ein
Schädigungsmodell hergeleitet, das die Definition einer äquivalenten Energiefreisetzungsrate
als Schädigungsfunktion verwendet und unter bestimmten Voraussetzungen eine symmetrische
Materialtangente liefert. Ein Modellbeispiel in Kapitel 7.5 liefert einen ersten Vergleich der ver-
schiedenen Delaminationsmodelle.

7.1 Einführung

Zur geometrischen Beschreibung der fortschreitenden Delamination stehen grundsätzlich zwei
verschiedene Ansätze zur Verfügung: Erstens der bruchmechanische Ansatz und zweitens der
kontinuumsmechanische Ansatz. Beim Ersten wird die Delamination als eine geometrische bzw.
topologische Diskontinuität abgebildet, während beim Zweiten die Delamination im ver-
schmierten Sinn einer Prozessschicht dargestellt wird, siehe Abb. 7.1. Beiden Fällen gemeinsam
ist die Verwendung der kritischen Bruchenergie Gc als maßgebliche Größe innerhalb des zugrun-
deliegenden entfestigenden Materialmodells. Im Folgenden werden die beiden Ansätze sowie
deren Vor- und Nachteile kurz beschrieben.

Beim bruchmechanischen Ansatz wird von einem bereits vorhandenen Riss ausgegangen, der
infolge seiner Rissspitze und der dort vorhandenen Spannungssingularität jedes Spannungs-
bzw. Verzerrungskriterium bereits verletzt. Die Aufgabe besteht nun darin, die infolge einer
Risserweiterung freiwerdende Energie G, die bei der Schaffung einer neuen freien Oberfläche
freigesetzt wird, zu berechnen und der kritischen Bruchenergie Gc gegenüberzustellen. Ist die
Bruchenergie, die durch eine Risserweiterung entstehen würde und auch als Energiefreiset-
zungsrate bezeichnet wird, größer als die kritische Bruchenergie, so kann man von einem Riss-
wachstum ausgehen, siehe Griffith (1921, 1924). Das angrenzende Material bleibt dabei unver-
ändert und erfährt keine Schädigung. Die Energiefreisetzungsrate lässt sich beispielsweise mit
der finiten Risserweiterungsmethode (‘Finite-Crack-Extension-Method’), der virtuellen Riss-
erweiterungsmethode (‘Virtual-Crack-Extension-Method’) oder mit der virtuellen Rissschlie-
ßungsmethode (‘Virtual-Crack-Closure-Method’) berechnen. Es sind hierzu die Knotenver-
schiebungen und die Knotenkräfte der FE-Rechnung nötig, siehe Davidson (1990, 1996),
Nilsson und Storakers (1990), Wang et al. (1995), Krüger (1996), Zhang (1998) oder Teßmer
(2000). An dieser Stelle sind die Nachteile des bruchmechanischen Ansatzes am deutlichsten zu
sehen, denn die ausreichend genaue Berechnung der Energiefreisetzungsrate im Fall der Risser-
weiterung erfordert eine sehr feine Diskretisierung in der Umgebung der Rissspitze. Ebenfalls
problematisch ist die Darstellung räumlich gekrümmter Rissfronten, die nur mittels aufwendiger
Netzgenerierungsalgorithmen möglich ist, siehe Rinderknecht (1999). Dass die Rissinitiierung
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Abb. 7.1: Bruchmechanische vs. kontinuumsmechanische
Rissbeschreibung nach Weihe (1995)

Bruchmechanischer Ansatz Kontinuumsmechanischer Ansatz

ElochlocuRiss

Rissbeschreibung:

– veränderte Topologie – unveränderte Topologie

– keine Schädigung des umgebenden Materials – Schädigung des Materials im Rissbereich

– Rissöffnung als diskrete, strukturelle Größe – Rissöffnung als homogenisierte, innere Größe

Rissinitiierung:

– Riss schon vorhanden – Spannungs- oder Verzerrungskriterium

Rissfortschritt:

– weitere Topologieänderung entlang den – Änderung der Materialeigenschaften im
Elementkanten und FE-Knoten Sinne einer zunehmenden Entfestigung

– Betrachtung der Rissfront – körperfeste Betrachtungsweise

– Anwendung eines Stabilitätskriteriums – Schädigung in Abhängigkeit der
dissipierten Energie

G � Gc �

�Riss

ST E loc d�Riss�
! Gc

hloc

(Griffith-Kriterium)

mittels klassischer bruchmechanischer Ansätze nicht berechnet werden kann, ist als weiterer
Nachteil zu werten. Abhilfe schafft hier ein kombiniertes Spannungs-Energie-Kriterium wie es
von Cui und Wisnom (1993) oder Teßmer (2000) vorgeschlagen wird. Diese Ansätze verwenden
für die Rissinitiierung ein Spannungskriterium und für den Rissfortschritt ein Energiekriterium
(Griffith). Teßmer (2000) berichtet bei diesem Vorgehen allerdings von langen Rechenzeiten,
die durch das wiederholte Öffnen und Schließen von „Versuchsrissen” (‘Trial-Crack’ ) und der
daraus resultierenden großen Anzahl von Gleichgewichtsiterationen verursacht werden.

Beim kontinuumsmechanischen Ansatz wird hingegen nicht der Riss selbst, sondern lediglich
seine Auswirkung auf das Kontinuum betrachtet. Die Topologie der Struktur bleibt daher unver-
ändert und der im Versuch entstehende Riss wird mit seiner Rissöffnung über eine bestimmte
Breite verschmiert, d.h. mit Hilfe lokalisierter Verzerrungen Eloc homogenisiert. Für viele reale
Werkstoffe kann diese charakteristische Abmessung, die Rissbandbreite hloc, sogar experimen-
tell bestimmt und mit dem mikroskopischen Aufbau des Materials in Beziehung gesetzt werden,
siehe beispielsweise Bazant und Oh (1983), Bazant und Pijaudier-Cabot (1989), Bazant (1991)
bzw. de Borst und Mühlhaus (1991). Diese materialspezifische Größe wird dann direkt innerhalb
einer nicht-lokalen Materialformulierung verwendet und berücksichtigt die räumliche Interak-
tion im Werkstoff bzw. den mikrostrukturellen Aufbau des Materials. Sie wird daher auch oft
als interne Länge bezeichnet. Von Nachteil ist, dass bei Verwendung einer lokalen Materialfor-
mulierung die Rissbandbreite hloc von der räumlichen Diskretisierung abhängt und zumeist auf
eine Elementreihe, in dieser Arbeit die sogenannte Prozessschicht mit der Dicke hPS, beschränkt
ist, siehe beispielsweise Bazant und Oh (1983), Rots et al. (1985) und Willam et al. (1987).
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�1 � 90°

Abb. 7.2: Modellierung der Delamination mittels einer Prozessschicht

�2 � 0°
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Die Rissinitiierung in der Prozessschicht hPS ist allerdings durch ein Spannungs- oder Verzer-
rungskriterium objektiv darstellbar, weil die Kontinuität der Struktur weiterhin gegeben bzw.
keine Singularität an der fiktiven Rissspitze vorhanden ist. Das fortschreitende Versagen wird
über die Reduktion der Materialfestigkeitswerte und/oder über die Degradation der elastischen
Materialkennwerte beschrieben. Dabei muss bis zur vollständigen Entstehung des fiktiven Ris-
ses, was einer kompletten Entfestigung entspricht, die freigesetzte Energie identisch der kriti-
schen Bruchenergie sein. Vorteilhaft ist bei diesem Ansatz, dass die Abbildung gekrümmter De-
laminationsfronten ohne zusätzlichen Aufwand möglich ist.

Abb. 7.1 nach Weihe (1995) zeigt nochmals übersichtlich und zusammengefasst die Unter-
schiede der beiden Ansätze. Einen Überblick zur Verwendung von ‘Interface’-Elementen bei der
Beschreibung von Delaminationen ist beispielsweise in Alfano und Crisfield (2001),  Schelle-
kens und de Borst (1994), Chaboche et al. (1997) oder Chen et al. (1998) zu finden. ‘Interface’-
Elemente können dabei als Grenzübergang des kontinuumsmechanischen Ansatzes mit „gegen
Null gehender Prozessschichtdicke” angesehen werden.

Neuere Verfahren zur geometrischen Beschreibung von lokalen Effekten versuchen die jeweili-
gen Vorteile der diskreten und der verschmierten Rissbeschreibung zu kombinieren. In der Lite-
ratur sind hierzu zwei Verfahren gebräuchlich, die unter der Bezeichnung ‘Embedded-Crack-
Model’ und ‘Extended-Finite-Element-Method’ bekannt sind. Beide Methoden arbeiten mit
erweiterten Verschiebungs- und/oder Verzerrungsansätzen innerhalb der FE-Ansatzfunktionen.
Damit können innerhalb eines Elements diskontinuierliche Verläufe in den Verschiebungen und/
oder in den Verzerrungen abgebildet werden. Der Riss kann sich somit unabhängig vom FE-Netz
entwickeln und fortsetzen. Einen detaillierten Überblick zu dem ‘Embedded-Crack-Model’ ge-
ben Jirásek (2000) sowie Jirásek und Zimmermann (2001). Die ‘Extended-Finite-Element-Me-
thod’ ist u.a. in Moës et al. (1999), Sukumar et al. (2000) sowie Belytschko et al. (2001) beschrie-
ben. Einen Vergleich der beiden Verfahren ist in Jirásek und Belytschko (2002) zu finden.

Die vorliegende Arbeit verwendet den kontinuumsmechanischen Ansatz zur geometrischen Be-
schreibung der Delamination, wobei folgende zusätzliche Annahmen zu treffen sind:

1. Die Delamination verläuft in einer Grenzschicht (Prozessschicht) zwischen zwei
benachbarten Schichten und kann nicht durch die angrenzenden Schichten hin-
durch wechseln (kein „Springen” der Delamination).

2. Die Lage der Delamination und somit der Prozessschicht innerhalb des Laminates
ist a priori bekannt. Dies ist zum einen für gewisse Schichtaufbauten ohnehin der
Fall oder kann zum anderen durch eine Voruntersuchung mittels FPF-Versagens-
kriterien bestimmt werden.

3. Die Prozessschicht verwendet die Materialeigenschaften der homogenisierten
Einzelschicht, wobei die Orientierung der Anisotropie in Richtung der Winkelhal-
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bierenden aus den angrenzenden Faserorientierungen angenommen wird, verglei-
che Abb. 7.2 oder auch Ladev�ze (1992) bzw. Allix und Ladev�ze (1992).

4. Das gesamte nichtlineare Materialverhalten infolge Delamination wird gedanklich
auf die Prozessschicht projiziert, d.h. die angrenzenden Schichten werden als li-
near elastisch angenommen, wenn es nur um die Schädigung durch Delamination
geht.

Die vierte Annahme ist dabei nicht zwingend notwendig, sondern dient vorerst zur Trennung der
Versagensphänomene; sie kann ohne weiteres fallen gelassen werden. Die Frage, die sich nun
stellt, ist, welches Materialmodell innerhalb der Prozessschicht verwendet werden soll: ein Plas-
tizitätsmodell oder ein Schädigungsmodell. Hierzu wird die Last-Verschiebungs-Antwort einer
‘Double-Cantilever-Beam’-Probe (DCB) nach Agarwal und Broutman (1990) genauer betrach-
tet, siehe Abb. 7.3. Diese ist neben der ‘End-Notched-Flexure’- (ENF), der ‘Mixed-Mode-
Flexure’- (MMF) und der ‘Cracked-Laped-Shear’- (CLS) Probe ein gebräuchliches Experiment
zur Untersuchung von Delaminations-Entstehung und -Fortschritt, siehe beispielsweise Allix et
al. (1998). Folgendes ist hier festzustellen: Zum einen verbleibt auch bei vollständiger Entlas-
tung eine gewisse Rissöffnung �, die auf irreversible bzw. bleibende Dehnungen zurückzuführen
ist. Zum anderen wird eine Abnahme der elastischen Steifigkeit festgestellt. Diese entsteht einer-
seits aus der Materialdegradation selbst, andererseits aus der Vergrößerung der Risslänge C. So-
mit ist sowohl die Verwendung von Plastizitätsmodellen als auch die von Schädigungsmodellen
bzw. deren Kombination denkbar. Deshalb werden im Weiteren ein Plastizitätsmodell und auch
mehrere Schädigungsmodelle zur Simulation der fortschreitenden Delamination beschrieben
bzw. entwickelt. Um vorerst plastische und schädigende Effekte klar zu trennen, wird keine
Kopplung der Modelle berücksichtigt.

7.2 Plastizitätsmodell mit Brewer-Lagace-Kriterium

Nachfolgend wird ein Plastizitätmodell beschrieben, das von Sprenger (2000) für fortschrei-
tende Delaminationen entwickelt wurde und im Kontext einer entfestigenden Plastizitätstheorie
formuliert ist. Dabei soll in Kapitel 7.2.2 insbesondere auf die Definition eines netzabhängigen
Entfestigungsmoduls eingegangen werden. Dieser Modul ist nötig, um die Objektivität der Er-

Abb. 7.3: Versuchsergebnisse: ‘Double-Cantilever-Beam’-Probe

Quelle:
Agarwal und
Broutman (1990)

Quelle:
Carlsson und Pipes (1989) Rissöffnung � [mm]
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a

st
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gebnisse im nachkritischen Bereich wieder zu gewährleisten, die aufgrund des Verlustes von El-
liptizität verloren geht. Anschließend beschreibt Kapitel 7.2.3 die Rückprojektion, während in
Kapitel 7.2.4 die elasto-plastische Materialtangente hergeleitet wird. Eine automatische visko-
plastische Regularisierung, die auf der ratenunabhängigen elasto-plastischen Lösung aufbaut,
stellt Kapitel 7.2.5 vor. Anhand von Untersuchungen des akustischen Tensors Qak wird die Aus-
wirkung der visko-plastischen Regularisierung auf den Verlust von Elliptizität untersucht.

7.2.1 Fließbedingung für Delamination

Das Versagenskriterium für Delamination nach Brewer und Lagace (1989) beinhaltet lediglich
diejenigen interlaminaren Spannungskomponenten, die für die Initiierung und den Fortschritt
von Delaminationen als maßgebend angesehen werden. Mit der Unterscheidung hinsichtlich po-
sitiver und negativer Dickenspannung S33 lautet es nach Gleichung  (6.17):

�
� S33 �
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t
33
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S13

S13
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S23

S23
�

2

� 1 . (7.1)

In Gleichung (7.1) bezeichnet � x � die Rampenfunktion mit � x �� (x� |x|)�2 und be-
rücksichtigt, dass lediglich positive Dickennormalspannungen S33 zur Entstehung von Dela-
minationen beitragen. Die einzelnen Spannungskomponenten Sij  des Spannungsvektors S erge-
ben sich aus der Transformation des allgemeinen Spannungszustandes in die
Materialhauptrichtungen. Wird das Versagenskriterium auf den Festigkeitswert der Dickennor-
malspannung S

t
33 bezogen, so lässt sich Gleichung (7.1) auch als
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darstellen und kann nach beiderseitigen Ziehen der Wurzel in Vektor-Matrix-Schreibweise ge-
schrieben werden:

F(S, q) � f (S) � q � STPS	
� S

t
33 � 0 . (7.3)

Dabei wird in Gleichung (7.3) die Fließspannung f (S), die lediglich Funktion des Spannungs-
vektors S ist, wie folgt definiert:

f (S) � STPS	 . (7.4)

Eine skalarwertige und noch konstante Vergleichsspannung q � S
t
33 findet ebenfalls Verwen-

dung. Die Kopplungsmatrix P, die den Spannungsvektor S zu einem skalaren Vergleichswert
verknüpft, kann man als Diagonalmatrix angeben

P � diag
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, (7.5)

wobei der dazugehörende Spannungsvektor folgendermaßen sortiert ist:

S� [S11, S22, � S33 �, S12, S23, S13]
T . (7.6)
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7.2.2 Entfestigungsfunktion und netzabhängiger Entfestigungsmodul

Bislang verhält sich das Delaminationsmodell, das durch Gleichung (7.3) gegeben ist, ideal-
plastisch. Es wird nun auf entfestigendes Materialverhalten erweitert, indem man die skalarwer-
tige Vergleichsspannung q als Funktion der skalarwertigen internen Variable �, des dimensions-
losen Entfestigungsmoduls � und der Fließspannung in Dickenrichtung S

t
33 definiert. Für die

Fließbedingung zur Beschreibung fortschreitender Delamination auf Basis einer Entfestigung
folgt somit

F(S, q(�)) � f (S) � q(�) � STPS	
� q(�) � 0 , (7.7)

mit f (S) nach Gleichung (7.4). Die Vergleichsspannung q(�) ist dabei wie folgt definiert:
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Die Evolution der Vergleichsspannung q(�) ist so gewählt, dass anfangs eine lineare Entfesti-
gung stattfindet, die bei Erreichen der Übergangsstelle � in einen exponentiellen Verlauf über-
geht, siehe Abb. 7.4. Der Grenzwert der Exponentialfunktion q2(�) für äquivalente Verzer-
rungen � gegen unendlich ist

lim
���

q2(�) � S
t
33,� (7.9)

und verursacht eine kleine Restspannung auch bei vollständiger Entfestigung. Die Definition der
Restspannung S

t
33,� soll numerische Schwierigkeiten im Übergang zur vollständigen Entfesti-

gung vermeiden. Der Wechsel zwischen linearer und exponentieller Entfestigung wird C1-konti-
nuierlich gewählt. Damit wird an dieser Stelle sowohl eine Unstetigkeit im Spannungs-Verzer-
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rungs-Diagramm als auch eine Unstetigkeit in der ersten Ableitung nach der äquivalenten
Verzerrung vermieden. Diese Ableitung wird zum einen innerhalb der lokalen Newton-Iteration
und zum anderen bei der Herleitung der elasto-plastischen Materialtangente benötigt. Eine Un-
stetigkeit könnte hier zu Konvergenzproblemen führen. Die Stelle des Übergangs steuert der Pa-
rameter �. Bei großen Werten von � findet der Übergang spät statt; bei kleinen Werten von � fin-
det er früher statt, siehe Abb. 7.4.

Abb. 7.5 zeigt exemplarisch die Antwort einer Struktur, die einaxial in 3-Richtung belastet wird
und vollständig aus entfestigendem Material besteht. Bis zum Erreichen der Fließspannung S

t
33

verhält sich das Material linear elastisch und es entstehen keine plastischen Verzerrungen. Nach
Überschreiten der Fließspannung S

t
33 reduziert sich die Last proportional zu den aufgebrachten

Verschiebungen und das Material entfestigt. Der dimensionslose, positive Entfestigungsmodul
� gibt dabei den Grad der Entfestigung an und ist bis zum Erreichen der exponentiellen Entfesti-
gungsfunktion gültig. Der stetige Übergang zwischen linearem und exponentiellem Verlauf der
Vergleichsspannung q(�) spiegelt sich auch im globalen Antwortverhalten der Struktur wider.

Vollständigkeitshalber muss noch erwähnt werden, dass bei Erreichen der kompletten Entfesti-
gung, d.h. die Vergleichsspannung q(�) hat den Wert S

t
33,� erreicht, sämtliche Komponenten des

Spannungsvektors S und der Materialmatrix C endgültig auf den Wert 10�12 gesetzt werden.
Der Grund hierfür ist die Vorstellung, die komplette Entfestigung der Prozessschicht mit der
vollständigen Schädigung gleichzusetzen. Es werden somit auch die Spannungen, die für die De-
lamination nicht maßgebend sind (S11, S12, S22), auf diesen Wert reduziert. Die Hauptdiagonal-
werte der Materialmatrix setzt man ebenfalls auf einen verschwindend geringen Wert von 10�6.

Im Weiteren muss man das Versagensphänomen der Lokalisierung, das aufgrund des gewählten
entfestigenden Materialgesetzes auftritt, näher betrachten. Unter dem Begriff der Lokalisierung
wird die Ausbildung schmaler Versagenszonen verstanden, in denen sich Deformationen kon-
zentrieren, während die übrigen Bereiche der Struktur sich möglicherweise bereits elastisch ent-
lasten. Der Versagensprozess ist dabei durch die Entstehung von Mikroporen und Mikrorissen
gekennzeichnet, die sich bei weiterer Belastung zusammenschließen und die Zone der stark loka-

Abb. 7.5: Strukturantwort und Entfestigungsfunktion
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lisierten Verzerrungen bilden, siehe exemplarisch Abb. 7.6a). Auf der Makroebene spiegelt sich
dies als Entfestigung wider und kann sowohl bei metallischen Materialien, wie beispielsweise
Eisen, Stahl und Kupfer, als auch bei Faserverbundwerkstoffen und Geomaterialien, wie Mar-
mor, Sand, Gestein und Beton, gleichermaßen beobachtet werden. Bei näherer Betrachtung der
Versagensvorgänge auf der Mikroebene sind allerdings entscheidende Unterschiede festzustel-
len: So ist bei spröden Materialien ein trennbruchartiges Modus I-Versagen dominierend, das
durch das Auftrennen von kohäsiven Bindungen gekennzeichnet ist. Duktile Materialien zeigen
auf der Mikroebene hingegen ein gleitbruchartiges bzw. schubbruchartiges Modus II- bzw. Mo-
dus III-Versagen, das durch ein Abgleiten entlang schwächerer Materialebenen charakterisiert
ist. Für Faserverbundwerkstoffe kann man je nach Belastungsart und Faserorientierung Modus
I-, Modus II- oder Modus III-Versagen sowie deren Kombinationen beobachten. Allen Versa-
gensfällen ist aber die Ausbildung eines schmalen Bandes mit stark lokalisierten Verzerrungen
gemeinsam. Zu einem späteren Zeitpunkt stellen diese unter Umständen den Ausgangspunkt für
ein diskretes Versagen dar. Die Breite des Versagensbandes hloc ist dabei eine werkstoffabhän-
gige Größe und kann für verschiedene Materialien mitunter stark variieren. In Nádai (1931) sind
sowohl für metallische Materialien als auch für Geomaterialien eine Vielzahl lokalisierter Versa-
gensformen dargestellt und anschaulich erläutert.

Mit der Lokalisierung eng verbunden ist die ausgeprägte Diskretisierungsabhängigkeit der Er-
gebnisse im nachkritischen Bereich. Diese tritt bei Verwendung einer klassischen Kontinuums-
theorie in Kombination mit einer lokalen Materialformulierung auf (Bazant (1976), Crisfield
(1982, 1986), de Borst (1986)). Die Folge ist, dass sich der Typ der zugrunde liegenden partiellen
Differenzialgleichungen bei quasi-statischen Problemen von elliptisch auf hyperbolisch (‘Loss
of Ellipticity’) sowie bei dynamischen Problemen von hyperbolisch auf elliptisch (‘Loss of Hy-
perbolicity’) wechselt. In beiden Fällen geht die Gutgestelltheit des Randwertproblems bzw. des
Anfangsrandwertproblems verloren und die numerischen Ergebnisse unterliegen einer Netzab-
hängigkeit, siehe Hill (1962) oder Sluys (1992). Die Lokalisierung und die Diskretisierungsab-
hängigkeit der Ergebnisse ist folglich sowohl bei entfestigenden Plastizitätsmodellen als auch
bei Schädigungsmodellen vorhanden.

Zur Veranschaulichung der Netzabhängigkeit des Nachbruchverhaltens soll an dieser Stelle
nicht das sonst übliche Modellproblem des Zugstabes im Übergang zu unendlich feiner Diskreti-
sierung vorgestellt werden, sondern es wird lediglich im Vorgriff auf Abb. 7.9a) sowie auf die
einschlägige Literatur wie beispielsweise de Borst (1986) und Jirásek (1999, 2001) verwiesen.
Abb. 7.9a) zeigt anhand eines einaxialen Zugversuchs mit unterschiedlichen Prozessschichtdi-
cken die Abhängigkeit des Nachbruchverhaltens von der Diskretisierung. Lediglich in der Pro-
zessschicht (dunkelgrau eingefärbt in Abb. 7.7) wird entfestigendes Materialverhalten ange-
nommen, während sich die übrigen Schichten rein elastisch verhalten sollen. Die Lokalisierung
findet somit stets in der Prozessschicht statt. Man kann erkennen, dass kleinere Dicken zu einem
steileren Entfestigungsverlauf führen und sogar ein ‘Snap-Back’-Verhalten hervorrufen können.
Des Weiteren kann man sich vorstellen, dass keine Energiedissipation (Fläche unter der Last-
Verschiebungs-Kurve) mehr stattfinden würde, wenn die Prozessschichtdicke gegen Null strebt.
Dies entspricht beim sonst üblichen Modellproblem des Zugstabes dem Grenzübergang zu un-
endlich feiner Diskretisierung und Lokalisierung in einem Element. Der Nachbruchverlauf fin-
det sodann auf dem elastischen Ast statt, siehe auch Bazant und Belytschko (1985). Das beschrie-
bene Verhalten der numerischen Simulation ist physikalisch vollkommen unbegründet und die
so erhaltenen Ergebnisse sind unbrauchbar.
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Entfestigungsgesetz
in der Versagenszone

Abb. 7.6: Prozessschichtdickenabhängiger Entfestigungsmodul �
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Die Objektivität der Ergebnisse kann durch ein anschauliches und überaus einfaches Verfahren
wiederhergestellt werden, das auf die Arbeiten von Pietruszczak und Mróz (1981), Bazant und
Oh (1983) und Willam (1984) zurückgeht und unter den Begriffen der Rissbandmethode, der
Methode der verschmierten Rissbildung oder der Methode des netzadaptierten Entfestigungsmo-
duls bekannt ist. Es steht in engem Zusammenhang wie auch in Analogie zur Bruchmechanik
und wurde zur Berechnung von Delaminationen in Faserverbundwerkstoffen beispielsweise von
Schellekens und de Borst (1994) übernommen. Das Vorgehen stützt sich dabei auf die Tatsache,
dass die in einem Versuch gemessenen globalen Kraft-Verschiebungs- bzw. Spannungs-Deh-
nungs-Beziehungen (S� F�A und E � ����) die Versagensvorgänge in der Lokalisierungs-
zone nicht detailiert berücksichtigen. Könnte man hingegen die lokalisierten Spannungs-Deh-
nungs-Beziehungen der Lokalisierungszone während eines Versuchs messen und würde man
diese bei der numerischen Simulation verwenden, so fänden die Versagensvorgänge der Lokali-
sierungszone ausreichend Beachtung. Weiterhin würde stets die richtige Energie dissipiert.

Im Versuch ist es allerdings weder möglich, die lokalisierten Spannungs-Dehnungs-Beziehun-
gen S-Eloc, noch die Breite der Versagenszone hloc exakt zu bestimmen. Ebenso wären diese Be-
ziehungen nur für den jeweiligen Versuch und nicht allgemein gültig. Man behilft sich daher mit
der Vorstellung eines fiktiven Risses, siehe Abb. 7.6 b). Hierbei werden gedanklich sämtliche
lokalisierten Verzerrungen Eloc in der Versagenszone hloc auf einen fiktiven Riss mit der Rissöff-
nung uRiss� Elochloc projiziert. Damit ist es möglich, eine Spannungs-Rissöffnungs-Beziehung
S-uRiss aufzustellen, bei der in Analogie zur Bruchmechanik gilt: Die Fläche unter der Span-
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nungs-Rissöffnungs-Beziehung S-uRiss entspricht der zur Erzeugung des Risses erforderlichen
Energie, gleichbedeutend der kritischen Bruchenergie Gc, und kann als konstanter materialspe-
zifischer Parameter verstanden werden, siehe Hillerborg et al. (1976).

Gc :� �S du � konst. (7.10)

Die kritische Bruchenergie Gc wird hier nur als der Flächenteil definiert, der unter der Entfesti-
gungsfunktion gegeben ist, siehe Abb. 7.6b). Es besteht allerdings auch die Möglichkeit, die
Bruchenergie identisch der Fläche unter der gesamten Spannungs-Rissöffnungs-Beziehung zu
definieren und somit den elastischen Teil zu berücksichtigen, siehe Carol et al. (2001). Bei der
Simulation der fortschreitenden Delamination mittels einer dünnen Prozessschicht ist der elasti-
sche Anteil allerdings sehr klein und kann daher vernachlässigt werden.

Unter der Annahme eines rein linearen Entfestigungsverlaufs nach Abb. 7.6b) lässt sich aus Glei-
chung (7.10) die maximale Rissöffnung, bei der die gesamte Bruchenergie Gc verbraucht wurde,
wie folgt berechnen:

Gc �
1
2

S
t
33 uRiss,max � uRiss,max�

2Gc

S
t
33

. (7.11)

Die nun bekannte Größe der maximalen Rissöffnung uRiss,max wird unter der Annahme, dass die
Lokalisierung der Verzerrungen bei der FE-Simulation nur in einer Elementreihe stattfindet,
über die Schichthöhe hPS verschmiert, siehe Abb. 7.6c). Der Maximalwert der äquivalenten Ver-
zerrungen �u und der Entfestigungsmodul � sind somit abhängig von der Prozessschichtdicke
hPS und berechnen sich aus

�u �
uRiss,max

hPS
�

2Gc

S
t
33hPS

und �(hPS) �
1
�u

. (7.12)

Die Prozessschichtdicke hPS ist bei diesem Vorgehen folglich für die Objektivität des Nach-
bruchverhaltens entscheidend. Da für die Berechnung der maximalen äquivalenten Verzerrung
�u allerdings ein rein linearer Verlauf der Spannungs-Rissöffnungs-Beziehung angenommen
wurde, ist es wichtig, den Übergangsparameter � ausreichend groß zu wählen und somit den
Übergang in den exponentiellen Verlauf hinauszuzögern. Der Fehler, der bei der Flächenberech-
nung ansonsten begangen wird, kann damit verringert werden.

Die Abbildungen 7.9a) und 7.9b) zeigen die Ergebnisse der numerischen Simulation eines ein-
axialen Zugversuchs nach Abb. 7.7. Der Quader mit der Kantenlänge 1 mm wird an der Ober-
und Unterseite einaxial in 3-Richtung belastet und ist in der Schalenmittelfläche gelagert. Die
Diskretisierung mit einem dreischichtigen finiten Schalenelement benutzt verschiedene Pro-
zessschichtdicken, wobei die Ergebnisse mit und ohne Berücksichtigung des prozessschichtdi-
ckenabhängigen Entfestigungsmoduls gegenübergestellt werden. Die Materialparameter sind in
Abb. 7.8 angegeben. Man kann bei Verwendung eines konstanten Entfestigungsmoduls � das
diskretisierungsabhängige Nachbruchverhalten erkennen, das im Grenzfall unendlich kleiner
Prozessschichtdicken zu keiner Energiedissipation führt, siehe Abb. 7.9a). Im Unterschied dazu
entsteht bei der Verwendung des prozessschichtdickenabhängigen Entfestigungsmoduls �i im-
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Abb. 7.7: Modellproblem des prozessschichtdickenabhängigen Entfestigungsmoduls
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mer der gleiche Nachbruchverlauf und es wird stets dieselbe Energie dissipiert. Eine Dimen-
sionsanalyse der in Abb. 7.9a) und 7.9b) angegebenen Gleichungen
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33hPSi

2Gc
in [�] (7.13)

zeigt nochmals deutlich, dass ein Bezug auf die Prozessschichtdicke hPS nötig ist, um einen di-
mensionslosen Entfestigungsmodul zu erhalten.

Durch die Einführung des netzabhängigen Entfestigungsmoduls wird somit die Objektivität des
Nachbruchverhaltens wieder hergestellt. In einem allgemeinen Fall können die Ergebnisse aller-
dings noch geringfügig von der Netzorientierung sowie von der Elementgeometrie abhängig
sein. Bei der Simulation der fortschreitenden Delamination in Faserverbundstrukturen hat dies
jedoch keinen Einfluss, weil die Richtung und die Lage der Lokalisierung ohnehin durch die
Schichtung bzw. die Prozessschicht vorgegeben ist. Allerdings findet die Lokalisierung a priori
nur über eine Elementbreite bzw. über die Höhe der Prozessschicht statt. Die Breite der lokali-
sierten Versagenszone ist daher noch netz- bzw. schichtdickenabhängig. Folglich wird die im

Abb. 7.8: Materialparameter des Modellproblems
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Abb. 7.9: Diskretisierungsabhängige und diskretisierungsunabhängige Strukturantwort
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Versuch tatsächlich festgestellte Breite der lokalisierten Versagenszone hloc im Allgemeinen
durch die numerische Simulation nicht richtig abgebildet. Die Schlechtgestelltheit des Anfangs-
randwertproblems ist daher weiterhin vorhanden und wird unter Umständen bei der numerischen
Simulation von Strukturen zu Instabilitätsproblemen führen. Erst durch die Verwendung „höher-
wertiger” Theorien, wie beispielsweise nichtlokale Integralkontinua (Bazant (1984), Pijaudier-
Cabot und Bazant (1987)), gradientenerweiterte Kontinuumsmodelle (Mühlhaus und Aifantis
(1991), Aifantis (1992)), Cosserat-Kontinuumstheorie (de Borst (1991), de Borst et al. (1993))
oder durch die Berücksichtigung viskoser Effekte (Sluys (1992), Wang (1997)), wird die Gutge-
stelltheit des Problems wieder gewährleistet. Die genannten Methoden ermöglichen durch die
Berücksichtigung zusätzlicher Terme in den konstitutiven Gleichungen nicht nur ein netzunab-
hängiges Nachbruchverhalten, sondern sind vielmehr in der Lage, Lokalisierungszonen endli-
cher Breite bzw. mit diskretisierungsunabhängiger Breite abzubilden. Sie werden aufgrund ihrer
regularisierenden Wirkung auch häufig als Regularisierungsstrategien bezeichnet. In Kapitel
7.2.5 wird analog zu Sprenger (2000) auf die Regularisierung der Delaminationsplastizität durch
die Berücksichtigung viskoser Effekte zurückgegriffen und ein Verfahren vorgestellt, das die au-
tomatische Bestimmung des Dämpfungsparameters erlaubt. Zunächst wird aber im nächsten Ab-
schnitt der Rückprojektionsalgorithmus der Delaminationsplastizität vorgestellt.

7.2.3 Rückprojektionsalgorithmus

Verletzen die Prädiktorspannungen S*
n�1 (Gleichung (4.35)) zusammen mit den internen Varia-

blen des Zeitpunktes tn die Fließfunktion (F*
n�1 � 0, Gleichung (7.7)), so müssen sowohl neue

Spannungen Sn�1 als auch neue plastische Verzerrungen Epl
n�1

 berechnet werden, die die Fließ-

funktion in Kombination mit der aktualisierten internen Variablen qn�1 wieder erfüllen.

Die neuen Spannungen Sn�1 sind über die in Kapitel 4 angegebenen Gleichungen (4.41) und
(4.43) zu bestimmen

(4.41)Sn�1 � S*
n�1 � Cel �Epl

n�1
.
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Im Sinne einer assoziierten Fließregel (Gleichung (4.10)) wird das plastische Verzerrungsinkre-
ment �Epl

n�1
 über den plastischen Multiplikator ��n�1 und den Gradienten der Fließbedingung

nach den Spannungen bestimmt:

�Epl
n�1

� ��n�1
�F
�S
�
n�1

� ��n�1 nn�1 . (7.14)

Dabei gilt für die Ableitung der Fließfunktion nach den Spannungen

�F
�S
�
n�1

� 

1

f (S)
P S�

n�1

� nn�1 . (7.15)

Durch Einsetzen von Gleichung (7.14) und (7.15) in (4.41) kann man für die Spannungen Sn�1
nun schreiben:

Sn�1 � S*
n�1 � ��n�1

1
f (Sn�1)

P Sn�1 . (7.16)

Gleichung (7.16) muss nach den Spannungen Sn�1 aufgelöst werden, was aber wegen

1�f (S) � 1� STPS�  nicht geschlossen möglich ist. Abhilfe schafft hier die Ausnutzung der
Fließbedingung, die durch Gleichung (7.7) gegeben ist. Diese muss gerade zum Zeitpunkt tn�1
und für die Spannungen Sn�1 erfüllt sein, so dass gilt:

f (Sn�1) � q(�n�1) �
1

f (Sn�1)
�

1
q(�n�1)

. (7.17)

Damit folgt aus Gleichung (7.16) für die Spannungen

Sn�1 � � Cel�1
S*

n�1 (7.18)

mit � nach Gleichung (4.50) und hier im Speziellen

� � �Cel�1
� ��n�1

1
q(�n�1)

P	
�1

. (7.19)

Aus der skalarwertigen Ratenform des Evolutionsgesetzes (Gleichung (4.18)) bzw. dessen dis-
kretisierter Form nach Gleichung (4.44)2

�qn�1 � � H ��n�1 (7.20)

und der assoziierten Form des Entfestigungsgesetzes analog zu Gleichung (4.44)3

��n�1 � ��n�1
�F
�q
�
n�1

(7.21)

folgt für das Inkrement der äquivalenten Spannungen �qn�1:

�qn�1 � H ��n�1 . (7.22)
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Der Entfestigungsmodul H ist dabei wie folgt zu bestimmen:
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(7.23)
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Man beachte, dass nach Gleichungen (7.22) und (7.23) das Inkrement der äquivalenten Spannun-
gen �qn�1 nur noch vom plastischen Multiplikator ��n�1 abhängt

qn�1 � qn�1(��n�1,��n�1(��n�1)) � qn�1(��n�1) . (7.24)

Auch die Spannungen Sn�1 sind nach Gleichung (7.18) und (7.19) nur noch Funktion des plasti-
schen Multiplikators

Sn�1 � Sn�1(��n�1, q(��n�1)) . (7.25)

Daher kann die Fließbedingung ebenfalls formal in Abhängigkeit von ��n�1 angeben werden:

F�Sn�1, qn�1
 � F���n�1

 � 0 . (7.26)

Da Gleichung (7.26) sich nicht explizit nach ��n�1 auflösen lässt, wird zur Bestimmung von
��n�1, gleichbedeutend mit der Nullstellensuche der skalarwertigen Funktion F(��n�1), eine
lokale Newton-Iteration (Kopfzeiger j) verwendet:

��j�1
n�1

� ��j
n�1

�
F

dF�d�
	

j

n�1
. (7.27)

Das dabei benötigte totale Differenzial der Fließfunktion nach dem plastischen Multiplikator be-
stimmt sich mit


dF
d�

� �
�F
�S


T

� �S
���

�
�S
�q

�q
���
�

�F
�q

�q
���
�

j

n�1

. (7.28)

Die in Gleichung (7.28) verwendeten Gradienten lauten folgendermaßen:

(7.29)
�F
�S

�
1

f (S)
P S� n�

j

n�1

,
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f (S)
q(�)2 � n


j

n�1

.

Des Weiteren kann man aus Gleichung (7.22) die Ableitung der Vergleichsspannung nach dem
plastischen Multiplikator �q���� wie folgt bestimmen:

�q
���

� H (7.32)

mit H nach Gleichung (7.23). Weiterhin gilt:

�F
�q � � 1 . (7.33)

Durch Einsetzen der Gleichungen (7.29) bis (7.33) in (7.28) und kurzes Umformen lautet das
totale Differenzial der Fließfunktion nach dem plastischen Multiplikator ��n�1 folglich
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j

n�1
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Ist der Wert des plastischen Multiplikators ��n�1 bekannt, so lässt sich der neue Spannungszu-
stand Sn�1 über die Gleichungen (7.18) und (7.19) sowie die äquivalente Spannung qn�1 über
Gleichung (7.8) aktualisieren. Abb. 7.10 zeigt das Ablaufschema des Rückprojektionsalgorith-

mus und die Berechnung der algorithmischen Materialtangente Cep,algo
n�1

, die im nächsten Kapitel

hergeleitet werden soll.
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Abb. 7.10: Ablaufschema der ratenunabhängigen Delaminationsplastizität
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7.2.4 Algorithmische elasto-plastische Materialtangente

Die algorithmische elasto-plastische Tangente wird in Anlehnung an die in Kapitel 4.4.1 vorge-
stellten Gleichungen (4.45) bis (4.48) hergeleitet. Dabei ist zu berücksichtigen, dass sich sämtli-
che Größen als Funktion des plastischen Multiplikators ausdrücken lassen und eine assoziierte
Formulierung (G � F bzw. m � n) verwendet wird. Des Weiteren reduziert sich der Vektor der
im Spannungsraum definierten internen Größen q auf die skalarwertige Vergleichsspannung q.
Die totalen Differenziale der Spannungen, der plastischen Verzerrungen, der äquivalenten Ver-
zerrungen und der Konsistenzbedingung (Gleichungen (4.45) bis (4.48)) lauten somit

dSn�1 � 
Cel�dE � dEpl�
n�1

, (7.35)

dEpl
n�1

� 
n d�� ����
2F

�S2 dS�
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2F
�S�q

dq�
n�1

, (7.36)

d�n�1 � 
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�q

d�� ����
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�q2 dq�

�
2F

�q�S
dS�

n�1

, (7.37)

dFn�1 � 
n
T dS�

�F
�q dq�

n�1

� 0 . (7.38)

Dabei bezeichnet d�n�1 das totale Differenzial des inkrementellen Konsistenzparameters
��n�1. Bei plastischer Belastung (��n�1 � 0) fordert die Konsistenzbedingung stets den Zu-
sammenhang

d �Fn�1
 � d �f (Sn�1) � q(�n�1) �

!
0

(7.39)� d �f (Sn�1) � d �q(�n�1) .

Die Konsistenzbedingung fordert hier also, dass trotz einer Änderung der Größen S und q bzw.
� die Fließbedingung erfüllt sein muss. Es gilt somit auch innerhalb der Herleitung der elasto-
plastischen Materialtangente für den Gradienten der Fließfunktion nach den Spannungen

�F
�S
	
n�1

�
1

f (Sn�1)
P Sn�1 �

1
q(��n�1)

P Sn�1 � nn�1 . (7.40)

Wird der Gradient �F��S nach Gleichung (7.40) bestimmt, so kann die zweifache Ableitung der
Fließfunktion nach den Spannungen mit


�
2F

�S2 �
1
qP�

n�1
(7.41)

und der Gradient �2F�(�S�q) mit


 �
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�S�q
� �

1
q2 PS� �

1
qn�

n�1

(7.42)

angeben werden. Weiterhin gilt für die Ableitungen der Fließfunktion nach der internen Variable

�F
�q
	
n�1

� � 1 ; �
2F
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� 0 ; �

2F
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� 0 . (7.43)
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Durch Einsetzen der Gradientenausdrücke in die Gleichungen (7.35) bis (7.38) folgt schließlich

dSn�1 � �Cel�dE � dEpl��
n�1

, (7.44)
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, (7.45)

d�n�1 � � d�n�1 , (7.46)

dFn�1 �
�nT dS� dq�

n�1
� 0 . (7.47)

Gleichung (7.45) in (7.44) eingesetzt, liefert die Spannungsrate

dSn�1 � ���dE � d� n � �� 1
qn dq��

n�1

, (7.48)

mit � nach Gleichung (7.19). Aus dem Evolutionsgesetz (7.22) erhält man das totale Differen-
zial der äquivalenten Spannung in Abhängigkeit des plastischen Multiplikators

dqn�1 � { H d�} n�1 (7.49)

und somit für die Spannungen nach Gleichung (7.48)

dSn�1 � ���dE � d� n � ��H
q n d���

n�1
. (7.50)

Ein Einsetzen von Gleichungen (7.50) und (7.49) in die Konsistenzbedingung (7.47) liefert das
totale Differenzial des plastischen Multiplikators

d�n�1 �
nT
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nT
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q nT
�n � H

. (7.51)

n� 1

Die Beziehung zwischen Spannungs- und Verzerrungsrate lässt sich gewinnen, indem Gleichung
(7.51) wiederum in (7.50) eingesetzt wird

dSn�1 � ��

�nnT
�� ��H

q �nnT
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�n � ��H
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n� 1

Der Klammerausdruck entspricht dabei der algorithmischen elasto-plastischen Materialtangente

Cep,algo
n�1

� ��
�nnT

�

nT
�n �

H
1��� H

q

. (7.53)

n� 1

In Gleichung (7.53) erkennt man deutlich die Symmetrieeigenschaft der algorithmischen elasto-
plastischen Materialtangente, die aus der Assoziiertheit der Formulierung resultiert. Im Anhang

C dieser Arbeit wird die algorithmische elasto-plastische Materialtangente Cep,algo
n�1

 mit einem al-

ternativen Vorgehen hergeleitet.
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Das nun folgende Kapitel 7.2.5 stellt die visko-plastische Erweiterung in Kombination mit der
automatischen Bestimmung des Viskositätsparameters nach Sprenger (2000) vor. Insbesondere
werden die Auswirkungen der viskosen Regularisierung anhand von Untersuchungen auf der
Materialpunktebene und auf der Strukturebene aufgezeigt.

7.2.5 Visko-plastische Regularisierung

In Kapitel 7.2.2 wurde gezeigt, dass ein von der Prozessschichtdicke abhängiger Entfestigungs-
modul die Objektivität der Ergebnisse im Nachbruchbereich bezüglich der Diskretisierung ge-
währleistet. Er verhindert aber nicht den Typwechsel der Differenzialgleichung und somit die
Schlechtgestelltheit des Problems. Bei der Berechnung von Strukturen kann dies unter Umstän-
den numerische Instabilitäten hervorrufen, die eine Berechnung des Nachbruchbereichs unmög-
lich machen. Abhilfe liefern hier erweiterte Formulierungen, die einen internen Längenparame-
ter einbringen und auch im nachkritischen Bereich die Gutgestelltheit des Randwertproblems
gewährleisten. Mehrere Verfahren stehen hierfür zur Verfügung, u.a. nichtlokale Integralkonti-
nua, gradientenerweiterte Kontinuumsmodelle, die Cosserat-Kontinuumstheorie und die Be-
rücksichtigung viskoser Effekte. Nachfolgend wird eine visko-plastische Regularisierung vor-
gestellt, die auf dem Modell der Viskoplastizität nach Duvaut und Lions (1972) basiert.
Insbesondere wird dabei auf die automatische Bestimmung des adaptiven viskosen Dämpfungs-
parameters �*  eingegangen, die in Sprenger (2000) vorgeschlagen wird. Im Unterschied zum
konstanten Dämpfungsparameter � wird der adaptive Dämpfungsparameter mit �*  bezeichnet.
Anschließend werden die Auswirkungen der viskosen Regularisierung sowohl auf Material-
punktebene mittels Untersuchung des akustischen Tensors Qak als auch auf Strukturebene aufge-
zeigt.

Die elasto-plastische Materialtangente Cep,algo ist im elastischen Bereich konstant und positiv
definit. Dies ändert sich jedoch bei Überschreitung der Fließspannung und dem Beginn der Ent-
festigung. Je nach Belastungsrichtung können ein oder mehrere Hauptdiagonaleinträge der elas-
to-plastischen Materialtangente ihr Vorzeichen wechseln und somit zum Verlust der positiven
Definitheit führen. Mit Hilfe der in Kapitel 4.3 vorgestellten Viskoplastizität nach Duvaut und
Lions soll dem System nun gerade so viel numerische Dämpfung zugeführt werden, dass die po-
sitive Definitheit auch im Entfestigungsast bestehen bleibt und damit eine stabile numerische
Berechnung ermöglicht wird. Folgende Punkte sind nach Sprenger (2000) jedoch zu beachten:

1. Die Strukturantwort ändert sich durch die viskose Dämpfung. Insbesondere
wächst die Fläche unter der Entfestigungsfunktion (Abb. 7.6b) und c)) an, womit
die Bruchenergie vergrößert wird.

2. Der Dämpfungsparameter �*  wirkt sich je nach Belastungsart und Strukturgeome-
trie am einzelnen Gauß-Punkt unterschiedlich stark auf die Lösung aus. Die Wahl
eines für alle Gauß-Punkte konstanten Dämpfungsparameters ist daher nur bedingt
sinnvoll.

3. Der Dämpfungsparameter �*  ist nicht das alleinige Maß für die Größe der viskosen
Effekte, sondern  geht stets in Verbindung mit der Zeitschrittweite �tn�1 in die
numerische Berechnung ein.

Die genannten Punkte wirken sich auf den Regularisierungsalgorithmus aus. So soll der Dämp-
fungsparameter nämlich automatisch und für jeden Gauß-Punkt individuell bestimmt werden.
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Gleichzeitig soll er nur so groß sein, dass einerseits die positive Definitheit der elasto-plastischen
Materialtangente gewährleistet ist und demnach keine negativen Hauptdiagonaleinträge entste-
hen, andererseits aber die Strukturantwort dabei nicht verändert wird. Die Zeitschrittweite
�tn�1 muss entsprechend klein sein. Aus dem dritten Punkt resultiert die wichtige Bedingung,
dass der automatisch ermittelte Dämpfungsparameter nicht im aktuellen Zeitschritt tn�1, son-
dern erst im darauf folgenden Zeitschritt tn�2 gültig ist.

Anmerkung: Die Verwendung eines Dämpfungsparameters, der im Verlauf der Rechnung und
an jedem Gauß-Punkt variiert, dient hier ausschließlich zur Vermeidung numeri-
scher Instabilitäten und beinhaltet keine physikalische Bedeutung.

Zur Bestimmung des adaptiven Dämpfungsparameters �*  geht man von Gleichung (4.64) aus.
In dieser wird die visko-plastische Materialtangente Cvp,algo additiv und unter Berücksichtigung
einer „Gewichtung” aus der elastischen und der elasto-plastischen Materialtangente wie folgt be-
rechnet:

(4.64)Cvp,algo
n�1

�
��

�

�

�
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Das Verhältnis �tn�1��
*
n�1 ist dabei der entscheidende Faktor für die Gewichtung der einzelnen

Anteile. Zur Erinnerung sei nochmals wiederholt, dass für �tn�1��
*
n�1 � � die ratenunab-

hängige Lösung und für �tn�1��
*
n�1 � 0 die elastische Lösung aus Gleichung (4.64) hervor-

geht. Bei konstanter Zeitschrittweite (�tn�1 � �t � konst) kann somit ein variierender
Dämpfungsparameter �*

n�1 den elastischen Steifigkeitsanteil stärker oder schwächer einblen-
den. Ziel ist es nun, den Dämpfungsparameter �*

n�2 für den nächsten Zeitschritt tn�2 so zu be-
stimmen, dass der kleinste Hauptdiagonaleintrag der visko-plastischen Materialtangente gerade

noch positiv ist und somit die positive Definitheit von Cvp,algo
n�2

 gewährleistet wird.

Der kleinste Hauptdiagonaleintrag der ratenunabhängigen Materialtangente Cep,algo
n�1

 wird infol-

gedessen zur Ermittlung des Dämpfungsparameters herangezogen. Aufgrund einer kleinen
Zeitschrittweite �t ändert sich dieser stets nur geringfügig, so dass der auf Basis des „alten”
Zeitschritts berechnete Dämpfungsparameter auch tatsächlich die positive Definitheit des Mate-
rialtensors im „neuen” Zeitschritt gewährleistet. Durch die Einführung einer Toleranzschranke
RTol und mit den Abkürzungen
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, (7.54)

kann man Gleichung (4.64) für den kleinsten Hauptdiagonaleintrag der Stelle i schreiben:
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Die Linearisierung der in �*
n�1 nichtlinearen, skalarwertigen Gleichung (7.55) führt auf

�G(�*) � ��* 	G
	�* � RTol

n�1

� 0 � ��*
n�1 � �

RTol
� G(�*)

	G
	�*


n�1

. (7.56)

Unter der Voraussetzung, dass ein globaler Gleichgewichtszustand erreicht wurde, lässt sich der
Dämpfungsparameter mit der in Abb. 7.11 dargestellten Iteration für den darauf folgenden Zeit-
schritt berechnen. Des Weiteren zeigt Abb. 7.11 das algorithmische Vorgehen bei der visko-plas-
tischen Regularisierung.

Wird an einem Gauß-Punkt die Fließbedingung bei einer numerischen Simulation zum ersten
Mal verletzt, liegt noch kein automatisch ermittelter Dämpfungsparameter �*

n�1 vor. Deshalb
gibt man zu Beginn der Rechnung einen globalen Startdämpfungsparameter �*

i  vor, der in den
folgenden Zeitschritten durch die automatisch bestimmten Dämpfungsparameter ersetzt wird.
Der Wert des Startdämpfungsparameters �*

i  hat auf die Ergebnisse der Berechnung durch die
kleine Zeitschrittweite �tn�1 allerdings keinen Einfluss.
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Abb. 7.11: Visko-plastische Regularisierung und automatische Bestimmung
des Dämpfungsparameters am Gauß-Punkt
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Es werden nun die Auswirkungen der visko-plastischen Regularisierung auf der Materialpunkt-
ebene aufgezeigt. Wie zu Beginn von Kapitel 7.2.2 schon erwähnt wurde, verliert das quasi-stati-
sche Randwertproblem bei der numerischen Simulation entfestigenden Materialverhaltens seine
Elliptizitätseigenschaft (Typwechsel der Differenzialgleichung). Ein geeigneter Indikator zur
Feststellung des Verlustes von Elliptizität ist die Auswertung des sogenannten akustischen Ten-
sors Qak, der auch als Lokalisierungstensor bezeichnet wird. Dabei stellt der Verlust von Ellipti-
zität ein lokales Versagenskriterium dar (da es am Materialpunkt ausgewertet wird) und zeigt ein
diskontinuierliches Versagen im Gegensatz zum diffusen Versagen an. Innerhalb der diskontinu-
ierlichen Versagensformen unterscheidet man wiederum zwischen einer schwachen und einer
starken Diskontinuität. Beiden ist die Ausprägung von Sprüngen bestimmter Feldgrößen entlang
ausgezeichneter Versagensflächen s gemeinsam. Während bei der schwachen Diskontinuität die
Kontinuität des Geschwindigkeitsfeldes u

.
 noch erhalten ist, zeichnet sich die starke Diskontinui-

tät durch die Ausprägung von Sprüngen sowohl in der Rate des Verzerrungsfeldes �
.
 als auch im

Geschwindigkeitsfeld u
.
 aus. Die schwache Diskontinuität zeigt daher ein lokalisiertes Versagen

an, während die starke Diskontinuität im Allgemeinen ein diskretes Versagensphänomen be-
schreibt, siehe Abb. 7.12. Der Verlust von Elliptizität, der sich durch eine Zone lokalisierter Ver-
zerrungen bemerkbar macht, entspricht somit der Ausbildung einer schwachen Diskontinuität.
Es müssen daher die folgenden Bedingungen erfüllt sein:

[|u
.
|] � u

. �
� u

. �
� 0 und [|�

.
|] � �

.�
� �

.�
� 0 . (7.57)

In Gleichung (7.57) und im darauf folgenden wird der Sprung einer Feldgröße durch die Nota-
tion [|���|] gekennzeichnet. Unter Zuhilfenahme des Maxwell-Theorems für materielle Diskonti-
nuitätsflächen erster Ordnung (siehe Truesdell und Toupin (1960)) kann der Sprung in der Ver-
zerrungsrate folgendermaßen geschrieben werden:

[|�
.
|] � �

. 1
2

(m� � n�� n�� m�) . (7.58)

Abb. 7.12: Unterschiedliche Versagensformen
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Dabei stellt �
.

 die Amplitude des Sprunges, n� die Flächennormale auf die Diskontinuität s und
m� den Sprungvektor, der die Bewegungsrichtung der materiellen Punkte angibt, dar. Mit dem
Cauchy-Theorem t

�

.

� n�� �

.
 folgt für die Gleichgewichtsbedingung über die Diskontinuität s

hinweg

t
�

.�

� t
�
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.
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.



�

� n�� Ctan : [|�
.
|] � 0

�

. (7.59)

In Gleichung (7.59) wurde nach Hill (1958) sowie nach Raniecki und Bruhns (1981) ein kontinu-
ierlicher Verlauf der Materialtangente über die Diskontinuität hinweg angenommen. Zusammen
mit Gleichung (7.58) lässt sich schreiben

�
.
�n�� Ctan

� n�� � m� � 0
�

. (7.60)

Die durch Gleichung (7.60) gegebene Lokalisierungsbedingung kann nach Rice und Rudnicki
(1980) bzw. Ottosen und Runesson (1991), Willam et al. (1994) und Iordache und Willam (1998)
auch als Eigenwertproblem in der folgenden Form angeben werden:

Qak
�n�� � m� � 0

�

mit Qak
�n�� :� n�� Ctan

� n� . (7.61)

Qak bezeichnet hier den zweistufigen akustischen Tensor. Im quasi-statischen Fall ist die Lokali-
sierungsbedingung (7.60) bzw. das Eigenwertproblem nach Gleichung (7.61) gleichbedeutend
mit dem Verlust von Elliptizität und dem Singulärwerden des akustischen Tensors

detQak
� 0 . (7.62)

Neben dem Eintreten des Verlustes der Elliptizität kann man aus dem Eigenwertproblem nach
Gleichung (7.61) auch die Orientierung der entstehenden Diskontinuität und den dazugehörigen
Versagensmodus bestimmen. Die Orientierung der Diskontinuität entspricht nämlich dem Nor-
malenvektor n�krit, der für die Determinante des akustischen Tensors den kleinsten Wert liefert:

n�krit � arg�min
n���

	detQak
�n��
� . (7.63)

Der Versagensmodus kann durch einen Vergleich der Richtungen n�krit und m� identifiziert wer-
den, wobei sich der Sprungvektor m� aus n�krit über das Eigenwertproblem nach Gleichung (7.61)
berechnet. Ist n�krit � m�, so liegt ein reines Modus I-Versagen vor, das durch eine trennbruchartige
Auftrennung der rechts- und linksseitigen Gebiete gekennzeichnet ist. Für n�krit�m� tritt hinge-
gen ein Modus II- bzw. Modus III-Versagen ein, das durch das Abgleiten der Teilgebiete entlang
der Diskontinuität s gekennzeichnet ist.

Es wird im Folgenden auf die Vorstellung weiterer Versagenskriterien und ihrer formelmäßigen
Herleitung verzichtet. Dies geschieht zum einen aus Gründen der Übersichtlichkeit und zum an-
deren aufgrund der Assoziiertheit der vorgestellten Delaminationsplastizität. Die assoziierte
Formulierung liefert nämlich eine symmetrische Materialtangente, das wiederum ein Zusam-
menfallen der Versagenskriterien Verlust von Eindeutigkeit, Verlust von Stabilität und Verlust
von Elliptizität zur Folge hat. Es wird daher lediglich auf Abb. 7.13, die einen Überblick der ver-
schiedenen Versagenskriterien nach Haufe (2001) zeigt, sowie auf die umfangreiche Literatur
wie beispielsweise Ottosen und Runesson (1991), Etse (1992), de Borst et al. (1993), Schreyer
und Neilsen (1996), Willam (1998) und Kuhl et al. (1999) verwiesen.

Am Modellproblem des einaxialen Zugversuchs in Dickenrichtung (vergleiche Abb. 7.14) wird
nun eine Lokalisierungsuntersuchung der Delaminationsplastizität durchgeführt. Die elasti-
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Abb. 7.13: Versagensindikatoren auf Materialpunktebene
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schen und plastischen Materialwerte des Problems sind in Abb. 7.8 angegeben. Der Quader mit
der Kantenlänge 1 mm besteht vollständig aus entfestigendem Material und wird mit einem fini-
ten Schalenelement diskretisiert. Unter verschiebungsgesteuerter Belastung berechnet man in
jedem Schritt und bei gleichzeitiger Erfüllung des globalen Gleichgewichts die Determinante
des akustischen Tensors Qak als Funktion des Vektors n�, ausgedrückt durch den Winkel �. Die
Normierung auf die Determinante des akustischen Tensors Qak

0 , die sich bei Verwendung des ela-
stischen Materials Cel ergibt, liefert die normierte Darstellung in den Lokalisierungsdiagram-
men von Abb. 7.15a) bis d), siehe Willam et al. (1999).

g(�, Ctan) �
det
n�� Ctan

� n��

det
n�� Cel
� n��

�

	Qak	

	Qak
0
	

(7.64)mit n�� f (�) .

Das Verhältnis |Qak|�|Qak
0 | wird in den Diagrammen über den Raumwinkel � zwischen 0o und

180o aufgetragen. Die Minima entsprechen den kritischen Richtungen �krit, bei denen ein Ver-
lust von Elliptizität möglich ist. In Abb. 7.15a) bis d) ist der Verlauf von |Qak|�|Qak

0 | jeweils für
drei verschiedene Verschiebungszustände dargestellt. Während sich Kurve � noch auf einen
Zustand im linear-elastischen Bereich bezieht, zeigt Kurve � den Verlauf bei Entfestigungsbe-
ginn und einer Verschiebung von u3 � 6, 4� 10-3 mm. Kurve � entspricht einer Verschiebung
von u3 � 6, 4� 10-2 mm.

Das Verhältnis |Qak|�|Qak
0 | bei ratenunabhängiger Rechnung ist in Abb. 7.15a) dargestellt. Im Be-

reich zwischen � � 60o und � � 120o ist es negativ und hat bei � � 90o ein Minimum. Wie
erwartet bildet sich die Lokalisierungsebene senkrecht zur Belastungsrichtung aus und es liegt
ein reines Modus I-Versagen vor (n�krit � m�). Des Weiteren ist zu erkennen, dass die Determinante

u3�2F/4F/4

F/4F/4

F/4 F/4

F/4 F/4 u3�2

Abb. 7.14: Modellproblem für Lokalisierungsuntersuchung: Einaxialer Zugversuch

Geometrie:
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Abb. 7.15: Lokalisierungsdiagramme: Einaxialer Zugversuch
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des akustischen Tensors bereits beim ersten Anzeichen von Entfestigung negativ wird. Die zu-
grunde liegende Differenzialgleichung wechselt ihren Typ und es können numerische Instabili-
täten entstehen. Die positive Definitheit des Materialtensors ist nicht mehr gegeben.

Im Unterschied hierzu findet bei einer visko-plastischen Rechnung mit konstantem und großem
Dämpfungsparameter � ein diffuses Versagen statt und die Determinante des akustischen Ten-
sors ist stets positiv, siehe Abb. 7.15b). Eine stabile numerische Berechnung des nachkritischen
Bereiches ist daher möglich. Allerdings wird der Verlauf des Nachbruchbereichs und die dissi-
pierte Bruchenergie durch die viskosen Effekte signifikant beeinflusst und verändert (siehe Abb.
7.17a)).

Die Reduktion des Dämpfungsparameters vermindert dies, allerdings auf Kosten der positiven
Definitheit. In Abb. 7.15c) sind nämlich die Ergebnisse einer visko-plastischen Rechnung mit
kleinem Dämpfungsparameter � dargestellt. Die Determinante des akustischen Tensors ist be-
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reits ab dem ersten Schritt (Kurve �) des Nachbruchbereichs und für alle weiteren Schritte
(Kurve �) negativ. Die Lokalisierungsebene bildet sich wieder senkrecht zur Belastungsrich-
tung aus und es entsteht ein reines Modus I-Versagen. Ein konstanter und möglichst kleiner
Dämpfungsparameter kann folglich die positive Definitheit des akustischen Tensors Qak nicht
dauerhaft gewährleisten.

Bei der automatischen Bestimmung des Dämpfungsparameters �*  ist durch die Wahl des Start-
dämpfungsparameters �*

i  entweder die positive Definitheit für den ersten Schritt des Nachbruch-
bereichs (wie im vorliegenden Fall; Kurve �) gewährleistet oder nicht. Für alle folgenden
Schritte (Kurve � in Abb. 7.15d)) ist die Determinante des akustischen Tensors fast Null, aber
stets positiv. Die automatische Bestimmung eines adaptiven Dämpfungsparameters gewähr-
leistet folglich die positive Definitheit und damit die stabile numerische Berechnung des Nach-
bruchbereichs. Gleichzeitig ist die Veränderung der Strukturantwort minimal, was Abb. 7.17c)
zeigt.

Im Weiteren soll noch die Wirkung der visko-plastischen Regularisierung auf die Strukturant-
wort untersucht werden. Hierzu wird das in Abb. 7.16 dargestellte Modellproblem des einaxialen
Zugversuchs herangezogen. Der Quader hat die Kantenlänge 1 cm und besteht aus drei Schich-
ten, wobei eine Delamination lediglich in der mittleren, dunkelgrau eingefärbten Schicht entste-
hen kann. Zur Diskretisierung wird ein mehrschichtiges finites Schalenelement nach Kapitel 3.2
mit drei Berechnungsschichten und somit 12 Freiheitsgraden je FE-Knoten verwendet. Die De-
laminationsplastizität wirkt lediglich in der mittleren Schicht, die eine Schichtstärke von
hPS� 0, 01 mm aufweist. Die Materialparameter entsprechen denen aus Abb. 7.8. Die Last
wird verschiebungsgesteuert sowohl an der Oberseite als auch an der Unterseite der Schale auf-
gebracht und die Schale ist in der Mittelfläche gelagert. Des Weiteren wird die Berechnung geo-
metrisch linear durchgeführt.

In den Abbildungen 7.17a) bis c) ist jeweils die Last F über die gegenseitige Verschiebung u3
der Schalenoberseite und Schalenunterseite aufgetragen. Abb. 7.17a) zeigt dabei den Vergleich
von ratenunabhängiger zu ratenabhängiger Berechnung bei Variation des Dämpfungsparame-
ters. Mit der Reduktion des konstanten Dämpfungsparameters � nähert sich die ratenabhängige
Berechnung der ratenunabhängigen Berechnung an. Hierbei geht allerdings die positive Definit-
heit des akustischen Tensors Qak verloren. Hingegen ist bei großen Dämpfungsparametern ein
deutliches Anwachsen der Fläche unter der Last-Verschiebungs-Kurve zu beobachten und es
wird mehr Energie dissipiert als der vorgegebene Wert für Gc eigentlich fordert bzw. erlaubt. Die

Abb. 7.16: Modellproblem für visko-plastische Regularisierung
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Berücksichtigung viskoser Effekte verändert somit die dissipierte Bruchenergie Gc. Weiterhin
können die in Kapitel 4.3 bereits erwähnten Überspannungen festgestellt werden, die erst bei ei-
nem sehr kleinen Dämpfungsparameter � � 10-4 nahezu verschwinden.

In Abb. 7.17b) sind die Berechnungen mit konstantem Dämpfungsparameter � und variierender
Zeitschrittweite �t dargestellt. Das Verschiebungsinkrement �u3 wird dabei stets so gewählt,
dass die Belastungsgeschwindigkeit �u3��t gleich ist. Man kann erkennen, dass bei kleineren
Zeitschrittweiten eine Annäherung an die ratenunabhängige Lösung erfolgt. Dies scheint zu-
nächst im Widerspruch zu den aufgezeigten Grenzfällen der Viskoplastizität zu stehen, die bei
�t�� � 0 eine Annäherung an die elastische Lösung fordern. Berücksichtigt man allerdings,
dass die Belastungsgeschwindigkeit konstant gehalten wird, klärt sich dieser scheinbare Wider-
spruch auf: in beiden Fällen muss nämlich die gleiche visko-plastische Lösung hervorgehen. Es
ist also noch zu hinterfragen, woher dieser offensichtliche Unterschied dennoch kommt. Der
Grund hierfür liegt in den Näherungsgleichungen (4.57) bis (4.59), exemplarisch

(4.57)E
.
� �En�1��tn�1 ,

die bei der Viskoplastizität zur Herleitung der diskreten Formulierung verwendet wurden (Kapi-
tel 4.4.2). Bei kleiner Zeitschrittweite �t und gleichzeitig kleinem Belastungsinkrement �u3
(folglich auch kleinem Verzerrungsinkrement �E) reduziert sich der Fehler, der durch die Nähe-
rungen begangen wird; eine Annäherung an den ratenunabhängigen Fall erfolgt. Die Zeitschritt-
weite ist daher möglichst klein zu wählen. Weiterhin bleibt festzustellen, dass auch bei einer voll-
ständigen Entfestigung der Prozessschicht Überspannungen vorhanden sind.

Im Unterschied hierzu stehen die Ergebnisse in Abb. 7.17c), die mit dem adaptiven Dämpfungs-
parameter �*  nach Abb. 7.11 berechnet wurden. Es verbleiben dort keine Restspannungen im
System und die dissipierte Energie stimmt mit der vorgegebenen Bruchenergie überein. Für eine
Zeitschrittweite von �t � 0, 01 s und gleich bleibender Belastungsgeschwindigkeit ist die
visko-plastische Berechnung fast identisch mit der ratenunabhängigen Berechnung. Darüber
hinaus haben die Untersuchungen am Materialpunkt gezeigt, dass die positive Definitheit des
akustischen Tensors für die Berechnung des gesamten Nachbruchbereichs gegeben ist. Eine sta-
bile numerische Simulation ist daher möglich. Abschließend ist für die visko-plastische Regula-
risierung mittels des adaptiven Dämpfungsparameters �*  folgendes festzuhalten:

1. Bei genügend kleiner Zeitschrittweite �t und konstanter Belastungsgeschwindig-
keit ist die vorgegebene Bruchenergie Gc eingehalten; eine Annäherung an die ra-
tenunabhängige Lösung ist festzustellen.

2. Die positive Definitheit des akustischen Tensors Qak ist auch bei der Berechnung
des Nachbruchbereichs gewährleistet; eine stabile numerische Berechnung ist so-
mit möglich.

3. Infolge der Viskoplastizität verbleiben keine Restspannungen (Überspannungen)
im System.

4. Der automatisch bestimmte Dämpfungsparameter ist an jedem Gauß-Punkt unter-
schiedlich und kann so auf variierende Spannungszustände und plastische Ge-
schichtsvariablen „reagieren”.

Im nächsten Kapitel werden drei weitere Delaminationsmodelle entwickelt, die im Rahmen der
Kontinuumsschädigungsmechanik formuliert sind. Dabei finden sowohl das Brewer-Lagace-
Kriterium als auch ein Energiefreisetzungsraten-Kriterium Verwendung.
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F [102 N]

Abb. 7.17: Strukturantwort bei visko-plastischer Regularisierung
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7.3 Schädigungsmodelle mit Brewer-Lagace-Kriterium

In diesem Kapitel werden zwei Schädigungsmodelle entwickelt, die zur Berechnung fortschrei-
tender Delamination einsetzbar sind. Wie schon im vorherigen Kapitel 7.2 wird hierzu das qua-
dratische Delaminationskriterium nach Brewer und Lagace (1988) (Gleichung (6.17) bzw. (7.4))
eingesetzt. Im Rahmen der Kontinuumsschädigungsmechanik kann eine verzerrungsbasierte
Variante des Kriteriums als Definition für die äquivalente Verzerrung �v dienen (Kapitel 7.3.2).
Abweichend vom Vorgehen einer assoziierten Schädigungsformulierung (Gleichung (5.16))
wird die Vergleichsverzerrung �v also nicht mit der Energiefreisetzungsrate Y gleichgesetzt.
Eine solche Definition ist bei einer nicht-assoziierten Schädigungsformulierung durchaus üblich
und wird bei Schädigungsmodellen für Beton schon seit längerem angewendet, vergleiche Kapi-
tel 5.3. Die äquivalente Verzerrung �v geht über den Geschichtsparameter � (Gleichung (5.27))
dann in die Schädigungsevolution �(�) ein, die in Kapitel 7.3.3 definiert wird.

Zunächst wird allerdings in Kapitel 7.3.1 die Definition für die „freie Helmholtz-Energie” � dis-
kutiert. Deren Definition ist nämlich direkt mit der Fragestellung verknüpft, wie sich der skalare
Schädigungsparameter d auf die konstitutiven Gleichungen, also auf die Materialmatrix, auswir-
ken soll. An dieser Stelle wird neben der isotropen Schädigung noch ein ähnlicher Vorschlag von
Schipperen (2001a/b) aufgegriffen. Dieser wendet den Schädigungsparameter d lediglich auf
ausgewählte Komponenten der Materialmatrix an, um die Versagensart des transversalen Ma-
trixbruches abzubilden. Durch dieses Vorgehen ist ein anisotropes Material- und Schädigungs-
verhalten darstellbar. In der vorliegenden Arbeit wird dieses Konzept auf die Versagensart der
Delamination übertragen. Da in diesem Fall nur einzelne Komponenten geschädigt werden, wird
dies im Weiteren als selektive bzw. anisotrope Schädigung bezeichnet.

Die Wahl der zu schädigenden Komponenten der Werkstoffmatrix erfolgt dabei nach phänome-
nologischen Aspekten bzw. Überlegungen, wie man sie auch bei der in Kapitel 6 erwähnten
‘Stiffness-Reduction’-Methode anwendet. Bei dieser Methode wird ja angenommen, dass die
Veränderung des Kontinuums, resultierend aus der Schädigung, durch Veränderungen der kons-
titutiven Gleichungen wiedergegeben werden kann (Allen et al. (1987)). Für die selektive Schä-
digung ist es daher nötig, Abhängigkeiten zwischen effektiven Materialeigenschaften und Schä-
digungsparametern zu definieren. Ähnliche Ansätze sind in der Literatur ebenfalls vorhanden.
So werden bei Ladevèze (1983), Mazars (1985) bzw. La Borderie (1991) zwei skalare Schädi-
gungsparameter direkt in die Flexibilitätsmatrix eingefügt, um volumetrische und deviatorische
Schädigung bei Beton getrennt beschreiben zu können. Andere Ansätze (Ortiz (1985), Simo und
Wu (1987), Yazdani und Schreyer (1988)) wählen sogar den Steifigkeits- oder den Nachgiebig-
keitstensor selbst als internen Schädigungstensor. Man muss somit keinen Ausdruck mehr für
die Verknüpfung der Schädigung mit den Steifigkeiten finden und das Aufstellen eines mehrstu-
figen Schädigungstensors entfällt. Allerdings ist das Evolutionsgesetz in Abhängigkeit des vier-
stufigen Nachgiebigkeitstensors bzw. des Steifigkeitstensors zu definieren.

Es sei noch angemerkt, dass auch bei einem Schädigungsmodell, wie schon beim entfestigenden
Plastizitätsmodell, der Verlust von Elliptizität und eine Netzabhängigkeit der Ergebnisse auftritt.
Es wird daher eine von der Dicke der Prozessschicht abhängige Schädigungsevolution verwen-
det. Der Maximalwert für die äquivalente Verzerrung ist folglich von der Dicke der Prozess-
schicht abhängig, siehe Kapitel 7.3.3. Des Weiteren wird in Kapitel 7.3.5 eine viskose Erweite-
rung der Schädigungsmodelle vorgestellt.
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7.3.1 Definition der freien Helmholtz-Energie �

Aufgrund der sehr geringen Dicke der Prozessschicht wird in einem ersten Ansatz angenommen,
dass sich sämtliche Einträge der Werkstoffmatrix Cel um denselben Faktor und dabei gleichzei-
tig abmindern. Die Schädigung wirkt sich folglich isotrop aus. Es wird daher die Formulierung
einer isotropen 1-Parameter Schädigung verwendet, die sich lediglich in Bezug auf die Defini-
tion der äquivalenten Verzerrung �v von der thermodynamisch konsistenten Formulierung nach
Kapitel 5.3 unterscheidet.

Die „freie Helmholtz-Energie” � wird weiterhin als die mit dem Faktor (1� d) skalierte elasti-
sche Energie �0 definiert (siehe Gleichungen (5.10) und (5.11)):

�(E, d) :� (1� d)�0(E) (7.65)mit �0(E) � 1
2

ETCelE .

Analog zu den Gleichungen (5.12) und (5.13) lassen sich hieraus die Spannungen S und die
Energiefreisetzungsrate Y als jeweils energetisch konjugierte Größe zu den Verzerrungen E bzw.
zu dem Schädigungsparameter d ableiten:

S�
��
�E

� (1� d)CelE und Y� �
��
�d

�
1
2

ETCelE . (7.66)

Dabei muss die Energiefreisetzungsrate Y in Kombination mit der Rate des Schädigungsparame-
ters d

.
 die reduzierte Dissipationsungleichung (5.14) weiterhin erfüllen

(5.14)Dred
� Y d

.
� 0 .

Im Unterschied zum Vorgehen einer assoziierten Schädigungsformulierung (Kapitel 5.3), bei
der die äquivalente Verzerrung �v mit der Energiefreisetzungsrate Y identifiziert wird (Glei-
chung (5.16)), definiert man im nächsten Kapitel 7.3.2 die äquivalente Verzerrung �v über ein
verzerrungsbasiertes Brewer-Lagace-Kriterium (Gleichung (7.73)). Man erhält somit eine
nicht-assoziierte Formulierung und infolgedessen eine unsymmetrische Materialtangente Ced

tan ,
vergleiche Kapitel 7.3.4 und speziell Gleichung (7.86). Die Definition einer geeigneten Schädi-
gungsevolution �(�) (Gleichung (7.76)) vervollständigt dann das isotrope Schädigungsmodell.

Beim zweiten Ansatz der selektiven Schädigung erfolgt die Wahl der geschädigten Komponen-
ten von Ced zum einen in Anlehnung an die ‘Stiffness-Reduction’-Methode (siehe Kapitel 6.1).
Zum anderen soll sich die Schädigung lediglich auf die Steifigkeitskomponenten auswirken, die
über den Ausdruck CelTPCel der Gleichung (7.73) in die äquivalente Verzerrung �v eingehen und
somit maßgebend für die Delaminationsentstehung sind. Dies sind die Steifigkeiten C13, C23,
C33, C55 und C66, so dass die folgende, in diesen Komponenten geschädigte Materialmatrix
Ced(d) definiert wird:

Ced(d) :�

�
�

�

�

�

�

�

	




C11

0

0
0
0
0

C12

C22

0
0
0
0

(1� d)C13

(1� d)C23

(1� d)C33

0
0
0

0

0

0
C44

0
0

0

0

0
0

(1� d)C55

0

0

0

0
0
0

(1� d)C66

�
�

�

�

�

�

�

�

�

(7.67)

symm.

d � �
d
0 (7.68)

für S33 � 0 ,
für S33 � 0 .mit
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Im Vergleich zur isotropen Schädigung entspricht die geschädigte Materialmatrix Ced(d) nun
nicht der mit dem Faktor (1� d)  skalierten elastischen Materialmatrix Cel. Des Weiteren führt
Gleichung (7.68) den Schädigungsparameter d so ein, dass ein unterschiedliches Schädigungs-
verhalten bei Zug- bzw. Druckbeanspruchung in Dickenrichtung berücksichtigt wird.

Die „freie Helmholtz-Energie” � ist somit im Unterschied zu Gleichung (5.10) bzw. (7.65) als

�(E, d) :� 1
2

ETCed(d)E (7.69)

definiert. Die Spannungen S und die Energiefreisetzungsrate Y leitet man hieraus mit

S�
��
�E

� Ced(d)E und Y� �
��
�d

� �
1
2

ET �Ced(d)
�d

E (7.70)

ab. Die partielle Ableitung der geschädigten Materialmatrix Ced nach dem Schädigungsparame-
ter lautet dabei unter der Annahme positiver Dickennormalspannungen (S33 � 0)

�Ced(d)
�d

�

�

�

�

�

�

�

	




0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

� C13

� C23

� C33

0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0

� C55

0

0
0
0
0
0

� C66

�

�

�

�

�

�

�

�

. (7.71)

symm.

Auch bei diesem Schädigungsmodell muss die Energiefreisetzungsrate Y in Kombination mit
der Rate des Schädigungsparameters d

.
 die reduzierte Dissipationsungleichung (5.14) erfüllen.

Das weitere Vorgehen mit der Definition für die äquivalente Verzerrung �v nach Gleichung
(7.73) sowie für die Schädigungsevolution �(�) nach Gleichung (7.76) entspricht dem der oben
beschriebenen isotropen Schädigung. Infolge der nicht-assoziierten Formulierung wird auch
beim selektiven Schädigungsmodell die Materialtangente Ced

tan unsymmetrisch, vergleiche Ka-
pitel 7.3.4 und speziell Gleichung (7.88).

7.3.2 Schädigungsfunktion für Delamination

Wie bereits in Kapitel 5 erwähnt wurde, ist es bei der Kontinuumsschädigungsmechanik üblich,
ein verzerrungsbasiertes Schädigungskriterium zu verwenden. Folglich muss man das span-
nungsbasierte Brewer-Lagace-Kriterium nach Gleichung (6.17) bzw. (7.4) in den Verzerrungs-
raum überführen. Bei Verwendung der klassischen Kontinuumsschädigungsmechanik in Kom-
bination mit dem „Konzept der effektiven Spannungen” (siehe Kapitel 5.2) ist zu beachten, dass
zur Lastabtragung bzw. zur Spannungsübertragung nur die ungeschädigte Querschnittsfläche
zur Verfügung steht. Der Spannungsvektor S im spannungsbasierten Versagenskriterium nach
Gleichung (7.4) ist daher als effektive Größe S

~
 zu verstehen (Gleichung (5.1)). Demnach sind

die effektiven Spannungen S
~
 in das Kriterium einzusetzen, vergleiche auch Matzenmiller et al.

(1995). Gleichung (7.4) kann man somit modifiziert angeben:

f (S
~
) � S

~T
PS

~� (7.72)P � diag�
	




0, 0, 1, 0,�
S

t
33

S23
�
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,�
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S13
�
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�
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�
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Mit den effektiven Spannungen S
~
� CelE nach Gleichung (5.1) kann die äquivalente Verzer-

rung �v als

�v(E) :� 1
C33

ETCelTPCelE� (7.73)

definiert werden. Die Definition (7.73) hat formale Ähnlichkeiten mit den Vergleichsverzerrun-
gen nach Gleichung (5.16) bis (5.18). Im Unterschied dazu führt sie jedoch durch die spezielle
Kopplungsmatrix P auf eine nicht-assoziierte Schädigungsformulierung. Ferner soll in Glei-
chung (7.73) der Verzerrungsvektor

E � [E11, E22, E33, 2E12, 2E23, 2E13]
T (7.74)

in Kombination mit der Werkstoffmatrix Cel nur positive Werte der Dickennormalspannung be-
rücksichtigen, also

S33 � C13E11� C23E22� C33E33 �
!

0 . (7.75)

Negative Dickennormalspannungen liefern daher keinen Beitrag zur äquivalenten Verzerrung
�v. Der Vorfaktor 1�C33 in Gleichung (7.73) stellt eine Normierung auf den Steifigkeitswert in
Dickenrichtung dar. Dies ist nötig, um eine dimensionslose Größe für �v zu erhalten, siehe auch
Schipperen (2001a/b).

7.3.3 Definition der Schädigungsevolution

Grundsätzlich ist die Wahl der „richtigen” Schädigungsevolution �(�) nicht trivial, was sich
auch durch die Vielzahl unterschiedlicher Ansätze in der Literatur ausdrückt. In Geers (1997)
und Peerlings (1999) sind einige aufgeführt und graphisch dargestellt, siehe auch Mazars und
Pijaudier-Cabot (1989) sowie Chaboche et al. (1995).

Wegen seiner größeren Flexibilität wird das sogenannte ‘Modified-Power-Law’ verwendet, das
zu der Gruppe von Schädigungsevolutionen gehört, die den Schädigungswert d � 1 bei einem
endlichen Wert von � erreichen, siehe Geers (1997). Es kann mit

d � �(�) � (7.76)1� 	
�i
�


�

	
�u � �
�u � �i




�

1

für �i � � � �u

für �u � �

0 für � � �i

angegeben werden. Dabei stellt � den in der Belastungsgeschichte maximal erreichten Wert der
äquivalenten Verzerrung �v dar, der in Analogie zu Gleichung (5.27) mit

� � max
–��t��

(�v) (7.77)

gegeben ist. Die Exponenten � und � in Gleichung (7.76) steuern den Verlauf der Schädigungs-
evolution und somit den Spannungsabfall bzw. den Entfestigungsverlauf. Sie verhelfen der
Schädigungsevolution zu einer größeren Flexibilität als es bei einer rein linear-entfestigenden
Formulierung der Fall ist, die durch � � � � 1, 0 gegeben ist, siehe auch Abb. 7.18 und Abb.
7.19.
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Den Startwert der Schädigung �i in Gleichung (7.76) kann man über Gleichung (7.73) mit

�i �
S

t
33

C33
� E33,i (7.78)

angeben. Eine Schädigung tritt also erst dann ein, wenn die äquivalente Verzerrung �v den elasti-
schen Wert der Dickennormalverzerrung E33,i überschreitet.

Der Maximalwert der äquivalenten Verzerrung �u ist wie in Kapitel 7.2.2 über die freigesetzte
Bruchenergie Gc als Fläche unter der Spannungs-Dehnungs-Beziehung zu berechnen. Die Span-
nungskomponente in Dickenrichtung lautet unter der Annahme eines einaxialen Zugversuchs:

S33 � (1� d) C33 E33 � 	
�i
�


�

	
�u � �
�u � �i




�

C33 E33 , (7.79)

wobei zusätzlich E33 � � gilt. Somit ist die Fläche unter der Spannungs-Dehnungs-Beziehung

�

�u

�i

�	
�i
�


�

	
�u � �
�u � �i




�

C33 �� d� �
! Gc

hPS
. (7.80)

Mit konkreten Werten für � und � lässt sich die Integration in Gleichung (7.80) ausführen und
für den folgenden Sonderfall, dass � � � � 1, 0 ist, explizit nach �u auflösen. Hingegen für
Werte � � 1, 0 oder � � 1, 0 muss �u iterativ bestimmt werden. Mit der Annahme einer sehr
geringen Dicke der Prozessschicht führt dies auf

�u � �i �
2Gc

S
t
33 hPS

�

2Gc

S
t
33 hPS

. (7.81)

Abb. 7.18 zeigt die globale Strukturantwort und die Schädigungsevolution für den einaxialen
Zugversuch nach Abb. 7.14 und den Materialparametern nach Abb. 7.8. Die gewählte Schädi-
gungsevolution liefert mit den Exponenten � � � � 1, 0 einen linearen Entfestigungsverlauf
bzw. einen linearen Spannungsabfall.

In Abb. 7.19 ist die Strukturantwort für den einaxialen Zugversuch nach Abb. 7.16 dargestellt,
allerdings mit verschiedenen Werten für die Exponenten � und �. Während der Exponent � le-
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Abb. 7.18: Strukturantwort und Schädigungsevolution: Einaxialer Zugversuch
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diglich den Verlauf nach Erreichen der maximalen Last beinflusst, verändert � den Maximalwert
erheblich. Weiterhin kann bei Werten von � � 1, 0 ein ‘Snap-Back’-Verhalten der gegenseiti-
gen Verschiebung u1 von Schalenoberseite und Schalenunterseite beobachtet werden. Die Ener-
gie, die dabei jeweils dissipiert wird, ist gleich, wie die Betrachtung der gegenseitigen Verschie-
bung u2 von Prozessschichtoberseite und -unterseite zeigt. Die Fläche unter den
Last-Verschiebungs-Verläufen ist für alle Werte von � gleich.

Im Folgenden wird in Anlehnung an Kapitel 5.4 die Materialtangente Ced
tan sowohl für die iso-

trope 1-Parameter Schädigung als auch für die selektive Schädigung hergeleitet.

7.3.4 Elasto-geschädigte Materialtangente

Für die isotrope 1-Parameter Schädigung ist die Spannungsrate nach Gleichung (5.28) mit

(5.28)S
.
� (1� d) Cel E

.
� d

.
Cel E

gegeben.
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Die Ratenform des Schädigungsparameters ist in Abweichung zu Gleichung (5.29) wie folgt zu
bestimmen:

d
.
�

��

��
�
.

mit �
.
�

��

��v
�
��v

�E
�

T

E
.

(7.82)

Die in Gleichung (7.82) verwendeten Gradienten lauten:

��

��
�

1
H
� (1� �(�)) �

�
� �

�
�u � �	 , (7.83)

��

��v
� 


1
0 (7.84)

für weitere Schädigung
sonst

��v

�E
�

1
C33�v

CelT P Cel E � S
^

. (7.85)

und

Über die Beziehung der Spannungs- und Verzerrungsrate S
.
� Ced

tan E
.
 kann die Materialtan-

gente für die isotrope Elasto-Schädigung Ced
tan schließlich als

(7.86)Ced
tan � (1� d) Cel

�
1
H

��

��v
S
~

S
^ T

angegeben werden. Im Vergleich mit der assoziierten Formulierung nach Kapitel 5.4 fällt auf,
dass sich die Gleichungen (5.32) und (7.86) lediglich im zweiten Ausdruck unterscheiden. Des
Weiteren sind die beiden Spannungsvektoren S

^
 und S

~
 nicht parallel, wodurch eine unsymmetri-

sche Materialtangente Ced
tan entsteht.

Für die selektive Schädigung lautet hingegen die Ratenform der Spannungen:

S
.
� Ced(d) E

.
�

�Ced(d)
�d

d
.

E . (7.87)

Die Rate des Schädigungsparameters d
.
 ist dabei über Gleichung (7.82) und der Gradient

�Ced
��d über Gleichung (7.71) gegeben. Unter Verwendung der Gleichungen (7.83) bis (7.85)

erhält man die Materialtangente für die selektive Schädigung Ced
tan als

(7.88)Ced
tan � Ced

�
1
H

��

��v

�Ced

�d
E S

^ T
.

Auch hier ist die Unsymmetrie der elasto-geschädigten Materialtangente zu erkennen, die aus
der nicht-assoziierten Formulierung und der Verwendung der äquivalenten Verzerrungen nach
Gleichung (7.73) resultiert.

7.3.5 Viskose Regularisierung

Im Sinne eines Ansatzes nach Allix et al. (1998) bzw. Ladev�ze et al. (2000) wird bei der visko-
sen Regularisierung die Rate der Schädigungsvariablen d anstelle einer Auswertung über die
Konsistenzbedingung als konstitutive Gleichung definiert. In der vorliegenden Arbeit wird die
Rate des Schädigungsparamters gegenüber Gleichung (5.36) etwas modifiziert angenommen:

d
.
�

1
� � �(�) � d � . (7.89)
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Dabei bezeichnet � den Dämpfungsparameter und � x � die Rampenfunktion. Gleichung
(7.89) muss innerhalb des inkrementell-iterativen Newton-Raphson-Verfahrens integriert wer-
den. Hierzu steht einerseits die vollständige Integration und andererseits das Rückwärts-Euler-
Verfahren zur Verfügung, vergleiche Kapitel 4.4 bzw. Simo und Ju (1987) oder Ju (1992). Bei
Verwendung des Rückwärts-Euler-Verfahrens und unter der Annahme, dass eine weitere Schädi-
gung (�(�) � d � 0) stattfindet, erhält man für die Schädigungsvariable dn�1 zum Zeitpunkt
tn�1 :

dn�1 � dn � �dn�1 mit �dn�1 �
�tn�1

�
��(�n�1) � dn�1

� . (7.90)

In Gleichung (7.90) bezeichnet �tn�1 die Zeitschrittweite und es folgt durch Auflösen nach
dn�1

dn�1 �
dn �

�tn�1

� �(�n�1)

1�

�tn�1

�

. (7.91)

Analog zur Viskoplastizität lassen sich folgende Grenzfälle untersuchen:

• Für �� � �tn�1
� 	 0 folgt dn�1 	 dn. Man erhält somit die rein elastische Lö-
sung.

• Für �� � �tn�1
� 	 � folgt dn�1 	 �(�n�1). Man erhält somit die ratenunab-
hängige Lösung.

In Abb. 7.20 sind für das Modellproblem nach Abb. 7.16 die Last-Verschiebungs-Kurven für
verschiedene Dämpfungsparameter � dargestellt. Man erkennt deutlich, dass bei größerer
Dämpfung �� � �t
� 	 0 die dissipierte Energie als Fläche unter der Last-Verschiebungs-
Kurve größer wird und insgesamt mehr Bruchenergie Gc dissipiert wird als dem System eigent-
lich zur Verfügung steht.

Eine automatische Bestimmung eines adaptiven Dämpfungsparameters �*  analog zur Dela-
minationsplastizität in Kapitel 7.2 wurde bis dato noch nicht realisiert.

F [102 N]

Abb. 7.20: Strukturantwort bei viskoser Schädigung
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7.4 Schädigungsmodell mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium

In diesem Abschnitt soll ein Schädigungsmodell hergeleitet werden, das anstelle einer verzer-
rungsbasierten Schädigungsfunktion die Definition einer äquivalenten Energiefreisetzungsrate
Y verwendet. Für den Sonderfall, dass die kritischen Bruchenergien in den verschiedenen Bruch-
modi (Gc�, Gc��, Gc���) gleich sind, führt dieses Schädigungsmodell auf eine symmetrische ge-
schädigte Materialtangente Ced

tan. Im Folgenden wird dieses Modell auch als ein energiefreiset-
zungsraten-basiertes Schädigungsmodell bezeichnet.

Aufbauend auf der Definition für die „freie Helmholtz-Energie” � (Kapitel 7.4.1) wird zunächst
in Kapitel 7.4.2 eine äquivalente Energiefreisetzungsrate Y als Schädigungsfunktion definiert
und erläutert. Anschließend geht Kapitel 7.4.3 auf die gewählte Schädigungsevolution �(Y) ein
und bestimmt u.a. den Start- und Endwert für die Schädigungsentwicklung. Darauf folgend wird
die elasto-geschädigte Materialtangente in Kapitel 7.4.4 und die viskose Erweiterung in Kapitel
7.4.5 vorgestellt.

7.4.1 Definition der freien Helmholtz-Energie �

Die „freie Helmholtz-Energie” � ist in ähnlicher Weise zum vorherigen Ansatz der selektiven
Schädigung, siehe Gleichung (7.67), definiert, wobei die folgende geschädigte Materialmatrix
Ced angenommen wird:

Ced(d) :�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

C11

0

0
0
0
0

C12

C22

0
0
0
0

(1� d3)C13

(1� d3)C23

(1� d3)C33

0
0
0

0

0

0
C44

0
0

0

0

0
0

(1� d2)C55

0

0

0

0
0
0

(1� d1)C66

�
�

�

�

�

�

�

�

	

. (7.92)

symm.

Die drei skalaren Schädigungsparameter d1, d2 und d3 sind dabei den jeweiligen Bruchmodi II,
III und I zugeordnet. In Gleichung (7.92) entspricht die Richtung 1 der Winkelhalbierenden, die
durch die Faserorientierung der angrenzenden Schichten festgelegt ist. Richtung 2 ist hierzu
senkrecht, während die dritte Richtung der Dickenrichtung entspricht, vergleiche Abb. 7.2. Wie
schon beim selektiven Schädigungsmodell (siehe Gleichung (7.68)) führt man den Schädigungs-
parameter d3 in (7.92) so ein, dass ein unterschiedliches Schädigungsverhalten bei Zug- bzw.
Druckbeanspruchung in Dickenrichtung berücksichtigt wird.

d3 �
d3

0
(7.93)

für S33 � 0 ,
für S33 � 0 .

Analog zu (7.69) lässt sich die „freie Helmholtz-Energie” � mit

(7.94)�(E, d) :� 1
2

ETCed(d)E

definieren. Der Ansatz nach Gleichung (7.92) bis (7.94) führt auf einen Ausdruck für die geschä-
digte Energie, der Analogien zu einem Schädigungsansatz von Allix et al. (1995), Allix und Co-
rigliano (1996) bzw. Corigliano und Allix (2000) aufweist. Bei den genannten Autoren wird al-
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lerdings die Delamination über ein ‘Interface’ beschrieben, so dass sich deren geschädigte freie
Energie folgendermaßen angeben lässt:

�(u, d) � 1
2

(1� d1)k1[|u1|]
2
�

1
2

(1� d2)k2[|u2|]
2
�

(7.95)1
2

(1� d3)k3
�� [|u3|] ��

2
�

1
2

k3
�� � [|u3|] ��

2
.

Dabei bezeichnen die Größen ki die ‘Interface’-Steifigkeiten in [MN�m3], [|ui|] die Komponen-
ten der Verschiebungssprünge und di die Schädigungsparameter in den vorher genannten Rich-
tungen. Auch dieser Ansatz berücksichtigt, dass nur positive Werte von � [|u3|] � einen Bei-
trag zur Schädigung leisten. Weitere Ansätze dieser Art, die aber auf der Definition der
geschädigten Komplementärenergie des ‘Interface’ beruhen, gehen auf die Arbeiten von La-
devèze und Le Dantec (1992), Allix et al. (1998) und Ladevèze et al. (2000) zurück. Die weitere
Herleitung wird aus Gründen einer einfacheren Schreibweise und ohne Beschränkung der Allge-
meinheit für den Fall positiver Dickennormalspannungen durchgeführt.

Aus Gleichung (7.94) leiten sich die Spannungen

S�
��
�E

� Ced(d)E (7.96)

in der üblichen Form ab. Die Energiefreisetzungsraten Yi , die dem jeweiligen Bruchmodus zu-
geordnet sind, können aus der partiellen Ableitung der freien Energiefunktion � nach den einzel-
nen Schädigungsparametern (d1, d2, d3) ermittelt werden, also

Y3 � �
��
�d3

�
1
2

E2
33C33� E33E11C13� E33E22C23 , (7.97)

Y2 � �
��
�d2

�
1
2

(2E23)
2C55 , (7.98)

Y1 � �
��
�d1

�
1
2

(2E13)
2C66 . (7.99)

Der anliegende Belastungs- bzw. Verzerrungszustand wird somit hinsichtlich der Energiefreiset-
zungsraten Yi in seine Modus-Komponenten aufgeteilt. Zusammen mit der Rate des jeweiligen
Schädigungsparameters di müssen sie die reduzierte Dissipationsungleichung (5.14) erfüllen.
Die infolge der Schädigung dissipierte Energie lautet somit

Dred
� Y1d

.

1 � Y2d
.

2 � Y3d
.

3 � 0 . (7.100)

7.4.2 Definition einer äquivalenten Energiefreisetzungsrate als Schädigungsfunktion

Im allgemeinen Fall können die drei Schädigungsparameter d1, d2 und d3 unterschiedliche
Werte haben und je nach Belastung unterschiedlich schnell aktiviert bzw. zu verschiedenen Zeit-
punkten die vollständige Entfestigung (di � 1) erreichen. Da allerdings die Prozessschicht sehr
dünn ist, kann man davon ausgehen, dass auch dann eine vollständige Schädigung in allen Modi
auftritt, wenn nur ein Schädigungsparameter den Wert Eins erreicht hat. Die Schädigungsent-
wicklung der einzelnen Schädigungsparameter ist somit stark gekoppelt, woraus sich analog zu
Allix et al. (1998) eine äquivalente Energiefreisetzungsrate Y definieren lässt:

Y� 	�Y3
�

�
� �a1Y1

�

�
� �a2Y2

�

�



1��

. (7.101)
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Gleichung (7.101) stellt in Kombination mit der Definition des Schädigungsbeginns in Glei-
chung (7.106)1 die Schädigungsfunktion dar. Die Materialparameter a1 und a2 werden in Corig-
liano und Allix (2000) bzw. Ladev�ze et al. (2000) mit den Verhältnissen der kritischen Bruche-
nergien für die einzelnen Versagensmodi gleichgesetzt:

a1 �
GcI

GcII
; a2 �

GcI

GcIII
; Yc �

GcI

hPS
. (7.102)

Sie können auch als Wichtungsparameter angesehen werden, die die aktuellen Energiefreiset-
zungsraten Yi proportional zum Verhältnis ihrer kritischen Bruchenergien gewichten. Durch die
beschränkte Verfügbarkeit von Versuchsergebnissen wird bei den zuvor genannten Autoren wie
auch in dieser Arbeit davon ausgegangen, dass a1 � a2 ist. Die Prozessschicht verhält sich also
transversal isotrop.

Anhand von Versuchsergebnissen mit unterschiedlichen Faserorientierungen und Belastungs-
modi können die Materialparameter �, a1 bzw. a2 und GcI bzw. Yc ermittelt werden, siehe Allix
et al. (1998) und Ladev�ze et al. (1998). Allerdings variieren diese je nach Faserorientierung der
angrenzenden Schichten. Die Materialparameter sind somit abhängig vom Schichtaufbau und
daher eher als ‘Interface’-Parameter zu sehen. In Allix et al. (1998) sind für verschiedene Lami-
natschichtungen die identifizierten Materialparameter angegeben. Des Weiteren wird dort dar-
auf hingewiesen, dass bei einer reinen Aufsummierung der Energiefreisetzungsraten (� � 1)
in Gleichung (7.101) eine zufriedenstellende und darüber hinaus konservative Übereinstim-
mung mit den Versuchsergebnissen für sämtliche Faserorientierungen und sämtliche Belas-
tungsmodi festzustellen ist.

Wie schon erwähnt kann Gleichung (7.101) zusammen mit Gleichung (7.106)1 auch als Versa-
gensfläche im Raum der Energiefreisetzungsraten (Yi � 0) dargestellt werden. Abb. 7.21 zeigt
nun den Einfluss der Materialparameter �, a1 und a2 auf die Schädigungsfunktion bzw. auf die
Schädigungsfläche. Während die Materialkenngröße � die grundsätzliche Form der Fläche be-
einflusst, gekrümmt oder eben, steuern die Materialparameter a1 bzw. a2 umgekehrt proportio-
nal die Achsenabschnitte auf der Y1- bzw. Y2-Achse, siehe Abb. 7.21b). Für Werte � � 1, 0 ist
die Versagensfläche nicht konvex (nach außen) sondern konkav (nach innen) gekrümmt. Hinge-
gen ergibt sich bei � � 1, 0 eine schräge Ebene im Raum, deren Normalenvektor für
a1 � a2 � 1, 0 gleich der Raumdiagonale ist (Abb. 7.21a)). Ein Achtel einer Kugel erhält man
bei � � 2, 0 und a1 � a2 � 1, 0 (Abb. 7.21c)).

Des Weiteren soll noch auf einen Sachverhalt eingegangen werden, der die Objektivität der
Nachbruchergebnisse betrifft. In Lema�tre (1996) wird der Zusammenhang zwischen Bruch-
energie Gc und Energiefreisetzungsrate Yc aufgezeigt. Dies geschieht durch die Betrachtung der
Schädigungsvorgänge auf der Mikroebene und der anschließenden Homogenisierung innerhalb
eines repräsentativen Volumenelementes (RVE), das auf der Mesoebene definiert ist. Dabei
nimmt man an, dass die im Rahmen der klassischen Bruchmechanik dissipierte Energie gleich
der Energie sein muss, die im Rahmen der Kontinuumsschädigungsmechanik dissipiert wird.
Auf die Darstellung des gesamten Vorgehens soll verzichtet werden. Lediglich das Ergebnis wird
gezeigt, das die charakteristische Länge des RVE (auch als interne Länge bezeichnet) über den
Zusammenhang zwischen Bruchenergie und Energiefreisetzungsrate liefert:

� �

Gc
Yc

, Gc [MNm�m2] , Yc [MN�m2] . (7.103)
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Abb. 7.21: Einfluss der Materialparameter auf die Schädigungsfläche
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Bei der numerischen Simulation der Delamination mittels einer Prozessschicht endlicher Dicke
entspricht � gerade der Prozessschichtdicke hPS. In Gleichung (7.102) ist daher die kritische
Energiefreisetzungsrate Yc abhängig von der Prozessschichtdicke, so dass bei unterschiedlichen
Dicken stets die gleiche Bruchenergie Gc dissipiert wird. Dasselbe Ergebnis liefert auch eine Di-
mensionsanalyse, was Gleichung (7.103) mit den angegebenen Einheiten verdeutlichen soll. In
Allix et al. (1995, 1998) bzw. Corigliano und Allix (2000) ist diese Unterscheidung nicht nötig,
weil die ‘Interface’-Steifigkeiten mit der Einheit [MN�m3] definiert sind. Die Energiefreiset-
zungsraten entsprechen bezüglich der Einheiten bereits den Bruchenergien.

7.4.3 Definition der Schädigungsevolution

Infolge der beschriebenen starken Kopplung der Schädigungsparameter reicht es, nicht nur eine
äquivalente Energiefreisetzungsrate, sondern auch nur eine Schädigungsevolution, die für alle
drei Schädigungsparameter gleich ist, zu definieren. Da die Verzerrungen in die äquivalente
Energiefreisetzungsrate Y quadratisch eingehen, für die Strukturantwort aber ein linearer Ent-
festigungsverlauf entstehen soll, wird die Schädigungsevolution in Anlehnung an Allix et al.
(1995) als Wurzelfunktion der Energiefreisetzungsrate wie folgt definiert:

d1 � d2 � d3 � d � �(Y) � 1�

Yi
�

Y�
Yu

�
� Y�

Yu
�

� Yi
�

(7.104)

Y� max (Yi , max
–��t��

(Y)) . (7.105)
mit

In Gleichung (7.105) kann man Y wieder als den Geschichtsparameter ansehen, der sich aus dem
maximal erreichten Wert der äquivalenten Energiefreisetzungsrate Y und einem Schädigungs-
startwert Yi ergibt. Die Schädigungsevolution nach Gleichung (7.104) beschreibt im Spannungs-
Dehnungs-Diagramm eine lineare Entfestigung, so dass es möglich ist, die verschiedenen Schä-
digungsmodelle mit dem Plastizitätsmodell zu vergleichen.

Die Materialparameter Yi und Yu in Gleichung (7.104) beschreiben den Schädigungsbeginn
bzw. den Maximalwert der Energiefreisetzungsrate, der mit einer vollständigen Schädigung
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gleichzusetzen ist. Zum Erhalt netzunabhängiger Nachbruchergebnisse muss Yu abhängig von
der Prozessschichtdicke sein. Yi und Yu sind daher folgendermaßen definiert:

Yi �

�S
t
33�

2

2 C33
und Yu �

2 G2
cI C33

�S
t
33�

2
h2

PS

�

2 Y2
c C33

�S
t
33�

2
. (7.106)

Durch die Wahl von einer einzigen Schädigungsevolution erreichen alle Schädigungsparameter
zum gleichen Zeitpunkt den Zustand der kompletten Schädigung. In Alfano und Crisfield (2001)
wird dieser Umstand auch als eine Zwangsbedingung für die Schädigungsevolution bezeichnet.

Auf eine physikalische Unzulänglichkeit dieses Schädigungsmodells soll noch kurz hingewie-
sen werden. Bei beliebiger Wahl der Materialparameter a1 bzw. a2 und einer reinen Schubbean-
spruchung (beispielsweise E13) beginnt das Versagen in der Regel nicht bei der Grenzspannung
S13. Der Grund hierfür liegt zum einen in der Definition für Yi , die sich an der Dickenrichtung
mit S

t
33 und C33 orientiert und zum anderen an den Definitionen der Materialparameter a1 bzw.

a2, die sich lediglich aus den Bruchenergien ergeben. Soll der Schädigungsbeginn tatsächlich
bei Erreichen der Versagensspannung S13 eintreten, siehe Abb. 7.22, so müssen a1 und a2 über
die folgenden Ausdrücke bestimmt werden:

a1 � �
S

t
33

S13
�

2
C66

C33
und a2 � �

S
t
33

S23
�

2
C55

C33
. (7.107)

Gleichungen (7.107)1 und (7.107)2 können auch für den Fall verwendet werden, dass die Bruch-
energien GcII und GcIII nicht bekannt sind. Bei den vorgestellten Materialmodellen, die das Bre-
wer-Lagace-Delaminationskriterium verwenden (Kapitel 7.2 und 7.3), taucht dieses Problem
nicht auf, da die Kopplungsmatrix P schon die Verhältnisse der Versagensspannungen enthält.
Dafür muss bei diesen Modellen die globale kritische Bruchenergie Gc bekannt sein, die vom
jeweiligen Verhältnis der Bruchmodi in der aktuellen Belastung abhängt. In der Literatur wird
dieses Problem oft umgangen und die Schädigungsevolution ohne Startwert (Yi � 0), also von
Beginn an, definiert.
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7.4.4 Elasto-geschädigte Materialtangente

Die Spannungsrate lässt sich analog zur selektiven Schädigung (Gleichung (7.87)) mit

(7.87)S
.
� Ced E

.
�

�Ced

�d
d
.

E

angeben. Der Gradient �Ced
��d wird dabei nach Gleichung (7.71) und die geschädigte Material-

matrix Ced nach Gleichung (7.92) bestimmt. Die Ratenform des Schädigungsparameter ist im
Unterschied zu Gleichung (5.29) wie folgt zu bestimmen:

d
.
�

��

�Y
�Y
�Y
	�Y
�E



T

E
.

. (7.108)

Der Gradient der Schädigungsevolution nach der Energiefreisetzungsrate lautet dabei

��
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�
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�
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�
1
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. (7.109)

Weiterhin gilt:

�Y
�Y

� �
1
0 (7.110)

für weitere Schädigung
sonst .

,

Der Gradient �Y��E lässt sich wie folgt schreiben:
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. (7.111)

Für die elasto-geschädigte Materialtangente Ced
tan erhält man schließlich:

(7.112)Ced
tan � Ced

�
1
H

�Y
�Y

�Ced

�d
E S

^ T
.

Sie ist symmetrisch, wenn die kritischen Bruchenergien der einzelnen Modi GcI, GcII und GcIII
gleich sind (a1 � a2 � 1, 0). Man erhält dann eine assoziierte Schädigungsformulierung.

7.4.5 Viskose Regularisierung

Die ratenabhängige Form der Schädigungsevolution wird in gleicher Weise wie in Kapitel 7.3.5
definiert, so dass gilt:

d
.
�

1
� � �(Y) � d � . (7.113)
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Abb. 7.23: Strukturantwort bei viskoser Schädigung
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Für das Modellproblem nach Abb. 7.16 sind in Abb. 7.23 die Last-Verschiebungs-Kurven für
verschiedene Dämpfungsparameter dargestellt. Die Ergebnisse entsprechen qualitativ und na-
hezu quantitativ denen nach Abb. 7.20. Auch bei diesem Modell wurde eine automatische Be-
stimmung eines adaptiven Dämpfungsparameters �*  bis dato noch nicht realisiert.
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7.5 Modellbeispiel

Neben den bereits vorgestellten Modellbeispielen soll im Folgenden sowohl das Be- als auch das
Entlastungsverhalten der verschiedenen Materialmodelle miteinander verglichen werden.
Hierzu wird ein Quader mit Kantenlänge 1 mm untersucht, der vollständig aus einem entfesti-
genden Material besteht (vergleiche Abb. 7.14). Im Unterschied zu den in Abb. 7.8 angegebenen
Materialparameter wird die Querdehnzahl mit Null angenommen. Der Würfel sei zwängungsfrei
gelagert und wird nach dem in Abb. 7.24 vorgegebenen Belastungsschema abwechselnd in x-
und in z-Richtung be- und entlastet. In Abb. 7.25 sind die berechneten Last-Verschiebungs-Kur-
ven aller Modelle dargestellt. Die Verschiebungen in x-Richtung ux werden durch die gestrichel-
ten Verläufe wiedergegeben, während die Verschiebungen in z-Richtung uz durch die durchgezo-
genen Linien dargestellt sind.

Bei der ersten Be- und Entlastung in x-Richtung (Kurven 1 und 2) liefern alle Modelle zunächst
die gleichen Last-Verschiebungs-Antworten, weil das Material noch ungeschädigt ist und sich
rein elastisch verhält. Es können keine materiell nichtlinearen Effekte entstehen, da die Dela-
minationsmodelle nur auf Spannungen in Dickenrichtung S33 „ansprechen” und die Querdehn-
zahl mit Null gewählt wurde. Steigert man die Belastung allerdings nun in z-Richtung (Kurve
3), wird für alle Modelle beim Lastfaktor � � 51, 7 die Grenzspannung in Dickenrichtung S

t
33

erreicht und es findet eine Entfestigung mit identischem Verlauf statt. Die Entlastung (Kurve 4)
aus diesem Zustand macht den ersten offensichtlichen Unterschied deutlich. Der Entlastungsast
verläuft je nach verwendetem Modell (Plastizität oder Schädigung) entweder parallel zum elasti-
schen Belastungsast oder auf den Ursprung zurück. Bei der erneuten Belastung in x-Richtung
(Kurve 5) macht sich beim isotropen Schädigungsmodell nun die angenommene Isotropie be-
merkbar. Die aus der Last in z-Richtung hervorgerufene Schädigung wirkt sich auch in die x-
Richtung und in sämtliche andere Richtungen aus, so dass die Steifigkeit des Wiederbelastungs-
astes geringer ist als bei der Erstbelastung (Kurve 1). Die Delaminationsmodelle der selektiven
und der energiefreisetzungsraten-basierten Schädigung zeigen dieses Verhalten nicht, weil nur
bestimmte Komponenten der Materialmatrix geschädigt werden. Die Schädigung wirkt sich da-
her anisotrop aus. Werden die Schädigungsmodelle für sehr dünne Prozessschichten verwendet,
macht sich dieser Unterschied aber kaum bemerkbar. Das Plastizitätsmodell liefert bei Be- und
Entlastung in die verschiedenen Richtungen selbstverständlich keinen Unterschied, da die Pla-
stizität nicht die elastischen Materialparameter verändert (Plastizitätsmodell → keine Material-
degradation).

Bei einer Belastungsumkehr bis in den Bereich negativer Dickennormalspannungen, siehe Abb.
7.26, unterscheiden sich die Schädigungsmodelle ebenfalls. Das selektive und das energiefrei-

Abb. 7.24: Be- und Entlastungsversuche in x- und z-Richtung
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Abb. 7.25: Be- und Entlastungsversuche in x- und z-Richtung
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Abb. 7.26: Belastungsumkehr in den Druckbereich
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setzungsraten-basierte Schädigungsmodell verwenden nämlich bei Schließung des Risses wie-
der die ungeschädigten Größen für Steifigkeiten C13, C23 und C33 (‘Stiffness-Recovery’). Das
bedeutet, dass bei negativen Dickennormalspannungen eine uneingeschränkte Lastübertragung
möglich ist. Dieses Verhalten ist durch die Einführung der Schädigungsparameter nach Glei-
chung (7.68) bzw. (7.93) modellierbar. Für die Schubsteifigkeiten C55 und C66 wird allerdings
weiterhin der aktuelle Schädigungszustand berücksichtigt, so dass nur eine eingeschränkte
Schubübertragung möglich ist. Das isotrope Schädigungsmodell berücksichtigt die Wiederher-
stellung der ungeschädigten Steifigkeiten C13, C23 und  C33 infolge Rissschließung überhaupt
nicht und geht mit der Steigung des Entlastungsastes durch den Ursprung hindurch. Dieser „De-
fekt” kann sich natürlich auch bei einer Strukturanalyse bemerkbar machen. Wurde eine voll-
ständige Entfestigung (d � 1) erreicht, kann eine gegenseitige Durchdringung ungehindert
stattfinden, vergleiche Kapitel 8.9.

Selbstverständlich könnte man das isotrope Schädigungsmodell auch dahingehend erweitern,
dass es die Wiederherstellung der Steifigkeiten C13, C23 und  C33 bei Rissschließung berücksich-

tigt. Es ist dann die folgende geschädigte Materialmatrix Ced zu verwenden:

Ced(d) :� (1� d)
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(7.114)
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d �
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für S33 � 0 ,
für S33 � 0 .mit
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88(8 Numerische Beispiele

In den bisherigen Kapiteln sind die verschiedenen Materialmodelle, die zur Beschreibung des
nichtlinearen Materialverhaltens von Faserverbundstrukturen vorgestellt bzw. entwickelt wur-
den, nur an einfachen Modellbeispielen getestet worden. Die nun folgenden Beispiele dienen
dazu, die Wirkungsweise der Materialmodelle bei der Struktursimulation aufzuzeigen. Zunächst
verdeutlichen die ersten, einleitenden Beispiele die Tauglichkeit der verwendeten mehrschichti-
gen Schalenformulierung und die Komplexität des Deformationsverhaltens von Faserverbund-
strukturen. Hiernach zeigen einige Schalenbeispiele die Auswirkungen der anisotropen Verfesti-
gung beim Hoffman-Plastizitätsmodell auf. Dabei wird auch der Einfluss der geometrischen
Nichtlinearität auf das Strukturverhalten aufgezeigt. Anschließend liefern mehrere Beispiele zur
Versagensart der Delamination eine Gegenüberstellung der Simulationsergebnisse bei Verwen-
dung der verschiedenen Delaminationsmodelle.

8.1 Balken mit konzentrierter Lasteinleitung

Anhand des nachfolgenden Beispiels soll die Leistungsfähigkeit des vorgestellten Schalenmo-
dells mit höherwertigem Ansatz aufgezeigt werden. Dazu wird ein scheibenförmiger Stab unter-
sucht, der an beiden Seiten durch eine konzentrierte Linienlast in der Schwerachse belastet ist
und folglich eine Singularität unter der Lasteinleitung aufweist, siehe Abb. 8.1. Bei der Nähe-
rungslösung mit der FEM können jedoch keine Singularitäten auftreten und es ergibt sich daher
ein zwar recht hoher, aber dennoch endlicher Wert für die Spannungen und die Verschiebungen.
Je feiner man die Diskretisierung in der Umgebung der Singularität wählt, desto höher werden
auch die errechneten Spitzenwerte. Im Folgenden wird nicht die Stelle der Lasteinleitung bei
x � 0, 0 untersucht, sondern es werden Schnitte bei x � 0, 25, 0, 75 und 1, 25 geführt und je-
weils die Normalspannungsverteilung in x-Richtung ausgewertet. Hiermit soll aufgezeigt wer-
den, dass das mehrschichtige Schalenmodell in der Lage ist, komplexe Deformations- und Span-
nungszustände zu beschreiben, die beispielsweise im Nähe von Lasteinleitungsstellen oder bei
materiellen Diskontinuitäten entstehen.

Die Diskretisierung des halben Systems erfolgt mit achtknotigen, mehrschichtigen Schalenele-
menten und ist in Abb. 8.1 dargestellt. In Balkenlängsrichtung wird zum Lasteinleitungsbereich

Abb. 8.1: Geometrie, Materialdaten und Diskretisierung
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hin eine feinere Diskretisierung gewählt. Die Dickenrichtung ist in acht Berechnungsschichten
eingeteilt, deren einzelne Schichtstärken ebenfalls angegeben sind. Die geringeren Schichthö-
hen zur Schalenmittelfläche hin können dabei als eine Diskretisierungsverfeinerung des Lastein-
leitungsbereiches interpretiert werden. Infolge der acht Berechnungsschichten weist jeder FE-
Knoten 27 Freiheitsgrade auf. Die Berechnung wird geometrisch und materiell linear
durchgeführt.

Zum Vergleich der numerischen Simulationsergebnisse wird eine Näherungslösung nach Girk-
mann (1963) herangezogen, die auch in Schultz (1996) angegeben ist. Die analytische Lösung
für die Spannungsverteilung setzt sich dabei aus zwei Anteilen zusammen: aus der Lösung für
den Einzellastangriff an einer unendlich ausgedehnten Scheibe und aus der Lösung für den Ein-
zellastangriff an einer streifenförmigen Scheibe. Im Folgenden werden aufgrund der singulären
Lasteinleitung Schnitte mit einem gewissen Abstand zum Rand untersucht.

Abb. 8.2: Normalspannungsverteilung S11 über die Balkenhöhe
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In Abb. 8.2 sind die Normalspannungsverläufe in x-Richtung und in der Scheibenmittelfläche
(y � 0, 05) für einige Schnitte mit x � const. dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die Verläufe
sowohl qualitativ als auch quantitativ gut mit denen der analytischen Näherungslösung überein-
stimmen. Die Sprünge, die in den Normalspannungsverläufen an den Übergängen der Berech-
nungsschichten zu sehen sind, entstehen dabei aus der linearen Extrapolation der Werte an den
Gauß-Punkten (zwei pro Schicht) über die jeweilige Schichthöhe (linearer Verschiebungsansatz
über die Schichthöhe). Außerdem ist in Abb. 8.2 noch die konstante Normalspannungsvertei-
lung dargestellt, die sich aus der Berechnung mit nur einer Berechnungsschicht über die Balken-
höhe ergibt.

Deutlich kann in Abb. 8.2 auch das Abklingen der Randstörung bzw. der Singularität bei größe-
rer Entfernung vom Rand beobachtet werden (Prinzip von de Saint-Venant). Eine annähernd
konstante Normalspannungsverteilung, auf dessen Darstellung aus Gründen der Übersichtlich-
keit verzichtet wird, liegt bei x � 1, 75 b vor. Ebenso ist in Abb. 8.2 die Deformation des Bal-
kens im Bereich der Lasteinleitung dargestellt. Die Deformation der mehrschichtigen Schale ist
dabei als Schalenkörper visualisiert, wobei je Berechnungsschicht ein achtknotiges Schalenele-
ment über vier achtknotige Volumenelemente abgebildet wird.

8.2 Zugprobe mit unsymmetrischem Schichtaufbau

Eine zweilagige Flachzugprobe mit unsymmetrischem Schichtaufbau nach Abb. 8.3 soll unter
einaxialen Zugbedingungen untersucht werden. Die Zugprobe besteht aus zwei unidirektionalen
Einzelschichten, die sich nur hinsichtlich ihrer Faserorientierung unterscheiden. Die verwende-
ten Materialkennwerte und Systemdaten sind in Abb. 8.4 angegeben. Als Vergleich dienen Er-
gebnisse von Dorninger (1989) bzw. Dorninger und Rammerstorfer (1990), die die Zugprobe
sowohl geometrisch linear als auch geometrisch nichtlinear untersucht haben, siehe auch Klar-
mann (1991). Anhand dieses Beispiels sollen speziell die Auswirkungen des unsymmetrischen
Schichtaufbaus auf das Deformationsverhalten, das durch eine Kopplung von Membran- mit
Biege- bzw. Torsionszuständen gekennzeichnet ist, verdeutlicht werden.

Die Berechnung wird materiall linear aber geometrisch nichtlinear mit achtknotigen Schalenele-
menten durchgeführt, die zwei Berechnungsschichten über die Dicke aufweisen. Die Anzahl der
Berechnungsschichten entspricht hier somit der physikalischen Schichtanzahl und führt auf

Abb. 8.3: Halbe Zugprobe mit Einspannvorrichtung
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Abb. 8.4: Geometrie, System- und Materialdaten
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neun Freiheitsgrade pro FE-Knoten. Darüber hinaus wird stets das gesamte System mit sechs
Schalenelementen in Querrichtung und 12 Schalenelementen in Längsrichtung diskretisiert. Die
Einleitung der Einzellast über die Einspannbacken wird als konstante Gleichstreckenlast bei
gleichzeitiger Kopplung aller Freiheitsgrade in x-Richtung modelliert (konstante Verschiebung
in x-Richtung). Zusätzlich sind beim Kreuzverbund (90o

�0o) alle Freiheitsgrade außer den Ver-
schiebungen in x-Richtung an beiden Seiten der Krafteinleitung behindert. Beim Winkelverbund
(45o

�-45o) wird entlang der y-Achse im Koordinatenursprung die Schalenmittelfläche in z-
Richtung und die Differenzvektorkomponente in x-Richtung gehalten. Die Diskretisierung und
die Lagerungsbedingungen entsprechen somit denen von Sprenger (2000), der achtknotige Vo-
lumenelemente verwendet.

In Abb. 8.5 sind die typischen Kopplungseffekte der unterschiedlichen Deformationsmoden zu
sehen, die bei einem unsymmetrischen Schichtaufbau entstehen. Sowohl beim Kreuzverbund als
auch beim Winkelverbund treten trotz reiner Membranbeanspruchung Deformationen in z-Rich-
tung, also aus der Plattenebene heraus, auf. Beim Kreuzverbund ist der Membranzustand mit ei-

Abb. 8.5: Deformierte Struktur
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Abb. 8.6: Vergleich der Verformungsverläufe

a) Kreuzverbund [90o/0o]

Dorninger

zweischichtige
Schale

Dorninger

zweischichtige
Schale

b) Winkelverbund [45o/-45o]

–50 50

–0,10

–0,15

0,15

0,10

y

w

–50 50

–2,0

–3,0

3,0

2,0

y

w

–25 25 –25 25

ner Biegeverformung gekoppelt, während er beim Winkelverbund mit einer Torsionsverfor-
mung gekoppelt ist.

Die Deformation der mehrschichtigen Schale ist im Vergleich zu den Ergebnissen von Dorninger
(1989) in Abb. 8.6 dargestellt. Es ist dabei die Durchsenkung w entlang der y-Achse für unter-
schiedliche Schnitte aufgetragen. Beim Kreuzverbund liegt der Schnitt im Koordinatenursprung
bei x � 0, wogegen beim Winkelverbund ein Schnitt am Probenende bei x � 200 geführt wird.
In beiden Fällen ist eine sehr gute Übereinstimmung der Deformationsverläufe zu erkennen. Im
Vergleich zu den Berechnungen von Sprenger (2000) mit Volumenelementen (nicht dargestellt)
sind die hier vorgestellten Ergebnisse ebenfalls in guter Übereinstimmung und zeigen somit die
Leistungsfähigkeit der mehrschichtigen Schalenformulierung.

8.3 Faserverbundrohr unter Innendruck

Das nachfolgende Beispiel eines Faserverbundrohres unter Innendruck ähnelt von der Grund-
idee her einem Beispiel von Holzapfel und Gasser (2001). Es soll an dieser Stelle verdeutlichen,
dass das Antwortverhalten einer Struktur maßgeblich durch die Anisotropie des Faserverbund-
werkstoffes bzw. der Faserorientierung beeinflusst wird. Hieraus ergibt sich die Möglichkeit, ein
Strukturverhalten speziell nach eigenen Vorstellungen bzw. nach gewünschten Kriterien zu
schaffen.

Das in Abb. 8.7 dargestellte Rohr ist bezüglich seiner Mittelfläche aus vier transversal-isotropen
Einzelschichten symmetrisch aufgebaut. Zwischen den Schichten geht man von einem perfekten
Verbund aus und jede Schicht soll die gleiche Dicke aufweisen. Die Faserorientierung der
Schichten entspricht einem symmetrischen Winkelverbund, wobei der Faserwinkel variiert wer-
den soll. Die Angabe des Faserwinkels bezieht sich dabei auf die Umfangsrichtung. Das Rohr
ist durch den Innendruck pi belastet, der infolge des Gleichgewichts und der Randbedingungen
eine Zugbelastung F in Längsrichtung des Rohres hervorruft.

Da Geometrie und Randbedingungen axial-symmetrisch sind und darüber hinaus der Quer-
schnitt bezüglich seines Schichtaufbaus ausgeglichen ist, genügt es, einen Ausschnitt des Rohres
zu untersuchen bzw. zu diskretisieren, siehe Abb. 8.7. Hierzu wird eine Diskretisierung mit 8x8
achtknotigen Schalenelemente verwendet, die vier Berechnungsschichten über die Dicke auf-
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Abb. 8.7: Rohr unter Innendruck: Geometrie, Belastung und Materialdaten
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weisen. Auf den Symmetriekanten werden die typischen Symmetrierandbedingungen verwen-
det. Des Weiteren wird angenommen, dass während der Belastung der Rohrquerschnitt in Längs-
richtung eben bleibt, die Freiheitsgrade am Rand des Rohres in Längsrichtung also gekoppelt
sind. Zusätzlich soll die Aufweitung des Rohrquerschnittes unbehindert sein. Bei der geome-
trisch und materiell linearen Berechnung wird stets die Längsverschiebung v

�
 und die Radialver-

schiebung vr eines Randpunktes A der Mittelfläche für variierende Faserwinkel � aufgezeich-
net.

In Abb. 8.8 sind die beiden Verschiebungsverläufe vr und v
�
 über den veränderlichen Faserwin-

kel � aufgetragen. Bei einem Faserwinkel von 0o, der gerade einer Orientierung der Fasern in
Umfangsrichtung entspricht, ergeben sich kleine Radialverschiebungen vr und somit eine ge-
ringe Aufweitung des Rohres. Mit größer werdendem Faserwinkel nehmen diese zu, wobei zu-
nächst bei einem Faserwinkel von ca. 20o ein Minimum der Radialverschiebungen erreicht wird.
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Abb. 8.8: Verschiebungen in Abhängigkeit des Faserwinkels
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Bei den Längsverschiebungen v
�
 verhält es sich in etwa umgekehrt. Kleine Faserwinkel rufen

eine große positive Längsverschiebung hervor, die mit zunehmendem Faserwinkel kleiner wird.
Ab einem Winkel von ca. 40o entstehen sogar negative Längsverschiebungen; das Rohr verkürzt
sich. Ursache hierfür ist die beginnende starke Zunahme der Radialverschiebungen bei gleich-
zeitig geringer Steifigkeit in Längsrichtung. Je mehr die Fasern allerdings in die Längsrichtung
des Rohres gedreht werden (� � 90o), desto weniger verkürzt sich das Rohr. Bei einem Faser-
winkel von � � 90o ergibt sich wieder eine geringfügige Verlängerung des Rohrs. Das De-
formationsverhalten wird daher maßgeblich durch die Faserorientierung bzw. durch die Aus-
richtung der Anisotropie beeinflusst, vergleiche Herakovich (1998).

8.4 Versagenslasten einer anisotropen, gelochten Zugprobe

Am Beispiel einer anisotropen Zugprobe mit Loch, siehe Abb. 8.9, sollen die in Kapitel 6.2 vor-
gestellten Versagensindikatoren miteinander verglichen werden. Dieses Beispiel wurde bereits
von Reddy und Pandey (1987), Hwang und Sun (1989) sowie von Schultz (1996) und Sprenger
(2000) analysiert. Während die ersteren Autoren von einer Symmetrieeigenschaft der Struktur
ausgehen, die allerdings in Wirklichkeit aufgrund der unterschiedlichen Faserorientierung nicht
gegeben ist, erfolgten die Berechnungen von Schultz (1996) und Sprenger (2000) am Gesamtsy-
stem. Systemabmessungen, Laminataufbau und Materialdaten des Graphit-Epoxid-Werkstoffes
sind in Abb. 8.9 dargestellt.

Zur Berechnung der Anfangsschädigungslasten (FPF-Lasten) für einen variierenden Faserwin-
kel � zwischen 0o und 90o wird das gesamte System modelliert bzw. diskretisiert. Hierzu wer-
den achtknotige Schalenelemente mit vier Berechnungsschichten über die Dicke und zwei ver-
schiedene Diskretisierungen mit 288 bzw. 388 Elementen (Abb. 8.10) verwendet. Sowohl die

2

Abb. 8.9: Lochscheibe unter Zugbelastung: Geometrie und Materialdaten

E1

E2 � E3

G12 � G13

G23

�12 � �13

�23

�

�

�

�

�

�

19, 20� 106 psi

1, 56� 106 psi

0, 82� 106 psi

0, 49� 106 psi

0, 24

0, 49

S
t

11

S
c

11

S
t

22 � S
t

33

S
c

22 � S
c

33

�

�

�

�

219, 50� 103 psi

246, 00� 103 psi

6, 35� 103 psi

6, 35� 103 psi

S12 � S13

S23

�

�

12, 60� 103 psi

9, 80� 103 psi

x

y

z

q [lb/in.]Lochdurchmesser d

�

a

b

� �

� �

� �

� �

z

h
hL

hL

hL

hL

a � 20, 0 in.

hL � 0, 005 in. b � 5, 0 in.

d � 1, 0 in.

h � 0, 02 in.

Geometrie:

Materialparameter:

1

3



126

Abb. 8.10: Finite-Element-Diskretisierungen

b) Diskretisierung 2

a) Diskretisierung 1

Lagerung als auch die Lastaufbringung erfolgt in y-Richtung zwängungsfrei. Ferner sollen die
Verschiebungen in x-Richtung am jeweiligen Ende über die Höhe des Querschnittes h gleich
sein, d.h. die Differenzvektorkomponente wx ist Null. Die Berechnung wird im Gegensatz zu
Sprenger (2000) geometrisch linear durchgeführt, da die Berücksichtigung großer Verzerrungen
ohne die gleichzeitige Einbeziehung einer Faserrotation nicht sinnvoll erscheint, siehe beispiels-
weise Sun und Zhu (1998) oder Herakovich et al. (2000). Unter Faserrotation versteht man bei
großen Verzerrungen von bis zu 20% die Ausrichtung der Fasern in die Hauptzugrichtung und
den damit verbundenen Anstieg der Steifigkeit.

Die Anfangsschädigungslasten werden jeweils mit dem Tsai-Wu-, dem Hashin- und dem Maxi-
malspannungs-Kriterium berechnet. Es ist somit ein Vergleich zwischen Kriterien mit und ohne
Berücksichtigung der Spannungsinteraktion möglich. Wegen den festgestellten Analogien und
den geringen Unterschieden in den Ergebnissen von Tsai-Wu- und Hoffman-Kriterium, siehe
Abb. 6.4, wird hier das Tsai-Wu-Kriterium verwendet.

In Abb. 8.11a) und b) sind die Anfangsschädigungslasten in Abhängigkeit des Faserwinkels �
aufgetragen. Zum Vergleich werden ebenfalls die Ergebnisse nach Sprenger (2000) dargestellt,
die bei einer ähnlichen Diskretisierung mit Volumenelementen und unter Berücksichtigung der
geometrischen Nichtlinearität berechnet wurden. Die Ergebnisverläufe von Sprenger (2000)
sind in beiden Abbildungen gleich dargestellt und können somit zum Vergleich der beiden Dis-
kretisierungen herangezogen werden. Für Faserwinkel � � 15o und � � 60o liefern alle Ver-
sagensindikatoren ähnliche FPF-Lasten, während im Zwischenbereich (15o

� � � 60o) das
Maximalspannungskriterium deutlich größere Werte ermittelt. In diesem Bereich lässt sich näm-
lich die Versagensart nicht unbedingt eindeutig einem Faserzug- oder Matrixzugversagen zuwei-
sen, so dass sich die fehlende Spannungsinteraktion beim Maximalspannungskriterium bemerk-
bar macht und das Tsai-Wu- bzw. das Hashin-Kriterium vorzuziehen ist. Bemerkenswert ist
auch, dass die Kriterien nach Tsai-Wu und Hashin annähernd die gleichen Ergebnisse liefern.

Tendenziell sind die vorliegenden Verläufe im Vergleich zu denen von Sprenger (2000) gleich-
wertig, wobei die größeren Versagenslasten bei Sprenger (2000) wahrscheinlich aus einer Zug-
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Abb. 8.11: Vergleich der Anfangsschädigungslasten
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versteifung durch die geometrische Nichtlinearität entstehen. Ebenso ist festzustellen, dass ab
einem Faserwinkel � � 30o die Diskretisierung keinen nennenswerten Einfluss auf die FPF-
Last hat. Für Faserwinkel � � 30o liefert die feinere Diskretisierung geringere Versagenslasten,
weil die Spannungen in der Nähe des Lochrandes besser erfasst werden. Für sämtliche Faserwin-
kel und für alle Versagenskriterien tritt die Erstschädigung stets in der unmittelbaren Umgebung
des Loches auf.

Abb. 8.12 zeigt die deformierte Zugprobe für beide Diskretisierungen und einen Faserwinkel
von � � 45o. Die Verschiebungen in z-Richtung (aus der Plattenebene heraus) sind dabei

Abb. 8.12: Deformation des Lochbereiches

Verschiebungen in z-Richtung 300-fach,
sonst 3,0-fach überhöht

Verformung Diskretisierung 1
bei FPF-Last 207,88 [lb/in.]

Verschiebungen in z-Richtung 300-fach, 
sonst 3,0-fach überhöht

Verformung Diskretisierung 2
bei FPF-Last 200,20 [lb/in.]
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300-fach überhöht dargestellt, während die übrigen Verschiebungen lediglich 3,0-fach überhöht
sind. Bei sehr genauer Betrachtung kann man eine Aufweitung der Scheibe in der Nähe des
Lochbereichs feststellen, die auf vorhandene Dickennormalspannungen zurückzuführen ist.
Diese entstehen aus den Kompatibilitätsanforderungen der unterschiedlich orientierten Einzel-
schichten in Kombination mit den am Lochrand herrschenden großen Normalspannungen in x-
Richtung, siehe beispielsweise Abb. 2.5a).

8.5 Tonnenschale mit anisotroper Verfestigung

Mit dem folgenden Beispiel soll die in Kapitel 6.3 vorgestellte Hoffman-Plastizität mit anisotro-
per Verfestigung genauer untersucht und dabei insbesondere der Einfluss der anisotropen Verfes-
tigung auf das Strukturverhalten aufgezeigt werden. Es wird hierzu auf ein Beispiel aus Hasha-
gen (1998) zurückgegriffen, in dem die Scordelis-Lo-Schale mit verschiedenen
Verfestigungsfällen untersucht wird. Die Geometrie sowie die Materialdaten sind in Abb. 8.13
angegeben und entsprechen denen von Hashagen (1998). Aufgrund der vorhandenen Symmetrie
genügt es, ein Viertel des Systems zu modellieren. Die Diskretisierung erfolgt mit 4x4 achtknoti-
gen Schalenelementen, die acht Berechnungsschichten über die Dicke aufweisen. Die Schale ist
durch ihr Eigengewicht q belastet und weist an den Endscheiben eine gelenkige Lagerung auf.
Die Längsränder sind nicht gelagert und entsprechen einem freien Rand. Untersucht wird jeweils
die Last-Verschiebungs-Antwort im Punkt A für verschiedene Verfestigungsfälle. Zunächst geht
man von der Annahme geometrischer Linearität aus.

Im allgemeinsten Fall des anisotropen Plastizitätsmodells sind neun Verfestigungsgesetze zur
Steuerung des Verfestigungsverhaltens nötig (vergleiche Gleichung (6.24)). Die vielfältigen Va-
riationsmöglichkeiten, die sich hieraus ergeben, sollen im Weiteren etwas reduziert werden, in-
dem nur die Zug- und Druckfließspannungen S

t
11, S

c
11, S

t
22 und S

c
22 mit einer Verfestigung ver-

sehen werden. Alle übrigen Komponenten sollen ein ideal-plastisches Materialverhalten
aufweisen. Die Anfangsfließspannungen S

0
 sowie die verschiedenen Fälle der Verfestigungs-

moduli H sind in Abb. 8.14 angegeben und entsprechen denen von Hashagen (1998).

Abb. 8.13: Scordelis-Lo-Schale: Geometrie
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Abb. 8.14: Scordelis-Lo-Schale: Materialdaten für anisotropes Plastizitätsmodell
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In Abb. 8.15 sind die ermittelten Last-Verschiebungs-Kurven im Vergleich zu denen von Hasha-
gen (1998) dargestellt. Dieser verwendet oberflächenorientierte Schalenelemente bei einer ähn-
lichen Diskretisierung. Die Übereinstimmung der jeweiligen Last-Verschiebungs-Kurven ist be-
achtlich und es können dieselben Schlussfolgerungen gezogen werden.

Die höchsten Lastwerte werden für Fall 1 erreicht, der eine Verfestigung der beiden Zugspan-
nungen S

t
11 und S

t
22 vorsieht. Werden hingegen wie im Fall 2  nur die Druckspannungen S

c
11 und

S
c
22 mit einer Verfestigung versehen, so wirkt sich dies kaum auf die Lastabtragung aus und das

Strukturverhalten liegt nur unmerklich über dem Verlauf der idealen Plastizität (Fall 5). Fall 3,
der sowohl für S

t
11 als auch für S

c
11 eine Verfestigung annimmt, liefert wesentlich größere Werte

als Fall 4, bei dem die Zug- und Druckspannung in 2-Richtung verfestigt, da hauptsächlich die
1-Richtung die Lasten abträgt. Eine Verfestigung in dieser Richtung wirkt sich daher stärker auf
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Abb. 8.15: Last-Verschiebungs-Kurven der Scordelis-Lo-Schale
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die Strukturantwort aus. Im Vergleich zu Fall 1 liegt die Last-Verschiebungs-Kurve von Fall 3
etwas unterhalb.

Abschließend ist somit festzuhalten, dass die Verfestigung der Zugspannungen S
t
11 und S

t
22 einen

wesentlich größeren Einfluss auf die Tragfähigkeit bzw. auf die Lastabtragung hat als die Verfes-
tigung der Druckspannungen S

c
11 und S

c
22. Außerdem wirkt sich eine Änderung der Materialei-

genschaften in 1-Richtung stärker aus als quer dazu, weil hauptsächlich die 1-Richtung die Las-
ten abträgt.

In einem weiteren Schritt soll neben der materiellen auch die geometrische Nichtlinearität be-
rücksichtigt werden. Wie die Untersuchung der verschiedenen Verfestigungsfälle gezeigt hat, re-
agiert die Scordelis-Lo-Schale bezüglich einer Verfestigung der Zugspannungen sensibel. Es ist
somit anzunehmen, dass die Berücksichtigung der geometrischen Nichtlinearität nicht nur einen
großen Einfluss auf die Strukturantwort hat, sondern auch die maximal übertragbare Last ver-
größert. Für das nichtlineare Material werden dieselben Parameter wie zuvor verwendet, wobei
allerdings keine Verfestigung, sondern ideal-plastisches Materialverhalten angenommen wer-
den soll. Zur besseren Erfassung des Versagensmodus findet eine feinere Diskretisierung mit 8x8
und mit 10x10 achtknotigen Schalenelementen Verwendung. Abb. 8.16 zeigt die ermittelten
Last-Verschiebungs-Kurven im Vergleich zur geometrisch linearen Berechnung sowie zu einer
Lösung von Roehl (1994) bzw. Roehl und Ramm (1996). Roehl (1994) verwendet eine Diskreti-
sierung mit Volumenelementen in Verbindung mit einer ideal-plastischen J2-Plastizität für große
elasto-plastische Verzerrungen, basierend auf einer multiplikativen Zerlegung des Deformati-
onsgradienten. Im Vergleich zur geometrisch linearen Berechnung fällt auf, dass die Berücksich-
tigung der geometrischen Nichtlinearität deutlich größere Lasten liefert, die durch Zugverstei-
fungseffekte („Hängematteneffekt”) hervorgerufen werden. Im Vergleich zu den Ergebnissen
von Roehl (1994) herrscht bis zu einer Vertikalverschiebung von etwa w � 750 mm eine gute
Übereinstimmung der Last-Verschiebungs-Kurven. Sobald jedoch die plastischen Verzerrungen
im First- und im Auflagerbereich zu lokalisieren beginnen, weichen die Ergebnisse der beiden
Modelle voneinander ab. In den lokalisierten Bereichen entstehen nämlich große plastische Ver-
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zerrungen (siehe Abb. 8.17), so dass der additive Verzerrungssplit des vorgestellten anisotropen
Plastizitätsmodells, der auf der Annahme kleiner plastischer Verzerrungen beruht, nicht mehr
zulässig ist. Dabei liefern die unterschiedlichen Diskretisierungen (8x8 und 10x10) annähernd
die gleiche Last-Verschiebungs-Antwort. Als Versagensmodus bildet sich hier wie auch bei
Roehl (1994) ein Firstscharnier aus, siehe Abb. 8.16 und 8.17.

Abb. 8.17 zeigt die Verteilung der äquivalenten plastischen Verzerrrungen jeweils für die oberste
und für die unterste Gauß-Punkt-Lage. Im obersten Bild ist die äquivalente plastische Verzerrung
dargestellt, die man aus der Normbildung von � nach Gleichung (6.26) erhält. Während diese
Größe keine Richtungsinformation beinhaltet, sind in den beiden anderen Abbildungen die
Komponenten �1 und �2 aufgetragen, also die äquivalenten plastischen Verzerrungen in 1- und
in 2-Richtung. Deutlich sind die Bereiche mit stark lokalisierten plastischen Verzerrungen zu er-
kennen. Die äquivalente plastische Verzerrung in 2-Richtung zeigt im unteren Bild deutlich das
ausgebildete Firstscharnier.
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Äquivalente plastische Verzerrung in 2-Richtung bei Vertikalverschiebung w=1500 mm
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Abb. 8.17: Äquivalente Verzerrungsverteilung bei 
geometrischer und materieller Nichtlinearität
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8.6 Die „Möwe” mit anisotroper Verfestigung

Das nachfolgende Beispiel ist einem Bauwerk von Eladio Dieste nachempfunden, das auch unter
dem Namen die „Möwe” bekannt ist. Diese ehemalige Überdachung einer Tankstelle wurde im
Jahre 1976 in Salto, Uruguay, gebaut und besteht aus Ziegelsteinen mit zusätzlicher Bewehrung.
In dieser Arbeit soll jedoch nicht das nichtlineare Verhalten dieses Materials untersucht werden,
sondern es werden die elastischen Materialparameter eines Graphit-Epoxid-Faserverbundwerk-
stoffes verwendet. Die Konstruktion von Dieste weist aufgrund der Lagerung keine typisch scha-
lenartige Lastabtragung auf, sondern wird stark auf Biegung beansprucht. Die unteren Bereiche
der „Flügel” wurden daher bei dem Entwurf von Dieste dicker ausgeführt, während die folgende
Parameterstudie zur anisotropen Verfestigung von einer einheitlich dicken Konstruktion mit
h � 0, 15 m ausgeht. Eine detaillierte Geometriebeschreibung des Tragwerkes, insbesondere
der „Flügel”, liegt nicht vor, sondern wird auf Basis der in Barthel (2001) angegebenen Kon-
struktionszeichnungen approximiert, siehe Abb. 8.18. Ferner wird angenommen, dass das Sys-
tem durch eine gleichförmige Flächenlast belastet wird.

Das Viertel-System wird mit achtknotigen Schalenelementen diskretisiert, die über die Dicke
vier Berechnungsschichten aufweisen. Für die in Abb. 8.19 angegebenen unterschiedlichen Ver-

Abb. 8.18: Dieste-Schale: Geometrie, Diskretisierung und Materialdaten
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festigungsfälle wird jeweils die vertikale Verschiebung w im Punkt A aufgezeichnet. Die An-
fangsfließspannungen S

0
i  sind mit denen des vorherigen Beispiels identisch, während die Verfes-

tigungsmoduli Hii frei gewählt wurden. Die verschiedenen Verfestigungskombinationen werden
dabei so festgelegt, dass die Unterschiede der Last-Verschiebungs-Antworten möglichst groß
werden. Es soll dadurch nochmals der signifikante Einfluss und die vielfältigen Variationsmög-
lichkeiten der anisotropen Verfestigung aufgezeigt werden. Der Auswirkung der geometrischen
Nichtlinearität ist bei dieser hauptsächlich auf Biegung beanspruchten Struktur hingegen gering,
wie die geometrisch nichtlineare Vergleichsrechnung für die ideale Plastizität zeigt (Abb. 8.20).
Es wird daher von der geometrischen Linearität ausgegangen.

In Abb. 8.20 sind die berechneten Last-Verschiebungs-Kurven für die unterschiedlichen Verfes-
tigungsfälle angegeben. Sämtliche Kurven befinden sich zwischen dem unteren Grenzfall der
idealen Plastizität und dem oberen Grenzfall der Verfestigung aller Komponenten. Die Verfesti-
gung aller Komponenten ist jedoch nicht gleichbedeutend mit einer isotropen Verfestigung. Die
äußere Last ist bei einer Vertikalverschiebung von w � 12 cm im oberen Grenzfall um ca. 70%
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Abb. 8.20: Dieste-Schale: Last-Verschiebungs-Kurven
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Abb. 8.21: Dieste-Schale: Deformation und äquivalente plastische Verzerrungen

deformierte Struktur;
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äquivalente plastische
Verzerrungen

undeformierte
Struktur

höher als im Fall der idealen Plastizität. Die Verfestigungskombination 4, bei dem sowohl die
Zug- als auch die Druckspannung in 1-Richtung S

t
11 und S

c
11 verfestigen, liefert bei den gewähl-

ten Verfestigungsfällen die höchsten Lasten. Im Gegensatz dazu hat die Verfestigung der Zug-
und Druckspannung in 2-Richtung (Fall 2) fast keinen Einfluss auf das Strukturverhalten und
liefert ungefähr das gleiche Ergebnis wie die ideale Plastizität. Die Verfestigung in 1- bzw. x-
Richtung ist folglich maßgebend für die Strukturantwort. Dies entspricht auch der von Dieste
gewählten Vorspannrichtung für die Flügel. Abb. 8.21 zeigt für den Verfestigungsfall 4 die
15-fach überhöhte Deformation und die Verteilung der äquivalenten plastischen Verzerrungen
in der untersten Gauß-Punkt-Lage. Deutlich sind die großen äquivalenten plastischen Verzerrun-
gen der Schale im Bereich der nicht membrangerechten Lagerung und im Bereich der vorderen
Verschneidungsstelle der „Flügel” zu erkennen. Diese Stellen, die für das Versagen maßgebend
sind, berücksichtigte Dieste durch ein Einlegen von zusätzlicher Bewehrung. Anhand der defor-
mierten Struktur ist gut zu erkennen, dass die Schale sprichwörtlich die „Flügel” hängen lässt.

8.7 Faserverbundrohr mit anisotroper Verfestigung

In diesem Beispiel wird nochmals das Faserverbundrohr unter Innendruck aus Kapitel 8.3 aufge-
griffen. Dies soll zum einen aufzeigen, dass der Faserwinkel nicht nur entscheidend das lineare,
sondern auch das nichtlineare Materialverhalten beeinflusst. Zum anderen schließt es die Unter-
suchungen zur anisotropen Verfestigung ab. Die Geometrie, die Randbedingungen und die ela-
stischen Materialparameter entsprechen denen aus Abb. 8.7. Die zur Steuerung des anisotropen
Plastizitätsmodells notwendigen Materialparameter sind in Abb. 8.22 angegeben. Es wird nur
eine Verfestigungskombination untersucht, bei der lediglich die Zugspannungen in der Faserlän-
grichtung und quer dazu (S

t
11 und S

t
22) eine Verfestigung aufweisen sollen. Wie schon in Kapitel

8.3 werden die Radial- und die Längsverschiebung des Randpunktes A bei Steigerung des Innen-
drucks �pi beobachtet.

In Abb. 8.23 sind die Last-Verschiebungs-Antworten für drei ausgewählte Faserwinkel
� � 0o

�55o
�90o dargestellt. Die 0o-Faserorientierung entspricht dabei der Umfangsrichtung,

während die 90o-Orientierung die Ausrichtung der Fasern in Rohrlängsrichtung bedeutet. Die
Kreis-Symbole bezeichnen die Längsverschiebungen, während die Radialverschiebungen durch
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Rechtecke gekennzeichnet sind. Deutlich ist zu erkennen, dass der Faserwinkel nicht nur das li-
near-elastische Verhalten, sondern auch entscheidend das nichtlineare Materialverhalten beein-
flusst.

Bei einem Faserwinkel von � � 0o sind die elastischen Radialverschiebungen aufgrund der Fa-
serorientierung in Umfangsrichtung zunächst kleiner als die Längsverschiebungen. Sie nehmen
jedoch bei weiterer Laststeigerung stärker als die Längsverschiebungen zu und sind bei einem
Lastfaktor von � � 1 ähnlich groß. Der Grund für das größere Anwachsen der Radialverschie-
bungen ist, dass die Umfangsrichtung trotz gleicher Anfangsfließspannungen zuerst zu Fließen
beginnt. Die Spannungen in Umfangsrichtung sind nämlich aufgrund der gewählten Belastung
stets doppelt so groß wie die Spannungen in Längsrichtung.

Umgekehrt verhält es sich bei einem Faserwinkel von � � 90o. Hier wird im nichtlinearen Be-
reich der Unterschied zwischen Radial- und Längsverschiebung immer größer. Allerdings ist die
Radialverschiebung schon von Anfang an wesentlich größer, da diesmal die Fasern mit ihrer hö-
heren Steifigkeit in der Rohrlängsrichtung liegen. Der Übergang vom elastischen in den plasti-
schen Bereich findet wie zu erwarten auf gleichem Lastniveau statt. Die Größe der elastischen
Spannungen in Längs- und Umfangsrichtung wird nämlich nicht von der Faserorientierung be-
einflusst und die Anfangsfließspannungen wurden gleich groß gewählt. Die Charakteristik bzw.
der Verlauf im nichtlinearen Bereich muss im Vergleich zum Faserwinkel � � 0o ebenfalls

Abb. 8.23: Rohr unter Innendruck: Last-Verschiebungs-Kurven
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gleich sein, da die Verfestigungsgesetze in beide Richtungen gleich sind. Der Hauptunterschied
der Last-Verschiebungs-Kurven resultiert daher lediglich aus den Verschiebungen des linear-
elastischen Bereichs.

Für den Faserwinkel � � 55o wird die Längsverschiebung minimal und sogar negativ, gleich-
zeitig erreicht die Radialverschiebung ihr Maximum. Das Rohr weitet sich somit stark auf und
verkürzt sich dabei. Durch die Faserdrehung werden die Fließspannungen bei einem niedrige-
rem Lastniveau erreicht und der Übergang in den plastischen Bereich findet eher statt. Im elasti-
schen Bereich baut sich zunächst eine negative Längsverschiebung auf, während die Radialver-
schiebung zunimmt. Beim Fließbeginn erreicht die Längsverschiebung einen Umkehrpunkt,
d.h. sie nimmt wieder zu und erreicht in etwa den Wert Null. Im weiteren Verlauf wird sie aller-
dings wieder negativ und nimmt ein Minimum von v

�
� � 0, 01 mm bei � � 0, 9 an. Das

Strukturverhalten ist bei diesem Faserwinkel keineswegs trivial.

Die vorgestellten Beispiele zur Hoffman-Plastizität mit anisotroper Verfestigung (Kapitel 8.5 bis
8.7) haben den großen Einfluss der anisotropen Verfestigung auf das Strukturverhalten aufge-
zeigt. Darüber hinaus wurde verdeutlicht, dass das Plastizitätsmodell durch die Wahl der neun
unabhängigen Verfestigungsgesetze so flexibel ist, dass eine Vielzahl von Verfestigungsszena-
rien beschreibbar ist. Es ist daher hervorragend zur Abbildung eines richtungsabhängigen, ver-
festigenden Materialverhaltens geeignet. Nachteilig sind die vielen Materialparameter (18
Werte), die zur Definition der Verfestigungsgesetze nötig sind.

8.8 Randdelamination

Im ersten Beispiel zur Versagensart der Delamination wird eine Rechteckscheibe unter gleich-
förmiger Dehnung untersucht. Der Laminataufbau besteht aus vier Schichten, die im Kreuzver-
bund [0o, 90o, 90o, 0o] geschichtet sind, siehe Abb. 8.24. Infolgedessen entstehen in der Mittel-
fläche am freien Rand Zugspannungen in Dickenrichtung, vgl. Abb. 2.5a), die eine
Delamination im Versagensmodus I auslösen können. Dieser Umstand, der auch als ‘Free-Edge-
Effect’ und in Verbindung mit Delamination auch als ‘Free-Edge’-Delamination bezeichnet
wird, wurde bereits von Pipes und Pagano (1970) und Pagano (1978) festgestellt und untersucht.
Die elastischen Materialparameter entsprechen denen von Gruttmann (1996) und Teßmer
(2000). Aufgrund der Symmetrie wird nur das Viertel-System untersucht.

Die Diskretisierung erfolgt mit achtknotigen Schalenelementen, die fünf Berechnungsschichten
über die Dicke aufweisen. Während sich jeweils die beiden äußeren Schichten elastisch verhal-
ten sollen, werden in der mittleren Schicht die in Kapitel 7.3 und 7.4 vorgestellten Delaminati-
onsmodelle eingesetzt. Die Höhe der Prozessschicht wird mit 1% der Gesamthöhe angenom-
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Abb. 8.24: Zugprobe mit Randdelamination: Geometrie und Materialparameter
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Abb. 8.25: Randdelamination: Last-Verschiebungs-Antworten
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men. Die gleichförmige Dehnung in x-Richtung wird verschiebungsgesteuert aufgebracht und
im Punkt A (x=0, y=10, z=0) die Aufweitung der Prozessschicht in z-Richtung beobachtet. Die
Aufweitung ist im Folgenden auch als Rissöffnung bezeichnet.

Abb. 8.25 zeigt die berechneten Last-Verschiebungs-Kurven für die verschiedenen Delaminati-
onsmodelle. Alle Modelle, sowohl das entfestigende Plastizitätsmodell als auch die Schädi-
gungsmodelle, liefern fast dieselbe Antwort, so dass sich die Kurven nur minimal unterscheiden.
Dies war auch zu erwarten, da die verschiedenen Materialmodelle bereits beim einaxialen Zug-
versuch in Dickenrichtung (Modus I-Versagen) die selben Ergebnisse liefern und im Beispiel der
Randdelamination der gleiche Versagensmodus ansprochen wird. Ebenfalls ist in Abb. 8.25 die
100-fach überhöhte deformierte Struktur dargestellt. Deutlich ist das zur Mittelfläche symmetri-
sche Aufreißen und das Öffnen des Risses im Modus I zu erkennen. Dabei haben die Prozess-
schichtelementen direkt am freien Rand bereits eine fast vollständige Schädigung mit d � 0, 99
erreicht. Der Übergang zwischen geschädigtem und ungeschädigtem Bereich ist sehr schmal,
was eine sehr feine Diskretisierung zum Rand hin erfodert. Außerdem ist in der Normalspan-
nungsverteilung S33 zu erkennen, dass sich ein Bereich mit Druckspannungen vor der Delamina-
tion befindet. Mit fortschreitender Delamination verschiebt sich dieser in Richtung der Proben-
mitte.
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8.9 Brettschichtholzbogen

Der in Abb. 8.26 dargestellte Brettschichtholzbogen soll hier auf Delaminationsversagen unter-
sucht werden. Der Träger ist auf der Oberseite des Firstes durch eine linienförmige Last belastet
und an den Fußpunkten eingespannt. Infolge des positiven Biegemoments und der Bogenkrüm-
mung entstehen in der Nähe des Firstes Zugspannungen in Dickenrichtung, die eine Delamina-
tion hervorrufen können. Direkt unterhalb der Lasteinleitung wird allerdings erst spät eine Dela-
mination entstehen, weil dieser Bereich durch die Last, angreifend auf der Oberseite, überdrückt
wird.

Der Delaminationsvorgang kann hier als das Aufreißen der Klebefuge bzw. als das Reißen des
Holzes unmittelbar oberhalb oder unterhalb der Klebefuge verstanden werden. Die Rissfläche
sei über die Trägerbreite eben und wechsle nicht die Schicht. Dies stellt eine Näherung des wirk-
lichen Verhaltens dar, wie Rissbilder von Holz infolge Querzug verdeutlichen, siehe Abb. 8.26.
Die Rissfläche soll in einer weiteren Näherung mit der Mittelfläche des Trägers übereinstimmen,
so dass an dieser Stelle die Prozessschicht zur Beschreibung der Delamination eingeführt werden
kann. Die Geometrie des Trägers wird analog zu Teßmer (2000) gewählt, während die verwende-
ten Materialdaten aus Neuhaus (1994) stammen. Aufgrund der vorliegenden Symmetrien genügt
es, nur ein Viertel des Systems zu untersuchen.

Es werden achtknotige Schalenelemente zur Diskretisierung des Bogens verwendet, die fünf Be-
rechnungsschichten über die Dicke aufweisen, siehe Abb. 8.27. Über die halbe Trägerbreite b�2
werden zwei Elemente verwendet. Die Anzahl der Freiheitsgrade pro Knoten beträgt somit 18;
für das Gesamtsystem ergeben sich daraus 9846 Unbekannte. Die Last wird verschiebungsge-
steuert im First aufgebracht und die Vertikalverschiebung des Punktes A in der Schalenmittelflä-
che aufgezeichnet. Die Berechnung erfolgt dabei geometrisch linear und der Bogen soll im First
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Abb. 8.27: Brettschichtholzbogen: Diskretisierung
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gegen ein seitliches Verschieben gesichert sein. In der Prozessschicht werden die in Kapitel 7.3
und 7.4 vorgestellten Delaminationsschädigungsmodelle verwendet. Für das Schädigungsmo-
dell mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium (Kapitel 7.4) erfolgt die Berechnung mit verschie-
denen Werten für die Bruchenergien Gc�� und Gc��� und auch mit den automatisch bestimmten
Werten nach Gleichung (7.107). Der Einfluss dieser Materialparameter wird in diesem Beispiel
groß sein, da der maßgebliche Versagensmodus durch ein Schubversagen der Prozessschicht ge-
geben ist. Es werden keine viskosen Effekte berücksichtigt bzw. es wird keine visko-schädi-
gende Erweiterung benutzt.

Abb. 8.28 zeigt die Last-Verschiebungs-Antworten der vorgestellten Delaminationsschädi-
gungsmodelle. Die Kurve des isotropen Schädigungsmodells liegt etwas unterhalb der Ergeb-
nisse der selektiven Schädigung, d.h. das isotrope Schädigungsmodell verhält sich durch die
Schädigung aller Komponenten des Werkstofftensors weicher. Der Unterschied zur selektiven
Schädigung ist aufgrund der dünnen Prozessschicht nur gering und macht sich erst bei größeren
Vertikalverschiebungen bemerkbar. Die Ergebnisse des Schädigungsmodells mit Energiefreiset-
zungsraten-Kriterium hängen, wie eingangs schon erwähnt, stark von der Wahl der Materialpa-
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Abb. 8.29: Brettschichtholzbogen: Schädigungsevolution im Firstbereich
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rameter Gc�� und Gc��� ab. Bei den angenommenen Gc��Gc��–Verhältnissen 1�4, 5 und 1�18 be-
ginnt, bei grundsätzlich gleicher Last-Verschiebungs-Charakteristik, das Versagen wesentlich
früher. Werden Gc�� und Gc��� hingegen nach Gleichung (7.107) bestimmt, liefert dieses Modell
die gleichen Ergebnisse wie das selektive Schädigungsmodell.

Die Schädigungsevolution in der unmittelbaren Nähe des Firstes ist in Abb. 8.29 angegeben, wo-
bei zur besseren Visualisierung die Trägerbreite 10-fach überhöht dargestellt ist. Demnach be-
ginnt die Delamination an einer Stelle die ca. 1,0 m vom First entfernt liegt. Auch ist interessant,
dass die Delamination in Balkenmitte (bezogen auf die Balkenbreite) anfängt und zuerst nach
außen wandert. Erst anschließend breitet sich die Delaminationszone auch in Balkenlängsrich-
tung aus, wobei sie in Richtung des Firstes durch die oberseitige Lasteinleitung gebremst wird.
Die Delaminationsfront ist dabei im Allgemeinen nicht gerade, sondern gekrümmt.

In einer weiteren Untersuchung wird der Brettschichtholzbogen mit Berücksichtigung der geo-
metrischen Nichtlinearität berechnet. Bei der geometrisch nichtlinearen Rechnung ist ab einem
bestimmten Punkt die gesamte Prozessschicht auch unterhalb der Lasteinleitung vollständig ge-
schädigt: die Prozessschicht überträgt keine Spannungen mehr. Ohne die Verwendung „geeigne-
ter Maßnahmen” durchdringt beim isotropen Schädigungsmodell der obere Bogenteil dann den

Abb. 8.30: Durchdringung bei geometrisch und materiell nichtlinearer Rechnung
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unteren. Der untere Teil wird dabei vollständig entlastet und eine physikalisch unzulässige Ver-
sagensform entsteht, siehe rechte Bogenhälfte in Abb. 8.30. In der Last-Verschiebungs-Kurve
macht sich dies durch einen abrupten Abfall der Last bemerkbar. Werden als einfache Abhilfe
die Vertikalverschiebungen über die Bogenhöhe im First gekoppelt, kann die Durchdringung
verhindert werden, siehe linke Bogenhälfte in Abb. 8.30. Bei Verwendung des selektiven Schä-
digungsmodells sowie beim Schädigungsmodell mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium zeigt
sich dieses Verhalten nicht. In diesen Modellen wird nämlich durch die Gleichungen (7.68) bzw.
(7.93) die Rissschließung berücksichtigt und somit eine Durchdringung verhindert (vergleiche
Abb. 7.26). Auf die Darstellung der Last-Verschiebungs-Kurven dieser Modelle wird verzichtet,
weil sie die gleichen Verläufe wie das isotrope Schädigungsmodell mit Kopplung der Vertikal-
verschiebungen liefern. Des Weiteren zeigt die Detailansicht der deformierten linken Bogen-
hälfte in Abb. 8.30 einen deutlichen Schubversatz infolge des Modus II-Versagens der Prozess-
schicht.

Es ist daher abschließend festzuhalten, dass die Berücksichtigung der Rissschließung bzw. des
Kontakts von entscheidender Bedeutung sein kann, weil damit ein physikalisch unzulässiges
Versagensverhalten verhindert wird. Während beim isotropen Schädigungsmodell hierzu „geei-
gnete Maßnahmen” einzuführen sind, beachten das selektive Schädigungsmodell und das Schä-
digungsmodell mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium dies automatisch. Des Weiteren zeigt
dieses Beispiel den großen Einfluss der Bruchenergien Gc�� und Gc��� beim Schädigungsmodell
mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium.

8.10 ‘Double-Cantilever-Beam’-Probe

Am Beispiel einer ‘Double-Cantilever-Beam’-Probe, die von Aliyu und Daniel (1985) experi-
mentell untersucht wurde, werden die verschiedenen Delaminationsmodelle nochmals getestet
und miteinander verglichen. Des Weiteren erfolgt eine Gegenüberstellung mit numerischen Si-
mulationsergebnissen aus der Literatur, die von Sprenger (2000) und Teßmer (2000) stammen.

In Abb. 8.31 sind der exemplarische Versuchsaufbau und die Systemabmessungen des unter-
suchten DCB-Tests dargestellt. Aliyu und Daniel haben an diesem Beispiel den Rissfortschritt
bei unterschiedlichen Belastungsgeschwindigkeiten studiert. Sie ermittelten experimentell bei

Abb. 8.31: DCB-Probe: exemplarischer Versuchsaufbau, Geometrie und Materialdaten
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einer Rissöffnungsgeschwindigkeit u
.
3 � 0, 85 mm�s eine kritische Energiefreisetzungsrate

von Gc � 0, 222 Nmm�mm2. Beide Größen kommen innerhalb der folgenden Berechnungen
zum Einsatz. In den Versuchen von Aliyu und Daniel wurden Spannlaschen zur Lasteinleitung
angebracht, die hier nicht separat modelliert werden. Es erfolgt lediglich eine Verlängerung des
gerissenen Bereichs um 6, 35 mm über die Balkenlänge hinaus, was gerade der Außermittigkeit
infolge der Spannlasche entspricht. Die elastischen Materialdaten des verwendeten Graphit-Ep-
oxid-Faserverbundwerkstoffes AS-4/3501-6 sind in Abb. 8.31 angegeben. Der Faserwinkel be-
trägt im gesamten Querschnitt 0o bezüglich der x-Richtung, so dass unter Ausnutzung der Sym-
metrie des Versuchs- und des Laminataufbaus lediglich das halbe System modelliert wird.

Die Diskretisierung erfolgt mit achtknotigen Schalenelmenten, die drei Berechnungsschichten
über die Dicke aufweisen. Die mittlere Berechnungsschicht berücksichtigt ein mögliches Dela-
minationsversagen, während die beiden äußeren Schichten als linear elastisch angenommen
werden. Die halbe Breite der DCB-Probe ist mit einem Element diskretisiert. Abb. 8.32 stellt die
Diskretisierung entlang des Rissfortschritts dar. Dabei kann der Bereich n5 bereits wieder gröber
unterteilt werden, weil die Risstiefe nur ca. 60 mm beträgt und der Riss somit den Bereich n4
nicht verlässt. Die Höhe der Prozessschicht wird mit 2�100hges� 0, 061 mm festgelegt, womit
laut Sprenger (2000) das elastische Verhalten des Systems nur unwesentlich beeinflusst wird.

Die Berechnung erfolgt geometrisch linear und verschiebungsgesteuert über die Rissöffnung w
am freien Probenende. Außerdem wird bei allen Delaminationsmodellen die viskose Regulari-
sierung berücksichtigt, um eine stabile numerische Simulation zu gewährleisten. Die Simulation
dieser DCB-Probe ohne die Berücksichtigung viskoser Effekte ist nämlich nicht möglich; es tre-
ten aufgrund der Schlechtgestelltheit des Problems numerische Instabilitäten auf. Es wird daher
bei Verwendung der Delaminationsplastizität auf die automatische Bestimmung des Dämp-
fungsparameters � nach Kapitel 7.2.5 zurückgegriffen. Alle Delaminationsschädigungsmodelle

Abb. 8.32: DCB-Probe: Diskretisierung
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verwenden hingegen einen konstanten Dämpfungsparameter. Um dessen Einfluss auf das Struk-
turverhalten aufzuzeigen, erfolgt die Berechnung mit unterschiedlichen Dämpfungsparametern.

Abb. 8.33 zeigt einige Last-Rissöffnungskurven, die in der Literatur zu finden sind. Neben der
experimentellen nach Aliyu und Daniel (1985) sind noch einige weitere Kurven dargestellt, die
sowohl mit einem vereinfachten analytischen Modell als auch mit der Methode der finiten Ele-
mente ermittelt wurden. Die analytische Lösung beruht dabei auf einem vereinfachten Biegebal-
ken-Modell der DCB-Probe und ist beispielsweise in Sprenger (2000) oder Teßmer (2000) ange-
geben. Die Finite-Elemente-Lösung nach Sprenger (2000) wurde mit achtknotigen
Volumenelementen und der in Kapitel 7.2 vorgestellten Delaminationsplastizität mit viskoser
Regularisierung berechnet. Hingegen verwendet Teßmer (2000) ein mehrschichtiges Schalen-
element, in dem Rissöffnungsvektoren zur geometrischen Abbildung der Delamination einge-
führt werden. Ist an der Rissspitze das Brewer-Lagace-Delaminationskriterium verletzt, berech-
net Teßmer (2000) die freiwerdende Energie mittels der virtuellen Rissschließungsmethode.
Verletzt diese das Griffith-Kriterium, wird von einem Risswachstum ausgegangen und der Riss
erweitert sich. Es fällt auf, dass die analytische Näherungslösung und die Rechenergebnisse von
Teßmer (2000) nahezu identisch sind und im Mittel den Versuch gut abbilden. Hingegen über-
schätzt das Ergebnis von Sprenger (2000) die maximale Last deutlich, stimmt aber im späteren
Nachbruchverlauf gut mit den experimentellen Ergebnissen überein.

In den nachfolgenden Abbildungen 8.35 bis 8.38 sind die Last-Rissöffnungskurven für die ver-
schiedenen Materialmodelle zur Berechnung fortschreitender Delamination dargestellt, wobei
stets die Last-Rissöffnungsverläufe nach Aliyu und Daniel (1985), nach Sprenger (2000) und
nach Teßmer (2000) zum Vergleich eingetragen sind.

Zunächst zeigt jedoch Abb. 8.34 exemplarisch die deformierte halbe DCB-Probe bei einem be-
stimmten Lastfaktor. Die Delamination ist infolge der verschiebungsgesteuerten Rissöffnung
schon bis zu einer bestimmten Risstiefe fortgeschritten und es entstehen vollständig entfestigte
bzw. vollständig geschädigte Bereiche. Die vorderen, schon a priori gerissenen Bereiche n1 bis
n3 werden im kontinuumsmechanischen Ansatz über die Annahme, dass kein Material in der
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Abb. 8.33: Last-Rissöffnungskurven aus der Literatur
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Prozessschicht vorhanden sein soll, abgebildet. Es ist deutlich das zur Schalenmittelfläche sym-
metrische Aufreißen der Probe zu erkennen.

Die in Abb. 8.35 dargestellten Ergebnisse der Delaminationsplastizität nach Kapitel 7.2 stimmen
gut mit denen des Experiments und sehr gut mit denen von Teßmer (2000) überein. Für die klei-
nere Zeitschrittweite �t reduziert sich der Einfluss der viskosen Effekte (wie schon in Zusam-
menhang mit Abb. 7.17 erläutert) und eine weitere Annäherung an das Ergebnis von Teßmer
(2000) ist festzustellen, d.h. die Ergebnisse sind nahezu identisch. Im Vergleich zur Berechnung
nach Sprenger (2000) sind die Last-Rissöffnungsverläufe qualitativ gleichwertig, liegen aber
stets unterhalb. Im Gegensatz zum Ergebnis des Experiments überschätzen die Berechnungen
dieser Arbeit die maximale Last etwas, während im Nachbruchverlauf ein wenig kleinere Last-
werte ermittelt werden. Das Plastizitätsmodell liefert hier also gute Ergebnisse und gewährleistet
durch die visko-plastische Regularisierung eine stabile Berechnung des Nachbruchverlaufs. Al-
lerdings sind die Rechenzeiten infolge der kleinen Zeitschrittweiten beträchtlich.

Die in Abb. 8.36 und 8.37 dargestellten Ergebnisse der isotropen und der selektiven Delaminati-
onsschädigung nach Kapitel 7.3 unterscheiden sich auf den ersten Blick kaum. Die unterschiedli-
che Definition der geschädigten Materialmatrix (isotrop oder selektiv) wirkt sich in diesem Bei-
spiel aufgrund der sehr dünnen Prozessschicht (hPS� 2% hges) nur minimal aus. Bei sehr
genauer Betrachtung ist allerdings zu erkennen, dass die selektive Schädigung sowohl vor Errei-
chen der maximalen Last als auch bei der maximalen Last selbst größere Lastwerte liefert und
sich dies im weiteren Nachbruchverlauf auch fortsetzt. Grundsätzlich stimmen die Nachbruch-
verläufe gut mit dem von Sprenger (2000) überein, wobei aber die Ergebnisse dieser Arbeit die
maximale Last des Experiments besser abbilden. Weiterhin ist ein deutlicher Einfluss der Visko-
sität auf den Nachbruchverlauf und auf die dissipierte Energie festzustellen. Dieser große Ein-
fluss resultiert aus der Verwendung des konstanten Dämpfungsparameters innerhalb der Visko-
schädigung. Mit kleiner werdendem �� und somit zunehmenden viskosen Effekten steigt die
bei der Schädigung dissipierte Energie an und das Versagen findet verzögert statt. Hingegen lie-
fert die Halbierung des Verschiebungsinkrements �u3 bei gleich bleibendem ��3 eine Annähe-
rung an das Ergebnis von Teßmer (2000); die viskosen Effekte werden verringert. Der Nach-
bruchverlauf verliert allerdings dann etwas seine „Glattheit” und neigt eher zu numerischen

Abb. 8.34: DCB-Probe: Deformierte Struktur
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Instabilitäten. Die Rechenzeiten sind im Vergleich zu denen des Plastizitätsmodells kleiner und
es ist ein stärkerer Einfluss der viskosen Effekte festzustellen.

Das Delaminationsschädigungsmodell mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium nach Kapitel 7.4
liefert im Vergleich zum selektiven Schädigungsmodell beinahe identische Ergebnisse, verglei-
che Abb. 8.37 und 8.38. Hierfür verantwortlich sind die Ähnlichkeit der beiden Schädigungsmo-
delle und die vorliegende Versagensart, die als ein nahezu reines Modus I-Versagen identifiziert
werden kann. Für diesen Fall lieferten die beiden Modelle nämlich schon bei den im vorherigen
Kapitel vorgestellten Modellbeispielen die gleichen Last-Verschiebungs-Antworten. Die Re-
chenzeiten entsprechen denen des isotropen und des selektiven Schädigungsmodells. Eine Hal-
bierung des Verschiebungsinkrements �u führt ebenfalls auf eine Annäherung der Ergebnisse
an das von Teßmer (2000).

Abschließend ist somit festzuhalten, dass die Ergebnisse aller Delaminationsmodelle, sowohl
des entfestigenden Plastizitätsmodells als auch der Schädigungsmodelle, eine gute Übereinstim-
mung mit dem Versuchsergebnis und mit den Ergebnissen von Sprenger (2000) und Teßmer
(2000) aufweisen. Direkt nach Erreichen der maximalen Last ist bei den Schädigungsmodellen
allerdings der Lastabfall weniger steil als bei der Delaminationsplastizität. Der Grund hierfür
liegt wahrscheinlich in der Verwendung eines konstanten Dämpfungsparameters. Dieser wirkt
sich direkt nach Erreichen der maximalen Last als etwas zu stark dämpfend aus und verzögert
dadurch das Versagen. Es ist aber dennoch möglich, den Dämpfungsparameter so zu wählen,
dass der Einfluss der viskosen Effekte auf die Ergebnisse möglichst klein ist und trotzdem noch
genügend Regularisierung hinzugeführt wird, um eine numerisch stabile Berechnung gewähr-
leisten zu können.
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Abb. 8.35: Last-Rissöffnungskurven der Delaminationsplastizität
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Abb. 8.36: Last-Rissöffnungskurven der isotropen Delaminationsschädigung
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Abb. 8.37: Last-Rissöffnungskurven der selektiven Delaminationsschädigung
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Abb. 8.38: Last-Rissöffnungskurven der
Delaminationsschädigung mit Energiefreisetzungsraten-Kriterium
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99(9 Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war die numerische Simulation des nichtlinearen Verhaltens von dünnwandi-
gen, geschichteten Faserverbundstrukturen mit der Methode der finiten Elemente. Eine zentrale
Rolle spielte dabei die Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens, vor allem unter Be-
rücksichtigung der Versagensart der Delamination und der geometrischen Nichtlinearität.
Hierzu wurden in dieser Arbeit mehrere Materialmodelle vorgestellt und entwickelt. Anhand ge-
eigneter Beispiele sind die verschiedenen Materialmodelle getestet und miteinander verglichen
worden. Wenn möglich, erfolgte auch eine Gegenüberstellung mit Versuchsergebnisssen
und/oder mit anderen Simulationsergebnissen aus der Literatur.

Zu Beginn der Arbeit wurden einige kurze, aber dennoch wichtige Einführungen gegeben. So
erfolgte eine kurze Beschreibung des grundsätzlichen Material- und Versagensverhaltens von
Faserverbundwerkstoffen, insbesondere von Laminaten mit geschichtetem Aufbau. Anschlie-
ßend sind einige kontinuumsmechanische Grundlagen wiederholt und die Anforderungen an ein
Strukturmodell beschrieben worden, die aus der Verwendung eines geschichteten Faserverbund-
querschnittes hervorgehen. Hierbei ging die vorliegende Arbeit speziell auf die Verwendung ei-
ner Schalenformulierung ein, die zur Beschreibung dünnwandiger, geschichteter Faserverbund-
strukturen geeignet ist. Die im Kapitel 8 vorgestellten numerischen Beispiele belegen
eindrucksvoll, dass die mehrschichtige, dreidimensional orientierte Schalenformulierung mit
schichtweiser extensibler Reissner-Mindlin-Kinematik in der Lage ist, einen über die Schalen-
dicke zick-zack-förmigen Verschiebungsverlauf darzustellen. Um die Voraussetzungen zur Ent-
wicklung plastizitäts- und schädigungsbasierter Materialmodelle zu schaffen, gab die Arbeit des
Weiteren eine kurze Einführung in die Elastoplastizität und in die Kontinuumsschädigungsme-
chanik. In beiden Fällen wurde zusätzlich eine viskose Erweiterung vorgestellt: bei der Elasto-
plastizität vom Typ Duvaut und Lions bzw. bei der Elastoschädigung vom Typ Perzyna.

In Vorbereitung der eigentlichen Schwerpunkte dieser Arbeit wurden in der Literatur verfügbare
Versagensindikatoren aufgearbeitet und miteinander verglichen. Dabei erweisen sich das Maxi-
malspannungs- bzw. das Maximalverzerrungskriterium allein als nicht ausreichend, um ein Ver-
sagen hinlänglich genau vorherzusagen. Für bestimmte Belastungssituationen überschätzen die
Kriterien die maximal übertragbare Last, weil sie die Interaktion der Spannungskomponenten
nicht einbeziehen. Polynomiale Versagenskriterien (Tsai-Wu, Tsai-Hill, Hoffman) tun dies und
sind hauptsächlich wegen der Glattheit der Versagensfunktion attraktiv. Diese ist wiederum bei
der numerischen Umsetzung von Materialmodellen vorteilhaft, wogegen die fehlende Aussage
über den Bruchmodus von Nachteil ist. Aber auch diese Kriterien überschätzen die Versagenslas-
ten bei bestimmten Versagensmodi, so dass hierfür spezielle Subkriterien entwickelt wurden.
Klassische Vertreter dieser Gruppe der sogenannten ‘Direct-Mode’-Kriterien sind das Hashin-
Kriterium für Faserbruch und Matrixbruch sowie das Brewer-Lagace-Kriterium zur Beschrei-
bung des Delaminationsversagens. Sie verbinden den Vorteil der polynomialen Versagenskrite-
rien (Spannungsinteraktion) mit dem Vorteil, dass sie eigens für den jeweiligen Bruchmodus
abgestimmt bzw. angepasst sind. Selbstverständlich geht bei diesen Kriterien die Glattheit der
Versagensfunktion verloren. Abschließend ist somit festzuhalten, dass man sowohl die polyno-
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mialen als auch die ‘Direct-Mode’-Kriterien zur Simulation des nichtlinearen Materialverhal-
tens verwendet kann. Welches Kriterium schließlich eingesetzt wird, ist allerdings nach vorlie-
gendem Faserverbundwerkstoff und vorherrschender Versagensart abzuwägen.

Aufbauend auf den einführenden Kapiteln und dem vorgestellten Hoffman-Versagenskriterium
wurde im ersten Schwerpunkt der Arbeit ein anisotrop verfestigendes Plastizitätsmodell vorge-
stellt, das auf Arbeiten von Hashagen und de Borst (1997a/b, 2001) sowie Hashagen (1998) zu-
rückgeht. Mit diesem Modell ist die Beschreibung eines anisotrop verfestigenden Materialver-
haltens möglich, das oft bei Faserverbundwerkstoffen mit metallischer Matrix und/oder
metallischen Fasern festzustellen ist. Das Modell bietet durch die Verwendung von neun unab-
hängigen Verfestigungsgesetzen eine überaus große Flexibilität bzw. Variationsmöglichkeit.
Deren experimentelle Bestimmung sowie die Ermittlung der zahlreichen Materialparameter (18
Werte) kann jedoch schon wieder schwierig sein. Die zu diesem Materialmodell vorgestellten
Beispiele belegen den großen Einfluss der anisotropen Verfestigung auf das Antwortverhalten
der Struktur. Je nach aktiviertem Verfestigungsfall können relativ große Unterschiede in den
Last-Verschiebungs-Antworten entstehen. Das Beispiel der Scordelis-Lo-Schale (Kapitel 8.5)
verdeutlicht überaus anschaulich, dass neben der materiellen Nichtlinearität auch die geometri-
sche Nichtlinearität einen entscheidenden Einfluss haben kann. Ebenso zeigt es die Unterschiede
in den Last-Verschiebungs-Antworten auf, die sich aus der Verwendung eines additiven Verzer-
rungssplits oder eines multiplikativen Deformationsgradientensplits ergeben. Bis kurz vor Aus-
bildung des Firstscharniers mit lokalisierten Verzerrungen ist der Unterschied noch gering. Im
weiteren Belastungsverlauf nehmen die Verzerrungen in den plastifizierten Zonen jedoch stark
zu, so dass die Annahme eines additiven Verzerrungssplit nicht mehr gerechtfertigt ist: die Er-
gebnisse weichen voneinander ab.

Der zweite und größere Schwerpunkt dieser Arbeit widmete sich dem Delaminationsversagen.
Hierfür wurden Materialmodelle beschrieben und entwickelt, die entweder im Rahmen der Elas-
toplastizität oder im Rahmen der Kontinuumsschädigungsmechanik formuliert sind. Zunächst
stellte die Arbeit ein entfestigendes Plastizitätsmodell mit automatischer visko-plastischer Re-
gularisierung vor, das auf Sprenger (2000) zurückgeht. Die visko-plastische Regularisierung
verwendet dabei einen variierenden Dämpfungsparameter, um einerseits die positive Definitheit
des Materialtensors auch im nachkritischen Bereich zu gewährleisten und um andererseits die
Rechenergebnisse nur minimal zu verändern. Anhand von Untersuchungen auf der Material-
punktebene (durch Auswerten des akustischen Tensors) sowie auf der Strukturebene wurde der
Einfluss der Regularisierung auf den Verlust von Elliptizität und auf die positive Definitheit auf-
gezeigt.

Gewisse Faserverbundwerkstoffe weisen ein nichtlineares Materialverhalten mit geringen plas-
tischen und hauptsächlich schädigenden Effekten auf. Dieser Sachverhalt war die Motivation für
die Entwicklung von drei Delaminationsschädigungsmodellen in dieser Arbeit. Als Schädi-
gungsfunktion verwenden zwei Modelle ein verzerrungsbasiertes Brewer-Lagace-Delaminati-
onskriterium, wohingegen für das andere ein äquivalentes Energiefreisetzungsraten-Kriterium
definiert wurde. Das verzerrungsbasierte Brewer-Lagace-Kriterium erhält man unter Beachtung
des „Konzepts der effektiven Spannungen” aus der Überführung des spannungsbasierten Kriteri-
ums in den Verzerrungsraum. Die resultierende nicht-assoziierte Schädigungsformulierung un-
terscheidet sich ferner in der Wirkungsweise des Schädigungsparameters: isotrop oder selektiv.
Während beim ersten Modell sämtliche Komponenten der Materialmatrix geschädigt werden,
setzt man beim zweiten Modell nur bestimmte Komponenten, die mit dem Delaminationsversa-
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gen assoziiert sind, durch die Schädigung herab. Die Herleitung des Materialmodells mit Ener-
giefreisetzungsraten-Kriterium startete hingegen von der Definition einer speziellen freien
Energiefunktion. Die freie Energie verwendet dabei eine in Komponenten geschädigte Material-
matrix in der drei Schädigungsparameter (d1, d2, d3) eingeführt werden, die den verschiedenen
Bruchmodi (�, ��, ���) zugeordnet sind. Als jeweils energetisch konjugierte Größen lassen sich
thermodynamisch konsistent die Spannungen zu den Verzerrungen sowie die Energiefreisetzun-
graten zu den Schädigungsparametern herleiten. Die Energiefreisetzungsraten (Y1, Y2, Y3) sind
ebenfalls mit den verschiedenen Versagensmodi assoziiert. Weil die Delaminationszone sehr
dünn ist und somit die Schädigungsparameter untereinander stark gekoppelt sind, genügt es, le-
diglich eine äquivalente Energiefreisetzungsrate Y als Schädigungsfunktion zu definieren. In
diese gehen die Energiefreisetzungsraten (Y1, Y2, Y3) mit dem Gewichtungsfaktor ihrer Bruche-
nergie-Verhältnisse ein, d.h. die Energiefreisetzungsraten beteiligen sich im Verhältnis ihrer
Bruchenergien (Gc��Gc�� , Gc��Gc���). Sind diese Quotienten gleich groß, ergibt sich hieraus eine
assoziierte Schädigungsformulierung. Die Evolution der Schädigungsparameter kann man
ebenfalls als gekoppelt annehmen und die Schädigungsparameter gleich setzen. Bei sämtlichen
Delaminationsschädigungsmodellen besteht ferner die Möglichkeit, viskose Effekte zu berück-
sichtigen. Im Gegensatz zum Delaminationsplastizitätsmodell bleibt allerdings der Dämpfungs-
parameter während der Rechnung konstant.

Die verschiedenen Delaminationsmodelle weisen schon in einem ersten Modellbeispiel (Kapitel
7.5) ein unterschiedliches Antwortverhalten auf. Ein offensichtlicher und auch entscheidender
Unterschied ist, dass das selektive und das energiefreisetzungsraten-basierte Schädigungsmo-
dell eine Rissschließung bei Druckbelastung in Dickenrichtung und die damit verbundene Wie-
derherstellung der ungeschädigten Steifigkeit C33 berücksichtigen, siehe Abb. 7.26. Die beiden
Modelle beachten daher ein in Dickenrichtung unterschiedliches Zug- und Druckverhalten der
Delamination: auf Druck volle Übertragung der Dickennormalspannung, auf Zug je nach aktuel-
lem Schädigungsparameter. Die Schubkomponenten (C55, C66) sind hiervon nicht betroffen; bei
ihnen wirkt stets der aktuelle Schädigungsparameter. Das isotrope Schädigungsmodell berück-
sichtigt keine Rissschließung und liefert hierfür unrealistische Ergebnisse. Wenn eine vollstän-
dige Schädigung vorliegt, kann dies sogar zu einem Modellfehler mit einer gegenseitigen Durch-
dringung führen (vergleiche Beispiel 8.9). Weiterhin zeigen die Beispiele zur fortschreitenden
Delamination, dass das selektive und das energiefreisetzungsraten-basierte Schädigungsmodell
annähernd die gleichen Ergebnisse liefern. Liegt reines Modus I-Versagen vor, sind die Ergeb-
nisse sogar identisch. Im Vergleich zu den Ergebnissen des entfestigenden Plastizitätsmodells
zeigt sich bei den Last-Verschiebungs-Antworten der Schädigungsmodelle ein etwas stärkerer
Einfluss der viskosen Regularisierung. Hierfür ist der verwendete konstante Dämpfungsparame-
ter verantwortlich. Des Weiteren erfassen sämtliche Materialmodelle den Aufreißvorgang einer
DCB-Probe sehr gut und die ermittelten Last-Verschiebungs-Antworten stimmen gut mit den
experimentellen Ergebnissen und auch mit den Rechenergebnissen aus der Literatur überein.

Abschließend ist daher festzuhalten: Die vorgestellten Materialmodelle ermöglichen die Abbil-
dung eines nichtlinearen, gerichteten bzw. anisotropen Verhaltens von Faserverbundwerkstof-
fen. Die Unterschiede der verschiedenen Modelle in Bezug auf die globale Last-Verschiebungs-
Antwort sind im Allgemeinen gering, können aber dennoch für bestimmte Gegebenheiten bzw.
für bestimmte Fälle große Auswirkungen haben, vergleiche Beispiel 8.9. Geringe Unterschiede
zwischen den Ergebnissen der Delaminationsplastizität und der Delaminationsschädigung treten
erst bei Verwendung der viskosen Regularisierung auf und sind auf den Gebrauch des konstanten
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Dämpfungsparameters zurückzuführen. Wird die Zeitschrittweite �t bzw. das Verschiebungsin-
krement �u reduziert, so nähern sich die Ergebnisse der Schädigungsmodelle an die des Plastizi-
tätsmodells an.

9.2 Ausblick

Die Versagensart der Delamination wurde in der vorliegenden Arbeit unter der Annahme, dass
sich die angrenzenden Schichten elastisch verhalten, durchgeführt. In Bezug auf die Delaminati-
onsinitiierung ist dies kritisch zu hinterfragen, weil ein Matrixversagen der Einzelschicht, der
sogenannte Zwischenfaserbruch (Abb. 2.4), vorangehen kann. Dieser Bruch ist unter Umstän-
den für die Delaminationsinitiierung von großer Bedeutung. Er stellt nämlich einen freien Rand
innerhalb des Laminats und darüber hinaus eine Diskontinuität mit dementsprechender Span-
nungsumlagerung dar. Zusätzlich kann der Matrixriss ohne großen Aufwand in die Grenzschicht
zweier benachbarter Schichten abbiegen und so ein Delaminationsversagen auslösen. In dieser
Arbeit wurden allerdings nur solche Beispiele untersucht, bei denen entweder eine Delamina-
tion, also ein Anriss, schon vorhanden war (DCB-Probe) oder die Annahme bestand, die Delami-
nation entstehe stets vor einem anderen Versagen (‘Free-Edge’-Effekt). Materialmodelle, die in
zufriedenstellenderweise sämtliche Versagensarten berücksichtigen, gibt es nach Kenntnis des
Autors derzeit noch nicht. Erste Ansätze sind in Puck (1996) zu finden, wo ein Faserbruch- und
ein Zwischenfaserbruchkriterium vorgestellt wird, das auf Wirkebenen bezogen ist und das auf
Vorarbeiten von Hashin (1980) basiert. Der numerische Mehraufwand, den die Ermittlung der
maßgebenden Bruchebene (analog zur Mohr’schen Festigkeitshypothese) mit sich bringt, ist
auch wahrscheinlich für die geringe Verbreitung und für die seltene Verwendung des Kriteriums
verantwortlich. Die Entwicklung geeigneter Materialmodelle zur Beschreibung des Versagens
von Faserverbundwerkstoffen kann insgesamt sicherlich noch nicht als abgeschlossen angese-
hen werden. Die vielfältigen Kombinationsmöglichkeiten der verwendeten Faser- und Matrix-
materialien sowie deren Anordnung und Geometrie kommen noch erschwerend hinzu. Vielver-
sprechend hinsichtlich Genauigkeit, Effizienz und Einsatzmöglichkeit sind solche
Materialmodelle, die auf homogenisierten Einzelschichten mit dazwischen liegenden Prozess-
schichten mit eigenständigen Werkstoffkomponenten basieren (Ladevèze und Koautoren). Aber
auch Modelle, die den Übergang zwischen Mikro- und Makroebene beinhalten, sind sinnvoll
und weiter zu erforschen (Döbert (2001)). Mit diesen Modellen erhält man vielleicht genauere
Erkenntnisse über das experimentell nur schwer zu beobachtene Versagen auf der Faser-Matrix-
Ebene. Das genaue Verständnis dieser Versagensvorgänge und deren Interaktion ist bei der Ent-
wicklung genauer und effizienter Materialmodelle von entscheidender Bedeutung.

Darüber hinaus ist eine Verringerung der Rechenzeiten bei gleich bleibender Genauigkeit in Be-
zug auf die Abbildung der lokalen Effekte erstrebenswert. Dies kann man durch eine Diskretisie-
rung nicht-delaminationsgefährderter Gebiete mit herkömmlichen Schalenelementen (einfache
Verschiebungskinematik über die Dicke) erreichen. Im Übergang vom konventionellen zum hö-
herwertigen Schalenelement sind dann spezielle Übergangselemente zu verwenden, die eine ki-
nematisch verträgliche Kopplung gewährleisten. Ebenso ist vorstellbar, beim Delaminations-
fortschritt sukzessive und im ausreichenden Abstand vor der Delaminationsfront die „billigen”
Schalenelemente durch höherwertige Elemente zu ersetzen („Netzverfeinerung in Dickenrich-
tung”). Findet dieser Austausch vor dem ersten Versagen statt, so sind keine geschichtsabhängi-
gen Größen, wie beispielsweise plastische oder äquivalente Verzerrungen, zu transformieren. Da
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sich die Diskretisierung der Schalenmittelfläche ebenfalls nicht ändert, ist keine aufwendige
Netzgenerierung nötig. Krüger und O’Brien (2000) verwenden einen vergleichbaren Ansatz mit
konventionellen Schalenelementen im Übergang zu Volumenelementen.

Die Berücksichtigung dynamischer Effekte wäre zur vollständigen Beschreibung des Versagens
ebenfalls sinnvoll, siehe Essebier (1999). Auch steht die Kopplung von Schädigung und Plastizi-
tät sowie die automatische Ermittlung des Dämpfungsparameters bei den Schädigungsmodellen
noch aus.

Zusammenfassend kann somit gesagt werden, dass es für die zukünftige Forschung auf dem Ge-
biet der Versagensmodellierung von Faserverbundwerkstoffen noch genügend Herausforderun-
gen gibt. Dabei wäre zur Bündelung von ‘Know-How’ eine verstärkte Zusammenarbeit mit den
Bereichen der Werkstoffkunde und der Prüftechnik nicht nur sehr wünschenswert, sondern vor
allem notwendig.
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Anhang

A Tensorrechnung

• Darstellung eines Vektors in ko- und kontravarianter Basis

u � ui gi � ui gi (A.1)

• Dyadisches Produkt zweier Vektoren

T � u � v , mit T � s� u (v� s) (A.2)

• Darstellung eines Tensors zweiter Stufe in ko- und kontravarianter Basis

T � u � v � uivj gi � gj � Tij gi � gj � Tij gi
� gj (A.3)

• Darstellung eines Tensors n-ter Stufe in ko- und kontravarianter Basis

T � Ti1���in gi1
� gi2

� ���. � gin
� Ti1���in

gi1
� gi2

� ���. � gin (A.4)

• Skalarprodukt zweier Vektoren (einfache Verjüngung)

u � v � ui vj (A.5)

• Skalarprodukt zweier Tensoren zweiter Stufe (doppelte Verjüngung)

R� S : T � Sij Tij (A.6)

• Einfache Verjüngung eines Tensors zweiter Stufe durch einen Vektor

T � u � Tij uj gi , uT
� T � ui Tij gj (A.7)

• Doppelte Verjüngung zweier Tensoren vierter Stufe

R � S : T � (Sijkl gi
� gj

� gk
� gl) : (Tmnop gm

� gn
� go

� gp)

(A.8)

� Sijkl Tmnop gim gjn gk
� gl

� go
� gp

� Smn
kl Tmnop gk

� gl
� go

� gp
� Rklop gk

� gl
� go

� gp

• Produktregel

div (S� u) � ST : grad u � (div ST) � u (A.9)

• Gauß’scher Integralsatz (Divergenztheorem;
Umwandlung von Volumen- in Flächenintegrale)

�

V

div S dV ��

A

S� n dA (A.10)

�

V

div u dV ��

A

u � n dA (A.11)
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• Partielle Integration

�

V

grad u : P dV � �

A

P � n � u dA��

V

u � div P dV (A.12)

• Gradient eines Feldes bezüglich des Ortsvektors x der Referenzkonfiguration

T � grad u �
�u
�x � u,x (A.13)

• Divergenz eines Feldes bezüglich des Ortsvektors x der Referenzkonfiguration

u � div T �
�T
�xk� ek

�
�T
��k� gk

� T,k� gk (A.14)

• Vierstufiger Einheitstensor I

�ij � 1 für i � j
(A.15)

�ij � 0 für i � j
I � I ijkl � �ik �jl mit
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B Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung 
in der Elastoplastizität

Die „freie Helmholtz-Energie” � lässt sich additiv in einen elastischen, reversiblen und einen
plastischen, irreversiblen Anteil zerlegen (siehe Gleichung (4.2))

(4.2)��E, Epl,�	 � �el
�E, Epl	 � �pl(�) .

Dabei definiert man die spezifische Verzerrungsenergie �el über die zweifache doppelte Verjün-
gung des Materialtensors Cel mit den elastischen Verzerrungen Eel (Gleichung (4.3))

(4.3)�el
�E, Epl	 �

1
2
�E � Epl	 : Cel : �E � Epl	 ,

während der plastische Anteil �pl dem Integral des Evolutionsgesetzes (Gleichung (4.4)) ent-
spricht:

(4.4)�pl(�) ��

�

0

q(�) d� .

Die „Clausius-Duhem-Ungleichung” (D � S : E
.
� �

.
� 0) benötigt bei der Auswertung nach

Coleman und Noll (1963) bzw. nach Coleman und Gurtin (1967) die Ratenform der freien
Energie �

.
. Bei additiver Zerlegung in elastische und plastische Anteile gilt:

(B.1)�
.
� �

.

el��
.

pl .

Die Ratenformen lassen sich dabei wie folgt angeben:

(B.2)�
.

el �
��el

�E
: E

.
�

��el

�Epl : E
. pl

und �
.

pl �
��pl

��
� �

.
,

mit

(B.3)
��el

�E
� Cel : (E � Epl) ,

��el

�Epl � � Cel : (E � Epl) , �

��pl

��
� q .

Eingesetzt in die „Clausius-Duhem-Ungleichung” schreibt sich diese:

(B.4)S : E
.
� Cel : (E � Epl) : E

.
� Cel : (E � Epl) : E

. pl
� q� �

.
� 0 .

Hieraus kann man den Spannungstensor S als energetisch konjugierte Größe zum elastischen
Verzerrungstensor Eel ableiten (vergleiche Gleichung (4.6))

(4.6)S� Cel : �E � Epl	 �
��
�Eel .

Die verbleibende Dissipationsungleichung (Gleichung (4.7)) lautet dann:

(4.7)Dpl
� S : E

. pl
� q� �

.
� 0 .
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C Algorithmische elasto-plastische Materialtangente
der Delaminationsplastizität

Die aktuellen Spannungen, die die Fließbedingung wieder erfüllen, lassen sich bei bekanntem
plastischen Multiplikator ��n�1 nach Gleichung (7.18) zu

Sn�1 � � Cel�1
S*

n�1 (C.1)

berechnen, wobei für � nach Gleichung (4.50) und hier im Speziellen nach Gleichung (7.19)
gilt:

(7.19)� � �Cel�1
� ��n�1

1
q(�n�1)

P�
�1

.

Die Prädiktorspannungen S*
n�1 können auch durch die aktuellen Gesamtverzerrungen En�1

und den zum Zeitpunt tn bekannten plastischen Verzerrungen Epl
n  als

S*
n�1 � Sn � �Sn�1 � Cel
En � Epl

n
� � Cel�En�1 (C.2)

� Cel

En � �En�1

� � CelEpl
n � Cel
En�1 � Epl

n
�

ausgedrückt werden. Somit ergeben sich die aktuellen Spannungen mit

Sn�1 � �
En�1 � Epl
n
� . (C.3)

Ziel ist es nun, eine Beziehung zwischen den Ratenformen der Spannungen und der Verzerrun-
gen unter Berücksichtigung sämtlicher zeitlicher Abhängigkeiten herzuleiten. Es muss also die
zeitliche Ableitung in der folgenden Art gebildet werden:

d 
Sn�1
� � d�

�



�Cel�1
� ��n�1

1
q(�n�1)

P�
�1


En�1 � Epl
n
�
�

�

�

. (C.4)

Dabei bezeichnet d(���) das totale Differenzial der Größe (���). Es lässt sich daimit die zeitliche
Ableitung der Spannungen in Abhängigkeit der Verzerrungsrate und der Rate des plastischen
Multiplikators wie folgt schreiben:

dSn�1 � �
�S
�E

dE �

�S
���

�
�S
�q

�q
���
�d�	

n�1

. (C.5)

Alternativ kann Gleichung (C.5) auch in der folgenden Form dargestellt werden:

dSn�1 � �
�S
�E

�

�S
���

�
�S
�q

�q
���
� d�

dE
	

n�1

dEn�1 . (C.6)

Der Klammerausdruck entspricht dabei gerade der algorithmischen elasto-plastischen Material-

tangente Cep,algo
n�1

Cep,algo
n�1

� ��S
�E

�

�S
���

�
�S
�q

�q
���
� d�

dE
	

n�1

. (C.7)
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Allerdings ist Cep,algo
n�1

 noch von dem Ratenverhältnis des plastischen Multiplikators mit den Ver-

zerrungen d��dE abhängig. Durch die Auswertung der Konsistenzbedingung kann d��dE be-
rechnet werden.

Die in der algorithmischen elasto-plastischen Materialtangente verwendeten Gradienten berech-
nen sich zu

(C.8)�

�

�

�S
�E

� Cel�1
� �� 1

q(�)
P�

�1

� ��

�

�
n�1

,

� �S
���

� � � 	�
�1


,��
� E � �

1
q(�)

� P � E

� �
1

q(�)
� P S� �

f (S)
q(�)

� n�
n�1

, (C.9)

��S
�q

� � � 	�
�1


,q
� E �

��
q(�)2 � P � E

� ��
f (S)
q(�)2 � n�

n�1

,
(C.10)

�q1
��

� � S
t
33�

�q2
��

� � S
t
33� S

t
33,����
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�

1
��

1
���

S
t
33,�

�S
t
33
�

�

�
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�

�

1
��

1
���

S
t
33,�

�S
t
33
�

�

�

� � � � .

�q
���

� H �

exp�
�
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�� 1� ln(�) � ���� ln�
�

�

S
t
33

S
t
33� S

t
33,�

�

�

�
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S
t
33
�

�

�

(C.11)

Gleichung (C.6) lässt sich mit den eben vorgestellten Gradienten dann wie folgt ausdrücken:

dSn�1 ��

�

�

	���
f
q�n � ��

f
q2 H�n� d�

dE

�
�

�
n�1

dEn�1 . (C.12)

Zur Berechnung des Gradienten d��dE wird die Konsistenzbedingung

d (F(S, q)) � 0 (C.13)

ausgenützt, wobei Folgendes zu beachten ist: Die Spannungen sind vom plastischen Multiplika-
tor und von den Verzerrungen abhängig, während die äquivalente Spannung nur vom plastischen
Multiplikator abhängt:
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S� S(��, q(�(��)), E) (C.14)q � q(�(��)) .;

Die totale Ableitung der Fließfunktion bestimmt sich somit mit

dFn�1 � �	
�F
�S



T

	
�S
���

�
�S
�q

�q
���

d���F

�q
�q
���

d�

(C.15)� 	
�F
�S
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�S
�E

dE�
n�1

� 0

und lässt sich nach d��dE
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dE
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	�F
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 auflösen. Mit dem Gradienten der Fließfunktion nach den Spannungen (Gleichung  (7.15))
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Gleichung (C.17) eingesetzt in (C.12) liefert dann
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Unter Berücksichtigung von fn�1 � qn�1 folgt für die algorithmische elasto-plastische Mate-

rialtangente Cep,algo
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