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Zusammenfassung

Dievorliegende Arbeit befasst sich mit der Analyse des Verhaltens von Strukturen, die aus mi-
kroheterogenen Materialien — bei spiel sweise Verbundmaterialien — gefertigt sind. Hierbel sind
diecharakteristischen Abmessungen der Materialkomponentenim Allgemeinen deutlich kleiner
als die charakteristischen Abmessungen der Struktur. Deshalb sind mechanische Modelle, die
dieMaterial skaladirekt aufl 6sen zu aufwandig. Andererseits sind makroskopische Modelle, die
das lokale Material verhalten nur phdnomenol ogisch in gemittelter Weise erfassen zu ungenau,
um zuverlassige Prognosen des Systemverhaltensbis zum Zustand des Versagenstreffen zu kon-
nen und um den Versagensvorgang zu untersuchen. Eine Alternative stellen Methoden dar, die
die physikalischen Vorgénge, die sich auf der Skala der Materia heterogenitéten abspielen, de-
tailliert erfassen und auf der Strukturskalaim Rahmen eines Mehrskalenmodells einbinden.

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines entsprechenden M ehrskal enkonzeptes zur Analyse
strukturmechanischer Probleme mit Mehrskalencharakteristik bei entfestigendem Werkstoff-
verhalten. Auf die Ausarbeitung eineseffizienten und robusten L dsungsal gorithmuswird beson-
derer Wert gelegt.

Das vorgestellte Mehrskalenmodell basiert hierbel auf einem volumenverbindenden Skalen-
Ubergang, der durch hierarchisches Anreichern der grobskaligen Ldsung realisiert wird. Durch
den volumenverbindenden Skal entibergang behélt das M ehrskalenmodel | im entfestigenden Be-
anspruchungsbereich seine Gultigkeit, wenn die Skalenunterschiede durch lokalisierendes M a-
terialverhalten klein werden.

Im Hinblick auf die Effizienz der Methodewird die hierarchische Anreicherung der Grobskal en-
|6sung nur in Bereichen nichtlinearen Materialverhaltens eingesetzt. Hierfir wird ein verzer-
rungsbasi ertesKriterium zur adaptiven Anpassung des M ehrskal enberei chsvorgeschlagen. Dar-
uber hinaus wird ein lokaler Tréger fur die feinskaligen Variablen eingefiihrt, wodurch die
Feinskal englei chungen aul3erst effizient gel st werden kénnen. Ein simultaner L ésungsalgorith-
mus gewahrleistet die Beriicksichtigung der vorhandenen starken K opplung zwischen den Ska-
len.

Im Zusammenhang mit der L okalitétsannahme werden unterschiedliche M 6glichkeiten zur For-
mulierung von Nebenbedingungen fur die feinskaligen Variablen vorgestellt und entwickelt.
Anhand geeigneter M odel | bei spiel e werden diese M 6glichkeiten untersucht und hinsichtlichih-
rer Vor—und Nachteile im Rahmen des Mehrskalenmodells verglichen.

DasPotential desvorgestellten hierarchischen M ehrskal enkonzepts hinsichtlich Genauigkeit ei-
nerseits und Effizienz andererseits wird an verschiedenen Anwendungsbei spielen aufgezeigt.



Abstract

The present study isconcerned with the analysisof the behavior of structures, made up of micro—
heterogeneous materials like composites. Models, which directly resolve the material structure
are too expensive, since the characteristic length of material components is much smaller than
the characteristic length of the structure. On the other hand, macroscopic models capturing the
local material behavior only in phenomenological sensearetoo inaccuratefor areliableanalysis
of the structural behavior within the post—failure range. An alternative are methods, which take
care of the physical behavior on the scale of material heterogeneities in a detailed manner and
include them on the structural scale by means of a multiscale model.

Theaim of thisthesisisthe development of an appropriate multiscal e concept to solve problems
of structural mechanics with multiscale characteristics for softening material behavior. In this
connection an efficient and robust solution algorithm is of particular importance.

The proposed multiscale method isbased on avolume coupled scaletransition, whichisrealized
viaahierarchical refinement of the large scale solution. With this volume coupled scale transi-
tion, the multiscale model remainsvalidin the stage of softening, wherethe differences between
scales become small due to localized material behavior.

With respect to the efficiency of thismethod, hierarchical refinement isrestricted to regionswith
nonlinear material behavior. Therefore a strain—-based criterion for the adaptive adjustment of
themultiscaleregionisproposed. Additionaly alocal carrier isintroduced for thefine scalevari-
ables, which allows avery efficient solution of the small scale equations. A simultaneous solu-
tion algorithm accounts for the strong coupling between the scales.

In the context of the locality assumption for the small scale variables, different possibilities to
formulate constraint conditions are presented and introduced. Using adequate test cases these
possibilities are investigated and compared with respect to their pros and cons within the multi-
scale method.

The potential of the proposed multiscal e concept with respect to accuracy and efficiency isexam-
plified by means of various applications.
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Abkurzungen, Bezeichnungen, Notationen

Auf folgende Abklrzungen und Bezeichnungen wird in der vorliegenden Arbeit mehrfach
zurtickgegriffen:

Abkurzungen
FEM Finite Element Methode
FSL Feinskalenl6sung

M athematische Notationen

R" n—dimensionaler Euklidischer Raum

\% Gradientenoperator

div Divergenz bezlglich kartesischem Koordinatensystem x
(*)sx partielle Ableitung nach x

[ ] Sprungoperator

v far ale

Bezeichnungen

Kontinuumsmechanik

X Platzierung im Euklidischen Raum

n Normalenvektor

u Verschiebungsvektor

[u] Verschiebungssprung
Verzerrungstensor

o Cauchy’scher Spannungstensor

t Spannungsvektor

ce elastischer Werkstofftensor (/—-matrix)

cd M aterialtangente

c M aterial sekante

Q akkustischer Tensor

q Vektor interner Geschichtsvariablen
b externe Volumenlast

t externe Randlast

U vorgeschriebene Randverschiebung
1 Gesamtenergie

Iy interne Energie

I o externe Energie

I, potentielle Energie
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1 Einleitung

1.1 M otivation

Viele natirrliche und kinstliche Werkstoffe weisen eine innere Struktur auf, die durch Ein-
schllsse, Fasern, Hohlrdume, Risse usw. gebildet wird. Sind die Abmessungen der Materialkon-
stituierenden bzw. der Fehlstellen wesentlich kleiner alsdie Systemabmessungen, wird in dieser
Arbeit von mikroheterogenen Wer kstoffen gesprochen. Natiirliche mikroheterogene Werkstoffe
haben beispiel sweisekristalline oder zellul&re Struktur. Typische Vertreter kuinstlicher mikrohe-
terogener Werkstoffe sind Verbundwer kstoffe, zu denen faserverstarkte Materialien und Beton
zéhlen.

Das Potential von Verbundwerkstoffen liegt in der Mdglichkeit des Materialdesigns. Durch be-
wusste Auswahl und Anordnung unterschiedlicher Materialkomponenten kdnnen Werkstoffe
mit speziellen, strukturangepassten Eigenschaften hergestellt werden. Dies betrifft sowohl me-
chanische Eigenschaften wie Steifigkeit, Festigkeit, Duktilitéat, Dampfungseigenschaften und
Gewicht al sauch thermische oder chemische Eigenschaften wie Warmedehnung, Korrosionsbe-
sténdigkeit und Dauerhaftigkeit. So haben Verbundwerkstoffe in den letzten Jahren fr vielfal-
tige techni sche Anwendungen im M aschinen— und Automobilbau, in der Luft—und Raumfahrt-
industrie, im Bauwesen, in der Biomechanik und anderen Berei chen zunehmend an Bedeutung
gewonnen.

Sowohl fur zuverl&ssige Prognosen des Systemverhaltens bis zum Zustand des Versagens als
auch zur Optimierung des Materialaufbaus werden mathematische Modelle benétigt, die die
komplexen physikalischen Vorgange dieser Werkstoffe erfassen kdnnen. Haufig sind nicht nur
globale Groflien, wie die Gesamtdeformation oder Traglast von Interesse, sondern auch die Ana-
lyse des Versagenshergangs. Das M ateria versagen wird durch einzelne Mikrorissein den Mate-
rialkomponenten oder durch Ablésen der Komponenten infolge lokaler Spannungskonzentra-
tionen initiiert. Der Zusammenschluss und die Interaktion dieser Mikrodefekte fuhren
schliefdlich zum globalen Systemversagen. Die Werkstoffheterogenitéten geben al so eine untere
Skala, die Feinskala, vor und das Materialverhalten und damit auch die Systemantwort wird
durch physikalische Prozesse, die sich auf dieser unteren Skala abspielen, bestimmt. Das heil3t,
das Systemverhalten wei st el ne ausgesprochene Zwei— bzw. Mehr skalenchar akterisitik auf. Un-
ter Umstanden ist es sinnvoll, neben der Skala der Materialkomponenten (Feinskala) und der
Strukturskala (Grobskala) weitere Skalen einzufihren. Dies kdnnen Zwischenskalen sein, die
typische Ensembles der Materialstruktur aufl6sen, oder die Atomskala, siehe Bild 1.1.

Die Mehrskalencharakteristik bestimmt auch die Optimierung des Materialdesigns. Wahrend
die Designvariablen — das sind bei spiel sweise die mechanischen Eigenschaften der einzelnen
Komponenten, ihr Volumenanteil und ihre Ausrichtung—die Mikrostruktur desMaterial sbetref-
fen, sind die Entwurfszieleglobal e Tragwerkseigenschaften, wie Systemsteifigkeit, Traglast und
Systemduktilitat.
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Bild 1.1: Skalenspektrumam Beispiel einer Sruktur aus Textilbeton

Makroskopische Material modell e berticksi chtigen dielokal en Vorgange auf der Feinskalaledig-
lich phéanomenol ogisch in verschmierter Weise. Sie werden auf der Strukturskala, die in dieser
Arbeit as Grobskal a bezeichnet wird, formuliert und halten dadurch den Aufwand numerischer
Analysen gering. Fiir einen Uberblick tiber géngige makroskopische Materialmodelle fiir Faser-
verbundwerkstoffe sei auf Lemaitre & Chaboche (1990) oder Jirdsek & Bazant (2002) verwie-
sen. Um den unterschiedlichen Versagensarten und dem richtungsabhangigen Verhalten Rech-
nung tragen zu kénnen, sind makroskopische Konstitutivgesetze fir Mehrphasenmaterialien
recht komplex. Dadurch kann die Identifikation der Material parameter — das kbnnen unter Um-
sténden sehr viele sein — ein Problem darstellen. Fur Analysen des lokalen Verhaltens auf der
Feinskala sind diese M odelle ungeeignet und auch in der Prognose des globalen Systemverhal -
tensfuhren siebei inelastischem Material verhalten zwangsl &ufig zu gewissen Ungenauigkeiten.

Der anhaltende Fortschritt der Rechnerleistungen rechtfertigt jedoch die Entwicklung von ge-
naueren Modellen, die die lokalen Vorgange auf der Feinskala detailliert erfassen und auf der
Grobskalaim Rahmen eines Zwei— oder Mehrskalenmodells einbinden. Das Verhalten der ein-
zelnen Komponenten kann dabei im Allgemeinen durch relativ einfache K onstitutivgesetze dar-
gestellt werden.

Im Hinblick auf Speicherkapazitéten und Rechenzeitenist esdagegen auch mittelfristig undenk-
bar, die Materialkomponenten in der gesamten Struktur direkt aufzul 6sen (Feinskalenmodell).

Liegen Fein—und Grobskalasehr weit ausei nander, so kdnnen im Rahmen eines Zwei skalenmo-
dellsdiegrobskaligen Zustandsvariablenin einem reprasentativen Ausschnitt der Material struk-
tur as konstant angesehen werden. Auf dieser Annahme, die als Skalensepar ation bezeichnet
wird, basiert der Skalenlibergang von Homogenisierungsver fahren. Durch analytische (Eshel by
(1957), Hashin & Shtrikmann (1962), Tanaka & Mori (1972)) bzw. numerische (Guedes & Ki-
kuchi (1990), Miehe et al. (2002)) Untersuchungen des Verhaltens der heterogenen Material-
struktur werden homogene Ersatzmodelle entwickelt, die auf der Grobskalaals Materialmodel
dienen. Wahrend entsprechende Verfahren fir elastisches Materialverhalten ausgereift sind, ist
die Homogenisierung inelastischen Materialverhaltens Gegenstand aktueller Forschungstétig-
keit (Schroder (1996), Wriggers et a. (1998), Débert (2001), Miehe & Koch (2002), Reese
(2003), Zohdi (2004), L6hnert (2004), Bayreuther (2004), Gitman (2006)).



Im Prozess des Material versagens werden die Deformationsgradienten in den Versagensberei-
chen so grof3, dass die Annahme der Skalenseparation ihre Gltigkeit verliert. Eswird ein volu-
menver bindender Skalentibergang erforderlich, der die Feinskalain endlichen Teilbereichen der
Grobskala auflost. Historischer Ursprung der Mehrskalenmodelle mit volumenverbindendem
Skalenlibergang sind die sogenannten global- ocal-Verfahren (Mote (1971), Noor (1986)), die
eine hierarchische Verfeinerung der numerischen Approximation in Bereichen besonderen In-
teresses vorsehen. Diese Idee wurde fir unterschiedliche Probleme mit Mehrskalencharak-
teristik unter den Bezelchnungen zooming technique (Rank (1993)), homogenized dirichlet pro-
jection method (Zohdi et al. (1996)), variational multiscale method (Hughes et a. (1998)),
super position based multiscale methods (Fish & Shek (2000)) u.a aufgegriffen. Diesen Metho-
denist die hierarchische Anreicherung der grobskaligen L ésung durch feinskalige Anteile ge-
mein, weshalb in der vorliegenden Arbeit die Bezeichnung hierarchische Mehr skalenmethoden
verwendet wird. Sie unterscheiden sich beztiglich der Modelle und Diskretisierungsmethoden
auf den Skalen, der Bedingung, in welchen Bereichen der Struktur die Grobskal enl 6sung anzu-
reichernist und dem Ldsungsverfahren fir das skalenkoppel nde Glei chungssystem. Der Einsatz
effizienter Ldsungsal gorithmen ist hier unerléasslich, da das hierarchische Verfeinern mit vielen
zusétzlichen Freiheitsgraden verbunden ist. Es bieten sich insbesondere nicht tiberlappende Ge-
bietszerlegungsmethoden (L adevéze (2004)) und Mehrgitterverfahren (Fish & Belsky (1995 a,
b), Bayreuther (2004)) an.

1.2  Ziesetzung

In dieser Arbeit sollen Konzepte und Algorithmen zur effizienten Systemanalyse von Verbund-
strukturen aus mikroheterogenen, entfestigenden Werkstoffen unter Beriicksichtigung der Ska-
leninter aktion entwickelt und bereitgestel It werden. Mit der Formulierung eines entsprechenden
M ehrskalenmodellssoll die L ticke zwischen Homogenisierungsmethoden, die auf Problememit
Skalenseparation beschrénkt sind, und Feinskal enberechnungen geschlossen werden. Grundle-
gende Anforderungen an das Mehrskalenmodell sind das wirkliche Auflésen der feinen Skala
und elne Kommunikation zwischen den Skalen, die ein effizientes Losen der skalenkoppelnden
Gleichungen ermoglicht. Die Kombination dieser beiden Aspekte stellt die grundlegende Her-
ausforderung fr hierarchische M ehrskalenmethoden dar. Sie sind Themaaktueller Forschungs-
tatigkeit (Farhat et al. (2003), Krause & Rank (2003), Ladevéze (2004), Gravemeier et al.
(2004), Francaet al. (2005), Hund & Ramm (2006)) und der Ansatzpunkt der vorliegenden Ar-
beit. Neben den bereits genannten Zielen soll die Formulierung flexibel fir den Einsatz unter-
schiedlicher mechanischer Modelle auf den betrachteten Skalen sein.

Ein entscheidendes Kriterium fur den Nutzen einer Mehrskalenmethode ist ihre Effizienz, die
von der algorithmischen Umsetzung des M odellsabhangt. Ausdiesem Grund liegt die Ausarbei-
tung eines effizienten und robusten L 6sungsalgorithmus fur das skalenkoppelnde Gleichungs-
system im besonderen Interesse dieser Arbeit.

Eine vielversprechende M églichkeit stellt das Entkoppeln des Feinskal enproblems durch Ein-
fuhrung eineslokalen Tragersfur diefeinskaligen Variablenim Sinneeinessubgrid scalemodels



(Brezzi (2000)) dar. Zu dieser Thematik werden geeignete Ansétze aus der Literatur aufbereitet,
der Problemstellung angepasst und weiterentwickelt sowie eigene Ideen vorgestellt. Im Vorder-
grund steht die Frage, inwiefern Lokalitédt der Feinskal envariablen gefordert werden kann, ohne
die Genauigkeit der Formulierung zu beeintréchtigen. Entsprechende Nebenbedingungen, mit
denen das Postul at des|okalen Tragersverwirklicht werden kann, werden theoretisch und an ge-
eigneten numerischen Tests analysiert sowie kritisch bewertet. Wichtige Kriterien sind hierbel
neben der Effizienz auch die Genauigkeit und Robustheit der Methode. Im Hinblick auf die Effi-
zienz der Methode ist es dartiber hinaus wichtig, dass der Bereich der feinskaligen Auflésung
réaumlich begrenzt und adaptiv angepasst werden kann.

Die Anwendung des M ehrskalenmodel s erfol gt exemplarisch fir faserverstérkte Verbundwerk-
stoffeund homogene Reibungsmaterialien. Bel letzteren entsteht durch dielokale Zerrittung des
Materials wahrend des Versagens ebenfalls eine heterogene Struktur im Material. Die Betrach-
tungen beschranken sich auf zwei Skalen: Die Feinskala, auf der die Materialheterogenitaten
aufgel 6st betrachtet werden, und die Grobskala, auf der die Struktur bzw. der Probekorper be-
trachtet wird. Die Formulierung eines Mehrskalenmodells kann rekursiv aus der des Zweiska-
lenmodells erfolgen. Auf beiden Skalen kommen kontinuumsmechanische Modelle zum Ein-
satz. Hierbei werden regulariserende Mal3nahmen hinsichtlich der Materiaentfestigung
vorgesehen. Eswird jedoch auch die Mdglichkeit aufgezeigt, diskontinuierliche Modelle auf der
Feinskala einzubringen.

Daim Allgemeinenweder fur dasgrobskalige noch fur dasfeinskalige Verhaten analytische L 6-
sungen zur Verflgung stehen, soll die Formulierung auf beiden Skalen durch Finite Elemente
diskretisiert werden. Die numerische Umsetzung der Algorithmen erfolgt im Finite Element
Programm CCARAT, dem Forschungsprogramm am Institut fir Baustatik und Baudynamik der
Universitét Stuttgart. Numerische Ergebni sse werden durch den Vergleich mit Feinskal enl 6sun-
gen bzw. experimentellen Ergebnissen verifiziert.

1.3  Gliederung

In Kapitel 2 wird zunéchst eine kurze Einfuhrung in das mechanische Verhalten von Faserver-
bundwerkstoffen und ein Uberblick (iber geeignete Modellierungs— und Diskretisierungsmog-
lichkeiten gegeben. Esfol gt die Formulierung des zugehorigen Anfangsrandwertproblemsinlo-
kal kontinuumsmechanischem Kontext sowie die zugehotrige schwache Form as Basis der
numerischen Diskretisierung mit Finiten Elementen. Auf dieim Rahmen dieser Arbeit verwen-
deten inelastischen Konstitutivgesetze und Regularisierungen des |okalen Kontinuumsmodells
wird gesondert eingegangen.

Kapitel 3 gibtin einer Ubersicht tiber M ehrskalenmodelle und effiziente L 6sungsmethoden den
aktuellen Stand der Wissenschaft in diesem Bereich wieder. DasKapitel dokumentiert somit den
Ausgangspunkt zur Formulierung eines hierarchischen Mehrskalenmodel|sund seiner algorith-
mischen Realisierung.

Das Grundgerust hierarchischer Mehrskalenmodellewird in Kapitel 4 skizziert. Aufbauend auf
einer konzeptionellen Einfuhrung wird das Anfangsrandwertproblem fir strukturmechanische



Probleme mit mikroheterogenen, inelastischen Werkstoffen im Mehrskalenkontext formuliert
und mit Finiten Elementen diskretisiert. Das Kapitel schlief3t mit der algorithmischen Um-
setzung und mit Aspekten der Implementierung.

In Kapitel 5 wird die Annahme eines lokalen Tragers fur die feinskaligen Variablen al's Grund-
lage fur eine effiziente Losungsstrategie vorgestellt. Im Vordergrund steht die Frage nach ad-
aguaten Nebenbedingungen an diefeinskaligen Variablen. Hierfir werden unterschiedliche be-
stehende und neue M églichkeiten aufgezeigt und umgesetzt.

Eine ausfuhrliche Diskussion und ein systematischer Vergleich der vorgestellten Nebenbedin-
gungen erfolgtin Kapitel 6. Anhand geeigneter numerischer Versuchefindet einevergleichende,
kritische Bewertung statt.

Dasinden Kapiteln 4 bis 6 vorgestellte Gesamtkonzept wird in Kapitel 7 zur Simulation mehre-
rer praxisnaher Anwendungen eingesetzt. Hierbel wird das Potential des Zweiskalenmodells
aufgezeigt und an Benchmarkproblemen verifiziert. Auch die Flexibilitdt des Zweiskalenmo-
dells gegentiber unterschiedlichen mechanischen Modellen auf der feinen Skalawird demons-
triert.

Eine Zusammenfassung der Arbeit und ein Ausblick auf mogliche Weiterentwicklungen der be-
handelten Themen folgen schlief3lich in Kapitel 8.



2 M odellierungsaspekte und Grundlagen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen vorgestellt, die fir die weiteren Betrachtungen und
fur die Formulierung eines ZweiskalenmodelIs fur Strukturen aus Reibungsmaterialien und Fa-
serverbundwerkstoffen notwendig sind. Nach einem kurzen Uberblick tber das mechanische
Verhalten von Faserverbundwerkstoffen und entsprechende Modellierungsméglichkeiten im
Rahmen der Finiten Element M ethode (Abschnitt 2.1) wird die hier verwendete, kontinuumsme-
chanische Formulierung vorgestellt. In Abschnitt 2.2 wird das Randwertproblem eingefihrt,
Abschnitt 2.3 befasst sich mit schadigungsbasi erten K onstitutivgesetzen fir unverstarkteund fa-
serverstarkte Werkstoffe. Moglichkeiten zur Regularisierung des lokalen Kontinuumsmodells
im Zustand der Materialentfestigung sind Thema des Abschnitts 2.4. Samtliche Darstellungen
indieser Arbeit sind auf zweidimensional e, quasi—stati sche Betrachtungen bei kleinen Deforma-
tionen beschrankt.

2.1  Faserverbundwerkstoffe — Uberblick

Faserverbundwerkstoffe werden aus Fasern, die in einen Grundwerkstoff (Matrix) eingebettet
werden, hergestellt. Bei geeigneter Wahl und Anordnung der Einzelkomponenten entsteht soein
Material, das unter anderem bessere Steifigkeits—, Festigkeits—und Duktilitétseigenschaften als
die Ausgangsmaterialien aufweist und dem speziellen Tragverhalten einer Struktur angepasst
werden kann.

Unter mechanischer Beanspruchung Gbernehmen die Fasern einen Grol3teil der Lastabtragung.
Voraussetzung hierfr ist nach Schultz (1996), dass sowohl die Festigkeit alsauch die Steifigkeit
der Fasern grof3er als die des Matrixmaterials sind und dass die Bruchdehnung des M atrixmate-
rialsgrof3er alsdieder Fasernist. Die Matrix tragt in begrenztem Umfang mit, sie verhindert das
Ausknicken der Fasern unter Druck und schiitzt die Fasern.

Die Schicht zwischen Fasern und Matrix wird as Interface bezeichnet. Dieses Interface leitet
die Last von der Matrix in die Fasern ein und spielt somit eine bedeutende Rolle bei der Kraft-
Ubertragung im Verbundwerkstoff. Es handelt sich hierbel entweder um eine produktionsbe-
dingte Ubergangsschicht oder um eine gezielte Oberflachenbeschichtung bzw. Oberflachen-
strukturierung der Fasern zur Verbesserung der Verbundeigenschaften. Untersuchungen hierzu
wurden beispielsweise von Kriiger & Reinhardt (2004) und Halbeisen & Schift (2004) vorge-
nommen. Chawla (1998) und Herakovic (1998) geben einen Uberblick tiber die Eigenschaften
verschiedener Faser— und Matrixmaterialien sowie deren Kombinationen.

Die Fasern werden einzeln oder als Faserblindel mit zufélliger, uni— bzw. bidirektionaler Aus-
richtung oder als GewebeinsMatrixmaterial eingebracht. Der innere Verbund zwischen den Ein-
zelfilamenten in den Faserbiindeln kann nach Untersuchungen von Hegger et al. (2002) durch
Aufbringen einer Beschichtung verbessert werden, so dassdieinneren Fasern bei der Lastabtra-
gung starker aktiviert werden konnen. Strukturen aus faserverstarkten Werkstoffen werden hau-



fig alsLaminat ausdiinnwandigen, miteinander verklebten, unidirektional verstarkten Schichten
aufgebaut. Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschliefdlich unidirektional verstérkte Reibungs-
materialien betrachtet, siehe Abbildung 2.1.

2.1.1  Versagensmechanismen in Faserverbundwerkstoffen

Versagensvorgange von Faserverbundwerkstoffen sind komplex und werden auf unterschiedli-
chen Skalen initiiert. Auf der Feinskala fuhren Fehlstellen und Defekte in der Gitterstruktur zu
Spannungskonzentrationen, die das Ldsen atomarer Bindungen und somit Mikrorisse oder Mi-
kroporen verursachen. Die Akkumulation solcher Mikrodefekte fihrt zu lokalen Versagensme-
chanismen auf der Skala der Materialkomponenten. Dazu gehdren das Reil3en einer Faser bel
Erreichen der Bruchdehnung unter Zug, Faserbeulen unter Druck, Abldsen der Faser von der
Matrix, eventuell bis zum Herausziehen der Faser, sowie das Versagen der Matrix. Ein weiterer
moglicher Versagensvorgang von Laminaten ist das gegenseitige Ablsen von Einzel schichten
inihrer Grenzflache. Er wird als Delamination bezeichnet. Die I nteraktion dieser verschiedenen
|okalen Versagensmechanismen kann schlief3dlich zum Systemversagen fuhren.

Komponenten unidirektional verstarkte Laminat
Einzelschicht

DRI

Interface - Faser - Matrix
Bild 2.1:  Aufbau von Faserverbundwer kstoffen

Der Versagensverlauf und die Versagensart einer Faserverbundstruktur wird durch vielfaltigein-
teragierende Einfllsse auf der Fein—und der Grobskala gesteuert. Zu den Einflussfaktoren auf
der Grobskala gehdren bei spiel sweise die geometrische Form und Lagerung der Struktur sowie
die mechanische oder thermische Beanspruchung. Zu den Einflussfaktoren auf der Feinskala
zahlen die Eigenschaften der verwendeten Werkstoffe, wie der Faserdurchmesser, der Faserge-
halt und die Orientierung der Fasern.

2.1.2 Modédlierung des Versagens von Faser ver bundwer kstoffen

Folgender Uberblick befasst sich mit der Modellierung der Materialdegradation in Faserver-
bundwerkstoffen und der Abbildung von Materialgrenzen auf der Feinskala.

e Materialdegradation — Risse

Die Material degradation sproder Materialien wie Beton wird durch wachsende Mikroporen und
Mikrorisse verursacht. Dieses Materiaversagen kann entweder kontinuumsmechanisch oder
diskret modelliert werden. Ein Uberblick (iber diese beiden Moglichkeiten findet sich bei de
Borst (2004).



Bei der kontinuumsmechani schen Abbildung des Material ver sagens werden Risse phanomeno-
logisch durch entfestigende Materialgesetze berlicksichtigt (Bild 2.2 @). Hierbei werden regula-
risierende Mal3nahmen erforderlich, siehe Abschnitt 2.4, da die klassische K ontinuumsmecha-
nik das Abbilden von Rissen nicht beinhaltet, siehe beispielsweise Truesdell & Noll (1965).

Fir eine diskrete Rissabbildung muss die kinematische Formulierung Verschiebungsdiskonti-
nuitéten zulassen. Erste bruchmechanische Ansédtze ermdglichten das Abbilden von Rissen an
Randern der Finiten Elemente, siehe beispielsweise Martha et al. (1993). Die Elemente an den
Rissflanken werden bei diesem Vorgehen durch Verdoppel n der zugehorigen Knoten voneinan-
der getrennt (Bild 2.2 b). Eine Durchdringung der Struktur an den so entstehenden zusétzlichen
Randern muss durch Nebenbedingungen unterbunden werden. Um dem Rissverlauf folgen zu
konnen, ist entweder ein sehr feines Netz oder haufiges Neuvernetzen —und damit das Ubertra-
gen von Geschichtsvariablen vom alten auf das neue Netz — erforderlich.

Eine alternative Methode fligt zur Berticksichtigung der koh&siven L astibertragung sogenannte
Interface—Elemente im Riss zwi schen den angrenzenden Finiten Elementen ein. Diesermdglicht
die Beriicksichtigung kohasiver Krafte nach der Rissentstehung, siehe z.B. Ortiz & Pandolfi
(1999). Die meisten Umsetzungen sehen keine Neuvernetzung vor, so dass die Ergebnisse unter
Umstanden zur Netzabhéngigkeit tendieren.

Finite Element Formulierungen, die Risseim Elementinneren abbilden kdnnen, gehdren zu den
neueren Entwicklungen. Die Notwendigkeit des Neuvernetzens bzw. des extrem feinen Vernet-
zensentfallt dadurch. Diese Formulierungen reichern diekinematischen Ansétzeim Element um
Sprungterme fur die Verschiebungsdiskontinuitdt an. Beilm Strong Discontinuity Approach
(SDA) (Simoet al. (1993), Oliver (1996)) ist die Anreicherung eine Linearkombination der Ein-
heitssprungfunktion mit Standardansatzfunktionen und dadurch el ementwei se begrenzt. Diemit
der Anreicherung verbundenen zusétzlichen Freiheitsgrade konnen also auf Elementebene sta-
tisch kondensiert werden. Diese Art der Anreicherung fuhrt jedoch zu einer Kopplung der Ver-
zerrungen auf beiden Seiten des Rissesinnerhal b eines Elementes, was unter Umsténden unphy-
sikalische Deformationen erzwingt (Jirdsek & Belytschko (2002)), siehe Bild 2.2 c.
Weiterentwicklungen der Methode wurden unter anderem von Garikipati (1996) und Mosler
(2002) betrieben. Garikipati fand eine Moglichkeit, die das kinstliche Einfihren einer finiten
Rissbandbreite zur Beschrankung der Verzerrungen ertibrigt. Mosler (2002) schlug vor, die zu-
sétzlichen Freiheitsgrade bereits auf Integrationspunktebene zu eliminieren. Das ermoglicht
eine sehr einfache Umsetzung der M ethode mit nur minimalen Eingriffen am I ntegrationspunkt
in ein bestehendes Finite Element Programm.

Einenochfortschrittlichere M ethode zur Rissabbildung im Elementinneren durch Anreicherung
der Kinematik ist die eXtended Finite Element Method (XFEM), siehe Bild 2.2 d, die von Moés
et al. (1999) eingefuhrt wurde. Basierend auf dem Konzept der Partition of Unity (Babuska &
Melenk (1997)) wird die kinematische Anrei cherung als Produkt von Standardansatzf unktionen
und Anreicherungsfunktionen formuliert. Dadurchist die Anreicherung knotenbasiert und nicht
wie beilm Strong Discontinuity A pproach elementbasiert. Die Anreicherungsfunktionen kénnen
dem speziellen Problem angepasst werden—z.B. durch Verwendung der Einheitssprungfunktion
fur diekinematische Beschreibung eines Risses—und sorgen so fir hohe Genauigkeit der Formu-



lierung. Die Standardansatzfunktionen begrenzen den Einflussradius der Anreicherung, so dass
die diinne Besetzung der Systemmatrizen erhalten bleibt. Dadie zusétzlichen Freiheitsgrade der
kinematischen Anreicherung globale Freiheitsgrade sind, ist der Implementierungsaufwand re-
lativ hoch: Mit dem Wachstum der Risse andert sich die Anzahl der Freiheitsgrade und deren
Konnektivitét. Die geometrische Lage der Rissewurdevon Venturaet al. (2002) erstmalig durch
vector—| evel—set—Funktionen beschrieben. Level—set—Funktionen ermdglichen die Verfolgung
von sich entwickelnden Oberflachen durch zeitlich veranderliche implizite Funktionen hoherer
Ordnung @(x,t) (Osher & Sethian (1988)). Die zu beschreibende Oberflache wird durch
@(x,t) = 0 erfasst. Die level—set—Funktion kann beispielsweise die Abstandsfunktion von ei-
nem Punkt x zur Rissoberfléchezum Zeitpunkt t seinund durch Finite Element Ansétze diskreti-
siert werden.

Fir einen ausfihrlichen Uberblick und Vergleich der hier nur kurz angeschnittenen Methoden
zur Abbildung starker Diskontinuitaten im Rahmen der Finiten Element Methode sei auf Jirasek
& Belytschko (2002) sowie Karihaloo & Xiao (2003) verwiesen.

ety

—_

E;Dj a) Kontinuum  b) bruchmechanischer ~ c) SDA d) XFEM
System Ansatz

Bild 2.2:  Zugprobe mit inhomogener Beanspruchung: Abbildung von Rissen

e Materialgrenzen

An Materialgrenzen, beispielsweise zwischen Fasern und Matrixmaterial, tritt aus Gleichge-
wichtsgrinden und wegen unterschiedlicher Spannungs-Dehnungs—Beziehungen in den anei-
nandergrenzenden Werkstoffen ein Verzerrungssprung auf. Materialgrenzen kénnenim Rahmen
der Finiten Element M ethode auf verschiedene Wei sen abgebildet werden, diein Bild 2.3 gegen-
Ubergestellt werden.
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Vernetzung Methode
Bild 2.3:  Abbildung von Materialgrenzen

Alsgenaueste, und im Hinblick auf die Rechenzeit auch sehr effiziente Moglichkeit, werden die
Elemente geometrisch an den Materialgrenzen ausgerichtet (konforme Vernetzung), so dass je-
dem Element ein Material zugeordnet ist, siehe Bild 2.3 a. Nachtellig ist hierbel der grof3e Auf-
wand fur die Vernetzung der Materiastruktur, insbesondere bei dreidimensionalen Betrach-
tungen. Darlberhinaus kann eine solche Vernetzung zu entarteten Elementen fihren, was
nachteilig fur die Genauigkeit sein kann.

Alternativ stellten Zohdi et al. (1998) die Gaul3punkt—Methode fir die Diskretisierung mikrohe-
terogener Werkstoffe vor, siehe Bild 2.3 b. Hierbei verlaufen die Elementrander willktrlich zu
den Materialgrenzen, so dass ein einfaches und wenig aufwandiges Vernetzen moglich ist. Ein
Element kann dabei mehrere Materialien beinhalten, jedem Integrationspunkt wird jedoch je-
weils ein Material zugeordnet. Die Integrationsordnung wird in den Elementen, die eine Mate-
rialgrenze beinhalten, erhoht. Dies geschieht, um die Genauigkeitsverluste mdglichst gering zu
halten. Doch auch mit erhéhter Anzahl an Integrationspunkten ist das Verhalten von Elementen
mit mehreren Materialien tendenziell zu steif, da die diskreten Verzerrungen die physikalisch
vorhandenen Verzerrungsdiskontinuitdten an Materialgrenzen nicht wiedergeben. Ein weiterer
Nachtell liegt in der erhdhten Rechenzeit durch die zusétzlich eingefihrten I ntegrationspunkte.

Auf diesen Erfahrungen aufbauend verwendet Lohnert (2004) die hanging—nhodes-Methode,
siehe Bild 2.3 c. In der Umgebung von Materialgrenzen wird hierbei eine auf dem hanging—no-
des—Konzept basi erende Netzverfeinerung vorgenommen. Jedem Element wird genau ein M ate-
rial zugewiesen. Die Geometrieder M aterialkomponenten kann dadurch nur ndherungsweise er-
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fasst werden. In einem vergleichenden Beispiel zeigt L 6hnert, dass die hanging—nodes—-M ethode
effizienter und genauer als die Gaul3punkt—Methode ist.

Im Rahmen der eXtended Finite Element Method beschreiben Sukumar et a. (2001) die Lage
von Materialgrenzen im Element sehr elegant durch |evel—set—Funktionen und ermdglichen so
ebenfallseinevon den M aterial grenzen unabhangige Vernetzung, sieheBild 2.3 d. Dieauftreten-
den Verzerrungsdiskontinuitéten an den Materialgrenzen werden entsprechend dem XFEM-—
Konzept durch Anreicherung der kinematischen Ansétze beriicksichtigt. Dieses Vorgehen ver-
bindet hohe Modellgenauigkeit mit der Moglichkeit des einfachen Vernetzens, demgegentber
steht die aufwandige Umsetzung der Methode.

Im Rahmen desin dieser Arbeit vorgestellten Zweiskalenmodells fur Strukturanalysen werden
far die Anwendung auf Faserverbundwerkstoffe und homogene Reibungsmaterialien folgende
Modelle zur Beschreibung der Material degradation und zur Abbildung von M aterial grenzen auf
der Feinskalaverwendet: In Anlehnung an Débert (2001) wird die Entfestigung desMatrixmate-
rialsund der Fasern jeweilsdurch ein regularisi erteskontinuumsmechani sches Schadi gungsmo-
dell beschrieben. Die Abldsungim I nterface zwischen den Materialkomponentenwird durch den
Ansatz regularisierter starker Diskontinuitaten erfasst. Dadurch ergibt sich die Notwendigkeit
einer den Materialgrenzen angepassten (konformen) Diskretisierung. Entsprechende konti-
nuumsmechanische Modelle und deren Diskretisierung mit Finiten Elementen werden in den
folgenden Abschnitten eingeftihrt. Da es sich um Modelle handelt, die in der Literatur gangig
sind, werden die Darstellungen bewusst knapp gehalten.

2.2  Formulierung des Randwertproblems

Auf der Grobskala des Zwei skalenmodel s basiert die Formulierung des Randwertproblems auf
einem lokalen Kontinuumsmodell (Abschnitt 2.2.1). Auf der Feinskala kommt dieses lokale
Kontinuumsmodell ebenfalls zum Einsatz, z.B. bei Anwendungen mit Faserverbundwerkstof-
fen fUr die Materialkomponenten Faser und Matrix. Im postkritischen Beanspruchungsbereich
werden regularisierende Mal3nahmen erforderlich, die in Abschnitt 2.4 bereitgestellt werden.
Das Randwertproblem fir die Materialkomponente Interface wird in Abschnitt 2.2.2 beschrie-
ben.

2.2.1 Randwertproblem der lokalen Kontinuumsmechanik

Der betrachtete Korper mit physikalischen Eigenschaften wie Textur und Dichte kann als eine
Menge von Punkten mit Platzierungen x im Euklidischen Raum 22 beschrieben werden. Er
nimmt das Gebiet 2 ein. Die Bewegung des Korpers wird durch das vektorwertige Verschie-
bungsfeld u beschrieben. Die formandernde Deformation des Korpers wird durch den Verzer-
rungstensor ¢ quantifiziert. Unter der Annahme einer linearen Kinematik berechnen sich die
Verzerrungen nach Gleichung (2.2) als symmetrischer Anteil des Verschiebungsgradienten,
sieheBild 2.4. Die Deformation weckt mechanische Beanspruchungenim Korper, diedurch den
Cauchy’ schen Spannungstensor o ausgedrickt werden. Die konstitutiven Glei chungen (2.3) be-
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schreiben im Rahmen der |okalen K ontinuumsmechanik die Spannungen punktweise al's Funk-
tion der Verzerrungen und eines Satzes von internen Geschichtsvariablen zusammengefasst im
Vektor q. An einer Schnittflache ', desKdrpers mit der Normalen n wird der Spannungsvektor
t frei. Nach dem Cauchy—Theorem berechnet sich dieser Spannungsvektor durch

t=o0-n auf I'p. (2.1)

Die Spannungen erfillen die lokale Form der Impulsbilanz (2.4), aso das GIeichgevA\/icht ZWi-
schen dem Vektor der internen Kréfte und dem Vektor der externen Volumenkréfte b in jedem
Punkt x. Aufgrund der Drehimpulsbilanz ist das Spannungsfeld symmetrisch, so dass
0=0'"inQ gilt. Der Rand 92 des Korpers teilt sich in disunkte Untermengen
002 = 0Q, U Q¢ mit a2, N 02 = 0, auf denen entweder Randbedingungen (RB) vom Di-
richlet—Typ (Gleichung (2.5)) oder Randbedingungen vom Neumann-Typ (Gleichung (2.6))
vorgeschrieben sind. 9£2, wird als Dirichtletrand und 9£2; als Neumannrand bezeichnet.

Die Gleichungen (2.2) — (2.6) beschreiben das punktweise Randwertproblem vollstandig. Die
Darstellung der Beziehungenim Tonti—Diagramm (Bild 2.4) geht auf Tonti (1972, 1976) zurtick.
DasDiagramm zeigt die Abhangigkeiten zwischen den Variablen u, & und o durch diekinemati-
sche Gleichung, das Konstitutivgesetz und die Gleichgewichtsbeziehung in anschaulicher
Weise.

t=1 af g@ SPAMUNGN Lo = o(e,q) in @  Verzerrungen
(1 €
Spannungs— Konstitutivgesetz (2.3)
RBn (2.6)
Gleichgewicht (2.4) Kinematik (2.2)
dve+b=0 inQ e=V¥"u inQ
Lazten Verschiebungen— u = (i auf 9Q,
u

Verschiebungs-
RBn (2.5)

Bild 2.4: Tonti-Diagramm: Starke Form des Randwertproblems

e Schwache Form des Randwertproblems

Zur numerischen Losung des Randwertproblems wird die in Bild 2.4 dargestellte starke Form
des Randwertproblemsin eine sogenannte schwache Form Uberfuhrt. Fir die hier zunéchst ver-
wendete Ver schiebungsfor mulierung werden die Verschiebungen u als Primérvariable gewahlt.
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Die Verzerrungen & und Spannungen ¢ werden punktwei se durch die kinematischen Gleichun-
gen (2.2) und das Konstitutivgesetz (2.3) al's Funktion der Verschiebungen u beschrieben. Die
schwache Form des Gleichgewichts ergibt sich durch Wichtung der Gleichgewichtsbeziehung
(2.4) mit Testfunktionen du und Integration Uber das Gebiet .

j au-[mvo-+6]dvzzo + gat. RBn v du 2.7)
Q

Hiermit wird das Gleichgewicht nur noch im integralen Sinne tiber das Gebiet und nicht mehr
punktweiseerfillt. DiesesVorgehen wird alsMethode der gewichteten Residuen bezeichnet. Die
Anwendung des Gaul’ schen I ntegral satzesund das Einsetzen der punktwel seerfillten kinemati-
schen und konstitutiven Beziehungen sowie der Randbedingungen ergibt folgende Darstellung
der schwachen Form.

Jgés L oe,q) dV — J

au-BdV—j ou-{dA=0 V du 2.8)
Q

982,

5H = 6Hint - 6Hext = O V (§U

Interpretiert man die Testfunktionen ou als virtuelle Verschiebungen, so ist die Aquivalenz der
schwachen Form des Gleichgewichts(2.8) und desPrinzipsder virtuellen Ver schiebungen (PvV)
offensichtlich. DasPvV besagt, dassdievirtuelle Arbeit 617 alsDifferenz der virtuelleninternen
Arbeit OIT;, und der virtuellen externen Arbeit 0114 verschwindet. Einen Uberblick tber alter-
native Variationsmethoden als Grundlage gemischter oder hybrider Finite Element Formulie-
rungen findet man beispielsweise bei Felippa (1994).

e Diskretisierung

In dieser Arbeit wird die Methode der Finiten Elemente (FEM) als numerisches Naherungsver-
fahren zur Simulation des Antwortverhaltens von Strukturen verwendet. Grundlegende Ideen
der Finiten Element Methode gehen auf Argyris(1960), Clough (1965) und Zienkiewicz (1971)
zurlick. Zu den bekanntesten aktuellen L ehrbiichern gehtren Zienkiewicz et al. (2005), Hughes
(2000), Belytschko et al. (2000) und Wriggers (2001).

Die zugrunde liegende kontinuumsmechanische Gleichung in schwacher Form (Gleichung
(2.8)) wird im Rahmen der Finiten Element M ethode durch eine endliche Anzahl an Unbekann-
ten diskretisiert. Dazu wird der zu analysierende Korper £ in ngy, Elemente Q. unterteilt:
Q== U gie lQe. Der Verschiebungsverlauf im Element wird approximativ durch poly-
nomiale Ansatzfunktionen N zwischen den Knotenverschiebungen d interpoliert. Dieselbe In-
terpolation wird bei einer Bubnov—Galerkin—Diskretisierung fir die Testfunktionen du vorge-
nommen. Fir die diskreten Gleichungen wird in dieser Arbeit die Matrix—\Vektor—Notation
verwendet. Die kinematische Beziehung (2.2) liefert die diskretisierten Verzerrungen und vir-
tuellen Verzerrungen mit dem B—Operator als symmetrischem Anteil des Gradienten der An-
satzfunktionen N.

u=ul=Nd  du=du"=N dd, h=Bd, o¢"=Bod (2.9)
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Die diskrete Darstellung der schwachen Form des Gleichgewichts ergibt sich durch Einsetzen
der Ansétze (2.9) in Gleichung (2.8).

NT t dA] =0V déd (210

ne
ort" = U od" U BT o"(d, q) dV — J
e=1

NTBdV—J
QE

Qe

e

fint(d) — feq

Das Symbol (_J steht fur den Zusammenbau (Assemblierung) der elementweisen internen und
externen Kréfte f;,(d) und feq zu den Systemkréften F; (D) und Fey unter Berlicksichtigung
der kinematischen Vertréglichkeit und des K notengleichgewichts (direkte Seifigkeitsmethode).
Der Index h, der zur Unterscheidung zwischen diskretisierten und kontinuierlichen Variablen
dient, wird im Folgenden nicht notiert. Da Gleichung (2.10) fir beliebige Testfunktionen erfillt
sein muss, erhalten wir folgendesim Allgemeinen nichtlineares Gleichungssystem zur Bestim-
mung der unbekannten Knotenverschiebungen D des Systems.

Fin(D) — Feq = 0 (2.11)

Esdrickt das Gleichgewicht zwischen den internen und externen K notenkréften aus. Die Belas-
tung wird schrittwei se gesteigert, wobeil das nichtlineare Gleichungssystem in jedem Lastschritt
iterativ gel6st wird (implizites Vierfahren). In dieser Arbeit wird dazu das weitverbreitete New-
ton—Raphson—-Verfahren verwendet, das sich bel konsistenter Linearisierung der Gleichungen
durch quadratische Konvergenz in der Nahe der L 6sung auszeichnet.

e Linearisierung

Daindieser Arbeit nichtlinearesMaterialverhalten untersucht wird, ist F;(D) einenichtlineare
Funktion der Knotenverschiebungen D. Die externen Kréfte F o Seien verschiebungsunabhan-
gig. Zur iterativen Losung des nichtlinearen Gleichungssystems (2.11) zu einem bestimmten
Lastniveau F e wird das Residuum R := F;(D) — Feq = 0 als Differenz der internen und
externen Kréfte eingeflihrt. Dieses Residuum ist also eine Ungleichgewichtskraft, dieim Laufe
der Iteration zu Null werden soll. Im Rahmen einer Newton—Raphson-teration wird dieses Re-
siduum in einer Taylorreihe um die unbekannte LOsung des Iterationsschritts i — i + 1 ent-
wickelt. Termehdherer alserster Ordnung werden dabei vernachl assigt und esergibt sich folgen-
des linearisiertes Residuum.

lin R(Di+l) — R(Di) + g_[F\; IDi ADi+1 =0 mit ADi+1 — Di+1 _ Di (2_12)

al:int
oD

Mit der Definition der Tangentensteifigkeit K' : = g—gb =
Gleichungssystem

| erhdt mandaslinearisierte

Ki ADi+1 — Fint(Di) _ F@(t (2.13)

zur Berechnung der unbekannten residuellen Anderung der Systemfreiheitsgrade AD' *1. Die
Tangentensteifigkeit sowie das Residuum werden aus folgenden Elementbeitrdgen assembliert
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i Nge i Nge afint Nge T i
Ki= U ke = LJ'?T_hi: U J B' Cian B dV
e=1 e=1 e=170. (2.14)

i i Nege i Nge - i
R =Fj— Fex = U[fe,int - fe,ext] = U JQ B' ¢' dV — feex

e=1 e=1

mit der Materialtangente Cl.,, = do'/de' . Die Spezifizierung der Werkstoffgleichungen gibt die
Definition der Spannungen o = o(e, g) vor. Sie beeinflusst sowohl die internen Kréfte F; . als
auch die Tangentensteifigkeit K Uber die Materialtangente. Die hier verwendeten Materialge-
setze werden in Abschnitt 2.3 vorgestellt.

2.2.2 Randwertproblem im Interface

An Material grenzen zwischen Fasern und Matrixmaterial wird in dieser Arbeit ein Interfaceim
Sinneeiner Kohasivzone etabliert. Esermdglicht die Berticksi chtigung von dort méglicherweise
auftretenden Verschiebungsdi skontinuitéten und beschreibt den Zusammenhang zwischen Ver-
schiebungssprung und Spannungsvektor an den Rissoberfléchen. In der Literatur werden solche
Kohésivzonenmodelle auch in homogenen Materialien zur Beschreibung diskreter Risse ver-
wendet (Larsson et al. (1993), Miehe & Schroder (1994), Ortiz & Pandolfi (1999), Sigmund
(2002)) oder zur Beschreibung der Delamination in Laminaten, siehe Allix & Ladeveze (1992)
und Allix (2002).

Das Interface nimmt im n — dimensionalen Kérper  das (n — 1) — dimensionale Gebiet I''F
ein. Die kinematische Variable im Interface ist der Verschiebungssprung [u] = u® — u" zwi-
schen den Verschiebungen auf der ” oberen” und " unteren” Seite des|nterfaces, u® und u", siehe
Bild 2.5. Zur Regularisierung der Formulierung wird dem Interface eine endliche Dicke t as
M aterial parameter zugewiesen. Daszugehérigefiktive Gebiet 2'F wird durch parallele Fl&chen,
jeweilsim Abstand t/2 zur Oberfl&che I'F, begrenzt. Eswird ein linearer Verschiebungsverlauf
Uber die Interface-Dicke angenommen, so dass die Verzerrung ¢ konstant Uber die Interface—
Dicke und endlich ist. Die derart regularisierte Verzerrung berechnet sich zu

e =V¥My = % sym (Ju] ® n) , (2.15)

wobei n die Einheitsnormale zum Interface darstellt.
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Korper 2 \\\l\\\ B 4 .
I Q
Interface I'F ot =

Verschiebungs— Interface-Dicke
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komponente u

" [u] Verschiebungssprung
u *f****(
| —~ - X
linearer Verlauf

Bild 2.5: Verschiebungsansatz im Interface

Der Zusammenhang zwischen dem kohasiven Spannungsvektor t = ¢ - n im Interface und
dem arbeitskonjugierten Verschiebungssprung [ u] wird durch ein Werkstoffgesetz der Form

t=o0-n=1t(u],q (2.16)

beschrieben, das die ausgepragte Richtungsabhangigkeit des Verhaltensin Normalen—und Tan-
gentialrichtung berlicksichtigt, siehe Abschnitt 2.3.2.

e Schwache Form des Randwertproblems mit Ver schiebungsdiskontinuitéat

Diekontinuierlichen Beitrage des Gebiets 2™ = @ \ I'F zur schwachen Form des Gleichge-
wichts (2.8) werden durch den Beitrag oI7.F des Interfaces I'F ergénzt, siehe Bild 2.13.

int

Jée:o(e,q) v + J[éu] -t dA —Jéu bV — Jéu'fdA= 0 Voéu
Qkont TF Qkont a-Qt (2 17)

or1 = oI + oI},

int int

e Diskretisierung des I nterfaces
Die Darstellung beschréankt sich auf den zweidimensionalen Fall, also auf ein eindimensionales

Interface. FUr die diskrete Formulierung wird die Matrix—\Vektor—Notation verwendet. In Bild
2.6 ist exemplarisch ein Interface—Element mit linearen Verschiebungsansétzen dargestelt.
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Bild 2.6: Interface-Element mit linearen Ver schiebungsansétzen

Der Verschiebungssprung [u] = [[up], [uf]]" berechnet sich al's Differenz der Verschiebungen
auf der " oberen” —dasist die Seite der positiven Normalen —und " unteren” Seite des Interfaces

[ul=Lu (2.18)
mit der Sprungoperatormatrix L und dem Verschiebungsvektor u.

-1 1 0 O
=[ 00 —1 1} und U = [ud ug uf uf]' (2.19)

Die Koordinaten x und Verschiebungen u auf beiden Seiten des Interfaces werden mit Ansatz-
funktionen N zwischen den Knotenwerten interpoliert. Der diskretisierte Verschiebungssprung
berechnet sich demzufolge as

[u=[ulT=ALNCd, [ou] = [0u = AL Nod . (2.20)

Die Elementfreiheitsgrade d sind konsi stent zum umgebenden K ontinuum im globalen Koordi-
natensystem orientiert. Die dadurch notwendige Transformation in Richtung der Interface—Ori-
entierung am betrachteten Material punkt wird durch die Transformationsmatrix A vorgenom-
men.

Ao cosa(x)  sina(x)
T Zsna®  cosa(x) (2.21)
Der diskretisierte Beitrag der n o Interface-Elemente zur schwachen Formist
an
SIEh = (j od j (AL N)TtdA Vood (222
e=1 I'F

()
e Linearisierung der Interface-Terme

Die Systemsteifigkeitsmatrix K' und die internen Krafte F:m deslinearisierten Gleichungssys-

tems (2.13) werden durch folgende Interface—Elementbeitrdge erganzt:
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- oflF .
WP = Ty J (AL N)" D, (AL N)dA
Iy (2.23)
fIFT = f (AL N)Tt dA .
rF

int

2.3  Vewendete Konstitutivgesetze

Im folgenden Abschnitt werden die in dieser Arbeit verwendeten schadigungsbasierten Mate-
rialmodelle beschrieben. Damit werden das Konstitutivgesetz (Gleichung (2.3)) fur die Mate-
rialkomponenten Faser und Matrix und das Konstitutivgesetz im Interface (Gleichung (2.16))
spezifiziert.

Einlokales, kontinuumsmechanisch formuliertes Stoffgesetz ¢ = o(g, g) beschreibt den punkt-
weise definierten Zusammenhang zwischen den Spannungen o und den Verzerrungen & unter
Berticksichtigung von Geschichtsvariablen g. Grundlage des el astizitétsbasi erten Schadigungs-
modells, das in Abschnitt 2.3.1 beschriebenen wird, ist die linear—elastische Spannungs-Deh-
nungsbeziehung

o=C%:¢ mit C'=11®1+2ulI (2.24)

mit dem vierstufigen Einheitstensor I und den Lamékonstanten 4 = Ev/((1 + v)(1 — 2v))
und u = E/(2(1 + v)). E ist hierbei der E-Modul und v bezeichnet die Querdehnzahl. Ther-
mische EinflUsse und viskose Effekte sowie irreversible Verzerrungen werden in dieser Arbeit
nicht in Betracht gezogen.

2.3.1 Isotrope Elasto—-Schadigung

Unter Schadigung versteht man den irreversiblen Prozess der progressiven Schwéachung eines
Materials durch wachsende Mikrorisse und Mikroporen unter Beanspruchung. Diese werden
durch Spannungskonzentrationen in der Nahe von Mikrodefekten und inneren Grenzschichten
oder durch das Aufreif3en atomarer Verbindungen verursacht. Die Schadigungsmechanik be-
schreibt diesen Vorgang phanomenol ogisch als kontinuierliche Degradation der elastischen Ei-
genschaften. Siegeht auf Kachanov (1958) zurtick, der alserster eine Geschichtsvariable zur Ab-
minderung der elastischen Eigenschaften einfuhrte. Fir einen Uberblick Gber die historische
Entwicklung der Schadigungsmechanik sei auf Lemaitre (2002) und Kuhl (2000) verwiesen.
Eine umfassende Ubersicht tiber die Variationsbreite der Schiadi gungsmechanik fiir unterschied-
liche Schadigungsmechanismen geben belspielsweise Lemaitre (1996), Lemaitre & Chaboche
(1990), sowie Kracinovic (1996).

Dasindieser Arbeit verwendete Schadigungsmodell ist isotrop und el astizitétsbasiert. Wahrend
ein allgemeinesisotropes Schadigungsmodel | beide el astischen M ateria konstanten unabhéngig
voneinander abmindert, siehe beispielsweise Ju (1991) oder Leukart (2005), wird hier der Son-
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derfall eines Ein—Parameter—Schadigungsmodel s betrachtet. Die Schadigungsentwicklung ist
verzerrungskontrolliert, so dass das Werkstoffgesetz in einem verschiebungsformulierten Fini-
ten Element Modell seinen expliziten Charakter aufweist: Am Materialpunkt kdnnen zu einem
vorgegebenen Verzerrungszustand unter Kenntnis der Belastungsgeschichte die Spannungen
und die Materialtangente direkt eindeutig bestimmt werden.

Die Geschichtsvariable des Ein—Parameter—Schadigungsmodells ist die Schadigungsvariable
D. Siewird in der Literatur als Verhaltnis von geschadigter Flache A zur Ausgangsflache A,
desreprésentativen Volumenseingefuhrt. Esist D = Ay/Aymit0 < D < 1. Dabel kennzeich-
net D = 0 einen ungeschéadigten Zustand und D = 1 einen vollstandig geschadigten Zustand.
Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung der verzerrungsbasierten Formulierung folgt aus dem
Konzept der effektiven Spannungen (Rabotnov (1963)) in Verbindung mit der Hypotheseder Ver-
zerrungsaquivalenz(Lemaitre(1996)). DasinBild 2.7 dargestel lte Konzept der eff ektiven Span-
nungen besagt, dasssich dieeffektiven Soannungen ¢ ausden auf dieFlache Ay wirkendennomi-
nellen Spannungen ¢ bezogen auf die infolge Schéadigung abgeminderte Flache Ay — Ay
ergeben:

G (Ag— Ay =0 A, — G=—1 g (2.25)

geschadigter Querschnitt: Steifigkeit C“

sek
A, . F =04, K onzept effektiver Spannung:
e=(C9) o oAy — Ay =0 A,
1 F Fed @ —A) Verzerungsaguivaenz:
=0 —_ 5
AO_Ad 0 d (Cedk)—l o= (Cel)—l o
1 e=(ChH g =

effektiver Querschnitt:  Steifigkeit C¢

Bild 2.7:  Konzept der effektiven Spannungen, Hypothese der Ver zerrungsaquivalenz

Nach der Hypothese der Verzerrungsaquivalenz (Bild 2.7) sind die Verzerrungen assoziiert mit
dem geschéadigten Zustand gleich den Verzerrungen des ungeschadigten Material sunter den no-
minellen Spannungen.

e = (Cg()_l:o = (Cd)_l:é (2.26)

Aus den Gleichungen (2.25) und (2.26) ergibt sich die Spannungs—-Dehnungs-Beziehung des
Ein—Parameter—Schadigungsmodells.

o=1-D)C%:¢ mit C% = (1 - D) Cc (2.27)
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Ein verzerrungsbasiertes Schadigungskriterium ¢ (e, %) Uberprift, ob der momentane Verzer-
rungszustand (Zeitpunkt t = 7) die im Beanspruchungsverlauf (0 < t < 7) maximale einge-
prégte dquivalente Verzerrung » = maxOStS,(e\,(t),xO) erreicht. Der momentane Verzerrungs-
zustand wird durch das skalarwertige aquival ente Verzerrungsmal3 () reprasentiert und » ; ist
der Schédigungsschwellenwert. Wird e(e) = x erreicht, nimmt die Schadigung zu (D > 0),
ansonsten stagniert die Schadigung (D = 0), siehe Gleichung (2.28).

= 0 Schéadigungsfortschritt

Plev ) = ele) — . . . (2.28)
< 0 kein Schadigungsfortschritt

Das Schadigungskriterium wird durch die Kuhn—Tucker Be— und Entlastungsbedingungen

¢ <0 % =0 ¢ % =0 (2.29)

sowie die Konsistenzbedingung ¢ » = 0 vervollstandigt.

Fir einen einaxialen Versuch (e\(e) = ¢) ist das Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei Elasto—
Schadigung in Bild 2.8 dargestellt. Das Material verhdlt sich elastisch, bis die Verzerrung den
Schadigungsschwellenwert x  erreicht (Phase 1). Bei weiterer Steigerung der Verzerrung ent-
festigt dasMateria (Phase 2), esist ¢ = 0. In einer Ent—und Wiederbel astungsschleife (Phase
3) zeigt sich die eingepragte Degradation der Steifigkeit. Bei vollstandiger Entlastung verblei-
ben keine irreversiblen Dehnungen. Die Schadigung stagniert (¢ < 0) und nimmt erst wieder
beim Uberschreiten der maximal eingepragten Verzerrung zu (Phase 4).

ol

Y

Bild 2.8:  Eindimensionale Spannungs-Dehnungsbeziehung

Die Beziehung zwischen den Spannungs— und Dehnraten
o=(1—D)ce':s'—(cd:e®%):e'=Ctegn:s' (2.30)

bestimmt die Materialtangente fir das geschadigte Material ctegn. Esist

cd — cg—(i@%. (2.31)
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Der Einfluss der Verzerrungskomponenten auf die dquivalente Verzerrung e(¢) ist werkstoff-
spezifisch. Fir eine vereinfachte Beschreibung des Verhaltens von Beton eignet sich das nume-
risch sehr stabile Schadigungsmodell nach de Vree et al. (1995)

— k-1 1 (k — 1)2 2 _ 12k 232
) - Ty a2 (2%

Hierbei ist I; = tr & die erste Hauptinvariante und J, = 1/6 (tr &)2 — 1/2 ¢ : ¢ die zweite
Grundinvariante des Verzerrungstensors. Der Materialparameter k = 1 erméglicht eine unter-
schiedliche Wichtung von Zug und Druck. Dieses Schadigungsgesetz z&hlt zu den nichtasso-
ziierten Modellen, dadie Normalenrichtung auf die Schadigungsflache dD/de nicht parallel zur
effektiven Spannung ¢ ist. Dadurch ist die Materialtangente unsymmetrisch. Weitere Schadi-
gungsmodelle und deren graphische Darstellung im Hauptverzerrungsraum werden beispiels-
weise bel Peerlings (1999) beschrieben.

Auch die Schadigungsevol ution ist material spezifisch zu definieren. Fir Beton wurde beispiels-
weisevon Mazars & Pijaudier—Cabot (1989) ein exponentielles Entfestigungsgesetz eingefuhrt.

0 fir » < %

D(») = x

1—70(1 —a+ ae_ﬁ("_”o)) fur 2 > x

Die Schéadigung nahert sich asymptotischdemWert D — 1 fUr »x — oo. Alternativwirdindie-
ser Arbeit das modified power law nach Geers (1997) verwendet. Vollstandige Entfestigung
(D = 1) wird bel diesem Entfestigungsgesetz fur die Grenzdehnung » = x, erreicht.

0 fur » < x L D o
B a Ex
D(x) = 1-@) (;—;) fiir g < # < %y %ﬁ | % (2:34)
u— %p g

.. S
1 for » = 2 Xy ®u X % Xy €

Der Materialparameter 5 regelt die Rate der Schadigungszunahmeund o steuert den Grenzwert
der Entfestigung fur e, — o bei exponentieller Schadigungsevolution bzw. in der Ndhevon x
bel Entfestigung nach Gleichung (2.34). Flr entfestigendes Materialverhalten ist bei exponen-
tieller Schadigungsevolution 0 < a < 1 und # > 0 und fir das modified power law gilt
a>0undp = 1.

2.3.2  Schadigungsbasiertes Konstitutivgesetz im Interface

Das Konstitutivgesetz im Interface beschreibt den Abl6sungsprozess zwischen Fasern und Ma-
trixmaterial in einem Faserverbundwerkstoff. Die Entfestigung des Interfaceswird hier schadi-
gungsmechani sch beschrieben. Unter Normal druck kénnen auch nach vollsténdiger Dekohésion
noch Tangentialkréfte (Richtungen t; und t,) im Interface durch Reibung Ubertragen werden,
siehe Bild 2.9. Dieser Effekt ist vor allem beim Herausziehen von Fasern aus dem Matrixmate-
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rial, d.h. in Faserlangsrichtung, von Interesse und kann durch ein Plastizitdtsmodel | erfasst wer-
den, sieheMichalowski & Mroz (1978) und Dobert et al. (2000). Fur die Untersuchungenindie-
ser Arbeit mit zweidimensionalen Betrachtungen quer zur Faser wird er jedoch nicht
berticksichtigt.

| Ny
L A
/ LA
/
Interface Faser Matrix

Bild 2.9: Lokales Koordinatensystem im Interface

Aus den linear—€l astischen Beziehungen des K ontinuums (Glei chung (2.24)) unter Berticksich-
tigung des Cauchy—Theorems (2.1) und der kinematischen Gleichung (2.15) folgt das linear—
elastische Werkstoffgesetz im Interface I'F.

t=o-n=(Ce':s)-n= (Cd:%sym([u]@)n))-n:%nw-cu-[u] (2.35)

Qel

Der akustische Tensor Q := n - C - n stellt den Zusammenhang zwischen Spannungsvektor
t und Verschiebungssprung [u] her. Wird der akustische Tensor singulér, zeigt das den Verlust
der Elliptizitat und die Entstehung einer starken Diskontinuitét an, siehe de Borst et al. (1993),
Ottosen & Runesson (1991). Gleichung (2.35) lautet in Komponentenschreibweise:

1-v)E
tn L aeaa-z 02 . 0 [un]
— 4V
| =t 0 Arna-2) | ° [} (239)
i 0 0 1 - 22)E
t 2T+ (A - ) J LU

DieseDarstellung verdeutlicht, dasssich die Komponenten des Spannungsvektors t ausder Nor-
mal projektion des Spannungstensors ¢ auf die Interface-Flache I''F berechnen. Die Material-
tangenteist entkoppelt, so dassdie Komponenten des Spannungsvektorsjeweilsnur von der ent-
sprechenden Komponente des Verschiebungssprungs [u] abhéngig sind. Die M aterialsteifigkeit
in Normalenrichtung ist dabei QF = (1 — v)E/((1 + v)(1 — 2v)) und in Tangentialrichtung
jeweils QF = (1 — 2v)E/(2(1 + v)(1 — 2v)).

Auf dieser eastischen Grundlage baut das Schadigungsmodell des Interfaces auf. Wie von
Dobert (2001) vorgeschlagen, werden fur die Normalenrichtung (D)) und die Tangentialrich-
tungen (D¢, und Dy,) unabhangige Schadigungsvariablen eingeflihrt:
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th (1 — Dn) Q8 0 0 [Un]

t, | = 1 0 (1-Dy) QF 0 [ut, (2.37)
t, 0 0 (1= Dy) Qf || [w]] .
Q

Diese Schéadigungsvariablen werden, dem Schadigungskriterium (2.28) und den Kuhn—Tucker
Bedingungen (2.29) entsprechend, durch die jeweilige maximal in der Belastungsgeschichte
aufgetretene aquivalente Verzerrung xp, »¢, oder x¢, kontrolliert. Die Entfestigung im entste-
henden Risswird durch den Verschiebungssprung vorangetrieben, was folgende Definition der
aquivaenten Verzerrungen &V, e und .s motiviert.

el = k; [un] + %(\/(k — 1)% [un]® + 4k [un)?, (2.38)

el = w2, el = lu)?

Das Schadigungsmodell in Gleichung (2.38) sieht keine Interaktion der tangentialen und nor-
malen Komponenten des Verschiebungssprungs — und somit auch keine Schadigungsflache —
vor. In Anlehnung an das Schadigungsmodell von de Vree et a. (1995) (Gleichung (2.32)) er-
maoglicht der Material parameter k eine unterschiedliche Wichtung des Einflusses von Zug—und
Druckdeformationen auf die dquivalente Verzerrung. Die Schadigungsevol ution wird durch das
im vorigen Abschnitt vorgestellte exponentielle Entfestigungsgesetz nach Mazars & Pijaudier—
Cabot (1989) (Gleichung (2.33)) mit unabhangigen Material parametern %”/ L/t g4/t ynd
B 4/t f{ir die Normalenrichtung und die Tangentialrichtungen beschrleben

Uber den Zusammenhang t = 1/t Qtan [u] kann die Materialtangente im Interface bestimmt
werden:

;
oDy, 9D
Q5 =Q% - (Q¥ [u)®d mit d:= [‘El?ni‘ [utt]l [ut:]Z] (2.39)

2.3.3 Kondensation der konstitutiven Gleichungen

Dieinden beiden vorigen Abschnitten eingefUihrten K onstitutivgesetze sind fir den allgemeinen
Fall dreidimensionaler Betrachtungen mit 6 unabhangigen Spannungs—und Verzerrungskompo-
nenten des Kontinuums bzw. 3 Verschiebungssprungkomponenten im Interface notiert. Bel
zweidimensionalen Betrachtungen in der xy—Ebene wird eine Kondensation der Spannungen
und der Materialtangente auf die xx—, yy—und xy—Eintrége benttigt. Im ebenen Verzerrungszu-
stand (ex; = €y, = £z = 0) sind alle Verzerrungskomponenten bekannt, die als Eingangswert
fUr dasdreidimensional formulierte kontinuumsmechani sche Werkstoffgesetz bendétigt werden.
Im ebenen Spannungszustand (oy, = 0y, = 0z = 0) dagegen sind die Verzerrungskomponen-
ten &y, €y, UNd £ zundchst unbekannt. De Borst (1991) beschreibt ein iteratives Vorgehen zur
Bestimmung dieser Verzerrungskomponenten. Fir den betrachteten Sonderfall isotroper Sché-
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digung mit einer skalaren Schadigungsvariablen konnen &y, €y, Und e jedoch aus den Glei-
chungen (2.27) und (2.24) fir oy, = oy, = 0z = 0 direkt bestimmt werden. Es ergibt sich
&xe = &yz = Oundez = — v(ex + ey)/(1 — v). Diereduzierte Materialtangentewird durch
Kondensation von ¢y, ey, und &2 gewonnen.

Im Interface ist die Spannungs-Verschiebungssprung-Beziehung in den Normalen— und Tan-
gentialrichtungen entkoppelt. Die Reduktion fir zweidimensional e Betrachtungen kann direkt
durch Streichen der Uberfllissigen Zelle und Spalte vorgenommen werden, fallsdaslokale K oor-
dinatensystem im Interface mit dem Systemkoordinatensystem tbereinstimmt.

24  Entfestigung — Regularisierung

Im postkritischen Beanspruchungsbereich werden bei entfestigendem, lokalisierendem Mate-
rialverhalten lokal formulierte Kontinuumsmodelle unzureichend. Regularisierende Mal3nah-
men werden deshal b erforderlich. Dieses Problem wird im Folgenden an einem Modellproblem
erlautert. Anschlief3end werden die in der vorliegenden Arbeit eingesetzten regularisierenden
Mal3nahmen in den Abschnitten 2.4.1 und 2.4.2 beschrieben.

Der Begriff Lokalisierung bezeichnet die Ausbildung schmal er Versagenszonen, diedurch grof3e
Verzerrungsgradienten gekennzei chnet sind. Sie entstehen durch Akkumulation und Interaktion
von Mikrodefekten. Die Breite des Versagensbandes ist werkstoffabhangig. Das umgebende
Material entlastet im Allgemeinen wahrend dieses Prozesses. Lokalisierung wird im Struktur-
antwortverhalten als Entfestigung wahrgenommen. Wahrend einer nichtlinearen Strukturana-
lyse kann das Auftreten solcher Instabilitéten anhand von Versagenskriterien festgestellt wer-
den. Hierzu wird auf die Literatur verwiesen (de Borst et a. (1993), Kuhl (2000)).

Die Unzuléanglichkeit punktweise (lokal) formulierter Kontinuumsmodelle bei Entfestigung ist
seit langem bekannt (Hill (1962), Bazant (1976), de Borst (1986), Sluys (1992)). Das Problem
ist der Verlust der Elliptizitét der Differential gleichung im postkritischen Bereich. In Verbindung
mit den urspriinglichen Randbedingungen wird das Randwertproblem beim Typwechsel der Dif-
ferentialgleichung schlecht gestellt. Die Ursache dieses Problems liegt darin begriindet, dass
punktweise formulierte kontinuumsmechanische Stoffgesetze durch Mittelung des Verhaltens
eines Material ausschnittes gewonnen werden. Die Formulierung verliert durch diese Mittelung
die Information Uber die lokale Verteilung und Interaktion von Mikrodefekten (Krajcinovic
(1996), Mhlhaus (1995)) und ist deshalb nicht in der Lage, L okalisierungsphanomene abzubil-
den. Bel einer Diskretisierung mit Finiten Elementen ul3ert sich diese Unzulanglichkeit in einer
pathol ogischen Netzabhangigkeit der Ergebnisse im postkritischen Bereich (de Borst (1986),
Belytschko et al. (1986)).

An einem einfachen Beispiel, dasvon de Borst (1986) beschrieben wurde, soll diesesManko de-
monstriert werden. Ein Dehnstab aus el asto—schédigendem Material stehe unter Zugbeanspru-
chung, die Verschiebung am freien Ende wird sukzessive gesteigert (¢ > 0), siehe Bild 2.10.
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ux=0=0 ux =€) = u,
Bild 2.10: Modellproblem Zugstab

Die dquivalente Verzerrung ist die eindimensionale Dehnung, d.h. ey = €. Das Gleichgewicht
0,x = 0, die Werkstoffgleichung ¢ = C& ¢ = ((1 — D) E — D, Ee) ¢ und die kinemati-
sche Beziehung ¢ = u,y fuhren auf die Bewegungsdifferentialgleichung des Dehnstabs.

C%jn U,xx + C'[ng x Ux =0 (2.40)

Fir homogenes Materia ist ctegn,x = 0 und die Bewegungsgleichung (2.40) wird zu
ctegn U,xx = 0.DasMaterial verhdlt sich zunéachst elastisch(Cfgn = E > 0) unddieeindeutige
L 6sung der Differentialgleichungist u(x) = x/€ u,.Bei fortschreitender Dehnungwird irgend-
wann der Zustand ctegn = 0 erreicht und die Bewegungsgleichung degeneriert zur wahren Aus-
sage (0 = 0). Jedes zweifach differenzierbare Verschiebungsratenfeld, das die Randbedingun-
gen erflllt, ist dann eine Lésung.

Hat dagegen das Material einen Defekt im Punkt Xs, so wird dort im Beanspruchungsverlauf als
erstes der Zustand C, = 0 erreicht, wahrend im Restsystem noch C§3, > 0 gilt. Aus dem
Werkstoffgesetz folgt dann o(x = Xg) = 0 und aus Gleichgewichtsgrinden muss die Span-
nungsratein jedem Punkt verschwinden, d.h. o(x) = 0. Dieskann an allen Punkten x = Xsnur
far €(x) = O erflllt werden. Die gesamte Verzerrungsrate ¢ akkumuliert sich deshalb im
Schwachpunkt xs und die Verzerrungsraten £(x) und auch die Verschiebungen u(x) werden da-
durch singulér. Im Punkt x5 nimmt die Schadigung bei weiterer Steigerung der Dehnung zu, bis
D = 1 erreichtist und die Spannungen auf Null abgesunken sind. Das Restsystem x = Xskann
diesem Spannungsabfall nur durch elastisches Entlasten folgen. Die dissipierte Bruchenergie
Gy:= jo du ist dabei Null.

Der Dehnstab aus Bild 2.10 wird nun durch n Finite Elemente diskretisiert. Die Entfestigung
sel linear: D(e) = »u(e — %)/(e(¢u — %)) flr 2y < & < »y. Auch im Diskreten kann der
Fall homogenen Materia svorliegen. Die Dehnungsverteilung im Stab ist dann konstant, die zu-
gehdrige Strukturantwort wird als homogener L osungspfad bezeichnet, siehe Bild 2.11.

Durch numerische Ungenauigkeiten kann aber auch der Fall eintreten, dass der Schadigungs-
schwellenwert x geringfligig variiert. Die Dehnrate im Element mit dem kleinsten Schéadi-
gungsschwellenwert ist ¢ = — (xy — %) 0/(%oE), wahrend das umgebende Materia elas-
tisch bleibt und entlastet (¢ = ¢/E). Die Uber den Stab gemittelte Verzerrungsrate £ ist

-1
~_nh—1¢0 , 1, *%u~— %0, 0 _ 1%u)1 ._ (=™ -

miQ

mit der gemittelten Tangente Cfgn = (E n x%p) /(g — »y). Sieist offensichtlich von der Ele-
mentanzahl n abhéngig. Die Strukturantwort scheint mit zunehmender Netzverfeinerung spro-
der zu werden, siehe Bild 2.11.
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Ao Materialpunkt Struktur

Exg . Ex, homogener L 6sungspfad
tan ™ Xy — Xg W
E
1 n=1
T = T \ ! ! -
% Xy € %o xy/n xy/2 %y 3

Bild 2.11: Modellbeispiel Dehnstab — diskretisiert

Diein einem Rissder Breite w dissipierte Bruchenergie ist ebenfalls diskretisierungsabhangig
und strebt mit zunehmender Elementanzahl gegen Null.

Gu=Jadu=2—1n Ewxuxg —0firn— o (2.42)
Diediskretisierten Verschiebungen sind C,—kontinuierlich, so dass statt der singuléren Verzer-
rungen der Kontinuumsl dsung sehr grof3e, aber endliche Verzerrungen im schwéchsten Element
auftreten. Mit zunehmender Elementverfeinerung strebt die diskrete L dsung gegen die unphysi-
kalische singulédre Kontinuumsl dsung, was sich in Netzabhéngigkeit aufert.

Durch Erweiterung des lokalen kontinuumsmechanischen Modells kann dieses Manko Uber-
wunden werden. Solche Erweiterungen, die gewahrleisten, dass die mathematische Formulie-
rung gut gestel It bleibt, werden al sRegul arisierungsmethoden bezei chnet. Sie basieren entweder
auf einer Anreicherung der kinematischen Formulierung, wie beispielsweise der in Abschnitt
2.1.2 kurz vorgestellte Strong Discontinuity Approach und die eXtended Finite Element Me-
thod, oder auf einer Anreicherung der konstitutiven Beschreibung durch Berlicksichtigung einer
internen Langein der Formulierung. Kuhl (2000) und Débert (2001) geben einen Uberblick tiber
verschiedene Regularisierungsstrategien. Im Folgenden werden ausschliefflich diein dieser Ar-
beit verwendeten Verfahren vorgestellt.

24.1 Netzadaptierter Entfestigungsmodul

Die Methode des netzadaptierten Entfestigungsmodul sist ein anschauliches und einfaches Ver-
fahren zur Gewahrleistung objektiver, diskretisierungsunabhangiger Strukturantworten im Ent-
festigungsbereich. Siewurde von Pietruszczak & Mroz (1981), Bazant & Oh (1983) sowie Wil-
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lam (1984) eingefuhrt. Die physikalisch fur jedes Materia charakteristische und konstante
Bruchenergie G, wird hierbei als Material parameter aufgefasst und in die Formulierung einge-
bracht. Dadurch kénnen netzunabhangige Strukturantworten gewahrleistet werden. Das Pro-
blem, dass die mathematische Formulierung im postkritischen Bereich schlecht gestellt ist, ist
dadurch jedoch nicht gel6st. Fur das Modellbeispiel des Dehnstabs ist die material spezifische
Bruchenergie G, = 1/2 Exxgw bei linearer Entfestigung mit einer Rissdehnung 7, und einer
Rissbandbreite w. Der Dehnstab sei durch n Elemente der Breite h = ¢/n diskretisiert. Dann
nimmt die Lokalisierungszone die Breite eines Elements h ein. Esist zu beachten, dass die tat-
séchliche Rissbandbreite w nicht grof3er alsdie Elementbreite h sein darf. Damit die Dissipation
der konstanten Bruchenergie G, gewahrleistet werden kann, muss das Verhalten am Material-
punkt diskretisierungsabhangig definiert werden, mit h alsinternem Langenparameter. Ausder
Forderung nach einer konstanten Bruchenergiekann die Bruchdehnung » , (h) bestimmt werden,
siehe Gleichung (2.43).

h=¢/n dissipierte Energie:

¢ emme e e @ Gy Exu(h)xoh—Gu—z Zur W
h
|

T — xu(h) = 7y

e —— “h

i

(2.43)

Der netzadaptierte Entfestigungsmodul wird dadurch zu Ctan(h) — (Exgh)/(euw — %gh),
sieheBild 2. 12 Sowohl diegemittelte Verzerrunge = 1/E (1 — % w/€) ¢ asauchdie Struk-
turtangente Ctan sind diskretisierungsunabhangig, siehe Bild 2.12.

M aterial punkt 0 Struktur

Bild 2.12: Modellbeispiel Dehnstab — netzadaptierter Entfestigungsmodul

24.2 Gradientenerweitertes Kontinuumsmodell

Die Problemelokaler Kontinuumsformulierungen im entfestigenden Antwortbereich, die durch
die Verwendung gemittelter Beziehungen fir das punktwei se Material verhalten verursacht wer-
den, kénnen durch Beriicksichtigung nichtlokaler Informationen Gberwunden werden. Solche
nichtlokalen Kontinuumsmodelle beschreiben — im Gegensatz zu den lokalen Modellen — die
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Spannungsantwort eines Punktes nicht ausschliefdlich Gber die Verzerrungsgeschichte des Punk-
tes, sondern auch Uber die Verzerrungsgeschichte seiner Umgebung. Anstatt alle Groflden der
Konstitutivbeziehungen nichtlokal zu beriicksichtigen, kann die Formulierung naherungsweise
durch eine einzige nichtlokale Grof3e, die die Entfestigung charakterisiert, angereichert werden.
Peerlings (1999) fihrt beispiel sweise die &gquivaente Verzerrung als nichtlokale Grof3e ¢, ein.
Diese kontrolliert die Schadigungsevolution (Gleichungen (2.28) und (2.33) bzw. (2.34)), wah-
rend die anderen konstitutiven Gleichungen unverandert bleiben:

o= (1-D(E)) C¥:¢. (2.44)

Dienichtlokale Grofe € ergibt sich auseiner mit w(&§) gewichteten Mittelung der lokalen Grofie
ey im Einflussbereich V.

ax) = 3 va(a;:) X + &) dV V x € Qo (2.45)

Durch die Wichtungsfunktion w(@E) - zB. die Gaul3-Vertellung w(§) =
1/(2m)+5¢3 exp(— &2/2€%) — wird der Einflussradius ¢ als material charakteristische interne
Léangeindie Formulierung eingebracht. Dieseinterne Lange gewéhrleistet, dasssich eine Loka-
lisierungszone mit einer diskretisierungsunabhangigen Breite w ausbildet.

Dadie Definition der nichtlokalen Gréf3e in integraler Form nach Gleichung (2.45) nicht zum
lokalen Charakter der Finiten Element Methode passt und eine konsistente Linearisierung er-
schwert, wird stattdessen haufig elne gradientenbasi erte Definition der nichtlokalen Grole ver-
wendet. Durch Taylorreihenentwicklung kann die Integralform (2.45) in folgende Gradienten-
form gebracht werden, siehe Kroner (1967), Lasry & Belytschko (1988) oder Peerlings (1999).

EuX) = ey(X) + ¢ V& (X) + O(V4% (X)) YV x € Qo (2.46)

Alternativ kdnnen gradientenerweiterte Modelle direkt physikalisch motiviert werden: Bei-
spielsweise bei kristallinen Materialien durch den Einfluss der plastischen Versetzungsdichte.
Der Parameter c ist eine Funktion der charakteristischen Lange €. Wird die Gaul? sche Normal -
verteilung als Wichtungsfunktion verwendet, ist ¢ = €2/2. Gleichung (2.46) beschreibt die
nichtlokale Grole e, in expliziter Weise als Funktion der lokalen Grof3e e,,. Durch einfache Um-
formung, siehe Peerlings (1999), kann aus der expliziten Definition der nichtlokalen Grof3e fol-
gende implizite Beziehung gewonnen werden.

ev(X) = &u(X) — € V2(X) + O(Vi (X)) YV x € Qo (2.47)

Die Unterschiede der expliziten und impliziten Formulierung wurden von Peerlings (1999) so-
wie Peerlings et a. (2001) ausfuhrlich diskutiert. Askes et a. (2000) untersuchten den Einfluss
der hdheren Gradienten im expliziten und impliziten Fall. Sie kamen zu dem Schluss, dassim
impliziten Fall bereitsdie Beriicksichtigung der Gradienten 2. Ordnung sehr genauim Vergleich
zur nichtlokalen Definition nach (2.45) ist, jedoch die regularisierende Wirkung nur for
D € [0; 1] gewahrleistet werden kann. Die explizite Definition hingegen zeigt auch bel Be-
ruicksichtigung héherer Gradienten keine K onvergenz zur L 6sung des Problemsin der nichtloka-
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len Definition. Sowirdim Folgenden dievon Peerlings (1999) vorgeschlageneimplizite Formu-
lierung unter Berticksichtigung der Gradienten bis zur 2. Ordnung verwendet.

e StarkeForm

Dieimplizite Beziehung (2.47) stellt eine Differential beziehung im Sinne einer zusétzlichen Eu-
lergleichung dar, deren Ldsung die nichtlokale Verzerrung ¢ ist. Somit ist die gradientenerwel -
terte Kontinuumsformulierung eine Zweifel dformulierung. Sie besteht aus der Gleichgewichts-
beziehung (2.4) und der impliziten Definition der nichtlokalen Verzerrung (2.47) unter
Berticksichtigung des Werkstoffgesetzes, der Kinematik sowie der Randbedingungen nach Bild
2.4. Die Verschiebungen u und die nichtlokal e &quivalente Verzerrung €, sind die priméren Va-
riablen. Zur eindeutigen Ldsung dieses Zweifeldproblems sind zusétzliche Randbedingungen
fUr die nichtlokale Verzerrung vorzuschreiben. Hier wird die von Peerlings (1999) vorgeschla-
gene natirliche Randbedingung

Ewn = 0 auf 0Q (2.48)

verwendet. Diese Randbedingung fuhrt im Falle eines homogenen Spannungszustandes auf
ey = &y in Q2 undist deshalb konsistent mit der nichtlokal en Definition nach Gleichung (2.45).

Esist zu beachten, dass die nichtlokale Verzerrung ¢, nicht tiber ein Interface hinweg gemittelt
werden darf, da &, sonst in der Umgebung des Interfaces durch die im Interface auftretenden
Verzerrungen ¢ = 1/t sym(Ju] ® n) beeinflusst wirde. Deshalb ist die Definition der aquiva-
lenten Verzerrung jeweilsauf die K ontinuumsberei che " K beschrankt, diedurch den AuRen-
rand 02 oder ein Interface I'F begrenzt werden, siehe Bild 2.13. Auf dem Rand 9Q*"t =
9Q | I'" gelten die natiirlichen Randbedingungen (2.48) fir &y

ggkonnl
Qkont,Z
FIF
Z [\ 77 ]
GQu : Q = Qkont,l U Qkont,Z U FIF
—— Q2 = a.Qt U 02,
U ‘I gkt = 9 \J I'f
/ " : Qkont — Qkont,l U Qkont,2
00,

Bild 2.13: Definitionsbereich der nichtlokalen Verzerrung s, fiir ein Kontinuum mit
Interfaces

e Schwache Form

Die schwache Form des Gleichgewichts (2.8) bzw. (2.17) wurde bereitsin Abschnitt 2.2.1 bzw.
2.2.2 eingefuhrt. Hinzu kommt nun die schwache Form der impliziten Definition der nichtloka-

29



len &gquivalenten Verzerrung (2.47). Mit der Methode der gewichteten Residuen, unter Verwen-
dung der partiellen Integration und unter Berlicksichtigung der Randbedingung (2.48), wird
Gleichung (2.47) in folgende schwache Form gebracht.

Fir alle Teilbereiche QKX gilt :

f C Voé, - Vi, dV + j 08, Gy—e) V=0 V0, (2.49)
Qkont, k Q

kont, k

e Diskretisierung

Zur Diskretisierung der Zweifeldformulierung (2.17) und (2.49) wird der Korper & in Finite
Elemente zerlegt, wobei die Zerlegung firr die Diskretisierung der Verschiebungen u" und der
nichtlokalen Verzerrung éc unterschiedlich sein kann, jedoch jeweils die Materialgrenzen be-
rucksichtigt. Ebenso wie der Verschiebungsverlauf (Gleichung (2.9)) wird auch die nichtlokale
aquivalente Verzerrung durch polynomiale Ansatzfunktionen Ng zwischen den Knotenwerten
einterpoliert. Dieselbe Interpolation wird hier im Sinne einer Bubnov—Gal erkin—Formulierung
fur die Testfunktionen d¢e, vorgenommen. Im Folgenden wird die Matrix—Vektor—Notation ver-
wendet.

gy~ &y =Nge 08 = 0dd) = Ng o6, Véy = Bg e, 0Véy = Bz de  (2.50)

Der Operator B bezeichnet den Gradienten der Ansatzfunktionen Ng. Daessich bei der Zwei-
feldformulierung (2.17) mit (2.49) lediglich um ein gekoppeltes Problem und nicht um eine ge-
mischte Formulierung handelt, mussen die diskreten Verschiebungen und die diskrete nichtlo-
kale Verzerrung nicht der InfF-Sup—Bedingung (Babuska (1973)) gentigen, siehe Simone et al.
(2003). Haben dielokalen Verzerrungen und die nichtlokal e &quival ente Verzerrung e nen unter-
schiedlichen Ansatzgrad—z.B. bei linearen Ansétzen fur die Verschiebungen und die nichtlokale
Verzerrung — kann es zu unkritischen Spannungsoszillationen kommen, die lokal bleiben und
deren Amplitude begrenzt ist. Das Einsetzen der Ansétze (2.9) und (2.50) in die schwache Form
ergibt die diskrete schwache Form.

Gleichgewicht:

kont IF kont
Nge n n n

U od™| ) fBTodV+ U J(ALN)TtdA— J JNTBdV— jNdeA -0 Vdd

e=1 e=1 - e=1 e=1

Q2 / Je / Qe aQe
£D, kont fD. IF D
int int T lext
nichtlokale Verzerrung: (2.51)
nkont
CJ 5eT[I c BE Vey dV + L) Ne (v — eu(€)) dv] =0 VY de
e=1 € €
fE

int

n'éoe“t ist dabei die Anzahl der Elementein 2" und nlf: die Anzahl der Interface-Elemente auf

I'F. Die Gesamtelementanzahl ist ng, = N2 + nlf. Die Assemblierung der Elementbeitrége
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zur diskreten schwachen Form der Evolutionsgleichung der nichtlokalen Verzerrung bertick-
sichtigt die Unabhéngigkeit von &, in den einzelnen Bereichen @Otk

e Linearisierung

Die L 6sung des nichtlinearen gekoppelten Gleichungssystems (2.51) zu einem Lastniveau F o
mit dem Newton—Raphson-Verfahren basiert auf der Linearisierung K' AD'*1 = — R(D').
Die Losung des linearisierten Gleichungssystems ergibt die residuale Anderung des Freiheits-
gradvektors AD' *1 = | Nee [4 d'*1 A€ +1T siehe Abschnitt 2.2.1. Die Systemsteifigkeits-
matrix K'und das Residuum R' setzen sich aus den assemblierten Elementbeitragen zusammen.

. nkom kll(JoSt i kl nL‘Fe kIF, i 0 . nléoent rII<Dont, i nldFe rIF, i
Ki = U k| + U ’ R = U i + U (252)
e=1 ED kEE e=1 0 0 e=1 I’E e=1 | 0

Die Elementsteifigkeits— und Elementresiduenbeitrdge sind dabel

kont, i afl?ltkom T Jdo i afil:r)n T do
lomi = L~ JQEBWL BAV Kb = |, = L) BT 92|, Ne av

Ced
_ ofE ) ofE
Kip = Irlt|0|. = J NE agvl BdvV  Kge = agtl - L) (c BE Bg + NE Ng) dv
Q

e e

kont,i _ ¢D,k i
I.Dont I — fll?1t ont,i _ fgdl E - flEntI . (2_53)
Die Interface-Elementbeitrage k'™ 'und r'F ' sind in Gleichung (2.23) definiert. Auch bei asso-
ziiertem Schadigungsgesetz ist die Systemsteifigkeitsmatrix unsymmetrisch.

Dieregularisierende Wirkung der Gradientenerweiterung auf das Kontinuumsmodell soll eben-
fallsam Modellbeispiel des Dehnstabs untersucht werden (Bild 2.14). Die aquivalente Verzer-
rung ey ist dieeindimensionale Dehnung ¢. Eswird ein exponentielles Entfestigungsgesetz nach
Gleichung (2.33) angenommen mit %, = 0,0001, a = 0,96 und 8 = 650. Der Langenpara-
meter csai 0,00001 m?. Das System wird durch 10, 40 und 80 Finite Elemente diskretisiert.
In der Strukturantwort zeigt sich die regularisierende Wirkung der Gradientenerweiterung. Mit
zunehmender Elementanzahl konvergiert die Strukturantwort, die dissipierte Bruchenergie ist
dabel endlich. An der Deformationsfigur und der Schadigungsverteilung ist zu erkennen, dass
sich die Lokalisierungszone tber eine Breite erstreckt, die grof3er als eine Elementbreiteist und
unabhangig von der Elementanzahl durch den Léngenparameter ¢ gesteuert wird, siehe auch
Kuhl (2000) fur eine ausfuhrlichere Diskussion.
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Bild 2.14: Modellbeispiel Dehnstab — gradientenerweitert
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3 M ehr skalenmodelle und effiziente L 6sungsmethoden

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick tiber Methoden zur Analyse von Strukturproblemen mit
Mehrskalencharakteristik. Typische Anwendungen sind Strukturen aus mikroheterogenen
Werkstoffen, wie Verbundwerkstoffe oder Werkstoffe mit |okalen Defekten oder Versagenszo-
nen, bei denen die Abmessungen der einzelnen Materialkomponenten bzw. Defekte wesentlich
Kleiner als die Strukturabmessungen sind. Bel Problemen mit breitem Skalenspektrum ist der
Einsatz von M ehrskalenmodellen in Verbindung mit effizienten Gleichungsl 6sern empfehlens-
wert, dadiedirekte L dsung des Randwertproblemsbel Auflésung der M ateria komponenten und
Fehlstellen (Feinskal enlsung FSL) im Allgemeinen die vorhandenen Rechen—und Speicherka-
pazitdten bel weitem Uberschreitet. Das Kapitel dient der Einordnung desin dieser Arbeit einge-
setzten hierarchischen Mehrskalenmodellsindie Vielfalt der in der Literatur verbreiteten Mehr-
skalen— und L ésungsmethoden.

3.1  Einfuhrung

DasVerhalten von Strukturen aus mikroheterogenen Werkstoffen wei st einen zweiskaligen Cha-
rakter auf, da die Material heterogenitdten auf der Komponentenskala (Feinskala) das Antwort-
verhalten auf der Strukturskala (Grobskala) mitbestimmen. Verfahren, die diesem zwei— bzw.
mehrskaligen Charakter Rechnung tragen und die physikalischen Vorgange auf der Feinskalain
die grobskalige Formulierung einbinden, werden al s Zwei— bzw. Mehr skal enmethoden bezeich-
net. Ziel dieser Verfahren ist es, den Rechen— und Speicheraufwand gering zu halten und dabei
maoglichst die Genauigkeit der Feinskal enldsung zu erreichen.

Liegen die Fein—und Grobskal aso weit ausel nander, dassdie grobskaligen Feldgrofienin einem
reprasentativen Teilausschnitt der Mikrostruktur as konstant angenommen werden konnen,
spricht man von Skalenseparation. Diesist der Fall, wenn die Strukturabmessungen wesentlich
groler als die Abmessungen der Materia heterogenitéten sind, siehe Nemat—Nasser & Hori
(1999). Die Annahme der Skalenseparation kann wahrend des Beanspruchungsverlaufs ihre
Gultigkeit verlieren. So werden etwa im entfestigenden Antwortbereich die Verzerrungsgra-
dienten in der Lokalisierungszone so grof3, dass die Verzerrungen im représentativen Teilaus-
schnitt der Mikrostruktur nicht mehr als konstant angenommen werden kdnnen. Die Annahme
der Skalenseparation ist dann zumindest in dieser Zone nicht mehr gerechtfertigt.

Fir Anwendungen, bel denen die Annahme der Skalenseparation zutrifft, wurden Homogeni-
sierungsmethoden entwickelt, siehe Abschnitt 3.2. Unter dem Begriff Homogenisierung ver-
steht man die Substitution eines heterogenen Materials durch ein homogenes effektives Er satz-
material. Die konstitutiven Eigenschaften des Ersatzmaterials werden durch geeignete
Mittelung der entsprechenden Eigenschaften des heterogenen Material s Giber einen reprasentati-
ven Teilbereich der Feinskalagewonnen. Dieser reprasentative Tellbereich wird alsReprasenta-
tives Volumenelement (RVE) bezeichnet. Der Skalenlbergang erfolgt bel den Homogeni-
sierungsmethoden punktweise, d.h. das konstitutive Verhalten einesinfinitesimal en Punktes auf
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der Grobskalawird an das Verhal ten des Feinskal enausschnittsendlicher Grof3e (RV E) geknipft.
Bei elastischem Verhaten und kleinen Deformationen existieren fur einfache Anordnungen der
Heterogenitdten analytische Losungen zur Bestimmung der Ersatzeigenschaften, siehe bel-
spielsweise Voigt (1887), Reuss (1929), Eshelby (1957) oder Tanaka & Mori (1972). Fir kom-
plexere Material strukturen sind jedoch numerische Verfahren notwendig.

Ungekoppel te numerische Homogenisierungsverfahren bestimmen die Ersatzei genschaften des
mikroheterogenen Materials und formulieren daraus ein grobskaliges Werkstoffgesetz in ge-
schlossener Form (Suquet (1987), Zohdi et al. (1998)). Bei elastischem Verhalten und kleinen
Deformationen ist dies eindeutig und konsistent méglich. Bei nichtlinearem Materia verhalten
sind jedoch Annahmen beziiglich des grobskaligen Werkstoffgesetzes notwendig, wie zum Bel-
spiel die Einflhrung interner Variablen zur phénomenol ogischen Erfassung der nichtlinearen
Vorgange auf der feinen Skala. Die Konsistenz zwischen dem Verhalten des heterogenen Aus-
gangsmaterials und dem Verhalten des Ersatzmaterials ist dann nicht unbedingt gewahrleistet.
Ungekoppelte numerische Homogenisierungsmethoden bel nichtlinearem Verhalten sind Ge-
genstand der aktuellen Forschung (Zohdi et a. (1998), Zohdi & Wriggers(2001), Débert (2001),
Reese (2003), L 6hnert (2004)). Der Vorteil ungekoppelter Homogenisierungsverfahrenist, dass
die Bestimmung der Ersatzeigenschaften nur ein einziges Mal vorgenommen werden muss.

Bei komplizierten Anordnungen der Material heterogenitéten oder bei komplexen nichtlinearen
Vorgangen auf der feinen Skala kann ein adaquates grobskaliges Werkstoffgesetz in der Regel
nicht mehr gefunden werden. In solchen Fallen kommen gekoppelte numerische Homogenisie-
rungsverfahren zum Einsatz (Schroder (1996), Miehe & Koch (2002), Kouznetsova (2002), Git-
man (2006)). Hierbei wird auf die Formulierung eines grobskaligen Materialmodellsverzichtet.
Vielmehr werden fir jeden Beanspruchungszustand die effektiven Feldgrof3en an den Integrati-
onspunkten der Grobskal adurch Mittelung des Verhaltensim zugehérigen RV E gewonnen. Die-
ses Verfahren ist wesentlich aufwéandiger als ungekoppelte Homogenisierungsverfahren. Zu je-
dem Beanspruchungszustand ist, zusétzlich zur L 6sung des grobskaligen Randwertproblems, an
jedem Integrationspunkt das zugehorige nichtlineare feinskalige Randwertproblem im RVE zu
|Gsen.

Ist die Annahme der Skal enseparation nicht gerechtfertigt, soist ein volumenverbindender Ska-
lentibergang erforderlich (Abschnitt 3.3). In endlichen Teilbereichen des Grobskalengebiets
wird die heterogene Mikrostruktur durch hierarchisches Verfeinernim Mal3stab 1 : 1 aufgel Ost.
Zu diesen hierarchischen Mehrskalenmethoden zahlen Substrukturmethoden (Wilson (1974)),
die sogenannten global— ocal-Methoden (Noor (1986), Mao & Sun (1991), Whitcomb (1991)),
die s~version der Finiten Element Methode (Fish (1992)), aber auch aktuellere Entwicklungen
wie die variational multiscale method (Hughes et a. (1998)), die bridging multiscale method
(Kadowaki & Liu (2004)), der coupled volume approach (Gitman (2006)) sowie speziell fir he-
terogene Materialien entwickelte Mehrgitterverfahren (Fish & Belsky (1995 a, b), Bayreuther
(2004)).

Hierarchische Mehrskalenmethoden sind fir beliebig komplexe nichtlineare Vorgange auch im
Bereich der Entfestigung einsetzbar. Die Formulierung und Analyse dieser M ethoden bei exem-
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plarischer Anwendung auf dasinel astische Verhal ten faserverstéarkter und homogener Reibungs-
materialien ist der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit.

Zur Reduktion des Rechen— und Speicheraufwands wird der Einsatz der hierarchischen Mehr-
skalenformulierung in dieser Arbeit auf die Teile der Struktur beschrankt, in denen nichtlineares
Verhalten auftritt, wahrend in den Bereichen mit Skal enseparation homogenisierte Werkstoffge-
setze verwendet werden. Die gewéahlte Strategie erlaubt weitere Effizienzsteigerung durch einen
effizienten Gleichungsldsungsal gorithmus, der mit Gebietszerlegungsmethoden verwandt ist,
siehe Abschnitt 3.4 und Kapitel 4.

Eine Zwischenstufe zwischen den gekoppelten Homogenisierungsverfahren (punktweiser Ska-
lenlbergang) und hierarchischen Mehrskalenmethoden (volumenverbindender Skalentber-
gang) stellt dienichtlokal e gekoppel te Homogeni sierung, auch alsHomogenisierung 2. Ordnung
bezeichnet, dar (Kouznetsova (2002)). Der Skalentibergang erfolgt hierbel punktweise, jedoch
wird die Annahmekonstanter grobskaliger Verzerrungen bzw. Spannungen im RV E aufgegeben.
Das RVE wird neben den grobskaligen Verzerrungen bzw. Spannungen auch durch deren Gra-
dienten Ve bzw. durch die arbeitskonjugierten Spannungen héherer Ordnung r belastet. Dieses
Verfahren kann zwar im Entfestigungsbereich eingesetzt werden, ohne zu pathol ogischer Netz-
abhangigkeit zu fuhren, jedoch besteht el ne direkte Abhéngigkeit zwischen der abstrakten RV E—
Grof3e und der regularisierenden internen Lange auf der groben Skala. Das heif, die Grof3e des
RVE wird zum zusétzlichen Modellparameter.

Asymptotische Erweiterungsmethoden (Sanchez—Palencia (1980)), als alternative, mathema-
tisch orientierte Homogenisi erungsmethoden fir den Sonderfall hochfrequent periodischer Ma-
terialien, seien hier nur der Vollstandigkeit halber erwahnt. Sie kénnen sowohl fir elastische
(Hori & Nemat—Nasser (1999), Mc Devitt et al. (2001), Michel & Suquet (2003)) als auch fr
inelastische Materialien (Fish et a. (1997)) eingesetzt werden. Als einfuhrende Literatur wird
Zienkiewicz et a. (2005) empfohlen.

In Bild 3.1 sind die verschiedenen Mehrskalenmethoden einander schematisch gegeniiberge-
stellt. Die Ubergabe der Variablen zwischen Grob—und Feinskalaist fiir eine Verschiebungsfor-
mulierung angegeben.
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ungekoppelte gekoppelte Homogenisierung : hierarchische
Homogenisierung Homogenisierung 2. Ordnung | Mehrskalenmethode
|
: . | volumenverbindender
e punktweiser Skalenibergang @—— I Skalenilbergang
. , keine keine
Skalenseparation Skalenseparation Skalenseparation Skalenseparation
Lgrob > Lfein Lgrob > Lfein Lgrob > Lfein Lgrob > Lfein
Strukturskala
Lgrob Lgrob Lgrob Lgrob
Punkt Punkt Punkt Teilbereich
i ARV VAR
B Lfem
Werkstoffgesetz @, C¥ 0.7 g Ve K, F'”t = e
Tangenten
NS
@ ® @ ) = ) ®
RVE RVE RVE Teilbereich
Q ) ) Q
) @ ) @ e @ ) @
Lfein Lfein Lfein Lfein
- - - -
Komponentenskala
Bild3.1:  Mehrskalenmethoden — Uberblick
3.2  Skalenseparation —homogenisierungsbasierte M ehr skalenmethoden

Der folgende Abschnitt befasst sich mit der Homogenisierung als Skal entibergang zwischen der
Komponenten— und der Strukturskala. Homogenisierungsmethoden formulieren ein effektives
homogenes Ersatzmodell und erfassen damit das komplexe Verhalten mikroheterogener Struk-
turenin effizienter Wei se. Voraussetzung fur die grobskalig punktwei se Definition effektiver Er-
satzgrofden alsgemittelte Werte der entsprechenden Grof3en in einem représentativen Ausschnitt
der Materiastruktur (RVE) ist die Skalenseparation. Die Grundaufgaben der Homogenisie-
rungsverfahren sind: die Definition desRV E, die Formulierung geeigneter Randbedingungen an
dasRVE, dieden Belastungszustand auf der Grobskalawiderspiegeln (” Lokalisierung” ), dieL 6-
sung des feinskaligen Randwertproblems im RVE sowie die Berechnung effektiver Variablen
durch Mittelung (Homogenisierung) der feinskaligen Variablenim RVE. Die Formulierung von
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Randbedingungen an das RVE stellt hierbel den Skalentibergang von der Grob— zur Feinskala
dar, die Homogenisierung den Skalentibergang von der Fein— zur Grobskala, siehe Bild 3.5.

* Reprasentatives Volumenelement

Die Frage nach der Existenz und Grof3e des Représentati ven Volumenel ements spielt einewich-
tige Rolle. In der Literatur findet man hierzu eine Vielzahl qualitativer Antworten (Hill (1963),
Lemaitre (1996), Hashin (1983), van Mier (1997)). Das RV E muss demnach so grof3 sein, dass
es genigend Informationen Uber die Mikrostruktur beinhaltet, um statistisch reprasentativ zu
sein. Diesist laut Hill (1963) der Fall, wenn die durch Mittelung im RV E berechneten effektiven
Ersatzparameter im Rahmen einer gewahlten Genauigkeitstol eranz unabhéngig von der Art der
Randbedingungen (siehe unten) und der Platzierung des RVE in der Mikrostruktur sind. Ande-
rerseitsmuss das RV E klein genug sein, um auf der Grobskalanoch a's Punkt aufgefasst werden
zu konnen, also wesentlich kleiner als die Strukturabmessungen. Fur Beton empfiehlt van Mier
(1997) die 3— bis 5—fache GrolRe des Durchmessers des maximalen Einschlusses. Die absolute
Grof3e des RVE hangt also von der Mikrostruktur ab. Das heif3t, sie héngt von den Abmessungen
und der geometrischen Form der Einschliisse bzw. Fehlstellen, deren VVolumenanteil sowie den
Steifigkeitsunterschieden zwischen den verschiedenen M aterialkomponenten ab. Beim Sonder-
fall periodisch angeordneter Heterogenitéten ist das RVE as Einheitszelle zu wahlen, also as
ein Ausschnitt aus der Materialstruktur, der sich periodisch wiederholt.

Gitman (2006) fuhrt numerische Untersuchungen zum Konvergenzverhalten der effektiven Pa-
rameter einer Mikrostruktur fir verschiedene RV E-Ausschnitte der Mikrostruktur bei zuneh-
mender RV E-Grof3edurch. Sieformuliert denin Bild 3.2 angegebenen allgemeinguiltigen Algo-
rithmus, zur Untersuchung ob ein RVE existiert und um die Mindestgrofe des RVEs fir
beliebige Mikrostrukturen zu ermitteln. Im vorkritischen Beanspruchungsbereich konnte Git-
man feststellen, dassdieeffektiven GroRen (- ), gemittelt tiber die Anzahl der betrachteten Aus-
schnitte, mit zunehmender RV E—Grol3e konvergieren. Daraus kann auf die Existenz einesRVEs
im vorkritischen Beanspruchungsbereich geschlossen werden. Im nachkritischen Beanspru-
chungsbereich dagegen konnte keine Konvergenz des Mittelwertes der effektiven GrofRen mit
zunehmender RV E-Grdl3e beobachtet werden. Das bedeutet, dass bei Entfestigung kein RVE
existiert und der punktwelse Skalentibergang nicht zutreffend ist.
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Ausschnitt A Ausschnitt B Ausschnitt C Ausschnitt D

. .\ eff
® (] Ps ® — | Mittelwert (-)
-*'rg. te 'O -
o 0 0' °eo o 0 ‘o ———i—L—L
- - ® onvergenz
I Materialprobe Zellgroide
Zellgrofie

Zellgrofen erhdhen
neue Ausschnitte

nput ‘ keine K‘onver enz
Statistische Verteilung| | Effektive Parameter ‘ J Output
der Komponenten L far jedenfusschnltt
) Mittelwert Konvergenz- RVE-Grof3e =
Ausgangszellgrofie der Ausschnitte || kontrolle aktuelle ZellgroRe
Konvergenz

Bild 3.2:  Untersuchung auf Existenz des RVE und Ermittlung der Grofie des RVE

¢ Definition effektiver Variablen

Im Punkt X des grobskaligen Kontinuums werden die homogenisierten grobskaligen Variablen
(effektive Variablen) (+) ausden feinskaligen Variablen (-) = (*) + () durch Volumenmitte-
lung gewonnen. (-) stellt hierbei die lokale Fluktuation im RVE um den Mittelwert () dar.
Durch Anwendung des Gaul3 schen Integral satzes kénnen diese Volumenintegrale in Oberfla
chenintegrale Uber den Rand des RVES umgeformt werden. Das grobskalige Verzerrungsfeld
(effektive Verzerrung) im Punkt X ist dementsprechend

§=\—1/J edv=%j symm(u & n) dA (3.1
Q r

RVE RVE

bei einem RVE desVolumens V, dessen Oberflachemit I'g, g bezeichnet wird. n sei dieNormale
auf die Oberfléche des RV Es. Entsprechend ist das grobskalige Spannungsfeld (effektive Span-
nung)

g 1
o_\—/fg odV—\—/IF symm(t @ x) dA , (32)

RVE RVE

mit Randspannungsvektoren t = o - nauf I'gye.

e Randbedingungen an das RVE

Eine fundamental e Bedingung an das Homogenisierungsverfahren ist die nach Hill (1972) be-
nannte Forderung der energetischen Konsistenz zwischen der Grob— und Feinskala. Demnach
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muss die gemittelte feinskalige Spannungsleistung gleich der grobskaligen Spannungsleistung
sein.

(0:6)=0:¢ (3.3

Die zur Formulierung des feinskaligen Randwertproblems notwendigen Randbedingungen an
das RV E miissen dieser Hill-Bedingung geniigen. Somit regelt die Hill-Bedingung den Uber-
gang von der Grob—zur Feinskala. Diedrei gangigsten Randbedingungen, die dieser Bedingung
gentigen, sind die homogenen Randbedingungen, zu denen die Ver schiebungsrandbedingungen
(VRB) und die Spannungsr andbedingungen (SRB) zahlen, und die periodischen Randbedingun-
gen (PRB), siehe Bild 3.3. Die homogenen Randbedingungen werden fir Mikrostrukturen mit
irregulér verteilten Heterogenitdten eingesetzt. Verschiebungsrandbedingungen erzwingen li-
neare Randverschiebungen am RVE und lassen keine Verschiebungsfluktuationen u auf dem
Rand des RVEs zu. Sie fiihren generell zu einer Uberschétzung der effektiven Steifigkeit, d.h.
sieliefern eine obere Grenze der effektiven Steifigkeit, wievon Huet (1990) und Sab (1992) be-
wiesen wurde. Spannungsrandbedingungen forcieren homogene Randspannungen und unter-
driicken Spannungsfluktuationen t auf I'ge. Sie fuhren auf eine untere Grenze der effektiven
Steifigkeit, siehe Huet (1990). Fir periodisch aufgebaute Mikrostrukturen sind periodische
Randverschiebungen in Verbindung mit antiperiodischen Randspannungen zu fordern.

7
S B

(i) u=¢e-x @iy t=a-n

(i) Verschiebungsrandbedingungen u = & - x

. _ } homogene Randbedingungen
(i)  Spannungsrandbedingungen t=0-n

(iii) - periodische Randbedingungen ut=u" und tF=—-1t"

Bild 3.3: Randbedingungen an das RVE

321 Analytische Verfahren

Die Urspriinge der Homogenisierung liegen in analytischen Verfahren zur Ermittlung effektiver
Elastizitétstensoren, die die Eigenschaften der heterogenen Mikrostruktur moglichst genau re-
flektieren. Diese analytischen Verfahren sind auf einfache Anordnungen und Geometrien der
Einschltsse im Matrixmaterial und elastische Betrachtungen begrenzt. Einige aktuellere Ver-
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offentlichungen befassen sich mitinkrementellen Vorgehensweisen fir inel astische Materialien,
siehe Suquet (1997) und Ponte Castaneda & Suquet (1998). Trotz ihrer begrenzten Anwendbar-
keit spielen analytische Verfahren einewichtige Rolle zur Kontrolle numerischer Homogenisie-
rungsergebnisse oder experimenteller Untersuchungen. Die einfachsten Verfahren beriicksichti-
gen lediglich den Volumenanteil der einzelnen Materialkomponenten, wahrend genauere
Methoden auch die geometrische Form der Einschllisse in Betracht ziehen.

Hier wird lediglich ein kurzer Einblick in analytische Homogenisierungsverfahren gegeben,
ohne Anspruch auf Vollstéandigkeit. Zur Veranschaulichung wird exemplarisch ein isotropes,
el astisches Zweiphasenmaterial betrachtet, bei dem der Kompressionsmodul der Faser KF zehn
mal so groRRist wie der des Matrixmaterials KM bei gleicher Querdehnzahl vF = vM. Firr dieses
Beispiel werdenin Bild 3.4 die Voigt— und Reuss-Grenzen sowie die obere und untere Hashin—
Shtrikman—Grenze und die Abschétzung nach der generalisierten selbstkonsistenten Methode
fir den effektiven Kompressionsmodul K& verglichen. Die Volumenanteile der Faser im Ma-
trixmaterial vol™ werden bei diesem Vergleich variabel gehalten.

e Voigt—Reuss-Grenzen

Dievon Voigt (1887) eingefuhrte Abschéatzung der effektiven Eigenschaften basiert auf der An-
nahmekonstanter Verzerrungenim RV E, also auf der Vernachl&ssigung von Eigenverzerrungen.
Dasbringt eine Verletzung des Gleichgewichts mit sich. Der effektive Elastizitatstensor ist dem-
nach das Volumenmittel des Elastizitétstensors C der einzelnen Phasen.

=y LJC av (34)
Hingegen beruht die von Reuss (1929) formulierte Abschétzung auf der Annahme konstanter
Spannungen, d.h. der Vernachlassigung von Spannungsfluktuationen. Dies bedeutet eine Ver-
letzung der Kinematik. Die effektive Nachgiebigkeit wird dementsprechend als Volumenmittel
der Nachgiebigkeit der einzelnen Komponenten C 1 definiert.

-1

1 _
e = [\—/ jgc 1 dv] (3.5)

Hill (1952) wies die Grenzeigenschaften der A pproximationen von Voigt und Reuss beziglich
des tatsachlichen effektiven Elastizitétstensors C' nach, siehe auch Sab (1992). Hinsichtlich
der Eigenwerte der Elastizitéatstensoren gilt nach Hill (1952)

eff eff eff
Chas = C7' = CVOigt . (3.6)

Diese einfach zu bestimmenden Grenzen liegen, wie man an Bild 3.4 erkennen kann, sehr weit
ause nander und sind deshal b nur von untergeordneter praktischer Bedeutung. Siegelten fir iso-
trope Mikrostrukturen und ziehen die Geometrie der Einschltsse nicht in Betracht.

e Hashin=Shtrikman—-Grenzen

Die”scharfsten” Grenzen fur isotrope Materialien, ohne die Geometrie der Mikrostruktur zu be-
rucksichtigen, sind die Schranken nach Hashin & Shtrikman (1962, 1963). Sie basieren auf Va-
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riationsprinzipien und dem Verfahren nach Eshelby (1957). Diehdhere Genauigkeit der Hashin—
Shtrikman—Grenzen (HS_obenund HS_unten) im Vergleich zu den Reuss-Voigt—Grenzen kann
man an Bild 3.4 erkennen.

e Abschatzungen

Viele Approximationsmethoden, wie beispielsweise die selbstkonsistente Methode (SK) nach
Halpin & Kardos (1976) basieren auf Eshelby's Einbettungsverfahren (Eshelby (1957)). Dieses
Einbettungsverfahren gibt die analytische Ldsung der effektiven Eigenschaften fur einen ellip-
tischen Einschluss in einer unendlich ausgedehnten Matrix an. Hierbei wird der sogenannte
Eshelby—Tensor S eingefiihrt, der den linearen Zusammenhang é = S: ¢ zwischenden Trans-
formationsverzerrungen ¢ des Einschlusses und den Fluktuationsverzerrungen € = ¢ — € her-
stellt. Die Transformationsverzerrungen sind die Verzerrungen, dieder Einschlusserfahrt, wenn
er spannungsfrel aus der ihn umgebenden Matrix ausgebaut wird. Dieses Ergebnis wurde von
Tanaka & Mori (1972) und Mori & Tanaka (1973) auf einen Mehrphasenverbund erweitert.

KN /mm?] Materialparameter (elastisch):
100000 -
Faser:  KF = 111111 N
mm
75000 - vF =02
50000 -
Matrix: KM = 11111 N
mm
25000 - / ReUss 1}M =0,2
11111 ¥ Hs unten

‘ ‘ ‘ . vol F[ -]
0 02 04 06 08 10

Bild 3.4:  Analytische Grenzen und Schatzungen des effektiven Kompressionsmoduls

3.2.2  Numerische ungekoppelte Homogenisier ungsver fahren

Diebeschrankte Anwendbarkeit anal ytischer Verfahrenist der Ansatzpunkt numerischer Homo-
genisierungsmethoden. Wie von Huet (1990) nachgewiesen, liegen numerisch ermittelte Ab-
schéatzungen der effektiven Materialsteifigkeit in jedem Fall innerhalb der Voigt—Reuss-Gren-
zen. Dienumerischen Abschétzungen konvergieren mit zunehmender Grofie dg, e desRVEszur
tatsichlichen effektiven Materialsteifigkeit C', bei Verschiebungsrandbedingungen (VRB)
von oben, bei Spannungsrandbedingungen (SRB) von unten. Fur die Eigenwerte der effektiven
Elastizitétstensoren gilt:

csf < cHf < c¥f < c¥ < cof < cHf < cdf (3.7)

Reuss SRB.dL. ~  SRBAZ. VRB,dZ,. ~ T VRBdL. Voigt
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Hierbei sai di e < d3, . Im elastischen Fall enthélt der effektive Elastizitétstensor CHf maxi-
mal 21 unabhangige Materialparameter (keinerlei Materialsymmetrien). Diese Parameter wer-
den durch Beanspruchungstests am RV E bestimmt: Ausgehend von einem grobskaligen Bean-
spruchungszustand & bzw. o wird das Randwertproblem im RV E mit Randbedingungen nach
Bild 3.3 formuliert und numerisch gelost. Die effektiven Spannungen o bel Beanspruchung
durch £ bzw. dieeffektiven Verzerrungen & bei Beanspruchung durch & werden durch Mittelung
nach Gleichung (3.2) bzw. (3.1) bestimmt. Durch Auswertung des Zusammenhangs

-~ - - - =T - = = = - =-°7T
[011 O 033 012 013 ‘723] = c¥f [511 € €33 €12 €13 323] (3.8)

zwischen den effektiven Spannungen und effektiven Verzerrungen in Matrix—Vektor—Notation
konnen je Beanspruchungstest sechs effektive Elastizitatskonstanten bestimmt werden, siehe
Hashin (1983). Fir den algemeinen Fall von 21 unabhangigen Elastizitdtskonstanten ist daher
die Auswertung von vier linear unabhangigen Bel astungszustanden notwendig, um den effekti-
ven Elastizitatstensor C¥f zu ermitteln.

Im inelastischen Fall ist die Formulierung eines effektiven Werkstoffgesetzes in geschl ossener
Form nicht eindeutig, d.h. nicht ohne Annahmen moglich. Zohdi et al. (1998) entwickelten ein
Verfahren, bei dem fir zunehmende Beanspruchungsniveausim RVE jewells die Sekantenstei-
figkeiten ermittelt werden. Diese konnen dann fir grobskalige Berechnungen herangezogen
werden. Dobert (2001) dagegen schl&gt vor, ein effektives Werkstoffgesetz in geschlossener
Form mit internen Variablen zur phdnomenol ogi schen Beriicksichtigung des inel astischen Ver-
haltens zu postulieren. Zur Ermittlung der effektiven Materialparameter, zu denen neben den
elastischen Konstanten Cgﬁ die Evolutionsgleichungen der internen Variablen q zéhlen, fuhrt
sie Belastungstests am RVE durch. Die Materialparameter der effektiven konstitutiven Bezie-
hungen werden durch folgendes Optimierungsproblem identifiziert:

1o%(ce, ) — aRE2 - MIN . (39)

Eswird also eine Fehl erquadratminimierung zwischen den im RV E ermittel ten effektiven Span-
nungen @~ E und den effektiven Spannungen ¢%f(C", ) des postulierten Werkstoffgesetzes

durchgefihrt.

3.2.3 Numerische gekoppelte Homogenisier ungsver fahren

Gekoppelte Homogenisierungsverfahren werden bei komplexen nichtlinearen Vorgangen auf
der Feinskalaeingesetzt, um die Genauigkeitsverluste ungekoppel ter Homogenisierungsverfah-
ren, diedurch Annahmen beztigli ch eineseffektiven Werkstoff gesetzes entstehen, zu vermeiden.
Die Formulierung des konstitutiven Verhaltens findet hierbel ausschlief3dlich auf der Feinskala
statt. In einem verschiebungsgetriebenen Algorithmus wird zu jedem Beanspruchungsniveau
£(X) des grobskaligen Randwertproblems (RWP) in allen betrachteten grobskaligen Material-
punkten X das Randwertproblem des zugehdrigen RV Es gel 6st. Randbedingungen an die RVES
sind entsprechend Bild 3.3 zu formulieren und die nichtlinearen Randwertproblemein den RVEs
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konnen beispielsweise mit der Methode der Finiten Elemente, der Voronoi—Zellen—-Methode
(Gosh et al. (1996)) oder durch Fouriertransformationen (Michel et al. (2000)) numerisch gel 6st
werden. Im darauf folgenden Homogeni sierungsprozess werden jeweil s die momentanen effek-
tiven Spannungen & (Gleichung (3.2)) und die effektive M aterialtangente Cgfn im betrachteten
Punkt X bestimmt. Damit konnen die Systemsteifigkeit und die internen Kréfte auf der Grobs-
kala berechnet werden, siehe Bild 3.5.

Die Formulierung von Spannungsrandbedingungen ist auch in einem verschiebungsgetriebenen
Algorithmus méglich. So bringen z.B. Miehe & Koch (2002) die Spannungsrandbedingung as
Nebenbedingung mittel sLagrange—Multiplikatoren in die Formulierung desfeinskaligen Rand-
wertproblems ein. Die Lagrange-M uultiplikatoren stellen dabel die gesuchten effektiven Span-
nungen & dar und die Nebenbedingung kann durch Umformung tber die effektiven Verzerrun-
gen parametrisiert werden.

Dieeffektive konsistente M ateriatangente Cgfn kann nach Miehe (1996) durch numerische Dif-
ferentiation, unter Ausnutzung der Beziehung zwischen der Variation der effektiven Spannun-
gen und der Variation der effektiven Verzerrungen, bestimmt werden. Alternativ kann die dis-
krete schwache Form im RVE auf die Freiheitsgrade am Rand des RV Es kondensiert werden.
Uber die Beziehung zwischen diesen Randfreiheitsgraden und den effektiven Spannungs- und
Verzerrungsinkrementen kann die konsistente effektive Materialtangente direkt ermittelt wer-
den, siehe Kousznetsova (2002). Miehe & Koch (2002) beschreiben das adaquate VVorgehen fir
Randbedingungen, diea sNebenbedingungen mit Lagrange-Multiplikatoren formuliert werden
und Bayreuther (2004) fir Randbedingungen, die als Nebenbedingungen mit der Strafterm—-Me-
thode formuliert werden.

grobskaliges RWP

"Lokalisierung” durch
Randbedingungen

Homogenisierung

a,Ccll nach Bild 3.3
L6sung des ®
feinskaligen RWPs °
® ®

Bild 3.5: Gekoppelte numerische Homogenisierung in einem ver schiebungsgetriebenen
Algorithmus



3.3  Keine Skalenseparation — hierarchische M ehr skalenmethoden

M ehrskal enprobleme ohne Skal enseparation, deren Formulierung und Untersuchung im beson-
deren Interessedieser Arbeit liegen, erfordernin Teilbereichen der Struktur eine1: 1 Auflésung
der feinen Skala—auch alsvolumenverbindender Skalenlibergang bezeichnet (Bild 3.1). Daent-
sprechende Mehrskalenmethoden die grobskalige Lésung hierarchisch verfeinern (Bild 3.6),
werden sieinder vorliegenden Arbeit al shierarchi sche Mehr skal enmethoden bezei chnet. Neben
Materialien mit Mikrostruktur im entfestigenden Beanspruchungsbereich sind Probleme mit lo-
kalen Effekten typische Beispiele, fur die der Einsatz hierarchischer M ehrskalenmodelle sinn-
voll sein kann. Solchelokalen Effekte kdnnen bei spiel sweise Bereiche hoher Gradienten bei Lo-
kalisierungsphanomenen oder in Form von Schockfronten bei dynamischen Prozessen sein oder
Bereiche komplexer Geometrie sowie turbulente Strémungen.

Inder Praxisist das Detaillieren lokaler Probleme (zoomen) schon seit langem Ublich (Kemmler
& Ramm (2001)). Ausgehend von einer grobskaligen Analyse der gesamten Struktur £2 werden
in den Teilbereichen, die einer detaillierteren Untersuchung bedirfen, feinskalig aufgel 6ste
Nachlaufrechnungen durchgefiihrt nach dem Prinzip von de S. Venant (Ramm (2002)). Diese
Teilbereiche (z.B. die Umgebung eines Anschlussdetails) werden im Folgenden al s Zwei skal en-
gebiet 2’ bezeichnet. Die Randbedingungen fur die Detail probleme werden der grobskaligen
Analyse entnommen. Aufgrund der fehlenden Rickkopplung von der feinen zur groben Skala
kann, insbesondere bei nichtlinearem Verhalten, der Genauigkeitsverlust im Vergleich zu einer
Feinskalenldsung (FSL) grofd werden und bleibt im Allgemeinen unkontrolliert.

Eine Weiterentwicklung dieses Vorgehens sind die sogenannten global— ocal-\Verfahren (Mote
(1971), Noor (1986), Mao & Sun (1991), Whitcomb (1991)). Sie sehen eine iterative Verbes-
serung der Randbedingungen an diefeinskaligen Detail probleme vor. Darauf aufbauend nutzen
die spectral overlay method (Belytschko et al. (1990)) und die s—version (superposition) der
FEM (Fish (1992)) die Kenntnis des qualitativen L dsungsverlaufs, um problemangepasste An-
sdtzefir denfeinskaligen L osungsanteil zu entwickeln. Rank (1993) und Krause & Rank (2003)
verwenden das global— ocal—Verfahren als adaptive, hierarchische hp-Diskretisierungsverfei-
nerung, alternativ zu tiblichen h—, p—oder hp—Versionen der FEM. Fir heterogeneelastischeMa-
terialien schlagen Zohdi et al. (1996) die HDPM (Homogenized Dirichlet Projection Method)
vor. Fur die grobskalige Analyse wird dabei das Werkstoffverhalten homogenisiert. Einer a po-
steriori Fehleranal yse entsprechend werden die Zwei skal engebi ete festgelegt und dort die Feins-
kalenprobleme unter Berlicksichtigung der tatsachlichen heterogen Materialstruktur gelost.
Nach einer weiteren Fehleranalyse wird entschieden, ob eine iterative Verbesserung der Ergeb-
nisse durch Vergrofderung der Zwei skal engebiete oder durch eine Verbesserung der homogeni-
sierten Ersatzeigenschaften fir das grobskalige Gesamtmodell notwendig sind. Die bridging
multi—scale method wird von Kadowaki & Liu (2004) zur Analyse von Lokalisierungsproble-
men eingefuhrt.

Ein mit den global- ocal—-Verfahren verwandtes VVorgehen ist der coupled volume approach von
Gitman (2006) fur Anwendungen mit mikroheterogenen Materialien im nachkritischen Bean-
spruchungsbereich. Die Zwei skalengebietesind dabel Teilbereicheder Grobskalenelemente, die
den jeweiligen Integrationspunkten der Grobskala zugeordnet sind.
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Brezzi et al. (1997) und Hughes et al. (1998) stellen einerigorose variationelle Herleitung hier-
archischer M ehrskal enmethoden, die sieal svariational multiscale methods bezeichnen, vor und
zeigen die Analogie zu Stabilisierungsverfahren. Dieses fur allgemein gehaltene Differential -
gleichungen notierte Konzept wurde u.a. von Garikipati & Hughes (1998, 2000) auf Lokalisie-
rungsphanomene in homogenen Materialien, von Masud (2004) zur Stabilisierung bel inkom-
pressiblen plastischen Materialien, von Gravemeier (2003) fur die large eddy simulation
turbulenter Stromungen und von Hund & Ramm (2006) und Hettich et al. (2006) auf das nichtli-
neare Verhalten heterogener Werkstoffe angewendet.

Folgende Darstellungen sind aus Griinden der Ubersichtlichkeit fur den Fall eines Zweiskalen-

gebiets notiert.

Bereichemit|okalen Effekten,
z.B. Materialversagen

Grobskal enauflésung
u

hierarchische Verfeinerungim | || |
; : ’ | |
Zweiskalengebiet Q" : @ |

Feinskal enaufl6sung
u’ I':u =0

Teil des Neumannrandes 0£2¢

Bild 3.6:  Hierarchische Mehrskalenmethoden

Die Formulierung hierarchischer Mehrskalenmethoden basiert auf additiver Anreicherung der
grobskaligen Lésung U durch den feinskaligen Losungsanteil u’ im Zweiskalengebiet 2’ (Bild
3.6).

u=0u+u' (3.10)

Bei Diskretisierung mit Finiten Elementen auf beiden Skalen (T := N dund u’ := N’ d’)und
Einflhrung des additiven Splitts fur die Testfunktionen

ou = ou + ou’ (3.12)

wird ausder schwachen Form (z.B. Gleichung (2.8)) ein diskretes Zwei skal enproblem der allge-
meinen Form:



Grobskalenproblem: J B'o(D,D")dV Fo @

o - , (3.12)
Feinskal enproblem: j B'To(D,D")dV F'ext (b)

Q
bzw. in linearisierter Form:
Grobskal enproblem: Ksg Kgp || 4D Fex — Fint @

Skal ,e/nk/o(ppl ung = _ (3.13)
Feinskalenproblem: Kog Kpopr || 4D’ Fle« = Flint (b)
Systemsteifigkeit Residuum

Hierbei sind D und D’ die grob— und feinskaligen Systemfreiheitsgrade. Neben der Frage, wo
und wie grof3 die Zweiskalengebiete 2" anzusetzen sind, die mit der Formulierung von Randbe-
dingungen fir u’” auf dem Rand der Zweiskalengebiete I einhergeht, unterscheiden sich die
M ehrskalenmethoden durch die Modelle auf der groben und feinen Skalaund diejeweilige Dis-
kretisierung von U und u’ sowie den L 6sungsal gorithmus des Zwei skalenproblems (3.12) bzw.
(3.13).

e Lageund GroRReder Zweiskalengebiete und Randbedingungen fur u’

Bei statischen Problemen klingt der feinskalige L 6sungsanteil u’ mit zunehmender Entfernung
von der Storstelle aufgrund des diffusiven Charakters der elliptischen Differentialgleichung ab.
Darauf beruht dieldeedeslokalen Detaillierensin begrenzten Zweiskalengebieten Q' . Zweiska-
lengebiete sind dort zu etablieren, wo entweder das Interesse an einer detaillierteren Losung al's
der grobskaligen besteht, oder wo aufgrund einer Fehleranalyse festgestellt wird, dass die ge-
wnschte Genauigkeitstol eranz durch die grobskalige L 6sung nicht eingehalten wird, siehe Fish
& Markolefas (1993) sowie Zohdi et al. (1996). Im Rahmen dieser Arbeit sind dasdie Bereiche
des Materialversagens, in denen keine Skal enseparation angenommen werden kann, siehe Ab-
schnitt 4.2.1. AlsRandbedingung fir den feinskaligen L 6sungsantei | wird wegen des abklingen-
den Verhatensu’ = 0auf I angenommen. Voraussetzung hierfur ist, dass das Zweiskalenge-
biet 2' so grold gewdahlt wird, dass diese Annahme gerechtfertigt ist. Eine Moglichkeit zur
Kontrolle dieser Annahme stellt Zohdi et al. (1996) vor. Grenzt 2’ an den Neumannrand 02
des Gesamtgebiets, so ist es sinnvoll, dort die tatsdchlichen Randbedingungen zu verwenden
(siehe Bild 3.6), anstatt wie Belytschko et al. (1990) u’ = 0 anzunehmen.

e Modelleund Ansatze auf der Grob—und Feinskala

Das grobskalige Strukturverhalten kann fur die meisten Anwendungen durch ein Kontinuums-
modell beschrieben werden, diskretisiert durch Finite Elemente. Die Modellierung desfeinska-
ligen Verhaltensist sehr stark von der jeweiligen Problemstellung abhangig und reicht von Kon-
tinuumsmodellen bis zu atomaren Modellen (Belytschko & Xiao (2003), Ortizet al. (2001), Liu
et a. (2006). Falls bekannt, konnen natirlich auch analytische L ésungen fir u’ verwendet wer-
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den (Farhat et a. (2001)). Fir die Diskretisierung von Kontinuumsmodellen haben sich sowohl
Finite Elemente (Krause & Rank (2003), Gravemeier (2003), Masud (2004), Hund & Ramm
(2005)) als auch netzfreie Methoden (Liu et a. (1999)) etabliert. Als Erweiterung des Konti-
nuumsmodellsim Fall hoher Gradienten hat sich die Verwendung spezieller Ansétze, dieder L 6-
sung des Problems angepasst sind, als sinnvoll erwiesen (Belytschko et al. (1990), Fish (1992),
Garikipati & Hughes (2000), Garikipati (2002)). Hettich et al. (2006) verwenden auf der feinen
Skala eXtended FEM (XFEM)-Ansétze fir die Berlicksichtigung der Risskinematik.

Werden auf beiden Skalen Kontinuumsmodelle eingesetzt, kann, wie in dieser Arbeit vorge-
schlagenwird, auf die Formulierung einesgrobskaligen Material gesetzesverzichtet werden. Zur
Berechnung der Grobskal ensteifigkeiten und der grobskaligen internen Kraft (Gleichung (3.13)
(a)) wird dann dasjeweilige M ateria verhalten auf der Feinskalaherangezogen. So kdnnen Kon-
sistenzprobleme zwischen den Skalen vermieden werden und die Mehrskalenformulierung er-
reicht die Genauigkeit der entsprechenden Feinskalenformulierung, wiesichin Beispielen (Ka
pitel 6, 7) zeigen wird.

Zur Reduktion des numerischen Aufwandsist es jedoch auch mdglich, unterschiedliche Mate-
rialmodelle auf den Skalen einzufiihren (Bild 3.7). So kdnnen bei spiel swei se eln phdnomenol o-
gischesMaterialmodell fiir das Grobskal enproblem (Gleichung (3.12) (a)) und detaillierte M ate-
rialmodelle, die das Verhalten der einzelnen Materialkomponenten erfassen, fur das
Feinskalenproblem (Gleichung (3.12) (b)) verwendet werden (Zohdi et a. (1996)). Ebenso kon-
nen verschiedene mechanische Modelle, wie ein Kontinuumsmodell auf der Grob— mit einem
Molekularmodell auf der Feinskalakombiniert werden (Fish & Chen (2003), Liu et al. (2006)).
Erstrecken sich dabei die Grob—und Feinskalenmodel | e Uiber dasgleiche Gebiet, so sind die For-
mulierungen auf den beiden Skalen nicht unbedingt konsistent. Das &ul3ert sich z.B. darin, dass
mit dem Grobskalenmodell berechneten Spannungen o (ep + ¢'p, Qp) in einem Punkt P nicht
exakt mit den tatsachlichen Spannungen o (8p + €'p, Qp), die sich aus dem Feinskalenmodell
ergeben, Ubereinstimmen. Das Mehrskalenmodell stellt dann zwanglaufig nur eine Néherung
der entsprechenden Feinskalenl 6sung dar.

Diese Konsi stenzprobleme entstehen nicht, wenn die verschiedenen Grob— und Feinskalenmo-
dellein unterschiedlichen Gebieten eingesetzt werden (Belytschko & Xiao (2003)), oder wenn
das Feinskalenmodell eine lokale, infinitesimal begrenzte Anreicherung der Grobskal enl 6sung
darstellt, z.B. im Sinneder eXtended FEM zur Abbildung von Rissen (Garikipati (2002), Hettich
et al. (2006)).
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Grob- und Feinskalenmodell

Grob- und Feinskalenmodell

Feinskalenmodell in infinit.

im gleichen Gebiet in verschiedenen Gebieten Gebiet (Riss)
Definitionsbereich Definitionsbereich Definitionsbereich
Grobskalenmodell Grobskalenmodell Grobskalenmodell
z Definitionsbereich Definitionsbereich Definitionsbereich
Feinskalenmodell Feinskalenmodell Feinskalenmodell

Wechel des mechanischen
Modells zwischen den Skalen

Konsistenz zwischen den
Skalen? — Naherung

strebt zur Feinskalenl6sung
mit Ausdehnung des
Feinskalenbereichs

erfasst Feinskalenverhalten

Zohdi et a. (1996)

(versch. Materialmodell€) Garikipati (2002),

Hettich et a. (2006)
(schwache bzw. starke Dis-
kontinuitéten (Risse))

Belytschko & Xiao (2003)
(Kontinuumsmodell und
Molekularmodell)

Gravemeier et al. (2003)
(turbulente Strémung)

Fish & Chen (2003),
Liu et al. (2006)
(Kontinuumsmodell und
Molekularmodell)

Bild 3.7  Umsetzung unterschiedlicher Modelle auf Grob— und Feinskala

Die Ansdtze fir die grob— und feinskaligen Ldsungsanteile und Testfunktionen missen die li-
neare Unabhangigkeit von o und u’, sowievon 6 und du’ gewéhrleisten. Wahrend die meisten
inder Literatur beschriebenen Verfahren u’ alshierarchische Verfeinerung von o einfihren, las-
sen Belytschko et al. (1990) und, darauf aufbauend, Fish (1992) diese Beschrankung fallen. In
diesem Fall ist die numerische Integration der koppelnden Steifigkeitsbeitrage K, und K, 5
besonders zu beachten. Um das Zweiskalenmodell in Bezug auf Genauigkeit und Effizienz opti-
mal zu gestalten, ist man bel der Wahl der Ansétze fir o und u’ mit folgenden Fragestellungen
konfrontiert, diein Kapitel 6 aufgegriffen werden:

— Wiegrob darf die Diskretisierung fur T sein, damit der Diskretisierungsfehler der grobskali-
gen Losung in den Bereichen auRerhalb des Zweiskalengebiets tolerierbar ist und damit der
Transfer zwischen den Skalen genau genug ist?

— Wiefeinist die Diskretisierung fur u’ zu wahlen, damit die feinskaligen Effekte erfasst wer-
den konnen?



— Wiesi eht dieoptimal e Abstimmung zwischen grob—und feinskaliger Diskretisierungim Hin-
blick auf ein effizientes Losungsverfahren aus, falls die Diskretisierungen aneinander
geknupft sind?

e LoOsung des Zweiskalengleichungssystems

a) Partitionierte L 6sung

Sowohl diezooming—und global— ocal—-M ethoden al sauch dievon | brahimbegovic & Markovic
(2003) beschriebene operator—split—-Methode |6sen das Zwei skalenproblem (3.12) entkoppelt
(partitioniert) als Grobskalenproblem in £ und Detailproblemein Q. Bel Verwendung unter-
schiedlicher Modelle auf den beiden Skalen (z.B. Kontinuums— und Atommodell) ist die Um-
setzung im Rahmen eines partitionierten L dsungsal gorithmus sehr einfach moglich und erlaubt
die Verwendung unabhéngiger Softwaremodul e auf beiden Skalen. Ein weiterer Grund zur Ver-
wendung eines partitionierten L ésungsverfahrens kann die Reduktion des Speicheraufwandes
sein: Liegen mehrere, raumlich getrennte Zwei skal engebi ete und somit unabhangige Detail pro-
bleme vor, kbnnen diese parallel geldst werden.

Die bestehende Kopplung zwischen dem Grobskalen— und Feinskalenproblem wird durch die
Ubergabe der jeweiligen Losung des anderen Feldes beriicksichtigt. Die skalenkoppelnden
Terme Ky, 4D bzw. K5 4D des Zweiskalenproblems (Gleichung (3.13)) werden als Ne-
benbedingungen auf dierechte Seite gebracht. Ausgehend von dieser Zerlegunginzwel Teilpro-
blemeerfol gt dieinkrementel |-terative L dsung des Zwei skal enproblemsnach Algorithmus 3.1.

(i) Initialisierung: D = 0, D’ =
(i)  Globale Lastschrittschleife (Index k)
(iii)  Ilterationsschleife (Gesamtmodell) (Index i)
(iv) Iterationsschleife (Grobskala) (Index )
(v) Losein 2 Grobskalenproblem (3.13) (a) mit Nebenbedingung
D' = D', = kongt, d.h. AD"I*% = 0. — Loésung D!} ]
(vi) keineKonvergenz: j < j + 1goto(iv), sonst: D;, ; = [TJ,H
(vii) Iterationsschleife (Feinskala) (Index )
(viii) Losein € Feinskalenproblem (3.13) (b) mit Nebenbedingung
D=D,,, = kongt, dh. 4D’ = 0. - Losung Di*?
(iX) keineKonvergenz: j < j + 1goto (vii), sonst: D';, 4 = D11
(xX) keineKonvergenz: i <— i + 1 goto (iii)
(xi) k< k+ 1 goto (ii)

Algorithmus 3.1 Partitionierte Losung des Zwei skal enproblems

Der Lastschrittindex k wurde der Ubersichtlichkeit halber in Algorithmus 3.1 nicht notiert. Bei
linearen Problemen wird lediglich ein Lastschritt ausgeftihrt. Die Verwendung der ” hinterher-
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hinkenden” Ldsung der jewells anderen Skala als Nebenbedingung fur das Grobskalen— bzw.
Feinskal enproblem kann im Sinne von Randbedingungen (Ubergabe der L 6sung auf dem Rand
I'") oder durch die Ubergabe der Lsung im gesamten Zweiskalengebiet Q' erfolgen.

Diegloba - ocal—M ethoden, die zooming—M ethode und di e operator—split—M ethode Gibergeben
Randbedingungen zwischen den Skalen. Diese Randbedingungen kénnen als Verschiebungs-
randbedingungen (dargestellt in Algorithmus 3.1) oder als Spannungsrandbedingungen reali-
siert werden. Daim zweiten Fall die Spannungsrandbedingungen auf 7" im Gleichgewicht ste-
hen miissen —was nicht automatisch der Fall ist —und Starrkorperverschiebungen zu verhindern
sind, ist diese Variante aufwandiger und wenig verbreitet, vergleiche Zohdi et al. (2001).

Diezooming—M ethode beendet den L dsungsal gorithmus 3.1 ohne K onvergenzkontrolle (Schritt
(x)) nach dem ersten Iterationsschritt, d.h. ohne Riickkopplung zur groben Skala. Einige global—
local-M ethoden weichen von Algorithmus 3.1 dahingehend ab, dass das Grobskalenproblem
nur einmal gel dst wird und die Verbesserung der Randbedingungen an die Feinskal enprobleme
lediglich durch Aktualisierung der feinskaligen L ésungsanteile erfolgt.

Fir den Fall, dassdie L 6sung der einen Skalaim Zweiskalengebiet als Nebenbedingung fur die
L6sung auf der anderen Skala verwendet wird, kann der partitionierte L dsungsal gorithmus bei
entsprechender Konstruktion der Gittertransferoperatoren als Mehrgitterverfahren interpretiert
werden (siehe Abschnitt 3.4). So beschreiben Fish & Belsky (1995 a, b) ein Mehrgitterl 6sungs-
verfahren fur elastische, periodisch heterogene Materialien. Die Besonderheit ist die Entwick-
lung eines physikalisch motivierten Gittertransfers auf Basis der analytischen Homogenisie-
rung. Die Konstruktion des Transferoperators von der Fein— zur Grobskala (Restriktion) ist
assoziiert mit der Homogenisierung, die des Transferoperators von der Grob— zur Feinskala
(Prolongation) mit der " Lokalisierung”. Diese Idee wurde von Bayreuther (2004) auf beliebig
heterogene Materialien bei nichtlinearem Verhalten erweitert. Sein Ansatzpunkt war es, die
K onzepte der numerischen Homogenisierung auf die Konstruktion von Gittertransferoperatoren
zu abstrahieren. Fish & Chen (2004) nutzten den Gedanken des Skalentransfers durch Mehrgit-
terverfahren fir die Kopplung diskreter Modelle auf der Atomebene mit Kontinuumsmodellen
auf der Strukturebene. Gravemeier (2006) stellte ein Mehrgitterverfahren zur LOsung eines
durch Finite Volumen diskretisierten Mehrskal enproblems fir turbulente Stromungen inkom-
pressibler Fluidevor. Der Restriktionsoperator wird anal og zum strukturmechani schen K onzept
der Homogenisierung tber Volumenmittel wertbildung gewonnen.

b) Simultane L dsung

Fir eine starke Kopplung zwischen den Skalen ist die Konvergenzrate des partitionierten L6-
sungsal gorithmus haufig unbefriedigend, so dassesempfehlenswert ist, dasZweiskal enproblem
(3.12) bzw. (3.13) simultan zu I6sen. Zur Reduktion von L 6sungs—und Speicheraufwand bei si-
multaner Ldsung haben sich Gebietszerlegungsmethoden (Brezzi et al. (1997), Garikipati &
Hughes (2000), Ladeveze (1999, 2004), Zohdi & Wriggers (2001), Gravemeier (2003), Hund
& Ramm (2006)) sowieweitereiterative Loser (Krause & Rank (2003), Farhat et al. (1998)) eta-
bliert. Durch Zerlegung des urspriinglichen grof3en Gleichungssystemsin viele kleine, entkop-
pelte Probleme, die parallel geldst werden konnen, sind Gebietszerlegungsmethoden sehr effi-
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zZient. DarUber hinausist dasZweiskalenmodel | durch die Gebietszerlegung flexibel im Hinblick
auf einewahrend des Bel astungsprozesses veranderliche Grof3e des Zwei skalengebiets 2’ bei-
spielsweise bel sukzessiver Ausbreitung von Lokalisierungszonen. Wegen dieser Vorteile wird
in der vorliegenden Arbeit eine nicht Uberlappende Gebietszerlegungsmethode zur Ldsung des
Feinskalenproblems (3.13) (b) eingesetzt. Der simultane L 6sungsal gorithmusin Verbindung mit
Gebietszerlegungsmethoden wird in Abschnitt 4.4 vorgestellt.

34  Effiziente Gleichungsiésung

Hierarchische M ehrskalenmethoden fiihren auf grof3e, im Allgemeinen unsymmetrische, diinn
besetzte lineare Gleichungssysteme (Gleichung (3.13)) der allgemeinen Form K D = F, deren
effiziente L 6sung ein wichtiges Themafir dievorliegende Arbeitist. K € R Neor * Nwor hezeich-
net die Systemmatrix, F € R"er die Beanspruchungund D € R"e die gesuchte exakte L6-
sung des Gleichungssystems mit n,,; Freiheitsgraden. Aufgrund grof3er Steifigkeitsunter-
schiede zwischen intakten und geschadigten Bereichen der Struktur ist die Systemmatrix fir die
Anwendungen in dieser Arbeit meist schlecht konditioniert. Im folgenden Abschnitt wird ange-
nommen, dass das betrachtete Gleichungssystem linear ist, d.h. im Rahmen einer nichtlinearen
Analysedreht essich hier um die Losung deslinearisierten Gleichungssystemsin einem Iterati-
onsschritt der Gleichgewichtsiteration. Der Einfachheit halber wird der Vektor der Unbekannten
indiesem Abschnitt mit D statt mit 4D bezeichnet. Ein alternativer, hier nicht weiter verfolgter
Zugang ist die Entwicklung von L dsungsverfahren fir nichtlineare Gle chungssysteme, wie bei-
spi el swei se die sogenannte LArge-Time—| Ncrements—-M ethode (LATIN) (Ladevéze (1999)) fr
dynamische Prozesse.

In Abschnitt 3.4.1 werden direkte und iterative Gleichungsl 6ser mit ihren Vor—und Nachteilen
gegentbergestellt. Gebietszerlegungsmethoden und M ehrgitterverfahren zur Konstruktion pro-
blemangepasster iterativer Gleichungsldser sind Thema der Abschnitte 3.4.2 und 3.4.3.

34.1 Direktevs. iterative Gleichungs oser

Bei L 6sungsmethoden fir lineare Glei chungssysteme (L GS) wird zwischen direkten und iter ati-
ven Losern unterschieden. Direkte Loser ermitteln die im Rahmen der Rechnergenauigkeit
exakte Losung D des Gleichungssystems bei vorab bekanntem endlichem numerischem Auf-
wand. Dieser Aufwand, der in floating point operations (Quarteroni et al. (2000)) gemessen
wird, nimmt mit O(ngof) zu bei Ausnutzung der Bandstruktur der Systemmatrix mit O(n bﬁ)
(Golub & van Loan (1986)). b, bezeichnet die Bandbreite der Systemmatrix. Vorteil direkter
L 6ser ist, dasssieauch bei schlecht konditionierten Systemmatrizen robust sind. Ihr Nachteil ist,
dass sie durch Parallelisierung nur méfdig beschleunigt werden kdnnen. Schon ab wenigen Pro-
zessoren stagniert die Losungszeit bel Hinzunahme weiterer Prozessoren, siehe Gee (2004).

Bei iterativen Losernist der numerische Aufwand zur Ermittlung der —im Rahmen einer gewéahl -
ten Genauigkeitstoleranz — konvergierten L 6sung nicht von vornherein bekannt. Er steigt auch
im allgemeinen Fall einer vollbesetzten Systemmatrix nur mit O(ngof) je Iteration an, siehe
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Quarteroni et al. (2000). Fedorenko (1964) stellte einen iterativen Loser vor, bei dem der Auf-
wand sogar nur mit O(n,) je Iteration wéchst. Allerdings kann unter Umsténden die Anzahl
bendtigter Iterationen ebenfallsmit steigender Anzahl an Freiheitsgraden zunehmen. Ein deutli-
cher Vorteil iterativer L 6ser ist es, dass sie einewesentlich hthere Beschleunigung bei paralleler
Umsetzung erreichen als direkte L Oser.

Ob fur ein gegebenes Problem eine iterative Ldsung des Gleichungssystems schneller als eine
direkte Losung und gleichzeitig robust ist, hangt neben der Anzahl der Freiheitsgradevon vielen
Einflussfaktoren ab. Dazu z&hlen das zugrunde liegende physikalische Problem, das die Kondi-
tionierung der Systemmatrix beeinflusst (z.B. materielle Nichtlinearitét), die Umsetzung desje-
welligen Losungsal gorithmus, die Programmiersprache, die verwendete Plattform, der Compi-
ler, die Anzahl der Prozessoren usw.

Das zum Gauf3'schen Eliminationsverfahren aquival ente direkte L dsungsverfahren flr eine nu-
merische (softwaretechnische) Umsetzung ist die sogenannte LU—Faktorisierung. Die System-
matrix K = L U wird hierbel in die untere Dreiecksmatrix L, mit Nulleintrégen oberhalb der
Hauptdiagonalen, und in die obere Dreiecksmatrix U, mit Nullbesetzung unterhalb der Haupt-
diagonalen, zerlegt. Flr diese Faktorisierung kann beispielsweise der Crout’sche Algorithmus
(Quarteroni et al. (2000)) verwendet werden. Nulleintrdge bzw. Eintrdge nahe Null auf der
Hauptdiagonal en kdnnen durch das Vertauschen von Zeilen bzw. Spalten (Pivotisierungsstrate-
gien) vermieden werden. Im Anschluss an die Faktorisierung wird L D = F durch Vorwérts-
substitution und daraufhin U D = D durch Riickwértssubstitution gel 6st. Details und algorith-
mische Umsetzungen sowie weitere direkte Losungsverfahren, die ebenfalls auf
Faktorisierungen der Systemmatrix beruhen, werden bei Quarteroni et a. (2000), Bathe (2002),
Press et al. (1992) und Meister (2005) ausfuhrlich beschrieben. Gee (2004) gibt Hinweise auf
direkte L 6serpakete in sequentieller und paralleler Ausfihrung.

|terative L 6ser erzeugen eine Folge von Naherungsl6sungen D!, dieim giinstigen Fall gegen die
exakteL 6sung D konvergieren. Statt von der Losung D wird im Zusammenhangiterativer Glei-
chungsléser haufig vom Fehler gesprochen. Der Fehler E! in der j—ten Iteration ist hierbei die
Differenz zwischen exakter L 6sung und approximativer Losung im j—ten Iterationsschritt,

El = D - D, (3.14)

Dieser Fehler verursacht ein Residuum Rl = F — K DI = K E!. Die exakte Lsung kénnte
durch

D=D*l=Di+E =D+ K IR (3.15)

in einem Schritt direkt bestimmt werden. Um jedoch den Aufwand gering zu halten, verwenden
iterative Léser nicht dieinverse Systemmatrix K 1 sondern eine Naherung davon, die als \or-
konditionierer B bezeichnet wird. Dieser Vorkonditionierer soll méglichst einfach (kostengtins-
tig) aufzustellen und anzuwenden sein und zur Gewahrleistung einer hohen Konvergenzrate
(Quarteroni et a. (2000)) moglichst genau sein, d.h. B K = 1. So entsteht aus Gleichung (3.15)
der iterative Losungsal gorithmus

DI*l1 =D+ BR . (3.16)
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Ein einfacher Vorkonditionierer ist die Inverse der Diagonalmatrix von K, d.h.
B, = (Diag(K)) ~*. Das zugehérige L 6sungsverfahren wird als Jacobi-Iteration bezeichnet.
DasAufstellen und Anwenden dieses Vorkonditioniererserfordert nur geringen Aufwand. Dafir
sind die Konvergenzeigenschaften der Jacobi—Iteration im Allgemeinen sehr schlecht, falls
Uberhaupt Konvergenz eintritt. Die aufwéndigere aber daf ir robustere Gaul3-Seidel—Iteration
verwendet als Vorkonditionierer die Inverse der unteren Dreiecksmatrix L der Systemmatrix,
d.h. Bgg = L ~L. Weitere Vorkonditionierer basieren beispielsweise auf unvollstandigen LU-
Zerlegungen. Hierzu sei beispielsweise auf Hackbusch (1993) verwiesen.

Da nicht ale Vorkonditionierer Konvergenz zur tatsachlichen Losung gewdahrleisten konnen
oder die Konvergenzrate unbefriedigend niedrig ist, wie z.B. bel der Jacobi—Iteration, kdnnen
gegebenenfalls sogenannte Beschleuniger — auch al s Rel axationsmethoden bekannt — eingesetzt
werden. Der beschleunigte Ldsungsal gorithmus hat die allgemeine Form

DI*t =Dl + 0l BR =0 DI*! + (1 -0l Dl (3.17)

Die beschleunigte Iterierte DI " setzt sich also aus der aktuellen Iterierten DI** (Gleichung
(3.16)) und der letzten Iterierten D! zusammen, gewi chtet durch den unter Umsténden verander-
lichen Beschleunigungsparameter w!. Die Konvergenz der iterativen Lésung nach Gleichung
(3.17) ist mindestens linear, wenn die Bedingung 0 < @ < 2/Ama(B) erflllt ist, siehe z.B.
Mok (2001). Amax(B) ist der maximale Eigenwert des Vorkonditionierers. Das Auffinden eines
geeigneten Beschleunigungsfaktors !, der eine méglichst hohe K onvergenzgeschwindigkeit
gewdhrleistensoll,istimAllgemeinennichttrivial. AlsBeispielesollen hier nur dasGradienten-
verfahren (Quarteroni et al. (2000) und Mok (2001)) und das Aitken—\erfahren (Aitken (1937),
Irons & Tuck (1969)), dasin dieser Arbeit angewendet wird, genannt werden. Das Aitken—Ver-
fahren wurde von Aitken (1937) zur Beschleunigung der iterativen Bestimmung von Eigenwer-
ten vorgeschlagen. Irons & Tuck (1969) beschreiben einen implementierungsféhigen Algorith-
mus zur Beschleunigung eines langsam konvergierenden modifizierten Newton—Verfahrens.
Mit nur geringem zusétzlichem numerischem Aufwand wird der Beschleunigungsparameter fol -
gendermalen bestimmt.

o =1-ul mit (3.18)
(B ' - D) — (D} — DI*Y))T(DL_ - Di+1)
i-1_Di)— (DI —DI*1))T(DI-% — D) — (DI — DI+l
(DL~ — D) = (B}, — DI*4)) (D}~ — D)) — (D — DI*4)

w =W 1 Wt -1)

Zur Konstruktion problemangepasster Vorkonditionierer und Beschleuniger fur Gleichungssys-
teme, denen diskretisierte partielle Differential gleichungen zugrunde liegen, haben sich Uber-
lappende und nicht Gber lappende Gebi etszer|egungsmethoden sowie Mehrgitter verfahren etab-
liert. Aufgrund ihrer Bedeutung fur die L 6sung von M ehrskal enproblemen sind diese Verfahren
Gegenstand der folgenden Abschnitte. Obwohl im Rahmen dieser Arbeit ausschliefdlich nicht
Uberl appende Gebietszerlegungsmethoden alsiterative L dsungsverfahren umgesetzt und unter-
sucht werden, sollen der Vollsténdigkeit halber auch Uberlappende Gebietszerl egungsmethoden
und Mehrgitterverfahren kurz vorgestel It werden. Die folgenden Darstellungen orientieren sich
an Smith et a. (1996).
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34.2 Gebietszerlegungsmethoden

Zur Losung diskretisierter partieller Differentialgleichungen untergliedern Gebietszerlegungs-
methoden das Gebiet 2 in ny,,, Teilgebiete 2y, in denen jeweils|lokal das zugrunde liegende
Problem gel 6st wird. Auseinem grof3en Problem mit vielen Freiheitsgraden werden sovieleklei-
nere Probleme, die mit wesentlich geringerem Rechen— und Speicheraufwand verbunden sind.
Einwichtiges Themaist die Formulierung von Randbedi ngungen an den zusétzlichen, durch die
Gebietszerlegung eingefiihrten Kopplungsrandern I

Als einfuhrende Literatur kdnnen die Verdffentlichungen von Smith et al. (1996), le Tallec
(1994), Wohlmuth (2001), Quarteroni & Valli (1999), Korneev & Langer (2004) und fir den
Sonderfall zweier physikalisch unterschiedlicher Felder die Dissertation von Mok (2001) emp-
fohlen werden.

« Uberlappende Gebietszerlegungsmethoden

Die Zerlegung des Gebietes (2 in Teilgebiete erfolgt bei Gberlappenden Gebietszerlegungsme-
thoden mit einer gewissen Uberlappungsbreite o, sieheBild 3.8. Der K opplungsrand des Gebiets
2, der im Gebiet Qg liegt, wird mit ' bezeichnet. An den Kopplungsrandern I sollten
sowohl die Spannungen als auch die Verschiebungen der Teilgebiete 2, und 24 Ubereinstim-
men. Die folgenden Darstellungen beschrénken sich jedoch auf den Abgleich der Verschiebun-
gen auf I'pe.

an Iy Iy,
Gesamtgebiet
24 2, “
mit Rand
oL
0
Q4 Q,

Bild 3.8:  Uberlappende Gebietszerlegung fir ngom = 4

Dasdiskrete und linearisierte Ausgangsproblem lautet K D = F in £2, dabei bezeichnet D alle
Freiheitsgrade, die nicht auf dem Dirichletrand 92, liegen. Dieses Ausgangsproblem wird
durch folgende Teilprobleme, die jeweilsin den Tellgebieten 2, gelten, ersetzt:

Do, Fo,
Di/i+1 0
[K.Qm |<Fms1 e KFmsN} :Fmsl = . (319)
Di/i+1
o Lo

Randbedingung auf den DI/itl — H Di/i+1
K opplungsréndern Ty: Trs oy ( Qs )



wobei D, die Freiheitsgrade im Innern von 2y und D, die Freiheitsgrade auf dem
Kopplungsrand I'ms sind und s; bis sy die N benachbarten Gebiete zu €2, sind. Die Diskreti-
sierung in den Teil gebieten kann konform oder nichtkonform im Uberlappungsbereich sein. Der
Operator Hy, .- (D, ), der ausden Verschiebungen D, diejenigenauf demRand /'ms heraus-
filtert, ist dementsprechend entweder elne Bool€e' sche Matrix, oder beinhaltet I nterpolationen.
Fallsim Iterationsschritt j + 1 moglichst aktuelle Lésungen aus 22 als Randbedingung an das
Teilgebiet 2, auf I'ms verwendet werden, d.h. D = Hg . (D 1 +1) fur denFall, dassin Q24
schondieLdsungender | + 1—ten Iteratlonvorllegen und D = HQ T, (D(JJ) fUr denFall,
dassin Q¢ noch keine aktuellen Lsungen vorliegen, wird das Verfahren als muti plikativ (bzw.
alternierend) Schwar Z'sche Gebietszerlegung bezei chnet. Eine parallele Umsetzung dieses Ver-
fahrens ist offensichtlich nur bedingt moglich. Verwendet man dagegen als Randbedi ngungen
auf I'ms ausschliefflich dieL osungen der letztenIteration, d.h. D, = Hg, ., (D), ) soist der
L 6sungsal gorithmus entkoppelt. Jedoch ist aufgrund der schwéacheren Kopplung ZW|schen den
Teilgebieten die Konvergenz wesentlich langsamer alsbei multiplikativ Schwarz' scher Gebiets-
zerlegung. Das Verfahren wird additiv Schwar Z sche Gebietszerlegung genannt.

Am Sonderfall zweier Teilgebiete soll der Zusammenhang zwischen Gebietszerlegungsmetho-
den und iterativen Gleichungsl0sern gezeigt werden:

Ausgangsproblem
Ka, Kr, Ho,~r,|| Do, B Fo,
Kr,Ho~r, Ko, || Do, Fo,
Multiplikativ Schwarz ‘ Additiv Schwarz (3.20)
Ko, 0 Do, ~ Fo, Ko, 0 Do, ~ Fo,
Kr21H91—>F2 KQz DQ2 FQz 0 KQ2 DQ2 FQz
Bus Bas

An dieser Darstellung der multiplikativ Schwarz’ schen Zerlegung erkennt man, dass der Vor-
konditionierer By,g €iner Blockform des GauR-Seidel-Vorkonditionierers Bgg = L ~1 ent-
spricht. Dieadditiv Schwarz’ sche Gebi etszerlegung i st offensi chtlich mit dem Jacobi—Vorkondi-
tionierer verwandt. B,g ist die Blockvariante des Jacobi—Vorkonditionierers
B, = (Diag(K)) ~ 1. Fur konforme Diskretisierungen in den Teilgebieten und fiir den Sonderfall
zweier Tellgebiete besteht der multiplikativ Schwarz’' sche Algorithmusausfolgenden zwel Teil-
schritten.

-1
1 Teilschrit: DItz =Dl + 2 (F - K D) (3.21)
0 0 %/_/
B R
1
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0 K_Q2 7

Ri*3

- 1 0O O o1
2. Teilschritt; DIFl = pi+z 4+ { } (F -K DJ+§) (3.22

B,

In konformer Notation zu Gleichung (3.16) kann der multiplikativ Schwarz’ sche Gebietszerle-
gungsalgorithmus al's

DI*1 = DI + B,R + B,(F — K(D! + B,R)))

. . 3.23
=D/ + (B, + B, + B;K B, R (3:23)

BMS

geschrieben werden. Die Bezeichnung multiplikativ Schwarz verdankt der Algorithmus dem
Produktterm B, K B,. Entsprechend gilt fur den additiv Schwarz’ schen Algorithmus

D/*l =D + (B; + B, R (3.24)

BAS

Der additiv Schwarz’ sche Vorkonditionierer setzt sich al so additiv aus den Vorkonditionierungs-
beitrégen B, und B, zusammen.

Uber dieK onvergenzeigenschaften tiberl appender Gebietszerlegungsmethoden lassen sich nach
Smith et al. (1996) folgende Aussagen treffen:

— Die Anzahl bendtigter Iterationen nimmt mit der Anzahl der Teilgebiete zu.
— Die Konvergenzgeschwindigkeit nimmt mit zunehmender Uberlappungsbreite o zu.

— Die Anzahl bendtigter Iterationen ist bei additiv Schwarz' scher Gebietszerlegung ungefahr
doppelt so grofd wie bel multiplikativ Schwarz' scher Gebietszerlegung.

Far elliptische Differentialgleichungen stellt die Elimination langwelliger Fehler ein Problem
fUr Uberlappende Gebietszerlegungsmethoden dar. Da Starrkorperdeformationsanteile keinen
Beitrag zur Energieleisten, verschwindet in ungelagerten Teilgebieten Q,, die Zeilen—und Spal -
tensumme der Systemmatrix K. Bel einem langwelligen Fehler e = konst in Q, verschwin-
det deshalb das Residuum Ry, = Ky € = 0 und somit auch die Korrektur B Ry,. Dieses
Manko ist der Ansatzpunkt von Mehrgitterverfahren, siehe Abschnitt 3.4.3.

e Nicht Uberlappende Gebietszerlegungsmethoden

Nicht Uberlappende Gebietszerlegungsmethoden ermdglichen sehr effiziente, parallele Lo-
sungsalgorithmen, die auch bei komplexen, nichtlinearen Problemstellungen sehr gute Konver-
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genzeigenschaften aufweisen. Ein weiterer Vorteil ist, dass bei Integration dieser L ésungsme-
thode in ein bestehendes Programmpaket die vorhandenen Datenstrukturen und Konzepte
erhalten bleiben konnen. Darlberhinaus sind nicht Uberlappende Gebietszerlegungsmethoden
sehr flexibel bei wachsender Gebietsgrofie, wasfir die Anwendungenin dieser Arbeit von Inter-
esseist.

Der Ursprung nicht tberlappender Gebi etszerlegungsmethodenist die Substrukturtechnik (Wil -
son (1974)). Vor dem Hintergrund begrenzter Speicherkapazitéten entstanden, wird hierbei die
Grofle des Gleichungssystems durch statische Kondensation reduziert. Die Finiten Elemente
werden in Teilbereichen 2, zu sogenannten Superel ementen zusammengefasst. Die dabel ent-
stehenden Rander der Superelemente werden mit I, bezeichnet, siehe Bild 3.9. Die Freiheits-
grade der Superelemente werden in die lokalen Freiheitsgrade D) im Inneren von 2, und die
globalen Freiheitsgrade D} auf I'r, aufgeteilt:

Ko Kor || P2 _ Fo
KM Km pDm Fm (3.25)
e Ir r r
— —
Km DM = M
. B .
in 2. Zeile 1 _ 1
eingesetzt: (K;n r — Ko (Kgo) Kgf) DF = FF — Kip (Kgo) ™~ Fg - (3.27)
Kl Fm,

Durch Elimination der inneren (lokalen) Freiheitsgrade D) (statische K ondensation) entstehen
dieauf die Randfreiheitsgrade D" reduzierte Steifigkeit KT (Schurkomplement) und dierechte
Seite F T, desjeweiligen Superelementes (Gleichung (3.27)). Dielnverse (Kg,) ~ 1 mussdabei
nicht explizit aufgestel It werden, lediglichihre Anwendung auf K. bzw. F ) wird benctigt. Die
Assemblierung der reduzierten Superelementbeitrage K[, und F [ fuhrt auf folgendes Glei-
chungssystem, das auf die (globalen) Randfreiheitsgrade D, = | ”mdozml D" reduziert ist:

Ngom Ngom
Uk o= U Fy 329
m=1 m=1

Die inneren Freiheitsgrade D¢) werden jeweilslokal in Q, in einer Nachlaufrechnung geméf3
Gleichung (3.26) bestimmt. Im linear elastischen Fall muss die reduzierte Steifigkeit Ko, nur
einmal aufgestellt werden. Im Hinblick auf die Lésung der reduzierten Systemgleichung (3.28)
ist zu beachten, dass die reduzierte Steifigkeit wesentlich dichter besetzt ist als die Ausgangs-
steifigkeit. Das Aufstellen von KT, und die Riickrechnung zu den lokalen Freiheitsgraden
(FHG) D in den einzelnen Superelementen kann parallel erfolgen.
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* Knoten mit lokalen Verschiebungs-FHG’'en  d,,
* Knoten mit globalen Verschiebungs-FHG'en d.

4 4
U (Kig) Dr = U Fiy
m=1

m=1

"

Bild 3.9:  Substrukturtechnik, Beispiel mit vier Superelementen Q1 bis Qg4

DieKompatibilitét der Verschiebungen zwischen den Teilgebieten wird bei der Substrukturtech-
nik durch den Assemblierungsvorgang (Gleichung (3.28)) erzwungen. Bei nicht tberlappenden
Gebietszerlegungsmethoden dagegen erfolgt die Kopplung der Teilgebiete durch Nebenbedin-
gungen. Vorteilhaft ist dabel zum einen die groRere Flexibilitét, bei spiel sweise beziiglich nicht-
konformer Diskretisierungen in den Teilgebieten oder unterschiedlicher physikalischer Pro-
bleme in den Teilgebieten. Dartiber hinaus ermoglicht die Umsetzung mit Nebenbedingungen
effiziente parallele Algorithmen, die weniger Kommunikation zwischen den Prozessoren erfor-
dern as die Substrukturtechnik, siehe Farhat & Roux (1991).

Als Nebenbedingungen kénnen Verschiebungsiibergangsbedingungen als Verschiebungskonti-
nuitét [u] = um — us = 0 auf I'ns (Mist hierbei mit positivem Vorzeichen, s mit negativem
Vorzeichen behaftet) oder Spannungstibergangsbedi ngungen als Glei chgewicht am Kopplungs-
rand St = ty, + ts = 0 auf I’y formuliert werden, siehe Bild 3.10. Im diskreten Fall fihren
diese bei den Ubergangsbedi ngungen, im Gegensatz zum kontinuierlichen Fall, zu unterschiedli-
chen Ergebnissen. Bel punktweiser (starker) Erflllung der Nebenbedingungen fihren Verschie-
bungstibergangsbedingungen auf zu steife, Spannungstibergangsbedi ngungen auf zuweicheL 6-
sungen.

L Verschiebungskontinuitat
o T N Gleichgewicht
2,

Bild 3.10: Nebenbedingung — \er schiebungskontinuitat bzw. Gleichgewicht auf T°

Die Ubergangsbedingungen werden im Allgemeinen mit der Methode der Lagrange-Multipli-
katoren (Lagrange (1788), Bertsekas (1984), Meyberg & Vachenauer (1997)) realisiert, siehe
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Anhang A1. Sowird beispielsweise die Nebenbedingung [u] = 0 auf I’ durch den zusétzli-
chen Energiebeitrag auf dem Kopplungsrand

ny

g = A - [u] dA (3.29)
NB j; L‘}m

in das, im elastischen Fall existierende, Potential /7 eingebracht. n,- ist hierbei die Anzahl der
Kopplungsrander. 4 wird as Lagrange-Multiplikator bezeichnet. Er stellt die energetisch kon-
jugierte Grof3e zu [u] dar. Ausdem Extremwertproblem (Prinzip vom Minimum der gesammten
potentiellen Energie) 114 — MIN mit

Hd=lf e:C:st—f
Q

u-BdV—J u-tda (3.30)
2 Q

aQt
wird durch die Nebenbedingung das stationére Problem 11 = I14 + II\g — STAT.

Ausgehend von einer Verschiebungsformulierung sind folgende Varianten der Formulierung
maoglich, siehe Park et al. (2000), Brezzi & Fortin (1991) oder Zienkiewicz et al. (2005): Die
primale Formulierung (Steifigkeitsmethode) verwendet ausschliefdlich Verschiebungsfreiheits-
grade. Dementsprechend wird als Nebenbedingung Gleichgewicht am Kopplungsrand '
(>t = 0 auf I'yg) durch
np
M= 4 (tn+1t9 dA (331)
j=17" s

gefordert. Der Lagrange—Multiplikator A istin diesem Fall die zugehdrige Kopplungsrandver-
schiebung. Die gemischte Formulierung fordert als Nebenbedingung Verschiebungskontinuitat
am Kopplungsrand durch I1g nach Gleichung (3.29). Die Lagrange-Multiplikatoren sind die
Spannungsvektoren auf dem Rand I, die daftr sorgen, dass [u] = 0 auf I’ (sSchwach) erflllt
wird (Bild 3.11). Die Formulierung hat dementsprechend Verschiebungen und Spannungen als
Primérvariablen. Die duale Formulierung (Flexibilitdtsmethode) entsteht aus der gemischten
Formulierung durch statische Kondensation der Verschiebungsfreiheitsgrade.

Fir die Verschiebungstibergangsbedingung ergibt sich folgende variationel le gemi schte Formu-
lierung, die auch bei materieller Nichtlinearitét ohne Potential eigenschaft gultig ist:

Gleichgewicht in jedem Teilgebiet Qm/s:

N
Jée:odv +Zjﬂ/l-(j:éum/s)dA=féu-6dV+ J6U°fdA
j=1° e

Qn Qm Tt (3.32)
Nebenbedingung an jedem Kopplungsrand [y :

J oA -(UuU™"—u)dA =0

ms

Dabei ist N die Anzahl der Kopplungsrander des Teilgebiets 2 /s Das Vorzeichen des Terms
fr A - (£ 0u™9) dA folgt aus der Definition von [u] = + um — Us am jeweiligen Kop-
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plungsrand I'ns. Die Diskretisierung der Verschiebungen wird entsprechend Abschnitt 2.2.1 an-
genommen. Die Lagrange-Multiplikatoren seien durch 4 = N, L diskretisiert, mit Ansatz-
funktionen N,, die Uber den Kopplungsrand I'ys definiert sind, und den entsprechenden
Spannungsfreiheitsgraden L . Fur den — der Einfachheit halber voriibergehend angenommenen
— Fall linearer Elastizitét erhélt man folgende diskrete Form:

Gleichgewicht in jedem Teilgebiet Qm/s:

N
KnDm + > # (Gmd  Lis= Feen

s=1 (3.33)
Nebenbedingung an jedem Kopplungsrand [ :

Hierbei sind Ky und F,; ., die Steifigkeitsmatrix und dieexterne L ast des Teilgebietes £2ry. Die
"Kopplungsmatrizen” Gps sind folgendermal3en definiert.

Grs = N TNdA (3.34)
[ ()

ms

N sind hierbei die Verschiebungsansatze auf dem Kopplungsrand I (randweise, nicht ele-
mentweisedefiniert). G entsteht aus G durch Erweiterung um Nullspalten auf alle Verschie-
bungsfreiheitsgrade in 2, /s Zur Veranschaulichung ist fir ein Beispiel mit vier Teilgebieten
(Bild 3.11) die diskrete Form (3.33) in matrizieller Darstellung in Bild 3.12 gegeben. Die " wel-
Ren” Bereiche enthalten ausschliefdlich Nullen. Hierbel wird angenommen, dass die Verschie-
bungsfreiheitsgrade a's lokale Freiheitsgrade behandelt werden (duale Formulierung).

Bild 3.11: Nicht Uberlappende Gebietszerlegung (duale Formulierung):
Beispiel mit vier Teilgebieten
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K, Gl D:
Gi; D}

Kz -G;

-
'G24

Ks -Gl

lokale Freiheitsgrade

LGI, D3

Ky G, D7

GL Dé

globale FHGe

-Gy G

Bild 3.12: Nicht Uberlappende Gebietszerlegung (duale Formulierung): Diskrete Form

Hierbei sind die Freiheitsgrade der Teilgebiete so sortiert, dassjeweilszuerst die Verschiebungs-
fretheitsgrade, die nicht auf einem Kopplungsrand liegen ( ng), angeordnet sind und danach
die Verschiebungsfreiheitsgrade auf den Kopplungsréndern I's.

Die Ansétze der Lagrange-Multiplikatoren A und der Testfunktionen 64 der Nebenbedingung
[u] = Oauf I's(Gleichung (3.32)) haben grof3en Einflussauf die Genauigkeit und die Effizienz
der Losungsmethode. Farhat & Roux (1991) fuhren im Rahmen der dualen Finite Element Tea-
ring and Interconnecting (FET1) Methode knotenweise Ansétze fir 4 und 64 ein und erfullen
damit die Nebenbedingung im starken Sinne. Durch kontinuierliche Ansétze dagegen wird die
Nebenbedingung nur schwach erfillt. DafUr sind nichtkonforme Diskretisierungen auf den Kop-
plungsréndern moglich (Mortar—Methode), siehe Bernardi et a. (1994) und Wohlmuth (2001).
Die Verschiebungsansétze und die Ansétze der L agrange—Multiplikatoren mussen der Inf-Sup—
Bedingung gentigen, siehe Abschnitt 5.3.2.

Im Allgemeinen sind bel nicht Uberlappenden Gebi etszerlegungsmethoden folgende Punkte zu
berticksichtigen: Ungelagerte Teilgebiete, wie beispielsweise die Teilgebiete 3 und 4 in Bild
3.11, erfordern besondere Aufmerksamkeit. Ohne zusétzliche Malinahmen stellt das Randwert-
problem in £, und 2, jeweils ein singuléres Problem dar. Farhat & Roux (1991) sowie Park
& Felippa (1998) schlagen vor, die Verschiebungen in Starrkorperanteile und Deformati onsan-
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teile zu splitten, wobei die Starrkorperverschiebungen im Gegensatz zu den Deformationsantei -
len al's globale Variablen gehandhabt werden. Desweiteren ist eine redundante oder unterbe-
stimmte Formulierung der Nebenbedingung an den Eckknoten der Teilgebiete zu vermeiden,
siehe Park & Felippa (2000).

Esexistieren unterschiedliche L dsungsal gorithmen fur das” gebietszerlegte” Gleichungssystem
(3.33). Die direkte Gleichungslsung der unabhangigen Probleme in den Teilgebieten und der
globalen Kopplungsrandbeziehung stellt eine Mdglichkeit dar. Alternativ sind auch iterative
Verfahren tblich, wie beispielsweiseim Rahmen der FETI-Methode (Farhat et al. (1998)). Die
iterative L6sung findet hierbel durch eine Vorkonditionierung in zwel Schritten statt. Zundchst
werden in den Teil gebieten Dirichlet—Probleme mit bekannten Randverschiebungen gel 6st und
anschlief3end Neumann—Probleme mit den Residuen al's Beanspruchung. Das konjugierte Gra-
dientenverfahren wird zur Konvergenzbeschleunigung eingesetzt.

34.3 Mehrgitterverfahren

Dieimvorigen Abschnitt erwahnte” Blindheit” Uberlappender Gebietszerlegungsmethoden ge-
geniiber langwelligen Fehlern bel elliptischen Differentialgleichungen ist der Ansatzpunkt von
Zwei— bzw. Mehrgitterverfahren. Neben der iterativen Gleichungsldsung (z.B. durch Gebiets-
zerlegung) auf einem feinen " Gitter” zur Elimination des kurzwelligen Fehleranteils wird der
langwellige Fehleranteil durch direkte Gleichungsldsung auf einer groben Diskretisierung eli-
miniert. Der Aufwand fr die direkte Gle chungsl 6sung auf dem groben Gitter ist wegen der ge-
ringen Anzahl an Freiheitsgraden auf dem Grobgitter gering.

Grundlagen zu Mehrgitterverfahren sind in Wessling (1992), Hackbusch (1985), Smith et al.
(1996), Briggs et al. (2000) sowie Hackbusch (2004) zu finden. Der prinzipielle Ablauf eines
Zweligitterzyklus' ist in Bild 3.13 angegeben.

Feingitter - j+t
. Fangitter— _<——— Grobgjtterkorrektur
vorkonditionierung RJF = Fg — Kg D
i+3 — DI j j+1 _ pj+i L A+l
DI*z = D! + B RL DIT = D"z + el
il il
RJF"'z = FIF — K DJF+2
Restriktion Prolongation
j+3 — j+3 j+1 _ j+1
Ro2=ReR.? e'F —Pe‘G
Grobgjitter |
N
i j+3 j+1
KG e|G+1 — RJG+2 — . E‘IG
direkt,
TENREEEY z.B. LU—Faktorisierung

Bild 3.13: Prinzip Zweigitterverfahren
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Ausgehend von einer Feingittervorkonditionierung in einem oder mehreren Iterationsschritten
(Glattung) wird das Residuum des Feingitters Rg durch den sogenannten Restriktionsoperator
Re auf das Grobgitter beschrankt. Der langwellige Antell des Fehlers wird auf dem Grobgitter
durch direktes Losen von K eg = Re R ermittelt und auf das Feingitter prolongiert. Diese
Grobgitterkorrektur e = (P Kgl Re) Rg verbessert die Feingitterlosung.

Entscheidend fur die Effizienz der fehlerglétenden Wirkung des Zwei— bzw. Mehrgitterverfah-
rensist hierbel die Konstruktion geeigneter Restriktions— und Prolongationsoperatoren fir den
Gittertransfer. Eine anschauliche Méglichkeit ist die geometrische Interpolation zwischen den
Diskretisierungen. Fur Strukturen aus heterogenen Materialien entwickelten Fish & Belsky
(1995 a, b) und darauf aufbauend Bayreuther (2004) ein Zweligitterverfahren as abstraktes
Zweiskalenmodell. Die Restriktion wird hierbel als Homogenisierung, die Prolongation alsLo-
kalisierung interpretiert. Weitere gangige Verfahren werden bei Bayreuther (2004) gegentiber-
gestellt.

Wahrend geometrische Mehrgitterverfahren neben einer feinen Diskretisierung eine bzw.
mehrere grobere Diskretisierungen einfihren, verwenden sogenannte al gebraische Mehrgitter-
verfahren (Briggset a. (2000), Brezina(1997), Ramm et al. (2004)) lediglich ein Feingitter und
diezugehorige Systemmatrix zur Bestimmung der Groblevelkorrekturen. In diesem Zusammen-
hang wird haufig von Leveln statt Gittern gesprochen.
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4 Ein hierarchisches Zweiskalenmodell zur materidll
nichtlinearen Ver sagensanalyse

Aufbauend auf diekurze Einfuhrung in Abschnitt 3.3 wirdin diesem Kapitel ein Zwei skalenmo-
dell vorgestellt, dasdielntegration feinskaligen M ateria verhaltensin eln grobskaliges Struktur-
modell ermdglicht. Essoll dem Anspruch gentigen, auch im entfestigenden Beanspruchungsbe-
reich gultig und mdglichst genau zu sein. Referenz ist hierbei die Feinskalenlsung (FSL). Wie
in Abschnitt 3.3 erlautert, ist hierfr ein volumenverbindender Skalentibergang erforderlich, der
durch hierarchische Erweiterung der grobskaligen Lésung realisiert wird. Diese Erweiterung der
grobskaligen Losung wird adaptiv auf die Teilbereiche der Struktur beschrankt, in denen die L 6-
sung ei ne ausgesprochene Feinskal encharakteristik aufweist. Dartiber hinausermdglicht dieAn-
nahme eines|okalen Tragersfir diefeinskaligen Variablen einen aul3erst effizienten L 6sungsal-
gorithmus fur das Feinskal enproblem. Sowohl auf der Grob- als auch auf der Feinskalawerden
im Rahmen der vorliegenden Arbeit beispielhaft kontinuumsmechanische Modelle eingesetzt
und mit Finiten Elementen diskretisiert.

In Abschnitt 4.1 wird einfuhrend das Konzept der hierarchischen Zweiskalenformulierung vor-
gestellt. Die Ausfihrungen hierzu orientieren sich an Hughes (1995) und Hughes et al. (1998).
DiesesKonzept wirdin Abschnitt 4.2 auf nichtlineares Verhalten von homogenen und heteroge-
nen Werkstoffen erweitert. Ein effizienter L 6sungsansatz fir das Zweiskalenmodell wirdin Ab-
schnitt 4.3 beschrieben. Die algorithmische Umsetzung ist Thema des Abschnitts 4.4.

4.1  Konzept deshierarchischen Zweiskalenmodells

Zur Verdeutlichung der grundlegenden Ideen des hierarchischen Zweiskalenmodells soll zu-
néchst eine el astische, heterogene Struktur ohne Randl asten betrachtet werden. DasZweiskalen-
modell wird dabel im gesamten Bereich 2 eingefihrt.

4.1.1 Ausgangsproblem

Die starke Form des Randwertproblems umfasst die Gleichgewichtsbeziehung (Gleichung
(2.4)), daselastischeWerkstoffgesetzo = C® : & mit réumlich verénderlichem Werkstofftensor
C¥(x), die kinematische Beziehung (2.2) und Randbedingungen (Gleichung (2.5) und (2.6)):

div (C¥:e) +b=0 inQ mit u= 0 aif 9Q,
n

(4.2)
und o

Nach Anwendung der Methode der gewichteten Residuen und partieller Integration erhdlt man
mit der Neumann—Randbedingung t = 0 auf 92, die schwache Form

Jée:Cd:st=J6u-6dV Vv ou . 4.2)
Q Q
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4.1.2 Additive Zerlegung

Die L6sung u wird nun additiv in einen grobskaligen L 6sungsanteil T, der den globalen, lang-
welligen Anteil der Strukturantwort erfasst, und einen feinskaligen L ésungsanteil u’, der hier
durch lokale Steifigkeitsschwankungen infolge Material heterogenitéten verursacht wird, zer-

legt.

u=0+u (4.3)

u’ kann auch alsFehler der grobskaligen L6sung U interpretiert werden. Erst durch die Diskreti-
sierung der grobskaligen Losung wird die Auftellung der Ldsung in den grob— und den feinska-
ligen Antell nach Gleichung (4.3) eindeutig. Diese Summenzerlegung wird auch fur die Test-
funktionen eingefihrt.

ou = oU + ou’ (4.4)

Die Anreicherung u’ darf keine Verschiebungsmoden enthalten, die bereits die grobskalige L6-
sung U erfasst, d.h. die Ansétze fir u’ und o missen linear unabhéngig sein, um eine singulére
Formulierung zu vermeiden. Gleichesgilt fir die Testfunktionen 6T und du’. Mit der kinemati-
schen Gleichung (2.2) und mit Gleichung (4.3) gilt fUr die Verzerrungen: ¢ = & + &'. Fur den
symmetrischen Gradienten der Testfunktionen gilt mit Gleichung (4.4): de = o€ + o¢'. Durch
die additive Zerlegung wird aus der starken Form (4.1)

div (C¥: V™) + div (C¥:V9™u')+b=0 inQ. (4.5)
Aus der schwachen Form (4.2) wird

f(ag +0e):C¥E+¢) dV = j(au +ou)-bdv Y (0T +0u’) . (4.6)
Q Q

413 Zweiskalenproblem

Wegen der linearen Unabhangigkeit der Testfunktionen 6 und ou’ zerfallt Gleichung (4.6) in
das sogenannte Grobskalenproblem mit grobskaligen Testfunktionen 60 und das sogenannte
Feinskalenproblem mit feinskaligen Testfunktionen ou’.

— Grobskalenproblem:
IéE:Ce':EdV+J(3§:Cd:£’dV=JéU-BdV V OU <a— (4.7)
Q Q Q

— Feinskalenproblem: I Skalenkopplung ¢ = Ue)
fés’:Ce' £ dV |+ Jée’:Cd:e’ dv = Jdu’ .bdv Vou — (4.8)
Q Q Q
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Dieses Zweiskalenproblem ist durch die gekennzei chneten Terme, die fur Kommunikation zwi-
schen den Skalen sorgen, im ganzen Bereich 2 gekoppelt; daher auch die Bezei chnung volumen-
verbindender Skalentibergang. Die Gleichung (4.8) entsprechende starke Form

div (C8: vy = — (6 + div (C¢: vsvmu)) (4.9)

Residuum der groben Skala, siehe Gleichung (4.5)

lasst im Vergleich zu Gleichung (4.5) erkennen, dass die feinskalige Losung u’ durch das Resi-
duum der groben Skala getrieben wird. Da eine analytische Lésung des Feinskalenproblems
(4.9) meist nicht moglich ist, wird das Feinskalenproblem im Allgemeinen numerisch gel 6st
(¢'" = U(€)) und zur Elimination desfeinskaligen L 6sungsanteils aus dem Grobskal enproblem
(4.7) verwendet. Das erweiterte Grobskal enproblem lautet dann

féE:Ce':EdV+J o8 : C¥: U(e) dv=j su-bdv VY ou. (4.10)
Q Q Q

Zusatzterm

Der im Vergleich zur schwachen Form (2.8) zusétzliche Term enthélt den Effekt der feinen
Skala, projiziert auf die grobe Skala. Bei Inkompressibilitét, bei spiel sweise im Zusammenhang
mit plastischen Materialien (Masud (2004)) oder Fluiden (Gravemeier et a. (2004)), oder bei
Advektions—bzw. Konvektionsproblemen (Brezzi et al. (1997)) kann dieser Zusatzterm auch as
Stabilisierung interpretiert werden. Hugheset al. (1998) nutzen die Zweiska enformulierung als
theoretische Begrindung von Stabilisierungen.

4.2 Hier ar chischesZweiskalenmodell fur nichtlinearesM aterialver halten

In diesem Abschnitt wird das Konzept des hierarchischen Zweiskalenmodells auf nichtlineares
Materialverhalten erwelitert, siehe auch Hund & Ramm (2006). Das vorgestellte Modell kann
auchim postkritischen Beanspruchungsberei ch eingesetzt werden. Exemplarischwird eshier fur
schéadigende, homogene und faserverstérkte Materialien formuliert.

4.2.1 Begrenzung des Zweiskalengebiets

Wegen des raumlich abklingenden Charaktersfeinskaliger Effekte bei elliptischen Differential -
gleichungen, al so wegen der vorhandenen physikalischen Lokalitét, kann zur Reduktion desnu-
merischen Aufwands der Einsatz des Zweiskalenmodells auf Teilbereiche der Struktur be-
schréankt werden. Es handelt sich dabei um die Bereiche, in denen die Genauigkeit der
Grobskaenlésung U als unzureichend angesehen wird. Im Rahmen dieser Arbeit sind das die
Bereiche mit nichtlinearem Material verhal ten, al so die Versagensbereiche der Struktur. Siewer-
den als Zweiskalengebiet 2" bezeichnet und breiten sich mit zunehmender Beanspruchung aus.
In den verbleibenden elastischen Bereichen, die Grobskalengebiet Q = Q \ Q' genannt wer-
den, findet die Modellierung ausschliefdlich auf der Grobskala statt. Dort gilt u” = 0. Entspre-
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chend wird auf dem Teil desRandesvon 2, der nicht auf dem AuRenrand der Struktur o< liegt,
u’ = 0 angenommen. Auf dem Dirichlet—Randanteil 92’ von ' gilt: 0 + u’ = U und auf
dem Neumann—Randanteil 0Q2'; gilt: o(€ + ¢') - n = t, sieheauch Bild 4.1.

DieBerandung des Zweiskalengebiets I orientiert sich aus pragmatischen Griinden an der Dis-
kretisierung der grobskaligen Verschiebung U. Zu jedem Beanspruchungsniveau wirdinden In-
tegrationspunkten der Grobskal endiskretisierung in £ anhand eines &quivalenten Verzerrungs-
mal3es ¢,(&) Uberpriift, ob das Verhalten noch elastisch oder bereitsinelastisch ist. Ist in eéinem
der Integrationspunkte eines Grobskalenelements in Q die Elastizitatsgrenze eS'*maX erreicht,
wird esinden Zweiska enbereich 2" aufgenommen. Bild 4.1 zeigt die Begrenzung desZwei ska-
lengebiets in einem bestimmten Beanspruchungszustand.

/\ ———+— Grobskalendiskretisierung
i ) ——— Lokalisierungszone
:f’* - Y//// M aterial heterogenitét
af 02"y gilt:— J N |
T+u =0 ? By ¢ —  — auf I" gilt:u" =0
auf 0Q'y gilt : -
oE+e)-n=1i i

Zweiskalengebiet Q' (ey = &) Grobskalengebiet Q2 (e, < e&M)
Zweiskdenmodell: u =0 + u’ Grobskalenmodell: u =0
Materialgesetz auf Feinskala Materialgesetz auf Grobskala
o=o0(g+¢, Q) o = 0(g)
(inelastisch, regularisiert) (homogenisiert, elastisch)

Bild4.1: Begrenzung des Zweiskalengebiets zu einem Lastniveau

Im Grobskalengebiet 2 werden die Material heterogenitaten nicht aufgel 6st. Fiir diesen Bereich
wird ein phanomenol ogisches, el astischesWerkstoffgesetz o = (&) verwendet, dasdasVerhal -
ten der heterogenen Materialstruktur in verschmierter (homogenisierter) Weise wiedergibt. Es
kann numerisch, durch ungekoppelte Homogenisierung oder experimentell bestimmt werden.

In ' dagegen erfolgt hier dieinelastische Materialmodellierung der einzelnen Materialkompo-
nenten auf der Feinskala. Zur Gewahrleistung objektiver Strukturantworten wird dasfeinskalige
Materiamodell in Q' gradientenerweitert (siehe Abschnitt 2.4.2) oder eswird die Methode des
netzadapti erten Entfestigungsmodul s eingesetzt (siehe Abschnitt 2.4.1). In Interface—Schichten
I'F zwischen Fasern und Matrixmaterial wird der Ansatz regul arisierter starker Diskontinuitéten
verwendet (siehe Abschnitt 2.2.2).
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Beim Modellwechsel von der Grobskalen— zur Zweiskalenformulierung bei Erreichen von
ey = e3MX entstehen keine Konsistenzprobleme durch Geschichtsvariablen der Materialfor-
mulierung, da das inelastische Verhalten erst nach diesem Modellwechsel einsetzt.

Diefolgenden Gleichungen werden fir heterogene Materialien mit I nterface-Schichten und fur
denFall der Gradientenerweiterung angegeben. Fir Anwendung desM odellsauf homogeneMa-
teridien entfallen die” Interface-Terme” und bei Verwendung der M ethode des netzadaptierten
Entfestigungsmoduls entfdlt die Evolutionsgleichung der nichtlokalen Verzerrung und die
Schédigungsentwicklung wird durch die lokale aquivalente Verzerrung kontrolliert.

4.2.2 Additive Zerlegung

Dienichtlokale Verzerrung &, wird in dieser Arbeit ausschliefflichin Q' eingefiihrt, dain Q das
Materialverhalten elastischist. Sie dient der Regularisierung desfeinskaligen Materialmodells.
Dementsprechend wird ¢ hier alsfeinskalige Variable aufgefasst. Auf dem Rand des Zweiska-
lengebiets I soll die natiirliche Randbedingung €,, = 0 gelten. Auch die Verschiebungsdis-
kontinuitéten [u] in Interface-Bereichen I'F von Q' werden als feinskalige Variablen verstan-
den. So erfolgt die additive Zerlegung hier ausschliefdich fur die Verschiebungen und deren
Testfunktionen im Zweiskal engebiet.

{U+u’ in Q' {6U+5u’ in Q'
u= o ou = .
u in Q ou in Q
g+¢e ing 0 + 0¢’ in Q'
€ =< _ — og = B o
g in Q O¢ in Q

Interface— [u] = { [u] in 8’ [ou] ={[5u’] in g’ (4.11)
Diskontinuitét: 0 in Q2 0 in Q2
nichtlokde :{5v in &' 5e ={55v in Q'
Verzerrung: Y 0 in Q v 0 in o

423 Schwache Form des Zweiskalenmodells

Das betrachtete Randwertproblem einer ebenen Struktur ausfaserverstarktem Material wird auf
der Feinskala durch folgende schwache Form (Gleichungen (2.17) und (2.49)) beschrieben

— Gleichgewicht V ou:

j de - o (e, £y Q) dV+J[6u] -t dA —Jdu -6dV—j6u-fdA= 0
(kont als Q aQt

— Nichtlokale Verzerrung V d¢y jeweils in otk (4.12)
J ¢ Vo&, - V&, dV + f Oy (Fy—e) AV =0 .

Qkont, k Qkont, k
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Bei feinskaliger Diskretisierung im gesamten Gebiet ware die L 6sung dieser schwachen Form
die sogenannte Feinskalenldsung (FSL). Durch die Aufteilung der Struktur £2 in das Grobska-
lengebiet 2 und das Zweiskalengebiet £’ und mit der additiven Zerlegung der Verschiebungen
und deren Testfunktionen (4.11) wird ausdem Feinskal enproblem (4.12) folgendes Zwei skalen-
problem. Die schwache Form des Gleichgewichtszerféllt dabel wegen der linearen Unabhangig-
keit der Testfunktionen 6 und du’ in das Grob— und das Feinskalenproblem. Dartber hinaus
beinhaltet das Zweiskal enproblem die Evolutionsgleichung der nichtlokalen Verzerrung in den
n, Kontinuumsteilbereichen Q' ok jn Q'

— Grobskaenproblem V o0 in Q: (4.13)
[ag:o(e-)dv + J6§:0(5+8’,5v,q)dv —fau- bdv — fau-fdA= 0
Q Q' Q 00,
— Feinskaenproblem V ou’ in Q':
j[éu'] CtdA + j ¢ oE + &, 6y, AV — Jau' - bhav — Jéu’ {dA =0
Jadls Q'kont Q' 0Q",
— Nichtlokale Verzerrung V dg, jeweils in Q' ontk:
¢ VO&, - Véy dV + J 08y (Fy — e AV = 0 .

()’ kont, k (' kont, k

Die Interface-Bereichein Q' sind hierbel mit I 'F bezeichnet und das Zweiskalengebiet ohne
die Interface-Bereichewird Q' " : = @' \ 1" 'F = (7 Q""" K genannt. Dasnichtlineare
Zweiskalenproblem ist durch die Spannungen ¢ und die nichtlokale Verzerrung &, im Gebiet
Q' gekoppelt.

424 Diskretisierung

Sowohl die grob- als auch die feinskaligen Variablen der schwachen Form (4.13) werden durch
Finite Elemente diskretisiert.

e Grobskalige Variablen

Fir die grobskaligen Verschiebungen und Testfunktionen in £2 werden folgende Ansétze ge-
wahlt

u~o"=Nd o0=oduh=Ndd e"=Bd o0s"=Bod, (4.14)

mit polynomialen Ansatzfunktionen N zwischen den grobskaligen K notenverschiebungen d ei-
nes Finiten Elements und dem zugehorigen B—Operator B. Grobskalige Systemfreiheitsgrade
D=uU ge':el de werden mit GroflRbuchstaben bezeichnet (Bild 4.2). Dabei ist Ny, die Anzahl an
Grobskalenelementen g in . Der Operator | bezeichnet die Assemblierung beztiglich der
grobskaligen Diskretisierung.
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e Feinskalige Variablen

Die Diskretisierung der feinskaligen Variablen u’, [u’] und &, in 2" wird as hierarchische h—
Verfeinerung der Grobskalendiskretisierung eingefihrt, siehe Bild 4.2. Dies hat mehrere
Grunde: Esermdglicht eine einfache Umsetzung der adaptiven, grobskal enelementwei sen Aus-
dehnung des Zweiskalengebiets bei fortschreitender Beanspruchung und eine zu den Material-
komponenten konformefeinskalige Diskretisierung. Dartiber hinaus kdnnen dadurch hohe Gra-
dienten im feinskaligen Verschiebungsverlauf, z.B. in Lokalisierungsbereichen, gut
approximiert werden. Die entsprechenden polynomialen Verschiebungsanséize in einem fein-
skaligen Element mit feinskaligen Elementfreiheitsgraden d’ lauten

u =ulM=Nd, ou =duM=N od, gN=Bd, d"=B od. (415
Die diskreten Verschiebungsspriinge tber die Interfaces sind dann
Ul =M =ALN d, [6u'] = [6u'"] = AL N’ 6d" , (4.16)

vergleiche Abschnitt 2.2.1 und 2.2.2. Die nichtlokale Verzerrung wird nach Gleichung (2.50)
diskretisiert. Der Index h, zur Kennzeichnung der diskreten Variablen, wird im Folgenden nicht
weiter mltgefuhrt Feinskalige Systemfreiheitsgrade werden als D’ = Ug "ae (d’ ) bzw.
E=uU, e (e ) bezeichnet mit n’ 4, Feinskalenelementen €', davon n’ K Kontlnuums— und
n' Intérface—Elementen (Bild 4.2). Der Operator | . bezeichnet die Assemblierung bezug-
I|ch der feinskaligen Diskretisierung. Bei der Assemblierung der Elementfreiheitsgrade der
nichtlokalen Verzerrungen e, ist ihre Unabhangigkeit in den einzelnen Bereichen Q' kont, k 7,
beriicksichtigen.

Dielineare Unabhéngigkeit der fein—und grobskaligen diskreten Verschiebungen U und u’ so-
wieder diskreten Testfunktionen T und ou’ wirdindieser Arbeit durchdie Forderungu’ = 0
bzw. 6u’ = 0 anden Knoten der grobskaligen Elemente gewahrleistet. Bild 4.2 zeigt eine mog-
liche Diskretisierung der grob— und feinskaligen Variablen.
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Grobskalendiskretisierung:

D —— Grobskaensystemfreiheitsgrade

\ ol '
" l e = Mt D
\
d —— Grobskalenelementfreiheitsgrade

|
\
I
Feinskalendiskretisierung in 2" :

D', E— Feinskaensystemfreiheitsgrade
Ve = WU

Feinskal enelementfreiheitsgrade

mit u =0inQ und auf I
u’ = 0 an Knoten der Grobskalenelemente
gv,n = 0 aLIf I—V

Bild 4.2: Grob—und feinskalige Diskretisierung, Bezeichnung der Freiheitsgrade

Die Grobskalendiskretisierung ist so fein zu wahlen, dass der Diskretisierungsfehler im Grob-
skalengebiet tolerierbar bleibt. Die Feinskal endiskretisierung muss bei heterogenen Materialien
die Material struktur aufl6sen kdnnen, ebenso wie die L okalisierungszone bei Material versagen
und den Diskretisierungsfehler im Zweiskalengebiet akzeptabel klein halten.

Im Bereich der Fluiddynamik hat es sich eingebirgert, diefeinskaligen Variablen tber die grob-
skaligen Freiheitsgrade zu parametrisieren, siehe beispiel sweise Gravemeier (2003). Dann sind
die feinskaligen Ansatzfunktionen Unbekannte, die wiederum durch polynomiale Ansétze dis-
kretisiert werden. Einederartige Diskretisierungimpliziert vonvornherein, dassdiefeinskaligen
Freiheitsgrade statisch kondensiert werden. Sie bietet aber sonst keinen Vorteil im Vergleich zu
der hier eingefiihrten Diskretisierung.

e Diskrete schwache Form des Zweiskalenproblems

Die Anséize (4.14) — (4.16) und (2.50) fuhren auf folgende diskrete Form des nichtlinearen
Zweiskalenproblems (4.13):
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— Grobskalenproblem V 6D in Q:

nge T . n’ ee T _ nel e —_TnA —TnA
U) JB o@) vV + U JB o(D,D’,E,q) &V — L) JN b av + J N'tdA| = 0
o<1, e=1 e=1g. "

£e’ ~€ =€

fint fint fext

— Feinskalenproblem V 6D’ in Q' :

,:IO:t n,LIFe T n,de A A (417)
U JB’TU(S,D’,E,q) av+ U J(ALN’) tdA - U JN’deV + I N'TtdA| = 0
e’=19e’ er:lF'E,F e=1 2, 00, |
1 kont, €&’ r IF, € re
f int f int Fed

— Nichtlokale Verzerrung V 0E in Q' *ont:

n’kont
) [[ ¢ Bl VéVdV+J Ng (8v — ev(e)) dv] ~0,
Q. Q

e€=1 o

e

mit Ny, Grobskalenelementen, davon ”e!?e Elementein 2 und N2 Elementein Q'. Das Grob-
skalenproblem erstreckt sich Uber das gesamte Gebiet. Hierbel sind die Werkstoffbeziehungen
im Grobskal enbereich © elastisch und an den I ntegrationspunkten der Grobskal enelemente aus-
zuwerten. Im Zweiskalenbereich 2" hingegenist das M aterial verhalten nichtlinear und auch zur
Berechnung der grobskaligen internen Kraft f;, an den Integrationspunkten der Feinskalenele-
mente auszuwerten. Das Feinskal enproblem und die Evol utionsgleichung der nichtlokalen Ver-
zerrung sind auf den Zweiskal enbereich 2" beschrénkt. Zur Berechnung der internen Kréfte f';,;
muss zwischen den Kontinuums- und I nterface-Bereichen unterschieden werden.

4.3  Losung desZweiskalenproblems — Annahmelokaler Tréager

Im Rahmen einer inkrementell-terativen Pfadverfolgung mit dem Newton—Raphson—Verfah-
ren wird die LAsung des linearisierten Zwei skal enproblems wegen der starken Skalenkopplung
simultan vorgenommen, vergleiche Abschnitt 3.3. Die Verwendung eines direkten Gleichungs-
|6sersfir das diskrete und linearisierte Zwei skalenglei chungssystemsist im Allgemeinen durch
die grofRe Anzahl an feinskaligen Freiheitsgraden extrem speicher— und rechenzeitaufwéndig
bzw. wegen der Problemgroéf3e unméglich. Deshalb wird in dieser Arbeit, der 1dee von Brezzi
et a. (1997), Ladeveze (1999) folgend, ein lokaler, grobskal enelementwei se begrenzter Trager
fr die feinskaligen Variablen u’ und &, sowie deren Testfunktionen ou’ und de, eingefihrt.
Diesfuhrt zu einer deutlichen Steigerung der Effizienz und erleichtert die adaptive Anpassung
des Zweiskalenbereichs an den aktuellen Beanspruchungszustand. Die grobskalige Variable o
bzw. U behdlt ihren globalen Tréger.
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Alternativ konnte das Zwei skalenproblem partitioniert gel st werden, wiein Abschnitt 3.3 be-
schrieben. Dadurch dieNichtlinearitat und starke K opplung zwischen den Skalenin den Anwen-
dungen dieser Arbeit die Konvergenzeigenschaften der partitionierten Ldsung im Allgemeinen
unbefriedigend sind, kommt diese Moglichkeit hier jedoch nicht zum Einsatz.

431 Annahmelokaler Trager

Durch die Lokalitatsannahme zerfallen die Feinskalengleichung und die Evolutionsgleichung
der nichtlokalen Verzerrung der schwachen Form (4.13) bzw. (4.17) in entkoppelte und dadurch
apriori paralele Teilprobleme in jedem Grobskal enelement. Wie bei Gebietszerlegungsmetho-
den werden so, statt eines grof3en, viele kleine Gleichungssysteme gel dst. Die nun lokalen Fein-
skalenfreiheitsgrade kénnen durch statische Kondensation aus dem globalen Grobskal enpro-
blem eliminiert werden.

Mit der Lokalitatsannahme stellt sich gleichzeitig die Frage nach adaguaten Rand— bzw. Uber-
gangsbedingungen fur diefeinskaligen Variablen u’ und ¢, auf den kiinstlich eingeftihrten inne-
ren Kopplungsrandern I zwischen den Grobskalenelementen mund s (Bild 4.3 (b)).

So wird im folgenden Kapitel untersucht, inwiefern die Lokalitét der feinskaligen Verschiebun-
gen u’ erméglicht werden kann, ohne dadurch den fir die Genauigkeit der L 6sung notwendigen
Informationsfluss zu unterdriicken.

Fir dienichtlokale Verzerrung &, wird im Rahmen dieser Arbeit, zur Vereinfachung und um zu-
sétzlichen numerischen Aufwand zu vermeiden, ausschliefdlich die natiirliche Randbedingung
(2.48) auf den Kopplungsrandern eingesetzt. Diese Randbedingung kénnte unter Umsténden
hinderlich fur die Ausbreitung von Schéadigungsberei chen sein. Deshalb wird der Einflussdieser
Annahme auf die Genauigkeit der Methode im Auge behalten.

In Abschnitt 3.4.2 wurde, im Zusammenhang mit nicht Gberlappenden Gebietszerlegungsme-
thoden, die Problematik des Umgangs mit ungelagerten Teilgebieten sowie der Formulierung
der Nebenbedingungen an den Eckpunkten von Teil gebieten angeschnitten. Diese Themen be-
durfen hier keiner weiteren Beachtung, daan den Knoten der Grobskalenelemente u’ = 0 gilt.

Im Unterschied zu Substrukturmethoden (Abschnitt 3.4.2) werden die feinskaligen Freiheits-
grade D’ und E am Rand der Grobskalenelemente als |okal e Freiheitsgrade behandelt und aus
dem globalen Glei chungssystem durch statische K ondensation eliminiert. Die Anzahl der globa-
len Freiheitsgrade reduziert sich dadurch erheblich.

Bild 4.3 stellt die Diskretisierung der Variablen (a) ohne und (b) mit Lokalitétsannahme fur die
Feinskalenvariablen gegentiber. Die Lokalitatsannahme ist ein weiterer Grund dafUr, die Fein-
skalendiskretisierung als hierarchische h—Verfeinerung der Grobskalendiskretisierung einzu-
fuhren, vergleiche Abschnitt 4.2.4.
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(b) Annahme: Lokaler Trager

-

Grobskalendiskretisierung
far o

(@) Globaler Tréger

\
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Feinskalendiskretisierung

for u’ und ¢y

Randbedingungen fur u’ und &, auf I'ms?

Vergleich: Globaler Trager — lokaler Trager fur die Feinskalenvariablen

Bild 4.3:

Schwache Form mit L okalitdtsannahme

4.3.2

Um den Blick auf das Wesentliche zu lenken, werden die Gleichungen in diesem Kapitel fur die

0 auf den Kopplungsréndern ', angegeben. Die Formulierung

des Zweiskalenmodel s mit alternativen Rand—bzw. Ubergangsbedingungen auf Iy ist Thema
desfolgenden Kapitels. Mit der Randbedingung u’ = 0 auf ' lautet die schwache Form des

einfache Randbedingung u’

Zweiskalenmodélls:

(4.18)

ou-tdA =0

—(a) Grobskalenproblem V du im Gesamtgebiet Q2 :

N

o - bav — f
082

)

08 o(®)dV + Jéf:o(e‘+s’,5v,q)dv _

— (b) Feinskalenproblemejeweils V ou’ in Q'5:

ollp .=

Q

&

og' :a(€ + ¢, ey, qdV

|

" kont
‘Q =]

- tdA +

0.

I

o=
o °
g =
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S .
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> lw
o WD
< o
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Sie beinhaltet neben dem weiterhin globalen Grobskal enproblem das Feinskal enproblem und
die Definitionsgleichung der nichtlokalen Verzerrungen, die nun jewells auf das Gebiet
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Q's C Q' desjeweiligen Grobskaenelements gin Q' beschrankt sind. An dieser Stelle soll die
Abklrzung

.ol
OlT 1= 5o OX (4.19)

eingefiihrt werden. Der Kontinuumsbereich im Grobskalenelement g wird Q' ¥ genannt und
der Interface-Bereich heit I ;™ . DasZweiskal enproblem (4.18) istim Gegensatz zu Gleichung
(4.13) nur noch lokal im jeweiligen Grobskal enel ement & durch die Spannungen ¢ und dienicht-
lokale Verzerrung &, gekoppelt.

4.3.3 Diskretes Zweiskalenproblem mit L okalitatsannahme

Fur Elementfreiheitsgrade werden nach Einfuhrung eines|okal en Trégersweiterhin Kleinbuch-
staben (d’, e d) und fiir Grobskalensystemfreiheitsgrade D GroRbuchstaben verwendet. Neu
sind nun die Vektoren der im jeweiligen Grobskalenelement e assemblierten Feinskalenfrei-
heitsgrade D' und Eg, die ebenfalls mit GrofRbuchstaben bezeichnet werden, wie in Bild 4.4
angegeben.

Grobskal ensystemfreiheitsgrade
MNge = I’Teu?e + neIQe,

Grobskal enelementfreiheitsgrade

D' Eg— Feinskalensystemfreiheitsgrade
im Grobskalenelemente

 kont,& +n IF,e

re _
N de nele e

Feinskal enelementfreiheitsgrade

Bild 4.4: Bezeichnung der grob— und feinskaligen Freiheitsgrade mit lokalem Trager
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Mit den Ansétzen (4.14) —(4.16) und (2.50) erh&lt man dasnichtlineare, diskrete Zwei skalenpro-
blem mit Lokalitdtsannahme:

— Grobskalenproblem V 6D im Gesamtgebiet 2 :

Q
née n’ele / nele

e —e -
Ui+ Ufin— Ufee =0
a=1 @1 e—1

— Feinskalenprobleme V 0D’ in Q'%:

nrkont,e 'IF,& n'e
ele

n
URE kont,e’ Ldj frIFe _ Lje A
int int ext —
e€=1

e€=1

(4.20)

— Nichtlokale Verzerrung V 0Eg in Q' onte:

n' kont, &

ele fE,e/ _ 0
U int
e€=1

Die elementwei se definierten internen und externen Kréfte wurden in Gleichung (4.17) einge-
fuhrt. Durch die Lokalitétsannahme sind das Feinskalenproblem und die Evolutionsgleichung
der nichtlinearen Verzerrungen nun lokale Gleichungen in den einzelnen Grobskal enel ementen
in Q'. Entsprechendist n'§ , die Anzahl der Feinskal enelementeim Grobskal enelement &, davon

gibt es n"éoé‘tf € K ontinuums- und n’gFé € Interface—Elemente, siehe Bild 4.4.

434 Linearisiertes Zweiskalenproblem mit L okalitdtsannahme

Durch Linearisierung der diskreten, nichtlinearen Gleichungen (4.20) erhdlt man das Glei-
chungssystem fir die Veranderung der globalen Freiheitsgrade A4 D' und der lokalen Frei-
heitsgrade 4D’ und AELTim aktuellen Iterationsschritt von i nach i + 1. Der Lastschritt-
index wird vernachl&ssigt, um die Notation moglichst tibersichtlich zu halten.

Nde

— Grobskalen— i =i+1 g i i+l i i+1) - _ B

rablem KL 5 4D +;<KHD, AD'IF 4 KELAEL) = - R @
Im Gebiet jedes Grobskalenelements € in Q' : (4.21)
— Feinskalen— gi 4411 g i it g i i+1 _ _ prai

ol K&L Ade ~ + K& AD'I*L +KEL AELH = —R (b)
— Nichtlokale gi 49471 g i ri+1 g i i+1 _ _ p8i

Vorerong Keadde  + KRp ADTHHKRLAEST = -RE (9

Dadiefeinskaligen Variablen in den einzelnen Grobskal enelementenin 2" unabhangig vonein-
ander sind, summieren sich die skalenkoppelnden Beitrage der Grobskalenelemente fir das
Grobskalenproblem (4.21) (a) lediglich auf (keine Assemblierung). Die feinskaligen Gleichun-
gen (b) und (c) konnen lokal in den einzelnen Grobskal enelementen gel Gst werden.
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Die " Steifigkeiten” des Grobskalenproblems sind als partielle Ableitungen der internen Kraft
fi« nach den jeweiligen Variablen D, D’ und E definiert:

A A
ijzquB Ce'BdV+UJQB cel B dv

e=1 e e=1 o
__ . e — - K€
=1 KE =1 KE, (4.22)
KE _, = nOf B' c¥ B’ dv KE._ = né}j B' 9% N dv
dp’ eZ1la, sek dE 21 o 0¢y E .

Entsprechend sind die” Steifigkeiten” desFeinskal enproblemsdiepartiellen Ableitungen der in-
ternen Kraft f';;

n’kont, & n’kont, &

_ de T ~ed B _ de T 00
ke.= 0 [ BTcg Bav KE,. = Uf BT 90 N av
e€=1"'92, e=1-"0¢ v
n’kont, & n'IF.e (423)
ke, = L) f BTcd B av+ j (ALN)T Q% (ALN') dV
D’'D’ ek tan
e€=1 ‘Qe’ e=1 1—1',:

unddie” Steifigkeiten” der EvoIEuti onsglei chung der nichtlokalen Verzerrung ergeben sich durch
partielle Differentiation von f; .

n'léont, 5 a n'léont, e a
e _ ¢ T %v 5 e _ ¢ T %V Ry
KE, = — Uf NE %Y B av KE,, = — UJ NI %Y Br av
e€=170, e€=170Q,

(4.24)

’kont, &
n de

K& = U LJ (c BE Bg + NE Ng) dv

e=1 o

Die Residuen im aktuellen lterations— bzw. Lastschritt berechnen sich as Differenz zwischen
internen und externen Kréften:

ng n' , m,
R= ef_iﬁt'|' Lejef_i?nt_ ij_@e(t
e=1 e=1 e=1 (4.25)
Re= U feme+ Jrme - U1 Re= U e
e€=1 e€=1 e€=1 e€=1
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4.4  Algorithmische Umsetzung

Zur Losung deslinearen Gleichungssystems (4.21) werden dielokalen Feinskalenvariablen D'
und E, ausdem Grobskal enproblem durch stati sche K ondensation in den einzel nen Grobskal en-
elementen eliminiert, vergleiche Gleichung (3.25) — (3.27). Die statische Kondensation betrifft
ausschliefdich die Grobskalenelementeim Zweiskalenbereich 2. Mit der reduzierten Element-
steifigkeitsmatrix

-1
KE KE KE,
gi _ s & 5 D'D’ D'E D'd
Kreg =< Kaa {KHD’ Kag} . . . (4.26)
Ko Kge KEa i
-1
=:(K,e:5)
und dem reduzierten Residuum
R €
8i _ =€ -
Ra =< R - [KgD’ KE’E] <K'E:S) RE (427)
E

der Grobskalenelemente € in Q' lautet das erweiterte, linearisierte Grobskal enproblem

G G0 G G| em

e=1 e=1 e=1

Essetzt sich ausden Grobskalensteifigkeiten K5 5 bzw. —residuen R der Elementein 2 und den
reduzierten Steifigkeiten und Residuen K, und R, der Elementein ' zusammen. Daserwei-
terte Grobskalenproblem (4.28) beinhaltet die Auswirkung der feinen Skalaauf die grobe Skala
vollstandig. Hierin besteht eine gewisse Analogie zur Verwendung zusétzlicher interner Frei-
heitsgrade in der Elementtechnologie (z.B. Simo & Rifa (1990)). Die Ruckrechnung zu den
feinskaligen Variablen erfolgt durch Auswertung der lokalen Gleichungen (4.21) (b) und () in
jedem Grobskalenelement in Q':

’ ’ €
AD'g 1| |[TRE Koa| .
= (k&) - [ Ade ] (4.29)
AEe i+ 1 ~ Re i Kea i

Der folgende Algorithmus 4.1 beschreibt die Umsetzung der simultanen L6sung des Zweiska-
lengleichungssystems mit L okalitétsannahmefir u’ und €, eingebunden in eine inkrementel -
iterative Pfadverfolgung.
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i) Input
¥ GIF:)baleInitialisierung: D =0,D'z= 0, Ez = 0, Gechichtsvariablen q = 0
Berechnung elastische Elementsteifigkeiten K 5, externe Kréfte fo o o o
(if) Globale Lastschrittschleife (Index k)
(ili)  Gleichgewichts-Iterationsschleife (Index i)
(iv) Schleife tber Grobskalenelemente &
(v) fdlsein Q'im Lastschritt k: Grobskalenelement ein ', sonst:
(vi) Integrationspunktschleife
(vii) Berechnung aquivalentes VerzerrungsmaBév(Eli +1)
(viii) 1. Fal: &, < %™ inallen Integrationspunkten:
Grobskalenelement gin 2
2.Fall: &, = &8 in mindestens einem Integrationspunkt:
Grobskalenelement gin Q'
(ix) Aufteilung der Grobskalenelemente & auf Prozessoren
(x) pardlel: Schleife Uber Grobska enelemente gauf jewelligem Prozessor
(xi) 1. Fall: Grobskalenelement gin Q:
(xii) Integrationspunktschleife
(xiii) Berechnung elastische Spannungen Glg. (2.3)
(xiv) Berechnung Integrationspunktbeitragezu R° || , ,
(xv) Assemblierungvon R® [\, ; und KEq It
(xvi) 2. Fal: Grobskalenelement gin 2’
(xvii) Aktuaisierung D'® [, ,, E® |\ , , nach Glg. (4.29)
(xviii) Schleife tber Feinskalenelemente in Q4
(xix) Integrationspunktschleife

(xx) Berechnung Spannungen Glg. (2.3)
und Materialtangenten Glg. (2.31) bzw. (2.39)

(xxi) Berechnung Integrationspunktbeitrage zu
Steifigkeiten und Residuen Glg. (4.22) — (4.25)

(xxii) Assemblierung von Feinskal enelementsteifigkeiten
und —residuen (4.22) — (4.25)

(xxiii) statische Kondensation: _
Berechnung K&, [\ 1, RSy i1 (Gla. (4.26), (4.27))
(xxiv) Assemblierung von K&, [, ., und RE [, . , (Glg. (4.28))
(xxv) Lésung erweitertes Grobskalenproblem Glg. (4.28) — Dy, 1
(xxvi) falls keine Konvergenz: i <— i + 1 goto (iii)
(xxvii) Aktualisierung Geschichtsvariablen, Rickrechnung zu Spannungen, Output
(xxviii) k <= k + 1 goto (ii)

Algorithmus 4.1 Inkrementell iterative, simultane Losung des Zwei skal enproblems
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Nachfolgend werden Details beschrieben, die zur Implementation des Algorithmus 4.1 von In-
teresse sind.

44.1 Parallelitat

DieAnnahmeeineslokalen Tragersdient der Zerlegung des Ausgangsproblemsinkleinere Tell-
probleme. Dass diese Teil probleme unabhangig voneinander sind, macht eine parallele Umset-
zung desL dsungsal gorithmusbesondersattraktiv. So kann die Berechnung der Steifigkeiten und
Residuen in den einzelnen Grobskalenelementen (Schritte (x) — (xxiv)) separat stattfinden: In
diesen Schritten ist keinerlei Kommunikation zwischen den Prozessoren erforderlich. Fir eine
gleichméfdige Auslastung der Prozessoren ist zu beachten, dass die Berechnung der reduzierten
Steifigkeiten K&, und Residuen RY, in den Grobskalenelementen im Zweiskalenbereich Q'
wesentlich aufwandiger ist als die Berechnung von Kg g und R® in den Grobskalenelementen
im Grobskalenbereich 2.

442 Berechnung der Steifigkeiten und Residuen

Im Grobskal engebiet 2 sind lediglich die Beitrage der Grobskal enelemente zur Steifigkeit Kil:_)li_)
und zum Residuum R; zu berechnen. Hier gilt das homogenisierte, elastische Werkstoffgesetz
o(¢) = C¥ B d. DieElementsteifigkeiten sind angesichtsdeslinear el astischen Verhaltensun-
veranderlich. Thre Berechnung wird deshalb nur einmal, in Schritt (i), vorgenommen. Ebenso
wird die Berechnung der externen Kréfte sowohl in  alsauchin ' nur einmal vorgenommen.
L ediglich die Berechnung der grobskaligeninternen Kréfte f. int, g MUSSinjedem Iterationsschritt
i erfolgen ( Schritt (xiv)).

Im Zweiskalengebiet 22’ sind samtliche Steifigkeiten und internen Kréfte nach Gleichung (4.22)
injedem Iterationsschritti zu bestimmen (Schritt (xxi)). DasBetrachten desWerkstoffverhaltens
auf der Feinskala, d.h. an den Integrationspunkten der Feinskalenelemente, ist signifikant fur die
Genauigkeit der Losung. Zur numerischen Integrationvon f; . und der Beitrége der Feinska-
lenelemente zu K§ 5, K, KB g0 K§g» KE g Wird folglich die Auswertung der grobskaligen
Ansatzfunktionen N bzw. ihrer Ableitungen B an den Integrationspunkten der Feinskalenele-
mente bendtigt. Hierfir miissen die natiirlichen Grobskal enelementkoordinaten & = [&,7] an
den Feinskal enintegrationspunkten, deren kartesische Koordinaten x = [x,y] " bekannt sind,
bestimmt werden. Dies geschieht durch Inversion des Ansatzes x = N(§) Xy . Essind x die
Knotenkoordinaten des Grobskal enelements. Fiir bilineare Ansétze fihrt dies auf eine quadrati-
sche Gleichung, diedirekt gel 6st werden kann, siehe Rehle (1996). Bei htherwertigen Ansétzen
erhalt man einen entsprechend héhergradig nichtlinearen Zusammenhang zwischen natiirlichen
und kartesischen Koordinaten, der nur iterativ z.B. mit dem Newton—Verfahren gel6st werden
kann, siehe Elwi & Hrudey (1989). Die Feinskalenelementsteifigkeiten und —residuen sind im

jeweiligen Grobskalenelement, wie in Gleichung (4.22) angegeben, zu assemblieren.

443  Statische Kondensation der feinskaligen Freiheitsgrade

Die statische Kondensation der feinskaligen Freiheitsgrade in den Grobskal enelementen, dieim
Zweiskalengebiet liegen (Schritt (xxiii)), bedarf jeweilsder sequentiellen Anwendung der inver-
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sen Steifigkeit (KEg) ~ 1 siehe Gleichung (4.26) und (4.27). Dieses sequentiell auf dem jeweili-
gen Prozessor durchzufiihrende ” Gleichungsl6sen” kann mit einem direkten oder einem iterati-
ven Gleichungsloser vorgenommen werden. Als Orientierung, ob hierfir im Rahmen dieser
Arbeit direkte oder iterative Gleichungsl 6ser zu bevorzugen sind, werden fir das in Abschnitt
6.2 beschriebene Beispiel die CPU-Zeiten zur L 6sung des Gleichungssystemsverglichen, siehe
Bild 4.5. Die angegebenen Zeiten wurden im ersten Iterationsschritt eines Lastschritts kurz vor
Erreichen der kritischen Last gemessen. Die Anzahl der Freiheitsgrade n;, mit denen das Sy-
stem diskretisiert ist, wurde hierbei sukzessive gesteigert. Das zugrunde gelegte Beispiel ist die
Versagensanalyse einer Struktur aus homogenem schadigendem Material und ist typisch fur die
indieser Arbeit untersuchten physikalischen Probleme. Die entsprechenden Zeiten des direkten
Gleichungsl6sers UMFPACK (Davis (2005)) und zweier verbreiteter iterativer L dsungsmetho-
den: BICGSTAB und GMRES des Loserpakets AZTEC (Tuminaro et al. (1999)) wurden auf
einem typischen Arbeitsplatzrechner gemessen. Das direkte L serpaket UMFPACK verwendet
eine LU—Faktorisierung unter Ausnutzung der diinnen Besetzungsstruktur der Systemmatrix
(Davis & Duff (1999)). Die iterativen Losungsmethoden BICGSTAB (BlConjugate Gradient,
STABIlized) und GMRES (Generalized Minimum RESidual) wurden in Verbindung mit einer
ILU (Incomplete LU)—Vorkonditionierung eingesetzt. Die unvollsténdige L U—-Faktorisierung
(ILU) hat sich, verglichen mit Jacobi— und Gaul3-Seidel—-Vorkonditionierungen, als schnellste
und robusteste Vorkonditionierung fur dieses Beispiel erwiesen. BICGSTAB ist eine Weiterent-
wicklung des konjugierten Gradientenverfahrens, GMRES gehort zu den Krylov—Unterraum-
verfahren, fir Details siehe Quarteroni et al. (2000).

CPU — Zeit [g
150 7
+ Divergenz
GMRES
100+
50- BICGSTAB Divergenz
/ UMFPACK
‘ i Ndof
0 25000 50000

Bild4.5. CPU-Zeiten zur sequentiellen Lésung des Gleichungssystems
in einem Iterationsschritt

Die Ergebnisse in Bild 4.5 sind neben dem betrachteten Beispiel von der Implementierung, der
verwendeten Rechnerplattform und vielen weiteren Einflissen abhangig und kénnen deshalb
nicht as allgemeinguiltige Aussagen beziiglich direkter und iterativer Ldser verstanden werden.
Unter den gegebenen Umstanden ist jedoch der direkte L 6ser den betrachteten iterativen Lésern
im sequentiellen Einsatz sowohl hinsichtlich Geschwindigkeit als auch Robustheit tGberlegen.
Beide iterativen L 6ser neigen zu Konvergenzproblemen, insbesondere bel Beanspruchungszu-
standen in der N&he der kritischen Last, wenn die Steifigkeitsmatrix nahezu singulér ist. Sofern
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Konvergenz erreicht wurde, waren die iterativen Loser wegen der grof3en Anzahl bendtigter
Iterationen deutlich langsamer alsder direkte L 6ser. Bei Diskretisierungen, die der Problemstel-
lung angemessen fein waren, so dass die Lokalisierungszone aufgel st wurde, konnte mit den
iterativen L 6sern keine Konvergenz gefunden werden.

So wird fur die Problemstellungen dieser Arbeit der direkte Gleichungsloser UMFPACK zur
Faktorisierung der Steifigkeiten KE g eingesetzt (vergleiche Abschnitt 3.4.1). Diese Faktorisie-
rung braucht je Glei chgewichtsiteration nur einmal aufgestellt zu werden und wird dann zur Be-
rechnung der reduzierten Steifigkeit (Gleichung (4.26), Schritt (xxiii)), zur Berechnung des re-
duzierten Residuums (Gleichung (4.27), Schritt (xxiii)) und zur Rickrechnung zu den
feinskaligen Freiheitsgraden (Gleichung (4.29), Schritt (xvii)) eingesetzt.

444  Assemblierung der reduzierten Elementsteifigkeiten und —residuen

Diein Schritt (i) berechneten Steifigkeiten und externen Kréfte sowie diein Schritt (xi) berech-
neten internen Kréfte der Grobskalenelementein 2 und die reduzierten Steifigkeiten und Resi-
duen der Grobskalenelementein 2" (Schritt (xxiii)) werdenin Schritt (xxiv) indie Systemmatri-
zen des erweiterten Gleichungssystems (4.28) assembliert.

445 Losung deserweiterten Gleichungssystems

Die Ldsung des erweiterten Gleichungssystems (Gleichung (4.28)), diein Schritt (xxv) berech-
net wird, ist der Vektor der grobskaligen Knotenverschiebungen im aktuellen Iterations— und
Lastschritt. Im Rahmen dieser Arbeit wird hier ebenfallsder direkte, sequentielle Gleichungsl 6-
ser UMFPACK verwendet.

82



5 Nebenbedingungen flr die feinskaligen
Ver schiebungen

51  EinfUhrung

Die Annahme eines lokalen Trégersfur die feinskaligen Variablen u’ und ¢, erfordert die Ein-
fuhrung von Nebenbedingungen als Ersatz fur die Nachbarschaftseinflisse an den Kop-
plungsréndern I's. Die L 6sung unter diesen Nebenbedingungen soll méglichst die Genauigkeit
der L 6sung ohne L okalitétsannahmeerreichen, und die Realisi erung der Nebenbedingungen soll
mit nur geringem numerischem Aufwand verbunden sein. Hierbei sind die Nebenbedingungen,
diedurchdieLokalitat der feinskaligen Verschiebungen u’ notwendig werden, von grundlegen-
dem Interesse fur die Formulierung des hierarchischen Zweiskalenmodells und Thema dieses
Kapitels. Fur die nichtlokale Verzerrung &, hingegen, die lediglich anwendungsbedingt in die
Formulierung eingeht, wird die vereinfachende Annahme ¢,,, = 0 auf 'y getroffen.

Esstellt sich diezentrale Frage, ob die Realisierung von Ubergangsbedingungen fiir diefeinska-
ligen Verschiebungen erforderlichist, oder ob bereits vereinfachende Annahmen beziiglich des
feinskaligen Verhaltens auf I'rs, im Sinne von Randbedingungen, zu befriedigenden Ergebnis-
sen fuhren kénnen. Diese Frage beinhaltet das Abwagen zwischen Genauigkeit einerseits und
numerischem Aufwand andererseits.

Zu den Ubergangsbedingungen gehdren die Forderungen nach geometrischer Kontinuitét
[u’] = O und Gleichgewicht >t = 0 auf I'ms. Sie ersetzen die, durch die Lokalitatsannahme
verlorene, Nachbarschaft vollstandig und kénnen bei spiel sweise mit der Lagrange—Multiplika-
toren—, der Strafterm— (penalty) oder der erweiterten Lagrange—Multiplikatoren—Methode (aug-
mented Lagrange) in starker oder schwacher Formrealisiert werden. Anhang A1 gibt einekurze
Einfuhrung in diese Methoden. Sie erkaufen die Lokalitét der Feinskalenprobleme auf Kosten
zusétzlicher globaler Freiheitsgrade (M ethode der L agrange-M ultiplikatoren) oder zusétzlicher
Iterationen (erweiterte Lagrange-Multiplikatoren—Methode). Mit der Strafterm—M ethode hin-
gegen konnen die Ubergangsbedingungen nur naherungsweise erfiillt werden. Das L ésungsver-
fahren fir das Feinskal enproblem unter Einfiihrung von Ubergangsbedi ngungen entspricht einer
nicht tberlappenden Gebietszerlegungsmethode. |m Rahmen einer Verschiebungsformulierung
steht im Allgemeinen die Forderung nach kompatiblen Verschi ebungen gegentiber der Gleichge-
wichtsbedingung auf ' — die auch von der diskreten Ldsung ohne Lokalitétsannahme nicht
erfullt wird—im Vordergrund (Farhat et al. (2001) und (2003), Hund & Ramm (2006)). Die Ge-
nauigkeit der numerischen Losung kdnnte jedoch durch eine gemischte Formulierung, die die
Spannungen auf den Grobskalenelementrandern als zusétzliche lokale Primérvariable einfuhrt
und sowohl Verschiebungskontinuitét als auch Gleichgewicht auf den Grobskal enelementran-
dern erfillt, verbessert werden (Ladeveze et a. (2001)).

Randbedingungen hingegen sind approximative Nebenbedingungen, die den Verlauf von u” auf
I's postulieren. Da fur die Formulierung von Randbedingungen das jeweilige benachbarte
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Grobskalenelement nicht von Interesse ist, wird hier die Bezeichnung I, fur die Rander eines
Grobskalenelementsin ', die nicht auf dem Auf3enrand 0€2 liegen, eingefiihrt. Die Bezeich-
nung I ms hingegen betont, dass es sich um einen Rand zwischen zwei Grobskalenelementen m
und s handelt.

Essal angemerkt, dassdiese Randbedingungen eine andere Bedeutung al sdie Randbedingungen
an das RV E bei Homogenisierungsmethoden haben, auch wenn gewisse formale Analogien be-
stehen. Die Randbedingungen der Homogenisierungsmethoden bewerkstelligen den Skalen-
Ubergang von der Grob— zur Feinskala unter der Annahme der Skalenseparation. Sie stellen den
grobskaligen Beanspruchungszustand auf der Feinskala dar. Hier jedoch sollen die Randbedin-
gungen die, durch die L okalitétsannahme eingebiifdte, feinskalige L dsungsumgebung ersetzen,
siehe Bild 5.1.

Homogenisierun hierarchische Zwei skalenmethode
g g mit Lokalitstsannahme
/ Grobskala Grobskalendiskretisierung fur o
Feinskalendiskretisierung fur u’
Q
+ £
‘ -
Randbedingungen L okalitatsannahme fir u’
+ Nebenbedingungen fiur u’
* . (z.B. Randbedingungen)
RVE
Q
(<) @
Feinskala

Bild5.1: \ergleich: Randbedingungen bei Homogenisierung und Lokalitatsannahme

Ein beliebter Ansatz ist die Randbedingung u’ = 0 auf I'y(Nullrandbedingung), dasiedieLo-
kalitdt der Feinskalenldsung in einfacher und effizienter Wei se verwirklicht. Anwendungen die-
ser Annahme reichen von turbulenten Stromungen (Russo (1996), Gravemeier (2003)) bis zu
strukturmechanischen Problemen, beispielsweise mit inkompressiblen inelastischen Materia-
lien (Masud (2004)). Die unter dieser Annahme exakte Feinskalenlésung u’, die das Residuum
der groben Skalen beseitigt (siehe Abschnitt 4.1), bezeichnen Brezzi et a. (1997) anschaulich
alsresidual free bubble. Die Analogie zwischen der Zweiskalenformulierung mit Nullrandbe-
dingung und Stabilisierungsmethoden wurde von Brezzi et a. (1997) und von Hughes et al.
(1998) nachgewiesen.
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Wegen der Ungenauigkeiten, die durch die Nullrandbedingung hervorgerufen werden kénnen,
fUhrten Francaet a. (2005) zunachst fur ein Reaktions-Diffusions-Modellproblem, jedoch im
Hinblick auf fluidmechanische Anwendungen, alternative Randbedingungen ein. Durch ein-
dimensionale Betrachtungen auf den Grobskalenelementrandern werden Randfunktionen be-
stimmt, die dann als Randbedingungen verwendet werden. Das Vorgehen von Franca et a.
(2005) baut auf einer Veroffentlichung von Hou & Wu (1997) zum ThemaM ehrskalenmodel lie-
rung elastischer, heterogener Materialien auf.

Auch Markovic & Ibrahimbegovic (2004, 2006) wiesen auf die Unzulénglichkeit der Nullrand-
bedingung fur strukturmechanische Probleme mit inelastischen, heterogenen Werkstoffen hin
und schiugen eine Aufweichung dieser Annahme durch die schwache Forderung [u’ dA = 0
auf I'y, vor (schwache Nullrandbedingung).

Eine Nebenbedingung, dieweder zu den Rand—noch Ubergangsbedingungen zu zahlenist, wird
von Garikipati & Hughes (2000) und Garikipati (2003) im Zusammenhang mit Lokalisierungs-
problemen verwendet. Die feinskaligen Verschiebungen u’, die as hierarchische p—Verfeine-
rung von U angesetzt sind, werden lediglich durch die Konsi stenzbedingung el ngeschrénkt, d.h.
dassbei homogenen Materialien u” im Fall eines homogenen Spannungszustands verschwinden
muss (Patchtest). Daraus ergeben sich die gleichen Zwangsbedingungen an die Ansdtzevon u’,
wie in der Elementtechnologie an die Ansdtze elementinterner Anreicherungen (Wilson et al.
(1973), Simo & Rifai (1990)). Diese Idee wird in dieser Arbeit jedoch nicht weiter verfolgt.

Bild 5.2 gibt eine Ubersicht tber die in der Literatur im Zusammenhang mit der Lokalitétsan-
nahme verbreiteten Nebenbedingungen.

. sonstige
Randbedingungen U b_ergangs— Neben—
bedingungen bedingungen
u =0 u'=Rand- | [u'] =0 > t=0| "Patchtest”
funktion
stark schwach
_ | Brezzietal. Markovic & Hou & Wu | Farhat et Garikipati &
% (1997) I brahimbegovic (1997) al. (2001) Hughes
o) (2004) (2000)
7| Hughesetal. Francaet al. Ladevéze et al.
(1998) (2005) (2001)
& | Stabiliserung | Spannungs— nicht tberlappende | EAS,
g _ Randbedingung Gebietszerlegung | inkompatible
T | Verschiebungs- Moden
< | Randbedingung
Bild 5.2:  Nebenbedingungen — LiteraturUberblick
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Der Einfluss der Nebenbedingungen auf die Ldsungsgenauigkeit hangt unter anderem von der
Grofl3e der Grobskalenelemente ab und klingt bei gleicher Feinskal endiskretisierung mit zuneh-
mender Elementgrof3e ab. Essoll hier jedoch kein Zwang zur Einhaltung von Mindestgrofien der
Grobskal enelemente durch unzuldngliche Nebenbedingungen entstehen.

Im Folgendenwird diein Kapitel 4 eingefihrte Zwei skalenformulierung mit L okalitétsannahme
durch Nebenbedingungen an u’ erweitert. Die Motivation fur diejeweiligen Nebenbedingungen
sowie deren Vor— und Nachteile im Zusammenhang mit strukturmechanischen Problemen bel
materieller Nichtlinearitdt werden diskutiert und an Beispielen veranschaulicht. Die Beispiele
sind so gewadhlt, dass die Eigenheiten der einzelnen Nebenbedingungen herausgestellt werden
konnen. Abschnitt 5.2 ist den Randbedingungen, Abschnitt 5.3 den Ubergangsbedingungen ge-
widmet. Das Kapitel schlief3t mit einem Fazit (Abschnitt 5.4).

5.2  Randbedingungen

Der Vorteil von Randbedingungen liegt vor allem darin, dasssie, im Vergleich zu Ubergangsbe-
dingungen, meist mit geringerem numerischem Aufwand verbunden sind. Die Feinskalenpro-
bleme kénnen jeweils vollstandig lokal in den einzelnen Grobskalenelementen Q€ behandelt
werden. Allerdings geht die Annahme von Randbedingungen mit einem weiteren A pproximati-
onsfehler einher. Esbleibt deshalb zu untersuchen, ob die Formulierung des Zwei skalenmodells
mit Randbedingungen eine befriedigende Genauigkeit erreichen kann. Abschnitt 5.2.1 behan-
delt die Nullrandbedingung, Abschnitt 5.2.2 befasst sich mit der schwachen Nullrandbedingung.
In Abschnitt 5.2.3 wird die Mdglichkeit, spezielle Randfunktionen al s Randbedingungen zu ver-
wenden, analysiert.

5.2.1 Nullrandbedingung

Der abklingende Charakter desfeinskaligen Losungsanteils u” infolge einer lokalen Stérung ist
bei diffusiven Problemen der Ausgangspunkt fur dieAnnahme u’ = 0 auf I',. Damit diese An-
nahme gerechtfertigt ist, mussder grobskalige Verschiebungsanteil U die L 6sung auf den Grob-
skalenelementrandern I', in guter Naherung erfassen kénnen. Dies kann bei |okalem Versagen,
das sich in vereinzelten Mikrorissen auf3ert, der Fall sein, falls der Einflussradius einer lokalen
Storung kleiner alsdie Abmessung eines Grobskalenelementsist. Breiten sich jedoch die Versa-
gensbereiche aus, schrankt die Annahme u’ = 0 auf ', die Kinematik ein und die Systemstei-
figkeit wird Uberschétzt. Die Nullrandbedingung fuhrt deshalb immer auf eine obere Grenze fir
das Last—Verformungs—Verhalten des Systems.

Trotz Bedenken bezliglich der Genauigkeit soll diese Randbedingung nicht ohne ndhere Unter-
suchung verworfen werden, dasie das|okal e L 6sen des Feinskal enproblems mit geringstmaogli-
chem numerischem Aufwand, ohne zusétzliche |okale oder global e Freiheitsgrade, ermoglicht.

Die Formulierung des Zweiskalenmodells mit Lokalitdtsannahme und der Nullrandbedingung
wurdebereitsin Kapitel 4.3 eingefiihrt. Essei noch erwahnt, dass diese Randbedingung zu konti-
nuierlichen Feinskalenverschiebungenin € fuhrt, mit linearen Randverschiebungen u = U auf
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', bel bilinearen Ansétzen der grobskaligen Verschiebungen. Hierin kann einegewisse Ahnlich-
keit zu den Verschiebungsrandbedingungen der Homogenisierungsmethoden gesehen werden,
dabei diesen die Verschiebungen am Rand des RV Es ebenfallslinear veranderlich sind und den
grobskaligen Verzerrungszustand widerspiegeln.

e Numerisches Beispiel: Nullrandbedingung

Das folgende Beispiel soll die genannten Moglichkeiten und Grenzen der Nullrandbedingung
anhand desAntwortverhaltenseiner Probe, dievier el astische Fasernin einem schadigendenMa-
trixmaterial enthdlt, veranschaulichen (Bild 5.3). Das Beispiel ist bewusst einfach, jedoch cha-
rakteristisch fur die Anwendungen dieser Arbeit gewahlt. Die M aterial parameter der Fasern, des
Matrixmaterials und der Interface-Schichten sind in Tabelle 5.1 angegeben. Das System sei am
linken Rand eingespannt, am rechten Rand durch die Last F beansprucht. Die Horizontal ver-
schiebungen am rechten Rand der Probe sind starr miteinander verbunden.

Fas\er Matrlixmaterial Uy Faserdurchmesser: 20 um

l - Fasermittelpunkte:  x=15um/y=15um
b ‘ : X=44um/y=17um
60um Interface : x=1oumly=adum
- X=47um /y =46 um

‘ ‘ "1 Dicke: t=1,0um

B N Y : Ebener Verzerrungszustand
X 60um F

Bild 5.3: Beispiel mit einem Grobskalenelement: Geometrie und Belastung

Aufgrund der abschottenden Charakteristik der Nullrandbedingungist schon dasVerhalten eines
einzigen Grobskal enelements aussagekréftig. So wird die Probe durch ein bilineares Grobska-
lenelement und 877 bilineare Feinskalenelemente, diein Bild 5.5 zu erkennen sind, diskretisiert.
Vergleichsweise wird eine Feinskalenberechnung durchgefihrt. Hier wird ein Vergleich der
Zweiskalenlésung mit der Feinskalenltsung bei gleicher Diskretisierungsfeinheit angestellt.
Deshalb wird dem Diskretisierungsfehler der Losungen keine weitere Aufmerksamkeit ge-
schenkt. Dies gilt auch fur die folgenden Beispiele.
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M atrixmaterial

elastische Eigenschaften: E = 32000 N/mm? v = 0,33

aquivalente Verzerrung (de Vree): k=10

Schadigungsevolution (exponentiell): %o = 0,002 a = 0,98 g =30

Gradientenparameter: c= 1,0 um?

Fasern

elastische Eigenschaften: E = 735000 N/mm? v = 0,18

Interface

el astische Eigenschaften: E = 7350 N/mm? v =0,2

aquivalente Verzerrung (de Vree): k=10

Schadigungsevolution (exponentiell):  #g = 0,00005  a" = 1,0 p" =20
xy = 0,000l  a'=10 gt =20

Tabelle 5.1: Materialeigenschaften

Unter der gegebenen Beanspruchung beginnen, nach einer anfénglichen elastischen Phase, die
Interface-Schichten bei einer Randverschiebung von uy = 0, 03um unter Normal zug zu versa-
gen. Die Last kann trotz vollstandig geschadigter Interface-Bereiche weiter gesteigert werden,
bissich eineLokalisierungszoneim Matrixmaterial aushildet, die sich zu den horizontalen Rén-
dern der Probe hin ausbreitet und zu globalem Versagen fihrt. An der Last—Verformungs—Kurve
(Bild 5.4) erkennt man, dassfir die Nullrandbedingung das Antwortverhalten des Zweiskalen-
modells sowohl in der el astischen Phase alsauch bei dem |okal begrenzten Versagen der Interfa-
ce—Schichten sehr genau mit der Feinskal enl Gsung tbereinstimmt. Jedoch verursacht die durch
die Nullrandbedingung eingeschrankte Kinematik des Zwei skalenmodellsein zu steifes Verhal -
ten in der entfestigenden Phase, wenn die Versagensbereiche an die Rénder des Grobskal enele-
mentswachsen. Die Grenzeigenschaft (obere Grenze des L ast—Verformungs—Verhaltens) dieser
Randbedingung ist zu erkennen.

F[N/mm?]
60,0 -~ Zweiskalenlésung mit
Nullrandbedingung
ausbreitendes Versagen
40,0 (Matrixmaterial) — Feinskalenldsung
lokales Versagen
20,0 (Interface)
0 elastisch
0 01 0,2 03 04 uyfum]

Bild5.4: Last—\erformungs—Kurve

Auch die Verformungsfigur (Bild 5.5), hier fir eine Randverschiebung uy = 0,4umund 15—
fach Uberhoht dargestellt, zeigt die Einschrankung der Kinematik noch einmal deutlich. Die Re-
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striktionu” = 0 auf I', unterdriickt die Ausbreitung des L okalisierungsbandes an den Grobska-
lenelementrandern. Dadurch breitet sich die Schadigung im Verglei ch zur Feinskal enl 6sung tiber
einen zu grof3en Bereich aus, was die zu duktile Systemantwort bewirkt.

Zweiskalenldsung mit
Nullrandbedingung

Feinskalenldsung

APPSO o Schadigung D

B A o
e 10
|—

B 00

Bild5.5: Deformation (15 — fach Uberhéht) und Schadigungsverteilung fur ug = 0,4 um

Zusammenfassend | &sst sich fir dieses Beispiel feststellen, dass die L dsung des Zwei skalenmo-
dells unter der Annahme der Nullrandbedingung im postkritischen Beanspruchungsbereich
recht ungenau ist, jedoch as” obere Schranke” dienen kann.

5.2.2  Schwache Nullrandbedingung

Dieldee, dasunter der Nullrandbedingung zu steife Strukturverhalten durch die schwache For-
derung
j u' dA =0 (5.1)
Fb
aufzuweichen, geht auf Markovic & lbrahimbegovic (2004) zurlick. Dahinter steht die An-
nahme, dass u’ der fluktuierende Anteil der Verschiebungen ist und die feinskaligen Verschie-

bungenimintegralen Mittel Gber I', verschwinden. Inwiefern diese Randbedingung im Rahmen
der vorliegenden Arbeit geeignet ist, wird nun untersucht.

Diefeinskaligen Verschiebungen u’ sind alslokale Variablenin den jeweiligen Grobskalenele-
menten am gemeinsamen Rand benachbarter Grobskal enel emente voneinander unabhangig. In-
folgedessen ist die Randbedingung (5.1) jewells lokal, d.h. unabhangig vom benachbarten
Grobskalenelement zu erfillen. Dies fuhrt zu inkompatiblen Verschiebungen u’ auf den Grob-
skalenelementrandern. u’ trégt — ebenso wie bei der Nullrandbedingung — nur indirekt Gber ih-
ren Einfluss auf die grobskaligen Verschiebungen zur ” Informationsausbreitung” bei. Die Ne-
benbedingung (5.1) kann mit der Lagrange-Multiplikatoren—Methode (siehe Anhang A1.1)
durch das L agrange—Funktional

Mg=> > Jz .U’ dA (5.2)
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in die Zweiskalenformulierung eingebracht werden. nf. bezeichnet die Anzahl der Rénder des
Grobskalenelements g, dienicht zum Aul3enrand 02 gehdren. Dadie Nebenbedingung fir jedes
Grobskal enelement unabhangig vom benachbarten Grobskal enel ement gefordert wird, sind die
Lagrange-Multiplikatoren A hier lokale Variablen, siehe Bild 5.6.

Grobskalendiskretisierung

(1] 2] Feinskalendiskretisierung

L okalitdtsannahme und‘ schwache u’ = 0 — Randbedingung

vz . Knoten mit lokalen
i 4 Verschiebungs—FHGen d’
1 ] " '
11 12] lokale " Randspannungs’—
+- - Jr FHGe zur Diskretisierung von A

o Knoten mit globalen

Ci it day P gt " VerschiebungsFHGend
Bild 5.6:  schwache Nullrandbedingung, lokale und globale Freiheitsgrade

Die schwache Form umfasst neben dem unveranderten Grobskal enproblem d /7, = 0und der
Evolutionsgleichung der nichtlokalen Verzerrungen o 11 5 = 0, sieheGleichung (4.18) (&) und
(c), das Feinskalenproblem und die Gleichungen der Nebenbedingungen an u’. Das durch die
Nebenbedingung erweiterte Feinska enproblem und die Nebenbedi ngungsglei chung lauten:

— Feinskalenproblemejeweils V Ju’ in Q'4:

€
nF

O IIE+0,MMg =0  mt  O,M%:= > J5U'|rb adA (3
N b=1
siehe Gleichung (4.18) °
(5.3)

— Nebenbedingung jeweils YV 04 auf I'y:
0,11 = L dhp - U'ly, dA = 0 (b)
b

DieDiskretisierung der Verschiebungen U, u’ und [u’] und der nichtlokalen Verzerrung &, wird,
wiein Abschnitt 4.2.4 eingefihrt, entsprechend den Gleichungen (4.14) — (4.16) und (2.50) ge-
wahlt. Dadie Nebenbedingung (5.1) nur schwach erfiillt werden soll, werden 4 und 04 lediglich
konstant bzw. linear tber den ganzen Rand 1", angesetzt, nicht bereichsweise:

A=AN=N, L, oa=o"=N, oL . (54)
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Der Lagrange-Multiplikator entspricht dem Randspannungsvektor, der notwendig ist, um die
Bedingung | u'dA = 0 auf I'y zu erfillen. Markovic & Ibrahimbegovic (2004) schiagen vor,
den Lagrange-Multiplikator A so anzusetzen, dass seine Normalenkomponentelinear und seine
Schubkomponente konstant Uber I ist.

Wiurden A4 und 04 mit denselben Ansétzen wie u’ auf I',, diskretisiert (bereichsweise linear),
so wirden Testfunktionen, die die Nebenbedingung [ u’dA = 0 anjedem Feinskal enknoten auf
I'y, einzeln testen, zum Ansatzraum von 04 gehoren. Dadurch wirde u” = 0 auf 1", an jedem
Feinskalenknoten und damit in starkem Sinn erfillt, was nicht erwinscht ist.

Mit der angegebenen Diskretisierung und nach Linearisierung der schwachen Form (Gleichung
(4.18) (&) und (c) und Gleichung (5.3)) ergibt sich folgendes Gleichungssystem fir die Verande-
rung der globalen Freiheitsgrade 4D und der lokalen Freiheitsgrade AD’, AE und AL.

— Grobskalenproblem :
i1 Née .
i 't g i ri+l g i i+1 _ _p
Ky AD' > (KeL ADLHE + K81 4B - -R
e=1
In jedem Grobskalenelement & in Q' : (5.5)
— Feinskalenproblem :
N7
. i . . . . -b ) . .
Kg,'aAd;“ + KB AD'FY KB AELT 4+ Y (G)T AL = - R'®- R}
b=1
— Nichtlokale Verzerrung :
KELAde ~ +  KBL AD'I*! +KEL AELT = — R®!
— Nebenbedingung auf jedem Rand I', von €:
b Apyi+l _ b, i
G® 4D’ Ir, = - R}

Die eingerahmten Terme sind durch die Randbedingung (5.1) entstanden. Die anderen Terme
sind unverandert im Vergleich zum linearisierten Zweiskalenmodell mit Nullrandbedingung,
dasin Gleichung (4.21) angegebenist. D’| rbbezei chnet die Feinskalenverschiebungsfreiheits-
grade auf den Randern I',,. Folgende Notationen, zusétzlich zu den in Gleichungen (4.22) bis
(4.25) bereits eingefuhrten Steifigkeiten und Residuen, wurden in Gleichung (5.5) verwendet:

~b
Gb=JN{N'|FdA, G=fN}N'dA
r, ° r,
n7
- nT qi b,i _ T i
R b;Lb(N) A dA, RO = frle u'll dA . 56

b
DieMatrizen G°und G~ &ndernsich v ahrend des Beanspruchungsfortschritts nicht, sie miissen
also nur eéinmal aufgestellt werden. G entsteht aus GP durch Erweiterung mit Nullspalten auf
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alle Feinskalenverschiebungsfreiheitsgrade in Q8 wahrend GP auf die Randfreiheitsgrade auf
I'y, beschrankt ist.

Die L 6sung des Gleichungssystems (5.5), eingebettet in eineinkrementel [-terative Pfadverfol-
gung, erfolgt nach Algorithmus4.1. Die Lagrange—Freiheitsgrade L gehoren dabei zu den loka-
len Freiheitsgraden, die durch statische Kondensation aus dem Grobskal enproblem eliminiert
werden koénnen. Hierbel ist zu beachten, dass durch die Nebenbedingung "Nullen” auf der
Hauptdiagonale von Kﬁ’si auftreten, die der Gleichungsldser durch Pivotisierung beseitigen
muss. Dadurch kann die Zeit zur Losung des Gleichungssystems zunehmen. Insgesamt ist der
numerische Aufwand durch die zusétzlichen lokalen Freiheitsgrade L und weil die Freiheits-
grade D' auf den Grobskal enelementrandern nicht verschwinden (D’ = 0 auf I')) etwas hoher
als unter der Nullrandbedingung.

Zwischen der schwachen Nullrandbedingung und Spannungsrandbedingungen der Homogeni-
sierung, die mit der Lagrange-Multiplikatoren—Methode in einer Verschiebungsformulierung
realisiert werden konnen (Miehe & Koch (2002)), besteht eine formale Analogie. Nach Miehe
& Koch (2002) wird die Spannungsrandbedingung

nicht explizit erfllt, sondern die Verschiebungsrandbedingungen sym(u,x) — & = 0 (Ab-
schnitt 3.2) werden in schwacher Form gefordert:

J sym(u®n)dA—J §dV=0. (5.9)
T Qe

RVE
Ve

Gleichung (5.8) wird as Nebenbedingung durch folgendes L agrange—Funktional berticksich-
tigt,

HNB=\—1/J U-A-ndA—1:s (5.9)
und der Lagrange-Multiplikator A wird als grobskalige Spannung & identifiziert. So kann die
Spannungsrandbedingung als ” schwache Verschiebungsrandbedingung” verstanden werden,
ebenso wie die [ u’ dA = 0 — Randbedingung die schwache Variante der Nullrandbedingung
darstellt, die wiederum mit der Verschiebungsrandbedingung verwandt ist.

e Numerisches Beispiel: Schwache Nullrandbedingung

Am Beispiel des Abschnitts 5.2.1 soll die Eignung der schwachen Nullrandbedingung fir in-
elastisches Materialverhalten Uberprift werden. Die Fasern seien nun jedoch periodisch an-
geordnet und das Matrixmaterial reagiere auf Zug empfindlicher alsauf Druck (k = 10, 0). Die
Beanspruchung des Systemsist in Bild 5.7 angegeben. Die Probe wird durch 4 bilineare Grob-
skalenelemente mit jeweils 496 bilinearen Feinskalenelementen diskretisiert, siehe auch Bild
5.8. Zum Vergleich wird wiederum eine Feinskal enberechnung durchgefihrt.
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15 um

Fl—=——] Uy
15 uml a_—
N" ] Faserdurchmesser: 20 um
60um - Ebener Verzerrungszustand
Faser — ] |
Interface ${> Q . Dicket=1,0 um
Matrix- - ™
material .
_ eom _F

Bild5.7:  System und Beanspruchung

Der Vergleich zwischen der Zwei skal enl 6sung mit schwacher Nullrandbedingung und der Fein-
skalenldsung zeigt, dass die schwache Nullrandbedingung das|okal e Verhalten hier nicht genau
erfasst (Bild 5.8). Das ist sowohl an der Verformung des oberen Systemrands als auch an der
Schédigungsverteilung im Matrixmaterial zu sehen. Wahrend sich bei der Feinskal enberech-
nung e ne nahezu vertikal e L okalisierungszone durch das System ausdehnt, wird dieses Wachs-
tum durch die schwache Nullrandbedingung an der horizontal en Grobskal enelementgrenze zwi-
schen den beiden linken Grobskal enel ementen behindert. Stattdessen wird ein unphysikalischer
Schédigungsmechanismusin Systemmitte aktiviert. Die Deformation zeigt auch die Inkompati-
bilitét der feinskaligen Verschiebungen an den Grenzen der Grobskalenelemente, die sich aus
der schwachen Forderung | u’ dA = 0 ergibt.

_ . Zweiskaenlsung mit
Fanskalenlosung schwacher Nullrandbedingung

Schadigung D
bzw. Dy,

[ 1,0

— 0,0

Bild 5.8: Deformation (15 — fach tberhoht) und Schadigungsverteilung fur ug = 0,48 um
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Am Last—Verschiebungs-Verhalten (Bild 5.9) | asst sich feststellen, dassdie schwache Nullrand-
bedingung keine Schranke an das Feinskalenverhalten darstellt. Im prékritischen Bereich wird
bei diesem Beispiel die Systemsteifigkeit Uberschétzt, dagegen wird die Duktilitét unterschétzt.

FIN/mm?]
30,0
200 — Feinskalenl6sung
Zwei skalenl 6sung mit schwacher
10,0 Nullrandbedingung
0 T T T ux[ll'tm]
0 0,25 0,50 0,75

Bild5.9: Last—\erschiebungs—\Verhalten

Ein weiteres Problem neben den Ungenauigkeiten, die durch die schwache Nullrandbedingung
entstehen kdnnen, ist die geringe numerische Robustheit dieser Randbedingung. Tritt Schadi-
gung mit D — 1 am Rand eines Grobskal enelements auf, kann esdort durch das Fehlen der um-
gebenden Nachbarschaft, die die Deformati onen beschrénken wirde, und durch die kinstlichen
Zwangeu’ = 0andenKnotender Grobskal enelemente und [u’ dA = 0 auf I'y zuunphysika-
lischen, oszillierenden Deformationen kommen. Diese verursachen im betrachteten Beispiel fur
ux = 0,48um die Divergenz der numerischen Berechnung.

5.2.3 Randfunktionen

Optimal ware esnaturlich, den tatsachlichen Verlauf von u’ auf den Grobskal enelementréandern
zu kennen und al's Randbedingung vorzugeben. Um diesem Wunsch zumindest etwas néher als
mit der Nullrandbedingung zu kommen, schlagen Hou & Wu (1997) fur elastische, heterogene
Materialien sowie Francaet al. (2005) fur ein Reaktions-Diffusions-Modellproblem vor, u” auf
I'y, durch Funktionenanzunéhern, diediefeinskalige Charakteristik der zugrundeliegenden Dif-
ferential gleichung enthalten. Diese Funktionen sollen as Randbedingung an u’ dienen.

Damit diese Randfunktionen unabhéngig von der Umgebung um I, berechnet werden kénnen,
wird eineeindimensional e und homogene Variante der entsprechenden Differentialgleichung als
Bestimmungsgleichung der Randfunktionen gewahlt. Fir strukturmechanische, statische Pro-
bleme bedeutet dies, dass auf den freigeschnittenen Grobskalenelementrandern I', statt den
Gleichgewichtsbeziehungen div ¢ + b = 0 nur die eindimensiona e, homogene Differential-
gleichung

Orryr = O (510)

gelost wird, siehe Bild 5.10. Die Grobskalenl6sung Uy ist hierbei bekannt und an den Knoten der
Grobskalenelemente gilt u’, = 0. r sei die Koordinate in Langsrichtung der Kante I',,. Diese
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reduzierte Differentialgleichung fuhrt auf eine Verteilung von u’, auf I', diein direktem Zu-
sammenhang mit dem Verlauf der Flexibilitatskomponente 1/C(r) steht. Es bedarf weiterer
Annahmen, um von der skalaren Grofe u’, auf die Komponenten u’y und u’y schlief3en zu kon-
nen.

Die Ermittlung der Randbedingungen muss im nichtlinearen Fall vor jedem Last— bzw. Iterati-
onsschritt (Schritt (iii) in Algorithmus 4.1) erfolgen und verursacht entsprechend zusétzlichen
Aufwand.

reduzierte 1-dim.
homogene DGL.:

diV0+6=0 Orrr =0
t 1 tos
1 ow Orr O
rr — —
iars
Rend Iy RIEE

Rand I'y, Rand I',

Grobskalenelemente Gleichgewicht:

Bild 5.10: Reduzierte eindimensionale Differentialgleichung auf T},

Eserscheint etwasfragwuirdig, ob die eindimensionale Differential gleichung (5.10) dastatséch-
liche Verhalten von u’ auf I',, erfassen kann, dadie” Kontaktspannungen” ossund oy, die zwi-
schen den Grobskal enel ementen wirken, nicht berticksichtigt werden. Diese Problematik soll an
einem einfachen, wenn auch etwas akademischen, Beispiel demonstriert werden (Bild 5.11).

Eswird eine heterogen elastische Scheibe der Dicke t = 0, 1m im ebenen Spannungszustand
mit den Materialeigenschaften E; = 100 kN/m?, E, = 10000 kN/m?undv = 0, 2 betrach-
tet. Auch wenn es sich um elastisches Material handelt, sind die Steifigkeitsunterschiede eben-
falls fur Lokalisierungsphénomene typisch, wenn das Material lokal entfestigt.

Firr die Zweiskalenmodellierung sei die Struktur durch zwei bilineare Grobskalenelemente[ 1]
und[2] mit gemeinsamen Rand I, diskretisiert. Die Randfunktionen u’ X8 %P pzy, y B unten
auf I',, die al's Randbedingungen fir u’ an das oberhalb bzw. unterhalb angrenzende Grobska-
lenelement dienen sollen, werden durch analytisches Losen der Gleichung (5.10) ermittelt.

Bild 5.11 (b) zeigt den Vergleich zwischen den auf diese Weise berechneten Randfunktionen
u’ RBObeN 7 RBUNEN gl der Feinskalenldsung u'f S auf T'y,. Fir die Feinskalenl dsung wird
die Struktur durch 6400 bilineare Scheibenelementediskretisiert. Zur Ermittlung der Randfunk-
tionen u’ 8 % yngl u’ RB Uten yyrde hier zusétzlich angenommen, die Grobskalenldsung T sei
auf den Grobskal enel ementrandern exakt, wasim Allgemeinen nicht der Fall ist. So kannjedoch
der Effekt der reduzierten Gleichung (5.10) auf die Genauigkeit der Randfunktionen ohne wei-
tere Einflisse betrachtet werden. Es wird aso Uy(X = 0) = 0 und Uy(Xx = 1m) =

ulSH(x = 1m) auf I, vorgegeben.
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28.8 kN/m? u'y auf Iy [m]

_ - 0,0015
— T~ u’ RB oben
// \\ X
0,5m E.,v | 1| Esv | — 7 JESL -
1 27 | 00005 -~ uf S
= -0,00051 - 0,5 ~7 10
y . ~_ _—~u unten
X ~ X
BN L. —0,0015 ‘
05m 05m

(@) Struktur und Grobskalendiskretisierung  (b) Feinskalenlésung vs. Randbedingungen

Bild 5.11: Beispiel: Auswirkung der Reduzierung der Differentialgleichung

Schon fir dieses einfache Beispiel und unter Verwendung der ” exakten” Ldsungen an den End-
punkten des Randes I, wird deutlich, wiewichtig die hier vernachlassigten K ontaktspannungen
ossund o fir die Genauigkeit der Lésung sind. Der Verlauf von u’ RBOPEN bz, RBUNten ey
a's Randbedingung an das Feinskal enproblem im Grobskalenelement [ 1] bzw. [2] verwendet
werden soll, ist blind gegentiber den Steifigkeitenim jeweilsangrenzenden Grobskal enel ement.
Dasfuhrt hier zu deutlich auseinanderklaffenden Randbedingungen fir das Feinskal enproblem
im oberen und unteren Grobskal enelement, die jeweils weit von der Feinskalenl 6sung entfernt
sind.

Datrotz deutlich erhohtem Aufwand die Genauigkeit dieser Randbedingungen fir Materialien
mit grol3eren Steifigkeitsunterschieden nicht unbedingt grofRer alsdie der Nullrandbedingungen
ist, wird dieser Ansatz in der vorliegenden Arbeit nicht weiter verfolgt.

5.3  Ubergangsbedingungen

Der Einsatz von Ubergangsbedingungen fiir die Feinskal enverschiebungen | asst eine hohe Ge-
nauigkeit der numerischen Losung erwarten. Der Nachteil von Ubergangsbedingungen ist, dass
sieim Allgemeinen mit hoherem numerischem Aufwand a s Randbedingungen verbunden sind.
Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschliefdlich die Kontinuitatsbedingung der Verschiebungen

[U] = Uu'm—u's= 0 auf alen Kopplungsrandern I'mg (5.11)
als Ubergangsbedingung eingesetzt (Bild 5.12), wéhrend die Gleichgewichtsbedingung
>t = 0auf I'ns nicht explizit gefordert wird. Ferner wird die vereinfachende Annahme getrof-
fen, dass die feinskalige Diskretisierung auf den Kopplungsrandern I konform ist. Dadurch

kann die kontinuierliche Kontinuitdtsbedingung [u’] = 0 auf I'ys auch durch diediskrete Kon-
tinuitatsbedingung

[d] =dn—-ds=0 V Feinskalenknoten auf 'y . (5.12)
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fur alle Freiheitsgrade d’ an den Knoten j der Feinskal endiskretisierung auf I ersetzt werden.
Neben den Bezeichnungen m (positives Vorzeichen) und s (negatives Vorzeichen) fir benach-
barte Grobskal enelemente werden im Folgenden auch die Bezeichnungen & und n verwendet.
€ sai das betrachtete Grobskalenelement, n das am jeweiligen Elementrand benachbarte Grob-
skalenelement. Diese Notation eriibrigt an manchen Stellen eine Unterschei dung zwischen dem
mit positivem Vorzeichen behafteten " m—Fall” und dem mit negativem Vorzeichen behafteten
"s—Fall”.

Feinskalen— m S Grobskalen—
diskretisierung L) diskretisierung
-
A A i T A
BEe e |
1 1 \
* : :
UXA (U m — u S)lX an Frns

Schnitt A-A

Bild 5.12: Sprung der feinskaligen Ver schiebungen auf dem Kopplungsrand Ty

In den folgenden Abschnitten wird die Umsetzung der Ubergangsbedingung in kontinuierlicher
(Gleichung (5.11)) bzw. in diskreter Form (Gleichung (5.12)) mit der Strafterm—Methode, der
Methode der Lagrange-M ultiplikatoren und der erweiterten Methode der Lagrange-Multiplika-
toren beschrieben. Es soll untersucht werden, welches dieser Verfahren sich fir die Anwen-
dungsbereiche in dieser Arbeit am besten eignet.

531 Umsetzung mit der Strafterm—M ethode

Mit der Strafterm—M ethode kann die Nebenbedingung (5.11) bzw. (5.12) ohne zusétzliche Frei-
heitsgrade berticksichtigt werden, sieheauch Anhang A1.2. Die Genauigkeit, mit der die Neben-
bedingung erfullt wird, ist von der Wahl des Strafterm—Parameters e = 0 abhangig.

Das Funktional, das die diskrete Nebenbedingung (5.12) mit der Strafterm—Methodein die For-
mulierung des Zweiskalenmodells einbringt, lautet in Vektor—Matrix—Notation:

I\g(d') =

I\JIH

Z [d 17 [d] (5.13)

wobei nn die Anzahl der Feinskalenknoten auf allen Réndern ' ist. Das Funktional (5.13) be-
straft das Abweichen von der Nebenbedingung (5.12) mit Intensitét des Strafterm—Parameters
e und geht in die schwache Form der lokalen Feinskal enprobleme folgendermal3en ein:
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— Feinskalenprobleme jeweils V ou’ in Q'5:
NNg
O II® = 0, II5 + 6, [T3g = 0 mit 6, MI%g:= > e ((0dHT(d®—dM) (514)
. j
\\/—/ . ji=1
siehe Gleichung (4.18)

NN ist die Anzahl an Feinskalenknoten aller Kopplungsrander I, des Elementes €. Neben die-
sem Feinskal enproblem umfasst die schwache Form das Grobskal enproblem und die Definition
der nichtlokalen Verzerrungen, die in Gleichung (4.18) (a) und (c) angegeben sind. Sie werden
hier nicht noch einmal notiert, da sie durch die Nebenbedingung nicht verandert werden.

Der Strafterm—Parameter kann als Federsteifgkeit von fiktiven Federn gedeutet werden, diedie
benachbarten Feinskalenfreiheitsgrade an den Kopplungsrandern miteinander verbinden. Fur
e = 0 wird die Nebenbedingung nicht, fir e — o wird sie exakt erfillt. Gleichzeitig wird je-
doch fur e — oo die Formulierung zu einem schlecht gestellten Problem, siehe Zienkiewicz et
al. (2005). Bereitsfir endliche, jedoch sehr grof3e Werte von e kommt der Nebenbedingung eine
Ubertrieben starke Wichtung im Vergleich zu den Gl ei chgewi chtsbeziehungen zu, so dassdie Ge-
nauigkeit der Ldsung sinkt, obwohl die Nebenbedingung sehr genau erfillt wird. Einesinnvolle
Wahl fur den Strafterm—Parameter hangt neben der Problemstellung (Material, Geometrie, ...)
auch von der Feinheit der Diskretisierung ab. Je kleiner die Elementabmessungen sind, desto
grolere Werte nehmen die Elementsteifigkeiten trotz gleichbleibender Material eigenschaften
an. Dementsprechend gréf3er kann e gewahlt werden, ohne dass die Nebenbedingung die Formu-
lierung dominiert. Es gilt also zu untersuchen, ob fir malig grofRe Werte von e, bei denen die
Gutgestelltheit des Problems noch nicht gefahrdet ist, die Nebenbedingung ausreichend genau
erfullt werden kann.

Die Variation 6,155 impliziert wegen des quadratischen Nebenbedingungstermsin 17y eine
ungewollte Kopplung der Feinskal enprobleme in benachbarten Grobskalenelementen Q' und
Q', siehe Gleichung (5.14). Deshalb wird hier vorgeschlagen, die Ldsung der diskreten Glei-
chungenin den jeweiligen Lastschritten durch ein iterativ gestaffeltes L dsungsverfahren vorzu-
nehmen und so die Lokalitét der Feinskalenprobleme zu erhaten. Dies wird durch folgende
nichtkonsistente Linearisierung von o ,,./1yg erreicht: Wahrend die Verschiebungen d’ € des be-
trachteten Elements € als Variable verstanden werden, werden fir die zugehdrige Nachbarver-
schiebung d’ " auf I's; diebereitsbekannten L ésungen des|etzten Iterationsschrittsi verwendet.
Dadurch wird der Nebenbedingungsterm in der schwachen Form 8, 1T} im aktuellen Iterati-
onsschritt i — i + 1 durch
. Ne AT . .
6u’Hﬁi|I3+1 ~ ze ((6d'e"+l) (dre,|+1 _ drﬁ,l))- (5.15)
j

i=1 |
bekannt

approximiert. Die grob— und feinskaligen Verschiebungen und die nichtlokale Verzerrung wer-
den, wie in den Gleichungen (4.14) — (4.16) und (2.50) angegeben, diskretisiert. Mit der Ap-
proximation (5.15) lautet die Linearisierung der schwachen Form (Gleichung (5.14) und (4.18)
(@) und (c)):

98



— Grobskalenproblem:

1ol

. ele
i o' hl g i il g i i+1) _ _ o
KiygaD'% > KE AD'i*1+ KELAELY) = - R
e=1
In jedem Grobskalenelement € in Q' : (5.16)
— Feinskalenproblem:
l' —|+1 " 71 1 " H 1 _ ,e,'_ ,el'
KEL ATe' "+ (K, +e M¥)AD' L4 kS AELH = — R ®1- R &

— Nichtlokale Verzerrung:

gi 44711 g i ritl g i+1 _ _ p&i
K&l Ade ~ + KEL, AD'F1+ KEL AELTL = — RET .

Die eingerahmten Terme entstehen aus der Nebenbedingung (5.12). Ansonsten ist das diskrete,
linearisierte Zweiskalenproblem unverandert, siehe Gleichung (4.21). Die diagonale Filterma-
trix M®der Dimension [n'§; X n'S;] hat in den Zeilen und Spalten der Feinskalenverschie-
bungsfreiheitsgrade, die auf den Kopplungsrandern I, liegen”1” — Eintrage auf der Hauptdia-
gonalen, sonst Nulleintrége. n'§; ist die Anzahl der Feinskalenverschiebungsfreiheitsgrade in
Q.. Der Strafterm—Parameter e hat offensichtlich die Dimension der Steifigkeitseintrégein der
Systemsteifigkeitsmatrix, also [Kraft/\Weg] in der vorliegenden Formulierung. Deshalb ist, wie
bereitserwahnt, e in einem sinnvollen Verhaltnis zu den Steifigkeitseintrégen in der Systemma-
trix zu wéhlen. Das Residuum R’yg der Dimension [n'§; x 1] hat die Eintrage
"e (d'S' — d'}")" mita = 1..ng,, inden Zeilen der Feinskalenverschiebungsfreiheitsgrade,
dieauf I'y liegen, sonst Nulleintrége. Weitere Definitionen der Steifigkeiten und Residuensind
in Gleichung (4.22) gegeben.

Die entkoppelnde Wirkung der vorgeschlagenen, nichtkonsistenten Linearisierung wird deut-
lich, wenn man den konsistent linearisierten mit dem nicht konsistent linearisierten Beitrag
zweier benachbarter Freiheitsgrade d'§ und d'§ zur schwachen Form 6 .[Tg der Nebenbedin-
gung vergleicht.

€ —el|] AdBi*1 e —d' ]
— konsistente Linearisierung: == . | (517)
— € € Adraﬁ,l+1 _ E(draé,l _ drall’T, |)
rgi+l 18l _ o miy |
— nichtkonsistente Linearisierung O} 4d’y _ e(dg’ —da") 518)
fur gestaffeltes L osungsverfahren: 0 e || Admivt (d & - d ) .

In diversen Beispielen hat sich jedoch gezeigt, dass die nichtkonsistente Linearisierung der Ne-
benbedingung eine deutliche Verlangsamung der Konvergenz verursacht. Deshalb ist der Ein-
satz von beschleunigenden Mal3nahmen sinnvoll. In dieser Arbeit wird ein extrapolationsbasie-
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rter Beschleuniger (Hund & Ramm (2006)) vorgeschlagen. Vergleichsweise wurde der
Beschleuniger nach Aitken umgesetzt, siehe Abschnitt 3.4.1.

Fir den extrapolationsbasierten Beschleuniger werden die unbekannten Freiheitsgrade
Ad'™+1 diebei konsistenter Linearisierung die K opplung der Feinskal engleichungen verursa-
chen, abgeschatzt und als Ad’ Y bezeichnet. Diezugehdrigen Terme” — € Ad’ 2‘ o+ Vergleiche
Gleichung (5.17), werden auf die "rechte Seite” gebracht:

0 Ad’E,i+1 dfe,i_d/ﬁ,i — e AdM
— beschleunigtes gestaffel-| © a | _ €(da a) —e€ddy 5.19)
tes Losungsverfahren: 0 e Adr;,i+1 —edB —dM) —e Ad'gﬂ '

Die beschleunigten diskreten Feinskalenprobleme in Q' lauten dann:

— Feinskalenproblem in jedem Grobskalenelement € in Q' :

KgriaAaie+l+<K%/iD/ He Me) AD/;+1+ K%’iE AEie+1=— R’ gil__ Rrﬁé _ H,gst . (520)

Der durch die Beschleunigung hinzugekommene Vektor H' & hat dieselbe Dimension und Be-
setzungsstruktur wie das Residuum R’ . In den Zeilen der Feinskal enverschiebungsfreiheits-

grade, dieauf Iy, liegen, hat er die Eintrage” — € Ad’g ot » SONSt nur Nulleintrage.

Als Abschétzungen der inkrementellen Nachbarverschiebungen Ad'l in den Lastschritten
k — k + 1 werden Extrapolationen der letzten Lastschritte verwendet. Getestet wurden Extra-
polationen 0. bis 2. Ordnung:

Ad'é“‘l

: ; Ad'TKFL = gk 5.21
0. Ordnung d'l d AdE (5.21)
Adk+1
1. Ordnung: Ad' TR = Ad K 4+ (A4d'MK — Ad™ k—l)A—ak (5.22)
Cc
2
2. Ordnung: Ad'TK+L = Ad™K 4+ b AdktL + ¢ (AdE“) (5.23)
[ Adk + Adk—1 Adk—1
it C = Ad’”'k_z _Adfﬁ,k—l c c +Ad/n,k c 1
mit i Adk Ad | Adk-1(AdK + Adk-1)

[ 2
_ mk _ Aqrmk—1 K 1
und b = [Ad'™k — Ad™k + ¢ (4df) ]A_d'g

Exemplarisch ist in Bild 5.13 die Extrapolation 1. Ordnung dargestellt.
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L Ad'" bekannt ;| unbekannt

-

'Ad/ﬁ,k-l-l Ad|é+1

Ad'mK & Mk _ gqrmk—1
| (ad Ad )Ad'é

Adrﬁ,k—l

k—1 Kk k + 1 ..fortschreitende Lastschritte dc

I
Ad¥ Adktl

C

Bild 5.13: Extrapolation 1. Ordnung

dc bezeichnet eine ausgewdhite, vorgegebene Kontrollverschiebung, d.h. der Faktor
AdS*1/AdE beriicksichtigt, dass die L astschrittweite moglicherweise variiert.

Im Pradiktorschritt einesjeden Lastschrittswird diese Extrapol ation alsinitiale Abschatzung der
inkrementellen Nachbarverschiebung verwendet, d.h. Ad'L, : = Ad'T,. Soll diese Abschétzung
der inkrementellen Ver&nderung der Nachbarverschiebung fir diesen Lastschritt in den darauf
folgenden Korrektoriterationen i — i + 1 aufrecht erhalten bleiben, ist die residuale Nachbar-
verschiebung als Differenz zwischen dem” SolI” —Wert des L astschritts Ad’ & und dem momen-
tanen "Ist” —Wert der Nachbarverschiebung einzufthren:

A A0 = Ad'TRFL — [Apd'" + z Ajd’j”] (5.24)
j<i+1
\ﬂ/—/
" Soll”-Wert im Lastschritt TSt — "|st”—Summe der Werte voran-
k—k+ 1 Prédiktorwert  gegangener Korrektoriterationen

Ap(+) isthierbei dieinkrementelle Veranderung im Prédiktorschritt, A;(-) dieresiduale Veran-
derung der Grof3e in den Korrektoriterationen j.

Auf diese Weise wird jedoch die (fehlerhafte) extrapolierte Abschdtzung der inkrementellen
Nachbarverschiebung explizt in die Formulierung eingebracht. Dadurch wird die L ésung sehr
schnell fehlerhaft und es kbénnen Konvergenzprobleme auftreten, weil die gewahlte Lastschritt-
weiteim Allgemeinen nicht enem expliziten Verfahren angemessenist. Deshalbwird ein Damp-
fungsfaktor a(i) eingefuhrt, der die Abschétzung (5.24) mit steigender Anzahl an Iterations-
schritten i ausblendet:

A, d'% = a(i) [Ad’g("” — [Apd’” + > A,—d'{‘” (5.25)

j<i+1
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Der Dampfungsfaktor (i) wird folgendermal3en definiert:

a(i)

i) = exp|In(tol '_)
1,0 a(i) exp( n(tol) -~ (5.26)
Anzahl der L e 1 - a.
| |terationen Mt Tmax 2= ('kmaxl/'hnax) [
tol - ~
0 x| und g€ [0,5 ... 1]

Bild 5.14: Dampfungsfaktor o (i)

Er nimmt mit steigender Anzahl an Korrektoriterationen exponentiell von 1 auf eine festgelegte
Toleranztol ab. iK,s ist die Anzahl der im vorangegangenen L astschritt k benétigten K orrektor-
iterationen.

Zunéachst wurde i max alsAnzahl bendtigter Korrektoriterationen desletzten L astschritts gesetzt,
d.h. imax = 1K Diese Wahl fiihrte jedoch zu einem oszillierenden Verhalten der benétigten
[terationen, d.h. in einem Lastschritt wurden sehr wenige, im darauf folgenden Lastschritt sehr
viele Iterationen bendtigt usw. Ein Phdnomen, das auch bel Verfahren zur automatischen Last-
schrittweitensteuerung (Ramm (1981)) bekannt ist.

Daraufhin wurde imax Wiein Bild 5.14 angegeben definiert. Der oszillierende Effekt wird bei
dieser Definition von ima dadurch behoben, dass die Anzahl bendtigter Iterationen von zwel
vorangegangenen L astschritten einflief3t. Dasbeschleunigte Zwei skalenmodel | kann, wiein Ab-
schnitt 4.4 beschrieben, nach Algorithmus 4.1 umgesetzt werden.

* Numerisches Beispidl: Strafterm—Methode

Fur dasfolgende Beispiel soll getestet werden, ob die Nebenbedingung [u’] = Omit der Straf-
term—Methode fUr einen Strafterm—Parameter ¢, der so kleinist, dassdie Formulierung noch gut
gestelltist, befriedigend genau erfillt werden kann. Gleichzeitig wird das Konvergenzverhalten
des unbeschleunigten gestaffelten L 6sungsverfahrens mit dem durch Aitken bzw. Extrapolation
beschleunigten Verfahren verglichen und dem Konvergenzverhaten einer konsistent linearisier-
ten Feinskal enberechnung gegentibergestellt.

Hierfir wird ein dicker Balken aus homogenem, isotropem Reibungsmaterial mit einer ge-
schwéchten Schicht in Balkenmitte im ebenen Verzerrungszustand betrachtet. Er sel am linken
Ende eingespannt und werde, wie in Bild 5.15 dargestellt, auseinandergezogen. Die fiktiven
Material parameter sind in Tabelle 5.2 angegeben. Unter der gegebenen Beanspruchung beginnt
der Balken amrechten Endein der geschwéachten Schicht zu schadigen. Diese Schadigung breitet
sich unter steigender Beanspruchung zur Einspannung am linken Ende hin aus.

Fir das Zweiskalenmodell wird das System durch zwei bilineare Grobskal enelemente mit je-
weils 225 bilinearen Feinskal enelementen diskretisiert. Zum Vergleich wird eine Feinskal enbe-
rechnung durchgefihrt, wofr das System ebenfallsmit 2 x 225 bilinearen Elementen diskreti-
siert wird. Sie dient a's Referenzlsung.
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geschwachte Schicht Grobskal endiskretisierung:
2 bilineare Elemente

/
F?HH/HHHH*W
F12
1,0m 02m
7FHH¢HHHH

_ Feinskal endiskretisierung:

20m | Dicket=1,0m 2 x 225 bilineare Elemente
Bild 5.15: Beispiel dicker Balken: Geometrie und Diskretisierung
elastische Eigenschaften: E = 1000 N/mm? v = 0,2
aguivalente Verzerrung (de Vree): k = 10,0
Schadigungsevolution (exponentiell): %4 = 0,01 a = 0,98 p =10
geschwéchte Schicht: % = 0,007 a = 0,98 B =20
Gradientenparameter: c = 0,01 m?

Tabelle 5.2: Materialeigenschaften des dicken Balkens

Die Zweiskalenberechnung wird fir unterschiedliche Strafterm—Parameter e durchgefthrt. Fur
uy = 0.015m-einZustandim entfestigenden Beanspruchungsbereichmit ca. 30 % der Traglast
—wird jeweils der relative L ,—Fehler

2
. || (U2 — uFSy [ = —1 \/J (uzs'- — uFS-) av (5.27)
? uyL?dV Q

der Zweiskalenlésung u?s- im Vergleich zur Feinskalenldsung u™ berechnet, siehe Bild 5.16.
Mit uy wird die in Bild 5.15 eingetragene Kontrollverschiebung bezeichnet. Bereits fur recht
kleine Werte des Strafterm—Parametersist die Genauigkeit der Zwei skalenldsung sehr hoch. Sie
steigt fir diesesBeispiel bisetwae = 1000kN/mm und nimmt dann mit wachsendem e wieder
ab. Der Grund dafur ist, dass bei grofien Werten von e der Nebenbedingungsterm o6 /1y die
Zweiskalenformulierung (Gleichung (5.14) mit (4.18) (@), (c)) dominiert und dadurch die
Gleichgewichtsbeziehung weniger genau erfullt wird. Zum Vergleich sei dieDehnsteifigkeit des
betrachteten Balkens, alstypische Systemsteifigkeit, genannt. Sieliegt bei 1000kN/mm jeMe-
ter Dicke.
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v Ausschnitt:
0,04 ‘ 0,04

e = uFy -] rel. || (U2 — uFS || (-]

0,03+ 0,03+

0,02- 0,02

0,01\ 0,01-
- \

O T O } T T T T

0 5000 10000 075200 400 600 800 1000

€[kKN/mm] e[kN/mm]

— ]

Bild 5.16: Lo —Fehler in Abhangigkeit des Strafterm-Parameters

Weitere Ergebnisse der Berechnung sollen nun fir e = 75kN/mm (relativer Fehler
rel. | (2% — uFSh) || = 1,0%) diskutiert werden. Die Last-Verschiebungs—Kurve (Bild
5.17) zeigt eine sehr gute Uberei nstimmung der Zwei skalenl 6sung (Strafterm—M ethode) mit der
Feinskalenldsung (FSL). Auch daslokale Verhalten wird von der Zweiskalenldsung gut erfasst,
wie man an der Verformungsfigur und der Schadigungsverteilung erkennen kann (Bild 5.18).
Die Kontinuitdt der Verschiebungen wird fir den relativ kleinen Strafterm—Parameter
e = 75kN/mm bereits sehr genau erfiillt und sorgt dafiir, dass sich trotz L okalitdtsannahmedie
Schadigung Uber den Rand I";, von Element | < | in das Element | 1] hinein ausbreiten kann. Die
Diskontinuitaten in der Schadigungsverteilung der Zweiskalenlosung auf I';, rihren von den
natlrlichen Randbedingungen fur €y auf I";, her. Hierauf wird in Abschnitt 6.1.3 néher einge-
gangen. Diese Diskontinuitéten haben jedoch keinen nennenswerten Einfluss auf das System-
verhalten.

FIN/mm?]
1,5 1
1,0 1
Zweiskalenmodél |
Strafterm—M ethode
0,5 1
| Feinskalenlésung
0,0 '
0,0 0,01 0,02 0,03 uy[m]

Bild 5.17: Last—\erschiebungs—Kurve: Vergleich Zweiskalenlésung (Srafterm) mit FSL
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Feinskal enl6sung Zweiskalenmodell mit
Strafterm—Methode

. Schadigung D
o mm 10
| |

L oX0)

F12

Bild 5.18: Schadigungsverteilung far u, = 0,07 m, dargestellt im deformierten System
(Uberhdhungsfaktor 4,0)

Bild 5.19 zeigt die Anzahl benttigter Korrektoriterationen je Lastschritt. Die Toleranz der resi-
dualen Verschiebungen wurdeauf 5,0 - 10~ m gesetzt. Ohne Beschleunigung zeigt das unge-
koppelte gestaffelte Verfahren ein ziemlich schlechtes Konvergenzverhalten. Die Verbesserung
der Konvergenzei genschaften durch die Aitken—Methodeist in diesem Fall maldig, wéhrend die
Extrapolationsmethode mit Extrapolationen 0. Ordnung eine hervorragende Beschleunigung
der iterativen L 6sung bewirken konnte. Eswerden ebenso wenig Iterationen wiebei der Feinska-
lenrechnung bendtigt, mit Ausnahme der allerersten Lastschritte.

Anzahl benttigter
Iterationen

30 :
[\, @ (a) unbeschleunigt

20- (b) Aitken Beschleuniger

(c) Extrapolation
10} 0. Ordnung
| © ( (d) Feinskalenlsung
0+— . .
0,0 0,01 0,02 0,03  uy[m

Bild 5.19: Dicker Balken: Konvergenzverhalten

Bei Extrapolationen héherer Ordnung wurde eine Tendenz zur Instabilitét festgestellt, die hier
im postkritischen Bereich zu Divergenz flhrte. Je hdher die Extrapolationsordnung, desto friher
tritt die Instabilitdt auf, siehe Bild 5.20. Dieser Effekt wird auch bei der sequentiell gestaffelten
L dsung von Fluid—Struktur—I nteraktionsproblemen beobachtet (Forster et al. (2006)).
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FIN/mm?]

151
2. O. Extrapolation
107 1. O. Extrapolation

0. O. Extrapolation
0,5 1

¥ N — Feinskalenl ésung
0,0 T T T

0,0 0,025 0,050 0,075 0,200 uy[m]

Bild 5.20: Last—\erschiebungs—Kurve: Instabilitaten bei Extrapolation hoherer Ordnung

Hinsichtlich der Genauigkeit, mit der die Nebenbedingung erfillt wird, scheint die Strafterm—
Methode bereits fur recht kleine Werte von e vollkommen auszureichen. Dartiber hinausist die
Strafterm—M ethode mit nur sehr geringem numerischem Aufwand verbunden, dakeine zusétzli-
chen Freiheitsgrade benttigt werden. Ein weiterer Vorteil ist es, dass die |mplementierung nur
mit minimalen Eingriffen in das bestehende Programm verbunden ist.

Ein Manko kann jedoch unter Umstanden die Robustheit des Verfahrens darstellen. Zum einen
Ist eine gewisse Erfahrung notwendig, um den Strafterm—Parameter e angemessen zu wéahlen.
Zum anderen kann durch die nichtkonsistente Linearisierung die Anzahl benétigter Iterationen
auch trotz Beschleunigung Uber der der konsistenten Linearisierung liegen.

5.3.2 Umsetzung mit der Lagrange-Multiplikatoren—M ethode

Eineweitere M 6glichkeit, die Ubergangsbedingung [u’] = 0 zureadlisieren, ist die Methode der
Lagrange-Multiplikatoren, siehe auch Abschnitt 3.4.2 und Anhang Al.1. Sie ermdglicht die
exakte Erfullung von Nebenbedingungen, allerdings unter Einfihrung einer zusétzlichen (glo-
balen) Variablen, dem sogenannten Lagrange-Multiplikator A. Das Lagrange—Funktional fir
die kontinuierliche Nebenbedingung (5.11) lautet in Vektor—Matrix—Notation
nr
Myg(U',4) = ZJ AT U] dA . (5.28)
j=1"1Tts

n, ist die Anzahl an Réndern I'ys in '. Der Lagrange-Multiplikator A € R"m kann als der
Randspannungsvektor identifiziert werden, der notwendig ist, um die Bedingung [u’] = O bei
kompatiblen Grobskalenverschiebungen T zu erfiillen. Er ist auf den Grobskalenelementrén-
dern I'ns in Q' definiert. Es sei darauf hingewiesen, dass mit dem schwach (integral) formulier-
ten Funktional (5.28) die Nebenbedingung nach der Diskretisierung nur noch naherungsweise
erfillt wird. Die Genauigkeit, mit der der Nebenbedingung entsprochen wird, hangt vom An-
satzgrad fur den Lagrange—Multiplikator ab.

Das kontinuierliche (schwache) Funktional (5.28) erlaubt auch inkompatible Diskretisierungen
auf I'ns. Von dieser Moglichkeit wird in dieser Arbeit jedoch kein Gebrauch gemacht.

106



Bei kompatibler Diskretisierung der feinskaligen Verschiebungen auf den Randern I'ns kanndie
Nebenbedingung auch knotenwei se (siehe Gleichung (5.12)) — das bedeutet gleichzeitig punkt-
weise im Bereich zwischen den Knoten — durch das L agrange—Funktional

nn

Myg(d', 1) = > (I7 [d’])j . (5.29)

i=1

realisiert werden. |; ist der Vektor der Freitheitsgrade des Lagrange-Mulltiplikators am Knoten
j,d.h. 4; = ;. DieNebenbedingung [u'] = O wirddannauchimdiskretenFall injedem Punkt
auf I'myg exakt (im Rahmen der numerischen Genauigkeit) erfullt.

Das L agrange—Funktional (5.28) bzw. (5.29) erweitert die schwache Form 611 = 0 (Gleichung
(4.18)) umeinen zusétzlichen Term 6, .I1 g in den Feinskal engleichungen und um die Nebenbe-
dingungsgleichung 6,17z = 0. Diekontinuierlichebzw. punktweise Umsetzung der Nebenbe-
dingung fuhrt jeweils auf

— Feinskalenproblemejeweils V ou’ in Q'5:

6U,He = 6U,HS + 6U,H§B = O (530)
siehe Gleichung (4.18)
n7 Nne
mit 8, 155 = ZJ touwTAdA baw. O llfgi= ) (+0odTl)
j=1"Ts j=1
(kontinuierlich) (knotenweise)
— Nebenbedingung jeweils V 04 auf Iy (5.31)
nny
. T ' _ A T ' —
8, T\g i = Jmm U] dA=0 baw. 8,0y = j;(él [d]), = 0.
(kontinuierlich) (knotenweise)

nnistdieAnzahl der Feinskal enverschiebungsknoten auf I'ms. Dasobere (positive) Vorzeichen
in Gleichung (5.30) gilt fir den "m”—Fall, das untere (negative) Vorzeichen fir den "s’—Fall.
Diese Notation wird auch im Folgenden verwendet. Das Grobskal enproblem und die Evoluti-
onsgleichung der nichtlokalen Verzerrung der schwachen Form bleiben von der Nebenbedin-
gung unberthrt; siesindin Gleichung (4.18) (a) und (c) angegeben. Bei der Methode der Lagran-
ge-Multiplikatoren bleibt, im Gegensatz zur Strafterm—Methode, die Lokalitéa der
Feinskalengleichungen (5.30) erhalten. Die Kopplung der Feinskalenverschiebungen benach-
barter Grobskalenelemente erfolgt durch die zusétzliche Nebenbedingungsgleichung (5.31).
Diese zahlt, ebenso wie das Grobskalenproblem, zu den globalen Gleichungen.

Die Variablen T, u’, [u’] Uber die Interfacesund €, werden so, wie in den Gleichungen (4.14)
—(4.16) und (2.50) angegeben, diskretisiert. Die Diskretisierung der feinskaligen Verschiebun-
gen u’ und des Lagrange-Multiplikators 2 muss der Inf-Sup—Bedingung gentigen, siehe Ba-
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buska (1973) oder auch Braess (1997). Diese Bedingung schrankt bei festgelegter Diskretisie-
rung fur u’ den Ansatzraum fur A "nach oben” ein. Haben A und u'y, bzw. u’s dieselbe
Ansatzordnung auf I's, Wie es bel punktweiser Umsetzung der Nebenbedingung nach Glei-
chung (5.29) automatisch der Fall ist, so ist die Inf-Sup—-Bedingung gerade noch eingehalten.
Alle niedrigeren Ansatzordnungen fir 4 gentigen ebenfalls der Inf—Sup—Bedingung.

Bei punktweiser Umsetzung der Nebenbedingung wird 4 durch ny,,, Freiheitsgrade | je Fein-
skalenknoten auf den Randern I'ns diskretisiert. Die Lagrange-Multiplikatoren A sinddannein-
zelne, diskrete Knotenwerte und keine kontinuierliche Funktion, siehe Bild 5.21. Entlang eines
Randes I'ys werden die FreiheitsgradealsL = | jnzfl l; bezeichnet.

Bei der kontinuierlichen Variante der Nebenbedingung werden in dieser Arbeit polynomiale p—
hierarchische Ansétze entlang eines Randes ', der Form

A=A=N, L, oA = oAM= N, oL (5.32)

eingesetzt. Der Tréager der Ansatzfunktionen N, reicht dabei jeweils tber den ganzen Rand ',
sieheBild5.21. Damit dielnf-Sup—Bedingung eingehalten wird, darf hierbel A héchstensdurch
gleich viele Fretheitsgrade wie u’ auf I'ys diskretisiert werden, wie esin Bild 5.21 der Fall ist.
Inwiefern die Genauigkeit, mit der die Nebenbedingung (5.11) erfullt wird, fur eine deutlich ge-
ringere Anzahl an Freitheitsgraden fur 4 alsfur u’ bereits befriedigend ist, wird in nachfolgen-
dem Beispiel geprift.

J

Iims

N; N, N3 N,
[ 1] Me=Y10Y = T[] dA
j ms
(knotenweise) (kontinuierlich)

Bild 5.21: Diskretisierung des Lagrange-Multiplikators, knotenweise vs. kontinuierliche
Variante

Die von Wohlmuth (2000) und Huebner & Wohlmuth (2005) fur Mehrkdrperkontaktprobleme
vorgeschlagenen dualen Ansétzefir A, diein Verbindung mit einer entsprechenden Transforma-
tion der Randfrei heitsgrade eine Entkopplung der Gleichungen fur die Lagrange—Freiheitsgrade
bewirken, sind hier |eider ungeeignet. Die notwendige Transformation wiirde eine Kopplung der
Feinskal enprobleme nach sich ziehen.
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Nach Linearisierung der diskretisierten schwachen Form erhadt man das folgende Gleichungs-
system. Es unterscheidet sich durch die umrahmten Terme bzw. Gleichungen vom diskreten li-
nearisierten Zweiskalenproblem mit Nullrandbedingung (Gleichung (4.21)).

— Grobskalenproblem : (5.33)

T
K DAI?'“—I—Z(KSI'D, AD' 4 KEL AEL - -R

— Nebenbedingungen fir jeden Rand [y :

Gm AD' i Y+ Gs AD"{*Y = - Rl

In jedem Grobskalenelement € in 2’ :
— Feinskalenproblem :

nE

r
KEI Ad:;—l K%riDrAD’li;-l-l'K%riE AEie+l+Z(G ALH—l)ﬂ =— R'&I —Z(R’&B)p_m
j=1 |

mg

— Nichtlokale Verzerrung :

—|+1

g, gi ri+1 gi i+1 — gi
K& ! Ade K&L, AD'*1+ KEL AEL = - R

n{ ist die Anzahl der Freiheitsgrade L auf dem einzelnen Rand I'ys und D' /S| . der Vektor
der Feinskalenverschiebungsfreiheitsgrade der Elemente m bzw. s auf I's.

Die Matrizen G, der Dimension [nf X 2nn;] und die Residuen R'yg der Dimension [n'S;
X 1] und R der Dimension [n/l X 1] sind bel kontinuierlicher Formulierung der Nebenbedin-
gung durch

Gm/s=:l:f NI N'dA, R =ij N'TA' dA, RI =J NT [u] dA  (5.39)
I I I

ms ms ms

definiert.

Bei punktweiser Erflllung der Nebenbedingung hat G, /s dieEintrage” + 1” inden Spalten der
Freiheitsgrade D’ | /S| .. inder Zeiledeszugehdrigen L agrange—Freiheitsgrads, sonst Null—Ein-
trage. R'\g hat die Eintrage” + |' 7 in den Zeilen der Feinskalenknoten, die auf I'ys liegen,
sonst Nulleintrége und R hat die Eintrage” [d'']” in den Zeilen der zu diesen Verschiebungen
zugehorigen Lagrange—Freiheitsgrade.

DieMatrix G der Dimension | n/1 X n'S] entsteht aus Gm/S durch Erweiterung mit Nullspalten
auf ale Feinskalenverschiebungsfreiheitsgrade D' des Grobskal enelements. Fr die Definitio-
nen der weiteren, bereits eingeftihrten Matrizen und Vektoren sei auf Gleichung (4.22) verwie-
sen.
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Am Gleichungssystem (5.33) kann man die Bedeutung der | nf—Sup—Bedingung fr diediskreten
Gleichungen erkennen: Wirde A mit héherer Ansatzordnung als die Feinskal enverschiebungen
u'm bzw. u’'s auf I'ys angesetzt, hétte die Matrix G : = [Gm G4 nicht mehr vollen Rang. Das
Gleichungssystem (5.33) wirde dadurch singulér. Dass die Matrix G vollen Rang hat, ist eine
notwendige, wenn auch nicht hinrel chende Bedingung, damit die Inf-Sup—-Bedingung erfilltist,
siehe Zienkiewicz et a. (2005).

DieL 6sung des Gleichungssystems (5.33) im Rahmen einer inkrementel|-iterativen Pfadverfol -
gung erfolgt wiein Abschnitt 4.4 beschrieben. Die unveranderlichen Matrizen G, und Gg brau-
chenjewells nur einmal aufgestellt zu werden, wenn der jeweilige Rand 'y in das Feinskalen-
gebiet 2" aufgenommen wird. Die Lagrange-Freiheitsgrade L, deren Anzahl mit Ausbreitung
des Feinskalengebiets 2’ zunimmt, z&hlen zu den globalen Variablen, die nicht durch statische
Kondensation lokal eliminiert werden konnen. Bel punktweiser Umsetzung der Nebenbedin-
gung entspricht der Ldsungsalgorithmus des Feinskalenproblems der Gebietszerlegungsme-
thode FETI (Farhat et al. (1998)).

e Numerisches Beispiel: Methode der Lagrange-Multiplikatoren

Anhand desBeispielsausAbschnitt 5.2.2 soll diskutiert werden, welcher Ansatzgrad fir dieDis-
kretisierung des Lagrange-Multiplikators A hinsichtlich Genauigkeit und Robustheit desZwei-
skalenmodellssinnvoll ist. Bei diesem Beispiel ist die feinskalige Verschiebung auf den Kopp-
lungsrandern durch 15 Freiheitsgrade je Verschiebungskomponente (x— und y—Richtung)
diskretisiert. Der Lagrange—-Multiplikator wird bel kontinuierlicher (schwacher) Forderung der
Verschiebungskontinuitét (Gleichung (5.28)) vergleichsweisekonstant (1 Freiheitsgrad je Kom-
ponente), kubisch (4 Freiheitsgrade je Komponente) und quartisch (5 Freiheitsgrade je Kompo-
nente) entlang der Kopplungsrander I’y angesetzt. Desweiteren wurde A fir die punktweise
Forderung der Verschiebungskontinuitét entsprechend Gleichung (5.29) mit 15 Freiheitsgraden
je Komponente entlang der Kopplungsréander diskretisiert. Eine Feinskal enlésung dient als Re-
ferenz.

Das schwache Erfiillen der Ubergangsbedingung mit niedrigerem Ansatzgrad fir A als fir u’
weicht die Systemkinematik auf und fuhrt zu unteren Grenzen der Systemantwort, siehe Bild
5.22 (al), (a2) und (a3). Das Antwortverhalten unter diesen Nebenbedingungenist daher sproder
alsdieFeinskal enl bsung. Je hoher der Ansatzgrad fUr A, desto genauer approximiert die System-
antwort die Feinskalenldsung.

Das punktweise Erfilllen der Ubergangsbedingung fuihrt, wie zu erwarten, auf eine Losung, die
die Feinskal enl 6sung aul3erordentlich gut approximiert (Bild 5.22 b)). Die hier auftretenden ge-
ringen Abweichungen von der Feinskalenldsung entstehen durch die homogenen Randbedin-
gungen an die nichtlokale Verzerrung an den Grobskalenelementrandern. Diese Problematik
wird in Abschnitt 6.1.3 ndher untersucht.
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FIN/mm?]

30,0
al) konstant
20,0/ (ad) Or(1a2?nkubisch (b) punktweise Lagrange
(a3) quartisch
10.0. Lagrange Fei nSkalenlosung
0 ‘ ‘ : Uy[eem]
0 0,2 0,4 0,6

Bild 5.22: Last—Verformungs—\Verhalten: Vergleich zwischen Zwei skalenl dsungen und FSL

Feinskalenldsung (b) punktweise Lagrange

Schadigung D
bzw. Dy
MW 10

B 00

(a3) quartisch Lagrange

ux = 0,26um Uy = 0,47um ux = 0,49um
Bild 5.23: Deformation (Uberhdhungsfaktor 10,0) und Schadigungsverteilung

Die zu groRe kinematische Freiheit bei schwacher Erfiillung der Ubergangsbedingung mit nie-
drigen Ansétzen fur den Lagrange-Multiplikator 4 und die Testfunktion 04 im Vergleich zu den
Ansdtzen fur u’ aul3ert sich in inkompatiblen Verschiebungen an den Kopplungsréndern, siehe
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Bild5.23(al), (a2), und (a3). Dasverursacht indiesem Beispiel fur aledrei betrachteten Varian-
ten (konstante, kubische und quartische Ansétze fur A) Schadigungsverteilungen, die das tat-
séchliche Lokalisierungsverhalten nicht genau erfassen und jeweils zur Divergenz der numeri-
schen Berechnungen fuhren. Die Deformationszustande (al), (a2), und (a3) in Bild 5.23 stellen
jewelils den letzten Beanspruchungszustand dar, in dem Konvergenz erreicht werden konnte.

Bei punktweiser Erflllung der Ubergangsbedingung dagegen zeigt das lokale Verhalten des
Zweiskalenmodells (Bild 5.23 (b)) eine sehr gute Ubereinstimmung mit der Feinskalenlésung.

Im betrachteten Beispiel flihrt die schwache Umsetzung der Nebenbedingung mit deutlich gerin-
gerem Ansatzgrad fur A alsfir u” auf I's zu unbefriedigenden Ergebnissen sowohl in Bezug
auf die Genauigkeit als auch auf die Robustheit, wahrend die punktweise Berlicksi chtigung der
Nebenbedingung (gleicher Ansatzgrad fir 4 und u’) sehr genaue Ergebnisseliefert. Dienumeri-
sche Stabilitét der punktweisen Variante ist ebenso gut wie die der Feinskalenberechnung. Ein
Nachteil der punktweisen Umsetzung kann die unter Umsténden grof3e Anzahl an zusétzlichen
globalen Freiheitsgraden L sein.

5.3.3 Umsetzung mit der erweiterten Lagrange-Multiplikatoren—M ethode

Die erweiterte Lagrange-Multiplikatoren—-Methode ist eine Kombination der Strafterm— und
Lagrange-Multiplikatoren-Methode. Laut L uenberger (1984) versucht sie, die Vorteile beider
M ethoden miteinander zu vereinen, um die Nebenbedingung exakt jedoch ohne zusétzliche Frei -
heitsgrade zu erfillen, sieheauch Anhang A1.3. Dieswird durch einiterativesVorgehen erreicht,
bei dem der Lagrange-Multiplikator A in den Iterationsschritten € — ¢ + 1 jeweils konstant
gehalten wird und somit keine Variable darstellt. Die Ersparnis der Lagrange-Freiheitsgrade
geht jedoch im Vergleich zur "reinen” Lagrange-Multiplikatoren—Methode mit zusétzlichen
Iterationen einher.

Das erweiterte Lagrange—Funktional ist bei punktweiser Forderung der Nebenbedingung durch

nn

Myg(d) = (A7 [d]), + 1> (1417[d7), - (5.35)
=1

j=1
gegeben. Der knotenweise L agrange-Multiplikator A sei hierbei konstant. Die Aquivalenz der
Strafterm— und Lagrange—Funktionale
AT [d] = € [d]T[d] (5.36)
nutzend, kann der knotenwel se L agrange—Multiplikator A durchdie” update’—Vorschrift 1. Ord-
nung

AL =20+ e [d¢FY (5.37)

aktualisiert werden (siehe L uenberger (1984)). Die Steigung zwischen [d'] und (A¢T1 — 19) ist
der Parameter €. Er beeinflusst deshalb offensichtlich das Konvergenzverhalten der Nebenbe-
dingungsiteration. Die Nebenbedingung verandert das Feinskal enproblem der schwachen Form
(4.18). In jedem Grobskaenelement e gilt V 6d'":
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— Feinskalenproblem:
S, I1° = 8, 11§ + 6,115z = 0 (5.38)
N
siehe Gleichung (4.18)

NN nNng 1
H R 1e\Tr A’ T _ H R
mit o, Iljg:= =+ [Ze ((6d 9'[d ])j + j;/lj 1] und 1= [ 1 im 2-dim.

j=1

Die anderen Gleichungen der schwachen Form (4.18) bleiben unveréndert. Wie bel der Straf-
term—Methode wird die entstehende Kopplung der Feinskal engleichungen benachbarter Grob-
skalenelemente durch die nichtkonsistente Linearisierung des Nebenbedingungsterms um den
aktuellen Zustand i + 1

5U’Hﬁié+l ~ + [jnznze (6d/e,i+1)T(d/e,i+1 _ drn,i)j + jngnzle 1] (5.39)

aufgehoben. DieVariablen U, u’ und &, werden nach den Gleichungen (4.14) —(4.16) und (2.50)
diskretisiert. Mit der Approximation (5.39) lautet dann die linearisierte schwache Form:

— Grobskalenproblem:
1 Nde _
i it i ri+1 i i+1 - _ B
Kiyp 4D ") (Ke 4D/ KEL AEL ) --R
e=1
In jedem Grobskalenelement € in Q' : (5.40)
— Feinskalenproblem:
nf
i it i i1 . 1 _ il i
KEl Ade " +(K&L, +|e M®) 4D HHKE L AE R Zl(R )y,
J:

— Nichtlokale Verzerrung:

KELAde ~+ KB, AD'[Fh+KEL AELH! = - R,
M® der Dimension [n’'§ s x n'S] hat auf der Hauptdiagonalen " 1" — Eintrége fur die Feinskar
len—Verschiebungsfreiheitsgrade, die auf I liegen, sonst Nulleintrage. Das Residuum R’ g
der Dimension [n'S; x 1] hat dieEintrége” + (e ([d'4]) + A4 mita = 1..ng, inder Zeile
der Feinskalenverschiebungsfreiheitsgrade, die auf I’ liegen, sonst Nulleintrage.

Der Losungsalgorithmus wird in gleicher Weise wie bei der Strafterm—M ethode beschleunigt,
siehe Abschnitt 5.3.1. Zur iterativen Anpassung des Lagrange-Multiplikators wird die inkre-
mentel |-terative Pfadverfolgung (Algorithmus 4.1) durch die @uf3ere ” update”’—Schleife (Index
€) zum sogenannten Uzawa-Algorithmus erweitert, siehe Bertsekas (1984) oder Wriggers
(2002).
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(i) Input
Globale Initialisierung

(if) Globale Lastschrittschleife (Index k)
(itf)  Nebenbedingungs-terationsschleife (Index ¢)

(iv) Gleichgewichts-terationsschleife (Index i)
Schritte (iv) — (xxiv) des Algorithmus 4.1
—i+1

(v)  Losung erweitertes Grobskalenproblem — D, 3
(vi) fallskeine Konvergenz des Gleichgewichts: i <= i + 1 goto (iv)
(vii) Schleife Gber Feinskalenknoten auf den Kopplungsrandern I
(viii) Aktualisierung der Lagrange-Multiplikatoren (Gleichung (5.37))
(ix) falskeine Konvergenz der Nebenbedingung: ¢ < ¢ + 1 goto (iii)
(xxvii) Aktualisierung Geschichtsvariablen, Rickrechnung zu Spannungen, Output
(xxviii) k <= k + 1 goto (ii)

Algorithmus 5.1 Uzawa—Algorithmus

e Numerisches Beispiel: Erweiterte Lagrange-Multiplikatoren—M ethode

Fir dasBeispiel, dasbereits zur Untersuchung der Strafterm—M ethodein Abschnitt 5.3.1 vorge-
stellt wurde, wird nun der Einfluss des Parameters e auf die Konvergenzeigenschaften der zu-
sétzlichen Nebenbedingungsiteration des Uzawa—Algorithmus 5.1 analysiert. Als Fehlermal
wird die Abweichung von der knotenweise zu erfillenden Nebenbedingung [d'] = 0 in Form
von

nn;

NBer := > \/[d’x]z + [d'y]2 / m, (5.41)
i=1

eingefuhrt. InBild 5.24 ist linksdie Anzahl an Nebenbedingungsiterationen, die bendtigt wurde,
um einegewahlte Fehlertoleranzvon NBeg; = 1,0 - 10~® m zuunterschreiten, iiber dem Para-
meter e aufgetragen. Rechtsist das Konvergenzdiagramm dieser Iteration fur unterschiedliche
Werte von e[kN/mm] angegeben.
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Anzahl benétigter Iterationen NBer [M] K onvergenzdiagramm

100 5101
75-
50. 5-106-
25-
0 . ‘ . 5-1077
0 25 50 75 100 1 100

Parameter e[kN/mm] Iterationen ¢

Bild 5.24: Konvergenzeigenschaften der erweitereten Lagrange-Multiplikatoren—Methode

Das linke Diagramm zeigt, dass die Anzahl bendtigter Iterationen tatséchlich vom Parameter e
abhangt. Fur das betrachtete Beispiel nimmt die Anzahl notwendiger Nebenbedingungsiteratio-
nenbise = 25kN/mm sehr schnell auf 5 Iterationen ab, stagniert dann jedoch bei weiterer Stei-
gerung von €. Am Konvergenzdiagramm (rechts) erkennt man, dass die erwartete lineare Kon-
vergenz der " update”—\Vorschrift (5.37) erreicht wird. Je grof3er der Parameter e, desto kleiner
ist der anfangliche Fehler, daftr wird die optimal e K onvergenzrate zunehmend spéter erreicht.

Im Kontext des hierarchischen Zweiskalenmodells ist zusétzlich zu beachten, dass die, wegen
der Approximation (5.39) notwendigen, beschleunigenden Mal3nahmen fir die Gleichge-
wichtsiteration i umso wirkungsvoller sind, je kleiner der Parameter e ist. Insgesamt empfiehlt
essich daher, e nicht ”sinnlos’ grol3 zu wéahlen. Fur dieses Beispiel ist essinnvoll, e im Bereich
zwischen 15 kN/mm und 25 kKN/mm zu wahlen.

Mit der erweiterten Lagrange—-M ethode kann diesel be Genauigkeit wiemit der "reinen” Lagran-
ge-Methode erreicht werden. Die K onvergenzordnung der Nebenbedingungsiterationist jedoch
nur linear. Schon fir dieses kleine Beispiel mit nur einem Kopplungsrand wurden mindestens
5 Nebenbedingungsiterationen bendétigt. Das weist darauf hin, dassin vielen Fallen die "reine”
Lagrange-Multiplikatoren—Methode trotz der zusétzlichen Freiheitsgrade die effizientere Va-
riante darstellt.

54  Fazit

Das K apitel gab einen Uberblick tiber unterschiedliche Nebenbedingungen fiir die feinskaligen
Verschiebungen im Zusammenhang mit der Annahme eines lokalen Tragers.

Es zeigte sich, dass die Nullrandbedingungen (stark oder schwach) im Kontext inelastischen,
entfestigenden Material verhaltens zu recht ungenauen L 6sungen fiihren, wahrend die L 6sungen
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bei Verwendung der Ubergangsbedingung [u’] = 0 nahezu exakt seinkonnen. Zur Realisierung
dieser Ubergangsbedingung wurden drei Mdglichkeiten vorgestellt.

DieMethodeder Lagrange—M ultiplikatoren bringt die Nebenbedingung mit Hilfeeiner zusétzli-
chen Variablen in die Formulierung ein. Bel der Strafterm— und der erweiterten Lagrange-Me-
thode wird die Nebenbedingung ohne zusétzliche Freiheitsgrade verwirklicht, daf ir sind bei der
erweiterten Lagrange-Methode zusétzliche Iterationen erforderlich. Die Nebenbedingungs-
terme der Strafterm— und der erweiterten Lagrange-Methode kénnen im Kontext des hierar-
chischen Zweiskalenmodells nicht konsistent linearisiert werden, da sonst die Lokalitét der
Feinskalenprobleme verloren geht. In diesem Zusammenhang wurde eine viel versprechende
extrapolationshasierte Beschleunigungsmalinahme eingefihrt und getestet.

Fir einedifferenzierte Bewertung der vorgestellten Nebenbedingungen sind systematische, ver-
gleichende Untersuchungen notwendig, dieim folgenden Kapitel durchgeftihrt werden. Hierbel
wird eine quantifizierende Genauigkeitsanalyse des Zweiskalenmodells fur die unterschiedli-
chen Nebenbedingungen vorgenommen. Dartber hinaus ist die Effizienz des Zweiskalenmo-
dellsvon grofRem I nteresse. Deshalb werden diejeweiligen Nebenbedingungen anhand von Ver-
gleichen der Rechenzeit bezlglich ihrer Effizienzeigenschaften bewertet.
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6 Unter suchung der Nebenbedingungen

Dieim vorigen Kapitel eingefihrten Nebenbedingungen zur Ermdglichung eines lokalen Tra
gers fur die feinskaligen Verschiebungen u’ werden in den folgenden Abschnitten 6.1 bis 6.3
anhand numerischer Experimente systematisch analysiert. Im Vordergrund des | nteresses stehen
hierbei Genauigkeit, Effizienz und Robustheit der Zweiskalenmethode. Die Ergebnisse dieser
vergleichenden Untersuchungen werden in Abschnitt 6.4 zusammengefasst.

6.1  Ausbreitung von Lokalisierungsbereichen

DieBeispieledesletzten Kapitel shaben bereitserkennenlassen, dassdas Ausbreiten einer Loka-
lisierungszone tiber Grobskal enel ementrander hinweg eln Problem fir manche der vorgestel lten
Nebenbedingungen darstellt. An einfachen numerischen Versuchen — mit jeweils nur einem
Kopplungsrand — sollen die Nebenbedingungen deshalb gezielt auf die Fahigkeit getestet wer-
den, einesenkrecht, parallel oder schrag tber den K opplungsrand wachsende L okalisierung wie-
dergeben zu konnen. Als Referenz wird jewells die Feinskalenldsung herangezogen. Fir die
Feinskal enberechnung werden die Variablen so fein aufgel 6st wie diefeinskaligen Variablen der
Zweiskalenberechnung.

6.1.1 Versagenszone senkrecht zum Grobskalenelementrand

Der erste Versuch ist mit dem Beispiel aus Abschnitt 5.3.1 identisch. Hierbei handelt essich um
eine Probe aus einem homogenen Reibungsmaterial mit einer geschwéachten Schicht in der
Mitte, sieheBild 6.1. Die Probewird mit zwel Grobskal enelementen diskretisiert und derart be-
ansprucht, dasssich ein Schadigungsband senkrecht tber den Kopplungsrand I™;, ausbreitet. Fur
einedetaillierte Problembeschreibung mit Angabe der M aterial parameter sei auf Abschnitt5.3.1
verwiesen.

geschwéchte Schicht Grobskalendiskretisierung:
2 bilineare Elemente
JERER/EEERERR ("
/ Iy
1,0m 0,2m
Frarrioriniong Feinskal endiskretisierung:
}<¢>\ 2 X 225 bilineare Elemente

Bild6.1: Testbeispiel 1. Geometrie und Diskretisierung (Materialdaten Tabelle 5.2)

Wie die Ergebnisse zeigen, kann das Zwei skalenmodell mit der Ubergangsbedingung [u’] = 0
auf I';,, punktweise realisiert durch die Strafterm—Methode (e = 75kN/mm) bzw. ebenfalls
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punktweise realisiert durch die Methode der Lagrange-Multiplikatoren, die Feinskalenldsung
sehr genau abbilden. Diesist sowohl am Last—Verformungs-Verhalten (Bild 6.2 (a) und (c)) als
auch an den Deformationen sowie der Schadigungsentwicklung (Bild 6.4 (a) und (c) im Ver-
gleich zu Bild 6.3) zu erkennen. Die kleinen Spriinge in der Schadigungsverteilung auf dem
Kopplungsrand sind auf die Randbedingung €,,, = O fir die nichtlokale Verzerrung zuriickzu-
fUhren. Siebeeintrachtigen die Genauigkeit der Zwei skal enl 6sungen insgesamt jedoch nur in au-
[Rerst geringem Mal3e. Die Ergebnisse unter Verwendung der erweiterten Lagrange-Multiplika-
toren—Methode sind nicht von denen der Lagrange-M ultiplikatoren—M ethode zu unterscheiden,
und deshalb hier nicht dargestellt.

Bei kontinuierlicher (schwacher) Formulierung der Ubergangsbedingung mit quartischen An-
sdtzen fur den Lagrange-Multiplikator treten auf dem Kopplungsrand 1", inkompatible Ver-
schiebungen auf (Bild 6.4 (b)), dahier der Ansatzgrad fur A (5 Freiheitsgrade je Komponente)
deutlich kleiner ist als der fir die feinskaligen Verschiebungen auf I";, (14 Freiheitsgrade je
Komponente), vergleiche Abschnitt 5.3.2. Das globale Systemverhalten wird von diesen Ver-
schiebungsinkompatibilitéten jedoch kaum gestort, wie am Last—\Verformungs-Verhalten (Bild
6.2 (b)) zu erkennen ist.

F[N/mm?]

(d) Nullrandbedingung

(b) Lagrange, schwach 4.0.

(a) Lagrange, punktweise

1.0, (e) schwache Nullrandbedingung (©) Strafterm
0,51 é_ Feinskalenldsung
0 T T T
0 0,02 0,04 006 uyfm

Bild6.2: Testbeispiel 1: Last—\Verformungs-\erhalten

Schadigung D
P 10

.

" dEL

Bild 6.3: Feinskalenldsung: Deformation (Uberhdhungsfaktor 3,0) und Schadigung
fir u, = 0,07m

Die Nullrandbedingungen in starker und schwacher Form kénnen die Feinskal enkinematik auf
I';, nicht ausreichend erfassen, wodurch das Wachstum der Schadigung tber 'y, behindert
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wird, sieheBild 6.5 (d) und (e). Die Nullrandbedingung fuihrt zu einer deutlichen Uberschétzung
der aufnehmbaren Last (Bild 6.2 (d)). Mit der schwachen Nullrandbedingung dagegen liegt die
L ast—\Verformungs—Kurve recht nah an der Feinska enlésung (Bild 6.2 (€)). Die Deformationsfi-
gur (Bild 6.5 (€)) macht jedoch deutlich, dassdierel ativ gute Ubereinstimmung dieser integralen
Aussagenur zuféligist. Sieist auf daszuweiche Verhaltenin Grobskalenelement| 1| kombiniert
mit zu steifem, nahezu ungeschadigtem Verhalten in| £ | zuriickzufGhren. Dies wiederum hangt
mit der auftretenden Verschiebungsinkompatibilitat auf 1"y, zusammen.

(a) Lagrange, punktweise

-

(c) Strafterm
Schéadigung D
_aus P 10
N [
— 0,0

Bild6.4:  Zweiskalenmodell mit Ubergangsbedingung:
Deformation (Uberhohungsfaktor 3,0) und Schadigung fir u, = 0,07 m

(d) starke Nullrandbedingung (e) schwache Nullrandbedingung

Bild 6.5:  Zweiskalenmodell mit Randbedingungen:
Deformation (Uberhohungsfaktor 3,0) und Schadigung fir u, = 0,07 m
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6.1.2  Versagenszone schrag zum Grobskalenelementrand

In einem zweiten Versuch wird e ne Probe aus homogenem, ungeschwachtem Material (Tabelle
6.1) im ebenen Verzerrungszustand betrachtet, siehe Bild 6.6. Sie wird so gelagert und belastet,
dass— bei gleicher Grobskalendiskretisierung wie im vorigen Beispiel —eine Schadigungszone
schrég tber den Rand I';, vom Grobskalenelement | 2 | in das Element | 1] hineinwéchst (Bild
6.8). Diefeinskaligen Variablen werden durch 900 bilineare Elementeje Grobskal enelement dis-

kretisiert.

Grobskalendiskretisierung:
0-8F 2 bilineare Elemente
Uy¢ ¢ I
10m ¢
— ' F Feinskal endiskretisierung:
Pﬂ»'_l’o—mﬁ 2 X 900 bilineare Elemente

Bild 6.6: Testbeispiel 2: System und Diskretisierung, Dicket = 1,0 m

elastische Eigenschaften: E = 1000 N/mm? v = 0,2

aguivalente Verzerrung (de Vree): k = 10,0

Schadigungsevolution (exponentiell): x4 = 0,001 a = 0,98 p =10
Gradientenparameter: ¢ = 0,00025 m?

Tabelle 6.1: Testbeispiel 2: Material parameter

Fiir die schwache Nullrandbedingung sowie die Ubergangsbedingung [u’] = 0 mit quartischen
Ansatzen fur den Lagrange-Multiplikator entlang I, tretenim entfestigenden Bereich Konver-
genzprobleme auf. Das Problem ist in beiden Fallen das Auftreten unphysikalischer Deforma-
tionenentlang I'";, im Bereich der Schadigung, sieheBild 6.9 () und Bild 6.10 (b). Diesekdnnen
wegen der unzureichenden Kopplung mit der Nachbarschaft entstehen, wenn die Tragfahigkeit
desMaterialsim Bereich der Kopplungsrander nahezu erschopft ist. Fir die schwache Nullrand-
bedingung ist dies ein unvermeidliches Problem, siehe Abschnitt 5.2.2. Fir die Lagrange-Me-
thode hingegenist hier der Ansatzgrad von 5 Freiheitsgraden je Komponente fir den Lagrange—
Multiplikator 4, verglichen mit den 29 Verschiebungsfreiheitsgraden d’ je Komponenteauf 1';,,
Zu niedrig.

Die Last—Verformungs—Kurve unter der starken und schwachen Nullrandbedingung liegt weit
oberhalb der Feinskalenldsung, siehe Bild 6.7 (d) und (e). Beide Randbedingungen verhindern
in diesem Beispiel die Ausbreitung der Schadigung von Element | 2| nach | 1] vollsténdig. Das
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fuhrt zu einer falschen Vorhersage des Versagensverhaltens, siehe Bild 6.9 im Vergleich zu Bild
6.8.

F[N/mm?]

800- -
200. (d) starke Nullrandbedingung

600- (e) schwache Nullrandbedingung
500-
400+ (a) Lagrange, punktweise
300
200
100

0

(c) Strafterm
— Feinskalenldsung
0 0,01 0,02 0,03 0,04 uy[m]

(b) Lagrange, 4.0.

Bild6.7. Testbeispiel 2: Last—\erformungs—\Verhalten

Die Ubergangsbedingung mit der Strafterm—Methode (e = 100kN/mm) und mit punktweiser
Lagrange-Multiplikatoren—Methode fihrt, wie in den vorigen Beispielen, auf sehr genaue Er-
gebnisse, siehe Bild 6.7 (a) und (c), sowie Bild 6.10 (a) und (c) im Vergleich zu Bild 6.8.

Schéadigung D
P 10

— 0,0

Bild 6.8: Feinskalenldsung: Deformation (Uberhthungsfaktor 10,0) und Schadigung
far u,= 0,012 m

(d) starke Nullrandbedingung (e) schwache Nullrandbedingung

Bild6.9:  Zweiskalenmodell mit Randbedingungen:
Deformation (Uberhohungsfaktor 10,0) und Schadigung fir u, = 0,012 m

121



(a) Lagrange, punktweise (c) Strafterm

(b) Lagrange, 4. Ordnung

i\

Schadigung D
P 10

— 0,0

Bild 6.10: Zweiskalenmodell mit Ubergangsbedingung:
Deformation (Uberhohungsfaktor 10,0) und Schadigung fir u, = 0,012 m

6.1.3  Versagenszone parallel zum Grobskalenelementrand

Bei Regularisierung durch Gradientenerweiterung sind, auf3er den Nebenbedingungen an die
feinskaligen Verschiebungen u’, auch Nebenbedingungen an die nichtlokale Verzerrung ¢, in-
folgedeslokalen Tragersder feinskaligen Variablen zu stellen. Der Frage nach Nebenbedingun-
genfir &, wurdein dieser Arbeit kaum Beachtung geschenkt, dasie fur die grundlegende Kon-
zeption eines hierarchischen Mehrskalenmodells nicht von Bedeutung ist, sondern eher ein
anwendungsspezifisches Problem darstellt. Der Einfachheit halber wird hier die homogene
Randbedingung ¢,, = 0 (Gleichung (2.48)) verwendet, siehe Abschnitt 4.3.

An den Schadigungsverléufen der vorigen Beispieleist zu erkennen, dass diese Randbedingung
auch bei punktweiser Erfullung der Ubergangsbedingung mit der Lagrange—M ethode zu gerin-
gen Abweichungen der Zwei skal enldsung von der Feinskal enl 6sung fuhren kann, siehe Bild 6.4
(@) bis(c) im Vergleich zu Bild 6.3 und Bild 6.10 () und (c) im Vergleich zu Bild 6.8, diejedoch
die Genauigkeit der Zweiskalenlésung nicht weiter beeintréchtigen.

Fur manche Problemstellungen verursacht diese einfache Annahme jedoch deutlichere Unge-
nauigkeiten. Diesist dann der Fall, wenn sich Lokalisierungen parallel entlang einer Grobska-
lenel ementkante entwickel n oder wenn die Grobskal enel ementabmessungen deutlich kleiner als
dieBreitedes L okalisierungsbands sind. Dieses Problem soll an einem Beispiel veranschaulicht
werden. Dafur wird die Probe der vorigen Abschnitte (ungeschwéachtes Material, siehe Tabelle
5.2, ebener Verzerrungszustand) durch diein Bild 6.11 dargestellte Schubbeanspruchung bela-
Stet.
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Grobskalendiskretisierung:

=+ = F 2 bilineare Elemente
Uy ! Iy
10m ¢
= F Feinskal endi skretisierung:
Pm»'_l’o—mﬁ 2 X 900 hilineare Elemente

Bild 6.11: Testbeispiel 3: System und Diskretisierung, Dicket= 1,0 m

Selbst bei punktweiser Erfullung der Ubergangsbedingung [u’] = O mit der Lagrange-Me-
thode kann das Zweiskalenmodell die tatsachliche Schadigungsverteilung und Deformation,
aufgrund der mangel nden Ausbreitung der nichtlokalen Verzerrung tber I';,, nur unzureichend
erfassen, siehe Bild 6.12. Die lokalen Verzerrungen auf dem Kopplungsrand I";, reichen hier
nicht aus, um den Rissfortschritt in dierichtige Richtung zu treiben. Der tatséchliche, leicht ge-
krimmite Rissverlauf kann deshalb nicht wiedergegeben werden.

Zweiskalenlbsung,
Lagrange, punktweise

Feinskalenl6sung

Schadigung D
P 10

Bild 6.12: Deformation und Schadigung fir u, = 0,14 m

Dadurch dehnt sich die L okalisierungszone der Zwei skalenl Gsung Uber einen zu kleinen Bereich
aus, so dass die Traglast und die Duktilitét der Probe unterschétzt werden, siehe Bild 6.13.

FIN/mm?] 0,6
0,41 Feinskalenldsung
0,2- .
| Zweiskaenldsung,
0 —]  Lagrange punktweise

0 002 004 006 008 uym]

Bild 6.13: Testbeispiel 3: Last—\erformungs—\erhalten
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Es kann daher fur Problemstellungen mit Lokalisierungsbereichen, die sich parallel entlang
Grobskalenelementréndern ausbreiten bei Verwendung einer gradientenerweiterten Schédi-
gungsformulierung sinnvoll sein, auch fur dienichtlokal e Verzerrung genauere Nebenbedingun-
gen zu verwenden.

6.1.4 Zusammenfassung

Bereitsfur diese einfachen Testbel spiel e sind die starke und schwache Nullrandbedingung unge-
eignet. Der Einsatz der Ubergangsbedingung [u’] = 0 ist demnach im Zusammenhang mit |o-
kalisierendem Material versagen unumganglich und sorgt, bel adaquaten Nebenbedingungen fur
dienichtlokaleVerzerrung, fir hohe Genauigkeit. Fur Problemstellungen, bei denensich Lokali-
sierungen mit einer gewissen Neigung zu den Grobskal enel ementrandern ausbreiten, hat sich die
einfache Randbedingung ¢,,, = 0 as geeignet erwiesen.

Bei Anwendung der Lagrange-M ethodefiir diekontinuierlich formulierte Ubergangsbedingung
nach Gleichung (5.28) sollte der Lagrange-Multiplikator A mit anndhernd gleichviel Freiheits-
graden wie u’ auf den Kopplungsrandern diskretisiert werden. Anderenfalls kdnnen Verschie-
bungsinkompatibilitéten auf ' auftreten, die die Genauigkeit der L 6sung beeintrachtigen und
zu Divergenz fuhren konnen.

6.2  Genauigkeit und Rechenzeiter sparnis

Am Beispiel einer L —férmigen Scheibe (Bild 6.14) aus homogenem Reibungsmaterial (Tabelle
6.2) soll eine quantitative Genauigkeitsanal yse der Nebenbedingungen fur u’ durchgefihrt wer-
den und der Rechenzeitaufwand der Zwei skal enberechnung im Vergleich zur Feinskal enberech-
nung gemessen werden. Diese L—f6rmige Scheibewurde u.a. von Winkler (2001) experimentel|
untersucht. Hier wird jedoch eine Feinskal enberechnung und nicht das experimentelle Ergebnis
als Referenz verwendet. Das System wird, wie in Bild 6.14 dargestellt, durch 300 bilineare
Grobskalenelemente und im Zweiskalenbereich ', der sich wahrend des Bel astungsprozesses
ausdehnt, durch 25 bilineare Feinskalenelemente je Grobskal enelement diskretisiert.
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\

= Grobskalendiskretisierung:
300 hilineare Elemente

AN

250 mm

N Feinskalendiskretisierung in Q' :
25 bilineare Elemente
je Grobskalenel ement

ANANAN

250 mm

o Dicket =100 mm

250 mm 250 mm

Bild 6.14: L —férmige Schelbe im ebenen Verzerrungszustand: System und Diskretisierung

Fur dieses Beispiel wird die Methode des netzadaptierten Entfestigungsmodul s eingesetzt, um
die Objektivitét der Systemantwort zu gewahrleisten. Damit kann die Auswirkung der Nebenbe-
dingungenfir u’ auf dieL 6sungsqualitét beurteilt werden ohne den—im Falle der Gradientener-
weiterung vorhandenen — Einfluss der Nebenbedingungen fir die nichtlokale Verzerrung ¢,,.

elastische Eigenschaften: E = 10000,0 N/mm? v = 0,2
aquivalente Verzerrung (de Vree): k = 10,0
Schédigungsevolution (mod. power law): x4 = 0,0004 %y = 0,05
a =10 g =20
" netzadaptierter Entfestigungsmodul”: h=50 w = 10,0

Tabelle 6.2: Materialparameter des Reibungsmaterials

Die Bilder 6.16 — 6.17 zeigen die Deformation und Schadigungsverteilung, die sich unter den
verschiedenen Nebenbedingungen im Beanspruchungszustand uy = 1,01mm einstellen. An
der Diskretisierungist die Ausbreitung des Zweiskalenbereichs 2’ in diesem Zustand zu erken-
nen. Q' erstreckt sich tiber die geschadigten Teilbereiche der Struktur. Offensichtlich variiert die
Ausdehnung des Zweiskalengebiets fur die verschiedenen Nebenbedingungen. Die entspre-
chende Feinskalenldsung ist in Bild 6.15 dargestellt.
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Schadigung D
P 10

. 0,0

Bild 6.15: Feinskalenldsung: Deformation (Uberhthungsfaktor 50,0) und Schadigung
far u, = 1,01mm

Lagrange-Methode, punktweise Lagrange-Methode, 2. Ordnung

Q' fur Uy = 1,01mm Q fur U’y = 1,01mm

Strafterm—M ethode erweitert Lagrange

Bild 6.16: Zweiskalenmodell mit Ubergangsbedingung:
Deformation (Uberhthungsfaktor 50,0) und Schadigung fir u, = 1,01 mm
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starke Nullrandbedingung schwache Nullrandbedingung

Ausschnit:

Bild 6.17: Zweiskalenmodell mit Randbedingungen:
Deformation (Uberhdhungsfaktor 50,0) und Schadigung fur u, = 1,01 mm

Wie zu erwarten, stimmt die Losung des Zweiskalenmodells mit der Ubergangsbedingung
[u'] = 0 sehr gut mit der Feinskalenl 6sung tberein. Diese Nebenbedingung wird vergleichend
mit der Lagrange—-Methode, bel quadratischen (schwache Erfillung der Nebenbedingung) und
knotenweisen (punktweise Erfullung der Nebenbedingung) Ansétzen lber die Kopplungsran-
der, der Strafterm—Methode (e = 500kN/mm) und der erweiterten L agrange-Methode aufer-

legt.

Mit der starken und schwachen Nullrandbedingung dagegen kann weder die Deformation noch
die Schadigungsverteilung genau erfasst werden. Die schwache Nullrandbedingung verursacht
auch in diesem Beispiel unphysikalisch oszillierende Verschiebungen auf den Kopplungsran-
dernim geschéadigten Bereich, siehe Bild 6.17, dieim postkritischen Bereich zu Divergenz fiih-
ren, siehe Bild 6.18.

Diehohe Genauigkeit des|okalen Verhaltensbei Anwendung der Ubergangsbedingung und eine
grolere Ungenauigkeit bel Verwendung der Randbedingungen spiegeln sich auch im Last—Ver-
formungs-Verhalten (Bild 6.18) wider.
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F [N/mm?] (a) Nullrandbedingung

401 | (b) schwache Null-RB
30 | (c) Lagrange, punktweise
\
204 (b) @ (d) Lagrange, 2.Ordnung
| (e) Strafterm—Methode
10- :
} » ©) (d) (© (7) (f) erweitert Lagrange
0 : J . : . Feinskal enldsung FSL
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Uuy[mm]

Bild 6.18: Last—Verformungs-\erhalten der L —formigen Scheibe

Diese qualitativen Eindriicke werden quantitativ durch den durchschnittlichen Lo—Fehler der
Zweiskalenlésung u> fur die Verschiebungen

j\/(qu. — u2s)2dy
jdv

U —u | = (6.1)

bestétigt, siehe Tabelle 6.3. Die Feinskalenldsung uFS- wird al's Referenz fiir dieses Fehlermal
herangezogen.

Der durchschnittliche Lo, —Fehler der Zweiskalenlosung mit Ubergangsbedingung liegt bei
punktweiser Umsetzung mit der Lagrange-M ethode und der erweiterten Lagrange-Methodein
der Groélenordnung der Genauigkeitstoleranz des residualen Verschiebungsfehlers, aso ver-
nachl&ssigbar klein. Diese Toleranz ist hier zu 10~ “mm gewahlt. Bei Verwendung quadrati-
scher Ansétze fir den Lagrange-Multiplikator (4 Freiheitsgrade fur u’ im Vergleich zu 3 Frei-
heitsgraden fur A je Komponente auf den Kopplungsrandern) und bei Verwendung der
Strafterm—Methodemit e = 500000N/mm ist der Fehler ebenfallsklein, jedoch nicht vernach-
|&ssigbar. Bei Verwendung von Randbedingungen liegt der durchschnittliche Lo—Fehler noch
eine GrofRenordnung hoher.

Waéhrend dieses” globale” Fehlermal3fiir die Strafterm—Methode viermal so grof3ist wiefir die
Lagrange-Methode mit Ansdtzen 2. Ordnung, ist andererseits der maximale lokale Fehler fur
die Verschiebungen

max. lokaler Fehler := max(‘/(uFSL — uzs_)z) (6.2)
xen
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bei Verwendung der Lagrange-M ethode mit Ansétzen 2. Ordnung siebenmal grof3er alsbel Ver-
wendung der Strafterm—M ethode.

durchschn. L, — Fehler [mm] max. lokaler Fehler [mm]

Gleichung (6.1) Gleichung (6.2)
L agrange—M ethode, punktweise 2,30 - 107 50-10°6
Lagrange-Methode, 2. Ordnung 1,88- 1073 2,7-1071
Strafterm — Methode 5,87 - 1073 4,0- 1072
erweiterte Lagrange-Methode 2,70 - 1077 53-10°°
Nullrandbedingung 6,24 - 1072 2,8-1071
schwache Nullrandbedingung 4,23 - 1072 6,0- 1071

Tabelle 6.3 Globale und lokale Fehlernorm fir uy = 1,01 mm

Dasheil, die Strafterm—M ethode verursacht einen recht kleinen, gleichmaidig verteilten Fehler.
Fur die Lagrange-Methode mit Ansétzen 2. Ordnung hingegen ist der Fehler fast Gberall ver-
nachlassigbar bisauf einen sehr kleinen Bereichiin der Lokalisierungszone, sieheBild 6.19. Man
erkennt daran, dass Testfunktionen 04 mit einem Ansatzgrad, der auch nur geringflgig kleiner
alsder der feinskaligen Verschiebungen auf den K opplungsrandern ist, nicht ausreichen, umdie
Forderung [u’] = 0 exakt zu erflllen. Die Verteilung deslokalen Fehlersist fur die punktweise
Ubergangsbedingung mit der L agrange-Methode nicht dargestellt, da der Fehler in der ganzen
Struktur verschwindend klein ist.

Fur die starke und schwache Nullrandbedingung ist der Fehler sehr grof3, insbesondere im Be-
reich der Lokalisierung, siehe Bild 6.19.
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starke Nullrandbedingung schwache Nullrandbedingung

lokaler Fehler [mm]
P =025
He
. 0,0
|
Lagrange-Methode, 2.0rdnung Strafterm—Methode

Bild 6.19: Verteilung des lokalen Fehlersfir uy, = 1,01 mm

Anhand dieses Beispiels sollen auRerdem die Nebenbedingungen bezliglich des Rechenzeitauf-
wands verglichen werden. Der Effizienzgewinn des Zweiskalenmodells im Vergleich zu einer
Feinskal enberechnung setzt sich aus folgenden drei Anteilen zusammen:

1. Infolge der Lokalitatsannahme zerfallt das Gleichungssystem des Feinskalenproblems in
kleinere, unabhéngige Gleichungssysteme.

2. Diese unabhangigen Feinskalenprobleme kdnnen parallel ohne Kommunikation zwischen
den Prozessoren bearbeitet — d.h. aufgestellt und gel6st — werden (siehe Algorithmus 4.1).

3. DasZweiskalenmodell wird adaptiv nur in den Berei chen eingesetzt, in denen die Auflésung
der Feinskalafur die Genauigkeit der Losung erforderlich ist.

Diesem Effizienzgewinn stehen, je nach Nebenbedingung, unterschiedliche zusétzliche Auf-
wendungen gegentber, diein Tabelle 6.4 aufgelistet sind.
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Nebenbedingung zusétzlicher Aufwand

u’ = 0, stark keiner

lokale Frelheitsgrade d’ je Grobskaenelementrand in Q'

' = 0, schwach o . .
N sehwac lokale Freiheitsgrade L je Grobskalenelement in Q'

[u]l=0 _ . : )

Strafterm lokale Freiheitsgrade d’ je Grobskaenelementrand in Q

[uU]l =0 lokale Freiheitsgrade d’ je Grobskalenelementrand in Q'

Lagrange globale Freiheitsgrade L je Kopplungsrand in Q'

[uU]=0 lokale Freiheitsgrade d’ je Grobskalenelementrand in £
erweitert L agrange zusitzliche Iterationen

Tabelle 6.4 Aufwand der jeweiligen Nebenbedingungen

Fir das Beispiel der L —formigen Scheibeist in Bild 6.20 die CPU-Zeit zur Losung der Glei-
chungssysteme auf einem Prozessor im Lastschritt von uy = 1,0mmbisuy = 1,01mm (post-
kritischer Bereich) angegeben. Um die gesamte Zeitersparnisin die Anteile der Adaptivitat und
der Lokalitétsannahme aufspalten zu kénnen, wird auch die entsprechende CPU-Zeit einer
adaptiven Feinskalenberechnung gemessen (FSL, adaptiv).

| jeweiliger Mehraufwand
} durch Nebenbedingung
e

Nullrandbedingung

} L okalitatsannahme Adaptivitét

- |- !
i I Feinskal enl6sung
! FSL, adaptiv

schwache Nullrandbedingung

Strafterm

Lagrange, punktweise

Lagrange, 2.0rdnung

erweltert Lagrange
0O 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 6,0 [9

Bild 6.20: CPU—Zeit zum L6sen der Gleichungssysteme in einem Lastschritt
auf einem Prozessor

Fir diesesBeispiel ist die Zwei skalenl 6sung 2— bis9— bzw. 9— bis30—mal schneller alsdieadap-
tive bzw. nicht adaptive Feinskalenlsung. Dabei ist die Ubergangsbedingung bei Verwendung
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der erweiterten L agrange—M ethode am zeitaufwandigsten, die Nullrandbedingung am effizien-
testen. Diepunktweise Lagrange-Methodeist bei gleicher Genauigkeit deutlich schneller alsdie
erweiterte Lagrange-Methode. Die zusétzlichen Iterationen zur Aktualisierung des Lagrange—
Parameters bel der erweiterten Lagrange-M ethode nehmen beim L 6sen des Gleichungssystems
hier wesentlich mehr Zeit in Anspruch als die zusétzlichen Freiheitsgrade fur A der Lagrange—
M ethode. | nteressanterweiseist die Ubergangsbedingung in Verbindung mit der Strafterm—Me-
thodebei diesem Beispidl effizienter alsdie schwache Nullrandbedingung und fuhrt gleichzeitig
zu wesentlich genaueren Ergebnissen. Wahrend die schwache Nullrandbedingung die lokalen
Gleichungssysteme um die Lagrange-Freiheitsgrade L vergrofiert, kommt die Strafterm—Me-
thode ohnezusétzliche Frei heitsgrade aus und bendtigt hier, dank der extrapol ationsbasierten be-
schleunigenden Mal3nahmen, ebenso wenige Gleichgewichtsiterationen wie die Feinskalenl 6-
sung.

6.3  Waeitere Effizienzbetrachtungen

Fir Anwendungen, bei denen der Einsatz des Zwei skalenmodells auf Teilbereiche der Struktur
begrenzt werden kann, sind Grob—und Feinskal endiskretisierung jewells so zu wahlen, dassder
Diskretisierungsfehler in Q2 und Q' tolerierbar ist. Zum Thema Diskretisierungsfehler wird hier
auf Stein & Riter (2004) verwiesen. Dartiber hinausmussenin ' die Materialkomponenten und
die Versagenszone aufgel 6st werden kdnnen. Wird dagegen das Zweiskalenmodell in der ge-
samten Struktur eingefihrt, stellt sich die Frage, ob esein optimales Verhal tnis zwischen Grob—
und Feinskal enel ementabmessungen hinsichtlich des Rechenzeitaufwands gibt. Die Netzfein-
heit der Feinskalendiskretisierung ist dabeli durch den Diskretisierungsfehler festgelegt. Die
Existenz eines solchen optimalen Diskretisierungsverhaltnisses ist zu vermuten, da die beiden
Extremfélle "ein Grobskalenelement fir die ganze Struktur” und ”ein Grobskalenelement je
Feinskalenelement” jeweils mindestens so rechenzeitaufwandig wie die Feinskal enberechnung
sind. Die Frage, in welcher Grofsenordnung sich das optimale Diskretisierungsverhéltnis be-
wegt, soll in Abschnitt 6.3.1 anhand eines Beispiels untersucht werden. Fur dasselbe Beispiel
wird die mogliche Beschleunigung der Rechenzeit durch Nutzung mehrerer Prozessoren (Paral -
lelisierung) in Abschnitt 6.3.2 analysiert.

Betrachtet wird einegekerbte Probe, sieheBild 6.21, aushomogenem Reibungsmaterial (Tabelle
6.5), die unter der angegebenen Beanspruchung diein Bild 6.22 dargestel Ite Schadigungsvertei-
lung entwickelt. In Bild 6.22 sind die Feinskal enl 6sung und exemplarisch die L 6sung des Zwei -
skalenmodells bei punktweiser Erfiillung der Ubergangsbedingung mittels L agrange-Multipli-
katoren—M ethode angegeben.
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elastische Eigenschaften: E = 18000 N/mm?
aquivalente Verzerrung (de Vree): k = 10,0
Schédigungsevolution (mod. power law): %o = 0,00021

" netzadaptierter Entfestigungsmodul”: h=125

y=0,2

#y = 0,035

w = 13,75

Tabelle 6.5: Materialparameter des Reibungsmaterials

EEEEEREEEEEEY

Dicke
t=1,0mm

45 mm 15 mm 45 mm

EEEREREERERRY:
105 mm

Bild 6.21: Gekerbte Probe: System und Diskretisierung

Zweiskalenmodell,
Lagrange, punktweise

Feinskalenldsung

Feinskalendiskretisierung:
Elementgrofie h = 0,625 mm

Ebener Verzerrungszustand

Schédigung D
P 10

. 0,0

Bild 6.22: Deformation (Uberhdhungsfaktor 50,0) und Schadigung fir u=0,02 mm
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6.3.1 Optimales Diskretisierungsver haltnis

Um fur dieses Beispiel das optimale Verhdltnis zwischen der Anzahl an Fein—und Grobskalen-
elementen zu bestimmen, wird —obwohl hier eigentlich nicht erforderlich — das Zwei skalenge-
biet in der gesamten Struktur eingefihrt. Diefeinskaligen Verschiebungen werden durch 27648
bilineare Elemente der Abmessung h = 0, 625mm diskretisiert. Die Grof3e der Grobskalenele-
mentewird variiert. FUr diein Tabelle 6.6 angegebenen Verhal tnisse zwischen Grob—und Fein-
skalendiskretisierung wird die CPU—Zeit zur Losung der Gleichungssysteme im jewells ersten
Iterationsschritt eines Lastschrittsim entfestigenden Beanspruchungsbereich auf einem Prozes-
sor bestimmt. Die entsprechend gemessenen Zeiten sind fur die unterschiedlichen Nebenbe-
dingungen in Bild 6.23 aufgetragen.

Anzahl an Feinskalenelemen-
ten je Grobskalenelement

Anzahl an Grobskalen-
elementen

Elementabmessung der
Grobskalenelemente [mm)]

4 9 16 36 64 144 576

6912 | 3072 | 1728 | 768 432 192 48

125 | 1,875 | 25 3,75 5 7,5 15

Tabelle 6.6 Verhaltnisse zwischen Grob— und Feinskal enelementanzahlen

1

6.0- T Feinskal enrechnung
2, .
= 9.0 Zweiskalenmodell i ...
D
'\ll 4.0 punktweise Lagrange
o 3,0
o
O 2,01

1,0- Strafterm

0 Nullrandbedingung

0 100 200 300 400 500

Anzahl an Feinskalenelementen je Grobskal enel ement

Bild 6.23: CPU—Zeit zur Losung der Gleichungssysteme in einem Iterationsschritt

Die Untersuchung bleibt, der Ubersichtlichkeit halber, auf die Nullrandbedingung sowie die
Ubergangsbedingung mit punktweiser Lagrange-Multiplikatoren— und Strafterm—Methode
(e = 500000N/mm) begrenzt. InBild 6.23ist zum Vergleich auch die entsprechende, benétigte
Zeit der Feinskalenberechnung von 6,9 s eingetragen.

Neben der Zeitersparnis der Zweiskalenmethode gegentiber der Feinskal enberechnung zeigt
sich, dassestatsachlich ein optimal es Verhal tnis zwischen Grob—und Feinskal endiskretisierung
hinsichtlich der Rechenzeit gibt. Dieses optimale Verhdtnis hangt neben der Problemstellung
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und der Nebenbedingung von vielerlei Einfllssen ab, unter anderem von der Implementierung,
der Programmiersprache, dem Compiler, dem Gleichungsl 6sungsal gorithmus sowie der Rech-
nerplattform.

Die benttigte Zeit zur Losung der Gleichungssysteme in einem Iterationsschritt setzt sich aus
der Zeit zur L6sung des globalen, erweiterten Gleichungssystems (4.28) und den Zeiten zur L 6-
sung der lokalen Feinskalenprobleme (Gleichungen (4.26) und (4.27)) in den einzelnen Grob-
skalenelementen in Q' zusammen. FUr eine genauere Betrachtung wird die Gesamtzeit (Bild
6.23) fir die einzelnen Nebenbedingungen nachstehend jeweils in diese beiden Anteile aufge-
spalten.

e Nullrandbedingung

Fur die Nullrandbedingung nimmt die Anzahl der Grobskalenfreiheitsgrade d mit zunehmen-
dem Verhdtnis zwischen Fein— und Grobskal enelementen ab. Dadurch nimmt, wiein Bild 6.24
(b) zu erkennen, die CPU-Zeit zur L 6sung desglobal en Gleichungssystems (4.28) ab. Gleichzei-
tig steigt mit der Anzahl an Feinskalenelementen je Grobska enelement die Zeit zum L dsen der
lokalen Gleichungen (4.26) und (4.27) (siehe Bild 6.24 (a)). Zwar nimmt die Zahl der Grobska-
lenelemente ab, in denen jeweils das Feinskalenproblem zu |6sen ist, doch Uberwiegt die Tatsa-
che, dassdie Anzahl der Freiheitsgrade der |okalen Gleichungssysteme wéachst. Dartiber hinaus
wéchst die Gesamtanzahl an Feinskalenfreiheitsgraden d’ in € mit dem Verhéltnis zwischen
Fein—und Grobskal enelementen, denn die Anzahl der Freiheitsgrade d’, die auf einem Grobska-
lenelementrand liegen und aus den lokalen Gleichungssystemen eliminiert werden, nimmt ab.

2,0+
. (c) Gesamtzeit
2 1,5
D
N
:') 1,04 (a) Lokale Gleichungssysteme (4.26) und (4.27)
T
O

0,5 (b) Globales Gleichungssystem (4.28)

V.

0. 100 200 300 400 500

Anzahl an Feinskalenelementen je Grobskal enel ement

Bild 6.24: Nullrandbedingung: Aufspaltung der CPU—Zeit in Anteile zur Losung
des globalen Gleichungssystems und der |okalen Gleichungssysteme

Diese gegenlaufigen Einfllsse fUhren dazu, dass es ein optimal es Verhél tnis zwischen Fein—und
Grobskalendiskretisierung gibt, fur das die Gesamtzeit minimal wird. Dieses Optimum wird in
diesem Beispiel bei 16 Feinska enelementen je Grobskalenelement erreicht, siehe Bild 6.24 (c).

135



 Ubergangsbedingung, Strafterm

Dieselben Einfliisse treten auch fir die mit der Strafterm—M ethode umgesetzte Ubergangsbe-
dingung auf. Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Anzahl der Feinskalenfreiheits-
grade d’ je Grobskalenelement grof3er als bei der Nullrandbedingung ist, da die auf den Kopp-
lungsrandern liegenden Freiheitsgrade d’' nicht zu Null gesetzt werden. Somit ist die Zeit zur
L 6sung der lokalen Gleichungen etwas grofer als bei der Nullrandbedingung, siehe Bild 6.25
(). Die Steigung dieser Kurveist jedoch geringer alsbei der Nullrandbedingung, damit zuneh-
mender Anzahl an Grobskalenelementrandern die Gesamtanzahl an Freiheitsgraden d’ in £2 zu-
nimmt, wahrend sie bei der Nullrandbedingung abnimmt. Die Ursache hierfir liegt darin, dass
d’" auf diesen Randern as” doppelter” Freiheitsgrad auftritt.

Dasoptimale Verhdtnisliegt auch bel der Strafterm—M ethodefur diesesBeispiel bel 16 Feinska-
lenelementen je Grobskalenelement (Bild 6.25 (C)).

3,0

25/ /() Gesamtzeit
'W i)
= 2,04
" 15
:l, ' (a) Lokale Gleichungssysteme (4.26) und (4.27)
T 10-
© 05 (b) Globales Gleichungssystem (4.28)

O T T T T T
0 100 200 300 400 500

Anzahl an Feinskalenelementen je Grobskalenelement

Bild 6.25: [u’] =0, Strafterm: Aufspaltung der CPU—Zeit in Anteile zur LOsung
des globalen Gleichungssystems und der |okalen Gleichungssysteme

 Ubergangsbedingung (punktweise), L agrange

Bei der punktweisen Lagrange-M ultiplikatoren—Methode nimmt die Ldsung der lokalen Fein-
skalenproblemejeweilsgleich viel Zeitin Anspruch wiebei der Strafterm—Methode, siehe Bild
6.26 (). Dafur steigt mit der Anzahl an Grobskalenelementréndern die Anzahl globaler Frei-
heitsgrade nicht nur durch die Grobskalenfreiheitsgrade d sondern vor allem durch die La-
grange—Freiheitsgrade L sehr schnell an. Dadurch nimmt die Zeit zur L 6sung desglobalen Glei-
chungssystems mit wachsendem Diskretisierungsverhaltnis schnell ab, siehe Bild 6.26 (b).

Optimal ist hier das Verhaltnis von 36 Feinskalenelementen je Grobskal enelement, siehe Bild
6.26 (C).
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5,0+
(c) Gesamtzeit
Z 40 (b) Globales Gleichungssystem (4.28)
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Anzahl an Feinskalenelementen je Grobskalenelement

Bild 6.26: [u’] = 0, Lagrange punktweise: Aufspaltung der CPU-Zeit in Anteile zur
L6sung des globalen Gleichungssystems und der [okalen Gle chungssysteme

6.3.2 Beschleunigungsfahigkeit

Fur das Beispiel der gekerbten Probe wird nun die theoretisch mogliche Beschleunigungsfahig-
keit der Zweiskalenmethode durch Parallelisierung untersucht. Exemplarisch werden hierfir die
Diskretisierungsverhdtnisse von 36 und 576 ausgewahlt, siehe Tabelle 6.6.

Bei Nutzung mehrerer Prozessoren kdnnen die | okal en Feinskal enprobleme auf die Prozessoren
verteilt werden. Sowohl das Aufstellen als auch das L dsen der Feinskal enprobleme kann voll-
sténdig kommunikationsfre stattfinden, d.h. diein den Bildern 6.24 bis 6.26 angegebenen Zei-
ten zum L 6sen der lokalen Feinskalenprobleme reduzieren sich erheblich. Da die Anzahl der
Grobskalenelemente im Allgemeinen kein ganzzahliges Vielfaches der Anzahl der Prozessoren
ist, ist fur die notwendige Zeit zum Lsen der Feinskal enprobleme der Prozessor mal3gebend,
dem die meisten Grobskalenelemente in 2" zugeteilt werden. Auch das Grobskalenproblem
(globales Gleichungssystem (4.28)) konnte parallel gel st werden. Das wére jedoch wegen sei-
ner globalen Kopplung mit Kommunikation zwischen den Prozessoren verbunden, so dassdie
Beschleunigung hierfir deutlich geringer ware. Deshalb wird fur die folgende Betrachtung von
dieser M6glichkeit abgesehen.

Aufgetragen Uber der Anzahl an Prozessoren stellt Bild 6.27 die CPU—-Zeit zur Losung der Glei-
chungenim ersten Iterationsschritt desL astschritts, der auchin Abschnitt 6.3.1 betrachtet wurde,
dar. Ganz allgemein ist die maximal mégliche Beschleunigung eines Berechnungsvorgangsdie
Zeit, die fur diesen Berechnungsvorgang auf einem Prozessor benétigt wird, geteilt durch die
Anzahl an Prozessoren. Diese theoretische Obergrenze fir die mogliche Beschleunigung ist in
Bild 6.27 fur die Strafterm—M ethode gestrichelt eingetragen. Der Vergleich zeigt, dassdie hier-
archische Zweiskalenmethode eine auf3erordentlich gute Beschleunigungsfahigkeit aufweist.
Sie beruht allein auf der Lokalitatsannahme fur die feinskaligen Variablen.
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(a) 36 Feinskalenelemente (b) 576 Feinskalenelemente
je Grobskal enelement je Grobskal enel ement
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Bild 6.27: CPU—Zeit zur Losung der Gleichungssysteme in einem Iterationsschritt:
Beschleunigung durch Parallelisierung

Dominiert jedoch die Zeit zur L 6sung des globalen Gleichungssystems, wie esim betrachteten
Beispiel bei der punktweisen Lagrange-Methode fir das Diskretisierungsverhaltnis von 36 der
Fall ist (Bild 6.27 (a)), leidet die Beschleunigungsfahigkeit. Dadurch verschiebt sich bei der
punktweisen L agrange—M ethode das optimal e Diskretisierungsverha tnisbei Nutzung mehrerer
Prozessoren. Wahrend bei Verwendung eines Prozessors das Diskretisierungsverhaltnis von 36
optimal ist (Bild 6.26), ist, wie an Bild 6.27 zu erkennen, schon ab 2 Prozessoren das Verhaltnis
von 576 zu bevorzugen.

6.3.3 Zusammenfassung

Anhand des betrachteten Beispiels kann festgestellt werden, dass es, im Hinblick auf die Effi-
zienz der Zwei skalenmethode, ein optimal es Verhal tni s zwi schen Fein—und Grobskal endi skreti-
sierung gibt. Diesesist allerdings von vielerlel Einfllissen, u.a. der Anzahl an Prozessoren, ab-
hangig. Wahrend bei Nutzung eines Prozessors dieses optimale Verhaltnis fir das untersuchte
Beispiel recht kleinist (16 — 32 Feinskal enel emente je Grobskal enelement), sind schon ab zwei
Prozessoren unter Umstanden deutlich grofRere Verhdtniswerte empfehlenswert.

Indiesem Fall konntees, im Hinblick auf die Effizienz und Flexibilitét der Methode, Giberlegens-
wert sein, den Tréger der feinskaligen Variablen nicht auf ein Grobskalenelement zu beschran-
ken sondern auf Grobskal enel ementgruppen zu erweitern.
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6.4  Bewertung der Nebenbedingungen

Die Beispieleder letzten Abschnitte zeigen das Potential der vorgestellten Zwei skalenmethode.
Siestellt ein aul3erst effizientes und genaues L 6sungsverfahren fir Anwendungen mit mehrska-
ligem Charakter dar. Um diese hohe Genauigkeit gewahrleisten zu kdnnen, ist jedoch die Ver-
wendung der Ubergangsbedingung [u’] = 0auf den Kopplungsréandern unumganglich. Sowohl
die starke, als auch die schwache Nullrandbedingung verursachen inakzeptable Ungenauig-
keiten. Das Problem der Randbedingungen liegt darin, dass sie die Informationsausbreitung im
Gebiet durch unphysikalische Annahmen beziglich der Feinskalenkinematik auf den Kop-
plungsrandern unterdriicken. Die Nullrandbedingung kann lediglich bei Versagen, das sich im
Inneren der einzelnen Grobskalenelemente abspielt, sinnvoll eingesetzt werden, oder als obere
Schranke zur Abschétzung des L ast—Verformungs—Verhaltens dienen. VVon der schwachen Null-
randbedingung ist bei inelastischem Material verhalten vollstandig abzuraten, weil die tragende
Annahme, dass die feinskaligen Verschiebungen im Mittel verschwinden, nicht allgemein zu-
treffend ist.

Zur Realisierung der Ubergangsbedingung wurden die Lagrange-Multiplikatoren—, die Straf-
term— und die erweiterte L agrange—M ultiplikatoren—M ethode eingesetzt und getestet. Die La-
grange-Multiplikatoren—Methode ermdglicht im Rahmen der numerischen Genauigkeit die
exakte Erflillung der Nebenbedingung, wenn der Ansatzgrad der Lagrange—M ultiplikatoren mit
dem der feinskaligen Verschiebungen auf den Kopplungsréndern tbereinstimmt. VVon der Wahl
eines deutlich geringeren Ansatzgrads fur den Lagrange-Multiplikator ist nicht nur wegen auf-
tretenden Genauigkeitsverlusten, sondern auch im Hinblick auf die Robustheit der numerischen
Methode abzuraten. Die sonst moglicherwel se auftretenden unphysikalischen Inkompatibilitd-
ten im feinskaligen Verschiebungsverlauf kdnnen zu numerischen Problemen fihren, siehe Ab-
schnitt 6.1.2. Einziger Nachteil dieser Methode ist der numerische M ehraufwand durch die zu-
sdtzlichen globalen Frelheitsgrade des Lagrange-Multiplikators im Vergleich  zur
Nullrandbedingung.

Mit der Strafter m—Methode hingegen wird die Nebenbedingung ohne zusétzliche Freiheitsgrade
berlicksichtigt. Es konnte gezeigt werden, dass der Strafterm—Parameter e so gewahlt werden
kann, dass weder die Gut—Gestelltheit der Formulierung durch eine zu starke Wichtung der Ne-
benbedingung gefahrdet, noch die Genauigkeit der L 6sung beeintréchtigt wird. Diese Wah! ist
von der jeweiligen Systemsteifigkeit und der Netzfeinheit der Diskretisierung abhangig, d.h. es
wird etwas Erfahrung bendtigt, um eine sinnvolle Wahl fir e treffen zu konnen. Dartiber hinaus
sind im Rahmen des Zwei skalenmodel s Beschl eunigungsmal3nahmen aufgrund der nichtkon-
sistenten Linearisierung der Nebenbedingungsterme notwendig. Damit ist im Kontext des
Zweiskalenmodells die Strafterm—Methode etwas sensitiv in der Handhabung und weniger ro-
bust a's die Lagrange-Multiplikatoren—Methode, daftr im Allgemeinen effizienter.

Die erweiterte Lagrange-Multiplikatoren—Methode hat sich fir das hierarchische Zweiskalen-
modell als wenig vorteilhaft erwiesen. Da die Genauigkeit der Strafterm—Methode voll zufrie-
denstellend ist, und die erweiterte L agrange—M ultiplikatoren—M ethode weder schneller als die
L agrange-Multiplikatoren—Methode (siehe Abschnitt 6.2) noch robuster alsdie Strafterm—Me-
thode ist, sind die anderen beiden Methoden zu bevorzugen.
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Ob die Lagrange— oder Strafterm—Methode fir die jeweilige Problemstellung vorteilhaft ist,
hangt unter anderem von der Ausdehnung des Zweiskalengebiets ' ab. Nimmt Q' nur einen
geringen Teil der Struktur ein, Uberwiegen dieVorteileder Lagrange-Multiplikatoren—Methode.
Die Rechenzeit erhdht sich in diesem Fall durch die nur geringe Anzahl an Lagrange-Freiheits-
graden kaum. Breitet sich dagegen das Zweiskalengebiet Uber einen grof3en Bereich aus, so ist
unter Umstanden die Strafterm—M ethode effizienter.

Die Starken und Schwachen der einzelnen Nebenbedingungen im Hinblick auf Genauigkeit,
Aufwand und Robustheit sind noch einmal in Tabelle 6.7 zusammengestellt. Hierbei sind die
Starken mit einem (¥), die Schwachen mit einem (& gekennzeichnet.

_ u =0 [u]l] =0
Nebenbedingung erweitert

Lagrange

Genauigkeit @ @ @ @ @
= NONNONINC e e
Robustheit (+) S S (+) S

Tabelle 6.7 Beurteilung der Rand— bzw. Ubergangsbedingungen fir u’

stark schwach |  Strafterm Lagrange

140



7 Numerische Beispiele

Waéhrend die numerischen Experimente der vorangegangenen Kapitel der gezielten Untersu-
chung und dem Vergleich der unterschiedlichen vorgestellten Nebenbedingungen fir die fein-
skaligen Verschiebungen u’ dienten, werden in diesem Kapitel drei Anwendungsbeispiele be-
trachtet. Abschnitt 7.1 zeigt die Anwendung der hierarchischen Zweiskalenmethode auf einen
faserverstérkten Balkenguerschnitt. Am Beispiel einer L—formigen Scheibe wird in Abschnitt
7.2 das Konzept des hierarchischen Zweiskalenmodells fur eine diskrete Rissmodel lierung auf
der feinen Skala eingesetzt. In Abschnitt 7.3 wird das Zwei skalenmodell anhand eines Bench-
markproblems (gekerbter Vierpunkt—Biegebalken) durch die Gegenuiberstellung von Simula-
tions— und Versuchsergebnissen validiert.

7.1  Anwendungsbeispiel: Faserverstarkte Probe

Betrachtet wird ein Balken aus glasfaserverstarktem Mortel. 100 Faserbiindel sind parallel zur
Balkenlangsachse angeordnet. Der Balken wird in seiner Langsrichtung gleichformig bean-
sprucht und gelagert, so dass die Modellierung auf den zweidimensionalen Balkenquerschnitt
im ebenen Verzerrungszustand reduziert werden kann, siehe Bild 7.1. Die Faserblindel aus Ein-
zelfilamenten werden vereinfachend al's homogene M aterialkomponente abgebildet. Unter der
gegebenen Beanspruchung verhalten sie sich elastisch. Ebenso wird der Mértel a's homogene
Phase betrachtet, dessen entfestigendes Verhalten durch das gradientenerweiterte Schadigungs-
model| beschrieben wird. Das Abldsen der Faserbiindel vom Matrixmaterial wird durch eineko-
hasive Interface-Schicht ermdglicht. Die Material parameter der Komponenten sind in Tabelle
7.1 angegeben. Das System wird durch 25 bilineare Grobskalenelemente und durch 877 bili-
neare Feinskal enel emente je Grobskal enel ement — davon 96 I nterface—Elemente — diskretisiert.
Die Anordnung und Abmessungen der Fasern im Querschnitt eines Grobskal enelementes ent-
spricht der des Beispielsin Abschnitt 5.2.1.

rrrrry Foo

— Feinskal endiskretisierung:

{

1

T

300 mm
/
/
'

i

= Y

\
TTTITTF = Grobskalendiskretisierung

| 300 mm | Dicket=1mm

Bild 7.1: Faserverstarkter Balkenquerschnitt: System und Diskretisierung
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Matrixmaterial (Mortel)

el astische Eigenschaften: E = 32000 N/mm? v =202

aguivalente Verzerrung (de Vree): k=30

Schédigungsevolution (exponentiell): %o = 0,002 a = 0,98 B =50

Gradientenparameter: c = 2,0 mm?

Glasfasern

el astische Eigenschaften: E = 735000 N/mm? v = 0,18

Interface

elastische Eigenschaften: E = 7350 N/mm? v =02

aquivalente Verzerrung (de Vree): k=10

Schadigungsevolution (exponentiell):  #g = 0,00005  a" = 1,0 " = 2,0
g = 0,0001 at=1,0 Bt =20

Tabelle 7.1: Materialparameter des faserverstarkten Balkens

Die Berechnung wird mit dem hierarchischen Zweiskalenmodell und der Ubergangsbedingung
[u'] = 0, die mittels Strafterm—Methode (e = 50kN/mm) eingebracht wird, durchgefihrt.
Eine Feinskalenberechnung wird als Referenz verwendet.

Unter der Mischung aus Zug— und Schubbeanspruchung wéchst, wie in Bild 7.2 zu erkennen,
ein Schédigungsband gekrimmt vom Endpunkt der Lagerung am oberen Rand in Richtung des
Endpunkts der Lagerung am unteren Rand der Probe. Dies fuihrt im geschadigten Bereich zum
Abl6sen der Faserblindel vom Matrixmaterial, da das Interface hier das schwéchste Glied dar-
stellt. Die Schadigung in den Interface-Schichten ist in Bild 7.2 nicht farbig angelegt (weil3),
damit das Abl6sen der Fasern besser zu erkennen ist.

Feinskalenldsung Zweiskalenmodell, Strafterm

Schadigung D
P 10

- 0,0

Bild 7.2:  Deformation (Uberhohungsfaktor 1,0) und Schéadigung des Matrixmaterials
far u=3,73 Mm
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Sowohl der Schadigungsverlauf alsauch die globale Systemantwort in Bild 7.3 zeigen eine gute
Uberei nstimmung zwischen der Zwei skal enl 6sung und der Feinskalenl Gsung. Die geringen Ab-
wei chungen entstehen einerseitsdadurch, dassmit der Strafterm—M ethode die Nebenbedingung
[u'] = 0 nicht exakt erfllt wird, und andererseits durch die homogenen Randbedingungen fur
dienichtlokale Verzerrung. In Verbindung mit dem Rechenzeitgewinn —die Ldsungszeit im ers-
ten lterationsschritt desLastschrittsvon uy = 2, 0mm auf uy = 2,05mm reduziert sichauf en
Funftel der entsprechenden Losungszeit der Feinskalenlsung (Bild 7.3) bei Verwendung eines
Prozessors — présentiert sich die Zweiskalenformulierung hier als aul3erst attraktiv.

FIN/mm?] CPU—Zeit
20/

Feinskalenldsung

Feinskalenl6sung
50 N X S

Strafterm

10

0 25 50 75 100 125 [q

O T l T T
0 10 20 30 40 uy[mm]

Bild 7.3:  Last—\erformungs-Verhalten und CPU—Zeit zur Losung der Gleichungssysteme

Wiirden jedoch statt der Ubergangsbedingung die starke bzw. schwache Nullrandbedingung fiir
die Zweiskal enmethode verwendet, so waren enorme Genauigkeitsverluste die Folge, wie die
Deformationsfiguren und Schadigungsverteilungenin Bild 7.4 verglichen mit der Feinskalenl 6-
sung in Bild 7.2 zeigen.

starke Nullrandbedingung schwache Nullrandbedingung

Schéadigung D
P 10

Bild 7.4:  Deformation (Uberhéhungsfaktor 1,0) und Schadigung fiir u,=3,73 mm
bei Verwendung von Randbedingungen
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7.2  L—ormige Scheibe mit diskretem Rissmodell

Das Beispiel der L—formigen Scheibe aus Abschnitt 6.2 soll erneut betrachtet werden. Diesmal
wird jedoch, anstelle desbisher in dieser Arbeit verwendeten Schadigungsmodells, ein diskretes
Rissmodell auf der Feinskala eingefuihrt. Zum einen soll dadurch die Mdglichkeit aufgezeigt
werden, unterschiedliche Modelle auf der Feinskalain das Zweiskalenmodell einzubetten. An-
dererseits sollen die Ergebnisse des diskreten Rissmodells denen des Schadigungsmodells ge-
genubergestellt werden. Das verwendete diskrete Rissmodell basiert auf der eXtended Finite
Element Method (XFEM), siehe auch Abschnitt 2.1.2. An dieser Stelle werden nur kurz die
Grundlagen und die Notation der hier verwendeten X FEM—Formulierung eingeftihrt. Fir De-
tailsder speziellen Formulierung sei auf Hettich & Ramm (2006), Hettich et al. (2006) und Het-
tich (2007) verwiesen.

Dem Konzept der partition of unity (Babuska& Melenk (1997)) entsprechend, werden diefein-
skaligen Verschiebungsansdtze um Sprungfunktionen angereichert, diein natiirlicher Weisedie
Risskinematik im Element erfassen. Diese knotenbasierten Anreicherungen sind Linearkom-
binationen der Einheitssprungfunktion H; fir den jeweiligen Riss i. Die Verschiebung u setzt
sich dann aus folgenden Anteilen zusammen:
Niiss
u=0o+u' mitu’=O+ZHiGi, (7.1)
i=1

mit polynomialen Verschiebungsansitzen U : = N'd’ und Anreicherungen H; ; fir dieeinzel-
nen Risse. N, bezeichnet die Anzahl der Risse im System. Die geometrische Lage der Risse
wird durch level—set—Funktionen (Venturaet al. (2002)) beschrieben. Dassind in diesem Zusam-
menhang implizite Funktionen, die im Riss ihr Vorzeichen wechseln und dadurch die Lage des
Risses kennzeichnen.

Durch die Verschiebungsspriinge ist die Verzerrung im Riss unbegrenzt. Deshalb wird der Ver-
schiebungssprung [u] als mal3gebliche kinematische Variableim Riss herangezogen. Das M ate-
rial in der Umgebung der Rissewird alsintakt und el astisch verstanden. Im Risswird ein kohési-
ves Spannungs-Rissoffnungs-Verhalten angenommen, das durch ein schadigungsbasiertes
Materialmodell beschrieben wird. Ein Riss entsteht, beziehungswei se wéchst, wenn die maxi-
mal e Hauptspannung o™ die Zugfestigkeit f; des Materials erreicht. Das dquivalente Verzer-
rungsmal3, das das entfestigende Verhatenim Risskontrolliert, ist die Riss6ffnungskomponente
[un] normal zum Riss:

ev:= [un] . (7.2)

Dieinterne Variable » bezeichnet diein der Belastungsgeschichte maximal amjeweiligen Punkt
aufgetretene dquivaente Verzerrung. Folgendes exponentielles Gesetz beschreibt die Entfesti-
gung der normal zum Riss wirkenden Spannungskomponente t,,.

t
f, f, o
th = 5 exp(— G—u%) [up] y (7.3)
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Gy bezeichnet dabei die Bruchenergie des Materials. Die in Tangentialrichtung Ubertragbare
Spannung t; im Riss nimmt ebenfalls mit zunehmender Rissoffnung » ab:

t; far [u] = konst.
te = uy exp(h) [u] . palud it (7.4)
X

utisthierbel die Anfangsschubsteifigkeit und der Parameter h; < O steuert dieDegressiondie-
ser Steifigkeit mit zunehmender Rissoffnung x. Die Richtung des Rissfortschrittsist die Rich-
tung der maximal en Hauptspannung des um die Rissspitze réaumlich gemittelten Spannungsten-
sors. Diese Mittelung sorgt fur eine kontinuierliche Entwicklung der Rissrichtung.

Als Nebenbedingung an die lokal in den Grobskal enelementen definierten Feinskalenverschie-
bungen u’ wird in diesem Beispiel punktweise [u’] = 0 auf den Kopplungsréndern gefordert.
Hierfur wird die Methode der Lagrange-M ultiplikatoren verwendet. Vergleichsweise wird auch
die Nullrandbedingung herangezogen. Damit dielineare Unabhangigkeit der grob—und feinska-
ligen Verschiebungen gewahrt wird, kdnnen in der momentanen Implementierung Knoten der
Grobskalendiskretisierung nicht mit feinskaligen Sprungfreiheitsgraden u angereichert werden.
Das heif3t, das Offnen eines Rissesin unmittelbarer Nachbarschaft von Grobskal enknoten kann
nicht ermoglicht werden.

Dieelastischen Eigenschaften der L—férmigen Scheibesind E = 10000 N/mm? undv = 0, 2,
vergleiche Abschnitt 6.2. Die Zugfestigkeit des Materials kann Uber den Zusammenhang zwi-
schen dem Schadigungsschwellenwert und der Zugfestigkeit berechnet werden
(i =Exyg=4 N/mm?), wobei der Schadigungsschwellenwert von %y = 0,0004 in Ab-
schnitt 6.2 gegeben ist. Die Bruchenergie G, = 0.25 N/mm ist die Flache unter der Span-
nungs-Rissoffnungskurve.  Die  Anfangsschubsteifigkeit ist  uy = E/2(1 +v) =
4167 N/mm?, der Parameter h; liegt bei —0, 1. Die L—férmige Scheibe, deren Abmessungen
in Abschnitt 6.2 angegeben sind, wird durch 48 bilineare Grobskal enelemente mit jeweils 100
bilinearen Feinskal enelementen diskretisiert, siehe Bild 7.5 (b). Die Méglichkeit der adaptiven
Anpassung des Zweiskalengebiets ist bei diskreter Rissmodellierung noch nicht realisiert.

Die Berechnung mit dem Schadigungsmodell (Bild 6.15) lasst erkennen, dass der Rissursprung
bei homogenem Material im inneren Eckpunkt der Scheibe liegt. Da sich dort ein Knoten der
Grobskal endiskretisierung befindet, konnte das Zwei skalenmodel | die Rissoffnung nicht richtig
erfassen. Daswiirde eine Uberschatzung der Systemsteifigkeit mit sich bringen. Um dieses Pro-
blem zu umgehen, wird eine lokale Schwéchung der Zugfestigkeit auf f, = 3,0 N/mm?im
gekennzeichneten Bereich (siehe Bild 7.5) angenommen, was auch real der Fall sein konnte.

In Bild 7.5 ist die Zweiskalenlsung der Feinskalenlésung beztglich des Rissverlaufs und der
maximalen Hauptspannung o7"® im Beanspruchungszustand uyx = 1,01mm gegeniberge-
stellt. Die Ergebnisse des Zwei skalenmodel | s stimmen sehr gut mit der Feinskal enldsung tber-
ein. Offensichtlich liegt die Risswurzel im Bereich der Materialschwéchung. Der Riss wéchst
von dort mit einer leichten Krimmung und mindet in einem vertikal verlaufenden Ast. Am Ver-
lauf der maximalen Hauptspannung erkennt man die Spannungskonzentration im Bereich um
die Rissspitze, wahrend das Materia im bereits gerissenen Bereich elastisch entlastet.
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(a) Feinskalenlésung (b) Zweiskalenmodell,

L agrange punktweise
SEENINEN EEI::
ore [N/mm?  ff
8,0
-0,7

Bild 7.5:  Rissverlauf und maximale Hauptspannung fir u, = 1.01 mm

Nun wird die Losung des diskreten Rissmodells mit der des Schadigungsmodells verglichen.
Hierbel wird fur das Schadigungsmodell das Material durch eine Abminderung des Schadi-
gungsschwel lenwertes auf %o = 0, 0003 im gekennzeichneten Bereich in gleicher Weise wie
beim diskreten Rissmodell geschwacht. Der Rissverlauf bel diskreter Modellierung liegt in der
Schadigungszone, die sich bei ”verschmierter” Modellierung ergibt, siehe Bild 7.6.

(a) Diskretes Rissmodell (b) Schadigungsmodell

fi o | SchadigungD g

l 1’0

0,0

Bild 7.6:  Rissverlauf und Schadigungsverteilung bei diskreter bzw. kontinuierlicher
Rissabbildung fur u, = 1.01 mm

DasL ast—Verformungs-Verhalten der X FEM—Feinskal enl 6sung und der X FEM—Zwei skalenl 6-
sung stimmen sehr gut Uberein, siehe Bild 7.7 (a) und (b). Die kleinen Diskontinuitéten im Ver-
lauf dieser Kurven entstehen dadurch, dassim numerischen Modell der Rissfeinskal enelement-
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weise und nicht kontinuierlich wachst. Der Vergleich dieser Kurven mit der
L ast—Verschiebungs—Kurve des Schadigungsmodells (Bild 7.7 (d)) zeigt im elastischen Bean-
spruchungsbereich ebenfalls eine gute Ubereinstimmung und auch die Traglast stimmt tiberein.
Daindiesem Beispiel jedoch unterschiedliche Entfestigungsgesetze fir das diskrete Rissmodel
und das Schidigungsmodell verwendet werden, kann keine weitere Ubereinstimmung der Sys-
temantworten erwartet werden.

60

2 (a) XFEM, Zweiskalenmodell,

50- FIN/mm?] () punktwei se Ubergangsbedingung
(Lagrange)
Traglast N < (b) XFEM, Feinskalenlésung
20/ (d) (c) XFEM, Zweiskal enmodell,
@ ® Nullrandbedingung
10- (d) Schadigung, Feinskalenlésung
0

0 025 050 075 100 1,25 uy[mm]

Bild 7.7: L—formige Scheibe: Last—\erformungs—\erhalten

Wird bei diskreter Rissmodellierung jedoch die Nullrandbedingung fur die Zwei skalenmethode
verwendet, so unterdriickt diese die Rissoffnung auf den Kopplungsrandern, wiein Bild 7.8 zu
erkennen ist. Diese kinematische Einschrénkung beeintréchtigt das gesamte Strukturverhalten
sehr stark: Auch der Hauptspannungsverlauf unter dieser Randbedingung ist unrealistisch und
die Systemsteifigkeit im inelastischen Beanspruchungsbereich wird bei weitem Uberschétzt,
siehe Bild 7.7 ().

_ Detail: Rissoffnung
(Uberhdhungsfaktor 10,0)

|
oM [N/mm? [ _

~

I 30,0 i

_4,0 S

Bild 7.8:  Diskretes Rissmodell mit Nullrandbedingung: Rissverlauf und Risstffnung
fur ue=1.01mm
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An diesem Beispiel konnte gezeigt werden, dass die vorgestellte Zwei skalenmethode auch fir
diskontinuierliche Modelle auf der Feinskala geeignet ist. Bei Verwendung der Ubergangsbe-
dingung ist die Genauigkeit sehr hoch. Die Ubereinstimmung der Ergebnisse mit denen einer
verschmierten kontinuumsmechanischen Rissabbildung war ebenfalls befriedigend. Dariber
hinaus manifestierte sich auch in diesem Zusammenhang noch einmal die Unzulanglichkeit der
Nullrandbedingung.

7.3  Benchmarkproblem: Vier punkt—-Biegebalken

Als abschlief3endes Beispiel wird ein in der Literatur verbreitetes Benchmarkproblem, ein ge-
kerbter Vierpunkt—Biegebal ken, mit dem hierarchischen Zweiskalenmodell analysiert. DasVer-
halten dieses Balkens aus Beton, dessen Abmessungen und Belastungen in Bild 7.9 dargestellt
sind, wurdevon Schlangen (1993) experimentell untersucht. Die Kerbe hat eine Breitevon 5mm
undist 20mm tief. Der Balkenist 100mm dick und wird im ebenen Spannungszustand model -
liert. Die Materialparameter des Betons, fir den das gradientenerweiterte Schadigungsmodell
verwendet wird, sind in Tabelle 7.2 aufgefihrt. FUr die numerische Untersuchung werden die
beiden Lager sowie die linke Einzellast vereinfacht als Punktlager bzw. Punktlast abgebildet.
Diese Vereinfachung hat hier keinen Einfluss auf das globale Systemverhalten, dadas Material-
verhalten in diesen Bereichen stets elastisch bleibt. Das heifdt, diese Bereiche gehdren zum
Grobskal enbereich € und diemit den Punktlasten verbundenen Singul aritaten werden nicht auf-
gel6st. Dierechte Last von 10/11F hingegen wird Uber eine starre Lastplatte von 20mm Breite
in den Balken eingel eitet.

CMOD
T
w:iCMSD
/ P _
. e
c M-
E
()
o
—
r
1 10
" 1"

20 180 2020 180 20 [mm]
I I I I |

Bild 7.9:  Merpunkt—Biegebalken: System und Beanspruchung

148



elastische Eigenschaften: E = 35000,0 N/mm? v = 0,15

aguivalente Verzerrung (de Vree): k = 10,0
Schéadigungsevolution (exponentiell): x4, = 0,00007 a = 0,96 B =80
Gradientenparameter: c=1mm?

Tabelle 7.2: Materialeigenschaften des Vier punkt—Biegebal kens

Im Zweiskalenmodell wird fiir dieses Beispiel die Ubergangsbedingung [u’] = 0 verwendet,
die punktweise mit der Lagrange-Multiplikatoren—Methode in die Formulierung eingebracht
wird. Der Bereich inelastischen Verhaltensist aus den Experimenten bekannt, so dassder Zwei-
skalenbereich ' hier apriori in der Mitte des Balkens, wiein Bild 7.10 dargestellt, eingefihrt
wird. So kann die Maske der globalen Steifigkeitsmatrix konstant gehalten werden. Die Grob-
skalenverschiebungen werden durch 109 bilineare Elemente diskretisiert. Die feinskaligen Va-
riablen in Q" werden durch bilineare Elemente der Abmessung h = 1, 67mm diskretisiert.

Feinskalendiskretisierung in einem Grobskal enelement:

/

Grobskalendiskretisierung

Grobskalenbereich Q Zweiskalenbereich Q'
Bild 7.10: Aufteilung in Grob— und Feinskalenbereich und Diskretisierung auf den Skalen

Das L ast—Verformungs-Verhalten des Systems wird wegen seines komplexen Verhaltens durch
zwel Verformungsmalie kontrolliert. Die Rissoffnung, als horizontale Relativverschiebung der
gegenuberliegenden Punkte am oberen Ende der Kerbe, wird al's crack mouth opening displace-
ment (CMOD) bezeichnet, die vertikal e Relativverschiebung dieser Punkte al's crack mouth gli-
ding displacement (CMSD), siehe Bild 7.9. Die numerisch ermittelten Last—\Verschiebungs—
Kurven kommen den experimentellen Ergebnissen Schlangen’s (1993), diein Bild 7.11 jeweils
als grauer Bereich dargestellt sind, sehr nahe.
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F[kN] F[KN]

Zweiskalen-

berechnung

berechnung
Experimente 20- Experimente

10 4

4

0O 01 02 03 04 05 0 0,05 0,10 015
CMOD [mm] CMSD [mm]

Bild 7.11: Last—\Verformungs-Verhalten des Vier punkt—Biegebal kens

Wahrend des Beanspruchungsverlaufs kann in der Simulation folgendes Verhalten beobachtet
werden, dasinden Bildern 7.12 und 7.13fir diein den L ast—Verschiebungs—K urven eingetrage-
nen Zustéande 1 — 4 dokumentiert ist. Zunachst biegt sich das linke Balkenende nach oben und
das rechte Balkenende verdreht sich im Uhrzeigersinn. Dadurch bildet sich infolge Biegezug-
beanspruchung ein Schadigungsberei ch auf der gegentiberliegenden Seite des Festlagersund in-
folge Schubbeanspruchung ein von der Kerbe ausgehender, unter ca. 45° geneigter Schubriss.
Ein dritter, jedoch deutlich weniger intensiv geschéadigter Bereich entsteht durch Biegezug am
oberen Balkenrand in der rechten Systemhélfte (Zustand 1). Bel weiterer Steigerung der Bean-
spruchung wéchst das Schéadigungsband, das von der Kerbe ausgeht, leicht gekrimmt an (Zu-
stand 2).
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Zustand 1, CMSD = 0,009 mm

Schadigung D
P 10

)

- Deformation

(300-fach
tiberhoht)

Zustand 2, CMSD = 0,02 mm

T
....... Deformation
. .... (300-fach

L] doerhony

NENNRNE

Bild 7.12: Schadigung und Deformation des Vier punkt—Biegebal kens
in den Zustéanden 1 und 2

Die Schadigungindiesem Bereich fuhrt schliefdlich zu einem allmahlichen Auseinanderbrechen
desBalkens, wobei sich daslinke Balkenende wieder absenkt. Dadurch werden die beiden klei-
neren Schadigungsbereiche am unteren und oberen Balkenrand inaktiv (Zustand 3). Aul3erhalb
des aktiven Schéadigungsbandes, das nun infolge Biegezug senkrecht auf die rechte Lastplatte
gerichtet anwéchst, entlastet das System elastisch (Zustand 4).

Dieses Systemverhalten wird auch von Schlangen (1993) berichtet und ist in Ubereinstimmung
mit den numerischen Untersuchungen von Peerlings (1999) und Leukart (2005).
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Zustand 3, CMSD = 0,044 mm
Schéadigung D
P 10

(300-fach
Uberhoht)

Deformation

(75-fach
tiberhoht)

Bild 7.13: Schédigung und Deformation des Vier punki—Biegebalkens
in den Zusténden 3 und 4

In den Bildern 7.12 und 7.13 fallen gewisse Diskontinuitéten im Schadigungsverlauf an den
Kopplungsréndern in ' ins Auge. Diese treten insbesondere dort auf, wo die Schadigung na-
hezu parallel zum Kopplungsrand verlauft, d.h. im Schadigungsbereich am unteren Balkenrand,
sowie im mal3geblichen Schadigungsband, das von der Kerbe ausgeht, in der Umgebung der
Kerbe. Die Ursache diesesin Abschnitt 6.1.3 beschriebenen Phanomensist die vereinfachende
Annahme homogener Randbedingungen fir die nichtlokale Verzerrung €,,, = 0 auf den Kop-
plungsrandern. Diese Diskontinuitaten im Schadigungsverlauf fiihren jedoch zu keiner nennens-
werten Beeintrachtigung des globalen Verhaltens.
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An den Deformationszustanden ist zu erkennen, dass sich die Lokalisierung Uber mehrere Ele-
mentreihen erstreckt, d.h. die Feinskalendiskretisierung ist ausreichend fein fir die regularisie-
rende Wirkung der Gradientenerweiterung.

Bild 7.14 zeigt die Gegenuberstellung der experimentel | beobachteten Risspfade und des Scha-
digungsverlaufs der numerischen Berechnung mit dem Zweiskalenmodell. Diese sind offen-
sichtlich in guter Ubereinstimmung.

Experiment Zweiskal enberechnung

Schédigung D

l 1,0

0,0

Bild 7.14: Vergleich der experimentellen Rissmuster mit dem Schadigungsver lauf
der numerischen Smulation

Anhand dieses Benchmarkbeispiels sollte das in dieser Arbeit entwickelte hierarchische Zwel-
skalenmodell im Vergleich mit experimentellen Ergebnissen kontrolliert werden. Die numeri-
schen Ergebnisse zeigen hierbei eine gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnis-
sen.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

8.1  Zusammenfassung

Mit dem hierarchischen Zweiskalenmodell wurde ein Verfahren zur effizienten Analyse struk-
turmechani scher Problememit M ehrskal encharakteristik und entfestigendem Materialverhalten
vorgestellt. Die mathematische Formulierung des Zwei skalenmodel |s und seine algorithmische
Umsetzung hangen dabei eng zusammen. So stellt die M ethode glei chzeitig ein mechanisch mo-
tiviertes, effizientes und robustes L dsungsverfahren dar.

Das Verhalten der einzelnen M aterialkomponenten auf der Feinskalaund deren I nteraktion kon-
nen durch den volumenverbindenden Skalenibergang bis in den entfestigenden Beanspru-
chungsbereich — wenn die Skalenunterschiede durch lokalisierendes Materialverhalten relativ
klein werden — detailliert beriicksichtigt werden. Dieser volumenverbindende Skal enilibergang
wurde durch hierarchisches Anreichern der grobskaligen Losung erreicht. Dabel setzt sich die
Gesamtldsung additiv aus dem grob— und feinskaligen Ldsungsanteil zusammen.

Das hierarchische Aufspalten der L 6sung unterstiitzt gleichzeitig den raumlich begrenzten Ein-
satz des volumenverbindenden Skaleniibergangs. Zur Steigerung der Effizienz wurde ein ver-
zerrungsbasi ertes Kriterium zur adaptiven Anpassung des Zwei skal enberei chs wahrend des Be-
lastungsvorgangs vorgeschlagen. Die Modellierung auf zwei Skalen ist damit auf die Bereiche
konzentrierter Beanspruchung beschréankt, in denen die feinskaligen Vorgange und das grobska-
lige Strukturverhalten einander stark beeinflussen. In weniger intensiv beanspruchten Bereichen
wurde dagegen eine grobskalige M odel lierung unter Verwendung homogenisierter Materialmo-
delle vorgesehen.

Die Formulierung der hierarchischen Zweiskalenmethode wurde exemplarisch fur die Anwen-
dung auf homogene und faserverstéarkte Reibungsmaterialien eingeftihrt, wobel fir das Matrix—
und Fasermaterial jeweils ein gradientenerweitertes Schadigungsmodel | verwendet wurde. Die
Delamination der Fasern vom Matrixmaterial wurde durch ein Kohésivzonenmodell beriick-
sichtigt.

Fir praxisrelevante Problemstellungen fuhrt die diskrete Formulierung des hierarchischen
Zweiskalenmodells auf sehr grof3e Glei chungssysteme. Deshalb ist eine effiziente L sungsstra-
tegie von entscheidender Bedeutung. Besonderes Augenmerk wurde hierbei auf die Lésung der
Feinskalengleichungen gerichtet, da die Anzahl der Feinskalenfreiheitsgrade im Allgemeinen
die der Grobskalenfreiheitsgrade bei weitem tUbersteigt. Durch das Einfiihren eineslokalen Tré&-
gersfur diefeinskaligen Variablen konnteein &ul3erst effizientesL 6sungsverfahren bereitgestel It
werden, bel dem die Feinskal engleichungen zu | okal en, unabhangigen Glei chungen entkoppel n;
trotzdem kann der notwendige volumenverbindende Skalentransfer stattfinden.

Um der starken Kopplung zwischen den Skalen gerecht zu werden, wurde ein simultaner L6-
sungsalgorithmus der skalenkoppel nden Gleichungen vorgesehen, der durch statische Konden-
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sation der feinskaligen Variablen in den einzelnen Grobskal enelementen realisiert wurde. Die
statische Kondensation reichert die Grobskal englei chungen um die Effekte der feinen Skalaan.
Nach Losung des erweiterten globalen Grobskalenproblems kann die Riickrechnung zu den
feinskaligen Variablen lokal vorgenommen werden.

Die Lokalitétsannahme erfordert die Formulierung von geeigneten Nebenbedingungen fur die
feinskaligen Variablen. Da das Zweiskalenmodell in dieser Arbeit auf einer Verschiebungsfor-
mulierung basiert, wurden ausschliefdlich Nebenbedingungen an die feinskaligen Verschiebun-
gen in Betracht gezogen. Gezielte Untersuchungen zeigten, dass die Verwendung der Uber-
gangsbedingung [u’] = 0 im Zusammenhang mit lokaliserendem, entfestigendem
Werkstoffverhaten unverzichtbar ist. Vereinfachende Annahmen, die vom Standpunkt der Effi-
zienz der Ubergangsbedingung moglicherwei se tiberlegen wéren und deshal b in anderen Berei-
chen, z.B. der turbulenten Fluiddynamik, untersucht wurden, erwiesen sich als ungeeignet.

Zur Erfullung dieser Ubergangsbedingung wurden vergleichend die Methode der Lagrange—
Multiplikatoren, die Strafterm—M ethode und die erweiterte M ethode der Lagrange-Multiplika-
toren getestet. FUr diebeiden L etzteren war esnotwendig, ein gestaffeltesL dsungsverfahren ein-
zufuhren, um die Lokalitdt der Feinskalenvariablen aufrecht erhalten zu konnen. Die
Konvergenzeigenschaften dieses gestaffel ten L 6sungsalgorithmus' konnten durch die Entwick-
lung eines extrapol ationsbasi erten Beschleunigungsverfahrens deutlich verbessert werden.

Durch vergleichende Untersuchungen konnte festgestellt werden, dass im Rahmen des hierar-
chischen Zwei skalenmodel | sdie L agrange—und die Strafterm—M ethode der erweiterten Lagran-
ge-Methode bezliglich des numerischen Aufwands Uberlegen sind. Dartiber hinaus erwies sich
die Lagrange-Methode als robuster und geringfligig genauer a's die Strafterm—Methode. DafUr
ist vom Standpunkt der Effizienz die Strafterm—M ethode der L agrange-M ethode im Allgemel-
nen Uberlegen. Vergleiche mit entsprechenden Referenzl 6sungen zeigten, dass mit beiden Me-
thoden gute Ergebnisse erzielt werden konnen. Voraussetzung hierfir ist die Wahl elnes adagqua-
ten Strafterm—Parameters e bzw. eine geeignete Diskretisierung des Lagrange-Multiplikators
A, mit jeweils gleicher Anzahl an Freiheitsgraden fur A und die feinskaligen Verschiebungen
u’ auf den Kopplungsrandern.

Anhand mehrerer Anwendungsbeispiele konnte das Potential des vorgestellten hierarchischen
Zweiskalenmodells hinsichtlich Genauigkeit und Effizienz, sowie seine Flexibilitét gegentiber
der Verwendung unterschiedlicher kontinuierlicher bzw. diskreter Modelle auf der Feinskala
aufgezeigt werden.

8.2  Ausblick

Die Annahme eines lokalen Tragers fur die feinskaligen Variablen hat sich als Mal3nahme zur
effizienten L6sung des skalenkoppel nden Gleichungssystems bewahrt. Im Zusammenhang mit
dieser Annahme wére die Analyse bzw. Umsetzung folgender Details von Interesse.

Durch die kontinuierliche Formulierung der Ubergangsbedingung [u’] = 0 nach Gleichung
(5.11) sind beliebige, nichtkompatible Diskretisierungen der Feinskal envariablen auf den Kopp-
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lungsrandern mdglich. DieUmsetzung dieser M 6glichkeit steht jedoch noch aus. Dartiber hinaus
waére es fir die Flexibilitét des Zweiskalenmodells interessant, den lokalen Trager nicht zwin-
gend grobskal enelementwei se zu beschrénken, sondern ihn auch tber mehrere Grobskal enele-
mente ausdehnen zu kénnen.

Die kontinuumsmechanische Formulierung wurde durch Gradientenerweiterung regularisiert.
Hierbei wurdedienichtlokaleVerzerrung alsfeinskalige Variable mit lokalem Tréger eingeflhrt.
Als Nebenbedingung fir die nichtlokale Verzerrung wurde in dieser Arbeit der Einfachheit hal -
ber und in der Absicht, den numerischen Aufwand mdglichst gering zu halten, die homogene
Randbedingung €,,, = 0 auf den Kopplungsrandern verwendet. Diese Annahme ist fir viele
Anwendungen ausreichend. Damit jedoch auch fur den Sonderfall paralleler Risse entlang
Grobskalenelementrandern eine hohe Genauigkeit der Ldsung gewdahrleistet werden kann, ist
die Umsetzung genauerer Nebenbedingungen notwendig, beispielsweise in Form der Uber-
gangsbedingung [&,] = 0 auf I'ns.

Im Rahmen der vorgestellten Verschiebungsformulierung wurden ausschliefdlich Verschie-
bungsnebenbedingungen auf den Kopplungsrandern analysiert. Es wére interessant zu untersu-
chen, inwiefern die Genauigkeit desM odel | sdurch die Forderung von Verschiebungskontinuitét
und Gleichgewicht auf den Kopplungsrandern im Kontext einer gemischten Formulierung ge-
steigert werden konnte, und ob sich dieser Mehraufwand lohnt.

Im Zusammenhang mit der nichtkonsistenten Linearisierung der Nebenbedingungsterme der
Strafterm— und erweiterten Lagrange—M ethode wurde ein extrapol ationsbasi ertes Beschleuni-
gungsverfahren vorgeschlagen. Hierbei wurde bei Verwendung hoherer Extrapolationsord-
nungen die Tendenz zur Instabilitdt beobachtet. Eine theoretische Begriindung fir diesen Effekt
steht noch aus.

Die Umsetzung des hierarchischen Zweiskalenmodells ist bislang auf die zweidimensionalen
Sonderfélle des ebenen Spannungs— bzw. Verzerrungszustands beschrankt. Fir praxisrelevante
Anwendungen ware die Erweiterung auf die dritte Dimension wiinschenswert. Das prinzipielle
Konzept des Zweiskalenmodells bleibt von dieser Erweiterung unberthrt. Die Lokalitatsan-
nahme zieht im Dreidimensionalen jedoch die Notwendigkeit von Ubergangsbedingungen an
Kopplungsflachen nach sich. Wahrend mit kontinuierlichen Rissmodellen, wie dem verwende-
ten Schadigungsmodell, die Erweiterung auf dreidimensional e Probleme einfach und unproble-
matischist, stellt die Formulierung und Umsetzung diskreter Rissmodelleim Dreidimensionalen
eine Herausforderung dar.

Durch Erweiterung der Formulierung auf grof3e Deformationen und die Berticksichtigung dyna-
mischer Effekte konnte der Anwendungsbereich des Zweiskalenmodells ausgedehnt werden.
Ein interessantes Anwendungsfeld fir das hierarchische Zweiskalenmodell sind Fragestellun-
gen aus dem Bereich der Optimierung mikroheterogener Werkstoffe, z.B. die Optimierung des
Materialdesigns auf der Feinskala fir spezielle Struktureigenschaften.
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Anhang

Al Extremwertprobleme unter Nebenbedingungen

Zu l6sen sei die Extremwertaufgabe

Iy(u) = MIN . (A1)
Die Menge ihrer zulassigen Lésungen u sei durch die kontinuierliche Nebenbedingung

C(u) =0 (A.2)

eingeschrankt. In den folgenden Abschnitten werden drei Methoden zur Ldsung des Extrem-
wertproblems (A.1) unter der Nebenbedingung (A.2) beschrieben.

A1l Methodeder Lagrange— Multiplikatoren
Mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren (Lagrange (1788)) kann die Extremwertauf-
gabe (A.1) unter der Nebenbedingung (A.2) exakt erflllt werden.

Wie beispiel sweise von Meyberg und Vachenauer (1997) bewiesen, existiert zu jeder Lésung U
der Extremwertaufgabe (A.1) ein Vektor A, so dass

. 9C
A ou la

erfallt ist. Die Lésungen u, die das Lagrange—Funktional

=0 (A.3)

II(u,A) := Il4(u) + II\g(u) — STAT  mit Il \g(u) = 4 - C(u) (A.4)

stationdr werden lassen, erfillen die Extremwertaufgabe (A.1) unter der Nebenbedingung (A.2).
Denn nur genau fir diese Ldsungen gilt unter Verwendung von Gleichung (A.3)

_ (914 e _
—(W'Flm)éU‘FC(U)(Sl—O
0 0 0

Die zusétzliche Variable 4 wird als Lagrange-Muultiplikator bezeichnet. Die Problemstellung
wird durch diese zusétzliche Variable zu einer gemischten Formulierung.

Al2 Strafterm—Methode

Die Strafterm—M ethode (s ehe bei spiel sweise L uenberger (1984)) fhrt keine zusétzliche Varia-
blein die Formulierung ein, dafir kann sie die Nebenbedingung nur ndherungsweise erfiillen.
Das Strafterm—Funktional lautet
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II(u) := II4(u) + II\g(u) — MIN mit II\g(u) := % € C(u) - C(u) . (A.6)

Fir C = 0 ist der Ausdruck C(u) - C(u) genau dann minimal, wenn C(u) = O erflllt ist. Der
sogenannte Strafterm—Parameter e bestraft das Abweichen von der Nebenbedingung. Diese ge-
wahlte Konstante ist ein Mal3 fur die Genauigkeit, mit der die Nebenbedingung auferlegt wird.
Fir e = 0 erhdt man die Losung ohne Nebenbedingung, fir e — o wird die Nebenbedingung
exakt erflllt. DasDilemmader Strafterm—Methodeist, dassfir e — o gleichzeitig die Formu-
lierung schlecht gestellt ist.

A13 Erweiterte Methode der Lagrange— Multiplikatoren

Dieerweitere L agrange—M ultiplikatoren—M ethodeversucht, die Vorteileder Strafterm—und La-
grange-Multiplikatoren-Methode zu vereinen. Die Nebenbedingung wird ohne zusétzliche
Freiheitsgrade exakt erfilllt. Dieswird durch ein iteratives Vorgehen erreicht, bei dem A¢ inden
Iterationsschritten ¢ — ¢ + 1 konstant gehatenwird. Soist 4 keineVariable, wirdjedochitera-
tiv dem exakten Lagrange-M ultiplikator angendhert. Dadie Losung u von (A.1) unter der Ne-
benbedingung (A.2) durch doppeltes Berticksichtigen der Nebenbedingung nicht verandert
wird, kann das erweiterte Lagrange—Funktional als

I(u) = IT4(u) + Myg(u) = MIN mit ITyg(u) := A¢ - C(u) +% € C(u) - C(u) (A.7)

notiert werden. Es kombiniert also das Lagrange— und das Strafterm—Funktional. Es gibt unter-
schiedliche Ansétze, um A¢ zu aktualisieren, siehe z.B. Bertsekas (1984). Luenberger (1984)
nutzt beispielsweise den linearen Zusammenhang zwischen 4 und e

A =€ C(u) (A.8)
und aktualisiert durch
A1 =20 + e Ccuh) . (A.9)

Esist zu beachten, dass das exakte Erfullen der Nebenbedingung durch die Iterationen ¢ auch
bei dieser Methode mit zusétzlichem Aufwand verbunden ist.
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