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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird ein Mehrgitterverfahren fiir elliptische partielle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung basierend auf dem Q-Zyklus vorgestellt, das auf diinnen Gittern und deren
zugrunde liegenden hierarchischen Basen arbeitet. Hierzu werden effiziente Vergrobern- und
Verfeinern-Funktionen vorgestellt, die es erlauben, diinne Gitter anisotropisch zu vergrobern
bzw. verfeinern. Diese Funktionen verwenden die dimensionsweise ANOVA-Zerlegung
einer Diinngitterfunktion, die ebenfalls vorgestellt wird. An einem Beispielproblem werden
Konvergenzraten dieses Mehrgitterverfahrens gezeigt.
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1 Einleitung

Bei der Diskretisierung elliptischer partieller Differentialgleichungen mittels Finite-Elemente-
Methode — siehe z.B. Hackbusch [Hacg6] — entstehen lineare Gleichungssysteme, die man
hocheffizient mit sog. Mehrgitterverfahren losen kann, siehe Griebel [Grigo].

Die Verwendung von sog. diinnen Gittern, siehe Bungartz und Griebel [BGo4], die anhand
eines Tensorproduktansatzes aus einer eindimensionalen hierarchischen Basis aufgebaut
werden, bringt den Vorteil, dass diese deutlich weniger Freiheitsgrade als volle Gitter
besitzen (O(N(log N)“~1) im Gegensatz zu O(N¥)) bei nur logarithmisch groBerem Fehler.
Dafiir sind diinne Gitter vor allem fiir Probleme geeignet, die mehr als zwei Dimensionen
besitzen.

Das Finite-Elemente-Verfahren mit hierarchischen Ansatzfunktionen ist nicht trivial, da das
entstehende lineare Gleichungssystem nicht diinn besetzt ist. Um dieses trotzdem schnell zu
16sen, kann z.B. das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG) verwendet werden. Dieses
benotigt nur die Matrixmultiplikation mit der Steifigkeitsmatrix, welche schnell mittels des
sog. Up-Down-Schemas implementiert werden kann.

Wir werden den Ansatz des Up-Down-Schemas verfolgen und es auf mehrere Dimensionen
verallgemeinern. Zusitzlich werden wir Vergrobern- und Verfeinern-Funktionen vorstel-
len, die es erlauben, hierarchische Uberschiisse wihrend des Durchlaufs zu dndern und
trotzdem alle Residuen konsistent zu halten. Dies wird es erlauben, Mehrgitterzyklen auf
hierarchischen Basen durchzufiihren. Dies ist insbesondere moglich, da die Vergrobern- und
Verfeinern-Funktionen in einzelne Richtungen anisotropisch arbeiten konnen, wie es bei
Peherstorfer und Bungartz als ,semi-coarsening” vorgestellt wurde [PB12, Peh1o]. Allerdings
benutzten diese keine diinnen Gitter, sodass sie hochdimensionale Probleme aufgrund des
,,Fluchs der Dimensionen” nicht berechnen konnten.

Hierzu wird die sog. ANOVA-Zerlegung nach Efron und Stein [ES81] zur dimensions-
weisen Zerlegung einer Diinngitterfunktion (,,dimensionsweise ANOVA-Zerlegung”) nach
Griebel [Grio6] verwendet, um das Residuum wahrend des Mehrgitterzyklus effizient zu
errechnen. Frithere Ansitze, Mehrgitterverfahren auf hierarchischen Basen durchzufiihren,
z.B. bei Pflaum [Pflg8] oder Bungartz und Peherstorfer [PB12], berticksichtigen nicht alle
ANOVA-Komponenten und kdnnen damit entweder nur gewisse Gleichungen l6sen oder
approximieren die Losung nur.



1 Einleitung

Gliederung

Zuerst werden in Kapitel 2 die Grundlagen dieser Arbeit beschrieben. Zum besseren Ver-
stindnis des mehrdimensionalen Falls wird zuerst der eindimensionale in Kapitel 3 und 4
eingefiihrt.

Anschliesend folgt die Verallgemeinerung der Finiten-Elemente-Methode in Kapitel 5 und
der hierarchischen Transformationen in Kapitel 6. Danach wird die dimensionsweise ANOVA-
Zerlegung in Kapitel 7 vorgestellt, mit der eine effiziente Auswertung der Gleichungen
moglich wird. Das entstehende mehrdimensionale Up-Down-Schema wird dann in Kapitel 8
vorgestellt und in Kapitel g werden weiterfiihrende Erlduterungen gegeben.

In Kapitel 10 folgen Implementierungshinweise und numerische Ergebnisse des Verfahrens.
SchlieSlich wird in Kapitel 11 ein Restimee gezogen.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die nétigen Grundlagen fiir diese Arbeit prasentiert werden. Dies
sind diinne Gitter und Mehrgitterverfahren.

2.1 Diinne Gitter

Um effizient mit hochdimensionalen Problemen umgehen zu kénnen, verwenden wir diin-
ne Gitter. Da hier nur das notigste vorgestellt wird, sei der Leser fiir eine ausfiihrliche
Beschreibung an [BGo4] verwiesen.

Als Grundlage dienen stiickweise lineare, eindimensionale Hiitchenfunktionen, die als
Basisfunktionen benutzt werden:

¢ri(x) =1— ‘2195 - i} (2.1)

Hierbei ist I das sog. Level und i der Index der Basisfunktion.

Mittels eines Tensorproduktansatzes werden hoherdimensionale Basisfunktionen konstru-
iert:

d
¢ri(x) =TTy (2.2)
j=T

Level [ und Index [ sind hierbei Multiindizes. Bildlich dargestellt ist dies in Abbildung 2.1a,
in der man anhand eines zweidimensionalen Beispielplots die eindimensionalen Basisfunk-
tionen in x- und y-Richtung erkennt.

Die sog. Knotenbasis B; eines Levels | spannt den Raum V; = span{B;} der stiickweisen
d-linearen Funktionen auf |0, 1[ auf:

B = {¢;:i €}

Wobei die Indexmenge I; eines Levels [ (also die Menge aller Indizes dieses Levels) wie folgt
definiert ist:
L={1,...,2kx-1}

IK:{(ilz---/in):ileIkl/\"'/\inelkn}zlklXIkZX"'XIk

n



2 Grundlagen
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Abbildung 2.1: Zweidimensionale Unterraumschemata der Tiefe 3. Links bestehend aus
Vi, Vaay Vagy Vier), Visi), Vio2)- Rechts aus den hierarchischen Inkre-
menten Wy 1y, W12, W13, Wia1), Wiz 1), Wi2,2)- Eindimensionale Basisfunk-
tionen in x- und y-Richtung jeweils in Zeile bzw. Spalte gezeichnet. Man
erkennt, dass die Basisfunktionen der einzelnen W, keinen gemeinsamen
Trager haben. Basisfunktionen in den Punkten ergeben sich als Produkt der
beiden eindimensionalen Basisfunktionen.

Abbildung 2.1a zeigt eben diese Knotenbasis auf verschiedenen Leveln. Die sog. hierar-
chischen Inkremente W, = span{B,} (dargestellt in Abbildung 2.1b) werden aufgespannt
durch:

B, = {gy;:i €}
Mit:
i ={i€l:Vje{1,...,d} :ij ungerade}

Nach [BGoy4] gilt:
Vi =P W (2.3)

k<l
Wobei das Pradikat k < [ wie folgt definiert ist:

lzk@ViE{l,...,n}:lizki

Dies definiert die sog. hierarchische Basis des Raumes V;:

UBk={¢ri:k<Iniel}
k<l
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2.2 Mehrgitterverfahren

Die Koeffizienten in einer Linearkombination beziiglich der hierarchischen Basis nennt man
hierarchische Uberschiisse.

Wir definieren die sog. Levelmenge eines diinnen Gitters anhand einer maximalen Tiefe fmax
nach [BGog]:
L={leN":|I|; <tmax+d—1} (2.4)
d
Wobei die 1-Norm eines Levels gegeben ist durch die Summe der Komponenten: |I|; = Y ;.
i=1
Mit der Levelmenge ldsst sich der eigentlich Raum des diinnen Gitters definieren:

vl = Pw,

tmax
leL

2.1.1 Inhomogene Randwerte

Will man Randwerte ebenfalls interpolieren, so reicht die Basis B; offensichtlich nicht aus, da
Funktionen aus ihrem Spann nur Trager auf |0, 1[% haben.

Dies kann relativ einfach gelost werden, indem man Funktionen hinzunimmt, die die Rand-
werte interpolieren. Hierzu wird die Indexmenge I; erweitert: I; U {0,27}. Aulerdem werden
Gitter mit ausschliefSlich Randwerten hinzugenommen. Dies wird erreicht, indem in Glei-
chung (2.4) als fiir £ zugrundeliegende Menge INd genommen wird. Dieses Vorgehen erzeugt
auf jedem Gitter O( ‘ I ‘1) Randwerte, was fiir manche Anwendungszwecke suboptimal ist.
Unter anderem kann man andere Ansatzfunktionen wihlen, um das Problem in den Griff
zu bekommen. Siehe z.B. [Pfl1o, S. 12ff].

In dieser Arbeit wird jedoch davon ausgegangen, dass Randwerte auf jedem Gitter in der
eben vorgestellten Form interpoliert werden.

2.2 Mehrgitterverfahren

Zum Losen von Gleichungssystemen, wie sie bei der Diskretisierung elliptischer partieller
Differentialgleichungen entstehen, konnen Mehrgitterverfahren verwendet werden. Diese
sind eine der schnellsten Typen von Losern fiir solche linearen Gleichungssysteme. Sie 16sen
die LGS unabhéngig von der Gittergrofie bzw. Maschenweite und konvergieren damit in
O(1), sprich: mit konstanter Anzahl an Iterationen.

Die Idee dahinter ist, dass man auf einem Gitter hochfrequente Fehler hinreichend glétten
kann und niederfrequente auf groberen Gittern wiederum glatten kann. AnschliefSend wird
die Feingitterlosung durch die Losung auf dem groben Gitter korrigiert. Fiir eine generelle
Einfiihrung und weiterfithrende Erlduterungen siehe [Hacg1].

In dieser Arbeit wird ein Mehrgitterverfahren basierend auf dem Q-Zyklus unter Verwen-
dung der hierarchischen Basis vorgestellt.

11



2 Grundlagen

2.2.1 Q-Zyklus

Der Q-Zyklus ist ein Mehrgitterzyklus fiir Diinne Gitter bestehend aus V-Zyklen in jede
Dimension; siehe [PB12]. Der hier vorgestellte Q-Zyklus ist eine Verallgemeinerung der
in [Pflg8] vorgestellten zweidimensionalen Variante. Der Q-Zyklus ist in Algorithmus 2.3
definiert. Die zugrundeliegenden V-Zyklen (Algorithmus 2.2) arbeiten stets nur in eine
Richtung. Eine Hilfsfunktion Apply-Codim1-Entity (Algorithmus 2.1) wird eingefiihrt, um
die spéter vorgestellten Algorithmen Vergrobern und Verfeinern nicht rekursiv in mehreren
Dimensionen definieren zu miissen.

Algorithmus 2.1 Apply-Codim1-Entity(Dimension d, Operation op)
u: foralll = (1,...,1,k; ..., kg) to (|Ir,|, ..., ki ... kq) do

2: op(d, )
3: end for

Ikﬂf—l

Hierbei ist op ein Transferoperator zwischen zwei Gittern. Dieser berechnet Komponenten
der Gitter [ und [ + e; (welches das in Richtung d feinere Gitter ist) anhand der des jeweils
anderen. Diese Komponenten sind Grofen r}, die spéter in Kapitel 7 eingefiihrt werden. Die
beiden Operatoren, die wir benutzen werden sind Vergrobern und Verfeinern.

Das Level (||, ..., Ik,
als letzte Eintrdge besitzt:

,kj, ..., kg) ist hierbei definiert als das grofite Level, das kj; bis k

L= (I |, oI, | kg ka) = 1€ LNlg=kzN---Nlg=kg Al|l|; maximal (2.5)

d-1

Algorithmus 2.2 V-Zyklus(Dimension d)
u forallk=(1,...,1,1, ks ..., kg) to (1...,1,
Q-Zyklus(d — 1)

ij — 1/kd~+l/“"kd) do

2!

3: Apply-Codim1-Entity(d, nd-Verfeinern)

4: end for

5: Q-Zyklus(d~ —-1)

6: forallk=(1,...,1, Iy, kiyqs- k) downto (1,...,1,2,kz, q,...,kg) do
7: Apply-Codim1-Entity(d, nd-Vergrobern)

8: Q—Zyklus(d~ -1

9: end for

Hierbei ist das Level (1,...,1, Iy ;

dass die ersten d — 1 Eintrdge 1 sind.

kg k;) analog zu Gleichung (2.5) definiert, aufer,

12



2.2 Mehrgitterverfahren

Algorithmus 2.3 Q-Zyklus(Dimension d = d)
if d = 0 then
Relaxiere Level k
else
V-Zyklus(d)
end if

VIR W N R

Initial gilt k = (1,...,1). Als Relaxationsmethode wihle man einen hinreichend guten
Glatter, wie z.B. Jacobi- oder Gauss-Seidel-Iteration(en), siehe [Hacg1]. Abbildung 2.2 zeigt
eine Halfte der Besuchsreihenfolge der Gitter des Q-Zyklus. Danach werden die Gitter
nochmals im umgekehrter Reihenfolge besucht.

Xy
A

i E——
A
- |
|
——

Abbildung 2.2: Besuchsreihenfolge des Q-Zyklus bis zum in x;-Richtung feinsten Gitter.
Anschliefsend besucht der Q-Zyklus nochmals alle Level in genau der umge-
kehrten Reihenfolge.

13






3 Eindimensionales Finite-Elemente-Verfahren

Als ersten wollen wir den eindimensionalen Fall betrachten. In diesem Kapitel wird in Kiirze
das benétigte Vorwissen fiir den eindimensionalen Fall des Finite-Elemente-Verfahrens
vorgestellt. Als zweites soll dann betrachtet werden, wie man einzelne Unterrdume rela-
xiert.

Wir wihlen einen Ritz-Galerkin-Ansatz mit der Knotenbasis B; als Test- und Ansatzraum.

Folglich gilt es, Gleichung (3.1) zu 16sen, vgl. [Hacg6, S. 115ff]:

Ve € By a(u, ;) = b(¢r;) (3.1)

Hierbei ist a(+, -) eine Bilinearform; ist also mit Hinsicht auf beide Argumente eine Linearform.
b(-) ist die rechte Seite. Diese wird fiir jede Basisfunktion im Testraum ausgewertet werden
und stellt damit keine Herausforderung dar. Das eigentliche Problem ist — wie wir im
Nachfolgenden sehen werden — die Auswertung der Bilinearform. Damit setzen wir der
Einfachheit halber: b(¢; ;) = 0 fiir alle  und i.

Die Bilinearform ist abhdngig von der Variationsformulierung der elliptischen partiellen
Differentialgleichung. Wir werden das L?-Skalarprodukt benétigen:

a(u,v) = /u-vdx (3-2)

R

Sowie fiir die zweite Ableitung zuséatzlich:

a(u,v) = /Vu-Vvdx (3-3)
R

Mit der Darstellung von u im Ansatzraum als Linearkombination u = }_ u;¢;; ergibt sich
i€l

folgendes lineares Gleichungssystem:

Vo € B Y aldri ¢rj)ui = b(¢y) =0

i€l

Hierbei bezeichnet man die entstehende Matrix A = (a(cpl,i, 4)1,j))1.]. als ,Steifigkeitsmatrix”.
Diese wollen wir im Folgenden genauer untersuchen.

15



3 Eindimensionales Finite-Elemente-Verfahren

3.1 Eindimensionaler Operator A

Sind v = Y ey, vi; und w = Ycp, wiy; beliebige Linearkombinationen, so gilt fiir eine
Bilinearform:

a(v,w) =a (Z vigy i, Z w]'c[)l,j) = Z v; Z wia (i, ¢rj) = Z v; Z wiA; = o Aw

icl) i€l i€l jel, i€l, jel,

Hier bezeichnen wir mit v sowohl die Funktion, als auch den Vektor der Koeffizienten
v = (v;)jer,, um keine zusitzliche Notation einfithren zu miissen.

Um den Operator A explizit aufzustellen, muss man folglich die Bilinearformen berechnen.
Die Basisfunktion ¢;; hat den Trager ]15—11,13—11 [. Folglich gilt: Vj > 2 : a(¢yi, ¢rivj) =
0 und die Matrix ist diinn besetzt — sie ist tridiagonal. Die Diagonale und die beiden
Nebendiagonalen miissen berechnet werden. Dies soll exemplarisch fiir das L?>-Skalarprodukt

geschehen. Zuerst die Elemente der Hauptdiagonalen:

T

i+1

2 ) 2
a(‘i’l,iz‘f’l,i) = / (1 — ‘le — l)) dx = 52_1
i;Tl
Nun die Elemente der Nebendiagonalen:

i+1

a(Pri Privt) = 7 (1 _ ‘ZIx— z() (1 _ ‘le— (i+1)D dx = %z—l

£
ol

Somit ergibt sich fiir das L?-Skalarprodukt aus Gleichung (3.2) der wohlbekannte Operators-
tern:

[141]

=

Fiir Gleichung (3.3) ergibt sich der Operatorstern:

1
212 1]

3.2 Hierarchische Basis

Da das Ziel ein Mehrgitterzyklus auf diinnen Gittern ist, miissen wir im eindimensionalen
die hierarchische Basis betrachten, das heif3t insbesondere alle Level | € £, die nicht in
der Knotenbasis von Level | enthalten sind. Zuséatzlich miissen fiir ein Mehrgitterverfahren
einzelne Level relaxiert werden konnen und nicht alle gemeinsam.

16



3.2 Hierarchische Basis

Stellen wir u also nicht mehr in einer Knotenbasis, sondern vielmehr in der hierarchischen
Basis dar, so erhalten wir:

u=Yy_Y upy

leLic]
Hierbei sind die u;; die vorher genannten hierarchischen Uberschiisse.

Wir teilen also den Raum V(l)

tmax

Spann der Knotenbasis des Levels | — und V;, sodass gilt: Vt(;) =VeV.

ax

beziiglich des zu relaxierenden Levels [ auf in V; — also den

Dies ergibt eine natiirliche Aufteilung der Funktionen u € Vt(mla)x nach [Pflg8, S. 149]:

ue V(l)

tmax

i+10,sodassii € VAl €V, (3-4)

u

Wobei fiir 7 gilt:

0=Y"Y upit (3-5)

k>licl,

3.2.1 Entstehendes LGS

Es soll nun u beziiglich Level | relaxiert werden. Das bedeutet, dass als Testraum nun die
Knotenbasis B; des Levels | genommen wird. Das fiihrt auf folgendes Gleichungssystem:

Ve € Brra(u, i) =0 (3.6)

Mit der Zerlegung fiir u aus Gleichung (3.4) in der Bilinearform: a(u, ¢;;) = a(i + 14, ¢;;) =
a(i,¢;) +a(i1, ¢ ;) ergibt sich das LGS:

Ve € By a(d, ;) = —a(il, ¢ri) (37)

Fiir die Relaxation von Level I gilt es also, die rechte Seite a(#, ¢, ;) zu berechnen. Diese
hiangt von allen Level k > I ab. Mit Gleichung (3.5) ergibt sich:

Vi € Bra(i, i) =— Y. Y ugja(dej, dii) (3.8)

k>l]‘€jk

Das bedeutet, die rechte Seite des LGS zu Level | dndert sich mit jeder Anderung der
Funktion u auf einem Level k mit k > [. Ein triviales Auswertungsschema miisste die rechte
Seite folglich jedes mal neu berechnen, wenn die Funktion auf einem héheren Level gedndert
wurde. Dies wire ein zu hoher rechnerischer Aufwand, weshalb im nédchsten Kapitel ein
effizientes Auswertungssystem vorgestellt werden soll.

17






4 Eindimensionales Up-Down-Schema

Dieses Kapitel soll das eindimensionale Up-Down-Schema erkldren als ersten Schritt zum
mehrdimensionalen Up-Down-Schema in Kapitel 8. Dazu werden erst die benotigten Opera-
toren erklart und anschlieffend das essentielle Konzept der hierarchischen Transformationen
(Hierarchisierung und Dehierarchisierung) nach [Grigo]. Danach wird das eindimensio-
nale Up-Down-Schema als schnelle Auswertungsalternative der rechten Seite des LGS (3.8)
hergeleitet und vorgestellt.

4.1 Operatoren

Seien ein Grobgitter (Level /) und ein feineres Gitter (Level [ + 1) gegeben. Betrachtet man
eine Basisfunktion der Knotenbasis des Grobgitters ¢, so ldsst sich diese tiberschussfrei
in der Knotenbasis des Feingitters darstellen. Dies wird durch ein diinnes Gitter bzw. die
hierarchische Basis gewdhrleistet. Genauer gesagt, existiert eine Linearkombination der
Grobgitterbasisfunktion auf dem feinen Gitter:

=Y i,
i
Diese Linearkombination ist durch die verwendete Hiitchenbasis vorgegeben und nach

Definition der Basisfunktionen in Gleichung (2.1):

1 1
i = §<Pl+1,2i—1 + ¢ri10i + §¢l+1,2i+1 (4.1)

Dieser Zusammenhang wird in Abbildung 4.1 dargestellt.

Anhand dieser Linearkombination definieren wir einen Restriktionsoperator R : Vr — V
und einen Prolongationsoperator P : Vg — Vr. Durch die tiberschussfreie Darstellung einer
Grobgitterfunktion auf dem feinen Gitter gilt die Forderung;:

RP =T (4.2)

Wir wihlen R und P nach Zusammensetzung einer Grobgitterbasisfunktion aus Feingitterba-
sisfunktionen aus Gleichung (4.1):

R — 1, fallsi=2j
') 0, sonst

19



4 Eindimensionales Up-Down-Schema

\

Abbildung 4.1: Zusammensetzung der Grobgitterbasisfunktion aus Feingitterbasisfunktio-
nen.

1, fallsj=2i
Pi,j: %, falls]:21—1\/]=2l+1
0, sonst

Es lasst sich leicht nachpriifen, dass diese Operatoren R und P die Forderung (4.2) erfiillen.
Diese Wahl ist nicht verpflichtend. Jede Kombination aus R und P, die Forderung (4.2) erfiillt,
ist zuldssig. Warum wir R und P so gewdhlt haben, wird in Kapitel 4.3 deutlich.

Beispielhaft sollen hier der Operator R3_; fiir die Restriktion von Level 3 auf Level 2 und
P,_,3 fiir die Prolongation von Level 2 auf Level 3 vorgestellt werden (die Level werden
jeweils ohne Randwerte angenommen):

Rz = P 3=

o O O
S O =
o O O
o = O
o O O
_ o O
o O O

O O O ONI= =N
O ONR RN O O
Ni= =N O O O O

4.2 Hierarchische Transformationen

Betrachten wir wiederum eine Feingitterfunktion ur € Vr in der Knotenbasis; diese kann
dargestellt werden per Grobgitterfunktion ug € V¢ \ Wr (diese ist auf dem Grobgitter Vg
darstellbar) und hierarchischen Uberschiissen auf dem Feingitter vy € Wr. Die hierarchischen

20



4.3 Bilinearformauswertung

Uberschiisse sind der Anteil der Funktion ur, die nicht in u¢ enthalten ist und sind somit
nicht auf dem Grobgitter darstellbar:

ur =ug+vg, Rop=0 (4-3)

Die Gitterfunktion ur kann hierarchisiert werden, indem die Grobgitteranteile angezogen
werden. Die Hierarchisierung ist nach [Grigo, S. 17] wie folgt definiert:
urp — ur — PRur = ug+vr — PR ug — P Rur = vr
=I =0
Diese Abbildung erfiillt die Forderung (4.3), da:

R(up — PRMF) = Rup — Rf Rup = Rup — Rup =0

Aulerdem darf eine Grobgitterfunktion ug = Rufr keine Uberschiisse auf dem feinen Gitter
haben:

ur = PRup + (up — PRug)
S N——
(el UF
Hierzu wurde Forderung (4.2) aus vorherigem Kapitel benotigt.

Schliefilich kann eine hierarchisierte Darstellung von ur mittels u; und vr einfach wie-
der in eine nicht hierarchisierte Darstellung tiberfithrt werden. Die Operation, die dies
bewerkstelligt heifit Dehierarchisierung und wird wie folgt durchgefiihrt:

ur = ug + vp = PRur+ (up — PRL!F)
N~ N————
ug UF

4.3 Bilinearformauswertung

Betrachten wir nochmals die Definition der Bilinearform a(-, -) aus Gleichung (3.2):
a(u,w) = u’ Aw

Diese gilt, wenn u, w und A vom selben Level sind. Mit der Wahl der Restriktion und
Prolongation anhand der Zusammensetzung der Basisfunktionen, kénnen die Matrizen eines
groberen Levels anhand der des feineren berechnet werden:

u,w e Vg :a(u,w) = (Pu) ApPw = u' PTArPw
A
G
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4 Eindimensionales Up-Down-Schema

Betrachtet man eine Grobgitterfunktion und eine Feingitterfunktion in der Bilinearform,
so erhdlt man mit Zerlegung der Feingitterfunktion in Grobgitteranteil und hierarchischen
Uberschiissen:

a(wg, up) = a(wg, uc) + a(wg, vr)

ZUEAGMG + (PwG)TApvp
=  wlAcguc+wiPT Arvr

= wl(Agug + PT Arvr)

(4-4)

Offensichtlich kann man ein auf dem feineren Gitter berechnetes Residuum Arur auf dem
groben Gitter weiter verwenden! Wir definieren rg = PTArvr. Vom hoheren Level aus
kommend, berechnet man also 7 mithilfe des Residuums Arvr. Diese Idee funktioniert

auch tiber mehrere Level hinweg, indem Gleichung (4.4) in sich selbst eingesetzt wird. Sei
k> I
Gl (4-4)

a(wy, ug) = a(wj, ug—1) +a(w, vi)
weiter zerlegen
k
Gl e a(w,u) + Y a(w,v;)
i=I+1
k i
= wl(Alul + Z (PT) Aﬂ)l’ (45)
i=I+1
= wz(Azuz+PT(A1+1141+1+PT("'+P_T(AkUk)~~)))

Tk—1

"+1

T

Die letzte Zeile dieser Gleichung ist eine Auswertung der Bilinearform analog zum Horner-
Schema fiir Polynome mit Zwischenergebnissen ;.

Alleine von feinen zu groben Leveln zu laufen, reicht jedoch nicht, da die hierarchische
Basis verwendet wird. Das bedeutet, grobe Gitter haben einen Einfluss auf die Funktions-
werte der feinen Gitter. Damit die Funktion u folglich verdandert werden kann, miissen
Grobgitterinderungen zuerst auf feinere Gitter gerechnet werden.

4.4 Algorithmen

Das eindimensionale Up-Down-Schema entsteht durch direkte Implementierung der im
vorherigen Kapitel hergeleiteten Gleichung (4.5). Funktionswerte werden in der hierar-
chischen Basis gespeichert. Das Schema ist zweigeteilt: Zuerst kommt der Aufstieg, indem
die Funktionswerte dehierarchisiert werden. Anschlieffend folgt der Abstieg, wahrenddessen
die Residuen berechnet werden und die Funktionswerte wieder dehierarchisiert werden. Die
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4.4 Algorithmen

Funktion fiir den Aufstieg heifst Verfeinern und ist in Algorithmus 4.1 dargestellt; die fiir den
Abstieg Vergribern, siehe Algorithmus 4.2.

Algorithmus 4.1 1d-Verfeinern(Level k)

Ugaq < Pug 4+ 0511 // Dehierarchisierung

Algorithmus 4.2 1d-Vergrobern(Level k)

U < Rugiq
Ugy1 < Ugyr1 — Pug // Hierarchisierung
e 4 PT(Ar105s1 + 1541) // Residuum nach Gleichung (4.4)

Man setze hierbeir; =0

Das Schema wird hdufig verwendet, um eine Matrixmultiplikation mit einer kompletten
Diinngitterfunktion schnell zu berechnen; in unserem Fall eine Multiplikation mit der
Steifigkeitsmatrix. Hierfiir fiihre man Algorithmus 4.3 aus und berechne anschlieffend das
Residuum auf jedem Level, indem man auf r; das Residuum Aju; von Level k addiert.
Vorausgesetzt wird eine korrekte Initialisierung aller hierarchischen Uberschiisse.

Algorithmus 4.3 1d-Up-Down-Schema
Voraussetzung: Initialisierung
Ergebnis: 7 fiir k € £
fork=1,...,Iha—1do
Verfeinern(k)
end for
fork=1I1m.x—1,...,1do
Vergrobern(k)
end for

Jedoch kann man mit diesem Schema auch levelweise relaxieren. Dieser Ansatz ist eine
eindimensionale Version der , Hierarchischen-Transformations-Mehrgitter-Methode” nach
[Grigo]. Der eindimensionale Mehrgitteransatz wird in Algorithmus 4.4 gezeigt. Er ist dem
normalen Up-Down-Schema sehr dhnlich mit der Ausnahme, dass wir an dem Ergebnis der
kompletten Matrixmultiplikation nur bedingt interessiert sind und eben levelweise relaxieren.
Man verwende fiir die Funktion Relaxieren ein Iterationsverfahren, wie in Kapitel 2 beim
Q-Zyklus angesprochen.

Die Laufzeiten der Algorithmen Verfeinern und Vergrobern werden nach Vorstellung der
multidimensionalen Aquivalente in Kapitel 8 diskutiert. Diese gelten selbstverstandlich auch
fiir den eindimensionalen Fall.
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4 Eindimensionales Up-Down-Schema

Algorithmus 4.4 1d-Mehrgitter-Up-Down-Schema

Voraussetzung: Initialisierung

fork=1,...,Inax — 2 do
Relaxieren(k)
Verfeinern(k)

end for

Relaxieren(lmax — 1)

fork=1Ilmx—1,...,2do
Vergrobern(k)
Relaxieren(k)

end for
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5 Mehrdimensionales
Finite-Elemente-Verfahren

Da nun das eindimensionale Konzept bekannt ist, folgt die Verallgemeinerung — das
mehrdimensionale Up-Down-Schema. Das eindimensionale Konzept kann hier teilweise
iibertragen werden.

In diesem Kapitel wird der Grundstein fiir das mehrdimensionale Up-Down-Schema gelegt,
indem die zu Grunde liegenden Gleichungen vorgestellt sowie deren Probleme aufgezeigt
werden.

Als Basis fiir [0,1)" wird der Tensorproduktansatz basierend auf der Hiitchenbasis aus
Gleichung 2.2 nach [BGo4] gewdhlt. Im Mehrdimensionalen entstehen neue Verhiltnisse der
Level zueinander. Fiir diese fiihren wir das Pradikat >~ ein, wobei [ > k die Negation von
I < kist:

Das zu losende LGS (3.6) tibertrdgt sich aus dem eindimensionalen, jedoch sind Test- und
Ansatzraum nun die Tensorproduktknotenbasis des jeweiligen Levels:

Ve € By :a(u,¢p;) =0 (5.1)

Die Zerlegung aus Gleichung (3.4): u = i + il beziiglich eines Levels [ gilt weiterhin.
Im Mehrdimensionalen bestehen die einzelnen Komponenten jedoch aus deutlich mehr

Summanden: X
ﬁZZZ”IJz%ﬁ Vi ﬁ:ZZ”Lz‘PMEVl

k<l jel, k~Ljel,

Abbildung 5.1 zeigt anhand eines zweidimensionalen Beispiels, welche Bereiche des Unter-
raumschemas in welche der beiden Funktionen fallen.

Man beachte, dass die Darstellung von @ nach Gleichung (2.3) immer noch in der Knotenbasis
B; erfolgen kann. Das entstehende LGS ist:

Vi € By a(il, i) = — 1y, (Prjs Pui) (5.2)

k-1 i€l )

Um fiir die rechte Seite dieses LGS ein effizientes Auswertungsschema angeben zu kénnen,
benotigen wir — analog zum eindimensionalen Fall — zuerst grundlegende Operatoren wie
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5 Mehrdimensionales Finite-Elemente-Verfahren

(C]
(S ) A
u
(21 2.2) (23
L
(L1 (12 (%) (L4

A~

u

Abbildung 5.1: Zerlegung des Unterraumschemas in V; und V; anhand von Level (1,2). Es
gilt: i € V; und i € V}. il enthalt Beitrage der Level (1,1), (1,2) und 7 alle
restlichen.

multidimensionale Restriktion und Prolongation, sowie hierarchische Transformationen im
Mehrdimensionalen.
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6 Mehrdimensionale Hierarchische
Transformationen

Zuerst sollen die eindimensionalen Operationen aus Kapitel 4.1 fiir den mehrdimensionalen
Fall erweitert werden. Anschlieflend wird das Konzept der hierarchischen Transformationen
in einer Richtung nach [PB12] ins Mehrdimensionale iibertragen.

Analog zu den eindimensionalen Operatoren R, P, PT und A definieren wir multidimen-

sionale Aquivalente R(*), P(1), PT% A, Diese arbeiten anisotropisch, also nur in Richtung
i. In [PB12] wurde dieses Konzept als ,semi-coarsenenig” vorgestellt. Bildlich dargestellt,
arbeiten diese multidimensionalen Operatoren zeilenweise auf Zeilen in Dimension i und
wenden auf diesen den jeweiligen eindimensionalen Operator an. Zusédtzlich konnen sie
einen Index tragen, um das eindimensionalen Level in Wirkungsrichtung zu spezifizieren:
nglll,k restringiert in Dimension i das eindimensionale Level k + 1 auf Level k. Eine formale
Definition sieht wie folgt aus:

Ot et 1,001
() _ .
Rk,-,k,-—lv =|R : (6.1)
Ot eesfict [l | = Ljis1oria o
i Juedi=fitrefa €I XX Dy X XXy

Im Falle eines eindimensionalen Raums gilt nach Definition offensichtlich RI(<,11<)—1 = Ri_k_1,

wobei letzteres der altbekannte eindimensionale Restriktionsoperator fiir Level k ist.

Pk(,»i)k,» 1 Ple_ +1,k,-(i)’ A,((i) werden analog zu Gleichung (6.1) definiert, wenden jedoch die eindi-

mensionalen Operatoren P bzw. PT bzw. A an. Aulerdem gilt:
@ N\ _pr
<Pk,»,k,»+1) = P,

Beispielhaft wird die multidimensionale Prolongation eines Feldes berechnet:

a b c ta a Yta+b) b Lb+o) ¢ i
PO d e fl=|3d d j3(d+e) e jle+f) f 3f
fohoi 38 & z(g+h) b s(h+i) i i
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6 Mehrdimensionale Hierarchische Transformationen

Der Einfachheit definieren wir n-fache Operatoren. Hier beispielhaft anhand der Restriktion.

N-fache Prolongation Pk(,il)' sowie transponierte Prolongation Pl/Tk(i) sind analog definiert.:

k+1
(i) _ p@) () (i _ ()
Rz,lk - Rl,llflRlil,FZ o 'Rkl+1,k - H Rj,lj—l
]:

Man beachte, es iibertragen sich anhand der Definition in Gleichung (6.1) die Eigenschaften
der eindimensionalen Operatoren:

Wir wollen nun folgenden Satz zeigen:

Satz 1. Beliebige multidimensionale Operatoren in unterschiedlicher Richtung sind vertauschbar.

Beweis. Man betrachte 0.B.d.A. zwei Dimensionen. In hdherdimensionalen Raumen betrachte
man einfach alle zweidimensionalen Ebenen, in der die beiden Operatoren zusammen wirken,
separat.

Gegeben sei das zweidimensionale Feld v = (vk)k—o, . Ni=0,. m, SOWie die Operatoren x®)
und Y?). Es gilt:

M
XWy®y = xV (Z ]/k,ivz',l)
i=1

N M
= (Z X1,j Z ]/k,z‘vi,j>
=1 i=1

k1 )

3 3 2 [y 2) (1
- Z]/k,i le,jvi,j =Y® le,jvk’]- — Y@ xMy
== k1 j=1 Iy

O]

Anmerkung: Fiir beliebige Operatoren in derselben Richtung gilt dies selbstverstandlich
nicht.

Die hierarchischen Transformationen Hierarchisierung und Dehierarchisierung werden wir
— wie im eindimensionalen Fall ebenfalls — als Grundlage fiir eine effiziente Auswertung
der Gleichungen benétigen, weshalb sie hier definiert werden. Analog zu den multidimen-
sionalen Operatoren Restriktion und Prolongation arbeiten auch diese in einer Richtung und
sind wie die eindimensionalen Aquivalente in Kapitel 4.2 definiert.

Sei uy Gitterfunktion zur Knotenbasis des Levels k. Eine Hierarchisierung nach [Grigo, PB12]
in Richtung i kann wiederum erreicht werden durch die Subtraktion der Grobgitteranteile
ebendiese Richtung;:

(i) (i)
g = g — P Z g Rt
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Genau diese Abziige miissen fiir eine Dehierarchisierung wieder hinzuaddiert werden:

l/lk = P(i)

() () ()
i1k R k1 Uk T (”k - Pkl-fl,k,-Rk,-,kl-fluk)

Nun haben wir die grundlegenden Bausteine beisammen, um eine effizient berechenbare
Zerlegung von u kennen zu lernen.
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7 Dimensionsweise ANOVA-Zerlegung

In diesem Kapital soll die dimensionsweise ANOVA-Zerlegung einer Funktion nach [Grio6]
vorgestellt werden. Diese baut auf der ANOVA-Zerlegung nach [ES81] auf.

Betrachten wir zuerst nochmals die eindimensionale Zerlegung aus Gleichung (3.4). Fiihren
wir fiir die Zerlegung eine andere Notation ein, ndmlich eine, die anzeigt, in welche Dimen-
sion die in der Funktion enthaltenen Level grofier sind als das Referenzlevel /, so lautet die
Zerlegung:

U = ul® + ui{l}

Hierbei steht die Indexmenge I in u/ fiir die Dimensionen, in denen ein Level k grofer sein

muss als /, um als Beitrag in ulI einzufliefSen. Somit sind u;Z) die Beitrdge aller Level, die in

keiner Richtung grofier sind als /; ui{l} sind Beitrdge von Gittern, die in Dimension 1 (der
einzig vorhandenen Dimension) grofser sind als /.

Dieses Idee wollen wir ins Mehrdimensionale {iberfithren. Hierzu miissen wir jede Menge I
berticksichtigen, in der ein Level im Mehrdimensionalen grofier sein kann als ein anderes.
Das bedeutet: Alle I C 29, wobei 27 die Potenzmenge der Menge aller Dimensionen ist:
24 ={J:] C{1,...,d}}. Danach ergibt sich die mehrdimensionale Zerlegung zu:

u = Z ui (7.1)

1co

Diese Zerlegung nennen wir ,dimensionsweise ANOVA-Zerlegung” [Grio6]. Abbildung
7.1 zeigt diese Zerlegung anhand eines zweidimensionalen Beispiels. Fiir die einzelnen
Komponenten uLI gilt nach obiger Beschreibung:

I
”L = 2 U = (43 (7-2)
kel k1l
k,‘>li fiir iel
k;<lI; sonst
Wobei wir das Pradikat >; zur Vereinfachung des Summationsindexes nutzen. k > [
bedeutet: k ist in Dimensionen i € I echt grofier als [ und in allen anderen Dimensionen nicht
grofer. vy ist die Funktion der Uberschiisse: vy = };c; Okiki mit (vk;);cj den eigentlichen

Uberschiissen.
Gleichung (7.1) beschreibt die Zerlegung, die wir fiir eine effiziente Evaluation des LGS (5.1)
benutzen werden. Wollen wir das LGS 16sen, miissen wir die Bilinearformen (besonders

eben die rechte Seite) effizient auswerten kdnnen. Wie dies geschieht, wird im Folgenden
erklart.
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7 Dimensionsweise ANOVA-Zerlegung

{2}

1,2
u} |

{1}

u,

Abbildung 7.1: ANOVA-Zerlegung einer Funktion u beziiglich des Levels [: u = uL@ + ul{l} +

ui{z} +u 1{1’2}. Alle vier ANOVA-Komponenten sind eingezeichnet. Das Kreuz
verdeutlicht die Trennung zwischen den einzelnen Komponenten.

Auswertung der Bilinearform

Mithilfe der ANOVA-Zerlegung der Funktion u kénnen wir das LGS aus Gleichung (5.1)
nun wie folgt auswerten:

Vi €Br: Y aluf, ;) =0 (7.3)

1C2d

Betrachten wir den allgemeinen Fall: w sei eine Funktion zur Knotenbasis von Level k
und wir wollen die Bilinearform a(w, u}) auswerten. u] sei eine ANOVA-Komponente zu

Level k, definiert nach Gleichung (7.2); enthilt also die Uberschiisse aller Level [ = k. Zur
Auswertung benutzen wir selbstverstandlich die Definition selbst:

a(w,ug) = Y a(w,v) (7.4)

I~1k

Folglich bleiben Bilinearformen a(w, v;) auszuwerten. Wir werten diese anhand ihrer Koef-
fizientenvektoren (w;);c;, und (v;;)ic;, — wie oben bereits erwahnt bezeichnen wir diese
der Einfachheit halber auch mit w und v; — beziiglich der Knotenbasis ihres Levels aus.
Da wir Funktionswerte niemals restringieren diirfen, ohne die Interpolationseigenschaften
beziiglich des aktuellen Gitters zu verlieren, jedoch gefahrlos prolongieren konnen, miissen
wir sie sozusagen auf dem Level des ,Kleinsten Gemeinsamen Nenners” auswerten. Dieses
ist m = (max(ly,k1),...,max(ly,ky)). So stellen wir sicher, dass wir w und v; stets nur
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Level m

(1)
w p > w

Abbildung 7.2: Auswertung der Bilinearformen a(w, v;) und a(w, v;) schematisch dargestellt.
Ausgewertet wird auf Level m. Hierzu miissen im linken Beispiel w und
v; jeweils in die angegebenen Richtungen prolongiert werden. Im rechten
Beispiel fallen m und [ zusammen, sodass nur w prolongiert werden muss.

prolongieren, jedoch in keine Richtung restringieren miissen. Level m ldsst sich genauer

bestimmen:
l; ,fallsiel
i , sonst

Ein zweidimensionales Beispiel wird in Abbildung 7.2 gezeigt. Man beachte, dass gelten
kann m = [.

Um auf das Auswertungslevel m zu kommen, miissen wir w in Richtungen i € I prolongieren
und v; in Richtungen i ¢ I. Damit ergibt sich fiir Gleichung (7.4):

e <H T, ) <]‘[Am,> <pr,z)q

Ik \i€el ic2d

Uty (Hpm) (1147) (a2 (1172
Ik \iel icl idl il

Satz 1 i ' i f
= (I40) £ (TT7 ) (170
igl -1k \i€l il

(7.6)
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7 Dimensionsweise ANOVA-Zerlegung

Hier fassen wir jeweils die Summe zu neuen Grofien 1! zusammen:

A= £ (1) (17 &

I-1k \iel i¢l

Diese Grofien konnen wir — analog zum Eindimensionalen — wahrend des Durchlaufs mit
Relaxation auf Unterrdaumen konsistent halten, denn es gilt folgender Zusammenhang;:

(i) i) I\{i
ré = b kT,-,k,-+1 (Al(cf-)ﬂ”k}jlz} + ré+li) (7.8)

Wobei Level k + [; das in Dimension i eins feinere Level zu k ist. Diese Formel ist analog
zum Eindimensionalen, aufser, dass wir diese Grofsen in alle Dimensionen konsistent halten
miissen. Ebenfalls wie im Eindimensionalen gilt offensichtlich: r? = .

Durch die mehrdimensionalen Operatoren, die nur in je ein Richtungen wirken, haben
die r} eine interessante Eigenschaft. Sie sind ihrer Definition nach in Richtungen i € I
Residuen; in Richtungen i ¢ I jedoch noch Funktionswerte. Diese Eigenschaft machen wir
uns zunutze, indem wir sie in den Richtungen, in denen sie Funktionswerte sind, sprich: i ¢ I,
hierarchisiert speichern — wie die Uberschiisse v; selbst. Das ist insofern niitzlich, als damit
Beitrdge von Leveln, die kleiner als k sind, beim Aufstieg durch eine Dehierarchisierung in
den rli berticksichtigt werden — ebenfalls analog zum eindimensionalen Fall; hier wurden
die Funktionswerte hierarchisiert gespeichert, um genau dieses Szenario auch abzudecken.

Da wir nun die Zerlegung kennen, wollen wir im nédchsten Kapitel das eigentliche Auswer-
tungsschema kennen lernen.
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8 Mehrdimensionales Up-Down-Schema

In diesem Kapitel wird das mehrdimensionale Up-Down-Schema vorgestellt. Dazu wird
zuerst auf die benétigten Grofien eingegangen und dann die Algorithmen zum effizienten
Traversieren des Unterraumschemas vorgestellt.

8.1 Unterraumschema

Wie in Kapitel 7 bereits erwéhnt, benstigen wir die Grofen r} fiir einen effizienten Durchlauf

durch das Unterraumschema. Von diesen gibt es auf jedem Level k offensichtlich 27 Stiick.
Alle Komponenten des Unterraumschemas sind damit:

I
[1’4 d
keL,Ie2

Die ri sind ihrerseits multidimensionale Koeffizientenvektoren — wie u; — zum Gitter von
Level k; sprich: so viele Elemente wie Basisfunktionen in der Knotenbasis von Level k.

8.2 Vorgehensweise

Das Konzept zum Losen eines Randwertproblems ist wie folgt:

1. Anlegen des Schemas mit Initialisierung auf Null:

VIC 2% ke L:rf=(0)ez,

2. Q-Zyklus-Durchlauf zum Setzen der Initialwerte. Dies sind in unserem Fall nur Rand-
werte (es wiirde also reichen, tiber alle i, die Randindizes sind, zu iterieren). Die
Randwerte fiir Level [ werden gesetzt, wenn der Q-Zyklus Level [ relaxiert.

vieLicl: (rf) =glxy)

3. Relaxierende Q-Zyklus-Durchldufe als Mehrgitterverfahren zum eigentlichen Losen
des Randwertproblems.

4. Fertig. (Evtl. volles Gitter interpolieren 0.4.)
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8 Mehrdimensionales Up-Down-Schema

8.3 Algorithmen

Die Algorithmen zum Durchlauf durch das Schema heifsen wie im Eindimensionalen:
Verfeinern und Vergrobern. Zum Verfeinern in Richtung i dehierarchisieren wir diejenigen r,
fur die gilt: i € I; denn diese Richtungen i sind die ”l£ Funktionswerte. Die Funktion zum
n-dimensionalen Vergrobern wird in Algorithmus 8.1 dargestellt.

Algorithmus 8.1 nd-Verfeinern(Dimension i, Level k)

forallIEZd:igldo
Vé 4 ri 4 T Pk(;,)ki +17é // Dehierarchisierung

end for

Analog zum eindimensionalen Fall, ist der Arbeitsaufwand beim Vergrobern etwas hoher.
Neben der obligatorischen Hierarchisierung von Grofien, die in Vergroberungsrichtung i
Funktionswerte darstellen, werden hier in einer Richtung aus Funktionswerten Residuen er-
rechnet. Dies geschieht nach Gleichung (7.8). Die Funktion zum n-dimensionalen Vergrobern
wird in Algorithmus 8.2 dargestellt.

Algorithmus 8.2 nd-Vergrébern(Dimension i, Level k)
forall [ €2¢:i ¢ Ido

I @ I
Tk R,
I I U ; o
Teat, < Teoet — P Tk // Hierarchisierung
end for

forall [ € 27 i(% I d(o) i)
1 1 1
n< B le-,kl-+1 (Aki+lrk+li + @H;)

end for

Als Durchlaufschema nehmen wir hier den Q-Zyklus. Dieser ist in Algorithmus 2.3 darstellt.
Fiir ein Mehrgitterzyklus miissen wir einzelne Level relaxieren. Hierfiir benotigen wir auf
gegebenem Level das Residuum. Dieses berechnen wir nach Gleichung (7.6). Die Berechnung
ist nochmals in Algorithmus 8.3 dargestellt.

Algorithmus 8.3 nd-Residuum(Level k)

=Y (nA,ﬁ?) I
Ie2d \i¢l a
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8.4 Laufzeit

8.4 Laufzeit

Die nd-Vergrobern-Funktion benotigt offensichtlich mehr Operationen als das nd-Verfeinern.
Betrachten wir also nur erstere. Sei N; die Anzahl der Freiheitsgrade der Knotenbasis
auf Level k. Die Anwendung eines mehrdimensionalen Operators kostet hochstens 3Nj
Operationen, wenn die Matrizen — wie in unserem Fall — hochstens tridiagonal sind (R, P
und P besitzen echt weniger Eintrdge). Die Addition zweier r} benétigt trivialerweise N
Operationen. In beiden Schleifen werden zwei Operatoren angewendet und eine Addition.
Zusammen sind dies hochstens 7Ny Operationen. Beide Schleifen iterieren zusammen genau
tiber alle I C 29, sodass sich eine Gesamtlaufzeit ergibt von hochstens 297Ny Operationen,
also O(2?Ny), was linear in Ny ist.

Die Berechnung des Residuums aus den ANOVA-Komponenten ist etwas komplizierter:
Evaluiert man die Formel, indem auf jedes r! zuerst alle Operatoren angewendet werden und
danach alles addiert wird, ergibt sich folgende Laufzeit: Es gibt 2¢ Summationen. Die Anzahl
der Operatoranwendungen fiir |I| = i ist d — i. Da es (?) Teilmengen von {1,...,d} mit i
Elementen gibt, ergibt sich folgende Formel fiir die Kosten aller Operatoranwendungen:

f (f) (d —i)3Ng = 3N i (‘f)z‘ < 3N2'd

i=0 i=0

Der Gesamtaufwand fiir die Berechnung des Residuums lige somit in O(d29Ny), also linear
in NK'

Das Residuum kann aber schneller berechnet werden: Indem man sukzessive A() ausklam-
mert, kénnen Operatoranwendungen gespart werden. Jeder Operator muss nur noch 2~1
mal angewendet werden. Die Kosten fiir die Operatoranwendungen sind also:

d .
Y 213N, = 3N(27 — 1) € O(2'N)
i=1

Zusammen mit den 2de Operationen fiir die Summationen, ergibt sich ein Gesamtaufwand
fir die Berechnung des Residuums von (’)(Zd Nk) ; wiederum linear in N, jedoch deutlich
schneller als das direkte Auswertungsschema.
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9 Erlauterungen

In diesem Kapitel werden Erlduterungen zum vorgestellten mehrdimensionalen Up-Down-
Schema gegeben.

9.1 Korrektheit

Um zu zeigen, dass das Schema auf Level k das korrekte Residuum zur levelweisen Relax-
ation berechnet, muss die Giiltigkeit von Gleichung (7.7), also die Definition einer Komponen-
te r,{, wenn der Q-Zyklus das Level k besucht, bewiesen werden. Mit giiltiger Gleichung (7.7)
und der Definition der dimensionsweisen ANOVA-Zerlegung aus Gleichung (7.1) wiirde
folgen:

L (7. 1. (7.6), (7. i Alg. 8.3
a(w,u) LYY a(w,uf) 27 T Y (HA£§)> e W

Ie2d Ie2d \i¢l

Der Beweis von Gleichung (7.7) steht aus. Betrachtet man jedoch die in Kapitel 8.2 vorgestellte
Vorgehensweise zur Berechnung eines Randwertproblems, so reicht es, zu zeigen, dass ein
Q-Zyklus-Durchlauf mit levelweiser Anderung der Uberschiisse nichts an der Giiltigkeit
der Gleichung (7.7) dndert, da sie nach dem ersten Schritt (Initialisierung aller rll auf Null)
trivialerweise giiltig ist. Die danach folgende Initialisierung sowie Relaxationen stellen eine
levelweise Anderung der Uberschiisse dar.

Im Folgenden werden Erlduterungen zum Algorithmus gegeben, die nahe legen, dass diese
Gleichung gilt, jedoch keinen formalen Beweis darstellen.

9.2 Q-Zyklus-Graph

Wir betrachten den Q-Zyklus-Durchlauf als Graphen. Die hierarchischen Unterraume sind
die Knoten. Diesen ist also ein Level zugeordnet. Die Kanten sind gegeben durch die
Beziehungen zwischen den Level, die sich durch Vergroberungen und Verfeinerungen
ergeben. Formal also folgenden Graphen G:

G=(V,E)mit: V=Lund E=EgUEf

Wobei:
Er ={(i,j) € V x V: Verfeinern i — j wird aufgerufen}

Ec ={(i,j) € Vx V: Vergrébern i — j wird aufgerufen}
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9 Erlauterungen

Beobachtung 1. In diesem Graph besitzt jeder Knoten Verfeinern- und Vergrobern-Kanten mit all
seinen 24 Nachbarn (Randknoten je nachdem weniger).

Begriindung. Die Dimensionsrekursion des Q-Zyklus zusammen mit der Schleife von Apply-
Codim1-Entity, die einen kompletten Unterraum der Kodimension 1 verfeinert bzw. vergro-
bert, und der des V-Zyklus, die in einer Dimension vergrobert bzw. verfeinert, ergibt direkt,
dass alle Level k in jede Dimension, in die ein Nachfolger existiert verfeinert und in jede
Dimension, in der ein Vorganger existiert, vergrobert werden. O

Aus dieser Beobachtung und der Definition der Levelmenge L folgt direkt, dass der Graph
G stark zusammenhédngend ist.

9.3 Pfade im Graphen

Wir betrachten die Pfade in G, auf denen die Uberschiisse v; eines Levels [ nach k propagiert
werden. Sei Level I = (Iy,...,1,) bereits besucht und der Q-Zyklus befindet sich aktuell
bei Level k = (ky,...,k,). Wir definieren die Mengen G und K, wobei G die Menge der
Richtungen ist, in der k grofier als [ und K die Menge der Richtungen, in der k kleiner als [
ist:

ieGeli <k

ieKel >k

Man beachte, dass diese Mengen per Definition disjunkt sind (GN K = @) und je eine
Teilmenge der Menge aller Richtungen sind: G C {1,...,n}, KC {1,...,n}.

Durch die Definition der Levelmenge £ und die Existenz aller Kanten zwischen benachbarten
Knoten sollte klar sein, dass es Pfade von Level [ nach k gibt, die nach Manhattan-Metrik
optimal sind.

Beobachtung 2. Die Uberschiisse v; von Level [ werden auf einem nach Manhattan-Metrik optimalen
Pfad transportiert

Begriindung. Annahme, die Uberschiisse wiirden nicht auf einem solchen Pfad propagiert
werden. Dann gibt es eine Richtung i, in die Vergrobert und Verfeinert wird. Es werden nun
beide Fille betrachtet:

Verfeinern(i) nach Vergrobern(i):

Nach dem Vergrobern in Richtung i sind die Uberschiisse von Level [ Summand in allen !
mit i € I. Dieses i wird in keinem Vergrobern- oder Verfeinern-Aufruf, der nun folgt, mehr
aus den Indexmengen I genommen. Das dann folgende Verfeinern(i) iibernimmt nur r!" mit
i ¢ I’ und damit nicht den Uberschuss v;.

Vergrobern(i) nach Verfeinern(i):
Nach der Verfeinerung in Richtung i ist nochmals eine Vergroberung in Richtung i notwendig,
d.h. der Apply-Codim1-Entity-Aufruf von Zeile 3 im V-Zyklus kann nicht nach Level k fithren.
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9.3 Pfade im Graphen

Damit wird — bevor eine eventuell nétige Operation in eine andere Richtung durchgefiihrt
wird — die komplette Kodimension-1-Entitdt wieder vergrobert und damit auch Level [ + ¢;
nach Level . Dabei werden die Uberschiisse v; wieder von r% ., abgezogen. Somit kénnen
diese von Level [ + ¢; nicht weiter propagiert werden.

O]

Ein Pfad 7t, auf dem Uberschiisse propagiert werden, hat jedoch eine zusitzliche Eigenschaf-
ten: Er beginnt mit allen notigen Vergroberungen und danach erst wird verfeinert. Intern
haben die Vergroberungen und Verfeinerungen auch eine Reihenfolge. Diese ist durch den
Q-Zyklus vorgegeben. Im Falle von Algorithmus 2.3 werden die Dimensionen wéhrend des
Vergroberns aufsteigend und wahrend des Verfeinerns absteigend behandelt.

Dieser Pfad 7, der nach Manhattan-Metrik optimal ist und erst nach Dimension aufsteigend
vergrobert und danach nach Dimension absteigend verfeinert, ist fiir jedes Levelpaar [, k
einzigartig.

Fiir Uberschiisse, die auf genau diesem Pfad 7t transportiert werden, kénnen wir folgendes
beobachten:

Beobachtung 3. Wurden die Uberschiisse v; von Level I nach k auf genanntem Pfad 7 propagiert,
so enthiilt rg den Summanden

(H p lcTi,z,v(l)Az(ii)) (I} Pz%) 4] (9.1)
1

iel

Begriindnug. O.B.d.A. sei K = {iy,...,i,} und die Dimensionen werden in der Reihenfolge
i1,...,1in vergrobert. Das Level m ergibt sich aus den notigen Vergroberungen in Richtungen
i € Kvon Level [ aus, also:

{ki Cfallsi € K
m; =

l; , sonst

Sei I C K die Menge der Indizes, nach der bereits vergrobert wurde. Fiir I = @, also auf
Level [ selbst, gilt offensichtlich: r? enthélt v; als Summand. Per Induktion tiber I mithilfe von

Gleichung (7.8) (also der Vergrébérungsvorschrift) folgt dann, dass rX folgenden Summanden
enthalt:

(H le.,lf”A;f)) " 02

ieK

Betrachten wir nun die Verfeinerungen. Sei G = {ji,---,j,}. Da gilt: Vj € G : j € K, wird
der Summand (9.2) nach Verfeinerungsvorschrift in alle Richtungen j € G prolongiert.

Damit enthalt rg mithilfe von Satz 1 folgenden Summanden:
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9 Erlauterungen

ieG ieK ieK i¢l
Die Gleichheit kommt daher, dass in Richtungen i ¢ KU G gilt: k; = I; und damit fiir die
Prolongation gilt: Pl(:,)(i =1

O]

Fordern wir an dieser Stelle, dass Gleichung (7.7) beim letzten Q-Zyklus-Durchlauf galt,
so miissen die Beitrdge von Leveln /, die in diesem Durchlauf noch nicht besucht wurden,
noch korrekt in X vorhanden sein. Eventuell wurden sie jedoch bei einer beim letzten
Q-Zyklus-Durchlauf erfolgten Vergroberung subtrahiert (durch eine Hierarchisierung). Da
spatestens Level m mit m; = min(l;, k;) diese Beitrdge jedoch speichert und dieses Level vor
k besucht wird, sollten die Beitrdge von [ wieder korrekt dehierarchisiert vorliegen.

Deshalb sollte nach dieser Betrachtung ein Q-Zyklus-Durchlauf mit levelweiser Anderung
der Uberschiisse nichts an der Giiltigkeit der Gleichung (7.7) &ndern. Wie oben bereits
erwahnt, ist dies jedoch noch formal zu beweisen.
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10 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden zuerst Hinweise fiir eine Implementierung gegeben. Anschlieflend
wird ein Beispielproblem vorgestellt sowie die Losung und Konvergenzraten, die sich mit
dem vorgestellten Verfahren ergeben.

10.1 Implementierungshinweise

Hier sollen einige Hinweise zu einer effizienten Implementierung der vorgestellten Algorith-
men gegeben werden. Eine der wichtigsten Designfragen ist, ob man die eindimensionalen
Operatoren R, P, PT, A (als Grundlage fiir die benotigten mehrdimensionalen Operationen)
als Matrizen oder als nativen Code implementiert. Ersteres erlaubt eine einfache Adaption
auf neue Basen, letzteres sorgt erstens fiir eine deutlich schnellere Auswertung (O(N) im
Gegensatz zu O(N?) bei den in Kapitel 4 definierten Operatoren — solange man sie als
volle Matrizen speichert) und keinen zusétzlichen Speicherverbrauch zur Laufzeit. Ange-
nommen, die maximale Tiefe im Unterraumschema ist fmax, S0 bendtigen wir eine Matrix
A, die genau auf diesem eindimensionalen Level arbeitet. Somit wiare der Speicheraufwand

d
fir die Matrix A O(ZtrznaX). Das grofite Gitter hat einen Speicherbedarf von O <2(mdax) >

Damit folgt: Solange man in zwei und weniger Dimensionen arbeitet, ist die Optimierung
des Speicherbedarfs der Matrizen sehr viel wichtiger als die der Gitter. Arbeitet man in
mindestens drei Dimensionen, so ist der Speichherbedarf fiir die eindimensionalen Matrizen
asymptotisch vernachlédssigbar.

Um beide Varianten zu ermoglichen, mdge man ein gemeinsames Interface benutzen. In Spra-
chen, die Operatoriiberladung erméglichen, ist dies naheliegend durch die Multiplikation-
Operation zu realisieren. So konnen Klassen, die dieses Interface implementieren sehr einfach
mit eventuell gespeicherten Matrizen multiplizieren oder eine in Code implementierte Routi-
ne aufrufen.

Zur Einordnung des zeitlichen Vorteils bei der Nutzung von nativem Code wurde eine
Zeitmessung fiir beide Verfahren durchgefiihrt. Die Matrizen wurden je als numpy.Matrix
gespeichert und zur Laufzeit erstellt. AuSerdem wurde die Matrix-Vektor-Multiplikation in
C-Code implementiert, der mittels Foreign-Function-Call-Bibliothek ctypes aus dem Python-
Code (der das mehrdimensionale Up-Down-Schema implementiert) heraus aufgerufen. Die
Zeiten fiir das Matrix-Vektor-Produkt in beiden Varianten und die Erstellung der Matrizen
befinden sich geplottet fiir verschiedene Gittergrofien in Abbildung 10.1. Wie man erkennen
kann, ist das Matrix-Vektor-Produkt der numpy-Bibliothek fiir kleine Gittergréfien schneller
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log,,( time [s] )

native code
matrix code

— matrix assembly
_a s ‘ . .

4 6 8 10 12 14

Abbildung 10.1: Vergleich der Zeiten fiir einen Q-Zyklus-Durchlauf ohne Glattung auf einem
diinnen Gitter. Fiir Gittergrofien ab Tiefe 11 liegt der zeitliche Gewinn der
Implementierung der Operationen als Code vor allem im Wegfall der
Matrixaufstellung. Die verwendete Matrix-Implementierung numpy .Matrix
ist performanzmaifig sehr gut, kann es fiir grofiere Gittergrofien jedoch
nicht mit einer direkten Implementierung als Code aufnehmen. Zeitskala
logarithmisch!

als die native Implementierung, was vermutlich auf den Foreign-Function-Call-Overhead
zuriickzufiihren ist. Fiir grofle Gittergrofien kann man erkennen, dass der zeitliche Vorteil
eher bei der nativen Implementierung liegt; insbesonderen, wenn man die benétigte Zeit fiir
die Erstellung der Matrizen beachtet.

Eine Parallelisierung der eindimensionalen Operationen lohnt im Allgemeinen nicht, da
diese meistens auf zu kleinen Gittern arbeiten. Dies wurde auch experimentell mittels einer
Shared-Memory-Parallelisierung (unter Verwendung von OpenMP) im C-Code iiberpriift.
Eine adaptive Variante, die nur auf sehr feinen Gitter parallelisiert ware denkbar und konnte
eventuell einen Performanzgewinn bringen. Ferner konnte {iberpriift werden, ob sich die
Parallelisierung der mehrdimensionalen Operationen (sprich: mehrere eindimensionale
Operationen zur selben Zeit auf dem selben Gitter durchfiihren) oder der nd-Vergrobern-

bzw. nd-Verfeinern-Algorithmen (Parallelisierung tiber die Indexmengen, die zu bearbeiten
sind).
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10.2 Beispielproblem

10.2 Beispielproblem

Als Beispielproblem wird die folgende Laplacegleichung (10.1) genommen. Die Randwerte
sind gegeben durch Gleichung (10.2).

Au =0, in Q)

u=g, auf 6Q) (10.1)

Wobei:
d-1
g(x) = e Va=1ma [T sin(mx;) (10.2)
j=1
Um eine mehrdimensionale Losung zu errechnen, miissen wir den Laplace-Operator in
Tensorproduktoperatoren zerlegen:

A=Y BRIV :d;Aaz@@ALz

=1 jrd jd

Wobei die eindimensionalen Operatoren Az und A;» durch die beiden in Kapitel 3.1 ange-
gebenen Operatorsterne 2 [14 1] und + [-12 — 1] gegeben sind.

Die zweidimensionale Losung dieses Randwertproblems auf Q) = [0,1]? ist in Abbildung
10.2 dargestellt. Sie wurde mit einem zweidimensionalen diinnen Gitter der Tiefe 4 mit
Freiheitsgraden auf dem Rand berechnet.

Konvergenzergebnisse fiir das Mehrgitterverfahren in Abhédngigkeit von der Anzahl der
Q-Zyklus-Durchldufe sind in Abbildung 10.3 dargestellt. Wie man erkennen kann, zeigt
der Graph die typische Eigenschaft eines Mehrgitterverfahrens: Die Konvergenzrate ist
unabhédngig von der maximalen Tiefe, sprich der Gittergrofie des grofiten Gitters. Sie liegt
beim zweidimensionalen Problem in etwa bei einer Gréflenordnung pro Q-Zyklus und im
dreidimensionalen Problem bei einer Grofsenordnung pro zwei Q-Zyklen. Bei Peherstorfer
und Bungartz [PB12] zeigen sich etwas bessere Konvergenzraten fiir ein zweidimensionales
Problem. Sie verwenden jedoch volle Gitter mit Gauss-Seidel-Iterationen. Vergleichbar sind
die erlangten Ergebnisse auch zu [Pfl98, Pehio].

10.3 Einordnung

Der verfiigbare Speicher limitiert selbstverstandlich die maximale Tiefe des diinnen Gitters.
Mit einer direkten Implementierung des hier vorgestellten Schemas ohne zusatzlichen
Aufwand, Speicher bei den 7] zu sparen, konnen bereits praxistaugliche Problemgrofen
berechnet werden. Aufgefiihrt sind diese maximalen Tiefen in Tabelle 10.1.

Ein Problem dieses Schemas ist, dass es nicht trivial ist, nach Aktualisierung eines Frei-
heitsgrades das Residuum effizient zu aktualisieren. Bei einfacher Implementierung der
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1113[-f'-£’)

Abbildung 10.2: Losung der Laplacegleichung auf Q) = [0, 1]? auf einem diinnen Gitter der
Tiefe 4 mit Freiheitsgraden auf dem Rand berechnet. Zu Darstellungszwe-
cken wurde das volle Gitter mit 33 x 33 Punkten interpoliert.

Dimensionen | maximale Tiefe

tatsdchlicher Speicherbedarf

2 22 9 GB
3 17 8 GB
4 14 15 GB
5 10 6 GB
6 8 9 GB

Tabelle 10.1: Maximale berechenbare Tiefe eines diinnen Gitters mit 16GB RAM. Der tatsidch-

liche Speicherbedarf ist gerundet.
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1 2 3 7 8 9 10 1 2 3 7 8 9 10

5 6 5 6
Nr. of Q-cycles Nr. of Q-cycles

(a) Zweidimensional (b) Dreidimensional

Abbildung 10.3: Residuum zur Maximumsnorm auf die Anzahl Q-Zyklen abgetragen. Links
auf einem zweidimensionalen Gebiet; rechts dreidimensional. Wie deut-
lich zu erkennen ist, ist die Konvergenzrate (Steigung) unabhédngig von
der Gittergrofie. Als Gléatter wurde je eine Jacobi-Iteration benutzt. Die
beiden abweichenden Konvergenzraten im zweidimensionalen Fall sind
die kleinsten Gitter. Damit kann davon ausgegangen werden, dass diese
nicht repréasentativ sind, da sie zu wenig Gitterpunkte haben.

Art | Zeit (tmax = 10) | Zeit (tmax = 11) | Zeit (tmax = 12)
ohne Glitter 6.2s 11.9 23.6

zehn Jacobi-Iterationen 66.2s 136.08 280.9s
zehn Jacobi-Iteration (C) 11.5S 23.1 47.08
zehn Gauss-Seidel-Iteration 509.15 2260.1 9603.25

Tabelle 10.2: Zeit fiir Q-Zyklus-Durchldufe mit und ohne Glattung. Gemessen wurde auf ei-
nem Intel®Xeon®E7540 mit 2.0GHz. Das diinne Gitter hat zwei Dimensionen
die maximale Tiefe ist in der obersten Zeile angegeben. Die dritte Zeit ist gemes-
sen mit in C implementierten Jacobi-Iterationen (per ctypes aufgerufen). Alle
Zeiten auf eine Nachkommastelle gerundet. Die Gauss-Seidel-Implementierung
berechnet das Residuum nach jeder Aktualisierung eines Freiheitsgrades neu.

Residuumsberechnung, muss es jedes mal neu berechnet werden. Diese Neuberechnung
liegt zwar nur in O(N); miisste jedoch nach jedem der N Freiheitsgrade neu durchgefiihrt
werden. Dies macht es nicht effizient moglich, Gauss-Seidel-Iterationen als Glétter bei einer
einfachen Implementierung einzusetzen. Jacobi-Iterationen hingegen benttigen wéhrend der
Berechnung das neue Residuum nicht. Deshalb sind diese auf dem vorgestellten Schema
einfach durchzufiihren. Zur Einordnung der Kosten von Iterationsverfahren , sind in Tabelle
10.2 die Zeiten fiir Q-Zyklus-Durchldufe ohne Glattung, mit je zehn Jacobi-Iterationen und je
zehn Gauss-Seidel-Iteration dargestellt.
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Wie man erkennen kann, ist das Zeitaufwéandigste die Relaxation der Gitter. Aus Tabelle
10.2 kann man entnehmen, dass die Zeit fiir eine Jacobi-Iteration pro Level in etwa so teuer
ist, wie ein Q-Zyklus-Durchlauf selbst. Mit der C-Implementierung kann dies um einen
deutlichen Faktor verringert werden. Eine Jacobi-Iteration ist offensichtlich linear in 2fmax,
Deutlich erkennbar ist auch, dass Gauss-Seidel-Operationen quadratisch in 2/mx sind. Dies
ist jedoch — wie oben bereits erwdhnt — nicht inhdrent im Schema verankert, sondern viel
eher ein Problem der Implementierung.
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11 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde zuerst eine auf eindimensionale Probleme begrenzte Einfiihrung in
das Thema zum besseren Problemverstiandnis gegeben.

Anschlieffend wurden Verfeinern- und Vergrobern-Algorithmen vorgestellt, mit denen es
moglich ist, hierarchische Basen mit dem Q-Zyklus effizient zu traversieren und dabei
withrend des Durchlaufs die Uberschiisse zu modifizieren. Die Algorithmen sind hierbei
auf die Losung von elliptischen partiellen Differentialgleichungen mittels des vorgestellten
Mehrgitterschemas beschrankt. Hierzu wurde die dimensionsweise ANOVA-Zerlegung
vorgestellt und gezeigt, dass die Algorithmen alle ANOVA-Komponenten zum Berechnen
des Residuums benutzen. Des weiteren sind die Operatoren in den vorgestellten Funktionen
frei wahlbar, solange sie die genannten Forderungen erfiillen, was eine einfache Adaption
auf neue Basen und Bilinearformen ermoglicht.

Der Ablauf des Q-Zyklus mit den vorgestellten Funktionen wurde genauer betrachtet.
Hierbei wurde insbesondere auf die Bedingung fiir die Korrektheit des vorgestellten mehrdi-
mensionalen Up-Down-Schema eingegangen.

Die Kosten fiir das Berechnen des Residuums und das Vergrobern bzw. Verfeinern wurden
abgeschitzt. Diese sind linear in der Anzahl der Gitterpunkte, was optimal ist. Damit ist
eine effiziente Traversierung des Schemas mithilfe des Q-Zyklus garantiert.

Als letzter Punkt wurden die Konvergenzraten des entstandenen Verfahrens experimen-
tell mittels der Laplace-Gleichung bestimmt. Diese haben sich als unabhéngig von der
Gittergrofse herausgestellt, was typisch fiir Mehrgitterverfahren ist.

Ausblick

Das vorgestellte mehrdimensionale Up-Down-Schema ist beschrankt auf den Q-Zyklus als
Traversierungsschema, da die mehrdimensionalen Vergrobern- und Verfeinern-Algorithmen
auf eben diesen ausgelegt sind. Deshalb konnte untersucht werden, ob ein multidimen-
sionales Up-Down-Schema entwickelt werden kann, dass — wie dieses — alle ANOVA-
Komponenten verwendet, jedoch fiir allgemeine Traversierungsschemata giiltig ist. Wenn-
gleich das wohl am weitesten verbreitete Mehrgitterschema fiir hierarchische Basen der
Q-Zyklus sein diirfte.
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11 Zusammenfassung und Ausblick

Eine wichtige Erweiterung des vorgestellten mehrdimensionalen Up-Down-Schemas wére
die Verwendung von adaptiven Diinnen Gittern. Da diese erlauben, die Anzahl an Freiheits-
graden in gewissen Gebieten weiter zu reduzieren, in denen die Funktion sehr glatt ist und
sich wenig dndert.

Des weiteren konnte an dem vorgestellten Schema untersucht werden, wo und in welcher
Form sich Parallelisierung lohnt. Diese ist notwendig, will grofie Probleme auf aktuellen
Rechnern effizient 16sen. Wobei nicht nur Shared-Memory-Parallelisierung eine Rolle spielen
sollte, sondern auch eine Untersuchung, inwieweit sich das Verfahren fiir eine Distributed-
Memory-Parallelisierung eignet.

Diinne Gitter besitzen zwar signifikant weniger Freiheitsgrade als volle Gitter, trotzdem ist
der Speicherbedarf des hier vorgestellten Unterraumschemas recht hoch. Deshalb sollte un-
tersucht werden, ob der Speicherbedarf verringert werden kann. Hier konnten Schrumpfung
von Koeffizienten anhand von Schwellwerten tiberpriift werden (dieses Verfahren ist wohl-
bekannt in anderen Basen, insbesondere z.B. der ebenfalls hierarchischen Haar Wavelets).
Auch verlustfreie Verfahren wie Huffman- oder Lauflaingenkodierung wéren denkbar.

SchlieSlich steht der eigentliche Korrektheitsbeweis des Schemas aus. In Kapitel g wurden
hierfiir bereits einige Erlduterungen und Ansatze gegeben.
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