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Kurzfassung

Thérien und Wilke zeigten in einer Arbeit von 1998, dass Zwei-Variablen-Logik erster Stufe
(FO?) einer entscheidbaren Klasse endlicher Monoide entspricht. Insbesondere lisst sich damit
fiir jede regulire Sprache entscheiden, ob sie in FO? definierbar ist. Dieses Entscheidbarkeitsre-
sultat konnte im vergangenen Jahr von Weil und Kufleitner auf die Alternierungshierarchie
innerhalb von FO? ausgedehnt werden. In einer aktuellen Arbeit von Lauser und Kufleitner
wurde dieses Ergebnis noch weiter verfeinert. Sie konnten zeigen, dass die positive Alternie-
rungshierarchie innerhalb von FO? entscheidbar ist.

Krebs und Straubing konnten mit einem anderen Zugang ebenfalls das Entscheidbarkeits-
resultat von Weil und Kufleitner beweisen. Anstelle von sogenannten Rankern basiert ihre
Charakterisierung auf Blockprodukten. In dieser Arbeit wird diese Technik auf die positive
Alternierungshierarchie iibertragen. Es werden verschiedene, auf Blockprodukten basierende,
algebraische Charakterisierungen der Level der positiven Alternierungshierarchie vorgestellt
und deren Entscheidbarkeit bewiesen.
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1 Einleitung

McNaughton und Papert konnten in einer 1971 erschienenen Publikation [MP71] zeigen, dass
die Klasse der in Logik erster Stufe (FO) definierbaren Sprachen iiber endlichen Alphabeten
dquivalent zur Klasse der sternfreien Sprachen ist. Ausgehend von diesem Resultat wurden
Fragmente dieser Logik untersucht. In [Kam68] wurde gezeigt, dass drei Variablen bereits
ausreichen, um jede FO-definierbare Sprache zu formulieren. Thérien und Wilke [TW98] leiteten
eine algebraische Charakterisierung des Fragments Logik erster Stufe mit zwei Variablen (FO?)
her. Dieses Fragment wurde in den kommenden Jahren zum Objekt intensiver Forschung.

Weis und Immerman [WI09] initiierten die Untersuchung einer Hierarchie innerhalb von
FO? auf der Grundlage von Quantorenalternierungen. Die Entscheidbarkeit dieser Hierarchie
konnte im vergangenen Jahr unabhéngig voneinander von Kufleitner und Weil [KW12] und
von Krebs und Straubing [KS12] gezeigt werden. Wahrend der Beweis von Weil und Kuf-
leitner auf sogenannten Rankern und Mal’cev-Produkten beruht, verwendeten Krebs und
Straubing Blockprodukte. Dieses Jahr gelang es Kufleitner und Lauser [KL13], ihr Resultat
auf die positive Alternierungshierarchie zu verfeinern. In dieser Arbeit verallgemeinern wir
das Konzept der Blockprodukte und benutzen diese Verallgemeinerung, um auch mithilfe des
Ansatzes von Krebs und Straubing die Entscheidbarkeit der positiven Alternierungshierarchie
nachzuweisen.

In Kapitel 2 werden die algebraischen Grundlagen dieser Arbeit eingefithrt. Die auf Blockproduk-
ten basierende Untersuchung der positiven Alternierungshierarchie erfordert die Verwendung
geordneter Alphabete. Das algebraische Gegenstiick zu geordneten Alphabeten sind geordnete
Halbgruppen und Monoide. Wir definieren die mit geordneten Strukturen zusammenhéngenden,
grundlegenden algebraischen Begriffe und beweisen einige elementare Eigenschaften.

Der Hauptteil der Arbeit besteht aus drei Teilen. Zunéchst verallgemeinern wir in Kapitel 3
Logik erster Stufe iiber Wortern auf geordnete Alphabete und weisen einen einfachen Zusam-
menhang zwischen Logik erster Stufe iber ungeordneten und geordneten Alphabeten nach,
der spéater verwendet wird, um bekannte Resultate auf den ungeordneten Fall zu transferieren.
In Kapitel 4 fithren wir Blockprodukte von geordneten Monoiden ein. Diese erlauben uns
schliefflich, das Entscheidbarkeitsresultat von Krebs und Straubing ebenfalls auf die positive
Alternierungshierarchie zu tibertragen. Wir stellen in Kapitel 5 einige Charakterisierungen der
positiven Alternierungshierarchie auf Basis von Blockprodukten und einen an dem ungeordne-
ten Fall [KS12] orientierten Beweis fiir deren Entscheidbarkeit vor. Neben [KS12| basieren die
Resultate des letzten Kapitels zu grofien Teilen auf [Strll].






2 Algebraische Grundlagen

Dieses Kapitel fihrt die grundlegenden Definitionen und Eigenschaften der geordneten Halb-
gruppen und Monoide ein, setzt aber einige Begriffe aus der Halbgruppentheorie voraus. Eine
detaillierte Einfithrung in diese ist beispielsweise in [Pin86] zu finden.

2.1 Geordnete Mengen

Eine Menge P und eine Halbordnung < auf P bilden zusammen eine geordnete Menge (P, <).
Ein Ordnungsideal von (P, <) ist eine Teilmenge I von P, sodass = € I, falls ein y € I mit
x < y existiert. Das durch eine Teilmenge ) von P generierte Ordnungsideal ist

1Q={zeP|yeQ:xz<y}.

Ein minimales Element einer geordneten Menge (P, <) ist ein Element x € P, sodass fiir alle
y € P gilt: y < x = y = x. Analog dazu definieren wir

TRQ={zeP|IyecQ:y<uz}

Seien (P, <) und (Q, <) geordnete Mengen und f: P — @ eine Funktion. f heifit ordnungser-
haltend, falls fiir alle p,p’ € P aus p < p’ folgt, dass f(p) = f(p').

Wir schreiben im Folgenden P statt (P, <), wenn die zugrunde liegende Ordnung aus dem
Kontext ersichtlich ist.

Fir geordnete Mengen Pi,..., P, nennen wir jedes Element aus dem Abschluss von
{P1,..., P, } unter Vereinigung und Durchschnitt eine positive boolesche Kombination von
Py, ..., P,. Folgende Proposition zeigt, dass die Menge aller Ordnungsideale einer geordneten

Menge P unter positiven booleschen Kombinationen abgeschlossen ist, und folgt direkt aus
der Definition eines Ordnungsideals:

Proposition 2.1.1. Seien P eine geordnete Menge und Q, R Ordnungsideale von P. Dann
sind QU R und Q N R Ordnungsideale von P.

Wir merken an, dass Ordnungsideale nicht unter Komplement abgeschlossen sind. Es gilt
jedoch folgender Zusammenhang;:

Proposition 2.1.2. Sei P eine geordnete Menge und Q) eine Teilmenge von P. Dann ist
P\ (1Q) ein Ordnungsideal von P.

Beweis. Sei p € P\ (1Q) und p’ € P mit p’ < p. Angenommen, p’ € 1@, dann ist auch
p €1Q, da p > p'. Dieser Widerspruch liefert direkt p’ € P\ (T Q). O



2 Algebraische Grundlagen

2.2 Geordnete Halbgruppen und Monoide

FEine Halbordnung < auf einer Halbgruppe S heifit stabil, falls fiir alle z,y,z € S mit x <y
gilt: xz < yz und zx < zy. Eine Halbgruppe S mit einer stabilen Halbordnung < auf S heifit
geordnete Halbgruppe. Geordnete Monoide werden analog definiert. Wir schreiben (S, <), wenn
wir die Rolle der Halbordnung hervorheben méchten — andernfalls sei die Ordnung implizit
und wir verwenden die Notation S. Je nach Kontext verwenden wir die Notation S bzw. (S, <)
auch fiir die der Halbgruppe zugrunde liegende geordnete Menge.

Seien S und T geordnete Halbgruppen. Ein Homomorphismus geordneter Halbgruppen p: S —
T ist ein ordnungserhaltender Halbgruppenhomomorphismus von S in 7'. S ist eine geordnete
Unterhalbgruppe von T, falls S eine Unterhalbgruppe von T und die Halbordnung auf S die
Einschrankung der Ordnung von T auf S ist. S heifit geordneter Quotient von T, falls ein
surjektiver Homomorphismus geordneter Halbgruppen ¢: S — T existiert. Wir sagen, S teilt
T, und schreiben S < T, wenn S der geordnete Quotient einer geordneten Unterhalbgruppe
von T ist. Wir merken an, dass die Notation S < T oft auch fiir ungeordnete Quotienten
verwendet wird. In dieser Arbeit sind alle Divisionen jedoch geordnet.

Das direkte Produkt geordneter Halbgruppen (S, <;)i<i<n sei das direkte Produkt der zugrunde
liegenden Halbgruppen, zusammen mit der Produktordnung

(81,--+,8n) < (s),...,8)) genau dann, wenn s; <; s fiir alle 1 <i < n.

Alle Definitionen aus diesem Abschnitt lassen sich analog fiir geordnete Monoide formulieren.
Fiir Details sei auf [Pin95] verwiesen.

Proposition 2.2.1. Seien X,Y,Z Mengen und ¢: X — Y, p: X — Z Funktionen, sodass fiir
alle x1,x2 € X gilt:
p(x1) = p(x2) = P(21) = P(22).

Dann gilt fiir allex € X und S CY':
¢(x) € S & p(z) € (¢~ (9)).

Beweis. Sei x € X mit ¢(z) € S. Dann ist ¢(z) € {p(2) | 2/ € X, ¢(2') € S} = (¢ 1(5)).

Sei umgekehrt ¢(z) € p(¢~1(9)), das heift, es existiert ein 2’ € X, sodass p(z') = ¢(x) und
o(2") € S. Aus p(2') = p(z) folgt mit der Annahme direkt ¢(x) = ¢(a’). Also ist ¢p(x) € S. O

Proposition 2.2.2. Seien K, M, N endliche geordnete Monoide und ¢: N = M, o: N - K
Funktionen, sodass fiir alle ny,ne € N gilt:

p(n1) < p(n2) = ¢(n1) < d(n2).

Dann gilt fiir allen € N und S C M:

¢(n) € S & p(n) € p(671(5)).

Falls ¢ surjektiv ist, gelten zusdtzlich folgende Eigenschaften:
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2.3 Freie geordnete Monoide und geordnete Sprachen

1. ¢ o=t ist eine ordnungserhaltende Funktion.

1

2. Fualls ¢ und ¢ Homomorphismen sind, dann ist ¢ o ™" ein Homomorphismus geordneter

Monoide.
3. Falls P ein Ordnungsideal von M ist, dann ist p(¢~(P)) ein Ordnungsideal von K.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis dem ersten Teil der Behauptung. Aus ¢(n1) < ¢(ng) =
d(n1) < ¢(ng) folgt aufgrund der Antisymmetrie und Reflexivitat der beiden Halbordnungen:

p(n1) = p(nz) = ¢(n1) = ¢(na).
Proposition 2.2.1 liefert dann direkt den Beweis.

Fiir den zweiten Teil nehmen wir an, ¢ sei surjektiv. Seien k, k¥’ € K. Dann existieren n,n’ € N
mit p(n) = kund ¢(n’) = k. Wir erinnern uns, dass fiir beliebige n1,n2 € N mit ¢(n1) = p(n2)
gilt: ¢(n1) = d(nz). Also ist ¢(¢ " (k)) = ¢(n) und ¢(p~'(K)) = ¢(n').

1. Mit ¢(p~1(k)) = ¢(n) folgt direkt, dass ¢ o o' eine Funktion ist. Sei nun k < k’. Dann
ist, o(n) < p(n') und folglich ¢(L(k)) = B(n) < B(n’) = p(e~(K)). Also ist ¢ o
ordnungserhaltend.

2. Sei ¢ ein Homomorphismus, also ¢(nn’) = kk' und ¢(o~1(kk')) = ¢(nn’) wie oben. Es

folgt: 9(5~1(k)) 6l (k') = d(n)o(n') = d(nn’) = B (kK')). Also ist oL cin Ho-
momorphismus. Da ¢ow~! zudem ordnungserhaltend ist, ist ¢po@ ! ein Homomorphismus
geordneter Monoide.

3. Fir den letzten Teil nehmen wir an, P sei ein Ordnungsideal von M. Seien k, k' € K
mit k <k und k' € ¢(¢~1(P)). Dann ist ¢p(p~1(K')) € P, sowie ¢(¢~1(k)) < ¢p(p~1(K)).
Letzteres gilt, da ¢ o ¢~ ordnungserhaltend ist. Es folgt ¢(¢~1(k)) € P. Also ist
k€ p(¢p~1(P)) und p(¢~1(P)) folglich ein Ordnungsideal.

O]

2.3 Freie geordnete Monoide und geordnete Sprachen

Sei A ein Alphabet und A* das zugehorige freie Monoid. Jede Halbordnung auf A induziert
eine stabile Halbordnung auf A* wie folgt:

ai -+ Qm < by b, genau dann, wenn m = n und a; < b; fur alle 1 < i < n.

Das zugehorige geordnete Monoid (A*, <) heifit freies geordnetes Monoid iiber (A, <). Jedes
Ordnungsideal eines freien geordneten Monoids heifit geordnete Sprache.

Sei p: M — N ein Homomorphismus geordneter Monoide. Eine Teilmenge H von M wird
durch o erkannt, falls ein Ordnungsideal I von N mit H = o~ !(I) existiert. In diesem Fall
ist H ein Ordnungsideal von M. Wir erweitern den Begriff der Erkennbarkeit auf geordnete
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Monoide, indem wir sagen, ein geordnetes Monoid N erkennt eine Teilmenge H von M, falls
ein Homomorphismus geordneter Monoide ¢: M — N existiert, der H erkennt.

Diese Definition gilt insbesondere fiir geordnete Sprachen. Eine geordnete Sprache L C (A4*, <)
wird von einem geordneten Monoid M genau dann erkannt, wenn es ein Ordnungsideal I von
M und einen Homomorphismus geordneter Monoide ¢: (4%, <) — M mit L = o~ 1(I) gibt.
Zudem ist jede von einem geordneten Monoid erkannte Sprache eine geordnete Sprache iiber
dem Ausgangsalphabet.

Wir werden in den folgenden Kapiteln Klassen von geordneten Monoiden durch die Klasse der
jeweiligen erkannten Sprachen charakterisieren. Hierzu benotigen wir den Begriff der Teilwdrter
eines Wortes. Sei w € A* ein Wort. Dann ist a; - - - ag (a1,...,ax € A) genau dann ein Teilwort
von w, wenn w € A*a1 A*as A* - - - A*ai A*. Wir definieren fiir feste aq,...,a; € A nun

$ Layaya, = A*(La1) A" (Lag) A - A™(Lag) A7,

T Layag-a, = A*(Ta1)A*(Tag)A* - - - A*(T ap) A*.
1 Lgay-a, ist also die geordnete Sprache aller Worter, die ein Teilwort aus der Menge
lailaz---|ap enthalten. Es kann gezeigt werden, dass 1 Lg,q,...q, €ine endliche Vereini-

gung von Sprachen der Form | Ly, p,...5, ist. T La,qy---a, iSt also ebenfalls eine geordnete Sprache.
Wir geben hierfiir in Kapitel 5 einen Beweis.

2.4 Syntaktische geordnete Monoide

Sei (A, <) ein geordnetes Alphabet und L eine geordnete Sprache iiber (A, <). Die syntaktische
Ordnung <r, von L sei definiert durch w <j, w’ genau dann, wenn

uw'v € L = uwv € L

fiir alle u,v € A*. Die durch diese Halbordnung induzierte Aquivalenzrelation ~,, mit w ~, w’
genau dann, wenn
wwv € L < uw'v € L

fir alle u,v € A*, ist eine Kongruenz [Pin95]. Sie heifit syntaktische Kongruenz. Das syntaktische
geordnete Monoid Synt(L) von L C (A*, <) ist das Monoid (A*,<)/ ~r, zusammen mit
der auf (A*, <)/ ~p durch <y, induzierten stabilen Halbordnung. Der zugehorige natiirliche
Homomorphismus ¢,: (A*, <) — Synt(L) heiit syntaktischer Homomorphismus. Es ist einfach,
zu prifen, dass ¢, ein Homomorphismus geordneter Monoide ist. Ein geordnetes Monoid M
erkennt eine Sprache L iiber (A*, =) genau dann, wenn Synt(L) < M [Pin95]. Insbesondere
ist Synt(L) das kleinste Monoid, das L erkennt.

Wir merken an, dass sich dieser Zusammenhang nicht auf beliebige geordnete Sprachen
iibertragen lésst. Sei A = {a,b} und (A4, <) geordnet durch a < b. Sei L = | L, C (A%, <).
Dann besteht Synt(L) aus den beiden Elementen [¢] und [a], geordnet durch [a] < [g], und
ausgestattet mit der Verkniipfung [e] - [¢] = [¢], [¢] - [a] = [a] - [¢] = [a] - [a] = [a]. Das geordnete
Monoid M sei durch Aquivalenz geordnet und ansonsten identisch zu Synt(L). Offensichtlich
ist Synt(L) ein Teiler von M. Wegen a < b ist jedoch ¢(a) = ¢(b) fir jeden Homomorphismus
¢: (A*, <) — M, also erkennt M iiber diesem Alphabet nur die beiden Sprachen () und A*.
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2.5 Pseudovarietiten geordneter Monoide und Gleichungen

2.5 Pseudovarietdten geordneter Monoide und Gleichungen

Eine Pseudovarietdt geordneter Monoide ist eine Klasse endlicher geordneter Monoide, die unter
Division geordneter Monoide und unter endlichen direkten Produkten geordneter Monoide
abgeschlossen ist.

Sei X ein abzdhlbares Alphabet. Wir definieren w-Terme iiber X induktiv wie folgt: Das leere
Wort 1 ist ein w-Term, jeder Buchstabe aus X ist ein w-Term und falls © und v w-Terme sind,
dann sind auch uwv und u¥ w-Terme. Fiir jeden w-Term w und jedes geordnete Monoid M lasst
sich jede Abbildung ¢: X — M auf eine Auswertung ¢ von u in M erweitern, indem man der
Multiplikation und dem w-Operator die iibliche Bedeutung zuschreibt.

Fir zwei w-Terme v und v nennen wir u < v eine Gleichung. Wir sagen, ein geordnetes
Monoid S erfiillt eine Gleichung u < v, falls p(u) < ¢(v) unter jeder Auswertung ¢. Die
Klasse der geordneten Monoide, die eine bestimmte Menge an Gleichungen erfiillen, formen
eine Pseudovarietét geordneter Monoide [PW96]. Wir verwenden zur Beschreibung dieser
Pseudovarietét die Notation

[ur <wvpyug <wgyonn,up < v

Fiir die folgenden Beispiele erweitern wir diese Definition und lassen zudem Gleichungen der
Form u = v als Kurzschreibweise fir v < v,v < u zu.

Der Join U V'V zweier Pseudovarietiten geordneter Monoide U,V ist die kleinste Pseudova-
rietdt geordneter Monoide, die sowohl U als auch V enthélt.

Proposition 2.5.1. Seien U,V Pseudovarietiten geordneter Monoide und J = {M | IM' €
UM eV:M< (M ,M")}. Dann ist UVV = J.

Beweis. Die Richtung J C U V'V ist trivial. Die umgekehrte Richtung zeigen wir per Induktion
iiber den Aufbau eines Monoids aus U V V.

Sei M € U. Wir setzen ¢: M — (M, M"),m — (m, 1), wobei M" ein beliebiges Monoid aus
V und 1 das neutrale Element aus M" ist. ¢ ist ein Homomorphismus geordneter Monoide.
Also teilt M das Monoid (M, M") und es ist M € J. Eine analoge Konstruktion zeigt V C J.

Sei nun M € J und M’ ein Monoid mit M’ < M. Aufgrund der Transitivitat der Teilbarkeits-
relation ist dann auch M’ € J.

Seien k > 1, My,...,. My € J, M{,...M] € U und M{,..., M} € V mit M; < (M, M)
fir alle 1 < ¢ < k. Dann existiert fiir alle 1 < ¢ < k ein Homomorphismus geord-
neter Monoide ¢;: M; — (M/],M/). Wir zerlegen jeden solchen Homomorphismus in
zwel Homomorphismen geordneter Monoide ¢): M; — M] und ¢: M; — M/, sodass
¢i = (¢, 8). Setze ¢: (My,...,My) — ((M{,...M[),(M{,....,M!)),(m1,...,mg) —
(Ph(ma), ..., ¢%(mk)), (¢ (m1),...,¢l(my))). Es ist einfach zu priifen, dass ¢ ein Homo-
morphismus geordneter Monoide ist. Also ist (M, ..., M) € J.

13



2 Algebraische Grundlagen

Da jede Formel aus U V V| beginnend bei Monoiden aus U und V, induktiv durch Bil-
dung geordneter Divisoren und endlicher direkter Produkte entsteht, ist U vV V C J. Dies
vervollsténdigt den Beweis. O

Wir bendtigen in dieser Arbeit folgende Pseudovarietdten geordneter Monoide:

e J, die Pseudovarietét aller J-trivialen Monoide [Pin86]. Eine Gleichungsbeschreibung
fir J ist
J = [(zyz)"y = y(ayz)* = (zy2)”].

e J* =[x < 1], das positive Fragment von J. Analog ist J~ = [1 < z] das negative
Fragment von J. Es ist bekannt [ST88|, dass J = J* v J~. Wir geben in den folgenden
Kapiteln Charakterisierungen von J* und J~ auf Sprachebene.

e J; = [zx = z,xy = yx |, die Pseudovarietét aller idempotenter, kommutativer Monoide,
und das zugehorige positive Fragment J| = [z = 2,2y = yz,x < 1].

e DA = [(zy2)“y(zyz)* = (xyz)¥]. Es existieren viele dquivalente Charakterisierungen
dieser Pseudovarietidt [TT02]. Die wichtigste weitere Charakterisierung fiir uns ist:
M € DA genau dann, wenn e = ¢ - M, - e fiir alle Idempotente e von M. M, ist hierbei
das durch alle Elemente m € M mit e € MmM erzeugte Untermonoid von M. Auflerdem
ist Synt(L) € DA genau dann, wenn L FO2?-definierbar ist [TW98].

Proposition 2.5.2. J{ CJ* CJ C DA.

Beweis. Die Inklusion J{ C J* ist trivial. Sei M € J* =[x < 1]. Dann ist

(zyz)“y < (zyz)” - 1 = (zyz)” und

w

(2y2) = (zy2) (zy2)* = (xy2)*(eyz)""ayz < (zyz)” 1y 1= (zyz)“y,

also M € [ (zyz)¥y = (zyz)“]. Analoge Umformungen liefern M € [y(zyz)¥ = (2yz)* ] und
schlieflich M € [ (zy2)“y = y(zyz)* = (zy2)*] = J.

Fiir den Beweis der letzten Inklusion sei M € J. Wegen (zyz)“y = (zyz)* ist
(zy2)“y(zyz)* = (zyz)*(zyz)” = (2yz)*,

also M € [ (zyz)“y(zyz)¥ = (xyz)* ]| = DA. O

14



3 Logik erster Stufe iiber geordneten
Alphabeten

Wir merken zunéchst an, dass die Definitionen in diesem Abschnitt leicht von den tiblichen
Definitionen abweichen, da wir Fragmente der Logik erster Stufe iiber Wortern aus geordneten
Sprachen definieren.

Sei (A, <) ein endliches geordnetes Alphabet. Wir betrachten zunéchst Logik erster Stufe
FO = FO[<]. Die Syntax von FO ist

TlLlle=ylz<y|Xz)<a|-¢| oAy | oV | Ixg | Voo

wobei & und y Variablen, a ein Buchstabe aus A und ¢, Formeln aus FO sind. Wir inter-
pretieren diese Formeln iber Wortern aus (A*, <): Variablen entsprechen Positionen im Wort
und A\(z) < a ist genau dann wahr, wenn fir den Buchstaben b an Position z die Ungleichung
b < a erfillt ist.

Eine zu einer Formel ¢ passende Zuweisung u weist jeder freien Variable z; aus ¢ einen Wert
i; € N4 zu. Wir schreiben (w, i) |= ¢ fiir eine Formel ¢ und eine dazu passende Zuweisung
w, falls das Wort w € A* die Formel ¢ unter p erfillt. Wir schreiben w = ¢, falls w € A* die
Formel ¢ unter jeder passenden Zuweisung erfiillt. Ein Satz ¢ definiert die Sprache

L={we A |wko¢}

Jede Sprache, die durch einen Satz aus FO definiert wird, heifit FO-definierbar. Da die
Interpretation von atomaren Formeln der Form A(z) < a von der Alphabetordnung abhéngt,
sagen wir, ein Satz ¢ definiert eine Sprache tiber dem geordneten Alphabet (A*, <), wenn wir
die Rolle der Alphabetordnung hervorheben oder Mehrdeutigkeiten ausschlieffen mochten.

Wir definieren Logik erster Stufe ohne Negation FO* = FO'[<], indem wir FO auf Formeln
beschrianken, die keine Teilformel der Form —¢ enthalten.

Proposition 3.0.3. Jeder Satz aus FOT definiert eine geordnete Sprache L C (A*,<).
Beweis. Sei ¢ ein beliebiger Satz aus FO*. Seien v = a1+ ay, (a1,...,a, € A) und v =

by by (b1,...,b, € A) Worter mit u < v und v |= ¢. Insbesondere ist also m = n.

Sei qAﬁ die Matrix einer zu ¢ dquivalenten Formel in bereinigter Préanexform und u eine zu (ﬁ
passende Zuweisung. Wir nehmen an, dass (v, 1) = ¢, und zeigen, dass dann auch (u, 1) = ¢.
Damit folgt unmittelbar u |= ¢. ¢ definiert also eine geordnete Sprache.
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3 Logik erster Stufe iiber geordneten Alphabeten

Der Beweis erfolgt per Induktion iiber den Formelaufbau von qg Fiir atomare Formeln der Form
ij = iy und i; < ij ist der Beweis trivial. Sei ¢ eine atomare Formel A(i;) < b;; aus ¢ mit
(v, 1) = . Dann ist offensichtlich auch (u, u) = ¢, da laut Annahme a;; < b;;. Angenommen,
(v,pu) = ¢ A, dann gilt (v,p) = ¢ und (v,p) = ¥, laut Induktionsannahme also auch
(u, ) = o und (u, u) = p. Damit ist (u, u) | @ A, wie gefordert. Der Induktionsschritt fiir
Formeln der Form ¢ V 9 erfolgt analog. O

Proposition 3.0.4. Sei (A, =) ein Alphabet, in dem die Halbordnung die Aquivalenz ist. Eine
Sprache idiber (A, =) ist genau dann FO-definierbar, wenn sie FO™ -definierbar ist.

Beweis. Angenommen, L C (A*, =) sei FO-definierbar. Dann existiert eine Formel ¢ aus FO,
die L definiert. Durch wiederholte Anwendung von —dzvy = Vr—), —Vay = Jr—) und der
Regeln von De Morgan formen wir ¢ in eine dquivalente Formel ¢ um, in der Negationen nur
unmittelbar vor atomaren Formeln stehen. Nun ersetzen wir jede Teilformel der Form —x =y
aus ¢’ durch z < y Vy < x, jede Teilformel der Form -z < y durch x = y Vy < z und jede
Teilformel der Form —A(z) < a durch

\/ Az) <b.

beA\{a}

Das Ergebnis ist eine zu ¢’ und damit auch zu ¢ aquivalente Formel, in der keine Negationen
auftreten. Also ist L FO™'-definierbar.

Die umgekehrte Inklusion ist trivial. O

Ein dhnliches Resultat erhalten wir, wenn wir die Anzahl an Variablen und die Alternierungstiefe
beschrinken. Sei FO?™* das Fragment von FOT, das nur zwei verschiedene Variablen benutzt.
Wir betrachten nun Sequenzen von Quantoren entlang eines Pfades von der Wurzel zu einem
Blatt im Syntaxbaum einer Formel. In diesen Sequenzen treten abwechselnd Blocke aus
Existenz- und Allquantoren auf. Die maximale Anzahl solcher Blocke entlang aller Pfade tiber
dem Syntaxbaum einer Formel nennen wir Alternierungstiefe der Formel. Eine 3, -Formel (bzw.
IT,-Formel) ist eine Formel mit Alternierungstiefe < n, in der jede aus n Blocken bestehende
Sequenz von Quantoren mit einem Existenzquantor (bzw. Allquantor) beginnt. Die maximale
Lénge der Sequenz von Quantoren iiber alle Pfade im Syntaxbaum einer Formel nennen wir
Quantorentiefe der Formel.

Fiarn > 1 sei FOIQ;+ das Fragment von FO%+* aller Formeln mit Alternierungstiefe < n. Das
Fragment FO? von FO? sei analog definiert. Es ist jedoch zu beachten, dass sich jede Formel
aus FO? dquivalent als Formel aus FO? formulieren lisst, indem alle Teilformeln der Form
Vz¢ durch —3z—¢ ersetzt werden. Wir formen eine Formel aus FO? zur Bestimmung der
Alternierungstiefe daher zunédchst, wie in Proposition 3.0.4 beschrieben, in eine Normalform
um, in der Negationen nur direkt vor atomaren Formeln auftreten. Die Formel

Vady: (e <yVy<z)A-Ay) <a
ist beispielsweise in FO3, jedoch nicht in FO?, wihrend folgende Formel in FO? ist:

Ve-Jy: (z<yVy<z)A-Ay) <a
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Weiter sei
e Y2 das Fragment aller ¥,-Formeln aus FO2.
e ¥2F das Fragment aller ¥,-Formeln aus FO2 7.
e 112 das Fragment aller IT,-Formeln aus FO2.
e I12* das Fragment aller IT,-Formeln aus FO2+.

Beschrénken wir zusédtzlich die Quantorentiefe m einer Formel, so erhalten wir die Fragmente
24+ 24 172+ 2 2 2
FOLm, X 55, FO Yom und 105

n,m» n,m»
Wir préazisieren nun Proposition 3.0.4, um den Zusammenhang zwischen Logik erster Stu-

fe iiber geordneten Alphabeten und Logik erster Stufe iiber ungeordneten Alphabeten zu
verdeutlichen:

Theorem 3.0.5. Sei (A, <) ein geordnetes Alphabet und L eine geordnete Sprache tiber (A, <).
Sei C € {FOQ,FO%,FOI%JH, Zg,zg’m,ﬂg,ﬂim} und Ct das negationsfreie Fragment von C.

Dann sind folgende Figenschaften dquivalent:
o L ist iiber dem geordneten Alphabet (A, <) CT-definierbar.
o L ist iiber dem Alphabet (A,=) C"-definierbar.
o L ist dber dem Alphabet (A,=) C-definierbar.

Beweis. Der Beweis der Aquivalenz der zweiten und dritten Aussage erfolgt nach demselben
Prinzip wie der Beweis von Proposition 3.0.4. Zu zeigen bleibt die Aquivalenz der ersten beiden
Aussagen.

Angenommen, L sei iiber dem geordneten Alphabet (A4, <) C*-definierbar. Sei ¢ € CT eine
Formel, die L {iber (A, <) definiert. Wir konstruieren nun eine zu ¢ dquivalente Formel ¢,
indem wir jede atomare Formel der Form A\(z) < a aus ¢ durch

\V AMaz) <b

be(la)

ersetzen. Die entstandene Formel definiert iber den Alphabeten (A, <) und (A, =) dieselbe
Sprache. Also ist L tiber (A, =) C*-definierbar.

Sei umgekehrt ¢ € C* eine Formel, die L iiber (A, =) definiert. Da L eine geordnete Sprache
iiber (A, <) ist, definiert ¢ dann L auch iiber dem Alphabet (A, <). O

Dieser einfache Zusammenhang erlaubt uns, viele bekannte Resultate zu Logik erster Ordnung
auf den geordneten Fall zu iibertragen. Wir verwenden das Theorem nun, um exemplarisch das
Resultat von Thérien und Wilke [TWO8] fur Logik erster Stufe iiber geordneten Alphabeten
zu formulieren:

Theorem 3.0.6. Sei L eine geordnete Sprache tiber einem geordneten Alphabet (A, <). Dann
ist L genau dann FO*T -definierbar, wenn Synt(L) € DA.
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3 Logik erster Stufe iiber geordneten Alphabeten

Beweis. Nach Theorem 3.0.5 ist L iiber (A, <) genau dann FO**-definierbar, wenn L iiber
(A,=) FO%-definierbar ist. Es ist (fiir den ungeordneten Fall) bekannt [TW98], dass das
syntaktische Monoid einer Sprache genau dann in DA ist, wenn die Sprache FO?-definierbar
ist. Der Rest der Behauptung folgt, da das syntaktische geordnete Monoid einer Sprache
unabhéngig von der Alphabetordnung und das zugrunde liegende Monoid dquivalent zum
syntaktischen Monoid der Sprache ist. O
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4 Zweiseitige semidirekte Produkte

Seien K und N endliche geordnete Monoide. Wir schreiben das Produkt in K additiv. Eine

linke Aktion von N auf K ist eine Abbildung (n,k) — n -k von N x K in K, sodass fiir alle
n,ni,ng € N und k, k1, ke € K

n(ky + ka) = nk1 + nke (4.

(n1n2)k = ni(nak) (4.

1-k=k (4.

n-0=0 (4.

nk1 < nks, falls k1 < ko (4.

nik < ngk, falls nqy < ng (4.

@O_'kal\.’))—‘
D — D o —

e

Eine rechte Aktion (n,k) — k-n von N auf K ist analog definiert. Eine linke und rechte
Aktion von N auf K sind kompatibel, wenn fir alle n1,no € N und k € K folgendes Axiom
erfillt ist:

(nlk:)nQ =N (k‘nz)
Es bietet sich daher an, im Folgenden njkng statt (nik)ng oder nj(kng) zu schreiben.

Wir definieren das zweiseitige semidirekte Produkt K sx N (beziiglich einem Paar aus einer
kompatiblen linken und rechten Aktion von N auf K) auf der Menge K x N iiber die
Multiplikation

(k,n)(K',n') = (kn’ +nk',nn’)
und die Halbordnung
(k,n) < (k',n) genau dann, wenn k < k' und n < n’.
Fiir alle k1, ko, k3 € K und nq,n9,n3 € N ist dann
((k1,n1)(k2,n2))(k3,n3) = ((king + nik2)ng + ningks)
= (k1nang + nikans + ningks)
= (kingns + nq(kans + naks))
= (k1,m1)((k2,n2)(k3, n3))

und fir alle k € K,n € N ist (k,n)(0,1) = (k-1+n-0,n-1) = (k,n), sowie (0,1)(k,n) =
(0-n+1-k,1-n)=(k,n). Die Halbordnung < auf K x N ist stabil, da fir alle ki, ko, k € K
und ny,ng,n € N mit (ki,n1) < (kg,ne) gilt:

(k?l, nl)(k, n) (kln + nlk nln) (kgn + ngk TLQTL) (k?g, ’ng)(k, n)

K xx N ist also ein endliches geordnetes Monoid.
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4 Zweiseitige semidirekte Produkte

4.1 Blockprodukte

Seien K und N endliche geordnete Monoide. Dann existiert ein Paar kompatibler Aktionen
von N auf ein direktes Produkt von | N|? Kopien von K. Betrachten wir dieses direkte Produkt
als die Menge ordnungserhaltender Funktionen f: N x N — K, so sind die Aktionen gegeben
durch

(nf)(ni,n2) = f(ni,nng) und
(fn)(n1,n2) = f(nin,ng).
Das Produkt zweier Funktionen fi, fo: N x N — K ist dann gegeben durch die komponen-

tenweise Multiplikation, das heiBt (f1 * f2)(n1,n2) = fi(n1,n2) - fa(n1,n2). Zudem ist f; < fo
genau dann, wenn f1(ny,ne) < fa(ni,ne) fiir alle ny,ny € N.

Das zweiseitige semidirekte Produkt beziiglich diesem Paar von Aktionen heift Blockprodukt
KON von K und N.

Wir verifizieren nun fiir die Operation n f, dass diese tatséchlich die Axiome einer linken Aktion
erfiillt. Es ist leicht zu sehen, dass Axiome (4.1) bis (4.4) erfiillt sind. Betrachten wir zwei
Funktionen fi, fo: N x N - K mit f; < fo, dann ist

nfi(ni,n2) = fi(ni,nn2) < fa(ni,nn2) = nfa(ni, na).

fiir alle n,n1,ne € N. Fiir eine feste ordnungserhaltende Funktion f: N x N — K seien nun
ni,ng,n,n’ € N, dann ist

nif(n,n’) = f(n,nin’) < f(n,nen’) = naf(n,n’).

Mit einer analogen Schlussweise kann gepriift werden, dass fn eine rechte Aktion ist. Die
beiden Aktionen sind zudem kompatibel, da

((n1f)ne)(n, ') = f(nng,man’) = (1 (fn2))(n,n).

Der Zusammenhang zwischen Blockprodukten und zweiseitigen semidirekten Produkten geord-
neter Monoide ist derselbe wie im ungeordneten Fall.

Proposition 4.1.1. Seien K und K geordnete Monoide. Dann teilt jedes zweiseitige semidi-
rekte Produkt K xx N das Blockprodukt K O N.

Beweis. Sei ¢ : K xx N — K O N die durch p(k,n) = (fg,n) mit fx: N x N = K, (n1,n2) —
n1kngy definierte Funktion. Es ist leicht zu tiberpriifen, dass ¢ ein Homomorphismus geordneter
Monoide ist. O

Seien V und W Pseudovarietiaten geordneter Monoide, dann ist V #x W die durch alle
semidirekten Produkte K xx N mit K € V und N € W erzeugte Pseudovarietét geordneter
Monoide.
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4.2 Von Blockprodukten erkannte Sprachen

4.2 Von Blockprodukten erkannte Sprachen

Seien K und N endliche geordnete Monoide und ¢: (A*, <) — N ein Homomorphismus
geordneter Monoide. Wir definieren ein neues geordnetes Alphabet Ay = (N x A x N, <)
mit

(n1,a,n2) < (n},a’,nb) genau dann, wenn ny < nf,a < a',ns < nj

fir alle ny, no,nf,nhb € N und a,d’ € A.

Zudem sei 7y : (A%, <) — (A}, <) eine lingen- und ordnungserhaltende Abbildung mit 7,(1) =
1 und 7y(a1 - --an) = 01 - - - 0y, Wobei

oi = (Va1 - ai—1),ai, Y(aip1 - an))
fur alle 1 < ¢ <n.

Theorem 4.2.1 (Blockprodukt-Prinzip). Seien V und W Pseudovarietiten geordneter Monoi-
de, M ein endliches geordnetes Monoid und ¢: (A*, <) — M ein surjektiver Homomorphismus
geordneter Monoide. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

o M e VxxW

o Es existieren Homomorphismen geordneter Monoide : (A*,<) — N € W und
h: (Ay, <) = K €V, sodass fir alle w,w € A* gilt:

Y(w) < P(w') Ah(ry(w)) < h(ry(w)) = ¢(w) < p(w’).

Beweis. Sei zunédchst M € V xx W. Wir kénnen annehmen, dass M = K O N mit K € V und
N € W, da jedes zweiseitige semidirekte Produkt aus V #x W ein solches Blockprodukt teilt.
Angenommen, ¢(a) = (fq,ne) mit fo: N x N - K und n, € N. Wir setzen ¢(a) = n, und
h(ni,a,n2) = ny fane fir alle ni,ny € N. Nun ist ¢p(w) = (h(1y(w)),1(n)). Die Behauptung
folgt direkt, da das direkte Produkt von |N|?> Kopien von K in V ist.

Wir nehmen nun an, dass Homomorphismen geordneter Monoide v und h, wie oben beschrieben,
existieren. Fiir jedes a € A definieren wir eine ordnungserhaltende Funktion f,: N x N —
K, (n1,n2) — h(ni,a,ng). Sei p: (A*, <) — KON ein Homomorphismus mit ¢(a) = (fq, ¥ (a)).
Dann gilt fiir alle w,w’ € A* mit p(w) < p(w')

Y(w) < P(w') Ah(ry(w)) < h(ry(w'))

und damit laut Annahme ¢(w) < ¢(w’). Also teilt M das Blockprodukt K O N und ist folglich
in Vs W. U

Eine andere Formulierung dieses Resultats stellt einen direkten Zusammenhang zwischen der
Beschaffenheit einer geordneten Sprache L und der Zugehorigkeit des syntaktischen geordneten
Monoids von L zu V *x W her:
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4 Zweiseitige semidirekte Produkte

Korollar 4.2.2. Seien V und W Pseudovarietiten geordneter Monoide (A, <) ein geordnetes
Alphabet und L C (A*, <) eine geordnete Sprache. Dann sind folgende Figenschaften dquivalent:

e Synt(L) € Vxx W

o [ ist eine endliche Vereinigung von geordneten Sprachen der Form TJl(LK) N Ly,
wobei Ly durch ein geordnetes Monoid aus V und Ly durch einen Homomorphismus
geordneter Monoide v: (A*, <) - N € W erkannt wird.

Beweis. Sei Synt(L) € V xx W. Es existieren also Homomorphismen geordneter Monoide
P (A, <) - N € Wund h: (A, <) » K € V, sodass fir alle w,w € A* gilt:

p(w) < (') Ah(ry(w)) < hry(w') = ¢r(w) < ¢r(w').

Sei im Folgenden ¢ = (1, h o 7,), P ein Ordnungsideal von Synt(L) mit L = ¢} (P) und
Q = ¢(L). Wir nehmen an, ¢ sei surjektiv — ansonsten betrachten wir im Folgenden das
Untermonoid ¢(A*) von (N, K) anstatt (IV, K) selbst. Nach Proposition 2.2.2 ist () ein
Ordnungsideal von (N, K) und ¢~ 1(Q) = L. Damit ist

U ¢ 'dnlk)= UJ ¢ k) =¢"Q =L

(n,k)EQ (n,k)EQ

Da Q eine endliche Anzahl an Elementen enthélt und ¢ ~!'({n,] k) als Sprache der Form
Ty 1(L k)N Ly mit oben genannten Eigenschaften dargestellt werden kann, ist L eine endliche
Vereinigung solcher Sprachen.

Sei nun L eine endliche Vereinigung von Sprachen der Form 7, YWLg)NLy. Sei K € V
das direkte Produkt aller syntaktischen geordneten Monoide der zugehoérigen L, N € W
das direkte Produkt aller syntaktischen geordneten Monoide zu Ly. h: (A%, <) — K und
P (A*, <) — N seien die zugehorigen kanonischen Homomorphismen geordneter Monoide
und wir definieren ¢ = (¢, h o 1), wie oben.

Betrachte w,w’ € A* mit p(w) < ¢(w’). Da ¢ und h o 7, ordnungserhaltend und K, N
Produkte syntaktischer geordneter Monoide sind, gilt dann fiir jede Sprache der Form Ly
(bzw. Lk ) und alle u,v € A*: vw'v € Ly = uwv € Ly (bzw. vw'v € Lg = uwv € Li). Es
folgt fur alle u,v € A* mit uw'v € L: vwv € L. Also ist ¢r(w) < ¢r(w'). O
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5 Algebraische Charakterisierungen von ©*"

In diesem Abschnitt stellen wir algebraische Charakterisierungen jedes Levels der positiven
Alternierungshierarchie vor, das heifit, wir geben algebraische Beschreibungen fiir eine Sequenz
V,, von Klassen geordneter Monoide, sodass L C (A%, <) genau dann X2 "-definierbar ist,
wenn Synt(L) € V,,.

Die Basis aller unserer Charakterisierungen liefert Vi = J*. Wir werden zeigen, dass folgende
Charakterisierungen #quivalente algebraische Beschreibungen der ¥:2%-definierbaren Sprachen
liefern:

1. Vg, = Vg,—_1 *xJ~ und V2n+1 = Vg, ** J+
2. Vo1 =V xxJ
fiir alle n > 1. Die erste Beschreibung dient im Folgenden als Definition fiir V.

Wir merken an, dass sich iterierte zweiseitige semidirekte Produkte mit der Pseudovarietat
geordneter Monoide J* (bzw. J7) nicht zur Charakterisierung eignen, da diese Sequenz im
ersten Level kollabiert:

Proposition 5.0.3. Jt s« Jt =Jt. J - xxJ =J".

Beweis. Da die Ordnungsrelation auf einem geordneten Monoid K #*x N € J* %+ JT die
Produktordnung zweier geordneter Monoide K, N € J* ist und sich das neutrale Element
von K xx N aus den beiden neutralen Elementen von K und N zusammensetzt, ist K xx N €
[z <1]=J%" und folglich J* #x J* C JT. Die Inklusion J* C J* sx J* ist trivial. Analoge
Begriindungen liefern den Beweis fiir J~ #x J~ = J . O

5.1 Charakterisierungen von X7

Wir untersuchen zunéchst das erste Level der Alternierungshierarchie. Fiir ©% mit ungeordnetem
Alphabet sind algebraische Charakterisierungen und Charakterisierungen auf Sprachebene
bereits bekannt. Wir erweitern diese Resultate auf geordnete Sprachen.

Theorem 5.1.1. Sei (A, <) ein geordnetes Alphabet und L eine geordnete Sprache tiber (A, <).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

o Synt(L) € J*

o L ist eine endliche Vereinigung von Sprachen der Form | Ly qy...qr, mit a1,...,ar € A.
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5 Algebraische Charakterisierungen von X2+

Beweis. Sei L eine endliche Vereinigung von Sprachen der Form | L, 4,...q, und K das Maxi-
mum aller k aus dieser Vereinigung. Wir definieren eine geordnete Menge M = (P(ASK), <)
mit m <m’ & Vy e m'Ix € m: z < y. Sei ¢: (A*, <) — M der Homomorphismus geordneter
Monoide, der jedes Wort w auf die Menge der Teilworter der Lange < K von w abbildet. M
bildet, zusammen mit der durch ¢ induzierten Verkniipfung, ein geordnetes Monoid. Offensicht-
lich ist ¢(¢) = { e} das neutrale Element von M und es gilt m < {e} fiir alle m € M. Also ist
M € J*. Betrachte nun zwei Worter w, w’ € A* mit ¢(w) < ¢(w’). Wir behaupten, dass dann
auch ¢ (w) < ¢r(w'). Folglich teilt Synt(L) das Monoid M und es ist Synt(L) € J*.

Fir den Beweis der Behauptung betrachten wir u,v € A* mit vw'v € L. uw'v ist dann
in mindestens einer geordneten Sprache der Form | Ly gy..q, mit k& < K enthalten. Da
d(w) < Pp(w'), enthilt wwo ein Teilwort by -« - by (by,...,bx € A) mit by ---bx < ay---ag. Da
L eine geordnete Sprache iiber (A, <) ist, folgt uwv € L, womit die Behauptung bewiesen ist.

Sei umgekehrt Synt(L) € J* und I ein Ordnungsideal von Synt(L) mit ¢;'(I) = L. Sei im

Folgenden fiir ein Wort w = ay ---a; mit ai1,...,a; € A die Sprache L., = | Lq,qy--.a5- Wir
setzen P ={w € A* | |w| < |Synt(L)| A ¢ (w) € I} und behaupten
¢ZI(I) = U Ly.
weP

Zunichst zeigen wir die Inklusion L, C ¢;*(I) fir w € P. Die Ungleichung ¢ (z2y) =
or(x)on(2)orn(y) < dp(x) - 1- ¢r(y) = dr(xy) zeigt, dass jedes fir jedes Wort w’ € L, gilt:
or(w") < op(w). Also ist ¢p(w') € 1.

Umgekehrt ist zu zeigen, dass jedes Wort aus qbZl(I ) in mindestens einer Sprache L,, mit
w € P enthalten ist. Fir Worter der Lange < [Synt(L)| ist der Beweis trivial. Sei also
w' =ay---ap € ¢7(I) mit |w'| > |Synt(L)|. Nach dem Standard-Pumping-Argument ist dann
¢r(w') = ¢r(ar---aza;j---a,) mit i+(n—j+1) < [Synt(L)|. Es folgt w = a1 - - - a;a; - - - a, € P.
w’ € L, vervollstandigt den Beweis. O

Es sei angemerkt, dass im zweiten Teil des Beweises die Tatsache, dass Synt(L) das syntaktische
geordnete Monoid einer geordneten Sprache ist, nicht benutzt wurde. Wir kénnen Theorem 5.1.1
im Folgenden daher auch verwenden, um zu zeigen, dass jede von einem geordneten Monoid
M € J* erkannte Sprache eine endliche Vereinigung von Sprachen der Form | Lg,qy...q, mit
ai,...,a € Aist'. Theorem 5.1.2 und Proposition 5.1.5, die im Verlauf des Kapitels vorgestellt
werden, konnen analog interpretiert werden.

Theorem 5.1.2. Sei (A, <) ein geordnetes Alphabet und L eine geordnete Sprache tber (A, <).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

e Synt(L) € J™

o L ist ein endlicher Durchschnitt von Sprachen der Form 1 Lq,qy...ar, mit a1,...,a; € A.

'Dies kann hinsichtlich des Varietitensatzes fiir Pseudovarietiten geordneter Monoide [Pin95] auch als direkte
Konsequenz des Theorems gesehen werden.
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5.1 Charakterisierungen von E%’Jr

Beweis. Wir betrachten zunéchst eine Sprache L mit Synt(L) € J~. Sei I ein Ordnungsideal
von Synt(L) mit ¢;*(I) = L. Sei Synt’(L) = (Synt(L),>1) € J* das geordnete Monoid, das
wir durch Invertieren der Ordnungsrelation auf Synt(L) und (A’, <) = (A, >) das geordnete
Alphabet, das wir durch Invertieren der Ordnungsrelation auf A erhalten.

Dann ist ¢} : (A*,<) — Synt’(L) mit ¢} (a) = ¢r(a) ein Homomorphismus geordneter
Monoide und I’ = Synt’(L) \ I ein Ordnungsideal von Synt’(L). Offensichtlich ist Synt’(L) das
syntaktische geordnete Monoid von L. Theorem 5.1.1 zeigt nun, dass ¢} L(I') eine endliche
Vereinigung von Sprachen der Form | L, gy...q,, ist. qSZl(I ) ist dann konstruktionsbedingt ein
endlicher Durchschnitt von Sprachen der Form 1 L, qy...q -

Der Beweis der umgekehrten Implikation erfolgt analog, indem wir das syntaktische geordnete
Monoid fiir einen endlichen Durchschnitt der Form | Ly, 4,...q, betrachten und dieses dann wie
oben transformieren. ]

Wir kénnen nun unser Hauptresultat aus diesem Abschnitt formulieren:

Korollar 5.1.3. Sei (A, <) ein geordnetes Alphabet und L eine geordnete Sprache dber (A, <).
L ist genau dann E%’+-deﬁnierbar, wenn Synt(L) € J*.

Beweis. Sei Synt(L) € JT. Theorem 5.1.1 zeigt, dass L dann notwendigerweise eine endliche
Vereinigung von Sprachen der Form | L, gy...q, ist. Wir konstruieren eine E%’Jr—Formel fir L
aus einer Disjunktion von Formeln der Form

Jz: AMz) <ar ATy y >z ANy) <ag Adx: -

Sei nun ¢ € E?’Jr eine Formel, die L definiert, und ¢’ eine zu ¢ dquivalente Formel in bereinigter
Préanexform, deren Matrix in disjunktiver Normalform ist. Dann beschreibt jede Klausel von
¢’ eine Ordnung auf den verfiigharen Positionen und fiir jede Position ein Ordnungsideal von
(A, <). Die von L definierte geordnete Sprache ist also eine endliche Vereinigung von Sprachen
der Form | Ly, ay---q),- Mit Theorem 5.1.1 folgt Synt(L) € J™. O

Analog zu Theorem 5.1.2 gibt es auch hiervon eine negative Version:
Korollar 5.1.4. Sei (A, <) ein geordnetes Alphabet und L eine geordnete Sprache tiber (A, <).

L ist genau dann H%’+—deﬁnz’e7’ba7’, wenn Synt(L) € J~.

Fiir eine weitere Charakterisierung, die eine algebraische Beschreibung der Level verschiedener
Quantorentiefe innerhalb des ersten Quantorenblocks erlaubt, benotigen wir folgendes Resultat
aus [PWO02]:

Proposition 5.1.5. Sei (A, <) ein geordnetes Alphabet und L eine geordnete Sprache iiber
(A, <). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

e Synt(L) € Ji—

o L ist eine endliche Vereinigung von Sprachen der Form | L, mit a € A.
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5 Algebraische Charakterisierungen von X2+

Wir definieren nun eine Sequenz von Pseudovarietiten geordneter Monoide U; durch Uy = J f
und Up,qqp = U, *x Jf fiur alle n > 1.

Lemma 5.1.6. Sei (A, <) ein geordnetes Alphabet und L eine geordnete Sprache iber (A, <).
Dann ist L genau dann E%:l-deﬁnierbar, wenn Synt(L) € Uy,.

Beweis. Sei ¢ € Z?:; eine Formel mit w = ¢ < w € L. Fiir den Fall m = 1 beschreibt ¢ das
Vorkommen eines Buchstaben aus einem bestimmten Ordnungsideal I von (A, <). Also ist L
eine endliche Vereinigung von Sprachen der Form | L, und laut Proposition 5.1.5 Synt(L) € J7.

Sei nun m > 1. Dann ist jede innerste Formel der Form 3¢ dquivalent zu einer Disjunktion
von Formeln der Form
Jz: 2Ry A /\)\(x) < a;
2
mit R € {<,=,>}. Jede solche Formel beschreibt dann das Vorkommen eines Buchstabens aus
einem Ordnungsideal (| a) links oder rechts von y oder an Position y selbst. Wir betrachten
im Folgenden nur eine Formel mit <-Relation. Interpretieren wir die Formel iiber Wortern

w = a’l .. .ay_layay_,’_l ...an’

so beschreibt die Formel also alle Worter mit ay ---ay—1 € | L,. Wir konstruieren nun ein
geordnetes Monoid N € J f, das jede Sprache | L, erkennt. Proposition 5.1.5 zeigt, dass fiir
jede Sprache | L, ein geordnetes Monoid N, € J{ existiert, das | L, erkennt. Es ist dann
einfach zu sehen, dass das direkte Produkt

N= XN,
a€A

jede Sprache | L, erkennt. Sei im Folgenden 1: (A*, <) — N der zu N zugehérige natiirliche
Homomorphismus geordneter Monoide und I, ein Ordnungsideal von N mit | L, = ¢~ 1(I,).

Wir beschreiben nun oben genannte Eigenschaften von w € A* durch Eigenschaften von
Ty(w). Offensichtlich ist a1 ---ay—1 € | L, genau dann, wenn an Position y in 7,(w) ein
Buchstabe (n,d’,n’) mit n € I,, ' € A, n’ € N steht. Wir konnen obige Formel also durch
eine Disjunktion aller Formeln A(y) < (n,d/,n') mit n € I,, a’ € A, n’ € N ersetzen. Die
Konstruktion fiir > folgt analog. Alle atomaren Formeln der Form A(y) < a mit =-Relation
oder auflerhalb einer innersten 3-Formel ersetzen wir durch eine Disjunktion aller Formeln
Ay) < (n,a,n') mit n,n’ € N. Fur die konstruierte Formel ¢’ ist dann w |= ¢ < 74 (w) = ¢'.
Da die Quantorentiefe von ¢/ m—1 betrégt, ist die von ¢’ iiber dem Alphabet (A, <) definierte
Sprache L' laut Induktionsannahme durch ein Monoid aus U,,_; erkennbar. Mit Korollar 4.2.2
folgt: Synt(L) = Synt (7, (L)) € Uy % I = Uy,

Sei nun umgekehrt L eine Sprache mit Synt(L) € U,,. Fiir den Fall m = 1 ist L eine endliche
Vereinigung von Sprachen der Form | L,. Es ist einfach, eine E%:T—Formel zu konstruieren, die
L definiert:

Jr: AMz) <arVAx) <aaV---VAx) <ag
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5.2 Blockprodukte mit alternierenden Varietaten

Sei m > 1 und Synt(L) € U,, = Up,_1 #+ J{. Dann existiert ein Homomorphismus 1 :
(A*,<) — N € J{, sodass L eine endliche Vereinigung von Sprachen der Form Ty YLg)n
Ly ist, wobei Li durch ein Monoid aus U,, und Ly durch @ erkannt wird. Lg ist laut
Induktionsannahme Eir’;_l—deﬁnierbar. Sei im Folgenden ¢ € E%:r-;—l eine Formel, die Lk

definiert. Wie wir oben gesehen haben, kann Ly durch eine Formel aus E%f definiert werden.

m

Es reicht also zu zeigen, dass 7, Y(Lx) durch eine Formel ¢ € E%:Jr definiert werden kann. Wir
ersetzen dazu jede atomare Formel der Form \(z) < (n,a,n’) aus ¢ durch

AMz)<aANTy:(y<axA(Ay)
Ay :(y>zA(Ay)

1VA(y) <agV--r))

<a
<A VA <dh V)

¢’ hat dann maximal Quantorentiefe m und ist folglich in E%;; O

Korollar 5.1.7.
It =JUn.
m

Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz aus Korollar 5.1.3 und Lemma 5.1.6. ]

5.2 Blockprodukte mit alternierenden Varietaten

Wir untersuchen jetzt die Charakterisierung Vi = J* und
Von = Va1 #xJ7, Vo1 = Vo s J 7T
fur alle n > 1.

Theorem 5.2.1. Sei (A, <) ein geordnetes Alphabet und L eine geordnete Sprache tber (A, <).
Sei auferdem n > 1. L ist genau dann Y3%-definierbar, wenn Synt(L) € V,,.

Beweis. Den Beweis fiir n = 1 liefert Korollar 5.1.3. Sei nun n > 1 ungerade.

Wir nehmen zunéchst an, Synt(L) € V,, = V,,_1*xJT. Korollar 4.2.2 zeigt, dass L eine endliche
Vereinigung von geordneten Sprachen der Form 7, Y(Lg)N Ly ist, wobei Ly durch ein Monoid
K € V,_1 und Ly durch einen Homomorphismus geordneter Monoide v: (A*, <) — N € J*
erkannt wird. Korollar 5.1.3 zeigt, dass Ly E%’Jr—deﬁnierbar ist. Es reicht also, 7 YLg) zu
untersuchen.

Laut Induktionsannahme ist L Ei’jl—deﬁnierbar. Wir schreiben eine Formel ¢ fiir Lg in eine
Formel fiir 7,/ Y(Lk) um, indem wir jede atomare Formel der Form A(z) < (n,a,n’) durch
o1 A A(x) < a A @y ersetzen. ¢ (bzw. ;) soll ausdriicken, dass der Faktor links (bzw. rechts)
von Position  mindestens in einer von endlich vielen geordneten Sprachen der Form | L, y...q,
enthalten ist (vgl. Theorem 5.1.1). Wir verwenden hierzu eine dhnliche Konstruktion wie im
Beweis von Korollar 5.1.3. ¢; kann als Disjunktion von Formeln der Form

Jy:y<zAANy) <apAr:z<yAAz) <agp_1 AJy: -
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5 Algebraische Charakterisierungen von X2+

und ¢, als Disjunktion von Formeln der Form
Jy:y>cANy) <arAJz:z>yANz) <axAJy: -

formuliert werden. Wir erh6hen durch diese Ersetzungen die Alternierungstiefe von ¢ um
maximal eins.

Sei nun umgekehrt L eine geordnete Sprache iiber (4, <), die X2 F-definierbar ist. Wir nehmen
an, dass ¢ eine Formel mit Alternierungstiefe n ist (andernfalls existiert ein m < n, sodass
L bereits X2+ -definierbar ist und wir greifen auf einen kleineren Induktionsschritt zuriick)
und betrachten im Folgenden alle Blocke der Tiefe n. Da n ungerade ist, besteht jeder solche
Block aus Existenzquantoren. Die zugehorige Teilformel ¢ aus ¢ zu jedem solchen Block
schreiben wir in bereinigte Prianexform mit einer Matrix qz§ in disjunktiver Normalform um.
Jeder Konjunktionsterm von (ﬁ ist dann dquivalent zu einer Formel der Form

Az) <aA /\()\(yi) <ai Ny <x) AWy, .-, Ym)

AN < df Ay > ) AW (),
j

wobei w und w’ die Ordnung innerhalb der y; und vy, festlegen. Grob gesagt verifiziert also
jeder Konjunktionsterm, ob an einer Position ein Buchstabe aus | a steht und priift die links
und rechts davon stehenden Faktoren auf Enthaltensein in jeweils einer Sprache der Form
1 Layag-a,- Wahlen wir ein Monoid N € J* ausreichend gro8 (vgl. Beweis von Theorem 5.1.1
fiir eine mogliche Konstruktion), kénnen wir ¢ in eine Disjunktion von Formeln der Form
Az) < (n,a,n’) umschreiben. Jede atomare Formel der Form \(z) < a auerhalb eines solches
Blockes der Tiefe n ersetzen wir durch die Disjunktion aller A(z) < (n,a,n’) mit n,n’ € N.
Die entstehende Formel hat Alternierungstiefe n — 1, die dadurch definierte Sprache L’ wird
also laut Induktionsannahme von einem Monoid aus V,_; erkannt. Da aufgrund unserer
Konstruktion L = 7,/ L(L) ist, folgt mit Korollar 4.2.2 direkt Synt(L) € V,,_ #x J* = V,,.

Der Beweis fiir den Induktionsschritt mit geradem n folgt nach demselben Prinzip. O

5.3 Blockprodukte mit der Varietat J

Auf Grundlage des vorigen Abschnitts zeigen wir nun, dass wir auch durch Blockprodukte mit
der Pseudovarietit J die einzelnen Level der Hierarchie hinaufsteigen konnen. Die resultierende
Charakterisierung ist, bis auf den Rekursionsanfang, dquivalent zum ungeordneten Fall.

Theorem 5.3.1. Sei (A, <) ein geordnetes Alphabet und L eine geordnete Sprache tber (A, <).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

e Synt(L) €J

o L ist eine positive boolesche Kombination von Sprachen der Form | Lg ay..q, und
TLa1a2...ak mit ay,...,ar € A.
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5.3 Blockprodukte mit der Varietat J

Beweis. Es ist bekannt [ST88], dass J der Join der Pseudovarietéiten geordneter Monoide J*
und J~ ist. Der Rest folgt durch eine Kombination von Proposition 2.5.1, Theorem 5.1.1,
Theorem 5.1.2 und dem Varietétensatz fiir Pseudovarietéten geordneter Monoide, der in [Pin95]
bewiesen wird. O

Eine etwas andere Formulierung des Theorems halten wir in folgendem Korollar fest:

Korollar 5.3.2. Sei (A, <) ein geordnetes Alphabet und M ein geordnetes Monoid. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

e Meld

e Jede von M erkannte geordnete Sprache iber (A, <) ist eine positive boolesche Kombina-
tion von Sprachen der Form | Lg,qy...qp und T Lg ay...aq,, mit a1,...,a € A.

Wir verzichten an dieser Stelle auf einen Beweis. Die Aussage kann als direkte Konsequenz
von Theorem 5.3.1 und dem Varietétensatz fiir Pseudovarietaten geordneter Monoide [Pin95]
gesehen werden.

Theorem 5.3.3. Sein > 1, dann ist Vi1 = V, *x J.

Beweis. Da J© C Jund J- C J, ist V.41 C V,, %+ J. Fiir den Beweis der umgekehrten
Inklusion reicht es, zu zeigen, dass jedes syntaktische geordnete Monoid aus V,, *x J in V41
enthalten ist [Pin95]. Die hierzu verwendete Konstruktion hat eine grofie Ahnlichkeit zu der
aus dem Beweis von Theorem 5.2.1. Wir betrachten eine beliebige geordnete Sprache L mit
Synt(L) € V,, #x J und konstruieren eine Zifl—Formel, die L definiert. Mit Theorem 5.2.1 ist
dann Synt(L) € V,,11, wie gefordert.

Wir untersuchen nun L. Sei (A4, <) ein geordnetes Alphabet. Korollar 4.2.2 zeigt, dass ein
Homomorphismus geordneter Monoide v¢: (A*, <) — N € J existiert, sodass L eine endliche
Vereinigung von Sprachen der Form Ty ! (Lg)N Ly ist, wobei Lg durch ein Monoid aus V,, und
Ly durch 9 erkannt wird. Ly ist, nach Korollar 5.3.2, eine positive boolesche Kombination
von Sprachen der Form | Ly, 4y...q;, Und 1 Lg,gy..-q, und folglich Eg’Jr—deﬁnierbar.

Laut Theorem 5.2.1 existiert auBerdem eine Formel ¢ € X2+, die Ly definiert. Wir konstruieren
daraus eine Formel ¢/ € Ei’il fir 7, '(Lk), indem wir wie im Beweis von Theorem 5.2.1 alle
atomaren Formeln der Form \(x) < (n, a,n’) ersetzen, ohne die Alternierungstiefe um mehr als
1 zu erhohen. Das Enthaltensein des Faktors links von z in einer Sprache der Form 1 L, q4y-.qy,
konnen wir dabei durch eine Formel der Form

“Jyry <z AMNy) > ap ANz z<yAXNx) >ap_1 AJy: -

beschreiben, wobei A(x) > a; eine Abkiirzung fiir eine Konjunktion von Formeln der Form
—A(z) < b ist. Es ist einfach zu sehen, dass wir diese Formel dquivalent als eine Formel aus
H%”L schreiben kénnen. Mit analoger Vorgehensweise konnen wir das Enthaltensein des Faktors
rechts von z in einer solchen Sprache durch eine Formel aus H%”L beschreiben.

O]
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5.4 Eine effektive Charakterisierung von ¥2"

In diesem Abschnitt geben wir eine effektive Charakterisierung der Level der positiven Al-
ternierungshierarchie. Wir definieren hierzu eine Sequenz von Gleichungen [U,, <V,, ] durch
U1 =, Vi = 1,

Un+1 = (Unxn)wUn(ynUn)w

Vi1 = (Unwp)“ Vi (ynUn )*

fiir alle n > 1 und zeigen V,, = [U,, < V,,] N DA = [U,, < V,, (zy2)“y(zyz)* = (xyz)“].
Dieses Resultat liefert direkt die Entscheidbarkeit der Level, da das syntaktische geordnete Mo-
noid einer Sprache aus jeder geeigneten Darstellung (z.B. als DEA oder als reguldrer Ausdruck)
effektiv berechnet werden kann und die Gleichungen fiir jedes Monoid durch systematisches
Finsetzen aller Kombinationen von Elementen verifiziert werden kénnen. Insbesondere kann
fiir jede regulire geordnete Sprache das kleinste Level m berechnet werden, sodass L ¥2F-
und nicht Zi;fl—deﬁnierbar ist, indem man eine Variable ¢, beginnend bei 1, schrittweise
inkrementiert und in jedem Schritt priift, ob Synt(L) die Gleichungen U; < V; erfiillt.

Seien M und N endliche geordnete Monoide und ¢: (A*,=) — M, ¢: (A*,=) — N Homomor-
phismen geordneter Monoide. Wir betrachten ny,ny € N und definieren nun einen Quotient des
geordneten freien Monoids My, n,y = (A%, =)/ ~(n; ny) Mit U ~(5; ny) v genau dann, wenn

P(zuy) = ¢(zvy)

fiir alle 2,y € A* mit ¥ (2) = n1 und ¥ (y) = n2. Analog sei die Ordnung in M,, »,) gegeben
durch u < v genau dann, wenn

¢(zuy) < o(zvy)

fiir alle z,y € A* mit ¢)(z) = n; und ¥ (y) = ny. Dieses Monoid heifit Basismonoid beziiglich
(1, ¢). Um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden, verwenden wir fiir die Elemente von My iy die
Notation [w](, n,), Wobei

(W] (1m0 = {0 € A" [ W ~(ny gy w -

Zudem sei in diesem Kapitel N}, ein durch die Aquivalenz geordnetes Monoid bestehend aus
Elementen aus P(ASF). 1y : (A%, =) — N}, sei der Homomorphismus, der jedes Wort w € A*
auf die Teilworter der Linge < k von w abbildet. Die Verkniipfung auf Ny sei die durch
induzierte. Korollar 5.3.2 zeigt, dass N € J fiir alle £ > 1.

Theorem 5.4.1. Seien M und N endliche geordnete Monoide mit N € J und ¢: (A*,=) — M,
Y: (A*,=) — N Homomorphismen geordneter Monoide, wobei ¢ surjektiv ist. Sei V eine
Pseudovarietdt geordneter Monoide mit Jf C V. Fulls jedes Basismonoid aus (1, @) in V ist,
dann ist M € V xx J.

Beweis. Mit Korollar 5.3.2 folgt die Existenz zweier Homomorphismen geordneter Monoide
Y (A*,=) — N und ¢': Ny — N mit /¢, = .
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Betrachte nj,n5 € Nj und zwei Worter w,w’ € A*, sodass ¢(uwv) < ¢(uw'v) fir alle
u,v € A* mit Y(u) = ' (n]) und P (v) = ¢'(nh). Dann ist ¢p(uwv) < ¢(uw'v) insbesondere fir
alle u,v € A* mit 1 (u) = nj und g (v) = nj. Also teilt das Basismonoid My (n;) g/ (ny)) aus
(¢, ¢) das Basismonoid My g aus (1, ¢) und folglich ist jedes Basismonoid aus (¢, ¢) in
V. Wir nehmen im Folgenden zugunsten einer einfacheren Notation an, N sei das geordnete
Monoid Ny und schreiben 1 statt 1. Insbesondere gilt im Folgenden 1 (w) C ¢ (vwu) fir alle
u,v,w € A* und die Ordnung auf Ay ist die Aquivalenz.

Wir definieren nun Homomorphismen geordneter Monoide
alph: (Ay,=) = P(Ay), (P,a,5) — {(P,a,S5)}

hps): (An,=) = M(ps) mit

lal(p,sy falls P=P' =P-y(a),S=5 =S 9(a)

h P .a, S =
(rs)(Psa,5) {[5](13’5) sonst

Die Multiplikation auf alph sei durch Mengenvereinigung, die Halbordnung durch die
Obermengen-Relation gegeben. Die Mengenvereinigung ist idempotent und kommutativ und
jede Menge ist Obermenge der leeren Menge. Also ist alph € J f Zudem sei M’ das direkte
Produkt von P(A}) und M(pg) fiir alle P, S € N, sowie h: (A}, <) — M’ das direkte Produkt
von alph und % pg) fiir alle P,.S € N. Das direkte Produkt zweier Homomorphismen geordneter
Monoide hi: (A*, <) — My, ho: (A*, <) — My sei dabei die Funktion

hl X th (A*, S) — M1 X MQ,U} — (hl(w),hQ(w))

Insbesondere ist A ein Homomorphismus geordneter Monoide. Da jedes Basismonoid laut
Annahme in V ist und auBerdem Jf C V gilt, ist M’ € V.

Wir betrachten nun w,w’ € A* mit ¢ (w) < ¥(w') und h(ry(w)) < h(ry(w’)) und zeigen
d(w) < d(w'). Mit Theorem 4.2.1 folgt dann M € V xx J.

Da die Halbordnung auf N durch die Aquivalenz gegeben ist, ist 1)(w) = ¥ (w'). Wir faktorisieren
nun
w = woapwiday * -+ Wr_10p_1Wy

mit folgenden Eigenschaften:
1. w; € A* furalle 0 <i<r
2. a;, € Afiralle0<i<r-—1
3. Y(<Qu,w;) = Y(<y,;) und P(wiy,) = P(B>y,) firalle 0 <i <r
4. P(<Qg,ai) # P(<Lg;) oder P(ai>q,) # P(>g,) fiiralle 0 <7 <r—1

wobei lg; = WagQ * ** Gi—1W;, gy, = WoaQ * ** Wi—10i—1, Pq; = Wit1A5+41 " GpWyp und Dw;, =
ajwiy1 - - apw,. Fir w' finden wir eine Faktorisierung

/

! __ ! ! /! / /
W = WyagWyay + - We_105 1 Ws

mit analogen Eigenschaften.

31



5 Algebraische Charakterisierungen von X2+

Wegen h(ry(w)) < h(ry(w’)) ist alph(ry(w)) 2 alph(7y(w')). Betrachte ein beliebiges i €
{0,...,5 =1} Bsist (¢(<qr), af, ¥(>4)) € alph(ry(w')) C alph(ry(w)) und weiter ¢ (<, a;) #
P(<Q, ) oder Y(a;j>y) # ¢( a)- Also ex1st1ert einj € {0,...,7—1} mit (w(Qaj),aj,w(D;j)) =
(V(Qar), @i, ¥ (>4 )) Sei auﬁerdem i" € {0,...,s — 1}, 7 < i und j/ € {0,...,r — 1} mit
(¢(<]a ) aj 7¢(>aj/)) (¥(< .,)’ z’vw(ba’,,))' Da Y = ¢y fir ein k > 1, ist dann ¢(<'a’,,) -
P(< a;) und (>4 ) Y(>q )i wobei mindestens eine der beiden Inklusionen echt ist. Es
folgt 1(<a,) C (Qaj) und 111(>a,) 2 1(>q;) und schlieflich j* < j. Alle Buchstaben
(¥ (<ay), ao,w( 1))s - (W(<ar 1), s—1,¥(>q ) erscheinen also in derselben Reihenfolge

(¢(<]ao) ao, w(bao)) R (w(qar—l)’ Ar—1, 1/1(>a7»71))-

Angenommen, es existiert ein 4, sodass (¥(<q,), @i, ¥(>q,)) ¢ alph(ry(w')). Wéhle das
grofte j < i mit ((<q;),a;,9(>q;)) € alph(ry(w’)) und das kleinste j' > i mit
(V(<Ca,)s aj h(>a,)) € alph(7y(w'))?. Da die zu a; und a;; zugehorigen Faktoren aus
ag, - - -, @y_y in derselben Reihenfolge auftreten miissen, existiert ein I mit (¢(<y), aj, ¥(>4)) =

(w(qll]’)7aj7w(‘>aj)) und (w(<a£+l)aa2+1a¢<l>a )) = (¢(<]aj/)7aj"¢(l>aj/)):

/
I+1

w = . ’LU] CLj wj+1 e (] a; Wi4+1 . wj/ aj/ ’LUj/+1

/ . I / ! / /
w = wy a Wiy A1 | Wiypo

Also ist 7/}(<]ajaj) = ¢(<1a;af) = ¢(<]a2+1) = 2/)(<]aj/) und @Z}(Daj) = ﬂ)(Da;) = ¢(a§+1>a;+l) =
w(aj’baj/)' Wegen ¢ = ¢, und j < i < j’ folgt w(qaiai) = w(ﬁai) und w(aibai) = w(bai)v ein
Widerspruch zur Konstruktion der Faktorisierung. Also ist (1)(<q,;), @i, ¥ (>q;)) € alph(ry(w')).
Damit folgt direkt r = s, sowie ¥(<q,) = ¥(<Dy), ;i = @, P(1>4,) = P(>4) firalle0 < i <r—1
und weiter ¢¥(<y,;) = ¥(<Dg,_,ai—1) = 1&(<1a/i_11a;~_1) = (<) fiir alle 1 < i < r. Die letzte
Aquivalenz kann auf den Fall i = 0 erweitert werden, da (<) = ¥(g) = Y (D). Mit
analoger Schlussweise folgt 1(>w,) = 1(B>,,) fir alle 0 < i <.

Weiter ist @b(qw wtiz) < ¢(< w] Wi i ) da h(PS)( w) < h(PS)( ) fir P = ¢(<wl) = ¢(<w;)
und S = Qb(Dwz) = (>, ) Hlermlt und mit a; = a} erhdlt man durch iteratives Ersetzen aller
w; durch w} die Ungleichung d(w) < p(w'). O

Theorem 5.4.2. V,, =[U, <V,]NDA.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis der Inklusion V,, C [U,, < V,]NDA. Sei M € V,,.
Durch Kombination von Theorem 5.2.1 und Theorem 3.0.6 erhalten wir direkt M € DA.

Zu zeigen bleibt: M € [U, < V,]. Fiir n = 1 ist die Behauptung wahr, da V; = J* =
[z <1]=]JU; <Vi]. Sein > 1 und ¢: (A*,<) - M € V,, = V,,_1 *x J ein surjektiver
Homomorphismus geordneter Monoide. Seien K € V,,_; und N € J geordnete Monoide und

’Die Existenz solcher 7,j’ folgt unmittelbar daraus, dass alph(7y(w)) und alph(7,(w’)) jeweils genau ein
Element der Form (1,a,n2) (bzw. (n1,a,1)) enthalten. Angenommen, es existiert kein j (bzw. j') mit der
angegebenen Eigenschaft. Dann ist 1(<,,) = 1 (bzw. ¥(>q;) = 1), also (¥(<a;), i, ¥(>a;)) € alph(7y(w")),
ein Widerspruch.
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5.4 Eine effektive Charakterisierung von ¥:2:F

h: (AN, <) = K, ¢: (A*, <) - N Homomorphismen geordneter Monoide, sodass fiir alle
w,w € A* mit Y(w) < P(w') und h(ry(w)) < h(ry(w')) gilt: p(w) < d(w').

Wir konstruieren nun Worter W,,, W), sodass M € [U, < V] genau dann, wenn ¢(W,,) <
(W},) fiir alle w, w;, w; € A* (1 <i<n):

Wy = (Wn—lwn—1)|MHN|Wn_l(w%_lwn_lﬂM\'lN\

Wi = (Wy—gwn ) MINTW (!, W) MV

n

firn > 1, Wy =w, W{ =e¢.

Zu zeigen ist, dass fiir alle w, w;, w} € A* (1 < i < n) gilt: Y(Wy,) < »(W),) und h(ry(W,)) <
h(ty(W},)). Dies liefert direkt den Beweis der Inklusion.

Wir verwenden hierzu die fiir J charakteristische Gleichung (zyz)* = (zyz)*y = y(zyz)“. Da
zb((Wn,lwn,l)'M ||V ‘) konstruktionsbedingt idempotent ist und alle Buchstaben aus W,,_1
enthilt, ist Y (W) = ((Wyp_1wn_1)MHN (! W, _1)IMIINT Mit demselben Argument kann
man zeigen, dass Y(W) = ((Wyp_1wn_1)MHINI(w! W, _1)IMFINT) und folglich o (W,,) <
P(W,).

Sei im Folgenden oy - - - 0, = 7(Wy,) und o} - - - o, = 7 (W},) mit o1,...,0,07,...,0, € An.
Setze zudem d = |Wy_1wp_1|-|M|-|N|, d" = |w],_{W,_1|-|M|-|N|. Die wiederholte Anwendung
von obigem Argument zeigt, dass 0; = o; und 0,41 = 0,_;; firalle 1 <i < d. Fiir d <
i <s—d ist o; = (Y(Wp_1wn—1)MIND b b (Wh—1wp—1)MIINT)) mit b; € A. Eine analoge
Eigenschaft gilt fiir alle ag mit d < j <r—d'.Da K € V,,_1, folgt per Induktionsvoraussetzung,
dass K € [Uy,—1 < V,—1]. Es ist also h(cgi1--0s—q) < h(ogs1 - op_a). Mit 0; = o] fur
alle 1 <i < dund 0,41 = 0,_; . fiir alle 1 <i < d’ ergibt sich dann direkt h(oy---0,) <
h(oq - 0), also h(ry(Wn)) < h(ryp (W)

Fiir die umgekehrte Richtung nehmen wir an, M € [U,, <V, N DA. Fiir den Fall n = 1 ist
[U: <Vi]NDA =]z <1]NDA =J"NDA =J" = V;. Fiir den Fall n > 1 zeigen wir,
dass fiir ausreichend grofies k jedes Basismonoid M(p gy von (¢, ¢) die Gleichung u,—1 < vp—1
erfilllt, wobei ¢: (A*,=) — M ein surjektiver Homomorphismus geordneter Monoide ist.

Da jedes Basismonoid M teilt, folgt aus der Induktionsannahme und Theorem 5.4.1 dann
MeV, 1xxJ=V,.

Sei also M(pg) ein beliebiges Basismonoid und z,y € A* mit ¢y(2) = P,¢r(y) = S. Wir
verwenden dieselbe Konstruktion wie im Beweis der umgekehrten Inklusion und zeigen, dass
P(2Wn-1y) < ¢(zW;,_1y).

Wir verwenden folgendes Lemma aus [KS12] mit minimalen Modifikationen:

Lemma 5.4.3. Falls k > 3| M|-(|A|>+|A|), dann hat = einen Suffiz z' mit einer Faktorisierung
2 = 2129+ 210, wobei

alph(W,,_;) C alph(W,,_1) C alph(z1) = alph(z3) = - - - = alph(z5;))
und y einen Prdfiz y' mit einer Faktorisierung y' = y1ys - - “Y|m|, wobet

alph(W;,_;) C alph(W,,—1) C alph(y1) = alph(y2) = - - - = alph(yar))-
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5 Algebraische Charakterisierungen von X2+

Seien im Folgenden z = 2"2" = 2”21 - - 2z und y = y'y" = y1 - - - ypsy” Faktorisierungen mit
den oben genannten Eigenschaften. Mit dem Standard-Pumping-Argument folgt, dass Indizes
i < j existieren, sodass ¢(z1 - - zi—1)P(z; - - 2) = ¢(21 - - - zi—1). Wir setzen

my = (21 zi1),
e = ¢(Zz o e Zj)w,
my = ¢(2j41 - 2)um))
und benutzen die fiir DA charakteristische Gleichung e- M, -e = e [TW98]. Da in e mindestens
ein ¢(zx) auftritt und jedes z; dieselbe Menge an Buchstaben enthélt, folgt direkt fiir alle

1<k <|M|:¢(z) € M. Zudem enthalt jedes z; alle Buchstaben aus jedem W,,_1, also ist
¢(Wn-1) € M, und weiter

(mr : (¢(Wn—1) "€ mr)W71¢(Wn—l)) € M..
Mit e - M, - e = e folgt nun:

¢ =my-e-m,
=my-e-(my- (6(Wno1) -e-mp) Lp(Wy_1)) - e-m,
=mp-e-my- (p(Wy_1)-e-m;)”
= ¢(2) - (¢(Wn-1) - € my)”

Analog erhalten wir ¢(y') = (my - ¢ - ¢(W1))* - 6(y'), 6(2) = 6(z') - (9(W)_y) - e~ m,)*, sowie
o) = (my - e+ S(W)_1))* - (). Da M € [Up < V], ist
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben Logik erster Stufe auf geordnete Alphabete verallgemeinert und mit Theorem 3.0.5
einen engen Zusammenhang zwischen Logik erster Stufe iiber geordneten und ungeordneten
Alphabeten festgehalten. Als algebraisches Werkzeug fiir die Untersuchung Logik erster Stufe
iiber geordneten Alphabeten haben wir in Kapitel 4 zweiseitige semidirekte Produkte und
Blockprodukte von geordneten Monoiden eingefiihrt. Darauf basierend wurden verschiedene
Charakterisierungen der Level der positiven Alternierungshierarchie untersucht.

Die Beweise und Charakterisierungen aus Kapitel 5 lassen sich mit wenig Aufwand auf 112+
und FO2T (bzw. 112 und FO? iiber ungeordneten Alphabeten) iibertragen. Eine gewissenhafte
Uberpriifung der Theoreme zeigt, dass es fiir iterierte Blockprodukte mit der geordneten
Pseudovarietédt J und fiir die Gleichungen ausreicht, den Rekursionsanfang anders zu definieren.
Eine geordnete Sprache L ist genau dann { FO2+, ¥.2+ T12+ }-definierbar (bzw. { FO2, %2, 112 }-
definierbar iiber ungeordneten Alphabeten), wenn Synt(L) € V,, = [U,, < V;,] N DA mit

Vn-‘rl = Vn ok Ja

Un—i—l = (Unxn)wUn(ynUn)wv
Vn+1 = (Unxn)wvn(ynUn)w

Die entsprechenden Definitionen fiir V1, U; und V; sind Tabelle 6.1 zu entnehmen. Die daraus
resultierende Definition fiir FO2T (bzw. FO2) hat grofie Ahnlichkeit mit der Charakterisie-
rung fiir den ungeordneten Fall aus einer Verdffentlichung von Krebs und Straubing [KS12],
welche Grundlage fiir die Beweise aus Abschnitt 5.4 war. Hierzu sei angemerkt, dass aus
Symmetriegriinden gilt [ (zy)¥ < (yz)¥] = [ (zy)* = (yx)“].

Kufleitner und Weil verwendeten in [KW12] sogenannte Ranker und Mal’cev-Produkte mit den
Pseudovarietiten K = [2¥y = ¢ ] und D = [yz¥ = 2] fiir eine andere Charakterisierung
von FO2. In [KL13] wurden ebenfalls Ranker verwendet, um die positive Alternierungshierarchie
zu charakterisieren. Es wére interessant zu sehen, ob sich auch Mal’cev-Produkte fiir eine
solche Verfeinerung eignen.

A, <) (A,=) Startpunkt von V,, Startpunkt von U,, < V,,
FOR* FO*, FO3 Vi=1J Ur = (zy)*, Vi = (yo)*
Z%Jr E%’JF,E% V1 :JJr U1 :ac,Vl =1
2+ 2+ 112 V,=J" Uy=1,Vi=z

Tabelle 6.1: Rekursionsanfang fiir V,, und U,, <V, fiir Fragmente von FO?
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