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Kurzfassung

Zur Losung der Erhaltungsgleichungen fiir Argonplasmastrémungen in magnetoplas-
madynamischen FEigenfeldbeschleunigern, die in der Raumfahrt aufgrund ihres hohen
spezifischen Impulses und ihrer hohen Schubdichte als Antriebe fiir interplanetare
Raumflugmissionen eingesetzt werden koénnen, wurde in dieser Arbeit ein Finite—
Volumen—Verfahren entwickelt.

Fiir verschiedene Diisengeometrien durchgefiihrte Berechnungen zeigen, daf3 die Diffusion
aufgrund des Elektronendrucks den Lichtbogen aus diisenférmigen Eigenfeldbeschleu-
nigern heraustreibt und den Lichtbogenansatz auf der Anode mafigeblich bestimmt. In
Ubereinstimmung mit dem Experiment kann gezeigt werden, daf eine primére Ursache
fiir Plasmainstabilitdten bei hohen Strémen die durch den Pinch-Effekt hervorgerufene
Dichte— und Ladungstragerverarmung vor der Anode ist.

Die berechneten Schiibe stimmen mit experimentellen Werten gut iiberein, sodafl das
neuentwickelte Verfahren zum Entwurf und zur Optimierung neuer Triebwerke benutzt
werden kann.

Abstract

A finite volume method has been developed in this work for solving the conservation
equations of argon plasma flows in magnetoplasmadynamic self-field accelerators. These
accelerators can be used for interplanetary spaceflight missions because of their high
specific impulse and high thrust density, .

Calculations for different nozzle geometries show that the diffusion caused by the electron
pressure drives the arc out of nozzle-type self-field accelerators and influences the arc
attachment on the anode significantly. In agreement with the experiment it has been
found that a primary reason for plasma instabilities at high current settings is the
depletion of density and charge carriers in front of the anode because of the pinch effect.

The calculated thrust data agree well with experimental values, so that the newly
developed method can be used for the design and optimization of new thrusters.

A summary in English is included at the end of this thesis.
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Nomenklatur

A; [—] Normierte Bindungsenergie

A [—] SchlieSungskoeffizient

A, [—] SchlieSungskoeffizient

Ar@+ [—] i—fach ionisiertes Argon

a [—] Vektor

a; [—] Koeffizient

B (T] Magnetische FluBdichte

B [T Azimutale magnetische FluBidichte

b; [—] Koeffizient

C,C,Cy  [-] Konstanten

Cg° [—] Raum der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Trager

CFLp [—] Steuerzahl

CFL, [—] Steuerzahl

CFLy [—] Steuerzahl

Ce,Cer [ Konstanten zur Gittergréfenberechnung

Ce,Cer [ SchlieBungskoeffizienten

C, [—] SchlieBungskoeffizient

c [m s71] Magnetoakustische Geschwindigkeit

¢ [m s71] Mittlere thermische Geschwindigkeit

¢ [—] Koeffizient

Cp [J kg7'K~'] Spezifische Wirmekapazitiit bei konstantem Druck

D;; [m? s71] Binérer Diffusionskoeffizient

D [m?] Determinante

D, [m? s71] Diffusionskoeffizient der Schwerteilchenspezies i

D, [m? s71] Effektiver Diffusionskoeffizient der Schwerteilchenspezies ¢

E [V -m™] Elektrische Feldstérke

E [—] Zellrand einer dualen Zelle

e [—] Elektron

en [—] Fehler der numerischen gegeniiber der exakten Losung

en [J m™3] Schwerteilchenenergie pro Volumeneinheit

€e [J m™3] Elektronenenergie pro Volumeneinheit

F [N] Schub

F [—] Vektorfunktion

FB. .. [T m s~ Reibungsfreier Flufl der magnetischen Flufidichte

Flenvo [Tms™! FB ... mit auf der Zellwand WENO-rekonstruierten Variablen
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L [—] Lipschitz—Konstante

l [—] Stromungszustand links von einer Zellwand

l [m] Lénge eines Randsegmentes

Ix [—] Koeffizient

Ly, [—] Koeffizient

ly [—] Koeffizient

Ma [—] Machzahl

m (kg s Massenstrom

MNe [m 3] Elektronendichte

n, [m ™3] Gesamtschwerteilchendichte

n; [m ™3] Dichte der Schwerteilchenspezies 4

ik [—] Normaleneinheitsvektor der Zellwandfliche AA;

Min, M2 [—] Normaleneinheitsvektoren einer dualen Zelle ¢ am Rand

n, [—] Radiale Komponente des Normaleneinheitsvektors

n, [—] Axiale Komponente des Normaleneinheitsvektors

P (m? s73] Turbulenter Produktionsterm

P, [eV] Bindungsenergie

Pr [—] Prandtl-Zahl

Prr [—] Turbulente Prandtl-Zahl

D [Pal Druck

Pe [Pal Elektronendruck

Ph [Pal Schwerteilchendruck

Qei [m?] StoBquerschnitt Elektron — Schwerteilchenspezies i
ij [m?] StoBquerschnitt Schwerteilchenspezies i — j

Qee [m?] StoBquerschnitt Elektron — Elektron

q (m s71] Geschwindigkeit

an (W m=3] Quellterm der Schwerteilchenenergiegleichung

i [—] Koeffizient

In [m s™] Normalengeschwindigkeit

qr [N m™3] Quellterm der radialen Impulsgleichung

R (m? s71] Turbulente Erhaltungsgrofie

RHSP [T s71] Rechthandseite der Erhaltungsgleichung fiir B

RHS® [Jm™3s71] Rechthandseite der Erhaltungsgleichung fiir e

RHS®» [Jm™3s7!] Rechthandseite der Erhaltungsgleichung fiir e,

RHS™  [m™3s 1] Rechthandseite der Erhaltungsgleichung fiir n;

RHSP®  [kgm~'s7!] Rechthandseite der Erhaltungsgleichung fiir pR

RHS?"  [kgm™2s7% Rechthandseite der Erhaltungsgleichung fiir pv,

RHS?*= [kgm™2s7% Rechthandseite der Erhaltungsgleichung fiir pv,

Ry [—] Turbulente Reynoldszahl

RNDp [-] Zufallszahl

RND, [-] Zufallszahl

RND;,  [-] Zufallszahl

r [—] Stromungszustand rechts von einer Zellwand

T [m)] Radiale Koordinate

r1,T2 [kgm~2 s7!] Splitting—Koeffizienten
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Th [—] Residuum

Tm.A—Torus [N Radialer Massenschwerpunkt eines Torus mit Dreiecksquerschnitt

S [—] Quellterm

S? [—] Funktionenraum stiickweise konstanter Funktionen

S} [—] Funktionenraum stiickweise linearer Funktionen

s [m s71] Referenzgeschwindigkeit

T. (K] Elektronentemperatur

Ty, (K] Schwerteilchentemperatur

7; [—] Duales Dreieck j

Tijk [—] Duales Dreieck mit den Massenschwerpunktsecken ¢, j und &

U V] Spannung

Ucypia V] Lichtbogenspannung

Up V] Lichtbogenspannung ohne Elektrodenfallspannungen

u [—] Exakte Losung des Systems von Erhaltungsgleichungen

u [—] Funktion

uy [—] Diskrete Losung des Systems von Erhaltungsgleichungen

U; [—] Zustandssumme der Schwerteilchenspezies 4

v [m s71] Schwerpunktsgeschwindigkeit des Plasmas

v [—] Funktion

e [m s71] Geschwindigkeit der Elektronen

Uy [m s7!] Radiale Geschwindigkeitskomponente der Schwerteilchen

U, [m s71] Axiale Geschwindigkeitskomponente der Schwerteilchen

z [m] Koordinate auf einem Randsegment

Tin, Ti2 [m] Integrationspunkte einer dualen Zelle ¢« am Rand

ik [m] Integrationspunkt auf der Zellwandfliche AA;

T [m] Massenschwerpunkt einer dualen Zelle 4

Z; [—] Ladungszahl der Schwerteilchenspezies i

z [m] Axiale Koordinate

Zeff [—] Effektive Ladungszahl

Zm.A—Torus | Axialer Massenschwerpunkt eines Torus mit Dreiecksquerschnitt

o [—] Tonisationsgrad

o [—] Parameter zur Dissipationskontrolle

Olei (W m3K™'] Wirmeiibergangskoeffizient zwischen Elektronen
und Schwerteilchenspezies ¢

g (m? C~1] Hallparameter

v [—] Adiabatenexponent (y = 5/3)

AApg [m?] Zellwandfliche einer dualen Zelle

AA; [m?] Querschnittsflache einer dualen Zelle 4

AA [m?] Zellwandflidche zwischen den benachbarten
dualen Zellen ¢ und k

AA;1,AA [m?] Flachenanteile einer dualen Zelle 7 am Rand

AAA_Torus [m?] Querschnittsfliche eines Torus mit Dreiecksquerschnitt

AtB, AtB,RND [8] Zeitschritt
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Ate, Ate rnp  [5] Zeitschritt

Ath, Ath,RND [8] Zeitschritt

AV [m?] Volumen einer dualen Zelle 4

AVA_Torus [m?3] Volumen eines Torus mit Dreiecksquerschnitt

5 [—] Kleine Zahl

£ (m? s73] Turbulente Dissipation

n [—] Dimensionslose Koordinate auf einem Randsegment
K [—] Schlieungskoeffizient

Ae (W m tK~1] Wirmeleitfihigkeit der Elektronen

A (W m 'K~ Wérmeleitfihigkeit der Schwerteilchen

Areac (W m™1K~!] Reaktionswirmeleitfihigkeit der Elektronen

Ar (W m 'K~ Turbulente Wirmeleitfihigkeit der Schwerteilchen
Ao, A1, Ao [m s71] Eigenwerte

s [kgm~'s7!]  Dynamische Viskositit der Schwerteilchen

pr [kgm~'s7!]  Turbulente Viskositit der Schwerteilchen

vh [— Fehlerindikator

Vi (571 Gewichteter Fehlerindikator

Vee [s71] StoBfrequenz Elektron — Elektron

Vei [s71] StoBifrequenz Elektron — Schwerteilchenspezies 4
Vh [m? s71] Kinematische Viskositit der Schwerteilchen

Vie (571 StoBifrequenz Schwerteilchenspezies ¢ — Elektron
Vij [s71] StoBfrequenz Schwerteilchenspezies @ — j

1z [m? s71] Turbulente kinematische Viskositédt der Schwerteilchen
vh [—] Dimensionsloser Fehlerindikator

13 [—] Koeffizient

& [—] Massenanteil der Schwerteilchenspezies i

p (kg m™3] Massendichte

el [Cm™3] Ladungsdichte

o [Q'm™1 Elektrische Leitfahigkeit

OB [—] Schlieungskoeffizient

Trr [N m™2] Viskose radiale Normalspannung

Ter [N m™2 Viskose Schubspannung

Tez [N m™2] Viskose axiale Normalspannung

T [N m™2 Viskose azimutale Normalspannung

Xiitl [J] Energie zur Ionisation der Schwerteilchenspezies i
U [—] Funktion

v [T'm] Stromfunktion

U, [—] Molenbruch der Schwerteilchenspezies i

Q [—] Rechengebiet

w [—] Duale Zelle

Wi [—] Gewicht fiir einen Gradienten auf einem dualen Dreieck i
wi (m=3s71] Reaktionsquellterm der Schwerteilchenspezies ¢
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Konstanten

2,99792458 - 108 ms~t
1,60219 - 1019 As
6,62620 - 10734 Js
1,38062 - 10723 JK!
9,10956 - 1073 kg
6,63349 - 10-2 g
8,85419 - 10712 AsV " tm!
Ar - 107" VsA Im ™!

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
Elektrische Elementarladung
Planck’sches Wirkungsquantum
Boltzmann-Konstante
Elektronenmasse
Schwerteilchenmasse Argonatom/—ion
Elektrische Feldkonstante
Magnetische Feldkonstante
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Kapitel 1

Einleitung

Der bemannte interplanetare Raumflug ist nach den Apollo-Mondlandungen, der Inbe-
triebnahme des teilweise wiederverwendbaren, erdnahen Raumtransportsystems Space
Shuttle, der Kommerzialisierung der Nutzung von Erdbeobachtungs—, Navigations— und
Telekommunikationssatelliten und dem Aufbau der internationalen Raumstation der
néchste Meilenstein der Raumfahrt.

Zentrale Bedeutung kommt der Wahl des Antriebssystems zu, um interplanetare Missio-
nen in verniinftig kurzer Zeit durchfithren zu kénnen. Elektrische Raketenantriebe [1, 2]
sind hierfiir aufgrund ihrer im Vergleich mit chemischen Antrieben deutlich héheren
spezifischen Impulse besonders geeignet [3].

Allen elektrischen Antrieben gemeinsam ist, dal dem Treibstoff elektrische Energie
zugefithrt wird. Die unterschiedlichen Bauweisen und physikalischen Mechanismen
der Treibstoffbeschleunigung fiithren zu einer Unterscheidung von elektrostatischen,
widerstandsbeheizten und Lichtbogentriebwerken.

In den elektrostatischen (Ionen—) Triebwerken werden Ionen durch elektrische Felder
auf Austrittsgeschwindigkeiten bis 30 km/s beschleunigt, der Schub liegt bei einigen
Milli-Newton [4]. Anwendung finden diese Triebwerke in der Bahnregelung und bei
interplanetaren Missionen, die einen hohen, langandauernden Antriebsbedarf haben, aber
keine hohen Beschleunigungswerte verlangen und nicht zeitkritisch sind.

Durch Wérmeaustausch an der Oberfléche elektrischer Widerstédnde wird in widerstands-
beheizten Triebwerken der Treibstoff erhitzt. Bei einem Schub von einigen Newton sind
die Austrittsgeschwindigkeiten meist deutlich geringer als das erreichbare Maximum von
8 km/s. Einsatzgebiet ist die Lageregelung von Satelliten [5].

In Lichtbogentriebwerken wird der Treibstoff durch einen elektrischen Lichtbogen
aufgeheizt und ionisiert. Die thermischen Lichtbogentriebwerke (TLT) entspannen bei
Eingangsleistungen bis zu 100 kW den Treibstoff durch eine Diise bis auf Geschwindig-
keiten von 20 km/s, wobei Schiibe von einigen Newton erreicht werden koénnen [6, 7].
TLT werden seit einigen Jahren zur Bahnregelung von Satelliten eingesetzt [8].

Bei den magnetoplasmadynamischen (MPD) Triebwerken wird der Treibstoff zusétzlich
durch magnetische Krifte beschleunigt, sodafl bei Austrittsgeschwindigkeiten von iiber
20 km/s Schiibe bis zu 100 Newton erreicht werden. Unterschieden werden MPD-
Fremdfeldtriebwerke, bei denen das Magnetfeld durch einen externen Magneten erzeugt
wird [9], und MPD-Eigenfeldtriebwerke, die durch einen hohen Lichtbogenstrom das
Magnetfeld selber induzieren.
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Da sie bei Eingangsleistungen von 10 kW funktionieren und solche Leistungen von auf
kommerziellen Satelliten installierten Solargeneratoren heutzutage erbracht werden, ist
fiir die néchsten Jahre eine Entwicklung von TLT und MPD-Fremdfeldtriebwerken als
Transferantriebe zum geostationdren Erdorbit abzusehen.

MPD-Eigenfeldtriebwerke haben je nach Auslegung eine Eingangsleistung von ca. 100
kW bis zu 1 MW, die durch grofle Solargeneratoren oder durch nukleare Energiequellen
zur Verfiigung gestellt werden miissen. Da nukleare Energiequellen aufgrund ihrer
kompakten Bauweise und der weiten Entfernung von der Sonne ohnehin die einzig
sinnvollen Energiequellen fiir bemannte interplanetare Missionen ins duflere Sonnen-
system sind, stellen MPD-Eigenfeldtriebwerke neben nuklearthermischen Triebwerken
wegen ihrer hohen Strahlgeschwindigkeit und ihrer hohen Schubdichte ein vorteilhaftes
Antriebskonzept dar.

Anode

Kathode

o]}
<

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung eines MPD—Eigenfeldtriebwerks

Die Funktionsweise eines MPD-Eigenfeldtriebwerks wird in Abbildung 1.1 veranschau-
licht. Durch die elektrische Entladung zwischen Anode und Kathode wird der mit dem
Massendurchsatz m stromende Treibstoff in einem Lichtbogen aufgeheizt und ionisiert,
sodafl ein Plasma entsteht. Durch die elektrische Stromdichte j wird ein azimutales
Magnetfeld B induziert, und das Plasma wird durch die Lorentzkraft jx B beschleunigt.
Wihrend in zylindrischen Triebwerken hauptséchlich hierdurch der Schub erzeugt wird,
kann in diisenférmigen Triebwerken zusétzlich durch die Expansion des heiflen Plasmas
in einer Lavaldiise ein weiterer thermischer Schubanteil, der in derselben Groéflienordnung
wie der magnetische liegt, gewonnen werden.

Seit den achtziger Jahren werden am IRS MPD-Antriebe sowohl experimentell [10, 11]
als auch theoretisch [12, 13] und numerisch [14, 15, 16] untersucht. Betrachtet werden
dabei ingenieurtechnische Aspekte des Triebwerksentwurfs [17, 18] und grundlegende
plasmaphysikalische Prozesse [19, 20, 21], um hohere Wirkungsgrade zu erzielen und
leistungsbegrenzende Instabilitéiten zu vermeiden. Ursachen von durch Spannungsoszil-
lationen und steigende Anodenverluste [22] gekennzeichneten Triebwerksinstabilitdten
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sind die Ladungstrigerverarmung an der Anode [23], Mikroturbulenz [24, 25| und
raumladungs—, drift— und gradientengetriebene Plasmainstabilitéiten [20, 26, 27].

Gebaut wurden am IRS neben anderen die diisenférmigen MPD-Triebwerke DT2 und
HAT, deren Aufbau in den Abbildungen 1.2 und 1.3 zu erkennen ist. Die unkomplizierte
Bauweise beinhaltet als wichtigste Komponenten die Kathode aus thoriertem Wolfram
auf der Symmetrieachse, die Anode als letztes Segment der Diise und die zwischen den
Elektroden angebrachten, isolierten und wassergekiihlten Neutralsegmente. Die Anode
des DT2 besteht aus wassergekiihltem Kupfer. Da ein MPD-Triebwerk im Einsatz wei-
testgehend strahlungsgekiihlt sein wird, wurde die Anode des HAT als strahlungsgekiihlte
Wolframanode realisiert, um den Einfluff von Anodenmaterial und —temperatur auf die
Leistungsdaten des Triebwerks und seine Einsatzgrenzen zu untersuchen.

In der Geometrie dem DT2 sehr dhnlich ist der Plasmabeschleuniger RD3 (Abb. 1.4).
Er wird im Bereich der Plasmatechnologie am IRS vor allem zur Entwicklung und
Qualifikation von Hitzeschutzmaterialien verwendet.

Um physikalische Grundlagenforschung an MPD-Stréomungen im Detail betreiben
und um eine technische Optimierung von MPD-Eigenfeldtriebwerken durchfiihren zu
konnen, ist wie bei der Entwicklung von chemischen Raketentriebwerken [28] vor dem
Hintergrund der hohen Kosten von Experimenten der Einsatz numerischer Verfahren zur
Stromungssimulation notwendig.

Seit drei Jahrzehnten wird weltweit [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35] an der Entwicklung von
Rechenverfahren gearbeitet, wobei mit dem Fortschritt der Rechnertechnologie und der
numerischen Algorithmen Umfang und Komplexitdt der zu diskretisierenden FErhal-
tungsgleichungen stets anstiegen. Am IRS werden numerische Verfahren seit Beginn der
achtziger Jahre kontinuierlich weiterentwickelt. Auf der Basis strukturierter Gitter wurde
ein Programmsystem entwickelt, mit dem Stromungen sowohl in elektrischen Triebwerken
als auch in Plasmawindkanilen berechnet werden konnen [14, 15, 36, 37]. Wihrend die
physikalische Modellbildung zur Berechnung von Stromungen in Plasmabeschleunigern
und —generatoren vorangetrieben werden konnte, war die Flexibilitdt beziiglich der
Variation der Diisengeometrie und der Losungsadaption aufgrund der Verwendung
strukturierter Gitter gering. Zudem wurde durch die Verwendung kiinstlicher numeri-
scher Viskositdt nur eine Losungsgenauigkeit von 1. Ordnung im Raume erzielt. Daher
wurde ein numerisches Verfahren 2. Ordnung auf der Basis unstrukturierter, adaptiver
Gitter entwickelt [11, 16], um Argonplasmastromungen in MPD—-Eigenfeldtriebwerken zu
berechnen. Dabei wurden gemischte explizite Finite Volumen (FV) Verfahren und Finite
Elemente Methoden (FEM) mit Successive Overrelaxation (SOR) zur Losung der insta-
tiondr und stationér angesetzten MPD-Erhaltungsgleichungen unter der Voraussetzung
von thermischem Nichtgleichgewicht, reaktivem Gleichgewicht und laminarer Stromung
eingesetzt. Darauf aufbauend werden in der vorliegenden Arbeit die physikalische
Modellbildung erweitert und das numerische Verfahren grundlegend erneuert.
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Abbildung 1.4: Plasmabeschleuniger RD3

Die instationdren hyperbolisch—parabolischen Erhaltungsgleichungen mit Quelltermen,
die die Argonplasmastromung in MPD-Eigenfeldtriebwerken beschreiben, werden unter
der Annahme thermischen und reaktiven Nichtgleichgewichts fiir die Teilchendichten,
den Impuls und die Energie der Schwerteilchen, die Elektronenenergie, die Turbulenz
und das eigeninduzierte Magnetfeld in Kapitel 2 aufgestellt.

Durch die konsequente Formulierung der Erhaltungsgleichungen mit Hilfe von konserva-
tiven Fliissen wird auf einfache Weise ein numerisches FV—Verfahren entwickelt, das in
Kapitel 3 im Detail erldutert wird. Entscheidend fiir die Schnelligkeit und Robustheit des
Verfahrens sind ein neues Flux Vector Splitting—Verfahren als approximativer Riemann—
Loser, die raumliche Weighted Essentially Non—Oscillatory (WENO-) Rekonstruktion 2.
Ordnung, ein lokales, randomisiertes Zeitschrittverfahren und ein zuverldssiger Gitterver-
feinerungsindikator.

Bei der Implementierung des Verfahrens wurde die objektorientierte Programmiersprache
C++ [38] verwendet, die die Handhabung von Daten auf unstrukturierten Gittern
stark erleichtert. Waren bislang [15, 16] sehr teure Workstations oder Grofirechner zur
Losung der MPD-Erhaltungsgleichungen notwendig, so koénnen jetzt die Berechnun-
gen auf deutlich preiswerteren, leistungsfdhigen PC’s mit dem Betriebssystem Linux
durchgefiihrt werden, wobei eine graphische X11-Schnittstelle [16, 39, 40] der Kontrolle
der numerischen Prozeduren und der Darstellung von Isolinienplots wéhrend eines
Rechenlaufes dient.

Numerische Ergebnisse fiir den Plasmabeschleuniger RD3 und die Triebwerke DT2 und
HAT sind in Kapitel 4 im Vergleich mit experimentellen Daten dargestellt.
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Kapitel 2

Erhaltungsgleichungen

2.1 Grundannahmen fiir die Modellierung

Aufgrund des axialsymmetrischen Aufbaus der MPD-Eigenfeldbeschleuniger DT2, HAT
und RD3 (Abb. 1.2-1.4) wird stets eine rotationssymmetrische Stréomung vorausgesetzt,
sodal die Erhaltungsgleichungen in zweidimensionaler Form unter Verwendung von
Zylinderkoordinaten angeschrieben werden konnen. Als Treibstoff wird das im IRS fiir
MPD-Triebwerke verwendete Edelgas Argon betrachtet.

Unter der Voraussetzung von Kontinuumsstromung und Quasineutralitdt des Plasmas
[41, 42] lassen sich Zweifluid-Erhaltungsgleichungen im thermischen und reaktiven
Nichtgleichgewicht formulieren, wobei die Elektrodenfallgebiete nicht explizit betrachtet
werden. Unterschieden wird zwischen Schwerteilchenspezies (neutrales, einfach und
mehrfach ionisiertes Argon) und Elektronen. Das Schwerteilchen— und das Elektronengas
werden als ideale Gase betrachtet. Thermisches Nichtgleichgewicht zwischen Elektronen
und Schwerteilchen wird angenommen, weil zum einen in Bereichen expandierender
Uberschallstromungen die Dichten und damit auch die StoBfrequenzen und der Energie-
austausch der Teilchen untereinander relativ klein werden konnen, und weil sich zum
anderen die Schwerteilchen an Wénden abkiihlen, wahrend sich die Elektronen hier
adiabatisch verhalten. Reaktives Nichtgleichgewicht wird wegen der hohen Stromungsge-
schwindigkeiten vorausgesetzt.

Aufgrund ihrer geringen Masse und der damit einhergehenden hohen Mobilitdt kann
davon ausgegangen werden, dafl im wesentlichen die Elektronen den elektrischen Strom
im Plasma tragen. Daher wird das Elektronengas aufgeheizt, und ein Teil der elektrisch
eingekoppelten Energie wird durch Stéfe an die Schwerteilchen abgegeben.

Um die Entstehung von Turbulenz im Triebwerksinneren und im Freistrahl erfassen zu
konnen, wird ein Eingleichungsmodell angesetzt.

Die Lichtbogenentladung wird durch die Maxwell-Gleichungen der klassischen Elektro-
dynamik und das Ohm’sche Gesetz fiir Plasmen beschrieben.
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2.2 Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und
Energie der Schwerteilchen

Es wird im folgenden stets eine mdoglichst konservative Formulierung mit Hilfe von Fliissen
angestrebt, da dies erfahrungsgem&fl die numerische Stabilitéit eines Finite—Volumen—
Verfahrens erhcht und die Erhaltung physikalischer Gréflen auch bei der numerischen
Berechnung auf elegante Weise gewihrleistet.

Es sei erwdhnt, daf§ die betrachteten Gleichungen im mathematisch strengen Sinne Bi-
lanzgleichungen sind. Es wird jedoch hier stets der Begriff der Erhaltungsgleichungen
verwendet, um zum einen auf die physikalischen Erhaltungsprinzipien zu verweisen, und
um zum anderen die Erhaltungseigenschaft der Fliisse im Rahmen der Finite—Volumen—
Diskretisierung zu betonen.

Bei der Formulierung der Erhaltungsgleichungen gelte fiir den Divergenzoperator bei An-
wendung auf einen Vektor @ in Zylinderkoordinaten [43] die Schreibweise:

div [“} _ 1o, Oa. (2.1)

a, r  or 0z

Massenerhaltung

Die Erhaltungsgleichungen fiir die Massen der Schwerteilchenspezies (i = 0: neutrales Ar-
gonatom, ¢ > 0: i—fach geladenes Argonion) lassen sich als Erhaltungsgleichungen fiir die
Teilchendichten n; schreiben, da sich aus den Massenerhaltungsgleichungen die jeweilige
Masse my, herauskiirzen 148t:

877%'

o = —div (n:0) — div Jpitw;  ;i=0.6. (2.2)

Die Terme der rechten Seite beschreiben die zeitliche Anderung der Teilchendichte n;
durch Konvektion mit der mittleren Schwerpunktsgeschwindigkeit ¢ des Plasmas, durch
Massendiffusion (jp;) und durch Reaktionen (w;).

Mit der Schwerteilchengesamtdichte

n, = Zni, (2.3)

=0
dem Massenanteil [44]
n;
P = 24
G- (2.4)
dem Molenbruch [44]
/L (2.5)
Np + Ne

dem Ansatz fiir den Diffusionsstrom [45, 46, 47]

ini = —1Dm VY, (2.6)
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und der Forderung nach Massenkonservativitit ergibt sich der Diffusionsstrom zu [48]

6

jD,i = jbz - ézzlek : (2.7)

k=0

6
Aufgrund des Terms &; Zﬂjk in Gleichung (2.7) wird
k=0

6
> Jpi=0, (2.8)
=0

sodaf} die Massenerhaltung des Ansatzes fiir die Diffusion gewéhrleistet ist.

Der Quellterm der Reaktionen w; beschreibt die Produktion von Ionen und Elektronen
durch Elektronenstofiionisation [49, 50] und die Neutralisation von Ionen durch Dreier-
stoBrekombination [15]:

_ 2
wo = —nonekpr A+ niniky,
_ 2 2 v
Wi = T NN kf,i-‘,—l + Nit1 N k‘b,i+1 — N, k‘b,i + Ni—1 Ne k‘f,z‘ ;i=1.5,
_ 2
wg = — Ne T, kb,G + ng N kf’(; .

(2.9)
ki und ks, sind die Reaktionsraten der Elektronenstofionisation und der Dreierstofire-
kombination.

Summiert man Gleichung (2.2) iiber alle Spezies auf, so erhilt man die Gesamtmassener-

haltungsgleichung

% = —div (pv) (2.10)

mit )
p = my an , (2.11)
i=0

da die Elektronenmasse vernachlassigbar klein ist.

Impulserhaltung

Die Impulserhaltungsgleichung in axialer Richtung lautet

% = —div fomise — div Fovise (2.12)

wobei der reibungsfreie Flufl

BQ
Ph+ Pe + — + pv?
7 _ 210

fz,inm'sc -

(2.13)

PULU;
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die Beschleunigung durch Schwerteilchendruck, Elektronendruck, Magnetfelddruck und

dynamischen Druck beinhaltet. Der reibungsbehaftete Flufl

T2z

o
fz,visc =

—Tzr

beschreibt die Beschleunigung durch viskose Krifte.
Die Impulserhaltungsgleichung in radialer Richtung lautet

A(pv:)

= —div :invisc — div :visc_‘_ T
5 Ir, Ir, q

wobei der reibungsfreie Flu3 durch

PV Uy
fr,invisc = B2 )
Phr + DPe + P + pvr
240
und der reibungsbehaftete Flufl durch
—Tar
fr,visc =
T’f"f'
gegeben sind. Der Quellterm
B2
Ph+Pe = Top — 57—
_ T 20
qr =
r

entsteht durch die Verwendung der Zylinderkoordinaten [51, 52].
Die viskosen Spannungen sind [53]

B 2 (i + i) (2 ov, v ov,
T2z - 3 o Hr (9z r 87’ )
. B (in + i) ov, Ov,
zr — 1233 Hr a (9z
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Energieerhaltung

Die Energieerhaltungsgleichung

a — —
% = —dw fh,invisc — div fh,m'sc + qn (220>
beinhaltet den reibungsfreien Flufl
. B2\ |
fh,invisc - <6h +ph +pe + 2—> 5 (221)
Ho
Ur
den reibungsbehafteten Flufl
oT),
T lzzVz T dzrUr T >\ >\ a8
) TozVy — Topp — (Ap + A7) %
frwise = ) (2.22)
T
T lrUz 7 dprUr — )\ )\ a_
TorVy — TrrUp — (An + A7) o
und den Quellterm
B? B? :
qan = (pe + —) div o — — v, + nenioei(Te — Th) - (2.23)
2410 Mo T PR

Die Schwerteilchenenergie e, setzt sich unter der Annahme des Idealgasgesetzes
P = nhk:Th (224)

zusammen aus der translatorischen Energie und der kinetischen Energie:
3 1
en = kT + 5,0]77] 2, (2.25)

Neben den viskosen Fliissen umfafit der Flufl ﬁz,visc auch die Schwerteilchenwérmeleitung.
Der Enthalpiestrom durch Diffusion

6
; (ngh -+ %mh\ﬁl 2) jD,i
ist wegen Gleichung (2.8) gleich Null und steht daher nicht in Gleichung (2.20).

Der erste Ausdruck im Quellterm ¢, kommt dadurch zustande, dafl sowohl der Elek-
tronendruck p, als auch der Magnetfelddruck B?/(2u0) im reibungsfreien Fluf ﬁl,mvisc
stehen. Der zweite Ausdruck entsteht durch die Verwendung der Zylinderkoordinaten,
und der dritte beschreibt den Energietransfer durch elastische St68e zwischen Elektronen
und Schwerteilchen.

Allen reibungsfreien Fliissen ﬁmvisc, ﬁ,mmsc und f;,mvisc ist gemeinsam, dafl sie den
Schwerteilchendruck pj, den Elektronendruck p, und den Magnetfelddruck B?/(2u)
beinhalten. Wéhrend die Formulierungen der Schwerteilchenerhaltungsgleichungen in
[14, 15, 16] weitere Quellterme durch Viskositit und Lorentz—Krifte enthalten, wird in den
obigen Gleichungen (2.12), (2.15) und (2.20) ein Maximum an Konservativitét erreicht,
das durch die Verwendung von Fliissen auch in der Finite-Volumen—Diskretisierung be-
stehen bleibt.
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2.3 Erhaltungsgleichung fiir die Turbulenz

Turbulenz ist grundsétzlich ein Stréomungsphdnomen von sehr grofler Komplexitdat. Um
die wesentlichen Eigenschaften turbulenter Stromungen in technischen Anwendungen mit
moglichst geringem Aufwand berechnen zu kénnen, sind zahlreiche Turbulenzmodelle ent-
wickelt worden [54]. Man unterscheidet algebraische Modelle, Ein— und Zweigleichungs-
modelle sowie SchlieBungsmodelle zweiter Ordnung.

Wie in [15] wird hier das Eingleichungsmodell nach Goldberg und Ramakrishnan [55]
gewéhlt. Als Weiterentwicklung des Modells von Baldwin und Barth [56] bendtigt es kei-
ne Berechnung von Wandabstdnden und ist damit wohlgeeignet fiir die Benutzung auf
unstrukturierten Gittern. Bei der Berechnung turbulenter Wandgrenzschichten und freier
Scherschichten hat es sich auf dem Gebiet der Flugzeugaerodynamik durch genaue Ergeb-
nisse bewahrt. Der Rechenaufwand ist gering, und das Konvergenzverhalten ist gutmiitig.
Die Erhaltungsgleichung fiir die turbulente Erhaltungsgrofie pR lautet [55]:

M = — div(pR 17) + di’U [p (l/h + Z_—T) VR:| + p(oezfg — Cgl)v RP

ot :
(2.26)

v [p(l/fﬂ-]/—T)] VR— LV, . VR.
Oe Oe
R ist definiert als der Quotient des Quadrats der turbulenten kinetischen Energie k& und

der Dissipation e:
k,2
R =—. (2.27)
€
Durch die kinematische Viskositét vy, ist R mit der sogenannten turbulenten Reynoldszahl
Ry verkniipft durch:

R = wRy . (2.28)

Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (2.26) stellt den konvektiven
Transport der Turbulenz dar, der zweite hat dissipativen Charakter, und der dritte
beschreibt die Produktion von Turbulenz aufgrund von Geschwindigkeitsgradienten. Die
letzten beiden Terme entstehen durch Vernachlédssigung dissipativer Terme [56] bei der
Herleitung der Erhaltungsgleichung aus dem k—e—Turbulenzmodell [57].

Der Produktionsterm der Turbulenz lautet in Zylinderkoordinaten:

o[ (5 (2)]

) ) (2.29)
n 81}z+8vr 2 8vz+8vr+&
or 0z 3\9z or r '
Die SchlieSungskoeffizienten sind
1 Ceoo—Co) /C
Ca=12, Cuo=20, —= (Ce K;) L C,=009 und k=041. (2.30)
Die Nahwand—Funktion f5 ist gegeben durch
fo = 1-03exp(—R3) . (2.31)
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Mit

o3/
A, =45-10° | A = Q“H (2.32)
und der weiteren Nahwand-Funktion
2
j - e o
berechnen sich die turbulente kinematische Viskositat v zu
vr = C, f,vn Rp (2.34)
und die turbulente Viskositat ur zu
Ur = pur. (2.35)
Viskositit und Wirmeleitung sind durch die Prandtl-Zahl [58]
pr=1% (2.36)

An

miteinander verkniipft, wobei fiir die spezifische Warmekapazitdt bei konstantem Druck
unter Annahme eines idealen (Schwerteilchen—) Gases

5 k

= - — 2.37
Cp 2 mp, ( )
gilt.
Die turbulente Prandtl-Zahl wird analog definiert als [59]
PT‘T = T % , (238)
Ar
sodaf sich unter der Annahme 5
Prp = Pr = 3 (2.39)
die turbulente Wirmeleitfahigkeit zu
15 k 1%
Ap = — —— 2.40
L . (2.40)

ergibt.

2.4 Erhaltungsgleichung fiir die Elektronenenergie

Bei Betrachtung des mit der Geschwindigkeit v, stromenden Elektronenfluids lautet die
Erhaltungsgleichung fiir die Elektronenenergie

aaete = — div(e.U,) — pe div U,
LS B .
— dzv(§kTejD,e) + div(A.VT) (2.41)
: i
+ Z nenz‘aei(Th - + j— - Z Wi+1 Xi—it+1 -
i=0
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Dabei sind der Elektronendruck p. und die Elektronenenergie pro Volumeneinheit e,
definiert durch

Pe = N kT, (2.42)
und 3

€ = inekTe. (2.43)
Aufgrund der Annahme der Quasineutralitdt des Plasmas ist bei bekannten Schwerteil-

chendichten n; und mit den Ladungszahlen Z; die Elektronendichte n. gegeben durch:

6
= ZZn . (2.44)
=1

Damit wird der Ionisationsgrad hier definiert als:
n
= = 2.45

o= (2.45)
Die Terme der rechten Seite von Gleichung (2.41) stellen den konvektiven Transport mit
der Elektronengeschwindigkeit ., die Verformungsarbeit des Elektronendruckes am Elek-
tronenfluidelement, den Transport durch den Diffusionsstrom jp ., die Elektronenwérme-
leitung, den Energietransfer durch elastische Stole zwischen Elektronen und Schwerteil-
chen, die Ohm’sche Heizung durch den Lichtbogen und die Energiebilanz durch Ionisati-
onsreaktionen dar.
Unter Vernachlassigung der Tréagheit der Elektronen ist die elektrische Stromdichte

J = en (7 —7.) . (2.46)

Damit lassen sich die ersten beiden Terme der rechten Seite von Gleichung (2.41) umfor-
men:

1.

—div(ecU,) — pe div U, = —div(eV) — pe (2.47)

div(e.V) 1a8t sich als der konvektive Transport von Elektronenenergie mit der mittleren
Schwerpunktsgeschwindigkeit v des Plasmas auffassen.

Der Diffusionsstrom jae ergibt sich aus der Forderung, dafl die Quasineutralitit des
Plasmas auch bei Diffusion der Schwerteilchen und Elektronen erhalten bleiben muf} [47]:

6
Jpe = > Zijpi - (2.48)

Mit den Gleichungen (2.47) und (2.48) ergibt sich Gleichung (2.41) zu

k- 1 -
5;: = — div(e) — pe div T ok

6
(3 - :
— div <§k‘Te E Zijpﬂ') + dlU(AeVTe) (2.49)

+ Z nenzaez + w - Z Wi+1 Xi—it+1 -
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2.5 Erhaltungsgleichung fiir das Magnetfeld

Zur Herleitung der Erhaltungsgleichung fiir das Magnetfeld werden die Maxwell-
Gleichungen [60] fiir die elektrische Entladung benotigt:

- . 10E
tB = poj + —— 2.50
ro HoJ + 55 (2.50)

, OB
tE = ——— 2.51
div B = 0 (2.52)
und .
divE = 2 (2.53)
€0

Da hier der stationdre Zustand und keine hochfrequenten Fluktuationen betrachtet wer-
den, wird die Galilei-invariante Form mit Vernachlédssigung des Verschiebungsstromes
in Gleichung (2.50) verwendet. Gleichung (2.52) ist wegen Axialsymmetrie automatisch
erfiillt. Mit Gleichung (2.53) kann im allgemeinen die Ladungsdichte p,; berechnet werden
[61]. Wegen der Voraussetzung Quasineutralitit der betrachteten Plasmen ist p; gleich
Null.

Das Ohm’sche Gesetz fiir Plasmen ist durch

E=7 _6xB+pBjixB—-3Vp. (2.54)
o
gegeben [41]. Dabei ist
1
= 2.55
5 (2.55)

der sogenannte Hall-Parameter. Mit den Gleichungen (2.50), (2.51) und (2.54) 148t sich
die Erhaltungsgleichung fiir das Magnetfeld in Zylinderkoordinaten

0
B = |B (2.56)
0

mit der azimutalen Magnetfeldkomponente B aufstellen:

0B B, tB -
— = —div(B )+ ot (m + s rotB x B — QVpe> . (2.57)
ot r HoO o

©

Der erste Term der rechten Seite von Gleichung (2.57) stellt den konvektiven Magnet-
feldtransport dar, der zweite ist auf die Verwendung der Zylinderkoordinaten zuriick-
zufithren. Der dritte Term beschreibt die zeitliche Anderung des Magnetfelds durch den
im Plasma der elektrischen Leitfahigkeit o flieenden elektrischen Strom, durch den Hall-

Strom und durch den Diffusionstrom aufgrund des Elektronendrucks [62].
In Gleichung (2.57) wird das Magnetfeld B schlieBlich durch die Stromfunktion

U =rB (2.58)
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substituiert, sodafl man als zu l6sende Erhaltungsgleichung fiir das Magnetfeld

0 0 0
10¥ v Yo, 1
o i —T) +— —rot| — rot U/r +£rot U/r| x |¥/r|— [BVpe
r Ot r 72 o0 Lo
0 0 0 .
(2.59)

erhélt. Die Konturlinien der Stromfunktion stellen die Bahnlinien der Elektronen dar.
Zwei Konturlinien représentieren daher eine Stromréhre, in der ein konstanter elektrischer
Strom flief3t.

2.6 Jonisationsreaktionsraten

Die Beriicksichtigung reaktiven Nichtgleichgewichts aufgrund der hohen Stromungsge-
schwindigkeiten in MPD-Eigenfeldbeschleunigern fiithrt zu den Reaktionsquelltermen w;
in Gleichung (2.9). Sie beinhalten die Reaktionsraten k; und k ;, die die ElektronenstoB-
ionisation

: ks, , _
und die Dreierstofirekombination
Ar@d+ 4 o Joi Ar(tD+ 4 9 o= (2.61)

beschreiben. Befinden sich die Reaktionen (2.60) und (2.61) im Gleichgewicht, wird die
Zusammensetzung des Plasmas durch die Saha—Gleichung beschrieben [63]:

Nir1Me Ui+ (27TmekTe)3/2 ( XHiH)
=2 exp | —

Kip = i=0.5.  (2.62)

n; u; h3 kT,
Es geht nur die Elektronentemperatur ein, weil ausschliellich Elektronenstofie die Reak-
tionen verursachen.

Die Zustandssummen u;, die die statistischen Gewichte und Energien der Quanten-
zustdnde eines i-fach ionisierten Teilchens [64, 65] beinhalten, werden hier mit Hilfe der
Daten aus [66] als Polynome hoherer Ordnung in Abhéngigkeit von der Elektronentem-
peratur T, berechnet:

ug = 1,07865 +4,75631-1077 T, —1,45631-107% T2 +3,40397-10"'2 713
—2,97548 - 10716 T4 4+1,06285- 10720 7°  —1,11482-10"% T9 |

Uy 2,88341 +9,25385-107* T, —1,28224-10"" T2 +9,16319-107'2 713
—3,41285-1071 T* 46,02164-10"2' T> —3,49781-10"2 TS ,

U 6,70819 +3,00894-10"% T, —1,02001-10"% T2 +4,35988-10"13 T3
—1,28273- 10717 T4 +1,52194-10"2 717 |

us 4,03178 —1,12061-1075 T, —8,39091-107° T2 +2,81023-107'2 T3
—1,88269- 10716 T4 +6,13787- 1072 T2 —1,09148 - 10~ T¢
4+1,01718 - 10730 77— 3,89471 - 10736 T8 |

Uy 0,57666 +2,07505-1073 T, —2,75525-10~7 T2 +2,21005- 10~ 73
—1,04813- 107 T4 +2,97457- 10720 Te® —4,95712- 1072 T¢
+4,46982-107%0 77 —1,68184-1073° T8 |
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us = 1,30123 +9,68066-10~% T, —1,13640-10"7 T2 +7,92359- 1012 T3
—3,38499- 10716 T 4892458 - 10" T5  —1,40979 - 102 T8
+1,22077 107 T7  —4,44992- 10736 T8 |

ug = 1,00153 —1,30713-10"¢ 7. +2,99507-10~10 T2 —2 6923210~ T3
+1,01870- 1078 T4 —1,41048-10"2 75  +6,90912- 10720 T5 .

(2.63)

Unter der Annahme, daf§ die Elektronentemperatur durch eine Maxwell-Verteilung be-
schrieben wird, ergibt sich nach [49, 50] fir die Reaktionsrate k; der Elektronenstof-
ionisation

b= 67100 () ia- - i]oe_xdx— bic™ ]o " (2.64)
f,l - ) kTe — ZqZ AZ T AZ+CZ T ) .
b= A; Aitc;
wobei P
A = — 2.65
T (2.65)

ist. P; stellt die Bindungsenergien der Elektronen der i-ten Unterschalen dar.

Fiir die Anzahl ¢; der Elektronen der i-ten Unterschale und die experimentell, theoretisch
oder durch Abschétzung ermittelten Konstanten a;, b; und ¢; gelten folgende Zahlenwerte:

Produkt der | Elektronen- |qi|q2|q3| a1 | as | a3 b by | b3 | ¢1 | co | c3
Ionisation | konfiguration
Arlt 3523p° 6|12/6]40(4030]062]04]09/|04|06]0,2
Ar?t 3523p° 5121642144 3,7|1 03 1020806 1]0,6]|0,4
Ar3t 3s523p* 4126454542102 | 0 |06(06]| 0 |05
Artt 3523p3 312164545145 ] 0 0103 0 0 |06
Ardt 3523p? 2121645145145 0 0 (03| 0 0 |06
Artt 3s523pt 112645145 (45| 0 0 (03| 0 0 |06

Die Werte von a;, b; und ¢; fiir i = 4 wurden dabei fiir ¢ = 5 und ¢ = 6 ibernommen [15].

Fiir die Bindungsenergien P; der Elektronen der i-ten Unterschalen werden Werte nach
[67] verwendet:

Produkt der | P, [eV] | P, [eV] | P5 [eV]

Ionisation
ArlT 15,76 | 2924 | 2486
Ar?t 27,60 41,70 267,0
Ar3t 40,90 95,50 287,0
Artt 59.70 | 70,40 | 3080
Art 7520 | 87,60 | 330,0
Artt 91,20 105,2 351,0
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Die Bindungsenergie P; fiir ein Ionisationsprodukt Ar(*)+ entspricht der Ionisierungs-

energie x;_;+1 in den Gleichungen (2.49) und (2.62).

Das in Gleichung (2.64) enthaltene Exponentialintegral 1a8t sich ohne aufwendige nume-
rische Quadratur mit Hilfe der trigonometrischen Interpolationsformel [68, 69]

T e —¢ 1 1 1
/ ©dr = £-{0,9999965 — 0,998971 - + 1,9487646—; — 4,9482092
J x 3 § § §

1 1 1
+ 11, 78507925 — 20, 4523845 + 21, 14914695 (2.66)

1
-9, 5240415 +0,35- 10—5> &> 2

approximieren. Nimmt man eine maximale Temperatur von 7, = 50000 K an, so hat
¢ fiir P, = 15,76 €V einen Minimalwert von 3,66, sodafl die Bedingung & > 2 stets
gewahrleistet ist.

Die Reaktionsraten ky; sind in Abbildung 2.1 in Abhéngigkeit von der Elektronentempe-
ratur T, dargestellt. Die Genauigkeit der Gleichung (2.64) zugrundeliegendenden Wech-
selwirkungsquerschnitte wird in [49] mit 15 Prozent fiir die Ionisierung neutralen Argons
aus dem Grundzustand heraus angegeben. Da die Mehrfachionisation durch ein stoflendes
Elektron, die Absenkung des Ionisationspotentials durch Coulomb—Wechselwirkung [66]
und die Ionisation aus angeregten Zustédnden heraus bei der Herleitung von Gleichung
(2.64) vernachldssigt wurden, sind die resultierden Reaktionsraten ks, wahrscheinlich zu
niedrig [50].

Die in Abbildung 2.2 dargestellten Reaktionsraten k;; der Dreierstofirekombination wer-
den mit dem Prinzip des detaillierten Gleichgewichts [70] aus der Reaktionsrate ks, und
der Gleichgewichtskonstanten K; bestimmt:

kv = K,

(2.67)
Befinden sich Elektronenstofiionisation und Dreierstofirekombination im Gleichgewicht,
das heifit, es verschwinden pro Zeiteinheit durch Reaktionen genauso viele Teilchen einer
Spezies wie produziert werden, so wird die Zusammensetzung durch die Gleichgewichts-
konstante K; in Gleichung (2.62) bestimmt. Fiir den Fall des reaktiven Gleichgewichtes
und der Isothermie von Elektronen und Schwerteilchen ist die Argonplasmazusammen-
setzung exemplarisch in Abbildung 2.3 fiir einen Druck von 10000 Pa, der gréfienord-
nungsméfig in diisenférmigen FEigenfeldbeschleunigern vor der Kathodenspitze auftritt,
wiedergegeben.
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lonisationsreaktionsraten, .k[m sj]
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Abbildung 2.1: Reaktionsraten ky; der Elektronenstof$ionisation

Temperatur T[K]

Abbildung 2.2: Reaktionsraten k;; der Dreierstofirekombination
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Abbildung 2.3: Schwerteilchendichten und Elektronendichte im thermischen und Ionisa-
tionsreaktions—Gleichgewicht (p = 10000 Pa)
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2.7 Transportkoeffizienten

In den Erhaltungsgleichungen sind die Warmeleitfahigkeit der Elektronen ., die elek-
trische Leitfdhigkeit o, die Diffusionskoeffizienten D;,,, die Warmeleitfahigkeit )\, sowie
die Viskositdt pj, der Schwerteilchen und der Warmeiibergangskoeffizient a.; enthalten.
Diese Transportkoeffizienten beschreiben den makroskopischen Transport von Masse,
Impuls und Energie aufgrund von Stofiprozessen auf mikroskopischer Ebene.

Die Herleitung dieser Groflen geschieht im Prinzip nach der kinetischen Theorie als
Losung von Stoflintegralen aus der Boltzmanngleichung. In der einschlidgigen Literatur
findet man zum Teil formal abweichende Formeln fiir diese Transportkoeffizienten, je
nachdem, welche Annahmen bei der Herleitung gemacht wurden. Die in dieser Arbeit
verwendeten Ausdriicke basieren zwar im wesentlichen auf der in [13, 71] angegebenen
Vierfliissigkeitstheorie, jedoch werden die Ausdriicke fiir die Transportkoeffizienten aus
[15, 72] entnommen, da mit diesen im IRS reichliche Erfahrungen bei der numerischen
Simulation von Plasmastrémungen vorliegen.

Basierend auf dem Modell der elektrostatischen Mikrofelder [73, 74] werden die Wechsel-
wirkungsquerschnitte fiir Stoe zwischen geladenen Teilchen unter Beriicksichtigung der
Debye’schen Abschirmlénge [41] mit der Gvosdover’schen Formel [15, 75, 76] berechnet:

Ze2 \? 14472 (kT )3
Qu = f( i )ln <1+ ™ (€okTe) ) (2.68)

4 \4reokT, neeﬁzgff(zeff +1)

m( ZiZ;e2 \* 14472 (gokT.)?
o= — | —2—) In|1 , 2.69
@ 4 (47T€okTh) ! ( N ”eeﬁzsz(zeff +1) (269)

Qee = Qel . (270)

Fiir die effektive Ladungszahl z.¢; des Elektronengases wird

eff = — 2.71
el = o (2.71)
angenommen.

Die Wechselwirkungsquerschnitte fiir St6fle mit ungeladenen Teilchen werden mit Hilfe
der in [77] gegebenen Daten durch folgende Formeln berechnet:

Qe = (3,6-107*T,—0,1)-107*m? (2.72)
4,7-10718
Qo = 70,1805 m? (2.73)
h
1,7-10718
QOO = T0’25 m2 . (274)
h
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Mit
me <K mp, (275)
ergeben sich die Stofifrequenzen nach [12, 16, 78] zu

8kT.

Vee = \/5 ne@ee ; (276)
TMe
8kT,
Ve = niQei ) (277>
V 7mme.
8kT, .
Vie =  1.Qu 2, e | (2.78)
T mp

| 8KT]

Berticksichtigt man, dafl die Magnetfeldabhéingigkeit der Transportkoeffizienten auf-
grund der relativ kleinen magnetischen Feldstirke in MPD—-Eigenfeldbeschleunigern ver-
nachléssigbar ist, erhdlt man fiir die Transportkoeffizienten A., o und py, nach [79, 80, 72]:

15 nek>T,

A = Ky - , 2.80
! Me(Vee + Z?:O Vei) ( )
3 €
o = K, (2.81)
Amed o vei
3k’Th 6 n;
un = K . (2.82)
Hh 2 0 Vie —+ Z?:O Vij
Mit der Prandtlzahl aus Gleichung (2.39) ist
15 k,uh
Ap = — — . 2.83
4 4 mp ( )

Die Faktoren K, , K, und K, ermdglichen eine weitestgehend temperatur— und druckun-
abhéngige Korrektur [81, 82] zur Anpassung an die Daten aus [77]. Mit den Definitionen

E :il 1 Qe
Ae o910 = o (2.84)
und .
E :'—1 anzO
l, =1 = 2.85
1220 0g10 nQQQO ( )
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lassen sich folgende Korrekturfunktionen aufstellen:

<l>\e - 17 77>2
Ky = 09441 Tleap (— 2ot ) 0,5 tanh [2 (1, —2,93)] ,  (2:86)
(I, —1,45)2 (I, — 1,45)?
K, = 2,07+3,15exp |2 V) 9 07eap( o220 (287
o oerp ( 0,85 «rp 1,15 (2.87)
L —1,04)2
K, = 0,91+0,24exp <—%) +0,09 tanh(l,, —2,9) . (2.88)

Fiir den speziellen Fall des thermischen und reaktiven Gleichgewichts ist die Abhéngigkeit
der Transportkoeffizienten \., o, pp und A, von der Temperatur in den Abbildungen 2.4
bis 2.7 fiir verschiedene Driicke ersichtlich. Die Korrekturfunktionen K, , K, und K,
fithren zu einer sehr guten Anpassung an die Daten aus [77].
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Abbildung 2.4: Warmeleitfahigkeit der Elektronen
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Abbildung 2.5: Elektrische Leitfahigkeit
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Abbildung 2.6: Viskositdt der Schwerteilchen
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Abbildung 2.7: Warmeleitfahigkeit der Schwerteilchen
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Zur Berechnung der Diffusionskoeffizienten D;,, wird zunéchst die reaktive Wirme-
leitfihigkeit der Elektronen \,... betrachtet. Diese lautet nach [77, 83]:

5

Ph + De Vit1 Vi Dit,i Xiit1
Areae = : , 2.89
kT2 ; (Visr + 0;)? (2.89)

3 |onk? 7
Dij = 2,0+ — 4| — h (2.90)
16\ mu  (pn + pe)@Qij

der bindre Diffusionskoeffizient ist [46, 47]. Der Vorfaktor 2,0 in Gleichung (2.90) wurde
so gewihlt, daB die sich aus Gleichung (2.89) ergebende reaktive Warmeleitfahigkeit in der
Umgebung des Maximums mit den Daten aus [77] gut iibereinstimmt, wie in Abbildung
2.8 zu sehen ist.

Mit dem Diffusionskoeffizienten

wobel

(1 — &) (nn + 1)
np Z Z\)II—J

, —
Dim -

(2.91)

7=0
i
erhilt man unter der Annahme, dafl der effektive ambipolare Diffusionskoeffizient min-
destens doppelt so grof ist wie der effektive Tonendiffusionskoeffizient [84]:

D i=0
D, = 4 m ! . (2.92)
2D ;i=1..6

Die Abhéngigkeit der Diffusionskoeffizienten D, von der Temperatur bei thermischem
und reaktivem Gleichgewicht ist in Abbildung 2.9 fiir einen Druck von 10000 Pa
dargestellt.

Der elastische Energietransfer zwischen Elektronen und Schwerteilchen, der bei unter-
schiedlichen Temperaturen T, und 7} diese Temperaturen einander annahert, wird durch
den Wirmeiibergangskoeffizienten a.; bestimmt. Dieser lautet nach [76, 85, 86]:

me k

= (2.93)

mp 1y

Qej = 3 Vei

Fiir den Fall des thermischen und reaktiven Gleichgewichts ist der Verlauf des in den
Gleichungen (2.23) und (2.49) enthaltenen Terms

6 6
m
eNitle; = 3 <k e et 2.94
; NN p— n ; v (2.94)

iiber der Temperatur in Abbildung 2.10 zu ersehen.
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Abbildung 2.10: Warmeiibergang durch elastischen Energietransfer zwischen Elektronen
und Schwerteilchen

2.8 Randbedingungen

Zusétzlich zu den Erhaltungsgleichungen (2.2), (2.12), (2.15), (2.20), (2.26), (2.49) und
(2.59) werden Randbedingungen auf dem Einstromrand, den Festkorperrdndern, der
Symmetrieachse und dem Ausstrémrand benétigt.

Es werden die zwei folgenden Vereinfachungen getroffen:

1. Eine detaillierte Untersuchung der Wechselwirkung zwischen Plasma und Festkorpero-
berfldchen wird ausgeschlossen. Die Wandtemperaturen werden als konstant vorgegeben,
und fiir das elektrische Feld wird angenommen, dafi auf Elektrodenoberflachen der
Vektor des elektrischen Feldes stets senkrecht steht. Mit den in [87, 88] benutzten
Datenstrukturen besteht in Zukunft die Moglichkeit, auch die Elektrodenfestkérper und
deren Wechselwirkung mit der Plasmastromung mittels geeigneter Modelle [23, 89, 90]
zu diskretisieren.

2. Die Wechselwirkung des Triebwerksfreistrahles mit der beim Experiment im Lab-
ortank auftretenden Stromung wird nicht beriicksichtigt. Fiir den Fall des reaktiven
Gleichgewichtes wurde dies bereits in [87, 88] durch eine auf [91] basierende, heterogene
Gebietszerlegungsmethode teilweise erfafit. Genauer zu kliren sind aber gegenwértig noch
die gleichzeitige Kontinuitdt von numerischen Fliissen und charakteristischen Variablen
iiber Kopplungsréander hinweg, bevor eine solche Methode auf Stromungen im reaktiven
Nichtgleichgewicht iibertragen werden kann.
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Die vorliegende Arbeit stellt eine Basis dar, auf der in Zukunft systematische Untersu-
chungen und Modellentwicklungen fiir die genannten Wechselwirkungen aufbauen kénnen.

Im folgenden werden die Randbedingungen fiir die einzelnen Erhaltungsgleichungen auf
den verschiedenen Réndern beschrieben. Dabei handelt es sich bis auf den Wegfall des
Kathodenmodells im wesentlichen um die in [16] gegebenen Randbedingungen.

Massen—, Impuls— und Energieerhaltung der Schwerteilchen
Einstromrand

Vom Experiment ist nur der Massenstrom 1 bekannt. Der Einstromdruck p, wird daher
bei Vorgabe einer Einstromtemperatur von 500 K und eines parabelférmigen Geschwin-
digkeitsprofiles iterativ solange variiert, bis sich der Massenstrom neutralen Argons auf
den Sollwert r zeitlich konstant einstellt. Dadurch ergeben sich auch automatisch die rei-
bungsfreien Impuls— und Energiefliisse, widhrend die reibungsbehafteten zu Null gesetzt
werden.

Festkorperrinder

Der Massenfluf} ist hier ebenso wie die Geschwindigkeit gleich Null. Die Schwerteilchen-
temperatur 7T}, paflt sich der Wandtemperatur an. Fiir wassergekiihlte Isolator— und An-
odenwinde wird diese auf 500 K gesetzt. Fiir den Fall der glithenden Anode des HAT wird
deren Oberflichentemperatur in Anlehnung an experimentelle Daten aus [11] zu 1500 K
angenommen, die Temperatur der mit Tantalkarbid isolierten Anodenoberfliche wird auf
1000 K gesetzt. Die Temperaturverteilung einer Kathode wird durch einen linearen Tem-
peraturanstieg von 500K an der Kathodenwurzel auf 3000 K an der Kathodenspitze ap-
proximiert.

Symmetrieachse

Massen—, Impuls— und Energiefliisse sind gleich Null. Gleiches gilt fiir die radialen Ablei-
tungen der Dichte p, der Teilchendichten n;, der axialen Geschwindigkeitskomponente v,,
des Schwerteilchendrucks p;, und des Elektronendrucks p..

Ausstromrand

Unterschieden werden muf, ob iiber den Ausstromrand Masse ausstromt oder aufgrund
des Tankdrucks Masse einstromt. Fiir den Fall des Ausstromens sind bei der Berechnung
der reibungsfreien Fliisse Unter— und Uberschallausstromen zu unterscheiden. Fiir die Un-
terschallausstromung wird eine adiabate Expansion auf einen Gegendruck von 1 Pa an-
genommen, der einem Tankdruck unter optimalen Versuchsbedingungen entspricht. Beim
Einstromen mit Unterschall, was die mogliche Riickstrémung im Versuchstank grob ap-
proximieren soll, wird eine Temperatur von 500 K bei einer radial einwérts gerichteten
Geschwindigkeit von —300 m/s festgelegt. Die reibungsbehafteten Fliisse werden zu Null
gesetzt.
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Turbulenzerhaltung
Einstromrand

Mit der Festlegung R; = 1 betrigt das Verhéltnis von turbulenter zu atomarer Viskositéat
ungefihr 2 - 1079, sodal davon ausgegangen werden kann, da Turbulenz im Triebwerk
nicht durch das Einstromen einer zu grofien Turbulenzerhaltungsgrofie hervorgerufen wird.

Festkorperrinder

Da eine Wand laminarisierend wirkt, ist Ry = 0 [55].

Symmetrieachse

Der Fluf§ ist gleich Null, ebenso die radiale Ableitung der Erhaltungsgrofie pR.

Ausstromrand

Wie bei den Schwerteilchenerhaltungsgleichungen muf zwischen Ausstromen mit Uber—
oder Unterschall und Einstrémen mit Unterschall unterschieden werden. Fiir den Ein-
stromfall wird wie am Einstromrand Rr = 1 festgelegt. Der dissipative Fluf} ist gleich

Null.

Energieerhaltung der Elektronen

Einstromrand

Da die Einstromung eines kalten Gases betrachtet wird, sind der reibungsfreie und der
reibungsbehaftete Flufl gleich Null.

Festkorperrinder

Die Festkorperwéinde konnen nach [86] als adiabat betrachtet werden. Der Flufl wird zu
Null gesetzt.

Symmetrieachse

Neben dem Fluf} ist auch die radiale Ableitung der inneren Energie e, gleich Null.

Ausstromrand

Wihrend der Flufl durch Wérmeleitung gleich Null gesetzt wird, muf} beim konvektiven
Ausstromen zwischen Uber— und Unterschallausstromung unterschieden werden. Der Flufl
durch Einstromen ist gleich Null, da die Einstromung eines kalten Gases angesetzt wird.
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Erhaltung des Magnetfeldes
Einstromrand

Da man davon ausgehen kann, daBl der dem Triebwerk zugefiihrte elektrische Strom I
vollstédndig durch die Kathodenwurzel fliefit, ist die Stromfunktion durch das Ampere’sche

I
Gesetz W = 207 gegeben.
2m

Festkorperrinder

Fiir stromaufwiérts der Anode gelegene Isolatorwénde gilt wiederum das Ampere’sche Ge-

I
setz ¥ = ZL. Auf stromabwérts der Anode gelegenen Wénden ist ¥ = 07'm. Anode und
T

Kathode werden als Aquipotentialflichen modelliert, sodaB das elektrische Feld senkrecht
zur Elektrodenoberfldche steht.

Symmetrieachse

Hier ist das Stromfunktion gleich Null.

Ausstromrand

Da sich der Ausstromrand geniigend weit vom Triebwerk und damit von der Lichtbogen-
entladung entfernt befindet, wird hier ebenfalls ¥ = 0 T'm gesetzt.

Mit diesen Randbedingungen und den in den Kapiteln 2.2 bis 2.7 im Detail angegebenen
konstitutiven Gleichungen ist das System von dreizehn Erhaltungsgleichungen

877%'

5 = —div(md) —div jpitw; ;i=0.6, (2.2)
a(pUZ) - —dl?) ]E.; invisc dl?) JE; visc (212)

ot ’ ’
OPv) iy Fronaise — it Fovise (2.15)

ot ’ ’
% = —div .ﬁL,invisc — div .ﬁL,’UiSC + qn (220>

d(pR
(gt ) = — div(pR 17) + dwv [p (l/h + Z_—T) VR:| + p(oezfg - Cgl)v RP

(2.26)
-V [p(z/fﬂ-V—T)} -VR—£VUT-VR,

O¢ O¢
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de, L . bk 1 -
Ce _ — div(e0) — pedivv+ ——j - VT, —
2e e

ot
5 6
_ div <§kTe ; ZijD,i) + div(\.VT,) (2.49)
: U\Q
+ Z neniaei( + —_— — Z Wit1Xi—i+1 5
0 0 0
10¥ L Yo, 1
7 v — 7))+ — ot | —— rot U/r —|—£7’0t U/r| x [¥/r|—BVpe ,
r Ot r 72 Moo Ho
0 0 0 o
(2.59)

die vom gemischt hyperbolisch—parabolischen Typ sind und zudem Quellterme enthalten,

geschlossen.
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Kapitel 3

Numerische Verfahren

3.1 Grundlagen der rdumlichen Diskretisierung

Zur numerischen Approximation stationdrer Losungen der Erhaltungsgleichungen (2.2),
(2.12), (2.15), (2.20), (2.26), (2.49) und (2.59) miissen sowohl der rdumliche als auch
der zeitliche Anteil diskretisiert werden. Gesucht wird eine stationédre Losung der Erhal-
tungsgleichungen, die durch Loésung des instationdren Modells mittels Zeitstabilisierung
approximiert werden soll.

Bei der rdumlichen Diskretisierung komplexer Geometrien wie der der Eigenfeldbeschleu-
niger sind unstrukturierte Gitter deutlich schneller und einfacher zu erzeugen oder zu
modifizieren als strukturierte Gitter. Durch geeignete Adaption der im allgemeinen gro-
ben Startgitter kann zudem die zur Losungsapproximation benotigte Rechenzeit stark
reduziert werden.

Daher wird hier das Rechengebiet durch eine Triangulierung mit Hilfe eines Advancing
Front Algorithmus aus [16] diskretisiert. Die geometrischen Schwerpunkte der hierbei
erzeugten priméren Dreiecke lassen sich so verbinden, dal wabendhnliche, duale Zellen
entstehen (Abb. 3.1). Diese représentieren im betrachteten axialsymmetrischen Fall to-
rusférmige Volumina mit dem Volumen AV; und der Querschnittsfliche AA;. Mit Hilfe
des durch

1 zZ1T1 + Z9T9 + 2373
m,A—Torus — 3.1
Zm,A—T 4(21+ZQ+23+ 1+ 7y + 73 ( )
und
17’1<T1+T2)+7’2(7’2+T3)+T3(7’3+T1) (3 2)

T'm,A—Torus —
2 ™ + 79+ T3

gegebenen Massenschwerpunktes eines Torus mit Dreiecksquerschnitt (Eckpunkte 1,2,3)
148t sich der Massenschwerpunkt #,,; einer dualen Zelle berechnen. Das Volumen eines
Torus mit Dreiecksquerschnitt ist durch

™
AVA_Torus = 3 ri(z2 — 23) +13(2 — 21) +13(21 — 22) (3.3)
+217’1<T3 — 7’2) + 227’2(7’1 — 23) + 237’3(7’2 — Tl)
und seine Querschnittsflache durch

AAAfTorus = 5 ‘217”3 + zor1 + 23T9 — 2371 — 21T — 2973 (34)
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gegeben, woraus das Volumen AV, und die Querschnittsfliche AA; einer dualen Zelle 4
ermitteln werden konnen.
Die Flache AA;; einer Zellwand, zu der zwei benachbarte Zellen gehoren, ergibt sich aus

AAy, = 7 (ry +19) \/(ZQ —21)2 4 (rg —1r1)?, (3.5)

wobei die Eckpunkte 1 und 2 die geometrischen Schwerpunkte der zugehérigen priméren
Dreiecke sind. Zugeordnet sind der Zellwandflache AA;; ihr Normaleneinheitsvektor i,
die sich durch Verbindung der Massenschwerpunkte der dualen Zellen ergebenden dualen
Dreiecke 7;j; und T;i; und die physikalischen Zusténde links ({) und rechts () der Wand
am zur Fluiintegration benétigten Wandmittelpunkt 2.

Zellwandfliache A A,

Duales Dreieck 7;;

\ Duale Zelle ¢

Torusquerschnittsflache AA;
Torusvolumen AV,

L.

Duale Zellen an Réndern (Abb. 3.2) haben die Randflidchenanteile AA;; und AA;,
die sich aus der Rotation der halben Kantenldngen der zugehorigen priméren Drei-
ecksrandkanten ergeben. Die Integrationsrandpunkte Z;; und ;o befinden sich in den
Viertelspunkten der Randkanten der priméren Dreiecke. Da diese aufeinanderfolgenden
Randkanten im allgemeinen nicht parallel sind, haben die Flachen AA;; und AA; » unter-
schiedliche, aus dem Rechengebiet herauszeigende Normaleneinheitsvektoren 77; ; und 77 o.

Abbildung 3.1: Duale Zellen als Kontrollvolumina

Den Massenschwerpunkten Z,,; der dualen Zellen werden schlieflich die Zellmittelwerte
der physikalischen Groéfien zugeordnet.
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Abbildung 3.2: Duale Zellen am Rand

3.2 Flux Vector Splitting

Bei einem Finite-Volumen—Verfahren sind im allgemeinen die zur Berechnung der
reibungsfreien Fliisse benotigten Variablen nur innerhalb eines Kontrollvolumens durch
stetige Funktionen reprisentiert. An einer Zellwand benachbarter Volumina erhélt man
je nachdem, ob man sich der Zellwand von links oder von rechts nédhert, zwei unter-
schiedliche Werte fiir eine Variable. Dies fiihrt zum sogenannten Riemann—Problem, das
die zeitliche Evolution einer Unstetigkeit zwischen zwei konstanten Zustédnden darstellt.
Da eine exakte Losung des Riemann—Problems nur mit viel Aufwand iterativ berechnet
werden kann, sind eine Reihe von approximativen Riemann-Losern entwickelt worden
[92], die zur Berechnung reibungsfreier Fliisse keine iterativen Rechenschritte benotigen.

Hier wird als approximativer Riemann—Loser ein Flux Vector Splitting—Verfahren nach
Eberle [93, 94, 95] eingefiihrt, das im numerischen Experiment im Vergleich mit dem
in [16] benutzten Verfahren nach Osher [96, 97] die gleichen Ergebnisse bei deutlich
reduziertem Rechenaufwand liefert.

In seiner urspriinglichen Variante ist dieses Verfahren von Eberle fiir transsonische,
supersonische und hypersonische Flugzeugumstromungen auf dreidimensionalen, struk-
turierten und bewegten Gittern entwickelt worden, um die Euler-Gleichungen der
Aerodynamik zu losen. Fiir den Fall der MPD-Eigenfeldbeschleunigerstromungen wird
es hier modifiziert und erweitert.
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Da fiir die hier betrachteten eigenmagnetischen, axialsymmetrischen Stromungen das mag-
netische Feld senkrecht zur Stromungsgeschwindigkeit steht, ist die ,,Schallgeschwindig-
keit* hier durch die magnetoakustische (oder auch schnelle Alfvén—) Welle [62, 98] gege-
ben.

Die magnetoakustische Geschwindigkeit ist definiert als

¢ = \/77(ph+p"’)+3—2 (3.6)

p fop

Eberle definiert nun eine neue, kiinstliche Referenzgeschwindigkeit

2
s = \/a02+q2 <1—2a+aZ—2> , (3.7)

¢ = min(c?, ¢, . (3.8)

mit
Der Parameter « ist zunéchst frei und dient der Kontrolle der Dissipation des Verfahrens.
Die Geschwindigkeit normal zu einer Zellwand zweier benachbarter Volumina ist

Gn = V:Ny + UpNy . (39)

Die Eigenwerte der Schwerteilchengleichungen werden definiert als

Ao = qn
)\1 = )\0 + s, (310)
)\2 = )\0 —S.

Mit den Zusténden links (/) und rechts (r) einer Zellwand (siche Abb. 3.1) macht man
fiir das (Massenfluf)—Splitting folgenden Ansatz:

1
hu = Z(Au + [Aul), (3.11)

1
hlr = Z(Alr - |)\1r|)7 (312)

1
hoy = Z(Am + [Aal), (3.13)

1
h2r - Z(AQT - |)\2r|) (314)

Damit ergibt sich der Teilchendichteflufl der Spezies ¢ zu

Fivise = na(hu + ha) + ni(har + hay) - (3.15)

Mit
ri = phi und 1y = phy (3.16)
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sind der axiale und radiale Impulsflufl gegeben durch

i B?
(ph + De + ) n,
240

[Pz _ v, + B
ps ps

invisc

UV, —|— ™ + Vy T2
pPS pS
) (3.17)
und
— 2 2 —
(ph +pe+2—) ny (ph +pe+2—) ny
Fipnqzﬂisc = Uy + 0 r+ Ur — 0 T2 +
pS pPS

Uy + r+ | v — 79
ps ps
) (3.18)
Der Schwerteilchenenergiefluf} ist
. B2\ r +r
o = K bn +’—)(vz2+vr2)+ph+pe+—> ! 2] +
y—1 2 240 Pl

B2 (3.19)

Pn B 2 2 D 1+ T2

Der Parameter a wird so gewéhlt, da8 im Falle verschwindender (makroskopischer) Nor-

malengeschwindigkeit g, der Massenflufl dem Effusionsflufl % der Teilchen entspricht,

18KT;
wobel ¢ = hoist.
TIMp

Dieser Ansatz fiihrt auf

o= (3.20)

Fiir die Turbulenz, die Elektronenenergie und das Magnetfeld lauten die in Anlehnung an
Gleichung (3.15) konstruierten Upwind—Flufunktionen:

EPR = (pR)i(hy + ha) + (pR),(har + hay) (3.21)

invisc

Fie = eel(hfll + h2l) + 6er<h1r + h'2r) (322)

invisc
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und
F’igvisc = Bl(hll + h2l) + Br(hlr + h2r) . (323)

Auch fiir die Diskretisierung des div v—Terms, der in den Schwerteilchen— und Elektro-
nenenergiegleichungen (2.20) und (2.49) steht, wird diese Upwind-Formulierung benutzt,
da die zentrale Diskretisierung von div v zu numerischen Oszillationen fiihrt:

F8%  — by 4 Ry + by + b, (3.24)

tnVisc

Dieses Flux Vector Splitting—Verfahren bietet viele Vorteile. Im Gegensatz zu dem appro-
ximativen Riemann—Loser nach Osher 148t sich der magnetische Druckterm auf einfachem
Wege in die Fliisse einbauen. Ebenso einfach sind die numerischen Fliisse fiir die Turbu-
lenz, die Elektronenenergie, das Magnetfeld und den div v—Term konstruierbar.

Das Verfahren ist bei sehr starken Stoflen, die wihrend der Iteration zum stationéren Zu-
stand aufgrund grofler Quellterme auftreten, sehr robust. Die Dissipation ist dabei gering.
Der Algorithmus ist sehr kurz und benétigt sehr wenige Rechenoperationen, um eine gute
Approximation der Lésung des Riemannproblems zu liefern.

3.3 WENO-Rekonstruktion 2. Ordnung

Damit die Diskretisierung im Raume von 2. Ordnung ist, miissen die Variablen, die zur Be-
rechnung der reibungsfreien Fliisse benttigt werden, linear rekonstruiert werden. Bekannt
sind die Zellmittelwerte der Variablen

PNy Uzy Ury Phy De, B7 €e und pR

in den Massenschwerpunkten Z,,;, gesucht sind ihre Werte an den Punkten Z; (Abb.
3.1), ;1 und Z;5 (Abb. 3.2). Zur Berechnung der Gradienten auf einer dualen Zel-
le i unterscheidet man TVD- (Total Variation Dimishing) und ENO- (Essentially
Non—Oscillatory) Verfahren. Ein TVD-Verfahren [99, 100] berechnet eine Limiter—
Funktion, mit der die zum Beispiel durch einen Least—Squares—Ansatz berechneten
Gradienten multipliziert werden, um unphysikalische Oszillationen zu vermeiden. In
einem ENO-Verfahren [101, 102] werden mehrere Gradienten berechnet, von denen
einer durch ein bestimmtes Kriterium ausgew#hlt wird. In [103] wurde ein gewichtetes
ENO-Verfahren (Weighted Essentially Non—Oscillatory, WENO) fiir unstrukturierte
Gitter zur Losung der Euler—Gleichungen entwickelt, das hier fiir die Rekonstruktion
zum Einsatz kommt. Am Beispiel der Dichte p wird der Algorithmus im folgenden erklért.

Einer dualen Zelle i lassen sich stets J umgebende duale Dreiecke zuordnen. Auf jedem
dieser Dreiecke 7; mit den Eckpunkten 1, 2 und 3 kann der Gradient (Vp)z; mit der
Determinanten

D = Zm,1<rm,2 - 'rm,3> + Zm,2 (Tm,3 - 'rm,l) + Zm,3 ('rm,l - Tm,2) (325>
aus der Cramer’schen Regel berechnet werden:

1 (Tm2 — Tm3)p1 + (Tms — Tm1)p2 + (Fm1 — Tm,2)P3 Pzj
(Vo)1 = 5 - . (3.26)
(Zm,3 — Zm2)p1 + (Zm1 — Zm3)p2 + (Zm2 — 2m.1)P3 Pr.j
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Die erste Komponente stellt die axiale, die zweite die radiale Ableitung dar. Als Gewicht
fiir den Gradienten (Vp)7, wird

e+ pi;+pr)70
wj = J( p’J p’J) (327)
Z<6+pzk+prk)

gewahlt. Als Oszillationsindikator wird die 4. Potenz des Betrages eines Gradienten ver-
wendet, sodafl die Beitrdge der grofiten Gradienten geddmpft werden. € ist eine kleine
Zahl (107%°), um eine Division durch Null zu verhindern.

Ferner ist ;
dwi=1, (3.28)
j=1

sodafl die Erhaltung der Linearitdt gewéhrleistet ist.
Der WENO-Gradient fiir eine duale Zelle i lautet nun

(Vp)VENO Z w;j (Vp)z, (3.29)

Die nichtlinearen Gewichte w; sind unkompliziert und schnell berechenbar. Sie sorgen bei
geringer Dissipation stets fiir oszillationsfreie Losungen in der Umgebung von Unstetig-
keiten und fiir sehr glatte Losungen in allen anderen Bereichen.

3.4 Diskretisierung reibungsbehafteter Fliisse

Zur Berechnung der reibungsbehafteten Fliisse wird ein zentrales Verfahren verwendet,
das im folgenden am Beispiel der Elektronenwérmeleitung A\.VT, dargestellt wird.

Einer durch ihren Normaleneinheitsvektor 7i;,, ihre Fliche AA;, und ihre Eckpunkte
definierten Zellwand (Abb. 3.1) sind im Inneren des Rechengebiets immer zwei duale
Dreiecke 7;;, und 7y zugehorig. Mit der Determinanten D aus Gleichung (3.25) und den

mit Hilfe von Gleichung (3.26) zu berechnenden Gradienten (VT,)z,, und (VT.)r,,
der Flu im Zellwandmittelpunkt
1 E—— —
vise = 5 [Aein(VT) Ty + Aeat(VI) 7, | i (3.30)

wobei die A, und A die arithmetischen Mittelwerte der Koeffizienten in den Eck-
punkten der dualen Dreiecke darstellen:

el]k = Z )‘ema ezkl = Z )\em . (331)

mZ]k mzkl

Bei am Rand liegenden Dreiecken sind die Indizes 5k und ikl identisch. Fiir konstante
Koeffizienten A, ist die FluBberechnung (3.30) linear erhaltend. Der Aufwand fiir die
FluBlberechnung (3.30) ist sehr gering.
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3.5 Gradientenberechnung mit
Least—Squares—Ansatz

Fiir Ableitungen, die nicht in Divergenz— oder Rotationsform geschrieben werden kénnen,
wird hier ein Least—Squares—Ansatz gewahlt, der im folgenden am Beispiel des Terms VR
aus Gleichung (2.26) erklart wird.

Fiir den Least—Squares—Gradienten

R,
(VR)ES = (3.32)
R.|.
einer dualen Zelle i, die von J dualen Nachbarzellen umgeben ist, wird gefordert, daf die
Gesamtheit der Abweichungen der Interpolanten an die J Nachbarstiitzstellen in einem
gewissen quadratischen Sinne klein sei:

J

3" [Ri+ (VR)ES (#j — #n) — Ry]® = min . (3.33)
j=1
Daher werden
0 (< )
OR (Z [Ri + (VR)® (& — Fmi) — Ry ) =0 (3.34)
z ]:1
und
0 (< ,
o5 (Z [Ri + (VR)F (T — Tmi) — Ry ) =0 (3.35)

nach R, und R, aufgelost.
Es folgt schliefllich mit

Azij = Zm,j — "m,i und ATZ']' = Tmj — Tmy (336)
- , J -
> (Rj = Ri)Azy; - 30 Aryy — 3 (Rj — Ry)Ary; - 37 AzijAry
j=1 j=1 j=1 j=1
J J J 2
7=1 7j=1 7=1
(VR)ES = . (3.37)
J J J J
Z (R] — RZ)AT’Z] . Z AZZQ] E(R — R; )AZZ] Z AZijAT‘Z‘j
Jj=1 j=1 Jj=1 j=1
2
J J
L Jj=1 j=1 j=1 ]

Durch diesen kompakten, linear erhaltenden Algorithmus kénnen Ableitungen auf recht
einfache Weise ermittelt werden.
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3.6 FV-Diskretisierung der
Schwerteilchenerhaltungsgleichungen

Bei allen F'V-Diskretisierungen wird im folgenden stets vom Gaufi’schen Satz Gebrauch
gemacht, der das Volumenintegral der Divergenz eines Vektors in den Flufl des Vektors
durch die Volumenoberfliche umwandelt:

/ div @ dAV,, = / @-dAAy . (3.38)

AV, AAuk

Massenerhaltung

Bei der Diskretisierung der Rechthandseite der Massenerhaltungsgleichung (2.2)

( Z 3 I;L;ENO AAwk

RHS™ =

3 3.39
Z % [jDz Tojk (]D z) wkl] AAwk ﬁwk) ( )

k=1

—i—wi

fiir eine duale Zelle w, die von K Nachbarzellen umgeben ist, bedeutet Fyjipyo(Zwr) den
Upwind-Flufl durch eine Zelloberflache AA_; am Integrationspunkt &, wobei die links—
und rechtsseitigen Werte an der Zellwand durch die WENO-Rekonstruktion berechnet
werden. Da in das Flux Vector Splitting der Normaleneinheitsvektor 7, bereits einge-
gangen ist, ist er hier im Upwind—Flufl nicht mehr enthalten, wohl aber bei der zentralen
Diskretisierung der Diffusionsstrome.

Diese ergeben sich auf jedem dualen Dreieck mit

(]D z) Tojk — —MNhwik wik Dzm wik (V\II ) Tojk (340)
zZu
6
Upi) g = Upap = &wik D Up )T (3.41)
m=0

sodafl auch im diskretisierten Falle die Konservativitiat gewéhrleistet bleibt.
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Impulserhaltung

Die raumliche Diskretisierung der axialen Impulserhaltungsgleichung (2.12) lautet:

K
1 .
RHSP= = AV ( — E Fyono(Tur) AAu

k=1
(3.42)
K 1 _(Tzz)ijk - (Tzz)kal
-> = AAug flgr | -
2
k=1 _(TZT)ijk - (TZT)kal
Bei der Diskretisierung der radialen Impulserhaltungsgleichung (2.15)
1 K
RHSPr = NG ( _ZFG;}%NO(fWR) AA,
w k=1
K 1 _(TZT)ijk - (TZT)kal
-y = A Ay Tk
2
k=1 _(TTT)ijk - (TTT)TWM (3.43)
M
(T )TmAVTm,Torus
mAA, | mzl 7 B?
Z AVV’Z}n,Torus
m=1
. . 1 ) 2rAA,
ist die Behandlung des Quellterms zu beachten. Der ——Term wird durch ap-

r AV,
proximiert [52]. Der Term 7,, wird als volumengewichtetes Mittel der Werte auf allen

umliegenden M dualen Dreiecken berechnet. Der Grund dafiir ist, dafl bei der Imple-
mentation auf allen dualen Dreiecken alle viskosen Spannungen in einem einzigen Schritt
ausgerechnet werden konnen:

(7..) 2 ( N (2 (6113) Uy (81},,)
Tzz)T,; = 3 Mhwik T BT wik [ ’
I 3 ¢ ¢ 0z T Tesh or Tk
ov, ov,
(TZT)’TL‘J " = (,uh,wjk: + ,uT,wjk:) + ’
i 0 0
r Tojk < Tojk
2 ov, Uy ov,
(TTT)TW ; = 3 (:uh,w ik T HT w k) 2 ( ) - - < ) und
ik 3 J J or Tow  Tesk 0z T
Uy ov, ov,
; 5 wj wj 2 - -
(Tcpcp)ka 3 ('uh7 AT Jk) Twik ( or )ijk ( Oz )ijk)

(3.44)
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Energieerhaltung

Analog erfolgt auch die Diskretisierung der Energieerhaltungsgleichung (2.20):

RHS®» =

K
1 . .
AV ( - Z Etpno(@uor) Aduk
v k=1

K 1 _(Tzz)ijkUz,wjk: - (Tzz)kal,Uz,wkl - (Tzr)ijkUr,wjk - (Tzr)kal,Ur,wkl
2.5 A Ay Tk

_(Tzr)ijkUz,wjk: - (Tzr)kal,Uz,wkl - (Trr)ijkUr,wjk - (Trr)kalvr,wkl

K
1 N, —
- B [_(Ahw’k + Arwir) (VTh) 7, — Mnwrt + ATwr) (VTh)kal} AAk nwk)

B2\ 1 <= s

2410

B2 0

[o 5 =0
2nAA,

(3.45)
Anzumerken ist, dafl der mitunter grofle Quellterm fiir den elastischen Energietransfer
zwischen Schwerteilchen und Elektronen keinerlei Sonderbehandlung bedarf.
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3.7 FV-Diskretisierung der
Turbulenzerhaltungsgleichung

Neben den Upwind— und den zentralen Diskretisierungen der Fliisse wird der Least—

Squares—Ansatz bei der Diskretisierung der Rechthandseite der Turbulenzerhaltungsglei-
chung (2.26) benutzt:

RHSPE =

K

1

AV( Z WENO AAwk
w k=

K
1 vr Ur
+ Z 5 [ <l/h + O'_) k(VR) wik + P <l/h + 0—) kl(VR) okl
—1 €/ wj e/ w

AA, ﬁwk> (3.46)

+p(Ceafo = Ca) VR P = (V [p (uh+ Z—T)DLS (VR)E®

w

— L (V) (VR)ES

O¢

Oy \ 75 2 v\ P 2 o \ B 2
P B VT{2 [(az )w " (ar )w " (vaw)w
v\ 75 N1 2 [/ v\ Ny 12
+ or ), + 0z ), BERANGE " + or ), + Trmw '
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3.8 FV-Diskretisierung der

Elektronenenergieerhaltungsgleichung

Entscheidend bei der rdumlichen Diskretisierung der Elektronenenergieerhaltungsglei-

chung (2.49)

RHS® =

AV ZFI;;ENO( k) AAur — pe 5 AV ZFI%%)NO( k) DAL

5k- 1
5 od? (VL) = — 35 (V)
1 K1z & 3 ¢
AV 25 §kTe,wijZi(jD,i)ijk +§kTe,wklZZi(jD,i)kal
“ie=1" L = —
1 &g
F Ay 2 g et (VT + At (VT V| DAk T
=1
6 |j’LS|2 5
+ Zneniaei(Th T.) + ) wK 12 —ZwiHXHzH
=0 2 =0
L gk)
(rri
k=w
s

ist die Diskretisierung des Quellterms

AAk Tk (3.48)

. Wichtig sind dabei die Mittelung der elektri-

schen Leitfahigkeit ¢ mit Hilfe der Werte der Nachbarzellen, die Verwendung des Least—

Squares—Ansatzes bei der Berechnung der Ableitungen und die Mittelung des —Termes:
r

j- :

jw = —_= e

grl (K+1Z

) 1/3

B oOU LS
)

(9%
0z

(3.49)

)LS
w

Durch diese Mafinahmen ist die rdumliche Vertellung der diskreten Quellterme sowohl in
der Umgebung der Symmetrieachse als auch bei lokal kleiner elektrischer Leitfahigkeit

stets ausreichend glatt.
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3.9 FV-Diskretisierung der
Magnetfelderhaltungsgleichung

Neben dem Satz von Gaufl wird zur Diskretisierung der Erhaltungsgleichung fiir das
Magnetfeld (2.59) der Satz von Stokes

/ rotB - dAA, = 7{ B di, (3.50)

AA, Ow

benotigt. Der konvektive Anteil der Rechthandseite von Gleichung (2.59) wird mit Hilfe
des Gauf’schen Satzes diskretisiert. Der restliche Teil wird zunéchst abgespalten und mit
dem Stokes’schen Satz berechnet. Beide Teile werden schliellich wieder addiert, sodafl die
disketisierte Gleichung folgendermaflen lautet:

RHSE =
Y
1 K T Ur
T Fy gno(@un) AAuy, + =
AV, ; 1 K 5 1/3
K+1 2T
k=1
k=w (351)
K — — _
1 1 (TOtB)T " ('rotB)T ﬁw'k 5 —
— - wit 4 —Lebl | 2 (rotB) g, X By
AA, ; 2| poOujk 100wkl Ho ( VT 7H

ﬁw = B 5 - > =
+ —Mkl (1ot B) 1,y X Buki — Bujk(Vpe) 1,1, — Bukt(VDe) T [%kl — Twjk
0

Im Quellterm wird wiederum ein gemittelter Radius zur Erhaltung der Symmetrie im
diskreten Falle benutzt. Die Wegstrecken [fwkl — fwjk] stellen die Umrandung der To-

rusquerschnittsflache AA,, einer dualen Zelle dar, wobei die auf den priméren Dreiecken
berechneten Mittelwerte Z,;; und Z,;; Eckpunkte einer dualen Zelle w sind.
Die Berechnung des Stromes auf allen dualen Dreiecken erfolgt mit:

1 (8@)
7, Tmwit \ OT ) +

wik

(roté)ijk = lo = Lo . (3.52)

il 1., - (3_‘1’)
Tmwik \ 0% )+

wik |
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3.10 FV-Diskretisierung der Randbedingungen

Massen—, Impuls— und Energieerhaltung der Schwerteilchen
Einstromrand

Zur Erhaltung eines vorgegebenen Massenstroms m am Einstromrand dient ein numeri-
scher Massenfluflregler, der den Massenstrom iiber ein geradliniges Randsegment kontrol-
liert. Das Randsegment ist definiert durch seine Léange [, einen Randpunkt &y und den
aus dem Rechengebiet herausgerichteten Normaleneinheitsvektor n. Mit Einfiithrung der
dimensionslosen Koordinate

n = ; , 0<n<1 (3.53)

auf dem Randsegment, der Neutralteilchendichte

Ph,ein
= ’ 3.54
kTh,ein ( )

N ein

des einstromenden Kaltgases und der Vorgabe eines parabelférmigen Geschwindig-
keitsprofiles mit dem Ansatz

‘Uein| =4 Umaz,ein (77 - 7]2) (355>
ergibt sich die Maximalgeschwindigkeit vy,qz ein zU
Umaz,ein — N m . (356)
4 mpno ein Z(nm — 7)) AAi 1+ (i — 175) AA;

=1

Dabei stellen die Koordinaten #;; und &, die Integrationspunkte auf dem Rand der N
dualen Zellen am Einstromrand dar, siche Abbildung (3.2). Die Einstromgeschwindigkei-
ten an den Punkten #;; und &, » sind

772',1,61'11 = —4 vmaz,ein(ni,l - 771271) n und
(3.57)
772',2,61'11 = —4 'Umaz,ein('r]iQ - 7722,2) n .
Einstromdaten (rechter Zustand r) und die auf den Rand rekonstruierten Zellmittelwerte
(linker Zustand [) gehen in das Flux Vector Splitting ein, sodaf} sich Massen—, Impuls— und

Energieflul der Schwerteilchen ergeben. Wihrend der Iteration zum stationdren Zustand
wird der Massenstrom

N
m = — mp, Z F{ZL/OENo(fi,l)AAi,l + FI:IL/OENO(fi,Q)AAi,Q (358)

=1

standig gepriift und durch Erhéhen oder Absenken des Druckes pj, ¢in, konstant gehalten.
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Festkorperrinder

Die Zellmittelwerte der Geschwindigkeit der Randzellen werden auf Null gesetzt, die der
Temperatur auf Wandtemperatur:

—

v =0 und Th = TWand . (359)

Insbesondere bei der Verwendung grober Startgitter konnen sich dadurch an den
Festkorperwinden bereits die Gradienten von Geschwindigkeit und Temperatur ausbil-
den.

Symmetrieachse

Da die Fliisse hier gleich Null sind, miissen nur noch die fiir die Rekonstruktion benétigten
Gradienten zu Null gesetzt werden:

@ WENO (o, WENO (o, WENO B % WENO ~ (op. WENO .,
or ~\ or ~\ or —\ or —\ or a

(3.60)
Zudem wird die radiale Ableitung der radialen Geschwindigkeitskomponente einer Zelle
w an der Symmetrieachse als
o, \ W ENO v
= 3.61
< or > Tmw ( )
berechnet.
Ausstréomrand

In den Randpunkten &; ; und &; » wird getrennt mit Hilfe der rekonstruierten Werte unter-
sucht, ob Aus- oder Einstréomen vorliegt. Im Falle des Ausstromens mit Uberschall sind
die Fliisse durch die rekonstruierten Werte (linker Zustand 1) festgelegt. Fiir Unterschall-
ausstromung wird der rechte Zustand r durch

7, = i (3.62)

und die adiabate Expansion
1/~
Pro_ (ph,Tank) (3.63)
Pi Di

vorausgesetzt. Die Teilchendichten n; und der Elektronendruck p, werden skaliert:

N = My — und Der = Pel & . (364)

pi pi

Im Falle der Unterschalleinstromung ist der rechte (Anstrom-) Zustand r durch den Tank-
druck pp rank, die Temperatur T}, 74, und die Geschwindigkeit vrq,, gegeben, sodafl wie
am Einstromrand die Fliisse durch Losen des Riemannproblems berechnet werden kénnen.

62



Turbulenzerhaltung
Einstromrand

Die turbulente Einstromgrofie (pR)e;, betragt mit Ry = 1
(PR)ein = mpnocmVBr (3.65)

wobei v der Zellmittelwert der kinematischen Viskositéit der zugehorigen Randzelle ist.

Festkorperrinder

Die Zellmittelwerte der Randzellen werden mit dem Wert Null belegt.

Symmetrieachse
Hier gilt
R\ WENO
r
Ausstromrand

Bei Uberschallausstromung ist der FluB durch den rekonstruierten Wert gegeben, bei
Unterschallausstromung wird mit der Dichte skaliert:

(pR), = (pR) . (3.67)
Pi

Bei Einstromung gilt das fiir den Einstromrand Gesagte.

Energieerhaltung der Elektronen

Einstromrand

Der Fluf} ist gleich Null.

Festkorperrinder

Auch hier ist der Fluf} gleich Null.

Symmetrieachse
Fiir die radiale Ableitung der Elektronenenergie gilt:

de WENO
( m) 0. (3.68)
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Ausstromrand

Wie fiir die Schwerteilchen— und Turbulenzfliisse miissen Uber— und Unterschallaus-
stromen unterschieden werden. Im Unterschallfall wird wiederum skaliert:

Cor = e 2. (3.69)

Pl
Bei Einstromung wird der Fluf3 gleich Null gesetzt.

Erhaltung des Magnetfeldes
Einstromrand
Die Zellmittelwerte der Stromfunktion werden mit

tol

J = 3.70
5 (3.70)
belegt.
Festkorperrinder
Fiir die Zellmittelwerte stromauf der Anode gilt wiederum
ol
U = — 3.71
o (371)
stromab der Anode
U =0. (3.72)

Da das elektrische Feld als senkrecht auf den Anoden— und Kathodenoberflachen stehend
angenommen wird, verschwindet hier der Anteil des Linienintegrals (3.50) auf der Wand.

Symmetrieachse

Die Zellmittelwerte der Randzellen werden gleich Null gesetzt.

Ausstromrand

Hier werden ebenso die Zellmittelwerte mit dem Wert Null belegt.

3.11 Diskretisierung der Zeitintegration

Zur expliziten Zeitintegration der Erhaltungsgleichungen wird die Methode der randomi-
sierten lokalen Zeitschritte eingefithrt, um moglichst schnell zu einer stationédren Losung
zu gelangen.

Zunichst wurde eine Sensitivitdtsanalyse im numerischen Experiment durchgefiihrt, um
festzustellen, welche Terme beim Festlegen der diskreten Zeitschrittweite mafigeblich sind.
Dazu wurden die Erhaltungsgleichungen fiir die Schwerteilchen, die Elektronen und das
Magnetfeld getrennt untersucht.
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Das Ergebnis ist, dafl die Schwerteilchen— und Turbulenzerhaltungsgleichungen von der
grofiten Ausbreitungsgeschwindigkeit des reibungsfreien Anteils [104] und der Wirmelei-
tung [105] dominiert werden, die Elektronenenergiegleichung von der Elektronenwérme-
leitung und das Magnetfeld von der magnetischen Diffusion [106]:

K K 2 Y
S N > |
1 = — T 4 n s fm _fmw
? Z |zm,k l‘m,w| K+ 1 1 hk K ) ok ’
Aty = CFLj -min =1 , h=w = ,
e S s+ M)
K1l 2 Rk Tk
\ k;w )
(3.73)
K K 2
3k 1 N -
K—i—l;ne’k (?;kpmk xmw|)
- k=w
At, = CFL, - T E : (3.74)
_ Ao
K+1 ; F
k;w
n 1 = 1 & i
Aty = OFLg - 22— - Tk — T 3.75
B B 2K+121 k(K;‘l’ k— |> ( )

Die CFL-Zahlen dienen als Sicherheitsfaktoren gegeniiber nicht beriicksichtigten Effekten
wie beispielsweise Anderungen der Wellengeschwindigkeiten durch Nichtlinearitéten und
Quellterme. Durch die Zeitintegration der verschiedenen Gleichungen mit den verschie-
denen diskreten Zeitschritten konnen die unterschiedlichen Zeitskalen der zugehorigen
physikalischen Mechanismen beriicksichtigt werden, sodafl die Integration stabil bleibt.
Vor dem Zeitschritt werden alle lokalen Zeitschritte (3.73), (3.74) und (3.75) mit Zufalls-
zahlen RN D [107] zwischen 0 und 1 multipliziert:

Atyhgnp = Aty - RNDy, | (3.76)
Atepnp = At, - RND, | (3.77)
Atpryp = Aty - RNDp . (3.78)

Mit den so festgelegten Zeitschritten werden die einzelnen Gleichungen integriert, wobei
zusatzlich auch noch die Residuen benachbarter Zellen gemittelt werden (K: Anzahl der
Nachbarzellen einer dualen Zelle w):

> RHS}

=

ntl_

nZ K3

n

= Aty rnD <

15

K K

1
1—— ) RHS™
)R S T
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putt — ol
puptt = poy
= e
pRn+1 - pRn

1 1
At 1—— HSP» + —
h,RND ( K) RHSP" + 7
At 1 1 RHSP + 1
h,RND K w K
At |- Y regen o L
h,RND K w K
At 1— 1 RHSPE + 1
h,RND K w K

K
> RHSP™
k=1

K

K
> RHS”
k=1

K

K

> RHS

k=1
K

K
> RHSER
k=1

K

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

Fiir die Elektronenenergie hat es sich als robust erwiesen, den Zeitschritt fiir die Elektro-
nentemperatur durchzufiihren:

Ten+1 - Ten = Ate,RND

=| £
MN )
&S

ol

et
[
€

1
1— —
(1%

) RHS® +

K

> RHS;

=

1

K

(3.84)

Aus dem gleichen Grund findet die Zeitintegration des Magnetfeldes fiir die Stromfunktion

U statt:

\IjnJrl " = AtB,RND

K

1
(1 — —> RHS® rp, ., +

K

> RHS 1o

1=

K

K

(3.85)

Die Verwendung eines Zeitschrittverfahrens erster Ordnung hat ihre Ursache in der
erwiinschten Robustheit. Verfahren hoherer Ordnung wie etwa Runge-Kutta—Verfahren
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haben bei einfachen Rechthandseiten im allgemeinen konvergenzbeschleunigende
Eigenschaften. Bei grofien Quelltermen und Nichtlinearitdten, wie sie bei den MPD-
Erhaltungsgleichungen auftreten, neigen sie jedoch verstédrkt zu numerischen Instabi-
litdten, sodafl sie hier nicht verwendet werden.

Als eine sinnvolle zukiinftige Weiterentwicklung der Zeitintegration erscheint die Imple-
mentation eines semi—impliziten Verfahrens, um sowohl die Einfachheit der expliziten als
auch die Konvergenzbeschleunigung der impliziten Verfahren [108, 109] kombinieren zu
koénnen.

Es mufl betont werden, dafl hier keine Subzeitschritte eingefithrt werden, um die kurzen
Zeitskalen der Elektronenenergie in mehreren Subzeitschritten zu integrieren, bis die
Zeitskala der grofiten Zeitskalen der Schwerteilchenkonvektion erreicht ist. Da nur der
stationédre Zustand von Interesse ist, kann auf eine aufwendige Integration, die nur der
Zeitgenauigkeit dienen konnte, verzichtet werden. Aus dem gleichen Grunde diirfen die
Zeitschritte auch zuféllig gewdhlt werden.

Der grofie Vorteil der randomisierten lokalen Zeitschritte besteht darin, dafl sie um nahezu
eine Groflenordnung hohere CFL-Zahlen zulassen und die Zeitintegration gegeniiber
grofen Quelltermen in der Elektronenenergiegleichung sehr robust machen.

Bislang konnte noch keine schliissige Erkldrung fiir diese Robustheit gefunden werden;
es ist anzunehmen, dafl durch die Zufallszahlen eine nichtlineare, dampfende Dissipation
auftritt, die im stationdren Zustand wieder verschwindet.

3.12 Fehlerabschitzung und Gitteradaption

Mit der a posteriori-Adaption von Gittern werden zwei eng miteinander verwobene
Ziele verfolgt: Zum einen kann die Losung eines Differentialgleichungssystems auf einem
anfangs geeignet groben Gitter approximiert werden, sodafl in relativ kurzer Zeit eine
Grobgitterlosung vorliegt, die als Startlosung auf einem verfeinerten Gitter dient. Zum
anderen erhofft man sich, durch Gitterverfeinerung eine qualitativ verbesserte Losung in
dem Sinne zu erhalten, dafl die durch die Diskretisierung entstehende Abweichung der
numerischen von der tatsédchlichen Losung verkleinert wird.

Im CFD-Bereich (Computational Fluid Dynamics) steht die Entwicklung geeigneter
Kriterien zur Gitterverfeinerung unter mathematischem Gesichtspunkt heutzutage noch
an den Anféngen [110]. In der Praxis werden zumeist Gradientenindikatoren als Verfei-
nerungskriterium benutzt [111, 112, 113]. Der Grund hierfiir ist, dafi davon ausgegangen
werden kann, daf} in Bereichen starker Gradienten die Auflésung erhéht werden muf}, um
die stattfindenden physikalischen Prozesse erfassen zu kénnen. Wihrend dies anschaulich
plausibel ist, mufl dennoch festgehalten werden, dafl der Betrag eines Gradienten im
allgemeinen nichts iiber den Fehler aussagt.

Basierend auf den Analysen in [114] und [115] wurde in [52] und [100] das Finite-
Elemente-Residuum der Eulergleichungen unter Vernachldssigung viskoser Anteile
und Quellterme zur Gitterverfeinerung und —vergroberung benutzt. In [116] wird eine
Fehlerschiatzung auf der Basis von Wavelet—Zerlegungen fiir Grenzschichten, wie sie in
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der Halbleitertechnik auftreten, verwendet.

Ein asymptotisch exakter Fehlerschétzer fiir Finite-Volumen—Verfahren auf unstrukturier-
ten Gittern wird in [117] untersucht, der Ausgangspunkt der folgenden Fehlerabschiitzung
ist.

Da das System der MPD—-Erhaltungsgleichungen sehr komplex ist, existiert bis heute kei-
ne vollstindige Analysis des Problems. Fiir eine gegebene diskrete Losung uy,, die die
exakte Losung u approximiert, kann der Fehler e, = u—u, fiir das gesamte System in ei-
ner geeigneten Norm nicht explizit angegeben werden. Um die Komplexitit des Problems
zu reduzieren, wird die Analyse fiir die Erhaltungsgleichungen (2.10), (2.12), (2.15) und
(2.20) der Schwerteilchen durchgefiihrt.

Fiir gewisse Problemklassen kann gegenwértig ein Teil des Fehlers, namlich der sogenann-
te lokale Fehler, der mit dem Residuum zusammenhéngt, kontrolliert werden. Vereinfa-
chend kann man sagen, dal das Residuum, wenn man den Differentialoperator auf die
numerische Losung und auf die Differentialgleichung anwendet, die Differenz zwischen die-
sen beiden Ergebnissen mifit und damit eine Kontrolle des lokalen Fehlers erlaubt [118].
Die Analyse des lokalen Fehlers fiir Konvektions—Diffusions—Probleme, die den MPD-
Stromungen in gewisser Hinsicht verwandt sind, ist genauer in [116] beschrieben.

Im folgenden soll die Entwicklung eines in der Praxis erfolgreich einsetzbaren Fehlerindi-
kators beschrieben werden. Es wird kein Anspruch auf absolute mathematische Exaktheit
erhoben, siehe dazu [117, 119]. Das Rechengebiet wird mit  C R? bezeichnet, wobei {2
ein offenes und einfach zusammenhéngendes Gebiet ist. Die Berandung ist 02, die durch
stiickweise lineare Funktionen approximiert wird. Das so entstandene Gebiet sei €, mit
Qn C Q. Es sei im folgenden jede lokale Verfeinerung von 2, auch Teilmenge von ().
Betrachtet wird eine quasiuniforme Triangulierung, die die Winkelbedingung erfiillt, das
heifit, alle Winkel einer dualen Zelle w sind uniform nach oben fiir jedes Gitter beschrankt.
Der Durchmesser einer dualen Zelle w wird mit A bezeichnet.

Zur Entwicklung des Fehlerindikators werden die Erhaltungsgleichungen in der abgekiirz-
ten konservativen Form

0
P + V- -F(u) = S(u) (3.86)

geschrieben. Hierbei enthélt die Vektorfunktion F, fiir die die Lipschitz—Stetigkeit ange-
nommen wird, keine Terme mit Ableitungen der Temperatur und der Geschwindigkeit.
Eine Moglichkeit, um Funktionen F zu betrachten, die keine Ableitungen beinhalten,
besteht darin, diese Terme auf die rechte Seite der Originalgleichungen als Quellterme zu
schreiben.

Einer stationdren numerischen Losung uy, des Systems (3.86) wird das Residuum
rh(uh) = S(uh) —-V- F(uh) (387)

zugeordnet. Betrachtet wird die stationdre Losung des Systems (3.86), d.h. du/dt — 0,
da die Zeitabhéngigkeit nur der Zeitstabilisierung einer stationédren Losung dient. Die
numerische Losung uy, von (3.86) sei ein Element von Sp. Der Funktionenraum S} besteht
aus stiickweise konstanten Funktionen auf €2;,.
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Betrachtet wird nun die schwache Formulierung der stationdren partiellen
Differentialgleichung (3.86)

—/F(u) - VVdr = /S(u)\lldx YU € Hy(Q) . (3.88)

Qp Qp
/\uv]dx
[ufl 10 = sup

veri@w) IVllo

Die iibliche Dualnorm

(3.89)

wird fiir jede offene Untermenge w C  als eine Norm auf dem zu H}(w) dualen
Sobolev-Raum H ~!(w) definiert [120].

Man nimmt nun an, daf§l die magnetoplasmadynamischen Erhaltungsgleichungen die
Voraussetzungen des folgenden Lemmas erfiillen:

Lemma 1 (Residuum als Ma# fiir den Fehler) FEs wird angenommen, dafi F eine
Lipschitz—stetige Vektorfunktion mit der Lipschitz—Konstanten L ist. Fiir geniigend kleine
Gittergrif$e h erhdlt man

lrn(un)ll-10 < Lllenllow- (3.90)

Beweis: Fiir jede Funktion ¥ € C§°(w) gilt

(rp(up), ), = /S(u)~\11dx+/F(uh)~V\Ildx = —/(F(u) —F(uy)) -VWdz . (3.91)

w w w

Nimmt man an, dafl F eine Lipschitz—stetige Funktion ist, erhélt man
| (ra(an), W)y | < Lilu —upflo][VE[fo . (3.92)

Mit der Definition der dualen Norm (3.89) ist der Beweis erbracht. B

Die duale Norm des Residuums ist hier die natiirliche Grole der Ly—Fehleranalysis, wie
prizise Abschitzungen im linearen Fall zeigen [118]. Sie ist numerisch nicht geeignet be-
rechenbar und mufl daher durch asymptotisch dquivalente Finite-Differenzen—Formeln
approximiert werden [117].

Es sei E ein Zellrand einer dualen Zelle w. Mit [F(uy,) - 7i]g wird der Sprung des Norma-
lenflusses zwischen zwei Nachbarzellen mit dem gemeinsamen Zellrand E bezeichnet. Die
Spriinge iiber einen Zellrand einer dualen Zelle werden definiert als

vl = max |[F(uy) - 7] 5| - he (3.93)

w ECOw

wobei hp die Lénge eines Zellrandes darstellt. Wegen der Winkelbedingung [117] gilt
h ~ hg. Das folgende Ergebnis gilt fiir den speziellen Fall S = 0, der in [117] betrachtet
wird.
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Lemma 2 (Approximationseigenschaft) Fs existieren zwei reelle positive Konstan-
ten Cy und Cy, sodaf$ fiir hinreichend kleine Gittergriofie h die Abschditzung gilt:

Cyly < lra(an)ll 10 < Cotl (3.94)

Die Konstanten C; und C5 hingen nur vom Gebiet 2 und den Eigenschaften der Flufl-
funktion ab. Sie sind von theoretischer Natur und werden in der numerischen Berechnung
des Fehlerindikators nicht benotigt.

Da die duale Norm des Residuums eine Fehlerabschétzung darstellt, hat der Fehlerindi-
kator 1" automatisch auch diese Eigenschaften.

Nun sollen Quellterme, die von Null verschieden sind, betrachtet werden. Der Indikator
wird neu definiert als

ECOw

V' = max |[F(up) - ]z - he + /S(uh)dm . (3.95)
Lemma 3 (Approximationseigenschaft) Sei & die Gesamtheit aller dualen Zellen,

die eine gemeinsame Kante mit w besitzen. Sei S eine beliebige Vektorfunktion in La(€).
Fiir geniigend kleine Gittergrdfie existiert eine reelle positive Konstante Cy, sodafs

()| 10 < okt (3.96)

Beweis: Es sei U € C°(@) beliebig. Mit der Cauchy—Schwarz’schen Ungleichung, par-
tieller Integration, der Norméquivalenz von || - |15 und | - |1 fiir Funktionen in H}(®)
[120] und der Tatsache, daf§ die zur FluBlberechnung benétigte Zellwandfliche AAg ~ h
ist, erhalt man

| (ra(an), W)y |

IA

/S(uh)\If +F(up) - V¥dx

w

IA

1S [ Wlos+| > [ Flw) -, - wds

ECE)wAAE

<C <h2 [S(un) [+ ) I[F(Uh)'ﬁ]ElhE> IV¥[log -

ECOw

Wiederum ist mit der Definition des Residuums der Beweis erbracht. Bl

Der Indikator (3.95) kann das Residuum iiberschétzen. Die Definition (3.95) 148t keine
Abschétzung des Residuums von unten zu. Nun werden die Erhaltungsgleichungen fiir
die Schwerteilchen betrachtet. Die Strategie zur Abschitzung des Residuums kann wie
oben dargestellt angewandt werden. Um die ersten Ableitungen durch die viskosen Fliisse
zu approximieren, befinde sich die diskrete Lsung uy nun in S}, wobei S} den Raum
stiickweise linearer Funktionen bezeichnet. Der Indikator wird analog definiert als

vi(un) = max [[F(w) - 5] - Adg + / (S(up) + V- F(uy)) d| . (3.97)
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Wegen der Betrachtung eines axialsymmetrischen Problems in Zylinderkoordinaten wird
die Lange hg durch die Zellwandfliche AAg (Normalenvektor 77) einer dualen Zelle w
ersetzt. Da die Erhaltungsgleichungen nicht dimensionslos sind, wird der Indikator in vier
gewichtete Indikatoren aufgespalten.

Der neue lokale und gewichtete Indikator v, fiir eine duale Zelle w mit dem Volumen AV,

wird nun berechnet als oL
max {|[p7'- 7 ;| AAp)

1 _ ECOw
yC AV , (3.98)
max {‘ [(f:’,invisc + ﬁ,visc) : 7_7::| ‘ AAE}
(2) _ ECOw B , (3.99)
: Vv + (o2 AV,
max {’ |:<]ET“ invisc + ﬁ"visc) ) ﬁi| ‘ AAE} + /quV
ECOw ’ ’ E
y® = w , (3.100)
V(po 7 + (o) AV,
max {‘ [(ﬁb,invisc + ﬁL,visc) : 7_7::| ‘ AAE} + /qhdv
ECOw E
(4 _ d 3.101
Yo en AV, , ( )
1
v, = 1 (I/S) + 1/5)2) + V£,3) + 1/5,4)) . (3.102)

Die Wahl der konservativen Variablen als Gewichte stellte sich in zahlreichen numerischen
Experimenten als sehr vorteilhaft heraus.
Die neue lokale Gittergrole g; wird definiert als

Ce 1

Vw

g1 = (3.103)

Kombiniert wird dieser mathematisch fundierte Indikator mit einem Gradientenindikator
in der Form

gy = Ca2
: {|VTh| Vo] |er|+|w|}’

(3.104)

Ty ozl [l p

sodafl die fiir den Advancing Front Algorithmus benétigte lokale Gitterkantenldnge
schlieBlich als das arithmetische Mittel

1

9=5n+9) (3.105)

berechnet wird.

Die Berechnung der Ableitungen in den Indikatoren erfolgt mit dem Least—Squares—
Ansatz. Die Volumenintegrale werden mit der Mittelpunktsregel ausgewertet, und die
Spriinge der Fliisse werden mit Hilfe der Werte in den Zellschwerpunkten ermittelt.
Die Mittelwerte im Gradientenindikator sind die arithmetischen Mittel der Werte einer
dualen Zelle und der umgebenden Nachbarzellen.
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Durch unabhingige Wahl der Konstanten C.; und C., konnen die sich aus beiden
Indikatoren ergebenden Verfeinerungen getrennt untersucht und kombiniert werden.
Im numerischen Experiment stellt sich dabei heraus, dal der mathematisch fundierte
Indikator insbesondere eine deutlich hohere Grenzschichtauflosung fordert als der
Gradientenindikator, wihrend beide Indikatoren zu in etwa gleichen Verfeinerungen von
StoBen fithren.

Die vom ersten Indikator geforderte hohere Grenzschichtauflésung ist unter physika-
lischem Blickwinkel durchaus sinnvoll, da die hier ablaufenden Prozesse von zentraler
Bedeutung fiir den Energiehaushalt und (wegen der Wandreibung) fiir die Schubkraft
eines Triebwerks sind.

Die Verwendung des Gradientenindikators hat den Vorteil, dal die resultierenden
Gitterkantenldngen g sich relativ gleichméflig von Ort zu Ort dndern. Um allzu grofle
Anderungen von ¢ auszuschlieBen, werden die auf dem Berechnungsgitter vorliegenden
Werte von g ferner dahingehend {iberpriift, dafl sie sich nicht um mehr als den Faktor 1,3
von Zellschwerpunkt zu Zellschwerpunkt unterscheiden.

Die mit dem Advancing Front Algorithmus erzeugten Triangulierungen werden durch das
Verschieben von Knotenpunkten in die Schwerpunkte der dualen Zellen und durch das
Umklappen von Kanten zur Vermeidung zu kleiner Winkel optimiert. Die vorhandene
numerische Losung wird schliefilich durch Interpolation der primitiven Variablen vom
alten auf das neue Gitter iibertragen.

Die Entwicklung mathematisch fundierter Fehlerschitzer und —indikatoren fiir komplexe
Systeme von hyperbolisch—parabolischen Erhaltungsgleichungen ist gewifl nicht abge-
schlossen. Der hier gewéhlte, in der Anwendung sehr erfolgreiche Ansatz soll Ansporn
und Aufforderung insbesondere an die Mathematik sein, weiter intensiv die Eigenschaf-
ten von partiellen Differentialgleichungssystemen zu erforschen, um physikalisch wie
mathematisch in der Praxis eine sinnvolle und effiziente Gitteradaption zu erzielen.
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Kapitel 4

Ergebnisse

4.1 Plasmabeschleuniger RD3

Fiir den Plasmabeschleuniger RD3 wurden Rechnungen fiir einen Argonmassenstrom von
2.4 g/s bei Stromstérken von 500 A, 1000 A, 1500 A und 2000 A durchgefiihrt, um den
Lichtbogenansatz an der wassergekiihlten Anode genauer zu untersuchen.

In Abbildung 4.1 ist eine typische Triangulierung des Rechengebietes ersichtlich. Im
Inneren der Beschleunigerdiise und in einem zur Rechenzeitverkiirzung begrenzten Gebiet
hinter dem Anodenendquerschnitt wird das Gitter wiahrend eines Rechenlaufes fiir einen
durch Massenstrom und Stromstérke bestimmten Betriebspunkt sukzessive verfeinert.
An das Verfeinerungsgebiet schliefit sich ein Gebiet mit relativ grober Diskretisierung
an, dessen Ausstromrand soweit stromab liegt, daBl bei einem aus dem Triebwerk
herausgetragenen Lichtbogen die Randbedingung ¥ = 0 zuléssig ist.

N/
K/

VAVAVAVA
VAN VAéyA

Isolator

AR AT A
4V INAVAVAVAV, NI ' <>
NS e AYAvi <A
¥ R % N
300 :‘hﬂhﬁ ’42"’ “‘}
SERRRRRERRK
KSR
Isolator ><><§»“<'v
LR SSRGS

Abbildung 4.1: Gesamtansicht des adaptierten Priméargitters fiir den Plasmabeschleuniger
RD3 (12163 Gitterpunkte, 1500 A, 2.4 g/s)
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Abbildung 4.2: Teilansicht des adaptierten Primérgitters fiir den Plasmabeschleuniger
RD3 (12163 Gitterpunkte, 1500 A, 2.4 g/s)

Die Teilansicht des Gitters in Abbildung 4.2 zeigt, dafl das Gitter durch den Verfei-
nerungsindikator (3.105) sowohl an allen Festkorperwdnden zur verbesserten Grenz-
schichtauflosung als auch im Diisenhalsbereich, in dem die Quellterme sehr grof§ sind
und auBerdem der Schalldurchgang stattfindet, zuverldssig verfeinert wird. Oberhalb
und stromab des Diisenendquerschnitts wird das Gitter grob gelassen, um Rechenzeit zu
sparen.

Der Ansatz des Lichtbogens an der Kathodenspitze &ndert sich mit zunehmender
Stromstérke (Abb. 4.3 — 4.6) kaum, an der Anode hingegen drastisch.

Bei 500 A verteilt sich der Strom nahezu gleichmé&flig auf der Anodenoberfldche. Bei
1000 A fliefit ein kleiner Teil des Stromes (100 A) knapp hinter dem Isolator ab, wahrend
der Grof3teil des Lichtbogens auf der hinteren Anodenauflenfldche ansetzt. Ein dhnliches
Bild ergibt sich fiir 1500 A. Bei 2000 A flieBen 400 A knapp hinter dem Isolator ab, 300 A
iiber den mittleren Teil der der Symmetrieachse zugewandten Anodenoberfliche, und
der restliche Strom iiber die hintere Anodenauflenfléche.

Zur Klarung der Ursache fiir diese nicht gleichméflige Verteilung des Lichtbogenansatzes
auf der Anode wurden die verschiedenen Terme in Gleichung (2.59) néher untersucht.
Dabei wurden auch Berechungen fiir dieselben vier Stromstdrken ohne den Term fiir

1
die Diffusion aufgrund des Elektronendrucks —Vp, in Gleichung (2.59) durchgefiihrt
ENe
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(Abb. 4.7 und 4.8). Wahrend bei 500 A kein wesentlicher Unterschied mit und ohne
diesen Term festzustellen ist, zeigt der Vergleich der Stromverteilungen fiir hhere Stéme
von 1000 A (Abb. 4.4 und 4.7) und 2000 A (Abb. 4.6 und 4.8) deutlich, daf dieser Term
im Uberschallteil der Diise gegeniiber den anderen Termen eine dominante Rolle spielt.
Er treibt den Grofiteil des Lichtbogens aus der Diise heraus, sodafl er auf der hinteren
Anodenauflenfléche ansetzen muf3.

In [16] ist der Term —Vp, in der Entladungsgleichung nicht enthalten, da er als
en

Quellterm in der in [16] éewéihlten FE-Diskretisierung zu numerischen Schwierigkeiten
fithrt. Die hier erarbeitete Fluflformulierung und die FV-Diskretisierung erlauben auf
elegantem Wege eine einfache und numerisch stabile Mitberechnung dieses offensichtlich
physikalisch sehr wichtigen Termes.

In der Verteilung der Elektronentemperatur, die fiir 2000 A exemplarisch in Abbildung
4.9 gezeigt ist, ist im Bereich der hinteren AnodenauBenflidche zusétzlich ein starkes
Abkiihlen durch die starke Expansion des Plasmas in Oberfldchennihe zu erkennen,
wodurch auch die elektrische Leitfahigkeit abnimmt.

Die Elektronentemperatur erreicht ein Maximum von 38527 K vor der Kathodenspitze
und féllt auf der Symmetrieachse durch die Expansion des Plasmas relativ schnell auf
6400 K ab. Im Bereich des Lichtbogens im Uberschallteil haben die stromtragenden
Elektronen Temperaturen ungefihr zwischen 10000 K und 20000 K.

Im Vergleich mit der Schwerteilchentemperatur in Abbildung 4.10 ist die Nicht—Isothermie
von Schwerteilchen und Elektronen deutlich zu erkennen. Die Schwerteilchentemperatur
hat ein Maximum von 36143 K vor der Kathodenspitze und fallt schnell auf Werte
zwischen 2500 K und 6500 K im Anodenendquerschnitt ab. Der Ionisationsgrad (Abb.
4.11) friert im Uberschallteil der Diise nahezu ein. Geméif seiner Definition in (2.45)
nimmt er wegen Mehrfachionisation mit einem Maximum von 1,3 vor der Kathodenspitze
einen Wert groBer als Eins an. Auffillig ist der in weiten Teilen des Uberschallteils,
insbesondere auch vor der Anode, sehr geringe Ionisationsgrad von ungefahr 0,07.

Zu bemerken ist bei der Dichteverteilung (Abb. 4.12) das Verdiinnungsgebiet oberhalb
der Anode. Hier sind die Erhaltungsgleichungen streng genommen nicht mehr zuléssig,
da die mittleren freien Weglédngen grofler als die Zelldurchmesser werden. Zur quantitativ
genauen Berechnung miifite eher eine kinetische Modellierung verwendet werden. Fiir
ein Gebiet niederer Dichte sind also quantitative Aussagen nicht sinnvoll, wohl aber die
qualitative phdnomenologische Aussage, dafl eine starke Verdiinnung auftritt.

Fiir die numerische Berechnung ist vorteilhaft, dafl insbesondere der Riemannloser auch
bei solch geringen Dichten einwandfrei funktioniert, ohne die Bedingung der Positivitét
von Druck und Dichte zu verletzen.

Das den Beschleuniger verlassende, in groflen Bereichen nur gering ionisierte Plasma hat
also fiir die betrachteten Betriebsparameter eine im Vergleich zum Diisenhalsbereich nied-
rige Temperatur. Im Rahmen der Verwendung des RD3 zum Metallspritzen in der Mate-
rialentwicklung erscheint eine Metallzufithrung hinter der Diise daher nicht geeignet.
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Isolator

Isolator

Kathode

Abbildung 4.3: RD3: Stromverteilung ¥, 500 A, 2.4 g/s (100 A zwischen 2 Isolinien)

Isolator

Isolator

Kathode

Abbildung 4.4: RD3: Stromverteilung ¥, 1000 A, 2.4 g/s (100 A zwischen 2 Isolinien)
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Isolator

Kathode

Abbildung 4.5: RD3: Stromverteilung ¥, 1500 A, 2.4 g/s (100 A zwischen 2 Isolinien)

Isolator

Isolator

Kathode -

Abbildung 4.6: RD3: Stromverteilung ¥, 2000 A, 2.4 g/s (100 A zwischen 2 Isolinien)
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Isolator

Kathode
Abbildung 4.7: RD3: Stromverteilung W, 1000 A, 2.4 g/s, ohne den Term
en

Ohm’schen Gesetz (100 A zwischen 2 Isolinien)

Isolator

Isolator

Kathode
Abbildung 4.8: RD3: Stromverteilung W, 2000 A, 2.4 g/s, ohne den Term

Ohm’schen Gesetz (100 A zwischen 2 Isolinien)
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Abbildung 4.9: RD3: Elektronentemperatur 7, 2000 A, 2.4 g/s
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Abbildung 4.10: RD3: Schwerteilchentemperatur T3, 2000 A, 2.4 g/s
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Abbildung 4.11: RD3: Ionisationsgrad «, 2000 A, 2.4 g/s
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Abbildung 4.12: RD3: Dichte logio(p), 2000 A, 2.4 g/s
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Um den numerisch vorausgesagten Lichtbogenansatz an der Anode experimentell zu
verifizieren, wurde fiir das RD3 zuné&chst in der urspriinglichen Konfiguration eine
Strom—/Spannungs—Kennlinie aufgenommen. AnschlieBend wurden nacheinander ver-
schiedene Bereiche der Anodenoberfliche mit Keramik abgedeckt (Abb. 4.13 und 4.14).
Dabei wurde von der ersten Modifikation erwartet, daf sie im mittleren Strombereich kei-
nen nennenswerten Einflufl auf den Stromansatz haben sollte, da hier die Keramikschicht
in einem Oberfldchenbereich liegt, der nach der numerischen Simulation fiir 1000 A und
1500 A praktisch keinen Stromansatz aufweist (Abb. 4.4 und 4.5). Die zweite und dritte
Modifikation sollten zeigen, dafl der Anodenanfang bzw. die Anodenauflenfliche im
Gegensatz dazu zur Stromleitung genutzt werden.

Die aufgenommenen Strom—/Spannungs—Kennlinien (Abb. 4.15) bestétigen im we-
sentlichen die Voraussage der numerischen Simulation. Die erste Modifikation zeigt
bei 1000 A und 1500 A tatsdchlich keinen FEinflul gegeniiber der nichtbeschichteten
Anode. Dies trifft auch fiir Strome kleiner als 1000 A zu, was sich auf die geringe
Stromdichte im abgedeckten Bereich (Abb. 4.3) zuriickfiihren 1afit. Bei 1900 A tritt eine
um 6 Volt hohere Spannung auf, da der Stromansatz (Abb. 4.6) durch die Abdeckung
sichtlich herausgetrieben wird. Durch die numerische Simulation wird dies bestétigt, bei
2000 A wird auch der Teil des Lichtbogens, der ohne Abdeckung (Abb. 4.6) iiber den
mittleren Teil der der Symmetrieachse zugewandten Anodenoberflédche abflieft, durch
die Abdeckung hinausgetrieben (Abb. 4.16).

Da bei der zweiten Modifikation die Spannung um ca. 8 Volt steigt, mufl im Betrieb ohne
Keramik ein Teil des Stromes am Anfang der Anode ansetzen. Umgekehrt mufl auch ein
Teil des Stromes im Betrieb ohne Keramik auf der Anodenauflenflédche ansetzen, da fiir
die dritte Modifikation die Spannung um ca. 5 Volt sinkt, was auf einen kiirzeren Licht-
bogen schlieflen 148t. Es sei noch bemerkt, daf fiir die zweite und dritte Modifikation nur
jeweils eine Stromstérke fiir kurze Zeit (ca. 1 Minute) eingestellt wurde, um durch diese
doch recht extrem erscheinenden Versuche das RD3 nicht zu gefdhrden. Das Absinken
der Spannung bei der zweiten Modifikation in Abbildung 4.15 ist auf das partielle
Durchbrennen der Keramikabdeckung im vorderen Anodenbereich zuriickzufiihren.
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Anode

Keramik

Abbildung 4.13: RD3: Mit Keramikabdeckung, Modifikation 1

Anode Anode

Keramik Keramik

Abbildung 4.14: RD3: Mit Keramikabdeckung. Modifikationen 2 (links) und 3 (rechts)
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Abbildung 4.15: Strom—/Spannungsmefikurven RD3
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Abbildung 4.16: RD3: Stromverteilung W, 2000 A, 2.4 g/s, Modifikation 1 mit Kerami-
kabdeckung (100 A zwischen 2 Isolinien)

Der Schub F wird im Anodenendquerschnitt als

B2
F = Z (ph +pe+ﬂ+pv§> AA (4.1)

AA 0

berechnet. Der dynamische Anteil pv? trigt bei diisenférmigen Konfigurationen wie der
des RD3 iiber 80 Prozent des Schubes bei. Auch ergeben die numerischen Berechnungen,
da der Schubanteil der Lorentzkréifte, der durch das Heraustragen der Stromlinien aus
der Diise entsteht, ebenso vernachlissigbar klein ist wie der des Tankgegendruckes.

Im Schub F'ist der magnetische Schub F},p enthalten, der durch die Lorentzkréfte ent-

steht:
Fp = Y (jLS x B) AV . (4.2)
AV *

Die Druckerhohung durch die radiale Lorentzkraftkomponente ist in (4.2) vernachléssigt.

Die Spannung des Lichtbogens ohne die Elektrodenfallspannungen ergibt sich aus

Z;LS . ELSAV

Up = S—— : (4.3)
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I[A] | mi[g/s] | pem[kPa] | Up[V] | UcspralV] | Fjxs[N] | FIN]
num. numn. exXp. num. num.
500 | 24 7.0 20,0 35,0 0,1 3,7
1000 | 2,4 9,9 26,7 39,2 0,3 5.8
1500 | 2.4 12,3 31,4 43,3 0,7 77
2000 | 2,4 14,4 34,2 _ 1,2 9.4

Tabelle 4.1: Kenndaten RD3 (num.: numerisch, exp.: experimentell)

Die integralen Charakteristika des RD3 sind in Tabelle 4.1 zusammengefaf3t. Obwohl
das RD3 bei den Experimenten nicht auf einer Schubmefiwaage montiert und keine
Druckmefbohrung auf Hohe der Kathodenwurzel vorhanden war, sind der Vollstandigkeit
halber auch die numerischen Ergebnisse fiir den Einstromdruck pe;,, den magnetischen
Schubanteil Fj,p und den Schub F' angegeben.

Aufgrund der relativ kleinen Strome fallt der magnetische Schubanteil nur gering aus,
weshalb das RD3 fiir die betrachteten Betriebszustdnde auch nicht als MPD-Triebwerk
angesehen werden kann. Da bei den numerischen Berechnungen keine detaillierten
Elektrodenmodelle verwendet werden, kann nur die {iber den Lichtbogen im Plasma
abfallende Spannung Up angegeben werden. Diese ist stets kleiner als die Gesamtspan-
nung Ucpya, die auch noch die Kathoden— und Anodenfallspannungen beinhaltet. Die
Einbeziehung der Elektroden in die Berechnungen stellt daher eine wichtige zukiinftige

Aufgabe dar.

Erstmalig ist hier in der numerischen Simulation die entscheidende Bedeutung der
Diffusion aufgrund des Elektronendrucks fiir den Lichtbogenansatz an der Anode
diisenformiger MPD—-Eigenfeldbeschleuniger erfalt und im Experiment bestétigt worden.
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4.2 Diisenformiges Triebwerk DT2

Bei einem gegebenen Massenstrom sind diisenférmige MPD-Eigenfeldtriebwerke durch
eine kritische Stromstérke begrenzt, oberhalb derer Instabilititen auftreten, die unter
anderem eine drastische Lebensdauerverkiirzung der Triebwerke zur Folge haben oder
gar zu ihrer Zerstorung fithren. Um einen Beitrag zur Aufkirung der Ursachen fiir
solche Instabilitdten zu leisten, werden hier fiir Argonmassenstrome von 0.8 g/s sowie
0.3 g/s und Stromstéirken zwischen 2000 A und 5000 A die Plasmastrémungen im
MPD-Eigenfeldtriebwerk DT2 untersucht.

Das in Abbildung 4.17 dargestellte adaptierte Primérgitter zeigt, daf§ der Verfeinerungsin-
dikator (3.105) im Diiseninneren zuverléssig zu einer verfeinerten Grenzschichtauflosung
an allen Festkorperwénden fiithrt. Auch im Diisenhalsbereich findet eine Gitterverfeine-
rung statt, die wegen der hier auftretendenden grofien Quellterme der Ohm’schen Hei-
zung, des elastischen Energietransfers zwischen Elektronen und Schwerteilchen sowie der
Ionisationsreaktionen erforderlich ist. Oberhalb des Diisenaustritts wird das Gitter wie
beim RD3 zur Rechenzeitersparnis grob gelassen. Die rechte und obere Berandung des
Rechengebietes entspricht geometrisch derjenigen in Abbildung 4.1.
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Abbildung 4.17: Teilansicht des adaptierten Priméargitters fiir das MPD-
Eigenfeldtriebwerk DT2 (29518 Gitterpunkte, 4000 A, 0.8 g/s)
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Bei einem Massenstrom von 0.8 g/s und einem Strom von 2000 A (Abb. 4.18) setzt der
Lichtbogen grofitenteils vorne an der Anode an. Verursacht wird dies durch den radialen
Versatz der Struktur zwischen Isolator und Anode, der zu einer lokalen Eckenexpansi-
onsstromung fithrt, sodal die Diffusion aufgrund des Elektronendrucks den Lichtbogen
hier zum Ansetzen bringt. Bei 3000 A (Abb. 4.19) nimmt der Stromanteil zu, der durch
Diffusion aufgrund des Elektronendrucks zum Ansatz an der Anodenauflenfléche getrie-
ben wird, und der Lichtbogenansatz vorne an der Anode wandert etwas stromabwérts.
Bei 4000 A (Abb. 4.20) setzt der Strom im hinteren Anodenbereich an, gleichzeitig be-
ginnt sich der Lichtbogen stromab des Diisenhalses aufgrund des magnetischen Druckes
zusammenzuziehen. Hier handelt es sich mit Sicherheit nicht um einen dynamischen
Pinch—Effekt, sondern eher um eine Art eigenmagnetische Kontraktion, wie sie in [75]
beschrieben wird. Im folgenden wird aber der Begriff Pinch—Effekt weiter verwendet.

Sehr deutlich ist dieser Effekt schliefilich bei 5000 A (Abb. 4.21).

Fiir die Dichte vor der Anode hat dies drastische Auswirkungen. Wéhrend sie fiir 2000 A
(Abb. 4.22) und 3000 A (Abb. 4.23) zwischen 107° kg/m?3 und 10~* kg/m? betrigt, nimmt
sie bei 4000 A (Abb. 4.24) und 5000 A (Abb. 4.25) um vier Gréflenordnungen ab, sodafl
es zu einer starken Ladungstragerverarmung vor der Anode kommt. Im Experiment
[11, 121] hat sich gezeigt, dafl sich ein Strom von 5000 A bei einem Massenstrom von
0.8 g/s nicht erreichen 148t, da vorher die aus der Kathodenfallspannung, der Spannung
des Lichtbogens im quasineutralen Plasmabereich und der Anodenfallspannung zusam-
mengesetzte Bogenspannung stark ansteigt und Plasmaoszillationen ab 4650 A auftreten.

Die Korrelation der numerischen Simulation mit den experimentellen Daten im Strom-
bereich der Instabilitdten zeigt damit, daf}, wie theoretisch schon lange vorhergesagt,
eine primére Ursache fiir das Auftreten von Plasmainstabilitdten in diisenférmigen
MPD-Eigenfeldbeschleunigern die durch den Pinch—Effekt hervorgerufene Dichte— und
damit Ladungstragerverarmung vor der Anode ist.

Im Bereich der Instabilitéiten konnten in vorangegangenen Arbeiten [15, 16] keine Be-
rechnungen durchgefiihrt werden, weil der magnetische Druck als Lorentzkraft—Quellterm
berechnet wurde, was zu numerischen Schwierigkeiten fiithrte. Hier ist nun der magne-
tische Druck in der Upwind-Fluberechnung enthalten, sodafl die numerische Losung
insbesondere der Impulserhaltungsgleichungen problemlos ist.

Wihrend eine qualitative Aussage iiber den Beginn von Plasmainstabilititen durch
das Erfassen des starken Dichteabfalls vor der Anode jetzt zumindest grob méglich ist,
steht eine exakte quantitative Voraussage noch aus. Hierzu miissen in den néchsten
Schritten der Weiterentwicklung des Berechnungsverfahrens FElektrodenmodelle fiir
die Anode und die Kathode implementiert werden. Im Bereich nahe der Anode ist
dabei strenggenommen die Verwendung eines Fliissigkeitsmodells aufgrund der starken
Verdiinnung nicht mehr zuldssig, vielmehr wird hier die Kopplung eines kinetischen
Modells mit dem Fliissigkeitsmodell anzustreben sein. Hierzu und natiirlich auch zur
Instabilitdtsanalyse kann das Berechnungsverfahren bereits Datensétze liefern. Zudem
ist eine Vorauswahl von Diisengeometrien moglich, um den Dichteabfall vor der Anode
in Richtung héherer Stréme zu verschieben.
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Bemerkenswert ist, daf die Schwerteilchentemperatur (Abb. 4.26 und 4.27) vor der Anode
im Bereich des verdiinnten Plasmas stark ansteigt. Liegen die Maximaltemperaturen im
Diisenhalsbereich fiir 4000 A bei 37971 K und fiir 5000 A bei 39839 K, so steigt sie fiir
5000 A auf bis zu 53687 K im Bereich vor der Anode. Die kinetische Energie des Plasmas
wird hier durch viskose Abbremsung in thermische Energie umgewandelt. Wihrend der
Zahlenwert selber aufgrund der Verdiinnung des Plasmas eher als numerisches Artefakt
zu bewerten ist, so ist diese Tendenz zur Aufheizung doch als méglicher Hinweis auf einen
kritischen Betriebszustand anzusehen. Weitere Klarung kénnte neben einer kinetischen
Modellierung auch die experimentelle Messung der Schwerteilchentemperaturen liefern.
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Abbildung 4.18: DT2: Stromverteilung ¥, 2000 A, 0.8 g/s (250 A zwischen 2 Isolinien)
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Abbildung 4.19: DT2: Stromverteilung ¥, 3000 A, 0.8 g/s (250 A zwischen 2 Isolinien)
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Abbildung 4.20: DT2: Stromverteilung ¥, 4000 A, 0.8 g/s (250 A zwischen 2 Isolinien)
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Abbildung 4.21: DT2: Stromverteilung ¥, 5000 A, 0.8 g/s (250 A zwischen 2 Isolinien)
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Abbildung 4.22: DT2: Dichte logio(p), 2000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.23: DT2: Dichte logio(p), 3000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.24: DT2: Dichte logio(p), 4000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.25: DT2: Dichte logio(p), 5000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.26: DT2: Schwerteilchentemperatur T}, 4000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.27: DT2: Schwerteilchentemperatur T}, 5000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.28: DT2: Elektronentemperatur 7, 4000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.29: DT2: Elektronentemperatur 7T,, 5000 A, 0.8 g/s

93



Die fiir den Massenstrom von 0.8 g/s festgestellten Prozesse existieren auch fiir einen
Massenstrom von 0.3 g/s. Die fiir diesen Massenstrom durchgefithrten Rechnungen
starten auch mit einem Strom von 2000 A. Bei 3000 A 148}t sich noch eine stationére
Losung finden, bei 3500 A divergiert das Berechnungsverfahren, wobei ein Abreiflen des
Lichtbogens von der Anode auftritt. Die in der numerischen Simulation ermittelte obere
Schranke des Betriebsbereichs liegt also bei 3000 A.

Der Lichtbogen zieht sich bei 3000 A durch den Pinch-Effekt zusammen (Abb. 4.30),
sodafl es zu einer ausgepriagten Dichteverringerung (Abb. 4.31) und einer durch die
Viskositét bedingten Aufheizung der Schwerteilchen (Abb. 4.32) vor der Anode kommt,
wihrend die Elektronen im hinteren Anodenbereich abkiihlen (Abb. 4.33). In der Tat
stellt die Stromstirke von 3000 A eine obere Schranke des Betriebsbereichs dar, da
im Experiment ab 2450 A die Bogenspannung stark ansteigt und Plasmaoszillationen
auftreten [11].

Die nahezu parabelférmigen Profile der axialen Geschwindigkeit im Diisenendquerschnitt
in Abbildung 4.34 zeigen neben der Zunahme des Maximums mit steigendem Strom auf
bis zu 11,1 km/s auf der Symmetrieachse, dafl sich der geschwindigkeitsverringernde
Einflu8 der Viskositdt nicht nur auf Randbereiche, sondern iiber den gesamten Quer-
schnitt auswirkt. Die Maxima fiir 5000 A von 11,4 km/s liegen im Bereich der starken
Verdiinnung, wo das Fliissigkeitsmodell nicht mehr streng giiltig ist, und ihr Wert ist
daher vermutlich zu hoch. Die Maxima &ndern sich mit der Abnahme des Massenstroms
kaum, die Profile aber werden zum Diisenrand hin etwas breiter, was bedeutet, das mit
abnehmendem Massenstrom der Einflufl der Viskositéit zuriickgeht.

Die Profile der Machzahl in Abbildung 4.35 zeigen, dal nahezu im gesamten Diise-
nendquerschnitt Uberschallstromung vorherrscht. Die Maxima der Machzahl auf der
Symmetrieachse nehmen bei Stromerhchung im Gegensatz zur Geschwindigkeit ab.
Ebenso werden sie bei gleicher Stromstérke kleiner durch eine Verringerung des Massen-
stroms. Der Grund dafiir ist, dal die thermische Energie des Plasmas stérker ansteigt als
die kinetische Energie.

Die numerisch berechnete Elektronentemperatur wird in Abbildung 4.36 mit den emissi-
onsspektroskopisch in verschiedenen Wellenlédngenbereichen ermittelten Anregungstempe-
raturen [11] verglichen. Im Experiment wurden Emissionsspektren in drei Wellenldngen-
bereichen aufgenommen, wobei die beiden hochaufgelosten Bereiche UV1 und UV2 im
ultravioletten Wellenlédngenbereich bei mittleren Wellenldngen von 334 nm und 312 nm
und der dritte Bereich im sichtbaren Wellenlédngenbereich bei einer mittleren Wellenlénge
von 735 nm lagen. Die Auswahl der Linien, die Entabelung der Spektren und die Tempe-
raturermittlung mit Hilfe des Boltzmann—Plots ist in [11] genau beschrieben.

Infolge der hohen Elektronenstofifrequenz mit den Atomen und Ionen liegt ein Tempe-
raturgleichgewicht zwischen der Anregungstemperatur und der Temperatur der freien
Elektronen vor. Abbildung 4.36 zeigt eine gute Ubereinstimmung bis zu einem Radius
von 40 mm. Eine genauere Quantifizierung ist nicht méglich, da der Meffehler unbekannt
ist. Als Richtmafl mag hierfiir die Streuung der MeBwerte angesehen werden.
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Abbildung 4.30: DT2: Stromverteilung ¥, 3000 A, 0.3 g/s (250 A zwischen 2 Isolinien)
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Abbildung 4.31: DT2: Dichte logio(p), 3000 A, 0.3 g/s
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Abbildung 4.32: DT2: Schwerteilchentemperatur T3, 3000 A, 0.3 g/s
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Abbildung 4.33: DT2: Elektronentemperatur T, 3000 A, 0.3 g/s
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Abbildung 4.34: DT2: Axiale Geschwindigkeit v, im Diisenendquerschnitt
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Abbildung 4.35: DT2: Machzahl Ma = |¥]/c im Diisenendquerschnitt
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Abbildung 4.36: DT2: Elektronentemperatur 7, im Diisenendquerschnitt im Vergleich mit
experimentellen Daten, 4000 A, 0.8 g/s

Die integralen Triebwerkscharakteristika sind in Tabelle 4.2 zusammengefafit. Der
Einstromdruck pg;,, der 10 mm stromab des Einstromrandes an einer radialen statischen
Druckmefibohrung aufgenommen wurde, und der Schub F stimmen beim Vergleich
der numerisch berechneten und experimentell bestimmten Daten gut iiberein. Der
MefBfehler fiir den Schub, der mit Hilfe einer Parallelogramm-Pendelschubmeflwaage
ermittelt wurde, ist nicht genau bekannt, er liegt bei einigen Prozent des MeBwertes.
Der magnetische Schubanteil Fj,p nimmt mit steigendem Strom bis auf 61 Prozent
zu, sodal die Notwendigkeit der Optimierung auch des thermischen Schubanteiles bei
diisenférmigen MPD-Eigenfeldbeschleunigern offensichtlich ist.

Wie beim RD3 ist auch hier die {iber das Plasma abfallende Spannung Up kleiner als
die die Elektrodenfallspannungen einschliefende, gemessene Gesamtspannung Ucipya.
Da sich die Stromung im Bereich der Kathode aufgrund der noch niedrigen Geschwin-
digkeiten nahe am reaktiven Gleichgewicht befindet, kann man né&herungsweise die in
[11] und [16] fiir das DT2 angegebenen Kathodenfallspannungen hier in die Betrachtung
miteinbeziehen. Sie betragen fiir den Fall des reaktiven Gleichgewichts je nach Typ des
Elektrodenmodells und Arbeitspunkt gréflenordnungsméfig zwischen 3 und 7 Volt, sodafl
die Anodenfallspannungen hier ebenfalls bei einigen Volt liegen. Dies erscheint zu hoch,
da experimentelle Messungen [11] bislang auferhalb des Instabilitdtsbereiches nur auf
sehr kleine Anodenfallspannungen schliefen lassen. Weiteren Aufschluf8 hieriiber wird
eine zukiinftige detaillierte Mitberechnung der Elektrodengebiete bieten kénnen.
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ITA] | mlg/s] | peinlkPal | peinlkPal | Up[V] | UcypyalV] ijB[N] FIN] | FIN]
num. exp. num. exp. num. num. | exp.
2000 0,8 7,6 7,7 28,1 36,2 0,8 4.3 4.6
2500 0,8 8,2 8.6 30,6 40,4 1.3 4.8 5,2
3000 0,8 9,2 94 33,5 45,6 1.8 5,8 6,2
3500 0,8 9,3 9,9 37,3 50,4 2,6 6,5 7,1
4000 0,8 10,3 10,5 43,8 55,9 3,1 7,1 8,3
4500 0,8 11,1 10,9 49,3 62,0 4,0 7,7 9,1
5000 0,8 12,7 - 53,9 - 5,0 8,2 -
2000 0,3 3,7 - 23,5 35,9 0,9 2,2 2,2
2500 0,3 4,1 - 28,7 - 1.3 2,6 -
3000 0,3 5,2 - 34,6 - 1.8 3,5 -

Tabelle 4.2: Kenndaten DT2 (num.: numerisch, exp.: experimentell [10, 11])

Das in dieser Arbeit entwickelte numerische Verfahren zeigt gegeniiber fritheren Arbeiten
[15, 16] einen deutlichen Fortschritt bei der Robustheit als auch bei der Konvergenz-
beschleunigung. Durch die Einbeziehung des magnetischen Druckes in die reibungsfrei-
en Fliisse, das Flux Vector Splitting—Verfahren nach Eberle und die Finite—Volumen—
Diskretisierung der Erhaltungsgleichugen fiir die Elektronenenergie und das Magnetfeld
wird insbesondere in transsonischen und in Uberschallbereichen mit Stéfen und beim
Zusammenziehen des Lichtbogens durch den Pinch-Effekt bei hohen Strémen die nume-
rische Stabilitdt bei der Stromungsberechnung stark erhoht.

Durch die eingesetzte WENO-Rekonstruktion wird gegeniiber TVD—-Verfahren nicht nur
in glatten Losungsbereichen eine viel bessere Glattheit erzielt, auch ist die Robustheit bei
StoBen hoher.

Das gemischte FV/FEM—Verfahren aus [16] benotigt bei Ausschluf der Elektrodenberech-
nung fiir die Losung von 6 partiellen Differentialgleichungen bei rund 6000 Gitterpunkten
auf einem 500 MHz Pentium—3 PC 6 Tage, um das Dichteresiduum um 4 Groéflenordnun-
gen abzusenken. Das hier entwickelte FV—Verfahren braucht auf demselben Rechner zur
Losung von 13 partiellen Differentialgleichungen bei rund 28000 Gitterpunkten 5 Tage
und ist damit um rund eine GroBenordnung leistungsfahiger.
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4.3 Triebwerk mit Heifler Anode HAT

Das HAT, das eine strahlungsgekiihlte Anode besitzt, wurde experimentell im glei-
chen Betriebsbereich untersucht wie das DT2, das geometrisch &hnlich ist, aber eine
wassergekiihlte Anode hat. Beim Betrieb des HAT (Abb. 4.38) wurden bislang keine
Plasmainstabilitéiten beobachtet [11]. Daher wird das HAT ebenso wie das DT2 in Kapitel
4.2 fiir die Massenstrome von 0.8 g/s und 0.3 g/s bei Stromstérken zwischen 2000 A und
5000 A im Hinblick auf den Pinch—Effekt und die Dichte— und Ladungstrégerverarmung

vor der Anode untersucht.

Ausgehend von einem groben Startgitter mit 4667 Gitterpunkten fiithrt auch fiir das
HAT der Verfeinerungsindikator (3.105) zu einer physikalisch sinnvollen Gitterverfeine-
rung der Grenzschichten und im Diisenhalsbereich. Aulerdem wird der im Experiment
(Abb. 4.38) sichtbare schrige Sto8 aufgelost, was in der Verteilung der Schwerteilchen-
temperatur (Abb. 4.39) gut zu sehen ist. Der berechnete Stofi beriihrt die Symmetrie-
achse knapp hinter dem Anodenendquerschnitt. Damit gibt die numerische Simulation
im Gegensatz zu fritheren Rechnungen [16], in denen der Stof die Symmetrieachse ca.
30 mm stromab des Anodenendquerschnitts beriihrte, erstmals die Stofilage gut wieder,
die auch im Experiment beobachtet wird. Die Ursache hierfiir ist, daf§ die Strémung jetzt
im Ionisationsreaktions—Nichtgleichgewicht berechnet wird, sodafl Elektronenstoflionisa-
tion und DreierstoBrekombination insbesondere im Uberschallbereich stromab des Diisen-

halses nicht mehr im Reaktionsgleichgewicht stehen.
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Abbildung 4.38: HAT im Betrieb, 2000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.39: HAT: Schwerteilchentemperatur T}, 2000 A, 0.8 g/s
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Der Lichtbogenansatz befindet sich bei einem Massenstrom von 0.8 g/s und einem
Strom von 2000 A (Abb. 4.40) aufgrund der Diffusion aufgrund des Elektronendrucks
groftenteils auf der hinteren Anodenauflenfldche. Der Ansatz wandert bei 3000 A (Abb.
4.41) teilweise zum Anodenanfang hin, und bei 4000 A (Abb. 4.42) befindet er sich
wieder hauptsichlich auf der hinteren AnodenauBenfléche. Bei 5000 A (Abb. 4.43) ist
schlieBlich das Einschniiren des Lichtbogens stromab des Diisenhalses zu erkennen. Der
Ansatz auf der Anode findet nun sowohl auf der hinteren Anodenauflenfliche als auch
auf dem hinteren Teil der der Symmetrieachse zugewandten Anodeninnenfléche statt.

Im Vergleich mit dem DT2 ist bei 4000 A (Abb. 4.44) noch keine Dichte- und damit
Ladunsgtragerverarmung auf der Anodeninnenfldche zu erkennen. Bei 5000 A (Abb.
4.45) beginnt dieser Effekt nur leicht am Anodenanfang. Die Ursache dieser giinstige-
ren stromungsmechanischen Verhéltnisse liegt in dem im Gegensatz zum DT2 etwas
kleineren Expansionswinkel der Diise des HAT. Um den Einflufl der Anodentemperatur
auf die Stromungsverhéltnisse abzuschéitzen, wurde die Wandtemperatur der eigentlich
heilen Anode im numerischen Experiment auf 500 K gesetzt. Es zeigte sich dabei kein
Unterschied des Lichtbogenansatzes und der Dichteverteilung.

Die Verwendung einer heiflen Anode zielt neben einer Verringerung der Anodenverluste
darauf ab, die Anodenfallspannung zu reduzieren und damit das Auftreten von von
Instabilitdten zu hoheren Stromen hin zu verzégern. Da die numerischen Berechnungen
hier zeigen, dafl der geringe geometrische Unterschied der Diisen von DT2 und HAT
zu stark unterschiedlichen Dichteverteilungen vor den Anoden fiihrt, erscheint der
detaillierte Vergleich von DT2 und HAT beziiglich des Einflusses der wasser— bzw.
strahlungsgekiihlten Anoden nur wenig geeignet. Vielmehr sollte in einem zukiinftigen
Experiment eine wassergekiihlte Diise, die mit der strahlungsgekiihlten des HAT geome-
trisch identisch ist, untersucht werden. Das numerische Verfahren ist hierzu um geeignete
Anodenmodelle zu erweitern.

Die Maximaltemperatur der Schwerteilchen im Diisenhals steigt von 38802 K bei 4000 A
(Abb. 4.46) auf 40019 K bei 5000 A (Abb. 4.47). In beiden Féllen ist ein Aufheizen vor
der Anodeninnenfliche festzustellen. Stromab des Diisenendquerschnitts zeigen sich in
der Rechnung bei 4000 A (Abb. 4.46) zudem kleine Oszillationen durch das instationére
Zusammenspiel von Stéflen und Reaktionen, die auch bei starker Gitterverfeinerung und
Verkleinerung der CFL-Zahlen erhalten bleiben. Turbulenz entsteht allerdings wie auch
beim RD3 und DT2 nicht, die Stromung ist stets laminar. Die maximale Elektronentem-
peratur betrégt bei 4000 A (Abb. 4.48) im Diisenhals 40697 K, sie steigt bei 5000 A (Abb.
4.49) auf 41827 K. Durch Ohm’sche Heizung nimmt sie im divergenten Diisenteil lokal auf
36032 K zu.

Bei einem Massenstrom von 0.8 g/s 148t sich also in der numerischen Simulation kein
Hinweis auf das Einsetzen von Plasmainstabilitdten durch den Pinch—Effekt und eine
dadurch verursachte Dichte— und Ladungstrigerverarmung feststellen. Die Experimente
[11] bestétigen dies.
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Abbildung 4.40: HAT: Stromverteilung ¥, 2000 A, 0.8 g/s (250 A zwischen 2 Isolinien)
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Abbildung 4.41: HAT: Stromverteilung ¥, 3000 A, 0.8 g/s (250 A zwischen 2 Isolinien)
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Abbildung 4.42: HAT: Stromverteilung ¥, 4000 A, 0.8 g/s (250 A zwischen 2 Isolinien)
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Abbildung 4.43: HAT: Stromverteilung ¥, 5000 A, 0.8 g/s (250 A zwischen 2 Isolinien)
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Abbildung 4.44: HAT: Dichte logi0(p), 4000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.45: HAT: Dichte logio(p), 5000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.46: HAT: Schwerteilchentemperatur T},, 4000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.47: HAT: Schwerteilchentemperatur T}, 5000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.48: HAT: Elektronentemperatur T, 4000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.49: HAT: Elektronentemperatur 7., 5000 A, 0.8 g/s
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Bei einem Massenstrom von 0.3 g/s sind fiir 3000 A das Einschniiren des Lichtbogens
(Abb. 4.50), die starke Dichteabnahme (Abb. 4.51) und das Autheizen der Schwerteilchen
(Abb. 4.52) vor der Anodeninnenfldche zu erkennen. Die Elektronentemperatur (Abb.
4.53) hat ihr Maximum von 37062 K in der Nihe der Diisenhalswand. Im Experiment
konnte noch nicht iiberpriift werden, ob sich Plasmainstabilitdten zeigen, da der maximale
Strom im Experiment bislang nur 2500 A betrug.

Im Geschwindigkeitsprofil (Abb. 4.54) fiir 2000 A und 0.8 g/s wird neben dem Einflu8
der Viskositdt auch die Herabsenkung der Austrittsgeschwindigkeit durch den schriagen
Sto um etwa 1 km/s deutlich. Die maximale Geschwindigkeit betrdgt 12,2 km/s fiir
5000 A. Wahrend die Geschwindigkeit mit der Steigerung des Stromes und der Abnahme
des Massenstromes generell zunimmt, ist dies bei der Machzahl (Abb. 4.55) nicht der
Fall. Wie beim DT2 ist auch der divergente Diisenteil des HAT nicht im Hinblick auf
eine optimale thermische Expansion ausgelegt.

Der Vergleich der numerisch berechneten Elektronentemperatur im Diisenendquerschnitt
mit spektroskopisch gewonnen Daten (Abb. 4.56-4.58) zeigt eine recht breite Streuung.
Auffillig ist bei allen drei Stromstérken die niedrige, gemessene Anregungstemperatur
fiir neutrales Argon. Die Kriimmung der gemessenen Kurven fiir zweifach ionisiertes
Argon bei 3000 A und 4000 A ist entgegengesetzt. Bei den gemessenen Kurven fiir einfach
ionisiertes Argon ist ein Abfallen der Anregungstemperatur mit steigender Stromstérke
festzustellen, wahrend die numerisch berechnete Elektronentemperatur ansteigt. Eine
klare Tendenz der experimentellen Werte ist nicht erkennbar. Am néchsten sind die
numerisch berechneten Kurven den experimentellen Werten fiir einfach ionisiertes Argon.

Die in Tabelle 4.3 zusammengefafiten Kenndaten zeigen eine Streuung der experimentell
gemessenen Schubwerte, die durch eine hohe thermische Belastung aufgrund der mit
steigendem Strom zunehmenden thermischen Last auf die Triebwerksauthdngung zustan-
dekommt. Dennoch stimmen die numerischen und experimentellen Werte gut iiberein.
Der magnetische Schubanteil betragt wie beim DT2 maximal 61 Prozent.

Im Experiment ist der Einstromdruck noch zu messen und die Schubmeftechnik wei-
ter zu verbessern. Die berechneten Spannungen sind aufgrund der nicht berechneten
Fallspannungen kleiner als die gemessenen Werte, wobei die Abweichung mit steigender
Stromstérke grofler wird. Es ist daher die Aufgabe der zukiinftigen numerischen Entwick-
lungsarbeiten, durch Einbindung geeigneter Elektrodenmodelle auch die Kathoden— und
Anodenfallspannungen zu berechnen.
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Abbildung 4.50: HAT: Stromverteilung ¥, 3000 A, 0.3 g/s (250 A zwischen 2 Isolinien)
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Abbildung 4.51: HAT: Dichte logio(p), 3000 A, 0.3 g/s
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Abbildung 4.52: HAT: Schwerteilchentemperatur 7},, 3000 A, 0.3 g/s
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Abbildung 4.53: HAT: Elektronentemperatur T, 3000 4, 0.3 g/s
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Abbildung 4.54: HAT: Axiale Geschwindigkeit v, im Diisenendquerschnitt

Machzahl Ma[-]

HAT, Argon

0O 2000A, 0.8 g/s
O£ 3000 A, 0.8 g/s
&< 4000 A, 0.8 g/s
A—A 5000A, 0.8 /s
<4< 2000 A, 0.3 g/s

w—5 3000A, 0.3 g/s

-20 0

Radiusr [mm]

Abbildung 4.55: HAT: Machzahl Ma =
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Abbildung 4.56: HAT: Elektronentemperatur 7, im Diisenendquerschnitt im Vergleich mit
experimentellen Daten, 2000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.57: HAT: Elektronentemperatur 7, im Diisenendquerschnitt im Vergleich mit
experimentellen Daten, 3000 A, 0.8 g/s
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Abbildung 4.58: HAT: Elektronentemperatur 7, im Diisenendquerschnitt im Vergleich mit
experimentellen Daten, 4000 A, 0.8 g/s

I[A] | lg/s] | peinkPa] | Up[V] | UcypralV] ijB[N] FI[N] F[N]
num. num. exp. num. num. exp.
2000 0,8 7,3 29,3 39,2 1,0 43 | 3,7-4.7
2500 0,8 8,1 32,7 43,1 1,5 5,2 5,3
3000 0,8 9,1 35,2 47.9 1,9 59 |5,7-70
3500 0,8 9,8 38,3 52,4 2,5 6,8 7,4
4000 0,8 11,3 44,8 58,3 3,3 85 | 7,8-9,4
4500 0,8 11,6 48,1 62,8 4,1 9,2 10,0
5000 0,8 12,8 52,2 69,1 4.9 10,1 11,1
2000 0,3 3,5 24.9 35,3 0,9 2,2 -
2500 0,3 3,7 28,5 38,6 1.4 2,7 -
3000 0,3 3,9 32,9 - 1,9 3,1 -

Tabelle 4.3: Kenndaten HAT (num.: numerisch, exp.: experimentell [11])
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein Finite—Volumen—Verfahren zur Losung der Erhaltungsgleichun-
gen fiir Argonplasmastromungen in magnetoplasmadynamischen Eigenfeldbeschleunigern
entwickelt, die aufgrund ihres hohen spezifischen Impulses und ihrer hohen Schubdichte
als Antrieb fiir interplanetare Raumflugmissionen geeignet erscheinen.

Die gemischt hyperbolisch—parabolischen Erhaltungsgleichungen mit Quelltermen fiir die
Teilchendichten, den Impuls und die Energie der Schwerteilchen, die Elektronenenergie,
die Turbulenz und das eigeninduzierte Magnetfeld sind unter der Annahme thermischen
und reaktiven Nichtgleichgewichts so formuliert, daf§ durch die Verwendung von Fliissen
auch in der Finite-Volumen-Diskretisierung ein Maximum an Konservativitit erreicht
wird.

Die Losung der Erhaltungsgleichungen erfolgt fiir den zweidimensionalen, rotations-
symmetrischen Fall auf unstrukturierten, adaptiven Gittern. Zur Berechnung der
reibungsfreien Fliisse wird ein robustes Flux Vector Splitting—Verfahren nach Eberle
modifiziert und erweitert. Durch das Einbeziehen des magnetischen Druckes in die
reibungsfreien Fliisse und die Finite—Volumen—Diskretisierung der Erhaltungsgleichun-
gen fiir die Elektronenenergie und das Magnetfeld wird die numerische Stabilitdt des
Rechenverfahrens insbesondere in transsonischen und Uberschallbereichen mit Stéfen
und beim Zusammenziehen des Lichtbogens durch den Pinch—Effekt stark erhoht.

Die zur approximativen Losung des Riemann—Problems auf den Zellrdndern bendttigten
Variablen werden mit Hilfe eines Weighted Essentially Non—Oscillatory (WENO-) Ver-
fahrens linear rekonstruiert. Das WENO-Verfahren erzielt in glatten Losungsbereichen
eine sehr gute Glattheit und ist bei Stoflen robust.

Um moglichst schnell einen stationdren Stromungszustand berechnen zu kénnen, werden
randomisierte, lokale Zeitschritte erster Ordnung verwendet. Das Rechenverfahren
ist durch die einheitliche Finite-Volumen-Diskretisierung aller Erhaltungsgleichungen
deutlich schneller und stabiler als das bisher eingesetzte, gemischte FV/FEM—Verfahren.

Die Gitteradaption erfolgt mit Hilfe der Kombination eines aus der mathematischen
Analysis der Schwerteilchenerhaltungsgleichungen gewonnen Fehlerindikators und eines
Gradientenindikators. Grenzschichten, Stofle und Bereiche grofiler Quellterme werden
damit physikalisch sinnvoll verfeinert, sodafl Rechenzeit eingespart wird.
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Experimentell bestétigte Berechnungen fiir den Plasmabeschleuniger RD3 zeigen,
da3 die Diffusion aufgrund des Elektronendrucks den Lichtbogen aus diisenférmigen
MPD-Eigenfeldbeschleunigern heraustreibt und den Lichtbogenansatz auf der Anode
mafgeblich bestimmt.

Erstmals wird nun auch in der numerischen Simulation mit dem neuen Finite—Volumen—
Verfahren gezeigt, dal es bei hohen Stréomen durch den Pinch-Effekt zu einer starken
Dichteverarmung vor der Anode kommt. Die Korrelation der numerischen Simulation
mit den experimentellen Daten im Strombereich der Instabilitdten weist ganz klar
darauf hin, dafl eine primére Ursache fiir das Auftreten von Plasmainstabilitdten in
diisenformigen MPD—Eigenfeldbeschleunigern die durch den Pinch—Effekt hervorgerufene
Dichte- und damit Ladungstragerverarmung vor der Anode ist, was theoretisch schon
lange vorhergesagt wurde.

Die Berechnung der Schiibe des diisenférmigen Triebwerks DT2 und des Triebwerks mit
HeiBler Anode HAT liefert im Vergleich mit dem Experiment gute Resultate. Auch zeigen
die Berechnungen, dafl durch den etwas kleineren Expansionswinkel der Diise des HAT
die Ladungstrigerveramung vor der Anode hinausgezogert wird. Dies ist wahrscheinlich
der Grund dafiir, daf§ beim HAT im Experiment bislang keine Plasmainstabilitéiten bei
hohen Strémen zu beobachten sind.

Das Verfahren kann damit bereits als Werkzeug zum Entwurf und zur Entwicklung neuer
MPD-Triebwerke genutzt werden. Es ermoglicht insbesondere eine Optimierung der
Diisengeometrie beziiglich des Schubes und eine Vorauswahl von Diisengeometrien, um
den Dichteabfall vor der Anode in Richtung hoherer Strome zu verschieben. Dariiber-
hinaus konnen die mit dem Verfahren berechneten Datensédtze zur Instabilitdtsanalyse
verwendet werden.

Die néchsten Schritte bei der Weiterentwicklung des modular aufgebauten Pro-
grammsystems stellen die detaillierte Mitberechnung der Wechselwirkung zwischen
Plasmastromung und Diisenfestkérper insbesondere im Elektrodenbereich sowie die
Untersuchung des Einflusses der Restgaszirkulation im Versuchstank dar.
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Summary

A finite volume method for the solution of
magnetoplasmadynamic conservation equations

Manned interplanetary spaceflight is the next milestone after the Apollo missions on the
moon, the introduction of the partly reusable space transportation system Space Shuttle,
the commercialization of Earth—observing, navigation and telecommunications satellites
and the building of the International Space Station.

The choice of the propulsion system is most crucial to achieving reasonably short flight
durations for interplanetary missions. Electric propulsion systems [1, 2] are particularly
suitable because they produce considerably higher specific impulses than chemical
propulsion systems [3].

In magnetoplasmadynamic (MPD) self-field thrusters the fuel is heated and ionized by
an electric arc. The plasma is accelerated by thermal expansion and magnetic forces
caused by the self-induced magnetic field so that exhaust velocities above 20 km/s and
thrust levels of 100 Newton can be achieved.

Depending on the thruster design, the input power for MPD self-field engines is between
100 kW and 1 MW, which must be delivered by big solar generators or nuclear energy
sources. Because nuclear reactors have a compact design and because of the great distance
from the sun, nuclear power is the only reasonable energy source for interplanetary flights
to the outer solar system so that MPD self-field engines — besides nuclear thermal rockets
— represent an advantageous propulsion concept due to their high exhaust velocity and
high thrust density.

Since the 1980s MPD thrusters have been investigated experimentally [10, 11], theore-
tically [12, 13] and numerically [14, 15, 16] at IRS. Technology aspects for the thruster
design [17, 18] and basic plasmaphysical processes [19, 20, 21] have been considered in
order to achieve higher efficiencies and to avoid power—limiting instabilities. Reasons
for thruster instabilities, which are characterized by voltage oscillations and increasing
anode losses [22], are the depletion of charge carriers at the anode [23], micro turbulence
[24, 25] and space charge, drift and gradient driven plasma instabilities [20, 26, 27].

Taking into account the high cost of experiments, the application of numerical methods
is necessary for detailed basic investigations of MPD flows and for thruster optimization.
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The configurations of the IRS-built nozzle-type self-field MPD accelerators DT2,
HAT and RD3, which are investigated in this work, are axisymmetric so that the
flow is rotationally symmetric. Hence, the conservation equations can be written in a
two—dimensional form using cylindrical coordinates.

Argon is the propellant considered because this noble gas is used at IRS. Assuming
continuum flow and quasi neutrality of the plasma [41, 42], conservation equations for a
two—fluid flow in thermal and reaction non—equilibrium are formulated without explictly
treating the electrode sheaths.

Heavy particle species (neutral, singly and multiply ionized argon) and electrons are
considered. The heavy particle gas and the electron gas are treated as ideal gases.
Thermal non—equilibrium between electrons and heavy particles is assumed because the
densities and thereby the collision frequencies and the energy exchange between the
particles can become relatively low for expanding supersonic flows, and because heavy
particles are cooled on solid walls while the electrons behave adiabatically. Reaction
non—equilibrium is assumed because of the high flow speeds. Because of their low mass
and their high mobility the electrons are assumed to be carrying the electric current in
the plasma. Hence, the electron gas is being ohmically heated, and part of the energy is
transferred to the heavy particles by collisions.

In order to be able to simulate turbulence in the interior of the thruster and in the free
plasma jet, a single-equation model is employed.

The arc discharge is described by the Maxwell equations of classical electrodynamics and
by Ohm’s law for plasmas.

Including boundary conditions and constitutive equations, one obtains a closed system
of thirteen conservation equations for the species densities n;, the axial momentum puv,,
the radial momentum pv,, the heavy particle energy ej,, the turbulence pR, the electron
energy e., and the stream function ¥ of the self-induced magnetic field:

%”Zi = —div (n®) —divjp; +w;  ;i=0..6, (5.2)
pvs) —div Fi invise — diV fovise (5.12)
ot ’ ’
5(pvr) = —dw ﬁinvisc — div ﬁvisc ) (515>
ot ’ ’
% = —div ]E;L,im)isc — div ﬁL,’UiSC + qn (52())
O(pR N/
(gt ) = — div(pR V) + div [p (l/h + Z—T) VR} + p(Ceafa — Co) VR P

(5.26)
-V [p(z/fﬂ-V—T)} 'VR—O_ﬁva-VR,

O¢
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The system is hyperbolic-parabolic and includes source terms. The equations are
formulated in such a way that by using fluxes a maximum of conservativity is achieved
in the finite volume discretization.

The solving of the conservation equations is performed on unstructured, adaptive meshes
with dual cells. Unstructured meshes can be produced and modified significantly easier
and faster for the complex geometries of self-field accelerators than structured meshes.
By appropriate adaption, the computational time for approximating a solution can be
reduced considerably.

For the calculation of the inviscid fluxes the robust flux vector splitting scheme of Eberle
is modified and extended [93, 94, 95]. By including the magnetic pressure in the inviscid
fluxes the numerical stability is significantly increased while the numerical dissipation is
low. The upwind algorithm is very robust with respect to strong shocks, and it is simple
and requires only a few calculations to obtain a good approximation of the solution of
the Riemann problem.

The variables which are needed at the cell faces for the approximate solution of the
Riemann problem are linearly reconstructed by a Weighted Essentially Non—Oscillatory
(WENO) scheme [103] so that the discretization achieves a second-order accuracy
in space. The WENO scheme produces very smooth results for regions with smooth
solutions and is robust with respect to shocks.

The discretization of the viscous fluxes is done by a central scheme using average fluxes
of neighbouring triangles, and for all other derivatives which cannot be written in
divergence or curl form a least—squares discretization is chosen.

All conservation equations are discretized using the theorems of Gaufl and Stokes, and
the time integration is done with an explicit, randomized, local time stepping scheme so
that a steady—state solution is achieved quickly.

For adapting the meshes, a combination of an analytically obtained error indicator
[117, 119] and a gradient indicator is used. Boundary layers, shocks and regions with
strong source terms are refined reasonably from a physical point of view so that the
computational time can be reduced.
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Experimentally confirmed calculations for the plasma accelerator RD3 show that the

term —Vp,, which describes the diffusion caused by the electron pressure in Ohm’s
en

law for f)lasmas, drives the electric arc out of nozzle-type MPD self-field accelerators
and strongly influences the arc attachment on the anode.

The new finite volume method has shown for the first time by numerical simulations of
the MPD thruster DT2 that a strong depletion of density in front of the anode is caused
by the pinch effect at high current settings. The correlation of the numerical simulations
with experimental data at instability—producing current settings clearly points to the fact
that a primary reason for plasma instabilities in nozzle—type self-field MPD thrusters is
the depletion of density and charge carriers in front of the anode caused by the pinch
effect, which has been predicted theoretically for a long time.

The prediction of thrust for the MPD thrusters DT2 and HAT agrees well with expe-
rimental data. Also, the simulations show that the depletion of charge carriers in front
of the anode is delayed for HAT because its nozzle expansion angle is slightly less than
that of DT2. This is probably the reason why no plasma instabilities can be observed for
HAT at high current settings during experiments.

The numerical method can therefore already be used for the design and development of
new MPD thrusters. It particularly makes an optimization of the nozzle with respect
to thrust possible, and it helps to preselect a nozzle geometry so that the depletion of
density in front of the anode can be shifted to higher current settings. In addition, the
numerical data can be used for instability analysis.

The next steps for the ongoing development of the modular program system will be the

detailed calculation of the interaction between the plasma flow and the electrodes and
the investigation of the influence of recirculating rest gas in the test chamber.
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