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Abstract

The MPV-ansatz with multiple pressure variables presented by Klein and Munz is
applied to the compressible Navier-Stokes equations. A computer program for the
simulation of weakly compressible and incompressible flows in complex geometries
is developed and applied to engineering problems.

The numerical method is a semi-implicit fractional-step approach and may be con-
sidered as an extension of an incompressible projection scheme to the low Mach
number regime. The compressible Navier-Stokes equations are split into two subsy-
stems describing different physical phenomena. The first system contains the con-
vection and diffusion terms. Due to the small flow velocity in the low Mach number
regime, the convective terms are discretized explicitly with an upwind-scheme in
combination with a MUSCL-approach. The diffusive terms are discretized impli-
citly to avoid a parabolic time-step restriction. The second system contains the
effects which propagate at the speed of sound and is solved with a SIMPLE-type
scheme. According to the Strang-splitting, the two subsystems are solved in an
alternating way in each time step.

The arising linear systems are solved with various preconditioned Krylov-Subspace
schemes. For better performance on a vector computer, different vectorization tech-
niques are applied and compared with regard to their computing time. An increase
of the number of unknowns leads to a loss of efficiency of the Krylov-Subspace
schemes, while a multigrid scheme yields much better performance. Within the
multigrid scheme, different restriction and prolongation operators are applied and
evaluated with reference to computing time requirement.

For the simulation of flows in complex geometries, the governing equations are
transformed into general coordinates. An approach with a combination of the car-
tesian and the contravariant formulations for the flow velocities as well as a pure
contravariant formulation are presented and discussed.

Flows in the regime of high Reynolds numbers contain a thin boundary layer which
requires a fine grid resolution near the walls for the numerical simulation. However,
with the aid of turbulence models, useful results can be obtained on a coarser grid.
Here the Baldwin-Lomax turbulence model, as the most common representative
of algebraic models, is implemented.

For the validation of the numerical scheme, the test cases of a temperature dri-
ven convection in a box, a flow around a circular cylinder and a flow around a
NACAO0012 profile are considered. The results are discussed and compared with
experimental data.






Zusammenfassung

Der von Klein und Munz vorgestellt Ansatz mit mehreren Druckvariablen wird
in dieser Arbeit auf die kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen angewandt. Es
wird ein Computerprogramm zur Simulation von schwach kompressiblen und in-
kompressiblen Strémungen in komplexen Geometrien entwickelt.

Das numerische Verfahren basiert auf einer semi impliziten fractional-step-Methode
und kann als Erweiterung einer inkompressiblen Projektionsmethode betrachtet
werden. Die kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen werden in zwei Teilsysteme
aufgeteilt, die verschiedene physikalische Effekte beschreiben. Das erste System
enthélt die Konvektions- und Diffusionsterme. Auf Grund der geringen Stromungs-
geschwindigkeiten im Regime kleiner Machzahlen, werden die konvektiven Terme
explizit mit einem Upwind-Verfahren in Kombination mit einem MUSCL-Ansatz
diskretisiert. Die diffusiven Terme werden implizit diskretisiert, so dafl keine para-
bolische Zeitschrittweitenbeschriankung vorliegt. Das zweite System behandelt Ef-
fekte, die sich mit Schallgeschwindigkeit ausbreiten und wird mit einem SIMPLE-
Typ Verfahren gelost. Der zeitliche Ablauf basiert auf dem Strang-Splitting, so
daf} die beiden Teilsysteme in zwei aufeinander folgenden Zeitschritten in alternie-
render Reihenfolge gelost werden.

Die auftretenden linearen Gleichnugssysteme werden mit verschiedenen vorkon-
ditionierten Krylov-Unterraum Methoden iterativ gelost. Um die Rechenzeit auf
einem Vektorrechner zu optimieren, werden verschiedene Vektorisierungstechniken
vorgestellt und diskutiert. Fiir eine grofe Anzahl an Unbekannten sind die Krylov-
Unterraum Methoden ineffizient. Daher wird ebenfalls ein Mehrgitterverfahren mit
verschiedenen Restriktions- und Prolongationsoperatoren implementiert, so daf
auch sehr fein diskretisierte Stromungsgebiete in einer akzeptablen Rechenzeit be-
rechnet werden koénnen.

Um auch Stromungen in krummlinig berandeten Gebieten simulieren zu koénnen
werden die zugrundeliegenden Gleichungen in allgemeinen Koordinaten formuliert.
Es wird sowohl ein Verfahren mit einer Kombination aus kontravarianter und kar-
thesischer Darstellung der Stromungsgeschwindigkeiten als auch eine reine kontra-
variante Formulierung vorgestellt und diskutiert.

Die Simulation von Stromungen im Bereich grofier Reynoldszahlen erfordert eine
feine Diskretisierung des wandnahen Gebiets. Mit Hilfe von Turbulenzmodellen
erhélt man jedoch auch auf gréberen Gittern physikalisch sinnvolle Ergebnisse. In
dieser Arbeit wird das Baldwin-Lomax Modell als eines der bekanntesten algebrai-
schen Turbulenzmodelle implementiert.

Zur Validierung des numerischen Verfahrens wird als Testfall die temperaturge-
triebene Konvektionsstromung in einer Box, die Umstromung eines Kreiszylinders
und die NACA0012-Profilumstrémung untersucht und die Ergebnisse mit experi-
mentellen Daten verglichen.
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1 Einleitung

In vielen technischen Bereichen spielt das Stromungsverhalten von Fliissigkeiten
oder Gasen eine groie Rolle. Beispielsweise ist die Aerodynamik ein wesentlicher
Aspekt bei der Entwicklung von Kraftfahrzeugen und Flugzeugen. Bauingenieure
interessieren sich unter anderem fiir die Wasserstromung um einen Briickenpfeiler
oder wie Gas, Wasser oder Ol durch ein Rohr flieft. Die Entwicklung eines Ra-
ketentriebwerks oder einer Gasturbine erfordert ebenfalls genaue Kentnisse iiber
die auftretenden Stromungsphidnomene. Meterologen benotigen genaue Informa-
tion iiber die Stromungen in der Atmosphére, mit deren Hilfe sie Wetterprogno-
sen erstellen, oder Mediziner untersuchen das Stromungsverhalten von Blut im
menschlichen Korper, um ein neues Herzklappensystem zu entwickeln.

Die physikalischen Vorgénge in einer Strémung kénnen auf drei Arten untersucht
werden. Zum einen durch ein Experiment am realen Objekt oder an einem ska-
liertem Versuchskorper in einem Windkanal. Diese Versuche sind sehr teuer und
zeitaufwendig. In einem zweiten Ansatz untersucht man das mathematische Modell
einer Stromung, das ein System aus nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen
darstellt. Oftmals 148t sich dieses System nur unter bestimmten Annahmen analy-
tisch 16sen, so daf3 der theoretische Weg nur in Spezialfillen brauchbare Ergebnisse
liefert. Die dritte Art, einen Einblick in das Stromungsverhalten zu erlangen, bietet
die numerische Stromungsmechanik, in der die partiellen Differentialgleichungen
approximativ gelost werden. In den letzten 20 Jahren hat sich dieser Zweig sehr
stark weiterentwickelt und ist heute ein wichtiges Werkzeug der Ingenieure. Die
numerische Stromungsmechanik ist als Ergédnzung zu Experiment und Theorie zu
verstehen.

Eine zentrale Aufgabe in der Simulationstechnik ist die Anpassung der mathema-
tischen Algorithmen an die Rechnerarchitektur, um somit die verfiighare Rechen-
leistung optimal zu nutzen. Erst dann kénnen praxisrelevante Stromungen in einer
akzeptablen Zeit simuliert werden.



1 FEinleitung

1.1 Stand der Forschung

In der Stromungsmechanik unterscheidet man zwischen kompressiblen und inkom-
pressiblen Stromungen. Daraus resultieren zwei verschiedene mathematische Be-
schreibungen der physikalischen Phénomene in diesen Bereichen. Kompressible
Stromungen werden durch ein hyperbolisch-parabolisches System aus partiellen
Differentialgleichungen beschrieben. Auftretende Stérungen breiten sich hierbei
mit endlichen Geschwindigkeiten aus, so dal auch Unstetigkeiten in den physikali-
schen Groflen der Stromung auftreten kénnen. Ein inkompressibles Strémungsfeld
wird durch ein elliptisch-parabolisches System beschrieben, in dem die Signal-
geschwindigkeiten unendlich grof3 sind. Daher kénnen in diesem Fall keine Un-
stetigkeiten in den Stromungsvariablen auftreten. Im inkompressiblen Fall wirkt
der Druck als ein Lagrangescher Multiplikator und gewéhrleistet die Einhaltung
der Divergenzbedingung an das Geschwindigkeitsfeld. Diese Kopplung zwischen
Druck und Geschwindigkeit ist ein wichtiger Punkt in der Simulation von inkom-
pressiblen Stromungnen und mufl daher im numerischen Verfahren entsprechend
beriicksichtigt werden.

Inkompressible und schwach kompressible Verfahren

Mitte der 60er Jahre entwickelten Harlow und Welch das MAC-Verfahren [44] als
eines der ersten numerischen Verfahren zur Losung der zeitabhéngigen inkompres-
siblen Navier-Stokes Gleichungen. Um eine ausreichende Kopplung zwischen Druck
und Geschwindigkeit zu erzielen, benutzt dieses Verfahren ein versetztes Gitter,
staggered grid, in dem die skalaren Groflen im Zellmittelpunkt und die Geschwin-
digkeiten auf dem Zellrand definiert sind. Die zeitliche Evolution des Drucks wird
mit Hilfe einer Poisson-Gleichung bestimmt. Das versetzte Gitter und die Druck-
Poisson-Gleichung sind zwei Elemente, die auch heute noch in der Simulation von
inkompressiblen und schwach kompressiblen Stromungen zum Einsatz kommen.
Drei Jahre spéter stellten Harlow und Amsden das ICE-Verfahren [45] als eine
Erweiterung des MAC-Verfahrens auf kompressible Stromungen vor.

Ende der 60er Jahre entwickelten Chorin [20] und Temam [91] unabhéngig von-
einander das Projektionsverfahren zur Losung der zeitabhéngigen inkompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen. Hierbei wird ein Schétzer fiir das Geschwindigkeitsfeld
auf der neuen Zeitschicht in einen rotationsfreien und einen divergenzfreien An-
teil aufgespalten. Der divergenzfreie Teil beschreibt das Geschwindigkeitsfeld zum
neuen Zeitpunkt. Diese Aufteilung nennt man Projektion und wird mit Hilfe einer
Poissongleichung fiir den Druck realisiert. Basierend auf diesen beiden Arbeiten
wurde eine Vielzahl von Projektionsmethoden [69] entwickelt.

Chorin fithrt in [21] eine kiinstliche Kompressibilitidt derart in die inkompressiblen



1.1 Stand der Forschung

Navier-Stokes Gleichungen ein, daf3 die unendliche Schallgeschwindigkeit durch ei-
ne endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit ersetzt wird. Damit geht die Zeitechtheit
des Verfahrens verloren, aber der stationére Zustand des modifizierten Systems ist
auch Losung der urspriinglichen Gleichungen. Diese Vorgehensweise ist der erste
Ansatz zur Prakonditionierung der stromungsmechanischen Gleichungen und wur-
de 20 Jahre spéter in [93] verallgemeinert. Anfang der 70er Jahre stellten Patankar
und Spalding das SIMPLE-Verfahren vor. Der Druck und die Geschwindigkeiten
werden in jedem Zeitschritt iterativ bestimmt. In jeder Iteration ist hierbei eine
Druck-Poisson-Gleichung zu 16sen, durch die das aktuelle Geschwindigkeitsfeld auf
den Raum der divergenzfreien Geschwindigkeitsfelder projiziert wird. Aufbauend
auf dieser Idee entwickelten sich spéter eine Vielzahl an SIMPLE-Typ Verfahren,
die auch auf schwach kompressible Stromungen anwendbar sind [66, 99]. Mitte der
80er Jahre entwickelte Issa die PISO-Methode [50], die aus einem Pradiktorschritt
und zwei Korrekturschritten besteht. In jedem Korrekturschritt ist eine Druck-
Poissongleichung zu 16sen, die das geschitzte Geschwindigkeitsfeld an die Diver-
genzbedingung anpaft.

Aus der Strukturmechanik kam Mitte der 70er Jahre der Ansatz die inkompres-
siblen Navier-Stokes Gleichungen mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode (FEM)
numerisch zu 16sen. Die Losung wird hierbei durch eine Linearkombination von
Ansatzfunktionen approximiert. Zur Bestimmung der Koeffizienten wird dieser
Ansatz in die Gleichungen eingesetzt und der dabei entstehende Defekt beziiglich
einer Norm minimiert.

Die Wirbelstéarke-Stromfunktion Formulierung ist ein Verfahren zur Lésung der
inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen. Durch eine Kombination aus den Im-
pulsgleichungen 148t sich der Druck eliminieren und man erhélt eine Evolutions-
gleichung fiir die Wirbelstéirke. Die Geschwindigkeiten werden dabei durch Ablei-
tungen der Stromfunktion ausgedriickt. Wirbelstirke und Stromfunktion sind iiber
eine Poisson-Gleichung miteinander gekoppelt. Damit erhdlt man im zweidimen-
sionalen Fall ein System aus zwei Gleichungen. Fiir dreidimensionale Stréomungen
konnte sich dieser Ansatz nicht durchsetzten, da der Rechenaufwand sehr hoch ist.
Mit Hilfe einer asymptotischen Analyse untersuchten Klein und Munz [53] 1995
die Losung der kompressiblen Euler-Gleichungen fiir den Grenzfall M — 0. Dar-
aus entstand ein numerisches Verfahren mit mehreren Druckvariablen, Multiple
pressure variables, fiir den schwachkompressiblen als auch fiir den inkompressiblen
Bereich, das fiir den Grenzfall M — 0 in ein SIMPLE-Verfahren iibergeht.
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Iterative Loser linearer Gleichungssysteme

In den meisten der oben erwdhnten Verfahren wird eine Druck-Poissongleichung
benutzt, die in diskreter Form ein lineares Gleichungssystem ergibt. Die FEM und
auch eine implizite Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen fiihren ebenfalls
zu einem System algebraischer Gleichungen. Die dabei entstehenden Systemma-
trizen sind im Allgemeinen sehr groff und diinn besetzt. Direkte Losungsverfahren
konnen diese Besetzungsstruktur oftmals nicht ausnutzen und generieren vollbe-
setzte Zwischenmatrizen, so dafl der Speicherplatzbedarf und die Rechenzeit an-
steigen. In technischen Anwendungen ist eine Néherungslosung vollkommen ausrei-
chend, so daB sich iterative Verfahren etabliert haben. Unabhéngig voneinander be-
richteten Gauss im Jahr 1820 und Seidel im Jahr 1874 von einem Verfahren zur suk-
zessiven Anndherung an die Losung linearer Gleichungssysteme, das Gauss-Seidel-
Verfahren [83]. In dieser Zeit entstand ebenfalls das Jacobi-Verfahren. Diese beiden
Verfahren sind die klassischen Vertreter der Splitting-Methoden [62]. Im Jahr 1910
wurde die Richardson-Iteration vorgestellt, die schon einen Parameter zur Kon-
vergenzbeschleunigung enthilt. Young entwickelte in den 50er Jahren das SOR-
Verfahren [107], das sich in den folgenden 20 Jahre als effizienter Loser behaupten
konnte. Anfang der 50er Jahre stellten Hestenes und Stiefel mit dem CG-Verfahren
[46] eines der bekanntesten Krylov-Unterraum-Verfahren vor. Urspriinglich wur-
de es als ein exaktes Losungsverfahren fiir symmetrische Systeme angesehen, er-
reichte jedoch in den 70er Jahren seinen Durchbruch als iterativer Loser. Fletcher
entwickelte in dieser Zeit das auf dem Lanczos-Algorithmus [56] basierende Bi-CG-
Verfahren zur Losung unsymmetrischer Systeme. Das Verfahren weist jedoch zwei
Nachteile auf. Der Algorithmus benotigt die Multiplikation mit der Transponierten
der Systemmatrix und das Verfahren kann bei einer reguldren Matrix abbrechen,
ohne die exakte Losung berechnet zu haben. Mitte der 80er Jahre stellten Saad
und Schulz das GMRES-Verfahren [78] zur ndherungsweisen Losung beliebiger
regulérer Systeme vor. Analog zum CG-Verfahren kann es als direktes oder ite-
ratives Verfahren benutzt werden, wobei die direkte Form sehr viel Speicherplatz
benotigt. Mit dem CGS-Verfahren [86] stellte Sonneveld 1989 eine Variante das Bi-
CG-Verfahrens vor, in dem die Multiplikation mit der Transponierten der System-
matrix umgangen wird. Im Residuenverlauf des CGS-Verfahrens zeigen sich jedoch
teilweise Oszillationen, die so grofl sein konnen, dafl ein frithzeitiger Abbruch des
Verfahrens eintritt. Drei Jahre spéter stellte van der Vorst das CGSTAB-Verfahren
[94] als eine Variante des CGS-Verfahrens vor, die einen wesentlich glatteren Kon-
vergenzverlauf aufweist.

Ein guter Uberblick iiber iterative Methoden wird in [8] und [76] gegeben. Dariiber
hinaus findet man in [62] und [96] die algorithmische Beschreibung der einzelnen
Verfahren und Hinweise zur Auswahl einer passenden Methode.



1.1 Stand der Forschung

Vorkonditionierung

Das Konvergenzverhalten iterativer Verfahren wird durch die Konditionszahl der
Systemmatrix bestimmt [83]. Ziel der Vorkonditionierung ist es, das Ausgangssy-
stem in ein dazu dquivalentes System zu transformieren, das eine bessere Konditi-
onszahl besitzt. Diese Transformation wird durch eine Multiplikation des linearen
Gleichungssystems mit einer Vorkonditionierungsmatrix realisiert. Im Jahr 1937
schlug Cesari [18] vor, das Gleichungssystem mit einem aus der Systemmatrix ge-
bildeten Polynom zu multiplizieren, um dadurch die Konvergenzgeschwindigkeit
der Richardson Methode zu erhohen. Im Jahre 1959 entwickelte Stiefel [88] wei-
tere polynomiale Vorkonditionierer. Die moderne Prikonditionierung fing Ende
der 60er Jahre an, als Dupont et. al die unvollstindige LU-Zerlegung (ILU) [27]
vorstellten. Gustafsson erweiterte diesen Ansatz und entwickelte 10 Jahre spéter
die MILU-Zerlegung [41]. Im Jahr 1977 stellten Meijerink und van der Vorst das
CG-Verfahren mit einer unvollstdndigen Cholesky-Zerlegung als Vorkonditionierer
unter dem Namen ICCG-Verfahren [60] vor. Weitere unvollsténdige Zerlegungen
findet man in [19, 25]. Die Iterationsmatrizen von Splitting-Verfahren wie bei-
spielsweise Gauss-Seidel- oder Jacobi-Verfahren kénnen ebenfalls als Vorkonditio-
nierer benutzt werden [62]. Der SPAI-Ansatz, sparse approzimativ inverse, [62, 25]
berechnet eine Approximation an die Inverse der Systemmatrix. Diese Approxi-
mation besitzt eine vorgegebene Besetzungsstruktur und ist beispielsweise durch
Minimierung eines Funktionals in der Frobeniusnorm [62] berechenbar.

Mehrgitterverfahren

Zur Losung sehr grofler linearer Gleichungssystem werden héufig Mehrgitterverfah-
ren eingesetzt, da die Splitting- und Krylov-Unterraum-Methoden in diesen Féllen
eine hohe Anzahl an Iterationen benotigen. Eine Fourier Analyse der Iterierten ei-
nes Splitting-Verfahrens zeigt, dafl die hochfrequenten Fehleranteile sehr schnell
gedampft werden wohingegen die langwelligen Anteile erst nach einer Vielzahl an
Iterationen abklingen [105]. Durch sukzessive Vergroberung des Ausgangsgitters
wird eine Folge von groberen Gittern aufgebaut, auf denen lineare Gleichungssy-
steme mit kleiner werdender Dimension approximativ gelost werden. Die ersten
Ansétze der Mehrgitterstrategie wurden um 1935 von Southwell [87] gemacht als
er ein Zweigitterverfahren vorstellte. Etwa 30 Jahre spéter entwickelte Fedorenko
[29] ein numerisches Verfahren fiir die Poissongleichung, in der er mehr als zwei
Gitter benutzte und somit den Grundstein zu den echten Mehrgitterverfahren leg-
te. Archi Brandt [16] griff 1972 diese Idee noch einmal auf und verhalf damit den
modernen Mehrgitterverfahren zu ihrem Durchbruch. Eine gute Einfiihrung findet
man in [17, 105, und mathematische Details werden in [42, 43] vorgestellt.
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Vektorisierung

Der Einsatz von Vektorrechnern zur numerischen Simulation erfordert spezielle Al-
gorithmen, um die Moglichkeiten dieser Rechnerarchitekturen sinnvoll zu nutzen.
Nicht vorkonditionierte Iterationsverfahren sind im Allgemeinen sehr gut vektori-
sierbar, da sie hauptséchlich aus Matrix-Vektor- und Vektor-Vektor-Verkniipfungen
bestehen. Durch die Vorkonditionierung miissen innerhalb eines Iterationsschrittes
zusitzliche lineare Gleichungssysteme mit der Vorkonditionierungsmatrix gelost
werden. Dadurch entstehen Rekursionen, die bei naiver Implementierung nicht
mehr vektorisierbar sind, und die Effizienz des numerischen Verfahrens verrin-
gert sich. Anfang der 80er Jahre wurde in [95] eine vektorisierbare Variante des
[CCG-Verfahrens beschrieben. Die Verwendung der Schachbrettnumerierung mit
einer unvollstindigen Zerlegung als Vorkonditionierer [7] ergibt einen sehr gut vek-
torisierbaren Algorithmus, der jedoch eine hohe Anzahl an Iterationen benétigt.
Verdndert man die Reihenfolge, in der die Komponenten der neuen Iterierten be-
rechnet werden, fithrt das zur hyperplane-method [97, 98]. Damit erreicht man
ebenfalls eine gute Vektorisierbarkeit ohne jedoch die Iterationszahl zu erhohen.
Wird als Vorkonditionierer eine unvollsténdige Zerlegung benutzt, so miissen inner-
halb eines Iterationsschrittes Systeme mit einer unteren und oberen Dreiecksmatrix
gelost werden. Dafiir werden in [25] vektorisierbare Algorithmen vorgestellt. In [34]
wird eine Variante des Standard 5-Punkte-Sterns zur Diskretisierung des Laplace-
Operators vorgestellt, die einen memory bank conflict [33] vermeidet. Einen guten
Uberblick iiber den Einsatz von vorkonditionierten Iterationsverfahren auf Vek-
torrechnern findet man ebenfalls in [25].

Komplexe Geometrien

In praxisrelevanten Strémungen treten oftmals Fille auf, in denen die Rénder
des zu untersuchenden Gebiets nicht durch Geraden beschrieben werden kénnen,
beispielsweise die Umstromung eines Flugzeugs oder die Stromung durch ein Ra-
ketentriebwerk oder durch eine Gasturbine. Um diese Vorgénge numerisch zu si-
mulieren, mufl das Rechengebiet unter Beriicksichtigung der Rénder diskretisiert
werden. Die Diskretisierung 148t sich entweder mit einem nicht-kérperangepafitem
Gitter, non body-fitted grid, oder einem korperangepafitem, body-fitted grid, Gitter
realisieren. In diesem Zusammenhang wird ein Gitter als korperangepafit bezeich-
net, wenn jeder diskrete Punkt der Korperkontur auch ein Gitterpunkt ist. In den
letzten Jahren haben sich drei Gitterarten etabliert.

Die erste Gitterart sind die kartesischen Gitter, die zu den non body-fitted grids
gehoren. Hierbei werden aus einem reguléren Gitter die Hindernisse ausgeschnit-
ten, so dafl irregulére Zellen an den Réndern entstehen, die im numerischen Ver-
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fahren entsprechend behandelt werden miissen. Obwohl kartesische Gitter schon
in den 70er Jahren in der numerischen Strémungsmechanik eingesetzt wurden,
erlangten sie ihren Durchbruch erst in den 80er Jahren durch die Arbeiten von
Berger [11, 12], in denen eine Methode zur adaptiven Gitterverfeinerung, adaptive
mesh refinement AMR, vorgestellt wurde. Dabei werden rechteckige Gebiete mar-
kiert und verfeinert, so daf} lokal ein feineres kartesisches Gitter entsteht. Almgren
et al. [2] und Coirier [23] benutzten in den 90er Jahren diese Strategie bei der nu-
merischen Losung der Navier-Stokes Gleichungen. Der einfachen Netzgenerierung
steht die schlechte Vektorisierbarkeit des Stromungslosers gegeniiber, da eine Zelle
Nachbarn aus unterschiedlichen Verfeinerungsstufen besitzen kann.

Die zweite Gitterart sind die unstrukturierten Gitter, die man auch als unstruk-
turierte korperangepafite Gitter, unstrucured body-fitted grids bezeichnet. Dabei
wird das zweidimensionale Rechengebiet in Dreiecke unterteilt und die Rénder
durch einen Polygonzug approximiert. Diese Technik stammt urspriinglich aus
der Strukturmechanik und wurde erst durch die Arbeit von Jameson et al. [52]
im Jahre 1986 in der numerischen Stromungsmechanik populédr. Unstrukturier-
te Gitter konnen beispielsweise mit Hilfe der advancing-front-technique [57, 68|,
der Delaunay-Trinagulierung [9, 15] oder der von Rebay [70] vorgestellten Metho-
de generiert werden. Die Rot-Griin-Verfeinerung [92] ist eine bekannte Strategie
zur lokalen Verfeinerung des Gitters. Der einfachen Generierung und der hohen
Flexibilitat beziiglich komplexer Geometrien steht auch hier die schlechte Vekto-
risierbarkeit des numerischen Verfahrens gegeniiber, da das Gitter keine Struktur
in der Verteilung der Dreiecke aufweist.

Die dritte Art einer Diskretisierung sind die strukturierten kérperangepafiten Git-
ter, structured body-fitted grids. Dieser Gittertyp basiert auf einer Transformation,
in der ein kartesisches Gitter so auf ein physikalisches Gitter im Stromungsgebiet
abgebildet wird, dafl eine Koordinatenachse entlang der Korperkontur verlduft.
Die zu untersuchenden Differentialgleichungen werden ebenfalls transformiert [4],
wodurch zusétzliche Metrikterme auftreten, welche die Topologie des kérperange-
paBten Gitters widerspiegeln. In den 80er Jahren stellten Sawade et al. [81] und
Vigneron et al. [100] die ersten Simulationsergebnisse einer Flugzeugumstromung
auf diesem Gittertyp vor. Die Gittergenerierung ist sehr zeitaufwendig und er-
fordert viel Erfahrung. Mit Hilfe der transfiniten Interpolation (TFI), konformen
Abbildungen, partiellen Differentialgleichungen oder iterativen Verfahren lassen
sich strukturierte korperangepafite Gitter erzeugen [92, 54]. Stromungsloser, die
diese Gitterart benutzten sind sehr gut vektorisierbar, da die Diskretisierung auf
dem transformierten kartesischen Gitter stattfindet.
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1.2 Ziel der Arbeit

In dieser Arbeit wird der von Klein und Munz [53] vorgestellte Ansatz mit mehre-
ren Druckvariablen auf die kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen angewandyt.
Es wird ein Computerprogamm zur Simulation von schwach kompressiblen und
inkompressiblen Stromungen in komplexen Geometrien entwickelt. An Hand von
Testfaellen aus dem ingenieurwissenschaftlichen Bereich werden die Ergebnisse va-
lidiert. Mit Hilfe von Vektorisierungstechniken und schnellen Lésern fiir lineare
Gleichungssysteme wird die Rechenzeit optimiert, so dafl praxisrelevante Félle in
einer akzeptablen Zeit simuliert werden konnen.

Durch die implizite Diskretisierung der viskosen Terme und der Druck-Poisson-
Gleichung entstehen grofle, diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme. Zur iterati-
ven Losung dieser Systeme werden das SOR-Verfahren und die Krylov-Unterraum-
Methoden CG, CGS, CGSTAB und GMRES implementiert. Die Anzahl der Ite-
rationen héngt von der Konditionszahl der zugehorigen Systemmatrix ab. Zur
Konvergenzbeschleunigung wird das Ausgangssystem mit Hilfe einer Vorkonditio-
nierungsmatrix in ein dazu &dquivalentes System transformiert, das eine bessere
Konditionszahl besitzt. Zur Vorkonditionierung werden in dieser Arbeit die ILU-
, MILU-, Stone’sche ILU-Zerlegung oder die SSOR-Vorkonditionierung benutzt.
Die vorkonditionierten Krylov-Unterraum-Methoden werden an Hand verschiede-
ner Testfélle beziiglich Rechenzeit und Anzahl der Iterationen miteinander vergli-
chen.

Die Leistung eines Vektorrechners kann nur dann optimal genutzt werden, wenn
die numerischen Algorithmen der Rechnerarchitektur angepafit werden. Iterati-
onsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme bestehen zum Grofiteil aus Matrix-
Vektor-Verkniipfungen und kénnen daher auf einem Vektorrechner sehr effizient
eingesetzt werden. Durch die Vorkonditionierung ergeben sich jedoch Rekursio-
nen, die bei einer naiven Implementierung schlecht vektorisierbar sind und damit
die Rechenzeit deutlich erh6hen. Zur Vektorisierung der vorkonditionierten Itera-
tionsverfahren werden die Schachbrettnumerierung, die hyperplane ordering und
die Methode der partiellen Vektorisierung vorgestellt und diskutiert.

Es wird eine Variante des Standard 5-Punkte-Sterns zur Diskretisierung der Poisson-
Gleichung vorgestellt. Zur Losung des resultierenden linearen Gleichungssystems
wird ein ILU-vorkonditioniertes Itertionsverfahren eingesetzt, dafy in Kombination
mit der Zebranumerierung eine sehr hohe Vektorisierungsrate erreicht, da ein me-
mory bank conflict verhindert wird. Die Problematik dieser Diskretisierung bei An-
wendung auf die Druck-Poisson-Gleichung wird an Hand eines Beispiels erldutert.
Mit wachsender Anzahl an Unbekannten werden klassische Iterationsverfahren in-
effizient. Daher wird in dieser Arbeit ebenfalls ein Mehrgitterverfahren zur Lésung
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der Druck-Poisson-Gleichung entwickelt. Die Gitter werden im V-Zyklus durch-
laufen und als Glatter ist ein auf der ILU-Zerlegung basierendes Splittingver-
fahren vorgesehen. Zum Datenaustausch innerhalb der Gitterhierarchie werden
verschiedene Restriktions- und Prolongationsoperatoren vorgestellt. Der Einfluf3
dieser Operatoren auf die Gesamtrechenzeit wird fiir einen Testfall untersucht. Es
wird ebenfalls gezeigt, daf§ mit wachsender Anzahl der Unbekannten das Mehrgit-
terverfahren eine deutlich kiirzere Rechenzeit bendtigt als ein vorkonditioniertes
CG-Verfahren.

Praxisrelevante Stromungen beinhalten oftmals Réander, die nicht mit den Gitter-
linien eines kartesischen Gitters zusammenfallen. Daher werden die Navier-Stokes
Gleichungen in allgemeinen Koordinaten formuliert, so dal auch Stromungen in
komplexen Geometrien simuliert werden kénnen. Die viskosen Terme werden in der
kartesischen als auch in der kontravarianten Geschwindigkeitsformulierung imple-
mentiert. Fiir die restlichen Terme wird die kontravariante Formulierung benutzt,
da sich dadurch die transformierten Gleichungen vereinfachen.

Die direkte numerische Simulation (DNS) von Stromungen im Bereich grofler
Reynoldszahlen erfordert eine feine Auflésung der Grenzschicht. Daher werden
oftmals Turbulenzmodelle eingesetzt, um auch auf groberen Gittern ein physika-
lisch sinnvolles Ergebnis zu erhalten. In dieser Arbeit wird das Baldwin-Lomax
Modell als eines der bekanntesten algebraischen Turbulenzmodelle implementiert.
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2.1 Gleichungen

Grundlegend fiir die numerische Stromungsmechanik ist die mathematische Mo-
dellierung der auftretenden physikalischen Phdnomene. Aus den Erhaltungssétzen
fiir Masse, Impuls und Energie erhélt man ein System partieller Differentialglei-
chungen, das reibungsbehaftete Stromungen im Giiltigkeitsbereich der Kontinu-
umsannahme beschreibt:

p o+ V- (pil) =0 ()
(pui)y + V-(puou)+Vp = V-74+¢g (b) (2.1)
ee + V-(ile+p) = V-(rd)-V-¢ (c)

In der numerischen Stromungsmechanik bezeichnet man diese Gleichungen als
kompressible Navier-Stokes Gleichungen [30]. Die auftretenden Gréfien sind hier-
bei dimensionsbehaftet. In den Gleichungen beschreiben p die Massendichte, pu die
Impulsdichte, p den Druck, e die Gesamtenergie und « die Stromungsgeschwindigkeit
des Fluids. Die Gravitationskraft wird mit ¢ bezeichnet. Der Spannungstensor 7
und der Warmeflufl ¢, der von der Temperaturverteilung 7' abhéngt, ergeben sich
aus

T = u(Vi+ (Va)") + p*(V-a)l,
i = —A\VT.

Dabei bezeichnet p bzw. p* die Schub- bzw. Volumenviskositét (4* = —24) und A
den Warmeleitungskoeffizienten .

Im dreidimensionalen Fall liefert (2.1) ein System aus fiinf partiellen Differential-
gleichungen fiir sieben Unbekannte. Zur eindeutigen Beschreibung der Stromung
werden die beiden Zustandsgleichungen fiir thermisch ideales und kalorisch ideales
Gas

p = pRT (2.2)

EZCVT
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mitberiicksichtigt, so dafl sich damit ein geschlossenes System ergibt. Die Gaskon-
stante I ist als R = ¢, — ¢y definiert, wobei ¢, bzw. ¢y die spezifischen Wérmeka-
pazitédten bei konstantem Druck bzw. bei konstantem Volumen beschreiben. Die
innere Energie € steht {iber eine Energiebilanz mit der Gesamtenergie e in Verbin-
dung
1

e = pe+ §p172 . (2.4)
Fiir Stromungen im Bereich kleiner oder verschwindender Machzahlen wird System
(2.1) oftmals in den primitiven Variablen p, p und @ formuliert. Setzt man (2.1.a) in
(2.1.b) ein, so ergibt sich eine Evolutionsgleichung fiir die Stromungsgeschwindigkeit
4. Aus den Gleichungen (2.2) und (2.3) erhélt man die thermodynamische Bezie-
hung
wobei der Adiabatenexponent 7 als Quotient der beiden Warmekapazititen c, und
cy definiert ist, v = ¢,/cy. Lost man (2.5) nach e auf und setzt diesen Ausdruck
in (2.4) ein, so ergibt sich

p I,
= —— 4= . 2.6
e= Lt o (2.
Damit 148t sich die Gesamtenergie e aus der Gleichung (2.1.c) eliminieren und man
erhélt eine Evolutionsgleichung fiir den Druck. Defniert man die Dissipationsfunk-
tion @ durch
o= (V- (rd)—u-V-71),

so lauten die Navier-Stokes Gleichungen in primitiven Variablen:

pr + V - (pt) =0
U + (@-V)i+ Vp =
pe + U-Vp+wV-d = (y=1)(&-V-9

Mit Hilfe der thermischen Zustandsgleichung fiir ideales Gas (2.2) wird System
(2.7) geschlossen.

2.2 Entdimensionalisierung
Jede physikalische Grofie wird durch einen Zahlenwert, eine Einheit und eine Di-

mension beschrieben [36]. Fiir die Masse m = 10kg ist dies beispielsweise der Zah-
lenwert 10, die Einheit [kg] und die Dimension Masse. Die Menge aller moglichen

11
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Dimensionen, wie Lange, Zeit, Geschwindigkeit usw. , wird in Basisdimensionen
und abgeleiteten Dimensionen aufgeteilt. Beispielsweise 148t sich die Geschwindig-
keit (G) aus den Dimensionen Lénge (L) und Zeit (Z) ableiten, G=L/Z. Diese
Einteilung ist nicht durch ein Naturgesetz vorgeschrieben, sondern basiert auf ei-
ner internationalen Vereinbarung aus den Jahre 1960, in der sieben Basiselemente
definiert wurden. Die Basisdimensionen miissen ein vollstédndiges System bilden,
d. h. keine Basisdimension kann aus einer anderen abgeleitet werden, und jede
weitere auftretende Dimension im betrachteten Problem 14t sich aus den Ba-
sisdimensionen ableiten. Zu den jeweiligen Dimensionen gehoren entsprechende
Einheiten, die daher analog in Basiseinheiten und abgeleitete Einheiten unterteilt
werden. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Strémungen sind die vier Basisdi-
mensionen (Basiseinheiten) Lange ([m]), Zeit ([s]), Masse ([kg]) und Temperatur
([K]) relevant. Aus diesen Basiselementen lassen sich alle hier auftretenden physi-
kalischen Grofen ableiten [61].

In einem Stromungsfeld konnen die Werte der physikalischen Groflen um mehrere
GroBenordnungen variieren, beispielsweise besitzt Luft bei einer Temperatur von
294 K, 20° Celcius, eine Dichte von 1.21 kg/m® und der Druck betrigt 10°N/m?.
Dies kann in einer numerischen Stromungssimulation zu Rundungsfehlern fiihren,
da auf einem Computer nur eine endliche Zahlenarithmetik zur Verfiigung steht.
Daher wird fiir jede Grole ¢ eine dimensionsbehaftete Referenzgrofie ¢,.; festge-
legt, welche die GroBenordnung der physikalischen Grofle wiedergibt. Eine dimen-
sionsbehaftete Grofle 148t sich somit als Produkt

¢ = ¢/ : ¢7"ef (28)

darstellen, wobei ¢ keine Einheit besitzt und von der Grofienordnung O(1) ist.
Durch Einfithrung von Produkten der Form (2.8) in die stromungsmechanischen
Gleichungen (2.1) oder (2.7) ergeben sich dimensionslose Kennzahlen, die eine
Klassifizierung der Losung erlauben. Neben der Verringerung von Rundungsfeh-
lern in der numerischen Simulation beinhaltet die Entdimensionalisierung zwei
weitere Aspekte. Zum einen lassen sich mit Hilfe der Kennzahlen experimentel-
le Ergebnisse auf den realen Prozef iibertragen, da bei gleichen Kennzahlen das
Modell und das Original physikalisch dhnlich sind und die wirkenden Kréfte im
gleichen Verhéltnis stehen. Zum anderen erlaubt die Entdimensionalisierung eine
detaillierte mathematische Charakterisierung und Analyse der zugrundeliegenden
partiellen Differentialgleichungen.

Fiir Stromungen im Bereich kleiner Machzahlen unterscheidet sich die Schallge-
schwindigkeit ¢ stark vom Betrag der Stromungsgeschwindigkeit «. Daher wird im
Folgenden neben den Referenzgrofien fiir Dichte, Raumvariable und Stromungsge-
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schwindigkeit ebenfalls eine Bezugsgrofe fiir den Druck eingefiihrt

p:pl'pref f:f,'lref ﬁ:ﬁ,'uref p:p/'pref7

so daf} sich damit auch eine Referenzgrofie fiir die Schallgeschwindigkeit ergibt

Cref = \/pref/pref .

Bezugsgrofien fiir die noch verbleibenden Variablen lassen sich aus obigen Bezie-
hungen ableiten [61] wie beispielsweise die Referenzgrofe fur die Zeit

2fref = lref/uref .

Analog wird fiir jede konstante Stoffgrofie eine Bezugsgrofie definiert, die iiblich-
erweise die Konstante selbst ist, so dafl der dimensionslose Wert der Stoffgrofie
eins betriagt. Die Referenzgrofle der Gravitationskraft wird durch den Betrag des
Vektors ¢ bestimmt. Ersetzt man in (2.7) die Variablen und die Stoffgréfien durch
ein entsprechendes Produkt der Form (2.8), so ergeben sich die dimensionslosen
kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen in primitiver Form zu

w0 + (ﬁ-V)ﬁerﬂlpvp = vV T+ p=d (2.9)
pe + A-Vp+ypV-i = (y-1Ee-ZV.g

mit den in Tab. 2.1 aufgefiihrten globalen dimensionslosen Kennzahlen M, Re, Pe
und Fr. Der Einfachheit halber wird in (2.9) und im Folgenden das Superskript ’
zur Kennzeichnung der dimensionslosen Groflen weggelassen, so daf§ beispielsweise
der dimensionslose Druck mit p anstatt mit p’ bezeichnet wird.

Die Machzahl M beschreibt das Verhéltnis der Stromungsgeschwindigkeit zur
Schallgeschwindigkeit und die Reynoldszahl Re setzt die Trigheitskréifte ins Ver-
héltnis zu den Reibungskréften. Die Pecletzahl Pe ist definiert durch

Pe = Re - Pr, (2.10)
wobei die Prandtlzahl Pr eine Stoffgrofle ist und das Verhéltnis zwischen Impuls-

und Warmeausbreitung beschreibt. Die Froudezahl F'r setzt die Tragheitskréfte
ins Verhéaltnis zur Gravitationskraft.
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Bezeichnung | Abkiirzung | Definition
Machzahl M Z;_:;
Reynoldszahl Re %
Pecletzahl Pe %
Froudezahl Fr m
Prandtlzahl Pr *‘/\%ffcp

Tabelle 2.1: Dimensionslose Kennzahlen

System (2.9) beschreibt kompressible, reibungsbehaftete Stromungen und kann
mit Hilfe der dimensionslosen thermischen Zustandsgleichung fiir ideales Gas

p=pT
geschlossen werden. Die Temperatur ist hierbei entdimensionalisiert durch
T =T T
mit der Referenzgréfle T,..r, die sich aus der Bezichung
Dref = PrefRT ey

ergibt.
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3 Numerische Verfahren

3.1 Inkompressible und schwach kompressible
Verfahren

Die Unterteilung der Stromungsmechanik in kompressible und inkompressible Stro-
mungsfelder fiihrt auch zu zwei unterschiedlichen mathematischen Beschreibun-
gen der physikalischen Phénomene in den beiden Bereichen. Die inkompressi-
blen Stromungen werden durch ein elliptisch-parabolisches System beschrieben.
Die Schallgeschwindigkeit ist in diesem Fall unendlich grof3, so daf3 sich Druck-
schwankungen ohne Zeitverzégerung im Stromungsgebiet ausbreiten. Daher gentigt
der Druck auch einer elliptischen Gleichung, die in vielen inkompressiblen Verfah-
ren benutzt wird. Der Druck entkoppelt von den restlichen Gréfien und wirkt als
ein Langrange’scher Multiplikator, um die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeits-
feldes zu garantieren. Eine kompressible Strémung wird durch ein hyperbolisch-
parabolisches System beschrieben, in dem die Ausbreitungsgeschwindigkeiten end-
liche Werte besitzen, so daf§ auch Unstetigkeiten in der Losung auftreten kénnen.
Druck und Dichte sind iiber eine Zustandgleichung miteinander gekoppelt.
Beginnend mit der MAC-Methode [44] fiir inkompressible Stromungen wurden in
den letzten 35 Jahren viele numerische Verfahren entwickelt und auch inkompres-
sible Verfahren fiir schwach kompressible Stromungen erweitert. Die naive Anwen-
dung von kompressiblen Verfahren auf Strémungen im Bereich kleiner Machzahlen
fithrt zu unphysikalischen Losungen [40, 84]. Die Ursache dafiir sind unter ande-
rem Rundungs- und Abschneidefehler [49, 84]. Im Folgenden werden einige inkom-
pressible Verfahren und deren Erweiterungen fiir kompressible Stromungen kurz
vorgestellt. Fiir eine detailliertere Beschreibung von Verfahren zur Simulation von
Stromungen sei auf [30, 47, 28] verwiesen.

MAC-Verfahren (Harlow und Welch)

Das MAC-Verfahren [44], marker and cell, ist ein strukturiertes Finite-Differenzen-
Verfahren zur Berechnung von instationédren Losungen der inkompressiblen Navier-
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3 Numerische Verfahren

Stokes Gleichungen unter Beriicksichtigung der Gravitationskraft und von freien
Oberflachen. Es ist eines der ersten Verfahren, welches ein versetztes Gitter be-
nutzt, bei dem die Geschwindigkeiten auf dem Rand und die skalaren Gréfien im
Zellmittelpunkt definiert sind. In jedem Zeitschritt ist eine Possion-Gleichung fiir
den Druck zu l6sen. Zum Startzeitpunkt werden Marker-Partikel innerhalb der Zel-
len plaziert, die dann in jedem Zeitschritt auf Grund des Geschwindigkeitsfeldes
neu plaziert werden. Die Partikel haben keinen direkten Einflufl auf die Berechnung
des Stromungsfeldes, sie dienen nur zur Unterscheidung von Zellen mit und ohne
Fliissigkeit und zur Visualisierung der Grenzflache. Durch eine Kombination der
Impulsgleichung und der Divergenzbedingung erhélt man eine Poisson-Gleichung
fiir den Druck auf der neuen Zeitschicht, durch den sich das neue Geschwindig-
keitsfeld berechnen 1a88t. Formal verlduft ein Zeitschritt wie folgt:

e Losen der Poisson-Gleichung Ap™! = R(u™,v") — p**!

n+1 ,n+1

e Neue Geschwindigkeiten durch Impulsgleichung — u

e Verschiebung der Marker-Partikel

, U

Das versetzte Gitter und die Druck-Poisson-Gleichung sind immer noch ein wesent-
licher Bestandteil von vielen modernen Verfahren. Variationen der MAC-Methode
sind in [30] aufgefiihrt.

ICE-Verfahren (Harlow und Amsden)

Das ICE-Verfahren [45]. Implicit Continous Eulerian, ist eine Erweiterung des
MAC-Verfahrens fiir kompressible instationdre Stromungen. Der Reibungsterm
wird dabei durch einen kiinstlichen viskosen Druckterm modelliert, der beispiels-
weise proportional zur Divergenz der Geschwindigkeit gewihlt werden kann. Ana-
log zum MAC-Verfahren werden Finite-Differenzen auf einem versetztem Gitter
benutzt. Die beiden zusétzlichen Variablen fiir die Gesamtenergie und die Dichte
sind in der Zellmitte definiert. Durch eine Kombination der implizit diskretisierten
Impulsgleichung mit der Kontinuitatsgleichung erhélt man ein lineares Gleichungs-
system in Form eines Neun-Punkte-Sterns fiir die Dichte auf der neuen Zeitschicht.
Durch die Zustandsgleichung 1&8t sich aus der Dichte der Druck zum neuen Zeit-
punkt und daraus mit Hilfe der Impulsgleichung ein neues Geschwindigkeitsfeld
berechnen. Ein Zeitschritt verlduft formal wie folgt:

e Losen eines LGS in Form eines Neun-Punkte-Sterns —  pn !
e Druck durch Zustandsgleichung —  pn*!

e Neue Geschwindigkeiten durch Impulsgleichung — w
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3.1 Inkompressible und schwach kompressible Verfahren

Fiir Stromungen im Bereich von kleinen Machzahlen treten nur sehr kleine Dichte-
schwankungen auf. Ein iterativer Loser fiir das LGS der Dichte p"™! wiirde somit
nur unbefriedigende Ergebnisse liefern. Daher wird das Gleichungssystem fiir die
Hilfsgrofle o, in der die Dichtedifferenz zum konstanten Hintergrundswert mit dem
Quadrat der Schallgeschwindigkeit skaliert wird, aufgestellt. Im Fall der inkompres-
siblen Stromung degeneriert das LGS fiir o zur Druckgleichung der MAC-Methode.

Projektionsmethoden (fractional-step) (Chorin, Temam)

Chorin [20] und Temam [91] entwickelten unabhéngig voneinander das Projekti-
onsverfahren zur numerischen Losung der zeitabhéngigen inkompressiblen Navier-
Stokes Gleichungen auf einem nicht versetzten Gitter. Durch eine explizite Diskre-
tisierung der Impulsgleichung ohne den Druckgradienten erhélt man einen Schétzer
u* fiir das Geschwindigkeitsfeld auf der neuen Zeitschicht. Dieser geht in die rech-
te Seite einer Poisson-Gleichung fiir den Druck ein, so dafl sich der Druck auf der
neuen Zeitschicht bestimmen 148t. Mit der Impulsgleichung erhélt man dann das
Geschwindigkeitsfeld zum neuen Zeitpunkt, das der Divergenzbedingung geniigt.
Das Losen der Druck-Poisson-Gleichung kann als Projektionsschritt interpretiert
werden, denn dadurch wird das Geschwindigkeitsfeld v* in einen divergenzfreien
und einen rotationsfreien Teil aufgespaltet.

* *

e Diskrete Impulsgleichung ohne Druckterm —  u*, v

e Projektionsschritt Ap"*t = R(u*,v*) — p*t!

n+1 ,n+l

e Diskrete Impulsgleichung — ™ v
Das Verfahren a8t sich auch fiir schwach kompressible Strémungen erweitern,
indem im Projektionsschritt das Geschwindigkeitsfeld (u*, v*) auf einen Raum mit
vorgegebener Divergenz projiziert wird und nicht wie im inkompressiblen Fall in
den Raum der divergenzfreien Vektorfelder. Eine ausfiihrliche Beschreibung von
Projektionsmethoden findet man in [69].

Kiinstliche Kompressibilitdt (Chorin)

Fiir inkompressible Stromungen ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Druck-
storungen unendlich hoch, was zu einem sehr steifen System fiir die Stromungs-
variablen fiihrt. In dieser Methode von Chorin [21] wird in die inkompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen eine kiinstliche Kompressibilitit derart eingefiihrt, daf3
im stationdren Zustand eine Losung der Ausgangsgleichungen vorliegt. Das modifi-
zierte System erhélt man, indem der Kontinuitatsgleichung eine zeitliche Ableitung
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3 Numerische Verfahren

der Drucks hinzugefiigt wird
1
—th + V- u=0.
c

Dadurch wird die unendliche Schallgeschwindigkeit durch die endliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit ¢ ersetzt, und das urspriinglich hyperbolisch-elliptische Sy-
stem geht in ein rein hyperboliches System iiber, abgesehen von den parabolischen
Reibungstermen. Zur Diskretisierung wird ein Finite-Differenzen Verfahren auf ei-
nem nicht versetzten Gitter benutzt. Wird der Parameter ¢ grofl gewéhlt, so ist die
obige Gleichung nahe an der urspriinglichen Bedingung V-4 = 0. Das modifizierte
System hat im zweidimensionalen Fall die Eigenwerte

Ae = u,u = Vu?+c? , Ay =v,vE V242

so daB fiir grofe Werte von ¢ die Zeitschrittweitenbedingung sehr restriktiv wére.
Wiéhlt man dagegen ¢ sehr klein, wird im Verlaufe der Rechnung die Divergenz-
bedingung nicht genau genug eingehalten, was zu Stabilitdtsproblemen im tran-
sienten Bereich fithren kann [30]. Diese Vorgehensweise von Chorin ist der erste
Ansatz zur Priakonditionierung der stromungsmechanischen Gleichungen und wur-
de 20 Jahre spéter in [93] in einer allgemeineren Version formuliert.

SIMPLE-Typ Verfahren (Patankar und Spalding)

Die Klasse der impliziten Druckkorrektur Verfahren vom SIMPLE-Typ, semi-
implicit method for pressure linked equations, gehen in ihrer urspriinglichen Form
auf Patankar und Spalding [67] zuriick, die Anfang der 70er Jahre ein Verfahren
zur Berechnung von inkompressiblen Stromungen vorstellten. Ausgehend von ei-
ner Abschitzung p* fiir den Druck p"*! wird mit Hilfe der Impulsgleichung ein
Schétzer (u*,v*) fir das Geschwindigkeitsfeld auf der neuen Zeitschicht ermittelt

A ( Z ) +Vpt = F(u™,o"). (3.1)

Dabei ist V der diskrete Gradientenoperator und A eine Matrix, die durch die
Diskretisierung der konvektien und diffusiven Terme entsteht. Das damit erhal-
tene Geschwindigkeitsfeld (u*,v*) ist im allgemeinen nicht divergenzfrei. Mit der
Zerlegung

Wt =ut+ou , VT =v+ s, p"T=p"+p

und unter der Voraussetzung, dafl die Werte auf der neuen Zeitschicht ebenfalls
Gleichung (3.1) geniigen, erhédlt man eine Beziehung zwischen den Korrekturter-
men

A- ( fif ) — —Vép. (3.2)
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3.1 Inkompressible und schwach kompressible Verfahren

Das Geschwindigkeitsfeld zum neuen Zeitpunkt mufl der Divergenzbedingung
il _ o [ W HOu )
V.-q" =V <v*—|—(5v>_0 (3.3)

geniigen. Daraus ergibt sich eine Beziehung zwischen den Korrekturen und den
Schétzern der Geschwindigkeiten

v(n) = (). (34

Multipliziert man Gleichung (3.2) von links mit A~! und wendet auf beiden Seiten
den Divergenzoperator an, so ergibt sich

. ( o ) _ T (—A - Top). (3.5)

Mit Hilfe der Divergenzbedingung (3.4) konnen die Geschwindigkeitsterme elimi-
niert werden, so dafl

V(4 ap) =V ( " ) (3.6)
gilt. Damit wird analog zum Projektionsverfahren das geschétzte Geschwindig-
keitsfeld (u*,v*) auf den Raum der divergenzfreien Geschwindigkeitsfelder abge-

bildet. Zerlegt man die Matrix A = D+ B, wobei D eine Diagonalmatrix ist, dann
148t sich A~! durch D~! approximieren und es ergibt sich

V(Dl.wp):v-(ﬁj:). (3.7)

Das Druckkorrektur-Gleichungssystem (3.6) wird durch System (3.7) nur ndherungs-
weise gelost. Daher muf iiber die Druckkorrektur op iteriert werden. Formal verlauft
ein Zeitschritt wie folgt:

e [teration

o Diskrete Impulsgleichung (3.1) —  (u*,v*)
o Druckkorrekturgleichung (3.7) —  dp

o Geschwindigkeitskorrekturen (3.2) —  du,d0v

*

opt=p*+p,ut=..., 0" =...
o du, dv, op <e?

° anrl — p*’ un+1 — u*’ ,Un+1 — ’U*
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3 Numerische Verfahren

Innerhalb der Iteration kénnen die Korrekturterme auch mit einem Relaxations-
faktor a € (0,1] zum alten Schétzwert addiert werden. Dadurch wird der Ap-
proximationsfehler erniedrigt [61], aber die Anzahl der Iterationen erhoht sich.
Aufbauend auf dem SIMPLE-Verfahren wurden spéter das SIMPLER- [66] und
das SIMPLEC-Verfahren [99] entwickelt.

PI1SO-Methode (Issa)

Die PISO-Methode [50], pressure implicit with splitting of operators, angewandt auf
die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen lduft in drei Teilschritten ab. Die
ersten beiden Schritte sind analog zum SIMPLE-Verfahren. In einem Préadiktor-
schritt wird aus der Impulsgleichung eine Abschétzung (u*,v*) fiir das neue Ge-
schwindigkeitsfeld berechnet. Diese geht im zweiten Schritt in die rechte Seite
einer Druck-Poisson-Gleichung mit ein, die einen Schétzer p* fiir die neue Druck-
verteilung liefert. Mit der Impulsgleichung erhédlt man das dazu passende Ge-
schwindigkeitsfeld (u**,v**). Im dritten Schritt wird ein zweiter Korrekturschritt
durchgefiihrt, in dem eine Druck-Poisson-Gleichung fiir den endgiiltigen Druck
p"™! mit den bekannten Werten (u**,v**) auf der rechten Seite gelést wird. Ana-
log zum ersten Korrekturschritt wird mit Hilfe der Impulsgleichung daraus das
endgiiltige Geschwindigkeitsfeld (u"*!,v"*1) berechnet. Das PISO-Verfahren ist
auch auf kompressible Stromungen erweiterbar. Ergebnisse fiir inkompressible und
schwach kompressible Testfiille werden in [51] diskutiert.

Wirbelstarke-Stromfunktion Formulierung

Neben der Formulierung in den primitiven Variablen p, u, v lassen sich die inkom-
pressiblen Navier-Stokes Gleichungen auch mit Hilfe der Wirbelstérke

W= Uy — Uy (3.8)

und einer Stromfunktion ¢ mit

O o
= — = —— 3.9
Yoy 0 "7 o (3:9)
formulieren. Durch Ableiten der u- bzw. v-Impulsgleichung nach y bzw. x und an-
schliefendes Subtrahieren der beiden Gleichungen 148t sich der Druck eliminieren

und man erhélt eine Evolutionsgleichung fiir die Wirbelstérke
Wt + Uy + vwy = (Wee + wyy )/ Re. (3.10)

Durch Einsetzten von (3.9) in (3.8) ergibt sich eine Poisson-Gleichung fiir die
Stromfunktion
A = —w. (3.11)
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3.1 Inkompressible und schwach kompressible Verfahren

Aus Gleichung(3.10) lassen sich mit Hilfe von (3.9) die Geschwindigkeiten eliminie-
ren und man erhélt ein parabolisches System mit zwei Gleichungen fiir die beiden
Unbekannten w und . Die Gleichungen kénnen getrennt von einander gelost wer-
den. Ein Zeitschritt lduft folgendermafien ab:

e Losen der Transportgleichung (3.10) —  w"'!

e Losen der Poisson-Gleichung (3.11) —  o"*!

e Differenzieren von "1 —

Differenziert man die u- bzw. v-Impulsgleichung nach = bzw. y und addiert die
beiden Gleichungen, so erhédlt man eine Bestimmungsgleichung fiir den Druck

Ap = 2(rathyy — ()?).

Im zweidimensionalen Fall wird durch diesen Ansatz die Anzahl der Unbekann-
ten, und dadurch auch die Anzahl der zu 16senden Gleichungen, von drei auf zwei
reduziert. Problematisch bei dieser Methode ist jedoch die Formulierung der Rand-
bedingungen fiir die Wirbelstérke [30]. Desweiteren sind die meisten Turbulenz-
modelle fiir die primitive Formulierung der Navier-Stokes Gleichungen entwickelt
worden. Im dreidimensionalen Fall erhoht sich durch diesen Ansatz die Anzahl der
Unbekannten von vier auf sechs. In [30] werden zwei Methoden zur Losung dieses
System vorgestellt. Beide Verfahren benutzen je eine Transportgleichung fiir die
drei Komponenten der Wirbelstérke, unterscheiden sich jedoch in den zusétzlichen
Gleichungen fiir das Geschwindigkeitsfeld. Dennoch hat sich der Wirbelstérke ba-
sierte Ansatz zur Simulation von dreidimensionalen Stromungen nicht durchsetzen
konnen, da der Rechenaufwand sehr hoch ist.

Finite-Elemente-Methoden (FEM)

In den meisten der oben angefiihrten Verfahren wird eine Druck-Poisson-Gleichung
hergeleitet, um die Kopplung zwischen Druck und Geschwindigkeit zu realisieren.
Die FE-Methoden diskretisieren direkt die inkompressiblen Navier-Stokes Glei-
chungen, die in diesem Zusammenhang haufig als

L@=0 g=(u,9,p) (3.12)
formuliert werden. Hierbei bezeichnen die iiberstrichenen Groflen die exakten Wer-

te und L den Differentialoperator. Das Strémungsgebiet wird in n viereckige oder
dreieckige Zellen unterteilt, die man auch Elemente nennt. Auf diesen Elementen
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sind Ansatzfunktionen ®; definiert, die nur innerhalb eines Elements von Null ver-
schieden sind. Die drei Stréomungsvariablen u, v, p werden in eine endliche Reihe

entwickelt . . )
u=Y ugl  v=Y vudl  p=y pdl. (3.13)
=1 i=1 i=1

Dabei kénnen Polynome oder trigonometrische Funktionen als Ansatzfunktionen
®, gewihlt werden. Setzt man diese Ansétze in Gleichung (3.12) ein, so ergibt sich

L(g) = R, (3.14)

wobei der Vektor ¢ nun die Reihenansétze (3.13) enthélt. Der Defekt R ist im Allge-
meinen von Null verschieden. Die Koeffizienten u;, v;, p; werden dadurch bestimmt,

dal man das Integral des gewichteten Residuums iiber das Stromungsgebiet ) zu
Null fordert

/ W;R d) = 0. (3.15)
Q

Die Funktionen W; werden als Testfunktionen oder Gewichtungsfunktionen be-
zeichnet und in der Wahl der W; unterscheiden sich die verschiedenen Verfahren aus
der Gruppe der weighted-residual-Methoden (WRM). Ein Vertreter dieser Gruppe
ist das Galerkin-Verfahren, bei dem die Testfunktionen gleich den Ansatzfunktio-
nen gesetzt werden. Damit wird gefordert, dal das Residuum R orthogonal zu dem
Unterraum der Ansatzfunktionen ¢; ist. Bilden die ¢; eine vollstédndige Basis, dann
konvergiert die Ndherung ¢ gegen den exakten Wert ¢, wenn man die Anzahl der
¢;, und somit auch die Anzahl der Elemente im Stromungsgebiet erhoht. System
(3.15) liefert im instationdren Fall ein System gewohnlicher Differentialgleichun-
gen fiir die unbekannten Koeffizienten w;(t), v;(t), p;(t). Im stationéren Fall ergibt
sich ein nichtlineares algebraisches System fiir die Koeffizienten, [30]. Die Wahl
der Ansatzfunktionen ¢; ist nicht ganz trivial. Wahlt man fiir die Geschwindigkei-
ten und den Druck einen polynomialen Ansatz von gleicher Ordnung, so kénnen
unphysikalische Oszillationen im Druck auftauchen. Wird dagegen ein gemischter
Ansatz in Form einer biquadratischen Interpolation fiir die Geschwindigkeit und
einer bilinearen Interpolation fiir den Druck gewéhlt, verschwinden die Oszillatio-
nen. Generell 148t sich sagen, dafl die Ordnung der Druckinterpolation um eins
kleiner sein muf} als die Ordnung der Geschwindigkeitsinterpolation, damit kei-
ne Druckoszillationen auftreten. Ahnlich wie bei der kiinstlichen Kompressibilitét
1Bt sich auch hier der Druck aus den Gleichungen eliminieren, indem man die
Kontinuitatsgleichung durch

ep+V-u=0, (3.16)

mit € € [1072,1074] ersetzt. Diese Vorgehensweise wird auch als penalty-function-
Methode bezeichnet. Werden die Druckgradienten in der Impulsgleichung durch
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obigen Ausdruck ersetzt, erhélt man nach Anwendung der Galerkin-Diskretisierung
ein System, in dem nur noch die Koeffizienten der Geschwindigkeiten vorkommen
[80]. Die Druckverteilung kann anschlielend durch (3.16) bestimmt werden.

3.2 Der MPV-Ansatz

Die Machzahl ist ein Maf fiir die Kompressibilitidt einer Stromung und charakte-
risiert das zugrundeliegende Stromungsfeld. Sie ist als Quotient aus dem Betrag
der Stromungsgeschwindigkeit @ und der Schallgeschwindigkeit ¢ definiert

Geht die Machzahl gegen Null, so ist das gleichbedeutend mit einer Erh6hung der
Schallgeschwindigkeit bei gleichbleibender Stromungsgeschwindigkeit

M<1 = c> |l .

Betrachtet man beispielsweise die eindimensionalen Eulergleichungen, deren Wel-
lengeschwindigkeiten durch

a] =u—=c as = U as=u-+c¢

gegeben sind, so streben zwei der drei Ausbreitungsgeschwindigkeiten gegen —oo
bzw. +00 wenn die Machzahl gegen Null geht. Im Stromungsgebiet existieren da-
her Storungen, die sich mit as , also der Stromungsgeschwindigkeit ausbreiten,
als auch Storungen, die sich sehr schnell mit a; und az ausbreiten. Dies fiihrt
zu einem schnellen Druckausgleich im gesamten Stromungsgebiet, und es bauen
sich keine grofien Druckgradienten auf, die eine Dichtednderung auf Grund von
Kompression erzeugen konnten. Im stationdren Fall sind die Druckfluktuationen
von der Gréfienordnung O(M?), wohingegen der nahezu konstante Hintergrunds-
druck O(1) ist. Dieser Unterschied in den Groflenordnungen fithrt zu numerischen
Problemen bei der Druckgradientenberechnung fiir Stromungen im Bereich klei-
ner Machzahlen. Durch die hohen Wellengeschwindigkeiten a; und a3 wird der
Zeitschritt fiir explizite Verfahren durch die CFL-Bedingung stark eingeschrinkt

At

— max(c+ |u|) < 1.

o max(c+ Ju]) <
Die Diskrepanz in den Ausbreitungsgeschwindigkeiten a; fithrt zu numerischen
Problemen bei der impliziten Diskretisierung. Denn hierbei erhélt man ein steifes

System algebraischer Gleichungen, so daf ein iterativer Loser unter Umsténden
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eine hohe Anzahl an Iterationsschritten benotigt.

Die Erweiterung von kompressiblen Verfahren auf inkompressible Stromungen und
umgekehrt erfordert eine mathematische Analyse der physikalischen Grossen im
betrachteten Grenzbereich. Dieses Verhalten kann mit Hilfe von asymptotischen
Entwicklungen [82] untersucht werden. Eine asymptotische Analyse der kompres-
siblen Euler-Gleichungen im Regime kleiner Machzahlen wurde in [53] vorgestellt
und in [74] auf die kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen erweitert. Im Fol-
genden wird noch einmal die prinzipielle Vorgehensweise beschrieben. Jede der be-
trachteten Variablen p, p, i, die alle vom Ortsvektor 5 und von der Zeit t abhédngen,
wird in eine Potenzreihe der Form

FC M) = fO 4 MO 4 M2 4+ O(M?) (3.17)

entwickelt. Die Reihenglieder hdangen von zwei Raumskalen 7 und 5 ab. Die kleine
Raumskala 7 ist von der gleichen Gréflenordnung wie 5, wohingegen 5 um die
GroBenordnung M grofler ist als 5 Beide Raumskalen sind iiber die Machzahl
miteinander gekoppelt

fO =5z ety mit £=0MzT), T=0(C).

Auf der feinen Raumskala & werden kleine Stromungsstrukturen wie beispielsweise
Wirbel dargestellt. Die grofle Raumskala 5 dient zur Darstellung von langwelligen
Phé&nomenen wie akustische Wellen. Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich fiir die
Ableitungen

VIO =v,f® 4 Mng(i),

wobei mit den Indizes x und £ die Ableitungen beziiglich der z- und der £-Skala
bezeichnet werden. Der Ansatz (3.17) wird in die kompressiblen, dimensionslosen
Navier-Stokes-Gleichungen (2.7) eingesetzt und die dadurch erhaltenen Terme nach
Potenzen der Machzahl sortiert. Damit erhélt man ein System von asymptotischen
Gleichungen von denen die Dichte-Gleichung fiihrender Ordnung,

pgo) + 79 . v, p0 4+ pOv, . 70 =, (3.18)
die Geschwindigkeitsgleichungen fithrender, erster und zweiter Ordnung,
v.p? =0, (a)
Vop + Ve =0, (D)
@0 + G . v, G + ﬁ(vxp@) +Vep) =
A0 + Vi (Ve @) + 257,

_1 _1
Rep(0) 3Rep(0)
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sowie die Druckgleichungen fithrender und erster Ordnung,

Y 7™ . v,p© 4 g . v, p0
O - Vep®) + ypOV, - 70 4
ypO(V, - i + Ve - i) =
NpeTO + SN, TO 2N, TO)

(3.20)
(b)

7
PrRe
fiir die weiteren Betrachtungen relevant sind. Aus Gleichung (3.19a) folgt, daf
der Druckterm fithrender Ordnung, p®, auf der kleinen Raumskala Z konstant

ist. Intergriert man Gleichung (3.19b) iiber ein beliebiges Kontrollvolumen V' und
wendet den Gauss’schen Satz an, so erhélt man

v oV

Hierbei bezeichnet 0V den Rand des Kontrollvolumens und |V| den Volumenin-
halt von V. Das Kontrollvolumen V ist beliebig gewihlt, so da Gleichung (3.21)
auch fiir |V| — oo gilt. Dividiert man diese Gleichung durch |V| und bildet den
Grenzwert fiir |V| — oo, so erhélt man

1
lim — Mds + Vep® = 0. 3.22
T Wp €D (3.22)

Der Druck kann aus physikalischen Griinden nicht beliebig anwachsen. Damit ist
auch die Komponente pt) beschrinkt und der erste Summand in Gleichung (3.22)
verschwindet fiir |V'| — oo. Es ergibt sich

Vep® = 0. (3.23)

Daraus folgt, da der Druckterm p® nur in der Zeit variieren kann. Setzt man
Gleichung (3.23) in die Bezichung (3.19b) ein, so erhélt man

v.pM = 0. (3.24)
Damit ist p™") auf der kleinen Skala konstant und der Gesamtdruck 18t durch
p(@,t, M) = pO(t) + Mp™M (€, 1) + M*pP (T, € 1) (3.25)

beschreiben. Die drei Druckterme lassen sich auch physikalisch interpretieren.
Der raumlich konstante Anteil p(® stellt den thermodynamischen Hintergrunds-
druck dar und erfiillt im Grenzfall M = 0 die Zustandsgleichung. Man erhalt ihn,
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indem man den Gesamtdruck p iiber das Stromungsgebiet {2 mittelt
0 1
p(t) = — [ p(z,t) dSd. (3.26)
2 Jo

Die zeitliche Entwicklung von p(® erhilt man aus Gleichung (3.20a) durch Integra-
tion {iber das Rechengebiet €2. Mit Hilfe des Gauss’schen Satzes und der Beziehung
(3.19a) ergibt sich daraus

0 — 9
' 1 Joa

Hierbei bezeichnet 02 den Rand des Integrationsgebiets und 77 den Normalenvek-
tor auf 9. Die zeitliche Anderung des Druckterms fiithrender Ordnung kann daher
nur durch Kompression oder Warmezufuhr iiber den Rand erfolgen. Die thermody-
namischen Effekte {iber den Rand des Stromungsgebiets haben auch einen Einflufl
auf den Wert der Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes. Setzt man die Beziehungen
(3.27) und (3.19a) in Gleichung (3.20a) ein und integriert iiber das Rechengebiet
2, so erhélt man nach Anwendung des Gauss’schen Satzes

v

S — T ids. 27
PTR6|Q| QQV nas <3 )

a9 . gds +

v, 70 = L 70 4
12 Joq
o (3.28)
1 AT
S S B A AN P
pOPrRe|Q| Jaq " S+p(0)PrRe

Damit ist die Divergenz der Geschwindigkeit von Null verschieden, falls Kompres-
sion oder Warmefluf} iiber den Rand stattfindet.

Der zweite Druckterm p™) variiert nur auf der groBen Raumskala E und enthéalt da-
her die langwelligen akustischen Druckwellen. Den zeitlichen Verlauf dieses Druck-
anteils erhélt man aus Gleichung (3.20b). Durch Integration iiber ein beliebiges
Kontrollvolumen V' und mit Hilfe der Beziehungen (3.19a), (3.23) und (3.24) er-
gibt sich daraus

(1)
p 4 22 / V. - @0 dz+
VI Jv

©
7|1€/| /(Vz.ﬁ(1)+v£.ﬁ(0))dx _ (3.29)
14

i
(AT + ALTO 4 AL TO) da.
PrRe|V| /V( e Bel T ) dr
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3.2 Der MPV-Ansatz

Die Volumenintegrale konnen unter Anwendung des Gauss’schen Integrationssat-
zes auf Randintegrale transformiert werden

70 . i7ds +

(1) ’Yp(l)
' V]

(0) 0)
P o o 7. / ~(0) .

- Ve -aVdx = (3.30)
VT Jov vi e

b (0) (0) (1)
VT +v. 70 4+ v, 7W) ¢
PrRe|V| BV( ¢ ¢ ) ds

und fiir den Grenziibergang |V| — oo ergibt sich daraus

Vv =0.
[V]—o0 |V| / ¢

Aus dieser Grenzwertbetrachtung schliefit man, daf} sich die Terme aus Gleichung
(3.29), die eine x-Ableitung enthalten, schon fiir grole, aber endliche Kontrollvol-
lumina gegenseitig balancieren. Damit kann nur der Term

1 ﬁ =
O, - _/ Ve d® — 4pOv,.7
VIS
einen Einflu auf die zeitliche Entwicklung von p® haben und die Evolutionsglei-
chung fiir pt") ergibt sich zu
Y+ OV T = 0. (3.31)

Zur Losung von Gleichung (3.31) benétigt man ebenfalls eine Aussage iiber die
zeitliche Entwicklung des Mittlewerts 4. Dazu multipliziert man Gleichung (3.19¢)
mit p(®) und addiert anschlieBend die Beziehung (3.18). Integriert man diese Glei-
chung iiber ein Kontrollvolumen V' und wendet den Gauss’schen Satz an, so ergibt
der Grenziibergang |V| — oo

1
(pid), + Vep'! = 7,2P9 (3.32)

wobei die Mittelwerte durch

pi Vl / P Vl /
_ [ oz04 _ [0
p pudr o, P P
| | \%4 | | \%4

definiert sind. Analog ergibt sich aus der Dichtegleichung fithrender Ordnung (3.18)

1

B, = 0. (3.33)
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Definiert man den Geschwindigkeitsterm und den Dichteterm fiihrender Ordnung
jeweils als einen Mittelwert plus eine Schwankungsgrofie

PO=p+p , @ =7+4

so erhélt man unter Beriicksichtigung von Beziehung (3.33)

— 1 = = ~= ~ 5
(pif), = ] / puy + piiy + (pii)y + (pti)e d. (3.34)
v

Da die Mittelwerte der Schwankungsgréfien verschwinden

=0 , @=0,

Y|

werden auch der zweite und dritte Term in Gleichung (3.34) zu Null, und es ergibt
sich

(pt0), = iy + (ptD),. (3.35)
Mit dieser Beziehung folgt aus Gleichung (3.32)

(7id),

= — 1 —
U+ Ve [p= 559 - (3.36)

Damit wird der zeitliche Verlauf des Druckterms p™) durch die beiden Gleichun-
gen (3.31) und (3.36), die ein System linearisierter akustischer Gleichungen bilden,
bestimmt.

Der dritte Druckanteil p® verliert im Grenzfall M = 0 seine physikalische Be-
deutung und agiert als ein Langrange’scher Multiplikator, der die Einhaltung der
Divergenzbedingung erzwingt. Man nennt diesen Anteil auch den inkompressiblen
Druck, da p® fiir M = 0 identisch mit dem Druck p der inkompressiblen Navier-
Stokes Gleichungen ist.

Durch die Untersuchung der asymptotischen Gleichungen (3.18)-(3.20) wird er-
sichtlich, daB Geschwindigkeitsterme und Dichteterme hoherer Ordnung, also p®,
@@ mit ¢ > 0, nur auf Terme hoherer Ordnung wirken. Somit kénnen diese Terme
in der Entwicklung (3.17) vernachléssigt werden. Im Gegensatz dazu haben die er-
sten drei Druckterme, sprich p(®, p® und p® direkten Einflufl auf den fithrenden
Term der Dichte und den der Geschwindigkeit. Daher wird im MPV-Ansatz der
Druck in drei relevante Komponenten, die von zwei Raumskalen und einer Zeitskala
abhéngen, zerlegt. Die mathematischen Analyse liefert die zeitliche und raumliche
Entwicklung dieser drei Komponenten und ihre physikalische Interpretation. In
Abschnitt 3.4 wird die praktische Umsetzung des MPV-Ansatzes vorgestellt.
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i—1 i 141
Abbildung 3.1: Der MUSCL-Ansatz mit linearer Rekonstruktion

3.3 Der MUSCL-Ansatz

Hohere Ordnung fiir die Raumdiskretisierung erhélt man beispielsweise mit dem
MUSCL-Ansatz, monotone upstream-centered schemes for conseravation laws, der
in diesem Abschnitt fiir eine lineare hyperbolische Differentialgleichung auf ei-
nem #quidistanten Gitter diskutiert wird. Eine allgemeinere Abhandlung dieser
Vorgehensweise ist in [47] zu finden. Betrachtet man die eindimensionale Trans-
portgleichung

u + au, =0, (3.37)

und diskretisiert sie mit einem expliziten Euler-Verfahren in der Zeit und Upwind-
Differenzen im Raum, so ergibt sich ein Verfahren erster Ordnung in Raum und
Zeit:

n+1 _.n

A U; — Ui , a>0
wrtl =g — 2 t{( 1 (3.38)

' b Aw (i1 —wi) , a<0

Hierbei wird angenommen, dafl die Gréfe w in jeder Zelle konstant ist. Zur Erh6hung
der rdumlichen Diskretisierungsordnung wird in jedem Gitterpunkt eine lineare Re-

konstruktionen der unbekannten Grofie u aufgestellt und damit neue Werte an der
linken und rechten Zellwand berechnet, vgl. Abb.3.1,

Ax
Uiy = ui+73i
3.39
Ag (3.39)
Uj— = U; — —S5;.
’ 2

Das entspricht einer Taylor-Reihenentwicklung um den Punkt u; mit s; als Appro-
ximation fir u, in z;. Die Grofle s; wird aus den benachbarten Punkten bestimmt

S; = Si(ui—l,ui>ui+1)-
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Zur Gewéhrleistung der Monotonie des Verfahrens, werden Steigungslimiter wie
beispielsweise die minmod-Funktion eingesetzt, um die Steigung s; zu bestimmen:

l; , ‘li’<|7’i|, li-r; >0
s; = minmod(l;, ) =< i, |l > |ril, L7 >0 (3.40)
0o , lz -r; <0

Dabei sind [; und r; der linke und rechte Differenzenquotient im Punkt z;

li = (Uz — Ui_l)/AI,
T, = (ui—H — Uz)/AlL'

Durch die Steigungslimiter wird verhindert, dafl bei Unstetigkeiten von u die nu-
merische Losung unphysikalische Oszillationen aufweist. Nachteil dabei ist aber,
daf dieses Verfahren in lokalen Extrema nur noch erster Ordnung ist, da dort s;
auf Null gesetzt wird und somit eine konstante Verteilung von u in der Zelle ange-
nommen wird, u; = u = u_. Wendet man das Upwind-Verfahren in Kombination
mit dem MUSCL-Ansatz auf Gleichung (3.37) an, so ergibt sich

1 VAN (Uit —wim1,4) , a>0
v

(ig1,— —u;—) , a<0

mit den extrapolierten +/- Werten aus (3.39). Im Fall einer positiven Transport-
geschwindigkeit a > 0 werden die beiden Steigungen s; und s;_; benétigt. Ist eine
der beiden Steigungen Null, erhélt man ein Verfahren erster Ordnung. Analoges
gilt im Fall einer negativen Transportgeschwindigkeit a < 0.

Als Fazit ergibt sich, dafl die Upwind-Differenzen mit MUSCL-Ansatz und dem
Steigungslimiter (3.40) auf einem dquidistantem Gitter ein Verfahren zweiter Ord-
nung im Raum liefern, das jedoch in lokalen Extrema nur erster Ordnung ist.

3.4 Das Mpv2d-Verfahren

In dem Mpv2d-Verfahren [74, 63] wird der Ansatz aus [53] auf die kompressiblen
zweidimensionalen Navier-Stokes Gleichungen erweitert. Das Verfahren ist eine
fractional-step-Methode, in der die Gleichungen durch Finite-Differenzen auf ei-
nem versetzten Gitter diskretisiert werden. Im Folgenden werden die elementaren
Schritte des Verfahrens fiir ein kartesisches Gitter vorgestellt. In Kapitel 6 wird
dieses Verfahren auf kérperangepafite strukturierte Gitter erweitert.

Motiviert durch die mathematischen Betrachtungen aus Abschnitt 3.2 und die Er-
gebnisse in [53] ergibt sich folgender Reihenansatz fiir die physikalischen Grofien
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3.4 Das Mpv2d-Verfahren

der Navier-Stokes Gleichungen
p(E,t, M) = pO(t) + MpW(&, 1) + M*p?(F,E.1)
a(z,t, M) = a4 (zt
p@ M) = pO(&.1).

(3.41)

Fiir das Geschwindigkeitsfeld und die Dichte wird keine Reihenentwicklung in Po-
tenzen der Machzahl durchgefiihrt. Durch den Abbruch der Reihenentwicklung fiir
den Druck p wird ein Abschneidefehler erzeugt. Dieser wird jedoch dadurch kom-
pensiert, dafl in jedem Zeitschritt eine Druckzerlegung so durchgefiihrt wird, dafl
die Terme p®, p() und p® immer konsistent mit obiger Zerlegung (3.41) fiir den
Gesamtdruck p sind. Den konstanten Hintergrundsdruck p(® erhilt man mit Hilfe
von Gleichung (3.26) durch Mittelung iiber das Stromungsgebiet 2. Der akustische
Druck p" enthilt die langwelligen Anteile des Gesamtdrucks und wird daher in
einem Gitterpunkt durch

1
1) — ~ (5_ 0 49
p M(p ) (3.42)

definiert. Der Wert p bezeichnet hierbei den lokalen Mittelwert auf einem akusti-
schen Gebiet Q.

1 /
p = TA p f,t anc )
2 Jo, "V

wobei das Gebiet €),. im zweidimensionalen eine Kreisscheibe mit dem Durchmes-
ser T,e¢/M um den jeweiligen Gitterpunkt ist, [74]. Aus Konsistenzgriinden ergibt
sich dann der inkompressible Druck p® zu

p? = (p—p — Mp™)/M*

Damit ist fiir jeden Zeitschritt gewéhrleistet, dafl durch die Reihenentwicklung fiir
p (3.41) kein Abschneidefehler entsteht, und die Druckzerlegung konsistent mit
dem Gesamtdruck ist.

Ist das Stromungsgebiet €2 sehr viel kleiner als die Wellenlénge des akustischen
Drucks p"), so werden die grofie Raumskala E und der Term p» redundant und
die Druckzerlegung (3.41a) reduziert sich zu

p(@,t, M) = pl® 4+ M?p2). (3.43)

Der Gesamtdruck wird dadurch in einen rdumlich konstanten Hintergrundsdruck
p© und eine mit M? skalierte Fluktuation p® aufgeteilt. Fiir eine Stromung im
Bereich kleiner Machzahlen sind die Druckfluktuationen von der Grofenordnung
M? so daB auch in diesem Fall der Ansatz (3.41) die Physik sinnvoll wiedergibt.
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kompres. Navier-Stokes

/ System I : Konvektion, Diffusion

System II : Schnelle Schallwellen

Abbildung 3.2: Aufspaltung der kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen

Die dimensionslosen kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen (2.9) werden in zwei
Teilsysteme aufgespaltet, die jeweils unterschiedliche physikalische Phanomene be-
schreiben, vgl. Abb. 3.2. Das erste Teilsystem wird mit System I bezeichnet und
enthélt die konvektiven und die diffusiven Anteile

pe + ﬁvﬂ = 07
i + (i-V)i = ﬁvw, (3.44)
pr + 'zIVp = 0.

Das zweite System, System II, behandelt Effekte, die sich mit der Schallgeschwin-
digkeit ausbreiten. Dariiber hinaus enthélt es den Warmeflul und die Graviatation

pr + PVﬁ - 07

R A = (3.45)
— V'_‘

pe + WwV-@ = —ypopk -

Der Dissipationsterm ® wurde hier nicht beriicksichtigt, da fiir die in dieser Arbeit
betrachteten Félle der Faktor M?/Re sehr klein ist. In der Gleichung fiir den
Druck wurde die Pecletzahl durch ein Produkt aus Froudzahl und Reynoldszahl
ausgedriickt, vgl. (2.10). Ersetzt man in (3.45) die Stromungsvariablen durch den
Ansatz (3.41), so ergibt sich System II zu

Pt + IOV U = 0 3
i 1y, — _ 1y, 1 5

R v
M 4 Vi = —pi” — Mpl -y

Der Einfachheit halber wurde fiir die Geschwindigkeit @ und die Dichte p das
Superskript (9 weggelassen. Der raumliche Gradient des konstanten Hintergrund-
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drucks p® verschwindet, so daf8 dieser Term in den Gleichungen (3.46) nicht auf-
taucht.

Im Mpv2d-Verfahren werden die beiden Systeme (3.44) und (3.46) in jedem Zeit-
schritt numerisch gelost. Die konvektiven Terme aus System I werden explizit und
die viskosen Terme implizit diskretisiert. System II wird mit Hilfe eines SIMPLE-
Typ Verfahrens gelost, so dafl in jedem Zeitschritt eine Iteration iiber den Druck
und die Dichte durchgefiihrt werden muf3. Im Mpv2d-Programm wurde auch das
Verfahren ohne Druckaufspaltung, Gleichungen (3.44) und (3.45), implementiert.
Vergleiche dieser beiden Methoden werden in [74] diskutiert. Im Folgenden wird
auf die Diskretisierung der einzelnen Terme ndher eingegangen.

Konvektive Terme

Die konvektien Terme aus System I (3.44) werden getrennt von den viskosen Ter-
men behandelt. Durch ein Dimensionensplitting erhélt man eindimensionale Trans-
portgleichungen in x- und y-Richtung

pr + upy, = 0, pr + vp, = 0,
u + uu, = 0, u + vuy, = 0,
v, + uwv, = 0, v + vy, = 0,
pe + up, = 0, pe + wvpy, = 0.

Die Vorgehensweise der Diskretisierung wird an Hand einer Modellgleichung in
z-Richtung mit Transportgeschwindigkeit u vorgestellt

o +up, =0  mit @€ {p,u,v,p}.
Die rdumliche Ableitung wird mit einem expliziten Upwind-Verfahren diskretisiert
und durch den MUSCL-Ansatz, vgl. Abschnitt 3.3, auf zweite Ordnung im Raum
erweitert. Die zweite Ordnung in der Zeit erhélt man, indem man die Raumdiskre-
tisierung auf einer kiinstlich eingefiihrten Zeitschicht ¢,/ = t,+At /2 durchfiihrt,
so daf die zeitliche Ableitung zentral approximiert wird. Damit ergibt sich folgende
Vorschrift:

(T2 — gt Az w0
Pitt = o) —upAt ’ o (3.47)

(‘P?ﬁl/f n+1/2)/A$z+1 , u; <0

Die Werte auf der halben Zeitschicht #,,4, /5 lassen sich durch eine zeitliche Extra-
polation approximieren

n+1/2 n n
eI = o, + A = o+ AL (7)) + O(AR)

= @+ —( —up,); + O(A?) (3.48)

At 2 n
Pi — % Retde ui (i1 — ©7)-

Q
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Da ein versetztes Gitter benutzt wird, und die u-Werte in den Punkten x;,;/,
definiert sind, miissen fiir den Fall ¢ = u alle Indizes ¢ in den Gleichungen (3.47)
und (3.48) durch ¢ + 1/2 ersetzt werden. Analoges Vorgehen liefert die Berech-
nungsvorschrift fiir den Transport in y-Richtung. In den Gleichungen (3.47) und
(3.48) werden der Index i durch j und die Gitterschrittweite Az; durch Ay; er-
setzt. Wegen des versetzten Gitters mufl fiir ¢ = v der Index j durch j + 1/2
ersetzt werden.

Viskose Terme

Wird eine konstante Zahigkeit ;1 = konst. des Fluids angenommen, so wird der
Einflufl der Viskositéit innerhalb einer Stromung durch die beiden parabolischen
Gleichungen

(1+«)

Uy = %(um -+ Uyy) + pRe (V . ’lj)x s
1 o) (3.49)
+ o .
UV = %(Umc + Uyy) + pRe (V . U,)y .

beschrieben. Der Faktor o beschreibt hierbei das Verhéltnis der Volumenviskositét
zur Schubviskositét, o = p*/p. Eine explizite Diskretisierung der Viskositétsterme
(3.49) fithrt zu einer Stabilitdtsbedingung der Form

2 At

— <1
Re min{Az?, Ay?} —

Dies ist eine sehr starke Einschriankung an den Zeitschritt At und wird mit grofier
werdender Re-Zahl schwécher. Stromungen mit hoher Re-Zahl besitzen jedoch eine
sehr diinne Grenzschicht, so daf eine feine Auflésung im Wandbereich notwendig
ist. Dadurch verkleinert sich wiederum die Gitterschrittweite Az oder Ay, und
die Stabilitdtsbedingung verschérft sich. Folglich ist eine explizite Diskretisierung
der Reibungsterme problematisch, da einerseits der Zeitschritt stark eingeschrénkt
wird oder andererseits die Grenzschichtphédnomene nicht gut aufgelost werden.

Eine implizite Diskretisierung aller Terme ergibt ein gekoppeltes lineares Glei-
chungssystem fiir v und v. Die Dimension dieses Gleichungssystems ist doppelt
so grofl wie die Anzahl der Gitterpunkte und besitzt unter Umsténden eine grofie
Bandbreite. Die Losung dieses Systems ist daher sehr zeitaufwendig. Fiir Stromung-
en im Bereich kleiner Machzahlen ist die Divergenz der Geschwindigkeit klein, so
daB der zweite Term auf der rechten Seite der Gleichungen (3.49) nur wenig Ein-
flul auf die Stabilitdtsbedingung hat. Im Grenzfall M = 0 wird dieser Term zu
Null. Daher wird eine semi-implizite Diskretisierung angewandt, in der der erste
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Term implizit und der zweite Term explizit diskretisiert wird. Fiir die zeitliche
Diskretisierung wird ein Eulerverfahren mit einem 6-Schema kombiniert, so dafl
sich die diskrete Form der u-Gleichung aus (3.49) zu
unjll/g C— Uit1ga 1
7 5 1 5J _ n+1 n
jAt ~  DRe <9[Au]i+1/2,j + (1= 9)[Au]i+1/2,j>
14

+ pRg (V- ﬁ)l‘]?ﬂ/z,j

(3.50)

ergibt. Mit [-] ist hierbei die diskrete Form des Differentialoperators im Inneren der
eckigen Klammer bezeichnet. Der hochgestellte Index bezeichnet die Zeitschicht
und der tiefgestellte Index den Punkt, in dem diskretisiert wird, beispielsweise

n n
]!, = Wity = WUi—1,j

B [ Y B e
J Az?

Beide raumlichen Operatoren werden mit zentralen Differenzen approximiert, so
dafl man auf einem dquidistantem Gitter eine Diskretisierung zweiter Ordnung im
Raum erhélt. Gleichung (3.50) ergibt ein pentadiagonales lineares Gleichungssy-
stem der Form

Aty = rhs®,

wobei der Vektor u™*! die Horizontalgeschwindigkeiten u; /2,; auf der neuen Zeit-
schicht enthélt. Die Koeffizienten der Matrix A%, die fiir ein dquidistantes Gitter
symmetrisch ist, und die Eintrage des Vektors rhs" sind im Anhang A.1 n#her
beschrieben. Im inkompressiblen Fall ist der zweite Term auf der rechten Seite von
(3.50) Null. Fiir # = 0.5 erhélt man ein Crank-Nicolson Verfahren zweiter Ordnung
in der Zeit.

Ein analoges Vorgehen bei der Diskretisierung der v-Gleichung aus dem System
(3.49) ergibt ein lineares Gleichungssystem fiir die Vertikalgeschwindigkeit v zum
neuen Zeitpunkt

A%y = rhst.

Die Matrix A” und der Vektor rhs’ sind ebenfalls im Anhang A.1 néher beschrie-
ben.

System II

Dieses System beschreibt Phidnomene, die sich mit Schallgeschwindigkeit ausbrei-
ten. Eine explizite Diskretisierung wiirde auf Grund der hohen Signalgeschwin-
digkeiten eine sehr kleine Zeitschrittweite erfordern. Daher wird ein SIMPLE-Typ
Verfahren benutzt, welches anhand des Systems ohne Druckaufspaltung (3.45) hier
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vorgestellt wird. Die beiden Geschwindigkeitsgleichungen werden mit zentralen
Differenzen im Raum und mit einem 6-Schema in der Zeit diskretisiert

uz'+1/27jA_tUi+1/2,j + eum&?m]al/m
+ (1- «%)m[}?x]?ﬂ/;j =0
Vi jr1/2 — Vijt1/2 40 1 o (3.51)
At 2Pf,j+1/2 py]i’jH/Q
+ (1= ev)m[py]%ﬂm = %ﬁ g,

wobei mit dem Superskript * Schétzer fiir Dichte, Druck und Geschwindigkeit auf
der neuen Zeitschicht bezeichnet werden. Lost man diese Gleichungen nach u}

i+1/2,j
und v auf und setzt sie in die diskrete, mit p** linearisierte Druckgleichung

*

i,j+1/2

% + 0™ [ue + vy )7

+ (1= 6p)yp" [us + Uy]ﬁj =0

ein, so lassen sich die Groflen u* und v* eliminieren, und man erhélt ein pentadia-
gonales lineares Gleichungssystem fiir den Druckschétzer

APp* = rhsP. (3.52)

Die Matrix AP und der Vektor rhsP sind im Anhang A.2 néher aufgefiithrt. Durch
die Linearisierung mufl noch iiber die Gréfle p** iteriert werden. Mit dem ausi-
terierten Druckwert p* ergibt sich aus der Beziehung (3.51) die dazu passenden
Geschwindigkeiten und aus der diskreten Dichtegleichung

=t O [ue + i (3.53)
+ (1 =0,)p"[us + Uy];fj =0

erhélt man einen neuen Schétzer fiir die Dichte, {iber die wiederum iteriert wird.

Bezeichnet man im System (3.52) die Nebendiagonalen mit WP, SP. NP EP und

die Hauptdiagonale mit C?, so verlauft ein Zeitschritt fiir dieses System wie folgt

ab:
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e Dichte-Iteration
o Aufbau von WP SP NP EP in Abhéngigkeit von p*
o Druck-Iteration
— Aufbau von CP(p**, p*), rhs?(p**, p*)
— Lose APp* = rhs? — p*
_ = g
o Aus (3.51) —  u*,v*
o Neuer Dichteschitzer aus (3.53) —  p*

° pn+l — p*’pn-i-l — p*7un+l — U*, ,Un—i-l = *

Die Dichte- bzw. Druckiteration bricht ab, wenn die Differenz zwischen der al-
ten und der neuen Iterierten kleiner als eine vorgegebene Schranke ist. In jeder
Druckiteration wird das lineare Gleichungssystem mit den Verfahren aus Kapitel
5.1 gelost.

In [74] wird dieses System auch mit einem Druckkorrektur-Verfahren gelost. Darin
wird nicht iiber den Gesamtdruck p* iteriert, sondern nur iiber den inkrementellen
Zuwachs 0p*, so dafl auch kleine Druckschwankungen noch gut aufgelost werden
konnen.

Analoges Vorgehen liefert fiir das System mit Druckaufspaltung (3.46) ein Druck-
verfahren fiir p®"*! bzw. ein Druckkorrektur-Verfahren fiir 6p(®.

Zeitschrittweitenbestimmung

Der Zeitschritt orientiert sich an den explizit diskretisierten konvektiven Termen,
deren Transportgeschwindigkeit gerade die Stromungsgeschwindigkeit ist. Damit
ergibt sich als Stabilitdtsbedingung

2 2
(Um‘ vy V"t ) <o<l.
Az Ayj \/Ax7 + Ay? a

Wird die Zeitschrittweite adaptiv bestimmt, so wird vor jedem Zeitschritt obige
Gleichung nach At aufgelost. Mit dem Parameter o 1é8t sich die Berechnung von
At beeinflussen. Es kann natiirlich auch mit einem konstanten Zeitschritt gerechnet
werden.

At - max
/L7c]
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Gesamtablauf

Die Reihenfolge, in der die Teilsysteme gelost werden, beruht auf dem Strang-
Splitting [90, 37]. Dadurch erreicht man zweite Ordnung in der Zeit fiir das Ge-
samtverfahren, wenn jedes Teilsystem mit einem Verfahren zweiter Ordnung dis-
kretisiert ist. Betrachtet man die konvektiven und die diffusiven Terme als System
I, so miifiten fiir ein korrektes Strang-Splitting die beiden Teilsysteme innerhalb
eines Zeitschritts jeweils zweimal in alternierender Reihenfolge mit einem halben
Zeitschritt gelost werden:

........................... t,
System I~ mit At/2
System I mit At/2
System II  mit At/2
System I mit At/2
........................... b

Dieses Schema wire jedoch mit zwei Druckiterationen pro Zeitschritt sehr zeitauf-
wendig, daher ist folgendes Zeitschema implementiert:

........................... t,
System I mit At
System II  mit At
........................... tin
System IT  mit At
System I mit At
........................... tpio

System I wird mit einem Dimensionen-Splitting behandelt, so dafl zur Erhaltung
der zweiten Ordnung des Gesamtverfahrens auch innerhalb dieses Systems ein
Strang-Splitting durchgefithrt werden mu#.

System I mit At — Konvektion in x mit At/2
Konvektion in y mit At/2
Diffusion in z mit At
Diffusion in y mit At
Konvektion in y mit At/2
Konvektion in x mit At/2

Dabei werden die zwei halben Zeitschritte mit At/2 fiir die Diffusion in z-Richtung
zu einem Zeitschritt mit At zusammengefaf3t, analog fiir die Diffusion in y-Richtung.
Dies ist problemlos moglich, da die diffusiven Terme linear sind.
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3.5 Das Baldwin-Lomax Turbulenzmodell

Mit wachsender Reynolds-Zahl gehen die wohlgeordneten laminaren Schichtstro-
mungen in irregulére turbulente Stromungen iiber, in denen sehr kleine Wirbelele-
mente mit groferen in Interaktion treten. Durch Querbewegungen zur Hauptstro-
mungsrichtung findet ein Impuls- und Energieaustausch zwischen Fluidelementen
aus verschiedenen Schichten statt. Die direkte numerische Simulation (DNS) sol-
cher Phdnomene wiirde ein sehr feines Gitter erfordern, damit auch die kleinsten
Wirbelstrukturen aufgelost werden konnen. Fiir eine dreidimensionale Stromungs-
simulation mit praxisrelevanten Reynolds-Zahlen wire damit die Rechenzeit un-
akzeptabel. Die DNS liefert eine Vielzahl an Informationen, die in der Praxis je-
doch nicht benétigt werden. Man ist mehr an einem Mittelwert der Strémung
interessiert. Daher werden in der Turbulenzmodellierung die auftretenden insta-
tiondren Geschwindigkeitskomponenten durch einen zeitlichen Mittelwert « und
eine Schwankungsgrofie u’ beschrieben

w(z,y,t) = a(z,y) + u'(z,y,t). (3.54)

Der zeitliche Mittelwert in einem festen Punkt des Stromungsgebiets ist durch

iz, y) = % /O (s, £)dt (3.55)

definiert, wobei T so grofl gewéahlt wird, daf§ die Zeitunabhéngigkeit von u ge-
wéhrleistet ist. Setzt man den Ansatz (3.54) in die inkompressiblen Navier-Stokes
Gleichungen ein, so erhélt man die Reynoldsschen Gleichungen, RANS Reynolds-
averaged Navier-Stokes) [102], in denen zusétzliche Terme auf der rechten Seite der
Impulsgleichung auftreten. Diese Terme kénnen als turbulente Schubspannungen
interpretiert werden, da sie eine dhnliche Form wie die molekularen Schubspan-
nungen haben. Man fafit sie im Reynoldsschen Spannungstensor zusammen, der
im zweidimensionalen Fall durch

Turb = W W (356)

definiert ist. Die turbulenten Schubspannungen werden durch Turbulenzmodel-
le und Transportgleichungen fiir die Turbulenzgréfien ermittelt. Dies ist bislang
nur auf der Basis von halbempirischen Ansétzen moglich. Aufbauend auf dem
Prandtlschen Mischungswegansatz [109] 1a8it sich der Reynoldssche Spannungs-
tensor (3.56) mit Hilfe einer turbulenten Viskositét modellieren. Damit setzt sich
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3 Numerische Verfahren

die Gesamtviskositdt p der Stromung aus der molekularen Viskositit p,, und
einer modellierten turbulenten Viskositéat pis,,» zusammen

H = Hmol + Mturb - (357)

Turbulenzmodelle, die die GroBe piy,» mit Hilfe einer algebraischen Gleichung be-
rechnen, werden zero-equation-model oder algebraische Modelle genannt. Ein be-
kannter Vertreter dieser Klasse ist das Cebici-Smith-Modell aus dem Jahre 1974,
das jedoch die Kenntnis der Grenzschichtdicke voraussetzt. Vier Jahre spéter wur-
de das Baldwin-Lomax-Modell [10] entwickelt, in dem die Dicke der Grenzschicht
nicht explizit auftaucht. Dieses Modell ist auch auf kompressible Stromungen an-
wendbar. Die turbulente Viskositét ist hierbei durch

_ ) M fir y <y,
Hturb = Lo fr ¥ > Y

definiert. Mit py; bzw. u,, werden die Werte im inneren bzw. im dufleren Gebiet
bezeichnet. Die Koordinate y beschreibt den Wandnormalenabstand und y,,, ist
der kleinste Wert von y, fiir den py; = 40 gilt.

Innerer Bereich

Im inneren Bereich ist der Einflul der Wand dominant. Die turbulente Viskositat
wird hier durch

s = pI2 ] (3.58)
berechnet, wobei |w| als der Betrag der Wirbelstérke definiert ist

jwl = Jve = uyl -

Die Grofe [, ist die mittlere Weglédnge, die ein Fluidballen zuriicklegen kann, ohne
sich mit der Umgebung zu vermischen. Sie wird hier durch die Van Driest Funktion
Ly = Ry(1 — eyﬂ’“)

mit den Ankiirzungen

yt Puwlsy/ e normierter Wandabstand
Ur = Tw/pw Schubspannungsgeschwindigkeit
Tw Wandschubspannung

approximiert. Mit dem Index w sind jeweils die Werte an der Wand bezeichnet.
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3.5 Das Baldwin-Lomax Turbulenzmodell

AuBerer Bereich

Im aduBleren Bereich ist die turbulente Viskositat durch

Hto = apOCPFwakeFKleb(y) (359)

definiert. Hierbei bezeichnet « die Clauser Konstante, Ccp eine weitere Konstante
und Flqke ist als

Fwake - min{yma:cFmaxa kaymaxUZiff/Fmaz}
definiert. Die Groflen 4,4, und F,q, konnen durch die Funktion
F(y) = ylw|(1 — e /A7)

bestimmt werden. Der Wert F,,,, ist das Maximum der Funktion F(y) und ¢max
ist der dazugehorige Wert fiir y. Im Nachlauf eines Korpers wird der exponentielle
Anteil der Funktion F(y) vernachléssigt. Mit ugrs wird die Differenz zwischen
dem Betragsmaximum und dem Betragsminimum der Stromungsgeschwindigkeit

bezeichnet
ugifr = max{vu? + v} — min{vu? 4+ 0?2} .

Das Betragsminimum der Geschwindigkeit wird an der Wand angenommen und
ist Null, so da} der zweite Term verschwindet. Nur im Nachlauf eines Korpers
ist er von Null verschieden, da keine Wand vorhanden ist. Mit Fg;, wird die
Klebanoff-Funktion bezeichnet

Frae(y) = [1 +5.5(%)6]_1 .

Die auftretenden Konstanten im Baldwin-Lomax Turbulenzmodell haben folgende
Werte

o = 0.0168 Cwr = 025
Cop = 1.6 Ckiev = 0.3
At = 26 K = 041.

Bei der Implementierung des Turbulenzmodells mufl beachtet werden, dafl die
Viskositat nun vom Ort abhéngt, u = p(x,y). Damit tauchen in den Gleichungen
(3.49) zuséatzlich der Faktor p und dessen raumliche Ableitungen auf. In diesem
Fall wird der Einflufl der Viskositdat durch

1 I+aop o .
Uy JRe (U + Uyy) + Re (V- 1), + V*(a) 550
o Q+a) o o |
v, = JRe (Vgg + Vyy) + JRe (V.-u), + V(1)
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mit den Abkiirzungen fiir die Differentialoperatoren

e 1p4 2
V (u) - pRe |:(3ux - va)lu’l’ + (uy + /Ux)luy]
v L4 2
Vi(a) = oRe [(§Uy - gux)ﬂy + (uy + Ux)ﬂaz]

beschrieben. Fiir © = konst. verschwinden die beiden Terme V* und V¥, und das
dimensionslose p wird auf Grund der Entdimensionalisierung zu eins, so dafl Sy-
stem (3.60) in (3.49) iibergeht.

Dieses Turbulenzmodell ist einfach zu implementieren und liefert gute Ergebnisse
fiir nichtabgeloste zweidimensionale Stromungen, [58]. Die turbulente Viskositét
wird nur aus lokalen Daten bestimmt, so dafl kein Transport von Turbulenz mo-
delliert wird. Dadurch eignet sich dieses Modell nicht fiir abgeltste Stromungen.
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4 Komplexe Geometrien

In der numerischen Strémungsmechanik treten oftmals Fiélle auf, in denen die
Rénder des zu untersuchenden Gebiets nicht durch Geraden beschrieben werden
kénnen, beispielsweise die Umstromung eines Flugzeugs, eines Kraftfahrzeugs oder
die Stromung durch eine Gasturbine oder ein Raketentriebwerk. In den letzten
Jahren haben sich drei Gitterarten etabliert, um diese komplexen Geometrien zu
behandeln. Das sind zum einen die in Abschnitt 4.1 vorgestellten kartesischen Git-
ter und zum anderen die korperangepafiten unstrukturierten bzw. strukturierten
Gitter, die in den Abschnitten 4.2 bzw. 4.3 diskutiert werden. Letztere Gitterart
wird ausfiihrlicher behandelt, da sie ein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit ist.

4.1 Kartesische Gitter

Ein kartesisches Gitter besteht aus rechteckigen Zellen. Man bezeichnet diese Git-
terart auch als nicht korperangepafit, da sie unabhéngig von der Diskretisierung
der Korperkontur ist. Die Randzellen werden entsprechend modifiziert, so daf§ sie
mit dem physikalischen Rand iibereinstimmen.

| _—

Physikalischer Rand

Abbildung 4.1: Kartesisches Gitter am Physikalischen Rand

Die Generierung von kartesischen Gittern fiir komplexe Geometrien ist relativ ein-
fach. Aus einem regulédren Gitter wird der Korper ausgeschnitten, so dafl um den
Korper herum irregulére Zellen entstehen. Die Diskretisierungsvorschrift fiir die
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Differentialgleichung an den gekriimmten Rindern mufl entsprechend der Rand-
zellen neu formuliert werden, und die Randbedingungen lassen sich mit Hilfe einer
Extrapolation realisieren, [22, 64, 83].

An kritischen Stellen kann eine lokale Verfeinerung durchgefiihrt werden, indem
man beispielsweise eine Zelle in vier kleinere Zellen teilt. Dadurch entsteht eine
Baumstruktur fiir das Gitter,

U 0J U 0J

PZANN

o o o o

Abbildung 4.2: Lokale Gitterverfeinerung mit Datenstruktur quadtree

die auch die Vorgehensweise der Verfeinerung widerspiegelt. Als Indikator zur Ver-
feinerung einer Zelle kénnen der lokale Diskretisierungsfehler, vgl. [11] oder die
Gradienten der Losung benutzt werden. Zur Untersuchung von instationéren Pro-
blemen kann das Gitter lokal auch wieder vergrobert werden, indem die Baum-
struktur riickwérts durchlaufen wird und aus vier feinen Zellen eine grobe Zelle
erstellt wird. Ein Nachteil dieser Datenstruktur ist, daf§ ein Stromungsloser mit
einer Baumstruktur zur Gitterverwaltung schwer vektorisierbar ist, da eine feine
Zelle Nachbarzellen auf verschiedenen Verfeinerungsstufen haben kann und somit
die Lokalitdt dieser Zelle verloren geht. Eine zweite Art der Gitterverfeinerung
ist unter dem Namen AMR, adaptive mesh refinement, bekannt und wurde ur-
spriinglich fiir die kompressiblen Eulergleichungen entwickelt [12, 13] und danach
auch auf die Navier-Stokes Gleichungen angewandt [2, 23]. Gitterzellen werden
zu rechteckigen Gebieten zusammengefafit und verfeinert, so dafl lokal eine neues,
feineres kartesisches Gitter entsteht.

4.2 Unstrukturierte korperangepalBte Gitter

Im zweidimensionalen Fall bestehen unstrukturierte Gitter iiblicherweise aus drei-
eckigen Zellen, und der physikalische Rand wird durch einen Polygonzug appro-
ximiert, vgl. Abb. 4.3. Es kénnen auch viereckige Zellen benutzt werden, so dafl
sich ein korperangepafites strukturiertes Gitter, vgl. Abschnitt 4.3, als Spezialfall
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N

Approximierter Rand

Abbildung 4.3: Unstrukturiertes Gitter mit dreieckigen Zellen

eines unstrukturierten Gitters ergibt. Unstrukturierte Gitter konnen auf zwei Ar-
ten generiert werden.

Die erste Methode ist die advancing-forward-method [57, 68]. Ausgehend vom
Korperrand wird sukzessive ein Gitter aufgebaut, bis das Rechengebiet vollsténdig
von dem erzeugten Gitter iiberdeckt wird.

Die zweite Art ist die Delaunay Triangulierung, die zu einer gegebenen Punktmen-
ge eine optimale Triangulierung findet, so dal der Umkreis eines jeden Dreiecks
keine weiteren Punkte enthilt, [9, 15]. Das Ziel ist, Dreiecke zu generieren, deren
Innenwinkel moglichst gleich grofl sind, so dafl keine spitzwinkligen Dreiecke vor-
kommen, die numerische Probleme verursachen kénnen. Eine lokale Verfeinerung
kann mit dem Algorithmus der Rot-Griin-Verfeinerung realisiert werden, [92].
Unstrukturierte Gitter haben einen grofien Verwaltungsaufwand, da zu jeder Zelle
auch Informationen iiber die Nachbarzellen abgespeichert werden miissen. Fiir ein
implizites Verfahren zur Losung der Differentialgleichungen sollte die Nummerie-
rung so sein, dafl die resultierende Matrix eine kleine Bandbreite besitzt. Damit
verringert sich der Speicherplatzbedarf fiir das lineare Gleichungssystem.

Die einfache Generierung und die hohe Flexibilitdt beziiglich komplexer Geome-
trien ist ein grofler Vorteil der unstrukturierten Gitter. Durch das Fehlen einer
Struktur in der Zellverteilung verschlechtert sich allerdings die Vektorisierbarkeit
des benutzten Strémungslosers.

4.3 Strukturierte kérperangepaBte Gitter

Strukturierte korperangepafite Gitter basieren auf einer Koordinatentransformati-
on. Ein kartesisches Gitter wird unter einer Transformation auf das physikalische
Gitter um den Korper herum abgebildet, so daf} eine Koordinatenachse entlang der
Korperkontur verlauft, vgl. Abb. 4.4. Die zu untersuchenden Differentialgleichun-
gen werden in ein kartesisches, dquidistantes Gitter transformiert. Dadurch treten
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Physikalischer Rand

Abbildung 4.4: Korperangepafites physikalisches Gitter

zusitzliche Terme, sogenannte Metrikterme, auf, welche die geometrischen Eigen-
schaften des korperangepafiten Gitters widerspiegeln. Die Differentialgleichungen
werden dann auf dem kartesischen Gitter diskretisiert. Schneiden sich die Gitterli-
nien des physikalischen Gitters orthogonal, so vereinfachen sich die transformierten
Gleichungen, [31]. Fiir orthogonale Gitter verringert sich im allgemeinen auch der
numerische Approximationsfehler, und die physikalischen Randbedingungen las-
sen sich einfacher implementieren. Die Qualitéat eines Gitters wird im wesentlichen
durch zwei Punkte charakterisiert. Zum einen sollte das Gitter dort verfeinert sein,
wo kleinskalige Strukturen in der Strémung auftreten, so dafl diese gut aufgeldst
werden kénnen. Zum anderen ist ein hoher Glattheitsgrad des Gitters vorteilhaft.
Oszillieren die Werte der Metrikterme von Gitterpunkt zu Gitterpunkt, so spricht
man von einem geringen Glattheitsgrad. Dies kann sich auch negativ auf die nu-
merische Losung auswirken. Wiinschenswert ist ein moglichst glatter Verlauf der
Metrikterme, so daf ein hoher Glattheitsgrad erreicht wird.

Es gibt vier Gruppen von Gittergeneratoren zur Erzeugung der physikalischen Git-
ter.

In der ersten Gruppe sind die algebraischen Methoden zusammengefafit, die durch
Interpolation der Randpunkte ein Gitter erzeugen. Ein sehr bekannter Vertreter
dieser Gruppe ist die TFI-Methode, transfinite interpolation, die in vielen Git-
terergeneratoren eingesetzt wird. Durch die algebraischen Methoden lassen sich
schnell und einfach Gitter um komplexe Geometrien erzeugen, und man hat di-
rekte Kontrolle iiber die Lage der Gitterpunkte. Die Metrikterme, die durch die
Transformation der Differentialgleichungen auftauchen, kénnen exakt berechnet
werden, da die Gitterlinien als analytische Funktionen vorliegen. FEin Nachteil ist
jedoch, dafl die erzeugten Gitter einen geringen Glattheitsgrad aufweisen, was un-
ter Umstédnden zu unphysikalischen numerischen Ergebnissen fiihren kann.

Die zweite Gruppe besteht aus den iterativen Gittergenerierern. Ausgehend von
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einem Startgitter wird eine Folge aus Gittern berechnet, die sich immer besser an
die Korperkontur anschmiegen. Diese Gitter besitzen einen hohen Glattheitsgrad,
da in jedem Iterationsschritt ein Mittelungsproze durchgefithrt wird. In [3] und
[72] werden Verfahren zur Erzeugung eines Gitters um einen Halbkreis und um ein
NACA 0012 Profil vorgestellt.

Die dritte Gruppe erzeugt mit Hilfe von partiellen Differentialgleichungen ein
korperangepafites Gitter. Oftmals werden nichtlineare, elliptische Gleichungen be-
nutzt, die iterativ gelost werden. Als Ausgangsgitter der Iteration kann ein algebra-
isch erzeugtes Gitter benutzt werden. Quellterme in den elliptischen Gleichungen
erlauben eine indirekte Kontrolle {iber die Lage der Gitterpunkte. Die Wahl die-
ser Quellterme erfordert viel Erfahrung. Elliptische Gleichungen beschreiben einen
Gleichgewichtszustand und sind daher von Natur aus gliattend, so daf3 das resultie-
rende Gitter sehr glatte Gitterlinien besitzt. Durch das iterative Losen der nichtli-
nearen Gleichungen sind diese Methoden aufwendiger als die algebraischen. Da es
sich um ein elliptisches System handelt, miissen auf allen Réndern Randbedingun-
gen vorgeschrieben werden, durch die man auch die Orthogonalitéit der Gitterlinien
auf den Réndern erzwingen kann. Der elliptische Ansatz eignet sich besonders fiir
geschlossene Gebiete. Mit einem System von nichtlinearen, hyperbolischen Glei-
chungen lassen sich ebenfalls Gitter erzeugen. Ausgehend von der Kérperkontur
wird sukzessive ein orthogonales Gitter aufgebaut. Fiir konvexe Rénder mufl ein
Déampfungsterm eingefithrt werden, der das Schneiden der Gitterlinien verhindert.
Dadurch wird jedoch auch die Orthogonalitit des Gitters verringert. Dieser Ansatz
ist schneller als die elliptischen Methoden und ermoglicht eine direkte Kontrolle
der Gitterschrittweite und der Lage der Gitterpunkte auf der Korperkontur. Der
auere Rand kann bei dieser Methode nicht vorgeschrieben werden, so dafl sich
der hyperbolische Ansatz beispielsweise mehr fiir die Erzeugung von C-Gittern
um einen Tragfliigel eignet.

Die vierte Gruppe sind die konformen Abbildungen, die ein Gebiet in der kom-
plexen Ebene C auf ein weiteres Gebiet in C abbilden. Dabei ist die Abbildung
winkeltreu, das heifit der Schnittwinkel zweier Kurven bleibt erhalten und damit
auch die Orthogonalitdt des kartesischen Gitters. Die durch konforme Abbildun-
gen erzeugten Gitter sind sehr glatt und fiir die Transformation gelten die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen, [54]. Damit vereinfachen sich die transfor-
mierten Differentialgleichungen stark, [31]. Konforme Abbildungen sind auf den
zweidimensionalen Fall beschrankt und erlauben nur eine geringe Kontrolle iiber
die Lage der Gitterpunkte. Gebiete mit komplexen Réndern kénnen nur unter Ver-
lust der Orthogonalitdt vernetzt werden. Dennoch wird dieser Ansatz erfolgreich
bei der Gittergenerierung um Tragfliigel eingesetzt.

Einen sehr guten Uberblick und auch detaillierte Beschreibungen der einzelnen
Verfahren findet man in [54, 92].
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Abbildung 4.5: Eindimensionales, nicht dquidistantes Gitter

4.3.1 Eindimensionales Beispiel

Bei der Diskretisierung von Differentialgleichungen ist es manchmal notwendig,
einen Teilbereich des Integrationsgebiets feiner aufzulosen, um die auftretenden
Strukturen besser untersuchen zu kénnen. Dadurch entstehen Gitter mit unter-
schiedlichen Zellgrofien, wie beispielsweise in Abb. 4.5 dargestellt. Die zu unter-
suchende Differentialgleichung kann nun auf zwei Arten numerisch gelost werden.
Zum einen konnen die rdumlichen Ableitungen direkte auf dem nicht dquidistanten
Gitter mit einer variierenden Zellgrole Az; diskretisiert werden und zum anderen,
indem man die Differentialgleichung auf ein dquidistantes Gitter transformiert,
um sie dort zu diskretisieren. In [11] werden diese beiden Vorgehensweisen fiir
ein lineares Problem untersucht. Anhand der Burger’s Gleichung in konservativer

Form 1
u+ f(u), =0  mit  f(u)= §u2 (4.1)

werden in den folgenden Abschnitten diese Methoden fiir ein nichtlineares Problem
diskutiert.

GroBenordnung einer Funktion

Zur Untersuchung der Diskretisierungsordnung wird hier der Begriff der Gréfien-
ordnung eingefiihrt. Gibt es fiir die zwei Funktionen p und ¢ ein § € R mit
’@‘ <6 fir z — x
q(x)
so schreibt man

p(r) = O(q(x)) fiir z — z
und sagt, dafl p(z) von der Grofenordnung O(g(z)) ist. Das bedeutet im Fall
limp(x) = 0 fir x — xg, daB fiir x — ¢ die Funktion p mindestens gleich schnell
gegen Null strebt wie ¢. Im Zusammenhang mit Reihenentwicklungen wird O(-)
zur Charakterisierung des Abschneidefehlers benutzt. Bezeichnet man mit p; den
Funktionswert von p an der Stelle z; und mit (p,); den Wert der Ableitung p, an
der Stelle x;, analog fiir die hoheren Ableitungen, so 1&8t sich p;1 = p(z; + Ax)
durch eine Taylorreihe der Form

1
Di+1 = Di + (pa:)zA‘T + §Ax2(pxx)i +..

48



4.3 Strukturierte kérperangepafite Gitter

darstellen. Mit Hilfe des Ordnungsbegriffes ergibt sich
Pir1 = Di + (po)idz + O(Ax?)  fir Az — 0,

wobei mit O(Az?) Terme zusammengefafit werden, die mindestens die Ordnung
Ax? besitzen.

Treten in einer Reihenentwicklung Terme in Abhéngigkeit zweier Variablen auf,
wie beispielsweise Az und Ay, so lassen sich diese durch

O(Az) + O(Ay) = O(Az,Ay) fir Az, Ay —0

zusammenfassen. Der Einfachheit halber wird im Folgenden bei der Benutzung des
Ordnugsbegriffes O(Az) der Zusatz Ax — 0 nicht explizit aufgefiihrt, aber immer
vorausgesetzt. Analoges gilt, falls ein anderes Argument oder zwei Argumente
benutzt werden.

Diskretisierung auf einem nicht dquidistanten Gitter

Die erste Moglichkeit ist die Diskretisierung auf dem vorhandenen, nicht dquidis-
tanten Gitter. Dabei wird die rdumliche Ableitung der FluBfunktion f aus (4.1)
durch Finite-Differenzen mit unterschiedlicher Gitterschrittweite ersetzt. Bezeich-
net man mit (f,); die Ableitung von f an der Stelle z;, so lafit sich dieser Ausdruck
durch eine Riickwartsdifferenz approximieren

flui) = fluiza)

Entwickelt man u;_; in eine Taylorreihe

Az
wimg = u; — Axi(ug); + ;Z (Usz )i + O(Ax?)

und setzt diesen Reihenansatz in (4.2) mit der FluBfunktion f aus (4.1) ein, so
ergibt sich

~ 1 71 1 Ax?
D = St Y anto 2 roiaat)]
= wui(ug); + O(Ax;).

Der Fehler zwischen dem exakten Wert fiir f, und der Approximation fx in einem
Punkt x; berechnet sich aus

(fﬂc)z - (J?;)z = uz(uaz)z - Uz(ug;)z + O(AZEi) = O(A:L’i).
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Dies ist somit eine rdumliche Diskretisierung erster Ordnung sowohl auf einem
nicht dquidistanten Gitter als auch auf einem &quidistanten Gitter mit Az; =
Az = konst..

Im Folgenden wird gezeigt, dafl mit einem MUSCL-Ansatz, vgl. Abschnitt 3.3, der

Form
(fo)i = h%(f(um) - f(u@;H)) = 2%1 ((Ui,+)2 - (Ui71,+)2>7 (4.3)

wobei h; = (Az;y1 + Ax;)/2 definiert ist, auf einem nicht dquidistanten Gitter
keine zweite Ordnung erreicht wird. Fiir die Wahl der Steigungen s; und s;_1, die
zur linearen Rekonstruktion innerhalb einer Zelle benotigt werden, ergeben sich
sechs Kombinationen, s;,s;_ 1 € {l,r,0}. Hier wird der Beweis nur an Hand der
beiden Kombinationen

S =T, Si_1 =Ti_1 oder Si =1, si—1 =11 (4.4)

vorgestellt. Werden fiir die benttigten Steigungen jeweils die rechtsseitigen Diffe-
renzenquotienten gewéahlt,
_ Wiyl — Uy U; — Ui

S; =T = Si—1 = Ti—1 =
Azi ’

so berechnen sich die extrapolierten Werte nach (3.39) zu

+ (wis1 — ui)/ (45)
Ui—14+ = Ui—1 + (Ul — Ui_l)/Q .

Setzt man die Beziehungen (4.5) in Gleichung (4.3) ein und ersetzt w;; und w;_y
durch die entsprechende Taylor-Entwicklung um u;, so berechnet sich die Appro-
ximation f, zu

~ 1
(fa)i = 7y (4Azi 1 + 2807 Jui(ue)i + Axf(ue); + O(Axg)

+(4A:p,~—2A:E?)u,-(ux)i — Aa:f(ugc)Z + O(Ax?) ]

Damit ergibt sich fiir den Diskretisierungsfehler

(fw)z - (ﬁn)z = i(AﬂUiH - A%’) (QUZ(UZE)Z + (Ux)?> + O(Ai)ﬂ, A}f’g) .

Fiir ein dquidistantes Gitter ist das Verfahren in diesem Fall zweiter Ordnung, da
sich der erste Summand zu Null ergibt und nur noch Terme der Ordnung O(Axz?)
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4.3 Strukturierte kérperangepafite Gitter

iibrig bleiben. Auf einem nicht dquidistanten Gitter ist die formale Ordnung klei-
ner als zwei.

Werden die beiden Steigungen s; und s;_; jeweils iiber den linksseitigen Differen-
zenquotienten bestimmt

1 Ui — Uj—
Ui+ = U + §Axi+lT41
| ' (4.6)
Uij—1 — Uj—2
Ui = Uu;_ —Ap;———
1L+ 1+ 5 Avr

und setzt man diese Ansédtze mit den entsprechenden Taylor-Entwicklungen in
Gleichung (4.3) ein, ergibt sich der lokale Diskretisierungsfehler zu
~ Al’l 2 2
(fe)i— (fo)i = Z—h(AxiHA:z:i_l + 2Ax; Az + Ax; — 4k )ui(Ugy);
1 Ax? | Ax? Ax?
(A = Ax) ()} + O = SR =)
Fiir ein dquidistantes Gitter erhélt man wieder zweite Ordnung, da sich die ersten
beiden Terme zu Null ergeben und der dritte von der Gréfenordnung zwei ist. Auf
einem nicht dquidistanten Gitter ist die Ordnung des lokalen Diskretisierungsfeh-
lers kleiner als zwei.
Wird eine der beiden Steigungen auf Null gesetzt, liegt ebenfalls erste Ordnung
vor. Fiir die beiden anderen Kombinationen geht der Beweis analog.
Damit 148t sich zusammenfassend sagen, dafl dieser MUSCL-Ansatz in Verbin-
dung mit Riickwértsdifferenzen auf einem nicht dquidistanten Gitter keine zweite
Ordnung liefert.

Transformation auf ein dquidistantes Gitter

Durch eine Koordinatentransformation z = ¢(&) 1t sich die zu untersuchende
Differentialgleichung auf einem dquidistanten Gitter formulieren und dort nume-
risch 16sen, vgl. Abb. 4.6. Die Transformation ¢ muf eine bijektive Abbildung sein,
und ihre Ableitung darf im Definitionsbereich nicht verschwinden. Die raumliche
Ableitung nach x wird mit Hilfe der Kettenregel durch

0 0 0 0 0 1

—Z -2 .= — = .=

Oor 0¢ Ox or 0§ x¢
ersetzt, wobei mit z, die Ableitung von z nach ¢ bezeichnet wird. Damit geht
Gleichung (4.1) tiber in

up + xif(u)g =0 mit flu) = -u”. (4.7)
3
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4 Komplexe Geometrien

£=¢ ' (z)
N
. Az; ‘ Axipq . . Ag . AL .
Ti—1 Z; Tit1 i1 &i it
\/
x = o(&)

Abbildung 4.6: Transformation vom physikalischen Gebiet (links) auf das Re-
chengebiet (rechts)

In diesem Zusammenhang bezeichnet man z¢ als Metrikterm. Hier wird noch ein-
mal deutlich, weshalb die Ableitung von ¢ von Null verschieden sein muf}. Ist
die Transformation ¢ als analytische Funktion gegeben so 148t sich der Metrik-
term z¢ exakt berechnen, falls nicht, miissen diese Werte numerisch approximiert
werden. Gleichung (4.7) ist nun auf einem &quidistanten Gitter mit konstanter
Gitterschrittweite A¢ definiert. Im Folgenden wird der Ubersichtlichkeit halber
der Index 7 zur Kennzeichnung der Auswertestelle z; nicht immer explizit mit auf-
gefiithrt, so dal ue gleichbedeutend mit (ug); ist.

Wird die rdumliche Ableitungen f(u)e der FluBfunktion in (4.7) durch ein Riick-
wirtsdifferenz erster Ordnung approximiert, so ergibt sich fiir den Punkt x;

(Lm0
T¢ i (LE&)Z 2A£

Hierbei bezeichnet (x¢); eine Approximation an z¢ im Punkt z;. Mit einer Riick-
wirtsdifferenz fiir den Metrikterm

(re)i = ~5¢ (48)
und den Taylor-Entwicklungen fiir u;_; und x;_; erhélt man
Auug + O(AE?)
e — Srge + O(AE?)

«/Ti

Ute N O(A¢)
ze — B5xge + O(AL2) a1 — Sluge + O(AL2)

Der erste Summand 148t sich mit Hilfe einer Polynomdivision umformen in

uug i—i:vgguuf + O(AE?) g
- ~ = pag). (4.9)
Te  xe— Swee + O(AE?) X
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4.3 Strukturierte kérperangepafite Gitter

Der zweite Summand ist von der Groflenordnung O(A¢). Damit ergibt sich der
Diskretisierungsfehler zu

1 1 U,
(= fe) = Fi = —ume — 225~ P(AG) + 0(A8) = O(A%)
Te % Te Tg
Dieses Verfahren ist somit erster Ordnung im Raum. Eine héhere Ordnung erhélt
man durch den MUSCL-Ansatz, der in Kombination mit Riickwéartsdifferenzen fiir

f(u)e aus (4.7) zu

1 b (i) — (wim)?
I (19

fithrt. Berechnet man die beiden Steigungen s; und s;_; jeweils aus den rechtssei-
tigen Differenzen r; und r;_1, so ergeben sich die extrapolierten Werte zu

1

U, = 3(Uit1 + uy),

+ i( +1 ) (411)
Uiy = (Wi +Uis1).

Wird der Metrikterm x¢ nun ebenfalls mit einer Riickwértsdifferenz erster Ordnung
(4.8) approximiert, und setzt man die Beziehungen aus (4.11) in Gleichung (4.10)
ein, so erhélt man

1 1
2(%’1 — .’L'Z'_l) 4
Ersetzt man in (4.12) die Werte x;_1,u;4; und w;_; durch die entsprechenden
Taylor-Reihen und benutzt P(A¢) aus (4.9), fithrt dies zu

QZ- = (Ui+1 + Ui)z — (Uz + Ui_1)2 . (412)

G — 8ALuue + O(AE?)
' 8[Ale — A wee + O(ALH)]
uug + O(AE?)
e — Saee + O(AL2)
g O(AE?)
Te — Siwee + O(AL?)  x¢ — Sage + O(AL?)
- % +P(AE) + O(A?) .
¢

Damit berechnet sich der Diskretisierungsfehler des Verfahrens zu
uu

(2£) ~ G = e — ™~ P(Ag) + O(AE) = ~P(AL) +O(AE)
13 v Lg

3
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4 Komplexe Geometrien

Die formale Ordnung dieses Verfahrens ist kleiner als zwei, da im Diskretisie-
rungsfehler noch der Summand P(A¢) auftaucht. Durch die Approximation erster
Ordnung des Metrikterms x¢ findet also eine Ordnungsreduktion des Gesamtver-
fahrens statt.
Wird in Gleichung (4.10) der Metrikterm mit einer zentralen Differenz zweiter
Ordnung diskretisiert

(Ztg)z' _ Tit1 — Ti1

2A¢

und werden die entsprechenden Taylor-Entwicklungen eingesetzt, so ergibt sich G;
zu

(4.13)

_ 1 | . .
g = m-[(uz+1+uz) (uﬁ—uz_l)]

_ uug N 1A ucuge + O(AL?) (4.14)
Te + tAxeee + O(ALY)  me + FALxeee + O(ALY) '

Ahnlich wie bei der Berechnung von F; 18t sich der erste Summand durch Poly-
nomdivision umformen in

we e WeTese T O(ALY) gy oAe)
v we+ gALwg + O(AEY)  we '

Der zweite Summand in Gleichung (4.14) ist von der GréBenordnung O(A&?), so
daf sich der Diskretisierungsfehler zu

(f) ~ 6= —un— "€ 4 0(A€) + 0(AE?) = O(AEY) |
T¢ 7 T¢ T¢

ergibt. Es bleiben somit nur noch Terme, die von A¢? abhiingen iibrig, so daf$ hier
eine hohere Ordnung fiir den Diskretisierungsfehler erreicht wird als fiir den Fall,
in dem der Metrikterm x¢ nur erster Ordnung approximiert wird. Im Fall einer
anderen Wahl von Wahl s; und s;_1, in dem der MUSCL-Ansatz zweite Ordnung
auf dem dquidistanten Gitter liefert, erhdlt man mit den obigen Approximationen
(4.10), (4.11) und (4.13) ebenfalls zweite Ordnung auf dem nicht dquidistanten
Gitter.

Diese theoretischen Ergebnisse lassen sich auch in der Praxis nachvollziehen. Die
betrachtetet Differentialgleichung ist wieder die Burger’s Gleichung (4.1), die auf
einem Intervall I = [1,10] im Zeitbereich ¢ € [0, 1] mit einer sinusférmigen An-
fangsverteilung und periodischen Randbedingungen untersucht wird, vgl. Abb.4.7.
Es wird ein nicht dquidistantes Gitter mit nz Stiitzstellen benutzt, bei dem die
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4.3 Strukturierte kérperangepafite Gitter

Abbildung 4.7: Verteilung von u fiir t =0 und t = 1

Al’i

ZAxmin’

Axmin N

Az; = |sin(£2m) + 2| Az, 4,2€N

Abbildung 4.8: Sinusférmige Verteilung der Gitterschrittweite
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— — — — nx=250

0.06 ~ PN N nx=500
/ \ / \ nx=1000

0.02 ~

Abbildung 4.9: Verlauf von x, fiir verschieden feine Gitter

Gitterschrittweite Ax; sinusformig verteilt ist. Die Gitterschrittweite wéichst zuerst
an, fillt dann auf den minimalen Wert Ax,,;, ab, um danach wieder auf 2Az,,;,
anzuwachsen,vgl. Abb.4.8. Damit berechnen sich die Gitterpunkte x; aus

Ty = 0 s T, = X1+ AJ}Z

Die GroBle Az, mufl passend zur Lange des Intervalls I = [0,10] bestimmt

werden, so dafl
i=1

gilt. Eine numerische Losung dieser Gleichung liefert den Wert
ATy =5-107°  — Ar; € [5-107°,1.5- 1074

Man erhélt ein Gitter, das innerhalb einer Periode i = 0,..., z gestreckt und ge-
staucht ist. Die Zahl z ist ein ganzzahliger Teiler von nx und besagt, wieviele
solcher Perioden im Intergrationsgebiet I vorkommen. Der Vorteil dieses Gitters
liegt darin, daf} es gut mit den periodischen Randbedingungen harmoniert. An den
Réndern liegt ein ausreichend glatter Verlauf der Ax; vor, so daf§ dort keine Unste-
tigkeiten in der Ableitung der Gittertransformation entstehen. Fiir z = nx/2, das
entspricht zwei Perioden mit variierender Gitterschrittweite im Integrationsgebiet,
zeigt Abb.4.9 den Verlauf von z¢. Fiir eine feinere Diskretisierung sind die Werte
fiir x¢ kleiner als fiir eine grobe Diskretisierung, aber z¢ ist immer von Null ver-
schieden. Das feinste Gitter wird vorgegeben und man erhélt die gréberen Gitter,
indem man aus dem feinsten Gitter einige Gitterpunkte eliminiert.
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4.3 Strukturierte kérperangepafite Gitter

: : : grob

: : : : : fein

Diese Gitter werden dann auf dquidistante Gitter mit einer Gitterschrittweite h
fiir das grobe Gitter und h/2 fiir das feine Gitter transformiert .

: h : : grob

h/2

: : : : : fein

Die Ordnung p des Verfahrens wird mit Hilfe der Richardson Extrapolation be-

stimmt
p=1In (GW e"“)/l (1/2),
€n — €n/2

wobei h die Gitterschrittweite auf dem grobsten Gitter bezeichnet. Als Refe-
renzlosung wird eine numerische Losung zweiter Ordnung in Raum und Zeit auf
einem Gitter mit nz = 10° Punkten und gewihlt. Als Zeitschritt wurde At =
2.5-107% gewiihlt. Die numerischen Ergebnisse aus Abb. 4.10 zeigen, daf durch die-
sen Wahl von At der Einflu} des zeitlichen Diskretisierungsfehlers vernachlassigt
werden kann. Der Metrikterm z, wird fiir die Referenzlésung ebenfalls zweiter
Ordnung approximiert. In Abb.4.10 sind die Fehler in der Maximumnorm zwi-
schen der Referenzlosung und der numerischen Losung mit MUSCL-Ansatz und
einer Approximationen erster und zweiter Ordnung des Metrikterms x, angege-
ben. Die Ordnung p des lokalen Diskretisierungsfehlers wird nun mit den ersten
drei aufeinanderfolgenden Gittern, nx = 250/500/1000, berechnet und ergibt sich
zu

p = 18 | 1z = O(Az?)

p = 113 |, =z = O(Ax).

Man erkennt deutlich eine Ordnungsreduktion des Gesamtverfahrens, falls z, nur
erster Ordnung approximiert wird. Mit einer zentralen Approximation zweiter Ord-
nung fiir z¢ ergibt sich ein recht guter Wert von p = 1.89. Der analytische Wert
ist p=2.

Als Fazit ergibt sich, dal das Verfahren mit Riickwartsdifferenzen in Kombination
mit dem MUSCL-Ansatz (4.10), (4.11) zweite Ordnung erreicht, wenn der Metrik-
term x¢ mit einer Finiten Differenz zweiter Ordnung approximiert wird. Damit
148t sich dann auch die Ausgangsgleichung (4.1) raumlich zweiter Ordnung genau
16sen.
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Huex - unumHoo

10714+

—e 1 = O(Ax)

10724
10734+
1074+ .
O'.
o
.
} } } } > NT
102 103 104 10°

Abbildung 4.10: Fehler fiir verschiedene Approximationen von ¢
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4.3 Strukturierte kérperangepafite Gitter

Abbildung 4.11: Physikalisches Gitter und kartesisches Rechengitter

4.3.2 Transformation des zweidimensionalen Gitters

Analog zu der eindimensionalen Transformation in Abschnitt 4.3.1 wird hier die
Transformation (x,y) = ¢(§,n) eingefithrt. Das zweidimensionale korperange-
pafite Gitter wird auf ein kartesisches Gitter mit konstanten Gitterschrittweiten
A&, An abgebildet, vgl. Abb.4.11. Das kartesische (£, n)—Gitter bezeichnet man
auch als Rechenraum und das (z, y)—Gitter als physikalischen Raum. Die Funkti-
on ¢ : R? — R? ist eine bijektive Abbildung, deren Funktionaldeterminante J im
Definitionsbereich nicht verschwinden darf

Te Ye

Ty Yn

Die Operatoren fiir die rdumlichen Ableitungen nach x und y in der Differential-
gleichung werden mit Hilfe der Kettenregel durch

8 0 0 0 0

= 5:1: Ny > a 5 = Ty

o€ "o oy 'og Mo

ersetzt. Die Operatoren der zweiten Ableitungen erhélt man durch weiteres Ablei-

ten der Gleichungen (4.15).

= LYy — Yetny 7 0 .

(4.15)

2
% = 533:17 3£ + Nex gy, 877 + 5:% 852 + T]:E 877 + 27]$§$ 377357
02

o %
aogy = Covae Ty T Sx&/a—gz ety gz + (lay + &) 3

Zwischen den Ableitungen von ¢ und denen der inversen Funktion ¢~! werden in
[4] die Beziehungen

gx = yn/J Ne = _yE/J
& = —mzy/J ny = we/J (.17

99



4 Komplexe Geometrien

_ Tigl — Tig1
(i,5) n

1,5+ 1 ‘
x
‘ i1, !

Abbildung 4.12: Diskretisierung der Metrikterme

_ Tit1,j — Li-1j
(4.4)

L

T

hergeleitet. Damit lassen sich die Ableitungen von £ und 7 durch Ableitungen von
x und y ersetzen. Fiir die Beziehungen (4.15) ergeben sich beispielsweise

g 1 0 0 o 1 0 0 418

%_3@"8_5_%8_7]) E)_y_j<$58_n_x"8_§)' (4.18)
Ist die Transformation ¢ als analytische Funktion gegeben, konnen die Metrik-
terme x¢, T, Ye, ¥y, und J exakt angegeben werden. Ublicherweise ist das Gitter
aber in diskreter Form gegeben, so dafl diese Terme numerisch berechnet werden
miissen, zum Beispiel mit einer zentralen Differenz, vgl. Abb.4.12. Eine Interpola-
tion hoherer Ordnung kann zu Oszillationen in den Metriktermen und damit auch
zu Oszillationen in den Stromungsgréfien fithren. An den Gitterrdndern kénnen
einseitige Differenzenquotienten verwendet werden.

4.3.3 Kontravariante Geschwindigkeiten

Die Stromungsgeschwindigkeit kann entweder im globalen kartesischen (z,y)- Ko-
ordinatensysten oder im lokalen kontravarianten Koordinatensystem dargestellt
werden. Die kontravarianten Basisvektoren stehen senkrecht auf den kovarianten
Basisvektoren, die tangential zu den Gitterlinien verlaufen, vgl. Abb. 4.13 Die vier
Basisvektoren berechnen sich aus den Ableitungen der Transformation ¢ und ihrer
Umbkehrabbildung ¢!

a(g):(%),a(n):(y:) a(g):(gy),a("):(ny).

Damit gilt die Beziehung
(i’(a)c_i(/@) - 55 mlt Oé, ﬁ € {57 n}a

wobei §2 das Kronecker Symbol ist. Schneiden sich die Gitterlinien orthogonal, so
fallen kovariantes und kontravariantes Koordinatensystem zusammen. Das duflere

60



4.3 Strukturierte kérperangepafite Gitter

£ = const. d(e), d(y): kovariante Basis

a®, g kontravariante Basis

Abbildung 4.13: Kontravariante und kovariante Basisvektoren

Produkt der kovarianten Basis liefert die Jakobideterminante J der Transformation

N = X T
J = de) @y = ( yj ) ®<yz ) = Teln — TnYe

Im Folgenden wird J > 0 angenommen, es liegen somit rechtshéndige Achsensy-
steme vor, und die Zellbegrenzungen sollen durch lineare Funktionen darstellbar
sein. Werden wie in Abb. 4.14 die Eckpunkte einer Zelle entgegen dem Uhrzei-
gersinn numeriert, so 1aft sich der Flécheninhalt der Zelle €2; im Physikalischen

Raum durch )
9] = §(P3—P1)®(P4—P2)

berechnen. Bezeichnet man die Werte im Zellmittelpunkt von ; mit dem Index

C und definiert

ag,c = (Ps— P+ P —P)J2A8,
a(n)c = <P3—P1+P4—P2)/2A77

so ergibt sich

Jo = agc®ayc
= ixix; (Ps—Pi+Po—P) @ (Ps— P+ P — Py)
= @2(P3—P1)®(P4—P2)
= xexy 1l
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P4 PS

P, P, §

Abbildung 4.14: Physikalische Zelle (2;) und Zelle im Rechenraum (G).

Die Fliacheninhalte der beiden Zellen €2; und G; geniigen damit der Bedingung
Gl Je = [9].

Hier wird noch einmal deutlich, weshalb J # 0 gefordert wird. Dadurch wird
sichergestellt, dafl keine endliche Fliache durch die Transformation ¢ in einen Punkt
abgebildet wird. Die kontravarianten Geschwindigkeiten 4 und v erhéalt man durch
die orthogonale Projektion des kartesischen Geschwindigkeitsvektors @ = (u,v)T
auf die Koordinatenachsen des lokalen kontravarianten Achsensystems @©),a™,
vgl. Abb. 4.15. Mit den Ausdriicken (4.17) ergeben sich folgende Beziehungen
zwischen der kontravarianten und der kartesischen Geschwindigkeit

(£)=5 (0 ) () ()= (7)o

Die Verwendung von kartesischen Geschwindigkeitskomponenten auf einem ran-
dangepafliten, versetzten Gitter kann unter Umstdnden zu Problemen fithren. Be-
schreibt das korperangepafite Gitter einen 90° Bogen, so verlaufen die kartesi-
schen Geschwindigkeiten nach dem Umlenken parallel zu den Zellwénden, links in
Abb.4.16. In der Impulsgleichung fiir u der Navier-Stokes Gleichungen (2.9) geht
mit Hilfe von Beziehung (4.18) die Raumableitung p, des Drucks fiir allgemeine
Koordinaten iiber in (pey, — pyve)/J. Sind die {—Linien parallel zur y—Achse, wie
in der ersten Zelle (4, j) nach der Umlenkung, so ist y, = 0 und auf v wirkt nur
noch p,,. Ist der Druck im Zellmittelpunkt definiert, so kann der Term p,, in einem
u-Punkt durch einen gewichteten Mittelwert aus den Druckwerten in den sechs
umliegenden Zellen berechnet werden. Dies entspricht einer Approximation zwei-
ter Ordnung fiir p,,. Fiir den u-Wert am oberen Rand der Zelle (¢, j) berechnet sich
py durch die Differenz aus dem gewichteten Mittel von (pit1,j4+1,Pij+1, Dijs Dit1,5)
und (pit1,5, Pijs Dij—1, Pit1,j—1). Damit ergibt sich p, fiir diese Zelle zu

< X
< X

Py = (pz'+1,j+1 + Pij+1 — Pit1,-1 — pi,j—l)/4A7]-

Fiir gerade Werte von j gehen damit nur Druckwerte aus Zellen mit einem unge-
raden j Index ein, analog werden fiir ungerades j nur gerade Zellen beriicksichtigt.
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v=a".q
n = const. - e
€ =const. -

Abbildung 4.15: Kontravariante Geschwindigkeiten u, v

i+l i
u
u A
y I
v o @4—— o <
ij
T A
I
77 § 77 §
v v
A A
I I
—> [ ] - U —1 e —->7:[,
A A
I I

Abbildung 4.16: Kartesische Geschwindigkeit (u,v) und Kontravariante Ge-
schwindigkeit (@, )
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Damit ergibt beispielsweise jedes Druckfeld, das fiir ungerades j den Wert a und
fiir gerades j den Wert b besitzt einen Druckgradienten von Null, und wirkt sich
in der Impulsgleichung in x-Richtung immer gleich aus. Die Kopplung zwischen
Druck und Geschwindigkeit ist nicht mehr sichergestellt, und es kénnen die eben
beschriebenen Schachbrett-Oszillationen im Druck auftreten, [66, 85].

Um dies zu vermeiden werden die kontravarianten Geschwindigkeiten benutzt,
die fiir orthogonale Gitter immer senkrecht auf den Zellwénden stehen, rechts in
Abb.4.16. Damit taucht in der Impulsgleichung fiir « nur noch der Druckgradient
in £ —Richtung auf, vgl. Gleichung (6.17). Durch eine einfache zentrale Approxima-
tion von pe ist die Kopplung zwischen Druck und Geschwindigkeit sichergestellt,
und es konnen keine unphysikalischen Schachbrett Oszillationen auftreten.

Durch die Verwendung der kontravarianten Geschwindigkeiten lassen sich die Vor-
teile eines versetzten kartesischen Gitters auf ein versetztes randangepafites Git-
ter iibertragen. Die Geschwindigkeiten stehen hierbei immer senkrecht auf den
Zellwénden, auf denen sie definiert sind, so dafl auch die Implementierung der
Randbedingungen einfach ist.

Durch die Einfithrung der kontravarianten Geschwindigkeiten haben die trans-
formierten Gleichungen eine dhnliche Form wie die in kartesischen Koordinaten
formulierten Gleichungen. Daher konnen bekannte Diskretisierungsverfahren fiir
das transformierte System benutzt werden.
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5 Losung linearer
Gleichungssysteme

Das in dieser Arbeit vorgestellte Mpv2d-Verfahren erfordert die Lésung mehrerer
schwachbesetzter, linearer Gleichungssysteme innerhalb eines Zeitschrittes

Az =0, (5.1)

mit einer gegebenen rechten Seite b € R™ und einer regulidren, pentadiagonalen
Matrix A € R™". Bis zu 80% der gesamten Rechenzeit werden fiir die Losung
dieser Systeme benotigt. Direkte Verfahren konnen oftmals die Besetzungsstruk-
tur der Systemmatrix A nicht ausnutzen, wodurch vollbesetzte Zwischenmatrizen
generiert werden, die sowohl einen Anstieg des Speicherplatzbedarfs bewirken als
auch zu unakzeptablen Rechenzeiten fithren. Die auftretenden linearen Gleichungs-
systeme entstehen durch die Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen
und stellen somit nur eine Approximation an die physikalischen Verhéltnisse dar.
Eine N&aherungslosung dieser Systeme in der Gréflenordnug des Diskretisierungs-
fehlers ist somit ausreichend.

In den ersten beiden Abschnitten 5.1 und 5.2 werden die bekanntesten Vertreter der
Splitting-Methoden und der Krylov-Unterraum-Methoden vorgestellt. Verschiede-
ne Vorkonditionierer und speziell die Vektorisierung der ILU-Vorkonditionierung
werden in den Abschnitten 5.3 und 5.4 behandelt. Desweiteren wird in 5.4 eine
Variante des Standart 5-Punkte-Sterns zur Diskretisierung des Laplace-Operators
diskutiert, die keinen memory bank conflict erzeugt. Der letzte Abschnitt 5.5 in
diesem Kapitel stellt die Grundlagen eines Mehrgitterverfahrens vor.

5.1 Splitting Verfahren

Bei dieser Art von Iterationsverfahren wird die Matrix A des linearen Gleichungs-
systems (5.1) in zwei Teilmatrizen zerlegt

A=M—N. (5.2)
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5 Losung linearer Gleichungssysteme

Damit ergibt sich die Iterationsvorschrift zu
Tpi1 = M 'Nxy+ Mo = Sz, + M~1b. (5.3)
Fiir Splitting-Methoden 148t sich das Residuum rekursiv durch
Tha1 =b— Az = b— (M — N)(Sxy + M 'b)
= N(Tp41 — z1)

berechnen. Dabei mufl keine Matrix-Vektor-Multiplikation mit der vollen Matrix
A durchgefithrt werden sondern nur mit der diinner besetzten Matrix V.

Um ein sinnvolles Iterationsverfahren zu erhalten sollte die Matrix M den folgen-
den Bedingungen geniigen:

e M stellt eine Naherung an die Matrix A dar.
e Schnelle und einfache Losbarkeit von Systemen der Form My = r.

e M ist eine reguldre Matrix. Diese Eigenschaft impliziert die Konsistenz des
entstehenden Iterationsverfahrens mit dem LGS (5.1).

e Die Iterationsmatrix S = M !N besitzt einen Spektralradius o(M) < 1, so
dafl die Konvergenz gesichert ist.

Fiir die Bestimmung von M gibt es verschiedene Ansétze, von denen die bekann-
testen in diesem Abschnitt vorgestellt werden.
Jacobi-Verfahren

Das Jacobi-Verfahren ist das einfachste Splitting-Verfahren und basiert auf einer
Zerlegung der Matrix A in eine strikte untere Dreiecksmatrix F, eine Diagonal-
matrix D und eine strikte obere Dreiecksmatrix F

A= D-FE-F=D—-(E+F)=M-—N.
Das Iterationsverfahren ergibt sich damit zu
zi., = D YE+ F)z,+ Db (5.4)

Bei diesem Verfahren wird vorausgesetzt, dafl die Matrix A diagonaldominant ist
und von Null verschiedene Diagonalelemente besitzt. Das Jacobi-Verfahren wird
auch als Gesamtschrittverfahren bezeichnet, da die Iterierte x; als Ganzes auf der
rechten Seite auftaucht.
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5.1 Splitting Verfahren

GauB-Seidel-Verfahren

Beim Gauf3-Seidel-Verfahren wird die Matrix A analog zum Jacobi-Verfahren zer-
legt, jedoch werden hier die Matrizen M und N anders gewéhlt

A= D-FE-F=(D—-E)—F=M-—N.
Somit ergibt sich das Iterationsverfahren zu
7% = (D—E)'Frp+(D—E)™'b.

Um die Invertierung der Matrix (D — E) bei der Berechnung der neuen Iterierten
zu vermeiden, formuliert man die Iterationsvorschrift als

2% = D' (Fap+b+ Exgy). (5.5)

Durch den Term Exjq auf der rechten Seite werden beim Gauf-Seidel-Verfahren
zur Berechnung der i-ten Komponente der (k + 1)-ten Iterierten neben den Kom-
ponenten der alten k-ten Iterierten z; die bereits bekannten ersten (i — 1) Kompo-
nenten der (k4 1)-ten Iterierten xyy; verwendet. Man bezeichnet dieses Verfahren
daher auch als Einzelschrittverfahren. In der hier angegebenen Formulierung wer-
den die Komponenten der neuen Iterierten x; mit aufsteigendem Index i berechnet.
Wéahlt man M = D — F und N = F, so erhélt man das riickwérts durchgefiihrte
GauB-Seidel-Verfahren, in dem die Komponenten von zj,; mit fallendem Index ¢
berechnet werden. Die Kombination des vorwérts und riickwérts durchgefithrtem
GauBl-Seidel-Verfahren ergibt das symmetrische GauB-Seidel-Verfahren [62].

SOR-Verfahren

Eine Weiterentwicklung des GauB-Seidel-Verfahrens ist das SOR-Verfahren suc-
cessive overrelaxation, in dem sich die neue Iterierte durch ein gewichtetes Mittel

aus der alten Iterierten und der GauB-Seidel-Iterierten x{?; zusammensetzt

SOR _ Gs
v = (1 —w)ay, +wry?).

Ersetzt man 2§ durch die Iterationsvorschrift der GauB-Seidel-Iteration (5.5) so
erhélt man

7% = (D —-wE)'[D(1 —w) 4+ wF)ay, + w(D — wE)™'b. (5.6)

Fiir eine hermitesche positiv definite Matrix A mufl der Relaxiationsparameter w
zwischen null und zwei liegen, damit die Konvergenz des Verfahrens gesichert ist,
[62]. Fiir w < 1 spricht man von Unterrelaxiation und fiir w > 1 von Uberrelaxiation.
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5 Losung linearer Gleichungssysteme

Unter bestimmten Voraussetzungen an die Matrix A wird in [42] ein Algorithmus
angegeben, mit dem man im Verlauf der Iteration einen Schétzer fiir den optima-
len Relaxiationsparameter w,,; berechnen kann.

Einen anderen Zugang zum SOR-Verfahren erhélt man durch die Zerlegung

1 1—
A=M-N mit M=-D—-E , N=—YD4F
w w

und der Vorschrift (5.3) zur Konstruktion einer Splitting-Methode. Analog zum
symmetrischen Gauf}-Seidel-Verfahren erhélt man auch hier durch die Kombinati-
on des vorwéarts und riickwarts durchgefithrten SOR-Verfahren die symmetrische
Version, die als SSOR-Verfahren bekannt ist [62].

ILU-Iteration

Die ILU-Iteration basiert auf der unvollstandigen LU-Zerlegung (ILU) der Matrix
A in eine untere Dreiecksmatrix L und in eine obere Dreiecksmatrix U

A=LU—-N=M — N.

Zur Berechnung dieser Zerlegung sei auf Abschnitt 5.3.3 verwiesen. Mit dieser
Zerlegung ergibt sich die Iterationsvorschrift zu

Tpw = M 'Nxy+ M '
MYM — Az, + M
zp + M (b — Axy,)

= xp+ My,

oder als lineares Gleichungssystem fiir das Inkrement dxy = x5 — xp

Da die Matrizen L und U Dreiecksgestalt haben, 148t sich dieses Gleichungssystem
durch ein Vorwérts- und ein Riickwértseinsetzen einfach 16sen. Konvergenz- und
Existenzaussagen werden in [60] vorgestellt.

5.2 Krylov-Unterraum-Methoden

Die Krylov-Unterraum-Methoden bilden eine spezielle Klasse der Projektionsme-
thoden, die in einem k-dimensionalen Unterraum unter Beachtung gewisser Ne-
benbedingungen eine Nédherung fiir die Losung des linearen Gleichungssystems
suchen.
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5.2 Krylov-Unterraum-Methoden

Projektionsmethoden

Eine Projektionsmethode ist ein Verfahren zur Bestimmung einer Ndherungslosung
T € 1o + K

fiir das lineare Gleichungssystem (5.1) unter Beriicksichtigung der Orthogona-
litdtsbedingung

Die Rdume L; und Kj sind jeweils k-dimensionale Unterrdume des R™ und die
Orthogonalitiat zweier Vektoren ist durch das Euklidsche Skalarprodukt festgelegt

rly < (z,y)2=0.

Wiéhlt man Kj = L (Galerkin-Bedingung) so erhélt man eine Orthogonale Pro-
jektionsmethode, da der Residuenvektor r, = b — Axy mit x; € x¢ + K} senkrecht
auf dem Raum K, steht.

Im Fall K} # L (Petrov-Galerkin-Bedingung) spricht man von einer schiefen
Projektionsmethode, da der Residuenvektor r nun nicht mehr senkrecht auf dem
Raum K, steht.

Krylov-Unterraum-Methode

Bei dieser Art von Verfahren wird der Raum K, in dem die Approximation gesucht
wird, gleich dem Krylov-Unterraum Ky (A, o) gesetzt, d. h.

Ky = Ki(A,ro) = span{ry, Aro, . .. ,Ak_lro}

mit dem Startresiduum ro = b— Axg. Je nach Wahl des Unterraumes L;, wird auch
hier zwischen orthogonaler und schiefer Krylov-Unterraum-Methoden unterschie-
den.

Mit wachsendem k nimmt die Dimension des Unterraums Kj, zu, so dafi die Ap-
proximation der Losung immer besser wird.

5.2.1 CG-Verfahren

Das CG-Verfahren [46] war Anfang der 50er Jahre eines der ersten Krylov-Unter-
raum-Methoden und wurde lange Zeit als ein exaktes Verfahren betrachtet, da es
mit einer fehlerfreien Arithmetik nach endlich vielen Schritten die exakte Losung
des Systems liefert. Anfang der 70er Jahre setzte man dieses Verfahren dann auch
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5 Losung linearer Gleichungssysteme

als iterativen Loser fiir schwach besetzte Gleichungssysteme ein, die bei der Dis-
kretisierung von partiellen Differentialgleichungen entstehen. Das Verfahren der
konjugierten Gradienten, conjugated gradients CG, ist ein effektives Verfahren
fiir symmetrisch, positiv definite Systeme. Man betrachtet das zum LGS (5.1)
gehdrende Funktional

1
F(z) = 5(z, Az), = (b,z), A€R™"zeR" (5.7)

Ist die Matrix A symmetrisch und positiv definit, so nimmt das Funktional (5.7)
sein Minimum in der exakten Losung x* des Gleichungssystems an

¥ =argmin{F(z): 2 e R"} < Az"=0b.

Es geniigt somit das Funktional F'(z) zu minimieren. Hierzu wird eine Folge von
Vektoren z; sowie die dazu gehorigen Residuen 7, und Suchrichtungen p; aufge-
baut. Die Berechnung dieser drei Groflen erfolgt rekursiv, so dafl auch fiir grofle
k nur wenige Vektoren gespeichert werden miissen. Jede Iterierte zj stellt eine
Néherung der gesuchten Losung dar, und berechnet sich in jeder Iteration wie
folgt

T = Tg—1 + QkPk-

Die damit verbundenen Residuen r, = b — Az, werden durch
TE = Tro1 — Qpqe  Mit g = Apy,

rekursiv berechnet. Mit der speziellen Wahl des Faktors ay, als
T%Tk

 plApk

&7

wird das obige Funktional (5.7) in Richtung p, minimiert. Die neue Suchrichtung

ergibt sich aus

Tng

Pk =Tk + PP mit Gy = .
Tk—1Tk=1

Durch diese Wahl des Faktors (3 ist der Vektor 7 zu allen r; mit ¢ < k orthogonal,
[83]. Damit werden im Laufe des Verfahrens orthogonale Vektoren rj erzeugt.
Wiirde man das Verfahren mit einer exakten Rechnerarithmetik durchfiihren, so
wiirde es nach k = n Schritten die exakte Losung des Gleichungssystems liefern.
Das CG-Verfahren ist eine orthogonale Krylov-Unterraum-Methode, denn es gilt
stets

x € xo + span{ro, . .. ,Ak_lro} = xo + Ki(ro, A),
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5.2 Krylov-Unterraum-Methoden

und fiir den Residuenvektor r, = b — Az, gilt die Galerkin-Bedingung
Tk 1 K k-

Im k-ten Iterationsschritt des CG-Verfahrens wird das Funktional (5.7) im Krylov-
Raum Kj minimiert. Damit ist ersichtlich, dafl K,, = R™ ist und nach n Iterati-
onsschritten die exakte Losung von (5.1) vorliegt.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens ist abhéngig von der Spektral-
konditionszahl k, die durch

R(A) =l Al [ A7 ]2 -

definiert ist. Damit 148t sich eine Abschétzung fiir den Fehler f, = x, — 2* der
k-ten Iterierten in der sogenannten Energienorm angeben

k
K(A)—1
<2 V/—— .
I e las ( e 1) I Jo
Die Energienorm ist dabei folgendermafien definiert

| la= (z, Az).

5.2.2 GMRES-Verfahren

Das GMRES-Verfahren, general minimum residual [78], wurde Mitte der 80er Jah-
re entwickelt und ist auf beliebige reguldre Matrizen anwendbar. Fiir den Fall
A # AT oder A symmetrisch, aber indefinit macht es keinen Sinn das Funktional
(5.7) zu minimieren. Jedoch ist der Losungvektor 2* des LGS (5.1) dadurch cha-
rakterisiert, daf er als einziger Vektor das Quadrat der Euklidnorm des Residuums
zu Null macht, also minimiert. Das zu betrachtetende Funktional ergibt sich als

Fe) =l b— Az |3 (5.8)
Damit 148t sich der obige Sachverhalt folgendermafien formulieren
" =argmin{F(z):z € R"} < Az"=0b.
Ahnlich wie beim CG-Verfahren hat die k-te Iterierte die Form
T = Xg+ 2,

wobei z aus dem sukzessiv anwachsenden Krylov-Unterraum Ky, ist. Im k-ten Ite-
rationsschritt wird der Krylov-Unterraum K = span{vy, ..., v} durch den Vektor
Avp zum Raum Ky, ergéinzt. Mit Hilfe das Schmidtschen Orthogonalisierungs-
verfahrens wird Avy zu den Vektoren aus K}, orthogonalisiert und normiert:
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5 Losung linearer Gleichungssysteme

4] :|| To ||2,111 = To/ﬁ
Wi = Avk
fori=1,...k
hix =< vi, wy, >
wy, = W, — hig;
end
hit1e =] wr |2
U1 = Wi/ Pgps1 i

Die dabei entstehenden inneren Produkte h;; =< -,- > werden in einer oberen
Hessenbergmatrix Hj;, € R¥1F abgespeichert. Wihlt man fiir 2z den Ansatz

Z2=0c01 + ...+ v = Vie Vi € RV* ¢ e R”
so ergibt sich mit der Beziehung
AVi = (v, ...y 01 Hy = Viey1 Hy
und der Abkiirzung 5 =|| b — Ax ||2 fiir das Funktional (5.8) die Darstellung

F(x) = [ b— Axy |3
= || b= A(zo + Vio) |13
= || ro = Vi Hye |13 (5.9)
= || Vixa(Ber — Hye) |I3
= || Bex — Hye |l5 -

Mit e; ist hierbei der erste Einheitsvektor bezeichnet. Das Verschwinden der Matrix
Vis1 aus dem Funktional beruht darauf, dal Vi, eine Matrix mit orthonormalen
Vektoren als Spalten ist. Damit ist die Abbildung Vj., 1y eine affine Abbildung, die
die Euklidnorm des Vektors y nicht dndert.

Die Koeffizienten cq, ..., ¢ sind nun so zu wihlen, dafl die Quadratnorm des Feh-
lervektors

f=Be — Hee feRM! (5.10)

minimal wird. Zwischen dem Fehlervektor und dem Residuum der k-ten Iterierten
gilt die Beziehung

s l3=1 £ 112 - (5.11)
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Das Gleichungssystem fiir die Unbekannten cy, ..., c; nennt man auch Fehlerglei-
chungssystem und hat fiir k£ = 4 die Gestalt

B — huc — hipgco — hizes — hua = fi
haicr — hoaca — hases — hocy = fo

hsaca — hgscs — haucy = fs

hyzcs — hascy = fa

hsacs = f5 .

Es wird mit Hilfe von orthogonalen Givens-Transformations-Matrizen [83] auf eine
Quasi-Dreiecks-Form gebracht

d; 1 T2 T13 Ti4 N
C1 2

dsy T2 T23 T24 f 2
Cy -

ds | — r33 T34 =1\ f3
C3 N

dy T44 c f1
4 ~

ds 0 0 0 0 fs

oder in Matrizen-Schreibweise

mit den Abkiirzungen

—

dk Rk
d), = o eRML Ru=| ... | e REFDXE,
dit1 0"

Damit wird eine QR-Zerlegung der Matrix Hy = Qr Ry berechnet. Die Lésung des
Fehlergleichungssystems (5.10) ist dquivalent mit der Losung der Minimierungs-
aufgabe fiir das Funktional (5.9) im aktuellen Krylov-Unterraum K. Der gesuchte
Vektor ¢;, € R¥ ergibt sich durch Riickwirtseinsetzen aus

dy — Rpcp =0 mit dy € RF | Ry, € RFF,
Auf Grund der Beziehung (5.11) gilt fiir den Residuenvektor
i 5= f 113= di,

so dafl man die Quadratnorm des Residuums der k-ten Iterierten berechnen kann,
ohne z; explizit auszurechnen.
Die QR-Zerlegung von Hj kann auch mit Hilfe von Householder-Transformationen
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[83] berechnet werden. Diese Version ist zwar zeitaufwendiger, aber stabiler und
somit fiir schlecht konditionierte Systeme besser geeignet [103].

Eine andere Variante, das Fehlergleichungsystem zu losen, ist die Zuhilfenahme
der LU-Zerlegung der Matrix Hy = LUy

| Ber — Hye ||3=| Ber — LiUgc ||3=|| Li(L, " Ber — Uxe) ||3 -

Die Matrix Ly ist nicht notwendigerweise orthogonal und kann daher nicht vor das
Quadrat der Euklidschen Norm gezogen werden. Damit ist die Lésung des Fehler-
gleichungssystem (5.10) nicht mehr dquivalent mit der Minimierung des Funktio-
nals (5.9), und das Konvergenzverhalten des Verfahrens kann sich verandern.
Das GMRES-Verfahren ist eine schiefe Projektionsmethode, die nach endlich vie-
len Schritten und mit einer fehlerfreien Arithmetik die exakte Losung des Systems
(5.1) liefert. Dies hat jedoch nur theoretischen Nutzen, da sich mit wachsendem k
auch die Anzahl der zu speichernden Basisvektoren v; (i = 1...k) vergrofert und
somit der Einsatz als exakter Loser unpraktikabel ist. Um den Speicherplatzbe-
darf gering zu halten, wird das GMRES-Verfahren héufig in einer restart-Version
implementiert. Es werden maximal m < n Schritte durchgefiihrt, dann die re-
sultierende Iterierte z,, und der zugehorige Residuenvektor r,, berechnet und mit
diesen als Startvektoren das Verfahren neu gestartet. Dieses Verfahren wird als
GMRES(m)-Verfahren bezeichnet. Das Konvergenzverhalten héngt stark von dem
restart-Parameter m ab, [78].

5.2.3 BICG-Verfahren

Das BICG-Verfahren, biconjugated gradient, ist auf beliebige reguldre Matrizen
anwendbar. Die Grundlage dieses Verfahrens bildet der Bi-Lanczos-Algorithmus
der bereits Anfang der 50er Jahre von Lanczos entwickelt wurde, [56]. Den grofien
Durchbruch erfuhr das BICG-Verfahren jedoch erst Mitte der 70er Jahre durch die
Formulierung von Fletcher [31].

Der Bi-Lanczos-Algorithmus baut mit Hilfe einer zweigliedrigen Rekursionsformel
eine Basis v; des Krylov-Unterraums Kj(A,ry) bzw. eine Basis w; von K[ =
(AT, 7o) auf. Unter der Voraussetzung, dafi der Algorithmus nicht abbricht, gilt
fiir die beiden Folgen von Vektoren die Bi-Orthogonalitédtsbedingung

(vi,wj)2:5ij Z,j:]_,,l{?
Im Laufe das BICG-Verfahrens werden zwei Folgen von Residuen

~ ~ T ~
TE = Tp—1 — g ADg T = Tr—1 — A" Dg
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und von Suchrichtungen

Pk =Tk-1+ Be-1Pk—1 Pk = Th-1 + Br—1Dk1
rekursiv aufgebaut. Die Wahl von
. 7:]2;_17%,1 fkTrk

ap = — B =
P{Apk

B 7:1:5—17’%1
sichert die Einhaltung der Bi-Orthogonalitédtsbedingungen

(rks7)2 =0 (Apr,pr)2=0  k#L
Die neue Iterierte ergibt sich dann aus

M = 2+ oy
Das BICG-Verfahren ist eine schiefe Krylov-Unterraum-Methode, da die Orthogo-
nalitdt durch eine Petrov-Galerkin-Bedingung gegeben ist

L, = K,Z = span{ro, Alrg, ..., (AT)k_lro}.

Ein Abbruch dieses Verfahrens kann erfolgen, wenn der Bi-Lanczos-Algorithmus
abbricht, d. h. wenn Vektoren mit r; # 0 und 7 # 0 auftreten, fiir die (g, 7x) = 0
gilt, [62]. Die Iterierte xj ist in diesem Fall aber nicht die exakte Losung des
Gleichungssystems. Dieser vorzeitige Abbruch kann in manchen Fiéllen durch eine
look-ahead strategy [32] verhindert werden. Ein weiterer Nachteil dieses Verfahrens
ist, da8 die Multiplikation mit A7 explizit ausgefiihrt werden muf. Damit ergibt
sich ein doppelt so grofler Rechenaufwand wie beim CG-Verfahren. Desweiteren
erfiillen die Iterierten x, der BICG-Methode auch keine Minimierungseigenschaft,
wie es beispielsweise die GMRES-Iterierten tun. Dadurch konnen Oszillationen im
Konvergenzverhalten auftreten. Liegt eine symmetrische, positiv definite Matrix
vor, so stimmt das BICG-Verfahren mit dem CG-Verfahren iiberein.

5.2.4 CGS-Verfahren

Das CGS-Verfahren, conjugated gradient square [86], wurde Ende der 80er Jahre
als eine Weiterentwicklung des BICG-Verfahrens vorgestellt, in der allerdings die
Matrix-Vektor-Multiplikation mit AT geschickt umgangen wird. Die im BICG-
Verfahren erzeugten Folgen von Residuenvektoren ry, 7 lassen sich mit Hilfe eines
Polynoms ¢ (x) vom Grad k und dem Startresiduum ro = b — Az darstellen als

T = (,Ok(A)TO fk = (,Ok(AT)’I"o.
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Analog kann man mit Hilfe eines zweiten Polynoms ¢ (x) ebenfalls vom Grad k
die Suchrichtungen p; und py berechnen durch

e = Vr(A)ro P = Ur(AT)rg.

Fiir die beiden Polynome ¢, gelten die Rekursionsvorschriften

er+1(z) = pr(x) — apzpe(z) (@) = pr(2) + Be1r—1 (),

damit erhiilt man auch Formeln fiir %, 1?2 und das Produkt ¢y, - 1y
Eine wichtige Eigenschaft, die das CGS-Verfahren so effizient macht, ist, daf fiir
alle Polynome ¢(z) € Py, also speziell auch fiir ¢, und 9, die Beziehung

(¢(A)ro, ¢(AT>7‘0)2 = (¢2(A)7”0, r0)2
gilt. Dadurch lassen sich mit Hilfe der Abkiirzungen
e = or(A)ro Pe = Vi(A)ro
die skalaren Grofien ay, 3, ohne explizite Multiplikation mit A7 berechnen

ap = (7%7’0)2 B = (fkﬂﬂ”o)z

(Aﬁk,TO)Q (TAkaTO)Q .

Die Folge der Iterierten x; wird nun so konstruiert, dafl sich ihre Residuenvektoren
als

T =T = cpz(A)ro

darstellen lassen. Betrachtet man ¢?(A) als einen Reduktionsoperator angewandt
auf das Startresiduum 7y, so wird er bei diesem Verfahren zweimal auf ro ange-
wandt. Das erklart auch den Zusatz “squared“ im Namen des Verfahrens. Man
hofft damit eine Konvergenzgeschwindigkeit zu erhalten, die doppelt so grof§ ist
wie die des BICG-Verfahrens. Aber selbst wenn ¢ (A) den Vektor ry “reduziert®
, ist noch nicht sichergestellt, daB8 ¢ (A) den schon “reduzierten* Vektor i (A)rg
noch einmal “reduziert”. Es gibt Félle, in denen die Norm von ¢y (A)rg sehr klein
ist, aber im Gegensatz dazu die Norm von ¢?(A)ry sehr gro. Dadurch kénnen sehr
starke Oszillationen im Konvergenzverlauf auftreten. Die lokalen Korrekturen fiir
das aktuelle z; konnen sogar so grof} sein, dafl das Verfahren abbricht. Analog zum
BICG-Verfahren lé8t auch hier ein frithzeitiger Abbruch des Lanczos-Verfahrens
die CGS-Methode scheitern.
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5.2.5 CGSTAB-Verfahren

Mit dem CGSTAB-Verfahren, genau genommen BICGSTAB, biconjugated gradient
stabilized [94], wurde Anfang der 90er Jahre eine Variante des CGS-Verfahrens
vorgestellt, die einen wesentlich glatteren Konvergenzverlauf aufweist. Die im CGS-
Verfahren berechnete Folge k — p2(A)rg wird im CGSTAB-Verfahren durch die
Sequenz k — ¢ (A)pr(A)rg ersetzt. Das Polynom ¢, € Py ist rekursiv definiert

Ori1(w) = (1 —wpz)dp(z) ,  ¢o(z) =1.

Durch die Einfithrung der skalaren Grofle wy, erhélt man in jedem Iterationsschritt
einen zusétzlichen Freiheitsgrad, den man zur Minimierung des Funktionals

Fr=| (I —wpA)dk I3 mit  § = ¢p(A)prsr(A)ro

benutzt. Die erzeugten Iterierten xj sind nun so konstruiert, dafl sich ihr Residuum
als

e = or(A)pr(A)ro

darstellen 1a8t. Durch die minimierende Eigenschaft der zj; erhélt man in den
meisten Fillen einen wesentlich glatteren Konvergenzverlauf als beim CGS-Verfah-
ren.

Auch bei dieser Methode kann aus den selben Griinden wie beim CGS-Verfahren
ein friithzeitiger Abbruch erfolgen. Desweiteren kann eine Stagnation des Verfahrens
nach dem m-ten Schritt eintreten. In diesem Fall werden die Iterierten xy (k > m)
immer wieder aus dem gleichen Unterraum K, (A, o) ausgewihlt, d. h. es findet
keine Expansion des Unterraumes statt.

5.3 Vorkonditionierung

Die Konditionszahl k(A) der Matrix A hat einen grofien Einfluf} auf die Anzahl
der Iterationen und auf die Stabilitét des iterativen Verfahrens, [61]. Das Ziel der
Vorkonditionierung ist es nun, das Ausgangsgleichungssystem Ax = b in ein dazu
dquivalentes Gleichungssystem

PAPz = PFpb

. — Pi (5.12)

mit k(P AP,) < k(A) zu transformieren. Das Iterationsverfahren wird dann auf
das transformierte System (5.12) angewandt. Wahlt man P, # I so heifit das
System linksvorkonditioniert, fuer P, # I spricht man von einem rechstvorkondi-
tionierten System. Sind beide Matrizen P, und P, ungleich der Einheitsmatrix I,

7



5 Losung linearer Gleichungssysteme

so nennt man das System beidseitig vorkonditioniert. Fiir Iterationsverfahren, die
symmetrisch positiv definite Matrizen voraussetzen, wie z. B. das CG-Verfahren,
wird oftmals die beidseitige Variante mit PlT = P, angewandt, damit P, AP, wieder-
um eine symmetrisch positiv definite Matrix ist. Im Folgenden wird P, = I ange-
nommen und nur die Linksvorkonditionierung mit P, # I betrachtet. Zur Bestim-
mung der Matrix P, kann auf zwei Arten vorgegangen werden. Eine Moglichkeit
ist, dafl man direkt die Inverse A~! approximiert, so da nur noch eine Multipli-
kation mit P, notwendig ist. Ein Vertreter dieser Gruppe sind die polynomialen
Vorkonditionierer, die beispielsweise mit Hilfe einer abgebrochenen Neumannreihe
eine Approximation fiir A™! berechnen, [26] . In [76] wird ein Verfahren vorge-
stellt, das mit Hilfe einer gewichteten Lo-Norm eine Bestapproximation an A~!
berechnet. Eine andere Mdoglichkeit ist, eine Matrix M so zu wahlen, daf3 sie eine
gute Approximation an A ist, und Systeme der Form My = r einfach zu l6sen
sind. Damit ergibt sich die Vorkonditionierungsmatrix zu

P=M"

Die zweite Forderung 148t sich dadurch motivieren, dafl in iterativen Verfahren
héufig Matrix-Vektor-Produkte mit der vorkonditionierten Systemmatrix P;A vor-
kommen. Ist die Matrix M beispielsweise als ein Produkt aus einer unteren und
einer oberen Dreiecksmatrix darstellbar, M = LU, so laf§t sich ein Matrix-Vektor-
Produkt ¢ = P,Ay durch Losen des Systems Mg = Ay einfach berechnen. Das
Gleichungssystem mit M kann nun durch Vorwirts- und Riickwértseinsetzten nach
q aufgelost werden. Vertreter dieser Gruppe sind Vorkonditionierer, die auf ei-
nem Splitting der Ausgangsmatrix A basieren oder sich durch eine unvollstandige
Dreickszerlegungen berechnen lassen. Beide Arten werden im Folgenden néher be-
schrieben.

5.3.1 Skalierung

Die Skalierung ist die einfachste Art der Vorkonditionierung und bewirkt im Fal-
le der Linksvorkonditionierung ein Multiplikation jeder Zeile ¢ des linearen Glei-
chungssystems (5.1) mit dem Faktor d;.

M = D = diag(dy; - .. dpy,)

Die Berechnungszeit und der Speicherplatzbedarf fiir P, ist sehr gering. Jedoch
liegt mit der Skalierung nur eine sehr grobe Approximation an A vor, so daf die
[terationszahl nur wenig reduziert wird. Fiir die Wahl der d;; gibt es verschiedene
Moglichkeiten. Die bekannteste Art ist die Normierung mit den Diagonalelemen-
ten,

78



5.3 Vorkonditionierung

Iterationen

I
f w
wopt

Abbildung 5.1: Anzahl der Iterationen mit SSOR-Vorkonditionierung in
Abhéngigkeit von w

die aber a;; # 0 voraussetzt. Mit Hilfe der Betragssummen- bzw. Maximumsnorm
oder der Euklidschen Norm lassen sich ebenfalls Matrizen zur Skalierung aufstellen.
Die Qualitét der Skalierung als Vorkonditionierer hingt entscheidend von der Wahl
der benutzten Norm ab, [62].

5.3.2 SSOR-Vorkonditionierer

Hier wird angenommen, dafl das betrachtete Gleichungssystem (5.1) mit den Dia-
gonalelementen skaliert wurde und sich die Matrix in folgender Form schreiben
188t

A=E+I+F,

wobei E wieder eine strikte untere Dreiecksmatrix, F' eine strikte obere Dreiecks-
matrix und [ die Einheitsmatrix ist. Damit definiert Schwarz [83] den SSOR-Vor-
konditionierer als

M= (I+wE)(I+wF),

mit dem Relaxiationsparameter w. Ein Vorteil dieser Art der Vorkonditionierung
liegt darin, dafl die explizite Berechnung der Matrix M entféllt und somit auch
kein zusétzlicher Speicherplatzbedarf ben6tigt wird. Der Nachteil liegt in der auf-
wendigen Berechnung des optimalen Relaxiationsparameters w. Man ist somit auf
eine heuristische Schétzung angewiesen. Die Abhéngigkeit der Anzahl der Itera-
tionsschritte von w weist jedoch in der Umgebung des optimalen Wertes w,p; ein
flaches Minimum auf, so dafl schon eine grobe Naherung an den optimalen Wert
eine Konvergenzbeschleunigung bewirkt, vgl. Abb. 5.1.
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5 Losung linearer Gleichungssysteme

5.3.3 ILU

Liegt eine grofie schwachbesetzte Matrix vor, so ist die Berechnung einer LU-
Zerlegung sehr zeitaufwendig und der Speicherplatzbedarf fiir die Faktoren L und
U, die wesentlich mehr Eintrége als die Ausgangsmatrix A enthalten, hoch. Daher
wird eine unvollstindige LU-Zerlegung, incomplete LU ILU, durchgefiihrt. Die
Matrix A wird in

A=LU-R

zerlegt, wobei L eine untere und U eine obere Dreiecksmatrix ist. Die Faktoren
L bzw. U besitzen die gleiche Besetzungsstruktur wie der untere bzw. obere Teil
der Ausgangsmatrix A. Eine Variation dieser Zerlegung ist die ILU mit fill-in, die
zusitzliche Eintrédge in L und U erlaubt, um dadurch eine bessere Approximation
an A zu bekommen. Diese Art der Zerlegung bezeichnet man als ILU(p), wobei
die natiirliche Zahl p ein Ma$ fiir die Anzahl der fill-in Elemente ist, [77].

Die Berechnung der ILU ohne fill-in wird im Folgenden anhand des diskreten
2-dimensionalen Laplace-Operators vorgestellt, der zu einem pentadiagonalen li-
nearen Gleichungssystem fiithrt. Die Systemmatrix 1&8t sich fiir eine zeilenweise
Anordnung der Unbekannten mit Hilfe der Stencil-Notation als

0 Dy O 0 A, 0
[A] - Az_] CZ] El] == Aw Ap Ae
0 By O 0 A, 0

formulieren. Damit lautet eine Zeile des linearen Gleichungssystems (5.1)
Aijrirj + Bijxij1 + Cijrij + Dijxijp1 + Eijripr; = bij.

Benutzt man fiir die Matrizen L und U ebenfalls Stencil-Notationen

0 0 0 0 dy 0
[L] = aij Cz‘j 0 [U] = 0 1 eij s
0 by 0 00 0
so gilt die Gleichung
0 0 0 0 dyj 0 0 Dy 0
LU = CLU Cij 0 0 1 eij = Ai]’ Cij Eij -+ R = A —+ R.
0 by 0 00 0 0 By 0

Berechnet man das Produkt der beiden Matrizen L und U, so besitzt die Ergeb-
nismatrix M = LU den Stencil
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5.3 Vorkonditionierung

aijdi—l,j Cijdij 0
[M] = ag  bigdijo1 + e+ cij o Cijei
0 bij bijeij-1

In der Matrix M treten demnach sieben Diagonalen auf. Bei der Berechnung
der Standard-ILU werden die beiden zusétzlichen Diagonalen vernachléssigt. Man
erhélt durch Koeffizientenvergleich der Stencils [A] und [M] die Bedingungsglei-
chungen fiir die Eintrdge in L und U

Aij = ai]—

Bij = bij

Cij = bydij1+aei1;+ cij
Dij = Cijdij

Eij = cz-jel-j.

Damit wird die Matrix M als M = LU definiert. Die Berechnung der ILU fiir all-
gemeine Matrizen ist in [62] ndher beschrieben. Die Eindeutigkeit und die Existenz
der ILU-Zerlegung wird in [60] unter bestimmten Voraussetzungen an die Matrix
A bewiesen.

5.3.4 MILU

Bei der MILU, modified incomplete LU-decomposition, werden die zusétzlichen
Eintrége in M, also die Werte a;;d;— ; und b;;e; ;1 mitberiicksichtigt. Sie werden
mit einem Faktor o gewichtet und zur Hauptdiagonalen von M addiert. Das Ziel
der MILU ist, die Zeilensummen von M und A zur Ubereinstimmung zu bringen.
Der Koeffizientenvergleich des Stencils [A] mit dem modifizierten Stencil von M
ergibt

Aij = Uy

Bij - bij

Cij = bijdij1+ aijei1j + cij + afaijdio1j + bijeij-1)
Dij = Cijdij

Eij = cijeij.
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5 Losung linearer Gleichungssysteme

Der Parameter « € [0, 1] beschreibt dabei den Einflul der zusétzlichen Terme. Fiir
a = 1 sind die Zeilensummen von M und A identisch

Qijdi—1j =+ Cijdi
Qij + bijdi g1 4 aijeir; + cij + cijeq;
bij + bijei i =

Qjj + bij
bijd; j—1 + aijei—1j + cij + aijdi—1; + bije; j1
Cijdij + cijeij = Aij + Bij + Cij + Dij + Ezy

Wird a = 0 gesetzt, so entspricht diese Zerlegung der Standard-ILU. Im Gegen-
satz zur ILU existiert fiir die MILU mit o # 0 keine Existenzaussage, [19]. Fiir
a = 1 kann im Verlauf des Iterationsverfahrens die Orthogonalitit der Basisvek-
toren verloren gehen, so dafl das Verfahren langsamer konvergiert. Daher wird
haufig o = 0.95 gesetzt. In [27] wird eine dhnliche MILU vorgestellt und gezeigt,
dal unter bestimmten Voraussetzungen fiir den Spektralradius s des vorkondi-
tionierten Systems k(M 'A) = O(h™2) im Falle der ILU-Vorkonditionierung und
kK(M~*A) = O(h™!) fiir eine MILU-Vorkonditionierung gilt. Mit A ist hier die
Gitterschrittweite bezeichnet.

5.3.5 ILU nach Stone

Bei der ILU nach Stone [89] werden die zusétzlichen Diagonalen in M ebenfalls
mitberiicksichtigt. Motiviert durch das h&ufige Vorkommen von Matrix-Vektor-
Produkten in iterativen Verfahren basiert die ILU von Stone auf der Forderung,
dafl das Produkt M¢ moglichst gut A¢ approximieren soll. Wie oben gilt auch
hier die Zerlegung

M =LU=A+R. (5.13)

Die Matrix R stellt wieder den Approximationsfehler dar. Mit den Abkiirzungen

M., = aijdi—l,j

M. = c-d. M. = cyey
n = Cijlyj M. = b,
_ s = Ui
My = ay M, = be
_ se ijCi,0—1
Mp = bz‘jdz’,j—l + aijei_lyj + Cz’j

ergibt sich der Stencil von M zu

My M, 0
M]=| M, M, M,
0 MS MS@
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5.3 Vorkonditionierung

Betrachtet man das Matrix-Vektor-Produkt
M¢p=(A+ R)p = A¢ + Ro, (5.14)

wird deutlich, daf3 die zwei zusétzlichen Diagonalen der Matrix M auch in R
vorhanden sein miissen.
Definiert man die Stencils fiir A und R analog wie fiir M, so lautet Gleichung (5.13)

Muyy M, 0 0 A, 0 M, R, 0
M, M, M.| = | A, A A |+| R, R, R.
0 M, M, 0 A, 0 0 R, M.,

Damit ergibt sich fiir eine Zeile von R¢

R¢ = an(bnw + Mse¢se + e e .

Die Werte ¢,,,, und ¢, kommen aber in A¢ gar nicht vor. Deshalb versucht man
diese beiden Terme durch die restlichen Eintrédge in R, und damit auch indirekt
durch die Eintréige in L und U, zu kompensieren. Man wéhlt hierzu den Ansatz

R¢ = an(¢nw - QS:;U;) + Mse(¢se - ¢:e)‘ (515)
Die Werte ¢;, und ¢,  sind dabei Schétzer fiir ¢,, und ¢s; und sollen durch

nw

On, Dw, Op, e, @5 ausgedriickt werden. Durch lineare Extrapolation ergibt sich bei-
spielsweise:

. . :L’u) - %(wa + ¢n) - <¢p - %(@v + ¢n>>

il :¢w+¢n_¢p

1 = H6u 00 = (6, — 30+ 62)
i > :¢e+¢s_¢p

Geometrisch gesehen wird somit eine Ebene durch die Punkte w, p,n (bzw. s, p, e)
gelegt und dann der Funktionswert im Punkt nw (bzw. se) berechnet.

Aus Stabilitédtsgriinden wird noch ein Parameter o € [0, 1] eingefiihrt, so daf die
Schétzer definiert sind als

o = (Puw + Dn — @)
e = (et s — D).
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5 Losung linearer Gleichungssysteme

Betrachtet man nun eine Zeile der Gleichung (5.14) und setzt den Ansatz (5.15)
ein, so erhélt man

an¢nw + Mn¢n + Mw¢w + Mp¢p + Me¢e + Ms¢s + Mse¢se

- An¢n + Aw¢w + Ap¢p + Aegbe + AS¢5
+an(¢nw - ;kzw) + MS€(¢S€ - :e)

- An¢n + Aw¢w + Ap¢p + Ae¢e + As¢s
+ M Prw — ana(¢w + On — Qsp) + Msese — Msea(¢e + ¢s — 92517)‘

Der Koeffizientenvergleich liefert dann die Bedingungsgleichungen fiir die Eintrage

in L und U:

On M, =A, —aM,,
Cijdij = Dij — aajjd;—y
Ow  My,=A, —aM,,
aij = Aij — aadi—y;
¢p  M,=A,+ oMy, + oM,
bijdij—1 + aijei—1j + cij = Cij + aajjdi—1j + abije; j
¢e M. = Ae —aM,,
cijeij = Eij — abjje; j1
(bs D M, = As —aM,,
bij = Bij — abjje; j1

In dieser Version der ILU werden demnach die Eintrége in den Matrizen L und
U so bestimmt, dal die zwei zusétzlichen Diagonalen in der Fehlermatrix R nur
kleine Werte enthalten.

Fiir a = 0 ist dieses Verfahren wieder identisch mit der Standard-ILU. Mit anwach-
sendem « reduziert sich der Einflul der Punkte ¢, und ¢, im Matrix-Vektor-
Produkt M ¢, so dafl M ¢ den Vektor A¢ besser approximiert.

5.3.6 Vergleich verschiedener Vorkonditionierer

Zum Vergleich der in den Abschnitten 5.3.1-5.3.5 vorgestellten Vorkonditionierer
wird die Poisson-Gleichung

Au= f(z,y) in Q=][0,1] x [0,1]
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mit v = 0 auf dem Rand von €2 gel6st. Die rechte Seite f wird dabei so bestimmt,
dafl die exakte Losung durch

e Fall 1: u(z,y) = sin(mx) sin(my)
o Fall 2 : u(x,y) = (2% — 2)e"(y? — y)e?

e Fall 3: u(z,y) = (sin(r)/r) sin(7x) sin(7y)

mit r = \/Z2 + 2, ¥ = 20z — 10, § = 20y — 10

definiert ist. In Anhang C, Abb.C.1 sind die exakten Losungen graphisch darge-
stellt. Es wurden drei verschiedene dquidistante NxN Gitter benutzt. Die Anzahl
der benoétigten Iterationen fiir das vorkonditionierte CG-Verfahren sind in Tab. 5.1
aufgefiihrt.

ILU  ILU-Stone MILU SSOR nur Skal.

N=100 a=095/085 a=0095/0.85 w=18/1.7

1 86 61/67 46/58 45/50 192

2 89 63/73 46/58 45/50 283

3 85 61/73 47/56 45/50 190
N=150

1 124 81/94 66/83 60/73 275

2 | 130  90/104 66,85 60,71 411

3| 120 84/94 66,81 60,73 275
N=200

1 | 154 98/122 84/107 78/93 364

2 168 109/134 87/110 77/91 545

3 156 107/122 84/107 79/93 363

Tabelle 5.1: Anzahl der Iterationen fiir verschiedene Vorkonditionierer

Durch die Skalierung verringert sich die Anzahl der Iterationen nur um etwa
4%. Eine bessere Vorkonditionierung erhidlt man durch die drei Versionen der
ILU, von denen die MILU mit o = 0.95 die schnellste Version ist. Der SSOR-
Vorkonditionierer mit w = 1.8 ergibt in allen drei Féllen die geringste Anzahl an
[terationen.
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5.4 Vektorisierung

Durch eine Vorkonditionierung 148t sich im Allgemeinen die Anzahl der Itera-
tionsschritte zur numerischen Losung des linearen Gleichungssystems verringern.
Gleichzeitig kann sich jedoch auch die Vektorisierbarkeit des Verfahrens verschlech-
tern, da durch die Vorkonditionierung Rekursionen innerhalb einer Schleife auf-
tauchen konnen, [25]. Um dies zu verhindern werden die Unbekannten in einer be-
stimmten Reihenfolge, hyperplane ordering, berechnet oder explizit umnumeriert,
Schachbrettnumerierung red-black ordering. Der Algorithmus zur Losung der bei
der Vorkonditionierung auftretenden Dreieckssystemen kann entweder durch eine
partielle Vektorisierung oder durch eine abgebrochene Neumann Reihe vektori-
siert werden. Eine Variante des Standard 5-Punkte-Sterns fiihrt zu einem linearen
Gleichungssystem, fiir welches das ILU-vorkonditionierte CG-Verfahren sehr gut
vektorisierbar ist.

5.4.1 Hyperplane Ordering

Werden die Koeffizienten aj, ..., e;; der Standard-ILU aus Abschnitt 5.3.3 in ei-
ner bestimmten Reihenfolge berechnet, so erhélt man eine vektorisierbare Version
zur Berechnung der Matrizen L und U. Die Bestimmung der Werte a,; und b;; ist
problemlos vektorisierbar, da sie nur von den Eintrédgen in der Matrix des Glei-
chungssystems abhéngen. Man kann sie ohne Kenntnis der anderen Eintrige in

einer einfachen Schleife berechnen:
fori=1,nx

for j=1,ny
aij = Aij
bij = Bij
end
end

Die Werte nx bzw. ny bezeichnen hierbei die Anzahl der Gitterpunkte in x- bzw. y-
Richtung. Betrachtet man die Berechnungsvorschrift fiir das Hauptdiagonalele-
ment ¢;; aus L und die Elemente aus U

cij = Cij = ageir; = bidij
dij = Dij/ci
e = Ei/cy

so erkennt man, daf ¢;; nur von Werten in den Punkten (¢, j), (¢—1, 5) und (¢, j—1)
abhéngt. Um die Abhéngigkeiten in der Schleife zur Berechnung von ¢;;, d;; und
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N
AN

Abbildung 5.2: Computational front bei der Berechnung von L und U

e;; zu beseitigen, wihlt man eine diagonale Berechnungsreihenfolge. Besitzt das
Rechengebiet beispielsweise nz = 6 Punkte in z-Richtung und ny = 4 Punkte in
y-Richtung so berechnet man diese drei Werte gruppenweise. Zuerst werden alle
Werte mit der Indexsumme 7 4+ 5 = 2 berechnet, dann alle Werte mit ¢ + 5 = 3,
danach alle Werte mit ¢ + j = 4, usw. bis zum Schlufl die Werte mit i + 5 = 10
berechnet werden. Alle Punkte einer Gruppe liegen auf einer Diagonalen, die durch
das Rechengebiet geht, vgl. Abb. 5.2. Man spricht bei dieser Reihenfolge auch von
der computational front, da sich die Grenze zwischen den schon berechneten c;;
und den noch nicht berechneten wie eine Front von links unten nach rechts oben
schiebt. Sind die Punkte zeilenweise abgespeichert, natural ordering, so ergibt sich
eine vektorisierbare Version zur Berechnung der anderen drei Elemente zu:

fork=1,nx+ny—1
for j = max{1,k + 1 — nx}, min{ny, k}
. = k+1—j
cij = Ciy—aei1;—bidij
dij = Dij/ci
e; = Eij/cy
end
end

In jedem Iterationsschritt eines vorkonditionierten Verfahrens miissen Gleichungs-
systeme der Form
Ly=r bzw. Ur=y

gelost werden. Die Matrizen L und U sind dabei die oben berechneten Faktoren
aus den Abschnitten 5.3.3-5.3.5.

In dem hier betrachteten Fall eines pentadiagonalen Gleichungssystems besitzt die
Matrix L drei Diagonalen. Die Losung des LGS Ly = r bei zeilenweiser Numerie-
rung ist berechenbar durch

Yij = (Tij — QiYi—1,5 _bijyi,j—l)/cij ) t=1,...,nz,7=1,...,ny.
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e —> 0 . L]
Yi—1,5 Yis
° 3 yi,j—l 3

Abbildung 5.3: Abhéngigkeit bei der Losung von Ly = r

Man erkennt, dafl y;; nur von dem y-Wert links und vom y-Wert unterhalb dieses
Punktes abhéngt, vgl. Abb. 5.3. Analog zur Berechnung der Koeffizienten in L
und U werden die y-Werte gruppenweise berechnet. Zur Gruppe Sj gehoren alle
y-Werte, deren Indexsumme gleich k ist, S, = {y;; : i+ = k}. Damit benétigt man
zur Berechnung der Elemente in der Gruppe Si nur die y-Werte aus der Gruppe
Sir_1. Die Gruppen werden in aufsteigender Reihenfolge behandelt, d. h. zuerst
werden die Element aus Sy berechnet, dann die aus S3 usw. bis letztendlich die y-
Werte aus der Gruppe Syz4ny berechnet werden. Hierbei entsteht ebenfalls wieder
eine computational front, die sich von links unten nach rechts oben schiebt.

Die Auflosung des Gleichungssystems Uz = y geht analog. Ein x-Wert héngt dabei
nur von dem x-Wert oberhalb und von dem rechts daneben ab. Deshalb werden
hierbei die Gruppen Sj. in absteigender Reihenfolge behandelt. Die computational
front schiebt sich nun von rechts oben nach links unten.

Man spricht bei dieser Vorgehensweise von der hyperplane ordering [25], da das
Rechengebiet in Unterrdume (Hyperebenen) aufgeteilt wird, deren Dimension um
eins kleiner ist als die Dimension des Rechengebietes.

5.4.2 Schachbrettnumerierung

Bei der Schachbrettnumerierung, red-black ordering, werden die Gitterpunkte in
zwei Gruppen unterteilt. Ein Punkt aus der ersten Gruppe besitzt nur Nachbarn
aus der zweiten Gruppe, vgl. Abb. 5.4. Féarbt man die Zellen, in denen die Punkte
1...12 liegen schwarz ein und 148t die Zellen der Punkte 13...24 rot, so dhnelt das
Rechengebiet einem Schachbrett. Daher auch der Name Schachbrettnumerierung.
Der Fiinf-Punkte-Stencil in einem Punkt (7, ) benétigt nur den Wert in diesem
Punkt und die Werte in den vier Nachbarpunkten (i — 1, 5), (¢ 4+ 1,7), (i,7 — 1) und
(7,74 1). Deshalb stehen in einer Zeile des zugehorigen Gleichungssystems auf der
Hauptdiagonalen beispielsweise ein Punkt aus der roten Gruppe und vier Punk-
te aus der schwarzen Gruppe. Die Matrix A des zugehorigen Gleichungssystems
erhélt dadurch die folgende Blockstruktur
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*19 €20 21 22 23 e 022 e10 23 ell 24  eI2
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(natural ordering) (red-black ordering)

Abbildung 5.4: Verschiedene Strategien zur Numerierung der Unbekannten

C
A= ( r < ) .
P Cn
Die Matrizen C; und Cy; besitzen nur auf der Hauptdiagonalen Elemente, P und
@ sind pentadiagonale Matrizen. In den beiden Vektoren x und b des zu 16senden
Gleichungssystems (5.1) stehen im ersten Teil die Punkte aus der schwarzen Grup-

pe und im zweiten Teil die Punkte aus der roten Gruppe. Skaliert man dieses
Gleichungssystem, so geht die Matrix A iiber in

A:<1]5 ?)

Die Matrizen P und @ haben ebenfalls wieder pentadiagonalgestalt.
Die Schachbrettnumerierung kann als Sonderfall der multicolor ordering [33] be-
trachtet werden, in der nur die beiden Farben Schwarz und Rot benutzt werden.

Berechnung der ILU-Zerlegung

Die ILU-Zerlegung fiir die skalierte Matrix A berechnet sich sehr einfach. Die obere
Dreiecksmatrix U ist identisch mit dem oberen Teil der Matrix A

U:<”§)_

In der Matrix L sind die Eintréige unterhalb der Diagonalen identisch mit denen
aus A. Der erste Teil der Diagonalen von L besteht nur aus Einsen, der zweite Teil
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5 Losung linearer Gleichungssysteme

(1))

Die noch zu berechnende Matrix S ist wieder eine Diagonalmatrix und besitzt
ny - nx/2 Elemente. Somit reduziert sich die Bestimmung der ILU-Zerlegung der
Matrix A nur auf die Berechnung der Matrix S.

mufl neu berechnet werden

Bezeichnet man den skalierten Fiinf-Punkte-Stencil in einem Punkt des Rechen-
gebietes mit

D;

B;
so ergibt sich fiir das obige Gebiet, nx = 6, ny = 4, beispielsweise der 17. Eintrag
auf der Hauptdiagonalen von L, das entspricht in diesem Fall dem fiinften Eintrag
der Matrix S, zu

lhzir = Cir— (ArEy+ Bi7Ds
+D17Bs + Eq7 A5 )

Graphisch 148t sich diese Berechnungsvorschrift ebenfalls sehr schon darstellen

Ag Cg Eg
Bg
D, Dy Dy
Cy By —— Ay Cip En<——A45 (s
B4 B1’7 B5
Dy

Ay Cy By

Ein Pfeil in dieser Skizze zeigt an, welcher Stencilwert mit den Stencilwerten von
Punkt 17 multipliziert wird.
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5.4 Vektorisierung

Losung des Systems Ly=r bzw. Ux=y

Das im Laufe des vorkonditionierten Iterationsverfahrens auftretende Gleichungs-

system
I
were (5 ) (0)-(0)
P S Y2 )

kann nun in zwei Schritten gelost werden. Durch die Skalierung des Gleichungssy-
stems reduziert sich der erste Schritt auf eine einfache Wertzuweisung

Y1 =T1.

Im zweiten Schritt mufl eine Matrix-Vektor-Multiplikation und eine Matrixinver-
tierung durchgefiihrt werden, so dafl sich der zweite Teil des Losungsvektors y
aus

ys = S~ (ry — Pyn)
ergibt. Da S eine Diagonalmatrix ist, sind die Eintrige in S~! gerade die Kehrwerte
der Eintrége aus S. Die Operationen zur Berechnung von y, sind vollstandig vek-

torisierbar. Analog 148t sich auch das Gleichungssystem Uz = y in zwei Schritten
l6sen

Ty = Y2

r, = yl—Q$2-

Durch die Schachbrettnumerierung benotigt das vorkonditionierte Iterationsver-
fahren jedoch meistens eine groflere Anzahl an Iterationsschritten, da die Kopp-
lung zwischen zwei im Rechengebiet benachbarten Punkten nicht mehr so stark
ist.

Die Systemmatrix bei der Schachbrettnumerierung besitzt elf Diagonalen, die zum
Teil auch einen sehr grofien Abstand zueinander haben. Dadurch wird bei der
ILU-Zerlegung ein groferer Approximationfehler gemacht als bei der lexikographi-
schen Numerierung, denn dort hat die Systemmatrix nur fiinf Diagonalen, und
die Abstédnde zwischen den einzelnen Diagonalen sind nicht so groff. Dies kénnte
ebenfalls ein Grund dafiir sein, daf} sich die Anzahl der Iterationen erhcht.

5.4.3 Lo6sung von Dreieckssystemen

In diesem Abschnitt werden zwei Verfahren zur Losung von linearen Gleichungs-
systemen mit einer unteren Dreiecksmatrix L als Systemmatrix vorgestellt.

Ly=r
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5 Losung linearer Gleichungssysteme

Die Matrix L besitzt hierbei die folgende Struktur

Ly
Loy Lo
L= L3y Lss ,
Ln,n—l Lnn
mit den einzelnen Blockmatrizen
c b
c b
Lj; = ) Ljj1=
a ¢ b

Solche Systeme treten beispielsweise in vorkonditionierten Iterationsverfahren auf.
Thr Losungsalgorithmus hat einen grofien Einflufl auf die CPU-Zeit fiir einen Itera-
tionsschritt. Die im Folgenden vorgestellten Algorithmen lassen sich auch auf ein
System Uy = r mit einer oberen Dreiecksmatrix U anwenden.

Partielle Vektorisierung

Man zerlegt den Vektor y so in Teilvektoren y;, dafl die Linge von y; mit der
Léange des Blockes Lj; iibereinstimmt. Analog wird der Vektor r in Teilvektoren
r; zerlegt, so dafl man das obige Gleichungssystem blockweise 16sen kann

Lijyi =rj — Ljj-1yj— ) J=2,...,n.

Die rechte Seite dieser Gleichung besteht aus einem Matrix-Vektor-Produkt und
einer Subtraktion, so dafl die Berechnung von

hj =1 = Ljj1yj

vektorisierbar ist. Bei diesem Verfahren wird somit die urspriingliche nicht vek-
torisierbare drei-gliedrige Rekursionsformel zur Bestimmung des Vektors y durch
eine zwei-gliedrige Rekursionsformel zur Lésung von Ljjy; = h; und eine vek-
torisierbare Berechnungsvorschrift fiir A, ersetzt. Man spricht deshalb auch von
einer partiellen Vektorisierung. Die zweistufige Rekursion kann auf den meisten
Vektorrechnern schneller berechnet werden als die dreistufige, [25] .
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5.4 Vektorisierung

Approximation durch eine Neumann-Reihe

Der Ansatz von van der Vorst in [95] basiert auf der Tatsache, dafi die Inverse
einer diagonaldominanten Matrix A, die sich in A = I — B zerlegen 148, in eine
Neumann-Reihe entwickelbar ist

A'=(I-B)'=I+B+B*+B*+....

Man skaliert nun das Gleichungssystem Ly = r und zerlegt die skalierte Matrix L
in

L=I-E—-F

wobei die Matrix (—F) nur aus der ersten unteren Nebendiagonalen von L be-
steht, also die Eintrige a/c enthilt. Die Matrix (—F') enthélt die zweite untere
Nebendiagonale von L. Damit hat das zu losende Gleichungssystem die Form

Betrachtet man dieses LGS analog wie oben blockweise, so berechnet sich der
Teilvektor y; aus

(L = Ej)y; — Fyyj1 =175

Diese Gleichung ergibt umgeformt

(L — Ej)y; = 75+ Fyyja
yi = (I — E) 7 (7 + Fjyja).

Mit Hilfe der Neumann-Reihe 148t sich nun die Inverse von I; — F; approximieren

durch
(—E) '=(I+E+E+E+.. )~x(I+E;j+¢e +...EM",
so daf} sich der Teilvektor y; aus
yi = (I + Bj + B + ... E]")(75 + Fyyj-1)
ergibt. Bricht man die Neumann-Reihe nach dem dritten Glied ab, erhalt man
yi = I+ B+ E}f + E})(7 + Fyy), (5.16)
was sich durch Umformung in

y; = (I + E2)(I; + E;) (75 + Fyy;—1) (5.17)
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5 Losung linearer Gleichungssysteme

iiberfithren 1a8t. Die Potenzen der Diagonalmatrix E sind ebenfalls wieder Diago-
nalmatrizen, jedoch ist die urspriingliche Diagonale nach unten verschoben

e 0 e2 0 0
Da FE eine untere Diagonalematrix ist, wird E? ab einem bestimmten Index zur
Nullmatrix, so daf§ die Neumann-Reihe abbricht.

Die Eintréige in der Matrix E? werden explizit ausgerechnet und abgespeichert. Da-
durch miissen zur Auswertung von Vorschrift (5.17) drei Matrix-Vektor-Produkte
mit Diagonalmatrizen und drei Vektor-Additionen durchgefiihrt werden. Diese
sechs Operationen sind alle vektorisierbar.

5.4.4 Variante des 5-Punkte-Sterns

Die Effizienz eines Vektorprozessors wird mafigeblich durch die Speicherzugriffszeit
beeinflufit. Muf§ der Prozessor immer wieder auf neue Daten warten verringert sich
die Mflops-Rate, millions of floating point operations per second, und das nume-
rische Verfahren beno6tigt mehr Zeit. Kleine Speichereinheiten haben eine kiirzere
Zugriffszeit als grofere. Daher wird der physikalische Speicher eines Vektorrechners
in kleine Blocke unterteilt, die sogenannten memory banks.

Vektorprozessor
memory memory memory memory
bank bank bank bank

Abbildung 5.5: Speicheraufteilung in einem Vektorrechner

Jede memory bank benotigt nach einem Datenzugriff einige Taktzyklen um fiir
den néchsten Zugriff wieder bereit zu sein. Das heifit, wenn innerhalb zweier auf-
einanderfolgender Taktzyklen zwei mal auf die gleiche Speichereinheit zugegriffen
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5.4 Vektorisierung

N 199 198 197 196 195 194 193 --- 18 --- 177
Standard | 580 619 441 615 575 614 184 --- 397 .- 285
Variante | 615 606 609 610 609 607 615 --- 604 --- 598
N-1 198 197 196 195 194 193 192 --- 184 --- 176

Tabelle 5.2: Mflops-Raten fiir Standard 5-Punkte-Stern und Variante

wird entsteht ein memory bank conflict und die Datenzufuhr kann nicht sofort
durchgefiihrt werden. Um dies zu verhindern wird der physikalische Speicher so
organisiert, da3 IV aufeinander folgende Speicheradressen in N verschiedenen me-
mory banks liegen. Somit kénnen die Speicheradressen aller Komponenten eines
Vektors der Lénge N gleichzeitig angesprochen werden und beim Auffiillen des
Vektorregisters treten keine unnotige Wartezeiten auf. Ist die Anzahl der Eintréige
in einem Vektor grofler als die Anzahl der vorhandenen memory banks, kann es
leicht zu Konflikten kommen, wenn die Vektorkomponenten nicht sequentiell be-
arbeitet werden. Mit dem folgenden Testprogramm

fori=1,N,k
a(i) = b(i) + c(7) - d(1) (5.18)
end

kann der Einflufl des memory bank conflicts auf die Mflops-Rate verdeutlicht wer-
den. Die Komponenten der vier Vektoren a, b, ¢, d werden nicht sequentiell bearbei-
tet sondern jeweils mit einem Inkrement von k € N. Die obige Schleife wurde fiir
verschiedene Werte von k auf einer NEC SX-4 1000 mal durchlaufen. In Abb.5.6
sind die erhaltenen Mflops-Raten graphisch dargestellt. Die genauen Werte sind
in Anhang C, Tab.C.1 aufgefiihrt. Die Anzahl der memory banks ist ein Vielfaches
von zwei. Daher wird fiir ein ungerades k erst nach mehreren Taktzyklen wieder
auf die selbe memory bank zugegriffen, so dafl keine Wartezeiten verursacht wer-
den. Fiir k = 2Pn, das entspricht den geraden Werten von k, ist die Mflops-Rate
erheblich kleiner und fallt mit wachsendem p, da in diesem Fall innerhalb weniger
Taktzyklen die gleiche memory bank angesprochen wird und somit Wartezeiten
anfallen. Der Wert £ ist die Differenz der Speicheradressen zweier aufeinanderfol-
gender Elemente, die in einer Schleife bearbeitet werden und wird stride genannt.
Im obigen Beispiel wurde fiir £ = 16 ein Minimum von Mflops=61 und fiir £k = 1
ein Maximum von Mflops=992 erreicht.

Eine dhnliche Problematik tritt auf, wenn der zweidimensionale Laplace-Operator
mit dem Standard 5-Punkte-Stern diskretisiert wird und das resultierende LGS mit
einem ILU-Vorkonditionierten Iterationsverfahren gelést wird, vgl. Abb. 5.7. Wenn
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Mflops
1000 + .
k ungerade
500 + . . . . . . k:Qn’nEN
k= 4n
k= 8n
k

10 20
Abbildung 5.6: Mflops-Rate in Abhéngigkeit des Inkrements k

I I 1 1 A

“rosasoorooa- Au = (i1 + Uit1j + Uijer + Uijo1 — duij)/h
I I d 1 I

cboodeoabood Ly=r —

I L] I [ ] I [ ] I

] ] | ]

Yig = (rig = licy¥im15 = licne jYione,j) /i

I I L] 1 ]

Sl St =nx —1

Abbildung 5.7: Standard 5-Punkte-Stern, ILU-Vorkonditionierung
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I 1 I l A 2
Au = (i1 + Uip1j-1 + Uim1j41 + Uir1,j+1)/2h
| i 1 | ° |
Ly=r —
| | L ] | |
| I | |
S it Yig = (rig —licij1Yio15-1 — livig1¥ir1-1)/lij
St — 9

Abbildung 5.8: Variante des 5-Punkte-Stern, ILU-Vorkonditionierung

die Gitterpunkte lexikographisch angeordnet sind und nx die Anzahl der Gitter-
punkte in x-Richtung bezeichnet, dann ist in diesem Fall der stride St = nx — 1.
Abhéngig von nx erhélt man damit einen geraden oder ungeraden stride in der
Schleife zur Losung der Systeme Ly = r, der sich analog zu Beispiel (5.18) auf
die Mflops-Rate auswirkt, vgl. Tab. 5.2. Um diese Abhéingigkeit von der Gitter-
groBe zu umgehen wird in [34] eine Variante des 5-Punkte-Sterns beschrieben, bei
der der stride fiir die ILU-Routinen immer St = 2 ist, vgl. Abb. 5.8. Durch eine
Taylorreihenentwicklung lassen sich die Koeffizienten so bestimmen, dafl die Va-
riante ebenfalls zweiter Ordnung im Raum ist. Um den Einflul der Punktzahl in
x-Richtung auf die Mflops-Rate zu untersuchen wird Fall 1 aus Abschnitt 5.3.6
auf einem N x N Gitter mit dem Standard 5-Punkte-Stern und mit der Varianten
aus Abb. 5.8 diskretisiert. Die daraus resultierenden linearen Gleichungssysteme
werden 100 mal bis zu einer vorgegebenen Genauigkeit 1072 < ||r,||/||ro|| mit
dem ILU-vorkonditionierten CG-Verfahren iterativ gelost. Als Startvektor wurde
der Nullvektor gewahlt, so daB sich das Startresiduum ry zu 9 = ||b|| ergibt. Fiir
eine lexikographische Anordnung der Punkte sind die erhaltenen Mflops-Raten in
Tab.5.2 aufgefiihrt. Unabhéangig von der Anzahl der Gitterpunkte N liefert die Va-
riante des 5-Punkte-Sterns eine nahezu gleichbleibende Mflops-Rate, da in diesem
Fall ein konstanter stride St = 2 vorliegt und somit kein memory bank conflict auf-
tritt. Die Mflops-Raten fiir den Standard 5-Punkte-Stern verhalten sich dhnlich zu
denen aus Beispiel (5.18). Ist St ein ganzzahliges Vielfaches von 27, p € N, er-
gibt sich eine kleine Mflops-Rate, die sich mit wachsendem p verschlechtert. Fiir
N=193, St = 192, ergibt sich in diesem Fall ein Minimum, da St = 6 - 2° gilt. Ein
dhnliches Verhalten der beiden Stencils ist in den Féllen 2 und 3 aus Abschnitt
5.3.6 zu beobachten.

Eine Erhohung der Mflops-Rate fiir die Variante des 5-Punkte-Sterns erhélt man
durch eine explizite Umnumerierung der Unbekannten im Rechengebiet. Ahnlich
zur Schachbrettnumerierung aus Abschnitt 5.4.2 lassen sich die Gitterpunkte in
zwei voneinander unabhéngige Gruppen unterteilen und man erhélt die Zebra-
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*19 20 21 22 23 24
o7 3 *9 *10 11 12
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Abbildung 5.9: Zebra-Numerierung

e . u=0 auf 0} —
:L_ @) Too = —T1,1 linear
IF(O_O) Too = (222 — 6211)/3 quadratisch

Abbildung 5.10: Implementierung der Randbedingung u=0 fiir die Variante

Numerierung. Werden die Reihen mit einem ungeraden Index j weifl und die mit
einem geraden Index schwarz eingefiarbt, ergibt sich ein Zebramuster, was die Na-
mensgebung dieser Numerierung motiviert.

Ein Problem der Diskretisierung aus Abb. 5.8 ist die Impementierung der Randbe-
dingungen in den Eckpunkten. Fiir den Punkt (4, ) = (1,1) in der linken unteren
Ecke wird auch auf die Dummy-Zelle (0,0) zugegriffen, vgl. Abb. 5.10. Extrapoliert
man den Wert in (0,0) linear oder quadratisch aus den Werten im Inneren des Re-
chengebiets, so ergeben sich Fehlerpeaks in den Ecken der numerischen Losung,
vgl. Abb. 5.11. Problematischer ist es, wenn am horizontalen Rand eine andere
Randbedingung vorliegt als am vertikalen Rand.

Werden die Eckpunkte mit dem Standard 5-Punkte-Stern aus Abb. 5.7 und die
restlichen Punkte mit der Varianten aus Abb. 5.8 diskretisiert, so verschwinden die
Fehlerpeaks in den Ecken. Das dazugehorige lineare Gleichungssystem ist jedoch
unsymmetrisch und damit ist die Konvergenz des CG-Verfahrens nicht mehr gesi-
chert. Diese Modifikation in den Eckpunkten wirkt sich nicht nennenswert auf die
Mflops-Rate, die Iterationszahl und die Rechenzeit aus, wenn man das zugehorige
lineare Gleichungssystem mit dem ILU-vorkonditionierten CGS-Verfahren 16st.
Fiir alle drei Problemstellungen aus Abschnitt 5.3.6 ist die exakte Losung bekannt,
so dafl man den Fehler durch e = ||unum — Uezakt||oo definieren kann. Die Variante
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000z 000z

LB
KRS
25

N

Abbildung 5.11: Fehler der Diskretisierungen mit dem Standard 5-Punkte-Stern
(links) und der Varianten (rechts) fiir den Fall 1

200 x 200 100 x 100
Standard Variante Standard Variante

Fall 12.03-107% 816-107° | 82-107% 3.26-107*
Fall 2 | 1.47-107° 2.22-107° | 5.86-107> 8.8-107°
Fall 3| 4.43-107%* 892-107* | 1.77-107% 3.56-1073

Tabelle 5.3: Fehlernorm fiir Standard 5-Punkte-Stern und Variante

des Standard 5-Punkte-Sterns liefert in allen Fiéllen einen grofleren Fehler als der
Standard 5-Punkte-Stern, vgl. Tab. 5.3.

Wird der Laplace-Operator mit der Varianten aus Abb. 5.8 diskretisiert, so erhélt
man zwei Gruppen von Punkten, die voneinander entkoppelt sind. Dadurch ist es
moglich, dafl die numerische Losung von Punkt zu Punkt springt. Beispielsweise
ist der in Abb. 5.12 gezeigte Fall mit a # b eine Losung von Au=0 jedoch keine
Losung von Au = 0. Dieses Phinomen nennt man auch schachbrettartiges Oszillie-
ren und ist bekannt aus der numerischen Simulation von Stréomungen mit kleinen
Machzahlen. In [47] wird daher auch vom Gebrauch dieses Stencils abgeraten.

5.4.5 Vergleich der Strategien zur Vektorisierung

In diesem Abschnitt werden zum einen die hyperplane ordering, die Schachbrett-
numerierung und die partielle Vektorisierung und zum anderen der Standard 5-
Punkte-Stern und dessen Variante miteinander verglichen. Auf einem 200 x 200
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Abbildung 5.12: Schachbrettartiges Oszillieren in der Losung fiir die Variante

Gitter werden die Testfille 1-3 aus Abschnitt 5.3.6 diskretisiert. Die entstehenden
linearen Gleichungssysteme werden 100 mal gelost, um eine reprisentative Aus-
sage iiber Rechenzeit und Mflops-Rate zu erhalten. Das Abbruchkriterium wurde
analog zu Abschnitt 5.3.6 gewahlt.

Vektorisierung der ILU-Vorkonditionierung

Innerhalb eines vorkonditionierten Iterationsverfahrens miissen héufig lineare Glei-
chungssystem der Form LUx = r gelost werden, wobei L eine untere und U ei-
ne obere Dreiecksmatrix ist. Der Losungsvektor x wird berechnet, indem zuerst
Ly = r und danach Ux = y gelost wird. Dabei treten Rekursionen auf, die ei-
ne Vektorisierung erschweren. Die in 5.4.1-5.4.3 vorgestellten Verfahren sind drei
Moéglichkeiten, die Losung von Ly = r und damit auch die Lésung von LUz = r
zu vektorisieren. Im Falle der hyperplane ordering, der partiellen Vektorisierung
und der lexikographischen Vorgehensweise verdndert sich die Matrixstruktur des
Gleichungssystems nicht. Damit ist die Iterationszahl fiir die drei Vorgehensweisen
gleich und kann Abb. 5.13 entnommen werden. Jedoch werden die Unbekannten
in verschiedener Reihenfolge (hyperplane/lexikographisch) oder die dreigliedrige
Rekursion auf eine zweigliedrige Rekursion (partiell) reduziert. Bei der Schach-
brettnumerierung werden die Unbekannten explizit umnumeriert, wodurch sich
die Matrixstruktur verdndert und die Iterationszahl ansteigt, vgl. Abb. 5.13. Die
Losung mit Hilfe der Neumann-Approximation aus Abschnitt 5.4.3 wird hier nicht
behandelt. In Tab. 5.4 sind die Mflops-Raten, die Rechenzeiten und die Zeit zur
Losung von LUz = r fiir den ersten Testfall aufgefiihrt. Im Falle der Schachbrett-
numerierung reduziert sich das Losen von LUy = r auf einfache Vektoroperationen
mit Vektoren der Lénge ny-nz/2, so daf eine sehr hohe Mflops-Rate erreicht wird.
Fiir die hyperplane ordering betriagt die maximale Vektorlinge min{nz, ny}, damit
verringert sich auch etwas die Mflops-Rate, und es wird mehr Zeit fiir die Routi-
ne zur Losung von LUy = r benoétigt. Die partielle Vektorisierung ist durch die
zwei-gliedrige Rekursion nicht sehr gut vektorisierbar. Das schlechteste Ergebnis
erreicht man mit der lexikographischen Berechnungsreihenfolge, da in diesem Fall
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Mflops Zeit [sec] Losung von LUx = r [msec/call]
Schachbrett 746 32 0.5
Hyperplane 628 32 0.8
Partiell vekt. 267 75 3.5
Lexikographisch 83 240 14.3

Tabelle 5.4: Verschiedene Strategien zur Losung von LUz = r

die Schleifen in der Routine zur Losung von LUy = r nicht vektorisierbar sind.

Standard 5-Punkte-Stern und Variante

Ein Vergleich beziiglich Rechenzeit, Mflops-Rate und Iterationszahl der Diskreti-
sierungsarten aus den Abbildungen 5.7 und 5.8 ist in Abb. 5.13 dargestellt. In der
oberen Zeile sind die Ergebnisse fiir den Fall 1, in der mittleren und unteren Zeile
die Ergebnisse fiir die Fille 2 und 3 aufgefiihrt. In allen drei Féllen ist die Vari-
ante des Standard 5-Punkte-Sterns in Kombination mit der Zebra-Numerierung
das schnellste Verfahren. Die Mflops-Rate ist um die Hélfte grofler als bei der
lexikographischen Numerierung, und die Anzahl der Iterationen hat sich sogar et-
was verringert. Durch die Schachbrettnumerierung erhélt man fiir den Standard
5-Punkte-Stern ebenfalls eine bessere Mflops-Rate, jedoch erhéht sich damit auch
die Anzahl der Iterationen, so dafl dieses Verfahren in den meisten Féllen langsa-
mer ist als die lexikographisch numerierte Version des Standard 5-Punkte-Sterns
mit hyperplane ordering.

5.5 Mehrgitterverfahren

Fiir grofle lineare Gleichungssysteme werden die Krylov-Unterraum-Methoden aus
Abschnitt 5.2 ineffizient. Zum einen nimmt mit steigender Anzahl an Unbekann-
ten auch die Dimension der Unterrdume zu, in denen eine optimale Ldsung ge-
sucht wird. Dadurch erhoht sich die Iterationszahl drastisch. Zum anderen brei-
tet sich in einem Iterationsschritt eine Storung nur innerhalb eines lokalen Be-
reichs aus, so daf} eine grofle Anzahl an Iterationsschritten nétig ist, bis sich In-
formation von der ersten bis zur letzten Unbekannten im Gleichungssystem aus-
gebreitet hat. Die Mehrgitterverfahren vermeiden diese Problematik, indem sie
die Glattungseigenschaften der Splitting-Methoden aus Abschnitt 5.3 ausnutzen,
um hochfrequente Fehleranteile aus der aktuellen Iterierten zu eliminieren. Hierzu
wird eine Gitterhierarchie aus groberen Gittern aufgebaut und auf jedem Gitter
ein Gleichungssystem mit kleiner werdender Dimension approximativ gelost, [17].
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[ ] Mflops [ Iter E= Zeit [sec]

925
746
611 628
172 178 185 156
37 32
93 32
931
751
615 215 631
202 206
168
49 47
928
746
614 630
185
171 177 154
36 33 32
23
Variante, Variante, Standard, Standard,
Zebranum., lexokograph., Schachbrett., lexikograph.,
ILU ILU ILU ILU

Abbildung 5.13: Vergleich des Standard 5-Punkte-Sterns und der Varianten fiir
den Fall 1 (oben), Fall 2 (mitte) und Fall 3 (unten)
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Fehler
N
/

Abbildung 5.14: Fehlerentwicklung bei einer Splitting-Methode

Durch die groberen Gitter kann sich die Information schneller ausbreiten, so dafl
die Kommunikation zwischen den einzelnen Punkten besser ist als bei den Krylov-
Unterraum-Verfahren.

[terationsverfahren aus der Klasse der Splitting-Methoden liefern nach k Schritten
cine Niherung ¥, deren Qualitéit an Hand des Fehlers e¥ = z¥ — 2* meBbar ist.
Die Gréfle z* stellt hierbei die exakte Losung dar. Entwickelt man den Fehler e*
in eine Fourier-Reihe, so stellt man fest, dal schon fiir kleine £, also schon nach
wenigen Iterationsschritten, der hochfrequente Anteil in dieser Reihe sehr gering
ist, vgl. Abb. 5.14. Der Einflul der niederfrequenten Komponenten, also die lang-
welligen Fehleranteile, verringert sich allerdings erst mit sehr groflem k. Folglich
ist eine grofie Anzahl an Iterationsschritten nétig, um den Fehler e* hinreichend
klein zu bekommen. Stellt man nun den Fehler e, auf einem groberen Gitter dar,
so erscheinen die zuvor langwelligen Anteile auf dem gréberen Gitter kurzwellig
und konnen mit einer Splitting-Methode eliminiert werden.

Die prinzipielle Vorgehensweise wird im Folgenden fiir den eindimensional Fall an
einem Zwei-Gitter-Verfahren erklédrt. Gegeben sind zwei Gitter, von denen das eine
durch Verdoppelung der Gitterschrittweite aus dem anderen entsteht

G = {zeR:x=ux,=ihy,i=1,...,2n =ng, ho = 1/2n}

G = {zreR:ix=z,=ih,i=1,...,n=ny, hy = 1/n}.

Die implizite Diskretisierung einer Differentialgleichung auf dem Gitter G fiithrt zu
dem Gleichungssystem
Au=f , AeRm*m, (5.19)

Fiir System (5.19) werden einige Iterationsschritte durchgefiihrt, so dal man eine
Néherung @ erhélt. Durch dieses Vorgliatten reduziert man den Einflul der hoch-
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frequenten Fourier-Modi im dazugehérigen Fehlerterm

e=u—u",
wobei u* die exakte Losung von (5.19) darstellt. Das Residuum der Iterierten
berechnet sich aus

r=f-Au & Au=f-r. (5.20)

Subtrahiert man die Gleichungen (5.19) und (5.20) voneinander, so erhélt man das
Fehlergleichungssystem

Al —u*)=—r < A(—e)=r. (5.21)

Die Lésung von (5.21) wird nun auf dem groberem Gitter G approximiert, d.h.
man 16st auf G' das Gleichungssystem

Au=Rr , AegRm*™ (5.22)

und erhélt dadurch eine Grobgitterapproximation @ fiir den Fehler (—e). Die rechte
Seite Rr der Gleichung (5.22) ist eine geeignete Darstellung des Residuums r aus
Gleichung (5.21) auf dem groben Gitter GG. Der lineare Operator

R:R™ —R™ , ReR"XW

ist eine surjektive Abbildung und wird auch Restriktionsoperator genannt. Er
bildet Feingitterwerte auf Grobgitterwerte ab. Die Matrix A kénnte man als G-
Version der Systemmatrix A aus Gleichung (5.19) bezeichnen. Auf ihre Konstruk-
tion wird spéater noch genauer eingegangen.

Das Grobgitter-LGS (5.22) sollte moglichst exakt gelost werden, [106]. Die Losung
u wird dann auf das feinere Gitter GG prolongiert und zu der Feingitterndherung u
addiert

u=u+ Pu.

Dadurch erhélt man eine bessere Naherung fiir die gesuchte Losung des linearen
Gleichungssystems (5.19). Die Losung von System (5.22) ist daher eine Korrektur
fiir u, die auf dem groben Gitter berechnet wurde, coarse grid correction.

Der Prolongationsoperator P ist eine lineare injektive Abbildung und bildet Grob-
gitterwerte auf Feingitterwerte ab

P:R" — R™  PpPgcRwm™

Durch die Prolongation konnen hochfrequente Fehleranteile erzeugt werden. Daher
werden abschliefend mit der besseren Naherung v = 4 + Pu als Startwert noch
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G
Abbildung 5.15: V-Zyklus fiir ein Zweigitterverfahren

einige Iterationsschritte auf G durchgefiihrt, um dadurch den Fehler noch einmal
zu glétten (Nachglidtten). Die Dimension des Grobgitter-LGS (5.22) ist geringer als
die Dimension des urspriinglichen Gleichungssystems (5.19). Dadurch verringert
sich auch der Aufwand zur Behandlung von (5.22). Die Reihenfolge, in der die
beiden Gitter durchlaufen werden, dhnelt der Form eines V’s, so dafl man auch
von einem V-Zyklus spricht, vgl. Abb. 5.15. Die Punkte bedeuten hierbei jeweils
einige Glattungsschritte mit einer Splitting-Methode.

Lineares Zwei-Gitter-Verfahren

Der Algorithmus fiir ein lineares Zwei-Gitter-Verfahren lautet:

Initialisierung von 1, @°

for k=1,..., ke
U1/3 = S(UO,A, f7V1)

, U

r=f— Aul/?
r= Rr

u= S(aovleufa VQ)
du = Pu

u?? =43 4+ du
u’ = u!

end

Nach einem Vorglédtten auf dem feinen Gitter bestimmt man das Residuum r und
restringiert es mit R auf das grobe Gitter G. Dort wird eine Korrektur @ berechnet,
die anschliefend mit P auf das feine Gitter G prolongiert wird. Abschliefend wer-
den noch einige Iterationsschritte zum Nachglatten durchgefithrt. Der Ausdruck
S(u®, A, f,v1) bedeutet, dal v, Iterationsschritte mit dem Startwert u° fiir das
LGS Au = f durchgefiithrt werden. Im Laufe des Verfahrens wird die Grobgitter-
korrektur @ immer kleiner, deshalb ist es sinnvoll, den Startwert @° auf Null zu
setzen. Die Iterationszahl v5 sollte geniigend grof} sein, um die Grobgitterkorrektur
moglichst exakt zu bestimmen. Es werden k,,,, V-Zyklen durchgefiihrt.
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G

0 1 2 3 4
Abbildung 5.16: Triviale Restriktion, Injektion

Restriktion und Prolongation

Betrachtet man die beiden Rédume, bestehend aus den Gitterfunktionen
U={u:G—-R} , U={u:G—R} |,

so wird durch die Restriktion eine Gitterfunktion u, die auf dem feinen Gitter
definiert ist, auf eine Gitterfunktion u des groben Gitters abgebildet

R:U— U s (RU,)Z = Z R(i,j)U2i+j .
JEL
Den Wert in einem Grobgitterpunkt bekommt man demnach durch ein gewichtetes
Mittel aus benachbarten Feingitterpunkten. Die einfachste Art der Restriktion
fiir ein Gitter, bei dem die gesuchten Werte in den Gitterpunkten liegen, vertez-
centred grid, ist die Injektion, vgl. Abb. 5.16. Hierbei wird der Grobgitterwert auf
den dariiberliegenden Feingitterwert gesetzt. Bezeichnet man die Grobgitterwerte

mit u und die Feingitterwerte mit wu, so 148t sich die Injektion fiir diesen Fall als
Matrix-Vektor-Produkt schreiben

Uy
Uz
us Uy
Uy = Uz

o O O
o O =
o O O
O = O
o O O
— O O
o O O
I

Us us
Ug
U7

Bei der Injektion werden die Werte der Gitterpunkte mit ungeraden Indizes nicht
beriicksichtigt. Somit geht Information verloren, was dazu fithren kann, daf die
Grobgitterfunktion @ den Feingitterzustand nur ungeniigend beschreibt. Ein Re-
striktion, die alle Feingitterpunkte mitberiicksichtigt ist die lineare Restriktion,
full-weighting, aus Abb. 5.17. Die Matrix-Vektor-Schreibweise lautet
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Abbildung 5.17: Lineare Restriktion, full-weigthing, knotenzentriert

Uy

Uz
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A2t 4_?2
0000151 Us us

Ue

ur

Ein Grobgitterwert wird hierbei aus einem gewichteten Mittel der dariiberliegen-
den Feingitterwerte gebildet.

Die Art der Restriktion wird eindeutig durch den dazugehorigen Stencil beschrie-
ben. Beispielsweise wird der full-weighting-Operator durch

[R] = [ ] (5.23)

=

1
2

=

definiert. Diese Notation impliziert die folgende Berechnungsvorschrift fiir die

Grobgitterwerte

_ 1 1
Ui = JU2i-1 + o Ui + gt

Analog wird die Injektion, vgl. Abb. 5.16, in Stencil-Notation definiert durch
Rl=[1]. (5.24)

Die Prolongation bildet Gitterfunktionen @, die auf dem groben Gitter definiert
sind, auf Gitterfunktionen u des feinen Gitters ab. Formal bedeutet das

P:U—U.

Dadurch wird Information vom groben Gitter auf das Feine gebracht. Da auf dem
groben Gitter weniger Punkte vorhanden sind als auf dem feinen, werden einige
Feingitterwerte durch Interpolation berechnet. Die lineare Interpolation, Abb.5.18,
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0 1 2 3 4 5 6 7
G
XAV
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G
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Abbildung 5.18: Lineare Prolongation, knotenzentriert

lautet in Matrizen-Schreibweise

100 Uy
1 0 0 Ug
11 0 U us
2 2

01 0 Uy | = | ug4
0 % % ﬂg Us
0 0 1 Ug
00 3 uz

Zur Definition des Prolongationsoperators benutzt man ebenfalls die Stencil-Nota-
tion. Damit wird die lineare Interpolation durch

Pl=[3 1 3] (5.25)

definiert. Dieser Stencil beschreibt den Einfluf eines Grobgitterwertes bei der Be-

rechnung der Feingitterwerte. In diesem Fall geht der Wert @; in die Berechnung
von g1 und ug;y1; mit dem Faktor % ein, bei der Berechnung von uy; erhélt er

die Gewichtung 1. Damit ergeben sich die Feingitterwerte zu

1
Uip1 = §(u1 + Ujiy1)
U9; — ﬂi .

Benutzt man ein zellzentriertes Gitter, cell-centred grid, so befinden sich die ge-
suchten Groflen zwischen zwei Gitterpunkten. Damit verdndern sich auch die
Restriktions- und Prolongationsoperatoren. Eine mogliche Wahl zur Restriktion
der Feingitterwerte ist die arithmetische Mittelwertsbildung, vgl. Abb. 5.19, die in
Stencil-Notation durch

B=[3 3]

definiert ist. Die Feingitterwerte sind entweder durch stiickweise konstante oder
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A i\

Abbildung 5.19: Lineare Restriktion, zellzentriert

YAV

Pl=[1 1] Pl=[1 3 2

Abbildung 5.20: Konstante Prolongation (links) und lineare Prolongation
(rechts), zellzentriert

lineare Interpolation berechenbar, vgl. Abb. 5.20. Im Gegensatz zu einem kno-
tenbasierten Gitter besitzen die Stencils eines zellzentrierten Gitters immer eine
gerade Anzahl an Eintrdgen. Sowohl fiir den eindimensionalen als auch fiir den
mehrdimensionalen Fall 148t sich eine Restriktion immer mit Hilfe der Transpo-
nierten Matrix des Prolongationsoperators definieren, [42]

R=aP? |, a€eR.

Konstruktion der Grobgittermatrix A

In dem zuvor beschriebenen Zwei-Gitter-Verfahren benétigt man fir die Grobgit-
tergleichung (5.22) die Matrix A. Es gibt zwei Moglichkeiten fiir die Wahl von
A

e Discretization coarse grid approzimation (DCA) : Analog zur Erstellung von
A erhélt man A durch die Diskretisierung der Differentialgleichung, allerdings
auf dem groben Gitter.
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e Galerkin coarse grid approzimation (GCA) : Die Grobgittermatrix A ist das
Produkt aus der Restriktionsmatrix R, der Feingittermatrix A und der Pro-
longationsmatrix P

A= RAP

Ein Vorteil der GCA ist, daB sie fiir Differentialgleichungen mit unstetigen Koef-
fizienten eine bessere Grobgitterapproximation liefert als die DC'A. Durch die rein
algebraische Vorgehensweise der GCA ist diese Methode unabhéngig von der zu-
grundeliegenden Differentialgleichung und eignet sich somit zur Konstruktion von
“black-box“ Mehrgitterlosers. In diesen Fillen akzeptiert man auch den Mehr-
aufwand zur Berechnung von A = RAP. Ein Nachteil der GCA-Methode ist,
daBl A nicht zwingend wieder diagonaldominant sein muf. Dies hat Einflufl auf
die Glattungseigenschaften der verschiedenen Iterationsverfahren auf dem groben
Gitter und kann zu einer ungenauen Grobgitterkorrektur fithren.

Lineares Mehrgitterverfahren

Durch die rekursive Anwendung des zuvor beschriebenen Zwei-Gitter-Verfahrens
auf die entstehenden Grobgittergleichungen erhilt man einen linearen Mehrgit-
teralgorithmus:

subroutine linear multi_grid(a, u, f, k)

if (k=gitter max) then
u = S(a, A*, f* )

else
U = S(ﬂ,Ak, fk,yk)
Tk — fk o Aku
fk:—i—l — Rk+1pk
u=0

linear multi_grid (@, u, f,k + 1)
duk — Pkuk—i-l
uF = uF + duF
u = S(uk, A% f* vk)
endif
end

Vor dem ersten Aufruf dieser subroutine wird der Vektor u mit einem Startwert
initialisiert. Analog zum Zwei-Gitter-Verfahren werden die Gléattungsschritte mit
S und die Restriktion bzw. Prolongation mit R bzw. P bezeichnet. In diesem Algo-
rithmus wurde der oben schon erwihnte V-Zyklus gewéhlt. Eine andere Strategie,
die Gitter zu durchlaufen, ist der W-Zyklus, vgl. Abb. 5.21. Das Ausgangsgitter,
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Abbildung 5.21: V- und W-Zyklus fiir eine Mehrgitterverfahren
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Abbildung 5.22: Vollstiandiges Mehrgitterverfahren mit V-Zyklus

auf dem die Differentialgleichung gelost werden soll, ist Gy, mit GG wird hier das
grobste Gitter bezeichnet. Jeder Punkt e bedeutet, dafl einige Iterationsschritte
auf dem jeweiligen Gitter ausgefithrt werden. Wenn keine gute Startlosung auf
dem feinen Gitter bekannt ist, wird hdufig auf dem grobsten Gitter gestartet und
die erhaltene Approximation auf die feineren Gitter prolongiert. Damit erhdlt man
eine gute Startlosung auf dem feinsten Gitter, mit der man ein V- oder W-Zyklus
Mehrgitterverfahren starten kann, vgl. Abb 5.22. Diese Vorgehensweise nennt man
auch vollstéandiges Mehrgitterverfahren, full multigrid FMG [59].

Konvergenz von Mehrgitterverfahren

Der Beweis zur Konvergenz von Mehrgitterverfahren stellt eine Bedingung an die

Wahl von R und P

mp + mpg > 2m.
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G G

Abbildung 5.23: Feines und grobes Gitter, isotrope Verfeinerung

Die Grofle mp bzw. mp ist der hochste Grad des Polynoms, das durch P bzw. R
noch exakt interpoliert wird, plus eins. Die rechte Seite 2m entspricht der Ord-
nung der Differentialgleichung, die zu 16sen ist. Der full-weighting-Operator (5.23)
interpoliert lineare Polynome exakt, somit hat er die Ordnung mr = 14+1 = 2. Die
Injektion (5.24) besitzt dagegen nur die Ordnung mpr = 1. Fiir die Prolongation
(5.25) gilt mp = 2. Damit ist die Kombination aus (5.23) und (5.25) fiir Differen-
tialgleichungen erster, zweiter und dritter Ordnung geeignet. Konvergenzaussagen
werden in [42, 43] behandelt.

5.5.1 Zweidimensionale Restriktion und Prolongation

Die Restriktion und die Prolongation sind fiir den Informationsaustausch zwischen
den einzelnen Gittern zustandig. Sie sind lineare Operatoren, die auf Gitterfunk-
tionen angewandt werden. Zur Definition dieser Operatoren gibt es verschiedene
Ansétze, von denen hier einige fiir den zweidimensionalen Fall und ein zellzentrier-
tes Gitter vorgestellt werden.

Aquidistantes Gitter

Die Restriktion 148t sich beispielsweise durch eine Mittelwertsbildung definieren.
Liegt eine isotrope Gitterverfeinerung vor, Abb.5.23, so berechnet sich ein Grobgit-
terwert aus dem arithmetischen Mittel der vier dariiber liegenden Feingitterwerte

1
Ui 5 = Z(U%—I,Qj—l + Ugi9j—1 + Uzi—1,2j + U2i25)
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ug = (ug + ug + us + ug) /4
up = (ug + us + ug + uz) /4
e = (uz + ug + ur + ug) /4
ud:(
ue = (

us + ug + Uy + u1p)/4

U + U7 + Ut + u1y)/4
wy = (ur + us + un + ui2)/4
ug = (ug + u1o + U1z + u14)/4
up, = (u10 + w11 + Ura + ugs) /4
w; = (ug1 + uig + ugs + uge) /4

13114 ] 15 ] 16

U= gip (Ua + Uy + Ue + Ug + Fuie + up + ug + up + u;)

Abbildung 5.24: Konstruktion der Restriktionen (5.27) ,(5.28)

oder in Stencil-Notation

[R]=i“ H : (5.26)

Bei dieser Restriktionsvorschrift gehen nur vier Feingitterwerte in die Berechnung
eines Grobgitterwertes ein. Werden mehr Feingitterpunkte beriicksichtigt, so erge-
ben sich beispielsweise die folgenden Stencils. Der zu berechnende Grobgitterwert
befindet sich im Punkt zwischen den Zellen 6,7,10 und 11, vgl. Abb. 5.24. Die
Zellwande des groben Gitters sind etwas dicker eingezeichnet. Aus jeweils vier Fein-
gitterwerten berechnet man einen Hilfswert in den Kreuzungspunkten der Feingit-
terlinien (o), die mit a,. . .,i bezeichnet werden. Der Faktor k£ = 0,2 beschreibt den
Einflul des Feingitterpunktes e, der mit dem zu berechnenden Grobgitterpunkt
zusammenfillt. Wird k = 0 gesetzt ergibt sich als Berechnungsvorschrift

1
ﬁ:g(ua+ub+uc+ud+uf+ug+uh—I—ui).

Der dazu gehorige Stencil ist symmetrisch und besitzt 16 Eintrage

1 2 21
1 2 3 31
1 2 21
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ua = (Ug + up + ug + ue) /4

ug = (up + v + ue +uy)/4

ue = (Ug + Ue + uy + up)/4
Al B up = (te +uyp +up +u;)/4
C | D

o= +(ua+ up + uc + up)

Abbildung 5.25: Konstruktion der Restriktion (5.29)

Wird der Feingitterwert u, mit dem Faktor k& = 2 gewichtet, so berechnet sich der
Grobgitterwert aus

1
71:E(ua+ub+uc+ud+2uz+u6—l—uf—i—ug—i—uh)

und die Stencil-Notation lautet

1 2 2 5
1 2 5 5 2
1 2 21

Durch die doppelte Gewichtung des mittleren Hilfspunktes bekommen die Werte
in den Feingitterpunkten 6,7,10 und 11 mehr Einflul auf die Berechnung von .
In dem dazugehorenden Stencil erh6hen sich damit die mittleren Eintrége von 3
auf 5 und der Vorfaktor reduziert sich von 1/32 auf 1/40.

Die dritte Variante zur Konstruktion einer Restriktionsvorschrift 148t sich in drei
Schritte unterteilen.

1. Berechnung der Hilfswerte u,, ..., u; durch Mittelung der Feingitterwerte,
vgl. Abb. 5.24.

2. Berechnung der Werte in den neuen Hilfspunkten A,B,C,D innerhalb der
Punkte a,...,i, vgl. Abb. 5.25.

3. Berechnung des Grobgitterwertes aus den Werten in A,B,C,D.
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Durch den zweimaligen Mittelungsprozefl erhoht sich der Einflufl der Punkte 6,7,10
und 11 auf die Berechnung des Grobgitterpunktes noch einmal. Die Punkte, deren
Abstand zu u grofer ist, verlieren dadurch an Einfluf. Dieser Sachverhalt ist auch
in dem dazugehorigen Stencil erkennbar

1 3 31
1 39 9 3
1 3 31

Auch im zweidimensionalen Fall besitzen die Stencils fiir ein zell-zentriertes Gitter
immer eine gerade Anzahl an Eintrigen. Auf Grund der Mittelwertsbildung ist die
Summe aller Eintrédge eines Restriktions-Stencils gleich eins.

Die oben vorgestellten Stencils sind symmetrisch, d. h. sie bevorzugen keine spezi-
elle Richtung bei der Berechnung des Grobgitterwertes u. Der Einflufl eines Fein-
gitterpunktes héngt somit nur von seinem Abstand zum Grobgitterpunkt ab.

Die einfachste Prolongation ist so definiert, dafl alle Feingitterpunkte, die in der
gleichen Grobgitterzelle liegen, den Wert dieses Grobgitterpunktes bekommen

Ugi—1,2j—1 = U2;2j—1 = U2i—1,2j = U24,2j = Ui j -

Diese Prolongation kann als zweidimensionale zellzentrierte Injektion betrachtet
werden und hat daher einen zu (5.24) dhnlichen Stencil

P = [ - } . (5.30)

Eine weitere Vorschrift zur Prolongation erhélt man mit Hilfe einer bilinearen In-
terpolation aus vier Grobgitterwerten. In Abb.5.26 sind die Grobgitterpunkte mit
Gro3buchstaben und die Feingitterpunkte mit Kleinbuchstaben bezeichnet. Auch
hier zeigt sich, dal der Einflufl eines Grobgitterpunktes nur vom Abstand des
zu berechnenden Feingitterpunktes abhéangt. Deshalb ist der dazugehorige Stencil
ebenfalls symmetrisch

1 3 31
1139 93
1 3 31
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Al B
a b ug = (9ug + 3up + 3uc +up)/16
* * up = (3us + up + uc + 3up)/16
ue = (Bua + up + Yue + 3up)/16
. q ug = (ua + 3up + 3uc + 9up)/16
% TB

Abbildung 5.26: Konstruktion der Prolongation (5.31)

Nicht dquidistantes Gitter

Die Vorgehensweisen zur Konstruktion von Restriktions- und Prolongationsvor-
schriften auf einem nicht dquidistantem Gitter sind analog zu denen auf einem
dquidistanten Gitter. Da die Gitterschrittweite nun nicht mehr konstant ist, sind
die entsprechenden Stencils nicht symmetrisch. Der Einflufl eines Punktes bei der
Berechnung eines Grob- bzw. Feingitterpunktes hdngt nun nicht nur vom Abstand
des Punktes zu dem zu berechnenden Grob- bzw. Feingitterpunkt ab sondern auch
noch von entsprechenden Fléacheninhalten.

Die bilineare Interpolation liefert eine Restriktionsvorschrift, die durch eine ge-
wichtete Mittelwertsbildung aus vier Feingitterwerten einen Grobgitterwert be-
rechnet. Die Feingitterwerte werden mit dem Flédcheninhalt ihrer Zelle gewichtet
und aufsummiert. Danach wird diese Summe durch den Flacheninhalt der Grob-
gitterzelle, die aus den vier Feingitterzellen gebildet wird, dividiert. Bezeichnet
man mit F, den Flicheninhalt der Feingitterzelle in dessen Zentrum der Punkt a
liegt, vgl. Abb. 5.27, und analog die Fléacheninhalte Fj, F. und Fj, so gilt

Up = (Faua + Fbub + Fcuc + qud)/(Fa + Fb + FC + Fd>

1 Azg; Ay2j A$2iAy2j

Rl =
[ ] Fa + Fb + Fc + Fd Aﬂfzi_lAygj_l A.TgiAygj_l

(5.32)

Diese Restriktionsvorschrift ist fiir ein dquidistantes Gitter identisch mit der Vor-

116



5.5 Mehrgitterverfahren
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ug = U AT 1Ay + up AT Ay + U AT 1 AYygj_1 + UgAT2 Ay
(Axgi 1 + Ay (Ayaj1 + Aysy)

Abbildung 5.27: Konstruktion der Restriktion (5.32)

schrift (5.26), denn es gilt mit h = Az; = Ay,

1 | h® h? 111 1
411 |

Rl = —

[ ] 4h2 h2 h2

Eine mogliche Prolongationsvorschrift erhélt man ebenfalls durch bilineare Inter-
polation. Die Feingitterwerte a, b, ¢,d in Abb. 5.28 berechnen sich damit aus den
umliegenden Grobgitterpunkten zu

1
Uy = 7 UA(AZgivo + AZgint + Axo;) (Ayajpr + Ay + Ayaji_q)
upAzoi_1(Ayzjy1 + Ayaj + Ayaj_1)
Uc(Axgiro + AZgi1 + AZg) Ayajito
UDA$21—1A?J2;‘+2]
1
u = - UAAT 942 (Aygjr1 + Ayoj + Ayaj_1)
ij

up(Axoiy1 + Axo + Axoi1)(Aysjr1 + Ay + Ayaji_q)
UCA$2i+2Ay2j+2

up(Azgit1 + Axg; + Ao 1) Ayajio
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. 5.33
Ue = o~ UA(ATgio + ATgipr + Axai) Ayaj o o
ij
upAxoi_1Ay2j_1
uc(Axgiqo + Azt + Axo;) (Ayajre + Ayjr1 + Aysy)

upAxei_1(Ayajre + Ayajr1 + Aysj)

1
Uqg = F_ uAAinJrQAijfl
ij
up (A1 + Aoy + Axgi1)Ayaj_y
Uc AT 42(Ayzjra + Ayzjp1 + Ayoj)

up(Azgir1 + Axg; + Ay 1) (Ayajro + Ayajir + Ayaj) |-

Mit Fj; wurde die Summe aus den Flédcheninhalten der vier Grobgitterzellen ab-
gekiirzt
Fij = (A% + AZ;) (Ayj + AYj),

wobei AZ; = Awxg; 1 +Axy; bzw. Ay; = Aya;+Ays;— die Breite bzw. die Hohe der
Grobgitterzelle (i, 7) mit Mittelpunkt C' bezeichnet. Die Gewichtung eines Grob-
gitterwertes bei der Berechnung eines Feingitterwertes entspricht dem Verhiltnis
eines Flachenstiicks, gebildet aus verschiedenen Feingitterzellen, zu der Gesamt-
fliche F;;. Mit den Bezeichnugen aus Abb.5.29 ergibt sich eine geometrische Inter-
pretation der Berechnungsvorschrift fiir den Feingitterpunkt a zu

Wa = (Argipo + Amgipr + Axg) (Ayajrr + Ayoy + Ayoj_y)
Wg Azgi 1 (AYzjs1 + Ayaj + Ayzj1)

We = (Azgipo + Axgipy + Axg) Ayajio

Wp = Al’zplAysz

1
Ua = T~ [WAUA + Wpgup + Weue + Wpup|.

Die Stencil-Notaton fiir die Prolongation (5.33) findet man im Anhang C in Abb. C.2.

5.5.2 Erhaltung der Bilinearitat

Die Restriktion und die Prolongation dienen zum Datenaustausch zwischen den
einzelnen Gittern. Damit bei diesen Abbildungen nicht zu viel Information verloren
geht, stellt man eine Bedingung an die Genauigkeit dieser beiden Operatoren. Man
fordert, dafl die Restriktion angewandt auf eine Feingitterfunktion u, deren Werte
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5.5 Mehrgitterverfahren

a, b
2J— —_——_—_ - = = — . .
Cl d
c® | *D
|
|
21

Abbildung 5.28: Konstruktion der Prolongation (5.33)

Wp ——

WB/

Abbildung 5.29: Geometrische Interpretation der Prolongation (5.33)
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5 Losung linearer Gleichungssysteme

alle auf der bilinearen Ebene E liegen, eine Grobgitterfunktion @ liefert, deren
Werte ebenfalls wieder auf E liegen, [105]. Die Prolongation soll einer analogen
Bedingung geniigen.

Il
IS~

u:G—-R uG)eFE = Ru(q@))
u:G—-R uG)eFE = P>u(G))

(G)eFE
(G)e E

Somit ist das Bild einer bilinearen Ebene E unter Anwendung der Restriktion
bzw. Prolongation wieder die Ebene E. Aufier der Prolongation (5.30) besitzen alle
in diesem Abschnitt angegebenen Restriktions- und Prolongationsoperatoren diese
Eigenschaft, da ihre Abbildungsvorschriften mit Hilfe einer bilinearen Interpolation
gebildet wurden.

5.6 Randbehandlung

Die Behandlung der randnahen Punkte hat einen groflen Einfluf auf die Kon-
vergenz und den Verlauf des Mehrgitterverfahrens. Wird beispielsweise fiir einen
randnahen Punkt die Restriktion (5.29) benutzt, so werden auch Feingitterwerte
aus der Dummyzelle mitberiicksichtigt. Da auf den groberen Gittern jeweils lineare
Gleichnungssysteme fiir eine Korrektur, und nicht fiir den gesuchten Losungsvektor
des Ausgangsgleichungssystems (5.19) gelost werden, miissen auch Randbedingun-
gen fiir die Korrektur definiert werden. Um dies zu umgehen, wird in diesem Ab-
schnitt eine Stencil-Kombination fiir ein zellzentriertes Gitter vorgestellt, welche
die Bilinearitéit einer Ebene erhélt und eine sinnvolle Restriktion bzw. Prolonga-
tion der randnahen Punkte liefert. Folgende Operatoren werden hierbei benutzt:

1331 13 31
171 1 113993 113993
(1] 1{1 11“%2] Gi|390903| =130 093
1331 13 31
Restriktion

Der Stencil [Ry] wird fiir randferne Gitterpunkte benutzt um eine hohe Genauigkeit
bei der Restriktion zu erreichen. Fiir randnahe Punkte wiirde [Rs] auf die Dummy-
zellen zugreifen. Daher wird zur Berechnung der randnahen Grobgitterwerte der
Stencil [R;] benutzt, vgl. Abb. 5.30.
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5.6 Randbehandlung

* . . . . e randferner Punkt
. . . I . . ' O randnaher Punkt

Abbildung 5.30: Restriktion der randnahen Punkte

© * . . . « randferner Punkt
o I . . ? . . ' o randnaher Punkt

Abbildung 5.31:

Prolongation der randnahen Punkte
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5 Losung linearer Gleichungssysteme

Prolongation

Die Prolongation wird fiir randferne Feingitterpunkte mit dem Stencil [P,] durch-
gefithrt, so dafl hierbei eine hohe Genauigkeit erreicht wird. Die randnahen Fein-
gitterwerte werden aus den zuvor schon berechneten randfernen Feingitterwerten
linear extrapoliert, vgl. Abb. 5.31.

Damit ist eine bilineare Ebene unter der hier vorgestellten Restriktion und Pro-
longation invariant, und die Erhaltung der Bilinearitét ist gewéhrleistet.
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6 Formulierung der Gleichungen in
allgemeinen Koordinaten

In diesem Abschnitt werden die Gleichungen ohne Druckaufspaltung (3.44),(3.45)
und mit Druckaufspaltung (3.44),(3.46) in randangepafiten Koordinaten formu-
liert. Es wird die kontravariante Formulierung fiir die Strémungsgeschwindigkeit
benutzt, da sich dadurch die transformierten Gleichungen vereinfachen und die
auftretenden Geschwindigkeitsvektoren immer senkrecht auf der Zellwand stehen,
auf der sie definiert sind. Der Warmeflu und der Einflufl der Gravitation werden
in diesem Kapitel nicht beriicksichtigt.

6.1 Transformation der konvektiven Terme

Mit Hilfe der Beziehung (4.18) werden die konvektiven Terme aus Teilsystem I
(3.44) in allgemeinen Koordinaten formuliert und ergeben sich zu

pr + pgﬂ + ,07717 =0
u + ust+u,v = 0
' o (6.1)
vy + veu+wvo = 0
pe + putpo = 0,
wobei fiir die Geschwindigkeiten die kontravariante Formulierung ¢ und v
= (yyu —xy0)/J 0= (—yeu + z¢v)/J (6.2)

gewahlt wird. Um aus Gleichung (6.1) die kartesischen Geschwindigkeiten u und
v zu eliminieren, werden diese durch

U= Tel + Ty0 v = yet + yyv

ersetzt und die u- und v-Gleichung so kombiniert, dafl entweder der Term mit
oder der Term mit ¢; zu Null wird. Damit geht System (6.1) iiber in
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6 Formulierung der Gleichungen in allgemeinen Koordinaten

pr + pet+ pyv =0

Uy + At + 0U, + e + 20 a0 + T2 =0 (6.3)
O+ Ul + 00, + 3% + 2I%,00 + [50% =0 '
pr + P+ pyv =0

mit den Christoffelsymbolen zweiter Art, zu denen in [6, 104] und im Anhang
B.4 eine detailliertere Beschreibung zu finden ist. Das System (6.3) wird mit Hilfe
eines Dimensionensplitting und dem in 3.3 und 4.3.1 diskutierten MUSCL-Ansatz
gelost.

6.2 Transformation der viskosen Terme mit
kartesischen Geschwindigkeiten

Die Formulierung der viskosen Terme (3.49) in allgemeinen Koordinaten mit kon-
travarianten Geschwindigkeiten erfordert einen hohen analytischen Aufwand. Da-
her werden in einem ersten Schritt die viskosen Gleichungen in allgemeinen Koor-
dinaten aber mit kartesischen Geschwindigkeiten formuliert. In den Gleichungen
(3.49) werden die rdumlichen Ableitungen nach z und y durch die Beziehung (4.16)
ersetzt, und man erhélt

1
U = Re (ugea — 2uenb 4 Upyc + uce + uyd)
1+a
pRe (U&f - 2u5ng + unnh + u§k: + Unl
VP — Vyg — Vee — Uy + Veyt)
(6.4)
1
v = Re (veea — 2vgyb + vy + vee + v, d)
1+«
Re (uep — ung — Uger — Upys + ugyt

+v§5f~ — 20¢,G + vmﬁ + vgl;: + vnl~).

Da in dieser Arbeit nur orthogonale Gitter betrachtet werden, ergeben sich in den
Gleichungen (6.4) die Terme b, g, g zu Null. Die erste Klammer in der u- bzw. v-
Gleichung wird implizit diskretisiert, die zweite Klammer explizit. Damit ergibt

124



6.2 Transformation der viskosen Terme mit kartesischen Geschwindigkeiten

sich fiir orthogonale Gitter ein pentadiagonales lineares Gleichungssystem, das mit
dem CGSTAB-Verfahren aus Abschnitt 5.2.5 gelost wird. Die Koeffizienten a .. .1
sind im Anhang B.1 detaillierter beschrieben.

In den konvektiven Termen (6.3) und in System II (6.17) bzw. (6.18) werden nur die
kontravarianten Geschwindigkeiten benutzt. Daher muf} fiir die Beriicksichtigung
der viskosen Terme eine Transformation zwischen den kartesischen und den kontra-
varianten Geschwindigkeiten bekannt sein. Im Folgenden werden drei Méglichkeiten
zur Wahl der Transformation von der kontravarianten in die kartesische Darstel-
lung und eine Umkehrung davon vorgestellt.

Bilineare Interpolation

Die kontravarianten und die kartesischen Geschwindigkeiten sind in einem Gitter-
punkt durch die Gleichung

U = XU+ 10

= Yl + Y,v

miteinander gekoppelt, vgl. Abschnitt 4.3.3. Da ein versetztes Gitter benutzt wird,
mufB fiir die u-Gleichung die v-Geschwindigkeit im u-Punkt approximiert werden.
Analog muf fiir die v-Gleichung eine t-Geschwindigkeit in einem v-Punkt approxi-
miert werden. Mit Hilfe einer bilinearen Interpolation, die auf einem dquidistantem
Gitter einer Mittelung aus den umliegenden Punkten entspricht, lassen sich die
kartesischen Geschwindigkeiten aus

up = (x up + (z,) B0
B ( g)B~ B+ ( nzB B (6.5)
vz = (Ye)stiz + (yy)303
mit den approximierten kontravarianten Geschwindigkeiten
Up = (V34 U4+ U5+ 0g)/4
B (03 + 0g + U5 + )/ (6.6)

iy = (Ua+up+tp+ug)/4

berechnen. Die Bezeichnungen wurden entsprechend Abb. 6.1 gewéhlt. Die kon-
travarianten Geschwindigkeiten sind in einem lokalen Koordinatensystem, das aus
Metriktermen gebildet wird, definiert. Damit wird bei bilinearer Interpolation an-
genommen, dafl sich sowohl das Geschwindigkeitsfeld als auch die Gitterschritt-
weite linear verdndern.
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6 Formulierung der Gleichungen in allgemeinen Koordinaten

" e} \
- - ®5 e - «;‘\ C o U—Punkt
// B ol \
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Abbildung 6.1: Bestimmung der kartesischen Geschwindigkeiten aus den kon-
travarianten Geschwindigkeiten.

Kubische Interpolation mit anschlieBender Mittelung

Nach einer linearen Interpolation wére eine quadratische Interpolation nahelie-
gend, um die Genauigkeit zu erhohen. Dies wiirde jedoch eine Vorzugsrichtung
bei der Berechnung der fehlenden Geschwindigkeiten ergeben, da eine ungerade
Anzahl an Stiitzstellen benutzt wird. Durch eine kubischen Interpolation mit an-
schliefender Mittelung erhélt man eine symmetrische Berechnungsvorschrift, so

dafl mit (6.5) und
g = %1—16(—1)8+9116—|—91)4—112—U7+9U5+903—Ul) (6.7)

die kartesische u-Geschwindigkeit berechenbar ist. Analoges Vorgehen liefert die
v-Komponente.

Implizite Bestimmung der kontravarianten Geschwindigkeiten

In den beiden zuvor beschriebenen Methoden werden die gesuchten Geschwin-
digkeiten durch eine Linearkombination der kontravarianten Geschwindigkeiten
in den umliegenden Punkte approximiert. Die kontravarianten Geschwindigkeiten
sind dabei jeweils in lokalen Koordinatensystemen definiert, so dafl in den beiden
oben vorgestellten Verfahren Werte aus verschiedenen Koordinatensystemen mit-
einander kombiniert werden. Ersetzt man in der u-Gleichung aus (6.5) die Groe
0 durch die entsprechende Beziehung aus (4.19), so erhélt man eine implizite For-
mulierung fiir die kartesischen Geschwindigkeiten

up = l’gﬁB + 515771713

= @¢lip + vy 5 (—Yeup + T¢vp)
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6.2 Transformation der viskosen Terme mit kartesischen Geschwindigkeiten

oder nach Umformung

1

(1 + jﬂfnyg) up = .CEg'ELB + jil?g.iEn UB.
— S——
Pp QB

Die hierbei auftretende v-Komponente vg der kartesischen Geschwindigkeit kann
durch eine Mittelung aus den umliegenden v-Werten bestimmt werden

1
Ppup = weup + ZQB(UE’ + v + V3 + Vy). (6.8)

Analoges Vorgehen liefert eine implizite Formulierung fiir die kartesische Geschwin-
digkeit v
U3 = Yelz + YpUs

yﬁ%(ynuﬂ - xn”f&) + ynﬁi’»

1 1 -
= (1+ jxnyg) v3 = jygyn ug + ypUs.
S——— ~——
P3 R3

Die noch unbekannte Geschwindigkeit ug 148t sich ebenfalls aus den Werten in den
umliegenden Punkten bestimmen

1
Psvg = ZRS(UA +up + uc + up) + Y, Us. (6.9)

Wird fir jeden u-Punkt bzw. v-Punkt eine analoge Gleichung zu (6.8) bzw. (6.9)
aufgestellt, erhdlt man ein gekoppeltes lineares Gleichungssystem fiir die kartesi-
schen Geschwindigkeiten © und v. Werden die Unbekannten im Gleichungssystem
so angeordnet, dafl zuerst die u-Werte und dann die v-Werte mit gleichem j-Index
aufgefithrt werden, ergibt sich eine pentadiagonale Systemmatrix. Steht in einem
u-Punkt die £&-Koordinatenachse des korperangepafiten Gitters senkrecht auf der
x-Achse des kartesischen Gitters, so wird der Term z, zu Null, und die Gleichung
(6.8) liefert 0 = 0. Damit wird das lineare Gleichungssystem singuldr. Um dies zu
verhindern wird fiir diesen Punkt folgende Beziehung benutzt:

1

Analog wird Gleichung (6.9) durch einen Mittelwert aus den beiden Nachbarpunk-
ten ersetzt, wenn der Metrikterm g, zu Null wird.
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6 Formulierung der Gleichungen in allgemeinen Koordinaten

Transformation der kartesischen Geschwindigkeiten in die kontravariante
Darstellung

Die Abbildung der kartesischen Geschwindigkeiten auf ein kontravariantes Ge-
schwindigkeitsfeld wird mit Hilfe der Bezichungen (4.19) definiert
ip = ((yy)pus — (vy)pvB)/J
U3 = (—(ye)sus + (w¢)svs)/J.
Die beiden unbekannten Geschwindigkeiten vz und u3z werden durch eine Mittelung
aus den entsprechenden Nachbarpunkten bestimmt
vp = (Ug + vq4 + Vs +U6)/4
ug = (uag+ug+up+ug)/4
Die Werte vs ... ug sind dabei alle im globalen x-y-System definiert, so daf§ durch
diese Abbildung ein konstantes Geschwindigkeitsfeld in der kartesischen Darstel-

lung exakt in die kontravariante Darstellung transformiert wird, falls die Metrik-
terme exakt berechnet werden.

(6.11)

Vergleich der drei Verfahren

Zum Vergleich der oben vorgestellten Transformationen wird ein konstantes Ge-
schwindigkeitsfeld

u=1 , v=0
auf einem 16 x 3-Gitter um einen Kreiszylinder hundert mal von der kontravari-
anten in die kartesische Darstellung und umgekehrt transformiert. Dabei wurde
immer Gleichung (6.11) benutzt.

0.4

04l

Abbildung 6.2: Ausgangszustand (links) und nach 100 Transformationen mit
bilinearer Interpolation (rechts)
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6.2 Transformation der viskosen Terme mit kartesischen Geschwindigkeiten

Wird die Transformation mit Hilfe der bilinearen Interpolation (6.6) durchgefiihrt,
so erhélt man nach 100 Transformationen ein Geschwindigkeitsfeld, das in kreis-
nihe stark von der Ausgangsverteilung abweicht, vgl. Abb. 6.2. Die starke Kriim-
mung der Gitterlinien in kreisnéhe fiihrt zu einem nichtlinearen Verhalten der
Metrikterme, so dafl die kontravarianten Geschwindigkeiten nur schlecht durch
eine bilineare Interpolation approximiert werden koénnen. Fiir Punkte mit einem
groBeren Abstand zur Kreisoberfliache ist die Kriitmmung der Gitterlinien geringer,
so dafl dort die bilineare Interpolation gute Werte liefert. Sehr schlechte Ergebnis-
se erhélt man in den Staupunkten links und rechts vom Kreiszylinder. In diesen
beiden Punkten gilt ¢ = 0, so daf sich die kartesische Geschwindigkeit u aus
u = x,0 ergibt. Der Wert von © muf$ aus den umliegenden v-Werten berechnet wer-
den. Diese Werte sind jedoch in verschiedenen lokalen Systemen definiert, so dafl
durch diesen Mittelungsprozess und die Nichtlinearitit der Metrikterme Appro-
ximationsfehler auftreten, die sich akkumulieren. Die kubische Interpolation (6.7)
liefert in diesem Fall schlechtere Ergebnisse, da zu den Fehlern in kreisndhe noch
Ostzillationen auf der Kreisober- bzw. Kreisunterseite hinzukommen, vgl. Abb. 6.3.

0.4

04l

Abbildung 6.3: Nach 100 Transformationen mit kubischer Interpolation (links)
und mit impliziter Formulierung (rechts)

Die implizite Vorgehensweise (6.8) bzw. (6.9) ergibt das beste Ergebnis. Die Ge-
schwindigkeiten in Kreisndhe werden gut reproduziert, und es treten keine nen-
nenswerten Oszillationen auf. Dennoch verlaufen die Geschwindigkeitsvektoren
links und rechts des Kreiszylinders nicht parallel. Diese Abweichung kommt da-
her, da in diesen Punkten die Gleichung (6.10) benutzt wurde, um die Singula-
ritdt des linearen Gleichungssystems zu vermeiden. Fiir dieses Gitter benétigte das
CGSTAB-Verfahren 14 Iterationsschritte zur Losung des u-v-Gleichungssystems.
Fiir eine feinere Diskretisierung wird die Systemmatrix sehr schlecht konditioniert,
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6 Formulierung der Gleichungen in allgemeinen Koordinaten

und man miifite einen inakzeptablen Aufwand betreiben, um das u-v-Gleichungs-
system zu losen. Daher werden die impliziten Ansétze mit den Bestimmungsglei-
chungen (6.8) und (6.9) nicht weiter verfolgt.

6.3 Transformation der viskosen Terme mit
kontravarianten Geschwindigkeiten

Die Formulierung der viskosen Terme (3.49) hat den Vorteil, dal der zweite Sum-
mand fiir Stromungen mit kleinen Machzahlen sehr klein ist und daher explizit
behandelt werden kann. Dadurch erhélt man fiir eine implizite Diskretisierung ein
pentadiagonales Gleichungssystem, da keine gemischten Ableitungen auftreten. In
allgemeinen Koordinaten liefert schon der erste Summand gemischte Ableitungen
nach £ und 7, so dal die implizite Diskretisierung des zweiten Summanden keine
zusitzlichen Eintrige im Gleichungssystem liefert. Daher wird folgende Formulie-
rung benutzt:

1
1
W= o [vm (24 a)uy, + (14 a)uwy} . (6.13)

Die raumlichen Ableitungen nach x und y werden durch die Beziehungen (4.16)
ersetzt, und man erhalt

1 — _ - — = = ~
u = E( Atig + By + Cylige + Callgy + Diigy + Eu
—i—FT}g + Gﬁn + ﬁlﬁgg + ]:12777777 + Kﬂgn + Z}f))

X ) ) ~ ) } ~ (6.14)
Uy = %( Aaf + Ban + Cla& + C2a7777 + Dﬂgn + B

+Fe + Gy, + Hyge + Hybyy + K, + L),

mit den Koeffizienten A...L, die im Anhang B.2 niher aufgefiihrt werden. In
den Gleichungen (6.14) tauchen sowohl die kartesischen Geschwindigkeiten wu,v
als auch die kontravarianten Geschwindigkeiten @, v auf. Um die kartesischen Ge-
schwindigkeiten zu eliminieren, leitet man Gleichung (6.2) nach der Zeit ab

i = (s — 2g0) [T B = (wev, — yeur)/J

und ersetzt u; bzw. v, durch die Beziehungen (6.14). Damit erhdlt man Evoluti-
onsgleichungen fiir die kontravarianten Geschwindigkeiten:
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6.4 Transformation von System II

Uy = ﬁ( A'ug + By + Cl'tge + Cyliyy + D"y + £
+F"0¢ + G0y + Hi'ge + Hy Uy + K"Vgy + L"0) (6.15)
vy = ﬁ< Avlig + Bty + CYlige + Ctiyy + Dligy + £V

+FVT + GV, + HYGee + HYy, + KT, + L'D)

Die Koeffizienten A"...L" bestehen aus Kombinationen von Metriktermen und
sind ebenfalls im Anhang B.2 detailierter aufgefiihrt. In der u-Gleichung von Sy-
stem (6.15) werden die zweiten Ableitungen von u nach £ und n implizit diskre-
tisiert, so daf} in jedem Zeitschritt ein pentadiagonales lineares Gleichungssystem
zu losen ist. Analog wird die v-Gleichung diskretisiert.

6.4 Transformation von System Il

Das zweite Teilsystem, kann entweder mit Druckaufspaltung (3.45) oder ohne
Druckaufspaltung (3.46) formuliert werden.

6.4.1 System Il ohne Druckaufspaltung

Fiir die Formulierung mit dem Gesamtdruck (3.45) lauten die beiden Geschwin-
digkeitsgleichungen in allgemeinen Koordinaten

u L gx N Pe _L_»
(0 e ) () =rer oo
A

Um eine Evolutionsgleichung fiir die kontravariante Geschwindigkeit @ zu erhalten,
wird Gleichung (6.16) von links mit (V&)? multipliziert

1 1
(§m7§y) ’ ( :}L >t + (fmagy) ) MQpA < gi ) = (59:752;) ) Wﬁ

1

1
(ue + v&y): + M—%[(Vf)% +(VEVIPY = (&) 39

Die Vektoren V¢ und V7 bilden die kontravariante Basis a®) und a(. Nimmt
man an, dafl ein orthogonales Gitter vorliegt, so stehen diese beiden Vektoren
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6 Formulierung der Gleichungen in allgemeinen Koordinaten

senkrecht aufeinander und ihr Produkt ergibt Null. Daher entféllt der Term p,
und man erhélt

N 1 , 1 B
Uy + MQp(Vé) pe=55(VE) g

oder mit einer metrischen Grofle aus der ersten Fundamentalform, vgl. Anhang

B.4, formuliert
1 —
7,2 (VE) - 7.

Die Multiplikation von Gleichung (6.16) mit (Vn)T liefert fiir ein orthogonales
Gitter

i+ g pe =

22 _L -

In der Druckgleichung werden die rdumlichen Ableitungen von u und v durch die
Beziehung (4.15) ersetzt

L Vdq
ﬁyRePr

und die kartesischen Geschwindigkeiten durch die kontravariante Formulierung
ersetzt, so dafl man

pe + Yp(ues + unna + ve&y +vgny) =

_Va
fYRePr
erhélt. Die Summe von zwei Christoffelsymbolen zweiter Art, vgl. Anhang B.4,

a8t sich auch durch die Jakobideterminante J der Transformation ¢ ausdriicken.
Damit ergibt sich aus obiger Gleichung;:

Pt + ’Yp(ﬂi + Uy + (F%l + F¥2)7-L + (F%z + 1%2)77) =

1 B 5 V-q
PetAp J ((Ju)5 * (Jv)n> - _WRePr

Ersetzt man im Ausdruck V- ¢ die rdumlichen Ableitungen durch die Beziehungen
(4.15) und (4.17 ), so ergibt sich die Divergenz von ¢ in allgemeinen Koordinaten
zu

V. q=Q(T) = —(AT; + BT, + A\g" T + 209" Te, + Ag™ T,
und die Druckgleichung geht iiber in
1
_yRePr

D+ YD 1 ((Jﬂ)g + (Jﬁ)n> =

- o(T).

Die hierbei benutzten Koeffizienten A, B werden im Anhang B.5 néher aufgefiihrt.
Analoges Vorgehen liefert die Dichtegleichung in allgemeinen Koordinaten

pi+p %((Jﬁ)s + (Jf})n) =0.
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6.4 Transformation von System II

Die Gleichungen des zweiten Teilsystems in allgemeinen Koordinaten und mit der
kontravarianten Geschwindigkeit noch einmal zusammengefafit ergeben somit:

o+ p 3 (et (0),) = 0
~ 1 1 1 >
U + 59 e = 72(V&) g
Mfﬂ e (6.17)
v+ M—2p922p77 - F12(V77) g
po+ o H((Jie+ (I0),) = —vEmQT)

6.4.2 System Il mit Druckaufspaltung

Wird der Druck in die drei Komponenten p(®, p) und @ aufgespaltet, vgl. Ab-
schnitt 3.2, treten im System II (3.46) nur noch die Raumableitungen der letzten
beiden Komponenten auf, da der Hintergrundsdruck p(® raumlich konstant ist. Die
Vorgehensweise, um System II mit Druckaufspaltung in allgemeinen, orthogonalen
Gittern zu formulieren, ist analog zum Vorgehen aus Abschnitt 6.4.1. Es ergibt sich:

Py + 7((Ju)5—|—(Jv)) )

Uy + g'p? = —ﬁpgllpé + 72(VE) - g

o + g = —ﬁpg22p% +72(Vn) - g

M2 (2) l Ju Jb - _ (0)_M()_ QT
y2 + 7 ( U){“‘( U)n 2 y2 'VRepT ( )

(6.18)

Die Systeme (6.17) und (6.18) besitzen eine dhnliche Struktur wie die entsprechen-
den Systeme in kartesischen Koordinaten (3.45) und (3.46). Daher werden sie mit
dem in Abschnitt 3.4 beschriebenen SIMPLE-Typ Algorithmus gelost.
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{ Numerische Ergebnisse

Der Abschnitt 7.1 zeigt die numerischen Ergebnisse einer natiirlichen Konvektions-
stromung. In Abschnitt 7.2 wird das entwickelte Verfahren in korperangepafiten
Koordinaten auf die Umstromung eines NACA0012 Profils angewandt. Mit Hilfe
des Baldwin-Lomax Turbulenzmodells kann dabei eine unphysikalische Ablosung
verhindert werden. Der Abschnitt 7.3 zeigt die Ergebnisse einer Zylinderumstro-
mung fiir reibungsfreie und reibungsbehaftete Fluide. Ein Vergleich der Iterati-
onsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme beziiglich der Rechenzeit wird in Ab-
schnitt 7.4 vorgestellt.

7.1 Natiirliche Konvektion

In diesem Abschnitt wird eine gravitations- und temperaturgetriebene Konvekti-
onstromung in einer quadratischen Box untersucht. Dieser Testfall ist ein Bench-
markproblem fiir numerische Verfahren zur Simulation von schwach kompressiblen
Stromungen [65]. Anfénglich ist die Luft in der Box in Ruhe und es liegt eine homo-
gene Dichte-, Druck- und Temperaturverteilung (po, po, 7o) vor. Die Temperatur
der linken Wand betragt T}, (1), > T) und die der rechten Wand T, (7. < T). Die
beiden horizontalen Wiande werden adiabat angenommen, vgl. Abb. 7.1. Dieser
Ausgangszustand ist nicht stabil, so dafi sich nach einer Anlaufphase eine im Uhr-

q=0

7}1: (1+8)TO
T.=(1+¢) T
Ra=10°

L| T 7. Pr=0.71

Tp = 600 K

po= 101325 Pa
Y Po = 0.5884 kg/m’

q=0
Abbildung 7.1: Natiirliche Konvektion in einer beheizten Box
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7.1 Natiirliche Konvektion

zeigersinn rotierende Stromung einstellt, in der die erwidrmte Luft an der linken
Wand aufsteigt und an der kiihleren rechten Wand wieder abféllt. Im Experiment
wird dieser Vorgang beispielsweise durch eine Inhomogenitdt in den Stoffgrofien
oder eine Erschiitterung der Versuchsanlage initiiert. In der numerischen Simu-
lation kann die zirkulierende Stromung unter anderem durch Rundungsfehler in
Bewegung gesetzt werden.

An den beheizten Winden wird der Warmestrom pro Flacheneinheit als Warme-
stromdichte ¢ bezeichnet und 148t sich durch den Fourierschen Ansatz

orT
4= on
berechnen. Hierbei ist n die Koordinatenrichtung senkrecht zur Wand und A die
Wiérmeleitfahigkeit des Fluides. Die Grofie A ist eine Stoffgrofle, die von der Tem-
peratur abhéngt A = A(7") und beschreibt die Transporteigenschaften des Fluides
beziiglich der inneren Energie. Als dimensionslose Kennzahl fiir die Wérmestrom-
dichte wird die Nusseltzahl

Nu = L )\a—T

/\0 (Th - TC) Gn

definiert, wobei Ag = A\(7p) gilt. Die Nusseltzahl an der linken bzw. rechten Wand
wird im Weiteren mit Nu; bzw. Nu, bezeichnet. Der Wirmeaustausch in einem
Medium geschieht durch Diffusion oder Konvektion. In einem starren Korper, bei-
spielsweise einem Eisenstab, tritt nur diffusiver Warmetransport auf, wohingegen
in einer Stromung zuséitzlich Warmeaustausch durch Konvektion stattfindet. Die
Nusseltzahl beschriebt das Verhéltnis zwischen dem konvektiven und dem diffusi-
ven Wérmeiibergang

Wiérmetransport durch Konvektion

Nu =

Wirmetransport durch Diffusion

In einer dicken Grenzschicht findet der Warmetransport hauptséchlich auf Grund
von Diffusion statt, so dal die Nusseltzahl klein ist. Ein grofSerer Wert fiir Nu ergibt
sich in einer diinnen Grenzschicht, da in diesem Falle der konvektive Warmeaus-
tausch dominiert.

Den folgenden Ergebnissen liegt ein dquidistantes kartesisches Gitter mit 160 x 160
Zellen zu Grunde, und die Warmeleitfahigkeit wird als konstant angenommen.
Der Parameter ¢ ist ein Mafl fiir die Temperaturdifferenz zwischen den beiden
vertikalen Wénden und beeinflufit entscheidend das Stromungsverhalten. In der
Simulation wird der Wert fiir € so variiert, dafl sich folgende Fille ergeben:
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7 Numerische Ergebnisse

€ Fr M Re Pr
0.6 {09219 1.8-10=* 1000 0.71
04 | 0.753 1.5-10=* 1000 0.71
0.2 | 0533 1.25-10~% 1000 0.71
0.01 | 0.119 4.6-107* 1000 0.71

In Abb. 7.3 sind die Stromlinien (links) und die Temperaturverteilung (rechts) fiir
den Fall mit der grofiten Temperaturdifferenz ¢ = 0.6 angegeben. Der dimensions-
lose Wert fiir T' liegt hierbei im Bereich von 0.4 bis 1.6. In der rechten, unteren
Ecke der Box ist die Temperatur minimal, und das Maximum wird in der linken,
oberen Ecke angenommen. Es bilden sich zwei stationdre Wirbel aus, die beide
unterhalb der Geraden y = 0.5 liegen. Fiir den Anfangszustand besteht die Ge-
samtenergie in der Box nur aus der inneren Energie, da die Luft in Ruhe ist.
Durch das Heizen der linken Wand wird dem System eine Wéarmemenge () zu-
gefiihrt, die durch die gekiihlte rechte Wand wieder entzogen wird. Damit bleibt
der Wert der Gesamtenergie in der Box konstant. Im stationdren Zustand ist die
Stromungsgeschwindigkeit von Null verschieden, daher liegt zusétzlich zur inneren
Energie auch kinetische Energie vor. Da die Summe der beiden Energiearten kon-
stant sein muf, verringert sich der Wert der inneren Energie, und damit nimmt

auch der mittlere Druck p
v,
p=1= [ pdQ
€2 Jo

in der Box ab, vgl. Tab. 7.1. Die durch die vertikalen Wéande zugefithrte bzw.
abgefiithrte Warmemenge berechnet sich aus dem Intergral iiber die Wéarmestrom-
dichte q. Da die Nusseltzahl proportional zur Warmestromdichte ist, sind die Mit-
telwerte

Y — 1 [
Nu, = —/ Nu(y)dy , Nu, = —/ Nu,(y)dy
L J, L J,

ein Maf} fiir die zugefiihrte bzw. abgefithrte Warmemenge. Die Gesamtenergie
des Systems bleibt im Laufe der Zeit konstant, so dafl diese beiden Mittelwer-
te gleich sind. In den numerischen Ergebnissen liegt in allen Féllen eine Differenz
der GréBenordnung 1072 vor, vgl. Tab.7.1. In Abb. 7.2 ist der Verlauf der Nusselt-
Zahl an der linken Wand, Nuy,, und an der rechten Wand, Nug, fiir ¢ = 0.01 und
e = 0.6 dargestellt.

Im Falle der kleinsten Temperaturdifferenz ¢ = 0.01 sind in Abb. 7.4 die Strom-
linien (links) und die Temperaturverteilung (rechts) dargestellt. Auch hier nimmt
die Temperatur ihr Minimum in der rechten unteren Ecke an, und das Maximum
befindet sich in der linken, oberen Ecke. Die Stromlinien im stationédren Zustand
verlaufen nahezu punktsymmetrisch zum Mittelpunkt (0.5,0.5), vgl. Abb. 7.4. Das
Zentrum des linken Wirbels befindet sich oberhalb der Geraden y = 0.5, und das
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7.1 Natiirliche Konvektion

Abbildung 7.2: Nusselt-Zahl an linker und rechter Wand fiir ¢ = 0.01 (links)

und £ = 0.6 (rechts)

1.5197

1.4453
1.3709
1.2965
1.2221
1.1477
1.0733
0.9989
0.9245
0.8501
0.7757
0.7013
0.6269
0.5525
0.4781

Abbildung 7.3: Stromlinien (links) und Temperaturverteilung (rechts) fiir den

Fall e = 0.6
€ Nul,max Nul,min Nur,max Nur,min N—ul N—ur p/pO
0.6 20.237 1.082 17.007 0.828 8999 9.008 0.8518
0.4 19.868 1.058 17.939 0.904  9.181 9.209 0.9943
0.2 18.517 1.012 17.648 0.939 8.931 &8.943 0.9965
0.01 | 17.979 0.978 17.936 0974 8378 8.392 0.9996

Tabelle 7.1: Nusseltzahl und mittlerer Druck p
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7 Numerische Ergebnisse

1.0087

1.0074
1.0062
1.0050
1.0037
1.0025
1.0012
1.0000
0.9988
0.9975
0.9963
0.9950
0.9938
0.9926
0.9913

Abbildung 7.4: Stromlinien (links) und Temperaturverteilung (rechts) fiir den

Fall e = 0.01

08
06
i /
-~ I !
L epsi=0.6
04 — — — — epsi=0.4
I epsi=0.2
r s e — epsi=0.01
0.2
4
N N
- = '~
L i | L L L L 1 L L L
-0.05 0 0.05

0.2

0.1

-0.1

T T T T T T T

—— epsi=0.6
— — — - epsi=0.4

epsi=0.2
77777 — epsi=0.01

o
ol

0.75

Abbildung 7.5: u-Geschwindigkeit an der Stelle =z

0.5 (links) und v-

Geschwindigkeit an der Stelle y = 0.5 (rechts)
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7.2 Profilumstromung

rechte Wirbelzentrum liegt unterhalb dieser Geraden.

Ein Vergleich der u-Geschwindigkeiten an der Stelle z = 0.5 ist in Abb. 7.5 (links)
dargestellt. Im Falle ¢ = 0.01 ist der Verlauf der horizontalen Geschwindigkeit
punktsymmetrisch zu der Stelle y = 0.5. In den anderen Fillen sind die Ge-
schwindigkeiten oberhalb der Stelle y = 0.5 betragsméfiig grofer als unterhalb.
Alle Maximalwerte liegen auf der Geraden y = 0.85, damit ist die Grenzschicht
an der oberen Wand fiir x = 0.5 in allen Féllen gleich dick. Das Minimum der
u-Geschwindigkeit fiir = 0.5 verschiebt sich mit wachsendem ¢ in Richtung der
unteren Wand. Daher ist an der Stelle x = 0.5 fiir den Fall ¢ = 0.6 die Grenzschicht
an der unteren Wand diinner als fiir € = 0.01.

Die v-Geschwindigkeiten an der Stelle y = 0.5 sind in Abb. 7.5 (rechts) fiir vari-
ierendes ¢ angegeben. Die Punktsymmetrie der Stromung fiir den Fall ¢ = 0.01
ist auch hier wieder zu erkennen. Die Maximalwerte verschieben sich mit kleiner
werdendem ¢ in Richtung der linken Wand (x = 0), so daf sich an dieser Stelle die
Dicke der Grenzschicht verringert. Das Minimum der Vertikalgeschwindigkeit fiir
y = 0.5 verschiebt sich mit wachsendem ¢ leicht in Richtung der rechten Wand.

7.2 Profilumstromung

Im Flugzeugbau spielt die aerodynamische Optimierung von Tragfliigeln eine wich-
tige Rolle. Zur Validierung eines numerischen Verfahrens wird daher haufig die
Umstromung eines NACA-Profils benutzt, da fiir diese Profile eine Vielzahl an
experimentellen und numerischen Daten zur Verfiigung stehen. Eine Klasse von
NACA-Profilen wird durch eine vierstellige Kennzahl definiert. Die erste Stel-
le beschreibt den maximalen Abstand y. der Mittellinie zur Sehne des Fliigels,
vgl. Abb. 7.6. Der Abstand z. dieses Maximalwertes zur Fliigelspitze wird durch
die zweite Stelle beschrieben. Die beiden letzten Stellen geben Auskunft {iber die
Dicke des Profils. Alle drei Werte sind auf die Sehnenlénge bezogen, wobei y,. und
die maximale Dicke jeweils in Prozent zur Sehnelédnge und die Grofle x.. in Zehntel
der Sehnenldnge angegeben sind. Das NACA 2415 besitzt beispielsweise eine ma-
ximale Woélbung von 2 Prozent an der Stelle 0.4 und eine maximale Dicke von 15
Prozent. Die Dicke des Profils wird durch den senkrechten Abstand

y, = 5t(0.2969v/x — 0.126x — 0.35162% + 0.28432° — 0.10152*),
zur Mittellinie beschrieben. Der Parameter ¢ entspricht der maximalen Dicke be-
zogen auf die Sehnenlénge. Beispielsweise wird fiir das NACA 2415 Profil t = 0.15

gesetzt. Damit lassen sich bei gegebener Funktion fiir die Mittellinie die Koordi-
naten der Punkte auf der Fliigeloberfliche berechnen, [1].
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7 Numerische Ergebnisse

Mittellinie
Sehne

Abbildung 7.6: Geometriedaten eines vierstelligen NACA-Profils

Im Folgenden wird ein NACA 0012 Profil untersucht. Dieser Fliigel ist symmetrisch
und besitzt eine maximale Dicke von 12 Prozent, t = 0.12. Der Anstromwinkel ist
0°, so daf sich im stationédren Zustand eine symmetrische Stromung einstellt. Das
benutzte Gitter ist in Anhang D dargestellt.

Die Ergebnisse einer Euler-Rechnung bei einer Anstrémmachzahl von M = 0.5 sind
in Abb. 7.7 aufgefiihrt. Im linken Teil ist die Druckverteilung in einer Umgebung
des Fliigels dargestellt. Der dimensionslose Maximalwert des Drucks im vorderen
Staupunkt betrdgt popum = 1.18. Fiir ein isentrop verzogertes Fluid 188t sich der
Staupunktsdruck py auch analytisch durch

-1 v/(v=1)
= (1)

berechnen. Hierbei bezeichnen p., den Druck im Fernfeld und M die Machzahl im
Fernfeld. Fiir eine Anstrommachzahl M = 0.5 ergibt sich pgane = 1.18. Der C)-
Wert als Maf fiir den Auftrieb, den ein Kérper erfiahrt, wird in Abb. 7.7 (rechts)

mit den Ergebnissen eines panelVerfahrens verglichen.

Durch die Beriicksichtigung der Reibungsterme bildet sich um das Profil eine
Grenzschicht aus, deren Dicke von der Reynoldszahl abhéngt. Fiir grole Reynolds-
zahlen ist diese Grenzschicht sehr diinn, so dafl das benutzte Gitter in Fliigelndhe
feine Gitterzellen besitzen muf}; um die kleinen Stromungsstrukturen aufzulosen.
Ist das Gitter in der Grenzschicht zu grob, kann dies unter Umsténden zu unphy-
sikalischen Ergebnissen fithren, wie beispielsweise in Abb. 7.8 (links) dargestellt.
Ohne den Einsatz des Baldwin-Lomax Turbulenzmodells bildet sich am Fliigelende
ein Ablosegebiet. Mit Hilfe des Turbulenzmodells wird in diesem Teil des Profils die
turbulente Viskositét i, erhoht und dadurch ein Impulsaustausch zwischen den
einzelnen Schichten ermoglicht. Die numerische Simulation liefert ein physikalisch
sinnvolles Ergebnis, vgl. Abb. 7.8 (rechts).
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7.2 Profilumstromung
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Abbildung 7.7: Druckverteilung (links) und C,-Wert (rechts) einer Eulerrech-
nung fiir M = 0.5

Abbildung 7.8: Geschwindigkeitsvektoren ohne (links) und mit (rechts)
Baldwin-Lomax Turbulenzmodel fiir eine Navier-Stokes Rech-
nung bei einer Anstrémmachzahl von M = 0.5 und Re = 5-10°
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7 Numerische Ergebnisse

I's

Abbildung 7.9: Physikalisches Gitter (links) und Rechengitter (rechts) fiir die
Zylinderumstromung

7.3 Kreiszylinderumstromung

Die Umstromung eines Kreiszylinders ist sowohl fiir die numerische als auch fiir
die experimentelle Stromungsmechanik ein klassischer Testfall. Obwohl die Geo-
metrie des Korpers sehr einfach ist, beinhaltet dieser Stromungsfall eine Vielzahl
an physiklischen Phanomenen, [108, 5]. Das benutzte orthogonale Gitter ist durch

z;; = (R+jAn;)cos(iAE;)

7.1

definiert. Die Gitterschrittweiten A&; und An; konnen hierbei variiert werden, so
daB lokal eine Verfeinerung oder eine Vergroberung des Gitter erreicht wird. Hier-
bei ist der dimensionslose Radius des Zylinders mit R bezeichnet und wurde im
Folgenden zu R = 0.5 gew#hlt. Am duleren Rand des benutzten Gitters werden
fiir die linke Hélfte, I'y in Abb. 7.9, Einstromrandbedingungen und fiir die rechte
Halfte, 'y, Ausstromrandbedingungen vorgeschrieben. Fiir den inneren Rand I'3
werden im Euler-Fall slzp und fiir den viskosen Fall no-slip Randbedingungen de-
finiert, [28]. Am Rand I'y wird Periodizitéat gefordert. Fiir viskose Rechnungen ist
die Reynoldszahl durch

Dug
v
definiert, wobei D den Durchmesser des Zylinders, u,, die Anstromgeschwindigkeit
und v die kinematische Viskositéat, v = u/p, des Fluids beschreiben.
Stromungen mit einer Machzahl M < 0.3 konnen als inkompressibel angenommen
werden, da die Dichteschwankungen minimal sind, [102]. Die folgenden numeri-
schen Ergebnisse mit einer Machzahl von M = 0.1 kénnen daher als Approximati-
on eines inkompressiblen Stromungsfeldes betrachtet werden, [101]. Die Ergebnisse

Re
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7.3 Kreiszylinderumstrémung

(U v, = (1— f—j)ufw oS
v, = —(1+ f—;)u’oo sin ¢

Abbildung 7.10: Potentiallosung fiir die Stromungsgeschwindigkeiten

der Simulationen mit einer Machzahl von M = 0.01 und M = 0.1 unterscheiden
sich nur minimal. Jedoch ist die Rechenzeit fiir M = 0.01 sehr viel hoher, da das
lineare Gleichungssystem fiir den Druck mit kleiner werdender Machzahl steifer
wird und somit mehr Iterationen zur Losung erforderlich sind.

Anfangsdaten

In der Simulation wird die Geschwindigkeitsverteilung fiir ¢ = 0 mit Hilfe der
Potentialtheorie bestimmt, [102]. Fiir einen Kreiszylinder mit Radius R und ei-
ner Anstromgeschwindigkeit u’_  berechnen sich die radiale und die tangentia-
le Geschwindigkeit in einem Punkt mit den Polarkoordinaten (r,¢) aus der in
Abb. 7.10 angegebenen Vorschrift. Es ist zu beachten, dafl die GroBen u/_, R und
r in Abb. 7.10 dimensionslos sind. Damit ergibt sich das Geschwindigkeitsfeld in
kartesischen Koordinaten durch Multiplikation mit einer Rotationsmatrix

u'\ [ cosp —sing Uy
v )] \ singp cosy Uy

oder in kontravarianter Formulierung zu

()43 1))

Der Druck und die Dichte werden im gesamten Stréomungsgebiet auf eins gesetzt,
p = p = 1. In der Simulation wird keine kiinstliche Storung eingebracht, so dafl die
Karmansche Wirbelstrale nur durch numerische Instabilitdten initialisiert wird.

S <
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Abbildung 7.11: C,-Wert iiber der z-Achse (links) und tiber dem Winkel ¢
(rechts) aufgetragen, M = 0.1

7.3.1 Kreiszylinder ohne Reibung

Der dimensionslose Druckbeiwert ist definiert als
P — P
Cp = 1 2 7

§p00uoo

wobei die Werte im Fernfeld durch den Index ., gekennzeichnet sind, und p der
Druck auf der Kreisoberflache ist. Der exakte Druckbeiwert fiir eine inkompressi-
ble, reibungsfreie Zylinderumstromung ist durch

C,=1—4sin*¢ (7.2)

gegeben, [101]. Dabei bezeichnet ¢ den Winkel zwischen der Horiziontalen und
einem Punkt auf der Kreisoberfliche, vgl. Abb. 7.10. Fiir die folgenden Ergebnisse
wurde ein Gitter mit 3 - 10* Zellen und einer nicht-iquidistanten Schrittweite in
radialer Richtung benutzt, vgl. Anhang D.

In Abb. 7.11 wird fiir eine Machzahl von M = 0.1 die Verteilung des C),-Wertes an-
gegeben. Links ist der Druckbeiwert {iber der Symmetrieachse, x-Achse, aufgetra-
gen. Die Symmetrie der Druckverteilung ist in den beiden Staupunkten (x = £0.5)
leicht verletzt. In der rechten Hélfte der Abbildung wird der Druckbeiwert auf
der Zylinderoberfliche {iber dem Winkel ¢ aufgetragen und mit der analytischen
Losung (7.2) verglichen. In den beiden Staupunkten (¢ = 0°,180°) weichen die
numerischen Werte ebenfalls leicht von den analytischen Werten ab.

In [24] werden Ergebnisse verschiedener numerischer Verfahren fiir die Félle M =
0.38 und M = 0.5 angegeben. Fiir M = 0.38 liefert das Mpv2d-Verfahren die in
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Abbildung 7.12: C,-Wert (links) und lokale Machzahl (rechts) tiber der z-Achse
aufgetragen. M = 0.38

Abb. 7.12 (links) dargestellte C),-Verteilung. Die lokale Machzahl M ist als der
Quotient aus den lokalen Werten der Stromungsgeschwindigkeit und der Schallge-
schwindigkeit definiert. Die Verteilung von M; im Falle M = 0.38 ist in Abb. 7.12
(rechts) dargestellt. Bei einer Machzahl von M = 0.5 tritt auf der Ober- und Un-
terseite des Kreiszylinders jeweils ein Stofl auf, in dem sich die Strémungsgrofien
sprunghaft verdndern. Diese Unstetigkeit wird in der Simulation nicht exakt wie-
dergegeben, sondern auf Grund der numerischen Diffusion etwas verschmiert. In
Abb. 7.13 ist links der Druckbeiwert und rechts die lokale Machzahl iiber der x-
Achse aufgetragen. Das Mpv2d-Verfahren 16st den Stof mit etwa 7 Punkten auf.
Die fiir diese beiden Félle M = 0.38 und M = 0.5 ermittelten Werte stimmen sehr
gut mit den numerischen Ergebnissen aus [24] {iberein.

7.3.2 Kreiszylinderumstromung mit Reibung

Das inkompressible, reibungsbehaftete Stromungsfeld um einen Kreiszylinder 148t
sich nach [108] in vier Teilgebiete einteilen, vgl. Abb. 7.14. Im Teilgebiet A wird
die Strémung verzogert und im Bereich C wird sie durch den Korper verdrangt
und dadurch beschleunigt. Mit B wird die am Koérper anliegende Grenzschicht
bezeichnet und mit D die abgeloste Stromung bzw. der Nachlauf. Die Grenzli-
nie zwischen den Gebieten C und D bezeichnet man auch als freie Scherschicht,
free-shear-layer. Abhéngig von der Reynoldszahl kann Transition an drei verschie-
denen Stellen im Stromungsgebiet auftreten, vgl. Tab.7.2, und es bilden sich un-
terschiedliche Stromungsstrukturen aus. Fiir Reynoldszahlen Re < 200 findet
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16
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Abbildung 7.13: C,-Wert (links) und lokale Machzahl (rechts) iiber der x-Achse
aufgetragen. M = 0.5

Abbildung 7.14: Einteilung des Stromungsgebiets in vier Teilbereiche

146



7.3 Kreiszylinderumstrémung

Transition ‘ Re ‘ Stromungsstrukturen ‘

0-5 | Keine Ablésung, symmetrisches Stromungsfeld
5-50 | Kleines abgeschlossenes Nachlaufgebiet
Nachlauf wird instabil — sinusférmige Schwingungen
Kleine Wirbel tauchen auf

200
TrW Laminare Wirbel losen ab

Turbulente Wirbel 16sen ab
400

Sinusfoérmige Wellen auf der abgelésten Scherschicht
TrS1 Wellen rollen sich entlang der Scherschicht auf
Wirbel werden turbulent, alternierendes Aufrollen
2-10° | Einblasen- und Zweiblasen-Regime,

TrBl1 Umschlagspunkt wandert zum vorderen Staupunkt
Voll turbulente Strémung

Tabelle 7.2: Abhéngigkeit der Stromung von der Reynoldszahl

kein laminar-turbulenter Umschlag statt und bis Re = 50 liegt ein symmetri-
sches Stromungsgebiet vor. Im Bereich 50 < Re < 200 bilden sich sinusférmige
Schwingungen im Anschluff an das abgeschlossene Nachlaufgebiet aus und es 16sen
sich kleine Wirbel ab. Fiir Reynoldszahlen von 200 bis 400 findet der laminar-
turbulente Umschlag im Nachlauf D der Stromung statt (TrW). Es lésen sich
laminare bzw. mit wachsender Reynoldszahl auch turbulente Wirbel ab. Mit stei-
gender Re-Zahl wandert der Umschlagpunkt auf der freien Scherschicht zwischen
den Gebieten C und D in Richtung des Kreiszylinders (TrSl). Fiir den Bereich
Re > 2-10° findet der Umschlag auf der am Kérper anliegenden Grenzschicht B
statt (TrBl). Es bildet sich zuerst nur auf einer Seite des Kreiszylinders eine la-
minare Abloseblase (Einblasen-Regime), die eine unsymmetrische Druckverteilung
bewirkt. Fiir hohere Reynoldszahlen bildet sich dann auf der anderen Seite eine
zweite Abloseblase (Zweiblasen-Regime). Wird die Reynoldszahl weiter erhoht,
verschwinden die beiden Abloseblasen und der Umschlagspunkt verschiebt sich in
Richtung des vorderen Staupunktes. Damit wird die Stromung voll turbulent.
Die aerodynamischen Eigenschaften eines Korpers werden durch die dimensionslo-
sen Werte C; und Cj; beschrieben. Dabei ist C; ein Maf fiir den Auftrieb, den der
Korper erfahrt, und Cy ist proportional zum Stromungswiderstand des Korpers.
Die Auftriebskraft F; und die Widerstandkraft F,; ergeben sich aus

ou Ou
Fd = \/S(pl/a—ntny _pnx)ds ) E = - /S(pya—ntnx +pny)d8’
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wobei S die Kreislinie, p den Druck auf der Kreislinie S, n den Normalenvektor auf
S mit der x-Komponente n, und der y-Komponente n,, u; die Tangentialgeschwin-
digkeit und ¢ = (—n,,n,) den Tangentenvektor bezeichnen. Der erste Summand
unter dem Integral wird durch die Reibung an der Kreisoberfliche verursacht und
der zweite Term ist der Anteil auf Grund der Druckkréfte. Damit definiert man
den Auftriebsbeiwert C; und den Widerstandsbeiwert Cy als

2Fy 2F
Cy= C

1= )
PocttZ, D

wobel poo bzw. Uy die Dichte bzw. die Geschwindigkeit im Fernfeld bezeichnen. Ab
einer bestimmten Reynoldszahl l6sen sich alternierend Wirbel von der Hinterseite
des Kreiszylinders ab und bilden eine Kdarmansche Wirbelstrafle. Bezeichnet man
mit f die Ablosefrequenz der Wirbel, so wird die dimensionslose Strouhalzahl
durch

Df

UOO

definiert. Die Grolen Cy, C; und St héngen von der Reynoldszahl ab. Der Auf-
triebsbeiwert C; schwankt um Null, wobei die Amplitude mit gréfer werdender
Reynoldszahl zunimmt. Der Widerstandsbeiwert C,; oszilliert um einen positiven
Mittelwert, der mit wachsender Reynoldszahl kleiner wird. Fiir die hier untersuch-
ten Reynoldszahlen variiert dieser Mittelwert jedoch nur minimal, [5]. Der Wert
der Strouhalzahl steigt mit wachsender Re-Zahl an.

In den Simulationen wurden Gitter mit nicht dquidistanter Schrittweite in &- und
n-Richtung benutzt. Fiir den Fall Re = 550 lag ein Gitter mit 2 - 105 Zellen und
fiir Re = 3000 ein Gitter mit 3 - 10° Zellen zu Grunde.

St

Untersuchung des Anfahrverhaltens (bis t=3)

Das Anfangsverhalten der Stromung um einen abrupt in Bewegung gesetzten
Kreiszylinder wurde experimentell in [14] und numerisch in [55, 35] untersucht.
In der Simulation wird die Stromung mit der Potentiallosung aus Abb. 7.10 initia-
lisiert. Ab Re = 5 entsteht hinter dem Kreiszylinder ein abgeschlossenes, symme-
trisches Nachlaufgebiet der Lange L aus zwei entgegengesetzt rotierenden Wirbeln,
vgl. Abb. 7.15. Man bezeichnet diese Wirbel auch als Hauptwirbel, main eddies,
deren Mittelpunkte durch die Groflen a und b beschrieben werden. Das Nachlauf-
gebiet besitzt an der Stelle z; seine grofite vertikale Ausdehnung [.

Fiir Reynoldszahlen Re = 100 — 400 bildet sich zwischen dem hinteren Stau-
punkt und dem Ablosepunkt eine Beule in den am Zylinder anliegenden Strom-
linien aus. Mit wachsender Re-Zahl, Re = 500 — 800, schlieffen sich die Stromli-
nien innerhalb dieser Beule und es entsteht ein zweiter Wirbel, secondary eddy,
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7.3 Kreiszylinderumstrémung

Abbildung 7.15: Geometrische Parameter des abgeschlossenen Nachlaufgebietes

08| 08|
i @ )
I | /A«

Abbildung 7.16: Stromlinien fiir Re = 550 (links) und Re = 3000 (rechts)

[t 1 15 2 25 3
Re=550 [z; 024 03 061 069 0.75
I 092 096 1.0 104 1.1
Re=3000 | ; 0.14 02 034 066 0.74
I 096 1.0 106 11 116

Tabelle 7.3: Numerische Ergebnisse der Gréflen x; und [ fiir Re = 550, 3000
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Abbildung 7.17: Zeitliche Entwicklung des abgeschlossenen Nachlaufes fiir Re =
550 und Re = 3000 : o : t = 0.5, @ : t = 1.0, A : t = 1.5,
A:t=200:t=25 0:¢t=3.0,

vgl. Abb. 7.16 (links). Im Bereich Re = 800 — 5000 wichst der zweite Wirbel
an und zerteilt den Hauptwirbel, so dafl zusatzlich zwei gleich grofie Nebenwirbel
entstehen, vgl. Abb. 7.16 (rechts). Das Auftreten der zwei Nebenwirbel nennt man
auch a-Phianomen [14]. Die Form des abgeschlossenen Nachlaufgebietes veréndert
sich im Laufe der Zeit. In Tab. 7.3 ist die maximale vertikale Ausdehnung [ und
die zugehorige Abzisse x; fiir Re = 550 und Re = 3000 zu verschiedenen dimen-
sionslosen Zeitpunkten ¢ angegeben. Fiir Re = 3000 ist das Maximum zu jedem
Zeitpunkt etwas grofler und ndher am Zylinder als fiir eine Reynoldszahl von 550.
In beiden Féllen wandert dieser Maximalwert im Laufe der Zeit stromabwérts. Bei
einer Reynoldszahl von 550 schliefit der Nebenwirbel mit der Horizontalen einen
Winkel von a; = 43° ein und verharrt an dieser Stelle im Zeitraum 1.5 < ¢t < 3,
vgl. Abb. 7.16 (links). Fiir Re = 3000 befindet sich der erste Nebenwirbel un-
ter einem Winkel von o7 = 43° und der zweite unter einem Winkel von ay = 53°,
vgl. Abb. 7.16 (rechts). Diese Werte stimmen mit denen aus [14] iiberein. Die Form
des Nachlaufgebietes ist in Abb. 7.17 dargestellt. Fiir eine Reynoldszahl von 550 ist
das Nachlaufgebiet linger und der Ablésepunkt befindet sich weiter stromabwérts
als fiir den Fall mit Re = 3000. Der Ubersichtlichkeit halber ist in den Abb. 7.17
jeweils nur eine Hélfte des symmetrischen Nachlaufes angegeben.

In Kapitel 6 wurde die kartesische und die kontravariante Formulierungen der vis-
kosen Terme vorgestellt. Fiir die kartesische Darstellung aus Abschnitt 6.2 muf ei-
ne Transformation der Stromungsgeschwindigkeiten zwischen der kontravarianten
und der kartesischen Geschwindigkeitsdarstellung definiert werden. Hierzu wurden
eine bilineare und eine kubische Interpolation vorgestellt. In Abb. 7.18 werden die
u-Geschwindigkeiten auf der Symmetrieachse hinter dem Kreiszylinder im Zeit-
bereich ¢ € [0,3] fiir eine Reynoldszahl von Re = 3000 mit den MefBergebnissen
aus [14] verglichen. Hierbei wurde die Transformation mit Hilfe einer bilinearen
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Abbildung 7.18: u-Geschwindigkeit auf der Symmetrieachse im Nachlaufgebiet
fiir Re = 3000 mit Diffusion in kartesischer Formulierung: links
bilineare Trafo und rechts kubische Trafo, vgl. Abschnitt 6.2
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Abbildung 7.19: Vergleich der u-Geschwindigkeit auf der Symmetrieachse im
Nachlaufgebiet fiir Re = 550 (links) und Re = 3000 (rechts)
mit Diffusion in kontravarianter Formulierung, vgl. Abschnitt
6.3
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L (exp)
a

Abbildung 7.20: Vergleich der geometrischen Gréfien des Hauptwirbels fiir Re =
550 (links) und Re = 3000 (rechts) mit Diffusion in kontrava-
rianter Formulierung, vgl. Abschnitt 6.3

(links) bzw. mit einer kubischen Interpolation (rechts) durchgefiihrt. Beide Ver-
fahren liefern ein betragsmiéflig zu kleines Extremum, wobei die kubische Interpo-
lation einen etwas besseren Maximalwert liefert als die bilineare Interpolation. Die
kontravariante Formulierung der viskosen Terme liefert bessere Ergebnisse, da die
Transformation zwischen der kartesischen und der kontravarianten Geschwindig-
keitsformulierung entfillt. In Abb. 7.19 werden die u-Geschwindigkeiten auf der
Symmetrieachse fiir Re = 550 und Re = 3000 mit den MeBergebnissen aus [14]
verglichen. Es liegt eine sehr gute Ubereinstimmung der beiden Datensitze vor.
Fiir Re = 550 findet der laminar-turbulente Umschlag im Nachlaufgebiet statt,
vgl. Tab. 7.2. Das hier benutzte Gitter 16st diesen Teilbereich nicht fein genug auf,
so daB sich die numerischen Ergebnisse zum Zeitpunkt ¢ = 3 leicht von den expe-
rimentellen Daten aus [14] unterscheiden. Im Falle Re = 3000 ist der Betrag der
maximalen Geschwindigkeit grofler als fiir Re = 550 und die u-Geschwindigkeit
steigt fiir die groBere Reynoldszahl schneller an, vgl. Abb. 7.19. Die geometrischen
Daten fiir den Hauptwirbel sind in Abb. 7.20 aufgefiihrt. Die Lange L des Nach-
laufgebietes ist fiir Re = 3000 kiirzer als im Falle Re = 550 und die Lage des
Zentrums, beschrieben durch a und b, ist im Falle der kleineren Reynoldszahl mi-
nimal stromabwérts verschoben.

Unter Beriicksichtigung der Mefigenauigkeit stimmen die in diesem Abschnitt ange-
gebenen numerischen Ergebnisse gut bzw. sehr gut mit den experimentellen Daten
aus [14] tiberein.
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e
50 55 60 65 70

Abbildung 7.21: Druckverteilung zum Zeitpunkt t=>55 (links) und C}- bzw. Cy-
Verlauf iiber der Zeit (rechts), Re = 550

Untersuchung des periodischen Verhaltens (bis t=100)

Im Folgenden werden die Ergebnisse des Mpv2d-Verfahrens fiir eine Machzahl
M = 0.1 und Reynoldszahlen im Bereich von 100 bis 1000 mit Ergebnissen aus
der Literatur verglichen. Nach einer Anlaufphase bis etwa ¢ = 50 stellt sich ein
periodisches Stromungsverhalten ein und es 16sen sich alternierend Wirbel ab. Bil-
det sich an der oberen Hilfte auf der Riickseite des Kreiszylinders ein Wirbel
aus, so wird auf der Oberseite ein Unterdruckgebiet erzeugt und man erhélt einen
positiven Auftriebsbeiwert, vgl. Abb. 7.21. Analog wird auf der Unterseite ein
Unterdruckgebiet erzeugt, wenn sich in der unteren Hilfte ein Wirbel ausbildet.
Durch das alternierende Ablosen der Wirbel auf der Riickseite des Kreiszylinders
oszilliert der C;-Wert zwischen einem positiven und einem negativen Wert. Der
Widerstandsbeiwert C,; oszilliert mit doppelter Frequenz und wird minimal, wenn
der Cj-Wert einen Nulldurchgang aufweist. Der Cyj-Wert ist maximal, wenn der
Auftriebsbeiwert ein Minimum oder ein Maximum annimmt, vgl. Abb. 7.21. In
Abb. 7.22 sind der Auftriebsbeiwert C; und der Widerstandsbeiwert Cy fiir ver-
schiedene Reynoldszahlen iiber der Zeit aufgetragen. Die Ergebnisse stimmen gut
mit den Werten aus [75] tiberein. Der Mittelwert fiir Cy steigt sowohl in [75] als auch
in den Ergebnissen des Mpv2d-Verfahrens mit wachsender Reynoldszahl leicht an,
wihrend die experimentellen Daten aus [5] ein leichtes Abfallen des Mittelwertes
aufweisen. Diese Diskrepanz kénnte daher kommen, dafl in den Simulationen kein
Turbulenzmodell benutzt wurde und somit der laminar-turbulente Umschlag in
der stromabwérts liegenden Scherschicht vernachlassigt wurde.
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Abbildung 7.22: Auftriebsbeiwert C; und Widerstandsbeiwert Cj, fiir Re = 200

(oben), Re = 550 (mitte) und Re = 1000 (unten)
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Abbildung 7.23: Stromlinien fiir Re = 100 (oben), 200, 550, 1000 (unten)
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Abbildung 7.24: Strouhalzahl in Abhéngigkeit der Reynoldszahl

Abb. 7.23 zeigt den Einflul der Reynoldszahl auf die Stromlinien im Nachlauf des
Kreiszylinders. Die Bilder sind jeweils eine Momentaufnahme zu einem Zeitpunkt,
in dem der Auftriebsbeiwert C; maximal ist. Mit wachsender Reynoldszahl nimmt
die Grofle des Wirbels ab und die léangliche Form, vgl. Re = 100, geht in eine enger
am Zylinder anliegende Form iiber, vgl. Re = 1000. Desweiteren verschiebt sich
der Mittelpunkt des Wirbels nach unten. Mit ansteigender Reynoldszahl verrin-
gert sich auch die Wellenlénge des oszillierenden Nachlaufes und die Amplitude
der Schwingung wéchst an.

Die Abhéngigkeit der Strouhalzahl von der Reynoldszahl wurde in [73] experimen-
tell untersucht, vgl. Abb. 7.24. Das Mpv2d-Verfahren liefert fiir Re = 100 eine sehr
gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten. Fiir gréfiere Reynoldszah-
len ergibt die Simulation jedoch etwas zu kleine Werte fiir die Strouhalzahl.

7.4 Vergleich der LGS-Loser

Ein Grofiteil der Rechenzeit des Mpv2d-Codes wird zur Losung der linearen Glei-
chungssysteme fiir den Druck (3.52) bendétigt. In Kapitel 5.1 wurden iterative
Verfahren zur numerischen Losung dieser Systeme vorgestellt, die im Folgenden
an Hand verschiedener Testfille beziiglich der Gesamtrechenzeit einer Simulation
und der Durchschnittlichen Anzahl an Iterationen fiir ein lineares Gleichungssy-
stem miteinander verglichen werden. Desweiteren wird ein Rechenzeitvergleich des
Mehrgitterverfahrens mit dem SSOR-vorkonditionierten CG-Verfahren vorgestellt.
Dabei werden verschiedene Restriktions- und Prolongationsoperatoren zum Daten-
austausch zwischen den einzelnen Gittern benutzt.

Zum Vergleich der vorkonditionierten Krylov-Unterraum-Verfahren aus Abschnitt
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80 x 120 CGSTAB  CG CGS GMRES(32)
LU 19/18  56/1.9 47/17 81205
MILU a=0.95 32/1.3 41/1 34/1.3 58/14.5
MILU a=085| 39/1.5 49/1.1 40/1.5  70/17.2
ILU-Stone « = 0.95 23/1.2 - 28/1.3 48/11.7
ILU-Stone a =0.85| 57/2.2 - 57/2.1 95/23.7
SSOR w=18 | 33/1.3  44/1 32/1.2  57/14.1
SSOR w=17 | 36/1.3  44/1  33/1.2  60/14.8
Keine Vorkond. 152/2.5 213/2.3 165/2.6  349/83.9
160 x 240

LU 53/1.9  63/14 60/1.0  163/6783
MILU a=095| 41/15  48/1.1 41/14  104/37.3
MILU a=0.85 49/1.7 56/1.2  48/1.6 120/42.8
ILU-Stone a=0.95| 28/1.3 - 33/1.3 74/26.5
ILU-Stone «a =0.85| 221/6.9 - 324/9.2 -
SSOR w=18 | 37/1.2  46/1 37/1.3  79/4561
SSOR w=17 | 38/1.3  46/1  36/12  72/4156
Keine Vorkond. 167/2.5  220/2.1 164/2.3 1036/41385

Tabelle 7.4: Vergleich der LGS-Loser (Iterationen pro LGS/rel. Zeit)

5.2 wird der Testfall einer reibungslosen Zylinderumstrémung benutzt, vgl. 7.3.1.
In Tab. 7.4 sind fiir verschiedene Gitter die relativen Rechenzeiten des Mpv2d-
Codes auf einem Vektorrechner und die Durchschnittliche Anzahl an Iteratio-
nen pro Gleichungssystem angegeben. Als Referenzwert wird die Rechenzeit des
schnellsten Verfahrens auf dem jeweiligen Gitter benutzt. Beim Ubergang vom
groben auf das feine Gitter wird der Zeitschritt entsprechend der CFL-Bedingung
halbiert. Damit erhoht sich die durchschnittliche Anzahl an Iterationen nur leicht,
obwohl die Anzahl der Gitterpunkte auf ein Vierfaches ansteigt. Fiir beide Gitter
liefert das CG-Verfahren mit einer SSOR-Vorkonditionierung die kiirzeste Rechen-
zeit. Das liegt zum einen daran, dafl ein Iterationsschritt der CG-Methode weni-
ger arithmetische Operationen enthélt als der einer anderen Krylov-Unterraum-
Methode und somit schneller ablauft. Zum anderen mufl die SSOR~Vorkonditionier-
ungsmatrix nicht explizit aufgebaut werden, da sie dem unteren bzw. oberen Teil
der Systemmatrix entspricht. Der Einflufl des Relaxationsparameters w ist in bei-
den Féllen sehr gering. Die Rechenzeit und die Durchschnittliche Anzahl der Itera-
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tionen unterscheiden sich um weniger als 1 Prozent. Das CG-Verfahren in Kombi-
nation mit der ILU von Stone als Vorkonditionierung erreicht nicht die gewiinschte
Genauigkeitsanforderung an die Ndherungslosung des Gleichungssystems. Eine ge-
nauere Untersuchung der Faktoren L und U ergibt, daB LT # U gilt und somit
ist die vorkonditionierte Systemmatrix A = M A mit M = LU nicht symmetrisch
und die Konvergenz des CG-Verfahrens ist nicht mehr gesichert. Im Fall der an-
deren Krylov-Unterraum-Verfahren in Kombination mit der ILU von Stone héngt
die Anzahl der durchschnittlichen Iterationen stark von dem Parameter o ab. Auf
dem groben Gitter verdoppelt sich die Iterationszahl, auf dem feinen wéchst sie so-
gar auf ein Sechsfaches an, wenn « von 0.95 auf 0.85 erniedrigt wird. Fiir « = 0.85
erreicht das GMRES-Verfahren in der vorgegebenen Rechenzeit nicht den Endzeit-
punkt.

Die benutzte GMRES-Routine ist im Gegensatz zu den anderen Loserroutinen
nicht vektorisiert, so dafl die Rechenzeit der GMRES-Methode nicht direkt mit
den anderen Zeiten verglichen werden kann. Ein Iterationsschritt des GMRES-
Verfahrens ist zeitaufwendiger als der einer anderen Krylov-Unterraum-Methode.
Damit wére die Rechenzeit einer vektorisierten GMRES-Routine ebenfalls am
lingsten, da die GMRES-Methode die grofite Anzahl an Iterationen erfordert.
Durch die Vorkonditionierung verdoppelt sich die Rechenzeit fiir einen Iterati-
onsschritt, da zusétzliche Gleichungssysteme mit der Vorkonditionierungsmatrix
gelost werden miissen. Jedoch verringert sich dabei auch die Anzahl an Iteratio-
nen drastisch, so daff in allen Féllen das vorkonditionierte Verfahren eine kiirzere
Rechenzeit erzielt.

Das SOR-Verfahren mit w = 1.9 (w = 1.8) benoétigt auf dem groben Gitter 217
(277) Iterationen und eine relative Rechenzeit von 18.9 (24). Im Fall des feinen
Gitters erhoht sich die Anzahl der Iterationen auf 220 (344) und die relative Re-
chenzeit wichst auf 23 (35.8) an. Diese Loserroutine ist ebenfall nicht vektorisiert,
so daf3 ein direkter Vergleich mit den iibrigen Zeiten nicht moglich ist.

Ein weiterer Testfall ist das von Gresho [38, 39] vorgeschlagene Beispiel einer rei-
bungslosen inkompressiblen Stromungen. Darin wird ein rotationssymmetrischer
Wirbel mit konstanter Geschwindigkeit transportiert, wiahrend er gleichzeitig um
seinen Mittelpunkt rotiert, vgl. Abb. 7.25. Fiir eine Machzahl von M = 0.1 und
sechs verschiedene Diskretisierungen sind in Abb. 7.26 die mit dem Mpv2d-Code
benotigten relativen Rechenzeiten angegeben. Dabei werden die auftretenden li-
nearen Gleichungssystem mit einem Mehrgitterverfahren bis zu einer relativen Ge-
nauigkeit, bezogen auf das Startresiduum, von ¢ = 10™* geldst. Zur Restriktion
bzw. Prolongation werden die Operatoren aus Abschnitt 5.5.1

a-t[] we[i]
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Wirbelstaerke

Wirbelstaerke

Abbildung 7.25: Wirbelstérke fiir ¢ = 0 (links) und fiir ¢ = 3 (rechts)
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Abbildung 7.26: Relative Rechenzeit des Mehrgitterverfahrens
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benutzt. Als Referenzwert wird die Zeit genommen, die ein CG-Verfahren mit
SSOR-Vorkonditionierung bendétigt, um die Gleichungssysteme mit gleicher Ge-
nauigkeit ndherungsweise zu lésen. Innerhalb des Mehrgitterverfahrens werden
drei, vier und fiinf Gitter, einschliellich des feinsten Gitters, benutzt. Es ist deut-
lich zu erkennen, dafl mit wachsender Anzahl an Punkten das Mehrgitterver-
fahren eine kiirzere Rechenzeit liefert als das vorkonditionierte CG-Verfahren.
Die Anzahl der benutzten groberen Gitter hat jedoch nur einen geringen Einflufl
auf die Gesamtrechenzeit. Der Zeitvorteil von 0.1 fiir den Fall mit 65576 Punk-
ten ist wahrscheinlich auf eine optimale Nutzung des vorhandenen cache-systems
zuriickzufiihren.

Wird bei der Restriktion jeder Grobgitterwert aus 16 Feingitterwerten berechnet,
so ist dies sicherlich ein groflerer Aufwand, als wenn nur vier Feingitterwerte in
der Berechnung beriicksichtigt wiirden. Doch man erreicht dadurch eine hoéhere
Genauigkeit beim Datentransfer vom feinen auf das grobe Gitter. Analog verrin-
gert sich der Interpolationsfehler bei der Prolongation, wenn man 16 anstatt vier
Grobgitterwerte zur Berechnung eines Feingitterwertes benutzt. Durch die erhchte
Genauigkeit beim Datenaustausch innnerhalb der Gitterhierarchie verringert sich
die Anzahl der durchzufiihrenden Zyklen des Mehrgitterverfahrens, so daf§ sich die
Gesamtrechenzeit ebenfalls reduziert. Der Einflufl der Restriktions- und Prolon-
gationsoperatoren auf die Rechenzeit ist an Hand verschiedener Ausgangsgitter
und unterschiedlichen Genauigkeitsanforderungen ¢ an die Losung der linearen
Gleichungssysteme in den Abbildungen 7.27 und 7.28 dargestellt. Das benutzte
Mehrgitterverfahren verfeinert viermal, so dafl insgesamt jeweils 5 Gitterhirarchi-
en vorhanden sind. Zur Restriktion und Prolongation werden die in Abb. 7.27
(oben) angegebenen Operatoren benutzt. In allen Féllen benotigt die Kombinati-
on [Ry],[P1] am langsten. Der Grund dafiir ist wahrscheinlich, daf§ der Datenaus-
tausch zwischen den einzelnen Gittern nicht sehr genau ist. Daher miissen mehrere
V-Zyklen durchgefiihrt werden, um die gewiinschte Genauigkeit € zu erreichen.
Die beiden Operatoren [Ry], [I%] liefern eine hohere Genauigkeit beim Datentrans-
fer zwischen den einzelnen Gittern, so dafl sich dadurch die Anzahl der durch-
zufithrenden Zyklen verringert. Obwohl diese Restriktion und Prolongation mit
einem hoheren Aufwand verbunden ist, reduziert sich die Rechenzeit.

Die kiirzeste Rechenzeiten liefert die Kombination [R;], [P2]. Die Anzahl der dabei
durchgefithrten Zyklen ist &hnlich zu der mit den Stencils [Rs], [P]. Aber in diesem
Fall ist die Restriktion nicht so aufwendig, wodurch Rechenzeit eingespart wird.
Durch die Berechnung der Feingitterwerte mit [P,] werden die Grobgitterkorrek-
turen mit einer hohen Genauigkeit auf die feineren Gitter prolongiert. Die hohe
Genauigkeit in der Prolongation ist wahrscheinlich auch der Grund dafiir, daf§ sich
die Anzahl der Zyklen verringert.

Es hat sich gezeigt, dafl ein hohe Genauigkeit in der Prolongation die Anzahl der
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7.4 Vergleich der LGS-Loser

11 11
1
1331 1331
39 9 3 39 9 3
MV [Rl=5 |3 ¢ ¢ 3 Pl=%13 993
1331 1331
[ [R] [P
800 _CPU-Zeit [sec] 751
e=10"*
586
472 474
400 - 376
273 282 333 270
0 .
Gitterpunkte
65576 82944 102400
1000 _CPU-Zeit [sec] -
e=10"°
772
689
5004 451 501 494 506
0 ;
Gitterpunkte
65576 82944 102400

Abbildung 7.27: Absolute Rechenzeiten fiir verschiedene Kombinationen aus

Restriktionen [R] und Prolongationen [P] bei unterschiedliche
Genauigkeitsanforderungen ¢ and die Losung des Gleichungs-
systems
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7 Numerische Ergebnisse

1500_CH)U—Zem [sec] 1108

1201

1052

923

866 884

750 712

Gitterpunkte
65576 82944 102400

Abbildung 7.28: Absolute Rechenzeiten fiir verschiedene Restriktionen und Pro-
longationen fiir ¢ = 107, Legende vgl. Abb.7.27

durchzufiihrenden Zyklen verringert, wodurch sich auch die Rechenzeit reduziert.
An die Restriktion sind in diesem Testfall die Genauigkeitsanforderungen nicht
so hoch, so daf die lineare Interpolation [R;] ausreicht. Mit steigender Punkt-
zahl und einer hoheren Genauigkeitsanforderung ¢ werden die Unterschiede in der
Rechenzeit immer deutlicher.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Das hier vorgestellte Mpv2d-Verfahren zur Simulation von instationédren Stro-
mungen im Regime kleiner und verschwindender Machzahlen ist eine Weiter-
entwicklung des MPV-Ansatzes von Klein und Munz [53] auf die kompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen. Das Verfahren basiert auf einer fractional-step Metho-
de, in der die dimensionslosen Navier-Stokes Gleichungen in zwei Teilsysteme auf-
geteilt werden, die jeweils unterschiedliche physikalische Phdnomene beschreiben.
Das erste System enthélt die konvektiven und die diffusiven Terme. Auf Grund
der geringen Stromungsgeschwindigkeit im Bereich kleiner Machzahlen, werden
die konvektiven Terme explizit mit einem Upwind-Verfahren in Kombination mit
dem MUSCL-Ansatz diskretisiert. Die viskosen Terme werden implizit diskreti-
siert, so da} keine parabolische Zeitschrittweitenbedingung vorliegt. Das zweite
System behandelt Effekte, die sich mit Schallgeschwindigkeit ausbreiten und wird
mit einem SIMPLE-Typ Verfahren gelost. Der zeitliche Ablauf basiert auf dem
Strang-Splitting, so dal die beiden Teilsysteme in zwei aufeinander folgenden Zeit-
schritten in alternierender Reihenfolge gelost werden.

Das Ziel dieser Arbeit war, den Mpv-Ansatz auf die kompressiblen Navier-Stokes
Gleichungen anzuwenden und das dabei entwickelte Computerprogramm beziiglich
der Rechenzeit zu optimieren.

Durch die implizite Diskretisierung der viskosen Terme und der Druck-Poisson-
Gleichung entstehen grofie, diinnbesetzte lineare Gleichungssysteme. Zur iterativen
Losung dieser Systeme wurde das SOR-Verfahren aus der Gruppe der Splitting-
Methoden und die Krylov-Unterraum-Methoden CG, CGS, CGSTAB und GMRES
implementiert. Eine Konvergenzbeschleunigung der Krylov-Unterraum-Methoden
wurde mit Hilfe der Vorkonditionierung durch eine ILU-, MILU-, Stonesche ILU-
und SSOR-Zerlegung erzielt. An Hand einer Poisson-Gleichung und der Kreiszylin-
derumstréomung wurden die vorkonditionierten Verfahren beziiglich der Rechenzeit
und der durchschnittlichen Anzahl an Iterationen miteinander verglichen. Das CG-
Verfahren in Kombination mit der SSOR-Vorkonditionierung war in allen Féllen
das schnellste Verfahren.

Durch die Vorkonditionierung miissen zusétzliche lineare Gleichungssysteme mit
der Vorkonditionierungsmatrix als Systemmatrix gelost werden. Dadurch entste-
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8 Zusammenfassung und Ausblick

hen Rekursionen, die bei einer naiven Implementierung schlecht vektorisierbar sind
und die Rechenzeit drastisch erhéhen. Mit Hilfe der Schachbrettnumerierung, der
hyperplane ordering oder der Methode der partiellen Vektorisierung wurde den-
noch eine hohere Mflops-Rate der vorkonditionierten Verfahren erreicht, als im
Fall der lexikographischen Numerierung. Durch die explizite Umnumerierung der
Unbekannten im Gleichungssystem wurde mit der Schachbrettnumerierung eine
sehr hohe Mflops-Rate erzielt, jedoch erhohte sich damit auch die Anzahl der Ite-
rationen. Die hyperplane ordering erreichte eine etwas kleinere Mflops-Rate, aber
die Anzahl an Iterationen verringerte sich ebenfalls, so dal in den hier untersuch-
ten Féllen dies die beste Strategie zur Vektorisierung war.

Es wurde eine Variante des Standard Fiinf-Punkte-Sterns zur Diskretisierung der
Poisson-Gleichung vorgestellt. In Kombination mit der Zebra-Numerierung er-
reichte das vorkonditioinierte CGS-Verfahren die hochste Mflops-Rate und auch
die kiirzeste Rechenzeit. Diese Diskretisierungsvorschrift hatte jedoch in den hier
betrachteten Féllen einen grofieren Diskretisierungsfehler als der Standard Fiinf-
Punkte-Stern und konnte schachbrettartige Oszillation in der Losung bewirken.
Eine feine Diskretisierung des Stromungsgebiets fithrt zu einer grolen Anzahl an
Unbekannten in den auftretenden Gleichungssystemen. In diesen Féllen werden die
klassischen Iterationsverfahren ineffizient. Daher wurde in dieser Arbeit ebenfalls
ein Mehrgitterverfahren zur Losung der Druck-Poisson-Gleichung entwickelt. Zum
Datenaustausch innerhalb der Gitterhierarchie wurden verschiedene Restriktions-
und Prolongationsoperatoren hergeleitet. In dem hier betrachteten Testfall er-
gab sich mit einer einfachen Restriktion und einer aufwendigen Prolongation die
kiirzeste Rechenzeit.

Praxisrelevante Stromungen finden oftmals in Gebieten statt, deren Rénder nicht
mit den Gitterlinien eines kartesischen Gitters zusammenfallen. Daher wurden
die zugrundeliegenden Gleichungen in allgemeinen Koordinaten formuliert, so dafl
auch Stromungen in krummlinig berandeten Gebieten simuliert werden konnen.
Zur Transformation von System II und der konvektiven Terme wurde die kon-
travariante Geschwindigkeitsformulierung benutzt, da sich dadurch die transfor-
mierten Gleichungen vereinfachen lassen. Die viskosen Terme wurden in einem
ersten Schritt in den kartesischen Geschwindigkeiten formuliert, so dafl in jedem
Zeitschritt eine Transformation zwischen der kontravarianten und der kartesischen
Basis durchgefiihrt werden mufite. Dazu wurde eine bilineare bzw. kubische In-
terpolation und eine implizite Transformationsvorschrift vorgestellt und diese an-
schliefend miteinander verglichen. Der implizite Ansatz fithrte zu einem schlecht
konditionierten linearen Gleichungssystem, dessen Losung im Fall einer feinen Dis-
kretisierung des Stromungsgebiets sehr viel Rechenzeit in Anspruch genommen
hétte. Fiir den Testfall einer Zylinderumstromung ergab die kubische Interpolation
als Transformationsvorschrift ein besseres Ergebnis als die bilineare Interpolation.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Dennoch unterschieden sich die Ergebnisse stark von den experimentellen Daten.
In einem zweiten Schritt wurden die viskosen Terme ebenfalls in der kontravari-
anten Geschwindigkeitsformulierung implementiert. Damit ergab sich fiir diesen
Testfall eine sehr gute Ubereinstimmung mit den MeBdaten.

Fiir Stromungen im Bereich hoher Reynoldszahlen wird die Grenzschicht sehr
diinn, so dafl die numerische Simulation eine feine Diskretisierung des wandna-
hen Gebiets erfordert. Mit Hilfe von Turbulenzmodellen erhélt man jedoch auch
auf groberen Gittern physikalisch sinnvolle Ergebnisse. In dieser Arbeit wurde
das Baldwin-Lomax Modell als bekanntester Vertreter der algebraischen Turbu-
lenzmodelle implementiert und dessen Einflul an Hand einer Profilumstromung
untersucht. Die numerische Simulation ohne Turbulenzmodell ergab eine unphy-
sikalische Abloseblase am Profilende, wohingegen bei der Simulation mit Turbu-
lenzmodell ein korrektes Ergebnis berechnet wurde.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden ebenfalls Simulationen einer graviatations- und
temperaturgetriebenen Konvektionsstromung in einer quadratischen Box durch-
gefiihrt. Fiir verschiedene Temperaturdifferenzen zwischen den vertikalen Wénden
wurde das Stromungsfeld berechnet und daraus die Nusselt-Zahlen an den beheiz-
ten Wéanden ermittelt.

Das hier entwickelte Mpv2d-Verfahren dient zur Simulation von instationéren,
schwachkompressiblen, reibungsbehafteten Stromungen in krummlinig berandeten
Gebieten. Durch die Implementierung und Vektorisierung verschiedener vorkon-
ditionierter Iterationsverfahren zur Losung der linearen Gleichungssysteme konn-
te eine drastische Beschleunigung des Programms erreicht werden. Mit Hilfe des
Mehrgittererfahrens lielen sich auch feine Diskretisierungen des Stréomungsgebiets
in einer akzeptablen Rechenzeit realisieren. Der Einsatz des Baldwin-Lomax Tur-
bulenzmodells erméglichte die Simulation von Stromungen an der Hinterkante ei-
nes Profils.

In einem Stromungsfeld treten oftmals Strukturen unterschiedlicher Groflenord-
nung auf, die eine lokale Gitterverfeinerung erfordern. Beispielsweise konnen kleine
Wirbel an der Hinterkante eines Tragfliigels langwellige Druckwellen generieren, die
mit Schallgeschwindigkeit ins Fernfeld transportiert werden. Eine adaptive Verfei-
nerung des kérperangepafiten strukturierten Gitters mit Hilfe der AMR-Methode
wére daher wiinschenwert.

Die Grundlagenforschung an Hand zweidimensionaler Testfélle ist ein wichtiger Be-
standteil bei der Entwicklung numerischer Verfahren. Dennoch spielen sich viele
technische Vorgénge im Dreidimensionalen ab, so dafl eine Erweiterung des MPV-
Ansatzes auf den dreidimensionalen Fall sinnvoll wére. Eine akzeptable Rechenzeit
kénnte dabei durch die Parallelisierung des Programms erreicht werden.
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A Koeffizienten im kartesischen

Koordinatensystem

A.1 Koeffizienten der diffusiven Terme im
kartesischen System

Pentadiagonales lineares Gleichungssystem mit 5-Punkte-Stern

©

u-Gleichung : A" = rhst

u , n+l u , n+l u  n+l u  n+l u , n+l
Wi,juifl/Z,j + Sz‘,j“iﬂ/z,jq + Ci,juiﬂ/zj + Ni7jui+1/2,j+1 + Ei,jui+3/2,j
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A.1 Koeftizienten der diffusiven Terme im kartesischen System

we - _ 20, At
bJ AiL‘Z(AI’l + Axi+1)
" Ay;(Ay;—1 + Ay;)
I Ay;(Ay; + Ayjia)
"I Az (Az; + Axigg)
W = pivye Re— (Wi + 575+ Nij + E)
rhsy; = pivijp Re w5+ (1= 0,)AL QF; + (1 + o)At RY;
w 2 (U?+3/2,j - u?+1/2,j _ U?H/Q,j - U?1/2,j)
W A+ Awy AN A
i 2 <U?+1/2,j+1 — Uty )2 B Uiy /25 — u?+1/2,j—1>
Ay; \ Ay + Ay Ayj—1 + Ay,
R = P (“513/2,;‘ — Uivijag  Uiiyeg “?—1/2,3')
©J sz + A:Ei+1 A$i+1 ALUZ
I 2 (Uzn—l—Lj—i—l/Q - Uzn—l—Lj—l/Q _ UZj-&-l/Z - UZj—1/2>
Az; + Az Ay; Ay;
v-Gleichung : A%0"! = rhsV
v n+l v .n+l v n+l v, n+l v, n+1 v
Wi7jvij1,j+1/2 + Si,j“i,jtl/Q + O@j“i,gtrl/Q + Ni,j”i,j+3/2 + Ei,jvijl,j+1/2 =1hs; 112
v _ . 201)At
Wiy = Ax;(Ax;_ 1 + Ax;)
I Ay;(Ay; + Ayjza)
z’] Ayj1(Ay; + Ayjia)
] AIZ(Al’z + AIH—I)
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A Koeffizienten im kartesischen Koordinatensystem

Cij = pigrije Re — (Wi + 57+ Nij + E)
rhsy; = pijt1/2 Re U iiye T (1—6,)At QF; + (1+ a)At R}
v 2 (U?+1,j+1/2 - UZ]‘H/Q _ UZj-i—l/Q - U?—1,j+1/2)
Wi A Az; + Axig Ax;_1 + Ax;
i 2 (“Zj+3/2 Vit Vigrijz ”Zj1/2>
Ay; + Ay Ayjn Ay;
RY — 2 (U?H/Q,jﬂ - u?fl/Q,jJrl _ U?+1/2,j - U?l/zj)
o Ay + Ay Az, Az;
n 2 (“Z;‘+3/2 — Vijiij2  Vijrije ”Zjlﬂ)
Ay + Ayja AYj Ay;

A.2 Koeffizienten von System |l ohne
Druckaufspaltung im kartesischen System

Pentadiagonales lineares Gleichungssystem mit 5-Punkte-Stern

N
O
C
W o o K
0]
S
WD, + SEpi Oy + NE ol BY ot = rhs?
wr. — _ %0 2A¢°
i, Pi-1/2;j Ax;(Ax;_1 + Az;)
g — _ %0 2A¢
W Pij=1/2 Ay;(Ayj—1 + Ay;)
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A.2 Koeftizienten von System II ohne Druckaufspaltung im kartesischen System

P

Ni,j
P

Ei,j

P
Ci,j

10,0, 2At?
Pij+1/2 Ay; Ay + Ay;)
70,0, 2A ¢

 Piv1/2g Az (Azig + Axy)

2
~ME (w4 8P+ NP+ ED))

2

! (MQp” At(1 = 0,)M2yp?, ) + AtO,M*4Q?, + R,

P

n n n n
Uiy1/2,5 — Wi—1/2n X Vij+1/2 — Vij—1/2

1—-46, 1—0, n
( (Wi + Eiy) + =g (50; + ij))pm

1—6, 1—16,
- Qu (VVZ ]pz—l 7 + Ep]pz—l—l ]) Q (Sp]pzj 1+ N i,jPi, j+1)
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B Koeffizienten im allgemeinen
Koordinatensystem

B.1 Koeffizienten der viskosen Terme mit
kartesischen Geschwindigkeiten

a2 +y2)/J? ye/J?
xgivn + Yeyn)/ I Yelyn/ J?
x2 4+ yg)/J? yz/J?

fyee — 29Yen + M)/ J°
free — 2gx¢y + hay,)/ J°
Yy — (5?Jn)/J2
Oye — yxe)/J*

ayee — 2byen + cyny)/J?
aye — Pae) /T
ﬂajn - ayn)/J?’

~ 2 =@ =
| R | I [

(x}
(
(
(amee — 2bxey + Cyy) ) J?
(
(
(

O A ®m 9 O o9

(
(
(
(

fo= a2

g = xgxn/JQ

h = a2/J?

¥ o= (free — 20men + hayy)/J?
0 = (fyee — 2Gen + hyy) /| J?
ko= (g0 —yy)/J?

I = (ye — xed)/J?
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B.2 Koeffizienten der viskosen Terme mit kontravarianten Geschwindigkeiten

YnYen — YeYnn M
YelYen — YnlYee

TnLee — Ledey
0 = Tglyy — TnTey
(Azew, + Myi + Vx?, + Uyﬁyn)/JS

(vrew, 4+ oy + e + pyeyn)/J?

Ty J?

Teye/J?

(weyy + wyye) /T2

B.2 Koeffizienten der viskosen Terme mit
kontravarianten Geschwindigkeiten

Au
Bu
Cr
Cy
Du
pu

Av
B
CY
Gy
D
B

MA — M,A F MF  — M,F
M\B — M,B G M\G — MG
MGy — MG, H M H, — MyH,
M Cy — MyCh H MH, — M,yH,
M\D — M,D Kv MK — MK
M\E — ME Lt ML — ML
—M;A + MA Fv —M;F  + MF
—M;B + M,B Gv ~M;G  + MG
—M3Cy + M,C, HY —MsH, + M, H,
~MsCy + M,Ch Hy —~MsH, + M,H,
—M;D + M,D Kv ~M;K + MK
~MsE + ME LY —~MsL + ML

M, = ?Jn/J M; yE/J

My, = xz,/J M, xe/J
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B Koeffizienten im allgemeinen Koordinatensystem

172

QA Qo

[\

[\

Tl Hm| QT

SIS

[\

= Nz Mml El Qz ﬁz tijz @z

2+ a)A' — A2+ (1+a)A3
—(2+4+a)B'+B?*+ (1+a)B?
2+ a)Ci+C? — (14 a)C?
(2+a)Ci+C2 — (14 a)C3
—(24a)D' = D?*+ (14 a)D?
2+ a)E'+ E?*+ (14 a)E?
2+a)F' — F?+ (14 «a)F?
—2+a)G'+G*+ (1 +a)G?
(2+a)H{ + H — (1+a)H}
(2+a)Hy + H; — (1+a)H}
—24+a)K' - K?+ (14 a)K?
2+a)l' + L+ (1+a)L?

A — (24 a)A + (1 + ) A8
-B*+(2+a)B>+ (1 +a)BS
C1A* + 2+ )C? — (1 + a)CF
Ci+(2+a)C5 — (1 +a)C8
—D*— 2+ a)D’+ (14 «a)D®
E'*4+ 2+ a)E® + (1 +a)E°
F*— 2+ a)F°+ (1+a)F"
G4+ 2+ )G + (1 +a)G®
H{+2+a)H — (1 +a)H?S
Hi+ 2+ a)H] — (1+a)HS
—K*'—(2+a)K°+ (14 a)K"
L*+2+a)l’+(1+a)L



B.2 Koeffizienten der viskosen Terme mit kontravarianten Geschwindigkeiten

Al
Bl
Ci
Cs

El
Fl
Gl
Ik
,

Ll

A2
BQ
&
3

E2
F2
G2
7
3

L2

[yn(A + ag) — yeay]/J

[YnBe + ye(A + B,)]/J
ay,/J

Bye/J

[y + yeal/J

[3/?7)‘5 - yé)‘n]/J

(ke +7¢) — yerl/J
[ynde + ye(pe + 0,)]/J
Vn/J

0ye/J

[Ynd + ye]/J

[Ynkte — Yetin)/J

[Tean, — zy(AN — ag)]/J
[xe(A+ By) — 2y 0]/ J
axy,/J

B/ ]

(293 4 xed /T

[—nAe +xcAy]/J

[2n (1 = 7e) + 2]/ T

[_Inaf + xé(an +p)]/J

'Yxn/J

axe/J

(xpa 4+ xe)/J
(_xn:uﬁ + x{ﬂn)/J

T > &2 @ R

= > =2 @ °

Teyn/J
Teye/J
TnYy/J
Tnye/J
(Teeyn — Tenye)/J
(Tenyn — Tmye) /J

Texy/J

xg/J

m%/J

(zenre — Tecn)/J
(Tyne — Teny)/J
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A3
BB
7
3

E3
F3
G3
3
;3

L3

A4
B4
Ct
Cy

E4
F4
G4
Hi
Hy

L4

[Yn (A — ag) + yeay]/J
[ynBe — ye(A+ By)]/J
ay,/J

Bye/J

[y + yeal/J

[?/n)‘i - ?J&)‘n]/J

(i = ) + yernl/J
[?/n(sé - yé((sn +u)l/J

VYn/J

0ye/J

[ynd + yer]/J

[Ynkte = yepn)/J

[Yn(A + ag) — yeay]/J
[YynBe + ye(A = By)]/J
ay,/J

Bye/J

[ynB + yea /J

[yn)‘ﬁ - ?JE)‘U]/J

[yn (e + 1) — yevyl/J

[ynae + ye(—ay + w)l/J

YYn/J

aye/J

[ynce + yev]/J
[Yynkte — Yepiy)/J

T > 2 @ 9

= > =2 Q9

Tnye/J
reye/J
TnYy/J
Teyn/J
(Yene — veetn)/J
(YmTe — Yenrn)/J
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B.2 Koeffizienten der viskosen Terme mit kontravarianten Geschwindigkeiten

A = (29 (A — ag) + x| /T a = zpye/J

B® = [~xyf + (A + By)l/J Bo= xeys/J

Y = awy,/J vo= zyyn/J

Cy = Bag/J 6 = wey,/J

D = [z,0+x¢a]/] A= (—yeery + yegre) /S
E° = [=mphe +ae)]/ T o= (=YenTy + Ynye)/J
Fo= oy (p—e) + wem)/ T

G = [—20¢ + (6 + p)]/J

HY = ~ax,/J

HY = ox¢/J

K =[x+ xen]/ T

Lr = [—2ype + xepin]/J

A = [—2p (A + ag) + x| /T a = weyy/J

B® = [0 + we(X = By)]/ T B o= xeye/J

cY = aw,/J v o= zyyn/J

C; = Pae/J o = wyye/J

D® = [z, +xcal/] A= (Teeyn — Tenye) [/
E° = [=mphe +ae)]/ T o= (Tenyny — Timye)/J
FO = [=ay(p+ve) + zem]/J

G° = [2y0¢ + (e — 6)1/

HY = ~ax,/J

HS = ox¢/J

Kb = [x,0 +z¢v]/J

L° = [—2ype + xepin]/J
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B Koeffizienten im allgemeinen Koordinatensystem

B.3 Formulierung der Ableitungen in allgemeinen
kontravarianten Koordinaten

U Uy Uge Uy Ugy U 3 Un 433 U Ugy 0

um| A —B' ¢! ¢! -p' E' F' -G' H' H}@ —-K' L
—A? B2 (2 (C? -D* E? —-F? G® H? H? -K? I?
A3 Bd _C —C3 D¥ E3 F3 G3 —H} —H} K® I
Vs | A —B* C4 4 —D* E* F* —G* HY HY —K* I
A5 BS (5 ) —-D° E5 —F5 G° HY HP —K° L’
A6 BS _CS —c§ pS ES F6 G —HS —HS KS LS

Beispiel: Upe = Al — B, + Clige + Cyiiyy — D'iig, + E'a
F'%¢ + G'0,) + H{ Ve + HyOpy + K ¥, + L'D

B.4 Christoffel Symbole

Transformation ¢ : R? — R? ’ . ( § ) N ( z(&,n) )
’ ?\ y(&m)
Funktionalmatrix : F = < ii gy/f] > , J =det(F) = zeyy — e

1. Fundamentalform : gy, = 27 + y¢
12 = go1 = Tey + Yeyy

922 = Ty + Y

Zweifach kovarianter Tensor : G = ( g iz ) , g=det(G) = J?
921 g22
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B.4 Christoffel Symbole

Inverse von G :

Cristoffelsymbole 1. Art :

9" = ga/g = (x} +y2)/J?
g'2 = g2
92 =gn/g = (xﬁ + y?)/JQ

112
Gl = % ( zm zm )
gt = (V¢)
g% = (Vn)®

—912/9 = —(wcxy + Yeyy)/ J?

4 99k _

g dg;
Fij,k = [Zja k] = %(a‘ij

Mit i, 5,k € {1,2} und 2! = £, 2% = 5 ergibt sich

Iy = %aai;

Fhp = %(2% _ aaL;l)
Fipr = g = %aﬁi;l
Fipg = Tup = %aaL?
Lon = %(QaaL;; _ @ai?)
oo = %aﬁi;z

09 )

ox’ ox”
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B Koeffizienten im allgemeinen Koordinatensystem

Cristoffelsymbole 2. Art : Ffj = { ikj } = gkhrij,h

Uber den Index h wird summiert, h € {1, 2}

o= ¢"Tua+9"Tne = (yytee — woyee)/J

(y
I, = 911F12,1+912F12,2 = (YnTen — Tpyen)/J =T
[y = g"'Tas1+ 9Ty = (UnTon — Tolm)/J
I = ¢ Tun+9%Tue = (Teyee — Yeee)/J
I = ¢ Tui+ 9% Ty = (Teyey — veren)/J = T5
( )

P%Q = 921F22,1+922F22,2 = Te¥Ynn — YeTyy /J

B.5 Koeffizienten des WarmefluBvektors

A = ()\5 -7 5)911 + ()\,7 - %Jn)glz + %(Flm — Ty 1)
B = (A — % 09>+ (e — %Jé)gm %(Fm 1— 1)
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C Erganzungen zum Kapitel

LGS-Loser

Mflops

1 2 992 496
3 4 991 247
5 6 988 495
7 8 985 123
9 10 | 981 494
11 12 | 975 247
13 14 | 971 492
15 16 | 968 61
17 18 | 966 490
19 20 | 961 247
21 22 | 957 487
23 24 | 953 124
31 32 1 940 30
33 34 | 927 483

Tabelle C.1: Abhéngigkeit der Mflpos-Rate vom stride St
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C Ergéinzungen zum Kapitel LGS-Léser
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Abbildung C.1: Exakte Losung fiir Fall 1-3,

30x30 Gitter
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Fi_1, AZ’2173

p

(Aygj+a + Ayaj1 + Ayay)

1 A
To;—
Fi—1,j-1 2i—3

(Aygj—1+ Aysjo + Ayoj_3)

;Axm—sAij—s

Fio15-1

Stencil fiir die Prolongation

Fi%’j(ﬁfziq + Azgio + Axg;_3)

Azgjis

Fiflj (Azgi 1 + Amg; o+ Ay 3)
(Ayajta + Ayojyr + Aypj)

>

1
R (Azgi1 + Azojg + Azg;_3
i—1,j—1

(Aygj—1+ Aysjo + Ayoj_3)

;(Azmq + Aoi_o + Ag;_3

Fi_1,5-1

Ay2j73

ﬁj(Aszz + Azgiq + Azy)
Ayzj-;-z

1
Fij;

+—(Azgipo + Azgip1 + Az

(Ayajys + Ayojyr + Aypyj)

1

Fij—1

1

Fij—1

(Azgio + Agiyy + Axy;)
(Aygj—1 + Ayaj_o + Ayoj_3)

(A$2i+2 + Az + Azm‘)
Ay2j73

1
ﬁ,jAfzi+2Ay2j+2
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(Ayajpz + Aygj1 + Ayyy)

ﬁﬁfﬂmw
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1
o, A$21+2Ay23—3

mit Fy; = (AT + Az) (AGj41 + AY;) = (A%giqo + A2y + AZgi + Azgi 1) (AYgjpo + AYajr1 + Ayzj + Ayzji1)
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Kapitel 7

D Benutzte Gitter der Beispiele aus

C-Gitter fiir den NACAO0012-Testfall aus Abschnitt 7.2, 320x128

Zellen

Abbildung D.1
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D Benutzte Gitter der Beispiele aus Kapitel 7
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D Benutzte Gitter der Beispiele aus Kapitel 7
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Abschnitt 7.3.1
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