Divergenzkorrekturen und asymptotische
Untersuchungen bei der numerischen Simulation idealer
magnetohydrodynamischer Stromungen

Von der Fakultdt Luft- und Raumfahrttechnik und Geodasie der Universitat Stuttgart zur
Erlangung der Wiirde eines Doktor-Ingenieurs (Dr.-Ing.) genehmigte Abhandlung

vorgelegt von
Dipl.-Math. Friedemann Kemm
geb. in Bruchsal

Hauptberichter: Prof. Dr. Claus-Dieter Munz
Mitberichter: Prof. Dr.-Ing. Rupert Klein

Tag der miindlichen Priifung: 9. Dezember 2005

Institut fiir Aerodynamik und Gasdynamik
Universitat Stuttgart
2006






Zusammenfassung

Viele Plasmastromungen sowohl in der Astro- und Geophysik als auch in technischen
Anwendungen lassen sich durch die magnetohydrodynamischen Gleichungen (MHD)
beschreiben. Darunter fallen der Dynamoeffekt in der Sonne, die Sonnenoberflédche, der
Sonnenwind, der Dynamoeffekt in der Erde, das Plasma im Fusionsreaktor, magneto-
hydrodynamisches Riithren und viele andere. Dies ist freilich ein weites Spektrum und
umfasst dementsprechend auch ein grofies Spektrum an Stréomungsregimen. Wiahrend
die terrestrischen Anwendungen alle inkompressibel sind, trifft man in der Astrophysik
hauptséichlich kompressible Stromungen an. Kann man in der Astrophysik die Reibung
und den elektrischen Widerstand meist vernachléssigen (ideale MHD), so ist in den
terrestrischen Anwendungen gerade das Gegenteil der Fall. Die vorliegende Arbeit kon-
zentriert sich auf den kompressiblen idealen Fall, d. h. ohne den Einfluss von Reibung
und elektrischem Widerstand.

Es werden Losungsansétze fiir zwei wesentliche Problembereiche bei der Simulation
kompressibler idealer magnetohydrodynamischer Stromungen entwickelt:

e Schwach kompressible Stromungen,
e Auftreten magnetischer Monopole in der numerischen Losung.

Fiir den erstgenannten Problembereich wird ein Ansatz aus der schwach kompressiblen
Gasdynamik [21] fiir die MHD adaptiert. Es werden Methoden der asymptotischen
Analyse verwendet, um den Ubergang von der Kompressibilitit zur Inkompressibi-
litit zu untersuchen. Aufgrund der Ergebnisse der Analyse wurden Vorschliage fiir
numerische Verfahren entwickelt. Diese beruhen auf einer Aufspaltung des Differen-
tialgleichungssystems in einen langsamen Teil, der immer hyperbolisch bleibt, und
einen schnellen, der beim Grenziibergang elliptisch entartet. In dieser Arbeit wird
nachgewiesen, dafl sich im Fall kleiner Machzahlen die Konstruktion eines Verfahrens
aus der schwach kompressiblen Gasdynamik, was das schnelle Teilsystem anbelangt,
fiir die MHD direkt tibernehmen 1d8t. Damit ist ein Tor fiir die effiziente Simulation
einer groflen Bandbreite astrophysikalischer Phdnomene aufgestofien. Das Verfahren
wurde bereits in der Praxis aufgenommen [31] und an ersten komplexen Problemen
validiert. Ein Teil der Ergebnisse wird auch in dieser Arbeit besprochen. Nun wird
eine MHD-Stromung aber auch dann schwach kompressibel, wenn die Alfvenzahl klein
wird. Die Rolle, die bei kleinen Machzahlen dem Druck zufiel wird nun vom Quadrat
des Magnetfelds iibernommen. Damit hat man es nicht mehr mit einer skalaren Grofle,
sondern mit einem Vektorfeld zu tun. Die von Klein fiir die Gasdynamik vorgeschlage-
ne Analysis 148t sich hier nicht mehr umsetzen. In dieser Arbeit wird nun gezeigt, daf3



auch fiir den Fall kleiner Alfvenzahlen sowohl fiir den eindimensionalen Fall als auch
fiir zweidimensionale Spezialfiille mithilfe der Mehrskalenanalyse der Ubergang zur In-
kompressibilitdt untersucht werden kann. Hieraus wird jeweils die Konstruktion eines
numerischen Verfahrens abgeleitet. Dieses kann auch als Vorlage fiir Verfahren die-
nen, welche allgemeine dreidimensionale Stromungen kleiner Alfvenzahl approximie-
ren, aber der gewdhlten Analysis nicht zugénglich sind. Damit ist ein Weg gefunden,
Phénomene zu simulieren, fiir die es bislang keine numerischen Ansétze gab.

Fiir das Problem magnetischer Monopole werden in der vorliegenden Arbeit Me-
thoden konstruiert, welche die Divergenzbedingung an das Magnetfeld zu einem
inhdrenten Teil des Evolutionsoperators machen. Hierfiir wird der GLM-Ansatz fiir
das elektrische Feld bei den Maxwellgleichungen [29] auf die MHD {ibertragen und
um eine neue, die gemischte GLM-Korrektur, erweitert. Es gelingt, ein allgemeines
Modell aufzustellen, das neben der GLM-Korrektur auch die Powell-Korrektur [32] als
Spezialfall enthilt. Uberdies lassen sich verbesserte Versionen der Powell-Korrektur
angeben. Der Ansatz wird anhand eines reduzierten Testsystems entwickelt und ist
so allgemein, dafl er wiederum auf die Maxwellgleichungen angewandt werden kann.
Fiir die zu wéhlenden Parameter werden auf analytischem Wege Schétzungen herge-
leitet, welche die Wirksamkeit der jeweiligen Divergenzkorrekturmethode optimieren.
Die theoretischen Vorhersagen werden mittels numerischer Tests sowohl fiir das Testsy-
stem als auch fiir die volle MHD verifiziert. Die gewonnenen neuen Korrekturverfahren
gliedern sich in GLM-Methoden und Transportmethoden.

Bei GLM-Methoden werden die Divergenzfehler je nach Ausprigung ausgeloscht (el-
liptisch), geddmpft (parabolisch), wegtransportiert (hyperbolisch) oder wegtranspor-
tiert und geddmpft (gemischt). Betrachtet man die Helmholtz-Zerlegung des Magnet-
felds in eine Rotation (divergenzfreier Anteil) und einen Gradienten (rotationsfreier
Anteil), so wirken die GLM-Methoden konstruktionsbedingt nur auf den rotationsfrei-
en Anteil und lassen den divergenzfreien Anteil unberiihrt. Bei den Transportmethoden
werden die Divergenzfehler entweder mit der Stromungsgeschwindigkeit (Powell) oder
einem kiinstlichen Geschwindigkeitsfeld aus dem Rechengebiet transportiert. Diese Me-
thoden sind in ihrer Wirkung im Allgemeinen schwicher als die hyperbolische oder ge-
mischte GLM-Korrektur. Allerdings bieten sie den Vorteil, ohne zusétzliche Gleichung
auszukommen. Hier ist im Gegensatz zu den GLM-Methoden durch die Konstruktion
nicht garantiert, dal der divergenzfreie Anteil des Magnetfelds unberiihrt bleibt.

Besonders die hier neu entwickelte gemischte GLM-Korrektur bat bereits breiten
Eingang in die numerische Astrophysik, insbesondere Simulationen in der Sonnenphy-
sik gefunden. Gerade bei komplexen Simulationen mit Gitteradaption liefert sie stark
verbesserte Resultate bei bedeutend geringerem Rechenaufwand.



Abstract

In astrophysics and geophysics, but also for technical applications, many plasma flows,
such as the dynamo of the sun and the earth, the surface of the sun, the solar wind,
magnetohydrodanamical stirring, the plasma in the nuclear fusion reactor and so on,
can be described by the equations of Magneto-Hydro-Dynamics (MHD). The different
physical phenomena result in a large number of flow regimes. For terrestrial applica-
tions these are always incompressible. For astrophysical applications, however, flow
regimes are mostly compressible. While in astrophysics viscosity and electrical resis-
tance are negligible (ideal MHD), they play a dominant role in terrestrial applications.
The focus of this thesis is on ideal compressible MHD.

We give new solutions to two major problems encountered in the simulation of
compressible ideal MHD flows.

e Weakly compressible flows
e Magnetic monopoles occurring in the numerical solution

For the first problem, the simulation of weakly compressible flows, we adapt an ap-
proach from gas dynamics [21] in order to solve the MHD equations. Asymptotic
analysis is applied to investigate the transition from compressible to incompressible
flows. Using the results of this analysis, a numerical scheme based on an operator
splitting is constructed. The system of differential equations is split into a part repre-
senting slow wave speeds and another part representing fast wave speeds. The first one
stays hyperbolic also in the incompressible limit. The second one shows elliptic degen-
eracy in the limit. Results of this thesis show that in the case of small Mach number it
is possible to adapt the construction of a numeric scheme from gas dynamics directly.
This opens up the way to efficient simulations of a broad range of astrophysical phe-
nomena. The scheme has been already implemented [31] and validated in practice for
various complex problems. These results are partially discussed in this thesis.

Also for low Alfven number the flow becomes weakly compressible. The role played
by the pressure in the low Mach number case is now played by the square of the
magnetic field. In contrast to the pressure this is no scalar variable but a vector field.
Therefore it is not possible to apply the same analysis as we did for gas dynamics. Here
we show that for one dimensional situations and also for certain two dimensional cases
it is still possible to employ multiscale asymptotics in order to investigate the transition
from compressible to incompressible flows. This gives rise for the construction of
a numerical scheme based on an operator splitting. The splitting shows up some
similarities with the splitting for low Mach numbers and can also be applied to the full



three dimensional case. In this way we find an approach to the numerical treatment
of phenomena which couldn’t be simulated reasonably up to now.

For the Problem of magnetic monopoles emerging in numerical simulations we con-
struct methods to make the divergence condition an inherent part of the evolution op-
erator. Therefore we transfer the GLM approach originally developed for the Maxwell
equations [29] to the case of MHD. We extend it to a general model, that contains
GLM and Powell correction [32] as well. This is used to develop enhanced versions,
both of the GLM and the Powell correction. The new approach is developed by using
a simplified system. It is a general approach and can therefore be also applied to the
Maxwell equations.

The effect of the GLM method on the divergence error is effacement (elliptic correc-
tion), damping (parabolic correction), transport (hyperbolic correction) or transport
together with damping (mixed type correction). The Helmholtz-decomposition decom-
poses a vector field into a divergence free part and a rotation free part. By construction
GLM methods only affect the rotation free part of the magnetic field. The divergence
free part is unaltered. Transport methods convect the error away either with the
flow velocity (Powell correction) or some artificial velocity field. The effect of these
methods is weaker than the effect of the hyperbolic or mixed type GLM correction.
The advantage of the methods is that we do not need an additional equation in the
MHD system. In contras to the GLM methods transport methods affect not only the
rotation free part of the magnetic field but also the divergence free part.

The mixed type GLM method, developed in this thesis, has already found a broad
reception in numerical astrophysics, especially in solar physics. Used in complex sim-
ulations including grid adaption it provides much enhanced quality of results together
with much lower computational cost.
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1 Einleitung

Beim Stichwort Strémungsmechanik ist man geneigt, zunéchst nur an die Hydrody-
namik und Gasdynamik zu denken. Stromungen also, die sich rein mechanisch und
thermodynamisch erfassen lassen. Zu unterscheiden hat man hier nur, ob die Strémung
inkompressibel (Hydrodynamik) oder kompressibel (Gasdynamik) ist, bzw., ob man
die Reibung vernachldssigen kann oder nicht. Tatsichlich lassen sich damit auch
viele technische Anwendungen, etwa Umstromung von Flugkdrpern, Stromungen in
Waérmekraftmaschinen etc., ausreichend beschreiben. Jedoch gibt es einige Klassen von
Anwendungen, fiir die dieses nicht mehr geniigt. Es handelt sich um Strémungen von
Fluiden, die elektrisch leitfdhig sind und daher auch mit elektromagnetischen Feldern
wechselwirken. Fiir diesen Teil der Stromungsdynamik hat sich der Begriff der Plas-
mastromungen eingebiirgert. LaBt sich die Stromung als Kontinuum beschreiben, ist
die sogenannte Magnetohydrodynamik ein Standardmodell, entsprechend den Navier-
Stokes-Gleichungen in der Hydro- bzw. Gasdynamik. Die magnetohydrodynamischen
Gleichungen finden ihre Anwendung insbesondere

e in der Astrophysik: Die wichtigsten Anwendungen sind hierbei

— Stromungen auf der Sonnenoberfliche oder im Sonneninneren. Es lassen
sich damit Flufiréhren, coronare Massenausstéfle, der Dynamoeffekt und
einige weitere Phénomene simulieren und studieren.

— Der Sonnenwind, der auch einige Auswirkungen auf die Erde hat.

— Strahlstromung, rdumlich begrenzte Stromungen extrem hoher Geschwin-
digkeit (Jets).

e in der Meteorologie: Dabei geht es vor allem darum, den Einflufl des Sonnen-
windes auf die Vorgénge in der Ionosphére und Atmosphére zu untersuchen.

e in der Geophysik. Der Dynamo im Erdinneren und das Magnetfeld der Erde
eklédren sich durch magnetohydrodynamische Vorgénge.

e beim magnetohydrodynamischen Riihren von Metallschmelzen: Kiihlt ei-
ne Metallschmelze ab, so hértet sie von aulen her aus. Um gute Materialei-
genschaften des Gufiteils zu erreichen, ist es niitzlich, die Schmelze wihrend
des Aushértens zu rithren. Auf mechanischem Wege ist dies naturgeméfl nicht
moglich. Hier nutzt man die elektrische Leitfihigkeit der Schmelze aus, um mit
magnetohydrodynamischen Effekten ein Riihren im Inneren zu erreichen.

e beim Fusionsreaktor: Um eine Kernfusion zu erreichen bedarf es insbesondere
extrem hoher Temperaturen. Bei diesen gehen die chemischen Bindungen inner-
halb des Gases verloren, Elektronen werden frei, das Fluid wird leitfahig. Eine



1 Einleitung

weitere Auswirkung der hohen Temperaturen ist die, dafl sich das Plasma in kei-
nem mechanischen Behéltnis mehr festhalten 148t. Dieses wiirde durch die Hitze
sofort zerstort. Man schlieft das Plasma mittels des magnetohydrodynamischen
Drucks innerhalb eines Vakuums in einer sogenannten Plasmaflasche ein.

Eine Beschreibung dieser und weiterer Anwendungen der Magnetohydrodynamik fin-
det man z.B. in [4].

Neben der Unterscheidung in kompressibel / inkompressibel und reibungsbehaf-
tet / reibungsfrei kommt nun die Unterscheidung resistiv / nichtresistiv hinzu, je nach-
dem man den elektrischen Widerstand beriicksichtigen muf} oder vernachléssigen kann.
Beim magnetohydrodynamischen Riithren und der Laminarisierung von Stromungen
spielt der elektrische Widerstand eine grofie Rolle und kann nicht vernachléssigt wer-
den. Bei vielen astrophysikalischen Anwendungen dagegen ist er so gering, dafl man
nichtresistiv rechnen kann. Dort spielt meist auch die Reibung keine wesentliche Rol-
le. Situationen, in denen man sowohl den elektrischen Widerstand als auch die Rei-
bung vernachléssigen kann, nennt man ideale Magnetohydrodynamik oder kurz ideale
MHD. Auf diese wird sich die vorliegende Arbeit beschrinken. Wihrend das Plasma
im Fusionsreaktor wie bei den meisten terrestrischen Anwendungen auch als inkom-
pressibel betrachtet werden kann, ist es in den oben genannten astrophysikalischen
Anwendungen kompressibel (Jets, Sonnenwind, Sonnenoberfléche) bzw. schwach kom-
pressibel (Sonnendynamo), das heifit in der Ndhe des kompressibel- inkompressiblen
Grenziibergangs.

Inhalt dieser Arbeit sind zwei Aspekte bei der Konstruktion numerischer Verfahren:

e Numerische Methoden fiir schwach kompressible MHD.

e Ein Problem der voll kompressiblen MHD: Das Auftreten unphysikalischer ma-
gnetischer Ladungen in der numerischen Simulation sowie deren Korrektur.

1.1 Schwach kompressible MHD-Strémungen

Eine Stromung heifit inkompressibel, wenn sie die Volumenerhaltung erfiillt. Das be-
deutet, dafl ihr Geschwindigkeitsfeld divergenzfrei ist. Damit wird eine anféngliche
Dichteverteilung nur noch passiv transportiert. Die Volumenerhaltung ist fiir
Stromungen rédumlich und zeitlich konstanter Dichte trivialerweise erfiillt. Dies sieht
man an der quasilinearen Form der Kontinuititsgleichung

pt+v-Vp=—(V-v)p.

Dabei bezeichnet p die Dichte des Fluids und v das Geschwindigkeitsfeld. Schwach
kompressibel nennt man eine Stromung, wenn sich ihr physikalischer Zustand in ei-
nem Bereich bewegt, der die Volumenerhaltung zwar nicht erfiillt, aber auch keine der
typischen kompressiblen Phinomene wie etwa StofSwellen kennt. Schwache Kompres-
sibilitdt ist dadurch gekennzeichnet, dafl die Stromungsgeschwindigkeit im Vergleich
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1.2 Divergenzkorrekturen

zu anderen charakteristischen Geschwindigkeiten sehr klein wird. Das Differentialglei-
chungssystem wird steif. In der reinen Stromungsmechanik 148t sich dies daran erken-
nen, dafl die Machzahl M, der Quotient aus Stréomungs- und Schallgeschwindigkeit,
sehr klein wird. Die Schallgeschwindigkeit ist bestimmt aus der Dichte, einer Gaskon-
stanten und dem Gasdruck. Da in der Magnetohydrodynamik die Wellengeschwindig-
keiten naturgeméfl auch vom Magnetfeld abhéngen, kommt hier eine weitere Kenn-
zahl ins Spiel, die Alfvenzahl Av, das Verhiltnis der Stromungsgeschwindigkeit zur
Alfvengeschwindigkeit. Die Alfvengeschwindigkeit wiederum ist bestimmt aus Dichte,
Gaskonstante und magnetischem Druck. Den Grenziibergang zur Inkompressibilitét
erhilt man, indem man eine der beiden Kennzahlen, Machzahl bzw. Alfvenzahl gegen
Null streben 1a8t.

Beruhten bisherige Zuginge zur Numerik schwach kompressibler Gasstrémungen zu-
meist auf Priakonditionierungen im Zusammenhang mit kompressiblen Verfahren und
waren oft auf stationéire Stromungen beschrinkt [36, 37], so gelang es unléngst Klein,
Munz und anderen [21, 28], numerische Verfahren auf der Basis asymptotischer Anlay-
se zu finden, die ohne Priakonditionierungen auskommen und auf natiirlicher Weise die
Behandlung instationdrer Stromungen erlauben. Fiir die schwach kompressible Ma-
gnetohydrodynamik waren bisher noch keine Verfahren bekannt. In Kapitel 3 dieser
Arbeit wird der Ansatz aus [28] auf die MHD {ibertragen. Dabei wird unterschieden
zwischen dem Fall, in dem die Machzahl klein wird, und dem Fall, in dem die Alfvenzahl
klein wird. Fiir ersteren wird vorgefiihrt, dal im resultierenden numerischen Verfahren
die Verfahrensteile, die zeitimplizit sind und die meiste Rechenzeit benttigen, direkt
aus dem gasdynamischen Verfahren iibernommen werden kénnen. Im Fall kleiner Alf-
venzahl &8t sich die Konstruktion nur fiir einige Spezialfille durchfiithren. Schon fiir
die allgemeine 1d-Situation wéchst auch der Aufwand im numerischen Verfahren be-
trachtlich. Am Ende von Kapitel 3 findet sich ein Abschnitt 3.6 {iber erste numerische
Tests fiir schwach kompressible MHD-Strémungen kleiner Machzahl.

1.2 Divergenzkorrekturen

In der MHD hat man neben den Evolutionsgleichungen fiir Dichte, Impuls, Magnetfeld
und Energie noch eine zusitzliche elliptische Bedingung

V-B=0.

Diese bedeutet nichts anderes als, dafl es keine magnetischen Monopole, keine magne-
tischen Ladungen gibt. Normalerweise wiirde es reichen, diese im Anfangszustand des
Magnetfelds sicherzustellen, ist doch die Evolution des Magnetfelds divergenzfrei. Lei-
der ist dies nur fiir die exakte Evolution garantiert. Fiir die numerische Evolution des
Magnetfelds 148t sich dies nur mit groem Aufwand oder starken Einschrinkungen an
die Diskretisierung erfiillen. Das Auftreten magnetischer Ladungen in der numerischen
Simulation ist ein typisches Problem kompressibler Stromungen. In Abbildung 1.1 ist
eine numerische Losung dargestellt, bei der am Anfang auf der horizontalen und ver-
tikalen Symmetrieachse eine Unstetigkeit war. Dargestellt ist die Divergenz des Ma-
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1 FEinleitung

Abbildung 1.1: Entstehung von Divergenzfehlern in kompressiblen MHD-Rechnungen

gnetfelds. Man sieht deutlich, daf iiberall dort, wo Wellen durchgewandert sind, Diver-
genzfehler entstanden sind. Eine Erklarung fiir die Entstehung von Divergenzfehlern
wird in Abschnitt 4.2 gegeben.

Nun ist klar, dafl nichtphysikalische magnetische Ladungen auch unphysikalische
Effekte in der Simulation hervorrufen [7, 6, 2]. Dies stellt ein fundamentales Problem
bei der numerischen Simulation dar. Die in der Vergangenheit meist verwendeten Vor-
gehensweisen waren neben speziellen Diskretisierungen, die eine divergenzfreie Evo-
lution des Magnetfelds garantieren, Projektionsmethoden und die sogenannte Powell-
Korrektur [32]. Bei ersteren wird das Magnetfeld jeweils nach einer gewissen Anzahl
von Zeitschritten mittels einer Hodge-Projektion auf ein divergenzfreies Feld proji-
ziert. Zugrunde liegt die Helmholtz-Zerlegung, die es erlaubt,ein beliebiges Vektorfeld
als Summe einer Rotation und eines Gradienten zu schreiben. Das Ganze fiihrt auf
die Losung einer elliptischen Differentialgleichung. Bei der Powell-Korrektur wird ver-
sucht, die Fehler mit der Stromung aus dem Rechengebiet zu transportieren. Dabei
ist die Projektion sehr rechenzeitintensiv, die Powell-Korrektur in ihrer Korrekturwir-
kung recht schwach. Nachdem bei den Maxwellgleichungen dhnliche Probleme fiir die
Ladungserhaltung und damit die Divergenz des elektrischen Feldes auftreten, bietet
es sich an, die dort verwendeten Methoden mit in Betracht zu zichen. In [29] stellen
Munz, Schneider, Sonnendriicker und Vof} einen neuen Ansatz fiir die Maxwellglei-
chungen vor. Dieser wird in Kapitel 4 verallgemeinert und auf die MHD-Gleichungen
iibertragen. Der Ansatz ist nun so allgemein, dafl er auch die Powell-Korrektur um-
faBt und ihr Verhalten erkliren kann. Uberdies lassen sich innerhalb dieses Ansatzes
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1.3 Zielstellung

Konzepte finden, welche die Korrektur aus [29] in ihrer Wirkung nochmals verbessern.

Der neue erweiterte Ansatz basiert auf einer Erweiterung der Gleichungen um
kiinstliche additive Terme. Der Einfachkeit halber wird hierfiir ein stark reduzier-
tes Testmodell verwendet, das aber alle Eigenschaften der MHD-Gleichungen, die im
Bezug zum Divergenzproblem stehen, widerspiegelt. Diese Terme werden nun so mo-
delliert, dal zum einen hochstens eine neue Zustandsvariable dazukommt, und zum
anderen die Divergenz des Magnetfelds in der Zeit gegen Null strebt. Wahlt man einen
algebraischen Ansatz, so ergibt sich eine Verallgemeinerung der Powell-Korrektur.
Modelliert man die neuen Terme differentiell, so ergibt sich die in [29] vorgestell-
te GLM-Korrektur. Dabei wird jeweils deutlich, wo sich Erweiterungs- und Verbes-
serungsmoglichkeiten finden. Es werden analytische Untersuchungen zum Verhalten
der Divergenzfehler bei den jeweiligen Methoden angestellt. Im Abschnitt iiber nu-
merische Tests 4.3.3 werden die analytischen Vorhersagen experimentell bestéatigt. In
Abschnitt 4.3.4 werden analytische Betrachtungen zur Wahl der freien Parameter an-
gestellt. Danach wird die Vorgehensweise auf die Maxwell- und MHD-Gleichungen
iibertragen. Am Ende des Kapitels stehen die numerischen Ergebnisse.

1.3 Zielstellung

In dieser Arbeit werden, zwei der wesentlichen Probleme bei der Simulation kompres-
sibler MHD-Strémungen zu behandelt:

e Schwach kompressible Stromungen sind dadurch gekennzeichnet, dafl charak-
teristische Geschwindigkeiten stark unterschiedlicher Grélenordnung auftreten.
Das Problem wird steif. Wahlt man eine explizite Diskretisierung in der Zeit,
so hat man es einerseits mit sehr starken Einschrinkungen an den Zeitschritt
zu tun, was die Rechenkosten hochtreibt, andererseits aber auch mit stark un-
terschiedlichem D&mpfungsverhalten fiir die Phdnomene, die den weit ausein-
anderliegenden charakteristischen Geschwindigkeiten zuzuordnen sind. Bei einer
impliziten Diskretisierung in der Zeit ist der Rechenaufwand grundsétzlich hoch.
Das Problem des unterschiedlichen Dampfungsverhaltens kann moglicherweise
etwas abgeschwicht werden. Es werden im allgemeinen schnelle und langsame
charakteristische Geschwindigkeiten in Bezug auf das Dampfungsverhalten die
Rollen tauschen. Doch aus der Welt schaffen 1483t sich das Problem nicht.

e Die Divergenz des Magnetfelds sollte immer Null sein. Sonst enthélt die Simula-
tion magnetische Ladungen. Dies wére aber eine unphysikalische Situation, die
auch unphysikalische Kréfte auf das Fluid ausiibt. Die Ergebnisse werden wert-
los. Jedoch neigen insbesondere kompressible Stromungen bei Standarddiskre-
tisierungen stark dazu, solche Fehler in der Simulation zu provozieren. Ansétze
fiir Verfahren, welche die Entstehung magnetischer Ladungen verhindern, stellen
eine starke Einschrankung an die Diskretisierung dar. Man muf} oft auf andere
wiinschenswerte Verfahrenseigenschaften verzichten. Auflerdem erfordern sie al-
le zusétzlichen Rechenaufwand. Die géngige Methode, das Magnetfeld alle paar
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1 Einleitung

Zeitschritte in den Raum der divergenzfreien Felder zu projizieren ist sehr auf-
wendig, die in [32] angebotene kostengiinstige Powell-Korrektur in den allermei-
sten Féllen zu schwach.

Um dem ersten Problem zu begegnen wird der in [28, 21] fiir die schwach kom-
pressible Gasdynamik entwickelte und erfolgreich zur Verwendung gebrachte Ansatz
auf die MHD tiibertragen. Dabei galt es zunéchst zu untersuchen, inwieweit sich die
zugrunde liegende Analysis auf den Fall kleiner Mach- bzw. Alfvenzahlen bei der
MHD {ibersetzen laf3t. Auch sollte untersucht werden, inwiefern es moglich ist, Verfah-
rensteile aus dem fiir die schwach kompressible Gasdynamik entwickelten MPV-Code
(Multiple Pressure Variables) fiir die MHD direkt zu iiberernehmen.

Um dem zweiten Problem begegnen zu kénnen, war das Ziel, die in [27, 29] vorgestell-
te und erfolgreich zur Anwendung gebrachte GLM-Korrektur (Generalized Lagrange
Multiplier) fiir die elektrische Ladungserhaltung und damit die Divergenz des elektri-
schen Felds bei den Maxwellgleichungen auf die MHD zu iibertragen. Dabei wird es
bei den MHD-Gleichungen um Divergenzkorrekturen fiir das magnetische Feld gehen.
Es soll nach Moglichkeiten gesucht werden, den GLM-Ansatz zu verallgemeinern und
daraus ein effizientes Korrekturverfahren zu entwickeln.

1.4 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in drei Teile:

e Eine Einfiihrung in die idealen kompressiblen MHD-Gleichungen mit ihrer Struk-
tur und ihrem Eigensystem.

e Die Untersuchung der schwach kompressiblen MHD sowohl fiir kleine Mach- als
auch fiir kleine Alfvenzahlen mit Vorschligen fiir numerische Verfahren sowie
ersten numerischen Ergebnissen.

e Ein Kapitel iiber Divergenzkorrekturen fiir ein vereinfachtes System, die
Maxwell- und die MHD-Gleichungen.

Gleichungen:

Die Gleichungen werden in primitiven und Erhaltungsvariablen eingefiihrt. Es werden
ein- und zweidimensionale Spezialfille vorgestellt sowie die Eigenwerte und mégliche
Entartungsfille angegeben.

Schwach kompressible Stromungen:

Im Kapitel iiber die schwach kompressible MHD wird als erstes das analytische Hand-
werkszeug bereitgestellt. Es werden asymptotische Ein- und Mehrskalenentwicklungen
mit ihren wesentlichen Eigenschaften eingefiihrt. Die in dieser Arbeit benutzte Zwei-
skalenentwicklung wird behandelt sowie die Voraussetzungen an die Entwicklungsfunk-
tionen, die man machen muss, um die folgenden Betrachtungen und Konstruktionen
erfolgreich durchfiihren zu kénnen. Auch erste allgemeine Schlufifolgerungen, die im
Weiteren Verwendung finden, werden hergeleitet.
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1.4 Aufbau der Arbeit

Danach wird in einem kurzen Abschnitt die auf die verwendete Entdimensionalisie-
rung der Gleichungen eingegangen. Dort tauchen zum ersten Mal die globale Mach-
und Alfvenzahl auf. Es wird gezeigt, in welchem Zusammenhang sie zur Steifigkeit des
Problems stehen und weshalb sie sich als Parameter fiir eine asymptotische Analyse
anbieten.

Daran schlieit sich die Betrachtung fiir kleine Machzahlen an. Hierbei wird zunéchst
die Analysis durchgefithrt. Aufgrund dieser wird der Grenzfall fiir verschwindende
Machzahl betrachtet und eine Interpretation der vorkommenden Druckterme gegeben.
Der Grenzfall motiviert wiederum die Aufsplittung des Gleichungssystem in einen An-
teil, der auch in der Grenze hyperbolisch bleibt, und einen, der dort elliptisch entartet.
Anschliefend wird ein Ansatz zur Konstruktion eines numerischen Verfahrens gege-
ben, der sich auf die zuvor gewonnenen Informationen stiitzt und es erméglicht, den
elliptisch entarteten Anteil implizit zu behandeln, wihrend der Teil, der auch in der
Grenze der verschwindenden Machzahl hyperbolisch bleibt, zeitexplizit approximiert
wird.

Die Behandlung des Falles kleiner Alfvenzahlen 1duft analog dazu. Allerdings miissen
zusétzlich einige Spezialfille unterschieden werden, weil ein allgemeines Vorgehen fiir
den vollen dreidimensionalen Fall nicht moglich ist.

Am Ende des Kapitels folgt noch ein kleiner Abschnitt, in dem erste numerische
Tests fiir schwach kompressible magnetohydrodynamische Stromungen kleiner Mach-
zahl vorgestellt werden.

Divergenzkorrektur:
Im Kapitel iiber die Divergenzkorrekturen wird nach einer allgemeinen Darstellung des
Grundproblems ein reduziertes System eingefiihrt. Dieses hat gerade die Eigenschaften,
die bei den Maxwell- und MHD-Gleichungen fiir das Divergenzproblem verantwort-
lich sind. An diesem Modellproblem wird der allgemeine Korrekturansatz entwickelt.
Zunichst werden die vorgeschlagenen Korrekturverfahren analytisch untersucht und
bewertet. Die Resultate dieser Analysis werden dann numerisch validiert. Anschlie-
Bend wird noch einmal auf die analytischen Resultate zuriickgegriffen, um Kriterien
fiir die Wahl der freien Parameter zu erhalten.

Zum Schluf} wird das Vorgehen auf die Maxwell- und MHD-Gleichungen iibertragen,
und es werden numerische Ergebnisse fiir die MHD vorgestellt.

15



1 Einleitung

16



2 Die MHD-Gleichungen

Im Gegensatz zur Gasdynamik, in der elektromagnetische Vorgénge keine Rolle spielen,
beschreibt die Plasmaphysik Fluide, die aufgrund ihrer hohen elektrischen Leitfahigkeit
mit elektromagnetischen Feldern wechselwirken. Ist das Plasma so dicht, dafl es als
Kontinuum aufgefaft werden kann, so spricht man von Magnetohydrodynamik (MHD).
Man kann die zugehorigen Gleichungen herleiten, indem man in die Gleichungen der
Gasdynamik den Einflul der neu hinzugekommenen Krifte einfithrt. Da dies im Zu-
sammenhang mit den Divergenzkorrekturen in Abschnitt 4.4.2 durchgefiihrt wird, un-
terbleibt es an dieser Stelle. Die damit beschreibbaren physikalischen Phanomene sind
mannigfaltig [4]. Dementsprechend ist die Natur der Gleichungen recht unterschiedlich
je nachdem, ob man nun resistive oder nichtresistive, d. h. mit oder ohne elektrischem
Widerstand, reibungsbehaftete oder reibungsfreie, kompressible oder inkompressible
Situationen beschreibt.

Diese Arbeit wird sich auf die reibungsfreie nichtresistive — hierfiir hat sich der
Begriff ideal eingebiirgert — Magnetohydrodynamik beschrinken. Die Uberlegungen
zur Divergenzkorrektur in Kapitel 4 lassen sich freilich auch auf andere Situationen
iibertragen.

2.1 Die Gleichungen in primitiven Variablen

Man unterscheidet prinzipiell drei verschiedene Systeme von Variablen
e Primitive Variablen,
e Konservative Variablen,
e Charakteristische Variablen.

Dabei sagt der Name aus, woher diese kommen. Primitiv sind Grofien, welche man
gemeinhin mifit. Konservative Variablen sind die Erhaltungsgréfien, also solche, fiir die
es einen physikalischen Erhaltungssatz gibt. Charakteristische Variablen gibt es nur
bei hyperbolischen Problemen. Sie sind in der Mathematik der Gleichungen begriindet
und enthalten die Information, die mit den jeweiligen Wellen transportiert wird. Sie
konnen bei nichtlinearen Gleichungen wie den Folgenden immer nur durch eine lokale
Linearisierung gewonnen werden. im Weiteren dieser Arbeit werde sie keine grofie Rolle
spielen. Daher wird auf sie im Folgenden nicht mehr weiter eingegangen.
Die primitiven Gréflen, um die ideale MHD zu beschreiben, sind:

e die Massendichte p,
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2 Die MHD-Gleichungen

e die Geschwindigkeit v = (u,v,w)?,

e das Magnetfeld, beschrieben durch die magnetische Induktion B = (B1, Ba, B3)T
und

e der Druck p.

Damit lauten die idealen kompressiblen MHD-Gleichungen'!

i+ (pv) =0, (2.1)
1 1

vt—l—(v-V)V—l—;Vp—;(VxB)><B:O, (22)

B,~Vx(vxB)=0, (2.3)

pe+v-Vp+pV-v=0, (2.4)

V.-B=0, (2.5)

V- (vxB)~0. (2.6)

Es handelt sich also um zwei vektorielle und zwei skalare Evolutionsgleichungen so-
wie zwei elliptische Nebenbedingungen. Gleichung (2.6), die wir mit dem ,,ungefihr*-
Zeichen ,~“ geschrieben haben, ist eine Bedingung fiir die Quasineutralitit. Sie stellt
sicher, dafl keine Raumladungsverteilung existiert, welche die Stréomung beeinflussen
kann. Dies ist eine der wesentlichen Modellannahmen, die in den Gleichungen stecken.
Ist sie verletzt, so lassen sich mit der MHD keine physikalisch sinnvollen Aussagen
mehr treffen. Hinweise zum Umgang mit der Quasineutralitéit im numerischen Verfah-
ren werden in Kapitel 4 gegeben. Bis dahin wird sie erst einmal aufler Acht gelassen.

Aus der Gleichung fiir das Magnetfeld (2.3) 148t sich leicht ablesen, dafl dessen
Evolution als Rotation divergenzfrei ist. Das heifit, dal es analytisch ausreicht, Bedin-
gung (2.5) fiir den zeitlichen Anfangswert vorauszusetzen. Dafl dies numerisch nicht
so einfach ist, ist der Grund fiir Kapitel 4.

Der Natur nach leben die MHD-Gleichungen im dreidimensionalen Raum. Nun gibt
es allerdings physikalische Situationen, in denen sich dies nicht nur reduzieren 148t,
sondern sich auch eine Vereinfachung der Gleichungen ergibt.

2.1.1 Zweidimensionale Spezialfalle

Zweidimensional bedeutet, dafl sich die Groflen nur in zwei von drei Raumrichtungen
dndern konnen. In kartesischen Koordinaten mit der Raumvariablen x = (z,y, z)7
bedeutet dies etwa, daf} alle partiellen Ableitungen nach der dritten Raumkomponente
z verschwinden. Unter zusétzlichen Annahmen vereinfacht sich das mathematische
Modell weiter. Es gibt die folgenden Spezialfille:

'Der Leser mag an dieser Stelle die eine oder andere Konstante in den Gleichungen vermissen. Sie
wurden der Ubersichtlichkeit halber schlicht ,,wegnormiert*.
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2.1 Die Gleichungen in primitiven Variablen

Skalares Magnetfeld

In diesem Spezialfall hat man ein Geschwindigkeitsfeld, das in der Abhéngigkeitsebene
liegt, sowie ein dazu orthogonales Magnetfeld. Dieses ist quasi skalar, da es nur noch
eine nichtverschwindende Komponente besitzt, die dritte. Damit lautet Evolutionsglei-
chung des Magnetfelds

UBg
B, —Vx(vxB)=B;—V x| —uBj3
’ 27)
0 .
=B;+ 0

(uB3)s + (vB3)y

Es dndert sich nur die dritte Komponente in der Zeit, d.h. die oben beschriebene
Situation bleibt erhalten. Die Evolutionsgleichung fiir die Geschwindigkeit lautet

Bz, 0 —Bs3Bs,
\ (V X B) x B = \ —Bgm X 0 =V + —Bngy =0. (28)
0 Bsg 0

Es werden also nur die ersten beiden Komponenten verdndert. Man hat tatséchlich
eine echt zweidimensionale Situation mit einem skalaren Magnetfeld.

Vektorielles Magnetfeld

In diesem Fall liegen sowohl Geschwindigkeits- als auch Magnetfeld in der
Abhé#ngigkeitsebene. Damit gilt dann
—(UBQ — UBl)y
-V x(vxB)= (uBy —vBq)y . (2.9)
0
Die dritte Komponente des Magnetfelds bleibt also Null. Der Beitrag des Magnetfelds
zur Evolution der Geschwindigkeit lautet
By(B1y — Bay)
(V X B) x B = B]_(BQI — Bly) . (210)
0

Wegen der verschwindenden z-Ableitungen geben auch die anderen Summanden keinen
Beitrag in der dritten Komponente. Damit ist auch diese Situation selbsterhaltend.
2.1.2 Eindimensionale Gleichungen

Héngen die Variablen nur von einer Raumrichtung ab, so 1é8t sich gleich eine Verein-
fachung durchfithren. Verschwinden die Ableitungen in y- und z-Richtung, so lautet
die Evolutionsgleichung fiir die erste Komponente des Magnetfelds

Bi;=0. (2.11)
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2 Die MHD-Gleichungen

Die Divergenzbedingung fiir das Magnetfeld wird zu
Bi, =0. (2.12)

Damit ist B; aber bereits eine Konstante und taucht in den Gleichungen nur noch als
Parameter auf:

1 p

ug + Uty + %(Bi)x + ?‘T =0 (2.14)

B
Vp + Uvy — —lBgz =0, (2.15)

p

B
Wy + uwy — —~Bsy =0, (2.16)

P
Bs; 4+ Bouy — Bivy, +uBs, =0, (217)
Bs; 4+ Bsu, — Biyw; +uBs, =0, (2.18)
Dt + Ypug + upy = 0. (2.19)

Dabei bezeichnet B den Anteil des Magnetfelds, der senkrecht auf der Abhéngigkeits-
richtung steht, also nur in der zweiten und dritten Komponente nichtverschwindende
Eintriage besitzt. Verschwindet nun fiir einen Zeitpunkt ¢ das Feld in der Orthogo-
nalenrichtung, so haben zu diesem Zeitpunkt das Magnetfeld und die orthogonalen
Geschwindigkeiten keinen Einflufl auf die Gréfien p, v und p. Also bleiben gerade die
eindimensionalen Eulergleichungen {ibrig:

pt + upy + puy =0, (2'20)

wp + g + 22 =0, (2.21)
p

Dt + YPUz + upy =0 . (2.22)

Nach der Losung dieser lassen sich dann (2.15) und (2.16) ausrechnen. Sie degenerieren
in diesem Fall zu

vy +uv, =0,

wy +uwy, =0 .

Dieser Fall hat keine echte Entsprechung im Zweidimensionalen, obwohl er eigent-
lich den des vektoriellen Feldes nachbildet. Verantwortlich dafiir ist die degenerierte
Divergenzbedingung.

Wird B null, ohne dafl das orthogonale Feld verschwindet, so gibt es keine Wech-
selwirkung des Feldes mit den orthogonalen Geschwindigkeiten. Also lassen sich auch
hier wieder (2.15) und (2.16) vom iibrigen System abkoppeln. Auch die Gleichungen
fiir die beiden orthogonalen Magnetfeldrichtungen werden identisch, so dafl man das
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2.2 Die Gleichungen in Erhaltungsform

Magnetfeld als in einer Koordinatenrichtung gelegen denken kann und das geschlossene
System erhélt:

Pt +upy + pugy =0, (2.23)

1 Dx
—(B? 20 2.24
ut+uuz+2p( )x+p , ( )
By + Bug +uB, =0, (2.25)
Dt + Ypug + up, =0 . (2.26)

Man kann auch in diesem Fall wieder die Gleichungen (2.15) und (2.16) ,nachtriglich®
l6sen. Diese Situation entspricht der des skalaren Feldes im Zweidimensionalen.

Bemerkung:
Hat man ein isentropes Gas, so sind Druck und Dichte iiber die Zustandsgleichung

p=ap’

gekoppelt. Damit kann das System um eine der Evolutionsgleichungen gekiirzt werden.

2.2 Die Gleichungen in Erhaltungsform

Driickt man die Gleichungen in konservativen Variablen aus, so lassen sie sich als
Erhaltungsgleichungen schreiben:

pr+V-[pv] =0, (2.27)

(pv)e+V-[pv-vI+(p+ B -B-B'] =0, (2.28)
B,+V-[B-v—-v.-BT] =0, (2.29)

e+ V- [(e+p—|—%B2)v—B(v B)] —0, (2.30)

V- B=0 (2.31)

Die Terme, die unter dem Divergenzoperator stehen, sind die Fliisse fiir die Er-
haltungsgrofien. Man sieht, dafl man hier eine Variable zuviel hat. Es ist eine dazu-
gekommen, die Energiedichte e. Man braucht also eine zusétzliche Bedingung. Diese
Aufgabe wird von der Zustandsgleichung erfiillt, die meistens algebraisch ist und den
Druck mit der inneren Energie des Fluids koppelt. Fiir das ideale Gas — dieses soll in
der vorliegenden Arbeit der Standardfall sein — lautet sie

p=(y—1)pe, (2.32)

wobei € die Dichte der inneren Energie bezeichnet. Damit gilt fiir die Gesamtenergie-
dichte
p

1 2 1 2
S “B2. 2.33
7_1+2p(v)+2 (2.33)

e =
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2 Die MHD-Gleichungen

In einer Raumdimension ergibt sich

pt + (pu)e

T

(pu)t + (pu® +p + B2

(Pv)t + (PUU — B1B2):

(pw)¢ + (puw — B1B3),

BY)

)

) (2.34)
By + (Bau — vB1)y

)

)

B3 + (Bsu — wB1),

I
S oo oo o o

1
e + ((6 +p+ §B2)u — (u31 +vBy + ng Bl

T

Dabei wurde wieder die entartete Divergenzbedingung
B, =0

eingesetzt.

2.3 Das Eigensystem

Nun stellt sich bei einem hyperbolischen System immer auch die Frage nach den Ei-
genwerten, reprisentieren diese doch die auftretenden Wellengeschwindigkeiten. Dazu
betrachtet man die eindimensionalen Gleichungen und schreibt sie in der Form

a+ A(q)q; =0.
Dabei heif3t q der Zustandsvektor. In primitiven Variablen lautet er
q= (pa u,v,w, B27 B37p>T )

in konservativen
q= (P, (pu), (p’U), (,ow), By, Bs, e)T
Fafit man in (2.34) die Fliisse der einzelnen Erhaltungsgréfien zu einem Flufivektor
f(q) zusammen, so bekommt man im Fall der konservativen Variablen A(q) gerade
als die Jacobi-Matrix von f. Verwendet man primitive Variablen, so bildet man A(q),
indem man die Koeffizienten der x-Ableitungen der Zustandsvariablen in den einzelnen
Gleichungen entsprechend sammelt.
Wihlt man fiir ¢ € {1,2,3} die folgenden Abkiirzungen

B? B?
b=  B=—  a=,/2L, (2.35)
p p p

wobei a die akustische Schallgeschwindigkeit ist, so findet man der Gréfle nach geordnet
die Eigenwerte

AM=u—cy, A=u—ca A3=u—=cs, M =u,
As=u+cs, dg=u+ca, A=u+tcy
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2.3 Das FEigensystem

mit
ca = |b1], (2.36)

1
e = \/ 5 (a2 02 44/ (a2 4 52)2 — 4a2b12> , (2.37)

1
- \/ : <a2 182 -\ f(a 822 - 4a2b12) . (2.38)

Man bezeichnet die zugehorigen Wellen als Alfvenwellen (u4c4), sowie schnelle (u£cy)
bzw. langsame (u £ ¢;) magneto-akustische Wellen. Die Gréfiecy heifit die (eindimen-
sionale) Alfvengeschwindigkeit.

Nun sieht man schon die Entartungsfille, die auftreten kénnen. Zum einen, wenn es
kein Feld in der ersten Raumrichtung gibt, d.h. b1 = 0. Dann fallen die Eigenwerte Ao
bis Ag zusammen. Genauer gilt:

ca=cs=0, cp=Va?+b>=,/a®+b (2.39)

mit
bt = b5+ b3,
dem Quadrat der Magnetfeldkomponente orthogonal zur Stromrichtung. Zum ande-
ren der Fall, daf} eben diese Orthogonalkomponente des Feldes verschwindet. Dann ist
némlich je nachdem, ob b1 betraglich kleiner oder grifier ist als die Schallgeschwindig-
keit
Cs =CA cr=a

oder
cp=ca Cs=a

und, wenn b; betraglich mit der Schallgeschwindigkeit a iibereinstimmt, sogar
Cf=cA=Cs=a.

Man nennt dies einen dreifachen Entartungspunkt, weil hier alle drei Wellengeschwin-
digkeiten zusammenfallen. Fiir ein System von Eigenvektoren, das auch in diesen kri-
tischen Punkten des Zustandsraums nicht singluldr wird, siehe z.B. [33].

Die Entartungen entsprechen gerade den in Abschnitt 2.1.1 und 2.1.2 behandelten
Sonderfillen.
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3 Schwach kompressible
MHD-Stromungen

3.1 Problemstellung

Schwach kompressible Stromungen im weiteren Sinne sind solche, bei denen zwar die
iiblichen kompressiblen Erscheinungen wie etwa Stofle nicht auftreten, die sich aber
dennoch nicht durch inkompressible Gleichungen beschreiben lassen, weil Druck und
Dichte von der Stromung selbst verdndert werden. Bei den Eulergleichungen der Gas-
dynamik betrifft das die subsonischen Strémungen, d. h. solche, bei denen im gesam-
ten Stromungsfeld kein Uberschall auftritt. Es sind dies also Strémungen, in denen
die lokale Machzahl M, der Betrag des Quotienten aus Stromungs- und Schallge-
schwindigkeit, immer deutlich unterhalb Eins bleibt. Dabei zieht man iiblicherweise
Machzahlen zwischen Null und 0.2 in Betracht. Aufschlufireich ist hierbei die Dar-

A

-
0 Av
Abbildung 3.1: Taniuti-Diagramm: Bereiche 1 und 2 kompressibel, Bereiche 3,4 und 5
schwach kompressibel

stellung im sogenannten Taniuti-Diagramm [30], das in Abbildung 3.1 dargestellt ist.
An einer Achse ist die (lokale) Machzahl M angetragen, an der anderen die (lokale)
Alfvenzahl Av. Diese ist analog zur Machzahl gebildet als Quotient aus Alfven- und
Stromungsgeschwindigkeit. Die Alfvengeschwindigkeit ist in drei Raumdimensionen

B2
cA =4 — .
P

Man unterscheidet fiinf Bereiche in der (Av, M )-Ebene:
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3 Schwach kompressible MHD-Strémungen

1. Av > 1, M > 1: Ein voll kompressibler Bereich, entsprechend dem supersoni-
schen in der Gasdynamik.

2. Av < 1, M < 1, aber Av?> + M? > 1: Ein weiterer kompressibler Bereich
mit Phinomenen, wie man sie von der Gasdynamik nicht kennt, etwa stromab
laufenden Stof3wellen.

3. Av <1, M > 1: Ein (im weiteren Sinne) schwach kompressibler Bereich, &hnlich
dem der Gasdynamik.

4. Av > 1 ;M < 1: Der (im weiteren Sinne) schwach kompressible Bereich, wie
man ihn aus der Gasdynamik kennt.

5. Av? + M? < 1: Ein (im weiteren Sinne) schwach kompressibler Bereich ohne
gasdynamische Entsprechung.

Typisch fiir die schwach kompressiblen Bereiche ist, daf sie alle den Grenzfall Av — 0
oder M — 0 beinhalten. Beides aber bedeutet, daf§ die Stromungsgeschwindigkeit ver-
schwindend klein wird im Vergleich zu anderen Wellengeschwindigkeiten. Das Problem
wird steif.

Mochte man die Konvektion in einem expliziten Verfahren gut auflésen, so braucht
man erheblich groflere Zeitschrittweiten als sie die Stabilitdtsbedingung zuldfit. Die-
se muf} sich ja nach den schnellsten Wellengeschwindigkeiten richten. Ein explizites
Verfahren ist also zum Scheitern verurteilt. Eine Moglichkeit diesem Problem zu be-
gegnen ist, innerhalb des numerischen Verfahrens Prékonditionierungen vorzunehmen.
Dies wurde fiir die Gasdynamik verschiedentlich schon durchgefiihrt, vorzugsweise fiir
stationdre Probleme [36, 37]. Fiir die MHD ist bislang keine solche Arbeit bekannt.
Ein anderer Ansatz wurde zuerst von Klein [21] fiir die Gasdynamik vorgeschlagen.
Wihrend die Prikonditionierungsmethoden von den bereits diskretisierten Gleichun-
gen ausgehen, wird hier bei den kontinuierlichen Gleichungen angesetzt. Es werden
analytische Hilfsmittel verwendet, um zu einer besseren Diskretisierung zu gelangen.
Hier nun soll die Verfahrenskonstruktion aus [28] auf die MHD iibertragen werden.
Ziel ist es, die besonders schnellen und die langsamen Wellen getrennt zu behandeln,
die schnellen implizit, die langsamen explizit. Man spricht in einem solchen Fall auch
von einem halb- oder semiimpliziten Verfahren. Das ganze System wird aufgespaltet
in einen Teil, der die Konvektion repréasentiert, und einen der die schnellen Wellen
enthilt. Der erstere 148t sich problemlos explizit behandeln. Fiir den zweiten wird ein
implizites Verfahren hergeleitet.

In 3.2 Abschnitt wird zunéchst das analytische Handwerkszeug bereitgestellt. Zu-
erst werden asymptotische Entwicklungen ganz allgemein mit ihren wesentlichen Ei-
genschaften vorgestellt.
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3.2 Das analytische Handwerkszeug: Asymptotische
Entwicklungen

3.2.1 Die Begrifflichkeiten
Zunéchst ist es sinnvoll, einige Begriffe einzufiihren:

Asymptotische Folge
Eine Folge ((pn (8)) von Funktionen heiffit asymptotische Folge, wenn fiir jede natiirliche

Zahl n
99nrkl(5)

on(€)
gilt. Unter Verwendung der Landau-Symbole 148t sich (3.1) auch als

—0 (e—0) (3.1)

Pnt1(e) = 0(¢n(5))

schreiben. Ein einfaches Beispiel wire z. B. die Folge

en(e) =€
mit einer reellen Zahl k. Setzt man dies in (3.1) ein, so ergibt sich

€n+k+1

wzs—ﬂl (€—>O)
IS

Damit entspricht die gewéhlte Folge ganz offensichtlich der Definition.

Asymptotische (Einskalen-)-N-Term Entwicklung

Hat man zusétzlich zu einer asymptotischen Folge eine reelle Funktion ¢ sowie eine
Folge (¢™) von Funktionen iiber dem selben Definitionsbereich G, héngt ¢ zusitzlich
von einem Parameter € ab, so heifit

N
3 enle)d™ (x) (3.2)
n=1

eine asymptotische N-term Entwicklung von g, falls

N
a(x;2) = 3 pn(e)a™ (x) = o(pn(e)) (e —0). (3.3)
n=1

Die Entwicklung (3.2) heit gleichmdfig giiltig, wenn der Grenziibergang in (3.3)
gleichmifig in G ist.

Die Theorie dieser Einskalenentwicklungen geht bereits auf Stieltjes und Poincaré
zuriick (siehe z.B. [22]) und hat eine grofie Verbreitung in Theorie und Anwendung
gefunden [22; 15, 3, 20]. Hier nur einige der wichtigsten Eigenschaften:

e Schneidet man in (3.2) nach einem k£ < N ab, so hat man immer noch eine
k-term Entwicklung von gq.
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3 Schwach kompressible MHD-Strémungen

e Bei gewahlter asymptotischer Folge und festgelegtem Definitionsbereich G sind
die Funktionen ¢(™ eindeutig bestimmt.

Insbesondere die zweite Eigenschaft ist sehr angenehm. Setzt man némlich einen asym-
ptotischen Ansatz in eine Differentialgleichung ein, so 148t sich ein Koeffizientenver-
gleich beziiglich der ¢,,(g) durchfiithren. Auf diese Weise erhiilt man dann — oft einfacher
zu losende — Differentialgleichungen fiir die ¢(").

Ein Problem ist, dafl bei physikalischen Problemen, die sich auf mehreren Raum-
oder Zeitskalen abspielen, meist keine Einskalenentwicklung existiert [20]. In diesem
Fall mu8 man etwas Allgemeineres finden und die obige Definition erweitern.

Der Schliissel liegt darin, daB man den Funktionen ¢(™ mehr Freiheitsgrade gibt.
Man wihlt eine Transformation g, die auf G definiert ist und zusétzlich vom Parameter
¢ abhiingt. Von den ¢(™ verlangt man, daB sie auf dem Bild von ¢ definiert sind. Damit
kann man nun eine Verallgemeinerung der asymptotischen Einskalenentwicklungen
definieren:

Asymptotische N-Term Mehrskalenentwicklung
Hat man eine asymptotische Folge und eine Funktion ¢ auf G wie bei der Einskalen-
entwicklung, sind weiter g und (¢(™)) wie im vorigen Absatz beschrieben, so nennt man

N
> en(e)d™(g(x;¢)) (3.4)
n=1

eine asymptotische N-Term Mehrskalenentwicklung von g, falls

N
a(x:2) = > enl(e)d™ (g(x;2)) = o(pn(e) (e —0). (3.5)
n=1

Die Entwicklung (3.4) hei8t gleichmdfig giiltig, wenn der Grenziibergang in (3.5)
gleichméBig in G ist.

Sinnvoll ist dieses gemeinhin nur, wenn das Bild von G unter g tatséchlich in einem
hoherdimensionalen Raum liegt. Nur dann hat man wirklich mehr Freiheitsgrade. Diese
bringen aber ein neues Problem fiir die Theorie: Es hdangen nun auch die Koeffizienten
der ¢, (¢) vom Parameter £ ab. Die oben angegebenen wichtigen Eigenschaften der
Einskalenentwicklungen sind nur noch in Spezialfillen gegeben.

3.2.2 Der Spezialfall

Es scheint an dieser Stelle angezeigt, bereits auf den Spezialfall zuzugehen, der bei der
Anwendung die tragende Rolle spielen wird. Es werden Entwicklungen der Form

N
Z e"q™ (x, ex) (3.6)
n=0

betrachtet. Dabei ist also
¢ = ¢ (x,¢)
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und
g(x;¢) = (x,ex) .

Rechenregeln fiir Ableitungen

Setzt man einen Ansatz der Form (3.6) in eine Differentialgleichung ein, so mufl man
sorgfiltig sein, wenn man die Ableitungen ausrechnet. Unter Verwendung der Ketten-
regel ergeben sich folgende Formeln:

(4" (x,%))z, = 0 (x, %) + 2" (x, £x) ,
V™ (x,ex) = Viq™ (x,ex) + 5V§q(”) (x,ex) ,
V x q™(x,ex) = Vy x q™(x,ex) + eVe x a™(x,ex)
V- q™(x,ex) = Vy - q™(x,x) + eVe - q™(x,ex) . (

© o~

3.
3.
3.

O

)
)
)
.10)

Bei den Gleichungen (3.9) und (3.10) wird angenommen, daf} eine Entwicklung ent-
sprechend (3.6) fiir alle Komponenten von q gilt.

Die Voraussetzungen

Um die Durchfiihrbarkeit der Mehrskalenanalyse zu garantieren, werden im Weiteren,
wenn nicht ausdriicklich anders angegeben, folgende Eigenschaften der betroffenen
Funktionen vorausgesetzt:

1. Die Funktion g ist auf G = R? definiert. Dabei bezeichnet d die Raumdimension
des Problems.

2. Es ist ¢ auf G beschrankt.

3. Die Funktionen q(") diirfen in x nur sublinear wachsen. D. h.

q(n) (x, )

I —0 (]|x|| = o0) (3.11)

oder mit Landau-Symbolen
g™ (x,€) = o(|[x[l) (|| = o0)
unabhéngig von £ und n.
4. Die Entwicklung (3.6) ist gleichméBig giiltig auf G fiir N € {0, 1, 2}.

Es ist zu erwéhnen, dafl die dritte Generalvoraussetzung sich auch aus physikalisch
durchaus sinnvollen Voraussetzungen an die Variablen folgern 148t [26]. Da es in der
vorliegenden Arbeit aber um die Konstruktion eines numerischen Verfahrens gehen
soll, unterbleibt dies.

Die vierte Voraussetzung kénnte erweitert werden, indem man fiir IV alle nichtnega-
tiven ganzen Zahlen zuldfit. Allerdings ist dies fiir das Folgende nicht notwendig und
stellt eine unnétige Einschréankung dar.
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3 Schwach kompressible MHD-Strémungen

Die Zeitvariable

Die MHD-Gleichungen beschreiben Phénomene, die von Raum und Zeit abhingen.
Man muf} also die Zeit t als weitere unabhéngige Variable einfithren, sowohl fiir die
physikalischen Gréflen selber als auch fiir die Entwicklungsfunktionen. Fiir das weitere
macht man eine zuséitzliche Annahme:

Voraussetzung 5
Die Funktionen ¢, ¢(™ sind auch in der Zeit beschriinkt. Uberdies sind sie stetig diffe-
renzierbar (in allen unabhéngigen Variablen).

Der Mittelungsoperator
Sei (V;) eine Folge endlicher Gebiete in G mit

lim V; =G . (3.12)
Ist der Grenzwert fiir 4 — oo von
7
w(x, &, t)dx (3.13)
Wil Jv,

unabhéngig von der Wahl der Folge (V;), so schreibt man

IXZ\ /va(x,ﬁ,t) . (3.14)

w(&,t) := lim %/‘/w(x,ﬁ,t) = lim

|V|—o0 1—00

Mit Generalvoraussetzung 5 gilt dann

Wt(évt) = (w)t(gvt) (315)

und L
Vew(€.1) = Vem(€.1). (3.16)

Diese Beziehungen werden verschiedentlich Anwendung finden.

3.3 Der Ausgangspunkt: die entdimensionalisierten
Gleichungen

Der Ausgangspunkt fiir die gewahlte Asymptotik ist eine Entdimensionalisierung der
Gleichungen, wie man sie etwa in [10] auf Seite 160 findet. Dabei wéhlt man fiir
die Schallgeschwindigkeit und die Alfvengeschwindigkeit eine eigene, von der Refe-
renz der Stromungsgeschwindigkeit unabhéingige Referenz. Man fithrt Referenzgréfien
00, 10,v0,po und By fiir Dichte, Lange, Geschwindigkeit, Druck und Magnetfeld ein
und bildet daraus die Referenzen fiir Zeit und Energie sowie

B2
ag = P und ca0 = =0

Po Po
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3.4 Entwicklung fiir kleine Machzahlen

fiir die Schallgeschwindigkeit und die Alfvengeschwindigkeit. Hiermit definiert man die
globale Machzahl M und die globale Alfvenzahl Av:
M= , Av = 20
ao )
Dies fiihrt fiir die Gleichungen der idealen eindimensionalen MHD in primitiven Va-
riablen auf das folgende entdimensionalisierte System von Evolutionsgleichungen':

pe+V-(pv) =0, (3.17)

1
vi+ (v-V)v+ MvaP — szp(v xB)xB=0, (3.18)
B, - Vx(vxB)=0, (3.19)
pt+v-Vp+ypV-v=0. (3.20)

Die Eigenwerte lauten nun

Al=u—cf, d=u—ca A3=uU—Cs, M =1,
As=u+cs, Ag=u-+caq, A=u-+tcy

mit
|01
= — 21
AT Auo (3.21)
1 [ a? b2 a? b2 a? by?
S [ SRR A b P 22
cf 2 M2+A’U2+\/(M2+A’U2) M2 Av? |’ (3.22)
1 [ a? b2 a? b2 a? by?
P [ IR A L R 2
¢ \ 2 M2+Av2 \/(M2+A02) M?2 Av? (3.23)

und den Abkiirzungen aus (2.35). Die Losungen der Gleichungen und die Eigenwerte
héngen also zusétzlich von der globalen Machzahl und der globalen Alfvenzahl ab.
Diese bieten sich also als Parameter fiir eine Mehrskalenanalyse an. In den néchsten
Abschnitten wird nun zuerst fiir beide Fille, M — 0, Av = O(1) und Av — 0 M =
O(1) die asymptotische Analyse vorgestellt. Anschlieffend werden jeweils Vorschlige
zur Konstruktion numerischer Verfahren gegeben.

3.4 Entwicklung fiir kleine Machzahlen

3.4.1 Die Analysis

Im Falle kleiner Machzahlen ist es eine natiirliche Wahl, e = M als Entwicklungspa-
rameter zu verwenden. Man macht dann einen Ansatz der Form

q(x,t) = q® (x, Mx,t) + Mq(l)(x, Mx,t) + M?q®? (x, Mx,t) + o(M?) .

'Die beiden elliptischen Bedingungen (2.5) und (2.6) werden im Weiteren der Mehrskalenanalyse
beiseite gelassen.
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3 Schwach kompressible MHD-Strémungen

mit
q:(p7uva25B37 ) )
q(n) ( ( ),u(”),v("),w( )7B§n),B§n),B§n),p(n))T , n e {O, 1’2} )

Setzt man diesen Ansatz in die Gleichungen (3.17) — (3.20) ein, so erhélt man ein
System von Evolutionsgleichungen fiir die p(™, ..., p(™. Verlangt man, da diese auch
dann fiir alle M gelten, wenn man & unabhéngig von M und z zulédflt, so erlaubt die
Sublinearitit (3.11) einen Koeffizientenvergleich beziiglich M in den Gleichungen. Die
Alfvenzahl wird der Ubersichtlichkeit halber auf Eins gesetzt.

Lediglich in der Geschwindigkeitsgleichung kommen Terme mit M~ und M2 vor
Es ist die einzige Gleichung, in der Mach- und Alfvenzahl explizit auftauchen. Aus
dem Koeffizientenvergleich ergeben sich die Gleichungen

VipV + Vep® =0 (3.24)
sowie
Vi =0. (3.25)

Die letzte Gleichung bedeutet insbesondere, dafl der Druck fithrender Ordnung nicht
von der kurzen Raumskala x abhéngt. Wahlt man eine Folge (V;) endlicher konvexer
Teilmengen von G, die gegen G konvergiert, und integriert Gleichung (3.24) iiber diese,
so ergibt sich

1 1
0= / VeV (x, &, 1 / Ve (&, 1) dx
il Jy, VP e s et g Ve e )
1

Vil Jav,
— Vep® (i — 00) .

p) dsy + Vgp(o)

Hierbei spielt wieder die Sublinearitit die Hauptrolle. Sie sorgt dafiir, dal das Ober-
fldchenintegral langsamer wichst als das Volumen des Integrationsgebiets. Also muf
Vgp(o) identisch verschwinden. Dies bedeutet aber, daB p(® von keiner der beiden
Raumskalen abh#ingt. Setzt man dies wiederum in (3.24) ein, so ergibt sich, daf§ auch
p® nicht von der kurzen Raumskala x abhiingen kann. Man hat also insgesamt

PO =p"t), (3.26)
p =pM(g 1) . (3.27)
Wenden wir uns nun der Druckgleichung zu. Aus den Koeffizienten von MY ergibt
sich

pgo) +yp OV, v =0, (3.28)

Integriert man dies iiber ein endliches Gebiet V beziiglich x, so ergibt sich

|V| / 0 dx+m ’yp(O)Vx~vdx
1 (3.29)
=p§)+7p()’v v ndsy
| Jov
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3.4 Entwicklung fiir kleine Machzahlen

Der Index x an ds bedeutet, dafl es sich um eine Integration auf der x-Skala handelt.
Damit kann sich auch eine zeitliche Anderung von p(® nur noch durch eine Kom-
pression vom Rand her ergeben. Auflerdem sieht man, daf§ nach (3.28) die Divergenz
des Geschwindigkeitsfeldes fithrender Ordnung nur noch in der Zeit variieren kann.
Variiert es nicht, so gilt mit (3.29) die Volumenerhaltung ebenfalls in der fithrenden
Ordnung, v(? ist divergenzfrei. Fiir M — 0 wird die Strémung inkompressibel.

Bildet man die Dichtegleichung fithrender Ordnung und setzt dort (3.28) ein, so

lautet sie
(0) (0)4,(0) (0) pg())
pr + VxpvE =P = (3.30)
P

hat also die Gestalt einer Konvektionsgleichung mit Quellterm. Dieser ist im Wesentli-
chen bestimmt durch die logarithmische Zeitableitung des fithrenden Druckterms und
beschreibt die duflere Kompression. Es handelt sich um eine adiabate Kompression
entlang Teilchenbahnen.

Ist die Strémung isentrop, so ist mit p(?) auch p(® riumlich konstant und ergibt sich
entsprechend (3.29) direkt aus den Randwerten der Geschwindigkeit.

Insgesamt 148t sich sagen, dal der Druckterm fithrender Ordnung einen rdumlich
konstanten thermodynamische Hintergrundsdruck darstellt, der nur durch &uflere
Kompression zeitlich verénderlich ist.

Um das Verhalten des Druckterms p!) zu verstehen, muf man weitere Gleichungen
hinzuziehen. Zunichst die Terme der Druckgleichung fiir M*:

Wihlt man nun wieder eine Folge (V;) von Integrationsgebieten wie oben, und fiihrt
eine analoge Rechnung durch, so ergibt sich

1 / (1) ! / (1) 0) 1 / ) (0)
O=— [ pp ' dx+— [ W'V -vWdx+ — [ 7"/ Ve-vWdx
Vil Sy Vil Jv, Vil Jy; ¢
1

+ p OV, - v dx
Vil Jv,
1 1
— M 4 yp) v 1 dsy + ——yp® / Ve v dx
Vil Jav, Vil Vi

+ Vp(l)% v ndsy .
oV

L&aBt man 7 gegen unendlich gehen, so konvergieren die beiden Oberflichenintegrale
gegen Null, das Volumenintegral gegen die Mittelung. Mit Beziehung (3.16) gilt dann

Y+ W OVev© =0 (3.32)
Die Dichtegleichung zu M° lautet:

pl(fO) + ,O(O)vx . V(O) + V(O)vxp(o) — O , (333)
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die entsprechende Geschwindigkeitsgleichung

V4

ViO) + (V(O)VX)VX — W

Vyx x B0 x BO) 4 LVgp(l) =0. (3.34)

FOX PO

Multipliziert man (3.33) mit v(?), (3.34) mit p(*) und addiert beide Gleichungen zu-
sammen, so erhélt man die Beziehung

(POVO), + V- (pOVO?) — (T x BO) x BO 1 V,p® 4 Vep = 0. (3.35)

Fiithrt man auch hier wieder die Integration durch, so ergibt sich

Vx ()2 dx
~wi . |V\/ )
1 1
0% _ gO O @+—/w@ /VW&
M/ ) il Jy, il Jy, *¢
(0)y PONUL
|V|/ 7 V)

p?) dsy + Vgp(l) .

( BO?1 _ B0)g©) ) dsy +
|V| ov; il Jov;
Im Grenzwert fiir ¢ — oo verschwinden aufgrund der Sublinearitét wieder die Ober-
flichenintegrale. Man erhélt dann

(POvO), + VepM =0 (3.36)

Betrachtet man (3.32) und (3.36) zusammen, so entsprechen sie den Gleichungen der
linearisierten Akustik. Das einzige, was stért, ist, daB der Dichteterm p(® unter dem
Mittelungsoperator steht. Nun sieht man an der Gestalt des Gebiets 2 im Taniuti-
Diagramm 3.1, daf§ fiir M — 0 der Bereich, in dem St6fe auftreten kénnen, ebenfalls
gegen Null geht. Nehmen wir an, daB die Grundstrémung isentrop ist. Neben p(© ist
dann der fithrende Term der Dichte p(® ebenso riumlich konstant. Ohne Kompres-
sion vom Rand ist p(® konstant in Raum und Zeit und kann aus der Zeitableitung
des Produkts herausgezogen werden. Man kann Gleichung (3.36) in diesem Fall also
umschreiben in

— 1
v, + —Vep) =0 (3.37)
(0

Damit werden (3.32) und (3.37) zum System der linearisierten Akustik mit der Schall-
geschwindigkeit als Wellengeschwindigkeit. Der Druckterm p(!) repriisentiert also die
langwellige Akustik. In diesem Fall gibt es keine Quellterme. Ist p(!) in den Anfangs-
daten eine Konstante und es tritt keine langwellige Akustik erster Ordnung auf, sofern
sie nicht iiber Randwerte erzeugt wird.
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3.4.2 Die hyperbolisch- elliptische Aufspaltung

In den Ergebnissen des letzten Abschnitts traten bei allen Variablen auler beim Druck
nur Terme fithrender Ordnung auf. Wir werden im Folgenden den oberen Index ,,(0)“
einfach weggelassen.

Entsprechend den Resultaten der asymptotischen Analyse werden die Gleichungen
fithrender Ordnung im Grenzfall fiir M — 0 zu

pt +pVx-v=0, (3.38)
1 1
) “v.p® — S v PN ()
vi+ (v-Vx)v+ ppr AUQ,O(VX xB)x B Vep' (3.39)
B, — Vxx (vxB)=0, (3.40)
p +pOVi-v=0. (3.41)

Dies ist eine Erweiterung der inkompressiblen MHD-Gleichungen, die eine zeitliche
Variation von Dichte und Druck erlaubt. Hier sieht man deutlich, welche Funktionen
die einzelnen Druckterme erfiillen:

p©): Dieser Term trigt die thermodynamischen Eigenschaften. Er erfiillt die Zustands-
gleichung fiir M = 0.

p(M: Dieser Anteil repriisentiert die langwellige Akustik erster Ordnung. Schaut man
sich den entsprechenden Term in Gleichung (3.39) genauer an, so stellt man
folgendes fest: Zieht man in Betracht, dal der eigentliche Ansatz fiir die lange
Skala & = Mx ist, so bedeutet das Auftauchen einer Ableitung nach &€ nichts
anderes als, dafy der Term im Grenzwert M — 0 vollstdndig entkoppelt. In einem
unbeschriankten Rechengebiet fillt der Term weg. In einem beschréankten Gebiet
kann er durch die Randwerte langwellige akustische Effekte in der Stromung
erzeugen.

p@: Er steht dort, wo auch in der Standardform der inkompressiblen Gleichungen der
Druck steht, erfiillt also die gleiche Funktion. Er wird daher gerne als inkom-
pressibler bzw. hydrodynamischer Druck bezeichnet [21].

Was die Gleichungen (3.38) — (3.41) von den kompressiblen unterscheidet ist neben den
degenerierten Gleichungen (3.38) und (3.41) der abgekoppelte Druckterm p(?) in der
Geschwindigkeitsgleichung. Es bietet sich also an, zur Konstruktion eines numerischen
Verfahrens zuerst ein Operator-Splitting durchzufiihren, das diese in einem eigenen
kleinen System abspaltet. Damit hat man alles, was die Imkompressibilitat und damit
die schnellen Wellenausbreitungen vom Rest getrennt. Das bietet fiir die Numerik die
Moglichkeit, ein halbimplizites Verfahren zu verwenden, das nur diesen abgekoppelten
Teil implizit behandeln muf}, den Rest aber explizit in der Zeit behandeln kann. Um
sich nicht auf inkompressible Stromungen einzuschrinken, werden beim Splitting fiir
das numerische Verfahren nicht die inkompressiblen Gleichungen verwendet oder das
System (3.38) — (3.41) sondern die vollen kompressiblen Gleichungen.
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Ab dieser Stelle wird wieder angenommen, dafl sich die rdumlichen Differential-
operatoren alle auf die originale Skala x beziehen. Der akustische Druck wird dabei
zunéichst auler Acht gelassen.

Was nach der Abspaltung der Terme mit der schnellen Wellenausbreitung noch iibrig
bleibt, lautet

pt+v-Vp=0, (3.42)

1
vi+ (v -V)v+ AUQP(V xB)xB=0, (3.43)
B,-Vx(vxB)=0, (3.44)
pr+v-Vp=0. (3.45)

Dieses System ist hyperbolisch. Betrachtet man seine eindimensionale Form in der
ersten Raumrichtung, so ergeben sich die Eigenwerte

1 B2 1
— -y - — 4
)\1 u Av P 5 2 U A’UCA ) (3 6)
)\3 = )\4 = )\5 =u, (347)
1 1 B2
- _ = — . A4
A6 =u+ 1A A7 =u+ o\ (3.48)

Diese héngen nicht von der globalen Machzahl ab. Damit erh&lt das System sei-
nen hyperbolischen Charakter fiir alle Machzahlen. Befindet man sich im Taniuti-
Diagramm 3.1 im Bereich 4, d.h. die Alfvenzahl ist grof}, so sind A1 — A7 alle in der
Groflenordnung der Stromungsgeschwindigkeit.

Das kleine abgespaltene System lautet:

pt+pV-v=0, (3.49)
1

B, =0, (3.51)

Pt +ypV-v=0. (3.52)

Fiir M > 0 ist auch dieses System hyperbolisch. Betrachtet man jedoch wie oben die
Eigenwerte, so lauten sie

AM=——, AM=XA3=M=A=X=0, A3 = — (3.53)

M

mit der akustischen Schallgeschwindigkeit a. Bis auf die verschwindenden Eigenwer-
te in der Mitte héngen diese direkt von M ab. Fiir M — 0 gehen sie gegen +oo,
das System entartet elliptisch. Gleichungen (3.49) und (3.52) gehen fiir eine isentrope
Stromung ohne Kompression vom Rand gegen die Divergenzbedingung fiir inkom-
pressible Stromungsfelder, der Term mit dem Druckgradienten in (3.50) gegen den
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3.4 Entwicklung fiir kleine Machzahlen

x-Gradienten von p®. Dieser iibernimmt die Rolle des Lagrange-Multiplikators, der
die Einhaltung der Divergenzbedingung an v ermdoglicht.

Dieses Teilsystem mufl im numerischen Verfahren fiir kleine Machzahlen auf alle
Fille implizit behandelt werden, sorgt es doch bei kleinen Machzahlen fiir die ho-
hen Wellengeschwindigkeiten, die den Zeitschritt bei einem expliziten Verfahren stark
einschréanken.

3.4.3 Das numerische Verfahren

Ein numerisches Verfahren, das die Ergebnisse der Mehrskalenanalyse beriicksichtigt,
sollte insbesondere die folgenden Eigenschaften haben:

e Die Anteile, die auch beim Ubergang zur Inkompressibilitit hyperbolisch blei-
ben (Gleichungen (3.42) — (3.45)) sollten getrennt behandelt werden kénnen,
auch wenn die globale Machzahl gegen Null geht. Damit wird insbesondere die
Verwendung zeitexpliziter Verfahren fiir diese Anteile ermoglicht.

e Die Anteile, welche die Inkompressibilitdt bei verschwindender Machzahl re-
prasentieren (Gleichungen (3.49) — (3.52)), sollten implizit behandelt werden.
Dabei ist darauf zu achten, dafl das resultierende Verfahren auch im Falle der
elliptischen Entartung sinnvolle Ergebnisse liefert.

e Es sollte die Moglichkeit bestehen, den EinfluBl der langwelligen Akustik (Glei-
chungen (3.37) und (3.32)) einzubringen.

Hier soll lediglich der Fall eines Verfahrens erster Ordnung in der Zeit erlautert
werden. Die Prinzipien sind hier besonders klar zu sehen. Eine Erweiterung fiir hohere
Konsistenzordnungen wére Gegenstand einer eigenen Arbeit. Fiir den Fall schwach
kompressibler Gasstromungen wurde dies in [28, 34] und [31] bereits unternommen.

Die Grundidee besteht darin, die Systeme (3.42) — (3.45) und (3.49) — (3.52) durch
ein Operator-Splitting getrennt zu behandeln. Dabei wird das echt hyperbolische
System explizit, das elliptisch entartende implizit behandelt. Man verwendet dafiir
Vorwirts- bzw. Riickwértsdifferenzen in der Zeit. Die Raumdiskretisierung ist geeig-
net zu wihlen, worauf aber in dieser Arbeit nicht eingegangen werden soll.

Die numerische Behandlung des Systems (3.42) — (3.45) mit den langsamen Wel-
len kann zeitexplizit geschehen. Dabei ist die Zeitschrittweitenbedingung durch die
Eigenwerte

2
AMjr=uF ﬁ 37
gegeben. Solange die globale Alfvenzahl nicht zu klein wird, ist dies keine wesentli-
che Einschréinkung. Fiir die Raumdiskretisierung kénnen Upwinddifferenzen verwen-
det werden [31].

Im System fiir die schnellen Wellen (3.49) — (3.52) ist die Magnetfeldgleichung trivial,
sie 148t das Magnetfeld einfach unverédndert. Setzt man in das verbleibende System
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3 Schwach kompressible MHD-Strémungen

Riickwéirtsdifferenzen mit dem Zeitschritt ét ein, so lautet es

pn—i-l _ pn

— PV .v=0, (3.54)
vitl —yn 11 "
—ar tagpa =0 (3.55)
pn—l—l o pn
— "V -v=0. (3.56)

Da diese Form identisch ist mit dem Analogon fiir schwach kompressible Gas-
stromungen, 148t sich das Vorgehen direkt iibertragen. Das implizite System wird
iterativ gelost, wobei der zentrale Baustein die Losung einer elliptischen Druckkorrek-
turgleichung ist. Ein Iterationsschritt lduft folgendermafien ab:

1. Wahle geeignete Druck- und Dichteschétzungen p* und p*. Sinnvoll ist hier das
Ergebnis der letzten Iteration. Als Anfangsschitzung kann auch das Resultat des
letzten Zeitschritts fiir das langsame System dienen.

2. Aus der Gleichung fiir die erste Geschwindigkeitskomponente (3.55) ergibt sich

At
MQp*

V*:VTL

Vp*. (3.57)

3. Erfiillen die gefundenen Werte p*, p*, v* die Gleichungen (3.54)-(3.56) noch nicht

mit zufriedenstellender Genauigkeit, dann miissen Korrekturen eingefithrt wer-
den:

vt = v 4 ov, p"th=p 4 dp. (3.58)

Dabei bezeichnet der obere Index n + 1 die gesuchte Losung und dv bzw. dp

die Korrektur der Geschwindigkeit bzw. des Drucks. Die Dichte wird zunéchst

einmal festgehalten. Der Zusammenhang zwischen Druck- und Geschwindigkeits-
korrektur ergibt sich aus (3.55) zu

At

Dies wird in die diskretisierte Druckgleichung
n+l _ . n
b N b + yp*V v — (3.60)

eingesetzt. Dabei wurde in Gleichung (3.56) der Evolutionsterm dadurch ,linea-
risiert, dafl p"*! durch p* ersetzt wurde. Nun kann man das Ganze zur folgenden
elliptischen Druckkorrekturgleichung umformen:

At?

Ve

1
vp*V - <Ev5p> =p" —p* — Atyp* (V . V*) . (3.61)
Diese ist linear. Damit ist sie einer numerischen Lésung leicht zugénglich. Durch

Raumdiskretisierung erhélt man ein lineares Gleichungssystem, das sich mit den
bekannten Verfahren losen 1if3t.
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3.5 Entwicklung fiir kleine Alfvenzahlen

4. Damit koénnen der korrigierte Druck und die korrigierte Geschwindigkeit be-
rechnet werden. Den verbesserten Wert der Dichte erhalt man aus der Konti-
nuitétsgleichung.

Da in der Druckkorrekturgleichung zun#chst die Dichte p* und in (3.60) auch
noch der Druck p* festgehalten wurden, mufl man diese Schritte iterativ wieder-
holen, bis man eine ausreichende Genauigkeit bekommt.

Wird die Machzahl sehr klein, so sollte die Druckaufspaltung
p=p9 + MpM) + M2

in das Verfahren eingebaut werden, da der Druck p rdumlich konstant wird und die
rechte Seite der Druckkorrekturgleichung gegen Null konvergiert. Nachdem in dieser
Arbeit auf die akustischen Effekte nicht niher eingegangen werden soll, wird der Term
MpW, der diese reprisentiert, vernachléssigt. Eine Druckkorrekturgleichung, die fiir
verschwindende Machzahl gerade auf die eines inkompressiblen Druckkorrekturverfah-
rens fiithrt, ergibt sich durch die Druckaufspaltung und die Formulierung der Korrektur
fiir den Druckterm p(?. Fiihrt man die Druckaufspaltung durch, so ergibt sich:

1
M?6p — At?yp*V - (EV&D@)) =p" —p* — Atyp” (V : V*) : (3.62)

Der neue Wert des Drucks ergibt sich dann aus
p" = p* + M35p?) | (3.63)

Man sieht insgesamt, dafl sich das Vorgehen aus der Gasdynamik bis auf die Be-
handlung des Teilsystems mit den langsamen Wellen direkt iibertragt. Damit ist es
auch einfach, ein entsprechendes Computerprogramm fiir die schwach kompressible
Gasdynamik auf die MHD mit kleinen Machzahlen zu erweitern.

3.5 Entwicklung fiir kleine Alfvenzahlen

3.5.1 Die Analysis

Nun zu dem Fall, dal die Alfvenzahl klein wird und die globale Machzahl beliebig
aber fest ist, jedoch so, dafl keine Stofle auftreten kénnen. Das heifit wir betrachten
die Bereiche 3 und 5 des Taniuti-Diagramms 3.1. Im Falle kleiner Alfvenzahlen ist es
eine natiirliche Wahl, ¢ = Av als Entwicklungsparameter zu verwenden. Der Ansatz
lautet dann

a(x,t) = qO(x, Avx, t) + AvqV (x, Avx, t) + Av’qP (x, Avx, t) + o(Av?) . (3.64)
mit
q= (p) u,v,w, B27 B3)p)T )
q™ = (p™, u™ o™ ™ B M pm T ne{0,1,2}.
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3 Schwach kompressible MHD-Strémungen

Setzt man diesen Ansatz in die Gleichungen (3.17) — (3.20) ein, so erhilt man ein
System von Evolutionsgleichungen fiir die p(™, ..., p(™. Verlangt man, da diese auch
dann fiir alle Av gelten, wenn man £ unabhéngig von Av und x zuldfit, so erlaubt die
Sublinearitét (3.11) einen Koeffizientenvergleich beziiglich Av in den Gleichungen.

Bei den kleinen Machzahlen erhielt man zunéchst Informationen iiber die verschie-
denen Terme des mechanisch-thermodynamischen Drucks. Hier nun wiirde man Er-
gebnisse fiir den magnetischen Druck erwarten. Da stellt sich aber das erste Problem.
Der magnetische Druck taucht nicht als selbsténdige Variable in den Gleichungen auf,
sondern ergibt sich aus dem Magnetfeld als 372. Bekommt man also Ergebnisse fiir den
magnetischen Druck, so reichen diese nicht aus, um ein sinnvolles numerisches Verfah-
ren zu konstruieren. Man braucht Ergebnisse fiir das Magnetfeld selbst. Diese lassen
sich jedoch nur in Spezialfillen gewinnen. Betrachtet man ndmlich die Koeffizienten
von Av~2 in der Geschwindigkeitsgleichung, so ist

(Vx x BO) x BO = (3.65)
bzw. in kartesischen Koordinaten

0 0 0 0 0 0 0 0
BUBY_ + BOBY - BOBY B0 D,
0 0 0 0 0 0 0 0
BOBY 4 0B pOB0 50 R0
N P P I e O

0. (3.66)

Daraus lassen sich im allgemeinen dreidimensionalen Fall weder Eigenschaften des
Magnetfelds noch des magnetischen Drucks direkt ablesen. Wir beschrinken uns daher
auf eine bzw. zwei Raumdimensionen.

Es sei an dieser Stelle noch erwdhnt, dal man im allgemeinen dreidimensionalen Fall
auch eine Druckkorrektur analog zu 3.4.3 formulieren kann. Es steht aber keine Auf-
spaltung des Magnetfelds zur Verfiigung, die sich dort einsetzen 148t. Beziechung (3.65)
bedeutet gerade, dafl das Magnetfeld fithrender Ordnung parallel zu seiner Rotati-
on beziiglich x ist. Bei den angefiihrten zweidimensionalen Spezialfillen 2.1.1 wird
ausgenutzt, dafl dann zusétzlich zur Parallelitédt noch die Orthogonalitét gilt. Die
Frage, ob sich die Parallelitéit auch im 3d-Fall ausnutzen 148t, konnte Gegenstand
weiterfithrender Untersuchungen sein.

Eindimensionale Falle

Nachdem im Eindimensionalen alle y- und z Ableitungen sowie wegen der Divergenzbe-

dingung auch die z-Ableitung von B%O) verschwinden, vereinfacht sich Gleichung (3.66)

zu

BB BB,
B0 ~0. (3.67)
B B0

Der einfachste Fall ist der, wenn das orthogonale Magnetfeld, also By und Bsj ver-
schwindet. Dann verschwindet auch der Einflufl des Magnetfelds auf die Stromung. Die
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3.5 Entwicklung fiir kleine Alfvenzahlen

Gleichungen degenerieren zu den eindimensionalen Eulergleichungen (2.20) — (2.22),
und die Alfvenzahl fillt ganz heraus. Da in diesem Fall eine Entwicklung nach der
Alfvenzahl nicht sinnvoll ist, wird im Weiteren vorausgesetzt, dafl das orthogonale
Magnetfeld nicht identisch verschwindet. Dann ist aber immer noch zu unterscheiden,
ob Bj verschwindet oder nicht.

Der Spezialfall Verschwindet Bj, so kann sich wie bei der Herleitung des entspre-
chenden Systems (2.23) — (2.26) gesehen das Magnetfeld nicht mehr drehen. Man kann
also ohne Einschrinkung annehmen, daf§ etwa Bs und damit auch Bi())o) sowie die ande-
ren zugehorigen Entwicklungsfunktionen verschwinden. Aus der ersten Zeile von (3.67)
folgt dann also

B .= B0 —¢. (3.68)

xT

System (2.23) — (2.26) lautet in entdimensionalisierter Form

pt +upy + pugy =0, (3.69)
11 2 Dz
By + Bug +uBy =0, (3.71)
Dt + YPpUz + upy =0 (3.72)

Man setzt dann eine Entwicklung entsprechend (3.64) ein. Gleichung (3.68) ergibt sich
nun direkt aus den Koeffizienten von Av=? in der Geschwindigkeitsgleichung (3.70).
Sammelt man dort Koeffizienten von Av~! und setzt (3.68) ein, so ergibt sich

BOBM + BOBY = 0. (3.73)

Integriert man Gleichung (3.73) in der ersten Variablen iiber ein Intervall I = [a,b],
so fithrt das analog zur Analyse fiir kleine Machzahlen auf

D dg 4+ — / B(O)B(O) dx
\I\/ 1]

— BO II\ / ) dz + BO B
und damit
BOBY =0 fir |I] - . (3.74)
Also ist das Magnetfeld nullter Ordnung raumlich konstant. Setzt man dies in (3.73)
(1)

ein, so findet man, daf} auch B,

BO =BO@),  BM =W ). (3.75)

verschwindet. Das heifit, es gilt

Bleibt man bei der Geschwindigkeitsgleichung, sucht nun die Koeffizienten von Av®
und multipliziert das Ganze mit p(®), so fithrt dies unter Beriicksichtigung von (3.75)
auf die Beziehung

pOu® 4 50400 1 pO) | gO @) | O B§1> —0.
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3 Schwach kompressible MHD-Strémungen

Analog ergibt sich aus der Dichtegleichung (3.69) nach Multiplikation mit u(®)

pgﬂ)u(D) PO 040 4 5(0)4,(0)4,(0) — ¢ .

Addiert man diese beiden Gleichungen, so erhélt man
(P Ou®Y, + (pO @), 4+ pl0) 1 O BE) 4 B(O)Bél) =0. (3.76)

Durch Integration von (3.76) beziiglich der ersten Variablen iiber dem Intervall I
bekommt man

|I|/ e do + |I|/ )o + ¥ + BOBX dz
i /
ﬁm (OM®V“+éT(¢%ﬂ)@M 0) | OB gy 4 O W
I
Also ist
G, 500 0. o

Dabei bezeichnet der Oberstrich wieder die Mittelung der betreffenden Groéfie. Im
Gegensatz zum Fall verschwindender Machzahl liBt sich hier p(®) nicht aus der Zeita-
bleitung und damit erst recht nicht aus der Mittelung 16sen. Dies ging dort nur, weil die
Isentropie den Druck algebraisch mit der Dichte koppelt. Der magnetische Druck kennt
eine solche Koppelung natiirlich nicht. Damit impliziert ein konstanter magnetischer
Druck nullter Ordnung auch keine konstante Dichte nullter Ordnung.

Aus den Koeffizienten von Av? in der Magnetfeldgleichung (3.71) ergibt sich unter
Berticksichtigung von (3.75)

BY 4 BOy0) ¢ . (3.78)

(0)

Damit ist auch uy’ nur noch eine Funktion der Zeit. Integration wie oben liefert

(0)
BOws [0
I!/ 1]

1
= Bt(o) + mB(O) [u( ]

(3.79)
a )

was bedeutet, daf sich — in Analogie zu (3.29) — B(® nur noch durch Kompression
von auflen dndern kann.

Sammeln der Koeffizienten von Av in der Magnetfeldgleichung fiihrt auf

B( ) + BO), (0) + BOy() 4+ By — ¢,
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3.5 Entwicklung fiir kleine Alfvenzahlen

Integriert man auch hier, so findet man unter Beriicksichtigung von (3.75):

1 1) / / ()4, (D (1)4,(0)
O:—/B dr + — B dl‘—!— B + B dx
1] 1] [1]

1
_ gV Jer)m/ju5 d$+|7/13<0>u;1>+3< u® dz

Daraus folgt L
B + BOy©0), =0 . (3.80)

Man bekommt also mit (3.77) und (3.80) ein Analogon zu den Gleichungen der linea-
risierten Akustik:

(P9u®), + BOBY =0
BY 4+ BOy0), =0 .

Da bei den bisherigen Ergebnissen alle Variablen aufler dem Magnetfeld nur noch in
fithrender Ordnung auftreten, wird bei diesen im Weiteren der Index (0) weggelassen.
Insgesamt gilt damit fiir Av — 0 in der Grenze unter der Annahme, da das Feld in
Stromungsrichtung verschwindet, im isentropen Fall

Pt + upz + ypuz =0, (3.81)

L pz 1 0)p@ 0) p(1)
uﬁuuﬁW;jL;(B( 'B? + BUBY) =0, (3.82)
By + Bug + uB, = 0 (3.83)

und im Fall des idealen Gases

pt + pug + pyu =10, (3.84)

1 L 0 »2 0) (1)
uﬁ—uum—i—W?—i—p(B( 'B? +BYBY) =0 (3.85)
By + Bug +uB, =0, (3.86)
Pt + upy + Ypuz = 0. (3.87)

Es zeigt sich, dafl fiir Av = 0 die ersten drei Magnetfeldterme aus der Entwicklung
B =B + AvBW + 402B@ 1+ O(Av®) (3.88)

in die Gleichungen eingehen und alle einen Einflul auf die fiithrende Ordnung der
anderen physikalischen Groéflen haben. Dabei gilt fiir Av — 0:

BO =BO@), BM =BW( t) und B® = B®(z,¢.1) . (3.89)

Die zeitliche Entwicklung von B(®) ergibt sich aus

1

B +
1|

—BO[)" =0, (3.90)

a
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Fiir kleine Alfvenzahlen liefert die asymptotische Betrachtung durch Mittelung der
Storungsgleichungen Evolutionsgleichungen fiir die langwelligen magnetischen Erschei-
nungen:

(pu), + BOBM =0, (3.91)
BY + BOg, =0 . (3.92)

Der allgemeine 1d-Fall Im Falle B; # 0 lassen sich in (3.67) die zweite und dritte
Zeile durch Bj dividieren. Damit verschwinden die z-Ableitungen von Béo) und B?EO).
Auch hier dient es der Ubersicht, wenn man direkt die entdimensionalisierte Form der
eindimensionalen Gleichungen verwendet:

Pt + upy + puy =0, (3.93)
1 pe 1 2

By
V¢ + UV, — mBQw =0 s (395)

1
By, + Bouy — Bivg +uBg, =0, (3.97)
Bs; + Bsu, — Biw, +uB3, =0, (3.98)
Dt + Ypug + up, =0 (3.99)

Sammelt man hier in der Geschwindigkeitsgleichung fiir die zweite bzw. dritte Raum-
richtung die Koeffizienten von Av=2 bzw. Av~!, so findet man analog zum vorigen
Fall

By = B (1) By =B (e.1) (3.100)
BY = B (1) B = BP(g,1) . (3.101)

Sammelt man nun in einer dieser beiden Geschwindigkeitsgleichungen, etwa
in (3.95), die Koeffizienten von Av” und multipliziert mit p0 so fithrt dies unter
Beriicksichtigung von (3.100) auf

p(o)vgo) + p(O)u(O)vg,O) — BlBé?) — BlBé}g =0.

Analog ergibt sich aus der Dichtegleichung (3.93), nach Multiplikation mit v(®)
pEO)U(O) + p(O)ug(CO)U(O) + pgﬁo)u(o)v(o) —0.
Addiert man diese beiden Gleichungen, so erhélt man
(p@v @), 4 (p@y 0y, — B1B§2 —BBY =0, (3.102)
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Die iibliche Integration fithrt auf

040y, dzr + — [ (pQu@©@), — BB dz — /B BY dx
!H/ 1) Je = BaBsde = J BaBi

p@<um+i/@@w%@> ~ BB dr — BB
1

dt!I! 1|

Dabher ist

(POv®), — BBy =0 firr [I] — o0 (3.103)

Gleiches gilt fiir (3.96), wenn man w statt v und Bs statt By schreibt. Auch fiir
die Geschwindigkeitsgleichung in Stromungsrichtung kann man dies tun. Analog zu
(3.102) erhilt man?

(POu®), + (p@y @O 4 pl0) 4 BéO)B< ) 4+ B(O)B(Q) +B(0)B(1) n B(O)B(g 0.
(3.104)
Integriert man nun auch (3.104) entsprechend, so kommt man auf

1 1
0= i /1( @,y dz + T /I(P(O)U(O)U(O))x 4O 4 350)352 +B§O)B§?) i

T

0) p(1) (0) p(1)
\I\/B By + By By do
d 1 1
L 00 iy L [00u0), 0 4 B0 ¢ 05

1] J1 11 /1
0 1 0 1
+ (BB + B B{Y) .

Insgesamt ist also
0

(p@v®), — BB =0, (3.105)
0

Auch hier 18t sich p(® nicht aus Mittelung und Zeitableitung 16sen.
Die Koeffizienten von Av? in den Magnetfeldgleichungen ergeben

BY) + B uY — Bl =0, (3.106)
BYY) + BYu® — Biuw® = 0. (3.107)

2Die Dichtegleichung wurde hier natiirlich mit «(® multipliziert.
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Integriert man Gleichung (3.106) in derselben Weise, wie dies bei den anderen Glei-
chungen durchgefithrt wurde, so fithrt dies auf

’I|/ 2td +‘I‘ () (O)dl'—’I’/BlUO)dZL‘

) (0)
= B + B —/um d:E—B—/Ux dx
SR i
1 b
B(0)+B(0) () — By—[v@1" .

Geht man fiir (3.107) analog vor, ergibt sich insgesamt

BY + BY L[ — B L O] =0,
’ 1] | (3.108)
BY) 4 BY )ﬁ‘ [u®)? —Blﬁ[w(m]z =0.

Damit kann sich das Magnetfeld nur noch durch Kompression und Scherung von den
Réandern her verdndern.

Sucht man nun in den Magnetfeldgleichungen nach den Koeffizienten von Awv, so
findet man z.B. fiir das Feld in y-Richtung

B + BNu® + BOu® + BOul® — B =0 (3.109)
Integration ergibt

1 0)
)i+ L BWu® 4 B0y W) gy 4 = B de — — [ Biol” do

III/ 2t a2 2 | Jr 1 J; ¢

1 (1, 0) . O, (0 1 / <)
—B +— [ By + B, dx + B, dz—B dx .
“ | Jr [1] III

Damit erhélt man analog zu (3.80)
) (0) 0y (0)
Bs/ + By 'u¢ — Byvg’ =0,
2t §T (3.110)
(1) + B( )u(o)g — Bwé ) =0.

Ein zweidimensionaler Spezialfall

In zwei Dimensionen 148t sich die Tatsache ausnutzen, daff das Magnetfeld senkrecht
auf seiner Rotation steht 2.1.1. Es soll hier allerdings nur einer der beiden Félle aus-
gefiihrt werden. Nimmt man den Fall des skalaren Magnetfelds, bei dem nur das Ma-
gnetfeld in der dritten Raumrichtung bleibt, die Ableitungen und die Geschwindig-
keitskomponente in dieser Richtung aber verschwinden, so erhélt (3.66) die Gestalt

_B:gO)B:gO)
-BY"BY | =0. (3.111)
0
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Damit ist aber das Magnetfeld bereits unabhéngig von x. Die Gleichungen lauten in
entdimensionalisierter Form

pt+pV-v+va: 0, (3.112)

2y
vt+(VV)v+AU VB M2 Vp=0, (3.113)
B+ BV -v+vVB =0, (3.114)
pe+vpV - -v+vVp=0. (3.115)

Hier setzt man wieder eine Entwicklung entsprechend (3.64) ein. Bei den Integrationen
und Mittelungen verwendet man anstelle der Volumina V; konvexe Teilflachen A; der
(x,y)-Ebene, die geniigend glatt berandet sind und mit wachsendem i gegen die ganze
Ebene konvergieren. Dann ergibt sich analog zum eindimensionalen Spezialfall

BO = BOy) BW = BWg 1), (3.116)

Sammelt man nun in der Magnetfeldgleichung die Koeffizienten von Av® und
berticksichtigt (3.116), so lautet findet man

B 1 BOY, .vO ;. (3.117)

Integration liefert

(0)
B,V dx + — / 0 gx
T4 / [A4;]

_g0 g0 L [ o
-BY+B !A\aA ndsy .

Eine zeitliche Anderung des Magnetfelds und damit auch des magnetischen Drucks
ist also nur noch durch eine &duflere Kompression vom Rand her moglich. Lost man
die obige Beziehung nach der Divergenz der Geschwindigkeit auf und setzt sie in die
Kontinuitétsgleichung zur Ordnung 0 ein, so ergibt sich analog zu (3.30)

0)
B~

ptO) + VXP(O)V(O)) =p B( ) )

also wieder ein Konvektionsgleichung mit Quellterm. Diesmal stammt er aber aus dem
magnetischen Druck. Dennoch 148t er sich genau wie dort als Kompression entlang
Teilchenbahnen interpretieren.

Betrachtet man nun in der Magnetfeldgleichung die Terme zu Av!, so bekommt man

Bfl) +BYV, - v0 4+ BOYvO 4 B0y, v =0
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Die Integration ergibt hier

BYv, . v gx
T Ay / | As /

0y, viO x-v(l)dx
rA|/ ¢ |A|

— Bt(l) + |_B(1) V(O) n de

0 / Ve v dx + ——BO) 7{ v . dsy
A, | A 9A;

Da die Funktionen nur sublinear wachsen kénnen mit x (3.11), verschwinden im Grenz-
wert fiir ¢ — oo die Randintegrale. Es ergibt sich

_|_

Bt(l) + B(O)v£ v(0) =0. (3.118)
Die Dichtegleichung zu Av° lautet:
pgo) +pOv, v 4 vO 0 =0 (3.119)

die entsprechende Geschwindigkeitsgleichung unter Beriicksichtigung von (3.116)

1 1 1
vi¥ + (vOV VO + -V, p® + —=BOVB? + - BOVBL =0. (3.120)
50 PO PO

Multipliziert man (3.119) mit v(9), (3.120) mit p(® und addiert die beiden Gleichun-
gen, dann ergibt sich

POV, + ¥y (pOvO?) 4 7,p® + BOV, B + BOYBD =0 (3.121)

Integration dieser Gleichung iiber eine Fliache A; fiihrt auf

\A|/ (o d"*\A\/V (v dx

+WB(0) / V,.B® dx
(0O (0),(0)2

|A|/ |A| oal T e

1 1
©) g B(0>7{ B®) ds, + —B<O>/ VeBW d
p Sx + Sx X .

Im Grenzwert fiir i — oo verschwinden die Randintegrale aufgrund der Sublinearitét.
Ubrig bleibt

(pOv(@), + BOY,BD =0 . (3.122)
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3.5 Entwicklung fiir kleine Alfvenzahlen

3.5.2 Die hyperbolisch-elliptische Aufspaltung

Auch hier werden wieder die gleichen Fille wie im vorigen Abschnitt unterschieden:

Eindimensionale Fille

Der Spezialfall Weil bei den Ergebnissen der Analysis aufler beim Magnetfeld nur
noch Terme fithrender Ordnung iibrigblieben, werden bei den iibrigen Variablen im
Folgenden die oberen Indizes einfach weggelassen. Zunéchst der Grenzwert der Glei-
chungen fiir Av — o0:

pt+ (pu)e =0, (3.123)

L pe 1 0)50 0) p(1)
ut—i-uug;—i-W?—i—;B( B = BB, (3.124)
B + BOy, =0, (3.125)
P+ Ypuz + upy =0 (3.126)

zusammen mit

(pu), + BOBY =0, (3.127)
B + BOg =0 . (3.128)

Ahnlich wie beim Fall verschwindender Machzahl fiir den Druck, entkoppelt auch hier
der Magnetfeldterm in der Geschwindigkeitsgleichung von der Evolution des Felds.
Eine Interpretation der einzelnen Terme analog zu den Drucktermen in Abschnitt 3.4.2
konnte etwa so lauten:

BWO): Ein konstantes Hintergrundsfeld, das sich zeitlich nur noch durch Kompression
von auen dndern kann. Eine thermodynamische Bedeutung kann es naturgeméf
nicht geben.

BW: Dieser Anteil repriisentiert langwellige magnetosonische Effekte, eine Analogie
zur Akustik. Er entkoppelt analog zum akustischen Druck in der Grenze Av — 0
vollstandig.

B®@: Dieser Term steht fiir die Inkompressibilitéit analog zum inkompressiblen Druck.
Wird das Magnetfeld konstant, so sorgt er dafiir, daf§ die Geschwindigkeit die
Divergenzbedingung erfiillen kann.

Im Gegensatz zum Fall der verschwindenden Machzahl 3.4.2 sind es hier nur zwei
Gleichungen, die sich im Grenzwert verdndern: Die Magnetfeldgleichung (3.125) und
die Gleichung fiir die Geschwindigkeit (3.124) mit dem inkompressiblen Magnetfeld-
term B?). Damit ergibt sich die hyperbolisch-elliptische Aufspaltung in das langsame
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3 Schwach kompressible MHD-Strémungen

System
pt +upy + puy =0, (3'129)
1

ut+uum+m% —0, (3.130)
By +uB, =0, (3.131)
Dt + Ypuy + upy =0 (3.132)

und das schnelle, elliptisch entartende

11, .,

= =0 3.133
w35 (B = 0. (3133
B; + Bu, = (3.134)

Die Eigenwerte von System (3.129) — (3.132) lauten

L Jyp
)\1/4:U¥M 77 Agj3 = .

Dabei hat der Eigenwert u einen zweidimensionalen Eigenraum, das System ist hy-
perbolisch, wobei vorausgesetzt wurde, daf3 die globale Machzahl M fest gewéhlt und
nicht zu klein ist. Die Eigenwerte fiir das schnelle System lauten

1 |B?
AMp=F7\| —

Av\l p
gehen also gegen unendlich, wenn die Alfvenzahl gegen Null geht. Es gibt also
tatsdchlich eine Entartung. Dieses Teilsystem sollte im numerischen Verfahren auf
alle Fille implizit behandelt werden, sorgt es doch bei kleinen Alfvenzahlen fiir die
hohen Wellengeschwindigkeiten, die den Zeitschritt stark einschrénken.

Der allgemeine Fall Alles in Allem ergibt sich in der Grenze fiir Av — 0 die folgende

Situation:
ot + pug + pzu =0, (3.135)
11 1 1

U + Uty + W;Pm + ;(350)35,22 + B§O)B§2) = _;(350)35715) - B§0)B§,1§)) , (3.136)

1 1
v +uvy — ~ BBy = ~B1 By | (3.137)

p T p TR

1 1
wy + uw, — ;Blg?g?g = ;Blng : (3.138)
BY) + B uy — Biu, =0, (3.139)
BY) + B u, — Biw, =0, (3.140)
Dt + YUy + pru =0 (3.141)
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3.5 Entwicklung fiir kleine Alfvenzahlen

zusammen mit

O, + (BB + BB =0, B
(h0v®), — BBy =0, (3.143)

(POw®), - BB} =0, (3.144)

BY) + B — Bo® =0, (3.145)

B + BPuO — Bu® = 0. (3.146)

Die Interpretation der einzelnen Magnetfeldterme ist vollig analog zum Spezialfall.
Man erhélt nun die folgende Aufspaltung. Das System fiir die langsamen Wellen lautet:

ot + pau+ pux =0, (3.147)

v+ uvy =0, (3.149)

w + uwy =0, (3.150)

By +uBy, =0, (3.151)

Bs; +uB3, =0, (3152)

Pt +Ypug + peu=0. (3.153)

Die zugehorige Matrix hat die Eigenwerte

a

A =u-— i (3.154)

)\2 = == )\6 =Uu (3 155)
a

Ar=u+ U (3.156)

(3.157)

Damit hat man neben der Konvektion mit der Geschwindigkeit v noch die Geschwin-
digkeiten u £ {7, die unter der Voraussetzung M = O(1) nicht anwachsen. Auch dieses
System ist trotz des fiinffachen Eigenwerts u noch hyperbolisch.

Die anfangs dieses Abschnitts erwiahnten Terme fiir die schnellen Geschwindigkeiten
faft man in das folgende System:

1

+ 2A02p(32)x =0 (3.158)
. ﬁng% _0 (3.159)

1
W= o =0 (3.160)
By, + Bouy, — Bivy =0 (3.161)
Bs; + Bsu, — Biw, =0 (3.162)
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3 Schwach kompressible MHD-Strémungen

Hier erhélt man die Eigenwerte

1 B2 Ca
A= ——4 ] — Ag = ——— 3.163
! Av\ p ’ 2 Av’ ( )
A3 =0, (3.164)
Ca 1 [B?
M= — Ay = — | — 3.165
4 Av 5 5 Av P ) ( )

Betrachten wir den Grenzwert fiir Av — 0, so ergibt sich folgende Situation: Das Ma-
gnetfeld wird konstant beziiglich der Raumvariablen, wie fiir verschwindende Machzahl
der Druck. Anders aber als fiir jene ergibt sich aus den Magnetfeldgleichungen (3.161)
und (3.162) zusammen mit

By + Biugy — Biugy =0 (3.166)
keine Bedingung fiir die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes sondern
B+ (V-v)B—(Vv)B=0. (3.167)

(B?)s

. B1Bs, . B1Bs, . o (2 2 2
Die Terme ~—*, =2+ sowie = 3= konvergieren gegen (B )5), BlBéi bzw. BlBé’;,

welche die Rolle von Lagrange-Multiplikatoren iibernehmen, um (3.167) zu erfiillen.

Der zweidimensionale Spezialfall

Der zweidimensionale Spezialfall ist seiner Physik nach mit dem skalaren Magnet-
feld ndher am eindimensionalen Spezialfall 3.5.2 als an der allgemeinen 1d-Situation.
Die dort getroffenen Feststellungen iibertragen sich sinngeméf. Daher werden hier im
Wesentlichen nur die Ergebnisse angegeben. Die Grenzgleichungen lauten

pt+Vx-(pv) =0, (3.168)
1 1 1

iy 1) @, _ - - 1)) 1)
vi + (vVx)V + pB VB + MQppr ,oB VeBY (3.169)
BY + BOV, .v=0, (3.170)
pt+vpVx - v+ vVyep =10 (3.171)

fir die Strémung, sowie

OO, 4 BOVED =0, (3.172)
BY 4+ BOV, .v0) =0 (3.173)
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3.5 Entwicklung fiir kleine Alfvenzahlen

fiir die magnetosonischen Effekt. Damit lautet die Aufspaltung in das voll hyperboli-
sche und das in der Grenze entartende System

pt+V-(pv)=0, (3.174)
1
vi+ (vV)v + MQpVP =0, (3.175)
B, +vVB=0, (3.176)
(3.177)

pt+pV-v+vVp =0

fiir das langsame bzw.

1
—— _BVB = 1
Vit 2, BVB =0, (3.178)

Bi+BV-v=0. (3.179)

Die Eigenwerte sind offenbar dieselben wie beim eindimensionalen Spezialfall. Beim
langsamen System erhoht sich lediglich die Vielfachheit der Stréomungsgeschwindigkeit
als Eigenwert um Eins, beim schnellen System kommt Null als dritter Eigenwert dazu.

3.5.3 Das numerische Verfahren

In Analogie zum Verfahren fiir kleine Machzahlen (Abschnitt 3.4.3) sollte ein Verfah-
ren, das die Ergebnisse der Mehrskalenanalyse fiir kleine Alfvenzahlen beriicksichtigt,
die folgenden Eigenschaften besitzen:

e Die Anteile, die auch beim Ubergang M — 0 hyperbolisch bleiben (Gleichun-
gen (3.42) — (3.45)) sollten getrennt behandelt werden kénnen, auch wenn die
globale Alfvenzahl gegen Null geht.

e Die Anteile, welche verschwindender Alfvenzahl den hyperbolisch-elliptischen
Ubergang reprisentieren, sollten implizit behandelt werden. Dabei ist darauf zu
achten, dafl das resultierende Verfahren auch im Falle der elliptischen Entartung
funktioniert.

e Es sollte die Moglichkeit bestehen, den EinfluBl der langwelligen Akustik (Glei-
chungen (3.37) und (3.32) einzubringen.

Auch hier soll wieder nur der Fall eines Verfahrens erster Ordnung behandelt werden.
Ebenfalls wird wieder eine Operator Splitting mit Vorwiértsdifferenzen in der Zeit fiir
das schnelle und Riickwértsdifferenzen in der Zeit fiir das langsame System angewandt,
und auch diesmal wird darauf verzichtet, die Behandlung des langsamen Systems an-
zugeben. Nun wiére es freilich mo6glich, die drei behandelten Fille — eindimensionaler
und zweidimensionaler Spezialfall sowie allgemeiner 1d-Fall — gemeinsam darzustel-
len. Der Ablauf ist der gleiche lediglich die Formeln sehen unterschiedlich aus. Jedoch
scheint es der Ubersicht wegen angezeigt, sie auch hier wieder getrennt abzuhandeln.
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Eindimensionale Falle

Der Spezialfall Das System mit den schnellen Wellen lautet mit Riickwéartsdifferenzen
in der Zeit

u Tl — 1

At + Avp2prtl BBt =0, (3.180)
Bn+1 —_ Bn
—Q B tlyntl = . (3.181)

Dieses wird nun iterativ gelost. Ein Iterationsschritt setzt sich folgendermafien zusam-
men:

1. Wahle geeignete Schitzer B* und p* fiir das Magnetfeld und die Dichte. Sinnvoll
ist hier das Ergebnis der letzten Iteration. Als Anfangsschitzung kann auch das
Resultat des letzten Zeitschritts fiir das langsame System dienen.

2. Bestimme hieraus mit Gleichung (3.180) einen Schétzer u* fiir die Geschwindig-
keit: At

3. Sind die Gleichungen (3.180) und (3.181) noch nicht mit geniigender Genauigkeit
erfiillt, so fithrt man Korrekturen ein:

u"t =+ S, B" = B*+6B. (3.183)

Dabei bezeichnet der obere Index n+1 die gesuchte Losung und das kleine Delta
vor der GroBe die Korrektur derselben. Setzt man dies in Gleichung (3.180) ein,
so ergibt sich mit (3.182) fiir die Korrekturen der Zusammenhang

At

T

B*§B, + 6BB’ + 6BSB,) . (3.184)

Nun ersetzt man im Evolutionsterm der diskretisierten Magnetfeldglei-
chung (3.181) B"*! durch B*:

BnJrl —_ B™

— B =0. (3.185)

und setzt die Beziehungen (3.183) und (3.184) ein. Daraus erhilt man eine el-
liptische Gleichung fiir die Korrektur 6 B des Magnetfelds

0B — A—sz (E(B 0B, +0BB, + (5B(5Bx))$ = B" — B* — AtB*u} . (3.186)
Diese ist linear. Damit ist sie einer numerischen Losung besonders leicht
zugdnglich. Durch Raumdiskretisierung erhélt man ein lineares Gleichungssy-
stem, das sich mit den bekannten Verfahren lsen 14f3t.

o4



3.5 Entwicklung fiir kleine Alfvenzahlen

4. Damit kénnen nun das korrigierte Magnetfeld und die korrigierte Geschwindig-
keit berechnet werden. Im Gegensatz zum Fall kleiner Machzahlen wird hier die
Dichte nicht korrigiert. Da die Korrekturgleichung (3.186) durch das Einfithren
von B* in die diskretisierte Magnetfeldgleichung (3.185) linearisiert wurde, mufl
iteriert werden. Man wiederholt die angegebenen Schritte so lange, bis man eine
ausreichende Genauigkeit bekommt.

Wird die Alfvenzahl sehr klein, so sollte die Aufspaltung
B =B 4 AyBW 4+ Ay2B®

in das Verfahren eingebaut werden. Da hier auf die Behandlung der magnetosonischen
Effekte nicht eingegangen werden soll, wird der Term AvB(!), der diese reprisentiert,
vernachléssigt. Verwendet man nun diese Aufspaltung des Magnetfelds und formuliert
die Korrektur fiir B®), so wird die elliptische Gleichung (3.186) zu

Av6BO) — AtB* (L (B*6BY) + 6B B 1+ 6BPSBY)) = B" — B — AtB .
p

(3.187)
Der neue Wert des Magnetfelds ergibt sich dann zu

B" = B* + Av?6B?) (3.188)

Der allgemeine 1d-Fall Das implizit zu 16sende System F4, mit den schnellen Wellen
lautet jetzt:

un—l—l —um 1 1 1 1 1
NI ;(B;H Byt + ByTByT) =0, (3.189)
ptl g 1
N AUQpBlB;;l =0, (3.190)
wn Tl — 1
— BiB¥Hl =0 3.191
At AU2,0 1232 ’ ( )
Brtl _ pn
QTtQ + Byttt — Bttt =0, (3.192)
Brtl _ pn
3Tt3 + Byttt - B =0. (3.193)

Das iterative Vorgehen lautet nun:

1. Wihle geeignete Schétzer fiir B3, B3 und p* fiir die beiden verdnderlichen Ma-
gnetfeldkomponenten und die Dichte. Sinnvoll ist hier das Ergebnis der letzten
Iteration. Als Anfangsschitzung kann auch das Resultat des letzten Zeitschritts
fiir das langsame System dienen.
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2. Bestimme hieraus mit Hilfe der Geschwindigkeitsgleichungen (3.189) — (3.191)
Schétzer v*, v* und w* fiir die Geschwindigkeiten. Diese ergeben sich zu

* n At

U =u — AU2p* (BQBQJ: + B3B3J}) s (3194)
* n At

V= BB, (3.195)
* n A

W= BB, (3.196)

3. Sind durch diese Werte die Gleichungen (3.189) - (3.193) noch nicht mit
geniigender Genauigkeit erfiillt, so fithrt man Korrekturen ein:

u" =t 4 du

o = 0* 4 v,

w" = w* + ow , (3.197)
Byt = B3 + 6By,

Byt = B} +6Bs.

Dabei bezeichnet der obere Index n + 1 die gesuchte Losung und das kleine
Delta vor der Grofie die Korrektur derselben. Setzt man diesen Ansatz in die
Gleichungen (3.189) — (3.191) ein, so ergibt sich mit (3.194) — (3.196)fiir die
Korrekturen der folgende Zusammenhang:

At

ou = A A2 * (B26B21 + 5B2B2 T + 6B2(SB21
+ B30B3 + 683 B3, + 0B30B3,.) (3.198)
At
0v = Jz D182 (3.199)
A
ow =z B10Bsa (3.200)

Nun ersetzt man in den Magnetfeldgleichungen (3.192) und (3.193) By und
Byt durch Bj und Bj:

Byt — pn
QTQ + Byut — Bt =0, (3.201)
Brtl _ pn
3Tt3 + Biu™t — Bttt =0 (3.202)
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und setzt dort die Beziehungen (3.197) — (3.200) ein. Durch Umformung erhilt
man das folgende elliptische Gleichungssystem:

At? [ B3(B% + 6By) + B?
5B, — 2t 2(B3 +0B,) + L 5By, (3.203)
Av? p* ).
At? ( B3 (Bj + 0Bs)
- ( ; 533@)% (3.204)
At?
I ——B5(6B2B; , + 0B3B; ) (3.205)
= By — By — At(Bsu), — Biv}) , (3.206)
2
5B, — DU (BilB3+0Bs) + BY o (3.207)
Av? p* -
At? [ B%(Bj + 0Bs)
- ( ; 532’2>z (3.208)
At?
- ——B3(6B3B;, + 0B:B3 ) (3.209)
= BY — B — At(Bju} — Biv}) . (3.210)

Dieses ist linear und daher wie schon im Spezialfall einer numerischen Lésung
besonders leicht zugénglich.

4. Damit kénnen nun die korrigierten Werte fiir das Magnetfeld und die Geschwin-
digkeiten berechnet werden. Da die Korrekturgleichungen (3.206) und (3.210)
durch das Einfithren von B; und B3 in die diskretisierten Magnetfeldgleichun-
gen linearisiert wurden, muf} iteriert werden. Man wiederholt die angegebenen
Schritte so lange, bis man eine ausreichende Genauigkeit erreicht hat.

Wird die Alfvenzahl sehr klein, so sollte die Aufspaltung des Magnetfelds
B;=B" 4+ A4vBY + 42BP 4+ ... (i=2,3) (3.211)

in das Verfahren eingebaut werden. Da hier auf die Behandlung der magnetosoni-
schen Terme nicht eingegangen werden soll, werden die Terme AvBi(l), welche diese
reprisentieren, vernachlissigt. Verwendet man die Aufspaltung und représentiert die

Korrektur fiir B§2) und B§2), so werden die beiden elliptischen Gleichungen zu

* 1% 2

Av25BY — AP (w 5352;) AP (3233 5B ;) (3.212)
P " p x

- AtQB; (6BY'B;, + 6BS B3,) (3.213)

= By — By — At(Bsul, — Biv}) , (3.214)

Av26B — AP <&j31 5B§232> — Af? <B3B2 5B g) (3.215)
p ) p .

— AB;(6BY) B, + 6BY B3,) (3.216)

= By — B3 — At(Bsu) — Biv}) . (3.217)
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Die neuen Werte fiir das Magnetfeld ergeben sich dann aus

Bt = B + Av2BY (3.218)
Bit = B + Av25BY . (3.219)

Der zweidimensionale Spezialfall

Das System mit den schnellen Wellen lautet hier

n+1 n

A% —V +

At Av2pntl

Bn+1 —_ B»
At

Dieses wird nun iterativ gelost. Ein Iterationsschritt setzt sich folgendermafien zusam-
men:

B"tlvBtl =0, (3.220)

+ BV . vt =0. (3.221)

1. Wihle geeignete Schiitzer B* und p* fiir das Magnetfeld und die Dichte. Sinnvoll
ist hier das Ergebnis der letzten Iteration. Als Anfangsschitzung kann auch das
Resultat des letzten Zeitschritts fiir das langsame System dienen.

2. Bestimme hieraus mit Gleichung (3.220) einen Schétzer v* fiir die Geschwindig-
keit: A
vi—vi— 2L prype (3.222)
A’UZIO*
3. Sind die Gleichungen (3.220) und (3.221) noch nicht mit geniigender Genauigkeit
erfiillt, so fithrt man Korrekturen ein:

vl — * +6v, Bt — p* +6B. (3.223)

Dabei bezeichnet der obere Index n+1 die gesuchte Losung und das kleine Delta
vor der GroBe die Korrektur derselben. Setzt man dies in Gleichung (3.220) ein,
so ergibt sich fiir die Korrekturen der Zusammenhang

B At
Av2p*

v = (B*V6B + 6BV B* 4+ §BVSB) + v — v* . (3.224)

Nun ersetzt man im Evolutionsterm der diskretisierten Magnetfeldglei-
chung (3.221) B"*! durch B*:
BnJrl _ B"
At

und setzt die Beziehungen (3.223) und (3.224) ein. Daraus erhélt man mit (3.222)
eine elliptische Gleichung fiir die Korrektur 6 B des Magnetfelds

A 1
6B — 2L BV . (S (B*VOB + 6BVB* + 6BVB)) = B" — B* — AtB*V -v" .
p

Av?
(3.226)

+B*V.v"tl =0. (3.225)
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Diese ist linear. Damit ist sie einer numerischen Losung besonders leicht
zugénglich. Durch Raumdiskretisierung erhélt man ein lineares Gleichungssy-
stem, das sich mit den bekannten Verfahren ldsen 14f3t.

4. Damit konnen nun das korrigierte Magnetfeld und die korrigierte Geschwindig-
keit berechnet werden. Im Gegensatz zum Fall kleiner Machzahlen wird hier die
Dichte nicht korrigiert. Da die Korrekturgleichung (3.226) durch das Einfiihren
von B* in die diskretisierte Magnetfeldgleichung (3.225) linearisiert wurde, mufl
iteriert werden. Man wiederholt die angegebenen Schritte so lange, bis man eine
ausreichende Genauigkeit bekommt.

Wird die Alfvenzahl sehr klein, so sollte die Aufspaltung
B =B + AyBY 4 Ay2B?

In das Verfahren eingebaut werden. Da hier auf die Behandlung der magnetosonischen
Effekte nicht eingegangen werden soll, wird der Term AvB® der diese reprisentiert
vernachléssigt. Verwendet man nun die Aufspaltung des Magnetfelds und formuliert
die Korrektur fiir B(®), so wird die elliptische Gleichung (3.226) zu

Av*sBP - AtB*V-( ! (B*VéB@+6BAVB*+iBPVsBW?)) = B"-B*~AtB*V-v* .

(3.227)
Der neue Wert des Magnetfelds ergibt sich dann zu

B"t = B* + Av*6B?) (3.228)

Die beiden Spezialfille — 1d und 2d — weiflen eine sehr grofie Ahnlichkeit auf. Dies
liegt darin begriindet, dafl beide ein skalares Magnetfeld haben. Wie man dieses weiter
ausnutzen kann, soll im folgenden Abschnitt ausgefiihrt werden.

3.5.4 Eine mogliche Vereinfachung bei skalarem Magnetfeld

Auffallend ist, dafl bei den Spezialfillen mit dem skalaren Magnetfeld dieses aufler-
halb der Magnetfeldgleichung nur noch in der Gestalt des magnetischen Drucks %BZ
erscheint. Koénnte man also die Magnetfeldgleichung durch eine Evolutionsgleichung
fiir den magnetischen Druck ersetzen, so bekdme man &hnlich einfache Gleichungen
im numerischen Verfahren wie bei den kleinen Machzahlen. Die Einschrankung in der
Aussagekraft der Ergebnisse ist nur geringfiigig. Das Magnetfeld ist ohnehin skalar. Es
kann also nur die Information {iber das Vorzeichen verloren gehen. Um dies praktisch
umzusetzen, fithrt man zunéchst eine eigene Variable fiir den magnetischen Druck ein,
etwa

B= %BQ : (3.229)

Multipliziert man nun die Gleichungen (3.71) fiir den eindimensionalen bzw. (3.114)
fiir den zweidimensionalen Spezialfall mit %B , so erhalten sie die Gestalt

By + 2Bu, + uB, = 0 (3.230)
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bzw.

By + 2BV -v+vVB=0. (3.231)

Bis auf den Faktor 2 vor dem Term mit der Divergenz der Geschwindigkeit hat sich also
nichts an der grundlegenden Gestalt der Gleichungen veréindert. Allerdings kénnen
sie mit diesem Faktor nicht mehr in Erhaltungsform iiberfiihrt werden. Bei einem
Verfahren fiir schwach kompressible Stromungen wie dem oben angegebenen ist dies
allerdings keine wesentliche Einschriankung.

Die Ergebnisse der asymptotischen Analyse {ibertragen sich sinngeméf. Es wird

BO =pBO@,  BY =W ). (3.232)

Die Gleichungen fiir die langwelligen magnetosonischen Wellen lauten
BY 4280y, . v (3.233)
pOvO), + VBO (3.234)

Bei der hyperbolisch-elliptischen Aufspaltung mufl im langsamen System lediglich B
durch B ersetzt werden, das schnelle System lautet

1
vi + AUQPVB =0, (3.235)
Bi+2BV-v=0. (3.236)

Die diskretisierte Version fiir das numerische Verfahren (3.220) — (3.221) wird dement-
sprechend zu

vl yn 1 il
= 2
AL + Av2pn+1VB 0, (3.237)
n+1 _ rn
Cll 428"V .yt =, (3.238)
At
Die Beziehung zwischen den Korrekturen vereinfacht sich zu
1
und die elliptische Gleichung zu
oB 2AtV ( ! V&B) B" — B* — 2AtB*V - v* (3.240)
-——V. (= =B"-B*— A .
AU2 p*

Setzt man die Aufspaltung
B =BO + ApBY + Ay2B?

ein und formuliert die Korrektur fiir B), so wird aus (3.240)
Av?6B®) — AV - (LVB®) = B — B — 2AtB"V v (3.241)
p

Damit ergibt sich eine erhebliche Vereinfachung. Insbesondere die zu diskretisierenden
Ableitungen auf der linken Seite der Gleichungen (3.240) und (3.241) sind wesentlich
zugdnglicher. Der Preis dafiir besteht, wie schon erwéhnt, lediglich im Verlust des
Vorzeichens fiir das Magnetfeld.
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3.6 Numerische Ergebnisse

Fiir kleine Machzahlen wurden von meinem Kollegen Jea-Ho Park einige Testfélle ge-
rechnet. Er hat im Rahmen seiner Dissertation [31] ein auf der hier vorgestellten Asym-
ptotik basierendes Programm fiir schwach kompressible Gasstrémungen entwickelt. Da
sich die Numerik, wie in Abschnitt 3.4.3 gesehen, nur in der Behandlung der langsamen
Wellen unterscheidet, war dieses Programm ein guter Ausgangspunkt. Es mufiten dort
die zusétzlichen, das Magnetfeld betreffenden Terme eingebaut werden. Im folgenden
wird eines der gerechneten Beispiele vorgestellt und diskutiert.

3.6.1 Inkompressible aufsteigende Blase bei Alfvenzahl Fiinf

Eine Blase, deren Dichte ein Zehntel der Dichte des umgebenden Fluids betrigt,
wird simuliert. Dabei werden Reibung und Gravitation mitberiicksichtigt, die Ober-
flichenspannung wird vernachléssigt. Die Reynoldszahl liegt bei 1000. Die globale
Machzahl wird auf Null, die globale Alfvenzahl auf Fiinf gesetzt. Die Randbedin-
gungen wurden in beiden Richtungen periodisch gewéhlt. In Abbildung 3.2, sowie 3.3
und 3.4 wird der Vergleich dreier Félle gezeigt:

Links: Kein Magnetfeld in den Anfangsdaten; rein hydrodynamischer Fall.

Mitte: Konstantes Magnetfeld als Anfangswert. Das Feld liegt in horizontaler Rich-
tung.

Rechts: Konstantes Magnetfeld als Anfangswert. Das Feld liegt in vertikaler Richtung.
Die Stérke ist dieselbe wie beim vorgenannten Fall.

In Abbildung 3.2 ist die Zeitentwicklung durch Ubereinanderplotten von Konturlini-
en fiir verschiedene Zeitpunkte dargestell. In Abbildung 3.3 sieht man Konturlinien
zusammen mit dem Geschwindigkeitsfeld fiir einen ausgewéhlten Zeitpunkt. Abbil-
dung 3.4 zeigt das Geschwindigkeits- und das Magnetfeld zum selben Zeitpunkt. Da-
bei sind auch Feldlinien eingezeichnet. Fiir den rein hydrodynamischen Fall kann es
naturgemé&f keine Darstellung der magnetischen Feldlinien geben.

Das jeweils linke Bild zeigt, wie sich eine aufsteigende Blase ohne Einflufi des Ma-
gnetfelds entwickelt. Es entsteht eine pilzformige Struktur. Die Auftriebsgeschwindig-
keit ist an der Symmetrieachse am grofiten. Das der Blase ausweichende Fluid bildet an
den Flanken Wirbel, die dort dafiir sorgen, dafi die Flanke langsamer ansteigt und die
Pilzstruktur horizontal und insbesondere vertikal gestreckt wird. Nun ist ja bekannt,
daB bei der MHD die magnetischen Feldlinien am Fluid , festgefroren“ sind [12]. Das
bedeutet auch, daf sie eine Kraft erzeugen, die ihrer Verformung entgegenwirkt. Dies
188t sich im jeweils mittleren Bild besonders deutlich erkennen. Die Feldlinien lie-
gen orthogonal zur Grundstréomung. Die Verformung ist an der Symmetrieachse am
grofiten. Daher wird das Fluid dort stark abgebremst. Die Aufstiegsgeschwindigkeit
der Flanken ist gegeniiber dem rein hydrodynamischen Fall fast unveréndert, wahrend
das Magnetfeld dafiir sorgt, dafl sie an der Symmetrieachse wesentlich geringer ist.
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Die Pilzstruktur kann sich damit nicht ausbilden. Die Blase wird vertikal auseinan-
dergezogen, wobei sich an der Symmetrieachse eine Art Schwanz ausbildet. In der
Horizontalen kann sich die Blase anfangs noch leicht verbreitern, um dann aber immer
mehr zusammengezogen zu werden. Liegt das Magnetfeld und damit die Feldlinien
parallel zur Grundstrémung (jeweils rechtes Bild), so geschieht die gréBite Verformung
der Feldlinien dort, wo die Wirbel sind, ndmlich an den Flanken. Damit werden die
Wirbel ziemlich abgeschwiicht. Als Resultat ist die Auftriebsgeschwindigkeit an der
Symmetrieachse gegeniiber der reinen Hydrodynamik fast unverédndert, wahrend die
Flanken mit der gleichen Geschwindigkeit aufsteigen. Die Blase zieht sich in der Ho-
rizontalen und Vertikalen auseinander. Allerdings weniger stark als ohne Magnetfeld.
Maximale und minimale Auftriebsgeschwindigkeit liegen weder in der Symmetrieebene
noch an der Flanke. Damit wird die Struktur komplexer.

Insgesamt 148t sich feststellen, dafl die Simulation alle Effekte widerspiegelt, die man
aus der Physik erwarten wiirde. Damit hat man ein Verfahren gewonnen, das schwach
kompressible magnetohydrodynamische Stromungen kleiner Machzahl zufriedenstel-
lend approximiert.

Fiir den Fall kleiner Alfvenzahlen gibt es noch keine Programmentwicklung. Zum
einen ist diese wesentlich aufwendiger als fiir kleine Machzahlen, hat man doch keine
Moglichkeit, wie dort auf bestehende Programmuteile fiir das System mit der schnel-
len Wellenausbreitung zuriickzugreifen. Zum anderen gibt es auch weniger bekannte
Anwendungsfille. Dabei macht sich auch die Einschrankung bemerkbar, dafl die asym-
ptotische Analyse nur fiir die angegebenen Sonderfille giiltig ist.
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4.1 Problemstellung

Die MHD-Gleichungen bestehen, wie bereits in Kapitel 2 gesehen, nicht nur aus
Evolutionsgleichungen. Betrachtet man sie etwa in der konservativen Form (vgl. Ab-
schnitt 2.2), so findet man den Evolutionsoperator

pt+V-(pv) =
(pv)e + V- (pv-vT + (p+ BQ)I B. BT)
Bt—I—V-( V. BT): (4.1)
e+ V- (e+p+%B2)v—B(v-B) _0
sowie die elliptische Nebenbedingung
V-B=0. (4.2)

Dabei stehen wie in den vorigen Abschnitten B fiir die magnetische Induktion, v fiir
die Stromungsgeschwindigkeit, p fiir die Dichte und e fiir die Energie des Plasmas.
Bedingung (4.2) steht fir die Nichtexistenz magnetischer Monopole. Wird sie von den
Anfangs- und Randbedingungen erfiillt, so erhélt der Evolutionsoperator (4.1) diese
Eigenschaft fiir alle Zeiten. Dies rithrt daher, da die zeitliche Anderung des Ma-
gnetfeldes eine Rotation — die Rotation des elektrischen Feldes (4.76) (vgl. auch die
Herleitung in Abschnitt 4.4.2) — und damit divergenzfrei ist. Daher beschrinkt man
sich bei numerischen Simulationen haufig auf die Diskretisierung der Evolutionsglei-
chungen (4.1).

Nun 148t sich in einem numerischen Verfahren im Allgemeinen nicht garantieren,
daBl die diskrete Divergenz der diskreten Rotation auch wirklich identisch verschwin-
det. Daher konnen Fehler in der Divergenzbedingung auftreten und, wie sich in prak-
tischen Rechnungen zeigt, auch anwachsen. Geschieht dieses, so kann die Losung die
Physik nicht mehr verniinftig reprisentieren: Magnetische Feldlinien haben eine falsche
Topologie, was zu einem unphysikalischen Transport von Plasma orthogonal zu den
Feldlinien fiihrt. Diese Dinge werden ausfiihrlich von Brackbill und Barnes [7], Brack-
bill [6] sowie Balsara und Spicer [2] diskutiert.

Es wurden Verfahren entwickelt, bei denen die diskrete Divergenz der diskreten Evo-
lution des Magnetfeldes Null ist. Eine Klasse solcher Verfahren sind die auf versetzten
Gittern, bei denen die verschiedenen Komponenten des Magnetfeldes an verschiedenen
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Punkten approximiert werden. Diese wurden zuerst fiir die Maxwell-Gleichungen for-
muliert [39, 19, 24] und spéter auf die MHD-Gleichungen iibertragen [8, 14, 13]. Den ak-
tuellen Stand der Entwicklung markieren die Arbeiten von Torillhon und Fey [16, 35].

Nun sind diese Verfahren auf eine bestimmte Diskretisierung angewiesen. Insbeson-
dere lassen sie sich nicht in der iiblichen Finite-Volumen Formulierung implementie-
ren. Am néchsten hieran kommt noch das Verfahren von Torrilhon und Fey, bei dem
zusétzliche Fliisse iiber die Ecken der Kontrollvolumina beriicksichtigt werden.

Ein Methode, wie man das Magnetfeld divergenzfrei halten kann, ist die, nach jedem
Zeitschritt das Magnetfeld in den Raum der divergenzfreien Vektorfelder zu projizie-
ren. Dies ist allerdings sehr rechenaufwendig. In den letzten Jahren fand ein anderer
Ansatz, bekannt als Powell-Korrektur [32], Verbreitung. Dieser erfordert weder ei-
ne spezielle Diskretisierung, noch muss fiir Teile des Problems auf implizite Ansétze
zuriickgegriffen werden. Er entsteht dadurch, dal man neue Terme in den Evoluti-
onsoperator (4.1) einfiihrt, die bei verschwindender Divergenz ebenfalls verschwinden
und den hyperbolischen Charakter erhalten. Allerdings mufl man dabei auf die Erhal-
tungsform verzichten.

Fiir die Korrektur der Ladungserhaltung bei den Maxwellgleichungen, die ebenfalls
eng mit einer Divergenzkorrektur verbunden ist, wurde in [29] ein Ansatz angege-
ben, mit dem man verschiedene Korrekturmethoden, darunter eine rein hyperboli-
sche, angeben kann. Dieser Ansatz ist bereits so allgemein, dafl man Projektions- und
Penaltymethoden [5, 25] als Spezialfille dieses im Folgenden ,,Generalized Lagrange
Multiplier* (GLM) genannten Ansatzes ansehen kann.

In diesem Kapitel soll ein Zugang vorgestellt werden, der in der Lage ist, sowohl
die Powell- als auch die GLM-Korrektur als Spezialfille eines Ansatzes zu fassen und
damit auch zu vergleichen. Dieser Zugang ermoglicht es auch, neue Korrekturverfahren
zu finden.

In Abschnitt 4.3 wird dieser Zugang anhand eines vereinfachten Testbeispiels moti-
viert und entwickelt. Es werden konkrete Korrekturverfahren daraus hergeleitet. Wir
werden diese in 4.3.2 analytisch untersuchen und damit qualitative Aussagen, z.T. so-
gar quantitative Aussagen iiber die Korrekturverfahren erhalten. In Abschnitt 4.3.3
finden sich dann numerische Vergleiche der Methoden in der Anwendung auf das ein-
fache Modellbeispiel. Ein weiterer Abschnitt widmet sich der Wahl der in den Korrek-
turverfahren einzusetzenden Parameter.

In Abschnitt 4.4 werden die Methoden aus Abschnitt 4.3 auf die Maxwell- und MHD-
Gleichungen angewandt. Auch hier gibt es wieder analytische Betrachtungen, die sich
stark auf die aus Abschnitt 4.3 stiitzen. Es wird gezeigt, wie sich die Powell-Korrektur
als Spezialfall einer der eingefiihrten Korrekturmethoden interpretieren 148t und dar-
aus Riickschliisse auf ihr Verhalten gezogen. Auch eine Moglichkeit der Verkniipfung
der Powell-Korrektur mit dem neu eingefithrten GLM-Ansatz wird angegeben. Zum
Schluf} findet sich noch ein kurzer Abschnitt iiber numerische Ergebnisse unserer neuen
Korrekturen fiir die MHD mit einem Verweis auf ausfiihrlichere Darstellungen dersel-
ben.
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4.2 Entstehung der Divergenzfehler

Die Mechanismen, die zu einem verstirkten Auftreten von Divergenzfehlern bei der
Simulation von Plasmen mittels MHD fiihren, sind nicht vollstdndig bekannt. Sie sind
auch noch wenig untersucht worden. Dennoch scheint es sinnvoll, an dieser Stelle ein
paar Uberlegungen zur Entstehung von Divergenzfehlern zu geben.

Das Problem: Schwache Lésungen Es ist bekannt, dafl das Problem hauptséchlich
bei kompressiblen Stromungen auftritt und dort wiederum fast ausschlielich an den
Stellen, die durch Unstetigkeiten im physikalischen Zustand gekennzeichnet sind. In
Abbildung 4.1 ist das Ergebnis einer Simulation gezeigt, die von Unstetigkeiten entlang
der horizontalen und vertikalen Symmetrieachse als Anfangszustand ausging. In den
vier Quadranten des Rechengebiets war der Zustand jeweils als konstant vorgegeben.
Es ist deutlich zu sehen, dafl in Bereichen, die von den durch die Unstetigkeiten verur-
sachten Wellen iiberstrichen wurden, Divergenzfehler entstanden sind. Mathematisch
ist der Anfangszustand im schwachen Sinne divergenzfrei. Das bedeutet, dafl aufler in
den Unstetigkeiten — dort sind ohnehin keine Ableitungen definiert — iiberall die iibliche
Divergenzbedingung erfiillt ist. Da kompressible Stromungen gerade durch das Auf-
treten von Unstetigkeiten gekennzeichnet sind, kann man auch nicht mehr verlangen.
Es ist also ein physikalisch zulédssiger Zustand.

Abbildung 4.1: Entstehung von Divergenzfehlern in kompressiblen MHD-Rechnungen
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Weshalb man das Problem mit Finiten Volumen nicht beherrschen kann Eine
natiirliche Diskretisierung von Erhaltungsgleichungen ist die Methode der Finiten Vo-
lumen. Dabei wird die integrale Form der Gleichungen diskretisiert. Das Rechengebiet
wird in kleine Teilvolumina aufgeteilt. Dort ist nur das Integral der Erhaltungsgrofe
bzw. ihr integraler Mittelwert bekannt. Die Entwicklung in der Zeit wird dadurch ap-
proximiert, dal man ndherungsweise Fliisse iiber die Kanten ausrechnet und damit
den integralen Mittelwert aufdatiert. Nun hat man bei einer solchen Diskretisierung
naturgeméf keine Information iiber irgendwelche Ableitungen der Zustandsgrofie. Eine
beliebte Vorgehensweise ist die, den Zustand in einer solchen Zelle als konstant zu be-
trachten. Damit ist der Zustand der numerisch genédherten Losung stiickweise konstant.
Das bedeutet aber wiederum, daf} alle Ableitungen im schwachen Sinne verschwinden.
Die Divergenzbedingung ist also in trivialer Weise erfiillt. Diese Uberlegungen zeigen
deutlich, daf} es im Kontext von Finite-Volumen-Verfahren unméglich ist, irgendwelche
Aussagen iiber Ableitungen oder gar die Divergenz eines Feldes zu treffen. Fiir diese
Verfahren ist es also notwendig, die Divergenzbedingung in den Evolutionsoperator
einzubringen.

Das Problem in Finiten Differenzen Auch in den Verfahren, die versuchen, die Evo-
lution des Magnetfelds divergenzfrei zu halten (Constraint Transport), kommen meist
Finite Volumen zum Einsatz [35, 16, 1, 23, 2]. Jedoch wird das Verfahren jeweils an
der Stelle, an der die Divergenzfreiheit der Evolution des Magnetfelds ins Spiel kommt,
als Finite-Differenzen-Verfahren interpretiert. Das kann etwa in der Weise geschehen,
dal der Zellmittelwert als Punktwert im Zellschwerpunkt betrachtet wird. Das Ver-
fahren 148t sich dann als Differenzenschema mit diesen Punktwerten schreiben. Ein
Finite-Differenzen-Verfahren sieht iiberall Ableitungen. Es ignoriert einfach die Un-
stetigkeiten. Daher erklért es sich auch, dafi in Abbildung 4.1 in den Unstetigkeiten
eine besonders starke Divergenz des Magnetfelds angezeigt wird. Die Divergenz wird
ja schlieBlich durch finite Differenzen gemessen!. Nun wird in [16, 35] fiir die zwei-
dimensionale Situation ein Verfahren auf kartesischen Gittern konstruiert, das formal
zweiter Ordnung ist. Dazu werden alle Differenzensterne betrachtet, welche nicht mehr
als den betrachteten Punkt selber und die acht Nachbarn benétigen und die Divergenz
von zweiter Ordnung approximieren. Damit hat man alle fiir ein Verfahren zweiter
Ordnung sinnvollen diskreten Divergenzoperatoren. Verschwindet keiner von diesen
auf der Evolution des Magnetfelds, so kann man davon ausgehen, dafl die Divergenz-
freiheit der Evolution von mindestens erster Ordnung verletzt ist. Normalerweise wird
man fiir die zweite Ordnung versuchen, bei der Diskretisierung fiir das Aufdatieren
in einem Punkt nicht mehr als den Punkt selber sowie den linken, rechten, oberen
und unteren Nachbarpunkt zu verwenden. In [16] wird aber gezeigt, dafl der einzige
diskrete Divergenzoperator zweiter Ordnung, der mit diesen Punkten auskommt, der
Zentrale ist. Es wird also in jeder Raumrichtung die zentrale Differenz gebildet. Fiir

'In [11] werden Vorschlige gemacht, wie man die Divergenz im Kontext finiter Volumen messen
kann. Diese fithren aber z. B. im Fall eines kartesischen Gitters wieder auf die Formel der zentralen
Differenzen.
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diesen wird aber nachgewiesen, daf} jedes Verfahren mit einer Evolution, auf der er ver-
schwindet, unbedingt instabil ist. Damit ist klar, dafl jedes stabile Verfahren beziiglich
dieser Differenzen keine divergenzfreie Evolution des Magnetfelds haben kann. Hat
man aber nur die horizontalen und vertikalen Nachbarpunkte fiir die Diskretisierung
verwendet, so kann beziiglich der anderen Divergenzoperatoren erst recht keine Diver-
genzfreiheit gelten. Die Evolution des Magnetfelds hat also einen Divergenzfehler von
mindestens erster Ordnung. Auf einen bestimmten Zeitpunkt bezogen hat man also
einen Divergenzfehler erster Ordnung zu erwarten. Es ist zu erwarten, dafl dies bei
einem Verfahren, das bei der Konstruktion keine besondere Riicksicht auf die Diver-
genzfreiheit nimmt, immer so ist.

4.3 Ein einfaches Testbeispiel

4.3.1 Die Fehlermodellierung im einfachen Testbeispiel

Um die Eigenschaften der Divergenzkorrektur zu studieren, wird ein einfaches Test-
beispiel betrachtet. Es sollte die charakteristischen Merkmale des divergenzfreien Ma-
gnetfeldes widerspiegeln: Eine divergenzfreie Evolution und die Divergenzfreiheit der
Grofle selbst. Das einfachste (mehrdimensionale) System, das dies erfiillt, ist

B, =0, (4.3)
V-B=0. (4.4)

Hier sieht man gleich das grundlegende Problem: Erfiillen die Anfangsdaten Glei-
chung (4.4) nicht, so ist das Anfangswertproblem unlésbar. Nun ist fiir jeden Zeit-
schritt eines numerischen Verfahrens ein Anfangswertproblem zu 16sen. Als Anfangs-
werte nimmt man dabei das Ergebnis des letzten Zeitschritts. Nun ist offensichtlich,
da man das System (4.3), (4.4) leicht so diskretisieren kann, daf§ man bei divergenz-
freien Anfangsdaten in jedem Zeitschritt ein divergenzfreies B-Feld erhilt. Betrachtet
man allerdings die zeitliche Entwicklung des Magnetfeldes in der MHD, so ist dies nur
unter groffem Aufwand bzw. grofien Einschriankungen maoglich.

Man kann nun versuchen, eine Art ,kleinste Quadrate Losung“ fiir das
iberbestimmte System (4.3), (4.4) zu finden, also ein Feld B fiir das die Fehler
in (4.3) und (4.4) klein bleiben. Bei einem Finite-Elemente-Verfahren wiirde es sich
z. B. anbieten, divergenzfreie Ansatzfunktionen fiir B zu verwenden und die Losung des
i. a. iberbestimmten und damit unlésbaren resultierenden linearen Gleichungssystems
durch eine kleinste Quadrate Approximation zu ersetzen. Ein analoges Vorgehen ist
allerdings bei Differenzen- oder Finite-Volumen-Verfahren nicht moglich. Der Ausweg,
der hier beschritten werden soll, besteht darin, die Fehler in den Gleichungen explizit
als Term dazuzuschreiben und das mathematische Modell so zu erweitern, dafl sie
nicht anwachsen konnen bzw. fiir grofle Zeiten gegen Null streben.

Wir betrachten also das ,,Ersatzsystem®

B; +err; =0, (4.5)
V-B+errg =0.
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Dieses ist die einfachste Moglichkeit. In jeder Gleichung taucht nur ein additiver Feh-
lerterm auf. Dieser hat dann formal die Gestalt eines Defektes oder Residuums. Aller-
dings ist es besser, diese Begriffe zu meiden und die Fehler entsprechend ihrer Natur
als , Evolutionsfehler (err;) bzw. ,Divergenzfehler” (erry) zu bezeichnen. Dies ist dem
Verstiandnis des Problems und dem Modellierungsprozef dienlicher.

Bildet man die Divergenz der ersten Gleichung (4.5) und die Zeitableitung der zwei-
ten (4.6), so findet man die Fehlergleichung

errg; — V-err; =0. (4.7)

Die Modellierung der Fehlerterme sollte nun so geschehen, daf§ (4.7) in eine moglichst
einfache bekannte Gleichung iibergeht, die sich auch analytisch leicht untersuchen 1&8t.
Man mochte sicherstellen, dafl die Fehlerterme abnehmen und nicht anwachsen. Aufer-
dem sollten beide Terme auf eine einzige neue skalare Variable zuriickgefiihrt werden
konnen, damit man nicht von einem {iberbestimmten auf ein unterbestimmtes System
kommt.

Analytische Interpretation der Fehlermodellierung

Das Problem sowohl des Evolutionsoperators der MHD (4.1) als auch des vereinfachten
Evolutionsoperators (4.3) ist dhnlich. Ist zu einem Zeitpunkt ¢y die Divergenzbedin-
gung (4.2) bzw. (4.4) erfiillt, so bleibt die exakte Losung der Evolutionsgleichung fiir
alle weiteren Zeiten in der von der Divergenzbedingung definierten Untermannigfal-
tigkeit des Losungsraums. Sieht der Evolutionsoperator aber zu einem Zeitpunkt #;
eine Divergenz von B ungleich Null, so bleibt sie auf diesem Wert stehen, falls nur die
Evolutionsgleichung gelést wird. Die durch die Divergenzbedingung definierte Unter-
mannigfaltigkeit stellt also keinen Attraktor fiir die Losung des Evolutionsoperators
dar. Ersetzt man nun den kontinuierlichen Evolutionsoperator wie in der Simulati-
on durch einen diskreten, so wird fiir diesen die Untermannigfaltigkeit der diskreten
Losungen mit verschwindender diskreter Divergenz von B im Allgemeinen auch kein
Attraktor sein. Das heifit insbesondere, dal der Evolutionsoperator alleine fiir die
numerische Simulation mit ihren Diskretisierungs- und Rundungsfehlern keine aus-
reichende Grundlage darstellt. Man miifite eigentlich den vollen Operator inklusive
Divergenzbedingung diskretisieren. Nun fiithrt dies aber auf ein {iberbestimmtes Sys-
tem, das in den seltensten Fillen eine Losung besitzt. Diesem kann man auf zwei
Ebenen begegnen:

e Auf der diskreten Ebene: Man bestimmt eine Art ,kleinster Quadrate Approxi-
mation“ des iiberbestimmten diskreten Systems.

e Auf der kontinuierlichen Ebene: Man ersetzt den vollen kontinuierlichen Ope-
rator (inkl. Divergenzbedingung) durch einen anderen, der nicht iiberbestimmt
ist, bei exakten Anfangs- und Randbedingungen die selben Losungen liefert wie
der urspriingliche, und fiir dessen Losungen die durch die Divergenzbedingung
definierte Untermannigfaltigkeit des Losungsraums einen Attraktor darstellt.
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Was hier vorgestellt werden soll, ist die zweite Moglichkeit. Man erwartet dann, dafl
sich insbesondere die letztgenannte Eigenschaft auch bei der Diskretisierung erhélt.
Auch besteht berechtigte Hoffnung, dafl sich auf diese Weise Verfahren gewinnen las-
sen, die weniger Rechenaufwand erfordern, als dies bei der ersten Moglichkeit der Fall
wére.

Um einen solchen neuen Operator zu konstruieren, fiihrt man neue Terme in die
Gleichungen ein, im einfachsten Fall wie oben je einen in die Evolution von B und die
Divergenzbedingung von B und modelliert diese geeignet. Im Idealfall erhdlt man dann
einen neuen MHD-Operator, der sich vollsténdig als Evolutionsoperator schreiben 148t,
weder iiber- noch unterbestimmt ist und die oben angegebenen Eigenschaften hat. Daf}
solche durchaus existieren, soll im Folgenden gezeigt werden.

Skalarer Transport

Mit konstanter Geschwindigkeit: Die einfachste Moglichkeit wére es, (4.7) in eine
lineare Transportgleichung zu iiberfithren. Dazu wéhlt man sich eine rdumlich (und
zeitlich) konstante Geschwindigkeit @ und schreibt:

errg =Y , erry = —uy .
Die Fehlergleichung lautet dann
Y- VY =0, (4.8)

eine lineare Transportgleichung. D. h. beide Fehler werden mit der Geschwindigkeit @
aus dem Rechengebiet transportiert. Hierbei gibt es allerdings zwei Probleme:

1. Die Fehler werden mit ihrer vollen Amplitude transportiert, kénnen also iiberall
dort, wo sie durchtransportiert werden, Fehler verursachen.

2. Werden die Divergenzfehler hauptsichlich am Rand des Rechengebiets erzeugt,
z. B. durch inkonsistente Randbedingungen oder eine schwierige Koppelung mit
einem anderen Modell, und zeigt —u von dort ins Innere des Rechengebiets, so
werden die Fehler durch das ganze Gebiet transportiert.

Allerdings 148t sich die numerische Simulation sehr leicht durchfiihren. Man muf}
nicht explizit in der Rechnung mitfithren. Multipliziert man némlich die Divergenz-
gleichung mit % und setzt in die Entwicklung von B ein, so ergibt sich

B, +iV-B=0. (4.9)

Ein weiterer Vorzug ist der, dal man keinerlei Riicksicht auf die Randbedingungen
nehmen muf}, um den Abtransport der Fehler zu garantieren. Bei anderen Korrektur-
verfahren wie etwa den GLM-Korrekturen im néchsten Abschnitt mufi man spezielle
Randbedingungen konstruieren, die fiir den Fehlertransport transparent sind, ohne die
physikalischen zu verletzen.
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Mit variabler Geschwindigkeit: Will man die Nachteile dieser Korrektur umgehen,
so kann man statt einer konstanten eine réumlich variable Geschwindigkeit wéhlen.
Man hat also
errg =Y , erry = —oy
mit
Vo #0.
Die Geschwindigkeit v kénnte man nun so wihlen, dal —v in jedem Punkt zum jeweils
néchsten Randpunkt zeigt und im Betrag mit der Ndhe zum Rand zunimmt. Damit
hétte man vermieden, dafl Fehler durch’s ganze Gebiet transportiert werden, und daf}
Fehler sich akkumulieren. Wahlt man fiir © die physikalische Geschwindigkeit v des
Plasmas (im Falle der vollen MHD), so erhilt man die sogenannte Powell Korrektur 2
mit
B;+vV-B=0.
Man transportiert die Fehler also mit der Stromung. Die Fehlergleichung ist allerdings
nicht mehr ganz so einfach, da die Geschwindigkeit nun rdumlich variiert:

Y+ V- () =0 (4.10)

Dies ist eine Erhaltungsgleichung in der Form einer Kontinuitétsgleichung. Um diese
besser interpretieren zu kénnen, 16st man die Divergenz nach der Produktregel auf:

b+ VY = —(V-0)0 . (4.11)

Hat man also ein divergenzfreies Geschwindigkeitsfeld © gewihlt, so verschwindet die
rechte Seite und man erhilt eine zu (4.8) analoge Transportgleichung. D. h. der Diver-
genzfehler® wird wegtransportiert. Ist die Divergenz von @ an einer Stelle positiv, so
liegt dort eine Senke fiir ¢ (und damit erry) vor, ist sie negativ, so hat man eine Quelle.
Durch diese werden vorhandene Fehler verteilt bzw. akkumuliert. Es ist also giinstig,
ein Geschwindigkeitsfeld mit nichtnegativer Divergenz zu wéhlen. Beispielsweise kann
man fiir ein konvexes Gebiet ansetzen

0 = vp(x — Xp) .

Dabei ist x( ein innerer Punkt des Gebiets ist, etwa der Schwerpunkt, und vg liefert
eine obere Schranke fiir den Betrag der Geschwindigkeit. Dann ist

V-0=nyg,

wobei n die Dimension des Rechengebiets bezeichnet. Allerdings zeigt sich hier schon
eine der Einschrankungen des Transportansatzes: Wahlt man das Geschwindigkeitsfeld
¥ so, dafl es am Rand immer nach auflen zeigt, und seine Divergenz iiberall positiv
ist, so wird es im Allgemeinen eine Nullstelle im Rechengebiet haben. Ein Beispiel, bei

?Diese wird in Abschnitt 4.4.2 noch ausfiihrlicher diskutiert.
3Die Grofle ¢ ist hier gerade der Divergenzfehler.
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dem man an dieser Nullstelle, durch geschickte Wahl der Geschwindigkeit die Quelle
verstirkt, findet sich in Abschnitt 4.3.3. Fiir den Fehler in der Entwicklungsgleichung
erhélt man durch Multiplikation von (4.10) mit o:

erry; —oVerr; =0.

Dieser wird also wie im linearen Fall mit der Geschwindigkeit —o aus dem Rechengebiet
transportiert.

Verallgemeinerte-Lagrange-Multiplikatoren Modellierungen (GLM)

Hyperbolische Korrektur: Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Fehlerglei-
chung (4.7) in eine Wellengleichung zu iiberfithren. Eine solche Korrektur erreicht
man mit

1
erry = C—zwt , err; = V.

Die Fehlergleichung lautet dann
Yy — EAp =0 (4.12)
Leitet man diese nach der Zeit ab, so findet man
erray — c2Aerry = 0. (4.13)

Das heifit, der Fehler in der Divergenzgleichung geniigt ebenfalls einer einfachen li-
nearen Wellengleichung und wird mit der Geschwindigkeit ¢ nach allen Richtungen
transportiert. Bei geeigneter Wahl der Randwerte kann man somit sicherstellen, daf
nach einer gewissen Zeit der Fehler vollstdndig abtransportiert ist. Ein Problem liegt
darin, daf3 das Integral des Fehlers iiber dem Rechengebiet erhalten bleibt. Es wére
also glinstig, konnte man eine Quelle bzw. Senke einfiihren, die den Fehler zusétzlich
aus dem Rechengebiet absorbiert. Betrachtet man den Gradienten der Fehlerglei-
chung (4.12), so ergibt sich

erryy — AV(V-erry) =0 (4.14)

D.h. ein divergenzfreier Fehler err; wird, sofern man den Anfangswert fiir seine zeit-
liche Anderung auf Null gesetzt hat, nicht veréindert, bleibt also unkorrigiert. In der
Praxis ist diese Einschréankung allerdings unwesentlich, ist doch der einzige Indikator
fiir das Vorliegen eines Fehlers die Divergenz von B. Ansonsten stellt (4.14) eine li-
neare Wellengleichung fiir err; dar und transportiert also den divergenzbehafteten Teil
dieses Fehlers mit der Geschwindigkeit ¢ nach auflen.

Parabolische Korrektur: Man kann anstelle einer Wellengleichung auch eine
Warmeleitungsgleichung fiir die Fehlergleichung erreichen, indem man wahlt

1
erro = —1 err; = VY
K
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mit einem (positiven) Wirmeleitungskoeffizienten . Damit erhélt man
Y — kAP =0. (4.15)
Die Gleichungen fiir erros und err; lauten dann

errg; — kA errg =0, (4.16)
erryy — kV(V -err) =0. (4.17)

Das Integral iiber die Fehler wird also nicht erhalten. Ansonsten bleibt wieder wie oben
der divergenzfreie Teil von err; unberiihrt. Das Problem liegt dann in der Diskretisie-
rung. Eine implizite zeitliche Diskretisierung ist sehr aufwendig und daher nicht prakti-
kabel. Bei einer expliziten Diskretisierung einer solchen parabolischen Gleichung steht
man allerdings vor dem Problem, daf§ die Oberschranke fiir den Zeitschritt proportio-
nal zum Quadrat der Raumschrittweite ist. D.h. man muf}, um eine hohe Auflésung
zu erreichen, sehr viele Zeitschritte berechnen, verliert also den Vorteil der expliziten
Berechnung.

Elliptische Korrektur: Durch die Wahl von
erro =0, err; = Vy
148t sich die Fehlergleichung (4.7) in eine Laplace-Gleichung iiberfiihren:
Ay =0. (4.18)
D. h. fiir den Fehler in der zeitlichen Entwicklung von B gilt
V.err; =0. (4.19)

Man 148t also von vornherein nur divergenzfreie Fehler zu. Dieses mufl man in der
numerischen Umsetzung wiederum durch das Losen einer Poisson-Gleichung realisie-
ren, hat also wie beim impliziten Verfahren fiir die parabolische Korrektur ein grofles
lineares Gleichungssystem zu 16sen. Dieses ist sehr aufwendig.

Allgemeine GLM-Formulierung: Offenbar hat der Fehlerterm err; = V1) in der ellip-
tischen Korrektur nur noch die Funktion eines Lagrange-Multiplikators, der den Fehler
divergenzfrei hilt. Daher bezeichnet man Divergenzkorrekturen, die err; in dieser Wei-
se modellieren, als verallgemeinerte Lagrange Multiplikatoren oder auch ,,Generalized
Lagrangian Multiplier* (GLM) Ansétze. Fiir den Divergenzfehler erry beschrinkt man
sich dabei auf Modellierungen der Form

erry = g(1), ) - (4.20)

Damit wird die Fehlergleichung zu

g, ) — AP =0. (4.21)
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Fiir die hyperbolische Korrektur ist also

1
9, ¢) = 0—21/% ) (4.22)
fiir die parabolische
1
9, 00) = 0 (4:23)
und fiir die elliptische

Nun kann man natiirlich noch weitere Moglichkeiten fiir g betrachten:

Die gemischte Korrektur: Bei der hyperbolischen Korrektur hatte man das Pro-
blem, daf3 eine Quelle bzw. Senke fehlt, die Fehleranteile lokal aus dem Rechengebiet
entfernt. Bei der parabolischen Korrektur blieb der Wunsch nach einem Term, der
den Charakter der Gleichung &ndert und einen gréfleren Zeitschritt fiir die explizite
Diskretisierung erlaubt. Beides 148t sich 16sen, wenn man in der GLM-Modellierung
einfach die Ausdriicke fiir g aus der hyperbolischen und der parabolischen Formulie-
rung addiert. Man setzt also

1 1
9, P) = gwt + ?ﬁ ) (4.25)

hat damit die Fehlermodellierung

1 1
errg = C—2¢t + Elb ) err; = V)

und dementsprechend die Fehlergleichung

2
c
Py — AP = — . (4.26)
Fiir die explizite Diskretisierung des resultierenden Gleichungssystems

B, + V¢ =0, (4.27)
2
b+ AV B = —%zp (4.28)

hat man jetzt nur noch die Stabilitdtsbedingung des hyperbolischen Systems und die
natiirliche Forderung, daf§ der Warmeleitungskoeffizient s positiv ist. Die Gleichungen
fiir den ersten Fehlerterm lautet

2
erryy — 2V(V -erry) = —C—errlt , (4.29)
K

Dies ist eine Wellengleichung, die wiederum wie bei den anderen GLM-Ansétzen den

divergenzfreien Anteil des Fehlers err; — entsprechende Anfangsdaten fiir seine zeitliche
Ableitung vorausgesetzt — unberiihrt 148t. Um die Gleichung fiir den Divergenzfehler
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zu erhalten, multipliziert man die Fehlergleichung (4.26) einmal mit % und einmal mit

C%%. Dies fiithrt auf

2 2

C—errgt —A(—y) =0,
K K
erro;y — A(Yy) =0

Addiert man diese beiden Gleichungen, so findet man

02

erray — 2 Aerrg = ——erry; .
K

(4.30)

Die Gleichung fiir den Divergenzfehler ist identisch mit der Fehlergleichung. Der Fehler
wird mit der Geschwindigkeit ¢ nach allen Richtungen transportiert und durch die

Quelle auf der rechten Seite in der Amplitude gedampft.

4.3.2 Analytische Untersuchungen

Skalarer Transport

Die allgemeine Charakteristikenlosung Zur Erinnerung sei noch einmal die Fehler-

gleichung angegeben:
Y+ V- (V) =0
und ihre quasilineare Umformung
Ve + VvV = —(V-v)y.
Setzt man hier fiir die Raumvariable
x = x(t)

ein, so ergibt sich p
73 W), 1)) = Yy +%() - VY (x(2), 1) -

Demnach geniigt die Losung entlang der Charakteristiken mit
x(t) = v(x(t),1)
der gewohnlichen Differentialgleichung

d

3 W), 1) = =(V - v(x(t),)) - ¥(x(t),1) -

Setzt man nun
z2(t) =Y (x(¢),1) ,

so hat man die gewohnliche Differentialgleichung

2(t) = (V- v(x(t),1))2(t)
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zu 16sen. Die Losungen dieser Gleichung haben die Gestalt
2(t) = Ke®

mit einer Konstanten K und

a(t) _—/0 V- (x(s),5) ds .

Entlang der aus einem Punkt x¢ mit 1(xg,0) = 1y auslaufenden Charakteristik gilt
also

Y(x(t),t) = thoe”® . (4.33)
Man sieht direkt, daf} fiir eine Geschwindigkeit v mit positiver Divergenz 1) der Fehler

entlang der Charakteristiken abnimmt, wihrend er fiir negative Divergenz zunimmt;
bei linearem Transport bleibt er gleich.

Beispiele Hier einige Beispiele fiir geeignete Geschwindigkeiten v:

Sternformige Gebiete: Ist das Rechengebiet sternférmig beziiglich eines Punktes x*,
d. h. jeder Punkt des Gebiets 148t sich mit x* durch eine gerade Linie verbinden, die
das Gebiet nicht verldfit, so kann man sehr leicht ein Geschwindigkeitsfeld v finden,
das den Forderungen aus 4.3.1 geniigt. Um die Notation iibersichtlich zu erhalten, sei
etwa

x*=0.

Man wahlt dann einfach
v(x,t) = Vox .

Dabei ist Vj eine Matrix mit positiver Spur, welche die gewiinschten Schrittweiten-
bedingungen fiir das angestrebte Verfahren und die Verzerrung des Gebiets einbringt.
Die Divergenz von v 148t sich dann einfach bestimmen:

Vv =spur(Vp) .
Dann gilt fiir die aus xg auslaufende Charakteristik

x(t) = (et'vo)xo .
und fiir die Losung entlang derselben

Y(x(t),) = e
mit

a(t) = —spur Vpt .

Dies ist im allgemeinen Fall nicht ganz einfach explizit anzugeben. Daher beschrinken
wir uns im Folgenden mit Vy auf Vielfache der Einheitsmatrix. D.h. wir wihlen

V() :U()In.
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Dabei bezeichnet n die Dimension des Problems. Dann haben die Charakteristiken die

Form

x(t) = xpe”" |

und die Losung entlang dieser ist

P(x(t), 1) = thoe 0" .

Im Eindimensionalen 148t sich damit die Losung in vielen Fallen explizit angeben.
Ist ndmlich
z(t) = zoe™
So ist
W(x(t),t) = (2o, 0)e "0 = hg(z - e )e 0t .

Zur Veranschaulichung seien hier einige Versionen von Anfangsbedingungen durchge-
spielt:

Po(z) = = P(z,t) =x - e~ 2vot
Yo(x) = || = b(z,t) = |z| - e 200" .
3
Yo() = v/l = bla,t) = Il -e 2"
Yo(x) =ax+b = Y(x,t) = ax - e 200 4. gm0,
N N
Yo(z) = Zaj:vj = P(z,t) = Zajacj e~ (vt
J=0 Jj=0
Yo(x) = log|x| = Y(xz,t) = (log|z| — vot) e~ 0!
1
o(z) = = Y(@,t) =~
1 1 —@t
Yo(z) = = Yz, t) = ——e 2

Man sieht also, dal die meisten Anfangsverteilungen exponentiell gedampft werden.
Ein Pol im Nullpunkt bleibt dort stehen. Da fiir den Fehler in der Evolution von B
galt

erry = —v ,

ist dieser also auch im Fall eines einfachen Pols im Nullpunkt beschréinkt. Es gilt
lerra| < v .

Fiir das letzte Beispiel eines Pols der Ordnung % gilt sogar
0

erra(x,t) = v ]m|e§

Der Fehler geht tatséchlich mit der Zeit gegen Null. Das heifit, dafl man mit dieser
Wahl der Geschwindigkeit v schon recht weit kommt.
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Ein zweifach zusammenhangendes Gebiet: Fiir nicht sternférmige Gebiete ist die
Wahl einer geeigneten Geschwindigkeit, die auf dem Rand immer nach auflen zeigt
und eine positive Divergenz hat, nicht mehr ganz so einfach. Trotzdem soll hier ein
Beispiel gegeben werden fiir das n-dimensionale Analogon eines Kreisrings.

N
/

Abbildung 4.2: Kreisring, mittlerer Radius 7 eingezeichnet

Sei das Rechengebiet GG gegeben durch
G:={xeR":r <|x|2 < R}

mit den Radien 0 < r < R. Fiir n = 2 ist dies gerade ein Kreisring. Solche Gebiete
werden z. B. bei der Simulation der Umstréomung von Himmelskorpern verwendet. Um
ein geeignetes stetiges Geschwindigkeitsfeld zu erhalten, wéhlt man sich einen Radius
7 zwischen r und R, auf dem das Geschwindigkeitsfeld verschwinden soll. Fiir Punkte,
die nun von dieser ,,Nullinie“ gesehen auflen liegen setzt man

= (x|l — 7) -
vo—— X —7T)=900X — V)90 X—— .
Ul O T x

Fiir verschwindendes 7 wire dies gerade die oben fiir das Sternformige Gebiet angege-
bene einfache Wahl. Nun gilt

v(x) =

V - (vox) = von

sowie
0 (i) =] 27
— | vor = VoF 1
i \ " IIxl12/ T
_ il — 2t
I3
und damit
V- (Uof x ) — voanXH% — z? _3 c— a2
I e
n—1
vor
[%]2
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Dabher ist dann fiir ||x||2 > 7

V{f:v()(n_M) ZU07

%]l

was positiv ist und somit den oben gemachten Voraussetzungen entspricht.

Etwas komplizierter ist es, eine geeignete Geschwindigkeit fiir Punkte mit [|x||e < 7
zu finden. Hier mufl man auch Riicksicht auf die Dimension des Problems nehmen.
Man nimmt eine natiirliche Zahl £ > n — 1 und wahlt

b'e 1 1
Vi=vg—— | = — —— | . 4.34
MR (fk ||x||’5> (434

Nun ist fiir eine beliebige natiirliche Zahl N > 2

N—-2
i( x > I A 3 P
Oz \ [Ix[13" / ; /3™

und damit

v( X)ZHM@—MM@
1|5 1x|13Y
n—N

1[5

Das heifit aber fiir die Divergenz von v aus (4.34)

- n—1 1 1
V-V:U()(F—k'— (n—k—l)?>

%2 ]

k
Vo X
SICERE SHSNER)
2

]

vo(n — 1)
7rIxll2
>0,
da ja
E+(1—n)>0.

Damit hat man also die wie gewiinscht positive Divergenz von ©. Auflerdem zeigt
die Geschwindigkeit, wie man leicht sieht, auf dem Rand {iberall nach auflen, so dafl
ein effektiver Abtransport der Fehler gewahrleistet ist. Damit die Divergenz in den
Punkten mit ||x||2 = 7 stetig ist, mufl man noch die Geschwindigkeit aufien mit ,:k%
multiplizieren.
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Ebene Wellen Da man in einem numerischen Verfahren nicht alle Wellenldngen der
berechneten Groflen auflésen kann, ist es interessant zu sehen, wie sich die Korrekturen
auf Fehler verschiedener Wellenléingen und Frequenzen auswirken. Dazu bietet es sich
an, ebene Wellenlosungen der Form

Y(x,t) = edtHilkx=wt) (4w e R, keRY)

zu betrachten. Setzt man eine solche in Gleichung (4.31) ein, so findet man nach
Division durch

a—iw+itkv=—(V.v).

Es muf} also gelten

D. h. Frequenz und Wellenldnge héngen iiber die Geschwindigkeit v direkt zusammen,
und die Ddmpfung héngt nur von der Divergenz eben dieser Geschwindigkeit ab. Dies
ist genau das, was man nach den Betrachtungen des vorigen Abschnitts erwartet hat.
Die Losung lautet dann

Y(x,t) = e~ (VL oik(x=¥1) (4.35)

GLM-Methoden

Konvergenzaussagen In [18] behandelt Sonja Gutmann den zweidimensionalen Fall
und leitet mittels Variationsmethoden und eines asymptotischen Ansatzes einige inter-
essante Aussagen iiber den Grenzwert der Losung fiir lange Zeiten bei GLM-Ansétzen
her. Hierfiir betrachtet sie das korrigierte System

Bt+v¢:0a

g, ) +V-B=0, (4.36)

auf einem Gebiet Q2 wobei g(v,1;) die parabolische, die hyperbolische oder die ge-
mischte Korrektur reprasentiert. Die Anfangswerte fiir 1) werden, wie man das auch
bei der numerischen Umsetzung tut, auf Null gesetzt, die Anfangswerte By als in £2(12)
gelegen vorausgesetzt. Fiir die parabolische Korrektur wihlt man homogene Dirichle-
trandwerte, fiir die hyperbolische und die gemischte Korrektur verlangt man auf dem
Rand

Yv—B-n=0.

Dabei bezeichnet n die nach auflen gerichtete Normale auf dem Rand. Unter diesen
Voraussetzungen konvergiert B bei allen drei Korrekturen fiir grofle Zeiten gegen den
divergenzfreien Anteil von By. Da bei der GLM-Korrektur der divergenzfreie Anteil
des Fehlers in der Evolution von B ohnehin nicht angetastet wird, ist das in der Tat
das Beste, was man hier erwarten kann.
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Ebene Wellen Auch hier kann man sich wieder Losungen in der Form ebener Wellen
anschauen. Zunéchst wollen wir dies fiir die Entwicklung des Divergenzfehlers errs tun.
Nun ist dies im parabolischen Fall eine Warmeleitungsgleichung und im hyperbolischen
eine Wellengleichung. Sie lautet also im parabolischen Fall

errg; — kAerrg = 0. (4.37)
Setzt man hier fiir erry eine ebene Welle
erry(x,t) = e*ttillx—wt) (o e R, k € R") (4.38)
ein, so fithrt dies auf die Losung der algebraischen Gleichung
o —iw—+rkk?=0.
Nach Trennung von Real- und Imaginérteil findet man fiir die Dadmpfung

a = —kk?

und fiir die Frequenz
w=0.

Damit hat erry die Gestalt

: 12
erry = XX . gkl

Die Welle bleibt also stehen und wird dabei geddmpft.
Im hyperbolischen Fall lautet die Gleichung fiir erry

erroy — 2 Aerry =0 .
Setzt man auch hier eine eben Welle (4.38) ein, so fithrt dies auf
o? — 2iwa — w? + Pk* =0
und nach der Trennung von Real- und Imaginérteil auf

wa=0, (4.39)
o =W+ =0. (4.40

Nach Gleichung (4.39) verschwindet entweder die Frequenz w oder die Ddmpfung o.
Im zweiten Fall ergibt sich fiir die Frequenz aus (4.42)

w::l:c@

und damit
erry = eilocrelk|2t) (4.41)

Fiir verschwindendes w wird « imagindr und iibernimmt die Rolle der Frequenz. In
jedem Falle hat die Losung die Gestalt (4.41). Das heifit, es findet keine Démpfung
statt und die Frequenz ist bestimmt durch die Geschwindigkeit mal der Wellenlénge.
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Nun bleibt noch die gemischte Korrektur zu betrachten. Dort gilt fiir errs

erroy — c2Aerrg = —\erra;
mit )
c
A=—.
K

Setzt man hier fiir erry eine eben Welle (4.38) ein, so fithrt dies auf
(a —iw)? + k% = —\(a — iw)
und nach Trennung von Real- und Imaginéarteil auf

o? —w? + Pk = —)a,

2000 = — A\ .

Schliefit man aus der zweiten Gleichung

OZZ—E

und setzt dies in die erste ein, so erhélt man fiir w die quadratische Gleichung

2 _ 212 >‘_2
w® =c’k 1 (4.42)
Ist die rechte Seite dieser Gleichung positiv, d. h.
)\2
27,2
k> -——
¢ 1
bzw.
2
k? > =R (4.43)
so ist

)\2
=+1/c?k? — —.
w C 1

D.h. die Frequenz fillt mit fallendem r und ist geringer als bei der hyperbolischen
Korrektur. Bei Gleichheit in (4.43) verschwindet sie ganz. Fiir eine positive rechte
Seite in (4.42) gilt also

i(k 21222 _2A
erry = ' kXFV¢ Tt . emat

Ist nun die rechte Seite von (4.42) negativ, d. h.
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so wird w imagindr und damit zu einem weiteren Dampfungsterm. Es ist dann

2
wz:l:i\/)\z — c2k?

2
erry = ek e~ Ty et (4.44)

Dabei ist zu beachten, dafi die Wurzel in der Dampfung immer kleiner als % bleibt,
weshalb auch fiir alle Lésungen immer eine Ddmpfung und keine Anfachung stattfindet.
Nun bedeutet (4.44) aber gerade, dafl ebene Wellen mit kleiner Wellenzahl, d. h. grofier
Wellenlénge sich nicht als Wellen ausbreiten, sondern einer Wérmeleitungsgleichung
mit dem Wirmeleitungskoeffizienten

1
c (c c
L Y S
TR (n P )
gehorchen.

Insgesamt 148t sich feststellen, dafl langwellige Anteile bei der gemischten Korrektur
ein parabolisches Verhalten zeigen, wihrend die kurzwelligen zwar geddmpft werden
aber dennoch ein hyperbolisches Verhalten zeigen.

und damit

4.3.3 Numerische Untersuchungen

Wir wollen uns hier zunéchst auf den eindimensionalen Fall beschrinken. Die wesent-
lichen Eigenschaften der verschiedenen Korrekturansitze sind bereits hier sichtbar.

Als Beispiel wurde das Intervall [0, 10] gew#hlt. Der Zeitschritt wurde auf eins gesetzt
und die Geschwindigkeiten c fiir die GLM-Korrektur sowie die Maximalgeschwindigkeit
fiir die Transportkorrektur auf 0,2. Die Raumschrittweite wurde dann entsprechend
der Stabilitdtsbedingung des jeweiligen numerischen Verfahrens gewéhlt. Insgesamt
wurden jeweils 40 Zeitschritte gerechnet.

Getestet wurde mit zwei verschiedenen Anfangsverteilungen, die in Abbildung 4.3
dargestellt sind. Die erste 4.3(a) simuliert einen rein lokal auftretenden Fehler. Hierfiir
wurden bei der Simulation mit der GLM-Korrektur homogene von Neumann Randbe-
dingungen angenommen. Die zweite, ein Cosinus 4.3(b), wird mit periodischen Rand-
bedingungen gerechnet und simuliert eine Verteilung von Fehlern iiber das ganze Re-
chengebiet.

Als Kriterien zur Beurteilung werden Supremumsnorm (£..-norm) und die Betrags-
summennorm (£i-norm) herangezogen. Die eine zeigt die Qualitéit der lokalen Fehler-
minimierung, die andere mifit den globalen Fehler.

Transportmethode

Die Wahl der kiinstlichen Geschwindigkeit Hier hingt die Qualitit sehr wesentlich
von der Wahl der kiinstlichen Geschwindigkeit © ab. Hier wurden drei verschiedene
Moglichkeiten getestet. Diese sind in Abbildung 4.4 dargestellt. Die erste (4.4(a)) ist
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(a) Einfacher Peak

Abbildung 4.3: Die Anfangsverteilungen

02

01f

(a) linear

Abbildung 4.4: Mogliche

L
10

(b) logarithmisch

X
(b) Cosinusverteilung
(c) extrem
Transportmethode

Geschwindigkeitsverteilungen fiir die
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die einfache Wahl, wie sie schon in den vorigen Abschnitten erwidhnt wurde. Im vor-
liegenden Fall lautet sie .
WeEeil v hier eine lineare Funktion der Raumvariable ist, wird diese im Folgenden als die
lineare Geschwindigkeit bezeichnet. Nun ist es ja giinstig, dort, wo die Geschwindigkeit
Null ist, ihre Divergenz zu erhéhen. Fine Wahl, bei der diese dort sogar unendlich wird,
ist in 4.4(b) zu sehen. Die Funktionsgleichung fiir © lautet dann

o(x)

. sign(z — 5)
o(x) = —
5 log

x€r —

Aufgrund der Verwendung des Logarithmus bei ihrer Definition soll diese Wahl der
Geschwindigkeit logarithmisch heiflen. Andererseits ist dort, wo die Geschwindigkeit
grof} ist, die Notwendigkeit einer grofien Divergenz gering. Daher testen wir auch eine
extreme Wahl der Geschwindigkeit © (4.4(c)), bei der die Divergenz in der Mitte, wo die
Geschwindigkeit Null ist, unendlich wird, wihrend sie am Rand, wo die Geschwindig-
keit am grofiten ist, verschwindet. Der Graph von © besteht aus zwei Ellipsenvierteln.
In Formeln ist dies

1
5 25 — x2 fir0 <z <5,
1 ..
: 25 — (x —10)2 fir5<z<10.

Die Diskretisierung Um die Transportmethode zu testen, wird man natiirlich nicht
das volle korrigierte System diskretisieren sondern, wie in Abschnitt 4.3.1 vorgeschla-
gen nur die resultierende Gleichung (4.9). Diese lautet in einer Dimension

By +vB,; =0.

Nun wird man iiblicherweise die Divergenz in zentralen Differenzen messen. Dieses
wird auch bei der Auswertung derselben getan. Fiir das numerische Verfahren mufl
man jedoch auf einen anderen diskreten Divergenzoperator zuriickgreifen, weil dieses
sonst instabil wird. Daher wurde die obige Gleichung mit Upwinddifferenzen diskreti-
siert. Damit erhélt man eine CFL-Zahl von 1. Die Lokalisierung der Variablen ist zell-
zentriert. Da es bei den gewéhlten kiinstlichen Geschwindigkeiten ¥ keine einlaufende
Charakteristik auf dem Rand gibt, mufl auf die Randwerte keine Riicksicht genom-
men werden. Allein bei der Auswertung der Divergenz mit zentralen Differenzen muf
man eine Annahme fiir den Wert von B in den Zellen direkt neben dem Rechengebiet
machen. Hier wurden generell homogene von Neumann Bedingungen gewé&hlt.

Die Ergebnisse Um zu sehen, wie die verschiedenen Geschwindigkeiten auf die Ver-
teilung von B wirken, lohnt es sich, einen Blick auf den Zustand nach 20 Zeitschritten
zu werfen. Dieses ist in Abbildung 4.5 fiir die Anfangsverteilung mit dem Cosinus zu
sehen.
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(a) linear (b) logarithmisch (c) extrem
Abbildung 4.5: Zwischenzustand nach 20 Zeitschritten

Bei der linearen Geschwindigkeit (4.5(a)) sieht man recht gut, da§ der Graph der
Funktion B(z) wie eine Feder nach beiden Seiten auseinandergezogen wird. Bei den
anderen beiden Varianten ergibt sich ein dhnliches Bild. Allerdings scheint dort die
Feder fiir V - © = oo unendlich weich und fiir V - ¥ = 0 unendlich hart zu sein.

—=o—— linear —=o—— linear
——s—— logarithmisch 0 ——s&—— logarithmisch
—i— extrem | ——— extrem

40

w
S

L,-norm
N
o

—

(a) Loo-norm (b) £1-norm

Abbildung 4.6: Die Fehlernormen fiir die Cosinus-Anfangsverteilung

Die Fehlernormen fiir die verschiedenen Transportgeschwindigkeiten liegen in diesem
Falle recht nahe beieinander (s. Abb. 4.6), wobei die extreme Korrektur fiir grofie
Zeiten bessere Werte liefert, da mit ihr schon friih alle Fehler aus dem Gebiet abflieflen.
Dies sieht man auch recht deutlich, wenn man den Test mit dem einzelnen Peak als
Anfangsverteilung durchfiihrt (s. Abb. 4.7). Insbesondere bei der £1-norm kann man
dort sehr schon sehen, wie die extreme Korrektur als erste beginnt, Fehler aus dem
Rechengebiet zu transportieren. An der Lo.-norm kann man dann auch beobachten,
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daf} sie als erste den Fehler komplett abtransportiert hat. Dieses ist mit der linearen
Geschwindigkeit und ihrer beschréinkten Divergenz gar nicht mdglich.

—=o&—— linear —oe—— linear
E ——s—— logarithmisch r ——s&—— logarithmisch
1k - extrem 10F o extrem

09F
08F
07F

EO.Sf—

L,-norm

Sosf
0.4 f—
0.3 f—
0.2 f—

01fF

o B N W b O O N © ©
T

(a) Loo-norm (b) £1-norm

Abbildung 4.7: Die Fehlernormen fiir den Peak als Anfangsverteilung

GLM-Methode

Da, wie schon in Abschnitt 4.3.1 erwéhnt, die elliptische und die parabolische Korrek-
tur einen zu groflen Rechenaufwand erfordern, wollen wir uns hier auf die hyperbolische
und die gemischte Korrektur beschrianken. Ein Vergleich der Ergebnisse aller Korrek-
turen findet sich in [18], wo auch deutlich wird, daf die Qualitéit der elliptischen Kor-
rektur sehr wesentlich von der des verwendeten LGS-Losers abhéngt und insbesondere
im Zweidimensionalen schlechter sein kann als die der gemischten Korrektur.

Die Diskretisierung Zur Diskretisierung spaltet man das System (4.27), (4.28) auf
in ein homogenes hyperbolisches

B +Vy =0,
Y+ AV -B=0

und die Behandlung der Quelle durch

2
c
Y= ——1
Im Eindimensionalen lauten diese
By + =0,
! 2% (4.45)
Q;bt +c¢*B, =0
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und
C2
Yy = —;w . (4.46)

Zur Diskretisierung von (4.45) verwendet man das CIR-Verfahren, das fiir lineare Sy-
steme dem Godunov-Verfahren erster Ordnung dquivalent ist. Gleichung (4.46) stellt
fiir jeden Raumpunkt eine gewohnliche Differentialgleichung dar. Diese 148t sich exakt
16sen. Das gesamte Verfahren setzt sich also fiir jeden Zeitschritt aus zwei Einzelschrit-
ten zusammen: Im ersten wird System (4.45) aufdatiert. Anschliefend gewinnt man
den neuen Wert fiir ¢ durch

PO Z ) |~ AE (4.47)

D.h. ¢ wird in jedem Punkt mit dem selben Faktor, einer Zahl echt zwischen 0 und
1 multipliziert. Setzt man diesen Faktor kiinstlich auf 1, was einem unendlichen &
entspricht, so erhédlt man gerade wieder die hyperbolische Korrektur. Fiir die Tests
wurde nicht x sondern direkt der resultierende Faktor gewéhlt.

Die Ergebnisse Es wurden hier drei verschiedene Werte fiir den oben erwihnten
Faktor ausprobiert, ndmlich 1, was genau der hyperbolischen Korrektur entspricht,
0,8 und 0,5. In Abbildung 4.8 kann man den Einflul der Dampfung recht gut sehen.

(a) hyperbolisch (b) Faktor 0.8 (c) Faktor 0.5

Abbildung 4.8: Zwischenzustinde nach 2, 4, 8, 16 und 32 Zeitschritten

In 4.8(c) werden schon fast alle aufgelosten Wellenldngen nicht mehr transportiert
sondern nur noch geddmpft. Das Bild gleicht schon beinahe dem einer Warmeleitung.
Fiir die schwiichere Dampfung (4.8(b)) zeigt sich dies besonders fiir grofiere Zeiten.
Daher ist auch klar, da3 der Fehler mit der gemischten Korrektur im Allgemeinen
nicht vollstindig abtransportiert wird, hat eine numerische Losung doch in der Re-
gel auch langwellige Anteile (vgl. Abschnitt 4.3.2). Betrachtet man die Abbildun-
gen 4.9 und 4.10, so fillt zun#chst auf, dal bei der hyperbolischen Korrektur der
Abtransport des Fehlers iiber den Rand (Abb. 4.10) erfolgt, wobei die numerische Vis-
kositéit (Abb. 4.9) zusitzlich die Amplitude dampft. Bei den gemischten Korrekturen
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Abbildung 4.9: Die Fehlernormen fiir die Cosinus-Anfangsverteilung
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Abbildung 4.10: Die Fehlernormen fiir den Peak als Anfangsverteilung
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liefert in einem Fall die stirkere, im anderen Fall die schwichere Quelle die bessere
Korrektur.

Vergleich der beiden Methoden

Um die Qualitdt der beiden Korrekturen — Transport- bzw. GLM-Korrektur — zu
vergleichen, werden in den Abbildungen 4.11 und 4.12 fiir die Beispiele mit der Co-
sinusverteilung und dem Peak die Fehlernormen der beiden Methoden einander ge-
geniibergestellt. Da die lineare Geschwindigkeit in der Transportkorrektur und die
hyperbolische Korrektur ohnehin schlechtere Werte liefern, werden diese in den Schau-
bildern nicht beriicksichtigt.

15 45~
14 N —-—a—-= Transport, logarithmisch ?—-\ —-—a—-= Transport, logarithmisch
\5. —-—2—-- Transport, extrem 40[ - —-—2—.- Transport, extrem
] — —A— - GLM, Faktor 0,5 L — —A— - GLM, Faktor 0,5
12 Y — —o— - GLM, Faktor 0,8 P % — —0— - GLM, Faktor 0,8
- A 3R Y
11 \ Sa Fyvoow
| N, : r W
1w L SEANY
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Abbildung 4.11: Vergleich fiir die Cosinus-Anfangsverteilung

Nun wurden diese Vergleiche sémtlich auf dquidistanten Gittern vorgenommen. Auf
nichtdquidistanten Gittern, 148t sich der Transport sicherlich dadurch verbessern, dafl
man die Bereiche geringer Transportgeschwindigkeit dahin verlegt, wo die Gitterwei-
ten am kleinsten sind, und dann nach auflen die Geschwindigkeit entsprechend der
dortigen lokalen CFL-Bedingungen grofler wihlen kann, als dies mit der globalen CFL-
Bedingung der Fall wére. Dabei mufl man nur auf die Bedingungen an die Divergenz
von v und die Richtung von v auf dem Rand achten, um nicht die Ddmpfung (4.35)
oder den Abtransport des Divergenzfehlers zu verschlechtern.

Auch bei der GLM-Korrektur ist es grundsétzlich méglich, mit rdumlich (und zeit-
lich) variabler Wellengeschwindigkeit zu arbeiten. Allerdings wurden hierzu noch keine
konkreten Untersuchungen durchgefiihrt.
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Abbildung 4.12: Vergleich fiir den Peak als Anfangsverteilung

4.3.4 Analytische Uberlegungen zur Wahl der Parameter

Nachdem im vorigen Abschnitt numerisch nach giinstigen Parametern fiir die Korrek-
turverfahren gesucht wurde, méchte man die Ergebnisse natiirlich analytisch rechtferti-
gen. Dabei besteht auch die Hoffnung, diese auf den mehrdimensionalen Fall ausdehnen
zu konnen. Dabei stellt sich natiirlich die Frage, was denn optimiert werden soll. Im
letzten Abschnitt wurden sowohl die Li- als auch die L,.-Norm des Divergenzfehlers
verglichen. Erstere beschreibt das globale, zweitere das lokale Verhalten des Fehlers.
Beide in einem Optimierungsschritt simultan zu minimieren scheint schlecht moglich.
Man miifite etwas dazwischen finden. Da bieten sich die L,-Normen mit ¢ > 1 an.

Diese sind definiert als )
q
17 = ( [ 10ax) "
Q

Dabei bezeichnet €2 das Rechengebiet. Umso grofler ¢ ist, desto stérker werden lokale
Maxima betont. Nun mufl man sich nur noch iiberlegen, welchen Betrag man ver-
wenden will. Bei der Betrachtung ebener Wellen in Abschnitt 4.3.2 haben wir echt
komplexe Losungen zugelassen. Hier zeigt sich ein Unterschied. Wahlt man den Be-
trag des Realteils, so hat man trigonometrische Funktionen unter dem Integral stehen.
Dieses ist weniger angenehm. W#hlt man den komplexen Betrag, so ist er gerade die
Amplitude der Losung. Fiir eine ebene Welle der Form

f(X, t) _ eatJri(kxfwt)

ist also nur das Integral

J(a):/eatqu
Q
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zu minimieren. Interessant ist, dal ¢ nurmehr die Zeit , komprimiert“ und dement-
sprechend weggelassen werden kann.

Transportmethode
Bei der Transportmethode lautet die ebene Wellenlsung

erra(z,t) = e~ (V9. gikla—v1)

das zu minimierende Integral dementsprechend
J(¥) = / e~ (Vx| (4.48)
Q

Der zu wihlende Parameter ist die das kiinstliche Geschwindigkeitsfelt v. Damit wird
das Minimieren von J in (4.48) zu einem klassischen Variationsproblem. Die géngigsten
Methoden zur Losung eines solchen findet man etwa in [9].

Die Euler-Lagrange Gleichung fiir das eindimensionale Problem Ist F' = F(x,p,q)
zweimal stetig differenzierbar, und sucht man auf einem Intervall [a, b] eine ebenfalls
zweimal stetig differenzierbare Funktion y, die in a und b vorgeschriebene Werte an-
nimmt und das Integral

b
| P,y @) do (4.49)
a
minimiert, so muf} diese die folgende Differentialgleichung erfiillen

G ) @) ~ S @)y @) =0 (4.50)

Gleichung (4.50) heifit die zum Variationsproblem gehorige Fuler-Lagrange Gleichung.

Wendet man dies auf das Integral J aus (4.48) an und beschrénkt sich auf die ein-
dimensionale Situation, so findet man zunéchst, dafl der Integrand nicht vom zweiten
Argument, ©(z) abhéingt. Die Ableitung nach dem dritten Argument ist

_e b (z)t )

Damit lautet die zugehorige Euler-Lagrange Gleichung

d — Uz (2 — Uz (2 ~ ~ — Uz (x
%(—e x( )t) = —e @ (G (2)t) = tgee @ =0 . (4.51)
Damit diese fiir ein ¢t > 0 erfiillt sein kann, muf} insbesondere gelten

Uze = 0. (4.52)

Dies bedeutet aber, dal die Raumableitung von ¢ konstant und ¢ damit linear sein
muf}. Eine recht unbefriedigende Aussage, hat sich doch gerade diese Wahl in Ab-
schnitt 4.3.3 als die schwéchste erwiesen. Andererseits konnte man die beiden dort
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vorgestellten Alternativen nicht als Ergebnis erwarten. Bei beiden geht die Ableitung
im Nulldurchgang der Funktion gegen Unendlich. Damit sind auch beide nicht zweimal
stetig differenzierbar. Die Methode kann aber nur solche Lésungen anbieten. Hier zeigt
sich zum einen die Grenze des analytischen Ansatzes. Zum anderen kann man aber
auch schon eine Einschréinkung der Transportmethode deutlich erkennen: Die Wahl
der Geschwindigkeit héngt von der Grofle des Gebiets ab. Umso grofler das Gebiet,
desto kleiner muf} die Steigung von v gewéhlt werden, desto schwicher auch die lokale
Dampfung.

Die Euler-Lagrange Gleichung im Zweidimensionalen Beim zweidimensionalen
Festrandproblem wird ein Integral der Form

/QF(O«“,y,g(w,y), h(x,y), 92(2,Y), 9y(2,Y), ha(z,Y), hy(z,y)) dx (4.53)

Die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen sind die selben wie im Eindimensionalen. Al-
lerdings haben die Funktionen mehr Argumente. So ist auch

F = F(x,y,p1,p2,q1,1,q1,2, 42,1, 42,2) -

Uberdies hat man ein System von Euler-Lagrange Gleichungen

d , OF d A OF oF

< N+ 2 - y=o,

dﬂ«"(aqu )+dy(3fh,2 ) 5291( ) (454)
() () = () =0 |
de 0ga1 dy “0qz2 " op2

Da Das Integral (4.48) nur von zweien der Ableitungsterme abhéingt, vereinfachen sich
die Euler-Lagrange Gleichungen zu

t26_(ﬂm+ﬂm)(amx + 77y33) =0 ’ (4 55)
t2e (@t 0e) (G, 4+ 5y,) =0 . ’

Damit mufl aber gelten

Tige + Tye = 0,
R (4.56)
Ugy + Vyy =0 .

Das bedeutet, dafl die Divergenz der kiinstlichen Geschwindigkeit konstant sein mu$.
Betrachtet man nun das Quadrat [—1, 1] x [—1, 1] und mdochte, daf auf dem Rand
die Geschwindigkeitskomponente von v gerade Fins wird, so erfordert dies

V=x. (4.57)

Das bedeutet aber, daf§ nur wieder lineare Geschwindigkeiten mdoglich wéren. Auf
einem Rechteck wiirde der maximale Betrag der Geschwindigkeit nur in den Ecken
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Abbildung 4.13: Harmonische Geschwindigkeitsverteilung und zugehorige Divergenz-
verteilung

erreicht. Dort ist er gerade v/2, weshalb man bei einer Normierung das Geschwindig-
keitsfeld nochmals durch diesen Wert teilen miisste. Das Resultat wére eine konstante
Divergenz von v/2 statt der erhofften 2. In Abbildung 4.13 ist ein Geschwindigkeits-
feld zu sehen, das auf dem Rand gerade die Normale ist, und dessen Komponenten
harmonisch sind, d. h. den Differentialgleichungen

(4.58)

geniigen. Das Bild der Divergenzverteilung zeigt deutlich, dafl diese bis auf kleine
Bereiche in Randnihe iiberall grofer als v/2 ist. Uberdies ist sie durch 1.19 nach
unten beschréinkt. Alles in allem ist also fiir diese Wahl der Geschwindigkeit v der
Wert des Integrals J aus (4.48) kleiner als bei der, die man durch das Losen der Euler-
Lagrange Gleichungen erhalten kann. Die Ursache liegt in der Einschrankung der Wahl
der Randwerte fiir System (4.56). Fiir die gewiinschten, wie sie bei der harmonischen
Geschwindigkeit realisiert wurden, ist das System schlicht nicht l6sbar.

Ein Fall, in dem man die Euler-Lagrange Gleichungen auch mit den idealen Rand-
werten 16sen kann, ist der eines rotationssymmetrischen Gebiets. Auf dem Einheitskreis
D etwa liefert die Wahl v = x die d&uflere Normale als Randwert und eine Divergenz von
2, das beste, was man nach dem Gauflschen Integralsatz fiir eine konstante Divergenz
erwarten kann, gilt doch fiir ein normiertes Geschwindigkeitsfeld

/V'\?dXZ]{ v-nds <27
D oD

und mit konstanter Divergenz
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4 Divergenzkorrekturen

Nun ist es fiir ein rotationssymmetrisches Gebiet sicherlich sinnvoll, auch das
kiinstliche Geschwindigkeitsfeld rotationssymmetrisch zu wihlen. Damit 148t sich das
Problem wieder auf ein eindimensionales zuriickfithren. Fiir einen Kreisring um den
Ursprung mit dufferem Radius r2 und innerem Radius r; 148t sich das Integral (4.48)
umformen zu

J(\Nf):/e(v'{’)tdx
Q

T2 ~ o(r)
- / ore @O+ g,

T1

(4.59)

wobei v die radiale Komponente von v bezeichnet. Damit lautet die zugehorige Euler-
Lagrange Gleichung
o0
ort? (0" ———=)=0.
rt (0" (r) + . r2)

Es gentigt also die gewohnliche Differentialgleichung
20" (r) + 70’ (r) — 0(r) = 0 (4.60)

zu 16sen. Die Losung lautet in der allgemeinen Form
(r) = Cr—l +eor, (4.61)

wobei die Konstanten ¢; und ¢g noch durch die Randwerte bestimmt werden miissen.
Wahlt man diese so, daf die radiale Geschwindigkeit am inneren Rand —1, am dufleren
Rand +1 betrégt, so ergibt sich

2 2 2

N rero +rir; 1 T T 1

o(r) = = g é 2t (g : 2 )r (4.62)
r{ — 75 T ry—Tiry  ri—7r3 T

und daraus fiir die Divergenz

V.ov=2( (4.63)

Ist etwa 71 = 1/2 und 7o = 1 so ist
V-v=6.

Dies ist ein hochst befriedigender Wert. Allerdings ist die Grofle der Divergenz noch
starker von der Grofle des Gebiets abhéngig als bei einem Kreis oder Rechteck. Hat
man nimlich ;1 = 1 und ro = 2, d. h. das Gebiet einfach um einen Faktor 2 gestreckt,
so ist

V-v=2.

Man verliert also einen Faktor 3 statt eines Faktors 2, wie man aus der Skalierung
h&tte vermuten konnen.
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Fazit Insgesamt 1a8t sich also festhalten, dafl die Transportkorrektur insbesondere
bei kleinen zweifach zusammenhéingenden Gebieten wie etwa Kreisringen eine gute
Dampfung der Divergenzfehler bringt. Abschnitt 4.3.3 zeigt, dafl eine gute Ddmpfung
noch kein optimales Ergebnis liefert. Die lineare Geschwindigkeitsverteilung ist der
schlechteste der drei getesteten Kandidaten. Die anderen beiden besitzen vor allen
Dingen einen schnelleren Transport. Dies motiviert das folgende Vorgehen fiir die
Geschwindigkeitswahl bei der Transportkorrektur:

1. Wihle démpfungsoptimierte Geschwindigkeit v, auf Maximalbetrag Eins nor-
miert.

2. Wihle konkave anwachsende Funktion g, die das Intervall [0, 1] auf sich selbst

abbildet, etwa
gir)y=+/1—(r—1)=2.
3. Wende g auf den Betrag von v an, d. h. setze

v =g(v]) -

’<zz

(4.64)

=

4. Multipliziere v fiir jeden Zeitschritt mit einer Konstanten, die sicherstellt, dafl
die CFL-Bedingung erfiillt wird.

GLM-Korrektur
Bei der GLM-Korrektur lauten die Gleichungen

B +Vy =0,
U+ AV -B= -\ .

Es sind also zwei Parameter zu wihlen, ndmlich ¢ und A. Dies ist zunéchst eine Er-
schwernis gegeniiber der Transportmethode. Jedoch handelt es sich hier nicht um ein
Geschwindigkeitsfeld sondern um positive reelle Zahlen, was wiederum eine starke Ver-
einfachung bedeutet. Insbesondere kann man sich hier das Aufstellen und Ldsen von
Euler-Lagrange Gleichungen ersparen. Auch hier lohnt es sich, wieder von der ebenen
Wellenl6sung auszugehen.

. 2
e 3t JFFVERATN g\ < 2clK]
eIro = 3 ) .
e 2BV AR Giloc s \ > 2c|K|

Der Parameter ¢ bestimmt also die Wellengeschwindigkeit, falls fiir die betreffende
Wellenzahl k iiberhaupt ein Transport stattfindet. Im anderen Fall geht er mit in
die Dampfung ein. Das heifit, man sollte ihn innerhalb des von der CFL-Bedingung
vorgegebenen Rahmens moglichst grofl wihlen. Zum einen ist dann fiir eine bestimm-
te Wellenzahl die Wahrscheinlichkeit eines Transports héher, zum anderen ist dieser

(4.65)
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Transport dann schneller und somit effektiver. Bleibt noch der Parameter A. Fiir diesen
betrachtet man wieder den Betrag des Fehlers, die Amplitude:

- ot falls A < 2c|k| (4.66)
erry| = 2 . |
e—%ti\/mt falls A > 2c|k|

Aus der ersten Zeile in (4.66) schliefit man, daf das optimale A mindestens so grof} sein
muB wie 2¢|k?|. Bleibt noch die Frage, was die zweite Zeile, der reine Dampfungsfall,
impliziert.

Die Lo.-Norm In der zweiten Zeile von Gleichung (4.66) stort das Zeichen , 4,
zeigt es doch eine weitere Verzweigung an. Da man sich bei der L,-Norm nur fiir den
grofleren Wert interessiert, geniigt es hier, den Ast mit ,,+* zu betrachten. Da es sich
bei A um einen reellen Parameter handelt, kann der Ausdruck nach diesem abgeleitet
werden:

i(e—%t—ﬂ/%—@k? t) -4

dA

(4.67)

Nun sind in (4.67) alle Faktoren positiv. Damit wéchst der Ausdruck streng monoton
in A. Das Minimum wird also im linken Rand des Giiltigkeitsbereichs angenommen,
d.h. in

A =2clk| .

Insgesamt ist dies also die optimale Wahl, um den Divergenzfehler fiir eine gegebene
Wellenzahl k und eine gegebene Wellengeschwindigkeit ¢ zu minimieren.

Nun wird man in der numerischen Simulation das Optimum in den wenigsten Fallen
exakt treffen. Es ist also noch zu iiberlegen, ob es gefihrlicher ist, den Parameter zu
unterschitzen oder zu Uberschitzen. Dazu mufl man sich die links- und rechtsseitigen
Grenzwerte der Ableitung des Fehlers nach A fiir A — 2c|k?| ansehen. Die Ableitung

auf der linken Seite ist
T a2,

2

Setzt man hier A = 2c|k| ein, so ergibt sich

—%e—ciklt . (4.68)
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Auf der rechten Seite lautet der Grenzwert

A2 22
e 4ckt 1

t Vot
Ze|kP ekt lim e = Z¢[k[te ¥t lim ¢
2 A—2c|k?| //\TQ _ 2K2 2 /=0 \/_
1 tev !
= —c|k|te Kt 1im c
1
= §C|k|t2€_c‘k|t . (4.69)

Das ist gerade das c|k|t-fache des Grenzwerts auf der anderen Seite. Geht man davon
aus, daf ¢ grofl gewadhlt wurde, so ist dies fiir kleine Zeiten kleiner als der Grenzwert
auf der linken Seite. M6chte man das Maximum des Fehlers schnell kleiner bekommen,
so ist es also sicherer, \ zu iiberschétzen.

Die Li-Norm Das Zeichen ,+“, in der zweiten Zeile von Gleichung (4.66) 1i8t sich
hier nicht so leicht erledigen wie im vorigen Abschnitt. Es geht ja hier nicht um ein
Maximum sondern um eine Mittelung {iber das gesamte Gebiet. Deshalb wird an dieser
Stelle einfach mit dem arithmetischen Mittel der beiden Werte weitergearbeitet. Man
hat dann

e 2! falls A < 2¢|k]

: . (4.70)
Pcosh(y/2 — c2k2t) falls A > 2c[k|

Leitet man auch hier wieder die zweite Zeile nach A ab, so ergibt sich

d A2
Y (e_%t cosh(4/ e ?k? 1))
2 2
= e eosh(1 /X — k2 1) 4 e Hsinh(y ] — 2k 8) (a7
2 4 4 /2
)\T — 2K2

Da dieser Ausdruck nicht besonders zuginglich ist, wird gleich zum Grenzwert fiir
A — 2c¢|k]| iibergegangen:

lerry| =

e

(SIS VI

lim ... —Ee_clk‘t + —c’k|te_c|k‘t lim —smh(v )
A—2c|k| 2 2 /=0 AR

_fe—cu(\t n C’k’te—dk\t lim cosh(y/-~1)
2 2 om0 1
t k|t

Loy %eclkt

t

= 5e—clklt(c\kps -1). (4.72)

Entscheidend ist also der Term c|k|t — 1 in (4.72). Dieser ist nur fiir sehr kurze Zeiten
negativ. Nun ist man bei der Li-Norm im Gegensatz zur Lo.-Norm eher am Verhalten
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4 Divergenzkorrekturen

fiir grofle Zeiten interessiert, mochte man doch auf Dauer die Divergenzfehler aus dem
Gebiet heraus haben. Damit ist das Optimum genau wie im Fall der lokalen Fehler bei

A =2clk|.

Interessant ist, daff auch hier wieder das Uberschiitzen von A weniger Schaden anrichtet
als das Unterschétzen.

Die Abhangigkeit von der Wellenzahl und eine Interpretation der numerischen
Ergebnisse Nach diesem allem steht noch eine Frage ungekldrt im Raum: Die Pa-
rameterwahl ist abhéngig von einer vorgegebenen Wellenzahl. Nun gibt es ja in einer
numerischen Losung Fehler verschiedener Wellenldngen und damit verschiedener Wel-
lenzahlen. Wie geht man damit um? Insbesondere hat man sich zu iiberlegen, welche
Wellenzahl man fiir die Wahl von A\ benutzt, und welche Konsequenzen dies fiir die
Fehler anderer Wellenzahlen hat.

Bei der Anwendung in echten Simulationen, etwa der MHD-Gleichungen, treten
die Divergenzfehler hauptsichlich an Unstetigkeiten der physikalischen Grofien auf.
Daher ist damit zu rechnen, dafi die Divergenzfehler bei ihrem Entstehen die kleinste
aufgeloste Wellenlinge und damit die hochste aufgeloste Wellenzahl k haben. Man mufl
also diese aufgrund der Eigenschaften des benutzten Rechengitters ermitteln. Daraus
erhélt man

A = 2ck > 2c[k| (4.73)

fiir alle vorkommenden Wellenzahlen k. Man hat A also fiir eine Wellenzahl korrekt,
fiir die anderen hat man es iiberschétzt. Dies ist aber wie in den vorangegangenen
Abschnitten gesehen ein geringeres Problem, als wenn man es fiir eine Wellenzahl
unterschétzt hitte.

Vergleicht man nun diese Uberlegungen mit den numerischen Experimenten in Ab-
schnitt 4.3.3, so ist man zunéchst geneigt, den Fall der Anfangsverteilung mit dem
Cosinus als Beispiel zur Verifikation heranzuziehen. Der Zeitschritt war (fiir alle Bei-
spiele) Eins, die Wellengeschwindigkeit ¢ = 0.2. Damit bedeutet die Multiplikation
von % mit 0.5 ein A von ungefihr 0.7, die Multiplikation mit 0.8 ein A von etwa 0.22.
Die fiinf Cosinusperioden iiber das ganze Rechengebiet ergeben eine Wellenzahl von
k = 1/2. Damit wire der ideale Wert

)\:20k:2.0.2-%:0.2.

Man hétte also mit dem Faktor 0.8 A leicht, mit dem Faktor 0.5 etwas stéirker
iiberschitzt. Man wiirde nun erwarten, dafl ersterer die besseren Werte liefert. Ab-
bildung 4.9 zeigt jedoch gerade das Gegenteil. Es erhebt sich die Frage, weshalb das
numerische Experiment die Theorie nicht widerspiegelt. Sieht die Numerik etwa die
falschen Wellenzahlen? Nachdem in der Rechnung die fiinf Cosinusperioden mit 47
Gitterzellen aufgelost sind, ist dieses nicht auszuschlieflen. Sicher gehen kénnte man
etwa, wenn man eine einzige Schwingung iiber das ganze Gebiet betrachtet und mit
periodischen Randbedingungen rechnet. Diese hétte die fiinffache Wellenldnge, das
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8 —e— 8
0.4 .96 10F 96

(a) Loo-norm (b) Li-norm

Abbildung 4.14: Die Fehlernormen fiir die einzelne Cosinusschwingung

ideale \ wére also 0.04, was einem Faktor von ca. 0.96 entspricht. In Abbildung 4.14
sind die Ergebnisse fiir den lokalen und den globalen Fehler dargestellt. Fiir kiirzere
Zeiten ist 0.96 in der Tat der ideale Faktor. Fiir lingere Zeiten scheint 0.8 besser zu
sein, d. h. das etwas iiberschétzte \. Uberschétzt man es noch stirker, was dem Faktor
0.5 entspréche, so werden die Werte deutlich schlechter.

Beim Peak als Anfangswert hat man es mit einer Welle zu tun, die sich nicht als
ebene Welle einer einzigen Wellenzahl schreiben 1483t. Man kénnte allerdings vermuten,
dafl beim Fehler die Wellenlénge dominiert, die der Breite des Peaks entspricht. Dies
fithrt auf eine dominierende Wellenzahl von k£ = 1/4 und damit auf

1
A=2k=2-02-7=01. (4.74)

Hier wird die Theorie durch die Numerik bestétigt. Abbildung 4.10 zeigt fiir den
Faktor 0.8, d.h. fiir A = 0.22 die eindeutig besseren Werte. Es bleibt noch zu unter-
suchen, ob sich mit dem in Gleichung (4.74) berechneten X eine weitere Verbesserung
erreichen l&8t. Der daraus resultierende Faktor ist ungefdhr 0.9. Der Vergleich ist in
Abbildung 4.15 zu sehen. Fiir sehr kurze und fiir relativ lange Zeiten sind die Werte
tatsdchlich besser, fiir mittlere Zeiten sind sie schlechter.

Fazit: Man kann daraus den heuristischen Schluf} ziehen, dafl man in der numerischen
Praxis den scheinbaren Wert fiir die mafigebliche Wellenzahl und damit den Parameter
A um einen Faktor 2 {iberschétzen kann. Es wird sich eher eine Verbesserung als eine
Verschlechterung einstellen.
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Abbildung 4.15: Die Fehlernormen fiir den Peak als Anfangsverteilung

4.4 Korrekturen in den Maxwell- und MHD-Gleichungen
4.4.1 Die Maxwell-Gleichungen

Die Ausbreitung elektro-magnetischer Wellen wird mit den Maxwell-Gleichungen be-
schrieben:

J

E;, - *(VxB)= o (4.75)
B,+(VxE)=0, (4.76)
V-E= % : (4.77)

V-B= (4.78)

Dabei bezeichnet E das elektrische Feld, B die magnetische Induktion, j die Stromdich-
te, ¢ die Ladungsdichte, £¢ die Dielektrizitdtskonstante, und c die Lichtgeschwindigkeit
im Vakuum. Letztere ist iiber die Beziehung

9 1

= 4.79
€oto (4.79)

mit der Dielektrizitdtskonstanten und der magnetischen Feldkonstanten g verkniipft.
Die Ladungs- und Stromdichte miissen die Ladungserhaltung erfiillen, damit diese
Gleichungen erfiillt werden kénnen:

@+V-j=0. (4.80)

Somit gibt es neben den numerischen Fehlern in der Simulation noch eine weitere
Fehlerquelle im Eingehen schlechter Werte fiir die von auflen gegebenen Gréfien ¢ und
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j. Nun ist es giinstig, sich auch hier erweiterte Gleichungen zu definieren, indem man
zwel Fehlerpaare einfiihrt, eines fiir die Evolution und die Divergenz des elektrischen
und eines fiir die Evolution und Divergenz des magnetischen Feldes:

E; — 3(V x B) + fehl; = —gi :
0

B, +(VXE)+er; =0,
V-E + fehly = 1 |

€0
V-B+errs =0.

Als Fehlergleichung fiir err; und erry erhélt man wie in Abschnitt 4.3
errg; — V-errp = 0.

Diese Gleichung wurde dort schon ausfiihrlich behandelt, weshalb sie hier nicht mehr
weiter untersucht werden soll.

Als Fehlergleichung fiir das elektrische Feld findet man

—@+V-)). (4:81)

fehlgt -V fehh =
Setzt man hier eine GLM Fehlermodellierung mit einer neuen Variablen ¢ ein, so ergibt
sich

1 .
g@wQ—A¢=5@HWWﬁ- (4.82)
In [29] wird fiir die elliptische, die parabolische und die hyperbolische Modellierung
gezeigt, dafl bei fehlerfreien Anfangsbedingungen die Normen der Fehler unterhalb

eines konstanten Vielfachen der Norm des Fehlers in der Ladungserhaltung bleiben:

suplleri| < Cusuplla + V1 (483
sup|lerra|| < Cosupllg + V - j| (4.84)

t t
mit einer fiir den jeweiligen Fall geeigneten Norm [|-||. Dabei mufl man allerdings

gewisse Voraussetzungen an die Randwerte von ¢ machen.
Bei der Modellierung mit skalarem Transport lautet die Fehlergleichung

! (gt +V-7). (4.85)

o + V- (Vo) = —
€0

Man hat also eine Kontinuitatsgleichung mit Quelle fiir den Divergenzfehler. Das heifit,
daBl neben den in 4.3.1 beschriebenen Effekten noch zusétzlich eine Fehlerquelle be-
steht, die nicht von den Zustandsgréfen abhéngt.
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Analytische Untersuchungen

Skalarer Transport Da die Fehlergleichung fiir B sich wie oben erwéhnt nicht von
der aus den Abschnitten 4.3.1 und 4.3.2 unterscheidet, mufl auf diese nicht nochmals
eingegangen werden. Die Untersuchung beschrinkt sich also auf Gleichung (4.85).

Sie unterscheidet sich von der Fehlergleichung fiir das einfache Testbeispiel nur durch
den Term auf der rechten Seite. Verschwindet dieser, so gelten wieder alle Betrach-
tungen aus 4.3.2. Daher hat man die selben Charakteristiken wie dort. Es gilt also
wieder

x =v(x(t),t) .

Entlang dieser Charakteristiken gilt nun

%(W(X(t)vt)) = —(V-v(x(t),1) - p(x(t), 1) + f(x(£), 1)

mit
flx.t) = éwt(x,t) Vi)

Setzt man hier nun

so hat man fiir z die Gleichung

) = =V - v(x(1),8)z(t) + f(x(t), 1)

zu 16sen. Dies ist die inhomogene Form von Gleichung (4.32). Nun gewinnt man die
Losung der inhomogenen Gleichung durch Variation der Konstanten aus der Lésung

der homogenen. Es ist also
2(t) = K (t)e®®

—/Otv-{f(x(s),s)ds.

mit

Das bedeutet aber

und damit

/f s)e ) ds .

Also ist entlang der aus xp mit ¢(xg,0) = ¢ auslaufenden Charakteristik

p(x(t), <po+/f ds) a(t) |

104



4.4 Korrekturen in den Maxwell- und MHD-Gleichungen

Numerische Ergebnisse

Da sich in [27] bereits ein ausfiihrlicher Vergleich der numerischen Ergebnisse fiir die
elliptische, parabolische und hyperbolische GLM-Korrektur der Divergenz des elektri-
schen Feldes findet, wollen wir hier nicht mehr néher darauf eingehen. Ergebnisse fiir
die gemischte GLM-Korrektur und die Transportkorrektur liegen fiir die Maxwellglei-
chungen noch nicht vor und werden in dieser Arbeit nicht betrachtet.

4.4.2 Die MHD-Gleichungen

Im Folgenden wird die Methode auf die MHD-Gleichungen iibertragen. Hier gibt es
verschiedene Moglichkeiten

e Man kann in der Herleitung der MHD-Gleichungen aus Euler- und Maxwell-
Gleichungen fiir die Maxwell-Gleichungen das erweiterte System aus dem vorigen
Abschnitt 4.4.1 verwenden.

e Man kann die MHD-Gleichungen in gewohnter Weise herleiten, ohne dabei die
Divergenzbedingungen einzusetzen, und in die daraus entstehenden Gleichungen
Korrekturen einfiihren.

e Man kann die MHD-Gleichungen in ihrer tiblichen Form aufschreiben und dort

entsprechend Korrekturen einsetzen.

Die Herleitung aus den korrigierten Maxwell-Gleichungen

Die korrigierten Maxwell-Gleichungen aus Abschnitt 4.4.1 lauten, wenn man dem Feh-
lerterm in der Evolution des elektrischen Feldes den Faktor ¢? voranstellt,

m—ﬂva+8mm:—;, (4.86)
B+ (VXE)+er; =0, (4.87)
V~E+kMy=§, (4.88)
V-B+erra=0. (4.89)

Nun macht man verschiedene Modellannahmen, welche die ideale MHD beschreiben,
und fiihrt diese in die Gleichungen ein. Zunéchst nimmt man an, die zeitlichen Schwan-
kungen des elektrischen Feldes seien vernachléssigbar gegen die Lichtgeschwindigkeit.
Setzt man diese Annahme in (4.86) ein und dividiert durch ¢, so ergibt sich

—V x B +fehly = —jpug .
Der Einfachheit halber soll im Folgenden p¢ auf Eins normiert werden. Dann hat man

~V x B+ fehl; = —j
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und damit fiir den Momentanstrom
j=V xB—fehl; . (4.90)

Die Geschwindigkeitsgleichung lautet, wenn man die Lorentzkraft mit einbezieht,

dv
— =jxB-Vp.
P =% Vp

Setzt man den Momentanstrom nach (4.90) ein, so wird daraus

dv

= = (VxB) x B—fehly xB ~ Vp. (4.91)

p
Die Lorentztransformierte von E lautet im nichtrelativistischen Fall
E=E+vxB.
Zusammen mit dem Ohmschen Gesetz
j=oFE

und der Annahme, dal in der idealen MHD die Leitfihigkeit o unendlich
ist, bedeutet dies, dafl man das elektrische Feld mithilfe von Magnetfeld und
Stromungsgeschwindigkeit beschreiben kann:

E=-vxB. (4.92)

Verwendet man dies und die Annahme der Quasineutralitéit des Plasmas (¢ = 0), so
kann man die Divergenzgleichung (4.88) des elektrischen Feldes in der folgenden Weise
schreiben:

fehly =V - (vxB)=0. (4.93)

Also ist der Divergenzfehler des elektrischen Feldes mit der Entwicklung der Geschwin-
digkeit gekoppelt.
Mit (4.92) kann man auch die Entwicklung des magnetischen Feldes (4.87) umfor-
mulieren:
B, —Vx(vxB)+err; =0. (4.94)

Die Divergenzgleichung (4.89) fiir das Magnetfeld 148t man gerade so stehen.

Nun braucht man nur noch die Energiebilanz. Dabei bleibt die Bilanz der inneren
Energie wie bei der normalen Herleitung. Fiir die Bilanz der kinetischen Energie kommt
zum einen der Fehlerterm aus der Geschwindigkeitsgleichung (4.91) dazu, und zum
anderen darf man V - B = 0 nicht einsetzen. Damit gilt

1 1

(EPVQ)t = §PtV2 + pvvy

= §v2V (pv) —v- [V(pvQ) — (V x B) x B+ Vp + fehl; xB] .

106



4.4 Korrekturen in den Maxwell- und MHD-Gleichungen

Bei der Bilanz der magnetischen Energie mufl der Fehlerterm aus der Entwicklungs-
gleichung (4.94) des Magnetfelds mitberiicksichtigt werden. Sie lautet dann

(BQ)t =B-B;
=B [Vx(vxB)—ermr].
Somit lautet die Energiegleichung (in Erhaltungsform)
1
e+ V- [letp+ §B2)V—B(U-B)] = —v - (fehl; xB) — (v-B)(V-B) — B -err; .

Das vollstandige korrigierte System fiir die MHD-Gleichungen in Erhaltungsform ist
daher

pt+V-[pv] =0, (4.95)
(pv)e + V- [pv-vI + (p+ B2)I B-B'] =fehl; xB — (V-B)B, (4.96)
Bt—l—V-[v-BT—B-VT}:—errl, (4.97)

et + V- [(e+p+ %BQ)V—B(V-B)} —v - [fehl; xB]|

—(v-B)(V-B)—B-err;, (4.98)
fehly =V - [vxB] =0, (4.99)
errs+V-B=0. (4.100)

Wie man an der Herleitung sieht, bleibt die Fehlergleichung fiir das Magnetfeld, d. h.
fiir err; und erry dieselbe wie bei den Maxwell-Gleichungen. Nun war diese wiederum
dieselbe wie beim einfachen Testbeispiel in Abschnitt 4.3. Daher 148t sich alles, was
dort an Theorie steht, direkt auf diese korrigierten MHD-Gleichungen iibertragen.

Die Fehlergleichung fiir v x B ist etwas komplizierter und hingt von einigen
Stromungsgrofen ab.

Die Korrektur der MHD-Gleichungen mit nichtverschwindender Divergenz

Fithrt man die Herleitung der MHD-Gleichungen wie im vorigen Abschnitt durch,
indem man anstelle der korrigierten Maxwell-Gleichungen die physikalischen Glei-
chungen (4.75) — (4.78), ohne jedoch die Divergenzgleichung (4.78) in die anderen
Gleichungen einzusetzen, so lautet das System

P+ VY [pv] =0, (4.101)

(pv)e + V- [pv-vT + (p+3 B2 I-B- BT] = B)B, (4.102)
B+ V- [v B -B -v'] = (4.103)

e+ V- [(e +p+ 5BZ)V _B(v- B)] — (v -B)(V-B), (4.104)
~V-[vxB]=0, (4.105)

V-B=0. (4.106)
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Hier kann man nun wieder Divergenzkorrekturen einfiihren. Fiir das magnetische Feld
ist offensichtlich, was zu tun ist: Man fiithrt Fehlerterme in (4.103) und (4.106) ein, wie
man dies schon fiir die Maxwell-Gleichungen getan hat. Nun taucht das elektrische Feld
nicht explizit auf sondern nur als Ausdruck —(v x B). Man hat also insbesondere keine
Entwicklungsgleichung fiir das elektrische Feld. Das magnetische Feld hat man schon
korrigiert. Nun bleibt nur noch die Geschwindigkeit v zu korrigieren. Hierzu fiihrt
man Fehlerterme in die Impulsgleichung (4.102) und die Divergenzgleichung (4.105)
ein. Das resultierende System lautet dann

pe+V-[pv]=0,
1
(pv)e+ V- [pv-vI +(p+ §B2)I—B-BT] = —(V-B)B — fehl; ,
B,+V.[v-Bl —B.vl] = - ,
o 1[V vi]=—em (4.107)
et+V-|(e+p+;B)v—B(v-B)| = —~(v-B)(V-B),

fehly =V - [vx B] =0,
erro+V-B=0.

Leitet man die Energiegleichung statt aus den unkorrigierten Impuls- und Magnetfeld-
gleichungen aus den korrigierten her, so lautet sie

et + V- [(e+p+%B2)v—B(V~B)] = —v-fehl; —(v-B)(V-B) —B-err; .

Wie schon im Abschnitt 4.4.2 ist die Fehlergleichung fiir das Magnetfeld die selbe
wie in Abschnitt 4.3 und hingt die Fehlergleichung fiir das elektrische Feld von den
Stromungsgrofien ab.

Bei den in diesem und dem letzten Abschnitt hergeleiteten korrigierten Systemen
stehen in der Erhaltungsform noch recht viele Terme auf der rechten Seite. Bei einer
GLM-Fehlermodellierung 148t sich zwar der Fehler err; als Gradient eines Skalars
und damit als Divergenz schreiben, d. h. er kann auch auf die linke Seite genommen
werden, ebenso der Fehler fehl; bei der Formulierung dieses Abschnitts, aber es stehen
mit den Divergenztermen noch Raumableitungen einer Zustandsgrofle auf der rechten
Seite. Dieses ist fiir ein Finite-Volumen Verfahren ungiinstig. Aulerdem wiinscht man
sich die Erhaltung von Masse, Impuls, Magnetfeld und Energie, was damit ebenfalls
nicht gewahrleistet ist. Daher wollen wir uns im wesentlichen mit der dritten der am
Anfang von 4.4.2 aufgezidhlten Moglichkeiten befassen, die wir im nichsten Abschnitt
darstellen.

Die Korrektur in der Standardform der MHD-Gleichungen

Ublicherweise wird bei der Herleitung der MHD-Gleichungen gleich die Divergenzbe-
dingung fiir das magnetische Feld eingesetzt. Dies ist auch die Form, die iiblicherweise
fiir numerische Simulationen benutzt wird. Sie spiegelt alle physikalischen Eigenschaf-

108



4.4 Korrekturen in den Maxwell- und MHD-Gleichungen

ten des dichten Plasmas wider. Fiihrt man in diese die Fehlerterme ein, so findet man

pe+V-[pv] =0, (4.108)

(pv)e +V - [pv-vI + (p+ %BZ)I —~B-B”] = —fehl; , (4.109)
B, +V:[v-B'-B.v'] =—ermr, (4.110)

er+ V- {(6+p+%B2)V—B(V-B)} =0, (4.111)

fehly =V - [vx B] =0, (4.112)

errs+V-B=0. (4.113)

Nun stehen auf der rechten Seite nur noch Fehlerterme und keine Zustandsgréfien.
Somit ist diese Variante sowohl numerisch als auch physikalisch zu bevorzugen:

e Bei einer hyperbolischen oder gemischten GLM-Fehlermodellierung 148t sich das
ganze System mit einem Finite-Volumen-Verfahren l6sen.

e Masse, Impuls, Magnetfeld und Energie bleiben erhalten.

e Es widerspricht der physikalischen Vorstellung nicht, da man im Gegensatz zu
den ersten beiden Mo6glichkeiten keine magnetischen Monopole in Betracht zieht.

Die Fehlergleichung fiir das magnetische Feld lautet wie schon in Abschnitt 4.3.1
errg; — V -err; = 0. (4.114)

Damit gilt alles, was in Abschnitt 4.3 iiber das Fehlerverhalten geschrieben wurde,
auch hier.
Nun gilt es noch, die Fehlergleichung fiir das elektrische Feld zu berechnen.

Die Einordnung der Powell-Korrektur

Wenn man von der Powellkorrektur spricht, so meint man damit den Ansatz, bei dem
man die iiblichen Gleichungen der MHD ersetzt durch

pe+V-lpv] =0,

(pv)e + V- [pv-vT—i—(p—i—%Bz)I—B-BT] =—(V-B)B,
B,+V:[v-B"-B.v'] =—(V-B)v,
et + V- {(e—i—p—i—%BQ)v—B(v-B)} =—(V-B)(v-B).

Dieses System wurde zuerst von Godunov [17] als symmetrisierbare Form der MHD-
Gleichungen fiir theoretische Betrachtungen vorgeschlagen. Fiir verschwindende Di-
vergenz des Magnetfeldes ergeben sich gerade die Evolutionsgleichungen der idealen
MHD. Die Divergenzbedingung fiir das elektrische Feld wird nicht mit einbezogen. Fiir
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die numerische Simulation wurde es zuerst von Brackbill und Barnes [7] vorgeschla-
gen. Dort wird es zuriickgefiihrt auf eine Form der Maxwell-Gleichungen im bewegten
Medium, die sich ergibt, wenn man bei der Herleitung zwischendurch vergifit, dafl das
Magnetfeld seiner Definition nach eigentlich divergenzfrei ist. Es wird dort als erste
Moglichkeit vorgestellt, die Divergenzbedingung fiir das magnetische Feld bei der Si-
mulation mitzuberiicksichtigen. Den Namen ,,Powellkorrektur® schliellich erhielt der
Ansatz nach der Verdffentlichung [32]. Dort wird obiges System als Galilei-invariante
Form der MHD-Gleichungen hergeleitet. Dabei stellen die Autoren fest, dafl sich damit
auch in vielen Féllen ein Anwachsen der Divergenz des Magnetfeldes verhindern 148t.

In den Kontext der Fehlermodellierung 14t sich die Powellkorrektur sehr leicht
einbetten: Man setzt in (4.107) die Terme fehl; und fehly fiir die Korrektur des elek-
trischen Feldes auf Null, vernachlissigt die Divergenzbedingung fiir dieses und setzt
fiir das magnetische Feld eine Transportkorrektur mit

V=v (4.115)

ein. Hier kann man dann auch schon die Grenzen des Ansatzes erkennen. Glei-
chung (4.115) zeigt deutlich, dafl die gewiinschten Eigenschaften der Transportge-
schwindigkeit fiir die Fehler, ndmlich nichtnegative Divergenz und die Unabhéngigkeit
von den Randbedingungen, im Allgemeinen nicht gegeben sind. Auflerdem ist die
Stromungsgeschwindigkeit des Plasmas meist sehr viel kleiner als die schnellste Wel-
lengeschwindigkeit. Daher ist der Fehlertransport zum Rand wesentlich langsamer als
bei einer geschickten Wahl von ©. Wie sich dies in der Praxis auswirkt, ist im Abschnitt
iiber die numerischen Ergebnisse 4.4.2 dargestellt.

Nun war die Divergenzkorrektur nicht der einzige Grund, weshalb der Korrekturterm
in [32] eingefiihrt wird. Ein weiterer Grund ist der, da§ die MHD-Gleichungen in ihrer
gewohnten Form nicht Galilei-invariant sind. Galilei-Invarianz ist aber als nichtrelati-
vistisches Analogon der Lorentz-Invarianz eine durchaus wiinschenswerte Eigenschaft
fiir eine physikalisches Modell. Damit haben dann alle Signalgeschwindigkeiten die
Gestalt

Ai=utcr, c? €{0,cf,¢5,ca} -

Maochte man dieses Prinzip auf die hyperbolische bzw. gemischte GLM-Korrektur iiber-
tragen, so macht man folgenden Ansatz:

1 A 1
M2 =Gt YTV VY, (4.116)
err; = VY —errg v .
Damit wird die Fehlergleichung zu
Vet + M+ V-V Ve V= EAY V- (Y + AP+ v Ve)v) =0 (4.117)

Mochte man hier analytische Betrachtungen analog zu denen in Abschnitt 4.3 mit
einem Ebenen-Wellenansatz anstellen, so mufl man wieder die Formeln aus Anhang A
verwenden. Schreibt man ¢ fiir einen gegebenen Wellenzahlvektor k als

Tﬂ(X,t) _ eozt-i—i(kx—wt) ’ (4118)
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4.4 Korrekturen in den Maxwell- und MHD-Gleichungen

so fiihrt dies auf die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

ol —w? + (A + (V- v))a+ 2kvw + k> + A(V - v) —k*v? =0,

(4.119)
20w + 2kva — (A + (V- v))w+ vik + Akv + (V- v)kv + vV (kv) = 0.

Das ergibt aber Gleichungen vierten Grades, die sich zwar mit Hilfe von Compu-
teralgebrasystemen auflésen lassen. Jedoch wiirden die Lésungen mehrere Druckseiten
fiillen. Daher soll an dieser Stelle auf eine weitere Behandlung verzichtet werden. Es
ist lediglich anzumerken, dafl v im Allgemeinen sehr klein sein wird. Damit ist auch
der EinfluB auf die Wahl des geeigneten Werts fiir A sehr gering. Es sollte also fiir
praktische Zwecke ausreichen, die Kriterien aus Abschnitt 4.3.4 anzuwenden.

Numerische Ergebnisse

Fiir die numerische Umsetzung wurde neben der Powell-Korrektur bislang nur die
hyperbolische bzw. gemischte GLM-Korrektur getestet jeweils mit der Korrektur fiir
das Magnetfeld. Ergebnisse fiir die Korrektur des elektrischen Feldes liegen nicht vor.
Die Diskretisierung fiir die Powell-Korrektur ist in [38] beschrieben. Fiir die GLM-
Korrektur wurde das System in zwei Teilsysteme aufgespaltet. Dabei ist das eine das
iibliche Evolutionssystem der MHD, das andere das System, wie es sich beim einfachen
Testbeispiel ergibt 4.3.1. Dieses lautet

B +Vy=0,
62
¢t+c2V-B:—;w

Betrachtet man dieses fiir die erste Raumrichtung, so geht es iiber in

Blt+¢l‘:0)
2 5
P+ c Blz—;U%

Mittelt man nun B; in geeigneter Weise fiir ein Riemannproblem, etwa indem man
den mittleren Zustand des Riemannproblems fiir dieses kleine System nimmt, so kann
man das verbleibende MHD-Riemannproblem mit einem Standardriemannloser fiir die
MHD approximieren. Auf diese Weise kann man durch die Losung des vereinfachten
Problems als Pradiktorschritt ein bestehendes Computerprogramm sehr einfach mit
einer Divergenzkorrektur versehen. Der zusétzliche Rechenaufwand ist dann sehr ge-
ring.

Diese Korrektur wurde in Kooperation mit Prof. Kroner in Freiburg in das in [38]
vorgestellte Computerprogramm implementiert und fiir verschiedene Fille getestet.
Zwei davon sollen hier kurz beschrieben werden, da man hier typische Eigenschaften
der Korrekturen deutlich sehen kann. Zum einen handelt es sich um ein zweidimensio-
nales Riemannproblem, zum anderen um eine Kelvin-Helmholtz Instabilitét.

Fiir die Simulation des 2-d Riemannproblems sind in Abbildung 4.16 die zeitlichen
Verldufe der sowohl der £1-Norm als auch der Maximumsnorm des Divergenzfehlers
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Abbildung 4.16: Fehlernormen beim 2-d Riemannproblem fiir die verschiedenen Kor-
rekturverfahren
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Abbildung 4.17: Divergenzverteilung beim 2-d Riemannproblem ohne Korrektur, mit
Powellkorrektur bzw. mit gemischter GLM-Korrektur
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Abbildung 4.18: Das zu Abbildung 4.17 gehorige verfeinerte Rechengitter
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Abbildung 4.19: Ausschnittsvergrofierung der Dichte bei der Powellkorrektur

ohne Korrektur, mit der Powellkorrektur und mit der gemischten GLM-Korrektur mit
verschiedenen Werten fiir x aufgetragen. Auffallend ist dabei insbesondere, daf} das
Verfahren ohne die Korrektur nach einer gewissen Zeit und einem stark angewach-
senen lokalen Fehler instabil wird und abstiirzt. Das heif3t insbesondere, dafl es von
grofler Bedeutung ist, eine Korrektur vorzunehmen. Ansonsten ist zu sehen, daf} die
Powellkorrektur zwar den lokalen Fehler begrenzt, nicht jedoch den globalen. Dies ist
darauf zuriickzufithren, dafl hier der Fehler, wie in Abbildung 4.17 zu erkennen im
Rechengebiet verteilt wird. Die Auswirkungen des Divergenzfehlers auf die Losung
schliefllich 148t sich an Bild 4.18 und 4.19 ablesen. In ersterem ist das adaptiv ver-
feinerte Gitter zu einem Zeitpunkt kurz vor Absturz der unkorrigierten Rechnung zu
sehen. Man sieht deutlich, dafl der Indikator auch an solchen Stellen starke Gradienten
in Dichte und Magnetfeld findet, an denen die Losung eigentlich konstant sein soll-
te. In diesem Fall fithrt der Mehraufwand fiir die GLM-Korrektur zu einer Ersparnis
an Rechenzeit. Abbildung 4.19 zeigt einen Ausschnitt der Dichteverteilung zu einem
spateren Zeitpunkt mit der Powellkorrektur. Man sieht hier das Rauschen der Losung
an den Stellen, an denen Divergenzfehler unzureichend abtransportiert wurden.

Bei der Simulation der Kelvin-Helmholtz Instabilitdt zeigt sich fiir die verschiede-
nen Verfahren das in Abbildung 4.20 dargestellte Bild. Die Powellkorrektur hat sowohl

113



4 Divergenzkorrekturen

1000 T T T 10000

" nofix —— ) ) ) " nofix ——
JUOUUIUVIUHNISE SN Aol v Rt
X munz_hyp (cp=5.0) ---*: munz_hyp (cp=5.0) %
X% munz (cp=0.1) & munz (cp=0.1) &
100 L ,X/ x/x’_x‘x.»»xrwx.x,%rx»x*%»x“x'x»xﬂxr*»x'*-x-’x'*'x'*'xﬂx*"’X"X‘*’
¥ 1000 | x 4
¥
= 10f =
£ / £
1
g g
g H
g %
3 1 £
DDDDEDDEDDBDDDDDDDDDUDDDD — :DDDDDDDD
e A HEHIHKAA A s gt X R a® B i L=
a 10} R —— * xg ER.
01f o ¥ B Foxy
H % o ¥ *
x o X Fen
[ ¥
o *
0.01 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
time time
(a) Die £1-Norm (b) Die Maximumsnorm

Abbildung 4.20: Fehlernormen bei der Kelvin-Helmholtz Instabilitdt mit den verschie-
denen Korrekturverfahren
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Abbildung 4.21: Fehlernormen bei der Kelvin-Helmholtz Instabilitdt mit der GLM-
Korrektur fiir verschiedene Randwertsetzungen
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global als auch lokal die grofiten Fehler. Dies illustriert sehr schon die Tatsache, dafl
die Powellkorrektur abhéngig von den Randbedingungen ist und die physikalische Ge-
schwindigkeit auch eine negative Divergenz haben kann. Bei der Kelvin-Helmholtz In-
stabilitdt hat man in einer Raumrichtung periodische Randbedingungen. Daher kann
in dieser Richtung schon kein Fehler iiber den Rand abgefiihrt werden. Dies ist fiir ei-
ne Transportkorrektur schlecht, da diese den Fehler insgesamt erhélt. Die stellenweise
negative Divergenz der physikalischen Geschwindigkeit fiithrt zusétzlich dazu, dafl an
diesen Stellen Divergenzfehler akkumuliert werden, was den lokalen Fehler antreibt.

Fiir Abbildung 4.21 wurde die Kelvin-Helmholtz Instabilitdt mit der gemischten
GLM-Korrektur gerechnet, wobei im Pradiktorsystem fiir das Magnetfeld verschiedene
Randbedingungen getestet wurden. Dabei zeigt es sich, daf} selbst Dirichletbedingun-
gen, die nur wenig Transport iiber den Rand erlauben das Ergebnis nicht verschlech-
tern. Man ist also bei der gemischten GLM-Korrektur weitestgehend unabhéngig von
den Randbedingungen.

Eine ausfiihrlichere Darstellung der Ergebnisse fiir die GLM-Korrektur ist in [11]
verdffentlicht worden.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden Losungsansétze fiir zwei wesentliche Problembereiche bei der
Simulation kompressibler idealer magnetohydrodynamischer Stromungen entwickelt:

e Schwach kompressible Stromungen,

e Auftreten magnetischer Monopole in der numerischen Losung.

Fiir den erstgenannten Problembereich wurde ein Ansatz aus der schwach kompres-
siblen Gasdynamik [21] fiir die MHD adaptiert. Es wurden Methoden der asymptoti-
schen Analyse verwendet, um den Ubergang von der Kompressibilitéit zur Inkompres-
sibilitdt zu untersuchen. Aufgrund der Ergebnisse der Analyse wurden Vorschlédge fiir
numerische Verfahren entwickelt. Diese beruhen auf einer Aufspaltung des Differenti-
algleichungssystems in einen langsamen Teil, der immer hyperbolisch bleibt, und einen
schnellen, der beim Grenziibergang elliptisch entartet. Dabei zeigte es sich, dafl sich
im Fall kleiner Machzahlen die Konstruktion eines Verfahrens aus der schwach kom-
pressiblen Gasdynamik, was das schnelle Teilsystem anbelangt, direkt {ibernehmen
lie3. Fiir diesen Fall wurden auch erste numerische Ergebnisse vorgestellt. Fiir klei-
ne Alfvenzahlen ist die Situation etwas schwieriger. Hier konnte kein Ansatz fiir die
vollen mehrdimensionalen Gleichungen gegeben werden. Im Eindimensionalen sowie in
einem zweidimensionalen Spezialfall liefl sich ein zum Fall kleiner Machzahlen analoges
Vorgehen herleiten.

Die néichsten Schritte, die in dieser Richtung zu gehen sind, wéren die Erweiterung
der Ansétze fiir die nichtideale MHD, d. h. mit Reibung und elektrischem Widerstand
sowie evtl. Temperatureinfliissen, sowie fiir den Fall kleiner Alfvenzahlen die Umset-
zung in einen Programmcode. Allerdings sind fiir kleine Alfvenzahlen die physikali-
schen Anwendungen nicht klar.

Fiir das Problem magnetischer Monopole konnten Methoden angegeben werden,
welche die Divergenzbedingung an das Magnetfeld zu einem inh&renten Teil des Evo-
lutionsoperators machen. Dabei wurde der GLM-Ansatz fiir das elektrische Feld bei
den Maxwellgleichungen [29] auf die MHD iibertragen und erweitert. Es gelang, ein
allgemeines Modell aufzustellen, das neben der GLM-Korrektur auch die Powell-
Korrektur [32] als Spezialfall enthélt. Der Ansatz wurde anhand eines reduzierten
Testsystems entwickelt und ist so allgemein, dafl er wiederum auf die Maxwellglei-
chungen angewandt werden kann. Fiir die zu wéhlenden Parameter konnten auf ana-
lytischem Wege Schéitzungen angegeben werden, welche die Wirksamkeit der jeweiligen
Divergenzkorrekturmethode optimieren. Die theoretischen Vorhersagen konnten mit-
tels numerischer Tests sowohl fiir das Testsystem als auch fiir die volle MHD verifiziert
werden. Die gewonnenen neuen Korrekturverfahren gliedern sich in GLM-Methoden
und Transportmethoden.
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Bei GLM-Methoden werden die Divergenzfehler je nach Ausprigung ausgeloscht (el-
liptisch), geddmpft (parabolisch), wegtransportiert (hyperbolisch) oder wegtranspor-
tiert und geddmpft (gemischt). Betrachtet man die Helmholtz-Zerlegung des Magnet-
felds in eine Rotation (divergenzfreier Anteil) und einen Gradienten (rotationsfreier
Anteil), so wirken die GLM-Methoden konstruktionsbedingt nur auf den rotationsfrei-
en Anteil und lassen den divergenzfreien Anteil unberiihrt. Bei den Transportmethoden
werden die Divergenzfehler entweder mit der Stromungsgeschwindigkeit (Powell) oder
einem kiinstlichen Geschwindigkeitsfeld aus dem Rechengebiet transportiert. Diese Me-
thoden sind in ihrer Wirkung im Allgemeinen schwicher als die hyperbolische oder ge-
mischte GLM-Korrektur. Allerdings bieten sie den Vorteil, ohne zusétzliche Gleichung
auszukommen. Hier ist im Gegensatz zu den GLM-Methoden durch die Konstruktion
nicht garantiert, dal der divergenzfreie Anteil des Magnetfelds unberiihrt bleibt.

Bei der Wahl der Parameter fiir die gemischte GLM-Korrektur kann nur fiir eine Wel-
lenzahl optimiert werden. In Abschnitt 4.3.4 wurde von einer heuristischen Schitzung
der relevanten Wellenzahl fiir ein eindimensionales dquidistantes Gitter ausgegangen.
Ausgehend von einem Rechengitter und moglichst wenig bendtigten Informationen
iitber die Losung sollte hier eine gute Schétzung fiir die beim Divergenzproblem rele-
vante Wellenzahl gesucht werden.
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A Ableitungen ebener Wellen

Hat man eine Differentialgleichung fiir eine (skalare) Funktion ¢) und macht fiir diese
einen Ansatz der Form

w(X,t) _ eatJri(kxfwt) ’ (Al)

so spricht man von einer ebenen Wellen Ldésung fiir die Differentialgleichung. Der
Losungsweg besteht darin, geeignete Werte fiir o, k und w zu finden. Dabei nutzt
man die Tatsache aus, dafl aufgrund der Exponentialfunktion sich die Ableitungen als
Vielfache von 1 schreiben lassen. Damit geniigt es bei linearen Differentialgleichungen,
eine komplexe algebraische Gleichung aufzulésen. Da in Kapitel 4 reichlich Gebrauch
von dieser Methode gemacht wird, hier die wichtigsten Ableitungen ebener Wellen:

Raumableitungen:

by, = ikj (A2)
Vaja; = _kyz'w (A.3)

Ay = Z wxjacj

J
= _ Z k2 (A.4)
J
= —k%)

Vi =ik (A.5)
v - Vi = i(vk)y (A.6)
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Ve (vih) =D (vj1)a

J

= Z(ijjl/} + /Uj/l/}-l’j)
J

= Z(ijjw + ikjv;v)
J

=D (v, + ikjv;)

= w(é v+ Z ikjv;)

j
=y(V-v+ikv))

v. ((V , (VW)V) = Z(’Uj(v : (V?ﬁ)))
= 3 0, (V(V4) + (v (V).

Zj

= (V(VO)(V V) +i )y v((v-K)Y),,

=i(v-k)Y(V-v) +2'Zijmj(v - k) —I—’iZUﬂﬁ(Z klvl)m
J J l !
=i(v KU(V-v) = (v K)ok +i Y vy kg,
J J l
= (i(v-k)(V-v) = (v-k)? +inj(k'vxj))w

J

= (i(v-k)(V-v) = (v-k)?+i(v-(V(v-k)))y

(A.8)
Zeitableitungen:
Y= (a —iw)y (A.9)
(N2
Vs _ EZQ _Zzzufi ey (A.10)
Gemischte Ableitungen:
V() = (a —iw) Vi (A11)

= (a —iw)ky)
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V- (v) = (@ = iw)V - ($v)

=(a—iw)(V-v+iy kv

- (A.12)
=(a—iw)(V-v+ik-v))y
= (olV )+ wlkv) +ialk¥) — (T V)b
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