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Kurzfassung

In der Aeroakustik breiten sich die elastischen Wellen vom Entstehungsort der Quelle zum
Beobachter mit Schallgeschwindigkeit aus. Ziel ist es, den Ort der Quellenstehung und die
Entstehungsmechanismen zu bestimmen und durch aktive und passive Mafinahmen die
Quellstarke zu reduzieren und neue Technologien zur Minderung des Larms zu entwickeln.

Zur Bestimmung des Schallfeldes kann die akustische Analogie angewendet werden. Mit
Hilfe der akustischen Analogie ist es moglich, das Stromungsfeld und das Akustikfeld ge-
trennt voneinander zu untersuchen. Im ersten Schritt wird das Stromungsfeld mit nume-
rischen Methoden bestimmt. Anschliefend werden die aeroakustischen Quellen mit Hilfe
von numerischen Quellmodellen oder experimentellen Methoden bestimmt. Liegt das Stro-
mungsfeld sowie das Quellfeld vor, so kann die Schallausbreitung mit Hilfe von numerischen
Methoden simuliert werden.

Zur Modellierung der aeroakustischen Quellen benotigt man bei dem in der vorliegenden
Arbeit verwendeten Modell inkompressible Stromungsdaten. Dieses Modell wird mit Hilfe
der analytischen Losung des korotierenden Wirbelpaares untersucht.

Das Beamforming Verfahren ist ein messtechnisches Verfahren zur Lokalisierung von Schall-
quellen. Das Beamforming Verfahren verwendet die gemessenen Mikrophondaten und liefert
auf einer Fokusebene die gesuchten Schallquellen. Die Bestimmung von Schallquellen ist
in Windkanélen jedoch nicht ohne weiteres moglich, da sich die Schallsignale durch ein in-
homogenes Stromungsfeld bewegen. Mit Hilfe eines neuen Korrekturalgorithmus kann das
Beamforming Verfahren bei der Lokalisierung von Schallquellen in Windkanélen eingesetzt
werden. Bei dem Korrekturalgorithmus werden die Geometrie des Windkanals und die Po-
sition der Mikrophone beriicksichtigt. Der Losungsalgorithmus verwendet zur Losung der
Korrekturgleichungen ein iteratives Newton Verfahren. Die Validierung des Algorithmus
erfolgt an einem angestromten Lautsprecher. Das neu entwickelte Verfahren wird bei der
Schallquellenlokalisierung am Tragfliigel des Flugzeugs Airbus A320 eingesetzt.

Die Berechnung des Schallfelds, welches im Allgemeinen eine grofie Ausdehnung hat, be-
notigt genaue numerische Verfahren, da sonst die numerischen Fehler bei der Losung der
linearisierten Euler Gleichungen zu ungenauen Ergebnissen fiihren. In dieser Arbeit wer-
den Finite Differenzen und Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung hergeleitet und an-
gewendet. Das Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung verwendet zur Rekonstruktion
der Variablenwerte an den Zellkanten die in dieser Arbeit entwickelte Natural Neighbour
Methode. Bei der Natural Neighbour Methode werden mit Hilfe des Taylor Polynoms parti-
elle Ableitungen auf strukturierten wie auch unstrukturierten zwei- und dreidimensionalen

i



1ii

Gittern berechnet. Hierbei miissen iiberbestimmte Gleichungssysteme mit Hilfe der Cho-
lesky Zerlegung gelost werden. Mit dieser Vorgehensweise wird die Schallausbreitung um
komplexe Geometrien hochgenau und oszillationsfrei berechnet.

Eine Verbesserung hinsichtlich Rechenzeit kann durch die Kopplung von Finite Differenzen
und Finite Volumen Verfahren erreicht werden. Hierbei wird um die komplexe Geometrie
die Finite Volumen Methode und wenige Zellen von der Oberfliche entfernt die integrale
Finite Differenzen Methode verwendet. Durch eine einfache Kopplung der beiden Verfah-
ren ist die Berechnung der Schallausbreitung um komplexe Geometrien méglich. Mit Hilfe
dieser Vorgehensweise kann die Rechenzeit bei gleich bleibender Genauigkeit reduziert wer-
den.

Mit Hilfe der vorgestellten Verfahren wurden in zahlreichen Windkanalmessungen am Trag-
fliigel des Flugzeugs Airbus A320 Schallquellen lokalisiert und Larmminderungsmafinahmen
entwickelt.

Mit Hilfe der entwickelten Finite Volumen Verfahren kann die Berechnung des Schallfeldes
mit hoherer Genauigkeit durchgefiihrt werden. Dies ist bei der Entwicklung von neuen
larmarmen Tragfliigelkonzepten zwingend notwendig.



Abstract

In Aeroacoustics, elastic waves propagate with the speed of sound from the point of deve-
lopment to the observer. The aim of aeroacoustics is to determine the point of development
of the sound waves as well as its development mechanism. With this information it is pos-
sible to reduce the source strength with active and passive measures and to develop new
technologies to reduce aerodynamically generated noise.

The determination of a sound field can be performed with the acoustic analogy. With this
acoustic model the flow field and the acoustic field can be analysed individually. The first
step is the simulation of the flow field. Next, the calculation of the source terms can be
performed using either a numerical source model or experimentally with the microphone
array measurement technique. In the last step, the simulation of sound propagation can be
done with the existing flow and acoustic field.

The numerical method for the modelling of the sound sources requires an incompressible
flow field. This model is investigated using the analytical solution of the co-rotated vortex
pair.

Beamforming is a signal processing technique which makes it possible to determine the
sound sources from experimental data. The method uses multiple microphone signals to
determine the sound sources on the so called focus plane. The determination of sound
sources in wind tunnels is complicated, because the sound signals propagate through an
inhomogeneous flow field. With a new correction algorithm, it is possible to consider the
flow influence to acoustics. The correction algorithm uses an iterative Newton method
and considers the influence of the geometry of the wind tunnel and the position of the
microphones. The validation of the algorithm is performed with a loudspeaker in a flow
field. The modified Beamforming method is used for the localisation of sound sources of a
model of the Airbus A320 in wind tunnels.

The calculation of the sound field, which generally has a great dimension, requires highly
accurate numerical methods. Otherwise the numerical errors in the solution of the linea-
rized Euler equations delivers inaccurate results. The increasing of either the accuracy or
the order means an increase in the number of the calculation operations and computing
time. In this work high order Finite Difference and Finite Volume methods are derived. The
high order Finite Volume method uses the new Natural Neighbour method for calculating
the variable values at the cell sides. The Natural Neighbour method uses the Taylor poly-
nomial to calculate the partial derivatives on structured and unstructured two and three
dimensional grids. It becomes necessary to solve an overdetermined equation system with
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the Cholesky decomposition. With this procedure the sound propagation around complex
geometries can be calculated with high accuracy and without oscillations.

The computation time in the calculation of sound propagation around complex geometries
can be improved by combining the Finite Difference and Finite Volume methods. In this
case, the Finite Volume method is used around the complex geometry and the integral
Finite Difference method is used a few cells away from the surface. With this approach it
is possible to reduce the computing time without a loss of accuracy

With these methods noise reduction measures on the wing of the Airbus A320 were deve-
loped and demonstrated in numerous wind tunnel measurements. Furthermore, with these
methods it is possible to compute the sound field with a higher degree of accuracy for the
development of new airfoil concepts.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Aeroakustik befasst sich mit der Erzeugung, der Ausbreitung, der Reflexion und der
Absorption von Schallwellen in ruhenden und insbesondere in stromenden Gasen, wie bei-
spielsweise Luft.

In der Luftfahrtindustrie, insbesondere in der Forschung, ist die Aeroakustik in den letzten
Jahren stetig gewachsen. Das zunehmende Passagieraufkommen und der daraus resultie-
rende Anstieg von Start- und Landevorgéingen setzt die Umgebung von Flughéfen einer er-
hohten Larmbelastung aus. Die Verminderung von Flugldrm, welcher hauptséchlich durch
die Triebwerke, sowie durch die aeroakustischen Larmquellen des Fahrwerks und der Hoch-
auftriebssyteme entsteht, hat dadurch gesellschaftlich an Bedeutung gewonnen. Durch die
neuen Larmschutzverordnungen entstehen fiir die Luftfahrtindustrie neue Herausforderun-
gen im Bereich der Aeroakustik [36, 37]. Alarmierende Signale von Fluggesellschaften und
Flughafenbetreibern zeigen, dass fiir ein gesundes Wirtschaftswachstum der Larmpegel
stark verringert werden muss. Bei gleich bleibender Larmbelastung werden weitere Flug-
héfen gezwungen sein, das Nachtflugverbot einzufiihren. Fiir Flugzeughersteller wie Airbus
wiirde dies ein Riickgang an Neuauftrigen bedeuten. Die gesamte Wirtschaft und vor allem
die Luftfahrtindustrie wiirde dies zu spiiren bekommen. Um dies zu verhindern, miissen
neue Technologien bei der Entwicklung neuer Flugzeuge sowie bei der Umriistung vor-
handener Flugzeuge eingesetzt werden. Die Entwicklung dieser Technologien bedarf einer
intensiven technisch physikalischen Betrachtung des Problems.

Durch die stetig wachsende Leistung der Rechenanlagen kénnen Probleme der Aeroakustik
durch die Verwendung von numerischen Verfahren zunehmend besser gelost werden. Die-
se numerischen Verfahren sind unter den Namen Computational Fluid Dynamics (CFD)
und Computational Aeroacoustics (CAA) bekannt [3, 21, 27, 16]. Bei der Auslegung neuer
Tragfliigel kénnen mit diesen Verfahren physikalische Effekte schon in der frithen Kon-
struktionsphase analysiert und optimiert werden. Die Hauptlarmquellen eines Flugzeugs
sind beim Start das Triebwerk und bei der Landung die Hochauftriebshilfen sowie das
Fahrwerk. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden die Hochauftriebshilfen betrachtet.
Hierzu wurden numerische Verfahren weiterentwickelt und mit Hilfe von Windkanalmes-
sungen und analytischen Losungen validiert.
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1.1 Stand der Forschung

Im 16. Jahrhundert befassten sich Wissenschaftler wie Helmholtz mit der Akustik und er-
kannten, dass die Ausbreitung der Wellen in ruhendem Medium, der so genannten Wellen-
gleichung der Akustik gehorchen. Die elastischen Wellen breiten sich vom Entstehungsort
der Quelle zum Beobachter im Allgemeinen mit Schallgeschwindigkeit aus. Die Wellenglei-
chung der Akustik kann mit Hilfe der Grundgleichungen der Stromungsmechanik hergeleitet
werden und ist fiir bestimmte Félle auch analytisch 16sbar. Die Navier-Stokes Gleichun-
gen sind die Grundgleichungen der Stromungsmechanik und beschreiben die Erhaltung
der Masse, des Impulses und der Energie von Strémungen. Diese Gleichungen beschrei-
ben damit die Physik der Schallgenerierung und Schallausbreitung in Stromungen. Die
Stromungsakustik ist folglich eine Beschreibung instationdrer Stromungsvorgénge [11].

Werden Schubspannungen sowie nichtlineare Effekte vernachléssigt, so konnen die lineari-
sierten Euler Gleichungen zur Beschreibung der Schallausbreitung verwendet werden. Die
linearisierten Euler Gleichungen sind vom hyperbolischen Typ. Durch die Vernachléssi-
gung der Anstromung kann aus den linearisierten Euler Gleichungen die Wellengleichung
der Akustik gewonnen werden.

Energieskala

Schallerzeugende Strémung

Mehrskalenproblem

Geschwindigkeitsskala

Abbildung 1.1: Mehrskaligkeit in der Aeroakustik

In der Aeroakustik wird oft die akustische Analogie oder ein Stérungsansatz angewandt
[28, 49]. Bei der akustischen Analogie werden im ersten Schritt die akustischen Quellterme
durch Losen der Navier-Stokes Gleichungen berechnet. Mit Hilfe dieser Quellen kann man
anschlieend die Ausbreitung der akustischen Wellen durch Losen der linearisierten Euler
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Gleichungen berechnen. Die Bestimmung der aeroakustischen Quellen kann experimentell
oder mit Quellmodellen numerisch durchgefiihrt werden.

Die akustischen Wellen miissen iiber grofle Distanzen transportiert werden. Die auftreten-
den Phénomene laufen zudem auf unterschiedlichen Skalen ab. Aufgrund der Mehrskaligkeit
der Stromungsgréffen werden besondere Anforderungen an die Verfahren der numerischen
Simulation gestellt. Aus Abbildung 1.1 ist ersichtlich, dass die Mehrskaligkeit auf meh-
reren Ebenen erfolgt. Die Gréflen wie Dichte, Druck und Energie der schallerzeugenden
Stromung sind um ein vielfaches grofler als die zugehorigen Grofien der Wellenausbreitung.
Hinzu kommt, dass die Stromung kurzwellig und die Ausbreitung der Schallwellen langwel-
lig ablauft. Des Weiteren sind die konvektiven Vorgénge der schallerzeugenden Stromung
langsamer als die Schallgeschwindigkeit mit der sich eine Schallwelle im Allgemeinen be-
wegt. Dies fithrt dazu, dass die numerischen Fehler, welche bei der numerischen Simulation
der schallerzeugenden Stromung entstehen in der Groflenordnung der Schallwellen liegen
konnen. Durch die unterschiedlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten ist es notig, auf un-
terschiedlich aufgelosten Gittern zu rechnen. Die schallerzeugende Stromung und die Wel-
lenausbreitung in der Stromung unterscheiden sich auflerdem im Bereich der Grenzschicht,
sowie in der Ausdehnung des Gitters. Die Navier-Stokes Gleichung miissen im Bereich der
Grenzschicht auf einem verfeinerten Gitter aufgelost werden, das Fernfeld ist hier sekundér.
Bei der Losung der linearisierten Euler Gleichungen ist eine Verfeinerung des Gitters im
Bereich der Grenzschicht nicht notig. Die Ausdehnung des Gitters ist in diesem Fall um
ein vielfaches grofler als die der schallerzeugenden Stromung.

Zur Losung der Navier-Stokes wie auch der linearisierten Euler Gleichungen werden vor
allem die Finite Differenzen, sowie die Finite Volumen Methode verwendet [38]. Die Finite
Differenzen Methoden sind auf strukturierten Gittern sehr gut einsetzbar. Die Beriicksich-
tigung komplexer Geometrien ist nur durch spezielle Transformationen moglich.

Ein in der Aeroakustik weit verbreitetes Verfahren zur Losung der akustischen Grund-
gleichungen ist das Dispersion Relation Preserving (DRP) Schema. Dieses Verfahren ist
ein beziiglich Amplituden- und Phasenfehler optimiertes Finite Differenzen Verfahren. Die
Koeffizienten des Finite Differenzen Molekiils werden bei dieser Methode nicht nur wie bei
den klassischen Finite Differenzen Verfahren nur durch die Taylor Reihe, sondern zusétzlich
durch spezielle Annahmen berechnet.

Die Finite Volumen Verfahren sind verglichen mit den Finite Differenzen Verfahren sehr
aufwendig. Die Finite Volumen Verfahren haben jedoch den Vorteil, dass sie auf beliebig
komplexen Gittern eingesetzt werden konnen. In den meisten kommerziellen CFD Pro-
grammen wie auch in dem am Institut fiir Aerodynamik und Gasdynamik entwickelten
Programm HyDsOL (Hydrodynamic Solver) werden die Euler Gleichungen und die Navier-
Stokes Gleichungen mit den Finite Volumen Verfahren gelost [39]. Die urspriingliche Version
des Programms HYDSOL ist zeitlich und rdumlich von zweiter Ordnung genau. Die Fini-
te Volumen Verfahren zweiter Ordnung sind in der Aeroakustik nicht anwendbar, da die
Amplituden- und Phasenfehler die Wellenausbreitung nicht real wiedergeben wiirden.

Wie bereits erwihnt, ist eine Bestimmung der aeroakustischen Quellen numerisch oder
experimentell moglich. In ruhenden Medien kann die Quelllokalisierung mit Hilfe des klas-
sischen Beamforming Verfahrens und des Source Density Modelization (SDM) Verfahrens
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durchgefiihrt werden [10, 25, 26]. Das SDM Verfahren wurde am Corporate Research Centre
der EADS entwickelt. Diese Verfahren verwenden hierzu experimentell bestimmte Mikro-
fonsignale. Das Beamforming Verfahren liefert mit Hilfe dieser Signale in der so genannten
Fokusebene die Schalldriicke und somit die Energie eines Schallfeldes auf dieser Ebene.
Mit dieser Methode ist es moglich, Quellen bis zu einer Frequenz von etwa f = 10kHz zu
lokalisieren.

as
140 Schmerzgrenze
o / \
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80 Musikwahrnehmbarkeit
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40

20
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Abbildung 1.2: Dargestellt ist der Frequenzbereich des menschlichen Gehors, Horschwelle und
Schmerzgrenze des menschlichen Gehors sind frequenzabhangig. Das menschliche Ohr hort
Schall mit einer Frequenz von f = 16H z bis ungefahr f = 20k H 2. Am empfindlichsten ist das
menschliche Ohr im Frequenzbereich von f = 2kHz bis f = 5kH z [48].

Nachteil des Beamforming Verfahrens sind die so genannten Nebenkeulen [14]. Diese ver-
filschen das Ergebnis und fithren dazu, dass keine klare Aussage iiber die Quellverteilung
auf der Fokusebene gemacht werden kann. Die Topologie der Quellverteilung ist beim klas-
sischen Beamforming Verfahren von der Mikrophonposition abhéngig. Die SDM Methode
eliminiert die Nebenkeulen, so dass eine klare Aussage iiber die Quellstirke und Quellver-
teilung gemacht werden kann [10].
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1.2 Ziel der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es, Verfahren zur Bestimmung von aerodynamisch erzeugtem Lérm zu
entwickeln und diese bei der Entwicklung von neuen Hochauftriebshilfen einzusetzen. Dies
erfolgt bei der hier angewendeten akustischen Analogie in zwei Schritten. Im ersten Schritt
miissen Verfahren zur Bestimmung der aeroakustischen Quellen entwickelt werden. Liegen
die Quellen vor, so muss mit einem hochgenauen numerischen Verfahren die Ausbreitung
simuliert werden.

Die aeroakustischen Schallquellen kénnen aus numerisch berechneten Stromungsdaten oder
aus messtechnisch ermittelten Mikrophondaten bestimmt werden.

Die aus der Literatur bekannte Quellgenerierungsmethode EIF (Expansion about Incom-
pressible Flow) nach Hardin und Pope verwendet hierzu numerisch berechnete Stromungs-
daten. Diese Methode soll in dieser Arbeit anhand des korotierenden Wirbelpaares analy-
siert werden.

Bei Windkanalmessungen ist es mit Hilfe eines Mikrofon-Arrays moglich, aeroakustische
Quellen experimentell zu bestimmen [22, 23]. Bei der Mikrophon-Array Technik werden
die gemessenen Mikrophon-Signale mit Hilfe des Beamforming Verfahrens ausgewertet.
Das klassische Beamforming Verfahren ist jedoch lediglich in der Lage, Quellen in einem
ruhenden Medium zu lokalisieren. Bei Windkanalmessungen steht das Mikrophon-Array
auBerhalb der Stromung. Auf dem Weg von der akustischen Quelle zum Mikrophon be-
wegt sich die Welle dadurch zunéchst durch stromendes und anschliefend durch ruhendes
Medium. Die Welle wird in diesem Fall an der unendlich diinn angenommen Scherschicht
gebrochen. Dies fiithrt zu Laufzeitverschiebungen und damit zu einer falschen Ortung der
Schallquelle. Ziel ist es, mit Hilfe eines neuen Algorithmus diese Laufzeitverschiebungen zu
korrigieren.

Die numerische Simulation der Schallausbreitung erfolgt durch Losen der linearisierten
Euler Gleichungen. Mit Hilfe eines numerischen Verfahrens hoher Ordnung sollen die linea-
risierten Euler Gleichungen auf unstrukturierten Gittern gelost werden.

1.3 Gliederung der Arbeit

Diese Arbeit gliedert sich in acht Kapitel. Nach der Einleitung werden im zweiten Kapitel
die Grundgleichungen der Stromungsmechanik und der Strémungsakustik vorgestellt.

In Kapitel drei werden rdumliche und zeitliche Verfahren zur Losung der linearisierten
Euler Gleichungen vorgestellt. Die rdumliche Diskretisierung erfolgt mit den Differenzen
Verfahren und der knotenzentrierten Natural Neighbour Methode. Die zeitliche Integration
der linearisierten Euler Gleichungen wird mit dem Runge-Kutta Zeitintegrationsverfahren
durchgefiihrt. Bei den vorliegenden Anfangs-Randwertproblemen miissen Korperrandbe-
dingungen erfiillt werden. Hierzu wurden in dieser Arbeit verschiedene Verfahren ana-
lysiert. Um ein unendlich grofles Rechengebiet zu simulieren werden nicht reflektierende
Randbedingungen verwendet.
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Im vierten Kapitel werden die Finite Volumen Verfahren dargestellt. Es wird in diesem
Kapitel auf die Berechnung des Flusses sowie auf die numerische Integration der Anfangs-
bedingungen eingegangen.

Bei Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung muss die Berechnung des Flussintegrals
entlang einer Zellkante mit hoher Genauigkeit durchgefiihrt werden. Hierzu werden Rekon-
struktionsalgorithmen im fiinften Kapitel hergeleitet.

Die Bestimmung der aeroakustischen Quellen kann experimentell oder numerisch durchge-
fithrt werden. In Kapitel sechs wird die Beamforming Methode sowie die Source Density
Modelization Methode vorgestellt. Die Verfahren werden bei der messtechnischen Bestim-
mung von aeroakustischen Schallquellen eingesetzt. Eine numerische Methode zur Bestim-
mung von aeroakustischen Quellen ist die EIF Methode nach Hardin und Pope. Diese
numerisch berechneten Quellen werden am Beispiel des korotierenden Wirbelpaares mit
der analytischen Losung verglichen.

Im siebten Kapitel werden die in Kapitel drei und vier vorgestellten Finite Differenzen und
Finite Volumen Verfahren miteinander gekoppelt und mit Hilfe von analytischen Losungen
validiert.

In Kapitel acht werden die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit dargestellt. Es wird in diesem
Kapitel die Beamforming Methode und die EIF Methode untersucht. Der Ordnungsnach-
weis der hergeleiteten Finite Differenzen Verfahren und Finite Volumen Verfahren erfolgt
mit Hilfe von analytischen Losungen. Die entwickelten Finite Volumen Verfahren werden
bei der Simulation der Schallausbreitung um Tragfliigelprofile angewendet.



Kapitel 2

Erhaltungsgleichungen der
Stromungsmechanik

Im siebzehnten und achtzehnten Jahrhundert befassten sich Wissenschaftler wie Newton
(1643-1729), Euler (1707-1783) und Bernoulli (1700-1782) mit der Mechanik stromender
Fluide und erkannten erstmals wichtige physikalische Zusammenhénge. Das Zusammen-
wirken von Theorie und Experiment sowie eine konsequent mathematische Ausrichtung
fithrten so zu den Bewegungsgleichungen fiir reibungsfreie Stromungen. Gegen Mitte des
neunzehnten Jahrhunderts erweiterten Navier und Stokes diese Gleichungen auf reibungs-
behaftete Stromungen. Diese Gleichungen werden Navier-Stokes-Gleichungen genannt und
gelten fiir die unterschiedlichsten Anwendungsgebiete von Kontinuumsstrémungen. Sie stel-
len ein Gleichungssystem aus gekoppelten, nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen
dar, fiir die es bis heute keine allgemeine, geschlossene, analytische Losung gibt.

2.1 Navier-Stokes Gleichungen

Die aus der Stromungsmechanik bekannten konservativ formulierten Navier-Stokes Glei-
chungen setzen sich aus der Massenerhaltungsgleichung

dp

- : = 2.1
LV (pu) =0 21)

der Impulserhaltungsgleichung
8(§:> +V-((pu)ou)+Vp=V-T (2.2)

und der Energieerhaltungsgleichung

XLV (e +p) = V- (Tw) -V g (2.3)
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mit dem Schubspannungstensor

T — ju(Vu+ (Vu)") %u(v ) (2.4)

und dem Warmeflussvektor

zusammen und beschreiben Stréomungen mit Schallentstehung und Schallausbreitung. Da-
bei ist p die Dichte des Mediums, u steht fiir die Geschwindigkeiten in z, y und z-Richtung,
p ist der Druck des Mediums, e ist die Gesamtenergie pro Volumeneinheit, 4 die dynami-
sche Viskositéit und x der Adiabatenkoeffizient. Die Massenerhaltungsgleichung (2.1) der
Kontinuumsmechanik besagt, dass die Gesamtmasse in einem abgegrenzten Fluidvolumen
konstant bleibt und damit Masse weder erzeugt noch vernichtet wird. Die Impulserhal-
tungsgleichung (2.2) basiert auf dem zweiten Newtonschen Gesetz und sagt aus, dass die
zeitliche Anderung des Impulses eines Korpers gleich der Summe aller auf den Korper
wirkenden Oberflichen- und Volumenkrifte ist. Die Energieerhaltungsgleichung (2.3) lasst
sich aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik herleiten und sagt aus, dass die Ge-
samtenergie eines Systems durch Prozesse, die ausschliefllich innerhalb des betrachteten
Systems stattfinden, nicht verdndert werden kann. Das heifit, es ist unméglich, innerhalb
eines abgeschlossenen Systems Energie zu erzeugen oder zu vernichten. Bei Vernachléssi-
gung des Schubspannungsterms sowie des Warmeflussvektors in der Impulsgleichung und
der Leistung der Oberflichenkréfte sowie der Wéarmezufuhr in der Energiegleichung erhélt
man die Eulerschen Bewegungsgleichungen fiir reibungsfreie Stromungen.

2.2 Euler Gleichungen

Die konservative Formulierung der nichtlinearen dreidimensionalen Euler-Gleichungen

p pu pu pw
pu pu? +p puv puw

pv |+ UV + | pv?*+p + pow =0 (2.6)
pw puw pUW pw? +p

e ], u(e+p) |, vie+p) |, wle+p) |,

mit der Dichte p, den Geschwindigkeiten u, v und w in z, y und 2-Richtung und der Energie

1

e = % + §p(u2 + 0% 4+ w?) (2.7)

werden aus Massenerhaltung sowie Impuls -und Energieerhaltung abgeleitet. Mit der An-

nahme, dass die Entropie S des ideal angenommenen Gases konstant ist, kann der Druck
p mit Hilfe der Schallgeschwindigkeit

dp

=4/= =./— 2.8

“=\a, (2.8)

S=const
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berechnet werden. Im zweidimensionalen Fall erhalt man

p é)u pU
pU pu” +p puv o
pU + puv * pv* +p =0 (2.9)
e |, ule+p) |, viet+p) |,
wobei die Energie mit
1
e= % + 5o +0?) (2.10)

definiert ist. Mit der bereits erwihnten Annahme, dass die Energie einer Schallwelle bei
den hier betrachteten Geschwindigkeiten um mehrere Gréfenordnungen kleiner ist als die
Energie der schallerzeugenden Stromung, kann man nichtlineare Effekte vernachlissigen.
Diese Annahme fiihrt zu den so genannten linearisierten Euler Gleichungen (LEE). Die
Herleitung der linearisierten Euler Gleichungen erfolgt im folgenden Abschnitt.

2.3 Linearisierte Euler Gleichungen

Die Linearisierung der Euler Gleichungen erfolgt im Dreidimensionalen mit dem Ansatz

p Pt
U u+u
v | =\ v+ (2.11)
w W+ w

p | | p+P ]

und im Zweidimensionalen mit dem Ansatz

p p+p
U u+u
o | T | v+ (2.12)
p | P+

Die Linearisierung ist erlaubt, wenn die Stromung in eine gleichférmige Hintergrundstro-
mung mit iiberlagerter Storung aufgeteilt werden kann und die Stérung um mehrere Gro-
Benordnungen kleiner ist als die Hintergrundstromung. Die Gré8en p, @, v, w und p beschrei-
ben die zeitlich und rédumlich gleichféormige Hintergrundstromung. Die Grolen o, v/, v/, w’
und p’ sind die darauf {iberlagerten kleinskaligen Stérgrofien. Die linearisierten Euler Glei-
chung im Dreidimensionalen

p/ 'ﬁp, + ﬁu’ @pl + ﬁ’Ul ’Lﬁpl + p—,w/

u uu + %/ ou’ wu'

o |+ a’ +| w+E + wy' =0  (2.13)
w' ' o' ww' + &

Pl Lap +qp o+’ ] L wp 4w

L ]
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und im Zweidimensionalen

p/ ap/ _'_ ﬁu/ rl_)p/ + ﬁ/U,
u! ' + 2 ou’
P / =
v’ + av’ + '+ % 0 (2.14)
P, ap’ + ypu' op + ypv’

,T

beschreiben im vorliegenden Fall die sich zeitlich verdndernden akustischen Grofien p/, v/, v/, w’
und p’. Die Schallgeschwindigkeit der Umgebung ist hier mit

Coo =

=R

(2.15)

gegeben. Die linearisierten Euler Gleichungen koénnen fiir ein ruhendes Medium durch ei-
ne Umformung in die akustische Wellengleichung iiberfithrt werden. Die Wellengleichung
erhilt man durch das Ableiten von w; nach der Ortskoordinate z, von v; nach der Ortsko-
ordinate y, von w; nach der Ortskoordinate z und p; nach der Zeit t. Es ergibt sich nach

einer Umformung dieser Gleichungen die dreidimensionale homogene Wellengleichung der
Akustik

82p/ ) 82p/ a2p/ a2p/
5z~ © (&E2 + 0y + 822) =0 . (2.16)
Im Zweidimensionalen bedeutet dies
a2p/ ) 82]9/ a2p/
_ =0 . 2.17
oz ¢z T o7 (2.17)
Mit
P = (2.18)

kann man die Wellengleichung von der Druckformulierung in die Dichteformulierung tiber-
fithren und damit die Anderung der akustischen Dichteschwankungen bestimmen.



Kapitel 3

Diskretisierungsmethoden in Raum
und Zeit

Die im vorangehenden Kapitel beschriebenen linearisierten Euler Gleichungen stellen ein
lineares gekoppeltes System von Differentialgleichungen dar, welches mit numerischen Me-
thoden hochgenau gelost werden kann [18]. Die akustische Wellengleichung, eine skalare
partielle Differentialgleichung, ist ein Sonderfall der linearisierten Euler Gleichungen. Die
Wellengleichung wie auch die linearisierten Euler Gleichungen beschreiben die instatio-
ndren Wellenausbreitungsphénomene in einem Medium und beriicksichtigen bei Vorgabe
von Randbedingungen die Wellenausbreitung um komplexe Geometrien. Die analytische
Losung dieser partiellen Differentialgleichungen ist in wenigen Féllen moglich. In diesen
Féllen ist die betrachtete Geometrie sehr einfach. Bei einer komplexen Modellierung, wie
sie in der Luftfahrt vorkommt, miissen approximative numerische Losungen des vorliegen-
den Anfangs-Randwertproblems gesucht werden. Zur numerischen Losung eines Anfangs-
Randwertproblems miissen die partiellen Differentialgleichungen rdumlich und zeitlich dis-
kretisiert werden. Die zeitliche Diskretisierung der linearisierten Euler Gleichungen kann
bei Verfahren hoher Ordnung mit dem expliziten Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung
durchgefiihrt werden. Bei der Losung der akustischen Wellengleichung wird ein explizites
Zeitintegrationsverfahren zweiter Ordnung eingesetzt [34, 31, 32]. Beide Verfahren sind bei
Einhaltung der Stabilitdtskriterien stabil und werden in der CAA erfolgreich eingesetzt.

Die raumliche Diskretisierung des Rechengebiets erfolgt in der vorliegenden Arbeit mit
der Finite Differenzen, der Natural Neighbour sowie der Finite Volumen Methode. Im
Folgenden werden diese Verfahren beschrieben und angewendet. Die Beriicksichtigung der
Korperrandbedingungen sowie der so genannten Ausstromrandbedingungen ist bei der Lo-
sung von Anfangs-Randwertproblemen notig und wird ebenfalls in den folgenden Abschnit-
ten behandelt.

Zur Minimierung von Phasen- und Amplitudenfehler schldgt Tam in seinen Arbeiten das
DRP Schema vor [55]. Das DRP Schema kann von den klassischen Differenzen Verfahren
abgeleitet werden und wird in der CAA sehr oft angewendet. Die Optimierung der Koeffizi-
enten in den numerischen Ableitungen erfolgt durch eine Fourier-Laplace Transformation.
In der vorliegenden Arbeit wird das raumliche Diskretisierungsvefahren des DRP Schemas

11
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eingesetzt und mit der Natural Neighbour sowie der Finite Volumen Methode gekoppelt.
Die Zeitintegration erfolgt mit dem Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung.

3.1 Raumliche Diskretisierungsmethoden

Bei der Betrachtung von komplexen gekriimmten Geometrien, wie etwa die eines Tragflii-
gels muss das Rechengebiet zerlegt werden. Die rdumliche Zerlegung des Rechengebiets in
eine finite Anzahl von Gitterzellen erfolgt in der vorliegenden Arbeit durch ein strukturier-
tes kartesisches Gitter (Abbildung 3.1A) oder durch ein unstrukturiertes Gitter(Abbildung
3.1B). Das strukturierte Gitter besteht im Zweidimensionalen aus Vierecken und im Drei-
dimensionalen aus Hexaedern. Die Anzahl der Nachbarn einer Zelle beziehungsweise eines
Knotens ist bei strukturierten Gittern konstant. Das System kann im Zweidimensionalen im
7, 7-Raum und im Dreidimensionalen im 4, j, k-Raum mit natiirlichen Indizes ausgedriickt

werden.

(A) (B)

Abbildung 3.1: Vergleich unterschiedlicher Gitter: (A) strukturiertes kartesisches Gitter, (B)
unstrukturiertes Dreiecksgitter

Bei einer komplexen Gitterstruktur ist die Anzahl der Nachbarn einer Zelle nicht konstant.
Bei numerischen Stromungsberechnungen ist im Bereich der Grenzschicht eine Verfeinerung
des Gitters zwingend notwendig. Bei akustischen Simulationen miissen die Kantenldngen
der Elemente vergleichbare Abmessungen haben.

Bei der Finite Differenzen sowie der Natural Neighbour Methode ist es durch die Diskretisie-
rung des Rechengebietes moglich, die kontinuierliche partielle Differentialgleichung in eine
diskrete Differenzengleichung umzuformen und diese in den Knoten des Gitters zu erfiillen.
Das bedeutet, dass alle partiellen Ableitungen durch Differenzenquotienten approximiert
werden. Bei der hier verwendeten zellzentrierten Finite Volumen Methode hingegen werden
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die linearisierten Euler Gleichungen {iber ein Volumen aufintegriert. Durch den Satz von
Gauss werden diese Integralgleichungen anschliefiend derart umgeformt, so dass der Fluss
iiber die Zelloberfliche aufintegriert die Anderung der integralen Mittelwerte in den Zellen
ergibt.

Die rdaumliche und zeitliche Diskretisierung des Problems fiihrt zu einem so genannten nu-
merischen Diskretisierungsfehler. Der Diskretisierungsfehler ist die Differenz zwischen der
analytischen exakten Losung der Differentialgleichungen und der numerisch berechneten
Losung der diskreten Differenzengleichungen. Der Betrag des Fehlers ist abhéngig von der
Auflésung und der Topologie des Gitters sowie vom verwendeten Raum- und Zeitdiskreti-
sierungsverfahren. Die Reduzierung dieses Fehlers kann beispielsweise durch die Erhohung
der Auflésung oder durch die Verwendung von Verfahren hoher Ordnung erzielt werden.
Bei einer Erhchung der Auflosung oder der Verwendung eines hochgenauen Verfahrens
steigt im Allgemeinen die Rechenzeit, da die Anzahl der Operation ansteigt.

In der numerischen Aeroakustik sind Verfahren hoher Ordnung weit verbreitet, die betrach-
teten Funktionen sind bei Schallausbreitungsrechnungen im Allgemeinen stetig.

3.1.1 Finite Differenzen Methode

Die Finite Differenzen Methode ist ein Verfahren zur numerischen Losung von partiellen
Differentialgleichungen. Das Rechengebiet wird durch ein strukturiertes Gitter in eine finite
Anzahl von Zellen zerlegt. An jedem Gitterpunkt wird die kontinuierliche Differentialglei-
chung durch die diskrete Differenzengleichung néherungsweise geltst. Hierzu miissen die
partiellen Ableitungen durch Differenzenquotienten approximiert werden. Die Taylorreihe

dd 1 d?®
(I)(ZL',) = q)(l’o)—l— % ([L’i—l’o)‘l' 5@
zo

xo
mit dem Restglied
1
R, (z) =

n!

/ " (s — 00 (1)t (3.2)

o

ermoglicht es, auf einem eindimensionalen, dquidistanten Gitter eine stetige Funktion um
den Aufpunkt xy darzustellen (Abbildung 3.2). Das Restglied beschreibt dabei die Ordnung
und damit die Genauigkeit des Verfahrens. Wird die Taylorreihe fiir bestimmte benachbarte
Punkte aufgestellt, so ergibt sich ein Gleichungssystem. Dieses kann mit einem Gleichungs-
loser gelost werden und man erhélt zur Berechnung der ersten Ableitung im Punkt xg
beziehungsweise im diskreten Punkt ¢ die Rechenvorschrift

dd
dx

1 n=3
A=Y P, (3.3)
? q n=-3

Die Bestimmung der zweiten Ableitung erfolgt analog. In Tabelle B.1 sind die berechneten
Koeffizienten a,, der Finite Differenzen Formeln dargestellt. Mit Hilfe dieser Tabelle ist es
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moglich, die erste Ableitung @ und die zweite Ableitung ®” nach der Ortskoordinate x auf
einem #dquidistanten Gitter mit der Gitterschrittweite Az numerisch zu bestimmen. Die
Ordnung des verwendeten Differenzen Verfahren sowie der Nenner ¢ kénnen Tabelle B.1
entnommen werden.

A

Exact
Central Backward /
~—
| Forward
Ax; Ax,,
i-2 i-1 i i+l i+2 X

Abbildung 3.2: Bestimmung der ersten Ableitung mit unterschiedlichen numerischen Verfahren
auf einem eindimensionalen dquidistanten Gitter

Fiir die erste Ableitung ergibt sich mit den Koeffizienten der Tabelle B.1 die zentrale
Differenz vierter Ordnung

d®|  —Pio + 8Py — 8P + Dy
dr |, 12Az

+0(AzY) . (3.4)

Mit dieser Vorgehensweise konnen zentrale wie auch einseitige Differenzen hoher Ordnung
berechnet werden. Es ist aus Tabelle B.1 ersichtlich, dass die Ordnung und damit die
Genauigkeit der Ableitungen von der Anzahl der verwendeten Knoten beziehungsweise
Nachbarn abhéngig ist. Eine Aussage iiber den Betrag des Fehlers lésst sich jedoch durch
die Angabe der Ordnung nicht machen.

3.1.2 Knotenzentrierte Natural Neighbour Methode

Die Losung der linearisierten Euler Gleichungen wie auch der akustischen Wellengleichung
kann mit der Finite Differenzen Methode durchgefiihrt werden. Die Finite Differenzen Me-
thode ist jedoch auf strukturierte Gitter begrenzt. Bei technischen Anwendungen sind die
Geometrien meist sehr komplex. Das Rechengebiet um einen komplexen Kérper kann mit
Hilfe eines unstrukturierten Gitters zerlegt werden. Im Zweidimensionalen kann durch die
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Verwendung eines Dreiecksgitters das Rechengebiet diskretisiert und die komplexe Geome-
trie realistisch approximiert werden. In den folgenden Abschnitten werden die linearisier-
ten Euler Gleichungen sowie die Wellengleichung mit Hilfe der knotenzentrierten Natural
Neighbour Methode gelost [7, 8, 9, 15, 17, 33, 35, 42, 43, 46]. Es wird zudem auf die
Korperrandbedingungen eingegangen.

Zentraknoten
NN aus erstem Kreis

NN aus zweitem Krei

NN aus drittem Kreis

mE O e O %

NN aus viertem Kreis

Abbildung 3.3: Knotenzentrierte Nachbarschaftssuche, dargestellt sind der Zentralknoten sowie
die nachsten Nachbarn des Zentralknotens.

Bei der knotenorientierten Natural Neighbour Methode werden im ersten Schritt die néch-
sten Nachbarn eines Zentralknotens gesucht (Abbildung 3.3). Diese werden als Nachbarn
des ersten Kreises bezeichnet. Stehen diese Nachbarn zur Verfiigung, so kann man von
diesen Nachbarn die Nachbarn suchen. Diese werden als Nachbarn aus dem zweiten Kreis
bezeichnet. Diese Prozedur kann so lange durchgefiihrt werden, bis eine bestimmte ge-
forderte Anzahl von Nachbarn vorliegt. Bei der Nachbarsuche muss die Verbindung zwi-
schen den Knoten und den Elementen vorliegen. Dies geschieht durch die so genannte
Connectivity-Liste. Diese Liste gibt an, in welchem Element ein Knoten enthalten ist. Die
Connectivity-Liste wird im Allgemeinen von einem Gittergenerator wie etwa dem in dieser
Arbeit verwendeten Gittergenerator PATRAN geliefert. Mit diesen Daten ist es moglich,
die néchsten Nachbarn eines Zentralknotens zu suchen und die Anzahl sowie die Knoten-
nummer der Nachbarn in einem Feld abzuspeichern. Anschliessend kann man mit Hilfe des
Taylor Polynoms die rdumlichen Ableitungen berechnen.
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Berechnung von partiellen Ableitung mittels Taylor Polynom

Liegt das Feld mit der Anzahl der Nachbarn sowie der Knotennummer der Nachbarn vor,
so kann man zur Berechnung von partiellen Ableitungen im Dreidimensionalen das Taylor
Polynom

p(z,y,2) = a1+ as(r — x0) + as(y — yo) + as(z — 20)+
as(x — 20)% + ag(y — vo)? + ar(z — 20)? + ag(z — x0)(y — yo)+
ag(z — x0)(z — 20) + aro(y — vo)(z — 20) + a11(z — 20)* + ar2(y — yo)*+

ar3(z — 20)* + ara(@ — 20)*(y — yo) + a15(x — 20)*(z — 20)+

a16(y — y0)*(z — z0) + ar7(y — ¥0)*(2 — 20) + a1s(z — 20)*(z — o)+

a19(z — 20)*(y — o) + azo(x — 20) (Y — Yo) (2 — 20) + a1 (@ — xo)*+

a2 (y — yo)* + ass(z — 20)* + asa(x — 20)*(y — yo) + ass(x — 20)*(z — 20)+
a26 (Y — Y0)* (2 — o) + azr(y — 40)* (2 — 20) + ags(z — 20)*(x — o)+

ase(z — 20)*(y — o) + aso(z — x0)*(y — yo)? + as1(z — x0)*(z — 20)*+
aza(y — y0)*(2 — 20)* + agz(x — 20)*(y — yo) (2 — 20)+

azi(y — yo)*(x — 20) (2 — 20) + a35(2 — 20)* (¥ — w0)(y —50) + O(B)  (3.5)

und im Zweidimensionalen das Taylor Polynom

p(x,y) = a1+ ax(x — x0) + az(y — yo)+
ag(x — 20)* + as(x — 20)(y — yo) + as(y — o)+
ar(z — 20)® + as(z — 20)*(y — yo) + ao(y — yo)*(z — o) + aro(y — yo)*+
ar1(z — x0)* + arz(x — x0)*(y — yo) + ar3(x — 0)*(y — vo)*+
ar14(y — yo)*(x — o) + a15(y — yo)* + O(5) (3.6)

verwenden [40]. Hierbei sind g, yo, 20 die Koordinaten des Entwicklungspunkts. In fol-
gender Tabelle sind die Anzahl der Koeffizienten sowie Verfahrens- und Fehlerordnung
aufgelistet.

‘ Knoten in 2D ‘ Knoten in 3D ‘ Verfahrensordnung ‘ Fehlerordnung ‘
3 E E | 2 |
6 [ 10 | 2 3 |
| 10 | 20 |3 | 4 |
| 15 | 35 |4 IE |

Tabelle 3.1: Anzahl der Koeffizienten beziehungsweise der Knoten bei der knotenzentrierten
Natural Neighbour Methode

Es wird nun in einem beliebigen Zentralknoten sowie in den zugehorigen néchsten Nach-
barn das Taylor Polynom um einen Entwicklungspunkt aufgestellt. Bei der vorliegenden



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNGSMETHODEN IN RAUM UND ZEIT 17

knotenorientierten Natural Neighbour Methode wird als Entwicklungspunkt der Zentral-
knoten verwendet. Man erhélt fiir jeden Knoten ein Polynom und damit ein Gleichungssy-
stem. Beim Verfahren vierter Ordnung besitzt das Gleichungssystem im Zweidimensionalen
n = 15 Spalten und im Dreidimensionalen n = 35 Spalten. Die Anzahl der Zeilen ist von
der Anzahl der néchsten Nachbarn abhéngig. Die Anzahl der Zeilen m ist immer grofier als
die Anzahl der Spalten. Man erhélt damit im Dreidimensionalen das iiberbestimmte m x n
Gleichungssystem

C 0]
a2
as
1 Az Ayr Az (Aﬂfl)2 (Ayl)z (A21)2AI1Ay1 Qg P
: : : : : : : : as | = :
1 Azy Ay Az (Azn)? (Ayn)? ... (Az,)*Ax, Ay, ag P
az
- a/35 =
(3.7)
und im Zweidimensionalen das iiberbestimmte m x n Gleichungssystem
C 0]
a2
1 A.ﬁ(]l Ayl (Ax1)2 Al’lAyl (Ay1)2 Ce (Ay1)4 Zi P1
S : : : : : : as | = | ¢ | B8)
1 Azp Aym (Azp)? Az Aym (Aym)? o0 (Aym)? ag D
. a15 -

mit
Az; =z —x0, Ayi=yi—yo, Az =2 —72, 1=1...m.

Bei der Natural Neighbour Methode miissen mindestens m > 1.5n Nachbarn verwendet
werden. Das {iberbestimmte Gleichungssystem

Ax=b (3.9)

kann anschliessend mit der iterativen Singular Value Decomposition Methode oder mit der
direkten Cholesky Zerlegung gelost werden. Ziel ist es, mit Hilfe der gegebenen Matrix A
und des Vektors b den Vektor x zu bestimmen. Damit erhdlt man im Dreidimensiona-
len den Variablenwert a; sowie die Gradienten as bis ass und im Zweidimensionalen den
Variablenwert a; sowie die Gradienten as bis a5 im Punkt g, 4.
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Korperrandbedingungen

Zur Beriicksichtigung von Geometrien miissen bei der Losung der linearisierten Euler Glei-
chungen und der Wellengleichung auf den Korperrdandern die so genannten Koérperrandbe-
dingungen erfiillt werden. Besitzen die Elemente ungekriimmte Kanten, so miissen bei den
zweidimensionalen linearisierten Euler Gleichungen die Bedingungen

dp _ Op dp

B 3.10

om ozt 8yny (3.10)

un=un, +uvn, =0, (3.11)
und 5 9 9
p p p

o _9o, P, _ 12

o0 = 9" +ayny 0 (3.12)

erfiillt werden. Bei der Losung der Wellengleichung muss zur Beriicksichtigung der Kérperrand-
bedingung lediglich (3.10) beziehungsweise (3.12) erfiillt werden. Mit Hilfe des Taylor Po-
lynoms ergibt sich bei der Losung der Wellengleichung die Differentialgleichung fiir den
Korperrand

dp  Op dp

a—n = a—xn;p + 8—yny

= aing + asny + az2n.(x — o) + as(ny(z — xo) + ny(y — yo)) + as2n,(y — yo)+
ag3n(z — x0)* + az(ny(z — 20)* + 2n.(y — o) (x — x0) )+
as(2n,(y — yo)(z — o) + na(y — 90)*) + ag3ny(y — yo)* + arodn.(x — )+
ari(ny(z — 20)® + 3n.(y — yo)(x — x0)%)+
ar2(2ny (x — 20)*(y — yo) + 2n.(y — yo)*(x — x0))+
a13(3ny(x — 20)(y — 90)* + 12(y — ¥0)*) + ar44ny(y — 1o)°

~ 0. (3.13)

Abbildung 3.4: Normalenvektor n im Punkt £ auf einem Zylinder
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Die Bestimmung des Normalenvektors n = (n, n,) ist bei der Betrachtung von komplexen
Geometrien nicht ohne weiteres moglich. Als Beispiel seien hier die scharfe Hinterkante
eines Tragfliigels oder treppenférmige Strukturen genannt. Zur Uberpriifung der hergelei-
teten Korperrandbedingung (3.13) wird in der vorliegenden Arbeit die Ausbreitung von
akustischen Wellen um einen Zylinder berechnet. In diesem Fall ist der Normalenvektor n
im Knoten £ eindeutig bestimmbar (Abbildung 3.4).

Die Korperrandbedingungen beschreiben die Reflexionen auf dem Koérperrand und miis-
sen bei der Losung des iiberbestimmten Gleichungssystems beriicksichtigt werden. In den
Feldknoten wird das Taylor Polynom (3.6) und in den Randknoten (3.12) beziechungsweise
(3.13) verwendet, um die gesuchten Koeffizienten a; bis a;5 zu berechnen. Damit ergibt
sich das folgende {iberbestimmte Gleichungssystem

[ 1 Allj'l Ayl (A[L’l)2 e (Ay1)4 ] a1 [ P1 T
. . . . . . a2 .
: : : : : : a :
Nos Mgk 2MapAzr (Mg xAzp + noxAyr) ... 0 o | =] 0 (3.14)
: : : : ) : : ) :
| 1 Az, Ay, (Az,,) oo (Aym)* a5 | | P
mit

Axi:xi_x07 Aylzyl_y07 Azi:Zi_Z()’ Zzlm

Die Losung des Gleichungssystems kann mit der Singular Value Decomposition (SVD)
Methode oder mit der Cholesky-Zerlegung durchgefiihrt werden.

Losung von iiberbestimmten Gleichungssystemen mit der SVD-Methode

Zur Losung des iiberbestimmten Gleichungssystems Ax = b wird bei der SVD Methode
die m x n Matrix A in die linke m x n Matrix L, die n x n Diagonalmatrix S mit den so
genannten singuldren Werten und die rechte transponierte n x n Matrix R aufgespalten
und es ergibt sich

A=LSR". (3.15)

Mit der Bedingung fiir orthogonale Matrizen

L"L=RTR =1 (3.16)
erhilt man die Inverse der A Matrix

A~ =R|[diag(1/S;)] L" (3.17)



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNGSMETHODEN IN RAUM UND ZEIT 20

und kann damit die gesuchten Ableitungen mit
x=A"1b (3.18)

bestimmen. Die Losung des iiberbestimmten Gleichungssystems fithrt jedoch mit der SVD
Methode zu Ungenauigkeiten und zu Instabilitdten. Ein weiterer Nachteil der SVD Me-
thode ist, dass bei Verfeinerung des Gitters die so genannten Singuldrwerte, welche in die
Eigenwerte einer Matrix umgerechnet werden kénnen, sehr klein werden. Die Genauigkeit
der Losung wird dadurch stark reduziert, es treten sogar bei Simulationen auf kartesischen
Gittern Ostzillation auf. Eine Alternative zur iterativen SVD-Methode ist die Cholesky-
Methode.

Die Losung eines iiberbestimmten Gleichungssystem mit der Cholesky Zerlegung erfordert
Modifikationen am Gleichungssystem. Auf die Vorgehensweise wird im folgenden Abschnitt
eingegangen.

Losung von iiberbestimmten Gleichungssystemen mit der Cholesky-Zerlegung

Die Cholesky-Zerlegung, nach Andre-Louis Cholesky (1875-1918), bezeichnet in der nu-
merischen Mathematik die Zerlegung einer symmetrischen positiv definiten Matrix. Die
Cholesky Zerlegung basiert darauf, dass jede symmetrisch positiv definite Matrix orthogo-
nal diagonalisierbar ist. Die Cholesky Methode kann jedoch nur zur Lésung von bestimmten
Gleichungssystemen eingesetzt werden. Zur Losung des iiberbestimmten Gleichungssystems
Ax = b wird das {iberbestimmte System in ein bestimmtes transformiert. Hierzu muss das
iiberbestimmte Gleichungssystem mit AT multipliziert werden und man erhilt

ATAx=A"b (3.19)
beziehungsweise mit A, = ATA und b, = A”b das bestimmte Gleichungssystem
A.x=Db,. (3.20)

Die Matrix A, ist durch diese Vorgehensweise, wie bei der Cholesky Zerlegung gefordert,
symmetrisch und dadurch diagonalisierbar. Eine weitere Forderung der Cholesky Zerlegung
ist, dass die A-Matrix positiv definit ist. Positiv definit heisst, dass die Eigenwerte der
symmetrischen A.-Matrix positiv reell sein miissen und zugleich fiir die quadratische Form
fiir alle Vektoren x € R™, x # 0 gilt

Qx) =xTAx >0 . (3.21)
Das bestimmte Gleichungssystem (3.20) kann dadurch, dass die A, Matrix symmetrisch

positiv definit ist mit dem Cholesky Verfahren zerlegt werden. Es gilt mit diesen Annahmen

A, =LL" (3.22)

und damit
LL'x =b, . (3.23)
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Die Zerlegung erfolgt dadurch, dass die Spalte k& von L berechnet wird, indem man sukzes-
sive simtliche Zeilen von L mit der Spalte k von L? multipliziert und einen Koeffizienten-
vergleich mit den Elementen der Matrix A durchfiihrt. Dies fiihrt zur Rechenvorschrift

(3.24)

i—1

2

ai — Y L%
k=1

und

i—1
1 . .
Lji:F(a'ij_ E LipLj) j=i+1i+2,....,N (3.25)
1 kzl

Die untere Dreiecksmatrix L ist nach der Cholesky Zerlegung, in (3.22) und (3.23), gegeben,
der Vektor b und damit der Vektor b, ebenfalls. Nach der Zerlegung kann das System (3.23)
mit Hilfe zweier gestaffelter Systeme gelost werden. Im ersten Schritt wird mit

L'x=y (3.26)

das lineare Gleichungssystem

Ly = b, (3.27)

durch Vorwértseinsetzen gelost und man erhélt den y-Vektor. Mit dem berechneten y-
Vektor kann nun durch Riickwirtseinsetzen das lineare Gleichungssystem (3.26) gelost
werden und man erhélt den gesuchten x-Vektor. Durch Pivotisieren wird die Cholesky-
Zerlegung zusatzlich stabilisiert. Man kann mit Hilfe des Cholesky Verfahrens zudem prii-
fen, ob eine gegebene symmetrische Matrix positiv definit ist, da andernfalls wéhrend der
Ausfithrung des Algorithmus der Ausdruck unter der Wurzel in (3.24) negativ wird. Die
Cholesky Zerlegung wird im Programm HYDSOL eingesetzt und liefert bei den betrachteten
Féllen im Unterschall nichtoszillierende hochgenaue realistische Ergebnisse auf strukturier-
ten wie auch unstrukturierten zwei- und dreidimensionalen Gittern.

3.2 Zeitintegrationsverfahren

3.2.1 Runge-Kutta Zeitintegrationsverfahren

Die Berechnung von numerischen Niherungslosungen fiir Anfangswertaufgaben partieller
Differentialgleichungen wie den linearisierten Euler Gleichungen
ou(t)

— - =/(U); Ut=0)=1, (3.28)
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kann mit dem aus der Literatur bekannten Runge-Kutte Zeitintegrationsverfahren durch-
gefithrt werden. Ausgehend von dem Anfangswert Uy zum Zeitpunkt n konnen die Lo-
sungen zum nachfolgenden Zeitpunkt n + 1 sukzessive berechnet werden. Das klassische
Runge-Kutta Verfahren verwendet hierzu, wie die weitaus meisten numerischen Losungsver-
fahren fiir Differentialgleichungen, den Ansatz, Ableitungen (Differentialquotienten) durch
(endliche) Differenzenquotienten zu ersetzen. Das Runge-Kutta Verfahren ist ein explizites
vierstufiges Einschrittverfahren. Bei diesen vierstufigen Einschrittverfahren wird der In-
tegrationszeitraum von n bis n 4+ 1 in vier Zwischenschritte unterteilt. Die Runge-Kutta
Verfahren kénnen in beliebig hoher Genauigkeit konstruiert werden. Das Runge-Kutta Ver-
fahren vierter Ordnung ist wegen der fiir die meisten technischen Anwendungen akzeptablen
Genauigkeit und Rechenzeit weit verbreitet. Allgemein gilt fiir die Runge-Kutta Verfahren

R
U =U"+ ALY e f" (3.29)
r=1
mit
R
fr=ft+ Ata,, U+ ALY bf®), r=1,2,...,R. (3.30)
s=1

Das aus der Literatur bekannte Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung benétigt folgende
Zwischenschritte:

1. Explizit Euler-Halbschritt

At
U’ 1 =U, +— f(ta, Uy) (3.31)
n+s 2
2. Implizit Euler-Halbschritt
At
UZ+%:Un+7~f(tn+%,U’n+%) (3.32)
3. Leap-Frog Mittelpunktsregel
U,,,=U,+At: fltai, ;;+%) (3.33)

4. Simpson Regel

1
Un+1 = Un + At - a(f(tn+%> U;H_%) + 4f(tn+%a U;/H_%) + .f(tn-i-la U;H—l) : (334)

Ein grosser Nachteil der vorliegenden Zwischenschrittverfahren ist der hohe Speicherauf-
wand, da die vorangegangenen Datenfelder abgespeichert werden miissen. Zur Reduzierung
des Speicherbedarfs kann man das so genannte Low Storage Runge-Kutta Verfahren ver-
wenden. Anstatt der iiblichen drei Felder, der vorangegangenen Zeitschritte, werden bei
diesem Verfahren die Daten in das gleiche Feld geschrieben. Damit erhélt man die Vor-
schrift
P =" + Atk, - f(t,,®,), r=12,...,4 (3.35)
mit den Koeffizienten
k1 =0.07, ko =0.19, k3 =042, k, = 1.0 (3.36)

wobei die Definition U® = Ut! und U! = U" zu beachten ist.
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3.2.2 Zeitintegrationsverfahren der akustischen Wellengleichung

Die akustische Wellengleichung

82 / 02 Al 02 ’n 02 ’mn
p — 02( p 4 p + p ) 4 Qn
ot? ox? Oy? 022
mit den Anfangswerten p(t = 0) = py ist eine partielle Differentialgleichung hyperbolischen
Typs und kann durch das explizite Zeitintegrationsverfahren zweiter Ordnung

2,11 2,11 2,17
/m+1 m /m—1 2 2 9 P 9 p 9 p 2n

=2p - At At O(2 3.37

P = T MG+ G g ) (AP0 (337)
numerisch gelost werden. Mit Hilfe des Drucks p’ zum Zeitpunkt n — 1 und des Drucks
p' zum Zeitpunkt n kann mit dieser expliziten Formulierung der Druck zum Zeitpunkt
a2p/ a2p/ a2p/

, und

0x?’ Oy? 022
miissen zum Zeitpunkt n vorliegen. Die Ableitungen konnen auf unstrukturierten Gittern
mit der in dieser Arbeit entwickelten Natural Neighbour Methode und auf strukturierten

Gittern mit der klassischen Differenzen Methode berechnet werden.

n—+ 1 berechnet werden. Die Quelle ) und die rdumlichen Ableitungen

3.3 Nichtreflektierende Randbedingungen

In der numerischen Aeroakustik werden die linearisierten Euler Gleichungen sowie die aku-
stische Wellengleichung auf einem diskreten finiten Gitter gelost. Die nach aussen laufenden
akustischen Wellen miissen an der dusseren Berandung des Rechengebiets absorbiert wer-
den, so dass keine kiinstlichen Stérungen in das Rechengebiet laufen und die Losung der
linearisierten Euler Gleichungen verfialschen. In den folgenden Abschnitten wird auf die
folgenden Verfahren eingegangen:

e Ghost Point Konzept mit Bayliss-Turkel Randbedingungen
e Sponge Layer Prinzip

e Randbedingungen der Wellengleichung

Beim Verfahren nach Bayliss und Turkel werden im Innenfeld die linearisierten Euler Glei-
chungen und in den so genannten Ghost Points die Bayliss-Turkel Strahlungs- und Aus-
stromrandbedingungen gelost [5]. Die Sponge Layer Methode verwendet eine Dampfungs-
funktion, um die Stérungen in der so genannten Sponge Layer herunter zu dampfen. Bei der
Sponge Layer Methode miissen die linearisierten Euler Gleichungen durch einen Quellterm
modifiziert werden [54]. Bei der Losung der Wellengleichung werden die Randbedingungen
nach Clayton eingesetzt [12].
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3.3.1 Ghost Point Konzept mit Bayliss-Turkel Randbedingungen

Durch die Vorgabe eines finiten Rechengebiets benotigt man an der dusseren Berandung des
Rechengebiets eine Zone, in welcher die nach aussen laufenden Wellen absorbiert werden.
Die Knoten in dieser Zone werden Ghost Points genannt. In Abbildung 3.5 werden die
unterschiedlichen Wellen, die am Rand auftreten konnen dargestellt [5]. Die asymptotischen
Strahlungsrandbedingungen nach Bayliss und Turkel

G001
V(@)yot or 2r

sind in der Lage, die nach aussen laufenden Wellen mittels Fernfeldlosung der Euler Glei-
chungen zu simulieren und die einfallenden Wellen zu absorbieren. Mit Hilfe der radialen
Ableitung

(3.38)

I
o

— =cos(f)— + sin(@)(% (3.39)

AV AVANEN
outgoing vorticity
— and
., entropy waves

Source region

|

Boundaries crossed by acoustic waves

Abbildung 3.5: Uberlagerung verschiedener Wellenarten an der Zusseren Berandung

kénnen die Strahlungsrandbedingungen (3.38) tiberfiithrt werden in
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= —V () cos(6) — V() sin(0) (3.40)

~ ~ ~ \
~ ~ ~ ~
~ ~ ~ ~

p/
u/
v 2r
p/
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IS S

p
_VO) |
v
p
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Die Strahlungsrandbedingungen gelten nur an den Berandungen, an denen rein akustisch
abgestrahlte Signale ankommen. Bei einer akustischen Abstrahlung mit {iberlagerten kon-
vektiven Anteilen gelten die so genannten Ausstromrandbedingungen

LN A

ot Ox 2, \ ot Oz
ou _ou 10p
— U= ———
ot Ox p Ox
(3.41)
o' _o 10p
— U= ———
ot ox p oy
1 ap/ ap/ p/
——+—+4+=—=—= 0.
V(8) ot * or * 2r
Die richtungsabhéngige radiale Ausbreitungsgeschwindigkeit der akustischen Wellen
V(0) = Teos(0) + 1/ — wsin(0)? (3.42)

setzt sich zusammen aus der Konvektionsgeschwindigkeit « und der Schallgeschwindigkeit
des ruhenden Mediums c.,. Der Winkel 6 bezeichnet den Winkel zwischen der x-Achse und
der radialen Ausbreitungsrichtung. Nach einer Umformung von ( 3.41 ) erhélt man fiir die
Ausstromrandbedingungen

- - - / - - - Y

3 (u—V cos(6)) r up' V sin(@)i L
u Coo Coo v Coo
_ 0 0

o = wu — — - / - — . (3.43)
p P 2r | o

/ E'U/ ﬁ
p . /
R P V cos(0)p' ] | Vsin(0)p | P

s

Es muss bei der Losung der Strahlungsrandbedingungen (3.40) wie auch der Ausstromrand-
bedingungen (3.43) beachtet werden, dass der Abstand vom Quellzentrum zum &usseren
Rand sinnvoll gewéhlt wird, da dies sonst zu den unerwiinschten Reflexionen fiihrt. Im
Innenfeld werden die rdumlichen Ableitungen der linearisierten Euler Gleichungen mit zen-
tralen Finiten Differenzen gelost. In der dusseren Randzone, mit den so genannten Ghost
Points, miissen die vorgestellten absorbierenden Randbedingungen mit Hilfe von einseitigen
Finiten Differenzen gelost werden. Die Storgroflen in den Ghost Points miissen berechnet
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werden, damit die Punkte des Innenfelds, welche iiber das Innenfeld herausragen mit Infor-
mationen versorgt werden konnen. Durch diese Vorgehensweise werden die beiden Zonen
gekoppelt. Die Dicke der dusseren Zone ist von der gewihlten rdumlichen Ordnung des
Verfahrens abhéingig.

O menfeid

0 GhostPons

Abbildung 3.6: Beim Ghost Point Konzept werden im Innenfeld die linearisierten Euler Glei-
chungen und in den dusseren Ghost Points die Bayliss-Turkel Randbedingungen gelost.

Zur Bestimmung der rdumlichen Ableitungen wird eine zentrale Differenz mit sieben Stiitz-
stellen verwendet. Dadurch benotigt man drei Knotenreihen, in denen die vorgestellten
absorbierenden Randbedingungen geltst werden miissen. Die vorgestellten absorbierenden
Randbedingungen sind beziiglich Rechenzeit sehr effektiv und zeigen sogar bei schrig ein-
fallenden Wellen keinerlei sichtbare Reflexionen an der dusseren Berandung.

3.3.2 Sponge Layer Randbedingungen

Das Sponge Layer Prinzip ist ebenfalls in der Lage, bei der Losung der linearisierten Euler
Gleichungen Reflexionen an der dusseren Berandung zu vermeiden [29]. Bei diesem Verfah-
ren werden in einer dusseren Zone, welche breit genug gewéahlt werden muss, die Stérgrofien
abgesaugt, bevor sie den Rand erreichen. Dies erfolgt durch die Erweiterung der linearisier-
ten Euler Gleichungen um einen Quellterm, so dass fiir die linearisierten Euler Gleichungen
im Zweidimensionalen geschrieben werden kann

p: Hip'/—l— ﬁ;// @p’_—l—/ﬁv’ p;
5 ““ﬂ; 7 + mf”i . ——o| | (3.44)
P, La+apd | op' + ypv’ I
Die Parabelfunktion y
2
o= (5-) (3.45)

beschreibt den rdumlichen Verlauf der Absaugung. Im Innenfeld ist ¢ = 0, das heisst es
wird nicht abgesaugt. An der dusseren Berandung wird mit ¢ = 1 vollstdndig abgesaugt.
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7 - Sponge Layer o

X

Abbildung 3.7: Rdumlicher Verlauf der Absaugung beim Sponge Layer Prinzip

In Abbildung 3.7 ist die Funktion schematisch dargestellt. Die Breite des Sponge Layer
sollte mit Dgp > 10 Reihen gewihlt werden. Das Finite Volumen Programm HyDSOL
verwendet eine Kombination aus Ghost Point und Sponge Layer Prinzip und liefert nahezu
reflexionsfreie Ergebnisse.

3.3.3 Randbedingungen nach Clayton

Zur Vermeidung von Reflexionen kann man bei der Losung der akustischen Wellenglei-
chung die Randbedingungen nach Clayton verwenden. Die Wellen treffen immer unter ver-
schiedenen Winkeln auf den Rand auf. Die Randbedingungen nach Clayton sind hier sehr
effektiv und besitzen im gesamten Winkelbereich hervorragende Absorptionseigenschaften.
Das heifit, dass sich an den Ausstromréandern keinerlei Reflexionen mehr ergeben. Die aku-
stische Wellengleichung wird an den Réndern modifiziert und es gilt am oberen Rand des

Rechengebiets
82 p/ 02 82 p/ 82 p/

o~ 2027 “oydt (3.46)
am unteren Rand des Rechengebiets

RN
am linken Rand des Rechengebiets

Cp_ oy ' (3.48)

o2~ 202 " Couor
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und am rechten Rand des Rechengebiets

82 p/ 02 82 p/ 82 p/

2 2 02 orot’

(3.49)

Die Berechnung der rdumlichen wie auch der gemischten Ableitungen erfolgt mit Hilfe der
klassischen Finite Differenzen Methode.

3.4 Dispersion Relation Preserving (DRP) Verfahren
nach Tam und Webb

Die akustische Analogie sagt aus, dass es moglich ist, akustische Grofien getrennt von der
schallerzeugenden Stromung zu untersuchen. Akustische Grofien sind verglichen mit den
Groflen des mittleren Stromungsfeldes betragsméflig sehr klein. Dadurch kénnen nichtli-
neare Effekte vernachléssigt werden. Die Ausbreitung der akustischen Information gehorcht
damit den linearisierten Euler Gleichungen und muss durch die geringen Amplituden der
akustischen Storgroflen mit einem hochgenauen numerischen Verfahren durchgefiihrt wer-
den. Numerische Verfahren verhalten sich unterschiedlich bei verschiedenen Frequenzen.
Amplituden- und Phasenfehler fithren zu einer ungenauen Ausbreitung der Wellen [56].
Die Koeffizienten des klassischen Finite Differenzenmolekiils werden aus dem Taylor Ab-
gleich hergeleitet und gewéhrleisten die bestmogliche Abbruchfehlerordnung. Bei zentralen
Finite Differenzen Verfahren erhélt man mit (2N + 1) Stiitzstellen fiir die erste Ableitung
der Funktion ® im Punkt ¢

dd
dx

1 n=N
A=Y an®ipn (3.50)
d qn:—N

Die Koeffizienten a,, sowie die Abbruchfehlerordnung kénnen bei Anwendung des klassi-
schen Finite Differenzen Verfahrens aus Tabelle B.1 entnommen werden. In der numerischen
Aeroakustik ist jedoch ausser der Fehlerordnung auch die spektrale Auflosungsqualitiat und
damit die genaue Berechnung einer Ableitung im gesamten spektralen Bereich sehr wichtig.

Die gewohnlichen Finite Differenzen Verfahren sind fiir den langwelligen Bereich ausgelegt.
Im kurzwelligen Bereich sind diese jedoch nicht in der Lage, die Dispersionsrelation noch
zu gewéhrleisten (Abbildung 3.8).

In Abbildung 3.9 ist die Abbildungseigenschaft verschiedener zentraler Differenzen Verfah-
ren fiir die erste Ableitung in Abhéngigkeit von der Wellenzahl k dargestellt. Das DRP Ver-
fahren optimiert das klassische Finite Differenzen Verfahren und verbessert im kurzwelligen
Bereich die Dispersionseigenschaften des klassischen Finite Differenzen Verfahrens. Dies ge-
schieht mit Hilfe der Fourier Transformation von (3.50) sowie mit Hilfe des Ableitungs- und
Verschiebungssatzes. Mit der Fourier Transformation kénnen die unterschiedlichen Diffe-
renzen Quotienten im Frequenzbereich dargestellt und verglichen werden. In Abbildung
3.9 sind die Vorteile des DRP Schemas gegeniiber dem klassischen Finite Differenzen Ver-
fahren dargestellt. Das DRP Verfahren vierter Ordnung ist im kurzwelligen Bereich sogar
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Abbildung 3.8: Modifizierte Wellenzahl

genauer als das klassische Finite Differenzen Verfahren sechster Ordnung. Eine detaillierte
Herleitung des DRP Schemas kann den Arbeiten von Tam und Webb entnommen werden
[55, 56, 57, 58]. Die optimierten Koeffizienten der Finite Differenzenmolekiile sind fiir den
Optimierungsbereich 0 < kAx < 1.1 ausgelegt und sind mit

ag = 0.0

a; =  0.77088238051822552

as = —0.16670590441458046

az =  0.02084314277031176 (3.51)
gegeben.

‘ Verfahren‘ Abl. H a_s ‘ a_s ‘ a_q ‘ ao ‘ ay ‘ Qo ‘ as H q ‘ Ord. ‘
FD o’ 1 -8 0 |8 1 12Az | O4
FD o’ -1 9 —45 |0 |45 -9 1 60Az | O6
DRP 04 —as —as —ay ay | a1 as as Ax 04

Tabelle 3.2: Klassische und optimierte Finite Differenzen Formeln fiir die 1. Ableitung &’
im Punkt ¢

Die Koeffizienten des klassischen Finite Differenzen Verfahren sowie des optimierten DRP
Schemas sind in Tabelle 3.2 aufgelistet.
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Abbildung 3.9: Vergleich der modifizierten Wellenzahl

3.4.1 Kiinstliche selektive Dampfung

Das DRP Schema von Tam ist in der Lage, Wellen mit wenigen Punkten hochgenau zu
approximieren. Das Wellenspektrum kann in einen langwelligen und einen kurzwelligen
Bereich aufgespalten werden (Abbildung 3.8). Die langen Wellen entsprechen niedrigen
Frequenzen und werden angemessen wiedergegeben. Im kurzwelligen Bereich sind die Ab-
weichungen jedoch grofl. Diese numerischen kurzen Wellen verfilschen die Losung der in
dieser Arbeit betrachteten linearisierten Euler Gleichungen. Zur Verbesserung der Losung
ist es notwendig, diese storenden Wellen zu ddmpfen. Die Dampfung darf nur die kurz-
en Wellen betreffen, der Einfluss auf die langen Wellen muss hierbei minimiert werden.
Mit Hilfe des Dampfungsterms D; kann die geforderte Démpfung in der diskretisierten
Differentialgleichung

av, 1 <
Y Z b =

realisiert werden. Mit der Annahme, dass der Dampfungsterm proportional zu den Varia-
blenwerten innerhalb des Einflussgebietes ist, kann geschrieben werden

(3.52)

3
1
D=4 Zs di®p; . (3.53)



KAPITEL 3. DISKRETISIERUNGSMETHODEN IN RAUM UND ZEIT 31

coAx

Die kiinstliche Reynoldszahl Re = des Gitters mit der kiinstlichen Viskositéit v muss

v
die Bedingung Re~! < 0.3 erfiillen. Die verwendeten Koeffizienten

dy =  0.2873928425
dy=d_, = —0.2261469518
dy=d_5 = 0.1063035788
ds=d_s = —0.0238530482 (3.54)

sind der Arbeit von Tam entnommen [55].



Kapitel 4

Finite Volumen Verfahren

In den sechziger und siebziger Jahren des letzten Jahrhunderts begannen Wissenschaftler
wie Godunov, Lax oder auch McCormack die Erhaltungsgleichungen der Stromungsmecha-
nik numerisch zu 16sen und erzielten damit sehr schnell Erfolge. Die neu entstandene nu-
merische Stromungsmechanik, oder auch Computational Fluid Dynamics (CFD) genannt,
spielt mittlerweile eine wichtige Rolle in vielen technischen und naturwissenschaftlichen
Anwendungen. Eines in der CFD verwendeten Verfahren, das Finite Volumen Verfahren
ist ein numerisches Verfahren zur Losung der Erhaltungsgleichungen. Erhaltungsgleichun-
gen sind spezielle partielle Differentialgleichungen, denen ein Erhaltungssatz zugrunde liegt.
Mit dem Satz von der Massen-, Impuls- und Energieerhaltung erhélt man ein gekoppeltes
Gleichungssystem von nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen. In der vorliegenden
Arbeit werden Finite Volumen Methoden zur Losung der linearisierten Euler- und der
Navier-Stokes-Gleichungen der Stromungsmechanik eingesetzt [59].

Das Prinzip der vorliegenden numerischen Verfahren beruht darauf, dass zunéchst das
Rechengebiet in eine endliche (finite) Zahl von Gitterzellen (Volumenelemente) zerlegt wird.
In jeder dieser Zellen gilt der Erhaltungssatz. Die Verdnderung einer Erhaltungsgrofie wie
Masse, Impuls oder Energie in einer Zelle erfolgt also nur durch Ab- oder Hinzuflieen von
Masse, Impuls oder Energie iiber den Rand der Zelle.

Berechnet man eine gute Approximation dieser Fliisse, so ergeben sich Gleichungen, welche
die Veréinderung der Groflen in den Zellen mit der Zeit beschreiben. Ein besonderer Vorteil
der Finite Volumen Verfahren ist die Flexibilitdt bei der Wahl der Gittergeometrie sowie
das natiirliche Zulassen von unstetigen Losungen, wie sie in der Gasdynamik bei Stoflen
auftreten. Im Gegensatz zur Differenzen Methode wird bei der Finite Volumen Methode
die integrale Form der Erhaltungsgleichungen verwendet. Auf die Vorgehensweise bei den
Finite Volumen Verfahren wird in den folgenden Kapiteln noch weiter eingegangen.

Wie erwihnt, wird das Problemgebiet dabei in eine endliche Anzahl von Kontrollvolumina
beliebiger Form unterteilt. An jedem Kontrollvolumen werden nach dem Erhaltungsprinzip
eine Bilanz von Fliissen und Quellen aufgestellt. Die Diskretisierung dieser Fliisse und
Quellen an bestimmten Stellen fiithrt zu einem algebraischen Gleichungssystem.

Es gibt zwei Moglichkeiten das Kontrollvolumen festzulegen, die knotenzentrierte und die
zellzentrierte Anordnung. Das am Institut fiir Aerodynamik und Gasdynamik der

32
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Gitterzellen

,,,,,, Voronoi-Zellen

Abbildung 4.1: Vergleich zellzentriertes- und knotenzentriertes Finite Volumen Verfahren

Universitéit Stuttgart entwickelte und in dieser Arbeit weiterentwickelte Programm HYD-
SOL ist ein zellzentriertes Finite Volumen Verfahren. Bei dieser Variante werden die Fliisse
iiber die Zellseiten der Gitterzellen aufsummiert. Bei der knotenzentrierten Variante der Fi-
nite Volumen Verfahren werden die Fliisse iiber die Zellseiten der Voronoi-Zellen berechnet.
Auf diese Variante wird in dieser Arbeit nicht eingegangen.

Der Stromungscode HYDSOL basiert auf einer zellzentrierten Implementierung. Die Kon-
trollvolumen entsprechen somit den Gitterzellen. Der Aufbau des Programms HYDSOL ist
in Abbildung 4.2 dargestellt.

Der konvektive und diffusive Fluss iiber das Kontrollvolumen ist somit die Summe der
Oberflachenintegrale iiber die jeweiligen Seiten. Die Approximation der Oberflacheninte-
grale erfolgt in zwei Schritten:

e Approximation der Variablenwerte an der Kante beziehungsweise an der Fléiche eines
Kontrollvolumens durch die Werte des Zellmittelpunkts.

e Approximation des Fluss-Integrals durch Werte auf der Kante beziehungsweise an
einem Oberflachenelement eines Kontrollvolumens.

Zur Wahrung des Erhaltungsprinzips diirfen die Kontrollvolumen sich nicht gegenseitig
iiberlappen. Die Approximation des Fluss-Integrals und des Variablenwertes auf der Seite
des Kontrollvolumens miissen von gleicher Ordnung sein.
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Abbildung 4.2: Aufbau des Programms HyDsOL

In der vorliegenden Arbeit wird die akustische Analogie angewendet [41]. Die Berechnung
der Schallausbreitung erfolgt mit Hilfe der linearisierten Euler Gleichungen. Die Bestim-
mung der aeroakustischen Quellen kann mit messtechnischen Verfahren wie der Array Mess-
technik oder numerisch mit Quellgenerierungsmethoden wie der EIF Methode durchgefiihrt
werden [10, 24]. Die Finite Volumen Methoden sind in der Lage, komplexe Geometrien bei
der Losung der linearisierten Euler Gleichungen zu beriicksichtigen.

Bei der vorliegenden Finite Volumen Methode wird im Dreidimensionalen das Rechengebiet
durch beliebige Hexaeder und Tetraeder und im Zweidimensionalen durch Rechtecke und
Dreiecke diskretisiert.
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Dreidimensionale Formulierung

Im Dreidimensionalen konnen die linearisierten Euler Gleichungen in der Flussformulierung

U;+FU)x+G(U),+HU),=Q (4.1)

mit dem Variablenvektor

B o=,

~

S|

den Fliissen

ﬂp/ _I_ pu/ @p/ + p,U/ wp/ + pw/

! +%’ o' wu

F= ' ,G=| w+E% | H= wy'
aw’ ow’ ww' + %

up’ + pu’ op’ +ypv' wp' +ypw

sowie dem Quellvektor
Qp’
Qu’
Q = Qv’
Q.
Qp’

und mit Hilfe der Kettenregel

OF(U) OF(U)OU OG(U)  9G(U) dU

— “ — AU, — Y _ B
Ox oUu Ox U dy ou dy Uy
und
OH(U) 0H(U)oU
o: ~ v oz Ux
umgeformt werden in
U; + AU, +BU, +CU, =Q (4.2)

beziehungsweise ausgeschrieben
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0 @ p 00 0 0 70 p 0 0 0
o 0 u 0 0 1/p o 0o 0 0 0 o
V| +]10 0 w 0 0 v’ +100 @ 0 1/p v+
w’ 0 0 0w O w’ 00 0 v 0 w’
], LO0pe® 00 @ ||p]  [O0O0 p* 0 v | LY ],
@ 0 0 p 0 1[0 [ Qy ]
0w 0 0 0 u’ Qu
00w 0 0 v =| Qv | . (4.3)
0 0 0 w 1/p w' Qur
00 0 p w ||y, [Q]

In (4.2) ist die Matrix A die Jacobi Matrix des Flusses F, die Matrix B die Jacobi Matrix
des Flusses G und C die Jacobi Matrix des Flusses H. Die Matrizen A, B und C werden
mit Hilfe der Geschwindigkeiten u, v, w sowie der Schallgeschwindigkeit

c= \/? (4.4)

mit der Umgebungsdichte p, dem Umgebungsdruck p und dem Adiabatenkoeffizienten ~
bestimmt.

Zweidimensionale Formulierung

Die Umformung der zweidimensionalen linearisierten Euler Gleichungen in die Flussformu-
lierung

U, + F(U)x + G(U), = Q (4.5)

mit dem Variablenvektor

iSRS S~

~ ~ < ~
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den Fliissen

ﬂp, +ﬁu, ,l—]p/ +ﬁ1)/
au + 2 ou’
= P =
Fuy=| "0 Lew=| Ny
up’ + ypu' vp' + ypu’
und dem Quellterm

Qp
_ | Qu
=
@y

erfolgt ebenfalls mit der Kettenregel und man erhélt die quasi-lineare Formulierung

U, + AU, + BU, = Q (4.6)

beziehungsweise in Komponenten ausgeschrieben

Pl [a s 0 07[F] o0 p 01[0] [@Q]
u 0 a 0 1/p u 0o 0 0 u Qu
i 4 = (4.7)
v’ 0 0 w O v’ 00 v 1/p v’ Qv
], L0 pct 0 u | v, | 0 0 pc? v L], L@,

Im Folgenden wird die Finite Volumen Methode zur Losung der linearisierten Euler Glei-
chungen auf strukturierten wie auch unstrukturierten Gittern angewandst.

4.1 Finite Volumen Diskretisierung

Bei den Finite Volumen Verfahren wird das Rechengebiet in finite Volumina unterteilt.
Im vorliegenden Fall wird mit dem Gittergenerator PATRAN das zwei- beziehungsweise
dreidimensionale Feld durch Rechtecke und Dreiecke sowie durch Hexaeder und Tetraeder
diskretisiert. Der Gittergenerator liefert in allen Fillen die Koordinaten der Knoten sowie
die Verbindung der Knoten mit den Zellen und eine Kennzahl fiir die jeweilige Randkan-
te beziehungsweise Randfliche (Abbildung 4.4A). Mit diesen Daten kann das Programm
HypsoL die Fliache beziehungsweise das Volumen einer Zelle sowie alle benttigten Norma-
lenvektoren berechnen. Die Normalenvektoren auf einer Zellkante beziehungsweise auf einer
Zellflache werden benotigt, um den Fluss iiber eine Zellkante beziehungsweise Zellfliche be-
rechnen zu kénnen. Bei den Finite Volumen Verfahren werden zuerst die linearisierten Euler
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Gleichungen in Flussformulierung tiber die Zelle aufintegriert. Man erhélt (ohne Quellterm)
im Dreidimensionalen aus

U, + F(U)x + G(U), + H(U), = 0 (4.8)

die integrale Formulierung

/ (Ug + F(U)y + G(U), + H(U),)dV =0 . (4.9)
\%

~ @ ~ ’
O

Abbildung 4.3: Randkante eines Elements

Mit dem Satz von Gauss kann das Volumenintegral iiber F(U), + G(U), + H(U), in ein
Oberflachenintegral umgeformt werden und man erhéalt

0

—/UdV+/E-ndA:O. (4.10)
ot )y B

V steht hier fiir das Volumen des Kontrollvolumens und A fiir die Oberflaiche des Kontroll-
volumens. Die Matrix der Fliisse ist hier mit

E=(FGH) (4.11)
definiert. Das Oberflichenintegral setzt sich zusammen aus den Integralen iiber alle N

Kanten beziehungsweise Flédchen einer Zelle
N

/AE~ndA:Z

Ast1
/ E-ngdA . (4.12)
S=1

As
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Mit (4.12) sowie dem Normalenvektor

ny sin fg cos ¢g
ng = Mo = sin 95 sin gbs (413)
ns cos fg

ergibt sich

Ast1
Z / E-ngdA = Z / [sin O cos psF(U) +sin fg sin psG(U) + cos OsH(U)|dA .
(4.14)

Damit kann (4.10) umgeformt werden in

N Ast1
% / Udv + Z / [sin 8g cos psF(U) + sin fg sin psG(U) + cos OsH(U)|dA =0 .
v s=174s

(4.15)

Eine Normierung des integralen Wertes fV UdV durch das Volumen und eine Umformung
ergibt

01 1 o [Ash
—(= / UdV) =——= / [sin O cos psF(U) +sin fg sin psG(U) + cos OsH(U)|dA .
otV )y V ; Ag

(4.16)

Die Euler sowie die Navier-Stokes Gleichungen sind rotationsinvariant. Dadurch kann man
diese in die Normalenrichtung transformieren (Abbildung 4.3). Dies geschieht im Dreidi-
mensionalen mit Hilfe der Transformationsbeziehung

sin fg cos psF(U) + sin fg sin ¢sG(U) + cos §sH(U) = Tg'F(TU) . (4.17)
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B) -~

Abbildung 4.4: (A) Seitenfldchen eines Tetraeder Elements, (B) Zylinderkoordinatensystem
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Hierbei lasst sich die Rotationsmatrix

Ts(0s, ps) =

o

e}

0

0

0

sin fg cos ¢g

cosfgcos ¢pg cosbgsin g

—sin ¢S

0

sowle die Inverse der Rotationsmatrix

Ts'(0s, ¢s) =

1

0 sinfgcospg cosbgcos g

0

0

0

0

sin g sin g cos fg sin ¢g

cos g

0

0

sin fg sin ¢g

cos g

0

0

—sinfg

0

mit Hilfe des Normalenvektors ng in die Rotationsmatrix

T(nla na, n3) -

o

[ 1 0 0
0 nq To
nins Nams3
V1-nZ /1-n2
N9 s
Vi-d Vi
0 0 0

0 0
cosflg 0
—sin 95 0
0 0
0 1
0 0
—singg 0
cosps 0
0 0
0 1
0 07
ng 0
1—n% 0
0 0
0 1

41

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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beziehungsweise deren Inverse

1 0 0 0 0
Tins —TN9
0 n 0
- 1o
T_l(nlv na, n3) = 0 no 12l i 0

iod i
0 n3 —y/1—n3 0 0

0 0 0 0 1
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(4.21)

umformen. Im Zweidimensionalen ist die Vorgehensweise analog. Die Matrix der Fliisse ist

im Zweidimensionalen mit

E = (F(U) G(U))

gegeben. Der Normalenvektor ist in diesem Fall wie folgt definiert

| ni | | cosbg
s = ny | | sinfg | °

Mit diesen Bedingungen ergibt sich fiir den zweidimensionalen Fall

0L [ vav Ly [ 0sF(U) +sin0sG(U)] dA

Die Drehung erfolgt mit
cos 0sF(U) + sin 0sG(U) = Tg'F(TgU) .

Hierbei ergibt sich mit dem Normalenvektor ng die Transformationsmatrix

[ 1 0 0 0] 1 0 0 0]
0 cosfg sinflg 0O 0 ny ng O
T - —
0 —sinfg cosfs O 0 —ny ng O
| 0 0 0 1 | [0 0 0 1|

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)



KAPITEL 4. FINITE VOLUMEN VERFAHREN 43

und die zugehorige Inverse

[ 1 0 0 0] (1 0 0 0]
0 cosfsg —sinflg O 0 ni —mg O
T = = : (4.27)
0 sinflg cosflg O 0 ng ny O
| 0 0 0 1] | 0 0 0 1]

Mit den obigen Gleichungen erhélt man im Zwei- und Dreidimensionalen

o 1 As+1 1
8t(V/ Udv) = ——Z/ F(T4U) dA =0 (4.28)

und kann anschliefend aus dem dreidimensionalen beziehungsweise dem zweidimensionalen
Fall durch eine Drehung in Normalenrichtung, dem Z, g, 2-System, die Losung des Problems
auf den eindimensionalen Fall reduzieren. Mit F = F(U) bedeutet dies

U, +(F),=0. (4.29)
Mit Hilfe der Kettenregel
OF  OF U
— 4.30
or U O ( )
und der Jacobi Matrix der Flussfunktion
)
A(U) = — 4.31
(0) == (431

erhélt man die quasi-lineare Formulierung
U, +AU)U; =0. (4.32)

Mit der numerischen Integration iiber die Kante im Zweidimensionalen beziehungsweise
iiber das Oberflichenelement eines Volumens
Agiq 1=1mazx B
/ TS'F(TsU) dA~ Qs > wi(Tg'Fs); (4.33)
As i=1

erhélt man die Finite Volumen Formulierung fiir die linearisierten Euler Gleichungen

%(%/ Uudv) ———ZQS Z TSF); . (4.34)

i=1

Die Grofle €2 steht im Zweidimensionalen fiir die Kantenldnge und im Dreidimensionalen
fiir die Zellflache. w; ist der Wichtungsfaktor, den man aus der Gausschen Quadratur
erhélt. Auf die Wichtungsfaktoren sowie die Berechnung des Flusses wird in den folgenden
Abschnitten eingegangen.
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4.2 Numerische Integration der Anfangsbedingungen
und der Quelldaten

Bei der Finite Volumen Methode hoher Ordnung muss die numerische Integration der
Anfangswerte sowie der Quelldaten mit hoher Ordnung durchgefiihrt werden. Die folgenden
Integrationsverfahren basieren, wie in obigem Kapitel erlautert, auf den Gauss Quadraturen
sowie Verfahren aus den Arbeiten von Stroud [53]. Beim dreidimensionalen Finite Volumen
Verfahren kann auf einem Hexaeder- oder einem Tetraedergitter gerechnet werden. Im Fall
des Hexaedergitter gilt fiir die numerische Integration

8h3/ / / (x,y, z)dxdydz = an Ty Yny 2n) [ (s Un, 2n) - (4.35)

n=1

Die Koordinaten sowie die Wichtungsfaktoren beim Verfahren vierter Fehlerordnung sind
in Tabelle 4.1 dargestellt.

‘ n ‘ x,, — Koordinate ‘ yn — Koordinate ‘ zy, — Koordinate ‘ w, Wichtungs faktor ‘
1 V(1/3) V(1/3) V(1/3) 1/8
2 V(1/3) V(1/3) —/(1/3) 1/8
3 V(1/3) —/(1/3) V(1/3) 1/8
4 V(1/3) —/(1/3) —/(1/3) 1/8
5 —/(1/3) V(1/3) V(1/3) 1/8
6 —/(1/3) V(1/3) —/(1/3) 1/8
7 —/(1/3) —/(1/3) V(1/3) 1/8
8 —/(1/3) —/(1/3) —/(1/3) 1/8

Tabelle 4.1: Integrationskoeffizienten des Hexaeders

Die Integration auf dem Tetraedergitter erfordert bei der im Folgenden vorgestellten Vor-
gehensweise eine Transformation eines Tetraeders in das Einheitstetraeder. Ist die Trans-
formation

T = a9+ a1 + asly + asz (4.36)
Y =bo+ biT + bay + b32 (4.37)
2 =Co+ 1T+ e + 32 (4.38)

mit

aozle, a1:P2m—P1m, GQZPBx—le, CL3:P4w—P1I
bozply, b1:P2y—P1y, bgngy—Ply, a3:P4y—P1y (439)
C():P]_Z, 61:P22—P12, 62:P32—P12, a3:P4Z—P12
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durchgefiihrt, so kann das Integral
N
] [ #ewdzdyd =115 w21 500 (4.40)
n=1

mit der Jacobi Matrix

ay Gz as
J = bl bg as (44 1)
Ci Co Qs

beziehungsweise der Determinanten der Jacobi Matrix
‘J| = (a1b203 -+ a3b301 —+ agblcg) — (a3b201 + CL1b3CQ -+ CLlecg) (442)

numerisch gelost werden. Die Koordinaten der Gauss Punkte sowie die Wichtungsfaktoren
sind fiir die Integration der Ordnung N = 35 aus der Arbeit von Stroud [53] entnommen
und im Anhang B.1 aufgelistet.

Die zweidimensionale Integration auf einem Vierecksgitter erfolgt durch

A2 /y . / [z, y)dxdy = an Ty Yn) [ (@, Yn) - (4.43)

n=1

Die Koordinaten der Gauss Punkte kénnen Tabelle 4.1 entnommen werden, im zweidi-
mensionalen Fall betragt der Wichtungsfaktor w,, = 1/4. In Abbildung 4.5 sind die Gauss
Punkte sowie die Gréfie h dargestellt.

Die Integration auf einem Dreieck
N
[ [ fwdady =115 w5 G ) (1.4
n=1

erfordert bei dieser Vorgehensweise ebenfalls eine Transformation eines Dreiecks in das
Einheitsdreieck. Bei der Transformation gilt

T = ag+ ali + agﬂ (445)
Yy ="bo+b1x+ by (4.46)
mit

aozPlx, a1:P2x—P1x, a2:P3x—P1x

bo=Pl, b =P2,—Pl, b=P3,— Pl, (4.47)
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y
y,=h
O O
G3 G2
__________ I
I X
|
O | O
G4 Gl
: y,=—h
X 1:—h X Z:h

Abbildung 4.5: Numerische Integration iiber ein Viereck

Die Jacobi Matrix und die Determinanten der Jacobi Matrix sind mit

. a1 Az
(o) 9

und

|J| = aiby — asby (4.49)

definiert. Durch die hier beschriebenen Integrationsverfahren kénnen Funktionen im Zwei-
und Dreidimensionalen numerisch {iber Flichen und Volumen integriert werden. Dies ist
bei den Anfangswerten sowie den Quelldaten notig.
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4.3 Flussberechnung

Im folgenden Abschnitt wird auf die Berechnung des Flusses bei Finite Volumen Verfahren
eingegangen. Bei den Finite Volumen Verfahren wird das Rechengebiet in diskrete Volu-
mina unterteilt. Die zeitliche Anderung der integralen Mittelwerte entspricht dem Integral
des Flusses iiber die Zellkante. Zur Losung des vorliegenden Anfangs-Randwertproblems
muss der Fluss an den Zellkanten berechnet werden. Betrachtet man eine Zellkante im -y
System (Abbildung 4.3), so liegt links der Kante der linke Zustand und rechts der Kante
der rechte Zustand vor. Dadurch erhélt man an den Kanten stufenférmige, stiickweise kon-
stante Anfangswerte (Abbildung 4.6). Das vorliegende Anfangswertproblem wird Riemann
Problem genannt. Das Losen des Riemann Problem ist ein zentraler Bestandteil eines Fi-
nite Volumen Verfahrens. Bei der Losung der linearisierten Euler Gleichungen entsprechen
die Zusténde zwei unterschiedlichen rdumlichen Verteilungen wie beispielsweise der Dichte,
der Geschwindigkeit und des Drucks. Die Aufgabe des Riemann-Losers ist, die Auflosung
dieser Diskontinuitdt mit der Zeit zu berechnen. Die Lésung des Riemann Problems liefert
eine Flussfunktion, diese wird im Folgenden hergeleitet.

u,(x)

Abbildung 4.6: Riemann Problem

Der Grofiteil der Grundlagen wird in der Arbeit von Toro vorgestellt [59]. Die linearisierten
eindimensionalen Euler Gleichungen U, + F(U), = 0 beziehungsweise in quasi-linearer
Formulierung U; + AU, = 0 mit der unstetigen Anfangsbedingung

. Up, <0
U—{ 0o (4.50)

lassen sich mit Hilfe des Rieman-Losers exakt 1osen. Hierbei ist Uy, der linke und Ug der
rechte Datensatz, wie in Abbildung (4.6) dargestellt ist. Die linearisierten Euler Gleichun-
gen stellen ein lineares gekoppeltes hyperbolisches Differentialgleichungssystem dar. Die
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Koeffizienten-Matrix A ist konstant. Die Hyperbolizitédt des Systems wird durch die Eigen-
schaften der A-Matrix definiert. Die Eigenwerte der Matrix sind reell und die A-Matrix
ist diagonalisierbar. Die Matrix besitzt somit m = 3 reelle Eigenwerte \; und m = 3 li-
near unabhingige Eigenvektoren K ®). Die A-Matrix kann mit der Matrix der Eigenwerte
A = diag(A1, A2, A3) und der Matrix K der rechten Eigenvektoren geschrieben werden als

A=KAK! A=K!AK. (4.51)

Mit der Existenz der Inversen Matrix K ! lassen sich die Variablen in die so genannten
charakteristischen Variablen durch

W=K"'U U=KW (4.52)

umformen. Mit den zugehorigen Ableitungen

U, = KW, U, = KW, (4.53)

folgt die so genannte kanonische beziehungsweise charakteristische Form des Gleichungssy-
stems
Wi+ AW, =0, (4.54)

wobei die m partiellen Differentialgleichungen voneinander unabhéngig und somit entkop-
pelt sind. Jede partielle Gleichung kann dadurch einzeln gel6st werden. Es liegen nun
lineare Advektionsgleichungen mit konstanten Koeffizienten vor. Die Eigenwerte \; sind
dabei die charakteristischen Geschwindigkeiten der linearen Advektionsgleichungen mit m
charakteristischen Kurven (Abbildung 4.7). Das Anfangswertproblem besitzt nun durch die
Entkopplung die Losung

wi(z,t) = 0@ — \t) . (4.55)
Durch die Riicktransformation ergibt sich mit (4.52) die allgemeine Losung
U, t) =Y w(z - Nt) KD | (4.56)

i=1

(0)

[

) _

wobei U(z,t) nur von den Anfangswerten an den m Punkten w;’ an den Stellen z;

x* — \it* abhéngig ist. Die Geraden z; = x§°’ + A\t mit 2/(t) = \; sind die so genannten
charakteristischen Kurven.

Das Losen des Riemann Problems erfolgt durch die lineare Kombination der Eigenvektoren
und man erhélt fiir die beiden Zusténde

j=1

und

U1 = »_ 3K (4.58)
j=1
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mit den konstanten Koeffizienten «;,3; mit ¢ = 1,...,m. Damit folgt in einem beliebigen
Punkt z zum Zeitpunkt ¢ die allgemeingiiltige Losung

( (
%x/t ZﬁK]—I—ZQK]. (4.59)
j=I+1
A4 =u-c t

)\2=u

A =u+c
3

0 X
Abbildung 4.7: Charakterisitiken im x-t Diagramm

Ausgehend von der linken oder rechten Seite ergibt sich in x/t = 0 die allgemeine Losung

= i (4.60)

oder

U1 (0) = Ui = > (8 — ay) K9 (4.61)
Jj=I+1

Das bedeutet dass der Sprung entlang der Welle j mit dem Eigenwert A\; und dem Ei-
genvektor K@) durch (B — o) K () gegeben ist. Die Losung des Riemann Problems kann
damit bei z/t = 0 interpretiert werden als Wert aus linkem Zustand U; plus der Summe
aller Spriinge, welche der Bedingung A < 0 gehorchen. Ausgehend vom rechten Zustand
bedeutet dies, dass die Losung des Riemann Problems sich aus dem rechten Zustand U,
minus der Summe aller Spriinge mit den Geschwindigkeiten A > 0 ergibt. Die Kombination
von (4.60) und (4.61) liefert

1 1o~ . _
Ui+%(0) = §(Ui+1 + Uiy1) — 2 Z sign(A;)(B; — aj)K(j) : (4.62)

i=1
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Die Berechnung des Flusses wird aus der Bedingung F = A (U)U, der Bedingung AKU) =

MK sowie (4.60) und (4.61) gewonnen und man erhilt

oder
m

F;'+%(0) =i — Z (B; — )\ K'Y

Jj=I+1
Durch die Kombination von (4.63) und (4.64) ergibt sich fiir den Fluss

l\DI}—t

1
FH%(O) = 2(Fz+1 + Fig1) —

Die Eigenwerte sowie deren Betrédge sind mit

A = max()\;,0)

J

AT = min(\;,0)

J

und
N=ANTHAT =N A

gegeben. Mit den Definitionen
A"=KAN K At =KATK™!

und
ATKY) = \TKW | ATKE) = \TKW)

ergibt sich fiir den Fluss

Fy = 5(F+ Fip) = 5 2058 — o) [Ny | KY)
= L(Fi+ Fin) = 1308 — a) (A = AN KO
= L(F+ Fin) — 30,8 — o)A KO — ATKO)]

N[ =

N[

(Fi+ Fiy1) — 5201 (85 — aj )[AT — AT KO

(F; 4+ Fiyq) — %|A| Z;nzl(ﬁ] - O‘j)K(j)

N[

(Fi + Fiyr) — 5 221 (85 — a)(Ui = Uiza)

N[

i )|\ KV

(Fit Fisa) = 5 255 (6; — ay)[AT KW — A7 KU

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)
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Durch die (4.57) und (4.58) erhélt man die Flussformulierung

1 1
Fia = §(Fi + Fiy1) — §|A\(Uz‘ —Uit) - (4.71)
Eine weitere Umformung liefert mit F = A(U)U den Fluss
1 1
F;'+% = §(E + Fip1) — §K|A|K_1(Ui — Uit1) (4.72)
beziehungsweise
1 1 B

Im Programm HYDSOL wird zur Losung der linearisierten Euler Gleichungen der Fluss mit
Hilfe von (4.73) berechnet.

4.3.1 Dreidimensionales Finite Volumen Verfahren
Zur Bestimmung des Flusses bendtigt man bei der Finite Volumen Methode, wie im obigen

Abschnitt hergeleitet, die A-Matrix sowie die Eigenwerte und Eigenvektoren. Im Dreidi-
mensionalen besitzt die Koeffizientenmatrix der linearisierten Euler Gleichungen

A=10 0 @ 0 0 (4.74)

0 p 00 u

die Eigenwerte \y = 4, Ay = 4, \3 = 4, \y = 4 — c und \5 = 4 + ¢. Mit den Eigenwerten
ergibt sich die Matrix der Eigenwerte

A=|00a 0 0 (4.75)
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Die daraus resultierenden Eigenvektoren werden in die K-Matrix

_ 1 _
1 00 —
2 ¢
1
000 — —
pc pe
K (4.76)

geschrieben. Mit der Inversen

_pe 1
0 5 0 0 5
pc 1

L 0 2 00 2

liegen im Dreidimensionalen alle zur Flussberechnung benétigten Grofien vor.

4.3.2 Zweidimensionales Finite Volumen Verfahren

Im Zweidimensionalen besitzt die Koeflizientenmatrix

@ p 0 0
_ 1
0 u 0 —
A= p (4.78)
0 0 uw O
| 0 pct 0 @ |
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die Eigenwerte \; = @, Ao = @, A3 = @ + ¢ und \y = @ — c. Fiir die Matrix der Eigenwerte
kann geschrieben werden

A (4.79)

Die Matrix der Eigenvektoren

_ 55
1 0 — =
2¢ 2c
1 1
005 3
K — (4.80)
0 -1 0 0
p P
0o 0 — =
L 2c  2c¢
sowie die Inverse
_ 1
1 0 0 =
0O 0 -1 0
K= 1 (4.81)
0 1 0 —
pc
1
0o -1 0 —
| pc

kénnen nun zur Berechnung des Flusses in (4.73) verwendet werden.
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4.4 Finite Volumen Randbedingungen

Zur Erfillung der Ausstrom- und der Koérperrandbedingungen wird im Finite Volumen
Programm HYDSOL das so genannte Ghost Point Konzept angewendet. Bei diesem Kon-
zept werden die real existierenden Zellen an den Réndern virtuell gespiegelt. Damit erhélt
man, wie in Abbildung 4.8 gestrichelt dargestellt, Ghost Zellen. Die Datensétze der real
existierenden Zellen werden dadurch achsensymmetrisch gespiegelt. Auf dem Koérperrand
kann nun entweder die Ausstrom- oder die Koérperrandbedingung erfiillt werden.

\
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Abbildung 4.8: Spiegelung des Datensatzes am Korperrand beziehungsweise am Ausstromrand

4.4.1 Ausstromrandbedingungen

Zur Erfiilllung der Ausstromrandbedingung werden die Daten der real existierenden Zelle,
hier mit linkem Zustand bezeichnet, gespiegelt, so dass dadurch der rechte Zustand gewon-

nen werden kann. Es muss durch die Spiegelung der Datensétze erreicht werden, dass die



KAPITEL 4. FINITE VOLUMEN VERFAHREN 55

Wellen am Ausstromrand ungestort und verlustfrei das Rechengebiet verlassen konnen. Im
Dreidimensionalen bedeutet dies

~
~

p P
u/ u/
v’ = | (4.82)
w’ w’
/ /
p Links p Rechts
und im Zweidimensionalen
/ /
P P
u/ u/
= 4.83
o y (4.83)
/ /
p Links D Rechts

Mit dieser Vorgehensweise kann an den zwei Gauss Punkten der linke und der rechte
Zustand bestimmt und anschliessend der Fluss an der Kante des Ausstromrandes berechnet
werden.

4.4.2 Korperrandbedingungen

Die Korperrandbedingung wird erfiillt, wenn fiir den Fluss senkrecht zur Wand gilt £, = 0.
Dies entspricht einer Impulsumkehr am Koérperrand und fiihrt zur Reflexion der ankom-
menden Welle. Diese Bedingung kann mit dem Ghost Point Konzept erreicht werden. Es
wird wie bei den Ausstromrandbedingungen der linke Zustand gespiegelt und damit der
rechte Zustand bestimmt. Fiir die Korperrandbedingungen gilt im Dreidimensionalen

~
~

p P
u —u
v’ = v’ (4.84)
w’ w’
/ /
D Links p Rechts
und im Zweidimensionalen
/ /
P P
u —u/
- 4.85
v v ( )
/ /
p Links p Rechts

Es muss hier an den zwei Gauss Punkten der linke und der rechte Zustand bestimmt und
anschliessend der Fluss an der Kante des Kérperrandes berechnet werden.



Kapitel 5

Rekonstruktionsalgorithmus der FV
Methode

In diesem Kapitel werden der Rekonstruktionsalgorithmus zweiter Ordnung und der in
dieser Arbeit entwickelte Rekonstruktionsalgorithmus hoher Ordnung vorgestellt.

In der urspriinglichen Version des Stromungscodes HYDSOL werden die Fliisse mit zwei-
ter Ordnung genau berechnet. Dazu werden im ersten Schritt die geometrieabhédngigen
Richtungsableitungen ry; and rg berechnet.

Viereckselemente Dreieckselemente

Abbildung 5.1: Richtungsvektoren der direkten Nachbarn zur Bestimmung der Richtungsablei-
tungen fiir Vierecks- und Dreieckselemente

Der Betrag des Vektorprodukts beider Vektoren bilden einen Vektor senkrecht zur Grund-
flache, dessen Lénge der Fliache des von den Vektoren aufgespannten Parallelogramms

entspricht
Ap = |r; X ra| . (5.1)

Unter Einbeziehung der Variablendifferenzen als dritte Raumkoordinate und den Rich-
tungsvektoren erhélt man eine Ebene £ im dreidimensionalen Raum (Abbildung 5.2).

56
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Abbildung 5.2: Ebene gegeben durch Richtungsvektoren und Variablendifferenzen

Der zur Flache Ar normierte Normalenvektor 7 der Ebene E berechnet sich somit zu

ny ALEl ALEQ AylAUQ — AulAyg
|I'1 X I'2| . No = Ayl X Ayg = Angul — AUQASL’l . (52)
ns Aul AUQ Al’lAyQ — AylASL’Q

Damit ergibt sich die Ebenengleichung in kartesischer Form

f(z,y,u) = mx + nay + ngu +d = 0. (5.3)

Die Richtungsableitungen einer Funktion f an der Stelle x; in Richtung h ist mit

0f(x;) _ 1"
o = i V@) (5.4

definiert. Mit hy = (1,0,0), he = (0,1,0), |h1| = |he| = 1 und (5.2) ergibt sich fur die
Richtungsableitungen in x- und y-Richtung

of@ _m _ 1

y _A_E_AE

(AUQAyl — AulAyg) (55)

(AUQAl'l — Auleg) (56)

Mit dieser Vorgehensweise kann der Variablenwert an der Kante bestimmt werden. Mit
Hilfe der vorliegenden Variablenwerte kann man anschliessend den Fluss berechnen.

Bei der zellzentrierten Finite Volumen Methode hoher Ordnung wird die Rekonstruktion
in zwei Schritten durchgefiihrt. Im ersten Schritt miissen die ndchsten Nachbarn (Natural
Neighbour) eines Zentralelements bestimmt werden. Anschliessend kann man die Varia-
blenwerte an den Kanten mit Hilfe des Taylor Polynoms berechnen.



KAPITEL 5. REKONSTRUKTIONSALGORITHMUS DER FV METHODE 58

y
% Zentralelement
O NN aus erstem Kreis
@® NN aus zweitem Kreis
O NN aus drittem Kreis
B NN aus viertem Kreis
X

Abbildung 5.3: Seitenorientierte Nachbarschaftssuche

Hierzu muss fiir das Zentralelement und fiir die néchsten Nachbarn des Zentralelements das
Taylor Polynom aufgestellt werden. Mit dieser Vorgehensweise erhélt man ein Gleichungssy-
stem. Durch Losen dieses Systems erhélt man in einem definierten Punkt die Koeffizienten
des Taylor Polynoms und dadurch die partiellen Ableitungen. In diesem Abschnitt wird
das Gleichungssystems aufgestellt und mit Hilfe der Singular Value Decomposition oder
der Cholesky Zerlegung gelost.

Bei der Natural Neighbour Methode werden zunéchst die néchsten Nachbarn gesucht (Ab-
bildung 5.3 und 3.3). Hierbei muss zwischen der seitenorientierten und der knotenorien-
tierten Nachbarschaftssuche unterschieden werden. Bei der zellzentrierten Finite Volumen
Methode benétigt man die seitenorientierte Nachbarschaftssuche. Bei der seitenorientierten
Suche (Abbildung 5.3) werden die Nachbarelemente des ersten Kreises iiber die Seiten des
Zentralelements gesucht. Ausgehend von diesen Nachbarn werden anschliessend die Nach-
barn dieser Elemente iiber die Seiten gesucht. Diese Prozedur wird so lange durchgefiihrt,
bis eine bestimmte Anzahl von néchsten Nachbarn gefunden ist.

5.1 Berechnung von partiellen Ableitung mittels
integriertem Taylor Polynom

Bei der Finite Volumen Methode hoher Ordnung miissen die Polynome im Zweidimen-
sionalen iiber die Fldche und im Dreidimensionalen {iber das Volumen aufintegriert und
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mit der Fldche beziehungsweise dem Volumen normiert werden, da das Programm HyYDsOL
mit integralen Mittelwerten rechnet. Die zwei- und dreidimensionale Integration des Taylor
Polynoms wird im folgenden Abschnitt erlautert.

Die Berechnung von partiellen Ableitungen erfolgt beim Finite Volumen Verfahren hoher
Ordnung mittels integriertem Taylor Polynom. Dies ist erforderlich, da bei der Formu-
lierung hoher Ordnung mit den integralen Mittelwerten gerechnet wird. In den folgenden
Abschnitten wird auf die Integration iiber das Hexaeder, das Tetraeder, das Rechteck sowie
iiber das Dreieck detailliert eingegangen.

5.1.1 Integration iiber das Hexaeder

Die dreidimensionale Integration einer beliebigen Funktion p mit p = p(z,y, z) iiber das
Hexaeder mit anschliessender Normierung mit dem Volumen

V= (22 —21)(y2 — y1)(22 — 1) (5.7)

ergibt

1 z2 pY2 T2 1 22 pY2 T2
V/ / /p(:)s,y, z) drdydz = V/ / / lay + az(z — 0) + as(y — yo)+
21 Y1 1 z1 Y1 x1

as(z — z0) + as(z — x0)? + ag(y — yo)*+

ar(z — 20)* + as(x — 20)(y — yo) + ag(z — 20)(2 — 20)+
a10(y — Yo) (2 — 20) + ar1(x — 20)*+

a12(y — yo)® + a13(z — 20)* + ara(z — 20)*(y — yo)+

ar5(x — x0)?(2 — 20) + a16(y — Yo)*(z — 20)+
ar7(y — yo)?(z — 20) + a1s(z — 20)*(x — x9)+
a9(z — 20)%(y — Yo) + azo(x — 20)(y — o) (2 — 20)+
a1 (z — 20)* + ag2(y — yo)* + azs(z — 20)*+
a2 (x — 20)*(y — yo) + aas(x — x0)*(2 — Zo))-i‘

_l’_

(
— 20)%(x — o) + ax(z — 20)*(y — yo)+
) + agl(l' — $0)2(Z — ZO)
z—20)% 4 ass(z — x0)*(y — yo) (2 — 20)+
(Z — Zo)+

(

(

(

(

(

(

CL%E?J —y0)*(x — ) + asr(y — y0)*(z — 20
(

(

( )

(z =20 2(95 — 0)(y — yo)] dzdydz

1=35

1

Beim Verfahren vierter Ordnung ergeben sich die Koeffizienten da; bis dass. Diese konnen
dem Anhang B entnommen werden. Es liegt nun fiir jedes Element eine Gleichung mit
35 Unbekannten vor. Verwendet man die nichsten Nachbarn so kann das iiberbestimmte
Gleichungssystem
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ay
a2
daiy dayy dayz dayy days  dayg day 35 i l/pl Jv
\% \% \% \% \% Vv Vv as Vv
: : : : : : : : as | = :
dam,l dam,2 dam,3 dam,4 dam,5 dam,ﬁ dam,35 Qg i/pm AV
\% \% \% \% \% \% V . v

(5.9)

aufgestellt und mit der Singular Value Decomposition Methode oder der Cholesky Zerle-
gung gelost werden.

5.1.2 Integration iiber das Einheitstetraeder

Bei der Integration des Taylor Polynoms iiber ein beliebiges Tetraeder muss bei der vorge-
stellten Vorgehensweise zunéchst eine Transformation durchgefiihrt werden. Man transfor-
miert ein beliebiges Tetraeder in das Einheitstetraeder und kann anschliessend das Taylor
Polynom aufintegrieren [53].

Mit den z,y, z-Koordinaten der Knoten P1, P2, P3 und P4 kann das beliebige Tetraeder
in das Einheitstetraeder, welches sich im Z, 3, Z befindet transformiert werden.

Die Transformation

T =ag+ a1 + asy + asz (5.10)
2 =co+ 1T + o + 32 (5.12)

mit

CI,Q:P]_:C, a1:P2x—P1x, GQZP?)I—P]_I, a'3:P4x_P]-:c
b(]:Ply, b1:P2y—P1y, bgngy—Ply, a3:P4y—P1y (513)
Cozplz, 01:P22—P12, CQIPBZ—Plz, a3:P4Z—P12

wird nun benétigt, um das Taylor Polynom (3.8) in das Z, 7, Z System zu transformieren.
Im 7,9y, Z System kann das Integral {iber das Einheitstetraeder
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P3(xlylz)

beliebiges Tetraeder

Q3(0/0/1)

Einheitstetraeder

Q1(=0/0/0)

Q2(01/0) Y

Q4(1/0/0)

X

Abbildung 5.4: Transformation eines beliebigen Tetraeders in das Einheitstetraeder

1 |J‘ 1 1-2 1-g—2
14 Vv 0 0 0
1 1-2 1-g—2
—of [ [ pesaasda
0 JO 0

i=35
= Zaidai (5.14)
i=1
gelost werden und man erhélt die Koeffizienten da; bis dags. Diese konnen dem Anhang
B entnommen werden. Die Berechnung der gesuchten Grofien a; bis ags erfolgt hier durch
Losen des iiberbestimmten Gleichungssystems
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ai
az
as
Qq

. . . . : : as
dCLmJ dam,g dam’g dam,4 dCLm75 damﬁ dCLm735 Qg

P1 dV

1
dCLl,l dCLLQ daLg da174 da175 dCLL6 Ce da1,35 V
1

V

J
J

P AV
1%

L 435 (5.15)

mit der Singular Value Decomposition Methode oder der Cholesky Zerlegung.

5.1.3 Integration iiber das Rechteck

Die zweidimensionale Integration iiber das Rechteck mit anschliessender Normierung mit
der Fléche

A = (1’2 - I‘l)(yg - y1> (516)
ergibt

1 Y2 T2
1 / / plx,y) dedy = — / / [a1 + as(z — x0) + as(y — yo) + as(x — x0)*+
Y1 X1 Y1 x1

as(x — 20)(y — Yo) + as(y — yo)* + az(x — x0)*+
as(x — x0)*(y — yo) + ag(y — yo)*(z — o) + aro(y — vo)*+
ar(r — 230)4 + oz — on) (¥ — o) + ar3(x — 5170)2(?/ - y0)2+

a14(y Y0)(x — ) + ar5(y — vo)?] drdy
1=15

= A Zazdaz . (517)

Im Zweidimensionalen ergeben smh die Koeffizienten da; bis da;s. Diese konnen dem An-
hang B entnommen werden. Es liegt nun fiir jedes Element eine Gleichung mit den Unbe-
kannten a; bis a5 vor. Verwendet man die nidchsten Nachbarn, so kann das iiberbestimmte
Gleichungssystem

o
a2
daiy dayy dayz dayy days  dayg day 15 a l/pl JA
A A A A 4 A A a AJa
: : : : : : : : as | = :
dam,l dam,2 dam,3 dam,4 dam,5 dam,ﬁ dam,15 ag l / P dA
A A A A A A A AJa
L @15 (5.18)

aufgestellt und ebenfalls mit den bekannten Methoden gelést werden.
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5.1.4 Integration iiber das Einheitsdreieck
Die Transformation

T =ap+ ol + asy (5.19)
mit

CL(]:PLB, a1:P2m—P1x, CLQ:P?)Z—PLE

bo = Ply’ bl = P2y — Ply’ b2 — P3y _ Ply (521)

wird nun benétigt, um das Taylor Polynom (3.7) in das Z,y System zu transformieren.

P2(x ly) ~

beliebiges

Einheitsdreieck

P3(x ly)
P1(x ly)

®
X Q1(0/0) Q2(1/0)

X

Abbildung 5.5: Transformation eines beliebigen Dreiecks in das Einheitsdreieck

Im Z,y System kann das Integral iiber das Einheitsdreieck

1// (2. y) dady — 'J'/lf_g (5. 9)d5. g
A p\T,y) aray = A o o p\r,y)axr,ay
1 pl—g
. / / p(, §)di, dj
0 0

1=15

= ) ad (5.22)
=1

gelost werden und man erhélt die Koeffizienten da; bis day5. Diese konnen dem Anhang B
entnommen werden. Die Berechnung der gesuchten Gréflen a; bis ay5 erfolgt hier ebenfalls
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durch Losen des iiberbestimmten Gleichungssystems

ay
a9 1
as — | ppdA

da171 da,172 da,173 da174 da175 dalﬁ e da1715 s A/A
. . as

dam71 dam72 damg, dam74 damg, dam,g dam,15 ag l/p dA
) Al

a15

(5.23)

mit der SVD Methode oder der Cholesky Zerlegung [44].

5.2 Numerische Berechnung des Flussintegrals

Zur Berechnung der linken und rechten Zustdnde U; und U, auf den Zellseiten benotigt
man den Variablenwert a; sowie die partiellen Ableitungen im Zellschwerpunkt as bis a5
beziehungsweise as bis ass. Sind diese durch Losen des iiberbestimmten Gleichungssystems
bestimmt, so kann man mit Hilfe des zweidimensionalen Taylor Polynoms (3.5) beziehungs-
weise des dreidimensionalen Taylor Polynoms (3.6) den Variablenwert in einem so genann-
ten Gauss Punkt berechnen. Es ist hier jedoch zu beachten, dass die Losung des iiberbe-
stimmten Gleichungssystems zu oszillieren beginnt und damit die Werte auf den Zellseiten
nicht mehr verwendet werden diirfen. Die Oszillationen kénnen vermieden werden, indem

1
der Variablenwert a; ersetzt wird und mit Hilfe des integralen Mittelwerts — [ U dV er-

neut berechnet wird. Der aus dem integralen Mittelwert berechnete Variablenwert a; wird
durch die Runge-Kutta Zeitintegration stabilisiert. Mathematisch bedeutet dies

N

2
a=— | UdV =) a;da; 5.24
=y Z (5.24)

mit N = 15 im Zweidimensionalen und N = 35 im Dreidimensionalen. Dadurch ist das
Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung nichtoszillierend. Mit dem stabilisierten Wert a;
wird der Wert an der Zellseite berechnet. Mit diesem kann anschliessend der exakte Fluss
bestimmt werden. Nach der Bestimmung des Flusses Fj 1 an den zwei Gauss Punkten
im Zweidimensionalen und an den vier Gauss Punkten im Dreidimensionalen kann das
Integral des Flusses numerisch approximiert werden. Abbildung 5.8 und 5.9 zeigen zwei
Dreieckszellen beziehungsweise Viereckszellen sowie die zwei Gauss Punkte, in denen die
Variablenwerte berechnet werden miissen. Im Dreidimensionalen muss iiber eine Zellfliche
aufintegriert werden. Hierzu benttigt man vier Gauss Punkte. In Abbildung 5.10 und 5.11
ist dies dargestellt. Die Koordinaten sowie die Wichtungsfaktoren der Gauss Punkte leiten

sich fiir den eindimensionalen Integrationsfall aus der so genannten Gausschen Quadratur
her.
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P2(x,y,z)

Schwerpunkt 1

P1(x,y,z)

schwerpunkt 2

P5(Xx,y,z)

Abbildung 5.6: Berechnung der Werte in den Gauss Punkten eines Tetraeders

Die Gauss Quadratur, nach Carl Friedrich Gauss, ist ein Verfahren zur numerischen Be-
rechnung von Integralen. Der Integrand setzt sich zusammen aus der stetigen Funktion
F, +%(x) und einer Gewichtsfunktion w(z). Der Integrationsbereich geht von —h bis +h.
Die numerische Berechnung des Integrals wird demnach durch die Summe

+h N
| Fugde =3 @) Py ) (5.25)
—h

n=1

approximiert. Durch Losen eines Gleichungssystems erhilt man die zwei Gauss Punkte
x; = —h/v/3 und zy = h//3 sowie die zugehorigen Wichtungsfaktoren w;, = wy = 1/2.
In den Arbeiten von Stroud wird auf die Vorgehensweise detailliert eingegangen [53]. Die
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z
P2(x/yl/z) P1(x/y/z)
Pa(dylz) P4(xlylz)
Schwerpunkt 1
ZES
P5(x/y/z) IR
a \ ~
Y Qb '. \§)C=3 P8(x/y/z) y
1
o G2 ll 7
| /
\ | /
P6(x/ylz) ‘. g:b G4
o P7(xlylz)
\ /
\\ ‘\ I’//
P9 (x/y/z) Schwerpunkt 2
X P12(x/y/z)

P10(x/y/z)

P11(x/y/z)

Abbildung 5.7: Berechnung der Werte in den Gauss Punkten eines Hexaeders

Koordinaten der Gauss Punkte einer beliebigen Zellseite konnen durch eine einfache An-
passung bestimmt werden.

Beim dreidimensionalen Finite Volumen Verfahren ist die Integration des Flusses iiber eine

Zellseite mit einer Transformation verbunden. Im dreidimensionalen Fall ist die Zellseite
eine Flache. Die Integration iiber eine Flidche wird durch die Summe

N
//E+§d93dy = an(xn,yn)ﬂ+%(xn,yn) (5.26)
n=1

approximiert. In diesem Fall muss man zunéchst die N Gauss Punkte eines Einheitsvierecks
beziehungsweise Einheitsdreiecks auf eine beliebige Zellseite transformieren. Die Koordina-
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Abbildung 5.8: Berechnung der Variablenwerte in den Gauss Punkten G1 und G2 an der
Zellseite eines Dreiecks

ten der Gauss Punkte eines Einheitsvierecks sind beim Verfahren vierter Fehlerordnung in
Tabelle 5.1 aufgelistet.

‘ x, — Koordinate ‘ yn — Koordinate ‘ w, Wichtungs faktor ‘

n
1 V(1/3) —/(1/3) 1/4
2 V(1/3) V(1/3) 1/4
3 —/(1/3) V(1/3) 1/4
1 —/(1/3) —/(1/3) 1/4

Tabelle 5.1: Integrationskoeffizienten des Vierecks

Bei der Verwendung eines Tetraedergitters wird die Integration des Flusses iiber die Drei-
ecksfliche eines Tetraeders mit vierter Fehlerordnung durchgefiihrt. Beim Verfahren vierter
Fehlerordnung werden vier Punkte benétigt, die Koordinaten und Wichtungsfaktoren sind
in Tabelle 5.2 aufgelistet.

Die Integration erfolgt durch eine Transformation der Gauss Punkte vom Einheitsdreieck

in ein beliebiges Dreieck. Die Transformation

apg a1 Qs 1 T,
bo bl bg T n = Yn (5 .2 7)
Co C1 Co Yn Zn
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Schwerpunkt 1

/ ‘G2
o4& S e
-1 N 7 +1
7 X

Schwerpunkt 2

Abbildung 5.9: Berechnung der Variablenwerte in den Gauss Punkten G1 und G2 an der
Zellseite eines Vierecks

‘ n ‘ T, — Koordinate ‘ Un — Koordinate ‘ Wichtungs faktor ‘
1 10/30 10/30 —27/48
2 18/30 6/30 25/48
3 6/30 18/30 25/48
4 6/30 6/30 25/48

Tabelle 5.2: Koeffizienten der Integration vierter Ordnung auf dem Einheitsdreieck

mit den Koeffizienten
aozPlx, a1:P2x—P1x, GQZPBI—P:[Z,

bo = Pl,, by =P2,— Pl, b,=P3,—PI,
C(]Iplz, clzPQZ—Plz, CQIPSy—Ply

(5.28)

benotigt hierzu die Knotenkoordinaten des beliebigen Dreiecks P1, P2 und P3 und lie-
fert die geforderten dreidimensionalen Koordinaten der Gauss Punkte z,,y, und z,. In
Abbildung 5.10 ist die Integration mit vier Gauss Punkten dargestellt. Im Fall des Hexa-
edergitters miissen die Knoten eines beliebigen Vierecks in das Einheitsviereck mit
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($1, Y1, Zl)
($2,y2, 2)
(553,y3, 3)
( )

L4, Y4, 24

-
— z
— Z
N

transformiert werden. Die Koeffizienten in (5.27) miissen fiir diesen Fall durch Losen von
Gleichungssystemen bestimmt werden. Die Gleichungssysteme

P2(xly)
@) Q3(0/1) Einheitsdreieck
G3
beliebiges Dreiecl
O P1(xly)
Gl
y
© G2
Q1(0/0 Q2(1/0) X
0
G4

P3(xly)

Abbildung 5.10: Numerische Integration iiber das Einheitsdreieck

ap+ ay(—1) Has( 1) =4
apt ai( 1) +ax( 1) =z
ap+ ai( 1) +ay(—1) =3 (5.29)
ap+ a1(—=1) Hax(—1) =4
bO+ bl(_l) +b2( 1) U1
bo+ bi( 1) +by( 1) =1,
bot bi( 1) +ba(—1) =ys (5.30)
bo+ bi(—=1) +by(=1) =y,
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und

(-1/1)

K1

1/1)

70

(5.31)

(-1/-1)

x

@/-1)

X1

Abbildung 5.11: Transformation der Gauss Punkte vom Einheitsvierecks in ein beliebiges Vier-

eck

liefern die geforderten Koeffizienten. Es ist zu beachten, dass die vierte Zeile der Glei-
chungssysteme lediglich zur Uberpriifung notwendig ist und vernachlissigt werden kann.
Durch Loésen dieser Gleichungssysteme kann man die Koeffizienten ag, aq, as und by, by, bo
sowie ¢, €1, o bestimmen und anschliessend mit (5.27) die Gauss Punkte einer Zellseite
des Hexaeders im dreidimensionalen Raum bestimmen.



Kapitel 6

Aeroakustische Quellen

In der vorliegenden Arbeit werden aeroakustische Quellen mit Hilfe von messtechnischen
und numerischen Methoden untersucht.

In Kapitel 6.1 wird auf die messtechnische Bestimmung von aeroakustischen Quellen de-
tailliert eingegangen. Es wird in diesem Kapitel auf das klassische Beamforming Verfahren
sowie auf die Lokalisierung von Schallquellen in Windkanélen eingegangen.

Eine weitere Moglichkeit, aeroakustische Quellen zu bestimmen, ist die numerische Mo-
dellierung der Quellen. Zur Modellierung der aeroakustischen Quellen wird in Kapitel 6.2
das Expansion about Incompressible Flow (EIF) Modell von Hardin und Pope angewendet
[24]. Das EIF Modell nimmt an, dass das kompressible Strémungsfeld in ein inkompressi-
bles Stromungsfeld und ein kompressibles Akustikfeld aufgespalten werden kann. Mit Hilfe
dieses Modells konnen Schallquellen aus den inkompressiblen Stromungsgréfien gewonnen
werden. Am Beispiel des korotierenden Wirbelpaares soll die Genauigkeit des EIF Modells
iiberpriift werden. Fiir diesen Fall existiert eine analytische Losung, so dass der Schalldruck
in einem Aufpunkt verglichen werden kann.

6.1 Messtechnische Bestimmung von Schallquellen

Die Lokalisierung von Schallquellen erfolgt mit dem bekannten Beamforming Verfahren
[10]. Mit Hilfe von Mikrophonsignalen ist es bei dieser Methode moglich, bewegte wie auch
ruhende Schallquellen zu orten. Im einfachen Delay-and-Sum-Array werden iiber die geo-
metrische Anordnung der Einzelmikrophone und der Signalquelle die Laufzeitunterschiede
berechnet und kompensiert. Dadurch werden Signale aus einer bestimmten Einfallsrichtung
gegeniiber Hintergrundgerduschen verstéirkt und das Array besitzt dadurch eine Richtwir-
kung (Beamforming). Mit der Annahme von Punktquellen erhdlt man mit der Quellver-
teilung ¢(z,t) in einem beliebigen Mikrophon (j) eines Mikrophon-Arrays das retardierte
Drucksignal

d*x . (6.1)

e ) T5(x)
1 Q(th_ ]c )
p;(t) = / —

E —0o0 Ty (X)

71
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Hierbei ist der Abstand zwischen dem Quellpunkt x und der Mikrophonposition x; mit
ri(x) =/ (x —x;)? (6.2)

gegeben. Die Lokalisierung der Schallquellen erfolgt in der so genannten Fokusebene. In Ab-
bildung 6.2 ist der Zusammenhang zwischen Quellgebiet, Fokusebene und dem Mikrophon-
Array dargestellt. Abbildung 6.1 zeigt ein typisches Mikrophon-Array mit 40 kreuzformig
angeordneten Mikrophonen. Man kann mit dem Beamforming Verfahren diese Ebene abta-
sten und somit die Quellen in dieser Ebene untersuchen. Die Punkte auf dieser beliebigen
Ebene sind durch die Koordinaten x festgelegt. Der Abstand zwischen einem Fokuspunkt
und einem Mikrophon ist mit r;(xg) = /(X0 — X;)? gegeben. Im Zeitbereich ergibt sich
durch die lineare Uberlagerung der Mikrophonsignale der Schalldruck auf der Fokusebene
zu

@R G 0O 66 @

| OPPOOROPOG| PPEOEEO®E®® |

Abbildung 6.1: Kreuz-Array mit 40 Mikrophonen

N

k 75(Xo)

agy(xo,t) = Y wl? pj(t + -2 ). (6.3)
j=1

Hierbei gilt fiir die Wichtungskoeffizienten Z;VZI w](-k) = 1. Der Ausdruck r;(%0) in (6.3) ist
c

ein Korrekturterm fiir das phasenrichtige Aufsummieren der Signale, ¢ steht fiir die Schall-
geschwindigkeit. Mit (6.3) sowie einer Fourier Transformation kann man die lokalisierten
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Schallquellen im Frequenzbereich darstellen. Nachteil dieser Methode sind die so genannten
Nebenkeulen. Die Hauptkeulen und das Auftreten der Nebenkeulen fithren zu einer Unge-
nauigkeit bei der Lokalisierung und zu einer wechselseitigen Beeinflussung der Amplituden
der verschiedenen Quellen. Dies fiithrt dazu, dass nicht eindeutig erkannt werden kann, ob
die hohen Energieamplituden auf der Fokusebene eine Schallquelle oder eine Nebenkeule
darstellen.

Eine von Briihl [10] weiterentwickelte Methode, die SDM Methode eliminiert die Neben-
keulen durch Losen eines iiberbestimmten Gleichungssystems und liefert eine klare Aussage
iiber Quellverteilung und Quellstérke. Die Gleichungen der SDM Methode basieren auf den
Gleichungen des Beamforming Verfahrens. Mit der Fourier Transformation der Quellver-
teilung ¢(xo, t)

Q(x0,w) :/ e “lg(xg,t)dt (6.4)
und des Drucks auf der Fokusebene a(xq, t)
A(xg,w) :/ e “'a(xo,t)dt (6.5)

sowie (6.1) und (6.3) erhdlt man

A(k)(xo,w) = /_OO G(k)(xo,x,w) Q(X,w) dgl' . (66)

e}

Hierbei sind Quellpunkte und Fokuspunkte durch die Transferfunktion

1
C 4n

w

Gy (%0, x;w0) =

Mz

"
j=1 il

miteinander verkniipft. Mit diesen Annahmen erhélt man fiir das Leistungsspektrum

Al (%0, w) Ay (X0, w / / (X0, X; W) G (k) (X0, X, w) ¥(x, X, w) dr d*z’
(6.8)
In (6.8) wird das Leistungsspektrum der Quellverteilung

U(x,x',w) = Q*(x,w) Q(x',w) (6.9)

durch multiplizieren der komplexen Quelle @ mit der Quelle @) gewonnen. Die mit einem
Stern gekennzeichneten Grofien sind in (6.8) konjugiert komplex.
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Quellgebiet

Fokuseben

Mikrophon-Array

—-4—0—0—0 ¢
L2 3 4 5 %

Abbildung 6.2: Zusammenhang Quellgebiet, Fokusebene und Mikrophon-Array

Mit der Annahme unkorrelierter Quellen erhélt man mit

U(x,x;w) = U4 (x; w)o(x — x) (6.10)
die Grundgleichung des SDM Verfahrens

Al (%0, w) Ay (X0, w) = / Gy (%0, %; W) G (1) (%0, X 05 W) URPA(x; w) d®r . (6.11)

Die Grundgleichung des SDM Verfahrens kann fiir diskrete Quellen und Fokuspunkte auch
in der Form

A= HyRPA (6.12)

dargestellt werden. Die Anzahl der Quellpunkte ist bei dieser Vorgehensweise kleiner als die
Anzahl der Fokuspunkte. Damit stellt die Grundgleichung ein iiberbestimmtes Gleichungs-
system dar. Die Losung von iiberbestimmten Gleichungssystemen kann mit der Singular
Value Decomposition Methode (SVD) durchgefiihrt werden. Im vorliegenden Fall liefert
die SVD Methode jedoch negative Quellstdrken und wird nicht weiter untersucht. Der
modifizierte Least Mean Square Algorithmus mit der Rechenvorschrift

PRPA(M+1) [y RPAM) | o (A —H. \I;RPA(H)) HT (6.13)

- -
g

=€
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liefert hingegen realistische Ergebnisse. Hierbei werden die negativen Energieamplituden
der Quellen durch eine Abfrage auf den Wert Null gesetzt. Diese Vorgehensweise wird bei
der Lokalisierung von ruhenden wie auch bewegten Schallquellen eingesetzt.

Bei Windkanaluntersuchungen ist das vorliegende Mikrophon-Array ausserhalb der Stro-
mung positioniert. Die aeroakustischen Quellen des Windkanalmodells werden durch die
Anstromung generiert und breiten sich wellenférmig aus. Hierbei breitet sich die Welle der
unbewegten Quelle zunéchst in der Stromung und nach der Brechung an der unendlich diinn
angenommenen Scherschicht in einem ruhenden Medium aus [1, 2]. Durch den Geschwin-
digkeitssprung beziehungsweise der Brechung des Strahls kommt es zu Laufzeitverschie-
bungen der Mikrophonsignale. Diese Laufzeitverschiebungen miissen korrigiert werden. In
folgendem Abschnitt wird ein Verfahren zur Beriicksichtigung der Brechung des Strahls
an der Scherschicht vorgestellt. Die Gleichungen des klassischen Beamforming Verfahrens
bleiben dadurch erhalten. Es muss lediglich die Phase korrigiert werden. Die Brechung an
der Scherschicht hat nahezu keinen Einflufl auf die Amplitude der Welle und wird vernach-
lassigt. In der vorliegenden Arbeit werden die Laufzeitverschiebungen an einem Windkanal
mit kreisformigen und an einem Windkanal mit rechteckigem Diisenaustritt hergeleitet und
angewendet.

6.1.1 Scherschichtkorrektur

In diesem Abschnitt wird auf die Grundgleichungen sowie auf den Lésungsalgorithmus ein-
gegangen. Zur mathematischen Erfassung der Brechung wird zwischen kreisférmigem und
rechteckigem Diisenaustritt unterschieden. Die Beriicksichtigung der Kanalgeometrie ist

bei einer dreidimensionalen Betrachtung zwingend notwendig. Die Ausbreitung der Welle
wird durch eine Hochfrequenznéherung approximiert.

Grundgleichungen bei kreisférmigem Diisenaustritt

Zur mathematischen Erfassung der Windkanalgeometrie wird die Kegelgleichung

T+ Ly > <y)2 <z)2
<L1+L2) Ry Ry ( )

verwendet. Mit der geometrischen Beziehung

R R
L+ Ly, Ly

tan(p) (6.15)

erhélt man die modifizierte Kegelgleichung

2
RELES I 619
1
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(0] M Array-Eben¢

u=u(x)

AR

Ly 17

z

Abbildung 6.3: Schallausbreitung im stromenden Medium, CEPRA19 mit kreisformigem Dii-
senaustritt

Die Groflen z,y und z sind die Koordinaten des rechtwinkligen kartesischen Systems, R;
und R, die Radien des kegelformigen Kanals, Ly und Ly die Léngen des Kegels. Der Winkel
¢ steht fiir den Offnungswinkel des Kegels (Abbildung 6.3). Die Schallgeschwindigkeit wird
im gesamten dreidimensionalen Raum als konstant angenommen. )y ist eine beliebige
Quelle im Stréomungskanal mit den Koordinaten xy, yx, 2y und wird mit der Geschwindig-
keit u = u (x) angestromt.

Das Geschwindigkeitsprofil ist in Abbildung 6.3 dargestellt. Ohne Strémung kommt das
von der Quelle Q) ausgesandte Signal im Punkt M, mit den Koordinaten x,/, v, 2a,
der Array-Ebene an. Durch den Einflufl der Strémung wird der Strahl im Punkt S, mit
den Koordinaten xg,ys, 2zg, umgelenkt und kommt im Punkt O, mit den Koordinaten
xo,Yum, 2v, der Array-Ebene an. Zur Erfassung der Strahls muss die Geradengleichung

T N Ty — TN
y =1 yv | +7| yv—yn (6.17)
z ZN ZM — ZN

mit den gegebenen Koordinaten xy, yn, 2y der Quelle Q5 und den Koordinaten x,/, yar, 2ar
des Mikrofons M in (6.16) eingesetzt werden und man erhilt die quadratische Gleichung

oy + @y — 2n) (R — Ry)

[ I + Rol’ +[yn + (s —yn) P+ [en +7 (2 —28)2 = 0. (6.18)
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Array—kEbene

Abbildung 6.4: Darstellung der Winkel

Die Bestimmung der Unbekannten v erfolgt durch Losen von

_ —B+/(B>—-4AC)
- 2A '

~
Hierbei werden die Grofien
A= A% + A + A%,

B = _QAXBX + 2AyBy + QAZBZ

und
C = -B% + B} + B},

in (6.19) mit

(zp — an)(R1 — Ry)

Ay = ,
X I,
TN
Bx = L_(Rl — Rs) + Ry,
1
Ay = Yvm — Yn,
BY = YN,

Az =2y — 2§

77
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und
BZ = ZN (628)

bestimmt. Dadurch liegt die Konstante v fest. Die Koordinaten des Schnittpunkts S kénnen
nun mit

Xg :XN+’}/(XM —XN) (629)

berechnet werden. Die Ausbreitung des Schalls (Kugelwellen) ist mit

(x—a:N — %R)2+(y—y1v)2—|— (z — zy)° = R? (6.30)

definiert. Fiir den Radius der Kugelwelle ergibt sich nach einer Umformung von (6.30)

. —Ma(x—zy) £ \/Ma2 (x —an)? + (1 — Ma?) [(m—xN)Q +(y—yn) +(z— ZN)2}

(1 — Ma?)
(6.31)
Die hier verwendete Mach Zahl ist mit
Ma="1 (Cx) (6.32)

definiert. Die Geschwindigkeit u (x) ldsst sich mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung fiir in-
kompressible Stromungen bestimmen. Mit der Geschwindigkeit an der Diisenéffnung

uy = u(x =0) (6.33)
erhélt man in einem beliebigen Punkt die Geschwindigkeit
R% Ug

u(z) = F (6.34)

Der Offnungswinkel des Kegels wird mit

Ry
L+ Ly
berechnet. Der Offnungswinkel eines Windkanals ist aus Messungen niherungsweise be-

kannt. Mit diesen Annahmen kann im Schnittpunkt S eine Tangentialebene an die Kugel-
welle gelegt und der Normalenvektor der Ebene in diesem Schnittpunkt mit

tan g = (6.35)
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-
NKU, Oz
NKU, | = %—1; (6.36)
NKU, OR

| Oz

berechnet werden. Zur Bestimmung der Ableitungen von (6.31) muss (6.32) sowie (6.34)
beriicksichtigt werden. Mit dem Z#hler des ersten Terms in (6.31)

Uy = —(z — xn5)Raug(z tan(p) + Ry)’cs , (6.37)
dem Nenner
Vi = (ztan(p) + Ry)'cs — Ryug (6.38)
der Ableitung des Zihlers
Uy = —Riuges|(ztan(p) + Re)* + 2(z — zx) (z tan(p) + Ry) tan(p)] (6.39)
sowie der Ableitung des Nenners

V] = 4ci(z tan(p) + Ry)® tan(y) (6.40)

kann man die Ableitung
VAN V4.
Fixy=——+— (6.41)

bestimmen. Mit dem Zahler des zweiten Terms

Ryug((y —yn)?+ (2 — 2n)?)
U, = _ 2 _ 2 — 2 _ 2270 42
: \/ (2 — o)+ (u — yw)? + (2 = 2) T hya 0 642)
dem Nenner R
Vo=1- 210 4
2 (ztan(p) + Ro)%c% (6.43)
der Ableitung des Zihlers
/ 1 4R§Ug tan(p) 2 2
Uy = 5 0l = o) + G () e — o)) (6)

sowie der Ableitung des Nenners
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4 R3u? tan(p)
cg(ztan(p) + Rp)®

VI = (6.45)

lasst sich die Ableitung
!
oy =—="—+=-= (6.46)

bestimmen. Die Summe der Ableitungen Fjx und Fyx ergibt die gesuchte Ableitung von
(6.31) nach dem Ort x

Fx = Fix + Fax . (6.47)
Die Ableitung nach = sowie nach y

(ztan(p) + Ro)'cz  (y —yn) Rjuj

Fy = 1— 6.48
Y7 (ztan(p) + Ry)* — Rhu U, ( (xtan(p) + R2)4C%) (6.48)
und nach z
77 (ztan(p) + Ro)icd — Ra2 U, (ztan(p) + R2)*c% ’
muss normiert werden und man erhélt durch die Normierung:
F
NKUy = X (6.50)
V(FX2+ FY?+ FZ?)
NKUy = fy (6.51)
V(FX2+ FY?+ FZ?)
NKUy = 'z (6.52)
VFX2+ FY2+ FZ?)

Grundgleichungen bei rechteckigem Diisenaustritt

Die in obigem Abschnitt beschriebene Vorgehensweise fiir kreisférmige Diisenaustritte gilt
auch fiir die rechteckige Diise. Es wird nun auf die Herleitung der Grolen Fy, Fy und Fy
bei rechteckigen Diisenaustritten eingegangen.

Zur Beschreibung des rechteckiges Diisenaustrittes, wie sie beispielsweise im Akustischen
Windkanal in Braunschweig AWB (Abbildung 6.5) verwendet wird, muss die Ebenenglei-
chung der Kanalwand

—sin(p)x + cos(p)z = cos(go)% (6.53)
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VU]

IR

Z

Abbildung 6.5: Schallausbreitung im stromenden Medium, AWB mit rechteckigem Diisen-
austritt

mit der Strahlgleichung (6.17) gleichgesetzt werden. Dadurch erhédlt man

_ (—sin(¢)zn + cos(p)zn — 0.5 cos(p)a)
T (sin(@)(xp — xn) — cos(p)(zp — 2n)) (6.54)

und kann den Schnittpunkt des Strahls mit der Scherschicht bestimmen. Hierbei wird die
Mach Zahl mit

abuyg
Ma = (2tan(p)zs + a)(2tan(p)zs + b)cs (6.55)

berechnet. Die Groéflen a und b kennzeichnen den Diisenaustritt. Zur Beschreibung des
Vektors (6.36) muss (6.55) in (6.31) eingesetzt werden. Mit dem ersten Term des Nenners

U, — —abug(rs — xN)

~ cg(2.0tan(p)xg + a)(2tan(p)zs + b) (6.56)
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des Zahlers
a’b’ul

—1—
h cs?(2tan(p)rs + a)?(2tan(p)zs + b)?

(6.57)

der Ableitung des Ziahlers nach x

(2tan(p)xs + a)(2tan(p)rs + b) — (zs — zn)2 tan(p)(4 tan(p)xs + a + b)
cs(2tan(p)zs + a)?(2tan(p)xs + b)?

U = —abuy
(6.58)

und der Ableitung des Nenners nach x

' 4a?b*ud tan(p)((2 tan(p)zs + a)(2 tan(p)xs + b)* + (2 tan(p)xs + b)(2 tan(p)zs + a)?)

Vi
! ci(2tan(p)rs + a)*(2tan(p)zs + b)*
(6.59)
erhélt man man die gesuchte Ableitung
uvi = ViU
Fix = 222 (6.60)
Vi

Der Nenner des zweiten Terms

_a®bui((ys — yn)* + (zs — 2v)?)
cz(2tan(p)zs + a)?(2tan(p)xs + b)?

Uy = \/(frs —an)® + (ys —yn)? + (25 — 2n)?

(6.61)
der Zahler
Vo=V (6.62)
sowie die Ableitung des Zahlers
1
U = grlles —an) + 200 ug((ys — yn)* + (25 — 2n)°) tan(e)
2
(2tan(p)rg + a)(2tan(p)zs + b)? + (2tan(p)xg + b)(2 tan(p)rg + a)2] (6.63)
cs?(2tan(p)rs + a)* (2 tan(p)xs + b)4
und des Nenners
;=W (6.64)

liefern die gesuchte Ableitung nach dem Ort x
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Fyx = —2 ‘;22 (6.65)

Mit der Summe der Ableitungen Fjx und Fyx erhélt man
Fx = Fix + Fax (6.66)

die Ableitungen nach y und z sind

_ 272, 2
Fr= (ySVUiJN) (1= ci(2tan(p)zg fab);ég tan(p)zs + b)2) (6.67)

wnd (25 — 2n) a’b*u?
2= VU, (1= ck(2tan(p)rs + a)z(g tan(p)rs + b)z) ' (6.68)

Nach einer Normierung wie in (6.50), (6.51) und (6.52) kann der Normalenvektor (6.36)
bei rechteckigen Diisenaustritten bestimmt werden.

Bestimmung der stromungskorrigierten Phase

Mit den hergeleiteten Normalenvektoren NKU,, NKU, und NKU, fiir kreisformige und
rechteckige Diisenaustritte kann man die weiteren Gleichungen der Scherschichtkorrektur
herleiten. Diese sind nicht von der Geometrie der Diise abhéngig. Es muss nun im Schnitt-
punkt S der durch geometrische Uberlegungen hergeleitete Vektor NKE bestimmt werden.
Fiir diesen gilt

NKE, —tan(p)y/(yar — ys)? + (z2m — 25)?
NKE, | = Uat — s (6.69)
i NKE, ] i ZM — RS J
Mit der Beziehung
NKE NKU
cos(a) = NKE| [NKU (6.70)

kann der Winkel e zwischen den Normalenvektoren NKE und dem Vektor NKU berechnet
werden (Abbildung 6.4). Mit der Annahme, dass der Strahl nur in Stréomungsrichtung
x gebrochen wird und ausserhalb der Stréomung das Medium ruht, erhélt man mit der
Brechungsbedingung

+ Ma(x) = (6.71)
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den Umlenkwinkel 6 (Abbildung 6.4). Dabei wird angenommen, dass die Schallgeschwin-
digkeit des ruhenden Mediums der des bewegten Fluides entspricht. Zur Bestimmung des
Auftreffpunktes O (mit xo,yar, 2p7) muss anschliefend der Winkel ¢ bestimmt werden.
Hierzu wird der Ersatzwinkel o, mit a.. = a(Ma = 0) berechnet. Mit der Annahme
Ma = 0 kann der der Normalenvektor NKU,g, mit den Komponenten

[ NKU,,, | [ Ls — IN i
\/(175 —on)?+ (ys —yn)? + (25 — 2n)?
Ys — YN
NKU,,, | = 6.72
v (@s — o)+ (ys — yn )2 + (o5 — on)? (6.72)
28 — ZN
| NEUer- | [ /(25 —2n)2 + (ys — yn)? + (25 — 25)?

berechnet werden. Damit ist der Winkel «,, mit

_ NKE NKU,,
 |INKE| [NKUs|

cos(er) (6.73)

bekannt. Mit «.,, der Brechungsbedingung (6.71) sowie der Bedingung Ma (x) = 0 erhélt
man den gesuchten Winkel

' = arccos(sin (a;)) (6.74)

Im vorletzten Schritt wird mit den Vektoren

To — Tg
VEK;: = | yu —ys (6.75)
M — 25
und
Ty — T
VEK, = | yu —ys (6.76)
M — 28
sowie
cos(f —0') = VEK, VEK, (6.77)

~ [VEK,| [VEK,|
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die Bestimmungsgleichung fiir die gesuchte Koordinate x,

(ym — 2z5)* + (2m — 25)*) (T — 5) B
(zar — 25)2sin®(0 — 0') + cos2(0 — 0 ((yar — 25)% + (201 — 25)2)

To =Tg +

sin(f — 0') cos(0 — ') ((war — x5)* + (yar — ys)* + (2nr = 25)*)V/ (yar — ys)? + (s — 25)°
(w31 — x5)2sin®(0 — 0) + cos2(0 — 0) ((yar — 25)2 + (20 — 25)?)

(6.78)

hergeleitet. Auf die iterative Losung dieser nichtlinearen Gleichung wird im folgenden Ab-
schnitt “Losungsalgorithmus® ausfiihrlich eingegangen. Im letzten Schritt wird die korri-
gierte Phase berechnet. Hierzu werden die Strecken vom Quellort N zum Schnittpunkt S
und vom Schnittpunkt S zum Auftreffpunkt O aufsummiert und durch die Ausbreitungs-
geschwindigkeit ¢ dividiert. Mathematisch bedeutet dies

Q= % (R(XS) + V(@0 — x5)® + (yar — ys)> + (2m — Zs)2) - (6.79)

Diese stromungskorrigierte Phase wird zur Korrektur des Drucks am Mikrophon O be-
notigt. Mit dem korrigierten Druck p; kann anschlieBend der Array-Output mit Hilfe des
klassischen Beamforming Verfahrens nach (6.3) berechnet werden.

Losungsalgorithmus

Zur Losung von (6.78) wird das iterative Newton Verfahren verwendet. Hierzu muss zu-
nichst (6.78) in die Residuumsgleichung

es = —xo+x (ym — 25)* + (2 — 25)%) (@n — 5) _
T O s e sin(0— 9) + 00?6 — ) (g — 25)? + (ot — 25)7)

sin(f — 0') cos(0 — ') ((war — x5)* + (yar — ys)* + (2nr = 25)*)V/ (yar — ys)? + (s — 25)°
(zar — w5)?sin®(0 — 6") + cos?(0 — ') ((yar — 25)* + (20 — 25)?)

(6.80)

umgeformt werden. Die nichtlineare Residuumsgleichung (6.80) wird mit mit Hilfe des
Newton Verfahrens iterativ nach dem gesuchten Wert x,; gelost. Die Rechenvorschrift des
Newton Verfahrens lautet

k

S+ _ (k) TES (:):m)( )

m ™o dres (x,,)
dz,,

(6.81)
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Im vorliegenden Fall wird die Ableitung dres/dzm mit der zentralen Differenz zweiter
Ordnung

dres . res(zy, +dx) —res(x, — dr)

=1 6.82
dz,, d;TO 2 dx ( )

approximiert. Man erhélt damit die Rechenvorschrift

(k)

res (T,

=) - — e , (6.83)
res"™” (z,, + dx) — res"” (z,, — dx)
2 dx

wobei k fiir die Iterationslaufzahl steht. Als Startwert fiir die unbekannte Koordinate x ),
wird o genommen. Bei einer vom Anwender angegebenen Genauigkeit kann die Iteration
abgeschlossen werden. Es wurde festgestellt, dass schon bei k& = 5 Iterationen ein Residuum
von res = 107> erreicht werden kann.

Im letzten Schritt wird mit den nun bekannten Koordinaten x,;, yas, 20 und zn, yn, 2y
der Schnittpunkt S (zg,ys, zs) mit (6.29) berechnet. Anschliefend kann, wie bereits er-
wahnt, mit (6.79) die korrigierte Phase bestimmt und bei der Auswertung der Arraysignale
beriicksichtigt werden.

6.2 Numerische Quellmodellierung

Beim EIF Modell werden zunéchst die inkompressiblen Stromungsgrofien e, Vine und pine
mit Hilfe der inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen

1 1
Winc, + (uinc . V)uinc + 0; vac = 0; sznc (685)

berechnet. Die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen beschreiben die Massen- und
Impulserhaltung bei inkompressiblen Strémungen. Bei inkompressiblen Strémungen gilt
Pine = konstant. Die Grundgleichungen des EIF Modells werden aus den kompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen (2.1), (2.2) und (2.3) hergeleitet. Hierbei ist im vorliegenden
Fall die Entropie konstant. Beim EIF Modell wird mit Hilfe des Ansatzes

= pinc + PV + ¢/ (6.86)
= Uinc + U/ ( )
= Vjpe + V' (6.88)
= Pinc + p/ ( )

=TS B~ o
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angenommen, dass die kompressible Strémung in eine inkompressible Strémung und in
einen akustischen Anteil aufgeteilt werden kann. Zur Korrektur der inkompressiblen Dichte
pine Wird die hydrodynamische Dichte p™) eingefiihrt. Die hydrodynamische Dichte

w1 lim ' d 6.90
=— = —(DPinc — 1i T incdt :
e TgroloT/Op ) (6.90)
lisst sich aus dem hydrodynamischen Druck p(!) berechnen. Der hydrodynamische Druck
ist die Differenz zwischen dem inkompressiblen Druck p;,. und der zeitlichen Mittelung
des inkompressiblen Drucks. Die Ansétze (6.86 )-(6.89) werden in die Navier-Stokes Glei-
chungen (2.1), (2.2) und (2.3) eingesetzt und man erhélt bei Vernachléssigung der viskosen
Terme die nichtlineare Formulierung

pp+pV-u' +u-Vyp = —pil) —u-Vp (6.91)
1 ) / ) 4
Wt (Vv = T (T ) Ve (6.92)
P P P
Mit Hilfe der isentropen Beziehung
p
P = Dine(—)" (6.93)

inc

kann man den Druck bestimmen. Wie bereits beschrieben, kénnen nichtlineare Effekte
vernachléssigt werden, so dass (6.91) und (6.92) linearisiert werden kénnen. Hierbei werden
Terme hoherer Ordnung vernachléssigt und man erhélt die Grundgleichungen des EIF
Modells

0r + PineV -0+ Wi - V' = —pgl) — e - V) (6.94)
1

u) + (Wi - V)U' + > Vp' = 0 (6.95)

p; + 'mecv : u/ + Wine - Vp/ = _pinc,t — Wipe * Vpinc (696)

Die linke Seite der Gleichungen entspricht den linearisierten Euler Gleichungen und be-
schreibt die Ausbreitung der Wellen. Die rechte Seite der Gleichungen beschreibt die aus
der inkompressiblen Stréomung berechneten Quellen. Mit Hilfe der Finite Differenzen, der
Natural Neighbour oder der Finite Volumen Methode kénnen diese Gleichungen gelost
werden und liefern die gesuchten akustischen Storgrofien p/, v/, v, p'.
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6.2.1 Schallgenerierung des korotierenden Wirbelpaars

In diesem Abschnitt werden die im EIF Modell benétigten inkompressiblen Grofien am
Beispiel des gegenldufig rotierenden Wirbelpaares hergeleitet. Die analytische Losung des
Schalldrucks ist bei diesem Fall gegeben und kann zur Validierung des numerischen Ergeb-
nisses herangezogen werden.

Wirbelpfad "

Wirbel 2mit T, u 0 Wirbel 1 mit T, u 0

Abbildung 6.6: Korotierendes Wirbelpaar

Mit Hilfe der Potentialtheorie konnen die inkompressiblen Grélen und damit die Quellen in
(6.94)-(6.96) berechnet werden. Im vorliegenden Fall rotieren die beiden Wirbel mit einem
Abstand von d = 2ry um den Nullpunkt

Mit dem Wirbelpfad
b= roe™’, (6.98)

der Zirkulation I' sowie der komplexen Variablen z = x + iy erhédlt man die komplexe
Potentialfunktion

r r
w(z, t) = Tln(z —b—1by) + %ln(z +b—1by) . (6.99)

iy’

Die Potentialfunktion
w==®+ W (6.100)
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setzt sich aus dem Geschwindigkeitspotential ® und der Stromfunktion ¥ zusammen. Mit
den jeweiligen Ableitungen

@, = Uy = Uine (6.101)

und
O, = -V, = Vine (6.102)

kann man das inkompressible Geschwindigkeitsfeld mit den Komponenten u;,. und v;,.
und damit das zugehorige aerodynamische Druckfeld sowie deren zeitliche und rdumliche
Ableitungen berechnen. Diese benotigt man bei der Berechnung der akustischen Quellen.
Mit der Ableitung der Potentialfunktion w nach z

0 1

B2 R Lo ) (6.103)
= tine T Wine = S b —bo) | 2mi (2 + b — by)

erhélt man die Geschwindigkeit

r 1 r 1

Zﬁ@—b—%)+iﬁw+b—%ﬂ (6.104)

Uine = §R(
in z-Richtung und die Geschwindigkeit

A S N
2mi (2 —b—bg)  2mi(z+b—1y)

— Cx
Vine = —5

(6.105)

in y-Richtung. Die rdumlichen Ableitungen der Geschwindigkeiten u;,. und v;,. nach x und
y werden mit

w0 o1

a2 _<w2) :_(_(ww —w )) =P, + i(—(I) :v)
62’2 aZ aZ 2 Y T 1 Y T 1 (6.106)

= Uincy — Wine, = _Q—M(z— b—bo)2 B 2—71‘i(2+b—bo)2

hergeleitet und man erhélt

r 1 r 1

S . S 6.107
2mi(z —b—10)? 2mi(2+b— 60)2) ( )

Uinec, = _Uz’ncy - §R(

und r 1 r 1
Vines Hiney S 2mi (2 —b—1b)?  2mi(z2+b— bo)z) ( )

Die zweiten rdumlichen Ableitungen der Geschwindigkeiten werden mit

Pw r 1 r 1

82;3 — Uinczz — ZUinczz = ﬂ_z 4(2; — b — b0)2 + E (Z T b — b0)2

(6.109)
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bestimmt und es ergibt sich

. §R(—£ 1 L L ! )
Uincge = ~Viney, = i (z N - b0)2 e (Z +b— b0)2
und r 1 r 1
. — . — B (e — YY)
Vinee = Uineye =~ L T )

Die erste zeitliche Ableitung der Geschwindigkeiten folgt aus

0*w 0 o1 » »
510, — o1\ = g(5(Px = i®y)) =Pur + (= Pye)
I (w) r  (—bw)

= tine i = o b P ar (a4 b bo)?

und man kann schreiben

o T (bw) r(—bw)
1%“_%5}@—5—%ﬂ+§%u+b—%y)

und
r (bw) N r (—bw)

27 (z — b — by)? 5%@+b-%ﬁ*

Viney = — %(

Eine weitere Differentiation fithrt zu

Pw 0 9 » |
W = a(wzt> = _((D.’Et + Z(_(I)yt)> :(D.’Ett _|_ Z(_q)ytt)

ot , :
_ Twbiw(z+b—by)  Twbiw(z —b—b)

— Minen = e = S T T —bg)® | 21 (2 +b— Do)

und damit zu der zweiten zeitlichen Ableitung der Geschwindigkeiten

Fwbiw(z+b—1bo)  Twbiw(z—b— by)

uinctt = §}%( 27T (Z _ b _ bO)3 27'(' (Z + b — bO)3

)

und

Twbiw(z+b—"by) Twbiw(z—b—by)
G il
Vine =~ G T T 2 b= )

).

Mit der Gleichung von Bernoulli kann nun der inkompressible Druck

2 2
uinc + ’Uinc

2 ) )

Pinc = Poo + poo(_q)t -
die Ableitung des Drucks nach der Zeit

Pince = _poo(étt + UincWine + 'Uincvinct) s
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(6.110)

(6.111)

(6.112)

(6.113)

(6.114)

(6.115)

(6.116)

(6.117)

(6.118)

(6.119)
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die zweite Ableitung nach der Zeit

DPincyy = _poo(q)ttt + uzgnct + uincuinctt + Uiznct + Uincvinctt) ) (6120>

die Ableitung des Drucks nach x

Pince, = —Poo (uinct + UincUine, + Uincvincz) 5 (6121>

die zweite Ableitung des Drucks nach = und ¢
Pincer = —Poo(Winer, + Uine, Wine, + Yincliney, + Vine,Vine, T VincVines:) » (6.122)
die Ableitung des Drucks nach y
Pincy = —Poo(Vine, + Uincline, + VincVine, ) (6.123)
sowie die zweite Ableitung des Drucks nach y und ¢
Pincyr = —Poo(Viner, T Uine, Wine, + Yincline,, + Vine,Vine, + VincVine,:) (6.124)

berechnet werden. Die Gréflen p,, und p., stehen fiir die Umgebungsdichte sowie den
Umgebungsdruck. Die zeitlichen Ableitungen des Geschwindigkeitspotentials sind

00 Ow _ Wl b?

b, = — —R(—) = S 6.125
Y (8t) 7r (22—62) ( )
0Pd  2°T b2 22
=g = ) (6.126)
und o

(I)ttt == ﬁ == %(wttt) . (6127)

Die analytische Losung fiir den Schalldruck in einem Aufpunkt lautet
p(r,0,t) = %(—iﬂff@(kmaﬂwt—”) . (6.128)

o 64m3ric2 2

Hierbei gehen die Koordinaten des Aufpunktes mit r» = /22 + y? und § = arctan (g) ein.
x

Die Hankel Funktion zweiter Ordnung und zweiter Art H. 52) von (kr) mit der Wellenzahl k =

2
2Y und der Schallgeschwindigkeit der Umgebung ¢, sind gegeben. Ausgehend von obigen
c

Gofeichungen kann man die im EIF Modell geforderten Gréflen wie beispielsweise pipe,,
berechnen und damit die Generierung der Schallquellen an einem korotierenden Wirbelpaar
berechnen. Die analytische Losung (6.128) wird dabei als Referenz verwendet.



Kapitel 7

Gekoppelte Verfahren

Die Beriicksichtigung von akustisch reflektierenden Korpern kann im Zweidimensionalen
beispielsweise mit Hilfe eines Dreiecksgitters durchgefiihrt werden. Auf kartesischen Gittern
ist die Beriicksichtigung von Randbedingungen auf gekriimmten Geometrien nur moglich,
wenn der schallharte Korper durch eine treppenartige Gitterstruktur approximiert wird
(Abbildung 7.1).

Geschwindigkeitsmodell [m/s] (lineare Interpolation)

5000

-4500

Ax=0.05m

[ -4000
8.8

-3500

8.6 -

3000

z/m

84

8.2

Abbildung 7.1: Schallharte Zylinderoberflache wird durch das Geschwindigkeitsmodell linear in-
terpoliert, das heiBt im Zylinder betragt die Schallgeschwindigkeit ¢ = 5000m /s und ausserhalb
des Zylinders ¢ = 344m/s.

Die Genauigkeit der Losung ist in diesem Fall nicht akzeptabel. Die Finite Volumen Metho-
de sowie die Natural Neighbour Methode sind in der Lage, auf unstrukturierten Gittern,
welche den gekriimmten Koérper verglichen mit kartesischen Gittern genauer approximie-
ren, die Grundgleichungen der Aeroakustik mit hoher Genauigkeit zu 16sen. Bei der Natural

92
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Neighbour Methode sowie der Finite Volumen Methode ist die Rechenzeit verglichen mit
der Rechenzeit des klassischen Finite Differenzen Methode hoher, da die Rechenoperationen
aufwendiger sind. Zur Reduzierung der Rechenzeit kann man die linearisierten Euler Glei-
chungen oder die Wellengleichung auf einem gekoppelten Gitter 16sen. Bei den gekoppelten
Verfahren besteht das Gitter um den Kérper herum aus Dreiecken und wenige Zellen vom
Korperrand entfernt aus einem kartesischen Gitter (Abbildung 7.2). Der Datenaustausch
zwischen den beiden Verfahren erfolgt mit Hilfe der so genannten Transitionszone. Bei der
Kopplung von Finite Volumen Methode und Finite Differenzen Methode benétigt man zwei
Transitionszonen. Bei der Kopplung der Natural Neighbour Methode und der Finite Diffe-
renzen Methode bend6tigt man eine Transitionszone. In den folgenden Abschnitten werden
die gekoppelten Verfahren beschrieben.

7.1 Kopplung von Natural Neighbour Methode und
Finite Differenzen Methode

Absorbierende Rander Einite! Differenzen Meth

Transitianszone

Zweidimensionale
Geometrie

[
|
Tl
fam
B
pd
&
oo}
=
—d
—
2
—
[}

Abbildung 7.2: Kopplung von Natural Neighbour Methode und Finite Differenzen Methode

Bei der Kopplung von Natural Neighbour Methode und Finite Differenzen Methode wer-
den die Ableitungen im unstrukturierten Bereich mit der Natural Neighbour Methode und
im strukturierten Bereich mit der Finite Differenzen Methode berechnet. Die Finite Dif-
ferenzen Methode benétigt bei zentralen Differenzen mit sieben Stiitzstellen bis zu drei
Stiitzstellen, welche mit Daten aus der Transitionszone versorgt werden miissen. Die Ab-
leitungen in der strukturierten Transitionszone sowie im unstrukturierten Bereich werden
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mit der Natural Neighbour Methode berechnet. Die Transitionszone hat aus diesem Grund
eine Breite von drei Zellen. In Abbildung 7.2 ist der Aufbau des Gitters dargestellt. Die
vorgestellte Kopplung wird bei der Losung der akustischen Wellengleichung sowie bei der
Losung der linearisierten Euler Gleichungen angewendet.

7.2 Kopplung von Finite Volumen Methode und Fi-
nite Differenzen Methode

Die Kopplung von Finite Volumen Methode und Finite Differenzen Methode erfolgt mit
Hilfe von zwei Transitionszonen. Dies ist erforderlich, da bei der Losung der linearisierten
Euler Gleichungen 4.34 mit der Finite Volumen Methode integrale Mittelwerte sowie durch
die Rekonstruktion mit der Natural Neighbour Methode Variablenwerte zur Verfiigung
stehen. Im Aussenfeld werden die linearisierten FEuler Gleichungen 2.12 mit der Finite
Differenzen Methode gelost und liefern die Variablenwerte wie Dichte, Geschwindigkeiten
und Druck. Die Kopplung der beiden Verfahren benétigt daher zwei Transitionszonen, die
innere und die dussere wie in Abbildung 7.3 dargestellt.

Absprbierende [Réander

ussere TransitiorisZore Finile Differehzer Methdd

Innere Trangitipr

one

Zweidimensionale
Geometrie

INT INT| A

Abbildung 7.3: Kopplung von Finite Volumen Methode und Finite Differenzen Methode. Im
Innenfeld liegen durch die Finite Volumen Methode integrale Mittelwerte (INT) und Variablen-
werte (VAR) vor. Im Aussenfeld liegen durch die Finite Differenzen Methode Variablenwerte
vor.

In der inneren Transitionszone werden die linearisierten Euler Gleichungen mit Hilfe der
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Finite Volumen Methode auf einem strukturierten kartesischen Gitter gelost. Damit stehen
integrale Mittelwerte sowie Variablenwerte in dieser Zone zur Verfiigung. Die innere Tran-
sitionszone hat beim Verfahren vierter Ordnung eine Breite von drei Zellen. Die &dussere
Transitionszone verwendet wie im Finite Differenzen Bereich ein strukturiertes kartesisches
Gitter. Der Finite Differenzen Bereich liefert Variablenwerte. In der dusseren Transitionszo-
ne stehen ebenfalls Variablenwerte zur Verfiigung. In dieser Zone miissen jedoch zusétzlich
die integralen Mittelwerte berechnet werden, damit in der inneren Transitionszone die Fi-
nite Volumen Methode mit integralen Mittelwerten versorgt werden kann. Hierzu wird das
Taylor Polynom (3.6) iiber die dussere Transitionszone gelegt. Die Losung des Taylor Po-
lynoms, wie in Kapitel 3 beschrieben, liefert die Koeffizienten a; bis a;5. Stehen diese zur
Verfiigung, so kann in diesem Bereich der integrale Mittelwert mit (5.17) berechnet werden.
Hierzu benotigt man lediglich die Koordinaten der Integrationsgrenzen xy, xs, y1, yo sowie
die Koordinaten des Schwerpunkts einer Zelle xg, 3y. Die innere Transitionszone kann nun
mit integralen Mittelwerten aus der &dusseren Transitionszone versorgt werden. Die Fini-
te Differenzen Methode kann bei Verwendung eines Finite Differenzenmolekiils mit sieben
Stiitzstellen auf die Variablenwerte der inneren Transitionszone zugreifen. Mit dieser Vor-
gehensweise kann man die Finite Volumen Methode mit der Finite Differenzen Methode
koppeln.

7.3 Kopplung von Finite Volumen Methode und in-
tegraler Finite Differenzen (IFD) Methode

Die integrale Finite Differenzen (IFD) Methode kann mit der Finite Volumen Methode
direkt, also ohne eine Transitionszone gekoppelt werden, da in diesem Fall im gesamten
Rechengebiet mit integralen Mittelwerten gerechnet wird. Dadurch konnen Unstetigkeiten,
welche bei den vorherigen gekoppelten Verfahren an den Réndern hervortreten konnen,
vermieden werden. Im Folgenden wird die integrale Finite Differenzen Methode anhand
der Konvektionsgleichung

ap 8p

E—l— 7 =0 (7.1)

auf einem kartesischen Gitter hergeleitet. Hierbei gilt © = u(x,t). Zur Losung der Konvek-
tionsgleichung wird diese zunéchst aufintegriert und es ergibt sich

/apdA—ir /apdA—O (7.2)

;/pdA+ /—pdA_O (7.3)

beziehungsweise
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Wird (7.3) durch die Fliche A dividiert, so kann geschrieben werden

%% pdA+%/%dA:0. (7.4)
Die integrale Konvektionsgleichung (7.4) kann mit der integralen Finiten Differenzen Me-
thode oder mit der Finite Volumen Methode gelost werden. In der vorliegenden Arbeit
wird die Konvektionsgleichung auf einem kartesischen Gitter gelost. Im inneren Bereich
des Gitters wird die Finite Volumen Methode und im &usseren Bereich des Gitters die
integrale Finiten Differenzen Methode verwendet (Abbildung 7.4). In Kapitel 4 wird die
Finite Volumen Formulierung ausfiihrlich behandelt. Die integralen Mittelwerte liegen im
Schwerpunkt der Zellen vor.

Finite Volumen Methode £ Integrale Finite Differenzen Methodg

Abbildung 7.4: Kopplung von Finite Volumen Methode und integraler Finite Differenzen Me-
thode

Bei der integralen Finite Differenzen Methode muss zur Losung von (7.4) das Taylor Poly-
nom (3.6) zunéchst nach x abgeleitet werden, so dass sich

97 as + as2(z — z9) + as(y — yo) + az3(z — 20)? + as2(x — x0)(y — Yo)+
ag(y — yo)? + and(z — ) + a123(¢ —20)*(y — yo)+
a132(x — 20)(y — 90)? + a1a(y — yo)° (7.5)
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0
ergibt. Die Ableitung or muss anschliessend iiber die Flache einer rechteckigen Zelle aufin-

x
tegriert werden. Die Integration wird in z-Richtung von x, bis z, und in y-Richtung von vy,

Zo Yo a
bis y, durchgefiihrt, so dass fiir den Ausdruck / / 8—pdmdy geschrieben werden kann
Ty Yu T

yoa
/ / pdx dy = az(w2 — 21)(y2 — ¥1)

1 1
+a42(§a:§ — XoXg — 593% + 2120) (Y2 — Y1)+

1

+as2(Zy5 — yayo — §y% +11%0) (22 — 21)+

az[(wg — x0)* — (21 — 20)*](y2 — y1)+

1 1 1 1
a82(§$§ — TaTp — 5363 + 2120) (S Y5 — Yoo — Y7 + Y1)+

2 2
1 3 3
agg[(w —40)° — (v1 — Yo)° (w2 — x1)+
ar1[(z2 — o) — (21 — 20) " (32 — 1)+
3 3 1 2 1 2
ara[(zy — o) — (71 — 20) ](5% ~ Y20 = 5Y +11%0)+
]‘ 2 ]‘ 2
a132(§3€2 — L2y — 5% + 2120) (Y2 — 11)
1 4 4
a141[(y2 —0)" — (1 — yo) J(z2 — 21) - (7.6)

Die rechte Seite von (7.6) ist vollstiandig gegeben. Die Bestimmung der Koeffizienten as

Zo Yo
bis a4 wird in Kapitel 4 ausfiihrlich behandelt. Damit kann das Integral / gﬁ dxdy
bestimmt und bei der Losung der integralen Konvektionsgleichung beriicksfcht%gut werden.
Bei der Losung der linearisierten Euler Gleichungen muss im zweidimensionalen Fall das
Taylor Polynom nach x und nach y abgeleitet und anschliessend iiber das Volumen der
Zelle aufintegriert werden. Mit der vorgestellten Vorgehensweise kann man die linearisierten
Euler Gleichungen mit einfachen Mitteln 16sen, eine Rekonstruktion wie bei den Finite
Volumen Verfahren ist bei dieser Methode nicht notig. Das integrale Finite Differenzen
Verfahren benotigt im Vergleich zum Finite Volumen Verfahren weniger Rechenoperation
und reduziert damit die Rechenzeit.



Kapitel 8

Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit beschrieben. Die Rech-
nungen wurden auf folgendem Rechner durchgefiihrt:

Hersteller Sun Microsystems
Betriebssystem SunOS 5.9 (Solaris 9)
Modell Sun Blade 1000 Modell2900
Prozessor 2 x 900 MHz UltraSPARC
Kernspeicher 4096 MB

Tabelle 8.1: Rechnereigenschaften

Ziel der folgenden Validierung ist es, mit Hilfe der vorgestellten Verfahren die Schallquellen
numerisch mit der EIF Methode oder messtechnisch mit der Array Messtechnik zu bestim-
men und anschliessend mit Hilfe der klassischen Finite Differenzen Methode, der Natural
Neighbour Methode oder der Finite Volumen Methode die Schallausbreitung mit hoher
Ordnung zu berechnen.

In Kapitel 8.1 wird auf die Lokalisierung von Schallquellen im Windkanélen eingegangen.
Ziel ist es, die hergeleiteten Verfahren bei der Lokalisierung von Schallquellen wie etwa an
einem Tragfliigel der Airbus-Flotte oder an generischen Geometrien wie etwa an einer vor-
wiérts geneigten Treppenstufe oder an einem Hohlraum anzuwenden und durch konstruktive
MafBnahmen die Quellstirke zu reduzieren.

Kapitel 8.2 befasst sich mit der Quellgenerierungsmethode EIF. Die EIF Methode ist in der
Lage, aus inkompressiblen Stromungsdaten aeroakustische Quellen zu generieren. Anhand
des korotierenden Wirbelpaares wird die EIF Methode untersucht.

Kapitel 8.3 zeigt die Ergebnisse der Schallausbreitungsrechnungen mit der Finite Diffe-
renzen Methode, der Natural Neighbour Methode sowie der Finite Volumen Methode. In
Kapitel 8.4 wird die Ordnung der vorgestellten Verfahren nachgewiesen. In Kapitel 8.5
werden die Ergebnisse der integralen Finiten Differenzen Methode analysiert. Die integrale
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Finite Differenzen Methode kann durch eine einfache Vorgehensweise mit den Finite Volu-
men Verfahren gekoppelt werden. Durch die Kopplung ist eine Reduzierung der Rechenzeit
moglich. In Kapitel 8.6 werden die gekoppelten Verfahren untersucht.

8.1 Schalllokalisierung in Windkanéilen

In diesem Abschnitt wird die modifizierte Beamforming Methode sowie die SDM Metho-
de validiert. Die aeroakustischen und aerodynamischen Messungen wurden im Windkanal
Cepra 19 mit einem kreisformigen Diisenaustritt sowie im Akustischen Windkanal Braun-
schweig (AWB) mit einem rechteckigen Diisenaustritt durchgefiihrt. Die numerischen Ver-
fahren des Lokalisierungsverfahren sind im zweiten Kapitel beschrieben.
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Abbildung 8.1: Uberflugmessung mit der Array Messtechnik

Ziel der Arraymessungen ist es, eine klare Aussage zu den Quellorten und Quellstédrken zu
treffen und durch geeignete konstruktiven Mafinahmen die Quellstéirken zu reduzieren. Im
ersten Schritt wird mit Hilfe der Beamforming und der SDM Methode die Quellverteilung
berechnet und analysiert. In einem weiteren Schritt kann man bestimmte Bereiche zusam-
menfassen und in Abhéngigkeit von der Frequenz darstellen. Durch diese Vorgehensweise
ist es moglich, Flugkorper aeroakustisch zu untersuchen. Im Projekt RAIN konnte man
durch Modifikationen an der Hinterkante die Schallquellen im Bereich der Hinterkante eli-
minieren [45]. Ziel der Messungen war es ausserdem, Uberflugmessungen zu analysieren
und zu iiberpriifen. Abbildung 8.1 zeigt die Arrayauswertung einer Uberflugmessung bei
einer Frequenz von f = 529H 2.
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Im Projekt AKUSIM wurden im AWB generische Geometrien akustisch und aerodynamisch
untersucht [4]. In diesem Projekt wurden drei vorwérts geneigte Stufen sowie ein Hohlraum
mit einem Kreuz-Array vermessen. Auf die Arrayauswertung des Hohlraums wird in den
folgenden Abschnitten kurz eingegangen.

8.1.1 Schalllokalisierung im Cepral9 Windkanal

Im Rahmen des Projekts RAIN wurden aerodynamische und aeroakustische Messungen an
einem Modell des Flugzeugs Airbus A320 durchgefiihrt (Abbildung 8.2). Ziel der Untersu-
chungen war es, im Windkanal Cepra 19 aeroakustische Quellen am Modell des Flugzeugs
Airbus A320 zu lokalisieren und die Quellstirken zu minimieren. Zur Lokalisierung der
Schallquellen wurde ein

Gross shaped antenna emes o

054

Three mater dlameter nozzl

Abbildung 8.2: Schalllokalisierung mit einem Kreuzarray an einem 1:11 Modell des Flugzeugs
Airbus A320 im akustischen Windkanal Cepral9

Kreuz-Array mit 40 Mikrophonen verwendet. Der Mikrophonabstand betrug dx = 0.1m.
Zur Validierung des im Kapitel 6.1 hergeleiteten modifizierten Beamforming Algorithmus
wurde ein Lautsprecher am Rumpf des Flugzeugs Airbus A320 angebracht und mit dem
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Array lokalisiert. Abbildung A.1A zeigt den Rumpf des Models mit dem Lautsprecher. Mit
der klassischen Beamforming Methode erhélt man bei der Lokalisierung des Lautsprechers
ohne Anstromung eine realistische Darstellung der Quellen (Abbildung A.1B). Wird die
Anstromgeschwindigkeit von u = 50 m/s bei der Lokalisierung des Lautsprechers nicht
berticksichtigt, so wird der Lautsprecher um etwa dz = 20 cm stromab lokalisiert (Abbil-
dung A.1C). Durch die Beriicksichtigung der Anstrémung und der daraus resultierenden
Laufzeitverschiebung der Signale erhélt man eine realistische Darstellung des Lautsprechers
(Abbildung A.1D). Ein Vergleich der Abbildungen A.1C und A.1D zeigt, dass das Abdrif-
ten der Quelle mit der korrigierten Phase nicht stattfindet. Die Quelle kann am realen Ort,
bei x = 0.9 m lokalisiert werden. Durch einen abschliessenden Vergleich von Abbildung
A.1B und A.1D kann man erkennen, dass durch die Phasenkorrektur auler der Koordinate
des Quellursprungs auch die Topologie der Quellverteilung realistisch wiedergegeben wird.

Es konnte gezeigt werden, dass bei der Lokalisierung eines Lautsprechers das hergeleitete
Verfahren den Einfluss der Stromung beriicksichtigt und nahezu exakte Ergebnisse liefert.
Damit ist bewiesen, dass eine Arraymessung am Modell des Flugzeugs Airbus A320 moglich
ist. Aus Tabelle 8.2 kénnen die Parameter der Messung entnommen werden. Es wurden
vier Konfigurationen untersucht. Hierbei wurde mit ausgefahrenem Vorfliigel, ausgefahre-
ner Hinterkantenklappe sowie in der Landekonfiguration mit ausgefahrenem Vorfliigel und
Hinterkantenklappe gemessen. Es konnten Quellen am Vorfliigel sowie an der Hinterkan-
tenklappe lokalisiert werden. Das Schalllokalisierungsverfahren liefert die im Anhang A
dargestellten Quellverteilungen am Modell des Flugzeugs Airbus A320. Abbildung A.2 bis
A.10 zeigt die Quellen am Originalfliigel und Abbildung A.11 bis A.17 den aeroakustisch
optimierten Fliigel im Frequenzbereich von f = 500 — 9000H z.

| Konfiguration | Slatwinkel[’] | Flapwinkell’] | u[m/s] | o] |
Clean Wing 0 0 40, 50,60 |5,7,9
Slat 35 0 40, 50,60 |5,7,9
Flap 0 27 40,50,60 |5,7,9
Landing 35 27 40,50,60 |5,7,9

Tabelle 8.2: Messmatrix des RAIN Projekts

Die detaillierte Beschreibung der Quellorte und Quellstéirken erfolgt durch eine Aufteilung
des Tragfliigels in sechs Bereiche (Abbildung 8.3). Hierbei handelt es sich um den inneren,
den mittleren und den &usseren Bereich des Vorfliigels und der Hinterkante. Die Quellen
werden in diesen Bereichen aufintegriert und in Abhéangigkeit von der Frequenz in den
Abbildungen A.18 bis A.28 dargestellt.
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Yertival—Coordinate ¥ / [m]

140 L5 2.0 2.5 3.0
Horizontal-Cocrdinate x ¢ [m]

Abbildung 8.3: Aufteilung des Tragfliigels zur Quantifizierung der aeroakustischen Quellen
Mit Hilfe dieser Vorgehensweise erhélt man folgendes Ergebnis:

e Durch die Aufteilung des Tragfliigels in sechs Bereiche ist es moglich, den Vorfliigel,
im englischen mit Slat bezeichnet, als Hauptlarmquelle ausfindig zu machen.

e Der mittlere sowie der innere Bereich des Vorfliigels sind um bis zu 5 dB lauter als der
dussere Bereich. Damit ist bewiesen, dass der durch die Hochauftriebshilfen erzeugte
Larm hauptséchlich durch den inneren und den mittleren Bereich des Slats verursacht
wird.

e Die Hinterkantenklappe, im englischen Flap genannt, liefert lediglich bei einer Fre-
quenz von etwa f = 6 — 7TkH z einen Beitrag.

e Der mittlere sowie der innere Bereich des Flaps sind um bis zu 10 dB lauter als der
dussere Bereich.

e Der innere Bereich des Fliigels ist um etwa 2-3 dB lauter als der mittlere oder der
dussere Bereich.



KAPITEL 8. ERGEBNISSE 103

e Mit ansteigendem Anstellwinkel steigt die Quellstéirke im Bereich der Hinterkanten-
klappe, diese hat jedoch auf den Gesamtpegel einen geringen Einfluf3.

e Mit steigender Geschwindigkeit steigt bei der Landekonfiguration die Quellstirke im
Bereich des Slats und Flaps.

e Das Geschwindigkeitsgesetz (Energie ~ Anstromgeschwindigkeit @) der Aeroakustik
konnte nachgewiesen werden. Die Exponenten sind fiir den jeweiligen Bereich in fol-
gender Tabelle dargestellt.

‘ Bereich H Exponent o ‘
‘ InnerSlat H 6.06 ‘
‘ MiddleSlat H 6.04 ‘
‘ OuterSlat H 4.33 ‘
‘ InnerFlap H 6.23 ‘
| MiddleFlap | 6.10 |
‘ OuterFlap H 5.88 ‘
‘ Total : H 5.70 ‘

Tabelle 8.3: Exponent des Geschwindigkeitsgesetzes
e Die Grosse des Exponenten « gibt die Art der Quellen an. Bei einem Exponenten
zwischen fiinf und sechs handelt es sich um Quadrupolquellen.
e Die Quelldichte der Seitenkante des Flaps ist lediglich um 2-3 dB lauter als der Flap.

e Vergleiche mit den Uberflugmessungen am Airbus A340 zeigen vergleichbare Resul-
tate.
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8.1.2 Schalllokalisierung im AWB

Im Rahmen des Projekts AKUSIM wurden im AWB aeroakustische und aerodynamische
Messungen an generischen Strukturen wie an einer vorwérts geneigten Treppenstufe sowie
an einem Hohlraum durchgefiihrt. In folgendem Abschnitt wird die Array Messung am
Hohlraum beschrieben. Zur Lokalisierung der Schallquellen wurde ein Kreuz-Array mit 32
Mikrophonen des Typs MK 202 eingesetzt. Abbildung 8.4 zeigt das Mikrofonarray, den
Windkanal sowie die Platte mit dem eingefridsten Hohlraum.

Abbildung 8.4: Array Messung am Hohlraum bei u = 60m/s

Der Abstand zwischen den Mikrophonen betriagt dz = 0.1 m.

3mn1$ Fﬂm

27.7mm

159 mm

Abbildung 8.5: Abmessungen des Hohlraums. Die Tiefe des Hohlraums entspricht der Hohe
des rechteckigen Diisenaustritts
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Mit dem verwendeten Array kann man Quellen im Frequenzbereich von f, = 212 Hz bis
fo = 3400 H z lokalisieren. Zur Lokalisierung von ruhenden Schallquellen wird die Beamfor-
ming Methode verwendet. Die Anstromgeschwindigkeiten betragen u = 30,40, 50, 60m/s.
Der Mittelpunkt des Arrays stimmt in Stromungsrichtung mit der Lippe des Hohlraums
iiberein, das Array steht aulerhalb der Stromung und hat einen Abstand von z = 1.2m von
der Plattenoberfliche beziehungsweise der Lippe des Hohlraums. Die Diisenhohe betréigt
b= 1.2m und die Breite a = 0.8m.

Waitical-CodiEaate wlim]

B B
® 40 60 80 W0 220
Herzontt=Coordrate nim]

0 95 o 215 i s 9

Abbildung 8.6: Quelllokalisierung am Hohlraum bei f = 2kH z, Anstromgeschwindigkeit u =
60m/s, klassisches Beamforming, Hohlraumposition bei = 100cm, 40cm < y < 160cm

Es konnten mit der Kombination von Beamforming und SDM Verfahren in den Projek-
ten RAIN und AKUSIM aeroakustische Quellen in Windkanélen mit kreisférmigen und
rechteckigen Diisenaustritten lokalisiert werden. Mit dem Array kann man die dominieren-
den aerodynamischen Larmquellen bestimmen. Die defokussierenden Stromungseffekte sind
sehr gut korrigiert worden, was sich an der kleinen Ausdehnung der Quellgebiete zeigt. Die
damit erzielte Lokalisierung der Quellen erlaubt nicht nur die Bestimmung deren Stérke,
sondern auch deren Beschreibung hinsichtlich des spektralen Gehalts, der Richtcharakteri-
stik, der zeitlichen Verdnderung, der Abhangigkeit von der Anstromgeschwindigkeit, Posi-
tion des Arrays und anderer Parameter. In den Abschlussberichten der Projekte AKUSIM
und RAIN werden die Auswertungen detaillierter beschrieben [4, 45].
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8.2 Quellmodellierungsmethode EIF

Zur Untersuchung des EIF Modells wird die Wellengleichung (2.17) auf einem kartesischen
Gitter mit dov = dy = 1.0 numerisch gelost. Das numerische Losungsverfahren ist in Kapitel
6.2 beschrieben.
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Abbildung 8.7: Quellgenerierung mit dem EIF Verfahren:(A) zeigt den analytisch berechneten
Druckverlauf nach n = 50 Zeitschritten, (B) den mit dem EIF Modell berechneten Druckver-
lauf nach n = 50 Zeitschritten, (C) FFT des analytisch berechneten Druckverlaufs in einem
Aufpunkt, (D) FFT des mit dem EIF Modell berechneten Druckverlaufs in einem Aufpunkt

In Abbildung 8.7A wird der analytisch berechnete Druck dargestellt, Abbildung 8.7B zeigt
den mit dem EIF Modell berechneten Schalldruck. Die numerisch berechneten Drucksignale
benotigen etwa n = 250 Zeitschritte um den Rand des Rechengebiets zu erreichen. Weitere

Zwischenschritte sowie die durch die EIF Methode generierte Quadrupolquelle sind im
Anhang A in Abbildung A.29 dargestellt.

In einem Vergleich konnte die Genauigkeit des vorliegenden Verfahrens gezeigt werden. Der
analytisch berechnete Schalldruck betrégt in einem Aufpunkt L, = 123.9dB und der mit
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EIF Modell berechnete Schalldruck L, = 121.9dB, die Abweichungen von AL, = 2dB ist
fiir den Menschen nicht wahrnehmbar und kann akzeptiert werden (Abbildung 8.7C und
D). Ein Vergleich der numerischen Losung mit der exakten Losung im Zeitbereich ist in
Abbildung 8.8 dargestellt. Man erhélt in einem

30
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Abbildung 8.8: Vergleich der numerischen Lésung mit der analytischen Losung in einem Auf-
punkt

Aufpunkt eine akzeptable Abweichung von 10%. Damit ist gezeigt worden, dass die Quellge-
nerierungsmethode nach Hardin und Pope bei der Bestimmung von Schallquellen prinzipiell
einsetzbar ist. Weitere Untersuchungen miissen kléaren, ob auch komplexe Félle mit der EIF
Methode untersucht werden kénnen.
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8.3 Schallausbreitungsrechnungen mit der Natural Neigh-
bour Methode

Die Natural Neighbour Methode ist ein Verfahren zur Berechnung von partiellen Ableitun-
gen stetiger Funktionen. Die Natural Neighbour Methode wird in dieser Arbeit zur Losung
den linearisierten Euler Gleichungen 2.13 wie auch der akustischen Wellengleichung 2.17
eingesetzt und untersucht. Die zeitliche Integration erfolgt bei der Wellengleichung mit ei-
nem expliziten Zeitintegrationsverfahren und bei den linearisierten Euler Gleichungen mit
dem Runge-Kutta Zeitintegrationsverfahren vierter Ordnung. Die rdumlichen Ableitungen
werden mit der knotenzentrierten Natural Neighbour Methode berechnet (Kapitel 3.1.2). In
Kapitel 3.2.2 wird das Zeitintegrationsverfahren der Wellengleichung und in Kapitel 3.2.1
das Runge-Kutta Zeitintegrationsverfahren vierter Ordnung beschrieben. Bei den vorliegen-
den Verfahren muss auf einem Hybridgitter gerechnet werden, um einseitige Differenzen
zu vermeiden. Im inneren Bereich besteht das Gitter aus unstrukturierten und im Aussen-
bereich aus strukturiert angeordneten Elementen. In Abbildung 8.10 und 8.11 werden die
verwendeten Gitter dargestellt. Der unstrukturierte innere Bereich muss mit dem kartesi-
schen &dusseren Bereich durch eine so genannte Transitionszone gekoppelt werden. Durch
die Kopplung werden asymmetrische Differenzenmolekiile an der dusseren Berandung des
unstrukturierten Bereichs vermieden, diese treten nur noch bei der Beriicksichtigung von
Korpern am Korperrand auf.
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Abbildung 8.9: Losung der Wellengleichung mit der Natural Neighbour Methode (A) Aus-
breitung eines Gauss Pulses (xy = 40m,yo = 0) auf einem hybriden Gitter, (B) Schnitt bei
y=20

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist bei der der Wellengleichung das Dichtefeld und bei den lineari-
sierten Euler Gleichungen das Dichtefeld und das Druckfeld mit

1
plr,y,t =0)=—=e ™" (8.1)
c



KAPITEL 8. ERGEBNISSE 109

und

2,2

p(z,y,t=0)=e™" (8.2)

definiert. Hierbei ist m mit m = vIn2/0 von der der Halbwertsbreite o und der Abstand
r mit r = \/(x —29)? + (y + yo0)? vom Startpunkt mit den Koordinaten zg, yo abhéngig.

Im Innenbereich werden die rdumlichen Ableitungen mit der Natural Neighbour Methode
berechnet.

Bei der Losung der Wellengleichung werden die rdumlichen Ableitungen im Aussenbereich
mit den klassischen Finiten Differenzen Verfahren berechnet. An der dusseren Berandung
des Rechengebiets werden die Randbedingungen nach Clayton eingesetzt.

Bei der Losung der linearisierten Euler Gleichungen werden im Aussenbereich die rdaumli-
chen Ableitungen mit dem DRP Schema nach Tam berechnet. An der dusseren Berandung
werden die Randbedingungen nach Bayliss und Turkel verwendet.

Es werden in diesem Abschnitt drei Falle untersucht:

e Losung der Wellengleichung bei der Ausbreitung von Schall im freien Feld
e Losung der Wellengleichung bei der Ausbreitung von Schall um einen Zylinder

e Losung der linearisierten Euler Gleichung bei der Ausbreitung von Schall im freien
Feld

(A) (B)

Abbildung 8.10: (A)Verteilung der nichsten Nachbarn, (B) vergroBerte Darstellung zeigt die
unstrukturierte Anordnung der Elemente im Innenfeld und die strukturierte Anordnung der
Elemente im Aussenbereich

Das verwendete Hybridgitter ist im inneren Bereich unstrukturiert aufgebaut, die Anzahl
der néachsten Nachbarn ist dadurch im inneren Bereich nicht konstant, im dusseren Bereich
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ist die Anzahl der Nachbarn auf dem kartesischen Gitter konstant. In Abbildung 8.10A
und 8.10B wird die Verteilung der Nachbarn dargestellt.

Die Losung der akustischen Wellengleichung ist auf dem gekoppelten Gitter stabil, Oszil-
lationen treten auf dem Gitter ohne Korper nicht auf. Abbildung 8.9 zeigt den Gauss Puls
sowie einen Schnitt bei y = 0. Die zweiten Ableitungen haben bei der Wellengleichung
ddmpfende Eigenschaften, so dass keinerlei Instabilitdten auftreten. Reflexionen treten an
der dusseren Berandung wie erwartet nicht auf.

Im zweiten Fall wird bei der Losung der Wellengleichung ein schallharter Zylinder mit Hilfe
der Korperrandbedingungen (3.13) beriicksichtigt (Abbildung 8.11).

25

20

15

10‘ = ‘15‘ = ‘20 25 30
(A) (B)
Abbildung 8.11: (A) Hybridgitter um einen schallharten Zylinder (B) Anfangsbedingung

An der Oberfliche des Zylinders treten Instabilitdten auf (Abbildung 8.12A und 8.12B).
Es wurde versucht, diese durch einen zusétzlichen Dampfungsterm auf der Rechthandseite
der Wellengleichung zu minimieren. Dieser Term fiihrt jedoch nicht zum Erfolg. Die Vertei-
lung der néchsten Nachbarn ist auf der Korperoberfliche beziehungsweise in Kérpernéhe
asymmetrisch. Hinzu kommt, dass bei dieser knotenzentrierten Methode die Variablenwer-
te in einem Knoten bestimmt werden, eine zusétzliche Glattung wird nicht durchgefiihrt.
Bei den Finite Volumen Verfahren wird zusétzlich iiber eine Kante der Fluss aufintegriert
und somit die Losung geglittet, die Finite Volumen Verfahren liefern bei vergleichbaren
Rechnungen stabile Losungen.

Bei der Losung der linearisierten Euler Gleichungen treten auf dem hybriden Gitter Os-
zillationen auf, die ersten Ableitungen haben keine ausreichende Démpfung (Abbildung
8.12C und 8.12D). Durch die Einfiihrung eines zusétzlichen Dampfungsterms konnten die
Instabilitdten nicht reduziert werden.

Die Natural Neighbour Methode ist in dieser Formulierung bei der Losung der linearisier-
ten Euler Gleichungen oder der akustischen Wellengleichung nicht anwendbar. Die Natural
Neighbour Methode kann nur als Rekonstruktionsverfahren fiir die Finite Volumen Metho-
de eingesetzt werden.
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Abbildung 8.12: (A) Losung der Wellengleichung: Ausbreitung eines Gauss Pulses um einen
schallharten Zylinder, (B) Schnitt bei y = 0, (C) Losung der linearisierten Euler Gleichung mit
der knotenzentrierten Natural Neighbour Methode, (D) Schnitt bei y = 0
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8.4 Nachweis der Ordnung

Eine numerische Losung ist im Allgemeinen mit Fehlern behaftet. Hierbei muss darauf
geachtet werden, dass das numerische Verfahren stabile Losungen liefert. Ein numerisches
Verfahren gilt als stabil, wenn die zeitabhéngigen Fehler iiber die Zeit nicht anwachsen,
sondern gedampft werden. In der Aeroakustik breiten sich Wellen iiber grofle Entfernungen
aus. In diesem Fall ist ein geringer Amplituden- und Phasenfehler zwingend notwendig.
In Abbildung 8.13 werden numerische und exakte Losung einer sich ausbreitenden Welle
verglichen. Die aus der Literatur bekannten ENO (Essentially Non-Oscillatory) und WENO
(Weighted Essentially Non-Oscillatory) Verfahren liefern stabile hochgenaue Ergebnisse auf
strukturierten und unstrukturierten Gittern [50, 51, 52, 19, 20, 30, 47]. Die Rechenzeit ist
bei diesen Verfahren jedoch nicht akzeptabel.

Phase lag

Amplitude -
ermor

Exact Solution

_____ Numercal Solution

Abbildung 8.13: Phasen- und Amplitudenfehler einer Welle

In der vorliegenden Arbeit werden numerische Verfahren hoher Ordnung vorgestellt und
untersucht. Bei den vorgestellten Verfahren werden Amplituden- und Phasenfehler durch
die rdumlich und zeitlich hochgenauen Integrationsverfahren minimiert, die Rechenzeit ist
bei diesen Verfahren verglichen mit der Rechenzeit der ENO und WENO Verfahren gering.
Der Phasenfehler wird durch die rdumlichen Verfahren bestimmt. Die Fehler in der Am-
plitude ergeben sich durch die Zeitintegration. Die Ordnung eines Verfahrens beschreibt
die Abhéngigkeit des numerischen Fehlers von der Auflésung des Rechengebiets. Der nu-
merische Fehler kann durch die Erh6hung der Auflosung oder durch die Verwendung von
Verfahren hoher Ordnung reduziert werden. Die Ordnung eines numerischen Verfahrens
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wird nachgewiesen, indem auf unterschiedlich aufgeldsten Gittern gerechnet und die nu-
merische Losung mit der analytischen Losung verglichen wird. Auf kartesischen Gittern
kann mit den klassischen Finite Differenzen Methode oder dem DRP Schema die Ausbrei-
tung einer Welle hochgenau simuliert werden. Auf unstrukturierten Gittern ist dies mit
der Finite Volumen Methode sowie der Natural Neighbour Methoden méglich. Anhand der
Konvektionsgleichung

op _Op _Op

wird die Ordnung der Verfahren im Zweidimensionalen untersucht. Die Konvektionsglei-
chung ist ein Sonderfall der linearisierten Euler Gleichungen. Hierzu wird im vorliegenden
Fall das Dichtefeld zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit einer Gauss Verteilung belegt. Die zeitlich
und rdumlich konstanten Geschwindigkeiten @ und © sind @ = 1m/s und v = 0. Dadurch
wird der Gauss Pulse mit der Geschwindigkeit « horizontal durch das Rechengebiet be-
wegt. Durch die Verwendung von periodischen Randbedingungen kann der Gauss Pulse
unendlich oft durch das Rechengebiet transportiert und untersucht werden.

7

7

Abbildung 8.14: Beim Nachweis der Ordnung im zweidimensionalen Fall miissen die nachsten
Nachbarn mit speziellen Annahmen gesucht werden, so dass die periodischen Randbedingungen
erfillt werden konnen.

Im dreidimensionalen Fall wird die Ausbreitung eines Gauss Pulses analysiert. Hierzu wer-
den die Dichte und der Druck mit einer Anfangsbedingung belegt, so dass die vollstindigen
linearisierten Fuler Gleichungen gelost werden miissen. Fiir diesen Fall ist ebenfalls eine
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analytische Losung bekannt. Wird dies auf unterschiedlich aufgelosten Gittern durchge-
fithrt, so kann die Ordnung nachgewiesen werden.

Bei den Finite Differenzen Verfahren ist die Programmierung der periodischen Randbedin-
gung sehr einfach. Bei den Finite Volumen Verfahren miissen zur Erfiillung dieser Be-
dingung die néchsten Nachbarn einer Zelle von links nach rechts beziehungsweise von
rechts nach links kopiert werden (Abbildung 8.14). Die periodischen Randbedingungen
sind unabhéngig von der Kreiszahl bei der Nachbarsuche. Die linksseitigen Nachbarn eines
rechtsseitigen Randelements werden bei der Nachbarsuche direkt in die Nachbarliste mit
aufgenommen. Zudem sind die an einer Randkante angrenzenden Elemente entsprechend
gegenseitig zugeordnet. Somit gelten diese Randbedingungen fiir das Finite Differenzen und
Finite Volumen Verfahren auf unstrukturiertem Gitter. Der Fluss der linken und rechten
Randkanten ist identisch. Das System ist somit in sich geschlossen.

Im dreidimensionalen Fall werden die linearisierten Euler Gleichungen mit dem Finite Volu-
men Verfahren auf einem strukturierten sowie auf einem unstrukturierten Gitter gelost und
mit der analytischen Losung verglichen. In diesem Fall werden an den dusseren Rindern
die ankommenden Wellen absorbiert.

8.4.1 Ordnung des Finite Differenzen Verfahren

Die Bestimmung der Ordnung erfolgt beim Finite Differenzen Verfahren und dem DRP
Schema auf einem kartesischen Gitter.

Die Zeitintegration erfolgt aus Genauigkeits- und Stabilitédtsgriinden mit dem Runge-Kutta
Verfahren vierter Ordnung. Die CFL-Zahl erfiillt mit CF'L = 0.8 das Stabilitdtskriterium.
Am linken und rechten Rand werden periodische Randbedingungen vorgegeben, um ein
unendlich grofles Rechengebiet zu simulieren. Im vorliegenden Fall wird das Rechengebiet
zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit der Gauss Verteilung

2,2

plr,y,t =0)=e™" (8.4)

belegt. Hierbei ist m mit m = vIn2/c von der der Halbwertsbreite o und der Abstand r
mit 7 = /(z — 20)2 + (y + yo)? vom Startpunkt z,yo abhingig. Der Gauss Puls besitzt
eine Halbwertsbreite von ¢ = 3m und bewegt sich mit der Konvektionsgeschwindigkeit
u = 1m/sin x-Richtung. Der Gauss Puls startet im Zentrum zy = yo = 0 des Rechengebiets
und lauft nach rechts. Der rechte Rand wird demnach an den linken Rand angeschlossen.
Die oberen und unteren Randwerte bleiben identisch, da beide mit dem Puls in x-Richtung
mitwandern.

Wiéhrend der Konvektion treten numerische Fehler auf. Der urspriingliche Gauss Puls ver-
formt sich dadurch. Bei Verfahren hoher Ordnung sind diese Verformungen sehr gering,
Verfahren niedriger Ordnung liefern hingegen auf groben Gittern unrealistische Ergebnisse
(Abbildung 8.16).

In den Abbildungen 8.16 und 8.17 wird die rdumliche Ableitung in (8.3) mit dem zentra-
len Differenzen Verfahren zweiter und vierter Ordnung bestimmt. Durch die Erhchung der
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Abbildung 8.15: Losung der Konvektionsgleichung mit der Finite Differenzen Methode, darge-
stellt ist Dichteverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0 auf einem strukturierten Gitter

Ordnung werden Phasen- und Amplitudenfehler reduziert. In Anhang A, Abbildung A.30,
wird die rdumliche Ableitung mit dem Finite Differenzen Verfahren sechster Ordnung so-
wie mit dem DRP Schema vierter Ordnung berechnet. Man kann durch einen Vergleich
mit der exakten Losung den Amplituden- und Phasenfehler analysieren. In Abbildung 8.16
sind Amplituden- und Phasenfehler inakzeptabel, die Losung der Konvektionsgleichung ist
mit dem zentralen Finite Differenzen Verfahren zweiter Ordnungen auf einem Gitter mit
der Gitterschrittweite do = dy = 1.0 in der Aeroakustik nicht anwendbar. In Abbildung
(8.17) wird die rdumliche Ableitung in (8.3) mit dem zentralen Finite Differenzen Schema
vierter Ordnung berechnet. Der Fehler wird durch die Verwendung des Verfahrens vierter
Ordnung reduziert, ist jedoch auf diesem Gitter ebenfalls inakzeptabel. In Abbildung A.30
(A) beziehungsweise (B) wird die rdumliche Ableitung mit dem zentralen Differenzen Ver-
fahren sechster Ordnung und in Abbildung A.30(C) beziehungsweise (D) mit dem DRP
Schema vierter Ordnung berechnet. Die numerische Losung kommt in beiden Féllen der
exakten Losung sehr nahe.

Tabelle 8.4 zeigt den Fehler sowie die Ordnung

_ En/Eosn
log(Lzh/Lzh/2)

der einzelnen Verfahren. Die Lo-Norm ist mit
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Abbildung 8.16: Lésung der Konvektionsgleichung mit dem Runge-Kutta Zeitintegrationsver-
fahren vierter Ordnung und dem raumlichen Finite Differenzen Verfahren zweiter Ordnung. (A)

zeigt den Dichteverlauf nach einem Durchgang, (B) die Dichteverteilung bei x = 0 vergroBert

dargestellt.

(8.6)

definiert und entspricht auf dem kartesischen Gitter der Gitterschrittweite h. Auf dem

unstrukturierten Gitter geht die Kantenlinge L der i-ten Kante sowie die Anzahl der
Kanten N in die Berechnung des L, Wertes ein. Der Fehler E entspricht dem Betrag der

Differenz aus numerischer und exakter Losung.

h | E(FD2 |k E(FD-4 | k E(FD-6 |k E(DRP-4 | k
RKA4) RKA4) RKA) RKA4)

1 || 1.4031E-2 | - 1.8547E-3 | - 12797EA4 | - 1.7608E-4 | -

0.5 | 3.7368E-3 | 1.9087| 1.2215E-4 | 3.9244| 1.6197E-5 | 4.7236] 1.1896E-5 | 3.8876

0.25] 9.5620E-4 | 1.9664| 7.8960E-6 | 3.9513| 8.1251E-7 | 4.3171| 9.8378E-7 | 3.5959

Tabelle 8.4: Dargestellt ist die Ordnung k£ und der Fehler E bei der Finite Differenzen

Methode und beim DRP Schema.
Der Amplituden- und Phasenfehler ist beim DRP Schema vierter Ordnung auf den Gittern
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Abbildung 8.17: Lésung der Konvektionsgleichung mit dem Runge-Kutta Zeitintegrationsver-
fahren vierter Ordnung und dem raumlichen Finite Differenzen Verfahren vierter Ordnung. (A)
zeigt den Dichteverlauf nach einem Durchgang, (B) die Dichteverteilung bei z = 0 vergroBert

dargestellt.

mit dr = dy = 1.0 und dx = dy = 0.5 geringer als beim Finite Differenzen Verfahren
sechster Ordnung. Bei einer weiteren Verfeinerung ist das Verfahren sechster Ordnung
genauer als das DRP Schema vierter Ordnung.

8.4.2 Ordnung des Finite Volumen Verfahrens

Die Ordnung des Finite Volumen Verfahrens hoher Ordnung wird wie in obigem Abschnitt
nachgewiesen. Die zeitliche Integration erfolgt mit dem Runge-Kutta Verfahren vierter
Ordnung. Die Rekonstruktionsalgorithmen des Finite Volumen Verfahrens hoher Ordnung
basieren auf der Natural Neighbour Methode und werden in Kapitel 5 behandelt. Die
Berechnung der Flusses wird nach der in Kapitel 4.3 beschriebenen Methode durchgefiihrt.
Es wird zum Nachweis der Ordnung auf verschiedenen strukturierten und unstrukturierten
Gittern die Konvektionsgleichung 8.3 gelost und mit der exakten Losung verglichen. Hierbei
hat das grobste Gitter an den Aussenkante eine Gitterschrittweite von dr = dy = 1m und
das feinste eine Gitterschrittweite von dx = dy = 0.25m.
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Zweidimensionale Finite Volumen Verfahren auf unstrukturierten Gittern

Zum Zeitpunkt ¢t = 0 wird das Rechengebiet mit der Gauss Verteilung nach (8.4) belegt
(Abbildung 8.18C). Mit einem Schnitt bei y = 0 kann man die analytische Losung mit
der numerischen Losung vergleichen. Die folgenden Abbildungen zeigen die Losung der
Konvektionsgleichung auf unterschiedlich aufgelosten Gittern. Man kann auf dem groben
Gitter eine Abweichung von der exakten Losung erkennen (Abbildung 8.18A und 8.18B).

Die Schrittweite h, der Fehler E, die L, — Norm sowie die Verfahrensordnung sind in
Tabelle 8.5 aufgelistet.

‘ h ‘ dt ‘ Fehler £ ‘ Ly ‘ Ordnung k ‘
1 0.5 4.9653251745E-4 | 1.0259903142 -
1/2 |0.25 1.8452406159E-5 | 0.5064156344 4.6635
1/4 | 0.125 | 5.5203967386E-7 | 0.2491624815 4.9479

Tabelle 8.5: Ordnungsnachweis der zweidimensionalen Finite Volumen Verfahren hoher
Ordnung auf einem unstrukturierten Gitter. Die Rekonstruktion erfolgt bei den Finite
Volumen Verfahren hoher Ordnung mit Hilfe der Natural Neighbour Methode.

In Abbildung 8.18D ist der Fehler iiber der Gitterschrittweite aufgetragen. Die Steigung
der Geraden entspricht der Ordnung des Verfahrens.

Die Ordnung konvergiert mit der Verfeinerung des Gitters, die Fehler werden durch die
Gitterverfeinerung stark reduziert, so dass die numerische Losung der exakten Losung sehr
nahe kommt (Abbildung 8.18A und A.31). Der Amplitudenfehler ist bei der vorgestellten
Finite Volumen Formulierung realistisch, die Amplitude wird nach zweifacher Verfeinerung
des Gitters realistisch wiedergegeben. Es konnte mit dem Finite Volumen Verfahren vierter
Verfahrensordnung eine vorhergesagte Fehlerordnung von k& = 4.9479 erreicht werden. Das
Verfahren ist demnach wie gefordert von hoher Ordnung genau und nichtoszillierend.
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Abbildung 8.18: Losung der Konvektionsgleichung mit der Finite Volumen Methode hoher
Ordnung. Die Rekonstruktion erfolgt mit Hilfe der Natural Neighbour Methode (A) Gauss
Puls nach einem Durchgang auf einem unstrukturierten Gitter mit dr = dy = 1m an den
Aussenkanten des Gitters; (B) vergroBerte Darstellung bei z = 0; (C) Anfangsbedingung: Gauss
Verteilung auf einem unstrukturierten Dreiecksgitter mit dx = dy = 1m an den AuBenkanten
des Gitters; (D) Fehler iiber Gitterweite aufgetragen fiir das Dreiecksgitter
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Zweidimensionale Finite Volumen Verfahren auf strukturierten Gittern

In folgendem Abschnitt wird der Ordnungsnachweis auf kartesischen Gittern durchgefiihrt.
Tabelle 8.6 zeigt den Fehler sowie die zugehdrige Ordnung des Finite Volumen Verfahrens.

‘ h ‘ Zeitschritt ‘ Fehler £ H Ordnung k ‘
1 dt =0.5 5.815557565402692E-4 -
1/2 dt =0.25 2.117933970623307E-5 4.7791
1/4 dt =0.125 6.984485134901373E-7 4.9223

Tabelle 8.6: Ordnungsnachweis der zweidimensionalen Finite Volumen Verfahren hoher
Ordnung auf einem strukturierten Gitter.

Die Ordnung konvergiert bei einer Verfeinerung des Gitters gegen einen erwarteten Wert.
Abbildung 8.19 zeigt die Dichteverteilung bei y = 0 auf dem groben Gitter mit einer
Gitterschrittweite von dz = dy = 1m. In diesem Fall sind Phasen- und Amplitudenfehler
deutlich sichtbar.
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Abbildung 8.19: Losung der Konvektionsgleichung mit der Finite Volumen Methode hoher
Ordnung (A) Gauss Puls nach einem Durchgang auf einem kartesischen Gitter mit dz = dy = 1,
(B) vergroBerte Darstellung bei z = 0.

Bei einer Verfeinerung des Gitters werden die Fehler reduziert und die numerische Losung
nihert sich der exakten Losung (Abbildung A.32). Diagramm 8.20 zeigt den Verlauf des
Fehlers in Abhéngigkeit von der Gitterschrittweite.
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Abbildung 8.20: Dargestellt ist der Fehler iiber der Gitterweite fiir das Vierecksgitter bei der
Losung der Konvektionsgleichung mit dem Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung.

Dreidimensionale Finite Volumen Verfahren auf unstrukturierten Gittern

Der Nachweis der Ordnung erfolgt im Dreidimensionalen auf Tetraeder- oder Hexaedergit-
tern. Die Tetraedergitter konnen bei komplexen Geometrien eingesetzt werden, die Hexa-
eder bei ungekriimmten Geometrien. Im vorliegenden Fall werden die vollsténdigen linea-
risierten FEuler Gleichungen auf einem Tetraedergitter untersucht (Abbildung 8.21). Zum
Zeitpunkt ¢ = 0 wird das Rechengebiet mit folgenden Anfangsbedingungen belegt

1 —m2y2
p(rv t) = ge (87)
plr,t) =e ™" (8.8)

Hierbei ist m mit m = vIn2/0 von der Halbwertsbreite 0 und der Abstand r mit r =
V{((x —20)2+ (y — v0)? + (2 — 20)%) vom Nullpunkt des Pulses zy, yo abhiingig.

Die analytische Losung liefert fiir den Druck fiir » #£ 0

p(’r‘7 t) _ %ﬁr — C te—mz(T—c t)2 i %ZA)T +c te—m2(7‘+c t)2 (89)
r
und fir r =0
p(r,t) = (1 = 2m22t2)e ™" (8.10)
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Abbildung 8.21: Dargestellt ist die Anfangsbedingung p(t = 0) bei der Losung der dreidimen-
sionalen linearisierten Euler Gleichungen mit dem Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung auf
einem Tetraedergitter.

Die Rechenzeit ist im dreidimensionalen Fall sehr hoch. Auf dem feinen Gitter muss man
beim Verfahren vierter Ordnung fiir zwei Zeitschritte mit einer Rechenzeit von etwa einer
Woche rechnen. Diese Rechenzeit ist fiir eine schnelle und effektive Untersuchung einer
dreidimensionalen Geometrie zu lang. Das dreidimensionale Verfahren ist aus diesem Grund
derzeit nicht anwendbar. Zum Nachweis der Ordnung wurden auf dem groben Gitter ein
Zeitschritt und auf dem feinen Gitter zwei Zeitschritte gerechnet. Mit dieser Vorgehensweise

ergibt sich fiir das Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung folgende Fehlerordnung

h [ E(FV-1 k E(FV-2 k E(FV-3 k E(FV-4 k
RKA4) RKA) RKA) RKA)

2 [ 7.2239E—4 | - 5.622TE—5 | - 2.7936E —5 | - 1137T4E—6 | -

1| 1.8377E—4 | 1.9748] 6.3579E—6 | 3.1446] 1.9795E —6 | 3.8189| 2.0176E —7 | 4.4194

Tabelle 8.7: Ordnungsnachweis der dreidimensionalen Finite Volumen Verfahren hoher Ord-

nung auf einem unstrukturierten Gitter.

In Abbildung 8.22 wird der numerische Fehler iiber der Gitterschrittweite dargestellt, die
Steigung der Geraden entspricht der erwarteten Fehlerordnung.
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Abbildung 8.22: Dargestellt ist der Fehler iiber der Gitterweite bei der Losung der dreidimen-
sionalen linearisierten Euler Gleichungen mit dem Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung auf
einem Tetraedergitter.

Dreidimensionale Finite Volumen Verfahren auf strukturierten Gittern

Der Nachweis der Ordnung erfolgt in diesem Abschnitt auf dem Hexaedergitter. Die An-
fangsbedingung ist in Abbildung 8.23 dargestellt.

Fiir den Fehler sowie die Ordnung ergeben sich auf dem Hexaedergitter folgende Werte

h [ E(FV-1 k E(FV-2 k E(FV-3 K E(FV-4 K
RKA4) RKA) RKA) RKA)
9.0130E—3 | - 6.3306F —4 | - 1.0486E—3 | - 1.2665E—2 | -

1]/ 2.9870E—3 | 1.5933| 1.6427E—4 | 19576 9.5203E —5 | 3.4713 7.9347E —4 | 3.9959

Tabelle 8.8: Ordnungsnachweis der dreidimensionalen Finite Volumen Verfahren hoher Ord-
nung auf einem strukturierten Gitter.

Hierbei ist zu beachten, dass die aufgelisteten Fehler zu unterschiedlichen Zeitebenen ausge-
wertet wurden. Die Ordnung ist beim Verfahren vierter Ordnung k£ = 3.9959. Die erwartete
Ordnung von k£ > 4.0 wurde in diesem Fall nicht erreicht, da es an der dusseren Berandung
zu einem Genauigkeitsverlust kommt.
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Abbildung 8.23: Dargestellt ist die Anfangsbedingung p(t = 0) bei der Losung der dreidimen-
sionalen linearisierten Euler Gleichungen mit dem Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung auf
einem Hexaedergitter.

8.5 Integrale Finite Differenzen Methode

Die integrale Finite Differenzen Methode wird anhand der Konvektionsgleichung 8.3 un-
tersucht. Die integrale Finite Differenzen Methode basiert auf dem integrierten Taylor
Polynom und liefert auf einem kartesischen Gitter das Integral der partiellen Ableitun-
gen. Die Ordnung liegt beim Polynom vierter Ordnung niedriger als der erwartete Wert
von k > 4.0, da bei dieser Methode zunéchst abgeleitet und anschlieBend aufintegriert
wird. Die Anzahl der Nachbarn wird durch diese Vorgehensweise reduziert, was zu einer
Erhohung des numerischen Fehlers und der Reduzierung der Ordnung fithrt (Tabelle 8.9).

‘ h ‘ Fehler E ‘ Ordnung k ‘

1 2.0472E-3 | -
1/2 | 1.2888E-4 | 3.9895

Tabelle 8.9: Ordnungsnachweis des integralen Finite Differenzen Verfahrens

Die Ordnung des Verfahrens muss durch die Verwendung eines Polynoms fiinften Grades
erhoht werden. In diesem Fall steigt die Anzahl der Polynomkoeffizienten und der Nachbarn.
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8.6 Gekoppelte Verfahren

Bei den gekoppelten Verfahren wird im inneren Bereich (=5 < x < 5, =5 < y < 5) die
Finite Volumen Methode und im Aussenbereich die Finite Differenzen beziehungsweise die
integrale Finite Differenzen Methode angewandt. Ziel ist es, einen komplexen Korper mit
unstrukturierten Zellen zu vernetzen und auflerhalb der komplexen Geometrie strukturierte
Viereckszellen zu verwenden. Dadurch kann die Anzahl der Rechenoperationen reduziert
werden. In der vorliegenden Arbeit werden die gekoppelten Verfahren auf einem kartesi-
schen Gitter untersucht. Die Vorgehensweise ist bei hybriden Gittern mit Dreiecken um die
komplexe Geometrie und Vierecken im Aussenbereich identisch. Die Kopplung von Finite
Differenzen und Finite Volumen Methode benotigt zwei Transitionszonen. Dadurch kommt
es am Ubergang zu unerwiinschten Oszillationen, die Wellen werden in den Bereichen un-
terschiedlich aufgelost. In Abbildung 8.24A ist ein Schnitt bei y = 0 dargestellt, wobei auf
dem kartesischen Gitter die Gitterschrittweite h = 1m betrdgt. Auf diesem Gitter kommt
es am Ubergang zu Oszillationen (Abbildung 8.24B). Der numerische Fehler ist in diesem
Fall mit £ = 7.6221F — 3 etwa zwolf Mal hoher als bei der Kopplung mit der integralen

Finiten Differenzen Methode. Die Kopplung von Finite Differenzen und Finite Volumen
Verfahren wird aus diesem Grund nicht ndher betrachtet.
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Abbildung 8.24: Lésung der Konvektionsgleichung mit einem gekoppelten Verfahren, im In-
nenbereich wird die Finite Volumen Methode und im Aussenbereich die Finite Differenzen Me-

thode angewandt (A) Gauss Puls nach einem Durchgang auf einem kartesischen Gitter mit
dx = dy = 1; (B) vergroBerte Darstellung bei y = 0

Die integrale Finite Differenzen Methode basiert auf den integralen Werten und kann da-
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durch mit dem Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung durch eine Transitionszone ge-
koppelt werden. Bei Verwendung von einer Transitionszone werden die Ableitungen mit
einem Polynom berechnet, so dass dadurch Ungenauigkeiten reduziert werden. An der
Ubergangsstelle kommt es dadurch zu vernachlissigbaren Abweichungen zwischen den bei-
den Verfahren, Oszillationen konnten durch die integrale Finite Differenzen Methode redu-
ziert werden. Die numerischen Fehler sowie die Ordnung des gekoppelten Verfahrens ist in

folgender Tabelle aufgelistet
‘ h ‘ Fehler E ‘ Ordnung k ‘

1 6.3401E-4 | -
1/2 | 2.4026E-5 | 4.7218

Tabelle 8.10: Ordnungsnachweis des gekoppelten Verfahrens aus integralen Finite Differen-

zen Verfahren und Finite Volumen Verfahren
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Abbildung 8.25: Losung der Konvektionsgleichung mit einem gekoppelten Verfahren, im Innen-
bereich wird die Finite Volumen Methode und im Aussenbereich die integrale Finite Differenzen

Methode angewandt. Dargestellt ist die vergroBerte Abbildung des Gauss Pulses bei y = 0 nach
einem Durchgang auf einem kartesischen Gitter mit dx = dy = 1m

Die Kopplung von FD und FV fiihrt an der Ubergangsstelle zu Ungenauigkeiten und da-
mit zu einer Reduzierung der Ordnung. Bei der Kopplung von IFD und FV hingegen ist
eine Ordnung von k=4.7218 nachweisbar. In Kapitel 8.4.2 konnte fiir die Finite Volumen
Methode auf demselben Gitter eine Ordnung von k = 4.7791 nachgewiesen werden. Die
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Ordnung des gekoppelten Verfahrens wird durch die Kopplung leicht reduziert. Das aus in-
tegralen Finite Differenzen Verfahren und Finite Volumen Verfahren gekoppelte Verfahren
liefert fiir die Losung der Konvektionsgleichung stabile und hochgenaue Ergebnisse.

8.7 Schallausbreitung um komplexe Geometrien

In den obigen Kapiteln ist das Programm HyYDSOL beschrieben und mit Hilfe von ana-
lytischen Ergebnissen untersucht worden. Die Rekonstruktion bei dem Finite Volumen
Verfahren erfolgt mit der neu entwickelten Natural Neighbour Methode. In der vorlie-
genden Arbeit soll das Finite Volumen Verfahren bei komplexen Geometrien eingesetzt
werden. Hierzu wird im folgenden Abschnitt die Schallausbreitung um ein Tragfliigelprofil
des Flugzeugs Airbus A310 mit ausgefahrenem Vorfliigel und Hinterkantenklappe, an ei-
nem Profil des FREQUENZ Projekts sowie an einem schallharten Zylinder untersucht. In
einem weiteren Fall wird die Schallausbreitung auf einem hybriden Gitter analysiert. Bei
den genannten Féllen werden die linearisierten Euler Gleichungen auf einem unstruktu-
rierten Dreiecksgitter beziehungsweise auf einem hybriden Gitter gelost. Die Zeitintegrati-
on wird mit dem Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung durchgefiihrt. An der dusseren
Berandung wird aufler der Finite Volumen Randbedingung das Sponge Layer Verfahren
angewendet. Durch die Kombination der beiden Verfahren werden reflektierende Wellen
besser absorbiert. Durch die Quelllokalisierung im Windkanal ist bekannt, dass die Schall-
quellen im Bereich des Slats generiert werden. Aus diesem Grund wird im Bereich des Slats
eine Monopolquelle angenommen. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gilt daher fiir das das Dichte- und
Druckfeld

1
Pyt = 0) = e (8.11)
c
und
2.2
plz,y,t=0)=¢e"™"" . (8.12)

Hierbei ist m mit m = vIn2/0 von der der Halbwertsbreite o und der Abstand r mit
r = /(x —10)%+ (y + yo)® vom Startpunkt xo,yo abhiingig. Die Auflssung des akusti-
schen Gitters richtet sich nach der Halbwertsbreite des Gauss Pulses beziehungsweise nach
dem Frequenzbereich der untersucht wird. Die Schallwellen miissen in dem gewiinschten
Frequenzbereich ausreichend aufgelost werden. Die minimale Wellenldnge

Co
Amin = —— (8.13)

fmam
ergibt sich aus der Schallgeschwindigkeit ¢y und der maximalen Frequenz f,,,, der pulsie-
renden Quellterme. Die maximal geforderte Frequenz liegt in der Aeroakustik wegen der
Horschwelle bei f,.. < 10kH z. In zahlreichen Untersuchungen konnte festgestellt werden,
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dass eine Welle mit mindestens zehn Knoten pro Wellenlédnge aufgelost werden muss, damit
Amplituden- und Phasenfehler akzeptabel sind. Die Gitterweite

)\min
Ax = 10 (8.14)
sollte bei der Berechnung der Schallausbreitung konstant sein, um die Wellen gleich auf-
zulosen. In der Stromungsmechanik ist im Bereich der Grenzschicht eine unterschiedliche
Kantenldnge der Elemente moglich, in der Aeroakustik miissen die Kantenldngen nahezu
konstant sein. Eine starke Anderung der Gitterweite kann sonst zur Deformation der Welle
fithren. Fiir eine Schallgeschwindigkeit von

v 7 [1.4-101325 N/m?
“T\VS \/ 205 kgt Si-Lm/s (8.15)

ist somit bei einer maximalen Frequenz f,,., = 10 kH z die Gitterweite

Co

Ag=—2
v fma:c']-o

=0.003431m . (8.16)

Durch die gewihlten Parameter liefert das Finite Volumen Programm hochgenau stabi-
le Ergebnisse bei den beiden Profilen sowie beim Zylinder. An der dusseren Berandung
werden die Wellen absorbiert. Der Einflul der Stromung ist beim Profil des FREQUENZ
Projekts sehr gut zu erkennen. In Abbildung A.37 bis A.44 ist die Druckverteilung mit
und ohne Stromung dargestellt. Mit Stromung wird die Welle stromab transportiert und
ist nach einer Zeit von etwa t = 1.8 — 3s am Rand angekommen (Abbildung A.49), oh-
ne Stromung hat die Welle zu diesem Zeitpunkt noch etwa einen Abstand von z = 0.3m
vom Rand (Abbildung A.42). Die Zeitschrittweite ist durch die Hintergrundstromung von
u = 100m/s kleiner als ohne Stromung. Beim Profil des Flugzeugs Airbus A310 treten
wie erwartet ebenfalls keinerlei Instabilititen auf. In Abbildung A.35 sowie in Abbildung
A.36 ist das akustische Feld sowie das unstrukturierte Gitter dargestellt. Das neue ent-
wickelte Rekonstruktionsverfahren fiir die Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung ist
bei komplexen Geometrien anwendbar und liefert realistische Ergebnisse.

Bei der Natural Neighbour Methoden treten bei der Schallausbreitung um einen schallhar-
ten Zylinder Oszillationen auf. Beim Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung treten keine
Instabilitdten auf. Die Druckverteilung um den schallharten Zylinder ist in Abbildung 8.26
dargestellt, die Dichte sowie die Geschwindigkeitsverteilung ist im Anhang A in Abbildung
A.34 dargestellt.

Das Programm HYDSOL ist zudem in der Lage durch eine Erweiterung die linearisierten
Euler Gleichungen auf hybriden Gittern zu losen.

Abbildung 8.27A zeigt einen Ausschnitt des Gitters, der Aufbau entspricht dem Gitter in
Abbildung 8.10. Durch die Kombination von strukturierten und unstrukturierten Gittern
ist es moglich, die Vorteile der beiden Gitter auszunutzen. Das Gitter wird aus einem inne-
ren, unstrukturierten und einem &usseren, strukturierten Teil aufgebaut. Dadurch kénnen
innen komplexe Geometrien eingebunden werden. Das innere unstrukturierte Gitter hat ei-
ne rechteckige Hiille und umschlie$t den Korper. Der gesamte Rechenaufwand wird durch
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Abbildung 8.26: Schallaubreitungsrechnungen mit dem Finite Volumen Programm HyDSOL
um einen schallharten Zylinder, Die Rekonstruktion erfolgt mit der Natural Neighbour Methode
(B) Schnitt bei y = x, dargestellt iiber die z-Koordinate.

den &usseren strukturierten Gitteranteil reduziert, da man aus zwei Dreiecken ein Vier-
eck generieren kann. Dadurch werden weniger Rechenoperationen benotigt. Eine Kopplung
ist in diesem Fall nicht notig In dem folgenden Fall werden die linearisierten Euler Glei-

chungen auf einem hybriden Gitter gelost, schallharte Kérper werden in diesem Fall nicht
beriicksichtigt.

In Abbildung 8.27A und 8.27B ist der Schalldruck nach n = 900 Zeitschritten dargestellt,
Oszillationen treten bei dieser Formulierung auf dem hybriden Gitter ebenfalls nicht auf.
Die knotenzentrierte Natural Neighbour lieferte bei vergleichbaren Rechnungen instabile
Ergebnisse. Die Natural Neighbour Methode ist demnach nur als Rekonstruktionsverfahren
fiir das Finite Volumen Verfahren einsetzbar.
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Abbildung 8.27: Schallaubreitungsrechnungen mit dem Programm HYDSOL auf einem hybriden
Gitter: (A) Ausschnitt aus dem hybridem Gitter (B) Druckverteilung nach n = 900 Zeitschritten
(C) Schnitt bei y = 0.



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden numerische Verfahren zur Lokalisierung, Generierung
und Ausbreitung von Schall untersucht und weiterentwickelt. Das Beamforming Verfahren
ist durch die in dieser Arbeit vorgestellte Erweiterung erstmals in der Lage, aeroakusti-
sche Quellen in Windkanédlen mit kreisférmigen wie auch rechteckigen Diisenaustritten
zu lokalisieren. Es ist mit dieser Vorgehensweise eine realistische Darstellung der Quellen
sowie eine Quantifizierung der Quellen im Frequenzbereich moglich. Durch die Windka-
nalmessungen in den Projekten RAIN und AKUSIM konnten die aeroakustischen Quellen
nachgewiesen und untersucht werden. Im Projekt RAIN konnten zudem die aeroakusti-
schen Quellen durch konstruktive Mainahmen wie dem Anbringen von Biirsten oder durch
die Verwendung von akustisch absorbierenden Werkstoffen nahezu eliminiert werden, ohne
die aerodynamische Wirksamkeit der Klappensysteme zu beeinflussen. Die vorgestellten
Schalllokalisierungsverfahren konnen wie gefordert bei der Entwicklung neuer larmarmer
Tragfliigelkonzepte eingesetzt werden.

Die theoretische Untersuchung von aeroakustischen Quellen kann mit dem von Hardin und
Pope entwickelten EIF Verfahren durchgefiithrt werden. Dieses ist in der Lage, mit Hilfe
von inkompressiblen Strémungsdaten aeroakustische Quellen im Zeitbereich zu generie-
ren. Es konnte im Falle des korotierenden Wirbelpaares eine mit der analytischen Losung
vergleichbare Druckverteilung numerisch berechnet werden. Das EIF Verfahren kénnte bei-
spielsweise bei der Untersuchung von aeroakustischen Quellen an Tragfliigeln eingesetzt und
mit den Ergebnissen der Array Messtechnik verglichen werden.

Zur Berechnung der Schallausbreitung wurden in der vorliegenden Arbeit das Finite Dif-
ferenzen, das Finite Volumen sowie das integrale Finite Differenzen Verfahren eingesetzt
und weiterentwickelt. Die Schallquellen kénnen mit Hilfe der Array Messtechnik oder mit
dem EIF Verfahren modelliert werden.

Die Losung der akustischen Wellengleichung beschreibt die Schallausbreitung in ruhendem
Medium. Es wurde in der vorliegenden Arbeit die Finite Differenzen wie auch die Natural
Neighbour Methode zur Losung der akustischen Wellengleichung eingesetzt. Die Schallaus-
breitung um komplexe Geometrien ist mit der Finite Differenzen Methode problematisch,
da in diesem Fall der Korper durch Treppenstufen approximiert werden muss. Aus diesem
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Grund ist die Verwendung von unstrukturierten Verfahren vorteilhaft. Auf unstrukturierten
Gittern kann ein komplexer Kérper durch Dreiecke oder Tetraeder realistisch approximiert
und bei der Losung der Bewegungsgleichungen beriicksichtigt werden.

Auf unstrukturierten Gittern ohne Korper ist die Natural Neighbour Methode stabil, da
in diesem Fall lediglich die zweiten Ableitungen benétigt werden. Das System besitzt da-
durch eine ausreichende Dampfung. Bei der numerischen Berechnung des Schallfeldes um
einen Zylinder ist die Natural Neighbour Methode instabil, es treten auf dem Zylinder
Ostzillationen auf, da in diesem Fall die ersten Ableitungen der Koérperrandbedingungen
verwendet werden miissen. Bei der Losung der linearisierten Euler Gleichungen konnten
mit der Natural Neighbour Methode keine befriedigenden Ergebnisse erzielt werden, da die
Losung anfingt zu oszillieren. In diesem Fall werden die ersten Ableitungen verwendet, die
Déampfung ist zu gering.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden die linearisierten Euler Gleichungen in das
Finite Volumen Programm HYDSOL implementiert. Das Programm wurde zudem auf den
dreidimensionalen Fall erweitert, durch die Implementierung von neuen Rekonstruktions-
algorithmen ist das Programm in der Lage, die linearisierten Euler Gleichungen hochgenau
und oszillationsfrei zu 16sen.

Die Berechnung der rdumlichen Ableitungen erfolgt bei der Finite Volumen Methode hoher
Ordnung ebenfalls durch die Natural Neighbour Methode. Es konnte auf strukturierten wie
auf unstrukturierten Gittern eine vorhergesagte Ordnung erreicht werden, Oszillationen
treten hierbei nicht auf. Das Verfahren konnte wie gefordert erfolgreich am Tragfliigelprofil
des Flugzeugs Airbus A310 mit ausgefahrenem Vorfliigel und Hinterkantenklappe sowie an
einem Profil des FREQUENZ Projekts erfolgreich eingesetzt werden und liefert realistische
Ergebnisse.

Nachteil der Finite Volumen Verfahren hoher Ordnung ist die hohe Rechenzeit. Diese ist bei
zweidimensionalen Féllen noch akzeptabel, bei dreidimensionalen Féllen hingegen ist von
der vorgestellten Rekonstruktion hoher Ordnung abzuraten. Lediglich die Verwendung von
Rechenanlagen mit einer deutlich gesteigerten Prozessorleistung konnte die Anwendung der
vorgestellten dreidimensionalen Finite Volumen Formulierung hoher Ordnung ermoglichen.

Die Kopplung von Natural Neighbour und Finite Differenzen Methode ist moglich. Bei der
Kopplung von Natural Neighbour Methode und Finite Differenzen Methode beziehungswei-
se dem DRP Schema konnten wegen der Oszillationen im unstrukturierten Bereich keine
akzeptablen Ergebnisse erzielt werden. Dies liegt jedoch nicht an der Kopplung, sondern
ausschlieflich an der knotenzentrierten Formulierung der Natural Neighbour Methode. Die
Déampfung ist in diesem Fall im unstrukturierten Bereich unzureichend. Zudem wird bei
dieser Formulierung nicht wie bei den Finite Volumen Verfahren die Losung gegléittet.

In zukiinftigen Arbeiten konnte versucht werden, die Natural Neighbour Methode und
die integrale Finite Differenzen Methode auf unstrukturierten Gittern einzusetzen. Hierbei
muss eine nichtoszillierende Formulierung gefunden werden.

Eine weitere Moglichkeit wire die Kopplung von Finite Volumen Methode und integraler
Finite Differenzen Methode auf unstrukturierten Gittern. In diesem Fall kénnte die Beriick-
sichtigung der Korperrandbedingungen mit den Finite Volumen Verfahren durchgefiihrt
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werden. Im restlichen Feld werden die linearisierten Euler Gleichungen mit der integralen
Finite Differenzen Methode geltst. Vorteil wire die geringe Rechenzeit des gekoppelten

Verfahrens.
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Abbildung A.1: Array Messtechnik (A) Lautsprecher am Rumpf des Flugzeugs Airbus A320
(B) Schalllokalisierung bei einer Frequenz von f = 4800 — 5200Hz mit der Beamforming
Methode ohne Anstromung (C) Schalllokalisierung mit der klassischen Beamforming Methode
bei einer Frequenz von f = 4800 — 5200H z und einer Anstromgeschwindigkeit von u = 50m/s
(D) Schalllokalisierung mit der modifizierten Beamforming Methode bei einer Frequenz von
f = 4800 — 5200H z und einer Anstromgeschwindigkeit von u = 50m/s
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AIRBUS A320, Effect of Slats
Source—Model
Measurement—File: std.V27—-6064.dat
Array—Type: 40 Microphones—Additive
Frequency Range: 5981 -6396 Hz
Parameter: a= 9.0°% u=60 m/s; Array—Center=T2
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File—Number: 27

Coordinate of Focusplane : z = 0.10 m

Angel of Attack : a= 9.0 °

Velocity : u = 60 m/s

Coordinate of Array—Center T2 : x/y/z = 2.0 m/0.0 m /2.4 m
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Abbildung A.2: Array Messtechnik: Slat-Konfiguration, Anstellwinkel = 9°, u = 60m/s,

Frequenz = 6000 — 6400H z
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AIRBUS A320, Effect of Flaps

Source—Model

Measurement—File: std.V19—-6064.dat

Array—Type: 40 Microphones—Additive

Frequency Range: 5981 -6396 Hz

Parameter: a= 7.0°% u=60 m/s; Array—Center=T2
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Coordinate of Array—Center T2 : x/y/z = 2.0 m/0.0 m /2.4 m
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Abbildung A.3: Array Messtechnik: Flap-Konfiguration, Anstellwinkel = 7°, u = 60m/s,

Frequenz = 6000 — 6400H z
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AIRBUS A320, Landing

Source—Model

Measurement—File: std.V70—1822.dat

Array—Type: 40 Microphones—Additive

Frequency Range: 1782—-2197 Hz

Parameter: a= 9.0°% u=60 m/s; Array—Center=T2
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Coordinate of Array—Center T2 : x/y/z = 2.0 m/0.0 m /2.4 m
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Abbildung A.4: Array Messtechnik: Landekonfiguration, Anstellwinkel = 9°, v = 60m/s,

Frequenz = 1800 — 2200H z
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AIRBUS A320, Landing

Source—Model

Measurement—File: std.V70—-2832.dat

Array—Type: 40 Microphones—Additive

Frequency Range: 2783-3198 Hz

Parameter: a= 9.0°% u=60 m/s; Array—Center=T2

DAIMLERCHRYSLER—-AEROACOUSTICS
P I [

1.5 ‘ ‘

1.0
0.5
0.0

—-0.5

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Horizontal—Coordinate x / [m]

96.0 975 99.0 100.5 102.0 103.5 105.0 106.5 108.0 1095 111.0
Source—Powerdensity / [dB re pW/m~2]

File—Number: 70

Coordinate of Focusplane : z = 0.10 m

Angel of Attack : a= 9.0 °
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Coordinate of Array—Center T2 : x/y/z = 2.0 m/0.0 m /2.4 m
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Abbildung A.5: Array Messtechnik: Landekonfiguration, Anstellwinkel = 9°, v = 60m/s,

Frequenz = 2800 — 3200H z
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AIRBUS A320, Landing

Source—Model

Measurement—File: std.V70—-3842.dat

Array—Type: 40 Microphones—Additive

Frequency Range: 3784—-4199 Hz

Parameter: a= 9.0°% u=60 m/s; Array—Center=T2
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Abbildung A.6: Array Messtechnik: Landekonfiguration, Anstellwinkel = 9°, v = 60m/s,

Frequenz = 3800 — 4200H z
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AIRBUS A320, Landing

Source—Model

Measurement—File: std.V70—4852.dat

Array—Type: 40 Microphones—Additive

Frequency Range: 4785—-5175 Hz

Parameter: a= 9.0°% u=60 m/s; Array—Center=T2
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Abbildung A.7: Array Messtechnik: Landekonfiguration, Anstellwinkel = 9°, v = 60m/s,

Frequenz = 4800 — 5200H z
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AIRBUS A320, Landing

Source—Model

Measurement—File: std.V70-5862.dat

Array—Type: 40 Microphones—Additive

Frequency Range: 5786—-6176 Hz

Parameter: a= 9.0°% u=60 m/s; Array—Center=T2
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Abbildung A.8: Array Messtechnik: Landekonfiguration, Anstellwinkel = 9°, v = 60m/s,

Frequenz = 5800 — 6200H z
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AIRBUS A320, Landing

Source—Model

Measurement—File: std.V70-6064.dat

Array—Type: 40 Microphones—Additive

Frequency Range: 5981 -6396 Hz

Parameter: a= 9.0°% u=60 m/s; Array—Center=T2

DAIMLERCHRYSLER—AEROACOUSTICS
I I !

1.5 ‘

1.0
0.5
0.0

—-0.5

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Horizontal—Coordinate x / [m]
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Source—Powerdensity / [dB re pW/m~2]

File—Number: 70

Coordinate of Focusplane : z = 0.10 m

Angel of Attack : a= 9.0 °

Velocity : u = 60 m/s

Coordinate of Array—Center T2 : x/y/z = 2.0 m/0.0 m /2.4 m
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Abbildung A.9: Array Messtechnik: Landekonfiguration, Anstellwinkel = 9°, v = 60m/s,

Frequenz = 6000 — 6400H z
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AIRBUS A320, Landing

Source—Model

Measurement—File: std.V70—-6468.dat
Array—Type: 40 Microphones—Additive

Frequency Range: 6396—-6787 Hz

Parameter: a= 9.0°% u=60 m/s; Array—Center=T2
DAIMLERCHRYSLER—-AEROACOUSTICS

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Horizontal—Coordinate x / [m]

85.0 86.5 88.0 895 91.0 925 94.0 955 97.0 98.5 100.0
Source—Powerdensity / [dB re pW/m~2]

File—Number: 70

Coordinate of Focusplane : z = 0.10 m

Angel of Attack : a= 9.0 °

Velocity : u = 60 m/s

Coordinate of Array—Center T2 : x/y/z = 2.0 m/0.0 m /2.4 m

Abbildung A.10: Array Messtechnik: Landekonfiguration, Anstellwinkel = 9°, u = 60m/s,
Frequenz = 6400 — 6800H z
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AIRBUS A320, Landing
Source—Model
Measurement—File: std.V62—-1822.dat
Array—Type: 40 Microphones—Additive
Frequency Range: 1783—-2191 Hz
Parameter: a= 9.0°% u=60 m/s
EADS R&T Deutschland

1.5 \ \ L
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0.0

—-0.5

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Horizontal—Coordinate x / [m]

86.0 875 890 905 920 935 950 965 98.0 995 101.0
Source—Powerdensity / [dB re pW/m~2]

Coordinate of Focusplane : z = 0.20 m

Angel of Attack : a= 9.0 °

Velocity : u = 60 m/s

Coordinate of Array—Center: x/y/z = 2.0 m /0.0 m /2.4 m

Abbildung A.11: Array Messtechnik: Landekonfiguration am modifizierten Tragfliigel,
Anstellwinkel = 9°, u = 60m/s, Frequenz = 1800 — 2200H z
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AIRBUS A320, Landing
Source—Model
Measurement—File: std.V562—-2832.dat
Array—Type: 40 Microphones—Additive
Frequency Range: 2792-3179 Hz
Parameter: a= 9.0°% u=60 m/s
EADS R&T Deutschland
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1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Horizontal—Coordinate x / [m]

870 885 900 915 93.0 945 96.0 975 99.0 100.5 102.0
Source—Powerdensity / [dB re pW/m~2]

Coordinate of Focusplane : z = 0.20 m

Angel of Attack : a= 9.0 °

Velocity : u = 60 m/s

Coordinate of Array—Center: x/y/z = 2.0 m /0.0 m /2.4 m

Abbildung A.12: Array Messtechnik: Landekonfiguration am modifizierten Tragfliigel,
Anstellwinkel = 9°, u = 60m/s, Frequenz = 2800 — 3200H z
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AIRBUS A320, Landing
Source—Model
Measurement—File: std.V562—-3842.dat
Array—Type: 40 Microphones—Additive
Frequency Range: 3781-4189 Hz
Parameter: a= 9.0°% u=60 m/s
EADS R&T Deutschland

1.5 \ \ L

1.0
0.5
0.0

—-0.5

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Horizontal—Coordinate x / [m]

88.0 895 91.0 925 94.0 955 970 985 100.0 101.5 103.0
Source—Powerdensity / [dB re pW/m~2]

Coordinate of Focusplane : z = 0.20 m

Angel of Attack : a= 9.0 °

Velocity : u = 60 m/s

Coordinate of Array—Center: x/y/z = 2.0 m /0.0 m /2.4 m

Abbildung A.13: Array Messtechnik: Landekonfiguration am modifizierten Tragfliigel,
Anstellwinkel = 9°, u = 60m/s, Frequenz = 3800 — 4200H z
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AIRBUS A320, Landing
Source—Model
Measurement—File: std.V562—-4852.dat
Array—Type: 40 Microphones—Additive
Frequency Range: 4791-5199 Hz
Parameter: a= 9.0°% u=60 m/s
EADS R&T Deutschland

1.5 \ \ L

1.0
0.5
0.0

—-0.5

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Horizontal—Coordinate x / [m]

88.0 895 91.0 925 94.0 955 970 985 100.0 101.5 103.0
Source—Powerdensity / [dB re pW/m~2]

Coordinate of Focusplane : z = 0.20 m

Angel of Attack : a= 9.0 °

Velocity : u = 60 m/s

Coordinate of Array—Center: x/y/z = 2.0 m /0.0 m /2.4 m

Abbildung A.14: Array Messtechnik: Landekonfiguration am modifizierten Tragfliigel,
Anstellwinkel = 9°, u = 60m/s, Frequenz = 4800 — 5200H z
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AIRBUS A320, Landing
Source—Model

Measurement—File: std.V51—-5862.dat
Array—Type: 40 Microphones—Additive
Frequency Range: 5779-6187 Hz
Parameter: a= 5.0°% u=60 m/s

EADS R&T Deutschland

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Horizontal—Coordinate x / [m]

88.0 895 91.0 925 94.0 955 97.0 98,5 100.0 101.5 103.0
Source—Powerdensity / [dB re pW/m~2]

Coordinate of Focusplane : z = 0.20 m

Angel of Attack : a= 5.0 °

Velocity : u = 60 m/s

Coordinate of Array—Center: x/y/z = 2.0 m /0.0 m /2.4 m

Abbildung A.15: Array Messtechnik: Landekonfiguration am modifizierten Tragfliigel,
Anstellwinkel = 5°, u = 60m/s, Frequenz = 5800 — 6200H z
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AIRBUS A320, Landing
Source—Model

Measurement—File: std.V51—-6064.dat
Array—Type: 40 Microphones—Additive
Frequency Range: 5994-6380 Hz
Parameter: a= 5.0°% u=60 m/s

EADS R&T Deutschland

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Horizontal—Coordinate x / [m]

86.0 87.5 89.0 905 92.0 935 950 96.5 98.0 995 101.0
Source—Powerdensity / [dB re pW/m~2]

Coordinate of Focusplane : z = 0.20 m

Angel of Attack : a= 5.0 °

Velocity : u = 60 m/s

Coordinate of Array—Center: x/y/z = 2.0 m /0.0 m /2.4 m

Abbildung A.16: Array Messtechnik: Landekonfiguration am modifizierten Tragfliigel,
Anstellwinkel = 5°, u = 60m/s, Frequenz = 6000 — 6400H z
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AIRBUS A320, Landing
Source—Model

Measurement—File: std.V51—-6468.dat
Array—Type: 40 Microphones—Additive
Frequency Range: 6380—-6789 Hz
Parameter: a= 5.0°% u=60 m/s

EADS R&T Deutschland

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Horizontal—Coordinate x / [m]

86.0 87.5 89.0 905 92.0 935 950 96.5 98.0 995 101.0
Source—Powerdensity / [dB re pW/m~2]

Coordinate of Focusplane : z = 0.20 m

Angel of Attack : a= 5.0 °

Velocity : u = 60 m/s

Coordinate of Array—Center: x/y/z = 2.0 m /0.0 m /2.4 m

Abbildung A.17: Array Messtechnik: Landekonfiguration am modifizierten Tragfliigel,
Anstellwinkel = 5°, u = 60m/s, Frequenz = 6400 — 6800H z
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P_ANALYTIC

SOURCE

1E+06
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-500000

SOURCE

900000
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300000
200000
100000
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-100000
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-500000

Abbildung A.29: Quellmodellierung mit der EIF Methode (A) Analytisch berechneter Schall-
druck nach n = 150 Zeitschritten, (B) mit EIF Methode berechneter Schalldruck nach n = 150
Zeitschritten, (C) analytisch berechneter Schalldruck nach n = 250 Zeitschritten, (D) mit EIF
Methode berechneter Schalldruck nach n = 250 Zeitschritten, (E) Quadrupolquelle mit EIF Me-
thode berechnet nach n = 150 Zeitschritten, (F) Quadrupolquelle mit EIF Methode berechnet
nach n = 250 Zeitschritten
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Abbildung A.30: Lésung der Konvektionsgleichung mit dem Runge-Kutta Zeitintegrationsver-
fahren vierter Ordnung und dem raumlichen Finite Differenzen Verfahren sechster Ordnung (A)
mit der vergroBerten Darstellung (B) und dem raumlichen DRP Schema vierter Ordnung (C)
mit der vergroBerten Darstellung (D)
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Abbildung A.31: Losung der Konvektionsgleichung mit der Finite Volumen Methode hoher

Ordnung: Gauss Puls nach einem Durchgang auf einem unstrukturierten Gitter (A) dx = dy =
0.5m an den Aussenkanten des Gitters (B) vergroBerte Darstellung bei x = 0 (C) dx = dy =
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Abbildung A.32: Losung der Konvektionsgleichung mit der Finite Volumen Methode hoher Ord-

nung: Gauss Puls nach einem Durchgang auf einem strukturierten Gitter (A) Gitterschrittweite

dx = dy = 0.5m (B) vergroBerte Darstellung bei = = 0 (C) Gitterschrittweite dz = dy = 0.25m
(D) vergroBerte Darstellung bei x = 0
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Abbildung A.33: Losung der Konvektionsgleichung mit & = 1m/s, dt = 0.5s und dx = 1 m:
(A) Gauss Pulse bei ¢ = 20 dt (B) Schnitt bei y = 0 und ¢t = 20 dt (C) Gauss Pulse bei
t = 40 dt (D) Schnitt bei y = 0 und t = 40 dt (E) Gauss Pulse bei ¢t = 60 dt(F) Schnitt bei
y=0undt=060dt
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Abbildung A.34: Schallaubreitungsrechnungen mit dem Finite Volumen Programm HyDSOL
um einen schallharten Zylinder nach n = 40 Zeitschritten: (A) Dichteverteilung (B) Schnitt bei
y = x (C) Geschwindigkeitsverteilung u (D) Schnitt bei y = = (E) Geschwindigkeitsverteilung
v (F) Schnitt bei y = z. Die Rekonstruktion erfolgt mit der Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.35: Schallaubreitungsrechnungen mit dem Finite Volumen Programm HyDSOL
um ein Profil der Airbus A310 nach n=170 Zeitschritten. Die Rekonstruktion erfolgt mit der
Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.36: Schallaubreitungsrechnungen mit dem Programm HYDSOL um ein Profil der
Airbus A310 nach n = 170 Zeitschritten: (A) Dichteverteilung, (B) Anzahl der ndchsten Nach-
barn (C) Geschwindigkeitsverteilung u (D) Geschwindigkeitsverteilung v (E) Druckverteilung
vergroBert dargestellt (F) Gitter am Vorfliigel vergroBert. Die Rekonstruktion erfolgt mit der
Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.38: Druckverteilung am Profil des Projekts FREQUENZ ohne Anstromung bei
n = 116 Zeitschritten; u = 0; At = 3.153F — 6s;t = 3.658 E — 4s. Die Rekonstruktion erfolgt
bei der verwendeten Finite Volumen Methode mit der Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.39: Druckverteilung am Profil des Projekts FREQUENZ ohne Anstromung bei
n = 232 Zeitschritten; u = 0; At = 3.153F — 6s;t = 7.316 E — 4s. Die Rekonstruktion erfolgt
bei der verwendeten Finite Volumen Methode mit der Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.40: Druckverteilung am Profil des Projekts FREQUENZ ohne Anstromung bei
n = 348 Zeitschritten; u = 0; At = 3.153F — 6s;t = 1.097E — 3s. Die Rekonstruktion erfolgt
bei der verwendeten Finite Volumen Methode mit der Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.41: Druckverteilung am Profil des Projekts FREQUENZ ohne Anstromung bei
n = 464 Zeitschritten; u = 0; At = 3.153F — 6s;t = 1.463FE — 3s. Die Rekonstruktion erfolgt
bei der verwendeten Finite Volumen Methode mit der Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.42: Druckverteilung am Profil des Projekts FREQUENZ ohne Anstromung bei
n = 580 Zeitschritten; u = 0; At = 3.153F — 6s;t = 1.829F — 3s. Die Rekonstruktion erfolgt
bei der verwendeten Finite Volumen Methode mit der Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.43: Druckverteilung am Profil des Projekts FREQUENZ ohne Anstromung bei
n = 696 Zeitschritten; u = 0; At = 3.153F — 6s;t = 2.194F — 3s. Die Rekonstruktion erfolgt
bei der verwendeten Finite Volumen Methode mit der Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.44: Druckverteilung am Profil des Projekts FREQUENZ ohne Anstromung bei
n = 813 Zeitschritten; u = 0; At = 3.153F — 6s;t = 2.563F — 3s. Die Rekonstruktion erfolgt
bei der verwendeten Finite Volumen Methode mit der Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.45: Druckverteilung am Profil des Projekts FREQUENZ mit Anstromung bei
n = 150 Zeitschritten; @ = 100m/s; At = 2.441F — 6s;t = 3.662F — 4s. Die Rekonstruktion
erfolgt bei der verwendeten Finite Volumen Methode mit der Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.46: Druckverteilung am Profil des Projekts FREQUENZ mit Anstromung bei
n = 300 Zeitschritten; @ = 100m/s; At = 2.441F — 6s;t = 7.325F — 4s. Die Rekonstruktion
erfolgt bei der verwendeten Finite Volumen Methode mit der Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.47: Druckverteilung am Profil des Projekts FREQUENZ mit Anstromung bei
n = 450 Zeitschritten; @ = 100m/s; At = 2.441F — 6s;t = 1.098 F — 3s. Die Rekonstruktion
erfolgt bei der verwendeten Finite Volumen Methode mit der Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.48: Druckverteilung am Profil des Projekts FREQUENZ mit Anstromung bei
n = 600 Zeitschritten; u = 100m/s; At = 2.441F — 6s;t = 1.465F — 3s. Die Rekonstruktion
erfolgt bei der verwendeten Finite Volumen Methode mit der Natural Neighbour Methode.
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Abbildung A.49: Druckverteilung am Profil des Projekts FREQUENZ mit Anstromung bei
n = 750 Zeitschritten, u = 100m/s; At = 2.441F — 6s;t = 1.831F — 3s. Die Rekonstruktion
erfolgt bei der verwendeten Finite Volumen Methode mit der Natural Neighbour Methode.



Anhang B

Tabellen

B.1 Finite Differenzen Formeln fiir die 1. und 2. Ab-
leitung ¢’ und ¢” im Punkt i

‘ Abl. H a_3 ‘ a_s ‘ a_q ‘ ao ‘ ax ‘ a9 ‘ as H q ‘ Ord. ‘
ol -1 0 1 2Ax 02
ol 1 -8 0 8 1 12Ax 04
ol -1 9 —45 |0 45 -9 1 60Ax 06
ol -1 1 Ax 01
ol 1 —4 3 2Azx 02
ol -2 9 —18 | 11 6Ax 03
ol 1 —6 3 2 6Ax 03
ol -1 6 —18 | 10 3 12Ax 04
o 1 2 1 (Ax)? 02
o -1 16 —-30 |16 —1 12(Ax)? | O4
o 2 —27 | 270 —490 | 270 =27 |2 180(Ax)? | 06
o 1 —2 1 (Ar)? o1
o -1 4 -5 2 (Ar)? 02
o -1 4 6 —-20 |11 12(Az)? | O3

Tabelle B.1: Finite Differenzen Formeln fiir die 1. und 2. Ableitung ®' und ®” im Punkt 4
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B.2 Numerische Integration iiber das Einheitstetra-

eder
‘ Variable ‘ Wert
a 0.25
b 0.5
c 0.75
d 1.0
e -5.0 / 420
f -12.0 / 420
g 16.0 / 420
h 128.0 / 420
2z 0.0

Tabelle B.2: Koeffizienten fiir die Numerische Integration iiber das Einheitstetraeder
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‘ i ‘ x — Koordinate ‘ y — Koordinate ‘ z — Koordinate ‘ Wichtungs faktor ‘
1 zz zz zz e
2 d 2z 2z e
3 22 d 22 e
4 2z 2z d e
) a zz zz g
6 2z a zz g
7 zz zz a g
8 22 2z g
9 a 2z g
10 zz a g
11 zz zz g
12 a zz g
13 2z a g
14 zz zz c g
15 a zz c g
16 zz a c g
17 b 2z 2z f
18 2z b 2z f
19 2z 2z b f
20 b b 2z f
21 b 2z b f
22 2z b b f
23 a a zz g
24 b a 2z g
25 a b 2z g
26 a zz a g
27 b 2z a g
28 zz a a g
29 b a a g
30 22 b a g
31 a b a g
32 a 2z b g
33 22 a b g
34 a a b g
35 a a a h

Tabelle B.3: Wichtungsfaktoren fiir die Numerische Integration iiber das Einheitstetraeder
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B.3 Numerische Integration iiber das Einheitsdreieck

‘ Variable ‘ Wert ‘

CLbl 1

bby 8.950275662924105565450352089520
cby 0.024862168537947217274823955239
aby 0.772160036676532561750285570113
bbs 0.113919981661733719124857214943
abs 0.009085399949835353883572964740
bbs 0.495457300025082323058213517632
aby 0.062277290305886993497083640527
bb, 0.468861354847056503251458179727
abs 0.022076289653624405142446876931
bbs 0.851306504174348550389457672223
cbs 1 - abs - bbs

abg 0.018620522802520968955913511549
bbg 0.68944197072859129549664 7976487
Cbﬁ 1- CLb6 - bbﬁ

ab; 0.096506481292159228736516560903
bbr 0.635867859433872768286976979827
Cb7 1- Cl,b7 - bb7

db 0.171614914923835347556304795551
eb 0.414192542538082326221847602214
fb 0.539412243677190440263092985511
gb 0.230293878161404779868453507244
wy 0.051739766065744133555179145422
Wa 0.008007799555564801597804123460
w3 0.046868898981821644823226732071
wy 0.046590940183976487960361 770070
W 0.031016943313796381407646220131
We 0.010791612736631273623178240136
wy 0.032195534242431618819414482205
wg 0.015445834210701583817692900053
Wy 0.017822989923178661888748319485
ww 0.037038683681384627918546472190

Tabelle B.4: Koeffizienten fiir die Numerische Integration iiber das Einheitsdreieck
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‘ i ‘ x — Koordinate ‘ y — Koordinate ‘ Wichtungs faktor ‘
1 ab; aby 0.5wq
2 bbl Cb1 05’(1]2
3 Cb1 bbl 05’(1]2
4 chy chy 0.5wy
5 cb eb 0.5ws3
6 eb db 0.5ws
7 eb eb 0.5ws
8 fo gb 0.5wy
9 gb fo 0.5wy
10 gb gb 0.5wy
11 CLbQ bbg 05’(1]5
12 bbg Cl,bg 0511]5
13 bbg bbg 0511]5
14 G,bg bbg 05w6
15 bbg G,bg 05w6
16 bbg bb3 05’(1]6
17 CLb4 bb4 05’(1]7
18 bb4 CLb4 05’(1]7
19 bb4 bb4 0511]7
20 abs bbs 0.5wg
21 abs cbs 0.5wg
22 bbs abs 0.5wg
23 bb5 Cb5 05’(1]8
24 Cb5 CLb5 05’(1]8
25 Cb5 bb5 05’(1]8
27 CLbG Cb6 0521]9
29 bb6 Cbﬁ 05’(1]9
30 cbg abg 0.5wy
31 Cbﬁ bb6 05’(1]9
32 abr; bb; 0.5wz
33 aby chby 0.5wx
34 bb7 G,b7 0.5wx
35 bb; chby 0.5wx
36 chby aby 0.5wz
37 chby bb; 0.5wz

192

Tabelle B.5: Wichtungsfaktoren fiir die Numerische Integration iiber das Einheitsdreieck
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Anhang C

Gleichungen

C.1 Zweidimensionale Integration des Taylor Polynoms

C.1.1 Integration auf einem Rechteck

day = (z9 —21)(y2 — Y1)

das = 5((z2 = 20)* — (21 — 20)?)(y2 — 1)

daz = 5((y2 = 40)> = (y1 — ¥0)*) (w2 — 71)

day = 3((22 — 20)* — (21 — 20)*) (32 — 11) /3

das = (w2 — w0)* = (x1 — 20)*)((¥2 — ¥0)* — (1 — %0)?)

das = 5((y2 —v0)® = (y1 — 90)*) (22 — 21)/3

da; = $((x2 — 20)* — (x1 — w0)*) (Y2 — 11)/4

dag = 2((z2 — 20)® — (21 — 20)*) ((y2 — ¥0)* — (31 — ¥0)?)

dag = £((y2 —v0)* — (y1 — 10)*) ((x2 — 20)* — (x1 — 20)?)

day; = (($2 - 550)5 - (ml - xO)B)(y2 - yl)

dayy = g((za — $0)4 — (21— x0)4)((y2 - y0)2 — (1 — y0)2)

daiz = 5((x2 — 370)3 — (21 — 930)3)((92 - y0)3 —(y — yo)g)

((x2 = 20)* = (21 — 20)*) (2 — ¥0)* — (y1 — ¥0)*)

1
3
1
1
1
6
1
6
ao = Y2 —%Yo) — Y1 — Yo T2 — T
d 1 (( )= ( ) )
1
5
1
8
1
9
dCL14: é
1
5

dais = 2((y2 — 40)® — (y1 — ¥0)®) (z2 — 1)
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C.1.2

dCLl =

dCLg =

da,g =

da4 =

dCL5 =

dCLG =

dCL7 =

da,g =

dCLg =

dayy =

dall =

Integration auf dem Einheitsdreieck

1.0

1

g(ml —+ mo -+ 377’l3)

1

g(m4 + ms + 3m6)

Loy 2 2

é(ml + ms + dmaoms + 6m3 + my(mg + 4mg))

1
E(4m3(m4 + ms + 3mg)my(2my + ms + 4mg) + ma(my + 2ms + 4mg))

1
é(mi +m32 + dmyme + 6mg + my(ms + 4mg))

E(m‘z’ +mimg + myms + my + 5(m] + mymy + m3)ms + 10(my + mg)m3+

10m3)

1

%[mmg(w +ms + 3mg) + Smamg(my + 2ms + 4mg) + mi(3my + ms + 5mg)+
m% (m4 + 3m5 + 5m6) + 5m1m3(2m4 + ms + 4m6) + m1m2(2m4 + 2m5 + 5m6)]

1 2 2 2

%[5m3m(m4 + myms + mi + dmymg + dmsmg + 6mg )+

ma(m3 + 2mams + 3m2 + bmamg + 10msmeg + 10m2) + 3mym? + mym2+

Smamsme + 10mymg + 2mymy(ms + 5me)]

1
E(mi +mims + mamz + ma + 5(m3; + magms + mz)me + 10(my + ms)mg+

10mg)

1
B(mi‘ + mima + mimj + mimi + my + 6mims + 6mimems + 6mimama+

6mams + 15mim3 + 15mymam3 + 15m3m3 + 20mym3 + 20mam3 + 15m3)
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1
dajs = %[QOmg(nu + ms + 3mg) 4+ 15mam3(my + 2ms + 4mg)+

6m§m3 (m4 + 3m5 + 5m6) + mi{’(4m4 +ms + 6m6) + mg (M4 + 4’Nl5 + 6m6)—|—
6mims(3my + ms + 5mg) + mima(3my + 2ms + 6meg)+
15m1m§(2m4 +ms + 4m6) + 6m1m2m3(2m4 + 2m5 + 5m6)+

mym3(2my + 3ms + 6me)]

1
dajs = %[15m§(mi + myms + m2 + 4(my + ms)me + 6m2)+

6mams(m3 + 2myms + 3m2 + 5(my + 2ms)me + 10mg)+
m3(m3i + 3mams + 6mZ + 6(my + 3ms)me + 15mZ)+
m2(6m?2 + m?2 + 6msme + 15m2 + 3my(ms + 6me))+
ma(ma(3m3 + dmyms + 3mZ + 12(my + ms)me + 15mg)+
6ms(3m3i + mzZ + bmsme + 10mg + 2ma(ms + 5mg)))]

1
day, = @(Hmlmi + 3mom? + 18mam3 + 9mymims + 6maomims + 18mam3ms+

6m1m4m§ + 9m2m4m§ + 18m3m4m§ + 3m1mg’ + 12m2m§ + 18m3mg’+
54m1m?1m6 + 18m2mim6 + 90m3mim6 + 36mimgamsmeg + 36momyamsme+
90msmamsme + 18mym2me + 54mam2me + 90mam2me + 90mymam?2+
45mamam? + 180msmam? + 45mymsma + 90mamsma + 180mamsma+

60mymy + 60mam + 180msmy)

1
das = B(mjj + mims + mimz + mami + my + 6mime + 6mimsme + 6mamime+

6mime + 15mimi + 15mymsm?2 + 15m2mé + 20mym? + 20msmg + 15mg)
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C.2 Dreidimensionale Integration des Taylor Polynoms

C.2.1
da; =
dag =
das =
day =
das =
dag =
day =
dag =
dag =
dayy =
day; =
dais =
dayz =
dayy =
dais =
dag =

da17 =

da18 =

daw =

dagy =

Integration iiber ein Hexaeder
(22 = 21)(y2 — y1) (22 — 21)
((z2 = 20)* = (21 — 20)*) (2 — y1) (22 — 21)
(g2 = %0)* = (Y1 — y0)*) (w2 — w1) (22 — 21)
((z2 = 20)* = (21 = 20)*) (w2 — 1) (32 — 1)
(22 = 20)* = (21 — 20)°) (2 — y1) (22 — 21)
(g2 = 50)* = (31 — 90)*) (w2 — 1) (22 — 21)

((22 = 20)* = (21 — 20)*) (w2 — 1) (Y2 — 1)

3 (@2 = 20)” = (21 = 20)*) (42 — %0)* — (1 — ¥0)*) (22 — 21)
1((@2 = 20)% = (21 — 20)*)((22 — 20)* — (21 — 20)*) (y2 — 1)
(w2 = 90)” = (1 = 90)*) (22 — 20)* = (21 — 20)?) (w2 — 1)
3 (@2 —20)* — (21 — 20)") (y2 — y1)(22 — 1)
T2 = 90)" = (11 — o)) (@2 — 1) (22 — 1)
1((z2 = 20)" = (21 — 20)") (w2 — 1) (y2 — 1)
(22 — 20)* — (21 — 20)*) (2 — ¥0)* — (y1 — ¥0)*)(22 — 21)

((z2 — x0)2 — (21 — 930)2)((22 - 20)3 — (21— 20)3)(?/2 — 1)

((y2 = w0)* = (Y1 — 90)*) (w2 — 0)® — (21 — 20)?) (22 — 21)

(22 — $0)2 — (21 — $0)2)((y2 - yo)2 — (1 — y0)2)((22 - 20)2 — (21— 20)2)

%((22 - 20)2 — (21 — 30)2)((552 - 360)3 — (71 — x0)3)(y2 — Y1)
1
8
1

6((Z2 —20)> = (21— 20)*) ((y2 — ) — (1 — v0)*)(x2 — 1)

1

6((.@2 —50)* = (1 — 40)*) (22 — 20)* — (21 — 20)°) (2 — 21)
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dasy = (o2 = 10)° — (@1 = 20" = 32)(z2 — 2)

dam = (v = w0)" = (1 = 90)")(w2 — 22)(z2 — =)

dass = (22— 20 = (51— 20)°) o2 = 1) 3 — 1)

das = (w2 = 0)* = (o1 = 202 = 90)* = (1 = 90)) (22 — 2)

dass = (22— 20 = (1 — 20) (2 = w0)" = (01— 20)) 3 — 1)

dass = (e = 20 = (01 = 20P) (2 — )" — (21— 20)) (3 — 1)

dazs = (o2 = m0)® = (a1 = 20)") (32 = 0)* = (1 — 90 2 — 21

dazs = (o2 = w0)? = (@1 = 20)((22 = 20 = (1 = 20)°) 02— )

dum = 5 =) = (1 — 1)) (22 — 20 = (21 — ") 2 — 1)

daso = (= ) = (1 = 10) (2 — 20" = (a1 = 20)") (22 — 1)

dosi = 750 =) = (01— ) (22 = 20" — (21 = 20} (22 — 0)* = (1 — 20)°)
dagy = 5 ((a = a0)? = (@1 = ) ({2 — 20 — (21 = 2P (32 = ) = 31 — )"
dass = 35 ((e = 20)* = (o1 = ) (o2 = w0)? = (1 = w0} (2 = 0)° = (21 — 20)")
dass = (2 = 0" = (1 = 1)) (22 — 20)" = 21 = )"z — 1)

dass = (22— ) = (1 = 202) (2 = 90)* = (1 — w0)") 2 — 1)

8
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C.2.2

dCLl =

dCLg =

da,g =

da4 =

dCL5 =

dCLG =

da7 =

dCLg =

dam =

Integration iiber das Einheitstetraeder

1.0

1
Z(ml + mo + m3 + 4M4)

Z(m5 + Mg + mr + 4m8)

Z(mg + mqg + my1 + 4maa)

E(m% + mymg + m3 + mims + mams + m3 + 5mymy + Smomy+

Smamg + 10m?)

1
E(mg + msmeg + mg + msmy + megmy + ma + 5Smgmg + Smemg+

5mymg + 10m2)

E(m%() + migmq1 + mfl + 5m10m12 + 5m11m12 + 10m%2 + myigmg+

mi1Mg + 5m12m9 + mg)

%(2m1m5 + moms + mzms + bmyms + mymg + 2mome + msme+

dMymeg + mimy + mamy + 2msmy + dmymy + dSmims + dmems—+
Smgmg + 20myms)

1
%(mlmm +mymq + 5m1m12 + 2m10m2 + myyme + 5m12m2 + migms—+

2myims + dmiams + dmygma + dmyima + 20miama + 2mymg + momo+

msmg + 5m4m9)

%(mlomg, + mi1ms + 5m12m5 + 2m10m6 + mi1Mg + 5m12m6 + m10m7+

2myymy + dmiams + dmygmg + dmyiims + 20miams + 2msmg + megmo—+

m7Mg + 5m8m9)

199
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3 2 2 3 2 2 2 2
da; = 2—0(m1 + mimg + myms + my + myms + mymams + mamg + mym; + mams+

m3 + 6m3my + 6mymamy + 6mamy + 6mymamy + 6mamzmy+

6mimy + 15mym3 + 15mam? + 15mam? + 20m3)

3 2 2 3 2 2 2 2
day = 2—0(m5 + mzmeg + mymg + mg + mgmy + msmegmy + mgmy + msms + mems—+

m3 + 6m2mg + 6msmemg + 6mamg + 6msmymg + 6mgmymg + 6m2mg+

15msm3 + 15mem3 + 15mym3 + 20m3)

dayz = i(m?’ +m2ymiy + migm?, +md, + 6m2ymig + 6migmiimis + 6m3 mig+
13 — 20 10 107711 107717 11 107712 1077611717612 1177012

15m10mf2 + 15m11mf2 + 2077’1?2 + mfomg + MigMi1Mg + m%1m9+

6m10m12m9 + 6m11m12m9 + 15mf2m9 + mlomg + mllmg + 6m12m3 + mg)

1
days = @(37’”%7’”5 + 2mimams + m§m5 + 2mimsms + mamsms + m§m5+

12mymyms + 6mamyms + 6msmyms + 15m3ms + m3me + 2mymeme+
3mime + mimamg + 2mamame + mimeg + 6mymyme + 12momyme-+
6mamyme + 15mimg + mimyr + mymamy + mamy + 2mymamy + 2mamama+
3miamy + 6mymamy + 6mamymy + 12mamymy; + 15mimy + 6mimg+
6mymamg + 6mamg + 6mymamg + 6mamamsg + 6mamsg + 30mymymg+

30maomymg + 30msmyms + 60m3msg)
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2 2 2
da15 = %(mlmlo + mimai; + 6m1m12 + 2m1m10m2 + mimi1Mmeo + 6m1m12m2+

3m10m§ + mnm% + 6m12m§ + mimioms + 2m1m11m3 + 6m1m12m3+
2m10m2m3 + 2m11m2m3 + 6m12m2m3 + m10m§ + 3m11m§ + 6m12m§+
6m1m10m4 + 6m1m11m4 + 30m1m12m4 + 12m10m2m4 + 6m11m2m4+
3Om12m2m4 + 6m10m3m4 + 12m11m3m4 + 30m12m3m4 + 15m10mi+
15myym? + 60mam3 + 3m2mg + 2mymaomg + mimg + 2mimame+

mamamg + mimg + 12mymameg + 6mamymg + 6msmymeg + 15m3my)

da16 = @(377117”% -+ QOg + mgmg —+ 6m4m§ + 2m1m5m6 + 2m2m5m6 + m3m5m6+

6mamsme + mymi + 3mam? + mam2 + 6mam2 + 2mymsms + mamsmq+
2msmsmy + 6mamsmys + mimemy + 2mamemy + 2msmemy + 6myamemy+
mym2 + mam? + 3mgm?2 + 6mym?2 + 12mymsmg + 6maomsmsg + 6mzmsmsg+
30mymsmsg + 6mimems + 12momems + 6msmems + 30mymems—+
6mimymg + 6mamymg + 12msmymsg + 30mymrmsg + 15m1m§ + 15m2m§+

15mgmg + 60mams)

1
2 2 2
da17 = %(m10m5 + my1my + 6m12m5 + 2m10m5m6 + mi1MmMsMeg + 6m12m5m6+

3myom?2 + myym2 + 6mam?2 + migmsmy + 2myymsmy + 6miamsmy+
2m10m6m7 + 2m11m6m7 + 6m12m6m7 + mlomg + 3m11m$ + 6m12m$+
6m10m5m8 + 6m11m5m8 + 30m12m5m8 + 12m10m6m8 + 6m11m6m8+
30m12m6m8 + 6m10m7m8 + 12m11m7m8 + 30m12m7m8 + 15m10m§+
15myym? + 60mam3 + 3m2mg + 2msmemg + mimg + 2msmymo+

memymg + mimg + 12msmgmeg + 6mgmgmg + 6mymgmeg + 15mamy)
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2 2 2
dalg = %(mlmlo + mimqigmi + mymyy + 6m1m10m12 + 6m1m11m12 + 15m1m12+

3m3,ma + 2myigmyimg + m2 my + 12migmiams + 6myymiams + 15m2ymae+
m%omg + 2mygmyims + 3m%1m3 + 6migmigms + 12my1miams + 15m%2m3+
6mf0m4 + 6m10m11m4 + 6m%1m4 + 30m10m12m4 + 30m11m12m4 + 60mf2m4+
2mimigmg + 2mymyimg + 12mymyomg + 2migmaomg + myimomy+
6m12m2m9 + migmsmg + 2m11m3m9 + 6m12m3m9 + 6m10m4m9+

6m11m4m9 + 30m12m4m9 + 3m1m3 + mgmg + mgmg + 6m4m3)

1
2 2 2
dCng = @(mlo’ﬂ% + MigMmi1ms + miims + 6m10m12m5 + 6m11m12m5 + 15m12m5+

3miyme + 2migmiime + mi;mg + 12mygmiame + 6myymame + 15m2,meg+
miomy + 2migmyymy + 3m2 my + 6migmigmy + 12myymiamy + 15m3ymr+
6m2ymg + 6mygmyimg + 6mi;mg + 30mygmiams + 30mymiamg + 60m3yms+
2m10m5m9 + 2m11m5m9 + 12m12m5m9 + 2m10m6m9 + miimegmo—+

6miamemg + MmigMmrzmg + 2miymsmg + 6miamsmg + 6mqgmegmyg + 6mqimgmg—+

30myamgmg + 3msmi + megm? + mym3 + 6mgm3)
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da20 =

dCLgl =

1
ﬁ(2m1m10m5 + 2m1m11m5 + 12m1m12m5 + 2m10m2m5 + m11m2m5+

6miamams + migmams + 2myymgms + 6miagmgms + 6mygmams + 6mymams—+
3Om12m4m5 + 2m1m10m6 + mimiimeg + 6m1m12m6 + 6m10m2m6 + 2m11m2m6+
12m12m2m6 + 2m10m3m6 + 2m11m3m6 + 6m12m3m6 + 12m10m4m6+

6m11m4m6 + 30m12m4m6 + mimyomsy + 2m1m11m7 + 6m1m12m7 + 2m10m2m7—|—
2m11m2m7 + 6m12m2m7 + 2m10m3m7 + 6m11m3m7 + 12m12m3m7 + 6m10m4m7+
12myymyamy + 30mpamamy + 6mymigms + 6mymqims + 30mymyamg+
12m10m2m8 + 6m11m2m8 + 30m12m2m8 + 6m10m3m8 + 12m11m3m8—|—
30m12m3m8 + 30m10m4m8 + 30m11m4m8 + 1207711277147718 + 6m1m5m9+
2momsmg + 2msmsmg + 12mymsmg + 2mimegmg + 2momegmeg + msmegmo+
6m4m6m9 + 2m1m7m9 + momymg + 2m3m7m9 + 6m4m7m9 + 12m1m8m9+

6m2m8m9 + 6m3m8m9 + 30m4m8m9)

1
4 3 2, 2 3 4 3 2 2
g(m1 + mimg + mims + mimy + my + miyms + mimems + mimams+

mims + mimj + mimam3 + m3m3 + mym3 + mami + m3 + Tmimy+

Tmimamy + Tmymamy + Tmiamy + Tmimamy + Tmimamsmy + Tmamszmy+

7 2 7 2 Tm3 21m2m? + 21 2 4 21m2m?
mimsmy + (Mmamszmy + (mamy + 2Imimj + 2Imimaomy + 2Imimj+

21mymami + 21mamam3 + 21mim3 + 35mym3 + 35mami + 35mami + 35my)
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dets — Ly 3 2 2 3 4 3 2 2

Q99 = g(m5 + mzme + mygmg + msmg + mg + mymy + mymemy + msmgms+
mgmy + m2m? + mzmem?2 + mgm? + msmi + mem3 + m7 + Tmimg+
Tmimems + Tmsmimsg + Tmgms + TmZmymsg + Tmsmemaymg + Tmimymg+

Tmsmimg + Tmemims + Tmims + 21mZm3 + 21msmem? + 21mZmi+

21msmem3 + 21mgmami + 21m2m? + 35msm3 + 35mem3 + 35mymg + 35myg)

1
4 3 2 2 3 4 3 2
da23 - %(mlo + mlomll + mlomll + mlomn _I_ mll _I_ 7m10m12 + 7m10m11m12+

2 3 2,2 2 2,2
Tmyomiymag + 7Tmgymag + 21miymi, + 21migmiimi, + 21mi;miy+
35migmiy + 35 3 + 35miy + miymg + m? + 2 Mo+
1079 m11Myg Mg T MMy  MygM11My T 11111 Ty
m?lmg + 7m%0m12m9 + 7m10m11m12m9 + 7m%1m12m9 + 21m10m%2m9—|—
21myym2,mg + 35m3,mg + m2,m2 + migmiim32 + m2,m2 + Tmigmigm2+
11778197709 127749 1049 1077811779 11779 10776127149

Tmiymiama + 21mi,mi + migmi + myymg + Tmiam3 + mg)
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dagy = m( mi’mg, + Bmfmgmg, + 2m1m§m5 + mg’ms + Bmfmgmg, + 2mymaemsms+

mimams + 2mymams + mamams + mims + 21m2myms + 14mymomyms+

Tmimyms + 14mymamyms + Tmamamams + Tmamams + 42mymams+
21mam2ms + 21msm?ims + 35mims + m3mg + 2m3maome + 3mymime+
4mime + mimgme + 2mymamameg + 3mamzme + mimamg + 2maomime-+
mime + Tmimyme + 14mymamame + 21mimyme + Tmymzmame+
Ldmamamame + Tmamamg + 21mym3ime + 42mam?ime + 21mamime+
35mimg + mimy + mimamy + mymimy + mimy + 2mimamy + 2mymomgms+
2mimasmy + 3mimams + 3mamimy; + dmimy + Tmimamy + Tmymamamey+
Tmamamy + 1dmymgmyms + 1dmomamamy + 21m3mymy + 21mym3ims+
21momimy + 42mamimy + 35mimy + Tm3mg + Tm2maomsg + Tmymimsg+
Tm3mg + Tmimamg + Tmymamazmsg + Tmamasmg + Tmymimg + Tmaom3mg+
Tmimg + 42mimgms + 42mymamymsg + 42mamymg + 42mymamymg+
42mamamyms + 42mimymsg + 105mym3msg + 105mam3msg + 105msm3mg+

140m3msg)
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3 3 3 2 2 2
dags = m(mlmlo + mimyy + Tmimia + 2mimigmse + mimyimse + Tmimiame+

3m1m10m§ + mlmum% + 7m1m12m§ + 4m10m§ + mnm;’ + 7m12m§’+
m%mlomg + 2m%m11m3 + 7m%m12m3 + 2m1m10m2m3 + 2m1m11m2m3+
7m1m12m2m3 + 3m10m§m3 + 2m11m§m3 + 7m12m§m3 + mlmlomg—l-
3m1m11m§ + 7m1m12m§ + 2m10m2m§ + 3m11m2m§ + 7m12m2m§ + m10m§+
4m11m§ + 7m12m§ + 7m%m10m4 + 7m%m11m4 + 42m%m12m4 + 14m1m10m2m4+
7m1m11m2m4 + 42m1m12m2m4 + 21m10m§m4 + 7m11m§m4 + 42m12m%m4+
7m1m10m3m4 + 14m1m11m3m4 + 42m1m12m3m4 + 14m10m2m3m4+
14m11m2m3m4 + 42m12m2m3m4 + 7m10m§m4 + 21m11m§m4 + 42m12m§m4+
21m1m10mi + 21m1m11mi + 105m1m12m?1 + 42m10m2m?1 + 21m11m2mi+
1O5m12m2mi + 21m10m3mi + 42m11m3mi + 105m12m3mi + 35m10mf’1+
35mym3 + 140miom3 + 4m3mg + 3m3mamg + 2mimamg + mime+
3mimamg + 2mymaomame + mimsmg + 2mymimg + mamimg + mime+
21mimymg + 1dmimamymg + Tmamymg + 14mymamamg + Tmamsmame+

Tm3mgmg + 42mymimg + 21mam3imeg + 21msmimg + 35mimy)
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dasg = m( mlmg + mgmg + mgmg + 7m4mg + 3m1m§m6 + 2m2m§m6 + m3m§m6+

Tmamime + 2mymsmg + 3mamsm + msmsmg + Tmamsmg + mymi+
4dmam? 4+ mami + Tmymy + 3mymimy + momimy + 2mgm?im, + Tmam2ma+
2mymsmemy + 2mamsmemy + 2mamsmemy + Tmamsmemy + mymamy—+
3momimy + 2mam2my + Tmymimy + 2mimsm2 + mamsm?2 + 3mamsmi+
Tmymsm?2 + mymem? + 2mamem? + 3msmgm? + Tmymem?2 + mymi+

mam3 + dmam3 + Tmym3 4+ 21mym2ms + Tmamims + Tmam2ms—+
42m4m§m8 + 1dmimsmegms + 1dmaomsmems + Tmsmsmems + 42mamsmems-+
Tmimimg + 21mam2msg + Tmsmimg + 42mymims + 14mymsmymg+
Tmamsmemsg + 1dmsmsmyms + 42mymsmyms + Tmimememg+
14momemamg + 14dmgmemyms + 42mamemamsg + Tmym2ms + Tmam2mg+
21mzm2mg + 42mamimg + 42mymsm? + 21maomsm?2 + 21mgmsm?2+
105myamsm32 + 21mymemz + 42momem? + 21mgmem? + 105mymem?2+
21mymzmg + 21mamym3 + 42mgmym3 + 105mymem3 + 35mymg + 35mam3+

35mzm3 + 140mym3)
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da27 =

3 3 3 2 2 2
m(mlomg, + my1mg + 7m12m5 + 2m10m5m6 + miimgme + 7m12m5m6—|-

3m10m5m(25 + m11m5m(25 + 7m12m5m(25 + 4m10m% + mnmg + 7m12mg+
m10m§m7 + 2m11m§m7 + 7m12m§m7 + 2m10m5m6m7 + 2m11m5m6m7+
7m12m5m6m7 + 3m10m§m7 + 2m11m§m7 + 7m12m(23m7 + m10m5m$+
3m11m5m$ + 7m12m5m$ + 2m10m6m$ + 3m11m6m$ + 7m12m6m$ + m10m37’+
4m11m§ + 7m12m§ + 7m10m§m8 + 7m11m§m8 + 42m12m§m8 + 14m10m5m6m8+
7m11m5m6m8 + 42m12m5m6m8 + 21m10m%m8 + 7m11m%m8 + 42m12m§m8+
7m10m5m7m8 + 14m11m5m7m8 + 42m12m5m7m8 + 14m10m6m7m8+
14m11m6m7m8 + 42m12m6m7m8 + 7m10m$m8 + 21m11m$m8 + 42m12m$m8+
21m10m5m§ + 21m11m5m§ + 105m12m5m§ + 42m10m6m§ + 21m11m6m§+
1O5m12m6m§ + 21m10m7m§ + 42m11m7m§ + 105m12m7m§ + 35m10m§+
35myymg + 140 8+ dmimg + 3m? + 2msmgmeg + miymg + 3m3 +
111Mg myaMnyg msTng msmetig msmgtg mging mgmyrig

2msmemamg + mgmzmg + 2msm2mg + mem3meg + mimg + 21mimemo+

51T 1TL7 19 ¢!1t711L9 511671TL9 6/1u7 119 7119 5116811L9
1dmsmgmgmg + Tmimgmg + 1dmsmymgmg + Tmemymemg + Tm2mgme+

42msmimg + 21memZmg + 21mym2mg + 35m3my)
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da,gg =

3 2 2 3 2
m(mlmlo + mimiymi + mimyomy; + mamy; + Tmimizmaa+

7m1m10m11m12 + 7m1m%1m12 + 21m1m10mf2 + 21m1m11m%2 + 35m1mi’2+
4m3 my + 3m3myims + 2migmi me + mi;my + 21m2 migmeo+
14m10m11m12m2 + 7m%1m12m2 + 42m10m%2m2 + 21m11m%2m2 + 35m§’2m2+
migms migMmi1ms migmims miims migmizms
14m10m11m12m3 + 21m%1m12m3 + 21m10m%2m3 + 42m11m%2m3 + 35m:1)’2m3+
Tm3ymy + Tm3ymyima + Tmigm?2,my + Tms my + 42m2ymgmay+
42mygmiimiama + 42m%1m12m4 + 105m10m%2m4—|—
105m11mf2m4 + 140mi{’2m4 + 2m1m%0m9 + 2m1m10m11m9 + 2m1m%1m9+
14m1m10m12m9 + 14m1m11m12m9 + 42m1m%2m9 + 3m%0m2m9+
2m10m11m2m9 + m%lmgmg + 14m10m12m2m9 + 7m11m12m2m9 + 21m%2m2m9+
m%Ongmg + 2m10m11m3m9 + 3m%1m3m9 + 7m10m12m3m9 + 14m11m12m3m9+
21m%2m3m9 + 7m%0m4m9 + 7m10m11m4m9 + 7m%1m4m9 + 42m10m12m4m9+
42m11m12m4m9 + 105m%2m4m9 + 3m1m10m3 + 3m1m11m§ + 21m1m12m3+
2 3+ 5+ 7 5+ 5+2 5+ 7 5+
miygMmaMng my1MaMy mM12MaMg mMiyMM3My my1M3Myg mM121M3Mg

Tmigmami + Tmyymami + 42myamamy + dmymy + mamy + mam3 + Tmamy)
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da29 =

3 2 2 3 2

7m10m11m12m5 —+ 7m%1m12m5 + 21m10mf2m5 + 21m11mf2m5 -+ 35mi’2m5+
4m3 me + 3m3myime + 2migmi me + mi;me + 21m2 miame+

14m10m11m12m6 -+ 7m%1m12m6 + 42m10m%2m6 + 21m11m%2m6 —+ 35m§’2m6+
m3ymy + 2migmyimy + 3migmiymy + 4m3 my + Tmiymiama+

14m10m11m12m7 + 21m%lm12m7 + 21m10m%2m7 + 42m11m%2m7 + 35m:1)’2m7+
Tm3yms + Tm2ymyms + Tmigm?2, ms + Tm3 mg + 42m?2 miams+
42mygmiimiams + 42m%1m12m8 + 105m10m%2m8 + 105m11m%2m8 + 140m:1)’2m8+
2m%0m5m9 + 2m10m11m5m9 + 2m%1m5mg + 14m10m12m5m9 + 14m11m12m5m9+
42m%2m5m9 + 3m%0m6m9 + 2m10m11m6m9 + m%1m6mg + 14m10m12m6m9+
7m11m12m6m9 + 21m%2m6m9 + m%0m7m9 + 2m10m11m7m9 + 3m%lm7mg—l—
7m10m12m7m9 + 14m11m12m7m9 + 21mf2m7m9 + 7mfom8m9 + 7m10m11m8m9+
7m%1m8m9 + 42m10m12m8m9 + 42m11m12m8m9 + 105m%2m8m9 + 3m10m5m3+
3m11m5m§ + 21m12m5m§ + 2m10m6m§ + m11m6m§ + 7m12m6m§ + m10m7m§+
2m11m7m3 + 7m12m7m3 + 7m10m8m3 + 7m11m8m3 + 42m12m8m3 + 4m5mg+

mem3 + myms + Tmgmy)
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da,g() =

;TO(Gm%mg + 3mymam? + mamz + 3mymamz + mamamz + mamz+
21mymym? + Tmamym? + Tmamam? + 21m3m2 + 3m2msme + 4mymamsme+
3mimsme + 2mymamsme + 2mamamsme + mimsmeg + 14mymymsme+
Ldmomamsme + Tmamamsme + 21m3msmg + m3m2 + 3mymaom2 + 6m2m2+
mymamg + 3mamam? + mimg + Tmymym? + 21momym? + Tmazmymi+
21mamZ + 3mimsmy + 2mymaomsmy; + mimsmy + 4mymamsmy+
2mamsmsmsy + 3m§m5m7 + 1dmimamsmys + Tmomymsmy + 1dmsmamsmo+
21mamsmy + mimgmy + 2mymamemy + 3mamems + 2mymamemy+
dmomamemy + 3mimemy + Tmymamemy + 1dmamamemy + 1dmamymems+
21m3memy + mim? + mymam?2 + mim? + 3mymam? + 3mamam? + 6mimi+
Tmymym?2 + Tmamgam?2 + 21mamym? + 21m3m2 + 21m2msmsg + 14mymamsms+
Tmamsmg + 14mymgmsmg + Tmamsmsmsg + Tmimsmg + 84mymymsmg+
42momymsmg + 42msmymsmg + 105m3msms + Tmimemsg + 14mymomems+
21mamems + Tmimsmegmsg + 14dmamsmems + Tmamgmsg + 42mymymems+
84maomymems + 42mamymems + 105m3mgms + Tmimyms + Tmimomamg+
Tmamymg + 14mymamymsg + 14dmomgmemg + 21m2myms + 42mymymomg+
42mamamyms + 84mamymaemg + 105m2mymg + 21m3im?2 + 21mymem?2+
21m2m2 + 21mymam? + 21momam? + 21m2m2 + 105mymym? + 105momym2-+

105mgmam3 + 210m3ms3)
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da,gl =

1
2,2 2 2,2 2 2 2,2
m(mlmlo + mimygmy1 + mimi; + Tmimigmie + Tmimiimas + 21mimi,+

3m1m%0m2 + 2m1m10m11m2 + mlmflmg + 14m1m10m12m2 + 7m1m11m12m2+
21 2 6 2 2 3 2 2 2 21 2 7 2

mimismes + migms + mM1pMM111M5 + mi ms; + migM12My + m11m12m2+
21m%2m§ + mlmfomg + 2m1m10m11m3 + 3m1mflm3 + 7m1m10m12m3+
14m1m11m12m3 + 21m1m%2m3 + 3m%0m2m3 + 4m10m11m2m3 + Bm%mgmg—l—
14m10m12m2m3 + 14m11m12m2m3 + 21mf2m2m3 + m%omg + 3m10m11m§—|—
6 2 2 7 2 21 2 21 2 2 7 2

miyms + Tmigmiams + 21myymiams + 21miyms + Tmymigma+

7m1m10m11m4 + 7m1m%1m4 + 42m1m10m12m4 + 42m1m11m12m4+
105m1m%2m4 + 21m%0m2m4 + 14m10m11m2m4 + 7m%1m2m4 + 84m10m12m2m4+
42m11m12m2m4 + 105mf2m2m4 + 7m%0m3m4 + 14m10m11m3m4 + 21m%1m3m4+
42m10m12m3m4 + 84m11m12m3m4 + 105m%2m3m4 + 21m%0mi + 21m10m11mi+
21m? m? + 105 2 +105 2 +210m2,m? + 3m?

mimy + mioM12My + mMy11M2My + mioMy + m1m10m9+
3m%m11mg + 21m%m12m9 + 4m1m10m2m9 + 2m1m11m2m9 + 14m1m12m2m9—|—
3 2 2 7 2 2 4

mipMmayMmyg + m11MaMmyg + mM12Ma5My + 2mymigmsmg + 4mmq1MmMsMo+
14m1m12m3m9 + 2m10m2m3m9 + 2m11m2m3m9 + 7m12m2m3m9 + m10m§m9+
3m11m§m9 + 7m12m§m9 + 14m1m10m4m9 + 14m1m11m4m9 + 84m1m12m4m9+
14m10m2m4m9 + 7m11m2m4m9 + 42m12m2m4m9 + 7m10m3m4m9+
14m11m3m4m9 + 42m12m3m4m9 + 21m10m2m9 + 21m11mim9 + 105m12m2m9+
6m3m3 + 3mymam3 + mima + 3mymam3 + mamam3 + m32m32 + 21mymym3+
179 11762175 2149 1178315 2176311g 3'7%9 )

Tmamam? + Tmamym? + 21m3m3)
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da,gg =

2,2 2 2,2 2 2 2,2
m( loMs + migmiims + mijyms + Tmigmiamy + Tmyimiams + 21miyms+

3m%0m5m6 + 2m10m11m5m6 + m%lmg)mﬁ + 14m10m12m5m6 + 7m11m12m5m6+
21 2 6 2 2 3 2 2 2 21 2 7 2

misMmsMe + migMmg + mMi1pMmi11Mg + mi mg + migMi2Myg + m11m12m6+
21m%2m§ + mfom5m7 + 2m10m11m5m7 + 3m%1m5m7 + 7m10m12m5m7+
14myymiamsmy + 21miamsmy + 3m3gmemy + 4dmygmyymemy + 3mi memy+
14m10m12m6m7 + 14m11m12m6m7 + 21mf2m6m7 + m%omg + 3m10m11m§—|—
6 2 2 7 2 21 2 21 2 2 7 2

miyms + (miygmioms + 2lmyympoms + 21mi;ms + imijgmsmg+

7m10m11m5m8 + 7m%lm5m8 + 42m10m12m5m8 + 42m11m12m5m8+
105m%2m5m8 + 21m%0m6m8 + 14m10m11m6m8 + 7m%1m6m8 + 84m10m12m6m8+
42m11m12m6m8 + 105mf2m6m8 + 7mfom7m8 + 14m10m11m7m8 + 21m%1m7m8+
42m10m12m7m8 + 84m11m12m7m8 + 105m%2m7m8 + 21m%0m§ + 21m10m11m§+
21m% m3 + 105 2+105 2 +210m2,m?2 + 3 2

mi mg + M1pMM12MMg + mi11M12Mg + miog + m10m5m9+
3m11m§m9 + 21m12m§m9 + 4m10m5m6m9 + 2m11m5m6m9 + 14m12m5m6m9—|—
3 amg + gmg + 7 Mg + 2 +4 +

MioMgMg = M1 M12MgMng myoMmsmring M1 MmsMmMring
14m12m5m7m9 + 2m10m6m7m9 + 2m11m6m7m9 + 7m12m6m7m9 + m10m§m9+
3m11m$m9 + 7m12m$m9 + 14m10m5m8m9 + 14m11m5m8m9 + 84m12m5m8m9+
14m10m6m8m9 + 7m11m6m8m9 + 42m12m6m8m9 + 7m10m7m8m9+
14m11m7m8m9 + 42m12m7m8m9 + 21m10m§m9 + 21m11m§m9 + 105m12m§m9—|-
6m2m3 + 3msmem3 + mima + 3msmom3 + memym3 + m2m32 + 21msmgma+
57149 5116119 6''"9 511brlitg 61171l 7709 51168 110g

Tmemsm? + Tmzmsm? + 21m2m3)
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da33 =

1
m(3m%mlom5 + 3m%m11m5 + 21m%m12m5 + 4m1m10m2m5 + 2m1m11m2m5—|—

14m1m12m2m5 + 3m10m§m5 + mnm%mg) + 7m12m§m5 + 2m1m10m3m5+
4m1m11m3m5 + 14m1m12m3m5 + 2m10m2m3m5 + 2m11m2m3m5+
7m12m2m3m5 + m10m§m5 + 3m11m§m5 + 7m12m§m5 + 14m1m10m4m5+
14m1m11m4m5 + 84m1m12m4m5 + 14m10m2m4m5 + 7m11m2m4m5+
42m12m2m4m5 + 7m10m3m4m5 + 14m11m3m4m5 + 42m12m3m4m5+
21m10mim5 + 21m11mim5 + 105m12m?1m5 + Qm%mlomfg + m%mnmﬁ—i-
7m%m12m6 + 6m1m10m2m6 + 2m1m11m2m6 + 14m1m12m2m6 + 12m10m§m6—|—
3m11m%m6 + 21m12m§m6 + 2m1m10m3m6 + 2m1m11m3m6 + 7m1m12m3m6+
6m10m2m3m6 + 4m11m2m3m6 + 14m12m2m3m6 + 2m10m§m6 + 3m11m§m6+
7m12m§m6 + 14m1m10m4m6 + 7m1m11m4m6 + 42m1m12m4m6+
42m10m2m4m6 + 14m11m2m4m6 + 84m12m2m4m6 + 14m10m3m4m6+
14m11m3m4m6 + 42m12m3m4m6 + 42m10mim6 -+ 21m11mim6 + 105m12mim6+
m%m10m7 + 2m%m11m7 + 7m%ml2m7 + 2m1m10m2m7 + 2m1m11m2m7+
7m1m12m2m7 + 3m10m§m7 + 2m11m§m7 + 7m12m§m7 + 2m1m10m3m7+
6m1m11m3m7 -+ 14m1m12m3m7 + 4m10m2m3m7 + 6m11m2m3m7+
14m12m2m3m7 + 3m10m§m7 + 12m11m§m7 + 21m12m§m7 + 7m1m10m4m7+
14m1m11m4m7 + 42m1m12m4m7 + 14m10m2m4m7 + 14m11m2m4m7—|—
42m12m2m4m7 + 14m10m3m4m7 + 42m11m3m4m7 + 84m12m3m4m7—|—
21m10mim7 + 42m11m?1m7 + 105m12m?1m7 + 7m%m10m8 + 7m%m11m8+
42m%m12m8 + 14m1m10m2m8 + 7m1m11m2m8 + 42m1m12m2m8 + 21m10m§m8+

7m11m§m8 + 42m12m§m8 + 7m1m10m3m8 + 14m1m11m3m8 + 42m1m12m3m8+
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14migmomamg + 14myimamams + 42myamemamg + Tmygmimg + 21myymims+
42myiamimsg + 42mymygmamsg + 42mymyymymsg + 210mymyamyms+
84mygmemymsg + 42myymemymsg + 210myomomyms + 42mygmsmymsg+
84myimamymsg + 210myamamymsg + 105migmims + 105mym3mg+
420mamimg + 12m2msmg + 6mymemsmg + 2mamsmg + 6m;mamsmg+
2mamamsmg + 2mamsmg + 42mymymsmeg + 1dmaomamsmg + 1dmzmymsmeg+
42mim5m9 + Bm%meg + 4dmymaomegmg + 3m§m6m9 + 2mymasmemo-+
2meomsmemg + m%m(;mg + 1dmimamegmg + 1dmomamemg + Tmsmamemo-+
21m32megmg + 3m3mymg + 2mymamymg + mamemg + dmymsmyme+
2meomsmymg + 3m§m7mg + 1dmimamomg + Tmemamomg + 1dmsmameomg+
21m3mymg + 21m3mgmg + 14dmimamgmg + Tmimsmg + 14mymsmgmg+
Tmamsmgmg + 7m§m8m9 + 84dmimymemg + 42maomymemg + 42msmygmegmo—+

105m2mgmy)
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da34 =

1
50(3m1m10m§ + 3m1m11m§ + 21m1m12m§ + 2m10m2m§ + m11m2m§+

216

7m12m2m§ + mlomgmg + 2m11m3m§ + 7m12m3m§ + 7m10m4m§ + 7m11m4m§+

42m12m4m§ + 4m1m10m5m6 + 2m1m11m5m6 + 14m1m12m5m6+
6m10m2m5m6 + 2m11m2m5m6 + 14m12m2m5m6 + 2m10m3m5m6+
2m11m3m5m6 + 7m12m3m5m6 + 14m10m4m5m6 + 7m11m4m5m6+
42m12m4m5m6 + 3m1m10m§ + mlmllmg + 7m1m12m§ + 12m10m2m§+
3m11m2m(25 + 21m12m2m§ + 3m10m3m§ + 2m11m3m(25 + 7m12m3m(2;+
21m10m4m§ + 7m11m4m§ + 42m12m4m§ + 2m1m10m5m7 + 4m1m11m5m7—|—
14m1m12m5m7 + 2m10m2m5m7 + 2m11m2m5m7 + 7m12m2m5m7+
2m10m3m5m7 + 6m11m3m5m7 + 14m12m3m5m7 + 7m10m4m5m7+
14m11m4m5m7 + 42m12m4m5m7 + 2m1m10m6m7 + 2m1m11m6m7+
7m1m12m6m7 + 6m10m2m6m7 + 4m11m2m6m7 + 14m12m2m6m7+
4m10m3m6m7 + 6m11m3m6m7 + 14m12m3m6m7 + 14m10m4m6m7+
14m11m4m6m7 + 42m12m4m6m7 + mlmlomg + 3m1m11m$ + 7m1m12m$+
2m10m2m$ + 3m11m2m$ + 7m12m2m% + 3m10m3m% + 12m11m3m$+
21m12m3m$ + 7m10m4m$ + 21m11m4m$ + 42m12m4m$ + 14m1m10m5m8+
14m1m11m5m8 + 84m1m12m5m8 + 14m10m2m5m8 + 7m11m2m5m8+
42m12m2m5m8 + 7m10m3m5m8 + 14m11m3m5m8 + 42m12m3m5m8—|—
42m10m4m5m8 + 42m11m4m5m8 + 210m12m4m5m8 + 14m1m10m6m8—|—
7m1m11m6m8 + 42m1m12m6m8 + 42m10m2m6m8 + 14m11m2m6m8+
84m12m2m6m8 + 14m10m3m6m8 + 14m11m3m6m8 + 42m12m3m6m8+

84m10m4m6m8 + 42m11m4m6m8 + 210m12m4m6m8 + 7m1m10m7m8+
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1dmimiimsmg 4+ 42mymqiamems + 1dmigmomems + 14dmyymomemg+
42moamomomg + 1dmigmsmems + 42mqi1msmqoms + 84migmsmeymsg+
42mygmamamg + 84myymamemg + 210myamymems + 21mymigma+
21mymyym?2 + 105mymaem2 + 42migmam? + 21myymam? + 105myamam2-+
21migmam? + 42myymsm2 + 105miamam? + 105mygmym?2 + 105myymam2+
420my9mam?2 + 12mym2mg + 3mam2mg + 3msm2mg + 21mymZme+
6mimsmemg + dmomsmemog + 2msmsmemg + 14dmamsmemeg + 2m1mgm9+
3mamimg + mamimg + Tmymimg + 6mimsmyme + 2mamsmymg+
dmsmsmymg + 1dmymsmemg + 2mymemqmeg + 2mememsmo+

2mamemymg + Tmymememg + 2mim2mg + mam?2mg + 3mam2mg+

Tmym2mg + 42mimsmgmg + 14mamsmemg + 14mamsmgmg + 84mymsmgmeg+
14mymemgmeg + 14dmomemsmeg + Tmsmemgmg + 42mymemgmo+
14dmimomgmg + Tmaomaememeg + 1dmsmemegmeg + 42mameomegmeg + 42m1m§m9+

21mam2mg + 21mzm2mg + 105mym2my)



ANHANG C. GLEICHUNGEN 218

da35 =

1
m(lem%Om5 + 2m1m10m11m5 + 2m1mf1m5 + 14m1m10m12m5+

14m1m11m12m5 + 42m1m%2m5 + 3m%0m2m5 + 2m10m11m2m5 + m%1m2m5+
14m10m12m2m5 + 7m11m12m2m5 + 21m%2m2m5 + m%omgmg, + 2m10m11m3m5+
3m%1m3m5 + 7m10m12m3m5 + 14m11m12m3m5 + 21mf2m3m5 + 7mfom4m5+
7m10m11m4m5 + 7m%1m4m5 + 42m10m12m4m5 + 42m11m12m4m5+
105m%2m4m5 + 3m1m%0m6 + 2m1m10m11m6 + mlmflmg + 14m1m10m12m6—|—
7m1m11m12m6 + 21m1mf2m6 + 12m%0m2m6 + 6m10m11m2m6 + 2m%lm2m6+
42m10m12m2m6 + 14m11m12m2m6 + 42m%2m2m6 + 3m%0m3m6+

4m10m11m3m6 + 3m%1m3m6 + 14m10m12m3m6 + 14m11m12m3m6+

21m%2m3m6 + 21m%0m4m6 + 14m10m11m4m6 + 7m%1m4m6 + 84m10m12m4m6+
42m11m12m4m6 + 105m%2m4m6 + mlm%0m7 + 2m1m10m11m7 + 3m1m%1m7+
7m1m10m12m7 + 14m1m11m12m7 + 21m1m%2m7 + 3m%0m2m7 + 4m10m11m2m7+
3m%lm2m7 + 14m10m12m2m7 + 14m11m12m2m7 + 21mf2m2m7 + 2m%0m3m7—|—
6m10m11m3m7 + 12m%1m3m7 + 14m10m12m3m7 + 42m11m12m3m7+
42m%2m3m7 + 7m%0m4m7 + 14m10m11m4m7 + 21m%1m4m7 + 42m10m12m4m7+
84m11m12m4m7 + 105m%2m4m7 + 7m1m%0m8 + 7m1m10m11m8 + 7m1m%1m8—|-
42m1m10m12m8 + 42m1m11m12m8 + 105m1m%2m8 + 21m%0m2m8+
14m10m11m2m8 + 7m%lm2m8 + 84m10m12m2m8 + 42m11m12m2m8—|—
105m%2m2m8 + 7m%0m3m8 + 14m10m11m3m8 + 21m%lm3m8 + 42m10m12m3m8—|—
84m11m12m3m8 + 105mf2m3m8 + 42m%0m4m8 + 42m10m11m4m8+

42m%1m4m8 + 210m10m12m4m8 + 210m11m12m4m8 + 420m%2m4m8+

6m1m10m5m9 + 6m1m11m5m9 + 42m1m12m5m9 + 4m10m2m5m9+
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dCL35 = 2m11m2m5m9 + 14m12m2m5m9 + 2m10m3m5m9 + 4m11m3m5m9+
14m12m3m5m9 + 14m10m4m5m9 + 14m11m4m5m9 + 84m12m4m5m9—|—
4m1m10m6m9 + 2m1m11m6m9 + 14m1m12m6m9 + 6m10m2m6m9+
2m11m2m6m9 + 14m12m2m6m9 + 2m10m3m6m9 + 2m11m3m6m9+
7m12m3m6m9 + 14m10m4m6m9 + 7m11m4m6m9 + 42m12m4m6m9—|—
2m1m10m7m9 + 4m1m11m7m9 + 14m1m12m7m9 + 2m10m2m7m9+
2m11m2m7m9 + 7m12m2m7m9 + 2m10m3m7m9 + 6m11m3m7m9+
14m12m3m7m9 + 7m10m4m7m9 + 14m11m4m7m9 + 42m12m4m7m9+
14m1m10m8m9 + 14m1m11m8m9 + 84m1m12m8m9 + 14m10m2m8m9+
7m11m2m8m9 + 42m12m2m8m9 + 7m10m3m8m9 + 14m11m3m8m9—|—
42m12m3m8m9 + 42m10m4m8m9 + 42m11m4m8m9 + 210m12m4m8m9+
12m1m5m3 + 3m2m5m3 + 3m3m5mg + 21m4m5m3 + 3m1m6m3 + 2m2m6m3+
mgmeS + 7m4m6m3 + 3m1m7m§ + m2m7m§ + 2m3m7m§ + 7m4m7m§+

21mymgmg + Tmamgm3 + Tmamgmg + 42mymgm?)
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