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Zusammenfassung

Mit dem Start der Satellitenmission CHAMP im Sommer 2000 fing eine neue Ara der
Schwerefeldbestimmung an, die inzwischen durch GRACE (seit Frithjahr 2002) erweitert wurde und durch
GOCE (ab 2009) komplettiert werden soll. Der grofle Erfolg dieser Satellitenmissionen liegt neben
ausgefeilten Messprinzipien vor allem auch darin begriindet, dass mit Beginn von CHAMP erstmalig
globale, homogene und flichendeckende Schwerefelddaten erfasst werden konnten. Verschiedene
Messprinzipien garantieren eine Modellierung der langwelligen Schwerefeldanteile (Detailstrukturen > 500
km) mit CHAMP iiber eine Auflosung bis in mittelwellige Bereiche (Detailstrukturen > 250 km) bei GRACE
bis hin zu hochfrequenten Anteilen (Detailstrukturen > 150 km) mit GOCE. Die angewandten Messverfahren
sind dabei die Bahnvermessung mit GPS bei CHAMP, die Erfassung der Abstandsdnderung zwischen zwei
hintereinander fliegenden Satelliten mit Hilfe einer hochgenauen Mikrowellenverbindung bei GRACE sowie
die differentielle Beschleunigungsmessung zwischen Probemassen (Satellitengradiometrie) bei GOCE.

In der vorliegenden Arbeit wird ein neuartiges Verfahren — der Beschleunigungsansatz — zur
Gravitationsfeldbestimmung aus der Bahnvermessung mit GPS am Beispiel des CHAMP-Satelliten
untersucht. Die eigentlichen Messgroflen bei der Bahnanalyse sind Trigerphasen und Pseudostrecken der
GPS-Messungen zwischen den hoch fliegenden GPS-Satelliten und dem niedrig fliegenden CHAMP-
Satelliten. Zur Analyse dieser MessgroBen wird traditionell das auf der Integration der
Variationsgleichungen beruhende bahndynamische Verfahren angewendet, welches aufgrund der Integration
und des nichtlinearen Gleichungssystems sehr rechenaufwéndig ist. Aus diesem Grunde wurden im Hinblick
auf CHAMP alternative und effiziente Analysemethoden wie das Energieintegral, das Randwertproblem fiir
kurze Bahnbogen und der Beschleunigungsansatz entwickelt und untersucht. Diese alternativen Verfahren
setzen allerdings voraus, dass zuvor die kinematische Bahn des CHAMP-Satelliten aus den GPS-Messungen
bestimmt wurde. Fortschritte in der kinematischen Bahnbestimmung, die eine Genauigkeit kinematischer
Orbits von 1-3 cm ermdglichen, motivieren zusétzlich den Einsatz der alternativen Analyseverfahren.

Bei dem Beschleunigungsansatz werden zunidchst aus kinematisch bestimmten CHAMP-Bahnen mittels
numerischer Differentiation die auf den Satelliten wirkenden Beschleunigungen berechnet. Es zeigt sich
dabei, dass aufgrund der zeitlichen Korrelation der Fehler kinematischer Bahndaten der rauschverstiarkende
Effekt der numerischen Differentiation stark abgeschwicht wird und somit die Satellitenbeschleunigungen
genau genug bestimmt werden konnen. Nachdem diese Beschleunigungen von gravitativen und nicht-
gravitativen Storeffekten bereinigt worden sind, konnen die gesuchten Kugelfunktionskoeffizienten des
Gravitationsfeldmodells direkt durch Anwendung der Newton’schen Bewegungsgleichung bestimmt werden.
Zur Losung des groBen linearen Gleichungssystems (fiir 2 Jahre CHAMP: ca. 6 Mio. Beobachtungen, 8278
Unbekannte fiir Grad und Ordnung 90) wird die hinsichtlich des Speicherplatzes und der Rechenzeit
effiziente Methode der Prikonditionierten Konjugierten Gradienten vorgeschlagen und verwendet. Ein
wichtiger Aspekt bei der Analyse von kinematischen Bahnen ist die Datenvorverarbeitung, da die Orbits
Ausreifler enthalten, welche die Genauigkeit der Gravitationsfeldschidtzung deutlich verschlechtern kdnnen.
Es wurden verschiedene Verfahren zur Ausreilerelimination getestet, die entweder auf die Varianz-
Information der kinematischen Bahnen zuriickgreifen, oder Referenzinformation in Form von (reduziert)
dynamischen Orbits und bereits bestehenden globalen Gravitationsfeldmodellen benétigen. Als iiberlegen
gegeniiber den Methoden der Datenvorverarbeitung erweisen sich die robusten Schitzer. Diese bendtigen
keine Referenzinformation, stattdessen werden ungenaue Beobachtungen iterativ heruntergewichtet.

Die Genauigkeit und Effizienz des Beschleunigungsansatzes wird in dieser Arbeit anhand der Analyse von
simulierten und realen 2-jdhrigen kinematischen CHAMP-Bahnen untersucht. Vergleiche mit den
Ergebnissen aus dem klassischen Verfahren und den weiteren alternativen Methoden zeigen, dass mit dem
Beschleunigungsansatz Gravitationsfeldmodelle dhnlicher oder sogar hoherer Genauigkeit erhalten werden
konnen. Die Gravitationsfeldmodelle kénnen aus dem 2-jdhrigen kinematischen Orbit bis ca. Grad 80 mit
einem Signal-zu-Rausch-Verhiltnis > 1 bestimmt werden und zeigen eine Genauigkeitssteigerung gegeniiber
dem besten Gravitationsfeld der Vor-CHAMP-Ara, EGM96, bis ca. Grad 65.



4 Zusammenfassung (Abstract)

Abstract

With the launch of the CHAMP satellite in summer 2000 the gravity field recovery entered a new era, which
is continued by GRACE (since spring 2002) and will be completed by GOCE (from 2009). The great success
of these satellite missions is not only guaranteed by sophisticated measurement principles but also by the
global and complete coverage of the Earth with homogeneous gravity data. Different measurement principles
enable the survey of long-wavelength-features (structures = 500 km) by CHAMP, medium wavelengths
(structures = 250 km) by GRACE and high-frequency-parts (structures = 150 km) with GOCE. The applied
measurement principles are orbit determination by GPS (orbit analysis) at CHAMP, range-rate-
measurements between two tandem-satellites by a high-precision microwave-link at GRACE and differential
accelerometry between test masses (satellite gradiometry) at GOCE.

In the present study the acceleration approach is investigated, which is a new method for gravity field
recovery from GPS-tracked satellite missions like CHAMP. The original measurements for orbit analysis are
GPS-tracked carrier phases and pseudoranges between the high-Earth-orbiting GPS-satellites and the low-
Earth-orbiting CHAMP-satellite. Traditionally, the dynamic approach based on the integration of the
variational equations is applied for the analysis of these measurements, whose computational effort is very
high due to a nonlinear system of equations and the integration. For this reasons alternative and efficient
approaches as the energy-balance-method, the solution of the boundary value problem for short arcs and the
acceleration approach have been developed and investigated in view of CHAMP. However, the application
of these alternative approaches requires a kinematic orbit, which was estimated from the original GPS-
measurements afore. The improvements made in kinematic orbit determination during the CHAMP-mission
enable an orbit accuracy of 1-3 cm, which additionally motivates the use of alternative methods.

The most important step of the acceleration approach is the determination of the satellite’s accelerations from
the kinematic orbits by numerical differentiation. It turns out that the noise amplification normally caused by
numerical differentiation is lessened strongly due to the time-correlation of the errors of kinematic orbit data
which means that the accelerations can be determined with sufficient accuracy. After reduction of tides and
non-gravitative disturbing accelerations and by application of Newton’s Law of motion the spherical
harmonic coefficients of the Earth’s gravity field can be estimated. For the solution of the large linear system
of equations (for 2 years of CHAMP: approx. 6 millions of observations, 8278 unknowns for degree/order
90/90) the method of the preconditioned conjugate gradients is proposed and applied due to its efficient
memory usage and computation time. An important aspect in kinematic orbit analysis is data preprocessing,
since these orbits contain outliers which can worsen the gravity field recovery significantly. Different
procedures for outlier elimination have been tested, which either are based on the variance information of the
kinematic orbits, reference information w.r.t. (reduced) dynamic orbits or existing gravity field models.
Additionally, robust estimation proves to be superior to data preprocessing since there is no reference
information needed but instead inaccurate observations are downweighted iteratively.

The accuracy and efficiency of the acceleration approach is investigated by means of the analysis of
simulated and real 2-years kinematic CHAMP orbits. Comparisons with the results from the classical and the
other alternative approaches show that models of similar or even higher accuracy can be estimated by means
of the acceleration approach. The gravity field models recovered from the 2-years kinematic orbit exhibit a
signal-to-noise ratio of >1 for the spherical harmonic coefficients up to degree 80 and show an improvement
in contrast to the best pre-CHAMP-model EGM96 up to degree 65.
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8 Kapitel 1: Einfiihrung

1 Einfiihrung

1.1 Ein kurzer Abriss iiber die Entwicklung der Gravitationsfeldbestimmung

Den Ausgangspunkt fiir die terrestrische Schwere- bzw. Gravitationsfeldbestimmung bildete historisch betrachtet die
punktweise Vermessung der festen Erdoberfldche mittels Lotabweichungen im 19. Jahrhundert, ein grofer Fortschritt
wurde im 20. Jahrhundert durch den FEinsatz gravimetrischer Messverfahren erreicht. Das Hauptproblem dieser
Beobachtungen besteht neben dem immensen Messaufwand vor allem darin, dass damit nur die kontinentalen Gebiete
erfasst werden konnen. Hinzu kommt, dass groe Landstriche aufgrund von topografischen Gegebenheiten, dem
immensen Zeitaufwand oder fehlenden finanziellen Mitteln nicht oder nur schlecht vermessen wurden. Dies fiihrte
letztendlich zu Insellosungen fiir das Schwerefeld, die aufgrund der unterschiedlichen Datenqualitit noch von unein-
heitlicher Genauigkeit waren. Die Vermessung von einzelnen Gewissern mittels Schiffsgravimetrie konnte hier keinen
entscheidenden Beitrag leisten.

Der entscheidende Schritt hin zur globalen Schwerefeldmodellierung wurde mit dem Eintritt in das Zeitalter der kiinst-
lichen Erdsatelliten in den 70er-Jahren gemacht. Mittels Satellitenaltimetrie (GEOSAT, TOPEX/POSEIDON, ERS-1),
mit der die Meeresoberfliche und damit das Geoid iiber den Ozeanen erfasst wurden konnte, konnten nun grof3e
Datenliicken iiber den Ozeanen geschlossen werden. Eine andere Moglichkeit bot die Vermessung der Bahn der Satel-
liten, wobei der Satellit selbst der Probekorper ist, dessen Bahn durch das Gravitationsfeld der Erde beeinflusst wird.
Messungen von Bahnstorungen lassen demnach ein Riickschluss auf das Gravitationsfeld zu. Die meisten dieser Satel-
liten (z.B. LAGEOS, Stella, GFZ-1, Starlette), die sich in Bahnhéhen zwischen 400 und 20000 km befanden, waren mit
Laserreflektoren ausgestattet, somit konnten von ca. 40 weltweit verteilten Bodenstationen Laserentfernungsmessungen
(SLR, engl.: Satellite Laser Ranging) zu den dort sichtbaren Satelliten durchgefiihrt werden. Allerdings konnten nur
kurze, eindimensionale Bahnbdgen aufgrund der geringen Anzahl von Laserinstrumenten bestimmt werden, zusitzlich
war die Sensitivitdt fiir Feinstrukturen des Gravitationsfeldes bedingt durch die groe Bahnhohe stark reduziert.
Dennoch konnte die Akkumulation von vielen tausenden solcher Bahnbogen einen nicht unerheblichen Anteil fiir die
Verbesserung der langwelligen Strukturen des Gravitationsfeldes leisten. Verbleibende Datenliicken iiber den Polen, die
mit Altimetrie nicht zu vermessen sind und die auf niedrige Bahnneigungen der SLR-Satelliten zuriickzufiithren sind,
konnten teilweise mittels Fluggravimetrie geschlossen werden, wie beispielsweise durch Befliegung der Arktis und
Gronlands. Die Fluggravimetrie bietet insgesamt eine effiziente Moglichkeit der gravimetrischen Vermessung kleinerer
regionaler Gebiete mit hoherer Auflosung als die Satelliten. Aus der Verschmelzung all dieser terrestrischen Daten,
Satellitendaten und Fluggravimetriedaten konnten schlieBlich recht genaue globale Gravitationsfeldmodelle erstellt
werden, das genaueste davon ist das EGM96 (engl.: Earth Gravity Model 1996, Lemoine et al., 1998) mit einer rdumli-
chen Auflosung von Detailstrukturen bis 4 = 110 km. An dieser Stelle muss natiirlich auch erwihnt werden, dass die
immer grofer werdenden Datenmengen sowie die durch die erhohte Datenqualitdt mogliche hohere Auflosung des
Erdschwerefeldes auch immer hohere Anforderungen an die Auswertestrategie und Auswertealgorithmen sowie die
Rechnertechnologie stellen. Insgesamt bleibt aber festzustellen, dass bisherige globale Gravitationsfeldmodelle wie das
EGM96 aufgrund der unterschiedlichen Datendichte, der immer noch vorhandenen Datenliicken und auch aufgrund der
unterschiedlichen Homogenitét, Genauigkeit, Auflosung und Sensitivitit der einzelnen Datensitze fiir viele Anwendun-
gen qualitativ nicht gut genug sind. Aber auch bei der regionalen Schwerefeldmodellierung in Gebieten, die durch
dichte terrestrische Beobachtungen, die eigentlich eine hohe Auflosung garantieren, gut vermessen sind, wie beispiels-
weise Europa, liegt nach Denker (1995) das Hauptproblem in den langwelligen Fehlern der Kugelfunktionsentwicklun-
gen und Schweredaten. Dieses Problem kann nach Denker (1995) nur durch eine neue Satellitenmission behoben
werden

1.2 Die neuen Satellitenmissionen

1.2.1 Wozu werden Satelliten in der Gravitationsfeldbestimmung gebraucht?

Mit den drei neuen Satellitenmissionen CHAMP, GRACE und GOCE (s. u.) soll der Eintritt in eine neue Ara der
Gravitationsfeldbestimmung gelingen. Diese Satelliten erlauben durch eine niedrige (Bahnhohe 250—450 km), polnahe
Umlaufbahn und ausgekliigelte Messverfahren zum ersten Mal eine globale, gleichméBige und komplette Abdeckung
der Erde mit homogenen Messdaten gleicher Sensitivitit, Auflosung und Genauigkeit, die durch die automatische
Messung zudem auch effizient durchgefiihrt wird. Dabei finden bei den Satellitenmissionen unterschiedliche Mess-
prinzipien eine Anwendung, mit denen unterschiedliche Auflosungen des Gravitationsfeldes erfasst werden sollen.
Speziell bei dem im Juli 2000 gestarteten CHAMP-Satelliten wurde erstmalig die Bahnbestimmung einer Gravitations-
feldmission mit GPS (Globales Positionierungssystem, engl.: Global Positioning System) realisiert, die im Gegensatz zu
den SLR-Satelliten eine kontinuierliche, dreidimensionale und cm-genaue Erfassung der Satellitenbahn fiir die Gravita-
tionsfeldanalyse ermoglicht. Die Messprinzipien und anvisierten Auflésungen der 3 Missionen sind:
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o CHAMP (Challenging Mini-satellite Payload for Geophysical Research and Application):
- Start: 15. Juli 2000
- Messprinzip: Bahnanalyse durch high-low satellite-to-satellite-tracking (hl-SST)
- Auflosung: langwellige Strukturen bis ca. 4 = 500km mit einer Genauigkeit < als 1dm

® GRACE (Gravity Recovery and Climate Experiment):
- Start: 17. Mirz 2002
- Messprinzip: Messung der Abstandsdnderung zwischen beiden GRACE-Satelliten mittels low-low
satellite-to-satellite tracking (1I-SST) durch eine Mikrowellen K-Band-Verbindung
- Auflésung: lange und mittlere Wellenldngen bis ca. 4 = 270km mit cm-Genauigkeit

® GOCE (Gravity Field and Steady-State Ocean Circulation Earth Explorer):
- Start: Ende 2008/Anfang 2009
- Messprinzip: Satellitengradiometrie (engl.: satellite gravity gradients, SGG, differentielle
Beschleunigungsmessung zwischen je 2 Probemassen in alle 3 Raumrichtungen)
- Aufldsung: lang- bis kurzwellige Detailstrukturen bis A= 140km mit einer Genauigkeit von 1-2cm

Mit den drei Satellitenmissionen soll also schrittweise die Modellierung des Gravitationsfeldes von groflen hin zu feine-
ren Detailstrukturen gelingen. Dabei besitzen alle drei Satelliten einen GPS-Empfinger zur Bahnbestimmung, die bei
den beiden Nachfolgemissionen von CHAMP, also GRACE und GOCE, nicht nur fiir die Positionierung der 1I-SST und
SGG-Messungen verwendet werden kann, sondern auch als zusitzliches Instrument fiir die Bahnanalyse zur Unterstiit-
zung der Auflosung von langwelligen Gravitationsfeldanteile angesehen werden kann. Folglich ist die Untersuchung
von Auswerteverfahren der Bahnanalyse nicht nur fir CHAMP von Bedeutung, sondern auch fiir die beiden Nachfolger
GRACE und GOCE. In dieser Arbeit wird eine neuartige Methode fiir die Gravitationsfeldanalyse aus Satellitenbahnen
basierend auf kinematisch bestimmten Orbits vorgestellt und anhand von simulierten und realen CHAMP-Bahnen
getestet. Der Vergleich mit alternativen Verfahren geschieht dabei auf der Basis von Simulationsrechnungen (nur fiir
die Methoden fiir kinematische Bahnen) und Modellen, die von anderen Instituten mit alternativen Methoden aus realen
CHAMP-Daten bestimmt wurden.

1.2.2 Die Satellitenmission CHAMP

Die Satellitenmission CHAMP wurde von Prof. C. Reigber, ehemaliger Direktor der Division 1 ,,Kinematik und Dyna-
mik der Erde* des GeoForschungsZentrum Potsdam (GFZ), im Jahr 1994 als eine Antwort auf eine Initiative der Deut-
schen Forschungsanstalt fiir Luft- und Raumfahrt (DLR) vorgeschlagen, mit der die Luft- und Raumfahrtindustrie in
den neuen Bundesldndern durch Finanzierung einer Kleinsatellitenmission unterstiitzt werden sollte. CHAMP wurde
schlielich von der DLR ins Leben gerufen, welche die Mission auch zu 80% finanziert. Die wissenschaftliche Leitung
tragt das GFZ zusammen mit der DLR, wobei die DLR hauptséchlich fiir den operationellen Ablauf der Mission
verantwortlich ist. Entworfen und gebaut wurde der Satellit von der Daimler Chrysler Aerospace Jena Optronik GmbH
(DJO) zusammen mit der Dornier Satellitensysteme GmbH (friiher DSS, heute Astrium) und der Raumfahrt und
Umwelttechnik GmbH (RST), wobei zahlreiche weitere internationale Institutionen Beitrige zu den Nutzlastinstrumen-
ten lieferten.

Durch eine neuartige Kombination von verschiedenen Nutzlastinstrumenten soll CHAMP wichtige Beitrige zur
geowissenschaftlichen Grundlagenforschung und zur Atmosphirenphysik leisten. Die drei Hauptbereiche, die mit
CHAMP erforscht werden sollen sind:

- Gravitationsfeld der Erde: Verbesserung der Kenntnis der langwelligen Anteile (4 = 500 km) des statischen
Gravitationsfeldes der Erde sowie seine zeitlichen Veridnderungen.

- Magnetfeld der Erde: Globale Schitzungen des magnetischen Hauptfeldes der Erde und des Magnetfeldes der
Erdkruste sowie die zeitliche und rdumliche Verdnderungen dieser Komponenten.

- Atmosphdre/lonosphdre: Bestimmung der vertikalen Temperatur- und Wasserdampfprofile (GPS-Radio-
Okkultation), des elektrischen Feldes (digitales Ionendriftmeter), der Elektronendichte (GPS-Radiosondierung)
sowie der Dichte der neutralen Atmosphire (Akzelerometer).

Des Weiteren soll im Rahmen eines Experiments die Durchfithrung von GPS-Alimetrie mittels einer extra dafiir an der
Unterseite angebrachten GPS-Antenne erprobt werden.

Anmerkung: Die in den Abschnitten 1.2.2—1.2.2.6 dargestellten Informationen und Abbildungen sind im Wesentlichen
der CHAMP-homepage (http://www-app2.gfz-potsdam.de/pb1/op/champ/index_CHAMP.html) des GFZ entnommen.
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1.2.2.1 Zeitrahmen der Mission

Nachdem die CHAMP-Mission genehmigt wurde, wurde innerhalb weniger Jahre die Mission geplant und anschliefend
durchgefiihrt. Die einzelnen Phasen gliedern sich in:

- Phase A: Machbarkeitsstudie (Oktober 1994-Mairz 1995)
- Phase B: Design- und Spezifizierung (November 1995-Oktober 1996)
Redesignphase (Ende 1996): Wechsel von Trigerrakete und Akzelerometer
- Phase C/D: Herstellung und Test (Januar 1997-15. Juli 2000)
- Start: 15. Juli 2000 in Plesetsk, Russland
- Phase E: Durchfiihrung der Mission
- Anpassung, Kalibrierung und Validation (15. Juli 2000-Mirz 2001)
- Messung, Auswertung, Interpretation (April 2001—ca. 2008)

1.2.2.2  Orbit und Missionsparameter

Damit die zuvor genannten Missionsziele der Gravitations- und Magnetfeldbestimmung sowie der Atmosphéren- und
Ionosphérensondierung erreicht werden konnen, miissen die Bahnparameter von CHAMP gewisse Bedingungen erfiil-
len. Wie zu sehen sein wird, stellt dass Orbitdesign von CHAMP allerdings einen Kompromiss fiir die drei Ziele dar, da
fiir jedes der drei Ziele allein ein anderer Orbit von Vorteil wire. Die Bahnparameter (Keplerelemente) von CHAMP
wurden vom GFZ fiir einen Zeitpunkt zum Anfang der Mission (1. August 2000, 0"00™ GPST (GPS-Systemzeit, engl.:
GPS Time)) wie folgt bekannt gegeben:

- Flughohe zum Missionsbeginn/-ende: ca. 454km/300km

- groB3e Halbachse: a = 6823,287km

- Inklination: i = 87,277°

- Exzentrizitit: e = 0,004001

- Argument des Perigdums: w=257,706°

- Linge des aufsteigenden Knotens: Q = 144,210°

- mittlere Anomalie: M = 63,816°

- Apogiaumshohe/Perigaumshohe: 474,05km/418,23km

- Umlaufzeit: 7= 93,55min (= 15,4 Umliufe/Tag)

- Drehung der Knotenlinie: —0,37°/Tag (= Periode von ca. 966 Tagen)
- Drehung der Apsidenlinie: —3,88°/Tag (= Periode von ca. 93 Tagen)

Die wichtigsten der zuvor genannten Bahnparameter sollen kurz erldutert werden:

Ein moglichst kreisformiger (kleine Exzentrizitét ¢) und vor allem polnaher Orbit (Inklination i = 90°) ist wichtig um
eine moglichst gleichmifige und komplette Abdeckung der Erde mit homogenen Orbit- und Magnetfeldmessdaten fiir
die Gravitations- und Magnetfeldbestimmung zu bekommen. Dabei ist eine Inklination von ca. i = 87° die gro3tmogli-
che, die von Plesetsk aus zu erreichen ist. Der Vorteil des CHAMP-Orbits mit einer deutlich von einem Jahr abwei-
chenden nodalen Periode von 966 Tagen gegeniiber einem sonnensynchronen Orbit ist die Variation der Lokalen
Sonnenzeit in der Bodenspur des Satelliten, die fiir die Trennung von periodischen Phdnomenen wie Gezeiten und Tag-
Nacht-Variationen fiir alle drei Ziele von Bedeutung ist.

Die (anfingliche) Bahnhohe von ca. 450 km stellt aus Sicht der drei Missionsziele einen Kompromiss dar. Wihrend sie
zur Beobachtung des magnetischen Hauptfeldes fast ideal ist, wire fiir die Gravitationsfeldbestimmung eine niedrigere
Bahnhohe optimaler. Fiir die Anforderungen der Atmosphéren- und Ionosphirensondierung, wo ,,von aulen durch die
unterschiedlichen atmosphirischen Schichten* geschaut werden muss, ist mindestens eine solche Bahnhohe notwendig
bzw. wire sogar eine groflere Bahnhohe wiinschenswert.

Neben dem Kompromiss zwischen den drei Missionszielen ist eine anfingliche Flughohe von ca. 450 km notwendig,
um eine mindestens Sjihrige Missionsdauer zu gewihrleisten. Andernfalls wiirde der Satellit aufgrund der Atmosphi-
renreibung zu stark abgebremst und dadurch zu frith auf die Erde stiirzen bzw. in deren Atmosphire verglithen. Eine
lange ,,Lebensdauer* ist fiir die Erfassung von zeitlichen Verdnderungen im Gravitations- und Magnetfeld von Bedeu-
tung. Das durch die Atmosphérenreibung bedingte Absinken des CHAMP-Satelliten mit zunehmender Lebensdauer hat
fiir die Gravitationsfeldbestimmung eine angenehme Nebenwirkung, da der Satellit dann eine bessere Sensitivitit fiir
Gravitationsfeldanteile einer hoheren Frequenz hat. Es wird durch das Absinken also eine hohere Auflosung ermoglicht.
Abbildung 1.1 zeigt den Verlauf der Flughohe von CHAMP fiir die ersten 5 Jahre. Seit dem Start im Juli 2000 bis zur
Mitte des Jahres 2005 ist der Satellit von ca. 450 km auf eine Bahnhohe von ca. 360 km abgesunken. Das Absinken
wird, wie oben erwihnt, durch die Atmosphirenreibung verursacht, die wiederum stark abhingig von der solaren
Strahlungsaktivitit ist. Da das Maximum des 11-jdhrigen Sonnenzyklus Ende 2002 stirker als erwartet ausfiel, trat ab
Herbst ein sehr rasche Abnahme der Bahnhohe ein (als Knick sichtbar), was anschlieBend zwei Bahnhebungsmanover
Mitte und Ende 2002 notwendig machte. Fiir die Missionszeit ab Mitte 2005 ist das Absinken der Bahn aufgrund einer
geringen solaren Strahlung relativ gut vorhersagbar. Die nominelle sowie um 20 davon abweichende Modellierung der
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Sonnenaktivitit sagen jeweils ein Absinken unter 300 km fiir Ende 2007 und damit ein Missionsende fiir das Friihjahr
2008 voraus.

Folgende Bahnmanover (in dem in dieser Arbeit analysierten Zeitraum) wurden bisher bei CHAMP durchgefiihrt:

- 10./11. Juni 2002: 1. Bahnhebungsmandver: Perigaum um 20 km angehoben, um Exzentrizitit der Bahn
zu vermindern.

- 6. November 2002: 90°-Schwenkungsmandver: CHAMP fliegt fiir 12 h mit dem Ausleger nach oben ge-
dreht. Zweck: Rekalibrierung des Fluxgate-Magnetometers, Uberpriifung von Akzelerometer-
offsets und den Sternkameras.

- 9.10. Dezember 2002: 2. Bahnhebungsmandover: Bahn um 20km angehoben.

Die Daten wihrend des Zeitraumes der Bahnmanover sollten bei der Gravitationsfeldbestimmung nicht verwendet
werden, um Fehler bedingt durch die dadurch hervorgerufenen Storbeschleunigungen zu vermeiden.

Flughohe 300

500 — T - 400
:é Missionszeitraum 5 Jahre |>l 1
1 ]
450 : erwartetelFlughohen fiir —350
nominelle'und 1
400 : wahre Sonnenak}ivitﬁt (Schatten 1103)3
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Abbildung 1.1: Absinken des CHAMP-Satelliten in Abhéngigkeit von der
Sonnenaktivitit. Quelle: CHAMP-homepage des GFZ Potsdam.
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1.2.2.3  Der Satellit

Der CHAMP-Satellit besteht, wie in Abbildung 1.2 ersichtlich, aus einem trapezoidférmigen Hauptkorper von etwa 4 m
Linge und einem 4,044 m langen Ausleger, insgesamt besitzt der Satellit somit eine Linge von 8,333 m. Die Hohe des
Hauptkorpers betridgt 75 cm, seine Unterseite ist 1,621 m breit und seine Oberseite besitzt eine Breite von 30 cm. Das
Gewicht des Satelliten betrdgt 522 kg, wovon ca. 30 kg auf die nachfolgend beschriebenen Nutzlastinstrumente und
20 kg auf den Ausleger entfallen. Um eine hohe Stabilitét bei einem moglichst niedrigen Gewicht zu gewihrleisten, ist
der Satellit aus einer Aluminium-Sandwich-Struktur aufgebaut. Insgesamt stellen die Form und der Aufbau des
Satelliten einen Kompromiss zwischen seinem aerodynamischen Verhalten, der Anbringung der Nutzlastinstrumente
und Subsysteme sowie der Bedingung, dass der Satellit in die Tragerrakete passt, dar.

Optischer Ausleger mit
Fluxgate Magnetometern
und Sternkameras

GFZz Limb-Sondierungs-
,,,,,,, GPS-Antenne

Sternkameras

Akzelerometer (im Gravitations-

Overhauser zentrum des Satelliten)

Magnetometer auf der Satellitenunterseite:

Laserretroreflektor,
GPS-Altimeter-Antenne

digitales Ionendriftmeter
und Langmuir-Sonde

S-Band-Antenne

Abbildung 1.2: Vorder- und Riickansicht des CHAMP-Satelliten inklusive der Nutzlastinstrumente.

Fiir die Regelung der Fluglage besitzt der Satellit ein Lage- und Bahnkontrollsystem (engl.: Attitude and Orbit Control
Subsystem, AOCS). Da der Satellit sich in nomineller Fluglage mit dem Ausleger in Flugrichtung befinden soll, er
allerdings aufgrund seiner Trigheitsachsen eine Lage annehmen wiirde, in welcher der Ausleger radial nach auflen
zeigen wiirde, ist eine aktive Lageregelung notwendig. Um die nominelle Lage mit einer Genauigkeit von +2° und
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+0,1°/s einhalten zu konnen ist das AOCS mit einem Kaltgasantrieb bestehend aus 14 Steuerdiisen ausgeriistet. Die
Steuerdiisen (Schubkraft je 20 mN, Ziinddauer 0,1-1 s) sind so angebracht und werden so aktiviert, dass die auf den
Satelliten wirkende resultierende Kraft moglichst verschwindet und er nur gedreht wird. Fiir die Betitigung der Steuer-
diisen besitzt der Satellit 2 Kaltgastanks mit je 32 kg Treibstoff, die so angebracht sind und verwendet werden, dass die
Lage des Akzelerometers wihrend der gesamten Mission nicht mehr als 2 mm vom Gravitationszentrum des Satelliten
abweicht. Die Erfassung und Messung der Lage von CHAMP geschieht hauptsichlich durch 2 Sternkamerapaare, aber
auch andere Nutzlastinstrumente wie die GPS-Antennen und das Fluxgate-Magnetometer liefern niitzliche Informatio-
nen fiir die Lagebestimmung.

1.2.2.4 Die Nutzlastinstrumente

Fiir die Erfiillung der Missionsziele trigt der CHAMP-Satellit wie in Abbildung 1.2 ersichtlich eine Reihe von Nutzlast-
instrumenten an Bord. Diese sind:

- GPS-POD-Empfinger

- STAR-Akzelerometer

- 2 Sternkamerapaare

- ein Laserretroreflektor

- ein (skalares) Overhauser-Magnetometer

- zwei (vektorielle) Fluxgate-Magnetometer

- eine Limb-Sondierungs-GPS-Antenne

- ein digitales Ionendriftmeter mit Langmuir-Sonde
- eine GPS-Altimeter-Antenne

Die ersten 4 der zuvor genannten Nutzlastinstrumente sind fiir die Gravitations- und Bahnbestimmung von Bedeutung
und werden nachfolgend kurz erldutert. Die drei auf dem Ausleger angebrachten Magnetometer dienen der Magnetfeld-
bestimmung, wobei das Hauptinstrument die beiden vektoriell messenden Fluxgate-Magnetometer sind und das die
skalare Magnetfeldstirke messende Overhauser-Magnetometer hauptsidchlich der Kalibrierung der beiden Fluxgate-
Magnetometer dient. Fiir die Orientierung der Fluxgate-Magnetometer-Messungen ist eigens ein Sternkamerapaar auf
dem Ausleger angebracht. Die Limb-Sondierungs-GPS-Antenne sowie das digitale Ionendriftmeter (mit Langmuir-
Sonde) dienen, wie bereits erwihnt, der Erfiillung des dritten Missionszieles, also der Untersuchung der Atmosphire
und Ionosphire. Die an der Unterseite angebrachte GPS-Altimeter-Antenne wird fiir das GPS-Altimetrie-Experiment
verwendet.

GPS-POD-Empfinger:

Das Hauptinstrument fiir die Bahnbestimmung und damit schlieBlich fiir die Gravitationsfeldbestimmung ist der in
Zenitrichtung zeigende, an der Satellitenoberseite angebrachte GPS-POD (Prdzise Bahnbestimmung, engl.: Precise
Orbit Determination)-Empfanger (zusammen mit dem Akzelerometer). Bei dem GPS-Empfinger handelt es sich um
einen TRSR-2 (engl.: Turbo Rogue Space Receiver 2) Black Jack GPS Flugempfinger, der von der NASA (engl.: Natio-
nal Aeronautics and Space Administration) geliefert und von JPL (engl.: Jet Propulsion Laboratories) hergestellt
wurde. Der GPS-Empfinger besitzt 16 Kanile, von denen 12 fiir die prizise Bahnbestimmung benutzt werden. Auf
diesen 12 Kanilen konnen die PRN (engl.: Pseudo Random Noise)-modulierten L1 und L2-Signale von bis zu 12 sicht-
baren GPS-Satelliten empfangen werden, die dann in Pseudostrecken und Tridgerphasenmessungen mit einer Frequenz
von 0,1 Hz umgewandelt werden.

STAR-Akzelerometer:

Das von der Franzdsischen Raumfahrtbehorde (fr.: Centre National d’Etudes Spatiales, CNES) bereitgestellte und von
ONERA (fr.: Office National d’Etudes et de Recherches Aérospatiales) hergestellte STAR (engl.: Space Tri-axis Accel-
erometer for Research Missions)-Akzelerometer dient der Erfassung von nicht-konservativen Storbeschleunigungen,
die z.B. durch die Atmospharenreibung, dem solaren Strahlungsdruck oder der Erdalbedo erzeugt werden und die fiir
eine moglichst genaue Gravitationsfeldbestimmung reduziert werden miissen. Beim STAR-Akzelerometer ist das Prin-
zip eines elektrostatischen Mikroakzelerometers realisiert. Insgesamt sollen mit dem Akzelerometer die linearen Storbe-
schleunigungen bzw. die Winkelbeschleunigungen im Genauigkeitsbereich von 10°~10”m/s* bzw. 107 rad/s” in einem
Messbereich von 10°-10"" Hz bestimmt werden. Um Stérungen durch Winkelbeschleunigungen und Gravitations-
gradienten zu vermeiden, ist der Akzelerometersensor mit einer Abweichung von maximal 2 mm im Gravitations-
zentrum des Satelliten angebracht. Eine genauere Beschreibung des Akzelerometers sowie seiner Achsrichtungen findet
sich in den Abschnitten 3.5 und 5.2.

Sternkameras:
Fiir die Orientierung der Messungen mit einer Genauigkeit weniger Bogensekunden besitzt CHAMP 2 Sternkamera-
paare, die an der DTU (Technische Universitit von Ddnemark, Lyngby) entwickelt und hergestellt wurden. Fiir die
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Lagebestimmung bilden die Sternkameras die innerhalb ihres Sichtfeldes (18,4° x 13,4°) gelegenen Sterne auf ein
CCD-Array (ladungsgekoppeltes Element, engl.: Charge Coupled Device) ab. Durch Vergleich der Sternpositionen mit
dem hochgenauen HIPPARCOS-Sternkatalog (engl.: High Precision Parallax Collecting Satellite) kann dann die Lage
sehr genau bestimmt werden. Niheres zu den Achsrichtungen der Sternkameras ist in Abschnitt 3.5 zu finden.

Laserretroreflektor:

Der eigens vom GFZ hergestellte Laserretroreflektor (LRR) dient der 1-2 cm genauen Entfernungsbestimmung
zwischen Bodenstation und CHAMP-Satellit. Da eine solche Entfernungsmessung nur im Sichtbarkeitsbereich einer
Bodenstation moglich ist, handelt es sich um ein nicht-kontinuierliches Signal, welches hauptsichlich zur Uberpriifung
und Evaluierung der Bahnbestimmung als zur Orbitberechnung selbst herangezogen wird. Eine weitere Anwendung
besteht in der Uberpriifung und Verbesserung bestehender Korrekturmodelle fiir die Atmosphire durch Verwendung
von zweifarbigem Licht. Bei dem LRR handelt es sich um ein an der Unterseite montiertes passives Instrument, das aus
4 rechtwinklig zueinander und um jeweils einen Winkel von 45° gegen die Satellitenunterseite angebrachten, an der
Innenseite metallbeschichteten Quarzglasprismen besteht.

1.2.2.5 Die Daten

Die Messdaten und Ergebnisse der CHAMP-Mission werden iiber das CHAMP-ISDC (engl.: Information System and
Data Centre) des GFZ Potsdam bereitgestellt und kénnen von angemeldeten Nutzern iiber die CHAMP-homepage
bezogen werden. Die zur wissenschaftlichen Nutzung zur Verfiigung gestellten Daten sind je nach Anzahl der an den
Originaldaten angebrachten Verarbeitungsschritte in vier Stufen Level-1 bis Level-4 gegliedert. Die wichtigsten Daten
fiir die Gravitationsfeldbestimmung sind dabei:

- die dekodierten hl-SST-Daten (Trdgerphasen, Pseudostrecken) zwischen GPS-Satelliten und CHAMP sowie
die GPS-Messungen zwischen GPS-Satelliten und den Bodenstationen in Level 1

- die Akzelerometerdaten inklusive Kalibrierungsparameter, Lageinformation und Orbitmandver in Level 2

- die nachprozessierten prdzisen Orbits (engl.: Precise Science Orbits, PSO) sowie die bestimmten Gravitations-
feldmodelle in Level 4

- Des weiteren wiren noch die schnellen wissenschaftlichen Orbits (engl.: Rapid Science Orbits, RSO) in Level
3 zu nennen, die innerhalb weniger Stunden nach der Messung mit einer Genauigkeit von ca. 10 cm erzeugt
werden und hauptséchlich der Orientierung der Magnetfeld- und Atmosphirenmessungen dienen, aber auch zu
Vorstudien der Gravitationsfeldanalyse herangezogen werden konnen.

1.2.2.6 Wissenschaftlicher Verlauf

Die Prisentation und Diskussion ausfiihrlicher Studien und Ergebnisse der CHAMP-Mission war und ist ein Thema bei
vielen wissenschaftlichen Konferenzen. Hervorzuheben sind an dieser Stelle die 3 speziell CHAMP gewidmeten Konfe-
renzen des GFZ Potsdam, zu denen Verdffentlichungen mit den wissenschaftlichen Beitrdgen herausgegeben wurden
bzw. geplant sind:

- First CHAMP Science Meeting, 22.-25. Januar 2002, GFZ Potsdam.
Ziel: Diskussion des Status, der Aufgaben sowie der moglichen Richtungen von CHAMP,
Prasentation erster Ergebnisse (Reigber et al., 2003b).

- Second CHAMP Science Meeting, 1.-4. September 2003, GFZ Potsdam.
Ziel: Diskussion iiber die Nutzung und Anwendung der CHAMP-Daten, Prisentation fortge-
schrittener Ergebnisse (Reigber et al., 2005b).

- Joint CHAMP/GRACE Science Meeting, 6.-8. Juli 2004, GFZ Potsdam.
Ziel: Prisentation erster GRACE-Ergebnisse sowie fortgeschrittener CHAMP-Ergebnisse,
Diskussion der Moglichkeiten der Kombination von CHAMP/GRACE-Daten sowie weiterer
Datenquellen.
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2 Methoden der Bahnanalyse

2.1 Allgemeine Bemerkungen

Das Hauptinstrument fiir die Gravitationsfeldbestimmung mit der LEO (niedrig fliegend, engl.: Low Earth Orbiting)-
Satellitenmission CHAMP ist die Bahnanalyse, mit der hauptsichlich die langwelligen Anteile des Gravitationsfeldes
mit einer Auflosung bis ca. 450 km erfasst werden konnen. Aber auch fiir die beiden Folgemissionen GRACE und
GOCE ist die Bahnanalyse von Bedeutung, um deren jeweiliges primires Messverfahren, die Mikrowellen-Inter-
satellitenverbindung bzw. Gradiometrie im langwelligen Bereich zu unterstiitzen. Im Gegensatz zu fritheren Satelliten-
missionen, bei denen z.B. mit Hilfe von Lasermessungen die Entfernungen des Satelliten zu Bodenstationen gemessen
wurden, werden die Bahnen der neueren Satellitenmissionen mit Hilfe des High-Low-Satellite-to-Satellite-Tracking
erfasst. Dazu werden Messungen zur Bestimmung der Bahn zwischen den hochfliegenden GPS-Satelliten und den nied-
rig fliegenden LEO-Satelliten durchgefiihrt, die aus Pseudostrecken und Triagerphasen bestehen. Generell ist die
Aufgabe der Bahnanalyse im vorliegenden Fall also die Bestimmung von Gravitationsfeldparametern (Unbekannte) aus
den Beobachtungen von Pseudostrecken und Trigerphasen. Die Bahn der GPS-Satelliten wird dabei als bekannt
vorausgesetzt, oder muss mit Hilfe weiterer Beobachtungen zwischen GPS-Satelliten und Bodenstationen mitgeschitzt
werden. Weitere niitzliche Beobachtungen fiir die Gravitationsfeldbestimmung wie sie z.B. die Satellitenmission
CHAMP liefert, konnen die auf den Satelliten wirkenden Oberflichenkrifte sein, welche sich storend auf die Bahn
auswirken, die aber mit Hilfe eines Akzelerometers gemessen werden konnen. Das Spektrum der zu schitzenden Para-
meter kann/muss unter anderem auch auf ausgewihlte Gezeitenparameter wie die Konstituenten der Ozeangezeiten, um
Kalibrierungsparameter des Akzelerometers sowie die Startelemente eines Bahnbogens (initiale Position und
Geschwindigkeit) erweitert werden. Fiir manche Verfahren der Bahnanalyse scheint auch eine Erweiterung der Para-
meterschitzung um GPS-bezogene Grofien wie Phasenmehrdeutigkeiten oder Uhrenfehler sinnvoll.

2.2 Newton’sche Bewegungsgleichung und die Kraftfunktion

Die Beziehung zwischen der Bahn des Satelliten(-schwerpunktes) X(#) und der einwirkenden Krifte F, insbesondere
derjenigen, die durch das zu bestimmende Gravitationsfeld verursacht werden, ist durch die Newton’sche Bewegungs-
gleichung, formuliert im (Quasi-)Inertialsystem I°, gegeben:
X(1)=—F(, X(0), X(0),p())
2.1
£, (6. X(6). X(0). p (1)

M= 5 |~

7t

Es handelt sich hierbei um eine Differentialgleichung (DGL) zweiter Ordnung, deren Kraftfunktion F selbst wieder von
Funktionalen der Bahn X(#) abhidngt. Um die Bahn zu erhalten, muss diese DGL als Anfangs- oder Randwertaufgabe
integriert werden, zuvor bietet sich jedoch die Transformation in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung an,
um dies zu vereinfachen. In der Regel wird somit der Zusammenhang zwischen den gesuchten Gravitationsfeld-
parametern (im Parametervektor p(f) enthalten) und den Bahnkoordinaten X(#) nichtlinear, was generell ein Problem bei
der Bahnanalyse darstellt.

Die Kraftfunktion F kann in ihre verschiedenen erzeugenden Effekte, als spezifische Krifte f, = F, / m notiert, aufge-
teilt werden und kann dabei von der Position X(#) und Geschwindigkeit X(¢) des Satelliten sowie weiteren Parametern
p(?) abhéngen, welche geophysikalische Effekte sowie bestimmte bautechnische Eigenschaften des Satelliten beschrei-
ben. Manche der geophysikalischen Effekte besitzen auch eine explizite Zeitabhangigkeit. Insgesamt sieht die Bewe-
gungsgleichung in Abhéngigkeit der verschiedenen Effekte wie folgt aus:

/ Box 2.1: Newton’sche Bewegungsgleichung \
X(t) = l—‘gralv (t9 X(t)9 pr (t)) + ftidal (ts X(t)a ptidal (t)) + fnonfgrav (ts X(t)a X(t)a pnonfgrav (t)> (22)
mit:

Gravitationsvektor der Erde
l—‘gralv (ta X(t), pF (t)) = Fslatic (ta X(t), pI‘,stalic )

+ rtime—variable (t, X(I)a pF,lime—variable (t)) (23)
Gezeitenvektor (spezifische Gezeitenkraft)
fia (l‘, X(1), Pridga (f)) =1, vodies (l‘, X(1), P_podies (f)) + 0 (f’ X(1), Pfiodl:: (t)) 2.4)

(1, X (1), I (1))
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(spezifische) nicht-gravitative Storkrdifte
Fronsras (12 X0, X, Pron-gras (1)) = v (12 X0, X0, P () + B (2, X2, X 1), i ()
B raa (6 X0, X (), Protar-raa (1) 2.5)
+Fatbedo (f, X(@), X(I), Patbedo (f))"‘ fa— (t)

Die spezifische Kraftfunktion f = F/m setzt sich demnach aus dem terrestrischen Gravitationsvektor I'y.,, dem
Gezeitenvektor fi;4,; sowie (spezifischen) nicht-gravitativen Storkriften f,on_gay ZUsammen.

Der terrestrische Gravitationsvektor I',,, ist eine von der Satellitenposition X abhingige GroBe, fiir die Modellierung
des Gravitationsfeldes der Erde wird normalerweise eine Kugelfunktionsentwicklung verwendet, in der die Gravitati-
onsfeldparameter, bezeichnet als Kugelfunktionskoeffizienten linear eingehen. Im Falle des statischen Gravitationsfel-
des @'y besitzen sie fixe Werte Praic , Zur Beschreibung zeitvariabler Effekte ;e variable milssen sie selbst eine Funk-
tion der Zeit sein ( Prime_variavie (1) ). Auf die Modellierung des Gravitationsfeldes der Erde wird in Kapitel 4 noch genauer
eingegangen.

Die Beschreibung der Effekte, welche durch Gezeiten hervorgerufen werden, gestaltet sich komplizierter. Fiir die
Bestimmung der gesamten Gezeitenwirkung, die sich aus dem direkten Effekt der Himmelskorper f, vodies ,» den Gezeiten
der festen Erde (Deformationsreaktion, fiq.) sowie den Ozeangezeiten (fse") zusammensetzt, wird grundsitzlich nicht
nur die Satellitenposition, sondern auch die Position und die Masse des jeweiligen erzeugenden Himmelskorpers
(Parameter Pn bodies ) benotigt. Weitere Parameter (in pid enthalten) zur Beschreibung der Deformationsreaktion der
Erde wie z.B. die Love-Zahlen werden fiir die Berechnung der Erdgezeiten verwendet, fiir die Modellierung der Ozean-
gezeiten (Parameter piia") sind u.a. die Auflastzahlen von Bedeutung. Eine genauere Beschreibung zur Modellierung
der Gezeiten findet sich in Kapitel 5.

Die Modellierung der nicht-konservativen (und nicht-gravitativen) Effekte, die in Form von Atmosphirenreibung
(fair—drag )» Auftrieb (f;r) sowie Strahlungsdruck der Sonne (fjar.rq) Und Erde (fypeq0) als Oberfldchenkrifte am Satelliten
angreifen bzw. durch Bahnkorrekturmanover entstehen (Xcomml), ist schwierig und oftmals ungenau. Dies liegt zum
einen daran, dass die benotigten Modelle fiir Atmosphérendichte, Sonnenaktivitidt und Reflexionsparameter der Erde
nur ungefihr bekannt sind, zum anderen daran, dass die dynamischen Parameter und Reflexionsparameter der Satelli-
tenoberfldache nur schwer modellierbar sind (in Parametern Puir-darag, Piifs Psolar-rads Palbedo €0thalten). Deshalb sind die drei
LEO-Satellitenmissionen CHAMP, GRACE und GOCE mit einem Akzelerometer ausgestattet, das die Summe dieser
nicht-gravitativen Effekte in Form einer Zeitreihe Fy(f) = Fuon-grav (£, X(t),X(t),p,m_gmv(t)) misst. Die Messung der nicht-
gravitativen Effekte bringt jedoch andere Probleme mit sich, da diese kalibriert werden miissen und viele derzeit nicht
erkldrbare Signale enthalten. Darauf soll in Abschnitt 5.2 niher eingegangen werden.

Es sollte bei der Formulierung der Bewegungsgleichung darauf geachtet werden, dass dies im (Quasi-)Inertialsystem I°
geschieht. Betrachtet man die Bewegungsgleichung in einem bewegten System, z.B. im erdfesten Bezugssystem (auch
konventionelles terrestrisches System, engl.: Conventional Terrestrial System, CTS) H°, so miissen zusitzliche
Trigheitsbeschleunigungen, gelegentlich auch als Scheinbeschleunigungen bezeichnet, beriicksichtigt werden.

1 . ..
X(1) = ZF(LX(I),XU),P(I)) — o)X (@) XX()) = 20(1) X X(1) = O (1) XX(t) =X, (1) (2.6)
\ J \ ) \ ) )
Y Y Y T
Zentrifugal- Coriolis- Euler- Anfahr-

beschleunigung ~ beschleunigung beschleunigung beschleunigung

Diese sind nach (2.6) die Zentrifugalbeschleunigung, die Coriolisbeschleunigung, die Eulerbeschleunigung und die
Anfahrbeschleunigung (translatorische Beschleunigung des Ursprungs des bewegten Systems). Da in der Satelliten-
geodisie das raumfeste bzw. das bewegte Bezugssystem normalerweise durch das CIS (raumfestes Bezugssystem bzw.
konventionelles Inertialsystem, engl.: Conventional Inertial System) bzw. durch das CTS beschrieben werden, deren
Ursprung im Geozentrum gelagert sind, fillt der letzte Term in (2.6), die translatorische Beschleunigung des Ursprun-
ges, weg. Beim CIS handelt es sich somit nur um ein Quasi-Inertialsystem, da sein Ursprung nicht wirklich raumfest ist,
sondern sich mit dem Geozentrum um das Baryzentrum unserer Galaxis bewegt. Der dadurch entstehende Fehler kann
behoben werden, wenn die durch Gezeiten verursachten Beschleunigungen beriicksichtigt werden

2.3 Analyseverfahren

Prinzipiell sind zwei Wege zur Bahnanalyse, also zur Bestimmung des Gravitationsfeldes aus low-low-SST Messungen
moglich. Diese zwei Wege lassen sich in direkte Verfahren und in eine Art Zweischrittverfahren aufteilen. Bei direkten
Verfahren werden aus den SST-Beobachtungen, also Pseudostrecken und Trigerphasenmessungen zwischen LEO und
GPS-Satelliten, direkt die gesuchten Gravitationsfeldparameter sowie eventuell weitere Unbekannte wie Kalibrierungs-
parameter und Anfangsposition und -geschwindigkeit der Bahn bestimmt. Es handelt sich hierbei um ein so genanntes
bahndynamisches Verfahren, da Parameter der dynamischen Kraftfunktion (z.B. Gravitationsfeldparameter) zusammen
mit Anfangswerten der Bahn in einer Ausgleichung geschitzt werden, und somit die Bahn in Abhéngigkeit von einer
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Kraftfunktion parametrisiert wird. Dies stellt das klassische Verfahren dar, das auch vom GFZ fiir die Gravitationsfeld-
bestimmung mit CHAMP verwendet wird.

Beim Zweischrittverfahren hingegen werden zunichst die Positionen des LEO-Satelliten aus den SST-Beobachtungen
bestimmt. In einem zweiten Schritt kann dann aus der bestimmten Bahn mit Hilfe verschiedener Verfahren das Gravita-
tionsfeld sowie eventuell weitere Parameter bestimmt werden. Es ist hierbei darauf zu achten, dass die Positionsbestim-
mung des Satelliten rein aus den geometrischen (kinematischen) SST-Beobachtungen der Pseudostrecken und Triger-
phasen ohne Anwendung einer Kraftfunktion geschieht (kinematische Bahnbestimmung). Anlass und Motivation dafiir,
solche Zweischrittverfahren bei der Gravitationsfeldbestimmung mit CHAMP anzuwenden, gibt die Tatsache, das
groBBe Genauigkeitssteigerungen bei der Bestimmung kinematischer Orbits verzeichnet werden konnen. So betrigt die
Genauigkeit kinematisch bestimmter CHAMP-Orbits inzwischen wenige cm (gvehla und Rothacher, 2002a,b, 2003,
2004) und entspricht somit der Genauigkeit dynamischer Orbits. Viele Forschungsgruppen verwenden deshalb
inzwischen verschiedene solcher alternativer Zweischrittverfahren (z.B. Reubelt et al., 2003a,b, 2006; Mayer-Giirr et
al., 2005a,b; Ilk et al., 2005; Foldvary et al., 2005; Gerlach et al., 2003a,b; Weigelt, 2007) und erreichen damit dhnliche
Genauigkeiten wie das klassische direkte Verfahren. Im Folgenden werden das klassische und die gebrduchlichsten
alternativen Methoden kurz beschrieben. Weitere alternative Methoden basierend auf kinematischen Orbits, die im
Zusammenhang mit der CHAMP-Mission noch keine Anwendung gefunden haben, konnen unter anderem in Schneider
(2002) gefunden werden.

2.3.1 Das klassische Verfahren

Das klassische Verfahren wird im Rahmen der Gravitationsfeldanalyse mit CHAMP vom GFZ Potsdam angewendet.
Zu den EIGEN-Modellen (engl.: European Improved Gravity Model of the Earth by New Techniques), die aus lingeren
Beobachtungsreihen entstanden sind, gehdren EIGEN-1S (Reigber et al., 2002), EIGEN-2 (Reigber et al., 2003a) und
EIGEN-CHAMPO3S (Reigber et al., 2005¢). Basierend auf Veroffentlichungen von Reigber (1989) und Cappelari et al.
(1976) soll hier die Methodik skizziert werden.

Ausgangspunkt fiir das klassische, bahndynamische Verfahren zur Gravitationsfeldanalyse ist die folgende Vektorglei-
chung,

M = d + XGPS - XLEO = 0 (27)

welche die Position X;go des zu analysierenden LEO-Satelliten mit der Position Xgps des signalsendenden GPS-
Satelliten tiber den Differenzvektor d getreu Abbildung 2.1 verbindet. Sinnvollerweise sollten diese Vektoren beziiglich
eines (Quasi-)Inertialsystems gegeben sein, um Scheinbeschleunigungen bei der Formulierung der Bewegung des LEO-
Satelliten (sowie gegebenenfalls der GPS-Satelliten) zu vermeiden.

GPS-Satellit

Abbildung 2.1: Darstellung der Messsituation.

Es kann durch die Messungen g zwischen GPS- und LEO-Satellit jedoch nicht der Differenzvektor zwischen den beiden
Satelliten bestimmt werden, sondern nur die skalare Entfernung Idl.

‘d‘ =qg+¢&=X1eo — Xaps (2.8)

Allerdings ist dabei zu beachten, dass die Messungen g, die normalerweise aus Pseudostrecken p und Tragerphasen y
bestehen, nicht die Entfernung direkt angeben, sondern noch Storeffekte und weitere Unbekannte, charakterisiert durch
g, enthalten (s. Abschnitt C.1). Diese Storeinfliisse entstehen hauptsichlich durch Anderung der Signalausbreitung
durch Refraktion an der Ionosphire sowie durch Uhrenfehler der GPS-Satelliten und des LEO-Satelliten. Einzelne
dieser Effekte konnen durch Bildung von speziellen Linearkombinationen der Trigerfrequenzen oder durch Bildung
von Differenzen der Beobachtungen (Einfach-/Doppel-/Tripel-Differenzen usw.) eliminiert werden. Die verbleibenden
unbekannten Effekte miissen entweder in der Datenvorverarbeitung bestimmt werden, oder miissen als Unbekannte in
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die Parameterschitzung aufgenommen werden und dort mitbestimmt oder eliminiert werden. Phasenmehrdeutigkeiten,
die in den Beobachtungsgleichungen der Tridgerphasen auftreten, konnen bei geeigneter Kombination von
Beobachtungen oder Trigerfrequenzen herausfallen, oder miissen andernfalls in der Datenvorverarbeitung fixiert
werden oder in die Ausgleichung als weitere Unbekannte -eingefiihrt werden (eventuell entstehen dann
Linearkombinationen der Phasenmehrdeutigkeiten als Unbekannte). Aus der allgemeinen Beobachtungsgleichung (2.9),
in der zunichst die ,,Storparameter € mitberiicksichtigt werden, kann generell die Abhéngigkeit der Beobachtungen g
von moglichen Einflussgrofien P in Form eines funktionalen Zusammenhangs angegeben werden (2.10).

/ Box 2.2: Beobachtungsgleichung des klassischen Verfahrens \
q= ‘XLEO - XGPS‘ - (2.9)
a) q = Q(R t) = q(XLEO (t7 YI(,)EO s pF s plidal s pnon—grav s prol )) XGPS (t7 YgPS s pF s plidal s pnon—grav s prol )) 8)
(2.10)
b) bzw. q' = CI’(P7 f) = q’(XLEO (t, YIE)EO7 Pr ), Xps (f))
mit:
q: Beobachtungen, t. B. Pseudostrecken p, Trigerphasen ¥
g’: origindre oder abgeleitete Beobachtungen, z.B. Doppeldifferenzen von
Pseudostrecken und Trigerphasen, oder Linearkombinationen der
Tragerfrequenzen
t: Beobachtungszeitpunkt
P: die Menge der Parameter, von denen die Beobachtungen abhéngen
X ko Xgps: Position des LEO-/GPS-Satelliten zum Zeitpunkt t
YonngpS  Anfangswerte von Position und Geschwindigkeit des LEO-/GPS-
Satelliten
Pr: Parameter des Erdgravitationsfeldes
Pida: Parameter der Gezeitenmodelle
Pron—grav : Parameter zur Formulierung von Oberflichenkriften
k P:ot: Erdrotationsparameter /

Die Beobachtungen ¢ sind also nach (2.9) eine Funktion der Positionen von LEO- und GPS-Satellit X go,Xgps sowie
weiterer ,,Storeffekte* & wobei die Positionen von LEO- und GPS-Satellit von den Anfangswerten der LEO- und GPS-
Bahnen Yk, Yds, den oben aufgefiihrten Parametern des Gravitationsfeldes pr, der Gezeiten pygq,, der Oberflidchen-
kréfte Pron-erav, der Erdrotation p,,; sowie von der Zeit t abhingen. Der Zusammenhang zwischen den Satelliten-
positionen und diesen Parametern ist durch die zuvor behandelte Bewegungsgleichung gegeben. Da in unserem Fall,
also der Schitzung von Gravitationsfeldparametern pr, nur die Abhéngigkeit der Beobachtungen von den zu schitzen-
den Parametern interessiert, sind in (2.10)b) nur noch die unbekannten Parameter beriicksichtigt. Diese sind neben den
Parametern des Gravitationsfeldes auch die Anfangswerte der Bahn des LEO-Satelliten Y/':o, konnen aber z.B. auch
um Kalibrierungsparameter sowie weitere wichtige unbekannte Grofen erweitert werden. Die Bahnen der GPS-Satelli-
ten Xgps werden als bekannt vorausgesetzt und miissen deshalb in unserem Fall nicht weiter parametrisiert werden. Es
besteht aber auch die Moglichkeit, die Bahnen der GPS-Satelliten ebenso in Abhingigkeit der unbekannten Parameter
Yips.pr zu parametrisieren oder die GPS-Positionen als Unbekannte aufzunehmen. Dazu miissen aber als weitere
Beobachtungen GPS-Messungen zwischen bekannten Bodenstationen und den GPS-Satelliten eingefiihrt werden.
Beliebt ist in diesem Fall die Bildung von Doppeldifferenzen zwischen LEO-Satellit und Bodenstation und zwischen
zwei beobachtenden GPS-Satelliten (Svehla und Rothacher, 2002b). Eine mégliche Parametrisierung der GPS-Orbits
sollte aber nur in Abhingigkeit sehr niederfrequenter Gravitationsfeldparameter geschehen, da die GPS-Satelliten
aufgrund ihrer grolen Bahnhohe auf die hoherfrequenten Anteile nicht mehr sensitiv sind. Da auch die oben schon
erwihnten ,,abgeleiten® Beobachtungen, die durch Differenzenbildung sowie Linearkombinationen von Trigerphasen
entstehen, verwendet werden konnen, wird in (2.10)b) ganz allgemein die Beobachtung mit ¢’ gekennzeichnet. Abgelei-
tete Beobachtungen konnen je nach Art ihrer Kombination eine Funktion mehrerer GPS-Satelliten oder LEO-Positionen
unterschiedlicher Zeitpunkte sein. Da bei solchen abgeleiteten Beobachtungen sowie in der Datenvorverarbeitung
einzelne Storterme € verschwinden bzw. bestimmt werden konnen, wird in (2.10)b) auf die Parametrisierung von £ als
Unbekannte verzichtet. Einzelne Storterme &, die nicht eliminiert worden oder in der Vorverarbeitung bestimmt worden
sind, konnen aber jederzeit in die Beobachtungsgleichung (2.10)b) als Unbekannte aufgenommen werden.

Da die Beobachtungsgleichungen nichtlinear sind, miissen diese nach den zu schétzenden Parametern linearisiert
werden und iterativ gelost werden. Zundchst werden deshalb nach (2.11) Naherungswerte Py fiir die unbekannten
Parameter P eingefiihrt, was im allgemeinen gut zu bewerkstelligen ist, da die Gravitationsfeldparameter und die
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Anfangswerte der LEO-Bahn ndherungsweise schon bekannt sind. Bestimmt werden miissen also somit die Zuschlige
AP zu den Niherungswerten. Unter Einfithrung von

P =P; + AP (2.11)

fiir die zu bestimmenden Parameter ergibt sich somit die linearisierte Beobachtungsgleichung

q(t.P)=ql(t.P)+ g—f)AP,- (2.12)

bzw. nach Umstellen und Sortieren der zu schitzenden Parameter AP auf der rechten Seite die Formeln in Box 2.3:

/ Box 2.3: linearisierte Beobachtungsgleichung des klassischen Verfahrens \
’ ’ ’ aq,
Aq' =q'(t,P)-qi(t.Pr) =D —- AP, (2.13)
T oP,
mit
»berechneten Beobachtungen*
q. (f, Py ) =q. (XLEO (t, YI?EO,R >Prr >, Xaps (t)) (2.14)
,partielle Ableitungen*
Y ap=| - % | (2 [X}AP @.15)
~ oP, 0X1ro 9Xaps Py oP, Py Xaps
bzw.
oX
o 3¢ z(ay()woj _—
i LEO,j /vo0
ZlAR = |: q :l J YiEo R PrR (216)
i aP’ aXLEO Yieo R .Pr R (aXLEO J
S z = Apr
i apl“,k Yiko R PrR

\ )

In (2.12) sind ¢'(+,P) die (abgeleiteten) Beobachtungen, g¢.(z,Py) die aus den Niherungswerten berechneten
Beobachtungen laut (2.14), Ag' die Differenz zwischen den wahren und den berechneten Beobachtungen und dg’/dP,
die partiellen Ableitungen der Beobachtungsgleichung (2.10) nach den zu bestimmenden Parametern nach (2.15) bzw.
(2.16). Zur Bestimmung der ,berechneten“ Beobachtungen g¢.(¢,Pyx) nach (2.14) wird die Niherungsbahn
Xiro (t,Yon,R,pr,R) benotigt, die durch Integration der Bewegungsgleichung des LEO-Satelliten als Anfangswert-
aufgabe auf Basis der Niherungswerte Pr berechnet werden kann. Die partiellen Ableitungen der Beobachtungen g’
nach den gesuchten Parametern P an der Stelle Pr werden mit Hilfe der Kettenregel berechnet. Dazu miissen zunéchst
die partiellen Ableitungen der Beobachtung ¢’ nach der Position des LEO-Satelliten X;go und gegebenenfalls nach der
des GPS-Satelliten Xgps aus der direkten Beziehung zwischen den Beobachtungen und den Satellitenpositionen
bestimmt werden. Die Ableitung nach der GPS-Satellitenbahn entfillt, falls die Bahn des GPS-Satelliten nicht paramet-
risiert und als bekannt vorausgesetzt wird. Die Bestimmung der partiellen Ableitungen der Satellitenpositionen
X1 k0, Xgps nach den Parametern P, insbesondere die Ableitung der LEO-Satellitenbahn X go nach den Gravitationsfeld-
parametern p; und den Anfangswerten Yo fiir den Fall der Beobachtungsgleichung nach (2.10) ist aufwindig. Der
Zusammenhang zwischen Satellitenbahn und den zu schidtzenden Parametern ist durch die Bewegungsgleichung und
somit durch eine Differentialgleichung gegeben. Die Bestimmung dieser partiellen Ableitung geschieht iiber die Integ-
ration der Variationsgleichungen, die in Abschnitt 2.3.2.1 kurz skizziert werden.

Insgesamt muss dieses klassische Verfahren als aufwiindig betrachtet werden, da es sich einerseits um ein nichtlineares
Gleichungssystem handelt, dass nur durch Iteration gelost werden kann. Andererseits ist in jedem Iterationsschritt die
numerische Integration der Bewegungsgleichung zur Bestimmung einer Niherungslosung fiir die Bahn sowie die nume-
rische Integration der Variationsgleichungen fiir die Berechnung der partiellen Ableitungen notwendig. Somit ist der
Rechenzeitaufwand bei dieser Methode als hoch einzustufen. Als Nebenprodukt fillt bei dieser Methodik die Bahn des
LEO-Satelliten an, die als Zwischenschritt aus verbesserten Niherungswerten Pr bestimmt wird. Diese LEO-Satelliten-
bahn entspricht einem dynamischen Orbit, da fiir seine Erzeugung eine Kraftfunktion parametrisieret wurde.

2.3.2 Methoden basierend auf kinematischen Orbits

Um die nachfolgenden Methoden anwenden zu konnen, miissen bereits die Positionen des LEO-Satelliten vorliegen, die
in einem ersten Schritt berechnet wurden. Dabei ist es wichtig, dass die Bahn des LEO-Satelliten nur aus der zur Verfii-
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gung stehenden geometrischen Information in Form von GPS-Messungen (Pseudostrecken, Trigerphasen) bestimmt
wurde. Man spricht dann von einer kinematischen Bahnbestimmung im Gegensatz zu einer dynamischen, welche
zusitzlich noch die Bewegungsgleichung erfiillen muss und dazu eine Parametrisierung der Kraftfunktion benétigt. Die
Verwendung eines dynamischen Orbits ist trotz des glatten Bahnverlaufes nicht zu empfehlen, da sonst das bestimmte
Gravitationsfeld stark oder vollstindig mit dem Input-Gravitationsfeld der Kraftfunktion korreliert ist.

Der Ausgangspunkt fiir alle nachfolgenden Verfahren ist die Bewegungsgleichung. Alle Methodiken konnen aus ihr
abgeleitet werden, auch wenn dies auf den ersten Blick nicht so erscheint. Aufgrund der unterschiedlichen Behandlung
der Beobachtungen ist zu erwarten, dass die Methodiken unterschiedlich auf die jeweiligen Eigenschaften (Rauschen,
Datenliicken, ...) der Daten reagieren. Der Vorstellung der verschiedenen Verfahren folgt deshalb eine kurze
Diskussion, in der auf eventuelle Vor- und Nachteile der jeweiligen Methoden eingegangen werden soll, speziell auch
auf das Verhalten fiir verschiedene mogliche Rauschverhiltnisse. Ein Vergleich der Verfahren erfolgt auf Basis von
Simulationen in Kapitel 8 sowie einer Realdatenauswertung in Kapitel 9.

2.3.2.1 Integration der Variationsgleichungen

Den zunichst direktesten Weg fiir die Bestimmung von Gravitationsfeldparametern aus der kinematisch bestimmten
Bahn X(¥) des LEO-Satelliten bietet die Losung der Bewegungsgleichung auf Basis der Koordinaten. Dies erfordert
eine zweifache Integration und fiihrt auf eine nichtlineare Beziehung zwischen den beobachteten Koordinaten X(7) und
den gesuchten Gravitationsfeldparametern pr(f), weswegen nur eine iterative Losung des Gleichungssystems moglich
ist. Die dazu bendtigten partiellen Ableitungen des Satellitenortes X(#) nach den zu bestimmenden Gravitationsfeld-
parametern pr(¢), die auch bei der klassischen Methode auftreten, stellen hierbei das Hauptproblem dar, da diese nicht
explizit angegeben werden konnen, sondern numerisch bestimmt werden miissen. Ein hiufig angewendetes Verfahren
zur Bestimmung dieser partiellen Ableitungen ist die Integration der Variationsgleichungen. Die Bezeichnung
,»Variationsgleichungen® wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet, hat sich aber ab den 60er Jahren in amerika-
nischen Veroffentlichungen (z.B. Escobal, 1968; Martin et al., 1976) wegen der Ahnlichkeit des Problems zu den in der
klassischen Variationsrechnung studierten FEuler-Lagrange’schen Differentialgleichungen durchgesetzt. Mit dem
Einsatz von Satelliten zur Gravitationsfeldbestimmung ab den 60er und 70er Jahren wurden erste Gravitationsfeld-
modelle aus der Bahnverfolgung von Satelliten unter Anwendung der Integration der Variationsgleichungen berechnet
(z.B. Balmino et al., 1976). Inzwischen besteht eine Reihe von Literatur iiber die Bahn- und Parameterbestimmung
mittels der Variationsgleichungen, z.B. Szebehely (1961), Escobal (1965), Riley et al. (1967), Balmino (1975),
Cappelari et al. (1976), Gendt und Sorokin (1978), Beutler (1982), die folgenden Darstellungen beziehen sich auf
Ballani (1988).

Das Integrationsverfahren der Variationsgleichungen ist als das exakteste Verfahren anzusehen, da auf bewusste
Approximationen verzichtet wird und die kinematischen Orbits direkt als Beobachtungen verwendet werden anstatt
daraus ,,abgeleitete” Beobachtungen, wie dies bei manchen der nachfolgend beschriebenen Methoden der Fall ist.
Allerdings ist es aufgrund der Integration auch das aufwendigste und wegen des nichtlinearen Zusammenhanges das
Komplizierteste. Ausgehend von der Bewegungsgleichung

(1) = (1. X(0). X(1),p(0) = £, X (1), X (). p(1)) 2.17)
m

mit der (spezifischen) Kraftfunktion f =F/m

und
X P _
X=Y| ; X= ax ; p=| ;  Startwerte: XO - ).((IO) (2.18)
z dr ?, Xo =X(t0)

soll das Beobachtungsmodell abgeleitet werden. Die erzeugende Kraftfunktion f, hier als Kraft F pro Masse m
angegeben, ist fiir den Fall des Gravitationsfeldes eine Funktion des Satellitenortes X sowie der Gravitationsfeld-
parameter pre€ p, im Falle von Oberflichenkriften zusitzlich auch eine Funktion der Geschwindigkeit X des
Satelliten. Fiir die eindeutige Losung einer Differentialgleichung benétigt man grundsitzlich Anfangswerte oder Rand-
werte. In unserem Fall eignet sich die Betrachtung der Differentialgleichung als Anfangswertaufgabe mit der Anfangs-
position X, und der Anfangsgeschwindigkeit X,. Alternativ wire auch eine Formulierung als Randwertaufgabe mit der
Anfangsposition X, und der Endposition X denkbar. Wie zu erkennen ist, hingt der Verlauf der Satellitenbahn nicht
nur von den zu bestimmenden (Gravitationsfeld)-parametern p (bzw. pr) ab, sondern auch von der Wahl der
Anfangswerte X,, X,. Deshalb ist es wichtig, dass im Verlauf der Ausgleichung auch diese Anfangswerte mitverbessert
werden, um mogliche Fehler in den Gravitationsfeldparametern py- durch eine schlechte Wahl der Anfangswerte X, X,
zu vermeiden. Deswegen wird der Unbekanntenvektor u um diese Anfangswerte erweitert:
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4 Box 2.4: linearisierte Beobachtungsgleichung bei ,, Integration der Variationsgleichungen “ N
., Unbekanntenvektor “
o\ Xo . Xo
u=Xo.Xo.p) : Xo=| Y | ; Xo=| ¥, (2.19)
ZO Zo

~Entwicklung der Unbekannten*
u=ug +Au (2.20)
Llinearisierte Beobachtungsgleichung*

X(u,1) = X(ug.1)+ X

-Au (2.21)
ug
,,Gleichungssystem — beobachtet minus berechnet
AX=X(u,t)—X(uR,t)=a—X -Au (2.22)
duly,
) mpartielle Ableitungen‘ .
X, oY, d9Z, oX, 9Y, 9Z, Ip P,
[aX}: oY o or 223
Ju 0X, dY, JZ,
v . w w2 %
\_ | oX, dY, 9z, 09X, 9Y, 9Z, Ip p, | )

Da es sich, wie zuvor erwéhnt, um ein nichtlineares Gleichungssystem handelt, miissen die Beobachtungsgleichungen
X(u,r) an einem Entwicklungspunkt uy linearisiert werden (2.21) und dann iterativ gelost werden. Die Wahl eines
solchen Entwicklungspunktes ug fiir die Unbekannten u stellt kein groBes Problem dar (2.20), da in der Regel gute
Niherungswerte fiir die Gravitationsparameter und die Anfangswerte existieren, die als Entwicklungspunkt dienen
konnen. Bestimmt werden miissen also folglich nur noch die Zuschlidge Au fiir die Unbekannten. Um das Gleichungs-
system (2.22) fiir die Zuschldge der Unbekannten aufstellen zu konnen, muss zuvor die Satellitenbahn X(ug,?) fiir den
Entwicklungspunkt ug, also fiir die Niherungswerte der Unbekannten bestimmt werden. Dies kann durch Integration
der Bewegungsgleichung als Anfangswertaufgabe geschehen, wobei die Niherungswerte fiir Startposition und
-geschwindigkeit als Anfangswerte dienen und die Niaherungswerte der Gravitationsfeldparameter zur Formulierung der
Kraftfunktion f. Schlie3lich miissen noch die partiellen Ableitungen der Satellitenbahn X nach den zu bestimmenden
Parametern u gebildet werden (2.23), um das Gleichungssystem (2.22) aufzustellen. Wie dies funktioniert, soll kurz
skizziert werden:

Die numerisch einfachste und zunichst nahe liegende Moglichkeit wire die Approximation der gesuchten Ableitungen
durch Differenzenquotienten (Ballani, 1988; Gotzelmann, 2003b). Da der Rechenaufwand hierfiir aber ein Vielfaches
der normalen Bahnberechnung betrigt, bevorzugt man eine andere Moglichkeit. Ein solcher Ausgangspunkt sind die
Variationsgleichungen, die Differentialgleichungen sind, welche die gesuchten Ableitungen als unbekannte, zu bestim-
mende Funktionen enthalten. Diese Differentialgleichungen erhilt man aus der Bewegungsgleichung (2.17) durch
Differentiation nach dem Unbekanntenvektor u. Vertauschen der Zeitdifferentiation sowie Anwendung der Kettenregel

ergibt:
o) T ()
dr? 3(X0,X0,p) 8(X0,X0,p) 8(X0,X0,p)

_( of ]( (X, X,p) J

X, X, p) | 9(X;, X, p)

Teilt man diese kompakte Darstellung auf in die einzelnen Ableitungen der Kraftfunktion f nach den in ihr enthaltenen
GroBlen X, X,p so erhilt man die etwas iibersichtlichere Darstellung

ot (e et S las) o
dr? (9(X,.X,.p) ) LoX | a(X,. X,.p) ) \oX | 0(X,.X,.p) ) 9p N 0(X,.X,.p)

(2.24)
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mit

(i) 4sn)
0(X,.X,.p)) dtl9(X,,X,,p) :

Hierbei muss man beachten, dass die Ableitung der Bahngeschwindigkeit X nach den Unbekannten X,,X,,p durch
Vertauschen auch als die zeitliche Differentiation der Ableitung der Satellitenposition X nach den zu bestimmenden
Parametern XO,XO,p gesehen werden kann (2.26). Fithrt man nun die folgenden Abkiirzungen (2.27) fiir die einzelnen
partiellen Ableitungen ein, wobei U und W die gesuchten partiellen Ableitungen sind, so erhilt man das folgende
Differentialgleichungssystem 2. Ordnung (2.28). Terme, in denen die Ableitungen der Kraftfunktion nach der
Geschwindigkeit auftreten, sind eingeklammert. Diese miissen in unserer Anwendung nicht beriicksichtigt werden, da
die Gravitationskraft nicht von der Bahngeschwindigkeit des Satelliten abhingt. Bei der Bestimmung von Parametern
der Oberflachenkrifte sind solche Ableitungen allerdings zu beachten.

,ADkiirzungen®

FX:(afJ;FV:(M..j;FC: a—f ;U= 87)( ;W= 8—X (2.27)
0X 0X op (X,.X,) op

wDifferentialgleichungssystem 2. Ordnung*

U=FX-U+(FV-U)

« . (2.28)
W=FX-W+(FV-W)+FC
Der Unterschied zwischen den beiden Differentialgleichungssystemen fir U und W liegt darin (2.29), dass der
Parametervektor p keinerlei Abhédngigkeit von der Startposition X und Startgeschwindigkeit X besitzt und ein
einzelner Parameter p nur direkt von sich selbst abhéngt:

(apj -0,..1,.) (2.29)

9(X,.X,.p)

Das (lineare) Differentialgleichungssystem 2. Ordnung kann in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung umgewan-
delt werden (2.30), wobei dann ein System mit doppelter Anzahl von Differentialgleichungen entsteht. Es tritt somit
neben den Differentialgleichungen fiir jede der gesuchten partiellen Ableitungen U,W noch eine Differentialgleichung
fiir deren zeitliche Ableitung U, W auf. Es entsteht dann in Kurzform ausgedriickt ein Differentialgleichungssystem der
Art &= f(§), das mit Hilfe numerischer Integrationsverfahren wie z.B. dem Runge-Kutta-Verfahren (z.B. Fehlberg,
1969, 1970; Albrecht, 1977; Gotzelmann, 2003a,b, Engeln-Miillges, 1987) oder mit Mehrschrittverfahren wie dem
Adams-Moulton-Adams-Bashforth-Priadiktor-Korrektor (z.B. Gotzelmann, 2003a,b; Gendt, 1989; Schifer, 2001;
Engeln-Miillges, 1987) gelost werden kann. Als Alternative kann auch das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung
mit eigens zur Losung solcher Systeme entworfenen numerischen Integrationsverfahren gelost werden (z.B.
Gotzelmann, 2003a,b; Gendt, 1989, Scheinert, 1996; Engeln-Miillges, 1987). Die eindeutige Losung des Systems
2. Ordnung (2.28) erfordert fiir jede unbekannte Funktion zwei Anfangsbedingungen fiir # =1f,, ndmlich einmal eine
Anfangsbedingung fiir die unbekannte Funktion selbst und einmal fiir deren zeitliche Ableitungen (2.31). Diese
Anfangsbedingungen sind dieselben wie diejenigen fiir das System 1. Ordnung, bei dem aber nur jeweils eine Anfangs-
bedingung pro Gleichung bei einer doppelten Anzahl von Gleichungen benétigt wird. Die Anfangsbedingungen ergeben
sich im Wesentlichen aus der Identitét, wobei jedoch zu beachten ist, dass die Anfangswerte der Bahn XO,X0 keinerlei
Abhingigkeit von den Parametern p besitzen.

( Box 2.5: Differentialgleichungssystem fiir die ,,Integration der Variationsgleichungen “ \

,.Differentialgleichungssystem 1. Ordnung* , Kurzform*

c(lit[ng(FXUF(FV-U)j

¢=r() (2.30)
d(W)_ W
dt [Wj - (FX W+(FV-W)+ FCJ
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SAnfangsbedingungen®

a(XO’X )J 33 33 5 il

X oo o
(B(XO,X )J dt(a(XO,XO)J (03,3?13’3) ; furU

] ;. fur W
=1y

%) F"J
9 Jap = T dr op 3,n )

Die Integration der Variationsgleichungen zur Berechnung der partiellen Ableitungen kann gemeinsam in einem Schritt
mit der Integration der Bewegungsgleichung durchgefiihrt werden. Neben der Losung der Variationsgleichung ist
nidmlich auch die Losung der Bewegungsgleichung (2.17) zur Bestimmung der Niherungsbahn X(ug,f) notwendig,
damit das zu l6sende Gleichungssystem (2.22) aufgestellt werden kann. Dazu muss eventuell das System 2. Ordnung
fiir die Bewegungsgleichungen in ein System 1. Ordnung mit doppelter Anzahl von Gleichungen dhnlich wie bei den
Variationsgleichungen transformiert werden.

Untersuchungen haben ergeben, dass die besten Ergebnisse entstehen, wenn der Beobachtungszeitraum in mehrere
Bahnbogen, z.B. mit Tagesldnge, aufgeteilt wird (Ditmar et al., 2004; Ditmar und Klees, 2002). Andernfalls konnen
sich z.B. Fehler bei der Modellierung von Oberflichenkriften aufgrund der Integration aufaddieren. Die
Parameterschitzung durch reine Integration der Variationsgleichungen wird derzeit von keiner Gruppe fiir die
Gravitationsfeldbestimmung aus Realdaten verwendet, wurde aber fiir Test- und Vergleichsrechnungen mit simulierten
Daten von einigen Forschungsgruppen herangezogen (Ditmar und Klees, 2002; Ditmar et al., 2004; Ditmar und van Eck
van der Sluijs, 2004; Visser et al., 2001). Der Vollstindigkeit halber ist diese Methode hier aber kurz beschrieben, da
sie einerseits fiir einen der Zwischenschritte beim klassischen Verfahren bendtigt wird und andererseits bei der
dynamischen Bahnbestimmung, wobei hier bei einem vorab als bekannt angenommenen Gravitationsfeld die
Differentialgleichungen fiir W, W entfallen.

Die Parameterbestimmung durch Losung der Variationsgleichungen ist ein sehr aufwindiges Verfahren. Durch
Einfiihrung geeigneter Verfahren bzw. anderer Beobachtungen, die aus kinematischen Orbits abgeleitet werden kdnnen,
wird bei den folgenden Verfahren versucht, die Berechnung zu erleichtern ohne die Genauigkeit zu verschlechtern.

(2.31)

fiir W

2.3.2.2 Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen

Eine andere Moglichkeit zur Losung der Bewegungsgleichung auf der Ebene kinematisch bestimmter Koordinaten
besteht darin, sie im Gegensatz zur vorherigen Methode als Randwertproblem zu betrachten. Das bedeutet, dass jetzt
Randwerte in Form von Anfangs- und Endposition X, X, des Bahnbogens bestimmt werden oder vorhanden sein
miissen, um eine eindeutige Losung zu erhalten. Die Idee des Integralgleichungsansatzes wurde von Schneider (1968)
zur Bahnberechnung vorgeschlagen und von Reigber (1969) fiir die Gravitationsfeldbestimmung modifiziert. Zur
Herleitung des Randwertproblems wird die Bewegungsgleichung (2.32) zweimal nach der Zeit ¢ integriert. Das entstan-
dene Zweifachintegral kann mit Hilfe einer Heaviside-Funktion, die als Green’sche Funktion benutzt wird, in ein
Einfachintegral transformiert werden (s. auch Roach (1982) und Schifer (2001)). Nach Ersetzen der beiden Integrati-
onskonstanten mit Hilfe der beiden Randwerte erhilt man schlieBlich die Formulierung der Bewegungsgleichung als
Randwertproblem (2.34). Diese beschreibt die Position des Satelliten X(#) zum Zeitpunkt ¢ tiber die Satellitenposition
Xo,X,, am Anfangs- bzw. Endzeitpunkt 7,7, des Bahnbogens, die Masse m des Satelliten, die Kraftfunktion F, die von
einem Parameterset p abhingt, sowie tiber einen Integralkern K(z,t"). Das Integral lduft immer iiber den gesamten
Zeitraum des Bahnbogens, wobei der Integralkern fiir die beiden Zeitbereiche vor und nach dem aktuellen Beobach-
tungszeitpunkt ¢ unterschiedlich ist. Durch eine Normierung des Beobachtungszeitraumes eines Bahnbogens auf den
Bereich [0,1] (2.36) erhilt man die einfachere Formulierung des Randwertproblems nach (2.37) mit dem modifizierten
Integralkern (2.38). Die spezifische Kraftfunktion f, welche die Bahn des Satelliten erzeugt, setzt sich auch hier zusam-
men aus dem Gravitationsvektor Iy.y, dem Gezeitenvektor f4, und den spezifischen, durch Oberflichenkrifte erzeug-
ten Storkriften f.on-ev. Dabei sind die Koeffizienten pr des Erdgravitationsfeldes die zu schidtzenden Parameter,
wihrend die Parameter pqy der Gezeiten aus Modellen bekannt sind und die nichtkonservativen Storkrifte durch
Akzelerometer gemessen werden. Wie auch bei der vorherigen Methode miissen die 6 Konstanten zur eindeutigen
Losung der Bewegungsgleichung, in unserem Falle die Randwerte X, X, als zusétzliche Unbekannte behandelt werden
und bei der Ausgleichung mitgeschitzt oder durch geeignete Verfahren eliminiert werden, falls diese nicht von
Interesse sind. Es besteht allerdings nach Mayer-Giirr et al. (2005b, auch personlicher Kontakt) auch die alternative
Moglichkeit, den Term aus den Randwerten (X, — X, )7 + X, von den kinematisch bestimmten Positionen X(f) abzuzie-
hen und dann die Differenzen als Beobachtungen einzufiihren. Dabei ist zu beachten, dass jetzt eine Linearkombination
der urspriinglichen Positionen verwendet wird und eine Fehlerfortpflanzung durchgefiihrt werden muss.
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f Box 2.6: Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen \
~Bewegungsgleichung als DGL*

.. 1 .

K@) =—F(. X0, X(0).p(0) 232)
Randwerte*
X(t()) = X() 5 X(t,,) = X,, (2.33)
,.Bewegungsgleichung als Randwertproblem'*

X(0) = (X, ~Xo) - 4 Xy - ——— [ K(t.) B, X0, X().p() o (2.34)

I, =l m(tn _tO) o

mit Integralkern‘
N @ =t )@, —1) for t'<t
HGE)= {(r —t,)t, =1 for t'>t s
oder
mit Zeittransformation von [t,,t, | nach [0,1]«
T=t -t,
i1 , =t
T= e und T =7 (2.36)
~Randwertproblem nach Zeittransformation* (Fredholm-Integralgleichung)
2 1 .
X(7)=(X, - X)) T+ X, — r JK (7, 7)F (7, X)), X(@),p(z))d7’ (2.37)
e 7=0

it zeit-transformiertem Integralkern‘
A _|Ta=7) for T'<t

K(m)—{m_f,) for T3t (2.38)

mit der spezifischen Kraftfunktion‘
’ ' 1 ’ '
f(T 7X7 X’p) = 7F(T ) X7 X’p)

' v < , "o ) (2.39)
\ f('Z' ) X’ X’ p) = l—‘grav (T ’ X7 pF ) + ftidal (T ’ X7 ptidal ) + fnonfgrav (T ) /

Normalerweise ist die Satellitenposition X(7), welche zur Bestimmung der Kraftfunktion F benétigt wird, selbst
wiederum von der Kraftfunktion F abhingig. Vernachlidssigt man dies und verwendet stattdessen zur Berechnung der
Kraftfunktion F die kinematisch bestimmten Koordinaten des Satelliten, so kann ein lineares Gleichungssystem zur
Schitzung der Gravitationsfeldparameter pr erhalten werden. Die Kraftfunktion kann an jeder kinematisch bestimmten
Position diskret ausgewertet werden und durch ein Interpolationspolynom in Abhingigkeit von der Zeit ¢ approximiert
werden, welches problemlos integriert werden kann. Eine geeignete Methode dafiir besteht darin, das Integral so zu
zerlegen, dass jeweils nur zwischen zwei Positionen integriert wird. Dazu wird ein Interpolationspolynom ungerader
Ordnung k (z.B. k=7, 9) durch k + 1 diskrete Punkte der Kraftfunktion gelegt und nur zwischen den mittleren beiden
Punkten integriert. Durch Schieben des Interpolationspolynoms durch den gesamten Bahnbogen wird das gesamte
Integral gelost. Am Anfang und Ende des Bahnbogens muss jeweils der Rand des Interpolationspolynoms verwendet
werden.

Die zu schitzenden Gravitationsfeldparameter bleiben nach der zuvor beschriebenen Integration linear im Gleichungs-
system enthalten, es ist also keine Iteration zur Losung notwendig. Prinzipiell wire die beschriebene Methode auf einen
gesamten Bahnbogen anwendbar. Es ist jedoch sinnvoll, den Beobachtungszeitraum in mehrere ,,kurze* Bahnbogen zu
unterteilen, um zu vermeiden, dass sich Fehler in der Modellierung der Kraftfunktion sowie bei der Polynom-
interpolation durch die Integration zu stark aufaddieren. In der Praxis erwies sich die Unterteilung in Bahnbdgen mit
einer Linge von ca. 30 Minuten als geeignet (Ilk et al., 2005; Mayer-Giirr, 2005b). Die vorgestellte Methode wird
hauptsédchlich am Institut fiir Theoretische Geoddisie (ITG) der Universitit Bonn verwendet und verfeinert. Erste Ergeb-
nisse aus 1- und 2-jdhrigen kinematisch bestimmten CHAMP-Bahnen (§Vehla und Rothacher, 2003, 2004) zeigen
bereits Erfolg versprechende Ergebnisse (Mayer-Giirr et al., 2005a,b; Ilk et al., 2005) mit dhnlichen Genauigkeiten wie
bei der klassischen Methode.

Anmerkung: Auch die Losung der Bewegungsgleichung als Anfangswertaufgabe, die im vorherigen Abschnitt mit Hilfe
der Variationsgleichungen erzielt wird, kann durch Approximation der Kraftfunktion durch ein Interpolationspolynom
in ein lineares Gleichungssystem iiberfithrt werden. Dazu wird zuvor, genauso wie beim Randwertproblem, die
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Bewegungsgleichung zweimal integriert und das Zweifachintegral in ein Einfachintegral umgewandelt (2.40). Die
Integrationskonstanten (2.41) ergeben sich hierbei direkt aus den Anfangswerten X,,X,. Die Losung des Integrals
erfolgt nach der gleichen Methode wie beim Randwertproblem. Neben den Gravitationsfeldparametern sind jetzt anstatt
den Randwerten die Anfangswerte X,,X, als zusitzliche Unbekannte einzufiihren. Die Losung des Anfangswert-
problems auf diese Art und Weise stellt eine linearisierte Version der ,korrekten” Losung mit Hilfe der Variations-
gleichung dar, die sich aber bei einem kurzen Bahnbogen kaum voneinander unterscheiden sollten.

~Bewegungsgleichung als Anfangswertaufgabe* (Volterra-Integralgleichung)

1 t ’ ’ 7, C 7, 2z ’
X(t)=— f t—0)F@, X)), X (), p(t"))dt +C(t—1t))+D (2.40)
m =ty
mit
LIntegrationskonstanten als Anfangswerte*
Cc=X, ;: D=X, (2.41)

2.3.2.3 Die Energiebilanzmethode

Die Idee, das Energieintegral zur Gravitationsfeldanalyse aus Satellitenbahndaten anzuwenden, reicht weiter zuriick als
die zuvor und auch die nachfolgend gezeigte Methode. Bereits 1836 hatte der Mathematiker C.G.J. Jacobi (1836) ein
Bewegungsintegral fiir das eingeschrinkte Dreikorperproblem gefunden, dessen geoditische Anwendung wahr-
scheinlich das erste Mal von O’Keefe (1957) vorgeschlagen wurde. Die theoretischen Grundlagen fiir die Anwendung
des Energieintegrals wurden von Bjerhammer (1967) und Schneider (1967) verfeinert, so dass auch zeitlich verander-
liche Effekte durch Gezeiten und Reibungskrifte beriicksichtigt werden konnen. Erste Simulationsrechnungen von
Reigber (1969) mit dieser Methode fiihrten jedoch zur Erkenntnis, dass mit den damals erreichbaren Messgenauigkeiten
fiir Bahn und Geschwindigkeit die Energiebilanzmethode wohl zu keinen zufrieden stellenden Ergebnissen wiirde
fiihren konnen. Angesichts der sich abzeichnenden Genauigkeitssteigerung in der Bahnvermessung mit GPS wurde die
Methodik von Ik (1983a, 1990) weiterentwickelt und von Jekeli (1999) im Hinblick auf die in naher Zukunft startenden
Satellitenmissionen CHAMP, GRACE und GOCE erneut aufgegriffen. Inzwischen ist die Energiebilanzmethode das
zur CHAMP-Datenauswertung am hiufigsten verwendete Verfahren. Aufgrund der hohen Genauigkeit der kinematisch
bestimmten Bahnen konnten sehr gute Ergebnisse erzielt werden, die mit denjenigen des klassischen und anderer
Ansitze vergleichbar sind (Han et al., 2002; Gerlach et al., 2003b; Howe et al., 2003; Sneeuw et al., 2003; Foldvary et
al., 2005; Weigelt, 2007). Ilk und Locher (2003) und Locher und Ik (2005) verwenden das Energieintegral zur Vali-
dierung der Bahnbestimmung und der Gravitationsfeldmodelle. Eine Verallgemeinerung des Energiebilanzansatzes auf
die allgemeinen Bewegungsintegrale findet sich in Locher und Ilk (2006).

Zunichst erscheint der Zugang zur Gravitationsfeldbestimmung iiber das Energieintegral vollig anders als bei den
anderen Methoden, bei denen die Bewegungsgleichung gelost werden muss. Es kann jedoch gezeigt werden, dass die
Gleichung fiir die Energiebilanzmethode (2.42) aus der Bewegungsgleichung (2.17) hergeleitet werden kann
(Schneider, 1967). Die wichtigsten Schritte dazu sind die Multiplikation der Bewegungsgleichung mit dX/d¢ und eine
anschlieBende Integration iiber die Zeit. Betrachtet man die Energiebilanz nur fiir eine Satellitenbewegung im statischen
Gravitationsfeld der Erde, so muss die Gesamtenergie E, des mechanischen Systems, die sich aus der kinetischen
Energie Ey;, des Satelliten sowie seiner potentiellen (Lage-)Energie U zusammensetzt, eine Konstante sein. Diese
Gesamtenergie ist die so genannte Hamilton-Konstante E,, die zundchst unbekannt ist und die in der Daten-
vorverarbeitung oder in der Ausgleichung mitbestimmt werden kann. Die potentielle Energie U, normalerweise Gravi-
tationspotential genannt, ist durch den Zusammenhang T, =gradU mit dem Gravitationsvektor I'y., der Erde
verkniipft. Damit die Gesamtenergie des mechanischen Systems jedoch auch fiir eine reale Satellitenbewegung eine
Konstante bleibt, miissen energetische Finfliisse weiterer Effekte reduziert werden. Dies sind zu einem
,~Energieschwankungen® hervorgerufen durch Gezeiten (2.47) sowie durch die Rotation des Gravitationsfeldes der Erde
(Term R(?), (2.44)). Zum anderen sind es Energieverluste durch Reibungskrifte (2.46) verursacht durch die nicht-
konservativen Oberfliachenkréfte wie Atmosphirenreibung. Diese spezifischen nicht-konservativen Storkrafte fion-pry
werden bei den neuartigen Satellitenmissionen durch Akzelerometer erfasst, weshalb eine Korrektur durch die
numerische Losung des entsprechenden Integrals moglich ist. Alternativ besteht die Moglichkeit, diese spezifischen
Storkrifte zu modellieren. Aus (2.46) ist aufgrund der Multiplikation von spezifischen nichtkonservativen Storkriften
foon-ee mit der Satellitengeschwindigkeit X ersichtlich, dass nur die Anteile der Oberflichenkrifte gegen die
Flugrichtung einen Energieverlust bewirken. Diese werden hauptsidchlich durch die Atmosphirenreibung verursacht
und durch die ,,along-track“-Komponente des Akzelerometers erfasst.

Das grofite Problem bei der Energiebilanzmethode stellt die Berechnung der kinetischen Energie Ei;,, also der
,abgeleiteten* Beobachtungen aus (2.43) dar. Hierzu wird die Geschwindigkeit X des Satelliten benétigt, die bei einem
kinematischen Orbit normalerweise nicht anféllt. Deshalb muss sie mit Hilfe numerischer Differentiationsverfahren aus
der Bahn X(7) berechnet werden. Numerische Differentiation hat die Eigenschaft, Rauschen zu verstéirken, vor allem auf
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den hoheren Frequenzen. Die Quadratur der numerisch differenzierten GroBe X erhoht diesen negativen Effekt. Es hat
sich allerdings herausgestellt, dass die kinematischen Orbits ein stark korreliertes Rauschen aufweisen (Svehla und
Foldvary, 2006; Reubelt et al., 2003a,b, 2006), weswegen die numerische Differentiation nur eine schwache oder gar
keine Rauschverstirkung mit sich bringt (Reubelt et al., 2003a,b, 2006). Somit fiihrt die Anwendung des Energie-
integrals auf gute Ergebnisse, wobei trotzdem die Genauigkeit der Geschwindigkeit X die limitierende Grofe bleibt
(Foldvary et al., 2005). Eine eingehende Behandlung der Genauigkeit und Korrelation von kinematischen Bahnen sowie
des rauschreduzierenden Einflusses der Korrelation bei numerischer Differentiation sind in Kapitel 6 und 9 zu finden.

4 Box 2.7: Energiebilanzmethode )
Energiebilanz‘
t t
Eui (1) = U (£, X(1),pr) - R(1) - lfm_gmv(r) X(r)dr - lfﬁdal (£, X (1), pca ) X (1) dt = o)
= Ey = const.
mit
der “kinetischen Energie
1., 2
B (1) = [X(0) (2.43)
dem ,,Potential aufgrund der Rotation der Erde*
R(t) = J%dr ~-o(XOY®) -Y() X (1)) (2.44)
dem ,,Potential‘
U, X(t).pr) (2.45)
dem ,,Energieverlust durch nicht-konservative Oberfldchenkriifte
t t
[Eaon-eras (1) X(2)dt = [ fron-gras (1) X (2.46)
to fo
und dem ,,Energieverlust durch Gezeiten
Iftidal (, X(?),Prida) - X(l) dr = Iftidal (,X(?), Piicar ) dX (2.47)

- ! ! J

Es hat sich gezeigt, dass die Energiebilanzmethode ein geeignetes Werkzeug zur Kalibrierung der ,,along-track*-
Komponente des Akzelerometers ist (Gerlach et al., 2003a). Durch die Integration wirkt sich ein Offset (oder Bias) in
dieser Komponente als Drift in der Energie aus. Da aber die Gesamtenergie Ey zu jedem Zeitpunkt konstant sein muss,
kann aus einer lingeren Beobachtungszeitreihe eine solche Energiedrift relativ genau festgestellt werden und daraus
entsprechende Kalibrierungsparameter ermittelt werden. Die Kalibrierung kann bereits in der Datenvorverarbeitung
durch Energievergleich an Bahnkreuzungspunkten oder Verwendung eines a-priori Gravitationsfeldes geschehen.
Anmerkung: Natiirlich wirkt sich auch bei der Anfangs- und Randwertmethode ein Offset des Akzelerometers als ein
Ansteigen des Wertes nach der Integration aus. Allerdings sind die Anfangs- und Randwertbedingung keine Bilanz-
gleichungen mit einer Konstanten, bei denen ein solches ,,Wegdriften™ schon bei der Datenvorverarbeitung detektiert
werden kann. Hier miissen Kalibrierungsparameter in der Ausgleichung mitgeschitzt werden.

2.3.2.4 Der Beschleunigungsansatz

Der einfachste, natiirlichste und anschaulichste Zugang zur Losung der Bewegungsgleichung (2.48) ist, zunichst die
Beschleunigungen des Satelliten zu bestimmen und dann die Bewegungsgleichung direkt auf der Ebene von Beschleu-
nigungen zu l6sen. Es entfillt somit jegliche Integration der Bewegungsgleichung und ein einfacher, linearer Zusam-
menhang zwischen den ,,beobachteten* Beschleunigungen und den gesuchten Gravitationsfeldparametern entsteht, ohne
dass Anfangs- und Randwerte in die Parameterschitzung aufgenommen werden miissen. Die Idee zur Gravitationsfeld-
bestimmung durch Losung der Bewegungsgleichung auf Basis von Beschleunigungen ist nicht ganz neu und wurde
schon von einer Reihe von Autoren fiir die Gravitationsfeldbestimmung anderer Planeten verwendet (z.B. Barriot und
Balmino, 1992). In der Fluggravimetrie wurden schon einige Verfahren zur Bestimmung von Beschleunigungen aus
GPS-Phasenmessungen (z.B. Jekeli und Garcia, 1997; Bruton, 2000) sowie aus GPS-bestimmten Trajektorien (Bruton,
2000) getestet und erfolgreich angewendet. Ansitze zur Anwendung der Beschleunigungsbestimmung in der terrestri-
schen Gravitationsfeldanalyse mit LEO-Satelliten wurden von Schifer (2001) aufgezeigt, der zur Sensitivititsanalyse
solcher Satellitenmissionen einen Kalman-Filter fiir die Detektion von Beschleunigungen entwarf.

Trotz dieser Arbeiten mit positiven Erkenntnissen wurden solche ,.Beschleunigungsansitze® im Vorfeld der Satelliten-
missionen nicht weiter ernsthaft diskutiert und untersucht, da man sich aufgrund der spiter noch zu behandelnden
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Probleme bei der Bestimmung von Beschleunigungen aus Beobachtungen bzw. aus kinematisch bestimmten Bahnen
wenig Erfolg mit solchen Verfahren versprach. Erst mit dem Start der CHAMP-Mission im Juli 2000 und der sich
abzeichnenden Genauigkeitssteigerung bei der Berechnung kinematischer Orbits (Svehla und Rothacher, 2002a,b)
wurden Beschleunigungsverfahren von wenigen Autoren wieder aufgegriffen. Forscher aus dem Geoditischen Institut,
Universitét Stuttgart (Austen et al., 2002, Reubelt et al., 2003a,b) konnten mit Ergebnissen aus Simulationsrechnungen
sowie ersten Realdatenanalysen die Anwendbarkeit von ,,Beschleunigungsansitzen® belegen. Zur Berechnung von
Beschleunigungen wurde hierzu die Satellitenbahn mit Hilfe der Interpolationsformel von Gregory-Newton numerisch
differenziert. Weitere Autoren wie Fengler et al. (2004) wendeten ebenfalls die numerische Differentiation mit der
Gregory-Newton-Interpolationsformel an, jedoch wird dort das Gravitationsfeld mit lokalisierenden Basisfunktionen
wie sphirischen Splines und Wavelets modelliert. Aufgrund der guten Ergebnisse wurde die numerische Differentiation
mit Gregory-Newton spiter auch zur Bestimmung von Geschwindigkeiten aus kinematischen Orbits (anstatt der
direkten Verwendung der Geschwindigkeiten reduziert-dynamischer Bahnen) zur Auswertung des vorher beschriebenen
Energieintegrals eingesetzt (Foldvary et al., 2005). Ein etwas modifizierter Beschleunigungsansatz, der auf der
Berechnung mittlerer anstatt punktueller Beschleunigungen beruht, wurde von Ditmar et al. (2004) und Ditmar und van
Eck van der Sluijs (2004) eingefiihrt und ebenfalls durch Simulationsrechnungen und Realdatenanalyse (Ditmar et al.,
2006) evaluiert.

Das Ziel dieser Arbeit ist eine genauere Untersuchung des Beschleunigungsansatzes und der damit erreichbaren
Genauigkeit in der Gravitationsfeldbestimmung anhand von simulierten und realen CHAMP-Daten. Durch den
Vergleich mit Ergebnissen aus simulierten und realen Daten, die mit den anderen Verfahren zur Gravitationsfeld-
bestimmung erreicht wurden, soll abgeschétzt werden, ob der Beschleunigungsansatz ein konkurrenzfihiges Verfahren
zur Analyse von high-low-SST-Daten darstellt

Ausgehend von einem kinematischen Orbit x(#), der beziiglich des erdfesten Bezugssystems gegeben ist, soll der
generelle Ablauf des Beschleunigungsansatzes, wie er beispielsweise in Austen et al. (2002) und Reubelt et al.
(2003a,b, 2006) angewendet wurde, kurz erldutert werden. Die einzelnen Schritte sowie deren mathematische und
physikalische Grundlagen werden in den nachfolgenden Kapiteln niher betrachtet. (2.48)—(2.50) geben den mathe-
matischen Zusammenhang auf Basis der Bewegungsgleichung an, deren spezifische Kraftfunktion f =F/m in ihre
einzelnen Anteile, nimlich den Gravitationsvektor I der Erde, den Gezeitenvektor fii4, sowie die spezifischen nicht-
konservativen Storkriéfte fuon_erav zerlegt wird (2.48). Die aus Modellen berechenbaren Gezeiteneffekte sowie die mit
dem Akzelerometer erfassten nicht-konservativen Storeffekte werden unter der Beriicksichtigung der Aquivalenz
zwischen den kinematischen und dynamischen Gréfien Xﬁdal =f,4a und Xm,n,gmv =fion-erav auf die linke Seite gebracht,
so dass auf der linken Seite die ,,Beobachtungen‘ stehen und auf der rechten Seite der Erdgravitationsvektor Iy, der
durch die zu bestimmenden Gravitationsfeldparameter pr parametrisiert wird ((2.49), (2.50)). Um das Gleichungs-
system aufstellen zu kénnen, muss nun noch die Beschleunigung X(r), die der Satellit erfihrt, aus den Messungen bzw.
aus den kinematischen Bahnen X(7) extrahiert werden. In Abbildung 2.2 wird der Algorithmus anhand eines Ablauf-
diagramms anschaulich dargestellt und gliedert sich in eine linke Seite, in der die Beobachtungen verarbeitet werden,
und eine rechte Seite, in der das mathematische Modell zur Beschreibung des Gravitationsfeldes behandelt wird.
Zunichst wird beschrieben, wie mit den Beobachtungen zu verfahren ist.

/ Box 2.8: Beschleunigungsansatz \
. .Bewegungsgleichung*
X(t) = F(t’ X(t), X(t)9 p(t)) = 1_‘grav (ty X(t), pl" (t)) + f[idal (t, X(t), ptidal ) + fnonfgrav (t)
m
= grad U (¢, X(#), pr (1)) + Foa (£, X(0), Priaa) + Fron-grar (£) (2.48)

= Rgpllf grad U(t’ (17 ¢7 r)’ pl"(t))"' f[idal (t’ X(t)y ptidal) + fnr)nfgrav (t)

,Analyse im Quasi-Inertialsystem*
X(t) - Xlidal (t) - Xnon—grav (t) = Rgplk? grad U(t7 (}" ¢’ V), Pr (t)) (249)
Xrel:l (t)

Gravitationsbeschleunigung im
raumfesten Bezugssystem

,Analyse im lokalen System*
(RstIhS )71 (X(t) - Xtiv:l'dl (t) - Xnonfgrav (t)) = grad U (t, (ﬂ, ¢, r)’ pF (t)) (250)
X2 (1)

Gravitationsbeschleunigung im

k lokalen System /
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Die wichtigste Messgrof3e beim Beschleunigungsansatz stellt der kinematische Orbit x(f) des LEO-Satelliten dar, der
zuvor aus den eigentlichen high-low-SST-Messungen, also den GPS-Trigerphasen und Pseudostrecken bestimmt
werden muss. In Anhang C werden die Grundziige der kinematischen, aber auch der dynamischen und reduziert-
dynamischen Bahnbestimmung niher erlautert. Da die Bewegungsgleichung (2.48) fiir einen Betrachter beziiglich des
inertialen Referenzsystems gelten soll, um Trigheitsbeschleunigungen zu vermeiden, werden die Positionen des LEO-
Satelliten in einem ersten Schritt ins raumfeste Bezugssystem transformiert. Eine fiir unsere Anwendung geniigend
genaue Realisation eines solchen raumfesten Bezugssystems bietet das CIS in Form eines Quasi-Inertialsystems. Zur
Rotation ins raumfeste Bezugssystem sind neben der Drehung der Erde um die Erdachse, beschrieben durch die wahre
Greenwicher Sternzeit (engl.: Greenwich Apparent Sidereal Time, GAST) noch die Nutation und Prézession der
Erdachse sowie die Polbewegung zu beriicksichtigen. Die numerische Beriicksichtigung dieser Effekte geschieht durch
Modellierung und ausgewertete Messungen, die vom /ERS (engl.: International Earth Rotation Service) bereitgestellt
werden. Alle fiir den Beschleunigungsansatz, speziell fiir die CHAMP-Datenauswertung relevanten Transformationen
werden in Kapitel 3 behandelt. .
Im zweiten Schritt miissen aus den LEO-Positionen X(f) die auf den Satelliten wirkenden Beschleunigungen X(t)
abgeleitet werden. Dies ist eine schwierige und nicht unproblematische Aufgabe, da einerseits die zweiten zeitlichen
Ableitungen bestimmt werden miissen, aber andererseits die Bahn X(#) nicht als kontinuierliches Signal vorliegt,
sondern in Form diskreter Positionen. Der Weg, der also eingeschlagen werden muss, lduft also in einem ersten Schritt
darauf hinaus, aus der Bahn eine kontinuierliche, zeitabhingige Funktion mit Hilfe einer Interpolationsformel zu
erzeugen. Die zweimalige zeitliche Ableitung einer solchen Interpolationsfunktion stellt dann in der Regel kein grof3-
artiges mathematisches Problem mehr da. Eine solche Methodik wird als numerische Differentiation bezeichnet, wobei
es viele Moglichkeiten fiir die Wahl einer Interpolationsfunktion gibt. Eine spezielle Variante bietet die numerische
Differentiation im Frequenzraum (Bruton, 2000; Weigelt und Sneeuw, 2005), die ein spezielles frequenzabhingiges
Design von Differentiationsfiltern zulésst, bei der aber Datenliicken ein Problem darstellen und auf die deshalb nicht
nidher eingegangen wird. Aus den zwei Schritten zur numerischen Differentiation, namlich der Interpolation sowie der
analytischen Zeitableitung der Interpolationsfunktion erkldren sich die beiden problematischen Punkte bei der Bestim-
mung von Beschleunigungen mit numerischer Differentiation:

1. Approximiert die Interpolationsfunktion das wahre, kontinuierliche Signal (die Bahn) gut genug?
2. Wie verhilt sich das Rauschen der (Bahn-)daten beim Ableiten/Differenzieren?

Wihrend der erste Punkt in unserem Fall in der Regel kein groBes Problem darstellt, da die Bahn geniigend glatt und
dicht genug diskretisiert vorliegt, ist der zweite Punkt der limitierende Faktor. Bekanntlich hat numerische Differen-
tiation die Eigenschaft, dass sie das Messrauschen verstirkt. Dies gilt aber streng genommen nur, wenn es sich um
weilles Rauschen handelt. Bei farbigem, positiv korreliertem Rauschen wird dieser rauschverstiarkende Effekt jedoch
abgemildert (Reubelt et al., 2003a,b, 2006). Gerade die Tatsache, dass GPS-Signale stark rdumlich und zeitlich
korreliert sind, gibt Anlass dazu, gute Ergebnisse mit ,.Beschleunigungsansitzen* basierend auf numerischer Differen-
tiation zu erreichen. In Kapitel 6 werden verschiedene numerische Differentiationsverfahren, die im Zeitbereich
arbeiten, getestet und untersucht sowie die Problematik der numerischen Differentiation bei Rauschen niher beleuchtet.
Auf die Korrelation der Fehler realer kinematischer Orbits wird in Abschnitt 9.1 nédher eingegangen.

Um schlieBlich die durch das Gravitationsfeld der Erde verursachte Beschleunigung X, (r) aus den ,abgeleiteten
Beschleunigungen X(7) extrahieren zu konnen, miissen nach (2.49), (2.50) noch die gravitativen Storbeschleunigungen,
auch als Gezeitenbeschleunigungen Xiaa (7) bezeichnet, sowie die nicht-gravitativen Stérbeschleunigungen Xon_gray (£)
abgezogen werden. Die Korrektur um Gezeitenbeschleunigungen, die sich aus dem direkten gravitativen Effekt von
Sonne, Mond und Planeten, den Gezeiten der festen Erde sowie Ozean- und Polgezeiten ergeben, geschieht mit vorhan-
denen Modellen und wird niher in Kapitel 5 beschrieben. Fiir die Erfassung der nicht-gravitativen, nicht-konservativen
Storbeschleunigungen, welche durch Oberflidchenkrifte am Satelliten verursacht werden, ist eigens ein Messinstrument
am Satelliten angebracht. Diese stérenden Effekte entstehen hauptsidchlich durch Atmosphérenreibung/-auftrieb sowie
den Strahlungsdruck der Sonne und werden durch das so genannte Akzelerometer gemessen. Aufgrund diverser
Einflusse sind die Messungen des Akzelerometers teilweise stark fehlerbehaftet, so dass eine Kalibrierung des Instru-
ments unumginglich ist. Die Erfassung der nicht-konservativen Effekte durch das Akzelerometer, entstehende
Probleme sowie mogliche Kalibrierungsmodelle werden in Abschnitt 5.2 behandelt.

Nachdem nun die von der Erde erzeugten Gravitationsbeschleunigungen aus den Messungen bestimmt wurden, muss
ein entsprechendes Modell zur mathematischen Modellierung des Gravitationsfeldes, insbesondere des Gravitations-
vektors, ausgewihlt werden (rechte Seite des Ablaufdiagramms sowie von (2.49), (2.50)). Aufgrund der auf langwellige
Gravitationsfeldanteile beschriankten Sensitivitdit der CHAMP-Daten bietet sich die Darstellung des Gravitationsfeldes
mit globalen Basisfunktionen an. Gewohnlich werden dazu die in Kapitel 4 beschriebenen Kugelfunktions-
entwicklungen benutzt, mit denen das Gravitationspotential U modelliert wird. Um den Gravitationsvektor I" zu
erhalten, wie er in der Bewegungsgleichung (2.48) auftritt, muss der rdumliche Gradient dieses Geopotentials gebildet
werden. Die Gradientenbildung geschieht am einfachsten durch partielles Ableiten und Normierung im lokalen (sphéri-
schen) System, da das Geopotential in sphirischen Koordinaten (4,4,r) angegeben ist. Eine Alternative zu der Kugel-
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funktionsentwicklung kann die Entwicklung in ellipsoidisch-harmonischen Funktionen darstellen. Niheres zur Darstel-
lung und Berechnung des Gravitationsvektors findet sich ebenfalls in Kapitel 4.

Kinematischer Orbit (x, y, z) Mathematisches Geopotential-Model:
‘ erdfestes Bezugssystem (CTS) ‘ sphérisch (ellipsoidisch) harmonische
Entwicklung
Rotation: Nutation, Priizession,
GAST, Polbewegung L partielle Ableitungen,
( Positionen (X, Y, Z) W Gradient
raumfestes Bezugssystem (CIS)
Interpolation, { Gravitationsbeschleunigung
numerische Differentiation lokales sphérisches (ellipsoidisches)
System

Beschleunigung des Satelliten
raumfestes Bezugssystem (CIS)

Rotation ins

Reduktionen: erdfeste Bezugssystem
Gezeitenbeschleunigungen L

(M odel. {e) o Rotation ins
Oberflichenkrdfte raumfeste Bezugssystem

(Akzelerometer-Messungen)

Gravitationsbeschleunigung

(reduzierte) Beschleunigung ‘
raumfestes Bezugssystem (CIS)

raumfestes Bezugssystem (CIS)

Rotation ins
{ erdfeste Bezugssystem

Rotation ins
lokale System

lokales sphérisches (ellipsoidisches)

(reduzierte) Beschleunigung
System

Newton’sche
Bewegungs-
gleichung

[ Lineares Gleichungssystem }

(numerischer)
Gleichungssystemloser

Parameter des Gravitationsfeldes
sphérisch (ellipsoidisch)
harmonische Koeffizienten

Abbildung 2.2: Ablaufdiagramm des Beschleunigungsansatzes; schwarzer Weg: Losung im
Quasi-Inertialsystem; grauer Weg: Losung im lokalen sphérischen System.

AnschlieBend muss das mathematische Modell des Gravitationsvektors noch vom lokalen (sphérischen) System ins
raumfeste System transformiert werden. Dies geschieht mit Hilfe zweier Rotationen, von denen die erste die Transfor-
mation vom lokalen System in das erdfeste (kartesische) Bezugssystem beschreibt und die zweite die Rotation vom
erdfesten Bezugssystem ins raumfeste Bezugssystem. Beide Transformationsschritte sind in (2.49), (2.50) zu einer
Rotationsmatrix R$; zusammengefasst. Basierend auf der Newton’schen Bewegungsgleichung, die ein Aquivalenz-
prinzip zwischen kinematischen und dynamischen GroBen darstellt, konnen nun der aus Satellitendaten bestimmte
Beschleunigungsvektor X, und das Modell des Gravitationsvektors im raumfesten Bezugssystem gleichgesetzt
werden. Dieser Weg zur Aufstellung des Gleichungssystems im raumfesten Bezugssystem ist in dem Ablaufdiagramm
durch den schwarzen Pfad gekennzeichnet und mathematisch in (2.49) formuliert. Da das Gravitationspotential U eine
lineare Funktion der zu bestimmenden Gravitationsfeldparameter (Kugelfunktionskoeffizienten) ist, ist auch das
entstehende Gleichungssystem linear.

Eine andere Moglichkeit zur Aufstellung des Gleichungssystems ist die Formulierung im lokalen System. Diese
Formulierung wird in (2.50) mathematisch dargestellt und ist im Ablaufdiagramm als grauer Pfad eingezeichnet. Wie in
(2.50) zu sehen ist, wird die Rotationsmatrix RSCPI}? einfach auf die linke Seite gebracht, es wird also einfach die aus
Satellitendaten bestimmte Beschleunigung X,.; vom raumfesten Bezugssystem ins lokale Bezugssystem rotiert und das
mathematische Modell des Gravitationsvektors bleibt im lokalen System bestehen. Der Vorteil einer Losung des
Gleichungssystems im lokalen System besteht darin, dass die Transformation der einzelnen Elemente der Designmatrix,



Kapitel 2: Methoden der Bahnanalyse 29

die durch das Modell des Gravitationsvektors aufgebaut werden, ins raumfeste System entfillt. Stattdessen miissen nur
die drei Koordinaten des Beschleunigungsvektors X, ins lokale System rotiert werden. Es kann somit durch eine
Formulierung im lokalen System Rechenzeit eingespart werden. Eine Losung (ohne Fehlerfortpflanzung und Gewich-
tung) des Gleichungssystems im lokalen System ist gegeniiber einer Losung im raumfesten System ohne nennenswerte
Genauigkeitsverluste durchfiihrbar, wenn die drei Komponenten X ods Yoods Zrea des Beschleunigungsvektors gleichgenau
und unkorreliert sind (zeitliche Korrelationen werden durch die Rotation leicht verdndert, aber: Korrelationslinge der
Beschleunigungen ist sehr kurz, s. Abschnitt 7.1.2). Dies ist der Fall, wenn auch die drei Komponenten einer
Satellitenposition X(f) gleichgenau und unkorreliert sind. Es handelt sich dabei natiirlich um idealisierende Annahmen
die in der Realitdt nur bedingt der Fall sein werden, Reubelt et al. (2003a) konnten jedoch fiir erste kinematische
Bahndatensitze solche Annahmen niherungsweise bestitigen. Fiir alle anderen Fille ist es sinnvoll, eine Losung im
raumfesten Bezugssystem anzustreben oder eine Fehlerfortpflanzung mit anschlieBender Gewichtung durchzufiihren.

Den letzten Schritt beim Beschleunigungsansatz stellt die Losung des Gleichungssystems dar. Zur Implementierung
eines geeigneten Gleichungssystemlosers sind einige wichtige Stichpunkte wie die Anzahl der Beobachtungen und
Unbekannten sowie die Konditionierung des Systems zu beachten. Bei grofl dimensionierten Gleichungssystemen ist
eine herkommliche Inversion des Gleichungssystems aufgrund des Speicher- und Rechenzeitaufwandes auf einem
Standard-PC (engl.: Personal Computer) nur schwer oder gar nicht moglich. In einem solchen Fall bietet sich die
Umsetzung auf einem Supercomputer an oder die Implementierung eines iterativen Gleichungssystemlosers. Bei einem
iterativen Gleichungssystemloser kann der speicher- und rechenzeitaufwindige Aufbau der Normalgleichungsmatrix
umgangen werden, die Designmatrix wird zeilenweise aufgebaut und ausgewertet und muss somit nicht im Speicher
gehalten werden und alle Matrixoperationen konnen in Vektoroperationen umgestellt werden. Somit lédsst sich dann
auch eine Losung auf einem Standard-PC ermoglichen. Die numerische Stabilitdt der Losung eines Gleichungssystems
sowie die Konvergenzgeschwindigkeit einer iterativen Losung werden durch eine eventuell schlechte Konditionierung
des Gleichungssystems beschrinkt. Die Konditionszahl und damit auch die numerische Stabilitdt und Konvergenz-
geschwindigkeit wird durch so genannte Regularisierungsverfahren verbessert. In der Gravitationsfeldanalyse, speziell
in der Satellitengeodisie, wird hierfiir normalerweise die Kaula-Regularisierung (Kaula, 1966) verwendet, die einem
Signalmodell einer Kugelfunktionsentwicklung entstammt. Durch Prikonditionierung des Gleichungssystems mit einer
ausreichend guten Approximation der Normalgleichungsmatrix kann die Konvergenzgeschwindigkeit eines iterativen
Verfahrens gesteigert werden.

Die CHAMP-Mission, deren Daten in dieser Arbeit zur Gravitationsfeldanalyse verwendet werden, hat einen voraus-
sichtlichen Messzeitraum von Tpsion = S Jahre. Dabei soll der Satellit auf einer BahnhGhe zwischen 2 = 470 km am
Anfang und & = 270 km am Ende der Mission fliegen, was einer Umlaufdauer (um die Erde) von ca. Ti,= 90 min
entspricht. Aus der durch die GPS-Messungen moglichen Abtastrate von Ar = 30s fiir die kinematischen Orbits ergeben
sich also ca. 15 Mio. Beobachtungsgleichungen. Die mogliche Auflosung des Gravitationsfeldes, welche die Anzahl der
zu schitzenden Gravitationsfeldparameter bestimmt, wird im Wesentlichen durch die zwei Faktoren Nyquist-Frequenz
und Signal-zu-Rausch-Verhiltnis bestimmt. Die Nyquist-Frequenz beschreibt die maximale Auflosung eines Signals,
die bei einer gegebenen Abtastfrequenz bestimmt werden kann. Normalerweise sind hierfiir 2 Abtastungen pro Wellen-
lange notwendig. Aus der Umlaufdauer Ti., = 90min, die mit At = 30s abgetastet wird, ergibt sich eine ungefihre maxi-
male Auflosung L des Gravitationsfeldes von

1
Nyquist — Frequenz: fnyg =——
];ev :
Lzngwo mit: 2 @.51)
Jrex ! Umlauffrequenz : Jrov = T

Dieser Wert kann nur als ungefihrer Anhaltspunkt fiir die maximale Auflosung zonaler harmonischer Koeffizienten
angesehen werden. Fiir Koeffizienten hoherer Ordnung (hohere tesserale und sektorielle), deren Strukturen in Nord-
Stid-Richtung grober sind (je hoher die Ordnung, desto grober, s. Anhang A, Abbildung A.3), scheint bei einer pol-
nahen Bahn eine Auflosung bis zu einem hoheren Grad als L moglich. Durch die Abweichung der realen CHAMP-Bahn
von einer Polbahn entstehen kleinere polare Datenliicken, welche die Auflosbarkeit der Koeffizienten niedriger
Ordnung (zonale und niedrige tesserale) beeintrichtigen.

Unter Auflosbarkeit im Sinne des Signal-zu-Rausch-Verhiltnisses kann man verstehen, dass ein Koeffizient als
bestimmt gilt, wenn das Rauschen nicht groBer ist als der Wert des Koeffizienten selbst. Unter diesem Aspekt kann die
maximale Auflosung geringer werden als L, wenn z.B. das Messrauschen relativ grof3 und der Beobachtungszeitraum
kurz ist. Durch Analyse eines grofleren Datensatzes kann die Auflosung dann aber wiederum erhoht werden. Limitie-
rende Faktoren der Auflosung beziiglich des Signal-zu-Rausch-Verhéltnisses sind ein ansteigendes Rauschen auf den
hoheren Frequenzen der Beschleunigungen, die Linge des Beobachtungszeitraumes und vor allem die stiarker werdende
Diampfung des Gravitationsfeldsignals auf Satellitenhohe fiir Kugelfunktionsterme ansteigenden Grades (hoherer
Auflosung). Die verbleibende Signalstédrke in Prozent ergibt sich in der Bahnhohe £ fiir den Grad [ zu
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. ) RE 1+1 RE 1+1
Signalstdiirke [%] = ( r j = (RE . hj (2.52)
Bahnhohe| /4 =270km h=470km
Auflosung
[=0 95,93% 93,13%
[=10 63,35% 45,71%
[=50 12,04% 2,65%
[=90 2,29% 0,15%

Tabelle 2.1: Signalstirke des Gravitationsfeldes nach (2.52) fiir den CHAMP-
Satellit in unterschiedlicher Bahnhohe # fiir verschiedene Auflosungen (Grad /).

Fiir den CHAMP-Satelliten auf der Anfangs- (2 = 470 km) und Endbahnhohe (2 = 270 km) sind die verbleibenden
Signalanteile fiir verschiedene Grade / in Tabelle 2.1 angegeben. Deutlich zu sehen ist die Signalabnahme mit groer
werdender Auflosung, so erfihrt z.B. der CHAMP-Satellit zu Missionsbeginn fiir die Auflésung [ = 90 nur 0,15% des
Signalanteils auf der Erdoberfldche. Das bedeutet allein schon bei gleichem Rauschen auf dieser Frequenz gegeniiber
einer Frequenz niedrigerer Aufldsung ein vermindertes Signal-zu-Rausch-Verhiltnis der bestimmten Gravitationsfeld-
parameter fiir die hohere Auflosung, welches durch ein stirkeres Rauschen auf den hoheren Frequenzen des Beschleu-
nigungssignals noch weiter abnimmt. Eine Aufldsung beziiglich des Signal-zu-Rausch-Verhiltnisses bis zu Grad 90
wird also zu Beginn der Mission nur schwer erreicht werden. Deutlich zu erkennen aus Tabelle 2.1 ist jedoch ein
Anstieg des Signalanteils mit abnehmender Bahnhohe. So ist der verbleibende Signalanteil des Gravitationsfeldes fiir
eine Auflosung bis Grad 90 am Ende der CHAMP-Mission 2,29%, was in etwa einem verbleibenden Signalanteil zu
Missionsanfang fiir die Auflésung vom Grad 50 entspricht. Mit fortschreitender Missionsdauer und damit abnehmender
Bahnhohe wird also eine hohere Auflosung des Gravitationsfeldes beziiglich des Signal-zu-Rausch-Verhiltnisses und
eine Genauigkeitssteigerung bedingt durch ein erhohtes Signal-zu-Rausch-Verhiltnis moglich. Eine Auflosung bis Grad
90 und damit bis zur maximal moglichen Auflésung bedingt durch die Nyquist-Frequenz scheint zu Missionsende
moglich.

Beziiglich des Signal-zu-Rausch-Verhiltnisses ist wahrscheinlich auch wieder eine groflere Auflosung und bessere
Genauigkeit der Koeffizienten hoherer Ordnung gegeniiber denjenigen niedrigerer Ordnung méglich. Dies liegt daran,
dass das Gravitationsfeldsignal von Koeffizienten hoherer Ordnung grobere Strukturen in Nord-Siid-Richtung (Flug-
richtung des Satelliten) besitzt als das von Koeffizienten niedrigerer Ordnung (aber vom selben Grad). Dieses Gravita-
tionsfeldsignal bildet sich dann in den niedrigeren Frequenzen des Beschleunigungssignals des Satelliten ab, die eine
bessere Genauigkeit (bedingt durch die numerische Differentiation) als die Anteile hoherer Frequenzen besitzen, was zu
einem besseren Signal-zu-Rausch-Verhiltnis fiihrt.

Die Bahnanalyse ist aufgrund ihres Messkonzeptes, der Auslegung der Satellitenbahn und der Genauigkeit und
Abtastung des GPS-Signals auf die Bestimmung langwelliger Gravitationsfeldanteile begrenzt. Aus den obigen Uber-
legungen sowie auch aus Studien vor Beginn der CHAMP-Mission geht hervor, dass mindestens bis Grad 90 aufgelost
werden sollte, zu Ende der Mission sogar hoher. Aus der Auflosung bis Grad 90 ergeben sich 8278 zu schitzende
Gravitationsfeldparameter, eine Aufldsung bis Grad 100 fiihrt auf 10 198 Parameter und fiir eine Auflosung bis Grad
120 entstehen 14 638 Unbekannte. Versucht man nun, aus 5 Jahren CHAMP-Mission das Gravitationsfeld bis Grad 90
zu schitzen, so bringt die Dimension des Gleichungssystems Probleme mit sich. Die Bestimmung von 8278
Unbekannten aus ca. 15 Mio. Beobachtungen fiihrt zu einem Gleichungssystem, fiir dessen Losung ein sehr grofer
Rechenaufwand und auch viel Speicherplatz zur Speicherung von Design- und Normalgleichungsmatrizen benotigt
werden. Mit einer normalen Inversion ist ein solches Gleichungssystem auf einem herkommlichen PC nur schwer
Iosbar. Wie vorher schon erwihnt, bietet sich ein iteratives Losungsverfahren an. Als geeignet erweist sich die Methode
der Prikonditionierten Konjugierten Gradienten, deren Konvergenzgeschwindigkeit durch Prikonditionierung mit Hilfe
einer blockdiagonalen Approximation der Normalgleichungsmatrix gesteigert werden kann. Eine detailliertere
Betrachtung zur Losung grofler, liberbestimmter Gleichungssysteme und genaue Beschreibung der Methode der
Prikonditionierten Konjugierten Gradienten sowie eine Beschreibung der Regularisierung findet sich in Kapitel 7.
Ausfiihrliche Untersuchungen zum entstehenden Modellfehler sowie zum Einfluss des Messrauschens beim Beschleu-
nigungsansatz finden sich in Kapitel 8. Die Untersuchungen zum Beschleunigungsansatz werden durch eine Analyse
realer kinematischer CHAMP-Orbits in Kapitel 9 abgeschlossen. Darin wird unter anderem auf die Korrelation realer
kinematischer Bahnfehler sowie auf die Auswirkung einzelner Ausreifler auf die Genauigkeit des geschitzten Gravita-
tionsfeldes eingegangen. Zur Behandlung von Ausreiflern werden verschiedene Ansitze zur Elimination von Ausreil3ern
vorgestellt und angewendet. Eine Alternative zur AusreiBlerelimination stellen robuste Schitzverfahren dar, bei denen
Ausreifler iterativ heruntergewichtet werden. Schlieflich findet eine Evaluation der Ergebnisse durch Vergleich mit
Resultaten aus alternativen Verfahren sowie dem bereits vor CHAMP bestehenden Gravitationsfeldmodell EGM96
(Lemoine et al., 1998) statt.
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Eine modifizierte Art des ,,Beschleunigungsansatzes* stellt ein Verfahren von Ditmar et al. (2004, 2006) und Ditmar
und van Eck van der Sluijs (2004) dar, das im Gegensatz zu punktweisen Beschleunigungen mit mittleren Beschleu-
nigungen arbeitet. Dieser Ansatz wird im Folgenden am Beispiel der X-Komponente beschrieben, analoges gilt fiir die
Y- und Z-Komponente. Wie bereits von Reubelt et al. (2003a) untersucht und in Kapitel 6 beschrieben, reicht ein 3-
Punkt-Differentiationsschema zur Bestimmung von (punktweisen) Beschleunigungen nicht aus und es sind mindestens
5, besser 7 oder 9 Punkte notwendig, um geniigend genaue Ergebnisse zu erhalten. Ditmar und van Eck van der Sluijs
(2004) konnten jedoch zeigen, dass Beschleunigungen, die mit dem 3-Punkt-Schema (2.53) berechnet worden sind,
mittlere Beschleunigungen X mit entsprechender Gewichtsfunktion w(s) nach (2.54) reprisentieren. Letzten Endes be-
deutet das, dass bei Anwendung des 3-Punkt-Differentiators zur Erstellung des Beobachtungsvektors y die Design-
matrix A, bei punktweisen Beschleunigungen noch mit einer (Filter-)Matrix E multipliziert werden muss, um die
Designmatrix A ., fiir mittlere Beschleunigungen zu erhalten (2.61). Die Matrix E setzt sich zusammen aus den
Koeffizienten des Mittelwertfilters e, der angibt, wie sich die mittleren Beschleunigungen X aus den punktweisen
Beschleunigungen X nach (2.58) ergeben. Zur Ableitung des Mittelwertfilters wird zuniichst ein Polynom der Ordnung
2n fiir die punktweisen Beschleunigungen angesetzt (2.55), dessen Koeffizienten ¢; sich nach (2.56) angeben lassen.
Setzt man den Polynomansatz nun in das Mittelwertintegral (2.54) ein, so erhilt man durch analytische Integration eine
Beziehung (2.57) zwischen den Polynomkoeffizienten ¢ und der mittleren Beschleunigung X. Setzt man nun die
gefundenen Gleichungen (2.56) und (2.57) ineinander ein, so erhdlt man die Beziehung zwischen mittlerer und punkt-
weisen Beschleunigungen nach (2.58) mit Hilfe des Mittelwertfilters e, der sich aus (2.59) ergibt. Hierbei ist eine Zerle-
gung der Inversion von (V7)™ in (V7)™'T numerisch giinstiger, da die Inversion von (V7)™ fiir Polynome hoherer
Ordnung 2n und damit groBerer Filterlinge (2n+1) sehr schnell instabil wird. Die Anwendung des Mittelwertfilters
muss ebenso wie die numerische Differentiation im (Quasi-)Inertialsystem erfolgen.

/ Box 2.9: Beschleunigungsansatz fiir mittlere Beschleunigungen \
,Beschleunigung aus 3-Punkt-Schema'*
= X(t—At)-2X(@)+ X(t+ At
X)) = ( ) @) ( ) (2.53)
(Ar)?
LInterpretation als mittlere Beschleunigung mit Gewichtsfunktion*
= a . . At —|s
X(t)= j w(s)X(t+s)ds ; mit w(s)= (2.54)
—At (At)z
,Ableitung des Mittelwertfilters*
~Polynomansatz fiir punktweise Beschleunigungen*
2n
X(t+s)=Y c,s’ 1 sel-nAr;nAr] (2.55)
=0
it der Bestimmungsgleichung fiir Polynomkoeffizienten*
1 —nAt “ee (—nAD)*"
.. .. — —_— e —_— —_— 2n
c=V [K@—nan), - K@ +nan] mir v=|l (DA (Hn=DAD (2.56)
1 nAt (nAn)™
SAnalytische Losung des Mittelwertintegrals fiir Polynomansatz™
(1 1
_ j I .
Xy=wie ; w ={*" ( el e 2] o firgerades ] e [0:2n] @57)
0 ;  fiir ungerades j
SZusammenhang zwischen mittleren und punktweisen Beschleunigungen'
X0y =er[X(t —nAn),--, X (¢ + nan] (2.58)
mit Mittelwertfilter
e=(VH'w=(VH'Tw (2.59)
1 -n - (0™
—_— —_— —_— o —_— —_— 2” .
wobei V=|1 ~=D o GO p iagrr) mir T, = A (2.60)
1 n . (n)Zn
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Susammenhang zwischen den Designmatrizen fiir
mittlere und punktweise Beschleunigungen
y = AavgpF = EAprF (261)

Die Tatsache, dass in diesem Fall ein 3-Punkt-Schema zur Berechnung von Beschleunigungen notwendig ist, mag unter
gewissen Gesichtspunkten als vorteilhaft erscheinen. Einerseits fallen in der Anwesenheit von Datenliicken und
schlecht bestimmten Satellitenpositionen weniger Beschleunigungen weg, andererseits gestaltet sich auch die
Fehlerfortpflanzung von Koordinaten auf Beschleunigungen und somit die Gewichtung leichter. Das Problem ist aber,
dass Beobachtungen vom Typ ,mittlere Beschleunigung* weniger anschaulich als diejenigen vom Typ ,,punktweise
Beschleunigung® sind. Dies erklrt sich bei einer Betrachtung aus einem anderen Blickwinkel. Nach Mayer-Giirr et al.
(2005b) lasst sich dieser Ansatz namlich aus der Randwertaufgabe ((2.34) bzw. (2.37)) herleiten, in dem man das
Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen (Abschnitt 2.3.2.2) fiir einen ,,ultrakurzen* Orbit mit 3 Punkten anwendet. Aus
dieser Sichtweise wire dieser Ansatz auch nicht mehr als ein ,Beschleunigungsansatz zu interpretieren, da die
Beobachtungen dann nur noch Linearkombinationen aus Satellitenpositionen darstellen.

2.4 Kurze Erorterung moglicher Vor- und Nachteile der beschriebenen Verfahren

Im Folgenden soll eine kurze Diskussion und Erorterung moglicher Stirken und Schwichen der vorgestellten
Algorithmen vorgenommen werden. Dabei soll auf die einzelnen Fehlerquellen, die sich ungiinstig auf die Parameter-
schitzung auswirken konnen, eingegangen werden. Aufgrund der unterschiedlichen mathematischen Methodiken, die in
den einzelnen Verfahren eine Anwendung finden, kdnnen sich Ungenauigkeiten in den einzelnen Datenquellen sowie
weitere spezielle Aspekte bei jedem Verfahren unterschiedlich auswirken. Welcher Ansatz zur Gravitationsfeld-
bestimmung schlieflich am besten geeignet ist oder ob tiberhaupt einer der Algorithmen die anderen dominiert, kann
nur iiber ausfiihrliche Simulationen mit unterschiedlichen Rauschverhéltnissen oder letzten Endes durch Realdaten-
auswertung mit ausfiihrlicher Evaluierung und Validierung festgestellt werden. In den Abschnitten 8.4 und 9.4 werden
als Beitrag zur Beantwortung dieser Fragestellung die Ergebnisse aus Simulationsrechnungen und Realdatenanalyse
verglichen, die mit den einzelnen Verfahren erzielt wurden. Erste Vergleiche der einzelnen vorgestellten Verfahren
untereinander wurden bereits von Ditmar et al. (2004) und Ditmar und van Eck van der Sluijs (2004) fiir simulierte
Daten sowie von Mayer-Giirr et al. (2005a) auf der Basis von Realdaten vorgenommen.

Beziiglich der Kriterien Rechenzeit, Bahnfehler, Akzelerometerfehler, Kalibrierungsmoglichkeiten des Akzelerometers,
Fehler der Gezeitenmodelle, Datenliicken, Exaktheit der Methodik und Redundanz soll nun eine Einschidtzung einer
moglichen erzielbaren Genauigkeit mit den jeweiligen Verfahren vorgenommen werden.

Rechenzeit:

Aufgrund der Nichtlinearitit des Gleichungssystems (Iteration!) sind das klassische Verfahren so wie die Losung der
Variationsgleichungen am zeitaufwendigsten. Hinzu kommt bei beiden Verfahren der erhohte Zeitaufwand durch die
numerische Integration der Variations- und Bewegungsgleichungen. Aufgrund der groeren Anzahl von Beobachtungs-
gleichungen ist das klassische Verfahren als etwas langsamer als die Methode der Variationsgleichungen einzustufen.
Fiir die Ausfithrung der drei anderen Methoden ist erheblich weniger Zeit notwendig, aber auch hier kann eine Einstu-
fung erfolgen. Im Allgemeinen ist die Anwendung von numerischer Integration aufwendiger als die numerische
Differentiation. Das bedeutet, dass das Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen als etwas zeitintensiver einzuschitzen ist
als die Energiebilanzmethode, bei der nur Akzelerometerwerte und Gezeiten integriert werden miissen (bei gleich-
zeitiger einmaliger Differentiation zur Extraktion von Geschwindigkeiten). Das schnellste Verfahren wire somit der
Beschleunigungsansatz. Fiir eine schnellere Durchfiihrbarkeit bei der Energiebilanzmethode spricht allerdings, dass die
Anzahl der Beobachtungsgleichungen sich auf ein Drittel reduziert, da die Energie im Gegensatz zu Positionen und
Beschleunigungen eine skalare Grofe ist.

Bei den Verfahren, die mit kinematischen Orbits arbeiten, muss genau genommen auch noch die Rechenzeit zur
Generierung der kinematischen Orbits beriicksichtigt werden, die allerdings wegen des linearen Gleichungssystems und
fehlender Integration relativ kurz ist.

Fehler und Ungenauigkeiten im kinematischen Orbit (in den GPS-Messungen):

Wie zu sehen ist, ist zur Aufstellung des Beobachtungsvektors bei einigen der oben genannten Methoden eine numeri-
sche Differentiation der kinematisch bestimmten Positionen notwendig. Bei anderen Verfahren wird eine numerische
Integration zur Bestimmung von partiellen Ableitungen und zur Auswertung der Kraftfunktion gebraucht, wo unter
anderem auch wieder die LEO-Position einflieBt. Wie aus Abbildung 2.3 zu erkennen ist, hat jedoch numerische
Differentiation und Integration erhebliche Auswirkung auf die Fehlerfortpflanzung in Abhingigkeit von der Art des
Rauschens. Handelt es sich um ein Signal mit weilem Rauschen, so wird dieses Rauschen bei numerischer Differentia-
tion verstiarkt, wohingegen korreliertes Rauschen des urspriinglichen Signals geddmpft wird und sich teilweise
ausloscht. Bei der numerischen Integration sieht es anders aus. Hier fiihrt ein korreliertes Rauschen zu einer Verstir-
kung des Rauschens, wihrend die Verstirkung bei weilem Rauschen weitaus weniger stark ausfillt und sich hohe
Frequenzen sogar teilweise ausloschen konnen. Allgemein gilt, dass numerische Differentiation hochfrequentes
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Rauschen verstérkt und niederfrequentes Rauschen abschwicht, bei numerischer Integration tritt der gegenteilige Effekt
ein.

Geht man davon aus, dass die Beobachtungen, also die GPS-Messungen bzw. der kinematische Orbit weil3es Rauschen
enthalten, so ist es giinstig, wenn diese Beobachtungen direkt in den Beobachtungsvektor einflieBen. Dies wire fiir das
klassische Verfahren, die Integration der Variationsgleichungen sowie das Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen der
Fall. Die Integration der Variations-/Bewegungsgleichungen sowie der Kraftfunktion wire fiir diese Verfahren wohl
auch als unproblematisch anzusehen, da es sich um weifles Rauschen handelt. Probleme sind jedoch bei der Energie-
bilanzmethode sowie dem Beschleunigungsansatz zu sehen. Hier ist eine Verstirkung des Rauschens aufgrund der
numerischen Differentiation zu erwarten.

Ist das Rauschen des kinematischen Orbits jedoch korreliert, so kann die Anwendung der Energiebilanzmethode sowie
des Beschleunigungsansatzes zu einer Reduzierung des Rauschens aufgrund der numerischen Differentiation fiihren.
Bei den anderen Methoden konnen jetzt jedoch Probleme aufgrund der Integration auftreten. Beim Beschleunigungs-
ansatz sind gegeniiber der Energiebilanzmethode aufgrund der zusitzlich auftretenden Integration leichte Vorteile zu
sehen.

Ahnliche Beobachtungen sind schon von Ditmar et al. (2004) gemacht worden, die beim Vergleich des (modifizierten)
Beschleunigungsansatzes mit der Integration der Variationsgleichungen herausgefunden haben, dass der Beschleuni-
gungsansatz auf langwellige Fehler unempfindlicher reagiert, aber bei weilem Rauschen schlechter abschneidet. Eine
endgiiltige Aussage ist zu diesem Stichpunkt derzeit nicht moglich, da die Korrelation des Rauschens kinematischer
Orbits nicht genau bekannt ist.
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Fehler und Ungenauigkeiten in den Akzelerometermessungen

Wie sich Fehler und Ungenauigkeiten der Akzelerometermessungen auf das Ergebnis auswirken ist momentan noch
relativ schwer zu vorherzusagen, da das Verhalten des Akzelerometers noch nicht vollstindig untersucht ist und viele
Effekte in den Messungen noch nicht erkldrbar sind (Perosanz et al., 2003). So treten neben dem normalen Mess-
rauschen unter anderem Spriinge auf, die teilweise durch Betidtigung der Steuerdiisen oder anderer Instrumente entste-
hen, teilweise jedoch nicht erkldrbar sind, die aber durch spezielle Filterung in der Vorverarbeitung weitestgehend
beseitigt werden konnen (Forste und Choi, 2005; Perosanz et al., 2005). Fehler, die durch thermische Einfliisse entste-
hen (Oberndorfer und Miiller, 2003) sind hingegen in der Vorverarbeitung schwieriger zu korrigieren und sind meistens
langwelliger Art (Grunwaldt und Meehan, 2003). Des Weiteren beinhalten die Akzelerometermessungen auch einen
Offset sowie eine Drift, die durch geeignete Kalibrierungstechniken (Perosanz et al., 2005) und Schitzverfahren (z.B.
Gerlach et al., 2003) groBtenteils beseitigt werden konnen, aber auch hier bleibt in der Regel ein Restfehler im Signal
vorhanden. Besonders die Messungen der radialen Komponente haben sich als problematisch aufgrund einer
Elektrodenfehlfunktion (Perosanz et al., 2003) herausgestellt. Aus einer Kombination der anderen Elektroden ldsst sich
die radiale Komponente jedoch weitestgehend rekonstruieren (Perosanz et al., 2003), allerdings nicht mit der Genauig-
keit der anderen beiden Komponenten.
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Aufgrund des breiten, teilweise unbekannten Spektrums an Fehlern ist es von Vorteil, wenn die Akzelerometerdaten
(gegebenenfalls nach Kalibrierung) direkt den Beobachtungsgleichungen ohne Integration zugefiihrt werden konnen.
Die Integration der Akzelerometerdaten kann beim klassischen Verfahren, bei der Integration der Variations-
gleichungen, beim Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen sowie bei der Energiebilanzmethode aufgrund langwelliger
Fehler sowie nicht beseitigter Offsets und Driften zu groflen Fehlern fithren (durch eine geeignete Parametrisierung
konnen einige dieser Fehler jedoch reduziert oder beseitigt werden, s.u.). Beim Beschleunigungsansatz tritt diese
Problematik nicht auf. Die Energiebilanzmethode bietet gegeniiber allen anderen Methoden den Vorteil, dass hier die
fehlerhafte radiale Komponente nicht verwendet werden muss.

Kalibrierungsmoglichkeiten des Akzelerometers:

Gerade die Tatsache, dass sich langwellige Fehler und insbesondere der Offset und die Drift durch die Integration
vergrolern bzw. aufaddieren, fiihrt dazu, dass diese Fehler in solchen Verfahren deutlich zu Tage treten und deshalb
relativ genau in Form von Kalibrierungsparametern mitbestimmt oder eliminiert werden konnen. Gingig ist die
Bestimmung von Kalibrierungsparametern fiir Offset und Skalierung, durch die Schitzung eines zeitabhingigen Offsets
(Gerlach et al., 2003) oder tidglichen Werten fiir den Offset (Mayer-Giirr et al., 2005b) konnen sogar weitere
niederfrequente Storanteile herausgefiltert werden. Besonders effektiv gestaltet sich die Kalibrierung bei der Energie-
bilanzmethode, da hier eine Bilanzgleichung vorliegt, deren Wert eine Konstante sein muss. Bei dem Beschleunigungs-
ansatz ist eine Kalibrierung schwieriger und voraussichtlich weniger genau, da hier keine Integration vorkommt, welche
die zu kalibrierenden Effekte deutlich hervorbringt.

Fehler in den Gezeitenmodellen:

Bei der Auswertung mit den einzelnen Methoden miissen auch gravitative Effekte, die durch Gezeiten entstehen,
beriicksichtigt werden. Dies geschieht im Normalfall mit vorhandenen Modellen, welche die Gezeiten geniigend genau
beschreiben. Allerdings konnen Fehler in der Modellierung die Gravitationsfeldlosung beeinflussen. In der Regel wird
zur Modellierung der Gezeiten eine Kugelfunktionsentwicklung niedrigen Grades verwendet. Dies bedeutet, dass die
modellierten (spezifischen) Gezeitenkrifte, die am Satelliten angreifen, hauptsichlich langwellige Fehleranteile
besitzen. Bei einer Integration der (spezifischen) Gezeitenkrifte tritt dann das Problem auf, dass solche Fehler verstéarkt
werden konnen. Dies gilt fiir die klassische Methode sowie die Integration der Variationsgleichungen, das Randwert-
problem fiir kurze Bahnbdgen und die Energiebilanzmethode. Ein Vorteil ist hier beim Beschleunigungsansatz zu
sehen, da hier die spezifischen Gezeitenkrifte nicht integriert werden miissen.

Probleme durch Datenliicken:

Punkte, an denen keine oder offensichtlich nur sehr ungenaue Beobachtungen vorliegen, werden in diesem Kontext als
Datenliicken bezeichnet. Fiir diese Punkte kann keine Beobachtungsgleichung aufgestellt werden. Allerdings beeinflus-
sen Datenliicken im Falle numerischer Differentiation und Integration auch die benachbarten Punkte. Im Falle numeri-
scher Differentiation mit einem n-Punkt-Schema sind auch die benachbarten (n—1)/2 Punkte von der Datenliicke betrof-
fen, fiir diese Punkte wird dann keine Beobachtungsgleichung aufgestellt.

Bei der numerischen Integration fiir das Randwertproblem fiir kurzen Bahnbogen und den Energieansatz ist im Prinzip
der komplette Bahnbogen von der Datenliicke betroffen, da die Integration iiber diesen ganzen Zeitbereich lauft. Hier
kann unter Hinnahme von Genauigkeitsverlusten die numerische Integration nur durchgefiihrt werden, wenn an der
Datenliicke die Integrationsschrittweite um die ausgelassenen Datenpunkte erweitert wird oder der fehlende Datenpunkt
aus den umliegenden Punkten interpoliert wird. Eine andere, aus Genauigkeitsgriinden vorzuziehende Alternative wire,
den Bahnbogen an der Datenliicke in zwei neue Bogen aufzuteilen, deren Integrale dann die Datenliicke nicht enthalten.
Dies erfordert allerdings die Einfithrung zusitzlicher Anfangs- oder Randbedingungen, bzw. bei der Energiebilanz-
methode die Schitzung einer neuen Energiekonstante.

Ein geringeres Problem stellen die Datenliicken fiir die Integration bei den Verfahren nach Abschnitt 2.3.1 und
Abschnitt 2.3.2.1 dar. Hier wird parallel zur Integration der Variationsgleichung, fiir welche die Satellitenposition
benotigt wird, die Bewegungsgleichung integriert, welche die benotigte Position den physikalischen Gesetzen
gehorchend liefert. Eine Datenliicke stellt hier also kein groferes Problem dar, und im Gegensatz zu den anderen
Verfahren miissen weder Beobachtungsgleichungen fiir die daneben liegenden Positionen gestrichen werden (Beschleu-
nigungsansatz, Energiebilanzmethode) noch zusitzliche Unbekannte in die Parameterschitzung mit aufgenommen
werden oder Genauigkeitsverluste in Kauf genommen werden (Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen, Energiebilanz-
methode).

Genauigkeit/Approximation des Verfahrens:

Bevor ein Verfahren angewendet wird, muss sichergestellt sein, dass das mathematische Modell die physikalische
Realitit geniigend gut erfasst. Bei einem exakten Ansatz ist das gewihrleistet, sieht man von moglichen numerischen
Problemen ab. Wird aber bei der Aufstellung des Modells und des Gleichungssystems an einer Stelle approximiert oder
kleine Groflen vernachlissigt, so ist zu zeigen, dass der daraus resultierende Fehler im Ergebnis geniigend klein ist
(<< als Fehler durch Messrauschen). Die Auswirkungen eines solchen ,,Verfahrens- oder Modellfehlers* konnen iiber
eine Simulationsrechnung mit unverrauschten Daten festgestellt werden, indem man die erzielten Ergebnisse mit den
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Eingangsdaten der Simulationsrechnung vergleicht. Fiir alle vorgestellten Methoden konnte gezeigt werden, dass der
»Modellfehler klein genug ist (Reubelt et al., 2003a; Ditmar et al., 2004; Ditmar und van Eck van der Sluijs, 2004).
Trotzdem ist eine Diskussion der verwendeten Approximationen als hilfreich anzusehen.

Verfahren, bei denen eine numerische Differentiation angewandt wird (Beschleunigungsansatz, Energiebilanzmethode),
sind in diesem Kontext als approximativ anstatt exakt anzusehen. Hier wird ohne Bezug auf die physikalischen Eigen-
schaften der Bahnbewegung eine Interpolationsfunktion durch die diskret gegebenen Positionen gelegt, die fehlende
Information dazwischen fiihrt bei der Differentiation zu Approximationsfehlern. Allerdings ist die Approximation durch
gebréuchliche Interpolationsfunktionen als genau genug einzustufen, da der Bahnverlauf relativ glatt ist.

Ahnlich verhilt es sich bei der numerischen Integration bei dem Randwertproblem fiir kurze Bahnbdgen sowie bei der
Energiebilanzmethode. Auch hier ist die Integration eher als approximativ anstatt exakt einzustufen, weil die zu
integrierende Funktion wiederum mit Hilfe einer Interpolationsfunktion (basierend auf dem kinematischen Orbit)
angenihert werden muss, welche die Physik der Bahn nicht beriicksichtigt. Aber auch hier sind die Differenzen zum
wahrem physikalischen Verlauf aufgrund der Glattheit der zu integrierenden Funktion als klein genug anzusehen, vor
allem wenn der Integrationszeitraum klein genug gewihlt wird.

Die numerische Integration der Differentialgleichungen (Bewegungs-/Variationsgleichungen) bei dem klassischen
Verfahren sowie bei dem Variationsansatz kann in diesem Kontext als exakt oder zumindest als nur geringfiigig appro-
ximativ klassifiziert werden, sieht man einmal von numerischen Einfliissen ab. Hier wird bei jedem Integrationsschritt
die Physik der jeweiligen Differentialgleichung beriicksichtigt, da deren erzeugende Kraftfunktion fiir jeden Schritt
ausgewertet wird. Eventuell auftretende Interpolationen zur Pradiktion werden iiber einen Korrektorschritt verbessert.

Redundanz:

Unter Redundanz soll hier die gesamte Redundanz der Ausgleichung betrachtet werden, die sich normalerweise aus der
Differenz zwischen der Anzahl von Beobachtungen und Unbekannten ergibt. Bei gleichem Datenmaterial sollte eine
groBBere Redundanz zu einer hoheren Genauigkeit der Ergebnisse fithren. Dies gilt allerdings nur mit Einschrinkung, da
unter anderem eine unterschiedliche Vorverarbeitung und unterschiedliche Verfahren zur Bereitstellung der Elemente
des Beobachtungsvektors zu Genauigkeitsunterschieden trotz gleichem Datenmaterial fiihren (s.0.).

Unter diesem Gesichtspunkt verfiigt das klassische Verfahren iiber die hochste Redundanz aufgrund der gréBeren
Anzahl an Beobachtungsgleichungen. Die geringste Redundanz besitzt die Energiebilanzmethode, da hier pro Punkt nur
eine Beobachtungsgleichung fiir die Energie als skalare Grofie anstatt 3 Beobachtungsgleichungen wie bei den anderen
alternativen Methoden anfillt. Dies fiihrt nach Ditmar und van Eck van der Sluijs (2004) zu einem Genauigkeitsverlust
in der Gréenordnung von /3. Fiir die anderen 3 Verfahren ist die Redundanz nahezu &hnlich, aber bei einer groBeren
Anzahl von Datenliicken wird die Redundanz bei dem Beschleunigungsansatz und dem Randwertproblem fiir kurze
Bahnbogen etwas geringer aufgrund zusitzlich wegfallender Beobachtungsgleichungen neben der Datenliicke bzw.
aufgrund zusitzlicher unbekannter Randwerte.

Anmerkung: Die hohere Redundanz bei der klassischen Methode spielt wahrscheinlich keine Rolle, da die tiberschiis-
sige Redundanz bei der Bestimmung der kinematischen Orbits genauigkeitssteigernd wirkt.

Wie zu sehen ist, gibt es kein Verfahren, dass hinsichtlich aller Kriterien dominierend ist. Allerdings lésst sich anhand
der vorherigen Diskussion auch keine Methode von vornherein aufgrund eines schlechten Abschneidens bei allen
Stichpunkten ausschlieBen. Vielmehr ist es so, dass jede der einzelnen Methoden hinsichtlich mehrerer Kriterien gut
abschneidet und bei anderen wieder schlechter. Welches Verfahren die besten Ergebnisse liefert oder ob es iiberhaupt
ein solches gibt, liegt am Ende daran, welche Eigenschaften die vorliegenden Realdaten besitzen. Die wahre Genauig-
keit der Realdaten, die fiir die Effizienz der einzelnen Verfahren mit entscheidend ist, wird aber nie genau bestimmt
werden konnen, da die fehlerfreien Sollwerte nicht bekannt sind. Die Genauigkeit der Daten kann nur anhand von
Ausgleichung und Fehlerfortpflanzung sowie Vergleichen mit unabhingigen Datensidtzen abgeschitzt werden. So
konnte beispielsweise hinsichtlich der Fragestellung, ob das Rauschen von kinematischen Orbits nun weifl oder korre-
liert ist, noch keine Einigung gefunden werden. Dies ist aber ein wichtiger Punkt bei der Diskussion, ob numerische
Differentiation zu guten oder schlechten Ergebnissen fiihrt.

Bei der vorherigen Diskussion wurde versucht, so gut wie moglich auf die Realitéit der Daten und Algorithmen Riick-
sicht zu nehmen. Fiir die Stichpunkte, an denen die Eigenschaften der Daten nicht ganz bekannt sind, wie z.B. das
Rauschen der kinematischen Bahnen, hat die Diskussion allerdings einen hypothetischen Charakter. Aber auch hier
wurde versucht, die verschiedenen herrschenden Ansichten mit einzubeziehen. In Tabelle 2.2 sind noch einmal kurz die
Ergebnisse der obigen Diskussion zusammengefasst.

Der wohl wichtigste der oben behandelten Stichpunkte fiir die Genauigkeit der Gravitationsfeldanalyse ist die Genauig-
keit der Satellitenbahn (Moore et al., 2003), die weiteren Kriterien spielen dann je nach Verfahren eine groflere oder
kleinere untergeordnete Rolle. So lésst sich dann aus unterschiedlich genauen Ergebnissen mit den einzelnen Verfahren
auch ein Riickschluss daraus ziehen, ob das Rauschen der Bahn eher weill oder korreliert ist. Eine unterschiedliche
Reaktion von Beschleunigungsansatz und dem Variationsansatz auf verschiedene Arten von Rauschen, wie es von
Ditmar et al. (2004) festgestellt wurde, bestitigt diese Vermutung.
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Verfahren klassisches Variations- Randwert- Energiebilanz- Beschleu-

Kriterium Verfahren gleichungen problem methode nigungsansatz
Rechenzeit -— - + ++ ++
Bahn (weilles + + + - -
Rauschen)
Bahn (korreliertes - - - + ++
Rauschen)
Akzelerometer- - - - - 0
fehler (unkalibriert)
Kalibrierung des + + + ++ -
Akzelerometers
Fehler der - - - - +
Gezeitenmodelle
Datenliicken + + - - -
Approximation + + 0 0 0
Redundanz ++ + 0+ - 0+

Tabelle 2.2: Vor- und Nachteile der einzelnen Verfahren zur Bahnanalyse hinsichtlich einiger wichtiger Stichpunkte;
Bewertungen: (++) deutlich positiv, (+) positive Tendenz, (0) neutral, (-) negative Tendenz, (— —) deutlich negativ.

Im Folgenden soll nun der Beschleunigungsansatz niher untersucht werden, da diese Methodik im Gegensatz zu den
anderen Verfahren bisher noch nicht oder nur beschrinkt in fritheren Veroffentlichungen behandelt worden ist. Ein
Hauptaugenmerk gilt dabei der numerischen Differentiation, da diese der problematische Punkt ist. Vergleiche mit den
anderen Methoden sollen auf Basis von simulierten und realen Daten in Kapitel 9 angestellt werden. Aus solchen
Vergleichen soll dann auch hervorgehen, wie kritisch z.B. die numerische Differentiation wirklich ist. Bei dhnlichen
Ergebnissen kann eventuell gefolgert werden, dass die Rauschverhiltnisse des kinematischen Orbits wohl irgendwo
zwischen den Extremen ,,weilles Rauschen* und ,stark korreliertes Rauschen® liegen. Aber auch hier muss man
vorsichtig sein, da ja auch die anderen Stichpunkte die Effizienz der jeweiligen Verfahren beeinflussen.
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3 Referenzsysteme

In der Satellitengeodésie spielen die Referenzsysteme eine wichtige Rolle. Fiir eine moglichst genaue Simulation und
Analyse von Satellitendaten, insbesondere von Satellitenbahnen, ist eine prézise Definition und Realisierung von
geoditischen Referenzsystemen sowie eine hochgenaue Erfassung und mathematische Beschreibung der Transfor-
mationsbeziehungen von aulerordentlicher Bedeutung.

Ein Referenzsystem ist eindeutig definiert durch Angabe seines Ursprungs sowie der Richtung und des Maf3stabes
seiner drei Achsen. Es wird dabei zwischen der theoretischen Konzeption eines Referenzsystems (engl.: ,,reference
system®) und seiner Vermarkung durch Koordinaten (Referenzrahmen, engl.: ,,reference frame*) unterschieden. Dies ist
in der Problematik bei der mathematisch-physikalischen Umsetzung begriindet, da die verwendeten Messungen
fehlerbehaftet sein konnen, terrestrische Netze Deformationen unterliegen und ein (fir das ganze Universum)
raumfestes System eigentlich gar nicht realisiert werden kann bzw. genau genommen gar nicht existiert.

Im Folgenden sollen nun die fiir diese Arbeit relevanten Referenzsysteme sowie deren Transformationsbeziehungen
beschrieben werden. Dieses Kapitel sowie auch die verwendete Bezeichnungsweise der Referenzsysteme und Trans-
formationsbeziehungen basieren im Wesentlichen auf Richter (1986, 1995), McCarthy (1996), Gerstl (1999) sowie
Grafarend (1979) und Grafarend et al. (1979a,b).

3.1 Das raumfeste Referenzsystem

Die Bedeutung eines Inertial- oder raumfesten Systems liegt darin, dass in ithm die Newton’schen Bewegungs-
gleichungen gelten. Ein tatsdchliches Inertialsystem mit absolut raumfesten Achsen und dem Massenmittelpunkt des
Universums als Ursprung existiert jedoch nicht. Anstatt dessen definiert und realisiert der IERS das konventionelle
Inertialsystem (CIS, engl.: Conventional Inertial System), dessen Achsrichtungen beziiglich extragalaktischer Radio-
quellen raumfest sind und dessen Ursprung im Geozentrum gelagert wird. Es handelt sich dabei um ein Quasi-
Inertialsystem, da der Ursprung mit dem Geozentrum mitbewegt wird. Werden die durch Gezeiten verursachten
Beschleunigungen beriicksichtigt, so gelten dort die Newton’schen Bewegungsgleichungen.

Das raumfeste Bezugssystem I° ist nach Richter (1995) so festgelegt, dass es zur Fundamentalepoche t; = J2000
= 1. Januar 2000, 12" TDB (baryzentrische dynamische Zeir) mit dem mittleren zilestischen Aquatorsystem e (engl.:
Mean of Date System, MDS) iibereinstimmt. Zu diesem Zeitpunkt ist also sein dritter Basisvektor I3 zum mittleren
zdlestischen Ephemeridenpol (engl.: Celestial Ephemeris Pole (CEP), entspricht ungefihr der mittleren Rotationsachse)
und sein erster Basisvektor I] zum mittleren Friihlingsiquinoktium gerichtet. Die Achsrichtungen des CIS sind mit
denjenigen des Sternkatalogs FK5 (Fiinfter Fundamentalkatalog) identisch (Richter, 1995a; Gerstl, 1999).
Abbildung 3.1 zeigt eine graphische Veranschaulichung der Achsen eines raumfesten Referenzsystems anhand des
konventionellen Inertialsystems CIS.

/ raumfeste, (quasi-)inertiale Referenzsysteme \

Beispiel: konventionelles Inertialsystem (CIS) I

Basisvektoren: T
o Q,x¥Y . °
I =27 "0 —¢l(t,) I3
€20 %0
L =LxI; =e3(t)
. Q .
I =——"-=ei(t)
<2 -
mittleres
mit: Frithlingsdquinoktium bei #y

t, .. Fundamentalepoche J2000,0
Q, ... mittlerer Rotationsvektor bei ¢,

(= Richtung des zilestischen Ephemeridenpols bei 7, )
Y, .. mittlerer Ekliptiknormalenvektor bei ¢,

e’ .. mittleres zilestisches Aquatorsystem

k Abbildung 3.1: Das Quasi-Inertialsystem CIS. /
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3.2 Das erdfeste Referenzsystem

Fiir die Beschreibung des terrestrischen Gravitationsfeldes ist die Einrichtung eines erdfesten Bezugssystems von grofer
Bedeutung. Nach Richter (1995) ist das erdfeste System H®, auch als konventionelles terrestrisches System CTS (engl.:
Conventional Terrestrial System) bezeichnet, so definiert, dass sein dritter Basisvektor H; die Richtung des
Konventionellen Internationalen Ursprungs CIO (engl.: Conventional International Origin) hat und der erste Basis-
vektor H; durch den Greenwicher Nullmeridian verliuft. Der erste Basisvektor H;, kann beispielsweise durch die
Projektion des negativen Schwerevektors —I'g, von Greenwich in die Aquatorebene gebildet werden und durch die fest-
gesetzten Liangen einiger astronomischer Observatorien realisiert werden. Der CIO entspricht der mittleren Richtung
des Rotationsvektors der Erde in den Jahren 1900-1905. In Abbildung 3.2 ist das CTS mit seinen Achsen als Beispiel
fiir ein erdfestes Referenzsystem abgebildet.

4 erdfeste Referenzsysteme N\
Beispiel: konventionelles terrestrisches System (CTS) H'
Basisvektoren:
H; =H; xH; T He
H, = Lo X(Ta) :
HQCIO X(-Lg)
s _ QCIO 1—‘Gr

Greenwicher
) ) Meridian
Qco ... mittlerer Erdrotationsvektor

der Jahre 1900-1905

—T'g; .. negativer Gravitationsvektor \
K in Greenwich j

Abbildung 3.2: Das konventionelle terrestrische System CTS.

Einige Schwierigkeiten bereitet die Definition des erdfesten Systems, da die Erde ein dynamisches System ist und
deswegen auch die Erdoberflidche nicht starr ist. Die Erdoberfliche besteht vielmehr aus unterschiedlichen Platten, die
sich relativ zueinander mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten und Richtungen bewegen (Plattentektonik). Somit
kann nach Richter (1986) einerseits kein erdfestes System gefunden werden, beziiglich dem sich alle Punkte der festen
Erdoberfliche nicht bewegen und andererseits ist die Rotation jeder einzelnen Platte gegeniiber dem raumfesten System
geringfiigig unterschiedlich. Anstatt eines ,,strengen” erdfesten Systems kann deshalb nur ein ,mittleres” erdfestes
Bezugssystem definiert werden, dass so gelagert ist, dass die Anderungen der Oberflichenpunkte im Mittel so klein wie
moglich ausfallen. In Gerstl (1999) sind mehrere unterschiedliche Ausgleichungsansitze und Datumsfestsetzungen zur
Definition eines erdfesten Systems beschrieben. Der IERS verwendet fiir die Orientierung seiner erdfesten Systeme
(ITRF, engl.: International Terrestrial Reference Frame) eine Variante der residualen Rotationsfreiheit. Hierbei wird
die Bedingung der Rotationsfreiheit der gemessenen Punktgeschwindigkeiten der Stationen gegeniiber dem Geschwin-
digkeitsfeld eines vereinbarten Krustenmodells (NNR-NUVELIA (No Net Rotation - Northwestern University Velocity
Model 1A), DeMets et al., 1994) angewandt. Aufgrund stindig verbesserten Beobachtungs- und Auswerteverfahren und
unregelméBigen Deformationen wird jedes Jahr eine neu ausgeglichene Variante des ITRF vom IERS veroffentlicht
(McCarthy, 1996). Das dieser Arbeit zugrunde liegende ,,mittlere erdfeste System ist aufgrund der verwendeten Trans-
formationsbeziehungen des IERS zwischen raumfestem und erdfestem System das ITRF.

3.3 Transformation zwischen Quasi-Inertialsystem und erdfestem Bezugssystem

Die Transformation zwischen erdfestem und raumfestem Bezugssystem wird normalerweise nicht auf direktem Wege
durchgefiihrt, sondern iiber zwischengeschaltete wahre Aquatorsysteme realisiert. Der Grund fiir diese traditionelle
Parametrisierung der Erdrotation liegt darin, dass die dritten Achsen der Systeme CIS und CTS nicht durch die
momentane Rotationsachse gebildet werden. Diese wird jedoch durch die dritte Achse der wahren Aquatorsysteme, die
dem wahren zilestischen Ephemeridenpol entspricht, genau genug reprisentiert. Die Rotation des erdfesten Systems H*
gegeniiber dem raumfesten System I° wird, wie in Abbildung 3.3 gezeigt, durch die physikalischen Phinomene der
Préizession und Nutation der Rotationsachse der Erde, der Rotation um den Greenwicher Sternzeitwinkel um diese
Achse sowie der Polbewegung der Rotationsachse gegeniiber H® verursacht. Diese Phinomene konnen teilweise aus-
reichend genau modelliert werden oder miissen mit Hilfe von Messungen erfasst oder korrigiert werden. Die nicht
modellierbaren Groflen sowie die Korrekturwerte werden vom IERS als tdgliche Werte im regelméBig erscheinenden
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IERS-Bulletin-B (http://hpiers.obspm.fr/eoppc/bul/bulb/) versffentlicht und miissen auf den entsprechenden Zeitpunkt
interpoliert werden. Die nachfolgend beschriebenen Transformationsschritte beziehen sich auf die /ERS-Conventions
1996 (McCarthy, 1996) und beruhen in der Theorie auf Capitaine (1990), wobei die Aquinoktien zur Beschreibung der
zwischengeschalteten Bezugssysteme verwendet werden.

( ° )
raumfestes Bezugssystem I

(CIS, Conventional Inertial System)
l (P Prizession

N
mittleres zilestisches Aquatorsystem e°

(MDS, Mean of Date System) )
(N')_1 Nutation
N

wahres zilestisches Aquatorsystem E°
(TDS, True of Date System)

(& J

] . .
(R Greenwicher Sternzeit

wahres terrestrisches Aquatorsystem F°
(TTS, True Terrestrial System)

A

(W)™ Polbewegung
N\

erdfestes Bezugssystem H*

(CTS, Conventional Terrestrial System)
(&

Abbildung 3.3: Folge der Transformationen zwischen dem raumfesten und dem erdfesten Bezugssystem.

Mathematisch ldsst sich die Transformation des Koordinatenvektors x bzgl. des erdfesten Bezugssystems H® in den
Koordinatenvektor X bzgl. des raumfesten Bezugssystems I° mit Hilfe der Rotationsmatrix R(?) in (3.1) formulieren,
die sich aus der Polbewegungsmatrix W'(t), der Rotationsmatrix der Greenwicher Sternzeit R’(t), der Nutationsmatrix
N’(t) und der Prizessionsmatrix P’(f) zusammensetzt. Als Zeitargument ¢t wird die terrestrische Zeit TT seit dem
1. Januar 2000, 12" TT in Julianischen Jahrhunderten verwendet (3.2).

/ Box 3.1: Koordinatentransformation zwischen \
dem erdfesten Bezugssystem (CTS) und dem raumfesten Bezugssystem (CIS):
X=R®Ox=P'(O)N'©O)R' &) W(?) x (3.1)
wobei
£ = (TT —1. Januar 2000, 12" TT)in ~2&8 (3.2)
36525
X=(X,Y,Z)" Koordinaten des Vektors beziiglich I* mit {I;,15,13} = {ex,ey,ez}
k x=(x,y,2)7  Koordinaten des Vektors beziiglich H® mit {Hi,H>,H3} ={e,.e,.e.} j

In einem ersten Schritt werden durch Transformation mit der Polbewegungsmatrix W~ die Koordinaten bzgl. des
(mittleren) erdfesten Bezugssystems H® in Koordinaten bzgl. des wahren terrestrischen Aquatorsystems F* (engl.: True
Terrestrial System, TTS) iiberfiihrt, dessen dritte Achse F; in Richtung des wahren ziilestischen Ephemeridenpols zeigt
und dessen erste Achse Fi rechtwinklig dazu im Greenwicher Meridian liegt. Die Polbewegungsmatrix P'(¢) ist eine
differentielle Rotationsmatrix und ergibt sich nach (3.3) aus den beiden Polkoordinaten x,, y,, welche die Lage des
wahren zilestischen Ephemeridenpols beziiglich des CTS angeben. Da die Polkoordinaten aufgrund von
unregelméBigen Einfliissen nur unzureichend modellierbar sind, werden diese durch Auswertung von Messungen
bestimmt und vom IERS im IERS-Bulletin B veroffentlicht, eine Voraussage der Polbewegungsparameter findet sich
im IERS-Bulletin A. Die Polbewegung setzt sich im wesentlichen aus 2 Anteilen zusammen: (i) die Chandler’sche
Periode mit einer Dauer von 430 Tagen und einem Offnungswinkel von ca. 0,2”, welche durch die Abweichung der
Haupttrigheitsachse von der Rotationsachse der Erde verursacht wird; (ii) ein unregelmifliger jahresperiodischer Anteil
mit einer Amplitude von 0,05-0,1”, welcher auf eine Anderung des Drehimpulsvektors der ,.festen Erde* bedingt durch
jahreszeitliche Schwankungen der Atmosphire und des Wasserhaushalts der Erde zuriickgefiihrt wird. Hinzu kommt
eine Drift (Polwanderung), die einer Verdanderung des Trigheitstensors der Erde infolge nacheiszeitlicher Landhebung
und Abschmelzen der polaren Landmassen zugeschrieben wird.
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f Box 3.2: Polbewegungsmatrix W'(t) \
I 0 -x
WO =R () R:(x)=| 0 1 (3.3)
x =y 1
mit
K Xy, Yy : Polkoordinaten des zilestischen Ephemeridenpols im CTS /

Durch eine Rotation um die Achse des wahren zilestischen Ephemeridenpols um den (negativen) wahren Greenwicher
Sternzeitwinkel 6, (auch GAST oder GST, engl. Greenwich Apparent Siderial Time) werden die Koordinaten bzgl. des
wahren terrestrischen Aquatorsystems F* in Koordinaten bzgl. des wahren zilestischen Aquatorsystems E° (engl.: True
of Date System, TDS) iiberfiihrt, dessen erste Achse E; zum wahren Friihlingsdquinoktium zeigt.

/ Box 3.3: Rotationsmatrix der Greenwicher Sternzeit R'(t) \
R’(r) = R;(=GST) (3.4

Transformation von UTC (Koordinierte Weltzeit) nach G(A)ST (wahre Greenwicher Sternzeit)

1. Schritt: Transformation von UTC nach GMST (mittlere Greenwicher Sternzeit)

GMST = GMSTy, ur, + r[(DUT1) + UTC] (3.5)
mit dem MaBstabsfaktor zwischen Sonnenzeit und Sternzeit
r=1,002737909350795 +5,9006 - 10" T, —=5,9-10"5 T (3.6)

und GMST zum Zeitpunkt 0" UT1
GMSTy, yri = 0ty — 120 = 6" 41™ 50°,548 41+ 8640184°,812866T, +

p 5 G.7)
+0°,0931047,” —6°,2-10°° T}
mit 7, = du
36525
wobei d, € 10,5,£1,5, ..., Anzahl der vergangenen Tage seit
1. Januar 2000, 12" UT1
2. Schritt: Transformation von GMST nach GST (Gleichung der Aquinoktien)
GST = GMST + Ay cos €5 +07,00264sin Q +0”,000063sin 2Q (3.8)
mit der mittleren Schiefe der Ekliptik
£x =843817,448 — 46”,8150r — 07,00059¢% + 0”,001813#3 (3.9)
der Nutation in Linge Ay
und der mittleren ekliptikalen Lange des Mondes
Q=F; =125°,04455501-6962890",2665¢ +
\_ +77,47221% +07,0077021* - 07,00005939 74 (3.10)/

Da GST ein auf der Erdrotation basierendes Zeitsystem ist, das sich zudem auf das von der periodischen Nutation
abhingige wahre Friihlingsdquinoktium bezieht, handelt es sich um ein unregelméfiges und nur unzureichend genau
modellierbares Zeitmass. Zur Bestimmung von GST wird deshalb auf die iiber die Atomzeit realisierte, (von Schalt-
sekunden abgesehen) regelmiBig ablaufende Koordinierte Weltzeit UTC zuriickgegriffen, wobei zur Beriicksichtigung
des unregelmifigen Anteiles der Erdrotation Korrekturwerte herangezogen werden miissen, die aus Messungen abge-
leitet worden sind. In einem ersten Schritt wird die mittlere Greenwicher Sternzeit GMST (engl.: Greenwich Mean
Sidereal Time) aus UTC bestimmt (3.5). Dafiir muss zundchst UTC in die von der Erdrotation abhidngige Weltzeit UTI
tiberfiihrt werden. Dies geschieht mit Hilfe des Korrekturwertes DUTI = UTI1 — UTC, der vom IERS aus Messungen
bestimmt und im IERS-Bulletin B verdffentlicht wird. Durch Multiplikation von UTI mit dem Mafstabsfaktor
zwischen Sonnenzeit und Sternzeit, r (Aoki et at., 1982), kann der Anteil von GMST, der zwischen 0" UT1 und dem
aktuellen Zeitpunkt vergangen ist, bestimmt werden. Durch Addition der mittleren Greenwicher Sternzeit GMSTy, yri
zum Zeitpunkt 0" UT1, die nach (3.7) der Rektaszension o der fiktiven mittleren Sonne bezogen auf das Friihlings-
dquinoktium — 12 (Aoki et al., 1982) entspricht, erhdlt man schlieBlich die mittlere Greenwicher Sternzeit GMST zum
Beobachtungszeitpunkt. Der zweite Schritt, die Transformation von GMST nach GAST, erfolgt mit Hilfe der Gleichung
der Aquinoktien nach (3.8) (Aoki und Kinoshita, 1983), die den Winkel zwischen wahrem und mittlerem Friihlings-
dquinoktium angibt. Die beiden letzten Terme der Gleichung der Aquinoktien, die von der mittleren ekliptikalen Linge
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des Mondes Q (3.10) abhingen und die Diskontinuitdten in UT1 minimieren sollen (Capitaine und Gontier, 1993),
miissen erst fiir Zeitpunkte ab dem 1. Januar 1997 beriicksichtigt werden.

Durch Transformation mit der Nutationsmatrix N” aus (3.13) werden die Koordinaten bzgl. des wahren zilestischen
Aquatorsystems E° in Koordinaten bzgl. des mittleren zilestischen Aquatorsystems e° iiberfiihrt, dessen dritter
Basisvektor €3 in Richtung des mittleren zilestischen Ephemeridenpols und dessen erster Basisvektor e; in Richtung
des mittleren Friihlingsdquinoktiums zeigt. Schlieflich entsteht aus dem Koordinatenvektor bzgl. des mittleren
zilestischen Aquatorsystems e durch Transformation mit der Priizessionsmatrix P” aus (3.11) der Koordinatenvektor
bzgl. des raumfesten Bezugssystems I°.

Die Prizession wird durch Drehmomente der Sonne und des Mondes aufgrund der Erdabplattung und der schrigen
Stellung der Erdachse hervorgerufen. Dies fiihrt zu einem Kegelumlauf des mittleren zilestischen Ephemeridenpols um
den mittleren nordlichen Pol der Ekliptik in etwa 25 800 Jahren mit einem Cffnungswinkel, welcher der mittleren
Schiefe der Ekliptik &€ (ca. 23,5°) entspricht. Hinzu kommt noch der sikulare Effekt der wesentlich langsamer
ablaufenden Prizession des Ekliptiksystems selbst. Die Prizession ldsst sich aus den Ephemeriden von Sonne, Mond
und Planeten als Funktion der Zeit sehr genau modellieren. Das derzeit verwendete Prdzessionsmodell ist die IAU
(engl.: International Astronomical Union) 1976 Prizessionstheorie nach Lieske et al. (1977) mit den drei Prizessions-
winkeln {y, G4, za aus (3.12).

K Box 3.4: Priizessionsmatrix P'(t) \

P'(1) = R3({a)R2(—04)R5(24) (3.11)

mit den Prizessionswinkeln
{x=23067,2181¢+0",30188¢% +07,017998 ¢

6, =2004",31097 +07,426651* +07,041833¢> (3.12)
k 74 =23067,21817 +17,094681% +07,018203¢° j
/ Box 3.5: Nutationsmatrix N'(t) \
N'(1) = R (=€,)R5(AY)R, (€4 +AE) (3.13)
mit der mittleren Schiefe der Ekliptik €a (s.0.)
und der Nutation in Linge Ay und Schiefe Ag
Ay = Ay (IAU1980) + Ay
Ae = Ae(TAU1980) + dAe (3.14)
wobei
Ay (IAU1980), Ae(TIAU1980) : Modellparameter der IAU 1980 Nutationstheorie
OAy, 0A¢ : Korrekturwerte fiir die Modellparameter
Berechnung der Modellparameter Ay (IAU1980), Ae(IAU1980)
106 5
Ay(IAU1980)= )" (A, + A/1)sin(ARG) mit den Argumenten ARG, =) N;;F;
1:’;‘ i (3.15)
Ae(IAU1980) = z (B, + B[’ l‘)COS(ARG,’) wobei ]ViJ ganzzahlige Multiplikatoren
K = der Fundamentalargumente F; /

Als Nutation wird die der Prizession iiberlagerte periodische Bewegung der wahren Rotationsachse gegeniiber der
mittleren Rotationsachse mit Perioden zwischen 4,7 Tagen und 18,6 Jahren und der maximalen Amplitude von einigen
Bogensekunden bezeichnet. Die Nutation hat physikalisch gesehen die gleiche Ursache wie die Pridzession, beschreibt
aber die Auswirkungen der periodischen Anderungen des von Sonne, Mond und Planeten auf die Erdachse erzeugten
Drehmoments. In den IERS-Conventions 1996 (McCarthy, 1996) wird die Nutation nach der IAU 1980 Nutations-
theorie (Wahr, 1981a; Seidelmann, 1982) durch die Nutation in Linge AWIAU1980) und die Nutation in Schiefe
A&IAU1980) modelliert. Diese werden nach (3.15) aus den 106 Perioden des IAU 1980 Modells nach einer Fourier-
dhnlichen Entwicklung berechnet. Die Argumente ARG; der 106 Perioden setzen sich dabei nach (3.15) als ganzzahlige
(N;j) Linearkombinationen der 5 Fundamentalagrumente F; (auch als Delaunay-Elemente bezeichnet, s. Simon et al.,
1994) zusammen. Die zugehorigen Amplituden (A,- +A,-'t), (B,- + B/ t) enthalten nach (3.15) eine geringfiigige zeitliche
Drift. Die Werte N J-,A,B,-,A,-', B/ der 106 Perioden sind z.B. in McCarthy (1996) zu finden. Die Analyse von astronomi-



42 Kapitel 3: Referenzsysteme

schen Beobachtungen (VLBI, LLR) zeigt jedoch, dass die Modellierung des wahren zélestischen Ephemeridenpols
mittels der IAU 1980 Nutationstheorie groere Ungenauigkeiten enthilt. Deshalb werden vom IERS Korrekturwerte
Iy, OAe fiir die Verbesserung (3.14) der modellierten Nutationen in Linge und Schiefe ApIAU1980), AaIAU1980)
im IERS-Bulletin verdffentlicht. Alternativ wird in den IERS-Conventions 2003 (McCarthy und Petit, 2004) das
verbesserte IAU 2000 Prizession-Nutations-Modell (Mathews et al., 2002) verwendet.

3.4 Lokale Referenzsysteme

Die lokalen Referenzsysteme haben ihre Bedeutung bei der Bestimmung des Gravitationsvektors als Gradient oder des
Gravitationstensors aus einem (globalen) Gravitationsfeldmodell. Da dieses normalerweise in sphirischen (bzw. Jacobi-
ellipsoidische Koordinaten) parametrisiert ist, bietet sich die Ableitung der obigen GrofBen direkt im jeweiligen lokalen
System C an. Die orthonormalen Basisvektoren e, .e,:,e, eines lokalen Systems C ergeben sich bei einer krumm-
linigen, aber orthogonalen Parametrisierung X(ul,uz,u3) des dreidimensionalen Raumes R> des CTS direkt durch
Normierung der kovarianten Tangentenvektoren g =odx/du’. Als Beispiel fiir ein lokales Referenzsystem ist in
Abbildung 3.4 das lokale sphirische Referenzsystem C™" dargestellt, dass bei einer Parametrisierung des R* in
sphdirischen Koordinaten x(A,¢,r) nach (3.16) entsteht. Bei dem lokalen sphérischen System C**" handelt es sich um ein
der Erde mitbewegtes Referenzsystem, dessen Ursprung im Beobachtungspunkt liegt (dies kann auch ein Satellit sein)
und dessen erste beiden Basisvektoren die Tangentialebene an die Kugel am Beobachtungspunkt aufspannen. Dabei
gibt der erste Basisvektor C™ die Ostrichtung an und der zweite Basisvektor C¥" die Nordrichtung. Der dritte Basis-
vektor — CY" gibt die Zenitrichtung beziiglich der Kugel an (— CY" zeigt fiir sphirische Koordinaten zum Geozentrum).

/ Lokale Referenzsysteme \
Beispiel: Lokales (sphirisches) Referenzsystem C™"
Basisvektoren: C;ph
ox /||ox “
CMtr=e;,=— /= ,Ost“
EEREFYV A FY) coh
3 C\ph
C;ph = e¢ = % al ,,NOI‘d“ l
d¢/ |d¢ e 0
Cfph =e, = % % ,.Zenit*
or/ ||or
mit:
K x=x(1,¢,r) ... Parametrisierung des R in sphdrischen Koordinaten /

Abbildung 3.4: Lokale Referenzsysteme.

Die Parametrisierungen des R’ sind in Box 3.6 bzw. Box 3.7 in sphirischen Koordinaten (4,4,r) bzw. Jacobi-
ellipsoidischen (A",¢",u) Koordinaten angegeben.

In Box 3.6 ist die direkte Transformation (3.16) von sphérischer Linge A, sphérischer Breite ¢ und des radialen Abstan-
des r eines Punktes in kartesische Koordinaten (x,y,z) sowie die Umkehrtransformation (auch inverse Transformation,
(3.17)—(3.19)) zu finden. Fiir die Auswertung der Kugelfunktionsentwicklung sowie zur Aufstellung der anschlieend
behandelten Rotationsmatrix R™ an einem Beobachtungspunkt P(x,y,z) geniigt bei der inversen Transformation die
Bestimmung der trigonometrischen Funktionen sin(4), cos(4) (3.17) und sin(¢), cos(¢) (3.18).

In Box 3.7 ist der Vollstindigkeit halber die Parametrisierung (3.20) des R* in Jacobi-ellipsoidischen Koordinaten
(Linge A', Breite ¢, ,radiale Koordinate 1) angegeben, welche fiir die ellipsoidisch-harmonische Entwicklung des
Gravitationsfeldes bendtigt wird. Aus der Veranschaulichung geht hervor, dass es sich bei ¢ um eine kreisreduzierte
Breite handelt und dass fiir den Fall u = b dass Referenzellipsoid mit den Halbachsen a,b parametrisiert wird. Die
Flachen u = const. Stellen konfokale Ellipsoide mit gleicher linearer Exzentrizitdt £ und identischen Brennpunkten dar.
Nihere Beschreibungen sowie grafische Veranschaulichungen von Jacobi-ellipsoidischen Koordinaten finden sich in
Thong und Grafarend (1989) und Ardalan (2000).

Aus der Definition der Basisvektoren der lokalen Referenzsysteme lédsst sich leicht eine Transformationsbeziehung
zwischen dem erdfesten Referenzsystem H* (CTS) und dem lokalen Referenzsystem C™" herleiten. Die Basisvektoren
CP" C™ CP des lokalen sphirischen Systems C™" ergeben sich nach (3.21) durch Normierung der kovarianten
Tangentenvektoren g, = 0x/04, g, = 0x/d¢, g; = dx/dr. Daraus lisst sich direkt der Zusammenhang zwischen den Basis-
vektoren C{™,C",C" des lokalen sphirischen Systems C*" cinerseits und den Basisvektoren e,, e, e; des erdfesten
Bezugssystems H' andererseits ablesen. Fasst man diesen Zusammenhang in einer Gleichung zusammen, so ergibt sich
aus den Koordinaten der lokalen sphérischen Basisvektoren ch,ce ct beziiglich der erdfesten Basis e,, e,, e, aus
(3.21) direkt die Transformationsmatrix R*™" (3.23), welche die Koordinaten eines Vektors x bzgl. der erdfesten Basis
H" in Koordinaten X, bzgl. der lokalen sphirischen Basis C™ iiberfiihrt (3.22).
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Box 3.6: sphdrische Koordinaten
Transformation von sphdrischen Koordinaten (1,¢.r) in kartesische Koordinaten (x,y,z)

X rcos¢@cos A
y |=| rcos@sin A (3.16)
Z rsin ¢
inverse Transformation:
sind=—2 == ; Jle{ieRp<i<2a} (3.17)

; cosd= ;
X2+ y? o X2+ y?

o z . _ Nty o
51n¢—ﬁ 9 COS¢—W 9 ¢E{¢ER‘ T[/23¢STC/2} (318)

r=yx*+y*+7z> ; ref{reR|r>0} (3.19)/

-

\

Box 3.7: Transformation von Jacobi-ellipsoidischen Koordinaten (/1*,¢*,u) in kartesische Koordinaten (x, y, z)

Nu?® + €% cos¢* cos &'
=| Vu® +&? cos @’ sin & (3.20)

usin ¢

N =

mit den Ellipsoidparametern

E = \/ —b? lineare Exzentrizitcit

grofie und kleine Halbachse

N [
AN

Box 3.8: lokales sphdrisches Referenzsystem

Basisvektoren des lokalen sphiirischen Referenzsystems C*™

‘ ox /| ox —sin
CM=e;,=— /|—|=le..e,.e.|| cosd
" =ei=52/ loal = e ](oJ
. _sin gcos A Tangentenvektoren
CPf=e,=— =le..e,.e.] —singsin 1 (3.21)
o9 8¢ cos ¢
cos@cos A
CP=e, = G e =le..e,.e.] cosgsind Normalenvektor
or ar sin ¢
Transformation zwischen erdfestem Referenzsystem H® und lokalem sphdrischem Referenzsystem C*P"
X = R¥" . x (3.22)
mit
—sin A cos A 0
R™=R;(n/2)R,(n/2-#)R;(1) =|—singcos A —singsinA  cos¢ (3.23)
cosgcosA  cos@sin A sin ¢
wobei
X = (e yeoh oo )T Koordinaten des Vektors beziiglich C**"
\ X = (x, y, Z)T Koordinaten des Vektors beziiglich H* /

3.5 Satellitenfeste und instrumentenfeste Referenzsysteme

Weitere wichtige Referenzsysteme bei der Gravitationsfeldanalyse aus CHAMP-Daten mit dem Beschleunigungsansatz
sind die satellitenfesten und instrumentenfesten Referenzsysteme. Zum einen werden die nichtkonservativen (spezifi-
schen) Storkrifte mit Hilfe eines fest im Satelliten installierten STAR-Akzelerometers gemessen. Zum anderen gelingt
die Transformation dieser (spezifischen) Storkrifte ins raumfeste System I° durch Auswertung von Messdaten der eben-
falls fest im Satelliten angebrachten Sternkameras.
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4 Satellitenfeste und instrumentenfeste Referenzsysteme N

Beispiel: satellitenfestes Referenzsystem B5¢ und Akzelerometersystem BAC

Basisvektoren des satellitenfesten B.]\(‘(‘
Referenzsystems: BACC
B BB N g 1

3

mit Ursprung: Gravitationszentrum Zentrum der o
des Satelliten Akzelerometerpriifimasse Gravitationszentrum
Basisvektoren des Akzelerometersystems:
(instrumentenfestes Referenzsystem)
BACC ~ _B$C | BACC = BSC ; BACC =~ —BSC
mit Ursprung: Zentrum der Akzelerometer-

priifmasse = (nominelles) Gravitations-
\ zentrum des Satelliten

J

Abbildung 3.5: Satellitenfeste und instrumentenfeste Referenzsysteme.

Satellitenfeste Referenzsysteme B* besitzen, wie in Abbildung 3.5 angedeutet, im allgemeinen eine Ahnlichkeit mit
bahnfesten Referenzsystemen, die sich an der Flugrichtung X(¢) des Satelliten sowie an der Nadirrichtung bzw. dem
Ortsvektor X(7) des Satelliten orientieren. Ein satellitenfestes Referenzsystem B¥C ist normalerweise so eingerichtet,
dass der erste Basisvektor B{'C nach vorne (£ Flugrichtung X(r)) zeigt, der dritte Basisvektor B nach unten gerichtet
ist (& Nadirrichtung —X(7)) und der zweite Basisvektor B5 das System zu einem Rechtssystem vervollstindigt. Der
Ursprung sollte im Massenmittelpunkt bzw. im geringfiigig davon abweichenden Gravitationszentrum (Schwerpunkt)
des Satelliten gelagert sein. Aufgrund der Abweichung des fliegenden Satelliten von seiner nominellen Lage, die durch
ein bahnfestes Referenzsystem vorgeben ist, stimmen satellitenfestes und bahnfestes Referenzsystem auch nur ungefihr
tiberein. Bei CHAMP wird mit Hilfe eines Steuermechanismus versucht, die Abweichung zwischen der wahren und der
nominellen Lage im Bereich von 2° zu halten. Eine genauere Definition des satellitenfesten Referenzsystems von
CHAMP ist in Tabelle 3.1 und in Schwintzer et al. (2002) zu finden, eine graphische Veranschaulichung bietet
Abbildung 3.6.

Instrumentenfeste Referenzsysteme orientieren sich an dem entsprechenden Instrument und miissen daher nicht
zwingend eine Ahnlichkeit mit den satellitenfesten Referenzsystemen aufweisen. Das Akzelerometersystem B*“C dhnelt
jedoch dem satellitenfesten Referenzsystem B, besitzt allerdings eine andere Definition der Achsen (Tabelle 3.1). So
zeigt der erste Basisvektor B#°C jetzt ungefihr in Nadirrichtung und ist somit antiparallel zu B§C, der zweite Basis-
vektor B4<¢ gibt ungefihr die Flugrichtung an und ist somit parallel zu B$’C und der dritte Basisvektor B{C ist anti-
parallel zu B5C. Fiir eine moglichst fehlerfreie Messung der nichtkonservativen Storkrifte sollte der Ursprung des
Akzelerometersystems (= Zentrum der Priifmasse) moglichst gut mit dem Gravitationszentrum des Satelliten und damit
mit dem Ursprung von BSC iibereinstimmen. Aufgrund von bautechnischen Ungenauigkeiten, Verformungen und
Verlagerungen der Priifmasse sind die Achsrichtungen von B*““ und B¥“ nicht exakt parallel bzw. antiparallel und der
Ursprung beider Systeme stimmt nicht genau iiberein. Diese Ausrichtungsfehler sind aber sehr klein und konnen im
vorliegenden Fall vernachléssigt werden.

Grofle Unterschiede gegeniiber dem satellitenfesten Referenzsystem weisen die instrumentenfesten Referenzsysteme
B*5 der i = 4 Sternkameras auf. Bei CHAMP sind jeweils zwei Sternkameras zu einer Einheit (engl.: Advanced Stellar
Compass, ASC) zusammengefasst, von denen sich eine auf dem Ausleger und eine auf dem Korper des Satelliten befin-
det. Die Sternkameras sind, wie in Abbildung 3.6 ersichtlich, auf beiden Seiten des Satelliten so angebracht , dass sie
schrig nach oben blicken. Aus der Definition der Sternkamerasysteme in Tabelle 3.1 sowie aus Abbildung 3.6 geht
hervor, dass sich die ersten beiden Basisvektoren B*5¢/, B25¢/ an den Zeilen und Spalten des jeweiligen CCD-Arrays
ausrichten, der dritte Basisvektor B4/ mit der Mittelachse der Kamera zusammenfillt, der Ursprung durch den Schnitt-
punkt der Mittelachse mit dem CCD-Array gegeben ist und sich deshalb die Sternkamerasysteme nicht nur hinsichtlich
ihrer Achsrichtungen vom satellitenfesten System unterscheiden, sondern ihm gegeniiber auch noch verschoben sind.
Die Lage der Sternkamera-Referenzsysteme gegeniiber dem satellitenfesten Referenzsystem muss nach dem Bau des
Satelliten bestimmt werden, die Orientierung der 4 Sternkamera-Referenzsysteme zueinander kann eventuell aus den
Messungen der Sternkameras selbst verbessert werden.
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BASCi B,

BASCi
3
Zentrum der Priifmasse des Sternkameras

Akzelerometers CHU3 und CHU4

= nominelles Gravitationszentrum Zeilen des BASCi
CCD-Arrays !

Sternkameras

CHU1 und CHU2 Spalten des

e S ~_\_ CCD-Arrays
A I;;C(
BZ
Akzelerometer
Z.
. “\\)“% [
gt =
X(1) s
5
i)}
X(®)

Abbildung 3.6: CHAMP-Referenzsysteme: satellitenfestes Referenzsystem B, Akzelerometersystem BACC
und Sternkamera-Referenzsystem BASC (i = 3,4).

Definition: satellitenfestes Referenzsystem BS° (kirperfestes Referenzsystem)

By entlang der Lingsseite in Richtung des Auslegers ausgerichtet, zeigt in nomineller Lage in Flugrichtung

BY¢ | bildet mit BY und By ein Rechtssystem: BY® = BY® xBY/°

B¢ | zeigt in nomineller Lage in Nordrichtung

Ursprung: | Gravitationszentrum des Satelliten

Definition: Akzelerometersystem B¢ (instrumentenfestes Referenzsystem)

B{¢ | antiparallel zu BY® (Bf*CC ~-BY C)

B¢ | parallel zu BY© (B4 =~ BY)

B¢ | antiparallel zu BY® (B4 =~ —BY°)

Ursprung: | Zentrum der Akzelerometerpriifmasse; entspricht dem nominellen Gravitationszentrum

Definition: Sternkamera-Referenzsystem B¢ (instrumentenfestes Referenzsystem)

B¢ |in Richtung der Zeilen des CCD-Arrays, nahezu (anti-)parallel zu B}/“; BASCi = BASCi x BASCi

B/ZXSCi

in Richtung der Spalten des CCD-Arrays; besitzt eine negative Komponente in Richtung BY°

B35¢ | entlang der Mittelachse der Kamera ausgerichtet; zeigt nach auRen

Ursprung: | Schnittpunkt des CCD-Arrays mit der optischen Achse der Kamera

Tabelle 3.1: Satellitenfestes Referenzsystem, Akzelerometersystem und Sternkamera-Referenzsystem bei CHAMP.

Die Aufgabe der Sternkameras ist die Lagebestimmung. Durch Aufnahme des Sternenhimmels und Auswertung mit
Hilfe des HIPPARCOS-Sternkatalogs gelingt die Lagebestimmung der Sternkameras und somit auch des ganzen Satel-
liten gegeniiber des (fixen) Sternenhimmels und somit mit ausreichender Genauigkeit gegeniiber dem raumfesten
System I°. Die erste Sternkameraeinheit ASC_A, die aus den beiden Kameras (i = 1,2) CHUI und CHU2 (engl.:
Camera Head Units) besteht, dient dabei zur Interpretation der Magnetometermessungen. Fiir die Orientierung der
Akzelerometermessungen (aber auch zur Lagebestimmung innerhalb des AOCS sowie zur Reduktion der GPS- und
Laserentfernungsmessungen) von Bedeutung sind die Messungen der zweiten Sternkameraeinheit ASC_B, die ebenfalls
aus zwei Kameras (fiir i = 3,4) CHU3 und CHU4 gebildet wird. Die Ablesungen dieser beiden Kameras werden bei der
Nachprozessierung auf der Bodenstation in das satellitenfeste Referenzsystem BSC transformiert, so dass die in den
Akzelerometerdateien (Level-1- und 2-Daten) in Form von Quaternionen (g1, g2, ¢3, ¢4) angegebene Lageinformation
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(10 s-Sampling) die Orientierung des satellitenfesten Referenzsystems B¥C gegeniiber dem raumfesten System I° mit
hoher Genauigkeit wiedergibt.

Die Transformation der durch das Akzelerometer erfassten (spezifischen) Storkrifte (Akzelerometervektor X% vom
Akzelerometersystem B“C in Koordinaten fuon_g beziiglich des raumfesten Systems I* geschieht in zwei Schritten. Der
erste Schritt ist die Koordinatentransformation des Vektors X*““ vom Akzelerometersystem B*“C in den Vektor X*¢
beziiglich des satellitenfesten Referenzsystems B¥C nach (3.24), welche sich aus dem Einbau des Akzelerometers in den
CHAMP-Satelliten ergibt. Die Achsen BA°C (i = 1,2,3) sind nach Tabelle 3.1 mit ausreichender Genauigkeit durch die
Achsen B¢ (i = 1,2,3) des satellitenfesten Referenzsystems beschrieben, so dass sich die Transformationsmatrix
(R*““)" in (3.24) durch elementare R;- und R;-Rotationen um 90° bzw. —90° ergibt.

Im zweiten Schritt wird der Koordinatenvektor X* vom satellitenfesten Referenzsystem B¥ in den Koordinatenvektor
X beziiglich des raumfesten Bezugssystems I° nach (3.25) mit Hilfe der Transformationsmatrix (R¥SY! iiberfiihrt. Die
gesuchte Transformationsmatrix (R¥" kann entsprechend (3.26) mit Hilfe der Quaternionen (g, ¢, g3, q4) aufgestellt
werden. Eine Veranschaulichung der Quaternionen gelingt mit ihrer Definition aus (3.27) (Schwintzer et al., 2002):
Diese setzen sich aus den Komponenten d¢,d?,d?, welche die Lage der normierten Drehachse d’ beziiglich B*“
beschreiben, sowie dem zugehorigen Drehwinkel J, der die Koordinaten X%€ in die Koordinaten X tiberfiihrt, zusam-
men. Die Darstellung einer Drehung durch 4 Quaternionen ist iiberbestimmt, da eine Drehung im dreidimensionalen
Raum vollstindig durch drei Parameter beschrieben werden kann. Ein Zusammenhang zwischen dem vierten
Quaternion und den drei anderen Quaternionen ist in der Definition in (3.27) gegeben, mit der die Transformations-
matrix (R¥)! vollstandig durch drei Quaterionen aufgestellt werden konnte.

/ Box 3.9: Transformation zwischen Akzelerometersystem und raumfestem Bezugssystem \

Transformation zwischen Akzelerometersystem B und satellitenfestem Referenzsystem BS'C

0O 1 O
X$€ = (RAC)XAC it (RAC)I=R,(-n/2)Rs(n/2)=| 0 0 -1 (3.24)
-1 0 O
wobei
HEE = (X S YIS JANS )T Koordinaten des Vektors beziiglich BS©
XACC — (Y ACC yACC ZacC)T Koordinaten des Vektors beziiglich BACC

Transformation zwischen satellitenfestem Referenzsystem B und raumfestem Bezugssystem (CIS) I'

X = (RS/C )—1. Xsic (3.25)
mit
2g7 +2q; -1 219> +2q5qs 2q1q5 — 29,9,
(RY)'=| 2q:q> —2¢3q: 243 +24} —1 2¢2gs +2q1qu (3.26)

2q195 +29:q9s 29,95 —2q19:  2q5 +2q; —1

Die Rotation ist hierbei in Quaternionen angegeben:

q =d; -sin(5/2) normierte Drehachse : d° = [d,?, d?,d?]T; do‘ =1
g =dy -sin(8/2) Drehwinkel : &

_ 70 .G : : (3.27)
q;=d; - sm(5/ 2) Zusammenhang zwischen den Quaternionen :

K q: =cos(5/2) q;i=1-qt—q; — 43 j
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Die Transformationen zwischen den Referenzsystemen im Uberblick

Ein Uberblick iiber die zur CHAMP-Datenanalyse benotigten Referenzsysteme inklusive ihrer Transformationen ist in
Abbildung 3.7 gegeben.
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Abbildung 3.7: Uberblick iiber die zur CHAMP-Datenanalyse benétigten Referenzsysteme und Transformationen.

In Anlehnung an Richter (1986) sind die Referenzsysteme, je nach Lage ihrer Grundebene, in die (in Abbildung 3.7
horizontal gegliederten) Kategorien Beobachtungssysteme, lokale Systeme und Aquatorsysteme aufgeteilt. Withrend sich
die Aquatorsysteme, wie ihr Name andeutet, an der Aquatorebene der Erde orientieren, fillt die Grundebene der
Lokalen Systeme mit der Tangentialebene an die Kugel bzw. an das Ellipsoid zusammen, weswegen eine Ahnlichkeit
dieser Systeme mit den Horizontsystemen besteht. Die Grundebene der Beobachtungssysteme ist durch die Lage des
jeweiligen Messinstruments vorgegeben. Von den Agquatorsystemen wurden als eigene Kategorie die erd- und
raumfesten Referenzsysteme ausgegliedert, da trotz einer gewissen Ahnlichkeit aufgrund der Polbewegung und
Priizession deren Grundebenen nicht mehr exakt mit der Aquatorebene iibereinstimmen.

In Abbildung 3.7 ist eine weitere Feineinteilung der Systemanordnung in waagrechter Richtung gegeben. Je nachdem,
ob die Referenzsysteme an der Erdrotation teilnehmen oder nicht, unterscheidet man zwischen terrestrischen oder
zdlestischen Bezugssystemen. Entscheidend fiir diese Einteilung ist, ob die Rotation der Greenwicher Sternzeit
R;(—GST) beriicksichtigt wurde. Alle weiteren Effekte der Erdrotation spielen dabei zunichst keine Rolle, weswegen
die Bezeichnungen terrestrisch/zélestisch in dem einen oder anderen Fall nicht ganz exakt sein mdgen. Unabhéngig von
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der FErdrotation, jedoch durch die Lage des Satelliten bestimmt sind die satelliten- und instrumentenfesten
Referenzsysteme, die eine weitere Einteilung in der Waagerechten bilden.

3.6 Zeitsysteme

Fiir die Erfassung der Erdrotation in diesem Kapitel wurden bereits mehrere Zeitsysteme (TT, UTC, UT1, GMST,
GAST) verwendet, die fiir eine hochgenaue Transformation zwischen dem raumfesten und dem erdfesten Bezugssystem
ebenfalls sehr genau bekannt sein miissen. So ist diese Transformation nur dann prézise moglich, wenn die Rotation um
den zilestischen Ephemeridenpol durch die zugehorige, an die Erdrotation gebundene wahre Greenwicher Sternzeit
genau genug erfasst wird. Die Satellitenbewegung hingegen gehorcht den Newton’schen Gesetzen, deren exakte
Formulierung nicht nur ein rdumliches Inertialsystem voraussetzt, sondern auch ein vollkommen gleichférmiges ablau-
fendes Zeitmass, eine Inertialzeit. Bei der Analyse von Satellitenbeobachtungen, speziell bei der iiber Signallaufzeiten
realisierten GPS-Entfernungsmessung, spielen fiir gute Ergebnisse neben der hochgenauen Messtechnik auch die
Beriicksichtigung relativistischer Effekte eine Rolle, da die Satellitenuhren sich mit groSer Geschwindigkeit im
Gravitationsfeld bewegen. Ein dhnlicher Effekt muss auch bei der Planetenbewegung beriicksichtigt werden. Aus diesen
Betrachtungen wird klar, dass der Parameter ,,Zeit” je nach Anwendung eine verschiedene Bedeutung hat. Die Zeit-
systeme lassen sich in 3 Gruppen einteilen: diese basieren entweder auf der (unregelméfBigen) Erdrotation, der (gleich-
formigen) Atomzeit oder auf der Bahnbewegung der Himmelskorper (und somit auf der Relativistik). Die wichtigsten
Zeitsysteme sind im Folgenden angegeben, deren Transformationsbeziehungen finden sich in Abbildung 3.8.

Auf der Erdrotation basierte Zeitsysteme:

- GAST wahre Greenwicher Sternzeit (Greenwich Apparent Sidereal Time)
- GMST mittlere Greenwicher Sternzeit (Greenwich Mean Sidereal Time)
- UT1 Weltzeit (Universal Time 1 = (GMT Greenwich Mean Time))
Auf Atomzeit basierende Zeitsysteme:
- TAI Internationale Atomzeit (Temps Atomique International)
- UTC Koordinierte Weltzeit (Universal Time Coordinated)
- GPST GPS-Systemzeit (Global Positioning System Time)
- MEZ Mitteleuropdiische Zeit
- MESZ Mitteleuropdische Sommerzeit
Auf Bahnbewegung und Relativitditstheorie basierende Zeitsysteme:

- TT Terrestrische Zeit (Terrestrial Time, auch TDT Terrestrial dynamical Time)

Die Anzahl der Schaltsekunden zwischen TAI und UTC betrdgt fiir den 2-jahrigen Zeitraum des analysierten kine-
matischen Orbits n = 32 s. Die Zeitformate der fiir diese Arbeit verwendeten Datensitze sind: GPST (kinematischer/
reduziert-dynamischer Orbit, Akzelerometerdaten des GFZ), TT (dynamische Orbits des GFZ). Hintergriinde und
Details iiber die Zeitsysteme sind u. a. in der Standardliteratur zur (Geoditischen) Astronomie oder der Physikalischen
Geodisie wie beispielsweise Seidelmann (1992) oder Torge (2001) zu finden.
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Abbildung 3.8: Transformation zwischen den Zeitsystemen.
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4 Das Gravitationsfeld der Erde

4.1 Entwicklung des Gravitationsfeldes in Kugelfléichenfunktionen

Die Grundlage zur Beschreibung des Gravitationsfeldes bildet das bereits von Newton (1687) in den ,,Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica® formulierte Newton’sche Gravitationsgesetz, welches die Gravitationskraft Fory
zwischen zwei Punktmassen beschreibt. Eine Anwendung dieses Gravitationsgesetzes auf infinitesimale Massen
ermoglicht die mathematische Beschreibung des Gravitationsfeldes ausgedehnter Korper wie z.B. der Erde mit Hilfe
einer Integralformel. Da das Gravitationsfeld (bzw. der Gravitationsvektor I'guy(X)=Fu/m) wirbelfrei
(rotI',, (x) =0) und damit konservativ ist (z.B. Heiskanen und Moritz, 1967; Torge, 2001), lésst sich ein zugehoriges
skalares Gravitationspotential U(x) gemil I'y,,(x)=gradU(x) finden, welches der (massenspezifischen) potentiellen
Energie eines Korpers im Gravitationsfeld entspricht. Fiir das Gravitationspotential U(x) eines Korpers mit einer belie-
bigen kontinuierlichen Dichteverteilung p(x) ergibt sich schlieBlich das ,,Newton-Integral* (Gravitationskonstante g,
Quellpunkt x*, Auf- bzw. Berechnungspunkt x) nach (4.1). Fiir die Berechnung des wahren Gravitationspotentials sind
diese Integralformeln allerdings ungeeignet, da einerseits die Dichteverteilung im Erdinneren sowie die Form der Erde
(die Integralgrenzen) nicht oder nur unzureichend bekannt sind und andererseits selbst bei bekannter Dichteverteilung
das Integral nur mit numerischen Methoden unter groBem Rechenaufwand losbar wire. Vielmehr bietet sich eine andere
Formulierung des Gravitationsfeldes an, die auf einer differentiellen Beschreibung durch die Feldgleichungen des
Gravitationsfeldes (4.2) beruht: Dies sind die Poisson-DGL, die innerhalb der Erdmassen gilt und die Laplace-DGL
(Gravitationsfeld ist quellenfrei im massefreien Raum) als Speziellfall der ersteren, die im massefreien Aulenraum der
Erde gilt. Mit Hilfe eines Separationsansatzes (4.3) konnen aus der Laplace-DGL zwei Reprisentationen fiir das Gravi-
tationsfeld der Erde gefunden werden: eine so genannte ,,Aulenraumentwicklung® (4.4), die auBerhalb (r = R) der alle
Erdmassen einhiillenden ,,Brillouin-Kugel (Radius R)“ gilt und eine ,Innenraumentwicklung® (4.5), die zusitzlich
innerhalb der Brillouin-Kugel (r < R) fiir auBerhalb der Aufpunktkugel (" > r) liegende Massen benutzt werden muss.
Zur mathematischen Beschreibung des terrestrischen Gravitationsfeldes im massefreien Raum wird normalerweise nur
die AuBlenraumentwicklung verwendet, da diese auch fiir Punkte innerhalb der Brillouin-Kugel ausreichend gut appro-
ximiert (Krarup, 1969). Die Entwicklung fiir aufsteigende Potenzen in r (Innenraumentwicklung) spielt eine Rolle fiir
die Modellierung des gezeitenerzeugenden Potentials, da die Massen der Himmelskorper sich au3erhalb der Aufpunkt-
kugel (r" > r) befinden.

e Box 4.1: Feldgleichungen des Gravitationspotentials U(X) und deren Losungen N

1. Moglichkeit: Losung des Newton-Integrals bei bekannter Massenverteilung und Form der Erde:

U(x)= gmL"*zd&* 4.1

Erde X—X

2. Moglichkeit: Losung der partiellen Differentialgleichungen des Gravitationsfeldes:

. 0 ; Laplace —Differentialgleichung  (harmonisch, ausserhalb der Massen)
d dU(x)= 4.2
ivgradU (x) {— 4mgp(x) ; Poisson — Differentialgleichung (anharmonisch, innerhalb der Massen) 4.2)
Losung der Laplace-Differentialgleichung: Separationsansatz in sphirischen Koordinaten (A, ¢, r):
U(A,¢,r)=R(r)- A(A) - D(9) (4.3)
Gravitationspotential im massefreien Raum:
Gravitationspotential im Aufenraum der Brillouin-Kugel (r > R), Nebenbedingung U(r — e)=0:
e e (R
U, r)=5EY Z(j P, (sin§)(c;,, cos(mA) + 5., sin(mA)) “.4)
E =0 m=0\ T
Gravitationspotential im Innenraum der Brillouin-Kugel (r < R), Nebenbedingung U(r =0) beschrinkt:
ORI G
U(A,0,r)= &M > Z( B (sin ¢)(c],, cos(mA) + s/, sin(mA)) 4.5)
K RE =0 m=0 RE

/

Die Auflenraumentwicklung in (4.4) wird als Kugelfunktionsentwicklung des Gravitationspotentials der Erde bezeich-
net, wobei r~'B,,(sin @) cos(mA), r'B,,(sin@)sin(mA) Kugelfunktionen von Grad [ und Ordnung m sind. Anstatt der
(nicht normierten) zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art Py, (origindre Teillosung der Separation) werden
normalerweise jedoch die vollstindig normierten zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art B, eingesetzt, da
diese eine hohere numerische Stabilitit sowie die Orthonormalitit (4.9) der Kugelflichenfunktionen e”m(ﬂ,qﬁ) 4.7
garantieren. Die Kugelfunktionsentwicklungen in (4.4) bzw. (4.5) sind durch herausziehen der Erweiterungsgrofien
gmg/Rg (Zentralfeld) sowie (Rp)"! bzw. (1/Rg)' so formuliert, dass die darin auftretenden, zunichst noch unbekannten
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Kugelfunktionskoeffizienten c,,,,s;,, bzw. ¢,,,s],, dimensionslos sind und der Kugelfunktionskoeffizient coo den Wert 1
annimmt. gmg ist das Produkt aus Newton’scher Gravitationskonstante g und Erdmasse mg und wird Geozentrische
Gravitationskonstante genannt, R, ist der Erdradius.

Die Kugelfunktionsentwicklung (4.4) bietet gegeniiber der Integralformel (4.1) den Vorteil, dass — bei bekannten
Kugelfunktionskoeffizienten — das Gravitationspotential an jedem beliebigen Punkt auBerhalb der Erde durch
Auswertung der Reihenentwicklung bestimmt werden kann.

Hiufig wird auch die Darstellung in (4.6) fiir die AuBenraumentwicklung verwendet, in der die Produkte aus den
normierten zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art P, (sin@) und den Zirkularfunktionen cos(mA), sin(mA) zu
den vollstindig normierten Kugelflichenfunktionen e""(1,¢) nach (4.7) zusammengefasst werden. Kugelflichen-
funktionen sind im Gegensatz zu Kugelfunktionen, die rdumlich und somit dreidimensional definiert sind, nur auf einer
Kugeloberflache definiert. Um die Orthonormalitédt der Kugelfldchenfunktionen zu erreichen, miissen die zugeordneten
Legendre’schen Funktionen 1. Art B, (sing) gemél (4.8) normiert werden.

/ Box 4.2: ,.,Kugelfunktionsentwicklung des Gravitationspotentiales fiir den Auf3enraum’* \
ng RE ’m Cim smM >0
vid.g.r) ;):WZI( ) w{sl,m ;m <0 o

,.Definition der (vollstindig normierten) Kugelflichenfunktionen
P, (sing)cos(md) ;m>0
e (4,9)=1  Py(sing) ;m=0 4.7)
B, (sin@)sin(m|d) ;m<0

LZusammenhang zwischen normierten zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art
und (unnormierten) zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art *

(I—m)! o
F (sing) = 220 +1) T P,.(sing) ;m>0 ws)

\ V2l +1 Py (sing) ;m=0 J

Vollstandig normierte Kugelflichenfunktionen besitzen eine Reihe von vorteilhaften Eigenschaften: (i) sie erfiillen die
Orthonormalitdtsrelationen (4.9), die beispielsweise zur Losung von Oberflidchenintegralen eingesetzt werden konnen;
(ii) jede beliebige quadratintegrierbare Funktion f{4,¢) auf der Kugeloberfliche kann als Entwicklung in Kugelflichen-
funktionen (4.10) angegeben werden, wobei sich mit den Orthonormalititsrelationen eine einfache Integralformel zur
Berechnung der Koeffizienten ¢/, (4.11) herleiten lédsst. Diese Formel ldsst sich mit numerischen Quadraturverfahren
besonders gut fiir diskret gegebene Werte anwenden, die z.B. nach Fortsetzung nach unten und Interpolation oder
Kleinste-Quadrate-Pradiktion/Kollokation (Heiskanen und Moritz, 1967; Moritz, 1980; Weigelt, 2007) auf einem
regelmiBigen (A4 x A¢)-Gitter vorliegen. Eine aufwendige Formulierung und Losung eines Gleichungssystems
(oftmals sehr groler Dimension) zur Bestimmung der Koeffizienten kann entfallen. Dies wird z.B. bei der Losung von
Randwertproblemen oder Space-Wise-Ansitzen (z.B. Colombo, 1981; Rummel et al., 1993; Migliaccio et al., 2004) in
der Satellitengeodisie eingesetzt.

(i) Orthonormalitdtsrelationen

2n  m/2
A 1 ;i=j
I,m k, — . . o ’
/iwz—'[:/ez (A, P) "I (A, p)cos pdAdp = 4ndy S, 5 O {0 o (4.9)
(i1) Kugelfunktionsentwicklung einer beliebigen, quadratintegrierbaren Funktion
© 1 2n  w/2
4.10) f(Ap) =) D¢/, e (A¢) mit cf, =4i [ [ragena.9rcospdidg (.11)
1=0 m=—1i T =0 4="n12

Bei der Entwicklung des Gravitationspotentials in Kugel(flichen)funktionen handelt es sich um eine spektrale Analyse
(s. auch Anhang A.5), wobei der Grad [ die Auflésung (Frequenz) mit der Wellenldnge A = 40000/ [km] beschreibt und
die Kugelfunktionskoeffizienten die zugehorigen Amplituden angeben. Der Diampfungsterm (Rg/r)"*' erzeugt dabei eine
Abnahme der Amplitude (Signalstirke) mit zunehmendem Abstand von der Erde. Die Entwicklung des Gravitations-
potentials in Kugel(flichen)funktionen eignet sich aufgrund der Tatsache, dass sie eine spektrale Analyse darstellt, zur
Beschreibung eines globalen Gravitationsfeldes. Die Erfassung feinerer Detailstrukturen des Gravitationsfeldes (z.B.
Gebirgsmassen wie die Alpen) mittels Kugelflichenfunktionen ist jedoch numerisch sehr aufwindig. Hierfiir eignet sich
eher die Verwendung stirker rdumlich lokalisierender Basisfunktionen wie sphérische Wavelets. Diese Diskussion wird
am Ende des Kapitels nochmals aufgegriffen.
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Die Auflosung des Gravitationsfeldes mit Kugelflichenfunktionen wird im Allgemeinen in langwellige, mittelwellige,
kurzwellige und gelegentlich auch sehr kurzwellige Anteile aufgeteilt. Fiir diese Zuordnung existieren in der Literatur
unterschiedliche Moglichkeiten wie z.B. in Reigber (1989) und Schéfer (2001). Im Zusammenhang mit den neuen
Satellitenmissionen bietet sich die folgende Einteilung an, bei der jedem Auflosungsbereich eine der neuen Satelliten-
missionen zugeordnet werden kann:

lang Mittel kurz sehr kurz
Grad !/ 1-70 71-150 151-300 > 301
Wellenléinge 4 40000-571km 571-266km 266—-133km < 133km
Anzahl der Koeffizienten 5037 17617 67497 )

Tabelle 4.1: Einteilung der Kugel(flichen)funktionen (Grad [ und zugehorige Wellenldnge A) in lang-, mittel-, kurz-
und sehr kurzwellige Auflosungen sowie die Anzahl der jeweils notwendigen Koeffizienten.

Das Messprinzip und Missionslayout der CHAMP-Mission sind dabei so ausgelegt, dass der langwellige Anteil des
Gravitationsfeldes bestimmt werden kann, GRACE erlaubt die zusitzliche Verbesserung des mittelwelligen Anteiles
und GOCE soll schlieBlich auch noch kurzwellige Anteile messen. Sehr kurzwellige Anteile sind nur noch mit terrestri-
schen Messungen erfassbar, da bei Satelliten die Signaldimpfung, hervorgerufen durch den Term (Rg/r)*', zu stark ist.
Wie zu sehen ist, explodiert die Anzahl der zur Erfassung der einzelnen Bereiche notwendigen Gravitationsfeld-
koeffizienten formlich. Zur vollstindigen Beschreibung des Gravitationsfeldes bis Grad L sind (L +1)* Koeffizienten
notwendig, was die zuvor erwihnte miihevolle Erfassung von feinen Detailstrukturen des Gravitationsfeldes mit Kugel-
funktionsentwicklungen bestétigt.

Die hier beschriebenen Grundlagen sowie weitere Details zur Darstellung und mathematischen Modellierung des
Gravitationsfeldes sind in der Standardliteratur zur Physikalischen Geodisie (z.B. Heiskanen und Moritz, 1967; Pick et
al., 1973; Torge, 2001, 2003) zu finden. Hinweise und Formeln fiir die Berechnung von Kugelfldchenfunktionen,
speziell den vollstindig normierten zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art sowie den Zirkularfunktionen
konnen Anhang A entnommen werden.

4.1.1 Interpretation und Bestimmung der Kugelfunktionskoeffizienten

Fiir die Herleitung der Kugelfunktionsentwicklung besteht neben der Separation der Laplace-DGL noch eine zweite
Moglichkeit, bei welcher der reziproke Abstand I/HX—X* in eine Taylor-Reihe nach sphirischen Koordinaten ent-
wickelt wird. Das Finsetzen dieser Entwicklung in das Newtonintegral (4.1) fithrt dann ebenfalls auf die
Kugelfunktionsentwicklung in (4.4), wobei sich fiir die Kugelfunktionskoeffizienten ¢;u,s;.» folgende Integralformeln
finden lassen (z.B. Torge, 2001, 2003):

1 1 _
cm =———— ||| p(X*) (r*) B, (sin ¢*) cos(mA) d*x*
T me (IRE)I 2l 1+1 ydj 1 (4.12)
S = et PO Y Pa(sing)sinGm ) dx

Erde

Diese Integralformeln (4.12) sind niitzlich fiir eine physikalische Interpretation der Kugelfunktionskoeffizienten,
insbesondere derjenigen niedrigen Grades [ (z.B. Torge, 2001, 2003; Grafarend et al., 2000). Die Berechnung der
Koeffizienten mit diesen Formeln ist allerdings in der Praxis aus den gleichen Griinden wie beim Newton-Integral nur
schlecht zu realisieren. Vielmehr miissen die Kugelfunktionskoeffizienten durch geeignete Messungen und Auswerte-
verfahren bestimmt werden.

Bis heute wurde eine Vielzahl von Messverfahren zur Bestimmung von Gravitationsfeldparametern entwickelt, mit
denen im Wesentlichen die Funktionale des Gravitationsfeldes, ndmlich

- das Gravitationspotential U (x)

- der Gravitationsvektor I',,,,(X) = gradU (x)

- der Gravitationstensor M = grad(F arav (X))z grad ® gradU (x)

in-situ erfasst werden oder zumindest damit in Verbindung gebracht werden konnen. Die wichtigsten Verfahren zur
Messung dieser drei das Gravitationsfeld beschreibender Groflen sind in Tabelle 4.2 aufgefiihrt. Neben den ,.traditionel-
len* Messmethoden, welche hauptséchlich die terrestrischen Schweremessungen inklusive Flug- und Schiffsgravimetrie
sowie inzwischen auch die Altimetrie umfassen, sind auch die neuesten Satellitenmissionen CHAMP, GRACE und
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GOCE einschlieBllich einiger Moglichkeiten (mit Referenzen), sie mit dem Gravitationsfeld in Verbindung zu bringen,
aufgenommen.

Gravitationspotential Erfassung von geopotentiellen Koten (Potentialdifferenzen) mit gravimetri-
schem Nivellement, Bestimmung von Geoidundulationen (und somit des
Storpotentials mit der Bruns-Formel) durch Altimetrie oder GPS-Vermessung
der Erdoberfldche in Verbindung mit gravimetrischem Nivellement, Formu-
lierung von high-low-SST " (CHAMP) und low-low-SST ? (GRACE) als
Energiebilanzmethode

Gravitationsvektor terrestrische Schweremessungen (relativ, absolut), Flug-/Schiffsgravimetrie
(Betrag, Richtung, Vektor) | (engl.: airbornelship-borne gravimetry), Formulierung von high-low-SST *
(CHAMP) und low-low-SST * (GRACE) als Beschleunigungsansatz
Gravitationstensor Satellitengradiometrie (GOCE), Formulierung von low-low-SST (GRACE)
als eindimensionale Gradiometrie ”

1) Gerlach et al., 2003b; 2) Jekeli, 1999; 3) Reubelt et al., 2003a; 4) Grafarend et al., 2003; 5) Keller und
Sharifi, 2005

Tabelle 4.2: Messverfahren zur Messung von Gravitationspotential/-vektor/-tensor und damit der unbekannten Kugel-
funktionskoeffizienten

Bei manchen Verfahren konnen die Funktionale des Gravitationsfeldes nicht in-situ erfasst werden, sondern nur als
akkumulierte Messung, wie beispielsweise Bahnstorungen oder die direkte Auswertung von high-low-SST und low-
low-SST (auf Ebene der Messungen und/oder Koordinaten). Diese Messungen sind also eine Summe der Gravitations-
wirkung seit einem Referenzzeitpunkt. Deshalb muss zu ihrer Auswertung eine Differential- oder Integralgleichung
formuliert werden, die aber im Normalfall den Gravitationsvektor mit den zu bestimmenden Kugelfunktions-
koeffizienten enthilt. Die verschiedenen Messverfahren konkurrieren jedoch nicht nur, sie ergiinzen sich gegenseitig, da
aufgrund des Messprinzips, des ausgemessenen Gebietes (global oder regional, auf den Landmassen oder dem Meer),
der Messdichte sowie des sensitiven Messbereiches unterschiedliche Auflosungen des Gravitationsfeldes bestimmt
werden.

Das bis zum Start der CHAMP-Mission genaueste globale Gravitationsfeld der Erde in Form einer Kugelfunktions-
entwicklung war das in Abbildung 4.1 abgebildete EGM96 (engl.: Earth Gravity Model 1996, Lemoine et al., 1996),
das aus verschiednen Datensitzen bis Grad und Ordnung 360/360 entwickelt wurde. Bis Grad/Ordnung 70/70 ist es eine
Kombinationslosung aus Altimetriedaten von TOPEX/POSEIDON, ERS_1 und GEOSAT, Normalgleichungen aus
Oberfldchenschweremessungen sowie Trackingdaten zu iiber 30 Satelliten. Die Kugelfunktionskoeffizienten von Grad
71 bis 359 wurden mit Hilfe einer blockdiagonalen Auswertemethode hauptsichlich aus verbesserten globalen
Schweredaten der DMA (engl.: Defense Mapping Agency), den neuesten Fluggravimetriekampagnen der Arktis und
Gronland sowie aus abgeleiteten Anomalien der Altimetriemission GEOSAT bestimmt, die Kugelfunktions-
koeffizienten von Grad/Ordnung 360/360 stammen aus der Quadraturlosung.
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Abbildung 4.1: Das Gravitationspotential der Erde in [m?s’] auf der Oberfliche der Referenzkugel mit
R = 6378136,3 m; Gravitationsfeldmodell: EGM96 bis Grad/Ordnung 360/360 (maximale Entwicklung) ohne Koeffi-
zient c,,; Kartenprojektion: Trystan Edwards Cylindrical Projection.
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Charakteristisch fiir solche Darstellungen des Gravitationsfeldes sind die ,,Senke* iiber dem Indischen Ozean und der
,Berg® tiber Neuguinea, die durch MassenunregelméBigkeiten im Erdinneren verursacht werden. Nach der Formel von
Bruns (1878; N = 6W/y, N = Geoidundulation, W = Storpotential, 7= Oberflichenschwere) ergibt sich ein Unterschied
von ca. 200 m zwischen dem hochsten und dem tiefsten Punkt des Geoids. Eine hiufig gebrauchte Darstellungsweise
fiir die spektrale Reprisentation des Signals bzw. des Fehlers (Standardabweichung) sind Signal- bzw. Fehler-Grad-
RMS (Signal, bzw. o), die fiir jede Auflosung mit (4.13) bzw. (4.14) aus den Kugelfunktionskoeffizienten c, ,, s, eines
Grades [ sowie ihren Standardabweichungen o, ,0s, berechnet werden konnen (RMS: quadratische Mittelwerte,
engl.: Root Mean Square). In Abbildung 4.2 sind das Signal und der Fehler des EGM96 als Grad-RMS angeben.
Charakteristisch fiir Kugelfunktionsmodelle ist einerseits die exponentielle Abnahme des Signals und des Signal-zu-
Rausch-Verhiltnisses mit zunehmenden Grad 1. Vor allem bei Satelliten-Gravitationsfeldmodellen ist eine schnelle
Abnahme des Signal-zu-Rausch-Verhiltnisses infolge eines starken Anstiegs des Rauschens mit zunehmendem Grad /
zu bemerken. Besonders auffillig ist der Knick in der Fehler-Grad-RMS-Kurve des EGM96 bei Grad 70, der durch die
unterschiedlichen benutzten Datenquellen (Satellitendaten fiir [ < 70, sonstige Daten fiir / > 70) verursacht wird. Aus
Abbildung 4.2 geht nach der Bruns-Formel hervor, dass ein Kugelfunktionskoeffizient von Grad 10 im Mittel eine
Geoidundulation von ca. 60 cm verursacht, wihrend dies bei einem Kugelfunktionskoeffizient von Grad 100 hingegen
nur noch ca. 6 mm ausmacht. Dennoch kann ein Abbruch der Entwicklung des Gravitationsfeldes bei Grad 100 zu
einem omission-Fehler (Vernachlassigungsfehler; Miiller, 2001) im m-Bereich fithren, da eine unendliche Zahl von
Kugelfunktionskoeffizienten mit kleinen Werten im mm-Bereich und kleiner vernachléssigt wird. Somit ist bei einem
Geoidfehler fiir einen maximalen Entwicklungsgrad L immer zu unterscheiden zwischen dem Abbruchfehler und einem
durch die Ungenauigkeiten der Koeffizienten (Standardabweichungen) hervorgerufenen kumulativen Geoidfehler
(commission error, Miiller, 2001). In den Kugelfunktionskoeffizienten ist, wenn diese durch ein Gleichungssystem
bestimmt werden, auch noch ein Aliasingfehler enthalten. Dieser entsteht durch die Schédtzung von nur einer begrenzten
Anzahl von unbekannten Gravitationsfeldparametern aus Messungen, die eigentlich das komplette, nur durch unendlich
viele Koeffizienten darstellbare Signal enthalten. Bei Satellitenbeobachtungen stellt der Aliasingfehler jedoch aufgrund
der stirkeren Signaldimpfung der Anteile héheren Grades [ (bedingt durch (Rg/r)) ein geringeres Problem dar als bei
terrestrischen Daten. Wird bei Satellitendaten die maximale Auflosung L grofl genug gewihlt, so ist das verbleibende,
nicht parametrisierte Restsignal sehr klein und oftmals vernachléssigbar.

Signal- und Fehler-Grad-RMS des EGM96
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Abbildung 4.2: Signal- und Fehler-Grad-RMS des EGM96-Gravitationsfeldmodells, angegeben in folgenden
Einheiten: dimensionslose Koeffizienten (linke Achse), Potential [mzlsz] auf der Referenzkugel r = Rg (rechte Achse).

4.1.2 Der Gravitationsvektor

Der Gravitationsvektor Iy, ergibt sich nach (4.15) als Gradient (Tensor 1. Stufe) des Gravitationspotentials U und
berechnet sich beziiglich der erdfesten, kartesischen Basis (e,, e,, e;) nach (4.17). Da die Kugelfunktionsentwicklung
des Gravitationspotentials U(A,¢,r) in sphérischen Koordinaten (A4,4,r) erfolgt, ist auch die Bildung des Gradienten nach
(4.16) beziiglich der krummlinigen, aber orthogonalen sphdrischen Koordinaten (A,¢,r) besser geeignet. Der Gradient
bezieht sich somit auf die lokale (sphirische) Basis (e, e, €,). Da die (krummlinigen) sphirischen Koordinaten bzw.
deren kovariante Tangentenvektoren g; orthogonal, aber nicht orthonormal sind, miissen diese noch mit Hilfe der
Metrikkoeffizienten g; normiert werden, was zu den Normierungsfaktoren in (4.16) fiihrt. Die partiellen Ableitungen
der Kugelfunktionsentwicklung von U konnen mit (4.18) gefunden werden, wobei die partiellen Ableitungen der
normierten zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art P,.(sing) nach der Breite ¢ mit Hilfe von Quasi-
Rekursionsformeln (Anhang A) fiir eine numerisch effizienten Berechnung in einem Computerprogramm geschieht.

Fiir die Transformation des Gradienten I'gwy (4, @, r) von der lokalen Basis in die erdfeste, kartesische Basis gibt es zwei
Moglichkeiten: (i) direkte Transformation der Koordinaten des Gradienten I'gay(A,@,r) mittels der Rotationsmatrix
(R™)" nach (4.19); (ii) die zur Formulierung des kartesischen Gradienten I'gwv (x, v, z) nach (4.17) benétigten partiellen
kartesischen Ableitungen des Gravitationspotentials konnen mit Hilfe der Kettenregel aus den partiellen sphirischen
Ableitungen des Gravitationspotentials berechnet werden (4.20). Die darin enthaltenen partiellen Ableitungen der
sphirischen Koordinaten nach den kartesischen Koordinaten dA4/dx;, d@/dx;, dr/dx; (I = 1,2,3) konnen aus den partiellen
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Ableitungen der kartesischen Koordinaten nach den sphirischen Koordinaten 0x/dA, dx/d¢, ox/dr gemiB (4.21)
bestimmt werden. Hierfiir werden die Komponenten des kovarianten Metriktensors &; nach (4.22) benoétigt, die sich aus
den kovarianten Tangentenvektoren g; nach (4.23) zu (g,, =r?cos® @,g, =r?,gs; =1,g; =0 fiir i # j) ergeben (s. z.B.
Klingbeil, 1966; Klotzek, 1995).

/ Box 4.3: ,,Gravitationsvektor als Gradient des Gravitationspotentials* \
,allgemeine Darstellung*
I, (x) = gradU (x) (4.15)
,Gradient in kartesischen Koordinaten‘ ,,Gradient in sphdrischen Koordinaten*
oU U oU 1 oU 10U oU
(4.17) I (x,y,2)=—e, +—e, +—e, Ty A,0,r)= —e;+t———e; +—e, (4.16)
g(y)ax dy = oz g(¢)rcos¢aﬂlr8¢¢8r

wpartielle Ableitungen der Kugelfunktionsentwicklung*

- I+1
W pr) _ gme 3 Zl:(REj m B, (sin §)(= ¢, sin(mA) + s,,,, cos(mA))
.

3/1 RE 1=0 m=0
o 1 R 1+1 T) :
oU (;va n_ gIZE ;’;(:j (c1m cOS(MA) + 51, sin(mﬂ))al’ma(:nm (4.18)
- 1
aU(g’ e L5 i(l +1) (Rj P, (sin §)(ci,, cos(mA) + 5., sin(mA))
r r 1=0 m=0 r

»Iransformation des Gradienten von der sphdrischen in die kartesische Basis*

Moglichkeit 1: Rotation des Gradienten

T (57,2 = (R™) Ty (2,0, 1) (4.19)
Moglichkeit 2: Kettenregel
U U 34 U dp U or
l—‘rav s ) == S|l r s 5 I=1,2,3 420
= (aﬂ o 9 ax,  or ax,je’ (20

ou/ 1 ox'

mit den partiellen Ableitungen —— ; j, =123 (4.22)
x; gy ou’
dem kovarianten Metriktensor g; =&; ‘8 4.21)
1
und den kovarianten Tangentenvektoren g, = ?e I (4.23)
u

\_ 0= (a0 x) = (60,2 5w =) = (A r) W

4.2 Alternative Reprisentationen des Gravitationsfeldes

4.2.1 Darstellung des Gravitationsfeldes mit ellipsoidisch-harmonischen Funktionen

Neben denen zur Darstellung des Gravitationsfeldes ungeeigneten kartesischen Koordinaten (x,y,z) und den sphérischen
Koordinaten (A4,4,r) konnen weitere Parametrisierungen des dreidimensionalen Raumes gefunden werden, in denen eine
Losung der Laplace-DGL durch Separation moglich ist (Stickel, 1897; Moon und Spencer, 1961; Grafarend, 1988). So
gelingt die Separation fiir Jacobi-ellipsoidische Koordinaten (A,¢',u) (z.B. Thong und Grafarend, 1989), jedoch nicht fiir
geoditische (GauB3-ellipsoidische) Koordinaten (L,B,H) (Grafarend, 1988).

Durch Losung der Laplace-DGL (4.2) mit Hilfe eines Separationsansatzes in Jacobi-ellipsoidischen Koordinaten nach
(4.24) erhilt man nach Sondierung anhand von Nebenbedingungen schlie3lich die ellipsoidisch-harmonische Entwick-
lung des Gravitationspotentials U(A,¢ ,u) im AuBenraum eines die gesamte Erdmasse einhiillenden Ellipsoids. Im
Gegensatz zu den sphirischen Koordinaten ergibt sich auBer fiir die Breite ¢ auch fiir die ,radiale” Koordinate u die
zugeordnete Legendre’sche DGL, von deren Losungen nur die (zundchst noch komplexen) zugeordneten
Legendre’schen Funktionen 2. Art Q,,,(iu/€) den Nebenbedingungen geniigen (z.B. Hobson, 1965; Feistritzer, 1998).
Numerisch stabiler sind allerdings die reellwertigen, stabilisierten, zugeordneten Legendre’schen Funktionen 2. Art
O/n(u/€) (Thong und Grafarend, 1989). Durch Normierung mit 1/Q;,(b/€) sowie Herausziehen des Vorfaktors
gmp/€ - arccot(b/€) erhilt man schlieBlich die Entwicklung des Gravitationspotentials U(A4,¢ u) in ellipsoidisch-
harmonischen Funktionen nach (4.25). Ohne grofere Genauigkeitsverluste kann anstatt des einhiillenden Ellipsoids
auch das (nicht alle Massen einschlieBende) Referenzellipsoid mit groer und kleiner Halbachse a,b und der linearen
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Exzentrizitit £€=+/a?—b? verwendet werden. Die ellipsoidisch-harmonischen Gravitationsfeldkoeffizienten cfb,, st
sind dimensionslos und der Koeffizient ¢, nimmt den Wert 1 an. Der Vorfaktor gmg/€ - arccot(b/€) ist das Zentralfeld
der ellipsoidisch-harmonischen Entwicklung und entspricht dem Gravitationsfeld eines homogenen Referenzellipsoids
mit Erdmasse mg an der Oberfliche u = b des Referenzellipsoids.

f Box 4.4: | Entwicklung des Gravitationspotentials in ellipsoidisch-harmonischen Funktionen \

swSeparationsansatz in Jacobi-ellipsoidischen Koordinaten*

U(1.g".u)=UGw)-A)- @ (¢") (4.24)
" vaitationspotential ﬁir den Auflenraum des Ellipsoids (u > b)“
U(d,¢u)=2 [ ] > z Qi EZ ; g; P (sing") (¢!, cos(mA) + s, sin(mA)) (4.25)
1=0 m=0 lm

ell ell

Die Kugelfunktionskoeffizienten c,,,,s;,, und die ellipsoidisch harmonischen Koeffizienten cj,,s/,, filir einen
entsprechenden Grad/Ordnung //m unterscheiden sich vor allem bei hoheren Auflésungen numerisch nur geringfiigig.
Um Kugelfunktionsmodelle mit ellipsoidisch-harmonischen Gravitationsfeldmodellen vergleichen zu konnen, miissen
die Koeffizienten c¢,,,,s;,, und i, sfh ineinander iiberfithrt werden. Entsprechende Transformationsvorschriften sind in
Jekeli (1988) zu finden.

Die Nachteile der ellipsoidisch-harmonischen Entwicklung gegeniiber der Kugelfunktionsentwicklung sind ein deutlich
hoherer Rechenaufwand sowie die Tatsache, dass die Oy, (u/€) nur durch Reihenabbruch anstatt durch praktikable
geschlossene Formeln berechnet werden konnen. Hauptsdchlich bei terrestrischen Anwendungen bietet die
ellipsoidisch-harmonische Entwicklung jedoch eine Reihe von Vorteilen (z.B. Thong, 1993; Martinec und Grafarend,
1997; Ardalan und Grafarend, 2001), die im Wesentlichen darauf beruhen, dass die Gestalt der Erde durch ein Ellipsoid
besser erfasst wird als durch eine Kugel. So kann beispielsweise bei Randwertaufgaben eine sphirische Approximation
durch eine genauere ellipsoidische Approximation ersetzt werden, auBlerdem ldsst sich fiir das zur Bildung eines
Storpotentials bendtigte Somigliana-Pizzetti-Normalfeld mit ellipsoidisch-harmonischen Funktionen eine geschlossene
Darstellung finden. Fiir die Auswertung von Satellitendaten (mit einem time-wise-Ansatz) sind diese Vorteile allerdings
nicht relevant, so dass die numerisch einfachere und schnellere Kugelfunktionsentwicklung vorzuziehen ist. Allerdings
sind zur Beschreibung eines gleich auflosenden Gravitationsfeldes mit der ellipsoidischen Entwicklung wahrscheinlich
weniger Parameter notwendig, da z.B. die Darstellung des ellipsoidischen Referenzfeldes (Somigliana-Pizzetti-
Normalpotential) als erster Approximationsschritt mit wenigen Parametern moglich ist, wihrend dazu theoretisch schon
unendlich viele Kugelfunktionskoeffizienten benttigt werden.

Fiir eine ausfiihrlichere Behandlung der ellipsoidisch-harmonische Entwicklung und der (reellwertigen, stabilisierten)
zugeordneten Legendre’sche Funktionen 2. Art wird auf Hobson (1965), Jekeli (1988), Grafarend (1988), Thong
(1993), insbesondere auf Thong (1989) und Thong und Grafarend (1989) verwiesen.

4.2.2 Globale versus lokale Schwerefeldmodellierung

Das Gravitationsfeld der Erde lasst sich nicht nur mit Hilfe globaler Basisfunktionen wie Kugelfunktionen oder
ellipsoidisch harmonischen Funktionen darstellen, sondern auch mit lokalen Basisfunktionen. Nach der Unschirfe-
relation (Freeden, 1999) lisst sich das Gravitationsfeld der Erde entweder mit einer starken Lokalisierung im rdum-
lichen Bereich verbunden mit einer schwachen Lokalisierung im Frequenzbereich oder umgekehrt mit einer starken
Lokalisierung im Spektralbereich einhergehend mit einer schwachen raumlichen Lokalisierung formulieren. Gingige
Reprisentationen mit einer starken spektralen und dadurch schwachen rdaumlichen Lokalisierung sind die zuvor behan-
delten sphérisch und ellipsoidisch harmonischen Funktionen, eine stirkere raumlichere Lokalisierung wird z.B. durch
Wavelets (Freeden, 1999; Freeden und Michel, 2004) oder harmonische Splines (z.B. Fengler et al., 2004) erreicht.
Welche dieser Funktionen nun zur Beschreibung des Gravitationsfeldes verwendet werden sollten, hdngt stark von der
gegebenen Datendichte und der Auflosung des Gravitationsfeldes sowie des zu beschreibenden Gebiets ab. Wahrend
sich fiir die Darstellung eines globalen Gravitationsfeldes mit einer groberen Auflosung (also ohne feinere Details)
Funktionen mit einer spektralen Lokalisation, also die sphérisch oder ellipsoidisch harmonischen Funktionen eignen,
bietet sich fiir eine regionale Gravitationsfeldanalyse oder hoch auflosende Modelle, in denen z.B. Detailstrukturen
kleinerer Gebirgsziige sichtbar werden sollen, die raumlich lokalisierenden Funktionen an. Sinnvoll scheint in manchen
Fillen auch die Kombination solcher Basisfunktionen (Freeden und Windheuser, 1997). Der globale, niedrig auflosende
Anteil kann dann z.B. mit Kugelflichenfunktionen dargestellt werden und lokale Strukturen konnen dann mit Wavelets
verfeinert werden. Die mogliche Verfeinerung einer globalen Analyse durch eine nachfolgende regionale Analyse
konnte bereits auch in Ansidtzen von Ilk et al. (2005) und Fengler et al. (2005) anhand von CHAMP-Daten gezeigt
werden. Die Erfassung und Genauigkeit feinerer Detailstrukturen durch die zusétzliche regionale Analyse ist allerdings
nur sehr begrenzt aufgrund der mangelnden Sensitivitdit der CHAMP-Daten fiir hohere Auflosungen. Aus diesem
Grunde soll in dieser Arbeit von einer regionalen Verfeinerung abgesehen werden.
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5 Erfassung und Reduktion von Storbeschleunigungen

Die auf den Satelliten wirkende und seine Bahn bestimmende Kraftfunktion setzt sich neben dem statischen
Gravitationsfeld der Erde noch aus weiteren, in der Regel zeitlich verinderlichen Effekten zusammen. Sieht man
zundchst von zeitvariablen Einfliissen des terrestrischen Gravitationsfeldes ab, die z.B. durch geodynamische Vorgéinge
(Plattentektonik, Konvektionsstrome), Deformation (nicht durch Gezeiten verursacht) oder hydrologische Vorginge
entstehen, so lassen sich diese zeitvariablen Effekte, auch als Storkrifte bezeichnet, in zwei Gruppen aufteilen:
gravitative und nicht-gravitative Storkrdfte.

Bei den gravitativen Storkriften handelt es sich (fiir eine Betrachtung an einem beliebigen, aber festen Zeitpunkt
t = const.) ebenso wie bei der terrestrischen Gravitationskraft, um konservative Kraftfelder. Die gravitativen Storkréfte
werden durch andere Himmelskorper wie den Mond, die Sonne oder auch die Planeten erzeugt und werden
normalerweise unter dem Begriff ,,Gezeiten erfasst. Da die gravitativen Storkréfte fiir einen fixen Zeitpunkt
konservativ sind, lassen sich die Gezeiten als (zeitabhingiges) Potential formulieren. Der direkte Anteil der Gezeiten
sowie die Gezeiten der festen Erde konnen, da die Bahnen und Massen der Himmelskorper sowie das
Reaktionsverhalten der (festen) Erde relativ gut bekannt sind, genau modelliert werden. Die Modellierung der
Ozeangezeiten hingegen gestaltet sich aufgrund des komplexen Verhaltens der Ozeane problematischer.

Die nicht-gravitativen (bzw. nicht konservativen) Storbeschleunigungen werden im Gegensatz zu den gravitativen
Storbeschleunigungen, welche durch Volumenkrifte erzeugt werden, durch Oberfldchenkrifte, die am Satelliten
angreifen, verursacht. Solche Oberflichenkrifte entstehen u. a. durch die Atmosphérenreibung, durch den direkten
Strahlungsdruck der Sonne sowie durch den von der Erde reflektierten Strahlungsdruck. Die nicht-konservativen
Storbeschleunigungen konnen nur recht grob modelliert werden, sie konnen jedoch durch ein geeignetes
Messinstrument erfasst werden. Die Satellitenmission CHAMP enthilt fiir die Messung der nicht-konservativen
Storbeschleunigungen zum ersten Mal ein eigens dafiir eingebautes Akzelerometer.

5.1 Modellierung von gravitativen Storbeschleunigungen (Gezeiten)

Die Gezeiten lassen sich in zwei Gruppen einteilen: (i) die direkte Gravitationswirkung der Himmelskorper und (ii) die
indirekte Gravitationswirkung, die durch die Deformation des Erdkorpers infolge der Gezeitenkrifte entsteht. Die erste
Gruppe wird als direkter Effekt beschrieben, die zweite Gruppe wird, je nachdem ob die durch Deformation der festen,
ozeanlosen Erde oder ob die durch Verlagerung der Wassermassen (Ozeane) entstehenden Auswirkungen betrachtet
werden, in die Gezeiten der festen Erde (indirekter Effekt) oder in die elastischen Ozeangezeiten eingeteilt.

5.1.1 Das gezeitenerzeugende Potential — der direkte Effekt der Himmelskorper

Den grofiten Anteil an den Gezeiten stellt der direkte Effekt der Himmelskorper dar. Dieser ergibt sich aus der
Beschleunigung, welche ein Korper durch die Anziehung des Himmelskorpers relativ zur Erde erfiahrt. Die zugehorige
Potentialdarstellung wird gezeitenerzeugendes Potential oder auch Gezeitenpotential genannt. Die Bezeichnung
»gezeitenerzeugend* deutet an, dass der direkte Effekt die Ursache fiir weitere, spiter beschriebene Gezeiteneffekte ist.
Allgemein gilt, dass der Mond aufgrund seiner Néhe zur Erde mit einem Anteil von 2/3 den groBten Beitrag zur
Gezeitenwirkung liefert, ungefihr 1/3 der Wirkung ist auf die Sonne zuriickzufiihren, der Anteil weiterer Planeten des
Sonnensystems wie beispielsweise Merkur, Venus oder Mars ist gering und muss nur bei hochgenauen Anwendungen
beriicksichtigt werden.

Unter der Annahme, dass die Himmelskorper H; (Ortsvektor Xy, Masse my,) wegen ihres grof3en Abstandes zur Erde
als Punktmassen betrachtet werden konnen, und dass die durch Anziehungskrifte eines Himmelskorpers verursachte
Beschleunigung Xu,e des Massenmittelpunktes der Erde in guter Nédherung dem Gravitationsvektor I'y, g des
Himmelskorpers im Massenmittelpunkt der Erde entspricht (5.2), kann eine Formel zur Berechnung des direkten
Effektes Xua abgeleitet werden (z.B. Torge, 2003). Dieser ergibt sich nach (5.3) als Differenz der von den
Himmelskorpern H; am Satelliten (Ortsvektor x) verursachten Beschleunigungen Xu, s (5.1) und der Beschleu-
nigungen Xg, g des Massenmittelpunktes der Erde.

/ Box 5.1: Der direkte Effekt \
durch Gravitationswirkung des Himmelskorpers H; am Satelliten erzeugte Beschleunigung:
.. . My,
XH,—sat :rI—LA)sal =_g7H3(X—XH1) (5.1)
[ = |

Beschleunigung des Massenmittelpunktes der Erde aufgrund der Gravitationswirkung des Himmelskorpers H;:

XH,%E :%gj._”.p(x) X d3X = _@Fgrav(XH,) = rH,»—)E =- e, X (52)
m mg

H —X
[, =] o
E Erde XH' > HXH‘ H
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direkter Effekt aller beriicksichtigten Himmelskorper (erzeugte Beschleunigung)

X = z (b1 —Xi08) 2 Z (T e ) = z—gmﬂ,.[ b= XH'Z 4 (XH’ ) ] (5.3)

i i i

3
e =" [

Unter der Verwendung der Innenraumentwicklung (da (ng, >r), (4.5)) kann fiir den direkten Effekt X das
gezeitenerzeugende Potential Vig =V, podies Nach (5.4) gefunden werden (s. z.B. Torge, 2003). Dieses wird hdufig mit
Hilfe der Gezeitenpotentialkoeffizienten ¢, s/s’ (zeitabhiingige Kugelfunktionskoeffizienten) formuliert, die von den
zeitabhiingigen sphirischen Koordinaten Ay, (¢), @u, (¢), ru, (f) des entsprechenden Himmelskorpers H; bestimmt werden.
Aus dem Term r'/ni'(¢) in (5.4), (5.5) wird deutlich, dass die Anteile fiir einen steigenden Grad ! immer kleiner
werden und bereits eine Entwicklung niedrigen Grades ausreicht, um V;4 geniigend genau zu bestimmen. Durch Grad
I = 2 fiir die Sonne und Grad [ = 3 beim Mond ist bereits der grofite Anteil erfasst. Allerdings konnen bei hoher
fliegenden Satelliten auch Gezeitenpotentialkoeffizienten hoheren Grades bedingt durch den Term (r/Rp)" in (5.4)

signifikante Anteile erzeugen, die durch eine hohere Entwicklung (bis maximal Grad [ = 6) erfasst werden.

[ Box 5.2: Das Gezeitenpotential N
L m=l b - o
Vi@ =) (Z > [Rrj B, sin @) [c cos(mA) + s{ sin(m/l)]] (5.4)
i 1=2 m=0 B
mit den Gezeitenpotentialkoeffizienten der Himmelskorper H;
tid,i 5
o t=8m L[ Re |5 (sing 1) {Cf’s(’"ﬂ“f) (5.5)
\_ St T, () 21 +1\ my, (2) sin(mAy,)

tid,i  tid,i

Die Gezeitenpotentialkoeffizienten ¢;},",s;,,' und somit auch das Gezeitenpotential V;y sind periodische Funktionen,
deren Periodendauern sich ungefidhr durch die Ordnung m zu 1/m Tagen ergeben. Die halbtigigen Perioden (m = 2)
enthalten den grofiten Anteil, fiir m = 0 erhidlt man zeitunabhingige (permanente) und langperiodische Anteile.

Die normierten zonalen Legendre’schen Funktionen P, (sin @u, (1)) enthalten fiir einen geraden Grad / einen nicht von
der Breite ¢, (f) abhingigen konstanten Anteil, weswegen der zeitliche Mittelwert der zugehdrigen zonalen
Gezeitenpotentialkoeffizienten ¢;;" nicht mehr null ist. Die dadurch verursachten konstanten Anteile des
Gezeitenpotentials Vyq(f), der Mittelwert von Vyg(f), werden als Permanentgezeiten Viy" bezeichnet, die bereits von
Darwin (1899) entdeckt wurden. Bei der Berechnung der Permanentgezeiten geniigt es, nur die Anteile der
Koeffizienten von Grad [ = 2 und Ordnung m = 0 zu beriicksichtigen. Die Koeffizienten c23™"*" der Permanentgezeiten

perm

sowie die die Permanentgezeiten V4 selbst ergeben sich gemil (5.6) und (5.7), wobei € die mittlere Schiefe der
Ekliptik ist und 7, der mittlere Abstand des Himmelskorpers vom Geozentrum.

/ Box 5.3: Permanentgezeiten \
Mittelwert der zonalen Gezeitenpotentialkoeffizienten von Grad [ = 2
2
4 1 . R
et = —— (3 sin? & — 1) LTH‘ = (5.6)
2\/5 2 Hy, Iy,

Mittelwert des zonalen Gezeitenpotentials von Grad [ = 2

2

vam =y 80 i(’} @ sin’ g—lj(’jsinz ) (5.7)
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Werden Schwerebeobachtungen von allen zeitabhidngigen Gezeiteneffekten (direkt und indirekt) reduziert, so erhalt
man Beobachtungen im mean-tide-System. Werden des weiteren die Permanentgezeiten reduziert, gelangt man ins
zero-tide-System, werden zusitzlich die permanenten Anteile der Gezeiten der festen Erde abgezogen, so reduziert man
ins tide-free-System. Die meisten Gravitationsfeldmodelle sind beziiglich des tide-free-Systems angegeben, in die
anderen Systeme gelangt man durch entsprechende Transformationen des Gravitationsfeldkoeffizienten c; .

Das Gezeitenpotential Viq(r) bzw. der direkte Effekt X4 konnen mit Hilfe priziser Ephemeriden fiir die Sonne, den
Mond und auch fiir die Planeten nach (5.4) und (5.3) bestimmt werden. Prizise Ephemeriden werden z.B. vom JPL
bereitgestellt, die derzeit genaueste Version sind die DE405-Ephemeriden (engl.: Development Ephemeris 405,
Standish, 1998). Eine andere Moglichkeit bietet die Auswertung von Gezeitenkatalogen (z.B. Cartwright und Taylor,
1971; Tamura, 1987), in denen das Gezeitenpotential in einer Fourier-dhnlichen Entwicklung nach Frequenzen mit
zugehorigen Amplituden, den so genannten Partialtiden, vertafelt ist. Die Frequenzen ergeben sich dabei aus
Linearkombinationen von sich ungefihr linear mit der Zeit dndernden Bahnelementen der Himmelskorper.
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Die derzeit genaueste Entwicklung des gezeitenerzeugenden Potentials in Partialtiden ist der HW95-Gezeitenkatalog
(Hartmann und Wenzel, 1995a,b), der 12935 Partialtiden von Mond, Sonne sowie den Planeten Merkur, Venus, Mars,
Jupiter und Saturn enthilt. Abweichend zu (5.4) wurde beim HW95-Gezeitenkatalog die Formel aus (5.8) fiir das
Gezeitenpotential V;4(f) verwendet, wobei der Term in der zweiten Zeile der Korrektur des Effektes dient, der bei der
Anziehung des Mondes und der Sonne durch die Erdabplattung hervorgerufen wird (Ilk, 1983b; Wilhelm, 1983;
Dahlen, 1993). Es wird also die zuvor getroffene Annahme verbessert, dass die Beschleunigung Xy e des
Massenmittelpunktes der Erde dem Gravitationsvektor I'y,_r des Himmelskorpers im Massenmittelpunkt entspricht. In
(5.8) ist Jog der zonale Kugelfunktionskoeffizient zweiten Grades und mg die Erdmasse. Der HW95-Gezeitenkatalog
wurde hinsichtlich seiner Genauigkeit (= 107 m/s?) mit der Absicht entworfen, prizise Gravimeteraufzeichnungen
auswerten zu konnen. Hierfiir wurde das Gezeitenpotential bis Grad / = 6 fiir den Mond, bis / = 3 fiir die Sonne und bis
I = 2 fiir die Planeten entwickelt und der Einfluss der Erdabplattung beriicksichtigt. Als Grundlage des Gezeiten-
kataloges wurden die numerischen JPL-Ephemeriden DE200 (Standish, 1982, 1990) der Himmelskorper H; unseres
Sonnensystems fiir den Zeitraum 1850-2150 verwendet. Um den Genauigkeitsanforderungen zu geniigen, wurden
12935 der berechneten Partialtiden in den Gezeitenkatalog HW95 aufgenommen, die einen Schwellwert von 10~ m*/s*
iiberschreiten. Die angestrebte Genauigkeit von 107 m/s* gilt fiir einen terrestrischen Punkt und ist fiir einen Satelliten
aufgrund des Terms (r/Rg)' nicht erreichbar.

/ Box 5.4: Das gezeitenerzeugende Potential Vy podies(t) = Viia (£) \
L m=l
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=2 m=0 V t ) 21
(5.8)
{ =P,y (sin @) P, o (sin @y, (1)) + \fPl | (sin @) Py, (sin @y (1)) cos(A — Ay, (t))D
Entwicklung des gezeitenerzeugenden Potentials in Partialtiden:
— der HW95 Gezeitenkatalog —
12935 ¢ LN
V@)=Y, (RJ By 50 ) [C177 (1) cos(a, (1) + S5 (1)sin(a, (1))] (5.9)
n=l1 E
mit den zeitabhidngigen Koeffizienten
CLmmn) () = COUMmI) 4 4, Clnmin)
@ (5.10)
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und den Argumenten
11
a,()=m(n) - A+ ka« -arg;(r) wobei k,, =m(n) (5.11)
=1
die astronomischen Argumente sind dabei Polynome 4. Grades
arg;(¢t) = arg;(J2000) + a;t + b;t2 + c;t> + d ;t* (5.12)
durch den direkten Gezeiteneffekt erzeugte Beschleunigung:
K gy (1) 2 By (1) = By s (1) = grad Vi () = —— DV D g LV 1 Vsl (5.13)

\_ - rcos¢ dA r d¢ ¢ or

Das Gezeitenpotential V;q(¢) ldsst sich aus den 12 935 Partialtiden des HW95-Katalogs nach (5.9) berechnen, wobei
CLmm (1), §10 (1) die zu einer Partialtide n mit dem Argument a,(f) gehdrenden Amplituden von Grad/Ordnung I/m
sind. Die Amplituden C.™"™ (1), S.™™ (1) enthalten dabei neben einem konstanten Anteil CO,""",§0X""™™ noch
eine geringfiigige zeitliche Drift CI{”"™ §1:"™™ (5.10). Die Argumente a,(¢) ergeben sich gemiB (5.11) aus der
sphirischen Linge A des Beobachtungspunktes sowie aus den Linearkombinationen der astronomischen Fundamental-
argumente arg;(f) mit ganzzahligen Multiplikatoren k,, ;. Die 11 astronomischen Fundamentalargumente arg;(¢), zu denen
neben den 6 Doodson-Elementen (mittlere Mondzeit T=GMST+n—(F;+Fs), ekliptikale Linge des Mondes
s=F+Fs, mittlere ekliptikale Ldnge der Sonne h= F;+ Fs — F,, mittlere ekliptikale Linge des Mondperigdums
p=F,+F; — F,, negative mittlere ekliptikale Linge des aufsteigenden Mondknotens N’ =—Fs, mittlere ekliptikale
Linge des solaren Perigdums ps = Fs + Fs — F, — F>) auch die mittleren ekliptikalen Lingen der Planeten Merkur (Ly,),
Venus (Lyen ), Mars (Lyy), Jupiter (Lyy), Saturn (Lgs,) gehoren, werden als Polynome 4. Grades der Zeit ¢ formuliert
(5.12), deren Koeffizienten (arg;(J2000),a;,b;,c;,d;) in Hartmann und Wenzel (1995a) vertafelt sind. Der Zeit-
parameter ¢ des HW95-Gezeitenkatalogs ist die dynamische baryzentrische Zeit TDB (= TT) seit dem 1. Januar 2000,
12" TDB (= TT) in Julianischen Jahrhunderten. Die zur Partialtide n gehdrenden Parameter I(n), m(n), COLX"™™,
SOmmm - P g1l k- sowie die Frequenz f, und der erzeugende Himmelskorper Hy(n) konnen aus dem
HWO95-Gezeitenkatalog (erhiltlich unter http://bowie.gsfc.nasa.gov/hw95/data/hw95s.dat) abgefragt werden. Die zur
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Reduktion der Satellitenbeschleunigungen X(r) benétigte, durch den direkten Effekt erzeugte Beschleunigung X (7)
ergibt sich als Gradient aus dem Gezeitenpotential V;;4(f) nach (5.13) im lokalen System s,

Aufgrund eines kleinen Unterschiedes zwischen dem linearen Glied des Delaunay-Elements F's bei McCarthy (1996)
und —N’ bei Hartmann und Wenzel (1995a) und aufgrund einer fehlerhaften Berechnung von GMST (es wurde ¢ in TT
anstatt in UT1 bzw. UTC verwendet) bei Hartmann und Wenzel (1995a) sollten die Doodson-Elemente mit Hilfe der in
McCarthy (1996) angegebenen Delaunay-Elemente F; berechnet werden

Die ersten 8 Partialtiden des HW95 ergeben unter Vernachlissigung der geringen zeitlichen Driften C1,""" die
Permanentgezeiten. Hinzu kommen weitere langperiodische Partialtiden mit Periodendauern > 100 Jahre, welche fiir
den Missionszeitraum von CHAMP ebenfalls als Permanentgezeiten betrachtet werden konnen.

Fiir viele Anwendungen reicht es aus, nur Partialtiden mit Amplituden einer gewissen Grofle zu beriicksichtigen. In
Hartmann und Wenzel (1995a) ist eine Tabelle angegeben, in der die erreichbare Genauigkeit fiir den direkten Effekt
Xa(?) bei einem entsprechenden Schwellwert der Amplituden C,"""™ (¢), S\™"”(¢) vertafelt ist. Als Grundlage dieses
Vergleichs dienten 524 288 mit HW95 berechnete stiindliche Werte der Jahre 1970-2029 fiir die Beobachtungsstation
Schiltach, die mit Priifwerten von Wenzel (1995a) verglichen wurden. Bereits mit den 268 grofiten Partialtiden kann
eine Genauigkeit von 10~ m/s* erreicht werden, fiir eine Genauigkeit von 107 m/s’ werden die 1273 groBten
Partialtiden benétigt, fiir eine Genauigkeit von 10 m/s” reichen bereits die 85 groBten Partialtiden aus. Dies gilt jedoch
nur fiir einen terrestrischen Beobachtungspunkt, bei einem Satelliten in der Bahnhthe 4 muss beachtet werden, dass
sich das Signal einer Partialtide n vom Grad I(n) mit dem Faktor ((Rg + h)/R)' ™" verstirkt. Um die angegebenen
Genauigkeitsangaben einhalten zu konnen, sollten vor der Auswahl anhand der Schwellwerte die Amplituden der
Partialtiden mit diesem Verstiarkungsfaktor multipliziert werden.

5.1.2 Die Gezeiten der festen Erde — der indirekte Effekt

Die feste, ozeanlose Erde antwortet auf die zuvor beschriebenen direkten Gezeiteneffekte mit Deformationen, die
ihrerseits wiederum eine Verdnderung des Gravitationspotentials und des Gravitationsvektors hervorrufen. Diese
Verdnderungen der Gravitation werden als indirekter Effekt der Gezeitenkrifte oder Gezeiten der festen Erde
bezeichnet. Mathematisch gesehen konnen die Gezeiten der festen Erde V[f;’l‘f(t) (5.14) durch das Deformationspotential
ausgedriickt werden (z.B. Dow, 1988; Wahr 1981a, 1982). Fiir das Deformationspotential Vg (¢) ergibt sich unter
entsprechenden Annahmen aus einem komplizierten Differentialgleichungssystem (Dow, 1988; Wahr 1982) eine relativ
einfache, dem Gezeitenpotential V;4(f) dhnliche Losung, wobei die Deformationseigenschaften durch (eventuell
komplexe und frequenzabhingige) Love-Zahlen k;,, beschrieben werden. Allerdings muss fiir \4?&’;‘:1 (¢) die AuBenraum-
entwicklung (4.4) verwendet werden, da die deformierten Massen innerhalb der Erde liegen. Die durch die Gezeiten der
festen Erde erzeugten Beschleumgungen X¥(t) konnen durch Bildung des Gradienten aus Vi (f) nach (5.15)
beziiglich des lokalen Systems C*™" bestimmt werden.

Die Koeffizienten der Gezeiten der festen Erde in (5.14) werden nach den IERS-Conventions 1996/2003 (McCarthy,
1996; McCarthy und Petit, 2004) in drei Schritten berechnet. Im ersten Schritt wird der frequenzunabhingige Anteil
(Koeffizienten c} (1), s}",f,p (1)) fur ein je nach Wahl elastisches oder anelastisches Erdmodell berechnet, der den
Hauptanteil der Gezeiten der festen Erde darstellt. Unter Vernachlidssigung der Elliptizitdt und Rotation der Erde
generieren die Koeffizienten cim’ st des gezeitenerzeugenden Potentials von Grad/Ordnung //m einen Anteil des
Deformationspotentials gleichen Grades / und gleicher Ordnung m (Dow, 1988). Somit kénnen dann die Koeffizienten
el (1), (1) direkt aus den Gezeitenpotentialkoeffizienten ¢/’ , s/’ mit Hilfe der Love-Zahlen k;,, bestimmt werden.
Die Deformationsreaktion einer elastischen Erde kann durch reelle (elastische) Love-Zahlen k;,, beschrieben werden.
Die Starrheit des Erdmantels fiithrt jedoch zu einer zeitlichen Verzogerung (Phasenverschiebung d,,) der
Deformationsreaktion der Erde gegeniiber den Gezeitenkriften. Die Modellierung einer solchen verzégerten Reaktion
einer anelastischen Erde gelingt mit Hilfe komplexer (anelastischer) Love-Zahlen k;,, = Re(k;,,) + i-Im(k;,,,), wobei die
Verzogerung durch einen kleinen imagindren Anteil Im(k;,,) beschrieben wird. Nach McCarthy (1996) lassen sich die
Koeffizienten c;' (1), s} (#) gemiB (5.16) in einer komplexen Darstellung aus der Position (Au;,@,,m;) und Masse
mu;, des erzeugenden Himmelskorpers H; mit Hilfe der Love-Zahlen &, berechnen Damit konnen die Koeffizienten
c}",f,p (t),s/%F (t) nach (5.17) direkt aus den Gezeitenpotentialkoeffizienten ci'y’, s/’ bzw. aus den Partialtiden n
(Amplituden C.™(t),S.”(t), Multiplikatoren &, 7 Imt glelchem Grad/Ordnung //m des HWO95-Gezeitenkatalogs
berechnet werden. Fiir eine genaue Berechnung der c;’, (t) sm () reicht die Verwendung der Love-Zahlen vom Grad
I = 2,3 sowie die Beriicksichtigung der Effekte von Mond (j = 1) und Sonne (j = 2) ohne diejenigen der Planeten aus.

Im zweiten Schritt werden die Korrekturen, die aufgrund der Elliptizitit und Rotation der Erde entstehen, berechnet.
Die Elliptizitdt der Erde erzeugt nach Wahr (1981b) Verdnderungen in den Koeffizienten 4. Grades cg,,(¢),s5,.(f)
aufgrund der Gezeitenwirkungen vom Grad [ = 2 (5.18). Aus der in den IERS-Conventions 1996 gegebenen komplexen
Darstellung (5.18) zur Berechnung der Koeffizienten cj,(¢),s5,,(¢), fir welche die Positionen und Massen der
erzeugenden Himmelskorper benotigt werden, lésst sich eine Formel herleiten (5.19), mit der diese Koeffizienten direkt
aus den Gezeitenpotentialkoeffizienten 2. Grades c'd’ (1), s;“,‘nj (t) bzw. aus den Partialtiden 2. Grades des HW95-
Gezeitenkatalogs (mit entsprechender Ordnung m) bestimmt werden konnen. Die darin auftretenden Love-Zahlen

2. Grades k3, sowie die Love-Zahlen k;,, sind in Tabelle 5.1 fiir eine elastische und anelastische Erde vertafelt.
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f Box 5.5: Gezeiten der festen Erde \
4
1OEDY

1=2 m=0

m=l

I+1
(REJ B (sin @) [(c™ (1) + ¢t (1) + 2 (1) )cos(mA) + (2P (1) + 55, (6) + 522 (1) Jsin(mA)|  (5.14)
r

durch Gezeiten der festen Erde erzeugte Beschleunigung (indirekter Effekt):
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Schritt 1: frequenzunabhdngiger Anteil: Koeffizienten (komplexe Darstellung)
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Koeffizienten aus HW95-Partialtiden (Argument 6, = Zk,,,_,- arg;(1))
J= (5.17)
o (1) = Z(Re(k,m)c;‘:;f(t)+Im(k,,,,,>s;ffi,~f(r>)= > {Rethi,) (CLP ™ (1) cos(8, (1) + SL™™ (1)sin(8, (1)) +
n(l,m)

+Im(k,,,) (= CLO" (£)sin (8, (1)) + SL7™ (1) cos(8, (1))}

st (1) = Z(Re(k,m)s;‘:i,f(o Im(k,,.) e (1)= 3 {Re(ky,) (- CL" ™ (1)sin(6, (1) + S5 (1) cos(8, 1))+
n(l,m)

+Tm(k,,, ) (= CL (1) cos(B, (1)) - S (1)sin(6, (1))}

Schritt 2: durch Elliptizitit der Erde erzeugter Anteil: Koeffizienten (komplexe Darstellung)

€5 (£) =i 55, (1) = Z"”gm“[ ()jPZm(sm«»H (1))e "4 (5.18)

Koeffizienten aus HW95-Partialtiden

En®] _ e s eSO, {c2m (1) cos(8, 1)+ S (1)sin 6,(1)}
\_ sz,m(r)} =k Z{ . (£) kz,mn(;m){ {527 (1) cos 8, (£) - C2™™ (1) sin 6, (r)} (2 '19)/
elastische Erde anelastische Erde

[ m kl,m k[fm Re(kl,m) Im(k,,,,) k[+m

2 0 0,29525 —-0,00087 0,30190 0,0 —-0,00089

2 1 0,29470 —-0,00079 0,29830 -0,00144 —-0,00080

2 2 0,29801 —-0,00057 0,30102 —-0,00130 —-0,00057

3 0,1,2 0,093

3 3 0,094

Tabelle 5.1: Nominelle (frequenzunabhingige) Love-Zahlen der Gezeiten der festen Erde fiir eine elastische (k;,, reell)
bzw. anelastische (k;,, komplex) Erde sowie Korrekturwerte k/,, fiir die Elliptizitit der Erde.

Die Erde besitzt eine Reihe von Eigenfrequenzen im Frequenzbereich der Gezeiten (Dow, 1988), wie beispielsweise
diejenigen der freien Nutation des Erdkerns (engl.: free core nutation, FCN) oder des Chandler-wobbles. Partialtiden
mit einer Anregungsfrequenz nahe diesen Eigenfrequenzen fithren zu Resonanzeffekten in der Deformationsreaktion.
Die Love-Zahlen k;,, fiir Partialtiden im Bereich dieser Eigenfrequenzen besitzen eine starke Frequenzabhidngigkeit und
konnen grole Werte annehmen. Aus diesem Grunde wird im dritten Schritt eine Korrektur aufgrund der
Frequenzabhingigkeit der Love-Zahlen vorgenommen, wobei die in Schritt 1 verwendeten Love-Zahlen so gewdhlt
sind (McCarthy, 1996), dass die Anzahl der Terme, fiir die eine frequenzabhingige Korrektur vorgenommen werden
muss, minimal ist. Besonders die ganztigigen Anteile (Love-Zahlen der Ordnung m = 1) zeigen ein stark frequenz-
abhingiges Verhalten, da ihr Frequenzspektrum nahe der freien Nutation des Erdkerns liegt. Aber auch die anderen
Love-Zahlen zeigen teilweise ein frequenzabhéngiges Verhalten, im langperiodischen Band (m = 0) wird die Frequenz-
abhingigkeit durch die Anelastizitit des Erdmantels hervorgerufen. Die frequenzabhingigen Werte wurden nach
McCarthy (1996) aus dem elastischen PREM-Erdmodell (engl.: Preliminary Earth Model, Dziewonski und Anderson,
1981), bei dem die ozeanische Schicht durch eine feste Schicht ersetzt wurde, bestimmt, fiir die Auswertung der durch
Anelastizitit hervorgerufenen Effekte wurde das Erdmantelmodell von Widmer et al. (1991) verwendet. Die
Koeffizienten ¢y (r), sy (z) fiir die frequenzabhingige Korrektur lassen sich nach McCarthy (1996) mit der komplexen
Darstellung aus (5.20) aus den Partialtiden (Amplituden H; (Einheit [m]) und Argumente 6, (#)) des Gezeitenkatalogs
von Cartwright und Taylor (1971) berechnen. Der Summationsindex f{2,m) deutet an, dass iiber alle Frequenzen mit
signifikantem Korrekturbeitrag summiert werden muss. Die komplexen frequenzabhingigen Korrekturen der Love-
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Zahlen &, = s, +idksm, bzw. die in-phase und out-of-phase Amplituden AY, ;, A5, ; sowie die zugehdrigen
Multiplikatoren ky ; der 6 Doodson-Elemente arg;(#) der 2 halbtigigen (m = 2), 48 ganztigigen (m = 1) sowie der 21
langperiodischen (m = 0) Partialtiden mit relevanten Effekten konnen McCarthy (1996) und McCarthy und Petit (2003)
entnommen werden. Mit Hilfe der Umrechnungsformeln (5.22) von Partialtiden der Frequenz f aus dem HW95-System
(Einheit [m%s®]) in das Cartwright-Taylor-System (Einheit [m]) konnen schlieBlich die Koeffizienten ¢35 (r), sy n(f)
auch mit Hilfe der Partialtiden Cn(f 12,807,212 des HW95-Katalogs nach (5.23) berechnet werden. Bei der
Umrechnung der Partialtiden nach (5.22) ist zu beachten, dass die Cartwright-Taylor-Partialtiden H ;_;-,., einer
Frequenz f (von Grad / = 2 und Ordnung m) die Effekte von Sonne und Mond enthalten und dass deshalb die HW95-
Partialtiden Cf{'}', j=1,2) bZw. Sf(;-’ﬁ/:u) derselben Frequenz f (von Grad [ = 2 und Ordnung m) fiir Mond (j = 1) und Sonne
(j = 2) addiert werden miissen.

/ Box 5.6: Schritt 3: frequenzabhdngiger Anteil: Koeffizienten (komplexe Darstellung) \
o] : de m 16/ (1 m e . m 16/ (t
() =i 5900 =1 B2 (A Gayp H )& =1, B2 S (A I H +i AS H e (590
Re (G Re s — :
in phase: A7, - out of phase: A\, -
mit
D" {1 ;m gerade
Ap=—F——— 1 Mn=9_. . 5.21
R 42— O )T n —1i ;mungerade (@:21)

6
H; und 6,(1) = Zk .; ~arg ;(t) : Amplituden und Argumente der Frequenz f nach Cartwright/Taylor

j

&y p = Oy o +i 0k, : Differenz zwischen frequenzabhingiger Love-Zahl und nomineller Love-Zahl k;,,

Umrechnung von HW95-Amplituden in Cartwright-Taylor-Amplituden

2 REJ4(2= 8. .
BT iy = Z(_l)’" m{cn(.ﬂ/—l,z) ;m=0,2 (5.22)

2y . —
P gmg Sz sm=1

Koeffizienten aus HW95-Partialtiden:

oy = TS (C20, (1)08(B sy (D) + SZD, oy (18I (B 1 o1y (D)) +

F@m
+ Il (_ Cifiho (0)sin (9:1(/"4&1,2) )+ Satr (@) cos(H,I(f,,:l,z) (f)))}
sym(1) = z {ék;zen,f (_ Culr (@) $in (67 -1 (D) + S () cos(6, 1 -1 (f)))+ (5:23)
£@m)
\ + &zl,rfn,f (— anil;,(}l)l,z) (®) COS(en(f,j:w (Z))— Sf{?,(;:)l,n ® Sin(9n<f,j:1,2) (f)))} J

Die Gezeiten der festen Erde konnen nicht so genau wie der direkte Effekt modelliert werden, da bei der Losung des
Differentialgleichungssystems einige Unsicherheiten (Materialparameter des Erdinneren, Randbedingungen) vorhanden
sind und Vereinfachungen getroffen werden miissen.

Die (elastischen) Love-Zahlen 2. Grades liefern mit k;,, = 0,3 den weitaus grofiten Beitrag, die Love-Zahlen 3. Grades
betragen nur noch ca. 1/3. Die Korrekturen fiir eine anelastische Erde, fiir die Elliptizitiat sowie fiir die Frequenz-
abhingigkeit der Love-Zahlen liegen nur noch im Bereich weniger Prozent. Da die gezeitenerzeugenden Partialtiden
3. Grades im Vergleich zu denjenigen 2. Grades relativ klein sind, konnen die Gezeiten der festen Erde bereits durch die
elastischen Love-Zahlen 2. Grades &, , recht gut erfasst werden. Dadurch wird ersichtlich, dass die Gezeiten der festen
Erde auf der Erdoberflidche nur ca. 30% des gezeitenerzeugenden Potentials betragen, fiir einen Satelliten wird das
Verhiltnis entsprechend der Abschitzung Vi /Vig = ka.o(Rs /(R +h))’ geringer (bei CHAMP ca. 21%).

Die Permanentgezeiten Vii; bewirken eine konstante Deformation des Erdkérpers und damit einen permanenten Anteil
Vioid ices an den Gezeiten der festen Erde, welcher bei der Berechnung von Vlfj’;is"(t) enthalten ist. Zur Erfassung der
permanenten Gezeiten der Festen Erde muss die Erde genau genommen als fliissiger Korper betrachtet werden und
daher die Love-Zahlen fiir eine fliissige Erde (kg = 0,94) herangezogen werden. Um die Gezeiten der festen Erde
Vjé’iid(t) beziiglich des mean-tide-Systems (und des zero-tide-Systems) zu erhalten, miissen die zuvor bestimmten
Gezeiten der festen Erde Vg (f) vom permanenten Anteil Vi s unter Verwendung der nominellen Love-Zahlen k.
reduziert werden. Ins tide-free-System gelangt man, wenn der permanente Anteil Vi s unter Verwendung der
flussigen Love-Zahl ky wieder addiert wird. Nach McCarthy (1996) konnen die Koeffizienten der permanenten
Gezeiten der festen Erde Vigid wes durch Multiplikation der Koeffizienten ¢5$™""/ der Permanentgezeiten mit der Love-
Zahl k,, erhalten werden. Vi s ergibt sich somit nach (5.24) und kann auch mit Hilfe der Amplituden Ci(/-o der
HWO95-Partialtiden der Frequenz f= OHz (Nummernn =j=1, ..., 7, wobei n = j = 1 fiir den Mond und n =j = 2 fiir die

Sonne) bestimmt werden.
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permanente Gezeiten der festen Erde (,,zero frequency part*)

3
mlelrdmndcs Zkz 0( ) Pz o(sin ¢) Cge(gm_lidj Zkz 0( ) Pz o(sin ¢) Cn(f =0)=j (5.24)

pole

Einen weiteren kleinen Beitrag der Gezeiten der festen Erde bilden die Polgezeiten Vi, (¢). Die Richtungsinderung der
Rotationsachse (Polbewegung x,,y,) beziiglich des Erdkorpers verursacht nach Wahr (1985) eine Stoérung 1. Ordnung
AUz von Grad/Ordnung [ = 2/m = £1 im Zentrifugalpotential der Erde, welche wiederum eine kleine Deformation des
Erdkorpers bewirkt. Die dadurch entstehenden Stérungen des Gravitationspotentials werden als Polgezeiten Vﬁ'ff;l: (t)
bezeichnet. Die Polgezeiten ergeben sich nach McCarthy und Petit (2004) gemil (5.25) fiir eine anelastische Erde
(Love-Zahl k, = 0,3077 + i - 0,0036) mit den Koeffizienten 55", 559" aus (5.26). Die Koeffizienten ¢33,
559" sind eine Funktion der Polschwankungsparameter Ax,,Ay, (in [”], (5.27)), welche sich aus den Polbewegungs-
parametern x,, y, unter Elimination des linearen Trends X,,y, ergeben. Der lineare Trend X,,y, kann mit Hilfe der
Niéherungsformeln in (5.28) (McCarthy und Petit, 2004) abgeschitzt werden (Referenzzeitpunkt 7, = J2000), genauer
sind allerdings die unter ftp://maia.usno.navy.mil/conv2000/chapter7/annual.pole erhiltlichen Werte. Beriicksichtigt
man, dass Ax,,Ay, um maximal 0,8” variieren, so wird ersichtlich dass die Polgezeiten nur einen sehr kleinen Beitrag zu

den Gezeiten der festen Erde leisten.

4 Box 5.7: Polgezeiten N
3
V() = ( ) P, (sin ¢) (cé"ile “S (1) cos A+ 525 (1) sin /1) (5.25)

mit den Koeffizienten der Polgezeiten

2
poe ses __ R (Re(k,)Ax, —Im(k,)Ay, ) = —1,333- 1071778 (Ax —0,0115Ay,)

(&3 = \/B RE

2
il (Re(k,)Ay, +Im(k,)Ax,)=—1,333-107°[1 /”]

s f=—
o J15 P Re
mit den Polschwankungsparametern Ax,, Ay, in [”]:
A, =x,—-% ; Ay =—(¥—) (5.27)

(5.26)

(Ayp+0 0115Ax,)

wobei X, y, der lineare Trend der Polbewegung ist:

T =%, (t)+(t—10) %, (ty) mit  T(to)=0,054["], %, (to) =0,00083[""/Jahr]
L 5,(0) =3, (t) + (t—10)- 3, (o) mit (1) =0357["1, ¥, (to) =0,00395["/ Jahr] (5-28)

5.1.3 Ozeangezeiten

Die elastischen Ozeangezeiten entstehen durch das gezeitenerzeugende Potential und setzen sich aus zwei Anteilen
zusammen: (i) die direkten Gravitationsinderungen, die durch die Verlagerung der Wassermassen entstehen (die
eigentlichen Ozeangezeiten) sowie (ii) die indirekten Gravitationsdnderungen, die durch die Deformation des festen
Erdkorpers infolge der Verdnderung der Ozeanauflast erzeugt werden (Ozeanauflastgezeiten). Im Vergleich zu den
Gezeiten der festen Erde ist die Modellierung der elastischen Ozeangezeiten wesentlich komplizierter und mit groBeren
Unsicherheiten behaftet. Dies liegt daran, dass die Ozeane neben komplex geformten Kiistenlinien auch
unterschiedliche Wassertiefen besitzen. So besitzen die Ozeangezeiten auf dem offenen Meer Amplituden von ca.
0,5 m, wihrend der Gezeitenhub in Kiistennidhe durch die Seichtigkeit von Schelfgebieten und die enge Form von
Buchten bedeutend verstirkt wird. Die Frequenzen der Konstituenten der Ozeangezeiten stimmen mit den Frequenzen
der einzelnen Partialtiden des gezeitenerzeugenden Potentials iiberein, allerdings kann eine starke Phasenverschiebung
entstehen, da keine ungestorten Gezeitenbewegungen in den Ozeanen moglich sind. Die Ozeanauflastgezeiten erhélt
man durch Multiplikation der einzelnen Ozeangezeitentiden mit den so genannten Love’schen Auflastzahlen /. Das
Auflastpotential konvergiert im Gegensatz zum Deformationspotential (Gezeiten der festen Erde) nur sehr langsam (s.
Tabelle 5.2).

Zur Modellierung der elastischen Ozeangezeiten V.. (1) bietet sich nach Dow (1988) eine harmonische Entwicklung
an (5.29), die mit Hilfe der Amplituden D,},, (in [m]) und Phasen &/,,, der einzelnen Konstituenten (von Grad / und
Ordnung m) der Welle p, die von der Partialtide p erzeugt wird, gelingt. (+) und (-) bezeichnen dabei prograde bzw.
retrograde Wellen, p,, die Dichte des Wassers (p, = 1025 kg/m3). Die Koeffizienten ¢, (¢),s7m" (t) der elastischen
Ozeangezeiten konnen nach (5.30) aus den Amplituden D;’, , und Phasen &/, oder in einer anderen Schreibweise nach
(5.31) aus den Koeffizienten C;’,. p,Sf x,p der prograden und retrograden Ozeangezeitenkonstituenten bestimmt werden.
Die Koeffizienten Cf,m ,,,Sf_,,,’,, hingen dabei mit den Amplituden Di'. , und Phasen &/,,, gemiB (5.32) zusammen. Die
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ocean

durch die elastischen Ozeangezeiten erzeugten Storbeschleunigungen X(i"(r) konnen durch Gradientenbildung nach

ocean

(5.33) aus den elastischen Ozeangezeiten Vi, (f) beziiglich des lokalen Systems C*" berechnet werden.

/ Box 5.8: (elastische ) Ozeangezeiten Vi (1) \
ocean L&« 1+ kl
‘/Iides (t) :4ngREpwzzzz Dl mpl)lm(sln¢)cos(mﬂ'+0 (t) )
p 1=0m=0 + \ T 2[+1 (5.29)
I 1 R 1+1
ZZ[EJ B, (sind) e (1) cosmA) + 55 (1) sin(m ) |
=0 m=o\ T
mit den Koeffizienten
G55 (1) = AgRe o AN ot Z D5, cos(6, (£) = &/, )+ Dimp cos(8,(t) = €5 )|
1+ &/ (5.30)
Slofrfan(t)=4ngREpw 2l IIZ[ Dlmpsul(e (t) Elm p)+Dlmp81n(0 (Z) 8lmp):|
oder
ocean kl + = + — -
P (1) = dmgR; pw T S [(Clrnp + Cinp )c0s(8, @)+ (St + Sinp Jsin(6, )]
14K < . 21
SEE (0 = AngRe pu z [(S70.0 = Siomp Je0s(8, (£)) = (Ciin.p = Crin, )sin(B, (1))]
Umrechnung von Amphtuden D/, , und Phasen &, , in Koeffizienten C},, ,, S/, ,
C'lJtm,p = 5ljrm,p COos glfm,p 5 Slfm,p = 5ljrm,p Sin glfm,p
Cimp = ljl—mp COSEmp 5 Stmp = lf)l,_m,p S0 E;p,p (532)
durch (elastische) Ozeangezeiten erzeugte Beschleunigung X (1) = foe (1)
ocean ocean l aV 'océan (t) 1 aV .(zjce‘an (t) aV %cgan (t)
£ (1) = grad Vs (1) = ——— ——des Vg, Zlldes Vg s Ve, 5.33
K tid () g tid () rcos¢ 8/1 A ’ a¢ 9 ar ( )

Kk, =0,0000 | ki =00270 | k;=-03030 | k,=-01940 | k,=-0,1320 | k,=-0,1040
k. =-0,0890 | K, =-0,0810 . K =—-0,0282 | kjy =—0,0276 | kI, =—0,0270

Tabelle 5.2: Auszug aus den fiir das FES2002-Ozeangezeitenmodell verwendeten Auflastzahlen ;.

Zu den genauesten Modellen gehoren die Grenoble FES (engl.: Finite Element Solution) Modelle (Le Provost et al.,
1994), welche durch die numerische Integration der hydrodynamischen Differentialgleichungen (Laplace Tidal
Equations (Laplace, 1775, 1776)) entstanden sind, wobei fiir neuere Versionen auch Altimetrielosungen assimiliert
wurden. Die aktuellsten Versionen sind das FES2002 bzw. FES2004 (Lyard et al., 2006) mit einer Auflosung von
0,5° x 0,5°, welche pro- und retrograde Konstituenten bis Grad/Ordnung 50/50 bzw. 80/80 der 17 wichtigsten
Partialtiden p (8 langperiodische, 4 ganztigige und 5 halbtidgige Partialtiden) enthalten. In den FES2002/FES2004-
Modellen sind sowohl die Amplituden D, , und Phasen &, in der Definition nach Schwiderski (1980)

0 ; halbtdgige und langperiodische Tiden
—&w,—N ; n=<m/2 ;ganztigige Tidenmit H, >0 (K,) (5.34)
—7n/2 ;ganztigige Tidenmit H, <0 (O,,R,0)

At _T[

T2

wobei H,, die Amplituden der Cartwright-Taylor-Partialtiden sind, als auch die Koeffizienten Ci'n.p»Sim, der einzelnen
Konstituenten vertafelt.

Aus der Tatsache, dass zur Modellierung der elastischen Ozeangezeiten V. (f) Konstituenten bis Grad/Ordnung
50/50 verwendet werden, wird ersichtlich, dass die Ozeangezeiten feiner als die anderen Gezeiteneffekte strukturiert
sind. Allerdings fallen die elastischen Ozeangezeiten V. (¢) kleiner aus, da die fiir eine Massenverlagerung zur
Verfiigung stehenden Wassermassen geringer sind als die durch Deformation verlagerte Masse der festen Erde.

Einige Anteile der Atmosphirengezeiten liegen im nahen Bereich der Gezeitenfrequenzen. So ist beispielsweise die
halbtdgige S,-Tide stark beeinflusst von dem sich wihrend des Tages periodisch dndernden Luftdruck infolge der
Sonneneinstrahlung (1 mbar Luftdruckdifferenz = Wasserhohendifferenz von 0,995 cm (Dow, 1988)). Eine ebenfalls

signifikante Auswirkung haben saisonale klimatische Effekte, die mit der S;,-Welle korrelieren. Bei der Verwendung
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der FES-Modelle sollte deshalb der prograde Term von Grad/Ordnung 2/2 der dominierenden S,-Tide beriicksichtigt
werden, dessen Amplitude D,’,, und Phase &5, bzw. Koeffizienten C>,,S5, sich zu

D55, =0,350cm (2 0,352 mbar) bpw.  Ciza=0.311cm

; . 5.35
€32, =—68 Si,, =-03245cm (5.33)

ergeben (Chapman und Lindzen, 1970).

5.1.4 Vergleich der Griofienordnungen

In Tabelle 5.3 ist ein Vergleich der maximalen Wirkung der einzelnen Gezeiten (Potential in [m%s’] sowie
Beschleunigung in [m/s*]) sowie verschiedener Anteile des terrestrischen Gravitationsfeldes fiir einen Satelliten in den
Bahnhohen 4 = 470km und 4 = 250km aufgefiihrt.

Wie zu erkennen ist, nimmt die Auswirkung des terrestrischen Gravitationsfeldes mit hoherer Auflésung und groBerer
Bahnhohe ab. Dabei ist zu bemerken, dass die Gravitationswirkung fiir den hoher fliegenden Satelliten schneller mit
héher werdendem Grad [ bedingt durch den Term (Ry/r)’ abnimmt als fiir einen niedriger fliegenden Satelliten.
Aufgrund dessen ist das Gravitationssignal der Anteile fiir Grad / > 90 fiir einen Satelliten in der Bahnhohe & = 470 km
bereits so gering, dass es fast keinen Einfluss mehr auf die Satellitenbahn hat (Potential 4,1~1O’2 m¥/s® £ 4 mm
Geoidgenauigkeit) und Koeffizienten von Grad [ > 90 aus der Bahnanalyse nicht mehr bestimmt werden konnen
(Genauigkeit der aus der numerischen Differentiation bestimmten Beschleunigungen: 10~ m/s). Bei einer Bahnhéhe
von h = 250km scheint jedoch auch die Bestimmung von Anteilen von Grad / > 90 moglich. Auch bei den Anteilen des
Gravitationsfeldes zwischen Grad 51 und 90 fillt auf, dass das Signal sowohl als Potential als auch als Beschleunigung
fiir den niedriger fliegenden Satelliten ca. achtmal so grof ist wie fiir den hoher fliegenden Satelliten und dass vor allem
das Beschleunigungssignal die (Mess-)Genauigkeit der bestimmten Beschleunigungen iibersteigt. Insgesamt wird aus
Tabelle 5.3 deutlich, dass die Auflosung und Genauigkeit eines aus der Satellitenbahnanalyse bestimmten
Gravitationsfeldes entscheidend von der Flughohe des Satelliten abhéngt.

Ein Vergleich des Signals der einzelnen Gezeiteneffekte mit den Signalen des terrestrischen Gravitationsfeldes ist
niitzlich, um beurteilen zu kénnen, wie sich die Vernachldssigung einzelner Anteile bei der Reduktion auswirkt. Das
grofite Gezeitensignal entsteht durch das gezeitenerzeugende Potential, das auf der Erdoberfldche ca. dreimal so grof3 ist
(bei Beschleunigungen ca. zweimal so grof3) wie die Gezeiten der festen Erde. Fiir einen zunehmenden Abstand /# von
der Erde wird das Verhiltnis zwischen dem direkten Effekt (Faktor ((Rg+h)/Rg))) und den Gezeiten der festen Erde
(Faktor (Rg/(Rg+h))™h grofler. Interessant ist, dass das durch Gezeiten verursachte Potential durchaus in der
GroBlenordnung des von Grad / > 50 verursachten terrestrischen Gravitationsfeldsignals liegt und fiir den hoher
fliegenden Satellit sogar das terrestrische Gravitationsfeldsignal der Grade [ > 50 um ein Vielfaches iibertrifft. Deshalb
kann gerade fiir hoher fliegende Satelliten die korrekte Reduktion der Gezeiten, insbesondere des mit der Bahnhohe
zunehmenden direkten Effektes, von grolem Einfluss auf die erreichbare Genauigkeit der Gravitationsfeldbestimmung
sein. Allerdings bleibt dem entgegenzusetzen, dass die durch Gezeiten generierten Beschleunigungen mit einer
maximalen GroBenordnung von 107° m/s” einerseits unter der Genauigkeit der bestimmten Satellitenbeschleunigungen
liegen und andererseits auch kleiner als die Beschleunigungen sind, die durch Anteile des terrestrischen
Gravitationsfeldes bis Grad 90 verursacht werden. Somit besteht die Moglichkeit, dass auch ohne die Reduktion der
Gezeiten ein gutes Ergebnis erzielt werden kann. Da es sich bei der sphérisch harmonischen Gravitationsfeldanalyse um
eine Art spektrale Analyse handelt, ist natiirlich nicht nur ein Gréenvergleich von terrestrischem Gravitationsfeld und
Gezeiten im Zeitbereich von Interesse, sondern auch ein Vergleich im Frequenzbereich. Hier muss angemerkt werden,
dass es sich bei dem direkten Effekt sowie den Gezeiten der festen Erde um hauptsidchlich langwellige
Gravitationswirkungen handelt, welche durch Kugelfunktionskoeffizienten niedrigen Grades (I = 2, ..., 6, oft reicht auch
Grad [ = 2 aus) erfasst werden konnen, die allerdings im Gegensatz zum terrestrischen Gravitationsfeld zeitabhingig
sind. Die Gezeitenwirkungen miissen somit also genau genommen mit den langwelligen Anteilen (Grad 2-10) des
Gravitationsfeldes verglichen werden. Vernachlédssigt man den c,o-Term des terrestrischen Gravitationsfeldes, so
betragen die Gezeiten weniger als 1% der langwelligen Anteile (Grad 2-10) des terrestrischen Gravitationsfeldes;
wiirden die Gezeiten nicht reduziert, so wire also ein Fehler von weniger als 1% in den langwelligen Koeffizienten des
terrestrischen Gravitationsfeldes zu erwarten. Allerdings muss beriicksichtigt werden, dass es sich bei den Gezeiten ja
um zeitvariable Effekte handelt. Da sich der Satellit im allgemeinen mit einer bestimmten Abtastfrequenz tiber die Erde
hinwegbewegt, kann bei einer Vernachldssigung der Reduktion von Gezeiteneffekten somit ein Aliasing in
Koeffizienten anderer Frequenzbereiche auftreten. Bei einer erdfesten Beobachtungsstation oder einem geostationiren
Satellit hingegen werden sich anstatt eines Aliasings die Gezeitenwirkungen iiber einen bestimmten Zeitbereich mitteln
und bis auf die Permanentgezeiten sowie die permanenten Gezeiten der festen Erde herausfallen. Bei den Polgezeiten
bleibt anzumerken, dass deren Einfluss sowohl auf das Potential als auch auf die Beschleunigung eine Groflenordnung
kleiner als derjenige der Gezeiten der festen Erde ist. Allerdings erreichen die zugehorigen Koeffizienten von
Grad/Ordnung 2/+1 durchaus die Groenordnung der terrestrischen Gravitationsfeldkoeffizienten von Grad/Ordnung
2/£1, weshalb eine Reduktion der Polgezeiten durchaus niitzlich erscheint. Die Auswirkungen der Ozeangezeiten sind
ebenfalls geringer als diejenigen der Gezeiten der festen Erde. Allerdings besitzen die Ozeangezeiten gegeniiber den
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anderen Gezeitentypen auch hoherfrequente Anteile (bei FES2002 bis Grad/Ordnung 50/50), weshalb trotz der relativ
geringen Auswirkung der Ozeangezeiten eine Reduktion sinnvoll ist, um die Genauigkeit hoher auflosender Anteile des
terrestrischen Gravitationsfeldes bei der Bahnanalyse nicht zu beeinflussen.

Es bleibt schlussendlich anzumerken, dass eine Reduktion siamtlicher Gezeiten sinnvoll ist, da die Abschitzung ihres
Einflusses auf die Gravitationsfeldbestimmung aufgrund von komplexen Auswirkungen wie Aliasing bedingt durch das
zeitabhéngige Verhalten schwer zu beurteilen sind.

Flughohe Potential [m?/s2] Beschleunigung [m/s?]
Effekt h=250km | h=470km | h=250km | h=470km

Gravitationsfeld der Erde " 6,0-10 5,8-10 9,1 8,5
Zentralfeld 6,0-107 5,8-107 9,1 8,5

Erdabplattung ¢, 5,64-10" 5,46-10" 2,710 2,410

Grad 2-10 (ohne ¢, ) 7,9:10° 6,79-10° 56107 4,510

Grad 11-50 8,2:10" 4,6-10" 3107 1,310

Grad 51-90 8,1 1,2 7,8:107 1,0.10°

> Grad 90 1,24 4,1-107 2,1.107° 6,2:107

Gezeiten, direkter Effekt (gesamt) » 6,57 7,02 2,0-10°° 2,1:10°°

ohne Permanentgezeiten 6,38 6,81 1,94. 107 2,0- 107

Permanentgezeiten 2,1 2,24 6,3-107 6,6:107

Gezeiten der festen Erde (gesamt) 3.4 2,17 1,96 9,810 8,6-107

ohne permanenten Anteil 1,56 1,42 71107 6,2:107

permanenter Anteil 4 1,63 1,48 7.4 1077 6,5- 1077

Polgezeiten 0,115 0,104 52107 4,610

elastische Ozeangezeiten 2 0,68 0,57 6,9- 1077 4,9. 1077

Tabelle 5.3: Auswirkungen von Gezeiten (Potential und Beschleunigung) im Vergleich zu Anteilen verschiedener
Frequenzen des terrestrischen Gravitationsfeldes fiir einen Satelliten in der Bahnhthe 4 = 250 km sowie & = 470 km.
Verwendete Modelle: ? EGM96, » Mond und Sonne bis Grad 6, 3 einfaches Modell fiir Mond und Sonne bis Grad 3,
kym=0,3, k3,,= 0,93, 9 flissige Love-Zahl fiir Permanentgezeiten ky = 0,94, 3 FES2002.

5.2 Nicht-gravitative Storbeschleunigungen

Die nicht-gravitativen Storbeschleunigungen Xnon,gmv werden durch die Atmosphirenreibung (— Xm_dmg), den direkten
Strah}ungsdruck der Sonne (— Xsola,_,ad) sowie die durch die Erde reflektierten Strahlung, die so genannte Erdalbedo
(— Xumedo) erzeugt. Je nach Bauweise des Satelliten kann auch noch eine durch die Bewegung in der Atmosphire
generierte Auftriebskraft (— X) wirken, bei Satelliten mit integrierter Lageregelung konnen auBerdem noch
Storbeschleunigungen durch Orbitmanover zur Bahnkontrolle (— Xcom,o,) auftreten.

Fiir einen niedrig fliegenden Satelliten vom Typ CHAMP stellt die Atmosphérenreibung (z.B. King-Hele, 1987;
Montenbruck und Eberhard, 2000) die grofite Oberflichenkraft dar, die erzeugte Storbeschleunigung Xair,dmg liegt in der
GroBenordnung von 107 m/s’. Die Atmosphirenreibung wirkt entgegen der Flugrichtung und bildet sich somit
hauptsichlich in der negativen Y*““-Komponente der Akzelerometermessungen ab. Aufgrund der Atmosphirenrotation
entsteht allerdings auch ein kleiner Anteil in cross-track-Richtung (Z*““-Komponente). Die GroBenordnung der durch
den direkten Strahlungsdruck der Sonne (z.B. Feltens, 1991) erzeugten Storbeschleunigung Xsolar_md liegt bei CHAMP
im Bereich von 107 m/s>. Fiir einen kugelformigen Satelliten mit homogenen Reflexionseigenschaften zeigt Xsolar_md
(tritt nur bei direkter Sonneneinstrahlung auf) in die der Sonne entgegen gesetzte Richtung, bei einer anderen Bauweise
konnen Abweichungen hiervon eintreten. Die durch die Erdalbedo (z.B. Knocke und Ries, 1987; Stephens et al., 1981)
erzeugte Storbeschleunigung X,peqo liegt bei CHAMP in der GroBenordnung von 107 m/s”. Sie wirkt hauptsichlich in
Zenitrichtung und findet sich deshalb in der (radialen) X“““-Komponente wieder. Die Auftriebswirkung Xair,dmg ist bei
den meisten Satelliten gering und somit vernachléssigbar, die Lagekontrollsteuerung wird in der Regel so ausgefiihrt,
dass der Satellit sich um sein Gravitationszentrum dreht und dadurch keine linearen Storbeschleunigungen Xcom,ol
erfahrt.

Im Gegensatz zu den gravitativen Storbeschleunigungen sind die nicht-gravitativen Storbeschleunigungen von einer
Reihe von schwierig und weniger genau modellierbaren Parametern abhingig wie beispielsweise den dynamischen
Oberflidchenparametern und Reflexionseigenschaften des Satelliten, der Atmosphirendichte, der Stirke der einfallenden
solaren Strahlung oder den Reflexionseigenschaften der Erde. Anstatt der Modellierung bietet sich deshalb die Messung
der nicht-konservativen Storbeschleunigungen an,gmv an. Dies ist im Gegensatz zu den gravitativen Storbeschleu-
nigungen Xus moglich, da diese durch Oberfléichenkrifte anstatt Volumenkriiften erzeugt werden, die nur auf die
SatellitenauBenfldche wirken.
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In Abbildung 5.1 ist das generelle mechanische Messprinzip eines Instrumentes zur Erfassung von nicht-konservativen
Storbeschleunigungen, eines so genannten Akzelerometers, dargestellt. Wéhrend die Gravitationskraft sowohl auf den
Satelliten als auch auf die nicht mit dem Satelliten verbundene, im Satelliten frei schwebende Akzelerometerpriifmasse
wirkt, konnen die Oberflichenkrifte nur auf den Satelliten wirken, aber nicht auf die frei schwebende Priifmasse.
Befindet sich die Priifmasse im Gravitationszentrum (= Massenmittelpunkt) des Satelliten, so findet durch die
Einwirkung rein gravitativer Krifte keine Bewegung relativ zum Satelliten statt, die Priifmasse erfihrt also keine
Relativbeschleunigung beziiglich des mitbewegten Systems Satellit. Anders sieht das bei den nicht-gravitativen
Oberfliachenkriften aus. Diese bremsen den Satelliten, die Priifmasse kann sich jedoch ungehindert weiterbewegen und
erfiahrt somit eine Relativbeschleunigung gegeniiber dem Satelliten. Diese Relativbeschleunigung entspricht dann bis
auf das Vorzeichen der nicht-gravitativen Storbeschleunigung X .o, ey des Satelliten. Damit die Relativbeschleunigung
der Priifmasse moglichst frei von den FEinfliissen des Gravitationsgradienten und Rotationsbeschleunigungen des
Satelliten ist, muss sich die Priifmasse moglichst exakt im Gravitationszentrum des Satelliten befinden. Es bietet sich
daher an, die Priifmasse durch eine geeignete Vorrichtung immer im Gravitationszentrum des Satelliten zu halten und
die dafiir notwendigen Krifte zu messen. Aus diesen Kriften ergibt sich dann die Relativbeschleunigung und somit
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Abbildung 5.1: Messprinzip des Akzelerometers.

Das bei CHAMP eingebaute STAR-Akzelerometer (engl.: Space Tri-axis Accelerometer for Research missions), welches
von der franzosischen Raumfahrtbehdrde CNES bereitgestellt und von ONERA entwickelt und gebaut wurde, ist das
erste Akzelerometer, das in einer Satellitenmission implementiert wurde. Beim STAR-Akzelerometer ist das Grund-
prinzip eines elektrostatischen Mikroakzelerometers realisiert. Dabei wird eine geladene Probemasse in einem elektro-
statischen Feld in Ruhe gehalten. Die Stirke des elektrostatischen Feldes wird durch Elektrodenpaare gesteuert, die an
den Winden des elektrostatischen Kifigs angebracht sind. Die elektrische Spannung, die bendtigt wird, um die Probe-
masse in Ruhe zu halten, ist ein MaB fiir die dazu benétigte elektrostatische Kraft, die wiederum proportional zur nicht-
konservativen Storbeschleunigung ist. Aus der elektrischen Spannung kann also somit an,gm ermittelt werden.
Abbildung 5.2 zeigt schematisch den Aufbau des STAR-Akzelerometers im Gravitationszentrum des CHAMP-
Satelliten. Hier wird die quaderformige Priifmasse durch die Anbringung entsprechender Spannungen an den Elektro-
denpaaren (X1+, X1-), (X2+, X2-), (X3+, X3-), (Y1+, Y1-), (Y2+, Y2-), (Z+, Z-) im Zentrum gehalten. Dabei sind 6
Elektrodenpaare fiir die Kontrolle der 6 Freiheitsgrade (3 lineare Storbeschleunigungen, 3 Winkelbeschleunigungen)
notwendig. Die X*“-/Y*““-/Z*““.Komponenten (radial/along-track/cross-track) der linearen nicht-konservativen Stor-
beschleunigungen und die ¢-/6-/ y~-Komponenten (Gierwinkel/Rollwinkel/Neigungswinkel) der Winkelbeschleunigung
bzw. ihre zugehorigen Spannungswerte Vyace, Vyace, Vyace, Vi, Vo, V,, konnen durch Linearkombination der an den
Elektroden angebrachten Spannungen geméaf den Gleichungen in Abbildung 5.2 ermittelt werden.

Die nominelle und vorab anvisierte Genauigkeit des STAR-Akzelerometers soll fiir die interessierende Messbandbreite
(10*-10""Hz) fiir die beiden sensitiveren Y*““- und Z*““-Achsen im Bereich < 3-10” m/s* und fiir die weniger sensitive
X*““_Achse im Bereich < 3-10~* m/s* liegen, wobei Storbeschleunigungen im Messbereich von + 107 m/s® erfasst
werden konnen. Die a-priori-Genauigkeit der Winkelbeschleunigungen wird fiir dieselbe Messbandbreite mit 10~ rad/s’
fir die ¢-Komponente und mit 5-107 rad/s® fir die 6 und w Komponenten angegeben. Der Grund fiir das
Vorhandensein einer weniger sensitiven Achse liegt in der Bauweise des Akzelerometers. Da die grofite
Storbeschleunigung in Flugrichtung wirkt und die Genauigkeit in Tangentialrichtung fiir die Gravitations-
feldbestimmung besonders hoch sein soll, ergibt sich die entsprechende Achsenanordnung. Bedingt durch die
Umrechnung der gemessenen Spannungswerte in entsprechende Beschleunigungswerte, die durch vor dem Start
ermittelte Daten erfolgt, enthalten die Beschleunigungswerte noch weitere Fehler, die allerdings durch Anbringung
eines Offsets (Bias) und einer Skalierung weitestgehend behoben werden konnen. Die Kalibrierungsparameter konnen
durchaus im Bereich von 10107 m/s* fiir den Bias und im Bereich von 1 + 20% fiir den Skalierungsfaktor liegen.
Bestimmt werden miissen diese Kalibrierungsparameter durch eine Art In-Orbit-Kalibrierung, indem sie beispielsweise
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bei der dynamischen Bahnbestimmung (Kang et al., 2003) oder der Gravitationsfeldbestimmung als unbekannte
Parameter mitgeschitzt werden (Kang et al., 2003; Gerlach et al., 2003c; Mayer-Gtirr et al., 2005b; Reigber et al.,
2005c), oder durch Vergleich der erhaltenen Storbeschleunigungen mit modellierten nicht-gravitativen Stor-
beschleunigungen (Kang et al., 2003). Um die Stabilitit der zuvor genannten Kenngro3en, vor allem aber der Bias- und
Skalierungsparameter zu gewihrleisten, besitzt das Akzelerometer ein spezielles thermisches Gehduse, in dem die
Temperatur bis auf eine Abweichung von 1K konstant gehalten werden soll. Die Temperaturabhingigkeit der Bias-
und Skalierungsparameter soll dann 5-10~* ms™/°C und 2-107 °C™" fiir die X*““-Komponente bzw. 1-10®* ms/°C und
5.107°C™ fiir die Y*““- und Z*““-Komponente betragen.
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Abbildung 5.2: Skizze des STAR-Akzelerometers (nach Perosanz et al., 2003). Die geladene Priifmasse (grau) wird
durch Anbringung variabler Spannungen V an den 6 Elektrodenpaaren X1, X2, X3, Y1, Y2, Z im Zentrum des elektro-
statischen Kaéfigs gehalten. Aus Linearkombinationen der gemessenen Spannungen konnen die nicht-gravitativen
Storbeschleunigungen (Linear- und Winkelbeschleunigungen) abgeleitet werden.

Anhand einer Validierung und Evaluierung von Level-1-Realdaten des STAR-Akzelerometers zeigt sich, dass das
Messrauschen des Akzelerometers mit Werten zwischen 10°-107* m/s” innerhalb der spezifizierten Grenzen liegt und
dass auch die maximale GroBenordnung fiir Bias- und Skalierungsparameter eingehalten werden kann (Grunwaldt und
Meehan, 2003; Perosanz et al., 2003). Neben diesen Fehlerquellen treten allerdings noch eine Reihe anderer Stérungen
in den Messsignalen des Akzelerometers auf (Grunwaldt und Meehan, 2003; Perosanz et al., 2003), welche groBtenteils
jedoch, wie anschlieend erwihnt, herausgefiltert werden kdnnen. Die wichtigsten dieser Stérungen sind:

- AusreiBer (Spikes) in einer GroBenordnung bis zu 107 m/s”, die durch eine nicht gleichmiiBige Feuerung der
Lageregelungs-Steuerdiisen hervorgerufen werden

- Storungen (bis 107 m/s?), die durch die Oszillation des Auslegers infolge der Lagesteuerung entstehen

- Kkleinere AusreiBer (bis 5-10*m/s?), die durch elektrische Storungen bedingt durch Ein- und Ausschaltvorginge
der Heizung im thermischen Gehéuse entstehen

- unerklirte 2-sekiindige ,,up-down-Spikes* (bis 107" m/s?)

- groBe, kurze Spikes (bis 107 rn/sz), die einmal pro Umlauf auftreten (,,0rbit counter spikes*) und vermutlich
durch die fehlerhafte X3-Elektrode verursacht werden

- weitere unerklirte AusreiBer < 5-107* m/s>

- Diskontinuititen und Spriinge (< 1077 rn/sz) bedingt durch Operationen (z.B. Neustarts) der Interface- und
Kontrolleinheit (ICU, Interface and Control Unit)

- Storsignale mit einer lingeren Periode (10-20 Minuten) in der X*““-Komponente, die auf eine Fehlfunktion
der Spannungssteuerung einer Elektrode des X3-Elektrodenpaars zuriickzufiihren sind. Die X3-Elektrode
reagiert mit einer erhohten Sensitivitit auf Temperaturschwankungen (7-10° ms?/Tag, —5-10° ms?/°C,
—2.107 ms™/°C/Tag), die durch die Aktivitit der Heizvorrichtung bedingt sind, sowie auf weitere externe
Storungen.

In Abbildung 5.3 werden einige der zuvor genannten Arten von Ausreifern in der Y*““-Komponente der Level-1-Daten
des Akzelerometers gezeigt. Diese Ausreiller lassen sich jedoch aufgrund ihrer Signalstruktur, die sich deutlich vom
restlichen Signal abhebt, durch eine geeignete Vorverarbeitung herausfiltern. Die vom GFZ bereitgestellten Akzelero-
meterdaten (Level-2-Daten) sind bereits von solchen Ausreilern gemill des in Forste und Choi (2005) beschriebenen
Verfahrens gereinigt. Die wichtigsten Komponenten dieses Verfahrens sind (i) Ausschneiden der Daten an Kontroll-
steuerungszeitpunkten, (ii) Polynomregression fiir sich iiberlappende 30-Sekunden-Intervalle mit anschlieBender Aus-
reilerdetektion anhand der 20-Grenze und (iii) Datenkompression von 1 Hz auf 0,1 Hz durch Mittelwertbildung eines
10-Sekunden-Intervalls. In Abbildung 5.4 wird anhand eines Datensatzes der X"“““-Komponente gezeigt, wie durch
diesen Vorverarbeitungsschritt die Messdaten von Ausreilern beseitigt werden.



68 Kapitel 5: Erfassung und Reduktion von Storbeschleunigungen

-1.0E-7 : : ‘

N R IRy ot B T R S

1| ,;up-down*-Spikes | _ E E : E . |
sop | Lammsme | AL
! ! | Heizvorrichtung
--| erzeugte Spikes [{4

wop 7\ AN

along-track-Beschleunigung [m/s?]

-5.0E—7'{ VI ’i ””” durch Lageregelungs- I ”””” T
| ! diisen erzeugte Spikes i i
“6.0B-7 - p AT CTTTTTTT R A
| ' {Jahr 2000, Tag 251
-7.0E-7 . ;

QQ,_QQ o AD 00._30 00._&5 Q\"QQ 0\..\5 Q\.g,Q Q\..A‘J Q,L..QQ
Zeit in UTC [h, min]

Abbildung 5.3: Verschiedene Typen von Ausreiflern (Spikes) in den Level-1-Akzelerometerdaten
(ungefilterte nicht-gravitative Storbeschleunigungen, hier: lineare ,,along-track*“-Beschleunigungen);
Quelle: Grunwaldt und Meehan, 2003.

Fiir die Bereinigung von Diskontinuitidten und Spriingen wird empfohlen, die Prozessierungsperioden entsprechend
auszuwihlen (Perosanz et al., 2005). Die Korrektur der durch das Fehlverhalten des X3-Elektrodenpaars verursachten
lingerperiodischen Stérung, die nach den Gleichungen in Abbildung 5.2 neben der radialen X*““-Komponente des
Akzelerometers auch die &/ y-Komponente der Winkelbeschleunigungen betrifft, gestaltet sich schwieriger, da sich das
Storsignal nicht auffillig vom eigentlichen Signal entscheidet. Es kann jedoch gezeigt werden, dass die 6 Freiheitsgrade
der Akzelerometerpriifmasse aus den 11 funktionierenden der 12 Einzelelektroden mittels der Linearkombinationen in
Abbildung 5.2 rekonstruiert werden konnen (Perosanz et al., 2003). SchlieBlich kann dadurch ein Korrekturwert fiir die
X*““_Komponente gefunden werden, der sich aus der &Komponente der Winkelbeschleunigung zu da, = 0,015-a
ergibt (Forste und Choi, 2005). Dieser Term wird als X3-Korrektur bezeichnet und ist in den Level-2-Akzelerometer-
daten angegeben.
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Abbildung 5.4: Vergleich zwischen ungefilterten (Level-1-Daten) und vorverarbeiteten
Akzelerometerdaten (Level-2-Daten) mit und ohne X3-Korrektur (da,); radiale Komponente,
Revision 9, Tag 44, Jahr 2002. Quelle: Forste und Choi, 2005.

Abbildung 5.4 zeigt, wie das vorverarbeitete X*““-Akzelerometersignal vor und nach der Anbringung der X3-Korrektur

aussieht. Es ist zu erkennen, dass einige linger periodische Signalanteile abgeschwicht werden. Der Vollstiandigkeit
halber sollte erwidhnt werden, dass noch ein zweiter Korrekturterm fiir die XACC-Komponente durch Differentiation der
Sternkameraquaternionen erhalten werden kann (Forste und Choi, 2005), der allerdings von wesentlich geringerer
Bedeutung ist und derzeit vernachléssigt wird. Die 8- und y~-Komponenten der Winkelbeschleunigung bleiben weiterhin
voll durch die Fehlfunktion der X3-Elektrode beeintrachtigt. Bedingt durch die Elektrodenfehlfunktion wurden aufler-
dem neue Umrechnungsfaktoren (Volt — m/s?) fiir die betroffene X"“““-Komponente und &Komponente bestimmt, die
sich signifikant von den fritheren Umrechnungsfaktoren unterscheiden (CHAMP newsletter Nr. 9 vom 2. April 2002,
erhiltlich tiber die CHAMP-homepage des GFZ). Eine weitere Korrekturgrole, welche in den Level-2-Daten
angegeben ist, ist die Lorentzkraftkorrektur, die bis ca. 5-10™° m/s® betragen kann. Die Lorentzkraft entsteht durch die
Bewegung der geladenen Probemasse im Magnetfeld der Erde.

Neben den vorverarbeiteten und von Ausreifiern bereinigten Akzelerometerdaten X p, Yoo » Zmex und den Korrektur-

werten fiir die Lorentzkraftkorrektur und fiir die X3-Korrektur da, (und natiirlich den Sternkameraquaternionen) sind in



Kapitel 5: Erfassung und Reduktion von Storbeschleunigungen 69

den Level-2-Akzelerometerdaten auch noch Bias- (acl_kO.,acl_kO,,acl _kO,) und Skalierungsparameter
(acl _kl,,acl _kly,acl _k1.) fir die einzelnen Komponenten angegeben. Diese Bias- und Skalierungsparameter wurden
vom GFZ aus Messdaten des Zeitraumes September—Dezember 2001 bestimmt und werden auch fiir Zeitpunkte
auBerhalb dieser Periode als giiltig betrachtet. Die korrigierten Storbeschleunigungen X o<, Yoo, Zac® beziiglich des

Akzelerometersystems B*“C ergeben sich somit nach dem Schema
korrigierte Messung = (vorverarbeitete Messung + Bias) - Skalierung,

wobei die vorverarbeitete Messung der X“““-Komponente zuerst um die X3-Korrektur behoben werden muss, zu

RO = X2 = (X2 + da, +acl _ kO, ) acl _kl,
PAC o = YA = (V25 4 acl kO, ) acl _k1, (5.36)

ZAC =20 = (25t acl _ k0, ) acl _k1,

Es hat sich bei einigen Untersuchungen gezeigt, dass die Giiltigkeit der vom GFZ Potsdam bestimmten Kalibrierungs-
parameter aullerhalb der oben genannten Periode vor allem durch die Driften und Schwankungen der Biasparameter in
Frage zu stellen ist. Dies ist vermutlich auch der Grund, warum in Abbildung 5.5a),b) die Vorzeichen der kalibrierten
cross-track-Komponente und der radialen Komponente zwischen den beiden 4 Jahre auseinander liegenden Zeitpunkten
wechseln. Eine Schitzung von Biasparametern, aber auch von Skalierungsparametern, innerhalb der Bahn- und Gravi-
tationsfeldbestimmung scheint somit unumgénglich und wird daher hiufig eingesetzt. Dabei werden verschiedene
Parametrisierungen fiir die Kalibrierungsparameter angewendet, die von einer Schitzung jeweils eines Biasparameters
pro Umlauf und linearer Akzelerometerkomponente (bzw. 2 Biasparameter fiir die X*““-Komponente pro Umlauf)
(Reigber et al., 2005c¢) iiber die Bestimmung eines Biasparameters pro Tag und Komponente (Kang et al., 2003) bis hin
zur Schitzung eines Biasparameters pro kurzem Bahnbogen und Komponente (Mayer-Giirr et al., 2005b) gehen. Eine
andere Moglichkeit zur Bestimmung eines zeitlich verénderlichen Bias wird in Gerlach et al. (2003c) gezeigt, indem fiir
den Bias der along-track-Komponente ein Polynom 9. Ordnung geschitzt wird. Die zu bestimmenden (bzw. zu verbes-
sernden) Kalibrierungsparameter konnen dabei direkt als Unbekannte in das Gleichungssystem zur Gravitationsfeld-
bestimmung mit aufgenommen werden (Mayer-Giirr et al., 2005b, Reigber et al., 2005c), oder in einer der eigentlichen
Gravitationsfeldschidtzung vorgeschalteten Kalibrierung (z.B. durch Auswertung von Energiebilanzen an Bahn-
kreuzungspunkten oder durch Betrachtung von Energieverlusten an Bahnpunkten mit Hilfe vorhandener Gravitations-
feldmodelle, Gerlach et al., 2003c) bestimmt werden.
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Abbildung 5.5: Korrigierte Werte fiir die radiale und cross-track-Komponente der mit dem Akzelerometer erfassten
Storbeschleunigungen fiir einen 3-stiindigen Zeitraum (£ 2 Umliufe) fiir einen fritheren und spiteren Zeitpunkt der
CHAMP-Mission.
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6 Bestimmung von Beschleunigungen mittels numerischer Differentiation

Das eigentliche Problem beim Beschleunigungsansatz besteht darin, die auf den Satelliten wirkenden Beschleunigungen
aus der gegebenen kinematischen Bahn zu bestimmen. Um Trigheitsbeschleunigungen zu vermeiden, werden die
Beschleunigungen im Quasi-Inertialsystem CIS bestimmt, die im erdfesten System gegebenen kinematischen Orbits
miissen also zuvor ins CIS transformiert werden.

Die Idee, Beschleunigungen oder auch Geschwindigkeiten aus GPS-Daten (Trigerphasen, Pseudostrecken, kinemati-
sche Orbits) zu bestimmen, ist in der Geodisie nicht neu. Vor allem in der Fluggravimetrie, bei der die Messungen von
kinematischen Stortermen bereinigt werden miissen, gab es schon einige Ansétze hierfiir. Als Beispiele sind Brozena et
al. (1989), Kleusberg et al. (1990), Jekeli und Garcia (1997), Cannon et al. (1997), Herbert (1997) oder Bruton (2000)
anzusehen. In der Gravitationsfeldbestimmung aus Satellitendaten wurden allerdings bisher Ansitze, die auf numeri-
sche Differentiation zur Bestimmung von Beschleunigungen zuriickgreifen, nicht naher verfolgt. Aus diesem Grunde
soll diese Thematik im Folgenden genauer untersucht werden.

Lige die kinematische Bahn in Form kontinuierlicher Zeitreihen vor, so konnten die Beschleunigungen durch
zweimaliges zeitliches Ableiten bestimmt werden. Da es sich bei den kinematischen Orbits aber um diskret bestimmte
Positionen mit einem gegebenen Samplingintervall (hier: Ar = 30 s) handelt, miissen hier numerische Differentiations-
verfahren angewendet werden. Im Wesentlichen sind hierfiir zwei Varianten denkbar:

- numerische Differentiation im Zeitbereich
- numerische Differentiation im Frequenzbereich.

Die numerische Differentiation im Zeitbereich besteht hauptséchlich aus zwei Schritten:

1.) Finden einer kontinuierlichen Funktion fiir die kinematische Bahn X(¢) bzw. einen Abschnitt von X(¢) in Form
einer Interpolationsfunktion
2.) zweifaches Ableiten der Interpolationsfunktion nach der Zeit ¢.

An diesen zwei Schritten werden auch schon die Probleme, die mit der numerischen Differentiation verbunden sind,
deutlich. Zum einen muss die Interpolationsfunktion so gewihlt werden, dass sie nicht nur an den gegebenen Punkten
X(#) mit der Bahn iibereinstimmt, sondern auch die dazwischen liegende, eigentlich unbekannte Bahn bestmdglich
approximiert. Diese Abweichungen fithren selbst bei einer fehlerfrei vorliegenden kinematischen Bahn bei der
anschlieBenden Differentiation zu Approximationsfehlern. Aufgrund des relativ glatten Verlaufs einer Satellitenbahn ist
es allerdings moglich, wie spiter zu sehen ist, relativ gut approximierende Interpolationsfunktionen zu finden. Das
zweite Problem — das Hauptproblem — ist aber die Verstirkung des Rauschens durch die Differentiation, vor allem
auf den hoheren Frequenzen des Signals X(#). Da die kinematische Bahn (s. Anhang C) zahlreiche hoherfrequente
Fehler und Rauschanteile aufweist, ist dies zwangslédufig ein Problem, das noch niher betrachtet werden muss.

Die numerische Differentiation im Frequenzbereich gliedert sich hauptsdchlich in 3 Schritte (Weigelt und Sneeuw,
2005):

1.) Transformation in den Frequenzbereich, z.B. durch Fourier-Transformation
2.) Differentiation im Frequenzbereich durch Multiplikation des spektralen Inhalts mit (i @)?
3.) Riicktransformation in den Zeitbereich durch die inverse Fourier-Transformation.

Im Prinzip entspricht diese Art der numerischen Differentiation derjenigen im Zeitbereich, wenn man das Anwenden
der Fourier-Transformation als Auffinden der Interpolationsfunktion mit anschlieender Differentiation betrachtet. Der
Vorteil der numerischen Differentiation im Frequenzbereich liegt darin, dass das Prinzip des idealen Differentiators
(Antoniou, 1993; Bruton, 2000; Weigelt und Sneeuw, 2005) mit der Frequenzantwort

, ” w: (Kreis—)Frequenz des Spektrums ©.1)
mit: .
2 o, =2n/ At : Sampling - (Kreis-)Frequenz

H(e“")=(w) fir 0<|d<

verwirklicht werden kann und dass der Differentiator so modifiziert werden kann, dass das Signal auf bestimmten
Frequenzen moglichst genau differenziert wird bzw. herausgefiltert oder gedampft wird. Allerdings ist diese Methode
im Gegensatz zur Differentiation im Zeitbereich nur auf lingere Datensitze (z.B. 1 Tag) anwendbar, deshalb entstehen
Probleme bei Datenliicken sowie einzelnen Ausreilern, die sich auf den gesamten Zeitraum verzégern (Weigelt und
Sneeuw, 2005). Ein weiteres Problem ist das Aliasing. Durch Windowingtechniken koénnen einige dieser Probleme
vermindert werden. Insgesamt entstehen bei dieser Differentiationsmethode Randeffekte, die dazu fiihren, dass am
Anfang und Ende des Datensatzes ein groferer Zeitraum an Daten abgeschnitten werden muss (Weigelt und Sneeuw,
2005). Aus diesen Griinden wurden im Rahmen dieser Arbeit nur Differentiationsmethoden im Zeitbereich untersucht.
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Zur Verdeutlichung der Problematik der Verstirkung des Rauschens durch numerische Differentiation werden aller-
dings die Differentiation im Frequenzbereich sowie die Idee des idealen Differentiators nochmals aufgenommen. Die
Transformation einer an den #quidistanten Stiitzstellen 0 < n < N—-1 (N = Anzahl der Punkte) mit den Zeitpunkten
t, = n-At vorliegenden Zeitreihe x(n) = x(t,) in den Frequenzbereich gelingt mit Hilfe der diskreten Fourier-
Transformation (DFT)

N-1 i N-1 .
x(n) = chem%’ = che“"k’” : 0<n<N-1 (inverse DFT) (6.2)
k=0 k=0
mit der zur Kreisfrequenz @ =2n %\] At gehorenden Amplitude

1 N-1 7i2nk7 1 N-1 .
c :NZx(n)e N=N2x(n)e“"”" : 0<k<N-1 (DFT) (6.3)
n=0 n=0

Etwas anschaulicher ist die mit der DFT verwandte reellwertige Fourier-Reihe

N/2 ay = 2c
x(n) = a—zo + z a cos(2n %VAI t, )+ by sin(2n ]%VAt tn) mit den Koeffizienten a, =2Re(c;) (6.4)
k=1 | - b, =21Im(c;)

@y @y,

Beschreibt die Zeitreihe x(n) = x(z,) die Satellitenbahn, so erhilt man durch zweifaches Ableiten der IDFT (inverse
diskrete Fourier-Transformation) bzw. der Fourier-Reihe nach der Zeit ¢ die Beschleunigungen

N-1
X(n)=Y (@)? cet ™ (IDFT) (6.5)
k=0
N/2
x'(n) = Z @? ay cos(@, t,)+ @ by sin(a, 1,) (Fourier-Reihe) (6.6)

k=1

Daraus ergibt sich dann der spektrale Transfer H(e'*")= (iw,)” eines idealen zweifachen Differentiators nach
Antoniou (1993). Es ist daraus leicht zu erkennen, dass die Amplituden c; bzw. a;,b;, die sich aus dem Signal und dem
Rauschen auf der zugehorigen Kreisfrequenz @, zusammensetzen, mit dem Faktor @ verstiirkt werden. Dies bedeutet,
dass mit zunehmender Frequenz eine grofere Erhohung des Rauschens (und auch des Signals) eintritt. Somit ldsst sich
die das Rauschen verstiarkende Eigenschaft des numerischen Differenzierens erkliaren. Ein Verlauf des Rauschens im
Frequenzbereich in der parabolischen Form von const.- (@, )* ergibt sich allerdings nur fiir weiBes Rauschen, das auf
allen Frequenzen gleich ist (o; = const). Ist das Rauschen des Signals x(n) jedoch stark (positiv) korreliert, wie dies bei
GPS-Beobachtungen héufig der Fall ist, so nimmt das Rauschen in x(n) fiir zunehmende Frequenzen ab. Dies bedeutet
dann, dass die Fehler auf den hoheren Frequenzen durch numerische Differentiation nicht zu gro8 werden und dass
somit eventuell numerische Differentiation bei Datensédtzen mit (stark) korreliertem Rauschen eingesetzt werden kann.
Eine andere Betrachtungsweise dieses Problems bietet sich im Zeit- (oder Orts-) bereich am Beispiel von Positions-
differenzen an. Numerische Differentiation basiert, wie der Name sagt, auf der Differenzbildung aufeinander folgender
Datenpunkte. Kann gezeigt werden, dass solche Differenzen genauer als die Datenpunkte selbst bzw. genau genug
bestimmbar sind (z.B. fallen Offsets bei der Differenzbildung heraus), so kénnen die Genauigkeitsverluste durch
numerische Differentiation als akzeptabel betrachtet werden. Als Beispiel dient hier DGPS (Differentielles GPS).
Wihrend die absolute Genauigkeit eines mit GPS vermessenen Punktes im dm- oder m-Bereich liegt, so kann die
Basislinie (Positionsdifferenz) zwischen zwei Punkten (Abstand < 20 km) mit mm- bis cm-Genauigkeit bestimmt
werden. Die relative Genauigkeit ist also hoher als die absolute Genauigkeit. Der Grund dafiir ist, dass die GPS-
Beobachtungen aufgrund dhnlicher Fehlereinfliisse stark korreliert sind und diese durch Differenzbildung weitestgehend
herausfallen. Mathematisch betrachtet 1dsst sich dies wie folgt erkldren:

Die beiden Positionen x; und x, (nur die x-Koordinate wird betrachtet) besitzen die Standardabweichung o, und die
Korrelation p, somit ist deren Varianz-Kovarianz-Matrix

1
C, = af[ P ’1) } (6.7)
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Fiir die Genauigkeit oy, der Basislinie Ax? = x, — x; ergibt sich nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz

T
0L=Co=JCI=0l-2-2p) mit J=|°L S| _[ST] ©9)
axl aX2

Somit ist die Standardabweichung der Basislinien o,, fiir weiles Rauschen (p = 0) um den Faktor V2 groBer (rausch-
verstiarkende Wirkung) als die Standardabweichung der Positionen ¢;, wihrend fiir hohe Korrelationen mit p = 0,9 bzw.
p = 0,99 (farbiges Rauschen) die Standardabweichung der Basislinien o, nur noch ca. 44% bzw. 14% der Standard-
abweichung der Positionen o, betrigt (rauschvermindernde Wirkung). Da die Positionsfehler des kinematischen Orbits
aufgrund der Korrelationen der GPS-Messungen selbst sowie aufgrund des angewendeten Auswertealgorithmus grofere
Korrelationen untereinander besitzen (s. Anhang C), liegt die Vermutung nahe, dass numerische Differentiation zur
Bestimmung von Beschleunigungen angewendet werden kann. Dies soll unter anderem in diesem Kapitel anhand simu-
lierter Daten untersucht werden. Fiir die Untersuchung von Realdaten wird auf Kapitel 9 verwiesen.

In diesem Kapitel werden zunichst verschiedene Interpolationsverfahren und Methoden zur numerischen Differentia-
tion vorgestellt und auf ihre Approximationsgiite (Approximationsfehler) hin iiberpriift. Anschliefend wird untersucht,
wie diese auf das Rauschen in der kinematischen Bahn reagieren.

Ein weiterer Abschnitt befasst sich mit der numerischen Differentiation basierend auf glittenden Interpolations- oder
Regressionsfunktionen, die nicht mehr exakt durch die Stiitzstellen verlaufen. Der Zweck solcher Regressions-
funktionen soll darin liegen, das Signal zu glétten und das Rauschen abzuschwichen.

In einer Gegeniiberstellung der untersuchten Verfahren sollen dann die geeigneten Methoden herausgefunden werden.

6.1 Numerische Differentiation basierend auf exakten Interpolationsverfahren

Als exakte Interpolationsverfahren werden solche Interpolationsfunktionen X = S(¢) angesehen, die genau durch die
vorgegebenen Stiitzstellen (#;, X(#;)) verlaufen. An den (nicht gemessenen) Zwischenpunkten hingegen wird die Inter-
polationsfunktion bedingt durch fehlende Information nicht mehr exakt mit der wahren Funktion X.(#) ibereinstim-
men (s. Abbildung 6.1). Dies fithrt dann zu Interpolationsfehlern AS, die sich beim Differenzieren dann als
Approximationsfehler AS” in den bestimmten Ableitungen zeigen (s. Abbildung 6.1).

a) Interpolation . b) numerische Differentiation
X() 4 * X0 p
X=50 X % X
X T ol X
’,X '\Interpolations- X/ x(‘
¥ X fehler AS \‘x
X
A @ X)) = \
X A8 XX\ X280
//x \X‘ ,x\\
4 \\ x
X X-*
o t — o f t

Abbildung 6.1: Prinzip der exakten Interpolation X = S(¢) sowie der anschlieBenden numerischen Differentiation
X"=S71). Aus den Abweichungen zwischen der Interpolationsfunktion X = S(¢) und der wahren Funktion X,,.(#) auler-
halb der Stiitzstellen (#;, X;) = (#;, Xuue,;) entstehen Interpolationsfehler AS(f) = S(f) - Xie(?), die bei der numerischen
Differentiation zu Approximationsfehlern AS (#;) = X/ — X (.. an den Stiitzstellen fiihren.

Die in dieser Arbeit getesteten exakten Interpolationsverfahren sind

- die Polynominterpolation mit den Interpolationsformeln von Gregory-Newton
- Interpolation durch kubische Splines.

Im allgemeinen sind Splines fiir die Interpolation vorzuziehen, da diese aufgrund eines relativ niedrigen Grades der
verwendeten Interpolationspolynome auch bei unruhigen Verldufen der zu interpolierenden Werte nicht zum ,,Durch-
schwingen® neigen. Der Nachteil besteht darin, dass fiir die Spline-Interpolation Randwerte fiir die erste oder zweite
Ableitung bendtigt werden. Sind diese schlecht bestimmt oder nicht bekannt (es wird dann z.B. die zweite Rand-
ableitung zu Null gesetzt), so fiihrt dies zu einem Ein- und Ausschwingverhalten an den Rindern des Splines, die inter-
polierten Werte an diesen Stellen konnen somit nicht verwendet werden. Zur Bestimmung von Randwerten kann alter-
nativ ein einfaches Interpolationsverfahren wie Polynominterpolation herangezogen werden, wozu wiederum eine
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groBlere Zeitreihe fiir die Interpolation bendtigt wird. Insgesamt wird im Gegensatz zur herkommlichen Polynom-
interpolation fiir die Spline-Interpolation ein groBerer Datensatz der Zeitreihe X(#;) bendtigt, was ein Problem bei
Datenliicken sowie auch bei Ausreiflern darstellt, die sich auf die umliegenden Daten verzégern konnen.

Das ,,Durchschwingen‘ bei Polynomen kann vermieden werden, wenn (i) der Verlauf der zu interpolierenden Zeitreihe
relativ glatt und ruhig ist und (ii) somit ein Interpolationspolynom niedrigen Grades verwendet werden kann. Ein
aufgrund des niedrigen Grades kurzes Interpolationsschema hat den Vorteil, dass bei Datenliicken und Ausreilern nur
wenige Beobachtungen davor und danach verworfen werden miissen. Aulerdem ist eine effektive Implementierung als
Filter moglich, die eine duferst zeitsparende Bestimmung der Ableitungen ermoglicht.

Da die Satellitenbahnen normalerweise mit einer bestimmten Abtastrate A vorliegen, werden in dieser Arbeit nur Inter-
polationsmethoden fiir dquidistante Stiitzstellen (z;, X(#;)) mit konstanter Schrittweite s = t;,;—t; = At betrachtet.

6.1.1 Numerische Differentiation basierend auf den Interpolationsformeln von Newton

Bei der Interpolation nach Newton handelt es sich, wie bereits erwihnt, um eine Polynominterpolation. Im folgenden
werden die wichtigsten Formeln zur Interpolation angegeben, genauere mathematische Details und Hintergriinde sind in
Standardwerken zur numerischen Mathematik wie beispielsweise in Engeln-Miillges und Reutter (1987) oder Mael3
(1988) zu finden, die hier gemachten Angaben basieren auf Engeln-Miillges und Reutter (1987).

f Box 6.1: Newton’sche Interpolationsformel fiir eine vektorwertige, dquidistante Zeitreihe von Satellitenpositionen\

S(1) = X(1) = X(t + gAr) = X(1) + (lejAlm o (ng% o+ (nq_ JA;;(;_D,Z -
n—1 q ) (69)
=X(n) + Z(,)A/ : qelon-1]
mit
den vorwdrts genommenen Differenzen und den Newton’schen Basispolynomen
) i+1 - l q
i - i+j+ )
(6.10) Nan =2 (54 xan ( ,.j 6.11)
mit:
S(1) = X(7) (vektorwertige) Interpolationsfunktion
t;, X(1;) Koordinaten der Stiitzstellen
t=1t+ gAt, X(t; + gAr) Koordinaten des Evaluationspunktes
t, X(t) Koordinaten des Interpolationsanfangspunktes
t,, X(t,) Koordinaten des Interpolationsendpunktes
n Anzahl der Stiitzstellen
h =t —t; =At Schrittweite (Samplingintervall)
qg=(—1)/At Quotient der Zeitdifferenzen
X(t)=LX )+ LY )+ LZ(1) =L X, + LY, +LZ, =X,
K Koordinaten des Satelliten im raumfesten System I° zum Zeitpunkt /

Bei der Newton’schen Interpolationsformel handelt es sich nach (6.9) um ein n-Punkt-Interpolationsschema, dessen
Interpolationsfunktion S(f) einem Polynom (n—1)-ten Grades entspricht. Die Interpolationsfunktion ist eine Produkt-
summe aus vorwdrts genommenen Differenzen A,,,,, (6.10) und den Newton’schen Basispolynomen ['f] (6.11). Die
vorwirts genommenen Differenzen berechnen sich nach (6.10) aus den Koordinaten der kinematischen Bahn X(#,), die
zugehorigen Newton’schen Basispolynome ergeben sich nach (6.11) als Binomialkoeffizienten aus dem Quotient der
Zeitdifferenzen g und der Ordnung i der zugehorigen vorwirts genommenen Differenz. Der Quotient der Zeitdifferen-
zen g ergibt sich dabei als Quotient der aktuellen Zeit ¢ bezogen auf den Interpolationsanfangszeitpunkt #; und der
Schrittweite At. Eine Besonderheit der hier angegebenen Interpolationsfunktion ist, dass sie hier als eine vektorwertige
Funktion formuliert ist im Gegensatz zur skalarwertigen Darstellung in Engeln-Miillges und Reutter (1987). Die Stiitz-
stellen bestehen in diesem Fall aus dem Zeitpunkt #; und dem zugehorigen Positionsvektor X(#;) = [X(#), Y(#)), Z(t)]". Es
sind also in der vektorwertigen Interpolationsfunktion S(f) drei skalarwertige Interpolationsfunktionen fiir die drei Zeit-
reihen von Stiitzstellen (#;, X(,)), (t;, Y(t))), (t;, Z(¢,)), also jede der drei Komponenten der kinematischen Bahn, zusam-
mengefasst. Die drei Zeitreihen kénnen auch einzeln interpoliert werden, da die jeweiligen Interpolationsfunktionen
unabhingig voneinander sind.
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4 Box 6.2: Bestandteile der Newton’schen Interpolationsformel )
i+l -
vorwirts genommene Differenzen A,,,, = Z(—l)’”“(}. L 1jX(t,-) (6.12)
j=1
A;/2 =X,-X|

Al =X,-2X, +X,
A}, =X, -3X, +3X, - X,
A} =X, -4X, +6X,-4X, + X,
A3, =X, —5X, +10X, -10X, +5X, - X, (6.13)
A =X, —6X, +15X, —20X, +15X, —6X, + X,
Ay, =X, —7X, +21X, -35X, +35X, - 21X, +7X, - X,
A% =X, -8X, +28X, —56X, +70X, —56X, +28X, —8X, + X,

und Newton’sche Basispolynome

q)_ 9 _
(J‘(q—nu_q

q\___ 4 _4’-q
2)" (g-212 2

9)_ 4" ¢ -3¢°+2q
@ (-6
9\_ ¢ _q'-6q’-11g°—6q
(4j C(g—d)r4l 24
(q] _ 4" _¢°—10g*+35¢* ~50q> +24¢ (6.14)
5) (g-5)!5! 120
(qj g q°—15¢° +85q* —225¢° + 2744 —120g
6) (q-6)L6! 720
q)_ q' _ q'—21¢°+175¢° -735¢"* +16244* —17644* +720g
(7j (-1 5040
q)_  q' _ q*—28q7 +322¢° —1960q° +67694* —131324* +130684> — 5040q
(8) UEST 40320

- : )

In (6.12)—(6.14) sind die vorwirts genommenen Differenzen AL, sowie die Newton’schen Basispolynome [i‘] fiir ein
9-Punkt-Interpolationsschema angegeben, fiir ein kleineres Interpolationsschema werden von diesen entsprechend nur
die ersten (n—1) vorwirts genommenen Differenzen bzw. Newton’schen Basispolynome verwendet. Wie zu sehen ist,
sind die vorwirts genommenen Differenzen Al,;,, im Prinzip Koordinatendifferenzen hoherer Ordnung i, welche die
entsprechende i-te Ableitung an der Stelle #,,, reprisentieren. Das Newton’sche Interpolationspolynom S(¢) stellt somit
eine Art Taylor-Entwicklung der zu interpolierenden Funktion dar.

Zur Bestimmung der Beschleunigung X(7) am Zeitpunkt # muss die Newton’sche Interpolationsfunktion S(f) aus (6.9)
gemil (6.15) zweimal nach der Zeit ¢ abgeleitet werden. Dazu miissen die Newton’schen Basispolynome, welche den
Zeitdifferenzenquotienten ¢ und somit die Zeit ¢ enthalten, zweimal abgeleitet werden. Es entsteht dann die etwas
komplizierte, allgemeine Formel nach Engeln-Miillges und Reutter (1987) in (6.16). In (6.17) sind die zweiten Ablei-
tungen der Newton’schen Basispolynome (?) fiir ein 9-Punkt-Schema explizit in Abhéngigkeit des Zeitdifferenzen-
quotienten g angeben, fiir ein Kleineres Interpolationspolynom miissen entsprechend wieder die ersten (n-1) der in
(6.17) angegebenen (?) verwendet werden.

Aus Genauigkeits- und Symmetriegriinden sollten immer Interpolationspolynome fiir eine ungerade Anzahl von Punk-
ten, z.B. 3,5,7,9... Punkte, gewihlt werden. Die hochste Genauigkeit (aus Symmetriegriinden) fiir die zweite Ableitung
X(¢) wird immer im Zentralpunkt mit #.,,1y, des Interpolationspolynoms erhalten, weswegen im Folgenden auch immer
nur die Beschleunigung X (#(.+1/2) im Zentralpunkt (tr1yas X(tne1y2)) bestimmt wird. Fiir den Zeitdifferenzenquotienten
g ergibt sich im Zentralpunkt ¢ = (n—1)/2 und somit als Beispiel die zweiten Ableitungen der Newton’schen Basis-
polynome fiir das 9-Punkt-Schema mit g = 4 gemif (6.18).
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K Box 6.3: Zweite zeitliche Ableitung der Newton’schen Interpolationsformel
fiir eine vektorwertige, dquidistante Zeitreihe von Satellitenpositionen

1 1 " 1 wl s NI
X(1)=8"(t)= (?) Ay ""(621) A +(glj AS) +"‘+(n6£1) Al = Z(i]j Aina

i=1

3!

n=2 q_] _1
1 n=2 = q_k n—2 :|

—l Aniln,
GO (g LT

mit den zweiten Ableitungen der Newton’schen Basispolynome

(=0

AL
(3) _Atz (q 1)

(qj” _ 1 124’369 +22
Ar?

4 24
(q)// _ 1 20’ —1204° +210g - 100
5) A 120
(qj// _ 1 304" —300g" +10204° —1350g + 548
6) Af 720
(qj// _ 1 42¢° - 630" +35004° —8820g° +9744¢ —3528
7) AP 5040
(qj// _ 1 56¢°—11764° +9660g" —39200° + 81228¢° — 78792¢ + 26136
8

At’ 40320

X<t>=A1t2[A§ (Sa=b s +%[<q—2)(q—3>+<q—1)(q—3)+<q—1)(q—2>+3q<q—2>]A§ ¥

zweite Ableitungen der Newton’schen Basispolynome fiir 9 Stiitzstellen (Mittelpunkt: g = 4):
(QJ” _ . (QJ” _r (4]” o (4]” _ 135
1 ' 2) AP ’ 3) AP ' 4) A 12

(QJ”_l.i" . (4]”_1.—13 . (4]”_1.1 . (QJ”_P
5 A 6 ’ 6 Ar® 180 ’ 7 A2 90 8 A? 560

(6.15)

(6.16)

6.17)

(6.18)

J

Aus der numerischen Differentiation der Newton’schen Interpolationsformeln fiir n Punkte ergibt sich schlieBlich ein
n-Punkt-Differentiationsfilter h(j-Atr), j=0,---,n—1 mit konstanten Koeffizienten, die in Abbildung 6.2 fiir das 3-, 5-,
7- und 9-Punkt-Schema angegeben sind. Diese Filter berechnen die Beschleunigung im Mittelpunkt des Filterschemas,
zur Bestimmung der Beschleunigung am benachbarten Punkt muss dieser Filter, dhnlich einer Operatormaske in der

Bildverarbeitung (Abbildung 6.2), um einen Punkt vorwérts geschoben und angewendet werden.

1 2 3 4 56 7 8 9Kl

.—.—.—.74.—.—.—.—0—.—.—.—.74’—.—.—.—.—.

n=9
L2 3 K k+l K
1 2 1
o ava yva 3-Punkt-Schema
SR D O IR T !
TI¥ A A Ve AL 5-Punkt-Schema
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Abbildung 6.2: Numerische Differentiation basierend auf Newtoninterpolation als Operatormaske (Filter).

Bei dem Differentiationsfilter /( j - At) handelt es sich nach Bruton (2000) um einen FIR-Filter (Finite Impulsantwort,
engl.: Finite Impulse Response), da er nur eine begrenzte Linge besitzt. Da verschiedene Anteile des Gravitationsfeldes
sich auf unterschiedlichen Frequenzen der Satellitenbahn sowie der daraus bestimmten Beschleunigungen abbilden, ist
es wichtig zu wissen, wie gut die Ableitung des Signals auf den einzelnen Frequenzen mit dem Differentiationsfilter
h(j - At) approximiert wird. Die zur Impulsantwort A(j-At) des Filters gehorende Frequenzantwort H g, (e'®") erhlt
man durch die Fourier-Transformation. Diese sollte nun fiir eine moglichst genaue Bestimmung des Gravitationsfeldes
im interessierenden Frequenzbereich mit der Frequenzantwort eines idealen Differentiators nach (6.1) iibereinstimmen.
Abbildung 6.3a) zeigt die Frequenzantworten eines idealen Differentiators so wie diejenigen des 3-, 5-, 7- und 9-Punkt-
Schemas. Wie zu sehen ist, liefern groBere Differentiationsfilter eine bessere Approximation, das beste Ergebnis der
untersuchten Filter liefert das 9-Punkt-Schema. Ein kleineres Differentiationsschema fiihrt vor allem auf den hoheren
Frequenzen zu einer deutlich schlechteren Approximation, wihrend auf den tieferen Frequenzen der ideale Differen-
tiator scheinbar realisiert wird, wie aus Abbildung 6.3a) erkennbar ist. Allerdings zeigt ein Zoom in den tieferen
Frequenzbereich nach Abbildung 6.3b), dass auch auf den niedrigeren Frequenzen Abweichungen zum idealen
Differentiator existieren. Diese Abweichungen sind aber wiederum fiir einen ldngeren Differentiatonsfilter kleiner. Es
soll an dieser Stelle aber angemerkt werden, dass groB3ere Differentiationsfilter Nachteile hinsichtlich anderer Kriterien
besitzen konnen, wie spiter noch zu sehen sein wird.

Amplitudenspektrum des Differentiators Abweichungen vom idealen Differentiator
0.012 T T T T T T T
idealer Differentiator 10T b J
------- 3-Punkt-Schema _
0.011| = = = 5-Punkt-Schema 1 e e e T T
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< 9-Punkt-Schema < =" T
&2 0008} & o [Phe e T T e
8 8 10 e e T 4
£ < ST e
8 2% 2 ROV
3 S ’ N :
E= E= PR
Q. o K4
£ 0.004r ST R v ]
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Abbildung 6.3: a) Amplitudenspektrum eines idealen Differentiators sowie von auf Newton-Interpolation
basierenden Filtern zur numerischen Differentiation (3-, 5-, 7- und 9-Punkt-Schema); b) Abweichungen
vom idealen Differentiator im niedrigeren Frequenzbereich.

Fiir die Gravitationsfeldanalyse aus CHAMP mit einer Umlaufkreisfrequenz von &, =2n/T,., =0,00116rad/s bedeutet
dies, dass fiir eine Gravitationsfeldbestimmung bis Grad [ = 50 Kreisfrequenzen von @.sy = 0,058 rad/s und fiir Grad
I = 90 Kreisfrequenzen von a-gy = 0,105 rad/s aufgelost werden miissen. Nach Abbildung 6.3a) konnen somit mit dem
9-Punkt-Filter Anteile vom Grad [/ = 50 gut bestimmt werden wihrend fiir Anteile vom Grad / = 90 Genauig-
keitseinbuBen erwartet werden konnen. Allerdings finden sich die Anteile von Grad / = 90 nicht nur auf der Kreis-
frequenz @-o) wieder, sondern auch im umliegenden Spektrum, weswegen fiir diese Anteile eventuell eine bessere
Genauigkeit erwartet werden kann.

Der Vollstindigkeit halber sollte noch erwiihnt werden, dass die vorwirts genommenen Differenzen A[,;,, in Abhiin-
gigkeit von Koordinatendifferenzen AX}"" aufeinander folgender Bahnpunkte anstatt der Positionen X(;) selbst gemif
(6.19)—(6.21) formuliert werden konnen. Da im Falle von korreliertem Rauschen die Koordinatendifferenzen AX}*"
genauer bestimmt werden konnen als die absoluten Positionen X(#;), wird die Verstirkung des Rauschens bei der
numerischen Differentiation abgeschwicht.
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/ Box 6.4: Berechnung der vorwdrts genommenen Differenzen \
aus Koordinatendifferenzen aufeinander folgender Satellitenpositionen

Koordinatendifferenzen (Basislinien)
AXE" =X, - X, ; (ke{l,..n—-1) (6.19)

i—1 .
vorwirts genommene Differenzen aus Koordinatendifferenzen A,,,, = Z(—l)H” (l ;IJAXﬁf (6.20)

j=0
Al3/2 = AXIZ
A3 =AX3 — AX?
Al =AXS —2AX3 + AX?
A3 = AX; —3AX] +3AX3 — AX]

A, = AXS —4AX; +6AXS —4AX] +AX] (6.21)
AS = AX] —5AXS +10AX] —10AX? + 5AX3 — AX?
A}, = AXE — 6AX] +15AXS — 20AX; + 15AX — 6AX] + AX?
\_ AS = AXS — TAXS + 21AX] — 35AXS + 354X — 21AXY + 7TAX3 — AX? y

Fiir erste Anwendungen der numerischen Differentiation basierend auf der Newton’schen Interpolationsformel in der
Gravitationsfeldbestimmung aus simulierten und realen CHAMP-Daten wird auf Reubelt et al. (2003a,b, 2006)
verwiesen.

6.1.1.1 Approximationsfehler

Die folgenden Untersuchungen des Approximationsfehlers wurden basierend auf einer simulierten fehlerfreien Bahn
(Abtastrate Ar = 30 s) mit den Anfangswerten X, = —113 604,674 m, ¥, = 339 528,581 m, Z, = 6831 624,647 m,
Xo =-7238,784 978 m/s, Yo = —2422,063 573 m/s, Zo = 0,0 m/s bzw. in Keplerelementen (a = 6841 km (= Bahnhohe
h=470km), i = 87° ¢ =0, 2= 18°30", ®=90°, M = E = v = 0°) und dem EGM96-Gravitationsfeldmodell mit einer
Entwicklung bis Grad/Ordnung 90/90 durchgefiihrt. Zur Bahnintegration wurde das am Geoditischen Institut der
Universitit Stuttgart im Rahmen einer Diplomarbeit entwickelte C-Programm SOSP2 (engl.: Satellite Orbit Synthesis
Programme 2, Gotzelmann, 2003a; Schifer, 2001) verwendet, in welchem das modifizierte Préddiktor-Korrektor
Verfahren 12. Ordnung nach Adams-Bashforth/Adams-Moulton fiir die Integration (Schrittweite: 5s) des DGL-Systems
implementiert ist (Gendt, 1989; Scheinert, 1996). In Abbildung 6.4 ist der Approximationsfehler AS” (Soll — Ist,
berechnet aus: Gravitationsvektor R$p Iy () = RS gradU (x) im CIS aus EGM96 bis Grad/Ordnung 90/90 — aus
numerischer Differentiation bestimmten Beschleunigungen X(t)) fiir einen Tag (= ca. 15,5 Umldufe von CHAMP) bei
Verwendung des 3-, 5-, 7- und 9-Punkt-Schemas jeweils im Zeitbereich und im Frequenzbereich als PSD (Spektrale
Leistungsdichten, engl.: Power Spectral Densities) dargestellt (man beachte die unterschiedlichen Skalen fiir das
3-Punkt-Schema und die anderen Filter). Das PSD-Spektrum berechnet sich aus dem Frequenzspektrum c,(AS”) der
Fourier-Transformation des Approximationsfehlers AS” zu PSD(ax)=42Ar1c,(AS”)I. Das PSD-Spektrum des
Approximationsfehlers steht mit seiner Standardabweichung mit

o(AS") = \/ Nf (PSD(ar))’ /(2At - N) (6.22)

k=0

in Verbindung. In Abbildung 6.4 ist sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich sichtbar, dass ein ldngerer
Differentiationsfilter hoherer Ordnung (Filterordnung = Polynomgrad) zu einem kleineren Approximationsfehler und
somit einer groferen Genauigkeit der bestimmten Beschleunigungen fiihrt. Die RMS-Werte des Approximationsfehlers
im Zeitbereich (RMS-Werte von AS”) der einzelnen Filter sind RMSsp, = 5,3-107 m/s?, RMSspy, = 1,29-107 m/s,
RMSpy = 414107 m/s?, RMSgp = 2,34-10° m/s>. Vor allem der 3-Punkt-Filter zeigt eine um GrofBenordnungen
deutlich schlechtere Approximation als die anderen.
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Deutlich sichtbar sind vor allem beim 3-Punkt-Filter, aber auch beim 5-Punkt-Filter, systematische Abweichungen in
Form einer Sinuskurve mit ca. 15,5 Perioden, die, wie im PSD-Spektrum erkennbar, hauptséchlich auf der Umlaufkreis-
frequenz @.,, aber auch auf den benachbarten Frequenzen, liegen. Mit groer werdender Ordnung des Differentiations-
filters nehmen diese systematischen Effekte ab, was im PSD-Spektrum an einer abnehmenden Amplitude vor allem auf
den niedrigeren Frequenzen zu sehen ist. Auf den hoheren Kreisfrequenzen mit @ > 0,08 rad/s ist hingegen fiir eine
hoher werdende Filterordnung ab dem 5-Punkt-Filter hingegen kaum eine Verbesserung mehr zu beobachten. Beim
7- und 9-Punkt-Filter ist zu den Zeitpunkten 7 = 1" bzw. ¢ = 13" eine groBere Abweichung in der GroBenordnung von
2-5-107 m/s* zu sehen. Diese entsteht beim Uberflug iiber Gebiete mit einem stirkeren Gravitationsfeldsignal wie
beispielsweise dem Himalaya, bei denen der Approximationsfehler bedingt durch ein ,,raueres® Signal grofer ist.

Die PSD-Verldufe beim 3- und 5-Punkt-Schema widersprechen auf den ersten Blick den Erkenntnissen aus dem
Vergleich zum idealen Differentiator, die in Abbildung 6.3a) dargestellt sind. Aufgrund der dort schlechter werdenden
Approximation mit zunehmender Frequenz wiirde man bei den PSD-Spektren ebenfalls die grofiten Amplituden auf den
hoheren Frequenzen erwarten, was aber nicht der Fall ist. Der Grund fiir die groen Amplituden auf den niedrigeren
Frequenzen der PSD-Spektren, vor allem auf der Umlauffrequenz, liegt darin, dass das Gravitationsfeldsignal auf diesen
Frequenzen am hochsten ist. Da nach Abbildung 6.3b) aber das 3- und 5-Punkt-Schema auf den niedrigen Frequenzen
den idealen Differentiator um Groenordnungen schlechter approximieren als liangere Filter, lassen sich bedingt durch
das starke Signal die groen Fehler-PSD-Spektren auf den niedrigen Frequenzen erkldren.

In Abbildung 6.5 ist das PSD-Spektrum des durch die numerische Differentiation zu bestimmenden Gravitationsfeldes
(hier: EGM96 ohne die beiden grofiten Anteile durch die Koeffizienten cyound ¢, ) einmal bis Grad / = 50 und einmal
bis Grad / = 90 dargestellt. Deutlich zu sehen ist die abrupte Abnahme des Gravitationsfeldsignals beim Fall [ = 50 bei
der Grad [ = 50 entsprechenden Kreisfrequenz a.sy = 0,058 rad/s. Die Fehler-PSD des 5-, 7- und 9-Punkt-Schemas
liegen alle unterhalb des Signal-PSD des Gravitationsfeldes, weswegen eine Gravitationsfeldbestimmung mit diesen
Filtern moglich sein sollte. Der 3-Punkt-Filter ist hingegen als kritisch zu betrachten, da sein Fehler-PSD oberhalb des
Signal-PSD liegt. Zu dem Approximationsfehler des 9-Punkt-Schemas mit RMSopy, = 2,34-107 m/s*> wiire noch zu
sagen, dass dieser im WGal-Bereich und somit im Genauigkeitsbereich eines Gravimeters liegt.

Insgesamt ist es aus Sicht des Approximationsfehlers giinstig, ein Differentiationsfilter hoherer Ordnung zu verwenden.
Von den untersuchten Filtern liefert der 9-Punkt-Filter die besten Ergebnisse.

6.1.1.2 Einfluss des Messrauschens

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie die einzelnen Filter auf das Rauschen und die Fehler in dem kinemati-
schen Orbit reagieren. Bei der Bestimmung und Genauigkeitsanalyse kinematischer Orbits zeigt sich, dass diese, abge-
sehen von einzelnen Bahnpunkten schlechterer Genauigkeit (z.B. verursacht durch eine schlechte GPS-Konfiguration),
eine relativ gleichmiBige Genauigkeit im Bereich weniger cm besitzen (Svehla und Rothacher, 2003, 2004, s. auch
Anhang C). Ferner deuten weitere Untersuchungen darauf hin, dass die Bahnfehler stirkere Korrelationen aufweisen
(gvehla und Foldvary, 2006; Reubelt et al., 2003a,b, 2006, s. auch Anhang C). Die realen Rauschverhiltnisse werden in
Kapitel 9 ndher untersucht. Fiir die folgenden Untersuchungen wurde eine Funktion zur Erzeugung eines Rauschens mit
folgenden Eigenschaften implementiert: Die Zeitreihen der einzelnen Koordinaten X;, Y;, Z; besitzen nach (6.23) die
gleichen Genauigkeitseigenschaften, wobei die Genauigkeit einer Zeitreihe (hier am Beispiel von X;) durch korreliertes
Rauschen mit der Standardabweichung der Positionen oy = const. (alle Positionen sind also gleichgenau) und der
Korrelation p;; = V=1 7wischen zwei Koordinaten nach (6.23) gegeben sei. Korrelationen der Zeitreihen der einzelnen
Koordinaten X;, Y;, Z; untereinander werden vernachlissigt. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass es sich bei dieser
Rauschfunktion um ein stark vereinfachtes und idealisiertes Fehlerszenario handelt. Es ist aber dazu geeignet, den
(grofBlen) Einfluss der Korrelation der Bahnfehler einer Zeitreihe auf die Genauigkeit der durch numerische Differentia-
tion bestimmten Beschleunigungen zu studieren. Der Einfluss der Korrelationen zwischen den Zeitreihen wird hierbei
als wesentlich geringer eingeschitzt, da die numerische Differentiation getrennt voneinander auf die Zeitreihen ange-
wendet wird (oder werden kann). Aulerdem hat sich bei der Analyse kinematischer Orbits gezeigt (Reubelt et al.,
2003a,b), dass die Korrelationen zwischen den Zeitreihen als klein vermutet werden konnen.

Das verwendete Szenario fiihrt fiir eine Bahn mit N Punkten auf die Varianz-Kovarianz-Matrizen fiir eine Koordinaten-
zeitreihe Cy = Cy =C; bzw. fiir alle Positionen Cy y, gemiB (6.23). Solche Varianz-Kovarianz-Matrizen fiir korre-
lierte Beobachtungsfehler wurden bereits in der Bestimmung von Beobachtungsgewichten in Nivellementsnetzen bei
Grafarend und VaniCek (1980) angewendet und konnten bei ersten Analysen von kinematischen Orbits von Reubelt et
al. (2003a) und Marinkovi¢ et al. (2003) durch Vergleich von kinematischen und dynamischen Orbits bestitigt werden.
Formeln zur Erzeugung korrelierter Prozessfolgen finden sich beispielsweise in Beichelt (1997), die hier verwendete
Fehlerfunktion (6.24) zur Simulation korrelierter Bahnfehler ¢, mit den Eigenschaften o, = oy, p. = p‘-"”" ist Reubelt et
al. (2003) entnommen. Neben einer Summenformel in (6.24) kann auch noch eine schnellere und effizientere
Rekursionsformel (6.25) gefunden werden. & sind Fehler mit weilem Rauschen mit den Eigenschaften o, = oy, p, =0,
die z.B. mit der Matlabfunktion randn (Pseudozufallszahlen) erzeugt werden kénnen. Als Standardabweichung fiir den
Bahnfehler wurde in den Simulationen oy = 5 cm verwendet, fiir die Korrelationen eine obere und untere Schranke von
P£ =099 und p = 0,9. Es wird erwartet, dass sich die realen Bahnfehler innerhalb dieser Schranke befinden (s. dazu
Kapitel 9).
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In Abbildung 6.6 sind simulierte Bahnfehler (sowohl als Zeitreihe sowie im Frequenzbereich als Fehler-PSD) sowie die
daraus entstehenden Fehler in den Koordinatendifferenzen AX;"' fiir die obere und untere Fehlerschranke dargestellt.
Deutlich zu erkennen ist der Einfluss der Korrelation p. Trotz gleicher Genauigkeit von ox = 5cm ist das Verhalten der
Bahnfehler fiir die hohere Korrelation p = 0,99 wesentlich ruhiger. Dies ldsst sich sehr gut mit Hilfe der Fehler-PSD im
Frequenzbereich erkldren. Die Fehler-PSD auf den hoheren Frequenzen sind bedingt durch die hohere Korrelation fiir
die Bahn mit p = 0,99 gegeniiber den weniger korrelierten Bahnfehlern mit p = 0,9 abgeschwicht, was dann im Zeit-
bereich fiir einen ,ruhigeren” Verlauf sorgt. Interessant ist die Auswirkung der Korrelation auf die Genauigkeit der
Koordinatendifferenzen AXi“. Diese sind, wie erkennbar, durch die Korrelation wesentlich genauer als die Positionen
selbst, ihre Standardabweichung liegt fiir p = 0,9 mit oy = 2,2 cm und fiir p = £0,99 mit nur oy = 0,7 cm deutlich
unter der Bahngenauigkeit von oy = 5 cm. Fiir eine hohere Korrelation werden damit hohere Genauigkeiten bei der
numerischen Differentiation zu erwarten sein.

/ Box 6.5: Simulation des korreliertem Rauschens der Satellitenbahn X; = (X;,Y:,Z;) \

Varianz-Kovarianz-Matrix der Positionen

1 p pz pa prl

1 2 :

? ’; . Cy 0 0
CX :Cy =CZ 20-)2( 1 2 o CX,Y,Z = 0 Cy 0 (623)
S P 0 0 C,
sym. P 3INXBN
1
- NxN -

mit der Standardabweichung einer Koordinate und der Korrelation zwischen zwei Positionen X;, X;
ox =const., p(X;, X ;)= p,.; = pli”

simulierte Bahnfehler e

Summenformel Rekursionsformel (schneller)
e =& € =&
e =p-e+l-p*-g e =p-g+l-p*-g
(6.25) : g (6.24)
a mit

&, - weiBles Rauschen mit 6, = oy, p, =0

\_ e, :simulierte Bahnfehler mit o, = oy , p, = pl/” .

In Tabelle 6.1 sind die durch Fehlerfortpflanzung abgeschitzten Genauigkeiten der mit numerischer Differentiation be-
stimmten Beschleunigungen fiir unterschiedliche Differentiationsfilter und die beiden Rauschszenarien angegeben.
Auffillig sind vor allem zwei Eigenschaften:

- FEine hohere Korrelation der Bahnfehler fiihrt, wie vermutet, zu einer hoheren Genauigkeit der
Beschleunigungen (hier um Faktor 3).

- Anders als beim Approximationsfehler reagiert ein Filter htherer Ordnung empfindlicher auf Rauschen
(03 =1,598-10°m/s2 beim 9-Punkt-Schema gegeniiber oy = 1,114 -10° m/s2 beim 3-Punkt-Schema).

Des Weiteren ist anzumerken, dass der durch Rauschen entstehende Fehler um GroéBenordnungen hoher ist als der
Approximationsfehler und im mGal-Bereich (dhnlich der Fluggravimetrie) liegt. Wie sich dies auf die Gravitationsfeld-
bestimmung auswirkt, wird spiter noch untersucht.

Ein weiterer Aspekt neben der Standardabweichung oy der Beschleunigungen sind deren Korrelationen p;;(X), die
durch die Filterung entstehen. Diese miissen streng genommen bei der Gravitationsfeldschidtzung beriicksichtigt
werden, eine moglichst kleine Korrelation p;, j(X ) ist also von Vorteil, damit diese vernachldssigt werden kann. Die
Tabelle 6.2 und Tabelle 6.3 zeigen die entstehenden Korrelationen bei Anwendung des jeweiligen n-Punkt-Filters fiir
die beiden unterschiedlichen Rauschszenarien. Bedingt durch die Korrelation der Bahnfehler sind auch die Fehler der
Beschleunigungen X, X ; fiir lj—il > (n—1) korreliert. Auffillig bei den Korrelationen ist

- eine (wenn auch nur geringfiigig) kleinere Korrelation der Beschleunigungsfehler fiir eine hohere Korrelation
der Bahnfehler, die zudem auch schneller auf den weiteren Nebendiagonalen abklingt
- die Fehler direkt benachbarter Beschleunigungen sind negativ korreliert
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Abbildung 6.6: Fehler in den Positionen (als Zeitreihe sowie als Fehler-PSD) sowie Fehler in den Basislinien fiir einen
Tag eines simulierten CHAMP-Orbits fiir zwei verschiedene Fehlerszenarien: o, = 5 cm, p = 0,9 (linke Seite),
o, =5cm, p=0,99 (rechte Seite).
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Tabelle 6.1: Durch Rauschen am Zentralpunkt verursachter Beschleunigungsfehler fiir verschiedene Differentiations-
filter und Rauschszenarien mit unterschiedlichen Korrelationen.

Korrelation| p, ., (X) Piis2 X) Pii+3 (X) Piiva X) Pii+s (X) Pii+6 (X) Pii+ X) Pii+8 (X)
Filter
3-Punkt -5,010" | 24-10* |2110" | 1910* |1,710* |1,6:10°% | 1,410°* | 1,310
5-Punkt -57-10" | 6,7.10% | -2,1-10° | 1,2.10* | 1,1-10* [ 9.9-10° | 8,9-10° | 8,0.10°
7-Punkt —-6,010" | 1,1-10" | -1,3:10% | 9,3-10°* | 59107 | 83-10° | 7,510° | 6,7-107
9_Punkt -6,210" | 1,410" | -2,5107%|3410° | -2,1-10"* | 9,6:10° | 6,7-10° | 6,1:107

Tabelle 6.2: Korrelationen der Fehler der mit den unterschiedlichen Differentiationsfiltern bestimmten Beschleunigun-

gen fiir ein Rauschen der Bahn von oy = 5cm, p=0,9.

Korrelation P+t (X) Pii+2 (X) Pii+3 (X) Pii+a (X) Pii+s (X) Pii+6 (X) Pii+1 (X) Pii+8 (X)
Filter
3-Punkt -5,010" | 25107 | 25107 | 24107 |24107 |24107 |24107 |23107
5-Punkt -5,6-10" | 6,6:10% | -2,2:10° | 1,6-107 | 1,5-107 | 1,5:107 | 1,5107 | 1,5-107
7-Punkt -6,010" | 1,1-10" | -1,3-107 | 8,2:10* | -3,3-10° | 1,3-107 | 1,3-107 | 1,3-10”
9-Punkt -6,1-10" | 1,410" | -2,5107 | 3,310° | 2,910* | 2,1.10° | —-6,6:10° | 1,1:10”

Tabelle 6.3: Korrelationen der Fehler der mit den unterschiedlichen Differentiationsfiltern bestimmten Beschleunigun-

gen fiir ein Rauschen der Bahn von ox = 5cm, p=0,99.

Wie die Korrelationen der Beschleunigungsfehler vermuten lassen, so wirkt sich ein einzelner Bahnfehler an einem
Punkt auch auf die Beschleunigungen an den benachbarten Punkten aus. In Abbildung 6.7 ist die Auswirkung eines
Bahnfehlers (Ausreifiers) von & = 20 cm an der Stelle # = O's auf die Beschleunigungen dargestellt. Gut zu sehen ist,
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dass bei einem Filter hoherer Ordnung der Fehler nicht nur in einen weiteren Abstand von ¢ = 0 s verzogert wird,
sondern dass ein ldngerer Filter auch zu groBeren Fehlern fiihrt. Die durch den Ausreier entstehenden Beschleuni-
gungsfehler sind an der Stelle # = 0s (je nach Filter) im Bereich von ca. 50 mGal und an den direkt benachbarten
Punkten immerhin noch bei ca. 25 mGal. Da diese Storungen bereits betrdchtlich sind, miissen solche Ausreifler, wie in
den Abschnitten 9.2-9.2.3 beschrieben, speziell behandelt werden.
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Abbildung 6.7: Durch einen Positionsfehler von & = 20 cm an der Stelle t = 0's

verursachte Beschleunigungsfehler bei Verwendung verschiedener Differentiationsfilter.

Insgesamt lésst sich also feststellen, dass im Gegensatz zum Approximationsfehler aus Sicht der Sensitivitit auf Mess-
rauschen ein moglichst kurzer Differentiationsfilter von Vorteil ist. Die Wahl eines geeigneten Filters stellt einen
Kompromiss zwischen moglichst guter Approximation des zu bestimmenden Signals sowie einer moglichst geringen
Sensitivitdt auf Rauschen dar. Fiir einen kurzen Filter spricht des Weiteren, dass im Falle von Datenliicken weniger
Beschleunigungen verloren gehen und dass im Falle von Ausreiflern benachbarte Beschleunigungen weniger betroffen
sind.

Abbildung 6.8 zeigt den Gesamtfehler (Approximationsfehler + Fehler durch Messrauschen) in den mit verschiedenen
Differentiationsfiltern bestimmten Beschleunigungen als Zeitreihe sowie im Frequenzbereich als PSD-Spektrum fiir
eine Bahn mit den Genauigkeitseigenschaften o, = 5cm, p = 0,99. Es ist zu erkennen, dass das 5-, 7- und 9-Punkt-
Schema sowohl im Frequenz- als auch im Zeitbereich zu #hnlichen Fehlern fithren (RMS-Werte:
RMSspic = 1,37-107° m/s%, RMS7pie = 1,49-107° m/s?, RMSopi, = 1,56-10°m/s?,) und dass die Fehler durch Messrauschen
dominieren (s. als Vergleich die Approximationsfehler in Abbildung 6.4). Beim 3-Punkt-Schema (andere Skalierung!)
ist im Zeitbereich (RMSsp, = 5,3-107 m/s?) ein fast identischer Fehlerverlauf wie beim Approximationsfehler
erkennbar, es dominiert also insgesamt der Approximationsfehler. Ein Vergleich der PSD-Spektren des
Approximationsfehlers und des Gesamtfehlers beim 3-Punkt-Schema zeigt, das die niedrigen Frequenzen durch den
Approximationsfehler bestimmt werden und erst ab Kreisfrequenzen > 0,02 rad/s sich der Fehler des Messrauschens
zeigt. Fiir Frequenzen ab 0,06 rad/s sind die Fehlerspektren des 3-Punkt-Schemas und der anderen Schemen identisch,
fiir niedrigere Frequenzbereiche liefern die Filter hoherer Ordnung geringere Fehler-PSD. Insgesamt ldsst sich
feststellen, dass das 3-Punkt-Schema ungeeignet ist und dass das 5-, 7- und 9-Punkt-Schema fast gleichwertig sind. Aus
Griinden der besseren Approximation kann das 9-Punkt-Schema gewihlt werden, um eine ldngere Verzogerung von
Messfehlern zu vermeiden und ein besseres Verhalten bei Datenliicken zu gewéhrleisten empfiehlt sich das 5-Punkt-
Schema.

Abbildung 6.9 zeigt den Gesamtfehler (Zeitreihe (andere Skalierung!) und Fehler-PSD) beim 9-Punkt-Schema fiir die
Satellitenbahn mit geringerer Korrelation (oy = 5Scm, p = 0,9) der Bahnfehler. Gegeniiber der Bahn mit stérker korre-
liertem Rauschen sind die Fehler sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich deutlich grofer, im Zeitbereich ergibt
sich ein ca. um den Faktor 3 groferer Fehler (RMSgpy, = 5 ,2-10° m/s?). Der positive Einfluss einer hoheren Korrelation
bei der numerischen Differentiation wird somit deutlich sichtbar.

Ein Vergleich der Fehler-PSD der Beschleunigungen aus Satellitenbahnen beider Rauschszenarien (ox = 5cm, p = 0,9)
und (o, = 5cm, p = 0,99) mit den Signal-PSD des Gravitationsfeldsignals aus Abbildung 6.5 zeigt, dass bei einer
Korrelation von p = 0,9 die Fehler-PSD fiir Kreisfrequenzen > ca. 0,025 rad/s groBer als das Signal sind und bei der
hoheren Korrelation von p = 0,99 die Fehler-PSD fiir Kreisfrequenzen > ca. 0,044 rad/s groBSer als das Signal sind. Dies
wiirde bedeuten, dass eine Gravitationsfeldbestimmung nur bis ca. Grad 30-50 moglich wire. Aufschluss dariiber kann
allerdings nur eine Simulation der Gravitationsfeldanalyse wie in Kapitel 8 geben.
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6.1.2 Numerische Differentiation basierend auf Spline-Interpolation

Ahnlich wie die Newton- oder Polynominterpolation basiert die Spline-Interpolation ebenfalls auf Polynomen. Aller-
dings wird hier nicht ein Polynom (n—1)-ten Grades an eine Zeitreihe X(#;) mit n Punkten angepasst, sondern es wird fiir
jedes Intervall [#;, #;11] der zu interpolierenden Zeitreihe X(#;) ein Polynom P,(f) mit festem Grad k aufgestellt, dass
jeweils zwischen zwei Stiitzstellen (#,,X;), (#,1,X;+1) die (k—1)-mal stetig differenzierbare Interpolationsfunktion darstellt.
Einen glatten Anschluss der Polynome Pg(f) und P;(f) an den Stiitzstellen (#;,,X;,;) garantieren Ubergangs-
bedingungen, beispielsweise gleiche erste und zweite Ableitungen P, (fi) = P(t1) , P2 (t:n) = P(t:s) an den Stiitz-
stellen. Der Vorteil der Spline-Interpolation gegeniiber herkommlicher Polynominterpolation ist, dass auch eine groflere
Zeitreihe durch Wahl einer Interpolationsfunktion kleineren Grades interpoliert werden kann und somit ein Uber-
schwingen bei gleichzeitig guter Approximation vermieden werden kann. Als geeignet erweisen sich in der Regel
kubische Interpolationspolynome P(t).

Die sich damit ergebende parametrische kubische Splinefunktion S(f) setzt sich nach Engeln-Miillges und Reutter
(1990) aus Polynomen dritten Grades (kubisch) zusammen:

S(t)=P(t)=a; +b(t—t;))+ci(t—t:)" +di(t - 1;)’

6.26
fiir teltitm] ., i=01....n-1 (6.26)

Damit die Interpolationsbedingung S(#;) = X;, i = 0,1,...,n erfiillt ist und die Splinefunktion S(¢) an den Stiitzstellen
zweimal stetig differenzierbar ist, werden folgende 4n Bedingungen an die kubischen Polynome P. zur Bestimmung der
unbekannten Polynomkoeffizienten gestellt:

(@ P@)=X, , i=0l..n
®) P(t)=P_(t) , i=12..n
(¢) P)=P. () . i=12..,n—1
d) Pl)=P,(t) . i=12un

(6.27)

wobei formal P,(t,) =a, , P,(t,) = 2c, gesetzt wird. Zusammen mit zwei weiteren Randbedingungen erhilt man 4n+2
Bedingungen zur Bestimmung der 4n+2 Koeffizienten a;,b;,c;,d; firi =0, 1, ..., n—1 und a,,c,. Fiir die Wahl der Rand-
bedingungen bestehen dabei mehrere Moglichkeiten. Die einfachste Moglichkeit, beispielsweise bei Unkenntnis iiber
das Verhalten am Rand, bietet die natiirliche kubische Splinefunktion, bei der die zweiten Ableitungen an den Réndern
§”(ty) = S"(t,) =0 einfach zu Null gesetzt werden. Sind die ersten S’(t,) = &, S(t,) = 5 bzw. zweiten Randableitungen
S”(ty)=a, S”(t,) = B bekannt, so kann die kubische Splinefunktion mit vorgegebener erster Randableitung bzw. die
verallgemeinerte natiirliche kubische Splinefunktion angewendet werden. In dieser Arbeit wurde die kubische
Splinefunktion mit vorgegebener erster Randableitung angewendet, die bendtigten Randableitungen wurden mit Hilfe
der Newton’schen Interpolationsformel hergeleitet. Formeln zur Berechnung der Polynomkoeffizienten der jeweiligen
Splinefunktionen finden sich in Engeln-Miillges und Reutter (1990), im Anhang B (Abschnitt B.1) ist die Berechnung
der kubischen Splinefunktion mit vorgegebener erster Randableitung zu finden.

Die ersten und zweiten Ableitungen an den Stiitzstellen (Geschwindigkeiten und Beschleunigungen) konnen aus der
Splinefunktion wie folgt ermittelt werden:

Xi(ti) = S’(ti): Pi’(ti):bi ; i=1ln-1

3 ” ” . (6.28)
Xi(t)=8"()=Ft)=2¢ ;5 i=ln-1

Die zweiten Ableitungen der Zeitreihe X(#;) sollten allerdings nicht durch zweifaches Ableiten der Splinefunktion
berechnet werden, da die dabei entstehenden Approximationsfehler recht grofl sind. Dies liegt daran, dass bei zwei-
facher Ableitung eines kubischen Polynoms eine Gerade entsteht und an der Stiitzstelle somit ein Knick fiir die zweiten
Ableitungen, die zweiten Ableitungen an den Stiitzstellen sind also nicht mehr differenzierbar. Zur Berechnung der
zweiten Ableitungen (Beschleunigungen) X, (1) eignet sich vielmehr das Spline-On-Spline (SOS) Verfahren, bei dem
mit den erhaltenen Werten fiir X,(z;) als Funktionswerte noch einmal eine kubische Spline-Interpolation (mit
vorgegebener erster Randableitung) durchgefiihrt wird und die zugehorige Splinefunktion erneut abgeleitet wird. Die
SOS-Interpolation wurde hier jeweils fiir halbtdgige, sich an den Réndern iiberlappende Datensitze durchgefiihrt, deren
erste Randableitungen mit Hilfe von Newtoninterpolation bestimmt wurden. Die im halben Uberlappungsbereich
liegenden Beschleunigungen wurden aufgrund von Einschwingeffekten (verursacht durch ungenau bestimmte Rand-
werte) verworfen. Es handelt sich bei der SOS-Interpolation also nicht um einen FIR-Filter.

6.1.2.1 Approximationsfehler

In Abbildung 6.10 ist der bei numerischer Differentiation basierend auf Spline-on-Spline-Interpolation entstehende
Approximationsfehler im Zeit und Frequenzbereich dargestellt. Im Zeitbereich entsteht ein dhnliches Fehlerverhalten
wie beim 5-Punkt-Schema mit systematischen Effekten in Form einer Sinuskurve mit ungefihr der Umlaufperiode T,,,
und einer Amplitude von ca. 1,5-107 ms”. Dies zeigt sich auch im Fehler-PSD, bei dem die Fehleramplitude auf der
Umlauffrequenz stark ausgeprigt ist. Das Fehler-PSD des Approximationsfehlers bei SOS-Interpolation dhnelt insge-
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samt auch dem Fehler-PSD des 5-Punkt-Schemas. Der Approximationsfehler ist mit RMSgos = 2-107 m/s® allerdings
etwas hoher als beim 5-Punkt-Schema. Aus Sicht des Approximationsfehlers ist bei SOS-Interpolation also ein dhnli-
ches Ergebnis wie beim 5-Punkt-Schema zu erwarten, die Approximationsgiite von Filtern hoherer Ordnung kann aller-
dings bedingt durch die kubischen Polynome bei SOS nicht erreicht werden.
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Abbildung 6.10: Zeitreihe und PSD-Spektrum des Approximationsfehlers bei numerischer Differentiation basierend
auf Spline-on-Spline-Interpolation fiir einen Tag eines simulierten fehlerfreien CHAMP-Orbits.

6.1.2.2 Gesamtfehler durch Approximationsfehler und Messrauschen

Der durch den Approximationsfehler und das Messrauschen entstehende Gesamtfehler bei SOS-Interpolation ist in
Abbildung 6.11 im Zeit- und Frequenzbereich fiir das Rauschszenario (o, = 5cm, p = 0,99) dargestellt. Wie auch bei
den Filtern hoherer Ordnung iiberwiegt der durch das Messrauschen erzeugte Fehler. Allerdings ist der Gesamtfehler
bei SOS-Interpolation wie in der Zeitbereichsdarstellung gut erkennbar kleiner als bei den Differentiationsfiltern, dies
zeigt sich auch im RMS-Wert mit RMSgos = 8,8-10° m/s* (RMSsos = 2,8-107 m/s” fiir p = 0,9) gegeniiber beispiels-
weise RMSsp = 1,37-107 m/s® (RMSspy, = 4,5-10° m/s” fiir p = 0,9) beim 5-Punkt-Schema. Die Fehler-PSD-Darstel-
lung zeigt, dass der geringere Gesamtfehler durch eine geringere Sensitivitit auf Messrauschen auf den hoheren Kreis-
frequenzen ab @ > 0,08 rad/s bei SOS-Interpolation verursacht wird, auf den darunter liegenden Frequenzen ist die
SOS-Interpolation fast identisch mit den Differentiationsfiltern. Dies ldsst erwarten, dass mit SOS-Interpolation eventu-
ell die Gravitationsfeldanteile hoheren Grades besser bestimmt werden kdnnen, dies muss allerdings in einer simulierten
Gravitationsfeldanalyse genauer untersucht werden.

Dem Vorteil eines niedrigeren Fehler-PSD auf den hoheren Frequenzen bei SOS-Interpolation stehen folgende
Nachteile gegeniiber:

- groBere Datenverluste an den Rindern (i) wegen des Ein- und Ausschwingverhaltens an den Réndern sowie
(i) wegen der Bestimmung von benétigten Randableitungen durch Newtoninterpolation
— Probleme bei Datenliicken, es gehen in deren Umgebung mehr Daten verloren.

- Fiir SOS-Interpolation wird eine groBere Zeitreihe X; aufgrund zuvor genannter Probleme benotigt. Dadurch
konnen sich Ausreifler auf eine groflere Anzahl umliegender Beschleunigungen verzogern.

- Da bei Spline-Interpolation ein tridiagonales Gleichungssystem geldst werden muss, ist diese langsamer als
eine Filterung.

Insgesamt ist die SOS-Interpolation bei der Realdatenanalyse aufgrund von hiufiger vorkommenden Datenliicken und
AusreiBern schwerer zu realisieren als ein Differentiationsfilter basierend auf Newtoninterpolation.
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Abbildung 6.11: Fehler (Zeitreihe und PSD-Spektrum) in den mit Spline-on-Spline-Interpolation bestimmten
Beschleunigungen fiir einen Tag eines simulierten CHAMP-Orbits mit korreliertem Rauschen (ox = Scm, p=0,99).
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6.2 Numerische Differentiation basierend auf gliittenden Interpolationsverfahren

Wie sich in den vorhergehenden Abschnitten gezeigt hat, reagieren die Differentiationsmethoden basierend auf exakten
Interpolationsverfahren sensitiv auf Messrauschen. Es sollen deshalb in diesem Abschnitt Differentiationsverfahren
basierend auf glittenden Interpolationsfunktionen getestet werden. Von der glittenden Interpolationsfunktion erhofft
man sich, dass das Messrauschen der Zeitreihe X; reduziert werden kann, was zu einem kleineren Fehler in den
Beschleunigungen fiihrt. Allerdings muss beachtet werden, dass bei der Glattung eventuell auch Signalanteile verloren
gehen konnen. Der Hauptunterschied von glittenden Interpolationsverfahren S (r) gegeniiber exakten Interpolations-
verfahren S(¢) ist, dass bedingt durch ein zu l6sendes tiberbestimmtes Gleichungssystem zur Bestimmung der Para-
meter der Interpolationsfunktion die Interpolationsbedingung S (#;) = X; nicht mehr erfiillt ist. Dies ist aber gerade dann
ein erwiinschter Effekt, wenn die Differenz AS (1) = S (#;)—X; dem Messrauschen moglichst gut entspricht und in der
glittenden Interpolationsfunktion S (r) das Messrauschen nahezu eliminiert wird.

(a) Interpolation (b) numerische Differentiation
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Abbildung 6.12: Prinzip von exakten (X = S(¢)) und ausgleichenden (X = S (¢)) Interpolationsverfahren sowie numeri-
scher Differentiation mittels exakter (X'(f)=S’(z)) und ausgleichender (X'(t)=S’(t)) Interpolationsverfahren;
X e » X e kKENNzeichnen dabei die wahren Werte sowie die wahren ersten Ableitungen.

In Abbildung 6.12 ist das Prinzip der glittenden Interpolation sowie der darauf basierenden numerischen Differentiation
dargestellt. Aufgrund des Messrauschens weicht die gemessene diskrete Zeitreihe (#,X;) von der wahren Funktion
Xie(?) bzw. ihren diskreten Werten (7, Xy ;) ab. Die dadurch entstehende Abweichung der exakten Interpolationsfunk-
tion X = S(¢) von der wahren Funktion soll durch eine glittende Interpolationsfunktion X = S (r) verkleinert werden.
Die diskreten Werte (z;, X;) der glittenden Interpolation fallen jetzt natiirlich nicht mehr mit den originiren Messwerten
(#,X;) zusammen, sollen aber ndher an den wahren Funktionswerten (#,Xy.;) liegen. Das durch die anschlieBende
Differentiation X "(t) = S’(¢t) verstirkte Rauschen der exakten Interpolationsfunktion X = §(¢) wird bei der Ableitung
X'(t) = S’(t) der glittenden Interpolationsfunktion X = S (¢) vermindert. Der Unterschied der geglitteten Ableitung X
zur wahren Ableitung X ., an der Stelle ¢#; ist nicht mehr so groB wie derjenige der exakten Ableitung X .

Analog zu den Differentiationsverfahren basierend auf exakten Interpolationsverfahren werden diejenigen basierend auf
den zugehorenden ausgleichenden Interpolationsverfahren, Polynomregression und Ausgleichssplines, getestet.

6.2.1 Numerische Differentiation basierend auf Regressionspolynomen

Den Ansatz fiir die glittende Interpolationsfunktion X = S (¢) bildet das Regressionspolynom P(7), welches so zentriert
ist, dass am mittleren Beobachtungspunkt 7, des zu interpolierenden Zeitintervalls [#-u)2,tm-12] der Zeitparameter
ty =t —to = 0 ist (M = Maskenlinge des Regressionspolynoms, wobei M ungerade)

L
)?(t)zP(f)zP(t—t0)=Zaj(t—t0)'f ;  L=Grad des Polynoms mit L<M —1 (6.29)
=0

Damit ergeben sich die Beobachtungsgleichungen zur Bestimmung der Polynomkoeffizienten a; fiir die Zeitpunkte
t; =1; —to = iAt mit Schrittweite Af =1,., —t; zu

L X —
Xi =Za_,- (lAt)/ ; i=— ’(1)’ (630)

J=0
Aus numerischen Griinden werden die Beobachtungsgleichungen mit Hilfe von @, = a;(At)’ transformiert in
S . M-l M—1
Xi=Ya-il ; i=——— (D..o—— (6.31)
= 2 2

J
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wobei sich das folgende iiberbestimmte Gleichungssystem ergibt:

/ Box 6.6: Gleichungssystem fiir Regressionspolynome \
Ax =y
M (1_M)2 [1_MJ3 (HW)L* g
2 2 2 2 S < Xy
3-M (3—M)2 (3_MJ’ (3_ )L o 2
1 5 X5y
2 2 2 2 a; = a;At =
2 3 L 2
| =M [S—MJ (S—M) [5— ) A '
2 2 2 2 a, = a,At :
A= ;. x= P ;0 y= (6.32)
1 0 0 0 0 as = azAt Xo
| M-3 (M—ST [M—3J3 (M—3)L
? ? 2 g 3 ? L [a, =a At | X
| M-l (M—l) [M—IJ‘ (M—l) X’
2 2 2 2 M-
L 2 ]
das mit Hilfe des speziellen Gau-Markov-Modells gelost werden kann:
$=(A"z"A)'A™Z Yy (gewichtete Losung) (6.33)
mit Varianz-Kovarianz-Matrix X = Cx der gemessenen Koordinaten
\ (mit ¥ =1 £ Einheitsmatrix, falls Cx nicht bekannt ist) j
Die aus der Ausgleichung geschitzte Varianz der Gewichtseinheit
. 1 A\T o
2=—(y-AX) Z'(y - AX (6.34)
TR (v - AR) 21y - A%)

sollte dabei die Varianz der Koordinaten X; nicht iiberschreiten, um eine zu starke Glittung zu vermeiden. Fiir die
Koordinaten, die Geschwindigkeiten sowie die Beschleunigungen zum Zeitpunkt ¢ = f, ergibt sich somit

X(t=t,)=P(=0)=a,=a,
X'(t=t)=P(F=0)=a =a At (6.35)
X"(t=t,)=P’(f =0)=2a, =2a,/At*

Wie auch schon beim Newton’schen Interpolationsverfahren ergeben sich wieder Filter zur Bestimmung von Koordi-
naten, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen, wie hier fiir den Fall eines (ungewichteten) Regressionspolynoms
vom Grad L = 8 und der Linge M = 13 gezeigt wird:

(geglittete) Positionen:

15 -9 360 —465 —-135 1350 2183 1350 —-135 —465 360 -9 15
4199 323 4199 4199 4199 4199 4199 4199 4199 4199 4199 323 4199

(geglittete) Geschwindigkeiten: (1/Ar)-

22963 —4475 169087 —8927 —145543 —559 0 559 145543 8927 —169087 4475 —22963
1763580 58786 1175720 881790 587860 2261 2261 587860 881790 1175720 58786 1763580

(gegliittete) Beschleunigungen: (1/A¢)* -

—1702789 283943 —4009809 33854399 5135029 18917 —55333 —18917 5135029 33854399 —4009809 283943 —1702789
148140720 3292016 16460080 148140720 16460080 126616 124488 126616 16460080 148140720 16460080 3292016 148140720

Abbildung 6.13: Filter zur Berechnung der geglitteten Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung am Mittelpunkt
beim Regressionspolynom des Grades L = 8 und der Filterlinge M = 13.

Es sind mehrere Anwendungsméglichkeiten der Polynomregression denkbar:

- zweimaligen Ableitung eines Regressionspolynoms, das durch die Satellitenbahn gelegt wird, zur Bestimmung
der Beschleunigungen

- zunidchst Gléttung der Satellitenbahn mit dem obigen Positionsfilter, anschlieSend numerische Differentiation
mit den exakten Differentiationsfiltern basierend auf Newtoninterpolation
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- zuerst numerische Differentiation mit einem exakten Differentiationsfilter basierend auf Newtoninterpolation,
anschliefend Glattung der bestimmten Beschleunigungen mit Polynomregression.

Es wiren auf diese Weise noch weitere Kombinationsmoglichkeiten denkbar, die aber alle auf dhnliche Ergebnisse
fithren. Im Folgenden werden deshalb nur die Ergebnisse diskutiert, die durch zweifache Ableitung eines Regressions-
polynoms der Lange M und des Grades L entstehen. Insbesondere werden Polynomfilter der Ordnung L = 8 betrachtet.

Fiir die Untersuchung der Approximationsgiite wurden die Impulsantworten von Regressionspolynomfiltern (Ordnung
L = 8) verschiedener Linge M in den Frequenzbereich transformiert. Abbildung 6.14 zeigt das Amplitudenspektrum der
zugehorigen Frequenzantworten im Vergleich zu einem idealen Differentiator und im Vergleich zum exakten 9-Punkt
(ebenfalls Ordnung L = 8)-Differentiationsfilter. Wie zu sehen ist, wird die Anndherung an einen idealen Differentiator
mit zunehmender Filterldnge (also stirkerer Glittung) schlechter. Schon bei einer Filterlange von M = 11 (also einer
Uberbestimmtheit von 2) ist die Unterdriickung des Signals auf den hoheren Frequenzen gegeniiber dem exakten
Differentiationsfilter deutlich ausgeprigt. Bereits fiir Kreisfrequenzen > 0,045 rad/s sind Abweichungen vom idealen
Differentiator erkennbar. Dies bedeutet schlieBlich, dass bei einem glittenden Differentiationsverfahren nicht nur eine
Abschwichung des Rauschens erhofft werden kann, sondern dass auch das auch Signalanteile herausgefiltert werden.

Amplitudenspektrum des Differentiators

0.012
= dealer Differentiator
------ 9-Punkt-Schema
0.01f| ——M11L8 f
- - -M13L8
—
Nﬁ 0.008 Abbildung 6.14: Amplitudenspektrum
g eines idealen Differentiators sowie von
E 0.006 |- polynomialen Regressionsfiltern der
B Ordnung L = 8 und unterschiedlichen
S 0,004 Filterldngen M).
<
0.002f
0 S, m—— — - . =
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Kreisfrequenz in [rad/s]

In Abbildung 6.15 ist der bei Anwendung von Polynomregressionsfiltern verschiedener Lange M (Ordnung L = 8)
entstehende Gesamtfehler im Zeit- und Frequenzbereich fiir einen Tag eines simulierten, verrauschten CHAMP-Orbits
(0, = 5cm, p=0,99) im Vergleich zum exakten 9-Punkt-Differentiationsfilter dargestellt. Im Zeitbereich ist deutlich
erkennbar, dass der Gesamtfehler durch Anwendung von Polynomregression gegeniiber dem exakten Differentiations-
filter gleicher Ordnung L reduziert werden kann. Die durch die einzelnen Filter erzeugten RMS-Werte sind in Tabelle
6.4 angegeben. Fiir das Rauschszenario (o, = Scm, p = 0,99) erreichen die Polynomregressionsfilter der Linge M = 17
und 19 die geringsten RMS-Werte, fiir einen lidngeren Filter (hier: M = 27) werden die RMS-Werte aufgrund zu starker
Glattung wieder groBer. Gegeniiber dem exakten Differentiationsfilter kann der RMS-Wert durch Polynomregression
um den Faktor 4 verkleinert werden. Die Interpretation, dass der Regressionsfilter der Linge M = 19 aufgrund des
niedrigsten RMS-Wertes die besten Ergebnisse liefert, ist aber mit Vorsicht zu betrachten. Im Zeitbereich machen sich
nimlich bei einer Filterlinge M = 19 systematische Effekte bemerkbar (hauptsichlich zu den Zeitpunkten # = 1" und
t = 13" beim Uberflug iiber Gebiete eines raueren Gravitationsfeldes), die sich bei zunehmender Filterlinge M
verstirken. Es ist deshalb ratsam, einen kiirzeren Regressionsfilter zu benutzen, z.B. mit M = 13. Im Frequenzbereich ist
erkennbar, dass die Unterdriickung des Gesamtfehlers mit zunehmender Linge M hauptséichlich auf den hoheren Kreis-
frequenzen ab ca. 0,04-0,05 rad/s eintritt. Es tritt dabei wieder das charakteristische Muster der Frequenzantwort eines
Regressionspolynom-Differentiators aus Abbildung 6.14 auf.

In Tabelle 6.5 sind die RMS-Werte fiir verschiedene Polynomregressionsfilter und den exakten 9-Punkt-
Differentiationsfilter fiir das Rauschszenario mit geringerer Korrelation, (o, = Scm, p = 0,9), angegeben. Wie zu sehen
ist, ist zu einer optimalen Unterdriickung des Rauschens jetzt eine grofere Filterlinge M notig. Den kleinsten RMS-
Wert liefert die Filterldinge M = 23, aber auch hier sollte besser ein kiirzerer Filter verwendet werden, da sich fiir M = 23
im Zeitbereich wieder dhnliche systematische Effekte wie in Abbildung 6.4 zeigen. Es ist also zu erkennen, dass die
Wahl einer geeigneten Filterldnge M erheblich von den Rauschverhiltnisse der Daten abhéngt.

Filter 9-Punkt | M13L8 | M15L8 | M17L8 | MI9L8 | M27LS8
RMS [m/s?] | 1,56:10° | 5,2:10° | 4,0.10° | 3,510° | 3,510° | 5,9-10°

Tabelle 6.4: RMS-Werte von Regressionspolynomfiltern und exakten Differentiationsfiltern im Vergleich fiir das
Rauschszenario (0, = Scm, p=0,99).
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Filter 9-Punkt | M17L8 | MI19L8 | M21L8 | M23L8 | M29LS
RMS [m/s?] | 52:107° | 1,0.10° | 8,6:10° | 7,410° | 6,9-10° | 7,4107

Tabelle 6.5: RMS-Werte von Regressionspolynomfiltern und exakten Differentiationsfiltern im Vergleich fiir das
Rauschszenario (o0, = Scm, p=0,9).
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Abbildung 6.15: Fehler (Zeitreihe und PSD-Spektren) in den mit verschiedenen Polynomregressionsfiltern (Linge M,
Polynomordnung L) bestimmten Beschleunigungen fiir einen Tag eines simulierten CHAMP-Orbits mit korreliertem
Rauschen (ox = Scm, p=0,99); im Vergleich dazu der (exakte) 9-Punkt-Differentiationsfilter (Ordnung 8).

Da es sich bei der numerischen Differentiation mit Regressionspolynomen nicht um ein Differentiationsverfahren
beruhend auf exakter Interpolation handelt, muss untersucht werden, wie stark die Glédttung von Signalanteilen ist.
Aufschluss dariiber gibt die Untersuchung des Approximationsfehlers fiir einen fehlerfreien Orbit. Dieser ist in
Abbildung 6.16 fiir den exakten 9-Punkt-Differentiationsfilter sowie fiir zwei Polynomregressionsfilter der Lingen
M =13 und M = 19 dargestellt.
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Abbildung 6.16: Zeitreihen und PSD-Spektren des Approximationsfehlers bei Polynomregressionsfiltern (Linge M,
Grad L) und dem exakten 9-Punkt-Differentiationsfilter (Ordnung 8) im Vergleich.
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Wie im Zeitbereich zu erkennen ist, fiihrt eine Polynomregression mit grofSer werdender Filterlinge M gegeniiber dem
exakten Differentiationsfilter zu einem deutlich zunehmenden Approximationsfehler, der vor allem an den Stellen
hohen Gravitationsfeldsignals (z.B. Himalaya) ausgeprégt ist. Dies deutet auf eine Gléttung des Signals und damit einen
Signalverlust hin. Im Frequenzbereich zeigt sich, dass dieser Signalverlust gegeniiber dem exakten Differentiationsfilter
den gesamten Frequenzbereich erfasst. Der grofite Signalverlust, vor allem bei zunehmender Filterldnge M, tritt
allerdings in den unteren Frequenzen auf. Dies bedeutet, dass die Gravitationsfeldbestimmung fiir die unteren Grade
[ < 50 beeintrachtigt werden kann.

Insgesamt bleibt also festzustellen, dass der Rauschunterdriickung durch Polynomregression auf den hoheren Frequen-
zen ein Signalverlust, vor allem auf den niedrigeren Frequenzen, gegeniibersteht. Ob ein Genauigkeitsgewinn in der
Gravitationsfeldbestimmung durch Einsatz von Polynomregressionsfiltern zu erreichen ist, bleibt schwierig zu beant-
worten. Aufschluss dariiber gibt eine Simulation einer Gravitationsfeldanalyse in Kapitel 8.

6.2.2 Numerische Differentiation basierend auf Ausgleichssplines

Die glittende Variante der ,.exakten” kubischen Splinefunktion ist die Interpolation mit kubischen Ausgleichssplines
(engl.:  Smoothing Splines) (Engeln-Miillges und Reutter, 1990; Eubank, 1988). Fir die Messwerte
(ti,X i(t,-)),i =0,1,...,n,n2=2 setzt sich die kubische Ausgleichssplinefunktion S(¢) nach Engeln-Miillges und Reutter

(1990) in jedem Intervall [#;,#,,,], i =0,L,...,n —1 aus Polynomen dritten Grades (kubisch) zusammen:
SO=PO)=a,+b(t—1t)+c(t—1.) +d,(t—1,)’

=R =a+b@—1;)+c(t—1) (t—1) (6.36)

fur te [t,’,tH]] N iZO,l,...,n_l

mit den ausgeglichenen Koordinaten
S@t)=X, ; i=0l..n

Die entstehenden Differenzen (X; — X;) zwischen den gemessenen Koordinaten X; und ausgeglichenen Koordinaten X,
sollen proportional zu den Spriingen r; der dritten Ableitung der Ausgleichssplinefunktion S (¢) in ¢; sein. Die zugeho-
rigen Gewichte w; werden wie folgt gewéhlt:

w(X,-X)=r, , i=0l.,n ; w,>0 (6.37)
wobei gilt
r, = Pt,)
n=P)-P () ; i=12..,n-1 (6.38)
rn = _I)n,fl (tn)

Mit den zu der kubischen Splinefunktion (Abschnitt 6.1.2) analogen Bedingungen (S (¢) ist in [fy,,] zweimal stetig
differenzierbar)

(@ Pt)=X, , i=0l..,n

(b)y R(t)=Pa(t) , i=12,.,n

() Pt)=PL@t) , i=12,..,n—1 (6.39)
(d PUu)=PL@) , i=12,..,n

und zwei weiteren Randbedingungen erhilt man dann die notwendigen Bedingungen zur Bestimmung der 4n+2 Koeffi-
zienten a;,b;,c;,d; fir i =0, 1, ..., n—1 und a,,c,.

Die Gewichtung betreffend ldsst sich feststellen, dass sich fiir w; — oo die exakte Splinefunktion ergibt und fiir w; — 0
eine ausgleichende Gerade. Durch eine gezielte Wahl der Gewichte kann man die ausgleichende Splinefunktion ndher
an den Messwerten verlaufen lassen (groB3e w;) oder eine stirkere ausgleichende Wirkung erzielen (kleine w;). Eine
ideale Gewichtung kann am besten durch Simulationen mit realistischen Fehlerfunktionen bestimmt werden. Die in den
Simulationsrechnungen und in der Berechnung der Ausgleichssplines (Anhang B, Abschnitt B.2) verwendeten
Gewichte W; stehen mit den Gewichten w; gemifs W; = 6/w; in Beziehung.

Die benétigten Randbedingungen kénnen wie bei der normalen Splinefunktion S(¢) z.B. mit der zuvor beschriebenen
Newton’schen Interpolationsformel berechnet werden. Je nach Art der Randbedingungen (erste Randableitungen
S’(ty)=a, §(t,)= B, zweite Randableitungen S’(t))=e,S"(t,)=/ oder dritte Randableitungen S”(t,)=a,
S”(t,) = B bekannt, bzw. S”(t,) =S"(t,) =0 bei unbekannten Randableitungen) ergeben sich wiederum verschiedene
Varianten der kubischen Ausgleichssplines. In dieser Arbeit wurden, wie bei der normalen Splinefunktion, die
kubischen Ausgleichssplines mit vorgegebener 1. Randableitung angewendet (s. Anhang B, Abschnitt B.2).

Die Funktionswerte (ausgeglichene Koordinaten) sowie die ersten Ableitungen (Geschwindigkeiten) an den Stiitzstellen
(t;, X:(t;)) berechnen sich dann zu

X t)=S@t)=P@t)=a; ; i=0,n

= = , (6.40)
X t)=8S@t)=Pt)=b ; i=lLn-1
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Zur Berechnung von zweiten Ableitungen (Beschleunigungen) X/(#;) wird wiederum das (Ausgleichs)Spline-On-
(Ausgleichs)Spline-Verfahren verwendet, bei dem mit den erhaltenen Werten fiir X;(z;) als Funktionswerte noch einmal
eine (Ausgleichs)Spline-Interpolation durchgefithrt wird und die zugehorige (Ausgleichs)Splinefunktion erneut
abgeleitet wird. Dabei kann exakte Spline-Interpolation mit Ausgleichssplines kombiniert werden, beispielsweise

- Smoothing Spline on Smoothing Spline (SSOSS)
- Smoothing Spline on Spline (SSOS)
- Spline on Smoothing Spline (SOSS)

die aber alle auf dhnliche Ergebnisse fiithren. Stellvertretend wird im Folgenden die Variante SOSS untersucht, bei der
zuerst die Positionen mit einem Ausgleichsspline mit der Gewichtung W interpoliert werden und die daraus bestimmten
Geschwindigkeiten anschlieBend mit exakten Splines interpoliert werden. An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass
bei Verwendung von Ausgleichssplines die gleichen Nachteile wie bei exakten Splines gegeniiber Polynomen auftreten,
insbesondere ein noch stirkeres Ein-/Ausschwingverhalten aufgrund der Gewichtung und eine noch gréfere Rechenzeit
aufgrund eines jetzt zu l6senden fiinfdiagonalen Gleichungssystems.

In Abbildung 6.17 ist der bei numerischer Differentiation mit Ausgleichssplines (SOSS) entstehende Gesamtfehler bei
verschiedenen Gewichtungen fiir einen simulierten CHAMP-Orbit mit dem Rauschszenario (ox = 5 cm, p = 0,99)
sowohl im Zeit- als auch im Frequenzbereich im Vergleich zur exakten Spline-Interpolation (SOS, bzw. SOSS mit
W = 0) dargestellt. Im Zeitbereich ist zu erkennen, dass durch Wahl einer geeigneten Gewichtung (hier: W = 10000) das
Rauschen abgeschwicht werden kann. Bei einer zu starken Gewichtung (W = 50000) machen sich bereits systematische
Effekte mit der Periodendauer eines Umlaufs 7., bemerkbar, die sich bei noch hoherer Gewichtung (W = 200 000)
verstirken. Diese lassen sich durch die Tendenz der Ausgleichssplines, bei einer Gewichtung von W — o eine ausglei-
chende Gerade zu ergeben, erkldren. Es wird also offensichtlich auch Signal herausgefiltert bzw. geglittet. Im
Frequenzbereich ist zu sehen, dass bei einer hoheren Gewichtung W vor allem die Anteile des Gesamtfehlers auf den
hoheren Frequenzen vermindert werden. Allerdings erhoht sich gleichzeitig der fiir die sichtbaren systematischen
Effekte verantwortliche Anteil des Gesamtfehlers auf den niedrigeren Frequenzen, der auf eine Glittung des Signals in
diesem Frequenzbereich schlieBen lédsst. In Tabelle 6.6 und Tabelle 6.7 sind die RMS-Werte bei Verwendung unter-
schiedlicher Gewichtungen W fiir die beiden Rauschszenarien (ox = Scm, p=0,99) und (ox = Scm, p = 0,9) angegeben.
Fiir die Korrelation p = 0,99 liefert eine Gewichtung von W = 50000 trotz der systematischen Effekte in Abbildung 6.17
den giinstigsten RMS-Wert. Der Gewichtungsfaktor sollte also aufgrund der systematischen Effekte (wie auch bei der
Polynomregression) nicht nach dem niedrigsten RMS-Wert gewihlt werden, sondern etwas kleiner. Dies zeigt sich auch
bei der niedrigeren Korrelation von p = 0,9, bei der die Gewichtung W = 75000 den kleinsten RMS-Wert bei auftreten-
den systematischen Effekten liefert. Bei niedrigerer Korrelation p der Koordinatenfehler ist, wie bei den Regressions-
polynomen, wiederum eine stirker glédttende Interpolationsfunktion fiir ein gutes Ergebnis notwendig.
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Abbildung 6.17: Fehler (Zeitreihe und PSD-Spektren) in den mit verschiedenen Ausgleichssplines (Spline-on-
Smoothing Spline (SOSS), Gewichtung W) bestimmten Beschleunigungen fiir einen Tag eines simulierten CHAMP-
Orbits mit korreliertem Rauschen (ox = 5cm, p=0,99); im Vergleich dazu (exakte) Spline-on-Spline-Differentiation.
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Spline SOS SOSS
Gewicht W 0 10000 25000 50000 | 200000
RMS [m/s2] | 8810° | 5,9-10° | 4810° | 4,510° | 9.810°

Tabelle 6.6: RMS-Werte von Ausgleichssplines (SOSS, Gewichtung W) und exakter Spline-on-Spline-Differentiation
(SOS) im Vergleich fiir das Rauschszenario (o, = Scm, p = 0,99).

Spline SOS SOSS
Gewicht W 0 10000 25000 75000 | 500000
RMS [m/s2] | 2,810° | 1,910° | 1,510° | 1,1-10° | 2,0-107

Tabelle 6.7: RMS-Werte von Ausgleichssplines (SOSS, Gewichtung W) und exakter Spline-on-Spline-Differentiation
(SOS) im Vergleich fiir das Rauschszenario (o, = Scm, p=0,9).

In Abbildung 6.18 ist der Approximationsfehler im Zeit- und Frequenzbereich bei Verwendung von Ausgleichssplines
unterschiedlicher Gewichtung W im Vergleich zur exakten Spline-Interpolation dargestellt. Im Zeitbereich ist fiir eine
groBBer werdende Gewichtung W deutlich die Zunahme des Approximationsfehlers infolge Filterung und Gléttung des
Signals sichtbar. Wie bereits erwihnt, handelt es dabei hauptsidchlich um systematische Effekte nahe der Umlaufkreis-
frequenz ., = 1,1-107 rad/s, wie dies im Frequenzbereich gut sichtbar ist. AuBerdem verschlechtert sich bei einer
groBBeren Gewichtung W die Approximation auf den niedrigeren Kreisfrequenzen < 0,06rad/s.
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Abbildung 6.18: Zeitreihen und PSD-Spektren des Approximationsfehlers bei Verwendung von Ausgleichssplines
(SOSS, Gewichtung W) und exakter Spline-on-Spline-Differentiation im Vergleich.

Insgesamt steht bei Verwendung von Ausgleichssplines der Reduzierung des Gesamtfehlers auf den hoheren
Frequenzen eine schlechter werdende Approximation auf den niedrigeren Frequenzen bedingt durch Signalglittung
gegeniiber. Ob durch Verwendung von Ausgleichssplines also eine Genauigkeitssteigerung in der Gravitationsfeld-
bestimmung ermoglicht wird, muss anhand von Simulationsrechnungen (s. Kapitel 8) untersucht werden.

6.3 Vergleich der einzelnen Differentiationsverfahren

Im Folgenden werden die 4 vorgestellten Ansidtze zur numerischen Differentiation (Polynominterpolation/Spline-
Interpolation/Regressionspolynome/Ausgleichssplines) noch einmal kurz gegeniibergestellt. In Abbildung 6.19 und
Abbildung 6.20 ist dazu der Gesamtfehler fiir einen simulierten verrauschten CHAMP-Orbit (ox = Scm, p = 0,99) und
der Approximationsfehler fiir einen simulierten fehlerfreien CHAMP-Orbit fiir ausgewihlte Differentiationsverfahren
(9-Punkt-Newtoninterpolation, Spline-on-Spline-Interpolation, M15L8-Regressionspolynom, Spline-on-Smoothing-
Spline-Interpolation (W = 10000)) dargestellt.

Der groBite Gesamtfehler, hauptsdchlich bedingt durch die Sensitivitit auf Rauschen, entsteht bei Verwendung des
9-Punkt-Schemas (RMSgpy; = 1,598:107° m/s2), das M15L8-Regressionspolynom fiihrt zum geringsten Gesamtfehler
(RMSwyisis = 4,0-10° m/s?), dazwischen liegen die beiden Splineverfahren mit RMSgos = 1,37-10° m/s* und
RMSsoss_wi0000 = 5,9-10° m/s*. Dabei bleibt festzustellen, dass die Differentiation basierend auf ausgleichenden Inter-
polationsverfahren aufgrund der Glittung weniger sensitiv auf Rauschen reagiert und deshalb (bei angemessener Glit-
tung) zu geringeren Gesamtfehlern fiihrt. Im Frequenzbereich wird deutlich, dass die Reduktion des Gesamtfehlers bei
ausgleichenden Interpolationsverfahren, aber auch beim exakten Spline-on-Spline-Verfahren gegeniiber dem 9-Punkt-
Schema hauptsidchlich auf den hoheren Kreisfrequenzen oberhalb @ > 0,05 rad/s stattfindet, fiir darunter liegende
Frequenzen ist das Spektrum des Gesamtfehlers (abgesehen von den erhdhten Fehlerspektren der Splineverfahren nahe
der Umlauffrequenz) fast identisch. Dies wiirde bedeuten, dass durch glittende Verfahren (und auch SOS) gegeniiber
dem 9-Punkt-Schema eine Verbesserung in der Gravitationsfeldbestimmung fiir Grade / > 50 zu erwarten wire. Eine
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solche Aussage ist aber mit Vorsicht zu treffen, da sowohl die ausgleichenden Interpolationsverfahren als auch die
Spline-on-Spline-Methode aufgrund ihrer glittenden Eigenschaften zu einer deutlich schlechteren Approximation im
gesamten Frequenzbereich, aber hauptsichlich auf den niedrigeren Frequenzen fiihren. Dies wird in der Fehler-PSD-
Darstellung in Abbildung 6.20 deutlich. Auffillig ist auBerdem die deutlich schlechtere Approximation der Spline-
verfahren auf den niedrigen Frequenzen nahe der Umlauffrequenz, die zu den sinusformigen systematischen Effekten
im Zeitbereich fithren. Dieser Effekt wird bei Verwendung von Ausgleichssplines verstirkt. Es bleibt schlieBlich festzu-
stellen, dass die numerische Differentiation basierend auf exakten Interpolationsverfahren zu einer deutlich besseren
Approximation des zu erfassenden Signals fiihrt als ausgleichende Interpolationsverfahren.
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Insgesamt steht also bei den ausgleichenden Interpolationsverfahren dem Vorteil der Reduzierung des Rauschens auf
den hoheren Frequenzen eine stirkere Glittung und Filterung des Signals im gesamten Frequenzbereich, hauptsdchlich
aber auf den niedrigeren Frequenzen, gegeniiber. Ob also ein Vorteil durch Verwendung solcher ausgleichender Inter-
polationsverfahren bei der Gravitationsfeldbestimmung erzielt werden kann, muss in einer ausfiihrlichen Gravitations-
feldsimulation untersucht werden. Aufgrund der in den vorhergehenden Kapiteln erwihnten Probleme bei der Interpo-
lation mit (Ausgleichs)Splines ist — bei dhnlichen Genauigkeiten — die Polynominterpolation vorzuziehen.
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7 Losung des linearen iiberbestimmten Gleichungssystems

Bei der Anwendung des Beschleunigungsansatzes entsteht ein lineares, iiberbestimmtes Gleichungssystem, das aller-
dings aufgrund einer grofer Anzahl von Beobachtungen (ca. 2 Mio. Bahnpunkte = 6 Mio. Beobachtungen) und zu
bestimmender Parameter (8278 Unbekannte fiir eine Entwicklung bis Grad 90) von grof3er Dimension ist. Im Folgenden
soll gezeigt werden, wie das iiberbestimmte lineare Gleichungssystem basierend auf dem Speziellen Gauf3-Markov-
Modell gelost werden kann. Dabei soll kurz auf Thematiken wie auftretende Probleme bei der Gewichtung und Aspekte
der Regularisierung eingegangen werden. Fiir die Losung grof3 dimensionierter Gleichungssysteme bietet sich in der
Regel eine Umsetzung auf einem GrofBrechner und/oder die Implementierung iterativer Gleichungssystemldser an. In
dieser Arbeit wird das Verfahren der Prdkonditionierten Konjugierten Gradienten eingesetzt, dass eine schnelle
Konvergenz ermoglicht und geringe Anforderungen an den Arbeitsspeicher stellt. Durch eine geeignete
Prikonditionierung, die auf der Annahme einer idealen Bahn beruht, kann die Konvergenz zusitzlich verbessert
werden.

7.1 Das Gleichungssystem

Als Losungsstrategien zur Bestimmung der gesuchten Kugelfunktionskoeffizienten c;,,,s;,, bieten sich in der Satelliten-
geodisie in der Regel zwei Moglichkeiten an:

- time-wise-approach
- ,,Space-wise-approach

Der time-wise-approach ist zunédchst der natiirlichere Zugang. Hier wird fiir jede einzelne Beobachtung die sich direkt
daraus ergebende Beobachtungsgleichung aufgestellt. Das Problem dabei ist, dass sich bei Problemstellungen, bei
denen eine Vielzahl von Unbekannten aus einer grolen Anzahl von Beobachtungen bestimmt werden soll, ein grof3
dimensioniertes Gleichungssystem ergibt. Die Losung solcher Systeme ist meist mit einem hohen Rechenaufwand
verbunden und ist durch eine begrenzte Speicherkapazitit limitiert. Einen Ausweg aus dieser Problematik bietet die
Auswertung als space-wise-approch (z.B. Colombo, 1981; Rummel et al., 1993; Migliaccio et al., 2004), bei dem die
Beobachtungen mittels geeigneter Methoden auf ein regelmifliges Kugel- oder Ellipsoidgitter (auf Satellitenhohe oder
in Hohe der Erdoberfldche) interpoliert oder pridiziert werden. Fiir die Bestimmung der Kugelfunktionskoeffizienten
kann jetzt entweder ein Gleichungssystem mit einer maximaler Dimension in der Anzahl der Gitterpunkte aufgestellt
werden, dessen Normalgleichungsmatrix sich bei einer geeigneten Wahl der Gitterpunkte zu einer blockdiagonalen
Matrix (z.B. 1 Block pro Ordnung m) reduzieren ldsst. Effektiver als die Aufstellung des Gleichungssystems ist
meistens aber die Bestimmung der Kugelfunktionsparameter durch Quadraturverfahren auf der Kugel (s. Integralformel
aus (4.11)). Dem Vorteil der hoheren Effektivitit (Rechenzeit, Speicher) steht allerdings gegeniiber, dass durch die
Interpolation auf das Gitter groBere Fehler entstehen konnen, vor allem bei unterschiedlicher Genauigkeit der
Beobachtungen. Des Weiteren ist eine Gewichtung der Beobachtungen nicht moglich bzw. nur schwer realisierbar, es
sollten also gleichgenaue Beobachtungen vorausgesetzt werden. In dieser Arbeit wird die Losung als time-wise-
approach realisiert, um Ungenauigkeiten bedingt durch das Auswertemodell zu minimieren.

Bei der Analyse von reduzierten Beschleunigungen X..q, die an N Bahnpunkten beziiglich des raumfesten Systems I°
vorliegen, entsteht das iiberbestimmte Gleichungssystem nach (7.1) mit dem Beobachtungsvektor y, dem Unbekannten-
vektor x der Designmatrix A sowie dem Verbesserungsvektor e. Die Anzahl U der zu bestimmenden Kugelfunktions-
parameter, also die Dimension des Unbekanntenvektors x, ergibt sich aus dem maximalen Grad L. Fiir eine Analyse bis
Grad/Ordnung 90/90 sind somit 8278 Parameter zu schitzen, bei Grad/Ordnung 100/100 sind es 9997 und bei
Grad/Ordnung 120/120 sind es sogar schon 14 397. Fiir jeden bestimmten Beschleunigungsvektor entstehen drei Beo-
bachtungsgleichungen, fiir die Analyse des zweijdhrigen Orbits bedeutet das bei ca. 2 Mio. Bahnpunkten eine
Dimension des Beobachtungsvektors y von [6 Mio. X 1] und eine Dimension der Designmatrix A von [6 Mio. X 8278]
fiir eine Analyse bis Grad 90.

Fiir eine moglichst schnelle Aufstellung des Gleichungssystems bietet sich eine Formulierung im lokalen sphérischen
System C™" an, da hier die einzelnen Komponenten direkt aus dem Gravitationsbeschleunigungsvektor nach (4.18)
entnommen werden konnen Die Designmatrix A und der Beobachtungsvektor y lassen sich nach (7.2), (7.3) in jeweils
drei Teilmatrizen A A’ A" bzw. Teilvektoren y y ,¥" der Dimensionen [N x U] bzw. [N x 1] fiir jede Richtung
aufteilen, deren Komponenten gemiB (7.4)—(7.6) aus den Kugelfldchenfunktionen e’ (A,,@,) bzw. aus den reduzierten
Beschleunigungen X,.q(#,) berechnet werden konnen. Es ist dabei besonders geschickt, wie spiter noch zu sehen sein
wird, die Designmatrizen A)“, A¢, A" in der Form nach Abbildung 7.1 aufzustellen, in der die Komponenten ihrer
Ordnung m entsprechend sortiert sind. Das Zuordnungsproblem (Grad /, Ordnung m) — Spaltenindex j kann dabei nach
(7.5) gelost werden (s. auch Schuh, 1996). An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass die hier angegebenen Formeln
fiir eine Analyse gelten, bei der die Koeffizienten vom Grad 1 nicht mitgeschitzt werden. Dies beruht auf der Annahme,
dass der Ursprung des erdfesten Referenzsystems H® mit dem Schwerpunkt der Erde iibereinstimmt.
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Box 7.1: Gleichungssystem des Beschleunigungsansatzes

A X =y + e
[BNxU] [Ux1] [3Nx1] [3NxI] (el
mit:
Anzahl der Unbekannten: U = I’ +2L—2= (L + 1)2 =3
Anzahl der bestimmten Beschleunigungsvektoren: N (n = 1,2,...,N)
maximaler Grad: L
Analyse im lokalen System C**"
A’ [NxU] YA | vxa
(7.2) Designmatrix: A= A’ | (vxu1 3  Beobachtungsvektor:y =|y® | [vxi (7.3)
A" | vxu) y | INx1
mit den Komponenten der Designmatrix:
1+
P 1 gmg(Re 19" (A, ) j=1 d=m=0
T cosdy Re \ A, j=l sm=01>2
[+ Im L+l_1+(L_1)'§sgn(m).l 5 m‘=1,122
Koo e K | 2 ) AL~ L+ 23
n Re \n O Mit JEm =4 4 (Lt 1)- St =
!
R =3L—1+]— - . .
Al ==+ 1) g:ZE (:J o) 3L-1+1 ‘m‘+(L‘ ‘m+1) Sama + 3 |m22,12|m|
n N mi-1 [,
(74) +H1=8u2) > D2 (7.5)
km=2 ki=km
und den Komponenten des Beobachtungsvektors:
e | (¥ . y
v [=] ¥ @) |=RE @) Kate,) mit RGN =R, (R™(2,) )
v ) (@) (7.6)
\ Xrel:l (tn) = [Il. aI;aI;] [Xred(tn);Y.red (tn);zred (tn)]’r /
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Abbildung 7.1: Struktur der Teilmatrizen A*Y A% A’ der Designmatrix.

7.1.1 Das Spezielle Gaufi-Markov-Modell

Die Losung des linearen, iiberbestimmten Gleichungssystems (n/u = Anzahl der Beobachtungen/Unbekannte) fiihrt
unter der Annahme normalverteilter Beobachtungsfehler auf das Spezielle GauB3-Markov-Modell (Grafarend und
Schaffrin, 1993; Grafarend, 2006). Das operationelle Element ist der reelle, stochastische Beobachtungsvektor y, der
durch den Erwartungswert E{y} als Moment erster Ordnung und durch die Varianz-Kovarianz-Matrix D{y}, auch
Dispersionsmatrix genannt, als Moment zweiter Ordnung charakterisiert wird. Der Erwartungswert E{y} des Beobach-
tungsvektors y liegt dabei im Spaltenraum R(A) der Designmatrix A. Die Dispersionsmatrix moge die Struktur
D{y}= 07V besitzen, worin V eine reelle, positiv-semidefinite n x n Kofaktorenmatrix und o2 eine positive, skalar-
wertige Varianzkomponente ist, bei unbekannter Kofaktorenmatrix kann V = I (I = Einheitsmatrix) verwendet werden.
Beim speziellen GauB3-Markov-Modell, in dem sowohl die Designmatrix A als auch die Kofaktorenmatrix V vollen
Rang besitzen, miissen sowohl die unbekannten Parameter x als auch die unbekannte Varianzkomponente & in Abhin-
gigkeit des Beobachtungsvektors y geschiitzt werden. Durch Minimierung der quadratischen Form oI L Il (wobei die
lineare Form %=Ly gilt) erhilt man den geschiitzten Losungsvektor X nach (7.8) als besten linearen gleichmiif3ig
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unverzerrten Schdtzer beziiglich der V-Norm (V-BLUUE), die Dispersionsmatrix D{f(} der geschitzten Losung X ergibt
sich nach (7.9). Die Schitzung 62 der zur Bestimmung der Dispersionsmatrix benétigten Varianzkomponente &2 ist
nach (7.10) mit dem besten invarianten quadratischen gleichmdfig unverzerrten Schdtzer (BIQUUE) moglich, fiir den
zuvor die Beobachtungsresiduen € von V-BLUUE nach (7.11) geschitzt werden miissen.

/ Box 7.2: ,, Spezielles Gauf3-Markov Modell \
Ax =E{y}, E{ly}e R(A), kA =u ,D{y}=0?V ,kV=n (1.7

V-BLUUE (Best Linear Uniformly Unbiased Estimation beziiglich der V-Norm)
geschiitzter Losungsvektor: 2=(ATVIA) ATV y (7.8)
Dispersionsmatrix der geschiitzten Losung: D{&}= o> (ATV"IA)f1 (7.9)
Schéitzung der Varianzkomponente o> :
BIQUUE (Best Invariant Quadratic Uniformly Unbiased Estimation)
6'=(m-u)e"V'e (7.10)

mit dem Residuenvektor aus V-BLUUE

\_ e=y-Efy}=y-Ax (7.11) )

Die Losung V-BLUUE des stochastischen ,,Gau3-Markov-Modells* ist nach Grafarend und Schaffrin (1993) dquivalent
zur Losung eines nicht-stochastischen inkonsistenten Gleichungssystems vermittelnder Beobachtungen Ax + i =y,
y ¢ R(A) mittels W-LESS (Kleinste Quadrate Lisung (engl.: Least Squares Solution) beziiglich der W-Seminorm). Der
Vektor der Inkonsistenzparameter i ist dabei dquivalent zu e und die Gewichtsmatrix W ist dquivalent zu V™. Die
Losung von W-LESS entsteht durch Minimierung der Zielfunktion Il sy =i"Wi = (y — Ax)" W(y — Ax), also Minimie-
rung des gewichteten Quadrats des Inkonsistenzvektors i.
Beim Speziellen Gaul3-Markov-Modell wird nur der Beobachtungsvektor y als stochastisch, also als mit Fehlern behaf-
tet, vorausgesetzt. Beim Beschleunigungsansatz ist aber genau genommen nicht nur der Beobachtungsvektor y, der sich
aus numerischer Differentiation der kinematischen Bahn ergibt, mit Fehlern behaftet, sondern auch die Designmatrix,
in welche die kinematischen Bahn und somit deren Fehler einflieBen. Deshalb miisste ein Ausgleichungsmodell
angesetzt werden, welches auch Fehler der Designmatrix zuldsst und beriicksichtigt. Losungsansitze solcher Modelle,
deren korrekte Losung aber oftmals schwierig oder nicht realisierbar ist, bieten ,,fotal least squares*-Methoden. Es kann
allerdings fiir den Beschleunigungsansatz gezeigt werden, dass die erzeugten Fehler in der Designmatrix von geringer
Fehlerordnung sind und somit das Spezielle Gau3-Markov-Modell angemessen ist. Wie in Kapitel 6 angegeben, erzeugt
ein Bahnfehler von oy = 5cm, je nach Korrelation p, einen Fehler im Beobachtungsvektor y in der Gré8enordnung von
1-5 mGal. Der maximale Fehler in der Designmatrix A, der aufgrund des am stirksten ausgeprigten Gravitations-
gradienten in radialer Richtung e, entsteht, ldsst sich aus dem Zentralterm zu
= J_riargmv oy =%
or r

2gmg

3

Or,., -0y =10,012 mGal (7.12)
abschitzen. Die Auswirkungen der Fehler in der Designmatrix sind somit mindestens um zwei Groflenordnungen
kleiner und damit vernachldssigbar.

7.1.2 Anmerkungen zur Dispersionsmatrix der Beobachtungen und zu der Gewichtung

In diesem Abschnitt soll die Struktur der Varianz-Kovarianz-Matrix der Beschleunigungen, deren Inverse fiir die
Gewichtung verwendet werden kann, niher betrachtet werden. Dabei soll vor allem auf die Korrelation der Beschleuni-
gungsfehler niher eingegangen werden. Unabhingig davon, ob die kinematischen Bahnfehler korreliert sind oder nicht,
werden die Fehler der durch numerische Differentiation bestimmten Beschleunigungen immer korreliert sein. Dies fiihrt
dazu, dass die Varianz-Kovarianz-Matrix der Beschleunigungen sehr stark oder gar voll besetzt ist, was bei der
Gewichtung einige Probleme mit sich bringen kann. Je nachdem, wie die Korrelationen der Beschleunigungsfehler
ausfallen, besteht eventuell die Moglichkeit, die Korrelationen ganz (oder teilweise) zu vernachldssigen, ohne die
Genauigkeit der Gravitationsfeldschédtzung zu beeintrachtigen. Damit wire im Idealfall eine ungewichtete Losung bzw.
bei unterschiedlicher Genauigkeit der Bahnpunkte eine Losung mit diagonaler Gewichtsmatrix moglich, die ohne
groBere Probleme implementiert werden kann.

Da es sich bei den bestimmten Beschleunigungen %¥*" = (R$P(2,))™ X (t,) (bzgl. des lokalen Systems C™") um
abgeleitete Beobachtungen handelt, muss fiir eine Gewichtung eine Fehlerfortpflanzung der Varianz-Kovarianz-Matrix
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CS™S. der kinematischen Bahn, die normalerweise im erdfesten System CTS gegeben ist, durchgefiihrt werden. Die
Varianz-Kovarianz-Matrix Cys der Beschleunigungen ergibt sich dann nach (7.13), wobei sich die blockdiagonalen
Jacobi-Matrizen _4J S?S und J Eplhg aus den zugehorigen Rotationsmatrizen R(#) und (prﬂf ! zusammensetzen und die
Jacobi-Matrix J¥ aus den Koeffizienten des verwendeten Beschleunigungsfilters (in (7.18) fiir das 9-Punkt-Schema)
gebildet wird. Da davon auszugehen ist, dass die Fehler der kinematisch bestimmten Positionskoordinaten korreliert
sind, entsteht eine voll- oder zumindest stark besetzte Varianz-Kovarianz-Matrix Cym, welche fiir die groBe Anzahl von
Beobachtungen weder gespeichert noch invertiert werden kann. Eine Gewichtung ist also nur unter Annahmen und

Vereinfachungen moglich.

/ Box 7.3: Dispersionsmatrix der Beschleunigungen im lokalen System C*™: \
Diy}= o = (08 - (X RV - €32 98 33938 (1.13)
mit

CET,S .+ Varianz-Kovarianz-Matrix der kinematischen Bahn im erdfesten System CTS
crs 1 Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen der erdfesten Koordinaten (CTS) bzgl. der
raumfesten Koordinaten (CIS)
T Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen der bestimmten Beschleunigungen bzgl. den
raumfesten Koordinaten (CIS)
&% : Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen der lokalen Koordinaten (im C*") beziiglich

\_ der raumfesten Koordinaten J

Die grundsitzliche Struktur der Varianz-Kovarianz-Matrix und der zugehorigen Gewichtsmatrix soll aber anhand des
idealisierten Beispiels nach (7.14)—(7.16) kurz skizziert werden. Dazu wird angenommen, dass die Varianz-Kovarianz-
Matrix Cyx yz der kinematischen Bahn bereits im raumfesten System CIS vorliegt und dass die Losung des Gleichungs-
systems ebenfalls im raumfesten System CIS erfolgt. Fiir die Positionen werden die in den Simulationsrechnungen
verwendeten Genauigkeitseigenschaften gemifl Abschnitt 6.1.1.2 verwendet. Dadurch erhélt die Varianz-Kovarianz-
Matrix Cy y 7 eine Blockdiagonalstruktur nach (7.15). Da zusitzlich die numerische Differentiation fiir jede der Zeit-
reihen X(#), Y(¢) und Z(¢) unabhingig voneinander verwendet werden kann, kann auch die Fehlerfortpflanzung fiir jede
dieser Zeitreihen separat nach (7.16) durchgefiihrt werden. Es geniigt sogar, die Fehlerfortpflanzung nur fiir eine Zeit-
reihe zu berechnen (7.16), da sowohl die Genauigkeitseigenschaften als auch die Filterkoeffizienten fiir alle Zeitreihen
als gleich angenommen wurden.

/ Box 7.4: idealisierte Dispersionsmatrix der Beschleunigungen: \
o \T .
Diy}= ¢ =0%) -Crys 33 (7.14)
[3NX3N]
mit
Cy 0 0 o [Ix 00 o
Cx,y,z= 0 C O ; Cx=Cy=C; und J§ =0 J§ 0 5 J§=J§:J§ (7.15)
e 0 0 C, [(N48)X(N+8)] (N8 0 0 JZ [(N+8)X(N)]
ergibt
C 0 0 T )
Ce=| 0 C; 0 mit Cy=Cy=C;=0%) ¢, 3% (7.16)
0 0 C;
Komponenten der Jacobi-Matrix: [J ,’f ]1, = 2y (7.17)
oX (1;)
mit den Eintrdgen (am Beispiel des 9-Punkt-Schemas):
oX(t) _oX@) _ 1 oX@) _oX@) _ 8 . oX@) _ XK@y _ 1
0X(t;4) 0X(tjs)  S60A> ~ 0X(tj5) 0X(t;5)  315A2 ~ 0X(t;,) 0X(t;,)  SA? (1.18)
oX(t;)) oX(t;) _ 8 ~ X)) 205 C X))

=0 fiir |i-j|>4

X (;) j

£}

\_ OX(t,1) OX(t) SAP TOOX(r,)  T2AP
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Varianz-Kovarianzmatrix Cy = Cy = C, der Positionen fiir
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Abbildung 7.2: Schematische Darstellung der (idealisierten) Varianz-Kovarianz-Matrizen der Koordinaten fiir
a) unkorrelierte Bahnfehler (links) und b) korrelierte Bahnfehler (rechts).
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Abbildung 7.3: Schematische Darstellung der (idealisierten) Varianz-Kovarianz-Matrizen der Beschleunigungen fiir
a) unkorrelierte Bahnfehler (links) und b) korrelierte Bahnfehler (rechts).
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Gewichtsmatrix (Cy)" = (Cy)™ = (C»™ beim Beschleunigungsansatz

weiBes Rauschen (ox = 5¢cm, p = 0,0) korreliertes Rauschen (oy = 5¢cm, p = 0,99)
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Abbildung 7.4: Schematische Darstellung der (idealisierten) Gewichtsmatrizen der Beschleunigungen fiir
a) unkorrelierte Bahnfehler (links) und b) korrelierte Bahnfehler (rechts).

In Abbildung 7.2 und Abbildung 7.3 ist die Fehlerfortpflanzung (am Beispiel der Zeitreihe von X(#)) von der Varianz-
Kovarianz-Matrix der Koordinaten Cx hin zu der Varianz-Kovarianz-Matrix der Beschleunigungen Cjy fiir die beiden
Extremfille unkorrelierte Bahnfehler (p = 0, linke Seite) und stark korrelierte Bahnfehler (p = 0,99, rechte Seite)
dargestellt. Es ergibt sich fiir die Varianz-Kovarianz-Matrix der Beschleunigungen Cjy; eine symmetrische Toplitz-
matrix, die fiir den Fall von unkorrelierten Bahnfehlern bandbegrenzt mit jeweils 8 Nebendiagonalen ist (bedingt durch
die Filterldnge, hier: 9-Punkt-Schema) und fiir korrelierte Bahnfehler vollbesetzt ist, wobei in beiden Féllen allerdings
die Eintrdge ab der 5. Nebendiagonalen sehr klein sind, wie in Abbildung 7.3 (sowie in Tabelle 6.3) zu sehen ist.
Interessant ist dabei, dass sowohl fiir unkorrelierte als auch korrelierte Bahnfehler die Vorzeichen der Nebendiagonalen
alternieren, insbesondere dass zwei direkt benachbarte Beschleunigungen negativ korreliert sind. Aus den Darstellungen
der Varianz-Kovarianz-Matrizen der Beschleunigungen in Abbildung 7.3 konnen aber vor allem zwei essentielle
Aspekte festgestellt werden:

- (i) Die Korrelation der Beschleunigungsfehler nimmt sowohl fiir unkorrelierte als auch korrelierte Bahnfehler
sehr schnell ab, die Korrelationslidnge ist somit relativ kurz (< 2 Zeitpunkte, s. auch Tabelle 6.3). Die kurze
Korrelationslidnge der Beschleunigungsfehler ist vor allem fiir den Fall der stark korrelierten Bahnfehler bemer-
kenswert, da in diesem Fall der Differentiationsfilter offensichtlich auch als Dekorrelation wirkt.

- (ii) Die Korrelationen der Beschleunigungsfehler sind fiir unkorrelierte und korrelierte Bahnfehler sehr dhnlich,
obwohl die Varianz-Kovarianz-Matrizen der Koordinaten in beiden Fillen v6llig unterschiedlich sind.

Daraus ergeben sich folgende Schlussfolgerungen:

- Die Varianz-Kovarianz-Matrix der Koordinaten hat nur einen geringen Einfluss auf die Varianz-Kovarianz-
Matrix der Beschleunigungen. Die Stochastik der Koordinaten (die Korrelationen) muss also gar nicht genau
bekannt sein fiir eine gewichtete Losung beim Beschleunigungsansatz. Dies erscheint als ein Vorteil gegeniiber
Verfahren, bei denen die Varianz-Kovarianz-Matrix der Koordinaten direkt zur Gewichtung benutzt wird (Integ-
ration der Variationsgleichungen, Randwertproblem fiir kurze Bahnbdgen) und damit genau bekannt sein sollte.

- Aufgrund der kurzen Korrelationsldange erscheint eine Vernachldssigung der Korrelationen der Beschleunigungs-
fehler und somit eine ungewichtete Losung (bzw. eine Losung mit diagonaler Gewichtsmatrix) ohne Genauig-
keitsverluste in der Gravitationsfeldbestimmung moglich. Frithere Simulationsrechnungen von Austen und
Reubelt (2000) und Wittwer (2004), bei denen die Dispersionsmatrizen in kleine, invertierbare Blocke (z.B.
halbtiglich oder tiglich) unter Vernachlidssigung der Korrelation zwischen diesen Blocken unterteilt wurden und
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zu keiner bzw. zu keiner signifikanten Verbesserung gegeniiber einer ungewichteten Losung fiithrten, unter-
mauern diese Vermutung.

Ob die Korrelationen der Beschleunigungsfehler bei der Gewichtung tatsdchlich vernachlidssigt werden kénnen bzw.
wie grof3 deren Einfluss auf die Giite der Gravitationsfeldlosung ist, bedarf allerdings genauerer Untersuchungen
anhand von Simulationsrechnungen, wie in den Abschnitten 8.3 und 8.4 durchgefiihrt.

Welche Probleme entstehen, wenn (zumindest) die (groleren) Korrelationen der Beschleunigungsfehler bei der Losung
beriicksichtigt werden miissen, sollen die folgenden Ausfiithrungen erldutern. Obwohl die Toplitz-Struktur der Dispersi-
onsmatrix Cy (vor allem bei Bandbegrenzung auf die ersten 4 Nebendiagonalen) sehr vorteilhaft ist, da im Prinzip nur
die von 0 abweichenden Werte der 1.Zeile der Matrix gespeichert werden miissen und sich die anderen Zeilen durch
Verschiebung ergeben, entsteht bei deren Inversion eine unvorteilhafte Gewichtsmatrix W =(C;)™'. Diese nach
Abbildung 7.4 , bergformige* Matrix ist zum einen voll besetzt, zum anderen reicht es aufgrund unterschiedlicher Werte
nicht mehr aus, nur eine Zeile zu speichern. Fiir eine gro3e Anzahl von Beobachtungen kann die Gewichtsmatrix selbst
fiir diesen idealisierten Fall also weder berechnet noch im Speicher gehalten werden.

Allerdings existiert eine Reihe von Verfahren, die hauptsdchlich im Hinblick auf die Gewichtung von GOCE-SGG-
Daten entworfen wurden, welche eine Gewichtung von grolen Beobachtungsdatensétzen erlauben, deren Varianz-
Kovarianz-Matrix eine bandlimitierte Toplitzstruktur aufweist. So schligt beispielsweise Schuh (1996) Verfahren im
Zeit- und Frequenzbereich vor, die auf der Anwendung von ARMA-Filtern (engl.: AutoRegressive-Moving Average)
basieren. In Schuh (2000) werden ebenfalls ARMA-Filter verwendet, welche das inverse Rausch-PSD approximieren.
Durch eine entsprechende Filterung des Beobachtungsvektors und der Designmatrix konnen nun die Daten dekorreliert
werden. In Ditmar und Klees (2002) und Ditmar et al. (2007), wird die Toplitz-Struktur der Dispersionsmatrix so
erweitert, das eine zirkuldre Matrix entsteht. Die Inverse einer zirkuldren Matrix ist leicht zu bestimmen und ergibt
wiederum eine zirkuldre Matrix. Es muss also nur die erste Zeile der zirkuldren Gewichtsmatrix berechnet und gespei-
chert werden, alle anderen Zeilen ergeben sich durch Verschieben. Speziell bei der Verwendung von iterativen
Gleichungssystemlosern, bei denen die Gewichtung durch Multiplikation der Gewichtsmatrix mit einem Vektor erfolgt,
kann gezeigt werden, dass diese Operation einer Filterung entspricht, die effizient durchgefiihrt werden kann. Aller-
dings miissen die durch die Erweiterung entstehenden ,,Eckeffekte* speziell behandelt werden. Eine weitere Moglich-
keit bei Verwendung von iterativen Gleichungssystemlosern bietet sich an, wenn die darin auftretende Multiplikation
der Gewichtsmatrix (Cy )" mit einem Vektor u, also v = (Cz)" - u, als Losung des Gleichungssystems u = Cy - v mit
Toplitzstruktur gedeutet wird. In der Literatur existiert eine Vielzahl von Algorithmen zur Losung solcher Toplitz-
systeme wie beispielsweise in Levinson (1946), Trench (1974), Brent et al. (1980) oder in Strang (1986). Das Problem
bei den zuvor genannten Verfahren liegt allerdings darin, dass diese bereits mit einem stark erhohten Rechenaufwand
verbunden sind. Eine effiziente Moglichkeit zur Gewichtung bei korreliertem Rauschen bieten semi-analytische
Losungsansitze, bei denen das Rausch-PSD direkt als spektraler Filter in der Gewichtsmatrix verwendet werden kann
(Sneeuw, 2000; Wermuth et al., 2006). Allerdings setzten semi-analytische Verfahren gewisse Bedingung an den Orbit
voraus, die in der Regel nicht erfiillt sind und zu Fehlern fiihren.

Bei der Auswertung von realen kinematischen Bahnen, deren stochastische Eigenschaften in der Regel nicht oder nur
ungenau aus der kinematischen Bahnbestimmung bekannt sind, und die des weiteren Datenliicken, Ausreiler und
einzelne Punkte mit schlechteren Genauigkeiten und unterschiedliche Korrelationen aufweisen, sind die zuvor beschrie-
benen Methoden allerdings nur bedingt einsatzfiahig. Dies ist auch trotz der Vermutung, dass der Einfluss der Korrelati-
onen der Bahnfehler auf die Korrelationen der Beschleunigungsfehler gering sei, zu beachten.

Nicht angesprochen wurden bisher in diesem Abschnitt die Varianzen der Beschleunigungen. Diese konnen bei der
Gewichtung in Form einer diagonalen Gewichtsmatrix problemlos implementiert werden. Solange die kinematisch
bestimmten Satellitenpositionen gleiche oder dhnliche Genauigkeiten und Korrelationen besitzen ist auch die Varianz
der Beschleunigungen relativ konstant. Eine schlechtere Genauigkeit einzelner Bahnpunkte (z.B. aufgrund einer
schlechten GPS-Konfiguration) sowie eine verdnderte oder reduzierte Korrelation der Bahnfehler (z.B. verursacht durch
einen Wechsel der verwendeten GPS-Satelliten) fithren allerdings auf eine (stark) erhohte Varianz der Beschleuni-
gungen (s. Abschnitt 6.1.1.2), die bei der Gewichtung beriicksichtigt werden muss. Allerdings ist die Bestimmung der
Varianzen der Beschleunigungen aus der Fehlerfortpflanzung problematisch bzw. nicht moglich, da die tatsdchlichen
Genauigkeitseigenschaften (Varianzen und Korrelationen) des kinematischen Orbits im Normalfall nicht bekannt sind
oder aus der kinematischen Bahnbestimmung nur unzureichend mitgeschétzt werden konnen (s. Abschnitt 9.2.1 und
9.3). Anstatt dessen scheint eher eine Ausreiflerelimination (s. Abschnitt 9.2) oder die in Abschnitt 9.2.3 vorgeschlagene
robuste Schitzung geeignet, bei welcher Beschleunigungen geringerer Genauigkeit in Form einer iterativen unkorre-
lierten Gewichtung anhand von Beobachtungsresiduen herunter gewichtet werden.
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7.1.3 Regularisierung

Enthalten die vorhandenen Beobachtungsdaten nicht geniigend Information zur eindeutigen Schitzung der gesuchten
Parameter, beispielsweise wenn mehrere zu schidtzende Parameter ein gleiches oder dhnliches Signal ergeben, so
entsteht ein instabiles Gleichungssystem. Im schlimmsten Fall entsteht ein Rang- oder Datumsdefekt, was auf ein
singuldres Gleichungssystem fiihrt, welches mit dem zuvor gezeigten V-BLUUE-Schitzer nicht mehr zu 16sen ist. In
solchen Fillen, wenn also die Losung nicht existent, eindeutig oder stabil ist, spricht man von ,,schlecht gestellten*
Problemen (engl.: ill-posed problems). Rein mathematisch betrachtet kann die Stabilitit eines Gleichungssystems durch
die Konditionszahl erfasst werden, die sich aus dem Verhéiltnis zwischen grofftem und kleinstem Eigenwert ergibt. Ist
dieses Verhiltnis sehr groB3, so kann die Losung nicht mehr stabil geschitzt werden. Als Faustregel gilt, dass die
Zehnerpotenz die Anzahl der nicht mehr bestimmbaren Stellen angibt, eine Konditionszahl von 10'® bedeutet also bei
einer Rechengenauigkeit von 16 Stellen, dass keine Losung mehr bestimmt werden kann.

Im Allgemeinen sind die linearen Gleichungssysteme in der Satellitengeodésie immer schlecht gestellte Probleme (z.B.
Bouman und Koop, 1997; Sneeuw, 2000) und daher mehr oder weniger instabil. Eine irreguldre Datenverteilung
aufgrund von fehlenden Daten oder polaren Datenliicken (nicht polare Orbits) kann genauso dafiir verantwortlich sein
wie unzureichende Information iiber das Gravitationsfeld in den Beobachtungen oder die Eigenschaften des stochasti-
schen Modells, beispielsweise wenn das Instrument nicht im ganzen Spektralbereich misst. Ein Problem, das aber
grundsitzlich bei Satelliten-Problemen auftritt, ist die Fortsetzung des gemessenen Gravitationsfeldsignals nach unten.
Das dadurch unterdriickte Gravitationssignal hoherer Grade [ in den Satellitenmessungen verursacht Instabilititen, da
die zu schitzenden Koeffizienten dieser hoheren Grade nun nicht mehr ausreichend durch das Signal erfasst werden.
Um dennoch eine stabile und eindeutige Losung zu erhalten, miissen weitere Bedingungen an die gewiinschte Losung
gestellt werden bzw. weitere Vorinformationen iiber die gesuchte Losung eingefiihrt werden. Solche Malnahmen zur
Stabilisierung bezeichnet man als Regularisierung, die inzwischen in der Behandlung von inversen geoditischen Prob-
lemen weit verbreitet ist (z.B. Rummel et al., 1979; Ilk, 1987). Zur Regularisierung bestehen im Prinzip mehrere
Moglichkeiten, die davon abhidngen, wie viel Vorinformation iiber die zu schitzende Losung bekannt ist (s. z.B.
Sneeuw, 2000; Xu, 1992). Da bei der Gravitationsfeldbestimmung auf bereits vorhandene Gravitationsfeldmodelle
sowie Signalmodelle zuriickgegriffen werden kann, bieten sich hier vor allem zwei Varianten an (Sneeuw, 2000;
Mayer-Giirr et al., 2005b). Zum einen kann zur Regularisierung ein bereits vorhandenes Gravitationsfeldmodell als
Beobachtung unter Beriicksichtigung seiner Dispersionsmatrix fiir die Gewichtung eingefiihrt werden, oder es wird zur
Regularisierung nur ein Signalmodell (z.B. ein Signal-Gradvarianzmodell nach der Regel von Kaula (1966)) verwendet.
Da in dieser Arbeit hauptsichlich die Qualitit der CHAMP-Daten demonstriert werden soll unter Verwendung von
moglichst wenig Vorinformation, wird hier nur die zweite Variante weiterverfolgt.

/ Box 7.5: ,, Spezielles Gauf3-Markov-Modell mit Datumdefekt (Kollinearitdt) \
Ax =E{y}, E{ly}e R(A),tkA=r<u,D{y}=02V,tkV=n (7.19)

V,S-BLE (Best Linear Estimation beziiglich kombinierter V-Norm und S-(Semi-)Norm)

geschditzter Losungsvektor : X= (ATV"A +S™ )_l A'Vy (7.20)
Dispersionsmatrix: D{x}=0" (ATV’IA +S )_1 ATV’IA(ATV’IA +S )_1
(7.21)
,Biasvektor: = E{f{ — X} = —(ATVflA +S™ )_1S7]X (7.22)
Matrix der mittleren Schiitzfehler:  MSE{&}=E{& —x)& - x)'J=D&}+pp™  (7.23)
(Mean Squared Error)
Regularisierungsmatrix: S'=0K (7.24)

mit Regularisierungsparameter &

\_ und Kaulamatrix K mit K, ; = &, 1" (i) (1.25))

Die regularisierte Losung des iiberbestimmten linearen Gleichungssystems fiihrt nach Grafarend (1993) auf die Losung
des stochastischen speziellen Gauf3-Markov-Modells mit Datumdefekt. Unter Einfiihrung einer zunéchst nicht ndher
spezifizierten Matrix S fiihrt die Minimierung der quadratischen Form o?(IIL I3 + 11T, — LA l3) (wobei die lineare Form
x =Ly gilt) nach (7.20) auf den Losungsvektor X als die beste lineare Schéitzung beziiglich der kombinierten V-Norm
und S-(Semi-)Norm (V,S-BLE). Im Gegensatz zu V-BLUUE handelt es sich hier um eine verzerrte Schitzung von X,
deren GroBe der Verzerrung durch die Matrix S bestimmt wird. Die Dispersionsmatrix D{X} der verzerrten Schitzung X
ldsst sich aus (7.21) ermitteln, wobei beachtet werden muss, dass die Losung zusitzlich noch durch den ,,Biasvektor” B
(7.22) verzerrt ist. Ein realistischeres Fehlermall der verzerrten Schitzung X stellt deshalb die Matrix der mittleren
Schitzfehler MSE{%X} (7.23) dar, die sich aus D{X} und B zusammensetzt. Die Losung V,S-BLE des stochastischen
»GauB-Markov-Modells mit Datumdefekt* ist nach Grafarend und Schaffrin (1993) dquivalent zur Losung eines nicht-
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stochastischen inkonsistenten rangdefekten Gleichungssystems vermittelnder Beobachtungen Ax +i=y ,y ¢ R(A),
rk(A) < u mittels R,W-HAPS (Hybrid Approximation Solution beziiglich einer kombinierten R- und W-Seminorm),
wobei die Matrix R dquivalent zur Matrix S~ ist. Die Losung von R,W-HAPS entsteht durch Minimierung der Ziel-
funktion llill3, +1Ixl3=(y — Ax)TW(y — Ax) +x"Rx, also der simultanen (,hybriden®) Minimierung des
W-gewichteten Quadrats des Inkonsistenzvektors i und des R-gewichteten Quadrats des Losungsvektors x.

Fiir die Bildung der Regularisierungsmatrix R = S bietet es sich an, die Inverse eines Signalmodells heranzuziehen, In
der Satellitengeodisie wird dazu hiufig das Signal-Gradvarianzmodell o7, =107"°/[* nach Kaula (1966) verwendet,
wodurch sich die Regularisierungsmatrix S~ nach (7.24) als Produkt der diagonalen ,,Kaula-Matrix“ K und eines
zundchst unbekannten Regularisierungsparameters o ergibt.

Es kann gezeigt werden, dass die Losung V,S-BLE der Kombinationslésung der origindren Beobachtungen y und der
,Nulllosung® x, als zusitzliche Beobachtung mit den zugehorigen Dispersionsmatrizen D{y}=0°V und
D{x,} =S =R entspricht. Dies bedeutet also, dass eine Verzerrung der Gravitationsfeldschitzung gegen die Null-
I6sung entsprechend des inversen Signal-Gradvarianzmodells entsteht. Dies trigt der Tatsache Rechnung, dass gerade
die hoheren Frequenzen aufgrund der spektralen Eigenschaften der Beobachtungen und der Fortsetzung nach unten
schlecht bestimmbar sind und deshalb die Koeffizienten hheren Grades durch Vorinformation stabilisiert werden miis-
sen. Ein meist angenehmer Nebeneffekt dabei ist, dass dadurch das Rauschen in den Koeffizienten hoheren Grades
abgeschwicht wird. Die Grofle des Regularisierungsparameters o bestimmt dabei, wie stark regularisiert und geglittet
wird. Die Regularisierung spielt also hauptsiichlich bei der Bestimmung von Modellen mit einer grolen Aufldsung eine
Rolle. Es soll an dieser Stelle angemerkt werden, das V,S-BLE nicht nur bei der Losung von rangdefekten Problemen
eingesetzt werden kann, sondern auch zur Unterstiitzung schlecht gestellter Probleme mit vollem Rang dient.

Bei der Auswertung von CHAMP-Daten mit dem Beschleunigungsansatz zeigt sich aber, dass aufgrund der relativ
geringen Bahnhshe von CHAMP, der guten globalen Uberdeckung mit Messdaten und der relativ geringen angezielten
Auflosung des Gravitationsfeldes bis Grad 90, die im spektralen Bereich der Beobachtungen liegt, sich ein relativ
stabiles Gleichungssystem ergibt. So fiihrt beispielsweise die Analyse eines simulierten 45-tidgigen Orbits bis Grad 50
auf eine geringe Konditionszahl von ca. 570. Dies bedeutet, dass im Prinzip eine Regularisierung nicht notwendig wire.
Zur Unterstiitzung des in den hoheren Frequenzen (Grad 60-90) enthaltenen Gravitationsfeldsignals sowie zur
Rauschunterdriickung dieser Gravitationsfeldanteile werden aber in dieser Arbeit neben der anvisierten, nicht regulari-
sierten CHAMP-only-Losung auch regularisierte Losungen fiir verschiedene Regularisierungsparameter o bestimmt
(diese sind ja aufgrund der enthaltenen Information iiber das Signal-Gradvarianzmodell streng genommen nicht mehr
als ,,CHAMP-only* zu bezeichnen). Die Stirke der Regularisierung wird dabei durch die Wahl des Regularisierungs-
parameters & bestimmt. Fiir das Auffinden eines idealen Regularisierungsparameters besteht in der Literatur eine Reihe
von Verfahren (z.B. Hoerl and Kennard, 1970 a,b; Hanke, 1993; Hansen, 1993, 1994, Cai, 2004), auf die aber in dieser
Arbeit nicht niher eingegangen werden soll. Vielmehr wird von den verschiedenen regularisierten Losungen die beste
durch Vergleich mit bereits vorhandenen Gravitationsfeldmodellen (z.B. EGM96) bzw. durch Vergleich mit der
GRACE-Losung EIGEN-GRACEOQ2S (Reigber et al., 2005a), die von hoherer Genauigkeit ist, gesucht. Die optimale
Losung sollte so regularisiert sein, dass sowohl deren Signal-Gradvarianzen als auch deren Grad-RMS der Differenz zu
dem vorhandenen Modell bzw. zu EIGEN-GRACEOQ2S die Kaula-Regel nicht iiberschreitet. Gleichzeitig darf der
Regularisierungsparameter nur so grofl gewihlt werden, dass keine zu starke Gléttung eintritt, dass also kein Anstieg
der Grad-RMS durch die Regularisierung fiir die niedrigeren Grade erzeugt wird.

7.2 Iterative Gleichungssystemloser

Aufgrund einer grofer Anzahl von Beobachtungen (ca. 2 Mio. Bahnpunkte (2 Jahre) £ 6 Mio. Beobachtungen) und zu
bestimmender Parameter (8278 Unbekannte fiir eine Entwicklung bis Grad 90 bzw. 10 198/14 638 Unbekannte fiir eine
Entwicklung bis Grad 100/120) entsteht ein grofl dimensioniertes Gleichungssystem. Die Aufstellung und Losung eines
solchen groBen Gleichungssystems wird durch die Numerik, den begrenzten Speicherplatz aber auch durch die Rechen-
zeit beschrinkt. Im Prinzip miissen die folgenden Probleme in den Griff bekommen werden:

(i) Die Designmatrix A (Dimension 2 Mio. X 8278) kann nicht mehr gespeichert werden.

(i) Bei Problemstellungen mit hoherer Auflosung ist auch die Speicherung der Normalgleichungsmatrix
N =A"V™'A problematisch.

(iii) Der Aufbau der Normalgleichungsmatrix ist mit einem enormen Rechen- und Zeitaufwand verbunden
(3/2-n-u” Multiplikationen und Summationen bei einer ungewichteten Losung).

(iv) Die direkte Inversion der Normalgleichungsmatrix N ist schwierig oder unmoglich aufgrund

auftretender numerischer Instabilititen (vor allem bei schlecht konditionierten Normalgleichungs-
matrizen) sowie aufgrund des Speicherbedarfs und der Rechenzeit.
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Bei Problemstellungen mit kleinerer Auflosung L, also einer geringeren Anzahl von zu bestimmenden Unbekannten u,
und guter Konditionierung der Normalgleichungsmatrix N stellt eventuell nur Punkt (i) ein Problem dar. In diesem Falle
kann durch blockweisen Aufbau des Normalgleichungssystems

Nx=n mit N=A"V'A=) ATV'A; und n=A"V 'y = > ATV;y), (7.26)

beispielsweise durch Tagesblocke A; und y;, unter der Annahme, dass die Gewichtsmatrix W = V™' ebenfalls in solche
Blsécke V;' unterteilt werden kann, eine direkte Losung erzielt werden (s. z.B. Austen und Reubelt, 2000; Wittwer,
2004). Die Inversion des Normalgleichungssystems ist dann durch bekannte direkte Methoden wie z.B. die GauB3-
Elimination oder Cholesky-Zerlegung méglich. Im Allgemeinen wird man aber bei groen Gleichungssystemen mit
allen zuvor genannten Problemen konfrontiert, so dass andere Losungsstrategien erforderlich sind. Eine Moglichkeit
bietet die Losung des Gleichungssystems auf einem Hochleistungsrechner (z.B. Wittwer, 2004; Baur und Grafarend,
2006), der groBere Rechen- und Speicherkapazititen und die Moglichkeit der parallelen Verarbeitung (z.B. nach dem
zuvor beschriebenen Blockprinzip) an mehreren CPU’s (engl.: Central Processing Units) gleichzeitig bietet. Eine
andere Moglichkeit ist die Anwendung iterativer Gleichungssystemloser, mit denen der Rechenaufwand reduziert
werden kann und die wesentlich weniger Arbeitspeicher bendtigen. Dadurch ist oft auch schon die Losung auf einem
herkdmmlichen PC mdglich, oder sie bilden durch Implementierung auf einem Hochleistungsrechner eine effektive
Methode zur Losung groBler Gleichungssysteme (z.B. Baur und Austen, 2005; Schuh, 1996). Der Vorteil der iterativen
Gleichungssystemloser gegeniiber direkten Losungsverfahren besteht darin, dass die Normalgleichungsmatrix N weder
aufgebaut noch invertiert werden muss und somit der benotigte Speicherplatz und die Rechenzeit stark reduziert werden
konnen. Gleichzeitig wird bedingt durch die Iteration eine numerisch stabile Losung erreicht. Ein weiterer Vorteil
besteht darin, dass bei iterativen Verfahren keine Matrizenmultiplikationen mehr auftreten, sondern maximal die Multi-
plikation einer Matrix mit einem Vektor. Diese konnen als Vektor-Vektor-Multiplikation aufgefasst werden, so dass
(abgesehen von einem eventuell verwendeten diinn besetzten Prikonditionierer Npy) nur noch Vektoren mit einer
maximalen Linge von der Anzahl der Beobachtungen (hier: 3N) im Arbeitspeicher gehalten werden miissen. Dies
bedeutet vor allem fiir die Designmatrix A eine enorme Reduzierung des benotigten Arbeitsspeichers, da diese nur noch
zeilenweise in den Speicher geladen und ausgewertet werden muss. Im vorliegenden Fall tritt eine weitere Verein-
fachung ein, da die benétigte Zeile i der Designmatrix A direkt aus der zugehorigen Satellitenposition (4;, @, r;) gemil
(7.4) berechnet werden kann und somit also nur die Satellitenpositionen anstatt der gesamten Designmatrix bekannt
(anstatt irgendwo gespeichert) sein miissen.

Fiir die Losung iiberbestimmter Gleichungssysteme und Normalgleichungssysteme existiert eine Vielzahl von Verfah-
ren wie beispielsweise die Block-Jacobi-Methode (z.B. Schuh, 1996; Ditmar und Klees, 2002), das LSQR-Verfahren
(Least Squares QR-Zerlegung, Paige und Saunders, 1982; Bjorck, 1996) und Konjugierte-Gradienten-Verfahren (CG)
(Hestenes und Stiefel, 1952; Schuh, 1996; Ditmar und Klees, 2002) sowie deren Variante fiir iiberbestimmte Least-
Squares Probleme (engl.: Conjugate Gradients for Least Squares Problems, CGLS, s. z.B. Bjorck, 1996). Wie sich aus
ersten Anwendungen des LSQR-Algorithmus zeigt, kann die Konvergenzgeschwindigkeit iterativer Verfahren bedingt
durch eine hohe Konditionszahl sehr gering sein. Nach Thamm (2003) sind somit bis zu 120 Iterationen fiir die Analyse
bis Grad 70 aus einem 8-Tage-Orbit notwendig, fiir eine Analyse bis Grad 90 aus einem 45-Tage-Orbit sogar 293
Iterationen. Allerdings kann die Anzahl der Iterationen durch Prikonditionierung, die zu einer deutlichen Absenkung
der Konditionszahl fiihrt, drastisch verringert werden. Eine geeignete Prikonditionierung ldsst sich, wie in Abschnitt
7.2.1.1 beschrieben, fiir iterative Verfahren, welche auf die Losung des Normalgleichungssystems Nx=n (z.B. Block-
Jacobi-Methode, Konjugierte Gradienten) anstatt der direkten Losung des {iiberbestimmten Gleichungssystems
Ax =y +e (z.B. LSQR) abzielen, fiir Satellitenprobleme leicht finden. Die Priakonditionierung fiir iterative Gleichungs-
systemloser fiir iberbestimmte Probleme wie beispielsweise beim LSQR-Verfahren, bei denen vorzugsweise die
Designmatrix A anstatt der Normalgleichungsmatrix N approximiert wird, ist schwieriger und nicht auf direktem Wege
zu erhalten, aber durchaus moglich (Baur et al., 2007). Von den Iterationsverfahren zur Losung von (konsistenten)
Normalgleichungssystemen, die entsprechend Abschnitt 7.2.1.1 pridkonditioniert werden konnen, erweist sich die
Methode der Prikonditionierten Konjugierten Gradienten (PCCG) bedingt durch seine guten Konvergenzeigenschaften
als effizient. So ergibt sich der spektrale Radius pcs (Golub und van Loan, 1983; Schuh, 1996) bzw. ppccg, der fiir die
Konvergenz verantwortlich ist, fiir die Methode der Konjugierten Gradienten (CG bzw. fiir PCCG) zu

2 2
(7.28) . [IWJ b, prece (IMJ 727

1+ +/cond(N) 1+ 4/cond(N;N)

und fiir die Block-Jacobi-Methode (BJ) (s. Schuh, 1996) zu
IOBJ = ﬂmax (N;(}N - I)’ (729)

wobei cond() die Konditionszahl der Matrix ist und A,.() der groBte Eigenwert der Matrix. Bei geeigneter Wahl appro-
ximiert der Prikonditionierer N;; die Inverse der Normalgleichungsmatrix N geniigend gut, so dass NygN = I und
cond(N;iN) nahe 1 ist. Konvergenz kann nur dann garantiert werden, wenn der spektrale Radius < 1 ist, je kleiner der



104 Kapitel 7: Losung des linearen iiberbestimmten Gleichungssystems

spektrale Radius, desto besser die Konvergenzeigenschaften. Da der spektrale Radius bei CG und PCCG kleiner ist als
bei BJ, konvergieren Verfahren, die auf Konjugierten Gradienten beruhen, in der Regel schneller. Im Gegensatz zu BJ
ist bei CG und PCCG der spektrale Radius auch bei Wahl einer schlechten Prikonditionierung Ny immer kleiner als 1,
was die Wahrscheinlichkeit der Konvergenz bei Verwendung von CG und PCCG erhoht. Aus diesen Griinden wurde in
dieser Arbeit die im Folgenden vorgestellte PCCG-Methode verwendet, die auf einem normalen PC implementiert
wurde.

Anmerkung: Bei iterativen Verfahren zur Losung des Normalgleichungssystems Nx = n wird bedingt durch die ,,Quad-
rierung® der Designmatrix, also N=A"A, die Konditionszahl gegeniiber iterativen Verfahren zur direkten Losung
iiberbestimmter Systeme Ax =y + e quadriert, da cond(N) = cond’*(A) gilt. Deshalb ist in der Regel die Iteration bei
Einsatz eines iterativen Gleichungssystemlosers der zweiten Sorte wie dem LSQR-Verfahren schneller und stabiler als
bei einem iterativen Gleichungssystemloser der ersten Sorte wie der CG-Methode. Durch den Einsatz eines geeigneten
Prikonditionierers kann dieser Nachteil allerdings ausgeglichen werden.

7.2.1 Methode der Prikonditionierten Konjugierten Gradienten

Die Ausgleichung der Beobachtungsgleichungen Ax =y +e beruht, wie zuvor bereits erwihnt, auf der Minimierung
der quadrierten Beobachtungsresiduen

d(x)=e"V'e=x"ATV'Ax - 2y"V'Ax+y"Vy. (7.30)

Aus den partiellen Ableitungen dieser Funktion ®(x) nach den Unbekannten x ergibt sich schlieflich das Normal-
gleichungssystem A"V 'Ax=A"y oder anders ausgedriickt Nx=n. Die Losung dieses Normalgleichungssystems
kann als Suche des minimalen Funktionswertes des (Hyper-)Paraboloids aus (7.30) interpretiert werden. Fiir diese Inter-
pretation konnen iterative Methoden zur Losung des symmetrischen linearen Gleichungssystems verwendet werden.
Alle iterativen Methoden haben eine schrittweise Verbesserung des approximativen Losungsvektors

X = x4 07,~§(i) (7.31)

gemeinsam. Diese schrittweise Verbesserung der approximativen Losung x beruht auf der (Relaxations-)Richtung p*”
und dem zugehorigen Skalierungsfaktor ;. Je nach Wahl der Relaxationsrichtung und des Skalierungsfaktors konnen
verschiedene Iterationsverfahren unterschieden werden.

Wird die beste lokale Strategie am Approximationspunkt x angewendet, dann dient die Richtung der stirksten

Abnahme, also des Gradienten, als Relaxationsrichtung py’

ﬁg) = gradq)(x) =—r® mit r” =Nx?” —n. (7.32)

(i+1)

Der Faktor &; wird so gewihlt, dass der resultierende neue Approximationspunkt X"’ einen minimalen Funktionswert

von ®(x) entlang dieser Richtung ergibt, also

@ = (r(”Tr(”)/(ﬁ“)TNﬁ“)). (7.33)

(i+1)

Die Qualitit der Losung x@ = x@ + g;p® kann durch die Norm der Residuen r'""’ abgeschitzt werden, die mit

P — e 4 @Nﬁ(” (7.34)

effektiv aus den Residuen r” der vorhergehenden Iteration berechnet werden kénnen (das Produkt Np® wurde bereits
bei der Berechnung von @; nach (7.33) bestimmt).

Dieser Ansatz, auch als Gradientenverfahren bekannt, kann durch Verwendung der speziellen Form der Niveaulinien,
die konzentrische Ellipsen sind, sowie unter Einfithrung konjugierter Suchrichtungen, fiir welche die N-Orthogonalitdit
P, Np®)=0 gilt, verbessert werden. Dies fithrt dann nach Schuh (1996) auf das Verfahren der Konjugierten
Gradienten, welches von Hestenes und Stiefel (1952) eingefiihrt wurde. Durch Prikonditionierung kann die Konditions-
zahl des Normalgleichungssystems und damit die Konvergenzgeschwindigkeit wesentlich verbessert werden (Schuh,
1996; Ditmar und Klees, 2002). Eine zusitzliche Stabilisierung fiir die GleichmiBigkeit und Monotonie der Konvergenz
wird nach Ditmar und Klees (2002) mittels des ,,Schonauer-Smoothing* (Schonauer, 2000) erreicht. Dies ergibt dann
den in dieser Arbeit verwendeten Algorithmus der Priakonditionierten Konjugierten Gradienten nach Abbildung 7.5, der
von Ditmar und Klees (2002) erfolgreich bei der Inversion von simulierten GOCE-SGG-Daten eingesetzt worden ist.
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Abbildung 7.5: Ablaufdiagramm der Methode der Priakonditionierten Konjugierten Gradienten (PCCG).

Wie zu sehen ist, besteht PCCG abgesehen von zwei grundlegenden Rechenoperationen, den Matrix-Vektor-Operatio-
nen

- Prikonditionierung: Multiplikation des inversen Prikonditionierers N,i mit einem Vektor,
e, = N;cll (ﬂ —1'k+1) und Py = N&h’kﬂ
- Multiplikation der Normalgleichungsmatrix N mit einem Vektor p;, a, = Np«

und den Matrixrechenoperationen im Grundschritt, r, =% =A"V'y und p, =P, = Nur, (ebenfalls Prikonditionie-
rung), nur noch aus Rechenoperationen von Vektoren der maximalen Liange 3N. Wie nachfolgend gezeigt wird, konnen
diese Matrix-Vektor-Operationen unter gewissen Voraussetzungen ebenfalls als Vektor-Vektor-Operationen betrachtet
werden bzw. effizient hinsichtlich Speicherbedarf und Rechenzeit durchgefiihrt werden. Daraus wird der geringe
Speicherbedarf bei Anwendung des iterativen Gleichungssystemlosers PCCG ersichtlich. Da bei PCCG die
Normalgleichungsmatrix weder explizit aufgebaut noch invertiert werden muss, wird zusitzlich der Rechenaufwand
gegeniiber einem direkten Gleichungssystemloser deutlich reduziert. Die zu Beginn des vorherigen Abschnitts genann-
ten Probleme (i)—(iv) konnen damit durch den Einsatz von PCCG umgangen werden.

Fiir die Definition eines Abbruchkriteriums kann die quadratische Norm der Residuen Hme des jeweiligen Iterations-
schrittes sowie die quadratische Norm der Differenz zweier aufeinander folgender Losungen |Xx.i —Xx|| heran genom-
men werden. Die Iteration ist dann abzubrechen, wenn beide Kriterien gewisse Schwellwerte &€ bzw. & unterschreiten.
Diese Schwellwerte richten sich nach der gewiinschten Genauigkeit der Losung. Bei voller Genauigkeit bietet sich eine
Wahl von & = & = 107'® an, eine ausreichend genaue Losung wird allerdings oft schon vorher erreicht.
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Ein Nachteil von iterativen Verfahren ist, dass kein Fehlermall der bestimmten Losungen X in Form einer Varianz-
Kovarianz-Matrix D{X} bestimmt werden kann. Approximiert der Prikonditionierer Nyq die Normalgleichungsmatrix
geniigend gut, so kann D{xX} jedoch ungefihr abgeschitzt werden zu

D{x}=(y - A%V, (y - A%X)Ny (7.35)

7.2.1.1 Erste Operation: Prikonditionierung

Prikonditionierung bedeutet im Prinzip nichts anderes als Multiplikation des Normalgleichungssystems Nx =n mit der
Inversen einer Matrix Ny4, welche die Normalgleichungsmatrix geniigend gut approximiert und die gleichzeitig leicht
handhabbar ist. Dadurch ergibt sich aus dem urspriinglichen Normalgleichungssystem ein ,,Hilfssystem*

Nx=n mit N=NuN und n=Ngn (7.36)

Bei guter Wahl von Ny entspricht die neue Normalgleichungsmatrix N = I, was bedeutet, dass das Normalgleichungs-
system Nx=n durch die Prikonditionierung bereits niherungsweise gelost wurde und T =Nyn bereits eine
Niéherungslosung darstellt. Zusétzlich wird durch die Prikonditionierung die Konditionszahl des neuen ,,Hilfssystems
Nx=n gegeniiber dem urspriinglichen Normalgleichungssystem deutlich reduziert, da cond(N =NyN))
= cond(I) = 1 << cond(N). Diese Eigenschaften fiihren zu einer deutlichen Verbesserung der Konvergenzeigenschaften
durch Prikonditionierung. Natiirlich wird die Multiplikation des Normalgleichungssystems mit Ny nicht explizit
durchgefiihrt, da dieser Schritt fiir grole Systeme gar nicht berechnet werden kann. Anstatt dessen wird die
Prikonditionierung in den PCCG-Algorithmus gemif3 Abbildung 7.5 integriert (s. z.B. Schuh, 1996).

Damit die Prikonditionierung praktikabel ist, sollten nach Ditmar und Klees (2002) folgende Bedingungen erfiillt sein:

- (i) Die Matrix Nyq4 sollte die Normalgleichungsmatrix N moglichst gut reprisentieren, das Matrixprodukt
N - N sollte also moglichst nahe an der Einheitsmatrix I sein.

- (i) Der Priakonditionierer Nyy sollte moglichst schnell berechenbar und diinn besetzt sein.

- (iii)) Die Inversion des Prikonditionierers Nyq bzw. die Inversion eines Gleichungssystems mit der Matrix
Nyq sollte moglichst schnell sein (viel kiirzer als bei N).

Die erste Bedingung garantiert eine schnelle Konvergenz, die beiden anderen Bedingungen eine effiziente und schnelle
Préikonditionierung.

Bei Satellitenproblemen ist die Konstruktion eines geschickten Prikonditionierers aufgrund der Orthogonalitit der in
der Kugelfunktionsentwicklung enthaltenen Basisfunktionen méglich. Erfiillt die Satellitenbahn die Bedingungen eines
,idealen* Orbits (Colombo, 1986; Ditmar und Klees, 2002)

- der Orbit ist kreisformig (» = const.) und von konstanter Inklination (i = const.)
- die Erdrotation @} sowie die Kreisgeschwindigkeit ax des Satelliten sind konstant
- die Abtastrate At ist konstant und es gibt keine Datenliicken

- es handelt sich um eine Wiederholungsbahn (ganzzahlige Anzahl von Tagen N4 und Satellitenumdrehungen
Nrev)

- die Beobachtungen sind gleichgenau und unkorreliert bzw. deren Dispersionsmatrix erfiillt bestimmte
Eigenschaften (z.B. ist zirkuldr (Ditmar und Klees, 2002))

- Hyund N, besitzen keine gemeinsamen Teiler

- die maximale Auflosung ist L < Ni,/2,

so kann gezeigt werden (wie am Beispiel von SGG-Beobachtungen in Ditmar und Klees, 2002), dass eine block-
diagonale Matrix entsteht. Sind die ersten 4 Bedingungen erfiillt, so sind nur die Anteile mit identischen Betrigen der
Ordnung lml, also gleichen Frequenzen fiir cos(mA) und sin(lmlA), miteinander korreliert; es entstehen also Blocke der
maximalen GroBe (2L x 2L). Sind aulerdem noch die beiden letzten Bedingungen erfiillt, so verschwindet (i) zusitzlich
die Korrelation zwischen den Anteilen mit cos(mA) und sin(lmlA) fiir gleiche Iml (also gleiche Frequenzen) und (ii) die
Korrelation zwischen Anteilen mit geradem und ungeradem Grad /. Es verbleiben also Korrelationen zwischen An-
teilen, welche die Bedingung m; = m, und Paritit(/,) = Paritit(l,) erfiillen. Somit verbleiben Blocke der maximalen
Dimension (L/2+1 X L/2+1). Fiir einen tatsidchlichen Orbit sind diese ,,idealen* Bahnbedingungen in der Regel nicht
erfiillt, so dass eine vollbesetzte Normalgleichungsmatrix entsteht. Allerdings sind die Korrelationen zwischen den
Blocken normalerweise relativ gering, so dass die blockdiagonale Matrix Ny aus den ,,idealen” Bahnbedingungen die
Charakteristik der tatsdchlichen Normalgleichungsmatrix N gut erfasst. Die Blocke einer solchen Matrix Ny sind
verhiltnisméBig schnell aufzubauen und zu invertieren, so dass die zuvor genannten Bedingungen (i)—(iii) fiir einen
geeigneten Prikonditionierer erfiillt sind.

Im Gegensatz zu Ditmar und Klees (2002), wo der Prikonditionierer N4 aus den idealen Bahnbedingungen aufgebaut
wird, wird in dieser Arbeit direkt der vorliegende kinematische Orbit zur Berechnung von N4 verwendet. Von der
kompletten Normalgleichungsmatrix N werden nur die entsprechenden Blocke berechnet, die dann als Prikonditionierer
verwendet werden und effizient in einem Vektor gespeichert werden. Fiir den Prikonditionierer Ny wurde die folgende
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Struktur nach Abbildung 7.6a) mit jeweils einem Block pro Ordnung m verwendet. Unter Beachtung der Symmetrie der
Matrix Ny¢ miissen fiir eine Analyse bis Grad L = 90 nur 255 075 Elemente berechnet und gespeichert werden (vgl.
34266781 Elemente fiir die volle Normalgleichungsmatrix N). Dies bedeutet fiir die Erzeugung von Ny, eine Redu-
zierung des Rechen- und Speicheraufwandes auf ca. 0,74% gegeniiber N. Der Rechenaufwand fiir die Inversion der
2L+1 Blocke (hier: 181) der maximalen Dimension L bei N4 ist gegeniiber der Inversion der Matrix N mit der Dimen-
sion (L2+ 2L-2 x L*+ 2L -2, hier: 8278 x 8279) gering. Somit sind Bedingungen (ii) und (iii) fiir den Priakonditionierer
erfiillt. In Abbildung 7.6¢),d) ist die volle Normalgleichungsmatrix N fiir die Analyse eines simulierten 90-tigigen
CHAMP-Orbits (bis Grad 50) dargestellt. Wie bereits beschrieben, besteht die Normalgleichungsmatrix N im Wesent-
lichen aus einer blockdiagonalen Struktur fiir jede Ordnung m, die als Prikonditionierer Ny, dient. Die Abweichungen
des Matrizenproduktes Ny - N von der Einheitsmatrix I in Abbildung 7.6b) sind auBerdem relativ gering (maximale
Abweichung: 0,0124), womit Bedingung (i) erfiillt ist und eine schnelle Konvergenz moglich sein sollte. Die systema-
tische, ,,drachenformige* Struktur der Abweichungen von der Einheitsmatrix ist wahrscheinlich auf Resonanzen in der
Bahn zuriickzufiihren.
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Abbildung 7.6: a) Struktur des Prikonditionierers N, ; b) Differenzen zwischen der Produktmatrix Ny, -N und der
Einheitsmatrix I, ¢) Normalgleichungsmatrix N und d) Zoom von N fiir Grad Iml = 0,1,2,3,4 fiir einen simulierten
90-tagigen CHAMP-Orbit (EGM96 bis Grad/Ordnung 50/50, 7 = 400km, Ar = 30s); bei b), ¢) und d) sind die Matrix-
komponenten wie bei a) der Ordnung m nach geordnet.
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7.2.1.2 Zweite Operation: Multiplikation der Normalgleichungsmatrix mit einem Vektor

Bei der PCCG-Methode tritt die Multiplikation der Normalgleichungsmatrix N mit dem Vektor p, einmal pro Iterati-
onsschritt auf. Der explizite Aufbau der Normalgleichungsmatrix N, der speicher- und rechenzeitaufwindig ist, ist
allerdings dazu nicht notwendig. Anstatt dessen kann die Operation Np, wie folgt aufgespaltet werden:

Np: = (A"V'A + 2, S p. = AT(V7'(Ap )+ @S 'ps =

=r+u (gewichtete Losung)
mit rj:areg'kj'(pk)j 7(.]:1”U) (737)

W,'=A,'pk ,(i=1,...,3N);Vi=Vi_1W ,(i=1,...,3N);Mj=(AT)jV ,(j=1,...,U)

Diese Operation Np; kann also in nacheinander durchgefiihrte Multiplikationen der Matrizen A", V™' und A bzw. S™
mit einem Vektor unterteilt werden. Diese Matrix-Vektor-Multiplikationen konnen nach (7.37) weiter in Vektor-
Vektor-Multiplikationen der Vektoren A; (i-ter Zeilenvektor von A), V! (i-ter Zeilenvektor der Gewichtsmatrix V')
und (A"); (j-ter Zeilenvektor der transponierten Designmatrix A") bzw. des ,,Kaula-Vektors* k = diag(K) mit einem
Vektor aufgespaltet werden. Da die Designmatrix effektiver zeilenweise anstatt spaltenweise aus den Satelliten-
positionen bedingt durch die Anwendung von Rekursionsformeln zur Berechnung der normierten Legendre’schen
Funktionen aufgebaut und ausgewertet werden kann, bietet sich fiir die Multiplikation der transponierten Designmatrix
A" mit einem Vektor v, also u=A"v, besser die folgende Aufspaltung in eine Skalar-Vektor-Multiplikation an:

u=>Tn A", (7.38)

wobei v; das i-te Element des Vektors v und A; der i-te Zeilenvektor von A ist. Somit kann also die Operation Np; voll-
stindig durch Vektoroperationen ausgedriickt werden, fiir die insgesamt nur maximal 3N Elemente gespeichert werden
miissen und die im Vergleich zum expliziten Aufbau der Normalgleichungsmatrix N wesentlich schneller sind. Fiir die
Auswertung von Np, muss jeweils nur eine Zeile der Designmatrix A im Speicher gehalten werden, die nach (7.4) aus
der zugehorigen Satellitenposition bestimmt wird. Diese zeilenweise Berechnung der Designmatrix ist gleichzeitig auch
die rechenintensivste Operation bei den PCCG, die nach (7.37) zweimal pro Iterationsschritt durchgefiihrt werden muss.
Der Vollstindigkeit halber muss erwihnt werden, dass die vektorweise Multiplikation der Gewichtsmatrix V™' nur
moglich ist, wenn die Dispersionsmatrix V gewisse Bedingungen erfiillt (s. Ditmar und Klees, 2002, und Abschnitt
7.1.2).

Wird eine ungewichtete Losung berechnet, so kann der Rechenaufwand weiter reduziert werden. Fiir die Berechnung
der Operation Np, ergibt sich die Zerlegung in Vektormultiplikationen zu

Npk = (ATA + amg871 )pk = AT(Apk )+ aregsilpk =

3N (ungewichtete Losung)
e+ (ADT(AD) 5 5=k (pO); (=1, U) (7.39)
i=1

Der Zeit- und Rechenaufwand kann somit deutlich reduziert werden, da jetzt (abgesehen von der vernachldssigten
Gewichtung) der zeilenweise Aufbau der Designmatrix nur noch einmal pro Iterationsschritt erfolgt. Werden bei einer
Gewichtung die Korrelationen zwischen den Beobachtungen vernachlidssigt, dann wird die Gewichtsmatrix eine
Diagonalmatrix V4' mit den Elementen w;; und eine Berechnung des Produktes Np; ist gegeniiber der ungewichteten
Losung praktisch fast ohne zusitzlichen Rechenaufwand moglich:

Np, = (ATVi'A + .S Jp, = AT(V,' (Ap, )+ 2e,S ' py =
(diagonale Gewichtsmatrix)

3N
=r+Zw,,,.((Ai)T(Aipk)) = k(P 2 (j=1..U) (7.40)

Eine diagonale Gewichtsmatrix kann beispielsweise bei der Verwendung eines robusten Schitzers eingesetzt werden (s.
Abschnitt 9.2.3).

Eine Zerlegung der Rechenoperation r, = T, = A"V ™'y des Grundschrittes in Vektoroperationen ist auf dhnliche Weise
wie in diesem Abschnitt fiir eine effektive Berechnung méglich.

7.2.2 Konvergenzverhalten der PCCG

Das Konvergenzverhalten der PCCG-Methode wurde fiir verschiedene Simulationen (simulierte 1-jahrige Orbits in
unterschiedlichen Bahnhohen & = 250 km/470 km entsprechend Kapitel 8 sowie unterschiedliche Auflosungen
L =50/90/120) sowie bei der Analyse von Realdaten (GIS-CHAMP-Modell (GIS: Geoddtisches Institut der Universitdit
Stuttgart) aus einem 2-jdhrigem kinematischen Orbit (ungewichtete Losung, AusreiBlerelimination anhand von
Schwellwerten, s. Abschnitt 9.2.2) getestet. Als Abbruchkriterien wurden bei den Simulationen & = & = 1071 \/ﬁ
verwendet, bei den Realdaten wurde fiir Bedingung 2 die etwas grobere Schranke & = 107'° /U verwendet. Wie in
Abbildung 7.7a) zu sehen ist, ist je nach Auflosung eine Konvergenz fiir die Bahnhohe # = 470 km in 7-9 Iterations-
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schritten erreicht und fiir die Bahnhohe /2 = 250 km nach 13-16 Iterationsschritten. Die schlechtere Konvergenz fiir die
niedrigere Bahn ist dadurch zu erkldren, dass aufgrund eines hoheren Gravitationsfeldsignals die Abweichung von der
»idealen* Bahn, speziell von der Bedingung des kreisférmigen Orbits konstanter Inklination, gréBer ist. Dadurch wird
die Qualitdt des Prikonditionierers und damit die Konvergenzgeschwindigkeit verschlechtert. Die schlechtere
Konvergenz fiir eine hohere Auflésung L ist einerseits ebenfalls auf den Prikonditionierer zuriickzufiihren, dessen
Genauigkeit hinsichtlich des Kriteriums N -N =1 mit zunehmendem L abnimmt, andererseits auf eine groBer
werdende Konditionszahl bei zunehmender Auflosung. Fiir die Analyse eines grof3eren Datensatzes werden aufgrund
der hoheren Redundanz bessere Konvergenzeigenschaften erwartet, dies wurde allerdings nicht niher untersucht. Bei
der Analyse des realen CHAMP-Orbits ergibt sich gegeniiber der Analyse des simulierten Orbits in der Hohe
h = 250km trotz der groleren Bahnhohe (4 = 375-405km) und des lingeren Beobachtungszeitraumes eine langsamere
Konvergenz. Beziiglich Bedingung 2 ist das Konvergenzkriterium beim realen CHAMP-Orbit nach 12 Iterationen im
Vergleich zu 8 Iterationen beim simulierten Orbit fiir 2 = 250 km erfiillt, fiir Bedingung 1 mit herabgesetzter Schranke
(g = 10710 \/ﬁ ) ist dies nach 14 bzw. 10 Iterationen der Fall. Die schlechtere Konvergenz ist auf die groflere Abwei-
chung des realen Orbits von der ,,idealen* Bahn aufgrund von Storbeschleunigungen (gravitativ und nicht-gravitativ),
Bahnkorrekturmandvern, abnehmender Bahnhohe wegen der Atmosphirenreibung und aufgrund von Datenliicken
zuriickzufiihren. Abbildung 7.7b) zeigt die Konvergenz bei Verwendung unterschiedlich starker Regularisierungen am
Beispiel der Analyse des Orbits fiir # = 470 km mit dem Rauschen oy = Scm, p = 0,99. Da die Regularisierung die
Konditionszahl des Gleichungssystems verkleinert, werden die Konvergenzeigenschaften verbessert. Allerdings ist
dieser Effekt nur relativ klein, da der Beitrag der Regularisierung im Gegensatz zur Prikonditionierung zur Verbes-
serung der Konditionszahl nur klein ist.

Konvergenz bei simulierten/realen CHAMP-Orbits Konvergenz bei regularisierten Lésungen
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Abbildung 7.7: Konvergenz bei PCCG: a) Konvergenz nach Bedingung 1 und Bedingung 2 fiir verschieden hohe
Auflosungen L bei der Analyse von simulierten 1-jahrigen CHAMP-Orbits (Bahnhthen 4 = 250 km und 4 = 470 km)
sowie bei der Analyse des realen 2-jdhrigen kinematischen CHAMP-Orbits; b) Konvergenz bei Anwendung der
Regularisierung (verschiedene Regularisierungsparameter ¢) fiir einen simulierten Orbit mit 4 = 470 km und dem
Rauschen ox =5cm, p=0,99.
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Vergleicht man die Ergebnisse der einzelnen Iterationsschritte mit dem Endergebnis, so ist festzustellen, dass bereits
mit weniger Iterationsschritten eine genaue Losung erreicht werden kann. Aus Abbildung 7.8 ist zu erkennen, dass im
Vergleich zum Endergebnis bereits nach 3 Iterationen (2 = 470km) bzw. nach 5 Iterationen (2 = 250 km) eine Geoid-
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differenz von < 0,1 mm erreicht wird. Um eine Genauigkeit von 5 Stellen (ermittelt aus der maximalen relativen Diffe-
renz) fiir jeden bestimmten Koeffizienten zu erhalten, sind nach Abbildung 7.8 4 bzw. 6 Iterationen notwendig. Bei der
Analyse realer Daten sind dann ebenfalls entsprechend weniger Iterationen notwendig. Insgesamt sind die PCCG
aufgrund der schnellen Konvergenz und der guten Implementierbarkeit eine geeignete Methode zur Losung grofer
Gleichungssysteme, speziell zur Losung des beim Beschleunigungsansatz auftretenden Gleichungssystems.

7.3 Bemerkungen zur Bestimmung von Kalibrierungsparametern

Die mit den GFZ-Kalibrierungsparametern bereinigten Akzelerometerdaten XacC (), YA (1), ZAC(¢) sind, wie in

Abschnitt 5.2 beschrieben, oft nicht genau genug, so dass es sich anbietet, zusitzliche Kalibrierungsparameter, z.B. Bias
by, by, b, und Skalierung s,, sy, s;, zu bestimmen. Allerdings hebt die Schitzung von diesen Kalibrierungsparametern
innerhalb der Gravitationsfeldbestimmung aufgrund von Korrelationen mit den Gravitationsfeldparametern die Block-
diagonalitit des Gleichungssystems fiir die ,,idealen* Bahnbedingungen auf, so dass ein geeigneter Prikonditionierer fiir
die PCCG-Methode schwieriger zu finden ist. Deshalb bietet es sich an, Kalibrierungsparameter a priori zu bestimmen.
Aus der Newton’schen Bewegungsgleichung (7.41), die bzgl. des raumfesten Systems CIS gilt, kann die Kalibrierungs-
gleichung (7.42) abgeleitet werden. Die Formulierung der Kalibrierungsgleichung bietet sich aufgrund des festen
Einbaus des Akzelerometers im satellitenfesten Referenzsystem B¥ an. Der Beobachtungsvektor y(z;) lisst sich fiir den
jeweiligen Zeitpunkt 1, aus den mittels numerischer Differentiation bestimmten Beschleunigungen X(z;), reduziert um
den Gravitationsbeschleunigungsvektor der Erde I'(#;,) und um modellierte Gezeitenbeschleunigungen Xiau (1), berech-
nen. Fiir die Berechnung des Gravitationsbeschleunigungsvektors I'(z;)) bietet es sich an, das beste a-priori bekannte
Gravitationsfeldmodell, z.B. EGM96, zu verwenden. Die kalibrierten Akzelerometerdaten X a < (t,), YA (1), ZATC (1)
entstehen aus den GFZ-kalibrierten Akzelerometerdaten X acC (1), YASC (1)), Z2C(1,) gemidB (7.42), so dass sich fiir den
Zeitpunkt #; das Gleichungssystem y(#;) = A(#;) - x wie in (7.42) angegeben ergibt. Da Bias und Skalierung des Akzelero-
meters nicht iiber den ganzen Missionszeitraum hinweg konstant sind, bietet sich beispielsweise die tageweise
Schitzung von Kalibrierungsparametern an.

/ Box 7.6: Kalibrierung von Akzelerometerdaten \
,-Newton’sche Bewegungsgleichung im raumfesten System (CIS)*
X(t) = r(t9 X(t)9pr(t))+Xt1dal(t)+ Xnnnfgrav (t) 5 X(t) = [Il 912913]' [X(t)’ Y(t)9Z(t):| (741)
Yo ()
it Xy (1) = (R¥(0)) X (0 = (R 0]+ = 2 () (7.43)
- X&)
..Kalibrierungsgleichung im satellitenfesten Referenzsystem B (7.42)
8y
Yaw)-s,+by ) [¥2€@) 1 0 0o o o]|b
R (1) [X(t) ~T) - K@) =| ~Z& @) s 46, (=] 0 0 -Z8@) 1 0 O[5
= X5 () 5, +b, 0 0 0 0 —Xe (@) 1]
b,
L ) \ )

K yzfi) = AY(t,-) X /

Um die Abhéngigkeit der Kalibrierungsparameter von dem a-priori-Gravitationsfeld zu verringern, kann eine iterative
Methodik eingesetzt werden, indem z.B. aus dem anschlieend geschitzten Gravitationsfeld mittels der Kalibrierungs-
gleichung verbesserte Kalibrierungsparameter bestimmt werden konnen, die dann im néchsten Schritt wieder fiir die
Schitzung eines neuen Gravitationsfeldes eingesetzt werden konnen usw. Allerdings soll an dieser Stelle angemerkt
werden, dass die Bestimmung von Kalibrierungsparametern innerhalb des Beschleunigungsansatzes als weniger
zuverldssig als beispielsweise bei der Energiebilanzmethode (z.B. Gerlach et al., 2003a; Weigelt und Sneeuw, 2005;
Foldvary et al., 2005) angesehen werden muss. Dies wird deutlich, wenn man die Genauigkeit der Beobachtungen, also
der numerisch bestimmten Beschleunigungen, die im Bereich von 1-2-107 m/s” liegt, mit der GréBenordnung der zu
bestimmenden Biasparameter vergleicht, die ca. 10°~10 m/s” betriigt (Kang et al., 2003). Das Rauschen ist hier groBer
als die zu bestimmenden Parameter selbst.
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8 Gravitationsfeldanalyse aus simulierten CHAMP-Bahnen

Im Folgenden wurden vollstindige Gravitationsfeldanalysen simulierter kinematischer CHAMP-Orbits bis
Grad/Ordnung 90/90 bzw. 70/70 durchgefiihrt, um die am besten geeignete der vorgestellten Methoden zur
numerischen Differentiation herauszufinden. Des Weiteren soll untersucht werden, wie sich unterschiedliche
Rauschverhéltnisse des kinematischen Orbits sowie eine abnehmende Bahnhohe des CHAMP-Satelliten und eine damit
verbundene hohere Sensitivitit fiir kiirzere Wellenldngen des Gravitationsfeldes auf die Genauigkeit des geschitzten
Gravitationsfeldes auswirken. Anhand der Gegeniiberstellung von gewichteten und ungewichteten Losungen soll
ermittelt werden, wie grof der Einfluss der Korrelation der Beschleunigungsfehler auf die Gravitationsfeldbestimmung
ist und ob diese Korrelationen bei der Kleinste-Quadrate-Schitzung vernachlissigt werden konnen. Ein Vergleich mit
dem genauesten Gravitationsfeld vor Beginn der CHAMP-Mission, dem EGM96 (Lemoine et al., 1998), soll zeigen, wo
Verbesserungen durch CHAMP-Daten erwartet werden konnen. ein Vergleich mit dem vom GFZ mit dem klassischen
Verfahren aus CHAMP-Daten bestimmten Modell EIGEN-2 (Reigber et al., 2003a) dient fiir die Bewertung, ob mit
dem Beschleunigungsansatz Ergebnisse dhnlicher Qualitit zu erwarten sind. Am Ende des Kapitels werden schlielich
die verschiedenen Verfahren zur Analyse kinematischer Bahnen anhand von Testrechnungen gegeniibergestellt

Neben dem bereits in Kapitel 6 benutzten simulierten CHAMP-Orbit in einer anfinglichen Bahnhshe von 4 = 470 km
wurden aullerdem simulierte Bahnen mit einer Hohe von /# = 250 km (X, = —109 951,2565 m, Y, = 328 609,6671 m,
Zy = 6611 926,1496 m, X, = —7358,065 975 m/s, ¥, = —2461,974 436 m/s, Z, = 0,0 m/s bzw. in Keplerelementen
a=60621km,i=287°¢e=0,Q=18°30", w=90°, M = E = v=0°) entsprechend einem Zeitpunkt zu Missionsende
verwendet. Der Zeitraum dieser simulierten Bahnen betridgt jeweils 1 Jahr mit einer Samplingzeit von At = 30 s
(% 2 Mio. Bahnpunkte). Als Gravitationsfeldmodell dient das EGM96, entwickelt bis Grad/Ordnung 90/90, fiir die
Untersuchung von Aliasingeffekten (omission error) wurde das EGM96 in den Bahnsimulationen bis Grad/Ordnung
360/360 entwickelt, Storbeschleunigungen wurden, da diese durch Modelle und Akzelerometermessungen erfasst
werden konnen, nicht beriicksichtigt. Fiir die Untersuchung der Sensitivitit des Beschleunigungsansatzes auf
Messrauschen wurden die beiden Rauschszenarien (oy = Scm, p = 0,99) und (ox = 5cm, p = 0,9) herangezogen.

8.1 Untersuchung des Modellfehlers

Zunichst einmal soll untersucht werden, welche Genauigkeit in der Gravitationsfeldbestimmung iiberhaupt fiir einen
fehlerfreien Orbit moglich ist bedingt durch die Approximationseigenschaften (Approximationsfehler) der einzelnen
Methoden zur numerischen Differentiation. Der dabei entstehende Fehler wird im Folgenden als Modellfehler
bezeichnet und gibt die theoretisch maximal erreichbare Genauigkeit bei Verwendung des jeweiligen Differentiators an.
Der Modellfehler setzt sich also neben eventuell auftretenden numerischen Effekten (z.B. bei der Losung des
Gleichungssystems) hauptsidchlich aus den durch die Approximationsfehler des Differentiators hervorgerufenen
Effekten zusammen.

Abbildung 8.1 zeigt den Modellfehler als Grad-RMS und akkumulierten Geoidfehler fiir die unterschiedlichen
Differentiatoren fiir den simulierten CHAMP-Orbit mit einer Bahnhthe von A = 470 km. Wie schon bei der
Untersuchung des Approximationsfehlers bei der numerischen Differentiation in Kapitel 6 vermutet, fiihrt das 9-Punkt-
Schema bedingt durch die beste Approximation zum geringsten Modellfehler. Bei Verwendung eines kiirzeren
Differentiationsschemas steigt der Modellfehler (sowohl als Grad-RMS als auch als akkumulierter Geoidfehler) an, vor
allem das 3-Punkt-Schema fiihrt mit Grad-RMS-Werten von > 107 und akkumulierten Geoidfehlern von > 30 cm fiir
Grad [ > 5 zu sehr groB3en Fehlern, die bereits die mit CHAMP anvisierte Genauigkeit iibersteigen.
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Abbildung 8.1: Grad-RMS und akkumulierte Geoidfehler in [m] des bei Verwendung verschiedener
Differentiationsverfahren erzeugten Modellfehlers fiir einen simulierten CHAMP-Orbit (A = 470 km, Grad //Ordnung m
90/90, Zeitraum: 1 Jahr). Im Vergleich dazu die Fehler bei Verwendung des 9-Punkt-Schemas fiir simulierte CHAMP-
Orbits mit (2 = 470km, I/m 360/360), (h = 250km, I/m 90/90), (h = 250km, //m 360/360).
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Die Verwendung von Spline-Interpolation (SOS) fiihrt zu einem etwas schlechteren Modellfehler als das 5-Punkt-
Schema, der entstehende Geoidfehler fiir eine Entwicklung bis Grad [ = 70 liegt aber mit ca. 15 cm bereits fast in dem
mit CHAMP anvisierten Genauigkeitsbereich. Die auf ausgleichenden Interpolationsmethoden beruhenden
Differentiationsverfahren (hier das Regressionspolynom MI13L8 und Spline-on-Smoothing-Spline SOSS mit
Gewichtung W = 10 000) fiihren, wie in Kapitel 6 vorausgesagt, bereits bei niedrigen Graden bedingt durch Signal-
glittung zu erhohten Fehlerkurven. Bereits bei einer Entwicklung bis Grad 50 ist ein Geoidfehler von > 10 cm (bei
Grad 70 sogar > als 35cm) erreicht, welches die beit CHAMP angezielten Genauigkeiten iibertrifft.

Befriedigende Ergebnisse hinsichtlich der Approximation des zu bestimmenden Gravitationsfeldes sind also nur bei
dem 9-Punkt-Schema zu erwarten, die akkumulierten Geoidfehler liegen hier fiir eine Entwicklung bis Grad [ = 50 bei
2 mm, fiir Grad [ = 70 bei 2 cm und fiir Grad [ = 90 bei 6 cm. Allerdings bleibt auch hier zu bemerken, dass diese
— wenn auch deutlich kleiner als die bei CHAMP anvisierte Genauigkeit — mit Werten im cm-Bereich doch schon
recht grof} sind. Dies ist auf die mit Az = 30 s recht schlechte Abtastung zuriickzufiihren (vgl. die Differenz zu einem
idealen Differentiator in Abbildung 6.3), bei kleineren Abtastintervallen ist eine bessere Approximation zu erwarten.
Abbildung 8.1 zeigt auerdem noch den Modellfehler, der bei einer Bahnhhe von CHAMP in # = 250km entsteht. Wie
erwartet ist dieser wegen einer groeren Bahndynamik aufgrund des stirkeren Gravitationsfeldsignals etwas grofer, die
entstehenden Geoidfehler sind allerdings nur im mm-Bereich grofler als fiir eine Bahn in der Hohe /& = 470km.
Abbildung 8.1 zeigt des Weiteren, wie sich der Abbruch der Gravitationsfeldanalyse bei Grad [ = 90 bei einer
Satellitenbahn, die durch ein vollstindiges Gravitationsfeld (hier: EGM96 bis Grad [ = 360) erzeugt worden ist,
auswirkt. Bei einer Bahnhohe von /2 = 470km entstehen zusitzlich zum Modellfehler durch das Aliasing kleinere Fehler
fiir Grad [ < 25 sowie fiir Grad [ > 85, die sich auf den Geoidfehler maximal im mm-Bereich auswirken. Bei einer
Bahnhohe von 2 = 250 km sind aufgrund des groBeren Signalgehalts der abgebrochenen Gravitationsfeldanteile die
Aliasingeffekte etwas grofer. Diese wirken sich bis Grad 40 aus, die resultierenden Stérungen im Geoid befinden sich
allerdings auch nur im mm-Bereich. Insgesamt scheint der Abbruchfehler also kein Problem bei der Analyse von
CHAMP-Daten mit dem Beschleunigungsansatz darzustellen.

In Tabelle 8.1 und Tabelle 8.2 sind die RMS-Werte und die (mit cos(¢) flichen-)gewichteten RMS-Werte des
Geoidfehlers (auf dem 1° x 1°-Gitter) sowie der maximale Geoidfehler der Gravitationsfeldsimulationen aus Abbildung
8.1 fiir Entwicklungen bis Grad/Ordnung 70/70 und 90/90 gegeniibergestellt. Abgesehen vom 3-Punkt-Schema liegen
der normale RMS-Wert und der gewichtete RMS-Wert nahe beieinander, was auf eine (zumindest in der Breite ¢)
geographisch gleichmifige Verteilung der Geoidfehler schlieen ldsst. Hervorzuheben sind vor allem die grof3en
Modellfehler, die bei Verwendung der ausgleichenden Interpolationsverfahren (und auch bei der Spline-Interpolation
sowie beim 3-Punkt-Schema) entstehen. Diese liegen im dm-Bereich mit Maximalwerten im m-Bereich. Einzig mit
dem 9-Punkt-Schema und mit Abstrichen mit dem 7-Punkt-Schema konnen die Modellfehler im cm-Bereich gehalten
werden. Allerdings ist zu erwéhnen, dass die maximalen Fehler bei Verwendung des 9-Punkt-Schemas doch schon
bereits 20 cm bei einer Entwicklung bis Grad 70 und 57 cm bei einer Entwicklung bis Grad 90 betragen (2 cm fiir eine
Entwicklung bis Grad 50).

Differentiator | 3-Pkt. | 5-Pkt. | 7-Pkt. | 9-Pkt. | SOS | M13L8 | SOSS | 9-Pkt. | 9-Pkt. | 9-Pkt.

Bahn Hohe h 470km 250km
Grad / 90 360 90 360
RMS [m] 0,634 | 0,069 | 0,033 | 0,018 | 0,139 0,460 | 0,355 | 0,019 0,025 0,027

gew. RMS [m] | 0,386 | 0,074 | 0,035 | 0,020 | 0,150 0,502 | 0,386 | 0,020 0,026 0,027
Maximum [m] | 3,293 | 0,841 0,384 | 0,202 1,656 5,651 | 4,392 | 0,203 0,273 0,275

Tabelle 8.1: RMS, gewichtetes RMS und maximale Fehler bei Verwendung verschiedener Differentiationsverfahren
fir unterschiedliche simulierte fehlerfreie CHAMP-Orbits (Zeitraum: 1 Jahr). Entwicklung des analysierten
Gravitationsfeldes bis Grad/Ordnung 70/70.

Differentiator | 3-Pkt. | 5-Pkt. | 7-Pkt. | 9-Pkt. | SOS | M13L8 | SOSS | 9-Pkt. | 9-Pkt. | 9-Pkt.

Bahn Hohe h 470km 250km
Grad !/ 90 360 90 360
RMS [m] 1.713 0,132 0,082 | 0,059 0,307 0,684 | 0,546 | 0,074 0,075 0,090

gew. RMS [m] | 0,517 | 0,138 | 0,088 | 0,064 | 0,327 0,714 1 0,595 | 0,074 0,081 0,091
Maximum [m] | 15,305 | 1,517 | 0,875 | 0,572 | 3,427 8,329 | 6,466 | 0,617 0,737 0,777

Tabelle 8.2: RMS, gewichtetes RMS und maximale Fehler bei Verwendung verschiedener Differentiationsverfahren
fiir unterschiedliche simulierte fehlerfreie CHAMP-Orbits (Zeitraum: 1 Jahr). Entwicklung des analysierten
Gravitationsfeldes bis Grad/Ordnung 90/90.
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Die geographische Verteilung der Geoidfehler mit der Breite ¢ ist in Abbildung 8.2 als RMS pro Breitengrad
dargestellt. Bis auf das 3-Punkt-Schema sind die Geoidfehler bei Verwendung des jeweiligen Differentiators iiber die
Breite einigermaflen gleichméBig verteilt. Auffillig ist aber, dass der Verlauf der RMS-Kurven iiber die Breite sowohl
fiir eine Entwicklung bis 70/70 als auch 90/90 fiir alle Differentiatoren (und auch fiir die Bahnhohe # = 250 km) sehr
dhnlich ist und diese im Prinzip nur um einen gewissen Offset zueinander versetzt sind. Dabei treten Maxima bei einer
Breite ¢ von ca. —10° und 35° auf. Dies lédsst auf einen systematischen Effekt schlieBen, der beispielsweise durch eine
Glittung (infolge schlechter Approximation) des Signals in Gebieten hoherer Gravitationswirkung entstehen kann.
Abbildung 8.3, in der die Geoidfehler bis Grad/Ordnung 50/50, 70/70 und 90/90 auf einem 1° X 1°-Gitter dargestellt
sind, bestitigt diese Vermutung: Die groBten Modellfehler treten hauptsdchlich in den Gebieten mit hoherem
Gravitationsfeldsignal wie dem Himalaya, den Anden sowie Indonesien auf und wachsen mit zunehmender Auflosung
(Grad ) an. Diese Fehler entstehen an den Stellen der auffillig groBen Approximationsfehler im Beschleuni-
gungssignal, die in Abbildung 6.4 sichtbar sind. Auflerhalb dieser Gebiete ist die Approximation mit Werten im mm-
bis cm-Bereich, wie in Abbildung 8.3 zu sehen ist, allerdings recht gut.

Abbildung 8.2 zeigt des weiteren, dass sich die Abbruchfehler bzw. die Aliasingeffekte (Kurve 9-Punkt gegeniiber
9-Punkt (Grad 360) bzw. Kurve 9-Punkt (250 km) gegeniiber Kurve 9-Pt. (I = 360, 250 km)) am stirksten an den Polen
(bei einer Rekonstruktion bis Grad 70) bzw. in den Gebieten mit I@ > 45° auswirken. Der Einfluss liegt fiir eine
Rekonstruktion bis Grad 90 im cm-Bereich, aber deutlich unter der mit CHAMP anvisierten Genauigkeit.

In Abbildung 8.4 sind die relativen Modellfehler der Koeffizienten beispielhaft fiir das 9-Punkt-Schema fiir einen Orbit
in einer Bahnhohe von 4 = 470 km dargestellt. Bis Grad 60 liegen die relativen Fehler der Koeffizienten weitestgehend
unter 1%, dariiber sind vor allem fiir die Koeffizienten niedrigerer Ordnung groflere Fehler festzustellen, die teilweise
so grofl wie die Koeffizienten selbst sind. Die Koeffizienten hoher Ordnung m bleiben auch fiir hohe Grade [ gut
bestimmbar, hier scheint sogar eine Auflosung iiber Grad 90 hinaus denkbar.
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Abbildung 8.2: RMS pro Breitengrad des Modellfehlers (in [m]) fiir Entwicklungen des analysierten Gravitations-
feldes bis Grad/Ordnung 70/70 (links) und Grad/Ordnung 90/90 (rechts); oben: bei Verwendung verschiedener
Differentiationsverfahren fiir einen simulierten CHAMP-Orbit mit 2 = 470km, I/m = 90/90, Zeitraum: 1 Jahr; unten: fiir
simulierte CHAMP-Orbits mit (= = 470km, //m = 90/90), (h = 470km, I/m = 360/360), (h = 250km, //m = 90/90) und
(h =250km, I/m = 360/360) bei Verwendung des 9-Punkt-Schemas.

Insgesamt lassen sich die wichtigsten Erkenntnisse beziiglich des Modellfehlers wie folgt zusammenfassen:

- Bei den exakten Differentiationsfiltern muss fiir eine ausreichend gute Approximation mindestens ein 7-Punkt-
Schema gewdhlt werden.
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- Das 9-Punkt-Schema hat die besten Approximationseigenschaften aller getesteten Differentiatoren und fiihrt
somit zum geringsten Modellfehler; deshalb sollte das 9-Punkt-Schema verwendet werden.

- Vor allem die ausgleichenden Differentiatoren, aber auch die Spline-on-Spline-Interpolation fithren aufgrund
zu starker Glittung mit Modellfehlern im dm-Bereich und Maximalfehlern im m-Bereich zu unbefriedigenden
Ergebnissen.

- Bis Grad 50 ist der Geoidfehler (beim 9-Punkt-Schema) mit 2 mm recht gering; fiir hohere Entwicklungen sind
hingegen schon groflere Abweichungen zu erwarten (2-3 cm bis Grad 70, 8—9cm bis Grad 90).

- Vor allem in Gebieten stirkeren Gravitationsignals (z.B. Himalaya) sind groere Abweichungen zu erwarten.

- Auch wenn die Modellfehler (beim 9-Punkt-Schema) deutlich unter der mit CHAMP angezielten Genauigkeit
liegen, sind sie trotzdem relativ grof}. Der Grund liegt in der mit Az = 30s relativ geringen Abtastung.

- Aliasingeffekte bzw. Abbruchfehler wirken sich bei einer tieferen Bahn stirker aus, stellen aber insgesamt
aufgrund ihrer relativ geringen Grof3e kein Problem dar.

- Bei hoheren Auflosungen sind vor allem die Koeffizienten niedrigerer Ordnung von grof3eren Fehlern
betroffen.
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Abbildung 8.3: Bei Verwendung des 9-Punkt-
Schemas entstehender Geoidfehler in [m] fiir
einen simulierten fehlerfreien CHAMP-Orbit
(h = 470 km, [/m 90/90, Zeitraum: 1 Jahr);
Synthese des bestimmten Gravitationsfeldes bis
I/m 50/50, 70/70 und 90/90.
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8.2 Untersuchung des Gesamtfehlers

In diesem Abschnitt soll der Gesamtfehler bei der Gravitationsfeldanalyse aus kinematischen Bahnen untersucht
werden. Der Gesamtfehler setzt sich hier aus dem zuvor beschriebenen, durch die Approximation und den
Abbruchfehler bestimmten Modellfehler sowie den durch Messrauschen der kinematischen Bahn entstehenden Fehlern
zusammen. Streng genommen miisste der Gesamtfehler noch weitere Fehlerquellen wie beispielsweise die Messfehler
des Akzelerometers und Fehler bei der Modellierung von Gezeiten und der Erdorientierung mit einschlieen. Bei der
anvisierten Genauigkeit des Beschleunigungsansatzes fiir CHAMP-Daten sind jedoch diese Fehler gegeniiber dem
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durch das GPS-Rauschen erzeugten Einflusses aller Voraussicht nach als von geringerer Ordnung anzusehen und
werden deshalb im folgenden vernachldssigt. Die Genauigkeit der Akzelerometerdaten liegt gemdl den CHAMP-
Anforderungen im Bereich von 3-10®m/s” in dem fiir CHAMP interessanten Frequenzbereich (10107 Hz) und liegt
somit GroBenordnungen unter den Genauigkeiten der aus den kinematischen Orbits bestimmten Beschleunigungen
(GréBenordnung 10~ m/s?, s. Kapitel 6); die Genauigkeiten der Gezeitenmodelle konnen als dhnlich betrachtet werden.
Die Erdorientierungsdaten werden hauptsichlich fiir die Bestimmung der Bahn benotigt und konnen deshalb als ein Teil
des Bahnfehlers betrachtet werden.

Abbildung 8.5 und Abbildung 8.6 zeigen den bei Verwendung verschiedener Differentiationsverfahren entstehenden
Gesamtfehler als Grad-RMS und akkumulierte Geoidfehler fiir die beiden Rauschszenarien (ox = 5cm, p = 0,99) und
(ox = Scm, p = 0,9). Wie zu sehen ist, ist der Verlauf der Fehlerkurven bei den exakten Differentiationsverfahren
(n-Punkt-Schema und SOS) — ausgenommen das 3-Punkt-Schema — bis zum Schnitt von Fehler- und Signalkurve (fiir
P =0,99 ca. bei Grad 70, bei p= 0,9 ca. bei Grad 55) fast identisch, dariiber zeigt sich eine leichte Fehlerabschwichung
bei den kiirzeren Interpolationsschemen sowie bei der Spline-Interpolation. Die ausgleichenden Interpolationsverfahren
fiihren, je nach Stirke der Glittung, in den Bereichen ab Grad 10-30 bis zum Schnitt von Signal- und Fehlerkurve zu
einem erhohten Fehler gegeniiber den exakten Interpolationsverfahren. Dies ist auf die beim Modellfehler sichtbare
schlechte Approximation durch zu starke Glittung zuriickzufiihren. Eine deutliche Abschwichung der Fehlerkurven
gegeniiber denjenigen der exakten Interpolationsverfahren ist erst fiir hohere Grade sichtbar, in denen die Fehler schon
tiber dem Signal liegen und die somit ohnehin als nicht bestimmt gelten. Die ausgleichenden Interpolationsverfahren
fiihren also insgesamt nicht zu einer Verbesserung, sondern wegen der Signalglittung zu einer Verschlechterung im
signifikant bestimmbaren Bereich des Gravitationsfeldes und sollten deshalb nicht verwendet werden. Von den exakten
Interpolationsverfahren, die im signifikanten bestimmbaren Bereich &dhnliche Ergebnisse liefern, ist aufgrund der
besseren Approximation (geringerer Modellfehler), die bei langen Beobachtungsreihen oder tieferen Bahnen von
Bedeutung sein kann, das 9-Punkt-Schema vorzuziehen.
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Abbildung 8.5: Grad-RMS und akkumulierte Geoidfehler in [m] des bei Verwendung verschiedener
Differentiationsverfahren erzeugten Gesamtfehlers fiir einen simulierten verrauschten CHAMP-Orbit (A = 470 km,
l/m 90/90, Zeitraum: 1 Jahr, Rauschszenario: oy = 5 cm, p = 0,99). Im Vergleich dazu der Gesamtfehler bei Ver-
wendung des 9-Punkt-Schemas fiir einen simulierten verrauschten CHAMP-Orbit mit einer Bahnhthe von 4 = 250 km
(Rauschszenario: ox = 5Scm, p=0,99).
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Abbildung 8.6: Grad-RMS und akkumulierte Geoidfehler in [m] des erzeugten Gesamtfehlers fiir das Rauschszenario
(ox=5cm, p=0,9).
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Die Geoidfehler liegen fiir das optimistischere Rauschszenario mit der Korrelation p = 0,99 bei einer Rekonstruktion bis
Grad/Ordnung 50/50 bei 10,7 cm und bis Grad/Ordnung 70/70 bei 57,7 cm und liegen somit im Bereich dessen, was fiir
die groeren Bahnhohen zu Beginn der CHAMP-Mission erwartet werden kann (s. EIGEN-2). Fiir das pessimistischere
Rauschszenario konnen diese Werte nicht ganz erreicht werden, der Geoidfehler bis Grad 50 liegt hier bei 34,6 cm, eine
Entwicklung bis Grad 70 erscheint nicht sinnvoll, da hier bereits die Fehler groB3er als das Signal selbst sind.

In Abbildung 8.5 und Abbildung 8.6 sind des Weiteren die Fehlerkurven fiir eine Bahnhshe von & = 250km (entsprech-
end dem Ende der CHAMP-Mission) aufgetragen. Deutlich sichtbar sind die im Vergleich zu 4 = 470 km wesentlich
kleineren Fehler, welche eine Folge des stirkeren Signals und einer hoheren Sensitivitit fiir kiirzere Wellenldngen des
Gravitationsfeldes in einer niedrigeren Bahnhohe sind. Die Geoidfehler betragen jetzt bei einer Rekonstruktion bis Grad
50 nur noch 2,7 cm (bei p = 0,99) bzw. 8,7cm (bei p = 0,9) und fiir eine Rekonstruktion bis Grad 70 dann 8,2 cm (bei
P =10,99) bzw. 24,1 cm (bei p = 0,9). Fiir das pessimistischere Rauschszenario (o = 0,9) ist jetzt eine Auflosung bis fast
Grad 90 moglich, fiir das optimistischere Rauschszenario mit p = 0,99 fiihrt eine Rekonstruktion des Geoids bis Grad
90 auf eine Genauigkeit von 20,9 cm, es kdnnen sogar noch Gravitationsfeldanteile hoheren Grades signifikant aufge-
16st werden.

Abbildung 8.7 zeigt anhand der Grad-RMS sowie der akkumulierten Geoidfehler, wie sich unterschiedlich starke
Regularisierungen nach der Kaula-Regel auf die Gravitationsfeldlosungen auswirken. Als Beispiel dient ein simulierter
Orbit mit der Bahnhohe & = 470 km und dem Rauschszenario (ox = 5 cm, p = 0,99), der mit dem 9-Punkt-Schema
analysiert wurde. Gut sichtbar ist, wie die Grad-RMS-Kurve in dem Bereich, in dem sie tiber der Signalkurve liegt
(Grad [ > 65), fir ansteigende Regularisierungsparameter « (hier: & = 0,1 und & = 0,316) abgeschwicht wird. Eine
optimale Regularisierung wird fiir den Parameter &= 1 erreicht. Hier werden die Grad-RMS der Anteile fiir Grad [ > 75
in die Grofle des Signals gebracht, die Fehlerkurve der Anteile des Bereichs zwischen Grad 60 und 75 kann gleichzeitig
unter die Signalkurve und unter die Fehlerkurve der nicht regularisierten Losung (& = 0) geschoben werden. Dies
bedeutet, dass offensichtlich noch bis zu Grad 75 signifikante Anteile in der Gravitationsfeldlésung vorhanden sind, die
durch die Regularisierung hervorgehoben werden konnen. Fiir die dariiber liegenden Anteile ist durch die
Regularisierung kein groer Gewinn mehr moglich, da die Fehlerkurve nicht mehr unter die Signalkurve gebracht
werden kann; die Signalanteile sind hier nicht mehr signifikant.
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Abbildung 8.7: Grad-RMS und akkumulierte Geoidfehler in [m] fiir unterschiedlich stark regularisierte
(Regularisierungsparameter alpha) Gravitationsfeldlosungen aus einem simulierten, verrauschten CHAMP-Orbit
(h =470km, I/m 90/90, Zeitraum: 1 Jahr, Rauschszenario: ox = Scm, p = 0,99); Differentiator: 9-Punkt-Schema.

Fiir groBBere Regularisierungsparameter ¢ wird mit ansteigendem Wert die glittende Wirkung der Regularisierung
sichtbar. Die Gravitationsfeldlosung wird immer stiarker gegen die Nulllosung gedriickt, was sich im stirker werdenden
Anstieg der Fehlerkurven im Bereich [ < 65 duBert, die beispielsweise fiir den Parameter (= 1000) schon ab Grad 45
identisch mit der Signalkurve ist. Um ein optimales Ergebnis bei der Regularisierung zu erzielen, muss also darauf
geachtet werden, dass diese nicht zu stark gewéhlt wird.

In Abbildung 8.8 sind fiir das Beispiel des 9-Punkt-Schemas noch einmal die erreichbaren Genauigkeiten (als Grad-
RMS sowie akkumulierte Geoidfehler) fir CHAMP-Orbits unterschiedlicher Bahnhthe (2 = 470km/250km = Anfang
/Ende der Mission) und unterschiedlicher Genauigkeit (oy = 5 cm, p = 0,99/0,9) zusammengefasst, die diinnen Linien
geben die zugehorigen optimalen regularisierten Losungen an. Wie zu sehen ist, liegt jeweils zwischen den Grad-RMS
zweier Losungen fiir die gleiche Bahnhohe bei unterschiedlichem Rauschen eine halbe Gro3enordnung. Das Rauschen
der Bahn hat also eine starke Auswirkung auf die tatsdchlich erreichbare Genauigkeit. Fiir unterschiedliche Bahnhthen
machen sich das stirkere Gravitationsfeldsignal und die hohere Sensitivitit fiir kurzwelligere Anteile in einer
niedrigeren Bahn deutlich bemerkbar. Die Grad-RMS-Kurve fiir 7 = 250 km verlduft nicht nur deutlich unterhalb
derjenigen fiir 7 = 470 km, sondern sie steigt auch deutlich flacher an. Fir Bahnhthen in h = 470 km ist, je nach
Genauigkeit der Bahn, eine Auflosung des Gravitationsfeldes bis Grad 55-65 moglich, in einer Bahnhohe von
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h = 250 km kann eine Auflésung von Grad 80 bis iiber 90 hinaus erreicht werden. Durch Regularisierung kann die
Auflosung um ca. 10-15 Grade erhoht werden, in der Bahnhohe 2 = 250 km ist fiir die Korrelation p = 0,99 durch
Regularisierung kein Genauigkeitsgewinn mehr moglich. Beziiglich der Regularisierung ist auch erkennbar, dass fiir
eine geringere Korrelation der Bahnfehler (also groBere relative Bahnfehler) aufgrund des hoheren Rauschens der
Beschleunigungen eine stirkere Regularisierung fiir ein optimales Ergebnis notwendig ist. Zusétzlich sind in Abbildung
8.8 auch noch die Fehlerkurven (Grad-RMS und akkumulierte Geoidfehler) des besten Gravitationsfeldmodells vor
Beginn der Satellitenmissionen, EGM96 und des ersten CHAMP-only-Modells des GFZ Potsdam, EIGEN-2,
dargestellt. Diese wurden aus dem Vergleich zum inzwischen verfiigbaren, wesentlich genaueren GRACE-Modell
EIGEN-GRACEOQ2S (Reigber et al., 2005a) bestimmt. Gegeniiber dem EGM96-Modell scheint mit CHAMP also, je
nach Bahngenauigkeit, eine Verbesserung des Gravitationsfeldes fiir die anfiangliche Bahnhohe von 2 = 470 km bis
Grad 40-55 moglich und fiir eine Bahnhohe am Ende, & = 250 km, eine Verbesserung bis Grad 60-80. Der Vergleich
der Ergebnisse fiir eine Bahnhohe von 4 = 470 km mit EIGEN-2, welches zwar aus CHAMP-Daten etwas geringerer
Bahnhohe (400-450km), dafiir aber eines kiirzeren Zeitraumes (6 Monate) bestimmt wurde, zeigt, dass EIGEN-2 genau
zwischen den Ergebnissen fiir die beiden Rauschszenarien (p = 0,99/0,9) liegt. Die mit CHAMP anvisierte Genauigkeit
sollte also erreicht werden konnen, und die beiden Rauschszenarien beschreiben eine untere und obere Grenze dessen,
was erwartet werden kann. Es sollte an dieser Stelle angemerkt werden, dass EIGEN-2, wie in Abbildung 8.8 sichtbar,
regularisiert ist und deshalb mit den regularisierten Simulationsergebnissen verglichen werden sollte. Die zu
erwartenden Geoidgenauigkeiten liegen, je nach Bahngenauigkeit, fiir eine Bahnhohe 4 = 470km fiir eine Auflésung bis
Grad 50 bei 10-35 cm und fiir eine Auflésung bis Grad 70 zwischen 45—-85 cm (regularisiert), fiir # = 250 km sind fiir
eine Auflosung bis Grad 50 ca. 2-9cm und fiir eine Auflosung bis Grad 70 ca. 8—24 cm zu erwarten.
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Abbildung 8.8: Die Gesamtfehler von Gravitationsfeldlosungen (Grad-RMS und akkumulierte Geoidfehler in [m]) fiir
simulierte CHAMP-Orbits mit unterschiedlichen Bahnhohen (2 = 250 km/470 km) und Korrelationen (o = 0,9/0,99) im
Vergleich; die diinnen Linien zeigen die zugehorigen optimal regularisierten Losungen (Parameter ¢); Differentiator:
9-Punkt-Schema. Im Vergleich dazu die geschiitzten Fehler des besten Modells vor der CHAMP-Ara, EGM96, und des
vom GFZ bestimmten CHAMP-only-Modells EIGEN-2.

In Tabelle 8.3, Tabelle 8.4 und Tabelle 8.5 ist der RMS-Wert, der (mit cos(¢)) gewichtete RMS-Wert des Geoidfehlers
(auf dem 1° x 1°-Gitter) sowie der maximale Geoidfehler fiir Entwicklungen bis Grad/Ordnung 50/50, 70/70 und 90/90
fiir die verschiedenen Simulationen (unterschiedliche Differentiationsverfahren, Bahnhchen, Rauschverhiltnisse und
Regularisierungsparameter) angegeben. Abgesehen vom 3-Punkt-Schema sind der gewichtete und ungewichtete RMS-
Wert sehr dhnlich, allerdings fillt der ungewichtete RMS-Wert immer etwas kleiner aus. Dies legt die Vermutung nahe,
dass der Geoidfehler in den polnahen Gebieten etwas kleiner ausfillt.

Bei den Entwicklungen bis Grad 50/50, fiir welche das Gravitationsfeld signifikant bestimmbar ist, ist zu sehen, dass
die exakten Interpolationsverfahren (bis auf das 3-Punkt-Schema) fast identische Ergebnisse liefern, wihrend die aus-
gleichenden Interpolationsverfahren bedingt durch Signalfilterung zu deutlich schlechteren Ergebnissen fithren. Da das
Gravitationsfeld bis Grad 50 signifikant bestimmbar ist, ist durch Regularisierung kaum ein Genauigkeitsgewinn zu
verzeichnen. Als Vergleich sind auch hier noch die Geoidfehler fiir das EGM96 und EIGEN-2 aufgefiihrt. Bis auf das
Gravitationsfeld aus der Simulation mit der Bahnhthe von 470 km und der Korrelation p = 0,9 konnen die Genauigkeit
des EIGEN-2 und Verbesserungen gegeniiber dem EGMO96 erreicht werden. Auffillig beim EGM96 sind der grofle
maximale Geoidfehler von 3,348 m und der gegeniiber dem gewichteten RMS-Wert deutlich hohere ungewichtete
RMS-Wert. Diese sind wahrscheinlich auf liickenhafte Datensitze und fehlende Daten an den Polen zuriickzufiihren.
Bei einer Entwicklung bis Grad 70 ist fiir die Simulationen mit 2 = 470km, p = 0,99 auf den ersten Blick ein Genauig-
keitsgewinn der ausgleichenden Interpolationsverfahren gegeniiber dem 9-Punkt-Schema erkennbar. Allerdings steigt
der maximale Fehler im Vergleich dazu stark an, was auf eine Glittung in Bereichen starken Gravitationssignals
schliefen ldsst. Auch das 5- und 7-Punkt-Schema sowie sie Spline-Interpolation liefern jetzt etwas bessere Werte als
das 9-Punkt-Schema. Dies ist aber auf eine stirkere Glédttung in den hoheren Frequenzbereichen der Beschleunigungen



118 Kapitel 8: Gravitationsfeldanalyse aus simulierten CHAMP-Bahnen

zuriickzufiihren. Da die Grad-RMS-Kurve bei Grad 70 fiir eine Bahnhohe von i = 470km bereits tiber der Signalkurve
liegt, also das Gravitationsfeld bei Grad 70 nicht mehr signifikant bestimmbar ist, ergibt sich im Prinzip gegeniiber dem
9-Punkt-Schema kein wirklicher Genauigkeitsgewinn. Ein Genauigkeitsgewinn ist jetzt aber durch Regularisierung zu
erreichen, da dadurch die Grad-RMS-Kurve unterhalb (oder zumindest auf) der Signalkurve verlduft. Dies gilt jedoch
nicht fiir eine Bahnhohe von & = 250 km, fiir welche aufgrund des guten Signal-zu-Rausch-Verhiltnisses keine
signifikante Genauigkeitssteigerung durch Regularisierung moglich ist. Die Genauigkeiten des EIGEN-2 konnen
abgesehen fiir den Fall 4 = 470 km, p = 0,9 erreicht werden, eine Verbesserung gegeniiber dem EGM96 ist nur bei
niedrigeren Bahnhthen moglich.

Differentiator | 3-Pkt. | 5-Pkt. | 7-Pkt. | 9-Pkt. | 9-Pkt. | SOS | m13L8 | SOSS | 9-Pkt | 9-Pkt.
Hohe £ [km] 470 470
Korrelation 0,99 0,9

a 0 1 0 0 10
RMS [m] 0,471 0,102 0,102 0,103 0,100 0,103 0,174 0,182 0,330 0,303
gew. RMS [m] 0,348 0,107 0,107 0,107 0,106 0,109 0,183 0,193 0,346 0,321
Maximum [m] 1,556 0,503 0,508 0,510 0,486 0,493 1,131 1,409 1,435 1,573
9-Pkt. | 9-Pkt. | 9-Pkt. | EGM96 | EIGEN-2 | Tabelle 8.3: RMS, gewichtetes RMS
250 250 } 400450 und maximale Fehler bei Verwendung
verschiedener Differentiationsverfahren
0.99 0.9 ' unbekannt | i ynterschiedliche simulierte  ver-
0 0 31,62 - unbekannt | rauschte CHAMP-Orbits (Zeitraum:
0,025 0,082 0,083 0,339 0,189 1 Jahr). Entwicklung des analysierten
0,027 | 0,087 | 0,088 0,258 0,171 Gravitationsfeldes bis Grad/Ordnung
0.124 | 0.39% 0.369 3348 1.034 50/50. Im Vergleich dazu EGM96 und
EIGEN-2.

Differentiator | 3-Pkt. | 5-Pkt. | 7-Pkt. | 9-Pkt. | 9-Pkt. | SOS | m13L8 | SOSS | 9-Pkt | 9-Pkt.
Hohe /& [km] 470 470
Korrelation 0,99 0,9

a 0 1 0 0 10
RMS [m] 0,752 0,498 0,527 0,542 0,417 0,436 0,516 0,446 1,848 0,761
gew. RMS [m] 0,583 0,532 0,562 0,577 0,448 0,474 0,564 0,485 1,991 0,822
Maximum [m] 2,949 2,173 2,336 2,418 1,789 2,038 5,477 4,266 8,362 5,932
9-Pkt. | 9-Pkt. | 9-Pkt. | EGM96 | EIGEN-2 | Tabelle 8.4: RMS, gewichtetes RMS
250 250 3 200450 und mgximale Eehler b.ei.Verwendung
verschiedener Differentiationsverfahren
0,99 0.9 - unbekannt | i ynterschiedliche simulierte ver-
0 0 31,62 - unbekannt | rauschte CHAMP-Orbits (Zeitraum:
0,076 0,224 0,219 0,452 0,608 1 Jahr). Entwicklung des analysierten
0,082 0,241 0,239 0,341 0,602 Gravitationsfeldes bis Grad/Ordnung
70/70. Im Vergleich dazu EGM96 und
0,409 1,093 1,311 5,536 6,204 EIGEN.2. g
Differentiator 9-Pkt. 9-Pkt. 9-Pkt. 9-Pkt. | 9-Pkt. 9-Pkt. 9-Pkt. | EGMY96 EIGEN-2
Hohe h [km] 470 470 470 470 250 250 250 - 400-450
Korrelation 0,99 0,99 0,9 0,9 0,99 0,9 0,9 - unbekannt
a 0 1 0 10 0 0 31,6 - unbekannt
RMS [m] 2,518 0,738 8,356 0,978 0,192 0,558 0,449 0,502 0,891
gew. RMS [m] 2,758 0,781 9,168 1,051 0,209 0,614 0,491 0,387 0,864
Maximum [m] | 13,141 | 4912 | 44,460 | 7,849 1,215 3,041 3,260 6,043 8,728

Tabelle 8.5: RMS, gewichtetes RMS und maximale Fehler fiir simulierte verrauschte CHAMP-Orbits (Zeitraum:
1 Jahr) mit unterschiedlichen Bahnhohen (2 = 250 km/470 km) und Korrelationen (o = 0,9/0,99); Differentiator: 9-
Punkt-Schema; Entwicklung des Gravitationsfeldes bis Grad/Ordnung 90/90. Im Vergleich dazu EGM96 und EIGEN-2.

Bei Entwicklungen bis Grad 90 (Tabelle 8.5) dominiert bei einer Bahnhohe von 470 km das Rauschen die
Gravitationsfeldlosung sehr stark, was durch die starke Reduzierung des Geoidfehlers bei Regularisierung sichtbar wird.
Auch fiir die stirker verrauschte Bahn (o = 0,9) in der Bahnhthe von 250 km ist jetzt durch Regularisierung eine
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Reduzierung der Geoidfehler im cm-Bereich zu erkennen. Mit den regularisierten Losungen konnen wiederum in etwa
die Genauigkeiten des EIGEN-2 erreicht werden, eine Verbesserung gegeniiber dem EGM96 ist nur noch bei einer
Bahnhohe von 250km und dem geringeren Rauschen von (o = 0,99) méglich.

In Abbildung 8.9 sind die Geoidfehler pro Breitengrad fiir Rekonstruktionen des Geoids bis Grad/Ordnung 50/50, 70/70
und 90/90 dargestellt. Wie vermutet, fallen die Geoidfehler mit zunehmendem Betrag der Breite |@l etwas geringer aus.
Dies ist wahrscheinlich auf die Bahnkonfiguration von CHAMP mit einer Inklination i = 87° zuriickzufiihren, wie in
Abbildung 8.10a),b) gezeigt. Die Bodenspur des Satelliten zeigt neben den relativ kleinen polaren Datenliicken in den
Regionen fiir |¢l > 80° groBe Uberlappungen, die zu sehr hohen Punktedichten (Abbildung 8.10b) in diesen Gebieten
fithren und damit zu einer besseren Schitzung des Gravitationsfeldes in diesen Bereichen. Aulerdem zeigen sich gerade
bei Verwendung der ausgleichenden Interpolationsverfahren wiederum wie auch bei der Untersuchung des
Modellfehlers hohere Fehler in den Bereichen um ¢ = —10° und ¢ = 35°. Dies ldsst darauf schlieBen, dass durch die
ausgleichenden Interpolationsverfahren in diesen Bereichen Signal herausgefiltert wird. Auch bei der Regularisierung,
vor allem bei einer Entwicklung bis Grad/Ordnung 90/90, ist auffillig, dass der Geoidfehler in diesen Breitenbereichen
weniger reduziert werden kann. Dies liegt daran, dass durch die Regularisierung infolge der Verschiebung der Losung
in Richtung der Nulllosung bei den hoheren Graden auch Signal herausgefiltert wird.
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Abbildung 8.11 zeigt die geographische Verteilung der Geoidfehler am Beispiel der Analyse eines simulierten
CHAMP-Orbits mit der Bahnhohe & = 470km und dem Rauschszenario (ox = Scm, p = 0,99) mit dem 9-Punkt-Schema
fir Rekonstruktionen bis Grad/Ordnung 50/50 und 70/70 der unregularisierten Losung sowie bis 70/70 fiir die
regularisierte Losung. Wie zu sehen ist, ist bei den nicht regularisierten Losungen der Geoidfehler relativ gleichmiBig
tiber die Erde verteilt. Die Regularisierung fiihrt dazu, dass hauptsdchlich die Fehler in den kiirzeren Wellenldngen
abgeschwicht werden. Allerdings macht sich gleichzeitig auch eine kleine Erhohung des Geoidfehlers in Gebieten
starkeren Gravitationsfeldsignals wie dem Himalaya oder den Anden bemerkbar. Hier wird also bereits Signal durch die
Regularisierung herausgefiltert. Die Ergebnisse der Regularisierung sind also mit Vorsicht zu verwenden.
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Abbildung 8.10: a) Bodenspur und b) Anzahl der Bahnpunkte pro Breitengrad fiir einen simulierten
CHAMP-Orbit (h = 470 km, Zeitraum: 1 Woche = 20160 Bahnpunkte).
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ten Losung (rechts unten).

Abbildung 8.12 zeigt die relativen Fehler der Koeffizienten der Gravitationsfeldlosungen bei Verwendung des 9-Punkt-
Schemas fiir CHAMP-Orbits in verschiedener Bahnhohe (2 = 470km und & = 250km) bei gleichen Rauschverhéltnissen
(ox =5cm, p=0,99) sowie fiir die regularisierte Losung der Bahnhohe /2 = 470km. Wie bei dem Modellfehler ist auch
bei dem Gesamtfehler zu beobachten, dass vor allem von den Koeffizienten hoheren Grades diejenigen niedriger
Ordnung schlecht bestimmt sind wihrend diejenigen hoherer Ordnung teilweise noch recht genau sind. Von der Regu-
larisierung sind vor allem die Koeffizienten von Grad [ > 60 betroffen. Besonders diejenigen mit sehr grofen relativen
Fehlern > 1 (also die nicht bestimmten Koeffizienten) werden gegen einen relativen Fehler von ca. 1 regularisiert.
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Allerdings vergrofert sich auch der relative Fehler von ein paar gut bestimmten Koeffizienten hoheren Grades (vor
allem bei denjenigen hoherer Ordnung) durch die Regularisierung. Bei einigen Koeffizienten hoheren Grades und
niedrigerer Ordnungen kann der relative Fehler durch die Regularisierung unter den Wert 1 geschoben werden. Der
Vergleich der Ergebnisse fiir die Bahnhohen 470 km und 250 km zeigt nochmals, wie stark die Genauigkeit durch die
hoheren Signalanteile auf einer tieferen Bahn gesteigert werden kann.
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Zusammenfassend ldsst sich also beziiglich des Gesamtfehlers feststellen:

Innerhalb des signifikant bestimmbaren Bereiches des Gravitationsfeldes, also fiir diejenigen Grade /, an denen
die Grad-RMS-Kurve unterhalb der Signalkurve liegt, fithren die exakten Interpolationsverfahren (bis auf das
3-Punkt-Schema) auf fast identische Genauigkeiten; aufgrund der besten Approximation ist das 9-Punkt-
Schema vorzuziehen.

Die Verwendung von ausgleichenden Interpolationsverfahren fiihrt innerhalb des signifikant bestimmbaren
Bereiches des Gravitationsfeldes zu einer Verschlechterung infolge zu starker Glittung des Signals, eine
Verbesserung ist nur fiir solche Auflosungen erkennbar, bei denen der Fehler ohnehin grofier als das Signal
selbst ist; die ausgleichenden Interpolationsverfahren sollten somit nicht verwendet werden.

Es bestitigen sich somit die Aussagen, die anhand der bestimmten Beschleunigungen iiber die Differentiatoren
in Kapitel 6 gemacht wurden: (i) das 9-Punkt-Schema hat die beste Approximation, (ii) bei den ausgleichenden
Interpolationsverfahren steht dem Vorteil der Reduzierung des Rauschens auf den hoheren Frequenzen eine
Filterung des Signals auf den niedrigeren (und hier signifikanten) Frequenzen gegeniiber.

Die relative Bahngenauigkeit (beschrieben durch die Korrelation p) bestimmt die erreichbare Genauigkeit des
Gravitationsfeldes und beeinflusst diese sehr stark: zwischen den Ergebnissen fiir die hohere Korrelation
p = 0,99 (£ relativer Bahngenauigkeit cay = 0,7 cm bei absoluter Bahngenauigkeit oy = 5 cm) und den
Ergebnissen fiir die niedrigere Korrelation p= 0,9 (£ o,¢ = 2,2cm) liegt ca. eine halbe Groenordnung.
Bedingt durch ein stirkeres Gravitationsfeldsignal und eine hohere Sensitivitit fiir kurzwelligere Anteile ist bei
einer niedrigerer Bahnhohe £ eine hohere Auflosung und Genauigkeit des Gravitationsfeldes moglich: es ergibt
sich fiir 7 = 470km/250km jeweils eine Auflosung bis Grad [ = 65/>90 bei einer Korrelation von p = 0,99 und
eine Auflosung bis Grad [ = 55/80 bei einer Korrelation von p = 0,9.

Durch Regularisierung kann die Auflosung um ca. 10 Grade erhoht werden und die Genauigkeit der
Koeffizienten im Bereich des Schnittes zwischen Grad-RMS- und Signalkurve etwas gesteigert werden. Aller-
dings kann bei der Regularisierung auch an manchen Stellen Signal verloren gehen.

Die geographische Verteilung der Geoidfehler ist relativ gleichmifig; allerdings werden diese in Richtung der
Pole bedingt durch die Bahnkonfiguration von CHAMP etwas kleiner.

Gegeniiber dem besten Modell vor Beginn von CHAMP, dem EGM96, ist je nach Bahnhohe und Genauigkeit
eine Verbesserung der Koeffizienten im Bereich bis Grad 40—-75 moglich.

Die Simulationen fiir die Bahnhohe 4 = 470 km liegen in etwa in dem Genauigkeitsbereich des GFZ-Modells
EIGEN-2, dass aus Daten einer dhnlichen Bahnhohe (400-450km) und eines dhnlichen Zeitraumes (6 Monate)
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stammt. Der Beschleunigungsansatz sollte daher zu guten Ergebnissen fiihren, welche die an CHAMP gesetz-
ten Ziele erfiillen sollten.

- Die Geoidfehler (gewichtete RMS-Werte) liegen, je nach relativer Bahngenauigkeit und Bahnhohe, fiir eine
Entwicklung bis Grad 50 zwischen 2,5 und 32 cm und fiir eine Entwicklung bis Grad 70 zwischen 8 und 82cm.

8.3 Einfluss der Gewichtung

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie grofl der Einfluss der Korrelationen der Beschleunigungsfehler auf die Gravi-
tationsfeldschétzung ist. Dazu wurden Simulationsrechnungen fiir die beiden extremen Fille (i) unkorrelierte Bahnfeh-
ler (ox = 5cm, p=0,0) und (ii) stark korrelierte Bahnfehler (ox = Scm, p = 0,99) durchgefiihrt. Verwendet wurde dazu
ein 1-monatiger Orbit der Bahnhohe 7 = 470km, der basierend auf dem EGM96 bis Grad/Ordnung 70/70 simuliert und
anschlieBend bis zum selben Entwicklungsgrad analysiert worden ist. In Abbildung 8.13 sind die Genauigkeiten der
Gravitationsfeldschidtzungen fiir gewichtete (Korrelationen der Beschleunigungsfehler werden beriicksichtigt) und
ungewichtete Losungen (Korrelationen der Beschleunigungsfehler werden vernachlissigt) in Form von Grad-RMS und
akkumulierten Geoidfehlern dargestellt, in Tabelle 8.6 ist der RMS-Wert (normal und flichengewichet) inklusive des
maximalen Fehlers des Geoids auf dem 1° x 1°-Gitter fiir unterschiedliche Entwicklungsgrade (bis Grad/Ordnung 30/30
und 50/50) angegeben. Aus diesen Fehlerdarstellungen lassen sich zwei grundlegende Feststellungen machen:

- Wie schon zuvor gezeigt, fithrt eine starke Korrelation der Bahnfehler infolge der dadurch wesentlich
genauer bestimmbaren Beschleunigungen zu einer wesentlich verbesserten Gravitationsfeldschitzung. Der
Unterschied zwischen den Gravitationsfeldlosungen fiir unkorrelierte Bahnfehler und (stark) korrelierte
Bahnfehler betrigt hier ca. eine Groflenordnung.

- Gewichtete und die ungewichtete Losungen weillen jeweils fiir unkorrelierte Bahnfehler und (stark)
korrelierte Bahnfehler eine dhnliche Genauigkeit auf. Der Einfluss der Korrelationen der Beschleunigungs-
fehler ist also als gering fiir die Genauigkeit der Gravitationsfeldlosung einzuschitzen. Es ergibt sich daraus
auch, wie bereits in Abschnitt 7.1.2 formuliert, eine Unabhingigkeit von der Stochastik (genauer: den
Korrelationen) der kinematischen Bahnen.
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Abbildung 8.13: Vergleich (links als Grad-RMS, rechts als akkumulierte Geoidfehler) zwischen gewichteten und un-
gewichteten Losungen bei unkorrelierten (ox = Scm, p = 0,0) und korrelierten (oyx = Scm, p = 0,99) Bahnfehlern.

Rauschen ox=5cm, p=0,0 ox=5cm, p=0,99
Entwicklungsgrad L=30 L=50 L=30 L=50
gewichtete Losung nein ja nein ja nein ja nein ja

RMS [m] 0,381 0,389 3,262 3,679 0,061 0,065 0,371 0,375

gew. RMS [m] 0,378 0,378 3,452 3,580 0,064 0,066 0,397 0,400
Maximum [m] 1,441 1,474 14,011 16,095 0,234 0,244 1,581 1,617

Tabelle 8.6: Vergleich des Geoidfehlers (RMS, gewichtetes RMS und maximale Fehler) gewichteter und ungewichteter
Losungen bei unkorrelierten Bahnfehlern (ox = 5 cm, p = 0,0) und korrelierten Bahnfehlern (ox = 5 cm, p = 0,99) fiir
unterschiedliche Entwicklungsgrade (L = 30, 50).

Es zeigt sich sogar bei den Geoidfehlern fiir die Entwicklungsgrade L = 30,50 in Tabelle 8.6, dass die Vernachldssigung
der Gewichtung eine minimal genauere Losung als die gewichtete Schitzung erzeugt. Eine genauere Betrachtung von
Abbildung 8.13 lasst aber erkennen, dass die Gewichtung bei den niedrigeren Graden (I < 20) einen gewissen Einfluss
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hat. Hier ergibt sich fiir die unkorrelierten Bahnfehler eine kleine Verbesserung durch die Gewichtung, wihrend in der
Gegenwart von korrelierten Bahnfehlern die Gewichtung zu einer leichten Verschlechterung fithrt. Geht man davon aus,
dass das Rauschen kinematischer Bahnen korreliert ist, so ist demnach durch eine Beriicksichtigung der Korrelationen
der Beschleunigungsfehler keine Genauigkeitssteigerung zu erwarten. Aus diesem Grunde und auch der Tatsache, dass
die Varianz-Kovarianz-Matrizen der kinematischen Orbits nicht bekannt sind, wird bei der Analyse realer kine-
matischer Bahnen in Kapitel 9 auf eine Gewichtung verzichtet.

8.4 Vergleich der unterschiedlichen Verfahren zur Analyse kinematischer Bahnen

Im Folgenden soll der Beschleunigungsansatz mit den in Kapitel 2 beschriebenen anderen Verfahren zur Analyse kine-
matischer Bahnen anhand Simulationsrechnungen verglichen werden. Verwendet wurde dazu, wie im vorhergehenden
Abschnitt, ein 1-monatiger Orbit der Bahnhthe 4 = 470 km, der basierend auf dem EGM96 bis Grad/Ordnung 70/70
simuliert und anschlieBend bis zum selben Entwicklungsgrad analysiert worden ist. Die Integration der Variations-
gleichungen wurde dabei nicht beriicksichtigt, da das Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen unter der Voraussetzung
eines geniigend kleinen Linearisierungsfehlers zu dhnlichen Ergebnissen fithren sollte. Dies liegt, wie in Abschnitt
2.3.2.2 erlautert, daran, dass das Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen eine linearisierte Version der Integration der
Variationsgleichungen darstellt, welche den gleichen Beobachtungsvektor (die Koordinaten) besitzt. Der Umstand, dass
es sich bei den zusitzlich zu schitzenden Unbekannten einmal um die Randwerte des Bahnbogens (beim Randwert-
problem) und einmal um die Anfangswerte der Bahn (bei der Integration der Variationsgleichungen) handelt, sollte nur
einen minimalen Einfluss auf die Genauigkeit haben. Zusitzlich zu dem in dieser Arbeit untersuchten Beschleunigungs-
ansatz fiir ,,punktweise” Beschleunigungen wurde auch noch derjenige fiir ,,mittlere Beschleunigungen in den
Vergleich mit aufgenommen.

Fiir die numerische Differentiation beim ,,punktweisen® Beschleunigungsansatz sowie bei der Energiebilanzmethode
wurde das 9-Punkt-Schema verwendet, wihrend beim Randwertproblem die Bahn in 90-miniitige Bahnbogen
(= 1 Umlauf) unterteilt wurde, die mit einem Interpolationspolynom 5. Grades integriert wurden. Fiir die Bestimmung
von mittleren Beschleunigungen wurde der Mittelwertfilter der Lénge 5 eingesetzt.

8.4.1 Modellfehler

In Abbildung 8.14 ist der Fehler der einzelnen Verfahren dargestellt, der bei der Analyse eines unverrauschten Orbits
entsteht. Bei allen Verfahren liegt dieser Modellfehler Grolenordnungen unter der zu erwartenden Genauigkeit bei der
Analyse von CHAMP hI-SST-Daten (s. Abschnitt 9.2), was darauf hindeutet, dass eine geniigend gute Approximation
der Verfahren (vgl. Abschnitt 2.4) gegeben ist. Eine Reduzierung der Modellfehler kann durch Auffinden eines noch
besseren Verfahrens zur numerischen Differentiation (Beschleunigungsansitze, Energiebilanzmethode) bzw. zur
numerischen Integration (Randwertproblem) sowie der Wahl eines hoherwertigen Mittelwertfilters (Beschleunigungs-
ansatz fiir punktweise Beschleunigungen) ermoglicht werden.
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Abbildung 8.14: Modellfehler (links: Grad-RMS, rechts: akkumulierte Geoidfehler) der verschiedenen Verfahren.

8.4.2 Gesamtfehler

In diesem Abschnitt wurden zur Ermittlung des Gesamtfehlers Simulationsrechnungen fiir die beiden extremen Fille (i)
unkorrelierte Bahnfehler (ox = 5cm, p = 0,0) und (ii) stark korrelierte Bahnfehler (ox = 5cm, p = 0,99) mit den unter-
schiedlichen Bahnanalyseverfahren durchgefiihrt, wobei jeweils ungewichtete und gewichtete Losungen geschitzt
wurden. Aus den Ergebnissen sollen Erkenntnisse dariiber gewonnen werden, wie genau die unterschiedlichen Verfah-
ren bei unterschiedlichem Rauschen der kinematischen Bahnen sind. In Abbildung 8.15 sind die entstehenden Fehler in
Form von Grad-RMS und akkumulierten Geoidfehlern fiir unkorrelierte (a,b) und korrelierte (c,d) Bahnfehler darge-
stellt, in Tabelle 8.7 und Tabelle 8.8 ist der RMS-Wert (normal und flachengewichet) inklusive des maximalen Fehlers
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des Geoids auf dem 1° x 1°-Gitter fiir eine Entwicklung bis Grad/Ordnung 50/50 fiir unkorrelierte und korrelierte Bahn-
fehler angegeben. Es ist zu erkennen, dass sowohl fiir unkorrelierte als auch korrelierte Bahnfehler die Beschleuni-
gungsansitze fiir punktweise/mittlere Beschleunigungen (gewichtet/ungewichtet) und das Randwertproblem Ergebnisse
fast identischer Genauigkeit liefern, falls eine Gewichtung beim Randwertproblem bei korrelierten Bahnfehlern vorge-
nommen wurde. Die zugehorigen Schaubilder iiberdecken sich daher in Abbildung 8.15 weitestgehend und sind deshalb
optisch schwer zu trennen. Die Energiebilanzmethode hingegen fiihrt fiir beide Rauschszenarien zu deutlich schlechte-
ren Ergebnissen, deren Fehler um den Faktor 1,5-2 groBer sind. Dies entspricht in etwa dem infolge der geringeren
Redundanz zu vermutenden Faktor von +/3 (vgl. Abschnitt 2.4). Auffdllig ist bei dem Vergleich der Losungen fiir
unkorrelierte und korrelierte Bahnfehler, dass nicht nur der Beschleunigungsansatz von der starken Korrelation der
Bahnfehler profitiert, sondern auch entgegen der in Abschnitt 2.4 aufgestellten These in gleichem MaBle das Randwert-
problem (falls die Korrelationen bei der Gewichtung beriicksichtigt wurden!). Des Weiteren zeigt sich, dass durch
numerische Differentiation entgegen der Vermutungen kein Informationsverlust und keine Rauschverstirkung
gegeniiber anderen Verfahren entstehen, bei denen keine numerische Differentiation bendtigt wird. Allgemein kann
festgestellt werden, dass eine groflere Korrelation der Bahnfehler unabhiingig vom Analyseverfahren zu einer hoheren
Genauigkeit des geschitzten Gravitationsfeldes fiihrt. So ist beispielsweise der Geoidfehler fiir den Entwicklungsgrad
L = 50 nach Tabelle 8.7 und Tabelle 8.8 fiir die in der Simulation verwendeten Rauschverhiltnisse fiir unkorrelierte
Bahnfehler ungefihr um den Faktor 10 groBer als fiir die korrelierten Bahnfehler.

unkorrelierte Bahnfehler (ox = Scm, p = 0,0) korrelierte Bahnfehler (ox = 5cm, p = 0,99)
1,0E-07 - | 10807
1,0E-08 1,0E-08
(2] (2]
= =
& 1,0E-00 & 1,0E-09
5t — Signal EGM96 B
(‘5 — mittlere Beschleunigungen (‘5
— punktweise Beschleunigungen
— Energiebilanzmethode
1,0E-10 i Randwertproblem H 1,0E-10 +
—=—mittlere Beschleunigungen (gewichtet)
—e—punktweise Beschleunigungen (gewichtet)
—=— Energiebilanzmethode (gewichtet)
Randwertproblem (gewichtet)
1,0E-11 T T T T T T T T T 1,0E-11 T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
Grad | Grad |
(@) (©
1,0E+02 1,0E+02

1,0E+01 /

1,0E-02

1,0E+01 -

1,0E+00

1,0E-01

-

k=)

m

o

o
,

akkumulierter Geoidfehler in [m]
akkumulierter Geoidfehler in [m]

1,0E-03 : T T T T T 1,0E-03 : : : : : :
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
Grad | Grad |

(b) (d)

Abbildung 8.15: Vergleich (Grad-RMS und akkumulierte Geoidfehler) der unterschiedlichen Verfahren zur Analyse
kinematischer Satellitenbahnen fiir unkorrelierte (ox = Scm, p = 0,0) und korrelierte (ox = Scm, p = 0,99) Bahnfehler.

Bei dem Vergleich der gewichteten und ungewichteten Losungen ist festzustellen, dass nicht nur die Beschleunigungs-
ansitze (fiir punktweise/mittlere Beschleunigungen) sowohl fiir eine ungewichtete als auch eine gewichtete Losung fast
identische Genauigkeiten liefern, sondern auch die Energiebilanzmethode. Dies ist dadurch zu erkldren, dass die
Varianz-Kovarianz-Matrizen der kinetischen Energie nach Abbildung 8.16 dhnliche Eigenschaften wie die Varianz-
Kovarianz-Matrizen der Beschleunigungen (s. Abschnitt 7.1.2) aufweisen. Zum einen ist sowohl fiir unkorrelierte als
auch korrelierte Bahnfehler eine kurze Korrelationslidnge fiir die Fehler der kinetischen Energie zu erkennen, welche fiir
den geringen Einfluss der Gewichtung verantwortlich zu sein scheint. Zum anderen ist die Struktur der Varianz-
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Kovarianz-Matrizen der kinetischen Energie fiir unkorrelierte und korrelierte Bahnfehler sehr &hnlich, was ein Indiz
dafiir ist, dass die Stochastik der Koordinaten (die Korrelationen) gar nicht genau bekannt sein muss fiir eine gewichtete
Losung der Energiebilanzmethode. Beim Randwertproblem zeigt sich jedoch, wie in Abschnitt 7.1.2 bereits angedeutet,
dass die Gewichtung im Falle korrelierter Bahnfehler aufgrund der groflen Korrelationslinge der Koordinaten
(s. Abbildung 7.2) einen stirkeren Einfluss auf die Genauigkeit der Losung hat. Dies ist sowohl in Abbildung 8.15c) zu
erkennen, in der die Grad-RMS-Kurve fiir die ungewichtete Losung deutlich oberhalb derjenigen der gewichteten
Losung verlduft, als auch in Tabelle 8.8, wonach der Geoidfehler fiir eine Entwicklung bis Grad L = 50 bei einer unge-
wichteten Losung ungefihr doppelt so groB} ist als bei einer gewichteten Losung. Dies bedeutet einerseits, dass beim
Randwertproblem im Falle korrelierter Bahnfehler immer ein gewichteter Losungsansatz verwendet werden sollte, und
andererseits, dass die stochastischen Eigenschaften (die Korrelationen) der Koordinaten moglichst genau bekannt sein
sollten.

. Energiebilanz- mittlere unktweise
Methodik Randwertproblem mithode Beschleunigungen BesEhleunigungen
Rauschen ox=5cm, p=0,0
gewichtete Losung nein ja nein ja nein ja nein ja
RMS [m] 3,331 - 5,518 5,332 3,309 3,641 3,262 3,679
gew. RMS [m] 3,555 - 5,603 5,577 3,472 3,542 3,452 3,580
Maximum [m] 14,327 - 23,747 23,362 14,288 15,966 | 14,011 16,095

Tabelle 8.7: Geoidfehler (RMS, gewichtetes RMS und maximale Fehler) der verschiedenen Verfahren zur Analyse
kinematischer Bahnen fiir unkorrelierte Bahnfehler (ox = Scm, p = 0,0); Entwicklungsgrad L = 50.

. Energiebilanz- mittlere unktweise
Methodik Randwertproblem mithode Beschleunigungen BesEhleunigungen
Rauschen ox=5cm, p=0,99
gewichtete Losung nein ja nein ja nein ja nein ja
RMS [m] 1,078 0,371 0,7050 0,710 0,367 0,371 0,371 0,375
gew. RMS [m] 0,697 0,399 0,764 0,769 0,393 0,396 0,397 0,400
Maximum [m] 6,694 1,619 3,278 3,292 1,568 1,596 1,581 1,617

Tabelle 8.8: Geoidfehler (RMS, gewichtetes RMS und maximale Fehler) der verschiedenen Verfahren zur Analyse
kinematischer Bahnen fiir korrelierte Bahnfehler (ox = Scm, p = 0,99); Entwicklungsgrad L = 50.

Der Vergleich zwischen den Losungen der Beschleunigungsansitze fiir punktweise und mittlere Beschleunigungen ldsst
erkennen, dass beide Arten von Beschleunigungsansidtzen (fast) identische Genauigkeiten liefern. Der in Abschnitt
6.1.1.2 beschriebene und in Tabelle 6.1 dargestellte Vorteil der giinstigeren Fehlerfortpflanzung beim 3-Punkt-
Differentiationsfilter hat also keine erkennbare Auswirkung auf die Gravitationsfeldbestimmung. Allerdings bleibt
anzumerken, dass der Beschleunigungsansatz fiir mittlere Beschleunigungen bei der Auswertung von Realdaten den
Vorteil bietet, dass im Falle von Datenliicken und Ausreiflern jeweils nur die mittleren Beschleunigungen der beiden
benachbarten Punkte wegfallen (bei Verwendung eines kurzen Mittelwertfilters). Mit dem Beschleunigungsansatz fiir
mittlere Beschleunigungen kann erkldart werden, warum die Beschleunigungsansitze und das Randwertproblem zu
Ergebnissen von fast gleicher Genauigkeit fithren. Der Beschleunigungsansatz fiir mittlere Beschleunigungen kann
ndmlich nach Mayer-Giirr et al. (2005) auch als Randwertproblem fiir einen ,,ultrakurzen* Orbit mit 3 Punkten aufge-
fasst werden (s. Abschnitt 2.3.2.4) und stellt somit das Bindeglied zwischen Randwertproblem und Beschleunigungs-
ansatz dar. Randwertproblem und Beschleunigungsansatz besitzen demnach eine groBe Ahnlichkeit.

Als Ergebnis des Vergleichs der unterschiedlichen Analyseverfahren fiir simulierte kinematische Bahnen kann schlie$3-
lich festgehalten werden, dass das Randwertproblem und die Beschleunigungsansitze der Energiebilanzmethode
iberlegen sind und zu dhnlichen Genauigkeiten fiihren. Fiir den Beschleunigungsansatz spricht zum einen, dass dieser
gegeniiber dem Randwertproblem wie in Abschnitt 2.4 beschrieben leichter zu implementieren und schneller ist. Zum
anderen miissen beim Beschleunigungsansatz die Genauigkeitseigenschaften (hier: die Korrelationen) des kinemati-
schen Orbits nicht bekannt sein und es kann ohne merkliche Genauigkeitsverluste auf eine Gewichtung verzichtet
werden. Es muss allerdings angemerkt werden, dass diese Erkenntnisse zunichst nur fiir die simulierten Rausch-
szenarien gelten. Die jeweiligen Analyseverfahren konnen sich bei realen Datensidtzen mit UnregelméBigkeiten im
Rauschen sowie weiteren Fehlerquellen wie beispielsweise der Gezeitenmodellierung und den Akzelerometerdaten
moglicherweise anders verhalten. Aus diesem Grunde ist im nachfolgenden Kapitel ein kurzer Vergleich fiir Ergebnisse
aus Realdaten aufgefiihrt.
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Varianz-Kovarianzmatrix C, der kinetischen Energie fiir
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Abbildung 8.16: Schematische Darstellung der (idealisierten) Varianz-Kovarianz-Matrizen der kinetischen Energie fiir
a) unkorrelierte Bahnfehler (links) und b) korrelierte Bahnfehler (rechts).
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9 Analyse realer kinematischer CHAMP-Bahnen

In diesem Kapitel wird die Analyse von realen kinematischen CHAMP-Orbits ndher erkundet. Zunichst einmal soll
anhand der Untersuchung wahrer kinematischer CHAMP-Bahnen festgestellt werden, ob und wie stark die Fehler
solcher Bahnen korreliert sind, da eine ausgeprigte Korrelation fiir eine genaue Gravitationsfeldbestimmung von
Bedeutung ist. Ein zentrales Problem bei der Analyse von kinematischen Orbits ist, dass diese Ausreiler und Spriinge
enthalten konnen, die sich negativ auf die Qualitit der geschitzten Gravitationsfelder auswirken. Aus diesem Grunde
werden in diesem Kapitel verschiedene Verfahren zur Behandlung von Ausreiflern vorgestellt. Eine Evaluierung dieser
Methoden findet anschliefend anhand der Genauigkeit der erhaltenen Gravitationsfelder statt. AbschlieBend werden die
Ergebnisse aus der Analyse der realen kinematischen Orbits mit dem Beschleunigungsansatz mit Gravitationsfeldern
verglichen, die mit anderen Verfahren zur Analyse von SST-Messungen geschitzt wurden. Auf Basis dieser Ergebnisse
soll ermittelt werden, ob der Beschleunigungsansatz ein geeignetes Verfahren zur Gravitationsfeldbestimmung ist. Die
gezeigten Ergebnisse stammen aus der Analyse eines 2-jahrigen kinematischen CHAMP-Orbits des Zeitraums (Tag 70,
Jahr 2002-Tag 70, Jahr 2004) mit Bahnhohen zwischen 385-415 km, die von D. Svehla und M. Rothacher von der
FESG (Forschungseinrichtung Satellitengeoddsie) am IAPG (Institut fiir Astronomische und Physikalische Geoddisie)
der TUM (Technischen Universitiit Miinchen) bestimmt wurden (Svehla und Rothacher, 2004, s. auch Anhang C). Als
Genauigkeitsmal} wurde die Differenz zwischen dem geschitzten Modell und dem bereits verfiigbaren GRACE-Modell
EIGEN-GRACEOQ2S (Reigber et al., 2005a) verwendet. Dies scheint gerechtfertigt, da EIGEN-GRACEO02S aufgrund
der wesentlich genaueren GRACE-Daten von hoherer Qualitit ist (ca. 1 cm Geoidfehler bis Grad 70).

9.1 Untersuchung der Korrelation kinematischer Bahnfehler

In diesem Abschnitt soll die Genauigkeit realer kinematischer Orbits niher untersucht werden. Eine hohe Genauigkeit
der kinematischen Orbits, vor allem aber eine hohe Korrelation der Bahnfehler, sind essentiell fiir eine geniigend
genaue Bestimmung der Beschleunigungen mittels numerischer Differentiation und damit fiir die Schitzung hoch-
qualitativer Gravitationsfelder. Die Bestimmung der tatsdchlichen Genauigkeitsverhéltnisse ist nicht moglich, da der
wahre Orbit nicht bekannt ist. Es existieren jedoch einige Moglichkeiten, um die Genauigkeit kinematischer Orbits
abschitzen zu konnen. Zu diesen gehoren:

- Vergleich des kinematischen Orbits mit alternativen Bahnlosungen, z.B. dynamische oder reduziert-dynamische
Orbits (Reubelt et al., 2003a,b, 2006; Svehla und Rothacher, 2004)

- Analyse der bei der Bahnbestimmung mitgeschitzten Varianz-Kovarianz-Matrix (Svehla und Rothacher, 2004)

- Evaluierung anhand externer Datensitze, z.B. SLR-Residuen (évehla und Rothacher, 2003, 2004) oder KBR-
Residuen bei GRACE (Svehla und Rothacher, 2003)

- Auswertung iiberlappender Orbits.

Im Folgenden werden die ersten 3 Moglichkeiten betrachtet, wobei fiir die Abschitzung der Korrelation aufgrund des
stark liickenhaften Datenmaterials der SLR-Residuen nur die ersten beiden Moglichkeiten verwendet werden konnen.
Die direkteste Genauigkeitsangabe liefert die bei der Bahnbestimmung mitgeschétzte Varianz-Kovarianz-Matrix. Die
Problematik bei deren Verwendung liegt allerdings darin, dass diese im Prinzip nur die ,,innere Genauigkeit* beschreibt
und daher meist zu optimistische Werte fiir die Varianzen liefert. Beim Vergleich mit externen Datensidtzen muss
beachtet werden, dass die externen Daten auch fehlerbehaftet sind. Eine zuverlidssige Aussage iiber die Genauigkeit der
kinematischen Orbits ist nur dann moglich, wenn diese externen Daten von hoherer Genauigkeit sind. Eine hohere
Genauigkeit der Vergleichsdaten kann bei der Evaluierung der absoluten Bahngenauigkeit anhand alternativer Bahn-
losungen nicht gefordert werden, da die verschiedenen Verfahren zur Bahnbestimmung im Normalfall eine dhnliche
absolute Bahngenauigkeit liefern. Des Weiteren muss beachtet werden, dass diese Bahnlosungen die gleichen Daten
erhalten. Bei der Bildung der Differenzen verschiedener Orbits konnen dann eventuell Bahnfehler eliminiert werden,
was zu einer zu optimistischen Fehlerabschitzung fithren kann. Dennoch ist die Evaluierung anhand (reduziert-)dyna-
mischer Orbits ein probates Mittel, da die Hauptfehlerquelle dieser Orbits die verwendeten Kriftemodelle sind und
somit die Fehler eine andere Charakteristik als diejenigen der kinematischen Orbits aufweisen. Eine Eliminierung der
Fehler durch Differenzbildung zwischen kinematischem und (reduziert-)dynamischem Orbit ist daher nicht zu erwarten,
die Differenz liefert somit ein realistisches Fehlerverhalten beider Orbits. Die absolute Genauigkeit des kinematischen
und des (reduziert-)dynamischen Orbits sollte dann innerhalb dieser Differenz liegen. Im Gegensatz zur absoluten
Genauigkeit ist jedoch die relative Genauigkeit beider Bahnlosungen nicht gleich. Aufgrund der Integration der Bewe-
gungsgleichungen sind (reduziert-)dynamische Orbits wesentlich glatter als kinematische Orbits und besitzen daher eine
hohere relative Genauigkeit. Daher kann aus dem Vergleich beider Orbits die relative Genauigkeit kinematischer Orbits
und somit die Korrelationen deren Fehler gut abgeschitzt werden.

Die Analyse der Varianz-Kovarianz-Matrizen (eine 3 x 3-Matrix pro Position) des 2-jahrigen kinematischen CHAMP-
Orbits ergibt nach Svehla und Rothacher (2004) eine Standardabweichung der kinematischen Positionen von 1-3 cm
(tagliche Werte). Dieser Wert kann fiir die absolute Bahngenauigkeit durch Untersuchung von SLR-Residuen im
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Bereich von ca. 2-3 cm (tdgliche RMS-Werte) bestétigt werden (Svehla und Rothacher, 2003, 2004). Fiir den Zeitraum
Tag 195-Tag 2002 des Jahres 2002 wurden zusitzlich fiir kinematisch bestimmte Bahnabschnitte mit jeweils einer
Liange von 13h volle Varianz-Kovarianz-Matrizen geschitzt. Aus der Analyse dieser Varianz-Kovarianz-Matrizen
ergibt sich nach Svehla und Foldvary (2006), wie in Abbildung 9.1 fiir Tag 200 ersichtlich, dass die Fehler direkt
benachbarter Positionen mit p = 0,93 stark korreliert sind. Fiir weiter voneinander entfernte Positionen nimmt die
Korrelation auf Werte zwischen p = 0,7-0,8 ab. Insgesamt ist die Korrelationslinge kinematischer Orbits mit
20-30 Minuten recht lange.
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Aus dem Vergleich zwischen kinematischen und reduziert-dynamischen Orbits ergeben sich nach Svehla und Rothacher
(2003, 2004) und auch nach Abbildung 9.2d) RMS-Werte zwischen 1-3 cm, womit eine absolute Genauigkeit kinemati-
scher Orbits von 1-3 cm bestitigt werden kann. Fiir die Bestimmung der Korrelation der Fehler kinematischer Orbits
aus einem Bahnvergleich wurde bei Reubelt et al. (2003a) die Auto- bzw. Kreuzkorrelationsfunktion auf die Differenz
zwischen einem kinematischen und einem dynamischen Orbit angewendet. Die Ergebnisse zeigen eine deutliche
Korrelation der Fehler benachbarter Bahnpunkte (p = 0,99), eine ausgeprigte Korrelationsldnge (ca. 20 min) sowie eine
fast verschwindende Korrelation der X-, Y- und Z- Komponenten untereinander. Allerdings ist die Verwendung der
Auto- und Kreuzkorrelationsfunktionen als kritisch zu sehen, da die (reduziert-)dynamischen Orbits bei gleicher abso-
luter Genauigkeit sehr hoch korreliert sind. Die ermittelten Werte fiir die Korrelation konnen dann zu einem groflen
Anteil von den (reduziert-)dynamischen Orbits verursacht sein und sind somit nicht mehr aussagekriftig. Deswegen
wird hier ein anderer Weg zur Ermittlung der Korrelation wie in Reubelt et al. (2006) verwendet. Aus Bahnvergleichen
sollen die absolute und die relative Genauigkeit oy bzw. o,x des kinematischen Orbits abgeschétzt werden, woraus sich
nach Formel (6.8) die Korrelation zu p =1—03; /20% ermitteln ldsst.

Abbildung 9.2d)-f) zeigt die Differenzen (hellgrau) der Bahnpunkte/Basislinien/Beschleunigungen zwischen dem
kinematischen Orbit und einem reduziert-dynamischen Orbit fiir einen Ausschnitt (ca. 4 Umlédufe) des Tages 200, Jahr
2002. Der reduziert-dynamische Orbit wurde von D. Svehla und M. Rothacher an der TU Miinchen basierend auf dem
Gravitationsfeldmodell EIGEN-GRACEO2S prozessiert. Nach der Elimination von Ausreilern mit der Schwellwert-
methode (s. ndchster Abschnitt) ergeben sich RMS-Werte von RMSy = 2 cm/RMS,x = 6 mm/RMSy = 1,5-10° m/s>.
Zusitzlich sind noch die Differenzen (dunkelgrau) zwischen zwei reduziert-dynamischen Orbits abgebildet, die jeweils
basierend auf EIGEN-GRACEO02S und EGM96 berechnet wurden. Die RMS-Werte dieser Bahn-/Basislinien-/
Beschleunigungs-Differenzen sind RMSy gyn = 2 cm/RMSpx ayn = 3 mm/RMS ; 440 = 3-10°m/s%. Wie zu sehen ist, sind
aufgrund der hohen relativen Genauigkeit reduziert-dynamischer Orbits die Basislinien- und Beschleunigungs-
differenzen wesentlich genauer als bei der Differenz zwischen kinematischem und reduziert-dynamischen Orbit. Daher
eignen sich die Basislinien und Beschleunigungen eines reduziert-dynamischen Orbits zur Evaluierung der Basislinien
und Beschleunigungen des kinematischen Orbits. Die Genauigkeiten des auf EIGEN-GRACEOQ2S basierenden Orbits
sind wahrscheinlich sogar besser als RMSy 4y = 3mm und RMS y 4, = 3-10"° m/s? anzusehen, da EIGEN-GRACE02S
von hoherer Qualitdt als EGM96 ist. Ein GroBteil dieser RMS-Werte sind somit dem auf EGM96 basierenden Orbit
zuzuschreiben, womit der auf EIGEN-GRACEQ2S basierende Orbit eine gute Referenz fiir darstellt. Die absolute
Genauigkeit ist jedoch im Gegensatz zur relativen Bahngenauigkeit weniger stark von der Art der Bahnbestimmung
abhingig und fiir alle 3 Orbits als dhnlich mit einem Bereich von 2-3 cm zu betrachten. Insgesamt lassen sich also die
absolute und die relative Genauigkeit des kinematischen Orbits zu oy = 2-3cm und 6y = 6-9 mm abschitzen, was nach
(6.8) zu Korrelationen im Bereich p = 0,9-0,98 fiihrt. Abbildung 9.2a)-c) zeigt die Bahn-/Basislinien-/
Beschleunigungsfehler eines simulierten CHAMP-Orbits mit den Genauigkeitseigenschaften oy = 3 cm, p = 0,97. Es
ergibt sich insgesamt ein recht dhnlicher Verlauf wie fiir die Differenzen zwischen kinematischem und reduziert-
dynamischen Orbit mit Standardabweichungen von ox = 3cm/oyy = 0,73cm/oy = 1,6 107 m/s%
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Abbildung 9.2: a),b),c) Fehler der Bahn/Basislinien/Beschleunigungen (x-Komponente) fiir einen simulierten
CHAMP-Orbit (h = 470km, At = 30s, ox = 3cm, p = 0,97) bzgl. des raumfesten Systems; d), e), f) Differenzen der
Bahnen/Basislinien/Beschleunigungen zwischen realen CHAMP-Orbits (Jahr 2002, Tag 200, GPS-Zeit, At = 30 s) im
raumfesten System; hellgrau: Differenz zwischen kinematischem und reduziert-dynamischem Orbit (basierend auf
EIGEN-GRACEOQ2S), dunkelgrau: Differenzen zwischen 2 reduziert-dynamischen Orbits (EIGEN-GRACEO2S,
EGM96).

Wie sich aus den Untersuchungen zeigt, sind die Fehler kinematischer Orbits deutlich korreliert, wobei die tatsichliche
Korrelation aufgrund eines nicht vorhandenen wahren Orbits nicht feststellbar ist.

Fiir die Simulationen in den Kapiteln 6 und 8 wurden Orbits mit gleicher relativer Genauigkeit, aber etwas schlechterer
absoluter Genauigkeit als in diesem Abschnitt abgeschitzt, verwendet. Da die relative Genauigkeit fiir die Genauigkeit
der Beschleunigungen und damit des Gravitationsfeldes verantwortlich ist, sollten sich aus den Simulationen realisti-
sche Ergebnisse ergeben. Die benutzten Genauigkeitseigenschaften sind oy = Scm und p = 0,99, die auf Genauigkeiten
fiir die Basislinien (relative Genauigkeit) und Beschleunigungen von c,x = 0,7 cm und o3 = 1,6'10_5 m/s? fithren. Als
»worst-case‘“-Szenario fiir eine obere Fehlerschranke wurden oy = 5cm und p = 0,9 verwendet, die Genauigkeiten fiir
die Basislinien und Beschleunigungen von oy = 2,2cm und oy = 5,2-10°m/s” ergeben.

9.2 Behandlung von Ausreillern

Im Gegensatz zu reduziert-dynamischen Orbits sind kinematische Orbits weniger glatt und konnen Datenliicken und
Ausreifler sowie Spriinge aufweisen (s. Anhang C). Diese sind hauptsichlich auf eine schlechte Beobachtungsgeometrie
der GPS-Satelliten, nicht entdeckte Phasenspriinge (Cycle-slips), eine wechselnde Satellitenkonstellation, zu wenig
sichtbare Satelliten oder falsch bestimmte Phasenmehrdeutigkeiten zuriickzufiihren. Solche Ausreifler und Spriinge
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haben, wie in Abbildung 9.3 dargestellt, einen groBen Einfluss auf die Qualitit der Gravitationsfeldbestimmung. Bereits
wenige solcher Ausreifler reichen aus, um die Genauigkeit der geschitzten Gravitationsfeldmodelle signifikant zu
verschlechtern. Nach Abbildung 9.3a) fiihrt ein Ausreiler von 20 cm zu einem Fehler in der Beschleunigung an dieser
Position von 63 mGal. Des Weiteren werden durch den Differentiationsfilter der Linge n auch noch die (n—1)/2
benachbarten Beschleunigungen beeinflusst. Der verursachte Fehler in den direkt benachbarten Beschleunigungen
betrdgt immerhin noch ca. 36 mGal. Im Vergleich zu der normalen Standardabweichung der numerisch bestimmten
Beschleunigungen im Bereich 1-2 mGal stellt dies einen signifikanten Fehler dar. Um den Einfluss solcher Ausreifer
auf die Gravitationsfeldschitzung zu testen, wurden zwei verschiedene Simulationen eines 1-jahrigen simulierten,
rauschfreien CHAMP-Orbits (h = 470 km) durchgefiihrt, der einmal mit 1 Ausreiler pro Woche (insgesamt 52) im
Bereich der Pole und einmal mit 1 Ausreifer pro Woche im Bereich des Aquators versehen wurde. Es ist dabei zu
beachten, dass die Anzahl der Ausreiler in der Realitit viel hoher ist und dass die Ausreiller teilweise auch groflere
Werte annehmen konnen.
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Abbildung 9.3: Fehler durch einzelne Ausreifler: a) durch einen Ausreiler von 20cm zum Zeitpunkt ¢ = 0 verursachter
Beschleunigungsfehler; b),c),d) Grad-RMS, akkumulierte Geoidfehler, Geoidfehler pro Breite (Entwicklung bis Grad
70) fiir verschiedene Simulationen eines 1-jdhriger Orbits: unverrauschter Orbit, 52 Ausreiler (1 pro Woche) in
Polnihe, 52 AusreiBer (1 pro Woche) in Aquatornihe, Orbit mit Rauschen (ox = 5cm, p = 0,99).

Wie in Abbildung 9.3b)-d) zu sehen ist, fithren bereits wenige Ausreiler zu einem signifikanten Anstieg der Fehler-
kurven gegeniiber der Losung aus einem unverrauschten Orbit. Teilweise wird sogar schon das Fehlerniveau der
Losung aus einem verrauschten Orbit (ox = 5 cm, p = 0,99) fast oder zumindest bis auf eine halbe Fehlerordnung
erreicht. Interessant ist die Abhingigkeit der Genauigkeit des Gravitationsfeldes von der geographischen Lage der
Fehler. Wihrend der Genauigkeitsverlust durch polare Ausreifler wesentlich geringer ist und sich nach Abbildung 9.3b)
hauptséchlich in den niedrigeren Graden bemerkbar macht, ist bei den dquatorialen Ausreilern die Grad-RMS-Kurve
fiir alle Auflésungen um 1-1,5 GroBlenordnungen schlechter gegeniiber der unverrauschten Losung. Des weiteren sind
nach Abbildung 9.3d) die durch polare Ausreier verursachten Geoidfehler hauptsédchlich auch nur auf polnahe Gebiete
beschrinkt, wihrend die durch dquatoriale Ausreifier verursachten Geoidfehler global verteilt sind, wobei natiirlich die
groBten Fehler in Aquatornihe auftreten. Die maximalen Geoid-RMS-Werte pro Breite betragen bei den fquatorialen
Ausreiflern ca. 60 cm im Gegensatz zu ca. 20 cm (ohne polare Datenliicken) bei den polaren Ausreiflern. Der geringere
Einfluss der polaren Ausreiler ldsst sich durch die hohere Datendichte (s. Abbildung 8.10a),b)) in polnahen Gebieten
erkldren.
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Aus den Simulationsrechnungen ist zu erkennen, dass der Beschleunigungsansatz hoch-sensitiv auf die in den kinemati-
schen Orbits enthaltenen Ausreifler und Spriinge reagiert. Die Genauigkeit der bestimmten Gravitationsfelder ist
deshalb zu einem hohen Maf} davon abhingig, ob diese Ausreifier detektiert und entsprechend behandelt werden. Im
Allgemeinen gibt es zwei verschiedene Konzepte um Ausreiler in der Parameterbestimmung zu behandeln. Eine
Methode ist, die Ausreifler und Spriinge in der Datenvorverarbeitung aus dem Beobachtungsvektor zu eliminieren, z.B.
durch statistische Tests oder Filterung. Ein anderer Weg ist der Einsatz robuster Schétzverfahren, bei denen Ausreifer
heruntergewichtet werden und die daher weniger sensitiv auf Ausreifer reagieren als die normale Kleinste-Quadrate-
Losung.

Innerhalb der Vorbereitung zur GOCE-Mission wurden bereits anhand simulierter GOCE-SGG-Daten intensive Studien
zur Behandlung und Elimination von Ausreiern betrieben (Kern und Allesch, 2003; Kern et al., 2005). Verschiedene
statistische Tests (Grubbs Test, Dixon Test, Schwellwertuntersuchung anhand der Mahalanobis-Distanz) und Filter-
methoden wurden dort getestet. Die besten Ergebnisse lieferten dabei die Waveletfilterung sowie eine Kombination aus
Waveletfilterung und Dixon-Test. Die Genauigkeit konnte jedoch durch eine zusétzliche Elimination von Ausreif3ern
anhand Beobachtungsresiduen innerhalb des Gleichungssystemlosers gesteigert werden. In einer anderen Studie wurden
auflerdem robuste Schétzverfahren zur Ausreiflerbehandlung angewendet (Kargoll, 2005).

Bei der Analyse von echten CHAMP-Daten konnen solche Verfahren zur Ausreilerbehandlung nun an Realdaten
getestet werden, wie beispielsweise in Gotzelmann et al. (2006) und Reubelt et al. (2006). Im Folgenden wurden zwei
Verfahren zur Ausreiflerelimination

- Elimination anhand von Orbitvarianzen

- Elimination anhand von Schwellwerten

sowie als Alternative die robusten Schitzverfahren getestet.

9.2.1 Ausreifjerelimination anhand von Orbitvarianzen

Die einfachste Art der Ausreierdetektion ist die Elimination anhand der Varianzen, die bei der kinematischen Bahn-
bestimmung mittels Varianz-Kovarianz-Transformation mitgeschitzt werden. Fiir den kinematischen Orbit sind die
Varianzen in Form von 3 X 3-Matrizen pro Bahnpunkt (3 Varianzen (02,0?%,0?) fiir jede Koordinate (x, y, z) sowie die
3 Kovarianzen Oy,,,0x.,0, . zwischen den Koordinaten) in den Orbit-Datenfiles mit angegeben. Durch Setzen eines
Schwellwertes, z.B. der haufig verwendete 3 o-Sigma-Wert (o = mittlere Standardabweichung des Orbits), konnen dann
alle Bahnpunkte mit groBerer Standardabweichung entfernt werden. In dieser Arbeit wurde die Ausreiflerelimination
anhand von Orbitvarianzen so angewendet, dass ca. 20% aller Bahnpunkte eliminiert wurden. Die Vor- und Nachteile

dieser Methode sind:

- Vorteile: Methode ist einfach und schnell.

- Nachteile: Die Orbitvarianzen entstammen aus der Bahnbestimmung und reflektieren somit nur die ,,innere*
Genauigkeit der Ausgleichung; Ausreiler miissen deshalb nicht immer durch eine gro3e Varianz gekennzeichnet
sein und umgekehrt.

9.2.2 Ausreiflerelimination anhand der Schwellwertmethode

In der Gravitationsfeldbestimmung mit dem Beschleunigungsansatz konnen Ausreier im Wesentlichen auf zwei Stufen
detektiert und eliminiert werden. Einerseits konnen die Ausreier in dem gegebenen kinematischen Orbit selbst heraus-
gefiltert werden. Ein zweiter Ansatz zur Ausreilerdetektion bietet sich bei den mittels numerischer Differentiation
bestimmten Beschleunigungen an. Da die zu filternden Daten sowohl das eigentliche Signal selbst als auch die Fehler
enthalten, ist es von Vorteil, das Signal-zu-Rausch-Verhiltnis zu reduzieren (Albertella et al., 2000; Kern et al., 2005).
Die Ausreif3er treten somit in den residualen Daten deutlicher in Erscheinung und sind somit leichter zu identifizieren.
Fiir die Reduktion der kinematischen Orbits steht mit dem reduziert-dynamischen Orbit ein geeigneter Datensatz zur
Verfiigung. Da reduziert-dynamische Orbits einen sehr glatten Verlauf haben, treten die Ausreifler in den Differenzen
zwischen kinematischen und reduziert-dynamischen Orbits deutlich hervor. Aufgrund der deutlich hoheren relativen
Genauigkeit reduziert-dynamischer Orbits bietet sich die Ausreilersuche auf der Ebene der Differenz der Basislinien
zwischen kinematischem und reduziert-dynamischem Orbit anstatt auf der Ebene der Differenz beider Orbits selbst an.
Neben Ausreilern treten vor allem auch Spriinge in solchen Basisliniendifferenzen hervor, die somit identifiziert
werden konnen. Als Referenzdaten fiir die Reduktion der kinematischen Beschleunigungen kénnen die aus dem redu-
ziert-dynamischen Orbit ermittelten Beschleunigungen oder die aus einem bereits vorhandenen Gravitationsfeldmodell
(z.B. EGM96) berechneten Beschleunigungen dienen. Nach Reduktion der Referenzdaten konnen dann alle diejenigen
Bahnpunkte/Basislinien/Beschleunigungen eliminiert werden, deren Differenzen einen bestimmten Schwellwert tiber-
schreiten. Der Schwellwert sollte geniigend grofl gewihlt werden, um zu verhindern, dass (i) die Gravitationsfeld-
schitzung nicht durch das in den Referenzdaten enthaltene Gravitationsfeld beeinflusst wird und (ii) das eigentlich
genaue Datenpunkte nicht aufgrund schlechter Referenzinformation entfernt werden. Deshalb ist es sinnvoll, den
Schwellwert groBer als 3 - RMS-Wert der Differenz zu wihlen. Vor allem bei der Filterung der Bahnpunkte ist dies zu
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beachten, um Problem (ii) zu vermeiden, da die absolute Genauigkeit des kinematischen und des reduziert-dynamischen
Orbits in etwa gleich ist. Auf Basis der in Abschnitt 9.1 ermittelten RMS-Werte wurden die Schwellwerte fiir die
Elimination von Bahnpunkten/Basislinien/Beschleunigungen zu 50 cm/10 cm/5 mGal gewihlt, womit ca. 20% der Daten
eliminiert werden. Als Referenzinformation fiir die Bahnpunkte und Basislinien wurde der auf EGM96 basierende
reduziert-dynamische Orbit aus Abschnitt 9.1 (s. auch Anhang C.4) verwendet, als Referenzinformation fiir die
Beschleunigungen dienen die aus dem EGM96 (bis Grad L = 90) berechneten Beschleunigungen. Die Vorteile und
Nachteile der Schwellwertmethode sind:

- Vorteile: Ebenfalls einfache und schnelle Methode, wenn auch aufwendiger als die Filterung anhand von Orbit-
varianzen; aufgrund guter Referenzdaten zuverlissiger als die Orbitvarianzen.

- Nachteile: Bei zu kleiner Wahl der Schwellwerte besteht die Gefahr, dass gute Daten eliminiert werden und dass
die Gravitationsfeldlosung gegen die Referenzdaten ,,gedriickt* wird.

9.2.3 Robuste Schiitzverfahren

Fiir die Parameterschétzung innerhalb des Beschleunigungsansatzes wird das spezielle Gauf3-Markov-Modell verwen-
det, das im Falle nicht-stochastischer Beobachtungen mit der Kleinste-Quadrate-Losung (W-LESS) dquivalent ist. Die
Kleinste-Quadrate Losung setzt eine Gauf3’sche Normalverteilung der Beobachtungsdaten voraus, die jedoch im Falle
von Ausreiflern und groberen Fehlern nicht mehr erfiillt ist. Aus diesem Grunde reagiert die Kleinste-Quadrate-Schit-
zung sensitiv auf solche Ausreifier und tendiert dazu, diese Ausreifler in die geschitzten Parameter zu verwischen. Dies
fithrt dann zu groferen Fehlern in den bestimmten Parametern, wie in Abschnitt 9.2 gezeigt. Daher eignet sich der
Einsatz von Schitzverfahren, denen eine besser an die Daten angepasste Wahrscheinlichkeitsverteilung zugrunde liegt
und die deshalb robuster gegeniiber Ausreiflern sind als die Kleinste-Quadrate-Schitzung. Selbst Gauf} argumentierte,
dass die Wahl der quadratischen Objektfunktion, die bei der Kleinste-Quadrate-Schitzung minimiert werden muss, eher
willkiirlich ist, auch wenn sie durch den Vorteil des daraus resultierenden linearen Schitzers gerechtfertigt ist (Caspary,
1988).

Die ersten Ansitze fiir die Theorie der robusten Schitzverfahren sind in Huber (1964) zu finden. Die rechentechnische
Effizienz von auf der L;-Norm basierenden Ausgleichungsverfahren wurde von Schlossmacher (1973) durch den
Einsatz einer iterativen Gewichtung anstatt linearer Programmierungsverfahren verbessert. Dieses Konzept wurde
spiter auf andere robuste Schitzverfahren iibertragen (Beaton und Tukey, 1974). Ein Uberblick iiber verschiedene
robuste Schitzverfahren kann u.a. in Koch (1996) oder Caspary (1988) gefunden werden.

Robuste Schitzverfahren konnen nach Huber (1981) als Maximum-Likelihood-Schitzer (dt.: maximale Wahrschein-
lichkeit) interpretiert werden mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung

N
p(y,x) = gp(y,-,x) ©9.1)

des Beobachtungsvektors y mit N stochastisch unabhéngigen Beobachtungen y; und dem Vektor x der zu bestimmenden
unbekannten Parameter. Maximum-Likelihood-Schitzungen X werden durch Maximierung von p(y.x) gefunden, was
der Minimierung von

N

> —1In p(y;,x) = min 9.2)

i=1

entspricht aufgrund der stetigen Monotonie des natiirlichen Logarithmus. Unter der Annahme normalverteilter
Beobachtungen mit

1 1
p(yi,x) = N exp(— Py vf(y;,x)) 9.3)

fithrt dies auf die Minimierung der Quadratsumme der Beobachtungsresiduen v; (Vektor der Beobachtungsresiduen v
entspricht dem Inkonsistenzvektor i bei W-LESS bzw. dem Verbesserungsvektor e beim Speziellen Gau3-Markov-
Modell) und damit zu der Kleinste-Quadrate-Schitzung. Weicht die Wahrscheinlichkeitsverteilung von der Gaul3’schen
Normalverteilung ab, so muss eine andere Objektfunktion p(v) minimiert werden:

N
Z pv;(y:,x)) —» min 9.4)

i=1

Die notwendige Bedingung ergibt sich dann zu:

Y9 Vi(yhx)) 0 Vi) I,
Z P( :Z p( Rhadap

5
i=1 ox i=1 aV; ox (9 )
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Unter der Beachtung, dass dv;/dx die transponierte i-te Reihe der Designmatrix A ist und unter Einfiihrung von ¥(v)
mit [ (v;,)]=[dp(v;)/ dv;] ergibt sich

AT -¥(v)=0 (9.6)
Um den Einfluss eines Ausreilers auf die Schitzung zu minimieren, muss der ,,Einflussterm‘ ¥(v;) eine beschrinkte

Funktion sein. Unter Einfithrung der diagonalen Gewichtsmatrix W = diag(w;;) mit [w;;]=[w(v;)/v;] ergibt sich aus
(9.6) A" - Wv = 0 und unter Beriicksichtigung der Beobachtungsresiduen v = Ax —y erhilt man schlieBlich

ATWAX = A"Wy ©.7)

Dies entspricht dem zu 16senden Normalgleichungssystem der Kleinste-Quadrate-Schitzung W-LESS und bietet nach
Beaton und Tukey (1974) eine Moglichkeit, eine robuste Schidtzung durch iterative Regewichtung der normalen
Kleinste-Quadrate-Schitzung wie folgt zu erhalten:

Y

Start-Schritt: ¥ = (ATA)ilATy ;J=0
|

Residuen der Iteration j: ¥ = AX—y <

G+ l//(ﬁi(j))

Uy mit w :
’ P
1

Gewichtung: W = diag(w;’
I
Losung der Iteration (j+1): XV = (ATWA)f1 A"Wy

Abbruchbedingung:

Vsl _;((j)H <e

ja | robuste Schitzung:
% = U

j=j+1 =

Abbildung 9.4: Ablaufdiagramm der Robusten Schitzung mittels iterativer Regewichtung.

Eine Zusammenstellung von Robusten Schitzverfahren sowie der zugehorigen Wahrscheinlichkeits-, Objekt-, Einfluss-
und Gewichtsfunktionen findet sich beispielsweise in Somogyi und Zavoti (1993). Ein hiufig angewendetes robustes
Schitzverfahren ist die Huber-Methode, deren Einflussfunktion ¥/(v;) und die sich daraus ergebende Gewichtsfunktion
w,;(v;) in Tabelle 9.1 angegeben sind:

Methode Kleinste-Quadrate Huber-Methode
v falls lv; I€a
v K (a@-v)/ v, | falls 1 1> a
1 falls lv;I<a
wii (V) 1

allv; | falls lv;, I>a

Tabelle 9.1: Einflussfunktion und Gewichtsfunktion bei der Kleinste-
Quadrate Schitzung und bei der robusten Schétzung mit der Huber-Methode.

Die Implementierung einer diagonalen Gewichtsmatrix W in einem iterativen Gleichungssystemloser wie PCCG ist
gegeniiber einer ungewichteten Losung ohne groflen zusitzlichen Aufwand moglich, wie in Abschnitt 7.2.1.2 beschrie-
ben.

Entgegen der Voraussetzungen fiir die zuvor beschriebene robuste Schitzung sind allerdings die Beobachtungen y;, also
die mittels numerischer Differentiation bestimmten Beschleunigungen, aufgrund des verwendeten Differentiationsfilters
sowie aufgrund der Korrelationen der Fehler kinematischer Bahndaten selbst korreliert. Eine Dekorrelation des
Beobachtungsdatensatzes mittels eines ,,Whiteningfilters“ (z.B. Schuh, 2000) ist wenig sinnvoll, da die neuen dekorre-
lierten Beobachtungen Linearkombinationen der urspriinglichen Beobachtungen sind und die Ausreiler somit den
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ganzen Datensatz beeinflussen. Es gibt eine Reihe von Vorschldgen, wie robuste Schitzverfahren an korrelierte Daten-
sdtze angepasst werden konnen (z.B. Xu, 1989). Diese fiithren im Prinzip auf eine volle Gewichtsmatrix, die allerdings
aus rechen- und speichertechnischen Griinden nicht realisierbar ist (s. Abschnitt 7.1.2). Nach Koch (1996) ist die
Vernachlidssigung von gegenseitigen Abhingigkeiten der Beobachtungen untereinander jedoch akzeptabel, da der itera-
tive Prozess der Gewichtung die Abhingigkeit von Beobachtungen mit Ausreilern von denjenigen ohne Ausreifler
beseitigt. Des Weiteren wird die Vernachldssigung von Korrelationen durch Simulationsrechnungen von Xu (1989)
angeregt. Diese zeigen, dass robuste Schitzverfahren fiir unkorrelierte Daten auch gut bei korrelierten Daten funktionie-
ren, da deren Ergebnisse wesentlich besser als diejenigen der normalen Kleinste-Quadrate-Ausgleichung sind.

Der Vor- und Nachteile der robusten Schitzung gegeniiber der Ausreiflerelimination in der Datenvorverarbeitung sind:

- Vorteile: Es wird keine Referenzinformation benétigt, folglich besteht auch keine Gefahr der Abbildung der
Referenzinformation in der Losung; es werden alle Daten verwendet und entsprechend gewichtet.

- Nachteile: Aufgrund der Iteration sind diese wesentlich rechenaufwindiger, speziell bei groBen Gleichungs-
systemen stellt dies ein Problem dar.

Der Rechenaufwand bei der robusten Schitzung kann allerdings bei Einsatz iterativer Gleichungssystemloser wie
PCCQG reduziert werden, indem fiir die Losung der Zwischenschritte der robusten Schitzung schwichere Konvergenz-
kriterien angesetzt werden. Neuere Untersuchungen zeigen weitere Moglichkeiten zur Steigerung der Konvergenz-
geschwindigkeit robuster Schitzverfahren, indem anstatt der iterativen Regewichtung eine modifizierte Newton-
Methode verwendet wird (Kargoll, 2005).

9.3 Ergebnisse aus der Analyse kinematischer Orbits

Mit Hilfe der zuvor genannten Verfahren zur Behandlung von Ausreilern wurden mit dem Beschleunigungsansatz aus
dem zweijdhrigen kinematischen Orbit verschiedene Gravitationsfeldmodelle (GIS-CHAMP plus entsprechender
Zusatz) bis Grad L = 90 bestimmt. Die mittels numerischer Differentiation ermittelten Beschleunigungen wurden vor
der Analyse von gravitativen Storbeschleunigungen wie dem direkten Effekt von Sonne, Mond und Planeten, den
Gezeiten der festen Erde, Ozeangezeiten sowie Polgezeiten befreit. Auf die Reduktion von nicht-gravitativen Stor-
beschleunigungen wurde aufgrund der in den vorangegangenen Kapiteln beschriebenen Probleme der Akzelerometer-
daten (Daten enthalten eventuell Storungen, die nicht von Oberflichenkriften stammen; enthaltene Bias- und
Skalierungsparameter sind innerhalb des PCCG-Verfahrens schwierig zu schitzen) verzichtet. Sofern nicht extra
erwahnt, wurde auf Regularisierung verzichtet, um eine Verzerrung durch Vorinformation zu vermeiden. Die geschitz-
ten GIS-CHAMP-Modelle sind:

- GIS-CHAMP_0: Normale, ungewichtete (W =V = I) Kleinste-Quadrate-Losung W-LESS bzw. V-BLUUE
ohne Elimination von Ausreif3ern.

- GIS-CHAMP_var: Normale, ungewichtete (W = V = I) Kleinste-Quadrate-Losung W-LESS bzw.
V-BLUUE mit Elimination von Ausreilern anhand der Orbitvarianzen, wobei ca. 20% der kinematisch
bestimmten Bahnpunkte eliminiert wurden.

- GIS-CHAMP_thr: Normale, ungewichtete (W = V = I) Kleinste-Quadrate-Losung W-LESS bzw.
V-BLUUE mit Elimination von Ausreilern anhand der Schwellwertmethode. Fiir die Bahn-
punkte/Basislinien/Beschleunigungen wurden die Schwellwerte 50 cm/10 cm/5 mGal gewihlt, womit ca.
20% aller moglichen Beschleunigungen eliminiert wurden.

- GIS-CHAMP_thr_regl: Regularisierte Version von GIS-CHAMP_thr mit Regularisierungsparameter = 1.

- GIS-CHAMP_re: Losung aus der robusten Schitzung mit der Huber-Methode; fiir den Parameter wurde
a= 1,5-10’5m/s2 gewihlt.

In Abbildung 9.5 sind die Ergebnisse, die aus der Analyse der realen CHAMP-Daten unter Anwendung der verschiede-
nen Strategien zur Behandlung von Ausreilern bestimmt worden sind, als Grad-RMS, akkumulierte Geoidfehler sowie
Geoid-RMS pro Breitengrad im Vergleich zu EIGEN-GRACEQ2S dargestellt. Wie aus Abbildung 9.5¢),d) zu erkennen
ist, kann die Genauigkeit der Gravitationsfeldschédtzung durch eine Detektion und Behandlung von Ausreilern in Form
von Ausreiflerelimination oder robuster Schétzung gegeniiber der normalen Kleinste-Quadrate-Losung ohne Ausreiller-
elimination deutlich verbessert werden. Die Genauigkeitssteigerung liegt hierbei fiir die einzelnen Grade zwischen einer
halben und einer ganzen Groflenordnung. Bei dem Vergleich der beiden Verfahren zur Ausreiflerelimination fillt auf,
dass die Schwellwertmethode fiir hoherfrequente Anteile ab Grad [ > 40 zu besseren Ergebnissen fiihrt. Dies ist darauf
zuriickzufiihren, dass nicht alle Ausreifler durch hohe Orbitvarianzen gekennzeichnet sind und damit mit den Orbitvari-
anzen nicht alle Ausreiller detektiert und beseitigt werden konnten. Allerdings sind die Ergebnisse fiir die Koeffizienten
niedrigeren Grades mit / < 40 mit der Ausreiflerelimination anhand der Orbitvarianzen besser bestimmt als bei Anwen-
dung der Schwellwertmethode. Als Begriindung hierfiir kann aufgefiihrt werden, dass zur Bestimmung niederfrequenter
Anteile eine ununterbrochene Zeitreihe eines lingeren Zeitraumes notwendig ist. Bei der Schwellwertmethode wird
jedoch der Datensatz hauptsichlich wegen der Filterung der bestimmten Beschleunigungen mehr ,,zerstiickelt” als bei
der Filterung der Bahnpunkte anhand der Orbitvarianzen. Genauere Ergebnisse als die Verfahren zur Ausreifler-
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elimination liefert allerdings die robuste Schitzung. Vor allem die Koeffizienten fiir Grad / < 65 konnen durch robuste
Schitzung gegeniiber dem Modell GIS-CHAMP_thr besser bestimmt werden. Fiir Anteile hoheren Grades liefern die
beiden Verfahren allerdings @hnliche Ergebnisse, was darauf hindeutet, dass mit der Schwellwertmethode Ausreifler
zuverldssig erkannt werden und somit hochfrequente Stérungen im Signal beseitigt werden konnen. Die hohere Qualitit
der niederfrequenten Anteile ldsst sich damit erkldren, dass bei der robusten Schitzung alle Daten verwendet werden
und somit ein weitestgehend ununterbrochener Datensatz (ausgenommen Datenliicken) vorliegt.

Grad-RMS bei robuster Schétzung Geoidfehler bei robuster Schéatzung
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Die Analyse des kinematischen Datensatz zeigt, dass bei Anwendung des Beschleunigungsansatzes und einer optimalen
Strategie zur Behandlung von Ausreiflern die Bestimmung von Gravitationsfeldanteilen bis Grad 80 mit einem Signal-
zu-Rausch-Verhiltnis von > 1 méglich ist, was in etwa den Erwartungen aus den Simulationsrechnungen entspricht.
Durch Einsatz von Regularisierung kann die Genauigkeit von Koeffizienten von Grad [ > 70 gesteigert werden, wie am
Modell GIS-CHAMP_thr-regl ersichtlich ist.

In Abbildung 9.5a),b) ist das Konvergenzverhalten der robusten Schitzung dargestellt (step_ gibt den Iterationsschritt
an). Wie zu sehen ist, wird mit dem ersten Iterationsschritt (step_1) bereits eine deutliche Genauigkeitssteigerung
gegeniiber der normalen, ungewichteten Kleinste-Quadrate-Schitzung (GIS-CHAMP_re_step_0 = GIS-CHAMP_0)
erreicht. Abbildung 9.5¢),d) dokumentiert, dass diese (Zwischen-)Losung bereits eine dhnliche Genauigkeit wie die
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Losung aus der Ausreilerelimination anhand der Orbitvarianzen, GIS-CHAMP_var, besitzt. Ab der zweiten Iteration
(step_2) ist nach Abbildung 9.5a) keine Genauigkeitssteigerung mehr erkennbar und somit im Prinzip Konvergenz
erreicht. Das Modell GIS-CHAMP_re entspricht der Losung aus dem 5. Iterationsschritt, GIS-CHAMP_re_step_5.
Abbildung 9.5e) zeigt die Abhéngigkeit der Geoidfehler von der Breite ¢ von verschiedenen GIS-CHAMP-Modellen
fiir eine Entwicklung bis Grad/Ordnung 70/70. Auffillig ist, dass die Geoidfehler fiir hohere Breiten kleiner sind als fiir
dquatoriale Gebiete. Eine Erkldrung dafiir liefert die geographische Verteilung der CHAMP-Daten. Nach Abbildung
8.10a),b) ist bedingt durch die leichte Inklination des CHAMP-Satelliten die Datendichte in hoheren Breiten groBer,
was in diesen Regionen auf eine genauere Bestimmung des Geoids fiihrt. Eine zweite Erkldrung konnte sein, dass mehr
Datenliicken und Ausreiflier (Differenz zwischen kinematischem und reduziert-dynamischem Orbit > 50 cm) in
dquatorialen Breiten zu finden sind (Abbildung 9.6). Wie in Abbildung 9.5e) zu sehen ist, ist die Grofle und Verteilung
der Geoidfehler mit der Breite ¢ bei der robusten Schitzung und der Schwellwertmethode dhnlich. Deutlich schlechter
sind GIS-CHAMP_var sowie das Modell aus dem 1. Iterationsschritt der robusten Schitzung. Vor allem GIS-
CHAMP_re_step_1 zeigt, trotz dhnlicher Genauigkeit wie GIS-CHAMP_var, stirkere UnregelmifBigkeiten in der
geographischen Verteilung der Fehler auf, weswegen ein Abbruch nach der 1. Iteration bei der robusten Schitzung als
kritisch anzusehen ist. Dies wird auch aus Tabelle 9.2 ersichtlich, in der die RMS-Werte, die gewichteten RMS-Werte
sowie die maximalen Geoidfehler verschiedener GIS-CHAMP-Modelle fiir eine Entwicklung bis Grad 70 auf einem
1° x 1°-Gitter angegeben sind. Wéhrend der normale und der gewichtete RMS-Wert mit 27 cm bzw. 28,7cm im Bereich
von GIS-CHAMP_var liegen, tritt ein sehr groer maximaler Geoidfehler von 2 m auf. Insgesamt ist bei allen GIS-
CHAMP-Modellen, bedingt durch die zuvor genannte geographische Verteilung der Geoidfehler, der gewichtete RMS-
Wert etwas grofler als der normale RMS-Wert. Der Einfluss einer korrekten Behandlung von Ausreiflern zeigt sich auch
in dieser Tabelle: Durch Ausreilerelimination bzw. robuste Schitzung konnen der RMS-Wert und vor allem der
maximale Geoidfehler gegeniiber der normalen, ungewichteten Kleinste-Quadrate-Losung deutlich reduziert werden
(22,4cm bzw. 20,4cm gegeniiber 93,5cm und 1,04 m bzw. 0,92 m gegeniiber 12,34 m).
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Abbildung 9.6: Datenliicken und Ausreifler des kinematischen Orbits pro Breitengrad; a) absolute Anzahl, b) relative
Anzahl (AusreiBler/Datenliicken im Vergleich zur moglichen Anzahl der Beobachtungen pro Breitengrad)

Modell GIS-CHAMP_ EIGEN-CHAMP EGMO96
0 var thr thr_regl re re_stepl -3p 03S
RMS [m] 0,868 | 0,281 0,211 0,205 0,189 0,270 0,356 0,233 0,452
gew. RMS [m] | 0,935 | 0,305 | 0,224 0,217 0,204 0,287 0,282 0,235 0,341
Maximum [m] 12,34 1,258 1,037 0,965 0,915 2,009 2,664 1,575 5,536

Tabelle 9.2: RMS-Wert, gewichteter RMS-Wert sowie maximaler Wert der Geoiddifferenz zwischen verschiedenen
CHAMP-Modellen (und EGM96) und EIGEN-GRACEOQ2S.

Insgesamt ldsst sich feststellen, dass die Genauigkeit von Gravitationsfeldmodellen, die mit dem Beschleunigungsansatz
bestimmt worden sind, durch eine addquate Behandlung von Ausreiern deutlich verbessert werden kann. Dabei iiber-
treffen die Ergebnisse der robusten Schitzung diejenigen der Ausreiflerelimination. Die Griinde hierfiir sind:

- Bei der robusten Schitzung ist keine Vorinformation in Form von Orbitvarianzen oder Referenzdaten not-
wendig. Daher besteht auch keine Gefahr, dass diese in der Losung abgebildet werden konnen.

- Anstatt einer rigorosen Schwellwertelimination werden alle Daten verwendet, die iterativ anhand von
Residuen gewichtet werden. Die Information zur Gewichtung stammt rein aus den Beobachtungsdaten.
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Als Nachteil der robusten Schiatzung kann angesehen werden, dass diese deutlich zeitaufwendiger ist, da eine wieder-
holte iterative Losung des Gleichungssystems notwendig ist. Dies kann vor allem bei sehr grofl dimensionierten Glei-
chungssystemen wie bei der GOCE-Datenanalyse ein groles Problem darstellen, so dass die Ausreiflerelimination in
der Vorverarbeitung vorzuziehen ist (Kern und Allesch, 2003). Im vorliegenden Fall zeigt sich allerdings, dass die ro-
buste Schitzung schnell konvergiert und im Prinzip 2 Iterationsschritte ausreichen, so dass aufgrund der hoheren
Genauigkeit die robuste Schitzung angewendet werden sollte.

Die vorliegenden GIS-CHAMP-Modelle wurden aus Beschleunigungen geschitzt, die nicht mit den Akzelerometer-
daten reduziert wurden und die somit noch nicht-konservative Storbeschleunigungen enthalten. Im Folgenden soll kurz
erklirt werden, warum trotzdem eine hohe Genauigkeit bei der Gravitationsfeldbestimmung erreichbar ist. In Abbildung
9.7 sind die PSD-Spektren der Akzelerometermessungen nach Korrektur mit Kalibrierungsparametern des GFZ sowie
die PSD-Spektren der Beschleunigungsresiduen aus der robusten Schitzung (GIS-CHAMP_re) in along-track, cross-
track sowie in radialer Richtung dargestellt. Fiir die PSD-Spektren wurde ein Tag (Tag 61, Jahr 2004) mit moglichst
niedriger Bahnhohe (7 = 385 km) und somit erhohter Atmosphirenreibung ausgewéhlt. Die Akzelerometerdaten dieses
Tages enthalten keine Datenliicken, auftretende Datenliicken im Residuendatensatz sowie Ausreiler (Bahn-
punkte/Basislinien mit RMS-Werten > 50 cm/> 10 cm sowie Beschleunigungsresiduen > 10 mGal) wurden zu null
gesetzt.
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Es fallt auf, dass die PSD-Spektren der Akzelerometerdaten relativ stark auf den niedrigeren Kreisfrequenzen
(< 4-10 rad/s) sind und fiir hohere Frequenzen abnehmen, wihrend die PSD-Spektren der Beschleunigungsresiduen
aufgrund ihrer negativen Korrelation mit groer werdender Frequenz zunehmen. Die groBte Storbeschleunigung wird
durch die Atmosphirenreibung verursacht, deshalb liefert wie erwartet die along-track-Akzelerometerkomponente das
stirkste Signal. Auffillig sind vor allem grofe Amplituden in den PSD-Spektren der along-track- und cross-track-
Komponente, die bei der Umlauffrequenz (engl.: I cycle per revolution, 1 CPR) sowie bei Vielfachen der Umlauf-
frequenz (2 CPR, 3 CPR, ...) auftreten. Die gro3e Amplitude bei 1 CPR kann durch die Exzentrizitit des Orbits sowie
die mit einem Umlauf wechselnde Sonneneinstrahlung (und die sich damit verindernde Temperatur und Dichte der
Atmosphire) erkldart werden. Bei der cross-track-Komponente kommt hinzu, dass die durch die Rotation der
Atmosphire verursachte Reibung bei einem aufsteigenden Bahnbogen nach rechts und fiir einen absteigenden
Bahnbogen nach links gerichtet ist. Die Amplitude bei 2 CPR ist nur noch bei der along-track-Komponente sehr stark
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ausgepragt und kann auf Variationen in der Atmosphirenreibung zuriickgefiihrt werden, die durch die Abplattung der
Erde sowie Temperaturunterschiede iiber polaren und dquatorialen Gebieten verursacht werden. Wie aus Abbildung 9.7
zu erkennen ist, liegen die Akzelerometersignale auf allen Frequenzen eine oder mehrere Groflenordnungen unter dem
PSD-Spektren aufler fiir die zuvor genannten Frequenzen. Auf den Frequenzen fiir 1 CPR und 2 CPR liegen die
Amplituden des along-track- und cross-track-Akzelerometersignals knapp unterhalb der Beschleunigungsresiduen bzw.
sind fast genauso grof3. Daraus ldsst sich schlieBen, dass das Akzelerometersignal vom Rauschen absorbiert wird und
somit im Prinzip keinen Einfluss auf die Gravitationsfeldbestimmung hat. Allerdings muss beachtet werden, dass die
nicht-konservativen Storbeschleunigungen im Gegensatz zu den Beschleunigungsresiduen keine stochastischen Groflen
sind. Deshalb ist auf den Frequenzen nahe 1 CPR und 2 CPR ein Einfluss auf die Gravitationsfeldschédtzung denkbar.
Dies betrife jedoch im Wesentlichen die Koeffizienten niedrigen Grades (1 CPR/2CPR £ Frequenz fiir Grad [ = 1/2).
Fiir einen geringen Einfluss der Akzelerometermessungen auf die Gravitationsfeldbestimmung spricht au3erdem:

- Die Atmosphirenreibung in along-track-Richtung ist zwar relativ stark, ihre Richtung hingt aber davon ab,
ob der Satellit sich auf einem aufsteigenden oder einem absteigendem Bahnbogen befindet. Solange die
Anzahl der auf- und absteigenden Bahnbogen iiber einer Region ungefihr gleich ist, 16schen sich die durch
Atmosphirenreibung hervorgerufenen Signale gegenseitig fast aus.

- Auch wenn die Beschleunigungsresiduen in radialer Richtung am groften sind, ist die radiale Komponente
die wichtigste, da in dieser Richtung das Gravitationsfeldsignal am stirksten ist. In radialer Richtung wirkt
allerdings so gut wie keine Atmosphirenreibung, so dass die radiale Komponente am wenigsten von den
Akzelerometermessungen beeintrachtigt wird.

Insgesamt ldsst sich also feststellen, dass die nicht-konservativen Storbeschleunigungen keinen Einfluss auf die
Genauigkeit der Gravitationsfeldbestimmung mit dem Beschleunigungsansatz haben und deswegen auf die Reduktion
der Akzelerometerdaten verzichtet werden kann. Eine dhnliche Erkenntnis wurde von Ditmar et al. (2007) bei Anwen-
dung des Beschleunigungsansatzes fiir ,,mittlere* Beschleunigungen getroffen.

Abbildung 9.8a),b),c) zeigt GIS-CHAMP_re im Vergleich zu den ,offiziellen CHAMP-Gravitationsfeldlésungen
EIGEN-3p und EIGEN-CHAMPO3S (Reigber et al., 2005c) sowie zum besten Gravitationsfeldmodell der Vor-
CHAMP-Ara, EGM96, in Form von Grad-RMS, akkumulierten Geoidfehlern sowie Geoid-RMS pro Breitengrad fiir
eine Entwicklung bis Grad 70. Die Modelle EIGEN-3p und EIGEN-CHAMPO03S wurden vom GFZ-Potsdam aus einem
dreijahrigen CHAMP-Datensatz des Zeitraumes Juli 2000—Juni 2003 mit dem klassischen, bahndynamischen Verfahren
bestimmt. Beide Modelle wurden komplett bis Grad/Ordnung 120/120 aufgelost, sensitive und resonante Anteile
wurden bis Grad 140 bestimmt, wobei ab Grad 65 bzw. 60 regularisiert wurde. EIGEN-CHAMPO3S stellt die iiber-
arbeitete und endgiiltige Version von EIGEN-3p dar.

Wie sich in Abbildung 9.8a) anhand der Grad-RMS zeigt, weisen die CHAMP-Modelle eine dhnliche Genauigkeit auf.
Bis Grad 35 sind die EIGEN-Modelle etwas besser, zwischen Grad 40 und 75 sind die Grad-RMS-Werte bei GIS-
CHAMP_re etwas kleiner. Ab Grad 75 sind wiederum die EIGEN-Modelle bedingt durch die Regularisierung etwas
genauer. Fiir die hohere Qualitit der niedrigerfrequenten Anteile bis Grad 40 bei den EIGEN-Modellen ist wahr-
scheinlich der groflere Datensatz (3 Jahre im Gegensatz zu 2 Jahren) verantwortlich. Die geringere Genauigkeit der
hoherfrequenten Anteile zwischen Grad 40 und 75 ist auf eine geringere Sensitivitidt des fiir die EIGEN-Modelle
verwendeten Datensatzes zuriickzufiihren, da diese Daten aus einem ilteren Zeitraum mit vorwiegend groferen Bahn-
hohen (395—455km im Gegensatz zu 385-415 km) entstammen. Abbildung 9.8c) dokumentiert, dass die geographische
Verteilung der Geoidfehler mit der Breite ¢ bei GIS-CHAMP_re gleichmiBiger ist als bei den EIGEN-Modellen.
Speziell in den polnahen Gebieten weisen die EIGEN-Modelle, vor allem EIGEN-3p, eine grolere Abweichung auf als
GIS-CHAMP_re, wihrend in den dquatorialen Gebieten alle drei Modelle fast gleichgenau sind. Die gréere Homo-
genitit von GIS-CHAMP_re duBlert sich auch in den RMS-Werten (normal und gewichtet) und den maximalen Geoid-
differenzen in Tabelle 9.2. Wihrend der gewichtete RMS-Wert der Geoiddifferenzen bis Grad 70 fiir GIS-CHAMP_re
und EIGEN-CHAMPO03S mit 20,4 cm bzw. 23,5 cm recht dhnlich ist, weist EIGEN-CHAMPO3S eine deutlich hohere
maximale Geoiddifferenz mit 1,575 m gegeniiber 0,915 m bei GIS-CHAMP_re auf. Die deutlich schlechtere Homo-
genitit von EIGEN-3p zeigt sich in dem groBen Unterschied zwischen ungewichtetem und gewichtetem RMS-Wert von
28,2cm bzw. 35,6cm und einer sehr groBen maximalen Geoiddifferenz.

Der Vergleich der CHAMP-Modelle mit EGM96 in Abbildung 9.8a) verdeutlicht, welchen Beitrag CHAMP fiir die
Gravitationsfeldbestimmung liefert. Gegeniilber EGM96 ist eine Genauigkeitssteigerung bis Grad 65 erkennbar, die
teilweise bis zu einer Grofenordnung betrdgt. Die Darstellung der Geoid-RMS-Werte pro Breitengrad in Abbildung
9.8c) zeigt, dass die geographische Verteilung der Geoidfehler beim EGM96 vollig inhomogen ist. Dies ist auf die
inhomogenen Datensétze unterschiedlicher Herkunft, Genauigkeit, Datendichte und Sensitivitét zuriickzufiihren, die fiir
die Berechnung des EGM96 verwendet wurden. So treten gerade in den Breiten, in denen keine oder nur wenige und
ungenaue Messwerte vorlagen, die grofiten Fehler auf. Dies sind die Pole sowie die Breitenbereiche bei ¢ = 30° (nord-
liches Afrika, Naher Osten) und ¢ = —10° (Brasilien, siidliches Zentralafrika). Folglich miissten in diesen Gebieten die
groBten Unterschiede zwischen CHAMP-Modellen und EGM96 und damit die grofiten Verbesserungen durch CHAMP
gegeniiber EGM96 zu erwarten sein.
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Dies wird durch Abbildung 9.9a),b) bestitigt, in der die terrestrische Schweredatenbank des BGI (fr.: Bureau
Gravimétrique International) sowie die Geoiddifferenz zwischen GIS-CHAMP_re und EGM96 fiir eine Entwicklung
bis Grad/Ordnung 70/70 dargestellt ist. Die Graphiken zeigen, dass die groften Unterschiede zwischen GIS-CHAMP_re
und EGM96 genau in denjenigen (schon zuvor genannten) Gebieten auftreten, in denen keine oder wenig terrestrische
Daten, welche eine Grundlage fiir das EGM96 sind, vorliegen. Aus diesem Grunde ist gerade in diesen Gebieten durch
die CHAMP-Daten eine deutliche Verbesserung zu erreichen.

o0 Schweredaten (Datendichte auf 30" x 30 -Gitter) GIS-CHAMP_re - EGM96 (Grad/Ordnung 70/70)

e e ———

-

100 200 500 1000 35000 Gitter . ) 0
(a) (b)
Abbildung 9.9: a) Dichte terrestrischer Schweredaten, Datenbank des BGI, (10535 654 marine Daten, 2 113592 Land-
daten); b) Geoiddifferenz bis Grad/Ordnung 70/70 zwischen EGM96 und GIS-CHAMP_re.

Insgesamt lésst sich also feststellen, dass mit dem Beschleunigungsansatz Gravitationsfeldmodelle dhnlicher Qualitét
wie mit dem klassischen Ansatz bestimmt werden kénnen und dass durch CHAMP-Daten eine signifikante Verbesse-
rung der Kenntnis der lang- und mittelwelligen Gravitationsfeldanteile sowie des Gravitationsfeldes in Gebieten gerin-
ger terrestrischer Datendichte moglich ist.
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9.4 Vergleich der Ergebnisse aus unterschiedlichen Verfahren der Bahnanalyse

In der Einfiihrung wurden verschiedene Moglichkeiten zur Bahnanalyse bzw. zur Auswertung von CHAMP-h]-SST-
Daten beschrieben. In dieser Arbeit wurde speziell der Beschleunigungsansatz niher vorgestellt und fiir die Gravitati-
onsfeldanalyse verwendet. Tatsdchlich wurden aber von anderen Instituten zeitgleich weitere CHAMP-Modelle
bestimmt, bei denen die weiteren Ansitze wie die Energiebilanzmethode, das Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen
sowie das klassische, bahndynamische Verfahren zum Einsatz kamen. Um die einzelnen Verfahren nicht nur anhand
von Simulationsrechnungen bewerten zu konnen, sondern auch anhand von realen Daten, werden im Folgenden die
CHAMP-Modelle aus diesen Verfahren gegeneinander verglichen. Die einzelnen Modelle sind:

- GIS-CHAMP_re: Methodik: Beschleunigungsansatz; Datensatz: 2-jdhriger kinematischer Orbit des Zeit-
raumes Mirz 2002-Mirz 2004; Flughohe: 385-415 km; Auflosung: Grad/Ordnung 90/90, keine Regulari-
sierung; Schitzverfahren: robuste Schitzung mit Huber-Methode; Akzelerometerdaten vernachldssigt;
Referenz: diese Arbeit, Reubelt et al., 2006.

EIGEN-CHAMPO03S: Methodik: klassisches, bahndynamisches Verfahren; Datensatz: 3 Jahre CHAMP-
hl-SST-Daten (Tridgerphasen und Pseudostrecken) des Zeitraumes Juli 2000-Juni 2003; Flughohe:
395-455km; Auflosung: Grad/Ordnung 120/120, resonante Anteile bis Grad 140, Regularisierung ab Grad
60; Schitzverfahren: Kleinste Quadrate; Akzelerometerdaten: Schidtzung von Biasparametern 1 mal pro
Umlauf fiir die along-track- und cross-track-Komponente sowie 2 mal pro Umlauf fiir die radiale Kompo-
nente; Referenz: Reigber et al., 2005c.

- ITG-CHAMPO1S: Methodik: Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen; Datensatz: 1-jdhriger kinematischer
Orbit des Zeitraumes Mirz 2002-Mirz 2003; Flughohe: 395-415 km; Auflosung: Grad/Ordnung 90/90,
keine Regularisierung (regularisierte Versionen ITG-CHAMPO1K und ITG-CHAMPOIE existieren);
Schitzverfahren: Kleinste-Quadrate mit Gewichtung der Positionen mittels Orbitvarianzen, auBerdem
Schitzung einer Varianzkomponente pro Bahnbogen; Akzelerometerdaten: Schitzung von 1 Biasparameter
pro Bahnbogen und Komponente; Referenz: Mayer-Giirr et al., 2005b.

- CHAMP_UCalgary: Methodik: Energiebilanzmethode; Datensatz: 2-jdhriger kinematischer Orbit des
Zeitraumes Mirz 2002-Mérz 2004; Flughohe: 385-415 km; Auflosung: Grad/Ordnung 70/70, keine Regu-
larisierung; Schitzverfahren: Kleinste-Quadrate mit breitenabhingiger Gewichtung, Ausrei3erelimination
anhand Positions-/Basisliniendifferenzen zwischen kinematischem und reduziert-dynamischem Orbit
(Schwellwerte 20 cm/5 cm) sowie anhand von Potentialdifferenzen zum EGM96 (Schwellwerte: 4-RMS
bzw. 5 m?¥/s%); Akzelerometerdaten: Bestimmung Energiedrift (verursacht durch Bias) pro Tag/Bahnbogen
in der Datenvorverarbeitung anhand EGM96; Referenz: Weigelt (2007).

- TUMZ2S: Methodik: Energiebilanzmethode; Datensatz: 2-jahriger kinematischer Orbit des Zeitraumes Mirz
2002-Mirz 2004; Flughohe: 385-415km; Auflosung: Grad/Ordnung 60/60, keine Regularisierung; Schitz-
verfahren: Kleinste Quadrate, Ausreillerelimination anhand Positionsdifferenzen zwischen kinematischem
und reduziert-dynamischem Orbit; Akzelerometerdaten: Reduktion von Bias- und Drift des Akzelerometers
durch Anwendung eines low-pass-Filters auf die Differenz zwischen der Energie und EGM96; Referenz:
Foldvary et al., 2005.

Bei dem Vergleich muss allerdings beachtet werden, dass fiir die Bestimmung der Modelle teilweise verschiedene
CHAMP-Datensitze unterschiedlicher Lange und Bahnhohe verwendet wurden, was einen Einfluss auf die Genauigkeit
des Gravitationsfeldes, vor allem in den hoheren Graden, haben kann. Zudem wurden unterschiedliche Schitzverfahren
(robuste Schitzung, ungewichtete/gewichtete Ausgleichungsverfahren) eingesetzt, was ebenfalls eine groere Auswir-
kung auf die Qualitit des Gravitationsfeldes haben kann, wie sich bei den GIS-CHAMP-Modellen gezeigt hat. Deswe-
gen kann nur grob beurteilt werden, welche Verfahren zur Analyse von hl-SST-Daten am meisten geeignet sind. In
Abbildung 9.10a),b) sind die Fehler der einzelnen Modelle als Grad-RMS sowie als akkumulierte Geoiddifferenzen zu
EIGEN-GRACEOQ2S gegeniiber gestellt. Wie sich in den Grad-RMS-Werten zeigt, liegen die Fehler aller Modelle in
einer dhnlichen GroBenordnung. Es fillt allerdings auf, dass die drei Modelle ITG-CHAMPOIS, TUM2S und
CHAMP_UCalgary ab Grad 35 einen dhnlichen, aber gegeniiber den anderen beiden Modellen erhohten RMS-Wert
haben. Bei ITG-CHAMPOIS ist dies dadurch zu erklidren, dass dafiir nur ein 1-jdhriger-Datensatz etwa gleicher Bahn-
hohe verwendet worden ist. Bei Verwendung des 2-jahrigen Datensatzes wire eine Genauigkeitssteigerung um den
Faktor \/5 (unter der Annahme normalverteilter Beobachtungen) zu erwarten, womit der Verlauf der Grad-RMS-Kurve
bei ITG-CHAMPO1S dann dhnlich wire wie bei GIS-CHAMP_re und EIGEN-CHAMPO3S. Da aber gerade die Grad-
RMS-Werte der beiden Modelle aus der Energiebilanzmethode ab Grad 30 erhoht sind, ist zu vermuten, dass die etwas
niedrigere Genauigkeit (ca. Faktor 1,5) auf die Energiebilanzmethode zuriickzufiihren ist, wie schon anhand von simu-
lierten Daten in Abschnitt 8.4.2 gezeigt wurde. Fiir den niederfrequenten Bereich kleiner als Grad 30 ist mit der Ener-
giebilanzmethode eine dhnliche Genauigkeit wie mit den anderen Verfahren erreichbar, wie CHAMP_UCalgary zeigt.
Die grofleren Grad-RMS-Werte von TUM2S fiir Koeffizienten im Bereich <Grad 30 im Vergleich zu
CHAMP_UCalgary werden wahrscheinlich durch die Tiefpassfilterung zur Beseitigung von Bias- und Driftparametern
des Akzelerometers verursacht (M. Weigelt, personliche Kommunikation), welche anscheinend zusétzlich das Gravita-
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tionsfeldsignal auf diesen Frequenzen teilweise herausfiltert. Bei den Modellen, die aus dem 2-jahrigen kinematischen
Orbit bestimmt wurden, zeigt sich in Abbildung 9.10a),b) gerade bei Grad 4 ein stark erhohter, quasi identischer Geoid-
fehler, der bei den beiden anderen Modellen nicht zu erkennen ist. Die Ursache dafiir ist deshalb eher in dem verwende-
ten Datensatz und nicht in dem eingesetzten Verfahren zur hl-SST-Analyse zu suchen. Auf die Unterschiede zwischen
EIGEN-CHAMPO3S und GIS-CHAMP_re soll nicht mehr nidher eingegangen werden, da diese bereits zuvor
beschrieben worden sind.

Insgesamt bestitigen die Grad-RMS-Kurven der realen CHAMP-Modelle aus Abbildung 9.10a) die Erkenntnisse aus
den Simulationsrechnungen in Abschnitt 8.4.2. Diese sind, dass der Energieansatz einerseits zu etwas schlechteren
Ergebnissen (Faktor 1,5-2) gegeniiber den anderen Verfahren fiihrt, und dass der Beschleunigungsansatz und das
Randwertproblem (bei entsprechender Gewichtung) in etwa gleichwertige Ergebnisse liefern. Dabei macht sich der
Einfluss einer nicht vollstindig korrekten Gewichtung beim Randwertproblem mit Vernachlédssigung der Korrelationen
zwischen den Positionen beim Modell ITG-CHAMPOI1S nicht so stark bemerkbar, wie in Abschnitt 8.4.2 (speziell
Abbildung 8.15¢)) vermutet. Dies liegt zum einen daran, dass die tatsdchliche Korrelation der Bahnfehler nach
Abbildung 9.1 nicht so stark ausfillt wie in der Simulation in Abschnitt 8.4.2 (p = 0,99). Zum anderen wird anschei-
nend durch die Beriicksichtigung von Orbitvarianzen und die Varianzkomponentenschitzung beim ITG-CHAMPO1S
die Vernachldssigung von Korrelationen gut kompensiert.

Die Darstellungen der Geoid-RMS-Werte pro Breitengrad fiir Entwicklungen bis Grad/Ordnung 50/50 und 70/70 in
Abbildung 9.10c),d) zeigt ebenfalls, dass die Fehler bei EIGEN-CHAMPO3S und GIS-CHAMP_re kleiner sind als bei
den anderen Modellen, wobei die geographische Verteilung der Geoidfehler bei EIGEN-CHAMPO03S etwas inhomoge-
ner mit groeren Fehlern an den polnahen Gebieten ist. Bei ITG-CHAMPO1S und CHAMP_UCalgary ist, wenn auch
die Fehler etwas grofer sind, eine dhnliche geographische Verteilung der Fehler wie bei GIS-CHAMP_re mit kleineren
Fehlern in polnahen Gebieten als in dquatorialen Gebieten erkennbar. Dies ist wahrscheinlich auf die geographische
Verteilung der CHAMP-Daten (s. Abbildung 8.10a),b)) und der Ausreiler (s. Abbildung 9.6) zuriickzufiihren.
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Abbildung 9.10: Vergleich verschiedener CHAMP-only-Modelle; a) Grad-RMS, b) akkumulierte Geoidfehler; c),d)
Geoid-RMS pro Breitengrad fiir Entwicklungen bis Grad/Ordnung 50/50 und 70/70.

In Tabelle 9.3 und Tabelle 9.4 sind die ungewichteten und gewichteten RMS-Werte der Geoiddifferenzen sowie die
maximale Geoiddifferenz auf dem 1° x 1°-Gitter fiir Entwicklungen bis Grad/Ordnung 50/50 und 70/70 vertafelt. Die
Geoidfehler sind bei GIS-CHAMP_re und EIGEN-CHAMPO3S &hnlich, wobei der maximale Geoidfehler bei EIGEN-
CHAMPO3S fiir die Entwicklung bis Grad 50 (wahrscheinlich aufgrund des groeren Datensatzes) etwas geringer ist
und fiir die Entwicklung bis Grad 70 grofler ist (wahrscheinlich aufgrund der geringeren Sensitivitit wegen der
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groBBeren Flughohe). Bei Berticksichtigung des J2-Faktors wegen des kiirzeren Datensatzes sind auch die Fehler des
ITG-CHAMPOLIS als gleich grofl wie bei GIS-CHAMP_re und EIGEN-CHAMPO3S zu betrachten. Die Geoidfehler der

Modelle aus der Energiebilanzmethode sind dann in etwa 1,5 mal so grof3 wie diejenigen der anderen Modelle.

GIS- EIGEN- ITG- CHAMP_
Modell CHAMP_re CHAMPO3S CHAMPO1S TUM25 UCalgary
Methodik Beschleuni- Klassisches Randwert- Energiebilanz Energiebilanz
gungsansatz Verfahren problem

Zeitraum 2 Jahre 3 Jahre 1 Jahr 2 Jahre 2 Jahre
Bahnhohe [km] 385415 395-455 395415 385415 385415
RMS [m] 0.051 0.054 0.069 0,090 0,075
gew. RMS [m] 0.052 0.052 0.074 0,088 0,078
Maximum [m] 0.268 0.207 0.313 0,474 0,328

Tabelle 9.3: RMS-Wert, gewichteter RMS-Wert und maximale Differenz der Geoidundulation verschiedener CHAMP-

only-Modelle im Vergleich zu EIGEN-GRACEO02S; Entwicklung bis Grad/Ordnung 50/50.

GIS- EIGEN- ITG- CHAMP_
Modell CHAMP_re | CHAMP03S | CHAMPOIS TUM2S UCalgary
Methodik Beschleuni- Klassisches Randwert- Energiebilanz Energiebilanz
gungsansatz Verfahren problem
RMS [m] 0,190 0,234 0,323 - 0,286
gew. RMS [m] 0,205 0,235 0,345 - 0,303
Maximum [m] 0,916 1,575 1,528 - 1,299

Tabelle 9.4: RMS-Wert, gewichteter RMS-Wert und maximale Differenz der Geoidundulation verschiedener CHAMP-
only-Modelle im Vergleich zu EIGEN-GRACEOQ2S; Entwicklung bis Grad/Ordnung 70/70.

Besonders interessant ist die Verteilung der relativen Fehler der einzelnen Koeffizienten, die fiir die 4 Modelle
GIS_CHAMP_re, EIGEN-CHAMPO3S, ITG-CHAMPO1S und CHAMP_U_Calgary bis Grad/Ordnung 70/70 in
Abbildung 9.11 dargestellt sind. Wihrend die Fehler pro Grad [, wie sich in den Grad-RMS aus Abbildung 9.10a) zeigt,
bei den einzelnen Modellen ziemlich dhnlich sind, sind bei der Verteilung der Fehler eines Grades / auf die einzelnen
Ordnungen m bei den einzelnen Modellen groere Unterschiede zu erkennen. Besonders auffillig ist bei den beiden
Modellen ITG-CHAMPO1S und EIGEN-CHAMPO3S, die beide auf der direkten Losung der Bewegungsgleichung als
Randwertaufgabe bzw. als Anfangswertaufgabe beruhen, dass die Koeffizienten hoherer Ordnung Iml genauer bestimmt
worden sind als diejenigen niedrigerer Ordnung. Etwas weniger ausgeprigt ist dies bei dem Modell aus dem
Beschleunigungsansatz, GIS-CHAMP_re, bei dem die Koeffizienten hoherer Ordnung etwas weniger genau und die
Koeffizienten niedrigerer Ordnung etwas genauer bestimmt sind als bei ITG-CHAMPOI1S und EIGEN-CHAMPO3S.
Bei dem Modell aus der Energiebilanzmethode, CHAMP_UCalgary, ist eine Abhéngigkeit der Genauigkeit der
Koeffizienten eines Grades / von der Ordnung m praktisch nicht erkennbar. Die relativen Fehler werden hier nur mit
zunehmendem Grad [ groBer, nicht aber mit abnehmender Ordnung Iml. Somit besitzen bei CHAMP_UCalgary die
sektoriellen und nahezu sektoriellen Koeffizienten fiir Grad [ > 50 keine erhohte Genauigkeit wie bei den anderen
Modellen. Offensichtlich hidngt also die Verteilung der Fehler der Koeffizienten eines Grades / auf die einzelnen
Ordnungen m von der Wahl des Verfahrens zur Gravitationsfeldbestimmung ab, wobei aber der RMS-Wert pro Grad
relativ dhnlich ist (abgesehen von dem Faktor 1,5 bei ITG-CHAMPOIS wegen des kiirzeren Datensatzes sowie bei
CHAMP_U_Calgary).

SchlieBlich sind noch die Geoiddifferenzen der Modelle GIS-CHAMP_re, EIGEN-CHAMPO03S, ITG-CHAMPO1S und
CHAMP_UCalgary im Vergleich zu EIGEN-GRACEOQ2S auf dem 1° x 1°-Gitter fiir Entwicklungen bis Grad 70 in
Abbildung 9.12 dargestellt. Hier zeigt sich wieder der zuvor in den Abbildungen des relativen Fehlers erkennbare
Effekt, dass bei den Modellen ITG-CHAMPO1S und EIGEN-CHAMPO3S die Koeffizienten niedrigerer Ordnung eine
geringere Genauigkeit besitzen. Da Kugelflichenfunktionen niedrigerer Ordnung, besonders die zonalen Kugelfldchen-
funktionen, eine in Ost-West-Richtung ausgeprigte Struktur besitzen, weisen die Geoidfehler bei diesen beiden
Modellen auch eine Ost-West-Struktur auf. Bei GIS-CHAMP_re ist aufgrund des geringeren Genauigkeitsunterschieds
zwischen Koeffizienten niedrigerer und hoherer Ordnung eine solche Ost-West-Struktur weniger ausgepriagt bzw. nur
noch schwer erkennbar, und bei CHAMP_UCalgary ist die Struktur der Geoidfehler in Ost-West-Richtung und Nord-
Stid-Richtung aufgrund der von der Ordnung m unabhingigen Fehlerverteilung dhnlich. Die Geoidfehler der Modelle
GIS-CHAMP_re, ITG-CHAMPO1S und CHAMP_UCalgary sind relativ gleichméBig iiber die Erde verteilt, bei
EIGEN-CHAMPO3S hingegen fillt auf, dass in gewissen Gebieten die Geoidfehler etwas hoher sind. Dazu gehoren die
Himalaya-Region, Stidamerika mit den Anden und Karibik sowie Indonesien/Neuguinea. Dies sind genau diejenigen
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Gebiete mit hoherem und rauerem Gravitationsfeldsignal, bei denen aufgrund des Approximationsfehlers des Differen-
tiators auch schon ein hoherer Modellfehler beim Beschleunigungsansatz sichtbar ist (s. Abbildung 8.3) und bei denen
durch Regularisierung in Abbildung 8.11 ein Anwachsen des Geoidfehlers bedingt durch Signalglittung erkennbar ist.
Da EIGEN-CHAMPO3S bereits ab Grad 60 regularisiert ist, sind die erhohten Geoidfehler in diesen Gebieten wohl auf
eine zu starke Regularisierung bei diesem Modell zuriickzufiihren.

GIS-CHAMP_re EIGEN-CHAMPO3S

10 10

0,01 0,01

0 0,001 )
Ordnung m Ordnung m

ITG-CHAMPO1S CHAMP_UCalgary
10 0

0,001

10

0,01

0 0,001 70 )
Ordnung m Ordnung m

0,001

Abbildung 9.11: Relative Fehler der Koeffizienten bei verschiedenen CHAMP-only-Modellen.

EIGEN-CHAMPO03S

Abbildung 9.12: Geoiddifferenzen verschiedener CHAMP-only-Modelle im Vergleich zu EIGEN-GRACEO02S,
Entwicklung bis Grad/Ordnung 70/70.
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10 Ergebnisse und Ausblick

Beim Beschleunigungsansatz handelt es sich aufgrund des linearen Gleichungssystems, der Vermeidung von Integration
und der einfachen Einsetzbarkeit von Differentiationsfiltern um ein schnelles und leicht zu implementierendes Verfah-
ren zur Gravitationsfeldbestimmung aus kinematischen Orbits bzw. aus hl-SST-Beobachtungen. Trotz des mit Az = 30s
relativ grolen Abtastintervalls der kinematischen CHAMP-Orbits ist bereits mit einem Differentiationsfilter niedriger
Ordnung (7- oder 9-Punkt-Schema) eine gute Approximation des Beschleunigungssignals moglich, was zu einem ak-
zeptablen Modellfehler der geschitzten Gravitationsfelder fiihrt. Dabei hat sich der 9-Punkt-Differentiationsfilter als
ideal hinsichtlich des Approximationsfehlers (nimmt mit zunehmender Filterldnge ab) und der Fortpflanzung von Posi-
tionsfehlern (nimmt mit zunehmender Filterlinge zu) herausgestellt. Wie sich in Simulationsrechnungen zeigt, (i)
reagiert der Beschleunigungsansatz aufgrund der ,aufrauenden Wirkung der numerischen Differentiation dufBerst
empfindlich auf Ausreifler und Spriinge im kinematischen Orbit. Des weiteren (ii) hdngt die erreichbare Genauigkeit der
Gravitationsfeldbestimmung hauptséchlich von der relativen Genauigkeit der kinematischen Bahndaten anstatt von ihrer
absoluten Genauigkeit ab. In den Untersuchungen wurde demonstriert, dass die Ausreifler und Spriinge beim Beschleu-
nigungsansatz zuverldssig detektiert und behandelt werden konnen, z.B. in der Datenvorverarbeitung durch Elimination
oder durch iterative Gewichtung im Rahmen robuster Schitzverfahren. Durch Einsatz solcher Methoden zur Ausreifler-
behandlung ist eine signifikante Genauigkeitssteigerung gegeniiber einer herkommlichen Kleinste-Quadrate-Losung
ohne Ausreiflerelimination moglich. Ferner hat sich bei der Untersuchung und Analyse von Realdaten herausgestellt,
dass die Bahnfehler kinematischer Orbits relativ stark korreliert sind. Eine genauere Evaluierung kinematischer Orbits
zeigt, dass die relative Genauigkeit kinematischer Orbits bei einer absoluten Genauigkeit von 2-3 cm unter 1 cm liegt
und somit die Satellitenbeschleunigungen mit einer Genauigkeit von 1-2 mGal mittels numerischer Differentiation
bestimmt werden konnen. Dies fiihrt schlieBlich auf eine Geoidgenauigkeit von 5cm fiir eine Entwicklung bis Grad 50
und 20cm fiir eine Entwicklung bis Grad 70 und entspricht damit den Genauigkeiten offizieller CHAMP-Modelle.

Als problematische Datenquelle haben sich die Akzelerometerdaten erwiesen. Diese besitzen neben den durch den Bau
des Instruments bedingten Bias- und Skalierungsparametern noch weitere Storsignale wie Spikes sowie thermale und
instrumentelle Einfliisse, die teilweise nicht herausgefiltert werden konnen und die sich somit negativ auf die Gravitati-
onsfeldbestimmung auswirken konnen. Beim Beschleunigungsansatz kann gezeigt werden, dass auf die Reduktion von
Akzelerometerdaten verzichtet werden kann, da deren Signal unterhalb des Rauschniveaus der mittels numerischer Dif-
ferentiation bestimmten Satellitenbeschleunigungen liegt. Bei der Auswertung der realen CHAMP-Daten wurde auf
eine Beriicksichtigung der Korrelation der Satellitenbeschleunigungen verzichtet. Da die Satellitenbeschleunigungen
mittels eines Differentiationsfilters aus dem kinematischen Orbit bestimmt wurden, muss genau genommen eine Fehler-
fortpflanzung der Bahnfehler vorgenommen werden, die im Falle korrelierter Bahnfehler zu einer vollbesetzten
Gewichtsmatrix der Satellitenbeschleunigungen fiihrt. Eine Beriicksichtigung einer solchen Gewichtsmatrix wire nur
unter Annahmen realisierbar, wobei der Rechenaufwand allerdings enorm ist. Es zeigt sich jedoch, dass die Korrelati-
onszeit der Beschleunigungsfehler unabhingig von der Stirke der Korrelation der Bahnfehler sehr kurz ist (< 60s), was
dazu fiihrt, dass die Beriicksichtigung der Korrelationen der Beschleunigungsfehler bei der Schétzung der Gravitations-
feldparameter kaum einen Einfluss auf deren Genauigkeit hat. Aus diesem Grunde kénnen beim Beschleunigungsansatz
im Gegensatz zu Verfahren, bei denen die Bahnpositionen direkt als Beobachtungen verwendet werden (Randwert-
problem, Integration der Variationsgleichungen), die Korrelationen der Gewichtsmatrix vernachlidssigt werden. Beim
Randwertproblem hingegen zeigt sich anhand von Simulationsrechnungen mit stark korrelierten Bahnfehlern, dass eine
Vernachlissigung der Korrelationen aufgrund der groflen Korrelationsldnge (20-30 Minuten bei realen kinematischen
Orbits!) der Bahnfehler zu groBeren Genauigkeitsverlusten bei der Gravitationsfeldschitzung fithren kann. Daraus wird
auch ein weiterer Vorteil des Beschleunigungsansatzes deutlich, der darin liegt, dass beim Beschleunigungsansatz die
Stochastik (hier: die Korrelationen) der kinematischen Bahn eigentlich nicht bekannt sein muss, wéihrend dies beim
Randwertproblem fiir eine entsprechende Gewichtung sehr wohl der Fall sein sollte. Ahnliche Beobachtungen hinsicht-
lich der Gewichtung bei den zuvor genannten Analyseverfahren sind auch schon von Ditmar et al. (2006) bei dem
modifizierten Beschleunigungsansatz basierend auf mittleren Beschleunigungen gemacht worden. Nach Ditmar et al.
(2006) reagiert der Beschleunigungsansatz nicht sensitiv auf niederfrequentes (und somit korreliertes) Rauschen, wes-
wegen auf eine exakte Gewichtung kein groBer Wert gelegt werden miisse. Bei der Integration der Variations-
gleichungen oder dem Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen bedeute der Verzicht auf eine Gewichtung hingegen,
dass ein weilles Rauschen fiir die Satellitenpositionen vorausgesetzt werde. Dies entspriche der Annahme, dass das
Rauschen in den Beschleunigungen proportional zu dem Quadrat der Frequenz zunihme. Aus diesem Grunde wiirde
das Signal auf den niedrigen Frequenzen sehr hoch gewichtet werden, so dass schon ein geringes Rauschen auf diesen
Frequenzen die Genauigkeit des Gravitationsfeldmodells deutlich verschlechtert. Beim Beschleunigungsansatz, wie er
in dieser Arbeit zur Auswertung von Realdaten implementiert wurde, kann zusétzlich die robuste Schitzung die
Vernachldssigung von Korrelationen teilweise kompensieren, wie in Abschnitt 9.2.3 erwihnt.

Die verschiedenen konkurrierenden Verfahren zur Bahnanalyse wurden anhand simulierter und realer CHAMP-Daten
miteinander verglichen. Dabei konnten die Ergebnisse aus den realen CHAMP-Daten die aus den Simulations-
rechnungen gewonnenen Erkenntnisse bestitigen. Der Beschleunigungsansatz, das Randwertproblem (bei
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Beriicksichtigung einer entsprechenden Gewichtung) sowie das klassische Verfahren fiihren zu Ergebnissen vergleich-
barer Genauigkeit, wie die Darstellung von Grad-RMS-Kurven erkennen ldsst. Die mit der Energiebilanzmethode
geschitzten Gravitationsfelder weisen hingegen eine um den Faktor 1,5 schlechtere Genauigkeit auf. Dies konnte auf
die verminderte Redundanz bei der Energiebilanzmethode (Energie ist eine skalare Grofe) zuriickzufiithren sein, die
ungefihr den Faktor \/3 bewirken wiirde. Bei einer niheren Untersuchung der Ergebnisse aus Realdaten fallen weitere
kleine Unterschiede auf, die aber eventuell auch dem Einsatz unterschiedlicher Verfahren zur Ausreif3erelimination und
Datengewichtung und den verschiedenen Beobachtungszeitrdumen mit variierenden Bahnhohen zugeschrieben werden
konnen. So ist zu beobachten, dass vor allem mit den beiden Verfahren, die auf der direkten Losung der Bewegungs-
gleichung beruhen, also dem Randwertproblem fiir kurze Bahnbdgen sowie dem klassischen Verfahren, aber auch mit
dem Beschleunigungsansatz die Koeffizienten hoherer Ordnung Iml, also die sektoriellen und nahezu sektoriellen
Koeffizienten, genauer bestimmt wurden, wohingegen Koeffizienten niedrigerer Ordnung etwas ungenauer ausfielen.
Mit der Energiebilanzmethode hingegen wurden alle Koeffizienten eines Grades / in etwa gleich genau bestimmt.

Bei den vorliegenden Realdaten fithren die alternativen Analyseverfahren fiir kinematische Bahnen, speziell der
Beschleunigungsansatz, zu Ergebnissen dhnlicher Genauigkeit wie das klassische Verfahren, bei welchem die hl-SST-
Daten direkt als Beobachtungen verwendet werden. Dies ist neben der Leistungsfihigkeit der alternativen Analyse-
verfahren vor allem auch auf die hohe Qualitédt der der kinematischen Orbits zuriickzufiihren, die durch Verbesserung
der Bahnbestimmungsalgorithmen ermoglicht wurde. Wie bereits erwihnt, ist speziell beim Beschleunigungsansatz die
hohe Korrelation der Bahnfehler fiir eine hohe Genauigkeit in der Gravitationsfeldbestimmung verantwortlich.
Entgegen den Vermutungen zeigt sich aber, dass das Randwertproblem (bei einer entsprechenden Gewichtung) und die
Energiebilanzmethode in gleichem Maf3e von einer hohen Korrelation der Bahnfehler profitieren wie der Beschleuni-
gungsansatz. Neben der hohen Qualitit der kinematischen Orbits ist also eine hohe Korrelation der Bahnfehler eine
wichtige Voraussetzung fiir eine moglichst genaue Gravitationsfeldbestimmung.

Es lasst sich also insgesamt feststellen, dass mit allen vorgestellten Verfahren gute Ergebnisse erhalten werden konnen,
wobei das klassische Verfahren, der Beschleunigungsansatz sowie das Randwertproblem als etwas genauer eingestuft
werden konnen. Die niedrigsten Geoiddifferenzen (20,5 cm bis Grad 70) im Vergleich zu EIGEN-GRACEOQ2S wurden
bei der Auswertung von Realdaten mit dem Beschleunigungsansatz erhalten, wobei beriicksichtigt werden muss, dass
unterschiedliche Schitzverfahren und Methoden zur Ausreilerbehandlung angewendet wurden, die ebenfalls einen
Einfluss auf die Genauigkeit haben. Der Beschleunigungsansatz besitzt den Vorteil, dass er das schnellste und am
leichtesten zu implementierende Verfahren ist, dass Akzelerometerdaten nicht beriicksichtigt werden miissen, dass die
Korrelationen in der Gewichtsmatrix vernachlidssigt werden konnen und somit die Korrelationen der Bahnfehler nicht
bekannt sein miissen und dass aufgrund der Vermeidung von Integration Fehler nicht aufaddiert werden. Es konnte
gezeigt werden, dass sich die numerische Differentiation, die normalerweise zu einer Verstirkung des Rauschens fiihrt,
bei dem Beschleunigungsansatz und den vorliegenden Realdaten unproblematisch ist. Dies liegt zum einen daran, dass
die Positionsfehler korreliert sind und somit die Satellitenbeschleunigungen relativ genau bestimmt werden konnen,
zum anderen kann der Einfluss von Ausreilern durch Ausreiflerelimination oder robuste Schétzverfahren stark reduziert
werden. Die problemlose Anwendung der numerischen Differentiation wird aufierdem dadurch belegt, dass der
Beschleunigungsansatz gleichermaflen auf das Rauschen reagiert wie das Randwertproblem bei einer entsprechenden
Gewichtung. Die hohe Qualitit der CHAMP-Daten zeigt sich darin, dass eine signifikante Genauigkeitssteigerung
gegeniiber dem besten Gravitationsfeldmodell vor CHAMP, dem EGM96, moglich ist. So konnen Verbesserungen vor
allem im langwelligen Bereich bis Grad 65 und in terrestrisch schlecht vermessenen Gebieten erreicht werden.

Aufgrund der erhaltenen Erkenntnisse und Ergebnisse bietet sich der Einsatz des Beschleunigungsansatzes im Rahmen
der Gravitationsfeldanalyse aus GRACE- und GOCE-Daten an, wobei allerdings hier die Analyse von hl-SST-Daten
bzw. kinematischer Orbits zur Unterstiitzung der eigentlichen Messgrofien dieser Missionen, der 11-SST-Daten bzw. der
SGG-Daten, fiir die langwelligen Gravitationsfeldanteile dient. Wie sich der Beschleunigungsansatz in Kombination
mit diesen Beobachtungstypen verhilt, muss allerdings noch untersucht werden. In dieser Arbeit wurden die einzelnen
Ergebnisse durch Vergleich mit der GRACE-Losung EIGEN-GRACEOQ2S evaluiert. Weitere Vergleiche mit unabhin-
gigen Datensédtzen, wie z.B. terrestrische Datenquellen (z.B. Nivellementsdaten, GPS-Messungen, Schweredaten,
Altimetrie in Kombination mit Ozeantopographie, ...) oder Bahnanpassung konnen zusitzliche Aussagen iiber die
Genauigkeiten und Charakteristiken der mit den einzelnen Verfahren erhaltenen Modelle liefern. Fiir einen detaillierten
Vergleich der einzelnen Verfahren zur Gravitationsfeldbestimmung aus hl-SST-Daten, insbesondere deren Reaktion auf
bestimmte Eigenschaften (Datenliicken, Fehlerarten) der Beobachtungsdaten sind weitere Simulationen und Analysen
von Realdaten notig. Speziell beim Beschleunigungsansatz scheinen weitere Genauigkeitssteigerungen durch verbes-
serte Verfahren zur numerischen Differentiation, der Parameterschitzung (z.B. robuste Schétzer) und Ausreiller-
elimination moglich. Einen groflen Anteil an der hohen Qualitét der Gravitationsfeldmodelle aus dem Beschleunigungs-
ansatz, der Energiebilanzmethode sowie dem Randwertproblem fiir kurze Bahnbogen hat die hohe Genauigkeit der
kinematischen Orbits. In der kinematischen Bahnbestimmung konnte in den letzten Jahren, speziell bei den Satelliten-
missionen CHAMP und GRACE erhebliche Fortschritte und Qualititssteigerungen verzeichnet werden. Auch hier
scheint noch eine weitere Genauigkeitssteigerung moglich. Motiviert durch die guten Ergebnisse in der Gravitations-
feldbestimmung sollte weitere Arbeit in die Verbesserung der kinematischen Bahnbestimmung investiert werden.
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Abkiirzungen

AOCS
ARMA
ASC
BIQUUE
BJ

CCD
CEP
CcG
CGLS
CGS
CHAMP
CHU
CIO
CIS
CNES
CPR
CPU
CTS
DE200 / DE405
DFT
DGL
DGPS
DJO
DLR
DMA
DSS
DTU
DUT1
EGM96
EIGEN
FCN
FES
FESG
FIR
FK5
GAST (GST)
GFZ
GIS
GMST
GMT
GOCE
GPS
GPST
GRACE
HIPPARCOS
hl-SST
HW95
IAPG
TAU
IDFT
IERS
IGS
ISDC
ITG
ITRF
JPL
J2000
LEO

Attitude and Orbit Control Subsystem
AutoRegressive-Moving Average

Advanced Stellar Compass

bester invarianter quadratischer gleichmdfsig unverzerrter Schdtzer
Block-Jacobi-Methode

Charge Coupled Device

Celestial Ephemeris Pole

Conjugate Gradients

Conjugate Gradients for Least Squares Problems
Conventional Gravitational System

Challenging Mini-satellite Payload for Geophysical Research and Application
Camera Head Units

Conventional International Origin

Conventional Inertial System

Centre National d’Etudes Spatiales

cycles per revolution

Central Processing Unit

Conventional Terrestrial System

Development Ephemeris

diskrete Fourier-Transformation

Differentialgleichung

differentielles GPS

Daimler Chrysler Aerospace Jena Optronik GmbH

Deutsche Forschungsanstalt fiir Luft- und Raumfahrt
Defense Mapping Agency

Dornier Satellitensysteme GmbH (heute Astrium)

Technische Universitit von Ddanemark, Lyngby

Differenz zwischen Weltzeit und koordinierter Weltzeit

Earth Gravity Model 1996

European Improved Gravity Model of the Earth by New Techniques
free core nutation

Finite Element Solution

Forschungseinrichtung Satellitengeoddsie (der TU Miinchen)
Finite Impulse Response

Fiinfter Fundamentalkatalog (Sternkatalog)

Greenwich Apparent Siderial Time

GeoForschungsZentrum Potsdam

hier: Geodiditisches Institut der Universitdt Stuttgart
Greenwich Mean Sidereal Time

Greenwich Mean Time

Gravity Field and Steady-State Ocean Circulation Earth Explorer
Global Positioning System

Global Positioning System Time

Gravity Recovery and Climate Experiment

High Precision Parallax Collecting Satellite

high-low satellite-to-satellite-tracking

Hartmann und Wenzel 1995 (Gezeitenkatalog)

Institut fiir Astronomische und Physikalische Geoddsie (der TU Miinchen)
International Astronomical Union

inverse diskrete Fourier-Transformation

International Earth Rotation Service

International GPS Service

Information System and Data Centre

Institut fiir Theoretische Geoddisie (der Universitit Bonn)
International Terrestrial Reference Frame

Jet Propulsion Laboratories

1. Januar 2000, 12h

Low Earth Orbiting, Low Earth Orbiter

Abkiirzungen
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1-SST
LRR
LSQR
MESZ
MEZ
MDS
MSE
NASA

NNR-NUVEL1A

ONERA
PC
PCCG
POD
PREM
PRN
PSD
PSO
RMS
RSO
RST
R,W-HAPS
SGG
SLR
SOS
SOSP
SOSS
SSOS
SSOSS
STAR
TAI
TDB
TDS
TDT
TRSR-2
TT

TTS
TUM
UTC
UT1
V-BLUUE
V,S-BLE
W-LESS

low-low satellite-to-satellite tracking

Laserretroreflektor

Least Squares QR-Zerlegung

Mitteleuropdische Sommerzeit

Mitteleuropdiische Zeit

Mean of Date System

Mean Squared Error

National Aeronautics and Space Administration

No Net Rotation - Northwestern University Velocity Model 1A
Office National d’Etudes et de Recherches Aérospatiales
Personal Computer

Preconditioned Conjugate Gradients

Precise Orbit Determination

Preliminary Earth Model

Pseudo Random Noise

Power Spectral Density

Precise Science Orbits

Root Mean Square

Rapid Science Orbits

Raumfahrt und Umwelttechnik GmbH

Hybrid Approximation Solution beziiglich einer kombinierten R- und W-Seminorm
Satellitengradiometrie

Satellite Laser Ranging

Spline on Spline

Satellite Orbit Synthesis Programme

Spline on Smoothing Spline

Smoothing Spline on Spline

Smoothing Spline on Smoothing Spline

Space Tri-axis Accelerometer for Research missions

Temps Atomique International

Barycentric Dynamical Time

True of Date System

Terrestrial dynamical Time

Turbo Rogue Space Receiver 2

Terrestrial Time

True Terrestrial System

Technische Universitdit Miinchen

Universal Time Coordinated

Universal Time

bester linearer gleichmdf3ig unverzerrter Schéitzer beziiglich der V-Norm
beste lineare Schdtzung beziiglich der kombinierten V-Norm und S-(Semi-)Norm
Kleinste Quadrate Losung (engl.: Least Squares Solution) beziiglich der W-Seminorm
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Anhang A: Grundlagen zur Berechnung und Darstellung des Gravitationsfeldes

A.1 Zugeordnete Legendre’sche Funktionen 1. Art

Bei der Separation der Laplace-DGL entsteht fiir die Breite ¢ die DGL in (A.2), aus welcher durch die Substitution
t=sin¢g die Standardform der zugeordneten Legendre’schen DGL ((A.1), z.B. Bronstein und Semendjajew, 1980)
entsteht. Mogliche Losungen dieser DGL sind die zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art P, (sin @), sowie
die zugeordneten Legendre’sche Funktionen 2. Art O, (sin ¢). Die hier interessierenden zugeordneten Legendre’schen
Funktionen 1. Art konnen z.B. mit der Differentialformel von Rodriguez (A.3) oder der Summenformel aus (A.4)
berechnet werden (z.B. Heiskanen und Moritz, 1967; Torge, 2001). Wesentlich effizienter hinsichtlich Rechenzeit und
Rechengenauigkeit (kein Zahleniiberlauf aufgrund hoher Fakultiten) fiir eine Verarbeitung am Computer sind jedoch
die Rekursionsformeln (A.5). Mogliche Rechenwege fiir die Rekursionsformeln sind in Abbildung A.1 aufgezeigt.
Zuerst werden die B, (sin @) fiir Grad [ = Ordnung m berechnet (Diagonalelemente, 1), anschlieBend bieten sich zwei
Varianten zur Berechnung der weiteren P, (sin ¢) an. In beiden Moglichkeiten werden als néchstes die Nebendiagonal-
elemente bestimmt (2a, 3a) und schlieflich die restlichen P, (sin¢@) (2b, 3b), jedoch bei der ersten Variante in
,waagrechten Reihen* bei gleichbleibender Ordnung m und bei der zweiten Variante in ,,senkrechten Reihen* fiir jeden
Grad [. Diese und weitere Rekursionsformeln, insbesondere auch die nachfolgend beschriebenen Rekursionsformeln zur
Bestimmung normierter zugeordneter Legendre’scher Funktionen sowie deren Ableitungen kdnnen beispielsweise in
Wenzel (1985), Paul (1987), Knickmeyer (1989) und Belikov und Taybatorov (1992) gefunden werden.

/ Box A.1: Legendre’sche Funktionen \

zugeordnete Legendre’sche Differentialgleichung

}P(t) =0 (A1)

(! —tz)j—;P(t) — 2I%P(I) + {l(l +1)— 1'11;
Substitution: t = sin ¢

cos? ¢(3;2 (¢) —sin ¢cos¢(f¢cb(¢) +[1 +1)cos? p— m2|D(g) =0 (A2)
mit ®(¢) = B, (sin ¢)

Losung: zugeordnete Legendre’sche Funktionen 1. Art P, , (sin @)

— Berechnungsmethoden —
Formel von Rodriguez:
1 m dl+m
P,()=——(1-1>)2 =1 ; t=sin (A.3)
L (1) o l!( ) dth( ) ¢
Summenformel:
. l -2 2 & k (zl_zk)! . 1-m—2k
P (sin@) =—(1—sin 2 -1 sing@) ™" A4
1 (S0 6) = =7 ( 9) Z( I T G ) (Ad4)
(I—m)

wobei K die grofte ganze Zahl, welche K < o erfiillt
Rekursionsformeln:
Startwert: P (sing) =1

D Piw(sing) = (21 +1)cos¢@ P (sin @)
(2a) P.(sing) =21+ 1)sin@ P, (sin @)

(2b) Bern(sing) =—— ’:1 o [(21 +1)sin @ P (sin @) — (I + m) Py (sin 9)] As)
(3a) P,-i(sing) =tang P, (sin @)
(3b) Bu-i(sing) = SN [2mtan@ B, (sin @) — B (sing)]

K (+m)(—m+1) /
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zu (1) zu (2a) zu (2b) zu (3a) zu (3b)

Abbildung A.1: Schematische Darstellung zur rekursiven Berechnung zugeordneter Legendre’scher Funktionen 1. Art.

A.2 Normierte zugeordnete Legendre’sche Funktionen 1. Art

Um sehr groBe Werte oder gar einen Zahleniiberlauf der P, ,, (sin ¢) bei hohem Grad/Ordnung //m zu vermeiden und die
Orthonormalitit der Kugelflichenfunktionen e’ (4,8) zu erreichen, empfiehlt sich eine Normierung nach (A.6). Aus
Genauigkeits- und Effizienzgriinden sollten die normierten zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art P, (sin¢)
direkt berechnet werden anstatt durch eine nachtrigliche Normierung der zuvor bestimmten zugeordneten
Legendre’schen Funktionen P, (sin@). Aus den Rekursionsformeln (A.5) fiir die P, (sin ¢) konnen mit Hilfe von
(A.6) Rekursionsformeln (A.7) fiir die direkte Berechnung der P, (sing) hergeleitet werden. Der Rechenweg ist in
Abbildung A.2 dargestellt und dhnlich wie bei den P, (sin @), allerdings muss durch die unterschiedliche Normierung
der zonalen (m = 0) Funktionen der Sonderfall in (A.7), Formel 3b abgespalten werden. Formel 1 und 2 aus (A.7)
wurden zur Implementierung der fiir diese Arbeit entwickelten Algorithmen verwendet.

/ Box A.2: normierte zugeordnete Legendre’sche Funktionen 1. Art \

Definition: normierte zugeordnete Legendre’sche Funktionen 1. Art

(I-m)!
P, (sing) = 2(21+1) () P ,.(sing) ;m>0 (A6)

N2l +1 P (sin@) ;m=0

Rekursionsformeln:
Startwerte: Pyo(sing)=1 ; B, (sing)=+/3cosé
20+3
20+2 ~
= . 2[+3 L= (I +m)(l— m)
2) Pun = N20+1 B —[—————— P,
(2)  PBan(sing) \/(l+m+1)(l—m+1){ sing B, (sin @) i P, (squﬁ)}
1

JA+m+1)(1—k)

(1) Piya(sing) = cosg P, (sing) ; [21

(3a) P, (sing)= [2(m+1)tan g B, (sin §) — (A7)

—JU+m+2)I-m-1) F,M(sinm] : om>1

(3b) B,o<sin¢>=W[ztanmmsmm (+2~1) B, (sing)|

)

m
° b4 °
e % o o
W0 I
H>e—>e-—>e ; i $ §
zu (1) zu (2) zu (3a) zu (3b)

Abbildung A.2: Schematische Darstellung zur rekursiven Berechnung normierter zugeordneter Legendre’scher
Funktionen 1. Art.

A.3 Ableitungen (normierter) zugeordneter Legendre’scher Funktionen 1. Art

Eine effiziente Berechnung der ersten Ableitungen (P, (sing) bzw. P/, (sing)) der (normierten) zugeordneten
Legendre’schen Funktionen 1. Art B, (sin ¢) bzw. B, (sing) innerhalb eines Computerprogramms wird mit ,,Quasi-
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Rekursionsformeln‘ ermoglicht, die auf bereits zuvor bestimmte (normierte) zugeordnete Legendre’sche Funktionen 1.
Art zuriickgreifen.

Die Berechnung der B/, (sin @) gelingt mit der Quasi-Rekursionsformel aus (A.8), die allerdings an den Polen singulir
ist. Dieses Problem kann durch die nicht-singulére Formulierung in (A.9) behoben werden, allerdings muss aber dann
der Sonderfall fiir die Ordnung m = 0 abgespalten werden. Durch Einfithrung der Normierung aus (A.6) enthélt man die
,Quasi-Rekursionsformeln® fiir die Berechnung der P/, (sing) ((A.10), (A.11)), wobei hier fiir die nicht-singulire
Formulierung (A.11) weitere Sonderfille aufgrund der unterschiedlichen Normierung fiir die zonalen Funktionen
abgespalten werden miissen. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Singularititen an den Polen keine Probleme fiir
unsere Anwendungen darstellen, da die zu analysierenden Satelliten nur eine polnahe Bahn beschreiben.

/ Box A.3: [. Ableitungen Legendre’scher Funktionen \

Erste Ableitungen der zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art:
(singulér fiir ¢+ 7/2)
’ o 1 . . .
B, (sing) = 7 [(l +1)sin@ P, (sin@)— (I —m+1) Py, (sin ¢)] (A.8)
cos
(nicht singuldre Formulierung)

P/, (sin §) = P, (sin §) ;m=0

;o 1 . . ) (A9)
Fl,(sing) = [P, (sing)— (U +m)I—m+ )P, (sing)] ;m>1

Erste Ableitungen der normierten zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art:
(singulér fiir ¢+ 7/2)

Q@+hd+m+D 5
QI+ —m1) i) (A.10)

(nicht singuldre Formulierung)

B, (sin 9) =cols¢{<l+1) sitt ¢ B (sin ¢~ (I—m +1) \/

l(l+1) ﬁ“ (51n¢) cm=0

P/, (sing) =
Eg(sinqﬁ):% JA+2)(I=1) B, (sing) —21(1 +1) E’O(sin¢)] sm=1 (A.11)

B/, (sing) = % [ (+m+D)(I—m) B, (sing)—[d+m)I—m+1) P, (sin ¢)] cm>2 )

\_

A.4 Zirkularfunktionen

Bei der Berechnung des Gravitationspotentials sowie der Kugelflichenfunktionen treten die Funktionen cos(mA),
sin(mA) auf. Da diese Terme fiir jede Ordnung m berechnet werden miissen und die hiufige Berechnung von Sinus-
/Kosinusfunktionen innerhalb eines Computerprogramms rechenzeitaufwindig ist, bietet sich die Anwendung der
folgenden Rekursionsformeln an ((A.12), Thong, 1989). Mit diesen miissen fiir einen Auswertepunkt nur einmal cos(A)
und sin(4) berechnet werden, fiir hthere Ordnungen wird anschlieBend auf das vorhergehende numerische Ergebnis
zuriickgegriffen:

cos((m + 2)/1) =2cos(A) cos((m + 1)/1)— cos(md) ;m=>0

. . . A.12
sin((m + 2)A) = 2cos(A) sin((m + 1)) — sin(mA) ;m=>0 ( )
Als Startwerte werden dabei (fiir m = 0) gewdhlt: cos(0) = 1, sin(0) = 0. Ein weiterer Vorteil bei Verwendung dieser
Rekursionsformeln ist, dass nicht die vollstindige inverse Transformation zur Bestimmung von A angewendet werden
muss. Es geniigen vielmehr die Formeln aus (3.17), die cos(4) und sin(A) direkt liefern.

A.5 Struktur der Kugelfléiichenfunktionen

Interessant ist die Struktur der Kugelflichenfunktionen e’ (A4,), die sich in Nord-Siid-Richtung aus dem Verlauf der
normierten zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art B, (sing) ergibt und in Ost-West-Richtung aus den
Zirkularfunktionen cos(mA), sin(Imld). Es konnen drei verschiedene Typen unterschieden werden: zonale, sektorielle
und tesserale Kugelflachenfunktionen. Diese sind in Abbildung A.3 am Beispiel von ausgewihlten Kugelflichen-
funktionen vom Grad / = 7 auf der Kugel dargestellt, wobei Bereiche mit positiven Werten weifl und Bereiche mit
negativen Werten schwarz eingezeichnet sind. Die zonalen Kugelflichenfunktionen ergeben sich fiir die Ordnung m = 0
und teilen die Kugel in [ +1 waagrechte Streifen ein. Die sektoriellen Kugelflachenfunktionen erhélt man fiir / = |m|, sie
spalten die Kugel in 2/ waagrechte Kugelsektoren auf. Die verbleibenden, als tesseral bezeichneten Kugelfldchen-
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funktionen fiir O < |m| < [ teilen die Kugel in 4m sphirische Dreiecke und 2m(/—m—1) sphérische Rechtecke ein. Solche
Darstellungen der Kugelfldchenfunktionen kénnen u.a. in Schéfer (2001) und Rabel (1997) gefunden werden.

N

zonal sektoriell tesseral
(m=0) (l=1|ml) O<|ml <D
Beispiel: €70(A, @) Beispiel: €77 (A, @) Beispiel: €7-3(A, @)

Abbildung A.3: Struktur der Kugelflichenfunktionen.
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Anhang B: Koeffizienten der kubischen Splines und Ausgleichssplines bei
vorgegebener erster Randableitung

B.1 Kubische Splines mit vorgegebener erster Randableitung
(nach Engeln-Miillges und Reutter, 1990)

/Box B.1: Randbedingungen: I
Stty=a ; S't)=p (B.1)
Algorithmus:
1) a=X;, ; i=0l.n (B.2)
2)  fiiri=1: G At +201)e, + Aty =3 2= _Lza—a
' ' 27 P At 20 Ag
. 3 3
furl = 2,...,"1_2: At,»_lc,-_l +2€,'(Ati_1 +At,)+ At,»c,»ﬂ =f(a,»+1 _a,')_ y (a,' —a,»_l)
i i—1
firi=n—1:  (QAtys+o Afyy)ops + Afyscyy =3 L[38 %1 _ g Grt=drs
e n-2 2 n-1)tn-1 n—24n-2 2 Atn71 Al‘n72 (B3)
zusdtzlich co = ! i(a —ay)=3a—cAt,
: 0 241, \ Aty 1 0 1ALy
-1 3
= a,—a,)-30+c, At,_
24t (Atn_l ( )=3f+ e ‘j
mit At, = tHl _t['
3) b= (@u—a)— (e +2¢) 5 i=0].n—1 (B.4)
At; 3
1 .
4) d; =3E(c,~+1 —¢) ; 1=01,...,n-1 (B.5)
- : J
Aus (B.3) resultiert das lineare Gleichungssystem
/Box B.2: Ac=a (B.6)\
mit
3 _
EAto + 2At At
At 2(Ar, + A1) At,
e At, Z(At% + At;) A'tg ' o
At,1,3 2(At”,3 + Atan ) Atan
At,_, 2At, ., + E At
L 2 J
3 9 ]
—(a, —a - a—a +—a
Swma) o)
3 3
G —(as - ——(a,—-a
Cy Atz( ’ 2) Atl( g l)
c=| : ; a= (B.8)
Cpa 3 3
—— (@, —a,_ ———\apn —a,_
o mans) (=)
9 3 3
(an —a, ) - (an—l —a, ) N ﬁ
k _2Atn_1 Atn_z 2 i j
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B.2 Kubische Ausgleichssplines mit vorgegebener erster Randableitung
(nach Engeln-Miillges und Reutter, 1990)

Gox B.3: Randbedingungen: \
St)y=a ; S@)=p (B.9)

Mit der Schrittweite At, =t,,, —t, fiir i = 0,1,...,n—1, der Gewichtsfunktion W, = 1} firi=0,1,...,n,
w

i

H="1 1 firi=01,.,n2
At At
und den Abkiirzungen
Aty — (W, /AR~ (W, I At)H, P W, [(At,At,)
! 2A12 +1/ Aty(W, +W,) T 2A1 1/ Aty (W, +W,)
— (Wn—l /Atn—ZAtn—l) o F — Al‘n—l B (Wn—l /Atn—l )Hn—Z - (Wn /At:—l)
A 41/ AL W W) T 201 +1/At, (W, +W,) (B.10)

G, =W,H,+(W,/At))-At; ;—G,=W,/At, ; G,=3((X,-X,)-aAt,)

erhélt man das folgende fiinfdiagonale lineare Gleichungssystem:

K G4 = Wn—l /Atn—z ; GS = Wn /Atn—l +Wn—1Hn—2 - At:—l ; G6 = 3(ﬁAtn—l - (Xn - Xn—l )) /

EG, +2(At, + At,) + W2+WH +W c + }LI—EHO—%H]—F]G2 c, + ! c, =
At At} At, At AtAt, ) -

=3

XXXXJ

@—mﬂ —&H]—FIGZ c, +| 2(Ar, + Ar) + W, +WH2+K F,G,
At At AL At}

W. W. W. X, -X, X,-X,
+| h,——*H,——H, |c; + 2 lc, =3 - F,G,
A, ' At > AnAr Ar, Ar, :

(Hjcz‘—z + (hi—l === H_,—— i—]jci—] +(2(Ati—l + Ati)+ l;] +VViHi2—] +l+21jci +
A A At

Ati—2Ati—l fisy Ati—l i-1 i
w. w. w. X, —-X X -X
Box Bd:i+| h———H_ ——LH lo 4| — o =3 2 =% ZiZ % | pGoo j=34,.n-3 ,
ox ( At TN AL o Acar,, ) At, At e (B.11)
L Cn 4 + hn73 _h Hn74 - W”*Q an? Cnfi +
At At JAV N JAY AN T
+ 2(A n— 3+Atn 2) W,, - +an 2H2 an F3G4 hn-z_th—z_ W - Hn 2+FG
A n=3 A n=2 Atn72 ‘ Atn72
— Xn—l_Xn—2_Xn—2_Xn—3 _EGG
Atn—Z Atn—fi )

(Vv”zjcnz + (h,,z - M H, ;- % H,,+FG; jcnz .
3 E t :

Atn73Atn72 At =2 n—2
c — 3 Xn — Xn—l _ Xn—l — Xn—2 - F G
5 |7n-1 At Atn_z 4>°6

n-1

n

+(2(A AL )+ ZV"Z‘Z +W, _H>, +

n-2 n-1

-
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/Box B.5:

Co

Bestimmung von cy und c,:

3((X| _Xo)_aAto)"'(Wleo +(W0/Ato)_At§)C1 _(vvl /Atl )Cz

- 2012 1/ A1, (W, +W,)
e = 3(16Atn—l - (Xn B Xn—l )) + (Wn-lHn-z + (Wn /Atn—l )_ Atf—l )Cn—l - (Wn—l /Atn—Z )cn—z
8 A2 +1/At, (W,  +W,)

Bestimmung von a;, i = 0,1,...,n:

a, =X, + (co— l)
WoRL,
2 1 1 1
a=X—|—-c¢_ —|—+—c+—c, | ; i=12,..,n-1
w; | At,_, JAV AV At,
2
an_Xn_ (nl_cn)
w,At,_,

Bestimmung der b;:

1 At, :
b,.=A—L(ai+,—ai)—7’(ci+l+20i) ; i=0,L...,n-1

Bestimmung der d:

1 .
d, ZE(C‘M —c,.) ; i=01,...,n-1

i

\

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)
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Anhang C: Methoden der Bahnbestimmung
C.1 Allgemeines und GPS-Beobachtungsgleichungen

Fiir die Bestimmung der LEO-Satellitenbahn aus GPS-Messungen bestehen verschiedene Moglichkeiten, von denen je
nach Anwendung die geeignete ausgewihlt werden muss. Die drei prinzipiellen Verfahren zur Bahnbestimmung, die
inzwischen auf eine dhnliche absolute Bahngenauigkeit fiihren, sind die

- kinematische Bahnbestimmung
- dynamische Bahnbestimmung
- reduziert-dynamische Bahnbestimmung.

Die zur Verfiigung stehenden GPS-Messgrofien sind Pseudostrecken, welche durch die P-Code-Messungen (Wellen-
linge A = 29,3 cm) gegeben sind, sowie die Trigerphasen der L1- und L2-Frequenzen (Wellenldngen 4; = 19,05 cm,
A, = 24,45 cm). Da die Trigerphasen mit einem Messrauschen von ca. 1-3 mm wesentlich genauer sind als die
Pseudostrecken (Messrauschen ca. 10 cm), basiert die priazise Bahnbestimmung hauptsichlich auf der Auswertung von
Trigerfrequenzen. Der Ausgangspunkt fiir die Bahnbestimmung ist somit die Beobachtungsgleichung der Trigerphasen
Wiko, Nach Svehla und Rothacher (2002b) zwischen LEO-Empfinger und GPS-Satellit s auf der Frequenz f; (i = 1, 2)

Wiko; = Pleo + C(&LEO + &sys,i ) - C(&S + o )+ Pooni + OPret + Ouri + §ppc,i + A - Nigo, +&- (C.1)

Die beobachtete Trigerphase ¥Wiro,; (Samplingzeit At = 30s) enthilt nach dieser Gleichung neben der eigentlich benétig-
ten Strecke Pipo =l X g0 —X’ | zwischen LEO- und GPS-Satellit s noch einige weitere ,.storende GroBen wie die
Uhrenfehler & go,d des LEO- und der GPS-Satelliten, die Signalverzogerungen oy, o™ des LEO- und GPS-
Satellitensystems, die Laufzeitverzogerung Opion; der Ionosphire, die relativistische Korrektur Jp., die
Mehrwegeffekte Oma;, den Offset und die Variationen des LEO-Phasenzentrums Jp,.;, die Phasenmehrdeutigkeiten
Niko,; sowie das Messrauschen & (¢ = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum). Einige dieser ,,storenden Effekte kdnnen
durch Bildung von Einfach- und Mehrfachdifferenzen der Trigerphasen, durch Bildung von Linearkombinationen der
Trigerfrequenzen f; und f, oder auch durch Bildung von Linearkombinationen zwischen P-Code und Trigerphasen
eliminiert werden. Durch eine gezielte Kombination der zuvor genannten Linearkombinationen unter Anwendung der
Differenzenbildung der Triagerphasen konnen auch einzelne Storgrofien in der Vorverarbeitung bestimmt werden, wie
beispielsweise Phasenmehrdeutigkeiten mit Hilfe der Melbourne-Wiibbena-Linearkombination (Melbourne, 1985;
Svehla und Rothacher, 2002a).

Die in dieser Arbeit verwendeten kinematischen und reduziert-dynamischen 2-jahrigen CHAMP-Orbits des Zeitraumes
(Tag 70, Jahr 2002-Tag 70, Jahr 2004), die an der FESG/IAPG der TUM von D. Svehla und M. Rothacher (2004)
berechnet wurden, basieren auf der ionosphirenfreien Linearkombination
2 2
zfl > Wikon — Zfz > Wikon
.fl - J2 ﬁ - J2 (C2)
= Plro + ¢ Mo —C- o+ Pt + OPumur s + §ppc,3 + Blros + &

5
Vieos =

der beiden Triigerphasen ¥iro,, Wiro. (§Vehla und Rothacher, 2002b). Der Vorteil dieser Linearkombination besteht
darin, dass keine ionosphirischen Laufzeitverzogerungen mehr auftreten, allerdings verdreifacht sich das Messrauschen
& und die ionosphérenfreie Phasenmehrdeutigkeit Bygo 5 ist nicht mehr ganzzahlig. Der ionosphérenfreie LEO-Uhren-
fehler Ofiro.ck s setzt sich hierbei aus dem wahren LEO-Uhrenfehler diro sowie den Signalverzogerungen 1, Oiys.2
des LEO-Satellitensystems zusammen, der ionosphirenfreie GPS-Uhrenfehler &' besteht aus dem wahren GPS-
Uhrenfehler &' sowie den Signalverzogerungen &™',&™>* des GPS-Satellitensystems. Zieht man in Betracht, dass die
relativistische Korrektur dpr gut modelliert werden kann bzw. durch die GPS-Uhrenfehler gut absorbiert wird (bei
Doppeldifferenzen wird dp. sogar eliminiert), dass Mehrwegeffekte durch elevationswinkelabhingige Gewichtung der
GPS-Beobachtungen stark reduziert werden konnen und dass das LEO-Phasenzentrum genau genug bekannt ist, so
verbleiben neben dem gesuchten LEO-Orbit X;go nur noch die LEO- und GPS-Uhrenfehler sowie die Phasen-
mehrdeutigkeiten als Unbekannte. Fiir die Bahnbestimmung werden bei Svehla und Rothacher (2002b) nun zwei
Auswerteverfahren fiir die Trigerphasen in Erwédgung gezogen:

- die Auswertungen der einfachen (ionosphirenfreien) Trigerphasen zwischen GPS- und LEO-Satellit (Null-
differenzen)

- Bildung von Doppeldifferenzen der ionosphirenfreien Triagerphasen zwischen LEO-Satellit und einer Boden-
station iiber die Satelliten k und s:

l//gﬁg,LEo,a = (l//IIfEO,E» - l//é(rd,,% )_ (I//EEO,S - V/;d,s) (C.3)
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Die Auswertung von Nulldifferenzen erfordert hochgenaue GPS-Satellitenbahnen x’ und GPS-Uhrenparameter, wie sie
beispielsweise durch den IGS (engl.: International GPS Service) bereitgestellt werden. Als unbekannte Parameter
verbleiben neben der LEO-Bahn noch die Phasenmehrdeutigkeiten sowie die LEO-Uhrenfehler. Neben der Notwendig-
keit von vorhandenen hochgenauen GPS-Orbits und Uhrenparametern kann auch der Umstand, dass keine ganzzahligen
Phasenmehrdeutigkeiten geschitzt werden konnen, als Nachteil dieses Verfahrens angesehen werden. Dem gegeniiber
steht allerdings, dass diese Methode recht zuverlédssig und einfach ist, da die Anzahl der zu schitzenden Parameter recht
tiberschaubar ist und vor allem die Prozessierung grofSer Datenmengen der IGS Bodenstationen entfillt.

Im Gegensatz zu den Nulldifferenzen werden bei der Bildung von Doppeldifferenzen die Uhrenfehler der GPS-Satelli-
ten eliminiert und dadurch entfillt die Notwendigkeit von hochgenauen GPS-Uhrenparametern. Durch die Bildung aller
moglichen Basislinien zwischen LEO-Satellit und den Bodenstationen entsteht allerdings eine sehr gro3e Menge zu
verarbeitender Beobachtungen und auch die Zahl der unbekannten Parameter vergroBlert sich im Gegensatz zu den
Nulldifferenzen, da mehr Phasenmehrdeutigkeiten bestimmt werden miissen. Da auch die LEO-Uhrenfehler bei den
Doppeldifferenzen eliminiert werden, setzen sich jetzt die Unbekannten insgesamt aus dem LEO-Orbit sowie den
Phasenmehrdeutigkeiten der Doppeldifferenzen zusammen. Als Nachteil der Methode werden der erhohte Rechen-
aufwand sowie die Verdoppelung des Rauschens durch Doppeldifferenzenbildung angesehen. Dem gegeniiber steht
allerdings, dass alle Uhrenparameter eliminiert werden und dass vor allem die Auswertung von Doppeldifferenzen die
Schiitzung ganzzahliger Phasenmehrdeutigkeiten ermoglicht (Svehla und Rothacher, 2002a,b).

Wie sich herausgestellt hat, fithrt die Bestimmung ganzzahliger Phasenmehrdeutigkeiten der Doppeldifferenzen zu
keiner signifikanten Genauigkeitssteigerung. Aufgrund des geringeren Rechenaufwandes und Messrauschens wurden
die hier verwendeten kinematischen und reduziert-dynamischen Orbits aus Nulldifferenzen bestimmt. Die verwendeten
kinematischen und reduziert-dynamischen Orbits wurden als Tageslosungen berechnet.

C.2 Kinematische Bahnbestimmung

Die auf den ersten Blick natiirlichste Art der Positionsbestimmung eines Satelliten ist die kinematische Bahn-
bestimmung. Wie zuvor beschrieben, wird aus der rein ,,geometrischen® Information der GPS-Messungen ohne Beriick-
sichtigung physikalischer Eigenschaften einer Satellitenbahn die Position des LEO-Satelliten bestimmt. Im vorherigen
Abschnitt wurde bereits erwéhnt, dass bei der Auswertung von Nulldifferenzen der ionosphirenfreien Linear-
kombination als Unbekannte bei der Bahnbestimmung sowohl die LEO-Bahn x; g selbst als auch die LEO-Uhrenfehler
jeder Messepoche und die Phasenmehrdeutigkeiten der Nulldifferenzen eingehen. Die zu schitzenden Unbekannten des
LEO-Orbits x; o sind bei der kinematischen Bahnbestimmung die drei Positionskoordinaten jeder Epoche. Abbildung
C.1 zeigt die entstehende Normalgleichungsmatrix bei der kinematischen Bahnbestimmung fiir den Zeitraum von
11 Epochen. Wie deutlich zu sehen ist, entsteht pro Epoche ein 3 x 3-Block fiir die Positionskoordinaten sowie ein
damit korrelierter Uhrenparameter. Die Positionen (und auch die Uhrenparameter) sind in der Normalgleichungsmatrix
zunidchst nicht direkt miteinander korreliert, was auf eine voneinander unabhéngige Schitzung der einzelnen Positionen
und somit auf weilles Rauschen des Orbits schlieBen lédsst. Dies entspricht allerdings nur der halben Wahrheit, da, wie in
Abbildung C.1 zu sehen ist, in der Normalgleichungsmatrix auch noch Phasenmehrdeutigkeiten auftreten, die iiber
mehrere Epochen hinweg giiltig sind. Bei der Inversion der Normalgleichungsmatrix fiihrt dies dann schlieBlich auch zu
teilweise recht starken Korrelationen der einzelnen Positionen untereinander. Des Weiteren existieren aufler den durch
die Aufstellung des Beobachtungsmodells hervorgerufenen Abhingigkeiten auch noch zeitliche Korrelationen der GPS-
Messungen selbst (siche auch DGPS), die wiederum eine zeitliche Korrelation der kinematisch bestimmten Positionen
hervorrufen. Die Tatsache, dass die Fehler kinematischer Orbits korreliert sind, stellt fiir die Gravitationsfeld-
bestimmung mit dem Beschleunigungsansatz eine wichtige Grundlage dar.

kinematische
siti

dinate

Abbildung C.1: Normalgleichungsmatrix fiir
die Bestimmung eines kinematischen Orbits
aus der ionosphérenfreien Linearkombination
von einfachen  Tridgerphasenmessungen
(Nulldifferenzen) zwischen LEO- und GPS-
Satelliten (11 Epochen): 3 x 3-Blocke der
kinematischen = Positionskoordinaten  pro
Epoche, 11 LEO-Uhrenparameter (1 pro
Epoche) und 6 Phasenmehrdeutigkeiten der
Nulldifferenzen.  Quelle:  Svehla  und
Rothacher (2002b).

Uhrenparameter  Phasenmehrdeutigkeiten
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Abbildung C.2c¢) zeigt, wie ein kinematisch bestimmter Orbit typischerweise aussieht. Neben einem zackigen Verlauf,
der hauptsichlich einem weiflen Rauschen entspricht, sind auch lingere Perioden sichtbar, in denen der kinematische
oberhalb oder unterhalb der tatsidchlichen Bahn liegt und die somit korreliertes Rauschen andeuten. Aulerdem enthalten
kinematische Orbits eine Reihe von Storungen, die auBerhalb dieses ,,normalen* Rauschens liegen. Dies sind haupt-
sdchlich Datenliicken und Ausreifler, die durch eine schlechte Beobachtungsgeometrie der GPS-Satelliten entstehen,
sowie Spriinge, die durch nicht entdeckte Phasenspriinge (Cycle-slips), eine wechselnde Satellitenkonstellation oder
falsch bestimmte Phasenmehrdeutigkeiten hervorgerufen werden konnen.

Da die kinematischen Orbits aus der rein geometrischen Information der GPS-Messungen abgeleitet werden, eignen sie
sich fiir die anschlieBende Gravitationsfeldbestimmung mit einem der in den Abschnitten 2.3.2-2.3.2.4 beschriebenen
Verfahren. Von enormer Bedeutung fiir die erreichbare Genauigkeit ist allerdings die richtige Behandlung bzw. Elimi-
nation der Ausreifler und Spriinge.

Ein-/Ausschwingverhalten am
Anfang/Ende des Orbits

(a)

;stochastische Impulse.._...._.._.__._._______. .
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Abbildung C.2: Prinzipien und Eigenschaften dynamisch bestimmter Orbits (a), reduziert-
dynamisch bestimmter Orbits (b) und kinematisch bestimmter Orbits (c).

C.3 Dynamische Bahnbestimmung

Die dynamische Bahnbestimmung unterscheidet sich von der kinematischen Bahnbestimmung darin, dass als Unbe-
kannte fiir den LEO-Orbit x; go nicht die 3 Positionskoordinaten jeder Epoche geschitzt werden, sondern dass der LEO-
Orbit selbst parametrisiert wird und somit der Bewegungsgleichung eines Satelliten (2.17) gehorcht. Der Parametri-
sierung des LEO-Orbits liegt meist ein moglichst reales physikalisches Modell zu Grunde. Sie besteht neben den
Anfangs- bzw. Randwerten (X 0s Xo bzw. X,,X,) des LEO-Orbits aus der Formulierung der auf den Satelliten wirken-
den Kraftfunktion, die durch das terrestrische Gravitationsfeld, die Gezeiten, Oberflichenkrifte sowie eventuell weitere
storende Krifte beschrieben wird. Die zu bestimmenden Unbekannten der Parametrisierung des LEO-Orbits
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Xiro =XLEO(X0,X0,p) bzw. Xigo = Xigo(Xo, X,,,p) sind immer mindestens die Anfangs- bzw. Randwerte, hinzu
kommen je nach Wahl noch Parameter p, des Parametervektors p der Kraftfunktion, wenn diese im Voraus nicht genau
genug bekannt sind. Da gerade die Modellierung der Oberflichenkréfte schwierig ist und den Genauigkeitsanspriichen
oft nicht geniigt, ist es sinnvoll, Parameter fiir den solaren Strahlungsdruck oder auch die Atmosphirenreibung
mitzuschétzen anstatt a-priori zu modellieren. Werden bei der dynamischen Bahnbestimmung die Parameter des terrest-
rischen Gravitationsfeldes mitgeschitzt, so entspricht dies der Gravitationsfeldbestimmung nach dem klassischen,
bahndynamischen Verfahren aus Abschnitt 2.3.1. Die Berechnung der fiir die dynamische Bahnbestimmung benéotigten
partiellen Ableitungen des LEO-Orbits nach den Unbekannten geschieht mit Hilfe der Integration der Variations-
gleichungen (s. Abschnitt 2.3.2.1). Wie bereits erwéhnt, werden die gesuchten Koordinaten der Satellitenbahn bei der
dynamischen Bahnbestimmung nicht als Unbekannte mitgeschitzt, allerdings konnen diese durch zeitgleiche Integra-
tion von Variations- und Bewegungsgleichung bei der Bahnausgleichung mitberechnet werden.

Die zu bestimmenden Unbekannten bei der dynamischen Bahnbestimmung bei der Auswertung von Nulldifferenzen der
ionosphérenfreien Linearkombination sind nun also die unbekannten Parameter des LEO-Orbits XO,XO,pu bzw.
Xy, X,,p., sowie LEO-Uhrenfehler und Phasenmehrdeutigkeiten. Auch wenn somit bei der dynamischen Bahn-
bestimmung im Normalfall weniger Parameter bestimmt werden miissen (— hohere Redundanz) als im kinematischen
Fall, ist die absolute Genauigkeit dynamischer Orbits aufgrund von Schwierigkeiten bei der Modellierung der Kraft-
funktion meist nicht besser. Da die einzelnen Satellitenpositionen nun eine Funktion der LEO-Parametrisierung sind
und durch Integration entstehen, sind die Positionen hoch korreliert, es treten also im Gegensatz zum kinematischen
Orbit hauptsichliche langwellige Bahnfehler auf. Nebenbei ermoglicht die dynamische Bahnbestimmung durch Integ-
ration der Bewegungsgleichung auch die Positionsberechnung an Punkten mit einer schlechten, fiir die kinematische
Bahnbestimmung nicht ausreichenden GPS-Konstellation. Dynamische Orbits sind also, wie in Abbildung C.2a) zu
sehen, sehr glatt und enthalten weder Datenliicken, Ausreifier und Spriinge. Da in den dynamischen Orbits bereits ein
Gravitationsfeld steckt, eigenen sich diese nicht fiir eine anschlieBende Gravitationsfeldbestimmung. Allerdings sind sie
wegen ihres glatten Verlaufs bei der Detektion von Ausreilern und Spriingen in kinematischen Orbits sehr hilfreich.

Im Gegensatz zu kinematischen Orbits, deren Genauigkeit maBgeblich von der Qualitéit der verwendeten GPS-Uhren-
parameter und der Anzahl der GPS-Satelliten abhingt, wird die Genauigkeit der dynamischen Orbits neben den GPS-
Uhrenparametern hauptsidchlich von der Giite der LEO-Parametrisierung und der Qualitdt der verwendeten Kraft-
modelle bestimmt. Bedingt durch die Integration der Variationsgleichungen konnen sich Méngel in der Parametrisie-
rung und in den Kraftmodellen aufsummieren. Um solche Effekte moglichst gering zu halten, ist es ratsam, den
Beobachtungszeitraum in mehrere kurze Bahnbogen aufzuteilen. Der Vollstindigkeit halber sollte noch erwihnt
werden, dass die Genauigkeit am Anfang und Ende eines dynamischen Orbits geringer ist (Ein-/Ausschwingverhalten),
da der Zwang durch die GPS-Beobachtungen hier geringer ist.

C.4 Reduziert-dynamische Bahnbestimmung

In der reduziert-dynamischen Bahnbestimmung wird versucht, die Vorteile von kinematischer und dynamischer Bahn-
bestimmung zu vereinen bei gleichzeitiger Einschrinkung der Nachteile beider Methoden. Das bedeutet also, dass die
daraus hervorgehenden Orbits einerseits glatt sein sollen und weder Datenliicken, Ausreifler und Spriinge aufweisen
diirfen. Andererseits soll die Aufsummierung von Ungenauigkeiten, die durch die dynamische Bahnintegration infolge
der Mingel in der Parametrisierung des dynamischen Orbits, also der Ungenauigkeiten der verwendeten Kraftmodelle
entsteht, moglichst unterbunden werden. Um ein moglichst ideales Ergebnis zu erhalten, muss also die ,,geometrische®
Information moéglichst gut mit der dynamischen Information verkniipft werden. Prinzipiell gibt es eine Vielzahl von
Ansitzen der reduziert-dynamischen Bahnbestimmung, die alle irgendwo im Bereich zwischen kinematischer und
dynamischer Bahnbestimmung anzusiedeln sind. Die in dieser Arbeit verwendeten reduziert-dynamischen Bahnen sind
sehr eng mit der reinen dynamischen Bahnbestimmung verbunden. Der einzige Unterschied besteht darin, dass alle
6-15 Minuten so genannte pseudo-stochastische Impulse fiir alle 3 Raumrichtungen (radial, along-track, cross-track)
geschitzt werden, die Fehler durch Mingel der dynamischen Parametrisierung und der verwendeten Kraftmodelle
ausgleichen sollen. Die pseudo-stochastischen Impulse werden dabei an den Geschwindigkeiten angebracht. Tatséchlich
kann nach Svehla und Rothacher (2002b) die hiufige Anbringung von stochastischen Impulsen als Modellierung der
Atmosphirenreibung und anderer Kriifte mit vielen Parametern angesehen werden. Der Ubergang von dynamischer
Bahnbestimmung zur reduziert-dynamischen Bahnbestimmung ist somit als flieBend anzusehen, jedoch konnen redu-
ziert-dynamische Orbits als qualitativ etwas besser angesehen werden. Die zu schitzenden Unbekannten der Parametri-
sierung der LEO-Bahn sind bei den hier verwendeten reduziert-dynamischen Orbits die 6 Anfangsbedingungen,
9 Parameter fiir den Strahlungsdruck der Sonne, ein Skalierungsfaktor fiir die Atmosphérenreibung sowie die pseudo-
stochastischen Impulse der 3 Raumrichtungen alle 6—15 min. Abbildung C.2b) zeigt schematisch, wie ein reduziert-
dynamischer Orbit aussieht. Es treten im Gegensatz zum kinematischen Orbit keine Datenliicken, Spriinge und
Ausreifler auf, im Vergleich zum dynamischen Orbit werden langwellige Fehleranteile sowie das Ein- und
Ausschwingverhalten am Rand durch die stochastischen Impulse unterdriickt. Da die stochastischen Impulse an der
Geschwindigkeit angebracht werden, kann der Orbit an diesen Stellen manchmal leicht abknicken. Wie auch die dyna-
mischen Orbits sind die reduziert-dynamischen Orbits fiir die anschlieBende Gravitationsfeldbestimmung ungeeignet,
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da in ihrer Parametrisierung bereits ein Gravitationsfeld steckt. Wie die dynamischen Orbits eignen sie sich jedoch
aufgrund ihrer Glattheit fiir die Detektion von Ausreilern im kinematischen Orbit.

C.5 Vergleich realer kinematischer, dynamischer und reduziert-dynamischer CHAMP-
Orbits

Die in den vorherigen Abschnitten beschriebenen prinzipiellen Eigenschaften von kinematischen, dynamischen und
reduziert-dynamischen Orbits sollen nun im Folgenden durch reale CHAMP-Orbits bestitigt werden. In Abbildung
C.3a),b),c) sind die X-, Y- und Z-Komponenten eines kinematischen, dynamischen und reduziert-dynamischen
CHAMP-Orbits fiir den Zeitraum von ca. 43%h (= 3 Umlédufen) fiir den Tag 200 des Jahres 2002 beziiglich des Quasi-
Inertialsystems mit einer Schrittweite von Ar = 30s dargestellt. Die gezeigten kinematischen und reduziert-dynamischen
Orbits wurden entsprechend den oben angegebenen Beschreibungen von Svehla und Rothacher (2004) am IAPG der
TU Miinchen berechnet, wobei fiir die Parametrisierung des Gravitationsfeldes beim reduziert-dynamischen Orbit das
EGM96 (Lemoine et al., 1998) bis Grad/Ordnung 120/120 verwendet wurde. Die verwendeten dynamischen Orbits
(PSO, Konig et al., 2005) wurden vom GFZ Potsdam basierend auf einer leicht verbesserten Version des EIGEN-2
Gravitationsfeldes (Reigber et al., 2003a) berechnet. Da die wahre Satellitenbahn nicht bekannt ist, werden jeweils die
Differenzen zu einem reduziert-dynamischen Orbit der TU Miinchen (gvehla und Rothacher, 2004), der mit einem
Gravitationsfeld der GRACE-Mission — EIGEN-GRACEO1S (Reigber et al., 2005a) — parametrisiert worden ist,
gezeigt. Dieser reduziert-dynamische Orbit kann aufgrund der sehr hohen Qualitit des GRACE-Gravitationsfeldes von
tiberlegener Genauigkeit angesehen werden und eignet sich deshalb und wegen seiner Glattheit als Referenzorbit.
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Gut zu erkennen sind die Eigenschaften der jeweiligen Orbits. Der kinematische Orbit weist einen vergleichsweise
zackigen Verlauf, unterlegt mit lingeren Perioden, auf, wobei vereinzelt die charakteristischen Datenliicken, Ausreifer
und Spriinge auftreten. Der dynamische Orbit kennzeichnet sich, wie erwartet, durch lingerperiodische, teilweise
grofBere Abweichungen und weist einen sehr glatten Verlauf auf (die kleineren Perioden im Bereich weniger Minuten
sind wahrscheinlich auf den subtrahierten reduziert-dynamischen Orbit zuriickzufithren). Der auf dem EGMO96
basierende reduziert-dynamische Orbit weist im Gegensatz zum dynamischen Orbit hauptséchlich kleinere Differenzen
mit kiirzeren Perioden im Bereich von 5-20 Minuten auf, die auf die Einfithrung der stochastischen Impulse
zuriickzufiihren sind. Der Verlauf ist aber immer noch glatt, die wenigen Stellen mit gréeren Differenzen sind aller
Wabhrscheinlichkeit nach der geringeren Qualitdt des EGM96 zuzuschreiben. Bemerkenswert ist die hohe Genauigkeit
insbesondere der kinematischen und reduziert-dynamischen Orbits im Bereich von 2-3 cm, die durch Tests mit SLR-
Daten (évehla und Rothacher, 2003, 2004) bestétigt wird.
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