
FORTSCHRITT
BERICHTE 

Dipl.-Ing. Ewald Krämer, Otterfing 

Theoretische Untersuchungen 
der stationären RotorblaH
umströmung mit Hilfe eines 
Euler-Verfahrens 

Reihe 7: Strämungstechnik Nr. 107 

VDI VERLAG 



Krämer, Ewold 
Theoretische Untersuchungen der stationären RotorblaHumsträmung 
mit Hilfe eines Euler-Verfahrens 
Fortschr.-Ber. VDI Reihe 7 Nr. 197. Düsseldorf: VDI-Verlog 1991. 
256 Seifen, 108 Bilder. 
Für die Dokumentation: Numerische Aerodynamik - HubschrauberrotorblaH -
Transsonischer BlaHspitzenbereich - Wake Capturing - BlaH·Nachlauf-lnterferenz -
Randwirbelobsenkung - Euler-Verfahren - Implizites Upwind-Verfahren - Gauß
Seidel-Relaxation - Flux-Difference-SpliHing 

Die vorliegende Arbeit beschreibt die Entwicklung eines numerischen Verfahrens zur 
Berechnung der aerodynamischen Umströmung eines HubschrauberrotorblaHes auf 
der BaSIS der Eulerschen Bewegungsgleichungen. Besonderes Merkmal des Verfah
rens ist die Tatsache, daß der von (lem betrachteten BlaH generierte Nachlauf, der 
einen entscheidenden Einlluß auf die Strömungsverhältnisse vor dem nachfolgenden 
BlaH hat (BlaH-Nachlauf-lnterferenzl, nicht durch ein Wirbelmodell vorgegeben, 
sondern als Teil der lösung berechnet wird (.Wake-Capturing·l. Bei dem verwendeten 
impliziten läsungsalgonthmus handelt es sich um eine Finite-Volumen-Methode unter 
Verwendung eines Upwind-Schemas höherer Ordnung. Der lösungsweg basiert auf 
der Charakteristikenmethode für hyperbolische Gleichungssysteme. Im Ergebnisteil 
der Arbeit werden die Resultate einer Reihe von Berechnungen für einen zwei bläH
ngen Modellrotor dargestellt und mit experimentellen MeBdaten sowie mit Ergebnis
sen anderer theoretischer Methoden verglichen. Daneben liegt ein Schwerpunkt der 
Arbeit auf der Darstellung des berechneten Nachlaufes in verschiedenen Referenz
ebenen zwischen den RolorblöHem sowie auf der Wiedergabe seiner zeitlichen Ent
wicklung (Anlohrvorgangl. 

Die Reihen der FORTSOfRITT-BERIOfTE VDI: 

1 KonstruktlonstechnlklMosch,nenelemente 
2 FertigungstechnIk 
3 Verfahrenstechnik 
4 BoUlngenleurwesen 
S Grund- und WerkstoHe 
6 Energieerzeugung 
7 Strömungstechnik 
• Meß-, Steuerungs· und Regelungstechnik 
9 ElektrOnik 

10 InfarmallklKommunikallonstechnik 
11 Schwmgungstechnlk 

C VDI-Verlog GmbH • LJüssefdort 1'1'11 

12 VerkehrstechniklFohrzeugtechnlk 
13 FördertechnIk 
14 LandtechnlklLebensmltteltechnlk 
15 Umwelttechnlk 
16 Technik und Wirtschaft 
17 Biotechnik 
18 MechanlklBruchmechanlk 
19 WarmetechnlklKöltetechnik 
20 Rechnerunterstülzle Verfahren 

ICAD, CAM, CAE, CAP, CAQ, ClM, 
21 Elektrotechnik 

A~e Rechte, auch dos des auszugsweisen Nachdruckes, der auszugsweisen oder vollslandlgen Wiedergabe 
IPnotokope, Mlkrokope!. der Speicherung In DatenverarbeItungsanlogen und dos der Übersetzung, vorbehalte: 
Als Manusknpt gedruckt Pnnted '" Germany 

ISSN 0178-9538 

ISBN 3·18-149707-X 



Dankugung 

Allen voran gIlt mein be.onder.r Dank mein.m var.hrten L.hrer. 
H.rrn Prof. Dr.-Ing. s. Vagn.r. far •• 1n. hervorragende Betreu
ung •• eine FOrderung. selne Anregungen und btschllge. sowie 
seine beispielhafte Unterstatzung. 

Herrn Prof. Dr.-Ing. K. FOrst.r danke ich sehr far da. Inter ••••• 
da. er meiner ArbeIt entgegengebracht hat. far die fruchtbaren 
Di.kus.ionen und fOr die Obernahme des Koreferat ••• eben.o wie 
Herrn Prof. Dr .• c.math. K. Harti far die Obernahm. d •• Vor.itze •. 

Be.onderer Dank g.bOhrt auch meinen Kollegen des Institut. fOr 
Luftf.Jtrttechnik und Leichtbau der UnJ.vers1tlt d.r Bundeswehr 
Hanchen far dJ.e freundschaftlIche Zusammenarbeit. dIe stete 
DJ.skuss1ons- und HUfsbereitschaft .owle die fachliche Unter
stOtzung. 
Aus dle.em KreIs besonders hervorheben mOchte Ich meInen Freund 
Johann Hertel. mIt dem Ich In enger personlicher und fachlicher 
Verbundenheit ein gro&es StOck des Veges gemeinSAm gegangen bIn. 

Bedanken mOchte ich mIch auch bel Herrn Dr.-Ing. A. Eberle fOr 
die bereitwillige Oberlessung des von Ihm entwickelten EUFLEX
Verfahrens. das den Ausgangspunkt fOr die vorliegende Arbeit dar
stellte. 

Nicht zuletzt gebOhren Dank und Anerkennung meiner lieben Frau 
Ute und meInem Sohn Si/llOn. Durch ihr seIhtlos .. • rOcks!chts
volles Verhalten In all den J.Jtren. durch ihre Geduld und Nach
sIcht. verbunden mIt der HInnehme manch.rlel Entbehrungen und der 
Unterordnung eIgenen Interessen. hilben sie einen gro&en Anteil 11m 

GelIngen dIeser ArbeIt. 



-1-

Iobalt Seite 

~eicbmmgen i11 

1. Einleitung 1 

1 

3 

8 

2. 

1.1 

1.2 

1.3 

Die 

2.1 

2.2 

2.2.1 

2.2.2 

2.3 

2.3.1 

2.3.2 

2.3.3 

2.4 

2.4.1 

2.4.2 

2.5 

Allgemeines 

Stand der Forschung 

Ziel der vorliegenden Arbeit 

Eulerschen lIeve~glelchungen in konservativer FODl 11 

Allgemeine Formulierung der Euler-Gleichungen 12 

Formulierung in einem nichtrotierenden System 15 

Darstellung in kartesischen Koordinaten 15 

Darstellung in zylindrischen Koordinaten 16 

Übergang auf ein mitrotierendes System 17 

Euler-Gleichungen im mitbewegten kartesischen Bezugssystem 17 

Euler-Gleichungen im mitbewegten zylindrischen Bezugssystem 18 

Abspaltung der Relativanteile aus den abhängigen Variablen 19 

Transformation in krummlinige Koordinaten 23 

Transformation der kartesischen Bewegungsgleichungen 25 

Transformation der zylindrischen Bewegungsgleichungen 26 

Normierung der geometrischen und physikalischen GrOßen 33 

3. ~r1sches Verfahren 35 

3.1 

3.2 

3.2.1 

3.2.2 

3.2.3 

3.2.4 

3.2.5 

3.3 

3.3.1 

3.3.2 

3.3.3 

3.3.4 

3.4 

3.4.1 

Überblick über bestehende Verfahren 

Beschreibung des verwendeten LOsungsalgorithmus 

Finite-Volumen-Diskretisierung 

Approximativer Riemann-LOser 

Bestimmung der Anfangs zustände des Riemann-Problems 

Flußllmiting 

CFL-Bedingung und lokaler Zeitschritt 

Impliziter Algorithmus 

Beschreibung der gebräuchlichsten Verfahren 

Darstellung des verwendeten impliziten LOsungsverfahrens 

Maßnahmen zur Stabilitätserhaltung 

Einbeziehung des Kräftevektors 

Motivation zur Verwendung absoluter StrOmungsgrOßen 

Ermittlung der Durchflußbilanz durch ein Kontrollvolumen 

35 

40 

40 

42 

46 

51 

53 

5S 

55 

62 

71 

75 

76 

76 



-11-

3.4.2 Übergang auf absolute StrOmungsgrOßen 

3.5 Numerische Implementierung der Randbedingungen 

4. Hetzgenerie~ 

4.1 

4.2 

4.3 

4.4 

Anforderungen und Netztopologien 

Generierungsalgorithmus 

Ausgeführte Netze 

Blockstrukturierte Netze 

S. Ergebnisse 

5.1 

5.1.1 

5.1.2 

5.1. 3 

5.2 

5.2.1 

5.2.2 

5.2.3 

5.2.4 

5.2.5 

5.2 . 6 

5.2.7 

5.3 

5.3.1 

5.3.2 

5.4 

5.4.1 

5.4.2 

5.4.3 

5.4.4 

Vorbemerkungen 

Anfahrvorgang 

Überlagerung von Wirbeln 

Grundsätzliches zur Auswertung 

Ergebnisse für die berechneten Testfälle 

Hodellrotor bei Hat,p -0.52 und Sc -0· 

Hodellrotor bei Hat,p - 0.8lS und Sc - S· 

Hodellrotor bei Hat,p - 0.439 und Sc - 8· 

Hodellrotor bei Hat,p - O. 794 und Sc - 8· 

Hodellrotor bei Hat,p -0.877 und Sc - 8· 

Hodellrotor bei Hat,p -0.794 und Sc-12· 

Vergleich mit anderen Theorien 

Betrachtung der Nachlaufstruktur 

Zeitliche Entwicklung 

Wirbeltransport 

Einflüsse auf die LOsung 

Abhängigkeit der LOsung vom Diskretisierungsgrad 

Einflüsse durch den LOsungsalgorlthmus 

Einfluß des Fernfeldrandes 

Verwendung blockstrukturierter Netze 

6. Zus_nfasSWlg und Ausbllck 

7. Literatur 

A. Anhang 

BIldtell 

79 

80 

88 

88 

90 

93 

95 

98 

98 

98 

101 

103 

106 

107 

108 

115 

118 

120 

121 

122 

127 

127 

130 

138 

138 

143 

ISI 

153 

155 

160 

170 

177 



-111-

Bezef clmnngen 

Fo~1zeichen 

a 

A, 11, C 

c r 
cL 

cp 

Cv, 11> 
D 

K, F, G 

E, F, G 

ex,ey,ez 
e",er,ez 
e(,el),er 
e 

e 
-e 

e' 

f 

h 

h 
Ii 
I 

J 

Je: 

t 

1,11, n 

L 

L' 

Ha 

11 

D 

OD 

P 

) 

Schallgeschwindigkeit 

Jacobimatrizen der Flüsse K, F, G 

lokaler Auftriebsbeiwert im Profilschnitt 

globaler Auftriebsbeiwert 

Druckbeiwert 

spezifische WArmekapazitAten bei konstantem Volumen bzw. Druck 

Determinante der Jacobimatrix der inversen Abbildung, D- IJ-'1 
Flußvektoren im kartesischen bzw. zylindrischen System 

Flußvektoren im transformierten System 

lokale Sasen der entsprechenden Koordinatensysteme 

spezifische Totalenergie pro Volumeneinheit 

Roenergie pro Volumeneinheit 

absolute spezifische Totalenergie pro Volumeneinheit 

spezifische innere Energie pro Volumeneinheit 

Vektor massenbezogener KrAfte, die auf ein Volumenelement wirken 

spezifische Totalenthalpie pro Hasseneinheit 

Rothalpie pro Hasseneinheit 

absolute spezifische Totalenthalpie pro Hasseneinheit 

Einheitsmatrix 

Jacobimatrix der Abbildung des physikalischen auf den Rechenraum 

KrAftevektor in den Euler-Gleichungen 

Slatt- bzw. Profiltiefe 

konservative Strömungsvariablen (pu,pv,pw) 

5 x 5-Slockmatrix in der Koeffizientenmatrix des Relaxationsver

fahrens 

lokale Auftriebskraft (zweidimensional) 

Hachzahl 

Hatrix zur Konvertierung des nichtkonservativen in den konser

vativen LOsungsvektor 

FlAchennormaleneinheitsvektor 

Vektor der Nebendiagonalelemente 

statischer Druck 



P. 
P,Q,R 

q 

r 

R 

R 

11. 

Res 

8 

S 

S 

t 

T 

T, Y-l 

u,v.w 

U,V,W 

v .. 

v 

V, 
X.Y.Z 
X,Y,Z 

Q 

r 
dr/dS 

",r,z 

" 
1 0 f II 11Z 

It. 

A 

e.",r 
p 

r 

-lv-

Totaldruck 

Quellterme der Polssonglelchung 

Geschvlndigkeitsvektor, q- (u,v,v)t 

Ortsvektor 

Blattradius 

spezifische Gaskonstante 

Vektor der Riemann-lnvarianten oder Vektor der expliziten RHS 

Residuum 

Wegkoordinate (beim Linienintegral) 

FlAchennormalenvektor oder Jacobimatrix des Kr4ftevektors ~ 

FlAche (Betrag) 

Ze1t:koordinate 

Temperatur 

Hatrizen der rechten bzv. linken Eigenvektoren der Jacobi

matrix A 

Komponenten des Geschvindigkeitsvektors in x,y,z - bzv. 

~,r,z - Richtung 

kontravariante Geschwindigkeitskomponenten im krummlinigen 

Koordinatensystem 

Anströmgeschwindigkeit (allgemeine Bezeichnung) 

Ze 11 volumen 

induzierte Abwindgeschvindigkeit 

kartesische Koordinaten 

allgemeine Koordinaten 

lokaler Anstellvinkel 

Zirkulation 

Zirkulationsdichte 

zylindrische Koordinaten 

kollektiver Blattanstellvinkel 

Isentropenexponent 

Eigenverte der Jacobischen Flußmatrizen 

Streckung 

Diagonalmatrix der Eigenwerte 

krummlinige Koordinaten 

Dichte 

Zeitkoordinate im transformierten System 

Vektor der abhingigen konservativen Variablen (p,pu,pv,pv,e)t 

beliebige Strömungsgröße des Vektors • 

Offnungswinkel der PeriodizitAtsebene 



• 

.. 

Indizes 

a 

akt 

B 

i,j ,k 

t,' 

tip 

krit 

t,r 

O,u 

x,y.Z } ".r,z 
(,fI,r 

... 

Azimuthwinkel, Wirbelalter 

Unterrelaxationsfaktor oder Komponente des Drehgeschwindig

keitsvektors w 

Drehgeschwindigkeitsvektor, .. - (O,O,w)t 

auf den Schallstaudruck bezogen 

ReaktionsgröBe (in Zusammenhang mit Sensorfunktionen) 

·8ezug-- oder -Block-w 

Indizes der betrachteten Volumenzelle bzw. des betrachteten 

Netzknotenpunktes 

lokale zeitliche Ableitung, Kurzform fOr (;t) bzw. (:,) 

GrOBe an der 8lattspitze 

kritische GröBe 

Zustände links und rechts einer Zellfläche 

Ober-, Unterseite 

lokale räumliche Ableitungen in den entsprechenden Koordinaten

systemen, Kurzform für (a~.) 
Wert einer GröBe in ungestörter Strömung 

Bochstellungen 

n 

T 

1 

-1 

+ / 

* 
(k) 

(z) 

GröBe zum n-ten Zeitniveau 

transponierte Matrix bzw. transponierter Vektor 

Gauß-Seidel-Relaxationsindex 

Newton- bzw. Subiterationsindex 

inverse Matrix 

bei Differenzenoperatoren Vorwärts- / Rückwärtsdifferenz 

bei Vektoren bzw . Matrizen: Gesplitteter Anteil, der zu den 

positiven / negativen Eigenvektoren gehört 

nichtkonservative GrOBen 

Darstellung im kartesischen System 

Darstellung im zylindrischen System 



Ablalrzungen 

ADI 

AF 

CFL 

FD 

FDS 

FE 

FV 

FVS 

GS 

LCS 

UiS 

W 

NGS 

RHS 

SCM 

Operatoren 

d d 
dt' dr 
f( ... ) 

O( ... ) 
a 

a .. 
6 

lJ. 

V 

In' I" 

-vi-

Alternating Direction Implicit (-Hethod) 

Approximative Faktorisierung 

Courant-Friedrichs-Lewy (-Zahl) 

Finite-Differenzen (-Verfahren) 

Flußdifferenzensplitting 

Finite-Elemente (-Verfahren) 

Finite-Volumen (-Verfahren) 

Flußvektorsplitting 

Gauß-Seldel (-Methode) 

lineares Gleichungssystem 

linke Gleichungsseite 

Lower-Upper (-Hatrixzerlegung) 

Nicht-Gauß-Seidel (-Methode) 

rechte Gleichungsseite 

Split Coefflcient Matrix (-Method) 

substantielle Ableitung 

Funktion von ... 

Fehler der Grbßenordnung 

lokale Ableitung 

allgemeiner Differenzenoperator 

Differenz, 1.d.R. Rückwärtsdifferenz 1. Ordnung 

Nabla-<lperator 

Operation durchgeführt zum Zeitpunkt n bzw. " 

Sonstige Zeichen 

dimensionsbehaftete Größen 

lokale zeitliche Ableitung 

absolute Strömungsgrößen oder Größen im transformierten System 



-1-

1. Eln1eltwlg 

1.1 Allge.elnea 

Der Hubschrauber stellt aufgrund seiner VTOL-, seiner Langsamflug- und seiner 

Schwebeflugflhigkeiten eine der bedeutendsten Entwicklungen in der Luftfahrt

technik dar. Im Such- und Rettungsdienst, für Überwachungsaufgaben, bei der 

Versorgung schlecht zuglnglicher Gebiete, im Off-Shore-Verkehr, etc. und 

nicht zuletzt auch im militlrischen Einsatz hat der Hubschrauber gerade wegen 

dieser FAhigkeiten große Bedeutung gewonnen. 

Sein Kissionsprofil ist allerdings begrenzt durch eine im Vergleich zu an

deren Fluggerlten recht niedrige HOchstgeschwindigkeit, die im allgemeinen bei 

wenig über 300 km/h liegt. Eine betrlchtliche Anhebung dieser Grenze ist mit 

dem konventionellen Hubschrauberkonzept wegen des damit verbundenen überpro

portional anwachsenden Bedarfs an installierter Leistung sehr schwierig. 

Neuen Konzepten, wie z.B. der Kipprotortechnik gilt daher verstlrkt die Auf

merksamkeit bei zukünftigen Entwicklungen. 

Dennoch bietet auch der Hubschrauber in seiner jetzigen Form durchaus noch 

Raum für lohnenswerte Verbesserungen im Hinblick auf eine Steigerung der Lei

stungsflhigkeit und des Einsatzpotentials. Dabei sind insbesondere zu nennen: 

- ErhOhung der Yirtschaftlichkeit durch 

niedrigeren Verbrauch 

hOhe re Nutzlast 

große re Reisefluggeschwindigkeit 

- Llrmverminderung 

- Reduzierung von Vibrationen 

- ErhOhung der Sicherheit 

- Verbesserung von Flugeigenschaften und -komfort 

In jedem der genannten Bereiche spielt die Aerodynamik eine mehr oder weni

ger bedeutende Rolle. Dies betrifft in überwiegendem Kaße die Auslegung des 

Hauptrotors als die zentrale Komponente des Hubschraubers, die sowohl für die 

Erzeugung des Auf- und des Vortriebs. als auch für die Steuerung verantwort

lich 1st. Aber auch eine widerstandsarme Gestaltung des Rumpfes und eine 

effiziente Auslegung von Leitwerk und Heckrotor, sowie die Kinimierung der 

Interferenzen zwischen diesen Bauteilen sind von großer Bedeutung. 

Die Thematik der vorliegenden Arbeit betrifft die aerodynamische Auslegung 
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des Hauptrotors. In ihm liegen die hauptsächlichen Grande für die bestehenden 

Leistungsgrenzen, aber auch das größte Potential ill Hinblick auf mögliche 

Verbesserungen. 

Eine Eigenheit der Rotorströmung ist die radial veränderliche Anströllgeschwin

digkeit entlang der Rotorblätter. Hinzu kommt, daß im Vorwärtsflug die An

strömbedingungen zusätzlich noch VOll Azimuthwinkel abhängig sind. Aufgrund 

der Addition von Flug- und Rotordrehgeschwindigkeit ist der Staudruck am vor

laufenden Blatt wesentlich höher als am racklaufenden, wo lediglich die Diffe

renz beider Geschwindigkeitsanteile zum Tragen kommt. Diese Überlagerung führt 

im inneren Bereich des racklaufenden Blattes gar zu einer Rückanströmung. 

Bild 1.1-1 (nach Wagner [1) zeigt schematisch die Anstellwinkel- und Kach

zahlverteilung über der Rotorkreisscheibe für den Vorwärtsflug einer BO 105 

bei 280 km/h. 

Um trotz dieser unsymmetrischen Verhältnisse eine gleichmäßige Auftriebsver

teilung zu gewährleisten, ist u.a. eine Vergrößerung des Einstellwinkels am 

racklaufenden Blatt und damit die Erzeugung höherer Auftriebsbeiwerte notwen

dig. Diese Forderung wächst mit zunehmender Vorwärtsgeschwindigkeit, da der 

Bereich des racklaufenden Blattes, der noch zur Auf triebs erzeugung beiträgt, 

immer kleiner wird, und auch der resultierende Staudruck weiter sinkt. 

Eine Obergrenze für die maximal mögliche Fluggeschwindigkeit des Hubschrau

bers ist SOllit gegeben, wenn der höchstzulässige Auftriebsbeiwert Cl über-
, .. :': 

schritten wird und es zu lokalen Abreißeffekten kommt. Abhilfe könnte eine 

Erhöhung der Rotordrehzahl schaffen, was seinerseits aber infolge steigender 

Kompressibilität zu Transsonikproblellen am vorlaufenden Blatt führt, die mit 

einem starken Widerstandsanstieg und eventuell mit stoßinduzierten Grenz

schichtablösungen verbunden sind. Damit ist eine zweite Limitierung der 

Höchstgeschwindigkeit gegeben. 

Die Optimierung des dynamischen Hochauftriebsverhaltens am racklaufenden, wie 

auch die Reduzierung der transsonischen Effekte 811 vorlaufenden Blatt sind 

somit gleichermaßen bedeutsam. 

Während für die erstgenannte Aufgabe die zu Verfügung stehenden numerischen 

Hilfsmittel noch sehr begrenzt sind und man sich sehr stark auf empirische 

Erkenntnisse stützen lIuß, wurde in jüngster Vergangenheit eine Reihe von 

nichtlinearen Verfahren entwickelt, die eine theoretische Beschreibung der 

Strömungszustände 811 vorlaufenden Blatt ermöglichen. 

Als eines der bedeutendsten Anwendungsgebiete ist z.B. die geometrische Opti

mierung des Blattspitzenbereiches zu nennen, bei der u.a. durch Nutzbarmachung 

des Pfeilungseffektes eine Reduzierung der Auswirkungen einer hohen Blattspit

zenmachzahl, wie z.B. des Wellenwiderstandes, erreicht wird. 
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Die als Ergebnis dieser Untersuchungen entwickel ten Blattspitzen, die z. T. in

zwischen bereits serienmAßig Verwendung finden (z.B. EH 101, Super Puma Hk 11, 

BO 108, Sikorsky S76), sind Beispiele dafür, wie die Anwendung hochmoderner 

numerischer Verfahren zu LOsungen führt, die mit ·klassischen· Kethoden kaum 

zu erreichen gewesen waren. 

Die exakte mathematische Beschreibung des äußerst komplexen StrOmungsfeldes 

eines Hubschrauberrotors stellt hohe Ansprüche an die verwendeten Verfahren. 

Ein typisches Phänomen der RotorstrOmung ist die Beeinflussung eines jeden 

Blattes durch den Nachlauf der vorlaufenden Blätter. Der induzierte Abwind 

führt zu einer erheblichen Reduzierung des effektiven Anstellwinkels und damit 

auch des resultierenden Auftriebs. Eine bedeutende Rolle spielt dabei der äu

ßere Blattspitzenwirbel, der je nach Stärke und Abstand vom betrachteten Blatt 

mehr oder weniger starke Geschwindigkeitsänderungen induziert (Bild 1.1-2, 

nach Wagner!lJ). Die Auswirkungen einer solchen Blatt-Nachlauf-Interferenz 

auf die lokalen StrOmungsverhältnisse werden z.B. in Bild 1.1-3 deutlich. 

Um die tatsächlichen AnstrOmverhältnisse an einem Rotorblatt beschreiben zu 

kOnnen, ist also die genaue Kenntnis der Struktur des Nachlaufes und insbe

sondere der Lage und Stärke der abgehenden Wirbel erforderlich. Dies ist umso 

bedeutender, je geringer die Fluggeschwindigkeit des Hubschraubers ist, da 

der gesamte Nachlauf mit der Geschwindigkeit der AnstrOmung nach hinten wegge

schwemmt wird. Im Schwebeflug sind die Auswirkungen der Blatt-Nachlauf-Inter

ferenz besonders deutlich spürbar, da das Wirbelsystem, bestehend aus einem 

starken äußeren Randwirbel und einer Wirbelschicht, die von eine .. inneren 

Randwirbel begleitet wird, über einen sehr langen Zeitr.um Einfluß auf das 

aktuelle StrOmungsfeld des Rotors ausübt. In Bild 1.1-4 (nach Landgrebe [2J) 

ist der Nachlauf eines Rotorblattes im Schwebezustand schematisch dargestellt. 

Das vorliegende Verfahren hat zum Ziel. das Stromungsfeld gerade für diesen 

komplexen Fall des stationären Schwebe fluges durch die richtige Erfassung des 

induzierten Nachlaufes zu beschreiben und die resultierende Auftrlebsvertei-

1ung durch Berücksichtigung der Interferenzeffekte mOglichst gut wiederzugeben 

Es soll damit einen Beitrag dazu leisten, durch eine Optimierung der Geome

trie die Probleme am vorlaufenden Blatt zu reduzieren. 

1.2 Stand dar Forschung 

Die Physik der realen Luftströmung um einen festen oder bewegten KOrper wird 

derzeit am genauesten durch die Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben. Sie 

allein sind in der Lage, alle wesentlichen Eigenschaften, wie z B. Kompressi-
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bllitAt, Reibung, Turbulenz, IlArmeleitung, Erzeugung und Transport von Drehung, 

etc. zu erfassen. 

Die numerische LOsung der vollen Navier-Stokes-Gleichungen ist mit den bis

her zur Verfügung stehenden Mitteln für realistische Konfigurationen jedoch so 

gut wie unmöglich. Es sind daher Vereinfachungen nötig, die zu den sog. "Thin

Layer-" oder zu den "reynoldsgemittelten" Navier-Stokes-Gleichungen führen. 

Jedoch auch damit erfordern die Berechnungen noch einen erheblichen Zeit- und 

Speicherplatzbedarf und sind zudem oft nur auf einfache Geometrien beschränkt. 

Ein derzeit ungelöstes Problem stellt auch die Entwicklung eines universell 

verwendbaren Turbulenzmodelles dar. Die Eignung der bisher verwendeten Modelle 

ist sehr stark von den Strömungsverhältnissen abhängig. 

Betrachtet man die Strömung als reibungsfrei und adiabat, so lassen sich die 

Navier-Stokes-Gleichungen in die Euler-Gleichungen überführen. Für viele An

wendungsfälle ist diese Approximation der realen Strömung zulässig und führt 

zu keinen gravierenden Fehlern in der berechneten LOsung. Die Grenzen von 

Euler-Verfahren sind jedoch dann erreicht, wenn Grenzschicht-, Ablöse- und 

Ilhnliche reibungsbedingte Effekte eine Rolle spielen. In jedem Fall ist zu 

beachten, daß Verdichtungsstöße von einem reibungslosen Verfahren in ihrer 

Lage und Starke nicht korrekt wiedergegeben werden. 

Eine weitere Vereinfachung der Bewegungsgleichungen ist unter der Vorausset

zung der Drehungsfreiheit möglich. Gemäß dem Croccoschen Ilirbelsatz erfAhrt 

eine isenthalpe und rotationsfreie Strömung im stationaren Fall im gesamten 

Strömungsgebiet keinen Entropiezuwacr Sie wird mathematisch durch die volle 

Potentialgleichung (FPE) beschrieben. 1m Gegensatz zu den Euler- bzw. Navier

Stokes-Verfahren existiert dabei nur noch eine abhllngige Strömungsvariable, 

was ihre LOsung erheblich beschleunigt. 

Geht man weiter davon aus, daß die auftretenden Störungen klein sind, so er

hilit man die transsonische Potentialgleichung kleiner Störungen (TSP). Sie 

ist beschrAnkt auf dünne Profile und kleine Anstellwinkel. 

Die letzte an dieser Stelle erwähnte Vereinfachung führt zu einer Linearisie

rung der Potentialgleichung. Ein besonderes Merkmal der linearen Verfahren 

ist die Überführung der Differential- in eine Integralgleichung, die dann nur 

noch entlang der definierten OberflAche gelöst werden braucht. Zu dieser Klas

se der sog. SingularitAtenverfahren gehören beispielsweise die Traglinien-, 

die Tragfillchen-, die Panelverfahren etc. 

Alle der genannten Methoden finden in irgendeiner Form auch bei der Berech

nung aerodynamischer Probleme bei der Hubschrauberrotorblattumströmung Ver

wendung. Zwar reduziert sich in der Reihenfolge der Aufzählung die Genauigkeit 
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und damit der Gültigkeitsbereich der Methoden, in gleichem Maße sinkt aber 

auch der Aufwand, der zur Erreichung einer Lösung notwendig ist. 

Gerade aus diesem Grund sind auch die Singularitätenverfahren vor allem für 

VorabschAtzungen und Prinzipuntersuchungen weiterhin unverzichtbar, obwohl 

sie nicht in der Lage sind, nichtlineare Effekte, wie z.B. die Kompressibili

tät, die gerade im transsonischen Geschwindigkeitsbereich der vorlaufenden 

Rotorblätter dominant sind, zu erfassen. Sie sind daher auf stoßfreie StrO

mungsfälle im niedrigen Geschwindigkeitsbereich beschränkt. 

Bei Johnson [3) sowie bei Davis & Chang [4) ist eine sehr ausführliche und 

umfassende Auflistung der in der Hubschraubertechnik verwendeten Verfahren 

basierend auf der linearen Potentialtheorie zu finden. 

Mit dem Übergang auf die nichtlinearen Methoden ergibt sich gleichzeitig die 

Notwendigkeit, die Bewegungsgleichungen im gesamten Strömungsfeld, anstatt 

nur entlang der Oberfläche zu lösen. Dies geschieht iterativ m.H. diskreter 

numerischer Differenzenverfahren und unter Verwendung sog. korperangepaßter 

Raumnetze. 

Die ersten Ergebnisse für eine transsonische Rotorblattumstromung mit Hilfe 

der nichtlinearen TSP-Gleichung wurden von Caradonna & 1som (5) für einen 

auftriebs losen Rotor im Schwebeflug erzielt. Ballhaus & Caradonna (6) führten 

mit einer Version dieses Verfahrens Untersuchungen über den Einfluß der Blatt

spitzengeometrie durch und Caradonna & 1som (7) und 1som (8) erweiterten es 

auf den instationären Vorwärts flug. In der Folgezeit erfolgte eine stetige 

Weiterentwicklung der Verfahren, insbesondere auch in Europa (z.B. [9-12) 

Als Vorstufe zur Berechnung auftriebsbehafteter Rotorströmung, die sehr stark 

durch die Interferenz des Rotornachlaufes mit dem betrachteten Blatt geprägt 

ist, wurden von Caradonna (13) Untersuchungen zur Interferenz eines stromauf

wärts erzeugten diskreten Wirbels mit einem Rotorblatt gemacht. Es folgten 

Berechnungen auftriebsbehafteter Fälle [14-17), bei denen die Nachlaufein

flüsse z.B. durch lokale Anstellwinkelkorrekturen modelliert wurden. Bei dem 

in [15) verwendeten Schema ist beispielsweise ein Differenzenverfahren itera

tiv mit einem linearen Trimmcode (CAKRAD) gekoppelt. 

Mit dem Übergang auf die vollen Potentialgleichungen entfielen die Beschrän

kungen auf kleine Störungen . Für reibungsfreie transsonische Strömungen, in 

denen nur moderate Überschallfelder auftreten, stellt die volle Potentialglel

chung bereits eine sehr gute Näherung dar. Eine erste Anwendung einer quasi

stationären Formulierung der FPE ist bei Arieli & Tauber [18) zu finden. Das 

Verfahren wurde Von Egolf & Sparks (19) mit einem WIrbelmodell gekoppelt. Chang 

verwendet In [20) ebenfalls die quasistationäre und in (21) die voll instatio

näre Form der FPE. Die genannten Verfahren verwenden die nichtkonservative 
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Gleichung. Die konservative Potentialgleichung findet man z.B. in [22-24]. 

Die Einschränkung potentialtheoretischer Verfahren, daß die zugrundeliegende 

StrOmung rotationsfrei und damit isentrop sein muß, führt dazu, daß der Nach

lauf eines auftriebserzeugenden Blattes nicht wiedergegeben werden kann. Da 

von diesem aber ein entscheidender Einfluß auf das StrOmungsgebiet vor dem 

nachfolgenden Blatt ausgeht, ist die Einführung eines Nachlaufmodells oder 

die iterative Kopplung mit einem geeigneten linearen Verfahren erforderlich. 

Damit hAngt die Genauigkeit der LOsung von der Güte des Nachlaufmodelles ab. 

Diese sind aber i.a. auf einfache Geometrien und Grundrisse beschränkt und 

müssen jeweils auf den speziellen Berechnungsfall angepaßt werden. 

In [2] und [3] findet sich eine Übersicht über die gebräuchlichsten Nachlauf

modelle. Als Beispiele solcher Kopplungen von FPE-Verfahren mit einem Nach

laufmodell seien die Arbeiten von Sankar & Prichard [22], Strawn & Caradonna 

[23,24], Tung & Chang [25,26], Steinhoff & Ramachandran [27] und Tauber et al. 

[28-30] genannt. 

Der nächste Schritt in der Entwicklung numerischer Kethoden für die Hubschrau

berrotorstrOmung wurde durch die Einführung der Euler-Verfahren vollzogen. 

Wie bereits in den zuvor beschriebenen Fällen handelt es sich hierbei in der 

Regel um Weiterentwicklungen von Algorithmen, die bereits bei der Berechnung 

der FestflügelumstrOmung Anwendung fanden. 

Der entscheidende Vorteil der Euler- gegenüber den Potentialgleichungen liegt 

darin, daß sie die anisentrope, drehungsbehaftete StrOmung richtig beschreiben. 

Dies läßt eine korrekte Behandlung auch von starken VerdichtungsstOßen (mit 

Ausnahme der auf Reibungseffekte zurückzuführenden Abweichungen) sowie die 

Generierung und den verlustfreien Transport von Drehung zu. Damit sind die 

Voraussetzungen erfüllt, die Geometrie des Nachlaufes eines auftriebserzeu

genden Blattes, seinen Transport in Richtung auf das nachfolgende Blatt und 

schließlich das komplexe Problem der Blatt-Nachlauf-Interferenz implizit zu 

erfassen und korrekt wiederzugeben. 

Zunächst wurde dieser Vorteil jedoch nicht genutzt, sondern weiterhin die von 

den Potential verfahren her bekannte Kopplung mit einem externen Nachlaufmodell 

beibehalten. Damit ließ sich zwar der Rechenraum sehr eng begrenzen, die be

reits erwähnten Nachteile der Abhängigkeit der LOsung vom Kodell mußten jedoch 

in Kauf genommen werden. Beispiele für gekoppelte Euler-Verfahren, angewendet 

auf den stationären Schwebe- oder den instationären VorwArtsflug, sind die Ar

beiten von Roberts & Kurman [31,32), Sankar et al. [33,34), Chang & Tung (35) 

und Agarwal & Deese [36]. Der Einfluß des Nachlaufes wurde dabei in der Regel 

durch lokale Anstellwinkelkorrekturen über den Fernfeldrand oder durch eine 

entsprechende Kodifizierung der FestkOrperrandbedingung am Blatt eingebracht. 
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Zu erwähnen sind auch die Veröffentlichungen von Wake et al. [37J und Chen et 

al. [38J über die Anwendung ihrer Euler-Verfahren für auftriebs lose stationAre 

und instationAre Rotorströmungen. 

Die Kopplung mit linearen Nachlaufmodellen bewirkte, daß die Verbesserungen 

in der LOsung gegenüber den Potential verfahren in keinem Verhältnis zu dem 

wesentlich höheren Aufwand standen. Kroll [39,40J war der erste, der die Eigen

schaft von Euler-Verfahren im Hinblick auf Transport und Erhalt von Drehung 

dazu ausnutzte, den Strömungszustand vor dem betrachteten Blatt als einen 

Teil der LOsung allein durch das Euler-Verfahren selbst berechnen zu lassen 

und konnte damit unter Verwendung eines in sich geschlossenen Rechenraumes 

gänzlich auf ein externes Wirbelmodell verzichten. 

Auch bei dem Verfahren, das der vorliegenden Arbeit zugrunde liegt, wurde 

dieses Konzept vertreten (KrAmer et a1. [41-43]. Hertel et a1. [44,45]. Wagner 

et a1. [46J). 

Inzwischen findet diese Technik, die als "Wake-Capturing" bezeichnet wird. 

immer größere Verbreitung (z.B. [47,48J). Die Ergebnisse sind durchaus viel

versprechend und lassen den Schluß zu, daß die "reinen" Verfahren in Zukunft 

vermehrt Anwendung finden werden 

Der Nachteil dieser Verfahren liegt in einer zwangsweise großen Dimensionie

rung des Rechenraumes, da zum einen die komplette Rotorkreisscheibe einge

schlossen sein muß, und zum anderen die Ausbreitung des Nachlaufes durch den 

Fernfeldrand nicht behindert werden darf. Insbesondere im Schwebeflug besitzt 

der Nachlauf noch in relativ weit abgesenkten Bereichen einen Einfluß auf das 

Rotorblatt und muß daher möglichst unverUlscht wiedergegeben werden Der 

Preis für den Verzicht auf ein Nachlaufmodell liegt also in einem erhöhten 

Rechen- und Speicherplatzaufwand. 

Diesen zu reduzieren ist die Absicht eines neuen Verfahrens von Hertel [49J. 

der zwar die Berechnung des Str6mungszustandes mit einer reinen Euler-Hethode 

beibehAlt, diesem aber die stationAre LOsung eines linearen Verfahrens als 

Startlösung sowie als Fernfeldrandbedingung vorgibt. Insbesondere was die 

Reduzierung des Rechenraumes angeht, konnten damit bereits erste Erfolge er

zielt werden. 

Die bisherige AufZählung verschiedener Euler-Verfahren bezog sich auf Anwen

dungen in der Hubschrauberaerodynamik . Neben der dominierenden Problematik 

der Blatt-Nachlauf-Interferenz ist vor allem die rota tori sehe Bewegung des 

untersuchten Körpers kennzeichnend. Dies hat insbesondere einen Einfluß auf 

die Formulierung der Grundgleichungen. Letzteres trifft ebenfalls auf die 

Berechnung der Umströmung von Propellern, Verdichtern. Turbinen. etc. zu. 

Aus diesem Grunde seien, auch wenn in diesen FAllen aufgrund der axialen An-
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strömung mit in der Regel sehr hohen Geschwindigkeiten der Nachlauf eher eine 

vernachlAssigbare Rolle spielt, mit den Arbeiten von Whitfield et al. [50), 

Bober et al. [51), Barton et al. [52,53) und Yokota [54) einige Verfahren aus 

dem verwandten Bereich der Triebwerksaerodynamik an dieser Stelle erwAhnt. 

Als letzte und damit aufwendigste Stufe der numerischen Methoden sind die 

Navier-Stokes-Verfahren zu nennen, die erst in allerjangster Zeit Einzug in 

die Rotoraerodynsmik gefunden haben (z.B. Ilake [55), Ilake 6. Sankar [56), 

Agarwal 6. Deese [57,58), Srinivasan 6. McCroskey [59,60). 

Aufgrund des hohen Aufwandes, der zum Erreichen einer konvergenten LOsung 

erforderlich ist, wird das Berechnungsgebiet meist auf einen engen Bereich 

um das Rotorblatt bzw. dessen Blattspitze beschrAnkt, so daß auch hier die 

Kopplung mit einem Ilirbelmodell notwendig ist. 

Allerdings konnten von Srinivasan et al. (61) inzwischen auch erste Ergebnisse 

einer reinen "thin-layer" Navier-Stokes-Rechnung prAsentiert werden. 

Zum gegenwArtigen Zeitpunkt ist die Anwendung von Navier-Stokes-Verfahren far 

die Untersuchung der Str6mungsverhaltnisse sm vorlaufenden Blatt, bei dem 

Reibungseinflüsse eine untergeordnete Rolle spielen, gemessen am erforder

lichen Aufwand im Vergleich zu Euler- oder FPE-Verfahren eher unwirtschaft

lich. Dennoch stellt ihre Ileiterentwicklung gerade auch im Hinblick auf die 

noch ungelösten Probleme am rücklaufenden Blatt eine unbedingte Notwendigkeit 

dar. 

1.3 Ziel der vorliegenden Arbeit 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines robusten Euler

Verfahrens zur Berechnung der transsonischen Rotorblattumströmung. 

Ilichtigstes Merkmal des Verfahrens soll der Verzicht auf jegliche Kopplung mit 

einem externen Nachlaufmodell sein. Vielmehr ist beabsichtigt, unter Ausnutzung 

der FAhigkeit der Euler-Gleichungen, im Strömungs gebiet erzeugte Drehung zu 

erfassen und verlustfrei zu transportieren, den Blattnachlauf als Teil der 

LOsung zu behandeln und auf diese Art das gesamte Strömungsfeld des Hubschrau

berrotors implizit: zu beschreiben. Die Int:erferenz des Nachlaufes mit: den 

Rot:orblAt:t:ern und die daraus result:ierenden lokalen VerAnderungen der Anst:röm

bedingungen, die ihrerseit:s eine erhebliche Beeinflussung der Auft:riebsver

teilung bewirken, gehören zu den zent:ralen physikalischen Erscheinungen der 

Rot:oraerodynamik. Die korrekte Iliedergabe dieser komplexen, hochgradig nicht:

linearen Phänomene im Rahmen erforderlicher Genauigkeit: soll mit: dem vorlie

genden "reinen" Euler-Verfahren ermöglicht: werden. 
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Eine solche Vorgehensweise, die als ·Wake-Capturing" bezeichnet wird, wurde 

hauptsachlieh aus zwei Gründen ausgewahlt. Zum einen besitzen die mit einem 

Nachlaufmodell gekoppelten Verfahren den Nachteil, daß die LOsung entscheidend 

von der Genauigkeit des verwendeten Modells abhangt . Da dieses in der Regel 

auf linearen Methoden basiert, lassen sich bestimmte Effekte, wie z.B. Kom

pressibil1tAt, komplexe Profil- und Blattgeometrien, ete., nicht oder nur 

approximativ, z. B. durch Einbeziehung empirischer Daten, berücksichtigen. 

Zwar konnten m.H. solcher gekoppelten Verfahren sowohl auf der Basis der Euler

als auch der Potentialgleichungen beispielsweise für die in Kap. 5.2 beschrie

benen TestfAlle Ergebnisse erzielt werden, die ausgezeichnet mit den Meßwerten 

übereinstimmten (vgl. Kap. 5.2.7), es muß jedoch berücksichtigt werden. daß 

die verwendeten Nachlaufmodelle exakt auf die berechneten Falle abgestimmt 

wurden, und daß in der Regel sogar die bei den Kessungen gleichzeitig ermit

telte Geometrie der jeweiligen Randwirbeltrajektorie einbezogen wurde. 

Zum zweiten kann davon ausgegangen werden, daß m.H eines linearen Nachlauf

modells nur ein Teil der Vorgange, die sich im Nachlauf eines Hubschrauber

rotors abspielen, beschrieben wird. Dabei können die hinreichend bekannten 

primären Effekte sicherlich mehr oder weniger exakt modelliert werden, unter

geordnete physikalische Nebenerscheinungen, über deren Entstehung und Existenz 

zum gegenwartigen Zeitpunkt vielleicht sogar noch Unklarheit besteht, lassen 

sich, wenn überhaupt, jedoch nur mit einem "reinen" nichtlinearen Verfahren 

erfassen. Dabei ist es durchaus denkbar, daß neuartige Erkenntnisse über spe

zielle Vorgange im Nachlauf gewonnen werden können, die den bisherigen theo

retischen Methoden verschlossen waren. 

lIahrend der überwiegende Teil der bisher entwickelten Euler- bzw. Navier

Stokes-Verfahren die Kopplung mit einem linearen Nachlaufmodell vollzieht, 

ist die Anzahl der eingesetzten lIake-Capturing-Verfahren noch gering. Neben 

dem eigenen sind bisher nur die bereits in Kap. 1 2 erwahnten Verfahren von 

Kroll (40), Chen et al. (47) und Srinivasan et al. (61) bekannt. 

Die verwendeten LOsungsalgorithmen sind jedoch sehr unterschiedlich. Krolls 

Verfahren beruht auf dem Zentrale-DIfferenzen-Schema von Jameson et al. (62) 

und verwendet einstellbare künstliche Dissipationsterme zur Vermeidung von 

InstabilitAten (vgl. Kap. 3.1). Chen et al. benutzen ein hybrides Verfahren, 

bei dem ein Steger-IIarming Flux-Vector-Splitting (6)) in Umfangs- und Jame

sons zentrale Differenzen in den beiden anderen Richtungen verwendet werden. 

Das Verfahren von Srinivasan et al. ist ein vollstandiges Upwind-Verfahren, 

basierend auf dem Flux-Difference-Splitting von Roe (64) (vgl. Kap. 3.1). Die 

implizite linke Seite wird durch eine LU-Zerlegung invertiert. 

Auch bei dem vorliegenden Euler-Verfahren soll eine reine Upwind-Diskretisie-
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rung verwendet und so die explizite Addition künstlicher Viskositäten vermie

den werden. Dies soll zu einem sehr robusten, universell einsetzbaren Verfah

ren führen, bei dem keinerlei Anpassungen an den jeweils aktuellen Strömungs

zustand nötig sind, und das eine hohe Stabilität bei geringer numerischer Dis

sipation aufweist. Kern des Verfahrens ist der EUFLEX-Algorithmus von Eberle 

(65), der far die Belange der Rotorströmung umgestaltet werden soll. Zur Lösung 

der impliziten Form der Differenzengleichungen soll ein Relaxationsalgorithmus 

verwendet werden, der von Brenneis (66) far instationäre Profil- und Flagel

umströmungen entwickelt wurde. 

Da die Genauigkeit der Lösung auf dem Blatt von dem berechneten Anströmzu

stand abhAngt, liegt ein Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit in der Bewertung 

der Frage, wie gut das induzierte Strömungsfeld vor dem betrachteten Rotor

blatt durch das Euler-Verfahren wiedergegeben wird. Daher sind im Ergebnis

teil neben Druckverläufen u.ä. vor allem auch eine Reihe von Darstellungen 

der Nachlaufgeometrie bis zu einem Bereich von mehr als einem Rotordurchmes

aer unterhalb der Rotorkreisscheibe in verschiedenen Ebenen zwischen dem vor

laufenden und dem nachfolgenden Blatt gezeigt. 

Auch die numerische Behandlung des Anfahrprozesses eines Rotors ist aus fahr

lich dargestellt. Damit soll ein Eindruck vermittelt werden, ab welchem Zeit

punkt Veränderung im Nachlauf far das Strömungsfeld nicht mehr von Bedeutung 

sind. 

Der Einfluß der vorlaufenden Blätter ist im stationären Schwebeflug besonders 

groß, so daß dieser in dem betrachteten Zusammenhang gegenGber dem Vorwärts

flug als der kritischere Flugzustand bezeichnet werden kann. Aus diesem Grund 

sollen mit dem vorliegenden Verfahren zunächst nur stationäre Fälle betrachtet 

werden und eine Ausweitung auf instationäre Verhältnisse erst zu einem späte

ren Zeitpunkt erfolgen. 

Voraussetzung far die Anwendung einer Ilake-Capturing Hethode ist die Erzeugung 

eines in sich geschlossenen Rechenraumes, der außerdem ausreichend groß dimen

sioniert sein mu&, um die Ausbreitung des Nachlaufes, d.h. insbesondere die 

Absenkung von Rendwirbel und Ilirbelschicht nicht zu behindern. In der vorlie

genden Arbeit wurde außerdem Ilert darauf gelegt, daß sich das Berechnungsge

biet bis zur Rotordrehachse hin erstreckt, um so die Einflas.e des inneren 

Rendwirbels und der kompletten Ilirbelschicht erfassen zu können. 

Die Valldierung des Verfahrens soll im Bereich subsonischer bis hoher trans

sonischer Geschwindigkeiten U.a. durch den Vergleich mit Hessungen von Cara

donna & Tung far einen zweiblättrigen Hodellrotor (67) erfolgen. 
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2. Die Eulerschen Bevegungsgleichungen in konservativer Fora 

Die Erhaltungssätze für Hasse, Impuls- und Energie bilden die fundamentalen 

Gleichungen der Fluiddynamik. 

Unter Vernachlässigung von Reibung, YArmeleitung, Yärmezu- und -abfuhr, sowie 

ohne Berücksichtigung von Hassenkräften lassen sich diese in ein Gleichungs

system überführen, das als die sogenannten Euler-Gleichungen bezeichnet wird. 

Sie erlauben die exakte Berechnung reibungsfreier, adiabater, kompressibler 

und rotationsbehafteter Strömung um beliebig geformte Körper in sämtlichen 

Geschwindigkeitsbereichen. 

Bei der Herleitung der Euler-Gleichungen erhält man ausgehend von einem orts

festen Kontrollvolumen die integrale, konservative Formulierung, die den 

Ausgangspunkt für das in der vorliegenden Arbeit verwendete numerische Verfah

ren darstellt. 

Der konservativen Form wurde der Vorzug vor der sogenannten nichtkonservat:lven 

Form gegeben, da für die interessierenden Anwendungsfalle vor allem in trans

sonischen Geschwindigkeitsbereichen die FAhigkei t konservati ver Verfahren, Dis

kontinuitäten in der Strömung (z.B. Verdichtungsstöße) ohne besondere externe 

Maßnahmen korrekt zu erfassen (shock capturing), ausschlaggebend sind. 

In Kap. 2.2 werden die konservativen Euler-Gleichungen von der integralen in 

die differentielle Form überführt und für ein nichtrotierendes Koordinatensy

stem aufgelistet, so wie sie z.B. bei einer Festflügelberechnung gebräuchlich 

sind. Es werden die Formulierungen im kartesischen und im zylindrischen System 

gegenübergestellt. 

Die spezifischen Anströmverhaltnisse eines sich drehenden Hubschrauberrotors 

legen insbesondere für den Schwebeflug, auf den sich die vorliegende Arbeit 

konzentriert, den Übergang auf ein mitrotierendes, blattfestes Koordinaten

system nahe, da nur in einem solchen die Anströmgeschwindigkeit als stationär 

betrachtet werden kann. Die daraus resultierende Veränderung der Erhaltungs

.gleichungen ist in Kap. 2.3.1 und 2.3.2 beschrieben. 

Im Laufe der Untersuchungen hatte sich herausgestellt, daß eine Aufspaltung 

des Geschwindigkeitsvektors in je einen Anteil der reinen Drehgeschwindigkeit 

und der induzierten Störgeschwindigkeiten erforderlich ist (vgl. hierzu Kap. 

3.4). Der damit verbundenen Neuformulierung der Bewegungsgleichungen ist Kap 

2.3.3 gewidmet. 

Zuletzt behandeln Kap. 2.4 die Transformation der Grundgleichungen in ein be

liebiges krummliniges Koordinatensystem und Kap. 2.5 die Normierung der ver

wendeten physikalischen auf dimensionslose GrOßen. 
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2.1 Allgemeine Formulierung der Euler-Gleicbungen 

Wählt man zur Herleitung der re ibungsfreien , adiabaten Erhaltungsgleichungen 

ein endlich großes, ortsfestes Kontrollvolumen V, das durch seine Oberflache S 

begrenzt sei, so erhalt man die konservativen Euler-Gleichungen in integraler 

Form. 

Daneben bestehen die Möglichkeiten, statt von einem ortsfesten, von einem mit 

der Strömung mitbewegten Kontrollvolumen auszugehen, was dann auf die nichtkon

servative Form führt, oder statt eines endlichen Volumens V ein infinitisimal 

kleines Kontrollvolumen SV zu betrachten, woraus sich sofort die differentielle 

Schreibweise ableitet. Alle diese genannten Methoden sind ausführlich bei 

Anderson [68,69) beschrieben. 

Für das vorliegende konservative Finite-Volumen-Verfahren erfolgt die Her

leitung anband eines ortfesten Kontrollvolumens und führt auf folgende Glei

chungen: 

8 Hf pdV 8t + H pqdS - 0 
V S 

:t Hf pqdV + H pq@qdS H pdS + Hf pfdV (2.1) 

V S S V 

:t Hf edV +H eqdS H pqdS + Hf pfqdV 

V S S V 

Hierin bezeichnen p die Dichte, p den Druck, q den Geschwindigkeitsvektor, 

bestehend aus den Komponenten (u,v,w)T, sowie e die spezifische Totalenergie 

pro Volumeneinheit, die sich gemaß der Beziehung 

e - e' + p/2 q2 (2.2) 

aus den Anteilen der inneren und der kinetischen Energie zusammensetzt. 

Der Vektor f auf der rechten Seite der Impuls- und der Energiegleichung bein

haltet massenbezogene Volumenkrafte, die auf die Fluidteilchen wirken. Hier

unter versteht man z.B. Gravitations- und elektromagnetische Krafte, die, wie 

eingangs erwähnt, vernachlassigt werden, aber auch Zentrifugal- und Coriolis

krafte, die bei der Verwendung eines rotierenden Koordinatensystems als so

genannte Scheinkrafte einzuführen sind (s. Kap. 2.3). 
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Da von einem ortsfesten Kontrollvolumen ausgegangen worden war, dessen außere 

Begrenzung sich nicht verandert, ist es gestattet, die lokale zeitliche Ablei-
a tung unter das Integralzeichen zu ziehen und desweiteren ~V-O zU setzen . 

Dies ist auch im Hinblick auf den Anwendungsbereich der vorliegenden Arbeit 

erlaubt, da nur stationäre Falle betrachtet werden. Auch solange instationare 

Effekte lediglich durch die Überlagerung von Rotordrehgeschwindigkeit und Vor

wärtsgeschwindigkeit entstehen, ist diese Vorgehensweise korrekt, wohingegen 

die Einbeziehung resultierender Blattbewegungen (Nicken, Schlagen, Schwenken), 

die eine Verschiebung bzw. Deformation der diskreten Volumina mit sich bringt, 

eine solche Vereinfachung nicht gestattet. 

Durch Anwendung des Gaußsehen Integralsatzes auf die Oberflächen ergibt sich 

nun' 

III (~ at + V(pq»dV 0 

V 

III (~ + V(pqiq) + Vp - pf)dV 0 (2.3) 

V 

III 
(ae 
at + V«e+p)q) - pfq)dV 0 

V 

Die oben aufgeführten Integralgleichungen sind nur dann für beliebig gewählte 

Kontrollvolumia erfüllt, wenn die Integranden ihrerseits Null sind . Es gilt 

demzufolge: 

+ V(pq) 

~ + V(pqiq) + Vp 

ae 
at + V«e+p)q) 

o 

pf (2 . 4) 

Der Term (qeq) bezeichnet das sogenannte dyadische Produkt, das in seinem 

Ergebnis einen Tensor 2 .Grades liefert. Dies ist bei der Aufspaltung der vek

toriellen Impulsgleichung in die Komponentenschreibweise von Bedeutung . 

GI . (2.4) stellt die reibungsfreien, kompessiblen Euler-Gleichungen In diffe

rentieller, konservativer Form für ein beliebiges Koordinatensystem dar 



-14-

Die noch fehlende Beziehung zwischen den Zustandsvariablen p und e' bzw. e 

lAßt sich unter den Voraussetzungen, daß intermolekulare KrAfte vernachlAssig

bar (ideales Gas) und die spezifischen WArmen Cy und Cp konstant sind (kalo

risch perfektes Gas, T < 500'C) m.H. der für diesen Fall gültigen thermodyna

mischen Gleichungen finden. 

Aus der Zustandsgleichung für ideale Gase folgt 

p - pKr (2.5) 

wobei sich die spezifische Gaskonstante R ergibt zu 

(2.6) 

mit dem Isentropenexponenten 

C 
I< - ~ - 1.4 (2.7) 

der für das betrachtete Strömungsmedium Luft unter den genannten Bedingungen 

konstant ist. 

Desweiteren gilt für die innere Energie pro Volumeneinheit 

e' - pCyT (2.8) 

womit sich der Druck berechnen laßt zu 

p - (I< - 1) e' (2.9a) 

bzw. p _ (I< - l)(e - p/2 q2) (2.9b) 

G1.(2.4) bildet nunmehr in Verbindung mit G1.(2.9b) ein System von fünf 

gekoppelten, nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 

für die fünf konservativen Unbekannten p, pu, pv, pw und e. 

Unter Beibehaltung der instationaren Formulierung auch für stationare Probleme 

bewahren die Euler-Gleichungen ihren hyperbolischen Charakter im gesamten Ge

schwindigkeitsbereich sub-, trans- und supersonischer Strömung, was die Anwen

dungeines zeitlich fortschreitenden LOsungsverfahrens ohne Rückaicht auf lo

kale Unterschallgebiete erlaubt. 
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2.2 Formulierung in eine. nichtrotierenden Syste. 

2.2.1 Darstellung in kartesischen Koordinaten 

Für ein festes oder gleichförmig bewegtes kartesisches Koordinatensystem er
a a a 

gibt sich aus GI. (2.4) mit f- 0 und V- (ax' ay' az)T die allgemein bekannte 

Darstellung der Eulerschen Bewegungsgleichungen 1n differentieller Form : 

+ + + 
aG 
az o (2.10) 

Es bezeichnen ~ den konservativen LOsungsvektor mit den StrOmungsgrOßen 

~ - (p,pu,pv,pw,e)T 

sowie E,F und C die Vektoren der Flußdichte, die im folgenden dem allgemeinen 

Sprachgebrauch entsprechend kurz Flußvektoren oder Flüsse genannt werden, mit 

den Komponenten 

E -

pv 
puv 

pv' + p 
pwv 
phv 

G -
[ 

pw 1 puw 
pvw 

pw' + P 
phw 

(2.11) 

Die in der Energiegleichung vorkommende GrOße h bezeichnet die Totalenthalpie 

pro Kasseneinheit und berechnet sich zu 

h-~ 
p 

(2 . 12) 

Für eine stationäre, reibungsfreie und adiabate Strömung ist sie entlang einer 

Stromlinie konstant . Für den häufigen Fall einer gleichförmigen AnstrOmung ist 

sie darüber hinaus im gesamten StrOmungsgebiet konstant. 
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2.2.2 Darstellung in zylindrischen Koordinaten 

Aufgrund der speziellen Geometrie der RotorstrOmungwurde such eine Formulie

rung der Euler-Cleichungen in zylindrischen Koordinaten untersucht. 

In Bild 2.2-1 sind die beiden verwendeten Koordinatensysteme und die Lage 

des Rotorblattes skizziert. Letzteres rotiert um die z-Achse mit der Winkel

geschwindigkeit ... - (O,O,w)T. 

Entgegen der üblichen Gepflogenheit wurde die Richtung der ß-Achse des zylin

drischen Koordinatensystems umgekehrt, um eine Konsistenz zur x-Achse im kar

tesischen System zu erhalten. Der damit verbundenen Vorzeichenumkehrung wur

de durch die Vertauschung der r- und ß-Komponenten in der Vektordarstellung 

Rechnung getragen, womit eine vollige ÜbereinstiDUllung zum kartesischen Rechts

system gewährleistet ist. Dementsprechend ist auch die Zuordnung der Komponen

ten des Geschwindigkeitsvektors q - (u,v,w)T in beiden Systemen gleich. 

Die Herleitung der Formulierung der Bewegungsgleichungen im raumfesten zylin

drischen System erfolgt erneut ausgehend von Gl.(2.4). Der Unterschied zum 

kartesist"hen System ergibt sich aus den Komponenten des Nabla-Operators V 

sowie aus der Tatsache, daß bei der Ableitung in ß-Richtung die Drehung der 

Basen mitberücksichtigt werden muß. 

LOst man Gl.(2.4) für Zylinderkoordinaten 

so erhält man die Euler-Cleichungen analog 

+ .! aE 
r aß + + 

ac 
az 

1 a ( f- 0 V- (- -traß' 
zu Gl.(2.l0) zu: 

(z' ) 
K . (2.13) 

Die Vektoren der abhängigen Variablen; und der Flüsse E,F und Centhalten 

dabei die gleichen Komponenten wie im kartesischen System (Gl.(2.ll». Hinzu
(z' ) gekommen ist jedoch ein Vektor K ,der die Terme beinhaltet, die aus der 

Ableitung der Basen im zylindrischen System resultieren. Er lautet: 

( ') 2uv 

[

V 1 K z __ ~ V?2 (2.14) 
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2.3 Übergang auf ein mitrotlerendes Koordinatensystem 

Da in einem Inertialsystem die Strömung um einen Hubschrauberrotor auch im 

Schwebe flug instationar ist, empfiehlt sich bei Beschränkung auf ausschließ

lich solche Flugzustände der Übergang auf ein mitrotierendes , blattfestes 

Koordinatensystem, wie es in Bild 2.2-1 skizziert ist, da die Strömung dann 

als stationar betrachtet werden kann. Das Rotorblatt bewegt sich mit der Dreh

geschwindigkeit w- (O,O,w)T entgegen der positiven O-Richtung um die z-Achse. 

In der Literatur findet man für Rotor- und Propelleranwendungen sowohl Formu

lierungen in blattfesten kartesischen (z.B. [35,36,39,40,54,57,58J) als auch 

zylindrischen Koordinaten (z.B. [49,5l-53J), ohne daß sich jedoch signifikante 

Vorteile der einen oder der anderen Variante erkennen ließen. Dabei ist Jedoch 

anzumerken, daß keiner der genannten Autoren eine direkte Gegenüberstellung 

beider Bezugssysteme für das von ihm verwendete Verfahren präsentiert hat. 

In der vorliegenden Arbeit wurden beide Koordinatensysteme miteinander vergli

chen. Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist in Kap. 5.4.2 dargelegt. Im fol

genden sind die Bewegungsgleichungen in den entsprechenden Formulierungen auf

gefÜhrt. 

2.3.1 Euler-Gleichungen 1m mitbewegten kartesischen Bezugssystem 

Gemäß Truckenbrodt [70J sind bei dem nicht kräfte freien Übergang auf ein nicht 

ruhendes bzw . nicht gleichförmig bewegtes Koordinatensystem zusätzliche Träg

heitskräfte einzuführen, die den auftretenden Beschleunigungskr4ften entspre

chen. Im Falle eines rotierenden Koordinatensystems sind dies die Zentrifugal

und die Corioliskraft. 

Diese sind sowohl bei der Impuls- als auch bei der Energiegleichung zu be

rücksichtigen und führen somit in GI.(2.lO) zu einer rechten Seite, die un

gleich Null ist. 

In den Gl.(2.l) - (2.4) gilt nunmehr für den Kraftvektor pf: 

mit den Beschleunigungen 

pf - pf + pfc z 
(2.15) 

und 

f --<o>x(wxr) 
z 

f c - -2(wx q) 

als Anteil der Zentrifugalkraft 

als Anteil der Corioliskraft. 

Führt man die entsprechenden Vektormultiplikationen aus, so ergibt sich mit 
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... _ ( 0, 0, ., )T 

q _ ( u, v, W )T 

r - ( x, y, Z )T 

der Vektor K(f,k) der volumenbezogenen Kräfte im kartesischen System zu: 

[ 01 (2v+<.>x) 
p., -(2~-WY) 

.,(ux+vy) 

(2.16) 

womit die Eulerschen Bewegungsgleichungen analog zu Gl.(2.l0) mit unverän

derten Ausdrücken fOr E,F und G nach Gl.(2.ll) nun zu schreiben sind zu: 

~ + aE + aF + aG _ K(k) . 
at ax ay az (2.17) 

2.3.2 Euler-Gleichungen 1m mitbewegten zylindrischen Bezugssystem 

FIlhrt man die in Kap. 2.3.1 beschriebene Berechnung des Kräftevektors fOr 

Zylinderkoordinaten durch, so erhalt man mit r- (O,r,O)T: 

(2.18) 

Damit lauten die Euler-Gleichungen fOr einmitrotierendes zylindrisches Koor

dinatensystem: 

~ 1 aE aF aG _ K(z) 
at + r aß + ar + az (2.19) 

mit dem LOsungsvektor ~, den in Vergleich zum kartesischen System unveränder

ten FlOssen E, Fund C (Gl.(2.11», sowie einem neuen Vektor K(z), der sich 
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aus den bekannten Vektoren der Ableitungs- (2.14) und der Kraftterme (2.18) 

zusammensetzt zu: 

[

V 1 ' 2v(u~r) 
K(z) _ K(z ) + K(f,z) __ ~ v2_~-wr)2 

v(h-(wr)2) 

(2.20) 

2.3.3 Abspaltung der Relativanteile aus den abhAngigen Variablen 

Im Laufe der Untersuchungen stellte sich heraus, daß eine der elementaren For

derungen an einen LOsungsalgorithmus, die exakte Erhaltung der unverfalschten. 

gleichförmigen Strömung in einem ungestörten StrOmungsgebiet, bei der Verwen

dung der Euler-Gleichungen in einer der Formen, wie sie in den Kap. 2 3.1 

und 2.3.2 dargestellt wurden, nicht erfüllt ist. 

Schuld daran ist die Verwendung relativer GrOßen, d.h. die Darstellung der 

Geschwindigkeit und der Energie bezogen auf das mitrotierende Bezugssystem. 

In Kap. 3.4 wird gezeigt, daß dieses Problem durch die Elimination der Ge

schwindigkeitsanteile der freien AnstrOmung aus den konservativen Strömungs

variablen gelöst und die Qualität der LOsung erheblich verbessert werden 

konnte. 

An dieser Stelle sei die resultierende neue Formulierung der Euler-Gleichungen 

aufgeführt. 

Der Transport von Hasse, Impuls und Energie durch die Oberfläche eines blatt

und damit ortsfesten Kontrollvolumens erfolgt mit der Geschwindigkeit q. 

Diese setzt sich Zusammen aus einem induzierten Anteil, der sogenannten St6r

geschwindigkeit und der Rotationsgeschwindigkeit. Für ein sich mit der Ge

schwindigkeit w drehendes Rotorblatt gilt bei einem k6rperfesten Koordinaten

system der Zusammenhang: 

-q - q + (wx r) (2.21) 

-worin die Größe q den reinen Störgeschwindigkeitsanteil beschreibt Am Bei-

spiel eines zylindrischen Koordinatensystems gilt damit· 

q (2.22) 
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Darüberhinaus enthalten die transportierten GrOßen Impuls und Energie ihrer

seits Bestandteile, die sich nach dem gleichen Kuster in StOr- und AnstrOman

teile unterteilen lassen. So gilt für die spezifische Gesamtenergie pro Volu

meneinheit: 

und entsprechend für die Gesamtenthalpie pro Kasseneinheit: 

h _ ~ ~ + g' 
1<-1 P 2 

(2.23) 

(2.24) 

Die Elimination der Anteile der freien AnstrOmung laßt sich nun auf zwei ver

schiedene Arten vornehmen, die zu zwei unterschiedlichen Algorithmen führen. 

Die erste KOglichkeit besteht in der Einführung der sogenannten Rothalpie h 
und daraus abgeleitet der Roenergie e, für die die Zusammenhange 

e - e - ~(.,r)' 

gelten. Damit tritt an die Stelle der Beziehungen (2.23/2.24): 

bzw. 

e _ ~ + e (q-' - 2-q(wxr» 
1<-1 2 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

Ein anderer Yeg besteht darin, ein neues Paar von GrOßen einzuführen, das 

ganzlieh unabhangig von dem Anteil der freien Stromung ist: 

- n " _. 
e - --"- + I:. q 1<-1 2 (2.28) 

(2.29) 

Die Größen e und h werden im folgenden als absolute spezifische Totalenergie 

pro Volumeneinheit bzw. als absolute spezifische Totalenthalpie pro Kassenein

heit bezeichnet und stehen mit den bisherigen GrOßen über die Beziehungen 
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bzw. 

in Zusammenhang. 

fi + q(wxr) 
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e + 

h + q(wxr) _ (wr)2 
2 

(2 30) 

(2.31) 

Bei den meisten der Autoren, die sich der Methode der Geschwindigkeitsauf

splittung für rotierende Strömungen in der Hubschrauber- oder Triebwerksaero

dynamik bedienen (z.B. [35,39,40,57,58]), ist in Verbindung mit Gl.(2.21) die 

Version nach Gl.(2.26/2.27) zu finden. Dies resultiert aus der Tatsache, daS 

die Gesamtrothalpie fi in einer stationAren, adiabaten, reibungsfreien und 

axial gleichförmigen Strömung im Gegensatz zu h nicht nur auf einer Stromlinie, 

sondern im gesamten Gebiet konstant ist. Die Rothalpie ist damit eine Invari

ante. Kroll [40] sieht darin einen Vorteil seines Verfahrens, da sie damit 

aus den räumlichen Derivativa der diskreten Energiegleichung herausgezogen 

werden kann und diese damit für den stationAren Endzustand (;t ( .. ) - 0) in 

die diskrete Kontinuitätsgleichung übergeht. 

In der vorliegenden Arbeit wurde jedoch der Weg gemaß GI. (2.28/2.29) beschrit

ten. In Kap 3.4 konnte der Nachweis erbracht werden, daß dies bei dem verwen

deten Algorithmus Vorteile gegenüber einer Formulierung mit Roenergie und 

Rothalpie entsprechend Gl.(2.26/2.27) brachte. 

Die mit e gebildete neue Energiegleichung wurde durch exakte mathematische 

Umformungen aus der ursprünglichen Energiegleichung hergeleitet (siehe Anhang 

A. l). Damit blieb der physikalische Inhalt dieses Erhaltungssatzes bestehen, 

während die bei der Verwendung von e bzw. e auftretenden numerischen Schwie

rigkeiten bei der Diskretisierung vermieden werden konnten. 

Mit Hilfe dieser Umformung, die von der Formulierung in relativen Größen ge

maß Gl.(2.l7) bzw. (2.19) ausgeht, ergeben sich für die Euler-Gleichungen in 

den im Bild 2.2-1 dargeste 11 ten Koordinatensystemen nun neue Bez iehungen. 

Da sich an der vektoriellen Schreibweise nichts geändert hat, wird diese im 

folgenden formell beibehalten. Es gilt also weiterhin' 

~ aE aF aG 
at + ax + ay + az 

(2.17) 

bzw. 

~ 1 aE aF aG 
+ -- + ar + az at r aß (2 . 19) 

(k) 
Unterschiedlich sind jedoch die neuen Elemente der Vektoren ., E, F, C, K 

und R(z). So lauten die Euler-Gleichungen in ihren verschiedenen Ausführungen 
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nun in Komponentenschreibweise im einzelnen: 

a) bei Verwendung der absoluten Geschwindigkeit und der Roenergie: 

al) im mitbewegten kartesischen System 

mit [ : ) [ g~ ] 

a2) im mitbewegten zylindrischen System 

IH I ,u ] I ~ ] I~] I U~' ] 

1 
puu+p puv __ e. 

+ pvu + pv2 +p + 
r r 

pwu pwv 
phu (I phv phw 

r z 

mit 
[ : J 

[ürr] 

b) bel Verwendung absoluter Geschwindigkeit und absoluter Energie: 

bl) im kartesischen System 

I ~]. I 
t 

mit 

pu~+p pu ] 
p!U + 
pwu 

phu-pwy x I 
P~] IP.!'] euv PUW 

p"!+p + evw 
pwv pww+p 

phv+pc.>X phw 
y z 

-~ [ 1] 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 
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b2) im zylindrischen System 

[ 

p 1 [PU 1 [ pv 1 [ pw 1 [V 1 pü 1 püu+p püv püw 2vü 
pv + r PVU + pv'+p + pvw - ; v'-ü' 
pw pwu pwv pw'+p vw 
;; phu-pc.>r A phv phw vh 

t v r z 

(2 35) 

mit 

Es sollte darauf hingewiesen werden, daß es sich bei den in den LOsungsvek

toren von Gl.(2.34) und (2.35) enthaltenen Größen um Variablen handelt, die 

auf ein Inertialsystem bezogen sind. Die Euler-Gleichungen selbst wurden 

jedoch zur Erhaltung des stationären StrOmungszustandes in einem mitrotieren

den System abgeleitet und nur durch eine mathematisch konsistente Elimination 

der Relativanteile in die beschriebene Form gebracht. Dies druckt sich in der 

rechten Seite sowie in der Tatsache aus, daß die Geschwindigkeitsterme im 

LOsungsvektor keine Funktionen von (wt) sind. Dies wäre dann der Fall, wenn 

die Grundgleichungen, wie z.B. in [33,37,38,47,50,56,59-61J, zum Zwecke in

stationarer Berechnungen auf ein Inertialsystem bezogen worden waren. Um 

Verwechslungen zu vermeiden, wird 1m folgenden daher bevorzugt von "absoluten" 

statt von "lnertialsystembezogenen" GrOßen gesprochen. 

GI. (2.34) führt nach Transformation auf krummlinige Koordinaten zu den bei 

[51-53 J verwendeten Beziehungen. Dort wird jedoch der Übergang direkt vom raum

festen zylindrischen auf ein mitbewegtes krummliniges System vollzogen, so daß 

die Rotationsgeschwindigkeit ähnlich wie bei den kartesischen Inertialsystemen 

über die instationären Transformationsterme €t'~t"t berücksichtigt wird. 

2.4 Transformation in krummlinige Koordinaten 

Um die Euler-Gleichungen numerisch lösen zu können, sind diese zu diskreti

sieren. Die Differentialoperatoren werden dazu durch geeignete Differenzen

operatoren ersetzt. Die Bildung dieser Differenzen erfolgt auf der Grundlage 

sogenannter Rechennetze, die den betrachteten Raum in genügend kleine, lücken

los aneinanderstoßende , nicht überlappende Zellen unterteilen. Bei der vorlie

genden zellenmittelpunktorientierten Finite-Volumen-Methode werden die StrO

mungsgrOßen den Mittelpunkten dieser Zellen, den sogenannten finiten Volumen 

zugeordnet und sind in deren Inneren räumlich konstant. In jedem der so ent-
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standenen Kontrollvolumina werden die diskretisierten Euler-Gleichungen gelOst. 

Dabei ergibt sich die mittlere zeitliche VerAnderung der StrOmungsgrOßen in 

jeder Zelle aus der Bilanz der Flasse durch deren BegrenzungsfUchen. Dies 

entspricht einer Approximation der in GI. (2.1) enthaltenen Integrale und 

gewährleistet die Konservativit:At. 

Eine KOglichkeit einer solchen rAumlichen Diskretisierung besteht darin, völ

lig regulAre Netze zu erzeugen, in denen die Netzlinien parallel zu den Koor

dinatenachsen des kartesischen bzw. zylindrischen Systems verlaufen. Gl.(2.4) 

kOnnte nach Übergang auf die Differenzenform dann sofort gelöst werden. 

Dies ist jedoch wenig sinnvoll, da solche Netze umfangreiche Interpolationen 

an den KörperoberflAchen erfordern, da diese in der Regel nicht mit Netzebe

nen zusammenfallen. Desweiteren ist eine lokale Verdichtung der Netzlinien in 

Bereichen hoher Strömungsgradienten gar nicht oder nur sehr schwer möglich, 

was aber far die Gate der LOsung von großer Wichtigkeit ist. 

Aus diesen Grfinden ist man dazu abergegangen, sogenannte körperangepaßte Net

ze zu generieren, die diese Nachteile nicht besitzen. Die Erzeugung solcher 

Netze far die vorliegenden AnwendungsfAlle ist in Kap. 4 beschrieben. 

Zur numerischen LOsung der Bewegungsgleichungen auf der Basis dieser Rechen

netze existieren bei den gebrauchlichen Finite-Volumen-Verfahren prinzipiell 

zwei Vorgehensweisen, die sich jedoch nur formell voneinander unterscheiden, 

im Ergebnis aber das gleiche beinhalten. 

Zum einen können, unmittelbar ausgehend von der integralen Form der Euler

Gleichungen (GI. (2.1», die OberflAchenintegrale zur Bestimmung der Flasse 

durch die Zellseitenwände mit den direkten physikalischen Koordinaten der 

betrachteten Fläche ausgefahrt werden. Eine solche Kethode wird z.B. von 

Kroll [39,40), Agarwal & Deese [36,57,58), etc. bevorzugt. 

Oblicherweise betrachtet man jedoch das Netz als ein System neuer, sogenann

ter krummliniger Koordinaten~, ~, r, das so aufgebaut ist, daß die Netzlinien 

mit den Koordinatenrichtungen e-, ~-, bzw. r - konst. zusammenfallen und der 

Abstand zwischen zwei benachbarten Netzlinien jeweils t.e - t.~ - t.r - 1 beträgt. 

Dies entspricht einer Abbildung des von dem Rechennetz aberdeckten physika

lischen Raumes auf den sogenannten Rechen- oder Indexraum. Die differentiel

len Euler-Gleichungen werden nun in das oben beschriebene krummlinige Koordi

natensystem transformiert. Dieser Vorgang ist im folgenden beschrieben. Die 

Abbildungsvorschrift liefert die notwendigen metrischen Terme, die die Eigen

schaft besitzen, an den Zellflächen den dort gQltigen FlAchennormalenvektoren 

zu entsprechen. Dadurch ist die Konservativit:At bei der Bestimmung der Flasse 

durch die Oberfläche des betrachteten Kontrollvolumens geWährleistet. 
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2.4.1 Transformation der kartesischen Bewegungsgleichungen 

Die allgemeine Transformation der Bewegungsgleichungen vom kartesischen in 

ein beliebiges krummliniges Koordinatensystem ist in der Literatur bereits 

sehr ausführlich behandelt (z.B. Anderson et al. [71J, Thompson et al. [72J) 

und auch von vielen Autoren, die sich ihrer bedienen, noch einmal beschrieben 

worden (z.B. [54,65,66J). An dieser Stelle sei daher der VollstAndigkeit hal

ber nur noch einmal das Ergebnis wiederholt. 

Die Abbildung von Gl.(2.17), bzw. Gl.(2.32) und Gl.(2.34), auf krummlinige 

Koordinaten liefert nach Anwendung der Kettenregel die streng konservative 

Beziehung: 

~r + E~ + F + c~ K 
~ 

(2.36) 

mit ~ - D·. 

E - E·e + F·e + G·e 
x y z 

F- E·~ + F·~ + G·~ x Y z 

C - E·F + F·F + G·F x y z 

K- D·K(k) 

D entspricht der Determinante der Jacobimatrix der inversen Abbildung, die 

im vorliegenden stationAren Verfahren zeitlich konstant ist und daher in der 

lokalen zeitlichen Ableitung enthalten sein darf. Die Bestimmung der metri

schen Terme e , e , etc. kann Anhang A.2 entnommen werden. 
x y 

Im diskreten Fall entpricht D dem Volumen der betrachteten Zelle und die Terme 

e , e , etc. geben, an den Zellfllchen ermittelt, die Komponenten der Fllchen-
x y 

normalenvektoren wieder. 

Voraussetzung für die Gültigkeit der durchgeführten Transformation ist, daS 

die Determinante der Jacobimatrix J ungleich Null ist und die enthaltenen 

Ableitungen stetig sind . 

Gl.(2.36) lautet damit in Komponentenschreibweis~ unter Verwendung der abso
(k) 

luten Geschwindigkeit und der absoluten Energie, d .h. mit E, F, G, K gemaS 

Gl.(2.34): 



p 

pu 

-D pv 
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e 

+ 

~ 
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p(ü+w(y{X-X{y» 

PÜ(Ü+w(y{x-X{y»+P{x 
pv(Ü+w(y{ -xe »+p{ + x y y 
pw(ü+w(y{x-x{y»+pez 
e(ü+w(y{ -xe »+pü x y x 

p(V+w(y;; -x;; » x y 
PÜ(v+w(y;;x-X;;y»+P;;x 

pv(v+w(y;;x-X;;y»+P;;y 

pw(v+w(y;;x-X;;y»+P;;z 
e(V+w(y;; -x;; »+pV x y y 

o 
-v 

Dpc.> -u 

o 
o 

(2.37) 

Neben den bereits bekannten GrOßen bezeichnen hierin Ü, V, ii die mit der 

Determinante D multiplizierten kontravarianten Störgeschwindigkeiten, die 

sich aus der Beziehung 

(2.38) 

berechnen lassen. 

Gl.(2.37) bildet zusammen mit Gl.(2.38) den Ausgangspunkt für das in der vor

liegenden Arbeit verwendete kartesische Euler-Verfahren. 

2.4.2 Transformation der zylindrischen Bewegungsgleichungen 

Die Transformation der differentiellen Euler-Gleichung von zylindrischen in 

krummlinige Koordinaten wird etwas ausführlicher beschrieben, da hier eine 

Besonderheit zu beachten ist, die für die Diskretisierung der Gleichungen und 

die Aufstellung des numerischen Verfahrens von Bedeutung 1st. 

Es war: 

+ G z (2.19) 

Die Substitution der partiellen raumlichen Ableitungen erfolgt m.H. der Ket

tenregel, die bei einer allgemeinen Abbildung der Form 
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{ - {(6,r,z) 

" - ,,(6,r,z) 

r - r(6,r,z) (2.39) 

• - t 

liefert: 

a 
{6 

a 
a" "6 r" a~ 
a 

{r 
a (2.40) ar "r rr a" a 

{z 
a 

az "z r z ar 

Die unbekannten metrischen Terme in Cl.(2.40) erhAlt man durch lnvertierung 

der Jacobimatrix der inversen Abbildung, die lautet: 

J-t _ a(",r,z) 
a({,,,,n 

unter Verwendung der Funktionaldeterminante IJI - l/lJ-tl zu: 

{6 - IJI·(rz-rz) 
"r r" 

{r - IJI· ("r z" -6"zr) 

{z IJI · (6"rr-6r r,,) 

"" - IJI· (rrz~-r{zr) 

"r - IJI· (6~zr-6rz~) 

"z - IJI· ("rrC6{rr) 

r 6 - IJI·(r~z"-r,,z~) 

rr - IJI · (6"z{-6{z,,) 

r z - IJI· (6{r" -6"r{) 

(2 .41) 

(2 .42) 

wobei die metrischen Terme der rechten Seite aus den Netzdaten einfach zu 

bestillllllen sind. 

Yendet man Cl.(2.40) auf Cl . (2.l9) an, so folgt daraus 

+F" +Fr + "r r r 
(2.43) 
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Bis zu dieseIl Punkt verlief die Herleitung analog zu der für kartesische 

Ausgangskoordinaten. Die dort durch die Substitution der partiellen rAumlichen 

Derivativa enstandene Beziehung hatte zunAchst ebenfalls ihre Divergenzform 

verloren, konnte aber, wie Viviand (73) und Vinokur (74) als erste gezeigt 

hatten, dadurch wieder in eine streng konservative Form gebracht werden, daß 

man durch die Determinante der Jacobimatrix J dividiert und II.H. von Termen, 

die Null betragen (z.B. E(ex)e' etc.), eine geeignete Erweiterung durchführt. 

1 Cerade dies ist jedoch im zylindrischen Fall aufgrund des Koeffizienten r 
nicht mehr möglich. Die zur Herstellung der konservativen Form im transfor-

e6 '16 
mierten System nötigen Erweiterungen müßten u.a. die Terme E· (-) <, E· (-) '6 r , r '1 
und E·(.r), beinhalten. Da diese aber ungleich Null sind, würde ein solches 

Vorgehen zu einem falschen Ergebnis führen. 

Schreibt man Cl.(2.l9) jedoch um in die Form 

.t + ! (E + 
r 6 

A A 

F + C) r z 

A A 
mit F- r·F .. Fr - r"F + F r 

A A 
C - r·C .. C - r·C z z 

und A(Z) 
K 

_ K(z) 
+ 

F 
r 

A(Z) 
K (2.44) 

und führt dann die Substitution der Ableitungen gemAß Cl.(2.40) durch, so 

liefert dies: 

r·.r + E{e6 + (rF) eer + (rC)eez + 

E'I'I6 + (rF) '1 + 
'1 r (rC) '1 + '1 z 

E,'6 + (rF),'r + (rC),'z + (2.45) 

E· [({6) { + ('16 )'1 + ('6), ) + 

(rF)· [(er)e + ('1r )'1 + (, r),) + 

(rc)·[(ez)e + ('1z )'1 + ('z),) r·K(z) + F A(Z) 
- r·K . 

Die metrischen Anteile bestimmen sich aus Cl.(2.42) und die Erweiterungsterme 

in den eckigen Klammern betragen nun, wie erforderlich, Null. 

Durch Umsortierung erhAlt man: 



+ 

+ 

(E€6 + (rF)E r + (rG)Ez)E 

(E'6 + (rF)'r + (rG),z), 
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+ (Et76 + 

A(Z) 
r·K 

(rF)~ + (rG)~ ) r z ~ 

(2.46) 

Nach Multiplikation mit der zeitinvarianten Determinante der inversen Abbil

dungsmatrix IJ-'I und Einführung einer verkürzten Schreibweise ergibt sich 

schließlich die bekannte streng konservative Beziehung: 

~r + RE + F + G
r 

K 
~ 

(2.47) 

dieses HaI mit: 

~ - D·~ 

i - E·€ + F·€ + C·€ 6 r z 

F- E·;j + F·;j + C·;j 6 r z 

G - E·f + F·f + c·f 6 r z 
K - D· (K(z) + F/r) 

Darin sind: 

D _ IJ-'I·r 

und 

€6 (r~z,-r,Z~) 1 J" 11· E6 
D 

- -·E r 6 
€r r · (6rz~ -6~z,) D . Er 

€z r· (6~r,-6rr~) D . Ez D 
~6 (r,zCrEzr) - 1J"11·~6 - r· ~(j 
~r r·(6z-6z)-

E, I E 
D . 

~r (2.48) 

~z r· (6,r
E
-6

E
r,) D . ~z 

D 
'6 (r z -r z ) - IJ-'I·'6 -_., 

E ~ ~ E r (j 

f r r· (6 z -6 z ) -
~ E E ~ 

D 'r 
f z r·(6Er~-6~re) D I Z 

Wie auch die entsprechenden Terme des kartesischen Systems (Cl. (2.36». so 

bezeichnen D das zeitlich konstante Zell volumen und die überstrichenen metri

schen Crö&en die Komponenten der Flächennormalenvektoren. wodurch sich die 

geometrische Lage und Ausdehnung der durchströmten Oberflächen des Kontroll

volumens • wie für ein Finite-Volumen-Verfahren notwendig. exakt erfassen 

lassen. 

Wichtig ist die Tatsache. daß r über die Crö&en er' €z, etc. in den räumlichen 



-30-

aAbleitungen aeE, a - a-aqF und arc von Gl.(2.47) enthalten ist. Dadurch wird die 

Vergrößerung der AustrittsflAche des Kontrollvolumens in radialer Richtung, 

worauf 1m Anschluß an diesen Abschnitt noch eingegangen wird, automatisch 

richtig erfaßt. 

Gl.(2.47) lautet damit in Komponentenschreibweise unter Verwendung der abso
(z) 

luten Geschwindigkeit und der absoluten Energie, d.h. mit E, F, G, ~ gema! 

Gl.(2.35): 

p p(Ü+wr(,,) p(v+wr;;,,) p(w+wrr,,) 
- pü(ü+wre")+p(,, pü (v+wr;;,,) +p;;" pü(w+wrr")+pr,, pu 

D pv + pv(ü+wr(,,)+p(r + pv(v+wr;;")+P;;r + PV(w+wcr,,)+prr 

pw pw(ü+wr(,,)+p(z pw(v+wr;;,,)+p;;z pw(w+wrr,,)+prz 
e e(ü+wr(,,)+pü 

" 
e(v+wr;;,,)+pv e(w+wrr,,)+pW z r r 

0 

-uv 
_ De ü2+l! (2.49) 

r p 
0 

0 

ü, V, W bezeichnen die mit der Determinante D multiplizierten kontravarianten 

StOrgeschwindigkeiten, die sich aus der Beziehung 

[ ~ 1 
(2.50) 

bestimmen lassen. 

GI.(2.49) bildet zusammen mit GI.(2.50) den Ausgangspunkt für das in der vor

liegenden Arbeit alternativ zum kartesischen verwendete zylindrische Euler

Verfahren. 

Die Notwendigkeit, die differentiellen zylindrischen Euler-Gleichungen vor der 

Transformation umzuschreiben, lAßt sich bei Betrachtung des bereits bei der 

allgemeinen Herleitung verwendeten Kontrollvolumens verifizieren. Ausschlag

gebend ist dabei die Flu&bilanz in radialer Richtung. 

Das Prinzip soll anband der Kontinuitltsgleichung exemplarisch verdeutlicht 

werden. Für den Kassenflu& in radialer Richtung ergibt sich nach Bild 2.4-1: 
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- beim Einströmen: Al - pv rd"dz 

(2.51) 

- beim Ausströmen: A2 - (pv + 8~P;)dr)(r+dr)d"dZ 

Bildet man die Flußbilanz A2 - Al ' so verbleibt: 

(2. 52) 

Bezeichnet r den Radius des Zellenmittelpunktes, so ergibt sich mit 

dV - rd"drdz : 

A2 - Al - (~ + ~)dV + O(dr'd"dz) r 8r (2.53) 

Mit den noch fehlenden Anteilen der Flußbilanzen in den beiden anderen Raum

richtungen lautet die Kontinuitätsgleichung: 

- -~ r 
(2.54) 

wobei der Term - ~ die rechte Seite bildet. 
r 

Mathematisch resultiert dieser Anteil aus der Ableitung der Basen bei Anwen

dung des Nabla-Qperators auf den Vektor pq (vgl. Gl.(2.l3/2.l4». 

Anschaulich läßt er sich aus der um d"drdz vergrößerten Austrittsfläche aus 

dem betrachteten Kontrollvolumen erklären (Bild 2.4-1). 

Gleiches gilt ebenso für die Terme pvu pv' pvw und pvh aus der Impuls- und 
r' r' r r 

der Energiegleichung. 

In Gl.(2.47) wird der Vergrößerung der Austrittsfläche in radialer Richtung 

durch die lineare Abhängigkeit der Komponenten der Flächennormalenvektoren 

( (r), ( (r), etc. vom Radius (Gl.(2.48» berücksichtigt. Diese werden bei r z 
dem vorliegenden numerischen Verfahren dazu hergenommen, die Flüsse durch die 

Begrenzungs flächen der einzelnen finiten Volumina zu berechnen. Die besagten 

ableitungsbedingten Terme sind daher bereits in den Flußbilanzen berücksich

tigt und dürfen in der diskrecisierten Form nicht noch einmal auf der rechten 

Seite erscheinen. 

Dieser Forderung kann, am Beispiel der Kontinuitätsgleichung ausgedrückt, durch 
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eine Überführung von GI.(2.S4) in die Form 

o (2.55) 

Rechnung getragen werden. 

Wendet man dieses Prinzip auf die vollständigen Euler-Gleichungen in zylind

rischen Koordinaten an, so erhalt man die bekannte Beziehung: 

(2.44) 

mit 
A 

F - r·F , 
A A(Z) (z) F 
G - r'G und K - K +-r 

Führt man analog zum Kassen- Impuls- und Energieflu& auch für den Druck die 

Bilanz an der Oberfläche des Kontrollvolumens in radialer Richtung durch, SO 

kommt man analog zu Gl.(2.53) zu dem Ergebnis: 

(2.56) 

Der aus der vergrößerten Angriffsfläche herrührende Anteil EdV findet in i(z) 
r 

über den FIU&vektor F eine gleich große Gegenkraft, so daß sich die Resultie-

rende wie erforderlich aufhebt. Der vernachlAssigbare Fehler der Größenord

nung O(dr 2 dßdz) ergibt sich aus der Tatsache, daß diese Gegenkraft nur aus 

einem volumengemittelten Druck gebildet werden kann. 

Die beschriebene Betrachtungsweise setzt voraus, daß auch für die Druckbi

lanzbildung die lokalen Basen an den jeweiligen Zellflächen verwendet werden, 

deren Orientierung sich in ß-Richtung verändern. Bezieht man sich statt des

sen auf eine Basis im Zellenmittelpunkt, die für das gesamte Volumen gültig 

ist, so läßt sich die erforderliche Gegenkraft auch durch eine Zerlegung der 

Kraftvektoren in ß-Richtung erzeugen (Bild 2.4-2). Dadurch entfällt der Druck

anteil in i(z) auf der rechten Seite. 

Diese Kethode ist bei Hertel (49) beschrieben. Sie 1st allerdings bei einem 

Fehler, der in der gleichen Größenordnung wie bei Gl.(2.56) liegt, numerisch 

aufwendiger. 
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2.5 Normierung der geometrischen und physikalischen Grölen 

Es hat sich allgemein als vorteilhaft erwiesen, zur Lösung physikalischer 

Probleme nicht mit dimensionsbehafteten, sondern mit dimensionslosen Größen 

zu arbeiten. 

Die geometrischen Größen sind in der vorliegenden Arbeit auf die Blattiefe I 

bezogen. Es wurden überwiegend Untersuchungen für nichtzugespitzte Blatter 

mit rechteckiger Blattspitze durchgeführt, für die die Blattiefe konstant ist. 

Da im allgemeinen Fall die Blattiefe mit dem Radius variieren kann, ist eine 

bestiDlllte Radialstation zu definieren, an der die Referenztiefe ermittelt wird. 

Bei der Skalierung der physikalischen Größen ist es sinnvoll, eine völlige 

Unabhangigkeit sowohl von atmosphärischen Höheneinfüssen als auch von der 

Radialkoordinate zu erzielen. 

Als Normierungsgrößen boten sich daher die Dichte und die Schallgeschwindig

keit der ungestörten Strömung p~ und ~ an. 

Aus den dimensionsbehafteten Größen, die mit einer Tilde 

sind, lassen sich damit folgende normierte Größen schaffen: 

gekennzeichnet 

-.L e (desgl. für - e) p - e - - -. e, 
p", p",s.;, 

-u (desgl. für ü) ...L.-u - - p - - -. ~ p",s.;, 
(2.57) -v (desgl. für v) h -

h (desgl. für h, h) v - - äJ, ~ 

w ;:;, 
w - - '" --

~ ~ 

Die Werte der ungestörten Strömung (Index "'), die als Anfangs- und RandbedIn

gung in dem kartesischen, bzw. dem zylindrischen Verfahren Verwendung finden, 

betragen nach dieser Normierung: 

PIIO - 1 

(k) 
~ - wx - Ka .. p · (x!R) 

w., - 0 

e.. -
1 1 

"C:7":""'l""'" + -2 ( '" r ) • K("- ) 

1 
e~ 
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~(z) _ ~(k) _ 0 1 (2.58) p", --
I< 

v.., (z) _ 0 1 1 
h.., - (1<-1) + 2 (.,r)2 

- (k) 
v., - 0 ., -

Somit geht außer bekannten Konstanten als einzige variable Größe nur die 

Blattspitzenmachzahl in den numerischen Berechnungsprozeß ein. 
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3. Nwaerlachea Verfahren 

3.1 Überblick über bestehende Verfahren 

Zur numerischen Lösung der Euler-Gleichungen lassen sich im wesentlichen 

zwei große Gruppen von Verfahren unterscheiden, zum einen die Zentrale-Dif

ferenzen- und zum anderen die Upwind-Verfahren. 

Bei ersteren, zu denen insbesondere das Verfahren nach Jameson et al. (62J 

gehOrt, geschieht die raumliehe Approximation durch zweite Ordnung genaue 

symmetrische (zentrale) Differenzenbildung. Der führende Abbruchfehler des 

Differenzenschemas beinhaltet daher Ableitungen 3.Grades, was zu einem dis

persiven Verhalten führt, das besonders gravierend im Bereich hoher Druck

gradienten, z.B. in der Nahe von VerdichtungsstOßen oder sm Staupunkt. 1st. 

Dort kann es zu starken numerischen Oszillationen kommen, die sich nur da

durch vermeiden lassen, daß durch explizite Addition von Dampfungsgliedern 

die Ordnung des Verfahrens lokal auf I zurückgeschaltet wird. 

Aber auch in Regionen geringer Gradienten ist das Zentrale-Differenzen-Schema 

zu wenig dissipativ. Die bestehende Entkopplung der geraden und der ungera

den Punkte resultiert in einem instabilen Verhalten. Zur Stabilisierung ist 

ebenfalls die Addition von Dampfungstermen nOtig, die in diesem Fall von der 

Ordnung (AxS) sind. 

Jameson fand eine Kombination von zweiten und vierten Differenzen der abhän

gigen StrOmungsvariablen, die m. H. zweier Koeffizienten gewichtet werden 

Die Bestimmung dieser Koeffizienten erfolgt angepaßt an den lokalen StrOmungs

zustand und wird über eine Sensorfunktion zur Aufspürung von Druckgradienten 

sowie über von außen festzulegende Parameter gesteuert. 

In Verbindung mit einer mehrstufigen Runge-Kutta-Zeitschrittmethode konnte er 

damit die Stabilitats- und Dampfungseigenschaften seines Zentrale-Differen

zen-Verfahrens drastisch verbessern, so daß es inzwischen, nicht zuletzt 

auch wegen des geringeren Rechenaufwandes , zu einem der meistverwendeten 

Euler-Verfahren geworden ist. 

Im Bereich der RotorstrOmung findet es z.B. bei Kroll [39,40J, Agarwal & 

Deese [36,57,58], Roberts & Hurman [31,32], Chang & Tung [35] Anwendung. 

Zentrale-Differenzen-Schemata in Verbindung mit Jamesons oder Ahnlichen 

künstlichen Dissipationstermen findet man auch in einigen hybriden Verfahren, 

wie z.B. in [33,34,37,38,55,59]. 

Ein Nachteil der Zentralen-Differenzen-Verfahren, die auch als "artificial 

viscosity methods" bezeichnet werden, bleibt aber trotz allem in der Notwen-
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digkeit der expliziten Addition kanstlicher DAmpfungsterme bestehen. Dabei 

liegt das Problem insbesondere in der von auSen zu treffenden Wahl der Höhe 

des Dissipationsmaßes begründet. Sein Optimum ist aber lösungsabhAngig und 

kann daher oftmals nur durch Probieren gefunden und muß von Fall zu Fall 

angepaßt werden. Wollte man statt dessen eine Ahnliehe Robustheit, wie bei 

den weiter unten beschriebenen Upwind-Verfahren erzielen, müßten die DAmp

fungskoeffizienten so groß gewAhlt werden, daß wichtige Details der Strömung, 

inklusive Stöße, verschmiert würden. 

An dieser Stelle sei aufgrund seiner historischen ßedeutung auch die finite 

Differenzenmethode von KacCormack (75) erwAhnt, eines der ersten vielver

sprechenden und weitverbreiteten numerischen Verfahren zur LOsung der Euler

Gleichungen. 

Es handelt sich hierbei zwar nicht um ein Zentrale-Differenzen-Verfahren 1m 

Sinne des zuvor beschriebenen, hat mit diesem jedoch gemeinsam, daß zur Sta

bilisierung die Addition kanstlicher DAmpfungsterme erforderlich ist. Es kann 

daher den ·artificial viscosity methods· zugerechnet werden. 

Das Verfahren ist eine Abwandlung der zweistufigen Lax-Wendroff-Hethode und 

wie diese zweiter Ordnung genau in der Zeit und im Raum. Es ist ein sog. 

Predictor-Corrector-Verfahren, bei dem im einen Schritt eine VorwArts- und 

im anderen Schritt eine ROckwArtsdifferenz zur Approximation der rAumlichen 

Derivativa verwendet wird. Dadurch kommt es, Ahnlieh wie bei der Zentrale

Differenzen-Hethode, zu einer Gleichgewichtung der beiden Ableitungsrichtun

gen, was das Schema signifikant von den Upwind-Verfahren, bei denen die Ab

leitungsrichtung dem physikalischen Informationstransport innerhalb der Strö

mung angepaßt wird, unterscheidet. 

Eine Upwind-Formulierung des KacCormack-Verfahren wurde durch Warmlng & ßeam 

[76] entwickelt und findet in einer Finiten-Volumen-Ausfahrung z.ß. bei Whit

field et al. [77] Verwendung . 

Der entscheidende Nachteil des KacCormack-Verfahrens ist die AbhAngigkeit der 

LOsung vom gewAhlten Zeitschritt, was dazu gefOhrt hat, daß es mehr und mehr 

von anderen Verfahren abgelöst wurde. 

ßei der zweiten großen Klasse von Verfahren, den sog. Upwind-Hethoden, be

steht die Notwendigkeit der Addition kanstlicher DAmpfungsterme nicht, da 

sie von Natur aus dlssipativ sind. Da keine zentralen, sondern einseitig 

orientierte Differenzen um den betrachteten Punkt gebildet werden, ergeben 

sich die Dissipationsanteile implizit durch die Terme des Abbruchfehlers . 

Die Upwind-Hethoden machen sich die Eigenheit hyperbolischer partieller 

Differentialgleichungen zu Nutze, die darin besteht, daß sich Informationen 
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innerhalb des von den unabhllngigen Variablen aufgespannten Raumes nur ent

lang bestimmter Richtungen ausbreiten. Dies hat zur Folge, daß Störungen, 

die von einem bestimmten Ort ausgehen, nur einen begrenzten Bereich des LO

sungsgebietes erreichen kOnnen (beschrllnktes Einflußgebiet) , andererseits 

aber auch, daß der Zustand eines Punktes innerhalb dieses LOsungsgebietes 

nur von einem Teil der Informationen, die von anderen Punkten ausgehen, eb

hllngt (beschrllnktes Abhllngigkeitsgebiet). Die ausgezeichneten Richtungen, 

entlang derer der Informationstransport erfolgt und die die Einfluß- bzw. 

Abhllngigkeitsgebiete begrenzen, werden als Charakteristiken bezeichnet . 

Diese Theorie der charakteristischen Signalausbreitung ist die Grundlage der 

zur LOsung hyperbolischer Gleichungen entwickelten Charakterist ikenmethode 

und damit die Basis der verwendeten Upwind-Verfahren. 

In der stationllren Formulierung besitzen die Euler-Gleichungen jedoch nur 

im reinen Überschall einen hyperbolischen Charakter, weshalb dort ohne 

Schwierigkeiten sogenannte Raumschrittverfahren verwendet werden kOnnen, bei 

denen die HauptstrOmungsrichtung als hyperbolische Koordinate fungiert (z.B. 

[78]). Der Einsatzbereich solcher Verfahren ist damit allerdings erheblich 

eingeschrllnkt. 

Es hat sich daher eingebürgert, die instationllren Euler-Gleichungen zu lOsen, 

die für alle Stromungszustände hyperbolisch sind . Die Zeit stellt dabei die 

Koordinate dar, in deren Richtung vorangeschritten wird. Damit ist ihr ihre 

eigentliche physikalische Bedeutung genommen, weshalb man auch von der quasi

stationllren Formulierung der Euler-Gleichungen spricht. Das zeitliche Inkrement 

in den abhllngigen Variablen entspricht in diesem Fall lediglich dem Residuum . 

Man unterscheidet im wesentlichen vier Grundformen der Upwind-Verfahren. Dies 

sind zUnllchst die l-Kethode (79) und die Split Coefficient Katrix Hethod (SCH) 

(80) . Seide Kethoden gehen auf den gleichen Grundgedanken zurück und basieren 

auf der nichtkonservativen Form der Euler-Gleichungen. Damit ist es ihnen 

jedoch nicht möglich, Diskontinuitäten im StrOmungsfeld korrekt zu beschreiben . 

Diese mOssen statt dessen explizit behandelt werden. Die dazu verwendete Tech

nik wird allgemein als "shock fitting" bezeichnet. 

Geht man statt dessen von der konservativen Form der Euler-Gleichungen aus, 

so sind die darauf aufbauenden Verfahren in der Lage, Diskontinuitllten im

plizit wiederzugeben ("shock capturing"). Dies gilt gleichermaßen für die 

Kethoden des Flux-Vector Splittings (FVS) und des Flux-Difference Splittings 

(FDS) . Die überwiegende Zahl der heute gebrlluchlichen Upwind-Verfahren zur 

LOsung der Euler-oder Navier-Stokes-Gleichungen gehOrt zu diesen Verfahren . 

Bei dem FVS, das von Steger 6 Yarming (63) eingeführt wurde, werden die Flu&-
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vektoren in zwei Anteile aufgespalten, die jeweils nur mit den positiven bzw. 

negativen Eigenwerten ihrer Jacobimatrizen gebildet werden. Dies ist möglich 

aufgrund der HomogenitAtseigenschaft der Flußvektoren und der linearen Unab

bangigkeit der Eigenvektoren der Jacobimatrizen. Die charakteristische Eigen

schaft der entstandenen Teilflüsse erlaubt es, jeden von ihnen einseitig in 

der jeweils zutreffenden Richtung zu differenzieren, d.h. die partiellen Ab

leitungen des mit den positiven Eigenwerten assoziierten Teilflusses durch 

rückwArts und die des zu den negativen Eigenwerten gehOrigen Teilflusses durch 

vorwArts gerichtete Differenzen zu approximieren. Von dieser Methode wird 

noch in Kap. 3.3 die Rede sein, da ihre Grundidee Bestandteil des in dieser 

Arbeit verwendeten impliziten LOsungsalgorithmus ist. 

Neben dem Steger-Warming Splitting ist insbesondere das Splitting nach van 

Leer (81) verbreitet. Ausgehend von dem gleichen Grundgedanken erhalt van 

Leer etwas andere Teilflüsse, mit dem Vorteil, daß diese auch bei einem Vor

zeichenwechsel eines Eigenwertes weiterhin stetig differenzierbar bleiben. 

Ein Vergleich beider Methoden kann (82) entnommen werden. 

Es ist ein wichtiges Merkmal der beiden erwlhnten Methoden, daß zuerst die 

Teilflüsse mit den Strömungsgrö&en aus den Volumenmitten anband der dort 

geltenden Eigenwerte gebildet werden. Danach werden dann auf die so gebil

deten Teilflüsse die Upwind-Differenzenoperatoren 1. oder 2. Ordnung in der 

jeweiligen Richtung angewendet. Es wird also zuerst gesplittet und dann dif

ferenziert. 

Eine alternative Vorgehensweise besteht darin, zunlchst die Strömungsgrößen 

der benachbarten Zellen m.H. entsprechender Upwind-Formulierungen auf die 

BegrenzungsflAchen des betrachteten Volumens zu extrapolieren und dann dort 

die Aufsplittung vorzunehmen und die Teilflüsse zu bestimmen. Die Approxima

tion der rAumlichen Ableitung der Euler-Flüsse besteht dann lediglich noch 

in der Bildung der zentralen Differenzen der Teilflüsse zwischen den gegen

überliegenden ZellflAchen. Diese Vorgehensweise, bei der zuerst differen

ziert und dann gesplittet wird, wird als KUSCL-Typ Schema bezeichnet [83). 

Es war ursprünglich dazu entwickelt worden, die Genauigkeit von FDS-Verfahren, 

die 1m folgenden beschrieben werden, zu erhöhen, ist aber ebenso auf die FVS

Methoden anwendbar. 

Die Implementierung einer FVS-Methode mit Steger-Warming Splitting und van 

Leer·s KUSCL-Schema in ein Euler-Verfahren zur Berechnung der Hubschrauber

rotorströmung 1st z.B. bei Chen et al. (38) zu finden. 

Die Theorie der FDS-Verfahren ist sehr stark verknüpft mit der LOsung eines 

Riemann-Problems. Die Stromungsgroßen werden innerhalb eines Kontrollvolu

mens als konstant angenommen. Da sie aber von Zelle zu Zelle variieren kön-
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nen, kommt es an den Begrenzungsflachen zwischen zwei benachbarten Volumina 

zu einer Diskontinuität. Deren AuflOsung ist abhAngig vom lokalen Stromungs

zustand und wird von den jeweiligen StrOmungsgleichungen beschrieben. Die 

Bestimmung der zeitlichen Entwicklung, mit der die AuflOsung einer Diskonti

nuität zwischen zwei konstanten Anfangszuständen vonstatten geht, wird als 

LOsung eines Riemann-Problema bezeichnet. 

Bei den heute gebrAuchlichen numerischen Verfahren werden an jeder dieser 

Begrenzungs flAchen jeweils nur eindimensionale Riemann-Probleme gelOst, d.h. 

die Ausbreitung der von den Diskontinuitäten ausgehenden Informationen ist 

auf die Richtung normal zu dieser FlAche limitiert. Die Erweiterung auf Hehr

dimensionalitAt steckt noch in den AnfAngen [84]. Erste positive Ergebnisse 

wurden z.B. von Parpia & Hichalek [85] vorgestellt. 

Die AuflOsung der Diskontinuität und der Transport von Informationen erfolgt 

in Form von Wellen, deren Ausbreitungsgeschwindigkeit und -richtung durch 

die Eigenwerte des hyperbolischen Gleichungssystems gegeben ist. 

1m Falle eines eindimensionalen Systems erwartet man eine Entropie- und zwei 

akustische bzw. Druckwellen. Beim Durchgang einer Entropiewelle durch einen 

bestimmten Punkt im StrOmungsfeld Andern sich dort nur die Entropie bzw. die 

Dichte, wAhrend sich beim Durchgang akustischer Wellen Druck, Dichte und 

Geschwindigkeit Andern. Die IntensitAt und die Art der transportierten StO

rungen, sowie die Ausbreitungsrichtung der jeweiligen Welle bestimmen den 

neuen StrOmungszustand in diesem Punkt, vorausgesetzt er liegt innerhalb des 

Einflußgebietes der DiskontinuitAt, das durch die Steigungen der Charakteri

stiken im Ort-Zeit-Raum vorgegeben ist. 

Die Differenz in den Flußvektoren zweier Punkte rechts und links der ursprüng

lichen DiskontinuitAt lAßt sich daher aufspalten in die jeweiligen BeitrAge, 

die durch die einzelnen Wellen induziert wurden. Diese werden unterschieden 

in BeitrAge, die von den nach links laufenden, und BeitrAge, die von den 

nach rechts laufenden Wellen stammen. Aus dieser Anschauung leitet sich der 

Begriff "Flux-Difference Splitting" ab. 

Die Summe der EinzelbeitrAge bestimmen den Zustand in einem festgelegten In

tervall. WAhlt man beispielsweise ein Intervall, das von zwei gegenüberlie

genden BegrenzungsflAchen eines finiten Kontrollvolumens gebildet wird, so 

sind die BeitrAge der rechtslaufenden Wellen, die von der linken und die Bei

trAge der linkslaufenden Wellen, die von der rechten DiskontinuitAt ausgehen, 

zu berücksichtigen. Dies geschieht dadurch, daß man die durch die charakte

ristische Wellenausbreitung bestimmten StrOmungszustände an den ZellflAchen 

z.B. mit Hilfe der Charakteristikenmethode ermittelt. Damit lassen sich dort 

die neuen Flußvektoren und nach Bildung der Flußbilanzen die Werte der StrO-
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mungsgroßen im Volumenmittelpunkt bestimmen. 

Die Genauigkeit der FDS-Verfahren ist im wesentlichen durch die Definition 

des linken und rechten Anfangszustandes des Riemann-Problems gegeben. Durch 

entsprechende Upwind-Differenzenhildung aus den Verten benachbarter Volumina 

laßt sich die Ordnung formal bis auf 3 steigern. 

Für eine ausführlichere Beschreibung der Idee der FDS-Verfahren sei z.B. auf 

Pandolfi (86) oder LeVeque [87,88) verwiesen. 

Eines der grundlegenden Verfahren, in dem die Theorie des FDS verwirklicht 

wurde, ist die Kethode nach Godunov (89). Dort wird das Riemann-Problem exakt 

gelOst, was jedoch infolge der Nichtlinearit4t der Euler-Gleichungen bedeutet, 

daß dies iterativ geschehen muß. Zur Reduzierung des Aufwandes wurden daher 

Verfahren abgeleitet, die das Riemann-Problem approximativ lOsen. Am bekann

testen sind die Verfahren nach Roe (64), Osher (90) und Eberle [65,91,92). 

Das vorliegende Verfahren zur LOsung der Euler-Gleichungen für Probleme der 

HubschrauberrotorstrOmung wurde aus dem letztgenannten entwickelt. Es fin

det auch bei Hertel (49) Anwendung. Ebenfalls auf dem EUFLEX-Algorithmus von 

Eberle beruht das Verfahren von Stahl [93,94). 

Die Anwendung reiner FDS-Verfahren auf rotierende Stromungen ist noch relativ 

selten. In neuerer Zeit wurde von Srinivasan et al. (61) ein Navier-Stokes

Verfahren vorgestellt, das die Kethode nach Roe verwendet. 

Vergleiche zwischen einigen FDS-, FVS- und Zentrale-DIfferenzen-Verfahren 

können beispielsweise in [95-99) gefunden werden. 

3.2 Beschreibung des verwendeten LOsungsalgorithmus 

3.2.1 Finite-Volumen-Diskretisierung 

Das vorliegende Verfahren beruht auf einer Finiten-Volumen-Diskretisierung 

der integralen Form der Euler-Gleichungen (Gl. (2.1». Die bei der Netzgenerie

rung entstandenen Schnittpunkte der Netzlinien bilden die Ecken der Kontroll

volumina. Entsprechend Gl.(2.1) wird die zeitliche Änderung des StrOmungs

zustandes in der Zelle bestimmt durch die FlOsse durch ihre Oberflache, die 

auf die Oberflache wirkenden Druckkrafte und die auf das Gesamtvolumen wir

kenden Hassenkr4fte. Durch die Tatsache, daß jede Austrittsflache eines Volu

mens identisch zu der Eintrittsflache eines benachbarten Volumens ist, ist 

diese Formulierung von Natur aus konservativ und daher besonders geeignet 

zur LOsung konservativer StrOmungsgleichungen. 
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Die Überführung der integralen Form in die differentielle Divergenzform nach 

Gl.(2.4) ist nur ein formaler Akt und Andert an der Eigenschaft der Glei

chungen nichts, vorausgesetzt man behalt die konservativen Variablen (p,pu, 

pV,pw,e) bei. 

Durch die Transformation der Differentialgleichungen auf krummlinige Koor

dinaten, die in Kap. 2.4 beschrieben ist, halt die Geometrie des betrach

teten Volumens über die Transformationsdeterminante und die FlAchennormalen

vektoren zur Bestimmung der metrischen Terme wieder Einzug in den numerischen 

Algorithmus. 

Einige Autoren umgehen den Weg über die Transformation und approximieren 

die Volumen- und OberflAchenintegrale direkt im kartesischen oder zylin

drischen System. Hierbei werden jedoch im Endeffekt die gleichen mathemati

schen Operationen ausgeführt, wie zur Bestimmung der metrischen Terme bei 

der Transformation, so daß die beiden Methoden wohl gleichbedeutend sind. 

Als Beispiel für eine solche Vorgehensweise sind das Jameson- [62) und die 

darauf aufbauenden Verfahren (5. Kap. 3.1) zu nennen. 

Wie bereits erwAhnt, werden die StrOmungsgroßen den Volumenmittelpunkten 

zugeordnet und für die gesamte Zelle als konstant betrachtet. Alternativ 

dazu existieren die sog. Zelleneckpunktschemata, bei denen die abhangigen 

Variablen den Knotenpunkten der Netzlinien zugeordnet werden. Sie bieten 

damit u.a. einen interessanten Ausgangspunkt für Kultigridverfahren (z.B. 

[100,101). Ein Vergleich zwischen einem Zellenmittelpunkt- und zwei Zellen

eckpunktschemata findet sich z.B. in der Arbeit von Rossow [102). 

Neben den Finite-Volumen-Verfahren (FV) existieren insbesondere noch die 

Finite-Elemente- (FE) und die Finite-Differenzen-Verfahren (FD). IIAhrend 

ersteren der Durchbruch innerhalb der numerischen Aerodynamik noch nicht 

gelungen ist, besitzen die FD-Verfahren nicht zuletzt deswegen eine große 

Bedeutung, weil sie die ersten Kethoden zur Diskretisierung partieller Dif

ferentialgleichungen darstellten, und daher eine große Verbreitung gefunden 

haben. 

FD-Verfahren sind nicht nur auf die nicht-konservative Form der Euler-Glei

chungen beschrankt, sondern sind auch auf die Divergenzform (Gl.(2.4» an

wendbar. Sie erfüllen so ebenfalls die Forderung nach Konservativitat und 

sind in der Lage, VerdichtungsstOße implizit wiederzugeben ("shock-captu

ring"). Der Unterschied zwischen FV- und FD-Verfahren liegt dann lediglich 

noch in der Bestimmung der metrischen Terme im Falle nichtkartesischer Netze 

und in der Tatsache, daß bei den FD-Kethoden die StrOmungsgroßen. wie bei den 

Zelleneckpunktschemata, in den Netzknotenpunkten abgelegt werden 

Die Bestimmung der metrischen Terme ist jedoch ein gewisser Schwachpunkt der 
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FD-Verfahren, was insbesondere darin resultiert, daß zusAtzliche Ka&~D 

erforderlich sind, um die ungestOrte Anstromung auf einem kruaalinigen Netz 

ausreichend genau zu reprAsentieren (vgl. (103) . Srinivasan et al. (61) ver

wenden daher in ihrem FD-Verfahren eine FV-Kethode zur Berechnung der Ketrik. 

Ein Vergleich zwischen FD- und FV-Verfahren und zwischen FE- und FD-Verfah

ren lAßt sich z.B. bei Vinokur (104,105) finden . 

3.2.2 Approziaativer Riemann-LOser 

In dem vorliegenden Verfahren werden die Flasse an den Ze11flAchen mit Hilfe 

der Charakteristikenmethode bestimmt. Dazu wird an jeder dieser flAchen ein 

eindimensionales Riemann-Problem approximativ gelOst . 

Auf aine dataillierte Beschreibung der einzelnen mathematischen Operationen 

wird verzichtet, da der LOsungsa1gorithmua im Kern nahezu unverAndert aus 

dem EUFLEX-Verfahren abernommen werden konnte, und sich bei Eberle (65) eine 

ausführliche Herleitung finden laßt. Auch in der Arbeit von Brenneis (66) , 

der das EUFLEX-Verfahren auf instation&re Nickschwingungen von Profilen und 

Flageln anwendete, ist der Riemann-LOser noch einmal umfassend dargestellt . 

Dar VollstAndigkeit halber werden lediglich die einzelnen Schritte, die zur 

Bestimmung der StrOmungsgrOßen an den ZellflAchen führen, aufgelistet . 

Ausgangspunkt sind die transfor.lertan Euler-Gleichungen in konservativer 

Form : 

~, + i t + F + C 
, " r 

(2.36) 

Da wegen der EindimensionalitAt des Riemann-LOsers eine Yellenausbreitung 

nur normal zu den ZellflAchen 1n Betracht gezogen wird, kann diese Beziehung 

in vier einzelne Operatoren aufgespalten werden: 

~w 
8, + 

~(n 
a, + 

~(k) 
a, 

ai _ 0 
ae 
ai 
a" - 0 

ae _ 0 
ar 

i - 0 

(3.1) 
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Die GeSaJlltAnderung ~, ergibt sich zu ~, - ~r «() + ~r ('I) + ~, (0 +~, (k) unter 

der Voraussetzung, dsß die Flüsse auf dem gleichen zeitlichen Niveau gebildet 

werden. 

Der letzte Anteil ist für die LOsung des Riemann-Problems ohne Bedeutung. 

Seine zeitliche Integration erfolgt unabhängig von der Flußbildung und unter 

der Annahme, ds& die in K enthaltenen Variablen aus den Volumenmittelpunkten 

zum Zeitpunkt , stammen und über den Zeitschritt 6, nAherungsweise konstant 

sind. 

Es ist wichtig anzumerken, daß die Grö&en ~r({), ~,('1), ~,(r)und ~r(k) keine 

physikalische Bedeutung haben. Sie können daher Jeweils so gewählt werden, 

daß die Gln.(3 . 1) erfullt sind, ohne daß dsdurch der Losungsbereich von GI . 

(2.36) eingeschränkt wird. Die Gln . (3.1) stellen somit nach Förster (l06} 

keine Verschärfung der Bedingung (2.36) dsr. 

Die ersten drei Gleichungen beschreiben Jeweils ein System mit nur zwei unab

hängigen Variablen. Ihre Struktur ist völlig identisch, so dsß im folgenden 

nur eine Beziehung exemplarisch betrachtet wird. Dies sei mit einigen Schreib

vereinfachungen die Gleichung: 

(3.1a) 

Entsprechend der Charakteristikenmethode wird dieses System partieller Dif

ferentialgleichungen (OOL) in einen Satz von gewöhnlichen 00 Ln , die als 

"kanonisch-hyperbolische OOLn" bezeichnet werden, überführt. Diese bestehen 

aus den KompatibUitätsbeziehungen, die nur auf ganz speziellen Linien im 

({, ,)-Raum, den sogenannten Charakteristiken, gelten, sowie aus den Rich

tungsgleichungen, die den Verlauf dieser Linien beschreiben . 

Die inverse Steigung der Charakteristiken entspricht den Eigenwerten des 

Systems, die als erstes gefunden werden müssen. Dazu wird GI.(3.1a) in eine 

quasilineare Form 

o (3.2) 

gebracht, wobei A die Jacobimatrix A-aE/a~ dsrstellt. Diese lA&t sich über 

die Beziehung 

A - TAT-' (3.3) 

diagonalisieren, wobei T,T-' die Matrizen der rechten bzw. linken Eigenvek

toren und A die Matrix mit den Eigenwerten von A auf der Hauptdiagonalen 
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bezeichnen. 

Die Eigenwerte bzw. Eigenvektoren werden im allgemeinen nicht aus der Jaco

bimatrix A der konservativen Beziehung (3.2) berechnet, sondern, da dies 

weniger aufwendig ist, aus der entsprechenden Matrix A* der analogen nicht

konservativen Gleichung 

o (3.4) 

mit dem LOsungsvektor ;*_D(p,u,v,w,p)T. Zwischen den beiden LOsungsvektoren 

besteht die Beziehung K-8;/8;*, so daß gilt: 

A* - K-1 AK (3.5) 

Da A und A* ahnliehe Matrizen sind, besitzen sie die gleichen Eigenwerte. 

Sie lauten: 

.1. 0 - E1 ,2,3 ue + ve + we x y z 

.1.1 {. - .1.0 + a Je 2+e 2 +e 2 (3.6) 
x y z 

).2 - ~5 .1. 0 
_ a J~2+~2+~2 

x y Z 

und ergeben sich aus der LOsung der charakteristischen Gleichung von A*. 

Auch die Matrizen der rechten und linken Eigenvektoren werden zunAchst für 

A* berechnet und m.H. von K bzw. K-1 in T bzw . T-1 umgerechnet. 

Die einzelnen Elemente der bisher verwendeten Katrizen können (66) oder (77) 

entnommen werden. 

Die gesuchten Kompatibilitatsgleichungen erhalt man nun, indem man Gl.(3 . 2) 

auf die durch die Eigenwerte vorgegebenen Charakteristiken projiziert. Dies 

geschieht durch Linksmultiplikation von Gl.(3.2) mit dem zu der jeweiligen 

Charakteristik gehörenden transponierten Eigenvektor. In Matrixschreibweise 

ergibt dies für alle fünf Charakteristiken: 

o (3.7) 

oder unter Verwendung von Gl.(3.3): 

o (3.8) 

An dieser Stelle wird nun T-1 naherungsweise als konstant angenommen und un-
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ter die Differentialoperatoren gezogen. Damit ergibt sich die charakteris

tische Form der Euler-Glelchungen zu: 

+ - 0 (3.9) 

Bildet man die Richtungsableitung entlang den Charakteristiken, was in die

sem Fall der Bildung der Totalableitung d( .. )/dr - a( .. )/ar + .\·a( .. )/ae 

im (e,r)-Raum entspricht, so lauten die KompatibilitAtsgleichungen nun: 

o (3.10) 

Sie drücken aus, daß die charakteristischen Variablen T-'. entlang der ent

sprechenden Charakteristik unveränderlich sind. Die GrOßen T-'. werden daher 

auch als Riemann-Invarianten bezeichnet. 

Zur Ermittelung des Zustandes in einem gesuchten Punkt im (e,r)-Raum (Bild 

3.2-1) werden die Charakteristiken, die sich in diesem Punkt schneiden, 

zurückverfolgt und die Werte für die Riemann-Invarianten an ihren fußpunkten 

anhand der konservativen StrOmungswerte •• ,., '.z auf dem Zeitniveau r bestimmt. 

Die Art und Weise, wie diese ~ ermittelt werden, bestimmt die Genauigkeit des 

Verfahrens und wird im nächsten Abschnitt beschrieben. 

Sei R- (r"ra ,r. ,r. ,r,)T der Vektor der Riemann-Invarianten, so ergibt die 

Intergration von Gl.(3.l0): 

r '. - const. - R (3.11) 

mit r, - t , •• 
r a ta •• 
r. -t, •• 
r. t. .1 
r, - t, .a 

wobei die t i die Zeilenvektoren von T-1 darstellen. 

Aus Gl.(3.ll) lassen sich schließlich die gesuchten, charakteristisch gemit

telten StrOmungsgrOßen • durch Linksmultiplikation mit T ermitteln zu: 

T-R (3.12 ) 

Das Ergebnis dieser Operation ist in Anhang A.3 aufgeführt. 
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Beim Übergang von Gl.(3.8) auf Gl.(3.9) war vorausgesetzt worden, daß T" 

konstant sei. Dasselbe gilt far die Eigenwerte, die die Steigungen der Charak

teristiken angeben. Diese vereinfachenden Annahmen haben zur Folge, daß die 

Charakteristiken, die bei nichtlinearen hyperbolischen Problemen im allgemei

nen gekrammte Kurven sind, nun linear verlaufen (vgl. Bild 3.2-1), und da! 

das Riemann-Problem im Gegensatz zu der exakten Kethode von Godunov [89J nicht 

iterativ gelOst werden muß. Der verwendete Algorithmus ist daher der Gruppe 

der approximativen Riemann-L6sern zuzurechnen. 

Eberle hat den von ihm entwickelten und in der vorliegenden Arbeit verwende

ten homogenen Riemann-L6ser inzwischen weiter verbessert [107,108). In der 

oben beschriebenen Ausfahrung tauchen in der Beziehung (3.12) zur Ermittlung 

der neuen konservativen StrOmungsgrOßen die Geschwindigkeit und die Schallge

schwindigkeit als Koeffizienten auf. Sie werden durch zentrale Hittelung aus 

den beiden benachbarten Zellen zum Zeitpunkt T bestimmt und konstant gehalten. 

Dies fahrt zu der besagten Linearisierung des Problems. 

Ausgehend von einer Formulierung der Euler-Gleichungen in den StrOmungsgrOßen 

Geschwindigkeit, Schallgeschwindigkeit und Entropie, wie sie auch z.8. beim 

A-Schema (79) Verwendung findet, hat Eber1e nun einen iterationsfreien, sog. 

halbexakten Riemann-L6ser entwickelt, mit dessen Hilfe sich diese Koeffizien

ten ebenfalls durch eine charakteristische Kittelung bestimmen lassen, so daß 

sie anschließend zur ErhOhung der Genauigkeit in den bestehenden homogenen 

Riemann-L6ser eingesetzt werden kOnnen. 

3.2.3 Best1aaung der AnfangszustAnde des Ri ............ Problems 

Wie bereits erwAhnt, 1st ein R1emann-Problem dadurch gekennzeichnet, daß 

sich die Anfangsbedingung far die zu lOsende hyperbolische DGL aus zwei kon

stanten Zustanden zusammensetzt, zwischen denen ein Sprung besteht. 

Aus Bild 3.2-1 ging hervor, daß die den jeweiligen Charakteristiken zugeord

neten Fußpunktswerte .0'.' und .2 je nach Vorzeichen des betreffenden Eigen

wertes von dem StrOmungszustand rechts bzw. links von der betrachteten Zell

flAche zu ermitteln sind. GemAß der Definition des Riemann-Problems sind diese 

ZustAnde konstant und bilden an der betrachteten KontaktflAche eine Diskonti

nuitAt. Sie sind im folgenden mit .1 bzw .• r bezeichnet. 

Somit gilt zum Zeitpunkt T an der TrennflAche zwischen den Volumina mit den 

Indices i und i+l: 
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1 
.m,i+~ - 2 [(l+sign ~m,i+~)·.l + (l-aign ~m,i+~)·.r) (3.13) 

m- 0,1,2 

Die Formulierung der AnfangszustAnde .1 und .r bestimmt die Genauigkeit des 

verwendeten Verfahrens. In der ursprünglichen Kethode von Godunov wurden sle 

einfach den entaprechenden Verten ln den beiden VolUIIIlna links und rechts 

der betrachteten ZellflAche gleichgesetzt, wodurch das Verfahren l.Ordnung 

genau war. 

Eine Erhöhung der Genauigkeit lAßt sich erreichen, wenn die Yerte für .1 und .r mit Hilfe einer geeigneten Upwind-Extrapolation aus den Kittelpunktswerten 

mehrerer benachbarter Zellen gebildet werden. Vie in (108) und (66) ausgeführt, 

ist aufgrund der homogenen Eigenschaft der Flußvektoren die Genauigkeitsord

nung bei der Bestimmung der Strömungsvariablen zumindest im eindimensionalen 

Fall direkt übertragbar auf die Bildung der Flußdifferenzen. Bei mehrdimen

sionalen Problemen ist dies nur bis zur 2.0rdnung gewährleistet, da die An

nahme, die Strömungs größen seien über der durchströmten Fläche konstant, bei 

der integralen Bestimmung der Flüsse zu einem entsprechenden Fehler führt. 

Van Leer gibt in (109) eine geschlossene Formel für .1 und .r an, bei der die 

Differenz zwischen beiden Größen durch die Variation eines Parameters wahl

weise 2. und 3.0rdnung genau bestimmt werden kann. 

Das vorliegende Verfahren benutzt den Fünf-Punkt-Ansatz nach Eberle [110), 

bei dem die Verte des rechten und des linken Zustandes aus den jeweils vier 

benachbarten Volumina nach folgendem Schema gebildet werden (Bild 3.2-2): 

An der Zellfläche bei i+~ gilt 

- für den linken Zustand (maßgeblich für positive Eigenwerte): 

(3.14a) 

- und für den rechten Zustand (maßgeblich für negative Eigenwerte): 

(3.14b) 

Entsprechend werden die ZustAnde an der ZellflAche i-~ errechnet. 

Bildet man nun die Differenzen ".1 - .1,1+~-.l,i-~ und ".r - .r,1+~-.r,i-~' 
so ergibt sich bei positiven Eigenwerten: 
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(3 .15) 

sowie ein entsprechender Ausdruck bei negativen Eigenwerten far öir · 

Nun werden die ii+k ,k--2,-l,l,2, in einer Taylorreihe um den Punkt i drit

ter Ordnung genau entwickelt und in Gl.(3.1S). bzw. die analoge Beziehung 

far öi eingesetzt. 
r 

Es ergibt sich (am Beispiel far ~>O) : 

1 1 1 6i 1- (a+b+c+d)ie + 2(c-a+3(d-b»iee + 6(c+a+7(d+b»ieee + 24 (c-a+15(d-b»~Hee· 
(3 . 16) 

Durch Auswahl der Parameter a,b,c,d lassen sich alle bekannten Schemata un

terschiedlicher Genauigkeitsordnungen erzeugen. 

Dabei hat der Koeffizient bei i e aus Konsistenzgranden immer 1 zu betragen. 

Für Verfahren 2.0rdnung muß der Koeffizient bei i ee und far Verfahren 3 . Ord

nung zusätzlich noch der Koeffizient bei ieee 0 sein. Der Vorfaktor bei ~ee{{ 

bestimmt bei Verfahren höherer Ordnung das Viskositätsniveau (VN) und damit 

neben der Dissipation auch deren Stabilitat. 

Im folgenden ist anband der Werte an der Zellflache i+~ eine Auswahl infra ge

ko .... ender Schemata aufgelistet . Das Viskositatsniveau ist dabei zu Vergleichs

zwecken mit angegeben , wobei nur der in Kl&llllllern stehende Anteil berucksichtigt 

wurde. 

Für das erste Ordnung genaue, klassische Upwind-Schema gilt: 

• a-l , b-c-d-O 

(3.17a) 

Zweiter Ordnung genaue Schemata lassen sich konatruieren mit: 

• b.J. -d-o 2 ' c -> 
(3 . 17b) 

Dies ist ein vollständig einseitiges Upwind-Schema mit VN - 6. 
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1 
#1.1+~ - #1~(#1+1-#1-1) 

1 
#r.1+~ - #1+1~(#1-#1+2) 

dies ist ein sog. Upwind-biased Schema lIIit VN - 3. 

-> 

(3.l7c) 

(3.l7d) 

Dies ist das bekannte Zentrale-Differenzen Schellla, das illl Jameson

Verfahren [62) benutzt wird. Wie bereits in Kap. 3.1 erwähnt, ist 

das Verfahren dispersiv (der Koeffizient vor #eee ist .. 0) und be

sitzt keine nat\lrl1che Dissipation (VN -0). Es ist daher instabil. 

Die Entkopplung der geraden von den ungeraden Punkten ist ersicht

lich be~ Betrachtung der Differenzen A#1 bzw. A#r' So 1st A#I,1 -

A#r i - '2(#1+1 - #i-l)' Die von Jameson eingeführte Addition künst-, 
licher Dälllpfungsterme durch vierte Differenzen der Strolllungsvari-

ablen erzeugt d1e zur Stabilität notwendige Diss1pation, die den 

Upwind-Verfahren aufgrund VN .. 0 bereits nat\lrl1ch und vor alleIlI 

auch physikalisch fundiert innewohnt. 

Eine ErhOhung auf dr1tte Ordnung läßt sich erzielen lIIit: 

• 1 
#I,i+~ - 6(5#i-#1_1+2#1+1) 

(3.17e) 
1 

#r 1+~ - 6(5#1+1-#1+2+2#1) , 

Dies ist e1n sog. Upwind-biased Schema dritter Ordnung m1t eineIII 

ViskositAtsniveau VN - 2. 

Ein vierter Ordnung genaues Verfahren ergäbe sich mit: 

• 7 a-c12 -> 

Dieses Zentrale-Differenzen Schema ist ebenfalls instabil. 

(3.17f) 
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In der vorliegenden Arbeit wird das von Eberle in (110) vorgestellte sog. 

Low-Dispersion Schema verwendet. Es ist verwandt mit dem Upwind-biased Scheu 

dritter Ordnung und trAgt aeinen Namen aufgrund der Tatsache, daß der Koeffi

zient vor der dritten Ableitung (c+a+7(d+b» unter allen Strömungsbedingungen, 

also auch in Gebieten stärkerer Gradienten, gleich Null bleibt, so daß da. 

Verfahren keine dispersiven Anteile aus dem Term dritter Ordnung enthalt. 

Es kann durch folgende Forderungen an die Koeffizienten in GI. (3.16) kon

struiert werden: 

• a+b+c+d - 1 

c-a-3(d-b) - -A A ~ 0 

c+a+7(d+b) - 0 

c-a+15(d-b) -B B > 0 

Daraus ergeben sich die Parameter zu: 

a - 2~(14+l5A+3B) 

1 
b - 24 (2+A+B) 

(3.17g) 

1 
c - 24(14-l5A-3B) 

1 
d - 24(-2+A+B) 

Die Zustände rechts und links der ZellflAche ergeben sich als Funktionen von 

A und B durch Einsetzen dieser Parameter in Gl.(3.l4a) bzw. (3.14b). 

In Strömungsgebieten mit geringen Gradienten ist A-Ao-O und B-Bo ' Das Ver

fahren ist dann 3.0rdnung genau und das Stabilitätsmaß wird durch den Wert 

für Bo bestilllllt (da VN - B). Bo kann von außen vorgeben werden, so dsß ein Ein

fluß auf dss Dissipationsverhalten des Verfahrens möglich ist, wenn dies 

gewünscht wird. FIlr B - 2 entspricht dss Schema dem Upwind-biased Verfahren 

3.0rdnung (3.l7e). Unterschiede ergeben sich dsnn nur in Bereichen größe

rer Strömungsgradienten, wo A .. 0 ist. Die dsnn kontinuierlich einsetzende 

Flußlimitierung, die im nAchsten Kapitel beschrieben ist, führt bei dem Up

wind-biasad Verfahren zum Anstieg des Dispersionsanteils. 

Der Vergleich beider Schemata zeigte für die in dieser Arbeit behandelten 

Anwendungsf"lle leichte Vorteile zugunsten des Low-Dispersion Schellas , so 

daß dieses für die ill Ergebnisteil beschriebenen Berechnungen verwendet wurde. 

Der Wert für Bo war dabei so gewAhlt, daß B in -ruhigen- Strömungsgebieten 

etwa 2 betrug. 
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Durch die Bestimmung der .1 und .r an den ZellfUche m.H. einer der oben 

beschriebenen Upwind-Schemata 1st das Riemann-Problem definiert. Seine LO

sung entsprechend Kap. 3.2.2 liefert über Gl.(3.13) die .... m- 0.1.2. und 

daraus mittels Gl.(3.11) und (3.12) die gesuchten charakteristisch gemittel

ten konservatlven Strömungsgrößen •. aus denen sich dann letztlich die Flüsse 

durch diese ZellflAche berechnen lassen. 

Die Flußdifferenzen werden dabei nur noch zentral gebildet. der Upwind-Cha

rakter des Verfahrens resultlert aus der Art der Bildung der Strömungsgrößen. 

Die explizite numerische Approximation der Ausgangsgleichung (3.1a) lautet 

also für das i-te Volumenelement unter Verwendung einer 1.Ordnung genauen 

VorwArtsdlfferenz in der Zeit: 

(3 18) 

und damit das komplette explizite Differenzenschema für Gl.(2.36) in allen 

drei Dimensionen unter Berücksichtigung von t.e - t." - t.r - 1: 

~n+l 
i.j • k ~~.j.k - t.~ [(E(.)~+~.j.k-E(.)~_~.j.k)+(F(.)~.j+~.k-F(.)~.j_~.k)+ 

- n - n -
(G(·)l.j.k+~-G(·)l.j.k_~)-Kl.j.kl 

(3.19) 

3.2.4 Flußlt.itlng 

Bei allen Verfahren höherer Ordnung ist es erforderlich. zur Vermeidung nu

merischer Oszillationen im Berelch von DiskontinuitAten. z.B. am Stoß. eine 

lokale Reduzierung der Genaulgkeitsordnung herbeizuführen. um sicherzustel

len. daß die Punkte vor dem Stoß keine Informationen aus dem Bereich hinter 

dem Stoß erhalten. Die Erzeugung eines monotonen Stoßprofils ist daher nur 

bel Schemata 1. Ordnung möglich. 

Die lokale Absenkung der Genauigkeitsordnung erfolgt m.H. eines sog. Limiters. 

Dieser besteht aus zwei Komponenten. einer Sensorfunktion zum Aufspüren von 

DiskontinultAten 1m Strömungs feld und einem "Regler". der die eigentliche 

Reduzierung der Verfahrensgenauigkeit vornimmt. Dies geschieht in der Regel 

nicht impulsartig. wie z.B. noch mit dem min-mod-Llmiter aus [82]. sondern 

kontlnuierlich. wie z.B. bei den Limltern nach Eberle [110]. Koren [111] oder 

van Albada [112.82J. Die belden letztgenannten bieten den Vorteil. daß sie 

stetig differenzierbar sind. Der van-Albada-Limiter wurde von Eberle weiter

entwickelt [107.108]. 
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Bei den kontinuierlichen Limitern erfolgt der Übergang zu niedrigerer Ordnung 

bis zu einer gewissen Grenze zunAchst proportional zu dem "Ausschlag" des 

Sensors, dessen Empfindlichkeit in der Regel einstellbar ist. Erst nach Er

reichen dieser Grenze ist das verwendete Schema vollständig einseitig. 

Der von Eberle für das Upwind-biased Verfahren 3.0rdnung verwendete Limiter 

arbeitet nach folgendem Prinzip: Das aktuelle Schema wird als Überlagerung 

der Schemata (3.l7a),(3.l7b) und (3.l7e) aufgebaut, die jeweils mit einem 

Faktor, der Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann, versehen sind. Im Normal

fall betrAgt nur der Faktor vor dem Schema 3.0rdnung eins, wAhrend die beiden 

anderen null sind. Werden Strömungsgradienten entdeckt, so reduziert sich der 

erste Faktor in dem Haße, wie es dem von der Sensorfunktion gelieferten Wert 

entspricht. Gleichermaßen steigen die beiden anderen Faktoren an. In dieser 

Phase besteht also eine Mischform zwischen den beteiligten Schemata. Erst bei 

sehr starken Gradienten, wie z.B. am Stoß, ist der Faktor vor dem dritter 

Ordnung Schema null und der vor dem zweiter bzw. erster Ordnung Schema eins, 

wobei in transsonischen BerechnungsfAllen mit nicht allzu starken Stößen das 

Schema 2.0rdnung ausreichend ist. 

Bei Verwendung des Low-Dispersion Schemas ist eine Überlagerung mit den "klas

sischen" einseitigen Upwind-Formulierungen 1. bzw. 2.0rdnung nicht möglich, 

da diese nicht die Bedingung eines verschwindenden Dispersionsfaktors erfül

len (c-a+7(d+b) ~O). Statt dessen geht man so vor, daß ausgehend von der For

derung am Stoß (c-d!O) die Grenzwerte für A und B bestimmt werden [110). Sie 

betragen: 
2 

As - 3 

4 
B -s 3 

(3.20) 

wobei der Index "5· kennzeichnet, daß es sich um die Werte am Stoß handelt. 

Die Regelung der Verfahrensgenaulgkeit erfolgt nun entsprechend der Stärke 

der festgestellten Strömungsgradienten zwischen den Grenzen Ao-O und As bzw. 

zwischen Bo und Bs . 

Eine geeignete Größe zur Erfassung von Diskontinuitäten ist die Machzahl, da 

in ihr alle Strömungs größen enthalten sind. 

Dazu wird an der betrachteten ZellflAche die dritte Ableitung des Quadrates 

der Machzahl gebildet gemAß: 

(3.21) 
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Dies führt dann zu der Sensorfunktion 

(3.22) 

aus der sich der Koeffizient des Dissipationstermes dann errechnet zu: 

(3.23) 

Der Wert a steuert die Empfindlichkeit des Sensors und Bo das Stabilitätsmaß. 

Beides sind Konstanten, die von außen vorgegeben werden. Sie brauchten jedoch 

für alle durchgeführten Berechnungsfälle nicht verändert zu werden. 

3.2.5 CFL-Bedingung und lokaler Zeitschritt 

Eine der wichtigsten Stabil1tätskriterien für hyperboUsche Differential

gleichungen ist die Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)-Bedingung. Sie sagt aus, 

daß ein explizites numerisches Verfahren nur dann stabil ist, wenn das nu

merische AbhAngigkeitsgebiet eines Punktes P das analytische AbhAngigkeits

gebiet vollständig einschließt. 

Bild 3.2-3 soll diesen Zusammenhang verdeutlichen. Die analytische Lösung in 

P ist abhängig von dem schraffierten Bereich, der durch die Charakteristiken 

begrenzt wird. Ihre Steigungen sind für die eindimensionale Gleichung (3.2) 

durch die Kehrwerte der Eigenwerte Ao,A t ,A. gegeben. Das numerische Abhängig

keitsgebiet ist durch das Dreieck SPT definiert, dessen Grenzen durch die 

Verbindungslinien der "Netzpunkte" i+l,n und i-l,n mit i,n+l gebildet werden. 

Die CFL-Bedingung fordert, daß die Steigung dieser Linien flacher als die der 

Charakteristiken ist. 

Dies ist so lange gewährleistet, solange der aktuelle Zeitschritt Ar kleiner 

oder gleich der maximal mOglichen Schrittweite t.r .. s ist, die sich ergibt, 

wenn man die Charakteristik des betragSmAßig großten Eigenwertes in der dar

gestellten Form durch die "Netzpunkte" 1+1,n und 1-1,n auftrAgt. 

Eine physikalische Interpretation besagt unter Berücksichtigung der Tatsache, 

daß die Eigenwerte die kontravarianten Storungsausbreitungsgeschwindigkeiten 

darstellen, daß der gewAhlte Zeitschritt t.r kleiner oder gleich der Zeit sein 

muß, die eine Störung benötigt, um sich von einem Netzpunkt zum nächsten aus

zubreiten. 
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Die CFL-Bedingung lautet demnach: 

t.r 
CFL :- ~'t.€ :s 1 (3.24) 

wobei CFL die aktuelle CFL-Zahl bezeichnet. 

Der theoretisch maximal mögliche Zeitschritt errechnet sich daraus zu: 

m - 0,1,2 (3.25) 

Unter Berücksichtigung der beiden anderen Dimensionen und der Tatsache, daß 

t.€ - t." - t.r - 1 ist, betrAgt der aktuelle Zeitschritt : 

m - 0,1,2 (3.26) 

Der Wert für CFL wird vorgegeben. Eine Obergrenze von 1 ist jedoch nur für 

eindimensionale Probleme zutreffend, für mehrdimensionale FAlle sind wesent

lich kleinere Werte nötig. Faktisch muß der für das aktuelle Verfahren maxi

mal mögliche Wert durch Ausprobieren gefunden werden. 

Für die in der vorliegenden Arbeit mit dem expliziten Verfahren behandelte 

Berechnung der Hubschrauberrotorströmung lag die maximale CFL-Zahl für das 

verwendete Verfahren bei etwa 0.15 (vgl. Kap. 5.4.2). 

Für instation4re Probleme, bei denen Zeitechtheit gefordert ist, muß GI. 

(3.26) zun4chst für alle Kontrollvolumina berechnet werden, um so den klein

sten Zeitschritt des Zeitniveaus r D herauszufinden, der von der lokalen Stö

rungsausbreitungsgeschwindigkeit abhAngig ist. Dieser ist dann für die zeit-
D+l liehe Integration auf r global in allen Zellen gleich. 

Bei station4ren Problemen, bei denen Zeitechtheit keine Rolle spielt, kann 

hingegen für jede Zelle nach Gl.(3.26) ein individueller Zeitschritt t.r 1 ,J,k 

berechnet werden. Diese Methode des sog. "local time steppings" bietet den 

Vorteil einer erheblich schnelleren Konvergenz und wurde auch in der vorlie

genden Arbeit benutzt. 
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3.3 Implizites Lösungsverfahren 

Wie in Kap. 3.2.5 beschrieben, unterliegen explizite Verfahren der sog. 

CFL-Restriktion, die die Zeitschrittveite limitiert. Daraus resultiert eine 

entsprechend hohe Iterationszahl, bis der gewünschte konvergente Zustand 

erreicht ist. 

Demgegenüber bieten implizite Lösungsverfahren den Vorteil, daß eine solche 

Bedingung zur Erhaltung der Stabilität im Prinzip nicht existiert. Gewisse 

Approximationen, die bei einigen Verfahren zur Vereinfachung des Lösungsalgo

rithmusses durchgeführt wurden, können zwar ebenfalls eine Begrenzung der 

Zeitschrittveite erforderlich machen, diese ist jedoch wesentlich weniger 

einschränkend als bei den expliziten Verfahren. 

Der Nachteil einer CFL-Restriktion ist besonders gravierend bei der Berechnung 

instationArer Probleme. In diesem Fall muß ein globaler Zeltschritt verwendet 

werden, der durch die kritischste Zelle bestimmt wird. In der vorliegenden 

Arbeit wurden zwar nur stationAre Berechnungen durchgeführt, eine Erweiterung 

auf den instatiOnAren Vorwärts flug ist jedoch für die nAchste Zukunft geplant, 

so daß spätestens dann die Verwendung eines impliziten Verfahrens unumgäng

lich 1st. 

Die Konvergenzrate impliziter Verfahren kann je nach Problemstellung um durch

aus ein bis zwei Größenordnungen höher liegen als bei expliziten Algorithmen. 

Zwar hat man einen größeren Aufwand pro Iterationsschritt in Kauf zu nehmen, 

jedoch lassen sich damit insgesamt immer noch beträchtliche Einsparungen in 

der Gesamtrechenzeit erzielen. 

Vergleiche zwischen einem expliziten und einem impliziten Lösungsalgorithmus 

für stationAre zweidimensionale Fälle, die z.B. von Rai [113) oder Lerat et 

al. [114] durchgeführt wurden, lassen Beschleunigungen um den Faktor 5 herum 

realistisch erscheinen. Höhere Werte sind bei instationAren Berechnungsfällen 

möglich. So hat z.B. Brenneis [66] Beschleunigungen von weit mehr als 10 bei 

der Berechnung nickender Profile erreichen können und Lerat et al. [114) er

zielten bei instationAren Machzahlschwingungen einen Faktor 7. 

1111 dreidimensionalen Fall ist der Rechenzeitgewinn etwas geringer, da der 

Aufwand pro Zeitschritt bei den impliziten Verfahren überproportional an

steigt (vgl. Kap. 5.4.2). 

3.3.1 Beschreibung der gebräuchlichsten Verfahren 

Die Mehrheit der zur Zeit im Einsatz befindlichen impliziten Methoden laßt 
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sich grob in drei Kategorien einteilen: Es sind zum einen die sogenannten 

Hehrschrittverfahren mit impliziter Residuen-GlAttung (z.B. HacCormack [115]. 

der sein explizites Predictor-Corrector Verfahren weiterentwickelt hat. oder 

z.B. Jameson & Baker (116). die das bekannte Runge-Kutta-Vierschrittverfahren 

verwenden). zum zweiten die Approximativen Faktorisierungsschemen (AF) (z.B. 

Beam & Warming (117). Briley & HcDonald (118) und schließlich die iterativen 

Relaxationsverfahren (z.B. Brenneis [66]. Chakravarthy [119.120). zu denen 

auch das in dieser Arbeit verwendete Verfahren gehört. 

Die beiden letzten Hethoden haben die größte Verbreitung gefunden und sollen 

im folgenden kurz beschrieben werden. 

Ausgangspunkt ist die Verwendung von RückwArtsdifferenzen für die Approxima

tion der zeitlichen Ableitung in den instationAren Euler-Gleichungen. Eine 

1. Ordnung genaue Formulierung lautet gegenüber der expliziten Schreibweise: 

~p+l _ .n 
tJ., (3.27) 

Wegen der nichtlinearen AbhAngigkeit der Flußvektoren von den Strömungsgrößen 

der linken Seite erfolgt eine Linearisierung mittels einer Taylorentwicklung 

zu: 

En+l En + ~!In (.n+l _ .n) + O(tJ.,') 

~+l _ ~ + ~:In (.n+l _ .n) + O(tJ.,') 

Cn+1 _ Cn + aCI (.n+l _ .n) + O(tJ.,') a. n 

Nach Einführung der Beziehungen 

aEI a. n 
Bn _ aF/ a. n 

tJ..n+l _ .n+l _ .n 

cn _ aCI a. n 

(3.28) 

(3.29) 

für die Jacobischen Matrizen bzw. für die RückwArtsdifferenz des Lösungs

vektors ergibt sich aus Gl.(3.27): 

tJ..n+1 

tJ.t 

_(En + ~ + Cn ) _ RHS e 'I > 

(3.30) 
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wobei die rechte Seite (RHS) den Flußdifferenzen aus der expliziten Formulie

rung entspricht und daher auch als der explizite Anteil bezeichnet wird. 

Dieselbe Beziehung in einer vereinfachten Schreibweise liefert mit Ein

führung der Einheitsmatrix I den Ausdruck: 

( I 
Llt + + + RHS (3 . 31) 

Unter Berücksichtigung der Tatsache, daß sich die räumlichen Differenzen des 
a n+l LOsungsvektors (ae LI~ )',J,k etc. durch eine lineare Funktionen der Strö-

mungswerte aus den benachbarten Zellen beschreiben lassen , ist mit Gl.(3.31) 

formell ein lineares Gleichungssystem der Form 

A·~ b (3.32) 

zu lösen. 

A ist dabei eine n x n Matrix (n - Anzahl der Volumenelemente x Anzahl der 

abhängigen Variablen), die infolge der Mehrdimensionalität der untersuchten 

Probleme über eine große Bandbreite verfügt . Ihre Invertierung gestaltet 

sich daher äußerst schwierig. 

Einen LOsungsansatz stellt die Faktorisierung der linken Seite dar, d.h. die 

geeignete Aufspaltung von A in mehrere Teilmatrizen. 

Entsprechend der Art der Faktorisierung unterscheidet man zwei gängige Vor

gehensweisen: 

Im ersten Fall, der auf die Verfahren von Beam & ~arming [117) bzw. von Bri

ley & McDonald [118) zurückgeht, wird nach Verwendung zentraler Differenzen 

auf der lJIS eine Faktorisierung in die drei Raumrichtungen vollzogen. Gl. 

(3.31) wird dabei überführt in 

I J1... An )( 
I + J1... Bn 

)( 
I J1... Cn )LI~n+l RHS + + 

Llt ae Llt al'/ Llt ar (3 . 33) 

Die LOsung erhält man nun schrittweise wie folgt: 

l. Schritt ( 
I J1... An ) LI~* 

n+l RHS Llt + 
ae 

2 . Schritt ( 
I + J1... Sn ) LI~** n+l LI~* 

n+l 
Llt al'/ 

(3 . 34) 

3 . Schritt ( 
I - + 

Llt 
J1... Cn 
ar ) LI~n+l LI;** n+l 

4. Schritt ~n+l _ ~n + LI~n+l 
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Dadurch wird das dreidimensionale Problem auf drei eindimensionale Gleichungen 

reduziert, wobei die Matrizen der linken Seiten bei ausschließlicher Verwen

dung der beiden Nachbarpunkte zur Bildung der räumlichen Ableitungen nun 

blocktridiagonal besetzt sind, was deren Invertierung erheblich vereinfacht. 

Verfahren dieser Art, die unter dem Namen ADI (Alternate-Direction-Implicit) 

bekannt sind, wurden zuerst von Steger [121] bzw. Pulliam & Steger [122] auf 

die Euler-Cleichungen angewendet. Pulliam & Chausee [123] entwickelten das 

Verfahren weiter, indem sie eine Diagonalisierung der Jacobimatrizen durch

führten. In neuerer Zeit finden sich ADI-Verfahren z.B. bei Jameson & Yoon 

[124] für 2D-FAlle, sowie z.B. bei Bober et a1. [51] und Barton et a1. [52,53], 

die die diagonalisierte ADI-Version für 3D-Propellerumströmungen verwenden. 

Sankar et al. [33,34] verwenden die ADI-Methode innerhalb eines gemischten 

implizit-expliziten (hybriden) LOsungsalgorithmus für 3D-Rotorströmungen. 

Der Nachteil der ADI-Verfahren besteht in erheblichen Stabilitätsproblemen 

im dreidimensionalen Fall, die auch für stationare Anwendungen eine dra

stische Reduzierung des Zeitschrittes verlangen. Ungünstig wirkt sich weiter

hin die Verwendung zentraler räumlicher Differenzen aus, was bekanntermaßen 

die Einführung von Dämpfungsgliedern zur Vermeidung numerischer Oszillationen 

und Instabilitäten besonders im Stoßbereich erfordert. 

Dies läßt sich vermeiden, wenn man sich der in Kap. 3.1 beschriebenen Upwind

Verfahren bedient. Sie ermöglichen die Konstruktion robusterer Algorithmen 

mit erweitertem Stabilitätsbereich. Wie bereits in Kap. 3.1 erwähnt, muß sich 

bei diesen die Richtung der Differenzenbildung an der Richtung der charakte

ristischen Wellenausbreitung, die durch die Vorzeichen der lokalen Eigenwerte 

der Jacobimatrix aus Gl.(3.29) repräsentiert werden, orientieren. 

Eines der bereits genannten Verfahren, das dieser Forderung Rechnung trägt, 

ist das sog. Flux-Vector-Splitting (FVS). Dabei werden die Flüsse E, Fund G 

in jeweils zwei Teilflüsse aufgespalten, die den positiven bzw. den negativen 

Eigenvektoren zugeordnet sind, und für die dann die passende Upwind-Richtung 

individuell ausgewählt wird. 

Eine Vielzahl von Methoden und Variationen sind inzwischen gebräuchlich, wo

bei die Verfahren nach Steger & Warming [63] und van Leer [81] die bekannte

sten sind. 

Die FVS-Technik nach Steger & Warming sei andeutungsweise hier kurz skizziert, 

da sie im impliziten Teil des in der vorliegenden Arbeit verwendeten LOsungs

algorithmusses Anwendung findet. 

Die Darstellung erfolgt nur anband der e - Richtung, da die beiden anderen 

Raumrichtungen analog behandelt werden. Außerdem ist die zeitliche Indizie

rung weggelassen, solange Mißverständnisse ausgeschlossen werden können. 
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Mit Hilfe der Beziehung 

A - TArl (3.35) 

laßt sich die Jacobimatrix diagonalisieren. Es bezeichnen T, .1 die Matrizen 

der rechten bzw. linken Eigenvektoren und A die Diagonalmatrix der Eigenwerte. 

Das besagte Splitting geschieht nun dadurch, daß die Eigenwerte von A in 

solche mit positivem und solche mit negativem Vorzeichen aufgeteilt werden 

~i ~+ 
i + ~~ 

mit ~+ 
~i + 1,\1 

i 2 
(3 . 36 ) 

~ - 1\1 
und ~~ 

i 
i - 0,1,2 2 , 

so daß sich bilden laßt: 

(3 . 37) 

Dies eingesetzt in Gl.(3.35) liefert die Beziehungen: 

(3.38 ) 

aus denen sich dann die gesplitteten Flusse berechnen lassen zu 

(3.39) 

Bei den Größen A+ und A die gemäß Gl.(3 . 38) oder m.H. eines anderen Split

tingverfahrens erzeugt wurden, spricht man von den sogenannten "approxima

tiven" Jacobimatrizen. Die "echten" Jacobimatrizen ergeben sich analog Gl . 

(3.29) aus der Ableitung der gesplitteten Flußvektoren zu: 

(3.40) 

A-
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Nach [63] sind diese beiden Typen im allgemeinen nicht identisch. Die An

wendung der approximativen Jacobians statt der echten findet aber vermehrt 

Anwendung, da ihre Berechnung weniger zeitaufwendig ist. Es ist allerdings 

zu berücksichtigen, daß ihr Einsatz in AF-Schema zu Beeintrachtigungen der 

Stabi1itat führt, die eine Reduktion des maximal zu1assigen Zeitschrittes 

erzwingen [82,125]. 

Setzt man G1.(3.40) in G1.(3.31) ein, so erhalt man die Beziehung: 

( dIt + 6~ A+
n 

+ 6; A-
n 

+ 6~ B+
n 

+ 6; B-
n 

+ 6~ c+
n 

+ 6; C-
n )d~n+1 RHS 

(3.41) 

+ Hierin entsprechen die Bezeichnungen 6e, 6e ,etc. Differenzenoperatoren mit 

Rückwarts-, bzw. Vorwartscharakter, so wie es der charakteristischen Signal

ausbreitung entspricht. 

Das FVS führt somit wiederum auf ein LeS der Form (3.32), für deren Lösung 

sich Re1axations- oder Faktorisierungsschemata eignen. 

Bei der approximativen Faktorisierung mittels FVS erhalt man die Gleichung: 

. 
I +n _ +n +n I + _n + n + n n+ 1 

(dt + 6€ A + 6" B + 6~ C )(dt + 6 t; A + 6" B- + 6\ C- )d~ - RHS , 

(3.42) 

die analog zu (4.8) wiederum schrittweise gelöst werden kann: 

l. Schritt I 
+ 6~ 

+n _ +n 
6~ 

+n d~* n+1 (dt A + 6 B + C ) RHS 
F/ 

I 6+ 
_n 

6+ 
_n 

+ 6; 
_n 

d~n+l d~* 
n+l 2. Schritt (dt + A + B C ) t; " 

3. Schritt ~n+l _ ~n + d~n+l (3.43) 

Durch die Verwendung reiner Upwind-Differenzen gelingt es auf diese Weise, 

je eine obere und eine untere Blockdreiecksmatrix (LU) zu schaffen, die sofort 

aufgelöst werden können. 

Die Vorteile dieser Methode gegenüber den raumlieh faktorisierenden ADI-Ver

fahren liegen in geringerem Rechenaufwand, geringerem Speicherplatzbedarf, 

einer unbegrenzten Stabi1itat auch für dreidimensionale Anwendungen und in 

der Vermeidung der Addition künstlicher Viskositatsterme. 

Außer in der grundlegenden Arbeit von Steger & Yarming [63] finden sich An

wendungen in ähnlicher Form auch bei Be1k et a1. [126] und Whitfield et al. 
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[50] unter dem Namen "two-Pass-Algorithm", bei letzterem für dreidimensionale 

Propfan-Berechnungen. 

Anderson et al. [82], Thomas et al. [127] und von Lavante et al. {128] haben 

das FVS mit einem ADI-Verfahren gekoppelt, ohne damit jedoch deren gravieren

de Nachteile signifikant schmälern zu können. Immerhin konnte auf die Ein

führung von Dämpfungsgliedern verzichtet, sowie eine etwas bessere Stoßauf

lOsung erreicht werden. 

Eine der "Faktor1sierung mittels FVS" verwandte Form stellen die unter dem 

Namen "Approximative LU-Faktorisierung" bekannten Verfahren dar, deren 

Ausgangspunkt die Arbeiten von Jameson & Turkel [129] bilden, und die z.B. 

bei Yoon [130] bzw. bei Jameson & Yoon [131] Verwendung finden. 

Sehr gute Ergebnisse für dreidimensionale Verdichterberechnungen konnten von 

Caughey und Mitarbeitern [54,132] erzielt werden, die das LU-Verfahren auf 

rotierende Koordinatensysteme erweiterten. 

Der Unterschied zu den zuvor beschriebenen Schemen liegt in einer anderen 

Splittingmethode. Bei dem von Jameson & Turkel vorgeschlagenen Verfahren 

werden approximative Jacobimatrizen unter Verwendung der Spektral radien 

verwendet. So gilt dann im Gegensatz zu Gl.(3.38): 

+ A 
A -

+ lAll 
2 

A - lAll 
2 

mit lAI - max(l~il), i - 0,1,2 

B, Centsprechend 

(3.44) 

Wegen der Beibehaltung zentraler Differenzen auf der RHS der linearisierten 

impliziten Euler-Gleichungen müssen allerdings auch hier künstliche Dissipa

tionsterme eingeführt werden, die bei der Faktorisierung der LHS zusätzlich 

mit berücksichtigt werden müssen. 

Da es sich weder bei der räumlichen noch bei der eigenwertorientierten Fak

torisierung um eine mathematisch exakte Aufsplittung handelt, sondern nur 

um eine Näherung, die mit einem Faktorisierungsfehler der Ordnung 0(6,3) 

(bei ADI), bzw. 0(6,2) (bei LU) behaftet ist, ist der Zeitschritt aus Konver

genzgründen beschränkt [66,82,113,124]. Außerdem ist der Wert des Zeitschrit

tes, bei dem die optimale Konvergenz erreicht wird, nicht apriori zu bestim

men und kann von Anwendungsfall zu Anwendungsfall variieren. Für ihre FVS-ADI-
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Verfahren fanden Anderson [82) und Thomas [127] für den zweidimensionalen 

Fall beispielsweise eine maximale CFL-Zahl von 5-30, die jedoch nur bei Ver

wendung der echten Jacobimatrizen erreicht werden konnte (s. auch [128». 

Bei dreidimensionalen Anwendungen reduziert sich dieser Wert noch einmal 

drastisch. Der Vorteil gegenüber den weniger aufwendigen expliziten Verfahren 

ist für 3-D Berechnungen damit praktisch nicht mehr gegeben. Daher blieben 

die ADI-Verfahren in der Praxis weitgehend auf 2D-Anwendungen begrenzt. 

Etwas besser sieht die Situation bei den LU-Verfahren aus, da die Zeitschritt

beschrankung hier nicht ganz so gravierend ist. Immerhin konnten Whitfield 

et al. [50) CFL-Zahlen im Bereich von 20 und mehr für dreidimensionale Propfan

Anwendungen erzielen. Sinnvolle Werte liegen bei 2D- bzw. 3D-Berechnungen 

aber eher in der Größenordnung von 5-15 [54,126,130). 

Neben den AF-Verfahren gewinnen daher seit neuestem die sogenannten Relaxa

tionsverfahren mehr und mehr an Bedeutung. Sowohl das Fehlen einer Zeit

schrittbeschr4nkung als auch die hohe Konvergenzrate bei der Erzeugung zeit

asymptotischer stationarer LOsungen ist ein großer Vorteil dieser Verfahren 

[119,120,127] . 

Durch die Verwendung von Upwinddifferenzen 1. Ordnung für die r4umlichen Ab

leitungen in Gl.(3.31) wird die Koeffizientenmatrix des zu lösenden linearen 

Gleichungssystems (3.32) streng diagonaldominant, weswegen sich die Anwendung 

eines klassischen Relaxationsverfahrens anbietet. Daß die LOsung dabei itera

tiv erfolgt, wird durch die bei sehr großen Zeitschritten erreichbare hohe 

Konvergenzgeschwindigkeit gegenüber den nicht-iterativen AF-Schemen, die dafür 

aber einer Zeitschrittbeschr4nkung unterliegen, ausgeglichen. 

Ausgangspunkt ist wiederum GI.(3.31), die durch ein geeignetes Flußsplitting 

in eine Form gemäß Gl.(3.4l) überführt wird. Die LOsung dieses linearen Glei

chungssystems erfolgt nun nicht mehr mit Hilfe einer Faktorisierung, sondern 

durch Anwendung eines Relaxationsverfahrens , z. B. durch eine Linien- oder 

Punktrelaxation in Form eines iterativen Gauß-Seidel- oder eines Jacobiver

fahrens. Eine ausführliche Darstellung der in Frage kommenden Kethoden findet 

sich bei Chakravarthy [119,120). 

3.3.2 Daratellung des verwendeten impliziten LOsungsverfahrena 

Aus den bereits genannten Gründen, von denen insbesondere die hohe Konver

genzrate bei großen Zeitschritten für zeitasymptotische, stationare LOsungen 

den Ausschlag gab, wurde der Verwendung eines Relaxationsverfahrens der Vorzug 
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gegeben. 

In der Praxis sehr gut bewährt hat sich der im Hause HBB entwickelte Punkt

relaxationsalgorithmus [66,133,134J, der für das vorliegende Verfahren über

nommen wurde. 

In den angegebenen Literaturstellen ist dieses Verfahren eingehend beschrieben 

worden, doch sei an dieser Stelle der Vollständigkeit halber eine kurze Zusam

menfassung der wichtigsten Elemente gestattet. Diese werden gleichzeitig um 

die Anteile ergänzt, die aus den Besonderheiten der Anpassung des Verfah

rens auf die Rotorströmung resultieren. 

Die transformierten Euler-Gleichungen für die Hubschrauberrotorstr6mung nach 

Gl.(2.36) lauten in impliziter Form: 

+ 

wobei die räumlichen Differenzenoperatoren 

(3.45) 

6" 6 ,6 auf geeigneten Upwind
, '1 (' 

Schemata der gewünschten Genauigkeit beruhen. Der Vektor K enthält die aus 

der Rotation des blattfesten Koordinatensystems resultierenden Krafte, sowie 

bei Verwendung zylindrischer Ausgangskoordinaten die Anteile aus der Ablei tung 

der lokalen Basen (siehe Kap. 2). 

Aufgrund der nichtlinearen Abhangigkeit der Flüsse vom Lösungsvektor ist 

eine direkte Lösung dieser Beziehung nicht möglich. 

Einen Ansatz bietet das Newton-Verfahren, das bekanntermaßen für die L6sung 

allgemeiner, nichtlinearer Gleichungen der Form 

N(q) - 0 (3.46 ) 

sehr gut geeignet ist. Das Ergebnis q von Gl.(3.46) wird iterativ ermittelt 

durch die Lösung einer Sequenz linearer Beziehungen der Form 

aNI . 
aq 11 

11+1 11 11 
(q - q ) - - N(q ) 

11-0 unter Vorgabe einer Startlösung für q 

(3.47) 

Auch Gleichung (3.45) laßt sich einer Idee von Chakravarthy (119,120J bzw. 

Jesperson & Pulliam (123J folgend, durch eine entsprechende Umformung in eine 

Newton-Methode überführen. Damit kann dann analog zu Gl.(3.47) der Lösungs

vektor zum Zeitpunkt 11+1 iterativ ermittelt werden. Es gilt entsprechend: 



-64-

.n.v-O _.n 

lim .n.lI ___ .n+l 
1I~1 

(3.48) 

Die Umwandlung der Euler-Gleichungen in eine Newton-Methode erfolgt m.H. 

einer Linearisierung entsprechend Gl.(3.28) um den Subiterationszeitpunkt v 

und führt auf die Beziehung: 

f!.+n~:+l + Se(An.Ilf!.;n.lI+l) + S17(Bn,vf!.;n.lI+l) + Sr(Cn.Ilf!.;n.lI+l) _ (Sn.llf!.;n.v+l)_ 

;n _ ;n.v 

f!.T 
(3.49) 

oder in einer vereinfachten Schreibweise: 

I SeAn •
v 

+ S Bn I" + 6 Cn,LI' _ Sn.v) (.n.v+l _ .n.lI) (- + -f!.r 17 r 

;n _ ,n,,, 
(SeE + S F + SrG _ K)n.1I (3.50) 

f!.T 17 

mit f!.;n.v+l _ .n.lI+l _ ;n.v 

nOn Beginnend mit v - 0 und daraus folgend • • -. iteriert man solange. bis 

;n.lI+l., .n.1I ist. und damit die LHS von GI. (3.50) gegen Null geht. Auf der 

rechten Seite bleibt dann mit n.v ~ n+l die bekannte implizite Ausgangsglei

chung (3.45) zurück. 
-n+l Auch der Kräftevektor K wurde gemäß GI. (3.28) linearisiert. Unter Aus-

nutzung der Homogenitätseigenschaft 

(3.51) 

die für die Formulierungen von K nach Gl.(2.37) und (2.49) erfüllt ist. wurde 

die Jacobimatrix Sn mit 

(3.52) 

in die LHS von Gl.(3.50) eingeführt. Die Homogenität vom Grade 1 des Kräfte

vektors läßt sich mit Hilfe der in Anhang A.4 aufgelisteten Matrix Sn am Bei

spiel von Gl.(2.49) leicht verifizieren. 
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Im Falle stationärer Berechnungen, wie sie für die vorliegende Arbeit von 

Interesse sind, ist Zeitkonsistenz nicht erforderlich. Die vereinfachte New

ton-Methode schreibt sich dann zu: 

-(S.E + S F + S G _ K)n 
, '1 r 

(3.53) 

und wird iterativ über den Index n zum konvergenten Endzustand geführt (vg1. 

auch [127,134) . 

Für diesen Spezialfall der stationären Strömung entspricht Gl. (3. 53) Gl. (3.31). 

Der Ausdruck "Newton-Methode" ist in beiden Fällen strenggenommen nur für 

11. ~ ... gültig. Im Gegensatz zu den AF-Schemen, bei denen aus genannten Grün

den der Zeitschritt begrenzt sein muß, ist man bei der LOsung der unfaktori

sierten Euler-Gleichungen jedoch in der Tat bestrebt, den Zeitschritt unend

lich groß zu halten, um der optimalen quadratischen Konvergenz der Newton

Methode möglichst nahe zu kommen. 

Wie aus Gl.(3.47) ersichtlich, verlangt das volle Newton-Verfahren die Ver-
aN wendung der echten Jacobischen Ableitung (aq) des Operators N der rechten 

Seite. Auf den Fall der nichtlinearen Euler-Gleichungen übertragen bedeutet 

dies, daß nicht nur die echten Jacobimatrizen A±, S± und C±, so wie sie sich 

aus Gl.(3.40) ergeben, zu verwendet wären, sondern daß zusätzlich die auf der 

RHS gewählte räumliche Diskretisierung auch auf der WS angewendet werden 

müßte. 

Die direkte LOsung der Newton-Methode ist in Anbetracht der Größe und Struk

tur der Koeffizientenmatrix der LHS jedoch ohnehin unpraktikabel. Daher ist 

man bestrebt, Vereinfachungen zu treffen . Hierzu gehört die Anwendung eines 

geeigneten Relaxationsverfahrens zur indirekten LOsung der Newton-Methode. 

Grundlage hierfür ist die Verwendung eines Upwindschemas 1. Ordnung auf der 

WS. Dies führt zu einer Diagonaldominanz der Koeffizientenmatrix, was Voraus

setzung für die erfolgreiche Anwendung eines einfachen Relaxationsverfahren 

ist. 

Auch die Verwendung einer 2. bzw. einer gemischt 1./2. Ordnung genauen Upwind

Formulierung ist noch ein möglicher Kompromiß, der jedoch alles in allem 

keine nennenswerten Vorteile bringt, wie z. B. in Vergleichs rechnungen von 

Brenneis (66) gezeigt werden konnte. Außerdem ist die Diagonaldominanz dadurch 

nicht mehr gegeben (vg1 . [127,135). 

Im vorliegenden Fall wurde ausschließlich mit einer 1. Ordnung genauen Upwind

Dlskretlslerung gerechnet, was für die interessierenden stationären Berech-
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nungsfä11e völlig ausreicht, wie auch z.B. von Degrez [135J bestätigt wird. 

Chakravarthy [120J vertritt die These, daß die Vereinfachung der räumlichen 

Diskretisierung auf der LHS nicht mehr von zusätzlichem Nachteil sei, da man 

sich durch die Anwendung eines Relaxationsverfahrens ohnehin von der echten 

Newton-Methode und dem Idealfall der quadratischen Konvergenz entferne. 

Überdies ist die Genauigkeit des Anteils auf der LHS vor allem bei statio

nären Berechnungen von untergeordneter Bedeutung, da im Falle der Annäherung 

an die konvergente Lösung der Lösungsvektor A~ ~ 0 geht und damit die gesamte 

LHS lediglich einen Iterationsoperator darstellt. Die Genauigkeit der LOsung 

wird dann einzig und allein durch die Ordnung der Diskret1sierung der RHS 

bestimmt. 

Als weitere Vereinfachung kann zur Einsparung von Rechenzeit die Verwendung 

approximativer Jacobimatrizen hinzukommen. Dabei ist das ganze Spektrum, wie 

es aus dem Bereich der AF-Schemen bekannt ist, unter Abwägung der damit ver

bundenen Nachteile denkbar. Jespersen & Pu11iam [125J sprechen in diesem 

Zusammenhang dann von einer modifizierten Newton-Methode. 

Für das vorliegende Verfahren wiesen Eber1e [1331 und Brenneis [66J Jedoch 

nach, daß die Jacobimatrizen auf der LHS, die sich aus G1.(3.38) berechnen, 

exakt den echten Jacobians entsprechen. 

Mit Hilfe der gesplitteten Jacoblmatrizen lassen sich die räumlichen Diffe

renzen in den G1.(3 .49),(3.53) wie folgt bestimmen (die Indices J,k sind der 

Einfachheit halber weggelassen): 

+ A;+1s t.~;+1s 

A;_1s t.~;_1s 

(3.54) 

Der Upwind-Charakter ergibt sich durch die Bestimmung der Zustände i+1/2 bzw. 

i-1/2 des LOsungsvektors t.~ entsprechend der charakteristischen Signalaus

breitungsrichtung. Analog zu den Beziehungen (3.17) gilt: 

bei einer 1 . Ordnung genaue Approximation: 

a) bei positiven Eigenwerten: 
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b) bei negativen Eigenwerten: (3.55a) 

bzw. bei einer 2. Ordnung genauen Approximation: 

a) bei positiven Eigenwerten: 

b) bei negativen Eigenwerten: (3.55b) 

In der vorliegenden Arbeit wurde das I.Ordnung genaue Schema verwendet, da 

es weniger Rechenaufwand erfordert und für stationäre Berechnungsfälle, bei 

denen ~~ im konvergenten Zustand ohnehin gegen Null geht, völlig ausreichend 

ist. 

Wie aus der Indizierung von GI.(3.54) hervorgeht, werden die Eigenwerte an 

den Durchflußflächen eines betrachteten Volumenelementes i,j,k bestimmt. Hit 

Hilfe von GI.(3.3G) bis (3.38) werden anschließend die insgesamt vier Jacobi-
± ± matrizen pro Raumrichtung Al+~' Ai_~' etc. ebenfalls an den Zellflächen er-

mittelt. 

Führt man dies für alle Volumenelemente durch, so lassen sich die Gl.(3.50) 

bzw. (3.53) mit Ri,j,k als Vektor der expliziten rechten Seite in Koeffizien

tenmatrixform schreiben zu: 
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t.;i,j ,k-l R 
0 

i,j,k-l 

~ 
t.;i,j_l,k R 

i,j-l,k 

t.; R 
.... L ... L ... ~l~ ~ ... ~ ... ~ .... t.l-l,j ,k Ri-l,j,k 

-3 -2 t.l,j,k Ri,j ,k 

~ 
1+l,j ,k 1+l,j,k 

t.; R 
i,j+l,k i,j+l,k 

0 t.; 
i,j ,k+l 

R i,j ,k+l 

(3.56) 

Aufgrund der Gestalt der LHS, die sich durch die gewählte Upwind-Diskreti

sierung 1. Ordnung ergibt, spricht man von einer blocktridiagonalen Band

matrix. Eine blockpentaldiagonale Struktur ergibt sich bei Verwendung von 

2. Ordnung genauen Differenzen gemäß Gl.(3.55b). Das zugehörige System ist 

bei Brenneis [66J ausführlich dargestellt. 

Die 5 x 5-Blockmatrizen 4,j ,k errechnen sich wie folgt: 

L_3 - Li,J ,k-l 
- c+ 

i,j ,k-It 

L --2 L i,j-l,k 
B+ 
i,j-It,k 

L_l - L i-l,j ,k - - A+ 
i-It,j,k 

L 
i,j ,k 

I + - + --+A -A +B -B t.T i+It,j ,k i-It,j ,k i,j+It,k i,j-'1,k 

+ c+ - c- - S 
i,j,k+1t i,j,k-It i,j,k 

~ L 
i+l,j ,k - A-

1+It,j, k 
(3.57) 

~ L 
i,j+l,k - B-

i,j+It,k 

~ L 
l,J ,k+l 

c-
i,J ,k+1t 

Unregelmäßigkeiten im blocktridiagonalen Aufbau der Koeffizientenmatrix in 
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Gl.(3.56) treten an den RechenraumrAndern auf. 

Herrscht in einer Randzelle die freie Anströmung, was bei dem vorliegenden 

Verfahren infolge der Anwendung charakteristischer Randbedingungen an den 

Ein- bzw. AnströmrAndern im Fernfeld der Fall ist, so ist 0, in dieser Zelle 

gleich Null. Dies führt lediglich dazu, daß die entsprechende Spalte in der 

Koeffizientenmatrix fehlt. 

Anders verhält sich die Situation an Periodizitäts- bzw. Schnittebenen (s. 

Kap. 3.5). Beide zeichnen sich dadurch aus, daß sie nur eine Grenze im Index

raum darstellen, im physikalischen Raum jedoch inmitten einer kontinuierlichen 

Strömung liegen. Demzufolge besitzen sie Nachbarzellen, in denen 0, ~ 0 ist, 

die sich jedoch im Indexraum an einer völlig anderen Stelle befinden. Diesem 

Umstand wird durch die Besetzung der entsprechenden Position in der Koeffi

zientenmatrixmit der zugehörigen Blockmatrix Rechnung getragen, was mit einer 

nicht unerheblichen BeeintrAchtigung der Tridiagonalstruktur verbunden ist. 

Dies ist bei der Auswahl eines geeigneten Invertierungsverfahrens zu berück

sichtigen. 

In der vorliegenden Arbeit wird zur LOsung des linearen Gleichungssystems 

(3.56) ein Relaxationsalgorithmus verwendet. In [120] ist eine Auswahl der in 

Frage kommenden Verfahren vorgestellt, die auf Systeme mit diagonaldominan

ten Koeffizientenmatrizen anwendbar sind. Es handelt sich dabei um Linien

oder Punktrelaxationsverfahren, die sich ihrerseits in Gau&-Seidel- (GS) und 

Nicht-Gau&-Seidel-Methoden (NGS) unterteilen lassen. Im Gegensatz zu den NGS

Methoden verwenden GS-Methoden auf der rechten Seite des Gleichungssystems 

bereits die neuesten zur Verfügung stehenden Werte des LOsungsvektors. Dies 

beschleunigt die Konvergenz, verhindert jedoch aufgrund auftretender Rekur

sionen die Vektorisierbarkeit. Um diesen Nachteil zu umgehen, wurde das so

genannte Schachbrettverfahren kreiert, das bei Chakravarthy [120] zu den NGS

und bei Eberle [133] und Brenneis [66] zu den GS-Methoden geZAhlt wird und 

tatsächlich Merkmale beider Varianten aufweist. Die vorhandenen Netzpunkte 

werden in sogenannte schwarze und weiße Punkte unterteilt, die wie auf einem 

Schachbrett angeordnet sind. Jeder Iterationsdurchlauf wird in zwei Teil

durchlAufe unterteilt, in denen jeweils nur die schwarzen bzw. nur die weißen 

Punkte berechnet werden. So entspricht jeder Teildurchlauf eigentlich einem 

NGS-Verfahren, wAhrend durch die Verwendung der Ergebnisse des ersten Teil

durchlaufes im zweiten der GS-Charakter zum Tragen kommt, was letztlich eine 

nahezu unveränderte Konvergenzrate zu den reinen GS-Verfahren liefert. 

Bei der Punktrelaxation werden alle Nebendiagonalelemente der LHS, mul ti

pliziert mit dem entsprechenden Element des LOsungsvektors, auf die rechte 
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Seite gebracht, so daß die Koeffizientenmatrix nun nur noch die 5 x 5-Block

matrizen auf der Diagonalen enthalt. Dadurch kann jede Zeile auf ein lineares 

Gleichungssystem der Form 

Ln 
i,j ,k - W· (R~ j k + OD~'j'Y k) 

, , , r 
(3.58a) 

reduziert werden. Der Vektor OD beinhaltet die Summe der Nebendiagonalele

mente L (m --3 ... 3 ,m .. 0), multipliziert mit dem zugehörigen Anteil des LOsungs-
m 

vektors. 

Der Iterationsindex für das Relaxationsverfahren ist mit 7 bezeichnet. Der 

Wert für 7 richtet sich nach dem geWählten Relaxationsverfahren. Bei einer 

NGS-Methode werden die Off-Diagonal-Elemente mit Elementen des LOsungsvek

tors aus dem vorherigen Iterationsschritt gebildet, so daß 7 - 7-1 ist. 

Bei GS-Methoden werden immer die neuesten verfügbaren Werte verwendet, so 

daß bei einem Sweep von oben nach unten für alle aus dem unteren Dreiecks

bereich der ursprünglichen Koeffizientenmatrix stammenden Elemente 7-7 gilt. 

Der Integrationsindex n, bzw. analog dazu bei instationärer Rechnung der 

Subiterationsindex v, bleiben während der Relaxation unverändert. 

Zur Erhöhung der Stabilität und zur Dämpfung von Fehlern, die aus den unter

schiedlichen Genauigkeitsgraden der Diskretisierung auf der LHS und der RHS 

resultieren, ist ein Unterrelaxationsfaktor weingeführt, der für die in 

dieser Arbeit betrachteten Berechnungsfälle in der Größenordnung 0.7 ... 0.9 

lag. Der Einfluß von w auf Konvergenzgeschwindigkeit und Stabilität ist in 

Kap. 5.4.2 beschrieben. 

Eine Untersuchung des sinnvollen Wertebereiches für w bei zweidimensionalen, 

instationären Berechnungen ist bei Brenneis [66] zu finden. Außerdem wurde 

dort eine alternative Form zu Gl.(3.58a) vorgestellt, bei der sich der Unter

relaxationsfaktor nur auf ,He Werte der rechten Seite des WS bezieht: 

Ln 
i,j ,k Rn ODn,'Y 

W· i,j.k + i,j,k (3.58b) 

Brenneis stellte nur geringfügige Unterschiede zwischen den Versionen (3.58a) 

und (3.58b) fest. Die Formulierung nach (3.58b) ergab eine etwas geringere 

Anfälligkeit von w auf Veränderungen des Berechnungsfalles und eine vermin

derte Empfindlichkeit der LOsung auf w-Variationen. 

In beiden Fällen führt eine Erhöhung des Unterrelaxationsfaktors zu einer 

Verminderung der Rechenzeit, solange die Stabilität des Verfahrens dabei noch 
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gewährleistet bleibt. 

Die AuflOsung des auf 5 Gleichungen reduzierten Systems (3 . 58) erfolgt für 

jede Netzzelle mittels einer analytisch exakten Gauß-Elimination zu jedem 

Iterationszeitpunkt 7. 

3.3.3 Maßnahmen zur Stabilitätserhaltung 

GemäS Gl.(3.57) setzt sich die Matrix Lt,j,k aus den eigenwertgesplitteten 

Jacobimatrizen sowie aus dem Kehrwert des Zeitschrittes auf der Hauptdiagona

len zusammen. Bei zeitechten Problemen ist der Anteil I/AT entsprechend fest

gelegt, während im stationären Fall AT ~ ~ angestrebt wird, um somit der opti

malen quadratischen Konvergenz der Newton-Methode mOglichst nahe zu kommen. 

Andererseits erfordert die Gauß-Seidel-Relaxation zur Invertierung der Koef

fizientenmatrix die Diagonaldominanz derselben. In aller Regel ist diese bei 

einer Upwind-Diskretisierung l.Ordnung auf der UlS auch für I/AT - 0 automa

tisch gegeben, wie anband der linearen, skalaren Modellgleichung 

t 
u + au + bu - 0 x y 

(3.59 ) 

gezeigt werden kann. In Abhängigkeit von den Vorzeichen der Koeffizienten a,b 

läSt sich ein einfaches implizites Upwind-Schema finden zu: 

n+l n 

+ [~ r+
1 

[ 

n+l n+1 

] + [~ r+
l 

[ 

n+l n+l 
u i ,l -ui ,l u i ,l -ui_l, 1 u i . 1 -U i ,l-1 1 At Ax Ay 

(~f+l ( 

n+1 n+l 
f+l ( 

n+l n+l 
u -u ) - ( b-Ibl ui,l -ui,l+l ) i,l 1+1,1 -0 

Ax 2 Ay 

bzw. nach Umsortierung: 0.60) 

1 n+l n+l n+l 
At 

+W+W) 
Ax Ay Ui,j - [~] 2Ax Ui_l,j - [!d.!U] 2Ay u i ,j-l 

+ ( 
a-Ial ] n+l 

+ ( 
b-Ibl ) n+l 1 n 

u i +1 ,j u u. j 2Ax 2Ay i ,j+l At 1, 

Überführt man dies in Matrixschreibweise , so erkennt man sofort, daS das 

System für 1. Ordnung genaue Upwind-Schemata auf naturliehe Weise diagonal

dominant 1st, d.h. es gilt für die Elemente dij der UlS-Matrix: 

0.61) 
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Nach Anderson et al. [71) muß aber für mindestens ein Element die strenge 

Diagonaldominanz gelten, d . h . für mindestens ein dU 1st in Gl. (4 . 35) "l!!:" 

durch ">" zu ersetzen . Zusammen mit Gl . (3 . 6l) stellt dies eine hinreichende 

Bedingung für die Konvergenz einer GS-Methode dar. 

Es ist jedoch nicht auszuschließen, daß es im Laufe der Iteration aufgrund 

kritischer Strömungszustande in einzelnen Zellen lokal zu Stabilitätsproble

men infolge fehlender Diagonaldomiananz kommen kann . In einem solchen Fall 

ist es zur besseren Konditionierung des Relaxationsproblems erforderlich , 

über den Term I/6r eine Erhöhung der Diagonaldominanz herbeizuführen . 

Voraussetzung für eine sinnvolle Anwendung dieser Maßnahme ist die Existenz 

eines Sensors, der zum einen sich ankündigende Probleme rechtzelclg erkennt 

und zum anderen die notwendige Zeitschrittreduzierung so vornimmt , daß die 

Beeintrachtigung der Konvergenzrate so gering wie möglich ist . Wenn Zeitkon

sistenz keine Rolle spielt, wird nur in den kritischen Zellen der Wert für 

1/6r erhöht, wahrend in den anderen der unendlich große Zeitschritt beibehal-

ten werden kann. 

Eine Möglichkeit zur Definition einer Sensorfunktion besteht z .B. darin, die 

Gr öße der Diagonalelemente d11 der Matrix Lr , J , k aus Gl . (3 . 58) zu ermitteln, 

und bei Unterschreiten einer vorgegebenen Grenze lokal einen Term (I/6T)i , j,k 

zu addieren. 

Die Höhe dieser Schwelle , sowie die Größe des lokalen Zeitschrittes haben , 

wie auch der Relaxationsfaktor w, einen erheblichen Einfluß auf Konvergenz

geschwindigkeit und Stabllitat des Verfahrens und sind daher mit Bedacht 

auszuwählen . 

1m einer ersten Version des Sensors, die von dem Eberleschen Algorithmus zur 

Festflügelberechnung übernommen wurde, wurde die untere Schranke für die 

Hauptdiagonalelemente dem Kehrwert einer kritischen Zeitschrittweite 6r' r1t 
gleichgesetzt , die sich analog zu Gl . (3 . 26) errechnen laßt . Für diejenigen 

Zellen. in denen gilt: 

1 
(3 . 62) 

wird mit einem unendlich großen Zeitschritt gerechnet, da ke i ne Stabilitats

probleme zu erwarten sind . 1st diese Bedingung nicht erfüllt , wird der Zeit

schritt lokal von 6r ~ .. auf 6r - 6r. , .. reduziert, und damit werden die Haupt

diagonalelemente in der betreffenden Zelle um l/6'.'1t erhöht. 

Es ist ein Kennzeichen dieses Sensors, daß "Sensorgröße" und "Reaktionsgröße" 

identisch s ind . Ihr Betrag (1/6"'1t) ist u . a . von der Wahl VOn CF~r1t ab

hängig . dessen Wert VOn außen vorgegeben werden kann . 
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Kap. 5.4.2 beschreibt die Auswirkungen der Wahl von C~rlt in Abhängigkeit des 

Unterrelaxationsfaktors w auf Stabilität und Konvergenzgeschwindigkeit. 

Eine erfolgreiche Kodifikation dieses Sensors bestand darin, "Sensor-" und 

"Reaktionsgröße" zu entkoppeln. Ilährend Gl. (3.62) weiterhin als untere Schranke 

fungierte, wurden die Hauptdiagonalelemente im Bedarfsfall nun um den Betrag 

l/IITat. vergrößert, mit IIT at .<IITkrlt , bzw. CFL".<C~rlt. Damit ließ sich 

eine Verbesserung gegenüber dem ursprünglichen Sensor erzielen, wie in Kap. 

5.4 . 2 gezeigt wird. 

In einer dritten Variante, die sich für die vorliegende Problematik der Hub

schrauberrotorströmung als besonders effizient erwies, wurde die Sensorgröße 

nicht mehr konstant angesetzt, sondern als Funktion der Radialkoordinate der 

betrachteten Zelle bestimmt. Als geeignet stellt sich eine Beziehung der 

Form 

(3 . 63) 

heraus, wobei < - 1 und ... - 3 gesetzt wurden. Die Sensorfunktion erfährt dabei 

einen nichtlinearen Verlauf von einem niedrigen Ilert bei r - 0 (CF4 r" ) auf 
o 

einen höheren Grenzwert C~ r B .. im Bereich "unkritischerer" Radien. CF4r lt .. 

entspricht dem C~rl' in Gl.(3.62) und konnte sehr hoch eingestellt werden . 

C~r'.o wurde einfachheitshalber dem Ilert der Reaktionsgröße CFL ••• gleich

gesetzt. Aktuelle Zahlenwerte können Kap. 5.4.2 entnommen werden. Die lokale 

Schranke für die Diagonalelemente ergibt sich durch Einsetzen von Gl (3 63) 

in GI. (3.62). 

Es ist wichtig anzumerken, daß die in Kap. 5.4 . 2 gefundenen optimalen Werte 

für C~r' ... ' CFL ••• , wund 7 für alle in dieser Arbeit gezeigten Berechnungs

fälle konstant gehalten wurden, daß also die Robustheit des Verfahrens nicht 

negativ beeinflußt wurde. 

Als Alternative zu den beschriebenen Sensoren, die alle auf dem gleichen 

Grundprinzip, der Festlegung einer kritischen Größe fur die Hauptdiagonal

elemente beruhen, wurde eine zweite Funktion untersucht, bei der die lokale 

zeitliche Änderung der Divergenz des Kassenflusses bestimmt wird. Diese sollte 

bei stationären Problemen negativ oder zumindest gleich Null sein: 

a 
at div (pv) oS < (3.64) 

< stellt hier eine vom Nutzer anzugebende Konstante ~ 0 dar, die eine gewisse 

Schwankung während des Iterationsverlaufes erlaubt. Diese Methode hatte sich 

in der Praxis jedoch nicht bewährt und wurde deswegen nicht weiter verfolgt 
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Besondere Beachtung ist den ersten Iterationsschritten zu widmen. Aufgrund 

der zu Beginn noch schlechten Konditionierung des Systems treten hier für 

Ilr .. '" auf jeden Fall Stabllitätsprobleme auf. Diese können durch die genann

ten Maßnahmen u.U. nicht aufgefangen werden, es sei denn man wählt Ilrtr1t 

grundSätzlich sehr klein, was aber aus Konvergenzgründen für den weiteren 

Iterationsverlauf nicht ratsam ist. Als günstig hat sich erwiesen, während 

der ersten Schritte eine sukzessive Erhöhung des Zeitschrittes auf dr"" 

zu vollziehen. 

Eine von vielen Möglichkeiten, die zu einer schlechten Konditionierung der 

Koeffizientenmatrix führen können, fand Brenneis [66] in einer ungünstigen 

Kombination des Seitenverhllitnisses einer Zelle und der Durchströmmachzahl. 

Dies kann dazu führen, daß die Diagonalelemente des mittels Gauß-Elimination 

zu lösenden Gleichungssystems (3.58) unter bestimmten Umständen zu Null wer

den, was zum Abbruch des Rechenlaufes führt. 

Abhilfe bietet die Rechtsmultiplikation von Lt,j,k mit der Transformations

matrix H (siehe Kap. 3.2.2), die die konservativen Variablen in die nichtkon

servativen umwandelt. 

Damit läßt sich Gl.(3.58) umformen 

mit 

*n 
L i,j ,k 

*n 
L i.j ,k 

zu: 

Il~*n+ 1,1 _ RHS 
i,j ,k 

Ln 
i,j ,k Ii! i.j ,k (3.65) 

Nach erfolgter Lösung ist der Vektor der nichtkonservativen Variablen in den 

der gesuchten konservativen zu überführen mittels 

Hn 
i,j ,k (3.66) 

Srenneis konnte nachweisen, daß es nun keine physikalisch sinnvolle Kombina

tion von Zellseitenverhältnis und Durchströmmachzahl mehr gibt, bei der ein 
* Diagonalelement von Li,j,k zu Null wird. 

Entsprechend wurden dann auch die Hauptdiagonalelemente d
l1 

von L* 
l,j ,k an-

stelle von Li,j,k in Gl.(3.62) verwendet. 
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3.3.4 Einbeziehung des KrAftevektors 

Aufgrund seiner homogenen Eigenschaft konnte der Kräftevektor K ebenso wie 

die Flußvektoren E, Fund C m.H. einer Taylorentwicklung linearisiert werden. 
n Die Einbeziehung der dabei entstandenen Jacobimatrix S (siehe Anhang A.4) in 

die LHS von Gl.(3.50) bzw. (3.53) ist damit ohne weiteres möglich. 

Betrachtet man allerdings die Konditionierung von S, sO erkennt man sofort, 

daß die Bedingung für Diagonaldominanz (Gl.(3.61» nicht erfüllt ist, da 

die Hauptdiagonale nur sehr schwach besetzt ist. 

Für den Fall verschwindend geringer Störgeschwindigkeiten, wie sie in einigem 

Abstand vom Blatt durchaus auftreten können, bleibt beispielsweise im zylin

drischen System übrig: 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 
S,n _ 11m Sn _ D 0 0 0 0 1<-1 (3.67) q-.O r 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

Damit verschlechtert die Einbeziehung der Matrix Sn in Gl.(3.50) bzw. (3 53) 

die Konditionierung des Gesamtsystems und kann demzufolge numerische Schwie

rigkeiten bei der Relaxation bewirken. Dieser Effekt macht sich besonders 

bemerkbar bei kleinen Radien und/oder großen Zellvolumina. 

In Kap. 5.4.2 werden die Ergebnisse mehrerer Laufreihen mit und ohne Einbeziehung 

von Sn miteinander verglichen. Sie stellen den angesprochenen negativen Ein

fluß deutlich heraus. Es zeigt sich dort, daß die Parameter, mit denen sich 

die Stabilität der Relaxation steuern läßt, z.B. der Unterrelaxationsfaktor "', 
n erheblich niedriger gewählt werden mußten, wenn S einbezogen wurde. Da dies 

aber gleichzeitig eine Reduzierung der Konvergenzgeschwindigkeit zur Folge 

hat, wird das Gesamtergebnis signifikant verschlechtert. 

BeschrAnkt man sich auf die Lösung eines stationären Problems, so stellt die 

gesamte LHS in Gl.(3.S3) lediglich einen Iterationsoperator dar, dessen exak

ter Wert bei Erreichen des konvergenten Endzustandes wegen 6.n+l ~ 0 uninte

ressant geworden ist. Daher führt eine Berücksichtigung von Sn auch zu keiner

lei Genauigkeitszuwachs. Aus diesen Gründen wurde bei stationären Problemen 
n auf die Einbeziehung von S verzichtet. 

Die zu lösende modifizierte Gleichung lautet also letztlich: 

- ( 6.E + 6 F + 6 C _ K )n 
, '7 r (3.68) 
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3.4 Kotivation zur Verwendung absoluter StrOmungsgrOßen 

3.4.1 Ermittlung der Durchflußbilanz durch ein Kontrollvolumen 

Die Verwendung der integralen Form der Euler-Gleichungen erfordert die Be

stimmung der Kassen-, Impuls- und Energieflüsse durch die Zellflächen der 

einzelnen finiten Volumina . 

Dazu sind die im Lösungsvektor enthaltenen konservativen Strömungsvariablen 

p,pu,pv,pw,e mit der lokalen Transportgeschwindigkeit und dem Flächennorma

lenvektor zu multiplizieren. Es gilt: 

JJ ;.q dS 

S 

JJ ;(q·n)dS 

S 

(3.69) 

wobei ; stellvertretend für ein beliebiges Element des Lösungsvektors stehen 

möge und n den Flächennorma1eneinheitsvektor bezeichnet. 

Bei der Wahl eines blattfesten, mitrotierenden Koordinatensystems sind in der 

Geschwindigkeit q gemäß GI. (2.21) sowohl der Anteil der freien Anströmung 

(e.>x r). als auch der Anteil der Storgeschwindigkeiten (Ci) enthalten: 

q - q - (e.>xr) (2.21) 

Entgegen der Vorgehensweise bei der Festflügelberechnung, bei der die Trans

portgeschwindigkeit (q·n) über der be erachteten Fläche als konstant angenom

men werden kann, stellt sich aufgrund des (w X r)-Anteiles bei der Rotorblatt

strOmung das Problem der radialen Veränderlichkeit. 

Eine diskrete Approximation des Flächenintegrales sus Gl.(3.69) zu 

JJ ;(q·n)dS 

S 

.. (3 . 70) 

wobei der Index i die i-te Zell fläche eines betrachteten Volumenelementes 

bezeichnet, das durch m solcher Flächen begrenzt wird, ist nur möglich, wenn 

alle beteiligten StrömungsgrOßen über der zu integrierenden Fläche konstant 

sind. Dies ist aufgrund von GI. (2.21) zun.!!chst einmal nicht der Fall. Um 

dennoch eine einfache Formulierung entsprechend GI. (3.70) beibehalten zu 

können, muß die veränderliche Anströmgeschwindigkeit (e.>x r) durch einen kon

stanten Wert (e.> x r B ) ersetzt werden, wobei r B den Ortsvektor zu einem für 
1 1 

die betrachtete Fläche gültigen Bezugspunkt darstellt, so daß gilt: 



m 

JJ (00 x r)ndS - L JJ 
S i-I S, 
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(3.71) 

Eine Möglichkeit besteht darin, r B, als arithmetisches Mittel der vier Eck

punkte der betrachteten Fläche zu ermitteln. Dies ist allerdings nur dann 

mathematisch exakt, wenn die Projektion der Flache auf die Ebene senkrecht 

zur Anströmrichtung genau einem Rechteck entspricht. Da dies im allgemeinen 

natürlich nicht der Fall ist, würde bei einer solchen Vorgehensweise ein 

beträchtlicher Fehler entstehen, der sich in einemunphysikalischen Verschwin

den bzw. Entstehen von Masse, Impuls und Energie auswirken würde. 

Der Fehler in diesem Ansatz liegt darin, daß zwar Größe und Orientierung der 

Durchströmfläche Si' nicht aber die Veränderung ihrer geometrischen Form in 

radialer Richtung berücksichtigt werden. Die korrekte Auflösung des Integrals 

(3.69) liefert für den Anteil der freien Anströmung am Beispiel eines zylin

drischen Koordinatensystems: 

JJ 
S 

(00 x r)ndS ....,.JJ r dS(ß) 

S 

m 

....,·L (I 
i-I r 

r·z(r) dr J
i 

(3.72) 

wobei S (ß) die Komponente des Flachennormalenvektors in Strömungsrichtung, 

d.h. die Projektion von S auf die (r,z)-Ebene darstellt, mit fdS(ß) - z(r)dr. 
• Die Berechnung von fr·z(r)dr für eine beliebig geformte Flache im Raum bedeu-

tet einen nicht unerheblichen Rechenaufwand, der um so mehr zu Buche schlagt, 

je größer die Anzahl der Netzzellen ist. 

Es wurde daher nach einem Weg gesucht, dieses Integral durch eine Summenform 

analog zu Gl.(3.70) zu ersetzen, ohne dabei an Genauigkeit einzubüßen. Dies 

gelingt in der Tat, wenn man die betrachtete FlAche in zwei Dreiecke unter

teilt, wie dies in Bild 3.4-1 gezeigt ist, und jedes dieser beiden Dreiecke 

getrennt betrachtet. 

Diese Vorgehensweise erlaubt nicht nur eine Approximation, sondern sogar die 

mathematisch exakte Berechnung des gesuchten Integrals in einfacher Form zu : 

II 4>(00 x r)ndS 

S 

m 

~ ....,.~ ( 4>·I r·z(r)dr 

i-l r 

m 

) - -w.~ 
i i-I 

(ß») 
+ r i 25 i 2 , , 

(3.73) 
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als Radialkoordinaten des Flächenschwerpunktes der 

beiden Dreiecke 

als Projektionsflächen der beiden Dreiecke in 

AnstrOmrichtung. 

Das ·~·-Zeichen weist dabei auf die bei diskreten Verfahren übliche Annahme 

hin, daß ~ über der betrachteten Zellfläche konstant sei. 

Die jeweiligen Flächenschwerpunkte lassen sich gemäß [136] unter Verwendung 

der Koordinaten der Eckpunkte des betrachteten Dreiecks berechnen zu: 

i-l..m, j-l,2 

(3.74) 

Die Größe der Dreiecksflächen ermittelt man über die Flächenvektoren 

(3.75) 

als deren Norm zu: 

(3.76) 

wobei die einzelnen Komponenten die Projektionsflächen in die jeweilige Koor

dinatenrichtung repräsentieren. 

Mit dieser Maßnahme konnte die vollständige Konservativität bei der ungestör

ten Durchströmung einer Zelle sichergestellt werden. 

Die Approximation von Gl.(3.69) lautet demnach für ein zylindrisches Koordi-

natensystem: 

If 91(q'n)dS - If 91(Q-(wx r»ndS 

S S 
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3.4.2 Übergang auf absolute Strömungsgrö&en 

Die Aufsplittung der Transportgeschwindigkeit und die getrennte Approximation 

der beiden Flußanteile sind jedoch noch nicht ausreichend. 

Bei einer Formulierung der Euler-Gleichungen in relativen Strömungsgrößen. die 

auf ein blattfestes, mitbewegtes Koordinatensystem bezogen sind, ist die in 

Kap. 3.4.1 getroffene Voraussetzung, die Elemente des LOsungsvektors über 

der betrachteten Zellfläche als konstant annehmen zu können, nicht mehr halt

bar. Da auch sie abhängig vom Radius sind, sind ähnliche Maßnahmen zu ergrei

fen wie im Falle der Konvektionsgeschwindigkeit. 

Am Beispiel der Umfangsgeschwindigkeit und der Energie im zylindrischen Sy

stem sei die Problematik dargestellt. Ersetzt man ~ in GI.(3.77) durch: 

pu - p(ü+1o>r) 

bzw. 

e ..L + e. «ü+wr) 2+V2+W2) 
1<-1 2 

so erhält man: 

JJ pu(q'n)dS - JJ pu(q'n)dS + JJ pu(wr)dS(") 

S S S 
bzw. (3.78) 

JJ e(q'n)dS JJ e(q'n)dS + JJ e(wr)dS(6) . 

S S S 

Betrachtet man einmal nur den jeweils letzten Term, d.h. den Anteil, der 

einem Transport der Strömungsgrößen mit der Geschwindigkeit der freien An

strömung entspricht, und der in einigem Abstand vom Rotorblatt um Größen

ordnungen höher ist, als der jeweils erste Anteil, so ergibt sich unter Ver

wendung von Gl.(3.72) für die i-te Fläche (der Index i sei der Übersichtlich

keit halber weggelassen): 

II pu(wr)dS(") ~ w.pü·I r'z(r)dr + w2 •
p·I r 2 'z(r)dr 

S r r 

bzw. (3.79) 

IJ e(wr)dS(") ~ w.;.J r'z(r)dr + w2 . pü.J r 2 'z(r)dr + w;.p.J rS'z(r)dr 

S r r r 

mit; nach Gl.(2.28). 
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WAhrend die Jeweils ersten Integralterme analog zu dem im vorigen Kapitel 

beschriebenen Verfahren gemAß GI . (3.73) in einfacher Art durch eine Summen

form substituiert werden können, gelingt dies nicht mehr, wenn r in den 

Potenzen r' bzw. r 4 vorkommt . 

Die einzige Möglichkeit, auch hier den Rechenaufwand in vertretbaren Grenzen 

zu halten und dennoch eine mathematisch exakte Wiedergabe der Geschwindigkeits

bzw . Energiebilanz zu erhalten , besteht darin, von den relativen auf absolute 

Strömungsvariablen entsprechend Gl . (2.2l),(2 . 28) überzugehen und alle (wr)

Anteile aus den Größen des Lösungsvektors zu eliminieren . Dadurch entfallen 

die Integralterme höherer Ordnung in r . 

An dieser Stelle zeigt sich auch, daß die von einigen Autoren verwendete Ro

energie (GI . (2 . 26» anstelle der absoluten Energie bei der beschriebenen Vor

gehensweise das Problem nur teilweise lösen würde, da das mittlere Integral 

in Gl . (3 . 79) bestehen bleibt. Der resultierende Fehler wAre aufgrund des Koef

fi z ienten pü allerdings gering , da sich die Größe der DurchströmflAche und 

damit die Hohe des Fehlers bei der Approximation bei vernünftiger Diskreti

sierung umgekehrt proportional zum Betrag der St6rgeschwindigkeiten verhalten . 

Am Beispiel der Aufgabe , in dem für die Untersuchungen sm Rotorblatt verwen

deten geschlossenen, aber leeren Rechenraum die ungestörte Anströmung zu be

wahren, werden In Kap . 5 .4.2 die Auswirkungen der Verwendung von relativen 

bzw. absoluten Größen, und bei letzteren die Unterschiede bei Verwendung der 

Roenergie bzw. der absoluten Energie gegenübergestellt . 

3 . 5 Numerische Implementierung der Randbedingungen 

Infolge des endlichen Berechnungsgebietes ergibt sich die Notwendigkeit, auf 

den so entstandenen künstlichen Grenzen die Werte der diskreten Variablen in 

geeigneter Weise vorzuschreiben . 

Desweiteren muß dafür gesorgt werden, daß entlang der KörperoberflAche die 

Tangentialbedingung erfüllt wird . 

Neben diesen "klassischen" Randbedingungen , die generell für alle Strömungs

untersuchungen gültig sind, sind Je nach verwendeter Netztopologie und Je nach 

spezifischen Besonderheiten des untersuchten physikalischen Berechnungsfalles 

weitere Bedingungen zu berücksichtigen . 

In der vorliegenden Arbeit traten fünf verschiedene Arten von Randbedingungen 

auf : 
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• Fernfeldrandbedingungen 

• FestkOrperrandbedingungen 

• periodische Randbedingung 

• Bedingungen an Schnittebenen im Netz 

• Bedingungen an Blockgrenzen 

In Bild 3.5-1 sind im Vorgriff auf die in Kap. 4 enthaltenen Ausführungen zur 

Netzgenerierung die Struktur der in dieser Arbeit verwendeten Netze vom 0-0-

Typ sowie die Zuordnungen zwischen dem physikalischen und dem Indexraum dar

gestellt. Die an den jeweiligen Begrenzungsflächen geltenden Randbedingungen 

sind eingetragen. 

Durch die Endlichkeit des LOsungsgebietes entsteht eine künstliche Berandung, 

an der die Werte der abhängigen Variablen vorgeschrieben werden müssen. In 

der Regel ist dies der Zustand der freien AnstrOmung, woraus sich die Erfor

dernis ergibt, daß der Fernfeldrand genügend weit vom untersuchten Körper ent

fernt liegt, in einem Bereich, in dem die zu erwartenden StrOmungsgradienten 

ausreichend klein sind. 

Dies macht U.U. eine recht große Ausdehnung des zu diskretisierenden Raumes 

notwendig, was sich im Berechnungsaufwand niederschlägt. Besonders kraß ist 

dies z.B. bei der zweidimensionalen ProfilumstrOmung, bei der der Abstand der 

stromabwärts liegenden Grenze vom KOrper extrem groß sein muß, um im Unter

schall keinen unerwünschten Einfluß auf die LOsung zu erhalten. Aber auch bei 

der Berechnung der Umstromung um einen Hubschrauberrotor im stationären Schwe

beflug muß, wie in dieser Arbeit gezeigt wird, der Rechenraum, vor allem 

unterhalb der Rotorkreisscheibe, sehr groß geWählt werden. 

Insbesondere in der Profilberechnung wird vielfach versucht, diesen Nachteil 

zu umgehen, indem man an den Fernfeldrändern nicht die freie AnstrOmung, son

dern eine modifizierte Bedingung ansetzt, die den physikalischen StrOmungszu

stand in geringerer Entfernung vom KOrper zumindest näherungsweise beschreibt. 

So verwendet Drela [137] z.B. die Geschwindigkeiten, die ein Einzelwirbel 

induziert, der an die Stelle des Profils tritt und dessen Zirkulation besitzt. 

Hertel [49] untersuchte für die RotorblattstrOmung anhand einiger der Test

fälle, die auch in der vorliegenden Arbeit verwendet wurden, die Vorgabe eines 
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Strömungszustandes, der sich aus der stationären LOsung eines halbempirischen, 

linearen Verfahrens unter Verwendung eines vorgeschriebenen Nachlaufmodells 

(prescribed wake model) ergab. Es handelt sich dabei um eine Kombination der 

Verfahren von Kocurek [138,139] und Landgrebe [140]. Mit Hilfe des Biot-Savart

sehen Gesetz werden die durch die Nachlaufwirbelschicht in den Randzellen 

induzierten Geschwindigkeiten errechnet, die Isentropenbeziehung liefert mit 

der örtlichen Schallgeschwindigkeit und der konstanten Rothalpie den Druck 

und die Dichte. Hertel konnte mit dieser Methode bereits erste Erfolge im 

Hinblick auf eine Verkleinerung des Rechenraumes und eine dadurch bedingte 

Rechenzeitersparnis erzielen [43,45,49,141]. 

In der vorliegenden Arbeit wurde parallel dazu ausschließlich mit einer freien 

Strömung als Fernfeldbedingung gearbeitet. Sie wird an der oberen, der unteren 

und der äußeren Netzgrenze angesetzt. Dies entspricht bei der verwendeten 0-0-

Topologie der Rechennetze der Ebene k - k",az im Indexraum (Bild 3 . 5-1). 

Die Vorgabe fester Werte in den Randzellen muß so geschehen, daß nichtphysika

lische Reflexionen an den Grenzen vermieden werden. Dies wird mit sogenannten 

nichtreflektierenden Randbedingungen erreicht. 

Die dahinter stehende Theorie basiert auf der Signalausbreitungseigenschaft 

hyperbolischer Gleichungssysteme für den eindimensionalen Fall. Verbreitet ist 

vor allem die Verwendung der Riemann-Invarianten (z.B. [35,36,57,116]) oder 

der charakteristischen Variablen (z.B. [40,142]). 

Die explizite Einführung solcher spezieller Maßnahmen am Rand erübrigen sich 

jedoch, wenn bereits der Gesamtalgorithmus zur LOsung der Bewegungsgleichungen 

auf die Charakteristikentheorie aufgebaut ist. 

Bei diesen sogenannten Upwind-Schemen, zu denen auch das vorliegende gehört, 

ist die Reflexionsfreiheit an den Grenzen sehr einfach zu erfüllen. 

An den Fernfeldrändern (Bild 3.5-1) werden alle Variablen entsprechend dem 

gewünschten Zustand (z.B. Umgebungszustand) in der äußersten Zellschicht vor

geschrieben. An den Grenzen ins Rechenrauminnere werden, wie an allen Ober

flächen der finiten Volumina, anband der lokalen Eigenwerte die Steigungen 

der Charakteristiken ermittelt. 

Diese geben Auskunft darüber, ob es sich um ein subsonisches oder ein super

sonisches Ein- bzw. Ausströmen durch die betrachtete Fläche handelt. Dement

sprechend wird der Informationsfluß aus den benachbarten Zellen gesteuert. 

Bild 3.5-2 zeigt die möglichen vier Zustände an den Fernfeldgrenzen, wobei 

ein supersonisches Aus- bzw. Einströmen im Falle der Hubschrauberrotorströmung 

bei Verwendung eines in sich geSChlossenen Rechennetzes nicht vorkommt. 

Entscheidend für die Reflexionsfreiheit ist, daß die von außen kommenden Cha

rakteristiken keine Information aus dem Rechenrauminneren weitertransportie-
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ren, während die aus dem Inneren keine Informationen von außerhalb enthalten 

dürfen. Dies ist bei den Upwind-Schemata erster und zweiter Ordnung automa

tisch gewährleistet, im Falle der Verwendung eines Algorithmusses höherer 

Ordnung (Upwind-biased 3.0rdnung) ist an den Grenzen die Ordnung entsprechend 

zu reduzieren. 

An undurchlässigen Körperoberflächen ist im Falle der reibungsfreien Strömung 

die kinematische Strömungs bedingung der Form 

q·n - 0 (3.80) 

zu erfüllen. 

Sie besagt, daß die Geschwindigkeit normal zur Körperkontur und damit der 

Massenfluß durch die feste Oberfläche verschwinden. Der nullte Eigenwert (~o) 

an der kOrperangepaßten Begrenzungsfl4che der angrenzenden finiten Volumen 

muß damit zu Null werden. 

Beiträge zu den Flußbilanzen der Impuls- und der Energiegleichung (zu letz

terer nur bei Verwendung der absoluten Energie) liefert demzufolge nur noch 

der Druck (vgl. Gl.(2.37),(2.49». 

Um eine dreidimensionale Extrapolation der in den Volumenmittelpunkten bekann

ten Druckwerte auf die KOrperoberfläche zu vermeiden, werden alle StrOmungs

größen an der an den Körper anstoßenden Zell fläche in gleicher Weise berechnet, 

wie im Inneren des Rechenraumes. Dazu sind folgende Maßnahmen zu ergreifen: 

- Schaffung sogenannter fiktiver Zellen im KOrperinneren durch Extrapola

tion aus den angrenzenden StrOmungszellen 

- Korrektur des Geschwindigkeitsvektors an der Körperoberfl4che nach der 

Beziehung 

q - (q·n)n (3.81) 

mit n als Flachenormaleneinheitsvektor. 

Dies entspricht einem Abschneiden des NormalgeschWindigkeitsanteils. 

- Berechnung der gesuchten Strömungsgrößen an der KOrperoberfläche m.H. 

des Riemannschen LOsungsalgorithmus unter Berücksichtigung der Forderung 

~o - 0 und unter Verwendung von ~ zur Bestimmung der Charakteristiken 

und der Riemann-Invarianten. 
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Details zur numerischen Umsetzung dieser Methode können [65,66 J entnommen 

werden. 

Die Strömung um einen Hubschrauberrotor kann für den Fall, daß sich dieser 

translatorisch gar nicht (Schwebeflug) oder nur in Richtung der Drehachse 

(Steig- oder Sinkflug) bewegt, als periodisch angesehen werden, d.h. es 

herrscht an allen Blättern der gleiche Strömungszustand. Daher besteht die 

Möglichkeit, nur ein einziges Blatt zu betrachten und den Einfluß der rest

lichen Blätter über eine sogenannte periodische Randbedingung zu erfassen. 

Sei n die Anzahl der Rotorblätter, so läßt sich der kreisförmig geschlossene 

Rechenraum um die Rotorkreisscheibe in n gleichgroße Teilgebiete mit einem 

Öffnungswinkel von x- 2,,/n zerlegen, die jeweils nur ein Blatt beeinhalten. 

Gleiches gilt auch bei der Betrachtung n-blAttriger Propeller, Verdichter, 

etc. unter axialer Anströmung. 

Die durch die Teilung entstandenen Schnittebenen sollten möglichst koplanar 

sein. Sie bilden die RandflAche j -1 in dem in Bild 3.5-1 dargestellten Rechen-

raum. 

Um Interpolationen zu vermeiden, empfiehlt es sich, diese Ebenen symmetrisch 

zur Rotationsachse auszuführen, so daß die Linienverteilungen in der Ein

und Austrittsebene deckungsgleich sind. Dies erfordert allerdings einen höhe

ren Aufwand bei der Netzgenerierung, da die PeriodizitAtsebene in diesem Fall 

keine Neigung um die y-Achse haben darf (zur Orientierung der Koordinatenach

sen siehe Bild 2.2-1). Der Übergang auf den tatsächlichen Blatteinstellwinkel 

muß dabei auf dem relativ kurzen Stück des Blattanschlusses von der Drehachse 

bei r -0 bis zur inneren Blattwurzel geschehen, was bei stark angestellten Blat

tern, die u.U. noch eine hohe Verwindung haben, nicht ganz unproblematisch ist. 

Die periodische Randbedingung besagt anschaulich, daß das, was durch die Ebene 

hinter dem Rotorblatt den Rechenraum verläßt, sofort und verlustfrei in diesen 

durch die Ebene vor dem Rotorblatt wieder einströmt. 

Sind die beiden PeriodizitAtsebenen so generiert worden, daß die finiten FlA

chen der Aus- und der Eintrittsebene deckungsgleich sind, so ist diese Aus

sage auch für jedes der an diese Ebenen anstoßenden Volumina gültig, so daß 

die KonservativitAt beim Übergang von einem Volumen an der Austritts- in das 

korrespondierende Volumen an der Eintrittsebene gewahrt ist. 

Zur Vereinfachung des Algorithmusses werden zwei fiktive Zellschichten (j - 0 

und j - -1) erzeugt, auf die die letzte (j -1) bzw. vorletzte (j -2) Zellschicht 
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aus dem eigentlichen Rechenraum abgebildet werden . Dadurch laßt s1ch auch die 

Verfahrensgenauigke1t 3 .0rdnung be1behalten . 

Die Abb1ldungsvorschriften für die physikal1schen und geometrischen GrOßen 

bezogen auf die Volumenmittelpunkte lauten : 

a) für zylindrische Koordinaten 

r' i.j .k 
(3 . 82) 

;" A ,.. _ ; 

i .Lk i . j . k 

mit - - T - (P.Pu.pv.pw . e) 

r - (6.r . z)T 

r' - (6-x ·v . r.z)T • X - 2w/n • v - sign(6) 

.. " - { 
1 • wenn i eine Zelle an der Austrittsfläche bezeichnet 
-1. wenn i e1ne Zelle an der Eintrittsflache bezeichnet 

und der Indexzuordnung 
, 
1 - 12 - 1 + 1. •• ' (mln(1.max(O.i+l-i2 ») 1-1 .. . 1. .. 
, 
j - 1 - j j - 1.2 (3.83) 

, 
k-k Ie - 1 .. . k" •• 

wobe1 i 2 den Index der Netz11n1e. die in die Profilnase mündet . bezeich

net (i2 - 1. .. /2+1) . Die Indexzuordnung gilt ausschließlich für die ver

wendeten Netze mit O-O-Topologie und der in Bild 3.5-1 dargestellten In

dizierungssystematik . 

b) für kartesische Koordinaten 

r A ,.. A .. T . r 
i.j.1e i.j.1e 1.j.1e 

q'" A A _ T . Ci 
i .Lk i.j.k i.Lk 

pA " ... _ P 
i,j.k i.j.k 

e" .... A _ 

i . j .k 
-e 
1.j .k 

(3 . 84) 
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mit r (X,y,Z)T 

q - - T (u,v,w) 

[ cos X -v' sin X 0 ] T- v'sin X cos X 0 , X - 2~/n , v - sign(x) 
0 0 1 

~ v - { 
1 , wenn 1 eine Zelle an der Austrittsfläche bezeichnet 
-1, wenn 1 eine Zelle an der Eintrittsfläche bezeichnet 

und der Indexzuordnung gemäß Gl.(3.83). 

Bei begrenztem Speicherplatz besteht die Möglichkeit, anstelle einer Belegung 

fiktiver Zellen die beteiligten Volumina über die analytische Indexzuordnung 

direkt anzusprechen, wie in der vorliegenden Arbeit geschehen. 

Hierbei handelt es sich um fiktive Grenzen, die dadurch bestimmt sind, daß 

sie nur im Rechenraum. nicht aber im physikalischen Raum existieren. Sie sind 

bedingt durch die Netztopologie und treten bei 0- und C-Netzen auf. 

Bei den in der vorliegenden Arbeit verwendeten Netzen vom O-O-Typ bestehen 

zwei solcher Schnittebenen (s. Bild 3.5-1). Die eine erstreckt sich von der 

Blatthinterkante zum Fernfeldrand und trennt die Zellschichten mit den Indices 

i-I und i - I...%, während die zweite von der Blattspitze zum Fernfeldrand ver

läuft und für j - j .. az die Volumina der Unterseite (i- 1 ... iz-l) von denen der 

Oberseite (i- i 2 ••• 1 .. az ) trennt. 

Wie auch bei der periodischen Randbedingung besteht die Aufgabe lediglich 

darin, die Indices der Volumen mit gemeinsamer Begrenzungsfläche zu finden, 

so daß die Flußbest1mmung mit der gleichen Genauigkeit wie im Inneren des 

Rechenraums stattfinden kann. Die Belegung fiktiver Zellen ist nicht erfor

derlich. 

Verwendet man blockstrukturierte Netze, so sind an den Blockgrenzen Maßnahmen 

vorzusehen, die einen konservativen Informationsaustausch zwischen den beiden 

BlOcken gewährleisten. Da eS unterschiedliche Formen blockstrukturierter Netze 
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gibt, sind auch die erforderlichen Haßnahmen unterschiedlich. Kap. 4.4 gibt 

hierzu einen kurzen Überblick. 

In der vorliegenden Arbeit wurde die einfachste Art der Blockstrukturierung 

gewählt, bei der die Netzlinien der beiden Blöcke an der gemeinsamen Grenze 

aneinanderstoßen. Dies war aufgrund der geometrischen Gegebenheiten ohne 

große Netzverzerrungen möglich und erfordert den geringstmöglichen Aufwand 

bezüglich der Erstellung der Flußbilanzen über die Blockgrenze hinweg. Wie 

bereits an den zuvor beschriebenen Rändern ist erneut lediglich eine Index

zuordnung zu erstellen. 

Die Lage der Blöcke im Indexraum ist Bild 3.5-1 zu entnehmen. 

Bei den meisten Autoren, die sich mit der Berechnung der Hubschrauberrotor

strömung beschäftigen, wird der Netzkörper nicht bis zur Drehachse bei r - 0 

ausgedehnt, sondern endet noch auf dem Blatt, unabhängig davon, ob ein in sich 

geschlossener Rechenraum ohne Nachlaufmodell (z.B. [38,47,6lJ) oder nur eine 

Diskretisierung eines engen Bereiches um das Blatt (z.B. [33-37,56.57]) Ver

wendet wurden. In der Regel ist die Ursache hierfür das Auftreten numerischer 

Schwierigkeiten in den Zellen bei r~O. Dadurch wird jedoch die Definition 

einer zusätzlichen Randbedingung erforderlich. Nichtreflektierende Randbe

dingungen, verschiedene Hethoden der Extrapolation bestimmter Strömungsgrößen 

oder die Vorgabe einer 2-D Bedingung sind die gebräuchlichsten Varianten. 

Auch in eigenen früheren Arbeiten wurde bei Verwendung eines H-Netzes ein 

solcher Weg beschritten [4l,42,44,46,143J. Abgesehen von den negativen Ein

flüssen, die die Vorgabe künstlicher Bedingungen an einem solchen Rand, der 

sich im Gegensatz zum Fernfeldrand in unmittelbarer Nähe des interessierenden 

Strömungsgebietes befindet, auf die Lösung hat, besteht ein sehr großer Nach

teil darin, daß der innere Randwirbel und sein Beitrag auf die Ausbildung der 

Nachlaufschicht sowie die inneren Teile der Nachlaufschicht selbst nicht er

faßt werden können. Außerdem werden Querströmungseffekte, z.B. infolge einer 

starken Blattverwindung, in der Nähe dieser Grenze falsch wiedergegeben. 

Aus diesem Grunde wurden in der vorliegenden Arbeit nur solche Netze verwendet, 

die das komplette Strömungsgebiet bis zur Rotationsachse einschließen. Somit 

entfällt die Vorgabe einer zusätzlichen Randbedingung. Numerische Probleme 

entstehen be i dem verwendeten Lösungsalgori thmus in den achs nahen Zellen nicht. 
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4. Netzgenerlerung 

4.1 Anforderungen und Netztopo1ogien 

Zur numerischen Lösung der Euler-Gleichungen ist die Erzeugung sog. Rechen

netze erforderlich, die den betrachteten Strömungsraum um den zu untersuchen

den Körper in genügend kleine, lückenlos aneinanderstoßende, nicht überlap

pende Zellen unterteilen, in denen dann die diskretisierten Gleichungen ite

rativ gelöst werden. 

Von der Beschaffenheit des Gitters geht ein erheblicher Einfluß auf die quali

tät der Lösung aus. Bei der Generierung ist daher besondere Sorgfalt zu üben. 

Kriterien für die Güte von Rechennetzen sind in erster Linie die Netzfeinheit, 

d.h. die Größe der aus der Diskretisierung entstandenen Volumina, der Verzer

rungsgrad einzelner Zellen, der insbesondere im Bereich starker geometrischer 

Veranderungen sehr hoch sein kann, das Verhältnis der Kantenlängen der Volumina 

und schließlich die Homogenität, d.h. das Größenverhältnis benachbarter Zellen. 

Der durch den Übergang von der differentiellen auf die Differenzenform der 

Bewegungsgleichungen entstehende Abbruchfehler ist u.a. abhängig vom Abstand 

der diskreten Aufpunkte, d.h. vom Diskretisierungsgrad des zugrunde liegenden 

Netzes. Der führende Term des Abbruchfehlers ist maßgebend für die dispersiven 

und dissipativen Eigenschaften des Ulsungsverfahrens. Erstere sind an die 

Terme des Abbruchfehlers gekoppelt, die die Ableitungen ungerader Ordnung 

enthalten, während die Dissipation durch die Terme mit den Ableitungen gerader 

Ordnung bestimmt wird. Eine zu hohe Dispersion führt zu Phasenfehlern im 

zeitlichen Verlauf sich wellenförmig ausbreitender Informationen und ist daher 

insbesondere bei instationären Untersuchungen von Nachteil. Eine zu hohe Dis

sipation führt zu einer Verschmierung von Gradienten, unabhangig davon, ob 

diese physikalisch korrekt oder numerisch bedingt sind. Andererseits ist eine 

zu geringe Dissipation aber ebenfalls von Nachteil, da eine Dämpfung numerisch 

induzierter Störungen nicht mehr ermöglicht ist, und es dadurch zu einem in

stabilen Verhalten kommt. 

Die Terme des Abbruchfehlers werden zum einen durch die Art der Differenzen

bildung bestimmt und sind daher verfahrenstypisch. In Kap. 3.2.3 sind einige 

der üblichen Schemata u.a. in Bezug auf ihr Dissipationsniveau miteinander 

verglichen. Zum zweiten bestimmt aber auch die Netzfeinheit signifikant die 

Größenordnung dieser Terme, da der Aufpunktsabstand in der Potenz der Verfah

rensgenauigkeit eingeht. 

In der konkreten Anwendung auf die Berechnung der Rotorströmung muß bei einem 
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zu groben Netz nicht nur mit einer Beeinträchtigung eventuell euftretender 

Stöße im äußeren Blattbereich, sondern auch mit einer verstärkten Diffusion 

der Randwirbel bzw. des gesamten Nachlaufes gerechnet werden. Dies wiederum 

hAtte bei dem verwendeten Wake-Capturing-Verfahren einen negativen Einfluß 

auf die Wiedergabe des Anströmzustandes vor dem betrachteten Blatt und damit 

letztlich auf die gesamte Druckverteilung entlang der Oberfläche. In Kap.5.4.l 

wird auf die Unterschiede zwischen den auf verschieden feinen Netzen erzeug

ten Nachlaufgeometrien eingegangen. 

Aufgrund der beschriebenen Auswirkungen ist man bestrebt, eine sehr feine 

Auflösung des Strömungsgebietes zu erreichen. Dem stehen jedoch in aller Regel 

beschränkte Ressourcen in Bezug auf den zur Verfügung stehenden Speicherplatz 

und auf eine vertretbare Rechenzeit entgegen, so daß man, zumindest noch beim 

jetzigen Stand der Computertechnologie, zu erheblichen Kompromissen gezwungen 

ist. Die daraus resultierende Anforderung an die verwendeten Rechennetze be

steht daher darin, eine besonders hohe Auflösung in den Bereichen starker 

Strömungsgradienten, also vor allem in KörpernAhe, in Stoßbereichen etc., 

aufzuweisen, gleichzeitig aber in Bereichen geringer Anderungen, wie z . B. im 

Fernfeld, eine möglichst geringe Zellenzahl zu besitzen. 

Je nach Anwendungsfall und je nach Geometrie des zu untersuchenden Körpers 

kann die "optimale" Netzstruktur unterschiedlich sein. Es sind daher in der 

Vergangenheit viele verschiedene Gittertypen entwickelt worden, die sich vor 

allem durch den charakteristischen Verlauf der Netzlinien unterscheiden. Man 

spricht in diesem Zusammenhang von sog. C-, 0-, H- oder L-Netzen, wobei die 

Form der Buchstaben auf diesen Verlauf hindeutet. Eine Aufstellung der ver

schiedenen Netztopologien findet man beispielsweise bei Cucinelli [144J oder 

Thompson et al. [72,145J. 

Für dreidimensionale Anwendungsfälle kann die Netzstruktur in Profil- und 

Spannweitenrichtung unterschiedlich sein, so daß dann Kombinationen der oben 

genannten Grundtypen vorliegen. Im Bereich rotierender Strömungen finden sich 

vor allem H-H-Netze (z.B. [49J), Q-Q-Netze (z.B. [40,43J), O-H-Netze (z.B 

[36J) und C-H-Netze (z.B. [33-35,38,50,61J). 

In der vorliegenden Arbeit wurden ausschließlich Netze vom O-O-Typ (im folgen

den kurz als O-Netze bezeichnet) verwendet. Das gleiche Euler-Verfahren wurde 

von Hertel [49J parallel dazu mit verschiedenen H-H-Netzen (kurz H-Netze) 

betrieben. Die spezifischen Vorteile der H-Netze liegen in einer im gesamten 

physikalischen Raum sehr gleic~ßigen Diskretisierung. Dies ist eine günstige 

Voraussetzung für den Wirbeltransport. Nachteilig wirkt sich in erster Linie 

die hohe Gesamtpunktzahl aus, die bei der Forderung nach einer einigermaßen 

feinen Auflösung des Körpernahbereiches zwangsläufig in Kauf zu nehmen ist, 
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da aufgrund der spezifischen H-Topologie die globale Zelldichte nach außen 

hin nicht abnehmen kann. 

Demgegenüber weisen O-Netze ein wesentlich besseres Verhältnis von Auflösungs

vermögen im Körpernahbereich und resultierender Gesamtpunktzahl auf, was bei 

vergleichbarem Diskretisierungsgrad im Bereich des Körpers zu einem erheblich 

geringeren Gesamtaufwand der nachfolgenden Strömungsrechnung fuhrt. Dem steht 

jedoch der Nachteil gegenüber, daß mit der nach außen hin abnehmenden Auflo

sung auch solche Bereiche des Strömungsfeldes betroffen sind, durch die der 

Nachlauf auf dem Weg zum nachfolgenden Blatt transportiert werden muß. 

4.2 Generierungsalgorithaus 

Zur Generierung numerischer Rechengitter haben sich im wesentlichen zwei Ke

thoden bewährt, zum einen die algebraischen, und zum anderen die differenti

ellen Verfahren. 

Bei ersteren erfolgt eine mehrparametrige Interpolation zwischen den Außen

rändern und der Körperoberfläche. Die Verwendung expliziter Funktionen ermög

licht eine äußerst schnelle Generierung, erfordert jedoch die Vorgabe einer 

Reihe von Eingabeparametern, die auf die jeweilige Konfiguration anzupassen 

sind. Als Beispiel einer solchen Kethode sei die transfinite Interpolation 

nach Eriksson [146] genannt, die z.B. von Kroll angewendet wird [40]. Auch 

Stahl [94] macht von einer algebraischen Netzgenerierungsmethode Gebrauch. 

Bei den differentiellen Verfahren unterscheidet man entsprechend dem verwen

deten Gleichungsstyp zwischen hyperbolischen, parabolischen und elliptischen 

Kethoden . In den ersten beiden Fällen wird nur die Punkteverteilung an der 

Korperoberfläche vorgegeben und das Netz dann nach außen hin aufgebaut. Auf 

die Gestalt der äußeren Berandung hat man jedoch keinen Einfluß. Bei den 

elliptischen Verfahren könne~ hingegen auch die Bedingungen am Außenrand vor

geschrieben werden und es erfolgt eine kontinuierliche Punktevertellung inner

halb eines abgeschlossenen Raumes. Diese Kethode ist sehr flexibel und äußerst 

anwenderfreundlich, da praktisch nur die Geometrie der Körperkontur und die 

Außenmaße der Berandung vorgegeben werden müssen. 

Der in dieser Arbeit zur Erzeugung der O-Netze verwendete Algorithmus gehört 

zur letztgenannten Gruppe und basiert auf der Lösung der Poisson-Gleichungen 

X~~ + X + X
rr 

p. 
'1'1 

Y~~ + Y + Y
rr Q (4.1) 

'1'1 

Z~e + Z + Zrr R 
'1'1 
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wobei X,Y,Z die gesuchten Koordinaten der Netzknotenpunkte im kartesischen 

oder im zylindrischen System und (''1,r die krummlinigen, gitterkonformen 

Koordinaten im Rechenraum darstellen. 

P,Q,R bezeichnen die sog. Quellterme, mit denen die Punkteverteilung gesteuert 

werden kann. Im vorliegenden Verfahren werden sie ihrerseits durch die LOsun-

gen der Laplace-Gleichungen 

P
H 

+ P + Prr 0 
'1'1 

QH + Q'I'I + Qrr 0 (4.2) 

Ree + R + Rrr 0 
'1'1 

bestimmt. Man erhält ein entkoppeltes System 4. Ordnung, das nach Approxima

tion der Ableitungen durch zentrale Differenzen iterativ gelöst werden kann. 

Details zum LOsungsalgorithmus, speziell zur Generierung von H-Netzen können 

der Arbeit von Schwarz [147] entnommen werden. Dort findet sich auch eine 

Beschreibung über die Berechnung zweier charakteristischer Größen zur Beur

teilung der Netzgüte. Dies ist zum einen das Zellvolumen, das bei einem nega

tiven Wert auf eine unerlaubte Überschneidung von Netzlinien hinweist, und 

zum anderen der Verzerrungsgrad der einzelnen Volumina, der einen bestimmten 

Hinimalwert nicht unterschreiten sollte. 

Eine Besonderheit stellt die Vorgabe der Randbedingungen an der Körperober

fläche dar. Sie soll anhand von Bild 4.2-1 verdeutlicht werden. 

Während die Quellterme sm Fernfeldrand alle zu Null gesetzt werden, um dort 

eine möglichst gleichförmige Verteilung der Netzlinien zu erhalten, möchte 

man diese an der Oberfläche stark verdichten. Dazu kann man beispielsweise 

die Koordinaten der zweiten Netzebene (die erste Netzebene bezeichnet bei der 

O-Netz-Systematik die Körperoberfläche) in Form eines definierten Normalenab

standes von der Oberfläche explizit vorgeben. Die notwendigen Randbedingungen 

für die LOsung des Gleichungssystems (4.2) ergeben sich dann in diesen Punk

ten durch die Ermittlung von P,Q,R aus Gl.(4.1). Es handelt sich hierbei um 

eine dynamische Randbedingung, da dazu auch die Koordinaten der erst im Laufe 

der Iteration ermittelten dritten Netzebene benötigt werden . Bei der explizi

ten Vorgabe der Koordinaten der zweiten Netzschicht und damit der Größe der 

körpernächsten Zellen ist darauf zu achten, daß die Größe der angrenzenden, 

frei generierten Zellreihen nicht zu stark davon abweichen. Eine solche metri

sche Diskontinuität in Körpernähe würde zu erheblichen Ungenauigkeiten in der 

LOsung der Euler-Gleichungen führen, was sich sowohl in der Druckverteilung 

als auch im Totaldruckverlust niederschlägt, wie anhand zweidimensionaler 

Prinzipuntersuchungen festgestellt werden konnte. 
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Alternativ dazu kann man auf die Vorgabe der Koordinaten der Punkte der zwei

ten Netzebene verzichten und setzt sie statt dessen ins Verhältnis zum Abstand 

der dritten Netzreihe von der Oberfläche. Damit läßt sich der Übergang in der 

Größe der Volumina in Normalenrichtung exakt beeinflussen. Demgegenüber hat man 

jedoch nur einen indirekten Einfluß auf den tatsächlichen Abstand der zweiten 

Netzebene von der Oberfläche. 

Schwarz [148] verwendet, gerade auch im Hinblick auf eine möglichst feine 

und dennoch homogene Diskretisierung des Körpernahbereiches, inzwischen einen 

Algorithmus 6.0rdnung der Form 

(4.3) 

(für Y und Z entsprechend), der analog zu Gl.(4.l),(4.2) in drei Systemen 2. 

Ordnung, bestehend aus zwei Poisson- und einer Laplacegleichung, gelöst wird. 

Damit steigen jedoch auch Rechenzeit- und Speicherplatzbedarf. 

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Weiterentwicklung des ursprünglichen 

Systems 1,.Ordnung verwendet. Eine der wichtigsten Modifikationen besteht 

darin, die dynamische Randbedingung für die Poisson-Terme nicht schon auf der 

zweiten Netzebene, sondern weiter im Feldinneren auf der n-ten Ebene vorzu

schreiben (s. Bild 4.2-1). Hier wiederum ermitteln sich die Werte der Quell

terme entsprechend GI. (4.1) aus den Koordinaten der (noch nicht explizit 

bekannten) Punkte auf der (n+l)-ten und der (n-l)-ten Ebene in Normalen-, 

sowie der n-ten Ebene in Profil- und Spannweitenrichtung. Die Bestimmung der 

"Zwischenebenen" 2 bis (n-l), die nicht sm Iterationsprozeß beteiligt sind, 

erfolgt algebraisch über die Vorgabe von Verhältnisgrößen bezogen auf den 

Abstand der Punkte der n-ten Netzebene von der Körperoberfläche. Diese Werte 

können für alle drei Koordinatenrichtungen unterschiedlich sein, so daß die 

Netzlinien im Bereich zwischen der Körperoberfläche und der n-ten Ebene keine 

GeradenStllcke, sondern dreidimensional gekrümmte Kurven darstellen. Auf diese 

Art kann z.B. der Abgangswinkel der Linien von der Körperoberfläche gesteuert 

oder eine Abhängigkeit vom lokalen KrIlmmungsradius der Kontur geschaffen 

werden. 

Der Wert für n ist beliebig vorgebbar und bewegte sich in der Größenordnung 

4 - 5, n - 2 führt auf das Original verfahren zurück. 

Das beschriebene Verfahren erlaubt die Konzentration von Gitterebenen im 

Körpernahbereich und ermöglicht gleichzeitig eine sehr homogenen Verteilung 

derselben. Außerdem entsteht kein Mehraufwand gegenüber dem ursprünglichen 

Poissonalgorithmus. 
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4.3 AusgefUhrte Netze 

Die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Rechennetze besitzen eine O-Topo

logie sowohl um das Profil als auch in radialer Richtung. Dies ist schematisch 

in Bild 3 . 5-1 dargestellt. Ebenfalls dort eingetragen ist die Indizierungs

systematik und die Struktur des zugehOrigen Rechenraumes. 

Aufgrund der Betrachtung ausschließlich stationarer FlugzustAnde bezogen auf 

ein blattfestes Koordinatensystem sind die StrOmungszustAnde vor den einzel

nen Rotorblättern identisch . Es genügt daher die Betrachtung eines einzelnen 

Blattes und die Erfassung des Einflusses der anderen Blätter über die sog . 

periodische Randbedingung (vgl. Kap. 3.5). Der in sich geschlossene physika

lische Raum läßt sich dann bei einem n-blättrigen Rotor in n Teilräume mit 

einem Öffnungswinkel von x- 2~/n zerlegen. Damit kann der benOtigte Rechen

aufwand um den Faktor n reduziert werden. 

Um eine Interpolation der StrOmungsgrOßen an der Periodizitätsebene zu ver

meiden, ist sicherzustellen, daß die Netzpunkteverteilung in dieser Ebene 

symmetrisch zur Rotationsachse ist. Das hat zur Konsequenz, daß der Einstell

winkel des Blattes auf der relativ kurzen LAnge des Blattanschlusses auf Null 

abgebaut werden muß, was insbesondere bei stark verwundenen Blättern nicht 

ganz unproblematisch ist. Darüberhinaus ist es erforderlich, das Rotorblatt 

bereits unter seinem aktuellen Einstellwinkel in das Rechennetz einzubetten, 

da eine Vorgabe der AnstrOmrichtung über die Fernfeldrandbedingungen, wie bei 

Flügel- oder Profilberechnungen üblich, in diesem Fall nicht mOglich ist. 

Die erste Generation der verwendeten O-Netze besaß in Anlehnung an die bis 

dahin verwendeten H-Netze, sowie aufgrund der einfachen Vorgabe der Randbe

dingungen für den Netzgenerierungsalgorithmus die äußere Form eines Zylinders. 

Die in [41,42,46J präsentierten Rechnungen waren auf solchen Netzen erzeugt 

worden. Die Ausdehnung des NetzkOrpers betrug zunachst 12 Blattiefen in radi

aler Richtung und jeweils 8 Blattiefen ober- und unterhalb der Rotorkreis

scheibe. Ein solches Netz ist in Bild 4.3-1 dargestellt. 

Es stellte sich jedoch sehr bald heraus (vgl. [42]), daß der gewählte Abstand 

des Fernfeldrandes viel zu gering ist und damit die Ausbreitung des Nachlaufes 

sowohl in radialer Richtung als auch in seiner Absenkung behindert wird. In 

Kap. 5.4.3 sind die Auswirkungen eines zu engen Netzes dargestellt. Daraufhin 

wurde die Ausdehnung der äußeren Grenzen erheblich erweitert. Dies geschah 

dadurch, daß das Originalnetz beibehalten, und die zusätzlichen Netzpunkte 

durch Interpolation zwischen alter und neuer Außenberandung ermittelt wurden. 

Die GrOße der Zellen stieg dabei kontinuierlich um einen festzulegenden Fak

tor an. 
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Insgesamt waren die Ergebnisse mit den zylinderförmigen O-Netzen im Hinblick 

auf die Wiedergabe des Nachlaufes jedoch nicht zufriedenstellend. Dies lag 

insbesondere auch in der ungQnstigen äußeren Form des Netzkörpers begründet, 

die der O-Topologie nicht entgegenkommt. So existieren beispielsweise entlang 

der oberen und unteren umlaufenden Kante sehr großen Zellen, die die bekannten 

Nachteile in Bezug auf das Diffusionsverhalten zur Folge haben. 

Es wurde daher für die in dieser Arbeit verwendeten Standardnetze von einer 

zylindrischen auf eine ellipsoide Außenkontur übergegangen und, angepaßt an 

die Form der Rotorkreisscheibe, ein sog. abgeplattetes Rotationsellipsoid als 

Berandung vorgegeben (Bild 4.3-2). Für die Untersuchung auftriebsbehafteter 

FAlle wurde dieses Netz nach außen erweitert, so daß die beiden großen Halb

achsen in der Regel eine Lange von etwa 30, die kleine von etwa 24 Blattiefen 

hatten (Bild 4.3-3). Für einzelne Detailuntersuchungen wurden auch hin und 

wieder andere Außenmaße benutzt. Die bereits bei den zylinderförmigen Netzen 

eingeführte Vorgehensweise, zunächst einen etwa halb so großen Innenkörper zu 

generieren, und anschließend durch einen schnellen algebraischen Algorithmus 

den Außenbereich anzufügen, wurde beibehalten. Dies bietet neben einer Rechen

zeitersparnis bei der Generierung vor allem den Vorteil, daß der Auflösungs

grad im Innen- und Außenbereich individuell festgelegt werden kann. 

Die Netzpunktzahl war aufgrund der zur Verfügung stehenden Ressourcen auf 

200.000 limitiert. Die Auf teilung dieser Punkte variierte je nach Ausführung 

in den Grenzen 80 S 1. •• s 128 entlang der Profiloberfläche, 41 s j ••• s 49 

in Spannweiten- und 34 S k. •• S 60 in Normalenrichtung. 

Die Ergebnisse auf den verschiedenen Netzvarianten dieser Gruppe differierten 

untereinander kaum. Lediglich die VerAnderung der Zellenzahl in {- Richtung 

machte sich in der Druckverteilung entlang der Profilkontur bemerkbar. In der 

Berechnung des Nachlaufes ergab sich eine weitestgehende Übereinstimmung. 

Im Ergebnisteil ist daher stellvertretend pro Testfall nur eine LOsung für 

die feinen Netze aufgeführt. 

Demgegenüber wurden jedoch Vergleichsrechnungen auf einem sehr viel gröberen 

Netz durchgeführt, das über eine Gesamtzahl von etwa 60.000 Punkten, aufge

teilt in 1. .. - 64, J ••• - 35, k. •• - 28, verfügte. Die Ergebnisse sind in Kap. 

5.4.1 beschrieben und mit denen auf dem feinen Netz verglichen. Das Netz selbst 

ist in Bild 4.3-4 dargestellt. 

In den Bildern 4.3-5 - 4.3-8 sind einige Details der generierten Netze zu 

sehen. 

Bild 4.3-5 zeigt die Oberflächendiskretisierung des Rotorblattes. Im Innen

bereich endet das Blatt bei rjR - 0.15. Die Model1ierung des Blattanschlusses 

zur Rotationsachse wurde vernachlässigt, so daß die Netzzellen in diesem 
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Bereich ungehindert durchstrOmt werden kOnnen. Aufgrund der Forderung einer 

s)'lllllletrischen Periodizitatsebene erfahren die Netzlinien im Wurzelbereich 

einen starken Knick, da die Nickachse durch die Blattvorderkante verlauft. 

Bild 4.3-6 stellt die Diskretisierung des Blattspitzenbereiches dar, und 

Bild 4.3-7 die Periodizitatsebene. 

Zuletzt zeigt Bild 4.3-8 einen Blick auf die Rotorkreisebene, sowohl bei dem 

feinen als auch bei dem groben Netz. Han erkennt hieran deutlich die bereits 

angesprochene Problematik des sehr unterschiedlichen Diskretisierungsniveaus 

entlang des Randwirbelpfades, die für die O-Topologie typisch ist. 

4.4 Blockatrukturierte Netze 

Die in Kap. 4.3 beschriebenen Netze verfügen allesamt über einen spezifischen 

Nachteil, der mit der O-Topologie zusammenhangt. Eine Erweiterung des physika

lischen Raumes und damit auch der Anzahl der Zellen unterhalb der Rotorkreis

scheibe, was für eine ungehinderte Absenkung des Nachlaufes notwendig ist, 

bedingt gleichzeitig auch eine ebensolche Erweiterung in radialer Richtung 

sowie oberhalb des Blattes . Dies geht zulasten der Rechenzeit und des Spei

cherplatzes, obwohl die StrOmungszustande in diesen Bereichen eine bedeutend 

geringere Zellenzahl zuließen. 

Aus diesem Grund bot sich die Verwendung blockstrukturierter Netze an, bei 

denen ein eigenständiger Netzblock das nun in seiner GrOße reduzierte Grund

netz nach unten verlangerte. 

Blockstrukturierte Netze sind in der numerischen Aerodynamik vor allem dann 

gebräuchlich, wenn das StrOmungsfeld um sehr komplexe Geometrien, wie z.B. 

um ein komplettes Flugzeug mit Rumpf, Flügel, Leitwerken, Triebwerksgondeln 

etc., berechnet werden soll. Die Erfassung einer solchen Konfiguration in 

einem einzigen NetzkOrper ist oftmals nur unter sehr großem Aufwand und dann 

u.U. nur in unbefriedigender Ausführung mOglich. 

Eine ausführliche Beschreibung der auch als ·composite grids· bezeichneten 

Netze und eine Reihe von Anwendungsbeispielen für komplexe Konfigurationen 

finden sich z.B. in [149,150]. Die im folgenden verwendete Terminologie ent

spricht derjenigen aus dem letztgenannten Werk. 

Anhand der Gestaltung des Übergangsbereiches zwischen zwei benachbarten Netz

blOcken lassen sich die verschiedenen Typen blockstrukturierter Netze in 

Gruppen unterteilen. 

Sind die BegrenzungsfläChen benachbarter BlOcke koplanar und stoßen sie ohne 

Überlappung aneinander, so spricht man von sogenannten ·patched-· oder "block 
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grids" . Überschneiden sich die Blockgrenzen, so handelt es sich um sogenannte 

"overlapping-", "overlaid-" oder auch "chimera grids" (z. B. [151]). Sind dabei 

ein oder mehrere eigenständige Netze in ein oder mehrere Hauptnetze eingebet

tet, so ist auch der Begriff "embedded grids" gebräuchlich. Der Informations

austausch über die sich u.U. willkürlich überlappenden Netzgrenzen erfolgt 

mit Hilfe aufwendiger Interpolat10nsverfahren, die die Konservativität sicher

stellen sollen. 

Unter den "block-" oder "patched grids" findet man im wesentlichen zwei Va

rianten. Stoßen die Netzlinien an der gemeinsamen Blockgrenze in gemeinsamen 

Punkten aneinander, so spricht man von einem kontinuierlichen Netz, während 

bei einem diskontinuierlichen Netz die Netzlinien zweier benachbarter Teil 

räume an beliebigen Stellen auf die gemeinsame Begrenzungsfläche treffen 

können. Bei letzteren besteht der Vorteil insbesondere in der Flexibilität 

bei der Generierung unabhängiger Einzelnetze und in der Möglichkeit, Teilnetze 

mit unterschiedlichem Diskretisierungsgrad zu schaffen. Demgegenüber besteht 

jedoch die Notwendigkeit, an den gemeinsamen Blockgrenzen Maßnahmen zur Wah

rung eines konservativen Informationsaustausches zu ergreifen . Eine solche 

Methode ist beispielsweise in [113) beschrieben. 

Die kontinuierlichen Netze zeichnen sich vor allem durch eine problemlose 

Bildung der Flußbilanzen über die Blockgrenzen hinweg aus. Allerdings sind 

die einzelnen Teilnetze aufeinander abzustimmen und es kann trotz der Ver

wendung von Glättungsalgorithmen zu Inhomogenitäten in Netzlinienverlauf und 

-dichte an den Netzübergängen kommen. Man spricht in einem solchen Fall von 

metrischen Diskontinuitäten. 

Im Bereich rotierender Strömungen finden sich Anwendungen beider Varianten 

beispielsweise in der Hubschrauberaerodynamik zur Berechnung von Rotor-Rumpf

interferenzen (siehe z.B. Hinweise in (48) oder in der Triebwerksentwicklung 

zur Untersuchung der Strömung durch einen Verdichter mit Leit- und Laufrädern 

[152) bzw. für gegenläufige Propfans [50). Kennzeichnend ist, daß es sich 

hierbei um instationäre Vorgänge handelt, bei denen die Relativbewegung haupt

sächlich in einer Ebene stattfindet. Dadurch kann eine Überlappung der Netze 

vermieden werden. 

In der vorliegenden Arbeit wurden kontinuierliche Blocknetze verwendet, wobei 

die einfache Informationsübergabe und, damit verbunden, die nur beschränkten 

Änderungen im Algorithmus zur Strömungsberechnung ausschlaggebend waren. Zu

sätzlich wurde versucht, die Diskontinuitäten beim Übergang der Netzlinien so 

gering wie möglich zu halten. Aufgrund der geometrischen Gegebenheiten an der 

Unterseite des Ursprungsnetzes bot sich die Verwendung einer H-Netz-Topologie 

an. 
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Bild 4.3-9 zeigt die Symmetrie fläche eines so erzeugten B10cknetzes, bei dem 

der obere Teil noch die zylindrische Form hat, was das Ansetzen des Boden

blockes besonders einfach macht. Störend sind lediglich die metrischen Dis

kontinuitäten im Außenbereich der Ubergangsf1lche. 

Die Ausführung mit einem ellipsoiden Grundnetz 1st in Bild 4.3-10 dargestellt. 

Die Gesamtpunktzahl beider Blocknetze war um etwa 40' geringer als die der 

global vergrößerten Netze mit vergleichbarem Diskretisierungsgrad, was eine 

deutliche Rechenzeitersparnis versprach. Außerdem bedingt die lußere Form 

des unteren Netzblockes eine Konzentrierung der Netzlinien und damit eine 

bessere Auflösung im unteren Bereich. 

Die Ergebnisse, die mit diesen beiden Netzen erzielt wurden und die in Kap. 

5.4.4 beschrieben sind, erfüllten die Erwartungen jedoch nicht. Der gesamte 

Rotornach1auf senkte sich überhaupt nicht ab, der Übergang zwischen den 

beiden Netzblöcken schien wie eine nahezu undurchlässige Wand zu wirken. 

Erst eine Erhöhung der Zellenzahl im unteren Netzblock schaffte Abhilfe 

(Bild 4.3-11). Gleichzeitig wurde auch die metrische Diskontinuität an der 

Berührungsfläche der beiden Netzblöcke beseitigt, was aber für sich allein 

ohne Einfluß auf die geschilderte Problematik war. Bild 4.3-12 zeigt das 

für einen Teil der in Kap. 5.2 präsentierten Ergebnisse standardmAßig ver

wendete Netz in Globalansicht. 
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grids" • Überschneiden sich die Blockgrenzen, so handelt es sich UII sogenannte 

"overlapping-", "overlald-" oder auch "chimera grlds" (z.B. [151]). Sind dabei 

ein oder mehrere eigenständige Netze in ein oder mehrere Hauptnetze eingebet

tet, so ist auch der Begriff "embedded grids" gebräuchlich. Der Informations

austausch über die sich u.U. willkürlich überlappenden Netzgrenzen erfolgt 

mit Hilfe aufwendiger Interpolationsverfahren, die die Konservativitat sicher

stellen sollen. 

Unter den "block-" oder "patched grids· findet man im wesentlichen zwei Va

rianten. StoSen die Netzlinien an der gemeinsamen Blockgrenze in gemeinsamen 

Punkten aneinander, so spricht man von einem kontinuierlichen Netz, wAhrend 

bei einem diskontinuierlichen Netz die Netzlinien zweier benachbarter Teil 

räume an beliebigen Stellen auf die gemeinsame BegrenzungsflAche treffen 

können. Bei letzteren besteht der Vorteil insbesondere in der Flexibil1tat 

bei der Generierung unabhangiger Einzelnetze und in der Möglichkeit, Teilnetze 

mit unterschiedlichem Diskretisierungsgrad zu schaffen. Demgegenüber besteht 

jedoch die Notwendigkeit, an den gemeinsamen Blockgrenzen Maßnahmen zur Vah

rung eines konservativen Informationsaustausches zu ergreifen. Eine solche 

Methode ist beispielsweise in [113] beschrieben. 

Die kontinuierlichen Netze zeichnen sich vor allem durch eine problemlose 

Bildung der Flußbilanzen über die Blockgrenzen hinweg aus. Allerdings sind 

die einzelnen Teilnetze aufeinander abzustimmen und es kann trotz der Ver

wendung von Glattungsalgorithmen zu Inhomogenitäten in Netzlinienverlauf und 

-dichte an den Netzübergangen kommen. Man spricht in einem solchen Fall von 

metrischen Diskontinuitäten. 

Im Bereich rotierender Strömungen finden sich Anwendungen beider Varianten 

beispielsweise in der Hubschrauberaerodynamik zur Berechnung von Rotor-Rumpf

interferenzen (siehe z.B. Hinweise in [48]) oder in der Triebwerksentwicklung 

zur Untersuchung der Strömung durch einen Verdichter mit Leit- und Laufrädern 

[152] bzw. für gegenlaufige Propfans [50]. Kennzeichnend ist, daß es sich 

hierbei um instationare VorgAnge handelt, bei denen die Relativbewegung haupt

sachlich in einer Ebene stattfindet. Dadurch kann eine Überlappung der Netze 

vermieden werden. 

In der vorliegenden Arbeit wurden kontinuierliche Blocknetze verwendet, wobei 

die einfache Informationsübergabe und, damit verbunden, die nur beschrAnkten 

Anderungen im Algorithmus zur Strömungsberechnung ausschlaggebend waren. Zu

satzlich wurde versucht, die Diskontinuitaten beim Übergang der Netzlinien so 

gering wie möglich zu halten. Aufgrund der geometrischen Gegebenheiten an der 

Unterseite des Ursprungsnetzes bot sich die Verwendung einer H-Netz-Topologie 

an. 
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Bild 4.3-9 zeigt die Symmetrie flAche eines .0 erzeugten Blocknetze., bei dem 

der obere Teil noch die zylindrische Form hat, was das Ansetzen des Boden

blockes besonders einfach macht. Störend sind lediglich die metrischen Dis

kontinuitaten 1m Au&enbere1ch der Obergangsflache. 

Die AusfOhrung mit einem ellipsoiden Grundnetz ist in Bild 4.3-10 dargestellt. 

Die Gesamtpunktzahl beider Blocknetze war um etwa 40' geringer als die der 

global vergrö&erten Netze mit vergleichbarem Diskretisierungsgrad, was elne 

deutliche Rechenzeltersparnis versprach. Au&erdem bedingt die außere Form 

des unteren Netzblockes eine Konzentrierung der Netzlinien und damit eine 

bessere Auflösung 1m unteren Bereich. 

Die Ergebnisse, die mit diesen beiden Netzen erzielt wurden und die in Kap. 

5.4.4 beschrieben sind, erfüllten die Erwartungen Jedoch nicht. Der gesamte 

Rotornachlauf senkte sich Überhaupt nicht ab, der Obergang zwischen den 

beiden Netzblöcken schien wie eine nahezu undurchlässige Vand zu wirken. 

Erst eine Erhöhung der Zellenzahl im unteren Netzblock schaffte Abhilfe 

(Bild 4.3-11). Gleichzeitig wurde auch die metrische Diskontinuität an der 

BerOhrungsfläche der beiden Netzblöcke beseitigt, was aber für sich allein 

ohne Einfluß auf die geschilderte Problematik war. Bild 4.3-12 zeigt das 

für einen Teil der in Kap. 5.2 prAsentierten Ergebnisse standardm4&ig ver

wendete Netz in Globalansicht. 
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5. Ergebnisse 

5.1 Vorbemerkungen 

5.1.1 Anfahrvorgang 

Die Berechnung einer Hubschrauberrotorumströmung mittels eines Euler-Verfah

rens in einem blattfesten Koordinatensystem geht üblicherweise von der unge

störten Strömung als Anfangsbedingung aus. Die Geschwindigkeit dieser "Ruhe

strömung" entspricht der Rotordrehzahl. In der Realit4t ist der Start der 

Iteration .. it der Situation eines Rotors vergleichbar. der impulsartig auf 

die vorgegebene Drehzahl beschleunigt. 

Dabei erzeugt der Rotor in der Anfangsphase seiner Drehung einen instationaren 

Anfahrvorgang. der sich völlig von dem bekannten stationären Nachlaufzustand 

unterscheidet. 

Analog dezu führt das Ausgehen von dem oben definierten Ruhezustand auch in 

der numerischen Simulation zu einem ahnlichen Effekt. der. obwohl zeitlich 

veranderlich. auch bei Verwendung eines stationären Berechnungsverfahrens 

beobachtet werden kann. und der. wie auch in der Realit4t. eine sehr lang. 

Zeit in Anspruch ni .... t. bis sich der gewünschte stationäre Endzustand ein

stellt. 

Dies steht in völligem Gegensatz zu der Strömung um einen Festflügel. bei dem 

der Anfahrwirbel mit der Geschwindigkeit der freien Anströmung nach hinten 

wegschwimmt und relativ schnell seinen Einfluß auf den Flügel verliert. 

Die Frage. die sich in diesem Zusammenhang zunächst stellt. ist. inwieweit 

sich der reale und der numerisch simulierte Anfahrvorgang zumindest qualita

tiv entprechen. 

Da in der Literatur. mit Ausnahme von Cantdoube & Huberson [1531. bisher 

kaum qualitative. geschweige denn quantitative Aussagen zu den Anfahrvorgangen 

an einem Hubschrauberrotor veröffentlicht worden sind. wurde in Zusammenarbeit 

mit Kitarbeitern des Instituts für Luft- und Raumfahrttechnik der RWTII Aschen 

eine Versuchsreihe an einem Kodellrotor im Vindkanal durchgeführt. um einige 

Erkenntnisse über die Physik des Anfahrvorganges zu gewinnen. Hierzu wurde 

aus der Blattspitze eines Rotorblattes bereits beim Start Rauch ausgeblasen, 

und die sich ergebenden Strömung.bilder wurden mit einer Videokamera aufge

zeichnet. Die im Bildteil dargestellte Sequenz (Bild 5.1-1) reprasentiert die 
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zeitliche Veranderung im Anfehrvorgang. 

Bild 5.1-la gibt den Zustand nach etwa 6 Rotorumdrehungen wieder. Anstelle 

von diskreten Einzelwirbeln erkennt man lediglich einen Yirbelring, der au

ßerhalb des Rotorkreises und etwa eine Blattiefe unterhalb der Blattebene 

liegt. In dieser Position verharrt er im folgenden noch eine geraume Zeit, 

wobei die neu entstehenden Spitzenwirbel aufgesogen werden. Dadurch erhOhen 

sich der sichtbare Durchmesser und auch der Zirkulationsinhalt dieses Yirbel

komplexes, der im folgenden als der eigentliche Anfahrwirbel bezeichnet wer

den soll. 

Nach einer gewissen Zeit beginnt er sich unter Beibehaltung seiner radialen 

Position aufgrund von Selbstinduktionen allmählich abzusenken. Dieser Zustand 

ist in Bild 5.l-lb ersichtlich, wobei man nun auch einen diskreten, neu ent

standenen Spitzenwirbel ausmachen kann. Dieser wird jedoch, wie zunächst auch 

alle ihm nachfolgenden, durch die von dem Anfahrwirbel induzierten, einwarts 

gerichteten Geschwindigkeitskomponenten nach innen gedrückt , gerat hier In 

den Einfluß des vom Rotor induzierten Abwindes und bewegt sich daher schnel

ler nach unten als der Anfahrwirbel selbst, den er dabei innen überholt. Im 

Laufe dieses Prozesses wird er allerdings ebenfalls von dem Anfahrwirbel auf

gesogen, dessen Ausdehnung und Zirkulation sich dadurch weiter erhOht 

Bild 5 .l-lc zeigt die weitere chronologische Entwicklung. Der Anfehrwirbel hat 

sich weiter abgesenkt, sein Einfluß ist aber weiterhin so stark, daß alle neu 

entstehenden Randwirbel in der beschriebenen Yeise beeinflußt werden. Erst 

wenn sein Abstand von der Rotorkreisscheibe ausreichend groß ist, stellt sich 

der bekannte stationäre Zustand in der typisch eingeschnürten Form ein, wobei 

nun auch die einzelnen diskreten Yirbel zu erkennen sind (Bild 5.l-ld). 

Das Problem der gegenseitigen Beeinflussung der Randwirbel ist in einer Pr in

zipskizze in Bild 5.1-2 aufgezeigt, die auf eine Idee von SchOttl und Behr 

[154] zurückgeht. Hierbei drücken die einwarts gerichteten Geschwindigkeits

komponenten die jeweils darüber liegenden Yirbelteile nach innen, wAhrend die 

auswarts gerichteten Komponenten die darunter liegenden Yirbel nach außen 

drücken. Daraus resultiert die markante eingeschnürte Form des Gesamtgebildes 

im stationären Fall. Da der Anfahrwirbel dieses Systems nach unten abschließt, 

fehlt ihm die einwArts gerichtete Komponente tiefer liegender Yirbe1, was zu 

der besonderen Lage außerhalb der Rotorkreisscheibe führt. 

Die zuvor beschriebenen PhAnomene lassen sich auch mit Hilfe eines einfachen 

Yirbelleiter-Verfehrens reproduzieren [155]. Bild 5.1-3, das der zitierten 

Arbeit entnommen wurde, zeigt die zeitliche Entwicklung der Nachlaufschicht 

und des Randwirbe1s nach einem impulsfOrmigen Stsrt. Das prinzipielle Verhal

ten ist das gleiche, das auch in den Experimenten beobachtet werden konnte. 
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Erneut werden das lange Verharren des Anfahrwirbelringes in der Nahe der 

Rotorkreisscheibe, sein anschließendes, langsames Absinken und die Einschnü

rung der nachfolgenden Wirbel deutlich. 

Dieses Ergebnis bestatigt nachdrücklich die Annahme, daß es sich bei den be

schriebenen Effekten um rein selbstinduktive Beeinflussungen handelt, da das 

Wirbelleiter-Verfahren keine Reibungs- oder Diffusionsterme beinhaltet. 

In Kap. 5.3.1 wird auf die Reproduktion des Anfahrvorganges durch das verwen

dete Euler-Verfahren eingegangen. Die Ergebnisse, die sozusagen als Nebenpro

dukt auf dem Weg zur Berechnung des stationaren Endzustandes abfallen, unter

streichen die Fahigkeit des Verfahrens, die komplexen Probleme der Hubschrauber

rotorstrOmung richtig zu erfassen. Sie sind außerdem sehr hilfreich bei der 

Interpretation der Ergebnisse am Ende der Iteration. 

Sowohl die Beobachtungen aus den experimentellen Untersuchungen als auch die 

Erkenntnisse aus den Berechnungen mit dem Wirbelleiterverfahren machten deut

lich, daß eine erhebliche Zeit verstreicht, bis der Anfahrprozeß abgeschlos

sen ist und sich der gewünschte stationare Zustand eingestellt hat. Dies be

statigte sich auch bei der numerischen Simulation m.H. des Euler-Verfahrens. 

Da kein externes Wirbelmodell verwendet wird, ergibt sich zwangslaufig ein 

enormer Rechenzeitbedarf bis zum Erreichen der angestrebten stationaren LOsung. 

Es ist daher wünschenswert, eine HOglichkeit zu schaffen, wie der Anfahrvor

gang numerisch in kürzerer Zeit abgehandelt oder sogar komplett übersprungen 

werden kOnnte. 

Einen denkbaren Ansatzpunkt bildet die Anwendung der Technik der sequentiel

len Netzverfeinerung, bei der der gesamte Anfahrvorgang zeitsparend auf ei

nem groben Netz abgearbeitet werden kOnnte, bevor zur ErhOhung der Genauig

keit auf ein feineres Netz übergegangen wird. Die bisher in dieser Hinsicht 

begonnenen eigenen Untersuchungen sind jedoch noch 1m Gange. 

Weiter fortgeschritten ist hingegen die Entwicklung einer Methode, deren Ziel 

die vollstandige Auslassung der numerischen Behandlung des Anfahrvorganges 

ist. Hertel (49) hat dazu in seiner Arbeit Alternativen zu der üblichen 

Gepflogenheit untersucht, die ungestOrte RuhestrOmung als Anfangs- und Fern

feldrandbedingung zu verwenden, und statt dessen die stationare LOsung eines 

Verfahrens niederer Ordnung vorgegeben. In dem zitierten Werk sind die Vor

teile, aber auch die Grenzen eines solchen kombinierten Verfahrens ausführ

lich beschrieben. 
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5.1.2 Überlagerung von Wirbeln 

Ein Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt auf der Wiedergabe des nume

risch berechneten Nachlaufes, da dieser die AnstrOmbedingung für das nach

folgende Blatt bestimmt . 

Eine naheliegende Form der Darstellung ist die Auftragung der Geschwindig

keitsvektoren in einer Ebene senkrecht durch die Rotorkreisscheibe . Zweck

mAßigerweise erfolgt der Schnitt bei einem konstanten Azimuthwinkel, da so 

die Anteile der Drehgeschwindigkeit des Rotors entfallen und nur die indu

zierten Anteile sichtbar werden. 

Da der von einem diskreten Euler-Verfahren generierte Randwirbel aufgrund 

der numerischen Dissipation, hervorgerufen durch die Eigenschaften des Diffe

renzenverfahren selbst sowie durch die Netzdiskretisierung, einen quasi-vis

kosen Kern besitzt (vgl. z.B. [156,157J), ist eine Geschwindigkeitsverteilung 

ahnlich der eines realen reibungsbehafteten Yirbels zu erwarten. 

Die Auftragung der induzierten Geschwindigkeiten ist daher sehr gut geeignet, 

wenn das darzustellende StrOmungsfeld nur von einem einzelnen Yirbel erzeugt 

wurde, wie es z.B. bei einem festen Flügel der Fall ist. 

Sind jedoch mehrere Yirbel beteiligt, und liegen diese noch relativ dicht 

beieinander und/oder verfügen infolge der Diffusion über einen großen Trag

heitsradius, so kommt es infolge der Überlagerung der einzelnen induzierten 

Geschwindigkeitsfelder zu einem sehr großen Informationsverlust in Bezug auf 

Lage, Starke und Anzahl der beteiligten Einzelwirbel. 

Dies hatte z.B. dazu gefOhrt, daß in [41J die mit dem vorliegenden Euler-Ver

fahren erzielten Ergebnisse falsch interpretiert worden waren. So wurde irr

tümlicherweise davon ausgegangen, daß es sich bei einer Nachlaufstruktur, wie 

exemplarisch in Bild 5.1-4 aufgetragen, nur um einen einzigen Wirbel handelte, 

der zudem noch eine vOllig falsche Lage und eine deformierte Gestalt besaß 

In Yirklichkeit handelt es sich bei der gezeigten Verteilung jedoch um das 

Resultat einer Überlagerung mehrerer diskreter Einzelwirbel. 

Um diesen Effekt zu verdeutlichen, und um eine Alternative zu finden, die 

gerade dann, wenn mehrere Yirbel vorhsnden sind, eine zuverlassige Auswer

tung erlaubt, wurde die zu erwartende Trajektorie des außeren Blattspitzen

wirbels durch eine Anzahl diskreter Potentialwirbelringe modelliert (siehe 

Bild 5.l-S),die in jedem Punkt der Referenzflache eine bestimmte Geschwin

digkeit induzieren. Durch eine FestkOrperdrehung innerhalb eines definierten 

Radiusses, dem sog. Tragheitsradius, wurde der quasi-viskose Kern des von dem 

Euler-Verfahren generierten Wirbels nschgebildet. Anhand dieses Hodells, bei 

dem Anzahl, Lage, Wirbelstarke und Tragheitsradius der Yirbelringe variiert 
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werden konnten, liegen sich die Auswirkungen auf das induzierte Gesamtgeschwin

digkeitsfeld in der Nachlaufebene untersuchen . 

In Bild 5.1-6 ist die Verteilung eines einzigen Potentialwirbelringes zu 

sehen. Man erkennt deutlich den viskosen Innenkern und die Lage der Ilirbel

achse am Ort verschwindender Umfangsgeschwindigkeit. Man beachte die uns~ 

metrische Induktion, die aufgrund der Krümmung des Ilirbels im Abwindgebiet 

erheblich größer ist als im Aufwindgebiet. 

Bild 5.1-7 zeigt eine Ahnliehe Geschwindigkeitsverteilung, bei der ebenfalls 

ein Gebiet verschwindender Umfangsgeschwindigkeit existiert, in dem man die 

Achse eines Einzelwirbels vermuten könnte. In Ilirklichkeit aber wurde diese 

Verteilung von vier solcher Ringe erzeugt, deren Lage durch Kreuze markiert 

ist. ZusAtzlieh unterscheiden sich die beteiligten Ilirbel durch verschiedene 

TrAgheitsradien und Yirbelsearken. Die aktuellen Ilerte können Bild 5.1-7 ent

nommen werden . 

Es wird deutlich, daß die Geschwindigkeitsverteilung allein also keinen Auf

schluß fiber die tatsAchlichen VerbAltni •• e im Rotornachlauf geben kann. 

Bedeutend mehr Informationen lassen sich jedoch gewinnen, wenn die Zirkula

tionsdichteverteilung dr/dS in Isolinienform aufgetragen wird. Aus der Bezie

hung 

r JJ (Vx q)dS (5.1) 

geht hervor, dag die Zirkulation entlang einer geschlossenen Kurve eidentisch 

ist zu dem Integral der Drehung (rot q) Ober einer FlAche S, die durch e be

grenzt wird. 

Die Zirkulstionsdichte lAgt sich demzufolge einfach aus deli Skalarprodukt des 

lokalen Drehungsvektors lIit dem Normaleneinheitsvektor der ReferenzflAche er

lIitteln zu: 
dr 
dS 

(Vx q)n (5.2) 

Ein einzelner Yirbelring liefert eine Zirkulationsdichteverteilung, wie sie 

in Bild 5.1-8 dargestellt ist. Auch hier erkennt man deutlich den Durch

messer des viskosen Innenkerns und die Unsymmetrie infolge der Krfimmung des 

Ilirbelrlnges. 

Diese typische Struktur 1st aber, anders als 111 Falle der induzierten Geschwin

digkeit, auch noch bei einer Oberlagerung lIehrerer Ilirbelringe auszumachen 

(Bild 5.1-9). Die Form der Isolinien lAgt vier kreisförmige, ineinandergrei

fende Gebilde erkennen, deren Radien den vorgebenen Ausdehnungen der Ilirbel

kerne und deren Mittelpunkte den Durchsto&punkten der Ilirbelachsen durch die 

ReferenzflAche entsprechen. Es ist zu beachten, daS die angezeigten lokalen 
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KaIlma rein aus der Überlagerung re.ul~ieren, nich~ aber die Virbelpo.i~ionen 

wledargeben . 

In der Tat ervies sich die Auftragung der Zirkulationsdichteverteilung als 

sehr geeignetes Instrument für die Visualisierung der durch das Euler-Ver

fahren errechneten Nachlaufstruktur . Insbesondere gelang es, den Randwirbel

pfad so genau zu bestimmen, daß eine Validierung der Ergebnisse anband von 

empirischen Daten möglich war (s . Kap . ~.2, ~ . 3). 

Neben der Zirkulationsdichte lieferte auch die Auftragung des Totaldruckver

lustes Informationen über die Struktur des Nachlaufes und wurde daher zur 

Auswertung der errechneten Ergebnisse zusAtzlich mitherangezogen . 

Vie bereits ervAhnt, sorgt die infolge der Diskretisierung der Euler-Glei

chungen eingebrachte künstliche ViskositAt dafür, daß die berechneten Virbel 

einen reibungsbehafteten Charakter haben. Das bedeutet, daß sich ein viskoser 

Virbelkern ausbildet, in dem die Umfangsgeschwindigkeit auf Null abfallt , und 

in dem ein deutlicher Totaldruckverlust auf~ritt. Nach dem Croccoschen Wirbel

satz lieg~ dabei eine Abweichung in den Richtungen von Ceschwindigkeits- und 

Drehungsvektor vor (q x rotq .. 0) . Infolge der dissipationsbedingten Di ffusion 

des Virbels wird der To~aldruckverlust im weiteren Verlauf wieder geringer 

(s . z .5. [1~6J) . Für die Entstehung solcher viskosen Virbel ist in Ahnlicher 

Veise wie auch für die implizite Erfüllung der Kuttaschen Abflußbedingung die 

numerische Dissipation varantvortlich, auf die Höhe des anfAnglieh auftreten

den Totaldruckverlus~es hat sie jedoch keinen Einfluß. Dieser ist zunachst ill 

wesentlichen unabhAngig VOll Diskret1sierungsgrad des vervendeten Rechennetzes , 

wie z.5 . von Powell [l~71 oder Newsome & Kandil [1~81 bestatigt wird, der Gra

dient ill Abklingen des Maximums im Kern wachst jedoch mit zunehmender Dissi

pation. 

~.l . 3 GrundaAtzliches zur Auswertung 

Die ill folgenden Ergebniaull darges~ellten Druck- so.,ie die daraus durch Inte

gration ermittelten Kraftbeiwerte sind einesteils auf den lokalen , d . h. radial 

verAnderlichen Staudruck der ungestllrten StrOmung, andernteils auf den Schall

staudruck (Index "a") bezogen . Letzteres bietet die Kögl1chkeit , die Ergebnisse 

an verschiedenen Profilschnitten direkt miteinander vergleichen zu kllnnen . 

So gilt unter Verwendung der Normierungsvorschriften aus Kap . 2.5 (die Tilde 

(-) bezeichnet die dlmensionsbehafteten CrO&en): 
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P-P .. P-P .. 
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P-P .. 
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Der zur Bildung der Beiwerte benötigte Druck wird gemäß Gl.{2.9b) direkt aus 

den Strömungsgrößen in den Mittelpunkten der körpern4chsten Zellen el'ldt

telt. Es findet keine Extrapolation auf die KörperoberflAche statt. 

Neben den Druck- und MachzahlverlAufen an der BlattoberflAche sind auch die 

berechneten Strömungsgrößen im Nachlauf von großem Interesse. Da es sich bei 

dem vorliegenden Verfahren UIIl eine Yake-Capturing-Methode handelt, bei der 

der Strömungszustand vor dem nachfolgenden Blatt ein reiner Bestandteil der 

Euler-Lösung ist, kommt der Yiedergabe der Nachlaufstruktur und hier insbe

sondere der Randwirbel eine große Bedeutung zu. 

Zur besseren Interpretation der Ergebnisse im Nachlauf ist es zweckmAßig, 

diese in Ebenen senkrecht durch die Rotorkreisscheibe darzustellen. Um nur 

die induzierten Strömungsanteile zu erfassen, sollten diese Ebenen in radia

ler Richtung verlaufen und durch die Rotordrehachse gehen. Im Gegensatz zu 

H-Netzen besitzen die in der vorliegenden Arbeit verwendeten O-Gitter keine 

Netzebenen, die dieser Forderung nAherungsweise entsprechen würden. Es ist 

daher notwendig, Schnittebenen durch das Netz zu legen und die Strömungsgrö&en 

hierauf abzubilden. Diese Ebenen schneiden die Rotorkreisscheibe unter einem 

bestimmten Azimuthwinkel " der relativ zur Blattvorderkante gezAhlt wird. 

Aufgrund der Eulerschen Betrachtungsweise des Strömungsproblems liegt diese 

immer bei • - 0·. Der Bereich hinter dem Rotorblatt erstreckt sich von t - O· 

bis • - 90·, der Bereich vor dem (nachfolgenden) Blatt von' - -90· bis t - O· . 

In Bild 5.1-10 ist die Lage verschiedener solcher Schnittebenen relativ zum 

Blatt dargestellt. Die Yinkelstellungen entsprechen denjenigen, die in Kapitel 

5.3.2 zur Untersuchung des Yirbeltransportes verwendet werden. Bei der Be

trachtung der i,. folgenden gezeigten Ergebnisse ist zu beachten, daß die 

Ebenen für O:s.:s 50· das Blatt schneiden, also nur z. T. die VerhAltnisse im 

Nachlauf wiedergeben. 

Die Interpolation der Strömungsgrößen erfolgt linear zwischen Jeweils zwei 
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benachbarten Zellen, deren Mittelpunkte diesseits und jenseits der Schnitt

ebene liegen. Hierbei werden sinnvollerweise nicht die in den Volumenmittel

punkten gegebenen Komponenten des LOsungsvektors herangezogen, sondern diese 

zuvor in die darzustellenden GrOßen, wie z.B. Geschwindigkeit, Totaldruckver

lust oder Zirkulationsdichte umgerechnet. 

Durch diese Abbildung entsteht in der Schnittebene ein relativ ungeordneter 

Haufen von Aufpunkten. Die Darstellung z.B. von Geschwindigkeitsvektoren ist 

auf dieser Grundlage mOglich. Sie besitzt jedoch die Nachteile einer starken 

Unübersichtlichkeit im Bereich großer Netzdichte und einer unterbewußten Beein

trachtigung der Objektivitat bei der Betrachtung der Ergebnisse infolge der 

deutlich erkennbaren Netzlinienstruktur und der sich verandernden Punktdichte . 

Außerdem ist es mit den zur Verfügung stehenden Graphikroutinen z.Zt. nicht 

möglich, Isolinien basierend auf einer unstrukturierten Aufpunktsverteilung 

zu erzeugen. 

Infolgedessen ist eine weitere, in diesem Fall zweidimensionale Interpolation 

notwendig, die die Größen der willkürlich verteilten Punkte auf ein geordnetes 

Raster übertragt. 

Bedingt durch diese zweifache Datenumwandlung sind die dargestellten Größen 

fehlerbehaftet. Dies kann sich insbesondere im Verlauf der Isolinien auswir

ken, die im allgemeinen sensibel auf eine leichte Veranderung der Basisdaten 

reagieren. Hinzu kommt, daß das zugrundeliegende regulare Raster relativ grob 

ist. Bei den für die Darstellung der Nachlaufgeometrie gewahlten Bildausschnit

ten, die eine sehr große Ausdehnung haben, um die Absenkung der Randwirbel 

möglichst weit verfolgen zu kOnnen, führt dies dazu, daß die lokalen, z. T. sehr 

konzentrierten Maxima der darzustellenden StrOarungsgroßen oftmals betragsmllßig 

gar nicht korrekt erfaßt werden können, es sei denn, ein Aufpunkt liegt zufal

lig in ihrer unmittelbaren Nahe. Besonders gravierend stellt sich dieses Prob

lem im Blattnahbereich. Die in den folgenden Kapiteln gezeigten Isolinienauf

tragungen sind daher für quantitative Analysen, gerade was die Bestimmung der 

Extrema im Inneren eines neu entstehenden IHrbels angeht, nur sehr bedingt ge

eignet. Aber auch die qualitative Interpretation der dargestellten Ergebnisse 

wird durch eine Reihe von ausschließlich auswertebedingten Erscheinungen, wie 

z.B. durch einen unruhigen Verlauf der Isolinien in einigem Abstand vom Blatt, 

eine Orientierung derselben entlang den Rasterlinien im Blattnahbereich vor 

allem in horizontaler Richtung sOlrle eine starke Abhangigkelt der Verlaufe von 

der Dichte des Aufpunktarasters ebenfells besonders i .. Blattnahbereich, beein

trAchtigt. Dies sollte bei der Betrachtung besonders der in den Kap. S.2 und 

S.3 dargestellten Isolinienverlaufe berückSichtigt werden . 

Für die Zukunft 1st eine Verbesserung des Auswertealgorithmusses dringend 

erforderlich. 
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5.2 Ergebnisse für die berechneten TestfAlle 

Zur Validierung des entwickelten Verfahrens wurde eine größere Zahl von Test

fAllen berechnet, zu denen experimentelle Vergleichsdaten zur Verfügung stehen. 

Hierbei handelt es sich um Messungen, die von Caradonna & Tung [67J für einen 

zweiblAttrigen Modellrotor im Schwebeflugzustand durchgeführt worden waren. 

Die dabei verwendeten RotorblAtter sind unverwunden und haben einen recht

eckigen Grundriß bei einer Streckung von A-6. Sie besitzen ein symmetrisches 

NACA-0012 Profil. Die Blattspitze ist nicht gerundet, sondern gerade abge

schnitten. Der Blattanschluß betrAgt etwa eine Blattiefe und wurde bei der 

Netzgenerierung approximativ berücksichtigt (s. Kap. 4.3) . Dadurch konnte die 

Umströmung der Blattwurzel und die Ausbildung eines inneren Blattspitzenwir

bels wiedergegeben werden. 

Die Überprüfung des vorliegenden Verfahrens wurde anband folgender Testfalle 

vollzogen: 

• Mat1p 0.520 9c 0" 

• Matlp O.SlS 9c 5" 

• Matlp 0.439 9c S· 

• Kat. i p 0.794 9c S" 

• Matlp O. S77 9c S" 

• Mat1p 0.794 9c 12" 

Es wurde damit ein weiter Bereich der sub- und transsonischen AnstrOmungen 

abgedeckt, was im Hinblick auf eine Bewertung der StArken und SchWAchen des 

entwickelten Verfahrens als wichtig erachtet wird. 

Es handelt sich hierbei um StandardtestfAlle, die auch von den meisten der in 

Kap. 1.2 genannten Autoren berechnet wurden. Dies eröffnet die Möglichkeit zu 

Vergleichen zwischen den verwendeten Potential-, Euler- und Navier-Stokes-Ver

fahren, sowie zwischen den Vake-Capturing- und denjenigen Verfahren, die ein 

speziell auf den Modellrotor abgestimmtes Nachlaufmodell verwenden. 

Die Ergebnisse der eigenen Berechnungen aind in den nachfolgenden Unterkapi

teln aufgeführt. 

Die dazu verwendeten Rechennetze VOm G-Typ mit ellipsoider Außenkontur wurden 

in Kap. 4 beschrieben . Die im folgenden dargestellten Ergebnisse wurden auf Net

zen mit 110.000 -150.000 Zellen errechnet. Diese Zahlen beziehen sich auf den 

inneren GrundkOrper mit einer Ausdehnung der Halbachsen von 15 x 15 x 12 Blatt-
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tiefen. In den auftriebsbehafteten Fallen wurde dieses Grundnetz zur Erfassung 

des Nachlaufes entweder global auf die doppelte Gröle erweitert (Bild 4.3-3) 

oder nach unten um einen zweiten Netzblock erganzt (Bild 4.3-12). In Kapitel 

5.4 werden die Einflüsse von Veranderungen der Netzstruktur beschrieben. 

5.2.1 Modellrotor bei ~'P - 0.52 und Sc - O· 

Die erste Untersuchung erfolgte fOr den auf triebs losen Fall bei einer Blatt

spitzenmachzahl von Na,. p - 0.52. 

Dies erOffnet bei der vorhandenen symmetrischen und unverwundenen Blattgeo

lIetrie die MOglichkeit, das Verfahren zunAchst ohne den Einfluß der Blatt

Nachlauf-Interferenz zu testen. 

Dadurch lassen sich eventuell vorhandene unphysikalische Erscheinungen, die 

numerisch bedingt und durch Unzulanglichkeiten ill Verfahren produziert worden 

sein kOnnten, deren Existenz aber infolge der Überlagerung durch die auf triebs

bedingten Effekte unter Ullstanden unerkannt geblieben wAre, leichter aufspOren . 

Denkbar waren in dieseIl Zus8llllenhang z. B. die Akkumul1erung numerischer Fehler 

infolge der Verwendung eines vOllig in sich abgeschlossenen Rechenraumes , 

Stabllitatsproblelle ill unmi ttelbarenBere ich der Rotordrehachse , Ungenauigke i ten 

in der diskreten Ermittlung der Flu&bilanzen oder in der Wiedergabe der unge

störten Strömung, etc. 

In Bild 5.2-1 ist der Vergleich zwischen den errechneten und den gemessenen 

Druckvertellungen an fünf Radialstationen über der Blattiefe dargestellt. 

Die Übereinstimmung lIit den Meßdaten ist sehr gut und liefert einen ersten 

Anhaltspunkt für die Genauigkeit des entwickelten Verfahrens. Signifikante 

Abweichungen zwischen Theorie und Praxis, die auf Reibungseffekte zurückzu

fOhren waren und demzufolge von dem verwendeten Verfahren nicht er faSt werden 

kOnnten, sind bei dieser AnstrOmbedingung kaum zu erwarten. 

Das Auftreten numerisch bedingter akkumulativer Probleme konnte nach Beseiti

gung anfAnglicher Fehlerquellen nicht mehr beobachtet werden. Exemplarisch 

sei in Bild 5.2-2 die zeitliche Entwicklung der Nachzahl dargestellt. die nach 

deli raschen Erreichen des stationaren Zustandes auch bei fortschreitender 

Iteration keine Veranderungen mehr erfuhr. 

Auch die Identitat des Druckverlaufes auf Ober- und Unterse1 te wurde, wie 

aus Bild 5.2-1 ersichtlich, nicht durch numerische StOrungen beeintrachtigt. 

Die gezeigten Ergebnisse wurden auf einem feinen Netz mit 128x14x25 Vo1umina 

erzeugt. Die Reduzierung der Netzdichte auf 64x34x17, was einer Verringerung 
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der Gesamtzellenzahl auf etwa ein Drittel entspricht, liefert den in Bild 

5.2-3 dargestellten Druckverlauf. Die Unterschiede sind in diesem Fall rela

tiv gering, die Rechenzeitersparnis ist jedoch beträchtlich. 

Das laßt den Schluß zu, daß die schlechtere Auflösung der KörperoberflAche 

und des Blattnahbereiches von keinem allzu großen Einfluß ist. Dabei 1st 

jedoch die Einfachheit der Blattgeometrie zu bedenken. Inwieweit sich die 

grobere Netzstruktur jedoch auf den Nachlauf transport und damit auf die Güte 

des berechneten Anströmzustandes auswirkt, müssen die Untersuchungen der auf

triebsbehafteten Falle zeigen. 

5.2.2 Kode11rotor bei ~lp - 0.815 und Oe - S· 

Im nAchsten Schritt wurde das Verfahren an einem auftriebsbehafteten FaU 

unter transsonischen Anströmbedingungen und unter vollstAndiger Berücksich

tigung der Interferenz des berechneten Nachlaufes mit dem betrachteten Blatt 

getestet. Die Blattspitzenmachzahl betrug dabei 0 . 815 und der kollektive 

Anstellwinkel 5° . 

An der Blattoberseite bildet sich im Außenbereich ein lokales Überschallgebiet 

aus, das sich über das Blattende hinaus bis in die freie Strömung erstreckt. 

und das mit einem schwachen Verdichtungsstoß abschließt (Bild 5.2-4a). 

In Bild 5.2-4b sind demgegenüber die VerhAltnisse ohne Berücksichtigung der 

Blatt-Wirbel-Interferenz an einem isolierten Blatt aufgetragen. Man erkennt 

deutlich die Auswirkungen des höheren effektiven Anstellwinkels infolge feh

lender induzierter Abwindgeschwindigkeiten, die sich in einer Ausweitung des 

Überschallgebietes in Bereiche kleinerer Radien sowie in einer Erhöhung des 

maximalen Unterdruckes auf der Oberseite äußern. 

In Bild 5.2-5 ist die Druckverteilung dargestellt. Der Vergleich der berechne

ten mit den gemessenen Werten zeigt en den ersten vier Radialstationen eine 

sehr gute Übereinstimmung . Lediglich im äußersten Blattbereich (rjR - 0.96) 

wird das gemessene Druckminimum nicht ganz erreicht. 

Betrachtet man zunAchst nur die vier inneren Stationen, so erkennt man ganz 

leichte Abweichungen im Druckabfall an der Nase. Hier könnte ein noch feineres 

Netz (das bestehende hatte 128 x 34 X 25 Zellen) eventuell Abhilfe schaffen. 

Es ist aber auch anzumerken, daß beispielsweise der in den Kessungen erreichte 

Spitzenwert bei rjR-0.8 fehlerbehaftet sein könnte, da gerade an dieser Keß

stelle im auf triebs losen Fall ein beträchtlicher Unterschied in den gemessenen 

Werten zwischen Ober- und Unterseite festzustellen ist. 

Nicht ganz optimal verlAuft die Rekompression bei rjR-0.89, die etwas zu flach 
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wiedergegeben wird. 

Dennoch sind die mit der Wake-Capturing-Methode erzielten Ergebnisse zumindest 

an den ersten vier Radialstatlonen alles in allem sehr zufriedenstellend. 

Anders sieht die Situation hingegen an der außersten Radialstation aus. Hier 

wird von dem verwendeten Verfahren ein zu geringer Unterdruck, d.h. also ein 

zu starker 5lattspitzenverlust errechnat. 

Die Frage nach der Ursache für diese Abweichung konnte 1m Rahmen der vor

liegenden Arbeit nicht abschließend beantwortet werden. Naheliegende Vermu

tungen, wie z.5. ein Einfluß der lokalen Netzfeinheit, der Netzgröße, der 

geometrischen Ausführung der 51attspitze etc. erwiesen sich für diesen Test

fall als nicht zutreffend. Entsprechende Modifikationen führten, wenn über

haupt, nur zu sehr geringen Veranderungen. 

Denkbar ware aber auch eine ungenaue Berechnung des induzierten Strömungsfel

des infolge eines zu weit außen liegenden Blattspitzenwirbels des vorlaufen

den Blattes und daraus resultierend ein Fehlen der aufwarts gerichteten indu

zierten Geschwindigkeiten an der außersten Blattspitze. Damit ließe sich der 

zu geringe Auftrieb an der Oberseite erklaren, hingegen scheinen die gute Wie

dergabe des Verlaufs an der Unterseite sowie auch die sehr gute Übereinstim

mung an den anderen Radialstationen dieser These zu widersprechen, da in bei

den Fallen eine Beeintrachtigung durch eine falsche Yirbellage ebenfalls hatte 

spürbar sein .ossen. 

Zum gegenwartigen Zeitpunkt wird als wahrscheinlichste Ursache eine dissipa

tionsbedingte Diffusion des Randwirbels angenommen, die durch die nicht opti

aale Diskretisierung der o-Netz-Struktur im Bereich des Yirbelpfades hervor

gerufenwird. Die Auswirkungen dieser Diffusion auf die Nachlaufgeometrie sind 

in Kap. 5.3.2 beschrieben. Für diese Vermutung sprechen auch eine weitere 

leichte Absenkung des errechneten Druckminimums bei Verwendung eines gröberen 

Netzes (Kap. 5.4) sowie nicht zuletzt auch jüngsta Ergebnisse von Hertel [491, 

die bei Verwendung des gleichen Lösungsalgorithmus in Verbindung mit einem 

zwar in Blattnahe gröber, dafür aber zwischen den Rotorblatter feiner diskre

tisierenden H-Netz eine Verbesserung des Problems zeigten. 

Die Integration der OberflachendrOcke gemAß Gl.(5.5) liefert den in Bild 5.2-6 

dargestellten Verlauf des auf den örtlichen Staudruck bezogenen Auftriebsbei

wertes Cl über dem Blattradius. Wie aufgrund von Bild 5.2-5 zu vermuten, ist 

die Übereinstimmung mit den Meßwerten sehr gut. Eine Ausnahme bildet jedoch 

der Wert bei r/R-O.89. Die Größenordnung der Abweichung von mehr als 50' ist 

erstaunlich, da sich die gemessenen und die berechneten Druckverlaufe an die

serRadialstation auch nicht wesentlich starker voneinander unterschieden, als 

an den anderen Stationen. Es muß daher angenoaaenwerden, daß der Referenzwert, 
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der seinerseics aus einer numerischen Incegracion der diskrecen, gemessenen 

DruckdaCen enll1Ctelt wurde, fehlerbehaftet 1st. An der äuAerscen Radiabutlon 

isc ganz deuclich der zu große Blaccspiczenverlusc in den cheorecischen Ergeb

nissen zu erkennen. 

Die in den vorangegangenen Bildern gezeigCen Ergebnisse wurden lIit ein •• 

RotorblatC gerechnec, dessen äuAeres Ende abgerundet war (Bild 5.2-7a). Ver

gleichsrechnungen lIic senkrecht abgeschniccenen Ende (Bild 5.2-7b) führten 

zu leichcen Anderungen der Strömungswerce im äußersten Blaccspiczenbereich. 

Bild 5.2-8a zeigc gegenüber Bild 5.2-4a eine scarke Geschwindigkeicsab~e 

bei gleichzeiciger Erhöhung des Unterdruckes in Blacciefenrichcung ab r/R a 

0.99. Dies deucec auf eine veränderce Ablösung des Randwirbels von der Blatt

spicze hin. Im Falle der senkrechcen Ausführung dürfce die Ablöselinie durch 

die scharfe Kance vorgegeben sein, wAhrend sie bei einer runden Koncur nicht 

vonvorneherein definierc ist. Die Auswirkungen dieses verändercenAblösever

haltens auf den resClichen Blattbereich sind relaCiv gering. Lediglich das 

Gebiet maximaler Obergeschwindigkeic isc ecwas kleiner geworden. Demzufolge 

isc auch in den Druckverceilungen an den in Bild 5.2-5 gezeigcen Radialsta

Cionen für rjR< 0.89 überhaupC kein Unterschied spürbar. An der äuAersten 

SCation bei rjR - O. 96 führt das abgeschniCtene Ende zu eineIl ecwas geringeren 

Unterdruck an der Oberseite (Bild 5.2-8b). 

Das veränderce Scröllungsverhalcen im äußersCen Bereich spiegelc sich in der 

Auftriebsverteilung (Bild 5.2-8c) in einem geringeren Blattspitzenabfall und 

einer höheren Saugspicze in der leczten Zellreihe wider. Die anscheinend bes

sere Übereinstimmung mit dem Meßwert bei rjR-0.96 ist rein zufällig, wie man 

aus Bild 5.2-8b leicht erkennt. Hier wirken größere Druckunterschiede im hin

teren Profilbereich dem Defizic im vorderen Teil entgegen. 

Wie bereita erwähnt, wird in der vorliegenden Arbeic u.a. ein Schwerpunkt auf 

die Darstellung des berechnecen Nachlaufs, und hier insbesondere auf das Ein

schnürungsverhalcen der Außeren Randwirbel gelegt. Das soll dazu beitragen, 

Einsicht in die Struktur und in die VorgAnge im Nachlauf einer Rotorströmung, 

wie sie von einem auf den Euler-Gleichungen basierenden Wake-Capturing-Verfah

ren berechnet wird, zu gewinnen. 

Die Wiedergabe und Auswercung der Nachlaufstruktur erfolgt anband von 110-

linienplots der Zirkulationsdichte und des Totaldruckverlustes, die sich ill 

Gegensatz zur Auftragung der Geschwindigkeitsvektoren für eine qualitative 

und zum Teil auch für eine bedingte quantitative Analyse als sehr gut geeignet 

herausgestellt hatten (vgl. Kap. 5.1.2). 

Dabei soll an dieser Stelle zunlchst nur die Struktur des Nachlaufes im sta-
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tionlren Endzustand im Vordergrund stehen. Seine zeitliche EnCWicklung ist In 

Kap. 5.3.1 beschrieben. Sie ist geprAgt durch einen sehr langwierigen und kom

plexenAnfahrprozeß (vgl. Kap. 5.1.1), der analog zur RealitAt von einem Wake

Capturing-Verfahren, das von der ungestOrten StrOmung als Anfangsbedingung 

ausgeht, numerisch simuliert wird. 

Streng genommen handelt es sich bei dem, was im folgenden als stationlrer End

zustand bezeichnet wird, auch nur um eine Momentaufnahme des instatiOnlren 

Anfahrprozesses, der allerdings schon sehr weit fortgeschritten ist. Man er

kennt dies daran, daß der eigentliche Anfahrwirbel noch immer vorhanden ist 

und seine Lage weiterhin Andert. Seine Absenkung ist aber in der Regel so 

groß, daß eine VerAnderung des relevanten StrOmungsfeldes vor dem nachfolgen

den Blatt nicht mehr auftritt. 

InBild 5.2-9 ist die Zirkulationsdichteverteilung in einer Referenzebene auf

getragen, die die Rotorkreisscheibe 30· hinter dem Blatt senkrecht schneidet. 

In dieser Darstellung lAßt sich die Einschnürung des Außeren Randwirbels sehr 

gut erkennen. Dafür mußten jedoch der Wertebereich und die Abstufung der Iso

linien geeignet gewAhlt werden, was zulasten einer differenzierteren Wieder

gabe des Blattnahbereiches geht. So steigt die Zirkulationsdichte in dem aus

gesparten inneren Bereich des außeren Randwirbels auf etwa 0.4, und der Durch

messer des viskosen Kerns ist geringer als das AuflOsungsvermogen der verwen

deten Darstellung, was auf sehr hohe induzierte Umfangsgeschwindigkeiten im 

Wirbelinneren schließen lAßt. Der Auswertealgorithmus ist auch verantwortlich 

für eine unzureichende Wiedergabe der Ergebnisse in der Wirbelschicht, einen 

unruhigen Verlauf der Isolinien, sowie eine Orientierung derselben vor allem 

entlang den horizontalen Rasterlinien im Blattnahbereich (vgl. Kap. 5 . 1 . 3). 

Unterhalb des Außeren Wirbels laßt sich noch einigermaßen diskret der Randwir

bel des vorlaufenden Blattes erkennen. Die maximale Zirkulationsdichte im Kern 

ist infolge der diffusionsbedingten Abnahme der Konzentration auf eCWa 15\ des 

ursprünglichen Wertes gefallen. Mit zunehmendem Wirbelalter setzt sich diese 

Tendenz mit vermindertem Gradienten fort. Insgesamt besitzt die Abnahme der 

Zirkulationsdichte im Wirbel inneren über der Absenkung in etwa hyperbolischen 

Charakter. 

Einen Ahnlichen, wenn auch weniger ausgeprAgten Effekt haben ROttgermann et 

al. (159] mit einem linearen Wirbelleiterverfahren erzielt, bei dem die Wir

beldiffusion an die Aufweitung der Wirbelschicht gekoppelt wurde. Inwieweit 

vergleichbare Zusammenhange in der von dem Euler-Verfahren generierten LOsung 

enthalten sind, oder ob es sich ausschließlich um einen Effekt der Diskreti

sierung handelt, lAßt sich noch nicht beanCWorten. 

Aufgrund der gegenseitigen Überlagerungseffekte und der Diffusion der abge-
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senkten Wirbelantetle ist keine Einzelauflösung mehr möglich, jedoch la.&t 

sich mit den Erkenntnissen aus Kap. 5.1.2 die Einhüllende der Durchsto.&punkte 

der Wirbelzentren durch die Referenzebene sehr gut bestimmen. 

Die so ermittelte Einschnürung läßt sich im stationären Endzustand mit vor

handenen Heßdaten vergleichen. Dies sind zunächst die Hitzdrahtmessungen, 

die Caradonna & Tung (67) zusätzlich zu den Druckmessungen für einen Teil 

der Strömungsfälle ihrer umfangreichen Testreihe sm Hodellrotor durchgeführt 

haben. Die für den vorliegenden Fall ermittelte Wirbel lage ist in Bild 5.2-9 

durch Kreuze markiert. 

Leider erlauben diese Daten nur eine Verfolgung des Wirbelpfades über etwas 

mehr als eine Rotorumdrehung. Daher wurde in die Darstellung der errechneten 

Ergebnisse zu Vergleichszwecken zusätzlich die Einhüllende der Trajektorie 

des Blattspitzenwirbels eingetragen, wie sie das lineare Berechnungsverfahren 

von Kocurek (138) für diesen Testfall liefert. Kocurek verwendet ein vorge

schriebenes Nachlaufmodell, in das eine Vielzahl experimenteller Daten ein

geflossen ist. Wegen dieses hohen empirischen Anteils wird die so ermittelte 

Wirbellage für eine Validierung des vorliegenden Algorithmusses als durchaus 

geeignet erachtet. 

Die Übereinstimmung der numerisch berechneten Einschnürung der Rsndwirbel

struktur mit den Vergleichsdaten sowohl von Caradonna & Tung als auch von 

Kocurek kann als sehr gut bezeichnet werden. Dies ist ein wichtiges Teilergeb

nis für die Bewertung der Frage, wie gut das vorliegende Euler-Verfahren 

trotz der zu beobachtenden Diffusionseffekte in der Lage ist, die Generierung 

und den Transport des Nachlaufes wiederzugeben und den Strömungszustand vor 

dem nachfolgenden Blatt ohne zusätzliche Kopplungsmodelle mit ausreichender 

Genauigkeit zu beschreiben. 

Anhand der aufgetragenen Zirkulationsdichteverteilung erkennt man weiterhin, 

daß siCh der Anfahrwirbel bis auf etwa 15 Blattiefen abgesenkt (vgl. hierzu 

Bild 5.3-1 in Kap. 5.3.1) und eine radiale Position von etwa dem 1.3-fachen 

des Rotorradius eingenommen hat. Auch hier haben Diffusionseffekte im Laufe 

der Zeit zu einer starken Aufweitung geführt. 

Sehr deutlich wird auch der innere Randwirbel in Blattnähe wiedergegeben. 

Die entlang der Hinterksnte abgehende Wirbelschicht verfügt ebenfalls noch 

über eine sehr hohe Konzentration, eine Analyse ist aufgrund des schlechten 

AuflOsungsgrades in Bild 5.2-9 in dieseIl Abschnitt jedoch nicht möglich. 

In den weiter abgesenkten Bereichen erkennt man noch die typische schrage 

Lage der Wirbelschicht vom vorlaufenden Blatt, jedoch ist es im wesentlichen 

zu einer Verschmelzung der linksdrehenden Wirbel der Wirbelschicht und des 

inneren Randwirbels gekommen. Im weiteren Verlauf der Absenkung wird das Ge-
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biet negativer Zirkulation eingeschnürt und endet bei etwa 12 Blatt1efen. 

Hier dominiert der starke Einfluß des äußeren Anfahrwirbels. In diesem Bereich 

sehr nahe an der Drehachse besitzen die verwendeten O-Netze in großer Entfer

nung von der Rotorkreisscheibe wegen ihres sternformigen Linienverlaufes 

eine extrem schlechte AuflOsung (vgl. Bild 4.3-7), die dadurch noch verstArkt 

wird, daß die Punkteverteilung in radialer Richtung sehr stark in der Nähe 

der äußeren Blattspitze konzentriert ist, während der Innenbereich ausgedunnt 

wurde (vgl. Bild 4.3-5). Dies wurde bewußt in Kauf genommen, da von hier keine 

entscheidende Beeinflussung des Cesamtergebnisses , insbesondere in de.. in 

erster Linie interessierenden Bereich der Blattspitze, ausgeht. In Anbetracht 

der schlechten Diskretisierung und der damit verbundenen hohen Diffusion ist 

die Wiedergabe der Verhältnisse am inneren Blettrand durchaus zufriedenstel

lend. Es ist aufgrund der begrenzten Ausdehnung des Cebietes negativer Zirku

lation nach unten jedoch nicht auszuschließen, daß ein Verlust an linksdrehen

der Zirkulation auftritt . Zumindest findet aber eine quasi-viskose Vel"1llischung 

mit positiver Zirkulation statt . 

Eine Erfassung dieses Innenwirbels und der kompletten Wirbelachicht, sowie der 

Interferenzen auch mit de .. äußeren Randwirbel ist nur mOglich, wenn sich der 

Rechenraum bis zur Rotorachse hin ausdehnt . Wird der Bereich kleiner Radien 

ausgespart, wie dies bei einigen Autoren der Fall ist, lassen sich die genann

ten Phänomene nicht erfassen. 

Eine weitere physikalische GrOße, die für die Interpretation der numerischen 

Ergebnisse 1 .. Hinb11ck auf die Struktur des Nachlaufes sehr gut geeignet ist, 

1st der Totaldruckverlust , der 1m Kern eines viskosen Wirbels, wie er VOn 

einem diskreten Euler-Verfahren erzeugt wird, am großten ist . Bild 5.2-10 gibt 

den in Bild 5 . 2-9 dargestellten Zustand noch einmal in Form des Totaldruckver

lustes wieder. 

BeZÜglich der Einschnurung der Randwirbeltrajektorie zeigt sich erneut eine 

ausgezaichnete Übereinstimmung mit den empirischen Vergleichswerten. Daß der 

Totaldruckverlust die Ergebnisse der Zirkulationsdichteverteilung wie in 

diesem Fall exakt bestAtigt, ist nicht unbedingt selbstverständlich, obwohl 

e. sich um zwei Darstellungsformen ein und desselben physikalischen Zustandes 

handelt. I .. Vorgriff auf spätere Ausführungen, insbesondere uber Berechnungen 

mit groben Netzen, sei allerdings darauf hingewiesen, daß sich aufgrund von 

Überlagerungen verschiedener numerischer Einflusse durchaus unterschiedliche 

Ergebniase einstellen kOnnen. 

Überlagerungseffekte analog zu denen, die in Kap. 5.1.2 im Zus ..... enhang mit 

dem induzierten Ceschwindigkeitsfeld angesprochen wurden, führten auch dazu. 

daß das lokale Haximum im Totaldruckverlust , das in Bild 5.2-10 bei z/l - -1. ) 



-114-

auszumachen ist, nicht mit dem Durchstoßpunkt der Achse des Wirbels vom vor

laufenden Blatt zusammenfällt. Dieser liegt, wie aus Bild 5 . 2-9 ersichtlich, 

bei etwa -0.8. 

Aus Grllnden der Übersichtlichkeit wurde der dargestellte Wertebereich nach 

unten auf 0.45\ und nach oben auf 1.6\ begrenzt, um die für die Ermittlung 

der Randwirbeleinschnürung notwendigen Isolinienverläufe deutlich herauszu

stellen. Dadurch sind einige Informationen, wie z.B. über die Wirbelschicht 

und den inneren Randwirbel nicht oder nur unzureichend enthalten . 

Der Totaldruckverlust im Wirbelkern beträgt an dieser Position (t - 30·) ca. 

5 . 7\, nachdem er direkt hinter dem Blatt etwa 8t betragen hatte. Im weiteren 

Verlauf fOhrt die Wirbeldiffusion zu einer Aufweitung und zu einer Abnahme des 

Totaldruckverlustes im Kern (vgl. Kap. 5.3.2). Der Randwirbel des vorlaufenden 

Blattes besitzt nach einem Alter von 210· nur noch ca. 0.8\, und der weit 

abgesenkte Anfahrwirbel noch etwa 0.6\ . 

Der Vollständigkeit halber seien in Bild 5.2-11 die induzierten Geschwindig

keitsvektoren in der Referenzebene dargestellt. Sie korrespondieren mit den 

jeweiligen Zuständen in den Bildern 5.2-9 bzw. 5.2-10. Das Gebiet induzierten 

Abwindes innerhalb eines sich einschnürenden Zylinders läßt sich einigermaßen 

gut erkennen. Wie aber bereits in Kap. 5.1 . 2 erwähnt, ist die verwertbare In

formation über die Nachlaufgeometrie, wie z.B. die EinschnOrung, gering. Inter

essant erscheint jedoch ein Blick auf den Bereich kleiner Radien. Der linke 

Blldrand entspricht der Rotordrehachse. In ihrer Nähe sind keinerlei Ungewöhn

lichkeiten, die auf numerische StOrungen zurllckzufOhren sind, festzustellen. 

In Bild 5.2-12 ist die zeitliche Entwicklung der auf den Schallstaudruck be

zogenen Auftriebsbeiwerte an den bekannten fünf Radialstationen sowie für das 

gesamte Blatt aufgetragen. Das Erreichen eines konvergenten Zustandes wird 

dabei nicht nur von dem Iterationsverhalten des Verfahrens selbst, sondern 

auch von dem instationAren Ablauf des Anfahrprozesses bestimmt. So sind die 

wesentlichen Vorgange in der Entwicklung des Rotornachlaufes, wie sie z.B. 

in Kap. 5.1.1 beschrieben wurden, deutlich erkennbar. 

Die Kurven beginnen bei einem zu hohen Auftrieb , der aus der Anfangsbedingung 

der freien AnstrOmung resultiert. Es wird also zu Beginn der Iteration ein 

isoliertes Blatt simuliert. Aufgrund des durch den Anfahrwirbel induzierten 

Abwindfeldes und der damit verbundenen Senkung des effektiven Anstellwinkels 

vor allem im außeren Blattbereich erreichen die Auftriebsbeiwerte zunächst 

ein lokales Kinimum. Danach senkt sich der Anfahrwirbel ab und verliert an 

Einfluß auf das Strömungsfeld vor dem Blatt, so daß der Auftrieb wieder an

steigt. Dies wird unterstützt durch die beginnende Einschnürung der neu ent

stehenden Randwirbel. Nach einem leichten Überschwingen stellt sich der sta-
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tlonAra Endzuat:and ein. Die korreapondierende Enbricklung der berechneten 

Nachlaufgeoaetrie ist in Kap. 5 . 3 . 2 behandelt. Ober die auf der Abszisse ein

getragenen Iterationen iat eine Korrelation zu den dort gezeigten Bildern 

.oglich . Die Gesamtrechenzeit bis Zum Erreichen des dargestellten Zustandes 

betrug ebra 85h auf einem Convex C-202 Computer. Kan erkennt aber, da& sich 

bereit. wesentlich früher keine gravierenden !nderungen in der Auftriebsver

teilung mehr ergeben. 

5.2.3 Kodellrotor bei ~lP - 0 . 439 und Be - 8" 

Die für diesen rein subsonischen Fall berechnete Druclcverteilung ist in Bild 

5.2-13 aufgetragen und mit den Messungen verglichen . Der hohe Grad an Oberein

at~g zwischen Theorie und Experiment, der sich für die beiden vorhergehen

denTestfalle eingestellt hatte , konnte dieses HaI nicht ganz erreicht werden, 

da das Druclcminlmum an der Nase über der gesamten BlattlAnge zu gerlng ausfiel. 

Auf den verbleibenden 95' der Blattiefe auf der Oberseite und auf der gesam

ten Unterseite ist die Genauigkeit der LOsung hingegen ausgezeichnet . 

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde u . a . der Einflu& des Diskretisierungs

grades als eine der mOglichen Ursachen für diese Diskrepanz im Nasenbereich 

naher unteraucht . Wie bereits erwAhnt, ist die numerische Dissipation für das 

Dlffuaionsverhalten der Nachlaufwirbel veranbrortlich . Ein grobere. Netz sollte 

daher zu einer starkeren Aufweitung, und damit eine Veranderung des StrOmungs

zustandes vor dem betrachteten Blatt fUhren . 

Die in dieser Hinsicht durchgefÜhrten Ma&nahmen brachten jedoch keinen Auf

achlu& . Stellvertretend für diese Untersuchungen ist in Bild 5.2-13 zusatzlieh 

der Druckverlauf aufgetragen, wie er auf einem groben Netz, das in {- und r
Richtung jeweils nur die HIlf te an Zellen besa&, errechnet wurde. Unterschiede 

sind bis auf den Nasenbereich praktisch kaum spürbar und auch dort nur relativ 

gering. 

Diea zeigt, daß der induzierte AnstrOmzustand vor dem betrachteten Slatt in 

beiden FAllen nahezu identisch gewesen sein mu& und durch die unterschiedliche 

Dhkretlaierung nicht in dell Ha&. beeinflu&t wurde, wie ea %u vermuten gewesen 

ware . Zudem spricht auch die hervorragende Obereinstimllung auf der Oberselte 

für xII> 0 . 05 sowie auf der gesallten Unterseite eher dafOr, daß das StrOmungs

feld vor deli Blatt richtig berechnet wurde, da sich anderenfalls eine falsche 

Verteilung des effektiven Anstellwinkels und damit eine BeeintrAchtigung der 

LOsung auf deli gesamten Blatt hltte ergeben müssen. 

Bei Kroll (40) ist ein ahnlicher Vergleich für den gleichen Testfall zu fin-
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den. Bei seinem Wake-Capturing-Verfahren sind die Unterschiede zwischen feineIl 

und grobem Netz, die in etwa den gleichen Diskretisierungsgrad hatten, wie die 

in der vorliegenden Arbeit verwendeten, wesentlich ausgeprägter. Auf dem groben 

Netz ergaben sich an den inneren Radialstationen hOhe re Unterdrücke an der 

Ober- und geringere Unterdrücke an der Unterseite, was auf einen zu hohen 

effektiven Anstellwinkel schließen läßt. Hit deli feinen Netz konnte er hin

gegen eine insgesamt recht gute Übereinstimmung, insbesondere im kritischen 

Nasenbereich, erzielen. 

Es wurde auch die HOglichkeit untersucht, daß der verwendete Riemann-Algorith

mus in seiner aktuellen Fassung und mit der gewählten Parametereinstellung 

prinzipiell Schwierigkeiten bei der Wiedergabe starker Druckgradienten ill 

Nasenbereich haben kOnnte. An einem zweidimensionalen Hodellfall, für den der 

gemessene Druckverlauf eine ähnliche Charakteristik besitzt, konnte jedoch 

das Gegenteil nachgewiesen werden (Bild 5.2-14). 

Zur Verbesserung der unzureichenden Übereinstimmung der Druckvertellung im 

Nasenbereich sind also über diese Arbeit hinausgehend weitere Untersuchungen 

notwendig. 

Die Integration der Druckverteilung entlang der Spannweite liefert den in 

Bild 5.2-15 dargestellten Verlauf des Auftriebsbeiwertes. Die Übereinstimmung 

zu den experimentellen Werten ist ausgezeichnet, die Auswirkungen der zu 

geringen Druckminima an der Nase auf den Auftrieb sind verhältnismäßig klein. 

Die Nachlaufgeometrie ist in den Bildern 5.2-16 und 5.2-17 dargestellt. Auf

getragen sind Verteilungen von Zirkulationsdichte und Totaldruckverlust am 

Ende des Berechnungszeitraumes etwa 30· hinter dem Blatt. Auch in diesem Fall 

sollte, wie bereits in dem Kapitel zuvor, hauptsächlich die Einschnürung des 

außeren Randwirbels im Vordergrund stehen, was eine schlechte Wiedergabe der 

Verhältnisse in der Rotorkreisebene zur Folge hat. Davon ist vor allem die 

Wirbelschicht betroffen. 

Zur Überprüfung der theoretisch berechneten Einschnürung sind wiederum die 

Positionen der Randwirbel gemäß Caradonna & Tung [67) bzw. nach Kocurek [138) 

eingetragen. Auch für diesen Testfall ist die Übereinstimmung mit der experi

mentell bestimmten Nachlaufgeometrie sehr gut. 

Für die ZirkulationSdichteverteilung im Nachlauf gilt im wesentlichen das im 

vorigen Kapitel Gesagte. Aufgrund der geringeren Blattbelastung gegenüber dem 

dort behandelten transsonischen Fall ist das Zirkulationsdichteniveau allge

mein etwas niedriger. 

Entsprechend hat auch die HOhe des Totaldruckverlustes abgenommen (= 2% bei 

'" - 30·, = 3.5\ bei" -15·, Wert der ersten dargestellten Isolinie: O. l%). Trotz 

der extrem niedrigen Werte kann man die Trajektorie unterhalb des Rotorblattes 
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noch sehr gut verfolgen. Im Bereich um z/l .. -6 treten jedoch geringe Abwei

chungen in der angezeigten Einschnürung gegenüber den experimentellen Ergebnis

sen, aber auch gegenüber der Zirkulationsdichte auf. In diesem Fall scheint der 

Totaldruckverlust noch von anderen numerischen Einflüssen betroffen zu sein. 

Im weiter abgesenkten Bereich ist die Diffusion infolge des Netzeinflusses 

sehr deutlich spürbar. Dabei tritt signifikant der Übergang vom feiner dis

kretisierten Innennetz (Ausdehnung der Halbachsen 15 x 15 x 12) in das grObe re 

Außennetz (vgl. Bild 4.3-3) hervor, in das sich der Anfahrwirbel gerade hinein

bewegt hat. Die Auswirkungen der wesentlich hOheren Dissipation auf die Dif

fusion der Wirbelanteile, die sich in diesem Außenbereich befinden, ist auf

fillig. Zusltzlich weisen die Isolinien genau sm Übergang einen Zacken auf. 

Offensichtlich wurde der Netzübergang an dieser Stelle nicht sauber ausgeführt, 

so daß es zu einer Diskontinuit:at im Linienverlauf oder in der GrOße der be

nachbarten Zellreihen gekommen ist. Beide Effekte schlagen sich ill übrigen 

auf die Zirkulationsdichteverteilung in weitaus geringereIl Kaße nieder. 

Die grobe Diskretisierung des Außennetzes führt zwar zu einer ErhOhung der 

Diffusion, davon sind jedoch nur solche Wirbelanteile betroffen, die auf da. 

Strömungs feld keinen Einfluß mehr haben. Die dadurch gewonnene Rechenzeit: 

rechtfertigt dieses Vorgehen. Gleichzeitig ist die KOgl1chkeit geschaffen, 

daß die abgesenkten Wirbelanteile, die nach den Ausführungen in Kap. 5.1.1 

für die Einschnürung des darüberliegenden Wirbelsystems lIitverantwortlich 

sind, zumindest nlherungsweise erhalten bleiben. Andererseits würde ein Ver

zicht auf eine VergrOßerung des physikalischen Raumes und ein Belassen des 

Fernfeldrandes an den Grenzen des Innenetzes zu einer Blockierung der Wirbel

absenkung führen, die Rückwirkungen auf das StrOmungsfeld ill Blattnahbereich 

hat (vgl. Kap. 5.4.3). 

Die Struktur des Nachlaufs in verschiedenen Schnittebenen von der Blatthin

terkante bis zum nachfolgenden Blatt ist für diesen Testfall ausführlich 

in Kap. 5.3.2 beschrieben. 

In Bild 5.2-18 sind die VerlAufe der Auftriebsbeiwerte über der Zeit aufgetra

gen. Auch sie weisen die gleichen charakteristischen Grundzüge wie für den zu

vor behandelten transsonischen Fall auf. Zum Vergleich sind, wie bereits in 

Bild 5.2-13, die Kurven für das feine und das grobe Netz gegenübergestellt. 

Die Rechenzeitersparnis betrAgt etwa 70' bei einer, wie Bild 5.2-13 ausweist, 

nur geringfügigen Verschlechterung der Ergebnisse. Allerdings ist dabei auch 

zu berücksichtigen, daß es sich bei der niedrigen Blattspitzenmachzahl und 

dell moderateIl Anstellwinkel um einen unterkritischen AnstrOllZustand handelt. 

Dieses wird auch durch die in Bild 5.2-19 aufgetragenen. auf den Schallstau

druck bezogenen Isobaren deutlich. 
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5.2.4 Hodellrotor bei ~tp - 0.794 und Sc - 8· 

Im vorliegenden Testfall betrug die Rotordrehgeschwindigkeit 2250 Umdrehungen 

pro Minute, was einer Blattspitzenmachzahl von M"ttp -0.794 entspricht. Dadurch 

entsteht im Au&enbereich des Blattes an der Oberseite ein ausgeprAgtes Über

schallfeld, das mit einem starken Verdichtungsstoß abschließt. Dies ist sehr 

gut in Bild 5.2-20 zu erkennen. Der charakteristische Verlauf der Isobaren 

Am Au&ersten Blattende weist aus, da& die gezeigte Berechnung für ein Blatt 

mit gerade abgeschnittenem Ende durchgefOhrt worden war (vgl. Bild 5.2-8). 

Die lokale Druckverteilung an den einzelnen Radialstationen ist Bild 5.2-21 

zu entnehmen . Die Übereinstimmung mit den gemessenen Daten ist im großen und 

ganzen sehr gut, die errechneten Werte weisen aber, wie bereits bei dem in 

Kap. 5.2-2 beschriebenen Fall, erneut einen zu geringen Unterdruck im Blatt

spitzenbereich auf. 

Bezüglich der Abweichung im Druckminimum bei r/R-0 . 8 ist aufgrund der Fest

stellungen in Kap. 5.2.2 und aufgrund der Abweichungen, die im auf triebs losen 

Fall in den Messungen auftraten, nicht auszuschließen, da& der Meßwert fehler

behaftet 1st. 

Es bietet sich deher ein Blick auf die Ergebnisse anderer Autoren sn. Berech

nete Druckverteilungen zum vorliegenden Testfall wurden z.B. von Kroll [40], 

Chen & McCrolkey [47] und von Chang & Tung [35) veröffentlicht. In den beiden 

erstgenannten Arbeiten wurde ein Wake-Capruring-, in der letzten Arbeit ein 

Euler-Verfahren, das mit einem auf den Modellrotor abgestimmten Wirbelmodell 

gekoppelt wurde, verwendet. 

Interessanterweise sind jedoch gerade an dieser Radialstation die Ergebnisse 

sehr unterschiedlich. Die genannten Wake-Capruring-Verfahren erreichen zwar 

die gemessene Saugspitze, der Unterdruck an den nachfolgenden Meßstellen ist 

dafür aber deutlich zu hoch. Das mit dem Wirbelmodell gekoppelte Verfahren 

zeigt hingegen eine sehr gute Übereinstimmung an allen Meßstellen, mit Aus

nahme der einen besagten. Es liefert damit den gleichen Verlauf, wie das vor

liegende Verfahren. 

An den außeren RadialstaUonen (r/R-0.89 und r/R-0.96) fOhren die Verfahren 

von Kroll und von Chang & Tung im Hinblick auf das Erreichen des gemessenen 

Unterdruckes an der Oberseite zu besseren Ergebnissen als das vorliegende. 

An den inneren Stationen ist für r/R-0.5 ein Vergleich leider nicht möglich, 

da in keinem der genannten Werke die dort errechneten VerlAufe gezeigt worden 

sind. Für r/R- 0.68 findet man ein Ergebnis in [40). der dort errechnete 

Unterdruck auf der Oberseite ist jedoch über der ersten ProfilhAlfte höher 
als die Me&werte. 
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Ein weiterer Aspekt bei der Bewertung der Druckverteilung ist die Wiedergabe 

der Sto&lage. Diese wird, wie in Bild 5.2-21 erkennbar, von dea vorliegenden 

Verfahren sehr genau bestilllllt. Offensichtlich sind viskose EinflQue, die 

dazu fahren, da! die von dem reibungslosen Verfahren berechnete Position des 

Verdichtungssto&es weiter hinten liegt als die tatslchliche, fQr diesen Test

fall noch sehr gering. 

Auch die ende ren , oben zitierten Euler-Verfahren haben eine gute Übereinstia

.ung zu der gemessenen Sto&lage erzielt. 

In Bild 5.2-22 ist die Zirkulationsdichteverteilung in der Referenzebene 30' 

hinter dea Blatt dargestellt. Die Iteration wurde fQr diesen Fall so weit 

getrieben, daß der Anfahrwirbel bereits nicht mehr zu erkennen ist. Dies 

setzt natarlich ein entsprechend dimensioniertes Netz voraus. Die beiden 

Au&eren Randwirbel sind sehr gut zu erkennen, wobei die Konzentration des 

Wirbels vom vorlaufenden Blatt aufgrund der Diffusion bereits drastisch 

abgenommen hat. Bei den weiter abgesenkten Wirbelteilen ist der Betrag der 

Zirkulationsdichte weiter gesunken, so da, infolge der Überlagerung die Ein

zelwirbel nicht mehr aufzulösen sind. Gleichzeitig fand eine aoderate Auf

weitung des Gebietes positiver Zirkulation statt. 

Weiterhin sind der Wirbel Am inneren Blattrand sowie die neu entstandene Wir

belschicht ebenfalls deutlich auszumachen. 

Der Bereich negativer Zirkulation ist nicht so stark eingeengt wie in den 

zuvor behandelten TestfAllen. Dies wird auf die leicht verbesserte Diakreti

sierung des fQr diesen Fall verwendeten Rechennetzes in der betroffenen Region 

zurQckgefahrt. 

rar diese Strömungsbedingung wurde keine neuerliche Berechnung der Randwir

bellage mit dem Verfahren von Kocurek durchgefahrt, da die Kessungen von 

Caradonna & Tung gezeigt haben, da& die Randwirbeltrajektorie unabhlngig von 

der Rotordrehzahl ist. Dies gilt sogar, wenn die Blattspitzenaachzahl trans

sonisch geworden ist. Die eingetragenen Vergleichsdaten sind also identisch 

ait denjenigen, die far den ia vorherigen Kapitel beschriebenen Testfall er

aittelt worden waren. Wie bereits dort iat auch in diesea Fall die Überein

stimmung zwischen den theoretischen und den experimentellen Ergebnissen aus

gezeichnet. 

WAhrend sich die Einschnarung der Randwirbel nicht verAndert hat, hat aufgrund 

des höheren Auftriebs ihre Intensitat zugenommen. Dies wird deutlich in einem 

hOheren Zirkulationsdichteniveau. 

Wie auch far den vorherigen Testfall ist der Zustand deI Nachlaufs in ver

schiedenen Referenzebenen aber einen Blattualauf in Kap. 5.3.2 dargestellt. 

In Erglnzung zur Zirkulationsdichte wurde in Bild 5.2-23 der Totaldruckver-
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luat aufg.tragen. C.g.nab.r den beiden zuvor behandelten Testfallen (Bilder 

5.2-8 und 5.2-17) sind jedoch zwei grundsatzliche Verlnderungen eingetreten. 

Zum einen iat des C.samtniv.au des Totaldruckes höh.r, was aber nur z.T. mit 

der höh.r.n Auftri.bsb.lastung des Blattes begründet werden kann. Ein zusatz

lieher Einfluß geht von dem verwendet.n Netz aus, bei dem es sich in diesem 

Fall um ein bloekstrukturiertea Netz mit angesetztem Bodenteil hand.lt. (vgl. 

Kap. 4.4). Wie in Kap. 5.4.4 noch naher ausgefahrt wird, fahren die block

strukturi.rten Netze allgemein zu einer Erhöhung des Totaldruekverlust.s 1m 

Nachlauf. Ursache 1st vermutlich die Nahe des Fernfeldrandes auf Höhe der 

Rotorkreisebene, und deraus resultierend eine BeeintrAchtigung der Strömung. 

Ebenfalls typisch fOr die in dieser Arbeit verwendeten blockstruktur1erten 

Netze ist die Tatsache, da! die RandwirbeleinschnOrung in der Auswertung des 

Totaldruckverlustes etwas zu gering ausfAllt und nicht mehr exakt mit dem 

entsprechenden Ergebnis der Zirkulationsdichteauftragung zusammenpaAt. Auch 

hier sind die Ursachen wahrscheinlich in EinflOssen zu suchen, die vom Fern

feldrsnd auagehen. 

Im Cegenastz zum vorigen Testfall, bei dem sich der Unterschied zwischen Innen

und Au&enbereich des global erweiterten Netzes deutlich im Totaldruckverlust 

widerspiegelte, ist hier der Übergang zwischen den beiden Netzblöcken nicht 

zu erkennen, da die metrische Diskontinuitat vermieden werden konnte. 

Bild 5.2-24 zeigt die Vert.ilung des Auftrieb.beiwertes aber der Spannweite. 

Abweichungen sind bei 80t und 89t des Blattradiusses erkennbar, wo die er

rechneten Werte zu hoch (I) sind. B.trachtet man allerdings die zugehörigen 

Druckv.rteilungen in Bild 5.2-21, und vergleicht auch die Werte an den ande

ren Radialstation.n, so wir. in die.em B.r.ich ein. b.ss.re Über.instimmung, 

oder bestenfall. ein. Unt.rschreitung der experimentellen Daten zu erwarten 
gewesen. 

5.2.5 Hodellrotor bei ~lp - 0.877 und Sc - 8· 

Die weitere Erhöhung d.r Rotordrehzahl fahrt zu .in.r Auaw.itung des Über

.chaUfeldes auf der Blattob.rseite und zu einer Verstarkung des Verdich

tungs.to&e. (Bild 5.2-25). 

Di. zugehörige Druckvert.ilung i.t Bild 5.2-26 zu entnehmen. Die gerechneten 

Daten .timmen mit den gem •••• n.n ab.r w.ite Ber.iche des Blatt.s recht gut 

Oberein, weisen aber im lu&eren Blattbereich, wie bereits bei den T.stfall.n 

zuvor, weiterhin zu geringe Unt.rdrücke an der Oberseite auf. 

Di. Betrachtung der Strömung als reibung.frei zeigt 1m vorli.genden FaU 
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deutliche Auswir\rungen ill Sto&bereich. Die VernachlAssigung viskoser Ein

flüsse, wie z.B. der Sto&-Grenzschicht-Interaktion, führt zu deli typischen 

Phlnollen der Wiedergabe eines zu starken und zu weit hinten liegenden Stoßes. 

In BUd 5.2-27 1st die Struktur des Nachlaufes dergesteUt. Die Iteration 

wurde zu eineIl vergleichsweise frllhen Zeitpunkt abgebrochen, so de& der 

Anfahrwirbel noch sehr dollinant ist. Besonders grog ist in dieseIl Fall auch 

der Einflu& des inneren Randwirbelsystems. 

Die Zirkulationsdichte und damit auch die Zirkulation der abgehenden Iu&eren 

Randwirbel haben auf grund der Drehzahlsteigerung weiter zugenommen, es zeigt 

sich aber erneut, daß ihre Einschnürung relativ unabhängig von der Rotations

geschwindigkeit ist. Die Vergleichsdaten nach Kocurek entstammen wie zuvor 

der Berechnung für Hau> - 0.439. 

5.2.6 Kodellrotor bei ~t> - 0.794 und 9c - 12' 

111 letzten Beispiel wurde ein Fall mit einem Anstellwinkel von 12' und einer 

Blattspitzenmachzahl von Katt > - 0.794 berechnet. 

Diese extremen Bedingungen liegen jedoch im Grenzbereich dessen, was mit 

eineIl reibungslosen Verfahren sinnvoll und möglich ist. 

Dementsprechend ist auch die Qualitat der errechneten Druckverteilung nicht 

überzeugend (Bild 5.2-28). Vermutlich führt die Nichtberücksichtigung domi

nanter Reibungseinflüsse (Grenzschicht, Sto&-Grenzschicht-Wechselwirkungen, 

Turbulenz, Ablösung) gerade bei diesem hohen Anstellwinkel nicht nur zu einer 

veranderten Ströllung entlang der Körperoberflache, sondern beeinflu&t auch 

den Nachlauf und damit das induzierte Strömungsfeld vor deli nachfolgenden 

Blatt. 

Srinivasan et al. [61] haben den gleichen Testfall lIit Hilfe eines Navier

Stokes-Verfahrens berechnet, wobei bessere Resultate erzielt wurden. Dazu 

1st anzumerken, daß für den in Kap. 5.2.5 behandelten, weniger kritischen 

Fall, der ebenfalls in [61] zu finden ist, die Unterschiede zu dem vorliegen

den reibungslosen Verfahren deutlich geringer und im wesentlichen nur auf 

Stoßlage und -starke begrenzt waren. Es konnten jedoch leider keine Veröffent

lichungen gefunden werden, in denen die Ergebnisse eines reibungslosen wake

Capturing-Verfahrens für diesen Testfall prasentiert wurden. Daher ist es 

schwierig, zwischen Relbungs- und Verfahrenseinflüssen zu differenzieren. 

Bild 5.2-29 zeigt den Verlauf des Auftriebsbeiwertes über deli Radius. 

Die Druckverteilung auf der Blattoberseite ist in Bild 5.2-30 gezeigt . Gegen

über dem vergleichbaren FaU bei eineIl Anstellwinkel von S' (Bild 5.2-20) 
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lat daa Oberachallg.bi.t in Ilett1ef.nrichtung .ct..&l.r und di. ..,.t.ale 

Ob.rg •• chvindigk.it iat g.ringfOgig hOh.r. 

lUd 5.2-31 gibt die Zirltulatio ... dichtevertdlUJIg i. llettnachleuf vieder. 

Der Dr.hUJIg.inhalt i.t erw.rtungsg._& hOh.r da in den vorangegeng.nen T •• t

fAll.n. AufgrUJld dar gro&ar.n Ilattb.laatung und d .. daraua re.ulti.r.nd.n 

.tArk.r.n Abvindfeld •• hat &ich di. von der Hint.rkant. abgehenda Virbebchicht 

w.it.r .bg ••• nkt. Auch b.i d.r Virb.l.chicht da. vorlauf.ndan Ilatt •• i.t di • 

• tArk.r. N.igung noch gut zu erk.nn.n. 

Al •• 8piri.ch. R.f.r.nzdat.n .t.h.n l.diglich di. g ...... nen Virbalpo.ition.n 

nach Caradonna 60 TUJlg (67) zur V.rfOgung, di. durch Kreuz. gekannzdchn.t dnd. 

Eine I.r.chnung d.r Virb.ltr.j.ktori ••. H. daa V.rfahr .... von Kocur.k wurda 

nicht durchg.fOhrt. 

5.2.7 Vergl.lch .ic ander.n Tb.orl.n 

In d.n vorh.rig.n Kapit.ln wurd.n di. Ergebni ••• da. vorli.g.nd.n V.rf.hr .... 

d.n g ...... n.n Ref.r.nzdat.n i •• t.tionAr.n Schw.b.flug g.g.nab.rg •• t.Ut. Di. 

Ob.r.insti ...... g .it d.n H ••• ung.n k.nn .owohl v •• di. Druckv.rt.llung .1 •• uch 

v •• di. Ein.chnarung d.r Randwirb.ltr.j.ktori. b.trifft .1 ••• hr gut b.z.lch

net verdan. 

In di •••• Ab.chnitt .011 nun .in V.rgl.ich .it dan Erg.bnlaa.n .ndar.r nlcht

line.r.r th.or.ti.cher Verfahr.n at.ttfindan. Di ••• r kann .ich jedoch nur .uf 

die Druckvart.ilung eratr.cken, da Ang.b.n zu dan err.chneten N.chl.ufatruk

tur.n nur in g.nz wenig.n Einz.lf&ll.n ver6ff.ntlicht wurdan. 

Vi. ber.it •• rw&hnt, .t.ll.n di. U8f.ngr.ich.n He •• ung.n von C.r.donna 60 Tung 

[67] .n de. zv.ibl&ttr1g.n Hod.llrotor di. b.daut.ndate expari .. nt.lle Dat.n

ba.ia fOr den .tetionAr.n Schv.b.flug dar und w.rd.n dah.r von .in.r gro&an 

Zahl von Autoren zur V.lidi.rung ihr.. V.rfahr .... h.r.ng.zog.n. PUr die in 

die •• r Arbeit UJlt.rauchten T •• tf&ll. at.llt die unt .... t.h.nde Aufllatung, 

ohne Anapruch .uf Vollz&hligk.it, .ine r.pr& •• nt.ti~eAuavahl von V.r6ff.nt

HchUJIg.n dar, in d.n.n .b.nfalb DU8&rhche Erg.bnh.e zu den jewdUg.n 

F&ll.n g.fundan w.rden k6nnen. 
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T .. tfall Ka - 0.520 Ka-0.8l5 Ka-0.439 Ka- O. 794 Ka-0.877 Ka-0.794 

Verfahren Bc-O° 8e-S- 8 e-a- ec-s- Bc"'
o Bc-l2° 

Potentialverf. (19) (27) (14) (19) (19) (23) 
•. llirbelllOdell (23) (27) 

Euler-Verfahren (36) (38) 
(40) 

• •. Wirbelaodell (36) (35) (35) (36) 

• Wake-Capturins (49) (40) (47) (40) (47) (47) (61) 
(49) 

Navier-Stokas- [57) [58) 
Verfahren 

• •. Wirbelaodell [56) [57) [57) [58) 
[58) ( 60) (60) 

• Waka-Capturing (61) [61) (61) 

Da zu den .eisten der aufgefahrten Fille ein VerSleich .it den Ersebnissen 

aus den zitierten Ver6ffentlichungen bereits in den entsprechenden Kapiteln 

(5.2.2 - 5.2.4, 5.2.6) zu finden ht, sei an dieser Stelle eine detaUlierte 

Gegenübentellung eX8IIplarisch nur noch für den Teatfall bei ~,. -0.877 und 

Sc - 8 0 durchgefahrt. Die dab.i s.troff.nen Aussagen selt.n 1a aU,e_inan in 

gl.icher W.is. auch für die übrig.n B.rechnungen. 

Prinzipi.ll ll't sich sag.n, daI b.i V.rwenduns .ine. Nachlaufaodell.. di. 

Ob.r.insti.aunS .it den .xper1aentellen Oat.n für die auf,.fahrt.n T.stfill. 

in der R.gel ausgez.ichnet ht. Die. ht unabhln,is von dea zu,tundeli.s.nden 

Verfahren und trifft vor alle. auch auf die PotenUalverfahr.n zu, di. den .it 

Ab.tand geringsten Aufwand zur Erzialung d.r L6.unS b.i ,l.ich.r G.nauigk.it 

erfordern. S.hr gut. Ergebni •• e erzielten auch Chans & Tung (35) .lt ihr .. 

gekoppelten Eul.r-Verfahren. 

E. darf dabei allerding. nicht übenehen w.rden, daI die verwendeten Nachlauf

aodelle ganz .peziell auf die ,eoa.tri.chen und phy.ikalisch.n Bedingunsen 

des serade berechnet.n T •• tfall •• angepalt wurden und z.T .• o,ar die ve~.

•• n. Nachlauf.truktur .inb.zogen wurd •. Oi. Obertragbarkait .olch.r Kodall. 

auf s.o_trhch anspruch.voll.r. Ilotors.o_tri.n, zu denen e priori k.ine 

eapiri.ch.n Daten zur Verfü&unS .t.h.n, au& Al. s.ring anse •• ben werden. Di •• 

ht ait ein Grund für di. fort.chreit.nd. Entwicklung von Waka-Capturlng

V.rfahr.n, auch w.nn in den vorliegenden Fillen die sekopp.lt.n V.rfahr.n aus 

den be.agt.n Gründen ia allge .. inen Ergebnl... li.f.rn, die b •••• r .lt den 
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Messungen übereinstimmen und wegen des wesentlich kleineren Rechenraumes vor 

allem weniger Rechenaufwand benötigen. 

Deutliche Einbu&en in der Qualität der LOsung sind bei den Ergebnissen von 

Agarwal & Deese [36,57,58] und Srinivasan & McCroskey [60] festzustellen, die 

ihre Euler- bzw. Navier-Stokes-Verfahren mit einfacheren, allgemeingQltigeren 

Nachlaufmodellen (z. B. mittels Nachlaufkorrekturen auS den Leistungsrechnungs

programmen HOVER oder CAHRAD) gekoppelt haben. Daran wird deutlich, wie stark 

die LOsung von der Qualität und der Genauigkeit der Nachlaufmodelle abhängig 

ist. 

In Bild 5.2-32 sind die Ergebnisse des vorliegenden Wake-Capturing-Verfahrens 

auf der Basis der Euler-Gleichungen exemplarisch mit den gekoppelten Modellen 

von [57] und [60], die die Navier-Stokes-Gleichungen verwenden, verglichen. 

Es muß erwähnt werden, daß die Vergleichskurven in den folgenden Bildern aUS 

den jeweiligen Veröffentlichungen m.H. eines Digitalisierungsgerätes entnom

men wurden. Dadurch sind an einigen Stellen Qualitätseinbu&en aufgetreten, 

die nicht auf das LOsungsverfahren zurückzufahren sind. 

Die Ergebnisse mit dem vorliegenden Verfahren sind deutlich besser an den 

inneren Radialstationen, waS wohl darauf zurückzufahren ist, daß in den 

Nachlaufmodellen der Einfluß des inneren Randwirbels und der Wirbelschicht 

nicht oder nur unzureichend berücksichtigt ist. Die fehlenden Abwindkompo

nenten fahren zu einem zu großen effektiven Anstellwinkel. 

Bei r/R - 0.8 sind Unterschiede vor allem in der Rekompression feststeUbar, 

die die gekoppelten Navier-Stokes-Verfahren mit einem zu flachen Gradienten 

wiedergeben. Der Druckanstieg wird von dem vorliegenden Verfahren besser 

reproduziert, wobei zu berücksichtigen ist, daß die Lage des Stoßes aufgrund 

der Betrachtung der Strömung als reibungsfrei bekanntermaßen zu weit hinten 

liegt. 

Far r/R- 0.89 fehlen die entsprechenden Ergebnisse in [57,58], so daß ein 

Vergleich nur mit [60] möglich ist. Dort werden der Druckabfall an der Nase 

sowie der maximale Unterdruck etwas besser, der Verlauf an der Unterseite 

aber etwas schlechter als bei dem vorliegenden Verfahren wiedergegeben. Be

züglich des VerdichtungsBtoßes gilt das für die vorige Radialstation Gesagte. 

Am äußersten Blattende steht wiederum nur eine Referenzkurve, diesmal dieje

nige aus [57], zur Verfügung. In diesem Bereich sind die Ergebnisse beider 

Verfahren nicht zufriedenstellend. Bei dem vorliegenden Verfahren wird, wie 

bereits in den Kap. 5.2.2- 5.2.6 für alle Testfälle übereinstimmend festge

stellt wurde, der Blattspitzenverlust zu stark wiedergegeben und damit der 

gemessene Unterdruck nicht erreicht. Selbiges tritt aber auch bei dem gekop

pelten Navier-Stokes-Verfahren auf. 
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Dieser Vergleich, der für die anderen TestfAlle zu Ahnlichen Aussagen führt, 

zeigt, daß das entwickelte Wake-Capturing-Verfahren zu einem nicht unerheb

lichen Zuwachs an Genauigkeit in der LOsung gegenüber den mit einem allgemein

gültigen Nachlaufmodell gekoppelten Euler- oder Navier-Stokes-Verfahren fuhrt. 

Diese Feststellung trifft in gleicher Weise auch fur die Wake-Capturing-Ver

fahren anderer Autoren, z.8. nach [40),[47) oder [61) zu, die ebenfalls eine 

deutliche Verbesserung zu den gekoppelten Hethoden erreichen konnten. 

In 8ild 5.2-33 ist das vorliegende Euler-Verfahren mit den Ergebnissen der 

Wake-Capturing-Hethoden nach Chen et al. [47) (Euler) und Srinivasan et al. 

[61) (Navier-Stokes) verglichen. 8ei Chen sind bedauerlicherweise nur die 

DruckverlAufe an der dritten und vierten Radialstation aufgetragen. Aufgrund 

der Ausfuhrungen in [47) und der dort gezeigten Verlaufe für Hau p - 0.794, 

9c - 8·, die zumindest noch fur die zweite Station bei r/R- 0.68 dargestellt 

sind, ist davon auszugehen, daß im inneren 8ereich ein deutlich zu hoher effek

tiver Anstellwinkel errechnet wird, der in noch stArkerem Haße als bei den in 

8ild 5.2-32 gezeigten VerlAufen der gekoppelten Verfahren zu einem zu großen 

Unterdruck an der Oberseite und einem zu niedrigen Unterdruck an der Unter

sei te fuhrt. Ein solcher Effekt konnte im vorliegenden Verfahren vermieden 

werden, da im Gegensatz zu [47) der Rechenraum bis zur Rotordrehachse ausge

dehnt wurde, und so der Einfluß des inneren Randwirbels und der vollständigen 

Wirbelschicht mitberücksichtigt werden konnte 

An den beiden gezeigten Radialstationen für r/R - 0.8 und r/R - 0.89 unterschei

den sich die Ergebnisse von Chen et a1. und die eigenen kaum, jedoch beschreibt 

das vorliegende Verfahren den Druckanstieg sowie den Verlauf entlang der Unter

seite etwas besser. 

Die qualitativ besten Ergebnisse, die bisher fur den betrachteten Hodellrotor 

veröffentlicht wurden, wurden von Srinivasan et al. [61) mit einem Wake-Captu

ring-Verfahren auf 8asis der Navier-Stokes-Gleichungen erzielt. 

Wie aus 8ild 5.2-33 ersichtlich, konnten Srinivasan et al. eine ausgezeichnete 

Übereinstimmung mit den Heßwerten erzielen, insbesondere auch was Stoßlage und 

-stArke angeht. Die Ergebnisse mit dem vorliegenden Euler-Verfahren sind dem

gegenüber etwas schlechter. Dabei ist es jedoch wichtig anzumerken, daß die in 

[61) gezeigten Ergebnisse auf einem Rechennetz mit fast 1.000.000 Netzzellen 

erzeugt wurden, wohingegen die eigenen 8erechnungen auf Netzen durchgeführt 

wurden, die lediglich ein Fünftel dieser Volumenzahl besaßen. Wie sich dieser 

geringere Aufwand auf die Ergebnisse niederschlAgt, kann ebenfalls [61) ent

nommen werden, da dort der gleiche Testfall mit dem gleichen Verfahren auf 

einem Netz mit etwa 130.000 Zellen berechnet wurde, was den in dieser Arbeit 

verwendeten Netzen vergleichbar ist, wenn nur der innere Netztei1 betrachtet 
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wird. Unt.r di ••• n aedingungen .ind di. Erg.bni •••• ua (61) und di •• ig.nen 

nah.zu identi.ch, .bg ••• h.n von der V1ederg.be von Stoll.g. und -.Urke .owi. 

de. b.kennt.n Defizit d ••• ig.nen V.rfahr.na in der ae.chr.ibung des Bl.tt

.pitz.nv.rluat ••. 

Int.r •••• nt i.t in di •••• Zua .... nhang .uch der .b.nf.ll. in (61) zu findende 

V.rgleich zwi.chen der reibung.beh.ft.t.n und einer r.ibung.freIen V.rsion 

ihre. V.ke-C.pturing-Verfahrena unter V.rwendung .in und de •• elb.n lI.tze •• it 

1.000.000 Z.Uen. In BUd 5.2-34 lat di. reibung.fr.ie L6sung aufgetrag.n. 

Die Vort.U. der •••• ntlich f.iner.n Dlakr.tla1erung w.rden b •• onder. i. 

Druckebf.U .n der N ••• und ia au&eren n.ttbereich deutlich. Gleichz.itig 

i.t .b.r .uch zu .rkenn.n, da1 di. V.rdichtung •• t6&e von de •• igen.n und von 

de. Euler-V.rfahr.n nach (61) nah.zu Il.ich •• rtig wi.dergegeb.n werden. 

Zua_nf •••• nd lalt .ich f •• tst.Uen, da1 des entwickelt. V.ke-C.pturing-V.r

fahr.n .uf der Grundlage der reibung.frei.n Euler-Gleichungen .uch ia V.rgleich 

ait .nd.ren nuaeri.ch.n V.rfahr.n zur Ber.chnung der Rotor.tr6aung .ehr gut. 

und, ait Auanahme da. Bl.tt.pitz.nv.rluates, in vi.l.n Fall.n sog.r genauere 

Ergebni ... li.f.rt. D.b.i lat zu b.Iilckaichtigen, del .ufgrund der VernachUs

.igung der Reibung.tera. .owi ••• gen der Begrenztheit der zur Verfagung .te

henden Re •• ourcen der Ge.amt.uf •• nd rel.tiv gering •• r. 
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5.3 Betrachtung der Rach1auf.truktur 

I. ~.n der Ergebnhd1sltuasion var fllr di. b.rechnet.n T •• tfaU. in den .nt

.pr.ch.nden Kapiteln di. G.o_trle des Nachlauf •• in .iner R.f.r.nznach. hin

t.r de. Rotorbl.tt darg •• tellt worden. Dab.i hatte .ich insb •• onder. di. Auf

tragung der Zirkulationadicht.v.rt.ilung als vort.ilhaft .rwi ••• n. Der V.r

gleich der b.r.chnet.n und der ge .... en.n. bzw. eapirhch .raitt.lt.n !in

schnürung z.igt •• in. ausg.z.ichnet. Oberelnatu..uns . 

Der darge.t.llt. Zustand .nt.prach der Situation .. Ende der Ber.chnung.n und 

wurde Al •• tationar defini.rt. da .ich dia noch t..er vorhanden.n z.itverAn

derlich.n Eff.kt. auf B.r.ich. b •• chrankten. dia k.in.n Einflul auf da. Rotor

blatt •• hr hatt.n . 

In di •••• Kapit.l .011 nun zu. .in.n die z.itliche Entwicklung des Nachlauf ••• 

d.h. di. nua.risch. Wi.dergab. d •• Anfahrproz ••••• b •• chri.b.n v.rden. Zua 

ander.n wird di. Struktur des Nachlauf •• in v.r.chi.denen R.f.r.nz.b.nen 

zwi.ch.n de. b.trachteten und dea nachfolgend.n Blatt derg •• t.Ut. ua .0 

.inen Einblick in den Wirb.ltransport durch da. v.rw.nd.te Eul.r-V.rfahr.n 

in Zus .... nhang .it den b.nutzt.n R.ch.nnetz.n vo. o-G-Typ zu g.vinn.n. 

5.3.1 Zeitliche Entwicklung 

Oblich.rw.i •• b.nutz.n di. zur Ber.chnung der Hub.chrauberrotor.tr6aun& ver

v.nd.t.n Waka-Capturing-V.rfahr.n analog zur Profll- oder Fillg.lber.chnung 

di. fr.i. Anatr6aung Al. Anfang.b.dingung. Di •• gilt auch fIlZ da. yorli.g.nde 

Eul.r-V.rfahr.n. Da. Ausgeh.n von di •••• Ruh.zustand fllhrt in der Staul.tion 

vi. auch in der R.alitat zur G.n.ri.rung .in •••• hr lang andauernden und 

ko.pl.x.n Anfahrproz •••••. 

In Kap.5.1.1 wurden di. phy.ikali.ch.n Vorgang •• ine. r.al.n Anfahrproz ••••• 

anband der Ausv.rtung von !xp.ri .. nt.n aufgezeigt. In di •••• Ab.chnitt .oll.n 

die •• n Erk.nntni •• en die Erg.bni... der nuaeri.chen Ber.chnung g.g.nüberg.

.t.llt v.rden. ua .0 .inen Eindruck darllb.r zu .rhalt.n. vi •• olch. koapl.x.n 

Eff.kt. von .ine. Euler-V.rfahr.n b.handelt v.rden. Au&erde •• 011 .it dea 

Wi •• en Ilb.r da. Zustandeko ... n der in Kap. 5.2 g.z.igt.n Nachlauf.truktur.n 

di. Int.rpr.tation der Dar.t.llung.n .rl.icht.rt verden. 

E. 1st vorauszuschick.n. ~ der inatationar. Anfahrproza& von eine. stetia

nar.n V.rfahren unter Verw.ndung lokaler Z.it.chritt. nachgebildet vurde. 

D .. it i.t innerhalb des B.rechnung.g.biete. di. Zeitecheb.it nicht ,.vahrt. 

Ebenaov.nig b •• t.ht di. M6g1ichkait. .in. Zuordnung zwisch.n eine. g.vi ••• n 
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"uu.eriachen" Zeitpunkt (Anzahl der Iterationen) und einer realen Zeit, aua

,edrBckt in Einheiten von Sekunden oder in Grad der 8lattbe.ecunc, zu voll

ziehen. Daher kann der nu.ariacha Anfahrproze' nur qualitativ be.ertet .er

den, .ea jedoch de. Infor.ationa,ehalt der der,eatellten Er,ebniaae kainen 

Abbruch tut. Darüber hinaua 11e,en für den Anfahrproze' ver.tandlicherwel.e 

keine experl8entellen Daten vor, die Ober eine qualitative Filaauavertung 

hlnauagln,en. Erat fOr den Zuatand nach Err.lchen de •• tatlon&ren Endzuatan

de. lat eln zahlanaa&l,er Var,lelch ~,llch. 

Die i. fol,.nd.n ,uei,t.n Er,.bni .. e wurden fOr den Teatfan bei ~lp -0.815 

und 8c -5· erzielt. Die Aua.ahl ,.rade di •••• Fan.a lat willkürlich, auch für 

die anderen Te.tfall. konnten dle ,lelchen charakterlatlachen El,enachaften 

fOr den berechneten Anfahrvor,an, beobachtet .erden. 

8ild 5.3-1 zei,t die zeitliche Entwicklung d .. 8lattnachlaufea zu verechiedenen 

Iteretlonazeltpunkten anband der Zlrltulationadlchtevertellun, ln elner Refe

renzebene, die 30· hinter de. 8latt .enkrecht auf der Rotorkrela.cheibe .teht. 

Die 811daequenz zei,t aehr deutlich die Au.bildung der beiden Randvlrbehy.te.e. 

Der numeri.ch berechnete Anfahrproze& .elat dabei da. typiache Verhalten auf, 

daa auch in den Experi.enten beobachtet .erden konnte (v,l. 5.1.1): 

ZunBchat vereini,en .ich die aularen Randvirbel der beiden Rotorblatter zu 

eine. Rln" der elne ,erau.e Zelt be.egung.lo. 1. 8ereich der Ilatt.pltzen 

verharrt. Dabei .ird er .tandie .it Zirkulation ,e.peht, woraufhin .ich 

auch .ein ,eo .. triacher Quer.cbnitt kontinuierlich erhOht. Die.e Situation, 

dar,e.tellt in 8ild 5.3-la ent.pricht in etwa 81ld S.l-la. Nach einer ,e.ia.en 

Zeit besinnt .ich dar Wirbelrine analo, zu lild 5.l-lb abzuaenken, und die 

neu entetehendan Wirbelaec-ente warden nun .ichtbar. Diea erkennt .. n an dar 

For. der laolinien, die zuneb8end langlicher .erd.n (8ild 5.3-lb,c). Entapr.

chend den Erkenntni •• en aua Kap. 5.1.2 i.t die. ein Zeichen für da. Vorhanden

.ein .. hrerer .ich überlagernder Wirbel in der Schnittebene. Aufgrund der 

diffuaionab.din,ten Auf.eitung der alteren Wirbelanteile i.t die Identifizie

run, der einzelnen Wirbelzentren kaum .o,lich, aber die radiale Lage de. Wir

belpfade. lalt .ich relativ ,eneu be.ti ... n. Eine EinacbnOrun, exl.tiert in 

die.er Pha.e noch nicht. Dle.e .ird dann zu eine •• pateren Zeitpunkt .ichtbar 

(811d 5.3-1e), der In etwa .lt de. Z~~aDd in 81ld S.l-lc ver,lelchbar iet. 

Die I.olinlen unaittelbar unt.rhalb der Ilatteb.ne beginnen .ich .invart. zu 

richten, .ahrend der Anfahrvirbel, der fOr dle.en Effekt verantwortlich i.t, 

•• ine radiale Po.ltion beibehalt und .ich .teti, .eiter abaenkt. Auf die.e 

Wei.e besinnt .ich der .tation&re Zuatand nach und nach einzuatellen (8il

der 5.3-lf-h). I. letzten der ,.zei,ten 811der be.ltzt der Anfahrwlrbel be

relt. einen Ab.tand von ca. 15 Flügelti.fen zur Rotorkrel •• cheib. und hat In 
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di ••• r Entf.rnung j.glich.n unaitt.lbar.n Einflu& auf da. Blatt verlor.n. Er 

i.t ab.r w.it.rhin fOr di •• ing •• chn6rt. Fora des Ober ib. li.g.nden Wirbel

.y.te .. v.rantwortlich. 

Die It.ration wurde an die.er Stelle abgebrochen, da die erw6nacht.n Infor

.. tionen .rbracht worden .ind. V.rAnderungen i. Str6mung.feld vor de. Rotor

blatt, die .ine Auswirkung auf den Druckverlauf hab.n k6nnten, erg.ben .ich 

ohnehin nicht •• hr. Dar in Bild 5.3-lh derge.tellt. Zustand, der de. in lild 

5.2-9 ent.pricht, wird daher al •• tationArer Endzu.tand b.z.ichnet, obwohl 

dia. i. eigentlichen Sinne nur fOr den Bereich ob.rhalb des Anfahrwirb.h 

zutrifft, da sich latzt.rer zuainde.t noch &0 lange _itarbew.gt, bla d.r 

Netzbodan erreicht i.t. 

Mit zunehaendar Ab.ankung, d.h .• it .taigende. Wirbelalter treten in den ti.

f.ren Ragionen die typi.chen netzb.dingt.n Diffusionser.cheinungen (Abnab.e 

der Konzentration, Aufweitung, Ab.iaken des Zirkulationsdichteaaxt.ua.) auf . 

Die. iat vor alle. ia Bereich des Anfahrwirbel •• parbar. Di ••• r Effekt wird 

durch di. Tat.ach. unter.tatzt, dal da. Rachengitter .it zunehaender Entfer

nung voa Rotorblatt .ine gr6b.r werdende Di.kr.ti.i.rung aufwei.t. 

Eb.nso wie fOr den Au&eren Randwirbel .pi.lelt sich der Anfahrproze& auch in 

der zeitlichen Entwicklung d.s inneren Randwirbeb und d.r Wirbebchicht 

wid.r. Di. Diffusionseffekte führen in di •••• Fall dazu, dal da. Gebiet nega

tiv.r Zirkulation, nachda. e. sich bareits s.hr weit nach unten ausgedehnt 

hatte, insbesondere durch den Au&eran Anfahrwirbel wleder reduziert vird. 

Offensichtlich ko .. t e. in die.er Zone zu di •• ipationsb.dingt.n Verai.chung.

vorgAngen zwi.chen den Anteilen .it rechtsdrehender und .it link.drehender 

Zirkulation. 

In Bild 5.3-2 i.t der gleich. Vorgang noch .inaal anband der Auftragung des 

Totaldruckv.rluste. darge.t.llt. Wi. b.r.it. b.i der Zirkulationadicht. w.r

den die charakt.ri.ti.ch.n Phlnoaen. des phy.ikali.chen Anfahrproz ••••• qua

litativ .ehr gut vi.dergegeben. 

Zu B.ginn dar Anfahrpha •• besitzt der sich bildende Anfahrvirbel einen .. hr 

hohen Totaldruckverlust, der .twa anderthalb .. l 80 hoch 1st, wi. der eine. 

"noraalen" Randwirb.l. an di ••• r St.lle, 30· hint.r dea Blatt. Mit zunehaen

dea Alt.r des Anfahrwirb.la v.rringert elch dieser Wert info 1,. der angespro

ch.nen Diffusions.ffekte zus.hende. 

I. Anfang •• tadiua .ind auch noch •• hr gut di. ".tandt.il. d.r Wirbal.chicht 

zu .rkennen. Auch hi.r nt..t der Totaldruckv.rlust ait sunehaenden Alt.r ab, 

.0 daI da. Niveau untarhalb de. darg •• t.llt.n W.rteber.ich ••• inkt. 

In den Bildern 5.3-2.-h .rkannt aan •• hr deutlich den Obergan, YOa Innennet& 
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i ... Aulenn.ta. der dch bei .tw. 12 Il.tti.fen unt.rhelb der Rotorkrei .. cheib. 

b.findet. Di ••• Probl ... tik wurde b.r.it. in Kap. 5.2.3 .ng •• prochen. Off.n

sichtlich hendelt •• sich hi.r _ .in ••• trhch. DhkontinuitAt i. V.rlauf der 

N.tzlini.n oder i. Ob.rg.ng der Z.llgrO&en. .. •• itigt .. n di ••• n Mang.l durch 

V.rwendung .ine. Cl.ttung •• lgorithaua •••• od.r durch .ine b •••• r. V.rt.ilung 

der C .... ta.n.nzahl .uf di •• inz.ln.n Ra_richtung.n •• 0 l •••• n .ich die 

Knick. in den V.rl.uf.n der I.olini.n b ••• itig.n. vi. in Bild 5.3-3 zu •• h.n 

iat. Di. di •••• F.ll zugrundeli.g.nd. V.rt.ilung d.r N.tzpunkt. fahrt. de

rüb.r hinaus .uch zu ein.r V.r.nderung d.. n.tzinduzierten Dissip.tion.ni

v •• us. Di •• het .inen l.icht.n Einflu& .uf di. HOh. d •• Tot.ldruckv.rluat ••• 

nicht j.doch .uf die vi.d.rg.g.b.n. Wirb.nag. und di. Zirkul.tio ... dicht.

v.rt.ilung. 

Wi. b.r.it •• rwahnt. vird .uf die D.r.t.llung d.r z.itlich.n Entwicklung.n 

d •• N.chl.uf •• für di •• nd.r.n T •• tf.lle .n di ••• r St.ll. v.rzicht.t. da 8i. 

k.in. n.uen Inforaationen li.f.rt. Der nuaeri.che Anfahrproz.g li.f qualit.

tiv in der ,l.ichen W.i ••• b. vi. zuvor be.chri.ben. 

5.3.2 Virbeltranaport 

Di. F.higkeit de. zugrund.U.g.nden EUFLEX-V.rfahr.... i. Hinblick .uf die 

Zirkul.tion •• rh.ltung i. N.chl.uf .in •• FIOg.l. wurde von W.ni. et .1. [160] 

und H.rtel [49] unter.ucht. In beiden F.ll.n .r,ab .ich. da& Ob.r ein. Entf.r

nung von bi. zu 8 Flüg.ltief.n der Verluat .n Dr.hung venig.r .1. 3' betrug. 

D .. it konnte nachg.vi •• en verden. da& des V.rfahren die Ford.rung des Tbo .. on

.chen Wirb.l •• tz •••• hr gut .rfOllt. 

Di. B.r.chnung.n wurden .uf H-N.tz.n durchg.fahrt. die den Vort.il bi.t.n. da& 

di. Z.ll.nzabl und da.it der Di.kr.ti.i.rung.gr.d in d.n b.tr.cht.ten Eb.nen 

hint.r dem Flü,.l bi. zum F.rnfeldr.nd nahezu konst.nt bl.ibt. 

Di ••• günstige Ei' .... ch.ft b.sitz.n die in der vorli.genden Arbeit v.rw.ndet.n 

N.tze vo.O-Typ nicht. Bei ihnen vird d.r Dhkretisierung.gr.d in UIlfangs- vi • 

• uch in Noraal.nrichtun, .it zun.b.ender Entf.mun, va. Rotorbl.tt deutlich 

.chl.cht.r (.i.h. Bilder 4.3-7. 4.3-8). Dl •• -b.deut.t. da& .in Wirbel.l ... nt. 

des .n der Bl.tt.pitz. gen.ri.rt wird und .ich .ntlang des Wirbelpf.des fort

b.ve,t. bi. zum P ••• i.r.n der S,..atri •• bena zunach.t t.mer gro&er w.rdende 

Itontrollvob .. ina durchlauft. um anachli.&end b.i Annah.rung.n das nachfolgende 

Bl.tt wi.der in "r.ich. zunehmend feiner.r AuflO.un, zu g.lang.n. 

D.rüb.r hinaus h.ndelt •••• ich in den b.iden ob.n .rwabnt.n F.ll.n j.v.ils 

... dl. B.tr.chtun, ein.. ,1.ichfOBi, ang •• trOllt.n F •• tflOgal.. bei da. 
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•••• ntlich .inf.ch.r. B.dingung.n vorli.g.n. .1. ia F.ll. der Rotor.tr~g. 

So verlagt der Randwirb.l .chon nach •• hr kurz.r Z.it das Ber.chnung.g.bi.t. 

d.h. d.r Transport .rfolgt nur üb.r •• nig. Flüg.lti.f.n •• &br.nd.r t.vorli.

g.nd.n F.ll nach .in.r Ab •• nkung von b.ispiels •• is. lS Bl.tti.f.n und _hr.r.n 

Rotoruadr.hung.n .chon .inen .rb.blich alt.r.n Zustand .rr.icht bat. Da.wei

t.ren sind b.i der Rotorstr6.ung zusatzlieh. Int.rfer.nz.n ait dea Bl.tt. 

z.i.ch.n den g.g.nainnig dr.h.nden Wirb.ln und zwi.ch.n den Wirbelant.il.n 

unt.r.chi.dlich.n Alt.r. zu b.rück.ichtig.n. 

Im folg.nden soll g.z.igt •• rden •• i •• ich für den .... ntlich kompl.x.r.n F.ll 

der Rotor.tr6~g und unter V.rwendung .in •• O-N.tz •• der Dr.hung.inh.lt t. 

N.chl.uf v.rhAlt. 

Zunlch.t .011 jedoch zumind •• t qualit.tiv die Diffusion. d.h die Auf •• itung 

der Wirb.l mit zunehm.ndem Alt.r und der Abf.ll der lI.d." von Totaldruckv.r

lust. Zirkul.tionadicht ••• tc. i. Wirb.lk.rn. di. durch die netz- und verfah

r.nab.dingt. Di •• ip.tion v.rur.acht .ind. b.tr.cht.t werden. 

In BUd 5.3-4 ist &Ja Beispiel des T •• tf.ll ... i t ~ •• - 0.794 und 8c - ••• us 

Kap. 5.2.4 di. Zirkulationadicht. in v.rschi.denen bf.renz.benen z.isch.n 

den b.iden Rotorblatt.rn .ufg.tr.g.n. Di. Ebenen .chn.iden die Rotorkr.i.

.cheibe •• nkrecht bei den ang.g.b.nen Aziauth.inkeln. • - o· .nt.pricht der 

1I1.ttvorderkant •• die Ber.ich. O· < .$ 90· und -90· $ .< O· repra •• nt1er.n 

die bgionen hint.r dea b.tr.cht.t.n bzw. vor dea nachfolg.nden Bl.tt. und 

die S,-tri •• b.ne b.findet sich bei .- ±90·. Di. j.weilig. Position der 

Schnitt.b.ne i.t .in Ka& für des Wirb.l.lt.r. 

Di. in IIUd 5.1-10 eing.zeichnet. Lag. der Schnitt.b.nen b.zog.n .uf dia 

Rotorkr.i •• ch.ib. v.rdeutlicht u .••• bis zu •• lch •• Winkel di. Schnitt.b.ne 

noch durch da. n.tt v.rlAuft. So .ird b.ispi.ls •• is. bei • - 10· dia Bl.tt

hint.rkaut •• rst bei c.. 9S'. bei • - 20· .rst bei 45' des IIl.ttr.db ..... 

g •• chnitt.n. 

lI.i d.r Betr.chtung der Ergebni •••• ind dia b.r.ita in Kap. 5.1.3 .rv&hnt.n 

.us •• rt.b.dingt.n R.cht.il. hinsichtlich .in •• unruhig.n V.rl.uf •• der I.oli

nien. .iner Ori.nti.rung der •• lb.n .ntlang den Raat.rlinl.n t. Bl.ttnahbe

r.ich .owi •• in.r .tarken AbhAngigkeit von d.r Dicht. des Aufpunktar .. t.rs 

zu b.rück.ichtig.n. 

Roch .uf dem IIl.tt (.- S·) sind •• hr d.utlich dia neuant.t.handen Wirbel .. 

&u&er.n und .. inn.r.n IIl.tt.nde zu •• h.n. Di ••• i&en Fl.ck.n in Ihr.. Inne

r.n b ••• g.n. da& di. Betrag. der Zirkul.t1onadicht •• 0 hoch sind. da& si • 

• u&erhalh d •• darge.tellt.n Verteb.relch •• li.g.n. Eine Begr.nzung da. V.rte

b.r.ich •• i.t .ber notw.ndig. ua die alt.r.n Virbel.nt.ll •• uch noch .rf •••• n 

zu kilnn.n. dl •• ufgrund der Diffuslon .tark an Int.naltat verlor.n haben. 
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Unterhalb der auleren Ilett.pltze .l.ht aan noch den Randwlrbel des vorlau

f.nden Ilatt •• , die Zlrkulatlonadlchte In .eine. Inn.ren hat jedoch nach einer 

halben Rotoruadrehun, b.r.lt ••• hr .tark ab,.noamen. Fol,llch .1nd auch dl. 

tl.f.r U.,.nden Ant.U. der belden Randvlrb.l nicht _hr dhkr.t auazuaachen. 

D.r .tark. V.rluat an Konz.ntratlon und die Oberla,eruns .lt den höh.r und 

tl.fer ll.,.nden Wlrbelaut.llen fahren dazu, da& l.dl,llch noch dl. radiale 

La,. der Wlrb.lachaen be18 Durchgana durch die R.f.renzfUeM .1nl,eraa&en 

zu be.tiaaen 1.t. In ahnllch.r W.l ••• rkannt aan 18 Inneren Ilattbereleh noch 

dl. Wlrbel.ehleht des vorlauf.nden Ilatt •• In der filr .1nen Rotornaehlauf 

typl.ehen .ehragen La, •. 
lIel 1- 10· hat d.r aulere Randvlrb.l ,erade dl. IIlattepltze verla .. en. Ia 

nAeh.ten IIUd (1-20·) vlrd zu. .rat.n llal der bereite In der frel.n Str6aun, 

li.,.nd. aulere T.U der Wlrb.behleht a1ehtbar, dl. auf,rund des .tarken 

Gradienten d.r blattgebund.nen Zirkulation in red lai er Richtung (v,l. lIild 

5.3-7) eine hohe negative Zirkulationadiehte hat. 

llei 1- 30· ht di. Wirbebehieht nun ra.t voll.tandig zu .ehen, da die •• 

Schnitt.bene nur noch auf den inner.n 30t ilb.r des Blatt _rUuft. Der aulere 

1I1att.pitz.nvirb.l hat .ieh b.relt ••• rklleh aufgav.lt.t, und der W.rt der 

Zlrkulatlonadleht. 1. Inneren l.t auf .twa 30t de. llazlauaa kurz hlnt.r der 

Hinterkante abg.fallen. 

Weitere 10· .pat.r hat di. Dlffuaion des auleren Randvirbeb veiter zu,eno_n, 

•• ln Durebae ••• r l.t , •• ti.gen, und des llaziaua 18 Kern b.tragt nur noch 20t. 

Die Wirbel.ehicht b.ginnt .leh abzuaanken, vobel auf,rund des Auavert.ra.ter. 

di. Ab •• nkun" dl. aulen .tarker ht ab innen, .tufenf6rai, vi.derge,eb.n 

vlrd. Wirb.l.chieht und Randvirb.l des vorlauf.nden IIlatte •• enk.n .ieh eben

fall. v.lt.r ab, hab.n aber ,egenaber dea Zuatand dir.kt unt.r de. Ilatt nur 

,.rlngfil,i, an Konz.ntration v.rlor.n. 

11. zua Erreieh.n der S,-tr1e.b.n. (I - 60· ,85·) 1st di. Aufveltun, von 

Randvlrbel und Wlrb.behieht veiter fort, •• ehritt.n, die aaxl.a1e Zirkula

tlonadleht. b.tragt nur noch etwe 7t. In dl •••• I.reieh ht des o-aetz 1. 

Ver,leleh zu. Ilattnabber.lch r.latlv grob. Wl%b.l und Wlrbel.ehieht des vor

lauf.nden Ilatt ••• lnd nur noch ariaiutungavel •• zu .rk.nn.n. 

01. l.tzc:.n filnf lUder der-Sequenz zeigen die aaehlauf.truktur bei AnnAherun, 

an da. naehfol,.nde Blatt (I - -70· ... -5·). Int.re •• auterve1se .tei,t I. v.l

t.r.n V.rlauf die Dlflualon des auler.n Randvlrbel. kaua noch. 01. aax1ael. 

Zlrkulatlonadlehte 18 K.rn b.tra,t konatant etwa 5\. lIan erkannt deutUeh die 

zunehaende Ab •• nkun, des Randvlrb.b und der Wlrbebehleht. Der Randvlrbel des 

vorl.uf.nden Ilatt •• l.t nicht _hr zu •• h.n, l.diglich die lan,liehe Fora der 

IaoHni.n weht noch auf .eine Id.t.na hin. Der Innere Randvlrbel 1st In die 

Wirbel.ehleht ilb.rg.g.na.n. 
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Daa letzta lUd (.- -5·) ,ibt dia Verh&ltnh •• kurz vor de. Auftreffan auf 

da. Blatt viader. Dia Ab •• nkun& des Au&eren Randvirbab batrA,t nach eine. 

U.lauf von ISO· .twaa .ehr als .in. h.lb. Ilattiafe b.i .inar Ein.chnürun, 

von ca. SS,. 

I. Laufa der vaitaren Rotoruadrahun,.n führ.n dia Diffusion und di. Oberla,.

run, der induzi.rt.n Eff.kt. cla%u, da& di. ab, ••• nkt.n Einzelvirbel nicht uhr 

auf,.lO.t werden kOnnen. Dia charakt.ri.ti.ch. Fora der I.olini.n z.i,t aber, 

da& trotz d.r Diffusion di. Einschnürun, korr.kt vi.derl.,.b.n vird. Ab ca. 3 

Ilatti.f.n untarhalb der Rotorkr.i •• b.n. i.t di. Zirkulation.dicht.vert.11un, 

üb.r de. ' .... t.n U.lauf prakti.ch konstant. 

In lild 5.3-5 i.t di. ,l.ich. S.quenz für .inen Rotor unt.r ,.rin,.r.r lala

.tun, (Kaup - 0.439, Sc - S·) darg •• t.Ut. 

Da. bish.r Ga.agta trifft b.i .rwartung.g ... & g.rin,er •• Betrag.niv.au i. 

v ••• ntlich.n auch für d1. Ergebnis •• di ••••• ub.onisch.n Ber.chnungsfall •• zu. 

Aufgrund d.r g.ring.r.n absolut.n W.rt. für d1. Zirkulationsdichta i. Wirbel

k.rn i.t auch der diffusionsb.dingt. Abfall üb.r de. Wirb.laltar proz.ntual 

g.ring.r. lI.i. Err.ich.n der Syaa.tri •• b.n. b.a1tzt der Aular. Randvirb.l 

noch .twa 15' aeiner uraprünglich.n Starke, t. lareich vor de. nachfolgand.n 

Ilatt lia,t ar konstant b.i .twa 11'. 

I. folg.nden Ab.chnitt st.Ut sich nun d1. Frag. nach d.r Erhaltung der 

G .... tdr.hung t. Stro.ung.feld des Hub.chraub.rrotor •. 

Dazu .rfolgt dia ...-ri.ch. Int.gration der G •• chwindigkeit antlang einer 

g •• chlo •• anen Kurv. C, die aUa oder ein.n T.U der Durchato&punkta der Rand

wirb.l durch dia R.f.r.nz.b.ne uaachlia&t. Di. Zirkulation argibt .ich dann 

aus Gl. (5.1) zu: 

(5.1) 

wobai dia Int.grat1onsrichtung geg.n den Uhrzeig.rsinn varlAuft und a_it 

.inan poaitivan Vart für den Aularan Ilattapitz.nvirbal liafart. Da dia lnte

grationskurva voll.tandig in der j.wel1ig.n Schnlttabane 11agt, iat ala rain 

zveidiaanslonal, und di. Ga.chwindigkeitsantaU. noraal zu dlaaar Ebana breu

chan nicht barückeichtigt zu warden. 

Daneb.n lat auch dl. Eraittlung der Zirkulation übar daa FlAch.nlnt.,ral 

r-IJ~dS (5.') 

• 
a6g11ch, zuaal dia Zirkulationadichtav.rtai1unl :; für dia Iaollnlandarata1-
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lun, berait. axplizit araittalt wurde. 

Dia latzt,anannta Methode .rwia. .ich infoi,. h6harar Fahlar b.i dar di.kre

un. ~rbchan Inta,ration _ar ab .twa. una ....... r. liaf.rt. ab.r devon 

ab,a.ah.n 18 va.antlichan dia ,laichan Er'.bni •••. 

Zunlch.t wurda de. Inta,rationa,ebiet .0 ,ewAhlt. daI ~,lich.t nur dia Bai

trl,a der auleran Randvirbal arf.lt wurden. In Bild 5.3-6 i.t di •• nt.pre

ch.nda Inta,rationakurv •• it der Bezeichnun, 1 der,a.tallt. 5ia reicht bi. 

1.6 Il.ttiafan untar dia Rotorkrai •• chaib. und .chn.idet di ••• b.i r!R. 0.85. 

Dia Zirkulation de. Randvirbal. .ollt. in atw. de. Kexiaua der Zirkul.tion 

de. bl.tt,ebunden.n Wirb.l •• de. b.i .ine. Rotorbl.tt nah •• n der BI.tt.pitze 

.uftritt .• nt.pr.ch.n. 

Mit Hilf. de. Kutt.-Joukow.ki Tb.ora .. 

(5.9) 

und dar Bazi.hun, für d.n lok.lan Auftri.b 

(5.10) 

ar,ibt .ich .it v. - wr der Zua .... nhanl _i.chan der 6rtlichan bl.tt,.bun

denan Zirkul.tion und de. Auftriab.baiw.rt zu: 

r cl' (r!R) 
..,al - 2· (all) 

bzw. untar Varwandun, von Cl.(5.6): 

(5.11) 

(5.12) 

wobai dia Tilde (-) zur Kannzaichnung der d1aenaionabeh.ftat.n Grillen va" ... 

l •••• n wurde. I. hat .ich aing.bürgart. zur be •• aran Vargl.ichb.rk.it di. 

Zirkul.tion.uf (..,at) &U beziah.n. Dia. hat den Vort.n. daI di. Gr61e (r/(..,a'» 
diaenaionalo. i.t. 

D.r folg.nde Varglaich wurde .. B.i.pi.l der in den Kap. 5.2-2 bi. 5.2-4 b.

h.ndeltan T .. tfa1la durchg.führt. I. aind di •• dia Fall. 8c -5". KA..l
p 

-0.S15. 

8c - 8". KA..l p - 0.439 und 8c - S". KA..l p -0.794. 

Mit Hilf. von Gl.(5.l1) l •••• n .ich dl •• pannwaitigen Varlauf. de. Auftrieb.

baiwart ... ua d.n Bildern 5.2-6. 5.2-15 und 5.2-24 uar.chnan und In Fora 

der Zirkul.tion de. bl.ttgebunden.n Wirb.l. üb.r da. Radiua .uftr.gen (Bild 



-13S-

5.3-7). 

D.r V.rl.uf des Zirkul.tion8inh.lt •• Gb.r de. Aziauthvinkal (b.i f •• tl.hal

tene. Bl.tt) i.t in Bild 5.3-8 fGr die dr.i T •• tfalle .ufs.tras.n. Man .rkennt 

.ehr deutlich die Zunahae d.r Zirkul.tion Gb.r de. Blatt, .owi •• in Abfall.n 

d.r •• lb.n i. v.it.r.n V.rl.uf infolge des Austritt. da. Randvirb.l •• us de. 

b.sr.nzt.n Int.gration8g.bi.t. 

V.rgl.icht aan nun di ••• Zuvach •• an Zirkul.tion in den Ref.r.nz.b.nen .it den 

llaxiaa der V.rlAuf. der bl.ttgebundan.n Zirkul.tion in Bild 5.3-7, .0 .rkennt 

aan .in. aahr gut. tlb.rein8t~g fGr aU. dr.i TaatfaU •. Da. bedeut.t, da1 

die vo. Bl.tt an da. Str6aung.sebi.t .bgegeb.ne Zirkulation in .twa korr.kt 

.rfdt vird. Cleichzeitig iat zu .rk.nn.n, dd d.r Randvirb.l voa vorlauf.nden 

Bl.tt •• in. Drehuns ung.fahr b.ibehalt.n hat, da di. i. Int.gration8lebi.t 

.rfdte Zirkul.tion kurz vor d •• Auftr.ff.n .uf da. b.tracht.t. Bl.tt in dar 

CrO&enordnung des Zuv.chses durch den n.u enstehendan Randvirb.l li.lt. Eine 

.olche quantitative Analys. ist j.doch alt gro&er Un8lch.rh.lt v.rbunden, de 

•• nicht aoglich i.t zu b.urt.ilen, w.lch. Ant.il. von w.lch.n Wirb.ln nun 

.xakt von de. Int.gration8g.bi.t .rfdt v.rd.n. 

Eine Ausw.itung da. Int.gration8g.bl.t.s nach unt.n erbracht •• rwartung.g.aal 

d.n gl.ich.n Zuv.ch. an Zirkul.tion b.ia Durch.chr.it.n da. Blatt ••. Aufgrund 

der IrO&er.n Anzahl .rfdt.r Randvirb.l .ti.g da. C .... tntv •• u dar in lild 

5.3-8 .ufg.trag.nen Kurven kontinui.rlich an. 

Lalt aan die Int.gration8kurve durch die Rotordr.hach.. lauf.n und uaachli.lt 

.oait da. g .... te Blatt (Bild 5.3-6, Kurve 2), .0 kOnnen deait .uch di. An
teile d.r Wirb.l.chicht und des inneren Randwirbel •• rfdt w.rden, deren Dreh

richtung in b.iden FIII.n dar da. lular.n Blatt.pltz.nvlrb.l •• ntl.g.ng ••• tzt 

iat. In dar C .... tbilanz .ollt. i •• t.tionaren Zustand keine Drehung vo. Bl.tt 

.n den N.chlauf abgegeb.n werden. 

&etr.chtet aan Bild 5.3-9, .0 .rk.nnt aan bai .ll.n dr.i T •• tfall.n, da, in 

dar T.t die C .... tzirkulatlon i. Nachlauf nahezu völUg kOn8tant iat und b.ia 

Durch.chr.it.n des BI.tt •• k.inerlai Zuvach. oder Ab •• nkung .rfahrt. D •• 

b.deut.t, da1 .ich die von der Hint.rkant •• bg.henden Wirb.l i. C .... tb.trag 

ihr.r Dr.huns aufh.b.n, .b.n.o vi. die Ant.il., di. da. Int.grati0n8g.bi.t 

kontinui.rlich durch de ••• n B.gr.nzung v.rla ••• n. 

Di.... .rfreulich., w.il .it den th.oretiach.n Vorst.llung.n in Unltlang 

.t.h.nde Erg.bni. vird j.doch g.trGbt durch di. Tat •• ch., da1 b.l .1nea der 

dr.i T •• tfall. dl. C .... tzirkulation ia Int.gration8g.biet erh.blich yonNull 

v.r.chi.d.n i.t, v •• b.i potentialth.oreti.ch.r Betrachtung und Intelration 

Gb.r .ine Tr.fftz-Flach. nicht der Fall .ein dGrfte. 

HierfGr ItOnnen zun&ch.t einaal aehrere Ur •• chen in Betracht k~n. die .lt 



-136-

der Art der Enlttbmg de. Int.gr.l.n V.rt ••• rkllrt _rden k6nnt.n. 50 .t.ht 

z.l. dl. v.rwendet. Int.gratlonaeb.n •• enkr.cht auf der Rotorkr.l •• ch.lbe und 

i.t deait nicht an den lokal.n Str6mung.vektor.n ori.ntiert. Di. einzelnen 

Virbel der Virb.l.chicht .ovi. di. belden Randvirbel durchdringen dl. Refe

renz.b.ne dah.r nicht p.rall.l zur Fllchennonalen. wob.l zualtzllch noch zu 

b.rQckaichtig.n i.t. da1 di. Richtungen der 6rtllch.n Dr.hung.v.ktor.n auf

grund der Rotationabehaft.thalt der 5tr6mung (qx (rotq)" 0) von denen der 

Str&.ungav.ktor.n ab_icht. Die N.igung der Virb.lechicht .lnachll.'llch de. 

inner.n Randvirb.l. i.t j.doch von der de. luler.n Randvirb.l. ver.chi.den. 

via .. n z. I. in Illd 1.1-4 .rk.nnen kann. D.durch verden In der Integr.tlona

eb.ne unt.r.chi.dlich grole Ant.n. der linka- bzv. r.cht.dreh.nden Virbel 

.rf.At. V.it.r. Beitrlge k6nnt.n durch di. Durch.chn.idung zua .... ng.h6rig.r 

Virb.l.chicht.n durch dl. Int.gr.tlonakurv. od.r durch Ihnlich. Eff.kt •• di • 

• it der villkQrllch.n Vahl d •• Int.gr.tionagebiet •• zua ..... nhlng.n. v.rur •• cht 

•• in. Schli.'lich k6nnt.n glvi ••• Einflüsse .uch auf veiterhin noch in.tatio

nlr. Vorging. i. Anfahrwirbelb.reich zurQckgehen. und e. derf vor .lle. nicht 

.uler Acht g.l •••• n v.rden. del .ufgrund d.r V.rwendung lokal.r Z.it.chritte 

k.in. einheitliche Zeit i. lerechnung.gebiet herr.cht. 

Di •• ufgezlhlt.n GrQnde lind für lich .llein j.doch nicht .uareichend. ua di. 

tat.lchlich.n PhAno .. ne in de. durch da. Euler-V.rfahren generierten •• chlauf 

zu erklaren. Verlndert aan nIalich daa in lild 5.3-6 durch die Kurwe 2 gekann

zeichn.te Int.gr.tionagebiet durch Ver.chiebung der unteren. vaagerechten 

Begr.nzung.linie •• 0 verlndert .ich deait für .lle drei Te.tfill •• uch di. 

enittelt. Zirkul.tion b.trAchtlich. In Bild 5.3-10 i.t die Abhlngigkeit de. 

Drehungeinhalt •• von der Auadehnung de. Integr.tionagebi.te. er.ichtlich. 

Ein V.rechieben der unter.n Grenze in Richtung auf den .etzboden führt zu 

eine •• t.tigen Anv.ch •• n der Zirkul.tion. V.rlAuft di. Gr.nze bei.pi.lavei.e 

b.i zl'- -15. v .. d.n in Kap. 5.2 gezeigten Auadehnungen ent.pricht •• 0 be

trAgt di •• rfaAte Dr.hung b.reit •• ehr .1. da. Fünffache de. Verte. der bl.tt

gebunden.n Zirkulation. 

Off.n.ichtl1ch ko .. t ••• lt euneha.nae. Ab.tand von der Rotorkr.l •• ch.lbe zu 

eine. Obergevicht an poeitiver Zirkul.tion. Die.e Verautung vird auch b •• tt

tigt durch die b.reite in Kap. 5.2.2 be.chrl.b.n. Beob.chtung. da& des G.blet 

n.g.tiver Drehung .it eunehaender Ab.enkung t-r .. hr einge.chnürt vlrd und 

.tw. 12 Bl.tti.f.n unterhalb der Rotoreben •• ndet. vahrend .ich da. G.bi.t 

po.itiv.r Zirkulation in di •••• B.r.ich i..ar .. hr ausweit.t (Bild 5.2-9). 

Auch bel der Auavertung der In Kap. 5.3.1 be.chrl.b.nen z.itllch.n Entwick

lung d •••• chlaufe. konnte fe.tge.tellt verden. da1 di. Zirkul.tion 18 Inte

grationag.bi.t ait fort.chr.it.nder It.r.tion zunaha. und .r.t vieder .twaa 
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&urQckging •• 1. dar Anfahrvirb.1 dan b.tr.cht.ten Ber.ich zu v.r1 •••• n beg.nn. 

Zua gegenwlrtig.n Z.itpunkt i.t nicht k1.r. vie e. Zu di •••• unphy.ikali.chen 

Anv.ch.en der Zirkulation i. N.chlauf ko_t. Zur Klirung di ••• r Frage bt 

eine Reih. v.iterer Unter.uchung.n n6tig. die zua Bei.pi.l di. Abhlnaigkeit 

von der Dbkr.thi.rung. dar N.tztopolog1e. dar Art dar Aue.ertung .tc. kllren 

.ollten. 
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5.4 EiDf1a. •• auL di. L6auns 

5.4.1 AbbanSlp.lt der Lilauns "... Dlakr.t:1.I.runpsrad 

Di. in den vorh.ri,.n Kapiteln ,azei,t.n Er,.bnh •• wurden auf N.U.n .it 

.twa 110.000-150.000 Z.ll.n i. inner.n Crundn.tz .rz.ust. Di •••• hatte di. 

Fora eine. HalbelUp.oida ait .in.r Auedahnun, d.r Halbach •• n von 15 x 15 x 12 

Ilattief.n und wurda für di. auftri.bab.haft.t.n Il.chmm,.n zur V.raeidun, 

.in.r I.hind.run, dar Vlrbe1.uebr.itun, durch zue&tzlich. Z.ll.n nach .u&en 

hin .rweitert (v,l. Kap. 4.3). Dazu wurden j. nach Aueführun, noch einaal 

40.000-50.000 Volualna v.rw.ndat. 

Zur Unt.r.ch.ldun, w.rdan N.tz. .It dl ••• r C .... tpunktzah1 Al. f.in. N.tz. 

b.z.ichn.t. D.r .. ,riff "f.in" i.t j.doch nur r.lativ zu v.r.t.h.n und k.ln 

ab.olut •• Kai für d.n DhkreUai.run,.,rad. In 16l] aind b.hpi.law.h. Er,eb

nl •••• ln.r Eul.r-Il.chnun, für d.n Kodallrotor pr& •• nti.rt, di. auf .ine. N.tz 

alt ca. 1.000.000 Netzz.llen .rzielt wurden. Di. für di. vorll.,.nde Arb.lt 

zur Verfugun, .tehend.n Il ••• ourcen erlaubten jedoch nur .in. Ober,r.nz. von 

ca. 200.000 Zell.n. 

Ea hatte .ich in dan vorh.ri,en Kapit.ln ,.zei,t, da& durch die zwan,.l&u

file Einb.zi.hun, da. z.ltaufw.ndi,.n, inatationar.n Anfahrvor,ang. in dan 

nuaarl.chen 1t.ratlonaproz.I die b.n6ti,te Il.chenz.lt •• hr hoch i.t. Ein

.parung.n 11.lan aich erzi.l.n, wenn dia Netzpunktzahl , ••• nkt warden k6nnt •. 

Ein lel.pl.l dafur ,ab di. Auftragun, der zeitlichen Entwicklun, der Auf

tri.b.b.iw.rt. in lild 5.2-11. In di •••• Kapit.l .011 dah.r der Fra,. nachge

,an,.n werden, wi •• tark und in welch.n T.Ub.reichen di. LIIaun, in Abh&ngig

kalt von Ibttapiu.naacbzahl und kollektive. Anst.llwinkel durch da. aue 

.in.r N.tzv.r,r6b.rung r •• ulti.r.nd. An.t.I,.n dar Abbruch- und Di.kr.ti.ie

run,.f.hl.r b •• inflult wird. 

Dazu wurde di. C .... tz.ll.nzahl i. inn.r.n Crundn.tz auf .twa 40.000 r.du

ziert, di. aich auf 64 Zeilen in (-Ilichtung, 34 in .,-ll1chtung und 18 in 

r-Ilichtun, auft.il.n. Veitere 20.000 Z.llen dienten der ,lobal.n R.tzerw.i

t.run,. Cl.ichzeiti,wurd.n aue Efflzi.nz,ründen di. KaIe de. Crundnetz •• auf 

12 x 12 x I IbtU.f.n v.rring.rt, di. Ab .... ung.n da. C .... tn.tu. ab.r bei
b.halt.n. 

Dar üh.rwieg.nde T.U der Unterauchungen wurde fQr dan Te.tfall .it 1Iao.,.-
0.115 und Sc - 5· durchgeführt, für den di. Ile.ultat. auf de. falnen R.u in 

Kap. 5.2.2 be.chri.ben aind. E. werdan aber auch Er,.bnla •• fQr lIao.'p - 0.439 

und Bc -S· (hp. 5.2.3), bzw. für 1Iao.,. -0.794 und SC -S· (hp. 5.2.4) ,azalgt. 
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I. Vorgriff auf dia Ausfahrung.n In dl •••• Kaplt.l var.n b.r.lt. In den 111-

dem 5.2-3 und 5.2-13 Druckv.rt.l1ung.n, dl •• uf .1ne. groben N.tz .rr.chnet 

vord.n var.n, denen auf dem f.lnen N.tz g.g.nah.rg •• t.llt vorden. In b.lden 

Flll.n war.n dl. Unt.r.chl.de .1niaal, j.doch handelt •••• lch dabei auch ua 

Anstr6aung.n 18 r.lativ unkrltisch.n .ub.onisch.n C •• chwlndlgk.lt.b.r.lch. 

I. folg.nden wird n.ben der Druckverteilung auch die Nachlauf.truktur auf d •• 

grob.n und dem f.in.n N.tz .1t.lnander verglich.n. E. ist debd zu berl1culcb

tlg.n, ~ aufgrund der v.rw.ndung loular Zdtachritt. uina zeitlieb. Korr.

latlon b.ataht. Dl. Ausw.rtung d.r b.rechnet.n Nacblaufg.oaetri. bl.lbt 18 

w •• entllch.n auf den lu&er.n Randvlrb.l b •• chrlnkt. 

D.r wlchtlg.t. I •• tandt.ll des c .... t.rg.bni.... i. Hinblick auf Auslegung.

aufgab.n 1.t dl. Druckv.rt.ilung .ntlang der Ilattob.rfllch •. V.rgl.lcht aan 

für den tran .. oniscb.n T.stfall bd Ka.,. - 0.815 und Be - 5" die Erg.bnis •• 

für des f.ln. N.tz aus lild. 5.2-5 .it den.n für des grob. N.tz (Iild 5.4-1), 

80 .t.llt .an zwar .rva. gr6ler. Unt.r.chiede ab i. Falle .ub.onisch.r 

Anstr6ab.dingung.n (Iild 5.2-18), insg .... t aber zuainde.t i. inner.n Ilatt

b.r.lch nur .oderat. Unter.cbl.de f •• t. 

Signifikant l.t l.digllcb der flach.r. Cradi.nt der R.koapr ••• ion an den b.i

den au&ar.n Radial.tationen b.i. grob.n Netz, der in .r.t.r Lini •• uf di. gr6-

&ere Ausd.hnung der Voluaina .ntlang der K6rp.rob.rflach. zurückzufahr.n .dn 

dürfte. 

lei g.naue. Hinseb.n .rkennt .an l.icht. Anz.ich.n .iner I •• lnflus.ung d •• 

Str6aungsf.ld.s durch die schl.cht.r. Diskr.ti.i.rung des grob.n N.tz.. in 

Fora .in.r g.ringfügig.n V.rand.runs der .ff.ktiv.n Anst.llwinblv.rt.l1ung. 

I. inner.n I.reicb (r/ll~ 0.8) ist der Druckunt.rschi.d l.icbt b6h.r, an den 

b.lden lu&er.n St.tlonen .rva. kl.iner .1. 1. f.in.n N.tz. D .. lt .ch.in.n dia 

wirb.lindulil.rt.n Abvlnd- bzw. Aufwindg •• chwlndlguit.n g.ring.r zu .dn, w .. 

durcb dne b6h.r. Diffusion des Randvirb.ls verurs.cht ... rden •• in k6nnt •. 

Erstaunlich ist auch da. gering. Ausul des Unterschieda 18 errechn.ten Druc:k

.lni_ an der außer.t.n Radlal.tation. Zwar i.1: d.r Unt.rdruck 1. f.inen N.tz 

.rva. h6her, 18 grolen und ganz.n ist di. Differ.nz j.docb nicbt .0 bed.ut.nd, 

als daA aan davon .prech.n k6nnt., daA dn .uch 18 fdn.n N.tz noch nichl: au.

r.ich.nder Dl.kr.ti.i.rung.grad eind.utig di. Ur.ach. für di. b.l ell.n T •• t

flll.n zu b.obacht.nde Abw.lchung von den M ••• ung.n •• 1. 

Ein. andere Aufl:.llung der C .... tpunktzahl 18 f.lnen N.tz auf die drei Rlch

tung.n da. krwmllnlg.n Jc:oordlnat.nsyst ... untersl:Ützt. dl ... n Eindruck. Durch 

dl ••• lIa&nahaa wurde u.a. auch dl. Zen.nfora yerlndert, dl. nach (49) ainen 

Elnn", auf da. Auf_ltungeverhalt.n des Randvlrb.ls hab.n .ut •• Insb .. onder. 

elne .rh.blich. Stelg.rung der Punktzahl und dealt der Verdichtung noraal zur 
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llattobernach. fahrt •• uf .1nen DrueltY.rlauf. der 18 Bereich derer lag. dl. 

In 11ld 5.4-1 ,.z.l,t .1nd. D. ,1.lchz.ltl, dl. Punktzahl In U.fang.rlchtung 

.twa. r.duzl.rt w.rden ault. (80 )(41 )(48 Z.U.n 18 I ..... netz). wurde dl. Ilekoa

pr ••• lon ahDllch .chl.cht wl.der,.g.b.nwl. 18 ,rob.n N.tz. Dl •• b •• tatl,t dl. 

Annahae. da& ••• 1ch bl.rb.l 1.dl,11ch ua .1nen !ff.kt der Voluaengr6&e In 

Ilattl.f.nrlcbtun, handelt. 

Inwi.weit dcb V.randerungen 18 ab, ••• nkt.n Bereich des Nachlauf ••• ing.n.Ut 

hab.n. Ult dch.nband der DrucltY.rtanun,.n nicht .rlta ..... n. da da. Str6aung.

f.ld vor de. Il.tt in w.itaue ,r6't •• Male von den Wirbeln 18 Rahber.ich und 

von den bl.ttinduzi.rt.n Abwindg •• chwindigltait.n b •• tlaat wird. 

Da di. typhch •• ing •• chnart. Fora. wi. in Kap. 5.1.1 be.chrt.b.n •• 1nen Eff.kt 

der g.,.ne.itl,.n und der Ei,.nb •• lnflue.ung der Ilendvlrb.l dar.t.llt. li.gt 

d.r G.dank. nah •• da' In I.r.ich.n ,r6b.r.r Dl.kr.tl.i.run, .tarltar. Diffuei

onevor,ang •• tattfinden. di. zu .iner lo.intrachtigung der Wlrb.l.truktur. 

lneb •• ond.r. b.l den alt.r.n Wirbelt.n.n fahr.n. Dadurch war.n dl. nach i ..... n 

,.rlcht.t.n induzl.rt.n G •• chwlndlgltait.lto~onent.n der unt.r.n Wirbai .chwa

ch.r. da. in lild 5.1-2 darg •• t.llt. Gl.lchg.wicbt vorde .icb v.r.chi.b.n und 

.lcb .ine andere Rachlauf,.oaetri •• 1net.ll.n. 

In der Tat b.l.,.n di. Auewertun,.n der Zlrltulationedlcht.vert.llung di ••• 

V.rautung. V.r,l.lcht .. n dia Er,.bnl ••• fQr den .tation&r.n Endzuetand. .0 

.t.llt .. n b.l de. ,rob.n N.tz (Iild 5.4-2) .ine .twa. ,erlng.r. Elnechnarun, 

Al. auf de. f.lnen R.tz f •• t (vgl. 111d 5.2-9). De.w.it.r.n hat daa Rlv.au 

der Zirltulationedlcht. unt.rhalb der Ilatt.b.ne ab,.noaaen und .ine .tarltar. 

Aufw.itung der Wirb.l i. V.r,l.ich zua f.inen N.tz .tattg.funden. All. dr.l 

Erscheinungen dnd Anzeich.n fllr .1ne h6h.r. Diffuelon Infol,. der netzb.din,

t.n Dh.ipation. 

Di. Auftragun, des Totaldrucltv.rluet •• (Iild 5.4.3) li.fert welt •• tgeh.nd di. 

,1.lch.n Erltanntnl.... z.l,t ab.r .1n. etwa. ,r6&er. !lnechnilrun, der land

wlrb.l. Al. dl ••• ue der Zlrltulatlonedlcht.v.rt.llung b.rauezul ••• n war. Dl. 

gut. Ob.relneU-.n, .1t den e~irhch.n Dat.n ht in dl •••• FaU .b.r zufal-

11,. In ander.n Ber.~bnun,.n ( •. auch z.l. 11ld 5.4.5) wird dl. !inechnarun, , 
Al. Fol,. .rh6ht.r nua.rl.ch.r Dl •• lpatlon 1. ,rob.n N.tz durcb d.n Total

drueltv.rluet .her zu .tark wied.r,.geb.n. In aU.r Il.,et ab.r .tarltar ab 

durch dl. ZlrltulaUonedlcbt •. Off.nelchtllcb finden dabel18 Totaldrueltverluet. 

In d.n 18 G.,.neatz zur ZlrltulaUonedlcbte n.ben der Geechwlndlg1ceit aucb nocb 

Dicbt. und .tatl.cb.r Druck elng.b.n. b6b.r. nua.rl.cb. Ob.rla,.run, •• ffekt • 

• tatt. dl. zu einer V.rscbiebung der Kaxiaa fllhren. Daraue Ult .1cb ableit.n. 

da, der Grad der Rlchtllbereinett-m& phch.n belden Gr6&en auf die H6h. 

di ••• r zueatzllchen !lnnll ••• blnwel.t. 
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Int.r ••• ant l.t auch eli. nach aulan v.b.ncla Ori.ntl.runa clar I.olini.n ab 

z/l- -8. Genau an ell ••• r Sten. b.nnel.t elch d.r Ober,ana voa Innen- ine 

Aulenn.tz (v,l. 811el 4.3-4). Di ••• r Eff.kt var vOlli, analo, auch i. f.inen 

N.tz zu b.obacht.n (lUd 5.2-10), bei cla. eich cla. Innennatz bh auf 12 Blatt

tief.n unt.rhalb clar Rotorkrei •• b.n. auaclahnt •. Ver,l.icht .. n dl •• b.zü,lich 

den Zirkulationeellchteverlauf zvi.chen ,robe. und feine. Netz, .0 .t.llt .. n 

einen .olch deutlichen Hlnw.i. auf clan Ober,.n, in .inen Ber.ich .chl.cht.r.r 

Di.kreti.l.runa nicht f •• t. Di. Aufveitun, .. unter.n lildrand I.t In belclan 

FaU.n ahnUch und In .rater Linie durch clan Anfahrvirb.l veruraacht (v,l. 

auch Kap. 5.3.1). 

Ein zahlenall&i,er V.r,l.lch zwi.ch.n clan Kazi.. cla. Totalelruckverluat.. auf 

de. fein.n und auf cla. ,roben N.tz i.t .it ,roler Unsich.rh.it behaftet, de 

cla. Niveau cla. Totaldruckverluate •• ehr .t.rk .uch von eneleren Eff.kten, vi. 

z.8. von clar Eapfindlichk.it des Flulli.lter. ( •. Kap. 5.4.2) oclar voa Relaxa

tionefaktor abhln" el1e zwar elen Verl.uf clar hobaren nicht beeinflulten, 

.uf,runel d.r .lngebracht.n kün.tlichen Viako.itat jeeloch de. G .... tniv •• u 

veranelert.n. Auch eli. blockatruktlerten N.tz. führten zu .neler.n Zahlenwert.n. 

Tenclanz!.ll 11.& .Ich ab.r fe.t.t.ll.n, cla& clar aaxl .. l. Totaldruckv.rluat i. 

Inneren eine. neu .nt.tehenclan Wirbel. relativ unabh&nal, voa Di.kr.ti.i.

rung.grael I.t. I. welt.r.n V.rlauf führt ell •• rhOht. Dlffuaion auf clan ,roben 

Netzen j.cloch zu .Ine. ra.cher.n Abbau clar Int.neitat. DI •• vlrel t.ilv.i •• 

ko~enai.rt elurch eli. ,rOler.n Verluate, elie infolg. de. hOhar.n Vi.ko.itat.

niveaua auf ,roben N.tzen .nt.t.h.n. So I.t beispi.l ... i •• auch zu .rklaren, 

varu. In 811el 5.2-16 der Totalelruckverluat i. Anfahrvlrb.l vl.clar anat.l,t, 

nechcla. ell •• er In des grobe re Aulennetz üb.rge,an,en var. 

FIlr elie b.iclan aneler.n Testfan. bei ac-so unel ~l. -0.439 bzw. ~l. -0.794 

führten elie Ver,leicharechnun,en auf elen ,roben Netzen zu ahnlich.n Er,ebnia-

.en vie zuvor be.chrieb.n. / 

Die Unterachlede In clan Druckverteilungen für clan aubaonhch.n FaU eine! 8ilel 

5.2-13 zu entnehaen. SI. einel verachvlnclene! ,erin,. DI. Zirkulatlonaelicht. 

(8ilel 5.4-4) und cler Totalelruckv.rluat (Bild 5.4-5) la Nachlauf web.n ell. 

b.kannt.n B •• onclarhelt.n auf. Nach cler Zirkulatlonaelicht •• r,lbt aich eine 

zu gering., nach cle. Totaldruckverluat eine devon abw.lchende, zu .tark. Ein

schnürung. Der V.rlauf clar I.obaren la unter.n Ber.lch w.ht cleutllch den 

Bereich dea grob.n Aulannetzea aua. 

Glelchea ,Ilt für ell. Auavertun, cler .achlauf,.oaetrle la tranaaoniachen Fall 

bel Kao.l p - 0.794 (Bilder 5.4-6 und 5.4-7). 

Die Unt.rachlede in clen Druckv.rt.llun,en zwiach.n de. ,roben und ele. f.inen 
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Retz dnd jedoch deutUch ,rUer (B114 5.4-8) und b ... ,en dch etw. In der 

Cr6lanorclnun, derer. 4le 1 •• nten Taatf.ll (B114 5.4-1) .uftr.ten. Die. trifft 

inab •• on4.r •• uf 4ie V.rlauf •• n der Ob.r •• lte 1. au&er.n Bl.ttb.r.lch zu. 

J. Druckver1.uf zel,t eich .bo .ine Abhan,l,k.lI: d.r A",wirkun, einer .chl.ch

t.ren Diakretl.1erun, von d •• Anatr6u ... t.nd. J. unkritisch.r di •• er ist. 

de.to b •••• r i.t die Ober.inati..ung und d •• to g.ring.r i.t der C.nauigkeits

v.rl ... t b.i der V.rwendung ein •• gr6b.r.n Retz ••. Dies. C.a.tz"'igk.it ist 

von der Ber.chnung von ~6rpern. di. frei .n, •• tr6.t w.rden. b.kannt und lalt 

.ich z.B .• ehr .inf.ch bei .in.r Profilb.rechnung nachw.i.en. 1. F.ll. der 

Rotor.tr6aun, z.igt di ••• b.r .uch. dal .ine B •• lntrachtigun, der Druckv.r

t.ilung durch eine ung.nauere B.rechnun, dar lnduziert.n Anatr6.bedingungen. 

z.B. infol,e .rh6hter Wirbeldiff ... ion. zu ,ering.r Einachmlrung .tc .• von 

zweitr.ngi,er Badeutun, i.t. Die •• Phano .. n •• ind na.lich b.i d.n in 4i •••• 

Ab.chnitt betr.chteten Fillen in etw. ,l.iche. Kala .... g.prl't. wlhrend di. 

Unt.r.chi.4. in 4en Druckv.rteilungen .t.rk 4ifferier.n. 

Je n.ch Anwendungsf.ll kann .lso. in.besondere w.nn kein •• t.rken tr.nssoni

sch.n Effekte zu erw.rten sind. in Anb.tr.cht des wesentlich geringer.n Auf

wande. (in d.n b.tr.chteten Fallen 60.000 Voluaina. R.chenz.it.r.p.rni. -70.) 

die Verwendung eine. ,r6b.ren R.tze. durch .... Ob.rlegenaw.rt •• in. 

D.r R.chl.uf wird durch .inen .chl.chter.n Diskret1ai.rung.gr.d in der zu 

erw.rt.nden Art und W.i •• be.intrlchtigt. Infoi, •• rh6ht.r Diff ... ion .inken 

Ein.chmlrun, und Intenaitat der Wirb.l. und ihre Aufveitun, ni .. t zu. Die 

A ... wirkungen .uf di. Str6aungsv.rhaltni •• e vor d •• Bl.tt .ind j.doch r.l.tiv 

,ering. In.b.aonder. w.rd.n .olch. B.r.ich. de. R.chl.uf •• starker b •• influ&t. 

di. .ut,rund ihr •• Ab.t.ndea vo. Bl.tt nur noch von unt.rgeordneter B.deutung 

eind. 

Al. .in deutlich.r Eff.kt ,rob.r Di.kr.ti.i.run, .rwi.. .ich di. Di.kr.p.nz 

in d.r Einachmlrun, der au&ar.n Randvirbe1. wi. .ie .... der Auftr.gunc der 

Tot.ldruckvert.ilun".,.mlber d.r Zirkul.tionadicht.vert.ilunc h.r .... zul ••• n 
war. 

Roch nicht abachli.land b •• ntwort.t i.t di. Fr.g.. inwiew.it di. Wi.derg.b. 

da. zu niedri,en Unterdrucke. 1a Ber.ich dar Blattapitze .in Eff.kt d.r N.tz

f.inh.it ia'. Betr.cht.t •• n di. au&arat ,.ring. V.rb •••• rung. di. z.B. fOr 

den F.U ~tp - 0.815. 8c - 5· (Blld 5.4-1) durch di. arh6ht. Diskratisi.rung 

erzl.lt w.rden konnt ••• 0 deut.t di ••• h.r .uf .in.n unterg.ordnet.n Einflu& 

hin. FQr d.n in Bild 5.4-8 dar,e.t.llt.n F.ll i.t der Unt.rschi.d zwi.chen 

f.ine. und ,rob •• R.tz .tw •• ,r6lar. Es verbl.ibt .b.r .uch .uf de. f.inen 

R.tz t...r noch .in erh.bliche. Defizit •• 0 da& ina' .... t di. V.rautun, nebe

li.st. da& hi.r noch v.it.r. Eff.kte eine Rolle .pielen. 
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Aufgrund der erheblich Ialrzeren Ilechenzeiun und in Kenntnla der euftretenden 

Ungenauigkeiten wurden die i. fol,enden be.chrieb.n.n Unt.rauchung.n Z\Ja Ob.r

viegenden Teil .uf Ilachengittern in der GrO&enordnun, von .tw. 60.000 Zell.n 

durchg.führt. 

E. wurde ledi,lich der tren .. onlache AnatrO.f.ll bei ~l, -0.815 und 8c - 5· 

betr.cht.t. .0 daA die in den lUdern 5.3-1 bla 5.3-3 ,nal,t.n Er,.bni ... 

• la Ilaferena dienen. 

1. fol,end.n vird be.chri.b.n. v.lch. Einflü •• e .uf di. LOsung von b •• ti ... ten 

Veranderung.n ia LO.ung •• lgorithaus bzv. von der \labl gevis •• r Steuarp.r.

.. t.r .us,ehen. Dab.i v.rden .owohl di. Geneuigkeit der LO.ung Al. auch dia 

benOti,te R.ch.na.it b.v.rtet. 

In Kap. 2 .ind dia Eul.r.chen &ev.gung.gl.ichung.n .owohl in kert •• lach.n 

(Gl. (2.34» ab auch in zylindrischen Ausgang.koordinat.n (Gl. (2.35» auf

geführt. Daraus r •• ulti.r.n ,.vi ••• Unt.r.chiede i. LO.ung.al,orithaua. die 

vor all •• di. 1I •• ti-.ng der nach.nnoraalenvektor.n .ovi. dia v.ktoriell. 

Zarlegung der fr.i.nAnatrOaun, an den Durch.trO.flach.n der Kontrollvoluaine 

betreffen. Da.v.it.r.n .ind bei V.rwendung der zylindri.ch.n Foraulierung di. 

Drehung d.r lIa.en in &-Richtung .owie die daraus r •• ulti.r.nden Ableitung.

tera. zu berück.ichtigen. 

Die lIerechnungen .it beiden Programmv.r.ionen .rg.b.n vollkosaaan identi.ch. 

Erg.bni •••• sowohl va. den Druckverlauf. Al. auch v •• die V.rteilungen VOn 

Zirkulationedichte und Totaldruckv.rlust 1a Nachlauf betrifft. D.r.n , .... -

.en ,ibt •• kalnen Grund. die .ine oder di. andere Foraul1erung zu bevor

zugen. 

Aufgrund eine. etw.. ,eringeren Ilecheneufvande. pro lteratione.chrltt er,a

ben .ich für den kerte.ischen Al,orithaus laichte ll.chanaeitvorteUe. v •• 

letztlich den Au •• chla, dafür g.b. für die veiteren lIerechnun,.n die.e Pro

grammver.ion zu verwenden. 

In Kap. 3.4 wurde dia Notwendigkeit der Einführung ab.oluter StrOaung.grO&en 

hervorgehoben. Verden .tatt de .. en di. ralatlY.n GrO&en nrwendat. vl. des 
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bei einer rauaHcb konstantan Anatr6ag •• cb.indigkeit abHeb und dnnvoU ist • 

• 0 "-t e. aufgrund einer ungenauen Approxt..ation der Durch.tr6llung der 1Con

trollvoluaina zu numeri.cben Fehi.m. die .icb .it der Z.lt akkumuli.r.n. In 

den .inz.lnen Z.ll.n •• rden dab.i Ha.... Iapul. und Energie produzi.rt bzv. 

vernichtet. 

Die Aua.irltungen die •• r V.rletzun, d.r KonservativiUt .erden .. eb .. t.n deut

lich •• enn aan ver.ucht. auf eine. l •• ren N.tz die freie Anatr6aung zu repro

duzieren. Da die berauazuateUenden Eff.kte von der Gr6&e der Kontrollvoluaina 

abhan,en. wurde ein be.oncler. ,robe. Netz erzeu,t. da. nur über knapp 15.000 

Zellen bei einer Auadehnun& von 60 nattiefen in radialer und je.eU. 40 

Ilattiefen ober- und unterhalb der xy-Eb.ne verfü,te. 

In lUd 5.4-9 dnd die lledduanverlaufe bei Verwendung relativer und ab.oluter 

Str6aung.variablen geganüberge.tellt. Die Ja.eil. untere Kurve bezeichnet den 

gr6gten Fahler zua aktuellen Iterationszeitpunkt •• raittelt aua der S.-e der 

Flu&bUanzdeflzite aUer fünf Str6aung.,r6&en in J.der ZeU •. Di. darüber H.

g.nde Kurva gibt di. aaxt..al. Ab •• ichun, der fünf .rrechn.t.n Str6aung •• erte 

vom •• br.n Zuatand der unge.t6rtan Anatr6aung .ieder. Somit .lnd: 

5 

Re·l - i~\L I#n _ #n-ll 
• • (5.13) 

_1 

5 

und Re·2 - i~\L I#n _ #°1 
• • (5.14) 

_1 

Wahrend d.r .r.t. V.rlauf alao di. V.randerung von It.rations.chritt zu Ite

ration •• chritt dar.tellt. bez.ichn.t die z •• ite Kurv. einen ab.oluten W.rt 

und zeigt dealt an. ob .ich ein b.grenzt.r Zuatand ein.tellt. 

Bel Verw.ndung ab.olut.r Gr6&en b •• eg.n .lch die Fehl.r konstant i. ler.ich 

der Ka.chineng.naulgk.it von 10-" für den verwendeten 41-bit R.chner. bzv. 

von 10-' 1a Fall. dar hier g.z.igt.n Rechnun& auf .ine. 32-bit Rechner. De __ 

gaganüber v.rur.ach.n die r.lativ.n Gr6&en laaens. Defizit. in den Flu&bilan-, 
zen. die zu einer unphYdkeU.chen Varanderungan ..... n Ha .. e. Iapula und Energie 

führen. I. IEtraatell ent.teht dadurch eine ee.chvindigkait.induzierung. .i. 

in Bild 5.4-10 in ein.r Ebene .enkrecht zur Anatr6aun, darge.t.llt. I. V.r

gleicb dazu liagan die in einer Quer.tr6aung •• bene induzierten Ge.ch.indig

keit.n bei Verwendung ab.oluter Variablen in der Gr6&enordnung von 10-' und • 

• a. be.onclere .ichti, ist •• chaukeln dch trotz da. , .. cblo .. enen Rech.nrauae. 

euch in dan Zellen. die unmittelbar an der Rotordrehachae liagen. nicht auf. 

Vor den Unter.uchunaan auf dem leeren •• tz .ar der oben erwahnte tranaaoni.che 

T .. tfan .it Rotorblatt auf eine. ,e.ohnHchen .etz berechnet _rden. Aufgrund 
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der ba •• eren Dl.kretlaleruna .lnd die Auawirkun,en zwer bai veltea nicht '0 
srevierend, vie bei'pielevei.e in 11ld 5.4-10 dar,e.tellt, dannoch .lnd .1e 

in den Er,ebniaaen deutlich aparbar. 

Aa .... nigaten varen noch die DruckverteUun, an der ObernAche und die Zlrkula

tlonadlchtevartelluna t. Nachlauf betroffen. Letztere lat in lild 5.4-11 dar

g,atellt und veiat gegenüber einer vergleichbaren Rechnung .it abaoluten Gr6-

lan (lUd 5.4-2) eina veitaua ,rlllere Dlffudon i. luleren hndvirbelbareich, 

dea Fehlen Je,llcher ElnachnQrung a .. le deutliche ~rlache Schvlerlgkeiten 

In der Nahe dar Rotordrehachee auf. 

letrachtet aan da,e,en die TotaldruckverteUung (l11d 5.4-12), ao iat die vor

handene Nachlauf,e_trie Ilberheupt nicht .. hr zu erkennen. D .. ,anze Auaaal 

der leelntrAchtlcuna der LIIaun, vlrd jedoch erat alchtbar, wenn aan die Ver

teilung da. Totaldruckverluatea Ilbar elna. ,rille ren Netzauaachnitt auftragt 

(ll1d 5.4-13). Er velat eine vIIlli, unphyaikaliache Struktur auf. leaondera 

auffAlll, .lnd die lnaeln negativen Totaldruckverluatea, die .ich entlang dar 

oberen und unteren Netzkanten (daa verwendete Netz hatte noch eine zylinder

fllraige Aulenkontur) gebildet heben. An den ,leichen Stellen .aren in lild 

5.4-10 Wirbel zu erkennen. 

Zu. Vergleich iat de.gegenübar daa Ergebni. der Berechnung da. ,leichen Fal

le. unter Vervendunl ab.oluter Strlllll.lllga,rllien In l11d 5.4-14 ,egenGbar,e

atellt. 

lei der Ableitung der zUlrundeliegenden Fora der Euler-Cleichungen wurde In 

Kap. 2.3.3 darauf hingevleaen, da& einige Autoren nicht die vollaUndig 

absoluten Grillen verwenden, aondem die Energieglalchung .tatt de •• en .it 

der Roenergie und dar Rothalpie bilden, d.h. auf die Eli.inlerunl de. ge.i.ch

ten Tera. q(~r) verzichten (Gl.(2.26)-(2.29». In Kap. 3.4 wurde ,ezei,t, 

da& die. bei der in der vorUegenden Arbeit verwendeten Approlliaation dar 

differentiellen Euler-Cleichungen nicht ,anz korrekt iat. In lild 5.4-15 i.t 

das Residuua auf eine. leeren Netz unter Verwendun, der Reaner,ie .tatt der 

ebaoluten Ener,ie aufgetragen. Der Unter.chied ,egenüber lild 5.4-9a batrAgt 

i..erhin faat zvei GrIllenordnungen. Die Kurve der aaxiaalen Abweichung ~ 

Zuatand der unge.tllrten Anetrlllll.lllg, die hier nicht eingetragen lat, .erller 

bei etwa 10-°. Dabei i.t zu berOckalchtlgen, da, die bet. laeren Retl~uftre
tenden Stllrgeachvlndlgkelten q verachvlndend gering aind und dar ge.iachte 

Tara daher aehr klein bleibt. 

Da anderereeita der auftretenden Fehler proportional zur Grille dar Durchetrll ..... 

flache iat, kann bai vernOnftiger Diakretiaierung dar Fehler in einar Rotor

barechnuna in der hgal .emachU .. igt vardan. Dennoch wurda In dar _rUegen

dan Arbeit auf die ab.olute Energie Obargegangen. 
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In (141) wurde b.r.it. ,.z.i,t. da& des .xp1izit. und des lap1izit. V.rfahr.n 

kelna Unt.rechl.de in der QuallUt der Lilauna .ufwles.n. Dl •• w.r zu .rw.rt.n. 

de der lapUzlt. T.U des A1,orlttuoua ••• 1.di,Uch zur ... chlauni""" der 

It.ration di.nt und b.i Err.ichen eines konver,enten Zustandea zu Null .ird. 

Dar iap1izita Al,orittuoua ,eht denn in den .xplizit.n Ob.r. 

I. Vorder,rund der i. folaanden b •• chri.b.nen Unt.reuchun, .tand di. Optt.ia

runa der R.ch.nz.it dea iaplizitan Al,orittuoua ••• durch aine a •• ianat. Wahl 

der .in.t.Ub.ren P.r ... t.r unt.r der Voraab •• da& di •• illll&l ,.fundane JCo.bi

nation far .lla zu bar.chnenden Ta.tfall. b.ibaha1t.n w.rden kenn und nicht 

.uf den j ••• ili,.n Anvanduna.f.ll .nzup •••• n i.t. 

Dar th.or.ti.ch. Hint.r,rund iat in den Kap. 3.2.5 und 3.3.3 b •• chriaben. 

D ••• xplizit. Varfahr.n .rlaubt. far di. &er.chnuna der b •• chriabenen T.at

fall •• in. CFL-Zahl von h6ch.tana 0.15. Di •• i.t ,.ring.r •• la .it de. alei

chan Al,orithaua far Fa.tf1agalb.rachnung.n .rr.icht •• rden konnte. Dort 1.

,.n dia CFL-Zahl.n in der Raaal in CrO&enordnunaen von .tw. 0.2 - 0.25. Die 

Ur •• ch. far di ••• n Unt.r.chi.d i.t unkl.r. E. li.gt die V.r.utung nah •• da& 

dia V.randerUchkait der AnatrOage.chvindigkait abar de. Radi ... und deait 

viall.icht .uch des untar.chi.dlicha Koapra •• ibiliUt.niv •• u .ine Rolla .pie

l.n. Di •• uf di •• ar Obarl.""" b •• i.r.nde Einfahrun, .iner r.di.l varander

lichan CFL-Zahl br.chta j.doch keinan Erfol,. 

Eben.oveni, konnt.n AbhAngi,keitan devon faata •• t.llt w.rden. ob di. Eular

.ch.n Crundgleichung.n in kerta.i.chen oder zylindri.ch.n. bzv. in ral.ti •• n 

oder .b.olutan Koordinat.n forauliart wurden. D. j.doch der Obargang .uf den 

iapUzit.n LiI.una.d,orltNoua baabaichUat •• r. wurden dl. di •• baraaUchen 

Unt.r.uchung.n nicht •• itar,.fahrt. 

rar des iapUzlt. Ralax.tlonavarfahun b •• tahen .olcha ,rundaatzUchan &e

achrankungen in dar Itarationaachrittvelta nicht. I •• 11ge .. lnen .1rd .it 

aine. unendlich ,roAen Z.lt.chrltt ,erachnet. ua .0 dia h6chse.Ogliche Kon

•• rg.nzr.t. zu .rraichan. Trat.n in ainzelnen Zallan St.bilitat.proble ... uf • 

• 0 wird dort lokel di. CFL-Zahl von de. W.rt "un.ndlich" .uf .inen .ndliehan 

Wart C~~ .. reduzi.rt. Ob.r dia BaziehUlla (3.62) U.at deait .uch der lokele 

Z.it.ehritt Ar.~i~ f •• t. 

Di. Wahl von C~~ .. b.ainfluAt neban der St.bUlut .uch dl. b.nOtiate R.ehen

uit aianif1kent. Dar aiaentUch. Be.ehl.uni"",gap.raaat.r lat .ber der Unt.r

r.lax.tionaf.ktor w. S.in. Optt.ieruna kann jadoch nur in AbhAnai,keit von 

C~Ci •• rfol,en. da .leh b.ide P.raaatar ,egenaaiti, b •• infi ..... n. Sehti.&

lieh hat .uch noch di. Anzahl 7 der dureh,afahrt.n C.U&-S.idel-It.r.tionen 
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.ine Auavirkuna auf di. Rechenz.it. 

I. folgenden alnd die Ergebni... di .... Opti.i.rung.proble.. in Fora ein .. 

Recb.nzeitvargl.icbe. gegenllber da. expUzit.n Verfahr.n .it cn.- 0.15 in 

Bild 5.4-16 aufg.tragen. D.r explizit. R.fer.nzfall i.t .trichpunkti.rt dar

ge.tellt. Al. Bev.rtung.krit.riua vird di. Z.it h.rang.zog.n, dl. ben6tlgt 

vird, bla di. VarlAufe der Auftrl.b.beiverte Ihr lokal.. Kinlaua .rreicht 

h.b.n. Di •• er Zeltpunkt, dar In den Dl.gr ..... n durch .lne •• nItrecht. Uni • 

.. rklert ist, kennzelehne t, vie in Kap. 5.2.2 b •• ehri.b.n, in etw. den Zeit

punkt, zu da. die Ab •• nitung de. Anfahrwirbel. beginnt. Ex.apl.ri.eh vird nur 

di. Radi.lst.tion r/ll- 0.8 gezelgt. 

Die Auftr.gung erfolgt. üb.r der t.taachUch b.n6tigten Rech.nzalt, ua .0 

de. unt.r.chiedlich.n Aufvand pro Zelt.chritt, der bei da. laplizit.n V.r

fahren .tw. vi.raal höh.r l.t, R.chnung zu tr.s.n. Dl. V.rgl.ich. wurden .uf 

.lne. V.ktorr.cbner vo. Typ Conv.x c-201 durchseführt, auf dea die Rechenseit 

de •• xplizit.n Verfahrena c •. 0.13 .. pro It.rationa.chritt und Voluaenel.

.. nt b.trug. Dia Hundartproz.ntaarka .nt.pricht .tw. 45.000 s.c. 

Aua Efflzi.nzgrllnden wurda für die .. Vergleich. nur .ln kleines Crundn.tz 

ohne au&eren Erweit.rung.bereich verw.nd.t, .0 da& dl. C .... tz.ll.nzahl r.l.

tlv gering gehalt.n v.rden konnte. D.durch vird zw.r, wi. in Kap 5.4.3 noch 

nAher .uageführt wird, die Ab •• nitung d.r Ranclvlrbel v.rhlndert, J.doch da • 

• chnell. Err.ich.n .ine., v.nn .uch phy.ikali.ch nicht g.nz korr.kt.n, kon

verg.nt.n EndzuatancSa. .raögUcht. Die. zeigt alch in dan g.g.nOber Bild 

5.2-12 v.randert.n Verlaufen dar Auftri.b.beiw.rt •. Di ••• V.r.inf.chun, tut 

da. grundaatzlich.n Aua •• gev.rt der Unt.r.uchung.n aber daa V.rbaltni. dar 

Rechenzeit kainen Abbruch und vird durch dan g.ring.r.n Aufwand g.r.chtf.rtigt. 

Die erat.n lapUzlten Ergebnb.e wurdan .it de. S.naor nach Cl.(S.62) filr 

C~.lt -10, .. -0.6 und ..,-2 .rd.lt. C.g.nüber d ••• xplizit.n Coda .rgab.n 
.ich J.doch nur gering. aech.nz.itYOrt.il. (Bild 5.4-16.). 

I. nach.t.n Schritt wurde ... uf 0.8 .rh6ht, v •• J.doch zu .ine. inatebil.n 

V.rhalt.n und l.tztlich zu. Abbruch da. Progr ..... führte. Er.t .ine zueacz

lich. R.duzi.rung von C~.1t .uf 1 li.f.rt. viedar ein konv.rgente. Erg.bnla. 

Duit var Jadoch dia Schranke .0 hoch , ... tzt, daI dar S.naor in veiten T.i

l.n da. Ber.chnung.g.bi.t •• anapr.ch und .ine R.duzi.rung da. lokal.n Zeit

.chritt •• und cSaait .lna Senkung dar ltonverg.nzrat. bevlrltt •• Der Vort.n da. 

h6her.n Uut.rr.laxatlonaf.ktor. v.r dult aufg.hob.n, un4 41. C .... tr.ch.nz.1t 

bli.b pr.ltti.ch unv.randert. 

In aine. v.it.ren Lauf wur4. .in zuaatzllch.r C.U&-S.ldal-It.r.tlona.chritt 

(-'-3) eing.führt. 01 .. wirkte aich je40ch nachtenil aua, da das VerfahreIl 

nun f •• t .b.nao l.ng ... konv.rgl.rt. vl. 1 •• xpllziten F.ll (Bi145.4-16b). 
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Auch in w.it.r.n V.r.uch.n ait anderen lCo.t.lnatlonen von w und CF4 .1. lag 

da. Opti_ bel ., - 2. 

Al. nAch.t. Ka&naha. wurdan dl. S.naorfunktlon und dl. la Bedarf.fall .lnge

leit.t. Zeit.chrittr.duzi.rung .ntkoppelt. Di. bi.h.rlgen Ergebni ••• hatten 

nlallch ge.eigt. da& .in zu .pat r.egi.r.nder S.nsor (hoh •• CF4.I.) zu .in.r 

zu g.ringen Erh6hung dar Hauptdiagonal.le .. nt. fahrte. wahr.nd .in kleiner 

W.rt far CF4.1. VOll e.hr vi.l.n Z.ll.n ober.chritt.n wurde •• 0 da& di. S.n

.orfunktion zu oft ansprach und daIIIit di. Konv.rgenzrat •• rheblich verringer

ta. obwohl keine unaittelbarte Notwandigkelt vorlag. 

Wi. in Kap. 3.3.3 be.chrieben. wurden daher neb.n der Sensorgr6&e CF4 ... dl. 

Raaktionsgr6&e Cn..H .lngefahrt. alt CF4 ... > Cn..H' daraue folgt Arhlt > 
Ar •••. Der Erfolg dle.er Entkoppelung wurde bel der Nachr.chnung des Fall •• 

• lt CF4.1t -10 .... -0.8 und .,-2 deutUch. Wahrend In der ur.prGngUchen V.r

elon (CF4.u -Cn..H) da. Progr .... wi •• rvahnt. autgrund erheblicher Stabi

litat.proble .. abbrach •• tellta elch alt Cn.. •• -1 nicht nur .lna konv.r,ente 

LO.ung ein. durch die •• KaInahae 11.' .lch auch dl. ben6tlgt. R.ch.nzelt auf 

40' v.rrin,ern (Bild 5.4-l6c). 

Eine Erh6hun, von CF4.1. In der Hoffnung. da. Verfahren w.lter zu beschleu

nigen. fahrt. zu In.tabilltaten la Bereich kleln.r Radien. wohlng.gen da. Ver

halten an den au&eren Radial.tatlon.n unkriti.ch bli.b. 

Aue dl •• er Beobachtuna re.ultl.rt. dl. Oberlegung. die Seneorfunktlon .0 zu 

aodifizier.n. da& der Wert far CF4.1. nicht .. hr ia ,anz.n Ber.chnung.gebi.t 

konstant ist •• ondern elne Funktion der Radialkoordinat. darstellt (Gl. (3.63». 

Dab.t war di. EapfindUchkelt d .. Sensors far r~O b •• ondere hoch (CF4.1t ) • 
und naha nach au&en bi. auf .in.n Grenzw.rt. der nicht w.lt.r unt.r.chritten 

wurde (CF4.1 •• )' ab. 

aild 5.4-l6d z.lgt di. zeitlich. Entwlcklungde. Auftrl.b.b.lwert •• far .lnen 

l.plizit.n Lauf alt fol,.nder Par ... t.rkoablnatlon: 

CF4.It.- 20. Cn.. •• - CF4.It
D 

- 1 ... - 0.85. .,- 2 

I. Verglelch zua .xp1izlt.n R.f.renzlauf U.' elch .lna Be.chl.unlgung ua 

den Faktor 3 .rr.lch.n. Ein. Variation von CF4.1 •• bracht. la unt.r.ucht.n 

a.r.ich von 5 bl. 100 k.lne v.randerung des Er'.bnl ...... hr. Da. b.deut.t. 

da& da. Verfahren auch bei •• hr hohan W.rten far ... noch au&er.t .tabll i.t. 

Der weltare Ansti.g des Beschl.unlgung.faktors geg.no.b.r BUd 5.4-l6c i.t 

.oalt faet aue.chUe'lich aut dl. Erh6hung de. Relexationsfaktore w zurQcuu

fahren. Dl. ge.lcnet. Wahl von CF4.1.(r) innerhalb .innvoll.r Gr.nzen dient 

l.di,llcb dazu. den ait eine. et.igend.n ... einhergeh.nden V.rluet an nuaeri

ech.r St.bilitat auf.ufangen. 
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Ein •• lt.r •• Anh.b.n de. Ralaxatlonafaktor. auf .. - 0.9 fOhrta zunachat nicht 

zu. Erfolg, de b.ralts In der Anfan,apha •• der aar.chnun, lnatabilltat.n auf

rat.n. Dl.a. li.lan aich j.doch .infach dedurch b.a.iti,.n, daI der Relaxati

on.faktor, von .ine. ni.der.n W.rt b.,lnn.nd (x.B ... - 0.8). .ahr.nd der .r

.ten 100 lt.ratlona.chrltt •• ukz •• alv. auf .. - 0.9 geateigert wurde. Dar Er

folg die •• r xuaatxlichen Ka&nahae drQckt .ich in einer veiter.n caachvindi,

k.itaat.i,.rung aua. In Bild 5.4-16. i.t .rkennbar, daI dealt ein aaachleunl

lUft,afaktor von knapp 4 ,e,enaber da •• xplizit.n Ref.r.nzlauf .rr.icht ver

den konnte. 

Wie ber.ita .in,an,a .rvahnt, .tand neb.n de. R.ch.nzeit,evinn vor alle. die 

Robuath.it de. Verfahrena, d .h. di. univer.elle Anw.ndbark.it auf all. Str6-

aun,.zu.tande ohne Neuanpa •• ung der Par ... ter i. Vorder,rund. Für di. aktu

.llen Produktionalaufe wurde dah.r nicht an die ober. Crenze de. Zula •• i,.n 

,e,en,.n, .ondem ein. Koabinatlon .ntsprech.nd Bild 5.4-l6d .it .. - 0 .• ,.

vahlt. Kit die.er Einat.llun, wurden all. in Kap. 5.2 beachriebenen aar.ch

nung.n durchgefOhrt. 

!i~z!eh~d!r_3~c~b!-!t~i! ~~ !r!f!eye~t~r~ ~u! ~~ ~! ~~ !-21!z!t!D_ 

!!l!i!Ob!!ft& 

Aufgrund der .pezif1.chen aa.onderheitan der Hubachrauberrotoretrllllung bealt

zen di. Eul.r.cben aaveaunaaglaicbung.n .in.n inhoaog.nen Ant.il in Fora de. 

Kraft.vektora i (Cl.(3.45». aai der H.rl.itung daa iaplizit.nAlgoritbauaa.a 

b •• t.ht di. K6,licbkeit, di ••• n analog xu dan Flulv.ktoren i, t und a •. H. 

einer Tay10rentvick1un, zu 1ineariai.r.n und di. dabei .ntatehende Jacobi .. -

trix Sn auf d.r LHS dar iapliziten Cl.ichun, (3.53) zu b.rQckaichti,en. 

Die schl.chte Konditionierung von S (Anban, A.4) la At J.doch verauten, daA 

.it ihr.r Einbezi.hung di. Stabilitat da. C .... t.y.t ... v.rachl.cht.rt vird. 

Zur Unterauchung die.er Frage wurden verecht.dane Laufrethen .lt und ohne 
n Einbeziehung von S durchgefOhrt und di. Ergebni •••• it.inander y.r,lich.n. 

Zur H.rauaatel1ung da. Stabi1itata.ff.kt.a wurd.n di. B.r.chnun,en i. l •• r.n 

N.tz durchgefOhrt, ao daA keine Oberla,.mda V.randerung dar ungeat6rt.n An
.tr6aung .rfolgte. Dadurch konnte aulardea dar Cl.(3.67) EUgrunde li.,.nde 

Cr.nzOb.r,ang zu ver.chvindanden St6rg.acbvindi,k.it.n alauliart •• rden. 

Die Er,ebnia •• aind in Bild 5.4-17 ,e,.nab.rg.at.llt, vobel in j.da. Dlagr ... 

der UntarralaxaUonafaktor .. ab Par ... t.r fun,lert. und be,lnnand .lt .. -0.3 

in Schrltten von 0.2 ,e.tei,.rt wurda. 

Von linke nach r.chta wurde CFI" ... auagehend YOIl CFI" ... -1 ... J ... na eine 
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Cril&'nordnung bis z.... V.rt von CFI,. ... - 100 .rhilht. Ab S .... or di.nt. noch 

die AuafOhrung nach Cl. (3.62) .it identhch.n S.naor- und R •• ktio"'gril&'n. 

Die .ing.tr.g.n.n Kurv.n b.z.ichn.n d.n i. J.w.iligen It.r.tiona.chritt .uf

g.tr.t.nen aaxi .. l.n lokal.n Fehl.r nach Gl.(S.13) (unt.r. Kurve) .owi. die 

Abw.ichung von der ung •• tilrten Anatril.ung nach Gl.(S.14) (ober. Kurv.). 

I •• r.t.n 11ldpaar (CFI,. ... - 1) .rk.nnt aan praktisch kainen Unt.rachi.d 

zw1ech.n de. Lauf .it und ohne Einbazi.hung von Sn. Di.. li.gt deran. de& 

d.r Ant.il (I/4t)t.l.' d.r i. I.derf.fall zu den Hauptdi.gonal.l.aent.n hin

zuaddi.rt wird. gril&.r i.t. al. der .chldlich. Einflu& von Sn auf di. Neb.n

di.gonal.l ... nt ••• 0 deS di ••• r g.r nicht zua Tr.g.n ko .. t. Au&.rd •• i.t der 

S.n.or in di •••• F.ll .0 •• pfindlich. deS .in Crolt.il der Z.llen auch ohne 
n die Einb.ziehung von S .1. v.ra.intlich kriti.ch .ing •• tuft wird. Die. ver-

b •••• rt zw.r di. Konditioni.rung der Ko.ffizi.nt.naatrix. g.ht .b.r zul •• t.n 

d.r Konv.rg.nzrat •• wi. b.r.it. i. vorig.n Ab.chnitt gefund.n wurde. 

Ander •• i.ht a •• ua. wann der kriti.ch. Zeit.chritt v.rgril&ert wird. lei Ein

b.zi.hung von Sn fOhrt b.reit •• in .. von 0.5 zur Diverg.nz des V.rfahr.na. de 

di •• inget.it.t.n Stabil1.ierung.ll&Anahaan hier b.reite nicht aehr .uareich.n. 

wohing.g.n i. ander.n F.ll die •• r Eff.kt .r.t b.i .. - 0.9 .uftritt. 

Da. wia gezeigt •• in grill.rer Unterr.lax.tion.faktor zu eine. b •• chleunigten 

Erreich.n daa konv.rg.nt.n Zuatande. und deait zu .in.r V.rainderung der 

a.ch.nz.it fOhrt, i.t di. Einb.zi.hung von Sn von groSe. N.cht.il. Da •• t.h.n 

k.inerl.i Vort.il. g.g.nüb.r. wi •• ich .uch b.i v.it.r.n T •• tr.chnung.n .it 

.in •• 3D-Rotor z.igt •. E. wurde dah.r dezudb.rg.g.ng.n •• uf di. Einb.zi.hung 

von Sn zu v.rzicht.n und di. iaplizit.~l.ichung in der Fora (3.68) zu v.r

w.nden. 

I.i V.rf.hr.n hilh.r.r Ordnung i.t •• notw.ndig. zur V.raeidung n....eri.ch.r 

O.zillationen. di. durch .in. Diff.r.nz.nbildung db.r Di.kontinuitlt.n (z.l. 

V,rdichtung •• til&e) hinw.g v.rur.acht w.rden. di. V.rfahr .... g.nauigkeit lokal 

h.r.bz .... tz.n. ua .0 .in aonoton •• Stolprofil zu .rh.lt.n. 

B •• tandt.il .olch.r L1ait.r i.t .ine S.naorfunktion. di. .tarke Strilaung.

gr.di.nt.n .uf.pdr.n .011. Si •• t.uert deb.i abhlngig von der Int .... itat der 

V.rand.rung.n in der Stril.ung des KaI der R.duzi.rung der V.rfahr.naordnung. 

Ob.r einen P.ruet.r kann di. Eapfindl1chkeit und deait der Zeitpunkt und 

da. Aua'" di ••• r R.duzi.rung g •• t.uert v.rden. Einz.lh.iten zu den v.rv.n-
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deten Seneorfunktionen .ind Kapitel 3.2.4 zu .ntnehaen. 

Sowohl der Druckv.rlauf wie auch die we .. ntlichen Struktur.n der Nachlauf

geometrie (EinechnGruna, Ab.enkung) wurden durch eine Variation der Empfind

lichkeit der Seneorfunktion innerhalb d.r unt.reuchten Bandbr.it. nicht be.in

fluAt. Wird di. Seneibilitlt j.doch zu .tark v.raindert, .0 tritt bei trane

soni.ch.r Anatr6mung erwartung.ge"1 eine V.r.chl.cht.runa des ep-V.rlaufa. 

ein. Di. Zirkulation.dicht.v.rt.iluns blieb in allen FAllen identi.ch. 

Ein. AbhAngigk.it von der Empfindlichk.it der Seneorfunktion konnte j.doch 

beia Totaldruckv.rluat im Nachlauf f .. tgeatent werden. Zwar war in an.n 

FAll.n der Verlauf der I.obar.n identisch, d.h . •• wurde i ... r di. Sl.ich. 

Randvirb.llag. angezeist, Differenzen traten jedoch in der H6h. des Total

druekv.rluat •• auf. Mit fan.nder Seneibil1tat der S.neorfunktion naha der 

Totaldruckv.rluat i. Wirb.linner.n ab und var am s.rins.t.n, w.nn k.ine Li.i

tierunS .tattfand. Da. h6her. Di.sipationeniv.au der Sch.mata ni.der.r Ord

nunS (vSl. Kap. 3.2.3) wirkt .ich al.o ia se.amten Nachlauf aua. 

5.4.3 Einf1uA des F.rnteldranda. 

Die ersten Ergebni •• e mit dem be.chri.benen Wake-Capturing-V.rfahr.n wurden 

für den zweiblAttrigen Modellrotor nach Caradonna 6 TunS auf .inea N.tz .r

zeugt, vie es in Bild 4.3-1 darge.t.llt ist [41,44). 

E. bea1tzt eine <>-O-Topolog1e und eine zylinderf6rais. Au&ankontur. Di. Ab ... -

.unsen betras.n 24 Blattiefen i. Durchae ••• r und 8 Blatti.f.n oberhalb .owi. 

ebenaoviel. unt.rhalb dar Rotorkr.i •• ch.ib •. C ...... n an den N.tzgr6len zur 

Berechnung der UJutr6aung ua ein.n FlOgel, oder auch verglich.n ait den R.tzen 

anderer Autoren zur Berechnung der Hub.chrauberrotor.tr6aung ait eine. Wake

c.pturins-V.rfahr.n b •• iut di •••• N.u ia Prinzip .1ns r.cht srole Auadehmmg. 

In Bild 5.4-18 tat exemplartach die Druckverteilung für den Testfall Ma-O.8U 

und Sc - So S.z.iSt. 51. v.bt .ins p •••• bl. Ob.r.inatt-mg ait den Nalv.rr.n 

auf. Abweichungen zeigen .ich jeweil. i. Na.enbereich, wo die unzureichende 

Wiedergabe des Druckebfalle. auf die zu grobe Di.kreti.ierung zurQckzufOhren 

tat. Unbefriedigend in weiterhin die errechnete Druckveruilung an der llatt

.pitze. Da. Ergebni. i.t durchaua vergleichbar .it den in Bild 5.3-1 gezeigten 

Resultaten. 

Ein Blick auf die G •• chwindigkeit.vektoren in einer Ebene •• nkrecht zur Rotoc

kreta.cheibe offenbart jedoch einen erheblichen Rachten de •• ervendeten Ret

z •• (Bild 5.4-19). Die .ich ab •• nkend.n Wirb.1 .rr.ich.n .chon nach kurz.r 

Zeit den unt.r.n Retzboden. Da di •• er nicht durchatr6at werden kenn, koaat 
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Gr6ßenordnung bis ZUIII Ilert von C~rlt - 100 erh6ht. Als Sensor diente noch 

die Ausfahrung nach Gl.(3.62) mit identischen Sensor- und Reaktionsgr6ßen. 

Die eingetragenen Kurven bezeichnen den im jeweiligen Iterationsschritt auf

getretenen maximalen lokalen Fehler nach Gl.(5.l3) (untere Kurve) sowie die 

Abweichung von der ungest6rten Anstr6mung nach GI.(5.14) (obere Kurve). 

Im ersten BUdpaar (C~ru - 1) erkennt man praktisch keinen Unterschied 
n zwischen dem Lauf ait und ohne Einbeziehung von S . Dies liegt daran, daß 

der Anteil (I/6t)trit' der im Bedarfsfall zu den Hauptdiagonalelementen hin

zuaddiert wird, größer ist, als der schädliche Einfluß von Sn auf die Neben

diagonalelemente, so daß dieser gar nicht ZUIII Tragen kommt. Außerdem ist der 

Sensor in diesem Fall so empfindlich, daß ein Großteil der Zellen auch ohne 
n die Einbeziehung von S als vermeintlich kritisch eingestuft wird. Dies ver-

bessert zwar die Konditionierung der Koeffizientenmatrix, geht aber zulasten 

der Konvergenzrate, wie bereits im vorigen Abschnitt gefunden wurde. 

Anders sieht es aus, wenn der kritische Zeitschritt vergr6ßert wird. Bei Ein-
n beziehung von S fahrt bereits ein w von 0.5 zur Divergenz des Verfahrens, da 

die eingeleiteten Stabilisierungsmaßnahmen hier bereits nicht mehr ausreichen, 

wohingegen im anderen Fall dieser Effekt erst bei w-0.9 auftritt. 

Da, wie gezeigt, ein größerer Unterrelaxationsfaktor zu einem beschleunigten 

Erreichen des konvergenten Zustandes und damit zu einer Verminderung der 
n Rechenzeit führt, ist die Einbeziehung von S von großem Nachteil. Dem stehen 

keinerlei Vorteile gegenüber, wie sich auch bei weiteren Testrechnungen mit 

einem 3D-Rotor zeigte. Es wurde daher dazu übergegangen, auf die Einbeziehung 

von Sn zu verzichten und die implizite Gleichung in der Form (3.68) zu ver

wenden. 

Bei Verfahren h6herer Ordnung ist es notwendig, zur Vermeidung nUlllerischer 

Oszillationen, die durch eine Differenzenbildung über Diskontinuitäten (z.B. 

V,rdichtungsst6ße) hinweg verursacht werden, die Verfahrensgenauigkeit lokal 

h~rabzusetzen, UIII so ein monotones Stoßprofil zu erhalten. 

Bestandteil solcher Limiter ist eine Sensorfunktion, die 8tarke Str6mungs

gradienten aufspüren soll. Sie steuert dabei abhängig von der Intensität der 

Veränderungen in der Strömung das Ka& der Reduzierung der Verfahrens ordnung. 

Über einen Parameter kann die Empfindlichkeit und damit der Zeitpunkt und 

das Ausmaß dieser Reduzierung gesteuert werden. Einzelheiten zu den verwen-
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daten Sensorfunktionen sind Kapitel 3.2.4 zu entnehmen. 

Sowohl der Druckverlauf wie auch die wesentlichen Strukturen der Nachlauf

geometrie (Einschnürung, Absenkung) wurden durch eine Variation der Empfind

lichkeit der Sensorfunktlon innerhalb der untersuchten Bandbreite nicht beein

flu&t. Wird die Sensibilität jedoch zu stark vermindert, so tritt bei trans

sonischer AnstrOmung erwartungsgemäß eine Verschlechterung des cp-Ver1aufes 

ein. Die Zirkulationsdichteverteilung blieb in allen Fällen identisch. 

Eine Abhängigkeit von der Empfindlichkeit der Sensorfunktion konnte jedoch 

beim Totaldruckverlust im Nachlauf festgestellt werden. Zwar war in allen 

Fällen der Verlauf der Isobaren identisch, d.h. es wurde immer die gleiche 

Randwirbellage angezeigt, Differenzen traten jedoch in der HOhe des Total

druckverlustes auf. Mit fallender SensIbilItät der Sensorfunktion nahm der 

Totaldruckverlust 1m Wirbelinneren ab und war am geringsten, wenn keine Lillti

tierung stattfand. Das hOhere Dissipationsniveau der Schemata niederer Ord

nung (vgl. Kap. 3.2.3) wirkt sIch also im gesamten Nachlauf aus. 

5.4.3 Einflu& des Fernfeldrandea 

Die ersten Ergebnisse mit dem beschriebenen Wake-Capturing-Verfahren wurden 

für den zweiblättrigen Modellrotor nach Caradonna & Tung auf einem Netz er

zeugt, wie es in Bild 4.3-1 dargestellt ist [41,44). 

Es besitzt eine 0-0-Topo10gie und eine zylinderfOrmige Au&enkontur. Die Abmes

sungen betragen 24 Blattlefen 1m Durchmesser und 8 Blattlefen oberhalb sowIe 

ebensoviele unterhalb der Rotorkreisscheibe. Gemessen an den NetzgrOßen zur 

Berechnung der UmstrOmung um einen Flügel, oder auch verglichen mit den Netzen 

anderer Autoren zur Berechnung der Hubschrauberrotorströmung mIt einem Wake

Capturing-Verfahren besitzt dieses Netz im Prinzip eine recht große Ausdehnung. 

In Bild 5.4-18 1st exemplarisch die Druckvertellung für den Testfall Ma-O.8l5 

und ec - 5· gezeigt. Sie weist eine passable Obereinstimmung mit den Meßwerten 

auf. Abweichungen zeigen sich jeweils im Nasenbereich, wo die unzureichende 

Wiedergabe des Druckabfalles auf die zu grobe Dlskretislerung zurückzuführen 

ist. Unbefriedigend ist weiterhin die errechnete DruckverteUung an der Blatt

spitze. Das Ergebnis ist durchaus vergleichbar mIt den In BIld 5.3-1 gezeigten 

Resultaten. 

Ein Blick auf die Geschwindigkeitsvektoren in einer Ebene senkrecht zur Rotor

kreisscheibe offenbart jedoch einen erheblichen Nachteil des verwendeten Net

zes (Bild 5.4-19). Die sich absenkenden Wirbel erreichen schon nach kurzer 

Zeit den unteren Netzboden. Da dieser nicht durchströmt werden kann, kommt 
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eS zu einem Aufstau. Außerdem erkennt man, daß aueh der seitliehe Rand zu 

einer BeeintrAehtigung der Wirbelbewegung beitrAgt. 

In Bild 5.4-20 ist die zeitliehe Entwieklung des Auftriebsbeiwertes aufgetra

gen. Nach einem sehr rasch erreichten lokalen Minimum wAchst der Auftrieb 

infolge der beginnenden Absenkung wieder an. Anschließend sinkt er jedoch 

kontinuierlich ab, was darauf hindeutet, daß sich nun vermehrt Rezirkulations

effekte einstellen. 

Die beschriebenen Effekte lassen sich aueh sehr gut an der zeitliehen Ent

wicklung des Totaldruekverlustes im Nach1auf ablesen (Bild 5.4-21). 

Bild 5.4-21a zeigt die beginnende Absenkung des Anfahrwirbels, wobei man 

jedoch bereits die blockierende Wirkung des Netzrandes erkennen kann. Im 

nAchsten Bild (Bild 5.4-2lb) hat der Anfahrwirbel seine tiefstmögliche Lage 

erreicht und der Totaldruckverlust im Naehlauf beginnt anzusteigen und sieh 

auszuweiten. Bis zum Ende der Iteration verstärkt sich dieser Effekt erheb

lich und hat aueh den Bereieh oberhalb der Rotorkreisscheibe erfaAt (Bild 

5.4-2lc). 

Bild 5.4-22 zeigt die zugehörige Zirkulationsdichteverteilung, die ihrerseits 

die UnzulAnglichkeit des verwendeten Netzes unterstreicht. 

In Anbetraeht aller durch das zu kleine Netz hervorgerufenen unerwünschten 

Effekte infolge einer starken Blockierung des Naehlaufes ist es umso erstaun

licher, daS die errechnete cp-Verteilung ein einigermaßen brauchbares Niveau 

besitzt. In Bild 5.4-18 war jedoch bewußt die Situation zu dem Zeitpunkt dar

gestellt worden, an dem die Auftriebsbeiwerte nach Beginn der Absenkung ihr 

lokales Maximum erreieht hatten. Vergleicht man dagegen den Druckverlauf sm 

Ende der Iteration, korrespondierend zu Bild 5.4-2lc, so erkennt man ein Ab

nehmen vor allem der Unterdrücke auf der Oberseite (Bild 5.4-23), wie es auch 

durch die VerlAufe der integralen Werte in Bild 5.4-20 angezeigt wird. 

Es ist auffAllig, daß die Versehlechterung in den DruckverlAufen erst nach und 

naeh infolge der auftretenden Rezirkulation auftrat, und nicht bereits durch 

die falsch berechnete Nachlaufgeometrie verursacht wurde. 

Dies zeigt, daß die für die Ermittlung der lokalen KrAfte und Momente notwen

dige Druekverteilung nur in einem sehr geringen Umfang von den Alteren Wirbel

anteilen abhAngt, sondern im wesentlichen vom Geschehen 1m WlIaittelbaun --, 
Blattnahbereich geprAgt wird. Dies bedeutet, daß das induzierte Strömungsfeld 

in erster Linie von den Nachlaufwirbeln des vorlaufenden Blattes bestimmt wird. 

Nichtsdestoweniger haben die in diesem Kapitel dargestellten Ergebnisse deut

lich die Notwendigkeit der Verwendung wesentlich größerer Netze gezeigt, um 

eine BeeintrAchtigung der Wirbelausbreitung zu vermeiden. 
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5.4.4 Blockatrukturierte Netze 

In Kapitel 4.4 war die Generierung blockstrukturierter Netze beschriebenwor

den. Die Untersuchung ihrer Eignung für die Berechnung der Hubschrauberrotor

str6mung erfolgte anband des transsonischen Testfalles mit Ka' 1P -O.8l5 und 

Sc - 5·. Der Diskretisierungsgrad entsprach dabei in dar Regel dem der groben 

Netze aus Kap. 5.4.1. 

Im ersten Versuch wurden die in Bild 4.3-9 und Bild 4.3-10 dargestellten Netze 

verwendet. 

Die Ergebnisse erfüllten die Erwartungen jedoch ganz und gar nicht. Wie man 

in Bild 5.4-24 für das zylinderf6rmige Netz erkennt, senkte sich der Randwir

bel überhaupt nicht ab, der Übergang zwischen den beiden Netzb16cken scheint 

wie eine nahezu undurchlässige Wand zu wirken. Ein analoges Bild vermittelt 

die Zirkulationsdichte (Bild 5.4-25). 

Das gleiche Phänomen ergab sich auch bei Verwendung des elliptischen Grund

netzes. 

Dies war umso erstaunlicher, als in beiden Fällen die Durchstr6mfläche aus 

dem oberen in den unteren Netzblock mit dem zweifachen Rotordurchmesser geo

metrisch ausreichend groß bemessen worden war, so daß eine Behinderung der 

Wirbelausbreitung nicht hatte auftreten dürfen, wie man in Bild 5.4-24 deut

lich sieht. Au&erdem war Sichergestellt, da& die Randbedingung an der Block

grenze ein ungest6rtes Durchstr6men erm6glichte. 

Die Ursache fand sich schließlich in der Gr6ße des angesetzten Blockes im 

Rechenraum . Entsprechend Bild 3.5-1 beträgt die Anzahl der Volumina in e-
Richtung i B - i B ' in" - Richtung h - 1 und in r - Richtung k8 - 1<. ... 

1 2 .alt .ax 

Die schraffierten Flächen kennzeichnen die Ebenen, in denen als Randbedingung 

die freie Anstr6mung definiert wurde. 

In den verwendeten Netzen wurde die Zellenzahl in e - und in ,,- Richtung zu 

klein geWählt. Das bedeutet, da& nicht allein die geometrische, sondern vor 

allem auch die numerische Ausdehnung des angesetzten Blockes von großer Wich

tigkeit ist. 

In den beschriebenen Fällen war der numerische Abstand zwischen zwei Grenzen, 

an denen die ungest6rte Str6mung als Randbedingung vorgeschrieben wurde, zu 

gering, so daß nahezu keine Str6mungsgradienten errechnet wurden. Anders als 

z.B. die Vorgabe einer festen, parallelen Wand bei einer Kanalstr6mung wirkte 

die freie Strömung in diesem Fall blockierend. 

Hit der Generierung der in Bild 4.3-11 und 4.3-12 dargestellten Netzes konnte 

dieses Problem beseitigt werden. Die Ergebnisse zeigen nun eine weitestgehende 
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1l'bereinstilllllUng zu den Resultaten auf den global erweiterten Netzen (vgl. 

Kap. 5.4.1), wobei die Blockgrenze nun ungehindert durchströmt wird und sich 

die Absenkung des Randwirbels in den bekannten Größenordnungen bewegt (Bild 

5.4-26). Die Einschnürung wird allerdings, auch im Vergleich zu den groben 

Netze, etwas zu gering wiedergegeben. Die Druckverteilung entlang der Blatt

oberflache entspricht den Ergebnissen auf den global erweiterten Netzen und 

ist der in Bild 5.4-1 gezeigten vergleichbar. 

Aufgrund der notwendigen Erweiterung des Rechenraumes far den unteren Netz

block lag die Rechenzeitersparnis nicht mehr ganz so hoch, wie bei den zuerst 

verwendeten Blocknetzen, betrug aber immerhin noch fast 30' gegenüber einem 

vergleichbaren global erweiterten Netz. 

Bei Betrachtung des Totaldruckverlustes im Nachlauf stellt man allerdings doch 

zwei signifikante Unterschiede zu den in Kap 5.4.1 beschriebenen Ergebnissen 

fest. Zum einen ist die angezeigte Einschnürung wesentlich geringer und das 

Gesamtniveau des Totaldruckverlustes deutlich höher als in den vergleichbaren 

Berechnungen mit global erweiterten Netzen (Bild 5.4-27). Außerdem nahm der 

Totaldruckverlust im Nachlauf mit fortschreitender Iterationszahl kontinu

ierlich zu. 

Die Ursache liegt vor allem in der Nahe des Fernfeldrandes im Bereich seit

lich und oberhalb der Rotorkreisscheibe. Der fehlende seitliche Abstand fahrt 

dazu, daß die aufwarts gerichtete Strömung in diesem Bereich wie in einem 

Kanal senkrecht nach oben gefahrt wird, was in Bild 5.4-28 gut zu erkennen 

ist. Daher fehlen in diesem Bereich die notwendigen einwarts gerichteten 

Geschwindigkeitskomponenten. Es ist aus diesem Grunde empfehlenawert, den 

unteren Netzblock mindestens auf Höhe der Rotorkreisebene anzusetzen. Der 

Bereich oberhalb des Rotors bildet aufgrund der Undurchlassigkeit der Fern

feldgrenzen sozusagen das Reservoir far die durch die Rotorkreisscheibe nach 

unten strömenden Luftmassen. Je kleiner der zu Verfagung stehende Raum ist, 

desto höhere Verluste entstehen mit der Zeit im gesamten Rechenraum und sind 

demzufolge auch im Nachlauf spürbar. Im allgemeinen ist dieser Effekt inner

halb des betrachtungswürdigen Zeitraumes jedoch unkritisch, so daß außer 

einem Anwachsen des Totaldruckverlustes keine bedeutenden Auswirkungen ent

stehen. Nichtsdestoweniger sollte aber auch für diesen Fall eine Hodifizie

rung der Fernfeldrandbedingungen, z.B. in dem von Hertel (49) vorgeschlagenen 

Sinne, untersucht werden, um ein Einströmen in den Rechenraum zu ermöglichen. 

Trotz dieser noch bestehenden, geringen Probleme bieten die Blocknetze auf

grund des geringeren Rechenaufwandes eine brauchbare Alternative zu den glo

bal erweiterten Netzen. 
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6. Zus ...... nfaasung Wld Ausblick 

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ausgehend von einem bestehenden 

Algorithmus zur LOsung der instationären Eulerschen Bewegungsgleichungen 

für Festflügelkonfigurationen ein Verfahren zur Berechnung des StrOmungs

feldes eines Hubschrauberrotors entwickelt. 

Ein besonderes Merkmal des Verfahrens ist die Betrachtung des Blattnachlau

fes als Teil der LOsung. so da& die für die Hubschrauberaerodynamik typische 

Blatt-Nachlauf-Interferenz implizit. d.h. ohne Zuhilfenahme eines externen 

Wirbelmodells wiedergegeben wird. Eine solche Vorgehensweise wird als Wake

Capturing-Kethode bezeichnet. 

Der dem Verfahren zugrunde liegende Algorithmus gehOrt zu der Klasse der sog. 

Upwind-Schemata. bei denen sich die Differenzenbildung an dem aktuellen. loka

len Strömungszustand. d.h. an der charakteristischen StOrungsausbreitungsrich

tung orientiert. Dies bietet den Vorteil. dag die für die numerische StabilitAt 

erforderliche künstliche Dissipation in einer deli tatsächlichen physikalischen 

StrOmungszustand angepdten. natürlichen Welse über den Abbruchfehler der 

Differenzengleichung implizit enthalten ist und nicht von auSen eingebracht 

werden mu&. Dies macht das Verfahren sehr robust. 

Ausgangspunkt des Algorithmus 1st eine Flnite-Volumen-Diskretis1erung der 

integralen Form der Euler-Gleichungen unter Verwendung der konservativen 

StrOmungsvariablen. An der gemeinsamen ZellflAche zweier benachbarter Volumina 

wird basierend auf der Theorie der Charakteristikenmethode ein eindimensio

nales Riemann-Problem approximativ gelOst. Die AnfangszustAnde linka- und 

rechtsseits der betrachteten Fläche werden durch eine an den lokalen Eigen

werten orientierte. charakteristische Extrapolation höherer Ordnung aus den 

Werten der StrOmung.großen in den benachbarten VolUllina gebildet. Durch Ver

wendung der instationären Formulierung auch für ausschlieglich stationäre 

Probleme behalten die Euler-Gleichungen in allen Geschwindigkeitsbereichen 

ihren hyperbolischen Charakter. Die zeitliche Dimension stellt dabei die 

Iterationsrichtung der. Im konvergenten Endzustand geht die zeitliche Verän

derung der StrOmungsvariablen gegen Null. 

Zur Beschleunigung der Berechnung wurde der LOsungsalgorithmus von einer zu

nächst expliziten auf eine implizite Formulierung erweitert. Dia Invertierung 

der Koeffizientenmatrix der linken Gleichungsseite erfolgt m.H. eines Punkt

GauS-Seidel-Relaxationsalgorithmus. 

Im Schwebe-. bzw. Steig- oder Sinkflug eines Hubschraubers lägt sich der StrO

mungszustand vor jedem der vorhandenen RotorblAtter als zeitlich konstant 

betrachten. wenn lIan von eineIl blattfesten Koordinatensystell ausgeht. Dies 
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wurde in der vorliegenden Arbeit vollzogen, wobei sowohl ein zylindrisches 

als auch ein kartesiaches Koordinstensystem verwendet wurde. Letzters bietet 

geringfügige Rechenzeitvorteile. Anschließend wurden die Bewegungsgleichungen 

in ein rechennetzangepa&tes, krummliniges Koordinstensystem überführt. 

Durch die Transformation der Gleichungen von einem Inertial- auf ein nicht 

gleichförmig mitbewegtes System sind zusätzliche Beschleunigungen, die aus 

der Zentrifugal- und aus der Corioliskraft resultieren, auf der rechten Seite 

der Euler-Gleichungen zu berücksichtigen. 

Im Laufe der Arbeit atellte sich heraus, daß der Anteil der Rotationsgeschwin

digkeit aus den Lösungsvariablen und aus den FluAtermen der Impuls- und der 

Energiegleichung eliminiert werden mußte, da sonst die fundamentale Anforde

rung sn das numerische Verfahren, die unverlnderte Reproduktion der ungestör

ten freien Anströmung, nicht erfüllt werden konnte. Die Euler-Gleichungen 

wurden dazu von den relativen auf absolute Größen, die denen des Inertialsy

stems entsprechen, umgeschrieben. 

Für die Zukunft bietet sich im Hinblick auf die Berechnung des instationären 

Vorwärts fluges an, auch den stationären Flugzustand in einem Inertialsystem 

zu behandeln. Die Drehung des Rotors kann dann über die Netzbewegung in Form 

zeitabhlngiger Terme in den Transformationsbeziehungen vom kartesischen oder 

zylindrischen auf das krummlinige System Berücksichtigung finden. 

Die Anwendung der Wake-Capturing-Methode erfordert die Erzeugung in sich 

geschlossener Rechennetze, da der gesamte Nachlauf auf dem Weg zum nschfol

genden Blatt erfa&t werden muß. Dadurch wird der zu diakreti8ierende Raum 

entsprechend groß. In der vorliegenden Arbeit wurden Netze mit O-O-Topologie 

verwendet, die den Vorteil bieten, in dem relevanten Blattnshbereich eine 

sehr gute Auflösung bei vergleichsweise geringer Geaamtpunktzahl und damit 

geringem Rechensufwand zu ermöglichen. Nachteilig wirkt sich jedoch aus, daß 

sich die Diskretisierung auch entlang des Wirbelpfades vergröbert und der 

Nachlauf dadurch einer erhöhten Diffusion unterliegt. 

Der Rechenraum wurde bi. zur Rotordrehachse hin ausgedehnt, wodurch auch die 

Betrachtung des inneren Randwirbel. sowie der gesamten Wirbelschicht ermög

licht wurde. 

Die Berechnungsergebnisse des entwickelten Wake-Capturing-Verfshren.~rden 

an einer Reihe von sub- und transsonischen Testfällen überprüft und mit den 

Messungen von Caradonna & Tung für einen zweibllttrigen Modellrotor verglichen. 

Die errechneten Druckverteilungen entlang der Blattoberfllche zeigten dabei 

eine sehr gute Cbereinstimmung mit den Meßwerten, solange Reibung.einflüsse 

vernschllssigbar klein waren. Schwlchen zeigte das vorliegende Verfahren in 
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der Wiedergabe des Blattspitzenverlustes, der bei allen betrachtetenTestfAl

len zu grog ausfiel. Variationen in der geolletrischen Ausgestaltung des Blatt

endes sowie in der lokalen Diskretisierung brachten nicht die gewünschten 

Verbesserungen. Die Frage nach der Ursache dieser Diskrepanz zwischen Theorie 

und Experillent konnte in der vorliegenden Arbeit nicht abschlie&end beant

wortet werden. Anzeichen sprechen jedoch dafür, da& Diffusionseffekte beill 

Wirbeltransport dazu führen, daS der auf das Blatt auftreffende Randwirbel 

des vorlaufenden Blattes ein Geschwindigkeitsfeld induziert, das gewisse Ab

weichungen von der RealitAt aufweist. 

Der Vergleich mit anderen bereits existierenden Verfahren zur Berechnung der 

stationAren Rotorblattumströllung zeigte deutliche Genauigkeitsvorteile in der 

Druckvertellung gegenüber den Verfahren, die lIit eineIl allgelleingültigen 

Nachlaufllodell gekoppelt sind. Gegenüber den bestehenden Wake-Capturing-Ver

fahren ergaben sich z.T. bessere, z.T. gleichwertige Ergebnisse. StArke und 

Lage des Verdichtungsstoßes wurde lIit den für reibungslose Verfahren üblichen 

Abweichungen wiedergegeben, die bei den Navier-Stokes-Hethoden ill allgemeinen 

nicht auftraten. Die qualitativ besten Resultate wurden von Srinivasan et al. 

(61) erzielt, deren Rechennetz jedoch mehr als die fünffache Zellenzahl der 

in der vorliegenden Arbeit verwendeten besaß, und deren Berechnung daher einen 

erheblich höheren Rechenaufwand erforderte. 

Ein Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit wurde auf die Darstellung des von dem 

Euler-Verfahren berechneten Nachlaufes gelegt, um so zum VerstAndnis der Vor

gAnge 1m Strömungs feld eines Hubschrauberrotors und deren Wiedergabe durch ein 

diskretes numerisches Verfahren beizutragen. 

Es zeigte sich eine ausgezeichnete Übereinstimmung der theoretisch bestimmten 

Einschnürung der Außeren Randwirbeltrajektorie mit den empirischen Vergleichs

daten über eine Entfernung von mehr als 15 Blattiefen unterhalb der Rotorkreis

scheibe. 

Andererseits erwies sich aber auch die durch eine teilweise recht grobe Raum

diskretisierung verursachte Dissipation als sehr hoch, was zu einer starken 

Aufweitung der anfAnglich konzentrierten Wirbel und zu eineIl raschen Abbau der 

Extrema in den Strömungsgrößen, wie z.B. Zirkulationsdichte und Totaldruck

verlust, ill Wirbelkern führte. UIISO erstaunlicher ist jedoch die Tatsache, 

da& die EinschnOrung trotz dieser starken Diffusionseffakte richtigviedarge

geben wurde und erst bei Verwendung sehr grober Netze und deli damit verbun

denen weiteren Anstieg der Dissipation eine merkliche BeeintrAchtigung erfuhr. 

Was den Erhalt der Drehung ill gesamten Nachlauf angeht. so konnte zum einen 

festgestellt werden, daß die VOll Blatt an das Feld abgegebene Zirkulation über 

der gesamten BlattlAnge betrachtet Null ergibt, da sich rechts- und linksdre-
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hende Zirkulation aufheben. Der AuSere Randwirbel allein besitzt dabei eine 

StArke, die dem Maximum der blattgebundenen Zirkulation, das bei einem radial 

verAnderlich angeströmten Rotorblatt in der NAhe der Blattspitze liegt, ent

spricht. Andererseits zeigte jedoch die Integration der induzierten Geschwin

digkeit entlang einer geschlossenen Kurve einen Zuwachs an Gesamtzirkulation 

1m Nachlauf mit zunehmender Ausdehnung des Integrationsgebietes unterhalb der 

Rotorkreisscheibe. Auch far diesen Effekt sind vermutlich Diffusion.erschei

nungen verantwortlich. 

Bei allen Untersuchungen bezaglich der Struktur des Nachlaufes mu& dem Umstand 

Rechnung getragen werden, daß die Q-Netz-Topologie die Interpolation der in 

den Volumina errechneten Strömungsgrö&en auf dIe zur Darstellung verwendeten 

Referenzebenen erforderlich macht. Auf diesen wiederum mu& zur Auftragung von 

Isolinien ein regulAres Aufpunktsraster verwendet werden. Durch diese Ma&nah

men werden die tatsächlichen Ergebnisse verfälscht, und insbesondere die Ex
trema werden nur zufällig oder in unzureichender StArke erfa&t. Eine quanti

tative Analyse ist daher nur bedingt möglich. Hier sollte in der Zukunft unbe

dingt das gesamte Post-Processing verbessert werden, um zu einer objektiveren 

Darstellung der Ergebnisse zu gelangen. 

Neben der Auftragung der Nachlaufstruktur in verschiedenen Referenzebenenvor 

und hinter dem betrachteten Rotorblatt far den stationären Endzuatand wurde 

auch deren zeitliche Entwicklung betrachtet und qualitativ mit dem realen 

Anfahrproze& eines startenden Rotors verglichen. Auch hier zeigte sich eine 

sehr gute prinzipielle Übereinstimmung zwischen Theorie und Praxis, die darauf 

hindeutet, daß die grundsätzlichen Mechanismen zur Generierung des Nachlaufes 

und zur gegenseitigen Interferenz zwischen jungen und alten Nachlaufstrukturen 

von einem Euler-Verfahren sehr gut wiedergegeben werden können. Insbesondere 

diente die nähere Untersuchung des numerischen Anfahrvorganges auch dazu, die 

Ergebnisse far den quasi-statiOnären Endzustand besser zu interpretieren. 

Es wurde aber auch deutlich, daß der Iterationsproze& eine sehr lange Zeit 

in Anspruch nimmt, da beim Ausgehen von der freien AnstrOmung als Anfangsbe

dingung dieser Anfahrproze& von einem Wake-Capturing-Verfahren grundsätzlich 

mit.imuliert wird, und demzufolge eine beträchtliche Zeit vergeht, bis die 

Anströmbedingungen vor dem betrachteten Blatt einigermaßen konstant sind. Die

se Problematik schlAgt besonders stark zu Buche, wenn sehr feine Rechennetze 

verwendet werden, die ihrerseits ohnehin eine hohe Rechenzeit erfordern. 

In Einzelfällen stellt der Übergang auf grobere Netze eine Alternative dar, 

da je nach Anwendungsfall die Einbußen in der QualitAt der LOsung vert>;ej:bar 

sind. Insgesamt aber sollte nach Möglichkeiten gesucht werden, den numerischen 

Anfahrproze& zu umgehen oder zu verkarzen. Ansätze in dieser Richtung bieten 
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z.B. die Grid-Sequence-Methode, die Implementierung von Fernfeldrändern, die 

durchströmt werden können, oder die Vorgabe von Anfangs- und Randbedingungen, 

die aus der stationären Lösung eines linearen Verfahrens ermittelt wurden 

(vgl. z.B. (49». 

Um die Ausbreitung des Nachlaufes nicht zu behindern, sind die Ausmaße des 

diskretisierten physikalischen Raumes ausreichend groß zu wAhlen. Dies be

trifft insbesondere den Bereich der Wirbelabsenkungunterhalb der Rotorkreis

ebene , aber auch den seitlichen Abstand zum Fernfeldrand. Bei Verwendung 

eines D-Netzes ist im Prinzip nur eine Ausdehnung des physikalischen Raumes 

in allen Richtungen möglich. Dieser kann aber in seinem Au&enbereich grob 

diskretisiert werden, da eine Wirbelbeeinflussung durch erhöhte Dissipation 

in diesen Regionen keinen Einfluß auf das Ergebnis am Blatt hat. 

Alternativ ist auch die Verwendung blockstrukturierter Netze sinnvoll, bei 

denen ein angesetzter Netzblock mit H-Topologie den Raum unterhalb des Blat

tes erweitert. Diese Variante ermöglicht eine etwas geringere Netzpunktzahl 

und reduziert damit den Aufwand, aber auch in diesem Fall darf der den Rotor 

umschließende Grundkörper nicht zu klein gewählt werden. 

Als zukünftige Aufgaben hinsichtlich der Weiterentwicklung des vorliegenden 

Verfahrens sind Verbesserungen in der Wiedergabe des Druckverlaufes an der 

Blattspitze sowie im Rechenzeitbedarf wünschenswert. Auch die Methoden zur 

Netzgenerierung und vor allem das Post-Processing sind verbesserungswürdig. 

Weitere Aufmerkaamkeit sollte der Untersuchung der Nachlaufstruktur gewidmet 

werden. Hierzu gehört auch eine noch tiefer gehende Auswertung bereits vor

handener Ergebnisse. 

Auch der Einfluß der Netzstruktur und der Netztopologia insbesondere auf den 

Wirbel transport sollte intensiver untersucht werden. Es ist nicht auszuschlie

ßen, da& z.B. die ungenaue Wiedergabe des Druckverlaufes an der Oberseite im 

Blattspitzenbereiches auf eine zu hohe Diffusion, die durch die D-Netz Topo

logie verursacht wird, zurückzuführen ist. 

Alsdann ist die Erweiterung des Verfahrens auf den instationären Vorwärtsflug 

und eine weitere Verifikation an Testfällen mit komplexerer Rotorgeometrie 

in Bezug auf Blattanzahl, Verwindung, Profllierung, Blattspitzengrundr1ß etc. 

ein nächster logischer Schritt in der Fortführung der vorliegenden Arbeit. 

Langfristig bietet das Verfahren in der gegenwärtigen Ausführung auch die 

Möglichkeit einer einfachen Erweiterung um die Reibungsterme und damit den 

Übergang auf einen Navier-Stokes-Algorithmus, was auch im Hinblick auf die 

Behandlung der Probleme am rücklaufenden Blatt im schnellen Vorwärtsflug 

erforderlich ist. 
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Anhang 

A.I Herleitung der Euler.chen Bewegungsgleichungen tar absolute Str6.ungs

variablen aus den Crundglelchungen 1m .Itbewegten relativen Sy.tea 

Es wird an dieser Stelle nur des kartesische Koordinstensystem betrachtet, 

die Herleitung für zylindrische Koordinsten verläuft analog. 

Nach der Herleitung am finiten Kontrollvolumen und Übergang auf die differen

tielle Schreibweise ergibt sich im mitbewegten kartesischen Bezugsystem die 

Grundform der konservativen Euler-Gleichungen zu: 

mit 

[ 

p,';2U+ P 1 
E - pvu 

pwu 
phu 

~ + aE + aF + ac 
at ax ay az 

[ :u: 1 [:: 1 ' F - pv2 + P ,c - pvw 
pwv pw2 + P 
phv phw 

(2.17) 

, K(k) - pw [ -~~~~~ 1 
w(ux+vy) 

(2 . 11/2 . 16) 

und dem Lösungsvektor der relativen Str6mungsgr6ßen: 

~ - (p,pu,pv,pw,e)T 

Der Übergang auf absolute Koordinsten sieht die Verwendung der St6rgeschwin

digkeit q und der absoluten spezifischen Totalenergie pro Volumeneinheit ; 

vor . Der neue LOsungsvektor lautet dann: 

- - - - T ~ - (p,pu,pv,pw,e) 

Die modifizierte Impuls- und Energiegleichung ergeben sich m.H . folgender 

Umformung: 

Es ist q - q - (wx r) .. u-u+WY 
V-V-WJ( 

-w - w 
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Damit lassen sich die Terme der Impulsgleichung in Umfangsrichtung 

substituieren zu: 

(pu)t (pü)t + (P"'Y)t (pü)t + pt·"'Y 
(pu2+p) (püu+p) + (PUWY)x (püu+p) + (pu) ."'Y x x x x 
(puv) (P~)y + (PVWY)y (püv) + (pv) ."'Y + pvw y - y y 
(puw) (puw) + (PWWY)z (puw)z + (pw) ."'Y z z z 
p'" (2v+<.>x) 2pvw + p",2X 

Man erkennt sofort, daß die mit ("'Y) multiplizierten Terme in ihrer Summe 

Null ergeben, da sie exakt die Kontinuitätsgleichung erfüllen. Der ver

bleibende Term der dritten Zeile und die Terme des Kräftevektors lassen 

sich zu dem Ausdruck p..v zusammenfassen. 

Die neue Impulsgleichung in Umfangs richtung lautet somit: 

-pc.>V (2.34) 

Ein völlig analoges Vorgehen für die v-Komponente liefert die neue 

Impulsgleichung in radialer Richtung zu: 

(pV)t + (pVu) + (pVv+p) + (pVw) - -p..u x y z (2.34) 

Die Impulsgleichung in z-Richtung bleibt unverändert. 

Es ist e - e + p",·(üy-Vx) + ~·(",r)2 

Damit lassen sich die Terme der Energiegleichung substituieren zu: 

+ 

«e+p)u) x 

(pü) t"'Y p .Is(",r) 2 
t 

«e+p)u)x + "'Y.(püu)x - wx·(pVu)x - Pwvu + (pu)x· Is (",r)2 

+ puw2x 

«e+p)v) 
- y - -«e+p)v) + "'Y·(puv) - wx·(pvv) + pc.>UV + (pv) ·1s(",r)2 y y y y 

+ pvw2y 



(phw)z «e+p)w) z 
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«e+p)w) + wy·(pUw) - wx·(pVw) + (pw) ·~(wr)2 • 
Z Z Z Z 

pw2 (ux+vy) _ puw2x + pVIJ2y 

Erneut lAßt sich die Kontinuit4tsgleichung, die dieses Mal mit ~(wr)2 

multipliziert ist, abspalten. Weiterhin kürzen sich die beiden Anteile 

des Kräftevektors gegen entsprechende Anteile der zweiten und dritten 

Zeile heraus. 

Setzt man 

-pwvu 

und 

pwuv wx· (pwÜ) + pwvu 

und erweitert obige Beziehungen um die Druckanteile wy.p - wy.p und 
x x 

wx·p - wx·p ,so lassen sich zusätzlich die mit (wy) multiplizierte y y 
Impulsgleichung in Umfangsrichtung und die mit (-wx) multiplizierte Im-

pulsgleichung in radialer Richtung abspalten. 

Damit bleibt letztlich übrig: 

oder 

+ + (phw) z 

(2.34) 

o 
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A.2 Ketrik der Koor4inatentransforaation 

Oie Berechnung der metrischen Terme aus Gl.(2 . 36) erfolgt m.H. der Elemente 

der Jacobimatrix der inversen Abbildung (nach Lit . [7l) . Sei 

J _ a({,,, ,n 
a(x,y,z) 

die Jacobimatrix der Abbildung des physikalischen auf den Rechenraum , so ist 

J" I _ a(x,y1z) 
a(e,,,,n 

die Jacobimatrix der inversen Abbildung und es gilt: 

Mit 

folgt daraus: 

e -x (Y"zr-Yr Z,,) - O· e x 

e -Y (xrZ" -X"Zr) - O·e 
Y 

e -% (x"yr-xry'I) - O· e Z 

" -x (Yr%e-YeZr) - 0·" x 
-" -Y (xezr-XrZe) - 0·'1 

Y 

" -Z (XrYe-xeYr) - 0·" Z 

r -x (Yf.Z"-Y,,Ze) - O·r x 

r -Y (x"Zf.-xeZ,,) - O· r 
Y 

r -Z (xeY"-x,,Ye) - O· r Z 
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A.3 Bestt.mung der charakteristisch gemittelten StrömungsgröBen 

Für jeden Zeitschritt werden an den ZellflAchen jedes Volumens m.H. des in 

Kap. 3.2.2 beschriebenen Riemann-Lösers die charakterisch gemittelten konser

vativen Strömungsvariablen ermittelt. 

Dabei ergibt die Auflösung von GI.(3.12) sm Beispiel einer € - konst. FlAche 

im kartesischen Ausgangssystem unter Verwendung absoluter Koordinaten für: 

p p p 

I pu p(u-<.>y) 

; - m pv p(v+wx) 
-n pw pw - - -e e e 

I - pole q+ü(p-l)] + 10 (üI-e'+I) + m.(um-e e ) + n.(un-e e ) + eoue + x x xy xz 

r,(ü+ae ) + r 2 (ü-ae ) x x 

m - pole q+v(p-l)] + 10 (VI-e e l + m.(vm-e'+l) + n.(vn-e e ) + eove + y xy y yz 

r,(v+ae l + r 2 (v-ae l y y 

n - pole q+w(p-l)] + 10 (wI-e e ) + m.(wm-e e ) + n.(wn-e'+l) + eowe + z xz yz z 

r,(w+ae l + rz(w-ae l z z 

-e - Po Iq'+q'(}-ll] -. 
-2 -2 -2 

+ Io(~ I+ü-q€x) + m.(~ ~v-qey) + n.(~-n+w-q€zl + 

eo~ e + r,(h+aq) + r,(h-aq) 



-175-

mit: 

I -eu 

m - -ev 

-n - -ew 

e 

1 -. 
r , - 2a2 {P1[(I<-1l~ -aq] + 1, [ae -ü(I<-1l] + m, [ae -v(I<-1l] + 

x y 

n , [ae -w(/C-1l] 
z 

+ ed/C-1l I 

1 -. 
r. - 2a' {P2[(I<-ll~ +aq] - 12 [ae +ü(I<-ll] - m2 [ae +v(I<-ll] -x y 

n2[ae +w(I<-1l] 
z 

+ e2 (I<-1l I 

Dabei Bezeichnen die Indices 0,1,2 die F'ußpunktswerte der konservativen 

StrOmungsgrOßen. 

Die Werte in den beiden anderen Koordinatenrichtungen ergeben sich, wenn 

man e durch q bzw. r ersetzt. 
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A.4 Jacoblllatru du Xraft.vekton 

Durch Ableitung des KrAftevektors i nach den Elementen des konservativen 

Lösungsvektors ergibt sich die Jacobimatrix S. 

Mit einer Formulierung von i gemA& Gl.(2.49) ergibt damit im zylindrischen 

Ausgangsaystell: 

0 0 0 0 0 

w -v -u 0 0 

S 
Bi Q • -% 2ü-u -~ -0 ,,-1 - B# q-u r 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

-2 

mit · (1<-1) g 
q 2 
• (I<-l)u u -

· (,,-l)v v-

· (,,-l)w w-

Di. Multiplikation von S mit dem Lösungsvektor # führt wieder auf den Vektor 

K, so da& die HOllogenit4t erfallt ist. 
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l Va> - 280 km/h l Va> - 280 km/h 

0.' 

Bild 1.1-1: Anste11winkel- und Kachzah1vertei1ung über der Rotorkreisscheibe 
am Beispiel einer BO 105 im Vorwärtsflug (nach (1) 

z 

r~ 
\ 
\ 
\ 

Bild 1.1-2: Geschwindigkeitsinduktion durch den Randwirbel des vorlaufenden 
Blattes 
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.. 5 f"\----::;::=::::::::::::------:?l 1.5 

.. 0 "0 

0.5 0.5 

;;;: " N N 

0.0 

-0.5 -0.5 

-.. 0I:-::--~7---:~---:-::-l--_:~--...j 
-1.0 0.0 

xii 

mit 
Blatt Wirbel 

1:-:---:--:-..L..-:-7"--".-:---:--:----:1-1. 0 
..... 5 0.0 0.5 1.0 I.S 

xII 

ohne 
Interferenz 

Bild 1.1-3: Änderung der Auftriebsverteilung am Blatt durch den Einfluß der 
Blatt-Wirbel-Interferenz (qualitativ, Kachzahlkonturen in einem 
zweidimensionalen Profilschnitt nahe der Blattspitze) 

Blattspiezenwirbel 

Yirbelschicht 

Bild 1.1-4: Schematische Darstellung der Nachlaufstruktur eines Rotorblattes 
(nach (2» 
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z 

x 

Bild 2.2-1: Verwendete Koordinatensysteme 

(pw+~) rd"dr 

aIJV. 
(pv + ar-or) (r+dr)d"dz 

'- aIJU. 
(pu + a;;-a") drdz 

dz 

pV rd"dz 

pw rd"dr 

Bild 2.4-1: KassenfluB durch ein infinitesiaalea Kontrollvolumen im zylin
drischen Koordinatensystem 
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p/rdV 

pdrdz 

Bild 2.4-2: Vektorielle Zerlegung der Druckkräfte 8D Kontrollvolumen bei 
Bezug auf eine mittelpunktsorientierte Basis (nach (49) 

r+~rr---------.. ~----- r+~r~--------~~-----

a) b) 

Bild 3.2-1: Nichtlinearer (a) und linearer (b) Rieaann16ser 

411 (>.>0) - -- f1r (>'<O) 

i-2 i-I i i+l i+2 

i-ls i+ls 

Bild 3.2-2: Charakteristische Flußmittelung 
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p' 

~---~--------------------

r D +1 n+l 

~r •• x 

n S .1.. 
r Q ---- -

1-1 Q 1 
( Ar 

A~ - (Ar ... -1 

1+1 

nuaerlach •• 

ana1ytileh .. 

Abhanglgkeltogeblet 

Bild 3.2-3: Numerisches und analytisches Abhängigkeitsgebiet 

[ 

s (") 1 1 ,1 
S (r) 

1 ,1 
S (z) 

1 ,1 

Bild 3.4-1: Auf teilung der durchströmten Zellfläche in zwei Dreieckaflächen 
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Einströmen Ausströmen 

r 

subsonisch 

r r 

supersonisch 

Bild 3.5-2: Charakteristische Strömungszustände am Fernfeldrand 

Bild 4.2-1: Randbedingungen far elliptischen Netzgenerierungsalgorithmus 



"'''' 

Uao - wr 

....................... 

'. 

Bild 4.3-1: O-O-Netz, 
zylindrische Außenkontur 

Bild 4.3-3: O-O-Netz, ellipsoide 
Außenkontur mit 
globaler Erweiterung 
(200.000 Zellen) 
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Bild 4.3-2: O-O-Netz, 
ellipsoide Außen
kontur (110.000 Zellen) 

Bild 4.3-4: O-O-Netz, ellipsoide 
Außenkontur mit 
globaler Erweiterung 
(60.000 Zellen) 
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Bild 4.3-9: Blockstrukturiertes 
Netz mit zylinder
fOrmigem GrundkOrper 
(Symmetriebene) 

Bild 4 . 3-11: Blockstrukturiertes Netz 
mit ellipsoidem GrundkOrper 
und erweitertem Bodenteil 
(Symmetriebene) 
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Bild 4.3-10: Blockstrukturiertes 
Netz mit ellipsoidem 
GrundkOrper 
(Symmetriebene) 

Bild 4.3-12: Blockstrukturiertes Netz 
mit ellipsoidem GrundkOrper 
und erweitertem Bodenteil 
(Globalans ich t) 
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t • .., 

t. 18. 

Bild 5. 1-3: Simulation des Anfahrvorganges mit einem Wirbel leiter-Verfahren 
(nach [154]) 
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Anfahrwlrbel 
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Geschwtndtg& 
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Bild 5.1-2: Gegenseitige Beeinflussung der Randwirbel im Nachlauf eines 
Hubschrauberrotors (Prinzipskizze nach (153) 
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Bild 5.1-4: Berechnete Geschwindig
keitsverteilung im Nachlauf 

ReferenzfUche 

Bild 5.1-5: Überlagerung von Potential
wirbeln (Kodallproblem) 
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Bild 5.1-6: Einzelner Potentialwirbel Bild 5.1-7: 
(Ceschwindigkeitsverteilung) 

Vier überlagerte Potential
wirbel (Ceschwindigkeits
verteilung) 
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Bild 5.1-8: Einzelner Potentialwirbel 
(Zirkulationsdichtevert.) 
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Bild 5,1-9: Vier überlagerte Potential
wirbel (Zirkulationsdichte
verteilung) 
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Bild 5.1-10: Lage der Schnittebenen bezogen auf das betrachtete Blatt 
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BUd 5.2-1: Druckvertel1ung für den Kodellrotor bei ~lP -0.52 und Sc -0' 
Feines Netz mit 128 x 34 x 25 Zellen 
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r/R- 0 . 96 

• 

Bild 5.2-2: Zeitliche Entwicklung der Kachzahlvertei1ung im Profilschnitt 
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Bild 5.2-3: Druckverteilung für den Kodellrotor bei Kao 1 P - 0.52 und Sc - 0·. 
Grobes Netz mit 64 X 34 X 17 Zellen 
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a:: 
......... .... 
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b) Ohne Blatt - Nachlauf - Interferenz 
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Sild 5.4-28: Geschwindigkeitsverteilung im Nachlauf des Kodellrotors bei 
~1P-O.81S und ac -50 (bloclcstrultt. Netz nach Bnd 4.3-11) 




