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1. Einleitung

1.1 Allgemeines

Der Hubschrauber stellt aufgrund seiner VITOL-, seiner Langsamflug- und seiner
Schwebeflugfahigkeiten eine der bedeutendsten Entwicklungen in der Luftfahrt-
technik dar. Im Such- und Rettungsdienst, fur Uberwachungsaufgaben, bel der
Versorgung schlecht zuganglicher Gebiete, im Off-Shore-Verkehr, etc. wund
nicht zuletzt auch im militdrischen Einsatz hat der Hubschrauber gerade wegen
dieser FAhigkeiten groRe Bedeutung gewonnen.

Sein Missionsprofil ist allerdings begrenzt durch eine im Vergleich zu an-
deren Fluggerdten recht niedrige Hochstgeschwindigkeit, die im allgemeinen bei
wenig dber 300 km/h liegt. Eine betriachtliche Anhebung dieser Crenze ist mit
den konventionellen Hubschrauberkonzept wegen des damit verbundenen dberpro-
portional anwachsenden Bedarfs an installierter Leistung sehr schwierig.
Neuen Konzepten, wie z.B. der Kipprotortechnik gilt daher verstarkt die Auf-
merksamkeit bei zukdnftigen Entwicklungen.

Dennoch bietet auch der Hubschrauber in seiner jetzigen Form durchaus noch
Raum fdr lohnenswerte Verbesserungen im Hinblick auf eine Steigerung der Lei-

stungsfahigkeit und des Einsatzpotentials. Dabei sind insbesondere zu nennen:

— Erhdhung der Wirtschaftlichkeit durch
-- niedrigeren Verbrauch
— hoéhere Nutzlast
— grofere Reisefluggeschwindigkeit
- Larmverminderung
~ Reduzierung von Vibrationen
- Erhohung der Sicherheit

— Verbesserung von Flugeligenschaften und -komfort

In jedem der genannten Bereiche spielt die Aerodynamik eine mehr oder weni-
ger bedeutende Rolle. Dies betrifft in Uberwiegendem MaBe die Auslegung des
Hauptrotors als die zentrale Komponente des Hubschraubers, die sowohl far die
Erzeugung des Auf- und des Vortriebs, als auch fir die Steuerung verantwort-
lich ist. Aber auch eine widerstandsarme Gestaltung des Rumpfes und eine
effiziente Auslegung von Leitwerk und Heckrotor, sowie die Minimierung der

Interferenzen zwischen diesen Bauteilen sind von groBer Bedeutung.

Die Thematik der vorliegenden Arbeit betrifft die aerodynamische Auslegung
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des Hauptrotors. In ihm liegen die hauptsichlichen Grinde fidr die bestehenden
Leistungsgrenzen, aber auch das grdoRte Potential im Hinblick auf mdgliche
Verbesserungen.

Eine Eigenheit der Rotorstrdmung ist die radial veranderliche Anstrdmgeschwin-
digkeit entlang der Rotorblatter. Hinzu kommt, daR im Vorwartsflug die An-
strémbedingungen zusdtzlich noch vom Azimuthwinkel abhingig sind. Aufgrund
der Addition von Flug- und Rotordrehgeschwindigkeit ist der Staudruck am vor-
laufenden Blatt wesentlich hoher als am ricklaufenden, wo lediglich die Diffe-
renz beider Geschwindigkeitsanteile zum Tragen kommt. Diese Uberlagerung fuhrt
im inneren Bereich des ricklaufenden Blattes gar zu einer Rdckanstrdmung.
Bild 1.1-1 (mach Wagner [1]) zeigt schematisch die Anstellwinkel- und Mach-
zahlverteilung uber der Rotorkreisscheibe fir den Vorwirtsflug einer BO 105
bei 280 km/h.

Un trotz dieser unsymmetrischen Verhfiltnisse eine gleichmABige Auftriebsver-
teilung zu gewahrleisten, ist u.a. eine VergrdRerung des Einstellwinkels am
ricklaufenden Blatt und damit die Erzeugung héherer Auftriebsbeiwerte notwen-
dig. Diese Forderung wachst mit zunehmender VorwaArtsgeschwindigkeit, da der
Bereich des ricklaufenden Blattes, der noch zur Auftriebserzeugung beitragt,
immer kleiner wird, und auch der resultierende Staudruck weiter sinkt.

Eine Obergrenze fir die maximal mégliche Fluggeschwindigkeit des Hubschrau-
bers ist somit gegeben, wenn der héchstzulassige Auftriebsbeiwert Cp max dber-
schritten wird und es zu lokalen Abreifeffekten kommt. Abhilfe kénnte eine
ErhShung der Rotordrehzahl schaffen, was seinerseits aber infolge steigender
Kompressibilitat zu Transsonikproblemen am vorlaufenden Blatt fidhrt, die mit
einem starken Widerstandsanstieg und eventuell mit stoRinduzierten Grenz-
schichtabldsungen verbunden sind. Damit 1ist eine zweite Limitierung der
Hachstgeschwindigkeit gegeben.

Die Optimierung des dynamischen Hochauftriebsverhaltens am rdcklaufenden, wie
auch die Reduzierung der transsonischen Effekte am vorlaufenden Blatt sind
somit gleichermaRen bedeutsam.

Wahrend fir die erstgenannte Aufgabe die zu Verfigung stehenden numerischen
Hilfsmittel noch sehr begrenzt sind und man sich sehr stark auf empirische
Erkenntnisse stdtzen muf, wurde in jongster Vergangenheit eine Reihe von
nichtlinearen Verfahren entwickelt, die eine theoretische Beschreibung der
Strémungszustdnde am vorlaufenden Blatt ermdglichen.

Als eines der bedeutendsten Anwendungsgebiete ist z.B. die geometrische Opti-
mierung des Blattspitzenbereiches zu nennen, bel der u.a. durch Nutzbarmachung
des Pfeilungseffektes eine Reduzierunpg der Auswirkungen einer hohen Blattspit-

zenmachzahl, wie z.B. des Wellenwiderstandes, erreicht wird.
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Die als Ergebnis dieser Untersuchungen entwickelten Blattspitzen, die z.T. in-
zwischen bereits serienmaBig Verwendung finden (z.B. EH 101, Super Puma Mk II,
BO 108, Sikorsky 576), sind Beispiele dafdr, wie die Anwendung hochmoderner
numerischer Verfahren zu Ldsungen fihrt, die mit "klassischen” Methoden kaum

zu erreichen gewesen wiren.

Die exakte mathematische Beschreibung des &uBerst komplexen Stromungsfeldes
eines Hubschrauberrotors stellt hohe Anspriiche an die verwendeten Verfahren.
Ein typisches Phidnomen der Rotorstromung ist die Beeinflussung eines jeden
Blattes durch den Nachlauf der vorlaufenden Blatter. Der induzierte Abwind
fdohrt zu einer erheblichen Reduzierung des effektiven Anstellwinkels und damit
auch des resultierenden Auftriebs. Eine bedeutende Rolle spielt dabei der au-
Bere Blattspitzenwirbel, der je nach Stdrke und Abstand vom betrachteten Blatt
mehr oder weniger starke Geschwindigkeitsanderungen induziert (Bild 1.1-2,
nach Wagner[l]). Die Auswirkungen einer solchen Blatt-Nachlauf-Interferenz
auf die lokalen Stromungsverhiltnisse werden z.B. in Bild 1.1-3 deutlich.

Un die tatsichlichen Anstrdmverhiltnisse an einem Rotorblatt beschreiben zu
kénnen, ist also die genaue Kenntnis der Struktur des Nachlaufes und insbe-
sondere der Lage und Starke der abgehenden Wirbel erforderlich. Dies ist umso
bedeutender, je geringer dle Fluggeschwindigkeit des Hubschraubers ist, da
der gesamte Nachlauf mit der Geschwindigkeit der Anstrémung nach hinten wegge—
schwenmt wird. Im Schwebeflug sind die Auswirkungen der Blatt-Nachlauf-Inter-
ferenz besonders deutlich spurbar, da das Wirbelsystem, bestehend aus einem
starken &uBeren Randwirbel und einer Wirbelschicht, die von einem {inneren
Randwirbel begleitet wird, dber einen sehr langen Zeitraum EinfluR auf das
aktuelle Stromungsfeld des Rotors ausdbt. In Bild 1.1-4 (nach Landgrebe (2])
ist der Nachlauf eines Rotorblattes im Schwebezustand schematisch dargestellc.

Das vorliegende Verfahren hat zum Ziel, das Stromungsfeld gerade far diesen
komplexen Fall des stationdren Schwebefluges durch die richtige Erfassung des
induzierten Nachlaufes zu beschreiben und die resultierende Auftriebsvertei-
lung durch Bertcksichtigung der Interferenzeffekte mdglichst gut wiederzugeben

Es soll damit einen Beitrag dazu leisten, durch eine Optimierung der Geome-

trie die Probleme am vorlaufenden Blatt zu reduzieren.

1.2 Stand der Forschung

Die Physik der realen Luftstroémung um einen festen oder bewegten Korper wird
derzeit am genauesten durch die Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben. Sie

allein sind in der Lage, alle wesentlichen Eigenschaften, wie z B. Kompressi-
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bilitat, Reibung, Turbulenz, Warmeleitung, Erzeugung und Transport von Drehung,
etc. zu erfassen.

Die numerische Ldsung der vollen Navier-Stokes—Gleichungen ist mit den bis-
her zur Verfdgung stehenden Mitteln fir realistische Konfigurationen jedoch so
gut wie unméglich. Es sind daher Vereinfachungen ndtig, die zu den sog. "Thin-
Layer-* oder zu den "reynoldsgemittelten” Navier-Stokes-Gleichungen fdhren.
Jedoch auch damit erfordern die Berechnungen noch einen erheblichen Zeit- und
Speicherplatzbedarf und sind zudem oft nur auf einfache Geometrien beschrinkt.
Ein derzeit ungeldstes Problem stellt auch die Entwicklung eines universell
verwendbaren Turbulenzmodelles dar. Die Eignung der bisher verwendeten Modelle

ist sehr stark von den Strdémungsverhaltnissen abhangig.

Betrachtet man die Strdmung als reibungsfrei und adiabat, so lassen sich die
Navier-Stokes-Gleichungen in die Euler-Gleichungen dberfdhren. Fir viele An-
wendungsfalle ist diese Approximation der realen Strémung zuldssig und fdhrt
zu keinen gravierenden Fehlern In der berechneten Ldsung. Die Grenzen von
Euler-Verfahren sind jedoch dann erreicht, wenn Grenzschicht-, Ablése-— und
dhnliche reibungsbedingte Effekte eine Rolle spielen. In jedem Fall ist zu
beachten, daB VerdichtungsstéBe von elnem reibungslosen Verfahren in ihrer

Lage und Starke nicht korrekt wiedergegeben werden.

Eine weltere Vereinfachung der Bewegungsgleichungen ist unter der Vorausset-
zung der Drehungsfreiheit méglich. GemaR dem Croccoschen Wirbelsatz erfahrt
eine isenthalpe und rotationsfreie Strémung im stationiren Fall im gesamten
Strémungsgebiet keinen Entropiezuwact Sie wird mathematisch durch die volle
Potentialgleichung (FPE) beschrieben. Im Gegensatz zu den Euler- bzw. Navier-
Stokes-Verfahren existiert dabel nur noch eine abhangige Strdmungsvariable,
was ihre Losung erheblich beschleunigt.

Geht man weiter davon aus, daR die auftretenden Stdrungen klein sind, so er-
halt man die transsonische Potentialgleichung kleiner Stdrungen (TSP). Sie
ist beschrankt auf danne Profile und kleine Anstellwinkel.

Die letzte an dieser Stelle erwahnte Vereinfachung fuhrt zu einer Linearisie-
rung der Potentialgleichung. Ein besonderes Merkmal der linearen Verfahren
ist die Uberfuhrung der Differential- in eine Integralgleichung, die dann nur
noch entlang der definierten Oberflache geldst werden braucht. Zu dieser Klas-
se der sog. Singularitatenverfahren gehdren beispielsweise die Traglinien-,
die Tragflachen-, die Panelverfahren etc.

Alle der genannten Methoden finden in irgendeiner Form auch bei der Berech-
nung aerodynamischer Probleme bei der Hubschrauberrotorblattumstrdmung Ver-
wendung. Zwar reduziert sich in der Reihenfolge der Aufzahlung die Genaufgkeit
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und damit der Gliltigkeitsbereich der Methoden, in gleichem MaBe sinkt aber
auch der Aufwand, der zur Erreichung elner Ldsung notwendig ist.

Gerade aus diesem Grund sind auch die Singularitidtenverfahren vor allem fuar
Vorabschatzungen und Prinzipuntersuchungen weiterhin unverzichtbar, obwohl
sie nicht in der Lage sind, nichtlineare Effekte, wie z.B. die Kompressibili-
tét, die perade im transsonischen Geschwindigkeltsbereich der vorlaufenden
Rotorblatter dominant sind, zu erfassen. Sie sind daher auf stoRfreie Strd-
mungsfalle im niedrigen Geschwindigkeitsbereich beschrankt.

Bel Johnson [3] sowle bel Davis & Chang [4] ist eine sehr ausfihrliche und
unfassende Auflistung der in der Hubschraubertechnik verwendeten Verfahren

basierend auf der linearen Potentialtheorie zu finden.

Mit dem Ubergang auf die nichtlinearen Methoden ergibt sich gleichzeitig die
Notwendigkeit, die Bewegungsgleichungen im gesamten Strdmungsfeld, anstatt
nur entlang der Oberflache zu ldsen. Dies geschieht iterativ m.H. diskreter
numerischer Differenzenverfahren und unter Verwendung sog. kérperangepafter
Raumnetze.

Die ersten Ergebnisse fir eine transsonische Rotorblattumstrémung mit Hilfe
der nichtlinearen TSP-Gleichung wurden von Caradonna & Isom [5] fir einen
auftriebslosen Rotor im Schwebeflug erzielt. Ballhaus & Caradonna [6] fdhrten
mit einer Version dieses Verfahrens Untersuchungen dber den EinfluR der Blatt-
spitzengeometrie durch und Caradonna & Isom [7] und Isom [8] erweiterten es
auf den instationdren VorwiArtsflug. In der Folgezeit erfolgte eine stetige
Weiterentwicklung der Verfahren, insbesondere auch in Eurcpa (z.B. [9-12])
Als Vorstufe zur Berechnung auftriebsbehafteter Rotorstrémung, die sehr stark
durch die Interferenz des Rotornachlaufes mit dem betrachteten Blatt gepragt
ist, wurden von Caradonna [13] Untersuchungen zur Interferenz eines stromauf-
wadrcs erzeugten diskreten Wirbels mit einem Rotorblatt gemacht. Es folgten
Berechnungen auftriebsbehafteter FAlle [14-17], bel denen die Nachlaufein-
fldsse z.B. durch lokale Anstellwinkelkorrekturen modelliert wurden. Beil dem
in [15] verwendeten Schema ist beisplelsweise ein Differenzenverfahren itera-

tiv mit einem linearen Trimmcode (CAMRAD) gekoppelt.

Mit dem Ubergang auf die vollen Potentialgleichungen entfielen die Beschran-
kungen auf kleine Stdrungen. Far reibungsfreie transsonische Stromungen, in
denen nur moderate Uberschallfelder aufrreten, stellt die volle Potentialglei-
chung bereits eine sehr gute Ndaherung dar. Eine erste Anwendung einer quasi-
stationiren Formulierung der FPE ist bel Arieli & Tauber {[18] zu finden. Das
Verfahren wurde von Egolf & Sparks [19] mit efinem Wirbelmodell gekoppelt. Chang
verwendet in [20] ebenfalls die quasistationire und in [{21] die voll instatio-

nire Form der FPE. Die genannten Verfahren verwenden die nichtkonservative
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Gleichung. Die konservative Potentialgleichung findet man z.B. in [22-24].
Die Einschrankung potentialtheoretischer Verfahren, daR die zugrundeliegende
Stromung rotationsfrei und damit isentrop sein muf, fihrt dazu, daB der Nach-
lauf eines auftriebserzeugenden Blattes nicht wiedergegeben werden kann. Da
von diesem aber ein entscheidender EinfluR auf das Strémungsgebiet vor dem
nachfolgenden Blatt ausgeht, ist die Einfdhrung eines Nachlaufmodells oder
die iterative Kopplung mit einem geeigneten linearen Verfahren erforderlich.
Damit hangt die Genauigkeit der L8sung von der Gite des Nachlaufmodelles ab.
Diese sind aber i.a. auf einfache Geometrien und Grundrisse beschrédnkt und
missen jeweils auf den speziellen Berechnungsfall angepaft werden.

In [2] und (3] findet sich eine Ubersicht dber die gebrauchlichsten Nachlauf-
modelle. Als Beispiele solcher Kopplungen von FPE-Verfahren mit einem Nach-
laufmodell selen die Arbeiten von Sankar & Prichard (22], Strawn & Caradonna
[23,24]), Tung & Chang [25,26]), Steinhoff & Ramachandran [27] und Tauber et al.
[28-30] genannt.

Der nichste Schritt in der Entwicklung numerischer Methoden fir die Hubschrau-
berrotorstrémung wurde durch die Einfiohrung der Euler-Verfahren vollzogen.
Wie bereits in den zuvor beschriebenen Fallen handelt es sich hierbel in der
Regel um Welterentwicklungen von Algorithmen, die bereits bei der Berechnung
der Festfldgelumstrdmung Anwendung fanden.

Der entscheidende Vorteil der Euler- gegeniber den Potentialgleichungen liegt
darin, daR sie die anisentrope, drehungsbehaftete Strdmung richtig beschreiben.
Dies laft eine korrekte Behandlung auch von starken VerdichtungsstéRen (mit
Ausnahme der auf Reilbungseffekte zuridckzufiohrenden Abweichungen) sowie die
Generierung und den verlustfreien Transport von Drehung zu. Damit sind die
Voraussetzungen erfdllt, die Geometrie des Nachlaufes eines auftriebserzeu-
genden Blattes, seinen Transport in Richtung auf das nachfolgende Blatt und
schlieRlich das komplexe Problem der Blatt-Nachlauf-Interferenz implizit zu
erfassen und korrekt wiederzugeben.

Zunéchst wurde dieser Vorteil jedoch nicht genutzt, sondern weliterhin die von
den Potentialverfahren her bekannte Kopplung mit einem externen Nachlaufmodell
beibehalten. Damit lieR sich zwar der Rechenraum sehr eng begrenzen, die be-
reits erwdhnten Nachteile der Abhiingigkeit der L3sung vom Modell muBten jedoch
in Kauf genommen werden. Beispiele fir gekoppelte Euler-Verfahren, angewendet
auf den stationidren Schwebe- oder den instationiren Vorwartsflug, sind die Ar-
beiten von Roberts & Murman [31,32], Sankar et al. [33,34], Chang & Tung [35]
und Agarwal & Deese [36]. Der EinfluR des Nachlaufes wurde dabel in der Regel
durch lokale Anstellwinkelkorrekturen dber den Fernfeldrand oder durch eine
entsprechende Modifizierung der Festkdrperrandbedingung am Blatt eingebracht.
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Zu erwihnen sind auch die Verdffentlichungen von Wake et al. [37] und Chen et
al. [38] dber die Anwendung ihrer Euler-Verfahren fir auftriebslose stationare
und instationire Rotorstrémungen.

Die Kopplung mit linearen Nachlaufmodellen bewirkte, daf die Verbesserungen
in der Losung gegeniber den Potentlalverfahren in keinem Verhiltnis zu dem
wesentlich hdheren Aufwand standen. Kroll {39,40) war der erste, der die Eigen-
schaft von Euler-Verfahren im Hinblick auf Transport und Erhalt von Drehung
dazu ausnutzte, den Strémungszustand vor dem betrachteten Blatt als einen
Teil der Ldsung allein durch das Euler-Verfahren selbst berechnen zu lassen
und konnte damit unter Verwendung eines in sich geschlossenen Rechenraumes
ganzlich auf ein externes Wirbelmodell verzichten.

Auch bel dem Verfahren, das der vorliegenden Arbeit zugrunde liegt, wurde
dieses Konzept vertreten (Krimer et al. [41-43], Hertel et al. [44,45), Wagner
et al. [46]).

Inzwischen findet diese Technik, die als "Wake~Capturing” bezeichnet wird,
immer groRere Verbreitung (z.B, [47,48]). Die Ergebnisse sind durchaus viel-
versprechend und lassen den Schluf zu, daR die "reinen" Verfaghren in Zukunft
vermehrt Anwendung finden werden

Der Nachtell dieser Verfahren liegt in einer zwangsweise groBen Dimensionie-
rung des Rechenraumes, da zum einen die komplette Rotorkreisscheibe einge-
schlossen sein muf, und zum anderen die Ausbreitung des Nachlaufes durch den
Fernfeldrand nicht behindert werden darf. Insbesondere im Schwebeflug besitzt
der Nachlauf noch in relativ weit abgesenkten Bereichen einen Einfluf auf das
Rotorblatt und muBf daher miglichst unverfalscht wiedergegeben werden Der
Preis fir den Verzicht auf ein Nachlaufmodell liegt also in einem erhshten
Rechen- und Speicherplatzaufwand.

Diesen zu reduzieren ist die Absicht eines neuen Verfahrens von Hertel [49],
der zwar die Berechnung des StrSmungszustandes mit efiner reinen Euler-Methode
beibehidlt, diesem aber dle stationidre Losung elnes linearen Verfahrens als
Startldsung sowlie als Fernfeldrandbedingung vorgibt. Insbesondere was dle
Reduzierung des Rechenraumes angeht, konnten damit bereits erste Erfolge er-

zielt werden.

Die bisherige Aufzahlung verschiedener Euler-Verfahren bezog sich auf Anwen-
dungen in der Hubschrauberaerodynamik. Neben der dominierenden Problematik
der Blatt-Nachlauf-Interferenz ist vor allem die rotatorische Bewegung des
untersuchten Kdrpers kennzeichnend. Dies hat insbesondere einen Einfluf auf
die Formulierung der Grundgleichungen. Letzteres trifft ebenfalls auf die
Berechnung der Umstrémung von Propellern, Verdichtern, Turbinen, etc. zu,

Aus diesem Grunde seien, auch wenn in diesen Fallen aufgrund der axialen An-
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stromung mit in der Regel sehr hohen Geschwindigkeiten der Nachlauf eher eine
vernachldssigbare Rolle spielt, mit den Arbeiten von Whitfield et al. [50],
Bober et al. [51], Barton et al. [52,53] und Yokota [54] einige Verfahren aus
dem verwandten Bereich der Triebwerksaerodynamik an dieser Stelle erwihnt.

Als letzte und damit aufwendigste Stufe der numerischen Methoden sind die
Navier-Stokes-Verfahren zu nennen, die erst in allerjuingster Zeit Einzug in
die Rotoraerodynamik gefunden haben (z.B. Wake [55], Wake & Sankar [56],
Agarwal & Deese [57,58], Srinivasan & McCroskey [59,60]).

Aufgrund des hohen Aufwandes, der zum Erreichen einer konvergenten Ldsung
erforderlich ist, wird das Berechnungsgebiet meist auf einen engen Bereich
un das Rotorblatt bzw. dessen Blattspitze beschrankt, so daf auch hier die
Kopplung mit einem Wirbelmodell notwendig ist.

Allerdings konnten von Srinivasan et al. [61] inzwischen auch erste Ergebnisse

einer reinen "thin-layer® Navier-Stokes-Rechnung prisentiert werden,

Zum gegenwdrtigen Zeitpunkt ist die Anwendung von Navier-Stokes-Verfahren far
die Untersuchung der Strémungsverhaltnisse am vorlaufenden Blatt, bei dem
Reibungseinflisse eine untergeordnete Rolle spielen, gemessen am erforder-
lichen Aufwand im Vergleich zu Euler- oder FPE-Verfahren eher unwirtschaft-
lich. Dennoch stellt ihre Weiterentwicklung gerade auch im Hinblick auf die
noch ungelésten Probleme am ricklaufenden Blatt eine unbedingte Notwendigkeit
dar.

1.3 Ziel der vorliegenden Arbeit

Das Ziel der vorliegenden Arbeit fst die Entwicklung eines robusten Euler-
Verfahrens zur Berechnung der transsonischen Rotorblattumstrdmung.

Wichtigstes Merkmal des Verfahrens soll der Verzicht auf jegliche Kopplung mit
einem externen Nachlaufmodell sein. Vielmehr ist beabsichtigt, unter Ausnutzung
der Fahigkeit der Euler-Gleichungen, im Strdmungsgebiet erzeugte Drehung zu
erfassen und verlustfrei zu transportieren, den Blattnachlauf als Teil der
Ldsung zu behandeln und auf diese Art das gesamte Strdmungsfeld des Hubschrau-
berrotors implizit zu beschreiben. Die Interferenz des Nachlaufes mit den
Rotorblattern und die daraus resultierenden lokalen VerAnderungen der Anstrém—
bedingungen, die ihrerseits eine erhebliche Beelnflussung der Auftriebsver-
teilung bewirken, gehdren zu den zentralen physikalischen Erscheinungen der
Rotoraerodynamik. Die korrekte Wiedergabe dieser komplexen, hochgradig nicht-
linearen Phinomene im Rahmen erforderlicher Genauigkeit soll mit dem vorlie-

genden "reinen™ Euler-Verfahren erméglicht werden.
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Eine solche Vorgehensweise, die als “Wake-Capturing" bezeichnet wird, wurde
hauptsaehlich aus zwei Grunden ausgewzhlt. Zum einen besitzen die mit einem
Nachlaufmodell gekoppelten Verfahren den Nachtell, daR die Losung entscheidend
von der Genauigkeit des verwendeten Modells abhingt. Da dieses in der Regel
auf linearen Methoden baslert, lassen sich bestimmte Effekte, wie z.B. Kom-
pressibilicac, komplexe Profil- und Blattgeometrien, etc.
approximativ, z.B. durch Einbeziehung empirischer Daten, bertcksichtigen.

, nicht oder nur

Zwar konnten m.H. solcher gekoppelten Verfahren sowohl auf der Basis der Euler-
als auch der Potentialgleichungen belspielsweise fir die in Kap. 5.2 beschrie-
benen Testfalle Ergebnisse erzielt werden, die ausgezeichnet mit den Mefwerten
dbereinstimmten (vgl. Kap. 5.2.7), es muB jedoch bericksichtigt werden, daf
die verwendeten Nachlaufmodelle exakt auf die berechneten Falle abgestimmt
wurden, und daf in der Regel sogar die bel den Messungen gleichzeitig ermit-
telte Geometrie der jewelligen Randwirbeltrajektorie einbezogen wurde.

Zum zweiten kann davon ausgegangen werden, daR m.H eines linearen Nachlauf-
modells nur ein Teil der Vorginge, die sich im Nachlauf eines Hubschrauber-
rotors absplelen, beschrieben wird. Dabel kdnnen die hinreichend bekannten
primiren Effekte sicherlich mehr oder weniger exakt modelliert werden, unter-
geordnete physikalische Nebenerscheinungen, idber deren Entstehung und Existenz
zum gegenwdrtigen Zeitpunkt vielleicht sogar noch Unklarheit besteht, lassen
sich, wenn dberhaupt, jedoch nur mit einem "reinen" nichtlinearen Verfahren
erfassen. Dabei ist es durchaus denkbar, daf neuartige Erkenntnisse dber spe-
zielle Vorginge im Nachlauf gewonnen werden kénnen, die den bisherigen theo-

retischen Methoden verschlossen waren.

Wihrend der Gberwiegende Teil der bisher entwickelten Euler- bzw. Navier-
Stokes-Verfahren die Kopplung mit einem linearen Nachlaufmodell wvollzieht,
ist die Anzahl der eingesetzten Wake-Capturing-Verfahren noch gering. Neben
dem eigenen sind bisher nur die bereits in Kap. 1 2 erwdhnten Verfahren von
Kroll {40], Chen et al. [47] und Srinivasan et al. [61] bekannt.

Die verwendeten Ld3sungsalgorithmen sind jedoch sehr unterschiedlich. Krolls
Verfahren beruht auf dem Zentrale-Differenzen-Schema von Jameson et al. [62])
und verwendet einstellbare kinstliche Dissipationsterme zur Vermeidung von
Instabilitaten (vgl. Kap. 3.1). Chen et al. benutzen ein hybrides Verfahren,
bei dem ein Steger-Warming Flux-Vector-Splitting [63] in Umfangs- und Jame-
sons zentrale Differenzen in den beiden anderen Richtungen verwendet werden.
Das Verfahren von Srinivasan et al. ist ein vollstandiges Upwind-Verfahren,
basierend auf dem Flux-Difference-Splitting von Roe [64] (vgl. Kap. 3.1). Dle
implizite linke Seite wird durch eine LU-Zerlegung invertiert.

Auch bei dem vorliegenden Euler-Verfahren soll eine reine Upwind-Diskretisie-
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rung verwendet und so die explizite Addition kinstlicher Viskosititen vermie-
den werden. Dies soll zu einem sehr robusten, universell einsetzbaren Verfah-
ren fihren, bel dem keinerlei Anpassungen an den jeweils aktuellen Strémungs-
zustand ndtig sind, und das eine hohe Stabilitat bei geringer numerischer Dis-
sipation aufweist. Kern des Verfahrens ist der EUFLEX-Algorithmus von Eberle
[65], der fidr die Belange der Rotorstrémung umgestaltet werden soll. Zur LSsung
der impliziten Form der Differenzengleichungen soll ein Relaxationsalgorithmus
verwendet werden, der von Brenneis [66]) fir instationire Profil- und Fligel-

umstrdmungen entwickelt wurde.

Da die Genauigkeit der L&sung auf dem Blatt von dem berechneten Anstrémzu-
stand abhangt, liegt ein Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit in der Bewertung
der Frage, wie gut das induzierte Strdmungsfeld vor dem betrachteten Rotor-
blatt durch das Euler-Verfahren wiedergegeben wird. Daher sind im Ergebnis-
teil neben Druckverlaufen u.4. vor allem auch eine Reilhe von Darstellungen
der Nachlaufgeometrie bis zu einem Bereich von mehr als einem Rotordurchmes-
ser unterhalb der Rotorkreisscheibe in verschiedenen Ebenen zwischen dem vor-
laufenden und dem nachfolgenden Blatt gezeigt.

Auch die numerische Behandlung des Anfahrprozesses eines Rotors ist ausfdhr-
lich dargestellt. Damit soll ein Eindruck vermittelt werden, ab welchem Zeft-
punkt Veradnderung im Nachlauf fur das Strdmungsfeld nicht mehr von Bedeutung

sind.

Der E{nfluR der vorlaufenden Blatter ist im stationdren Schwebeflug besonders
gro8, so daf dieser in dem betrachteten Zusammenhang gegeniber dem Vorwirts-
flug als der kritischere Flugzustand bezeichnet werden kann. Aus diesem Grund
sollen mit dem vorliegenden Verfahren zunichst nur stationdre Fille betrachtet
werden und eine Ausweitung auf instationidre Verhiltnisse erst zu einem spate-

ren Zeitpunkt erfolgen.

Voraussetzung fir die Anwendung einer Wake-Capturing Methode ist die Erzeugung
eines in sich geschlossenen Rechenraumes, der auBerdem ausreichend grof dimen-
sioniert sein muf, um die Ausbreitung des Nachlaufes, d.h, insbesondere die
Absenkung von Randwirbel und Wirbelschicht nicht zu behindern. In der vorlie-
genden Arbeit wurde auBerdem Wert darauf gelegt, daf sich das Berechnungsge-
biet bis zur Rotordrehachse hin erstreckt, um so die Einfltisse des inneren

Randwirbels und der kompletten Wirbelschicht erfassen zu kénnen.

Die Validierung des Verfahrens soll im Bereich subsonischer bis hoher trans-
sonischer Geschwindigkeliten u.a. durch den Vergleich mit Messungen von Cara-

donna & Tung far einen zweiblattrigen Modellrotor [67] erfolgen.
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2. Die Eulerschen Bewegungsgleichungen in konservativer Form

Die Erhaltungssidtze fir Masse, Impuls- und Energle bilden die fundamentalen
Gleichungen der Fluiddynamik.

Unter Vernachlassigung von Reibung, Warmeleitung, Warmezu- und -abfuhr, sowie
ohne Bericksichtigung von Massenkraften lassen sich diese in ein Gleichungs-
system Gberfihren, das als dle sogenannten Euler-Gleichungen bezeichnet wird.
Sie erlauben die exakte Berechnung reibungsfreler, adiabater, kompressibler
und rotationsbehafteter Strémung um beliebig geformte Korper in samtlichen
Geschwindigkeitsbereichen.

Bel der Herleitung der Euler—Gleichungen erhilt man ausgehend von einem orts-
festen Kontrollvolumen die integrale, konservative Formulierung, die den
Ausgangspunkt fir das in der vorliegenden Arbeit verwendete numerische Verfah-
ren darstellt.

Der konservativen Form wurde der Vorzug vor der sogenannten nichtkonservativen
Form pegeben, da fir die interessierenden Anwendungsfalle vor allem {n trans-
sonischen Geschwindigkeitsbereichen die Fahigkeit konservativer Verfahren, Dis-
kontinuicdten in der Stromung (z.B. Verdichtungsstdfe) ohne besondere externe

MaBnahmen korrekt zu erfassen (shock capturing), susschlaggebend sind.

In Kap. 2.2 werden die konservativen Euler-Gleichungen von der integralen in
die differentielle Form Uberfihrt und fir ein nichtrotierendes Koordinatensy-
stem aufgelistet, so wie sie z.B. bei einer Festfligelberechnung gebrauchlich
sind. Es werden die Formulierungen im kartesischen und im zylindrischen System

gegenibergestellt.

Die spezifischen Anstrémverhiltnisse eines sich drehenden Hubschrauberrotors
legen insbesondere fir den Schwebeflug, auf den sich die vorliegende Arbeit
konzentriert, den Ubergang auf ein mitrotierendes, blattfestes Koordinaten-
system nahe, da nur in einem solchen die Anstrémgeschwindigkeit als stationar
betrachtet werden kann. Die daraus resultierende Verianderung der Erhaltungs-
gleichungen ist in Kap. 2.3.1 und 2.3.2 beschrieben.

Im Laufe der Untersuchungen hatte sich herausgestellt, dal eine Aufspaltung
des Geschwindigkeitsvektors in je einen Anteil der reinen Drehgeschwindigkeit
und der induzierten Stdrgeschwindigkeiten erforderlich ist (vgl. hierzu Kap.
3.4). Der damit verbundenen Neuformulierung der Bewegungsgleichungen ist Kap

2.3.3 gevwidmet.

Zuletzt behandeln Kap. 2.4 die Transformation der Grundgleichungen in ein be-
liebiges krummliniges Koordinatensystem und Kap. 2.5 die Normierung der ver-

wendeten physikalischen auf dimensionslose GraBen,
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2.1 Allgemeine Formulierung der Euler-Gleichungen

Wahlt man zur Herleitung der reibungsfreien, adiabaten Erhaltungsgleichungen
ein endlich groRes, ortsfestes Kontrollvolumen V, das durch seine Oberflache §
begrenzt sei, so erhilt man die konservativen Euler-Gleichungen in integraler
Form.

Daneben bestehen die Mdglichkeiten, statt von einem ortsfesten, von einem mit
der Strémung mitbewegten Kontrollvolumen auszugehen, was dann auf die nichtkon-
servative Form fdhrt, oder statt eines endlichen Volumens V ein infinitisimal
kleines Kontrollvolumen §V zu betrachten, woraus sich sofort die differentielle
Schreibweise ableitet. Alle diese genannten Methoden sind ausfihrlich bei
Anderson {68,6%9] beschrieben.

Fir das vorliegende konservative Finite-Volumen-Verfahren erfolgt die Her-
leitung anhand eines ortfesten Kontrollvolumens und fihrt auf folgende Glei-

chungen:

:_t IJ- pdV  + J- pqdS -0 ,
Iv .S

5’3—6 H pqdV + || pqeqds = - I pds + HI pfdvV (2.1)
v s S v

a o3 o o r

FT edV + eqds - - pgds + pfqdV
v S S v

Hierin bezeichnen p die Dichte, p den Druck, q den Geschwindigkeitsvektor,
bestehend aus den Komponenten (u,v,w)?, sowie e die spezifische Totalenergie

pro Volumeneinheit, die sich gemaf der Beziehung

e =e' + p/2 q* (2.2)

aus den Anteilen der inneren und der kinetischen Energle zusammensetzt.

Der Vektor f auf der rechten Seite der lmpuls- und der Energiegleichung bein-
haltet massenbezogene Volumenkradfte, die auf die Fluidteilchen wirken. Hier-
unter versteht man z.B. Gravitations- und elektromagnetische Krafte, die, wie
eingangs erwahnt, vernachldssigt werden, aber auch Zentrifugal- und Coriolis-
krdafte, die bei der Verwendung eines rotierenden Koordinatensystems als so-

genannte Scheinkrdfte einzufdhren sind (s. Kap. 2.3).
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Da von einem ortsfesten Kontrollvolumen ausgegangen worden war, dessen Aufere
Begrenzung sich nicht verdndert, ist es gestattet, die lokale zeltliche Ablei-
tung unter das Integralzeichen zu ziehen und desweiteren g%dV-O Zu setzen.
Dies ist auch im Hinblick auf den Anwendungsbereich der vorliegenden Arbeit
erlaubt, da nur stationdre Fille betrachtet werden. Auch solange instationire
Effekte lediglich durch die Uberlagerung von Rotordrehgeschwindigkeit und Vor-
wartsgeschwindigkeit entstehen, ist diese Vorgehensweise korrekt, wohingegen
die Einbeziehung resultierender Blattbewegungen (Nicken, Schlagen, Schwenken),
die eine Verschiebung bzw. Deformation der diskreten Volumina mit sich bringt,

eine solche Vereinfachung nicht gestattet.

Durch Anwendung des Gaufschen Integralsatzes auf die Oberflachen ergibt sich
nun®

'“(%+VQQMV- o,
v
&) 4 vioqeq) + % - pBYV - O, (2.3)
o -vI

II (%% + V((e+p)q) - pfq)dV = 0
v

Die oben aufgefahrten Integralgleichungen sind nur dann fir beliebig gewahlte
Kontrollvolumia erfullt, wenn die Integranden fhrerseits Null sind. Es gilt

demzufolge:
2+ v -0,
é%%ﬂl + V(pqeq) + Vp = of (2.4)
o + V((e+p)q) - pfq
at

Der Term (q@ q) bezeichnet das sogenannte dyadische Produkt, das In selnem
Ergebnis einen Tensor 2.Grades liefert. Dies ist bei der Aufspaltung der vek-

toriellen Impulsgleichung in die Komponentenschreibweise von Bedeutung.

Gl.(2.4) stellt die reibungsfreien, kompessiblen Euler-Gleichungen in diffe-

rentieller, konservativer Form fir ein beliebiges Koordinatensystem dar
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Die noch fehlende Beziehung zwischen den Zustandsvariablen p und e’ bzw. e
1aRt sich unter den Voraussetzungen, daf intermolekulare Krafte vernachlassig-
bar (ideales Gas) und die spezifischen Warmen Cy und C, konstant sind (kalo-
risch perfektes Gas, T < 500°C) m.H. der fir diesen Fall giltigen thermodyna-

mischen Gleichungen finden.

Aus der Zustandsgleichung fir ideale Gase folgt
P = pRT , (2.5)
wobeil sich die spezifische Gaskonstante R ergibt zu

R=Cp-cy =Xl (2.6)

mit dem Isentropenexponenten

C
K = EE - 1.4 (2.7)

der fir das betrachtete Strémungsmedium Luft unter den genannten Bedingungen

konstant 1ist.

Desweliteren gilt fir die innere Energle pro Volumeneinheit
e = pGC,T , (2.8)
womit sich der Druck berechnen 1laft zu
p=1(c-1) e’ (2.9%9a)
bzw. p=(x - 1)(e - p/2 g?) . (2.9b)

Gl.(2.4) bildet nunmehr in Verbindung mit Gl1.(2.9b) ein System von finf
gekoppelten, nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
far die fanf konservativen Unbekannten p, pu, pv, pw und e.

Unter Beibehaltung der instationiiren Formulierung auch fiir stationire Probleme
bewvahren die Euler-Glefchungen ihren hyperbolischen Charakter im gesamten Ge-
schwindigkeitsbereich sub-, trans- und supersonischer Strémung, was die Anwen-
dung eines zeitlich fortschreitenden Lésungsverfahrens ohne Ricksicht auf lo-
kale Unterschallgebiete erlaubt.
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2.2 Formulierung in einem nichtrotierenden System

2.2.1 Darstellung in kartesischen Koordinaten

Fir ein festes oder gleichfdrumlig bewegtes kartesisches Koordinatensystem er-

d d d
gibt sich aus G1.(2.4) mit £f=0 und V= (ax' 3y' 3z
Darstellung der Eulerschen Bewegungsgleichungen in differentieller Form:

)T die allgemein bekannte

a¢ , 3E , IF | G _
Ze T 3¢ *t o5 + 0 (2.10)

Es bezeichnen ¢ den konservativen Losungsvektor mit den StromungsgréBen

$ = (p.pu,pv,pw,e)T

sowle E,F und G die Vektoren der FluBdichte, die im folgenden dem allgemeinen
Sprachgebrauch entsprechend kurz FluRvektoren oder Flisse genannt werden, mit

den Komponenten

pu v pu
pu? +p puv puw

E = pvu , F=1] pvisp , G = VW : (2.119
pwa oWV pwl 4+ p
phu phv phw

Die in der Energiegleichung vorkommende Grdofe h bezeichnet die Totalenthalpie

pro Masseneinheit und berechnet sich zu

h-i"%2 . (2.12)

Fir eine stationire, reibungsfrele und adiabate Strémung ist sie entlang einer
Stromlinie konstant. Fir den haufigen Fall einer gleichférmigen Anstrdmung ist

sie dariber hinaus im gesamten Strdmungsgebiet konstant.
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2.2.2 Darstellung in zylindrischen Koordinaten

Aufgrund der speziellen Geometrie der Rotorstrdmung wurde auch eine Formulie-

rung der Euler-Gleichungen in zylindrischen Koordinaten untersucht.

In Bild 2.2-1 sind die beiden verwendeten Koordinatensysteme und die Lage
des Rotorblattes skizziert. Letzteres rotiert um die z-Achse mit der Winkel-
geschwindigkeit w= (0,0,w)T.

Entgegen der dblichen Gepflogenheilt wurde die Richtung der 9-Achse des zylin-
drischen Koordinatensystems umgekehrt, um eine Konsistenz zur x-Achse im kar-
tesischen System zu erhalten. Der damit verbundenen Vorzeichenumkehrung wur-
de durch die Vertauschung der r- und d-Komponenten in der Vektordarstellung
Rechnung getragen, womit eine vdllige Ubereinstimmung zum kartesischen Rechts-
system gewdhrleistet ist. Dementsprechend ist auch die Zuordnung der Komponen-

ten des Ceschwindigkeitsvektors q= (u,v,w)T in beiden Systemen gleich.

Die Herleitung der Formulierung der Bewegungsgleichungen im raumfesten zylin-
drischen System erfolgt erneut ausgehend von Gl.(2.4). Der Unterschied zum
kartesischen System ergibt sich aus den Komponenten des Nabla-Operators V
sowie aus der Tatsache, daB bei der Ableitung in 6-Richtung die Drehung der
Basen mitberucksichtigt werden muf.

a 148 38 3.
Ldost man Gl.(2.4) far Zylinderkoordinaten (f=0, Ve T 36 3r’ az) ) auf,
so erhialt man die Euler—-Glefichungen analog zu G1.(2.10) zu:
% L L2E _ OF _ 36 _ (z")
5t Y3 Y B * 5 K ; (2.13)

Die Vektoren der abhangigen Variablen ¢ und der Fldsse E,F und G enthalten
dabel die gleichen Komponenten wie im kartesischen System (Gl.(2.11)). Hinzu-
gekommen ist jedoch ein Vektor K(z ), der die Terme beinhaltet, die aus der

Ableitung der Basen im zylindrischen System resultieren. Er lautet:

(z") 2uv
K - f vi-y2 " (2.14)

vh
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2.3 TUbergang auf ein mitrotierendes Koordinatensystem

Da in einem Inertialsystem die Stromung um einen Hubschrauberrotor auch im
Schwebeflug instationir ist, empfiehlt sich bei Beschrankung auf ausschlief-
lich solche Flugzustidnde der Ubergang auf ein mitrotierendes, blattfestes
Koordinatensystem, wie es in Bild 2.2-1 skizziert ist, da die Strdémung dann
als stationiar betrachtet werden kann. Das Rotorblatt bewegt sich mit der Dreh-

geschwindigkeit w=(0,0,0)T entgegen der positiven ¢-Richtung um die z-Achse.

In der Literatur findet man far Rotor- und Propelleranwendungen sowohl Formu-
lierungen in blattfesten kartesischen (z.B. [35,36,39 40,54,57,58]) als auch
zylindrischen Koordinaten (z.B. {49,51-53}), ohne daR sich jedoch signifikante
Vorteile der einen oder der anderen Variante erkennen liefen. Dabei ist jedoch
anzumerken, daf keiner der genannten Autoren eine direkte Gegeniberstellung

beider Bezugssysteme fir das von ihm verwendete Verfahren prasentiert hat.

In der vorliegenden Arbeit wurden beide Koordinatensysteme miteinander vergli-
chen. Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist in Kap. 5.4.2 dargelegt. Im fol-

genden sind die Bewegungsgleichungen in den entsprechenden Formulierungen auf-
gefihre.

2.3.1 Euler-Gleichungen im mitbewegten kartesischen Bezugssystem

GemAf Truckenbrodt [70] sind bei dem nicht kraftefreien Ubergang auf ein nicht
ruhendes bzw. nicht gleichfdérmig bewegtes Koordinatensystem zusdtzliche Trig-
heitskrafte einzufdhren, die den auftretenden Beschleunigungskraften entspre-

chen, Im Falle eines rotierenden Koordinatensystems sind dies die Zentrifugal-
und die Corioliskraft.

Diese sind sowohl bei der Impuls- als auch bei der Energiegleichung zu be-

ricksichtigen und fuhren somit in Gl1.(2.10) zu einer rechten Seite, die un-
gleich Null ist.

In den Gl1.(2.1) - (2,4) gillt nunmehr fir den Kraftvektor pf:

pf = pfz + pf, (2.15)
mit den Beschleunigungen
fg = —wX (wXT) als Anteil der Zentrifugalkraft
und fo = ~2(wxq) als Anteil der Corloliskraft.

Fiahrt man die entsprechenden Vektormultiplikationen aus, so ergibt sich mit
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U-(O.O.U)Ts
CI"(U.V,W)T.

=% % ¥ 2

der Vektor K(f'k) der volumenbezogenen Kradfte im kartesischen System zu:

0
{2v+wx)

pw | —(2u-wy) ;
0

w{ux+vy)

K(EB L0 (2.16)

womit die Eulerschen Bewegungsgleichungen analog zu G1.(2.10) mit unverén-
derten Ausdricken far E,P und G nach G1.(2.11) nun zu schreiben sind zu:

%s+g—5+g+g—g-x(k). (2.17)

2.3.2 Euler-Gleichungen im mitbewegten zylindrischen Bezugssystem

Fihrt man die in Kap. 2.3.1 beschriebene Berechnung des Kraftevektors fir
Zylinderkoordinaten durch, so erhilt man mit r= (0,r,0)T:

(62 _ [ wr-2u ] (2.18)

Damit lauten die Euler-Gleichungen fir ein mitrotlerendes zylindrisches Koor-

dinatensystem:

3¢ ,10E _ GF | 36 _ (2
a:*:ao*ar*az K 2150

mit dem Ldsungsvektor ¢, den in Vergleich zum kartesischen System unverander-

ten Flassen E, F und G (G1.(2.11)), sowie einem neuen Vektor K(z), der sich
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aus den bekannten Vektoren der Ableitungs- (2.14) und der Kraftterme (2.18)

zusammensetzt zu:

v
2v(u—wr)
vi-{u-wr)? : (2.20)
vw
v{h-(wr)?)

(z) _ p(2") , ((E.2) _ _

"o

2.3.3 Abspaltung der Relativantelle aus den abhingigen Variablen

Im Laufe der Untersuchungen stellte sich heraus, daf eine der elementaren For-
derungen an einen Losungsalgorithmus, die exakte Erhaltung der unverfalschten,
gleichférmigen Strdomung in einem ungestérten Strémungsgebiet, bei der Verwen-
dung der Euler-Gleichungen in einer der Formen, wie sie in den Kap. 2 3.1
und 2.3.2 dargestellt wurden, nicht erfullt ist.

Schuld daran ist die Verwendung relativer Grofen, d.h. die Darstellung der
Geschwindigkeit und der Energle bezogen auf das mitrotierende Bezugssystem.
In Kap. 3.4 wird gezeigt, da8 dieses Problem durch die Elimination der Ge-
schwindigkeitsanteile der frelen Anstrémung aus den konservativen Stromungs-

variablen geldst und die Qualitdt der Losung erheblich verbessert werden

konnte.

An dieser Stelle sel die resultierende neue Formulierung der Euler-Gleichungen
aufgefidhrt.

Der Transport von Masse, Impuls und Energie durch die Oberflache eines blatt-
und damit ortsfesten Kontrollvolumens erfolgt mit der Geschwindigkelit gq.
Diese setzt sich zusammen aus einem induzierten Anteil, der sogenannten Stér-
geschwindigkeit und der Rotationsgeschwindigkeit. Far ein sich mit der Ge-
schwindigkeit w drehendes Rotorblatt gilt bel einem kérperfesten Koordinaten-

system der Zusammenhang:

q-q+ (uxT) |, (2,213

worin die GroRe q den reinen Storgeschwindigkeitsanteil beschreibt Am Bei-
splel eines zylindrischen Koordinatensystems gilt damit-

(2.22)

al
'
(pr—
11!
et
1
—
&
£ <y
Lo ]
e e
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Dariberhinaus enthalten die transportierten GrdBen Impuls und Energle ihrer-
seits Bestandteile, die sich nach dem gleichen Muster in Stdér- und Anstrdman-
teile unterteilen lassen. So gilt filr die spezifische Gesamtenergie pro Volu-

meneinheit:
-t 4 B 5%
& «=1 * 79 v
(2..23)
e =P g B ¥{5* . 9% 2
=1 ¥s {q 2q({wxr) + (wr)?)
und entsprechend fir die Gesamtenthalple pro Masseneinhelit:
B B
BT
(2.24)
- Byl =2 o= 2
a1 5 v 3 € ~ 2qQexr) + (ur)®)

Die Elimination der Antefle der freien Anstrdmung laRt sich nun auf zwei ver-
schiedene Arten vornehmen, die zu zwei unterschiedlichen Algorithmen fidhren.

Die erste Mdglichkeit besteht in der Einfihrung der sogenannten Rothalpie h
und daraus abgeleitet der Roenergie e, fir die die Zusammenhinge

th 1 2
h="h - 2(ur) :

(2.25)
e -@e - '%(wr)2
gelten. Damit tritt an die Stelle der Beziehungen (2.23/2.24):
s = 2+ 2§ - 23 (2.26)
fw-2_ P, ,1 =2 _ .=
bzw. h =T 4 + 3 (q 2q(wxr)) . (2.27)

Ein anderer Weg besteht darin, ein neues Paar von Grdfen einzufihren, das

ganzlich unabhiangig von dem Antell der freien Strdaung ist:

g - ;EI £ 3 . (2.28)
x -2
A= E o g ] (2.29)

Die GroRen e und h werden im folgenden als absolute spezifische Totalenergie
pro Volumeneinheit bzw. als absolute spezifische Totalenthalpie pro Massenein-

heit bezeichnet und stehen mit den bisherigen Gr&fen Gber die Beziehungen
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T - Eoeax) - e+ p(qax) - L2, (2 30)
bz, R = h+quxe) = h+ quxr) - iﬁgli (2.31)

in Zusammenhang.

Bei den meisten der Autoren, dle sich der Methode der Geschwindigkeltsauf-
splittung fir rotierende Strémungen in der Hubschrauber- oder Triebwerksaero-
dynamik bedienen (z.B. [35,39,40,57,58]), ist in Verbindung mit Gl1.(2.21) die
Version nach G1.(2.26/2.27) zu finden. Dies resultiert aus der Tatsache, daB
die Gesamtrothalpie h in einer stationiren, adiabaten, reibungsfreien und
axial gleichfdrmigen Strémung im Gegensatz zu h nicht nur auf einer Stromlinie,
sondern im gesamten Geblet konstant ist. Die Rothalple ist damit eine Invari-
ante. Kroll [40] sieht darin elnen Vortell seines Verfahrens, da sie damit
aus den raumlichen Derivativa der diskreten Energiegleichung herausgezogen
werden kann und diese damit fiur den stationiren Endzustand (g%(..)- 0) in
die diskrete Kontinuitatsgleichung ubergeht.

In der vorliegenden Arbeit wurde jedoch der Weg gemaR G1.(2.28/2.29) beschrit-
ten. In Kap 3.4 konnte der Nachwels erbracht werden, daRf dies bei dem verwen-
deten Algorithmus Vorteile gegeniber einer Formulierung mit Roenergie und
Rothalpie entsprechend G1.(2.26/2.27) brachte.

Die mit e gebildete neue Energiegleichung wurde durch exakte mathematische
Unformungen aus der urspringlichen Energiegleichung hergeleitet (siehe Anhang
A.1). Damit blieb der physikalische Inhalt dieses Erhaltungssatzes bestehen,
wahrend die bei der Verwendung von e bzw. e auftretenden numerischen Schwie-
rigkeiten bei der Diskretisierung vermieden werden konnten.

Mit Hilfe dieser Umformung, die von der Formulierung in relativen GroRen ge-
mifk G1.(2.17) bzw., (2.19) ausgeht, ergeben sich fir die Euler-Cleichungen in
den im Bild 2.2-1 dargestellten Koordinatensystemen nun neue Beziehungen.
Da sich an der vektoriellen Schreibweise nichts gedndert hat, wird diese im
folgenden formell beibehalten. Es gilt also welterhin-

3 , 9 , OF G _ (W)

ac T ax * dy 3z K 5P g
bzw,

3¢ ,19E , 3F | 3G _ (2)

at *ra t axr * az B e 8

Unterschiedlich sind jedoch die neuen Elemente der Vektoren ¢, E, F, G, K(k)

und K(z). So lauten die Euler-Gleichungen in ihren verschiedenen Ausfahrungen
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nun in Komponentenschreibweise im einzelnen:

a) bei Verwendung der absoluten Geschwindigkeit und der Roenergle:

al) im mitbewegten kartesischen System

3 A4 [ oW 0
pu ﬂuuﬂ’ puv puv v
sV + pVVED + pvw - P -u
pw WY pww+p 0
e phu phv y t phw 0
(2.32)
u utwy )
mit v - V—wx ’
W W y
a2) im mitbewegten zylindrischen System
3 pu Py pw .
pu 1 | puutp puv puw 2vu,
oV + = pvu + | pvZ+p | + VW - "5 vi-u
Fid pwL pwv pwitp v
e J. phu 5 phv ) phw " vh
(2.33)
+_9
rit v z
v
b) bel Verwendung absoluter Geschwindigkei{t und absoluter Energle:
bl) im kartesischen System
A ev ] oy :
pU puu+p puv puw v
PV + pVVLp + pvv - puw -u
v H prv pWWED o
e P u-pwy ” phv+pux Jy pEw - 0
_ (2.34)
u utwy )
mit v = V=X :
W w J




g,

b2) im zylindrischen System

o pu oy pw v_
pu 1 puu+p puv puw 2v1_12
FAY * g pvu + | pvi4p | + pvw = -e vi-u
pu pwu pwv pwi+p vw
e J, phu-pur 8 ohv Jo phw ” vh

{2 35)

u utor |
mit v - v
W w

Es sollte darauf hingewiesen werden, daR es sich bei den in den Lb&sungsvek-
toren von Gl.(2.34) und (2.35) enthaltenen GréBen um Variablen handelt, die
auf ein Inertialsystem bezogen sind. Die Euler-Gleichungen selbst wurden
Jedoch zur Erhaltung des stationiren Stroémungszustandes in einem mitrotieren-
den System abgeleitet und nur durch eine mathematisch konsistente Elimination
der Relativanteile in die beschriebene Form gebracht. Dies druckt sich in der
rechten Seite sowie in der Tatsache aus, daB dle Geschwindigkeitsterme im
Losungsvektor keine Funktionen von (wt) sind. Dies ware dann der Fall, wenn
die Grundgleichungen, wie z.B. in ([33,37,38,47,50,56,59~61], zum Zwecke in-
stationidrer Berechnungen auf ein Inertialsystem bezogen worden waren. Um
Verwechslungen zu vermeiden, wird im folgenden daher bevorzugt von "absoluten”
statt von "inertialsystembezogenen®™ GroBen gesprochen.

Gl.(2.34) fuhrt nach Transformation auf krummlinige Koordinatem zu den bei
[51-53] verwendeten Beziehungen. Dort wird jedoch der Ubergang direkt vom raum-
festen zylindrischen auf ein mitbewegtes krummliniges System vollzogen, so daf
die Rotationsgeschwindigkeit ahnlich wie bei den kartesischen Inertialsystemen

iber die instationidren Transformationsterme ft'"t'gt berdcksichtigt wird.

2.4 Transformation in krummlinige Koordinaten

Um die Euler-Gleichungen numerisch 18sen zu kdnnen, sind diese zu diskreti-
sieren. Die Differentialoperatoren werden dazu durch geeignete Differenzen-
operatoren ersetzt. Die Bildung dieser Differenzen erfolgt auf der Grundlage
sogenannter Rechennetze, die den betrachteten Raum in gendgend kleine, ldcken-
los aneinanderstoBende, nicht Gberlappende Zellen unterteilen. Bei der vorlie-
genden zellenmittelpunktorientierten Finite-Volumen-Methode werden die Stro-
mungsgrdfen den Mittelpunkten dieser Zellen, den sogenannten finiten Volumen

zugeordnet und sind in deren Inneren raumlich konstant. In jedem der so ent-
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standenen Kontrollvolumina werden die diskretisierten Euler-Gleichungen geldst.
Dabei ergibt sich die mittlere zeitliche Verdnderung der Strdmungsgréfen in
jeder Zelle aus der Bilanz der Flasse durch deren Begrenzungsfliachen. Dies
entspricht einer Approximation der in Gl.(2.1) enthaltenen Integrale und

gewdhrlelstet die Konservativitat.

Eine Moglichkeit einer solchen raumlichen Diskretisierung besteht darin, vil-
lig reguladre Netze zu erzeugen, in denen die Netzlinien parallel zu den Koor-
dinatenachsen des kartesischen bzw. zylindrischen Systems verlaufen. Gl.(2.4)
kénnte nach Ubergang auf die Differenzenform dann sofort geldst werden.

Dies ist jedoch wenig sinnvoll, da solche Netze umfangreiche Interpolationen
an den Kdrperoberflachen erfordern, da dlese in der Regel nicht mit Netzebe-
nen zusammenfallen. Desweiteren ist eine lokale Verdichtung der Netzlinien in
Bereichen hoher Strdmungsgradienten gar nicht oder nur sehr schwer mdglich,

was aber far die Gite der Ldsung von groBer Wichtigkeit ist.

Aus diesen Grinden ist man dazu Gbergegangen, sogenannte kdrperangepafte Net-
ze zu generieren, die diese Nachteile nicht besitzen. Die Erzeugung solcher

Netze fir die vorliegenden Anwendungsfdlle ist in Kap. 4 beschrieben.

Zur numerischen Ldsung der Bewegungsgleichungen auf der Basis dieser Rechen-
netze existieren bel den gebrauchlichen Finite-Volumen-Verfahren prinzipiell
zwel Vorgehenswelsen, die sich jedoch nur formell voneinander unterscheiden,
im Ergebnis aber das gleiche beinhalten.

Zum einen kdnnen, unmittelbar ausgehend von der integralen Form der Euler-
Gleichungen (Gl.(2.1)), die Oberflachenintegrale zur Bestimmung der Flisse
durch die Zellseitenwdnde mit den direkten physikalischen Koordinaten der
betrachteten Flache ausgefdhrt werden. Eine solche Methode wird z.B. von
Kroll [39,40], Agarwal & Deese [36,57,58], etc. bevorzugt.

Ublicherweise betrachtet man Jedoch das Netz als ein System neuer, sogenann-
ter krummliniger Koordinaten £, n, {, das so aufgebaut ist, da8 die Netzlinien
mit den Koordinatenrichtungen £-, n-, bzw. ¢ =konst. zusammenfallen und der
Abstand zwischen zwel benachbarten Netzlinien jeweils Af = Anp=A{ =1 betragt.
Dies entspricht einer Abbildung des von dem Rechennetz dberdeckten physika-
lischen Raumes auf den sogenannten Rechen- oder Indexraum. Die differentiel-
len Euler-Gleichungen werden nun in das oben beschriebene krummlinige Koordi-
natensystem transformiert. Dieser Vorgang ist im folgenden beschrieben. Die
Abbildungsvorschrift liefert die notwendigen mectrischen Terme, die die Eigen-
schaft besitzen, an den Zellflachen den dort giltigen Fl4chennormalenvektoren
zu entsprechen. Dadurch ist die Konservativitat bei der Bestimmung der Flasse
durch die Oberfliache des betrachteten Kontrollvolumens gewahrleistet.
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2.4.1 Transformation der kartesischen Bewegungsgleichungen

Die allgemeine Transformation der Bewegungsgleichungen vom kartesischen in
ein beliebiges krummliniges Koordinatensystem ist in der Literatur bereits
sehr ausfihrlich behandelt (z.B. Anderson et al. [71}, Thompson et al. [72])
und auch von vielen Autoren, die sich ihrer bedienen, noch einmal beschrieben
worden (z.B. [54,65,66]). An dieser Stelle sei daher der Vellstandigkeit hal-

ber nur noch einmal das Ergebnis wiederholt.

Die Abbildung wvon G1.(2.17), bzw. G1.(2.32) und Gl.(2.34), auf krummlinige

Koordinaten liefert nach Anwendung der Kettenregel die streng konservative

Beziehung:
¢, + E.+F +C = K
ér € n ¢
{2.36)
mit é$=-D4¢ ,
E=-E Ex + F-Ey + G ez i
F-E qx + F-ny + G qz
c-:-:gx+x-'-;y+cgz ,
= D_x(k)

D entspricht der Determinante der Jacobimatrix der inversen Abbildung, die
im vorliegenden stationiren Verfahren zeitlich konstant ist und daher in der
lokalen zeitlichen Ableitung enthalten sein darf. Die Bestimmung der metri-

schen Terme Ex’ E , etc. kann Anhang A.2 entnommen werden.

Y
Im diskreten Fall entpricht D dem Volumen der betrachteten Zelle und die Terme
Ex' Ey' etc. geben, an den Zellflachen ermittele, die Komponenten der Flachen-
normalenvektoren wieder.

Voraussetzung fur die Galtigkeit der durchgefihrten Transformation ist, daB
die Determinante der Jacobimatrix J ungleich Null ist und die enthaltenen
Ableitungen stetig sind.

G1.(2.36) lautet damit in Komponentenschreibweise unter Verwendung der abso-
luten Geschwindigkeit und der absoluten Energie, d.h. mit E, F, G, K(k) gemaR
Gl.(2.34):
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2 ] ( p(ﬁW(yEx—x?y)) Y | p(VW(yEx—xTry)) )
P p(BrolyE, ~xE 428, pu(Tolyn, -xn, ))+om,

Dl 4% | + | r(UalyE xE)H0C | 4+ | sVCTalyn xa ) )dpn,
pw p:(g+w(yix-xiy))+pfz p:(g+w(yzx-xzy))+Pzz

[ 5], | 3@uot <t )t |, | s@won - wd )

[ P, -xE0)) ] [ 0 ]
pu(w+u(y£x-x£y))+p£x Y
p\'r(ﬁm(yfx-xfy))m'y - Dpw | -u (2.37)
p:(‘zﬂw(yfx-xfy) )+P§z 0
e(W%w(ycx-xgy))+pU ds | 0

Neben den bereits bekannten GrdRen bezeichnen hierin U, V, W die mit der
Determinante D multiplizferten kontravarianten Storgeschwindigkeiten, die

sich aus der Beziehung

v L A B} (9
sl - 17 & & S (2.38)
B vy Sy M
“ ez nz ‘-z L

berechnen lassen.

Gl1.(2.37) bildet zusammen mit Gl.(2.38) den Ausgangspunkt fir das in der vor-
liegenden Arbeit verwendete kartesische Euler-Verfahren.

2.4.2 Transformation der zylindrischen Bewegungsgleichungen

Die Transformation der differentiellen Euler-Gleichung von zylindrischen in
krummlinige Koordinaten wird etwas ausfihrlicher beschrieben, da hier eine
Besonderheit zu beachten ist, die fur die Diskretisierung der Gleichungen und

die Aufstellung des numerischen Verfahrens von Bedeutung ist.

Es war:

¢+ E + F *GZ"‘(Z)- (2.19)

Die Substitution der partiellen raumlichen Ableitungen erfolgt m.H. der Ket-
tenregel, die bel elner allgemeinen Abbildung der Form
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£ = £(0,r,2) ,
n = n(d,r,z) ,
¢ =¢(0,xr,z) , (2.39)
r =t
liefert:
; 3 ¢ 3 r -
a3 ]
39 o "% %o E
0 2 (2.40)
ar & K e ’ an ’
9 3
t dz | Ez g cz EE
& 4 9 4

Die unbekannten metrischen Terme in Gl.(2.40) erhialt man durch Invertierung

der Jacobimatrix der inversen Abbildung, die lautet:

£ n ¢
.1 9€8,r,2) 4
e S T Ty T L)
ZE zq zr

unter Verwendung der Funktionaldeterminante |J| = 1/|3"?]| zu:

by |Jl-(tnz§-r§zq) :
- |J|-(6;zﬂ—0qz;) v

£ = |J|-(ﬂnr -8 rq) -

z ¢ ¢

ng = |J|-(rcze-r€zg) %

ne = 3l-0z-0z (2.42)
n, = [3l-(opr-6.r) .

Co = |J|-(r€zq—rqz€) :

£, — |J['(0qz€—ﬂezn) .

P, = ]Jl-(Gerq—dnre) g

wobei die metrischen Terme der rechten Seite aus den Netzdaten einfach zu

bestimmen sind.

Wendet man Gl.(2.40) auf G1.(2.19) an, so folgt daraus

1
éy + ;-(Eeeo + Enno + Ecte) + Fefr + Fan kA chr +
4+ cn"z + Gcgz - K

+ G (z) (2.43)

'z
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Bis zu diesem Punkt verlief die Herleitung analog zu der fir kartesische
Ausgangskoordinaten. Die dort durch die Substitution der partiellen rdumlichen
Derivativa enstandene Beziehung hatte zunichst ebenfalls ihre Divergenzform
verloren, konnte aber, wie Viviand [73] und Vinokur [74] als erste gezeigt
hatten, dadurch wieder in eine streng konservative Form gebracht werden, daf
man durch die Determinante der Jacobimatrix J dividiert und m.H. von Termen,

die Null betragen (z.B. E(éx)e, etc.), eine geeignete Erwelterung durchfdhrt.

1
Gerade dles ist jedoch im zylindrischen Fall aufgrund des Koeffizienten =
nicht mehr méglich. Die zur Herstellung der konservativen Form im transfor-

0 ng9
mierten System ndtigen Erweiterungen miften u.a. die Terme E-(?)e. E'(—r-)q

¢
und E'(1§)g beinhalten. Da diese aber ungleich Null sind, wirde ein solches

Vorgehen zu einem falschen Ergebnis fdhren.

Schreibt man G1.(2.19) jedoch um in die Form
é_ + % (E. + F + € ) = k(2 (2.44)

mit F=1-F = % wrF + F ,
r r

il w» 6 =rd

R g, F

und fihrt dann die Substitution der Ableitungen gemiR Gl.(2.40) durch, so
liefert dies:

ré, + EGEG + (rF)€£r + (rc)eez +
En"e + (rF)qqr + (rc)nqz +
E{‘G + (rF)g(r + (rc)c;‘z + (2.45)
E- [(€gde + (mg), + (50 ]  +
+

TP 16D + (), + (£),]
r-K(z) + F = r-ﬁ(z) %

(£6) - [(£, ), + (n,), + (£,),]

Die metrischen Anteile bestimmen sich aus G1.{2.42) und die Erwelterungsterme

in den eckigen Klammern betragen nun, wie erforderlich, Null.

Durch Umsortierung erhilt man:
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réy + (E{y, + (rF){_ + (rG)sz)E + (Eng + (rF)n_ + (rG)nz)q

+ (B, o+ (xF)E, + (xO)E,), - R (2.46)

Nach Multiplikation mit der zeitinvarianten Determinante der inversen Abbil-
dungsmatrix |J-!| und Einfdhrung einer verkirzten Schreibweise ergibt sich
schlieBlich die bekannte streng konservative Beziehung:

$,+ E,+F +8 - K (2.47)

dieses Mal mic:

L
!

D-¢ .

it
I

+ G
r z

E'qa-i-l-"r-i-c'z

(Al
|

E-fy + B

|
'
30
=3 |

0l
]

Bl BT _+6f

€ - - (k% + F/r)

Darin sind:
D = |JJ'«r

und
= v D
Eﬂ - (rz.-r.z ) = |3 “‘fe w ok, .
Er - T (ng"-ﬂnzc) = D fr i
iz - r (qur-orr ) = D Ez "
o = CgrgRep) = 1 ng = Ty
zr - r (6£z§—0;z€) - D n.o {2.48)
Ez - T (ﬂgre—ﬂerg) - D ., 'D
f = e = bty - By
Er - (aﬂzf_ﬂfzﬂ) - D (r .
gz - r-(oerﬂ-onrf) = ;z

Wie auch die entsprechenden Terme des kartesischen Systems (Gl.(2.36)), so
bezelchnen D das zeltlich konstante Zellvolumen und die dberstrichenen metri-
schen GréBen die Komponenten der Flachennormalenvektoren, wodurch sich die
geometrische Lage und Ausdehnung der durchstromten COberflachen des Kontroll-
volumens, wie fir ein Finite-Volumen-Verfahren notwendig, exakt erfassen

lassen.

Wichtig ist die Tatsache, daf r dber die Grdfen Er, Ez, etc. in den raumlichen
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Ableitungen g%i. g%? und g%& von G1.(2.47) enthalten ist. Dadurch wird die
VergrdRerung der Austrittsflache des Kontrollvolumens in radialer Richtung,
worauf im AnschluB an diesen Abschnitt noch eingegangen wird, automatisch

richtig erfake.

Gl1.(2.47) lautet damit in Komponentenschreibweise unter Verwendung der abso-
luten Geschwindigkeit und der absoluten Energie, d.h. mit E, F, G, K(z) genmaB
Gl.(2.35):

-

[ # ] [ p(UrrEy) ) p(V+wrn ) 1 [ p(Ferly)
pu pu(U+wr€ )+pE, pu(VHurn ) +png U+t ) +p
D} pv + ﬂ;(ﬁ+ﬂrzo)+93r + p;(v+wrﬁo)+p§r + p;(ﬁ+wrfe)+pfr -
PV pw(ﬁ+ero)+pEz i pw(V+wr§o)+pEz pw(ﬁ+wrfo)+pfz
| e ), | e@rwrfgdpl ), | e(Wrwrng+p? J L E(@orf)+¥ J,
[ 0 i
-uv
-p2 | G*B| . (2.49)
r P
0
. 0

U, UV, U bezeichnen die mit der Determinante D multiplizierten kontravarianten

Storgeschwindigkeiten, die sich aus der Beziehung

v Eﬁ 50 EG u
vl - g a | . |3 (2.50)
v Ez ;z Ez v

bestimmen lassen.

G1.(2.49) bildet zusammen mit Gl.(2.50) den Ausgangspunkt fir das in der vor-
liegenden Arbeit alternativ zum kartesischen verwendete zylindrische Euler-

Verfahren.

Die Notwendigkeit, die differentiellen zylindrischen Euler-Gleichungen vor der
Transformation umzuschreiben, 1&Rt sich bei Betrachtung des bereits beil der
allgemeinen Herleitung verwendeten Kontrollvolumens verifizieren. Ausschlag-
gebend ist dabei die FluBbilanz in radialer Richtung.

Das Prinzip soll anhand der Kontinuitdtsgleichung exemplarisch verdeutlicht
werden. Fir den MassenfluB in radialer Richtung ergibt sich nach Bild 2.4-1:
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~ beim Einstrimen: Ay = pv rdfdz

(2.51)
- beim Ausstromen: Ay = (pv + Q%ﬁgldr)(r+dr)dﬂdz
Bildet man die FluBbilanz A; - Ay , so verbleibt:
Ay - A] = pv drdddz + gﬁﬁ!ldr (r+dr)dodz . (2.52)

ar

Bezeichnet r den Radlus des Zellenmittelpunktes, so ergibt sich mit
dV = rdddrdz:

ag - Ap = (& + L84y 4+ o(ardedz) . (2.53)

Mit den noch fehlenden Antellen der FluBbilanzen in den beiden anderen Raum-
richtungen lautet die Kontinuitatsgleichung:

dp , 1 I .
3c } r("“)o + (pv)lr + (w)z ¥ (2.54)

wobei der Term -%; die rechte Seite bildet.

Mathematisch resultiert dieser Antell aus der Ableitung der Basen bel Anwen-
dung des Nabla-Operators auf den Vektor pq (vgl. G1.(2.13/2.14)).
Anschaulich la8t er sich aus der um dfédrdz vergrdBerten Austrittsflache aus
dem betrachteten Kontrollvolumen erklaren (Bild 2.4-1).

Gleiches gilt ebenso fir die Terme ﬂ%E_ £¥3, £¥! und £¥b aus der Impuls- und
der Energiegleichung.

In G1.(2.47) wird der VergrdBerung der Austrittsflache in radialer Richtung
durch die lineare Abhangigkeit der Komponenten der Flichennormalenvektoren
Er(r). Ez(r). etc. vom Radius (Gl.(2.48)) bericksichtigt. Diese werden bel
dem vorliegenden numerischen Verfahren dazu hergenommen, die Flidsse durch die
Begrenzungsflachen der einzelnen finiten Volumina zu berechnen. Die besapgten
ableitungsbedingten Terme sind daher bereits in den Flufbilanzen beridcksich-
tigt und dirfen in der diskretisierten Form nicht noch einmal auf der rechten

Seite erscheinen.

Dieser Forderung kann, am Beispiel der Kontinuitatsgle{chung ausgedrickt, durch
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eine Uberfihrung von Gl.(2.54) in die Form
%% + % [(pu)y + (rpv)  + (xrpw),] = 0 (2.55)

Rechnung getragen werden.
Wendet man dieses Prinzip auf die vollstdndigen Euler-Gleichungen in zylind-

rischen Koordinaten an, so erhdlt man die bekannte Beziehung:
(€, + F + ¢) - &% (2.44)
mit % =r-F , & = r-G und i(z) - K(z)+

Fihrt man analog zum Massen— Impuls- und Energiefluf auch fir den Druck die
Bilanz an der Oberflache des Kontrollvolumens in radialer Richtung durch, so

kommt man analog zu G1.(2.53) zu dem Ergebnis:

Fp - F1 - B+ %E)dv + 0(dr2dddz) . (2.56)
Der aus der vergrdBerten Angriffsfliache herrthrende Anteil Edv findet in i(z)
dber den Flufvektor F eine gleich grofe Gegenkraft, so daB sich die Resultie-
rende wie erforderlich aufhebt. Der vernachlassigbare Fehler der Grdfenord-
nung 0{dr?d6dz) ergibt sich aus der Tatsache, daf diese Gegenkraft nur aus
einem volumengemittelten Druck gebildet werden kann.
Die beschriebene Betrachtungsweise setzt voraus, daf auch fir die Druckbi-
lanzbildung die lokalen Basen an den jeweiligen Zellflachen verwendet werden,
deren Orientierung sich in 6-Richtung ver4dndern. Bezieht man sich statt des-
sen auf eine Basis im Zellenmittelpunkt, die fiir das gesamte Volumen glltig
ist, so 1a8t sich die erforderliche Gegenkraft auch durch eine Zerlegung der
Kraftvektoren in 6-Richtung erzeugen (Bild 2.4-2). Dadurch entfallt der Druck-

antelil in i(z)

auf der rechten Seite.
Diese Methode ist bei Hertel [49] beschrieben. Sie ist allerdings bei einem
Fehler, der in der gleichen GrdoRenordnung wie bei Gl.(2.56) liegt, numerisch

aufwendiger.
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2.5 Normlerung der geometrischen und physikalischen Cr3fen

Es hat sich allgemein als vorteilhaft erwiesen, zur Lbasung physikalischer

Probleme nicht mit dimensionsbehafteten, sondern mit dimensionslosen GrdBen
zu arbeiten.

Die geometrischen Gré8en sind in der vorliegenden Arbeit auf die Blattiefe £
bezogen. Es wurden uberwiegend Untersuchungen fir nichtzugespitzte Blatter
mit rechteckiger Blattspitze durchgefdhrt, fdr die die Blattiefe konstant ist.
Da im allgemeinen Fall die Blattiefe mit dem Radiugs variieren kann, ist eine

bestimmte Radialstation zu definfieren, an der die Referenztiefe ermittelt wird.

Bei der Skalierung der physikalischen GrdoRen ist es sinnvoll, eine véllige
Unabhangigkeit sowohl von atmosphidrischen Hoheneinfdssen als auch von der
Radialkoordinate zu erzielen.

Als Normierungsgrdfen boten sich daher die Dichte und die Schallgeschwindig-
keit der ungestdrten Strdmung ;,, und E«, an.

Aus den dimensionsbehafteten GrdRen, die mit einer Tilde ) gekennzeichnet
gind, lassen sich damit folgende normierte GrdBen schaffen:

oo Bl e - heﬁz (desgl. far e, e)
u =2 (desgl. far u) |, p == .
= i (2.57)
V - SL (desgl. far v) h = ;L (desgl. far h, by .
2y a2
w wl
W - * W =
8o 8

Die Werte der ungestdrten Strémung (Index =), die als Anfangs- und Randbedin-

gung in dem kartesischen, bzw. dem zylindrischen Verfahren Verwendung finden,
betragen nach dieser Normierung:

pﬁ—l " wﬁ-o L]

uw(z) = wr = Ma,, " (r/R) , ey = ETE:TT + % (wr)?
k - = 1

Uw( ! = wx = Ma,, - (x/R) ., s B Ty



34—

W -5 -0, Peo --:- ; (2.58)
(2) 1 1

Voo =D , ho = Ty * 3 (ur)?
k =

va( ¥ ~wy = -Ma, . *(y/R) , ho = ho - ?:%IT 7

- M

vn(k) =0 , W - _Eiil

Somit geht auBer bekannten Konstanten als einzige variable Gr&fe nur die

Blattspitzenmachzahl in den numerischen BerechnungsprozeR ein.
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3. HNumerisches Verfahren

3.1 (berblick dber bestehende Verfahren

Zur numerischen Ldsung der Euler-Gleichungen lassen sich im wesentlichen

zwei groBe Gruppen von Verfahren unterscheiden, zum einen die Zentrale-Dif-

ferenzen— und zum anderen die Upwind-Verfahren,

Bei ersteren, zu denen insbesondere das Verfahren nach Jameson et al. [62]
gehdrt, geschieht die raumliche Approximation durch zwelite Ordnung genaue
symmetrische (zentrale) Differenzenbildung. Der fihrende Abbruchfehler des
Differenzenschemas beinhaltet daher Ableitungen 3.Grades, was zu efinem dis-
persiven Verhalten fihrt, das besonders gravierend im Bereich hoher Druck-
gradienten, z.B. in der Nihe von VerdichtungsstdBen oder am Staupunkt, ist.
Dort kann es zu starken numerischen Oszillationen kommen, die sich nur da-
durch vermeiden lassen, daf durch explizite Addition von Dimpfungsgliedern
die Ordnung des Verfahrens lokal auf 1 zurickgeschaltet wird.

Aber auch in Reglonen geringer CGradienten ist das Zentrale-Differenzen-Schema
zu wenig dissipativ. Die bestehende Entkopplung der geraden und der ungera-
den Punkte resultiert in einem instabilen Verhalten. Zur Stabilisierung ist

ebenfalls die Addition von Dampfungstermen ndotig, die in diesem Fall von der
Ordnung (Ax3) sind.

Jameson fand eine Kombinatlon ven zwelten und vierten Differenzen der abhan-
gigen Strémungsvariablen, die m.H. zweler Koeffizienten gewichtet werden
Die Bestimmung dieser Koeffizienten erfolgt angepaRt an den lokalen Strdmungs-
zustand und wird Uber eine Sensorfunktion zur Aufspirung von Druckgradienten
sowie dber von auBen festzulegende Parameter gesteuert.

In Verbindung mit einer mehrstufigen Runge-Kutta-Zeitschrittmethode konnte er
damit die Stabilitlts~ und Dampfungseigenschaften seines Zentrale-Differen-
zen-Verfahrens drastisch verbessern, so daf es inzwischen, nicht zuletzt
auch wegen des geringeren Rechenaufwandes, zu einem der meistverwendeten
Euler-Verfahren geworden ist.

Im Berelch der Rotorstrémung findet es z.B. bei Kroll [39,40], Agarwal &
Deese [36,57,58], Roberts & Murman [31,32], Chang & Tung [35] Anwendung.
Zentrale-Differenzen-Schemata 1In Verbindung mit Jamesons oder &hnlichen
kinstlichen Dissipationstermen findet man such in einigen hybriden Verfahren,
wie z.B. in [33,34,37,38,55,59].

Ein Nachteill der Zentralen-Differenzen-Verfahren, die auch als "artificial

viscosity methods” bezeichnet werden, bleibt aber trotz allem in der Notwen-
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digkeit der expliziten Addition linstlicher Ddmpfungsterme bestehen. Dabel
liegt das Problem insbesondere in der von auBen zu treffenden Wahl der Hohe
des DissipationsmaBes begrindet. Sein Optimum ist aber 1&sungsabhangig und
kann daher oftmals nur durch Probieren gefunden und muf von Fall zu Fall
angepaRt werden. Wollte man statt dessen eine ahnliche Robusthelt, wie beil
den weiter unten beschriebenen Upwind-Verfahren erzielen, miften die Damp-
fungskoeffizienten so groR gewahlc werden, daB wichtige Details der Stromung,
inklusive StdRe, verschmiert wirden.

An dieser Stelle sei aufgrund seiner historischen Bedeutung auch die finite
Differenzenmethode von MacCormack [75] erwahnt, eines der ersten vielver-
sprechenden und weitverbreiteten numerischen Verfahren zur L&sung der Euler-
Gleichungen.

Es handelt sich hierbei zwar nicht um ein Zentrale-Differenzen-Verfahren im
Sinne des zuvor beschriebenen, hat mit diesem jedoch gemeinsam, daf zur Sta-
bilisierung die Addition kanstlicher Dampfungsterme erforderlich ist. Es kann
daher den "artificial viscosity methods® zugerechnet werden.

Das Verfahren ist eine Abwandlung der zweistufigen Lax-Wendroff-Methode und
wie diese zweiter Ordnung genau in der Zeit und im Raum. Es 1ist ein sog.
Predictor~Corrector-Verfahren, bei dem im einen Schritt eine Vorwarts- und
im anderen Schritt eine Rdckwirtsdifferenz zur Approximation der riumlichen
Derivativa verwendet wird. Dadurch kommt es, &hnlich wie bei der Zentrale-
Differenzen-Methode, zu einer Gleichgewichtung der beiden Ableitungsrichtun-
gen, was das Schema signifikant von den Upwind-Verfahren, bei denen die Ab-
leitungsrichtung dem physikalischen Informationstransport innerhalb der Stré-
mung angepaft wird, unterscheidet.

Eine Upwind-Formulierung des MacCormack-Verfahren wurde durch Warming & Beam
{76] entwickelt und findet in einer Finiten-Volumen-Ausfihrung z.B. bef Whit-
field et al. [77) Verwendung.

Der entscheidende Nachteil des MacCormack-Verfahrens ist die Abhangigkeit der
Ldsung vom gewdhlten Zelitschritt, was dazu gefihrt hat, daR es mehr und mehr

von anderen Verfahren abgeldst wurde.

Bel der zweiten groBen Klasse von Verfahren, den sog. Upwind-Methoden, be-
steht die Notwendigkeit der Addition kinstlicher Dimpfungsterme nicht, da
sie von Natur aus dissipativ sind. Da keine zentralen, sondern einseitig
orientierte Differenzen um den betrachteten Punkt gebildet werden, ergeben
sich die Dissipationsanteile implizit durch die Terme des Abbruchfehlers,

Die Upwind-Methoden machen sich die Eigenheit hyperbolischer partieller
Differentialgleichungen zu Nutze, die darin besteht, daf sich Informationen
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innerhalb des von den unabhangigen Variablen aufgespannten Raumes nur ent-
lang bestimmter Richtungen ausbreiten. Dies hat 2zur Folge, daB Stdrungen,
die von einem bestimmten Ort ausgehen, nur einen begrenzten Bereich des L3-
sungsgebietes erreichen k&nnen (beschrinktes Einflufgebiet), andererseits
aber auch, daR der Zustand eines Punktes {innerhalb dieses Ldsungsgebietes
nur von einem Tell der Informationen, die von anderen Punkten ausgehen, ab-
hangt (beschrAnktes Abhingigkeitsgeblet). Die ausgezeichneten Richtungen,
entlang derer der Informationstransport erfolgt und die die Einfluf- bzw.
Abhangigkeitsgeblete begrenzen, werden als Charakteristiken bezeichnet.
Diese Theorie der charakteristischen Signalausbrelitung ist die Grundlage der
zur Ldsung hyperbolischer Gleichungen entwickeltem Charakteristikenmethode
und damit die Basis der verwendeten Upwind-Verfahren.

In der statlioniren Formulierung besitzen die Euler—-Gleichungen jedoch nur
im reinen Uberschall einen hyperbolischen Charakter, weshalb dort ohne
Schwierigkeiten sogenannte Raumschrittverfahren verwendet werden kdnnen, bet
denen die Hauptstrémungsrichtung als hyperbolische Koordinate funglert (z.B.
(78)). Der Einsatzbereich solcher Verfahren ist damit allerdings erheblich
eingeschriankt.

Es hat sich daher eingebirgert, die instationaren Euler-Gleichungen zu lésen,
die fir alle Stromungszustinde hyperbolisch sind. Die Zeit stellt dabei die
Koordinate dar, in deren Richtung vorangeschritten wird. Damit ist ihr ihre
eligentliche physikalische Bedeutung gencmmen, weshalb man auch von der quasi-
stationiren Formulierung der Euler-Gleichungen spricht. Das zeitliche Inkrement
in den abhingigen Variablen entspricht in diesem Fall lediglich dem Residuum.

Man unterscheidet im wesentlichen vier Grundformen der Upwind-Verfahren. Dies
sind zunichst die A-Methode [79] und die Split Coefficient Matrix Method (SCM)
[80]. Beide Methoden gehen auf den gleichen Grundgedanken zurdck und basieren
auf der nichtkonservativen Form der Euler-Gleichungen. Damit st es lhnen
jedoch nicht mdglich, Diskontinuitaten im Strémungsfeld korrekt zu beschreiben.
Diese missen statt dessen explizit behandelt werden. Die dazu verwendete Tech-

nik wird allgemein als "shock fitting" bezelchnet.

Geht man statt dessen von der konservativen Form der Euler-Gleichungen aus,
so sind die darauf aufbauenden Verfahren in der Lage, Diskontinuitaten im-
plizit wiederzugeben ("shock capturing"). Dies gilt glelchermaBen fdr die
Methoden des Flux-Vector Splittings (FVS) und des Flux-Difference Splittings
(FDS). Die dberwlegende Zahl der heute gebrduchlichen Upwind-Verfahren zur

Lasung der Euler-oder Navier-Stokes-Gleichungen gehdrt zu diesen Verfahren.

Bei dem FVS, das von Steger & Warming [63] eingefdhrt wurde, werden die Fluf~
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vektoren in zwel Anteile aufgespalten, die jeweils nur mit den positiven bzw.
negativen Eigenwerten ihrer Jacobimatrizen gebildet werden. Dies ist mdglich
aufgrund der Homogenititselgenschaft der FluRvektoren und der linearen Unab-
hangigkeit der Elgenvektoren der Jacobimatrizen. Die charakteristische Eigen-
schaft der entstandenen Teilflusse erlaubt es, jeden von ihnen einseitig in
der jeweils zutreffenden Richtung zu differenzieren, d.h. die partiellen Ab-
leitungen des mit den positiven Eigenwerten assoziierten Teilflusses durch
rackwarts und die des zu den negativen Eigenwerten gehdorigen Teilflusses durch
vorwarts gerichtete Differenzen zu approximieren. Von dieser Methode wird
noch in Kap. 3.3 die Rede sein, da ihre Grundidee Bestandteil des in dieser
Arbeit verwendeten impliziten Ldsungsalgorithmus ist.

Neben dem Steger-Warming Splitting ist insbesondere das Splitting nach van
Leer [81] verbreftet. Ausgehend von dem gleichen Grundgedanken erhdlt van
Leer etwas andere Teilfliasse, mit dem Vorteil, daR diese auch bel einem Vor-
zeichenwechsel eines Eigenwertes weiterhin stetig differenzierbar bleiben.

Ein Vergleich beider Methoden kann [82] entnommen werden,

Es ist ein wichtiges Merkmal der beiden erwihnten Methoden, daf zuerst die
Teilfldisse mit den Stromungsgréfen aus den Volumenmitten anhand der dort
geltenden Eigenwerte gebildet werden. Danach werden dann auf die so gebil-
deten Teilfldsse die Upwind-Differenzenoperatoren 1. oder 2. Ordnung in der
jeweiligen Richtung angewendet. Es wird also zuerst gesplittet und dann dif-
ferenziert.

Eine alternative Vorgehensweise besteht darin, zunichst die Strdémungsgrdfen
der benachbarten Zellen m.H. entsprechender Upwind-Formulierungen auf die
Begrenzungsflachen des betrachteten Volumens zu extrapolieren und dann dort
die Aufsplittung vorzunehmen und die TeilflGisse zu bestimmen. Die Approxima-
tion der raumlichen Ableitung der Euler-Flisse besteht dann lediglich noch
in der Bildung der zentralen Differenzen der Teilflidsse zwischen den gegen-
Uiberliegenden Zellflachen. Diese Vorgehensweise, bel der zuerst differen-
ziert und dann gesplittet wird, wird als MUSCL-Typ Schema bezeichnet [83].
Es war urspringlich dazu entwickelt worden, die Genauigkeit von FDS-Verfahren,
die im folgenden beschrieben werden, zu erhdhen, ist aber ebenso auf die FVS-

Methoden anwendbar.

Die Implementierung einer FVS-Methode mit Steger-Warming Splitting und van
Leer s MUSCL-Schema in ein Euler-Verfahren zur Berechnung der Hubschrauber-
rotorstrémung ist z.B. bel Chen et al. [38] zu finden.

Die Theorie der FDS-Verfahren ist sehr stark verkmipft mit der L&sung eines
Riemann-Problems. Die Stromungsgrdfen werden innerhalb eines Kontrollvolu-

mens als konstant angenommen. Da sie aber von Zelle zu Zelle variieren kén-
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nen, kommt es an den Begrenzungsflichen zwischen 2zwel benachbarten Volumina
zu eilner Diskontinultat. Deren Aufldsung ist abhiangig vom lokalen Strémungs-
zustand und wird von den jewelligen Strdémungsgleichungen beschrieben. Die
Bestimmung der zeltlichen Entwicklung, mit der die Auflésung einer Diskonti-
nuitdt zwischen 2zwei konstanten Anfangszustinden vonstatten geht, wird als

Lésung eines Riemann-Problems bezelchnet,

Bel den heute gebrauchlichen numeri{schen Verfahren werden an jeder dieser
Begrenzungsflachen jeweils nur eindimensionale Riemann-Probleme geldst, d.h.
die Ausbreitung der von den Diskontinuitdten ausgehenden Informationen ist
auf die Richtung normal zu dieser Flache limitiert. Die Erweiterung auf Mehr-
dimensionalitat steckt noch in den Anfangen [84]. Erste positive Ergebnisse
wurden z.B. von Parpia & Michalek [85] vorgestellt.

Die Auflosung der Diskontinuitat und der Transport von Informationen erfolgt
in Form von Wellen, deren Ausbreitungsgeschwindigkeit und -richtung durch
die Eigenwerte des hyperbolischen Gleichungssystems gegeben ist.

Im Falle eines eindimensionalen Systems erwartet man eine Entropie- und zwel
akustische bzw. Druckwellen. Beim Durchgang einer Entropiewelle durch einen
bestimmten Punkt im Stromungsfeld andern sich dort nur die Entrople bzw. die
Dichte, wahrend sich beim Durchgang akustischer Wellen Druck, Dichte und
Geschwindigkeit &ndern. Die Intensitit und die Art der transportierten Sté-
rungen, sowie die Ausbreitungsrichtung der jewelligen Welle bestimmen den
neuen Stromungszustand in diesem Punkt, vorausgesetzt er liegt innerhalb des
EinfluBRgebietes der Diskontinuitidt, das durch die Steigungen der Charakteri-
stiken im Ort-Zeit-Raum vorgegeben ist.

Die Differenz in den FluBvektoren zweler Punkte rechts und links der urspring-
lichen Diskontinuitdt laft sich daher aufspalten in die jeweiligen Beitrage,
die durch die einzelnen Wellen induziert wurden. Diese werden unterschieden
in Beitrage, die von den nach links laufenden, und Beitrage, die von den
nach rechts laufenden Wellen stammen. Aus dieser Anschauung leitet sich der
Begriff "Flux-Difference Splitting™ ab.

Die Summe der Einzelbeltrage bestimmen den Zustand in einem festgelegten In-
tervall. Wihlt man beisplelsweise ein Intervall, das von zwel gegenidberlie-
genden Begrenzungsflichen eines finiten Kontrollvolumens gebildet wird, so
sind die Beitrage der rechtslaufenden Wellen, die von der linken und die Bei-
trige der linkslaufenden Wellen, dle von der rechten Diskontinuitdt ausgehen,
zu berdcksichtigen. Dies geschieht dadurch, daf man die durch dle charakte-
ristische Wellenausbreitung bestimmten Stromungszustidnde an den Zellflachen
z.B. mit Hilfe der Charakteristikenmethode ermittelt. Damit lassen sich dort
die neuen FluBfvektoren und nach Bildung der FluBbilanzen die Werte der Stro-
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mungsgréfen im Volumenmittelpunkt bestimmen.

Die Genauigkeit der FDS-Verfahren ist im wesentlichen durch die Definition
des linken und rechten Anfangszustandes des Riemann-Problems gegeben. Durch
entsprechende Upwind-Differenzenbildung aus den Werten benachbarter Volumina
188t sich die Ordnung formal bis auf 3 steigern.

Fir eine ausfihrlichere Beschreibung der Idee der FDS-Verfahren sei z.B. auf
Pandolfi [86] oder LeVeque [87,88] verwlesen.

Eines der grundlegenden Verfahren, in dem die Theorie des FDS verwirklicht
wurde, ist die Methode nach Godunov [89). Dort wird das Riemann-Problem exakt
geldst, was jedoch infolge der Nichtlinearitit der Euler-Gleichungen bedeutet,
daB dies iterativ geschehen muB. Zur Reduzierung des Aufwandes wurden daher
Verfahren abgeleitet, die das Riemann-Problem approximativ 18sen. Am bekann-
testen sind die Verfahren nach Roe [64), Osher [90] und Eberle [65,91,92].
Das vorliegende Verfahren zur L3sung der Euler-Glefchungen fir Probleme der
Hubschrauberrotorstrdmung wurde aus dem letztgenannten entwickelt. Es fin-
det auch bei Hertel [49] Anwendung. Ebenfalls auf dem EUFLEX-Algorithmus von
Eberle beruht das Verfahren von Stahl [93,94]).

Die Anwendung reiner FDS-Verfahren auf rotierende Stromungen ist noch relativ
selten. In neuerer Zeit wurde von Srinivasan et al. [61] ein Navier-Stokes-

Verfahren vorgestellt, das die Methode nach Roe verwendet.

Vergleiche zwischen einigen FDS-, FVS- und Zentrale-Differenzen-Verfahren
konnen beispielsweise in [95-99] gefunden werden.

3.2 Beschreibung des verwendeten L3sungsalgorithmus

3.2.1 Finite-Volumen-Diskretisierung

Das vorliegende Verfahren beruht auf efiner Finiten-Volumen-Diskretisierung
der Integralen Form der Euler-Gleichungen (G1.(2.1)). Die bei der Netzgenerie-
rung entstandenen Schnittpunkte der Netzlinfen bilden dle Ecken der Kontroll-
volumina. Entsprechend G1.(2.1) wird die zeitliche Anderung des Stromungs-
zustandes in der Zelle bestimmt durch die Fldsse durch ihre Oberflache, die
auf die Oberfliche wirkenden Druckkrafte und die auf das Gesamtvolumen wir-
kenden Massenkrafte. Durch die Tatsache, daf jede Austrittsflfiche eines Volu-
mens identisch 2zu der Eintrittsflache eines benachbarten Volumens ist, ist
diese Formulierung von Natur aus konservativ und daher besonders geeignet

zur L3sung konservativer Stromungsgleichungen.
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Die Uberfihrung der integralen Form in die differentielle Divergenzform nach
Gl.(2.4) ist nur eln formaler Akt und andert an der Eigenschaft der Glei-
chungen nichts, vorausgesetzt man beh2lt die konservativen Variablen (p,pu,
pv,pw,e) bei.

Durch die Transformation der Differentialgleichungen auf krummlinige Koor-
dinaten, die Iin Kap. 2.4 beschrieben ist, halt die Geometrie des betrach-
teten Volumens dber die Transformationsdeterminante und die Flachennormalen-
vektoren zur Bestimmung der metrischen Terme wieder Einzug in den numerischen
Algorithmus.

Einige Autoren umgehen den Weg dber die Transformation und approximieren
die Volumen- und Oberflachenintegrale direkt im kartesischen oder zylin-
drischen System. Hierbel werden jedoch im Endeffekt die gleichen mathemati-
schen Operationen ausgefdhrt, wie zur Bestimmung der metrischen Terme bel
der Transformation, so daf die beiden Methoden wohl gleichbedeutend sind.
Als Belspiel fir eine solche Vorgehensweise sind das Jameson— [62] und die

darauf aufbauenden Verfahren (s. Kap. 3.1) zu nennen,

Wie bereits erwdhnt, werden die Stromungsgrofen den Volumenmittelpunkten
zugeordnet und far die gesamte Zelle als konstant betrachtet. Alternativ
dazu existieren die sog. Zelleneckpunktschemata, bel denen die abhingigen
Variablen den Knotenpunkten der HNetzlinien zugeordnet werden. Sie bieten
damit u.a., einen interessanten Ausgangspunkt £dr Multigridverfahren (z.B.
[100,101]. Ein Vergleich zwischen einem Zellenmittelpunkt- und zwei Zellen-
eckpunktschemata findet sich z.B. in der Arbeit von Rossow [102].

Neben den Filnite-Volumen-Verfahren (FV) existieren insbesondere noch die
Finite—-Elemente- (FE) und die Finite-Differenzen-Verfahren (FD). Wihrend
ersteren der Durchbruch innerhalb der numerischen Aerodynamik noch nicht
gelungen ist, besitzen die FD-Verfahren nicht zuletzt deswegen eine groBe
Bedeutung, weil sie die ersten Methoden zur Diskretisierung partieller Dif-
ferentialgleichungen darstellten, und daher eine groBe Verbreitung gefunden
haben.

FD-Verfahren sind nicht nur auf die nicht-konservative Form der Euler-Glei-
chungen beschrdnkt, sondern sind auch auf die Divergenzform (G1.(2.4)) an-
wendbar. Sie erfillen so ebenfalls die Forderung nach Konservativitat und
sind in der Lage, Verdichtungsst6Be implizit wiederzugeben ("shock-captu-
ring®). Der Unterschied zwischen FV- und FD-Verfahren liegt dann lediglich
noch In der Bestimmung der metrischen Terme im Falle nichtkartesischer Netze
und in der Tatsache, daf bei den FD-Methoden die Strémungsgréfen, wie bei den
Zelleneckpunktschemata, in den Netzknotenpunkten abgelegt werden

Die Bestimmung der metrischen Terme 1st jedoch eln gewisser Schwachpunkt der
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FD-Verfahren, was insbesondere darin resultiert, daf zusdtzliche Mafnahmen
erforderlich sind, um die ungestdrte Anstrémung auf einem krummlinigen Netz
ausreichend genau zu reprasentieren (vgl. [103]). Srinivasan et al. [61] ver-
wenden daher in ihrem FD-Verfahren eine FV-Methode zur Berechnung der Metrik.

Ein Vergleich zwischen FD- und FV-Verfahren und zwischen FE- und FD-Verfah-
ren laft sich z.B. beil Vinokur [104,105] finden.

3.2.2 Approximativer Riemann-Liser

In dem vorliegenden Verfahren werden die Flisse an den Zellflachen mit Hilfe
der Charakteristikenmethode bestimmt. Dazu wird an jeder dieser Flichen ein
eindimensionales Riemann-Problem approximativ geldst.

Auf eine detalllierte Beschreibung der einzelnen mathematischen Operationen
wird verzichtet, da der Ldsungsalgorithmus im Kern nahezu unverdndert aus
dem EUFLEX-Verfahren dbernommen werden konnte, und sich bei Eberle [65] eine
ausfahrliche Herleitung finden 1la8t. Auch in der Arbeit von Brenneis [66],
der das EUFLEX-Verfahren auf instationire Nickschwingungen von Profilen und
Fldgeln anwendete, ist der Riemann-L&ser noch eimmal umfassend dargestellt.
Der Vollstandigkeit halber werden lediglich die einzelnen Schritte, die zur
Bestimmung der Strdmungsgrdfen an den Zellflachen fihren, aufgelistet.

Ausgangspunkt sind die transformierten Euler-Gleichungen in konservativer
Form:

+E,+F +G = K . y

¢ ¢ n* S K (2.36)

Da wegen der Eindimensionalitiat des Riemann-L&sers eine Wellenausbreitung
nur normal zu den Zellflachen in Betracht gezogen wird, kann diese Beziehung

in vier einzelne Operatoren aufgespalten werden:

£) =
aé 3
ar = 3? =0 .
(n) =
a¢ aF
al’ + aq - 0 ’
() = (3.1
y QE -
ar Y 3 -9 .
(k)
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Die Gesamtinderung ¢, ergibt sich zu ¢, = 4,(5)4-§,(")+ 4,(5)*-¢,(k) unter
der Voraussetzung, daf die Fldsse auf dem gleichen zeitlichen Niveau gebildet
werden.

Der letzte Anteil ist fdr die Ldsung des Riemann-Problems ohne Bedeutung.
Seine zeitliche Integration erfolgt unabhdngig von der FluBbildung und unter
der Annahme, daf die in K enthaltenen Variablen aus den Volumenmittelpunkten

zum Zeitpunkt r stammen und dber den Zeitschritt Ar ndherungsweise konstant
sind.

Es 1ist wichtig anzumerken, daf die GroRen 4,(6). ‘,("), &,(;)und 4,(k) keine
physikalische Bedeutung haben. Sie koénnen daher jeweils so gewahlt werden,
daR die Gln.(3.1) erfullt sind, ohne daR dadurch der Losungsbereich von Gl.
(2.36) eingeschriankt wird. Die Gln.(3.1) stellen somit nach Forster [106]
keine Verscharfung der Bedingung (2.36) dar.

Die ersten drei Gleichungen beschreiben jeweils ein System mit nur zwei unab-
hangigen Variablen. Thre Struktur ist vdllig identisch, so daf im folgenden
nur eine Beziehung exemplarisch betrachtet wird. Dies sel mit einigen Schreib-

vereinfachungen die Gleichung:

és + E€ -0 . {(3.1a)

Entsprechend der Charakteristikenmethode wird dieses System partieller Dif-
ferentialgleichungen (DGL} in einen Satz von gewbdhnlichen DGLn, die als
*kanonisch-hyperbolische DGLn® bezeichnet werden, udberfuhrt. Diese bestehen
aus den Kompatibilitatsbeziehungen, die nur auf ganz speziellen Linien im
(¢,r)-Raum, den sogenannten Charakterlistiken, gelten, sowle aus den Rich-
rungsgleichungen, die den Verlauf dieser Linien beschreiben,

Die inverse Steigung der Charakteristiken entspricht den Eigenwerten des
Systems, die als erstes gefunden werden missen. Dazu wird Gl.(3.la) in eine

quasilineare Form
é: + A(é) '45 = 0 (3.2)

gebracht, wobei A die Jacobimatrix A-JdE/d¢é darstellt. Diese laBt sich dber
die Beziehung

A-TAT! (3.3)

diagonalisieren, wobel T,T"' die Matrizen der rechten bzw. linken Eigenvek-

toren und A die Matrix mit den Efgenwerten von A auf der Hauptdiagonalen



bezelchnen.
Die Eigenwerte bzw. Eigenvektoren werden im allgemeinen nicht aus der Jaco-

bimatrix A der konservativen Beziehung (3.2) berechnet, sondern, da dies

weniger aufwendig ist, aus der entsprechenden Matrix A* der analogen nicht-

konservativen Gleichung
ST+ AP -4 - O (3.4)

mit dem L3sungsvektor ‘*—D(p.u.v.w,p)" . Zwischen den beiden Ldsungsvektoren

besteht die Beziehung M- 34/34%, so daR gilt:
AY = M 1AM | (3.5)

Da A und A* ahnliche Matrizen sind, besitzen sie die gleichen Eigenwerte.
Sie lauten:

Ao = &1 .23 - uf, *vE *wE,
A, = €, -2 + a ~|€2+€ +€: . (3.6)
A R

H]
g »

und ergeben sich aus der L8sung der charakteristischen Gleichung von A*.
Auch die Matrizen der rechten und linken Eigenvektoren werden zunichst far
A* berechnet und m.H. von M bzw. M"! in T bzw. T-! umgerechnet.

Die einzelnen Elemente der bilsher verwendeten Matrizen kdnnen [66] oder [77]

entnommen werden.

Die gesuchten Kompatibilitatsgleichungen erhidlt man nun, indem man G1.(3.2)
auf die durch die Eigenwerte vorgegebenen Charakteristiken projiziert. Dies
geschieht durch Linksmultiplikation von Gl1.(3.2) mit dem zu der jeweiligen
Charakteristik gehdrenden transponierten Eigenvektor. In Matrixschreibwelse
ergibt dies fidr alle finf Charakteristiken:

T 1(é, + A($) - ‘E) - 0 (3.7)
oder unter Verwendung von G1.(3.3):
T '(é, + TAT ! - 46) - 0 . (3.8)

An dieser Stelle wird nun T"! naherungsweise als konstant angenommen und un-
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ter die Differentialoperatoren gezogen. Damit ergibt sich die charakteris-

tische Form der Euler-Gleichungen zu:

1 1
93%;-21 + A- é&%%_il -1 . (3.9)

Bildet man die Richtungsableitung entlang den Charakteristiken, was in die-
sem Fall der Bildung der Totalableitung d{..)/dr = 3(..)/dr + X-3(..)/3¢
im (£,r)-Raum entspricht, so lauten die Kompatibilitatsgleichungen nun:

1
. :: I . & . (3.10)

Sie dricken aus, daR die charakteristischen Variablen T !¢ entlang der ent-
sprechenden Charakteristik unverdnderlich sind. Dle Gr8Ben T '¢ werden daher

auch als Riemann-Invarianten bezeichnet.

Zur Ermittelung des Zustandes in elnem gesuchten Punkt im (£,r)-Raum (Bild
3.2-1) werden dle Charakteristiken, die sich in diesem Punkt schneiden,
zurdckverfolgt und die Werte fir die Riemann-Invarianten an i{hren FuBpunkten
anhand der konservativen Strémungswerte ¢, ,¢, ,¢, auf dem Zeitniveau r bestimmt.
Die Art und Weise, wie diese ¢, ermittelt werden, bestimmt die Genauigkeit des
Verfahrens und wird im nichsten Abschnitt beschrieben.

Sei R= (rl,rz,r,,r.,rs)f der Vektor der Riemann-Invarianten, sc ergibt die
Intergration von G1.(3.10):

T ¢ = const. = R (3.11)

mit r, = t; & .
r; =t 6 .
ry =t é .
t$h

r, =ty 6

Ty

wobei die t, die Zeilenvektoren von T"! darstellen.
Aus G1.(3.11) lassen sich schlieflich die gesuchten, charakteristisch gemit-
telten StromungsgroBen ¢ durch Linksmultiplikation mit T ermitteln zu:

é = T-R . (3.12)

Das Ergebnis dieser Operation ist in Anhang A.3 aufgefahrt.



46~

Beim Ubergang von Gl.(3.8) auf Gl.(3.9) war vorausgesetzt worden, daf T°!
konstant sei. Dasselbe gilt fir die Eigenwerte, die die Steigungen der Charak-
teristiken angeben. Diese vereinfachenden Annahmen haben zur Folge, dal die
Charakteristiken, die bel nichtlinearen hyperbolischen Problemen im allgemei-
nen gekrimmte Kurven sind, nun linear verlaufen (vgl. Bild 3.2-1), und dak
das Riemann-Problem im Gegensatz zu der exakten Methode von Godunov [89) nicht
iterativ geldst werden muf, Der verwendete Algorithmus ist daher der Cruppe

der approximativen Riemann-L&sern zuzurechnen.

Eberle hat den von {hm entwickelten und in der vorliegenden Arbeit verwende-
ten homogenen Riemann-L&ser inzwischen weiter verbessert [107,108]. In der
oben beschriebenen Ausfdhrung tauchen in der Beziehung (3.12) zur Ermittlung
der neuen konservativen StrémungsgrdRen die Geschwindigkeit und die Schallge-
schwindigkeit als Koeffizienten auf. Sie werden durch zentrale Mittelung aus
den beiden benachbarten Zellen zum Zeitpunkt r bestimmt und konstant gehalten.
Dies fihrt zu der besagten Linearisierung des Problems.

Ausgehend von einer Formulierung der Euler-Gleichungen in den Strémungsgrdfen
Geschwindigkeit, Schallgeschwindigkeit und Entropile, wie sie auch z.B. beim
A-Schema [79] Verwendung findet, hat Eberle nun einen iterationsfreien, s0g.
halbexakten Riemann-L8ser entwickelt, mit dessen Hilfe sich diese Koeffizien-
ten ebenfalls durch eine charakteristische Mittelung bestimmen lassen, so dal
sie anschlieRend zur Erhéhung der Genauigkeit in den bestehenden homogenen

Riemann-Loser eingesetzt werden kdnnen.

3.2.3 Bestimmung der Anfangszustinde des Riemamm-Problens

Wie bereits erwidhnt, ist ein Riemann-Problem dadurch gekennzeichnet, daf
sich die Anfangsbedingung fdar die zu lésende hyperbolische DGL aus zwel kon-

stanten Zustidnden zusammensetzt, zwischen denen ein Sprung besteht.

Aus Bild 3.2-1 ging hervor, daf die den jeweiligen Charakteristiken zugeord-
neten FuBpunktswerte ¢,,4, und ¢, je nach Vorzeichen des betreffenden Eigen-
wertes von dem Strdmungszustand rechts bzw. links von der betrachteten Zell-
flache zu ermitteln sind. Gemaf der Definition des Riemann-Problems sind diese
Zustande konstant und bilden an der betrachteten Kontaktflache eine Diskonti-

nuitdc. Sie sind im folgenden mit 41 bzw. ¢, bezeichnet.
Somit gilt zum Zeitpunkt r an der Trennfliche zwischen den Volumina mit den
Indices 1 und i+1:
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X
‘m.1+h =5 ((l+sign xn,i+k)"1 + (l-sign xn.i+k)"r] (3.13)

m=0,1,2

Die Formulierung der Anfangszustande 41 und ‘r bestimmt die Genauligkeit des
vervendeten Verfahrens. In der urspringlichen Methode von Godunov wurden sie
einfach den entsprechenden Werten in den beiden Volumina links und rechts
der betrachteten Zellflache gleichgessetzt, wodurch das Verfahren 1.0rdnung
genau war.

Eine Erhshung der Genauigkeit laBt sich erreichen, wenn die Werte fur ‘I und
‘r mit Hilfe einer geeigneten Upwind-Extrapolation aus den Mittelpunktswerten
mehrerer benachbarter Zellen gebildet werden. Wie in [108] und [66) ausgefiahrt,
i{st aufgrund der homogenen Eigenschaft der FluBvektoren die Genauigkeitsord-
nung bei der Bestimmung der Strémungsvariablen zumindest im eindimensionalen
Fall direkt Gbertragbar auf die Bildung der FluBdifferenzen. Bei mehrdimen-
sionalen Problemen ist dies nur bis zur 2.0rdnung gewahrleistet, da die An-
nahme, die StromungsgrdRen seien dber der durchstrémten Flidche konstant, bei
der integralen Bestimmung der Flasse zu einem entsprechenden Fehler fahrt.
Van Leer gibt in [109] eine geschlossene Formel fir 41 und ‘r an, bel der dle
Differenz zwischen beiden Gré8en durch die Variation eines Parameters wahl-

weise 2. und 3.0rdnung genau bestimmt werden kann.

Das vorliegende Verfahren benutzt den Finf-Punkt-Ansatz nach Eberle [110],
bel dem dle Werte des rechten und des linken Zustandes aus den jewells vier

benachbarten Volumina nach folgendem Schema gebildet werden (Bild 3.2-2):

An der Zellflache bel 1+ gilc
~ fir den linken Zustand (maBgeblich far positive Eigenwerte):

‘1’1‘._;’ = a‘i + b‘l_l + c‘i“'l + d‘1+2 (3-1‘03)

- und fdr den rechten Zustand (mafgeblich fir negative Eigenwerte):

‘r,i+H -ad, v bé L, tch 4+ a4 (3.14b)

Entsprechend werden die Zustinde an der Zellfliache i-} errechnet.

Bildet man nun die Differenzen A‘l - 41 1+H'-‘1 fiiy und A‘r - ‘r i+H'-‘r -k’

so ergibt sich bel positiven Eigenwerten:
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sowie ein entsprechender Ausdruck bei negativen Eigenwerten far A‘r'

Nun werden die ‘£+k ,k==2,-1,1,2, in einer Taylorreihe um den Punkt i drit-
ter Ordnung genau entwickelt und in G1.(3.15), bzw. die analoge Bezlehung
far Air eingesetzt.

Es ergibt sich (am Beisplel far 1>0):

a4,~ (a+b+c+d)4€ + %(c-aﬂ(d-b) )4“ + %(c+a+7(d+b) )‘&‘f + -zla(c-ai»lS(d—b) )‘“ﬁ;
(3.

Durch Auswahl der Parameter a,b,c,d lassen sich alle bekannten Schemata un-
terschiedlicher Genauigkeltsordnungen erzeugen.

Dabei hat der Koeffizient beil ‘f aus Konsistenzgrinden immer 1 zu betragen.
Far Verfahren 2.0rdnung muf der Koeffizient bei ‘66 und fiar Verfahren 3. Ord-
nung zusidtzlich noch der Koeffizient bei ‘fff 0 sein. Der Vorfaktor bei ‘ffff
bestimmt bei Verfahren héherer Ordnung das Viskositatsniveau (VN) und damit
neben der Dissipation auch deren Stabilitat.

Im folgenden ist anhand der Werte an der Zellfliche i+)s eine Auswahl infrage-
kommender Schemata aufgelistet. Das Viskositatsniveau ist dabel zu Vergleichs-
zwecken mit angegeben, wobei nur der in Klammern stehende Anteil beridcksichtigt

wurde.

Far das erste Ordnung genaue, klassische Upwind-Schema gilt:

= o => fy 1~ %
(3.17a)
$r10n P
Zweiter Ordnung genaue Schemata lassen sich konstruleren mit:
3 1 1
* S rgacd => 10 " 204
(3.17b)

1
$ro1ei — 20385 17%0,5)

Dies ist ein vollstidndig einseitiges Upwind-Schema mit VN= 6.
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1 1 1

€ BlabgaEy e 80 S by g H U e )

(3.17¢)
1
LTIV PRl T TOY
dies ist ein sog. Upwind-blased Schema mit VN=3.
o a-c-l be=d=0 -_> ¢ - l(‘ +é, . 4)
2 - 2. 144 271 Tivl 2

(3.174)

‘r.1+k = ‘1,1+H

Dies ist das bekannte Zentrale-Differenzen Schema, das im Jameson-
Verfahren [62] benutzt wird. Wie bereits in Kap. 3.1 erwahnt, ist
das Verfahren dispersiv (der Koeffizient vor ‘EEE ist » 0) und be-
sitzt keine natidrliche Dissipation (VW=0). Es ist daher instabil.
Die Entkopplung der geraden von den ungeraden Punkten ist ersicht-
lich bei Betrachtung der Differenzen A‘I bzw. A‘r' So ist A‘I,i-
A‘r,i-'%(‘i+1-"i-1)' Die von Jameson eingefihrte Addition kinst-
licher Dampfungsterme durch vierte Differenzen der Strdémungsvari-
ablen erzeugt die zur Stabilitat notwendige Dissipation, die den
Upwind-Verfahren aufgrund VN= 0 bereits natidrlich und vor allem
auch physikalisch fundiert innewohnt.

Eine Erhohung auf dritte Ordnung laft sich erzielen mit:

5 1 2 1
L AAS L R S PR A T (T he O U
(3.17e)
1
P otay 5P a0 28)

Dies ist ein sog. Upwind-blased Schema dritter Ordnung mit einem
Viskositdtsniveau VN = 2.

Ein vierter Ordnung genaues Verfahren ergdbe sich mit:

7 1 1
y a=c=iy + bed=g7 > ¢ sy T 12T (R )1 P)

(3.17£)
‘r.hh =y 14k

Dieses Zentrale-Differenzen Schema ist ebenfalls instabil.
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In der vorliegenden Arbeit wird das von Eberle in [110] vorgestellte sog.
Low-Dispersion Schema verwendet. Es ist verwandt mit dem Upwind-biased Schema
dritter Ordnung und tragt seinen Namen aufgrund der Tatsache, daf der Koeffi-
zient vor der dritten Ableitung (c+a+7(d+b)) unter allen Strémungsbedingungen,
also auch in Gebieten starkerer Gradienten, gleich Null bleibt, so daf das
Verfahren keine dispersiven Anteile aus dem Term dritter Ordnung enthalt.
Es kann durch folgende Forderungen an die Koeffizienten in Gl.(3.16) kon-

strulert werden:

. atbtc+d -1 ,
c—a=-3(d-b) = =A A=0 |,
c+a+7(d+b) =0 ,

c-a+15(d-b) B>0 .

1
=

Daraus ergeben sich die Parameter zu:
a = 2-(14+15A+3B)
24 '

1
b = ~2_4(2+A+B) ”
(3.17g)

1
c = E(IQ-ISA-3B) 2

d - 511—.— =2+A+B)
Die Zustdnde rechts und links der Zellfliche ergeben sich als Funktionen von
A und B durch Einsetzen dieser Parameter in Gl,(3.14a) bzw. (3.14b).
In Strdmungsgeblieten mit geringen Gradienten ist A=A ~0 und B=B,. Das Ver-
fahren ist dann 3.0rdnung genau und das Stabilitatsmaf wird durch den Wert
fur B, bestimmt (da VN=B). B, kann von aufen vorgeben werden, so daf ein Ein-
fluB auf das Dissipationsverhalten des Verfahrens moglich 1st, wenn dies
gewinscht wird, Fir B= 2 entspricht das Schema dem Upwind-biased Verfahren
3.0rdnung (3.17e). Unterschiede ergeben sich dann nur in Bereichen grdfe-
rer Strémungsgradienten, wo Aw O ist. Die dann kontinuierlich einsetzende
FluRlimitierung, die im nichsten Kapitel beschrieben ist, fahrt bei dem Up-
wind-blased Verfahren zum Anstieg des Dispersionsanteils.
Der Vergleich beider Schemata zelgte fir die in dieser Arbeit behandelten
Anwendungsfalle leichte Vorteile zugunsten des Low-Dispersion Schemas, so
daR dieses fir die im Ergebnisteil beschriebenen Berechnungen verwendet wurde.
Der Wert fdr B, war dabel so gewdhlt, da8 B in "ruhigen" Strémungsgebieten
etwa 2 betrug.
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Durch dle Bestimmung der ‘1 und ‘t an den Zellfladche m.H. einer der oben
beschriebenen Upwind-Schemata ist das Riemann-Problem definiert. Seine L&-
sung entsprechend Kap. 3.2.2 liefert dber Gl.(3.13) die ¢5, m=0,1,2, und
daraus mittels Gl.(3.11) und (3.12) die gesuchten charakteristisch gemittel-
ten konservativen Strémungsgrdfen ¢, aus denen sich dann letztlich die Fldsse
durch diese Zellflache berechnen lassen.

Die FluRdifferenzen werden dabel nur noch zentral gebildet, der Upwind-Cha-

rakter des Verfahrens resultiert aus der Art der Bildung der Stromungsgréfen.

Die explizite numerische Approximation der Ausgangsgleichung (3.1la) lautet

also far das i-te Volumenelement unter Verwendung einer 1.0rdnung genauen
Vorwartsdifferenz in der Zeit:

n+l n

Ar n n
$; = 8y - a¢ LEW, - E@) )] (3 18)

und damit das komplette explizite Differenzenschema fir Gl.(2.36) in allen
drei Dimensionen unter Beridcksichtigung von Af = A&n =Af =1:

;'iltjl,k =8kt A LEBD L BB IHE@G] T e

-— n - T —_
(G(‘)i,j.k+H“c(¢)1.j.k—h)—K1,J.kI
(3.19)

3.2.4 FluBlimiting

Bel allen Verfahren hdherer Ordnung ist es erforderlich, zur Vermeidung nu-
merischer Oszillationen im Bereich wvon Diskontinuititen, z.B. am StoB, eine
lokale Reduzierung der Genauigkeitsordnung herbeizufdhren, um sicherzustel-
len, daR die Punkte vor dem Stof keine Informationen aus dem Bereich hinter
dem Stof erhalten. Die Erzeugung eines monotonen StoBprofils 1ist daher nur

bei Schemata 1. Ordnung mdglich.

Die lokale Absenkung der Genaulgkeitsordnung erfolgt m.H. eines sog. Limiters.
Dieser besteht aus zwei Komponenten, einer Sensorfunktion zum Aufspiren von
Diskontinuititen im Strémungsfeld und einem "Regler®, der die eigentliche
Reduzierung der Verfahrensgenaulgkeit vornimmt. Dies geschieht in der Regel
nicht impulsartig, wie z.B. noch mit dem min-mod-Limiter aus [82], sondern
kontinuierlich, wie z.B. bel den Limitern nach Eberle [110]), Koren [111] oder
van Albada [112,82]. Die belden letztgenannten bieten den Vorteil, daB sie
stetig differenzierbar sind. Der van-Albada-Limiter wurde von Eberle weiter-
entwickelt [107,108}.
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Bei den kontinulerlichen Limitern erfolgt der Ubergang zu niedrigerer Ordnung
bis zu einer gewissen Grenze zunidchst proportional zu dem "Ausschlag® des
Sensors, dessen Empfindlichkeit in der Regel einstellbar ist. Erst nach Er-
reichen dieser Grenze ist das vervendete Schema vollstdndig elnseitig.

Der von Eberle fidr das Upwind-biased Verfahren 3.0rdnung verwendete Limiter
arbeitet nach folgendem Prinzip: Das aktuelle Schema wird als Uberlagerung
der Schemata (3.17a),(3.17b) und (3.17e) aufgebaut, die jeweils mit einem
Faktor, der Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann, versehen sind. Im Normal-
fall betragt nur der Faktor vor dem Schema 3.0rdnung eins, wdahrend die beiden
anderen null gind. Werden Strémungsgradienten entdeckt, so reduziert sich der
erste Faktor in dem MaRe, wie es dem von der Sensorfunktion gelieferten Wert
entspricht. Gleichermafen steigen die beiden anderen Faktoren an. In dieser
Phase besteht also eine Mischform zwischen den beteiligten Schemata. Erst bei
sehr starken Gradienten, wie z.B. am StoR, ist der Faktor vor dem dritter
Ordnung Schema null und der vor dem zweiter bzw. erster Ordnung Schema eins,
wobel in transsonischen Berechnungsfillen mit nicht allzu starken StéRen das
Schema 2.0rdnung ausreichend ist.

Beil Verwendung des Low-Dispersion Schemas {st eine Uberlagerung mit den "klas-
sischen" einseitigen Upwind-Formulierungen 1. bzw. 2.0rdnung nicht méglich,
da diese nicht die Bedingung eines verschwindenden Dispersionsfaktors erfal-
len (c-a+7(d+b) m0). Statt dessen geht man so vor, daR ausgehend von der For-
derung am Stof (c-diO) die Grenzwerte fir A und B bestimmt werden [110]. Sie

betragen:

(3.20)

wobei der Index "s" kennzeichnet, dak es sich um die Werte am StoB handelt.
Die Regelung der Verfahrensgenauigkeit erfolgt nun entsprechend der Stirke
der festgestellten Strémungsgradienten zwischen den Grenzen Ay, =0 und Ag bzw.

zwischen B, und Bg.

Eine geeignete Gr&Re zur Erfassung von Diskontinuit&ten ist die Machzahl, da

in ihr alle Strémungsgrdfen enthalten sind.
Dazu wird an der betrachteten Zellfldche die dritte Ableitung des Quadrates

der Machzahl gebildet gemiR:

2 2 2 2 2
M . ; _ _
a£f€£+k Hai+2 Mai-l 3(Ha1+1 Hai) . (3.21)
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Dies fihrt dann zu der Sensorfunktion

2

A = min (As,alﬁaefsi#’l) : (3.22)

aus der sich der Koeffizient des Dissipationstermes dann errechnet zu:
3
B = By(1 - §A) + 2A (3.23)

Der Wert o steuert die Empfindlichkeit des Sensors und B, das StabilitatsmaR.
Beides sind Konstanten, die von aufen vorgegeben werden. Sie brauchten jedoch

far alle durchgefihrten Berechnungsfalle nicht verandert zu werden.

3.2.5 CFL-Bedingung und lokaler Zeitschritt

Eine der wichtigsten Stabilitatskriterien fir hyperbolische Differential-
gleichungen ist die Courant-Friedrichs-Lewy {(CFL)-Bedingung. Sie sagt aus,
daR ein explizites numerisches Verfahren nur dann stabil ist, wenn das nu-
merische Abhingigkeitsgebiet eines Punktes P das analytische Abhingigkeits-
gebiet vollstandig einschlieBt.

Bild 3.2-3 soll diesen Zusammenhang verdeutlichen. Die analytische Ldsung in
P ist abhangig von dem schraffierten Bereich, der durch die Charakteristiken
begrenzt wird. Ihre Steigungen sind fir die eindimensionale Gleichung (3.2)
durch die Kehrwerte der Efgenwerte 1,,\, ,1; gegeben. Das numerische Abhangig-
keitsgeblet ist durch das Dreieck SPT definiert, dessen CGrenzen durch die
Verbindungslinien der "Netzpunkte" i+l,n und i-1,n mit i,n+l gebildet werden.
Die CFlL-Bedingunpg fordert, daR die Steigung dieser Linien flacher als die der
Charakteristiken ist,

Dies ist so lange gewdhrleistet, solange der aktuelle Zeitschritt Ar kleiner
oder gleich der maximal mdglichen Schrittweite ar__ . 1ist, die sich ergibe,
wenn man die Charakteristik des betragsmafig groBten Eigenwertes in der dar-
gestellten Form durch die "Netzpunkte” i+1,n und i-1,n auftragt.

Eine physikalische Interpretation besagt unter BerlUcksichtigung der Tatsache,
daf die Eigenwerte die kontravarianten Stdrungsausbreitungsgeschwindigkeiten
darstellen, daf der gewdhlte Zeitschritt Ar kleiner oder gleich der Zeit sein
muB, die eine Stdrung bendtigt, um sich von einem Netzpunkt zum nichsten sus-

zubreiten,
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Die CFL-Bedingung lautet demnach:

Ar
.- 7l 3.24
CFL : z\!€Sl 4 ( )

wobel CFL die aktuelle CFL-Zahl bezeichnat,

Der theoretisch maximal mégliche Zeitschritt errechnet sich daraus zu:

- A -
A"luxe max lAgl ' m 0,52 . (3.25)

Unter Berdcksichtigung der beiden anderen Dimensionen und der Tatsache, daf
Af =Anp=Af =1 ist, betrigt der aktuelle Zeitschrite:

e CEL . m=0,1.2 . (3.26)
max(1AS1, 1271, &N

Der Wert fir CFL wird vorgegeben. Eine Obergrenze von 1 ist jedech nur far
eindimensionale Probleme zutreffend, fir mehrdimensionale Fille sind wesent-
lich kleinere Werte ndtig. Faktisch muB der fir das aktuelle Verfahren maxi-
mal mdgliche Wert durch Ausprobieren gefunden werden.

Fir die in der vorliegenden Arbeit mit dem expliziten Verfahren behandelte
Berechnung der Hubschrauberrotorstrdmung lag die maximale CFL-Zahl fir das
verwendete Verfahren bel etwa 0,15 (vgl. Kap. 5.4.2).

FGr instationidre Probleme, bei denen Zeitechtheit gefordert ist, mufR Gl.
(3.26) zunichst fdr alle Kontrollvolumina berechnet werden, um so den klein-
sten Zeitschritt des Zeitniveaus ¢ herauszufinden, der von der lokalen Sté-
rungsausbreitungsgeschwindigkeit abhdngig ist. Dieser ist dann fir die zeit-
liche Integration auf o global in allen Zellen gleich.

Bel stationdren Problemen, bel denen Zeltechtheit keine Rolle spielt, kann
hingegen fir jede Zelle nach Gl.(3.26) ein individueller Zeitschritt Ary 4oy
berechnet werden. Diese Methode des sog. "local time steppings™ bietet den
Vorteil einer erheblich schnelleren Konvergenz und wurde auch in der vorlie-

genden Arbeit benutzt.



-55-

3.3 Implizites LBsungsverfahren

Wie in Kap. 3.2.5 beschrieben, unterliegen explizite Verfahren der sog.
CFL-Restriktion, die die Zeitschrittweite limitiert. Daraus resultiert eine
entsprechend hohe Iterationszahl, bis der gewinschte konvergente Zustand
erreicht ist.

Demgegendber bileten implizite Ldsungsverfahren den Vorteil, daf eine sclche
Bedingung zur Erhaltung der Stabilitat im Prinzip nicht existiert. Gewisse
Approximationen, die bei einigen Verfahren zur Vereinfachung des Ldsungsalgo-
rithmusses durchgefdhrt wurden, kénnen zwar ebenfalls eine Begrenzung der
Zeitschrittweite erforderlich machen, diese ist jedoch wesentlich weniger
einschrankend als bei den expliziten Verfahren.

Der Nachteil einer CFL-Restriktion ist besonders gravierend bel der Berechnung
instationirer Probleme. In diesem Fall muf ein globaler Zeitschritt verwendet
werden, der durch die kritischste Zelle bestimmt wird. In der vorliegenden
Arbelt wurden zwar nur stationire Berechnungen durchgefihrt, eine Erweiterung
auf den instationiren Vorwartsflug ist jedoch fir die nidchste Zukunft geplant,

so daR spatestens dann die Verwendung eines impliziten Verfahrens unumging-
lich ist.

Die Konvergenzrate impliziter Verfahren kann je nach Problemstellung um durch-
aus eln bis zwei GréRenordnungen hdher liegen als bei expliziten Algorithmen.
Zwar hat man einen gréBeren Aufwand pro Iterationsschritt in Kauf zu nehmen,
jedoch lassen sich damit insgesamt immer noch betrachtliche Einsparungen in
der Gesamtrechenzelt erzielen.

Vergleiche zwischen einem expliziten und einem impliziten Losungsalgorithmus
fir stationare zweidimensionale Falle, die z.B. von Ral [113] oder Lerat et
al. [114] durchgefidhrt wurden, lassen Beschleunigungen um den Faktor 5 herum
realistisch erscheinen. Hdhere Werte sind bef instationidren Berechnungsfallen
méglich. So hat z.B. Brenneis [66) Beschleunigungen von weit mehr als 10 bei
der Berechnung nickender Profile erreichen kdnnen und Lerat et al. [114] er-
zielten bei instationiren Machzahlschwingungen einen Faktor 7.

Im dreidimensionalen Fall ist der Rechenzeitgewinn etwas geringer, da der

Aufwand pro Zeitschritt bei den impliziten Verfahren uberproportional an-
steigt (vgl. Kap. 5.4.2).

3.3.1 Beschreibung der gebrauchlichsten Verfahren

Die Mehrheit der zur Zeit im Einsatz befindlichen impliziten Methoden laRt
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sich grob in drei Kategorien einteilen: Es sind zum einen die sogenannten
Mehrschrittverfahren mit impliziter Residuen-Glattung (z.B. MacCormack [115],

der sein explizites Predictor-Corrector Verfahren weiterentwickelt hat, oder
z.B. Jameson & Baker {116], die das bekannte Runge-Kutta-Vierschrittverfahren
verwenden), zum zweiten die Approximativen Faktorisierungsschemen (AF) (z.B.
Beam & Warming [117], Briley & McDonald [118]) und schliefRlich die iterativen
Relaxationsverfahren (z.B. Brenneis [66], Chakravarthy [119,120]), zu denen

auch das in dieser Arbeit verwendete Verfahren gehért,
Die beiden letzten Methoden haben die grdfte Verbreitung gefunden und sollen

im folgenden kurz beschrieben werden.

Ausgangspunkt i{st die Verwendung von Rickwartsdifferenzen fir die Approxima-
tion der zeitlichen Ableitung in den instationiren Euler-Gleichungen. Eine

1. Ordnung genaue Formulierung lautet gegenidber der expliziten Schreibweise:

n+l n
[ -4 _ _(En+1 + Fn+1 " cn+1) ) (3.27)

Ar 3 7 ¢

Wegen der nichtlinearen Abhingigkeit der Flufvektoren von den Strémungsgrofen

der linken Seite erfolgt eine Linearisierung mittels einer Taylorentwicklung

Zu:

I.:tH»]. - En P 8E (¢n+1 _ d“) + O(Ar2) |

Pl o e BE| mel SN o Btarey (3.28)

¢™ ™+ I (™ - 4+ ogar?)

n aF n a6

A - — - =R
a¢n ] B a¢n ] c a‘n E]
(3.29)

n+l +1

R K R
far die Jacobischen Matrizen bzw. fir die Rackwartsdifferenz des L&sungs-
vektors ergibt sich aus G1.(3.27):

n+l
Aft i (AF'A¢n+1)

n n+l n n+l
¢ + (B -Ad )n + (C -Ad )g -

(3.30)
= -(E?+r:+c?)-kﬂs .
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wobel die rechte Seite (RHS) den FluRdifferenzen aus der expliziten Formulie-
rung entspricht und daher auch als der explizite Anteil bezeichnet wird.

Dieselbe Beziehung in einer vereinfachten Schreibweise liefert mit Ein-
fahrung der Einheitsmatrix I den Ausdruck:

I 8 ,n 3 gn 8 cn oy L oaetl
tie * X 2 o s B M RHS . (3.31)

Unter Berucksichtigung der Tatsache, daB sich die raumlichen Differenzen des
Lbsungsvektors (g% A¢n+1)tlj,k etc. durch eine lineare Funktionen der Strd-
mungswerte aus den benachbarten Zellen beschreiben lassen, ist mit G1.(3.31)

formell ein lineares Gleichungssystem der Form

A-¢ = Db £ 320
zu lésen.
A ist dabei eine nmx n Matrix (n = Anzahl der Volumenelemente X Anzahl der
abhiangigen Variablen), die infolge der Mehrdimensjionalitdt der untersuchten

Probleme dber elne groBe Bandbreite verfigt. Ihre Invertierung pgestaltet
sich daher AuBerst schwierig.

Einen Lbsungsansatz stellt die Faktorisierung der linken Seite dar, d.h. die
geeignete Aufspaltung von A in mehrere Teilmatrizen.

Entsprechend der Art der Faktorisierung unterscheidet man zwel gingige Vor-
gehensweisen:

Im ersten Fall, der auf die Verfahren von Beam & Warming [117] bzw. von Bri-
ley & McDonald [118] zurickgeht, wird nach Verwendung zentraler Differenzen

auf der LHS eine Faktorisierung in die drei Raumrichtungen vollzogen. Gl.
(3.31) wird dabei aberfihrt in

1 4 .n I d .n I a .n n+l
(At+aEA )(EE+an )(At+a;c Yoé = RHS | (3.33)
Die L&ésung erhdlt man nun schrittwelise wie folgt:
: 1,8 ,n x ndl
1. Schritt : (ac*aed ) os RHS
. 1,48 .n *% N+l - % N+l
2. Schritt : L &% * an B ) A¢ Ad
(3.34)
. 1 , 8 n n+l - o N+l
3. Schritt ;. ( = ¥ ac C ) aé A .

4. Schritt : UL .
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Dadurch wird das dreidimensionale Problem auf drei eindimensionale Gleichungen
reduziert, wobei die Matrizen der linken Seiten bel ausschlieRfRlicher Verwen-
dung der beiden Nachbarpunkte zur Bildung der rdumlichen Ableitungen nun
blocktridiagonal besetzt sind, was deren Invertierung erheblich vereinfacht.
Verfahren dileser Art, die unter dem Namen ADI (Alternate-Direction-Implicict)
bekannt sind, wurden zuerst von Steger [121] bzw. Pulliam & Steger [122] auf
die Euler-Gleichungen angewendet. Pulliam & Chausee [123] entwickelten das
Verfahren weiter, indem sie eine Diagonalisierung der Jacobimatrizen durch-
fahrten. In neuerer Zeit finden sich ADI-Verfahren z.B. beil Jameson & Yoon
[124] far 2D-Fdlle, sowie z.B. bei Bober et al. [51] und Barton et al. [52,53],
die die diagonalisierte ADI-Version fidr 3D-Propellerumstrdmungen verwenden.
Sankar et al. [33,34} verwenden die ADI-Methode innerhalb eines gemischten
implizit-expliziten (hybriden) Ldsungsalgorithmus far 3D-Rotorstrdmungen.

Der Nachteil der ADI-Verfahren besteht in erheblichen Stabilitidtsproblemen
im dreidimensionalen Fall, die auch fidr stationire Anwendungen eine dra-
stische Reduzierung des Zeitschrittes verlangen. Unginstig wirkt sich weiter-
hin die Verwendung zentraler radumlicher Differenzen aus, was bekanntermafen
die Einfidhrung von Dampfungsgliedern zur Vermeidung numerischer Oszillationen

und Instabilitaten besonders im StoRbereich erfordert.

Dies laBRt sich vermeiden, wenn man sich der in Kap. 3.1 beschriebenen Upwind-
Verfahren bedient. Sie ermdglichen die Konstruktion robusterer Algorithmen
mit erweitertem Stabilitatsbereich. Wie bereits in Kap. 3.1 erwahnt, muB sich
bel diesen die Richtung der Differenzenbildung an der Richtung der charakte-
ristischen Wellenausbreitung, die durch die Vorzeichen der lokalen Eigenwerte
der Jacoblmatrix aus Gl.(3.29) reprasentiert werden, orientieren.

Eines der berelts genannten Verfahren, das dieser Forderung Rechnung tragt,
ist das sog. Flux-Vector-Splitting (FVS). Dabel werden die Flisse E, F und G
in jewells zwei Teilflldsse aufgespalten, die den positiven bzw. den negativen
Eigenvektoren zugeordnet sind, und fur die dann die passende Upwind-Richtung
individuell ausgewahlt wird.

Eine Vielzahl von Methoden und Variationen sind inzwischen gebrauchlich, wo-
bei die Verfahren nach Steger & Warming [63] und van Leer [81] die bekannte-
sten sind.

Die FVS-Technik nach Steger & Warming sef andeutungsweise hier kurz skizziert,
da sie im impliziten Teil des in der vorliegenden Arbeit verwendeten Lésungs-
algorithmusses Anwendung findet.

Die Darstellung erfolgt nur anhand der £ - Richtung, da die beiden anderen
Raumrichtungen analog behandelt werden. AuRerdem ist die zeitliche Indizie-

rung weggelassen, solange Mifverstandnisse ausgeschlossen werden kénnen.
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Mit Hilfe der Beziehung

A=TatT! (3.35)

128t sich die Jacobimatrix diagonalisieren. Es bezeichnen T, T-l die Matrizen
der rechten bzw. linken Eigenvektoren und A die Diagonalmatrix der Eigenwerte.
Das besagte Splitting geschieht nun dadurch, daR die Eigenwerte von A in

solche mit positivem und solche mit negativem Vorzeichen aufgeteilt werden

+ -—
Ai = li + li
A, + A
+ i i
mit Xi = P (3.36)
und K, e ii_:_ljil i=20,1,2
i 2 L] ] ] []
so dak sich bilden 1l4Rt:
Kk =i K . (3.37)

Dies eingesetzt in G1.(3.35) liefert die Beziehungen:

AR TR o !

(3.38)
A =TA T |
aus denen sich dann die gesplitteten Flisse berechnen lassen zu
E-a"
(3.39)
E =A ¢

Bei den Grdfen A" und A die gemdf Gl.(3.38) oder m.H. eines anderen Split-
tingverfahrens erzeugt wurden, spricht man von den sogenannten "approxima-
tiven" Jacobimatrizen. Dle "echten" Jacobimatrizen ergeben sich analog CGl.

(3.29) aus der Ableitung der gesplitteten FluBvektoren zu:

R

3¢

_ (3.40)
ko o

3¢
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Nach [63] sind diese beiden Typen im allgemeinen nicht identisch. Die An-
wendung der approximativen Jacobians statt der echten findet aber vermehrt
Anwendung, da ihre Berechnung weniger zeitaufwendig ist. Es Ist allerdings
zu beriicksichtigen, daB ihr Einsatz In AF-Schema zu Beeintrachtigungen der
Stabilitat fuhrt, die eine Reduktion des maximal zulassigen Zeitschrittes
erzwingen [82,125].

Setzt man C€1.(3.40) in G1.(3.31) ein, so erhialt man die Beziehung:

I - 40 + -n - 4N + =T - 40 + -0 n+l
= + ¢C +4§ C A = RHS
Cagt 6£ A+ 66 A+ an B+ Sn B 5; ¢ Yaé
(3.41)
Hierin entsprechen die Bezeichnungen 6;, 6; ,etc. Differenzenoperatoren mit

Rickwarts—-, bzw. Vorwartscharakter, so wie es der charakteristischen Signal-

ausbreitung entspricht.
Das FVS fihrt somit wiederum auf ein LGS der Form (3.32), fiir deren Lasung

sich Relaxations- oder Faktorisierungsschemata eignen.

Bei der approximativen Faktorisierung mittels FVS erhialt man die Gleichung:

& - 40 ~ 40 - 40 I + -0 + _-n + =0 n+l
2 = + = RHS ,
i+ 65 A+ 8" 3 + 8; c )(At + 56 A + 6n B 5§ C )aé
(3.42)
die analog zu (4.8) wiederum schrittweise geldst werden kann:
1 - 40 - 40 - +0 % n+l
1. Schrite : —+45. A +85§ B +§_ G A = RHS
G ¢ i ¢ ) Ad
. T + -0 + _=N + -0 n+l * n+l
2. Schricte : (L‘.t + 66 A+ 60 B + 6; C ) Aé Ad
3, Behivies o P Y ol (3.43)

Durch die Verwendung reiner Upwind-Differenzen gelingt es auf diese Weise,
je eine obere und eine untere Blockdreiecksmatrix (LU) zu schaffen, die sofort
aufgeldst werden kénnen.

Die Vorteile dieser Methode gegeniber den riumlich faktorisierenden ADI-Ver-
fahren liegen in geringerem Rechenaufwand, geringerem Speicherplatzbedarf,
einer unbegrenzten Stabilitat auch fir dreidimensionale Anwendungen und in

der Vermeidung der Addition kinstlicher Viskositatsterme.

AuBer in der grundlegenden Arbeit von Steger & Warming [63) finden sich An-
wendungen in ahnlicher Form auch bei Belk et al. [126] und Whitfield et al.
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[50) unter dem Namen "Two-Pass—-Algorithm®, bei letzterem fir dreidimensionale
Propfan-Berechnungen.

Anderson et al. [82]), Thomas et al. (127] und von Lavante et al. {128] haben
das FVS mit einem ADI-Verfahren gekoppelt, ohne damit jedoch deren gravieren-
de Nachtelle signifikant schmilern zu kénnen. Immerhin konnte auf die Ein-
fohrung von Dampfungsgliedern verzichtet, sowie eine etwas bessere StoRauf-
ldsung erreicht werden.

Eine der "Faktorisierung mittels FVS®" verwandte Form stellen die unter dem
Namen "Approximative LU-Faktorisierung® bekannten Verfahren dar, deren
Ausgangspunkt die Arbelten von Jameson & Turkel [129] bilden, und die =z.B.
bei Yoon [1l30] bzw. beil Jameson & Yoon [131] Verwendung finden.

Sehr gute Ergebnisse fir dreidimensionale Verdichterberechnungen konnten von
Caughey und Mitarbeitern [54,132] erzielt werden, die das LU-Verfahren auf

rotierende Koordinatensysteme erweiterten.

Der Unterschied zu den zuvor beschriebenen Schemen liegt in einer anderen
Splittingmethode. Bel dem von Jameson & Turkel vorgeschlagenen Verfahren
werden approximative Jacobimatrizen unter Verwendung der Spektralradien

verwendet. So gilt dann im Gegensatz zu Gl.(3.38):

+ A + A1

A L 2 ]

- A - |a]1

- — (3.44)

mit |A| - max([lil), {=0,1,2 ,
B, C entsprechend

Wegen der Beibehaltung zentraler Differenzen auf der RHS der linearisierten
impliziten Euler-Gleichungen missen allerdings auch hier kinstliche Dissipa-

tionsterme eingefdhrt werden, die bei der Faktorisierung der LHS zusatzlich
mit berldcksichtigt werden missen.

Da es sich weder bei der raumlichen noch hei der eigenwertorientierten Fak-
torisierung um eine mathematisch exakte Aufsplittung handelt, sondern nur
um eine Niherung, die mit einem Faktorisierungsfehler der Ordnung 0(ard)
(bei ADI), bzw. O(Ar2) (bei LU) behaftet ist, ist der Zeitschritt aus Konver-
genzgrinden beschrankt [66,82,113,124]. AuBerdem ist der Wert des Zeitschrit-
tes, bei dem die optimale Konvergenz erreicht wird, nicht a priori zu bestim-

men und kann von Anwendungsfall zu Anwendungsfall variieren. Far fhre FVS-ADI-
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Verfahren fanden Anderson [82] und Thomas [127] far den zweidimensionalen
Fall beispilelsweise eine maximale CFL-Zahl von 5-30, die jedoch nur bei Ver-
wendung der echten Jacobimatrizen erreicht werden konnte (s. auch [128]).
Bei dreidimensionalen Anwendungen reduziert sich dieser Wert noch einmal
drastisch. Der Vorteil gegeniber den weniger aufwendigen expliziten Verfahren
ist far 3-D Berechnungen damit praktisch nicht mehr gegeben. Daher blieben
die ADI-Verfahren in der Praxis weitgehend auf 2D-Anwendungen begrenzt.

Etwas besser sieht die Situation bei den LU-Verfahren aus, da die Zeitschritt-

beschrankung hier nicht ganz so gravierend ist. Immerhin konnten Whitfield

et al. [50] CFL-Zahlen im Bereich von 20 und mehr fir dreidimensionale Propfan-

Anwendungen erzielen. Sinnvolle Werte liegen bei 2D- bzw. 3D-Berechnungen

aber eher in der GréRenordnung veon 5-15 [54,126,130].

Neben den AF-Verfahren gewinnen daher seit neuestem die sogenannten Relaxa-

tionsverfahren mehr und mehr an Bedeutung. Sowohl das Fehlen einer Zeit-

schrittbeschrankung als auch die hohe Konvergenzrate bei der Erzeugung zelt-
asymptotischer stationdrer Ldsungen ist ein groBer Vortell dieser Verfshren
[119,120,127]}.

Durch die Verwendung von Upwinddifferenzen 1. Ordnung fir die radumlichen Ab-
leitungen in G1.(3.31) wird die Koeffizientenmatrix des zu lé6senden linearen
Gleichungssystems (3.32) streng dliagonaldominant, weswegen sich die Anwendung
eines klassischen Relaxationsverfahrens anbletet. DaR die L3sung dabei ftera-
tiv erfolgt, wird durch die bel sehr groRen Zeitschritten erreichbare hohe
Konvergenzgeschwindigkeit gegeniber den nicht-iterativen AF-Schemen, die dafir

aber einer Zeitschrittbeschrankung unterliegen, ausgeglichen.

Ausgangspunkt ist wiederum Gl.(3.31), die durch ein geeignetes FluBsplitting
in eine Form gemaR GL.(3.41) dberfuhrt wird. Die Lisung dieses linearen Glei-
chungssystems erfolgt nun nicht mehr mit Hilfe einer Faktorisierung, sondern
durch Anwendung eines Relaxationsverfahrens, z.B. durch eine Linien- oder
Punktrelaxation in Form elnes iterativen GauR-Seidel- oder eines Jacobiver-

fahrens. Eine ausfihrliche Darstellung der in Frage kommenden Methoden findet

sich bei Chakravarthy [119,120].

3.3.2 Darstellung des verwendeten impliziten Losungsverfahrens

Aus den bereits genannten Grinden, von denen Insbesondere die hohe Konver-
genzrate bei groBen Zeitschritten fir zeitasymptotische, stationire Losungen

den Ausschlag gab, wurde der Verwendung eines Relaxationsverfahrens der Vorzug
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gegeben.

In der Praxis sehr gut bewdhrt hat sich der im Hause MBB entwickelte Punkt-
relaxationsalgorithmus [66,133,134), der fir das vorliegende Verfahren Gber-
nommen wurde.

In den angegebenen Literaturstellen ist dieses Verfahren eingehend beschrieben
worden, doch sei an dieser Stelle der Vollstandigkeit halber eine kurze Zusam-
menfassung der wichtigsten Elemente gestattet. Diese werden gleichzeitig um
die Anteile erganzt, die aus den Besonderheiten der Anpassung des Verfah-

rens auf die Rotorstrémung resultieren.

Die transformierten Euler-Gleichungen fur die Hubschrauberrotorstrémung nach

Gl.(2.36) lauten in impliziter Form:

n+l n
LT:L 4 ‘551‘-:“+1 + sqr‘-"‘*l + 5(6“*1 B Lg (3.45)

wobei die raumlichen Differenzenoperatoren 66, 6ﬂ' 6r auf geeigneten Upwind-
Schemata der gewinschten Genauigkeit beruhen. Der Vektor K enthalt die aus
der Rotation des blattfesten Koordinatensystems resultierenden Krifte, sowie

bel Verwendung zylindrischer Ausgangskoordinaten die Anteile aus der Ableitung
der lokalen Basen (siehe Kap. 2).

Aufgrund der nichtlinearen Abhingigkeit der Flisse vom Lésungsvektor ist
eine direkte Ldsung dieser Beziehung nicht moéglich.
Einen Ansatz bletet das Newton-Verfahren, das bekanntermaRen fir die Ldsung

allgemeiner, nichtlinearer Gleichungen der Form

N(q) = 0 (3.46)

sehr gut geeignet ist. Das Ergebnis q von Gl.(3.46) wird iterativ ermittelt

durch die Lssung einer Sequenz linearer Beziehungen der Form

aN w+l
= - (q

Vv

-¢) =-N(") ,v=0,1,... (3.47)

unter Vorgabe einer Startlssung for qv-O.

Auch Gleichung (3.45) 13Bt sich einer Idee von Chakravarthy [119,120] bzw.
Jesperson & Pulliam [123] folgend, durch eine entsprechende Umformung in eine
Newton-Methode tberfdhren. Damit kann dann analog zu Gl.(3.47) der Lbésungs-
vektor zum Zeitpunkt »+1 {terativ ermittelt werden. Es gilt entsprechend:
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n,v=0 _ ‘n

é

1im gnewv_, g0+l
vrl ¢ ¢

(3.48)

Die Umwandlung der Euler-Gleichungen in eine Newton-Methode erfolgt a.H.
einer Linearisierung entsprechend Gl.(3.28) um den Subiterationszeitpunkt v

und fihrt auf die Beziehung:

n,v+l 1
Ad — +-6€(An’"A¢n'V+1)-+6"(Bn’VA¢n'V+1)-+6§(Cn'yA¢n'V+1)-(Sn'yA¢n'" §
n n,v _ _

- =, (5. E+8 F4+ 5.8-0" (3.49)
Ar £ n ¢
oder in einer vereinfachten Schreibweise:
I n,v n,v n,w _ on,v n,v+l _ gy
(Ar+6£A + 8§ B +5§c 577 (¢ ¢ ')
n n,v
= £ od . 233 FalE =B (3.50)
ar £ n ¢
- A¢n,u+1 én,v+1 ¢n,v

Beginnend mit v = 0 und daraus folgend ¢n,0__‘n iteriert man solange, bis
gL P ek, wmidl dawit g LHS ven BL. 03,500 megeu Noll geht. BuE der
rechten Seite bleibt dann mit n,v -~ n+l die bekannte implizite Ausgangsglei-

chung (3.45) zurick.
Auch der Kraftevektor Kn+1 wurde pgemidR G1.(3.28) linearisiert. Unter Aus-

nutzung der Homogenitatseigenschaft

g~ (3.51)

die fdir die Formulierungen von K nach G1.(2.37) und (2.49) erfallt ist, wurde

die Jacobimatrix Sn mit

gt . 2k (3.52)

in die LHS ven Gl.(3.50) eingefdhrt. Die Homogenitat vom Grade 1 des Krafte-
vektors 1l4Bt sich mit Hilfe der in Anhang A.4 aufgelisteten Matrix s" am Bei-
splel von G1.(2.49) leicht verifizieren.
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Im Falle stationidrer Berechnungen, wle sie fir die vorliegende Arbeit von

Interesse sind, ist Zeitkonsistenz nicht erforderlich. Die vereinfachte New-
ton-Methode schreibt sich dann zu:

(3%+5A“+snn“+sc“—s“)a¢“+l - ~EE+ EF+&66-85"

£ & n ¢

1)

(3.53)
‘n+1 - ‘n & A‘ni-l

und wird iterativ dber den Index n zum konvergenten Endzustand gefihrt (vgl.
auch [127,134]).

Fir diesen Spezialfall der stationiiren Strémung entspricht G1.(3.53) G1.(3.31).
Der Ausdruck "Newton-Methode" ist in beiden Fiallen strenggencmmen nur far
Ar»x phaltig. Im Gegensatz zu den AF-Schemen, bel denen aus genannten Grin-
den der Zeitschritt begrenzt sein muf, ist man bei der Losung der unfaktori-
sierten Euler-Gleichungen jedoch Iin der Tat bestrebt, den Zeitschritt unend-

lich groR zu halten, um der optimalen quadratischen Konvergenz der Newton-
Methode mdglichst nahe zu kommen.

Wie aus Gl.(3.47) ersichtlich, verlangt das volle Newton-Verfahren die Ver-
wendung der echten Jacoblschen Ableltung (%g) des Operators N der rechten
Seite. Auf den Fall der nichtlinearen Euler-Gleichungen Ubertragen bedeutet
dies, daR nicht nur die echten Jacobimatrizen A?, BE und Ci. so wie sie sich
aus Gl.(3.40) ergeben, zu verwendet widren, sondern daB zusatzlich die auf der
RHS gewahlte raumliche Diskretisferung auch auf der LHS angewendet werden
mifte .

Die direkte Losung der Newton-Methode ist in Anbetracht der Grdfe und Struk-
tur der Koeffizientenmatrix der LHS jedoch ohnehin unpraktikabel. Daher ist
man bestrebt, Vereinfachungen zu treffen. Hierzu gehdort die Anwendung eines
geeigneten Relaxationsverfahrems zur indirektem Losung der Newton-Methode.
Grundlage hierfir ist die Verwendung eines Upwindschemas 1. Ordnung auf der
LHS. Dies fahrt zu einer Diagonaldominanz der Koeffizientenmatrix, was Voraus-
setzung fir die erfolgreiche Anwendung eines einfachen Relaxationsverfahren
isc.

Auch die Verwendung einer 2. bzw. einer gemischt 1./2. Ordnung genauen Upwind-
Formulierung ist noch ein mdglicher Kompromif, der Jedoch alles in allem
keine nennenswerten Vorteile bringt, wie z.B. in Vergleichsrechnungen wvon
Brenneis [66) gezeigt werden konnte. Auflerdem ist die Diagonaldominanz dadurch
nicht mehr gegeben (vgl. [127,135]).

Im vorliegenden Fall wurde ausschlieflich mit einer 1. Ordnung genauen Upwind-

Diskretisierung gerechnet, was fiar die interessierenden statlionaren Berech-
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nungsfille vdllig ausreicht, wie auch z.B. von Degrez [1353] bestatigt wird.
Chakravarcthy [120] vertritt die These, daR die Vereinfachung der rdumlichen
Diskretisierung auf der LHS nicht mehr von zus&tzlichem Nachteil sei, da man
sich durch die Anwendung eines Relaxationsverfahrens ohnehin von der echten
Newton-Methode und dem Idealfall der quadratischen Konvergenz entfermne.

Uberdies ist die Genauigkeit des Anteils auf der LHS vor allem bei statio-
ndren Berechnungen von untergeordneter Bedeutung, da im Falle der Anniherung
an dle konvergente Ldsung der Ldésungsvektor A¢ - 0 geht und damit die gesamte
LHS lediglich einen Iterationsoperator darstellt. Die Genauigkeit der Lbsung
wird dann einzig und allein durch die Ordnung der Diskretisierung der RHS

bestimmt.

Als weitere Vereinfachung kann zur Einsparung von Rechenzelt dle Verwendung
approximativer Jacobimatrizen hinzukommen. Dabel ist das ganze Spektrum, wie
es aus dem Bereich der AF-Schemen bekannt ist, unter AbwiAgung der damit ver-
bundenen Nachteile denkbar. Jespersen & Pulliam [125] sprechen in diesem
Zusammenhang dann von einer modifizierten Newton-Methode.

Fir das vorliegende Verfahren wiesen Eberle [133] und Brennels [66] jedoch
nach, daf die Jacobimatrizen auf der LHS, die sich aus G1.(3.38) berechnen,

exakt den echten Jacoblans entsprechen.

Mit Hilfe der gesplitteten Jacoblmatrizen lassen sich die riumlichen Diffe-
renzen in den Gl1.(3.49),(3.53) wie folgt bestimmen (die Indices j,k sind der

Einfachheit halber weggelassen):

Se(Atd)y = Ay Myp, — Ay 84y,

o+ + - -
A1+11 A‘1+11 * A1+la A‘1+H {3054

+ & - -
“Agy Oy - A A

Der Upwind-Charakter ergibt sich durch die Bestimmung der Zustande i+1/2 bzw.
1-1/2 des Lbésungsvektors A¢ entsprechend der charakteristischen Signalaus-
breitungsrichtung. Analog zu den Beziehungen (3.17) gilt:
bel einer 1. Ordnung genaue Approximation:

a) bel positiven Eigenwerten:

+
Sy = B4

+
Sy = By,
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b) bei negativen Eigenwerten: (3.55a)
Bbipy = Bdiy
Ay~ B4y
bzw. bei einer 2. Ordnung genauen Approximation:

a) bel positiven Eigenwerten:

+
A#L,,, = 1.584, - 0.584, .

+
- ), 1.584, , - 0.584, ,

b) bei negativen Eigenwerten: (3.55b)

Bdspg — 1.584,, - 0.58¢,,
- 86, - 1.564, - 0.584 .

In der vorliegenden Arbeit wurde das 1.0rdnung genaue Schema verwendet, da
es weniger Rechenaufwand erfordert und fir stationire Berechnungsfalle, bel

denen A¢ im konvergenten Zustand ohnehin gegen Null geht, véllig ausreichend
ist.

Wie aus der Indizierung wvon Gl.(3.54) hervorgeht, werden die Eigenwerte an
den DurchflufRflachen eines betrachteten Volumenelementes i,j,k bestimmt. Mit
Hilfe von G1.(3.36) bis (3.38) werden anschliefend die insgesamt vier Jacobi-

matrizen pro Raumrichtung A:+H' Af—k' etc. ebenfalls an den Zellflachen er-

mittelt.

Fihrt man dies fir alle Volumenelemente durch, so lassen sich die Gl.(3.50)

bzw. (3.53) mit Ri Yol als Vektor der expliziten rechten Seite in Koeffizien-
tenmatrixform schreiben zu:
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B5 4 Bd
\\\\\\\\\\ A‘113'1"‘
By 1.7.k

\\\\ °‘1+1 k
ﬁ“1:j+1,k
A‘i;j,k+1

(A

Ly Lply Ly Ly L] | TR | -
-3

i,j,k-1

B i1

a R
gl
ol
G

Ri, 341,k

R 3, kel

(3.56)

Aufgrund der Gestalt der LHS, die sich durch die gewahlte Upwind-Diskreti-

sierung 1. Ordnung ergibt, spricht man von einer blocktridiagonalen Band-

matrix. Eine blockpentaldiagonale Struktur ergibt sich bei Verwendung wvon

2. Ordnung genauen Differenzen gemaf G1.(3.55b). Das zugehdrige System ist

bei Brenneis [66] ausfihrlich dargestellt.
Die 5x 5-Blockmatrizen Lj j k errechnen sich wie folgt:

+
L= by jae1 = "%, 5.6 ¢

+
L= Ly -1,k = ~ B gk

+
Ly = Liggx = "M

) | + - +

Lo = Ly = ar P Aies i T Aoyt B gen kT

+

L = Ly ~ A gk
L = L jax = By s,k
Ly = Li.j,k+1 ke ci,j.k+%

Ci 5,00~ Cp g e-n

By %%

51,9k

(3.57)

Unregelmiafigkeiten im blocktridiagonalen Aufbau der Koeffizlientemmatrix in
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Gl.(3.56) tréten an den Rechenraumrdndern auf.

Herrscht in einer Randzelle die freie Anstrdmung, was bel dem vorliegenden
Verfahren infolge der Anwendung charakteristischer Randbedingungen an den
Ein- bzw. Anstrémridndern im Fernfeld der Fall ist, so ist A¢d in dieser Zelle
gleich Null. Dies fuhrt lediglich dazu, daf die entsprechende Spalte in der
Koeffizientenmatrix fehlt.

Anders verhidlt sich die Situation an Periodizitéts- bzw. Schnittebenen (s.
Kap. 3.5). Belde zeichnen sich dadurch aus, daf sie nur eine Grenze im Index-
raum darstellen, im physikalischen Raum jedoch inmitten einer kontinuierlichen
Stromung liegen. Demzufolge besitzen sie Nachbarzellen, in denen 4¢ » 0O ist,
die sich jedoch im Indexraum an einer v5llig anderen Stelle befinden. Diesem
Umstand wird durch die Besetzung der entsprechenden Position in der Koeffi-
zientenmatrix mit der zugehdrigen Blockmatrix Rechnung getragen, was mit einer
nicht unerheblichen Beeintrichtigung der Tridiagonalstruktur verbunden ist.

Dies ist bei der Auswahl eines geeigneten Invertierungsverfahrens zu berick-
sichtigen.

In der vorliegenden Arbeit wird zur Lbdsung des linearen Gleichungssystems
(3.56) ein Relaxationsalgorithmus verwendet. In [120] ist elme Auswahl der in
Frage kommenden Verfahren vorgestellt, die auf Systeme mit diagonaldominan-
ten Koeffizientenmatrizen anwendbar sind. Es handelt sich dabeli um Linien-
oder Punktrelaxationsverfahren, die sich lhrerseits in Gauf-Seidel- (GS) und
Nicht-Gauf-Seidel-Methoden (NGS) unterteilen lassen. Im Gegensatz zu den NGS-
Methoden verwenden GS5-Methoden auf der rechten Seite des Gleichungssystems
bereits die neuesten zur Verfigung stehenden Werte des Lbsungsvektors. Dies
beschleunigt die Konvergenz, verhindert jedoch aufgrund auftretender Rekur-
sionen die Vektorisierbarkeit. Um diesen Nachteil zu umgehen, wurde das so-
genannte Schachbrettverfahren kreiert, das bei Chakravarthy [120] zu den NGS-
und bei Eberle [133] und Brenneis [66] zu den GS-Methoden gezahlt wird und
tatsidchlich Merkmale belder Varianten aufweist. Die vorhandenen Netzpunkte
werden in sogenannte schwarze und weiRe Punkte unterteilt, die wie auf einem
Schachbrett angeordnet sind. Jeder Iterationsdurchlauf wird in zwei Teil-
durchlaufe unterteilt, in denen jeweils nur die schwarzen bzw. nur die weiBen
Punkte berechnet werden. So entspricht jeder Teildurchlauf eigentlich einem
NGS-Verfahren, wahrend durch die Verwendung der Ergebnisse des ersten Teil-
durchlaufes im zweiten der GS-Charakter zum Tragen kommt, was letztlich eine

nahezu unverdnderte Konvergenzrate zu den reinen GS5-Verfahren liefert.

Bel der Punktrelaxation werden alle MNebendiagonalelemente der LHS, multi-

pliziert mit dem entsprechenden Element des Ldsungsvektors, auf die rechte
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Seite gebracht, so daf die Koeffizientemmatrix nun nur noch die 5 x5-Block-

matrizen auf der Diagonalen enthidlt. Dadurch kann jede Zeile auf ein lineares

Gleichungssystem der Form

® n+l,y

TER Aﬁi,j,k (3.58a)

n n,y
w'(Ri,j,k + ODi,j,k)

reduziert werden. Der Vektor OD beinhaltet die Summe der Nebendiagonalele-
mente I.m(m =-3...3,m»0), multipliziert mit dem zugehdrigen Anteil des Lésungs—
vektors.

Der Iterationsindex fdr das Relaxationsverfahren ist mit 7 bezeichnet. Der
Wert far ¥ richtet sich nach dem gewdhlten Relaxationsverfahren. Bei einer
NGS-Methode werden die Off-Diagonal-Elemente mit Elementen des L3sungsvek-
tors aus dem vorherigen Iterationsschrict gebildet, so daf 7= vy-1 ist.

Bei GS-Methoden werden immer die neuesten verfidgbaren Werte verwendet, so
daf bei einem Sweep von cben nach unten fdar alle aus dem unteren Dreiecks-
bereich der urspringlichen Koeffizientenmatrix stammenden Elemente J =+ gilt.
Der Integrationsindex n, bzw. analog dazu bei instationirer Rechnung der

Subiterationsindex v, bleiben widhrend der Relaxation unverindert.

Zur Erhshung der Stabilitdt und zur Dampfung von Fehlern, die aus den unter-
schiedlichen Genauigkeltsgraden der Diskretisierung auf der LHS und der RHS
resultieren, 1st ein Unterrelaxationsfaktor « eingefihrt, der fir die iIn
dieser Arbeit betrachteten Berechnungsfille in der GréBenordnung 0.7...0.9
lag. Der EinfluB von «w auf Konvergenzgeschwindigkeit und Stabilitat {st in
Kap. 5.4.2 beschrieben,

Eine Untersuchung des sinnvollen Wertebereiches fir w bei zweidimensionalen,
instationdren Berechnungen 1ist bei Brenneis [66] zu finden. AuBerdem wurde
dort eine alternative Form zu Gl.(3.58a) vorgestellt, bei der sich der Unter-

relaxationsfaktor nur auf die Werte der rechten Seite des LGS bezieht:

n

L LY o™ + on""}7 . (3.58b)

1,5,k ~ %% 3% 1,1.k 1,

Brenneis stellte nur geringfugige Unterschiede zwischen den Versionen (3.58a)
und (3.58b) fest. Dle Formulierung nach (3.58b) ergab eine etwas geringere
Anfalligkeit von w auf Verinderungen des Berechnungsfalles und eine vermin-

derte Empfindlichkeit der L&sung auf w-Variationen.

In beiden Fallen fihrt eine Erhdhung des Unterrelaxationsfaktors zu einer
Verminderung der Rechenzeit, solange die Stabilitat des Verfahrens dabei noch
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gewdhrleistet bleibt.

Die Auflésung des auf 5 Gleichungen reduzierten Systems (3.58) erfolgt far

jede Netzzelle mittels einer analytisch exakten GauR-Elimination zu jedem
Iterationszeitpunkt «v.

3.3.3 Mafnahmen zur StabilitiAtserhaltung

GemdR Gl.(3.57) setzt sich die Matrix Li §,k aus den eigenwertgesplitteten
Jacobimatrizen sowie aus dem Kehrwert des Zeitschrittes auf der Hauptdiagona-
len zusammen., Bei zeitechten Problemen ist der Anteil I/Ar entsprechend fest-
gelegt, wihrend im stationdren Fall Ar + @ angestrebt wird, um somit der opti-

malen quadratischen Konvergenz der Newton-Methode méglichst nahe zu kommen.

Andererselts erfordert die GauR-Seidel-Relaxation zur Invertierung der Koef-
fizientenmatrix die Diagonaldominanz derselben. In aller Regel ist diese bei
einer Upwind-Diskretisierung 1.0rdnung auf der LHS auch far I/Ar =0 automa-
tisch gegeben, wie anhand der linearen, skalaren Modellgleichung

u +au + bu =0 (3.59)
& x y

gezeigt werden kann. In Abhingigkeit von den Vorzeichen der Koeffizienten a,b
laRe sich ein einfaches implizites Upwind-Schema finden zu:

Ll L il o E g
1,9 "1, [ at|al ] [ 1,4 " 1-1,1 ].+[ b+|b] ] [ i i,1-1 ]
At 2 Ax 2 Ay
- un+1 -un+1 sl un+1 _un+1
a-|al i i+l _[b-—lbl] [ i i,i+1 ]_0
- 2 ax 2 Ay
bzw. nach Umsortierung: (3.60)

( 5 T %ﬂ " %9 ) oL [ a+|a| ] L [ b+|b] ] n+1

at 1,3 i W

+ | 2la un+1 4+ | bolb g - L.n
24x i+1,j 24y i,j+l aE i,

LS

Uberfihrt man dies in Matrixschreibweise, so erkennt man sofort, daf das
System fir 1. Ordnung genaue Upwind-Schemata auf natarliche Weise diagonal-
dominant ist, d.h. es gilt fur die Elemente djj der LHS-Matrix:

Idiil zi§j|d1j| : (3.61)
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Nach Anderson et al. [71] muf aber fir mindestens ein Element die strenge
Diagonaldominanz gelten, d.h. fdr mindestens ein dil ist in Gl.(4.35) "=*
durch ">" zu ersetzen. Zusammen mit Gl.(3.61) stellt dies eine hinreichende

Bedingung fir die Konvergenz einer GS-Methode dar.

Es ist jedoch nicht auszuschliefen, daR es im Laufe der Iteration aufgrund
kritischer Strémungszustdnde in einzelnen Zellen lockal zu Stabilitatsproble-
men infolge fehlender Diagonaldomiananz kommen kann. In einem solchen Fall
ist es zur besseren Konditionierung des Relaxationsproblems erforderlich,
uber den Term I/Ar eine Erhéhung der Diagonaldominanz herbeizufihren.

Voraussetzung fir eine sinnvolle Anwendung dieser Mafnahme ist die Existenz
eines Sensors, der zum einen sich ankindigende Probleme rechtzeitig erkennt
und zum anderen die notwendige Zeitschrittreduzierung so vornimmt, daB die
Beeintrachtigung der Konvergenzrate so gering wie méglich ist. Wenn Zeitkon-
sistenz keine Rolle spielt, wird nur in den kritischen Zellen der Wert fir
I/Ar erhsht, wihrend in den anderen der unendlich groRe Zeitschritt beibehal-

ten werden kann.

Eine Mdglichkeit zur Definition einer Sensorfunktion besteht z.B. darin, die
Grofe der Diagonalelemente d!‘ der Matrix Ig,j,k aus G1.(3.58) zu ermitteln,
und bei Unterschreiten einer vorgegebenen Grenze lokal einen Term (I/A’)i,j,k
zu addieren.

Die Héhe dieser Schwelle, sowie die GroRe des lokalen Zeitschrittes haben,
wie auch der Relaxationsfaktor w, einen erheblichen EinfluB auf Konvergenz-
geschwindigkeit und Stabilitat des Verfahrens und sind daher mit Bedacht
auszuwihlen.

Im einer ersten Version des Sensors, die von dem Eberleschen Algorithmus zur
Festflagelberechnung ubernommen wurde, wurde die untere Schranke far die
Hauptdiagonalelemente dem Kehrwert einer kritischen Zeitschrittweite Ati e

gleichgesetzt, die sich analog zu Gl.(3.26) errechnen laft. Far diejenigen
Zellen, in denen gilc:

£ n
max (1A%, 1A%1, 128 1) 1
CFlypye Bryrse

min(dzl) > (3.62)
wird mit einem unendlich groBen Zeitschritt gerechnet, da keine Stabilitats—
probleme zu erwarten sind. Ist diese Bedingung nicht erfillt, wird der Zeit-
schritt lokal von Ar o auf Ar =Ary .y, reduziert, und damit werden die Haupt-
diagonalelemente in der betreffenden Zelle um 1/4r, .. erhdht,

Es ist ein Kennzeichen dieses Sensors, daf "Sensorgrdfe” und "ReaktionsgroRe”
identisch sind. Thr Betrag (1/87y . ,,) ist u.a. von der Wahl von CFLy ;. ab-

hdngig, dessen Wert von auRen vorgegeben werden kann.
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Kap. 5.4.2 beschreibt die Auswirkungen der Wahl von CFL,,,, in Abhangigkeit des

Unterrelaxationsfaktors w auf Stabilitat und Konvergenzgeschwindigkeit.

Eine erfolgrefiche Modifikation dieses Sensors bestand darin, "Sensor-" und
"Reaktionsgr&fe” zu entkoppeln. Wahrend G1, (3.62) weiterhin als untere Schranke
fungierte, wurden die Hauptdiagonalelemente im Bedarfsfall nun um den Betrag
1/4r,y, vergrdfert, mit Ar,,, <Ar, _,,, bzw. CFL,,, <CFL,,,,. Damit lieR sich

eine Verbesserung gegenGber dem urspringlichen Sensor erzielen, wie in Kap.

5.4.2 gezeigt wird.

In einer dritten Variante, die sich far die vorliegende Problematik der Hub-
schrauberrotorstrémung als besonders effizient erwies, wurde die SensorgrdBe
nicht mehr konstant angesetzt, sondern als Funktion der Radialkoordinate der

betrachteten Zelle bestimmt. Als geeignet stellt sich eine Beziehung der
Form

CFly 1o (T) = BIn(CFLy,,, , (1+e 1) CFly ) (3.63)

heraus, wobel £€=~1 und v =3 gesetzt wurden. Die Sensorfunktion erfihrt dabel
einen nichtlinearen Verlauf von einem niedrigen Wert bei r=20 (CFL,rlto) auf
einen héheren Grenzwert CFlLy.,, 1im Bereich "unkritischerer” Radien. CFL, .
entspricht dem CFL,_,, in G1.(3.62) und konnte sehr hoch eingestellt werden.
CFly,;., wurde einfachheitshalber dem Wert der Reaktionsgrofe CFL,,. gleich-
gesetzt. Aktuelle Zahlenwerte kénnen Kap. 5.4.2 entnommen werden. Die lokale
Schranke fdr die Diagonalelemente erglbt sich durch Einsetzen wvon Gl (3 63)
in G1.(3.62).

Es ist wichtig anzumerken, daf die in Kap. 5.4.2 gefundenen optimalen Werte
for CFly,y,, CFl,y., @ und v fir alle in dieser Arbeit gezeigten Berechnungs-

falle konstant gehalten wurden, daR also die Robustheit des Verfahrens nicht
negativ beeinfluft wurde.

Als Alternative zu den beschriebenen Sensoren, die alle auf dem gleichen
Grundprinzip, der Festlegung einer kritischen GroéRe fur die Hauptdiagonal-
elemente beruhen, wurde eine zweite Funktion untersucht, bei der die lokale
zeitliche Anderung der Divergenz des Massenflusses bestimmt wird. Diese sollte

bei stationiiren Problemen negativ oder zumindest gleich Null sein:

KB
i div {pv) <= ¢ . (3.64)

¢ stellt hier elne vom Nutzer anzugebende Konstante > 0 dar, die eine gewisse
Schwankung wahrend des lterationsverlaufes erlaubt. Diese Methode hatte sich

in der Praxis jedoch nicht bewahrt und wurde deswegen nicht weiter verfolgt
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Besondere Beachtung ist den ersten Iterationsschritten zu widmen. Aufgrund
der zu Beginn noch schlechten Konditionlerung des Systems treten hier fir
Ar »o» auf jeden Fall Stabilitatsprobleme auf. Diese kénnen durch die genann-
ten MaBnahmen u.U. nicht aufgefangen werden, es sel denn man wahlt Ar, .,
grundsatzlich sehr klein, was aber aus Konvergenzgrinden fdr den welteren
Iterationsverlauf nicht ratsam ist. Als ginstig hat sich erwiesen, wihrend
der ersten Schritte eine sukzessive Erhohung des Zeitschrittes auf 4r—+ =

zu vollziehen.

Eine von vielen Mdglichkeiten, die zu einer schlechten Konditionlerung der
Koeffizientenmatrix fidhren kénnen, fand Brennels [66] Iin einer unginstigen
Kombination des Seitenverhiltnisses einer Zelle und der Durchstrémmachzahl.
Dies kann dazu fihren, daf die Diagonalelemente des mittels GauR-Elimination
zu lésenden Gleichungssystems (3.58) unter bestimmten Umstanden zu Null wer-
den, was zum Abbruch des Rechenlaufes fiithrt.

Abhilfe bietet die Rechtsmultiplikation von Li,j,xk mit der Transformations-
matrix M (siehe Kap. 3.2.2), die die konservativen Variablen in die nichtkon-
servativen umwandelt,

Damit 148t sich Gl.(3.58) umformen zu:

%1 *n+1,-y

Li‘J,k . A‘i.j,k = RHS ,
mie Ly = Lf Hx;,j.k (3.65)
und A‘IngléT = D(Ap,Au,bv,Aw,Ap)T

Nach erfolgter Losung ist der Vektor der nichtkonservativen Variablen in den

der gesuchten konservativen zu dberfihren mittels

ntl,y n

- *0+L,y
A‘i,j,k M : (3.66)

1,9,k 21,5,k

Brenneis konnte nachweisen, daR es nun keine physikalisch sinnvolle Kombina-
tion von Zellseitenverhaltnis und Durchstrdmmachzahl mehr gibt, bel der ein
Diagonalelement von L: ik zu Null wird.

Entsprechend wurden dahd auch die Hauptdiagonalelemente d!l von L;.j,k
stelle von LI.J,k in Gl1.(3.62) verwendet.
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3.3.4 Einbeziehung des Kraftevektors

Aufgrund seiner homogenen Eigenschaft konnte der Kriftevektor K ebenso wie
die FluBvektoren E, F und G m.H. einer Taylorentwicklung linearisiert werden.
Die Einbeziehung der dabei entstandenen Jacobimatrix Sn (siehe Anhang A.4) in
die LH5 von G1.(3.50) bzw. (3.53) ist damit ohne weiteres méglich.

Betrachtet man allerdings die Konditionierung von S, so erkemnt man sofort,
daf die Bedingung fur Diagonaldominanz (Gl.(3.61}) nicht erfallt ist, da
die Hauptdiagonale nur sehr schwach besetzt ist.

Fir den Fall verschwindend geringer Stdrgeschwindigkeiten, wie sie in einigem

Abstand vom Blatt durchaus auftreten konnen, bleibt beispielswelse im zylin-
drischen System Ubrig:

0 0 0 0 0)
0 0 0 0 0
,n _ lim n D .
S 2=0 s e 0 0 0 0 x-1 y (3.67)
0 0 0 0
| 0 0 0 0 )

Damit verschlechtert die Einbeziehung der Matrix s" in G1.(3.50) bzw. (3 53)
die Konditionierung des Gesamtsystems und kann demzufolge numerische Schwie-
rigkeiten bel der Relaxation bewirken. Dieser Effekt macht sich besonders

bemerkbar bei kleinen Radien und/oder groRen Zellvolumina.

InKap. 5.4.2 werden dile Ergebnisse mehrerer Laufreihen mit und ohne Einbeziehung
von S" miteinander verglichen. Sie stellen den angesprochenen negativen Ein-
fluR deutlich heraus. Es zeigt sich dort, daR die Parameter, mit denen sich
die Stabilitdt der Relaxation steuern laRt, z.B. der Unterrelaxationsfaktor w,
erheblich niedriger gewahlt werden mufiten, wenn s" einbezogen wurde. Da dies
aber gleichzeitig elne Reduzierung der Konvergenzgeschwindigkeit zur Folge
hat, wird das Gesamtergebnls signifikant verschlechtert.

Beschrankt man sich auf die L&sung eines stationiren Problems, so stellt die
gesamte IHS in Gl1.(3.53) lediglich einen Iterationsoperator dar, dessen exak-
ter Wert bei Erreichen des konvergenten Endzustandes wegen A¢“+1 -+ 0 uninte-
ressant geworden ist. Daher fihrt eine Bericksichtigung von s" auch zu keiner-

lei Genauigkeitszuwachs. Aus diesen Grinden wurde bel stationdren Problemen
auf die Einbeziehung wvon s" verzichtet.

Die zu lésende modifizierte Gleichung lautet also letztlich:

I n n n n+l = = — e T
— + + + C - E + G - - 3.68
(Af 6€A GnB 8; ) Aé ( 6E snF + 5§ K ) ( )
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3.4 Motivation zur Verwendung absoluter StrdmungsgrdBen

3.4.1 Ermittlung der Durchflufbilanz durch ein Kontrollvolumen

Die Verwendung der integralen Form der Euler-Gleichungen erfordert die Be-
stimmung der Massen-, Impuls— und Energieflisse durch die Zellflachen der
einzelnen finiten Volumina.

Dazu sind die im Ldsungsvektor enthaltenen konservativen Strémungsvariablen
p,pu,pv,pw,e mit der lokalen Transportgeschwindigkeit und dem Flichennorma-

lenvektor zu multiplizieren, Es gilct:

I $:'qdS = JI #(q-n)ds , (3.69)
s s

wobei ¢ stellvertretend far ein beliebiges Element des Losungsvektors stehen
mége und n den Flichennormaleneinheitsvektor bezeichnet.

Bei der Wahl eines blattfesten, mitrotierenden Koordinatensystems sind in der
Geschwindigkeit q gemaf Gl.(2.21) sowohl der Anteil der freien Anstrdmung
(ex ), als auch der Anteil der Storgeschwindigkeiten (gq) enthalten:

q=-qg- (wxr) . (2.21)

Entgegen der Vorgehensweilse bel der Festfldgelberechnung, bei der die Trans-
portgeschwindigkeit (q-n) dber der be.rachteten Fliche als konstant angenom-
men werden kann, stellt sich aufgrund des (wXxr)-Anteiles bei der Rotorblatt-
strémung das Problem der radialen Verdnderlichkeit.

Eine diskrete Approximation des Flichenintegrales aus G1.(3.69) zu

m
I ¢(q-m)ds = E:: ¢y ™Sy (3.70)
] i=1

wobei der Index i die i-te ZellfliAche eines betrachteten Volumenelementes
bezeichnet, das durch m solcher Flichen begrenzt wird, ist nur mdglich, wenn
alle beteiligten Stromungsgrofen dber der zu integrierenden Flache konstant
sind. Dies ist aufgrund wvon Gl.(2.21) zundchst einmal nicht der Fall. Um
dennoch eine einfache Formulierung entsprechend Gl.(3.70) beibehalten zu
kénnen, muf die veranderliche Anstrémgeschwindigkeit (wxr) durch einen kon-
stanten Wert (u><rhi) ersetzt werden, wobei rhl den Ortsvektor zu einem fur

die betrachtete Flache giltigen Bezugspunkt darstellt, so daR gilt:
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i=-1 s, i=1 (3.71)
Eine Mbglichkeit besteht darin, Ty, als arithmetisches Mittel der vier Eck-
punkte der betrachteten Fliche zu ermitteln. Dies ist allerdings nur dann
mathematisch exakt, wenn die Projektion der Flache auf die Ebene senkrecht
zur Anstromrichtung genau einem Rechteck entspricht. Da dies im allgemeinen
natirlich nicht der Fall ist, wirde bei einer solchen Vorgehensweise ein
betrdchtlicher Fehler entstehen, der sich in einem unphysikalischen Verschwin—

den bzw. Entstehen von Masse, Impuls und Energie auswirken wiirde.

Der Fehler in diesem Ansatz liegt darin, daf zwar CGr&Re und Orientierung der
Durchstromflache Sl, nicht aber die Verdnderung ihrer geometrischen Form in
radialer Richtung bericksichtigt werden. Die korrekte Aufldsung des Integrals

(3.69) liefert fir den Anteil der freien Anstrdémung am Beispiel eines zylin-
drischen Koordinatensystems:

II (0x T)ndS = -Q'II ras® - —w-é [ I r-z(r) dr ] (T
S 5 i=1 r 5
wobei S(e) die Komponente des Flichennormalenvektors in Strémungsrichtung,

d.h. die Projektion von S auf die (r,z)-Ebene darstellt, mit fds(ﬁ)-z(r)dr.
E

Die Berechnung von [r-z(r)dr fir eine beliebig geformte Fliche im Raum bedeu-

tet einen nicht unerheblichen Rechenaufwand, der um so mehr zu Buche schlagt,

je groBer die Anzahl der Netzzellen ist.

Es wurde daher nach einem Weg gesucht, dieses Integral durch eine Summenform
analog zu G1.{(3.70) zu ersetzen, ohne dabel an Genauigkeit einzubifen. Dies
gelingt in der Tat, wenn man dle betrachtete Fliche in 2zwei Dreliecke unter-
teilt, wie dies in Bild 3.4-1 gezeigt ist, und jedes dieser beiden Dreiecke
getrennt betrachtet.

Diese Vorgehenswelse erlaubt nicht nur eine Approximation, sondern sogar die

mathematisch exakte Berechnung des gesuchten Integrals in einfacher Form zu:

I $(wx r)nds = —w'E:: [ ¢'I r-z(r)dr ] = e E:: By [ri 1 iﬁi Yi.2 iﬂg)
S

kel (3.73)
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mit ryoq o ri 2 als Radialkoordinaten des Fliachenschwerpunktes der
beiden Dreiecke

und Siai 5 Sieg als Projektionsfldchen der beiden Dreiecke in

Anstromrichtung.

Das "="-Zeichen weist dabei auf die bei diskreten Verfahren tbliche Annahme

hin, daR ¢ Uber der betrachteten Zellflache konstant sei.
Die jeweiligen Flachenschwerpunkte lassen sich gemiaR [136] unter Verwendung

der Koordinaten der Eckpunkte des betrachteten Dreiecks berechnen zu:

1,9 - 1/3 - (xii,j + xzi,j + xai.j) i
i=-1..m, j=1,2 ,

yi,j = 1/3'(Y11'j +YZ1.‘.] +Y31’J) '

(3.74)
- 2 2
1.3 l *31.4 %71
Die GréBe der Dreiecksflichen ermittelt man dber die Flachenvektoren
Si,j - 0.5 ((ra-r‘z)i’J % (r1*té)i,j) (3.75)
als deren Norm zu:
8)* . ME)E A2)?
S - J S( + S + S .
X L1*% "Ry AA-A50

wobei{ die einzelnen Komponenten die Projektionsflachen in die jeweilige Koor-
dinatenrichtung repridsentieren.
Mit dieser Mafnahme konnte die vollstandige Konservativitat bei der ungestér—

ten Durchstrémung einer Zelle sichergestellt werden.

Die Approximation von Gl.(3.69) lautet demnach fir ein zylindrisches Koordi-

natensys tem:

[[ #¢a- n)dS-I #(3-(0x 1))nds * Z ¢4, S, +or Z by Try 18557 4y 80700
S 1—1 i=1 (3-77)
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3.4.2 Ubergang auf absolute Strdmungsgrsfen

Die Aufsplittung der Transportgeschwindigkeit und die getrennte Approximation
der beiden FluBanteile sind jedoch noch nicht ausreichend.

Bei einer Formulierung der Euler-Gleichungen in relativen Strémungsgrofien, die
auf ein blattfestes, mitbewegtes Koordinatensystem bezogen sind, ist die in
Kap. 3.4.1 getroffene Voraussetzung, die Elemente des Ldsungsvektors uber
der betrachteten Zellflache als konstant annehmen zu kénnen, nicht mehr halt-

bar. Da auch sie abhangipg vom Radius sind, sind 4dhnliche Mafnahmen zu ergrei-
fen wie im Falle der Konvektionsgeschwindigkeit.

Am Beisplel der Umfangsgeschwindigkeit und der Energle im zylindrischen Sy-
stem sei die Problematik dargestellt. Ersetzt man ¢ in Gl.(3.77) durch:

pu = p(utwr)

bzw.
- P 4+ L (3 I
e T + 5 {((utwr) 2+viw?) |
so erhalt man:
pu(qg-n)dS = pu(gq-n)ds + pu(wr)ds(‘”
s s s
bzw, (3.78)
e(qmds = || e(gmas + || etwrras(®
'Sﬂ ISI ISI

Betrachtet man einmal nur den jeweils letzten Term, d.h. den Anteil, der
einem Transport der Strdmungsgrdfen mit der Geschwindigkeit der freien An-
strémung entspricht, und der in einigem Abstand vom Rotorblatt um GréBen-
ordnungen héher ist, als der jewells erste Antell, so ergibt sich unter Ver-
wendung von Gl.(3.72) fir die i-te Fliache (der Index i sel der Ubersichtlich-
keit halber weggelassen):

II pu(wr)ds(o)
b

u-pG-I r-z(r)dr + w’-p-I r2-z(r)dr

r r

bzw. (3.79)

[I e(wr)ds(o)
S

mit e nach Gl.(2.28).

£ = 3
w-e-I r-z(r)dr + u’-pu-J r2-z(r)dr + E—-p-I r¥-z(r)dr
r r r
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Wihrend die jeweils ersten Integralterme analog zu dem im vorigen Kapitel
beschriebenen Verfahren gemiB G1.(3.73) in einfacher Art durch eine Summen-
form substituiert werden koénnen, gelingt dies nicht mehr, wenn r in den
Potenzen r® bzw. r* vorkommt.

Die einzige Mdglichkeit, auch hier den Rechenaufwand in vertretbaren Grenzen
zu halten und dennoch eine mathematisch exakte Wiedergabe der Geschwindigkeits-
bzw. Energiebilanz zu erhalten, besteht darin, von den relativen auf absolute
Strémungsvariablen entsprechend Gl.(2.21),(2.28) dberzugehen und alle (wr)-
Anteile aus den GroBen des Ldsungsvektors zu eliminieren. Dadurch entfallen

die Integralterme héherer Ordnung in r.

An dieser Stelle zeigt sich auch, daf die von einigen Autoren verwendete Ro-
energie (G1.(2.26)) anstelle der absoluten Energie bel der beschriebenen Vor-
gehensweise das Problem nur teilweise lésen wirde, da das mittlere Integral
in G1.(3.79) bestehen bleibt. Der resultierende Fehler ware aufgrund des Koef-
fizienten pu allerdings gering, da sich die GréRe der Durchstrémflache und
damit die Hohe des Fehlers bei der Approximation bel verninftiger Diskreti-

sierung umgekehrt proportional zum Betrag der Stdrgeschwindigkeiten verhalten.

Am Beispiel der Aufgabe, in dem fir die Untersuchungen am Rotorblatt verwen-
deten geschlossenen, aber leeren Rechenraum die ungestdrte Anstrémung zu be-
wahren, werden in Kap. 5.4.2 die Auswirkungen der Verwendung von relativen
bzw. absoluten Gréfen, und bei letzteren die Unterschiede bei Verwendung der

Roenergie bzw. der absoluten Energie gegenibergestellt.

3.5 Numerische Implementierung der Randbedingungen

Infolge des endlichen Berechnungsgebietes ergibt sich die Notwendigkeit, auf
den so entstandenen kinstlichen Grenzen die Werte der diskreten Variablen in
geeigneter Weise vorzuschreiben.

Desweiteren muf dafir gesorgt werden, daR entlang der Kérperoberfliche die
Tangentialbedingung erfallt wird.

Neben diesen "klassischen" Randbedingungen, die generell far alle Strémungs-
untersuchungen giltig sind, sind je nach verwendeter Netztopologie und je nach
spezifischen Besonderheiten des untersuchten physikalischen Berechnungsfalles

weitere Bedingungen zu berucksichtigen.

In der vorliegenden Arbeit traten funf verschiedene Arten von Randbedingungen

auf:
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Fernfeldrandbedingungen

Festkdrperrandbedingungen

periodische Randbedingung

Bedingungen an Schnittebenen im Netz

Bedingungen an Blockgrenzen

In Bild 3.5-1 sind im Vorgriff auf die in Xap. 4 enthaltenen Ausfihrungen zur
Netzgenerierung die Struktur der in dieser Arbeit verwendeten Netze vom 0-O-
Typ sowie die Zuordnungen zwischen dem physikalischen und dem Indexraum dar-

gestellt. Die an den jeweiligen Begrenzungsflachen geltenden Randbedingungen
sind eingetragen.

Durch die Endlichkeit des Ldsungsgebietes entsteht eine kidnstliche Berandung,
an der die Werte der abhingigen Variablen vorgeschrieben werden missen. In
der Regel ist dies der Zustand der freien Anstrbémung, woraus sich die Erfor-
dernis ergibt, daf der Fernfeldrand genigend weit vom untersuchten Kdrper ent-
fernt liegt, in einem Bereich, in dem die zu erwartenden Strdmungsgradienten
ausreichend klein sind.

Dies macht u.U. eine recht groBe Ausdehnung des zu diskretisierenden Raumes
notwendlig, was sich im Berechnungsaufwand niederschlagt. Besonders kraf ist
dies z.B. beil der zweidimensionalen Profilumstrémung, bel der der Abstand der
stromabwirts liegenden Crenze vom Kdrper extrem grof sein muf, um im Unter-
schall keinen unerwinschten Einfluf auf die Lbésung zu erhalten. Aber auch bei
der Berechnung der Umstrémung um einen Hubschrauberrotor im stationdren Schwe-
beflug muf, wie in dieser Arbeit gezeigt wird, der Rechenraum, vor allem
unterhalb der Rotorkreisscheibe, sehr groR gewahlt werden.

Insbesondere in der Profilberechnung wird vielfach versucht, diesen Nachteil
zu umgehen, indem man an den Fernfeldrandern nicht die freie Anstrdmung, son-
dern eine modifizierte Bedingung ansetzt, die den physikalischen Strémungszu-
stand in geringerer Entfernung vom Kdrper zumindest niherungswelse beschreibt.
So verwendet Drela [137] z.B. die Geschwindigkeiten, die ein Einzelwirbel
induziert, der an die Stelle des Profils tritt und dessen Zirkulation besitzt.

Hertel [49] untersuchte fur die Rotorblattstrdmung anhand einiger der Test-

falle, die auch in der vorliegenden Arbeit verwendet wurden, die Vorgabe eines
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Strémungszustandes, der sich aus der stationiren Ldsung eines halbempirischen,
linearen Verfahrens unter Verwendung eines vorgeschriebenen Nachlaufmodells
(prescribed wake model) erpab. Es handelt sich dabei um eine Kombination der
Verfahren von Kocurek [138,139] und Landgrebe [140]. Mit Hilfe des Biot-Savart-
schen Gesetz werden die durch die Nachlaufwirbelschicht in den Randzellen
induzierten Geschwindigkeiten errechnet, die Isentropenbeziehung liefert mit
der srtlichen Schallgeschwindigkeit und der konstanten Rothalpie den Druck
und die Dichte. Hertel konnte mit dieser Methode bereits erste Erfolge im
Hinblick auf eine Verkleinerung des Rechenraumes und eine dadurch bedingte

Rechenzeitersparnis erzielen [43,45,49,141].

In der vorliegenden Arbeit wurde parallel dazu ausschlieflich mit einer freien
Strémung als Fernfeldbedingung gearbeitet. Sie wird an der oberen, der unteren
und der Auferen Netzgrenze angesetzt. Dies entspricht bel der verwendeten 0-0-

Topologie der Rechennetze der Ebene k=k,,, im Indexraum (Bild 3.5-1).

Die Vorgabe fester Werte in den Randzellen muB so geschehen, daB nichtphysika-
lische Reflexionen an den Grenzen vermleden werden. Dies wird mit sogenannten
nichtreflektierenden Randbedingungen erreicht,

Die dahinter stehende Theorie basiert auf der Signalausbreltungseigenschaft
hyperbolischer Gleichungssysteme fGr den eindimensionalen Fall. Verbreitet ist
vor allem die Verwendung der Riemann-Invarianten (z.B. [35,36,57,116]) oder
der charakteristischen Variablen (z.B. [40,142]).

Die explizite Einfahrung solcher spezieller Mafnahmen am Rand erdbrigen sich
jedoch, wenn bereits der Gesamtalgorithmus zur Ldsung der Bewegungsgleichungen
auf die Charakteristikentheorie aufgebaut ist,

Bei diesen sogenannten Upwind-Schemen, zu denen auch das vorliegende gehort,

ist die Reflexionsfreilheit an den Grenzen sehr einfach zu erfillen.

An den Fernfeldrindern (Bild 3.5-1) werden alle Variablen entsprechend dem
gewlinschten Zustand (z.B. Umgebungszustand) in der #uBersten Zellschicht vor-
geschrieben. An den Grenzen ins Rechenrauminnere werden, wie an allen Ober-
flachen der finiten Volumina, anhand der lokalen Eigenwerte die Steigungen
der Charakteristiken ermittelt.

Diese geben Auskunft dariber, ob es sich um ein subsonisches oder ein super-
sonisches Ein- bzw. Ausstrémen durch die betrachtete Fliache handelt. Dement-
sprechend wird der InformationsfluR aus den benachbarten Zellen gesteuert.
Bild 3.5-2 zeigt die méglichen vier Zustdnde an den Fernfeldgrenzen, wobei
ein supersonisches Aus- bzw. Einstromen im Falle der Hubschrauberrotorstrémung
bei Verwendung eines in sich geschlossenen Rechennetzes nicht vorkommt.
Entscheidend fir die Reflexionsfreiheit ist, daf die von aufen kommenden Cha-

rakteristiken keine Information aus dem Rechenrauminneren weftertransportie-
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ren, wihrend die aus dem Inneren keine Informationen von auBerhalb enthalten
dirfen. Dies ist bei den Upwind-Schemata erster und zwelter Ordnung automa-—
tisch gewahrleistet, im Falle der Verwendung eines Algorithmusses hsherer

Ordnung (Upwind-biased 3.0rdnung) ist an den Grenzen die Ordnung entsprechend
zu reduzieren.

An undurchlassigen Kérperoberflachen ist im Falle der reibungsfreien Strdmung
die kinematische Strémungsbedingung der Form

qQn=0 (3.80)
zu erfillen.
Sie besagt, dal® dle Geschwindigkeit normal zur Koérperkontur und damit der
MassenfluR durch die feste Oberflache verschwinden. Der nullte Eigenwert (X;)
an der Lkorperangepaften Begrenzungsflache der angrenzenden finiten Volumen
muR damit zu Null werden.
Beitrage zu den FluBbilanzen der Impuls- und der Energiegleichung (zu letz-
terer nur bei Verwendung der absoluten Energie) liefert demzufolge nur noch
der Druck (vgl. G1.(2.37),(2.49)).
Um eine dreidimensionale Extrapolation der in den Volumenmittelpunkten bekann-
ten Druckwerte auf die Kdrperoberflache zu vermeiden, werden alle Stromungs-
gréBen an der an den Kérper anstofenden Zellflache in gleicher Weise berechnet,

wie im Inneren des Rechenraumes. Dazu sind folgende MaBnahmen zu ergreifen:

- Schaffung sogenannter fiktiver Zellen im Kdrperinnerem durch Extrapola-

tion aus den angrenzenden Stromungszellen

- Korrektur des Geschwindigkeitsvektors an der Kérperoberfliche nach der
Beziehung

qk - (-l . (q-n)n (3.81)

mit n als Flachenormaleneinheitsvektor.

Dies entspricht einem Abschneiden des Normalgeschwindigkeltsanteils.

= Berechnung der gesuchten Strdémungsgrb6fen an der Korperoberflache m.H.
des Riemannschen Ldsungsalgorithmus unter Berdcksichtigung der Forderung

Ag = 0 und unter Verwendung von ak zur Bestimmung der Charakteristiken
und der Riemann-Invarianten.
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Details zur numerischen Umsetzung dieser Methode koénnen [65,66] entnommen

werden.

Die Strdmung um einen Hubschrauberrotor kann fiar den Fall, daR sich dieser
translatorisch gar nicht (Schwebeflug) oder nur in Richtung der Drehachse
(Steig- oder Sinkflug) bewegt, als periodisch angesehen werden, d.h. es
herrscht an allen Blattern der gleiche Strémungszustand. Daher besteht die
Mdglichkeic, nur ein einziges Blatt zu betrachten und den Einfluf der rest-
lichen Blitter Gber eine sogenannte periodische Randbedingung zu erfassen.
Sei n die Anzahl der Rotorblatter, so laRt sich der kreisférmig geschlossene
Rechenraum um die Rotorkreisscheibe in n gleichgroRe Teilgebiete mit einem
Offnungswinkel von x=2x/n zerlegen, die jeweils nur ein Blatt beeinhalten.
Gleiches gilt auch bei der Betrachtung n-blacttriger Propeller, Verdichter,

etc. unter axialer Anstrémung.

Die durch die Teilung entstandenen Schnittebenen sollten méglichst koplanar
sein. Sie bilden die Randflache } =1 in dem in Bild 3.5-1 dargestellten Rechen-
raum,

Um Interpolationen zu vermeiden, empfiehlt es sich, diese Ebenen symmetrisch
zur Rotationsachse auszufilhren, so daf die Linlenverteilungen in der Ein-
und Austrittsebene deckungsgleich sind. Dies erfordert allerdings einen héhe-
ren Aufwand bei der Netzgenerierung, da die Periodizititsebene in diesem Fall
keine Neigung um die y-Achse haben darf (zur Orientierung der Koordinatenach-
sen siehe Bild 2.2-1). Der Ubergang auf den tatsichlichen Blatteinstellwinkel
muf dabei auf dem relativ kurzen Stick des Blattanschlusses von der Drehachse
bei r =0 bis zur inneren Blattwurzel geschehen, was bei stark angestellten Blat-

tern, die u.U. noch eine hohe Verwindung haben, nicht ganz unproblematisch ist.

Die periodische Randbedingung besagt anschaulich, daf das, was durch die Ebene
hinter dem Rotorblatt den Rechenraum verlaft, sofort und verlustfrei in diesen
durch die Ebene vor dem Rotorblatt wieder einstromt.

Sind die beiden Periodizitatsebenen so generiert worden, daf die finiten Fla-
chen der Aus- und der Eintrittsebene deckungsgleich sind, so ist diese Aus-
sage auch fir jedes der an diese Ebenen anstofenden Volumina giltig, so dag
die Konservativitit beim Ubergang von einem Volumen an der Austritts- in das
korrespondierende Volumen an der Eintrittsebene gewahrt ist.

Zur Vereinfachung des Algorithmusses werden zwei fiktive Zellschichten (j=0
und j =-1) erzeugt, auf die die letzte (j =1) bzw. vorletzte (j =2) Zellschicht
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aus dem eigentlichen Rechenraum abgebildet werden. Dadurch laRt sich auch die

Verfahrensgenauigkeit 3.0rdnung beibehalten.

Die Abbildungsvorschriften fir die physikalischen und geometrischen Grdfen

bezogen auf die Volumenmittelpunkte lauten:

a) far zylindrische Koordinaten

kT 15

$1.5.k " *yx

mit ¢ = (p,pu,pv,pw,e)T

r = (6,r,z)Y ,

o

(O-x'v,r,z)T , x = 2x/n , v = sign(¥)

(3.82)

o { 1 , wenn i eine Zelle an der Austrittsflache bezeichnet

~1, wenn I eine Zelle an der EintrittsflaAche bezeichnet

und der Indexzuordnung

-3

j-1-3
k=%

-1, -1+ 1, (min(l,max(0,i+1-1;))) , 1 = 1 ...

y J = 1,2

laax
(3.83)

* h‘l’ L

wobel i, den Index der Netzlinie, die in die Profilnase mindet, bezeich-
net (i, =4,,,/2+1). Die Indexzuordnung gilt ausschlieflich far die ver-

wendeten Netze mit 0-O-Topologie und der in Bild 3.5-1 dargestellten In-

dizierungssystematik.

b) fir kartesische Koordinaten
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(x,5.2)*

q = (G:;;lw)r '

mit r

v-sin x cos y 0 ] , X = 2x/n , v = sign(x)

cos x -v-siny O
0 0 1

1 , wenn i eine Zelle an der Austrittsflidche bezeichnet
=ve= -1, wenn I eine Zelle an der Eintrittsfliche bezeichnet

und der Indexzuordnung gemaf Gl.(3.83).

Bei begrenztem Speicherplatz besteht die Méglichkeit, anstelle einer Belegung
fiktiver Zellen die beteiligten Volumina Uber die analytische Indexzuordnung

direkt anzusprechen, wie in der vorliegenden Arbeit geschehen.

Hierbei handelt es sich um fiktive Grenzen, die dadurch bestimmt sind, daf
sie nur im Rechenraum, nicht aber im physikalischen Raum existieren. Sie sind

bedingt durch die Netztopologie und treten bel O- und C-Netzen auf.

Bei den in der vorliegenden Arbeit verwendeten Netzen vom 0-O-Typ bestehen
zwel solcher Schnittebenen (s. Bild 3.5-1). Die eine erstreckt sich von der
Blatthinterkante zum Fernfeldrand und trennt die Zellschichten mit den Indices
i=1lund i~-1i,,,, wahrend die zweite von der Blattspitze zum Fernfeldrand ver-
lauft und fir j =j,,, die Volumina der Unterseite (i=1...i;-1) von denen der
Oberseite ({=1,...1i,,,) trennt.

Wie auch bei der periodischen Randbedingung besteht die Aufgabe lediglich
darin, die Indices der Volumen mit gemeinsamer Begrenzungsflidche zu finden,
so daf die Flufbestimmung mit der gleichen Genauigkeit wie im Inneren des
Rechenraums stattfinden kann. Die Belegung fiktiver Zellen ist nicht erfor-

derlich.

Verwendet man blockstrukturierte Netze, so sind an den Blockgrenzen MaBnahmen
vorzusehen, die einen konservativen Informationsaustausch zwischen den beiden

Bldcken gewahrleisten. Da es unterschiedliche Formen blockstrukturierter Netze
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gibt, sind auch die erforderlichen Mafnahmen unterschiedlich. Kap. 4.4 gibt
hierzu einen kurzen Uberblick.

In der vorliegenden Arbelt wurde die einfachste Art der Blockstrukturierung
gewahlt, bel der die Netzlinien der beiden Blécke an der gemeinsamen Grenze
aneinanderstofen. Dies war aufgrund der geometrischen Gegebenheiten ohne
grofe Netzverzerrungen mdglich und erfordert den geringstmdglichen Aufwand
bezdglich der Erstellung der FluBbilanzen dber die Blockgrenze hinweg. Wie
bereits an den zuvor beschriebenen Rindern ist erneut lediglich eine Index-

zuordnung zu erstellen.

Die Lage der Blécke im Indexraum ist Bild 3.5-1 zu entnehmen.

Innerer Netzrand

Bei den meisten Autoren, die sich mit der Berechnung der Hubschrauberrotor-
strémung beschiaftigen, wird der Netzkdrper nicht bis zur Drehachse bei r=0
ausgedehnt, sondern endet noch auf dem Blatt, unabhianglig davon, ob ein in sich
geschlossener Rechenraum ohne Nachlaufmodell (z.B. [38,47,61)) oder nur eine
Diskretisierung eines engen Berelches um das Blatt (z.B. [33-37,56,57]) ver-
wendet wurden. In der Regel ist die Ursache hierfir das Auftreten numerischer
Schwierigkeiten in den Zellen bei r- 0. Dadurch wird jedoch die Definition
einer zusatzlichen Randbedingung erforderlich. Nichtreflektierende Randbe-
dingungen, verschiedene Methoden der Extrapolation bestimmter Strdémungsgréfen

oder die Vorgabe einer 2-D Bedingung sind die gebrauchlichsten Varianten.

Auch in eigenen friheren Arbeiten wurde bei Verwendung eines H-Netzes ein
solcher Weg beschritten (41,42,44,46,143]. Abgesehen von den negativen Ein-
flissen, die die Vorgabe kinstlicher Bedingungen an einem solchen Rand, der
sich im Gegensatz zum Fernfeldrand in unmittelbarer Nihe des interessierenden
Stromungsgebietes befindet, auf die Ldsung hat, besteht ein sehr groRer Nach-
teil darin, daR der innere Randwirbel und sein Beitrag auf die Ausbildung der
Nachlaufschicht sowle die inneren Teile der Nachlaufschicht selbst nicht er-
faft werden konnen. AuBerdem werden Querstrémungseffekte, z.B. infolge einer

starken Blattverwindung, in der Nahe dieser Grenze falsch wiedergegeben.

Aus diesem Grunde wurden in der vorliegenden Arbeit nur solche Netze verwendet,
die das komplette Strémungsgebiet bis zur Rotationsachse einschliefen. Somit
entfallt die Vorgabe einer zusiatzlichen Randbedingung. Numerische Probleme

entstehen bei dem verwendeten Ldsungsalgorithmus In den achsnahen Zellen nicht.



-88-

4. Netzgenerlierung

4.1 Anforderungen und Netztopologien

Zur numerischen Lésung der Euler-Gleichungen ist die Erzeugung sog. Rechen-
netze erforderlich, die den betrachteten Strémungsraum um den zu untersuchen-
den Kérper in genigend kleine, lickenlos aneinanderstofende, nicht dberlap-
pende Zellen unterteilen, in denen dann die diskretisierten Gleichungen ite-
rativ geldst werden.

Von der Beschaffenheit des Gitters geht ein erheblicher EinfluB auf die Quali-

tat der L5sung aus. Bei der Generierung ist daher besondere Sorgfalt zu dben.

Kriterien fir die Gite von Rechennetzen sind in erster Linie die Netzfeinheit,
d.h. die GréRe der aus der Diskretisierung entstandenen Volumina, der Verzer-
rungsgrad einzelner Zellen, der insbesondere im Bereich starker geometrischer
Veranderungen sehr hoch sein kann, das Verhaltnis der Kantenldngen der Volumina

und schlieRlich die Homogenitiat, d.h, das GréRenverhdltnis benachbarter Zellen.

Der durch den Ubergang von der differentiellen auf die Differenzenform der
Bewegungsgleichungen entstehende Abbruchfehler ist u.a. abhangig vom Abstand
der diskreten Aufpunkte, d.h. vom Diskretisierungsgrad des zugrundeliegenden
Netzes. Der fihrende Term des Abbruchfehlers ist mafgebend fur die dispersiven
und dissipativen Eigenschaften des Ldsungsverfahrens, Erstere sind an die
Terme des Abbruchfehlers gekoppelt, die die Ableitungen ungerader Ordnung
enthalten, wiahrend die Dissipation durch die Terme mit den Ableitungen gerader
Ordnung bestimmt wird. Eine zu hohe Dispersion fihrt zu Phasenfehlern im
zeitlichen Verlauf sich wellenfoérmig ausbreitender Informationen und ist daher
insbesondere bel instationiren Untersuchungen von Nachteil. Eine zu hohe Dis-
sipation fdhrt zu einer Verschmierung von Gradienten, unabhiangig davon, ob
diese physikalisch korrekt oder numerisch bedingt sind. Andererseits ist eine
zu geringe Dissipation aber ebenfalls von Nachteil, da eine Dimpfung numerisch
induzierter Sté6rungen nicht mehr ermdglicht ist, und es dadurch zu einem in-
stabilen Verhalten kommt,

Die Terme des Abbruchfehlers werden zum einen durch die Art der Differenzen-
bildung bestimmt und sind daher verfahrenstypisch. In Kap. 3.2.3 sind einige
der ublichen Schemata u.a. in Bezug auf ihr Dissipationsniveau miteinander
verglichen. Zum zweiten bestimmt aber auch die Netzfeinheit signifikant die
Gréfenordnung dieser Terme, da der Aufpunktsabstand in der Potenz der Verfah-
rensgenauigkeit eingeht.

In der konkreten Anwendung auf die Berechnung der Rotorstrdmung muf bei einem
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zu groben Netz nicht nur mit einer Beeintrachtigung eventuell auftretender
StoRe im AuBeren Blattbereich, sondern auch mit einer verstarkten Diffusion
der Randwirbel bzw. des gesamten Nachlaufes gerechnet werden. Dies wiederum
hitte bel dem verwendeten Wake-Capturing-Verfahren einen negativen EinfluR
auf die Wiedergabe des Anstrémzustandes vor dem betrachteten Blatt und damit
letztlich auf die gesamte Druckverteilung entlang der Oberflache. In Kap.5.4.1
wird auf die Unterschiede zwischen den auf verschieden feinen Netzen erzeug-

ten Nachlaufgeometrien eingegangen.

Aufgrund der beschriebenen Auswirkungen ist man bestrebt, eine sehr feine
Auflasung des Stroémungsgebietes zu erreichen. Dem stehen jedoch in aller Regel
beschrankte Ressourcen in Bezug auf den zur Verfigung stehenden Speicherplatz
und auf eine vertretbare Rechenzeit entgegen, so daB man, zumindest noch beim
jetzigen Stand der Computertechnologie, zu erheblichen Kompromissen gezwungen
ist. Die daraus resultierende Anforderung an die verwendeten Rechennetze be-
steht daher darin, eine besonders hohe Aufldsung in den Bereichen starker
Stromungsgradienten, also vor allem in Kérpernihe, in StoBfbereichen etc.,
aufzuweisen, gleichzeitig aber in Bereichen geringer Anderungen, wie z.B. im

Fernfeld, eine mdglichst geringe Zellenzahl zu besitzen.

Je nach Anwendungsfall und je nach Geometrie des zu untersuchenden Kbérpers
kann die “optimale™ Netzstruktur unterschiedlich sein. Es sind daher in der
Vergangenheit viele verschiedene Gittertypen entwickelt worden, die sich vor
allem durch den charakteristischen Verlauf der Netzlinien unterscheiden. Man
spricht in diesem Zusammenhang von sog. C-, O-, H- oder L-Netzen, wobei die
Form der Buchstaben auf dilesen Verlauf hindeutet. Eine Aufstellung der ver-
schiedenen Netztopologien findet man beisplelswelse bei Cucinelli [144) oder
Thompson et al. [72,145].

Far dreidimensionale Anwendungsfidlle kann die Netzstruktur in Profil- und
Spannweltenrichtung unterschiedlich sein, so daf dann Kombinationen der oben
genannten Grundtypen vorliegen. Im Bereich rotierender Strémungen finden sich
vor allem H-H-Netze (z.B. [49]), 0-O-Netze (z.B. [40,43]), O-H-Netze (z.B
{36]) und C-H-Netze (z.B. [33-35,38,50,61]).

In der vorliegenden Arbeit wurden ausschlieBlich Netze vom 0-0-Typ (im folgen-
den kurz als O-Netze bezelchnet) verwendet. Das gleiche Euler—-Verfahren wurde
von Hertel [49] parallel dazu mit verschiedenen H-H-Netzen (kurz H-Netze)
betrieben. Die spezifischen Vorteile der H-Netze llegen in einer im gesamten
physikalischen Raum sehr gleichmiaBigen Diskretisierung. Dies ist eine glinstige
Voraussetzung fir den Wirbeltranmsport. Nachteilig wirkt sich in erster Linie
die hohe Gesamtpunktzahl aus, die bei der Forderung nach einer einigermaBen

feinen Auflésung des Kérpernahbereiches zwangslaufig in Kauf zu nehmen ist,
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da aufgrund der spezifischen H-Topologie die globale Zelldichte nach aufen

hin nicht abnehmen kann.
Demgegeniiber weisen O-Netze ein wesentlich besseres Verhiltnis von Aufldsungs-

vermdgen im Kérpernahbereich und resultierender Gesamtpunktzahl auf, was bei
vergleichbarem Diskretisierungsgrad im Bereich des Kdrpers zu einem erheblich
geringeren Gesamtaufwand der nachfolgenden Strémungsrechnung fihrt. Dem steht
jedoch der Nachteil gegenidber, daB mit der nach auBen hin abnehmenden Auflé-
sung auch solche Bereiche des Strémungsfeldes betroffen sind, durch die der

Nachlauf auf dem Weg zum nachfolgenden Blatt transportiert werden muB.

4.2 Generierungsalgorithmus

Zur Generierung numerischer Rechengitter haben sich im wesentlichen zwel Me-
thoden bewahrt, zum einen die algebraischen, und zum anderen die differenti-
ellen Verfahren.

Bei ersteren erfolgt eine mehrparametrige Interpolation zwischen den Aufen-
rdndern und der Kérperoberfliche. Die Verwendung expliziter Funktionen ermdg-
licht eine auferst schnelle Generierung, erfordert jedoch die Vorgabe einer
Reihe von Eingabeparametern, die auf die jeweilige Konfiguration anzupassen
sind. Als Beisplel einer solchen Methode sel die transfinite Interpolation
nach Eriksson [146] genannt, die z.B. von Kroll angewendet wird [40]. Auch

Stahl [94] macht von einer algebraischen Netzgenerierungsmethode Gebrauch.

Bei den differentiellen Verfahren unterscheidet man entsprechend dem verwen-
deten Gleichungsstyp zwischen hyperbolischen, parabolischen und elliptischen
Methoden. In den ersten beiden Fillen wird nur die Punkteverteilung an der
Korperoberflache vorgegeben und das Netz dann nach auBen hin aufgebaut. Auf
die Gestalt der Auferen Berandung hat man jedoch keinen EinfluR. Bei den
elliptischen Verfahren kénnen hingegen auch die Bedingungen am AuRenrand vor-
geschrieben werden und es erfolgt eine kontinuferliche Punkteverteilung inner-
halb eines abgeschlossenen Raumes. Diese Methode ist sehr flexibel und &uRerst
anwenderfreundlich, da praktisch nur die Geometrie der Kérperkontur und die

AufenmaBe der Berandung vorgegeben werden missen.

Der in dieser Arbeit zur Erzeugung der O-Netze verwendete Algorithmus gehért

zur letztgenannten Gruppe und basiert auf der Lésung der Poisson-Gleichungen
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wobei X,Y,Z die gesuchten Koordinaten der Netzknotenpunkte im kartesischen
oder im zylindrischen System und £,n,{ die krummlinigen, gitterkonformen
Koordinaten im Rechenraum darstellen.

P,Q,R bezelichnen die sog. Quellterme, mit denen die Punkteverteilung gesteuert
werden kann. Im vorliegenden Verfahren werden sie ihrerseits durch die Losun-

gen der Laplace-Gleichungen
P P - 0
gt Fan t PCC '
Ue * Yy * U - B 155 5

R£€ * Rnn * Rcr =B

bestimmt. Man erhilt ein entkoppeltes System 4. Ordnung, das nach Approxima-
tion der Ableitungen durch zentrale Differenzen iterativ geldst werden kann.
Detalls zum Lbsungsalgorithmus, speziell zur Generierung von H-Netzen kdnnen
der Arbeit wvon Schwarz [147] entnommen werden. Dort findet sich auch eine
Beschreibung dber die Berechnung zweier charakteristischer GroBen zur Beur-
tellung der Netzglte. Dles ist zum einen das Zellvolumen, das bei einem nega-
tiven Wert auf eine unerlaubte ﬁberschneidung von Netzlinien hinweist, und
zum anderen der Verzerrungsgrad der einzelnen Volumina, der einen bestimmten

Minimalwert nicht unterschreiten sollte.

Eine Besonderheit stellt die Vorgabe der Randbedingungen an der Koérperober-
flache dar. Sie soll anhand von Bild 4.2-1 verdeutlicht werden.

Wahrend die Quellterme am Fernfeldrand alle zu Null gesetzt werden, um dort
eine mdglichst gleichfdrmige Verteilung der Netzlinien zu erhalten, méchte
man diese an der Oberfliche stark verdichten. Dazu kann man beispielsweise
die Koordinaten der zweiten Netzebene (die erste Netzebene bezeichnet bel der
O-Netz-Systematik die Kdrperoberflache) in Form eines definierten Normalenab-
standes von der Oberfliche explizit vorgeben. Die notwendigen Randbedingungen
far die Ldsung des Gleichungssystems (4.2) ergeben sich dann In diesen Punk-
ten durch die Ermittlung von P,Q,R aus Gl.(4.1). Es handelt sich hierbei um
eine dynamische Randbedingung, da dazu auch die Koordinaten der erst im Laufe
der Iteration ermittelten dritten Netzebene benétigt werden. Bel der explizi-
ten Vorgabe der Koordinaten der zweiten Netzschicht und damit der Grdfe der
kdrpernichsten Zellen ist darauf zu achten, daf die CroBe der angrenzenden,
frei generierten Zellrelhen nicht zu stark davon abweichen. Eine solche metri-
sche Diskontinuitat in Kérpernihe wirde zu erheblichen Ungenauligkeiten in der
Lsung der Euler-Gleichungen fihren, was sfich sowochl in der Druckverteilung
als auch im Totaldruckverlust niederschlégt, wie anhand zweldimenslionaler

Prinzipuntersuchungen festgestellt werden konnte.
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Alternativ dazu kann man auf die Vorgabe der Koordinaten der Punkte der zwei-
ten Netzebene verzichten und setzt sie statt dessen ins Verhaltnis zum Abstand
der dritten Netzreihe von der Oberflache. Damit 4Rt sich der Ubergang in der
GroRe der Volumina in Normalenrichtung exakt beeinflussen. Demgegendber hat man
jedoch nur einen indirekten EinfluR auf den tatsichlichen Abstand der zwelten

Netzebene von der Oberfliache.

Schwarz [l48] verwendet, gerade auch im Hinblick auf eine mdglichst feine
und dennoch homogene Diskretisierung des Kérpernahbereiches, inzwischen einen

Algorithmus 6.0rdnung der Form
6
V=0 (4.3)

(far Y und Z entsprechend), der analog zu G1.(4.1),(4.2) in drei Systemen 2.
Ordnung, bestehend aus zwel Poisson- und einer Laplacegleichung, geldst wird.

Damit steigen jedoch auch Rechenzeit— und Speicherplatzbedarf.

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Weiterentwicklung des urspringlichen
Systems 4.0Ordnung verwendet. Eine der wichtigsten Modifikationen besteht
darin, die dynamische Randbedingung fir die Poisson-Terme nicht schon auf der
zwelten Netzebene, sondern weiter im Feldinneren auf der n-ten Ebene vorzu-
schreiben (s. Bild 4.2-1). Hier wiederum ermitteln sich die Werte der Quell-
terme entsprechend Gl.{4.l) aus den Koordinaten der (noch nicht explizit
bekannten) Punkte auf der (n+l)-ten und der (n-l)-ten Ebene in Normalen-,
sowle der n-ten Ebene in Profil- und Spannweitenrichtung. Die Bestimmung der
"Zwischenebenen" 2 bis (n-1), die nicht am Iterationsprozef beteiligt sind,
erfolgt algebraisch dber die Vorgabe von VerhaltnisgréBen bezogen auf den
Abstand der Punkte der n—ten Netzebene von der Kdrperoberflache. Diese Werte
kénnen fdr alle drei Koordinatenrichtungen unterschiedlich sein, so daR die
Netzlinien im Bereich zwischen der Kdrperoberfliache und der n-ten Ebene keine
Geradensticke, sondern dreidimensional gekrimmte Kurven darstellen. Auf diese
Art kann z.B. der Abgangswinkel der Linien von der Kérperoberflache gesteuert
oder eine Abhingigkeit wvom lokalen Krimmungsradius der Kontur geschaffen
werden.

Der Wert fir n ist beliebig vorgebbar und bewegte sich in der GrdBenordnung
4-5, n=2 fdhrt auf das Originalverfahren zurick.

Das beschriebene Verfahren erlaubt die Konzentration von Gitterebenen im
Kérpernahbereich und erméglicht gleichzeitig eine sehr homogenen Verteilung
derselben. Auferdem entsteht kein Mehraufwand gegeniber dem urspringlichen

Poissonalgorithmus.
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4.3 Ausgefihrte Netze

Die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Rechennetze besitzen eine 0O-Topo-
logie sowohl um das Profil als auch in radialer Richtung. Dies ist schematisch
in Bild 3.5-1 dargestellt. Ebenfalls dort eingetragen ist die Indizierungs-

systematik und die Struktur des zugehdrigen Rechenraumes,

Aufgrund der Betrachtung ausschlieBlich stationarer Flugzustinde bezogen auf
ein blattfestes Koordinatensystem sind die Strémungszustiande vor den einzel-
nen Rotorblattern identisch. Es geniigt daher die Betrachtung eines einzelnen
Blattes und dle Erfassung des Einflusses der anderen Blatter uber die sog.
periodische Randbedingung (vgl. Kap. 3.5). Der in sich geschlossene physika-
lische Raum 148t sich dann bei einem n-blattrigen Rotor in n Teilraume mit
einem Offnungswinkel von x = 2x/n zerlegen. Damit kann der bendtigte Rechen-
aufwand um den Faktor n reduziert werden.

Un eine Interpolation der Stromungsgréfen an der Periodizitatsebene zu ver-
melden, ist sicherzustellen, daR die Netzpunkteverteilung in dieser Ebene
symretrisch zur Rotationsachse ist. Das hat zur Konsequenz, daB der Einstell-
winkel des Blattes auf der relativ kurzen Linge des Blattanschlusses auf Null
abgebaut werden muB, was insbesondere bei stark verwundenen Bléttern nicht
ganz unproblematisch ist. Dardberhinaus ist es erforderlich, das Roterblatt
bereits unter seinem aktuellen Einstellwinkel in das Rechennetz einzubetten,
da eine Vorgabe der Anstrémrichtung Ober die Fernfeldrandbedingungen, wie bel
Fligel- oder Profilberechnungen dblich, in diesem Fall nicht mdglich ist.

Die erste Generation der verwendeten O-Netze besaf in Anlehnung an die bis
dahin verwendeten H-Netze, sowie aufgrund der einfachen Vorgabe der Randbe-
dingungen fdr den Netzgenerierungsalgorithmus die aufere Form eines Zylinders.
Die in [41,42,46) prasentierten Rechnungen waren auf solchen Netzen erzeugt
worden. Die Ausdehnung des Netzkdrpers betrug zunichst 12 Blattiefen in radi-
aler Richtung und jeweils 8 Blattiefen ober- und unterhalb der Rotorkreis-
scheibe. Ein solches Netz ist in Bild 4.3-1 dargestellt.

Es stellte sich jedoch sehr bald heraus (vgl. [42]), daR der gewahlte Abstand
des Fernfeldrandes viel zu gering ist und damit die Ausbreitung des Nachlaufes
sowohl in radialer Richtung als auch in seiner Absenkung behindert wird. In
Kap. 5.4.3 sind die Auswirkungen eines zu engen Netzes dargestellt. Daraufhin
wurde die Ausdehnung der #&uBeren Grenzen erheblich erweltert. Dies geschah
dadurch, daB das Originalnetz beibehalten, und die zusatzlichen Netzpunkte
durch Interpolation zwischen alter und neuer AuRenberandung ermittelt wurden.

Die GroBe der Zellen stieg dabei kontinulerlich um einen festzulegenden Fak-
tor an.
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Insgesamt waren die Ergebnisse mit den zylinderfdrmigen O-Netzen 1m Hinblick
auf die Wiedergabe des Nachlaufes jedoch nicht zufriedenstellend. Dies lag
insbesondere auch in der unginstigen &uBeren Form des Netzkdrpers begrundet,
die der O-Topologie nicht entgegenkommt. So existieren beisplelsweise entlang
der oberen und unteren umlaufenden Kante sehr groRen Zellen, die die bekannten

Nachtelle in Bezug auf das Diffusionsverhalten zur Folge haben.

Es wurde daher fir die in dieser Arbeit verwendeten Standardnetze von einer
zylindrischen auf eine ellipsoide Aufenkontur Ubergegangen und, angepaft an
die Form der Rotorkreisscheibe, ein sog. abgeplattetes Rotationsellipsoid als
Berandung vorgegeben (Bild 4.3-2). Fir die Untersuchung auftriebsbehafteter
Fialle wurde dieses Netz nach auRen erweitert, so daR die beiden grofen Halb-
achsen in der Regel eine Linge von etwa 30, die kleine von etwa 24 Blattiefen
hatten (Bild 4.3-3). Fir einzelne Detailuntersuchungen wurden auch hin und
wieder andere AuBermafe benutzt. Die bereits bei den zylinderfoérmigen Netzen
eingefihrte Vorgehensweise, zunichst einen etwa halb so grofen Innenkdrper zu
generieren, und anschlieBend durch einen schnellen algebraischen Algorithmus
den Aufenbereich anzufiugen, wurde belbehalten. Dies bietet neben einer Rechen-
zeitersparnis bei der Generlerung vor allem den Vorteill, daB der Aufldsungs-

grad im Innen— und AuBenbereich individuell festgelegt werden kann.

Die Netzpunktzahl war aufgrund der zur Verfuagung stehenden Ressourcen auf
200.000 limitiert. Die Aufteilung dieser Punkte variierte je nach Ausfihrung
in den Grenzen 80 < {_, . =< 128 entlang der Profiloberflache, 41 < j_,, < 49
in Spannweiten- und 34 < k,,, < 60 in Normalenrichtung.

Die Ergebnisse auf den verschiedenen Netzvarianten dieser Gruppe differierten
untereinander kaum. Lediglich die Verinderung der Zellenzahl in £ - Richtung
machte sich in der Druckverteilung entlang der Profilkontur bemerkbar. In der
Berechnung des Nachlaufes ergab sich eine weitestgehende Ubereinstimmung.
Im Ergebnisteil ist daher stellvertretend pro Testfall nur eilne Ldsung fur
die feinen Netze aufgefihrt.

Demgegeniber wurden jedoch Vergleichsrechnungen auf einem sehr viel gréberen
Netz durchgefdhrt, das dber eine Gesamtzahl von etwa 60.000 Punkten, aufge-
teilt in 1,,, =64, J,.x =35, k;.; =28, verfdgte. Die Ergebnisse sind in Kap.
5.4.1 beschrieben und mit denen auf dem feinen Netz verglichen. Das Netz selbst
ist in Bild 4.3-4 dargestellt.

In den Bildern 4.3-5- 4.3-8 sind einige Details der generierten Netze zu
sehen.

Bild 4.3-5 zeigt die Oberflachendiskretisierung des Rotorblattes. Im Innen-
bereich endet das Blatt bei r/R=0.15. Die Modellierung des Blattanschlusses

zur Rotationsachse wurde vernachlassigt, so daf die Netzzellen in diesem
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Bereich ungehindert durchstrémt werden kénnen. Aufgrund der Forderung einer
symmetrischen Perlodizitdtsebene erfahren die Netzlinien im Wurzelbereich
einen starken Knick, da die Nickachse durch die Blattvorderkante verlauft.
Bild 4.3-6 stellt die Diskretisierung des Blattspitzenbereiches dar, und
Bild 4.3-7 die Periodizititsebene.

Zuletzt zeigt Bild 4.3-8 einen Blick auf die Rotorkreisebene, sowohl bel dem
feinen als auch bei dem groben Netz. Man erkennt hieran deutlich die bereits
angesprochene Problematik des sehr unterschiedlichen Diskretisierungsniveaus

entlang des Randwirbelpfades, die fir die O-Topologie typisch ist.

4.4 Blockstrukturierte Netze

Die in Kap. 4.3 beschriebenen Netze verfligen allesamt dber einen spezifischen
Nachteil, der mit der O-Topologle zusammenhingt. Eine Erweiterung des physika-
lischen Raumes und damit auch der Anzahl der Zellen unterhalb der Rotorkrejs-
scheibe, was fir eine ungehinderte Absenkung des Nachlaufes notwendig ist,
bedingt gleichzeitig auch eine ebensolche Erweiterung in radialer Richtung
sowie oberhalb des Blattes. Dies geht zulasten der Rechenzeit und des Spei-
cherplatzes, obwohl die StrdmungszustiAnde in diesen Bereichen eine bedeutend
geringere Zellenzahl zulieBen.

Aus diesem Grund bot sich die Verwendung blockstrukturierter Netze an, bei

denen ein eigenstdndiger Netzblock das nun in seiner GroRe reduzierte Grund-

netz nach unten verlangerte.

Blockstrukturierte Netze sind in der numerischen Aerodynamik vor allem dann
gebrauchlich, wenn das Strémungsfeld um sehr komplexe Geometrien, wie z.B.
um ein komplettes Flugzeug mit Rumpf, Fligel, Leitwerken, Triebwerksgondeln
etc., berechnet werden soll. Die Erfassung einer solchen Konfiguration in
einem einzigen Netzkdrper ist oftmals nur unter sehr grofem Aufwand und dann
u.U, nur in unbefriedigender Ausfihrung méglich.

Eine ausfuhrliche Beschrelbung der auch als “composite grids* bezeichneten
Netze und eine Reihe von Anwendungsbeisplelen fir komplexe Konfigurationen
finden sich z.B. in [149,150]}. Die im folgenden verwendete Terminologie ent-

spricht derjenigen aus dem letztgenannten Werk.

Anhand der Gestaltung des Ubergangsbereiches zwischen zwei benachbarten Netz-
blécken lassen sich die verschiedenen Typen blockstrukturierter Netze in
Gruppen unterteilen.

Sind die Begrenzungsflachen benachbarter Blécke koplanar und stoBen sie ohne

Uberlappung aneinander, so spricht man von sogenannten "patched-" oder "block
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grids® . Uberschneiden sich die Blockgrenzen, so handelt es sich um sogenannte
"overlapping~", "overlaid-" oder auch "chimera grids® (z.B. [151]). Sind dabei
ein oder mehrere eigenstindige Netze in ein oder mehrere Hauptnetze eingebet-
tet, so ist auch der Begriff "embedded grids" gebriuchlich. Der Informations-
austausch uUber die sich u.U. willkirlich dberlappenden Netzgrenzen erfolgt
mit Hilfe aufwendiger Interpolationsverfahren, die die Konservativitat sicher-
stellen sollen.

Unter den “"block~" oder "patched grids® findet man {m wesentlichen zwei Va-
rianten. StoBen die Netzlinlien an der gemeinsamen Blockgrenze in gemeinsamen
Punkten aneinander, so spricht man ven einem kontinulerlichen Netz, wihrend
bei einem diskontinuferlichen Netz die Netzlinien zweler benachbarter Teil
raume an beliebigen Stellen auf die gemeinsame Begrenzungsflache treffen
kénnen. Bei letzteren besteht der Vorteil insbesondere in der Flexibilitat
bei der Generierung unabhangiger Einzelnetze und in der Méglichkelt, Teilnetze
mit unterschiedlichem Diskretisierungsgrad zu schaffen. Demgegeniber besteht
jedoch die Notwendigkeit, an den gemeinsamen Blockgrenzen MaRnahmen zur Wah-
rung eines konservativen Informationsaustausches zu ergreifen. Eine solche
Methode ist beispielsweise in [113] beschrieben.

Die kontinulerlichen Netze zeichnen sich vor allem durch eine problemlose
Bildung der FluBbilanzen Uber die Blockgrenzen hinweg aus. Allerdings sind
die einzelnen Teilnetze aufeinander abzustimmen und es kann trotz der Ver-
wvendung von Glittungsalgorithmen zu Inhomogenititen in Netzlinienverlauf und
~dichte an den Netzdbergangen kommen. Man spricht in einem solchen Fall von

metrischen Diskontinuitidten.

Im Bereich rotierender Stromungen finden sich Anwendungen beider Varianten
beispielsweise in der Hubschrauberaerodynamik zur Berechnung von Rotor-Rumpf-
interferenzen (siehe z.B. Hinweise in [48]) oder in der Triebwerksentwicklung
zur Untersuchung der Strémung durch einen Verdichter mit Leit- und Laufradern
(152] bzw. fir gegenlaufige Propfans [50]. Kennzeichnend ist, daR es sich
hierbei um instationire Vorgange handelt, bei denen die Relativbewegung haupt-
sachlich in einer Ebene stattfindet. Dadurch kann eine Uberlappung der Netze

vermieden werden.

In der vorliegenden Arbeit wurden kontinuierliche Blocknetze verwendet, wobel
die einfache Informationsubergabe und, damit verbunden, die nur beschrinkten
Anderungen im Algorithmus zur Strémungsberechnung ausschlaggebend waren. Zu-
sdtzlich wurde versucht, die Diskontinuitaten beim Ubergang der Netzlinien so
gering wie méglich zu halten. Aufgrund der geometrischen Gegebenheiten an der
Unterseite des Ursprungsnetzes bot sich die Verwendung einer H-Netz-Topologie

an.
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Bild 4.3-9 zeigt die Symmetrieflache eines so erzeugten Blocknetzes, bei dem
der obere Teil noch die zylindrische Form hat, was das Ansetzen des Boden—
blockes besonders einfach macht. Stérend sind lediglich die metrischen Dis~
kontinuititen im AuBenbereich der Ubergangsflache.

Die Ausfihrung mit einem ellipsoiden Grundnetz ist in Bild 4.3-10 dargestellt.
Die Gesamtpunktzahl beider Blocknetze war um etwa 40% geringer als die der
global vergrdferten Netze mit vergleichbarem Diskretisierungsgrad, was eine
deutliche Rechenzelitersparnis versprach. AuRerdem bedingt die &dufere Form

des unteren Netzblockes eine Konzentrierung der Netzlinien und damit eine
bessere Aufl8sung im unteren Bereich.

Die Ergebnisse, die mit diesen beiden Netzen erzielt wurden und die in Kap.
5.4.4 beschrieben sind, erfillten die Erwartungen jedoch nicht. Der gesamte
Rotornachlauf senkte sich uberhaupt nicht ab, der Ubergang zwischen den
beiden Netzbldcken schien wie eine nahezu undurchlassige Wand zu wirken.

Erst eine Erhshung der Zellenzahl im unteren Netzblock schaffte Abhilfe
(Bild 4.3-11). Gleichzeitig wurde auch die metrische Diskontinuitit an der
Berdhrungsflache der beiden Netzbldcke beseitigt, was aber fdr sich allein
ohne EinfluB auf die geschilderte Problematik war. Bild 4.3-12 zeigt das

fir einen Teil der in Kap. 5.2 présentierten Ergebnisse standardmifig ver-
wendete Netz in Globalansicht.
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Bild 4.3-9 zeigt die Symmetriefliche eines so erzeugten Blocknetzes, bel dem
der obere Teil noch die zylindrische Form hat, was das Ansetzen des Boden-
blockes besonders einfach macht. Storend sind lediglich die metrischen Dis-
kontinuititen im AuBenbereich der Ubergangsflache.

Die Ausfihrung mit einea ellipsoiden Grundnetz ist in Bild 4.3-10 dargestelle.
Die Gesamtpunktzahl beider Blocknetze war um etwa 40% geringer als die der
global vergroRerten Netze mit vergleichbarem Diskretisierungsgrad, was eine
deutliche Rechenzeitersparnis versprach. AuBerdem bedingt die aduBere Form

des unteren HNetzblockes elne Konzentrierung der Netzlinien und damit eine
bessere Auflésung im unteren Bereich.

Die Ergebnisse, die mit diesen beiden Netzen erzielt wurden und die in Kap.
5.4.4 beschrieben sind, erfullten die Erwartungen jedoch nicht. Der gesamte
Rotornachlauf senkte sich udberhaupt nicht ab, der Ubergang zwischen den
belden Netzbldcken schien wie eine nahezu undurchlidssige Wand zu wirken.

Erst eine Erhdhung der Zellenzahl im unteren Netzblock schaffte Abhilfe
(Bild 4.3-11). Gleichzeitig wurde auch die metrische Diskontinuitat an der
Bertdhrungsflache der beiden Netzblocke beseitigt, was aber fur sich allein
chne EinfluR auf die geschilderte Problematik war. Bild 4.3-12 zeigt das

fdr einen Tell der in Kap. 5.2 pradsentierten Ergebnisse standardmafig ver-
wendete Netz in Globalansicht.



=98~

5. Ergebnisse

5.1 Vorbemerkungen

5.1.1 Anfahrvorgang

Die Berechnung einer Hubschrauberrotorumstromung mittels eines Euler-Verfah-
rens in einem blattfesten Koordinatensystem geht dblicherweise von der unge-
stérten Stromung als Anfangsbedingung aus. Die Geschwindigkeit dieser "Ruhe-
strémung® entspricht der Rotordrehzahl. In der Realitat ist der Start der
Iteration mit der Situation eines Rotors vergleichbar, der impulsartig auf
die vorgegebene Drehzahl beschleunigt.

Dabeil erzeugt der Rotor in der Anfangsphase seiner Drehung einen instationiren
Anfahrvorgang, der sich vollig von dem bekannten stationiren Nachlaufzustand

unterscheidet.

Analog dazu fihrt das Ausgehen von dem oben definierten Ruhezustand auch in
der numerischen Simulation zu einem ahnlichen Effekt, der, obwohl zeitlich
veradnderlich, auch bei Verwendung eines stationiren Berechnungsverfahrens
beobachtet werden kann, und der, wie auch in der Realitat, eine sehr lange
Zeit in Anspruch nimmt, bis sich der gewiinschte stationdre Endzustand ein-
stellt,

Dies steht in vdlligem Gegensatz zu der Strémung um einen Festfldgel, bel dem
der Anfahrwirbel mit der Geschwindigkeft der frefen Anstrdmung nach hinten

wegschwimmt und relativ schnell seinen EinfluB auf den Fldgel verliert.

Die Frage, die sich in diesem Zusammenhang zunichst stellt, ist, inwieweit
sich der reale und der numerisch simulierte Anfahrvorgang zumindest qualita-
tiv entprechen.

Da in der Literatur, mit Ausnahme von Cantaloube & Huberson [153]), bisher
kaum qualitative, geschweige denn quantitative Aussagen zu den Anfahrvorgingen
an einem Hubschrauberrotor verdffentlicht worden sind, wurde in Zusammenarbeit
mit Mitarbeitern des Instituts fir Luft- und Raumfahrttechnik der RWTH Aachen
eine Versuchsreihe an einem Modellrotor im Windkanal durchgefidhrt, um einige
Erkenntnisse dber die Physik des Anfahrvorganges zu gewinnen. Hierzu wurde
aus der Blattspitze eines Rotorblattes bereits beim Start Rauch ausgeblasen,
und die sich ergebenden Strémungsbilder wurden mit einer Videokamera aufge-
zefchnet. Die im Bildteil dargestellte Sequenz (Bild 5.1-1) reprasentiert die
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zeitliche Veranderung im Anfahrvorgang.

Bild 5.1-1la gibt den Zustand nach etwa 6 Rotorumdrehungen wieder. Anstelle
von diskreten Einzelwirbeln erkennt man lediglich einen Wirbelring, der au-
Berhalb des Rotorkrelses und etwa eine Blattiefe unterhalb der Blattebene
liegt. In dieser Position verharrt er im folgenden noch eine geraume Zeit,
wobel die neu entstehenden Spitzenwirbel aufgesogen werden. Dadurch erhshen
sich der sichtbare Durchmesser und auch der Zirkulationsinhalt dieses Wirbel-
kowplexes, der im folgenden als der eigentliche Anfahrwirbel bezeichnet wer-
den soll,

Nach einer gewissen Zeit beginnt er sich unter Beibehaltung seiner radialen
Position aufgrund von Selbstinduktionen allmahlich abzusenken. Dieser Zustand
ist in Bild 5.1-1b ersichtlich, wobei man nun auch einen diskreten, neu ent-
standenen Spitzenwirbel ausmachen kann. Dieser wird jedoch, wie zunichst auch
alle ihm nachfolgenden, durch die von dem Anfahrwirbel induzierten, einwarts
gerichteten Geschwindigkeitskomponenten nach innen gedrickt, gerat hier in
den EinfluR des vom Rotor induzierten Abwindes und bewegt sich daher schnel-
ler nach unten als der Anfahrwirbel selbst, den er dabei innen dberholt. Im
Laufe dieses Prozesses wird er allerdings ebenfalls von dem Anfahrwirbel auf-
gesogen, dessen Ausdehnung und Zirkulation sich dadurch weiter erhéht

Bild 5.1-lc zeigt die weltere chronologische Entwicklung. Der Anfahrwirbel hat
sich weiter abgesenkt, sein Einfluf ist aber weiterhin so stark, daf alle neu
entstehenden Randwirbel in der beschriebenen Weise beeinfluBt werden. Erst
wenn seln Abstand von der Rotorkreisscheibe ausreichend groB ist, stellt sich
der bekannte stationdre Zustand in der typlsch eingeschnirten Form ein, wobei
nun auch die einzelnen diskreten Wirbel zu erkennen sind (Bild 5.1-1d).

Das Problem der gegenseitigen Beeinflussung der Randwirbel ist in einer Prin-
zipskizze in Bild 5. 1-2 aufgezeigt, die auf eine Idee von Schdttl und Behr
(154] zurickgeht. Hierbel dricken die einwarts gerichteten Geschwindigkefts-
komponenten die jeweils darlber liegenden Wirbeltelle nach innen, wahrend die
auswArts gerichteten Komponenten die darunter liegenden Wirbel nach auflen
dricken. Daraus resultiert die markante eilngeschnirte Form des Gesamtgebildes
im stationdren Fall. Da der Anfahrwirbel dieses Systems nach unten abschlieft,
fehlt ihm die einwdrts gerichtete Komponente tlefer liegender Wirbel, was zu
der besonderen Lage auferhalb der Rotorkreisscheibe fahrt.

Die zuvor beschriebenen Phinomene lassen sich auch mit Hilfe eines einfachen
Wirbelleiter-Verfahrens reproduzieren [155]. Bild 5.1-3, das der zitierten
Arbeit entnommen wurde, zeigt dle zeitliche Entwicklung der Nachlaufschicht
und des Randwirbels nach einem impulsfdrmigen Start. Das prinzipielle Verhal-
ten ist das gleiche, das auch in den Experlmenten becbachtet werden konnte.
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Erneut werden das lange Verharren des Anfahrwirbelringes In der Nihe der
Rotorkreisscheibe, sein anschliefendes, langsames Absinken und die Einschni-
rung der nachfolgenden Wirbel deutlich.

Dieses Ergebnis bestatigt nachdricklich die Annahme, daR es sich bei den be-
schriebenen Effekten um rein selbstinduktive Beeinflussungen handelt, da das
Wirbelleiter-Verfahren keine Reibungs- oder Diffusionsterme beinhaltet.

In Kap. 5.3.1 wird auf die Reproduktion des Anfahrvorganges durch das verwen-
dete Euler-Verfahren eingegangen. Die Ergebnisse, die sozusagen als Nebenpro-
dukt auf dem Weg zur Berechnung des stationiren Endzustandes abfallen, unter-
streichen die Fahigkeit des Verfahrens, die komplexen Probleme der Hubschrauber-
rotorstrdmung richtig zu erfassen. Sfe sind auBerdem sehr hilfreich bel der

Interpretation der Ergebnisse am Ende der Iteration.

Sowohl die Beobachtungen aus den experimentellen Untersuchungen als auch die
Erkenntnisse aus den Berechnungen mit dem Wirbelleiterverfahren machten deut-
lich, daR eine erhebliche Zeit verstreicht, bis der Anfahrprozef abgeschlos-
sen ist und sich der gewinschte stationire Zustand eingestellt hat. Dies be-
stAtigte sich auch beil der numerischen Simulation m.H. des Euler—Verfahrens.
Da kein externes Wirbelmodell verwendet wird, ergibt sich zwangslaufig ein

enormer Rechenzeitbedarf bis zum Erreichen der angestrebten stationdren Lésung.

Es ist daher winschenswert, eine Mdglichkeit zu schaffen, wie der Anfahrvor-
gang numerisch in kirzerer Zeit abgehandelt oder sogar komplett dbersprungen
werden kénnte.

Einen denkbaren Ansatzpunkt bildet die Anwendung der Technik der sequentiel-
len Netzverfeinerung, bel der der gesamte Anfahrvorgang zeitsparend auf ei-
nem groben Netz abgearbeitet werden kdnnte, bevor zur Erhshung der Genaulg-
keit auf ein feineres Netz dbergegangen wird. Die bisher in dieser Hinsicht

begonnenen eigenen Untersuchungen sind jedoch noch im Gange.

Weiter fortgeschritten ist hingegen die Entwicklung einer Methode, deren Ziel
die vollstandige Auslassung der numerischen Behandlung des Anfahrvorganges
ist. Hertel [49]) hat dazu in seiner Arbeit Alternativen zu der Ublichen
Gepflogenheit untersucht, die ungestdrte Ruhestrdmung als Anfangs- und Fern-
feldrandbedingung zu verwenden, und statt dessen die stationire Ldsung eines
Verfahrens niederer Ordnung vorgegeben. In dem zitierten Werk sind die Vor-
teile, aber auch die Grenzen eines solchen kombinierten Verfahrens ausfihr-
lich beschrieben.
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5.1.2 Uberlagerung von Wirbeln

Ein Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt auf der Wiedergabe des nume-
risch berechneten Nachlaufes, da dieser die Anstrombedingung fur das nach-
folgende Blatt bestimmt,

Eine naheliegende Form der Darstellung ist die Auftragung der Geschwindig-
keltsvektoren in einer Ebene senkrecht durch die Rotorkreisscheibe. Zweck-
maBigerweise erfolgt der Schnitt bei einem konstanten Azimuthwinkel, da so
die Anteile der Drehgeschwindigkeit des Rotors entfallen und nur die indu-
zlerten Anteile sichtbar werden.

Da der von einem diskreten Euler-Verfahren generierte Randwirbel aufgrund
der numerischen Dissipation, hervorgerufen durch die Eigenschaften des Diffe-
renzenverfahren selbst sowle durch dle Netzdiskretisierung, einen quasi-vis-
kosen Kern besitzt (vgl. z.B. [156,157]), ist elne Geschwindigkeitsverteilung

dhnlich der eines realen reibungsbehafteten Wirbels zu erwarten.

Die Auftragung der induzierten Geschwindigkeliten ist daher sehr gut geeignet,
wenn das darzustellende Strémungsfeld nur von einem einzelnen Wirbel erzeugt
wurde, wie es z.B. bei einem festen Fligel der Fall ist.

Sind jedoch mehrere Wirbel beteiligt, und liegen diese noch relativ dicht
beleinander und/oder verfidgen infolge der Diffusion uber einen groBfen Trag-
heitsradius, so kommt es infolge der Uberlagerung der einzelnen induzierten
Geschwindigkeitsfelder zu einem sehr grofen Informationsverlust in Bezug auf
Lage, Stdrke und Anzahl der beteiligten Einzelwirbel.

Dies hatte z.B. dazu gefidhrt, daR in [41] die mit dem vorliegenden Euler-Ver-
fahren erzielten Ergebnisse falsch interpretiert worden waren. So wurde irr-
timlicherweise davon ausgegangen, daf es sich bei einer Nachlaufstruktur, wie
exemplarisch in Bild 5.1-4 aufgetragen, nur um einen einzigen Wirbel handelte,
der zudem noch eine vbdllig falsche Lage und eine deformierte Gestalt besal

In Wirklichkeit handelt es sich bei der gezeigten Verteilung jedoch um das

Resultat einer Uberlagerung mehrerer diskreter Einzelwirbel.

Un diesen Effekt zu verdeutlichen, und um eine Alternative zu finden, dle
gerade dann, wenn mehrere Wirbel vorhanden sind, eine zuverlassige Auswer-
tung erlaubt, wurde die zu erwartende Trajektorie des duBeren Blattspitzen-
wirbels durch eine Anzahl diskreter Potentialwirbelringe modelliert (siehe
Bild 5.1-5) ,die in jedem Punkt der Referenzfléche eine bestimmte CGeschwin-
digkeit induzieren. Durch eine Festkérperdrehung innerhalb eines definlerten
Radiusses, dem sog. Tradgheitsradius, wurde der quasi-viskose Kern des von dem
Euler-Verfahren generierten Wirbels nachgebildet. Anhand dieses Modells, bel
dem Anzahl, Lage, Wirbelstdrke und Tragheitsradius der Wirbelringe variiert
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werden konnten, lieRen sich die Auswirkungen auf das induzierte Gesamtgeschwin-

digkeitsfeld in der Nachlaufebene untersuchen.

In Bild 5.1-6 ist die Verteilung eines einzigen Potentialwirbelringes zu
sehen. Man erkennt deutlich den viskosen Innenkern und die Lage der Wirbel-
achse am Ort verschwindender Umfangsgeschwindigkeit. Man beachte die unsym-
metrische Induktion, die aufgrund der Krimmung des Wirbels im Abwindgebiet
erheblich grdfer ist als im Aufwindgebiet.

Bild 5.1-7 zeigt eine ahnliche Geschwindigkeitsverteilung, bei der ebenfalls
ein Gebiet verschwindender Umfangsgeschwindigkeit existiert, in dem man die
Achse eines Einzelwirbels vermuten kdnnte. In Wirklichkeit aber wurde diese
Verteilung von vier solcher Ringe erzeugt, deren Lage durch Kreuze markiert
ist. Zusatzlich unterscheiden sich die beteiligten Wirbel durch verschiedene
Tragheitsradien und Wirbelstarken. Die aktuellen Werte kdnnen Bild 5.1-7 ent-
nommen werden.

Es wird deutlich, daf die Geschwindigkeitsvertelilung allein also keinen Auf-
schluf dber die tatsichlichen Verhiltnisse im Rotormachlauf geben kann.

Bedeutend mehr Informationen lassen sich jedoch gewinnen, wenn die Zirkula-

tionsdichteverteilung dI'/ds in Isolinienform aufgetragen wird. Aus der Bezie-

hung
' = § qds = J (Vx q)ds {3.1)
c

geht hervor, daB die Zirkulation entlang einer geschlossenen Kurve C identisch
ist zu dem Integral der Drehung (rot q) dber einer Flache S, die durch C be-
grenzt wird.

Dle Zirkulationsdichte laBt sich demzufolge einfach aus dem Skalarprodukt des
lokalen Drehungsvektors mit dem Normaleneinheitsvektor der Referenzflache er-

mitteln zu:
dar

s - (Vxon . (5.2)
Ein einzelner Wirbelring liefert eine Zirkulationsdichteverteflung, wie sie
in Bild 5,1-8 dargestellt ist. Auch hier erkennt man deutlich den Durch-
messer des viskosen Innenkerns und die Unsymmetrie infolge der Krummung des
Wirbelringes.

Diese typische Struktur ist aber, anders als im Falle der induzierten Geschwin-
digkeit, auch noch bei einer Uberlagetung wmehrerer Wirbelringe auszumachen
(Bild 5.1-9). Die Form der Isolinien 1laBt vier kreisférmige, ineinandergrei-
fende Gebilde erkennen, deren Radien den vorgebenen Ausdehnungen der Wirbel-
kerne und deren Mittelpunkte den Durchstofpunkten der Wirbelachsen durch die
Referenzflache entsprechen. Es ist zu beachten, dal die angezeigten lokalen
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Maxima rein aus der Uberlagerung resultieren, nicht aber die Wirbelpositionen
wiedergeben.

In der Tat erwies sich die Auftragung der Zirkulationsdichteverteilung als
sehr geeignetes Instrument fiur die Visualisierung der durch das Euler-Ver-
fahren errechneten Nachlaufstruktur. Insbesondere gelang es, den Randwirbel-

pfad so genau zu bestimmen, daf eine Validierung der Ergebnisse anhand von
empirischen Daten mdglich war (s. Kap. 5.2, 5.3).

Neben der Zirkulationsdichte lieferte auch die Auftragung des Totaldruckver-
lustes Informationen dber die Struktur des Nachlaufes und wurde daher zur
Auswertung der errechneten Ergebnisse zusadtzlich mitherangezogen.

Wie bereits erwahnt, sorgt die infolge der Diskretisierung der Euler-Glei-
chungen eingebrachte kinstliche Viskositat dafdar, daf die berechneten Wirbel
einen reibungsbehafteten Charakter haben. Das bedeutet, daB sich ein viskoser
Wirbelkern ausbildet, in dem die Umfangsgeschwindigkeit auf Null abfallc, und
in dem ein deutlicher Totaldruckverlust auftritt. Nach dem Croccoschen Wirbel-
satz liegt dabel eine Abweichung in den Richtungen von Geschwindigkeits- und
Drehungsvektor vor (gxrotqw0). Infolge der dissipationsbedingten Diffusion
des Wirbels wird der Totaldruckverlust im weiteren Verlauf wieder geringer
(s. z,B. [156]). Far die Entstehung solcher viskosen Wirbel ist in ahnlicher
Weise wie auch fir die implizite Erfdllung der Kuttaschen Abflufbedingung die
numerische Dissipation verantwortlich, auf die Hdhe des anfanglich auftreten-
den Totaldruckverlustes hat sie jedoch keinen Einfluf. Dieser ist zuniachst im
wesentlichen unabhingig vom Diskretisierungsgrad des verwendeten Rechennetzes,
wie z. B, von Powell [157] oder Newsome & Kandil [158] bestatigt wird, der Gra-

dient im Abklingen des Maximums im Kern wichst jedoch mit zunehmender Dissi-
pation.

5.1.3 Grundsatzliches zur Auswertung

Die im folgenden Ergebnisteil dargestellten Druck- sowie die daraus durch Inte-
gration ermittelten Kraftbeiwerte sind einesteils auf den lokalen, d.h. radial
verdnderlichen Staudruck der ungestdrten Strdmung, andernteils auf den Schall-
staudruck (Index "a") bezogen. Letzteres bietet die Mdglichkeit, die Ergebnisse
an verschiedenen Profilschnitten direkt miteinander vergleichen zu kénnen.

So gilt unter Verwendung der Normierungsvorschriften aus Kap. 2.5 (die Tilde
() bezeichnet die dimensionsbehafteten Grofen):
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P~ Pwo P~ Pw (5.3)

[ o4 - -

P (Pel2-35) h(wr)?

P T (3:/—21-);.» - Zpope) ¢
e, = - i be, aP mit ac, = ¢ - c, (5.5)
gy = - j‘ Acp.d(§) - ¢, (ur)? (5.6)
e - 3 ey d(%) . (5.7)

Der zur Bildung der Beiwerte bendtigte Druck wird gemaf Gl.(2.9b) direkt aus
den StrdmungsgrdBen in den Mittelpunkten der kdrpernichsten Zellen ermit-
telt. Es findet keine Extrapolation auf die Kérperoberflache statt.

Neben den Druck- und Machzahlverlaufen an der Blattoberfliache sind auch dfe
berechneten Strémungsgréfen im Nachlauf von groBem Interesse. Da es sich bei
dem vorliegenden Verfahren um eine Wake-Capturing-Methode handelt, bei der
der Stroémungszustand vor dem nachfolgenden Blatt ein reiner Bestandteil der
Euler-Ldsung ist, kommt der Wiedergabe der Nachlaufstruktur und hier insbe-

sondere der Randwirbel eine grofe Bedeutung zu.

Zur besseren Interpretation der Ergebnisse im Nachlauf ist es zweckmaBig,
diese in Ebenen senkrecht durch die Rotorkreisscheibe darzustellen. Um nur
die induzlerten Strdmungsanteile zu erfassen, sollten diese Ebenen in radie-
ler Richtung verlaufen und durch die Rotordrehachse gehen. Im Gegensatz zu
H-Netzen besitzen die in der vorliegenden Arbeit verwendeten O-Gitter keine
Netzebenen, die dieser Forderung naherungsweise entsprechen wirden. Es ist
daher notwendig, Schnittebenen durch das Netz zu legen und die Strdmungsgré&fen
hierauf abzubilden. Diese Ebenen schneiden die Rotorkreisscheibe unter einem
bestimmten Azimuthwinkel ¥, der relativ zur Blattvorderkante gezahlt wird.
Aufgrund der Eulerschen Betrachtungsweise des Strémungsproblems liegt diese
immer bel ¥=0°. Der Bereich hinter dem Rotorblatt erstreckt sich von ¥=0°
bis ¥=90°, der Bereich vor dem (nachfolgenden) Blatt von ¥=-90° bis ¥=0°.
In Bild 5.1-10 st die Lage verschiedener solcher Schnittebenen relativ zum
Blatt dargestellc. Die Winkelstellungen entsprechen denjenigen, die in Kapitel
5.3.2 zur Untersuchung des Wirbeltransportes verwendet werden. Bei der Be-
trachtung der im folgenden gezeigten Ergebnisse ist zu beachten, daB die
Ebenen fur 0=<¥ < 50° das Blatt schneiden, also nur z.T. die Verhaltnisse im

Nachlauf wiedergeben.

Die Interpolation der Strémungsgrdfen erfolgt linear zwischen jeweils zwei
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benachbarten Zellen, deren Mittelpunkte diesselts und jenseits der Schnitt-
ebene liegen. Hierbei werden sinnvollerweise nicht die in den Volumenmittel-
punkten gegebenen Komponenten des L3sungsvektors herangezogen, sondern diese
Zuvor in die darzustellenden Grdfen, wie z.B. Geschwindigkeit, Totaldruckver-
lust oder Zirkulationsdichte umgerechnet.

Durch diese Abbildung entsteht in der Schnittebene ein relativ ungeordneter
Haufen von Aufpunkten. Die Darstellung z.B. von Geschwindigkeitsvektoren ist
auf dieser Grundlage m6glich. Sie besitzt jedoch die Nachteile einer starken
Undbersichtlichkeit im Bereich groRer Netzdichte und einer unterbewuRten Beein-
trachtigung der Objektivitatr bel der Betrachtung der Ergebnisse infolge der
deutlich erkennbaren Netzlinienstruktur und der sich verandernden Punktdichte.
Auferdem ist es mit den zur Verfugung stehenden Graphikroutinen z.Zt. nicht
méglich, Isolinien basierend auf einer unstrukturierten Aufpunktsverteilung
Zu erzeugemn.

Infolgedessen ist eine weitere, in diesem Fall zweidimensionale Interpolation
notwendig, die die Grofen der willkarlich verteilten Punkte auf ein geordnetes
Raster dbertragt.

Bedingt durch diese zweifache Datenumwandlung sind dle dargestellten Gréfen
fehlerbehaftet. Dies kann sich insbesondere im Verlauf der Isolinien auswir-
ken, die im allgemeinen sensibel auf eine lefchte Veranderung der Basisdaten
reagieren. Hinzu kommt, daR das zugrundeliegende reguldre Raster relativ grob
ist. Bel den fur die Darstellung der Nachlaufgeometrie gewahlten Bildausschnit-
ten, die eine sehr groBe Ausdehnung haben, um die Absenkung der Randwirbel
mdglichst weit verfolgen zu kdnnen, fahrt dles dazu, daf die lokalen, z.T. sehr
konzentrierten Maxima der darzustellenden StrémungsgréBen oftmals betragsmagig
gar nicht korrekt erfaft werden kdnnen, es sel denn, ein Aufpunkt liegt zufal-
lig in ihrer unmittelbaren Nahe. Besonders gravierend stellt sich dieses Prob-
lem im Blattnahbereich. Die in den folgenden Kapiteln gezeigten Isclinienauf-
tragungen sind daher fir quantitative Analysen, gerade was die Bestimmung der
Extrema im Inneren eines neu entstehenden Wirbels angeht, nur sehr bedingt ge-
eignet. Aber auch die qualitative Interpretation der dargestellten Ergebnisse
wird durch eine Reihe von ausschlieRlich auswertebedingten Erscheinungen, wie
z.B. durch einen unruhigen Verlauf der Isolinien in einigem Abstand vom Blatt,
eine Orientierung derselben entlang den Rasterlinien im Blattnahbereich vor
allem in hori{zontaler Richtung sowie eine starke Abhangigkeit der Verlaufe von
der Dichte des Aufpunktsrasters ebenfalls besonders im Blattnahbereich, beein-
trichtigt. Dies sollte bei der Betrachtung besonders der in den Kap. 5.2 und
5.3 dargestellten Isolinienverliufe berucksichtigt werden.

Fir die Zukunft ist eine Verbesserung des Auswertealgorithmusses dringend
erforderlich.
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5.2 Ergebnisse fir die berechneten Testfille

Zur Validierung des entwickelten Verfahrens wurde eine gréRere Zahl von Test-
fidllen berechnet, zu denen experimentelle Vergleichsdaten zur Verfdgung stehen.
Hierbei handelt es sich um Messungen, die von Caradonna & Tung [67] fdr einen
zweiblattrigen Modellrotor im Schwebeflugzustand durchgefihrt worden waren.
Die dabel verwendeten Rotorbliatter sind unverwunden und haben einen recht-
eckigen Grundrif bei einer Streckung von A=6. Sie besitzen ein symmetrisches
NACA-0012 Profil. Die Blattspitze ist nicht gerundet, sondern gerade abge-
schnitten. Der BlattanschluR betrigt etwa eine Blattiefe und wurde bei der
Netzgenerierung approximativ berdcksichtigt (s. Kap. 4.3). Dadurch konnte die
Umstrdémung der Blattwurzel und die Ausbildung eines inneren Blattspitzenwir-

bels wiedergegeben werden.
Die Uberprifung des vorliegenden Verfahrens wurde anhand folgender Testfalle

vollzogen:

¢ Ma,, = 0520 , 8 = 0°
* Ma,, = 0815 , o, - 5°
e Ma,, = 0.439 , 8 = 8°
® Ma,,, =- 0.794 , 6, =- 8°
 Ma,, - 0.877 , o, - 8°

e Ma,, = 0.794 , @, =12°

Es wurde damit ein weiter Bereich der sub- und transsonischen Anstrdmungen
abgedeckt, was im Hinblick auf eine Bewertung der Starken und Schwichen des
entwickelten Verfahrens als wichtig erachtet wird.

Es handelt sich hierbel um Standardtestfialle, die auch von den meisten der in
Kap. 1.2 genannten Autoren berechnet wurden. Dies erdffnet die Mdglichkeit zu
Vergleichen zwischen den verwendeten Potential-, Euler- und Navier-Stokes-Ver-
fahren, sowie zwischen den Wake-Capturing- und denjenigen Verfahren, die ein

speziell auf den Modellrotor abgestimmtes Nachlaufmodell verwenden.

Die Ergebnisse der eigenen Berechnungen sind in den nachfolgenden Unterkapi-
teln aufgefihrt.

Die dazu verwendeten Rechennetze vom O-Typ mit ellipsoider AuRenkontur wurden
inKap. 4 beschrieben. Die im folgenden dargestellten Ergebnisse wurden auf Net-
zen mit 110.000 -150.000 Zellen errechnet. Diese Zahlen beziehen sich auf den

inneren Grundkdrper mit einer Ausdehnung der Halbachsen von 15x15x12 Blatt-
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tiefen. In den auftriebsbehafteten Fallen wurde dieses Grundnetz zur Erfassung
des Nachlaufes entweder global auf die doppelte CrdBe erweitert (Bild 4.3-3)
oder nach unten um einen zweiten Netzblock erganzt (Bild 4.3-12). In Kapitel
5.4 werden die Einflusse von Verdnderungen der Netzstruktur beschrieben.

3.2.1 Modellrotor bei Ma,,, = 0.52 und 8, = 0°

Die erste Untersuchung erfolgte fir den auftriebslosen Fall bei einer Blatt-
spitzenmachzahl von Ma,, =0.52.

Dies erdffnet bei der vorhandenen symmetrischen und unverwundenen Blattgeo-
metrie die Mdglichkeit, das Verfahren zunichst ohne den Einfluf der Blatt-
Nachlauf-Interferenz zu testen.

Dadurch lassen sich eventuell vorhandene unphysikalische Erscheinungen, die
numerisch bedingt und durch Unzuldnglichkeiten im Verfahren produziert worden
sein kdnnten, deren Existenz aber infolge der Uberlagerung durch die auftriebs-
bedingten Effekte unter Umstanden unerkannt geblieben ware, leichter aufspiren,
Denkbar wiren in diesem Zusammenhang z.B. die Akkumulierung numerischer Fehler
infolge der Verwendung eines vdllig in sich abgeschlossenen Rechenraunmes,
Stabilitatsprobleme imunmittelbarenBereichder Rotordrehachse, Ungenauigkeiten

in der diskreten Ermittlung der Flufbilanzen oder in der Wiedergabe der unge-
stoérten Stromung, ete.

In Bild 5.2-1 ist der Vergleich zwischen den errechneten und den gemessenen
Druckverteilungen an fanf Radialstationen dber der Blattiefe dargestellt.
Die Ubereinstimmung mit den MeRdaten ist sehr gut und liefert einen ersten
Anhaltspunkt fir die Genauigkeit des entwickelten Verfahrens. Signifikante
Abweichungen zwischen Theorie und Praxis, die auf Reibungseffekte zuriuckzu-
fihren wiaren und demzufolge von dem verwendeten Verfahren nicht erfalt werden

kémnten, sind bei dieser Anstrombedingung kaum zu erwarten.

Das Auftreten numerisch bedingter akkumulativer Probleme konnte nach Beseiti-
gung anfanglicher Fehlerquellen nicht mehr beobachtet werden. Exemplarisch
sei in Bild 5.2-2 die zeitliche Entwicklung der Machzahl dargestellt, die nach
dem raschen Erreichen des stationiren Zustandes auch bel fortschreitender
Iteration keine Veranderungen mehr erfuhr.

Auch die Identitat des Druckverlaufes auf Ober- und Unterseite wurde, wie
aus Bild 5.2-1 ersichtlich, nicht durch numerische Storungen beeintrachtigt.

Die gezeigten Ergebnisse wurden auf einem feinen Netz mit 128x34x25 Volumina

erzeugt. Die Reduzierung der Netzdichte auf 64x34x17, was einer Verringerung
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der Gesamtzellenzahl auf etwa ein Drittel entspricht, liefert den in Bild
5.2-3 dargestellten Druckverlauf. Die Unterschiede sind in diesem Fall rela-
tiv gering, dle Rechenzeitersparnis ist jedoch betrichtlich.

Das 1aBt den Schluf zu, daR die schlechtere Aufldsung der Korpercberflache
und des Blattnahbereiches von keinem allzu grofen Einfluf 1ist. Dabeil ist
Jedoch die Einfachheit der Blattgeometrie zu bedenken. Inwiewelt sich die
grobere Netzstruktur jedoch auf den Nachlauftransport und damit auf die Guate
des berechneten Anstrémzustandes auswirkt, missen die Untersuchungen der auf-

triebsbehafteten Fille zeigen.

5.2.2 Modellrotor bei Ma,,, = 0.815 und 8, = 5°

Im niAchsten Schritt wurde das Verfahren an einem auftriebsbehafteten Fall
unter transsonischen Anstrdmbedingungen und unter vollstandiger Berdcksich-
tigung der Interferenz des berechneten Nachlaufes mit dem betrachteten Blatt
getestet. Die Blattspitzenmachzahl betrug dabei 0.815 und der kollektive
Anstellwinkel 5°.

An der Blattoberseite bildet sich im AuBenbereich ein lokales Uberschallgebiet
aus, das sich dber das Blattende hinaus bis in die freie Strdmung erstreckt,
und das mit einem schwachen Verdichtungsstof abschlieft (Bild 5.2-4a).

In Bild 5.2-4b sind demgegeniber die Verhiltnisse ohne Berucksichtigung der
Blatt-Wirbel-Interferenz an einem isolierten Blatt aufgetragen. Man erkennt
deutlich die Auswirkungen des hdheren effektiven Anstellwinkels infolge feh-
lender induzierter Abwindgeschwindigkeiten, die sich in einer Ausweitung des
Uberschallgebietes in Bereiche kleinerer Radien sowie in einer ErhShung des

maximalen Unterdruckes asuf der Oberseite duRern.

In Bild 5.2-5 ist die Druckverteilung dargestellt. Der Vergleich der berechne-
ten mit den gemessenen Werten zeigt an den ersten vier Radialstationen eine
sehr gute Ubereinstimmung. Lediglich im &uBersten Blattbereich (r/R= 0.96)
wird das gemessene Druckminimum nicht ganz erreicht.

Betrachtet man zunichst nur die vier inneren Stationen, so erkennt man ganz
leichte Abweichungen im Druckabfzll an der Nase. Hier kdnnte ein noch feineres
Netz (das bestehende hatte 128 x 34x 25 Zellen) eventuell Abhilfe schaffen.
Es ist aber auch anzumerken, daB belspielsweise der in den Messungen erreichte
Spitzenwert bel r/R=0.8 fehlerbehaftet sein konnte, da gerade an dieser Mef-
stelle im auftriebslosen Fall ein betrachtlicher Unterschied in den gemessenen
Werten zwischen Ober- und Unterseite festzustellen ist.

Nicht ganz optimal verlauft di{e Rekompression bei r/R=0.89, die etwas zu flach
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wiedergegeben wird.

Dennoch sind die mit der Wake-Capturing-Methode erzielten Ergebnisse zumindest

an den ersten vier Radialstationen alles in allem sehr zufriedenstellend.

Anders sieht die Situation hingegen an der aufersten Radialstation aus. Hier
wird von dem verwendeten Verfahren ein zu geringer Unterdruck, d.h. alsc ein
zu starker Blattspitzenverlust errechnet.

Die Frage nach der Ursache fir diese Abwelichung konnte im Rahmen der wvor-
liegenden Arbeit nicht abschlieRend beantwortet werden. Naheliegende Vermu-
tungen, wie z.B. ein Einfluf der lokalen Netzfeinheit, der NetzgrdBe, der
geometrischen Ausfihrung der Blattspitze etc. erwiesen sich fir diesen Test-
fall als nicht zutreffend. Entsprechende Modifikationen fdhrten, wenn Ober-
haupt, nur zu sehr geringen Veranderungen,

Denkbar wire aber auch eine ungenaue Berechnung des induzierten Strdmungsfel-
des infolge eines zu weit auBen liegenden Blattspitzenwirbels des vorlaufen-
den Blattes und daraus resultierend ein Fehlen der aufwarts gerichteten indu-
zierten Geschwindigkeiten an der &uBersten Blattspitze. Damit lieBe sich der
zu geringe Auftrieb an der Oberseite erklaren, hingegen scheinen die gute Wie-
dergabe des Verlaufs an der Unterseite sowie auch die sehr gute Ubereinstim-
mung an den anderen Radialstationen dieser These zu widersprechen, da in bei-
den Fillen eine Beeintrachtigung durch eine falsche Wirbellage ebenfalls hacte
spirbar sein missen.

Zun gegenwdrtigen Zeitpunkt wird als wahrscheinlichste Ursache eine dissipa-
tionsbedingte Diffusion des Randwirbels angenommen, die durch die nicht opti-
male Diskretisierung der O-Netz-Struktur im Bereich des Wirbelpfades hervor-
gerufen wird. Die Auswirkungen dieser Diffusion auf die Nachlaufgeometrie sind
in Kap. 5.3.2 beschrieben. Fir diese Vermutung sprechen auch eine weitere
leichte Absenkung des errechneten Druckminimums bel Verwendung eines groberen
Netzes (Kap. 5.4) sowie nicht zuletzt auch jingste Ergebnisse von Hertel [49],
die bel Verwendung des gleichen Losungsalgorithmus in Verbindung mit einem
zwar in Blattnidhe grober, dafdr aber zwischen den Rotorblatter feiner diskre-

tisierenden H-Netz eine Verbesserung des Problems zeigten.

Die Integration der Oberflachendricke gemif G1.(5.5) liefert den in Bild 5 2-6
dargestellten Verlauf des auf den ortlichen Staudruck bezogenen Auftriebsbef-
wertes c, Uber dem Blattradius. Wie aufgrund von Bild 5.2-5 zu vermuten, ist
die Ubereinstimmung mit den MeBwerten sehr gut. Eine Ausnahme bildet jedoch
der Wert bei r/R=0.89, Die GrdRenordnung der Abwelchung von mehr als 50% ist
erstaunlich, da sich die gemessenen und die berechneten Druckverlaufe an die-
ser Radialstation auch nicht wesentlich stirker voneinander unterschieden, als

an den anderen Stationen. Es muf daher angenommen werden, daf der Referenzwert,
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der seinerseits aus einer numerischen Integration der diskreten, gemessenen
Druckdaten ermittelt wurde, fehlerbehaftet ist. An der aufersten Radialstation
ist ganz deutlich der zu grofe Blattspitzenverlust in den theoretischen Ergeb-

nissen zu erkennen.

Die in den vorangegangenen Bildern pgezelgten Ergebnisse wurden mit einen
Rotorblatt gerechnet, dessen &uBeres Ende abgerundet war (Bild 5.2-7a). Ver-
gleichsrechnungen mit senkrecht abgeschnittenen Ende (Bild 5.2-7b) fdhrten
zu leichten Anderungen der Strémungswerte im AuBersten Blattspitzenbereich.
Bild 5.2-8a zeigt gegendber Bild 5.2-4a eine starke Geschwindigkeitsabnahme
beil gleichzeitiger Erhdhung des Unterdruckes in Blattiefenrichtung ab r/R=
0.99. Dies deutet auf eine ver&nderte Abldsung des Randwirbels von der Blatt~
spitze hin. Im Falle der senkrechten Ausfihrung dirfte die Abldselinie durch
die scharfe Kante vorgegeben sein, wihrend sie bei einer runden Kontur nicht
von vorneherein definiert ist. Die Auswirkungen dieses veridnderten Abl&sever-
haltens auf den restlichen Blattbereich sind relativ gering. Lediglich das
Gebiet maximaler Ubergeschwindigkeit ist etwas kleiner geworden. Demzufolge
ist auch in den Druckverteilungen an den in Bild 5.2-5 gezelgten Radialsta-
tionen far r/R< 0.89 dberhaupt kein Unterschied spiurbar. An der auRersten
Station bei r/R=0.96 fuhrt das abgeschnittene Ende zu einem etwas geringeren
Unterdruck an der Oberseite (Bild 5.2-8b).

Das veranderte Strdomungsverhalten im aufersten Bereich splegelt sich in der
Auftriebsverteilung (Bild 5.2-8c) in einem geringeren Blattspitzenabfall und
einer hdheren Saugspitze in der letzten Zellreihe wider. Die anscheinend bes-
sere Ubereinstimmung mit dem MeBwert bef r/R=0.96 ist rein zufallig, wie man
aus Bild 5.2-8b leicht erkennt. Hier wirken grofere Druckunterschiede im hin-

teren Profilbereich dem Defizit im vorderen Teil encgegen.

Wie bereits erwahnt, wird in der vorliegenden Arbeit u.a. ein Schwerpunkt auf
die Darstellung des berechneten Nachlaufs, und hier insbesondere auf das Ein-
schnidrungsverhalten der &uBeren Randwirbel gelegt. Das soll dazu beitragen,
Einsicht i{n die Struktur und in die Vorginge im Nachlauf einer Rotorstramung,
wie sie von einem auf den Euler-Gleichungen basierenden Wake-Capturing-Verfah-
ren berechnet wird, zu gewinnen.

Die Wiedergabe und Auswertung der Nachlaufstruktur erfolgt anhand von Iso-
linienplots der Zirkulationsdichte und des Totaldruckverlustes, die sich im
Cegensatz zur Auftragung der Geschwindigkeitsvektoren fir eine qualitative
und zum Teil auch fir eine bedingte quantitative Analyse als sehr gut geeignet

herausgestellt hatten (vgl. Kap. 5.1.2),
Dabel so0ll an dieser Stelle zunichst nur die Struktur des Nachlaufes im sta-
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tiondren Endzustand im Vordergrund stehen. Selne zeitliche Entwicklung ist in
Kap. 5.3.1 beschrieben. Sie ist gepragt durch einen sehr langwlerigen und kom-
plexen Anfahrprozef (vgl. Kap. 5.1.1), der analog zur Realitidt von einem Wake-
Capturing-Verfahren, das von der ungestdrten Strémung als Anfangsbedingung
ausgeht, numerisch simuliert wird.

Streng genommen handelt es sich beil dem, was im folgenden als stationdrer End-
zustand bezelchnet wird, auch nur um eine Momentaufnahme des instationiren
Anfahrprozesses, der allerdings schon sehr weit fortgeschritten ist. Man er-
kennt dies daran, daf der eigentliche Anfahrwirbel noch immer vorhanden ist
und seine Lage weiterhin &ndert. Seine Absenkung ist aber {in der Regel so

groB, daR elne Ver&nderung des relevanten Stromungsfeldes vor dem nachfolgen-
den Blatt nicht mehr auferitt.

In Bild 5.2-9 ist die Zirkulationsdichteverteilung in einer Referenzebene auf-
getragen, die die Rotorkreisscheibe 30® hinter dem Blatt senkrecht schneldet.
In dieser Darstellung laft sich die Einschnirung des auReren Randwirbels sehr
gut erkennen. Dafidr muBRten jedoch der Wertebereich und die Abstufung der Iso-
linien geeignet gewdhlt werden, was zulasten einer differenzierteren Wieder-
gabe des Blattnahbereiches geht. So steigt die Zirkulationsdichte in dem aus-
gesparten inneren Bereich des duBeren Randwirbels auf etwa 0.4, und der Durch-~
messer des viskosen Kerns ist geringer als das Auflésungsvermbgen der verwen-
deten Darstellung, was auf sehr hohe induzierte Umfangsgeschwindigkeiten im
Wirbelinneren schliefen 1aft. Der Auswertealgorithmus ist auch verantwortlich
fir eine unzureichende Wiedergabe der Ergebnisse in der Wirbelschicht, einen
unruhigen Verlauf der Isolinien, sowie eine Orientierung derselben vor allem

entlang den horizontalen Rasterlinien im Blattnahberelch (vgl. Kap. 5.1.3).

Unterhalb des &uBeren Wirbels 148t sich noch einigermaBen diskret der Randwir-
bel des vorlaufenden Blattes erkennen. Die maximale Zirkulationsdichte im Kern
ist infolge der diffusionsbedingten Abnahme der Konzentration auf etwa 15% des
urspringlichen Wertes gefallen. Mit zunehmendem Wirbelalter setzt sich diese
Tendenz mit vermindertem Gradienten fort. Insgesamt besitzt die Abnahme der
Zirkulationsdichte im Wirbelinneren dber der Absenkung in etwa hyperbolischen
Charakter.

Einen &hnlichen, wenn auch weniger ausgepriagten Effekt haben RO6ttgermann et
al. [159] mit einem linearen Wirbelleiterverfahren erzielt, bel dem die Wir-
beldiffusion an dle Aufweitung der Wirbelschicht gekoppelt wurde. Inwieweit
vergleichbare Zusammenhinge in der von dem Euler-Verfahren generierten Ldsung
enthalten sind, oder ob es sich ausschlieRlich um einen Effekt der Diskreti-
sierung handelt, 148t sich noch nicht beantworten.

Aufgrund der gegenseitigen Uberlagerungseffekte und der Diffusion der abge-
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senkten Wirbelanteile ist keine Einzelaufldsung mehr mdglich, jedoch lalt
sich mit den Erkenntnissen aus Kap. 5.1.2 dfe Einhidllende der Durchstofpunkte

der Wirbelzentren durch die Referenzebene sehr gut bestimmen.

Die so ermittelte Einschnidrung 138t sich im stationidren Endzustand mit vor-

handenen MeBdaten vergleichen. Dies sind zunichst die Hitzdrahtaessungen,

die Caradonna & Tung [67] zusatzlich zu den Druckmessungen fir einen Teil
der Strémungsfidlle ihrer umfangreichen Testreihe am Modellrotor durchgefihrt
haben. Die fdr den vorliegenden Fall ermittelte Wirbellage ist in Bild 5.2-9
durch Kreuze markiert.

Leider erlauben diese Daten nur eine Verfolgung des Wirbelpfades dber etwas
mehr als eine Rotorumdrehung. Daher wurde in die Darstellung der errechneten
Ergebnisse zu Vergleichszwecken zusatzlich die Einhiallende der Trajektorie
des Blattspitzenwirbels eingetragen, wie sie das lineare Berechnungsverfahren

von Kocurek [138] fdr diesen Testfall liefert. Kocurek verwendet ein vorge-

schriebenes Nachlaufmodell, in das eine Vielzahl experimenteller Daten ein-

geflossen ist. Wegen dieses hohen empirischen Anteils wird die so ermittelte
Wirbellage fir eine Validierung des vorliegenden Algorithmusses als durchaus
geelignet erachtet.

Die Ubereinstimmung der numerisch berechneten EinschnGrung der Randwirbel-
struktur mit den Vergleichsdaten sowchl von Caradonna & Tung als auch von
Kocurek kann als sehr gut bezeichnet werden. Dies ist ein wichtiges Tellergeb-
nis fdr dle Bewertung der Frage, wie gut das vorliegende Euler-Verfahren
trotz der zu beobachtenden Diffusionseffekte In der Lage ist, die Generierung
und den Transport des Nachlaufes wiederzugeben und den Strémungszustand vor

dem nachfolgenden Blatt chne zusdtzliche Kopplungsmodelle mit ausreichender
Genauigkeit zu beschreiben.

Anhand der aufgetragenen Zirkulationsdichteverteilung erkennt man weiterhin,
daB sich der Anfahrwirbel bis auf etwa 15 Blattiefen abgesenkt (vgl. hierzu
Bild 5.3-1 i{n Kap. 5.3.1) und eine radiale Position von etwa dem 1.3-fachen
des Rotorradius eingenommen hat. Auch hier haben Diffusionseffekte im Laufe
der Zeit zu einer starken Aufweftung gefahrt.

Sehr deutlich wird auch der innere Randwirbel in Blattnahe wiedergegeben.
Die entlang der Hinterkante abgehende Wirbelschicht verfigt ebenfalls noch
dber eine sehr hohe Konzentration, eine Analyse {st aufgrund des schlechten
Aufldsungsgrades in Bild 5.2-9 in diesem Abschnitt jedoch nicht madglich.
In den weiter abgesenkten Bereichen erkennt man noch die typische schrige
Lage der Wirbelschicht vom vorlaufenden Blatt, jedoch ist es im wesentlichen
zu einer Verschmelzung der linksdrehenden Wirbel der Wirbelschicht und des

inneren Randwirbels gekommen. Im weiteren Verlauf der Absenkung wird das Ge-
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biet negativer Zirkulation eingeschnirt und endet bei etwa 12 Blattiefen.
Hier dominiert der starke Einfluf des &uferen Anfahrwirbels. In diesem Bereich
sehr nahe an der Drehachse besitzen die verwendeten O-Netze in groRer Entfer-
nung von der Rotorkreisscheibe wegen ihres sternfdrmigen Linienverlaufes
eine extrem schlechte Aufladsung (vgl. Bild 4.3-7), die dadurch noch verstarkt
wird, daf die Punkteverteilung in radialer Richtung sehr stark in der Nahe
der duBeren Blattspitze konzentriert ist, wadhrend der Innenbereich ausgedinnt
wurde (vgl. Bild 4.3-5). Dies wurde bewuBft in Kauf genommen, da von hier keine
entscheidende Beeinflussung des Cesamtergebnisses, insbesondere in dem in
erster Linie interessierenden Bereich der Blattspitze, ausgeht. In Anbetracht
der schlechten Diskretisierung und der damit verbundenen hohen Diffusion ist
die Wiedergabe der Verhaltnisse am inneren Blattrand durchaus zufriedenstel-
lend. Es ist aufgrund der begrenzten Ausdehnung des Gebietes negativer Zirku-
lation nach unten jedoch nicht auszuschlieBen, daf ein Verlust an linksdrehen-
der Zirkulation auftritt. Zumindest findet aber eine quasi-viskose Vermischung
mit positiver Zirkulation statt.

Eine Erfassung dieses Innenwirbels und der kompletten Wirbelschicht, sowie der
Interferenzen auch mit dem AuReren Randwirbel ist nur mdglich, wenn sich der
Rechenraum bis zur Rotorachse hin ausdehnt. Wird der Bereich kleiner Radien

ausgespart, wie dies bei einigen Autoren der Fall ist, lassen sich die genann-
ten Phdnomene nicht erfassen.

Eine veitere physikalische GroRe, die fdr die Interpretatiom der numerischen
Ergebnisse im Hinblick auf die Struktur des Nachlaufes sehr gut geeignet ist,
ist der Totaldruckverlust, der im Kern eines viskosen Wirbels, wle er von
elnem diskreten Euler-Verfahren erzeugt wird, am groBten ist. Bild 5.2-10 gibt
den in Bild 5.2-9 dargestellten Zustand noch einmal in Form des Totaldruckver-
lustes wieder.

Beziglich der Einschnidrung der Randwirbeltrajektorie zeigt sich erneut eine
ausgezelchnete Ubereinstimmung mit den empirischen Vergleichswerten. Dak der
Totaldruckverlust die Ergebnisse der Zirkulationsdichteverteilung wie in
diesem Fall exakt bestatigt, ist nicht unbedingt selbstverstandlich, obwohl
es sich um zwel Darstellungsformen ein und desselben physikalischen Zustandes
handelt. Im Vorgriff auf spAtere Ausfidhrungen, Insbesondere Gber Berechnungen
mit groben Netzen, sel allerdings darauf hingewiesen, da8 sich aufgrund von
Oberlagerungen verschiedener numerischer Einfldsse durchaus unterschiedliche
Ergebnisse einstellen kénnen.

Oberlagerungseffekte analog zu denen, die in Kap. 5.1.2 im Zusammenhang mit
den induzierten Geschwindigkeitsfeld angesprochen wurden, fahrten auch dazu,
daf das lokale Maximum im Totaldruckverlust, das in Bild 5.2-10 bei z/2=-1.3
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auszumachen ist, nicht mit dem DurchstoRpunkt der Achse des Wirbels vom vor-
laufenden Blatt zusammenfallt. Dieser liegt, wie aus Bild 5.2-9 ersichtlich,
bei etwa -0.8.

Aus Grinden der Ubersichtlichkeit wurde der dargestellte Wertebereich nach
unten auf 0.45% und nach oben auf 1.6% begrenzt, um die fir die Ermicttlung
der Randwirbeleinschnirung notwendigen Isolinienverlaufe deutlich herauszu-
stellen. Dadurch sind einige Informationen, wie z.B. dber die Wirbelschicht
und den inneren Randwirbel nicht oder nur unzureichend enthalten.

Der Totaldruckverlust im Wirbelkern betragt an dieser Position (¥=30°) ca.
5.7%, nachdem er direkt hinter dem Blatt etwa 8% betragen hatte. Im weiteren
Verlauf fdhrt die Wirbeldiffusion zu einer Aufweitung und zu einer Abnahme des
Totaldruckverlustes im Kern (vgl. Kap. 5.3.2). Der Randwirbel des vorlaufenden
Blattes besitzt nach einem Alter von 210° nur noch ca. 0.8%, und der weit

abgesenkte Anfahrwirbel noch etwa 0.6%.

Der Vollstandigkeit halber selen in Bild 5.2-11 die induzierten Geschwindig-
keitsvektoren in der Referenzebene dargestellt. Sie korrespondieren mit den
jeweiligen Zustinden in den Bildern 5.2-9 bzw. 5.2-10. Das Gebiet induzierten
Abwindes innerhalb eines sich einschniirenden Zylinders laBt sich einigermafen
gut erkennen. Wie aber bereits in Kap. 5.1.2 erwahnt, ist die verwertbare In-
formation iber die Nachlaufgeometrie, wie z.B. die Einschnirung, gering. Inter-
essant erscheint jedoch ein Blick auf den Bereich kleiner Radien. Der linke
Bildrand entspricht der Rotordrehachse. In fhrer Nihe sind keinerlei Ungewdhn-
lichkeiten, die auf numerische Stérungen zurdckzufidhren sind, festzustellen.

In Bild 5.2-12 ist die zeitliche Entwicklung der auf den Schallstaudruck be-
zogenen Auftriebsbeiwerte an den bekannten finf Radialstationen sowie fur das
gesamte Blatt aufgetragen. Das Erreichen eines konvergenten Zustandes wird
dabei nicht nur von dem Iterationsverhalten des Verfahrens selbst, sondern
auch von dem instationdren Ablauf des Anfahrprozesses bestimmt. So sind die
wesentlichen Vorgange in der Entwicklung des Rotornachlaufes, wie sle z.B.
in Kap. 5.1.1 beschrieben wurden, deutlich erkennbar.

Die Kurven beginnen bei einem zu hohen Auftrieb, der aus der Anfangsbedingung
der freien Anstrdmung resultlert. Es wird also zu Beginn der Iteration ein
isoliertes Blatt simuliert. Aufgrund des durch den Anfahrwirbel induzierten
Abwindfeldes und der damit verbundenen Senkung des effektiven Anstellwinkels
vor allem im &duferen Blattbereich erreichen die Auftriebsbeiwerte zunichst
eln lokales Minimum. Danach senkt sich der Anfahrwirbel ab und verliert an
EinfluR auf das Strémungsfeld vor dem Blatt, so daB der Auftrieb wieder an-
stefgt. Dies wird unterstdtzt durch die beginnende Einschnirung der neu ent-

stehenden Randwirbel. Nach einem leichten (berschwingen stellt sich der sta-
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tiondre Endzustand ein. Die korrespondierende Entwicklung der berechneten
Nachlaufgeometrie ist in Kap. 5.3.2 behandelt. Uber die auf der Abszisse ein-
getragenen Iterationen ist eine Korrelation zu den dort gezeigten Bildern
mdglich. Die Gesamtrechenzeit bis zum Erreichen des dargestellten Zustandes
betrug etwa 85h auf einem Convex C-202 Computer. Man erkennt aber, daB sich

bereits wesentlich froher keine gravierenden Anderungen in der Auftriebsver-
telilung mehr ergeben.

5.2.3 Modellrotor bei Ma,,, = 0.439 und 8, - 8°

Die fir diesen rein subsonischen Fall berechnete Druckverteilung ist in Bild
3.2-13 aufgetragen und mit den Messungen verglichen. Der hohe Grad an Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Experiment, der sich fir die beiden vorhergehen-

den Testfalle eingestellt hatte, konnte dieses Mal nicht ganz erreicht werden,
da das Druckminimum an der Nase iber der gesamten Blattlange zu gering ausfiel.
Auf den verbleibenden 95% der Blattiefe auf der Oberseite und auf der gesam-
ten Unterseite ist die Genaulgkeit der Ldsung hingegen ausgezeichnet.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde u.a. der Einfluf des Diskretisierungs-
grades als eine der mdglichen Ursachen fidr diese Diskrepanz im Nasenbereich
niher untersucht. Wie bereits erwadhnt, ist die numerische Dissipation far das
Diffusionsverhalten der Nachlaufwirbel verantwortlich. Ein groberes Netz sollte
daher zu einer stirkeren Aufweitung, und damit eine Veradnderung des Strdmungs-
zustandes vor dem betrachteten Blatt fidhren.

Die in dieser Hinsicht durchgefahrten MaBnahmen brachten jedoch keinen Auf-
schluf. Stellvertretend fir diese Untersuchungen ist in Bild 5.2-13 zusatzlich
der Druckverlauf aufgetragen, wie er auf einem groben Netz, das in £- und (-
Richtung jeweils nur die Halfte an Zellen besaf, errechnet wurde. Unterschiede
sind bis auf den Nasenbereich praktisch kaum spirbar und auch dort nur relativ
gering.

Dies zefgt, daR der induzierte Anstrdémzustand vor dem betrachteten Blatt in
beiden Fillen nahezu identisch gewesen sein muf und durch die unterschiedliche
Diskretisierung nicht in dem MaBe beeinfluft wurde, wie es zu vermuten gewesen
wire. Zudem spricht auch die hervorragende (bereinstimmung auf der Oberseite
far x/2 > 0.05 sowie auf der gesamten Unterseite eher dafir, daR das Stromungs-
feld vor dem Blatt richtig berechnet wurde, da sich anderenfalls eine falsche
Verteilung des effektiven Anstellwinkels und damit eine Beeintrachtigung der
L3sung auf dem gesamten Blatt hatte ergeben missen.

Bel Kroll [40] ist ein ahnlicher Vergleich fir den gleichen Testfall zu fin-
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den. Bel seinem Wake-Capturing-Verfahren sind die Unterschiede zwischen feinem
und grobem Netz, die in etwa den gleichen Diskretisierungsgrad hatten, wie die
in der vorliegenden Arbeit verwendeten, wesentlich ausgepragter. Auf dem groben
Netz ergaben sich an den inneren Radialstaticnen hbhere Unterdrdcke an der
Ober- und geringere Unterdriucke an der Unterseite, was auf einen zu hohen
effektiven Anstellwinkel schlieBen 148t. Mit dem feinen Netz konnte er hin-
gegen eine insgesamt recht gute Ubereinstimmung, insbesondere im kritischen

Nasenbereich, erzielen.

Es wurde auch die Mdglichkeit untersucht, daB der verwendete Riemann-Algorith-
mus in seiner aktuellen Fassung und mit der gewdhlten Parametereinstellung
prinzipiell Schwierigkeiten bel der Wiedergabe starker Druckgradienten im
Nasenbereich haben kénnte. An einem zweidimensionalen Modellfall, fir den der
gemessene Druckverlauf eine ahnliche Charakteristik besitzt, konnte jedoch
das Gegenteil nachgewiesen werden (Bild 5.2-14).

Zur Verbesserung der unzureichenden Ubereinstimmung der Druckverteilung im
Nasenbereich sind also dber diese Arbeit hinausgehend weitere Untersuchungen

notwendig.

Die Integration der Druckverteilung entlang der Spannweite liefert den in
Bild 5.2-15 dargestellten Verlauf des Auftriebsbeiwertes. Die Ubereinstimmung
zu den experimentellen Werten ist ausgezeichnet, die Auswirkungen der zu

geringen Druckminima an der Nase auf den Auftrieb sind verhaltnismiRig klein.

Die Nachlaufgeometrie ist in den Bildern 5.2-16 und 5.2-17 dargestellt. Auf-

getragen sind Verteilungen von Zirkulationsdichte und Totaldruckverlust am

Ende des Berechnungszeitraumes etwa 30° hinter dem Blatt. Auch in diesem Fall
sollte, wie bereits in dem Kapitel zuvor, hauptsichlich die Einschnirung des
duBeren Randwirbels im Vordergrund stehen, was elne schlechte Wiedergabe der
Verhaltnisse in der Rotorkreisebene zur Folge hat. Davon ist vor allem die
Wirbelschicht betroffen.

Zur Uberpriufung der theoretisch berechneten Einschnidrung sind wiederum die
Positionen der Randwirbel gemdf Caradonna & Tung {67] bzw. nach Kocurek [138]
eingetragen. Auch fiar diesen Testfall ist die Ubereinstimmung mit der experi-
mentell bestimmten Nachlaufgeometrie sehr gut.

Far die Zirkulationsdichteverteilung im Nachlauf gilt im wesentlichen das im
vorigen Kapitel Gesagte. Aufgrund der geringeren Blattbelastung gegeniber dem
dort behandelten transsonischen Fall ist das Zirkulationsdichteniveau allge-
mein etwas niedriger.

Entsprechend hat auch die Hthe des Totaldruckverlustes abgenommen (= 2% bei
¥ =30°, =3.5% bel ¥=15°, Wert der ersten dargestellten Isolinie: 0.1%). Trotz

der extrem niedrigen Werte kann man die Trajektorie unterhalb des Rotorblattes
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noch sehr gut verfolgen. Im Bereich um z/2f=-6 treten jedoch geringe Abwei-
chungen in der angezeigten Einschnirung gegeniber den experimentellen Ergebnis-
sen, aber auch gegeniber der Zirkulationsdichte auf. In diesem Fall scheint der

Totaldruckverlust noch von anderen numerischen Einfldssen betroffen zu sein.

Im weiter sbgesenkten Bereich ist die Diffusion infolge des Netzeinflusses
sehr deutlich spirbar. Dabei tritt signifikant der Ubergang vom felner dis-
kretisierten Innemnetz (Ausdehnung der Halbachsen 15x 15 x 12) in das grdbere
Aufennetz (vgl. Bild 4.3-3) hervor, in das sich der Anfahrwirbel gerade hinein-
bewegt hat. Die Auswirkungen der wesentlich héheren Dissipation auf die Dif-
fusion der Wirbelanteile, die sich in diesem AuRenbereich befinden, ist auf-
fallig. Zusatzlich weisen die Isolinien genau am Ubergang einen Zacken auf.
Offensichtlich wurde der Netzibergang an dieser Stelle nicht sauber ausgefihrt,
so daf es zu einer Diskontinuitit im Linienverlauf oder in der Grofe der be-
nachbarten Zellreihen gekommen ist. Beide Effekte schlagen sich im dbrigen
auf die Zirkulationsdichteverteilung in weitaus geringerem MaRe nieder.

Die grobe Diskretisierung des AuBennetzes fihrt zwar zu einer Erhdhung der
Diffusion, davon sind jedoch nur solche Wirbelanteile betroffen, die auf das
Strémungsfeld keinen Einfluf mehr haben. Die dadurch gewonnene Rechenzeit
rechtfertigt dieses Vorgehen. Gleichzeitilg ist die Mboglichkeit geschaffen,
daf die abgesenkten Wirbelanteile, dile mnach den Ausfihrungen in Kap. 5.1.1
fir die Einschnirung des dariberliegenden Wirbelsystems mitverantwortlich
sind, zumindest naherungsweise erhalten bleiben. Andererseits wirde ein Ver-
zicht auf eine VergrdRerung des physikalischen Raumes und ein Belassen des
Fernfeldrandes an den Grenzen des Innenetzes zu einer Blockierung der Wirbel-
absenkung fihren, die Rickwirkungen auf das Strémungsfeld im Blattnahbereich
hat (vgl. Kap. 5.4.3).

Die Struktur des NHachlaufs in verschiedenen Schnittebenen von der Blatthin-
terkante bis zum nachfolgenden Blatt ist far diesen Testfall ausfdhrlich
in Kap. 5.3.2 beschrieben.

In Bild 5.2-18 sind die Verl&ufe der Auftriebsbeiwerte dber der Zeit aufgetra-
gen. Auch sie welsen die gleichen charakteristischen Grundzige wie fir den zu-
vor behandelten transsonischen Fall auf, Zum Vergleich sind, wie bereits in
Bild 5.2-13, die Kurven fidr das feine und das grobe Netz gegenibergestellt.
Die Rechenzeitersparnis betrigt etwa 70% bei einer, wie Bild 5.2-13 susweist,
nur geringfigigen Verschlechterung der Ergebnisse. Allerdings ist dabei auch
zu berdcksichtigen, daB es sich bel der niedrigen Blattspitzenmachzahl und
dem moderatem Anstellwinkel um einen unterkritischen Anstrémzustand handelt.
Dieses wird auch durch die in Bild 5.2-19 aufgetragenen, auf den Schallstau-

druck bezogenen Isocbaren deutlich.
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5.2.4 Modellrotor bei Ma,,, = 0.79% und 6, — 8°

Im vorliegenden Testfall betrug die Rotordrehgeschwindigkeit 2250 Umdrehungen
pro Minute, was einer Blattspitzenmachzahl von Ma, , =0.794 entspricht. Dadurch
entsteht im AuBenbereich des Blattes an der Oberseite ein ausgepragtes Uber-
schallfeld, das mit einem starken Verdichtungssto® abschlieBt. Dies ist sehr
gut in Bild 5.2-20 zu erkennen. Der charakteristische Verlauf der Isobaren
am duBersten Blattende weist aus, daB die gezeigte Berechnung fir ein Blatt
mit gerade abgeschnittenem Ende durchgefihrt worden war (vgl. Bild 5.2-8).

Die lokale Druckverteilung an den einzelnen Radialstationen ist Bild 5.2-21
zu entnehmen. Die Ubereinstimmung mit den gemessenen Daten ist im groRen und
ganzen sehr gut, die errechneten Werte welsen aber, wie bereits bei dem in
Kap. 5.2-2 beschriebenen Fall, erneut einen zu geringen Unterdruck im Blatt-
spitzenbereich auf.

Bezaglich der Abweichung im Druckminimum bef r/R=0.8 ist aufgrund der Fest-
stellungen in Kap. 5.2.2 und aufgrund der Abweichungen, die im auftriebslosen
Fall in den Messungen auftraten, nicht auszuschliefen, daf der MeBwert fehler-
behaftet ist.

Es bietet sich daher ein Blick auf die Ergebnisse anderer Autoren an. Berech-
nete Druckverteilungen zum vorliegenden Testfall wurden z.B. von Kroll [40],
Chen & McCroskey [47) und von Chang & Tung [35] versffentlicht. In den beiden
erstgenannten Arbeiten wurde efin Wake-Capturing-, in der letzten Arbeit ein
Euler-Verfahren, das mit einem auf den Modellrotor abgestimmten Wirbelmodell
gekoppelt wurde, verwendet.

Interessanterweise sind jedoch gerade an dieser Radialstation die Ergebnisse
sehr unterschiedlich. Die genannten Wake-Capturing-Verfahren erreichen zwar
die gemessene Saugspitze, der Unterdruck an den nachfolgenden MeBstellen ist
dafdr aber deutlich zu hoch. Das mit dem Wirbelmodell gekoppelte Verfahren
zeigt hingegen eine sehr gute Ubereinstimmung an allen MeRstellen, mit Aus~
nahme der einen besagten. Es liefert damit den gleichen Verlauf, wie das vor-
liegende Verfahren.

An den auBeren Radialstationen (r/R=0.89 und r/R=0.96) fihren die Verfahren
von Kroll und von Chang & Tung im Hinblick auf das Erreichen des gemessenen
Unterdruckes an der Oberseite zu besseren Ergebnissen als das vorliegende.
An den inneren Statfonen ist fir r/R=0.5 ein Vergleich leider nicht mdglich,
da in keinem der genannten Werke die dort errechneten Verlaufe gezeigt worden
sind. MNIr r/R=0.68 findet man ein Ergebnis in [40), der dort errechnete
Unterdruck auf der Oberseite ist Jedoch Qber der ersten Profilhilfte hdher
als die MeBwerte.



=119~

Ein welterer Aspekt bei der Bewertung der Druckvertellung ist die Wiedergabe
der Stoflage. Diese wird, wie in Bild 5.2-21 erkennbar, von dem vorliegenden
Verfahren sehr genau bestimmt. Offensichtlich sind viskose Einflasse, die
dazu fdhren, daR die von dem reibungslosen Verfahren berechnete Position des
VerdichtungsstoBes weiter hinten liegt als die tatsichliche, fir diesen Test-
fall noch sehr gering.

Auch die anderen, oben zitierten Euler-Verfahren haben eine gute Ubereinstim-
mung zu der gemessenen StoRlage erzielt.

In Bild 5.2-22 ist die Zirkulationsdichteverteilung in der Referenzebene 30°
hinter dem Blatt dargestellt. Die Iteration wurde fir diesen Fall so welt
getrieben, daf der Anfahrwirbel bereits nicht mehr zu erkennen ist, Dlies
setzt natdrlich ein entsprechend dimensioniertes Netz voraus. Die belden
duferen Randwirbel sind sehr gut zu erkennen, wobel die Konzentration des
Wirbels vom vorlaufenden Blatt aufgrund der Diffusion bereits drastisch
abgenommen hat. Bei den weiter abgesenkten Wirbelteilen ist der Betrag der
Zirkulationsdichte weiter gesunken, so daf infolge der Uberlagerung die Ein-
zelwirbel nicht mehr aufzuldsen sind. Gleichzeitig fand eine moderate Auf-
weitung des Gebietes positiver Zirkulation statt.

Weiterhin sind der Wirbel am inneren Blattrand sowie die neu entstandene Wir-
belschicht ebenfalls deutlich auszumachen.

Der Bereich negativer Zirkulation ist nicht so stark eingeengt wie in den
zuvor behandelten Testfallen. Dies wird auf die leicht verbesserte Diskreti-
slerung des fir diesen Fall verwendeten Rechennetzes in der betroffenen Region
zurdckgefihrt.

Fir diese Strdmungsbedingung wurde keine neuerliche Berechnung der Randwir-
bellage mit dem Verfahren von Kocurek durchgefihrt, da die Messungen von
Caradonna & Tung gezeigt haben, daR die Randwirbeltrajektorie unabhingig von
der Rotordrehzahl ist, Dies gilt sogar, wenn die Blattspitzenmachzahl trans-
sonisch geworden {st. Die eingetragenen Vergleichsdaten sind also identisch
mit denjenigen, die fir den im vorherigen Kapitel beschriebenen Testfall er-
mittelt worden waren. Wie bereits dort 1st auch in diesem Fall die Uberein-
stimmung zwischen den theoretischen und den experimentellen Ergebnissen aus-
gezeichnet.

Wahrend sich die Einschndrung der Randwirbel nicht ver&ndert hat, hat aufgrund
des héheren Auftriebs ihre Intensitdt zugenommen. Dies wird deutlich in einenm
hBheren Zirkulationsdichteniveau.

Wie auch fdr den vorherigen Testfall ist der Zustand des Nachlaufs in ver-
schiedenen Referenzebenen dber einen Blattumlauf in Kap. 5.3.2 dargestellt.

In Ergénzung zur Zirkulationsdichte wurde in Bild 5.2-23 der Totaldruckver-
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lust aufgetragen. GegenOber den beiden zuvor behandelten Testfallen (Bilder
5.2-8 und 5.2-17) sind jedoch zwel grundsatzliche Verdnderungen eingetreten.
Zua efnen fst das Gesamtniveau des Totaldruckes hoher, was aber nur z.T. mit
der hoheren Auftriebsbelastung des Blattes begrGndet werden kann. Ein zusitz-
licher Einfluf geht von dem verwendeten Netz aus, bei dem es sich in diesem
Fall um ein blockstrukturiertes Netz mit angesetztem Bodenteil handelte (vgl.
Kap. 4.4). Wie in Kap. 5.4.4 noch naher ausgefdhrt wird, flhren die block-
strukturierten Netze allgemein zu einer Erhdhung des Totaldruckverlustes im
Nachlauf. Ursache ist vermutlich die Nihe des Fernfeldrandes auf Héhe der
Rotorkreisebene, und daraus resultierend eine BeeintraAchtigung der Strdmung.
Ebenfalls typisch fir die in dieser Arbeit verwendeten blockstrukturierten
Netze ist dle Tatsache, daf die Randwirbeleinschniirung in der Auswertung des
Totaldruckverlustes etwas zu gering ausfallt und nicht mehr exakt mit dem
entsprechenden Ergebnis der Zirkulationsdichteauftragung zusammenpaBt. Auch
hier sind dle Ursachen wahrscheinlich in Einfldssen zu suchen, die vom Fern-
feldrand ausgehen.

Im Gegensatz zum vorigen Testfall, bel dem sich der Unterschied zwischen Innen-
und AuBenbereich des global erweiterten Netzes deutlich im Totaldruckverlust
widerspiegelte, ist hier der Ubergang zwischen den beiden Netzblécken nicht

zu erkennen, da die metrische Diskontinuitat vermieden werden konnte,

Bild 5.2-24 zeigt die Verteilung des Auftriebsbeiwertes dber der Spannweite.
Abweichungen sind bef 80% und 89% des Blattradiusses erkennbar, wo die er-
Techneten Werte zu hoch (1) sind. Betrachtet man allerdings die zugehOrigen
Druckverteilungen in Bi{ld 5.2-21, und vergleicht auch die Werte an den ande-
ren Radialstationen, so ware in diesem Bereich eine bessere Ubereinstimmung,
oder bestenfalls eine Unterschreitung der experimentellen Daten zu erwarten

gewvesen,

5.2.5 Modellrotor bei Ma,,, = 0.877 und 6, - 8°

Die weitere Erhohung der Rotordrehzahl fahrt zu einer Ausweitung des Uber-
schallfeldes auf der Blattoberseite und zu einer Verstarkung des Verdich-

tungsstoRes (Bild 5.2-25).

Die zugehdrige Druckverteilung ist Bild 5.2-26 zu entnehmen. Die gerechneten
Daten stimmen mit den gemessenen uber weite Bereiche des Blattes recht gut
uberein, weisen aber im auBeren Blattbereich, wie bereits bel den Testfallen
Zuvor, weiterhin zu geringe Unterdricke an der Oberseite auf.

Die Betrachtung der Stromung als reibungsfreil zeigt im vorliegenden Fall
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deutliche Auswirkungen im StoBbereich. Die Vernachlassigung viskoser Ein-
flasse, wie z.B. der StoR-Grenzschicht-Interaktion, fihrt zu dem typischen

Phiinomen der Wiedergabe eines zu starken und zu weit hinten liegenden Stofes.

In Bild 5.2-27 ist die Struktur des Nachlaufes dargestellt. Die Iteration
wurde 2zu einem vergleichsweise frahen Zeltpunkt abgebrochen, so daf der
Anfahrwirbel noch sehr dominant ist. Besonders grof 1ist in diesem Fall auch
der Einfluf des inneren Randwirbelsystems.

Die Zirkulationsdichte und damit auch die Zirkulation der abgehenden SuReren
Randwirbel haben aufgrund der Drehzahlsteigerung welter zugenommen, es zeigt
sich aber erneut, daf ihre Einschnirung relativ unabhingig von der Rotations-
geschwindigkeit ist. Die Vergleichsdaten nach Kocurek entstammen wie zuvor
der Berechnung fur Ma,, = 0.439.

5.2.6 Modellrotor bei Ma,,, = 0.794 und 6, = 12°

Im letzten Beispiel wurde ein Fall mit einem Anstellwinkel von 12° und einer
Blattspitzenmachzahl von Ma,,, = 0.794 berechnet.

Diese extremen Bedingungen liegen jedoch im Grenzbereich dessen, was mit
einem reibungslosen Verfahren sinnvoll und moglich ist,

Dementsprechend ist auch die Qualitit der errechneten Druckverteilung nicht
dberzeugend (Bild 5.2-28). Vermutlich fihrt die Nichtberdcksichtigung domi-
nanter Reibungseinflisse (CGrenzschicht, StoB-Grenzschicht-Wechselwirkungen,
Turbulenz, Abl8sung) gerade bei diesem hohen Anstellwinkel nicht nur zu einer
verdnderten Strémung entlang der Korpercberflache, sondern beeinfluBt auch
den Nachlauf und damit das induzierte Strémungsfeld vor dem nachfolgenden
Blatt.

Srinivasan et al. [61] haben den gleichen Testfall mit Hilfe eines Navier-
Stokes-Verfahrens berechnet, wobel bessare Resultate erzlelt wurden. Dazu
ist anzumerken, daf fir den in Kap. 5.2.5 behandelten, weniger kritischen
Fall, der ebenfalls in [61] zu finden ist, die Unterschiede zu dem vorliegen-
den reibungslosen Verfahren deutlich geringer und im wesentlichen nur auf
StoRlage und -starke begrenzt waren. Es konnten jedoch leider keine Verdffent-
lichungen gefunden werden, in denen die Ergebnisse eines reibungslosen Wake-
Capturing-Verfahrens far diesen Testfall pradsentiert wurden. Daher ist es

schwierig, zwischen Reibungs- und Verfahrenseinfldssen zu differenzieren.

Bild 5.2-29 zeigt den Verlauf des Auftriebsbeiwertes dber dem Radius.
Die Druckverteflung auf der Blattoberseite ist in Bild 5.2-30 gezeigt. GCegen-
dber dem vergleichbaren Fall bei einem Anstellwinkel von 8° (Bild 5.2-20)
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ist das Uberschallgebiet in Blattiefenrichtung schmiler und die maximale
Ubergeschwindigkeit ist geringfagig hoher.

Bild 5.2-31 gibt die Zirkulationsdichteverteilung im Blattnachlauf wieder.
Der Drehungsinhalt ist erwvartungsgemif héher als in den vorangegangenen Test-—
fallen. Aufgrund der grdferen Blattbelastung und des daraus resultierenden
starkeren Abwindfeldes hat sich die von der Hinterkante abgehende Wirbelschicht
weiter abgesenkt. Auch bei der Wirbelschicht des vorlaufenden Blattes ist die
stirkere Neigung noch gut zu erkennen.

Als empirische Referenzdaten stehen lediglich die gemessenen Wirbelpositionen
nach Caradonna & Tung [67] zur Verfigung, die durch Kreuze gekennzeichnet sind.
Eine Berechnung der Wirbeltrajektorie m.H. des Verfahrens von Kocurek wurde
nicht durchgefahrt.

5.2.7 Vergleich mit anderen Theorien

In den vorherigen Kapiteln wurden die Ergebnisse des vorliegenden Verfahrens
den gemessensn Referenzdaten im stationdren Schwebeflug gegendbergestellt. Die
Ubereinstimmung mit den Messungen kann sowohl was die Druckverteilung als such
was dle Einschnirung der Randwirbeltrajektoris betrifft als sehr gut bezeich-
net werden.

In diesem Abschnitt soll nun ein Vergleich mit den Ergebnissen anderer nicht-
linearer theoretischer Varfahren stattfinden. Dieser kann sich jedoch mur auf
die Druckverteilung erstrecken, da Angaben zu den errschneten Nachlaufstruk-
turen nur in ganz wenigen Einzelfillen verdffentlicht wurden.

Wie bereits erwvihnt, stellen die umfangreichen Messungen von Caradonna & Tung
[67]) an dem zweiblattrigen Modellrotor die bedeutendste experimentelle Daten-
basis fir den stationdren Schwebeflug dar und werden daher von einer grofen
Zahl von Autoren zur Validierung ihres Verfahrens herangezogen. Fir die in
dieser Arbeit untersuchten Testfille stellt die untenstehends Auflistung,
ohne Anspruch auf Vollzahligkeit, eine reprasentative Auswahl von Verdffent-
lichungen dar, in denen ebenfalls numerische Ergeimiua zu den jeweiligen
Fallen gefunden werden kénmen. )
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Testfall ([(Ma=0.520{Ma=0.815{Ma=0.439|Ma=0.794{Ma=0.877{Ma=0.79%4
Potentialverf. [19] [27] {14]) [19)]|[19] (23]
m. Wirbslmodell [23} [27])
Euler-Verfahren |[36] [38]

[40]
¢ m.Virbelmodell [36] [35] [35] [36]}
¢ Wake-Capturing [49] [40] [&7])|[40) {47)]|[47]) [61)
(49)
Navier-Stokes- {57) [58)
Verfahren
e m. Wirbalmodell [56] [S7] [57]) (58]
(58] [60] [60]
¢ Wake-Capturing [61] [61] {61}

Da zu den meisten der aufgefiuhrten Fille ein Vergleich mit den Ergebnissen
aus den zitierten Verdffentlichungen bereits in den entsprechendsn Kapiteln
(5.2.2-5.2.4, 5.2.6) zu finden ist, sei an dieser Stelle eine detaillierte
Gegeniberstellung exemplarisch nur noch fir den Testfall beil Ma,, =0.877 und
8. = 8° durchgefihrt. Die dabel getroffenen Aussagen gelten im allgemeinen in
gleicher Weise auch fdr die dbrigen Berechnungen.

Prinzipiell 1aBt sich sagen, dafk bel Verwendung eines KRachlaufmodelles die
Ubersinstimmung mit den experimentellen Daten fir die aufgefihrten Testfille
in der Regel ausgezeichnet ist. Dies ist unabhiangig von dem zugrundeliegenden
Verfahren und triffr vor allem auch auf die Potentialverfahren zu, die den mit
Abstand geringsten Aufwand zur Erzielung der L3sung bei gleicher Genauigkeit
erfordern. Sehr gute Ergebnisse erzielten auch Chang & Tung [35] mit {hrem
gekoppelten Euler-Verfahren.

Es darf dabeji allerdings nicht dbersehen werden, daf die verwendeten Rachlauf-
modelle ganz speziell auf die geometrischen und physikalischen Bedingungen
des gerade berschneten Testfalles angepalt wurden und z.T. sogar die vermes-
sene Nachlsufstruktur einbezogen wurde. Die Ubertragbarkeit solcher Modslle
auf geometrisch anspruchsvollere Rotorgeometrien, zu denen a priori keine
empirischen Daten zur Verfigung stehen, muB als gering angesehen werdsn. Dies
ist mit ein Grund fir die fortschreitende Entwicklung von Wake-Capturing-
Verfahren, auch wenn in den vorliegenden Fillen die gekoppelten Verfahren aus
den besagten Grinden im allgemeinen Ergebnisse liefern, dle besser mit den
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Messungen dbereinstimmen und wegen des wesentlich kleineren Rechenraumes vor

allem weniger Rechenaufwand bendtigen.

Deutliche EinbuBen in der Qualitidt der Ldsung sind bei den Ergebnissen von
Agarwal & Deese {36,57,58] und Srinivasan & McCroskey [60] festzustellen, die
fhre Euler- bzw, Navier-Stokes-Verfahren mit einfacheren, allgemeingidltigeren
Nachlaufmodellen (z.B. mittels Nachlaufkorrekturen aus den Leistungsrechnungs-
programmen HOVER oder CAMRAD) gekoppelt haben. Daran wird deutlich, wie stark
die Ldsung von der Qualitat und der Genauigkeit der Nachlaufmodelle abhingig
ist.

In Bild 5.2-32 sind die Ergebnisse des vorliegenden Wake-Capturing-Verfahrens
auf der Basis der Euler-Gleichungen exemplarisch mit den gekoppelten Modellen
von [57] und [60], die die Navier-Stokes-Gleichungen verwenden, verglichen.
Es muR erwahnt werden, da8 die Vergleichskurven in den folgenden Bildern aus
den jewelligen Versffentlichungen m.H. eines Digitalisierungsgerates entnom-
men wurden. Dadurch sind an einigen Stellen Qualitatseinbufen aufgetreten,
die nicht auf das Losungsverfahren zurickzufihren sind.

Die Ergebnisse mit dem vorliegenden Verfahren sind deutlich besser an den
inneren Radialstationen, was wohl darauf zurickzufidhren ist, daR in den
Nachlaufmodellen der EinfluR des inneren Randwirbels und der Wirbelschicht
nicht oder nur unzureichend berucksichtigt ist. Die fehlenden Abwindkompo-
nenten fdhren zu einem zu grofen effektiven Anstellwinkel.

Bei r/R=0.8 sind Unterschiede vor allem in der Rekompression feststellbar,
die die gekoppelten Navier-Stokes-Verfahren mit einem zu flachen Gradienten
wiedergeben. Der Druckanstieg wird von dem vorliegenden Verfahren besser
reproduziert, wobei zu bericksichtigen fst, daR die Lage des StoRes aufgrund
der Betrachtung der Strdémung als reibungsfrei bekanntermaRen zu welt hinten
liegt.

Fir r/R=0.89 fehlen die entsprechenden Ergebnisse in [57,58], so daB ein
Vergleich nur mit [60] mdglich ist. Dort werden der Druckabfall an der Nase
sowle der maximale Unterdruck etwas besser, der Verlauf an der Unterseite
aber etwas schlechter als bel dem vorliegenden Verfahren wiedergegeben. Be-
zdglich des Verdichtungsstofes gilt das fir die vorige Radialstation Gesagte.
Am suBersten Blattende steht wiederum nur eine Referenzkurve, diesmal dieje-
nige aus [57], zur Verfiagung. In diesem Bereich sind die Ergebnisse beider
Verfahren nicht zufriedenstellend. Bei dem vorliegenden Verfahren wird, wie
bereits in den Kap. 5.2.2-5.2.6 fur alle Testfalle dbereinstimmend festge-
stellt wurde, der Blattspitzenverlust zu stark wiedergegeben und damit der
gemessene Unterdruck nicht erreicht. Selbiges tritt aber auch bel dem gekop-

pelten Navier-Stokes-Verfahren auf.
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Dieser Vergleich, der far die anderen Testfalle zu ahnlichen Aussagen fihrt,
zeigt, dak das entwickelte Wake-Capturing-Verfahren zu einem nicht unerheb-
lichen Zuwachs an Genauigkeit in der Ldsung gegenlber den mit einem allgemein-
giltigen Nachlaufmodell gekoppelten Euler- oder Navier-Stokes-Verfahren fihrt.

Diese Feststellung trifft in gleicher Weise auch fir die Wake-Capturing-Ver-
fahren anderer Autoren, z.B. nach [40],([47) oder [61] zu, die ebenfalls eine

deutliche Verbesserung zu den gekoppelten Methoden erreichen konnten.

In Bild 5.2-33 ist das vorliegende Euler-Verfahren mit den Ergebnissen der
Wake~Capturing-Methoden nach Chen et al. [47] (Euler) und Srinivasan et al.
[61l] (Navier-Stokes) verglichen. Bei Chen sind bedauerlicherweise nur die
Druckverlaufe an der dritten und vierten Radialstation aufgetragen. Aufgrund
der Ausfihrungen in [47] und der dort gezeigten Verlaufe fir Ma,,, = 0.794,
8. = 8%, die zumindest noch fir die zweite Station bei r/R=0.68 dargestellt
sind, 1st davon auszugehen, daR im inneren Bereich ein deutlich zu hoher effek-
tiver Anstellwinkel errechnet wird, der in noch stidrkerem MaRe als bei den in
Bild 5.2-32 gezeigten Verlaufen der gekoppelten Verfahren zu einem zu grofen
Unterdruck an der Oberseite und einem Zu niedrigen Unterdruck an der Unter-
seite fihrt. Ein solcher Effekt konnte im vorliegenden Verfahren vermieden
werden, da im Gegensatz zu (47} der Rechenraum bis zur Rotordrehachse ausge-
dehnt wurde, und so der Einfluf des inneren Randwirbels und der vollstindigen
Wirbelschicht mitbericksichtigt werden konnte

An den beiden gezelgten Radialstationen fdr r/R=0.8 und r/R=0.89 unterschei-
den sich die Ergebnisse von Chen et al. und die eigenen kaum, jedoch beschreibt
das vorliegende Verfahren den Druckanstieg sowie den Verlauf entlang der Unter-

seite etwas besser.

Die qualitativ besten Ergebnisse, die bisher fir den betrachteten Modellrotor
verdffentlicht wurden, wurden von Srinivasan et al. {61) mit einem Wake-Captu-
ring-Verfahren auf Basis der Navier-Stokes-Gleichungen erzielt.

Wie aus Bild 5.2-33 ersichtlich, konnten Srinivasan et al. eine ausgezeichnete
Ubereinstimmung mit den MeBwerten erzielen, insbesondere auch was Stoflage und
-stdrke angeht. Die Ergebnisse mit dem vorliegenden Euler-Verfahren sind dem-
gegeniber etwas schlechter. Dabei ist es jedoch wichtig anzumerken, daf die in
[61) gezeigten Ergebnisse auf einem Rechennetz mit fast 1.000,000 Netzzellen
erzeugt wurden, wohingegen die eigenen Berechnungen auf Netzen durchgefuhrt
wurden, die lediglich ein Finftel dieser Volumenzahl besaBen. Wie sich dieser
geringere Aufwand auf die Ergebnisse niederschlagt, kann ebenfalls [6l] ent-
nommen werden, da dort der gleiche Testfall mit dem gleichen Verfahren auf
einem Netz mit etwa 130.000 Zellen berechnet wurde, was den in dieser Arbeit

verwendeten Netzen vergleichbar ist, wenn nur der innere Netzteil betrachtet
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wird. Unter diesen Bedingungen sind die Ergebnisse aus [61] und dis eigenen
nahezu identisch, abgesehen von der Wiedergabe von Stoflage und -stiarke sowvis
dem bekannten Defizit des sigensn Verfahrens in der Beschreibung des Blatt-

spitzenverlustes.

Interessant ist in diesem Zusammenhang auch der ebenfalls in [61] zu findende
Vergleich zwischen der reibungsbehafteten und einer relbungsfreien Version
ihres Wake-Capturing-Verfshrens unter Verwendung ein und desselben NHetzes mit
1.000.000 Zellen. In Bild 5.2-34 (st die reibungsfreie L3sung aufgetragen.
Die Vorteile der wesentlich feineren Diskretisierung werden besonders im
Druckabfall an der Nase und im duferen Blattbersich deutlich. Gleichzeitig
ist aber auch zu erkennen, dal die Verdichtungsstdfe von dem eigenen und von
dem Euler-Verfahren nach [61] nahezu gleichwertig wiedergegeben werden.

Zusammenfassend 1ift sich feststellen, daf das entwickelte Wake-Capturing-Ver-
fahren auf der Grundlage der reibungsfreien Euler-Gleichungen auch im Vergleich
mit anderen numerischen Verfahren zur Bsrechnung der Rotorstrdmung sehr gute
und, mit Ausnahme des Blattspitzenverlustes, in vielen Fillen sogar genauere
Ergebnisse liefert. Dabei ist zu baridcksichtigen, dak aufgrund der Vernachlas-
sigung der Reibungsterme sowie wegen der Begrenztheit der zur Verfdgung ste-

henden Ressourcen der Gesamtaufwand relativ gering war.
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5.3 Betrachtung der Nachlaufstruktur

Im Rahmen der Ergebnisdiskussion war fir die berechneten Testfille in den ent-
sprechenden Kapiteln die Geometrie des Nachlaufes in einer Referenzfliche hin-
ter dem Rotorblatt dargestellt worden. Dabei hatte sich insbesondere die Auf-
tragung der Zirkulationsdichteverteilung als vorteilhaft erwiesen. Der Ver-
gleich der berechneten und der gemessenen, bzw. empirisch ermittelten Ein-
schrirung zeigte eine ausgezeichnete Ubereinstimmung.

Der dargestellte Zustand entsprach der Situation am Ende der Berechnungen und
wurde als stationir definiert, da sich die noch immer vorhandemnen zeitverin-
derlichen Effekte auf Bereiche baeschriinkten, dis keinen Einflul auf das Rotor-
blatt mehr hatten.

In diesem Kapitel soll nun zum einen die zeitliche Entwicklung des Nachlaufes,
d.h. die numerische Wiedergabe des Anfahrprozesses beschrisben werden. Zum
anderen wird die Struktur des Nachlaufes in verschiedenen Referenzebenen
zwischen dem betrachteten und dem nachfolgenden Blatt dargestellt, uam so
einen Einblick in den Wirbeltransport durch das verwendete Euler-Verfahren
in Zusammenhang mit den benutzten Rechennetzen vom 0~-0-Typ zu gewinnen.

5.3.1 Zeitlichs Entwicklung

Ublicherveise benutzen die zur Berechnung der Hubschrauberrotorstrémung ver-
wendeten WVake-Capturing-Verfahren analog gur Profil- oder Fldgelberechnung
dis frels Anstrdmung als Anfangsbedingung. Dies gilt auch fir das vorlisgends
Euler-Verfahren. Das Ausgehen von diesem Ruhezustand fuhrt in der Simulation
wie auch in der Realitit zur Generierung eines sehr lang andavernden und
komplexen Anfashrprozesses.

In Kap.5.1.1 wurden die physikalischen Vorginge eines realen Anfahrprozesses
anhand der Auswertung von Experimenten aufgezeigt. In diesem Abschnitt sollen
diesen Erkenntnissen die Ergebnisse der numerischen Berechnung gegeniberge-
stellt werden, um so einen Eindruck daridber zu erhalten, wie solche komplexen
Effekte von einea Euler-Verfahren behandelt werden. AuBerdem soll mit dem
Wisgen tber das Zustandekommen der in Kap. 5.2 gezeigten Nachlaufstrukturen
die Interpretation der Darstellungen erleichtert werden.

Es ist vorauszuschicken, daB der instationdre Anfahrprozel von einem statio-
niren Verfahren uncter Verwendung lokaler Zeitschritte nachgebildet wurde.
Damit ist innerhalb des Berechnungsgebietes die Zeitechthelit mnicht gewahrt.
Ebensovenig besteht die M3glichkeit, eine Zuordnung zwischen einem gewissen
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"numerischen” Zeitpunkt (Anzahl der Iterationen) und einer realen Zeit, aus-
gedrickt in Einheiten von Sekunden oder in Grad der Blattbswegung, zu woll-
zishen. Daher kann der numerische Anfahrprozel nur qualitativ bawertet wer-
den, was jedoch dem Informationsgehalt der dargestellten Ergebnisse keinen
Abbruch tut. Dardbsr hinsus liegen fir den Anfahrprozel verstindlicherweise
keine experimentellen Daten vor, dis dber eine qualitative Filmauswertung
hinsusgingen. Erst fdar den Zustand nach Erreichen des stationiiren Endzustan-
des ist ein zahlermafiger Vergleich méglich,

Die im folgenden gezsigten Ergebnisse wurden far den Testfall bei Ma,, , -0.815
und 6, =5° erzielt. Die Auswahl gerade dieses Falles ist willkdrlich, auch far
die anderen Testfille konnten die gleichen charakteristischen Eigenschaften
fir den berechneten Anfahrvorgang beobachtet werden.

Bild 5.3-1 zeigt die zeitliche Entwicklung des Blattnachlaufes zu verschiedenen
Iterationszeltpunkten anhand der Zirkulationsdichteverteilung in einer Refe-
renzebene, die 30° hinter dem Blatt senkrecht auf der Rotorkreisscheibe steht.
Die Bildsequenz zeigt sehr deutlich die Ausbildung der beiden Randwirbelsysteme.
Der numerisch berechnete Anfahrprozef weist dabel das typische Verhalten auf,
das auch in den Experimenten beobachtet werden konnte (vgl. 5.1.1):

Zunidchst versinigen sich dis &uBeren Randwirbel der beiden Rotorblitter zu
einem Ring, der eine geraume Zeit bewegungslos im Bereich der Blattspitzen
verharrt. Dabel wird er stindig mit Zirkulation gespeist, woraufhin sich
auch sein geometrischer Querschnitt kontinuierlich erhdht. Diese Situation,
dargestellt in Bild 5.3-1a entspricht in etwa Bild 5.1-la. Nach einer gewissen
Zeit beginnt sich der Wirbelring analog zu Bild 5.1-1b sbzusenken, und die
neu entstehenden Wirbelsegmente werden nun sichtbar. Dies erkennt man an der
Form der Isolinien, die zunehmend linglicher werden (Bild 5.3-1b,c). Entspre-
chend dan Erkenntnissen aus Kap. 5.1.2 ist dies ein Zeichen fir das Vorhanden-
sein mehrerer sich dberlagernder Wirbel in der Schnittebene. Aufgrund der
diffusionsbedingten Aufweitung der Alteren Wirbelanteile ist die Ident{fizie-
rung der einzelnen Wirbelzentren kaum wdglich, aber die radiale Lage des Wir-
belpfades laft sich relativ genau bestimmen. Eine Einschnirung existiert in
dieser Phase noch nicht. Diese wird dann zu einem spitersn Zeitpunkt sichtbar
(Bild 3.3-1le), der in ecwa ait dem Zustand in Bild S5.1-1c vergleichbar ist.
Die Isolinien unmittelbar unterhalb der Blattebene beginnen sich sinwirts zu
richten, wihrend der Anfahrwirbel, der far diesen Effekt verantwortlich ist,
seine radiale Position beibehilt und sich stetig weiter absenkt. Auf diese
Weise beginnt sich der stationdre Zustand nach und nach einzustellen (Bil-
der 5.3-1f-h). Im letzten der gezeigten Bilder besitzt der Anfahrwirbel be-
reits einen Abstand von ca. 15 Fligeltiefen zur Rotorkreisscheibe und hat in
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dieser Entfermung jeglichen unmittelbaren Einfluf auf das Blatt verloren. Er
ist aber weiterhin fir die eingeschnirte Form des dber ihm liegenden Wirbel-
systems verantwortlich.

Die Iteration wurde an dieser Stelle abgebrochen, da die erwinschten Infor-
mationen erbracht worden sind. Verdnderungen im Strdmungsfeld vor dem Rotor-
blatt, die eine Auswirkung auf den Druckverlauf haben kdnnten, ergeben sich
ohnehin nicht mehr. Der in Bild 5.3-1h dargestellte Zustand, der dem in Bild
5.2-9 entspricht, wird daher als stationdirer Endzustand bezeichnet, obwohl
dies im eigentlichen Sinne nur fir den Bereich oberhaldb des Anfahrwirbels
zutrifft, da sich letzterer zumindest noch so lange weiterbewegt, bis der
Netzboden erreicht ist.

Mit zunehmender Absenkung, d.h. mit steigendem Wirbelalter treten in den tie-
feren Regionen die typischen netzbedingten Diffusionserscheinungen (Abnahme
der Konzentration, Aufweitung, Absinken des Zirkulationsdichtemax{mums) auf.
Dies ist vor allem im Bereich des Anfahrwirbels spirbar. Dieser Effekt wird
durch die Tatsache unterstdtzt, dal das Rechengitter mit zunshmender Entfer-
nung vom Rotorblatt eine grober werdende Diskretisierung aufweist.

Ebenso wie fir den AuBeren Randwirbel spiegelt sich der Anfahrprozef auch in
der zeitlichen Entwicklung des inneren Randwirbels und der Wirbelschicht
wider. Die Diffusionseffekce fihren in diesem Fall dazu, daf das Gebiat nega-
tiver Zirkulation, nachdem es sich bereits sehr weit nach unten ausgedehnt
hatte, insbesondere durch den #uRersn Anfahrwirbel wieder reduziert wird.
Offensichtlich kommt es in dieser Zone zu dissipationsbedingten Vermischungs-
vorgingen zwischen den Anteilen mit rechtsdrehender und mit linksdrehender
Zirkulation.

In Bild 5.3-2 ist der gleiche Vorgang noch einmal anhand der Auftragung des
Totaldruckverlustes dargestellt. Wie bereits bei der Zirkulationsdichte wer-
den die charakteristischen PhAnomene des physikalischen Anfahrprozesses qua-
litativ sehr gut wiedergegeben.

Zu Beginn der Anfahrphase besitzt der sich bildende Anfahrwirbel sinen sehr
hohen Totaldruckverlust, der etwa anderthalbmal so hoch ist, wie der eines
“normalen” Randwirbels an dieser Stelle, 30° hinter dem Blatt. Mit zunehmen~
dem Alter des Anfahrwirbels verringert sich dieser Wert infolge der angespro-
chenen Diffusionseffekte zusehends.

Ia Anfangsstadium sind auch noch sehr gut die Bestandteile der Wirbelschicht
zu erkennen. Auch hier nimmt der Totaldruckverlust mit zunehmsnden Alter ab,
so dak das Niveau unterhalb des dargestellten Vertebereiches sinkt.

In den Bildern 5.3-2e-h erkennt man sehr deutlich den Ubergang wvom Innermets
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ins Aufsnnetz, der sich bei etwa 12 Blattiefen unterhalb der Rotorkreisscheibe
befindet. Diese Problematik wurde bereits in Kap. 5.2.3 angssprochen. Offen-
sichtlich handelt es sich hier um eine metrische Diskontinuitit im Verlauf der
Netzlinien oder im Ubergang der ZellgréBen. Beseitigt man diesen Mangel durch
Verwendung eines Glattungsalgorithmusses, oder durch eine bessere Verteilung
der Cesamtzellenzahl auf die einzelnen Raumrichtungen, so lassen sich die
Knicke in den Verlaufen der Isolinien bessitigen, wie in Bild 5.3-3 zu sehen
ist. Die diesem Fall zugrundeliegende Vertellung der Netzpunkte fihrte da-
riber hinaus auch zu einer VeriAnderung des netzinduzierten Dissipationsni-
veaus. Dies hat einen leichten Einfluf auf die Hohe des Totaldruckverlustes,
nicht jedoch auf die wiedergegebene Wirbellage und die Zirkulationsdichte-
verteilung.

Wie bereits erwahnt, wird auf die Darstellung der zeitlichen Entwicklungen
des Nachlaufes fir die anderen Testfille an dieser Stelle verzichtet, da sie

keine neuen Informationen liefert. Der numerische Anfahrprozef lief qualita-

tiv in der gleichen Weise ab, wie zuvor beschrieben.

5.3.2 Wirbeltransport

Die Fahigkeit des zugrundeliegenden EUFLEX-Verfahrens im Hinblick auf die
Zirkulationserhaltung im Nachlauf eines Fligels wurde von Wanie et al. [160]
und Hertel [49] untersucht. In beiden Fillen ergab sich, daf Gber eine Entfar-
nung von bis zu 8 Fligeltiefen der Verlust an Drehung weniger als 3% betrug.
Damit konnte machgewiesen werden, daf das Verfahren die Forderung des Thomson-
schen Wirbalsatzes sehr gut erfalle.

Die Berechnungen wurden auf H-Netzen durchgefilhrt, die den Vorteil bieten, daR
die Zellenzahl und damit der Diskretisierungsgrad in den betrachteten Ebenen
hinter dem Fligel bis zum Fernfeldrand nahezu konstant bleibt.

Diese ginstige Eigenschaft besitzen die in der vorliegenden Arbeit verwendsten
Netze vom O-Typ nicht. Beil ihnen wird der Diskretisierungsgrad in Umfangs- wie
auch in Normalenrichtung mit zunshmender Entfernung vom Rotorblatt deutlich
schlechter (sieche Bilder 4.3-7, 4.3-8). Dies bedeutet, dal ein Wirbelelement,
das an der Blattspitze generiert wird und sich entlang des Wirbelpfades fort-
bewegt, bis zum Passieren der Symmetrieebene zunichst immer gréfier werdende
Kontrellvolumina durchliuft, um anschliefend bei Anndherung an das nachfolgende
Blatt wieder in Bereiche zunehmend feinerer Aufldsung zu gelangen.

Daridber hinaus handelte es sich in den beiden oben erwihnten Fillen jewsils
um die Betrachtung eines gleichférmig angestrdomten Festfldgels, bei dem
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wesentlich einfachere Bedingungen vorliegen, als i{=m Falle der Rotorstrémung.
So verliéft der Randwirbel schon nach sehr kurzer Zeit das Berechnungsgebiet,
d.h. der Transport erfolgt nur dber wenige Fligeltiefen, wihrend er im vorlie-
genden Fall nach einer Absenkung von beispielsweise 15 Blattiefen und mehreren
Rotorumdrehungen schon einen erheblich dlteren Zustand erreicht hat. Deswei-
teren sind beil der Rotorstrdmung zusdtzliche Interferenzen mit dem Blatt,
zwischen den gegensinnig drshenden Wirbeln und zwischen den Wirbelanteilen
unterschiedlichen Alters zu berdcksichtigen.

Im folgenden soll gezeigt werden, wie sich fir den wesentlich komplexeren Fall
der Rotorstrdmung und unter Verwendung eines O-Netzes der Drehungsinhalt im
Nachlauf verhilt.

Zunichst soll jedoch zumindest qualitativ die Diffusion, d.h die Aufweitung
der Wirbel mit zunehmendem Alter und der Abfall der Maxima von Totaldruckver-
lust, Zirkulationsdichte, etc. im Wirbelkern, die durch die netz- und verfah-
rensbedingte Dissipation verursacht sind, bstrachtet werden.

In Bild 5.3-4 ist am Beispisl des Testfalles mit Ma,, =0.794 und @, =8° aus
Kap. 5.2.4 die Zirkulationsdichte in verschiedenen Referenzebenen zwischen
den beiden Rotorbliattern aufgetragen. Die Ebenen schneiden die Rotorkreis-
scheibe senkrecht bei den angegebenen Azimuthwinkeln. %= 0° entspricht der
Blattvorderkante, dis Bersiche 0°< #< 90° und -90°< ¥< 0° reprisentieren
die Regionen hinter dem betrachteten bzw. vor dem nachfolgenden Blatt, und
die Symmetrieebene befindet sich beli ¥= 190°. Die jeweilige Position der
Schnittebens 1st sin Maf fir das Wirbelalter.

Die in Bild 5.1-10 eingezeichnete Lage der Schnittebenen bezogen auf die
Rotorkreisscheibe verdsutlicht u.a., bis zu welchem Winkel die Schnittsbene
noch durch das Blatt verliéuft. So wird beispislsweise bei ®=10° die Blatt-
hinterkante erst bei ca. 958, bal = 20° erst bei 458 des Blattradiusses
geschnitten,

Bei der Betrachtung der Ergebnisse sind die bereits in Kap. 5.1.3 erwahnten
suswertebedingten Nachteils hinsichtlich eines unruhigen Verlaufes der Isoli-
nien, einer Orientierung derselben entlang den Rasterlinien im Blattnahbe-
reich sowie einer starken Abhingigkeit ven der Dichte des Aufpunktsrasters
zu berdcksichtigen.

Noch suf dem Blatt (#=5°) sind sehr deutlich die neuentstehenden Wirbel am
&ufsren und am inneren Blattende zu sehen. Die weifen Flecken in fhres Inne-
ren besagen, dal die Betrdge der Zirkulationsdichte so hoch sind, dak sie
auferhalb des dargestellten Vertsbereiches lisgen. Eine Begrenzung des Werte-
bereiches ist aber notwendig, um die Alteren Wirbelanteils auch noch erfassen
zu kbmnen, die aufgrund der Diffusion stark an Intensitdt verlorem haben.
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Unterhalb der &ufsren Blattspitze sieht man noch den Randwirbel des vorlau-
fenden Blattes, die Zirkulationsdichte in seinem Inneren hat jedoch nach einer
halben Rotorumdrehung bereits sehr stark abgenommen. Folglich sind auch die
tiefer liegenden Anteile der beiden Randwirbel nicht mehr diskret suszumachen.
Der starke Verlust an Konzentration und die Uberlagerung mit den héher und
tiefer lisgenden Wirbelanteilen fihren dazu, dal lediglich noch die radiale
Lage der Wirbelachsen beim Durchgang durch die Referenzfliche einigermalen
zu bestimmen ist. In dhnlicher Weise erkennt man im i{nneren Blattbersich noch
die Wirbalschicht des vorlaufanden Blattes in der fir einen Rotormachlauf
typischen schrigen Lage.

Beli ®#= 10° hat der auBere Randwirbel gerade die Blattspitze verlassen. Im
nichsten Bild (#=20°) wird zum ersten Mal der bereits in der freien Strdmung
liegende AuBere Tell der Wirbelschicht sichtbar, die aufgrund des starken
Cradienten der blattgebundenen Zirkulation in radialer Richtung (vgl. Bild
5.3-7) eine hohe negative Zirkulationsdichte hat.

Bel ¥ = 30" ist die Wirbelschicht nun fast vollstdndig zu sehen, da diess
Schnittebene nur noch auf den inneren 30% dber das Blatt verliuft. Der &ufere
Blattspitzenwirbel hat sich bereits merklich aufgeweitet, und der Wert der
Zirkulationsdichte {m Inneren ist auf etwa 30% des Maximums kurz hinter der
Hinterkante abgefallen.

Weitere 10° spiter hat die Diffusion des SuBaren Randwirbels weiter zugenommen,
sein Durchmesser fist gestiegen, und das Maximum im Kern betridgt nur moch 20%.
Die Wirbelschicht beginnt sich abzusenken, wobei aufgrund des Auswerterasters
die Absenkung, die asufen stirker ist als innen, stufenférmig wiedergegeben
wird. Wirbelschicht und Randwirbel des vorlaufenden Blattes senken sich eben-
falls weiter ab, haben aber gegentber dem Zustand direkt unter dem Blatt nur
geringfigig an Konzentration verloren.

Bis zum Erreichen der Symmetriesebene (¥= 60°,85°) ist die Aufweitung wvon
Randwirbel und Virbelschicht weiter fortgeschritten, die maximale Zirkula-
tionsdichte betrigt nur noch etwa 7%. In diesem Bereich ist das O-Netz im
Vergleich zum Blattnahbereich relativ grob. Wirbel und Wirbelschicht des vor-
laufenden Blattes sind nur noth andsutungsweise zu erkennen.

Die letzten finf Bilder der Sequenz zeigen die Nachlaufstruktur bai Anniharung
an das nachfolgende Blatt (¥#=-70°...-5°). Interessantervelse steigt im wei-
teren Verlauf die Diffusion des &uferen Randwirbels kaum noch. Die maximale
Zirkulationsdichte im Kern betriagt konstant etwa 5%. Man srkennt deutlich die
zunehmende Absenkung des Randwirbels und der Wirbelschicht. Der Randwirbel des
vorlaufenden Blattes ist nicht mehr zu sehen, lediglich die langliche Form der
Isolinien weist noch auf seine Existenz hin. Der innere Randwirbel ist in die
Wirbelschicht Obergegangen.
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Das letzte Bild (¥=-5") gibt die Verhiltnisse kurz vor dem Auftreffen auf
das Blatt wieder. Die Absenkung des auferen Randwirbels betrigt nach einem
Umlauf von 180° etwas mehr als eine halbe Blattiefe bel einer Einschnirung
von ca. 88%.

Im Laufe der weiteren Rotorumdrehungen fihren die Diffusion und die Ubsrlage-
rung der induzierten Effekte dazu, daf die abgesenkten Einzelwirbel nicht mehr
aufgeldst werden kdnnen. Die charakteristische Form der Isolinien zeigt aber,
dak trotz der Diffusion die Einschniirung korrekt wiedergegeben wird. Ab ca. 3
Blattiefen unterhalb der Rotorkreisebene ist die Zirkulationsdichtevertejlung
dber dem gesamten Umlauf praktisch konstant.

In Bild 5.3-5 {st die gleiche Sequenz fir einen Rotor unter geringerer Bela-
stung (u.u,-o.ass, 0.=8°) dargestellt.

Das bisher CGesagte trifft bei ervartungsgemif geringerem Betragsniveau im
wesentlichen auch fir die Exrgebnisse dieses subsonischen Berechnungsfalles zu.
Aufgrund der geringesren absoluten Werte fir die Zirkulationsdichte im Wirbel-
kern ist auch der diffusionsbedingte Abfall dber dem Wirbelalter prozentual
geringer. Beim Erreichen der Symmetrisebens besitzt der auBere Randwirbel
noch etwa 15% seiner urspringlichen Stiérke, im Bereich vor dem mnachfolgenden
Blact liegt er konstant bei etwa 11s.

Im folgenden Abschnitt stellt sich nun die Frage nach der Erhaltung der
Gesamtdrehung im Stromungsfeld des Hubschrauberrotors.

Dazu erfolgt die numerische Integration der Geschwindigkeit entlang einer
geschlossenen Kurve C, die alle oder einen Teil der Durchstofpunkte der Rand-
wirbel durch die Referenzebens umschlieft. Die Zirkulation ergibt sich damn
aus G1.(5.1) zu:

I‘-§qd: ; (5.1)
c

wobei die Integratiomsrichtung gegen den Uhrzeigersinn verliuft und somit
einen positiven Wert fir den &ufleren Blattspitzenwirbel liefert. Da die Inte-
grationskurve vollstindig in der jeweiligen Schnittebens liegt, ist sie rein
zweidimensional, und die Geschwindigkeitsanteils normal zu dieser Ebene brau-
chen nicht berdcksichtigt zu werden.

Daneben ist auch die Ermittlung der Zirkulation dber das Flichenintegral

dar
l"-‘l]-a—s’ ds (5.8)
8

mdglich, zumal die Zirkulationsdichteverteilung %SI"_ far die Iscliniendarstel-
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lung bereits explizit ermittelt wurde.

Die letztgenannte Methods erwies sich infolge héherer Fehler bei der diskre-
ten, numerischen Integration zwar als etwas ungenausr, lieferte aber davon
abgesehen im wesentlichen die gleichen Ergebnisse.

Zundichat wurde das Integrationsgebiet sc gewahlt, daf mdglichst nur die Bei-
trdge der auBeren Randwirbel erfaft wurden. In Bild 5.3-6 1st die entspre-
chende Integrationskurve mit der Bezelchnung 1 dargestellt. Sie reicht bis
1.6 Blattiefen unter die Rotorkreisscheibs und schneidet diese bei r/R =~ 0.85.

Die Zirkulation des Randwirbels sollte in etwa dem Maximum der Zirkulatiom
des blattgebundenen Wirbels, das bei einem Rotorblatt nshe an der Blattspitze
auftritt, entsprechen.

Mit Hilfs des Kutta-Joukowski Theorems

L' = paVal (5.9)
und der Beziehung fiar den lokalen Auftrieb
L' = !'- VI'C -4 (5 10)
2Po ='C, v

ergibt sich mit v, = wr der Zusammenhang zwischen der drtlichen blattgebun-
denen Zirkulation und dem Auftriebsbeiwart zu:

r c,'{r/ll)
wRT T 2-(R/1) Sl

bzw. unter Verwandung von G1.(5.6):

C‘.

r
- —————— 5.12
&7 " 2l (/D) (5.12)

wobei die Tilde (™) zur Kennzeichnung der dimensionsbehafteten Grofen wegge—
lassen wurde. Es hat sich eingebirgert, zur besseren Vergleichbarkeit die

Zirkulstion suf (wR?) zu bezishen. Dies hat den Vorteil, daB die Grafe (I'/(wR?))
dimensionslos isc. ’ i e e

Der folgende Vergleich wurde am Beispisl der in den Kap. 5.2-2 bis 5.2-4 be-
handelten Testfalle durchgefihrt. Es sind dies die Fille 6. =5°, Ma,,, =0.815,
6c=8°, Ma,,,=0.439 und 6. =8", Ma,,, =0.79%.

Mit Hilfe von G1.(5.11) lassen sich die spannweitigen Verlaufe des Auftriebs-
beivertes aus den Bildern $.2-6, 5.2-15 und 5.2-24 unarechnen und in Form
der Zirkulation des blattgebundenen Wirbels dber dem Radius auftragen (Bild
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5.3=7).

Der Verlauf des Zirkulationsinhaltes dber dem Azimuthwinkel (bei festgehal-
tenem Blatc) ist in Bild 5.3-8 fir die drei Testfalle aufgetragen. Man erksnnt
sehr deutlich die Zunahme der Zirkulation dber dem Blatt, sowie ein Abfallen
derselben im weiteren Verlauf infolge des Austritts des Randwirbels aus dem
begrenzten Integrationsgebiet.

Vergleicht man nun diese Zuwichse an Zirkulation in den Referenzebenen mit den
Maxima der Verldufe der blattgebundenen Zirkulation in Bild 5.3-7, s¢ erkemnt
man eine sehr gute Ubereinstimmung fir alle drei Testfille. Das bedeutat, dak
die vom Blatt an das Stromungsgebiet abgegebene Zirkulation in etwa korrekt
erfalt wird. Gleichzefitig ist zu erkennen, dal der Randwirbel vom vorlaufenden
Blatt seine Drehunmg ungefihr beibehalten hat, da die im Integrationsgebiet
erfafte Zirkulation kurz vor dem Auftreffen auf das betrachtete Blatt in der
Grdfenordnung des Zuwachses durch den neu enstehenden Randwirbel liegt. Eine
solche quantitative Analyse i{st jedoch mit groBer Unsicherheit verbunden, da
es nicht mdglich ist zu beurteilen, welche Anteile von welchen Wirbeln nun
exakt von dem Integrationsgebiet erfalt werden.

Eine Ausweitung des Integrationsgebietes nach unten erbrachte erwartungsgemif
den gleichen Zuwachs an Zirkulation beim Durchschreiten des Blattes. Aufgrund
der groferen Anrahl erfafter Randwirbel stieg das Gesamtniveau der in Bild

5.3-8 aufgetragenen Kurven kontinuierlich an.

LaAt man die Integrationskurve durch die Rotordrehachse laufen und umschlieft
somit das gesamte Blatt (Bild 5.3-6, Kurve 2), so kdnnen damit auch die An-
teile der Wirbelschicht und des inneren Randwirbels erfalt werden, deren Dreh-
richtung in beiden Fillen der des &uBeren Blattspitzenwirbels sntgegengesetzt
ist. In der Gesamtbilanz sollte im stationiren Zustand keine Drehung vom Blatt
an den Nachlauf abgegeben werden.

Batrachtet man Bild 5.3-9, so erkennt man bel allen drei Testfillen, daf in
der Tat die Gesamtzirkulation im Nachlauf nahezu v3llig konstant ist und baim
Durchschreiten des Blattes keinerleli Zuwachs oder Absenkung erfahrt. Das
bedeutet, daB sich die von der Hinterkante abgehenden Wirbel im Gesamtbetrag
ihrer Drehung aufheben, ebensoc wie die Anteile, die das Integrationsgebliet
kontinuierlich durch dessen Begrenzung verlassen.

Dieses erfreuliche, weil mit den theoretischen Vorstellungen in Elnklang
stehende Ergebnis wird jedoch getribt durch die Tatsache, dak bei einea der
drei Testfille die Gesamtzirkulation im Integrationsgebiet erheblich wvon Null
verschieden ist, was beil potentialtheorstischer Betrachtung und Integration
dber eine Trefftz-Fliache nicht der Fall sein dirfte.

Hierfdr kénnen zuniichst einmal mehrere Ursachen in Betracht kommen, die mit
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der Art der EZrmittlung des integralen Wertes erklirt werden kdémnten. So steht
z.B. die vervendete Integrationsebene senkrecht auf der Rotorkreisscheibe und
ist damit nicht an den lokalen Strdmungsvektoren orientiert. Die einzelnen
Wirbel der Wirbelschicht sowie die beiden Randwirbel durchdringen die Refe-
renzebene daher nicht parallel zur Flachennormalen, wobel zusitzlich noch zu
beridcksicheigen ist, dal die Richtungen der drtlichen Drshumgsvektoren auf-
grund der Rotationsbehaftetheit der Strémung (qXx (rotq) = 0) wvon denen der
Strémungsvektoren abweicht. Die Neigung der Wirbelschicht einschliellich des
inneren Randwirbels ist jedoch von der des duferen Randwirbels verschieden,
wie man z.B. in Bild 1.1-4 erkemmen kann. Dadurch werden in der Integrations-
ebene unterschiedlich grofe Anteile der links- bzw. rechtsdrehenden Wirbel
erfalt. Weitere Beitrige kdnnten durch die Durchschneidung zusammengehdriger
Wirbelschichten durch die Integrationskurve oder durch &hnliche Effekte, die
mit der willkirlichen Wahl des Integrationsgebietes zZusammenhAngen, verursacht
sein. Schlieflich kénnten gewisse Einfldsse such auf weiterhin noch instatio-
nire Vorginge im Anfahrwirbelberelch zurickgehen, und es darf vor allem nicht
aufer Acht gelassen werden, dal aufgrund der Verwendung lokaler Zeitschritte
keine einheitliche Zeit im Berechnungsgebiet herrscht.

Die aufgezahlten Grinde sind for sich allein jedoch nicht ausreichend, um die
tatsichlichen Fhinomens in dem durch das Buler-Verfshren gensrierten Nachlauf
zu erklaren. Veridndert man nidmlich das in Bild 5.3-6 durch die Kurve 2 gekenn-
zeichnete Integrationsgebiet durch Verschiebung der unteren, waagerechten
Begrenzungslinie, so verdndert sich damit fir slle drei Testfalle auch diae
ermittelte Zirkulation betriéchtlich. In Bild 5.3-10 ist die Abhidngigkeit des
Drehungsinhaltes von der Ausdehnung des Integrationsgebietes ersichtlich.
Ein Verschieben der unteren Grenze in Richtung auf den Netzboden fidhrt zu
einem statigen Anwachsen der Zirkulation. Verliuft die Grenze beispielsweise
beil z/2=-15, was den in Kap. 5.2 gezeigten Ausdeshnungen entspricht, so be-
trigt die erfalte Drehung bereits mehr als das Finffache des Wertes der blatt-
gebundenen Zirkulationm.

Offensichtlich kommt es mit gunehméndem Abstand von der Rotorkreisscheibs zu
einem Obergevicht sn positiver Zirkulation. Diess Vermutung wird auch besta-
tigt durch dle bereits in Kap. 5.2.2 beschriebens Becbachtung, daB das Gebiet
negativer Drehung mit zunehmender Absenkung immer mehr eingeschnirt wird und
etwa 12 Blattiefen unterhald der Rotorebene endet, wihrend sich das Gebiet
positiver Zirkulation in diesem Bereich immer mehr ausweitet (Bild 5.2-9).
Auch bei der Auswertung der in Kap. 5.3.1 beschriebenen zeitlichen Entwick-
lung des Nachlaufes konnte festgestellt werden, dal die Zirkulation im Inte-
grationsgebiet mit fortschreitender Iteration zunahm, und erst wieder etwas
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zurdckging, als der Anfahrwirbel den betrachtetsn Bereich zu verlassen begann.

Zum gegenvwirtigen Zeitpunkt ist nicht klar, vie es zu diesem unphysikalischen
Anwachsen der Zirkulation im Nachlsuf kommt. Zur Klarung dieser Frage ist
eine Reihe weiterer Untersuchungen ndtig, die zum Beisplel die Abhingigkeit
von der Diskretisierung, der Netztopologie, der Art der Auswertung setc. kliren

sollten.
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5.4 Einfldsse suf die Lisung

5.6.1 Abhingigksit der L3sung vom Diskretisierungsgrad

Die in den vorherigen Kapiteln gezeigten Ergebnisse wurden auf Netzen mit
stwa 110.000-150.000 Zellen im inneren Grundnetz erzeugt. Dieses hatte die
Form eines Halbellipsoids mit einer Ausdehnung der Halbachsen von 15x15x12
Blattiefen und wurde fir dis auftriebsbshafteten Rechnungen zur Vermeidung
einer Behinderung der Wirbelausbrsitung durch zusdtzliche Zellen nach aufen
hin erweitert (vgl. Kap. 4.3). Dazu wurden je nach Ausfihrung noch einmal
40.000-50.000 Volumina verwendet.

Zur Unterscheidung werden Netze mit dieser Gesamtpunktzahl als feine Netze
bezeichnet., Der Begriff “"fein" ist jedoch nur relativ zu verstehen und kein
absolutes MaB fir den Diskretisierungsgrad. In [61] sind beisplelsweise Ergeb-
nisse einer Fuler-Rechnung fir den Modellrotor prasentiert, die auf sinem Netz
mit ca. 1.000.000 Netzzellen erzielt wurden. Die fur die vorliegende Arbeit
zur Verfiugung stehenden Ressourcen erlaubten jedoch nur eine Obergrenze von
ca. 200.000 Zellen.

Es hatte sich in den vorherigen Kapiteln gezeigt, dal durch die zwangsliu-
fige Einbezfiehung des zeitaufwendigen, instationdren Anfahrvorgengs in den
numerischen Iterationsprozef die bendtigte Rechenzeit sehr hoch ist. Ein-
sparungen liefen sich erzislen, wenn die Netzpunktzahl gesenkt werden kdnnte.
Ein Beispiel dafiur gab die Auftragung der zeitlichen Entwicklung der Auf-
triebsbeiwerte in Bild 5.2-18. In diesem Kapitel soll daher der Frage nachge-
gangen werden, wie stark und in welchen Teilbereichen die L3sung in Abhingig-
keit von Blattspitzenmachzahl und kollektivem Anstellwinkel durch das aus
einer Netzvergriberung resultisrende Ansteigen der Abbruch- und Diskretisie-
rungsfehler beeinflult wird.

Dazu wurde die Gesantzellenzahl im inneren Grundnetz auf etwa 40.000 redu—
ziert, die sich auf 64 Zellen in ¢-Richtung, 34 in p-Richtung und 18 In
{-Richtung aufteilen. Weitere 20.000 Zallen dienten der globalen Netzerwei-
terung. Gleichzeitig wurden aus Effizienzgrinden die MaBe des Grundnetzes auf

12x12x 8 Blattiefen verringert, die Abamessungen des Cesamtnetzes aber bei-
behalten.

Der dberwiegende Teil der Untersuchungen wurde fir den Testfall mit Ma,,, =
0.815 und 6c =5 durchgefdhrt, fir den die Resultate auf dem feinen Netz in
Kap. 5.2.2 beschrieben sind. Es verden aber auch Ergebnisse fir Ma,, = 0.439
und 8, =8° (Rap. 5.2.3), bzw. far Ma,,, =0.794 und 8, =8 (Kap. 5.2.4) gezeigt.
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Im Vorgriff auf die Ausfihrungen in diesem Kapitel wvaren bereits in den Bil-
dern 5.2-3 und 5.2-13 Druckverteilungen, die auf einem groben Netz errechnet
worden waren, denen auf dem feinen Netz gegenibergestellt worden. In beiden
Fillen waren die Unterschiede minimal, jedoch handelte es sich dabei auch um
Anstrbdmungen im relativ unkritischen subsonischen Geschwindigkeitsbereich.

Im folgenden wird neben der Druckverteilung auch die Nachlaufstruktur auf dea
groben und dem feinen Netz miteinander verglichen. Es ist dabei zu bericksich-
tigen, dal aufgrund der Verwendung lokaler Zeitschritte keins zeitliche Korre-
lation besteht. Die Auswertung der berschneten Nachlaufgeometrie bleibt im
wesentlichen auf den duferen Randwirbel beschrankt.

Der wichtigste Bestandteil des Gesanmtergebnisses Iim Hinblick auf Auslegungs-
aufgaben ist dle Druckverteilung entlang der Blattoberfliche. Vergleicht man
far den transsonischen Testfall bei Ma,, = 0.815 und 8, = 5" die Ergebnisse
far das feine Netz aus Bild. 5.2-5 mit denen fir das grobe Netz (Bild 5.4-1),
so stellt man zwar etwas grdBere Unterschiede als {m Falle subsonischer
Anstrémbedingungen (Bild 5.2-18), insgesamt aber zumindest im inneren Blatt-
bereich nur moderate Unterschiede fest.

Signifikant ist lediglich der flachere Gradient der Rekompression an den bei-
den duBeren Radialstationen beim groben Netz, der in erster Linie auf die gré-
Eere Ausdehnung der Volumina entlang der Kérperoberflache zurGckzufihren sein
darfte.

Bei genauem Hinsehen erkennt man leichte Anzeichen einer Besinflussung des
Stromungsfeldes durch die schlechtere Diskretisierung des groben Netzes in
Form einer geringfigigen Veradnderung der effektiven Anstellwinkelverteilung.
Is inneren Bersich (r/R<0.8) ist der Druckunterschied leicht hdher, an den
beiden Suferen Stationen etwas klesiner als im feinen Netz. Damit scheinen die
wirbelinduzierten Abwind- bzw. Aufwindgeschwindigkeiten geringer zu sein, was
durch sine héhere Diffusion des Randwirbels verursacht worden sein kdnnte.

Erstaunlich ist auch das geringe Ausmaf des Unterschieds im errechneten Druck-
mininzum an der AuBersten Radialstation. Zwar ist der Unterdruck im feinen Netz
etwas héher, im grofen und ganzen ist die Differenz jedoch nicht so bedsutend,
als daf man davon sprechen kénnte, daf ein auch im feinen Netz noch nicht aus-
reichender Diskretisierungsgrad eindeutig die Ursache fir die bei allen Test-
fillen zu beobachtende Abweichung von den Messungen sei.

Eine andere Aufteilung der Gesamtpunktzahl im feinen Netz auf die drei Rich-
tungen des krummlinigen Koordinatensystems unterstitzte dlesen Eindruck. Durch
diese MaZnahme wurde u.a. auch die Zellenform verdndert, dies nach {49] einen
Einfluf auf das Aufwelitungsverhalten des Randwirbels haben mifte. Insbesondere
eine erhebliche Steigerung der Punktzahl und damit der Verdichtung normal gur
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Blattoberfliche fihrte auf einen Druckverlauf, der im Bereich dsrer lag, die
fn Bild 5.4-1 gezeigt sind. Da gleichzeitig die Punktzahl in Umfangsrichtung
etwas reduziert werden sulte (80 x 41 x48 Zellen im Innenetz), wurds die Rekom-
pression dhnlich schlecht wiedergegeben wie ia groben Netz. Dies bestdcigt die
Annahme, daf es sich hierbel lediglich um einen Effekt der VolumengrdRe in
Blattiefenrichtung handelt.

Invieweit sich Veranderungen im abgesenkten Bereich des Nachlaufes eingestsllt
haben, lift sich anhand der Druckvertellungen nicht erkennen, da das Strdmungs-
feld vor dem Blatt in weitaus groftem MaBs von den Wirbeln im Wahbereich und
von den blattinduzierten Abwindgeschwindigkeiten bestimmt wird.

Da die typische eingeschnirte Form, wie in Kap. 5.1.1 beschrieben, ainen Effekt
der gegenseitigen und der Eigenbeeinflussung der Randwirbel darstellt, liegt
der Gedanke nahe, dal in Bersichen gréberer Diskretisierung starkere Diffusi-
onsvorgings stattfinden, die zu einer Beeintrichtigung der Wirbelstruktur,
insbesondere bei den dlteren Wirbelteilen fihren. Dadurch wiren die nach innen
gerichteten induzierten Geschwindigkeitskomponenten der unteren Wirbel schwa-
cher, das in Bild 5.1-2 dargestellte Gleichgewicht wirde sich verschieben und
sich eine andere Nachlaufgeometrie einstellen.

In der Tat belegen dis Auswertungen der Zirkulationsdichtevertseilung diese
Versutung., Vergleicht man die Ergebnisse fir den stationiren Endzustand, so
stellt man bei dem groben Netz (Bild 3.4-2) eine etwas geringere Einschnirung
als auf dem feinen Netz fest (vgl. Bild 5.2-9). Desveiteren hat das Hiveau
dar Zirkulationsdichte unterhalb der Blattebene abgenommen und eine stiarkers
Aufweitung der Wirbel im Vergleich zum feinen Netz stattgefunden. Alle drei
Erscheinungen sind Anzeichen fir eine hdhere Diffusion infolge der netzbeding-
ten Dissipation.

Die Auftragung des Totaldruckverlustes (Bild 5.4.3) liefert weitestgehend die
gleichen Erkenntnisse, zeigt aber eine etwas gréfere Einschnlirung der Rand-
wirbel, als dies aus der Zirkulationsdichteverteilung herauszulesen war. Die
gute Ubereinstimmung mit den empirischen Daten ist in diesem Fall eher zufal-
lig. In andsren Berechnungen (s. auch z.B., Bild 5.4.5) wird die Einschnirung
als Folge orhdfhtor numerischer Dissipation im groben Netz durch den Total-
druckverlust eher zu stark wiedergegeben, in aller Regel aber stirker als
durch die Zirkulationsdichte. Offensichtlich finden dabei im Totaldruckverlust,
in den im Gegensatz zur Zirkulationsdichte neben der Geschwindigkeit auch noch
Dichte und statischer Druck eingehen, hihere numerische Uberlagerungseffekte
statt, die zu siner Verschisbung der Maxima fihren. Daraus laft sich ableiten,
dal der Grad der Nichtibereinstimmung zwischen beiden Grdfen auf die Hohe
dieser zusidtzlichen Einflisse hinweist.
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Interessant ist auch die nach auBan weisends Orientierung der Isolinien ab
z/8= -8, Genau an dieser Stelle befindet sich der Ubergang vom Innen- ins
AuRennstz (vgl. Bild 4.3-4). Dieser Effekt war vdllig analog auch im feinen
Netz zu becbachten (Bild 5.2-10), bei dem sich das Innennetz bis auf 12 Blatt-
tiefen unterhalb der Rotorkreisebene ausdehnte. Vergleicht man diesbeziglich
den Zirkulationsdichteverlauf zwischen grobem und feinem Netz, so stellt man
einen solch deutlichen Hinweis auf den Ubergang in einen Bereich schlechterer
Diskretisierung nicht fest. Die Aufwe{tung am unteren Bildrand ist in beiden
Fillen ahnlich und in erster Linie durch den Anfahrwirbel verursacht (vgl.
auch Kap. 5.3.1).

Ein zahlenmifiger Vergleich zwischen den Maxima des Totaldruckverlustes auf
dem feinen und auf dem groben Netz ist mit groBer Unsicherheit behaftet, da
das Niveau des Totaldruckverlustes sehr stark such von anderen Effekten, wie
z.B. von der Empfindlichkeit des FluBlimiters (s. Kap. 5.4.2) oder vom Relaxa-
tionsfaktor abhing, die zwar den Verlauf der Isobaren nicht beeinflufiten,
aufgrund der eingebrachten kinstlichen Viskositdt jedoch das Gesamtniveau
veridnderten. Auch die blockstruktierten Netze fihrten zu anderen Zahlenwerten.
Tendenziell 1ief sich aber feststellen, dal der maximale Totaldruckverlust im
Inneren eines neu entstehenden Wirbels relativ unabhingig vom Diskretisie-
rungsgrad ist. Im weiteren Verlsuf fohrt die erhShte Diffusion auf den groben
Netzen jedoch zu einem rascheren Abbau der Intensitidt. Dies wird teilwsise
kompensiert durch die grdferen Verluste, die infolge des hdheren Viskositiats-
niveaus auf groben Netzen entstehen. So ist beispielsweise auch zu erkliéren,
varum in Bild 5.2-16 der Totaldruckverlust im Anfahrwirbel wieder anstefigt,
nachdem dieser in das grobere Aufennetz dbergegangen war.

Fir die beiden anderen Testfalle bei 8, =8° und Ma,  ~0.439 bzw. Ma,, =0.79%

fihrten die Vergleichsrechnungen suf den groben Netzen zu &hnlichen Ergebnis-

sen wie zuvor beschrieben. /’
Die Unterschiede in den Druckverteilungen fir den subsonischen Fall sind Bild

5.2-13 zu entnehmen. Sie sind verschwindend gering. Die Zirkulationsdichte

(Bild 5.4-4) und der Totaldruckverlust (Bild 5.4-5) im Nachlauf weisen die

bekannten Bessonderheiten auf. Nach der Zirkulationsdichte ergibt sich esine

zu geringe, nach dea Totaldruckverlust eine davon abweichends, zu starke Ein-

schnidyung. Der Verlauf der Iscbaren im unteren Bereich weist deutlich den

Bereich des groben Aufsnnetzes aus.

Gleiches gilt fir die Auswertung der Nachlaufgeometrie im transsonischen Fall
bei Ma,,, =0.794 (Bilder 5.4-6 und 5.4-7).
Die Unterschiede in dem Druckverteilungen zvischen dem groben und deam feinen
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Netz sind jedoch deutlich grdfer (Bild 5.4-8) und bewegen sich etwa in der
Gr8Lenordnung derer, die im arsten Testfall (Bild 5.4-1) auftraten. Dies triff:t
insbesondere auf die Verlaufe an der Oberseite im &uBeren Blattbereich zu.

Im Druckverlauf zeigt sich also eine Abhingigkeit der Auswirkung einer schlech-
teren Diskretisferung von dem Anstromzustand. Je unkritischer dieser ist,
desto besser ist die Ubereinstimmung und desto geringer ist der Genauigkeits-
verlust bei{ der Verwendung eines grdberen Netzes. Diese GesetzmiBigkeit ist
von der Berechnung von Kdrpern, die frei angestrémt werdesn, bekannt und laBt
sich z.B, sehr einfach bei einer Profilberechnung nachweisen. Im Falle der
Rotorstrémung zeigt dies aber auch, dal eine Beeintridchtigung der Druckver-
teilung durch eine ungenauere Berechnung der induzierten Anstrdmbedingungen,
z.B. infolge erhdshter Wirbeldiffusion, zu geringer Einschnirung etc., von
zwelitrangiger Bedeutung ist. Diese Phinomens sind nimlich bei den in diesem
Abschnitt betrachteten Fillen in etwa gleichem MaBas ausgeprigt, wihrend dle
Unterschiede in den Druckverteilungen stark differieren.

Je nach Anwendungsfall kann also, insbesondere wenn keine starken transsoni-
schen Effekte zu erwarten sind, in Anbetracht des wesentlich geringeren Auf-
wandes (in den betrachteten Fillen 60.000 Volumina, Rechenzeitersparnis =70%)
die Verwendung eines groberen Netzes durchaus dberlegenswert sein.

Der Nachlauf wird durch einen schlechteren Diskretisierungsgrad in der zu
ervartenden Art und Welse beeintrichtigt. Infolge erhShter Diffusion sinken
Einschnirung und Intensitit der Wirbel, und fhre Aufweitung nimmt zu. Die
Auswirkungen auf die Strémungsverhiltnisse vor dem Blatt sind jedoch relativ
gering. Insbesondere werden solche Bereiche des Nachlaufes stirker beeinflufit,
die aufgrund ihres Abstandes vom Blatt nur noch von untergeordneter Bedsutung
sind.

Als ein deutlicher Effekt grober Diskretisierung erwies sich die Diskrepanz
in der Einschnidrung der AuBeren Randwirbel, wie sie sus der Auftragung der
Totaldruckverteilung gegeniber der Zirkulationsdichteverteilung herauszulesen
war.

Noch nicht abschlieSend beantwortet ist die Frage, inwieweit die Wiedergabe
des zu niedrigen Unterdruckes im Bereich der Blattspitze ein Effekt der Netz-
feinheit ist. Betrachtet man die &uBerst geringe Verbesserung, die z.B. far
den Fall Ma,, =0.815, 6.=5" (Bild 5.4-1) durch die erhdhte Diskretisierung
erzielt verden konnts, sc deutet dies eher auf einen untergeordneten Einfluf
hin. Fir den in Bild 5.4-8 dargestellten Fall ist der Unterschied zwischen
feinem und grobem Netz etwas gréfer. Es verbleibt aber auch auf deam feinen
Netz immer noch ein erhebliches Defizit, so dal insgesamt die Vermutung nahe-
liegt, dak hier noch weitere Effekte sine Rolle spielen.
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5.4.2 Einflisse durch den L3sungsalgorithmus

Aufgrund der erheblich kirzeren Rechenzeiten und in Kermtnis der auftretenden
Ungenauigkeiten wurden die im folgenden beschriebenen Untersuchungen zum dber-
wiegenden Teil auf Rechengittern in der GrdoBenordnung von etwa 60.000 Zellen
durchgefihrt.

Es wurde lediglich der transsonische Anstrémfall bei Ma,,, =0.815 und 8, =5°
betrachtet, so daB die in den Bildern 5.3-1 bis 5.3-3 gezeigten Ergebnisse
als Referenz dienen.

Im folgenden wird beschrieben, welche Einflisse auf dis Lisung von bestimmten
Verinderungen im Lésungsalgorithmus bzw. von der Wahl gewisser Steuerpara-
meter ausgehen, Dabel werden sowchl die Genauigkeit der Ldsung als auch die
bendtigte Rechenzeit bewertet.

— e e o o e

In Kap. 2 sind die Eulerschen Bewegungsgleichungen sowohl in kartesischen
(G1.(2.34)) als auch in zylindrischen Ausgangskoordinaten (Gl.(2.35)) auf-
gefohrt. Daraus resultieren gewisse Unterschiede im Losungsalgorithmus, die
vor allea die Bestimmung der Flichennormalenvektoren sowie die vektorielle
Zerlegung der frelen Anstrdmung an den Durchstrémflichen der Kontrollvolumina
betreffen. Desweiteren sind bei Verwendung der zylindrischen Formulierung die
Drehung der Basen in #-Richtung sowie die daraus resultisrenden Ableftungs-
terme zu berdcksichtigen.

Die Berechnungen mit beiden Programmversionen ergaben vollkommen identische
Ergebnisse, sowohl was den Druckverlauf, als auch was die Verteilumgem von
Zirkulationsdichte und Totaldruckverlust im Nachlauf batrifft. Daran gemes-
sen gibt es keinen Grund, die eine oder die andere Formulierung zu bevor-
Zugen.

Aufgrund eines etwas geringeren Rechenaufwandes pro Iterationsschritt erga-
ben sich fuar den kartesischen Algorithmus leichte Rechenzeitverteile, was
letztlich den Ausschlag dafdr gab, fdr die weiterem Berechnungen diess Pro-

gramaversion zu vervenden,

_— e e m mme e e

In Kap. 3.4 wurde die Notwendigksit der Einfilhrung absoluter Strdasungsgrdfen
hervorgehoben. Werden statt dessen die relativen Crdlen verwendet, wie das
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bei einer riumlich konstanten Anstrémgeschwindigkeit dblich und simmvoll ist,
so kommt es sufgrund einer ungenauen Approximation der Durchstrémung der Kon-
trollvolumina zu numerischen Fehlern, die sich mit der Zeit skkumulieren. In
den einzelnen Zellen werden dabei Masse, Impuls und Energie produziert bzw.

varnichtet.

Die Auswirkungen dieser Verletzung der Konservativitit werden am shesten deut-
lich, wenn man versucht, asuf einem lesren Netz die frele Anstrdmung zu repro-
duzieren. Da die herauszustellenden Effekte von der GrdBe der Kontrollvolumina
abhingen, wurde ein besonders grobes Netz erzeugt, das nur Gber knapp 15.000
Zellen bei einer Ausdehnung von 60 Blattiefen in radialer und jeweils 40
Blattiefen obsr- und unterhalb der xy-Ebene verfigte.

In Bild 5.4-9 sind die Residuenverliufe bei Varwendung relativer und absoluter
Strémungsvariablen gegentibergestellt. Dis jeweils untere Kurve bezeichnet den
groften Fehler zum aktuellen Iterationszeitpunkt, ermittelt aus der Sumse der
FluBbilanzdefizite aller finf Strémungsgrofen in jeder Zelle. Die dardber lie-
gende Kurve gibt die maximale Abweichung der fanf errechneten Strdimungswarte
vom wahren Zustand der ungestérten Anstrdmung wieder. Somit sind:

5
Res, - ;;"‘k Z o2 - ¢:‘1| (5.13)
=1
5
und Res, = i:;fk Z H: - d:l : (5.14)
=1

Wihrend der erste Verlauf alsoc die Veridnderung von Iterationsschritt zu Ite-
rationsschritt darstellt, bezeichnet die zweite Kurve einen absoluten Wart
und zeigt damit an, ob sich ein begrenzter Zustand einstellt.

Bei Verwendung absoluter Grdfen bewsgen sich die Fehler konstant Is Bereich
der Maschinengenauigkeit von 10~!! fir den verwendeten 48-bit Rechner, bzw.
von 10”7 im Falle der hier gezeigten Rechnung auf einem 32-bit Rechner. Dem-
gegemilber verursachen dis relativen Grofen immense Defizite in den FluBbilan-
zen, die zu o_lnor unphysikalischen Verdnderungen von Masse, Impuls und Energie
fihren. Im Extremfall entsteht dadurch eine Geschwindigkeitsinduzierung, wie
in Bild 5.4-10 in einer Ebene senkrecht zur Anstrdmung dargestellt. Im Ver-
gleich dazu liegen die in einer Querstrémungsebene induzierten Geschwindig-
keiten bei Verwendung absoluter Variablen in der Grdfenordnung von 10~7 und,
was besonders wichtig ist, schaukeln sich trotz des geschlossenen Rechenraumes
auch in den Zellen, die urmittelbar an der Rotordrehachse liegen, nicht auf.
Vor den Untersuchungen auf dem leeren Netz war der oben erwihnte transsonische
Testfall mit Rotorblatt auf einem gewdhnlichen Netz berechnet worden. Aufgrund
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der besseren Diskretisierung sind die Auswirkungen gzwar bei weitem nicht so
gravierend, wie beispielsweise in Bild 5.4-10 dargestellt, demmoch sind sie
in den Ergebnissen deutlich spirbar.

As wenigsten waren noch die Druckverteilung an der Oberfliche und die Zirkula-
tionsdichteverteilung im Nachlauf betroffen. Letztere ist in Bild 5.4-11 dar-
gestellt und weist gegendber einer vergleichbaren Rechnung mit absoluten Grd-
fen (Bild 5.4-2) eine weltaus grofere Diffusion im &uBeren Randwirbelbereich,
das Fehlen jeglicher Eimschnirung sowle deutliche numerische Schwisrigkeiten
in der Nahe der Rotordrehachse auf.

Betrachtet man dagegen die Totaldruckverteilung (Bild 5.4-12), so ist die vor-
handene Nachlsufgeometrie dberhaupt micht mehr zu erkennen. Das ganre Ausmal
der Beeintridchtigung der L8sung wird jedoch erst sichtbar, wenn man dis Ver-
teilung des Totaldruckverlustes dber einem grdferen Netzausschnitt aufrriagt
(Bild 5.4-13). Er weist eine v8llig unphysikalische Struktur auf. Besonders
auffiallig sind die Inseln negativen Totaldruckverlustes, die sich entlang der
ocberen und unteren Netzkanten (das verwendete Netz hatte noch eine zylinder-
formige AuBenkontur) gebildet haben. An den gleichen Stellen waren in Bild
5.4-10 Wirbel zu erkennen.

Zum Vergleich ist demgegeniber das Ergebnis der Berechnung des gleichen Fal-
les unter Verwendung absoluter Strémungsgrdfen in Bild 5.4-14 gegendberge-
stellt.

Bel der Ableitung der zugrundeliegenden Form der Euler-Gleichungen wurds in
Kap. 2.3.3 darauf hingewiesen, dal einigs Autoren nicht die vollstindig
abgsoluten Grdfen verwendsn, sondern die Energiegleichung statt dessen mit
der Roenergie und der Rothalpie bilden, d.h. auf die Eliminierung des geaisch-
ten Terms a(uur) verzichten (G1.(2.26)-(2.29)). In Kap. 3.4 wurde gezeligt,
dal dies bei der in der vorliegenden Arbeit wverwendeten Approximation der
differentiellen Euler-Gleichungen nicht ganz korrekt ist. In Bild 5.4-15 ist
das Residuum auf einem leeren Netz unter Verwendung der Roenergie statt der
absoluten Energfie aufgetragen. Der Unterschied gegeniber Bild 5.4-9a betrigt
immerhin fast zwei Crofenordnungen. Die Kurve der maximalen Abweichung wvom
Zustand der ungestSrten Anstrdmung, die hier nicht eingetragen ist, verlief
bef etwa 10~¢. Dabei ist zu berdcksichtigen, dal die beim lesren Rot:‘;uftro-
tenden Stdrgeschwindigkeiten q verschwindend gering sind und der gemischte
Term daher sehr klein bleibt.

Da andererseits der auftretenden Fehler proportional zur GréRe der Durchstrom-
flache ist, kann bei verninftiger Diskretisierung der Fehler fn einer Rotor-
berechmung in der Regel vernachldssigt werden. Dennoch wurde in der vorliegen-
den Arbeit auf die absolute Energie Gbergegangen.



~146-

In [141] wurde bereits gezeigt, dal das explizite und das implizite Verfahren
keine Unterschiede in der Qualitat der L3sung sufwiesen. Dies war zu srvarten,
ds der implizice Tell des Algorithmusses lediglich zur Beschleunigung der
Iteration dient und bei Errsichen eines konvergenten Zustandes zu Null wird.
Der implizite Algorithmus geht dann in den expliziten Gber.

Im Vordergrund der im folgenden beschriebenen Untersuchung stand die Optimie-
rung der Rechenzeit des {mpliziten Algorithmusses durch eine geeignete Wahl
der einstellbaren Parameter unter der Vorgabe, dak die einmal gefundens Kombi-
nation fir alle zu berechnenden Testfille beibehalten werden kann und nicht
auf den jewveiligen Anwendungsfall anzupassen ist,

Der theorsetischa Hintergrund {st in den Kap. 3.2.5 und 3.3.3 beschrisben.

Das explizite Verfahren erlaubte fir dis Berechnung der beschriebenen Test-
fialle eine CFL-Zahl von hichstens 0.15. Dies ist geringer, als mit dem glei-
chen Algorithmus fir Festfligelberschnungen srreicht werden konnte. Dort la-
gen die CFL-Zahlen in der Regel in GréRenordnungen von etwa 0.2-0.25. Die
Ursache fir diesen Unterschied ist unklar. Es liegt die Vermutung nahe, daf
die Verianderlichkeit der Anstrémgeschwindigkeit dbsr dem Radius und damit
vislleicht auch das unterschiedliche Kompressibilititsniveau eine Rolle spie-
len. Die auf dieser Uberlegung basierende Einfihrung einer radial verinder-
lichen CFL~Zahl brachte jedoch keinen Erfolg.

Ebsnsowenig konnten Abhingigkeiten davon festgestellt werden, ob dis Euler-
schen Grundgleichungen in kartesischen cder zylindrischen, bzw. in relativen
oder absoluten Koordinaten formuliert wurden. Da jedoch der Ubergang auf den
fsplizicten L3sungsalgorithmus beabsichtigt war, wurden die diesbeziglichen
Untersuchungen nicht wc%t-rgcfﬂhrt.

Fir das jamplizite Relaxationsverfahren bestehen solche grundsitzlichen Be-
schrankungen in der Iteraticnsschrittweice nichc. Im allgemeinen wird mit
einem unendlich grofen Zeitschritt gerechnet, um so die hichstmégliche Kon-
vergenzrate tu srreichen. Tresten in einzelnen Zellen Stabilitdtsprobleme auf,
so wird dort lokal die CFL-Zahl von dea Wert "unendlich" auf einen endlichen
Wert CFL,.,, reduziert. (ber die Beziehung (3.62) liegt damit auch der lokale
Zeitschrict Ar,,,,. fesc.

Die Wahl von CFl, . ,, beeinfluft neben der Stabilitdt auch die bendtigte Rechen-
zeit signifikant. Der eigentliche Beschleunigungsparameter ist aber der Unter-
relaxationsfaktor ». Seine Optimierung kann jedoch nur in Abhingigkeit won
CFly .., erfolgen, da sich beide Parameter gegenseitig beeinflussen. SchlieB-
lich hat asuch noch die Anzahl y der durchgefihrten GauB-Seidel-Iterationen
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eine Ausvirkung auf die Rechenzeit.

Im folgenden sind die Ergebnisse dieses Optimierungsproblems in Foram eines
Rechenzeitvergleiches gegentiber dem expliziten Verfahren mit CFL= 0.15 in
Bild 5.4-16 aufgetragen. Der explizite Referenzfall ist strichpunktiert dar-
gestellet, Als Bewertungskriterium wird die Zeit herangezogen, die bendtigt
wird, bis die Verldufe der Auftriebsbeiwerte ihr lokales Minimum erreicht
haben. Dieser Zeitpunkt, der in den Diagrammen durch eine senkrechte Linie
markiert ist, kennzeichnet, wie in Kap. 5.2.2 beschrieben, in etwa den Zeit-
punkt, zu dem die Absenkung des Anfahrwirbels beginnt. Exemplarisch wird nur
die Radialstation r/R=0.8 gezeigt.

Die Auftragung erfolgte Uber der tatsichlich bendtigten Rechenzeit, um so
dem unterschiedlichen Aufwand pro Zeitschritt, der bel dem impliziten Ver-
fahren etwa viermal héher ist, Rechnung zu tragen. Die Vergleiche wurden auf
einem Vektorrechner vom Typ Convex C-201 durchgefidhrt, auf dem die Rechenzeit
des expliziten Verfahrens ca. 0.13 ms pro Iteratiomsschritt und Volumensle-
ment betrug. Die Hundertprozentmarke entspricht etwa 45.000 sec.

Aus Effizienzgrinden wurde fir diese Vergleiche nur ein kleines Grundnets
ohne dufsren Erweiterungsbereich verwendet, so daf die Gesamtzellenzahl rela-
tiv gering gehalten werden konnte. Dadurch wird zwar, wie in Kap 5.4.3 noch
nidher ausgefihrt wird, die Absenkung der Randwirbel verhindert, jedoch das
schnelle Erreichen eines, wenn auch physikalisch nicht ganz korrekten, kon-
vergenten Endzustendes ermdglicht. Dies zeigt sich in den gegenGber Bild
5.2-12 verinderten Verldufen der Auftriebsbeiwerte. Diese Vereinfachung tut
dem grundsstzlichen Aussagewert der Untersuchungen Gber das Verhdlenis der
Rechenzeit keinen Abbruch und wird durch den geringeren Aufwand gsrechtfertigt.

Die ersten impliziten Ergebnisse wurden mit dem Sensor nach Gl.(3.62) fir
CFly;1. =10, w=0.6 und y=2 erzielt. Gegeniber dem expliziten Cods ergaben
sich jedoch nur geringe Rechenzeitvorteile (Bild 5.4-16a).

Ia nichsten Schritt wurde w auf 0.8 erhéht, was fjedoch zu einem instsbilen
Verhalten und letztlich zum Abbruch das Programmes fihrte. Erst eine zusats-
liche Reduzierung von CFL,,,, auf 1 lisferte wisder ein konvergentes Ergebnis.
Damit war jedoch die Schranks so hoch gesetzt, dal der Sensor in weiten Tel-
len des Berechmungsgebietes ansprach und eine Reduzierung des lokalen Zeit-
schrittes und damit eine Senkung der Konvergenzrate bewirkte. Der Vorteil des
héheren Unterrelaxationsfaktors war damit aufgehoben, und die Cesamtrechenzelt
blieb praktisch unverandert.

In einem weiteren Lauf wurde ein zusatzlicher Cauf-Seidel-Iterationsschritt
(v=13) eingefihrt. Dies wirkte sich jedoch nachteilig aus, da das Verfahren
nun fast ebenso langsam konvergierte wie im expliziten Fall (Bild 5.4-16b).
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Auch in weiteren Versuchen mit andersn Kombinationen von « und CFL;,.,, lag
das Optimum bel y=2.

Als niichste MaBnashme wurden die Sensorfunktion und die im Bedarfsfall einge-
leitete Zeltschrittreduzierung entkoppelt. Die bisherigen Ergebnisse hatten
nimlich gezeigt, daf ein zu spit reagierender Sensor (hohes CFl,_.,,) zu einer
zu geringen Erhdhung der Hauptdiagonalelemente fidhrte, widhrend ein kleiner
Wert far CFl,,,, von sehr vielen Zellen dberschritten wurde, so daf die Sen-
sorfunktion zu oft ansprach und damit die Konvergenzrate erheblich verringer—
te, obwohl keine unmittelbarte Notwendigkeit vorlag.

Wie in Kap. 3.3.3 beschrisben, wurden daher neben der Sensorgréfe CFL,,.,, die
Reaktionsgréfe CFL,,, eingefahrt, mit CFL,,,, > CFL,,,, daraus folgt Ar, ,, >
A7,y - Der Erfolg dieser Entkoppelung wurde bei der Nachrechnung des Falles
mit CFL, . ,, =10, w=0.8 und y=2 deutlich. Wahrend in der ursprdnglichen Ver-
sion (CFL, .4, =CFL,y,) das Frogramm, wie erwvihnt, aufgrund erheblicher Stabi-
licatsprobleme sbbrach, stellte sich mit CFL,,, =1 nicht nur eins konvergente
Losung ein, durch diese Mafnahme lief sich auch die bendtigte Rechenzeit auf
40% verringern (Bild 5.4~16c).

Eine Erhéhung von CFly,.,. in der Hoffnung, das Verfahren weiter zu beschleu-
nigen, fdhrte zu Instabilititen im Bereich kleiner Radien, wohingegen das Ver-
halten an den &uBeren Radialstationen unkritisch blieb.

Aus dieser Becbachtung resultierte die Oberlegung, die Sensorfunktion so zu
modifizieren, daf der Wert fur CFL,,,, nicht mehr im ganzen Berechnungsgebiet
konstant {st, sondern sine Funktion der Radialkoordinate darstellt (Gl.(3.63)).
Dabef war die Empfindlichkeit des Sensors fir r- 0 besonders hoch (C!‘Luu')
und nahm nach auBen bis auf einen Grenzwert, der nicht weiter unterschritten
wurde (CFly.,. ). ab. }

Bild 5.4-16d zeigt die zeitliche Entwicklung des Auftriebsbeiwertes fir einen
fmpliziten Lauf mit folgender Parameterkombination:

CFly,iep= 20, CFLy, = CFly, . = 1, w= 0.85, 4= 2

Im Vergleich zum expliziten Referenzlauf lief sich eine Beschlesunigung um

den Faktor 3 erreichen. Eine Variation von CFl,.,,  brachte im untersuchten
Bereich von 5 bis 100 keine Verinderung des Ergebnisses mehr. Das bedeutet,
daf das Verfahren auch bei sehr hohen Werten fir w noch suBerst stabil ist.
Der weitere Anstieg des Beschleunigungsfaktors gegentber Bild 5.4-16¢c ist
somit fast ausschlieflich auf die ErhShung des Relaxationsfaktors w zurdeckzu-
fihren. Die geeignate Wahl von CFL,,,.(r) innerhald sinnvoller Grenzen dient
lediglich dazu, den mit einea steigenden w einhergehenden Verlust an numeri-
scher Stabilitat aufzufangen.
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Ein weiteres Anheben des Ralaxationsfaktors auf w=0.9 fihrte zunichst nicht
zun Erfolg, da bereits in der Anfangsphase der Berechnung Instabilititen auf-
raten. Diese lieBen sich jedoch einfach dadurch beseitigen, daB der Relaxati-
onsfaktor, von einem niederen Wert beginnend (z.B. w=10.8), wihrend der er-
sten 100 Iterationsschritte sukzessive auf w=0.9 gesteigert wurde. Der Er-
folg dieser zusdtzlichen Mafnahme drickt sich in einer weiteren Geschwindig-
keitssteigerung aus. In Bild 5.4-16e ist erkennbar, dal dasit ein Beschleuni-
gungsfaktor von knapp 4 gegemiber dem expliziten Referenzlauf erreicht wer-

den konnte.

Vie bereits eingangs erwahnt, stand nsben dem Rechenzeltgewinn vor allem dle
Robustheit des Verfahrens, d.h. dis universelle Anwendbarkeit auf alle Stro-
mungszustinde ohne Neuanpassung der Parameter {m Vordergrund. Fir dies aktu-
sllen Produktionsliufe wurde daher nicht an dis obere Grenze des Zulassigen
gegangen, sondern eine Kombination entsprechend Bild 5.4-16d mit w=0.8 ge-
wihlt. Mit dieser Einstellung wurden alls in Kap. 5.2 beschriebenen Berech-

nungen durchgefihrt.

_— e e e — e — o o e S e e e e — o o m — o—

Gleichung

Aufgrund der spezifischen Besonderhesiten der Hubschrauberrotorstrdsung besit-
zen die Eulerschen Bewegungsgleichungen einen inhowmogenen Anteil in Form dss
Kraftevektors K (G1.(3.45)). Bei der Herleitung des impliziten Algorithmusses
besteht die Madglichkeit, diesen analog zu den FluBvektoren E, ¥ und € m.H.
einer Taylorentwicklung zu linearisieren und die dabei entstehende Jacobima-
trix S" auf der LHS der impliziten Gleichung (3.53) zu bericksichtigen.

Die schlechte Konditionierung von S8 (Anhang A.4) lagt jedoch verwuten, dak
mit ihrer Einbeziehung die Stabilitidc des Gesamtsystems verschlechtert wird.

Zur Uncersuchung dieser Frage wurden verschiedene Lsufreihen mit und ochne
Einbeziehung von s" durchgefihrt und die Ergebnisse miteinander verglichen.
Zur Herausstellung des Stabilititseffektes wurden die Berechnungen im leeren
Netz durchgefihrt, so da8 keine Gberlagernde Verindsrung der ungestSrten An-
stromung erfolgte. Dadurch konnte auferdem der €Gl1.(3.67) zugrunde lisgende
Crenzdbergang zu verschwindenden Stdrgeschwindigkeiten simuliert werden.

Die Ergebnisse sind in Bild 5.4-17 gegendbergestellt, wobeil in jedem Diagrasm
der Unterrelaxationsfaktor w als Parameter fungierte und beginnend mit w=0.3
in Schritten von 0.2 gesteigert wurde.

Von links nach rechts wurde CFL,.,, asusgehend von CFL,,.,, ~1 um jeweils eine
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Gréfenordnung bis zum Wert von CFly_,, = 100 erhdht. Als Sensor diente noch
die Ausfchrung nach G1.(3.62) mit identischen Sensor- und ReaktionsgriBen.

Die eingetragensn Kurven bezeichnen den im jeweiligen Iterationsschritt auf-
getretenen maximalen lokslen Fehler nach Gl1.(5.13) (untere Kurve) sowie die

Abweichung von der ungestdrten Anstrdmung nach Gl.(5.14) (obere Kurve).

Im ersten Bildpasr (CFly,,, = 1) erkennt man praktisch keinen Unterschied
zwischen dem Lauf mit und ohne Einbezishung von s". Dies liegt daran, dal
der Anteil (I/At),.,.. der im Bedarfsfall zu den Hauptdiagonalelementen hin-
zuaddiert wird, groBer ist, als der schidliche Einfluf von s" auf die Neben-
diagonalelemente, so daf dieser gar nicht zum Tragen kommt. AuBerdem ist der
Sensor in diesem Fall so empfindlich, daB ein GroBSteil der Zellen auch ohne
die Einbeziehung von s" als vermeintlich kritisch eingestuft wird. Dies ver-
bessert zwar die Konditionierung der Koeffizientenmatrix, geht aber zulasten

der Konvergenzrate, wie bereits im vorigen Abschnitt gefunden wurde.

Anders sieht es aus, wenn der kritische Zeitschritt vergrdfiert wird. Bei Ein-
bezishung von s" fihrt bereits ein w von 0.5 zur Divergenz des Verfahrens, da
die eingeleiteten Stabilisierungsmafnahmen hier bereits nicht mehr susreichen,
wohingegen im anderen Fall dieser Effekt erst bei w=0.9 auftritr.

Da, wie gezeigt, ein groferer Unterrelaxationsfaktor zu einem beschleunigten
Erreichen des konvergenten Zustandes und damit zu einer Verminderung der
Rechenzeit fihrt, ist die Einbezishung von §" von grofem Nachteil. Dem stehen
keinerlei Vorteile gegenidber, wie sich auch bei weiteren Testrechnungen mit
einem )D-Rotor zeigte. Es wurds daher dazu dbergegangen, auf die Einbeziehung
von S" zu verzichten und die implizite Gleichung in der Form (3.68) zu ver-
wenden.

FluBlimiter

Bel Verfahren hboherer Ordnung ist es notwendig, zur Vermeidung numerischer
Oszillationen, die durch eine Differenzenbildung Gber Diskontinuititen (z.B.
Verdichtungsstdle) hinweg verursacht werdan, die Verfahrensgenauigkeit lokal
herabzusetzen, um so ein monotones Stofprofil zu erhalten.

Bestandteil solcher Limiter ist eine Sensorfunktion, die starke Strémungs-
gradienten aufspiren soll. Sie steuert dabei abhingig von der Intensitit der
Verdnderungen in der Strémung das Mal der Reduzierung der Verfahrensordmung.
Uber einen Parameter kann die Eapfindlichkeit und damit der Zeitpunkt und
das Ausmaf dieser Reduzierung gesteuert werden. Einzelhesiten zu den verven-
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deten Sensorfunktionen sind Kapitel 3.2.4 zu entnehmen.

Sowohl der Druckverlauf wie auch die wesentlichen Strukturen der Nachlauf-
geometrie (Einschniirung, Absenkung) wurden durch eine Variation der Empfind-
lichkeit der Sensorfunktion innerhalb der untersuchten Bandbreite nicht beein-
fluft. Wird die Sensibilitét jedoch zu stark vermindert, so tritt beil trans-
sonischer Anstrdmung erwartungsgemif eine Verschlechterung des cp-Verhufu
ein. Die Zirkulationsdichteverteilung blieb in allen Fillen identisch.

Eine Abhingigkeit von der Empfindlichkeit der Sensorfunktion konnte jedoch
beim Totaldruckverlust im Nachlauf festgestellt werden. Zwar war in allen
Fillen der Verlauf der Isobaren identisch, d.h. es wurde immwer dis gleiche
Randwirbellage angezeigt, Differenzen traten jedoch in der Hohe des Total-
druckverlustes auf. Mit fallender Sensibilitat der Sensorfunktion nahm der
Totaldruckverlust im Wirbelinneren ab und war am geringsten, werm keine Limi-
tierung stattfand. Das hdhere Dissipationsniveau der Schemata niederer Ord-
nung (vgl. Kap. 3.2.3) wirkt sich also im gesamten Nachlauf aus.

5.4,3 Einfluf des Fernfeldrandes

Die ersten Ergebnisse mit dem beschriebenen Wake-Capturing-Verfahren wurden
fir den zwelblattrigen Modellrotor nach Caradonna & Tung auf einem Netz eor-
zoeugt, wie es in Bild 4.3-1 dargestellt ist [41,44]).

Es besitzt eine O-0O-Topologie und eine zylinderfdrmige Aufenkontur. Die Abmes-
sungen betragen 24 Blattiefen im Durchmesser und 8 Blattiefen oberhald sovie
ebensoviele unterhalb der Rotorkraeisscheibe. Cemessen an den RetzgréBan zur
Berechnung der Umstrdmung um einen Flagel, oder auch verglichen mit den Retzen
anderer Autoren zur Berechnung der Hubschrauberrotorstrdmung mit einem Wake-
Capturing-Verfahren besitzt dieses Netz im Prinzip eine recht grofe Ausdehnung.

In Bild 5.4-18 ist exemplarisch die Druckverteilung for den Testfall Ma=0.813
und @, =5° gezeigt. Sie welst eine passable (bereinstimmung mit den MeBwerten
auf. Abweichungen zeigen sich jeweils im Nasenbersich, wo die unzureichends
Wiedergabe des Druckabfalles auf die zu grobe Diskretisferung gurdckzufdhren
ist. Unbefriedigend ist weiterhin die errechnete Druckverteilung an der Blatt-
spitze. Das Ergebnis ist durchaus vergleichbar mit den in Bild 5.3-1 gezeigten
Resultaten.

Ein Blick auf die Geschwindigkeitsvektoren in einer Ebene senkrecht zur Rotor-
kreisscheibe offenbart jedoch einen erheblichen Nachtell des verwendeten Net-
zes (Bild 5.4-19). Die sich absenkenden Wirbel erreichen schon nach kurzer
Zeit den unteren Netzboden. Da dieser nicht durchstrémt werden kann, kommt
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GréRenordnung bis zum Wert von CFL,,.,, = 100 erhdht. Als Sensor diente noch
die Ausfihrung nach Gl1.(3.62) mit identischen Sensor- und Reaktionsgrdfen.

Die eingetragenen Kurven bezeichnen den im jewelligen Iterationsschritt auf-
getretenen maximalen lokalen Fehler nach Gl.(5.13) (untere Kurve) sowie die
Abweichung von der ungestdrten Anstrdmung nach Gl.(5.14) (obere Kurve).

Im ersten Bildpaar (CFlLy.,, = 1) erkennt man praktisch keinen Unterschied
zwischen dem Lauf mit und ohne Einbezichung wvon s". Dies liegt daran, dal
der Anteil (I/At),,,., der im Bedarfsfall zu den Hauptdiagonalelementen hin-
zuaddiert wird, gréRer ist, als der schadliche Einfluf von s” auf die Neben-
diagonalelemente, so daf dieser gar nicht zum Tragen kommt. AuBerdem ist der
Sensor in diesem Fall so empfindlich, daR ein GroBteil der Zellen auch ohne
die Einbeziehung von s" als vermeintlich kritisch eingestuft wird. Dies ver-
bessert zwar die Konditionierung der Koeffizientenmatrix, geht aber zulasten

der Konvergenzrate, wie bereits im vorigen Abschnitt gefunden wurde.

Anders sieht es aus, wenn der kritische Zeitschritt vergrdBert wird. Bei Ein-
beziehung von s" fohrt bereits ein w von 0.5 zur Divergenz des Verfahrens, da
die eingeleiteten Stabllisferungsmafnahmen hier bereits nicht mehr ausreichen,
wohingegen im anderen Fall dieser Effekt erst bel w=0.9 aufcritt.

Da, wle gezeigt, ein grdRerer Unterrelaxationsfaktor zu elnem beschleunigten
Erreichen des konvergenten Zustandes und damit zu einer Verminderung der
Rechenzeit fuhrt, ist die Einbeziehung von s™ von grofem Nachteil. Dem stehen
keinerleil Vorteile gegendber, wie sich auch bei weiteren Testrechnungen mit
einem 3D-Rotor zelgte. Es wurde daher dazu dbergegangen, auf die Einbeziehung
von S" zu verzichten und die implizite Gleichung in der Form (3.68) zu ver-

wenden,

Fluflimiter
Bei Verfahren héherer Ordnung ist es notwendig, zur Vermeidung numerischer
Oszillationen, die durch eine Differenzenbildung tber Diskontinuititen (z.B.
Verdichtungsstbifa) hinweg verursacht werden, die Verfahrensgenauigkeit lokal

herabzusetzen, um so ein monotones StoBprofil zu erhalten. '
Bestandteil solcher Limiter ist eine Sensorfunktion, die starke Strdmungs-
gradienten aufspdren soll. Sie steuert dabei abhingig von der Intensitat der
Verdnderungen in der Strdémung das Maf der Reduzierung der Verfahrensordnung.
Uber einen Parameter kann die Empfindlichkeit und damit der Zeitpunkt und
das Ausmaf dieser Reduzierung gesteuert werden. Einzelheiten zu den verwen-
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deten Sensorfunktionen sind Kapitel 3.2.4 zu entnehmen.

Sowohl der Druckverlauf wie auch die wesentlichen Strukturen der HNachlauf-
geometrie (Einschndrung, Absenkung) wurden durch eine Variation der Empfind-
lichkeit der Sensorfunktion innerhalb der untersuchten Bandbreite nicht beein-
fluBt. Wird die Sensibilitat jedoch zu stark vermindert, so tritt bel trans-
sonischer Anstrdmung erwartungsgemif eine Verschlechterung des cp-Verlaufes
ein. Die Zirkulationsdichteverteilung blieb in allen Fidllen identisch.

Eine Abhingigkeit von der Empfindlichkeit der Sensorfunktion konnte jedoch
beim Totaldruckverlust im Nachlauf festgestellt werden. Zwar war in allen
Fallen der Verlauf der Isobaren identisch, d.h. es wurde immer die gleiche
Randwirbellage angezeigt, Differenzen traten jedoch in der Hohe des Total-
druckverlustes auf, Mit fallender Sensibilitat der Sensorfunktion nahm der
Totaldruckverlust im Wirbelinneren ab und war am geringsten, wenn keine Limi-
tierung stattfand. Das hbhere Dissipationsniveau der Schemata niederer Ord-

nung (vgl. Kap. 3.2.3) wirkt sich also im gesamten Nachlauf aus.

5.4.3 EinfluR des Fernfeldrandes

Die ersten Ergebnisse mit dem beschriebenen Wake-Capturing-Verfahren wurden
fiar den zweiblattrigen Modellrotor nach Caradonna & Tung auf einem Netz er-
zeugt, wie es in Bild 4,.3-1 dargestellt ist ([41,44].

Es besitzt eine 0-0-Topologle und eine zylinderférmige AuRenkontur. Die Abmes-
sungen betragen 24 Blattiefen im Durchmesser und 8 Blattiefen oberhalb sowie
ebensoviele unterhalb der Rotorkreisscheibe. Gemessen an den Netzgrbfen zur
Berechnung der Umstrdmung um einen Fligel, oder auch verglichen mit den Netzen
anderer Autoren zur Berechnung der Hubschrauberrotorstrdmung mit einem Wake-

Capturing-Verfahren besitzt dieses Netz im Prinzip eine recht groBe Ausdehnung.

In Bild 5.4-18 ist exemplarisch die Druckverteilung fidr den Testfall Ma=0.815
und 6, ~5° gezeigt. Sie weist eine passable (bereinstimmung mit den MeBwerten
auf. Abweichungen zeigen sich jeweils im Nasenbereich, wo die unzureichende
Wiedergabe des Druckabfalles auf dle zu grobe Diskretisierung zurdckzufidhren
ist. Unbefriedigend ist weiterhin die errechnete Druckverteilung an der Blatt-
spitze. Das Ergebnis ist durchaus vergleichbar mit den in Bild 5.3-1 gezelgten

Resultaten.

Ein Blick auf die Geschwindigkeitsvektoren in einer Ebene senkrecht zur Rotor-
kreisscheibe offenbart jedech einen erheblichen Nachteil des verwendeten Net-
zes (Bild 5.4-19). Die sich absenkenden Wirbel erreichen schon nach kurzer

Zeit den unteren Netzboden. Da dieser nicht durchstrémt werden kann, kommt
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es zu einem Aufstau, AuBerdem erkennt man, daB auch der seitliche Rand zu

einer Beeintrachtigung der Wirbelbewegung beltragt.

In Bild 5.4-20 ist die zeitliche Entwicklung des Auftriebsbelvertes aufgetra-
gen. Nach einem sehr rasch erreichten lokalen Minimum wichst der Auftrieb
infolge der beginnenden Absenkung wieder an. AnschlieRend sinkt er jedoch
kontinuierlich ab, was darauf hindeutet, daR sich nun vermehrt Rezlirkulations-
effekte einstellen.

Die beschriebenen Effekte lassen sich auch sehr gut an der zeitlichen Ent-
wicklung des Totaldruckverlustes im Nachlauf ablesen (Bild 5.4-21).

Bild 5.4-21a zelgt die beginnende Absenkung des Anfahrwirbels, wobel man
jedoch bereits die blockierende Wirkung des Netzrandes erkennen kann. Im
nichsten Bild (Bild 5.4-21b) hat der Anfahrwirbel seine tiefstmdgliche Lage
erreicht und der Totaldruckverlust im Nachlauf beginnt anzustelgen und sich
auszuwelten. Bis zum Ende der Iteration verstirkt sich dieser Effekt erheb-
1ich und hat auch den Bereich oberhalb der Rotorkreisscheibe erfaft (Bild
5.4-21c).

Bild 5.4-22 zeigt die zugehSrige Zirkulationsdichteverteilung, die ihrerseits

die Unzuldnglichkeit des verwendeten Netzes unterstreicht.

In Anbetracht aller durch das zu kleine Netz hervorgerufenen unerwinschten
Effekte infolge einer starken Blockierung des Nachlaufes i{st es umso erstaun-
licher, daf die errechnete cp-Verteilung ein einigermalen brauchbares Niveau
besitzt. In Bild 5.4~18 war jedoch bewuft die Situation zu dem Zeitpunkt dar-
gestellt worden, an dem die Auftriebsbeiwerte nach Beginn der Absenkung ihr
lokales Maximum erreicht hatten. Vergleficht man dagegen den Druckverlauf am
Ende der Iteration, korrespondierend zu Bild 5.4-21c, so erkennt man ein Ab-
nehmen vor allem der Unterdricke auf der Oberseite (Bild 5.4-23), wie es auch
durch die Verlaufe der integralen Werte in Bild 5.4-20 angezeigt wird.

Es ist auffallig, daf die Verschlechterung in den Druckverlaufen erst nach und
nach infolge der auftretenden Rezirkulation auftrat, und 7nicht bereits durch
die falsch berechnete Nachlaufgeometrie verursacht wurde.

Dies zeligt, daf die fir die Ermittlung der lokalen Krafte und Momente notwen-
dige Druckverteilung nur in einem sehr geringen Umfang von den alteren Wirbel-
anteilen abhidngt, sondern im wesentlichen vom Geschehen im unnit:tqlbaran
Blattnahbereich gepragt wird. Dies bedeutet, daf das induzierte Strdmungsfeld

in erster Linie von den Nachlaufwirbeln des vorlaufenden Blattes bestimmt wird.

Nichtsdestoweniger haben die in diesem Kapitel dargestellten Ergebnisse deut-
lich die Notwendigkeit der Verwendung wesentlich grdBerer Netze gezeigt, um
eine Beeintradchtigung der Wirbelausbreitung zu vermeiden.
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5.4.4 Blockstrukturierte Netze

In Kapitel 4.4 war die Generierung blockstrukturierter Netze beschrieben wor-
den. Die Untersuchung lhrer Eignung fir die Berechnung der Hubschrauberrotor-
strémung erfolgte anhand des transsonischen Testfalles mit Ma,,, = 0.815 und
8. =5°. Der Diskretisierungsgrad entsprach dabei in der Regel dem der groben
Netze aus Kap. 5.4.1.

Im ersten Versuch wurden die in Bild 4.3-9 und Bild 4.3-10 dargestellten Netze
verwendet.

Die Ergebnisse erfilllten die Erwartungen jedoch ganz und gar nicht. Wie man
in Bild 5.4-24 fir das zylinderfdrmige Netz erkennt, senkte sich der Randwir-
bel daberhaupt nicht ab, der Ubergang zwischen den beiden Netzbldcken scheint
wie eine nahezu undurchlissige Wand zu wirken. Ein analoges Bild vermittelt
die Zirkulationsdichte (Bild 5.4-25).

Das gleiche Phinomen ergab sich auch bel Verwendung des elliptischen Grund-

netzes.

Dies war umso erstaunlicher, als in beiden FAllen die Durchstrémfliche aus
dem oberen in den unteren Netzblock mit dem zweifachen Rotordurchmesser geo-
metrisch ausreichend groR bemessen worden war, so dal eine Behinderung der
Wirbelausbreitung nicht hiitte auftreten dirfen, wie man in Bild 5.4-24 deut-
lich sieht, AuRerdem war sichergestellt, daf die Randbedingung an der Block-
grenze ein ungestdrtes Durchstrimen ermdglichte.

Die Ursache fand sich schlieBlich in der GrdRe des angesetzten Blockes im
Rechenraum. Entsprechend Bild 3.5-1 betrdgt die Anzahl der Volumina in £ -
Richtung 131 - 1,2 » in - Richtung jn_“ =1 und in ¢ - Richtung kn_“ -koax-
Die schraffierten Flachen kennzeichnen die Ebenen, in denen als Randbedingung
die frele Anstrdmung definiert wurde.

In den verwendeten Netzen wurde die Zellenzahl in £ - und in p-Richtung zu
klein gewahlt. Das bedeutet, daB nicht allein die geometrische, sondern vor
allem auch die numerische Ausdehnung des angesetzten Blockes von groRer Wich-
tigkeit ist.

In den beschriebenen Fillen war der numerische Abstand zwischen zwei Grenzen,
an denen die ungestdrte Strdémung als Randbedingung vorgeschrieben wurde, zu
gering, so daR nahezu keine Strdmungsgradienten errechnet wurden. Anders als
z.B. die Vorgabe einer festen, parallelen Wand bei einer Kanalstrémung wirkte

die freie Strdmung in diesem Fall blockierend.

Mit der Generierung der in Bild 4.3-11 und 4.3-12 dargestellten Netzes konnte

dieses Problem beseitigt werden. Die Ergebnisse zeigen nun eine weitestgehende
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Ubereinstimmung zu den Resultaten auf den global erweiterten Netzen (vgl.
Kap. 5.4.1), wobel die Blockgrenze nun ungehindert durchstrdmt wird und sich
die Absenkung des Randwirbels in den bekannten Gr3fenordnungen bewegt (Bild
5.4-26). Die Einschnirung wird allerdings, auch im Vergleich zu den groben
Netze, etwas zu gering wiedergegeben. Die Druckverteilung entlang der Blatt-
oberflache entspricht den Ergebnissen auf den global erwelterten Hetzen und
ist der in Bild 5.4-1 gezelgten vergleichbar.

Aufgrund der notwendigen Erweiterung des Rechenraumes fir den unteren Netz-
block lag die Rechenzeitersparnis nicht mehr ganz so hoch, wie bei den zuerst
verwendeten Blocknetzen, betrug aber immerhin noch fast 30% gegemiber einem

vergleichbaren global erweiterten Netz.

Bei Betrachtung des Totaldruckverlustes im Nachlauf stellt man allerdings doch
zwel signifikante Unterschiede zu den in Kap 5.4.1 beschriebenen Ergebnissen
fest. Zum einen ist die angezeigte Einschnirung wesentlich geringer und das
Gesamtniveau des Totaldruckverlustes deutlich hdher als in den vergleichbaren
Berechnungen mit global erweliterten Netzen (Bild 5.4-27). AuRerdem nahm der
Totaldruckverlust im Nachlauf mit fortschreitender Iterationszahl kontinu-
ierlich zu.

Die Ursache liegt vor allem in der Nahe des Fernfeldrandes im Bereich seit-
lich und oberhalb der Rotorkreisscheibe. Der fehlende seitliche Abstand fihrt
dazu, daf die aufwiarts gerichtete Strdmung in diesem Bereich wie in einem
Kanal senkrecht nach oben gefihrt wird, was in Bild 5.4-28 gut zu erkennen
ist. Daher fehlen in diesem Bereich die notwendigen einwarts gerichteten
Geschwindi{gkeitskomponenten. Es 1st aus diesem Grunde empfehlenswert, den
unteren Netzblock mindestens auf Hshe der Rotorkreisebene anzusetzen. Der
Bereich oberhalb des Rotors bildet aufgrund der Undurchlassigkeit der Fern-
feldgrenzen sozusagen das Reservoir fir die durch die Rotorkreisscheibe nach
unten strdmenden Luftmassen. Je kleiner der zu Verfigung stehende Raum ist,
desto hthere Verluste entstehen mit der Zeit im gesamten Rechenraum und sind
demzufolge auch im Nachlauf spdrbar. Im allgemeinen ist dieser Effekt inner-
halb des betrachtungswirdigen Zeitraumes jedoch unkritisch, so daR aufer
einem Anwachsen des Totaldruckverlustes keine bedeutenden Auswirkungen ent-
stehen. Nichtsdestoweniger sollte aber auch fir diesen Fall eine Modifizie-
rung der Fernfeldrandbedingungen, z.B. in dem von Hertel [49} vurgeschlagéﬁénui

Sinne, untersucht werden, um ein Einstrdmen in den Rechenraum zu ermdglichen.

Trotz dieser noch bestehenden, geringen Probleme bieten die Blocknetze auf-
grund des geringeren Rechenaufwandes eine brauchbare Alternative zu den glo-
bal erweiterten Netzen.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ausgehend von einem bestehenden
Algorithmus zur Ldsung der instationiren Eulerschen Bewegungsgleichungen
fur Festfldgelkonfigurationen ein Verfahren zur Berechnung des Strémungs-
feldes eines Hubschrauberrotors entwickelt.

Ein besonderes Merkmal des Verfahrens ist die Betrachtung des Blattnachlau-
fes als Tell der Lisung, so daR die fir die Hubschrauberaerodynamik typische
Blatt-Nachlauf-Interferenz Iimplizit, d.h. ohne Zuhilfenahme eines extermen
Wirbelmodells wiedergegeben wird. Eine solche Vorgehenswelise wird als Wake-
Capturing-Methode bezeichnet,

Der dem Verfahren zugrundeliegende Algorithmus gehdrt zu der Klasse der sog.
Upwind-Schemata, bei denen sich die Differenzenbildung an dem aktuellen, loka-
len Stromungszustand, d.h. an der charakteristischen Stérungsausbreitungsrich-
tung orientiert. Dies bietet den Vortell, daR die fir dle numerische Stabilitat
erforderliche kinstliche Dissipation in einer dem tatsichlichen physikalischen
Strdmungszustand angepaBten, natdrlichen Weise tber den Abbruchfehler der
Differenzengleichung implizit enthalten ist und nicht von aufen eingebracht
werden muB. Dies macht das Verfahren sehr robust.

Ausgangspunkt des Algorithmus ist eine Finite-Volumen-Diskretisierung der
integralen Form der Euler-Gleichungen unter Verwendung der konservativen
Strdmungsvariablen. An der gemeinsamen Zellflache zweler benachbarter Volumina
wird basierend auf der Theorie der Charakteristlkenmethode ein eindimensio-
nales Riemann-Problem approximativ geldst. Die Anfangszustande links- und
rechtsseits der betrachteten Fliche werden durch eine an den lokalen Eigen-
werten orientierte, charakteristische Extrapolation hdherer Ordnung aus den
Werten der Strdmungsgrdofen in den benachbarten Volumina gebildet. Durch Ver-
wendung der instationidren Formulierung auch fir ausschlieRlich stationire
Probleme behalten die Euler-Gleichungen in allen Geschwindigkeitsbereichen
ihren hyperbolischen Charakter. Die zeitliche Dimension stellt dabei die
Iterationsrichtung dar. Im konvergenten Endzustand geht die zeitliche Veran-
derung der Strdmungsvariablen gegen Null,

Zur Beschleunigung der Berechnung wurde der Lbsungsalgorithmus von einer zu-
nichst expliziten auf eine implizite Formulierung erwefitert. Die Invertierung
der Koeffizientermatrix der linken Gleichungsseite erfolgt m.H. eines Punkt-
GauB-Seidel-Relaxationsalgorithmus.

Im Schwebe—, bzw. Steig-~ oder Sinkflug eines Hubschraubers 1aRt sich der Strs-
mungszustand vor jedem der vorhandenen Rotorblitter als zeitlich konstant

betrachten, wenn man von einem blattfesten Koordinatensystem ausgeht. Dies
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wurde in der vorliegenden Arbeit vollzogen, wobei sowohl ein zylindrisches
als auch ein kartesisches Koordinatensystem verwendet wurde. Letzters bietet
geringfigige Rechenzeitvorteile. Anschliefend wurden die Bewegungsgleichungen
in ein rechennetzangepaktes, krummliniges Koordinatensystem Gberfihrt.

Durch die Transformation der Gleichungen von einem Inertial- auf ein nicht
gleichférmig mitbewegtes System sind zusatzliche Beschleunigungen, die aus
der Zentrifugal- und aus der Corfoliskraft resultieren, auf der rechten Seite
der Euler-Glefchungen zu bertcksichtigen.

Im Laufe der Arbeit stellte sich heraus, dak der Antell der Rotationsgeschwin-
digkeit aus den Ldsungsvariablen und aus den FluBtermen der Impuls- und der
Energiegleichung eliminiert werden multe, da sonst die fundamentale Anforde-
rung an das numerische Verfahren, die unverinderte Reproduktion der ungestor-
ten freien Anstrdmung, nicht erfdllt werden konnte. Die Euler-Gleichungen
wurden dazu von den relativen auf absolute GrdBen, die denen des Inertialsy~-
stems entsprechen, umgeschrieben.

Fir die Zukunft bietet sich im Hinblick auf die Berechnung des instationiren
Vorwartsfluges an, auch den stationiren Flugzustand in einem Inertialsystem
zu behandeln. Die Drehung des Rotors kann dann Uber die Netzbewegung in Form
zeltabhingiger Terme in den Transformationsbeziehungen vom kartesischen oder
zylindrischen auf das krummlinige System Beridcksichtigung finden.

Die Anwendung der Wake-Capturing-Methode erfordert die Erzeugung in sich
geschlossener Rechennetze, da der gesamte Nachlauf auf dem Weg zum nachfol-
genden Blatt erfaRt werden muf. Dadurch wird der zu diskretigierende Raum
entsprechend groB. In der vorliegenden Arbeit wurden Netze mit 0-O-Topologie
verwendet, die den Vorteil bieten, in dem relevanten Blattnahbereich eine
sehr gute Aufldsung bel vergleichsweise geringer Gesamtpunktzahl und damit
geringen Rechenaufwand zu ermdglichen. Nachteilig wirkt sich jedoch aus, daR
sich die Diskretisierung auch entlang des Wirbelpfades vergrdbert und der
Nachlauf dadurch einer erhdhten Diffusion unterliegt.

Der Rechenraum wurde bis zur Rotordrehachse hin ausgedehnt, wodurch auch die
Betrachtung des inneren Randwirbels sowle der gesamten Wirbelschicht ermég-
licht wurde.

Die Berechnungsergebnisse des entwickelten Wake-Capturing-Verfahrens wiirden
an efner Relhe von sub- und transsonischen Testfidllen dberprift und mit den
Messungen von Caradonna & Tung fir einen zweiblattrigen Modellrotor verglichen.
Die errechneten Druckverteilungen entlang der Blattoberfliche zeigten dabei
eine sehr gute Ubereinstimmung mit den MeBwerten, solange Reibungseinflisse
vernachldssigbar klein waren. Schwichen zeigte das vorliegende Verfahren in
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der Wiedergabe des Blattspitzenverlustes, der beil allen betrachteten Testfal-
len zu groR ausfiel. Variationen in der geometrischen Ausgestaltung des Blatt-
endes sowie in der lokalen Diskretisierung brachten nicht die gewinschten
Verbesserungen. Die Frage nach der Ursache dieser Diskrepanz zwischen Theorie
und Experiment konnte in der vorliegenden Arbeit nicht abschliefend beant-
wortet werden. Anzelchen sprechen jedoch dafir, daR Diffusionseffekte beim
Wirbeltransport dazu fihren, daf der auf das Blatt auftreffende Randwirbel
des vorlaufenden Blattes ein Geschwindigkeitsfeld induziert, das gewisse Ab-

welchungen von der Realitat aufwelst.

Der Vergleich mit anderen bereits existierenden Verfahren zur Berechnung der
stationdiren Roterblattumstrémung zeigte deutliche Genauigkeitsvorteile in der
Druckverteilung gegeniiber den Verfahren, die mit einem allgemeingiltigen
Nachlaufmodell gekoppelt sind. Gegentber den bestehenden Wake-Capturing-Ver-
fahren ergaben sich z.T. bessere, z.T. gleichwertige Ergebnisse. Stirke und
Lage des Verdichtungsstofes wurde mit den fir reibungslose Verfahren Gblichen
Abweichungen wiedergegeben, die bei den Navier-Stokes-Methoden im allgemeinen
nicht auftraten. Die qualitativ besten Resultate wurden von Srinlvasan et al.
[61] erzielt, deren Rechennetz jedoch mehr als die finffache Zellenzahl der
in der vorliegenden Arbeit verwendeten besaB, und deren Berechnung daher einen

erheblich hdheren Rechenaufwand erforderte.

Ein Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit wurde auf die Darstellung des von dem
Euler-Verfahren berechneten Nachlaufes gelegt, um s0 zum Verstdndnis der Vor-
ginge im Strdmungsfeld eines Hubschrauberrotors und deren Wledergabe durch ein
diskretes numerisches Verfahren beizutragen.

Es zeigte sich eine ausgezeichnete Ubereinstimmung der theoretisch bestimmten
Einschnirung der &uBeren Randwirbeltrajektorie mit den empirischen Vergleichs-
daten dber eine Entfernung von mehr als 15 Blattiefen unterhalb der Rotorkreis-
scheibe.

Andererseits erwles sich aber auch die durch elne teilweise recht grobe Raum-
diskretisierung verursachte Dissipation als sehr hoch, was zu einer starken
Aufweitung der anfanglich konzentrierten Wirbel und zu einem raschen Abbau der
Extrema in den Strémungsgrdfen, wie z.B. Zirkulationsdichte und Totaldruck-
verlust, im Wirbelkern fihrte. Umso erstaunlicher ist jedoch die Tatsache,
daf die Einschnirung trotz dieser starken Diffusionseffekte richtig wiederge-
geben wurde und erst bei Verwendung sehr grober Netze und dem damit verbun-
denen weiteren Anstieg der Dissipation eine merkliche Beeintrichtigung erfuhr.
Was den Erhalt der Drehung im gesamten Nachlauf angeht, so konnte zum einen
festgestellt werden, daf die vom Blatt an das Feld abgegebene Zirkulation dber
der gesamten Blattlange betrachtet Null ergibt, da sich rechts- und linksdre-
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hende Zirkulation aufheben. Der &uBere Randwirbel allein besitzt dabel eine
Starke, die dem Maximum der blattgebundenen Zirkulation, das bel einem radial
verdnderlich angestrdmten Rotorblatt in der Nihe der Blattspitze liegt, ent-
spricht. Andererseits zeigte jedoch die Integration der induzierten Geschwin-
digkeit entlang einer geschlossenen Kurve einen Zuwachs an Gesamtzirkulation
im Nachlauf mit zunehmender Ausdehnung des Integrationsgebietes unterhalb der
Rotorkreisscheibe. Auch fir diesen Effekt sind vermutlich Diffusionserschei-
nungen verantwortlich.

Bei allen Untersuchungen beziglich der Struktur des Nachlaufes muf dem Umstand
Rechnung getragen werden, dal die O-Netz-Topologie die Interpolation der in
den Volumina errechneten Strdmungsgrdfen auf die zur Darstellung verwendeten
Referenzebenen erforderlich macht. Auf diesen wiederum muf zur Auftragung von
Isolinien ein regulares Aufpunktsraster verwendet werden. Durch diese MaBnah-
men werden die tatsichlichen Ergebnisse verfidlscht, und insbesondere die Ex-
trema werden nur zufillig oder in unzureichender Stiarke erfaft. Eine quanti-
tative Analyse ist daher nur bedingt mdglich. Hier sollte in der Zukunft unbe-
dingt das gesamte Post-Processing verbessert werden, um zu einer objektiveren

Darstellung der Ergebnisse zu gelangen.

Neben der Auftragung der Nachlaufstruktur in verschiedenen Referenzebenen vor
und hinter dem betrachteten Rotorblatt fir den stationfiren Endzustand wurde
auch deren zeitliche Entwicklung betrachtet und qualitativ mit dem realen
Anfahrprozef eines startenden Rotors verglichen. Auch hier zeligte sich eine
sehr gute prinzipielle (bereinstimmung zwischen Theorie und Praxis, die darauf
hindeutet, daf die grundsatzlichen Mechanismen zur Generierung des Nachlaufes
und zur gegenseitigen Interferenz zwischen jungen und alten Nachlaufstrukturen
von einem Euler-Verfahren sehr gut wiedergegeben werden kénnen. Insbesondere
diente die nihere Untersuchung des numerischen Anfahrvorganges auch dazu, die

Exgebnisse fdr den quasi-stationiren Endzustand besser zu interpretieren.

Es wurde aber auch deutlich, dal der Iterationsprozef eine sehr lange Zeit
in Anspruch nimmt, da beim Ausgehen von der freien Anstrdmung als Anfangsbe-
dingung dieser Anfahrprozef von einem Wake-Capturing-Verfahren grundsatzlich
mitsimuliert wird, und demzufolge elne betrachtliche Zeit vergeht, bis die
Anstrombedingungen vor dem betrachteten Blatt einigermafen konstant sind. Die-~
se Problematik schlagt besonders stark zu Buche, wenn sehr feine Rechennetze
verwendet werden, die ihrerseits ohnehin eine hohe Rechenzeit erfordern.

In Einzelfallen stellt der Ubergang auf grobere Netze eine Alternative dar,
da je nach Anwendungsfall die EinbuBen in der Qualitit der Ldsung vertretharx
sind. Insgesamt aber sollte nach Méglichkeiten gesucht werden, den numerischen

Anfahrprozef zu umgehen oder zu verkirzen. Ansitze in dieser Richtung bleten
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z.B. die Grid-Sequence-Methode, die Implementierung von Fernfeldridndern, die
durchstrémt werden kdnnen, oder die Vorgabe von Anfangs- und Randbedingungen,

die aus der stationiren Ldsung eines linearen Verfahrens ermittelt wurden
(vgl. z.B. [49]).

Um die Ausbreitung des Nachlaufes nicht zu behindern, sind die AusmaBe des
diskretisierten physikalischen Raumes ausreichend groR zu wihlen. Dies be-
triffc insbesondere den Bereich der Wirbelabsenkung unterhalb der Rotorkreis-
ebene, aber auch den seitlichen Abstand zum Fernfeldrand. Bei Verwendung
elnes O-Netzes ist im Prinzip nur eine Ausdehnung des physikalischen Raumes
in allen Richtungen m&glich. Dieser kann aber in seinem AuBenbereich grob
diskretisiert werden, da eine Wirbelbeeinflussung durch erhdhte Dissipation
in diesen Regionen keinen Einfluf auf das Ergebnis am Blatt hat.

Alternativ ist auch die Verwendung blockstrukturferter Netze sinnvoll, bei
denen ein angesetzter Netzblock mit H-Topologie den Raum unterhalb des Blat-
tes erweitert. Dlese Variante ermdglicht eine etwas geringere Netzpunktzahl
und reduziert damit den Aufwand, aber auch in diesem Fall darf der den Rotor
umschlieBende Grundkdrper nicht zu klein gewahlt werden.

Als zukinftige Aufgaben hinsichtlich der Weiterentwicklung des vorliegenden
Verfahrens sind Verbesserungen in der Wiedergabe des Druckverlaufes an der
Blattspitze sowie im Rechenzeitbedarf winschenswert. Auch die Methoden zur
Netzgenerierung und vor allem das Post-Processing sind verbesserungswirdig.
Weltere Aufmerksamkeit sollte der Untersuchung der Nachlaufstruktur gewlidmet
werden. Hierzu gehdrt auch elne noch tiefer gehende Auswertung bereits vor-
handener Ergebnisse.

Auch der EinfluR der Netzstruktur und der Netztopologie Iinsbesondere auf den
Wirbeltransport sollte intensiver untersucht werden. Es ist nicht auszuschlie-
Ben, daf z.B. die ungenaue Wiedergabe des Druckverlaufes an der Oberseite im
Blattspitzenbereiches auf eine zu hohe Diffusion, die durch die O-Netz Topo-
logie verursacht wird, zurickzufidhren {st.

Alsdann ist dle Erweiterung des Verfahrens auf den instationdren Vorwiartsflug
und eine weitere Verifikation an Testfdllen mit komplexerer Rotorgeometrie
in Bezug auf Blattanzahl, Verwindung, Profilierung, Blattspitzengrundrif etc.
eln niAchster loglscher Schritt in der Fortfihrung der vorliegenden Arbeit.
Langfristig bietet das Verfahren in der gegenwdrtigen Ausfdhrung auch die
Moglichkeit einer einfachen Erweiterung um die Reibungsterme und damit den
Ubergang auf einen Navier-Stokes-Algorithmus, was auch im Hinblick auf die

Behandlung der Probleme am ricklaufenden Blatt im schnellen Vorwartsflug
erforderlich ist.
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A.l Herleitung der Eulerschen Bewegungsgleichungen fdr absolute Stxrdmungs-
variablen aus den Grundgleichungen im mitbewegten relativen System

Es wird an dieser Stelle nur das kartesische Koordinatensystem betrachtet,
die Herleitung fdr zylindrische Koordinaten verliauft analog.

Nach der Herleitung am finiten Kontrollvolumen und Ubergang auf die differen-
tielle Schreibweise ergibt sich im mitbewegten kartesischen Bezugsystem die

Grundform der konservativen Euler-Gleichungen zu:

k)

8¢ , JE , OF 3 _
3 * i *t 3y + 32 K (2.17)
mit
pu v oW )
pu? +p puv puw X) (2v+wx)
E = pvu , F=| pv24+p , G = pvw , K = pw | —(2u-wy)
pwu pwv pwl +p 0
phu phv phw w(ux+vy)
(2.11/2.16)

und dem Lasungsvektor der relativen Strémungsgréfen:

$ = (p,pu,pv,pw,e)t
Der Ubergang auf absolute Koordinaten sieht die Verwendung der Stérgeschwin-
digkeit g und der absoluten spezifischen Totalenergie pro Volumeneinheit e
vor. Der neue Ldsungsvektor lautet dann:

‘ = (P -PG-P'\—'.P‘-’.;)T

Die modifizierte Impuls- und Energiegleichung ergeben sich m.H. folgender

Umformung:

a) Impulsgleichung

Es ist : q = q ~ (wxr) = u=u+uw ,
Vev-uw |,
Vo=



b)
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Damic lassen sich die Terme der Impulsgleichung in Umfangsrichtung

substituieren zu:

(pu) - (pu), + ouy), = () + opwy
(pul+p), = (puutp), + (puwwy) = (puutp), + (pu) -wy ,
(pUV)y = (pSV)y + (pva)y - (p:_W)y + (pv)y-uy + pvw
(pUW)z = (puwv), + (pwwy)z - (puw)z + (pv) wy
p(2viwx) = 2pvw + pwix

Man erkennt sofort, daf die mit (wy) multiplizierten Terme in ihrer Summe
Null ergeben, da sie exakt die Kontinuitdtsgleichung erfidllen. Der ver-
bleibende Term der dritten Zelle und die Terme des Kraftevektors lassen

sich zu dem Ausdruck pwv zusammenfassen.

Die neue Impulsgleichung in Umfangsrichtung lautet somit:

(pu), + (puutp) + (puv}y + (puw), = puv . (2.34)
Ein v8llig analoges Vorgehen fir die v-Komponente liefert die neue
Impulsgleichung in radialer Richtung zu:

(V) + (pVu) + (p3v+p)y + (pvw), - -pu . (2.34)

Die Impulsgleichung in z-Richtung blelbt unveréndert.
Energiegleichung

Es ist : e = & + pw- (Uy-vx) + %-(wr)’

Damit lassen gich die Terme der Energiegleichung substituieren zu:

e - + (pu)twy - (pv)th + pt-‘i(wr)2 ;

(phu)x

((etplu)
((E+p)u) + wy:(puu) - wx:(p¥u) - puvu + (pu) -H(wr)?
+ puwidx

(PhV)y ((e+P)V)y S
((3+p)v)y + ww-(va)y - wx-(m'rv)y + v + (pv), i(wr)?

+ pvwly
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(phw)z - ((e+p)W)z "
= ((EHpIW) + vy~ (o) ~ wx- (W), + (pw), H(ur)?

pui(ux+vy) = puw?x + pvuly

Erneut 148t sich die Kontinuitatsgleichung, die dieses Mal mit *(wr)?
multipliziert ist, abspalten. Weiterhin kirzen sich die belden Anteile
des Krdftevektors gegen entsprechende Anteile der zweiten und dritten
Zeile heraus.
Setzt man

—puvu = - Wy (puv) - puvu

und

pLUUV = = wx-(pwﬁ) + pw;G

und erweltert obige Beziehungen um die Druckanteile WY Py~ WY Py und
wx-py-wx-py » 80 lassen sich zusatzlich die mit (wy) multiplizierte
Impulsgleichung in Umfangsrichtung und die mit (~wx) multiplizierte Im-

pulsgleichung in radialer Richtung abspalten.

Damit bleibt letztlich dbrig:

Et + (Zu+1pﬁ)x + ('e-v-l-p\—r)y + ((Eﬂ:.)w)z -0
oder (2.34)

e, + (pﬁu—oyp)x e 2 (pEv-i-wxp)y & (,c:i;w)z - 0
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A.2 Metrik der Koordinatentransformation

Die Berechnung der metrischen Terme aus Gl1.(2.36) erfolgt m.H. der Elemente
der Jacobimatrix der inversen Abbildung (nach Lit.[71]). Sei

ak.n.8)

T a(x.y.z)
die Jacobimatrix der Abbildung des physikalischen auf den Rechenraum, so ist

a(x,y,2

-1
I =@

die Jacobimatrix der inversen Abbildung und es gilt:

€, € € x, x x|
x y 'z §€ ¢
Ty Tz | T |7 Ya Y
X 'y 'z ¢ *m %

Mit

o
)

|91

folgt daraus:

™|
1

x = OpZe¥eZp) = Péc

y = K2 %%) y

(xnyc-xryn) - D5, a

™M v
t I

=3
1

30
1

y = (XeZc%cZe) = Dony

z = KeYeXe¥e) = Domy

<3|
t

bl
1

x = ey VyZe) e

%)
1

(xnzf-xezn) = D-¢ i

1]
1

z (xfyn_xnyE) - Dbty
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A.3 Bestimmung der charakteristisch gemittelten Strémungsgrdfen

Fir jeden Zeitschritt werden an den Zellflidchen jedes Volumens m.H. des in
Kap. 3.2.2 beschriebenen Riemann-L&sers die charakterisch gemittelten konser-
vativen Strdémungsvariablen ermittelt.

Dabei ergibt die Auflésung von Gl.(3.12) am Beisplel eilner £ = konst. Fliche

im kartesischen Ausgangssystem unter Verwendung absoluter Koordinaten fir:

[ 5 ) [ p ] [ » )
1 pu p(u-—wy)
$ = || = |[ov| = | plvtux)
n oW pw
| e ) [ & ) [ ¢ ]

p = pop + Iyl + mym +ngn +ege + 1, + 1,

T = pol€,q+u(p-1)] + T, (WI-€341) + aocﬁ-‘éx'éy) + mg(un-g §) + e,ue +
rl(ﬁ+afx) - rz(ﬁ-afx) ;

m - po[Eya+G(E-1)1 + Ia(GT-ExEy) - Eﬂ(Gﬁ-E;+1) + EQ(GE-EyEz) + e,ve +
r1(5+afy) + rz(;—afy) .

n = po[€,q+w(p-1)] + T, (W1-§ €) + EO(GE-EyEz) + Mg (Wn-£241) + eywe +
ry (whaf ) + r;(w-af)

- 5 i B - T o= - SR

& = o[+ (T + L, Toi-gd) + B (F B-TE ) + 8y (G T4-TE,) +

-2

;og e + rl(ﬁ+aa) + rz(ﬁ—aﬁ)
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mit:

-2 - — -
q = {(u?+viaw?)

[y%]

1 -G T - WS,
B o=

5 - ,

-

-2
Ty = 357 (A [(e-1)7 -aT] + 1 (af ~U(x-1)] + m [af ~¥(x-1)] +

n, [a€ ~w(x-1)] + e;(x-1))

-2
r, = 527 (P2 [(x-1)7 +aq] - 1;[af +u(x-1)] - m,[a?y+3<x-1)1 -

n, (8 +w(x-1)] + e;(x-1)}

& : .5 . L5

g : , e
* Jezsezee ¥ lenene * e

Dabel Bezeichnen die Indices 0,1,z die FuBpunktswerte der konservativen

Stromungsgrofen,

Die Werte Iin den beiden anderen Koordinatenrichtungen ergeben sich, wenn

man £ durch n bzw. { ersetzt.
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A.4 Jacobimatrix des Kraftevektors

Durch Ableitung des KraAftevektors K nach den Elementen des konservativen
L8sungsvektors ergibt sich die Jacobimatrix S.
Mit einer Formulierung von K gemif Gl.(2.49) ergibt damit im zylindrischen

Ausgangssystem:
r 3
0 0 0 0 0
vu -v -u 0 0
g = g—‘: - 21 ¢ @m0 -0 K=l
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
4 4
—2
mit § = (k-1) % '

e
1
~~
x
]
p—
S
c

=
1
~
&
I
-
~
7

Die Multiplikation von § mit dem L3sungsvektor ¢ fihrt wieder auf den Vektor
K, so daR die Homogenitat erfallt ist.
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% l' o a =0
4/’u°

Bild 1.1-1: Anstellwinkel- und Machzahlverteilung dber der Rotorkrelsscheibe
am Beispiel einer BO 105 im Vorwartsflug (nach [1])

Bild 1.1-2: Geschwindigkeitsinduktion durch den Randwirbel des vorlaufenden
Blattes
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Bild 1.1-3: Anderung der Auftriebsverteilung am Blatt durch den EinfluB der
Blatt-Wirbel-Interferenz (qualitativ, Machzahlkonturen in einem
zweldimensionalen Profilschnitt nahe der Blattspitze)

- -
- -

Wirbelschicht

Bild 1.1-4: Schematische Darstellung der Nachlaufstruktur eines Rotorblattes
(nach [2}])
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Bild 2.2-1: Verwendete Koordinatensysteme

(o + %?dz) rdvdr

(pv+§£’dr)(r+dr)dodz

(pu+ %%"dt’) drdz

/

XB—YX pv rdvdz

pu drdz

pw rdvdr

Bild 2.4-1: MassenfluB durch ein infinitesimales Kontrollvolumen im zylin-
drischen Koordinatensystem
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Bild 2.4-2: Vektorielle Zerlegung der Druckkrdfte am Kontrollvolumen beti
Bezug auf eine mittelpunktsorientierte Basis (nach [49])

T ‘ T
é é
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Bild 3.2-1: Nichtlinearer (a) und linearer (b) Riemannléser
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Bild 3.2-2: Charakteristische FluBmittelung
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Bild 3.2-3: Numerisches und analytisches Abhidngigkeitsgebiet
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Bild 3.4-1: Aufteilung der durchstrdaten Zellflidche in zwel Dreiecksflichen
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und Randbedingungen im Indexraum

Bild 3.5-1: Topologie der ve
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Einstrimen Ausstrdmen
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o e
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£ §
Bild 3.5-2: Charakteristische Strémungszustinde am Fernfeldrand
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Bild 4.2-1: Randbedingungen fir elliptischen Netzgenerierungsalgorithmus
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Bild 4.3-1: 0-O - Netz, Bild 4.3-2: 0-0 - Netz,
zylindrische Auflenkontur ellipsoide AuBen—
kontur (110.000 Zellen)
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Bild 4.3-3: 0-0-—Netz, ellipsoide Bild 4.3-4: 0-0-—Netz, ellipsolde
AuBenkontur mit AuBenkontur mit
globaler Erwelterung globaler Erweiterung

(200.000 Zellen) (60.000 Zellen)
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Bild 4.3=5: OberfliAchendiskretisiertes Rotorblatt
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Bild 4.3-6: Blattspitzenbereich

Rotorkreisscheibe

.
.

Bild 4.3-8

Periodizititsebene

Blld 4.3-7;



Bild 4.3~9: Blockstrukturiertes
Netz mit zylinder-
féormigem Grundkérper
(Symmetriebene)
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Bild 4.3-11: Blockstrukturiertes Netz
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Bild 4.3-10: Blockstrukturiertes
Netz mit ellipsoidem
Grundkdrper
(Symmetriebene)

g ///////%fﬁﬁ I,’ n;',
/‘// ///////m ﬂ ' t \
\
ln'\ W
\\\ N RN

Hlll “ll ||||| \\\ \\\\\\\\ .
. Uity TR
il ldllll|||m||||||n‘|‘|‘|‘u‘|“‘\|\|\l\\\\\\\§\\\
l||||||| l}\l}}\\\\\\\'

i ////////: i

//// T
il
llllllll!lll’lllllllllll JHEE e

Bild 4.3-12: Blockstrukturiertes Netz
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Bild 5.1-3: Simulation des Anfahrvorganges mit einem Wirbelleiter—Verfahren

(nach [154])
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Bild 5.1-2: Gegenseitige Beeinflussung der Randwirbel im Nachlauf eines
Hubschrauberrotors (Prinzipskizze nach [153])
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Bild 5.1-6: Einzelner Potentialwirbel Bild 5.1-7: Vier dberlagerte Potential-
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verteilung)
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Bild 5.1-8: Einzelner Potentialwirbel Bild 5.1-9: Vier dberlagerte Potential-

(Zirkulationsdichtevert.)

wirbel (Zirkulationsdichte-
verteilung)
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Bild 5.1-10: Lage der Schnittebenen bezogen auf das betrachtete Blatt
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Bild 5.2-1: Druckverteilung fir den Modellrotor bei Ma,;, =0.52 und 8, =0°
Feines Netz mit 128 x 34 x 25 Zellen
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Bild 5.2-2: Zeitliche Entwicklung der Machzahlverteilung im Profilschnitt
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1p =0.52 und 6, =0°,

Bild 5.2-3: Druckverteilung fir den Modellrotor bei Ma,
Grobes Netz mit 64 X34 x17 Zellen
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b) Ohne Blatt — Nachlauf — Interferenz

Bild 5.2—4: Machzahl- und Druckverteilung auf der Blattoberseite des
Modellrotors bei Ma,, , =0.815 und 6, =5°. Auswirkung der

Blatt — Nachlauf - Interferenz
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Bild 5.2-5: Druckverteilung fir den Modellrotor bei Ma,,, =0.815 und 6, -5°
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Bild 5.2-6: Radialer Verlauf des Auftriebsbeiwertes fir den Modellrotor
bei Haup =0.815 und 6, =5°

a) abgerundet b) abgeschnitten

Bild 5.2-7: Geometrische Ausfihrungen des Blattendes beim Modellrotor
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Bild 5.2-8: Ergebnisse fiur den Modellrotor mit abgeschnittenem Blattende
bei Ma,  =0.815 und 6, ~5°
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Exp. Theorie
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0
berseite X s ey e (5]
Unterseite ) 7

1) feines Netz (128 x 34 x 34 Zellen)
2) grobes Netz ( 64x 34 x17 Zellen)

0.0 0.5 1.0

0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
x/L x/L

Bild 5.2-13: Druckverteilung fir den Modellrotor bei Ma,, 6 ~0.439 und 6, -8°
Vergleich zwischem feinem und grobem Netz
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Exp. Theorie
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Bild 5.2-14: Druckverteilung fir ein NACACO12 - Profil bei Ma=0.5, a=6"
{zweidimensionales Modellproblem)
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Bild 5.2~15: Radialer Verlauf des Auftriebsbeilwertes fir den Modellrotor bei
bei Haup =0.43% und BC-B'
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Bild 5.2-18: Zeitliche Entwicklung der Auftriebsbeiwerte. Vergleich zwischen
feinem und grobem Netz
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Bild 5.2-21: Druckverteilung fir den Modellrotor bei Ma,,, =0.794 und 8, =38°
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Bild 5.2-24: Radialer Verlauf des Auftriebsbeiwertes fiir den Modellrotor bei
bei Ma,, =0.794 und 6, -8°

Bild 5.2-25: Druckvertellung auf der Blattoberselte des Modellrotors bei
Ma,,, =0.877 und 6, ~8°
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Bild 5.2-26: Druckverteilung fir den Modellrotor bei Ma,,, =0.877 und 8. =8¢
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-—.  dr/dS = -0.036
—  dr/ds- 0.000
.e—-.  dI/ds= 0.036

A - 0.006

pirische Vergleichs-
ten nach [137]

Bild 5.2-27: Zirkulationsdichteverteilung im Nachlauf des Modellrotors bei
Ma, . =0.877 und 8, =8, 30° hinter dem Blatt
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Bild 5.2-28: Druckverteilung fur den Modellrotor bei Ma,,, =0.794 und 8. = 12°
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Experiment Vorliegendes Verfahren
X © o
O
Verfahren nach [57) | Verfahren nach [60] !
NS mit Wirbelmodell | NS mit Wirbelmodell
=

0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
x/L x/L
Bild 5.2-32: Vergleich der Ergebnisse des eigenen Verfahrens mit denen

nach [57] und [60] (Navier-Stokes~Verfahren mit Wirbelmodell
gekoppelt)
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Expariment

Vorlisgendes Verfahren
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Verfahren nach [47]
Euler Wake-Capturing

Verfahren nach (61)
NS Wake-Capturing
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Bild 5.2-33: Vergleich der Ergebnisse des eigenen Verfahrens mit denen
nach [47] und [61] (Wake-Capturing-Verfahren auf Basis der

Euler-

bzw. Navier-Stokes-Gleichungen)
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Experiment Vorliegendes Verfahren

x o

Verfahren nach [61)
Euler Wake-Capturing

0.0 0.5 ' 1.0 0.0 0.5 1.0
x/L x/L

Bild 5.2-34: Vergleich der Ergebnisse des eigenen Verfahrens mit denen
nach [61] (Wake-Capturing-Verfahren auf Basis der Euler-
Gleichungen, sehr felnes Netz)
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Bild 5.3-1: Zeitliche Entwicklung des mit dem Wake-Capturing-Verfahren
berechneten Nachlaufes fir den Modellrotor bei Ma,,, = 0.815
und 8, =5° (Zirkulationsdichteverteilung)
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Bild 5.3-1: Zeitliche Entwicklung des mit dem Wake-Capturing-Verfahren
(Forts.) berechneten Nachlaufes fur den Modellrotor bei Ma,, =0.815
und 8, = 5° (Zirkulationsdichteverteilung)
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und 8, = 5° (Totaldruckverlust)
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Bild 5.3-2: Zeitliche Entwicklung des mit dem Wake—-Capturing-Verfahren
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und 6, =5° (Totaldruckverlust)
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Bild 5.3-3: Totaldruckverlust im Nachlauf des Modellrotors bel Ma,,, =0.815
und 6, =5° (mod. Netz ohne metrische Diskontinuitit)
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Bild 5.3-4: Zirkulationsdichteverteilung im Nachlauf des Modellrotors bei Ma,, = 0.794 und 8, =8°
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Bild 5.3-6: Integrationskurven zur Bestimmung der Zirkulation nach Gl.(5.1)
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Bild 5.3-7: Zirkulation des blattgebundenen Wirbels
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Bild 5.3-8: Verlauf der Zirkulation Gber dem Azimuthwinkel (Integrations-

gebiet 1)
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Bild 5.3-9: Verlauf der Zirkulation dber dem Azimuthwinkel (Integrations-
gebiet 2)
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Bild 5.3-10: Zirkulationsinhalt im Nachlauf in Abhangigkeit von der GrdRe
des Integrationsgebietes
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Exp. Theorie =
1)
Oberseite X svaes o 3
------- 1
Unterseite o -
A — - 2)
1) feines Netz - x
1
2) grobes Netz l
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x/ L
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Bild 5.4-1: Druckvertelilung fir den Modellrotor bei Ma,,, =0.815 und 6, =5°
Vergleich zwischen feinem und grobem Netz
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Exp. Theorie 4

Oberseite X

Unterseite &

1) feines Netz

2) grobes Netz
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Bild 5.4-8: Druckverteilung fGr den Modellrotor bel Ma,, ~0.794 und 8, ~8°
Vergleich zwischen feinem und grobem Netz
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Bild 5.4-13: Totaldruckverlust im Nach- Bild 5.4-14:
lauf des Modellrotors bel
Ma“p =0.815 und 6, -5°
(relative Strdmungsgroéfen)

Totaldruckverlust im Nach-
lauf des Modellrotors bei
Ha“p = 0,815 und 8, =5°

(absolute Stroémungsgréfen)
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i11d 5.4-15: Residuenverlauf bel Verwendung der Roenergie (leeres Netz)
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Exp. Theorie
o
Oberselte x (_l_) o
Unterselte o - - -
=
o"o ) _0'.5 ) "Io
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Bild 5.4-18: Druckverteilung fir den Modellrotor bei Ma,,, =0.815 und 6 =5°
(kleines Netz)
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Exp. Theorie
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Bild 5.4-23: Druckverteilung fir den Modellrotor bel Ma,,, =0.815 und 8, =5
(kleines Netz, Ende der Iteration)
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Bild 5.4-28: Geschwindigkeitsverteilung im Nachlauf des Modellrotors bel
Ma,,, =0.815 und 8, ~5" (blockstrukt. Netz nach Bild 4.3-11)





