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Zusammenfassung

In letzter Zeit wuchs die Bedeutung der numerischen Simulation von Stro-
mungen im industriellen Umfeld. Meist ist die Stréomung dreidimensional,
turbulent, abgelost und das bei komplexen Geometrien. Aufgrund der Kom-
plexitét solcher Probleme ist eine kontinuierliche Weiterentwicklung der nu-
merischen Methoden und Losungsverfahren zwingend erforderlich.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Discontinuous Galerkin Verfahren ho-
her Ordnung vorgestellt, um abgelste turbulente Stromungen um komplexe
Geometrien mit unstrukturierten Gittern und hoher Genauigkeit zu berech-
nen.

Die Discontinuous Galerkin (DG) Verfahren verbinden Ideen aus den Fi-
nite Elemente (FE) und Finite Volumen (FV) Verfahren, beispielsweise ho-
he Genauigkeit durch einen polynomialen Ansatz innerhalb der Zellen, oder
die Wellenausbreitung mit den damit verbundenen Riemann Problemen. Ur-
spriinglich wurde die Methode fiir hyperbolische Erhaltungsgleichungen wie
die Euler-Gleichungen entwickelt. In der realen Anwendung ist die Stromung
meist aber turbulent, dreidimensional und instationér. Die urspriinglich ent-
wickelten DG Verfahren fiir die Euler-Gleichungen enthielten nur Ableitung
erster Ordnung. Der Durchbruch zur Lésung der Navier-Stokes Gleichungen
mit ihren Ableitung zweiter Ordnung gelang Bassi und Rebay. Danach muss-
te ein weiterer grofler Schritt getan werden, die Erweiterung der Algorithmen
zur Behandlung von turbulenten Stromungen. Die instationéiren Reynolds ge-
mittelten Navier-Stokes (URANS) Gleichungen mussten gelst werden. Dafiir
wurden die Algorithmen von Bassi und Rebay sowie von Landmann um Tur-
bulenzmodelle erweitert. Darauf aufbauend wurde in der vorliegenden Arbeit
die Methode zuerst fiir dreidimensionale turbulente Stromungen und spéter
auf eine Detached Eddy Simulation (DES) erweitert.

Um die hohe Ordnung und den damit verbundenen Effizienzgewinn des
Verfahrens nachzuweisen wurde zuerst eine Konvergenzanalyse durchgefiihrt,

spater dann die ausgezeichnete Skalierbarkeit auf massiv parallelen Hochst-
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leistungsrechnern demonstriert. Danach werden einige ausgewéhlte Ergebnis-
se, wie die Stromung ldngs einer Platte oder die Stromung um eine Kugel,
die nicht mit herk6mmlichen URANS Methoden bestimmt werden kann, mit
hoher Genauigkeit berechnet und mit der Theorie beziechungsweise dem Ex-

periment verglichen.



Abstract

In recent times the numerical simulation of flow problems obtained rising
importance in the industrial environment. In most cases the flow is three
dimensional, turbulent, seperated and the geometies are complex. These flow
problems are difficult to gather, so a continuously improvement of the nume-
rical solution methods and algoritms is neccessary.

This thesis presents a high-order Discontinuous Galerkin method for the
numerical simulation of this separated turbulent flows around complex geo-
metries using unstructured grids.

The Discontinuous Galerkin (DG) method combines ideas from the Fi-
nite Element (FE) and Finite Volume (FV) methods, the physics of wave
propagation, expressed by Riemann problems, and the accuracy obtained
by high-order polynomial approximations within elements. It was originally
developed for hyperbolic conservation laws in 2D flow, including the Euler
equations. However, in real life applications the flow is in most cases turbu-
lent, unsteady and 3D. The original development of DG methods was devoted
to the Euler equations that contain only first derivatives. The breakthrough
for solving the Navier-Stokes equations with second derivatives was achieved
by Bassi and Rebay. Still another big step was to be done, namely to extend
the algorithms for the handling of turbulent flows. The unsteady Reynolds
averaged Navier-Stokes (URANS) equations had to be solved. Thus, the al-
gorithms had to be extended to include turbulence models, done by Bassi
and Rebay or Landmann. Based on this experience, in this thesis, the al-
gorithms were enhanced to three-dimensional turbulent flow. This was done
by solving the URANS equations and later on by implementing a Detached
Eddy simulation (DES) model.

To demonstrate the high-order method and the efficiency improvement a
convergence analysis was performed, additional computational aspects were
discussed and the excellent scalability on massive parallel supercomputers

were demonstarted. Some results, like flows over a flat plate and around a
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sphere, which could not be predicted with an unsteady Reynolds averaged
Navier-Stokes calculation, are calculated with high accuracy and compared

with theory and experiments, respectively.



1. Einleitung

1.1. Das aerodynamische Problemfeld

Die numerische Berechnung von Stromungen hat sehr stark an Bedeutung
gewonnen. Im Laufe der letzten Jahre wurden nicht nur immer gréflere Pro-
bleme im Sinne von komplizierten Geometrien und immer héherer rdaumlicher
wie zeitlicher Auflésung mit Erfolg bearbeitet, sondern auch immer schwie-
riger zu diskretisierende Gleichungen geltst.

Die Beschreibung realer Probleme und der stattfindenden Physik ging ein-
her mit dem Zuwachs an Rechenleistung, aber auch mit der Verbesserung
der mathematischen Theorie sowie der gesteigerten Effizienz der numerischen
Verfahren. Somit konnte sich die Computational Fluid Dynamic (CFD) ne-
ben dem Experiment und der analytischen Theorie als drittes Standbein der
Stromungsmechanik entwickeln.

Abgeloste turbulente Stromungen spielen eine zentrale Rolle in vielen inge-
nieurtechnischen Anwendungen, allerdings stellen zuverlissige Berechnungen
dieser Stromung auch nach jahrzehntelanger intensiver Forschung eine grofle
Herausforderung dar. Verschiedene Turbulenzmodelle, hauptséchlich auf der
Wirbelviskositét basierend, wurden zu diesem Zweck entwickelt, sind aber
teilweise von enttduschender Genauigkeit. Eine Verbesserung der Vorhersa-
ge fiir turbulente Stromungen kann eine Kopplung der Reynolds-gemittelten
Navier-Stokes (RANS) Gleichungen mit der Large Eddy Simulation (LES)
liefern. Allerdings setzt hierbei eine direkte Simulation der entstehenden grof3-
skaligen Wirbel ein numerisches Verfahren von geringer numerischer Dissi-
pation oder hoherer Ordnung voraus.

In dieser Arbeit wird nun ein Verfahren hoher Genauigkeit, die Disconti-
nuous Galerkin Methode, vorgestellt und mit Hilfe einiger Beispiele unter-
sucht, um dann schlussendlich die Kombination dieser Diskretisierung mit
einer hybriden Turbulenzmodellierung zwischen RANS und LES zu demons-

trieren.
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1.2. Stand der Forschung

Im Rahmen des Fortschritts in der CFD wurden verschiedene Programm-
pakete entwickelt, die mittlerweile sehr weit ausgereift sind und auch im
industriellen Umfeld eingesetzt werden. Neben zahlreichen kommerziellen
Programmen wie StarCD, Fluent, CFX, Cobalt und Fine entstanden auch
an den Forschungseinrichtungen Codes wie FLOWer [51, 52] und Tau [39]
(DLR) oder elsA [40] (ONERA). Auch wenn diese Tools auf den ersten Blick
nur wenige Gemeinsamkeiten besitzen, basieren sie doch alle auf den selben
Grundkonzepten, die im Prinzip mehr oder minder unveréndert seit iiber
zwanzig Jahren eingesetzt werden. Sie alle 16sen die RANS [75] Gleichungen
mit verschiedenen Turbulenzmodellen und verwenden eine Finite Volumen
(FV) Diskretisierung zweiter Ordnung im Raum.

Neben diesen etablierten Losern wurden jedoch auch weitere Forschungen
unternommen, die jeweils in Teilbereichen signifikante Verbesserungen dar-
stellten.

Zum ersten betraf dies das physikalische Modell, wo im Grundlagenbereich
die Direkte Numerische Simulation (DNS) [37] mit entsprechend hochspeziali-
sierten Verfahren bei fundamentalen Untersuchungen wie der Entstehung von
Turbulenz recht erfolgreich ist. Fiir etwas hohere Reynoldszahlen verspricht
die Grobstruktursimulation oder Large Eddy Simulation (LES) [77] einen
gewissen Fortschritt, mittlerweile sind jedoch hybride Verfahren wie die so
genannten Detached Eddy Simulationen (DES) [84] in Mode gekommen, die
versuchen, die jeweiligen Vorteile von RANS und LES zu verbinden. Gerade
DES zeigt beispielsweise bei massiv abgelosten Stromungen ausgezeichnete
Ergebnisse.

Zum zweiten, auf Seite der Diskretisierung, wurden zahlreiche Arbeiten zu
Verfahren hoherer Ordnung vertffentlicht, auf strukturierten Gittern wéren
beispielsweise die Dispersion Relation Preserving (DRP) Verfahren [88] oder
kompakte Differenzen [61] zu nennen. Sie sind jedoch im wesentlichen be-
schrankt auf Tensorproduktgitter, am besten noch mit konstanter Maschen-
weite, und somit ungeeignet fiir auch nur einigermaflen realitdtsnahe Geome-
trien. Besser geeignet fiir komplexere Geometrien sind unstrukturierte Git-
ter, bei denen die Implementierung von Verfahren héherer Ordnung ungleich
schwieriger ist. Zu nennen wéren hier die Essentially Non Oscillatory (ENO)
oder Weighted Essentially Non Oscillatory (WENO) Verfahren [45], die ih-
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re hohere Ordnung iiber Rekonstruktionen berechnen, oder eben auch die
Discontinuous Galerkin (DG) Methode, eine Mischung zwischen Finiten Ele-
menten und Finiten Volumen.

Drittens wurde auch die Integration in der Zeit genauer in Betracht ge-
nommen, allerdings mit weniger spektakulidren Erfolgen. Bei den impliziten
Methoden findet eine langsame, aber stetige Entwicklung hin zu Krylov-
Raum-Verfahren zur Losung der nichtlinearen Gleichungen beziehungsweise
der linearen Approximationen statt. Auch die DG Diskretisierung kann auf
die Zeitachse ausgedehnt werden [94, 95|, allerdings dauert auch hier die
Entwicklung noch an.

Seit der ersten Anwendung der Discontinuous Galerkin Methode auf die
stationdren, linearen, hyperbolischen Differentialgleichungen des Neutronen-
transportproblems von Reed und Hill [74] im Jahr 1973 hat eine aktive Wei-
terentwicklung auf verschiedenen physikalischen Gebieten (wie zum Beispiel
Aeroakustik, Elektromagnetismus, Meteorologie, Ozeanographie) stattgefun-
den. In den Anfiingen konzentrierte sich die fundamentale Entwicklung und
Anwendung auf hyperbolische Probleme.

Die ersten Anwendungen auf die Stromungsmechanik liegen noch nicht so
lange zuriick. Erste gasdynamische Simulationen mit Hilfe der linearisier-
ten Euler Gleichungen existieren einige, wobei hier vor allem die Arbeiten
von Cockburn und Shu [22; 23, 24, 27] zu nennen sind. Aus diesen Arbei-
ten geht das Runge-Kutta DG Verfahren (RKDG) hervor, welches erfolgreich
auf mehrdimensionale, nichtlineare hyperbolische Systeme wie die Euler Glei-
chungen angewandt werden kann. Ein numerischer Vergleich zwischen RKDG
und einem Weighted Essentially Non-Oscillatory (WENO) Finite Volumen
Verfahren fiir zahlreiche Modellgleichungen ist in [101] vorgenommen worden.
Hierbei zeigt sich, dass man mit RKDG vergleichbare Genauigkeit wie mit
WENO-FV auf wesentlich groberen Gittern erzielen kann, wodurch die Re-
chenzeiten mit RKDG deutlich geringer ausfallen. Zu bedenken ist aber der
erhohte Speicheraufwand auf der Seite von RKDG. Um den Rechenaufwand
der Quadraturen zu verringern sind quadraturfreie Verfahren fiir die (linea-
risierten) Euler Gleichungen, welche vor allem im Bereich der Aeroakustik
eingesetzt werden, von Atkins und Shu [6] entwickelt worden.

Aufgrund der sehr viel versprechenden Ergebnisse bei der reibungsfreien
Stromungssimulation mit DG Verfahren wurde mit der Weiterentwicklung

der Methode fiir Konvektion-Diffusion-Systeme, wie zum Beispiel die Navier-
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Stokes Gleichungen, begonnen. Das Hauptproblem sind hierbei die viskosen
Fliissse aus unstetigen Daten, welche zu Diskontinuitdten des Flussvektors
iiber die Zellgrenzen fithren [100]. Die Weiterentwicklung der DG Methode
fiir partielle Differentialgleichungen hoherer Ordnung ist deshalb von groflem
Interesse und es existieren zahlreiche Ansétze fiir elliptische Probleme, die
sich nur schwer in gewisse Gruppen einteilen lassen. Arnold et al. untersuchen
und vergleichen in [3] eine Vielzahl der aktuell vorhandenen Verfahren fiir el-
liptische Probleme zweiter Ordnung beziiglich ihrer Konsistenz-, Stabilitéits-
und Konvergenzeigenschaften.

Bassi und Rebay machen sich die von FE-Methoden bekannte Mixed Me-
thod zu Nutze und fithren den Gradienten der Losungsvariablen als neue
unabhéngige Variable ein, um ein System erster Ordnung zu erhalten, wel-
ches wieder mit Hilfe von DG Verfahren bearbeitet wird [9]. Die Verallgemei-
nerung dieser Vorgehensweise hinsichtlich Stabilitdt und Fehlerabschatzung
wurde von Cockburn und Shu ausgearbeitet und als LocalDG (LDG) be-
zeichnet [26]. Ein offensichtlicher Nachteil von LDG ist die erhéhte Anzahl
der zu berechnenden Freiheitsgrade und damit der gesteigerte Speicher- und
Rechenaufwand des Verfahrens. Bassi und Rebay [11] zeigen jedoch, dass
durch geeignete Umformungen vermieden werden kann, auch den Losungs-
gradienten global abzuspeichern. Positiv anzumerken ist, dass LDG auch bei
der Losung transsonischer Probleme mit St68en ohne Limiter auszukommen
scheint [9, 63].

Die Hinzunahme der viskosen Terme in den Navier-Stokes Gleichungen
fithrt bei expliziten Methoden bekanntlich zu einer starken Reduktion der
maximal verwendbaren CFL Zahl, was Bassi und Rebay dazu veranlasste,
eine implizite Methode in der Zeit heranzuziehen. Die auftretenden Glei-
chungssysteme behandeln sie mit Hilfe des Generalized Minimum Residual
(GMRES) Verfahrens [11]. Bassi und Rebay haben ihre Methode auch erfolg-
reich auf die Reynolds gemittelten Navier-Stokes (RANS) Gleichungen unter
Zuhilfenahme eines k-w Turbulenzmodells angewandt [12]. Im zweidimensio-
nalen Fall erzielte auch Landmann [53, 54] mit dem Spalart-Allmaras Modell
sowie dem k-w Turbulenzmodell bemerkenswerte Ergebnisse. Eine interessan-
te Variante zur Behandlung der viskosen Terme zweiter Ordnung stammt von
Baumann und Oden (BO) [14], deren theoretische Wurzeln in der Global Ele-
ment und Interior Penalty Methode liegen [7]. BO kommt ohne zusitzliche

Variablen aus und ist demnach weniger rechen- und speicheraufwéndig als
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das oben beschriebene LDG. Numerische Vergleichsrechnungen dieser beiden
Methoden in [13] zeigen Schwachstellen auf der Seite der BO-Methode, wel-
che sich durch Konvergenzprobleme auf groben Gittern bemerkbar machen.

Ein weiterer wichtiger Aspekt und Forschungsbereich im Umfeld der DG
Methode ist die Modellierung der Basis- bzw. Ansatzfunktionen. Hier ist die
mittlerweile weit fortgeschrittene Basisformulierung fiir hybride dreidimen-
sionale Gitter (Tetraeder, Hexaeder, Pyramiden und Prismen) von Karniada-
kis, Sherwin [47] und Warburton [97] zu nennen. Die Formulierung zeichnet
sich durch ihre Orthogonalitét aus, was zu diagonalen Massenmatrizen fiihrt,
welche leicht invertiert werden kdnnen.

Instationére reibungsbehaftete Simulationen wurden von Lomtev et al. auf
festen wie auch auf bewegten Rechengittern mit Hilfe der Arbitrary Lang-
rangian Eulerian (ALE) Formulierung mit guten Ergebnissen durchgefiihrt
[63, 64]. Zur erwihnen sind hier auch die Veroffentlichungen von van der Vegt
[94, 95], welche sich mit reibungsfreien, instationdren DG-Simulationen auf
bewegten Rechengittern mit Hilfe von ALE befassen. Eine hervorragende Per-
formance des in der Zeit impliziten Verfahrens wird unter anderem durch den
Einsatz eines Full-Approximation Storage (FAS) Multigrid Verfahrens fiir die
stationdren Gleichungen in der Pseudozeit erreicht [17]. Hierbei werden auch
Vergleiche mit State-of-the-Art Stromungslosern fiir Helikopterrotoren wie
FLOWer [71] und OVERFLOW [86] durchgefiihrt, welche das enorme Po-
tential der DG Verfahren untermauern.

Aufgrund der diskontinuierlichen und lokalen Formulierung sind DG Ver-
fahren exzellent parallelisierbar und adaptierbar. Zahlreiche numerische Stu-
dien weisen eine ausgezeichnete Skalierbarkeit auf (massiv) parallelen Syste-
men nach [2, 15, 16]. hp-adaptive Verfahren, welche sowohl Elementuntertei-
lungen als auch die lokale Erh6hung der Ansatzordnung im Element selbst
beinhalten, kénnen die Effizienz der DG Verfahren erheblich steigern [34, 17].
Die angesprochenen Stirken, vor allem die hohe Genauigkeit auf unstruktu-
rierten Gittern machen DG Verfahren neuerdings auch fiir den Einsatz in der

Turbulenzforschung [21, 28] interessant.

1.3. Ziele und Gliederung der Arbeit

Das Ziel der Dissertation ist die weitere Entwicklung des am IAG entstande-
nen DG Stromungslosers SUNWiInT im Hinblick auf hochgenaue DES-Simu-
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lationen, die Anwendung auf technisch relevante Stromungsprobleme und die
Beurteilung der Eignung und Effizienz der eingesetzten Methodik.

Dabei richtet sich zu Anfang das Interesse auf die rdumliche Diskretisie-
rung. Die technisch relevanten Stromungsprobleme spielen sich zumeist um
dreidimensionale gekriimmte Geometrien ab. Dabei ist hiufig die Lage und
Grofle der relevanten stromungsmechanischen Phdnomene unbekannt. Aus
diesem Grund soll der bestehende zweidimensional arbeitende Stromungs-
loser Stuttgart University Numerical Wind Tunnel (SUNWinT) um drei-
dimensionale Elemente erweitert werden, die auch in der Lage sein sollen
gekriitmmte Oberflichen addquat zu behandeln. Dabei ist besonderes Augen-
merk auf die Adaptierbarkeit der Methoden zu legen.

Die Natur der Stromung bei den schon mehrfach erwidhnten technisch re-
levanten Strémungsproblemen ist fast immer turbulent und haufig abgelost.
Ebensolche Strémungen sollen hier berechnet werden, was zuerst eine dreidi-
mensionale Erweiterung der Turbulenzmodelle und gegebenenfalls eine besse-
re Stabilisierung der zugrunde liegenden Gleichungen erforderlich macht. Als
néchstes soll dann auf Basis dieser Modelle eine DES Methode implementiert
und anhand einfacher Beispiele validiert werden.

Zu guter Letzt geht es um die Beurteilung der implementierten Methoden
in punkto Genauigkeit, Gitteranforderungen, Paralleleffizienz und Robust-
heit.

Die Arbeit ist dabei folgendermaflen gegliedert: In Kapitel 2 werden die
mathematischen und physikalischen Grundlagen erldutert. Die relevanten
Gleichungen und auch die Turbulenzmodelle werden vorgestellt. Kapitel 3
behandelt die Diskretisierung mittels der Discontinuous Galerkin Verfahren,
erldutert die Stabilisierungsstrategien und stellt am Ende die verwendete nu-
merische Toolkette vor. Danach folgen in Kapitel 4 fiir jeden physikalisch
interessanten Reynoldszahlen-Bereich einige Ergebnisse. Schlussendlich fasst

dann Kapitel 5 die Arbeit zusammen und gibt einen weiteren Ausblick.



2. Stromungsmechanische
Erhaltungsgleichungen

In diesem Kapitel werden die verwendeten stromungsmechanischen Erhal-
tungsgleichungen und ihr Giiltigkeitsbereich vorgestellt, um die im Rahmen
dieser Arbeit vorgenommenen Modifikationen nachvollziehen zu kénnen. Zu-
erst werden die reibungsfreien Euler Gleichungen (Abschnitt 2.1) vorgestellt,
danach die Navier-Stokes Gleichungen (Abschnitt 2.2) und zu guter Letzt
werden die Méglichkeiten der Turbulenzmodellierung (Abschnitt 2.3, 2.4 und
2.5) aufgezeigt.

2.1. Euler Gleichungen

Werden Reibungsterme und die Warmeleitung vernachléssigt gelten die Euler

Gleichungen der Fluidmechanik, deren differentielle konservative Form lautet

oU
5 TVFEU) =0. (2.1)

U stellt dabei den Vektor der konservativen Erhaltungsgrofien dar

und F; = (F, F}, F7) ist der reibungsfreie Flusstensor

pu pv pw
pu2 +p puv puw
Ff = puv JFY = pv® +p JF = pVW .(2.3)
puw pow pw2 +p

(pE + p)u (pE + p)v (pE + p)w
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Die spezifische totale Energie £ wird mit der inneren Energie e und der

kinetischen Energie berechnet
1
B=et o’ +0° +u’), (2.4)

die Zustandsgleichung lautet dann

p=(y—-1) (pE - %p(u2 +v° + w2)) (2.5)

mit dem Adiabaten Exponent v = 1.4 fiir Luft.

2.1.1. Linearisierung der Euler Gleichungen

Vorbereitend fiir die Theorie der Charakteristiken in Abschnitt 2.1.2 werden
hier die Euler Gleichungen linearisiert. Eine quasi-lineare Form der Gleichung
2.1 lautet

oU (afi(U)

oder ausgeschrieben

oUu oUu oU oUu

— +A— + B— — =0. 2.

ar T T8, TC%, 70 27)
Hierbei sind A, B und C die Jacobi-Matrizen des Flussvektors F;. Sie sind

definiert als

OF" OFY OF7
9% p= 9 = 9%
oUu oUu ¢ oUu

Nach Ausfithrung der partiellen Ableitungen ergeben sich die Matrizen aus

A=

(2.8)

Gleichung 2.9. Analog dazu kénnen die Euler Gleichungen auch in der Formu-
lierung in primitiven Variablen linearisiert werden. Dabei stellt U den Vektor

der primitiven Erhaltungsgréfien dar

(2.10)

Q
I
"R 2 2D
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der dann zu folgenden Jacobi-Matrizen fithrt

w p 0 0 0]
- 0 u 0 0 %
A=10 0 w 0 0 |,

0 0 0 uw O

0 pi2 0 0 wu ]

v 0 p 0 0]

0 v 0 0 0
B=|00 v 0 Ak

00 0 v 0

0 0 pc2 0 w i

w 0 0 p 0

0w 0 0 0
C=|0 o0 0 0 (2.11)

00 0 w 2

0 0 0 pc? w

Mit diesen Matrizen gestaltet sich die Berechnung von Eigenwerten und Ei-
genvektoren wesentlich einfacher als mit den Matrizen fiir konservative Va-
riablen. Die Eigenwerte der Jacobi-Matrizen fiir konservative Variablen sind
dieselben wie fiir primitive Variablen, da die Matrizen durch Ahnlichkeits-
abbildung ineinander transformiert werden kénnen. Die Jacobi-Matrizen fiir
den eindimensionalen beziehungsweise zweidimensionalen Fall, erh&lt man

einfach durch Streichen entsprechender Zeilen [43].

2.1.2. Charakteristiken Theorie

Charakteristiken sind Riemann-Invarianten fiir hyperbolische Gleichungen,
wie zum Beispiel die Euler Gleichungen. Eine Riemann-Invariante einer Wel-
le ist eine Funktion der Zustandsvariablen, die sich entlang dieser Welle nicht
verandert. Durch diese Voraussetzung kann sichergestellt werden, dass jede
Welle komplett von den anderen entkoppelt ist. Allerdings sind die Wellen nur
beim linearen Gleichungssystem komplett entkoppelt, weshalb die Charak-
teristiken meist nur mit der lokal linearisierten Form der Euler Gleichungen

bestimmt werden kénnen [4].
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Fiir numerische Verfahren sind die Charakteristiken wichtig, da entlang
dieser die Information des Stromungsfeldes transportiert wird, beispielswei-
se Druckschwankungen. Der Losungsweg eines numerischen Verfahrens sollte
daher konsistent mit Richtung und Geschwindigkeit des Transports der In-
formation sein, also konsistent mit den Charakteristiken. Bestimmt werden
diese durch die Eigenwerte der Jacobi-Matrizen.

Anhand des eindimensionalen Falls soll hier die Bedeutung der Charakte-
ristiken erldutert werden. Die Eigenwerte geben den Verlauf der Charakte-

ristiken in der x-t-Ebene an.

Abbildung 2.1.: Charakteristiken

Durch jeden beliebigen Punkt der Ebene verlaufen fiir die Euler Gleichun-
gen drei Charakteristiken, genau so viele wie es Eigenwerte gibt (Abbildung
2.1). Fiir die Steigung der Charakteristiken durch einen beliebig gewéhlten
Punkt in der x-t-Ebene gilt in diesem Fall

a1 1 1

1 1 1
- = = - — = . 2.12
dx M u—c¢ X u A3 u+c ( )

Die Charakteristik Ao = u symbolisiert die Information, die von einem Flui-
delement mit der Geschwindigkeit u transportiert wird - die Teilchenbahn.
Die Charakteristiken \1 = u — ¢ und A3 = u + ¢ stehen fiir die Informa-
tion, die nach rechts oder links beziehungsweise in positiver oder negativer
x-Richtung mit lokaler Schallgeschwindigkeit relativ zum Fluidelement in Be-
wegung transportiert wird (Abbildung 2.1). Sie werden rechts- beziehungs-
weise linkslaufende Machlinien genannt [69].
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Zur Berechnung der charakteristischen Variablen miissen die Matrizen A,
B, C beziehungsweise die Matrizen Z, E, C auf Hauptachsen gebracht wer-
den. Es muss eine Transformationsmatrix L gefunden werden, welche die

Linearkombination

K = ke A+ kyB + k.C (2.13)

auf Hauptachsen transformiert. Da es nicht moglich ist alle drei Matrizen
gleichzeitig zu diagonalisieren, besteht die Transformationsmatrix aus einer
Linearkombination dreier Transformationsmatrizen, von denen jeweils eine
Z, B oder C zuzuordnen ist. Die einzelnen Transformationsmatrizen lassen
sich durch entsprechendes Setzen der jeweiligen Koeffizienten bestimmen,
zum Beispiel k, = 1, ky = 0, k. = 0 fiir die Transformationsmatrix von A.
Die Transformationsmatrizen werden bestimmt durch Losen des speziellen

Eigenwertproblems

det(K — XI) = 0. (2.14)

Fiir die Eigenwerte ergibt sich daraus

A =Tk —c (2.15)
A2,34 = ok (2.16)
Xs = Tk + c. (2.17)

Im eindimensionalen Fall ist der dreifache Eigenwert A2 34 nur ein einfacher
beziehungsweise im zweidimensionalen Fall ein doppelter. Dementsprechend
gibt es auch nur drei beziehungsweise vier Eigenvektoren. Zur Bestimmung

der Eigenvektoren I muss das homogene Gleichungssystem
;K = A\l (2.18)

gelost werden. Wegen des dreifachen Eigenwertes konnen die entsprechenden
Eigenvektoren aus dem zugehorigen Unterraum frei gewahlt werden. Sie sind
hier so bestimmt, dass die Koeffizienten der Eigenvektoren, die zum dreifa-
chen Eigenwert gehoren, proportional zu 1/ ’I; sind, wobei ‘E fiir die Lange

des Normalenvektors auf dem Rand steht. Fiir die Eigenvektoren ergibt sich
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dann
L = [0 —ke —ky —k. 1/(pc)] (2.19)
lo = [k O ks —ky ko/&] (2.20)
ls = [ky —k: 0 ko ky/S] (2.21)
la = [k ky —ko 0 ko/c?] (2.22)
Is = [0 ke ky k- 1/(pc)] (2.23)

Die gesuchte Transformationsmatrix L™ kann dann aus den zeilenweisen
Eigenvektoren gebildet werden. Die konservativen Jacobi-Matrizen werden

dann einfach durch die Transformation

-

A=LYAk)L =L '*M Y(AK)ML (2.24)

in die charakteristischen Jacobi-Matrizen umgewandelt werden. Sie ergeben

sich zu

(2.25)

Durch Multiplikation von Gleichung 2.1 mit P = ML von rechts und P~! =
L7'M~! und zusammenfassen von P~'U zu W und P~'0U zu OW ergibt

sich

W L Avw =0, (2.26)
ot
mit dem Vektor der charakteristischen Variablen
w1 *El_)ur %
w2 — C%
W= ws | =| kew—Fk,u |. (2.27)
Wy kyu — kzv
ws E’U—I— %

Den eindimensionalen, beziehungsweise zweidimensionalen Fall, erhélt man
wiederum durch Streichen der entsprechenden Zeilen und Null setzen der

zugehorigen Geschwindigkeiten.
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2.2. Navier-Stokes Gleichungen

Werden zu den Euler Gleichungen Effekte wie Wérmeleitung und Viskositéat

hinzugefiigt, so erhélt man die Navier-Stokes Gleichungen

W L NFW) - VRW,ID) =0, (2.28)
Auch hier stellt U wieder den Vektor der konservativen Variablen dar und F;
und F, sind die konvektiven beziehungsweise diffusiven Flussfunktionen. Der
neue Term V.F, in Gleichung 2.28 ist die Divergenz des viskosen Flusstensors

‘FU:(FUIvF':}JaFvZ)
0

TII
xr

F, = Txy )

TI'Z

UTzz + VTzy + Wz + G

0

F: = Tea (2.29)

Tzx

UTzz + VUTzy + WT2z + Q2

mit dem viskosen Spannungstensor 7:
T= Tyax Tyy Tyz (230)

Da in dieser Rechnung Luft als Gas vorausgesetzt wird, kann von einem New-
tonschen Fluid, fiir das die Scherspannung proportional zum Geschwindkeits-
gradienten ist, ausgegangen werden:

_ Ou; | Ou;  20uy .
T = H <81}J + 81;1 N 3 Bwk 6”) (2.31)
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Dabei ist d;; das Kronecker-Delta und p die molekulare Viskositdt. Diese
Viskositit ist fiir einatomige Gase nur eine Funktion der Temperatur. Auch
bei Luft, die aus mehratomigen Gasen besteht, hat sich gezeigt, dass diese
Annahme in den meisten Anwendungen hinreichend genau ist. Deshalb wird

hier das Gesetz von Sutherland [93] verwendet

3
l,l, T 2 To + S
oo (2 2.32
o <To) T+S ( )
pe = 1.716-107°%9
ms
To = 273.15K
S = 110.55K

Fiir die letzte Zeile des Flusstensors F, wird der Warmeflussvektor ¢ be-

notigt, der aus dem Fourierschen Gesetz stammt:

oT
S Wil 2.
q] (9 fl?j ( 33)
Der Wirmeleitfahigkeitskoeffizient A ist abhéngig von der molekularen Vis-
kositat p, der Warmekapazitét ¢, und der Prandtl-Zahl Pr:

_ K
A= Br (2.34)

Die Prandtl-Zahl ist eine temperaturabhéingige Stoffgrofie eines Fluids, bei
Luft kann aber in einem weiten Temperaturbereich 200K < T' < 700K von
einer konstanten Prandtl-Zahl, Pr = Pr(T) ~ 0.72, ausgegangen werden.

2.3. Reynolds-gemittelte Navier-Stokes Gleichungen

Mit den Navier-Stokes Gleichungen (2.28) ist es prinzipiell moglich, Strémun-
gen mit beliebig hoher Reynoldszahl zu berechnen. Die meisten aerodyna-
misch wichtigen Stromungen sind aber turbulent und besitzen ein breites
Spektrum an turbulenten Léngenskalen. Laut Kolmogorov ist das Verhéltnis
zwischen den grofiten turbulenten Skalen und den kleinsten Skalen, der Kol-
mogorov Microskala, proportional zu Re?/4 [49, 50]. Um alle Skalen auflésen

3/4

zu konnen, werden aus diesem Grund ungefihr O (Re ) Gitterzellen pro

Raumrichtung benétigt. Da Turbulenz ein dreidimensionales Phénomen ist

9/4

werden natiirlich O (Re ) Zellen benétigt. Bei einer Reynoldszahl von 107,
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wie sie im Reiseflug eines Verkehrsflugzeugs leicht auftreten kann, werden
dann fiir eine Direkte Numerische Simulation (DNS) O (10'®) Gitterzellen
benétigt, was natiirlich deutlich {iber der Leistung der heutigen Computer-
generation und Generationen in absehbarer Zukunft liegt.

In der praktischen Anwendung haben sich statistische Rechenverfahren,
die sogenannten Reynolds-gemittelte Navier-Stokes Simulationen (RANS),
durchgesetzt. Dabei werden die Stromungsgrofien in einen Mittelwert und
einen Schwankungswert aufgespalten und nur die Mittelwerte werden berech-
net, mehr dazu in Abschnitt 2.3.1. Um diese gemittelten Gleichungen auch
formal 16sen zu konnen, werden empirische Turbulenzmodelle benétigt, die
in Abschnitt 2.3.2.1 und Abschnitt 2.3.2.2 beschrieben werden. Diese Model-
le sind sehr gut geeignet, um einfache turbulente Strémungen zu berechnen
und wurden an typischen aerodynamischen Problemen wie zum Beispiel einer
Profilumstromung kalibriert. Bei komplexeren Konfigurationen, insbesondere
mit starken Stromungsablosungen, verldsst man den Giiltigkeitsbereich die-
ser RANS-Turbulenzmodelle und ist gezwungen den Modellierungsaufwand
zu verringern, natiirlich zu Lasten der Rechenzeit. Hierbei hat sich das Kon-
zept der Filterung mit den Large Eddy Simulationen (LES) durchgesetzt,
siehe Abschnitt 2.4. Ein grofler Teil des Rechenmehraufwands fiir eine solche
Simulation ist mit der sehr feinen Gitterauflosung in Wandnéihe begriindet,
was dann auch die Motivation zur Entwicklung von hybriden Verfahren war,
die die Vorteile zwischen RANS und LES verbinden. Siehe dazu Abschnitt
2.5, Detached Eddy Simulationen (DES), die auch einen Grofteil dieser Ar-
beit ausmachen.

2.3.1. Reynolds und Favre Mittelung

Reynolds Ansatz [75] zum Approximieren von turbulenten Fluktuationen
baut auf einer Spaltung der StréomungsgréBen U in einen Mittelwert U und

einen Schwankungswert U’ auf
U (%,t) =U (Z,t)+ U (&,1) (2.35)

Die Fluktuationen werden nicht durch die numerische Rechnung bestimmt,
sondern vollstdndig durch das Turbulenzmodell vorgegeben, illustriert in Ab-
bildung 2.2.
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Kk) HK) HK)

= -

k k .
Tot al Auf gel dst Model i ert

Abbildung 2.2.: Energiespektrum der RANS Lésung

Die gemittelten Werte werden in der Praxis oft durch eine zeitliche Mitte-

lung bestimmt.

o o 1 to+At
U(#t) ~ U (%) = E/ U dt (2.36)
to

Wenn kompressibel gerechnet wird, dann wird in den meisten Luftfahrtan-
wendungen eine Mittelung mit der Dichte nach Favre verwendet [38]. Bei

diesem Ansatz sind die gemittelten Gréfien folgendermaflen definiert:

U
5 (2.37)

Aus Gleichung (2.35) wird dann
U=U0+U" (2.38)

mit U fiir den Mittelwert und U” fiir die Fluktuation. Setzt man nun diese
Gleichung in die Navier-Stokes Gleichungen (2.28) ein und mittelt zeitlich,
so erhilt man die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes Gleichungen (RANS),
die formal nahezu mit den gewthnlichen Navier-Stokes Gleichungen iiberein-
stimmen. Durch den Mittelungsprozess erhélt man allerdings zwei zusétzli-
che Terme, die man als turbulente Schubspannungen (7;;) beziechungsweise

als turbulenten Wérmefluss (g;) interpretieren kann.

1",

s = PG (29

(@) s = copT"uf (2.40)
Durch das Auftreten von Korrelationen zwischen den Schwankungsgeschwin-
digkeiten ist das Gleichungssystem nicht mehr geschlossen. Eine exakte physi-
kalische Erfassung ist nicht mehr moglich. Zur Schliefung des Gleichungssys-

tems werden daher empirische Informationen in Form von Turbulenzmodellen
benotigt.
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Sollen instationdre Effekte berechnet werden, so miissen die Strémungs-

groflen noch weiter aufgespalten werden:
U(@,t)=U (&) +U(Zt),+U (Z,t) (2.41)

Der erste Term stellt wie beim stationdren Ansatz die zeitliche Mittelung
dar, der zweite Term die berechneten Schwankungen und der dritte Term
entspricht den turbulenten Fluktuationen, bestimmt durch das Turbulenz-
modell. Unter U (Z,t), kann man sich die Verteilung der kohirenten Mo-
den der Strémung vorstellen, wohingegen U’ (¥, t) die zufiilligen turbulenten
Schwankungen darstellt, siehe Abbildung 2.3.

KK K HK)

k k )
Tot al Auf gel &st Model i ert

Abbildung 2.3.: Energiespektrum einer URANS Losung

Wird dieser Ansatz weiterentwickelt, erhilt man spéter die instationdren
Reynolds-gemittelten Navier-Stokes Simulationen (URANS). Dabei ist dar-
auf zu achten, dass das Intervall At so grofl gewahlt wird, dass die turbulenten
Fluktuationen erfasst werden, aber gleichzeitig noch klein ist gegen die von
der Rechnung aufgeltsten instationdren Schwankungen. Es muss also eine

geniigend grofle spektrale Liicke vorhanden sein.

2.3.2. Turbulenzmodellierung

Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Turbulenzmodelle, das Spalart-
Allmaras Eingleichgungsmodel, Abschnitt 2.3.2.1, und das Wilcox k — w
Zweigleichungsmodel, Abschnitt 2.3.2.2, stehen exemplarisch fiir eine Viel-
zahl verschiedener Turbulenzmodelle. Beides sind empirische Modelle erster
Ordnung und beruhen auf dem Konzept der turbulenten Viskositét und wer-

den deshalb auch als Wirbelviskosititsmodelle bezeichnet.
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Mit der Einfithrung einer Wirbelviskosiét u: folgt aus Gleichung (2.39) fiir

den turbulenten Spannungstensor:

//1 " i Jo_ ,75 — =8;ip 2.42
b ¢ (6:rj or; 3 0xk ) 3" K ( )

Hierbei steht k fiir die turbulente kinetische Energie k = fu’ 'u’}. Analog dazu

fiihrt man den turbulenten Wirmeleitungskoeffizienten A, eln, mit dem sich
folgender turbulenter Warmeflussvektor ergibt
oT

c pT”u = —Ai— 2.43
P ox;
J

mit
HtCp
At = 2.44
t P?"t ’ ( )
dabei steht Pr; fiir die turbulente Prandtl Zahl, die fiir Luft gleich 0.9 ist.

Betrachte man nur die mittleren Stromungsgréfien und ldsst die entspre-

chenden Symbole weg, so erhélt man mit den turbulenten Schubspannungen
(2.42) und dem turbulenten Wirmefluss (2.43) ein Gleichungssystem, das
formal identisch mit den Navier-Stokes Gleichungen (2.28) ist

%—U +VF(U) = VF,(U,VU) =0, (2.45)

mit F; und F, analog zu (2.3) und (2.29). Allerdings miissen jetzt 7;; und g;
modifiziert werden um auch die turbulenten Gréflen zu beriicksichtigen:

Ou;  Ou; 2 ug

2
Tij = (1 pe) (amj + 92 3 0mr k(S > — g(sz'jpk (2.46)
or
a4 = (HM)%J (2.47)

Wir erhalten also nahezu die gleichen Gleichungen wie im laminaren Fall,
allerdings mit zwei neuen Unbekannten, der Wirbelviskositét p; und der tur-
bulenten kinetische Energie k, die jetzt durch ein Turbulenzmodell berechnet
werden miissen.

Der Impulsaustausch infolge der Turbulenzbewegung wird durch die grof3-
skaligen Turbulenzelemente dominiert. Daher erscheint es plausibel, den lo-
kalen Zustand der Wirbelviskositat p; aus dem jeweiligen Langenmafistab
und den charakteristischen Geschwindigkeiten dieser Elemente zu bestim-

men, wobei dafiir mindestens zwei Groflen zu ermitteln sind. Also wird fiir das
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Langenmaf I; und das Geschwindigkeitsmaf} v; jeweils eine Modellgleichung
benotigt. Im Falle von Eingleichungsmodellen wird in der Regel eine partielle
Differentialgleichung fiir v; herangezogen und I; aus algebraischen Beziehun-
gen bestimmt. Zweigleichungsmodelle verwenden sowohl fiir v, als auch fiir
l; partielle Differentialgleichungen. Es wurden aber auch Modelle entwickelt,
die ohne spezielle Beriicksichtigung von v; und [; auskommen. Auch das im
folgenden Abschnitt beschriebene Wirbelviskositédtsmodell nach Spalart und

Allmaras arbeitet ohne Lingen- und Geschwindigkeitsmaf3-Gleichungen.

2.3.2.1. Spalart-Allmaras Turbulenzmodell

Das Spalart-Allmaras (SA) Turbulenzmodell [82] 148t sich in die Klasse der
Eingleichungsmodelle einordnen. Oft wird bei Eingleichungsmodellen als Ba-
sis die Transportgleichung fiir die turbulente kinetische Energie k verwendet,
beim SA-Modell wird jedoch direkt eine partielle Differentialgleichung fiir
die Modellierung einer mit der dynamischen Wirbelviskositat p; verkniipf-
ten Arbeitsvariablen 7 herangezogen und damit auf eine zweite, algebraische
Gleichung zur Bestimmung des Langenmafistabes verzichtet. Die eingefiihr-
te partielle Differentialgleichung besitzt die allgemeine Form einer Trans-
portgleichung. Das Raum-Zeit-Verhalten von v wird also durch die folgende

Transportgleichung modelliert

Opv | Opvu; _ 1| 0 (u+ 17)@ + pc ov Ov
ot dx; o | Ox; prp ox; P2 Ox; Ox;
N N
I 17 II1
~_ Ch1 1 (pv 2 2
a1 (1 = fi2)pS7 — (cur fu = 5 fin) - (—) +pfuAU?  (2.48)
N e K 14 d N ——
v VI
v

Die linke Seite (I+11) von (2.48) stellt die Summe aus zeitlicher und konvek-
tiver Anderung, also im Lagrangeschen Sinne substantielle beziehungsweise
materielle Ableitung der Arbeitsvariablen v dar. Die rechte Seite wird durch
Produktions- (IV'), Destruktions- (V') und Diffusionsterme (I171) bestimmt.
Teil (VI) stellt den so genannten Tripterm dar, der bei bekannter Transitions-
lage einen Ubergang von laminarer auf turbulente Strémung erméglicht. Es
ist genauso moglich die Transitionsterme (f;1 = f:2 = 0) zu vernachlissigen

und die Transitionslage durch Ein- beziehungsweise Ausschalten der entspre-
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chenden Quellterme zu bestimmen, was durchaus iiblich ist und auch in der
vorliegenden Arbeit geschieht.
Die Wirbelviskositat p: ist mit der Arbeitsvariable ¥ durch folgende Glei-
chung verkniipft:
Bt = pve = pvfor (2.49)

Der Produktionsterm ist proportional zu

=19 + 2d2f (2.50)

mit || als Betrag des Wirbelstérkevektors €2

Ow _ Ov

oy Oz

Q= Jv-%u (2.51)
v _ du
ox oy

und d dem Abstand zur nidchsten Wand, der hier die turbulente Lingenskala

l; darstellt. Das Modell wird durch einige Kalibrierfunktionen

1
1 + C§U3 ) 6
w=\| "5 6 2.52
! (gb + 616”3 ( )
g=r+cu (r’—r) (2.53)
r = min < ) (2.54)
Sk2d2’
X v
vl = ) = - 2.
fur vra X7y (2.55)
X
ve=1—- " 2.56
f 2 1 + Xf'vl ( )
und Kalibrierkonstanten
cp1 = 0.1355, cpe = 0.622, o= %7
Cwl = %1 + 1"?#7 cw2 = 0.3, Cws = 2.0, (2.57)
KR = 0417 Cyl = 71

vervollstandigt. Als Randbedingungen fiir die Arbeitsvariable 7 werden an

Winden und im Fernfeld folgende Werte vorgeschrieben:

Pwand = 0 (2.58)
~ Voo

o = ——— 2.
v 100 (2.59)
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2.3.2.2. Wilcox k — w Turbulenzmodell

Bei den Zweigleichungs Turbulenzmodellen wird als Modellgleichung fiir die
turbulente Geschwindigkeitsskala in der Regel eine Feldgleichung fiir die tur-
bulente kinetische Energie k herangezogen. Das Geschwindigkeitsmafl kann
dann zu v; = Vk aus der turbulenten kinetischen Energie berechnet werden.
Die turbulente Lingenskala l; wird im Wilcox k — w Turbulenzmodell [99]
aus der spezifischen Dissipationsrate w berechnet I} = Vk /w. Das rdumliche
und zeitliche Verhalten wird durch zwei Differentialgleichungen bestimmt.

Fiir die turbulente kinetische Energie gilt also

opk  Opku; 0 ok Ou;
T T = o (o) 5 |+ oyt~ Bpwk,  (260)
N Ne—— \_.,_/

1 II IIr v

fiir die spezifische Dissipationsrate:

Opw | Opwu; O ow w
5 T om ~ Bm |:(M+leﬂt)a :|+’Y1 "”a —Bipw’.  (2:61)

v
I 11 IIT v

Wie im Spalart-Allmaras Modell stellen die linke Seite (I +11) von Gleichung
(2.60) und (2.61) die Summe aus zeitlicher und konvektiver Anderung dar,
die rechte Seite wird wiederum durch Diffusions- (I11), Produktions- (IV)
und Destruktionsterme (V) bestimmt. Der turbulente Spannungstensor hat
dann wieder die folgende Form

_ Bul 8u] 28uk 2 B
Tij = e (81‘]' + 92 3 0mn i ) 361]pk, (2.62)

mit der Wirbelviskositit: .
p
= —. 2.63
Mt w ( )

Auch dieses Modell wird durch Kalibrierkonstanten vervollstindigt:
=0.5 w1 = 0.5, = 0.0075,
okt T b (2.64)
B* =009, y=3

Als Randbedingungen fiir die Arbeitsvariablen & und w werden an Wénden

nach Menter [67] folgende Werte vorgeschrieben:
kwand = 0 (2.65)

60p (2.66)

WwWand T AL \o
pB1(Ay1)?
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Hierbei ist Ay; der Abstand des ersten Gitterpunkts zu Wand. Fiir den Fern-
feldrand wird k£ aus der Turbulenzintensitit Tus berechnet und w aus dem

Verhiltnis von Wirbelviskositét p; und molekularer Viskositét p bezeichnet

als 7,
koo = gTuoo(f)’oo)Q, (Vorgabe: Tus = 0.005) (2.67)
Weo = m, (Vorgabe: Tpoo =1075) (2.68)
r,u,,ooﬂoo

Aus Stabilitdtsgriinden wird haufig, auch bei uns, eine besondere Formulie-
rung des Modells verwendet, bei der die Arbeitsvariable w durch @ = In(w)
ersetzt wird [12]. Nun kann w numerisch nicht mehr negativ werden und hat
auch in Wandnéhe einen glatteren Verlauf. Die Transition wird wie beim
SA-Modell im letzten Abschnitt (2.3.2.1) durch Ein- beziehungsweise Aus-
schalten der entsprechenden Quellterme simuliert.

2.4. Large Eddy Simulation

Im Gegensatz zur Mittelung bei den RANS-Simulationen wird bei der Large
Eddy Simulation (LES) eine Aufteilung der turbulenten Strukturen in grobe
und feine Strukturen vorgenommen. Um die verschiedenen Skalen zu tren-
nen, werden die physikalischen Stromungsgréofien U durch Filterung in einen

Grobstrukturanteil U und in einen Feinstrukturanteil U’ aufgespalten:
U (%,t) =U (2,t) + U (&,1) (2.69)

Die beiden GréBen U und U’ stehen hier fiir die gefilterten Variablen und
sollten nicht mit den gemittelten Gréfilen aus Gleichung (2.35) verwechselt
werden. Die kleinen Skalen werden dann mittels eines Feinstrukturansatzes
modelliert und die Grobstruktur wird durch das Gitter aufgelost, Abbildung
2.4.

Der Grobstrukturanteil ldsst sich mathematisch durch eine rdumliche Fil-

terung der physikalischen Gréfe mit der Filterfunktion G(z;, z;) durchfiithren
T(w:) = / s, 2)U (2) dar. (2.70)
Q

fiir die gelten muss:

/ G(zi, ;) do; =1 (2.71)
Q
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Kk) HK)

k
Tot al Auf gel dst Model i ert

Abbildung 2.4.: Energiespektrum der LES

Diese Filterfunktion stellt eine rdumliche Mittelung oder eine Tiefpassfilte-
rung dar. Einige hiufig verwendete Filter sind der Top-Hat-Filter, der Gau$-
Filter oder der Sharp-Cutoff-Filter [77].

Wendet man einen dieser Filter auf die Navier-Stokes Gleichungen (2.28)
an, so erhdlt man wie bei den RANS-Gleichungen nahezu identische Glei-
chungen, allerdings auch hier mit einem Zusatzterm 7;;, der zusétzliche Fein-
struktur-Spannungen darstellt. Diese Spannungen sind dem Reynoldsschen
Spannungstensor nur formal dhnlich, da sie keine Mittelung darstellen, son-
dern eine Aufteilung in verschiedene Skalen. Wenn die Filterweite A gegen
Null strebt verschwinden diese Spannungen und ein kontinuierlicher Uber-
gang zur DNS findet statt.

Das bekannteste Feinstrukturmodell ist das Modell nach Smagorinsky [81],
das bereits im Jahr 1963 entwickelt wurde. Es baut auf dem Wirbelvisko-
sitdtsansatz auf, der die Feinstrukturspannungen 7;; mit den grofiskaligen
Spannungen S;; in Beziehung setzt:

Tij = =205 (2.72)

Die Viskositdt v dient als Proportionalitdtsfaktor und ldsst sich aus dem

Prandtlschen Mischungsweg herleiten:
ve = loue (2.73)
Dabei stellt S;; den Deformations-/Spannungstensor dar
1 [/ ou; ou; — [ = =
vT 3 <8mj - 8xi> 1Sl = V25 (74

und /. die Feinstrukturlénge, die mit der Smagorinsky-Konstante Cs und der
Filterweite A gebildet wird

W

lo = CsA (2.75)
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Die Smagorinsky-Konstante ist, im Gegensatz zu ihrem Namen, nicht kon-
stant, sondern variiert abhéngig vom Stromungscharakter im Bereich 0.065 <
Cs < 0.2. In Wandnihe muss eine Dampfungsfunktion verwendet werden, da

sonst das Modell dort versagt.

2.5. Detached Eddy Simulation

Unter der Detached Eddy Simulation (DES) versteht man einen hybriden
Ansatz, der RANS und LES miteinander verbindet. Das erste DES Modell
wurde von Spalart et. al. [84] im Jahr 1997 entwickelt und baut auf seinem
Turbulenzmodell [82] auf, spiter wurden weitere hybride Ansétze entwickelt
[18, 83, 87], die sich im Wesentlichen durch das RANS-seitige Turbulenzmo-
dell unterscheiden.

Fiir die Entwicklung der DES-Verfahren gab es zwei verschiedene Griinde.
Zum einen gibt es bei URANS Rechnungen Fehler bei stark abgelosten Stro-
mungen, zum anderen sind die Anforderungen an die Rechenzeit bei einer
LES enorm. Insbesondere im Bereich von Wéanden benétigt eine LES ohne
Wandfunktion extrem feine Gitter zur Auflésung aller Skalen. Dabei bestim-
men die Scherspannungen in Wandnéhe die Turbulenz, die schon durch einfa-
che lineare Wirbelviskositdtsmodelle vorhergesagt werden kann, somit bietet
sich die Verwendung eines RANS-Modells in diesem Bereich an.

Die Implementierung des DES-Ansatzes beruht immer auf einer Modifika-
tion des turbulenten Lingenmafes. Beim Spalart-Allmaras Modell (2.48) ist
das entscheidende Lingenmafl der Wandabstand d, dessen Modifikation im

Modell ausgesprochen einfach ist. Er wird ersetzt durch:
Ipgs = min (d, cg;;sA) (2.76)

Hierbei ist A die Gitterweite oder, vergleichbar zur LES, die Filterweite und
ngs = 0.65 eine Kalibrierkonstante. In Grenzschichtndhe ist der Wand-
abstand dominierend (d <« A) und das Modell verhilt sich wie ein Standard
SA-Modell. Weiter weg von der Wand mit d > A reagiert es wie ein LES
Feinstrukturmodell.

Die Verkniipfung zwischen DES und dem SA-Modell ist nicht entscheidend,
weshalb auch andere Turbulenzmodelle durch Modifikation des turbulenten

Léngenmafstabes in ein DES-Modell iiberfiihrt werden kénnen. Wendet man
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diesen Ansatz beispielsweise auf das k — w Modell an, so muss zuerst das

turbulente Langenmafl bestimmt werden:

o = B2 (2.77)

o = o

dies wird dann in das DES Léngenmaf iiberfiihrt
Ipps = min (zk,w, ohe ) (2.78)

mit der Kalibrierkonstante C'% % = 0.78. Nun unterscheidet sich die Situati-
on vom SA-Modell, in dem das Langenmaf} explizit auftaucht. Nach Strelets
[87] muss allerdings nur der Dissipationsterm der k-Transportgleichung (2.60)

verandert werden:
pk3/2

Dhans = B pkw = (2.79)

Nach einem einfachen Austausch von lx_, in (2.79) durch Ipgs aus (2.78)

folgt nun

pk,3/2
Ipes
und das k — w Modell verhilt sich wie ein DES-Modell. Das heifit, in Wand-

ndhe arbeitet es im RANS Modus, ansonsten verhilt es sich dhnlich einem

Dhps = (2.80)

Smago-rinsky-Feinstrukturmodell.



3. Discontinuous Galerkin Verfahren

Die Discontinuous Galerkin (DG) Verfahren verbinden Ideen aus der Finite-
Elemente- (FE) mit Ansétzen aus der Finite-Volumen-Methode (FV), wie
zum Beispiel die Wellenausbreitung, ausgedriickt durch das Riemannpro-
blem, oder die Ansatzfunktionen hoherer Ordnung innerhalb der Elemente.
Urspriinglich wurde es fiir zweidimensionale hyperbolische Erhaltungsglei-
chungen wie die Euler Gleichungen entwickelt [10]. Die meisten Anwendungen
sind allerdings dreidimensional und vor allen Dingen turbulent. Fiir die Eu-
ler Gleichungen bendétigte man im Originalverfahren nur erste Ableitungen.
Der Durchbruch fiir die Losung der Navier-Stokes Gleichungen mit zweiten
Ableitungen gelang etwas spéter Bassi und Rebay [9], die in einem weiteren
Schritt ihren Algorithmus auch fiir turbulente Strémungen erweiterten [12].

In der vorliegenden Arbeit wird der DG Ansatz zur rdumlichen Diskretisie-
rung der Erhaltungsgleichungen angewandt. Eine hohe Effizienz und Genau-
igkeit des Verfahrens erfordert auch eine hohe Ordnung, die Implementierung
erfolgte hier bis zu sechsten Ordnung, Abschnitt 3.5. Um diese hohen Genau-
igkeiten auch in der Ndhe umstromter Korper zu erreichen, wird hierfiir in
Abschnitt 3.7 eine neuartige Methode, basierend auf isoparametrischen Ele-
menten, vorgestellt, die auch die Kriimmung der Wénde im Stréomungsfeld
berticksichtigt. Die zeitliche Integration besteht aus einem expliziten oder al-
ternativ impliziten numerischen Verfahren, siehe dazu Abschnitt 3.9. Moglich
ist es allerdings auch alle Dimensionen der kompletten Erhaltungsgleichungen
mit der DG Methode in einem so genannten Space-Time Ansatz zu diskreti-
sieren [94]. Die in dieser Arbeit anfangs verwendeten Stabilisierungsstrategien
fiir die Turbulenzgleichungen wurde urspriinglich von Landmann [53] entwi-
ckelt, bei dreidimensionalen Problemen sind sie allerdings nur eingeschrénkt
praktikabel, weshalb hier in Abschnitt 3.4 neue Wege gegangen wurden. Am
Ende des Kapitels, in Abschnitt 3.10, wird die fiir die hier durchgefiihrten
Rechnungen, die den Einsatz von Héchstleistungrechnern erforderlich ma-

chen, zwingend erforderliche numerische Toolkette vorgestellt.
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3.1. Die Euler Gleichungen

Multipliziert man die differentielle Form der Euler Gleichungen (2.1) - ein
System von Differentialgleichungen erster Ordnung - mit einer Testfunktion

V und integriert tiber ein Kontrollvolumen €2 erhilt man die Gleichung

/ v <%—g +VF (U)) 0 =0, (3.1)
aus der dann nach partieller Integration
V. 6—UdQJr V- -FU)- 7@ daf/VV-]-'i(U) dQ2 =0 (3.2)
Q ot Elo)

folgt. Diskretisiert man nun den Funktionenraum und das Kontrollvolumen
Q) mit einer Anzahl von sich nicht iiberlappenden Elementen E, so erhilt
man folgende analoge Gleichung,
/ Vi - % dQ) + Vh fz(Uh) -1l do —/ VWV - fl(Uh) d) = 0. (3.3)
oE E
Hierbei sind die Funktionen Uj und V), auf jedem Element definiert und

ergeben sich durch Linearkombination von n Basisfunktionen ¢y

t) = Us(t)gr(z), Vilz) = Vid(a). (34)
k=1 k=1

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der n Basisfunktionen ¢y, ist Gleichung

3.3 dquivalent zu folgendem System aus n Gleichungen

/¢> @dfn o (Uh)ndaf/vm Fi(Un) dQ =0,
1<k<n. (35)

Mit diesem System kénnen nun die n Freiheitsgrade Uy (t) der unbekannten
Losung Uy bestimmt werden.

Wir verwenden polynomiale Funktionen ¢ vergleichbar zu Karniadakis
und Sherwin [47], die eine hierarchische und orthogonale Basis aufspannen.
Details hierzu finden sich in Abschnitt 3.5.2. Die Orthogonalitdt verringert
den numerischen Aufwand, da alle Massenmatrizen (Abschnitt 3.5.3) diago-
nal sind und damit ihre Invertierung trivial ist.

Um die Unstetigkeiten an den Kantenintegralen aufzul6sen, werden ana-
log zu den FV Verfahren numerische Fliisse gebildet [27]. Zur ndherungswei-

sen Losung des Riemann Problems verwenden wir meist den gebrduchlichen
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HLL-Fluss [41] F; ~ Farr.(U',U 7). Dabei wird (-)* und (-)~ fiir die Wer-
te aus dem Inneren oder von auflerhalb des Volumenelements verwendet.
Implementiert wurden auch andere Riemann Loser, wie der Roe- oder der
Godunov-Fluss [90], wobei der Einfluss des Flusses mit zunehmender nume-
rischer Ordnung abnimmt, da die Spriinge im Allgemeinen an den Kanten

entsprechend kleiner werden, Abbildung 3.1.

Abbildung 3.1.: Gauipuls im Druck, diskretisiert durch den FV Ansatz (links)
und den DG Ansatz (rechts)

3.2. Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen

Zur Losung der Navier-Stokes Gleichungen (2.28) ist es nun notwendig auch
zweite Ableitungen zu beriicksichtigen. Basierend auf Bassi und Rebay [10]
transformieren wir die Gleichungen zu einem System erster Ordnung mit dem

Gradient der Losung VU als neue Unbekannte ©. Damit erhalten wir:

VU -6 =0, (3.6)

%Jrv-fiw)—va(a@):o. (3.7)
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Wir wenden diesmal den DG Ansatz auf das ganze Gleichungssystem an,

integrieren wieder iiber das Kontrollvolumen €2 und erhalten nach partieller

Integration

/V-@dQ— V-U-fido—!—/VV~UdQ:O7 (3.8)
Q o0 Q
ou -

V~8—dQ+ V- -FU) - fido— | VV-F(U) dQ
Q L a0 Q
=Euler

- V-]"U(U,G)~ﬁ’da+/VV-}'U(U,@) dQ2 = 0. (3.9)

o0 Q

=Navier—Stokes

Danach wird das Rechengebiet, analog zu den Euler Gleichungen (3.2), mit
einzelnen Elementen E diskretisiert und der DG-Mechanismus angewendet.
Die Auflésung der Unstetigkeiten an den Kanten ist der kritische Punkt in der
schwachen Formulierung der DG Verfahren fiir die viskosen Terme oder gene-
rell fiir Terme mit hohere Ableitungen. Konvektive Fliisse werden wie bei den
Euler Gleichungen gelost, fiir die zusétzlichen Fliisse setzen wir allerdings,
analog zu Bassi und Rebay [9], einen zentralen Fluss fiir das Zusatzintegral in
der Gradientengleichung (3.8) an Faux = 3 (UT + U ™), genauso wie fiir das
Integral der viskosen Fliisse F, = 3 (F,/(UT,07)+ F, (U",07)). Auch
hier wird die Notation (-)* und (-)~ fiir die Werte aus dem Inneren oder
von auflerhalb des Volumenelements verwendet. Die Fliisse sind abhéngig
vom Vektor der konservativen Variablen U, geméfl Gleichung (2.2), und vom

Gradienten der primitiven Variablen,

Up Uy Uz
e (3.10)

Wy Wy W

T T. T, T

g < g
S
8

Die Methode kann in die Klasse der lokalen DG Verfahren eingeordnet werden
[25] und wird auch als das erste Bassi-Rebay Verfahren (BR1) bezeichnet.

3.3. Turbulenzmodellierung

Wir 16sen die RANS Gleichungen und die Turbulenzgleichungen vollstindig
gekoppelt, das bedeutet, dass der Zustandsvektor oder der Flusstensor um
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die entsprechenden Turbulenzgrofien erweitert wird,

Usa =

Fiir den Gradienten ergibt sich dann

Osa =

und fiir den Flussvektor

PU
pu’ +p
puv

T
Fisa= puw

(per + p)u

puv
pu
2
pu” +p
puv
Fig,ckfw = puw
(pet +plu
puk

pUw

P
P
U
PU
pY e
y Upmw = | pw
pw
E E
P K
~ P
U ~
P
u Us Uy Us
v Vg Uy U
w 5 Wy Wy Wz )
T e Ty %
> 5 7, 7
u Us Uy Us
v Ve Uy U
w W Wy W
- b)
T . T, T,
% ke Ky ke
& 5 @, o
0
TZ(E
x _ Ty
v,SA — r
Tz
UTzz + VTgy + WTzz + G
1 ~\ ~
Tt )7
0
T./E.T
Toy
x
vk—w = Tz

UTze + VTay + WTaz + o

(1 + or1pe) ke
(IJ/ + le,u/t)w:t

(3.11)

(3.12)

(3.13)



32 3. Discontinuous Galerkin Verfahren

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird nur die x-Komponente dargestellt.
Aufgrund der Produktions- und Destruktionsterme in den Gleichungen des
Turbulenzmodells miissen in Gleichung (3.9) noch entsprechende Quellterme

eingebaut werden, néheres dazu siche Landmann [53].

3.4. Limitierungsstrategien

3.4.1. StoBlimitierung

Die bei transsonischen Problemen auftretenden Verdichtungsstofle stellen ein
fiir die numerische Stromungsmechanik schwer zu 16sendes Problem dar. Da
die Stofidicke nur einige freie Molekiil-Wegldngen betragt ist man gezwun-
gen an der oft unbekannten Stofposition sehr fein zu diskretisieren. Wird
ein groberes Gitter verwendet, so reagieren FV-Verfahren erster Ordnung
aufgrund ihrer hohen Dampfung recht gutmiitig, Verfahren hoher Ordnung
allerdings neigen hier zu Instabilitdten. Eine Diskretisierung, die alle Sto3e
direkt auflost ist in der Praxis nicht praktikabel, weshalb hier auf groben
Gittern gerechnet wird und das numerische Verfahren durch das Prinzip der

kiinstlichen Viskositét nach Persson et al. [72] stabilisiert wird.

Hierbei werden Unstetigkeiten, die durch Stéfle hervorgerufen sein kénnen,
fiir eine Sensorvariable s;, meist die Dichte, iiber den Indikator (s;) ermit-
telt,

T s
% Mhsl) . (3.14)

¥(si) = log (m
M ist die gewohnliche Massenmatrix, M} entspricht der Massenmatrix des
DG Elements, wenn nur Koeflizienten hoherer Ordnung verwendet werden.
Der Indikator wird somit aus der gesamten Norm und der Norm beschréankt
auf die hoheren Freiheitsgrade berechnet. Damit kénnen nun Zellen mit ei-
nem groflen hochfrequenten Anteil, was hiufig ein Anzeichen fiir eine unter-

aufgeloste Diskretisierung oder Oszillationen ist, erkannt werden.

Wenn nun der Stof3 detektiert wurde, wird der entsprechenden Zelle ein

bestimmter konstanter Wert an Viskositdt hinzugefiigt, der {iber folgende
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glatte Funktion bestimmt wird

0 wenn P(si) <o —K
€c = @ (1 + sin%) wenn Yo — Kk < YP(si) <o+ kK
€0 wenn P(si) > Yo+ K

(3.15)
mit €g ~ h/p und o ~ 1/p*. h und p sind dabei die ElementgréBe und
die DG Ansatzordnung. x wird empirisch so gewahlt, dass der Stof8 scharf
aufgelost wird.

Den Euler Gleichungen wird nun ein kiinstlicher Viskositatsterm hinzu-
gefiigt,

aaflj—FVfi(U):V(eVU), (3.16)

iiber den jeder Zelle ein konstanter Anteil an kiinstlicher Viskositét e. hin-

zugefiigt werden kann. Somit ist es nun moglich Sto8e innerhalb einer Zelle

aufzulosen, Beispiele dazu in Abschnitt 4.2.2.2.

3.4.2. Limitierung der TurbulenzgroBen

Fiir Finite Volumen Verfahren ist bekannt, dass die Diskretisierung eines Tur-
bulenzmodells sehr schwierig sein kann. Auch hier neigen Verfahren héherer
Ordnung zu Instabilitét, wenn die numerische Auflésung nicht ausreicht, um
die dahinter liegende Physik korrekt wiederzugeben. Um Oszillationen in der
Wirbelviskositit oder negative Werte bei den Transportvariablen, wie zum
Beispiel v, zu verhindern, ist es notig die Turbulenzgleichungen kiinstlich zu
stabilisieren.

Hier wird fiir Rechnungen niedriger Ordnung, also fiir P°- oder P'-Ele-
mente eine "harte” Limitierung nach Landmann [53] verwendet. Dabei darf
die Ndherungslosung uy, innerhalb der Elemente nicht unter Null fallen. Fiir
den konstanten oder linearen DG Polynom Ansatz ist es leicht diese Bedin-
gung zu erfiillen, da nur der integrale Mittelwert, beziehungsweise die Werte
an den Elementgrenzen iiberpriift werden miissen. Deutlich schwieriger wird
es fiir einen Ansatz hoher Ordnung, also hoher als P!-Elemente, da hier ein
globales Minimum gesucht werden muss. Aus diesem Grund wird jetzt fiir
hoherwertige Elemente das Konzept der kiinstlichen turbulenten Viskositat
nach Nguyen et al. [70] verwendet, das auf der oben beschriebenen kiinst-

lichen Viskositét zur Stoflimitierung aufbaut. Dabei werden die jeweiligen
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Turbulenzgleichungen um einen kiinstlichen Viskositédtsterm zur Stabilisie-

rung erweitert:

Furan(U, VU) = %e(w(ﬁ))}}(U,VU). (3.17)

h und p sind die Elementgréfie und die DG Ansatz Ordnung, v ist die Sen-
sorvariable, in diesem Beispiel die Transportvariable des Spalart-Allmaras
Turbulenzmodells. Gem#B Gleichung (3.14) stellt der Indikator (V) wieder-
um den Hochfrequenzanteil der Sensorvariable v dar. €(¢) entspricht dann
wieder dem elementweise konstanten Viskositdtsparameter in der Modellglei-
chung.

Wenn nun Zellen mit einem hochfrequenten Anteil detektiert werden, dann
wird der entsprechende Diffusionsterm eingeschaltet und eine stiickweise kon-

stante Viskositdt in diesen Elementen zur Gleichung hinzugefiigt.

3.5. Elemente und Basisfunktionen

Die DG Diskretisierung kann prinzipiell mit allen Elementen durchgefiihrt
werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde der bestehende Code, der bereits
eindimensionale Linienintervalle und zweidimensionale Dreieckselemente be-
inhaltete, auf zweidimensionale Vierecks- und auf dreidimensionale Hexaeder-
sowie Tetraederelemente erweitert. Diese Elemente, die im physikalischen
Raum eine beliebige Gestalt annehmen diirfen, werden im Rechenraum auf
ein Einheitselement transformiert, ndheres dazu in Abschnitt 3.5.1. In Ab-
schnitt 3.5.2 werden dann die Basisfunktionen gebildet, die orthogonal und
hierarchisch sind und aus Tensorprodukten der Jacobi-Polynome bestehen.
Bei geschickter Wahl dieser Funktionen ist es moglich, das Gleichungssys-
tem 3.5 weitgehend entkoppelt zu rechnen, deshalb ist der Aufstellung der
Massenmatrizen ein separater Abschnitt gewidmet (3.5.3).

3.5.1. Transformation in den Rechenraum

Die Elementtransformation vom physikalischen Raum in den Rechenraum
wird hier exemplarisch an einem Tetraederelement durchgefiihrt, dargestellt
in Abbildung 3.2.
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Abbildung 3.2.: Physikalischer Raum (links) und Rechenraum (rechts)

In diesem einfachen Fall geniigt eine lineare Transformation:

z(§,m,¢) = x4+ (w2 —z1){+ (v3 — 1)+ (T2 — 71)¢
Ym0 = yi+ (Y2 —y)E+ (ys —y)n + (ya — y1)¢
2(&,m,¢) = z1+ (22 —21)+ (23 — z1)n + (24 — 21)C. (3.18)

Diese Transformation wird beispielsweise fiir die im Rahmen der raumlichen

Diskretisierung haufig berechneten Integrale iiber die Zellen benétigt. Es gilt

_ Iz,y,2)
/Ephy flz,y,2) de dy dz = /u (&m0 '8(5,17,@

mit folgender Jacobi-Matrix und ihrer Determinante

d¢ dn d¢ - (3.19)

Oz dy Oz
3 °3 3

_ |9z, y,2)| _ o ge ¢
‘\m sdet| g Goa | (3.20)

oz dy oz
a¢ a¢ a¢

Hier ist die Determinante J konstant und muss bei Integrationen iiber die
Zellen nur als konstanter Faktor beriicksichtigt werden. Fiir hoherwertige
Elemente sind entsprechend aufwindigere Transformationen nétig, bei He-
xaederelementen wird schon eine bilineare Transformation bené6tigt und fiir
gekriimmte Elemente (Abschnitt 3.7) noch aufwéndigere Transformationen.
Dabei ist dann die Integrationsdeterminante J(&, 7, () abhéingig von &, n und
¢, weshalb sie bei jeder Integration von Gleichung 3.19 beriicksichtigt werden

muss und auch noch den Grad des Integranden erhoht.
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3.5.2. Basisfunktionen

Von entscheidender Bedeutung fiir die DG Diskretisierung ist die Wahl der
Basisfunktionen. Fiir eindimensionale Elemente wie Linien sind nodale Ba-
sen ausreichend, fiir zweidimensionale [53] und dreidimensionale Elemente
wurden, analog zu Karniadakis und Sherwin [47], Basen ¢, gewihlt, die aus
Tensorprodukten von Jacobi-Polynomen gebildet wurden. Ein Vorteil die-
ser Basen ist, dass sie orthogonal sind, was zu diagonalen Massenmatrizen
(Abschnitt 3.5.3) fiihrt, die dann entsprechend trivial zu invertieren sind
und somit den Rechenaufwand verringern. Ein weiterer Vorteil ist die hier-
archische Struktur der Basen (Anhang A), wodurch fiir eine Erhohung der
Ordnung einfach Basisfunktionen ¢ zu den existierenden Basisfunktionen
hinzugefiigt werden. Dies ermdglicht spéter eine einfach zu implementieren-
de Konvergenzbeschleunigung mittels p-Multigrid [65], bei der der Wechsel
zwischen den Ordnungen dann trivial ist.
Die Jacobi-Polynome
Pf’ﬁ(m) = (D" (1—x)_a(1+x)_5£ [(1 —2)*""(14+2)"™, @8> -1
2nn! dzm
(3.21)

sind eine Familie von polynomialen Lésungen des singuldren Sturm-Liouville

Problems [98]. Aus ihnen werden nun drei Grundfunktionen

1/]7? (x) = PiO!O('T)v
o = (555) ),
it+j
’lj}lcjk(m) _ (1 ; $) P]?i+21+1,0(x) (322)

gebildet, aus denen dann beispielsweise eine orthogonale Hexaederbasis

d)PqT (771, 2, 773) = 1:[)2 (771)1/’24 (W2)¢;qr(773) (323)

konstruiert werden kann.

Fir die zugehorige orthogonale Tetraederbasis miissen die Tetraederkoor-
dinaten in Hexaederkoordinaten iiberfiihrt werden, siehe dazu Abbildung 3.3,
was dann nach Lomtev und Karniadakis [63] zu folgender Transformations-

vorschrift fithrt

Aive) o _204e)
7717—52—53 Lom= 1—& L, 3 =&, (3.24)
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Abbildung 3.3.: Hexaeder-Tetraeder Transformation

mit deren Hilfe die Basis berechnet wird:

Vpar (€1, €2, €3) = Y (11) Vg (02) Vggr (13). (3.25)

Die maximale Polynomordnung dieser spektralen Basen kann von Element-
typ zu Elementtyp variieren. Die Zahl der Basisfunktionen wird iiber den
Polynomgrad N bestimmt und ist beispielsweise in 3D als w

definiert und in Tabelle 3.1 zu sehen.

Element / 0 1 2 13| 4|5
Polynomordnung N
Linie 1 2 3 4 5 6
Dreieck 1 3 10 | 15 | 21
Viereck 1 3 6 | 10 | 15 | 21
Tetraeder 1 4 110| 20| 35 | 56
Hexaeder 1 4 | 10| 20 | 35 | 56

Tabelle 3.1.: Zahl der Basisfunktionen

Fiir eine polynomiale Basis vom Grad N laufen die Indizes nun von

0<p<N, 0<g<N, 0<r<N, p+q+r<N, (3.26)
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was beispielsweise bei einer linearen Approximation (N = 1) zu den Permu-
tationen (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1) fiir p, ¢ und  und zu vier Basen
fiihrt.

3.5.3. Massenmatrizen

Man kann das Gleichungssystem 3.5 auch allgemein und vektoriell schreiben,

Mﬂ%g+RW):Q (3.27)

Hierbei stellt U den Vektor der Freiheitsgrade Uy, R den Residuenvektor und
M die Massenmatrix (n X n) dar. Sie ist folgendermaflen definiert:

A@:A@@m. (3.28)

Da wir ausschliellich orthogonale Basisfunktionen verwenden, ergibt sich fiir

einfache geometrische Elemente eine diagonale und konstante Massenmatrix:
/ Prp; A2 =0, k#j. (3.29)
E

Fiir Elemente, die eine hoherwertige Transformation als die lineare benétigen,
muss bei der Berechnung die oben beschriebene Transformationsdeterminan-

te beriicksichtigt werden.

3.6. Randbedingungen

Die numerische Losung von Differentialgleichungen erfordert meist das Vor-
schreiben von Randbedingungen. Wird der Gradient der Losung vorgegeben
spricht man von Neumann-Randbedingungen, werden direkt die Werte vor-

geschrieben spricht man von Dirichlet-Randbedingungen.

3.6.1. Reibungsbehaftete Wande

Am umstromten Korper setzen wir die Stromungsgeschwindigkeiten an der
Wand gleich Null,

URand = URand = WRand = 0. (330)
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Es wird angenommen, dass es sich um eine adiabate Wand handelt. Das heif3t
der Warmestrom durch sie hindurch ist ebenfalls gleich Null, was dazu fiihrt,

dass der Temperaturgradient auch gleich Null sein muss,

oT
<Eﬁ%>Rami__o. (3.31)

Fiir die restlichen Variablen, einschliellich der Werte fiir die Gradientenglei-
chung, aber aufler den Turbulenzgréfien, werden die Werte aus dem Stro-
mungsfeld verwendet. Die Turbulenzgréfien werden auf die im Modell vorge-
sehenen Werte an der Wand gesetzt, siehe Abschnitt 2.3.2.1 und 2.3.2.2.

3.6.2. Fernfeld Randbedingung

Liegt der Rand des Rechengebietes weit entfernt vom umstréomten Korper,
so dass sein Einfluss zu vernachléssigen ist und keine Stérungen bis hierhin
transportiert werden, so spricht man von einem Fernfeldrand. Als Randbe-
dingung zur Berechnung der Randfliisse wird jetzt, wie bei Dirichlet Rand-
bedingungen iiblich, der komplette Zustandsvektor uranda im Unendlichen
vorgegeben
Poo
PoocUco
URand = | Poo¥oo | - (3.32)
PooWoo
PooEco
Die Flussberechnung erfolgt dann analog zu den inneren Fliissen, abhéingig
vom inneren Zellzustand und natiirlich auch abhéngig vom Fernfeldrandzu-

stand, mit beispielsweise Fruler ~ FaLr(uh, ul®).

3.6.3. Extrapolierte Randbedingung und Dampfungszonen

Die Verwendung der oben beschriebenen Fernfeldrandbedingung setzt vor-
aus, dass keine Stérungen oder Abweichungen vom Zustand im Unendlichen
am Rand ankommen. H&ufig ist dies in praktischen Rechnungen jedoch nicht
der Fall, und es ist natiirlich auch nicht méglich den Rand des Rechengebiets
bis ins Unendliche auszudehnen, weshalb eine verbesserte Randbedingung
verwendet werden muss. Eine einfache Moglichkeit fiir solch eine Randbe-

dingung ist ein Extrapolationsrand, beim dem der Randzustand gleich dem
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Zustand der inneren Zelle ist,
URand = Uj. (333)

Hiermit ist nun beispielsweise freies Ausstromen moglich. Allerdings sind,
da eintretende Charakteristiken nicht beriicksichtigt werden, Extrapolations-
rander im Unterschall theoretisch, und auch hiufig praktisch, instabil. Abhil-
fe schafft hier ein rdumlicher Filter, der ddmpfend wirkt, aber die integralen

Mittelwerte erhalten muss und somit immer noch konservativ ist.

0, T > Tmax
Uk,f(t7 iE) = Uk(t) . %7 Tmin > T < Tmaz (334)
Ur(t) - 1, T < Tmin

zeigt exemplarisch einen einfachen linearen Filter, der alle hoheren Freiheits-
grade innerhalb eines Bereiches wegdémpft und danach mit P°-Elementen
weiter rechnet,

Un,y = ZUk'f(t’ :C)Uk(l’) (3.35)
k=2

3.6.4. Charakteristische Randbedingungen

Festzuhalten ist nun, dass numerische Randbedingungen, wie die oben be-
schriebenen Fernfeld Randbedingungen, oft unphysikalische Reflexionen am
Rand des Rechengebietes erzeugen und durch Aufzwingen einer bestimm-
ten Stromung am Rand die Losung verfélschen, sowie Extrapolationsriander
h#ufig instabil werden und somit oft zu gar keinem Ergebnis fithren.

Beim DG-Verfahren kann die Wellenausbreitung durch eine hohe raumli-
che Genauigkeit sehr exakt wiedergegeben werden, weshalb gerade hier nicht
reflektierende Randbedingungen von grolem Nutzen sind [5]. Die nun imple-
mentierten charakteristische Randbedingungen erfiillen diese Anforderungen
und besitzen trotz der hohen Zahl von freien Werten eine groflere Stabilitat
als Extrapolationsrdnder. Man nutzt bei diesen charakteristischen Randern
die Tatsache, dass hyperbolische Gleichungssysteme wie die Euler Gleichun-
gen die Ausbreitung von Wellen wiedergeben, wobei zwischen ein- und aus-
tretenden Wellen unterschieden werden muss. Wahrend austretende Wellen
durch die Lésung am oder innerhalb des Randes definiert sind, hingen ein-

tretende Wellen nur von den dufleren Bedingungen ab.
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Anforderung an die charakteristische Randbedingung ist, alle zur Bestim-
mung des kompletten Stromungsverhaltens notwendigen Informationen be-
reitzustellen. Die Anzahl der vorzugebenden Bedingungen richtet sich nach
der Anzahl der eintretenden Charakteristiken. Sie kénnen durch die Eigen-
werte \;, die den Wellengeschwindigkeiten entsprechen, bestimmt werden,
einen Uberblick liefert Anhang B. Beim Ausstrémen im Uberschall zeigen
beispielsweise alle Charakteristiken nach aufien, beim Ausstromen im Un-

terschall hat dagegen ein Eigenwert ein anderes Vorzeichen (Abbildung 3.4).

/
T
Avlg /
e
'\\,D(

Abbildung 3.4.: Zweidimensionales Ausstrémen im Unterschall mit den vier Ein-
flussrichtungen aus einer Randzelle (blau)

Zur allgemeinen Bestimmung der Randbedingung miissen zunéchst alle Ei-
genwerte berechnet werden. Entsprechend dieser Eigenwerte werden dann die
charakteristischen Variablen w mit Werten von innerhalb des Rechengitters

oder von auflen vorgegebenen Werten bestimmt.

wy = TFkauTFkyvFhkw+ p
poco
_ p
wy = kg (pf—z)fk:yw+kzv
€o
p
w3 = kyw+ky <p——2)—kzu
Co
_ p
ws = —kzv+kyu+k.: (p— —2>
Co
ws = thoutkyv+kaw+ L2 (3.36)
poco

In diesem dreidimensionalen Fall stellen k; die Komponenten des Normalen-

vektors dar, die Vorzeichen sind entsprechend der Richtung des Normalenvek-
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tors zu wéhlen. Im Unterschied zu Toulopoulos und Ekaterinaris [91] werden
hier keine Gradienten der Lésung verwendet, was das Verfahren einfacher
und deutlich robuster macht. Mit diesen charakteristischen Variablen sowie
den zugehorigen Eigenwerten kann dann der charakteristische Fluss berech-
net werden. Alternativ dazu ist es natiirlich auch moglich, die hier erzeugten
charakteristischen Variablen in primitive Variablen zuriick zu transformieren

und die sonst iiblichen Flussfunktionen zu verwenden.

3.7. Dreidimensionale gekriimmte Rander hoher Ordnung

Stromungsmechanische Untersuchungen, wie zum Beispiel die Berechnung
einer Tragfliigelumstromung, spielen sich meist auf dreidimensionalen, ge-
kriimmten Oberflichen ab. Eine Diskretisierung solch einer Oberfliche mit
klassischen geradlinigen Elementen, wie zum Beispiel Dreiecken oder Tetra-
edern ist manchmal ausreichend, oft versagt sie aber, vor allen Dingen bei
Verfahren hoher Ordnung mit sehr groben Gittern. Wenn man beispielswei-
se die reibungsfreie Stromung um eine Kugel oder um einen Zylinder mit
klassischen Elementen berechnet, erhdlt man eine instationéire Losung mit
Ablosung an den durch die Diskretisierung hervorgerufenen geraden Rand-
kanten (Abschnitt 4.2.2.1). Bassi und Rebay [10] haben als erste fiir zweidi-
mensionale Elemente gezeigt, dass sie nur dann in der Lage sind, die richtige
Losung zu treffen, wenn sie Dreieckselemente mit einer entsprechend der
Kontur gekriimmten Kante verwenden. Die néichsten Abschnitte zeigen, dass
diese Kriimmung auch im dreidimensionalen, wenngleich mit ungleich héher-
em Aufwand, moglich ist. Spéter, bei den Ergebnissen, sieht man, dass ein
Code, der Verfahren héherer Ordnung verwendet, auch gekriimmte Rénder
unterstiitzen muss.

Die iibliche ingenieurméflige Vorgehensweise bei der Diskretisierung ei-
nes Stromungsfeldes ist die Konstruktion einer im allgemeinen gekriimmten
Oberflache, die dann durch einen Gittergenerator in geradlinige Elemente un-
terteilt und vernetzt wird. Der dabei entstehende Informationsverlust kann
nur durch eine direkte Schnittstelle zwischen CAD-Geometrie und CFD-
Loser kompensiert werden. Leider ist es aufgrund von Formatrestriktionen
und fehlender Standardisierung im Allgemeinen nicht mdoglich, eine solche
Schnittstelle zu implementieren. Pragmatischer ist es, aus den im Gitter vor-

handenen Informationen eine moglichst glatte Oberfldche zu rekonstruieren.
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3.7.1. Normalenvektoren

Die einzigen im Gitter vorhandenen Informationen zur Rekonstruktion der
urspriinglichen Oberfliche sind die diskreten Randzellen und Randpunkte
selbst. Hierfiir wird zuerst fiir jedes Randdreieck der Normalenvektor berech-
net, um dann im néchsten Schritt fiir die Randpunkte einen mittleren Vektor
aus all diesen angrenzenden Dreiecks-Normalenvektoren zu bestimmen. Als
Gewichtungsfunktionen existieren zwei Alternativen, zum einen der Winkel
zwischen den angrenzenden Dreiecksseiten und zum anderen die Fliache des
angrenzenden Dreiecks, zwischen deren Ergebnissen allerdings kein grofler
Unterschied besteht.

3.7.2. Polynomiale Interpolation

Wird die rdumliche Diskretisierung mit Tetraederelementen durchgefiihrt, so
sind fiir jede Randfliche neun Bedingungen bekannt, zum einen die drei Eck-

punkte und zum anderen die Richtung der zugehorigen Normalenvektoren:

pvi) = 0, i€1,2,3 (3.37)
op(vs) , .
=0 = aW), i€123. (3.38)

Damit kann jetzt folgendes Polynom p(&,n) im lokalen &-n Randkoordinaten-

system mit neun Freiheitsgraden berechnet werden:

p€,n) =ar+az-E+az-ntas-E+asz-n
tag-E4ar- - n+as-€-n° +ao- 0’ (3.39)

v;(&,n) sind die Punkte mit ihren partiellen Ableitungen n (v;(&,7n)), berech-
net aus den Normalenvektoren des vorangegangen Abschnitts.

Nachdem nun das lineare Gleichungssystem fiir die Polynomkoeffizien-
ten a gelost wurde, erhélt man die umhiillende Oberfliche der Wéande im
Stromungsfeld, Abbildung 3.5.

Im Gegensatz zur Ursprungsdiskretisierung ist die erste Ableitung der neu
generierten Oberfliche nun an den Elementgrenzen stetig, was natiirlich ei-
ne deutlich bessere Anniherung an die Originalgeometrie darstellt. Denkbar
sind allerdings auch andere Approximationen als die hier verwendeten Po-
lynome. So kénnten beispielsweise trigonometrische Funktionen oder Wur-

zelfunktionen verwendet werden, die dann in der Lage wéren, eine Kugel,
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Abbildung 3.5.: Dreidimensional polynomiale Interpolation an einer Kugelober-
flache

beziehungsweise symmetrische NACA Profile exakt wiederzugeben. Fiir den
allgemeinen Fall ist aber das hier verwendete Verfahren vorzuziehen, wo es
doch auch bei der gezeigten Konfiguration zwar nicht exakt die Kugelober-
fliche wiedergibt, allerdings den maximalen Fehler von 3% auf 0.3% um eine

Grolenordnung reduzieren kann, Abbildung 3.6.

3.7.3. Riumliche Transformation

Analog zu Abschnitt 3.5.1 muss nun das Tetraederelement mit mindestens
einer gekriimmten Oberfliche zwischen numerischem und physikalischem Sys-
tem transformiert werden, wofiir eine lineare Transformation leider nicht
mehr ausreichend ist.

Wir wechseln nun vom £-n-¢ System zum physikalischen z-y-z System mit

Hilfe eines Polynoms der folgenden Form

N

a&n ¢ => aije &’ ¢F, (3.40)

i=0 j k=0

2

—iN—i—j

Il
<}

in unserem Fall ein kubisches Polynom mit 20 Transformationspunkten F;,
mit dem sich nach Schwarz [80] folgende Transformationsmatrix aufstellen

lasst:
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Fehler [%]: o o6 1.2 18 24 3 Fehler[%]: o 006 012 018 024 03

Abbildung 3.6.: Fehler zwischen der diskreten Kugeloberfliche und der exakten
Kugeloberfliche (links), beziehungsweise zwischen der polyno-
mialen Interpolation (rechts) und der exakten Geometrie

Q(Pl (57 n, C))
A—l _ CI(P2(§,777 C)) . (341)

a(P20(¢,m,¢))
Nach Invertierung dieser Matrix wird das Gleichungssystem
a=A ¢ (3.42)

gelost, hierbei ist g der Punkt-Vektor im physikalischen System. Mit den
Koeffizienten a erhalten wir nun einen Zusammenhang zwischen den ver-

schiedenen Koordinatensystemen:

x(fﬂ?v C) N N—iN-—j azijk ) ]
y(Ev m, C) Z ayijk : gl : 77J . Ck (343)
2(57 7, C) =0 7=0 k=0 azijk

Mit dieser Vorgehensweise verlieren wir unerfreulicherweise die Eigenschaft

einer konstanten Transformations-Jakobimatrix, die jetzt bei den recht haufig
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auftretenden Volumen- oder Oberflichenintegralen mit beriicksichtigt werden

muss:

%mm,o %y(an,o %z(&mé)
= det 671’]1:(€7777 <) %y(£7n7c) %2(57 7, C)

0 0 0
87('2:(67777 C) ng(é-anvg) &2(677’77 C)
(3.44)

///f(ac,y,z) dz dy dz:///f(g’mo ‘i(5a777C)‘ de dn d¢ (345

Die Gauflintegration zur Losung der Integrale an den Randzellen wird aus
diesem Grund etwas aufwéndiger. Das Rechengebiet beinhaltet in der Regel

aber nur sehr wenige reine Randzellen, womit die Erhchung des Rechenauf-

_|9(=,y,2)
’i(fﬂ%()’ = ’m

wands insgesamt vernachléssigbar ist.

3.7.4. Zell-Projektion

Wenn nun wie vorausgesetzt eine Tetraederzelle eine gekriimmte Wand be-
sitzt, kann nicht mehr wie im zweidimensionalen Fall davon ausgegangen
werden, dass die inneren Zellkanten noch gerade und eben sind, Abbildung
3.7.

N
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Abbildung 3.7.: Gekriimmte Zellen, im 2D mit geraden Innenkanten und im 3D
mit gekrimmter Randkante und mit gekriimmten Innenkanten

Um Loécher im Rechengebiet zu vermeiden und damit auch die Konservati-
vitdt des Verfahrens zu gewéhrleisten, muss eine zweite Schicht aus gekriimm-

ten Zellen um die urspriinglich transformierten Wandzellen gelegt werden, zu
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sehen als rote Zellen in Abbildung 3.8. Die Vorgehensweise ist &hnlich der bei
Wandzellen, wobei hier allerdings kein gekriimmtes Polynom bestimmt wird,
sondern nur die Transformationspunkte der beiden Zellschichten aufeinan-
dergelegt werden und die inneren Zellen der bekannten kubischen Transfor-

mation, Gleichung 3.43, unterzogen werden.

Abbildung 3.8.: Onera M6 Fliigel, mit gekriimmten Wandzellen (schwarz) und
einer zweiten Schicht gekriimmter innerer Zellen (rot)

3.8. Raumliche Integration

Im Rahmen der Finite-Volumen Diskretisierung und insbesondere bei den
Discontinuous Galerkin Verfahren miissen einige Integrationen fiir die rdum-
liche Diskretisierung durchgefiihrt werden. Bei einfachen Problemen wie zum
Beispiel der Aufstellung der Massenmatrix, Gleichung 3.29, ist eine analyti-
sche Integration im Vorfeld mit anschlieBender Auswertung im Loser moglich
und im allgemeinen auch am kostengiinstigsten. Leider ist dieser Weg bei ent-
sprechend aufwindigen Integranden nicht mehr moglich. Deshalb muss hier
numerisch integriert werden.

Betrachtet man beispielsweise den letzten Term der diskretisierten Euler
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Gleichungen, Gleichung 3.2, also

/ VV - F; dQ // VV(z,y,z) - Fi(z,y,2) de dy dz (3.46)
Q

[ wvieno - Fien o |2€n.0| ¢ anac

so folgt mittels numerischer Integration:

N
/QVV-E A~ Y w;VV(&,m5,¢) - Fal€omin &) - ‘i(ﬁj,mv@) - (3.47)

j=1

Entscheidend fiir die Performance der numerischen Integration ist die An-
zahl und Lage der verwendeten Integrationspunkte. Hier unterscheidet man
verschiedene Methoden wie zum Beispiel die Gauf3-Legendre-Integration oder
die monomialen Quadraturverfahren [31, 32], Details zu den hier verwendeten

Integrationen siehe Anhang C.

3.9. Zeitintegration

Die raumliche Diskretisierung, beispielsweise von Gleichung 3.2, mit der Dis-

continuous Galerkin Methode fiithrt zu folgendem Gleichungssystem

M(U)aa—(t] =W(U). (3.48)

Dabei stellt U = (Uy,Us,...Uj,...)" den Vektor der globalen Freiheitsgra-
de dar. U; selbst ist allerdings auch ein Vektor, der die Freiheitsgrade fiir
des Element j beinhaltet. Ahnlich verhilt es sich fiir den Residuenvektor
W = (Wi, Wa, .. W;, )T M entspricht diesmal der globalen Massenmatrix,
die sich aus den in Abschnitt 3.5.3 diskutierten Elementmassenmatrizen zu-
sammensetzt. Obige Gleichung ist kontinuierlich in der Zeit und kann nun
durch verschiedene Integrationstechniken gelost werden. Man unterscheidet

zwischen den expliziten und den impliziten Methoden.

3.9.1. Explizit

Wird eine explizite Zeitintegrationsmethode verwendet, dann kann das Resi-

duum W nur mit dem Zustand U am alten Zeitlevel t" berechnet werden:

M(U)%—[i — W (3.49)
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Wir verwenden Einschrittverfahren héherer Ordnung, sogenannte Runge-
Kutta Verfahren, die ihre héhere Ordnung durch zusétzliche Stiitzstellen in-
nerhalb des Integrationsintervalls [t",t”“] erreichen. Durch eine geschickte
Wahl der Stiitzstellen ist es oft moglich auf Abspeicherung der Daten zu
verzichten und einfach das Residuum aufzuaddieren.

Die hier verwendeten m-stufigen Runge-Kutta Integrationen werden nach
folgender Formel durchgefiihrt

ki = M_IW(U"—FAtaiki_l), i=1,...m

U™t = UM ALY (biki). (3.50)

=1

Hierbei stellen a; und b; Koeffizienten dar, die von der Art des Verfahrens

und von der Ordnung abhéngen. Sie sind in Tabelle 3.2 aufgetragen.

’ (@) ‘ Momin ‘ a=(a,...,am)" ‘ b= (bl,...,bm)T ‘

1 1 0 1

T 1 1\T
2 2 (01) (5 5)
3 3 033" (30T
4 4 (03317 Gssa)l

3 T 7 32 2 2 7T\T
5 6 (Oiiéll) ( 090%3090)

1 215 1 T 13 11 11 4 4 13 \T

6 7 05353551 | (5560 1 26 35 35 300)

Tabelle 3.2.: Runge-Kutta Koeffizienten

Es féllt auf, dass oberhalb einer Genauigkeit von vierter Ordnung die Stu-
fenzahl m die Ordnung O iibersteigt und die Verfahren ineffizienter werden,
man spricht von der Butcher-Schranke. Aus diesem Grund erfreut sich das

Verfahren vierter Ordnung besonders grofier Beliebtheit.

3.9.2. Implizit

Explizite Verfahren haben den Vorteil, dass sie mit geringem Aufwand pro In-
tegrationsschritt zu l6sen sind und sie sich parallelisieren lassen. Von Nachteil
ist ihr Stabilitdtslimit, das insbesondere bei steifen Differentialgleichungen,

wie den Turbulenzgleichungen, ein gravierender Nachteil ist.



50 3. Discontinuous Galerkin Verfahren

Bei der impliziten Zeitintegrationsmethode héngt das Residuum W vom

Zustand U am neuen Zeitlevel " ab:

M(U)%—[t] =wW(U"th (3.51)
Diese Gleichung wird durch eine einfache ” Backward-Euler” Methode diskre-
tisiert,
n+1 _ n
M(U)% — WU, (3.52)

Obige Gleichung stellt ein System von nichtlinearen Gleichungen fiir alle
Freiheitsgrade U™ dar. Um dieses System zu lésen, muss die nichtlineare

rechte Seite linearisiert werden,

WWw* = WF=wF14AW +0O(A)
k—1 5W ot k k—1 2
= W (55 (U U )+(9(At ), (3.53)

hierbei stellt (§W/5U) die Jacobi-Matrix J(U) des Systems dar. Die Matrizen
fiir beispielsweise die Euler Gleichungen sind noch recht einfach und kénnen
oben in Gleichung 2.9 nachgelesen werden. Fiir die Navier-Stokes Gleichungen
und auch die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes Gleichungen verhélt es sich
etwas komplizierter. Details hierzu finden sich bei Landmann [53].

Wird nun das mehrdimensionale Newton-Raphson Verfahren angewandt

erhalten wir folgendes iteratives Schema,

U(O) "
MW\ ke k=1 _ M (e-1) _ 50
Kt*(w) (v vt ) =w (vt) - 5 (0 - v ),
x b
A
k=1,...m
urtt =y, (3.54)

Zu Anfang jedes Zeitschritts wird die Newton-Iteration mit U™, also dem
Wert des alten Zeitschritts, als Anfangswert gestartet. Dann werden, um
die Losung des Gleichungssystems 3.52, also U™, zu finden, m-Iterationen
durchlaufen. Das gesamte Verfahren kann als Ineinanderschachtelung von
drei Schleifen gesehen werden. Die AuBerste stellt bei instationéiren Proble-

men die Zeitschleife des ganzen Problems dar. Die néchste Schleife stellt die
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Newton-Iteration dar, die dann die dritte Schleife, die Losung des linearen
Gleichungssystem (A z = b) beinhaltet.

Dieses System wird hier iterativ durch eine C++ Bibliothek, die Matrix
Template Library (MTL) in Verbindung mit der Iterative Template Library
(ITL) gelost. Dazu muss das Gleichungssystem zuerst zur schnelleren Losung
vorkonditioniert werden, zumeist mittels der Incomplete Lower-Upper (ILU)
Zerlegung, um dann mit Hilfe der Krylov Unterraummethoden GMRES [76]
und BI-CGStab [96] gelést zu werden. Genaueres hierzu findet sich wiederum
bei Landmann [53].

3.10. Die numerischen Werkzeuge

Ausgereifte CFD-Stromungsloser, die iiber einen grofien Funktionsumfang
verfiigen, sind zwangsldufig sehr komplex und haben eine sehr umfangrei-
che Programmstruktur. Diese Problematik wird bei einem Loser hoéherer
Ordnung verstirkt, da nicht nur mit einer rdumlichen Ordnung gerechnet
wird, sondern wie hier beispielsweise mit bis zu sechs. Dies fiihrt bei ei-
ner Rechnung, bei der drei Dimensionen und 10 verschiedenen Gleichun-
gen zur Auswahl stehen, zu 180 verschiedenen Kombinationen, fiir die auch
noch verschiedene Zeitintegrationen und Konvergenzbeschleuniger zur Aus-
wahl stehen. Aus diesem Grund sind die hier verwendeten Programme in der
Programmiersprache C++ geschrieben und im wesentlichen objektorientiert
aufgebaut. Dies fithrt dazu, dass alle Programmteile nur einmal geschrieben
werden miissen, man erhélt einem iibersichtlicheren und kompakteren Code.
AuBerdem triigt zu dieser Ubersichtlichkeit der modulare Aufbau der gesam-
ten Prozesskette bei, bei der moglichst alles, was nicht zum unmittelbaren
Losen der stromungsmechanischen Erhaltungsgleichungen beitriagt, ausgela-
gert wurde.

Die wesentlichen Bestandteile des hier verwendeten Pakets sind der DG-
Strémungléser Stuttgart University Numerical Wind Tunnel (SUNWinT),
verbunden mit einem Gitterpartitionierer (Splitter), seinem Pendant (Joi-
ner) und einem Adaptierer (Adaptation), siche Abbildung 3.9. Als universelle
Schnittstelle dient das CGNS Format [73].

Durch diesen modularen Aufbau ist es nun beispielsweise moglich, eine
sequenzielle Rechnung zu partitionieren (Abschnitt 3.10.1), dann zu paralle-

lisieren (Abschnitt 3.10.2) oder sie dann spéter auf einem gréBeren Rechner
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Partitionierung CFD Loser Repartitionierung Adaption
"Splitter" "SUNWInT" "Joiner" "Adaptation"

\ 4

v

Input

Output

Abbildung 3.9.: Toolkette

zu repartitionieren und vielleicht auch im Lauf der Rechnung das Gitter zu
adaptieren (Abschnitt 3.10.4).

3.10.1. Partitionierung

Bei der heutigen Entwicklung von Hochstleistungsrechnern zeichnet sich ein
Paradigmenwechsel ab. Bisher wurde die Leistungssteigerung in erster Linie
durch Beschleunigung der einzelnen Prozessoren erreicht. Da aber die Ge-
schwindigkeit des Hauptspeichers nicht im gleichen Mafle gesteigert werden
konnte, setzt nun bei der tatséchlich zu erzielenden Leistung eine Stagnation
ein. Somit macht es heute mehr Sinn, statt die theoretische Leistung eines
einzelnen Prozessors immer weiter zu steigern, die dann doch nicht zum Tra-
gen kommt, einfach eine grofle Anzahl zusammen zu schalten. Diese grofie
Zahl von bis zu mehreren Tausend von Prozessoren kann nicht mehr effizi-
ent auf einen gemeinsamen Speicher zugreifen, sondern jedem Prozessor wird
sein eigener Speicher zugeordnet, der dann iiber entsprechend schnelle Netz-
werke miteinander verkniipft ist. Effiziente Rechnungen sind dann allerdings
nur noch mit Verfahren moglich, bei denen die Kommunikation nur einen
kleinen Teil der Gesamtzeit in Anspruch nimmt. Finite Volumen Verfahren
sind hier im Nachteil, da relativ grofle Datenmengen an den Nahtstellen zu
iibertragen sind. Aufgrund ihrer Kompaktheit sind die Discontinuous Ga-
lerkin Verfahren hingegen auflerordentlich gut geeignet fiir Rechnungen auf
massiv parallel arbeitenden Supercomputern.

Das Verfahren ist mit Hilfe der ”Message Passing Interface” (MPI) Biblio-
thek parallelisiert, die grofitmogliche Flexibilitdt und Portabilitidt gewéhrleis-
tet. Dabei wird das unstrukturierte Gitter in einzelne moglichst gleich grofie
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Abbildung 3.10.: Zonen bei einer Kugelumstromung und Tetraederdiskretisierung

Partitionen unterteilt, wobei jeder Prozessor fiir ein Gebiet zustidndig ist.
Aufgrund einiger wiinschenswerter Eigenschaften, wie zum Beispiel minima-
le Konnektivitéiten, ist diese Aufgabe ein schwieriges Unterfangen, weshalb
wir das etablierte Softwarepaket METIS [48] nutzen. Die Algorithmen, die
hier verwendet werden, beruhen auf einer Multilevel-Graphpartitionierung,
ein Beispiel ist in Abbildung 3.10 zu sehen.

3.10.2. Parallelisierung

Beim Start des Stromungslosers liest jeder MPI-Prozess seine Gitterparti-
tion ein und initialisiert diese, das heift, er berechnet Anfangsbedingungen,
Randbedingungen sowie die Konnektivitdten zu den einzelnen Nachbarzonen.

Danach beginnt die iterative Berechnung der Stromung:

e Projektion des Zellzustands auf die Rénder

e Senden des Randzustands iiber Standard MPI-Kommandos zur benach-
barten Zone und Vorbereiten des asynchronen Empfangs der entspre-

chenden Partnerzustande
e Wihrenddessen Berechnung der Innenfliisse und Zellintegrale

e Nach Abschluss aller lokalen Operationen folgt das Warte, bis alle

Randinformantionen vorliegen

e Berechnung der Randfliisse
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Mit dieser Vorgehensweise ist es moglich, den durch die DG Methode entste-
henden Mehraufwand, beispielsweise die Berechnung des Zellintegrals, auszu-
nutzen um die Netzwerklatenz zu verdecken. Dank all dieser Mafinahmen und
Methoden ist fiir die explizite Zeitintegration ein nahezu linearer Geschwin-
digkeitszuwachs moglich (Abschnitt 4.2.6). Die implizite Zeitintegration ist

bis jetzt wegen der sehr schwierigen Vorkonditionierung nicht parallelisiert.

3.10.3. Gitterverwaltung und Datenausgabe

Bei der Berechnung ingenieurméfliger Probleme in Verbindung mit Verfahren
hoherer Ordnung stofit man zwangsweise auf zwei Probleme. Zum ersten die
Datenausgabe und Visualisierung der Losung fiir eine Elementordnung gréfier
als P! und zum zweiten auf die schnelle Datenspeicherung der meist recht
groflen Datenmengen.

Die gebrauchlichen Visualisierungsprogramme sind nur in der Lage, schritt-
weise lineare Daten darzustellen, was fiir die etablierten Loser mit ihrer Ge-
nauigkeit von zweiter Ordnung auch ausreichend ist. Da also keine poly-
nomiale Approximation dargestellt werden kann, wird hier jedes Element in
kleine Subzellen unterteilt, die wiederum linear dargestellt werden, aber doch

die Genauigkeit der Visualisierung deutlich erhéhen.

If?

Abbildung 3.11.: Stiickweise lineare zweidimensionale Visualisierung (links
2.0rdnung bis rechts 4.0rdnung)

In Abbildung 3.11 ist links die exakt wiedergegebene lineare Losung zweiter
Ordnung zu sehen, rechts wird bei hoheren Ordnungen die Lésung stiickweise

angendhert. Die Zahl der inneren Stiitzpunkte ist hierbei so grof§ gewihlt,
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dass iiber eine Transformationsmatix V die DG-Losung Uy exakt aus der

Punktwolke P bestimmt werden kann.
U=V-P (3.55)

Damit kann der Loser aus den Visualisierungsdaten wieder neu gestartet

werden.

Partition 1
Partition 2

_

Partition n

Partition 1

Partition 2

—1— Zeitpunkt t;,;

Partition 1

Partition 2

_

Partition n

Abbildung 3.12.: Datenmanagement

Das zweite Problem, die grofien Datenmengen und die Ausgabegeschwin-

digkeit, wird durch paralleles Schreiben aller Zonen gelost. Das heifit, jeder
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Prozess auf der Zielplattform des Losers, also groflen PC-Clustern, schreibt
eine einzelne Ausgabedatei fiir jeden Zeitschritt. Die einzelnen Dateien wer-
den dann iiber Links in der "Master” Datei zu einer Komplettlosung zusam-

mengesezt, siche dazu Abbildung 3.12.

3.10.4. Adaption

Die iibliche Vorgehensweise bei der Berechnung eines stromungsmechanischen
Problems besteht darin, das Gebiet von Interesse anfangs mit einem Git-
tergenerator zu diskretisieren, um dann die entsprechenden Gleichungen auf
diesem Gitter zu 16sen. Bereiche, in denen besondere Phéinomene zu erwarten
sind, wie zum Beispiel die Grenzschicht, Wirbel oder Ablésegebiete werden
im Vorfeld feiner vernetzt, um dort einen hohere Genauigkeit zu erzielen. Im
allgemeinen ist die genaue Position dieser Phéanomene im Vorfeld der Rech-
nung nicht bekannt, was oft zu nur méfig genauen Ergebnissen fiihrt. Hier
ist die Moglichkeit wiinschenswert, das Gitter wihrend der laufenden Rech-
nung verdndern zu kénnen. Dies stellt sich fiir strukturierte Gitter als recht
schwierig heraus, bei den hier verwendeten unstrukturierten Gittern ist eine
Gitteradaption allerdings problemlos moglich.

Zur sinnvollen Adaption des Gitters ist ein Fehlerschitzer oder Fehler-
indikator n6tig, der anhand der aktuellen Losung bestimmte Bereiche zur
Adaption markiert. Implementiert sind drei Méglichkeiten, zum Ersten die
manuelle Auswahl des zu adaptierenden Bereiches iiber ein Fenster, zum
Zweiten die Markierung aller Zellen mit grofflen Gradienten und zum Dritten
die Indikation aller unteraufgelosten Zellen mittels des bei der Limitierung
bereits bewéhrten Persson-Indikators [70, 72].

Es existieren mittlerweile verschiedene Verfahren zur adaptiven Verfeine-
rung unstrukturierter Gitter. Das Verfahren sollte einfach zu implementieren
sein, keine stark verzerrten Gitter erzeugen und lokal begrenzt sein. Da die
Programmstruktur eines CFD Losers durch Implementierung von sehr viel
Funktionalitéit sehr uniibersichtlich werden kann, sollte die Adaption in einem
externen Tool erfolgen, das separat von dem eigentlichen Stréomungloser in
einer Skriptumgebung gestartet wird. Dafiir wurden drei verschiedene Stra-

tegien implementiert:

e Bisektionsverfahren oder Griin-Griin-Verfahren:

Hier wird nur die langste Kante einer markierten Zelle geteilt, weshalb
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anschlieend die Nachbarzelle ebenfalls an dieser Kante geteilt werden
muss, Abbildung 3.13.

<7
N

yavayl

Abbildung 3.13.: Griin-Griin Adaption zweier Zellen (2D)

Das Bisektionsverfahren ermoglicht es, das zuerst verfeinerte Gitter
wieder auf den Ausgangszustand zu vergrobern. Das Verfahren hat den
Nachteil, dass insbesondere in 3D bei Gittern mit Gradienten in der
Zellgrofle zu grofle Bereiche verfeinert werden. Dies ist auf die Forde-
rung zuriickzufithren, dass immer die ldngste Kante einer Zelle in der
Mitte geteilt wird, wodurch zu spitze Winkel bei einer wiederholten
Adaption vermieden werden sollen. Dadurch werden in der Regel aber

mehr Zellen verfeinert als markiert worden sind.

e Rot-Griin-Verfahren:
Das Rot-Griin-Verfahren ist ein haufig verwendetes und robustes Ver-
fahren zur Gitteradaption [42]. Hierbei werden die markierten Zellen
im zweidimensionalen Fall in vier &hnliche Zellen (rot) verfeinert und
anschliefend dabei entstandene so genannte ”"hiangende Knoten” durch
eine Bisektion der Nachbarzellen (griin) aufgelost, Abbildung 3.14 links.
Im Dreidimensionalen gestaltet sich die Adaption etwas schwieriger,
durch die Rotverfeinerung entstehen sieben Sub-Tetraeder, deren ” hén-
gende Knoten” durch drei verschiedene Arten der Griinverfeinerung

aufgelost werden miissen, Abbildung 3.14 rechts.
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</\
S

Abbildung 3.14.: Rot-Griin Adaption, 2D (links) und 3D (rechts)

yavayl
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Um eine Vergroberung auf die Ausgangstriangulation durchfithren zu
konnen, miissen allerdings die Verbindungen zwischen den Spender-
und Empfiangerzellen gespeichert werden, was sich in einem externen
Tool mit standardisierten Datenschnittstellen nur sehr schwer realisie-

ren lisst.

Remeshing:

Beim Remeshing wird ein zu adaptierender Bereich des Gitters aus-
gewahlt und alle Gitterpunkte mit der Triangulation innerhalb dieses
Bereichs geloscht. Anschlieffend werden dem gewiinschten Feinheitsgrad
entsprechend neue Gitterpunkte in dem Gebiet erstellt und beispiels-
weise nach der Advancing-Front Methode [62] eine neue Triangulation
erstellt, Abbildung 3.15.

Abbildung 3.15.: Remeshing mit der Advancing-Front-Method
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Abbildung 3.16.: Glittung mit Hilfe der Delaunay-Triangulation

In der Regel ist es empfehlenswert die Qualitidt dieses neuen Gitters,
wie in Abbildung 3.16 zu sehen, durch ein Delaunay-Verfahren [33, 85]
zu verbessern. Dabei diirfen im Umkreis eines Dreiecks des Netzes kei-
ne weiteren Punkte enthalten sein, was dazu fiihrt, dass die Dreiecke
des Netzes moglichst grofie Innenwinkel aufweisen. Das Remeshing-
Verfahren eignet sich ebenfalls sehr gut um zu feine Bereiche wieder zu
vergrobern, da das Verfahren keinen Unterschied zwischen vergrébern
und verfeinern kennt. Lediglich die Anzahl der zu setzenden Punkte in
dem ausgewihlten Gebiet ist im Falle der Vergroberung niedriger als

bei einer Verfeinerung.

Mit den hier vorgestellten Adaptionsverfahren ist man nun weitgehend un-
abhéngig vom Ausgangsgitter, was natiirlich eine deutliche Rechenzeiterspar-
nis mit sich bringt. Zu Bedenken ist allerdings, dass in einzelnen Bereichen
des Gitters die Zahl der Freiheitsgrade und damit natiirlich das spektrale
Auflésungsvermogen verdndert wird, was bei instationdren Vorgingen eine
gewisse Initialisierungszeit erfordert. Auflerdem ist es meist nach einer Ad-
aption erforderlich das Gitter neu zu partitionieren, da sich die Zellenzahl

stark verindert.






4. Ergebnisse

Die in diesem Kapitel gezeigten Stromungsfelder wurden mit zwei recht un-
terschiedlichen CFD-Lésern berechnet. Im ersten Teil (Kapitel 4.1) wird der
im Rahmen des Verbundprojekts Megaflow unter Schirmherrschaft des DLR
entwickelte Loser FLOWer [51] verwendet. Er stellt den etablierten Stand der
Technik fiir kommerzielle und anwendungsnahe Loser dar, das heifit struktu-
rierte Gitter und eine Genauigkeit von zweiter Ordnung. Aufbauend auf den
URANS Gleichungen und dem damit verbundenen hohen Modellierungsgrad
ist er in der Lage auch recht komplexe Probleme und auch Komplettkon-
figurationen zu berechnen. Der zweite Teil dieses Kapitels (Abschnitt 4.2)
beinhaltet die Ergebnisse, die mit dem neuen Discontinuous Galerkin An-
satz berechnet wurden. Dabei werden zur besseren Diskretisierung komple-
xer Geometrien unstrukturierte Gitter verwendet, auf denen sogar prinzipiell
mit beliebig hoher Ordnung und Genauigkeit gerechnet werden kann, was
das numerische Verfahren effizienter macht (Kapitel 4.2.5) und auch fiir eine
Detached- oder Large Eddy Simulation entscheidende Vorteile bringt (Kapi-
tel 4.2.1).

4.1. Detached Eddy Simulationen in der Anwendung

Zunehmende Anforderungen an Sicherheit, Leistungsfihigkeit und Umwelt-
vertriglichkeit von Verkehrsflugzeugen lassen sich nur durch den Einsatz neu-
er Technologien erfiillen. Ein moglicher Ansatz hierbei sind sogenannte Mini-
TEDs (Trailing Edge Devices), kleine, nahe der Hinterkante des Tragfliigels
beziehungsweise der Landeklappen ausfahrbare Klappen, die einen erheb-
lichen Auftriebs- und Widerstandszuwachs verursachen. Damit lassen sich
beispielsweise langsamere und steilere Landeanfliige verwirklichen, die un-
ter anderem die Gerduschbelastung der Anwohner von Flughéfen erheblich
verringern konnten. Dieser Effekt ist jedoch nur dann zu erzielen, wenn die

Mini-TEDs nicht selbst eine erhebliche zusétzliche Larmquelle darstellen. Im
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Unterschied zu dem Auftriebszuwachs, der experimentell bereits nachgewie-
sen ist, sind die akustischen Eigenschaften der Mini-TEDs noch weitgehend
unbekannt. Der subjektive Eindruck scheint jedoch darauf hin zu deuten,
dass der zusétzliche Auftrieb mit einer gewissen Anhebung des Larmpegels er-
kauft wird. Im Rahmen des vom Bundesministerium fiir Wirtschaft und Tech-
nologie (BMWI) geférderten multilateralen Verbundvorhabens FREQUENZ
(Forschung zur Reduktion und Ermittlung des Quelllirms mittels Experi-
ment und Numerik bei Zivilverkehrsflugzeugen) wurde mit Hilfe des aerody-
namischen Feldverfahrens FLOWer und der Detached Eddy Simulation die
fiir die Larmerzeugung relevanten instationdren Phdnomene an den Mini-
TEDs sowie die Schallabstrahlung ins Fernfeld mittels direktem Transport

und der akustischen Analogie untersucht [59].

4.1.1. Auslegungsrechnungen und Windkanalkorrektur

Ausgangspunkt der verwendeten Tragfliigelgeometrie ist ein Drei-Element-
Profil eines Airbus A320. Zwischen dem Hauptelement und dem Slat, be-
ziehungsweise dem Flap befindet sich ein Spalt, der eine fiir die weiteren
Untersuchungen unerwiinschte zusétzliche Larmquelle darstellt. Im ersten
Schritt wurde der Flap-Spalt durch den Projektpartner Airbus geschlossen.
Durch den entstandenen Knick an der Oberseite neigte das Profil allerdings
zu Stromungsablosungen, was die Ursprungsgeometrie nicht tat. Nach Riick-
sprache mit der Firma Airbus wurde das Profil durch geringe Anderungen
ab einer Fliigeltiefe von etwa 40% durch das TAG modifiziert, so dass die
Stromung nun deutlich linger anliegt, Abbildung 4.1.

Da das Validierungs-Windkanalexperiment auch akustische Daten liefern
sollte, wurde aufgrund der Zugénglichkeit und der M6glichkeit ganze Mikro-
fonarrays zu platzieren im aeroakustischen Windkanal Braunschweig (AWB)
gemessen. Da es sich hier um einen Kanal mit Freistrahl handelt und eine
Hochauftriebskonfiguration mit entsprechend groflen Anstellwinkeln unter-
sucht wird, tritt leider eine nicht unerhebliche Strahlablenkung auf, welche
die Vergleichbarkeit mit der Realitédt in Frage stellt. Mit Hilfe des denkbar
einfachsten Falls, dem Profil ohne Trailing Edge Device, wird daher zuerst
die Vergleichbarkeit von Experiment und Simulation untersucht. Gerechnet
wurde eine zweidimensionale und vollturbulente RANS unter Beriicksichti-

gung der Windkanalumgebungsdaten. Als charakteristische Vergleichsgrofe



4.1. Detached Eddy Simulationen in der Anwendung 63

zwischen Experiment und Simulation dient der Auftriebsbeiwert und damit

die Zirkulation.

Abbildung 4.1.: Das FREQUENZ Tragfligelprofil

Wie in Abbildung 4.2, der Auftriebspolare der reinen Profilkonfiguration,
zu sehen ist, entspricht bei gleichem ¢, ein Anstellwinkel im Windkanal von
a = 14° einem gerechneten Anstellwinkel in der Simulation von o = 7°. Dies
bestatigt auch der Verlauf des Druckbeiwerts ¢, iiber der Profiloberfléche,
siehe Abbildung 4.3. Die analoge Vorgehensweise fiir die Konfiguration mit
um 90° ausgefahrener Hochauftriebshilfe liefert dhnliche Ergebnisse, auch
hier entspricht die gerechnete Konfiguration mit o = 7° einer experimentellen
Anordnung von o = 14°, siehe Abbildung 4.4 und Abbildung 4.5.

Aufgrund dieser recht guten Ubereinstimmung wird im weiteren Vorgehen
davon ausgegangen, dass das Stromungsfeld und die Zirkulation des experi-
mentellen und gerechneten Problems bei den jeweils unterschiedlichen An-

stellwinkeln im Wesentlichen iibereinstimmt.
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Abbildung 4.2.: Auftriebspolare des FREQUENZ-Profils

-@-FLOWer 7°
—0— Experiment 14°

X

Abbildung 4.3.: Druckbeiwert des FREQUENZ-Profils
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-@-FLOWer
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Abbildung 4.4.: Auftriebspolare mit ausgefahrenem Mini-TED

-@-FLOWer 7°
—0— Experiment 14°

X

Abbildung 4.5.: Druckbeiwert mit ausgefahrenem Mini-TED
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4.1.2. Detached Eddy Simulationen

Aufgrund des turbulenten Stromungscharakters an der Hinterkante, insbe-
sondere hinter der Hochauftriebshilfe, erscheint die Verlasslichkeit der Er-
gebnisse des ” Unsteady Reynolds-averaged Navier-Stokes” (URANS) Ansat-
zes fiir die Stromung hinter diesem quasi stumpfen Korper zweifelhaft. Aus
diesem Grund wurde eine "Detached Eddy Simulation” (DES) dieser Kon-
figuration durchgefiihrt, die nun direkt Teile der instationéren turbulenten
Stromung berechnet und damit die turbulenten Strukturen besser modelliert.
Die fiir die Anfachung der LES benétigten Storungen der Stromung werden
dabei durch die Hochauftriebshilfe und die stumpfe Hinterkante hervorgeru-
fen. Abbildung 4.6 zeigt die Stromung in einem Profilschnitt, die Wirbelstérke
wird mit Hilfe des A2 Kriteriums [44] visualisiert.

Abbildung 4.6.: A\ Isoflichen an der Profilhinterkante
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4.1.2.1. Spannweitige Geschwindigkeitskorrelationen

Mochte man dreidimensionale anisotrope Strukturen an einem zweidimen-
sionalen und spannweitig extrudierten Profil berechnen, so muss man auf
eine ausreichende Auflésung und ausreichende Ausdehnung in Spannweiten-
richtung achten. In unserem Fall betrigt die spannweitige Linge 10% der
Profiltiefe. Um zu zeigen, dass diese Grofle ausreichend ist, wurden die Ge-
schwindigkeitskorrelationen untersucht. Der Korrelationskoeffizient wird mit
folgender Formel berechnet:

(Wi(2) i (z + 7))

(di(2)?)

Der linke und rechte Rand wird als Referenzwert ;(z) verwendet. Fiir glei-

Rii = (4.1)

che Geschwindigkeitsfluktuationen sollte die Korrelation gleich eins und fiir
unkorrelierte Fluktuationen gleich Null sein. In unserm Fall, Abbildung 4.7,
sieht man, wie der Korrelationskoeffizient am gegeniiberliegenden Rand gegen
Null strebt, was darauf schlieBen lisst, dass 10% Ausdehnung in Spannwei-

tenrichtung ausreichend sind.

Ruu, Rvv, Rww
o

Abbildung 4.7.: Korrelationen aller drei Geschwindigkeitskomponenten, linker
Rand (blau) oder rechter Rand (rot)
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4.1.2.2. Das Wandgesetz fiir turbulente Stromungen

Bei der Simulation von turbulenten Grenzschichten mittels Turbulenzmodel-
len hat man Sorge zu tragen, dass die Grenzschicht in Wandnéhe korrekt
modelliert wird und die Diskretisierung des Rechengebiets an diesen Stel-
len ausreichend fein ist. Ein bewéhrter Test fiir diese Grenzschichten ist das
universelle Wandgesetz [79]. Es sagt die mittlere Geschwindigkeitsverteilung
an einer ebenen Platte voraus und ist fiir kleine y™ Werte auch fiir Profile
geeignet. In unserem Fall wird das zeitlich gemittelte Geschwindigkeitsprofil
bei 50% Profiltiefe extrahiert (Abbildung 4.8).

30

O DES Coarse é)
- DES Middle
25 1 —A—DES Fine
+ |l o urans /
—Viscous Sublayer
20 H /
—Log Layer
®)
15 4
10 //
5 4
0 :
1 10 100 y+ 1000 10000

Abbildung 4.8.: Das Wandgesetz fiir turbulente Grenzschichten

Wir sehen eine gute Ubereinstimmung mit der laminaren Unterschicht, ei-
ne miBige Ubereinstimmung mit dem logarithmischen Wandgesetz und ab
yt > 120 den Einfluss des Grenzschichtrands. Wenn wir im DES Fall die
Gitterauflésung in der Grenzschicht vergréfiern, erreichen wir eine etwas bes-
sere Ubereinstimmung, die URANS Lésung ist bei grober Auflésung besser
in der Lage den ”Log Layer” zu treffen.
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4.1.2.3. Nachlaufuntersuchungen und Vergleich mit dem Experiment

Ein Teil der experimentellen Messungen ist die Untersuchung des Nachlaufs
hinter dem Profil mittels der Hitzdrahtanemometrie. Die Hitzdrahtmessun-
gen mit einer Ein-Sensor-Sonde wurden direkt hinter dem Profil an den

schwarz markierten Streifen in Abbildung 4.9 durchgefiihrt.

Abbildung 4.9.: Hitzdrahtmessungen, im Hintergrund eine Momentanaufnahme
der Geschwindigkeitsverteilung der DES

In Abbildung 4.10 ist die zeitlich gemittelte Geschwindigkeitsverteilung aus
dem Experiment, schwarz, die zeitlich gemittelte Verteilung der Simulation,
?FLOWer mean” in gelb, und die entsprechenden Extremwerte zu sehen.
Beim ersten Sensor (S1) ist der Verlauf der Daten sehr dhnlich, allerdings
existiert eine kleine Verschiebung. Im Gegensatz dazu zeigt der Vergleich
des zweiten Sensors (S2) keine Verschiebung sondern eine geringfiigig an-
dere Tendenz. Dies kénnte ein Hinweis auf die doch etwas unterschiedliche
Anstrombedingung zwischen Experiment und Simulation sein und wiirde be-
deuten, dass es zum Vergleich nicht ausreichend ist, nur den Auftriebsbeiwert

zu beriicksichtigen.



70

4. Ergebnisse

15,0

10,0

5,0

0,0

> -10,0 A
-15,0 ‘.

-20,0 A

40,0

-25,0

-30,0

¢ FLOWer min

60,0 80

¢ FLOWer max

O FLOWer mean
— Experiment

-35,0

15,0

10,0 A

5,0 A

0,0 A

-5,0

> -10,0

-15,0 ~

-20,0 A

80

-25,0

-30,0

¢ FLOWer min
¢ FLOWer max
O FLOWer mean
— Experiment

-35,0

Abbildung 4.10.: Hitzdrahtmessungen und DES Simulationen
(oben S1, unten S2)
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4.2. Discontinuous Galerkin Verfahren

Im ersten Teil dieses Kapitels konnte gezeigt werden, dass, mittels Deta-
ched Eddy Simulationen und Verfahren zweiter Ordnung, auch industriell
relevante Probleme gelost werden koénnen. Es ist uns gelungen mit dem aus
der DES gewonnenen Stréomungsfeld die Akustik richtig vorherzusagen [59]
und somit die ”"High Fidelity” Schiene des FREQUENZ Projekts abzudecken
[36]. Wiinschenswert wire allerdings eine flexiblere Gittergestaltung und eine
hohere Genauigkeit des verwendeten Verfahrens.

Der zweite Teil des Kapitels zeigt nun Ergebnisse, die auf der Disconti-
nuous Galerkin Diskretisierung aufbauen und von anfangs noch recht einfa-
chen Tests, wie reibungsfreien Strémungen, zu immer komplexer werdenden
Problemen iibergehen, bis zur Detached Eddy Simulationen.

Eine einfache, gleichzeitig aber schwer zu berechnende, Konfiguration stellt
die Stromung um eine Kugel dar, die hier stellvertretend fiir alle stumpfen
Korper mit abgelosten Stromungen untersucht wird. Die erste Schwierigkeit
besteht schon in der korrekten Vorhersage des reibungsfreien Stromungsfel-
des, das bei unzureichend genauer Randdiskretisierung zu unphysikalischen
Effekten fiihrt, dies wird in Abschnitt 4.2.2.1 demonstriert. Danach werden
die qualitativ unterschiedlichen physikalisch interessanten Bereiche behan-
delt: angefangen bei sehr geringen Reynoldszahlen, die beispielsweise zu ei-
ner dreidimensionalen Wirbelstrafle, dhnlich der Kdrméanschen Wirbelstrafle,
fithren (néheres dazu in Abschnitt 4.2.3.3) bis hin zu Reynoldszahlen von
Re > 10° mit vollturbulentem Strémungsfeld, sieche Abschnitt 4.2.5.2.

4.2.1. Das Konvergenzverhalten

Ein wichtiger Schritt zur Verifikation des entwickelten Programmcodes ist
die formale Ordnung des DG Verfahrens zu tiberpriifen. Dabei ist die iibli-
che Vorgehensweise, die Gitterkonvergenzordnung p zu bestimmen, die mit
der gewiinschten Genauigkeitsordnung iibereinstimmen sollte. Hierfiir wird
systematisch die Gitteraufldsung beziechungsweise die Zellenzahl variiert. Der

Diskretisierungsfehler ist dann definiert als
1Ay (z, h)I| = y(z,h) — y(z) = O(h") (4.2)

mit h als charakteristischer GittergréBe, y(x, h) als numerischer Losung fiir

dieses Gitter und y(z) als analytisch exakter Losung. Da die exakte Losung
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des Problems bekannt sein muss, ist diese Vorgehensweise auf einige spe-
zielle Testfdlle limitiert. Nach induktiver Verallgemeinerung besteht jedoch
die Hoffnung, dass es sich in anderen Fillen dhnlich verhalt. Jetzt kann die
formale Ordnung p durch Vergleich zweier Diskretisierungsfehler auf unter-

schiedlichen Gittern bestimmt werden
[[Ay(z, ha)l| _ hY

Tl = —. 4.3
1Byt )]l ~ B )
Durch Bildung des Logarithmus folgt
[|[Ay(z, h)l h
In f—"—% =pln —, 4.4
18y, )l P e (4
und fiir die Konvergenzordnung p gilt
1y h)[) ~ In(|Ay(a.ha)) ws)

hy
In s

Da ausschliellich auf regelméfigen Gittern gerechnet wird, verwenden wir
fiir die Definition der charakteristischen Gittergrole h die Zellenzahl in ei-
ne Raumrichtung. Zur Auswertung wird ein charakteristischer Wert fiir den
globalen Fehler gesucht. Deshalb wird der Diskretisierungsfehler iiber eine
Fehlernorm im gesamten Rechengebiet {2 durch Summation jedes integra-

len Einzelfehlers Aug bestimmt. Géngig sind drei Fehlernormen, die lineare

Norm (L1,||-|]1), die quadratische Norm (Lz,]||-||2) und die maximums Norm
(Loos|[ - [[o0):
Aufl = / |Aun|dV (4.6)
Q
Auf = /[Auhpdv (4.7)
Q
[|Aul|lee = m]gx(max Augg]). (4.8)

Um nun schlussendlich den skalaren Fehler Ay fiir die Konvergenzordnung
bestimmen zu konnen, wird die mittlere Elementfehlernorm Au iiber alle
Zellen n bestimmt:

Au
layl = Z2ulh (19)

layll, = =120l (410)

1AY[loo max([|Aul[oo). (4.11)
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Als analytischer Testfall fiir die Euler Gleichungen wird ein Gaufipuls in
der Dichte p bei konstantem Druck pg und konstanter Geschwindigkeit uo

verwendet, dessen Anfangsbedingung folgendermaflen lautet:

2
p po + aexp[—In(212250))]
U PUO
U=1| p = 0 , (4.12)
pw 0
2
pE % + (pgg)

mit der Pulshohe a, der Breite o und der Position x¢. Die exakte Losung des
sich bewegenden Gaufipulses ist trivial und besteht darin, dass sich der Puls
mit der konstanten Geschwindigkeit uo unverdndert durch das Rechengebiet
bewegt, siche Abbildung 4.11.
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Abbildung 4.11.: Gauflpuls in der Dichte, diskretisiert mit Hexaedern

Da die Bewegung ein instationédrer Prozess ist, muss zwischen rdumlicher
und zeitlicher Diskretisierung unterschieden werden. Fiir die ersten Beispiele
ist die Diskretisierungsordnung p in Raum und Zeit identisch.

Um die Vor- beziehungsweise Nachteile dieser Methode aufzuzeigen, wird
zuerst die eindimensionale Liniendiskretisierung untersucht, Abbildung 4.12.
Aufgetragen ist der Li-Fehler iiber der Gitterauflosung in doppelt logarith-
mischer Darstellung, Details kénnen im Anhang D nachgelesen werden. Die



74 4. Ergebnisse

s
K=
[
w
o
-
1,0E-03
1,0E-06
1,0E-09 ~O- Linien
~@- Linien
—&—Linien
—&—Linien
1,0E-12

1 10 100 1000 Zellen 10000

Abbildung 4.12.: Konvergenzraten fiir Linienelemente

Steigung der Kurven stellt die Konvergenzordnung dar. Man erkennt auf der
linken Seite, dass sehr grobe Gitter nicht in der Lage sind, die Anfangsbe-
dingung korrekt wiederzugeben, weshalb sich die korrekte Ordnung erst fiir
etwas feinere Gitter einstellt. Sie sollte asymptotisch fiir h — 0 erreicht wer-
den. Wihlt man das Gitter allerdings zu fein, so sté8t man bei ~ 107! an
die Rechengenauigkeit des Computers. Im dreidimensionalen Fall dagegen
ist es allerdings aufgrund der Praktikabilitit kaum moglich in diesen Bereich
vorzudringen, da dafiir 1000® Zellen notwendig wiren.

Fiir die Zeitintegration wird ein Runge-Kutta Verfahren gleicher Ordnung
wie im Raum gewihlt, das bekanntermafien ab O > 4 an die ”Butcher Bar-
rier” [19] st6B8t und deshalb ineffizient wird, da die Zahl der Stufen iiber-
proportional ansteigt. Der explizite Zeitschritt wurde immer mit 50% des
Stabilitatslimits fir reibungsfreie Stromungen gewahlt.

Abildung 4.13 zeigt den Konvergenzverlauf fiir die Tetraedertopologie bis

zur fiinften Ordnung und fiir die Hexaedertopologie bis zur sechsten Ordnung.
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Abbildung 4.13.: Konvergenzraten fiir Tetraeder- und Hexaederelemente



76 4. Ergebnisse

Geplottet wurde hier der Li-Fehler tiber der Gitterdichte, die Konvergenz-
ordnung ist an der Steigung zu erkennen und ist fiir alle Polynomordnungen

q identisch zur optimalen Konvergenz von O(h?™"), siche Anhang D.
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Abbildung 4.14.: Konvergenzraten fiir Hexaederelemente

Auch der Vergleich von Fehler und Rechenzeit (Abbildung 4.14) ist sehr
aussagekriftig. Hier erkennt man, dass es viel effizienter ist, eine gewiinschte
Genauigkeit mit einem Verfahren hoher Ordnung zu erreichen. Um beispiels-
weise eine Genauigkeit von 1075 zu erreichen, ist ein Verfahren vierter Ord-
nung optimal, das als Zeitintegration ein vierstufiges Runge-Kutta Verfahren
verwendet. Bei noch hoherer zeitlicher Ordnung wird das Runge-Kutta Ver-
fahren langsam ineffizient, so bendtigt beispielsweise ein Verfahren fiinfter
Ordnung bereits sechs Schritte, was erst bei noch hoheren Genauigkeit Vor-
teile bringt.

Da die Runge-Kutta Discontinuous Galerkin (RKDG) Verfahren einer star-
ken Zeitschrittbeschrinkung unterliegen, wird zu guter Letzt der Einfluss der

zeitlichen Diskretisierung untersucht. Bei dem hier betrachteten Gauflpuls ist
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nur die konvektive Grenze interessant, die folgendermaflen berechnet wird

1 1
CFL = = 4.13
20+1 2(p—1)+1 (4.13)

und in Tabelle 4.1 aufgetragen wurde.

p 1] 2 3 4 5 6
CFL | 1] 0333 ] 02]0.143 | 0.111 | 0.091

Tabelle 4.1.: Konvektives Zeitschrittlimit

Mittels impliziter Zeitintegration (Abschnitt 3.9.2) kann dieses Limit {iber-
wunden werden, allerdings nur bei einer Genauigkeit von erster Ordnung in
der Zeit. Bei stationéiren Vorgingen spielt die Genauigkeit der Zeitintegra-

tion natiirlich keine Rolle, bei instationdren Problemen wie dem Gaufipuls

allerdings schon.
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8
=
[}
i
5
1,0E-04
1,0E-05
O DG 1.0rd RK 1.0rd. CFL 0,5
—-DG 4.0rd RK 1.0rd. CFL 0,02
—&— DG 4.0rd RK 4.0rd. CFL 0,07
1.0E.06 =8-DG 4.0rd El 1.0rd. CFL 34
=#&~DG 4.0rd EI 1.0rd. CFL 17
=0=-DG 4.0rd EI 1.0rd. CFL 8
=0~DG 4.0rd EI 1.0rd. CFL 0,8
=O=DG 4.0rd EI 1.0rd. CFL 0,02
1,0E-07
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Abbildung 4.15.: Konvergenzraten fiir verschiedene Zeitintegrationen und Zeit-
schrittweiten
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Abbildung 4.15 und Anhang D verdeutlichen diese Problematik. Als Re-
ferenz dient auch hier der konvektierte Gaufipuls auf Hexaederelementen,
mit O1 DG im Raum und einem O1 Runge-Kutta Verfahren in der Zeit,
beziehungsweise mit 04 DG und einem O4 Runge-Kutta Verfahren, der
sich mittels expliziter Zeitintegration durch das Rechengebiet bewegt. Man
sieht deutlich, dass man allein durch Erhdhen der rdumlichen Ordnung eine
Groflenordnung an Genauigkeit gewinnt. Wird dann die lokale CFL-Zahl ver-
ringert, erreicht man wiederum das Genauigkeitsniveau der expliziten Zeitin-
tegration hoher Ordnung. Das Genauigkeitsniveau an sich ist auch abhéngig
von der Machzahl, Abbildung 4.16, was natiirlich nichts an der Tatsache
dndert, dass fiir kleine Zeitschritte das Genauigkeitsniveau der hohen Ord-

nung erreicht wird.
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Abbildung 4.16.: Konvergenzraten fiir die Implizite Zeitintegration bei verschie-
denen Machzahlen

Dies ist eine Bestétigung einer Strategie, die auf globale grofie Zeitschritte
abzielt. In kleinen Zellen, hauptséchlich in der durch die Turbulenzmodellie-
rung weitgehend stationdren Grenzschicht, wird eine hohe lokale CFL-Zahl
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wirksam, die zu einer unterdurchschnittlichen zeitlichen Auflésung fiihrt. In
Zellen, die auflerhalb der Grenzschicht liegen ist die CFL-Zahl kleiner 1 und

die zeitliche Auflésung entsprechend hoch.

4.2.2. Reibungsfreie Strémungen
4.2.2.1. Kugelumstromungen mit isoparametrischen Elementen

Das erste Beispiel zeigt die reibungsfreie Umstromung einer Kugel die durch
Diskretisierung der Euler Gleichungen (Abschnitt 2.1) berechnet wird. Hier
erwarten wir fiir niedrige Machzahlen eine stationédre Stromung, &hnlich der
Potentiallosung.

Zuerst diskretisieren wir das Rechengebiet mit klassischen Tetraedern mit
geraden Dreieckskanten und erhalten leider nur eine hochgradig instationére
Stromung und in manchen Féllen sogar Abldseerscheinungen an den Ele-
mentgrenzen. Da hier jedoch mit den Euler Gleichungen gerechnet wurde,
haben diese Turbulenzen keinerlei physikalischen Hintergrund. Durch Ver-
wendung dieser gradlinigen Diskretisierung wird die Kontur durch ein Po-
lygon angenihert, das naturgemifl Ecken besitzt. In diesen Ecken ist der

Potentialfluss singulér, was zu unendlichen Geschwindigkeiten fithren wiirde.

0.4

0.37
0.34
0.31
0.28
0.25
0.22
0.19
0.16
0.13
0.1

Abbildung 4.17.: Reibungsfreie Kugelumstrémung: klassische Elemente (links)
und gekriimmte Zellen (rechts)

Die Abbildung 4.17 zeigt im linken Bild diese Problematik. Um die Losung
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zu verbessern hat man nun zwei Mo6glichkeiten: Zum Ersten kann man das
Gitter verfeinern und somit eine héhere Genauigkeit erreichen, was bei Finite-
Volumen Verfahren der iibliche Weg ist. Die zweite Moglichkeit ist, auf dem
bestehenden groben Gitter zu rechnen und die Genauigkeit des Verfahrens
zu erhohen, also die Zellordnung. Laut den Untersuchungen aus Abschnitt
4.2.1 ist es besser und effizienter, diese Zellordnung zu erh6hen. Aus diesen
Griinden verwenden wir ein sehr grobes Gitter mit nur 20 Zellen in Kugel-
Umfangsrichtung, die dann aber mit einem Verfahren vierter Ordnung mit je
20 Freiheitsgraden pro Zelle hochgenau aufgelést werden. Da die Auflosung
an den Réndern sehr grob ist, wird die im Abschnitt 3.7 erlduterte Rand-
diskretisierung mit gekriimmten isoparametrischen Elementen an der Ku-
geloberfliche angewendet [60]. Abbildung 4.17 zeigt rechts die Lésung mit

den neuen isoparametrischen Zellen, die weitestgehend der Potentiallosung
entspricht [58].
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-0.005

Abbildung 4.18.: Entropiedifferenz, klassische Elemente (links) und gekriimmte
Zellen (rechts)

Ein guter Indikator fiir die Losungsqualitéit ist der Entropieunterschied.
Nach Munz [68] gilt fiir die Entropiezunahme in einem System kalorisch idea-

ler Gase:

1> P2
— = In — — In —. 4.14
52 S1 Cp In T1 R n e ( )
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Des Weiteren gilt

K
= R = pRT 4.15
Cp k—1 ) p p. ) ( )

damit erhélt man fiir die Entropiezunahme

AS:S—SOO:(Rilln%—an%)pg;m. (4.16)

In Abbildung 4.18 wird diese Entropiedifferenz deutlich, der Unterschied in

der maximal Entropiezunahme zwischen klassischen und gekriimmten Ele-
menten liegt bei etwa 1000:1.

Abbildung 4.19 zeigt die Verteilung des Druckbeiwerts auf der Kugelober-

fliche. Der von der Potentialtheorie vorhergesagte minimale Druckbeiwert

liegt bei einer Machzahl von Mac = 0.1 bei ¢pmin = —1.25 und wird von

der isoparametrischen Diskretisierung auch korrekt berechnet.

cp

1.0
08
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02
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0.4
-06
-08
-1.0
-12

Abbildung 4.19.: Reibungsfreie Kugelumstrémung, klassisch (oben) und ge-
kriimmt (unten), 2. bis 4. Ordnung (von links nach rechts)
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4.2.2.2. Transsonische Stromungen

Erhoht man nun die Machzahl, so wird die Strémung transsonisch und Ver-
dichtungsstofle treten auf. Diese Stofle verursachen erhebliche numerische
Probleme, die hier durch die Methode der kiinstlichen Viskositéit aus Ab-
schnitt 3.4.1 gelost wurden.

— N

’ _)'

o
=
|

Abbildung 4.20.: Machzahlverteilung fiir die dreidimensionale Strémung um

einen Zylinder

Analog zu Persson et al. [72] zeigt die Konfiguration in Abbildung 4.20
die Umstromung eines Zylinders bei einer Machzahl von M. = 2.0, dabei
entsteht eine abgeloste Kopfwelle vor dem Zylinder. Das Rechengebiet wird
durch einen Einstromrand, Symmetrierandbedingungen und einen charakte-

ristischen Ausstrémrand begrenzt. Durch die Verdrangung des Zylinders wird
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die Strémung ab dem Staupunkt vom Unterschall in den Uberschall beschleu-
nigt, weshalb am Ausstromrand alle Charakteristiken nach auflen laufen und
es prinzipiell auch moglich ist, eine reine Extrapolationsrandbedingung zu
verwenden. Die Diskretisierung dieses Problems stellt die absolute Minimal-
konfiguration dar und steht von seinen Dimensionen auf den ersten Blick
im krassen Widerspruch zu den ”Best Practices Guidelines” [20]. Aufgrund
der einfachen Stromungstopologie, den charakteristischen Rdndern und dem
hohen Auflésungsvermogen des Verfahrens ist dies hier aber ohne weiteres

moglich.

Abbildung 4.21.: Verteilung der kiinstlichen Viskositdt um einen Zylinder (3D)

Die Diskretisierung erfolgt mittels der Euler Gleichungen mit einer zusétz-
lichen Gradientenbehandlung fiir die kiinstlich zugefiigte Viskositét. Fiir hohe
Recheneffizienz und zur moglichst guten Auflésung der Sté8e wird mit einem
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DG Ansatz der Ordnung O4 gerechnet und aufgrund des stationdren Cha-
rakters des Problems mit einem Runge-Kutta Verfahren der Ordnung O1 in
der Zeit integriert. Die theoretisch vorhergesagten Werte von p/pe = 4.5
und M/Ms = 0.29 konnten mit p/pe &~ 4.55 und M /M. =~ 0.32 recht
gut wiedergegeben werden. Oszillationen sind weitgehend geddmpft und die
DG Zellen sind in der Lage, auch Sté8e innerhalb nur einer Zelle aufzultsen.
Abbildung 4.21 zeigt die Verteilung der kiinstlichen Viskositét, die fast aus-
schlieBlich in der Ndhe des Stofles hinzugefiigt wurde.

Durch den zugrunde liegenden Finite-Element Ansatz erhoht sich das Auf-
16sungsvermogen der DG Zellen mit der Elementordnung. Eine noch bessere
Auflésung lasst sich iiber feinere Gitter oder besser noch durch lokale Gittera-
daption bewerkstelligen (Abbildung 4.22), die hier bei gleicher StoBauflésung
nur 4% der Gitterzellen oder der Rechenzeit benstigt.
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Abbildung 4.22.: Supersonische Strémung bei Mach 2 (2D) (oben: adaptiert -
1230 Zellen, unten: feines Gitter - 33792 Zellen)
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4.2.3. Laminare Strémung
4.2.3.1. Grenzschicht an der ebenen Platte

Fiir die Validierung der viskosen Terme bietet sich die Berechnung der Stro-
mung entlang einer ebenen Platte an, die mit den theoretisch vorhergesagten
Geschwindigkeitsprofilen verglichen werden kann. Gerechnet wurde mit einer
Reynoldszahl von Re = 1 - 10° und einer Machzahl von M. = 0.3. Fiir
die gezeigten Ergebnisse wurde ein sehr grobes Gitter verwendet, es besaf

insgesamt 256 Zellen und nur 8 Zellen in Normalenrichtung.

1,0 4
00 9
3 8
=1
8 8 8 O Tetraeder - 1. Ord.
@é@ @ Tetraeder - 2. Ord.
—0—Tetraeder - 3. Ord.
05 —A-Tetraeder - 4. Ord. ||
/ O Hexaeder - 1. Ord.
@~ Hexaeder - 2. Ord.
—&—Hexaeder - 3. Ord.
—A— Hexaeder - 4. Ord.
—Blasius
= Grenzschichtdicke
0,0 ‘ : [ |
0 1 2 3 n 4 5 6

Abbildung 4.23.: Geschwindigkeitsprofil

Man erkennt im Vergleich der Geschwindigkeitsprofile in Abbildung 4.23
dass die Losung erster Ordnung, die PY Loésung, komplett an der Physik
vorbeigeht. Im Gegensatz dazu erhélt man gute Ergebnisse fiir Elemente ab
P?. Bemerkenswert ist auch, dass mit nur 2 Zellen die Grenzschicht korrekt
aufgelost wird.

Das gleiche gilt fiir die Verteilung des Reibungsbeiwerts (Abbildung 4.24),
sie liegt ab den P?-Elementen auf der theoretisch vorhergesagten Kurve. Der
Plattenanfang bei x = 0 und das Plattenende bei x = 1 stellen jeweils eine

Singularitét dar, die durch die Theorie nicht abgedeckt wird.
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1,000 O Tetraeder - 1. Ord.
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Abbildung 4.24.: Der Reibungsbeiwert

4.2.3.2. Stationdre Kugelumstrémung

Das folgende Beispiel zeigt die stationdre laminare Strémung um eine Kugel,
die hier stellvertretend fiir eine ganze Familie von Korpern berechnet wurde.
Fiir sehr geringe Reynoldszahlen existiert eine exakte Losung, die symme-
trische Stokes-Losung. Bei Reynoldszahlen zwischen Re = 20 und Re = 210
ergibt sich eine stationére, abgeldste und rotationssymetrische Strémung.
Wie in Bild 4.25 zu sehen 16st die Stromung von der Kugeloberfliche bei
einem Ablésewinkel ©, ab und lduft an einem Punkt s wieder zusammen.
Dabei wird eine stationire Abloseblase mit dem Zentrum bei (z¢, y.) gebildet.
Fiir die numerischen Untersuchungen in diesem Abschnitt wurden die ex-
perimentell hiaufig untersuchten Reynoldszahlen von Re = 50, 100, 150 ver-
wendet. Fiir eine gitterunabhéingige Losung wurde auf verschieden feinen
Gittern gerechnet. Die gezeigten Ergebnisse stammen von einem Gitter mit
urspriinglich 14000 Zellen, das dann durch Rot-Griin Adaption (Abschnitt
3.10.4) auf insgesamt 55000 Zellen verfeinert wurde (Abbildung 4.26). In Um-
fangsrichtung der Kugel werden 40 isoparametrische Zellen verwendet, was
bei einem anndhernd isotropen Gitter bedeutet, dass die Grenzschicht mit

nur einer Zelle aufgelost wird.
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Abbildung 4.25.: Geschwindigkeitsverteilung mit Stomlinien und einem Gitter-
segment bei Re=100

Abbildung 4.26.: Ursprungsgitter (schwarz) und das zweifach verfeinerte Gitter
(rot)
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Bei den untersuchten Reynoldszahlen bleibt die Stromungstopologie gleich,
allerdings veridndert sich die Lage und die Linge der Abloseblase, sowie der
Widerstandsbeiwert der Kugel (Abbildung 4.27). Tabelle 4.2 zeigt eine gute
Ubereinstimmung der hier berechneten Ergebnisse mit den Simulationen von
Johnson et. al. [46] sowie den Experimenten von Taneda [89].

| | O Ts (51707 yc) |

Re=50
SUNWiInT 04 | =~ 140° 0.40 (0.63, 0.19)
Johnson et. al. 139° 0.41 (0.64, 0.21)

Taneda 0.45

Re=100
SUNWinT 04 | ~128° 0.88 (0.76, 0.29)
Johnson et. al. 127°  0.88 (0.76, 0.29)

Taneda 126°  0.89

Re=150
SUNWinT 04 | ~122° 1,18 (0.81, 0.32)
Johnson et. al. 121° 1,21 (0.83, 0.33)

Tabelle 4.2.: Vergleiche zur stationidren Kugelumstrémung
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Abbildung 4.27.: Widerstandsbeiwert der laminaren Kugelumstrémung
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4.2.3.3. Instationdre Kugelumstrémungen

Fiir eine Kugelumstromung mit Reynoldszahlen grofier 270 erhilt man eine
instationdre Losung mit laminarer Grenzschicht. Im hier gerechneten Fall bei
Re = 300 erwartet man eine periodische Strémung, die durch Wirbelablésun-
gen dominiert ist, &hnlich der zweidimensionalen Karménschen Wirbelstras-
se. Anfangs liegt die Stromung noch an, 16st dann aber durch den positiven
Druckgradienten ab und bildet eine Reihe von Abloseblasen und Wirbeln,
die zu einer Ebene symmetrisch sind. In Abbildung 4.28 sind sehr schén die
Wirbelstrafle als auch die X-Y Symmetrieebene zu erkennen, Abbildung 4.29
zeigt die Wirbelstarkeverteilung fiir jede viertel Periode und Abbildung 4.30
zeigt zu guter Letzt die zugehtrigen Stromlinien.

Abbildung 4.28.: Konturoberfliche der spannweitigen Geschwindigkeitsverteilung

Die Kugel liegt im Zentrum des Rechengebiets, das einen Durchmesser
von 80 Kugelradien beziehungsweise eine Lénge von 140 Kugelradien hat.
Als Randbedingungen werden iiberall fest vorgeschriebene Fernfeldrandbe-
dingungen verwendet, aufler am Ausstrémrand, hier wird nach einer kleinen

Dampfungszone mit charakteristischen Variablen gerechnet.
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|Wirbelstarke|

Abbildung 4.29.: Konturoberfliche der Wirbelstirke, in Farbe die Geschwindig-
keit, fiir eine Periode

Machzahl

Abbildung 4.30.: Stromlinienbilder fiir eine Periode
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Das Diskretisierungsgitter wurde mit einem der iiblichen Gittergenerato-
ren fiir unstrukturierte Gitter innerhalb kiirzester Zeit vernetzt. Das lag zum
einen an der recht einfachen Geometrie, zum anderen aber an der Tatsache,
dass unstrukturierte Gitter verwendet werden, bei denen sich die Vernet-
zung deutlich einfacher als mit strukturierten Gittern gestaltet, insbeson-
dere fiir komplexe Geometrien. Dies stellt fiir eine spéatere ingenieurméfige
Verwendung ein enormes Potential dar. Ein weiterer grofer Vorteil von un-
strukturierten Gitter ist ihre Adaptierbarkeit, so war das Gitter in seiner
Ursprungsform sehr grob und enthielt nur ~ 1.5 - 10? Zellen. Wihrend des
Losens vergroflerte sich dann durch mehrmaliges Adaptieren die Zellenzahl
auf ~ 6.6 - 10° Zellen, Abbildung 4.31. Nach der Detektion und Markierung
mit dem Persson-Indikator wurde ausschliellich mit der Rot-Griin Verfeine-

rung adaptiert.
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Abbildung 4.31.: Ursprungsgitter (schwarz) mit Adaptionsebenen 3 und 5

Interessanterweise entsteht durch die periodische Wirbelablésung auch ein
geringer Auftrieb, die Mittelwerte von ¢, und ¢, mit 0.063 beziehungsweise
0.665 zeigen eine gute Ubereinstimmung verglichen mit den Daten von John-
son et. al. [46] von ¢, = 0.069 und ¢, = 0.656. Aus den Frequenzen dieser
Groflen konnte eine, auf der Anstromgeschwindigkeit und dem Kugeldurch-
messer D basierende, Strouhalzahl von St = % = 0.139 bestimmt werden.
Diese stimmt auch recht genau mit den Simulationen von Johnson et. al. [46]
mit St = 0.137 iiberein und liegt in der Ndhe der Experimente von Sakamoto
et. al. [78] mit St = 0.15 — 0.165.
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4.2.4. Turbulente Strémung
4.2.4.1. Grenzschicht an der ebenen Platte

Wie bei der laminaren Stromung eignet sich auch fiir die Validierung einer
turbulenten Stromung die Berechnung der Umstromung ldngs einer ebenen
Platte, hier bei einer Reynoldszahl von Re = 3- 107 und einer Machzahl von
Mo, = 0.3. Dabei wurden verschiedene Gitter mit unterschiedlichen Groflen
verwendet, die gezeigten Ergebnisse stammen wie im laminaren Fall auch von
einem, fiir die DG-Verfahren typischen, sehr groben Gitter, mit nur 32 Zellen
in Stromungsrichtung und 8 Zellen in Normalenrichtung.

Es wurde eine gute Ubereinstimmung zwischen den berechneten und den
theoretisch vorhergesagten Kurven des Reibungsbeiwerts (Abbildung 4.32)
fiir eine Elementordnung ab P? gefunden. Der Plattenanfang bei 2 = 0 und

das Plattenende bei = 1 sind wieder analytisch nicht zugéngliche Punkte.
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0,0100 1 —o—Hexaeder - 3. Ord.
—&— Hexaeder - 4. Ord.
——Turbulenz Theorie
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Abbildung 4.32.: Der Reibungsbeiwert, Spalart-Allmaras Turbulenzmodell

Auch fiir die Geschwindigkeitsverldufe des turbulenten Wandgesetzes [79]
wurde, ab einer Elementordnung von P2, eine gute Ubereinstimmung zwi-
schen Theorie und Numerik (Abbildung 4.33) gefunden.



4.2. Discontinuous Galerkin Verfahren 93

O Hexaeder - 1. Ord.
- Hexaeder - 2. Ord.
—o—Hexaeder - 3. Ord.
—A— Hexaeder - 4. Ord.

O Tetraeder - 1. Ord.
~@- Tetraeder - 2. Ord.
—&—Tetraeder - 3. Ord.
—&— Tetraeder - 4. Ord.
—Viscous Sublayer
—Log Layer

& @ o o o o o o

1 10 100 y+ 1000 10000

O Hexaeder - 1. Ord.
-~ Hexaeder - 2. Ord.
—o—Hexaeder - 3. Ord.
—A—Hexaeder - 4. Ord.

O Tetraeder - 1. Ord.
~@- Tetraeder - 2. Ord.
—o—Tetraeder - 3. Ord.
—A—Tetraeder - 4. Ord.
—Viscous Sublayer
—Log Layer

1 10 100 y+ 1000 10000

Abbildung 4.33.: Das turbulente Wandgesetz, Spalart-Allmaras Turbulenzmodell
(oben), k-w Turbulenzmodell (unten)
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Die dritte Ordnung der Hexaeder beispielsweise arbeitet mit zehn Frei-
heitsgraden pro Zelle, was vergleichbar mit einem 1D-Element in Normalen-
richtung mit 3 Freiheitsgraden ist. Das bedeutet, dass unser Gitter mit 8
Zellen in Normalenrichtung genau 24 Freiheitsgrade in dieser Richtung be-
sitzt. Bei der Berechnung der Tetraederergebnisse wurde jede Hexaederzelle
in fiinf (Sub-) Tetraeder aufgeteilt, was natiirlich bedeutet, dass im ganzen
Tetraedernetz nun fiinf mal so viele Freiheitsgrade vorhanden sind.

Zur Stabilisierung der Turbulenzgleichungen kénnen aufgrund der einfa-
chen Stromungsstruktur sowohl die "harte” Limitierung nach Landmann
[53] als auch die Limitierung mittels kiinstlicher turbulenter Viskositéit nach

Nguyen et al. [70] verwendet werden.

Abbildung 4.34.: Limitierung der Turbulenzgréflen mittels kiinstlicher Viskositét

In Abbildung 4.34 ist exemplarisch fiir das Spalart-Allmaras Turbulenz-
modell der Verlauf der Transportvariablen 7 zu sehen. Sie zeigt, auf der
z-Achse aufgetragen, den typischen bauchigen Verlauf, der bei Y = 0 mit
v = 0 beginnt, dann ansteigt und am Grenzschichtrand auf den Fernfeldwert
zuriickgehen soll. Allerdings ist hier die Auflésung nicht ausreichend, auch
erkennbar an den Spriingen zwischen den DG-Zellen. Damit 7 nicht nega-
tiv wird oder zu oszillieren beginnt, wird an den vom Indikator detektierten
Stellen kiinstliche Viskositédt (rot) in die Turbulenzgleichung hinzugefiigt, die
eine ddmpfende Wirkung hat.
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4.2.4.2. Die FREQUENZ Konfiguration

Als guter Testfall bietet sich die eingangs schon berechnete FREQUENZ
Konfiguration an. Es werden wiederum zwei Konfigurationen berechnet, zum
einen die Referenzgeometrie ohne Hochauftriebshilfe und zum anderen die
Konfiguration mit um 90° ausgefahrenen Mini-TED. Als Referenzwerte die-
nen die FLOWer Rechnung bei einem Anstellwinkel von 7° und das Referenz-
experiment bei einem korrigierten Anstellwinkel von 14°. Aufgrund der hohen
Ordnung und des unstrukturierten Verfahrens wird ein neues und deutlich
groberes Gitter verwendet, Abbildung 4.35.

SN

CoordinateX

Abbildung 4.35.: Nasenbereich des Rechengitters
(FLOWer - Schwarz, SUNWinT - Rot)

Die FLOWer Rechnung, mit einer Genauigkeit von zweiter Ordnung, 1lauft
auf einem Gitter mit 2.3-10* Zellen, was zwar exakt 2.3-10? Freiheitsgraden
entspricht, durch die Verfahrensordnung allerdings vergleichbar ist mit ei-
nem DG Verfahren mit 6.9 - 10* Freiheitsgraden. Die Discontinuous Galerkin
Rechnung auf ihrem groben Gitter mit 7 - 10® Zellen hat bei einer Ordnung
von vier 7.0 - 10* Freiheitsgrade, das heiit die Zahl der Freiheitsgrade ist
weitgehend identisch.

Weitgehend identisch ist auch das Ergebnis. Die Druckverteilungen stim-
men recht gut iiberein, im Fall mit dem ausgefahrenen Mini-TED ist die Saug-
spitze bei der SUNWinT Discontinuous Galerkin Simulation etwas stirker
ausgepragt. Gerechnet wurde wiederum vollturbulent, im FLOWer-Fall mit
dem k —w Modell, bei SUNWiInT mit dem bewédhrten Spalart-Allmaras Mo-
dell.
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Abbildung 4.36.: Druckbeiwert des FREQUENZ-Profils
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Abbildung 4.37.: Druckbeiwert des FREQUENZ-Profils mit MiniTED
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4.2.5. Detached Eddy Simulation

Eine gute Moglichkeit, die Vorteile und Einschrénkungen von Detached Ed-
dy Simulationen zu untersuchen, ist die Umstromung einer Kugel [57]. Sie
gehort zur Klasse der abgelosten Stromungen, deren Ablosung nicht durch
Kanten der Geometrie festgelegt ist, sondern einzig und allein von externen
Effekten wie zum Beispiel druckinduzierter Ablosung. Es ist nicht moglich,
diese Stromung durch einen klassischen URANS-Ansatz zu berechnen, da
keine spektrale Liicke zwischen den modellierten Frequenzen des Turbulenz-
modells und den transienten Frequenzen der Simulation besteht. Aus diesem
Grund handelt es sich hier um einen ausgezeichneten Test fiir Detached Ed-
dy Simulationen. Die Kugelumstromung ist ebenso wie die Strémung um
Zylinder bekannt fiir ihren ”Einbruch” im Widerstandsbeiwert bei hoher-
en Reynoldszahlen, der auf die unterschiedliche Lage des Ablésepunktes bei

laminaren und turbulenten Grenzschichten zuriickzufiihren ist.

4.2.5.1. Kugelumstrémung mit laminarer Ablésung

Bei einer unterkritischen Reynoldszahl von Re = 2 - 10 bildet sich eine

laminare Grenzschicht mit laminarer Ablésung (Abbildung 4.38).

Abbildung 4.38.: Instationire Stromung an einer Kugel bei Re = 15000 [Quelle:
ONERA, Werle 1980]
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Die Schwierigkeit, das Turbulenzmodell in laminaren Bereichen abzuschal-
ten, wird durch den so genannten ”“ungetrippten Ansatz” nach Travin et
al. [92] gelost, somit kann die Transition im Nachlauf stattfinden. Die Rech-
nungen wurden mit verschiedenen unstrukturierten Gittern durchgefiihrt, die
gezeigten Ergebnisse stammen von einem Gitter mit ~ 1-10° Zellen und einer
rdumlichen Ordnung von vier, was insgesamt ~ 20 - 10° Freiheitsgraden im
ganzen Rechengebiet entspricht. Als Randbedingungen werden aufgrund des
hohen Fernfeldabstands Freistrombedingungen gewéhlt. Aus diesem Grund
und auch auf Grund des groben Gitters am Ausstromrand kann auf eine

Dampfungszone verzichtet werden.

In Abbildung 4.39 ist die Geschwindigkeitsverteilung aufgetragen. Die Vor-
aussage des Ablosepunktes durch die Simulation, definitionsgemafl dem Win-
kel zwischen dem vorderen Staupunkts und der Abloselinie, von © =~ 81°
stimmt recht gut mit dem Experiment von Achenbach (© = 82.5°) [1] iibe-

rein.

Abbildung 4.39.: Geschwindigkeitsverteilung
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In Bild 4.40 ist ein Vergleich der Druckverteilungen und der Verlauf des
Reibungsbeiwerts, der vorliegenden Simulation, den Simulationen von Con-
stantinescu et al. [30] bei Re = 1-10* und den Experimenten von Achenbach
[1] bei einer Reynoldszahl von 1.62 - 10* zu sehen. Die Vorhersage dieser
unterkritischen Strémung zeigt eine gute Ubereinstimmung mit den Referen-
zen, der Wert von ¢y wird etwas tiberschétzt, was an der geringfiigig anderen
Reynoldszahl liegen mag.

e Achenbach
— Constantinescu DES

Constantinescu LES
— SUNWiInT

theta

e Achenbach
— Constantinescu DES
Constantinescu LES
— SUNWiInT

theta

Abbildung 4.40.: Druckverteilung und Reibungsbeiwert

Um die Turbulenzgleichungen zu stabilisieren wird das in Abschnitt 3.4.2
vorgestellte Verfahren der kiinstlichen numerischen Dissipation verwendet.
Die Menge der kiinstlichen Viskositédt ist nicht unerheblich, sie iibersteigt die
der physikalischen Viskositét teils deutlich, allerdings wird sie hier haupt-
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séchlich am Rand des Nachlaufs eingebracht (Abbildung 4.41), um die Wir-
belviskositéit des Spalart-Allmaras Turbulenzmodells, aufgetragen auf der Z-

Achse, glatt auf den Freistromwert zu reduzieren.

- .

Art. Diff. / Phy. Diff.. 0 10 20 30 40 50

Abbildung 4.41.: Kiinstliche Dissipation bei Re = 2 - 10* und P3-Elementen

In Abbildung 4.42 ist das rdumliche Energiespektrum E(k) in einem Punkt
im Nachlauf bei » = 0.75 - D und © = 180° zu sehen. Auch hier ist eine
recht gute Ubereinstimmung des Spektrums mit der Theorie von Kolmogorov
[49, 50] zu erkennen.

=
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Abbildung 4.42.: Rdumliches Spektrum der Geschwindigkeitsfluktuationen
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4.2.5.2. Turbulente Stromung an einer Kugel

Der néchste Testfall entspricht der gleichen Kugelkonfiguration, allerdings bei
einer deutlich héhereren iiberkritischen Reynoldszahl, bei Re = 1.14-10°. Hier
bildet sich nach kurzer laminarer Anlaufstrecke eine vollturbulente Grenz-
schicht aus, die dem Druckgradienten lénger standhalten kann und deut-
lich spéater ablost (Abbildung 4.43). Die Dimensionen der Rechengitters ent-
sprechen dem der oben vorgestellten Konfiguration, auch die Zellenzahl von
~ 1-10° ist dhnlich, allerdings entfallen hier sehr viel mehr Zellen auf die

auflerordentlich diinne Grenzschicht.

Abbildung 4.43.: Geschwindigkeitsverteilung

Auch hier stimmt die Voraussage des Ablosepunktes durch die Simulation
von © & 115° recht gut mit dem Experiment von Achenbach (€ = 118°) [1]
tiberein. Bild 4.44 zeigt die Druckverteilungen und den Verlauf des Reibungs-
beiwerts der vorliegenden Simulation, den Simulationen von Constantinescu
et al. [29] bei Re = 1.1-10° und wiederum den Experimenten von Achenbach
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e Achenbach

— Constantinescu DES

— SUNWInT

~—— SUNWINT Tr.

theta

e Achenbach
— Constantinescu DES
Constantinescu DES Tr.
— SUNWInT
~—SUNWInT Tr.
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theta

Abbildung 4.44.: Druckverteilung und Reibungsbeiwert

[1] diesmal bei Re = 1.14 - 10°. Die Ubereinstimmung der Druckbeiwerte ist
akzeptabel, bei den Reibungsbeiwerten fillt allerdings eine fundamentale Dis-
krepanz zu den Experimenten von Achenbach auf, da der charakteristische
Peak bei einem Winkel von © ~ 100° fehlt. Dies liegt an der vollturbulenten
Simulation, bei der nicht, wie im Experiment, bei einem Winkel von ~ 90°
Transition stattfindet. Durch Ausschalten der entsprechenden Quellterme in
den Turbulenzgleichungen kann die Transition allerdings auch numerisch er-
fasst werden, was dann zu einer laminaren Anlaufstrecke bis © = 90° mit
anschlieender turbulenter Grenzschicht fithrt und einen sprunghaften An-
stieg des Reibungsbeiwerts zur Folge hat (SUNWinT Tr. und Constantinescu
DES Tr.).

In Abbildung 4.45 ist auf der x — y Ebene das turbulente Lingenmaf} zu
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sehen. In der Nidhe des Korpers ist es auflerordentlich gering und wird mit
zunehmender Entfernung groler. Bei der DES ist in der URANS Grenzschicht
das entscheidende Liangenmafl der Wandabstand, weiter auflen bei der LES
allerdings die Filterweite. Auf der x — z Ebene ist das fiir diese Simulation
entscheidende Mafl aufgetragen, im roten Bereich wird URANS gerechnet
und weiter aulen dann LES. Die y — z Ebene zeigt einen Teil des Gitters.

Abbildung 4.45.: Turbulentes Liangenmaf

4.2.6. Parallele Leistung und Speedup

Stromungsmechanische Probleme mit sehr hoher rdumlicher als auch zeit-
licher Auflésung wie die oben gezeigten kénnen nicht auf einem Prozessor
berechnet werden, sondern erfordern Hochstleistungsrechner.

Ein Grund, der fiir die DG-Diskretisierung spricht, ist der nahezu lineare

Geschwindigkeitszuwachs bei der Verwendung mehrerer Prozessoren auf un-
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strukturierten Gittern. Dies kann nur schwer mit reinen Finite-Volumen Ver-
fahren hoherer Ordnung erreicht werden, da hier immer eine Rekonstruktion
der Zustandsgrofen berechnet wird, die von Volumendaten der Nachbarele-
mente abhéngt was viel Datenaustausch bedeutet.

Um diese Paralleleffizienz zu untersuchen wurde mit einer realistischen
Konfiguration, einer der oben gezeigten Kugelgeometrien, und einem Te-
traedernetz gerechnet, das in bis zu 128 Zonen geteilt war [55]. Als Rech-
ner diente ein PC-Cluster aus Dual-Xeon Prozessoren mit einem Infiniband-

Netzwerk.
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—0— Tetraeder - 3. Ord.
—&— Tetraeder - 4. Ord.
—-Tetraeder - 5. Ord.
0%

1 10 CPU Cores 100 1000

Abbildung 4.46.: Recheneffizienz abhéngig von der Ordnung des Verfahrens

In Abbildung 4.46 ist zu sehen, dass der Speedup von der rdumlichen Ord-
nung des Discontinuous Galerkin Verfahrens abhéngig ist. Wenn wir bei-
spielsweise ein Verfahren fiinfter Ordnung mit 35 Freiheitsgraden pro Zel-
le verwenden, dann wird verhéltnisméfig viel in den Zellen gerechnet, mit
nur sehr geringem Austausch zu den Nachbarzellen und damit zu den Zo-
nenrdndern. Im Gegensatz dazu wird bei einem Verfahren erster Ordnung,

das einem Finite-Volumen Verfahren entspricht, kaum etwas in den Zellen
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gerechnet, sondern nur Riemann-Probleme an den Réndern gelost, fiir die
sehr viele Daten ausgetauscht werden miissen und die Effizienz dann gegen
Null strebt. Natiirlich ist der Geschwindigkeitszuwachs auch abhéngig von
der Zonengrofle, das heiflit von der Anzahl der pro Prozessor abgearbeiteten
Zellen. Je grofler die Zonen werden, desto besser ist das Verhéltnis zwischen
Oberfliche und Volumen, das heifit, desto mehr wird lokal gerechnet und
desto weniger Daten miissen ausgetauscht werden (Abbildung 4.47).

100%
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—— 270000 Zellen
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Abbildung 4.47.: Recheneffizienz abhéingig von der Zonengrofe

Beriicksichtigt man nun all diese Erkenntnisse so ist man auch auf massiv
parallelen System in der Lage eine ausgezeichnete Performance zu erzielen
[56]. Gerechnet wird wiederum ein Tetraedergitter mit der bekannten DES
Kugelkonfiguration, diesmal bei vierter Ordnung mit 20 Freiheitsgraden pro
Zelle. Das Gitter beinhaltet 1-10° Zellen, die von 32 auf bis zu 4096 Zonen
verteilt werden. Das bedeutet hier, dass pro Zone zwischen 5-10% und 6 - 10°

Freiheitsgrade berechnet werden.
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Abbildung 4.48.: Recheneffizienz auf massiv parallelen Systemen
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Die gezeigten Ergebnisse (Abbildung 4.48) wurden auf drei PC-Clustern
gerechnet, zum einem dem IAG-Cluster Prandtl, bestehend aus 72 Intel-
Xeon 5160 Prozessoren, dem Hochleistungrechenzentrum Bayern (HLRB II)
bestehend aus 4864 Intel Itanium2 Prozessoren und schlussendlich auf dem
Nehalem-Cluster des Rechenzentrums Stuttgart mit 1400 Intel-Xeon X5560
Prozessoren. Der Speedup auf den Rechnern ist bis zur Vollauslastung noch
weitgehend linear, die Parallel-Effizienz des Verfahrens liegt auch bei 2048
Zonen noch bei &~ 85%.

Rechner TIAG HLRB HLRS HLRS
Prandtl SGI Altix | Nehalem Nehalem HT
Compiler GNU/GCC Intel Intel Intel
Version 4.1.0 10.1 11.0 11.0
Peakperformance

(GFlops/Core) 12,0 6,4 11,2 11,2
Zonen 128 2048 2048 4096
Cores 128 2048 2048 2048
GFlops/Core 1,2 0,3 1,9 2,7
Leistung/Core 10% 5% 17% 24%
GFlops - Total ‘ 150 614 3810 5530

Tabelle 4.3.: Leistung

Die maximale Leistung auf dem HLRS Nehalem Cluster pro Prozessorkern
lag mit ungefihr 17% der Peakperformance von 11,2 GFlops auf einem fiir
Scalarprozessoren erfreulich hohen Level, Tabelle 4.3. Damit konnte eine Ma-
ximalleistung von bis zu 3,8 TFlops mit 512 Prozessoren oder 2048 Kernen
erziehlt werden. Wird zuséitzlich die Intel Hyper-Threading (HT) Technolo-
gie verwendet und werden pro Prozessorkern zwei Prozesse gestartet, kann
die Leistung noch weiter, auf 24% der Peakperformance oder insgesamt 5,5

TFlops, gesteigert werden.






5. Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein dreidimensional arbeitender DG-Stro-
mungsloser fiir DES-Simulationen entwickelt und anhand einiger im gesam-
ten Reynoldszahlspektrum angesiedelter Testfille validiert. Dabei konnte das
grofle Potential dieser Methode demonstriert werden und hoch genaue Simu-
lationen mit ausgezeichneter Parallel-Effizienz durchgefiihrt werden.

Hierfiir wurde zuerst der Stromungsloser fiir realistische und allgemeine
Probleme auf drei Dimensionen erweitert. Die danach durchgefiihrten obli-
gatorischen Konvergenztests zeigen einen deutlichen Effizienzgewinn in Be-
reichen hoher Genauigkeit, was auch den Hauptgrund fiir den Einsatz von
Verfahren hoherer Ordnung darstellt. Durch geschickte Parallelisierung konn-
te die Netzwerklatenz {iberdeckt werden, was die Discontinuous Galerkin
Verfahren fiir massiv parallele Hochleistungscomputer besonders interessant
macht. Hierbei konnten beeindruckende Ergebnisse mit hohen FLOP-Raten
erzielt werden.

Dariiber hinaus wurden im Bereich der rdumlichen Diskretisierung die
Randbedingungen entscheidend verbessert. Um realistische Geometrien mit
den, aufgrund der hoheren Effizienz erforderlichen, groben Gittern berechnen
zu kénnen, wurden gekriimmte isoparametrische Elemente entwickelt, die ei-
ne auflerordentliche Verbesserung fiir realistische Geometrien darstellen. Auf
der anderen Seite, den Fernfeldrindern, konnten charakteristische Variable
mit den zugehorigen charakteristischen Randbedingungen implementiert wer-
den, die beispielsweise akustische Wellen, die durch die sehr guten Transport-
eigenschaften des Verfahrens bis zum Rand transportiert werden, ungehindert
aus dem Rechengebiet stromen lassen.

Da zu Beginn der Rechnung der Stromungscharakter meist nicht bekannt
ist, erwies sich die Moglichkeit, das Gitter zu adaptieren als ungemein hilf-
reich. Aus Griinden einer klaren, iibersichtlichen und gekapselten Codestruk-
tur wurde kein Loser verwendet, der alle Funktionalitét fiir Pre- und Postpro-

cessing selbst beinhaltet, sondern eine Toolkette. Dabei wurden verschiedene
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Methoden zur Gitteradaption untersucht, die alle innerhalb dieser Kette ein-
setzbar sind, von einfachen Verfahren wie der Rot-Griin Adaption bis hin zur
komplett neuen Gittergenerierung, die sich dann auch als am leistungsfahigs-
ten, aber auch als am komplexesten, herausgestellt hat.

Der néchste wichtige Aspekt dieser Arbeit ist die Erweiterung und Ver-
besserung der zugrunde liegenden physikalischen Modellierung. Die Turbu-
lenzmodelle wurden fiir dreidimensionale Stromungen erweitert. Aufgrund
der hohen Ordnung und der recht groben Gitter ist eine Stabilisierung der
Turbulenzgleichungen nétig, die anfinglich analytisch erfolgte und jetzt ba-
sierend auf einer hinzugefiigten kiinstlichen Viskositéat erfolgt und ausgezeich-
net funktioniert. Ein schoner Nebeneffekt dieser kiinstlichen Viskositét ist die
Moglichkeit, bei Anwendung auf die Euler oder Navier-Stokes Gleichungen,
auch Oszillationen, beispielsweise hervorgerufen durch Verdichtungsstofle,
stabilisieren zu koénnen. Deshalb ist jetzt auch die Berechnung trans- oder
supersonischer Stréomungen moglich.

Die letzte und wichtigste Erweiterung war die Uberfithrung der Turbu-
lenzmodelle in ein Large Eddy Subgridscale Modell, womit es nun mittels
der gerade vorgestellten Anzahl von Innovationen und Verbesserungen nun
erstmalig moglich war, mit einem unstrukturierten Loser hoher Ordnung und
Genauigkeit eine Detached Eddy Simulation durchzufiihren und damit in
das industriell bedeutsame Feld der abgelosten Strémungen hinter stumpfen

Korpern vorzudringen.

Nachdem nun in der vorliegenden Arbeit deutliche Verbesserungen in der
rdumlichen Diskretisierung, sowie in der physikalischen Modellierung vorge-
stellt wurden, muss das Augenmerk in der Zukunft zum einen darauf gerichtet
sein, komplexe Geometrien und Komplettkonfigurationen zu berechnen und
zum anderen geeignete Konvergenzbeschleuniger zu implementieren.

Das Fernziel des hier vorgestellten Losers besteht in der Berechnung von
Rotorsystemen, seien es Standard Hubschrauberkonfigurationen mit nur ei-
nem Rotor oder sogenannte ”Open Rotor” Antriebe mit zwei gegenldufigen
Propellern hintereinander, mit bewegten Gittern, der so genannten Chimera
Technik [35]. Dabei ist die hohe Genauigkeit und der sehr gute Wirbeler-
halt der numerischen Methode von entscheidender Bedeutung, was die DG-
Verfahren hier besonders interessant macht.

Im Bereich der Konvergenzbeschleunigung ist es in erster Linie notwen-
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dig, das sehr restriktive Zeitschrittlimit der DG-Verfahren zu iiberwinden.
Dazu sollte die implizite Zeitintegration analog zu Bassi et. al. [8] iiberarbei-
tet und mit der ”Block Jacobi” Vorkonditionierung parallelisiert werden. Im
néichsten Schritt kann dann das implizite Verfahren recht einfach mit einem
p-Multigrid [65] und spéter auch mit einem unstrukturierten h-Multigrid [66]
noch weiter beschleunigt werden.

Danach kann die DG-Methode bei besserer Effizienz und héherer Genau-
igkeit als die etablierten Stromungsloser auch im industriellen Umfeld Fufl
fassen.






A. Basisfunktionen

Tetraeder

TabelleA.1.: Tetraeder Basisfunktionen bis zur 4. Ordnung

| Basis [ 01| 02 | 03 [ 04
1 1 1 1 1
2 2¢ — 2¢—1+4+&+7 2¢—1+4+€&+7
1+&+n
3 -1+ —-1+n+3¢ —-1+n+3¢
n+3¢
4 -1+ —1+4n —1+4n
4n
5 1—26—2n+&24+ | 1—-26—-2n+€6242n+
2né+n? —6¢+ | N2 —6(+6CE+6¢n+6¢?
6CE+6(n+6¢2
6 2 +6nE—2n+ 2+ 6nE—2n+2¢(n+
2¢n+10CE—2¢+ | 10¢E—2¢+5€2+1—-6¢
562+1-6¢
7 1-2n4n?—86+ | 1-2n+n?—8£+8nE+10£2
8n¢&+10£2
8 6n°+6nE+12¢n— | 602 +6ME+12¢n—Tn—
Tn—§—-2¢+1 §—2¢+1
9 61n°2 —Tn+18né+ | 6192 —Tn+18n&+1—-3¢
1—3¢
10 1-107n+ 1572 1—107n+ 1572
11 3 +12¢n% +3n%¢ —3n° +
3n+24¢En—6nE+30¢%n—
24¢n+3&%n—24¢E+ 6% -
30¢2 —3624+12¢ -1+
12¢ €2 4+30¢%64+20¢3 + 3¢
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TabelleA.1.: Tetraeder Basisfunktionen bis zur 4. Ordnung (Fortsetzung)
l Basis l o1 l 02 03 l 04 ‘
12 =302 +6(n*+9n%¢+
3n+48¢En—18nE+6(3n+
15€2n —12¢n +7¢€3 —
48CE+9E—6¢2—15€2 +
6¢C—1442¢€% +42¢%¢
13 7 —3n2 + 13026 +2¢n% +
3n—26mE+33&2n—4¢n+
24CEN+2¢+2163-3362+
136 4+42¢€%2—24¢€—1
14 —1 4+ 15n2¢ +45&2%n —
30nE+15¢6+3n—3n% —
45¢2 + 3 4+ 35¢3
15 8n3 — 1702 +48¢n° +
16 726+107—18n&—54 ¢ n+
48CEN+8E2n+48¢%n—1—
2460 —6CE+26—-6C2
16 813 +48n2¢ — 17702 +
16¢n? +10n —54n& —
18¢n +40&%n+80¢¢&n —
562 466—1—-10CE+2¢
17 813 —17Tn2+64n2E—T2né+
80&2n+10n+8£6—-1062—1
18 2813 + 28 n%¢ + 56 ¢ n? —
4292 —14n€ —28¢n+
15n+€—-1+2¢
19 2813 + 84n2¢ — 42n% —
42nE+15m—143¢
20 —1+ 187 — 6372 + 5673
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Hexaeder

TabelleA.2.: Hexaeder Basisfunktionen bis zur 4. Ordnung

| Basis [ 01| 02 | 03 [ 04

1 1 1 1 1

2 —1+2¢ —142¢ —1+2¢

3 -1+ -142n —-142n

2n

4 —142¢ —1+42¢ —1+42¢

5 1—6&+6¢&2 1-6£6+6¢&2

6 1—6n+6n° 1—6n+6n2

7 1-6¢+6¢? 1-6¢+6¢2

8 1-2n—-2&+4&n 1-2n—-2£+4¢&n

9 1-2¢-2£+4&¢ 1-2¢—-2£+4&¢

10 1—-2¢—2n+4n¢ 1—-2¢—2n+4n¢

11 —1+126—-30€2 +20¢3

12 —1+12np—30n2 420073

13 —14+12¢ —-30¢2420¢3

14 —14+2n+6&—12¢n—
6£2+12¢2

15 —14+2¢+66—126¢ —
62 4+ 12€2%¢

16 —14+2¢+6n—12n¢ —
612 +12n%¢

17 —14+6n—6n%+26—
126n+12€72

18 —1+6¢—6¢2+2¢&—
12€¢ +12£¢2

19 —14+6¢—6¢%+2n—
12n¢ +12n¢2

20 —14+2¢+2n—4n¢+2€—

46¢—4En+8&n¢







B. Charakteristische Randbedingungen

Die charakteristischen Variable w; werden bei einlaufenden Charakteristi-
ken mit dem &uBeren Zustand, dem physikalische Zustand, und bei heraus
laufenden Charakteristiken mit dem inneren Zustand, dem numerischen Zu-
stand, berechnet. Demzufolge ergeben sich die in Tabelle B.1 dargestellten
Randbedingungen.

TabelleB.1.: Verschiedene Stromungssituationen bei charakteristischen Réndern

Dimension Rand Physikalische Numerische
Randbedingun- Randbedingun-
gen gen
1 Unterschall-Einstrémen wa,ws w1y
Uberschall-Einstromen w1, W2, W3 -
Unterschall-Ausstromen w1 wa, W3
Uberschall-Ausstrémen - w1, W2, W3
2 Unterschall-Einstromen W, W3, W4 w1
Uberschall-Einstromen W1 ,W2, W3, W4 -
Unterschall-Ausstrémen w1 W, W3, W4
Uberschall-Ausstrémen - W1, W2, W3, W4
3 Unterschall-Einstromen wW2,W3, W4, W5 w1
Uberschall-Einstromen w1 ,W2,W3,Wq , W5 -
Unterschall-Ausstrémen w1 W, W3, W4, W5
Uberschall-Ausstrémen - w1, W, W3, W4 ,Ws







C. GauBintegration

Tetraeder

Zur numerischen Integration des Polynoms p(z,y, z) € P* iiber ein Referenz-
Tetraeder,

1 1—x l—z—y N
[ [ pae) dody dem > o plasui,),
0o Jo 0 1-

werden insgesamt N Integrationspunkte p(zi,yi, z;) und deren Gewichte w;

verwendet:

TabelleC.1.: Integrationsregeln fiir Tetraederelemente

l k l N l (@i, Yi, 2i) l Wi
1|1 .5 wy =1
204 G-% i d-%) | w=g

TR O A /3
Go3a—Yp g+ | wa=g
5| 15
7 | 31 | Monomiale Quadratur, Vergleich [31, 32]
9 | 53
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C. Gaufintegration

Hexaeder

Zur numerischen Integration eines Polynoms p(z,y,z) € PF¥ iiber ein Referenz-

Hexaeder,

werden insgesamt N Integrationspunkte p(x;, y;, z;) und deren Gewichte w; verwen-

det:

1 1 1 N
/ / / p(x,y,2) de dy dz =Y wi p(xi,yi, 2i),
o Jo Jo Z

TabelleC.2.: Integrationsregeln fiir Hexaederelemente

|k [ N ] p(%3, i 2i) | wi

11 (3:3:3) wi =1

T [ GV G [
A BTN BTy P
T BYC I B P
TR BYV I R
TGN BYO I B P
GO E) (1 y2) 3y | wnm
TGN BT I B
R e 8 D B D

? ;: Monomiale Quadratur, Vergleich [31, 32]

9 58

11 | 90




D. Konvergenztabellen
Linien

TabelleD.1.: Konvergenzraten fiir P° Linienelemente

Zellen- Lo Ly Lo Oyr, OLl OLQ
zahl

oo

8 3,01071  1,41072 481072
-1,1 -04  -0,7
16 6,6:1071  2,0102 7,8102
-0,1 0,1 0,1
32 7,31071  1,81072 7,3.1072
0,1 0,2 0,2
64 6,7-1071  1,5-1072  6,4-1072
0,3 0,4 0,3
128 561071 1,2.1072  5,2.1072
0,4 0,5 0,4
256 4310°1 821073 39.102
0,6 0,7 0,6
512 2,91071  5,2.1073  2,6:1072
0,7 0,8 0,7
1024 1,810~ 301073 1,6:1072
0,8 0,9 0,8
2048 | 9,9-1072 1,7.107% 8,7.1073
0,9 0,9 0,9
4096 | 5,2-1072  8,7-10~*  4,6-1073
1,0 1,0 1,0
8192 2,71072  4,5:107% 2,4.1073

TabelleD.2.: Konvergenzraten fiir P! Linienelemente

Zellen- Lo L1 Lo Or.., Or, Op,
zahl
8 3,6:10°1  9,1.1073  4,2.1072

0,7 1,5 1,2
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TabelleD.2.: Konvergenzraten fiir P! Linienelemente (Fortsetzung)
Zellen- Lo Ly Lo oL Or, O,
zahl

16 2,3-10-1 331073 1,910—2

oo

2,4 2,7 2,4
32 441072 52.107* 3,5-1073
2,6 3,8 3.4
64 7,4103  3,7.10°% 3,3.10~¢
2,8 3,2 3,1
128 1,0-10~3  4,2.107%  4,0.10°°
2,5 2,3 2,4
256 2,010~*  84.1007 741076
2,3 2,1 2,1
512 38105 20107 1,7.10°6

2,2 2,0 2,0
1024 8,6:1076  4,91078  4,1.1077
2,1 2,0 2,0
2048 | 2,0107% 1,210°% 1,0.1077
2,0 2,0 2,0
4096 | 4,9-10°7  31.107°  2,6-1078
2,0 2,0 2,0

8192 1,2-10-7 7810710 6,4.1079

TabelleD.3.: Konvergenzraten fiir P? Linienelemente

Zellen- Loo Ly Lo Or., O, Op,
zahl
8 1,2.10-%  1,7-1073 1,1-102

2,3 4,0 3,5
16 2,5-1072  1,1.10~*  9,7.10~*4
2,6 2,5 2,5
32 431073 1,810°° 1,7-1074
2,8 2,4 2,5
64 6,1.107%* 3,410  3,1.10°°
2,6 2,6 2,6
128 1,0-10~*  5,7.10°7  5,3.10~6
2,8 2,8 2,8
256 1,5-10~°  8,0.10°%  7,5.10~7
2,9 2,9 2,9
512 2,0107%  1,01078  9,810°8

30 30 30
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TabelleD.3.: Konvergenzraten fiir P2 Linienelemente (Fortsetzung)
Zellen- Loo Ly Lo OL Or, O,
zahl

1024 2,5:10~7  1,3-10~° 1,2-108

oo

3,0 2,9 3,0
2048 | 3,1.1078% 1,810°1° 161077
0,2 2,5 2,0
4096 2,810~8% 3,1.10711  4,0.10-10
-0,1 1,3 0,2

8192 2,9.10-8% 1,3.10°!!  35.10-10

TabelleD.4.: Konvergenzraten fiir P3 Linienelemente

Zellen- Loo L1 Lo O, Or, O,
zahl
8 481072 3,810~% 2,7.1073

2,9 2,8 2,7
16 6,6:1073 551075  4,2.10%
4,7 6,0 5,5
32 2,6-10~* 861077  94.10°6
5,3 5,5 5,4
64 6,710°% 191078  2,3.10°7

128 2,810~7 841019 0,1.10~8

256 2,1-10-8%  5,5.10°11  6,3.10710
-0,3 2,4 1,1
512 2,5:1078%  1,1.1071*  3,0.10—10

1024 | 2,810~8% 7,810°12 30.10°10
-0,1 0,0 0,0
2048 | 3,0.10-% 7,6.10712  3,0.10~10
-0,1 0,0 0,0
4096 | 3,2-1078  7,6-10712  3,0.10710
0,0 0,0 0,0

8192 | 3,2.1078 7,8.10°12 3,0.10°10

Der griin markierte Bereich stellt hier exemplarisch den fiir die Konvergenz-
analyse relevanten Bereich dar. Oberhalb der Markierung ist das sehr grobe

Gitter nicht in der Lage die Anfangsbedingung korrekt wiederzugeben, unter-
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halb der Markierung wird die Rechengenauigkeit des Computers bei ~ 10~
erreicht. In beiden Féllen sind die Ergebnisse nicht verwertbar.
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Tetraeder

TabelleD.5.: Konvergenzraten fiir PO Tetraederelemente

Zellen- | Rechen- Lo Ly Lo Or. Or, Or,
zahl zeit [s]
6 2,410-1  28.10=% 6,3.10°2

-2,3 -0,4 -1,4
8 4,5:10-Y  32.107* 93.1073

-1,1 0,2 0,1
12 2,1 6,9-1071  29.100% 9,0.103

-0,5 -0,2 0,2
16 7,3 81.10-1 3,1.10~% 85.1073

-0,3 -0,2 0,1
24 3,7.10' | 9,0.10°! 34.107% 82.1073

-0,1 -0,1 0,1
32 1,1-102 | 9,2.10~1 3,4.10* 8,0.1073

0,0 0,0 0,1
48 59102 | 9,3.10°! 34.10~% 7,7.1073

0,1 0,2 0,2
64 1,810% | 9,1.10-'  3,2.107* 7,3.1073

0,1 0,3 0,2
96 9,2.10% | 871071 28.107% 6,7.1073

0,2 0,5 0,3
128 2,9.10¢ | 821071 25.107% 6,2:1073

TabelleD.6.: Konvergenzraten fiir P! Tetraederelemente

Zellen- | Rechen- Loo L1 Lo Oro Or, Or,
zahl zeit [s]
6 1,1 2,6-10-1  1,010-%* 2,9-1073

-2,1 -0,2 -0,1
8 3,2 4,7.10-1  1,1.107% 3,0.1073

0,6 1,4 1,1
12 1,8-10' | 3,7.10°'  6,1-107° 1,9-1073

1,0 1,7 1,1
16 5,1-10' | 2,7.10°1  3,7.107° 11,4103

1,4 2,4 1,8
24 2,7-102 | 1,5:1001  1,4.107° 6,6-107%

1,3 3,0 2,6
32 81102 | 1,0.10°!' 581076 32.104
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TabelleD.6.: Konvergenzraten fiir P! Tetraederelemente (Fortsetzung)
Zellen- | Rechen- Lo L Lo Or Or, Or,
zahl zeit [s]

oo

2,2 2,9 2,8

48 43103 | 421072 1810°% 1,010°*

2,7 2,6 2,7
64 1,3-10* | 1,91072 83107 4,7.107°

2,8 2,3 2,4
96 7,710 | 6,1-1073 3,2.1077 1,8.107°

2,7 2,2 2,2

128 2,0-10° | 2,8-107% 1,7.10~7 9,4.10~6

TabelleD.7.: Konvergenzraten fiir P2 Tetraederelemente

Zellen- | Rechen- Lo Ly Lo Or. Or, Or,
zahl zeit [s]

6 3,5:101 | 4,4.10-1  24.107° 1,2.1073
1,5 2,5 2,1

8 9,9-10' | 29.10°1' 1,2.107% 6,5-104
2,4 2,9 2,4

12 56-102 | 1,1-10-1  3,6:107% 24.10~¢
1,9 3,0 2,8

16 1,6-10% | 6,3-1072 1,5:10% 1,1.10~¢
1,7 2,9 2,3

24 89-10% | 3,2.1072 4,7.1077 4,4.107°
1,4 2,7 2,3

32 2,5-10* | 2,1-1072 2,2.1077 2,3-107°
1,7 2,7 2,4

48 1,4.105 | 1,1-10~2 7,4.10~% 8,7.10°6
2,2 2,7 2,5

64 40105 | 581073 34108 42.10°6

TabelleD.8.: Konvergenzraten fiir P3 Tetraederelemente

Zellen- | Rechen- Loo Ly Lo O Or, Or,
zahl zeit [s]
6 2,5-102 | 3,2.10°1  4,9.10-% 3,1.10~¢

1,1 3,0 2,0
8 7,0.102 | 2,3.10°1  2,1.107¢ 1,8.10%
1,6 3,1 2,6
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TabelleD.8.: Konvergenzraten fiir P3 Tetraederelemente (Fortsetzung)

Zellen- | Rechen- Lo Ly Lo OL. Or, Or,
zahl zeit [s]

12 4,010 | 1,2.10°1  6,0.10°7  6,2.107°
3,2 3,7 3,3

16 1,1-10* | 5,0.1072  2,0.10°7 2,4.107°
3,5 4,1 3,8

24 6,3-10* | 1,2.1072 3,9.10-% 5,2.10°6
43 43 4,1

32 1,8105 | 3,5:1073 1,110~ 1,6-:10~6
4,7 41 4,0

48 1,0-106 | 5,3.100* 2,2.1079 3,1.10~7

TabelleD.9.: Konvergenzraten fiir P* Tetraederelemente

Zellen- | Rechen- L Ly Lo Or. Or, Or,
zahl zeit [s]

6 1,910 | 1,810-% 11,8106 1,9-10~%
1,0 4,6 4,4

8 5,510 | 1,3-10~!  4,7.10~7 5,2.107°
4,0 43 3,8

12 3,0.10¢ | 2,7.1072 8,2.10°% 1,1.107°
3,5 5,4 5,1

16 8810* | 981073 1,810°% 26.10°6
3,8 5,0 4,6

24 48105 | 2,1.1073 231079 4,0.10°7

4,0 4,9 4,5

32 1,410 | 6,9.10~% 5710710 1,1.1077
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Hexaeder

TabelleD.10.: Konvergenzraten fiir P® Hexaederelemente

Zellen- | Rechen- Lo Ly Lo Or. Or, Or,
zahl zeit [s]
6 1,710~  29.10~% 5,9.1073

45 2,8 3,7
8 45102 1,310~* 2,0.1073

-4,2 -1,7 -2,9
12 2,5:1071 251004 6,6-1073

-2,1 -0,3 -0,8
16 4,6-10°1  2,7.107%  8,2.103

-1,1 -0,2 -0,1
24 1,5 7,0-10-1  29.10~* 84.1073

-0,5 -0,2 0,0
32 4,3 81.10~1 3,1.107% 8,31073

-0,3 -0,2 0,0
48 24101 | 9,0.10-1 3,3.107% 8,2.10°3

-0,1 -0,1 0,1
64 6,9-10' | 9,3-10-1 3,4.10~* 801073

0,0 0,0 0,1
96 3,810% | 9,3.10°1 34.107% 7,7.1073

0,1 0,2 0,1
128 1,1-108 | 9,2.10~! 3,3.10~% 7,4.10°3
0,1 0,3 0,2
192 4,710 | 8810~ 1 29.10~* 6,810°3
0,2 0,4 0,3

256 1,3-10* | 8,4.10°1 26.10* 6,3-10°3

TabelleD.11.: Konvergenzraten fiir P! Hexaederelemente

Zellen- | Rechen- Lo Ly Lo Or.. Or, Or,
zahl zeit [s]
6 1,9-10-'  3,7.1075 1,8.1073

-1,3 -2,2 -1,1
8 2,7-10-1  7,0.107% 2,5.-1073

-1,4 0,6 0,0
12 3,5 4710°Y 55107° 251073

-0,7 0,6 0,4
16 1,010 | 5810~Y 4,7.1075 221073
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TabelleD.11.: Konvergenzraten fiir P! Hexaederelemente (Fortsetzung)

Zellen- | Rechen- Lo Ly Lo Or.. Or, Or,
zahl zeit [s]

0,0 0,8 0,7
24 55101 | 5810°! 34.107% 1,7.1073

0,6 1,4 1,1
32 1,6-102 | 4,810°1 221075 1,2.1073

1,2 2,0 1,6
48 89102 | 3,0.10-!' 1,0.107° 6,5-10~4

1,9 2,4 2,1
64 2,5-108 | 1,7.10~'  5,0.107%  3,6-10~*

2,4 2,7 2,5
96 1,4-10* | 6,6:1072 1,7.10% 1,3.10~¢

2,8 2,9 2,8
128 4,010 | 3,0010°2 7,3.10°7 5,9.10°°

2,9 2,9 2,9
192 2,2.10° | 9,3-1073 221077 1,810°°

TabelleD.12.: Konvergenzraten fiir P2 Hexaederelemente

Zellen- | Rechen- Loo L1 Lo Or. Or, Or,
zahl zeit [s]
6 2,0 6,0.1071  4,1.107° 2,6-103

1,5 0,9 2,1
8 5,7 3,9.10°1 321075 1,4.1073

0,2 1,2 1,2
12 3,2-100 | 3,6-10-' 1,9-107% 8,910~

1,2 2,0 1,5
16 9,5:10' | 2,5-10°1 1,1.107° 5,8.10%

2,1 2,9 2,4
24 53102 | 1,1-10°!' 3,3.107% 22.10~4

2,0 3,6 3,2
32 1,5-102 | 6,0-1072 1,2.107% 838.107°

2,5 3,0 3,1
48 8,4.10% | 2,2.1072 3,51077 2,6:10°

2,5 2,4 2,5
64 2,510 | 1,1.1072 1,81077 1,3.107°

2,3 2,3 2,2
96 1,3-10° | 4,3-107% 7,010~ 5,1.10~6

2,2 2,3 2,2
128 3,6:10° | 2,3:1073  3,6-107% 2,7.10~6
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TabelleD.13.: Konvergenzraten fiir P? Hexaederelemente

Zellen- | Rechen- Lo Ly Lo OL. Or, Or,
zahl zeit [s]

6 1,6-101 | 5,3-10-! 1,2.10°5 9,6.10~¢
3,7 2,2 2,7

8 45100 | 1,810°' 6,6:10°% 44.107*
1,7 2,9 2,4

12 2,5:102 | 9,3.1072 2,0.10°¢ 1,7.10*
2,0 2,7 2,4

16 7,2:102 | 521072  9,510=7  8,3.10~°
1,6 3,4 3,0

24 4,110% | 281072 241007 24.107°
2,5 3,7 3,5

32 1,2-10* | 1,41072 8,2.10~8 9,0.10°6
3,4 3,8 3,6

48 6,5-10* | 3,4.107% 1,810°% 2,1.10~6
4,0 3,8 3,7

64 2,0-10° | 1,1-1073 6,0-107° 7,1-10~7
4,0 3,8 3,7

96 1,1-106 | 2,1.107%  1,3.1079 1,6-10~7

TabelleD.14.: Konvergenzraten fiir P* Hexaederelemente

Zellen- | Rechen- Lo L1 Lo Or. Or, Or,
zahl zeit [s]
6 85101 | 281071 59.10°% 571.1074

3,7 41 4,2
8 2,6:102 | 9,6-1072 1,8107¢ 1,5:10%

2,1 3,4 3,0
12 1,4-10% | 4,001072  4,6-1077  4,4-1075

2,4 3,4 3,1
16 4110% | 2,01072 1,710°7 1,810°°

41 4,7 4,3
24 2,3-10* | 381073 2,6-107% 3,1.10°6

4,3 4,9 4,7
32 6,9-10* | 1,1.1073 6,3-107° 8,1.10~7

47 5,0 4,9
48 3,9-105 | 1,7.10~* 8,3.10~1° 1,1.10°7

4.4 5,0 4,9
64 1,1-106 | 4,7.105 2,0.1010 2,7.10-8
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TabelleD.15.: Konvergenzraten fiir P®> Hexaederelemente

Zellen- | Rechen- Lo Ly Lo OL. Or, Or,
zahl zeit [s]
6 3,810 | 2,810-1 26.10°% 3,0.10~%

5,6 5,4 6,0
8 1,1-10® | 5,6-1072  5,6:10°7 5,4.107°

3,3 43 3,8
12 57103 | 1,5:1072 9,8.10-% 1,2.10~°

5,3 5,1 48
16 1,810% | 3,2.1073 22.1078% 2,9.10°6

3,1 5,4 5,0
24 9,4-10* | 9,0.10-* 255.107° 3,9-10°7

4,1 5,9 5,7
32 2,9.10° | 2,7.10~%  4,6-10710 7.6.10-8

5,5 5,8 5,7
48 1,5-106 | 3,0.10~° 4,4.10~11 74.107°
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Zeitintegration

TabelleD.16.: Konvergenzraten fiir P° Hexaederelemente, Runge-Kutta O1, CFL

0.5
Zellen- Lo Ly Lo OrL., O, Op,
zahl
6 1,7.10-1  29.10~* 5,9.1073
45 2,8 3,7
8 451072 1,3.10% 2,0.1073

42 1,7 =29
12 25101 2510"* 6,6:1073
21  -0,3 -08
16 461001 2,7100* 821073
-1,1 -0,2  -0,1

24 7,01071  29.10~* 84.10°3

TabelleD.17.: Konvergenzraten fiir P3 Hexaederelemente, Runge-Kutta ©4, CFL

0.07
Zellen- Loo L1 Lo Or. Or, Or,
zahl
6 5310-1  1,4.107® 9,6-10~%
3,7 2,2 2,7
8 1,810t  6,6:107¢ 4,4.107%

1,7 2,9 2,4
12 931072 20106 1,7.10~4
2,0 2,7 2,4
16 5,2:1072  9,5.10~7 8,3.107°
1,6 3.4 3,0
24 2,81072 241007 2,4.107°

TabelleD.18.: Konvergenzraten fiir P3 Hexaederelemente, Runge-Kutta O1, CFL

0.02
Zellen- Lo Ly Lo OLoo OLl OLQ
zahl
6 5210~ 1,2.107° 9,6:10~¢

3,8 2,2 2,7
8 1,810t  6,7.107% 4,4.107%
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TabelleD.18.: Konvergenzraten fiir P3 Hexaederelemente, Runge-Kutta @1, CFL
0.02 (Fortsetzung)

Zellen- Loo L1 Lo Oro Or, Or,
zahl

1,7 2,9 2,5
12 871072 21.107% 1,6.10~¢

1,7 2,7 2,4
16 531072 9,510~7 81.10°°

1,2 3,3 3,0
24 3,21072  2,510°7 2,4.10°°

TabelleD.19.: Konvergenzraten fiir P3 Hexaederelemente, Euler Implizit O1, CFL

0.02
Zellen- Loo Ly Lo Or. Or, Or,
zahl
6 5310~1  1,2.107° 9,6.10~¢%

2.4 2,6 2,5
12 9,810-2 20106 1,7.10~4

TabelleD.20.: Konvergenzraten fiir P3 Hexaederelemente, Euler Implizit O1, CFL

0.8

Zellen- Lo Ly Lo Or., Or, Or,
zahl
6 56-1001  1,2.10~° 1,0.1073

1,2 2,2 1,4
12 25101 271076 3,810

0,7 1,1 0,9
24 1,5-10°1  1,2.107¢ 2,0.10~%

TabelleD.21.: Konvergenzraten fiir P3 Hexaederelemente, Euler Implizit O1, CFL

8
Zellen- Loo Ly Lo Or. Or, Or,
zahl
6 6,7.10-1  1,3.10°° 1,2.10°3
0,2 1,0 0,4
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TabelleD.21.: Konvergenzraten fiir P3 Hexaederelemente, Euler Implizit ©1, CFL

TabelleD.22.: Konvergenzraten fiir P3 Hexaederelemente, Euler Implizit O1, CFL

TabelleD.23.: Konvergenzraten fiir P3 Hexaederelemente, Euler Implizit O1, CFL

8 (Fortsetzung)

Zellen- Lo L Lo Or., O, Or,
zahl
12 57101 6,6:10°6 9,5.10~%
0,1 0,4 0,3
24 541071  5,01076 7,710~

17
Zellen- Lo Ly Lo OLoo OLl OLQ
zahl
6 7,010-1  1,310°° 1,3.10°3

0,1 0,8 0,3
12 6,5-10°1 7,9.106¢ 1,1.10°3

0,0 0,3 0,2
24 6,510°1  6,41076 951074

34
Zellen- Loo Ly Lo OL, Or, O,
zahl
12 7,1-:1071  9,0.10-6 121073
-0,1 0,2 0,2
24 7,410~ 781076 11.10°3
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