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Si Quellterm im Ruÿmodell mol/(m3s)

t Zeit s

T Temperatur K

uk Geschwindigkeitskomponente in k-Richtung m/s

V Zellvolumen m3

vαk Di�usionsgeschwindigkeit von Komponente α in k-Richtung m/s

Vs Ruÿvolumen in einer Zelle m3

vs Volumen eines Ruÿpartikels m3

xk kartesische Koordinate m

Xα Molanteil von Komponente α −
Yα Massenanteil von Komponenten α −

Griechische Symbole

βij Kollisionsfrequenz m3/s

δij Kronecker Delta

ε Dissipationsrate von k m2/s3

γij Kollisionse�ektivität

Γ Gammafunktion

κv spektraler Absorptionskoe�zient 1/m

λ Wärmeleitfähigkeit W/(m K)

µ dynamische Viskosität kg/(ms)

ν ′, ν ′′ Stöchiometriekoe�zienten Edukt, Produkt

ν kinematische Viskosität m2/s

Φ Zufallsvariable

φ Equivalenzverhältnis −
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Ψ Zustandsraumvariable

ρ Dichte kg/m3

ρs Ruÿdichte kg/m3

σ Stefan-Boltzmann-Konstante σ=5, 670 · 10−8 J/(m2K4s ) J/(m2K4s)

σα Standardabweichung von α

σ2
α Varianz von α

σ2
Y Summe der Komponentenvarianzen

τ Zeitmaÿ s

τij Element des Spannungstensors kg/(ms2)

ξ Mischungsbruch −

Indizes

b rückwärts

eff e�ektiv

f forwärts

N diskrete Darstellung einer PDF/MDF

pkoag PAH-Koagulation

pnuk PAH-Nukleation

pobw PAH-Ober�ächenwachstum

pox PAH-Oxidation

skoag Ruÿ-Koagulation

snuk Ruÿ-Nukleation

sobw Ruÿ-Ober�ächenwachstum

sox Ruÿ-Oxidation

TH Dreistoÿ-Komponente

t turbulenzbedingte Gröÿe

Sonstige Zeichen

P Produktionsterm

Xα Sto�symbol von Komponente α

F massengewichtete PDF (MDF)

Φ̂ Gröÿe im Zustandsraum

Φ Reynolds-gemittelte Gröÿe

Φ̃ Favre-gemittelte Gröÿe

Φ′, Φ′′ Fluktuationen bei Reynolds-, Favre-Mittelung

〈Φ〉 Erwartungswert

〈Φ | ...〉 bedingter Erwartungswert
f̌ momentaner Wert einer Funktion f
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rms(Φ) Standardabweichung (root mean square) von Φ

var(Φ) Varianz von Φ

[X ] Konzentration des Sto�s X mol/m3

Abkürzungen

FV Finite Volumen

PAH Polycyclic Aromatic Hydrocarbons

PDF Probability Density Function

RANS Reynolds Averaged Navier Stokes



Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der numerischen Modellierung der Ruÿbildung

in turbulenten Flammen. In diesem Zusammenhang wurde ein Ruÿmodell in den Verbren-

nungscode PRECISE-MB [48] implementiert. Das Problem der Turbulenz-Chemie-Wechselwir-

kung steht im Vordergrund der Untersuchungen.

Am Prozess der Ruÿbildung ist eine Vielzahl von chemischen Molekülen beteiligt, die über

komplexe chemische und physikalische Vorgänge miteinander interagieren. Eine detaillierte

kinetische Beschreibung dieser Vorgänge ist aktuell nicht realisierbar. Auch setzt die verfüg-

bare Rechenzeit Grenzen bei der Lösung der Problemstellung. Es wurde deshalb ein Ruÿmodell

implementiert, das einen sektionalen Ansatz für die Bildung der PAH (Polycyclic Aromatic

Hydrocarbon) verwendet. Dieser fasst die auftretenden PAH-Molküle in Massenklassen zusam-

men, für die anschlieÿend nur noch wenige Transportgleichungen gelöst werden müssen. Der Ruÿ

beschreibt sich darauf aufbauend über zwei weitere Transportgleichungen für den Ruÿvolumen-

bruch und die Ruÿpartikeldichte. Das Ruÿmodell wurde von Di Domenico [22] entwickelt. Ihm

unterliegt ein Chemiemodul, das die Gasphasen-Kinetik in detaillierter Form berücksichtigt

und bis zu den Ruÿvorläufern Acetylen und Benzol löst. Die Ruÿ-Wärmestrahlung wird über

einen Verlustterm in die Enthalpiegleichung integriert.

Die Wechselwirkung zwischen Turbulenz und Chemie ist über ein Transport-PDF-Verfahren

(Probability Density Function) modelliert. Hierzu wird die Transportgleichung einer thermo-

chemischen PDF aufgestellt, deren Zufallsvariablen-Vektor die chemischen Komponenten und

die Enthalpie enthält. Zur Lösung der PDF-Transportgleichung kommt ein Lagrange'scher

Monte-Carlo-Algorithmus zum Einsatz. Dieser benötigt Informationen über die Druck-, Ge-

schwindigkeits- und Turbulenz-Felder, die von einem FV-Algorithmus (Finite Volumen) be-

reitgestellt werden. Beim Lösungsalgorithmus handelt es sich also um ein hybrides FV/PDF-

Verfahren, in dem sowohl die Wechselwirkung zwischen Turbulenz und Chemie als auch die

Interaktion zwischen Turbulenz und Strahlung auf Seiten der Emissionen geschlossen ist. Die

gröÿte Unsicherheit des Transport-PDF-Ansatzes liegt bei der Modellierung der Mikromischung.

Zur Validierung des Chemiemoduls im FV/PDF-Verfahren werden zwei turbulente, nicht-

vorgemischte Jet�ammen untersucht, die sich in ihrer Eintrittsgeschwindigkeit und damit der

auftretenden Flammenstreckung unterscheiden. Für die Simulationen der Flamme mit geringer

Streckung ergeben sich sehr gute Übereinstimmungen mit den experimentellen Daten sowohl in

den Mittelwert- und Varianzfeldern der Strömungsgröÿen und thermo-chemischen Variablen als
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auch bei der statistischen Analyse der Turbulenz. Die Flamme mit gröÿerer Flammenstreckung

zeichnet sich durch starke lokale Flammenverlöschung aus, die nur ungenügend modelliert wer-

den kann. Hierfür wird der Ein�uss verschiedener Mikromischungs-Modelle getestet. Es zeigt

sich eine deutliche Abhängigkeit des Stabilisierungsverhaltens der Flamme von der Wahl und

Parametrisierung des Mikromischungs-Modells.

Die Güte des Ruÿmodells wird anschlieÿende anhand der Simulation einer turbulenten, ruÿen-

den, nicht-vorgemischten Jet�amme getestet. Es ergeben sich gute Übereinstimmungen zwi-

schen den Mittelwerten der experimentellen und numerischen Resultate. Gröÿere Abweichungen

treten bei den statistischen Daten wie den Varianzen und den Strukturen der lokalen PDF auf.

Aufgrund unzureichender Messwerte kann keine detaillierte Analyse des Problems vorgenom-

men werden. Auf numerischer Seite ist eine starke Abhängigkeit des Algorithmus gegenüber der

räumlichen Gitterau�ösung, der verwendeten Zeitschrittgröÿen und des Mittelungsverfahrens

zu beobachten.

Auf den Ergebnissen der ruÿenden Jet�amme aufbauend kann eine Analyse des Ein�usses der

Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung auf die Berechnung der mittleren Quellterme der Gasphasen-

und Ruÿ-Spezies vorgenommen werden. Verschiedene Approximationen werden miteinander

verglichen und einzelne Fehlerquellen separiert betrachtet. Für den vorliegenden Fall ergeben

sich bei der Verwendung eines Presumed-PDF-Ansatzes gröÿere Abweichungen als durch die

Annahme laminarer Chemie. Auch die Vernachlässigung der Korrelation zwischen Temperatur-

und Spezies-Fluktuationen, die charakteristisch für die meisten Presumed-PDF-Verfahren ist,

verursacht groÿe Fehler in den Quelltermen. Ein direkter Vorteil des Presumed-PDF-Ansatzes

gegenüber dem der laminaren Chemie ist nach dieser Analyse nicht erkennbar.

Aufgrund von Rechenzeit-Restriktionen wird die Ruÿbildung in turbulenten Flammen oft in

einem Post-Processing-Schritt, der sich an die Simulation der Hauptfelder anschlieÿt, berech-

net. Um eine derartige Implementierung zu testen, wird das Transport-PDF-Verfahren mit dem

Ruÿmodell im Post-Processing angewendet. Es zeigt sich, dass der Acetylen-Verbrauch, der bei

der Ruÿbildung auftritt, auf das Speziesfeld rückgekoppelt werden muss, um sinnvolle Ergeb-

nisse zu erhalten. Eine Vernachlässigung dieses Phänomens induziert immense Fehler. Weitere

Unsicherheiten des Ansatzes werden abschlieÿend diskutiert.



Abstract

This work is concerned with the numeric simulation of soot formation processes in turbulent

jet �ames. In this context a soot model is implemented in the combustion code PRECISE-MB

[48]. Particular focus lies on the interaction between turbulence and chemistry.

The soot formation process involves a large number of molecules that interact through complex

chemical and physical processes. A detailed description of these processes is currently infeasible

due to uncertainties in the kinetic modeling and limited computing power. Therefore, the im-

plemented soot model employs a sectional approach to describe the PAH (Polycyclic Aromatic

Hydrocarbon) formation. This approach groups the occurring PAH molecules into mass classes

so that only a small number of transport equations have to be solved. The soot is subsequently

described by two further transport equations for the soot volume fraction and the soot particle

number density. The soot model was developed by Di Domenico [22]. It is based on a �nite-rate

chemistry algorithm which integrates the gas phase kinetics in a detailed way and solves the

soot precursor concentrations of acetylene and benzene. The energy loss due to heat radiation

of soot is integrated in the enthalpy equation by a sink term.

The interaction between turbulence and chemistry is modeled by a Transport-PDF (Probability

Density Function) approach. It de�nes the transport equation of a thermo-chemical PDF, whose

vector of random variables consists of the chemical components and the enthalpy. The transport

equation is solved by a Lagrangian Monte-Carlo algorithm. It requires information on the

pressure, velocity and turbulence �elds that are provided by a �nite-volume (FV) algorithm.

The employed solver is thus a hybrid FV/PDF algorithm. It is capable to accurately describe

the interaction between turbulence and chemistry as well as the interaction between turbulence

and radiation. The main uncertainty of this Transport-PDF algorithm lies in the micro mixing

model.

The implemented �nite-rate chemistry module of the FV/PDF algorithm is validated by means

of two turbulent non-premixed jet �ames. They di�er in their inlet velocity and thereby in the

occurring �ame stretch. The numerical results of the �ame with low inlet velocity are in very

good agreement with the experimental data. The average values and variances of the �ow

properties and the thermo-chemical variables, as well as the statistics of the turbulence are

very well reproduced. The �ame with higher inlet velocity experiences strong local extinction

which is only insu�ciently modeled. In this context the performance of di�erent micro mixing

models is evaluated. It is found that the �ame stabilization is signi�cantly a�ected by the choice

and parameterization of the micro mixing model.
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The performance of the soot model is subsequently tested by the simulation of a turbulent soot-

ing non-premixed jet �ame. Good agreements are achieved for the average values between the

numerical and experimental results. The statistical data including the variances and the struc-

tures of the local PDF experience distinct aberrations. Due to the lack of reliable experimental

data no further analysis is possible. Concerning the numerical approach a notable dependence

of the algorithm is observed on the spacial grid resolution, the utilized time step sizes and the

averaging method.

Based on the results of the sooting jet �ame an additional study investigates the in�uence

of the interaction between turbulence and chemistry on the mean species source terms of the

gas phase and soot species. Di�erent approximations are compared and the error sources are

examined. In the presented test case the aberrations in the mean species source terms induced

by a Presumed-PDF approach exceed those of the laminar chemistry assumption. It is also

found that the neglect of the correlation between temperature and species �uctuations (which

is characteristic for most Presumed-PDF approaches) leads to signi�cant errors in the mean

species source terms. According to this analysis no advantage of the Presumed-PDF approach

over the laminar chemistry assumption can be ascertained.

Due to restrictions in calculation power, the soot formation in turbulent �ames is often modeled

in a post-processing step, which is based on a simulation of the mean species and �ow �elds. To

test such an implementation the Transport-PDF algorithm including the soot formation model

is applied in a post-processing mode. As a result, it appears that the acetylene consumption

due to soot formation has to be coupled back to the species mean �eld to achieve useful results.

The negligence of this phenomenon induces severe errors. Further uncertainties of this approach

are �nally discussed.



1 Einleitung

Im Zuge der aktuell politisch angestrebten Energiewende konzentriert sich die Forschung im Be-

reich der numerischen Verbrennungssimulation in Gasturbinen auf die Optimierung bestehender

Verbrennungsprozesse sowie auf die Entwicklung neuer, brennsto�-�exibler Brennerkonzepte.

Diese sollen den Einsatz alternativer Brennsto�e (vergaste Biomasse, Erdgas etc.) in der Luft-

fahrt und in der Kraftwerkstechnik ermöglichen. Die Hauptkriterien bei der Auslegung sind die

gröÿtmöglichen E�zienz und Zuverlässigkeit bei gleichzeitiger Reduktion der toxischen Emis-

sionen deutlich unter die Grenzen der gesetzlichen Richtlinien.

Zu den wichtigsten Schadsto�en zählen NOx, unverbrannte Kohlenwassersto�e, Aromate und

Ruÿ. Dabei stehen die Ruÿemissionen aus verschiedensten Gründen im Fokus von Politik und

Industrie. So wurde beispielsweise nachgewiesen, dass sich Nanopartikel (sehr kleine Ruÿpar-

tikel) aufgrund ihrer kleinen Gröÿe in Lungenkappilaren festsetzen und dort karzinogen wirken

[58, 102]. Diese Erkenntnis verstärkte die bereits breit geführte Debatte über die Feinstaubbe-

lastung in Innenstädten durch Ruÿemissionen von Fahrzeugen. Diskutiert werden auÿerdem die

direkten Folgen von Ruÿemissionen der Industrie oder des Flugverkehrs auf die Klimaerwär-

mung. Bis heute liegt kein Konsens in der Forschungswelt zu diesem Thema vor.

Flugtriebwerks-Hersteller interessieren sich für eine möglichst starke Reduktion der Ruÿemissio-

nen bei der Auslegung neuer Triebwerke, da sie einerseits die gesetzlich festgelegten Emissions-

grenzen einhalten müssen. Andererseits geht die Ruÿbildung immer mit einer hohen Strahlung

und damit Wärmebelastung der Triebwerks-Komponenten einher, was im schlimmsten Fall zur

Beschädigung der Brennkammer führen kann. Auÿerdem signalisiert Ruÿ eine unvollständige

Verbrennung, was gleichbedeutend mit einem reduzierten Wirkungsgrad des Verbrennungsvor-

ganges ist und vermieden werden soll. Um die Ruÿemissionen zu optimieren, muss der Bil-

dungsprozess direkt in der Brennkammer gesteuert werden. Dies erfordert ein detailliertes

Verständnis des Phänomens.

Im Kontext der hier vorgestellten Problematik wurde das Thema der vorliegenden Arbeit

de�niert: Die numerische Untersuchung der Ruÿbildung in Flugtriebwerken.

1.1 Problembeschreibung

Das Langzeitziel der numerischen Verbrennungssimulation liegt in der Vermeidung kostenin-

tensiver Experimente bei der Auslegung von neuen Brennersystemen für technische Anwen-

dungen. In diesen treten meist turbulente Strömungen hoher Reynolds-Zahl auf. Trotz groÿer

23



24 Einleitung

Fortschritte in der Modellentwicklung turbulenter Verbrennungsvorgänge während der letzten

Jahrzehnte enthalten viele Ansätze fehlerbehaftete Approximationen und zum Teil ungelöste

Probleme.

Die Simulation der Turbulenz in Strömungen stellt, selbst im nicht-reagierenden Fall, ein kom-

plexes, bis heute nicht zufriedenstellend gelöstes Problem dar. Es liegt eine groÿe Anzahl an

Modellierungsansätzen vor (k-ε, k-ω, q-ω, SST, Reynolds-Spannungs-Modelle, LES, SAS etc.),

die die physikalischen Phänomene der Turbulenz unterschiedlich genau wiedergeben können.

Schwieriger gestaltet sich die Modellierung reagierender Strömungen, da die Kinetik der chemi-

schen Reaktionen der beteiligten Spezies miterfasst werden muss. Je komplexer der Brennsto�,

desto mehr Spezies treten als Unbekannte auf und desto rechenzeit-intensiver gestaltet sich die

Simulation. Die chemischen Reaktionsraten hängen stark nicht-linear sowohl von der Tempera-

tur als auch der Zusammensetzung des Gases ab. Auÿerdem erstrecken sich die Zeitskalen der

einzelnen Reaktionen über ein weites Spektrum. Für die Berechnung der Spezies-Umsatzraten

resultiert daraus ein sehr komplexes, nicht-lineares, steifes Gleichungssystem, das aufwändig

gelöst werden muss. Die Güte der Lösung hängt dabei stark vom zugrunde liegenden Reak-

tionsmechanismus, der die Kinetik der Verbrennung beschreibt, sowie von den verwendeten

thermo-dynamischen Transportdaten der Spezies ab.

Generell gilt, je komplexer der Brennsto�, desto gröÿer ist auch der zugehörige Reaktions-

mechanismus und damit die Rechenzeit. Dagegen verkürzt sich die Rechenzeit für reduzierte

Mechanismen bei gleichzeitiger Begrenzung des Anwendbarkeitsbereichs und der Genauigkeit.

Soll lediglich die globale Wärmefreisetzung einer laminaren Flamme berechnet werden, so kann

mit nur einer Globalreaktion ein relativ gutes Ergebnis erzielt werden. Die Berechnung von

Schadsto�en wie Ruÿ erfordert dagegen immer sehr groÿe, detaillierte Reatkionsmechanismen,

die die Kinetik mindestens bis zu den ersten Ruÿvorläufern abbilden. Die Ruÿbildung unter-

scheidet sich von der Gasphasen-Chemie dadurch, dass die Ruÿteilchen einen Partikelcharakter

aufweisen und neben reaktionskinetischen Gesetzmäÿigkeiten auch den klassischen Gesetzen

der Partikeldynamik folgen. Die Ruÿbildung muss daher über ein separates Modell an den

Reaktionsmechanismus angekoppelt werden. Sie zeichnet sich durch sehr langsame chemische

Zeitskalen aus.

In turbulenten, reagierenden Strömungen können kleine turbulente Strukturen (Wirbel) mit der

Flammenfront interagieren. Sie beein�ussen die lokale Mischung und damit die Umsatzraten

der Spezies. Die Wärmefreisetzung der chemischen Reaktionen wirkt sich dagegen stark auf die

lokale, instantane Geschwindigkeit und Viskosität aus, was wiederum auf die turbulenten Fluk-

tuationen rückkoppelt. Es besteht also eine Wechselwirkung zwischen Turbulenz und Chemie,

die modelliert werden muss.

Das Auftreten von Ruÿ in Verbrennungsvorgängen bewirkt immer starke Energieverluste auf-

grund von Wärmestrahlung. Durch die nicht-lineare Abhängigkeit der Wärmestrahlung von

der lokalen Temperatur wird ihr Betrag ebenfalls stark von den turbulenten Fluktuationen

beein�usst. Es besteht also auch eine Wechselwirkung zwischen Turbulenz und Strahlung.
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Unterschiedlichste Ansätze liegen zur Lösung des Problems der beschriebenen Wechselwir-

kungen vor, die sich je nach Anforderung in ihrer Komplexität stark unterscheiden. Im Folgen-

den wird ein Überblick über Modelle zur Simulation turbulenter, ruÿender Flammen gegeben.

Der Schwerpunkt liegt auf der Wechselwirkung zwischen Turbulenz und Chemie.

1.2 Berechnungsmethoden

Die Berechnung von Ruÿ erfordert meist die Verwendung von Ansätzen, die die Reaktionskinetik

detailliert beschreiben. In der Literatur sind oft Flamelet-Modelle zu �nden, die sich durch ihre

kurzen Rechenzeiten auszeichnen. Der Flamelet-Ansatz geht von einer dünnen Flammenfront

aus, die aufgrund von turbulenten Strukturen lediglich gekrümmt und verzerrt wird und der

einer laminaren Flamme entspricht. Damit kann die Flammenfront in kleine, laminare, eindi-

mensionale Flamelet unterteilt und über drei Fortschrittsvariablen beschrieben werden. Diese

sind der Mischungsbruch, die Varianz des Mischungsbruchs und die Streckungsrate der Flam-

me. Die Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung wird schlieÿlich über die Annahme statistischer

Verteilungsfunktionen für die Fortschrittsvariablen geschlossen. Der groÿe Vorteil der Methode

ist, dass alle thermo-chemischen Gröÿen vorab in Abhängigkeit der drei Variablen tabelliert

werden und während der Simulation aus der Tabelle interpoliert werden können. Hierin liegt

die geringe Rechenzeit begründet. Problematisch gestaltet sich dagegen die Ruÿmodellierung

über diesen Ansatz, da kein eindeutiger Zusammenhang zwischen dem Mischungs- und Ruÿ-

volumenbruch herzustellen ist. Aufgrund der groÿen Ruÿwärmestrahlung wurde in früheren

Verö�entlichungen die Ruÿproduktion deshalb an den Strahlungsverlust gekoppelt, der als

weiterer Parameter in die Flamelet-Tabellierung aufgenommen werden kann [1, 12, 121]. Eine

weitere Möglichkeit ist die Verwendung instationärer Flamelets [77]. Wie oben bereits erwähnt

geht der Flamelet-Ansatz von einer dünnen Flammenfront aus. Diese Annahme ist nur gültig in

Bereichen groÿer Damköhler-Zahlen, in denen die chemischen Zeitskalen kleiner als die turbulen-

ten Zeitskalen sind. Damit wird die innere Struktur der Flammenfront von turbulenten Wirbeln

nicht beein�usst. In Bereichen kleiner Damköhler-Zahl liegen die turbulenten Zeitskalen dage-

gen in der Gröÿenordnung der chemischen Zeitskalen oder darunter, die Flammenfront verdickt

sich durch den Ein�uss der turbulenten Strukturen und es kann lokale Flammenverlöschung

auftreten. Um diese Bereiche abbilden zu können, müssen �exiblere Methoden, wie zum Beispiel

statistische Ansätze, verwendet werden.

Diese beschreiben die turbulente Ein-Punkt-Statistik von Temperatur und Spezies-Zusam-

mensetzung über Wahrscheinlichkeitsdichte-Funktionen, sogenannte PDF (Probability Density

Function). Hierbei wird zur Berechnung der Chemie für jede Spezies, eingeschlossen dem Ruÿ,

eine Transportgleichung gelöst. Die PDF-Verfahren teilen sich in zwei Klassen auf.

In den Presumed-PDF-Verfahren wird die mathematische Form der gesuchten Wahrschein-

lichkeitsdichte vorgegeben (presumed). Es werden lediglich Transportgleichungen für die er-

sten beiden Momente der PDF gelöst. Auch die Wechselwirkung zwischen Turbulenz und

Strahlung kann so berücksichtigt werden. Ein Nachteil dieser Methode ist, dass Temperatur-
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und Spezies-Fluktuationen meist unkorreliert auftreten. Des Weiteren induziert die Vorgabe

einer bestimmten Form der PDF sowie ihre Approximation über eine endliche Anzahl höherer

Momente Fehler. Die Integration des Ruÿmodells in diese Art Ansätze gestaltet sich schwierig.

Die Methode ist zwar genauer als die oben vorgestellten Flamelet Ansätze, für groÿe Reaktions-

mechanismen jedoch auch deutlich rechenzeit-intensiver.

In der zweiten Klasse der PDF-Verfahren wird die Verbund-PDF aus Temperatur und Spezies-

Zusammensetzung als Variable aufgefasst und eine entsprechende Transportgleichung aufgestellt.

Deren Lösung ist die gesuchte PDF selbst, die eine beliebige Struktur aufweisen kann. Es werden

auÿerdem alle Korrelationen, den Ruÿ inbegri�en, wiedergegeben. Der Transport-PDF-Ansatz

ist die einzige Methode (neben DNS (Direct Numerical Simulation), siehe unten), in der die

Turbulenz-Chemie- und Turbulenz-Strahlung-Wechselwirkung geschlossen auftritt und nicht

modelliert werden muss. Die gröÿte Unsicherheit und der umstrittenste Punkt dieses Modells

liegt in der Modellierung der Mikromischung. Aufgrund der hohen Dimensionalität kann ihre

Transportgleichung nicht mit herkömmlichen Finite-Volumen (FV)-Verfahren gelöst werden.

Vor nunmehr fast 30 Jahren wurde ein Monte-Carlo-Verfahren entwickelt, das eine Lösung der

Transportgleichung in akzeptabler Rechenzeit ermöglicht. Dieser Ansatz wurde zur Ruÿmodel-

lierung in [73, 82] verwendet und ist auch die Grundlage der vorliegenden Arbeit.

Die Hauptentwicklungslinie der aktuellen numerischen Verbrennungssimulation verwendet zur

Turbulenz-Modellierung das Large-Eddy Konzept (LES). Dieses Modell macht sich den uni-

versellen Charakter klein-skaliger Turbulenz zu Nutze. Während die integralen, groÿskaligen

Wirbel im Rechengitter voll aufgelöst berechnet werden, sind die E�ekte klein-skaliger Wirbel

durch Sub-Grid Modelle angenähert. Die LES-Gleichungen ergeben sich aus den ge�lterten

instantanen Erhaltungsgleichungen. Durch den instationären Lösungsalgorithmus werden Tem-

peratur- und Spezies�uktuationen korreliert in den groÿen Skalen berücksichtigt. Jedoch müssen

die Sub-Grid-Umsatzraten und damit auch die Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung in den kleinen

turbulenten Skalen modelliert werden. LES wurde in [27] zur Untersuchung der Ruÿbildung

eingesetzt. LES-Methoden zeichnen sich durch eine sehr gute Modellierung der turbulenten

Mischung aus, während für reaktive Strömungen noch deutlicher Entwicklungsbedarf besteht

[90]. Demgegenüber stehen die Transport-PDF-Verfahren, deren Stärke in der geschlossenen

Beschreibung der Chemie liegt, während deutlicher Forschungbedarf auf dem Gebiet der tur-

bulenten Mischung besteht. Erste Arbeiten kombinieren die beiden Ansätze [111, 114].

DNS Simulationen lösen alle turbulenten, charakteristischen Längen- und Zeitskalen exakt auf.

Sie sind die exaktesten und rechenzeit-intensivsten Verfahren, weshalb ihre Anwendbarkeit

heutzutage noch auf sehr kleine, akademische Testfälle beschränkt ist. Einzelne Phänomene

der Ruÿbildung konnten so untersucht werden [70, 71]. Die Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung

tritt geschlossen auf.
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Der Vollständigkeit halber seien hier noch Verö�entlichungen zitiert, die die Ruÿbildung in

turbulenten, ruÿenden Jet�ammen1 in einem Post-Processing-Schritt berechnen. Diese Art

der Implementierung induziert meist groÿe Fehler in der Gesamtlösung. In [38, 75, 115] wird

die Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung von Ruÿ vernachlässigt, in [108, 125] wird sie berück-

sichtigt. Auÿerdem sind [63, 124] zu nennen, die ein CMC-Verfahren (Conditional Moment

Closure) zur Lösung der Ruÿbildung verwenden und [15], wo eine PBE (Population Bal-

ance Equation) zur Berechnung der Ruÿbildung zum Einsatz kommt, die Turbulenz-Chemie-

Wechselwirkung des Ruÿ jedoch vernachlässigt bleibt.

1.3 Zielsetzung der vorliegenden Arbeit

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Implementierung eines Ruÿmodells in den RANS-Code

(Reynolds-Averaged Navier-Stokes) PRECISE-MB der Firma Rolls-Royce, der zur Berechnung

der Verbrennung in Flugtriebwerken ausgelegt ist. Der Fokus der Arbeit liegt hierbei auf ei-

ner möglichst genauen Modellierung der Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung über das im Code

verfügbare Transport-PDF-Verfahren. Hierbei gilt es die Ruÿproduktion unter dem Ein�uss tur-

bulenter Strukturen zu untersuchen. Weiterhin soll der Fehler abgeschätzt werden, der durch die

Berechnung der Ruÿbildung in einem von der Hauptrechnung abgekoppelten, Post-Processing-

Schritt induziert wird. Bezugnehmend zur Aufgabenstellung gliedert sich die Arbeit in die

folgenden Abschnitte auf.

Kapitel 2 stellt die mathematischen Grundlagen turbulenter, reagierender Strömungen vor.

Neben den gemittelten Erhaltungsgleichungen werden auf den Grundlagen der Stochastik auf-

bauend die beiden später verwendeten Klassen der PDF-Verfahren vorgestellt. Kapitel 3 widmet

sich dem Thema der Ruÿbildung. Es wird ein kurzer Einblick in den aktuellen Entwicklungs-

stand auf diesem Gebiet gegeben und anschlieÿend das verwendete Modell vorgestellt. Kapitel

4 beschreibt als letztes Theoriekapitel das Phänomen der Strahlung, welchem eine bedeutende

Rolle im Zusammenhang mit der Ruÿbildung zukommt.

Kapitel 5 präsentiert Ergebnisse von Simulationen, die zur Validierung der implementierten

Modelle dienen. Hierbei werden zuerst die Paramter des Turbulenz-Modells an einem nicht-

reagierenden Testfall angepasst. Anschlieÿend zeigen die numerischen Resultate von zwei nicht

ruÿenden, turbulenten Jet�ammen die Güte des in den Transport-PDF-Ansatz implementierten,

detaillierten Chemie-Lösers. Das Ruÿmodell wird darauf aufbauend anhand einer ruÿenden,

turbulenten Jet�amme ausgiebig getestet und über verschiedene Sensitivitätsanalysen werden

die Grenzen der Implementierung aufgezeigt.

1Die Literaturübersicht beschränkt sich auf turbulente, ruÿende Labor�ammen. Diese stellen die einfachsten
Test-Kon�gurationen dar, die aufgrund der Komplexität des Problems der Ruÿbildung immer zur Validierung
der Modelle verwendet werden.
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In Kapitel 6 folgt eine detaillierte Analyse des Ein�usses der Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung

auf die Kinetik der Flamme. Dabei werden die Auswirkungen verschiedener Modellierungsan-

sätze verglichen. Im letzten Abschnitt wird der Transport-PDF-Ansatz, das Ruÿmodell bein-

haltend, in einem Post-Processing-Schritt angewandt und die Ergebnisse analysiert. Die Arbeit

schlieÿt mit einer Zusammenfassung.
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Verbrennungsvorgänge in technischen Anwendungen treten vorwiegend unter turbulenten Strö-

mungsbedingungen auf, die sich im Vergleich zu laminaren Strömungen durch einen schnelleren

Transport und eine e�ektivere Mischung des beteiligten Fluids auszeichnen. Dieses Kapitel

präsentiert die physikalischen und mathematischen Grundlagen der Modelle, die in der vor-

liegenden Arbeit zur Verbrennungssimulation in turbulenten Strömungen verwendet werden.

Nach einer Einführung der Transportgleichungen für reaktive Strömungen in Abschnitt 2.1

wird die Turbulenzmodellierung über gemittelte Transportgleichungen in Abschnitt 2.2 vorge-

stellt. Abschnitt 2.3 schlieÿt mit einem kurzen Überblick über die Grundlagen der Stochastik

an, woraufhin sich Abschnitt 2.4 und 2.5 mit zwei Ansätzen zur Schlieÿung der Turbulenz unter

Verwendung von stochastischen Methoden beschäftigen.

2.1 Transportgleichungen reaktiver Strömungen

Ein chemisch reagierendes Fluid kann mathematisch durch die Erhaltungsgleichungen von

Masse, Impuls, Enthalpie und die Transportgleichungen der Speziesmassenbrüche beschrieben

werden. Bei konservativer Formulierung der Gleichungen ergibt sich das folgende System gekop-

pelter, partieller Di�erentialgleichungen

Massenerhaltung
∂ρ

∂t
+

∂

∂xi
ρui = 0 , (2.1.1)

Impulserhaltung
∂

∂t
ρui +

∂

∂xj
ρujui = − ∂p

∂xi
+
∂τij
∂xj

+ ρgi , (2.1.2)

Energieerhaltung

∂

∂t
ρh+

∂

∂xi
ρuih =

∂p

∂t
+ ui

∂p

∂xi
+ τji

∂uj
∂xi
− ∂qi
∂xi

+ ρuigi + Sh , (2.1.3)

Speziestransport
∂

∂t
ρYα +

∂

∂xi
ρuiYα = −∂jαi

∂xi
+ Sα . (2.1.4)

Die Gleichungen sind gültig für Fluide im Kontinuum-Regime. Dies bedeutet, dass die ther-

mischen Bewegungen von Molekülen nicht durch strömungsmechanische Vorgänge beein�usst

werden. Van-der-Waals-Kräfte sind vernachlässigbar und das Fluid verhält sich damit wie ein

ideales Gas.

29
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Die linke Seite der Gln. (2.1.1)-(2.1.4) zeigt die substantiellen Ableitungen der Strömungsvari-

ablen Dichte ρ und der Geschwindigkeitskomponenten ui, sowie der chemischen Spezies Yα
und der Enthalpie h. Sie beschreiben die Änderungen der Variablen über die Zeit und im

physikalischen Raum durch konvektiven Transport. Die rechte Seite erfasst die Änderungen

aufgrund von di�usiven und dissipativen Vorgängen sowie durch immanente Quellterme und

externe Volumenkräfte. Im Folgenden werden die einzelnen Terme auf der rechten Seite der

Transportgleichungen erläutert.

Schubspannungstensor τij. In der Impulsgleichung (2.1.2) setzt sich die rechte Seite aus

Druckkräften, viskosen Kräften und der Gravitationskraft zusammen. τij ist der Schubspan-

nungstensor, der unter Annahme eines Newton'schen Fluids (Schubspannung ist proportional

zur Schergeschwindigkeit ∇u) wie folgt de�niert ist

τij = µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi
− δij

2

3

∂uk
∂xk

)
, (2.1.5)

wobei µ die dynamische Viskosität ist.

Di�usiver Sto�transport jαi. In Gl. (2.1.4) tritt der di�usive Sto�transport der chemischen

Spezies

jαi = −ρvαiYα = −ρDα
∂Yα
∂xi

(2.1.6)

auf. Darin beschreibt vαi die Di�usionsgeschwindigkeit der Spezies α im Gas. In der vorliegen-

den Arbeit wird vαi durch das Fick'sche Gesetz modelliert, bei dem der di�usive Transport der

Spezies proportional und entgegen dem Gradienten der Spezieskonzentration statt�ndet. Ver-

einfacht wird hier für jede Spezies α nur ein Di�usionskoe�zient Dα im Gasgemisch de�niert,

der aus den binären Di�usionskoe�zienten berechnet werden kann. Weitaus komplexere An-

sätze verwenden polynäre Di�usionskoe�zienten und erlauben genauere Berechnungen von vαi,

jedoch bei gleichzeitig erheblich erhöhtem Rechenaufwand. Die durch Temperaturgradienten

(Soret-E�ekt) oder Druckgradienten verursachte Di�usion ist bei den betrachteten turbulenten

Flammen vernachlässigbar.

Energie�uss qi. Gleichung (2.1.3) beschreibt den Energietransport über die Erhaltungsglei-

chung der spezi�schen Enthalpie h. Der Energie�uss qi setzt sich aus der Fourier'schen Wär-

meleitung und einem Energietransport durch Di�usion zusammen

qi = −λ ∂T
∂xi

+

Nsp∑
α=1

hαjαi , (2.1.7)

wobei λ die Wärmeleitfähigkeit und hα die spezi�sche Enthalpie der Spezies α ist. Der Wärme-

transport bedingt durch Konzentrationsgradienten (Dufour-E�ekt) wird vernachlässigt. Durch

die Einführung dimensionsloser Kennzahlen können weitere Vereinfachungen getro�en werden.



2.1 Transportgleichungen reaktiver Strömungen 31

Die folgenden Kennzahlen werden typischerweise unter Verwendung der Transportkoe�zienten

µ, λ und Dα de�niert:

� Prandtl-Zahl: Verhältnis zwischen di�usivem Impuls- und Wärmetransport

Pr =
µcp
λ

, (2.1.8)

� Schmidt-Zahl: Verhältnis zwischen di�usivem Impuls- und Speziestransport

Scα =
µ

ρDα

, (2.1.9)

� Lewis-Zahl: Verhältnis zwischen di�usivem Wärme- und Speziestransport

Leα =
λ

(ρcp)Dα

=
Scα
Pr

. (2.1.10)

In turbulenten Strömungen dominieren konvektive Transportprozesse. Meist übersteigt der tur-

bulente di�usive Transport den laminaren deutlich. Der Transport durch di�erentielle Di�usion

der einzelnen Spezies wird deshalb oft vernachlässigt (Dα = D), was sich in der Annahme Le = 1

widerspiegelt. Der allgemeine Di�usionskoe�zient D berechnet sich dann mit D = µ/ρPr. Der

Energie�uss qi vereinfacht sich folglich zu

qi = − µ

Pr

∂h

∂xi
= −ρD ∂h

∂xi
. (2.1.11)

Die Vernachlässigung der di�erentiellen Di�usion in turbulenten Di�usions�ammen ist proble-

matisch in Gebieten in denen Relaminarisierung auftritt. In solchen Anwendungsfällen kann

die Flamme oft nur schwer stabilisiert werden. Laminare Di�usions�ammen reagieren aufgrund

der niedrigen Strömungsgeschwindigkeiten deutlich auf die Vernachlässigung di�erentieller Dif-

fusion [22].

Chemischer Quellterm Sα. Eine Elementarreaktion wird allgemein über die Gleichung

Nsp∑
α=1

ν ′αXα 

Nsp∑
α=1

ν ′′αXα (2.1.12)

beschrieben. ν ′α und ν ′′α sind die Stöchiometriekoe�zienten der Edukte bzw. der Produkte und

X α das Sto�symbol von Spezies α. Jeder Reaktion kann eine Reaktionsrate R zugeordnet

werden,

R = kf

Nsp∏
β=1

[Xβ]ν
′
β − kb

Nsp∏
β=1

[Xβ]ν
′′
β , (2.1.13)

die die Geschwindigkeit bestimmt, mit der die Reaktion abläuft. [X β] ist die Konzentration

des Sto�es β. kf und kb sind die verallgemeinerten Arrhenius-Geschwindigkeitskoe�zienten der
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Hin- und Rückreaktion

k = AT nexp

(
− Ea
RaT

)
, (2.1.14)

A, n und Ea sind die Arrhenius-Koe�zienten (präexponentieller Faktor, Temperaturexponent

und Aktivierungsenergie) und Ra ist die universelle Gaskonstante. kb ist im Reaktionsmecha-

nismus meistens nicht angegeben, kann aber über die konzentrationsbezogene Gleichgewicht-

skonstante Kc berechnet werden. Es gilt

Kc =
kf
kb

= Kp

(
p

RaT

)∆ν
mit ∆ν =

Nsp∑
α=1

ν ′′α −
Nsp∑
α=1

ν ′α (2.1.15)

und für die auf den Partialdruck bezogene Gleichgewichtskonstante Kp

Kp = exp

(
− 1

RaT

Nsp∑
α=1

(ν ′′α − ν ′α)G0
α

)

= exp

(
−

Nsp∑
α=1

(ν ′′α − ν ′α)

(
H0
α

RaT
− S0

α

Ra

))
. (2.1.16)

Die Gibbs'sche freie Energie G0
α der Spezies α wird über deren molare Enthalpie H0

α und

Entropie S0
α ermittelt. Der Index 0 bedeutet, dass die betrachteten Spezies in der Gasphase

beim Standarddruck p0 = 1 atm vorliegen. H0
α und S0

α werden mit

H0
α (T ) = H0

f,α +

∫ T

T 0

Cp,α (T ′) dT ′

S0
α (T ) = S0

f,α +

∫ T

T 0

Cp,α (T ′)

T
dT ′ (2.1.17)

berechnet, wobei H0
f,α und S

0
f,α die molare Standardbildungsenthalpie und -entropie des Sto�es

α sind. Die Integrale der thermodynamischen Zustandsgröÿen werden üblicherweise mit Poly-

nomen in zwei Temperaturbereichen angepasst und deren Koe�zienten ai in Tabellen abgelegt

[78]. H0
α und S0

α werden anschlieÿend über die folgenden Formeln berechnet:

H0
α

RaT
= a1α +

a2α
2
T +

a3α
3
T 2 +

a4α
4
T 3 +

a5α
5
T 4 +

a6α
T

,

S0
α

Ra

= a1αlnT + a2αT +
a3α
2
T 2 +

a4α
3
T 3 +

a5α
4
T 4 + a7α . (2.1.18)

Dissoziations- und Rekombiniationsreaktionen benötigen oft Dreierstoÿpartner. Dies sind in-

erte Moleküle oder Atome, die an der Reaktion selbst nicht teilnehmen, jedoch durch Stöÿe

mit den Reaktanden deren Energieniveau und damit den Reaktionsverlauf beein�ussen. Die
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Konzentration des Dreierstoÿpartners geht als (Nsp + 1)te Spezies in die Reaktionsrate R ein

R = [XTH ]νTH

(
kf

Nsp∏
β=1

[Xβ]ν
′
β − kb

Nsp∏
β=1

[Xβ]ν
′′
β

)
mit [XTH ] =

Nsp∑
α=1

tα[Xα]. (2.1.19)

tα ist die E�zienz mit der die Spezies α als Dreierstoÿpartner an der Reaktion teilnimmt. Für

νTH = 1 nimmt ein Dreierstoÿpartner an der Reaktion teil. Ansonsten gilt νTH = 0.

Chemische Prozesse hängen von einer Vielzahl an Spezies und Elementarreaktionen ab, die ty-

pischerweise in einem Reaktionsmechanismus zusammengefasst sind. Der chemische Quellterm

Sα einer Spezies α

Sα = Mα

Nr∑
r=1

(ν ′′α,r − ν ′α,r)Rr (2.1.20)

setzt sich nun aus der Summe der Reaktionsraten Rr aller Reaktionen r zusammen, in denen

die Spezies vorkommt, wobei Mα das Molekulargewicht der Spezies α ist.

Strahlungsquellterm Sh. Sh beschreibt die in der Energiegleichung auftretenden Verluste

durch Wärmestrahlung. Dieser Term wird in Kapitel 4 näher erläutert.

Vernachlässigte Gröÿen. In der vorliegenden Arbeit werden ausschlieÿlich Strömungen bei

niedriger Machzahl betrachtet, für die ein nahezu konstanter Druck gilt. Die räumlichen und

zeitlichen Ableitungen des Drucks in der Enthalpiegleichung (2.1.3) können daher vernachlässigt

werden. Des Weiteren ist die durch Reibung verrichtete Arbeit τji
∂uj
∂xi

im Niedermachzahlbereich

vernachlässigbar.

2.1.1 Schlieÿung des Gleichungssystems

Um das Gleichungssystem zu schlieÿen wird die ideale Gasgleichung

p = ρRaT

Nsp∑
α=1

Yα
Mα

(2.1.21)

sowie die folgende De�nition der spezi�sche Enthalpie verwendet

h (T, Yα) =

Nsp∑
α=1

Yαhα =

Nsp∑
α=1

Yα

(
h0fα +

∫ T

T 0

cp,α (T ′) dT ′
)
. (2.1.22)

Damit stellen die Gln. (2.1.1)-(2.1.4),(2.1.21) und (2.1.22) ein gekoppeltes, nichtlineares und

bestimmtes System partieller Di�erentialgleichungen mit Nsp + 7 Unbekannten im dreidimen-

sionalen Fall dar.
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2.1.2 Lösungsalgorithmus: Finite-Volumen-Verfahren

Ist φ eine abhängige Variable, so können die Erhaltungsgleichungen (2.1.1)-(2.1.4) in konserva-

tiver Schreibweise in der folgenden generischen Form dargestellt werden

∂

∂t
ρφ+

∂

∂xk
ρukφ =

∂

∂xk

(
Γ
∂φ

∂xk

)
+ Sφ . (2.1.23)

Zur Diskretisierung des Gleichungssystems (2.1.1)-(2.1.4), wird eine Finite-Volumen-Methode

verwendet, bei der die Integration der Gl. (2.1.23) über ein Kontrollvolumen Ω erfolgt∫
Ω

∂

∂t
(ρφ) dV +

∫
Ω

∂

∂xk
(ρukφ) dV =

∫
Ω

∂

∂xk

(
Γ
∂φ

∂xk

)
dV +

∫
Ω

SφdV . (2.1.24)

Unter Verwendung des Gauÿ'schen Integralsatzes∫
Ω

∂

∂xk
akdV =

∫
A

nkak dA , (2.1.25)

wobei ak einen beliebigen Vektor bezeichnet und nk den Normalenvektor des Ober�ächenele-

ments dA, können die Volumenintegrale der konvektiven und di�usiven Terme als Flüsse durch

die Ober�äche A des Kontrollvolumens Ω umformuliert werden. Für stationäre Probleme (mit
∂
∂t

= 0), wie sie hier behandelt werden, ergibt sich aus Gl. (2.1.23) so die folgende Transport-

gleichung ∫
A

nk (ρukφ) dA =

∫
A

nk

(
Γ
∂φ

∂xk

)
dA+

∫
Ω

SφdV. (2.1.26)

Aus dieser ist ersichtlich, dass die Integration der Transportgleichung (2.1.23) der Erhaltung

einer Fluideigenschaft in einem de�nierten, makroskopischen Kontrollvolumen entspricht. Bei

FV-Methoden wird das Rechengebiet in Volumen �niter Gröÿe zerlegt und die Flüsse über

deren Grenzen sowie die Quellterme im Volumen in diskreter Form berechnet. In der Arbeit

kam zur Lösung der FV-Gleichungen ein SIMPLE-Druckkorrekturverfahren zum Einsatz [89].

2.2 Gemittelte Transportgleichungen reaktiver

Strömungen

In laminaren Strömungen bewegen sich Fluidpartikel auf parallelen Trajektorien durch das

Strömungsfeld. Werden die Strömungsgröÿen (z.B Geschwindigkeit) an einem Ort im Raum

über ein Zeitintervall beobachtet, so sind sie konstant. Turbulente Strömungen zeichnen sich

dagegen durch chaotisches Verhalten aus, bei dem die Strömungsgröÿen an einem betrachteten

Ort im Raum über die Zeit �uktuieren. Zur Charakterisierung des Strömungsregimes wird

die Reynolds-Zahl als dimensionslose Kennzahl herangezogen, Re = UL/ν , wobei U und L
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das charakteristische Geschwindigkeits- und Längenmaÿ der Strömung sind und ν die kine-

matische Viskosität. Sobald ein kritischer Wert der Reynolds-Zahl überschritten wird (für

Rohrströmungen liegt dieser bei ca. 2300), schlägt eine Strömung vom laminaren in einen turbu-

lenten Zustand um. Die nichtlinearen, konvektiven Kräfte überwiegen nun die viskosen Kräfte,

und verursachen groÿe, instabile Wirbelstrukturen, die durch die Viskositätse�ekte nicht mehr

gedämpft werden können [94]. Diese groÿen Wirbel zerfallen in immer kleinere Strukturen, bis

sie schlieÿlich in den kleinsten Skalen durch viskose Vorgänge dissipieren. Die charakteristischen

Längenskalen in turbulenten Strömungen reichen so von makroskopischen Geometrieabmessun-

gen bis hin zum kleinsten Längenmaÿ der Strömung, der Kolomogorov-Länge. Obwohl es sich

bei den Gleichungen in Abschnitt 2.1 um deterministische Erhaltungsgleichungen handelt, be-

schreiben sie turbulente, chaotische Vorgänge umfassend. Dies liegt begründet in der Tatsache,

dass turbulente Strömungen hoher Reynolds-Zahl extrem sensitiv auf kleine Störungen in den

Randbedingungen reagieren, die bedingt durch Vibrationen, Materialober�ächeneigenschaften

etc. zwangsläu�g immer auftreten. Um nun das Gleichungssystem (2.1.1)-(2.1.4) für eine turbu-

lente Strömungskon�guration numerisch zu lösen, müssen die kleinsten turbulenten Strukturen

zeitlich und räumlich aufgelöst werden, was extrem feine Rechengitter erfordert. Dieses Prinzip

wird in DNS (Direkte Numerische Simulation) verwendet, ist jedoch aufgrund des enormen

Rechenzeitbedarfs noch weit davon entfernt, für technische relevante Verbrennungsprobleme

eingesetzt werden zu können.

Vereinfachend wirkt sich die Tatsache aus, dass in vielen Fällen lediglich die korrekte Wieder-

gabe der gemittelten Variablen, und gegebenenfalls, die einiger höherer Momente wie z.B. der

Varianz von Interesse ist. Hierfür können aus den Gln. (2.1.1)-(2.1.4) gemittelte Erhaltungs-

gleichungen hergeleitet werden, was im Folgenden vorgestellt wird. Die gemittelten Transport-

gleichungen weisen ungeschlossene Terme auf, deren Modellierung anschlieÿend erläutert wird.

Eine besondere Herausforderung stellt die Modellierung des chemischen Quellterms dar, auf die

in den Abschnitten 2.3 bis 2.5 ausführlich eingegangen wird.

2.2.1 Mittelung des Gleichungssystems

Der instantane Wert einer chaotisch �uktuierenden Zustandsgröÿe Φ(x, t) kann in einen Mit-

telwert Φ̄(x, t) und einen �uktuierenden Anteil Φ′(x, t) zerlegt werden. Wird eine Zufallsgröÿe

Φ über einen beliebigen Zeitraum ∆t beobachtet, so ergibt sich der zeitliche Mittelwert zu

Φ(x) =
1

∆t

t0+∆t∫
to

Φ(x, t)dt (2.2.1)

der bei statistisch stationärer Strömung für ∆t→∞ in den Erwartungswert 〈Φ(x)〉 übergeht.
Zur Herleitung der gemittelten Transportgleichungen wird der momentane Wert der Zufalls-

gröÿe Φ durch den Mittelwert sowie den �uktuierenden Anteil ersetzt. Als Mittelung kommt

die Reynolds- oder die Favre-Mittelung zum Einsatz
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� Reynolds-Mittelung:

Φ(x, t) = Φ(x) + Φ′(x, t) wobei Φ′ = 0 , (2.2.2)

� Favre-Mittelung:

Φ(x, t) = Φ̃(x) + Φ′′(x, t) wobei Φ̃ =
ρΦ

ρ
, (2.2.3)

Φ′′ 6= 0 und ρΦ′′ = 0 .

Favre-gemittelte Gröÿen werden aus rein mathematischen Gründen verwendet. Bei der Her-

leitung der gemittelten Transportgleichungen treten ungeschlossene Korrelationen der Form

ρΦ′′ auf, die zu Null werden. Nach Einsetzen von Gl. (2.2.2) und (2.2.3) in die Transportglei-

chungen (2.1.1)-(2.1.4) ergeben sich die gemittelten Transportgleichungen

Massenerhaltung
∂ρ

∂t
+

∂

∂xi
ρũi = 0 , (2.2.4)

Impulserhaltung

∂

∂t
ρũi +

∂

∂xj
ρũjũi +

∂

∂xj
ρu′′ju

′′
i = − ∂p

∂xi
+
∂τij
∂xj

+ ρgi , (2.2.5)

Energieerhaltung

∂

∂t
ρh̃+

∂

∂xi
ρũih̃+

∂

∂xi
ρu′′i h

′′ =
∂

∂xi

(
µ

Pr

∂h̃

∂xi

)
+ Sh , (2.2.6)

Speziestransport

∂

∂t
ρỸα +

∂

∂xi
ρũiỸα +

∂

∂xi
ρu′′i Y

′′
α =

∂

∂xi

(
µ

Pr

∂Ỹα
∂xi

)
+ Sα . (2.2.7)

Im gemittelten Gleichungssystem treten nun Mittelwerte und Korrelationen der �uktuierenden

Gröÿen auf, die als Momente bezeichnet werden. Während die ersten Momente, die Mittelwerte

Φ und Φ̃ bekannt sind, also in geschlossener Form vorliegen, besteht kein expliziter Zusam-

menhang zwischen den zweiten Momenten ρΦ′′iΦ
′′
j und den Mittelwerten. Die Terme werden als

ungeschlossen bezeichnet und müssen modelliert werden. Die hierfür verwendeten Ansätze sind

als Momentenverfahren bekannt.

2.2.2 Modellierung der �uktuierenden Gröÿen

In der Impulsgleichung treten als unbekannte Momente zweiter Ordnung die so genannten

Reynolds-Spannungen ρu′′ku
′′
i auf. Diese können über ein Turbulenz-Modell bestimmt werden,
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welches entweder auf der �Hypothese turbulenter Viskosität� nach Boussinesq [94] beruht, oder

auf einem exakteren Ansatz über die Lösung von Reynolds-Spannungs-Transportgleichungen.

Bei letzterer Methode wird die Schlieÿungsproblematik jedoch auf die schwerer zu modellieren-

den höheren Momente in den Reynolds-Spannungs-Transportgleichungen verschoben. In dieser

Arbeit wird der lineare Boussinesq-Ansatz verwendet, der in Analogie zum molekularen Span-

nungstensor eines Newton'schen Fluids (siehe Gl. (2.1.5)), eine turbulente Wirbelviskosität µt
einführt, die den Impulstransport durch turbulente Wirbel proportional zur mittleren Stre-

ckungsrate setzt. Der turbulente Spannungstensor τ tij ergibt sich so zu

−ρu′′i u′′j = τ tij ≈ µt

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi
− δij

2

3

∂uk
∂xk

)
− δij

2

3
ρk . (2.2.8)

Darin tritt die massenspezi�sche, turbulente kinetische Energie k auf, die bei der Summation

der Reynolds-Spannungen aus dem Boussinesq-Ansatz hervorgeht

k =
1

2

ρu′′i u
′′
i

ρ
. (2.2.9)

Die Reynolds-Spannungen beein�ussen das Geschwindigkeitsfeld des Fluids in stark turbu-

lenten Gebieten erheblich, was eine möglichst korrekte Modellierung dieser Gröÿen erfordert.

Schwachstellen des Boussinesq-Ansatzes sind der lineare Zusammenhang mit dem die Reynolds-

Spannungen mit den mittleren Streckungsraten verknüpft sind, sowie die Annahme einer isotrop

verteilten, turbulenten kinetischen Energie.

Der so genannte Reynolds-Energie�uss ρu′′i h′′ und der Reynolds-Komponenten�uss ρu′′i Y ′′α wer-

den mit dem Gradientendi�usions-Ansatz modelliert, der den gesuchten Reynolds-Fluss pro-

portional zum Gradienten des Mittelwerts der gesuchten Gröÿe de�niert. In Analogie zu den

di�usiven, molekularen Wärme- und Komponenten�üssen folgt

ρu′′i h
′′ ≈ −λt

cp

∂h̃

∂xi
= − µt

Prt

∂h̃

∂xi
, (2.2.10)

ρu′′i Y
′′
α ≈ −ρD

∂Ỹα
∂xi

= − µt
Sct

∂Ỹα
∂xi

. (2.2.11)

Als unbekannte Gröÿen treten die turbulente Wärmeleitfähigkeit λt und der turbulenter Dif-

fusionskoe�zient Dt auf, die allerdings, wie auch µt , nicht als physikalischen Sto�gröÿen zu

verstehen sind. In weiterer Analogie zu laminaren Strömungen werden eine turbulente Schmidt-

und Prandtl-Zahl

Sct ≡
µt
ρDt

sowie Prt ≡
µtcp
λt

(2.2.12)

de�niert. Sct und Prt werden für gewöhnlich im gesamten Rechengebiet als konstant angenom-

men und auf den gleichen Wert gesetzt. Dieser bewegt sich üblicherweise zwischen 0,7 und 1
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und ist in der vorliegenden Arbeit 0,7. Es bleibt zu beachten, dass der vorgestellte Gradienten-

di�usions-Ansatz Transportprozesse in Raumrichtungen, die vom Gradient des Mittelwerts

abweichenden, vernachlässigt. Dies kann jedoch schon in einfachen, turbulenten Strömungskon-

�gurationen auftreten [94].

2.2.3 k-ε-Modell

Um das Gleichungssystem (2.2.4)-(2.2.7) lösen zu können, muss die turbulentenWirbelviskosität

µt(x, t) als letzte Unbekannte bestimmt werden. Hierfür müssen die turbulenten Längen- und

Zeitskalen durch ein Turbulenz-Modell bereitgestellt werden. Es wird zwischen Null-, Ein-, und

Zwei-Gleichungsmodellen unterschieden. Das in der Arbeit verwendete k-ε-Modell gehört zu

den Zwei-Gleichungsmodellen. ε ist die Dissipationsrate der turbulenten kinetischen Energie.

Zusätzlich zum Gleichungssystem (2.2.4)-(2.2.7) werden zwei Transportgleichungen für k und ε

∂

∂t
ρk̃ +

∂

∂xk
ρũkk̃ =

∂

∂xk

(
µT
σk

∂k̃

∂xk

)
+ P + ρε̃ , (2.2.13)

∂

∂t
ρε̃+

∂

∂xk
ρũk ε̃ =

∂

∂xk

(
µT
σε

∂ε̃

∂xk

)
+ Cε1

ε̃

k̃
P − Cε2

ε̃2

k̃
(2.2.14)

gelöst. P ist die Produktionsrate der turbulenten kinetischen Energie. Aus k und ε kann direkt

ein turbulentes Längenmaÿ (k3/2/ε), Zeitmaÿ (k/ε) und die turbulente Viskosität µt bestimmt

werden. Nach dem auf Jones und Launder (1972) [55] zurückgehende Standard k-ε-Modell ergibt

sich

µt = ρCµ
k̃2

ε̃
. (2.2.15)

Die empirischen Konstanten des Modells sind nach Launder und Sharma [64]

Cµ = 0, 09, Cε1 = 1, 44, Cε2 = 1, 92, σk = 1, σε = 1, 3.

Turbulenz-Modelle sind nur in voll-turbulenten Strömungen gültig und können die laminare

Unterschicht im Wandbereich nicht beschreiben. Eine Weiterentwicklung des k-ε-Modells, das

�Low-Reynolds-number� Modell, löst das Problem indem es die Viskositätsein�üsse dämpft. Al-

ternativ, werden in Wandnähe oft Wandfunktionen verwendet, die den Verlauf von Turbulenz-

und mittleren Geschwindigkeitspro�le über das universale Wandgesetz vorschreiben. Ein Schwach-

punkt des k-ε Modells zeigt sich bei der Berechnung von runden Jets und verdrallten, oder

rückzirkulierenden Strömungen [116]. Während ebene Jets relativ gut simuliert werden können,

wird die radialen Ausbreitungsrate runder Jets überbestimmt. Mehrere Ansätze zur Lösung

dieses Problems sind in der Literatur zu �nden [19, 91] und werden als �round jet correction� be-

zeichnet. In der vorliegenden Arbeiten wurde die Konstante zur Produktion der Dissipationsrate

der turbulenten Energie Cε1 auf den Wert 1.54 angepasst, um die korrekte Ausbreitungsrate

runder Jets zu simulieren (vgl. Abschnitt 5.1).
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2.2.4 Schlieÿungsproblem des Chemiequellterms

Im oben beschriebenen Gleichungssystem tritt in den gemittelten Komponentengleichungen

der gemittelte chemische Quellterm Sα auf. Wird dieser mit den gemittelten Komponenten-

massen und der gemittelten Temperatur berechnet, Sα = f(Y α, T ), so spricht man bei dem

Ansatz von der Verwendung �laminarer Chemie�. Dieser berücksichtigt nicht, dass aufgrund

der turbulenten Schwankungen die tatsächlichen Temperatur und Speziesmassen deutlich von

ihren Mittelwerten abweichen können. Aufgrund der starken Nicht-Linearität des chemischen

Quellterms wirkt sich eine Vernachlässigung der Fluktuationen erheblich auf dessen Gröÿe aus.

Die Implementierung einer Art Turbulenz-Chemie-Interaktion für turbulente Flammen ist un-

umgänglich. In den folgenden beiden Abschnitten werden erst die Grundlagen der Stochastik

erläutert, um davon ausgehend, zwei Lösungsansätze zur Schlieÿung der Turbulenz-Chemie-

Interaktion herzuleiten.

2.3 Grundlagen der Stochastik

Wie in Abschnitt 2.2 beschrieben zeichnen sich turbulente Strömungen durch �uktuierende

Strömungsgröÿen aus. Wird ein turbulentes Strömungsexperiment beliebig oft mit gleichen

Randbedingungen wiederholt, so variiert der Wert der Geschwindigkeit u an einem bestimmten

Punkt in Raum und Zeit (x, t) für jede Realisierung. Da u kein eindeutiger Wert zugewiesen

werden kann, spricht man von einer Zufallsvariablen.

Der Ausdruck p = P (A) = P{5m/s < u < 10m/s} beschreibt die Wahrscheinlichkeit p, dass ein

Ereignis A eintritt (im vorliegenden Beispiel ist das Ereignis, dass sich u zwischen 5 und 10m/s

bewege). p liegt zwischen 0 und 1, wobei p = 1 bedeutet, dass das Ereignis sicher eintritt und

p = 0 bedeutet, dass das Ereignis unmöglich ist, also nie auftritt. Zur Verallgemeinerung wird für

jede beliebige Zufallsvariable Φ ein Zustandsraum Ψ de�niert, der alle möglichen Zustände, die

die Zufallsvariable Φ annehmen kann, erfasst. Die allgemeine Darstellung der Wahrscheinlichkeit

des Auftretens des Ereignisses A ergibt sich so zu

p = P (A) = P{Ψa < Φ < Ψb} = P{Φ < Ψb} − P{Φ < Ψa} = F (Ψb)− F (Ψa) , (2.3.1)

wobei F (Ψ) als Verteilungsfunktion der Zufallsvariable Φ bezeichnet wird. Für die Verteilungs-

funktion gilt des Weiteren

F (−∞) = 0, F (+∞) = 1, F (Ψb) ≥ F (Ψa) für Ψb > Ψa . (2.3.2)

Es kann nun die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(Ψ)

f(Ψ) ≡ dF (Ψ)

dΨ
(2.3.3)
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hergeleitet werden. Es gilt die Normierungsbedingung

+∞∫
−∞

f(Ψ)dΨ = 1, (2.3.4)

sowie konsequenter Weise f(Ψ) > 0 und f(−∞) = f(+∞) = 0.

Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens des Ereignisses A lässt sich folglich aus

P (A) = P{Ψa < Φ < Ψb} = F (Ψb)− F (Ψa) =

Ψb∫
Ψa

f(Ψ)dΨ (2.3.5)

berechnen. Ist die PDF1 f(Ψ) einer Zufallsvariable Φ bekannt, so können ihre Momente be-

stimmt werden. Das erste Moment ist der Erwartungswert (Mittelwert) der Zufallsvariable Φ

Erwartungswert: 〈Φ〉 =

+∞∫
−∞

Ψf(Ψ)dΨ , (2.3.6)

für den alle möglichen Ereignisse mit der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens über den Zu-

standsraum integriert werden. Für das zweite Moment, die Varianz

Varianz: var(Φ) = 〈Φ′2〉 =

+∞∫
−∞

(Ψ − 〈Φ〉)2f(Ψ)dΨ (2.3.7)

wird Φ durch Φ′2 = (Φ− 〈Φ〉)2 ersetzt.

Die Standardabweichung σΦ, auch RMS (Root Mean Square) genannt, ist σΦ =
√
var(Φ).

Beliebige höhere Momente µn bestimmen sich über die Formel

µn =

+∞∫
−∞

(Ψ − 〈Φ〉)nf(Ψ)dΨ. (2.3.8)

Von Interesse sind oftmals das dritte und vierte Moment der PDF, da diese einfach geometrisch

interpretiert werden können. Das dritte Moment beschreibt die Schiefheit (skewness), also die

Abweichung von einer symmetrischen Form und das vierte Moment die Wölbung (kurtosis) der

Funktion.

1Im Folgenden wird der Ausdruck Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion mit PDF (Probability Density Function)
abgekürzt.
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Probabalistische Darstellung von Turbulenz

Turbulente, reagierende Strömungen werden hier über die �uktuierenden Variablen u,Y und

h beschrieben, die in einen Zufallsvektor Φ mit dem zugehörigen mehrdimensionalen Zustands-

raum Ψ

Φ = (Φ1, Φ2, ..., Φn)T = (u,Y , h)T ,

Ψ = (Ψ1, Ψ2, ..., Ψn)T = (û, Ŷ , ĥ)T
(2.3.9)

zusammengefasst sind. Deren statistisches Verhalten wird über die Verbund-PDF f(Ψ ;x, t) 2 in

jedem Punkt in Raum und Zeit beschrieben (one-point-one-time statistics). Der Erwartungswert

einer Zufallsvariable Φα berechnet sich nun über

〈Φα〉 = 〈Φα(x, t)〉 =

+∞∫
−∞

Ψαf(Ψ ;x, t)dΨ . (2.3.10)

Ist auÿerdem G(Φ) eine beliebige Funktion von Φ (z.B. der chemische Quellterm), so lässt sich

deren Erwartungswert bilden über

〈G(Φ)〉 = 〈G(Φ,x, t)〉 =

+∞∫
−∞

G(Ψ )f(Ψ ;x, t)dΨ . (2.3.11)

Analog hierzu ergeben sich alle höhere Momente. Ist lediglich die probabilistische Darstellung

des chemischen Quellterms von Interesse, so kann durch Integration über das Geschwindigkeits-

feld die einfachere thermo-chemische Rand-PDF fs(Ŷ , ĥ;x, t)

fs(Ŷ , ĥ;x, t) =

+∞∫
−∞

f(û, Ŷ , ĥ;x, t)dû (2.3.12)

gebildet werden.

Im inkompressiblen Fall hängt fs nur noch von den thermo-chemischen Zufallsvariablen, näm-

lich Φ = s = (Y , h)T ab. Die Dichte ρ ist mit ρ = ρ(Ψ ) eine Funktion der Zufallsvariablen. Der

mittlere chemische Quellterm 〈S(Φ,x, t)〉 kann nun mit

〈S(Φ,x, t)〉 =

+∞∫
−∞

S(Ψ )fs(Ψ ;x, t)dΨ (2.3.13)

2Pope [94] folgend trennt das Semikolon in f(Ψ ;x, t) die Zustandsraumvariablen Ψ für die die PDF de�niert
wurde von den Variablen des physikalischen Raums x und der Zeit t .
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berechnet werden. Die Form der PDF fs(Ψ ;x, t) ist im Allgemeinen analytisch nicht berechen-

bar. Die Ansätze zu ihrer Bestimmung teilen sich in zwei Klassen auf, die Presumed-PDF-

Verfahren und die Transport-PDF-Verfahren. Die beiden Klassen werden anschlieÿend vorge-

stellt. Bei der Herleitung der Transport-PDF-Verfahren sind die folgenden De�nitionen von

Bedeutung.

Bedingte PDF. Es sei eine Verbund-PDF f(û,Ψ ) gegeben, die die gemeinsame Verteilung der

Zufallsvariable u und des Zufallsvektors Φ angibt. Die bedingte PDF fu|Φ = fu|Φ(û|Φ(x, t) =

Ψ ) beschreibt die Wahrscheinlichkeit eines Auftretens des Zustandes û, wenn gleichzeitig alle

anderen Zufallsvariablen Φ einen festen Wert annehmen, also Φ = Ψ gilt. Mit der bedingten

PDF fu|Φ kann der bedingte Erwartungswert

〈u|Φ〉 =

+∞∫
−∞

ûfu|Φdû (2.3.14)

berechnet werden.

Momentane PDF. Die momentane Verbund-PDF f̌(Ψ ;x, t) gibt die Wahrscheinlichkeit an,

mit der eine einzelne Realisierung des Strömungsfeldes Φ am Ort x zum Zeitpunkt t auftritt.

Die PDF ist genau zu einer Zeit an einem Punkt von 0 verschieden und kann so als Produkt

aus Deltaimpulsen dargestellt werden

f̌(Ψ ;x, t) ≡ δ(Φ(x, t)− Ψ ) =
n∏

α=1

δ(Φα(x, t)− Ψα) . (2.3.15)

Der Mittelwert der momentanen Verbund-PDF beschreibt die Verbund-PDF des Strömungs-

feldes vollständig. Bei unendlich vielen Einzelrealisierungen ist dies eine kontinuierliche Ver-

teilung. Folgende Zusammenhänge sind bei der Herleitung der PDF-Transportgleichung von

Bedeutung:

〈f̌(Ψ ;x, t)〉 = 〈δ(Φ(x, t)− Ψ )〉 = f(Ψ ;x, t) ,

〈Φ(x, t)f̌(Ψ ;x, t)〉 = 〈Φ(x, t)|Φ = Ψ〉f(Ψ ;x, t) .
(2.3.16)

2.4 Presumed-PDF-Verfahren

Presumed-PDF-Verfahren berechnen die gesuchte Verbund-PDF eines Zufallsvariablen-Vektors

indem sie die Struktur der PDF vorschreiben. Gegenüber einer exakten Berechnung der PDF

werden so Fehler in den turbulenten Fluktuationen der Zufallsvariablen erzeugt. Die Lösung

des Problems wird hingegen deutlich vereinfacht. Soll der mittlere chemische Quellterm nach

Gl. (2.3.13) über ein Presumed-PDF-Verfahren berechnet werden, gestaltet sich die Festle-

gung der komplexen Form der Verbund-PDF für die Komponenten und Temperatur fY,T(Ŷ , T̂ )

auÿerordentlich schwierig. Es wird deshalb die folgende Vereinfachung getro�en: Temperatur
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und Komponenten verhalten sich statistisch unabhängig. Damit ergibt sich der mittlere chemi-

sche Quellterm zu

Sα =

∫
T̂

∫
Ŷ

Sα(Ŷ , T̂ )fY(Ŷ )fT (T̂ )dŶ dT̂. (2.4.1)

Es müssen nun lediglich die Strukturen der Temperatur-PDF und der Verbund-PDF der Kom-

poneten unabhängig voneinander de�niert werden. Mit den Gln. (2.1.19) und (2.1.20) folgt

Sα = Mα

Nr∑
r=1

(ν ′′α,r − ν ′α,r)

kf,r [XTH ]νTH
Nsp∏
β=1

[Xβ]ν
′
β − kb,r [XTH ]νTH

Nsp∏
β=1

[Xβ]ν
′′
β

 . (2.4.2)

Die mittleren Arrhenius-Geschwindigkeitskoe�zienten ki,r und die mittleren Komponenten-

terme [XTH ]νTH
∏Nsp

β=1[Xβ]νβ können getrennt voneinander berechnet werden. Die Bestimmung

dieser Gröÿen folgt Gerlinger [35] und wird im Folgenden vorgestellt.

2.4.1 Mittlerer Arrhenius-Geschwindigkeitskoe�zient

Der mittlere Arrhenius-Geschwindigkeitskoe�zient kf berechnet sich über

kf =

T̂=Tmax∫
T̂=Tmin

kf (T̂ )fTc(T̂ )dT̂ . (2.4.3)

Die Temperatur wird als gauÿverteilt angenommen. Die Integration über einen Temperaturbe-

reich [−∞; +∞] ist physikalisch nicht sinnvoll, weshalb das Intervall auf [Tmin;Tmax] beschränkt

wird. Dann wird fTc(T̂ ) als abgeschnittene Gauÿverteilung bezeichnet

fTc(T̂ ; 〈Tc〉, σ2
Tc) =

1√
2πσTc

exp

−
(
T̂ − 〈Tc〉

)2
2σ2

Tc

+ Aδ(T̂ − Tmin) +Bδ(T̂ − Tmax) , (2.4.4)

wobei 〈Tc〉 der Mittelwert der abgeschnittenen Gauÿverteilung ist und σ2
Tc ihre Varianz. Im

Unterschied zur Gauÿ-Normalverteilung müssen an den Integrationsrändern Deltaimpulse der

Stärke A und B angebracht werden, um die Normierungsbedingung zu erfüllen

A =

T̂=Tmin∫
−∞

fTc(T̂ ; 〈Tc〉, σ2
Tc)dT̂ und B =

+∞∫
T=Tmax

fTc(T̂ ; 〈Tc〉, σ2
Tc)dT̂ . (2.4.5)

Abbildung 2.4.1 zeigt verschiedene Gauÿverteilungen mit dem Mittelwert 〈T 〉 = 1500 K. Die

Intensität der Temperatur�uktuationen I ist dabei ein Maÿ für deren Stärke bezogen auf den

Erwartungswert

I =
σ2
T

〈T 〉
. (2.4.6)
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Abbildung 2.4.1: Dünne Linien sind Gauÿverteilungen der Temperatur fT (T̂ ) bei 〈T 〉 = 1500
K und variierender Intensität der Temperatur�uktuation I. Fette, gestrichelte
Linie ist eine abgeschnittene Gauÿverteilungen der Temperatur fTc(T̂ ) bei
〈Tc〉 = 1500 K, I =0,27 und mit den Grenzen Tmin = 300 K und Tmax = 3000
K.

Es sind drei Gauÿ-Normalverteilung mit steigender Intensität I von 0,2 bis 0,34 dargestellt,

sowie eine abgeschnittene Gauÿverteilung (fette, gestichelte Linie) bei I = 0, 27 und mit den

Grenzen Tmin = 300 K und Tmax = 3000 K.

Ist der Mittelwert der Temperatur 〈T 〉 sowie die Varianz der Temperatur σ2
T an einem Punkt

im Strömungsfeld bekannt, so können die unbekannten, ersten beiden Momente der abgeschnit-

tenen Gauÿverteilung 〈Tc〉 und σ2
Tc über die Bestimmungsgleichungen der ersten Momente von

fTc (Gln. (2.3.6) und (2.3.7)) gefunden werden

f1 =

T̂=Tmax∫
T̂=Tmin

T̂ fTc(T̂ ; 〈Tc〉, σ2
Tc)dT̂ − 〈T 〉 = 0 ,

f2 =

T̂=Tmax∫
T̂=Tmin

(
T̂ − 〈Tc〉

)2
fTc( ˆT ; 〈Tc〉, σ2

Tc)dT̂ − σ
2
T = 0 .

(2.4.7)

Es liegt ein Nullstellenproblem (f1 und f2) mit zwei Gleichungen für zwei Unbekannte 〈Tc〉 und
σ2
Tc vor, dass iterativ durch ein Newton-Verfahren mit der folgenden Iterationsvorschrift gelöst

werden kann  〈Tc〉
σ2
Tc


i+1

=

 〈Tc〉
σ2
Tc


i

−

 ∂f1
∂〈Tc〉

∂f1
∂σ2
Tc

∂f2
∂〈Tc〉

∂f2
∂σ2
Tc


−1 f1

f2


i

. (2.4.8)

Der Startwert für 〈Tc〉 und σ2
Tc bei i = 0 wird vorgegeben. Meist wird 〈Tc〉i=0 = 〈T 〉 und

σ2 i=0
Tc = σ2

T gesetzt. Wenn nun fTc(T̂ ; 〈Tc〉, σ2
Tc) stimmt ist, kann der mittlere Arrhenius-

Geschwindigkeitskoe�zient kf nach Gl. (2.4.3) berechnet werden.
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2.4.2 Mittlerer Komponententerm

Die Wahrscheinlichkeitsdichte des mittleren Komponententerms [XTH ]νTH
∏Nsp

β=1[Xβ]νβ wird mit

einer Beta-PDF angenähert. Für zwei Komponenten schreibt sich diese

fbeta(Ŷ ) =
Γ (β1 + β2)

Γ (β1)Γ (β2)
Ŷ β1−1(1− Ŷ )β2−1 (2.4.9)

mit

β1 = Y

[
Y
(
1− Y

)
σ2

− 1

]
und β2 =

(
1− Y

) [Y (1− Y )
σ2

− 1

]
. (2.4.10)

Γ ist die Gammafunktion

Γ (β) =

∞∫
0

xβ−1e−xdx . (2.4.11)

Y ist der Massenbruch von einer der beiden Komponenten und σ2 dessen Varianz. Aufgrund

der Massenerhaltung enthält fbeta nur einen unabhängigen Massenbruch. Eine grundlegende

Eigenschaft der Beta-PDF ist, dass sie die Mischung zweier Skalare in isotroper, homogener,

statistisch stationärer Turbulenz richtig wiedergibt [37]. Abbildung 2.4.2 zeigt den Mischvorgang

von zwei Skalaren die anfänglich ungemischt vorliegen, deren PDF also aus zwei Deltaimpulsen

bei 0 und 1 besteht. Mit zunehmender Mischung und abnehmender Varianz (diese sinkt von

0,6 auf 0,1) relaxiert die PDF hin zu einer Gauÿverteilung um den Mittelwert 0,5.

In reaktiven Strömungen kann die multivariate Beta-PDF [37]

fbeta(Ŷ1, ...., ŶNsp) =
Γ
(∑Nsp

i=1 βi

)
∏Nsp

i=0 Γ (βi)

Nsp∏
i=0

Y βi−1
i δ(1−

Nsp∑
i=1

Ŷi) (2.4.12)

Abbildung 2.4.2: Beta-PDF zweier Skalare, Relaxation zu einer Gauÿverteilung bei ab-
nehmender Varianz.
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verwendet werden, die von Nsp Spezies abhängt. Die Deltafunktion gewährleistet die Massen-

erhaltung. Die Parameter βi müssen über die Momente der Massenanteile berechnet werden.

Der vorliegende Ansatz folgt Girimaji [37], der zur Bestimmung von βi die ersten Momente also

die Erwartungswerte von Nsp − 1 unabhängigen Massenbrüchen sowie als zweites Moment die

turbulente skalare Energie σ2
Y heranzieht. Diese ist als die Summe der Komponentenvarianzen

σ2
Y =

Nsp∑
i=1

σ2
i (2.4.13)

de�niert, wobei σ2
i die Varianz der Spezies i ist. Alle Varianzen, Kovarianzen und höheren

Momente der PDF sind damit vorgegeben und unterliegen Beschränkungen, die sich aus den

Parameterde�nitionen ergeben. Bei starker Anisotropie kann dies zu groÿen Fehlern in den

höheren Momenten führen. Die Parameter βi berechnen sich bei diesem Ansatz aus

βi = Y i

[∑Nsp
j=1 Y j

(
1− Y j

)
σ2
Y

− 1

]
= Y iB und B =

Nsp∑
j=1

βj . (2.4.14)

Die multivariate Beta-PDF ist so vollständig de�niert. Die mittleren chemischen Komponen-

tenterme berechnen sich zu [35]

[XTH ]νTH
Nsp∏
β=1

[Xβ]νβ = ρνTH
Nsp∏
β=1

(
ρ

Mβ

)νβ ∫
Ŷ

Nsp∏
β=1

(
Ŷ
νβ
β

) Nsp∑
α=1

(
tα
Mα

Ŷα

)
fbeta(Ŷ , σ

2
Y )dŶ

︸ ︷︷ ︸
I

. (2.4.15)

Das Integral I ist analytisch lösbar. Nach einigen Umformungen ergibt sich schlieÿlich

I =

∏Nsp
i=1

∏νi
k=1 (βi + νi − k)∏sn

j=1(B + sn− j)

[
Nsp∑
i=1

ti
Mi

(βi + νi)

]νTH
︸ ︷︷ ︸

Dreistoÿ−Term

, (2.4.16)

mit

sn =

Nsp∑
i=1

νi + νTH . (2.4.17)

2.5 Transport-PDF-Verfahren

Mit Transport-PDF-Verfahren kann die gesuchte Verbund-PDF eines Zufallsvariablen-Vektors

ohne Beschränkung in ihrer Struktur berechnet werden. Hierfür wird die Verbund-PDF als

Transportgröÿe im Strömungsfeld aufgefasst und ihre Transportgleichung aufgestellt. Die Lö-

sung der Gleichung ist die gesuchte PDF selbst. Im Folgenden wird die Transportgleichung

der thermo-chemischen PDF fs(Ψ ;x, t) hergeleitet und anschlieÿend die Modellierungsansätze



2.5 Transport-PDF-Verfahren 47

sowie der Lösungsalgorithmus und die Implementierungsdetails vorgestellt. Auf komplexere De-

�nitionen der PDF, die Geschwindigkeits�uktuationen direkt integrieren, wird hier verzichtet.

Für eine umfassende Darstellung sei der Leser an die Standardwerke [29, 35, 94] verwiesen. Im

Folgenden bezeichnet Φ den Vektor der thermo-chemischen Zufallsvariablen Φ = s = (Y , h)T .

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird auÿerdem f(Ψ ;x, t) = fs(Ψ ;x, t) verwendet.

2.5.1 Herleitung der thermo-chemischen PDF-Transportgleichung

Die hier vorgestellte Herleitung der PDF-Transportgleichung folgt Laxander [65] und Ger-

linger [35], die sich ihrerseits auf die Arbeiten von Lundgren [74] und Pope [92] beziehen.

Ausgangspunkt ist die Ableitung der momentanen Verbund-PDF f̌ nach Gl. (2.3.15). Diese

kann mit der allgemeinen Variable η unter Anwendung der Kettenregel di�erenziert werden

df̌

dη
= − ∂f̌

∂Ψl

∂Φl
∂η

. (2.5.1)

Die substantielle Ableitung der momentanen PDF f̌ ergibt sich zu

Df̌

Dt
=

∂f̌

∂t
+ ui

∂f̌

∂xi

= − ∂f̌
∂Ψl

∂Φl
∂t
− ui

∂f̌

∂Ψl

∂Φl
∂xi

(2.5.2)

= − ∂f̌
∂Ψl

DΦl
Dt

.

Die physikalischen Eigenschaften gehen über den Term DΦ
Dt

in die PDF-Transportgleichung ein.

Nach Einsetzen der substantiellen Ableitungen der Enthalpie- und Speziesgleichungen (2.1.3)

und (2.1.4) in Gl. (2.5.2) und Bildung des Erwartungswertes ergibt sich die Transportgleichung

der momentanen Verbund-PDF zu

〈∂ρf̌
∂t
〉+ 〈∂ρuif̌

∂xi
〉 = − ∂

∂ĥ
〈(− ∂qi

∂xi
+ Sh)f̌〉 −

∂

∂Ŷα
〈(−∂jαi

∂xi
+ Sα)f̌〉 . (2.5.3)

Nach Verwendung von Gl. (2.3.16) sowie weiteren Umformungen nach [65] folgt die Transport-

gleichung der Favre-gemittelten thermo-chemischen Verbund-PDF zu

∂

∂t
(〈ρ〉f̃) +

∂

∂xi
(〈ρui〉f̃)︸ ︷︷ ︸

zeitliche Änderung und Konvektion

+
∂

∂xi
(〈ρ〉〈u′′i |Φ = Ψ〉f̃)︸ ︷︷ ︸

turbulente Konvektion

=

+
∂

∂xi
(〈ρ〉D ∂f̃

∂xi
)︸ ︷︷ ︸

molekulare Diffusion

− ∂

∂ĥ
(〈ρ〉Sh

f̃

ρ
)− ∂

∂Ŷα
(〈ρ〉Sα

f̃

ρ
)︸ ︷︷ ︸

Quellterme (Strahlung und Chemie)

− (2.5.4)

〈ρ〉 ∂
∂Ψα

∂

∂Ψβ

[
〈D∂Φα

∂xi

∂Φβ
∂xi
|Φ = Ψ〉f̃

]
.︸ ︷︷ ︸

molekulare turbulente Mischung
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Zur Berechnung inhomogener Strömungen mit variabler Dichte, wie in der vorliegenden Arbeit,

kann die PDF in der massengewichteten Schreibweise formuliert gelöst werden [93]. Zwischen

der massengewichtete PDF (MDF) F , der dichtegemittelten PDF f̃ und der konventionellen

PDF f = 〈f̌〉 bestehen die folgenden Zusammenhänge:

F(Ψ ;x, t) = 〈ρ(x, t)〉f̃(Ψ ;x, t) = ρ(Ψ )〈f̌(Ψ ;x, t)〉 . (2.5.5)

In Gl. (2.5.4) sind die physikalischen Vorgänge, die die einzelnen Terme der Gleichung beschrei-

ben, aufgeführt. Der Di�usionsterm

∂

∂ĥ
〈 ∂qi
∂xi

f̌〉+
∂

∂Ŷα
〈∂jαi
∂xi

f̌〉 =
∂

∂Ψ
〈 ∂
∂xi

(ρD
∂Φ

∂xi
)f̌〉 (2.5.6)

aus Gl. (2.5.3) teil sich dabei in zwei Terme auf. Zum Einen in den Anteil, der die Di�usion

der PDF im physikalischen Raum beschreibt (erster Term auf der rechten Seite von Gl. (2.5.4))

und zum Anderen in den �molekularen turbulenten Mischungsterm�, der die Di�usion der PDF

aufgrund von Gradienten im Zustandsraum abbildet. Die Gröÿenordnung der molekularen Dif-

fusion ist im allgemeinen gering und kann in einigen Fällen gegenüber dem Mischungsterm

vernachlässigt werden [35].

2.5.2 Modellierung der bedingten Erwartungswerte

In der PDF-Transportgleichung treten bedingte Erwartungswerte in der turbulenten Konvek-

tion und im Mischungsterm auf. Diese Terme sind ungeschlossen und müssen entsprechend

modelliert werden.

2.5.2.1 Turbulente Konvektion

Zur Modellierung der turbulenten Konvektion wird wieder der Gradientendi�usionsansatz ver-

wendet

〈ρ〉〈u′′i |Φ = Ψ〉f̃ = −〈ρ〉Dt
∂f̃

∂xi
. (2.5.7)

Der Di�usionskoe�zient 〈ρ〉Dt = µt/Sct wird über die turbulente Wirbelviskosität µt des k-ε-

Modells bestimmt. Soll Anisotropie berücksichtigt werden, muss die turbulente Konvektion mit

einem detaillierteren Turbulenz-Modell beschrieben werden, beispielsweise über ein Reynolds-

Spannungs-Modell. Wird der Geschwindigkeitsvektor als Zufallsvariable in die Verbund-PDF

aufgenommen, treten die Geschwindigkeits�uktuationen in geschlossener Form in der Trans-

portgleichung der PDF auf und müssen nicht modelliert werden. Dieser Ansatzes kann auf ein

Reynolds-Spannungs-Modell zurückgeführt werden.

2.5.2.2 Mischungsmodelle

Der Mischungsterm

〈ρ〉 ∂
∂Ψα

∂

∂Ψβ

[
〈D∂Φα

∂xi

∂Φβ
∂xi
|Φ = Ψ〉f̃

]
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beschreibt die Änderung der PDF im thermo-chemischen Zustandsraum aufgrund von moleku-

laren Mischungsvorgängen, die auf bedingten Erwartungswerten räumlicher Gradienten der

betrachteten Skalare beruhen. Da es sich bei f̃ um eine Ein-Punkt-PDF handelt, liegen keine

Informationen über räumliche Abhängigkeiten vor, weshalb der Mischungsterm modelliert wer-

den muss. In selbiger Modellierung liegt die gröÿte Unsicherheit des Transport-PDF-Ansatzes.

Grundsätzlich wird bei der Modellierung des Mischungsterms davon ausgegangen, dass die

Skalare sich gegenseitig unbeein�usst mischen. Die molekulare Mischung eines Skalars in Strö-

mungen hoher Reynolds-Zahl wird von allen im Turbulenz-Spekturm auftretenden Längen-

skalen beein�usst. Um E�ekte wie beispielshalber die di�erentielle Di�usion zu erfassen, müssen

die turbulenten Bewegungen bis in die kleinsten Skalen aufgelöst werden. Dies würde eine kom-

plexe, rechenzeitaufwendige Schlieÿung hohe Ordnung der Turbulenz erfordern. Die gängigen

Mischungsmodelle vernachlässigen daher Phänomene, die auf E�ekten der kleinsten Skalen

beruhen.

Ausführliche Listen von Kriterien, die ein Mischungsmodell erfüllen sollte sind in [29, 104] zu

�nden. Hier seien nur drei der zentralen Anforderungen genannt:

� Der Erwartungswert eines inerten Skalars in isotroper Turbulenz bleibt erhalten.

� Die Beschränktheit der Skalare (im reaktiven Strömungsfall die der Massenbrüche) wird

eingehalten.

� Die Varianz des Skalars nimmt gemäÿ der Dissipationsrate der skalaren Fluktuationen

εφ = D〈∂Φ′2
∂2xi
〉 ab. Die Abnahme der Varianz wird hauptsächlich durch die groÿen Skalen der

turbulenten Bewegungen getriggert [28, 53] und kann in grober Näherung als proportio-

nal zur mittleren turbulenten Frequenz der Geschwindigkeits�uktuationen ω angenähert

werden. Für die Abnahme der Varianz eines Skalars Φ ergibt sich nach [93]

d 〈Φ′2〉
dt

= −2εΦ = −〈Φ
′2〉
τΦ

mit τΦ = CΦω .

CΦ bezeichnet eine zu bestimmende Modell-Konstante, τΦ ist eine turbulente Zeitskala.

Die gängigsten Mischungsmodelle sind das IEM/LMSE-Modell (Interaction by Exchange with

Mean / Linear Mean Square Estimation) [25, 110], das Modi�ed-CURL Modell [18, 52] und

das EMST-Modell (Euclidean Minimum Spanning Tree) [103, 104, 105]. Sie gehören derselben

Modell-Klasse an, in der die skalaren Eigenschaften von Partikeln untereinander ausgetauscht

werden und erfüllen die oben genannten zentralen Anforderungen. Im Folgenden wird das IEM-

und das EMST-Modell, die in der Arbeit verwendet wurden, näher vorgestellt.

IEM-Modell. Die einfachsten und verbreitetsten Mischungsmodelle sind das IEM- und das

LMSE-Modell, die sich zwar in ihrer physikalischen Herleitung unterscheiden, jedoch in dersel-

ben Gleichung resultieren. Ein Partikel p bewegt sich hier bei der Mischung im Zustandsraum

auf den Ensemble-Erwartungswert 〈Φ〉 zu. Um in isotroper, homogener Turbulenz die korrekte

Abnahme der Varianz des Skalars zu gewährleisten, muss CΦ = 2 gesetzt werden. Damit ergibt
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sich
dΦp

dt
= − 1

2CΦω
(Φp − 〈Φ〉) . (2.5.8)

EMST-Modell. Das EMST-Modell wurde 1998 von Subramaniam und Pope vorgestellt und

führt als neues Gütekriterium für Mischungsmodelle den Begri� der �Localness� ein. Das IEM-

/LMSE-Modell de�niert sich als �lokal im physikalischen Raum�, da es beim Mischen aus-

schlieÿlich Partikel berücksichtigt, die räumlich nahe beieinander liegen. Dem entgegen mischt

das EMST-Modell Partikel, deren skalare Eigenschaften nahe beieinander liegen, das Modell

ist also �lokal im Zustandsraum�. Von besonderer Bedeutung wird diese De�nition bei Di�u-

sions�ammen, in denen durch räumliches Mischen von verbranntem und unverbranntem Gas

unphysikalische Zustände entstehen können, was durch lokales Mischen im Zustandsraum ver-

mieden wird.

2.5.3 Lösungsalgorithmus: Monte-Carlo-Verfahren

Nach Einsetzen aller Modellierungsansätze (IEM-Modell für den Mischungsterm) ergibt sich

die folgende Transportgleichung für die MDF F

∂

∂t
F +

∂

∂xi
[〈ui〉 F ]− ∂

∂xi

[
〈ρ〉Deff

∂F
∂xi

]
︸ ︷︷ ︸

TR

=

+
∂

∂Ψα
[CΦω(Ψα − 〈Φα〉)F ]︸ ︷︷ ︸

TM

− ∂

∂ĥ

[
Sh
ρ
F
]
− ∂

∂Ŷα

[
Sα
ρ
F
]

︸ ︷︷ ︸
TC

, (2.5.9)

wobei sich der e�ektive Di�usionskoe�zient Deff = D + Dt aus den laminaren und turbu-

lenten Koe�zienten D und Dt zusammensetzt. Die einzelnen physikalischen Vorgänge sind

zusammengefasst in den Transport im Raum durch mittlere und turbulente Konvektion sowie

Di�usion (TR), den Transport im Zustandsraum durch molekulare Mischung (TM) sowie den

Transport im Zustandsraum durch chemische Reaktionen und Strahlung (TC).

Konsistenzbedingungen. F ist eine hochdimensionale Funktion, die neben Raum und Zeit

auch von den thermo-chemischen Variablen abhängt. Diese groÿe Anzahl unabhängiger Vari-

ablen macht eine Diskretisierung der Gleichung mit herkömmlichen Finite-Volumen- oder Finite-

Elemente-Ansätzen unmöglich, da die Rechenzeit exponentiell von der Anzahl der unabhängigen

Variablen abhängt. Pope [92] stellte 1981 ein Monte-Carlo-Verfahren vor, dessen Rechenaufwand

lediglich linear mit der Anzahl der unabhängigen Variablen ansteigt und so eine e�ziente Lösung

der PDF-Transportgleichung möglich macht. Im Monte-Carlo-Verfahren werden Np stochasti-

sche Partikel im Strömungsgebiet verteilt, die die gesuchte PDF f(Ŷ , ĥ;x) in diskreter Form

zum Zeitpunkt t repräsentieren. Nach Pope [93] muss im Fall von Strömungen mit Gasen unter-

schiedlicher Dichte, wie sie in der vorliegenden Arbeit auftreten, jedem stochastischen Partikel

eine Masse mp zugeordnet werden, wobei die Summe der Massen aller Partikel der MasseM des
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Gesamtvolumens entsprechen muss, also M =
∑Np

p=1mp. Um die verschiedenen Partikelmassen

in die PDF einbeziehen zu können, wird diese als diskrete MDF FN

FN(Ŷ , ĥ, x̂) =

Np∑
p=1

mpδ(hp − ĥ)

Nsp∏
α=1

δ(Y p
α − Ŷα)

3∏
i=1

δ(xpi − xi) (2.5.10)

formuliert. Von zentraler Bedeutung ist hier, dass die stochastischen Partikel keine Fluidpartikel

repräsentieren, weshalb sich die Frage stellt, unter welchen Bedingungen der Erwartungswert

der diskreten MDF der stochastischen Partikel die gesucht MDF des Fluids in Gl. (2.5.9)

repräsentiert, also 〈
FN(Ŷ , ĥ, x̂)

〉
= F(Ŷ , ĥ, x̂). (2.5.11)

Die folgenden Konsistenzkriterien müssen erfüllt sein:

Die PDF der stochastischen Partikel am Ort x f ∗(Ŷ , ĥ|x̂) muss gleich der dichtegewichteten

PDF des Fluids sein, also

f ∗(Ŷ , ĥ|x̂) = f̃(Ŷ , ĥ;x). (2.5.12)

Die Verteilung der Partikel im physikalischen Raum muss proportional zur mittleren Dichte der

Strömung sein. Hieraus kann die folgende wichtige Konsistenzbeziehung hergeleitet werden [93]

〈ρ(xk)〉 ≈
∑Npc

p=1mp

Vk
, (2.5.13)

wobei Vk das Volumen einer Zelle k mit Npc Partikeln beschreibt und 〈ρ(xk)〉 die mittlere

Fluiddichte in der Zelle mit dem Zellmittelpunkt xk.

Werden die Konsistenzkriterien eingehalten, so können aus dem Partikelensensemble Npc der

Zelle k die Momente der diskreten MDF für alle Funktionen Q(Ŷ , ĥ), die sich mit Ŷ und ĥ

de�nieren lassen, über Ensemblemittelung bestimmt werden

〈Q〉N =

Npc∑
p=1

mpQ(Ŷ , ĥ)p/

Npc∑
p=1

mp ,

〈
Q′′2
〉
N

=

Npc∑
p=1

mp

(
Q(Ŷ , ĥ)p − 〈Q〉N

)2
/

Npc∑
p=1

mp . (2.5.14)

Aus der Herleitung in [93] folgt, dass es sich bei den ermittelten Momenten um Favre-gemittelte

Gröÿen, also 〈Q〉 = Q̃ = 〈ρQ〉 / 〈ρ〉 handelt.

Operatorsplitting. Bei der Lösung der MDF Transportgleichung (2.5.9) werden die einzel-

nen physikalischen Vorgänge TR (mittlere und turbulente Konvektion sowie Di�usion), TM
(molekulare Mischung) sowie TC (chemische Reaktionen und Strahlung) faktorisiert (fractional

step method). Nach zeitlicher, expliziter Euler-Diskretisierung erster Ordnung ergibt sich dann
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für die Entwicklung der PDF näherungsweise

F(t+∆t) = (I +∆tTR) (I +∆tTM) (I +∆tTC)F(t) . (2.5.15)

Dies bietet numerisch den Vorteil, dass nun die einzelnen Teilprozesse voneinander getrennt

abgearbeitet werden können

F1 = (I +∆tTR)F(t) ,

F2 = (I +∆tTM)F1 , (2.5.16)

F(t+∆t) = (I +∆tTC)F2 .

Problematisch ist dabei die Entkoppelung der chemischen Reaktionen und der molekularen

Mischung.

Euler-Verfahren. Die Monte-Carlo Transportgleichungs-PDF-Verfahren werden in Euler- und

Lagrange'sche Verfahren unterteilt. Bei Euler-Verfahren besitzen die stochastischen Teilchen

einer Zelle keine Masse und keinen spezi�schen Aufenthaltsort. Das Monte-Carlo-Verfahren

kommt hier beim konvektiven und di�usiven Transport zum tragen, wo Teilchen einer Zelle

zufällig ausgewählt und mit Teilchen angrenzender Zellen ausgetauscht zu werden. Die Euler-

Verfahren sind bekannt für ihre hohe numerische Di�usion, weshalb meist alternativ der La-

grange'sche Ansatz verwendet wird. So auch in der vorliegenden Arbeit.

Lagrange'sche Verfahren: Lösung der Fokker-Planck-Gleichung. Bei Lagrange'schen Ver-

fahren besitzt jeder stochastische Partikel einen individuellen Aufenthaltsort xi und bewegt sich

auf einer Trajektorie durch das Strömungsfeld. Während dieser Bewegung erfährt er Änderun-

gen im Zustandsraum aufgrund von chemischen Reaktionen, molekularer, turbulenter Mischung

und Strahlungsverlusten. Zur Modellierung der Bewegungen durch den physikalischen Raum

wird die folgende stochastische Di�erentialgleichungen (SDE) verwendet

dxi = aidt+
√
c dWi . (2.5.17)

dWi(t) =
√
dtξi bezeichnet den Wiener Prozess, eine stochastische Kraft, die eine nicht repro-

duzierbare, chaotische Bewegung der stochastischen Partikel bewirkt. ξi ist eine unabhängige

normalverteilte Zufallszahl. Es muss 〈dWi(t)〉 = 0 für den Erwartungswert gelten. Gleichung

(2.5.17) erzeugt die konditionierte MDF P = 〈ρ〉 P̃ (Ψ , t|Φ0, t0), die mit der Fokker-Planck

Gleichung

∂

∂t
P +

∂

∂xi
[aiP ]− 1

2

∂2

∂xi∂xi
[cP ] = 0

∂

∂t
P +

∂

∂xi

[(
ai −

1

2 〈ρ〉
∂

∂xi
〈ρ〉 c

)
P

]
− ∂

∂xi

[
1

2
〈ρ〉 c ∂

∂xi

(
P

〈ρ〉

)]
= 0 . (2.5.18)
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gegeben ist [93]. Durch das Operatorsplitting (2.5.16) kann der Transport der MDF im physi-

kalischen Raum entkoppelt betrachtet werden. Durch Ko�zientenvergleich der Fokker-Planck-

Gleichung (2.5.18) mit dem Transportschritt TR in Gl. (2.5.9) ergibt sich für die Koe�zienten

in Gl. (2.5.17)

ai = ũi +
1

〈ρ〉
∂ (〈ρ〉Deff )

∂xi
,

c = 2Deff . (2.5.19)

Im Gleichungssystems (2.5.16) müssen nun noch die Teilschritt TM (turbulente molekulare

Mischung) und TC (chemische Reaktionen und Strahlung) des Operatorsplittings abgearbeitet

werden. Für den Teilschritt TC ergibt sich das Di�erential

F3 −F2

∆t
= − ∂

∂Ψk

(
SkF2

)
. (2.5.20)

Sk bezeichnet die durch die chemischen Reaktionen und Wärmestrahlung auftretenden Quell-

terme, für die keine Modellierung nötig ist. Die turbulente Mischung im Teilschritt TM tritt

dagegen ungeschlossen auf und muss über ein Mischungsmodell approximiert werden. Auf

Partikelebene ergeben sich so die Änderungen in den Partikeleigenschaften aufgrund von che-

mischen Reaktionen, Strahlung und turbulenter Mischung zu [92]

dY p
α =

1

〈ρ〉
Spαdt+

1

2τΦ
(Y p

α − 〈Yα〉) dt ,

dhp =
1

〈ρ〉
Sphdt+

1

2τΦ
(hp − 〈h〉) dt . (2.5.21)

Die Di�erentialgleichungen (2.5.17) und (2.5.21) beschreiben die Änderungen der Eigenschaften

der stochastischen Partikel im physikalischen Raum und im Zustandsraum. Da die Konsis-

tenzbedingungen aus den Gln. (2.5.12) und (2.5.13) erfüllt sind, entspricht die MDF der sto-

chastischen Partikel der gesuchten MDF des Fluids in Gl. (2.5.9).

2.5.4 Details der Implementierung

Lokales Zeitschrittverfahren. Mit dem vorliegenden Lösungsalgorithmus wurden ausschlieÿ-

lich statistisch stationäre, turbulente Strömungen berechnet. Die Prozedur verwendet hierfür

einen Pseudo-Zeitschritt, um die stationäre Lösung schnell zu erreichen. In dessen transientes

Verhalten kann eingegri�en werden, um die globale Konvergenz zu beschleunigen. Hierzu wird

jeder Zelle k ein lokaler Zeitschritt ∆tk zugewiesen, der sich in Abhängigkeit der Zellgröÿe

und vorliegenden Geschwindigkeit de�niert. Es gilt ∆tk = min(∆tconk , ∆tdiffk ), wobei ∆tconk der

konvektive und ∆tdiffk der di�usive Zeitschritt ist, mit

∆tconk = CFL
min(∆x,∆y,∆z)

max(|u|, |v|, |w|)

∣∣∣∣
k

(2.5.22)
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und

∆tdiffk = CFL
Sct 〈ρ〉

µeff

(
1

(∆x)2
+ 1

(∆y)2

)
∣∣∣∣∣∣
k

. (2.5.23)

Um Konsistenz in der Massenerhaltung und damit die Konvergenz des Verfahren zu gewährleis-

ten, müssen die Massen der Partikel in jedem Zeitschritt korrigiert werden

mn+1
p = mn

p

∆tn+1
k

∆tnk
, (2.5.24)

wobei n den n-ten Zeitschritt bezeichnet. Diese Methode wurde von Möbus et al. [83] vorgestellt

und anschlieÿend von Muradoglu et al. [86] mathematisch untermauert.

Partikelanzahl. Soll der statistischen Fehler in den Simulationen kontrolliert werden, so muss

in jeder Zelle, unabhängig von deren Masse, eine Mindestzahl an Partikeln gewährleistet sein.

Aus Gl. (2.5.13) geht direkt hervor, dass den Partikeln variierende Massen zugewiesen wer-

den müssen, deren Summe proportional zur Zellmasse mp ∼ 〈ρ(xk)〉Vk zu sein hat. Für

achsensymmetrische Kon�gurationen, wie die in dieser Arbeit gerechneten Jet�ammen, gilt

mp ∼ 〈ρ(xk)〉 rk [50], wobei rk den Abstand von der Symmetrieachse bezeichnet. In reagieren-

den Strömungen variabler Dichte können sich Gebiete mit sehr groÿer oder sehr geringer Anzahl

an Partikeln bilden, weshalb eine Korrekturroutine verwendet wird. Diese bestimmt für jede

Zelle lokal eine minimale und eine maximale Masse. Unterschreiten Partikelmassen die Mini-

malmasse der Zelle, so werden sie zu einem gröÿeren Partikel zusammengefügt. Überschreiten

sie die Maximalmasse, so werden sie in kleinere Partikel aufgeteilt. Die Minimal- und Maxi-

malmassen mmin
p und mmax

p bestimmen sich über die Gesamtmasse der Partikel in der Zelle

mges =
∑Npcmp und der festgelegten Partikelzahl pro Zelle Nini

mmin
p =

1√
c

mges

Nini

und mmax
p = cmmin

p , (2.5.25)

wobei c ein frei wählbarer Faktor ist. In den Simulationen wurde c = 3 gewählt. Über c kann die

Teilchenanzahl in einzelnen Zonen des Rechengebiets gesteuert werden, um sie beispielshalber

in nicht-reagierenden Zonen zu verringern. Die PDF der Partikel sollte bei diesem Vorgehen

unbeein�usst bleiben.

Berechnung von Mittelwerten aus Partikelfeldern. Im Mischungsmodell, nach Gl. (2.5.8)

müssen die Mittelwerte der thermo-chemischen Variablen am Ort des jeweiligen Partikels be-

kannt sein. Diese entsprechen nicht den Ensemblemittelwerten der Zelle und werden mit einem

CIC (Cloud In Cell) Ansatz über bilineare Basisfunktionen interpoliert [54].

Konvergenz. Die numerische Konvergenz von Monte-Carlo Verfahren hängt stark von der

Lösungsmethode für die stochastischen Di�erentialgleichungen sowie der Bestimmung der Mit-

telwerte aus den stochastischen Partikelfeldern ab. Aufgrund der Komplexität der Lösungsal-

gorithmen ist eine umfassende theoretische Analyse der Konvergenz nicht möglich. Vielmehr
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müssen die Ein�üsse numerischer Parameter auf das Konvergenzverhalten in einzelnen Simu-

lationen separiert und analysiert werden [119]. Das Konvergenzverhalten ist zudem Testfall

abhängig, so dass globale Aussagen über die numerischen Parameter nur schwer getro�en

werden können. Ein�ussparameter sind die verwendete Zellengröÿe, der Zeitschritt sowie die

Partikelanzahl. Die Konvergenz des Monte-Carlo Lösers wird anhand der Konvergenzverläufe

der Mittelwerte der Partikeleigenschaften hin zu den Erwartungswerten überprüft. Hierfür wer-

den die Mittelwerte über die Iterationsdauer an ausgewählten Punkten (Tracking Punkte) im

Rechengebiet verfolgt. Man bezeichnet diese Form der Konvergenz als schwache Konvergenz

[60, 85]. Die Konvergenz des FV-Lösers wird über L2-Residuen überprüft.

Numerische Fehler. Der numerischen Gesamtfehler des Monte-Carlo Verfahrens setzt sich

sich aus einem statistischen Fehler, einem Biasfehler und einem zeitlichen sowie räumlichen

Diskretisierungsfehler zusammen.

Statistischer Fehler: Aus den Partikeln einer Zelle können die Mittelwerte Φ̃ = 〈Φ〉N der trans-

portierten Zufallsvariablen über eine Ensemble-Mittelung gebildet werden (siehe Gl. (2.5.14)).

Diese sind selbst Zufallsvariablen, deren Varianz, im Fall homogener Turbulenz, von der Anzahl

der Partikel pro Zelle in folgender Weise abhängt [94]

var(Φ̃) v
1

Npc

var(Φ). (2.5.26)

Der statistische Fehler Σφ ist ein Maÿ für die Abweichung des Mittelwerts von seinem Er-

wartungswert, also ΣΦ = Φ̃−
〈
Φ̃
〉
. Da der Erwartungswert nicht bekannt ist, ist es üblich den

statistischen Fehler über die Standardabweichung des Mittelwertes

σφ̃ =

√
var(Φ̃) v N

− 1
2

pc

√
var(Φ) (2.5.27)

abzuschätzen. Für groÿe Npc gilt var(Φ) = const. , womit der statistische Fehler mit N
− 1

2
pc

skaliert. Für Npc → ∞ geht der Mittelwert in seinen Erwartungswert über, der statistische

Fehler strebt gegen Null. Nguyen und Pope [88] zeigten anhand numerischer Experimente an ei-

ner Wassersto�/Luft-Di�usions�amme, dass mit 100 Partikeln pro Zelle ein statistischer Fehler

von unter 10% erreicht wird.

Biasfehler: Der Biasfehler entsteht durch die Rückkopplung des statistischen Fehlers der En-

semblemittelwerte des Monte-Carlo-Verfahrens, in den FV-Lösungsalgorithmus. Die aus den

Partikelfeldern berechneten Ensemblemittelwerte sind aufgrund der endlichen Anzahl Npc an

Partikeln pro Zelle mit einem statistischen Fehler belastet. Im vorliegenden Ansatz wird der

Biasfehler durch die Rückkopplung der Dichte vom Monte-Carlo- in den Strömungslöser be-

wirkt. Xu und Pope zeigen in [119], dass der Biasfehler mit N−1pc und damit schneller als der

statistische Fehler konvergiert.

Zeitliche und räumliche Diskretisierungsfehler: Einige Partikeleigenschaften werden aus den

Mittelwertfeldern (entweder des FV-Lösers, oder der Partikelensemble), die in den Knoten
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des Rechengebietes gespeichert sind, auf die räumliche Position des Partikels bilinear inter-

poliert. Die Güte der Interpolation ist gitterabhängig, so dass an dieser Stelle ein räum-

licher Diskretisierungsfehler induziert wird. Xu und Pope [119] zeigten, dass der räumliche

Diskretisierungsfehler linear mit M−2 skaliert, wobei M die Gesamtzahl der Zellen ist. Der

zeitliche Diskretisierungsfehler ist hauptsächlich auf das Mischungsmodell zurückzuführen, wie

in der Auswertung später gezeigt wird.

Zeitliche Mittelungsverfahren. Um den statistischen Fehler zu minimieren können zeitliche

Mittelungsverfahren eingesetzt werden. Diese machen sich die Ergodizität des Problems zu

Nutze, die besagt, dass das zeitliche Mittel einer Zufallsvariablen dem Mittelwert parallel statt-

�ndender Ereignisse entspricht. Folglich werden bei der Mittelwertbildung vorangehende Itera-

tionen berücksichtigt, was einer Erhöhung der Partikelzahl entspricht. DurchWichtungsfaktoren

kann der Biasfehler, der durch die Rückkopplung statistisch-fehlerbelasteter Zufallsvariablen

entsteht reduziert werden [113]. Die Mittelwertfelder von nicht rückgekoppelten Zufallsvari-

ablen werden geglättet. Grundvoraussetzung für die Anwendbarkeit dieser Mittelungsverfahren

ist, dass sich die Rechnung in statistisch stationärem Zustand be�ndet. Die gemittelten Mittel-

werte Φ̃TA können beispielsweise durch

Φ̃n+1
TA = Cn

TA 〈Φ〉
n
N + (1− Cn

TA)Φ̃nTA mit Cn
TA =

1

an
(2.5.28)

berechnet werden, wobei n die Anzahl der gemittelten Iterationen beschreibt und 〈Φ〉nN das

Ensemblemittel der Variable Φ in der Iteration n. Der Faktor CTA bestimmt, wie die vor-

angegangenen Iterationen im Bezug auf die aktuelle Iteration gewichtet werden. Die folgenden

Varianten für an werden verwendet:

Gleichgewichtung an = 1 + n

Wang et al. [113] an = 1 + 1
4
n für n < nmax

an = 1 + 1
4
nmax für n ≥ nmax

Bauerle [5] an = (an−1 + 1)
(
1− 1

xn

)
+ 1, mit x > 1, a0 = 0

Gleichung (2.5.28) kann leicht als Reihe entwickelt werden, so dass sich für Φ̃nTA

Φ̃nTA =
n∑
i=o

Ci
TA

[
n∏

k=i+1

(
1− Ck

TA

)]
〈Φ〉iN (2.5.29)

ergibt, woraus sich die Gewichtungsfaktoren aller Ensemblemittel bestimmen lassen, die der

Iteration n voraus gehen.

Radialkorrektur für axialsymmetrische Kon�gurationen. Bei den gerechneten Testfällen

handelt es sich ausschlieÿlich um axialsymmetrische Kon�gurationen. Für diese bietet sich an,
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die Transportgleichungen in Zylinderkoordinaten zu formulieren um eine rechenzeitoptimierte

Quasi-2D-Simulation zu ermöglichen [50].

2.5.5 Koppelung von FV- und Transport-PDF-Verfahren

Um die Transportgleichung der thermo-chemischen PDF aus Gl. (2.5.4) lösen zu können,

muss diese mit einem FV-Löser gekoppelt werden, der die nötigen Informationen über die

Geschwindigkeit-, Turbulenz- und Druckfelder liefert. Hierzu kommt ein iteratives Druckkor-

rekturverfahren (SIMPLE) zum Einsatz. Abbildung 2.5.1 zeigt schematisch den Iterationszyk-

lus. Im SIMPLE-Verfahren werden die Erhaltungsgleichungen für Masse, Impuls sowie die

Turbulenz-Gröÿen k und ε gelöst und an den Transport-PDF-Löser übergeben. Dieser ent-

wickelt die Partikeleigenschaften im physikalischen und thermo-chemischen Raum nach den

Gln. (2.5.17) und (2.5.21) um einen Iterationszeitschritt weiter. Durch Mittelung der Partikel-

ensemble ergibt sich dann eine neue Dichte in jeder Zelle, die an den FV-Löser rückgekoppelt

wird. Der Iterationszyklus wiederholt sich, bis Konvergenz in beiden Lösern erreicht ist. In

der vorliegenden Arbeit werden die Variablen nach jeder Iteration ausgetauscht. Dies wird als

starke Kopplung bezeichnet. Muradoglu et al. [85] stellten eine schwache Kopplung vor, bei der

die Löser jeweils mehrere Iterationen absolvieren, bevor die Variablen ausgetauscht werden. Die

Art der Kopplung hat Ein�uss auf das Konvergenzverhalten der Löser.

Wird detaillierte Chemie, das Ruÿmodell und Strahlungsverluste in der Simulation berück-

sichtigt, so setzt sich der Vektor der Zufallszahlen Φ der thermo-chemischen PDF f̃(Ψ ;x, t)

wie folgt zusammen

Φ =
(
Y1, . . . , Ynsp, YPAH1 , . . . , YPAHnpah , Ys, ns, h

)T
. (2.5.30)

Abbildung 2.5.1: Schema der Koppelung zwischen FV- und PDF-Algorithmus.





3 Ruÿbildung

Im folgenden Kapitel wird in Abschnitt 3.1 ein Überblick über den heutigen Wissensstand des

Ruÿbildungsprozesses gegeben. Abschnitt 3.2 umreiÿt die experimentellen Bestrebungen, um

zu einem erweiterten Verständnis der Ruÿbildung zu gelangen. In Abschnitt 3.3 wird schlieÿlich

das in der Arbeit verwendete Ruÿmodell vorgestellt.

3.1 Phänomenologische Beschreibung der Ruÿbildung

Als Ruÿ werden Molekül-Agglomerate (Partikel) bezeichnet, die vorwiegend aus Karbonatomen

bestehen. Ihre Masse kann zwischen Tausend und mehreren Millionen atomaren Masseneinheit-

en variieren. Ruÿ entsteht in brennsto�reich betriebenen (fetten) Kohlenwassersto�-Flammen

und bildet sich dort in brennsto�reichen Gebieten aus Gasphasen-Molekülen aufgrund fehlender

Oxidation. Ruÿ ist ein Indikator für unvollständige Verbrennung und reduziert den Wirkungs-

grad des Verbrennungsvorgangs. Die Ruÿbildung selbst ist ein komplexer, chemischer und

physikalischer Vorgang, der sich aus mehreren Teilprozessen zusammensetzt: Der Nukleation,

während der die ersten, kleinsten Ruÿpartikel entstehen, dem physikalischen Prozess der Koa-

gulation und Koaleszenz, bei denen die Partikel durch Stöÿe interagieren und den chemischen

Ober�ächenprozessen, bei denen Kondensation, oder Oxidation von Gasphasen-Spezies an der

Ober�äche der Partikel diese verändern. Die drei Prozesse sollen im folgenden erläutert werden.

Nukleation

Im ersten Schritt der Ruÿbildung werden aus den aliphatischen Kohlenwassersto�en des Brenn-

sto�s die ersten aromatischen Spezies gebildet. Diese Aromaten werden polyzyklische Kohlen-

wassersto�e (PAH - Polycyclic Aromatic Hydrocarbons) genannt und sind die wichtigsten

Komponenten im Ruÿbildungsprozess [57]. Kleine PAHs weisen eine planare Struktur auf, die

sie beim Durchlaufen des Wachstumsprozesses in der Gasphase beibehalten. Durch Koagula-

tion mit anderen PAHs bilden sich, unabhängig von der Masse der beteiligten PAHs, die ersten

dreidimensionalen Strukturen, die als erste Ruÿpartikel de�niert werden [40, 32, 81]. Aufgrund

der hohen Temperaturen und den kurzen Aufenthaltszeiten, die im Bereich der Ruÿnukleation

einer Flamme herrschen, kann von einer sphärischen Form der ersten, kleinsten Ruÿpartikel

ausgegangen werden [36]. Sowohl die Ruÿpartikel, als auch die PAHs folgen nicht mehr aus-

schlieÿlich reaktions-kinetischen Gesetzmäÿigkeiten, sondern ebenso den klassischen Gesetzen

der Partikeldynamik [31]. Hierbei können Bewegungen sowohl im Kontinuum, als auch im freien

molekularen Regime vorliegen.

59
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Koagulation und Koaleszens

Sind erste kleinste Ruÿpartikel im Verbrennungsvorgang gebildet, so ändert sich deren Beschaf-

fenheit durch Koagulation und Koaleszens. Bei der Koagulation haften zwei Ruÿpartikel nach

einem Stoÿ aneinander und bilden ein gröÿeres Ruÿpartikel sphärischer Form. Die Anzahl der

Partikel wird verringert während ihre durchschnittliche Gröÿe zunimmt. Wie im Nukleations-

schritt folgen die Stöÿe den Gesetzen der Partikeldynamik. Koagulation tritt hauptsächlich

in der primären Reaktionszone bei hohen Temperaturen und kleinen Aufenthaltszeiten der

Partikel auf. Im weiteren Verlauf der Verbrennung nehmen die Temperaturen ab und die Par-

tikelgröÿen zu. Partikelstöÿe in diesem Bereich führen nun zur Koaleszenz, d.h. es bilden sich

Agglomerate, die kettenförmige, fraktale Strukturen aufweisen. Die Ruÿober�äche wird bei

dem Prozess verkleinert. Der Wassersto�anteil in den Agglomeraten, sowie ihre Reaktivität

nehmen im Vergleich zu den Primärpartikeln ab [98]. Dieser Vorgang wird als Ruÿalterung,

oder Graphitisierung des Ruÿes bezeichnet. Unter Anderem ist er abhängig von der Verweilzeit

der Ruÿpartikel im Brennraum, sowie dem vorliegenden Druck. Höhere Drücke beschleunigen

die Graphitisierung [76].

Ober�ächenprozesse

Ober�ächenprozesse sind Reaktionen, die an der Partikelober�äche statt�nden. Moleküle aus

der Gasphase kondensieren oder oxidieren an der Partikelober�äche, was zum Ober�ächen-

wachstum bzw. zum Ausbrand des Ruÿes führt. Das Ober�ächenwachstum überwiegt bei weit-

em die Ruÿnukleation und stellt den Hauptwachstumspfad in der Ruÿbildung dar [118, 30].

Die Hauptwachstumsspezies ist Acetylen, wobei auch PAHs zum Wachstum beitragen können.

[57]. Die Ober�ächenreaktionen werden gemeinhin mit dem HACA-Mechanismus (Hydrogen

Abstraction and Carbon Addition) von Frenklach und Wang [32] nach Gl. (3.1.1) beschrieben.

Laut diesem bilden sich durch Wassersto�abstraktion radikalische Ruÿzentren Ci
s−• (R1), die

entweder durch Reaktionen mit Acetylen schwerere Ruÿpartikel bilden (R3), oder durch Oxida-

tion den Ruÿ reduzieren (R4,R5). Sauersto� und das Hydroxyl-Radikal sind für die Oxidation

verantwortlich. Neben der oben erwähnten Ruÿalterung, die durch die Abnahme aktiver Zen-

tren auf der Ruÿober�äche erklärt wird, kann die Abnahme des Ruÿwachstums auch mit der

reaktions-kinetisch bedingten Abnahme der radikalischen Ruÿzentren während des Verbren-

nungsvorgangs in Zusammenhang gebracht werden [76].

Ci
s−H +H 
 Ci

s−• +H2 (R1)

Ci
s−• +H → Ci

s−H (R2)

Ci
s−• + C2H2 → Ci+2

s−H +H (R3) (3.1.1)

Ci
s−• +O2 → Produkte (R4)

Ci
s−H +OH → Produkte (R5)



3.2 Experimentelle Untersuchungen der Ruÿbildung 61

3.2 Experimentelle Untersuchungen der Ruÿbildung

Die beschriebenen Prozesse der Ruÿbildung sind sehr komplex und in weiten Teilen noch unver-

standen. Die bisherigen Erkenntnisse beruhen auf umfangreichen Experimenten in Stoÿrohren,

laminaren, vorgemischten Flammen und laminaren Di�usions�ammen, sowie Gegenstrom�am-

men. Die meisten Experimente zeichnen sich durch ihre relativ einfachen Kon�gurationen aus,

die Untersuchungen von einzelnen, separierten Phänomenen der Ruÿbildung zulassen. Zusam-

menfassende Überblicke über verschiedenste Experimente und Teilaspekte der Ruÿbildung sind

in [10, 22, 42, 69] zu �nden.

Einige globale Zusammenhänge, wie die Abhängigkeit der Ruÿbildung vom Umgebungsdruck,

dem Grad der Vormischung und dem verwendeten Brennsto� wurden in [109, 79, 80] diskutiert.

Sowohl die Erhöhung des Umgebungsdrucks, als auch die Verschiebung des Äquivalenzverhält-

nisses der Vormischung in den fetten Bereich resultieren in einer Erhöhung der Ruÿproduktion.

Ebenso beein�uÿt die molekulare Struktur des Brennsto�s dessen Neigung zur Ruÿbildung, die

für Aromaten deutlich höher als für Brennsto�e linearer Strukur ist.

In der vorliegenden Arbeit wird die Ruÿbildung unter turbulenten Strömungsbedingungen un-

tersucht, wie sie in technischen Anwendungen überwiegend auftritt. Zu turbulenten, ruÿenden

Flammen sind deutlich weniger experimentelle Untersuchungen in der Literatur zu �nden. Ein

Grund hierfür liegt in den relativ hohen Reynoldszahlen und dem damit groÿen Brennsto�-

massendurchsatz, den turbulente Flammen erfordern. Dadurch weisen diese oft eine groÿe räum-

liche Ausbreitung (bis zu 1 m) und ein charakteristisches, starkes Ruÿleuchten auf, wodurch

die Flammen einen Groÿteil ihrer Reaktionswärme abstrahlen. Dies macht spektroskopische

Messungen sehr aufwendig und fehleranfällig. Ältere Verö�entlichungen enthalten meist nur

Informationen über den Ruÿvolumenbruch [95, 117] und teilweise die Temperatur [11, 17, 59,

122, 123]. Vor Kurzem sind zwei Verö�entlichungen erschienen [62, 66], die umfangreichere

Messmethoden wie LII, LIF, SV-CARS und PIV zur Untersuchung des Ruÿbildungsprozesses

in stationären Flammen einsetzen und Informationen über die Statistik der turbulenten Struk-

turen der Flamme und des Geschwindigkeitsfeldes bereitstellen.

Neben experimentellen Untersuchungen wird die Ruÿbildung in turbulenten Jet�ammen jüngst

auch durch DNS erforscht. Lignell et al. [69, 70, 71] untersuchten in nichtvorgemischten Ethylen-

Flammen die Auswirkungen der Flammenstruktur auf die Ruÿbildung und den Ruÿtrans-

port. Sie fanden, dass Ruÿ hauptsächlich durch die Konvektion des Fluids transportiert wird,

wohingegen sich die Flammenfront relativ zum Fluid aufgrund von Flammenstreckungs- und

Krümmungse�ekten bewegt. Dadurch wird der relative Abstand der Ruÿverteilung zur Flam-

menfront verändert, was als di�erentielle Di�usion zwischen Gasphase und Ruÿpartikeln be-

zeichnet wird. Dies geht mit einer Änderung der Ruÿtemperatur und damit der Ruÿreaktivität

und der Strahlungseigenschaften einher. Dementgegen spielen thermophoretische E�ekte nur

eine zweitrangige Rolle für den Ruÿtransport.
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3.3 Ruÿmodellierung

Das erste Ruÿmmodell wurde 1971 von Tesner [107] entwickelt und enthielt lediglich wenige

empirische Gleichungen zur Lösung der Ruÿpartikelkonzentration. Aktuellere Ruÿmodelle, zu

denen auch das hier vorgestellte zählt, teilen den Ruÿbildungsprozess in 3 Teilschritte ein. Im

ersten Schritt werden in der Gasphase durch Pyrolyse die ersten Ruÿvorläufer, kleinste polyzyk-

lische aromatische Ringe, gebildet. Dieser Vorgang hängt stark vom eingesetzten Brennsto� ab

und erfordert detaillierte Chemiemodelle für eine korrekte Simulation. Anschlieÿend folgt ein

Modell, das die PAH-Ploymerisation von den planaren Strukturen bis hin zum ersten dreidi-

mensionalen Ruÿpartikel wiedergeben kann. Der dritte Teilschritt ist schlieÿlich das Ruÿmodell

selbst, welches die physikalischen und chemischen Prozesse der Ruÿpartikel erfaÿt. Je nach

Detaillierungsgrad des verwendeten Ansatzes unterscheiden sich die Ruÿmodelle stark in ihrer

Komplexität und damit im Rechenzeitbedarf und ihrer globalen Einsetzbarkeit in wechselnden

Flammenkon�gurationen.

Generell ist zu bemerken, dass aufgrund der Lücken im heutigen Verständnis der Ruÿentstehung

auch die Modellierungsansätze noch deutliche Schwachstellen aufweisen. Mit dem heutigen

Stand der Modelle können in komplexen Brennkammern deshalb im besten Fall die Trends

der Ruÿbildung korrekt wiedergegeben werden, nicht jedoch die exakten Ruÿgröÿenverteilun-

gen oder absolute Gröÿen.

Das in der vorliegenden Arbeit verwendete Ruÿmodell basiert auf der Arbeit von Di Domenico

[24]. Es vereint den Anspruch einer kompakten Formulierung, der die Anwendbarkeit des Mo-

dells in groÿen Brennergeometrien gewährleistet, mit dem einer gröÿtmöglichen Detaillierung,

um eine weite Bandbreite an Flammenkon�gurationen ohne Parameteranpassungen modellieren

zu können. Im folgenden werden die drei verwendeten Teilschritte des Modells vorgestellt.

3.3.1 Detaillierte Chemie

Die Gasphase wird mit dem in Abschnitt 2.1 eingeführten Ansatz für detaillierte Chemie gelöst.

Der verwendete Reaktionsmechanismus muÿ die Reaktionspfade zu den kleinsten Ruÿvorläufern

beinhalten. Nach Zamuner et al. [125] wurden hierfür Acetylen und Benzol gewählt, die miteinan-

der gemäÿ

C2H2 + C6H6 +H → PAH1 (3.3.1)

zum ersten PAH reagieren. Der Wassersto� tritt als �reaction marker� in der Reaktion auf

und legt das Gebiet fest, in dem die ersten PAHs gebildet werden. Andere Modelle de�nieren

beispielsweise Phenyl und Benzol als Nukleationskeime zum ersten PAH [32]. Es folgt das PAH-

Wachstum hin zum ersten, kleinsten Ruÿpartikel. Einfachere Ruÿmodelle [67, 72] vernachlässi-

gen diesen Wachstumsprozess und de�nieren Acetylen als direkten Ruÿnukleationskeim. Dieser

Ansatz birgt Schwachstellen hinsichtlich komplexer Brennsto�e, die aus groÿen Kohlenwasser-

sto�en bestehen [115]. Diese können direkt in Aromaten zerfallen und damit die Ruÿbildung
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beein�ussen, was im vereinfachten Acetylen Nukleationsmodell nicht berücksichtigt werden

kann.

3.3.2 PAH-Bildung

In das PAH-Wachstum ist eine Vielzahl an Molekülen involviert, die komplexen Reaktions-

pfaden folgen. Da diese Reaktionspfade bis heute nicht umfassend verstanden sind, aber auch

weil die Lösung von Transportgleichungen für jedes einzelne PAH-Molekül zu rechenzeitin-

tensiv wäre, wird hier der Ansatz des �chemical lumping� nach Frenklach [30, 33] (auch sek-

tionaler Ansatz genannt) gewählt, um die Polymerisation der PAHs zu beschreiben. Der Ansatz

basiert auf der Annahme, dass während des Wachstumsprozesses wenige stabile PAH-Moleküle

auftreten, entlang derer das Ruÿwachstum statt�ndet. Entsprechend werden Massenklassen

(Bins) de�niert, in denen die PAHs in einem bestimmten Atommassenbereich zusammengefaÿt

werden, siehe Abb. 3.3.1. Damit muss nun nur noch eine Transportgleichung pro Klasse gelöst

werden, was den Rechenaufwand erheblich verringert.

Das planare Wachstum der PAH-Klassen wird über drei Prozesse gesteuert, bei denen ein

festzulegender Bruchteil der PAHs einer Klasse innerhalb der eigenen Klasse reagiert, während

ein anderer Bruchteil die Klasse wechselt. Die drei in Abb. 3.3.1 dargestellten Prozesse sind:

� Planares Ober�ächenwachstum durch Acetylen-Anlagerung, das über den bereits vorge-

stellten HACA-Mechanismus beschrieben wird.

� Oxidation durch Ober�ächenreaktionen mit Sauersto� und dem Hydroxyl-Radikal.

� Koagulation zwischen den PAH-Klassen. Wird eine kritische Masse, die im vorliegenden

Modell mit 900 u de�niert ist, überschritten, so bildet sich aus 2 PAHs der erste kleinste

Ruÿpartikel.

Da es sich bei den PAHs um kleine Molküle handelt, wird angenommen, dass Stöÿe zwischen

den PAHs durch freie molekulare Brown'sche Bewegungen zustande kommen. Damit können

sie über die Gesetze der kinetischen Gastheorie mittels einer Kollisionse�ektivität γij und eine

Kollisionsfrequenz βij beschrieben werden. Für γij wird ein konstanter Wert angenommen. βij
berechnet sich aus

βij = 2, 2

√
π

2

kBT

µij
(di + dj)

2, (3.3.2)

wobei kB die Boltzmann-Konstante ist, µij das harmonische Mittel der kollidierenden Massen

µij =
mimj

mi +mj

(3.3.3)

und dk der Kollisionsdurchmesser, der sich über den mittleren Durchmesser eines aromatischen

Rings dA = 1.395
√

3 Å und die Anzahl an Kohlensto�atomen nc

dk = dA
√
nc (3.3.4)
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Abbildung 3.3.1: Schema der PAH-Bildung und Ruÿ-Nukleation.

bestimmt [33]. Der in Gl. (3.3.2) verwendete gröÿenunabhängige Verstärkungsfaktor von 2,2

wird aufgrund von Van-der-Waals-Kräften eingeführt und basiert auf Untersuchungen von Har-

ris und Kennedy [41].

3.3.3 Ruÿmodell

Liegt einem Ruÿmodell die Annahme zugrunde, dass ausschlieÿlich sphärisch geformte Partikel

auftreten, so kann die Ruÿverteilungsfunktion an jedem Ort x zum Zeitpunkt t über die eindi-

mensionale Verteilungsfunktion N(vs) charakterisiert werden. Hierbei gibt vs das Volumen eines

Partikels und damit dessen Gröÿe an. Für N(vs) kann eine Transportgleichung hergeleitet wer-

den [34], deren Lösung von der mathematischen Beschreibung der Verteilungsfunktion abhängt.

Abbildung 3.3.2 zeigt verschiedene Möglichkeiten N(vs) darzustellen [36]. Wird eine kontinuier-

liche Verteilung gewählt, so bezeichnet man den Lösungsansatz als Momentenmethode [21, 31],

bei dem Transportgleichungen für die integralen Momente vonN(vs) hergeleitet werden können.

Das Gleichungssystems ist für eine endliche Anzahl an Momenten ungeschlossen, weshalb meist

die Form der Verteilungsfunktion festgelegt und als logarithmisch normalverteilt angenommen

wird. Bei diskreten, oder sektionalen Ansätzen [9, 20, 26, 97] wird die kontinuierliche Ver-

teilung in Sektionen unterteilt, so dass nun für jede Sektion eine Transportgleichung gelöst

werden muss, um die Verteilungsfunktion zu erhalten. Der einfachste Ansatz ist schlieÿlich die

monodisperse Verteilung, bei der alle Partikel an einem Ort x zum Zeitpunkt t den gleichen

Teilchendurchmesser besitzen. Dieser Ansatz stellt einen Sonderfall der Momentenmethode dar.

Er ermöglicht lediglich eine Abschätzung der Partikeldynamik, besticht jedoch durch seine Ef-

�zienz in punkto Rechenzeit. Er wurde im vorliegenden Modell gewählt.

Sollen auch Ein�üsse der Koaleszenz, also die fraktalen Strukturen von Ruÿagglomeraten in der

Verteilungsfunktion berücksichtigt werden, so muÿ die äuÿere Form der Partikel z.B. über die

Partikelober�äche as als weitere Variable eingeführt werden. Die Verteilungsfunktion N(vs, as)

liegt nun in zweidimensionaler Form vor, was die Lösung der zugehörigen Transportgleichung

deutlich komplexer gestaltet.
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Abbildung 3.3.2: Ruÿpartikel-Verteilungsfunktionen.

Wird eine monodisperse Verteilungsfunktion angenommen, so reduziert sich die Momenten-

methode auf ein Zweigleichungsmodell, das lediglich die Lösung der ersten beiden Momente der

Verteilungsfunktion, nämlich der Ruÿpartikeldichte ns und des Ruÿvolumenbruchs fv erfordert.

Diese sind de�niert als

fv =
Vs
V

=
ρ

ρs
Ys und ns =

Ns

V
. (3.3.5)

Vs ist das Ruÿvolumen, V das Gesamtvolumen, ρs = 1800 kg/m3 ist die Ruÿdichte, ρ die

Dichte des Fluids, Ys der Ruÿmassenbruch und Ns die Anzahl an Ruÿpartikeln. Aufgrund der

monodispersen Verteilungsfunktion haben alle Ruÿpartikel in einem Punkt im Raum den selben

Durchmesser ds. Über die Masse eines Ruÿpartikel ms

ms = ρsvs =
fvρs
ns

(3.3.6)

lässt sich der Partikeldurchmesser ds und damit die Ruÿober�äche eines Partikels as in Ab-

hängigkeit von fv und ns bestimmen

ds = 3

√
6

π

fv
ns

und as =
3

√
36π

(
fv
ns

)2

. (3.3.7)

Daraus ergibt sich wiederum die gesamte Ruÿober�äche As pro Einheitsvolumen zu

As =
3

√
36πns (fv)

2. (3.3.8)

Da die Gröÿe der Ruÿpartikel stark variiert, kann keine spezi�sche molare Masse für den Ruÿ,

und damit auch keine Ruÿkonzentration bestimmt werden, wie sie in Gl. (2.1.13) zur Berechnung

eines chemischen Quellterms benötigt wird. Statt dessen wird die Reaktionsrate des Ruÿes an

dessen Ober�äche As gekoppelt. Abbildung 3.3.3 zeigt schematisch die physikalischen Vorgänge,

die bei der Ruÿbildung berücksichtigt werden. Die ersten, kleinsten Ruÿpartikel werden aus
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Abbildung 3.3.3: Schema der Ruÿbildung.

PAHs gemäÿ dem zuvor beschriebenen PAH-Modell gebildet. Anschlieÿend wird das Ruÿwachs-

tum durch die folgenden drei Prozesse gesteuert:

� Obe�ächenwachstum durch Acetylen-Anlagerung, das über den bereits vorgestellten HACA-

Mechanismus beschrieben wird, sowie durch Koagulation mit PAHs.

� Oxidation durch Ober�ächenreaktionen mit Sauersto� und dem Hydroxyl-Radikal.

� Koagulation mit anderen Ruÿpartikeln. Da die Ruÿpartikel in der vorliegenden Arbeit als

relativ kleine, sphärische Partikel angenommen werden, kann die Koagulation mit der in

Gl. (3.3.2) eingeführten Kollisionsfrequenz βij und einer Kollisionse�ektivität γij nach der

kinetischen Gastheorie für freie molekulare Regime beschrieben werden.

3.3.4 Mathematische Modellformulierung

Zur Modellierung der PAH-Bildung werden die PAHs in dieser Arbeit in vier Massenklassen

eingeteilt. Die zeitlichen Änderungen, die die Speziesmassenbrüche Yα, die Massenbrüchen der

PAH-Klassen YPAHi , der Ruÿmassenbruch Ys und die Partikeldichte ns aufgrund der Reaktions-

kinetik und der Ruÿbildung in der Zeit erfahren, kann durch das folgende Gleichungssystem

beschrieben werden

dρYα
dt

= Sα ,

dρYPAHi
dt

= MpnukS
pnuk +MpkoagS

pkoag +MpobwS
pobw +MpoxS

pox ,

dρYs
dt

= MsnukS
snuk +MsobwS

sobw +MsoxS
sox , (3.3.9)

dρns
dt

= Nav(S
snuk − Sskoag) .

Die erste Gleichung steht für die Änderungen der Gasphasen-Spezies nach Gl. (2.1.20). Die

weiteren Gleichungen beschreiben das Ruÿmodell, wobei die Quellterme Si jeweils einen der

oben beschriebenen physikalischen Prozesse bezeichnen. Die molaren Massen Mi gewährleisten

die Massenerhaltung. In den Ruÿgleichungen trägt die Koagulation zwischen den Ruÿpartikeln

nicht zum Ruÿwachstum in Ys bei sondern reduziert lediglich die Teilchenzahl in der Erhal-

tungsgleichung der Partikeldichte ns. Dagegen tragen die Ober�ächenprozesse zum Wachstum
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bzw. zur Oxidation von Ys bei, bewirken jedoch keine Änderung in der Partikeldichte ns. In

Tabelle 3.1 werden die Quellterme Si und die verwendeten Modellparameter zusammengefasst.

Globale Parameter

ρs
(
kg
m3

)
NPAH MPAHmin

(
g
mol

)
MPAHmax

(
g
mol

)
∆M

(
g
mol

)
1800 4 100 900 1

10NPAH
(MPAHmax −MPAHmin)

PAH-Bildung

PAH-Nukleation Spnuk PAH-Ober�ächenwachstum Spobw

C2H2 + C6H6 +H → PAH1 PAHi + C2H2 → PAHi+1

Spnuk = k[C2H2][C6H6][H] Spobw = k[C2H2][PAHi]
(

∆M
MPAHi+1

−MPAHi

)
A = 1, 5e8 Ea = 11300 A = 1, 5e8 Ea = 11300

PAH-Koagulation Spkoag PAH-Oxidation Spox

2PAHm
i → PAHm PAHi +Ox→ PAHi−1 + Produkt

Spkoag = −2γiiβiiNav[PAH
m
i ]2 Spox = kox[PAHi][Ox]

(
∆M

MPAHi
−MPAHi−1

)

γii = 0, 3

Ox Aox Eaox

O2 2, 0e6 3800

OH 2, 1e7 2300

Ruÿbildung

Ruÿ-Nukleation Ssnuk Ruÿ-Ober�ächenwachstum Ssobw

PAH
ncj
i + PAHnci

j → Cs Cs + C2H2 → Cs

wenn Mncj
PAHi

+Mnci
PAHj

> Mm
Cs

Ssobw1 = k[C2H2]As

Ssnuk =
∑

(ij) γijβijNav[PAH
ncj
i ][PAHnci

j ] Cs + PAH i → Cs

γij = 0, 3 Ssobw2 = γisβis[PAHi]ns,

A = 350, Ea = 12100, γij = 0, 3

Ruÿ-Koagulation Sskoag Ruÿ-Oxidation Ssox

Cs + Cs → Cs Cs +Ox→ Cs + Produkt

Sskoag = −kkoagn
11
6
s As Ssox = ηoxkox[PAHi][Ox]As

kkoag = 3

Ox Aox Eaox ηox

O2 742 8, 82 1

OH 19800 0 0, 13

Tabelle 3.1: Quellterme Si und Modellparameter des Ruÿmodells. Einheiten in mol, m, s, K.
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∆M bezeichnet den Bruchteil einer PAH-Massenklasse, der durch Wachstum oder Oxidation

zu einer höheren oder niedrigeren Klasse reagiert. PAHm
i ist der Anteil der PAHs in Klasse i,

die durch Koagulation untereinander in die m-te Klasse übergehen. PAHncj
i und PAHnci

j be-

zeichnen jeweils die Anteile der i-ten und j-ten PAH-Klasse, die durch Koagulation miteinander

Ruÿpartikel bilden. k ist der Arrhenius-Geschwindigkeitskoe�zient mit k = ATexp(−Ea/T ).

Die Kollisionsfrequenzen βij berechnen sich nach Gl.(3.3.2) und Gl. (3.3.4) für den Kollisions-

druchmesser der PAHs bzw. Gl. (3.3.7) für den Ruÿdurchmesser. Nav = 6, 022 · 1023 1/m³ ist

die Avogadro-Konstante.

Thermophorese, also die Di�usion von Ruÿpartikeln aufgrund von Temperaturgradienten, wird

in der vorliegenden Arbeit nicht berücksichtigt.

3.3.5 Simulation eines adiabaten, isobaren 0D-Reaktors

Abbildung 3.3.4 zeigt eine Testrechnung, die mit dem Ruÿmodell durchgeführt wurde. Es han-

delt sich um einen isobaren, adiabaten, homogenen 0D-Reaktor. Als Brennsto� wurde eine fette

Ethylen/Luft-Mischung gewählt. Die folgenden Startbedingungen wurden verwendet:

YC2H4 YO2 YN2 φ To p

0, 15 0, 1 0, 75 5, 1428 1500 K 1 bar

Die Gasphase wurde mit einem Reaktionsmechanismus mit 45 Spezies und 128 Reaktionen

nach Knystautas et al. [61] berechnet, der die chemische Kinetik bis zum Ruÿvorläufer Ben-

zol detailliert beschreibt. Das obere Bild in Abb. 3.3.4 zeigt den Verlauf der Hauptspezies-

massenbrüche und der Temperatur über der Zeit. Nach einer Zündverzugszeit von ca. 30

µs zündet das Gemisch. Brennsto� und Oxidator werden schnell abgebaut während sich die

Verbrennungsprokukte Wasser und Kohlensto�dioxid bilden. Auch die Ruÿvorläufer-Spezies

Acetylen und Benzol entstehen und iniziieren das PAH- und Ruÿwachstum, was im unteren

Bild dargestellt ist. Zeitlich bildet sich zuerst PAH1, die PAH-Klasse mit dem kleinsten Moleku-

largewicht, gefolgt von den aufeinander aufbauenden höheren PAH-Klassen. Nach 0, 4 ms

be�ndet sich das Gemisch noch nicht im chemischen Gleichgewicht, der Ruÿvolumenbruch weist

noch einen deutlichen Gradienten auf. Das Ober�ächenwachstum des Ruÿes durch Acetylen-

Anlagerung ist der Hauptwachstumspfad im Ruÿbildungsprozess [57]. Dies kann durch eine

moderate Änderung der Arrheniuskoe�zienten dieses Vorgangs von A = 350 m/(Ks) und

Ea = 12100 K auf A = 175 m/(Ks) und Ea = 15000 K gezeigt werden. Der Ruÿmassen-

bruch verringert sich deutlich, es wird weniger Acetylen abgebaut, was im Gegenzug eine

erhöhte Produktion der gröÿten PAH-Klasse bewirkt. Die Ergebnisse sind in Abb. 3.3.4 durch

Pluszeichen gekennzeichnet. Alle anderen, nicht dargestellten Gröÿen erfahren lediglich min-

imale Änderungen. Weitere Untersuchungen des Ruÿmodells an 0D-Reaktoren und laminare

Di�usions�ammen sind in Di Domenico et al. [22, 24] zu �nden.
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Abbildung 3.3.4: Ergebnisse der Simulation eines homogenen, isobaren, adiabaten Reaktors.





4 Strahlung

Wie im vorangegangenen Abschnitt erwähnt, geben turbulente, ruÿende Jet�ammen einen

groÿen Teil ihrer Reaktionswärme in Form von Strahlungsenergie an die Umgebung ab, was

notwendigerweise in den Simulationen berücksichtigt werden muss. Neben dem Energieverlust

durch Ruÿstrahlung treten ebenso Verluste durch Gasstrahlung auf, die jedoch um Gröÿenord-

nungen kleiner ausfallen. Gase sind in weiten Bereichen des Wellenlängenspektrums durchlässig

für Wärmestrahlung. Lediglich H2O, CO2 und Kohlenwassersto�e besitzen begrenzte Spek-

tralbereiche, sogenannte Banden, im Infrarotbereich, in denen sie Strahlung absorbieren und

emittieren. Da die Strahlungsintensität stark temperaturabhängig ist und Kohlenwassersto�e

bei hohen Temperaturen in Jet�ammen gewöhnlich nicht vorliegen, werden für die Gasstrahlung

bei Verbrennungsvorgängen zumeist nur Wasser und Kohlensto�dioxid berücksichtigt. Im fol-

genden sollen die Grundlagen der Strahlungstheorie vorgestellt sowie die Interaktion zwischen

Turbulenz und Strahlung kurz besprochen werden. Anschlieÿend werden das implementierte

Strahlungsmodell, sowie die verwendeten spektralen Eigenschaften der strahlenden Spezies

präsentiert.

4.1 Strahlungs-Transportgleichung

Zur Modellierung des Strahlungsverlustes in der Enthalpiegleichung muss die Strahlungs-Trans-

portgleichung (RTE, Radiation Tranport Equation) gelöst werden. Diese ergibt sich für ein

Photon, das sich durch ein emittierendes/absorbierendes Medium bewegt zu [84]

dIv(s)

ds
= −κvIv(s) + κvIbv (4.1.1)

und kann aus der Boltzmann-Gleichung, oder den Maxwell-Gleichungen hergeleitet werden.

Iv(s) bezeichnet die spektrale Strahlungsintensität des Photons bei der Frequenz v entlang eines

Strahlenpfads s pro Fläche, Raumwinkel und Zeiteinheit. Die Änderung der Intensität entlang

des Pfades setzt sich zusammen aus Absorption, bei der das Photon Energie an das Medium

abgibt, und Emission, bei der das Photon emittierte Strahlung des umgebenden Mediums auf-

nimmt. Im thermodynamischen Gleichgewicht entspricht die Emissionsintensität des Mediums

der eines schwarzen Körpers Ibv. κv ist der spektrale Absorptions/Emissionskoe�zient. Streu-

ungse�ekte sind vernachlässigt. Durch Integration der Bilanzgleichung über alle Raumwinkel

sowie den gesamten spektralen Bereich ergibt sich der Strahlungsquellterm eines Volumenele-

ments dV pro Zeiteinheit, der dem Strahlungsquellterm Sh der Enthalpiegleichung gleichgesetzt

71
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werden kann [84]

Sh = −
∞∫
0

κv(4πIbv −Gv)dv wobei Gv =

∫
4π

Iv(s)dΩ . (4.1.2)

Die Bilanzgleichung wird nun für das betrachtete Volumenelement interpretiert. Gv beschreibt

die pro Zeiteinheit vom umgebenden Medium einfallende Strahlung und
∫∞
0
κv4πTIbvdv die

Strahlung, die das Volumenelement pro Zeiteinheit emittiert. Zur Bestimmung des Quellterms

Sh muÿ Iv(s) über die Lösung der RTE nach Gl. (4.1.1) bestimmt werden. Hierzu gibt es eine

Vielzahl verschiedener Ansätze, beispielshalber die Strahlungsverfolgungsmethode (Raytrac-

ing), Kugel�ächenfunktionen (Spherical Hamonics Method), die Diskrete-Ordinaten-Methode

(DOM) oder die Monte-Carlo-Methode. Die innerhalb der RTE auftretenden spekatralen Eigen-

schaften des Mediums κv können wiederum mit verschiedenen Ansätzen (narrow/wide band

methods, CK distribution method, ...) berechnet und mit den Lösungsansätzen für die RTE

kombiniert werden.

4.2 Wechselwirkung zwischen Turbulenz und Strahlung

Der spektrale Absorptionskoe�zient κv und die Strahlungsintensität Iv hängen stark nicht-

linear von der Temperatur ab. Turbulente Fluktuationen in der Temperatur haben deshalb

einen starken Ein�uss auf die Gröÿe des Strahlungsverlustes und damit über das Dichtefeld auf

das turbulente Strömungsfeld. Diese Kopplung wird als TRI (Turbulence Radiation Interac-

tion) bezeichnet. Wird die Koppelung vernachlässigt und die Strahlungseigenschaften aus den

Mittelwerten der Temperatur- und Speziesfelder berechnet, bewirkt dies eine Verringerung der

Strahlungsintensität um einen Faktor 2-3 [56]. Becker et al. [6] führen an, dass bei turbulenten

Di�usions�ammen die Fluktuationen der Strahlungsenergie entlang der Achse um 20-500 %

bezogen auf den Mittelwert schwanken. TRI sollte demzufolge bei der Simulation von Di�u-

sions�ammen berücksichtigt werden.

In der zeitlich gemittelten Form der turbulenten Enthalpietransportgleichung tritt der zeitlich

gemittelte Strahlungsquellterm 〈Sh〉 auf, welcher der zeitlich gemittelten Lösung der RTE

entspricht, die sich in di�erentieller Form ergibt zu

dIv(s)

ds
= −κvIv(s) + κvIbv . (4.2.1)

Aufgrund der oben bseschriebene starken Nichtlinearität zwischen κv ,Iv und der Temperatur,

können die Mittelwert κvIv(s) und κvIbv nicht über das Produkt ihrer Mittelwerte berechnet

werden. Vielmehr muss gelten

κvIbv = κv Ibv + κ′vI
′
bv 6= κv(Y, h)Ibv ,

κvIv = κv Iv + κ′vI
′
v 6= κv(Y, h)Iv . (4.2.2)
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Während die Erwartungswerte κv, Ibv und Iv einfach bestimmt werden können, wenn die PDF

der Spezies und der Temperatur bekannt ist, liegt die Schwierigkeit in der Modellierung der

Korrelationen der �uktuierenden Gröÿen κ′vI ′v (Absorptions-TRI) und κ′vI
′
bv (Emissions-TRI).

Oft werden diese mit der Bergründung vernachlässigt, dass im Fall optisch dünner, statistisch

unabhängiger turbulenter Wirbel der lokale, spektrale Absorptionskoe�zient nur schwach mit

der spektralen Strahlungsintensität korreliert, so dass κ′vI ′v ≈ 0. In der Literatur wird diese

Vereinfachung als OTFA (Optically Thin Flucutation Approximation ) bezeichnet. Einen um-

fassenden Überblick über den aktuellen Stand der TRI-Modellierung gibt [16].

4.3 Strahlungsmodell

In der vorliegenden Arbeit werden zwei Approximationen bei der Implementierung der Strah-

lungsverluste vorgenommen. Zum einen wird das betrachtete Volumenelement dV als grauer

Srahler angenommen. Gl. (4.1.2) vereinfacht sich so zu

Sh = −κ(4σT 4 −
∫
4π

I(s)dΩ) . (4.3.1)

σ ist die Stefan-Boltzmann-Konstante. Des weiteren wird das Medium als optisch dünn ide-

alisiert (Thin Layer Approximation), was bedeutet, dass emittierte Strahlung das Medium

passieren kann ohne absorbiert zu werden. Dies hat zur Folge, dass die auf das Volumenele-

ment dV einfallende Strahlung richtungsunabhängig immer der eines schwarzen Körpers bei

Umgebungstemperatur entspricht. Der Strahlungsquellterm ergibt sich so zu

Sh = −κ(4σT 4 − 4σT 4
∞) . (4.3.2)

Durch die Vernachlässigung der Absorption von Strahlung im Medium ist eine Überbestim-

mung des Energieverlusts zu erwarten. Soll Absorption berücksichtigt werden, so ist zur Quan-

ti�zierung der auf das Volumenelement dV einfallenden Strahlung
∫
I(s)dΩ Information aus

dem gesamten umgebenden Medium erforderlich. Dies macht Raytracing-Methoden unumgäng-

lich, was erheblich komplexere Lösungsalgorithmen erfordert, die in der vorliegenden Arbeit

nicht weiter verfolgt wurden.

Der Strahlungsquellterm in Gl. (4.3.2) tritt in geschlossener Form in der Transport-PDF-

Gleichung auf, weshalb keine Modellierung nötig ist.

4.4 Spektrale Eigenschaften

Im vorliegenden Ansatz werden ausschlieÿlich H2O , CO2 und Ruÿ als strahlende Komponenten

berücksichtigt. Unter Vernachlässigung sich überschneidender Absorptionsbanden kann der Ab-

sorptionskoe�zient κ als Summe der beteiligten absorbierenden/emittierenden Komponenten



74 Strahlung

dargestellt werden

κ =
∑

piαi = p(XH2O
αH2O

+XCO2
αCO2

) + fvαRuÿ . (4.4.1)

Die Absorptionskoe�zienten von αH2O
und αCO2

sind temperaturabhängig und werden aus

ge�tteten Polynomen [45] von Lösungen des RADCAL Codes [39] bestimmt. RADCAL be-

nutzt ein Narrow-Band Modell zur Bestimmung der spektralen Strahlungseigenschaften. Die

temperaturabhängige Formulierung des Ruÿabsorptionskoe�zienten

αRuÿ = −3.75e5 + 1.735e3 · T (4.4.2)

wurde aus [76] übernommen, die sich ihrerseits auf Howard [43] bezieht. αRuÿ liegt in der Einheit(
1
m

)
vor, wohingegen αH2O

und αCO2
in der Einheit

(
1

m·atm

)
mit

αi = c0,i + c1,i

(
1000

T

)
+ c2,i

(
1000

T

)2

+ c3,i

(
1000

T

)3

+ c4,i

(
1000

T

)4

+ c5,i

(
1000

T

)5

(4.4.3)

und den folgenden Konstanten berechnet werden

i c0,i c1,i c2,i c3,i c4,i c5,i

H2O -0,23093 -1,12390 9,41530 -2,99880 0,51382 -1,86840e-05

CO2 18,741 -121,310 273,500 -194,050 56,310 -5,8169

Tabelle 4.1: Polynomkonstanten für αH2O
und αCO2

[45].

Abbildung 4.4.1 zeigt die spektralen Absorptionskoe�zienten über die Temperatur aufgetragen.

Für H2O und CO2 werden die Polynome aus RADCAL [45] und Mauÿ [76] verglichen.

Abbildung 4.4.1: Absorptionskoe�zienten für CO2, H2O nach RADCAL [45] und Mauss [76]
sowie für Ruÿ [76].
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Im Zusammenhang mit Monte-Carlo-Simulationen von Jet�ammen sind in der Literatur auch

höherwertige Ansätze, als der hier verwendete, zu �nden. Li und Modest [68] integrieren den

Energieverlust durch Srahlung in die Transportgleichung einer thermo-chemischen PDF. Im

Unterschied zur vorliegenden Arbeit wird jedoch nicht die Vereinfachung eines optisch dün-

nen Mediums angewandt, sondern die einfallende Strahlung über eine full-spectrum correlated

k-distriubtion Methode, gekoppelt mit einem P1-Verfahren, beschrieben. Es wird die OTFA

Approximation angewandt, in der die Absorptions-TRI vernachlässigt bleibt. Tesse et al. [108]

simulieren eine ruÿende Ethylen-Flamme und berücksichtigen erstmals auch die Absorptions-

TRI in ihrem Ansatz. Sie verwenden ein Transport-PDF-Verfahren und konstruieren aus der

Lösung ein kontinuierliches Feld, aus dem dann mit einer Raytracing-Methode alle Gröÿen der

TRI berechnet werden können. Wang et al. [112] vereinfachen diesen Ansatz. Sie umgehen die

Feldrekonstruktion, indem sie ein Raytracing-Verfahren für diskret verteilte Medien entwickeln,

wie sie in Monte-Carlo-Verfahren auftreten. Auch hier werden Emissions- und Absorptions-TRI

voll gelöst. Es zeigt sich, dass TRI generell einen groÿen Ein�uss auf den Strahlungsverlust von

turbulenten Flammen hat. Die Emissions-TRI macht den Groÿteil des Verlustes aus, wohinge-

gen die Absorptions-TRI keinen Ein�uss auf den Nettoverlust hat und nur lokal in optisch

dicken Flammen eine Rolle spielt. In ruÿenden Flammen kann TRI aufgrund der stark negativen

Korrelation zwischen Temperatur- und Ruÿvolumenbruch�uktuationen die Strahlungsintensität

einer Flamme sowohl erhöhen, als auch verringern [16]. Generell beein�ussen sowohl Absorp-

tionse�ekte des Mediums als auch die Emissions- und Absorptions-TRI den Strahlungsverlust

in ruÿenden Flammen deutlich.





5 Validierung der Algorithmen

Das folgende Kapitel widmet sich der Validierung der vorgestellten Modelle. Abschnitt 5.1 legt

die Modell-Konstanten des Turbulenz-Modells fest. In 5.2 folgt die Validierung der hybriden

FV/PDF-Algorithmus anhand reagierender, turbulenter Methan/Luft-Di�usions�ammen. Das

Ruÿmodell wird anschlieÿend mit Simulationen einer ruÿenden, turbulenten Ethylen-Di�usions-

�amme in Abschnitt 5.3 getestet.

5.1 Ausbreitungsrate eines runden, nicht-reagierenden

Jets

In allen Simulationen wird die Turbulenz im FV-Löser mit dem Standard-k-ε-Modell geschlos-

sen. Dieses ist bekannt dafür, die Ausbreitungsrate planarer Jets zufrieden stellend zu mo-

dellieren, wohingegen die Ausbreitungsrate von runden, axial-symmetrischen Jets bis zu 40%

überbestimmt wird. Pope [91] erklärt dieses Verhalten über Wirbelringe, die gestreckt werden,

währenddem sie in radialer Richtung nach auÿen wandern. Dadurch erhöht sich ihre Frequenz,

was wiederum den Zerfall der Wirbel in kleinere Strukturen anfacht und die Dissipation erhöht.

Damit verringert sich die turbulente kinetische Energie und mit ihr die turbulente Viskosität

µt ∼ k2

ε
. Die Ausbreitungsrate reduziert sich gegenüber der eines planaren Jets.

Um dieses Phänomen in den Simulationen zu berücksichtigen, muss das k-ε-Modell angepasst

werden. Dies kann entweder durch die Einführung eines neuen Produktionsterms in der Dissipa-

tionsgleichung geschehen [91], oder durch die Anpassung der Modell-Konstanten Cε1 und/oder

Cε2 in der Dissipationsgleichung. In der vorliegenden Arbeit wurde die Modellkonstante Cε1
angepasst. Hierzu wurden Simulationen für einen nicht-reagierenden, runden Jet durchgeführt

und mit Experimenten von Hussein et al. [46] verglichen. Die Streckungsrate S = dr1/2(x)/dx

ist im selbst-ähnlichen Gebiet des Jets konstant. r1/2(x) bezeichnet den radialen Abstand von

der Jetachse im Punkt x, an dem die Axialgeschwindigkeit nur noch die Hälfte des Wertes

beträgt, der auf der Jetachse vorliegt. Im Experiment von Hussein et al. [46] bewegte sich der

Wert der Streckungsrate S zwischen 0, 094− 0, 102 im selbst-ähnlichen Gebiet des Jets. Dieser

Bereich ist in Abb. 5.1.1 mit horizontalen Linien entlang der Jetachse eingezeichnet. Es sind

auÿerdem die Ergebnisse für Simulationen mit Cε1 = 1, 55 und Cε1 = 1, 6 dargestellt. Die beste

Übereinstimmung der experimentellen und numerischen Resultate ergab sich für Cε1 = 1, 55.

Interessant ist auch der Vergleich der Axialgeschwindigkeit entlang der Jetachse ucl im selbst-

ähnlichen Bereich (x/D ≥ 20) in Abb. 5.1.2 . Die experimentellen Ergebnisse sind über die

77
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Abbildung 5.1.1: Ausbreitungsrate eines run-
den Jets entlang der Je-
tachse.

Abbildung 5.1.2: Axiale Geschwindigkeit eines
runden Jets entlang der Je-
tachse.

Formel uinflow/ucl = (B/(x − x0)/D)−1 analytisch approximiert und für zwei verschiedene

Werte von B symbolisch eingetragen. uinflow bezeichnet die konstante Einströmgeschwindigkeit

des Jets. Die beste Übereinstimmung ergab sich für Cε1 = 1, 54, weshalb dieser Wert in allen

folgenden Simulationen (wenn nicht anders vermerkt) Anwendung �ndet. Die übrigen Konstan-

ten des k-ε-Modells werden mit Cε2 = 1, 92 und Cµ = 0, 09 in allen Rechnungen belegt. Die

hier vorgenommene Analyse deckt sich mit den Ergebnissen von Raman et al. [96].

Die Variation der Modell-Konstante Cε1 bewirkt eine globale Verringerung der turbulenten

kinetischen Energie im Rechengebiet. Die Jetausbreitungsrate wird dadurch korrekt wiederge-

geben. Es sind jedoch keine eindeutigen Aussagen über den Ein�uss an anderen Stellen, wie

beispielsweise dem Varianzabfall entlang der Jetachse möglich.

5.2 Turbulente Methan/Luft-Jet�amme

Zur Validierung des reaktiven Teils des hybriden FV/PDF-Algorithmus wurden turbulente

Methan/Luft-Di�usions�ammen des TNF-Workshops (Turbulent Nonpremixed Flames) ver-

wendet [44]. Aufgrund der verfügbaren umfangreichen Datenbank sind diese Flammen Stan-

dardtestfälle zur Validierung turbulenter, reaktiver Strömungslöser, und hier im Speziellen von

Transport-PDF-Verfahren [13, 14, 47, 49, 51, 68, 87, 96, 106, 112, 113, 120].

5.2.1 Beschreibung des Experiments

Die Datenbank der im Rahmen des TNF-Workshops experimentell untersuchten Flammen ist

im Internet frei verfügbar [44]. Die Spezies- und Temperaturmessungen wurden von Barlow

et al. [2] an den Sandia-Laboratorien vorgenommen, die Geschwindigkeitsmessungen stammen

von der Universität Darmstadt und sind in Schneider et al. [99] verö�entlicht.
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Es handelt sich um sechs mit kleinen Pilot-Brennern stabilisierte Jet�ammen (A bis F), die

sich in den Einlassgeschwindigkeiten von Brennsto�- und Pilotstrom unterscheiden. Es wer-

den Reynolds-Zahlen von 1100 bis 44800 erreicht und damit Kon�gurationen im laminaren,

transienten und turbulenten Regime abgedeckt.

Ein Fokus der Experimente lag auf der Untersuchung des Verhältnisses von molekularer Di�u-

sion und turbulentem Transport in Abhängigkeit von der Reynods-Zahl. Die experimentellen

Daten wurden hierfür mit Ergebnissen aus Simulationen laminarer Gegenstrom�ammen ver-

glichen. Es zeigte sich ein deutlicher Ein�uss der molekularen Di�usion bei den Flammen

kleiner Reynolds-Zahl (A und B). Bei den Flammen D bis F überwog der turbulente Transport

die molekulare Di�usion in Gebieten fernab der Düse derart, dass die Annahme konstanter

Di�usionskoe�zienten und damit Le = 1 gerechtfertigt ist. Lediglich in Düsennähe ist auch

für groÿe Reynods-Zahlen ein Ein�uss der molekularen Di�usion nicht auszuschlieÿen [2, 3].

Weiterhin wurde untersucht, wie sich die Erhöhung der Reynods-Zahl und der damit einherge-

hende verstärkte turbulente Transport auf die lokale Flammenverlöschung und die Bildung von

Zwischenprodukten wie OH, CO und NO auswirkt.

Die Experimente fanden unter atmosphärischem Druck statt. Der experimentelle Aufbau ist

schematisch in Abbildung 5.2.1 dargestellt. Der Brennsto�strom ist eine Mischung aus 25 Volu-

menprozent Methan und 75 Volumenprozent trockener Luft und tritt aus einer Düse mit einem

Durchmesser von D = 7, 2 mm aus. Der Düsendurchmesser wird als Normierungsgröÿe in der

folgenden Auswertung verwendet. Der Pilotstrom tritt aus einem Rohr mit einem Durchmesser

von 18, 2 mm aus und besteht aus einer mageren (φ = 0, 77) vorverbrannten Mischung bei einer

Temperatur von 1880 K. Die Zusammensetzung der Mischung entspricht der Gleichgewichts-

zusammensetzung eines Methan/Luft-Gemisches mit gleichem φ = 0, 77 und der selben totalen

Enthalpie. Ein Luftstrom umströmt die Anordnung mit 0, 9 m/s. Die exakten Einströmpro�le

von Geschwindigkeit und turbulenter kinetischer Energie sind in der Datenbank verfügbar. Die

vorliegende Arbeit untersucht die Flammen D und F, deren Randbedingungen in Tabelle 5.1

zusammengefasst sind.
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Abbildung 5.2.1: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus.
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Brennsto� Pilot Luft Systematischer
Messfehler

YCH4 0,156 - -

YO2 0,1967 0,054 0,233

YN2 0,6473 0,7342 0,767 3 %

YCO2 - 0,1098 - 4 %

YH2O - 0,0942 - 4 %

YCO - 0,00407 - 10-20 %

YOH - 0,0028 - 10 %

YO - 7,47e-4 -

YH - 2,48e-5 -

YH2 - 1,29e-4 - 6-12 %

Enthalpie (kJ/kg) -733,52 -208,73 -7,18

Temperatur (K) 294 1880 291 3 %

Flamme D: ū (m/s) 49,6 11,4 0,9

Flamme F: ū (m/s) 99,2 22,8 0,9

Tabelle 5.1: Randbedingungen der Sandia-Flammen D und F.

Über Rayleigh- und Raman-Scattering wurden die Konzentrationen der Hauptspezies N2, O2,

H2O, H2, CH4 und CO2 sowie die Temperatur gemessen. Die Konzentrationen von OH und NO

wurden über lineare LIF-Messungen bestimmt, die CO-Konzentrationen mit Zwei-Photonen-

LIF. Tabelle 5.1 beinhaltet neben den Randbedingungen teilweise auch die systematischen

Fehler der einzelnen Messungen [3]. Der systematische Fehler für NO beträgt 10-20 %. Für

die Messungen der mittleren Geschwindigkeiten wird in [99] ein statistischer Fehler unter 5 %

angegeben, für die Geschwindigkeits�uktuationen liegt die Genauigkeit im Bereich von 10 %.

In der umfangreichen Datenbank sind die vorgestellten Messgröÿen entlang der Jetachse sowie in

neun radialen Pro�len verfügbar, die sich über das Intervall x/D = 1 bis 75 erstrecken. Sowohl

Reynolds- also auch Favre-Mittelwerte sind bereitgestellt. Für die Pro�le x/D = 7, 5 bis 75

liegen die Einzelschussdaten vor. In dieser Arbeit werden die Pro�le bis zur axialen Position

x/D = 30 mit Simulationsergebnissen verglichen. Weiter stromab sind die experimentellen

Daten aufgrund von Interferenzen in den Fluoreszenzmessungen durch groÿe Kohlenwassersto�e

fehlerbehaftet [3]. Dies gilt vor allem in brennsto�reichen Gebieten und müsste beim Vergleich

berücksichtigt werden. Die Region zwischen 10 < x/D < 25 und damit das radiale Pro�l an

der Position x/D = 15 ist besonders interessant, da hier die Flammenstreckung am gröÿten ist

und Verlöschungsphänomene am stärksten zum Tragen kommen.
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In der folgenden Auswertung wird der Mischungsbruch ξ verwendet, der sich nach Bilger [8]

über

ξ =
2(ZC − ZC,2)/MC + (ZH − ZH,2)/2MH

2(ZC,1 − ZC,2)/MC + (ZH,1 − ZH,2)/2MH

(5.2.1)

berechnet, wobei Zi der Elementmassenbruch des Sto�es i ist, und die Indices 1 und 2 für den

Brennsto�strom bzw. den Luftstrom stehen. Der Sauersto�anteil wird in dieser Formulierung

vernachlässigt.

5.2.2 Numerische Parameter

Das Rechengebiet erstreckt sich über 62, 5 D x 14 D in axialer und radialer Richtung und ist

mit 113 x 85 Zellen variierender Gröÿe diskretisiert. Alle Einlassrandbedingungen entsprechen

den Werten in Tabelle 5.1. Die Einlasspro�le der Geschwindigkeit und der turbulenten ki-

netischen Energie wurden aus der experimentellen Datenbank übernommen. Da es sich um

eine Freistrahl�amme handelt, ist die seitliche, den Jet einhüllende Randbedingung nicht be-

kannt. Um das Rechengebiet möglichst klein zu halten, wurde eine Einlassrandbedingung mit

u = 0, 5m/s und eine turbulenten Intensität von 10% aufgeprägt. Diese gewährleistet, dass keine

Rückzirkulationszone (vom Auslass ausgehend) im Rechengebiet induziert wird. Das turbulente

Längenmaÿ beträgt für alle Einlassrandbedingungen lt = 7, 2 · 10−4 m.

Der eingesetzte Methan-Reaktionsmechanismus mit 21 Spezies und 67 Reaktionen ist eine Re-

duktion des detaillierten Mechanismus nach [101] mit 91 Spezies und 766 Reaktionen. Er ist in

den Bereichen T0=700-1400 K, p=1-60 bar und φ=0,8-3,0 validiert.

Das Rechengebiet ist auf 14 Intel Xeon CPUs @ 2,83 GHz parallelisiert. Die Rechenzeit hängt

stark von der verwendeten Partikelzahl pro Zelle Npc ab. Mit Npc = 150 benötigt eine Iteration

ca. 50 s . Für die Sandia Flamme skaliert die Rechenzeit mit ∼ N0.76
pc , was einer Erhöhung der

Rechenzeit um den Faktor 2, 4 bei einer Verdoppelung der Partikelzahl entspricht.

Die hybride FV/PDF-Methode verwendet als Startlösung die Ergebnisse einer Flamelet-Rech-

nung, die sich durch ihre sehr geringe Rechenzeit auszeichnet. Die Hauptspeziesfelder, das

Temperaturfeld und alle Strömungsgröÿen werden zum Starten der FV/PDF-Methode ver-

wendet. Der Ansatz umgeht das lokale Zündungsproblem. Dieses tritt bei der Zündung in

selektierten Zellen in kalter Strömung aufgrund der groÿen, induzierten Spezies- und En-

thalpiegradienten auf. Es waren ca. 5000 Iterationen nötig, um einen statistisch stationären

Zustand zu erreichen. Weitere 10000 Iterationen mit zeitlich gemittelten Erwartungswerten

resultierten in einer glatten, konvergierten Lösung.

Im Folgenden werden Ergebnisse verschiedener Simulationen vorgestellt, in denen der Ein-

�uss einzelner Modellierungsparameter untersucht wird. Tabelle 5.2 fasst die verwendeten nu-

merischen Parameter der jeweiligen Simulation, die mit Di und Fi bezeichnet sind, zusammen.

In Zeile 1 ist die Referenzrechnung �REF� eingetragen. Lediglich die von der Referenzrechnung

abweichenden Parameter sind in der Tabelle gekennzeichnet.
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# Flamme Npc Cφ Sct Cε1 Mischungsmodell

REF D 50 2, 0 0, 7 1, 53 EMST

D1 D 100

D2 D 150

D3 D 1, 5

D4 D 1, 0

D5 D 1, 44

F1 F 3, 5 IEM

F2 F 1, 5

Tabelle 5.2: PDF-Simulationen der Sandia-Flammen D und F.

5.2.3 Ergebnisse

In der folgenden Analyse werden exemplarisch die axiale Geschwindigkeit u, die turbulente

kinetische Energie k, der Mischungsbruch ξ, die Temperatur T , sowie die Massenbrüche von

CO2 und CO ausgewertet. Alle nicht aufgeführten Gröÿen zeigen ein ähnliches Verhalten.

5.2.3.1 Konvergenzverhalten und statistischer Fehler

Abbildung 5.2.2 zeigt zwei typische Konvergenzverläufe einer hybriden FV/PDF-Simulation.

Exemplarisch ist für den FV-Löser das L2-Residuum der axialen Geschwindigkeit u dargestellt.

Als Konvergenzkriterium für den Monte-Carlo-Löser ist das Temperaturresiduum an einem

ausgewählten Punkt im Rechengebiet gezeigt. Es berechnet sich aus der Di�erenz des ak-

tuellen Termperaturmittelwerts zu dem der vorangegangenen Iteration. In Abb. 5.2.2 hat die

Simulation bereits einen statistisch stationären Zustand erreicht, der an der gleichmäÿigen Os-

zillation der Residuen sowohl im FV- als auch im PDF-Löser zu erkennen ist. Aus diesem

Zustand heraus wird ein zeitliches Mittelungsverfahren für die Erwartungswerte eingeschaltet.

Der Einschaltzeitpunkt ist mit der Iteration it = 0 in Abb. 5.2.2 gekennzeichnet. Durch das

Mittelungsverfahren wird der statistische Fehler reduziert, die Residuen reagieren schnell und

verringern sich deutlich, das Verfahren konvergiert.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des Algorithmus hängt stark von der Art des Mittelungsver-

fahrens ab. Die drei mit Gl. (2.5.28) eingeführten Varianten werden in Abb. 5.2.3 einander

gegenübergestellt. Anders als in Abb. 5.2.2 ist zur Verdeutlichung hier direkt der Konvergenz-

verlauf des Mittelwerts einer Variable (der Dichte) abgebildet. Das Verfahren konvergiert weit

stromab des Einlaufs in Achsennähe am langsamsten. Aus diesem Grund liegt der dargestellte

Überwachungspunkt in diesem Bereich. Wieder hat die Rechnung einen statistisch stationären

Zustand erreicht, wenn ab Iteration it = 0 die Zeitmittelung einsetzt. Diese bewirkt in allen

Mittelungsvarianten einen Anstieg des Dichtemittelwerts auf ein höheres Niveau. Durch die
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Abbildung 5.2.2: Konvergenzverläufe der axialen Geschwindigkeitskomponente (FV) und der
Temperatur (PDF) des hybriden FV/PDF-Verfahrens.

Mittelung verringert sich der statistische und damit der Biasfehler, so dass die Lösung in einen

neuen, statistisch stationären Zustand übergeht. Es zeigt sich, dass das Mittelungsverfahren

nach Wang et al. [113] mit nmax = 500 am schnellsten konvergiert, dann jedoch leicht os-

zilliert und keine glatte Lösung liefert. Sowohl die gleichgewichtete Mittelung, als auch das

Mittelungsverfahren nach Baurle [5] mit x = 1, 009 konvergieren deutlich langsamer in einen

glatten Endzustand. Die schnellere Konvergenz der Wang-Mittelung lässt sich durch die starke

Gewichtung des aktuellen Mittelwerts erklären. Der Grund der Schwingungen kann mit der Rei-

henentwicklung der Gewichtungsfaktoren der Ensemblemittel aus Gl. (2.5.29) erklärt werden.

Diese sind in Abb. 5.2.4 für die drei Varianten nach 5000 Iterationen dargestellt. Während im

Fall der Gleichgewichtung alle vorausgegangenen Ensemblemittelwerte bezüglich des aktuellen

Wertes gleichgewichtet sind, wichtet die Methode nach Wang et al. die Ensemblemittelwerte

nahe der aktuellen Iteration deutlich stärker, was vermutlich die Oszillationen induziert. Der

Ein�uss der sehr frühen Ensemblemittelwerte wird praktisch vernachlässigt.

Abbildung 5.2.3: Konvergenzverlauf mit zeit-
licher Mittelung der Er-
wartungswerte.

Abbildung 5.2.4: Gewichtungsfaktoren der
zeitlichen Mittelungsver-
fahren.
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5.2.3.2 Biasfehler und Partikelanzahl

Um die Konvergenz des Algorithmus mit steigender Partikelzahl zu überprüfen, wurden Si-

mulationen der Sandia-D-Flamme mit 50, 100 und 150 Partikeln pro Zelle durchgeführt. Es

wurde kein zeitliches Mittelungsverfahren angewendet. Damit kann der Biasfehler, der durch die

Rückkopplung eines statistischen Fehlers in den FV-Löser verursacht wird, bestimmt werden.

In Abb. 5.2.5 sind die normierten Mittelwerte der Temperatur (links) und der Geschwindigkeit

(rechts) über die reziproke Anzahl der Partikel pro Zelle N−1pc für verschiedene Punkte im

Rechengebiet aufgetragen. Es ergibt sich die erwartete lineare Skalierung der Mittelwerte mit

N−1pc , die auf die Reduktion des Biasfehlers bei wachsender Partikelzahl zurückzuführen ist und

damit die Konvergenz des Verfahrens mit steigender Partikelzahl belegt.

5.2.3.3 Vergleich mit experimentellen Daten

In den Abbn. 5.2.6, 5.2.7 und 5.2.8 werden die experimentellen Daten den Resultaten der

Simulation D2 gegenübergestellt und verschiedene Mittelwerte sowie Varianzen ausgewertet.

Die Pro�le der Axialgeschwindigkeit u und des Mischungsbruchs ξ entlang der Symmetrieachse

in Abb. 5.2.6 korrespondieren sehr gut mit den experimentellen Resultaten. Lediglich im Bereich

x/D = 25 bis 40 wird der Mischungsbruchs ξ etwas zu niedrig vorhergesagt. Die Temperatur

fällt in diesem Bereich zu hoch aus, was mit erhöhten CO2- und CO-Werten einhergeht. Im

selben Gebiet wird die turbulenten kinetischen Energie k entlang der Jetachse zu niedrig be-

stimmt, was einen Zusammenhang zu den ersten Beobachtungen vermuten lässt. Entsprechend

der Abnahme von k fallen die Fluktuationen aller thermo-chemischen Variablen in Abb. 5.2.6

ab der axialen Position x/D = 25 zu klein aus. Dieses Phänomen wird im nächsten Abschnitt

genauer untersucht.

Die Abbn. 5.2.7 und 5.2.8 zeigen radiale Pro�le der gleichen Simulation (D2) an den drei axialen

Positionen x/D = 7, 5, 15 und 30. Die Übereinstimmungen sind sehr gut. Abweichungen im Mi-

schungsbruch bei x/D = 15 und weiter stromab spiegeln sich erneut in zu hohen Temperatur-

und YCO2-Verläufen wider. Der Massenanteil von Kohlensto�monoxid wird hingegen sehr gut

Abbildung 5.2.5: Biasfehler der Mittelwerte von Temperatur und axialer Geschwindigkeit an
ausgewählten Punkten im Rechengebiet.



5.2 Turbulente Methan/Luft-Jet�amme 85

Abbildung 5.2.6: Pro�le entlang der Jetachse von verschiedenen Mittelwerten (linke Seite) und
Fluktuationen (rechte Seite) für die Sandia-D-Flamme.
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getro�en. Dieser Widerspruch kann im verwendeten Reaktionsmechanismus begründet liegen.

Der Energieverlust aufgrund von Strahlung wurde in den vorliegenden Rechnungen zwar ver-

nachlässigt, fällt allerdings so gering aus, dass die Überbestimmung der Temperatur hiermit

nicht erklärt werden kann. Die turbulente kinetische Energie weist gute Übereinstimmung mit

den experimentellen Daten im Mantelbereich der Flamme auf. In der Nähe der Jetachse fällt die

numerische Vorhersage der Werte zu klein aus, was schon in Abb. 5.2.6 beobachtet wurde. Ein

analoges Verhalten ist bei den Fluktuationen der thermo-chemischen Gröÿen zu beobachten.

5.2.3.4 Untersuchung zu den turbulenten Fluktuationen

Die numerischen Resultate der turbulenten Fluktuationen stimmen im Mantelbereich der Flam-

me sehr gut mit dem Experiment überein. Dagegen werden sie nahe der Jetachse stromab von

x/D = 25 zu klein vorhergesagt (siehe Abb. 5.2.6). Dies soll im Folgenden genauer untersucht

werden. Dazu wird der Ein�uss der Di�usionsprozesse und der Turbulenz-Modellierung auf die

turbulenten Fluktuationen analysiert.

Ein�uss von Di�usionsprozessen auf die turbulenten Fluktuationen. Im vorliegenden

PDF-Verfahren können die Di�usionsvorgänge durch zwei Modell-Konstanten beein�usst wer-

den. Einerseits durch die Konstante CΦ im Mischungsmodell, die die molekulare Mischung im

Zustandsraum kontrolliert. Und zum anderen durch die turbulente Schmidtzahl Sct, die die

turbulente Konvektion im physikalischen Raum beein�usst und invers in die Berechnung des

turbulenten Di�usionskoe�zienten im Transport-Modul des PDF-Verfahrens (siehe Gl. (2.5.7))

eingeht. Eine Verringerung von CΦ oder eine Vergröÿerung von Sct bewirken eine Verminderung

des jeweiligen Di�usionsprozesses und folglich eine Zunahme der Varianz.

Die Abbn. 5.2.9 und 5.2.10 vergleichen die axialen und radialen Pro�le von vier Simulation

und dem Experiment. Die radialen Pro�le sind nur für die Positionen x/D = 15 und x/D = 30

dargestellt. Die Variation von Cφ von 2, 0 (Referenzsimulation) auf 1, 5 (Simulation D3) zeigt in

den Mittelwerten aller Gröÿen nur einen sehr geringen Ein�uss. Lediglich die radialen Fluktua-

tionen der thermo-chemischen Variablen fallen im Mantelbereich geringfügig gröÿer aus, wie zu

erwarten war. Für CΦ →∞ gehen die Varianzen gegen Null [96]. Die Variation der turbulenten

Schmidt-Zahl Sct von 0, 7 auf 1, 0 (Simulation D4) wirkt sich hingegen deutlich auf die Mittel-

werte der thermo-chemischen Gröÿen aus, während die Rückkopplung auf die Geschwindigkeit

und turbulente kinetische Energie im Strömungsfeld gering ausfällt. Bis zur axialen Position

x/D = 40 stimmen die Mittelwerte der Simulation D4 in radialen und axialen Pro�len quanti-

tativ sehr gut mit den experimentellen Daten überein. Weiter stromab verschlechtert sich die

Übereinstimmung, der Temperaturabfall und damit die gesamte Reaktionskinetik werden nicht

mehr korrekt abgebildet. Der Verlauf der turbulenten Fluktuationen bleibt hingegen in allen

Pro�len von der Variation der turbulenten Schmidt-Zahl weitgehend unbeein�usst.

Ein�uss der Turbulenz-Modellierung auf die turbulenten Fluktuationen. Die turbulen-

ten Fluktuationen der thermo-chemischen Variablen sind stark an die Gröÿe der turbulenten
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Abbildung 5.2.7: Radiale Pro�le von verschiedenen Mittelwerten und Fluktuationen für die
Sandia-D-Flamme.
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Abbildung 5.2.8: Radiale Pro�le von verschiedenen Mittelwerten und Fluktuationen für die
Sandia-D-Flamme.

kinetischen Energie gekoppelt, die ihrerseits von den Konstanten des k-ε-Modells abhängt.

Diese wurden im Folgenden variiert, um die turbulente kinetische Energie und damit auch die

turbulenten Fluktuationen global zu erhöhen. Dafür wurde die Modell-Konstante Cε1 = 1, 53

auf ihren ursprünglichen Wert für planare Jets von Cε1 = 1, 44 zurückgesetzt. Sie geht in den

Dissipationsterm der turbulenten kinetischen Energie ein. Ihre Verringerung sollte eine globale

Erhöhung der turbulenten kinetischen Energie bewirken. Dies würde die Mischung beschleu-

nigen, die Verbrennung ginge schneller und die Ausbreitungsrate des Jets sollte überbestimmt
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Abbildung 5.2.9: Pro�le entlang der Jetachse von verschiedenen Mittelwerten (linke Seite) und
Fluktuationen (rechte Seite) für die Sandia-D-Flamme.



90 Validierung der Algorithmen

Abbildung 5.2.10: Radiale Pro�le von verschiedenen Mittelwerten und Fluktuationen für die
Sandia-D-Flamme.
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werden. Die axialen und radialen Pro�le in den Abbn. 5.2.9 und 5.2.10 (Simulation D5) bestäti-

gen das erwartete Verhalten. Die turbulente kinetische Energie k ist nun entlang der Jetachse

deutlich gröÿer, jedoch setzt der Abfall ab x/D = 20 ebenfalls zu früh ein. Das Verhalten

spiegelt sich in den Pro�len der turbulenten Fluktuationen wider. Deren Gröÿe wird stromab

von x/D = 20 durch die Variation von Cε1 nicht besser vorhergesagt.

Fazit. Die vorgestellten Variationen der Di�usionsprozesse in der Flamme und des Turbulenz-

Modells konnten die De�zite bei der Modellierung der turbulenten Fluktuationen in Jetach-

sennähe nicht beheben. Die Vermutung liegt nahe, dass das überbestimmte Abklingen der

turbulenten kinetischen Energie entlang der Jetachse für die niedrigen Werte der Fluktuatio-

nen verantwortlich sein könnte. Damit läge das Problem auf Seiten der Turbulenz-Modellierung.

Verbesserungen könnten über eine exaktere Modellierung der turbulenten Konvektion in der

PDF-Transportgleichung erreicht werden, beispielsweise über einen Reynols-Spannungs-Ansatz.

Aktuell ist im Verfahren ein Gradienten-Di�usionsansatz implementiert (in den Dt eingeht), der

anisotrope Turbulenz nicht abbilden kann. Alternativ könnten die turbulenten Geschwindigkeits-

�uktuationen im PDF-Verfahren berücksichtigt werden, indem statt der thermo-chemischen

eine Joint-Geschwindigkeits-PDF gelöst wird.

5.2.3.5 Modellierung der Flammenstabilisierung

Eine Schwierigkeit bei der Modellierung von nicht-vorgemischten Jet�ammen liegt häu�g in

der Flammenstabilisierung an der Brennerspitze. Sowohl in Experimenten als auch bei der nu-

merischen Simulationen ist dies ein bekanntes Problem [90]. Es ergibt sich aus der Tatsache,

dass bei nicht-vorgemischten Flammen die Reaktanden durch Di�usion in die Flammenfront

transportiert werden müssen, um reagieren zu können. Eine wichtige Gröÿe ist in diesem Zusam-

menhang (für den turbulenten Strömungsfall) die turbulente Flammengeschwindigkeit sT . Ob

eine Flamme stabilisiert, hängt vom Verhältnis zwischen sT und der lokalen, konvektiven Strö-

mungsgeschwindigkeit u ab. Hierbei werden drei Fälle unterschieden. Für u < sT stabilisiert

die Flamme an der Brennerspitze. Ist sT = u, so stabilisiert die Flamme exakt an dem Punkt,

an dem das Geschwindigkeitsgleichgewicht vorliegt. u > sT führt zum Erlöschen der Flamme.

Die Di�usionsgeschwindigkeiten und damit sT erhöhen sich unter dem Ein�uss der Turbulenz.

sT ist bis zu einem Maximalwert proportional zu den turbulenten Fluktuationen. Eine Er-

höhung des Turbulenzgrades verstärkt die Stabilisierung der Flamme nahe der Brennerspitze.

Dem entgegen steht die starke Sensitivität turbulenter Di�usions�ammen gegenüber Flam-

menstreckung. Überschreiten die Fluktuationen einen Maximalwert, so führt dies zu lokalem

Flammenverlöschen, was wiederum das Erlöschen der gesamten Flamme bewirken kann. In Ge-

bieten nahe der Brennerspitze ist auÿerdem eine Relaminarisierung der Strömung möglich. In

diesen Bereichen macht sich die molekulare Di�usion bemerkbar und kann die Stabilisierung

der Flamme beein�ussen. Aufgrund dieser komplexen Problematik werden in Experimenten tur-

bulente Di�usions�ammen oft durch Pilotströme (wie im vorliegenden Fall), vorgeheizte Luft-

oder Brennsto�zufuhr, oder verdrallte Einlassströme stabilisiert.
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Für die numerische Simulation ergeben sich im Zusammenhang mit der Flammenstabilisierung

zwei Herausforderungen. Zum einen muÿ das Turbulenz-Modell hinreichend genau die Turbu-

lenz wiedergeben, andererseits muss die molekulare Mischung (die sich von den turbulenten

Strukturen beein�usst sieht) korrekt modelliert werden. Die Schwachstellen des verwendeten

k-ε-Modells wurde bereits erläutert. Die Modellierung der molekularen Mischung ist die gröÿte

Unsicherheit des in dieser Arbeit verwendeten Transport-PDF-Ansatzes. Dies äuÿert sich in

der Sensitivität der Flammenstabilisierung in Bezug auf die Wahl des Mischungsmodells und

der Mischungsmodell-Konstante Cφ. Wird bei der Simulation der Flammen D und F im IEM-

Modell eine Konstante Cφ < 3, 5 gewählt, so ist trotz Pilotstrom keine Stabilisierung möglich,

die Flamme verlöscht. Dieses Verhalten wird von anderen Autoren [14, 96] bestätigt. Bei der

Verwendung des EMST-Modells stabilisiert die Flamme, unabhängig vom gewählten Cφ immer

an der Düsenspitze, was vermuten lässt, dass der Mischungsvorgang im Zündbereich realisti-

scher modelliert wird.

Das Phänomen der Flammenstabilisierung wurde von Barlow et al. [4] detailliert experimentell

untersucht. Im Mittelpunkt stand die Frage nach dem Zusammenhang zwischen Verlöschvor-

gängen und der Dissipationsrate im Zündgebiet. Dieses Experiment böte sich an, um die Güte

der numerischen Simulation bei der Modellierung der Flammenstabilisierung abzuschätzen.

5.2.3.6 Modellierung der Flammenverlöschung

Der folgende Abschnitt beschäftigt sich mit dem Phänomen der Flammenverlöschung. Hierzu

wird Flamme F untersucht, die sich von Flamme D durch eine gröÿere Eintrittsgeschwindigkeit

und damit einem erhöhten turbulenten Transport unterscheidet.

Vergeich der experimentellen Resultate von Flamme D und F. Die radialen Pro�le von

Flamme F sind an den drei axialen Positionen x/D =7,5, 15 und 30 in den Abbn. 5.2.11 und

5.2.12 dargestellt. Die Symbole stehen für die Resultate des Experiments mit Flamme F. Die

gepunkteten Linien sind die experimentellen Daten der Flamme D. Durch die stärkere Di�usion

in Flamme F nimmt der Mischungsbruch entlang der Symmetrieachse in radialer Richtung

etwas schneller ab. Die Varianz des Mischungsbruchs ist in Düsennähe höher als in Flamme D,

verringert sich stromab aber auch schneller aufgrund der erhöhten Mischung. Insgesamt fallen

die Auswirkungen auf den Mittelwert und die Varianz des Mischungsbruchs gering aus.

Der Ein�uss der höheren Reynolds-Zahl auf die Kinetik der Flamme ist dagegen erheblich, was

sich besonders deutlich in den radialen Temperaturpro�len bei x/D = 7, 5 und 15 zeigt. Flamme

F weist aufgrund von lokaler Verlöschung bis zu 500 K kleinere Temperaturen auf als Flamme D.

In diesem Gebiet ist die turbulente Zeitskala und damit die turbulente Mischungsrate deutlich

schneller als die kinetischen Zeitskalen. Es entstehen Spezieszusammensetzungen weitab des

chemischen Gleichgewichts, die durch lokales Flammenverlöschen hervorgerufen wurden. Weiter

stromab bei (x/D = 30) zündet die Flamme F erneut, was einen Temperaturanstieg bewirkt.

Die Flammenverlöschung spiegelt sich auch in den radialen Pro�len bei x/D = 7, 5 und 15
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Abbildung 5.2.11: Radiale Pro�le von verschiedenen Mittelwerten und Fluktuationen für die
Sandia-F-Flamme.
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Abbildung 5.2.12: Radiale Pro�le von verschiedenen Mittelwerten und Fluktuationen für die
Sandia-F-Flamme.

des CO2- und CO-Massenbruchs wider, die unterhalb denen der Flamme D liegen. Der CO-

Massenbruch in Flamme F fällt bis zur Hälfte kleiner aus. Die Gröÿenordnung und Struktur

der Varianzen von Mischungsbruch, Temperatur und Spezies sind in beiden Experimenten sehr

ähnlich.

Das Phänomen der Flammenverlöschung kann über Scatterplots dargestellt werden, bei de-

nen die im Experiment gemessenen Einzelschussdaten über den Mischungsbruch aufgetragen

werden. Jeder Punkt entspricht einer Messung. Abbildung 5.2.13 zeigt die Scatterplots der

Temperatur von Flamme D und F an der axialen Position x/D = 15. Die Farbkodierung der

Punkte bezeichnet die radiale Position, an der die jeweilige Messung vorgenommen wurde. In
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Abbildung 5.2.13: Scatterplots der Temperatur von Flamme D und F bei x/D = 15. Die Lin-
ie entspricht den Ergebnissen einer laminaren Gegenstrom�amme mit einer
Streckungsrate von a = 50 s−1. Die Symbole sind die konditionierten Mittel-
werte, die gestrichelte Linie markiert den stöchiometrischen Mischungsbruch
ξ = 0, 351.

Abb. 5.2.13 ist zum visuellen Vergleich auÿerdem die Ergebniskurve der Simulation einer lamina-

ren Gegenstrom�amme mit einer Streckungsrate von 50 s−1 eingezeichnet. Die Kurve be�ndet

sich aufgrund der relativ geringen Streckung nahe am chemischen Gleichgewicht. Sie wurde

der Literaturstelle [2] entnommen. In der Simulation der Gegenstrom-Di�usions�amme wurden

gleiche Di�usionskoe�zienten für alles Spezies verwendet. Dies ist in Bereichen gerechtfertigt,

in denen der turbulente Transport in den skalaren Strukturen deutlich gröÿer als die moleku-

lare Di�usion ist. In den betrachteten Graphen in Abb. 5.2.13 ist dieses Kriterium erfüllt. Die

Temperaturmesswerte der Flamme D liegen nahe an der Kurve des chemischen Gleichgewichts.

Die beobachtbare Streuung der Messwerte in brennsto�reichen Gebieten (ξ > 0, 351) ist Un-

sicherheiten im Mischungsbruch geschuldet (ca. 15 %) und beruht nicht auf lokaler Verlöschung

[2]. Dem entgegen liegen viele Messpunkte der Flamme F deutlich unterhalb der einhüllen-

den Kurve, die Zustände be�nden sich also stärker im chemischen Nicht-Gleichgewicht, lokale

Flammenverlöschung tritt auf. In den Scatterplots sind symbolisch auch die mit dem Mischungs-

bruch konditionierten Mittelwerte angegeben. Die Verlöschung in Flamme F bewirkt deutlich

niedrigere konditionierte Temperaturmittelwerte als sie in Flamme D auftreten.

Simulationsergebnisse. Die Abbn. 5.2.11, 5.2.12, sowie 5.2.14 bis 5.2.16 zeigen neben den

experimentellen Daten die Ergebnisse von zwei Simulationen der Flamme F, die mit unter-

schiedlichen Mischungsmodellen erzielt wurden. Die Simulation F1 benutzt das IEM-Modell

mit einer Mischungskonstante von Cφ = 3, 5 und die Simulation F2 das EMST-Modell mit

Cφ = 1, 5.

In den Abbn. 5.2.14 bis 5.2.16 werden die experimentellen Scatterplots der Temperatur, sowie

der Massenbrüche von CO2 und CO mit den Ergebnissen von Simulationen F1 und F2 ver-

glichen. Jeder Scatterplot stellt eine der drei axialen Positionen x/D = 7, 5, 15 und 30 dar mit
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Abbildung 5.2.14: Scatterplots der Temperatur. Dargestellt sind experimentelle Daten und die
Resultate der Simulationen F1 und F2 an den axialen Positionen x/D =
7, 5, 15 und 30.

allen Messpunkten bzw. Partikeln des Monte-Carlo-Lösers, die aus dem entsprechenden radi-

alen Pro�l extrahiert wurden. Hierbei muss beachtet werden, dass die dargestellten Messpunkte

nicht mit den extrahierten Partikeln übereinstimmen. Um dennoch einen qualitativ sinnvollen

Vergleich zu gewährleisten, ist in den Abbildungen eine ähnliche Anzahl an Punkten aufgetra-

gen. Auch die radialen Positionen der Messwerte und Partikel sind ähnlich (siehe Farbkodierung

in den Abbildungen). Die Massegewichtung der Partikel des Monte-Carlo-Lösers wird in den

Bildern nicht berücksichtigt.

Beide Mischungsmodelle reproduzieren die Flammenverlöschung in Flamme F, jedoch in deut-

lich geringerem Maÿ, als die experimentellen Daten erwarten lassen. Die Verlöschung sollte

mit wachsendem Abstand von der Düse zunehmen, was von keinem der Modelle wiedergege-

ben wird. Tatsächlich nimmt die schon moderate Verlöschung bei x/D = 7, 5 mit wachsendem

Abstand von der Düse noch weiter ab. Generell bilden die Scatterplots des EMST-Modells

das Verlöschen homogener ab, als das IEM-Modell. Aufgrund der fehlerhaften Modellierung

der lokalen Flammenverlöschung unterscheiden sich auch die konditionierten Mittelwerte der

Simulationen von denen des Experiments. Die radialen Pro�le der Mittelwerte der beiden Si-

mulationen (siehe Abbn. 5.2.11 und 5.2.12) spiegeln die unterbestimmte Verlöschung konsistent

in zu hohen Temperatur- und Speziespro�len wieder.
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Abbildung 5.2.15: Scatterplots des CO2-Massenbruchs. Dargestellt sind experimentelle Daten
und die Resultate der Simulationen F1 und F2 an den axialen Positionen
x/D = 7, 5, 15 und 30.

Die gröÿten Unterschiede zwischen den Simulationsergebnissen mit dem EMST- und IEM-

Modell treten im CO-Massenbruch auf, was die Sensitivität der Bildung von Zwischenprodukten

bezüglich der lokalen Komponentenzusammensetzung zeigt. Dies untermauert auch die Rele-

vanz der Mischungsmodellierung für exakte Schadsto�vorhersagen. Deutliche Unterschiede er-

geben sich ferner in der Gröÿe der Fluktuationen der thermo-chemischen Variablen, was jedoch

auch vom gewählten Cφ-Wert des jeweiligen Mischungsmodells beein�usst wird.

Bemerkenswert ist die gute Übereinstimmung der turbulenten kinetischen Energie mit den ex-

perimentellen Daten, die in Flamme D nicht erreicht werden konnte.

Fazit. Da auch das physikalisch höherwertige EMST-Modell die Verlöschung nicht repro-

duzieren kann, liegt die Vermutung nahe, dass auch hier die relativ einfache Turbulenz-Mo-

dellierung die Hauptunsicherheit des Ansatzes ist. Dies wird durch die Ergebnisse von Xu

et al. [120] untermauert, die die Flammenverlöschung der Flamme F deutlich besser vorher-

sagen. In deren Simulation kommt ein Joint-Geschwindigkeits-PDF Verfahren mit einem EMST-

Modell zum Einsatz, in dem die turbulenten Fluktuationen der Geschwindigkeit im PDF-Ansatz

berücksichtigt sind. Unsicherheiten können im vorliegenden Fall noch in der Zeitschrittab-

hängigkeit des Mischungsmodells liegen, die nicht getestet wurde.
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Abbildung 5.2.16: Scatterplots des CO-Massenbruchs. Dargestellt sind experimentelle Daten
und die Resultate der Simulationen F1 und F2 an den axialen Positionen
x/D = 7, 5, 15 und 30.
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5.3 Ruÿende, turbulente Ethylen-Jet�amme

In der Literatur sind bis zum Jahr 2009 nur wenige Experimente zu turbulenten, ruÿenden Jet-

�ammen dokumentiert. Untersuchungen, in denen sowohl Messungen des Ruÿvolumenbruchs als

auch der Temperatur vorliegen sind noch seltener [11, 17, 59, 122, 123]. Bei den Experimenten

werden Jet�ammen untersucht, die als Brennsto� Methan, Ethylen oder Kerosin verwenden und

die sich in der Reynolds-Zahl und dem angewandten Konzept zur Flammenstabilisierung unter-

scheiden. Alle Flammen sind durch eine groÿe räumliche Ausdehnung (bis zu 1 m), eine intensive

Leuchtkraft und damit groÿe Strahlungsverluste gekennzeichnet. Hier wird das Experiment von

Coppalle et al. [17] als Validierungstestfall gewählt, da nur in diesem auch die Varianzen von

Temperatur und Ruÿvolumenbruch angegeben sind. Zwei aktuellere [62, 66] Verö�entlichun-

gen, die zu diesem Thema erschienen konnten nicht genutzt werden, da die Flammen bei der

Simulation nicht stabilisiert werden konnten.

Die Flammen von Coppalle et al. wurden bereits von verschiedenen Forschergruppen mit

Transport-PDF-Verfahren simuliert [73, 82, 108, 125]. Zamuner et al. [125] verwendeten zur

Ruÿmodellierung einen ähnlichen Ansatz wie diese Arbeit. Die Geschwindigkeits- und Turbu-

lenzfelder wurden dort mit einem FV-Löser berechnet und die Verbrennung mit einem Ansatz

für schnelle Chemie gelöst. Ein Strahlungsquellterm wurde so angepasst, dass die axiale Tem-

peraturverteilung der Simulation den Resultaten des Experiments entsprach. Anschlieÿend

wurde die Gasphase und die Ruÿbildung mit einem detaillierten Mechanismus in einem Post-

Processing-Schritt unter Einsatz eines Lagrange'schen Monte-Carlo-Algorithmus gelöst. Dabei

blieben die voraus berechneten Strömungsgröÿen (einschlieÿlich der Temperatur) im Rechenge-

biet konstant. Auf dieser Arbeit aufbauend untersuchten anschlieÿend Tessé et al. [108] wie sich

die Modellierung der Strahlungsverluste auf die Wärmefreisetzung der Flamme auswirkt. Sie

entwickelten ein Monte-Carlo Strahlungsmodell, das ein CK-Modell (correlated-k) für die Gas-

phase verwendet. Es ergab sich ein Strahlungsverlust von 5, 5 kW, der in etwa 30 % der gesamten

Wärmefreisetzung der Flamme entspricht. Des weiteren wurde der Ein�uss der Wechselwirkung

zwischen Strahlung und Turbulenz (TRI) sowie der Vernachlässigung der Strahlungsabsorp-

tion im Medium untersucht. Wurde TRI nicht berücksichtigt, so resultierte dies in einem um

24 % unterschätzten Strahlungsverlust, was in der starken Nichtlinearität im Emissionsge-

setz begründet liegt. Die Vernachlässigung von Absorptionse�ekten überschätzte dagegen den

Strahlungsverlust um 60 %. Metha et al. [82] führten einen ähnlichen Vergleich durch, bei

dem der überschätzen Strahlungsverlust einen überbestimmten Temperaturabfall von maximal

150 K entlang der Jetachse bewirkte. Lindstedt et al. [73] verfolgten einen ähnlichen Ansatz

wie diese Arbeit, jedoch unter Verwendung einer impliziten, parabolischen Formulierung des

Lösungs-Algorithmus. Zur Stabilisierung der Flamme, wird die Ruÿbildung im ersten Abschnitt

des Strömungsgebiets bis zu einer de�nierten axialen Position über einen Flamelet-Ansatz gelöst

und erst anschlieÿend auf das PDF-Verfahren umgeschaltet. Die Turbulenz im FV-Löser wurde

durch ein Reynolds-Spannungs-Modell geschlossen.
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5.3.1 Beschreibung des Experiments

Coppalle und Joyeux untersuchten 1994 [17] drei Di�usions�ammen, die als Brennsto� pures

Ethylen verwenden, das aus einer Düse mit einem Durchmesser vonD = 4 mm in die unbewegte

umgebende Luft austritt (vergleiche Abb. 5.3.1). Es herrscht atmosphärischer Druck. Die drei

Flammen unterscheiden sich in ihrer Reynolds-Zahl bei konstant gehaltenem Brennsto�massen-

strom. In dieser Arbeit wurde Flamme I simuliert, die mit einer Reynolds-Zahl von 11800 den

höchsten Turbulenzgrad aufweist. Der Brennsto� verlässt die Düse mit einer Geschwindigkeit

von 29, 5 m/s und ist auf 322 K vorgeheizt. Für die Messungen wurde eine 5 mm Breite

Sonde in das Strömungsgebiet der Flamme eingeführt, mit der die Temperatur anhand von

Zwei-Farben Pyrometrie und der Ruÿvolumenbruch über Laserabsorptionsmessungen gemessen

wurde. Sowohl durch das Einbringen der Sonde in das Strömungsfeld, als auch durch den re-

lativ groÿen Messbereich von 5 mm sind Fehler in den Messdaten zu erwarten. Aufgrund der

groÿen räumlichen Ausdehnung der Flamme ist auch instationäres Verhalten an Positionen

weit stromab vom Brenner nicht auszuschlieÿen. Die Temperaturmessung bestimmt zwei spek-

trale Banden verschiedener Wellenlänge, um mit diesen die Temperatur über das Spektrum

eines schwarzen Strahlers zu ermitteln. Hierbei werden durch das nicht-lineare Strahlungsgesetz

höhere Temperaturen deutlich stärker gewichtet als niedrigere, was einen Temperaturmess-

fehler in Richtung hoher Temperaturen erzeugt. Da das optische Signal in Regionen hoher

Intermittenz, also an den Rändern der Flamme nur schwach aus�el, sind Ergebnisse der Tem-

peraturmessung ausschlieÿlich entlang der Flammenachse gegeben. Für den Ruÿvolumenbruch

liegen Messungen entlang der Flammenachse und an zwei radialen Positionen vor. Temperatur

und Ruÿverteilung wurden simultan gemessen und die Korrelation der Gröÿen ausgewertet.

5.3.2 Numerische Parameter

Das Rechengebiet erstreckt sich über 180 D x 25 D in axialer und radialer Richtung und ist

mit 157 x 59 Zellen variierender Gröÿe diskretisiert. Als Einlassrandbedingung des Brennsto�s

wurde ein Blockpro�l mit 29, 5 m/s bei einer Temperatur von 322 K vorgegeben. Da es sich

um eine Freistrahl�amme handelt, mussten die Randbedingungen des den Jet ummantelnden

Luftstroms derart angepasst werden, dass keine Rückströmung im Rechengebiet auftrat. Hierzu

wurde an den seitlichen Rändern des Rechengebiets eine Einströmrandbedingung mit u = 0, 05
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Abbildung 5.3.1: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus.
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m/s und v = −0, 04 m/s gesetzt. Dem Luftstrom in der Einlassebene des Jets wurde eine

Geschwindigkeit von 0, 2 m/s ebenfalls als Blockpro�l aufgeprägt. Die Temperatur beträgt

293 K. Beide Einlassströme haben eine turbulente Intensität von 10 % und ein turbulentes

Längenmaÿ von 2·10−4 m. Die Randbedingungen sind in Tab. 5.3 noch einmal zusammengefasst.

Der verwendete Reaktionsmechanismus ist eine Modi�kation des von Knystautas et al. [61] ent-

wickelten Mechanismus für Benzol/Luft-Mischungen. Die Gasphasen-Chemie wird bis zu den

Ruÿvorläufern Acetylen und Benzol modelliert und besteht aus 39 Spezies und 128 Reaktio-

nen. Vier zusätzliche PAH-Bins, der Ruÿmassenbruch und die Ruÿpartikeldichte wurden dem

Mechanismus beigefügt und beschreiben die PAH- und Ruÿbildung. Strahlung spielt, wie oben

erwähnt, eine wichtige Rolle und wurde, wie in Abschnitt 4 beschrieben, berücksichtigt.

Aus Gründen der Flammenstabilisierung musste im vorliegenden Testfall eine sehr kleine CFL

Zahl von CFL = 0, 05 gewählt werden. Die Konstante im IEM-Mischungsmodell ist Cφ = 3, 5.

Die FV/PDF-Rechnung startet auch in diesem Fall auf der Lösung einer Flamelet-Simulation.

Zur Beschleunigung der Rechnung wurde das Rechengebiet auf 24 Intel Xeon CPUs mit 2.83 GHz

verteilt. Die Rechenzeit ist stark abhängig von der verwendeten Partikelzahl pro Zelle Npc. Bei

Npc = 100 und den oben de�nierten numerischen Parametern, werden circa 32 s pro Iteration

benötigt. Als Zeitmittelungsverfahren wurde Gleichgewichtung verwendet. Die schnellere Mit-

telungmethode nach Wang mit nmax = 500 erzeugte Oszillationen in der Lösung. Nach circa

15000 Iterationen erreichte die Simulation einen statistisch stationären Zustand. Die Lösung

wurde anschlieÿend über weitere 15000 Iterationen gemittelt. Aufgrund der sehr langsamen

Konvergenz des Mittelungsverfahrens wurden die Rechnungen beendet, sobald das L2-Residuum

der axialen Geschwindigkeit und das Dichteresiduum des PDF-Lösers bestimmte Abbruchkri-

terien unterschritten.

Brennsto� Luft

YC2H4 1 -

YO2 - 0,233

YN2 - 0,767

Enthalpie (kJ/kg) 1923,909 -5,156

Temperatur (K) 322 293

ū (m/s) 29,5 0,2

Tabelle 5.3: Randbedingungen der Flamme I von Coppalle et al.



102 Validierung der Algorithmen

5.3.3 Ergebnisse

Im folgenden Abschnitt werden die Sensitivität der Flamme gegenüber verschiedenen numerischen

Parameter gezeigt und die satistischen Charakteristika der Flamme ausgewertet.

5.3.3.1 Ein�uss der Strahlung

In den Simulationen wird der Strahlungsverlust dem Kapitel 4 folgend berücksichtigt. Das Pro-

blem der Wechselwirkung zwischen Strahlung und Turbulenz wird hinsichtlich der Emissionen

des Mediums exakt gelöst. Absorptionse�ekte werden hingegen vernachlässigt, was nach [82]

und [108] einen zu groÿen gesamten Strahlungsverlust erwarten lässt. Dies bestätigt Abb. 5.3.2,

in der Pro�le der Temperatur und des Ruÿvolumenbruchs entlang der Jetachse dargestellt sind.

Die Simulationen beinhalten keine Gravitationse�ekte. Die Vernachlässigung von Strahlungsver-

lusten resultiert in einer deutlichen Überbestimmung der Temperatur und damit auch des

Ruÿvolumenbruchs entlang der Jetachse. Ihre Berücksichtigung führt hingegen zu Tempera-

turen, die bis zu 500 K unterhalb der experimentellen Werte liegen, während die Ruÿproduktion

gleichzeitig die richtige Gröÿenordnung tri�t.

Um eine bessere Übereinstimmung mit den experimentellen Daten zu erreichen, wurden die

zwei Parameter apsoot und Asobw1 angepasst. Der Absorptionskoe�zient des Ruÿes apsoot wurde

verringert auf apsoot = −2, 34 ·104+1, 084 ·102 ·T . Da die Ruÿstrahlung den weitaus gröÿten Teil
des Energieverlustes der Flamme ausmacht, beein�ussen bereits kleine Variationen von apsoot
das Temperaturfeld der Flamme deutlich. Der Parameter des Ruÿmodells Asobw1 bestimmt die

Ruÿbildungsrate aufgrund von Acetylen-Anlagerung. Dieser Vorgang ist der Hauptwachstums-

pfad in der Ruÿbildung, weshalb die globale Ruÿproduktion sehr sensibel auf Änderungen

dieser Gröÿe reagiert. Asobw1 wurde halbiert. Abbildung 5.3.2 zeigt die Auswirkungen, die die

Parameteranpassungen auf die Temperatur- und Ruÿvolumenbruchpro�le haben. Über apsoot
wird der Temperaturverlauf den experimentellen Werten angepasst, was sich auch deutlich

auf die Ruÿproduktion auswirkt. Dem entgegen zeigt die Variation von Asobw1 kaum Ein�uss

auf den Temperaturverlauf, wohingegen die Ruÿproduktion stark reagiert. In den folgenden

Simulationen sind Gravitationse�ekte berücksichtigt. Es werden durchgängig die angepassten

Modellparameter für apsoot und Asobw1 verwendet.

5.3.3.2 Vergleich mit experimentellen Daten

In Abb. 5.3.3 werden die numerischen Ergebnisse (Linien) des Testfalls mit den experimentellen

(Symbole) verglichen. Dargestellt sind die Mittelwerte (linke Seite) und die Varianzen (rechte

Seite) von Temperatur und Ruÿvolumenbruch entlang der Jetachse sowie entlang von zwei

radialen Linien (bei x/D = 57 und x/D = 85). Die Abbildungen zeigen Ergebnisse von jeweils

vier Simulationen. Die ersten drei unterscheiden sich in der Anzahl der Partikel pro Zelle (20,

50 und 100), die vierte verwendet ein feines Gitter. Die Pro�le lassen eine relativ langsame

Konvergenz des Verfahrens in Hinblick auf die verwendete Partikelzahl erkennen.
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Abbildung 5.3.2: Studie zu Parametern des Strahlungs- und Ruÿmodells.

Die Abbn. 5.3.2 und 5.3.3 zeigen Unterschiede im Temperaturpro�l entlang der Jetachse im

Bereich x/D > 80. Dies erklärt sich durch die Gravitationskraft, die in den Simulationen in

Abb. 5.3.3 berücksichtigt wurde und eine Streckung der Flamme bewirkt. Die Temperatur

wird ab x/D > 100 zu groÿ vorhergesagt. Die Ruÿproduktion setzt vor dem experimentell be-

stimmten Zeitpunkt ein, die maximale axiale Ruÿkonzentration der Simulationen übertri�t mit

2,2 ppm den experimentellen Wert um circa 30 %. Die Oxidation des Ruÿes entlang der Jetachse

liegt im Bereich der experimentellen Daten. Die beiden radialen Pro�le des Ruÿvolumenbruchs

zeigen eine zufrieden stellende Übereinstimmung.

In Abb. 5.3.3 werden auch die Varianzen (rechte Seite) von Temperatur und Ruÿvolumen-

bruch der experimentellen und numerischen Ergebnisse verglichen. Die in den Simulationen

berechneten Varianzen hängen stark von dem gewählten Volumen ab, aus dem das Partikel-

ensemble extrahiert wird. Es entspricht der Gröÿe des Messvolumens der eingeführten Sonde.

Die Temperatur�uktuationen im Experiment bewegen sich entlang der Jetachse im messbaren

Bereich des Experiments (> 1000 K) zwischen 100 und 350 K, während die Fluktuationen

in der Simulation im selben Bereich stets unter 100 K liegen. Aufgrund der oben erläuterten

groÿen Unsicherheiten in den experimentellen Daten gestaltet sich die Interpretation schwierig.

Speziell der letzte experimentell bestimmte Messwert bei x/D = 150 mit rms(T ′′) =350 K

ist fraglich. Die Gröÿe der turbulenten Fluktuation eines Skalars hängt vom lokalen mittleren

Gradienten des Skalars ab. Ohne lokale Gradienten können Fluktuationen nur durch Transport

hervorgehen. Es ist nicht klar, wie der Temperatur-RMS-Wert von 350 K bei x/D = 150 bei

nahezu konstanten Temperaturmittelwerten in diesem Bereich entsteht.

Die experimentell gemessenen Fluktuationen im Ruÿvolumenbruch liegen in der Gröÿenordnung

der gemessenen Mittelwerte. In der Simulation sind die Fluktuationen entlang der Jetachse

zu niedrig vorhergesagt und entsprechen lediglich circa. 20 % der berechneten Mittelwerte.

Die numerischen Resultate zeigen in den radialen Pro�len in Achsennähe konsistent zu kleine
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Fluktuationen, wohingegen diese im Mantelbereich in guter Übereinstimmung mit den experi-

mentellen Werten liegen. Die relativ kleinen Fluktuationen entlang der Jetachse traten analog

in den Simulationsergebnissen der Sandia-Flammen in Abschnitt 5.2.3 fernab der Düse bei

x/D > 40 auf.

5.3.3.3 Räumliche und zeitliche Diskretisierung / Flammenstabilisierung

Beim untersuchten Testfall handelt es sich um eine selbst-stabilisierende Flamme. Damit stellt

sich auch hier die bereits in Abschnitt 5.2 behandelte Problematik der Flammenstabilisierung.

Durch eine Variation der Mischungsmodell-Konstante Cφ im IEM-Modell konnte die Flamme

nicht stabilisiert werden. Das Problem trat unabhängig vom gewählten Reaktionsmechanismus

auf, was Testrechnungen die alternativ einen zweiten Ethylenmechnismus nach Slavinskaya et

al. [101] verwendeten zeigten. Ein Erlöschen der Flamme trat auch unabhängig von der An-

zahl der Partikel pro Zelle auf. Die Simulationen reagierten jedoch äuÿerst sensibel auf die

Wahl der CFL-Zahl und damit auf den lokalen Zeitschritt. Während bei einer CFL-Zahl von

0, 4 die Flamme verlöschte, stabilisierte sie bei kleineren Werten nahe der Brennerspitze (siehe

Abb. 5.3.4). Eine exakte Erklärung dieses Verhaltens fällt schwer, da die CFL-Zahl den konvek-

tiven und turbulenten Transport der PDF beein�usst, und damit indirekt das Mischungs- und

Chemiemodul. Verbesserungen könnten durch die Berücksichtigung von Wärmeleitungse�ekten

und partieller Di�usion bei der Herleitung der PDF-Transportgleichung erreicht werden [29]. Es

ist anzunehmen, dass sich die relativ ungenaue Turbulenzmodellierung des k-ε-Modells ebenfalls

auf die Flammenstabilisierung auswirkt. Auch können Gebiete auftreten, in denen eine Lami-

narisierung der Strömung auftritt. Dieses Phänomen wird mit dem verwendeten Algorithmus

nicht modelliert, kann die Flammenstabilisierung jedoch beein�ussen.

Die starke Abhängigkeit der Lösung von der zeitlichen Diskretisierung lässt einen Ein�uss der

räumlichen Diskretisierung im Zündbereich der Flamme vermuten. Dies stellt Abb. 5.3.4 dar,

die auch den Konturgraphen der Temperatur einer Simulation mit verfeinertem Gitter (244

x 59 Zellen) enthält. Die Verfeinerung bewirkt eine Vergröÿerung der Abhebehöhe. Dies kann

zum Teil auf die Interpolationsmethode im Mischungsmodel zurückgeführt werden, die von

der räumlichen Diskretisierung abhängt. Die axialen und radialen Pro�le der Simulation mit

verfeinertem Gitter sind in Abb. 5.3.3 eingetragen. Die Unterschiede fallen gering aus.

Zusammenfassend zeigen diese Ergebnisse die starke Abhängigkeit der Abhebehöhe der Flamme

von der räumlichen und zeitlichen Diskretisierung, die bis zum vollen Verlöschen der Flamme

führen kann. Es zeigte sich jedoch auch, dass sich die Abhebehöhe der Flamme im Fall einer

Stabilisierung nur sehr gering auf die Mittelwerte fernab der Düse im Rechengebiet auswirkt.

Im Experiment ist keine Information über die tatsächliche Abhebehöhe der Flamme gegeben.

5.3.3.4 Konturgraphen

Um einen visuellen Eindruck der Flamme zu vermitteln, werden in Abb. 5.3.5 Konturgraphen

der Temperatur, der Massenbrüche der Ruÿvorläufer Acetylen und Benzol, sowie der ersten
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Abbildung 5.3.3: Studie zur Anzahl der Partikel pro Zelle und Gitterverfeinerung.
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Abbildung 5.3.4: Konturgraphen der Temperatur im Nahbereich des Brenners. Dargestellt sind
Simulationen mit variierender CFL-Zahl und verschiedenen Gittern.

PAH-Klasse, des Ruÿvolumenbruchs und der Ruÿpartikeldichte dargestellt. Die folgenden Haupt-

charakteristika der Ruÿverteilung werden reproduziert. In Düsennähe �ndet die Ruÿbildung auf

der brennsto�reichen Seite der Flamme statt [59, 100]. Der stöchiometrische Mischungsbruch

ist als schwarze Linie im Konturgraph des Ruÿvolumenbruchs gegeben (φstö = 0, 0646). Mit

wachsendem Abstand von der Düse bewegt sich der maximale Ruÿvolumenbruch in Richtung

Jetachse. Weiter stromab reduziert sich der Ruÿ durch Oxidation. Die dargestellte Simulation

verwendet 100 Partikel pro Zelle und das grobe Rechengitter.

5.3.3.5 Statistische Analyse anhand von Scatterplots

Die Statistik der Turbulenz in der Flamme wird in Abb. 5.3.6 anhand von Scattergraphen

der Temperatur und des Ruÿvolumenbruchs dargestellt. Die Partikel wurden entlang der ra-

dialen Pro�le an den drei axialen Positionen x/D = 34, 57 und 85 extrahiert. Die radiale

Position der einzelnen Partikel ist über die Farbkodierung in den Graphen erkennbar. Die

über dem Mischungsbruch aufgetragenen Temperaturverteilungen (rechte Seite) zeigen nur ein

geringes Maÿ an Streuung. Die Streckung der Flamme ist demnach gering, die Reaktionen laufen

mischungsgesteuert ab. Die Graphen des Ruÿvolumenbruchs zeigen dagegen eine groÿe Streuung

an den einzelnen Mischungsbruchwerten. Ein ähnliches Verhalten hat auch Lignell et al. [69, 70]

in DNS-Simulationen einer planaren, nicht-vorgemischten Ethylen-Jet�amme beobachtet. Um

eine Analogie zur vorliegenden axialsymmetrischen Labor�amme herzustellen, wählten sie in

ihren Simulationen einen Turbulenzgrad in gleicher Gröÿenordnung. Die groÿe Streuung im

Ruÿvolumenbruch führen sie auf die relativ langsamen Ruÿ-Nukleations- und Wachstumsraten

zurück. Auÿerdem wiesen sie nach, dass di�erentielle Di�usion zwischen den Gasphasen-Spezies

und den Ruÿpartikeln eine Streuung im Mischungsraum bewirkt. Der zweite E�ekt tritt auf-

grund der vernachlässigten di�erentiellen Di�usion in den vorliegenden Simulationen nicht auf.
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Abbildung 5.3.5: Konturgraphen der Temperatur, der Massenbrüche der Ruÿvorläufer Acetylen
und Benzol sowie der ersten PAH-Klasse, des Ruÿvolumenbruchs und der
Ruÿpartikeldichte.

Abbildung 5.3.7 zeigt die Korrelation zwischen Mischungsbruch, Temperatur und Ruÿvolumen-

bruch an der Position x/D = 34. Es ist sofort ersichtlich, dass sogar für Flammen, die sich nahe

am chemischen Gleichgewicht be�nden, keine explizite Korrelation zwischen Mischungsbruch

und Ruÿvolumenbruch feststellbar ist.

5.3.3.6 Statistische Analyse andhand lokaler PDF-Strukturen

Die Abbn. 5.3.8 und 5.3.9 zeigen die PDF-Strukturen des Ruÿvolumenbruchs und der Tempe-

ratur an 15 verschiedenen Punkten im Rechengebiet. Diese Punkte sind zur Veranschaulichung

im Konturgraphen der Temperatur in Abb. 5.3.5 eingetragen.

Entlang der Jetachse bei y = 0 zeigen die PDF des Ruÿvolumenbruchs eine gauÿförmige Verteil-

ung. Mit wachsendem Abstand vom Brenner nimmt die Varianz zu, die PDF werden breiter und
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Abbildung 5.3.6: Scatterplots des Ruÿvolumenbruchs (links) und der Temperatur (rechts) in
Abhängigkeit vom Mischungsbruch. Die Partikel wurden entlang der radialen
Pro�le an drei axialen Positionen extrahiert.

erscheinen rechtsseitig abgeschnitten. Ein Maximalwert von 2,5 ppm wird nie überschritten. An

den Positionen x/D = 61− 100 liegen an der Jetachse auch experimentell ermittelte PDF des

Ruÿvolumenbruchs und der Temperatur vor. Für Werte von fv < 0, 2 ppm war das Messsignal

sehr verrauscht, so dass dort keine brauchbaren Daten mehr vorliegen. In Abb. 5.3.8 treten

im Ruÿvolumenbruch deutliche Abweichungen zwischen Simulation und Experiment auf, was

durch die groÿen Unterschiede in den Varianzverläufen entlang der Achse zu erwarten war. An

der Position x/D = 61 zeigt auch die experimentell ermittelten PDF eine gauÿförmige Verteil-

ung. Ihr Mittelwert liegt unterhalb des Wertes der Simulation, was in der später einsetzenden

Ruÿproduktion begründet liegt. Weiter stromab nehmen die experimentell ermittelten PDF eine

gleichverteilte Form an, der maximal auftretende Ruÿvolumenbruch liegt bei circa 0,4 ppm. Die

Verteilungen entlang der radialen Position y = 2D zeigen ein ähnliches Verhalten. Die Linie
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Abbildung 5.3.7: Scatterplots zur Darstellung der Korrelation zwischen Temperatur und Ruÿ-
volumenbruch an der Position x/D = 34.

y = 7D be�ndet sich im Mantelbereich der Ruÿproduktion. Kleine Ruÿpartikel bzw. kein Ruÿ

tritt dort mit einer sehr hohen Wahrscheinlichkeit auf.

Abbildung 5.3.9 zeigt die PDF der Temperatur an den 15 oben beschriebenen Punkten. Um

eine möglichst detaillierte Darstellung zu ermöglichen, ist die maximal erreichte Wahrschein-

lichkeit in jedem Graph angegeben. Auf der Jetachse (y = 0) zeichnen sich die experimentell

gemessenen Temperatur-PDF durch eine gröÿere Varianz als in der Simulation aus. In beiden

Fällen bleibt jedoch eine gauÿförmige Struktur der PDF stromab des Brenners erhalten. In

Richtung Mantelbereich in Punkten auf den Linien y = 2D und y = 7D verbreitern sich die

PDF der Simulation.

Während die Temperatur-PDF zufrieden stellend mit den experimentellen Daten übereinstim-

men, bleibt die Frage o�en, warum die PDF des Ruÿvolumenbruchs derart starke Unterschiede

zeigen. Eine tiefer gehende Analyse erscheint aufgrund der oben erwähnten Unsicherheiten in

den experimentellen Daten fragwürdig und würde zudem weitaus detailliertere experimentelle

Daten erfordern.
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Abbildung 5.3.8: PDF des Ruÿvolumenbruchs an 15 verschiedenen Punkten im Strömungsge-
biet. Histogramme zeigen Ergebnisse der Simulation, Linien experimentelle
Daten.
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Abbildung 5.3.9: PDF der Temperatur an 15 verschiedenen Punkten im Strömungsgebiet. His-
togramme zeigen Ergebnisse der Simulation, Linien experimentelle Daten.





6 Weitere Untersuchungen

Auf der Algorithmus-Validierung im vorangegangenen Kapitel aufbauend, widmen sich die fol-

genden Abschnitte 6.1 und 6.2 dem Phänomen der Wechselwirkung zwischen Turbulenz und

Chemie in turbulenten Verbrennungsvorgängen. Es soll der Ein�uss von verschiedenen Mo-

dellierungsansätzen auf die Simulationsergebnisse untersucht werden. Das Kapitel schlieÿt mit

Abschnitt 6.3, der sich mit der Frage auseinandersetzt, welche Fehler bei der Ruÿsimulation in

einem Post-Processing-Schritt abgekoppelt von der Hauptrechnung entstehen.

6.1 Analyse zur Modellierung der

Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung

In turbulenten, reagierenden Strömungen tritt eine Wechselwirkung zwischen den turbulenten

Wirbeln und der Verbrennung auf. Wie stark sich die beiden Vorgänge gegenseitig beein�ussen

hängt maÿgeblich von den lokalen Zeitskalen ab. Bewegt sich die turbulente Zeitskala in der

Gröÿenordnung der chemischen, oder liegt sie darunter, so verändern die turbulenten Wirbel die

Flammenfront in Form und Struktur. Dieses Phänomen muss bei der numerischen Simulation

von turbulenten Verbrennungsvorgängen im mittleren Speziesquellterm berücksichtigt sein.

Transport-PDF-Verfahren haben hier ihre gröÿte Stärke, da der Speziesquellterm geschlos-

sen auftritt. In RANS-Verfahren muss der mittlere Speziesquellterm in der Speziestransport-

gleichung dagegen modelliert werden, beispielsweise mit Presumed-PDF-Verfahren, oder über

den Ansatz für laminare Chemie. Das Ziel der folgenden Analyse ist eine Abschätzung des

Fehlers, der durch die Modellierung im mittleren Speziesquellterm induziert wird.

Der folgende Abschnitt stellt vor, wie aus dem Partikelensemble einer FV/PDF-Simulation

der mittlere Speziesquellterm berechnet werden kann und wie sich aus den verschiedenen

Modellierungsansätze die Approximationen des mittleren Speziesquellterms ergeben. Die an-

schlieÿende Fehlerabschätzung der modellierten mittleren Quellterme setzt sich aus einer Darstel-

lung der einzelnen Fehleranteile, sowie einer Analyse des resultierenden Gesamtfehlers zusam-

men.

113
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6.1.1 Berechnung der mittleren Speziesquellterme

Die Berechnung der Speziesquellterme basiert auf dem modi�zierten Gasphasen-Reaktions-

mechanismus nach Knystautas et al. [61]. Das Ruÿmodell ist in Arrheniusform in den Mecha-

nismus integriert. Die Reaktionen der PAH- und Ruÿbildung sind darin als globale Reaktionen

mit rationalen Reaktionsordnungen gegeben.

Die Analyse verwendet die Ergebnisse einer Simulation der ruÿenden, turbulenten Ethylen-

Flamme [17] aus Abschnitt 5.3. Es wurden die Partikelensemble (bestehend aus circa 4000

Partikeln) an 7 verschiedenen Punkten (P1 bis P7) der Flamme extrahiert. Diese sind in Abb.

6.1.1 eingetragen. Die Punkte P1 und P2 be�nden sich im Zündbereich der Flamme, wo ma-

ximale Acetylen- bzw. Ruÿquellterme auftreten. Auch die Quellterme der PAH-Klassen sind

hier nahe an ihren Maximalwerten. Die Punkte weiter stromab liegen jeweils in Bereichen der

Ruÿbildung oder -oxidation.

Der mittlere Speziesquellterm 〈Sα〉 einer Spezies α des Partikelensembles in einem ausgewählten

Punkt berechnet sich nach Gl. (2.5.14) zu

〈Sα〉 =

∑Npc
p=1mpS

p
α∑Npc

p=1mp

(6.1.1)

und wird im Folgenden mit S
E

α = 〈Sα〉 bezeichnet. Sα ist der Quellterm einer Spezies α nach

Gl. (2.1.20)

Sα = Mα

Nr∑
r=1

(ν ′′α,r − ν ′α,r) (kf,r Πf,r − kb,r Πb,r) . (6.1.2)

Die Arrhenius-Geschwindigkeitskoe�zienten einer Reaktion r (kf Hinreaktion und kb Rück-

reaktion), folgen aus den Gln. (2.1.14) und (2.1.15). Πf und Πb stehen für das Produkt der

Spezieskonzentrationen der Hin- bzw. Rückreaktion mit

Πj = [XTH ]νTH
Nsp∏
β=1

[Xβ]νβ,j . (6.1.3)

Abbildung 6.1.1: Positionen im Rechengebiet der für die Quelltermanalyse extrahierten Punkte.
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S
E

α berücksichtigt die turbulenzbedingten Fluktuationen der Speziesmassenbrüche und der Tem-

peratur. Die Turbulenz-Chemie-Interaktion ist damit in der Quelltermberechnung nach Gl.

(6.1.1) erfasst.

Wird der mittlere Speziesquellterm unter Vernachlässigung der Korrelation von Temperatur

und Konzentration berechnet so folgt

S
i

α = Mα

Nr∑
r=1

(ν ′′α,r − ν ′α,r)
(
k
i

f,r Π
i

f,r − k
i

b,r Π
i

b,r

)
. (6.1.4)

Der Index i steht hierbei als Indikator für ein gegebenenfalls verwendetes Modell zur Berechnung

der entsprechenden Erwartungswerte kf,r, Πf,r, kb,r und Πb,r. Die folgenden drei Fälle werden

untersucht:

1. Vernachlässigung der Korrelation von Spezies- und Temperatur�uktuationen S
Eunco

α

Die Ensemblemittelwerte k
E

f,r, Π
E

f , k
E

b,r und Π
E

b werden analog zu Gl. (6.1.1) aus dem gewählten

Partikelensemble berechnet. In Gl. (6.1.4) eingesetzt bedeutet dies, dass die turbulenten Fluktu-

ationen in den einzelnen Termen zwar berücksichtigt sind, die Korrelationen zwischen Spezies-

und Temperatur�uktuationen jedoch vernachlässigt bleiben.

2. Laminare Chemie S
Lam

α

Im Fall laminarer Chemie wird der Ein�uss turbulenter Fluktuationen auf den Quellterm

gänzlich vernachlässigt, der Quellterm S
Lam

α ist damit eine Funktion der mittleren Spezies-

massenbrüchen Y α, der Temperatur T und der Dichte ρ̄. S
Lam

α = f(Y α, T , ρ̄). Die Mittelwerte

der Speziesmassenbrüchen und der Temperatur berechnen sich aus dem Partikelensemble ana-

log zu Gleichung (6.1.1). Für die Terme k
Lam

f,r , Π
Lam

f,r , k
Lam

b,r und Π
Lam

b,r gilt damit k
Lam

j,r = f(T )

und Π
Lam

j,r = f(Y α, ρ̄).

3. Multi-variater Presumed-PDF-Ansatz S
Pre

α

Dieser PDF-Ansatz wurde in Abschnitt 2.4 eingeführt. Die Struktur der Temperatur- und

Spezies-PDF werden in dem Modell zur Berechnung von k
Pre

f,r , Π
Pre

f,r , k
Pre

b,r und Π
Pre

b,r vorgegeben

(siehe Gln. (2.4.3) und (2.4.15)). Die Korrelation zwischen Temperatur- und Spezies�uktuatio-

nen bleibt vernachlässigt.

Im Presumed-PDF-Ansatz wird die PDF der Massenanteile über eine multi-variate Beta-PDF

angenähert. Seine mathematisch relativ einfache Formulierung nach Gl. (2.4.12) ist nur für

ganzzahlige Reaktionsordnungen analytisch integrierbar. Die globalen Reaktionen des PAH-

und Ruÿmodells enthalten jedoch rationale Reaktionsordnungen, die eine Lösung der Gamma-

Funktion in der Beta-PDF erfordern würde. In der vorliegenden Arbeit wurde dies nicht verfolgt.

Die mittleren Speziesterme der globalen PAH- und Ruÿbildungsreaktionen wurde deshalb mit

dem laminaren Ansatz berechnet, d.h. Π
Pre

j = Π
Lam

j = f(Y α).

Aufgrund von Ungenauigkeiten im Niedertemperaturbereich der thermodynamischen Daten

können dort groÿe Fehler bei der Berechnung von kb über die Gleichgewichtskonstante Kc
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entstehen. Um dies zu vermeiden, wurden in der gesamten Analyse lediglich Partikel berück-

sichtigt, deren Temperatur über 600 K lag. Dies ist damit auch das untere Temperaturlimit der

abgeschnittenen Gauÿverteilung für die Wahrscheinlichkeitsdichte-Funktion der Temperatur.

6.1.2 Auswertung der mittleren Reaktionsraten

Die Reaktionsrate R einer Reaktion r ist nach Gl. (2.1.19) de�niert als

Rr = kf,r Πf,r − kb,r Πb,r .

Zur Übersichtlichkeit wird im Folgenden der Reaktionsindex r nicht mehr angegeben. Um den

Fehler abzuschätzen, den die Approximationen der Turbulenz-Chemie-Interaktion in den Reak-

tionsraten der einzelnen Reaktionen induzieren, werden die Terme kf , Πf , kb und Πb zuerst

separat betrachtet. Hierzu werden sie über einen Quotient in Bezug zum jeweils zugehörigen

Ensemblemittelwert gesetzt. Exemplarisch wird der Punkt P1 in Abb. 6.1.2 ausgewertet. Die

Aussagen sind jedoch auf alle anderen Punkte übertragbar. Die oberen beiden Graphen in

Abb. 6.1.2 werten kf und kb aus. Der Quotient k
i

f/k
E

f liegt für den Groÿteil der Reaktionen bei

beiden Modellen im Bereich 0,8-1,4. Die Abweichungen sind im Fall laminarer Chemie allge-

mein gröÿer als die des Presumed-PDF-Ansatzes. Die maximalen Abweichungsfaktoren belaufen

sich auf 10−8 im laminaren und 100 beim Presumed-PDF-Ansatz. Die Quotienten der globa-

len Ruÿreaktionen (Nummer 129-178) sind für beide Modelle sehr gering. Sie liegen in einer

Gröÿenordnung nahe 1, was eine geringe Sensitivität der globalen Ruÿreaktionen gegenüber

den Temperatur�uktuationen anzeigt. Die Geschwindigkeitskoe�zienten der 128 Rückreaktio-

nen (die 50 globalen Reaktionen laufen nur in eine Richtung ab) zeigen dasselbe Verhalten.

Die Quotienten fallen bei beiden Modellen jedoch gröÿer aus und treten bei einer gröÿeren

Anzahl von Reaktionen auf. Im laminaren Fall liegt der Quotient bei mehr als der Hälfte der

Reaktionen gröÿer einem Faktor von 0, 1.

Die in Abb. 6.1.2 dargestellten Speziesterme Πf und Πb zeigen für beide Ansätze sehr ähn-

liche Ergebnisse. Die Abweichungen liegen meist bei einem Faktor kleiner 10 und sind damit

deutlich geringer als die Fehler in den Arrhenius-Geschwindigkeitskoe�zienten. Lediglich der

Presumed-PDF-Ansatz zeigt für wenige Reaktionen deutlichere Abweichungen hin zu zu groÿen

Speziestermen. Aus mathematischen Gründen gilt Π
Pre

f = Π
Lam

f für die globalen Ruÿreaktio-

nen.

Die unteren beiden Graphen in Abb. 6.1.2 zeigen die summierten Fehler, die sich folglich für die

mittleren Reaktionsraten R ergeben. Im linken Bild ist R
Lam

/R
E
eingetragen, im rechten Gra-

phen R
Pre
/R

E
. Beide Graphen enthalten zum Vergleich auch die Ergebnisse des unkorrelierten

Ansatzes R
Eunco

/R
E
. Die über den Presumed-PDF-Ansatz bestimmten Reaktionsraten zeigen

die gröÿten Abweichungen. Sie werden oft bis zu einem Faktor 100 überbestimmt. Bessere

Ergebnisse liefern die Reaktionsraten nach R
Eunco

. Die kleinsten Abweichungen treten im
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Abbildung 6.1.2: Fehleranalyse der mittleren Arrhenius-Geschwindigkeitskoe�zienten, der mit-
tleren Speziesterme und der mittleren Reaktionsraten.

Ansatz für laminare Chemie auf. Hier gleichen sich die relativ groÿen Fehler der Arrhenius-

Geschwindigkeitskoe�zienten aus. Während der Presumed-PDF-Ansatz die Reaktionsraten

der Gasphasen-Spezies fast immer überbestimmt, ergibt der laminare Ansatz öfter zu kleine

Werte. Im Bereich der globalen Ruÿreaktionen zeigen R
Pre

und R
Lam

eine ähnliche Genauigkeit,

während die Abweichungen von R
Eunco

fast bei Null liegen. Insgesamt treten deutlich gröÿere

Abweichungen für die Gasphasen-Spezies, als für die Ruÿ-Spezies auf. Die Richtung der Reak-

tionsrate wird in allen drei Modellen für einige wenige Reaktionen falsch vorhergesagt. Aus

Darstellungsgründen ist der Betrag des Quotienten der mittleren Reaktionsraten in den Abbil-

dungen aufgetragen. Der Vollständigkeit halber sollen hier noch die Reaktionen genannt werden,

die für die einzelnen Modelle ein falsches Vorzeichen der mittleren Reaktionsrate vorhersagen.
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Für R
Lam

sind dies die Reaktionen 6, 7, 8, 9, 25, 33, 37, 43, 67, 86, 112, für R
Pre

1, 2, 3, 4, 12,

21, 25, 43, 67, 100 und für R
Eunco

21, 25, 82, 100.

6.1.3 Auswertung der mittleren Speziesquellterme

Nach der Fehleranalyse der Reaktionsraten kann der sich daraus ergebende Gesamtfehler auf

die mittleren Speziesquellterme S
Eunco

α , S
Pre

α und S
Lam

α untersucht werden. In Anhang A sind in

Tabelle A.1 bis A.7 die Speziesquellterme in den 7 extrahierten Punkten angegeben. Exempla-

risch sind die Quellterme von O2, C2H4, CO2, H2O, H, OH, C2H2, C6H6, PAH1, PAH2, PAH3,

PAH4 und Ruÿ aufgeführt. Der exakte mittlere Quellterm S
E

α ist dabei explizit angegeben,

während für die approximierten mittleren Quellterme der Quotient zum exaktenWert
(
S
i
/S

E
)
α

gewählt wurde.

Die Punkte P1 und P2 liegen im Zündbereich der Flamme, in dem die Quellterme der Haupt-

spezies O2, C2H4, CO2 und H2O, sowie der Zwischenprodukte H und OH groÿ sind. In diesen

Punkten geben alle drei Approximationen die Richtung (Produktion oder Abbau) der mittleren

Quellterme der Hauptspezies korrekt wieder. Die Abweichungen bewegen sich in der Gröÿenord-

nung Faktor 1,3 - 13,8, wobei S
Eunco

α die kleinsten und S
Pre

α die gröÿten Fehler induziert.

Die Quellterme der Radikale H und OH, die maÿgeblich den Reaktionsfortschritt beein�ussen,

weisen deutlich gröÿere Abweichungen (bis zu einem Faktor 340) auf und zeigen damit ihre

höhere Sensitivität gegenüber turbulenten Schwankungen. Der Abbau von Wassersto� wird in

S
Pre

H bis zum 340fachen deutlich überbestimmt, während die laminare Approximation S
Lam

H

den Abbau um circa. 80% unterbestimmt. Die Abweichungen in OH fallen geringer aus, jedoch

wird die Richtung in P1 vom laminaren Ansatz falsch vorhergesagt. Ähnliches gilt für S
Eunco

α .

Die deutlich überbestimmten Quellterme des Presumed-PDF-Ansatzes induzieren den gröÿten

Fehler im Zündbereich der Flamme. Durch die erhöhte Reaktivität lässt dies einen positiven

Ein�uss auf die Flammenstabilisierung vermuten. Über die Auswirkung der S
Eunco

α und S
Lam

α

Approximationen kann keine eindeutige Aussage getro�en werden.

In den Punkten weiter stromab zeigen sich in den Quelltermen der Hauptkomponenten und

Radikalen insgesamt gröÿere Abweichungen. Aufgrund der gleichzeitig kleineren Quellterme in

dem Bereich muss daraus jedoch kein gröÿerer Ein�uss auf die Gesamtlösung resultieren.

In Abb. 6.1.3 werden die tabellierten Werte für die Spezies C2H2, C6H6, PAH1, PAH2, PAH3,

PAH4 und Ruÿ graphisch ausgewertet. Jeder Komponente sind zwei Graphen zugeordnet, die

die vier tabellierten Quellterme der Komponente in den sieben extrahierten Punkten bein-

halten. Der mittlere Quellterm S
E

α ist entlang der Abszisse aufgetragen. Da dieser sowohl

positive (Produktion) als auch negative (Abbau) Werte annehmen kann, die sich über einen

weiten Gröÿenordnungsbereich erstrecken, wird die Achse in logarithmischer Form dargestellt.

Die Quotienten der approximierten mittleren Quellterme
(
S
i
/S

E
)
α
sind entlang der Ordinate

aufgetragen. Negative Werte bedeuten, dass die Richtung des Quellterms falsch wiedergegeben



6.1 Analyse zur Modellierung der Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung 119

wird, d.h. statt Produktion �ndet ein Abbau statt und vis versa. Die Kreise zeigen
(
S
Lam

/S
E
)
α
,

die Dreiecke
(
S
Eunco

/S
E
)
α
und die Kreuze

(
S
Pre
/S

E
)
α
.

Generell ist zu bemerken, dass die Quellterme der betrachteten Spezies in allen drei Approxima-

tionen fast immer überbestimmt werden, also
(
S
i
/S

E
)
α
> 1. Werte < 1 treten selten auf und

und liegen, abgesehen von P1 und P2 nicht unterhalb 0,4. Quellterme mit einer Abweichung

gröÿer einem Faktor 600 sind nicht dargestellt.

Der Benzolquellterm wird mit dem Presumed-PDF-Ansatz bis zu einem Faktor 5000 zu groÿ

bestimmt. Auÿerdem ist in fünf von sieben Punkten die Richtung des Quellterms falsch wieder-

gegeben. Am besten schneidet die Annahme laminarer Chemie ab. Die Richtung des Quellterms

wird immer richtig wiedergegeben während sich der Faktor der Abweichungen zwischen 1 und

500 bewegt. Ähnliche Ergebnisse liefert S
Eunco

C6H6
. Für den mittleren Acetylenquellterm sind eben-

falls die gröÿten Abweichungen beim Presumed-PDF-Ansatz festzustellen.

Die Graphen der vier PAH Klassen ähneln sich in ihrer Struktur. In den Punkten P1 und P2

�ndet Produktion für alle PAH Klassen statt, die Quellterme liegen dementsprechend jeweils im

rechten Graphen. Alle restlichen extrahierten Punkte liegen in Abbaugebieten der Spezies und

sind im entsprechenden linken Graphen zu �nden. In fast allen Punkten wird die Quelltermrich-

tung falsch modelliert. Die negativen Quellterme S
E

PAHi
sind bis zu drei Gröÿenordnungen

kleiner als die positiven. Die Abweichungen fallen in diesem Gebiet deutlich gröÿer aus als

in P1 und P2. Die Ergebnisse des laminaren und Presumed-PDF-Ansatzes unterscheiden sich

für die negativen Quellterme kaum. Im Produktionsgebiet der PAH schneidet der Presumed-

PDF-Ansatz insgesamt etwas besser ab als der laminare Ansatz. Die Vernachlässigung der

Fluktuationenkorrelation (S
Eunco

α ) zeigt keinen eindeutigen Trend.

Die Abweichungen im Ruÿquellterm liegen mit einem maximalen Faktor von 25 deutlich unter-

halb der Abweichungen in den restlichen Spezies. Lediglich in Punkt P1, in dem der Ruÿquell-

term mit 0,074 relativ gering ist, wird die Quelltermrichtung von keiner Approximation richtig

wiedergegeben. Die Approximationen zeigen generell eine sehr ähnliche Genauigkeit, wobei

S
Eunco

α die beste Übereinstimmung mit S
E

α ergibt. Im Ruÿoxidationsbereich liefert der Ansatz

laminarer Chemie mit Abweichungsfaktoren von 5-10 deutlich bessere Ergebnisse als der Pre-

sumed-PDF-Ansatz (Abweichung 15-25). In beiden Ansätzen wird der mittlere Speziesquellterm

über den laminaren Ansatz Πj = f(Y α) berechnet. Lediglich die Berechnung der Arrhenius-

Geschwindigkeitskoe�zienten unterscheidet sich und begründet damit die Unterschiede in den

Quelltermen S
Pre

Ruÿ und S
Lam

Ruÿ .

Die oft groÿen Unterschiede in den mittleren Speziesquelltermen des Presumed-PDF-Ansatzes

zu den Ensemblemittelwerten lassen sich meist auf einzelne Reaktionen zurückführen. Im Fall

des Benzolquellterms SPreC6H6
im Punkt P1 (Abweichung von -1750) ist dies die Reaktion 1 mit

C3H3 + C3H3 ⇐⇒ C6H6. Tabelle 6.1 schlüsselt für diese Reaktion die einzelnen Beiträge von

kf , Πf , kb, und Πb bei der Quelltermberechnung für die drei Approximationen auf. Generell

ist festzuhalten, dass hier die gröÿten Fehler über die Terme Πf und kb induziert werden.
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Abbildung 6.1.3: Graphische Auswertung der berechneten mittleren Speziesquellterme für
C2H2, C6H6, PAH1, PAH2, PAH3, PAH4 und Ruÿ.
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Reaktion 1: C3H3 + C3H3 ⇐⇒ C6H6

i k
i

f Π
i

f k
i

b Π
i

b R
i

E 10,46

Eunco 5,0e6 2,26E-6 2,14e4 3,64e-4 3,50

Pre 5,0e6 1,72E-4 1,29e7 3,58e-4 -3752,03

Lam 5,0e6 1,45E-6 3,02E-6 3,58e-4 7,25

Tabelle 6.1: Vergleich der Beiträge zur mittleren Reaktionsrate R der Reaktion 1 nach
Gl.(2.1.19), berechnet mit den in Abschnitt 6.1.1 vorgestellen Modellansätzen.

6.1.4 Zusammenfassung

Die durch die Annahme laminarer Chemie in den mittleren Arrheniuskoe�zienten kf und kb
erzeugten maximalen Fehler (Faktor ≈ 10−8) sind erheblich. Der Presumed-PDF-Ansatz zeigt

deutlich geringere Abweichungen. Die mittleren Speziesterme Πf und Πb zeigen für beide Mo-

delle deutlich kleinere Abweichungen (Faktor ≈ 10). Die Modelle unterscheiden sich kaum in

ihren berechneten Speziestermen.

Der Gesamtfehler, der sich für die mittleren Reaktionsraten R der Reaktionen ergibt, fällt

für die Annahme laminarer Chemie am kleinsten aus (Faktor ≈ 10). Ein deutlich gröÿerer

Fehler wird vom Presumed-PDF-Ansatz induziert (Faktor ≈ 100). Auch die Vernachlässigung

der Korrelation zwischen Temperatur und Spezies resultiert für einzelne Reaktionen in groÿen

Abweichungen. Diese liegen jedoch meist unterhalb derer des Presumed-PDF-Ansatzes. Über

die Annahme des Presumed-PDF-Ansatzes wird dem Fehler der Unkorreliertheit demnach ein

zusätzlicher Fehler aufgeprägt.

Die Ergebnisse zeigen, dass sich die groÿen Fehler in den Arrhenius-Geschwindigkeitskoe�zienten

kf und kb bei laminarer Chemie gegenseitig gröÿtenteils aufheben. Generell ist für alle Modelle

ein Trend zur deutlichen Überbestimmung der mittleren Reaktionsraten für die Gasphasen-

Spezies zu erkennen. Die mittleren Reaktionsraten der globalen Ruÿreaktionen fallen dagegen

eher zu klein aus, bei gleichzeitig deutlich geringeren Abweichungen. Der Ein�uss der Korre-

lation zwischen Temperatur und Spezies fällt für die globalen Reaktionen am geringsten aus.

Für die mittleren Speziesquellterme Sα ergeben sich die folgenden Ergebnisse:

� Analog zu den Ergebnissen der mittleren Reaktionsraten, ist für die mittleren Speziesquell-

terme generell ein Trend zu deren Überbestimmung bei allen untersuchten Modellen

festzustellen.

� Die Fehler in den mittleren Speziesquelltermen fallen für alle Modelle erstaunlich groÿ

aus. Selbst ihre Richtung (Produktion-Abbau) wird von allen Modellen häu�g falsch wie-

dergegeben.
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� Die Abweichungen in den Hauptspezies und den Ruÿ-Spezies liegen deutlich unterhalb

der Abweichungen in den intermediären Spezies und den Ruÿvorläufern, und zeigen damit

eine geringere Sensitivität gegenüber turbulenten Fluktuationen.

� Während die laminare Chemie die Quellterme der Ruÿvorläufer deutlich besser vorher-

sagt, schneidet der Presumed-PDF-Ansatz im Fall der PAH Quellterme leicht besser ab.

� In Oxidationsbereichen der Flamme liefert der Ansatz laminarer Chemie insgesamt bessere

Ergebnisse als der Presumed-PDF-Ansatz.

� Der Ein�uss der Korrelation zwischen Temperatur- und Spezies�uktuationen zeigt sich in

allen Speziesquelltermen deutlich und fällt für den Ruÿ am geringsten aus.

Aufgrund der sich gegenseitig aufhebenden Fehler lässt die vorliegende Analyse keine Vorteile

bei der Verwendung des Presumed-PDF-Ansatzes gegenüber dem Ansatz laminarer Chemie

erkennen. Sie zeigt auÿerdem den groÿen Ein�uss der Korrelation zwischen Temperatur- und

Spezies�uktuationen auf die mittleren Speziesquellterme. Diese wird im Presumed-PDF-Ansatz

nicht berücksichtigt und markiert damit eine klare, nicht zu vernachlässigende Unsicherheit

dieses Modells.

6.2 Ein�uss der Annahme laminarer Chemie

Dieser Abschnitt untersucht, welche Änderungen die Annahme laminarer Chemie in der Simu-

lation von ruÿenden Jet�ammen bewirkt. Hierfür werden die PDF der Temperatur und die

Verbund-PDF der Komponenten im Transport-PDF-Löser derart manipuliert, dass die tur-

bulenzbedingten Fluktuationen in den thermo-chemischen Variablen unberücksichtigt bleiben.

Bei den Simulationen handelt es sich um die in Abschnitt 5.3 vorgestellte turbulente, ruÿenden

Jet�amme.

Im Folgenden bezeichnet Φz das Ensembelmittel der Zufallsvariable Φ der Partikel in einer Zelle

z des Rechengebietes. Zwei Simulationen werden vorgestellt. Die erste Simulation untersucht

den Ein�uss der Temperatur�uktuationen auf die Kinetik der Verbrennung (die auch den En-

ergieverlust durch Strahlung beinhaltet). Die diskrete Ein-Punkt-eine-Zeit-Temperatur-PDF in

jedem Zellvolumen des Rechengitters wird hierfür durch einen Deltaimpuls bei der entsprechen-

den mittleren Temperatur der Zelle T z ersetzt. Für die Temperatur eines Partikels p gilt nun

T p = T z. Damit berechnet sich die Enthalpie jedes Partikels neu als Funktion von T z und

Y p. Dies impliziert eine Vernachlässigung der Temperatur�uktuationen, während die Enthalpie

weiterhin mit den Fluktuationen der Massenbrüche korreliert ist. Die Simulation wird mit 'TM'

bezeichnet. In der zweiten Simulation sind die Fluktuationen der Massenbrüche vernachlässigt.

Die Verbund-PDF setzt sich nun aus dem Produkt der Deltaimpulse der entsprechenden mit-

tleren Massenbrüchen Y z zusammen. Die Partikeltemperatur T p ist nun eine Funktion von hp

und Y z und ist so korreliert zu den Fluktuationen der Enthalpie. Diese Simulation wird mit

'YM' bezeichnet. Die De�nitionen der beiden Simulationen sind in Tabelle 6.2 zusammengefasst.∑
piz ist dabei die Summe über alle Partikel einer Zelle z.
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Φp TM YM

Y p = Y p Y z =
∑
pizm

pY p∑
pizm

p

T p = T z =
∑
pizm

pT p∑
pizm

p f(hp,Y z)

hp = f(T z,Y
p) hp

Tabelle 6.2: De�nitionen der thermo-chemischen Variablen unter Vernachlässigung verschieden-
er Fluktuationen.

Wurden die Temperatur�uktuationen in der Simulation vernachlässigt, stabilisierte die Flam-

me nicht und verlöschte. Den Ausführungen über das Phänomen der Flammenstabilisierung

im vorangegangenen Kapitel folgend, konnte dieses Ergebnis erwartet werden. Wurden degegen

die Fluktuationen in den Speziesmassenbrüchen vernachlässigt, so stabilisierte die Flamme. Um

die Simulation qualitativ zu analysieren sind die Konturgraphen der Temperatur, des Ruÿvolu-

menbruchs und der Massenbrüche der ersten PAH-Klasse, der Ruÿvorläufer sowie CO in Abb.

6.2.1 dargestellt. In der Abbildung sind auch die Ergebnisse der ursprünglichen Simulation

aufgetragen, die TCI geschlossen berücksichtigt. Alle Simulationen verwendeten 100 Partikel

pro Zelle.

Die Konturgraphen von YM unterscheiden sich deutlich von der Simulation, in der TCI ge-

schlossen berücksichtigt ist. Die maximale Flammentemperatur in YM ist um 100 K höher. Die

Flammenlänge ist deutlich verkürzt, während die Ausbreitungsrate in radialer Richtung gröÿer

erscheint. Dieses Verhalten ist in allen Pro�len zu erkennen. Die Abhebehöhe der Flamme wird

nur gering beein�usst. Der maximale Ruÿvolumenbruch fällt in YM um circa. 10% gröÿer aus.

Auch die Ruÿvorläufer sowie die PAH-Klassen werden deutlich in ihrer Struktur beein�usst.

Zusammenfassend zeigt die Analyse einerseits, dass die Berücksichtigung der Temperatur�uk-

tuationen unumgänglich für die Flammenstabilisierung ist. Dagegen wirken sich die Kompo-

nenten�uktuationen kaum auf das Zündverhalten der Flamme aus. Zum Anderen resultiert die

Vernachlässigung der Komponenten�uktuationen in deutlichen Änderungen der Flammenstruk-

tur sowie der Lokalisierung der Ruÿproduktion und -oxidation.
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Abbildung 6.2.1: Simulationen der Flamme von Coppalle et al. [17] zur Analyse des Ein-
�usses der Komponenten�uktuationen. Dargestellt sind Konturgraphen der
Temperatur, der Massenbrüche von C2H2, C6H6, PAH1 und CO sowie des
Ruÿvolumenbruchs.
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6.3 Ruÿbildung im Post-Processing

Zur numerischen Berechnung der Bildung von Schadsto�en bei Verbrennungsvorgängen wer-

den oft Post-Processing-Methoden verwendet [38, 75, 108, 115, 125]. Diese haben den Vorteil

schneller Rechenzeiten. Die thermo-chemischen Zustandsfelder können in einer Vorrechnung

mit schnellen, beispielshalber Flamelet- oder Gleichgewicht-Ansätzen bestimmt werden. Auf

diesen Feldern aufbauend, werden anschlieÿend in einem Post-Processing-Schritt die Schadsto�e

berechnet. Deren Kinetik lässt sich mit weitaus kleineren Reaktionsmechanismen berechnen, als

der Hauptverbrennungsvorgang, was die Rechenzeit deutlich reduziert. Bei der Schadsto�bil-

dung treten teilweise sehr langsame kinetische Zeitskalen und deutliche Nicht-Gleichgewichts-

Zustände auf. Es ist deshalb kein eindeutiger Zusammenhang mit dem Mischungsbruch her-

stellbar, weshalb die Schadsto�bildung nicht (oder nur schwer) in gängige Flamelet-Tabellen

aufgenommen werden kann. Durch den Post-Processing-Ansatz wird dieses Problem umgangen.

Post-Processing-Ansätze bergen jedoch auch Fehlerquellen in sich. So werden während der

Post-Processing-Rechnung Änderungen in Spezieskonzentrationen, der Dichte und Temperatur

(aufgrund vonWärmestrahlung) nicht in die Hauptfelder zurückgekoppelt. Bei der NOx-Bildung

ist dieser Ein�uss durch die geringen Änderungen vernachlässigbar. Für die Ruÿbildung wird

hingegen ein eklatanter Ein�uss erwartet. Diesen zu quanti�zieren ist das Thema des folgenden

Abschnitts.

6.3.1 Ruÿ Post-Processing-Implementierung

Die Implementierung der Post-Processing-Methode ist in Abb. 6.3.1 schematisch dargestellt.

Sie teilt sich in zwei Schritte. Im ersten Teil der Rechnung wird das Strömungsfeld und die

Gasphasen-Chemie bis zu den ersten Ruÿvorläufern Acetylen und Benzol gelöst. Aus Vali-

dierungsgründen wurde hierfür der Verbrennungscode THETA [23] verwendet. Dieser berechnet

die Chemie über einen Ansatz für detaillierte Chemie, wobei die Turbulenz-Chemie-Wechsel-

wirkung vernachlässigt wird. Darin implementiert ist dasselbe Ruÿmodell, das auch in dieser

Arbeit verwendet wurde. Im zweiten Post-Processing-Rechenschritt wird die Ruÿchemie über

einen Transport-PDF-Ansatz gelöst. Der Vektor der Zufallsvariable Φ der gesuchten Verbund-

PDF f̃(Ψ ;x, t) beinhaltet ausschlieÿlich die Zufallsvariablen des Ruÿmodells

Φ =
(
YPAH1 , . . . , YPAHnpah , Ys, ns

)T
. (6.3.1)

Um die Transportgleichung der gesuchten PDF f̃(Ψ ;x, t) lösen zu können, werden Informatio-

nen über die Geschwindigkeiten, die turbulenten Skalen, die Energie und die Ruÿvorläufer-

konzentrationen benötigt, die aus dem ersten Teilschritt der Simulation vorliegen. Da das

Post-Processing keine Rückkopplung von Ruÿbildungse�ekten auf die Impuls- oder Energie-

gleichungen zulässt, bleiben alle voraus berechneten Strömungs- und Speziesfelder während

der gesamten Post-Processing-Rechnung konstant. Der dadurch entstehende Fehler hängt stark
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Abbildung 6.3.1: Schema der Post-Processing-Koppelung zwischen FV- und PDF-Algorithmus.

von der Wahl der konstant gehaltenen Variablenfelder der Vorrechnung ab. Zwei verschiedene

Optionen hierfür sind in Abb. 6.3.1 aufgeführt.

6.3.2 Beschreibung des numerischen Experiments

Für die folgende Untersuchungen wurde ein Testfall konstruiert, der schematisch in Abb. 6.3.2

dargestellt ist. Der Hauptfokus lag hierbei auf schnellen Rechenzeiten, weshalb keine Gitterun-

abhängigkeit angestrebt wurde. Mit 20 Partikeln pro Zelle wurde auch ein statistischer Fehler

im Post-Processing in Kauf genommen.

Bei dem Testfall handelt es sich um eine turbulente, nicht-vorgemischte Jet�amme. Pures

Ethylen verlässt mit einer Geschwindigkeit von 24,5 m/s und einer Temperatur von 293 K eine

Düse mit dem Durchmesser D=3,1 mm. Der Jet wird von einem Luftstrom mit einer Eintritts-

geschwindigkeit von 0,2 m/s und einer Temperatur von 293 K ummantelt. Das Rechengebiet

umfasst 0,4 m in axiale und 0,06 m in radiale Richtung. Das Rechengitter besteht aus 150
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Abbildung 6.3.2: Schema der konstruierten, turbulenten Jet�amme.
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x 75 ungleich verteilten Gitterzellen. Die Geschwindigkeitspro�le am Einlass sind Blockpro-

�le. Die turbulente Intensität ist für beide Ströme Tu = 0, 1. Das turbulente Längenmaÿ

beträgt im Brennsto�strom 6 · 10−4 m und im Luftstrom 1 · 10−3 m. Es handelt sich um

eine quasi-2D axial-symmetrische Simulation mit symmetrischen Randbedingungen an den

Randseiten des Rechengebiets. Strahlungsverluste werden vernachlässigt. Die verwendeten nu-

merischen Paramter im k-ε-Modell, die turbulente Schmidt-Zahl Sct, die Konstante des IEM-

Mischungsmodells Cφ, die Anzahl an Partikeln pro Zelle Np und der verwendete Reaktions-

mechanismus sind in Tabelle 6.3 angegeben.

Cε1 Cε2 Cµ Sct Cφ Np Reaktionsmechanismus

1.6 1.92 0.09 0.7 2.0 20 Bennett [7]

Tabelle 6.3: Numerische Parameter zur Untersuchung der Ruÿbildung in Post-Processing-
Simulationen.

6.3.3 Ergebnisse

Zu Beginn dieses Abschnitts werden zwei Referenz-Simulationen, die mit dem Verbrennungscode

THETA berechnet wurden, vorgestellt, wobei eine Simulation die Ruÿbildung beinhaltet und

eine nicht. Eine Gegenüberstellung der Ergebnisse zeigt, welche Änderungen die Ruÿbildung in

den Sepzies- und Temperaturfeldern der Flamme bewirkt. Anschlieÿend werden auf diesen Re-

sultaten aufbauend zwei Ruÿ-Post-Processing-Simulationen mit dem Transport-PDF-Verfahren

von PRECISE-MB präsentiert und diskutiert.

Abbildung 6.3.3 zeigt die Konturgraphen der beiden THETA-Simulationen. In den ersten drei

Bildern sind die Temperatur, sowie die Massenbrüche von Acetylen und Benzol dargestellt.

Jeder Graph zeigt dabei auf der linken Seite die Simulation ohne (o) Ruÿ und auf der rechten

Seite diejenige mit (m) Ruÿ. Es ist o�ensichtlich, dass die Konzentrationen der Ruÿvorläufer

C2H2 und C6H6 im Fall der Ruÿbildung deutlich geringer ausfallen, da sie während des Ruÿ-

bildungsprozesses verbraucht werden. Der Ein�uss auf das Temperaturfeld ist minimal, da keine

Strahlungsverluste berücksichtigt werden. Die zwei Graphen auf der rechten Seite der Abbil-

dung zeigen Ergebnisse der Simulation mit Ruÿ. Dargestellt ist der Ruÿvolumenbruch fv mit

einem maximalen Wert von 5,53 ppm, sowie die Ruÿpartikeldichte ns.

Im nächsten Schritt wird die Güte einer Ruÿberechnung im Post-Processing von PRECISE-

MB überprüft. Dafür wird der Postprozessor auf den Mittelwertfeldern der THETA-Rechnung

gestartet. An dieser Stelle muss geklärt werden, welche Mittelwertfelder verwendet werden

sollen. Da normalerweise keine Information über die Ruÿbildung aus der Vorrechnung vor-

liegt, werden dem entsprechend dem Post-Processing die Ergebnisse der THETA-Simulation

ohne Ruÿ zugrunde gelegt. Wie oben erwähnt, fallen in dieser Simulation die Konzentrationen
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Abbildung 6.3.3: THETA-Simulation des numerischen Experiments mit (m) und ohne (o) Ruÿ-
bildung.

der Ruÿvorläufer deutlich höher aus. Es wird also eine Überbestimmung der Ruÿproduk-

tion im Post-Processing erwartet. Die verwendeten THETA-Mittelwertfelder, die während dem

gesamten Post-Processing-Schritt konstant bleiben sind:

Konstante Variablen des Geschwindigkeit u, v, w

Strömungsfelds Turbulenz k, ε

Druck p

Konstante thermo-chemische Spezies YC2H2 , YC6H6 , YH , YOH , YO2

Variablen Temperatur T

Abbildung 6.3.4 zeigt die Konturgraphen des Ruÿvolumenbruchs fv, der Ruÿpartikeldichte

ns, sowie die Massenbrüche der drei PAH-Klassen PAH1, PAH2 und PAH4. Auf der linken

Seite der Graphen ist die PRECISE-MB Post-Processing-Rechnung dargestellt und auf der

rechten Seite die Ergebnisse der THETA-Rechnung. Es ist sofort ersichtlich, dass im Post-

Processing die globale Ruÿproduktion um Gröÿenordnungen überbestimmt wird. Sie erstreckt

sich über einen deutlich gröÿeren Bereich. Der maximale Ruÿvolumenbruch liegt bei 32,5 ppm

was dem 6-fachen Wert der THETA-Ergebnisse entspricht. Für die Überproduktion ist haupt-

sächlich das Ruÿwachstum durch Acetylen-Anlagerung verantwortlich, welches gemeinhin als

der Hauptwachstumspfad im Ruÿbildungsprozess angesehen wird. Aus dem überbestimmten

Acetylen-Konzentrationsfeld der Vorrechnung resultiert die zu groÿe Ruÿproduktion.

Die Ergebnisse zeigen, dass der durch das Ruÿwachstum bedingte Verbrauch der Ruÿvorläufer

in der Post-Processing-Rechnung zurückgekoppelt werden muÿ. Dies kann erreicht werden,

indem statt der Ruÿvorläufer-Konzentrationen die Quelltermfelder von Acetylen und Benzol

in der Vorrechnung bestimmt und im Post-Processing konstant bleiben. Die Post-Processing-

Rechnung wird damit auf den folgenden, konstanten THETA-Mittelwertfeldern gestartet:
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Abbildung 6.3.4: PRECISE-MB Post-Processing-Ruÿ-Simulation, gestartet auf konstanten
Konzentrationsfeldern der Ruÿvorläufer (jeweils links) und voll gekoppelte
THETA-Ruÿ-Simulation (jeweils rechts).

Konstante Variablen des Geschwindigkeit u, v, w

Strömungsfelds Turbulenz k, ε

Druck p

Konstante thermo-chemische Quellterme SC2H2 , SC6H6

Variablen Spezies YH , YOH , YO2

Temperatur T

In Abb. 6.3.5 wird wieder die PRECISE-MB Post-Processing-Rechnung (linke Hälfte der Gra-

phen) den THETA-Ergebnissen (rechte Hälfte) gegenübergestellt. Dargestellt ist der Ruÿ-

volumenbruch, die Ruÿpartikeldichte sowie die Massenbrüche der Ruÿvorläufer. Abweichungen

zwischen den Ergebnissen der beiden Simulationen sind aus folgenden Gründen zu erwarten:

Die Änderungen der Konzentrationsfelder von Wassersto� und den Oxidationsspezies, die an

der Ruÿbildung teilnehmen, werden nicht rückgekoppelt. Des weiteren werden nun die Quell-

termfelder der Ruÿvorläufer konstant gehalten, die bei einer voll gekoppelten Lösung selbst

Änderungen erfahren würden. Diese fallen jedoch deutlich geringer aus, als die Änderungen in

den entsprechenden Konzentrationen. Durch das Transport-PDF-Verfahren im Post-Processing

wird eine Art Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung für die Ruÿ-Spezies eingebracht, die in der

THETA-Simulation nicht vorhanden ist. Ein weiterer Fehler (statistisch) wird durch die be-

grenzte Anzahl von nur 20 Partikeln pro Zelle im Transport-PDF-Ansatz induziert. Schlieÿlich

ist anzunehmen, dass durch die Interpolationsroutinen zwischen den Gittern der beiden Strö-

mungslösern ein kleiner Fehler entsteht.

Trotz der genannten Unsicherheiten stimmen die Konturgraphen des Ruÿvolumenbruchs in Abb.

6.3.5 zwischen den beiden Simulationen sehr gut überein. Dieses Ergebnis liegt hauptsächlich
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Abbildung 6.3.5: PRECISE-MB Post-Processing-Ruÿ-Simulation, gestartet auf konstanten
Speziesquelltermfeldern der Ruÿvorläufer (jeweils links) und voll gekoppelte
THETA-Ruÿ-Simulation (jeweils rechts).

in der Rückkopplung des Acetylen-Verbrauchs begründet. Für den Konturgraphen von Benzol

zeigt sich, dass die Benzol-Konzentration im Post-Processing ab der axialen Position x = 0, 2 m

stark überbestimmt ist. Das kann mit der im Vergleich zur THETA-Rechnung nun zu kleinen

Acetylen-Konzentration zusammenhängen. Der Hauptabbaupfad für Benzol ist über die Bildung

der ersten PAH-Klasse. An dieser Reaktion ist auch Acetylen beteiligt. Wird im unteren Bereich

der Flamme also zu wenig Acetylen gebildet oder zu schnell verbraucht, so wird auch die kleinste

PAH Klasse vermindert gebildet, es folgt ein Überschuss an Benzol weiter stromab.

6.3.4 Zusammenfassung

Die Haupterkenntnis aus dem vorangegangen Abschnitt ist, dass die absolute Mindestanfor-

derung an eine Ruÿ-Post-Processing-Implementierung eine Rückkopplung des Abbaus der Ruÿ-

vorläuferspezies (und im Speziellen der von Acetylen) ist. Andernfalls sind die erzielten Ergeb-

nisse stark fehlerbehaftet.

In der vorliegenden Analyse sind die Energieverluste aufgrund von Wärmestrahlung vernach-

lässigt. Natürlich ist diese Annahme für ruÿende Flammen nicht sinnvoll, da sie im allgemeinen

einen Teil ihrer Reaktionswärme in Form von Strahlung abstrahlen. Der damit einhergehende

Temperaturabfall beein�usst sowohl die Gasphasen-, wie auch die Ruÿchemie. Die Implemen-

tierung eines Strahlungsverlustterms in das Transport-PDF-Verfahren ist einfach, indem die

Enthalpie dem Vektor der Zustandsvariablen hinzugefügt wird. Jedoch würde auch hier die

Vernachlässigung einer Rückkopplung des Strahlungsverlustes auf das Geschwindigkeitsfeld und

die Gasphasen-Spezies einen noch zu quanti�zierenden Fehler bewirken.
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Bei der vorliegenden Transport-PDF-Simulation im Post-Processing erfordert die Turbulenz-

Chemie-Interaktion für die Ruÿ-Spezies keine Modellierung. Da individuelle Partikeltempera-

turen aus der Vorrechnung nicht vorliegen, wird jedem Partikel der Temperatur-Mittelwert

der entsprechenden Zelle zugewiesen. Die Turbulenz-Chemie-Interaktion aufgrund von Tem-

peratur�uktuationen ist damit vernachlässigt. Es könnte nun eine Wahrscheinlichkeitsdichte für

die Temperatur vorgeschrieben werden. Es gibt jedoch keine plausible Lösung zu dem Problem,

welchem Partikel welche Temperatur zugeordnet werden sollte. Auÿerdem stellt die Vernachläs-

sigung der Turbulenz-Strahlungs-Wechselwirkung ein weiteres Problem dar. Ihr groÿer Ein�uss

bei ruÿenden, turbulenten Flammen wurde in [82, 108] nachgewiesen.

Aufgrund der Vielzahl an Unsicherheiten wird an dieser Stelle generell von einer Ruÿberechnung

über Post-Processing-Methoden abgeraten.





7 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde die numerische Modellierung der Ruÿbildung in turbulen-

ten Flammen untersucht. Dabei stand das Problem der Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung im

Vordergrund.

In diesem Zusammenhang wurde ein Löser für detaillierte Chemie in das Transport-PDF-

Verfahren des Verbrennungscodes PRECISE-MB implementiert. Im Transport-PDF-Verfahren

wird die Transportgleichung der Verbund-PDF der thermo-chemischen Zustandsvariablen gelöst.

Dabei kommt ein Langrange'sches Monte-Carlo-Verfahren zum Einsatz. Dieses benötigt Infor-

mationen über die Druck-, Geschwindigkeits- und Turbulenzfelder, die von einem FV-Löser

bereitgestellt werden. Im FV-Löser wird die Turbulenz über ein k-ε-Modell geschlossen. Beim

Lösungsalgorithmus handelt es sich also um ein hybrides FV/PDF-Verfahren, bei dem in jeder

Iteration Strömungsgröÿen zwischen den beiden Lösern ausgetauscht werden. Das nicht-lineare

Gleichungssystem des Chemiemoduls wird mit einem BDF-Verfahren zweiter Ordnung gelöst

und stellt den zeitaufwendigsten Schritt des Algorithmus dar.

Die Implementierung des Ansatzes für detaillierte Chemie wurde in Abschnitt 5.2 an zwei tur-

bulenten, nicht-vorgemischten Jet�ammen untersucht, die sich in ihrer Eintrittsgeschwindigkeit

und damit der Flammenstreckung unterscheiden. Bei der Stabilisierung der Flammen zeigte

sich trotz Pilot�amme der starke Ein�uss des Mikromischungs-Modells. Das EMST-Modell

lieferte hier deutlich bessere Ergebnisse als das IEM-Modell, dessen Modell-Konstante Cφ ≥ 3, 5

gewählt werden musste, um die Flamme zu stabilisieren. Für die Flamme mit niedriger Ein-

strömgeschwindigkeit ergaben sich sehr gute Übereinstimmungen mit den experimentellen Da-

ten sowohl in den Feldern der Mittelwerte und Varianzen als auch für die statistische Analyse der

Turbulenz. Die Flamme mit der gröÿeren Einströmgeschwindigkeit zeichnet sich durch starke

lokale Flammenverlöschung aus, die weder mit dem IEM noch mit dem EMST-Modell zufrieden

stellend modelliert werden konnte. Ein Zusammenhang mit der relativ einfachen Turbulenz-

Modellierung über ein k-ε-Modell liegt nahe. Für weiterführende Untersuchungen wird die

Implementierung eines höherwertigen Turbulenz-Modells empfohlen.

Die Modellierung des Ruÿbildungsprozesses folgt der Arbeit von Di Domenico [22]. Dieser ver-

wendet einen sektionalen Ansatz für die PAH-Bildung und beschreibt den Ruÿ anschlieÿend

über zwei Transportgleichungen für den Ruÿvolumenbruch und die Ruÿpartikeldichte. Die

Gasphasen-Kinetik wird bis zu den Ruÿvorläufern Acetylen und Benzol exakt gelöst. Das Ruÿ-

modell ist in das oben beschriebene, detaillierte Chemiemodul des Transport-PDF-Verfahrens
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integriert. Der Energieverlust durch Ruÿ-Wärmestrahlung kann in ruÿenden Flammen ekla-

tant sein und wurde deshalb über einen Verlustterm in der Enthalpiebilanz berücksichtigt.

Damit wird über den Transport-PDF-Ansatz neben der Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung

auch die Turbulenz-Strahlungs-Wechselwirkung auf Seiten der Emissionen geschlossen gelöst.

Die gröÿten Unsicherheiten des Ansatzes liegen damit bei der Modellierung der Mikromischung

und der Vernachlässigung der Strahlungsabsorption im Medium. Das Verfahren stellt aktuell

eine der genauesten Methoden zur Berechnung der Ruÿbildung in turbulenten Flammen dar.

Bisher verwendeten nur wenige Autoren [73, 82] solch aufwändige Ansätze. In Abschnitt 5.3

wurden Simulationen einer turbulenten, ruÿenden, nicht-vorgemischten Jet�amme präsentiert.

Die Hauptcharakteristika der Ruÿbildung wie die Bereiche von Produktion und Oxidation in

der Flamme wurden richtig wiedergegeben, die Mittelwertfelder lagen in sehr guter Über-

einstimmung zu den experimentellen Daten. Es traten jedoch gröÿere Abweichungen in den

Varianzen und der Statistik der turbulenten Fluktuationen der Variablen auf. Aufgrund un-

zureichender Messwerte konnte keine detaillierte Analyse des Problems vorgenommen werden.

Die Flamme zeigte sich äuÿerst sensibel gegenüber der räumlichen Gitterau�ösung sowie der

verwendeten Zeitschrittgröÿen und des Mittelungsverfahrens.

Auf den Ergebnissen der ruÿenden Jet�amme aufbauend wurde im Abschnitt 6.1 anschlieÿend

die Wechselwirkung zwischen Turbulenz und Chemie genauer betrachtet. Im Mittelpunkt stand

die Analyse der Fehler, die bei der Berechnung der mittleren Quellterme der Gasphasen- und

Ruÿ-Spezies über Modellansätze entstehen. Verschiedene Approximationen (laminarer Chemie,

Presumed-PDF-Ansatz) wurden mit den Ergebnissen der exakten Berechnung aus dem Trans-

port-PDF-Verfahren verglichen. Es zeigte sich, dass bei der Verwendung eines Presumed-PDF-

Ansatzes die in den Arrhenius-Geschwindigkeitskoe�zienten auftretenden Fehler deutlich ge-

ringer als beim Ansatz mit laminarer Chemie ausfallen. Diese Fehler gleichen sich jedoch

derart aus, dass der Gesamtfehler der Quelltermberechnung keinen Vorteil des Presumed-

PDF-Ansatzes gegenüber dem der laminaren Chemie mehr erkennen lässt. Weiterhin konnte in

Abschnitt 6.2 gezeigt werden, dass die Vernachlässigung der Korrelation zwischen Temperatur-

und Spezies�uktuationen, wie sie bei der Verwendung des Presumed-PDF-Ansatzes vorgenom-

men wird, einen groÿen Fehler induziert.

Abschnitt 6.3 widmete sich schlieÿlich der Frage, welche Fehler bei der Berechnung der Ruÿbil-

dung in einem Post-Processing-Schritt, abgekoppelt von der Hauptrechnung, entstehen. Hierfür

wurde der Transport-PDF-Ansatz mit dem integrierten Ruÿmodell im Post-Processing von

PRECISE-MB angewendet. Es zeigte sich, dass der durch die Ruÿproduktion bedingte Ver-

brauch der Gasphasen-Spezies in das Hauptfeld rückgekoppelt werden muss. Andernfalls ist

der induzierte Fehler derart eklatant, dass kein sinnvolles Ergebnis zu erreichen ist. Ähnliches

gilt für den Energieverlust durch Wärmestrahlung, wobei die Gröÿe des Fehlers nicht quan-

ti�ziert wurde. Aufgrund der immensen Anzahl an Fehlerquellen wird von einer Post-Processing-

Implementierung zur Simulation der Ruÿbildung in turbulenten Flammen abgeraten.



A Anhang

T =1214,4 K Trms =538,8 K σ2
Y = 1, 04e−2

Species α S
E

α [kg/(m3s)] S
Eunco

α /S
E

α S
Pre

α /S
E

α S
Lam

α /S
E

α

O2 -96,489 2,374 8,639 2,803

C2H4 -110,954 1,392 10,874 9,608

CO2 27,160 1,402 4,472 5,346

H2O 74,231 3,828 13,806 8,888

H -67,834 57,476 340,389 0,246

OH 265,873 2,703 12,259 -2,008

C2H2 63,937 103,477 584,840 -0,119

C6H6 0,186 1,020 -1750,888 6,567

PAH1 0,014 0,122 2,092 0,766

PAH2 0,013 -0,193 -0,141 -0,387

PAH3 0,009 -0,429 -0,315 -0,576

PAH4 0,005 -1,932 -2,926 -3,178

Ruÿ 0,074 -3,819 -13,642 -1,560

Tabelle A.1: Mittlere Komponentenquellterme in Punkt P1.
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T =1489,97 K Trms =283,26 K σ2
Y = 1, 00e−2

Species α S
E

α [kg/(m3s)] S
Eunco

α /S
E

α S
Pre

α /S
E

α S
Lam

α /S
E

α

O2 -20,436 1,825 4,433 2,977

C2H4 -21,469 1,779 3,708 3,906

CO2 3,055 1,750 3,712 4,708

H2O 10,161 1,260 6,055 6,697

H -2,435 80,381 206,158 0,204

OH -0,745 -17,212 37,048 68,202

C2H2 4,484 49,927 240,491 0,365

C6H6 0,156 -2,996 -575,630 5,482

PAH1 0,008 -2,288 3,444 -0,069

PAH2 0,006 -2,736 -2,011 -4,480

PAH3 0,004 -3,794 -2,098 -5,207

PAH4 0,004 -8,403 -8,336 -13,628

Ruÿ 0,949 0,230 -0,695 0,684

Tabelle A.2: Mittlere Komponentenquellterme in Punkt P2.
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T =1332,89 K Trms =166,36 K σ2
Y = 8, 2e−3

Species α S
E

α [kg/(m3s)] S
Eunco

α /S
E

α S
Pre

α /S
E

α S
Lam

α /S
E

α

O2 -0,533 1,228 1,651 1,681

C2H4 -0,797 2,813 2,595 3,339

CO2 -0,031 -1,504 -3,337 -4,118

H2O 0,024 7,411 59,990 60,848

H -0,007 -2,646 14,780 1,249

OH 0,178 0,722 -8,584 -8,349

C2H2 0,094 28,821 30,744 -2,045

C6H6 0,015 -8,348 409,388 1,017

PAH1 -0,446e-04 48,386 -23,036 -2,987

PAH2 -0,817e-04 26,191 12,763 20,909

PAH3 -0,107e-03 18,974 6,516 11,667

PAH4 -0,258e-03 20,815 9,473 14,088

Ruÿ 0,206 0,758 0,708 0,672

Tabelle A.3: Mittlere Komponentenquellterme in Punkt P3.
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T =1589,16 K Trms =107,23 K σ2
Y = 8, 00e−4

Species α S
E

α [kg/(m3s)] S
Eunco

α /S
E

α S
Pre

α /S
E

α S
Lam

α /S
E

α

O2 -0,018 -8,287 0,529 0,488

C2H4 -0,318 5,950 26,718 26,420

CO2 -0,074 -4,404 -25,506 -25,800

H2O 0,002 430,720 9633,593 9572,641

H 0,013 11,883 71,300 69,774

OH 0,132 -7,708 -129,524 -127,464

C2H2 0,040 147,026 -59,913 -77,881

C6H6 -0,322e-05 2808,716 -483,399 556,222

PAH1 -0,253e-04 -17,415 -296,452 -291,049

PAH2 -0,329e-04 -10,733 -6,608 -4,654

PAH3 -0,374e-04 -7,100 -4,619 -3,202

PAH4 -0,714e-04 -8,930 -3,986 -1,869

Ruÿ 0,366 1,193 0,917 0,829

Tabelle A.4: Mittlere Komponentenquellterme in Punkt P4.
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T =1660,32 K Trms =385,63 K σ2
Y = 7, 3e−3

Species α S
E

α [kg/(m3s)] S
Eunco

α /S
E

α S
Pre

α /S
E

α S
Lam

α /S
E

α

O2 -1,396 2,378 95,932 69,212

C2H4 -0,109 2,466 37,912 68,435

CO2 1,213 7,005 15,886 21,053

H2O 0,612 21,098 404,142 159,917

H -0,005 -98,497 774,023 -794,817

OH 1,168 11,493 -250,944 -29,641

C2H2 -0,168 -25,402 -268,706 87,841

C6H6 -0,004 66,953 4768,537 110,623

PAH1 -0,560e-05 -21,434 -109,554 -102,119

PAH2 -0,143e-05 -58,746 138,211 151,229

PAH3 -0,344e-06 -182,758 -654,339 -623,906

PAH4 -0,208e-04 -4,547 56,355 56,639

Ruÿ -0,093 4,592 25,142 9,538

Tabelle A.5: Mittlere Komponentenquellterme in Punkt P5.
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T =1732,19 K Trms =117,86 K σ2
Y = 8, 8e−4

Species α S
E

α [kg/(m3s)] S
Eunco

α /S
E

α S
Pre

α /S
E

α S
Lam

α /S
E

α

O2 -0,067 -3,244 3,599 3,400

C2H4 -0,106 3,577 27,339 30,264

CO2 -0,075 -9,346 -83,144 -84,207

H2O 0,059 28,899 762,201 749,995

H 0,035 8,627 90,238 88,235

OH 0,385 -5,075 -93,473 -89,498

C2H2 -0,032 -95,561 252,456 299,727

C6H6 -0,002 125,490 -138,480 93,560

PAH1 -0,142e-04 -11,757 -182,996 -181,033

PAH2 -0,150e-04 -8,771 -4,533 -3,878

PAH3 -0,143e-04 -6,907 -6,666 -6,142

PAH4 -0,243e-04 -10,732 0,440 1,274

Ruÿ 0,150 1,370 -0,431 -0,465

Tabelle A.6: Mittlere Komponentenquellterme in Punkt P6.
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T =1627,67 K Trms =373,39 K σ2
Y = 6, 9e−3

Species α S
E

α [kg/(m3s)] S
Eunco

α /S
E

α S
Pre

α /S
E

α S
Lam

α /S
E

α

O2 -0.800 2.213 140.360 101.373

C2H4 -0.010 1.796 -103.834 81.721

CO2 0.889 8.240 15.267 21.201

H2O 0.178 56.343 1006.123 322.125

H -0.015 -31.618 225.046 -96.953

OH 1.028 3.876 -219.310 -10.549

C2H2 -0.044 -12.177 -203.421 106.311

C6H6 -0.001 59.070 3332.332 167.704

PAH1 -0.333e-06 73.804 -373.670 -352.997

PAH2 -0.816e06 20.456 100.175 102.921

PAH3 -0.119e-05 8.929 -30.145 -28.742

PAH4 -0.507e-05 3.374 54.320 54.110

Ruÿ -0.103 3.392 13.878 5.280

Tabelle A.7: Mittlere Komponentenquellterme in Punkt P7.
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