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Kurzfassung

Aufgrund der hohen Streubreite der physikalischen Eigeaiféen von metallischen
Werkstoffen kann man deren Verhalten nicht zuverlassiqussagen. Dies stellt ins-
besondere bei der Lebensdauervorhersage von indusgfeltigiten Konstruktionen ein
Problem dar.

Der atomare Aufbau eines metallischen Werkstoffs bestehder Regel aus einem
Hauptelement und einem oder mehreren Nebenkomponentedazadihrt, dass beim

Erstarren einer Metallschmelze auf der Atomskala die Anneg der Atome nicht struk-

turiert erfolgt, sondern mit zuféllig verteilten FehlerBetrachtet man den Werkstoff
auf einer gbberen Skala so fallt auf, dass metallische Slkz@men vielen Stellen zu er-

starren beginnen und dass die Erstarrungskeime und die@&reler Erstarrungsfronten
stochastisch verteilt sind. Die metallischen Werkstoifel @lso bei genauerer Betrach-
tung kein Kontinuum sondern ein Diskontinuum in dem die [kglsschen Eigenschaften

global betrachtet zu den in den Laborexperimenten beobrhtVerten verschmieren.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Werkstoff als eiskaintinuum darzustellen, um
die stochastisch verteilten physikalischen Eigenschadig einer kleinen Skala zu er-
fassen. Im Weiteren sollen auf einer gréf3eren Skala dielkdilischen Eigenschaften zu
den global beobachteten Werten verschmieren. Dabei sdlhdiieser Arbeit vorgestellte
numerische Methode der diskreten Elemente im mechanigebiehausgebaut und im
Folgenden auf andere physikalische Felder tGibertragenamerd

In metallischen Werkstoffen gehen bei zyklischen Belagtmnim Inneren des Werk-
stoffs mikroplastische Verformungen vonstatten, welche zmnehmender Zyklenzahl
den Werkstoff an diskreten Stellen mit Mikroschaden séttigoabei schreitet die diskrete
Sattigung solange voran, bis der diskrete Ort Ubersatigt geschwacht ist und im Fol-
genden versagt. Die mikroplastischen Verformungen sirid,auch die anderen phy-
sikalischen Parameter, mit einer statistischen GrolReftathaie diskrete Akkumula-
tion der statistisch verteilten mikroplastischen Schédggsoll in das numerische Modell
der Diskreten-Elemente-Methode (DEM) mit aufgenommerdery so dass sich auf nu-
merischem Weg Lebensdauersimulationen durchfihrendasse

Ein wesentlicher Teil dieser Arbeit beschaftigt sich mihaeathematischen Beweisen fir
die Gultigkeit der DEM als numerische Methode, sowohl fis daechanische als auch
fur das thermische Feld. Die Beweisfuhrung erfolgt Gibee @ergleichende Betrachtung
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mit der Finite-Volumen-Methode (FVM), der Finite-Diffexeen-Methode (FDM) und

der Finite-Elemente-Methode (FEM). Dabei wird aus der FVid ldee Gbernommen,
dass physikalische Flusse Ubertragen werden. Im Weitegdnt eie Assemblierung von

sechs Staben, welche die physikalische Feldgrofl3e Gibentragsammen mit dem lokalen
physikalischen Gleichgewicht den Finite-Differenzees8tder FDM. Zuletzt wird das

globale Gleichgewicht mittels der FEM gewonnen. Im Nachider Finite-Elemente-

Rechnung lassen sich die Flussgrof3en zurtickbestimmen.

In dieser Arbeit wird gezeigt, wie die Kopplung des mechamén und thermischen
Feldes mittels der DEM vorgenommen werden kann. Dazu wisgefiihrt, wie die bei-
den Felder zusammen wirken und wie stark deren Kopplund\stchlielRend wird eine
Lebensdauersimulation an einer thermo-mechanisch be&astirtuellen Probe vorge-
fuhrt.

Das Ergebnis dieser Arbeit zeigt, dass die DEM eine Methetjeum partielle Differ-

entialgleichungen zu l6sen, sowohl fur Einzelfelder, alshafir gekoppelte Felder.
AulBerdem kann der Werkstoff durch die Methode als ein Diskonm betrachtet wer-
den, so dass sich Lebensdauersimulationen mittels eimesterten Werkstoffmodells
vornehmen lassen.



Abstract

Due to considerable variations in their physical propsrttae mechanical behaviour of
metallic materials cannot be reliably predicted, which eskfe time predictions of in-
dustrially manufactured constructions particularly diii.

Metallic structures are normally composed of one main efgraad one or more addi-
tional components. This leads to an arbitrary array of tbenat rather than a structured
one, during consolidation of the molten material. Lookirighee material on a larger
scale it can be observed that the molten metal starts tafyahdnany places and that the
solidification germs and the borders of the solidificatiamnts are distributed stochasti-
cally. Metallic materials are therefore not considered m@tiooum but rather a discontin-
uum whose physical properties are - globally seen - constifimthe properties observed
in lab tests.

The aim of this thesis is to consider the material as a diswomt in order to deter-
mine the stochastically distributed material propertiasaomicro scale. Furthermore,
these anisotropic physical properties are to result in teoigphysical properties on a
macroscale. In order to achieve this, the numerical Disdeé¢ment Method presented
in this thesis will be extended to the mechanical field anédsgbently also applied in the
thermal field.

Inside metallic materials micro plastic deformations tgkace during cyclic loading,
which, with an increasing number of cycles leads to a saturaff the material in discrete
places. This discrete saturation continues until the diegplaces are supersaturated or
weakened which results in material failure. The discreteroplastic deformations are,
just as all other material parameters, statistically disted. This discrete accumulation
of statistically distributed microplastic deformatiorssto be implemented into the nu-
merical model of the Discrete Element Method (DEM) in ordebée able to carry out
numerical life time simulations.

An important part of this thesis deals with the mathematicabf of the DEM as a valid
numerical method, for the mechanical as well as for the théfield. This is achieved
by a comparative viewing using the Finite-Volume-MethoW i), the Finite-Difference-
Method (FDM) and the Finite-Element-Method (FEM). From EAéM the idea of phys-
ical flows being transmitted is used. Furthermore the asbkeailsix bars carrying the
physical field variables together with the local physicaliggrium result in the finite
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difference stencil of the FDM. Finally the global equilibbn is found by using the FEM.
The post processing of the finite element calculation datersthe values of the physical
flow.

This thesis shows how the coupling of the mechanical andhtalkiield can be achieved
by using the DEM. For this it is explained, how the two fieldgenmact and how strong
the coupling is. Finally a numerical life time simulationdemonstrated on a thermo-
mechanically loaded test specimen.

The result of the thesis proves the DEM to be a new method feingppartial differential
equations, for single as well as for coupled fields. Alsohwitis method, the material
can be considered as a discontinuum so that an extendedahkaercan be used for life
time predictions.



1 Einleitung

1.1 Motivation und Problemdarstellung

In der Natur findet man die vielfaltigsten Elemente und Wexfts mit einer grof3en
Streubreite an Eigenschaften. Dies hat zur Folge, dass eiksféffkenndaten teilweise
starken Schwankungen unterliegen, wodurch die Tragwetksisdauer keine determinis-
tische GroR3e ist, sondern eine GrofRe mit einer statistisblafteten Ausfallwahrschein-
lichkeit. Der Ingenieur steht trotz der grof3en Varianz deatéialparameter vor der
Aufgabe, die Lebensdauer Uber die Betriebszeit der Kokistru sicherzustellen. Die
Vergangenheit hat jedoch immer wieder gezeigt, dass sath atlen Bemihungen, aus-
fallsichere Tragwerke zu bauen, katastrophale Unfallbtimmer vermeiden lassen. Als
die wohl bekanntesten Unfalle in der Luftfahrt gelten uatederem die Flugzeugabstirze
der DE-HAVILLAND Comet aus den Jahren 1953 und 1954, dasadgrs und Abschélen
einer grolReren Rumpfsektion von einer BOEING 737 mit begriedtastrophalem Ende
aus dem Jahr 1988 und der Absturz einer BOEING 747-200 ausJdeém1992 kurz
nach dem Start in Amsterdam [186]. Schlief3lich, und als Wuitbn flr diese Arbeit,
ist das Versagen der Triebwerksdise der europdischenrialigee Ariane 5 mit der
Flugnummer 157 aus dem Jahr 2002 zu nennen. Bei diesem Bhudie aktiv gekuhlte
Struktur entlang des Kuhlkanals auf, was im weiteren Fldguézu einem Schubverlust
fuhrte. Die Tragerrakete konnte im Folgenden den Orbittmoghr erreichen und musste
aus Sicherheitsgrinden im Flug notgesprengt werden [73s &rsagen solcher ak-
tiv gekuhlten, thermisch-mechanisch belasteten Straktuann mit der in dieser Arbeit
vorgestellten numerischen Methode der diskreten Elemertersucht werden.

Aus Laborversuchen weil3 man, dass gleichartig hergest@&tifkorper, welche
einer einachsigen quasistatischen mechanischen Laszogén werden, geringfligige
Schwankungen hinsichtlich Elastizitat, aber erheblichbv&nkungen hinsichtlich der
Festigkeit und dem plastischen Flie3verhalten aufweisenén [18]. Prazise Aussagen,
wann ein Werkstoff unter einer rein statischen Last versangt also nicht méglich, son-
dern lediglich Angaben mit einer statistisch unterlegtersfaliwahrscheinlichkeit. Wird
ein Werkstoff dynamisch belastet, so spricht man von Letewmsr. Bei dynamischen
Lasten nimmt der aus den statischen Versuchen bekanntelwétt der maximal ertrag-
baren Spannung ab und gleichzeitig streuen die Werte Uben @ioch gréReren Bereich
als bei einer rein statischen Last. Grinde dafur sind in mleornogenen Struktur des
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Werkstoffs zu finden.

Das mechanische Verhalten von Tragwerken unter statisadhgramischen und ther-
mischen Lasten vorherzusagen hat seit der Antike, als diesbhdeit begann Bau-
werke aus Stein zu errichten, bis heute in der vom Leichtleguragten Welt stetig an
Bedeutung gewonnen. Die ersten Untersuchungen und Ubedeg hinsichtlich der
Bauteilfestigkeit gehen nachweislich bijsGLEO GALILEI und LEONARDO DA VINCI
zurlck [5, 151, 220].

In der heutigen Zeit kommt dem Leichtbau bei der Dimensiamg eines Tragwerks eine
immer grol3ere Bedeutung zu. Durch den Leichtbau wird digfétagkeit des Werkstoffs
zunehmend ausgereizt, weshalb der Aspekt der Lebensaannariwichtiger wird. Hier-
bei ist es von wesentlicher Bedeutung, genaue Angaben ibeud Anwendung kom-
menden Werkstoffe zu haben. Dabei tritt hier das Problemdasds die meisten Werk-
stoffkennblatter nicht vermerken, dass die Werkstoffdaidt einer statistischen Sicher-
heit bzw. Unsicherheit versehen sind. Dies kommt dadurskenge, dass der Werkstoff
ein Diskontinuum ist, durchzogen mit mikro- und teilweisel mesoskopischen Imper-
fektionen (Lunker, Risse, Einlagerungen, Korngrenzet.)etvelche bei der Fertigung
(Gul3, Walzen, thermische Behandlungen, mechanische &aarf, etc.) entstehen.

1.2 Gegenwartiger Wissensstand

Analytische oder numerische Modelle zur Beschreibung degfahigkeit von Bauteilen
oder Komponenten stiitzen sich auf empirische Werkstoffkente (E-Modul, maxi-
mal ertragbare Spannung, etc.). Numerische Modelle auBdsis der finiten Elemente
haben den \orteil, dass sie auf alle Strukturgeometrieewwagdt werden kbénnen. Die
analytischen Modelle sind hingegen auf simple Geometriam. bR&ander beschréankt,
da sich die gebietsbeschreibenden Differentialgleicear(®GL) ansonsten nicht mehr
l6sen lassen, wobei die Anzahl der mdglichen Losungen nighton den Randern, son-
dern auch von der Anzahl der Variablen abhangt. Mit der DGsda sich die Felder
einzeln analytisch beschreiben (das mechanische, daniithie, das elektrische, das
magnetische Feld, usw.) und ebenso gekoppelte Felder l{damd-mechanische, das
elektro-magnetische Feld, usw.). Die gekoppelten Felteragieren stets miteinander,
bzw. tauschen untereinander Energie aus, und zwar in deurn&rtWeise, dass in der
Summe ein Minimum an Energie beim Ubergang von einem Zustamign nachsten
verbraucht wird. Vom Standpunkt der Mathematik sind geletigi=elder am schwierig-
sten und aufwendigsten zu l6sen, weshalb nur wenige aseigiLosungen, fur z.B. das
gekoppelte thermo-mechanischen Feld, in der Literatunmefi sind [163, 173, 182].
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Die bekannteste numerische Methode ist die Finite-Eleeabtdthode (FEM). Darunter
fallen unter anderem die Untergruppen Extended-Finigarients (X-FEM) und die Me-
thode FE. Die Diskrete-Elemente-Methode (DEM) wurde bisher aucldian Gruppe
der FEM eingeordnet. Diese Methode erziehlte bisher heagende Ergebnisse fur die
Darstellung von Rissen in spréden Werkstoffen [240] undanMehrkdrpersimulation.
Eine Kopplung der DEM zu anderen Feldern ist dem Autor ailteysinicht bekannt.

Gegenwartig wird die Lebensdauer eines Werkstoffs engbitiie Labor ermittelt, wobei
die Belastung z.B. im Zug-, Biege- oder Torsionsversuchstnginachsig ist. Die er-
mittelten Lebensdauerwerte werden in einem Diagramm, dayersannten \WHLER-
Diagramm, aufgetragen. Mehrachsige Lebensdauerversuwaheehr aufwendig und mit
hohen Kosten verbunden, weshalb in der Literatur kaum Aagalazu zu finden sind.
Die WOHLER-Versuche werden in der Regel bei RaumtemperatutGRtlurchgefihrt,
kdnnen aber auch bei erhbhten Temperaturen durchgefuhdteweJedoch sind die Ver-
suche dann wieder mit erhdhtem Aufwand und Kosten verburibegoretische Modelle
zur Ermittlung der Lebensdauer an Bauteilen unter therrsohanischen Lasten sind
dem Autor nicht bekannt.

Die Streubreite der mechanischen Eigenschaften regutisdem mikroskopischen Ver-
halten, wobei die mikroskopischen Modelle der Metalle aer &ristallgittertypen und
den Bindungskraften zwischen den Atomen und Gleitebensietsn. Einfachleerstellen
in der Gitterstruktur, Fremdatome in der Gitterstruktueo&remdatome zwischen den
Atomen der Gitterstruktur werden in den primitiven Gitteahellen nicht beriicksichtigt.
Somit lasst sich keine genaue und abgesicherte Aussagealé@denakroskopische Ver-
halten machen, da sich das mikroskopische Verhalten nigltgté&ndig erfassen lasst.
Ingenieure sind zur Absicherung der Festigkeit bei statisglasteten Tragwerken, und
vielmehr noch zur Absicherung der Lebensdauer von Bauteili dynamischen Lasten,
auf Laborversuche angewiesen, wobei ein Versuch am eclaeteBdie hochste statis-
tisch belegte Sicherheit mit sich bringt. Aus Kosten- undgténden ist es angebracht,
derartige Versuche in der Zukunft numerisch durchzufijhweeshalb es das Ziel dieser
Arbeit ist, neue Wege zur numerischen Lebensdauersiroanlatifzuzeigen.
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1.3 Zielsetzung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll die Diskrete-Eletadviethode (DEM), welche
das Verhalten des Kontinuums/Diskontinuums mit Stabesteldt; ausgebaut werden, um
Lebensdauervorhersagen an Komponenten die unter thesuobamischen Lasten stehen
durchfuhren zu kénnen.

Bevor die DEM in gekoppelten thermo-mechanischen Probterae Anwendung kom-
men kann, miussen die folgenden Fragen einzeln beantwatdew.

1. Kann die DEM den Werkstoff als ein Kontinuum und Diskontim im mecha-
nischen und thermischen Feld beschreiben?

2. Kann bewiesen werden, dass die DEM als numerische Meihodechanischen
und thermischen Feld uneingeschrankt verwendet werdé® dar

3. Kann die DEM die statistischen Schwankungen in der Hestigei statischen Las-
ten simulieren?

4. Kann das Verfahren die Lebensdauer eines Werkstoffs yogandischen Lasten
simulieren?

5. Ist die numerische Methode auch in der Lage, die Warmeflogsr. die Tem-
peraturen des thermischen Feldes bei vorgegebenen Tempanabedingungen
und/oder Warmequellen, -senken, zu bestimmen?

6. Kann die DEM die oben aufgefuhrten Disziplinen bzw. Feloleeinem Netz
miteinander verbinden bzw. koppeln?

1.4 Aufbau der Arbeit

Gemal der Liste in Abschnitt 1.3 ist die Arbeit so aufgebdass die aufgefihrten Fragen
beantwortet werden.

Da die vorliegende Arbeit sehr viele Disziplinen beinhialge z.B. die numerische Um-
setzung der Werkstoffmodelle im mechanischen, thermisaine thermo-mechanischen
Feld, istin Abb. 1.1 das Zusammenspiel der einzelnen Disep dargestellt.
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2 Metallische Werkstoffe

Diese Arbeit beschrankt sich darauf, die wesentlichen Rigpder metallischen Werk-
stoffe, die fir die Modellierung bzw. die Verifikation dermerischen Modelle erforder-
lich sind, hervorzuheben.

Metallische Werkstoffe werden entsprechend ihrer raumelicGitterstruktur, die durch
die Anordnung der Atome gebildet wird, in drei Gruppen etede Die kleinste
immer wiederkehrende Einheit des Gitters wird Elementerzgenannt. Die drei
wichtigsten Elementarzellen sind das kubisch-flachemieztd Gitter (kfz), das kubisch-
raumzentrierte Gitter (krz) und der hexagonale Gitterauf@hex), siehe hierzu auch die
Abbildungen in Tab. 2.1. Werkstoffe in denen die Atome inrfR@ines Gitters angeord-
net sind bezeichnet man als kristallin. Das Anreihen demElgarzellen bzw. der Atome
erfolgt beim Erstarren der Schmelze entweder an Keimzeltien an Verunreinigungen.

Bei Werkstoffen die aus mehreren atomaren Grundelemeigteliten binden sich beim
Erstarrungsprozess Atome mit niedriger Schmelztempeaatdie bereits erstarrten Ele-
mente mit hoherer Schmelztemperatur und bilden Krist@ie.Kristalle wachsen beim

Erstarren so lange, bis sie aneinander stol3en. Liegen @n emtarrenden Schmelze
viele Atome mit niedriger Schmelztemperatur vor, so werdiennoch flissigen Kom-

ponenten vor den Erstarrungsfronten her geschoben uratrerstspater an den Gren-
zen der bereits erstarrten atomaren Strukturen mit derrebigchmelztemperatur. Die
im weiteren Wachstum behinderten Kristalle bezeichnet alarkKorner und die Grenze
zwischen ihnen als Korngrenzen. Der kristalline AufbalesilVerkstoffs ist durch die

vielen Kristalle mit ihren unterschiedlichen Ausricht@mgimperfekt. Weitere Defekte

sind unter anderem freie Gitterpunkte und eingelagertenéfa¢dome in der Gitterstruk-

tur. Die eingelagerten Fremdatome sind entweder integiiiisin der Gitterstruktur oder

zwischen den Atomen der Gitterstruktur [26, 208], siehe.Abb.

Metallische Werkstoffe sind polykristallin, bedingt darden ungleichméfigen Abkuhl-
vorgang und die hohe Anzahl von Keimzellen. Die raumlicherahntung ihrer Gitter-
struktur ist zuféllig. Die GroR3e der Kérner kann, je nach kgeoff, geringfuigig durch die
Abkuhlgeschwindigkeit und die Anzahl der Keimzellen gesté¢ werden [144].

Die mechanischen Eigenschaften von Werkstoffen werden @seilichen von den fol-
genden Faktoren beeinflusst

1. der inneren Gitterstruktur bzw. dem kristallinen Aufbau
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(d)

(f)

Abbildung 2.1: Schematisch dargestellte Gitterdefeksd: Gitterlticke, (b) Stufenver-
setzung in der Gitterstruktur, (c) Fremdatome, die im Gwerdtstoff ein Substitutions-
Mischkristall bilden, (d) eingelagertes Fremdatom, (e)isbengitteratom, (f) der er-
starrende Werkstoff schiebt Fremdatome solange vor dearfanagsfront her, bis zwei
Kdrner aneinander stof3en. Die Korngrenze wird dann von &atomen gebildet.

2. dem stochastischen Wachstum der Kdrner und deren Grdf$enebides Erstarrens,

3. den metallischen Bindungskraften auf der atomaren Eb@mben dieser
Bindungskraft fur Metalle gibt es u.a. noch die lonenbingludie Elektronen-
paarbindung und dieAN DER WAALS-Bindung),

4. den Einlagerungen im kristallinen Aufbau,
5. der Struktur und der Zusammensetzung der Korngrenzen und

6. der Korngro3e und der Orientierung des GitteraufbausanmKJe weniger Korner,
desto mehr pragt die zufallige Ausrichtung der wenigen tdligitter das mecha-
nische Verhalten. D.h. bei gréReren Kérnern schwanken @ehanischen Eigen-
schaften mehr als bei kleinen Kérnern.
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2.1 Statistik metallischer Werkstoffe

Werkstoffe, bzw. deren Laborproben, verhalten sich unteesllich. Die Streubreite
der Laborergebnisse hangt unter anderem vom Werkstofflegierung, der Tempera-
tur und den Umgebungsbedingungen ab. Dies erschwert esmgniéur mit diesen
Werkstoffen versagenssichere Konstruktionen zu entwnclign statistisches Verfahren,
das die Laborergebnisse von Werkstoffen und deren Streguinigeschreibt, ist das von
WEIBULL [230, 231]

Plo)=1-ew |- (22)7 ] baw pio) = —ew |- (22)7] . 2

OSk OSk
In diesen Gleichungen bezeichnét(c) die Verteilungsfunktion oder die Ausfall-
wahrscheinlichkeitP (o) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Probe haltist der Form-
parameter (Parameter, der die Streuung beeinfluBst)ist die Spannung bei der die
Probe versagt undg, ist nebenm ein Skalenparameter der nicht mit dem Mittel- oder
Erwartungswert der \BiBULL verteilten Spannungen zu verwechseln ist.

In Gl. (2.1) beeinflusst der Formparametenicht nur die Verteilungsfunktion (d.h. deren
Streubreite), sondern auch den Mittelwert der ErgebniBge jeden Werkstoff sind g,
und m spezifisch zu ermitteln. Grol3e Werte fiir bedeuten, dass die Ergebnisse nahe
beeinander liegen und wenig streuen. Da die FestigkeiteviigrMetalle wenig variieren,
liegt der Formparameter fur diese bei ungefélfifetan =~ 100 [62].

Der Erwartungs- oder Mittelwer (o) kann mit

E(o) = 0g: [(m) mit m = HTm . 2.2)

berechnet werden, wobEidie Gammafunktion nach &uss ist [43]. Die Gammafunk-
tion ist eine Funktion des Formparameters Wenn numerische Simulationen von Ma-
terialien mit einer VéI1BULL verteilung durchgefihrt werden, so wird mit Hilfe der Gam-
mafunktion und Gl. (2.2) der Mittelwert der Materialparaseran Gl. (2.1) eingestellt und
man erhalt

F(o) = 1 — exp {_ (% f(m))m] bzw. P(c) = — exp {_ (% f<m>)m} |
(2.3)

Die Untersuchungen von &BULL beziehen sich lediglich auf die Spannungen. Tatsach-
lich variieren aber alle Materialparameter um einen Mitezt. Bei Metallen unterliegt
der Elastizitditsmodul einer Variation véfo, die Streckgrenz@%, die Bruch- oder Fes-
tigkeitsgrenze&%, die Bruchzahigkeit5% und die Dauerfestigkeit hat die gré3te Varia-
tion mit 50%. Entsprechend der fur das Tragwerk verlangten Sichauhditler Streuung
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der Werte mussen die aus den Laborergebnissen ermitteltemtbings- oder Mittelwerte
abgemindert werden [71].

Die in den Werkstofftabellen angegebenen Festigkeitewerttsprechen einer Uber-
lebenswahrscheinlichkeit vaiv, 5% [18, 133]. Die Ubertragung auf reale Bauteile er-
folgt mittels der FKM-Richtlinie, in der unter anderem Beilkennwerte fur die Bauteil-
grol3e, die Anisotropie, den Temperatureinfluss und weitdrechwachungsfaktoren
angegeben sind [25, 115].

2.2 Bruchverhalten metallischer Werkstoffe

Das Bruchverhalten von Werkstoffen ist sehr komplex. DiedBmerkmale ergeben sich
aus den jeweiligen Beanspruchungsarten [26]. Man unteidethzwischen

1. dem Duktil- (bzw. Zah-) und Sprodbruch infolge einer gtsaatischen bzw. zlgig
aufgebrachten Last siehe Abb. 2.2
2. Dauerbriichen infolge schwingender Last

3. Kriechbrichen infolge langzeitiger Beanspruchung.

2.2.1 Bruchverhalten metallischer Werkstoffe bei quasi#tischen Lasten

Der Werkstoff hat bei einer zligig aufgebrachten Last diehktic Festigkeit. Diese ist,
bedingt durch die zufallige Anordnung der kristallinenu®tur, WEIBULL verteilt.

Die meisten Werkstoffe zeichnen sich dadurch aus, dassre&a gnear elastischen Be-
reich haben, in dem die Dehnungen reversibel sind. An destigtden Bereich schlief3t
ein mehr oder minder grol3er plastischer Bereich an, von delmiingen im Werkstoff
zurlck bleiben. Ist der plastische Bereich klein, so ve$iah der Werkstoff sprode. Bei
einem ausgepragten plastischen Bereich nennt man ihrl.dbidiGrenze zwischen dem
elastischen und plastischen Bereich wird als FlieRgrepbezeichnet.

Im elastischen Bereich gilt das Gesetz vowdkE und im plastischen Bereich das
Potenzgesetz, siehe Abb. 2.3.

linear elastischer Bereich: ocgast = E - €elast (2.4)

plastischer Bereich:  opjast = C-eglast, (2.5)

wobeio die Spannung im elastischen und plastischen Bereiclie Dehnung,R,, die
Zugfestigkeit undR, . die Streckgrenze des Werkstoffs ist. Die materialspehiéiac
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Abbildung 2.2: Prinzipielle Darstellung der Bruchformesnwduktilen und spréden me-
tallischen Werkstoffen mit rundem Probenquerschnitt. Abbildungen der Bruchformen
sind der Literatur entnommen [71, 133].

Werkstoffparameter sind der Elastizitatsmodusowie die Steifigkeit im plastischen Be-
reichC' und der Exponent. Werte flr die Werkstoffparameté?, C undn kénnen der
Literatur entnommen werden [126]. Die GesetzmaligkeigrGin. (2.4) und (2.5) sind
nur gultig, wenn die Temperatur konstant bleibt.

Sprode Werkstoffe sind zum Beispiel Gusseisen, Porzettdas und auch Titan. Die
Querkontraktion dieser Werkstoffe ist in der Regel kleiner al&3. Duktile Werkstoffe
wie z.B. Blei, Kupfer und Aluminium haben hingegen Querkaktionszahlen die gro3er
als1/3 sind.

Das Bruchverhalten wird im Wesentlichen von der Beschaténder inneren Gitter-
struktur (kfz, krz oder hex) beeinflusst. Briiche werden du®teitung oder Trennung
bzw. Spaltung der Atome hervorgerufen. Die erste Bruchfaemnt man den Duktil-
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Abbildung 2.3: Das Verhalten von duktilen Werkstoffen isiden linear elastischen Be-
reich, in dem das HokEsche Gesetz gilt und den plastischen Bereich in dem das®oten
gesetz gilt, unterteilt.

bruch, die letztere den Sprédbruch, vergleiche Abb. 2.21t8pg findet senkrecht zu den
gering besetzten Gitterebenen statt, weil in ihnen die dahlzu brechenden Bindun-
gen am kleinsten ist. Hingegen liegt Gleiten vor, wenn diistiétiebenen der jeweils am
dichtesten belegten Kristallebenen tUbereinander gleiDar Widerstand gegen Gleiten
wird zum einen durch den Abstand der Atome und zum andereshdlie moégliche An-
zahl der Gleitebenen und Gleitrichtungen beeintrachtigt.dichter die Atome gepackt
sind, umso weniger stehen sie sich beim Abgleiten im Weg. kg¥effe mit kubisch-
flachenzentrierten Gittern sind am leichtesten verfornipargelten als duktil. Hingegen
gelten Werkstoffe mit hexagonalem Gitter als sprode. Shkeheaeinen deutlich gerin-
geren plastischen Bereich da sie nur wenige Gleitebenenautih schwieriger zu ak-
tivieren sind, besitzen. Verschiedene Werkstoffe, derégtexaufbau sowie die Anzahl
der Gleitebenen sind in Tab. 2.1 aufgelistet. Tiefergebdfrttlarungen kdnnen der Lite-
ratur entnommen werden [71, 200].

Beim Gleit- und Trennbruch liegen die in der Praxis erraohEestigkeitswerte um
GroRRenordnungen unterhalb der theoretischen Gittegfesti Dies erklart sich aus der
Existenz kleiner Anrisse und Imperfektionen im kristadimAufbau (z.B. Einlagerungen,
dem stochastischen Wachstum der Kristalle, deren GroRésaimgrenzen selbst und der
Orientierung des Gitteraufbaus). Einlagerungen in dete@itruktur kbnnen zum einen
den kristallinen Aufbau verzerren und somit bei unginstiRjatzierung das Abgleiten
und im Weiteren Risse initiieren und zum anderen auch Risggen. Ersteres ist fur
den Werkstoff negativ und letzteres positiv.
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Kubisch-raumzentriert Kubisch-flachenzentrieft Hexagonale Gitterstruktur

(krz) (kfz) (hex)
Chrom, Wolfram, Aluminium, Gold, Cadmium, Zink, Titan,
Molybdéan, Niob, Kupfer, Blei, Nickel, Magnesium
Vanadium, Platin,

Eisen beil’ < 911°C Eisen beil” > 911°C

Tabelle 2.1: Einteilung einiger Werkstoffe nach derendsgtrukturen, die fur das duktile
oder spréde Werkstoffverhalten verantwortlich sind.

Je nach Werkstoff kbnnen Korngrenzen ebenfalls Risse stopmd das Risswachs-
tum blockieren. Es ist aber auch mdglich, dass KorngrenterSehwachstelle des
polykristallinen Werkstoffs fungieren und Risse somitang) der Korngrenzen entstehen
und wachsen. Aus Beobachtungen ist bekannt, dass ein is&iall Werkstoff selbst bei
sehr geringen Lasten, also noch im linear elastischen &erblikrorisse bildet, welche
aber dann in ihrem Wachstum behindert werden [26, 126, 20 weit ein Riss wéchst,
hangt von den Einlagerungen und der Korngrdl3e ab. Diegisidtitlich der Lebensdauer
sehr wichtig, siehe Abschnitt 2.2.2.

Gleitbriche in polykristallinen (und quasiisotropen) W&offen verlaufen in Richtung
der maximalen Schubspannung, also ugtés°zur Hauptspannungsrichtung, und Spalt-
briche verlaufen senkrecht zur grof3ten Hauptspannuhgisnig. Auch Mischbriiche,
d.h. Briche mit Gleit- und Spaltbruchanteilen, sind mdglicDeshalb ist eine ein-
wandfreie Zuordnung von Duktil- oder Sprédbruch nur betim@glich. Zum Beispiel
kbnnen instabile Risse, d.h. Risse mit Wachstum, bei eipisartiger Ausbreitung
Geschwindigkeiten erreichen, die bis an die Schallgesutiigkeit des Werkstoffs
herangehen und dann einen Sprodbruch zur Folge haben, bbewotWerkstoff duktil
ist [26].

Dem kubisch-flachenzentrierten Metallgitter ist bei Terapgrabsenkung ein Uber-
gang vom Duktilbruch zum Sprodbruch eigentimlich. Ausgpogkt dieser Temper-
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aturversprodung ist eventuell die einsetzende Blockgswirkung der Einlagerungen
auf die Versetzungsbewegungen, infolge nachlassendeng&towvingungen bzw. Atom-
bewegungen. Bei abnehmenden Temperaturen nimmt aul3erderRestigkeit des

metallischen Werkstoffs zu, da mit Erschwerung der mikaspschen Vorgange die
Rissbildungs- und Rissausbreitungseffekte verloren melselbst der Sprédbruch lauft
bei niedrigen Temperaturen anders ab als bei hohen [265eBi€hema ist nach wie vor
Gegenstand der aktuellen Forschung.

2.2.2 Bruchverhalten metallischer Werkstoffe bei dynamishen Lasten

Dynamische Lasten fihren zu den sogenannten Dauerbricben Brmidungs-
brichen. Sie werden durch schwingende Beanspruchungeargerufen, obwohl die
Beanspruchung selbst noch im elastischen Bereich des Whgdsegt. Faktoren die u.a.
auf die Dauerfestigkeit, d.h. Anzahl der ertragbaren Lydsén, einwirken sind

o die Umgebungsbedingungen (Temperatur, Feuchtigkeimidode Einwirkungen),
die Bauteilgeometrie (Form und Grol3e des Bauteils, KerBerschitte, Kraftein-
leitungen),
der Werkstoff (Legierung, Gittertyp, Korngrof3e, Verumigungen),
der Herstellungsprozess (maschinelle Bearbeitung, Sateni,
die Priffrequenz, wobei eine Frequenzunabhangigkeitdsdbt wird, wenn die
Pruffrequenz kleiner als c&.— 5% der Eigenfrequenz ist,
o und der Oberflachenzustand.

e}

e}

e}

e}

Ein Faktor der einen sehr starken Einfluss auf die Daueglastihat sind die Kerben, da
diese zu Spannungskonzentrationen fiihren, vergleichehhiits4.1. Dabei ist grundsat-
zlich aber auch ein Dauerbruch an Bauteilen, die von der tokison her keine span-
nungserhéhenden Kerben besitzen, mdglich.

Die zum Dauerbruch fihrenden zyklischen Vorgange bewinkeere Versetzungen, oder
Gleitungen, welche die Atome hin und her bewegen und je naetk&off (Gitterauf-

bau, Einlagerungen, usw.) unterschiedlich gro3 sind undrschiedliche Richtungen
haben kénnen. Ein Dauerbruch beginnt mit der EntstehungMigrorissen, die eine

Folge des Abgleitens einzelner Atome auf den Gitterebemeerhalb des Kristallgitters
sind, wobei das Abgleiten der Gitterebenen durch besteh¥adsetzungen begulnstigt
wird. Bei polykristallinen Werkstoffen oder Legierungand mehrere Gleitsysteme an
der Entstehung von Mikrorissen beteiligt. Wird ein Gleggm blockiert, so wird eine
andere Gleitebene aktiviert. Dadurch kommt es nach und mazbnehmendem Mal}
zu lokalen Verfestigungen, die bei weiter wirkender Lastgich aufreissen kénnen und
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kleine Klaffungen oder Mikrorisse im Werkstoff bilden. Dé&ferkstoff sucht sich im Fol-
genden selbst neue Lastpfade, wobei der beschriebenengosgan so oft wiederholt, bis
die vielen Mikrorisse zu einem Makroriss zusammen gewachsal. Das Abgleiten der
Gitterebenen entsteht nicht nur im Inneren des Werkstsdisdern oft auch am Proben-
rand, da dort weniger Hindernisse fur die Bewegung vorhaisdel [26, 205].

Ermidungs- oder Dauerbriiche weisen nicht die typischenropidstischen Verfor-
mungserscheinungen auf, wie dies bei quasi-statischen ziggen Belastungen der
Fall ist. Auf einer Ermidungsbruchflache lassen sich zweidbei verschiedene Zonen
erkennen. Zuerst eine glatte Bruchflache, welche die digeatDauerbruchflache mit
einer relativ niedrigen Rissausbreitungsgeschwindigiaestellt. Diese geht dann in eine
zweite grobere Zone uber, in der sich der Riss mit erhOhteckBeindigkeit ausbreitet
und in der dritten Zone erfolgt der Bruch des Restquersthals sproder oder duktiler
Gewaltbruch [26, 126].

Zur Ausbildung des Bruchs ist je nach Beanspruchungshateebaistimmte Anzahl von
Schwing- oder LastzyklemV erforderlich. Diese Anzahl entspricht der Lebensdauer,
welche durchaus, je nach Werkstoff, GroRenordnungem\Wen10” Zyklen und mehr er-
reichen kann. Ublicherweise werden die Belastungen, bgan8ungen, als Funktion der
Beanspruchungszyklen in sogenannte®MWERKkurven dargestellt. Diese Darstellung
und diese Bezeichnung beziehen sich auf den Eisenbahm#geNOHLER, der zwi-
schen 1850 und 1870 als einer der Ersten Schwingversuchesanbahnachsen durch-
fuhrte [241, 242, 243, 244]. Die ersten Schwingprufungdmtiiaber nach heutigem
Kenntnisstand der Oberbergrat 2eRT in Clausthal an geschweil3ten Ketten durch [2].

In der Praxis ist das Tuckische an Dauerbriichen, dass wdildenErmidung keine

makroskopischen Verformungen zu erkennen sind. Die mkiapischen Risse wachsen
plétzlich und schnell zu einem Makroriss zusammen. Durebtégeungsfreie Prifmetho-
den kann ein Dauerbruch erst kurz vor dem globalen Versagtteekt werden. Des-

halb wird es in zunehmendem Mal3 wichtig, die Lebensdauemanferischem Weg

abzuschatzen.

Ein WOHLER-Versuch ist ein dynamischer Ermidungsversuch mit einenssormi-
gen Last. Dabei wird die Mittelspannung, und die Spannungsamplitude, bis
zum Bruch konstant gehalten. Die Ergebnisse der Wohlaerebeswerden in doppelt-
logarithmischer Darstellung, mit der Spannungsamplittiggeauf der Ordinate und der
SchwingspielzahN auf der Abszisse, aufgetragen. FUr jedes Lastniveau weneéénere
Versuche durchgefihrt. Die Ergebnisse fir die Lebensdaumer WEIBULL verteilt,
d.h. sie haben einen Mittelwert und eine Streubreite (Stadabweichung). Werden die
Durchschnittswerte der einzelnen Lastniveaus miteinaneldunden, so ergibt sich die
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sogenannte WHLER-Kennlinie, siehe Abb. 2.4. Die WHLER-Kennlinie kann in drei
Bereiche aufgeteilt werden:

1. denlow-cycle-fatigueBereich oder LCF-Bereich (Bereich der Kurzzeitfestigkei
2. denhigh-cycle-fatigueBereich oder HCF-Bereich (Zeitschwingfestigkeitsbemgi

3. und derendurance-limiBereich (Dauerschwingfestigkeitsbereich).

Der low-cycle-fatigueBereich (LCF) umfasst nur eine kleine Anzahl von Schwingsp
len. In diesem Bereich geht die@¥LER-Kurve in einen linear abfallenden Bereich Uber.

Der high-cycle-fatigueBereich ist der linear abfallende Bereich debW_ER-Kennlinie.
Er wird mit der BASQUIN-Gleichung beschrieben [14, 39, 133].

1/b

In dieser Gleichung istl die Verschiebungskonstante im Achsenabschnitt d6HWR-
Kurve, d.h. mit ihr l&sst sich die &QuIN-Gerade horizontal verschieben, unist der
Ermidungs- oder Neigungsexponent daisBuUIN-Gerade.o 4 ist die Spannungsampli-
tude undN die Zyklenzahl einens vollstadndigen Sinus.

Im endurance-limiBereich muss eine Unterscheidung zwischen Eisenwef&st@it
ihren kubisch raumzentrierten Gitterstrukturen) und keenmetallen (kubisch flachen-
zentriertes Gitter) vorgenommen werden. Bei dem erstgeran\erkstoff zeigt sich
ab einer Schwingspielzahl von cd.- 10° bis 5 - 10° ein annahernd horizontaler Ver-
lauf. Hingegen zeigt das Streuband der Nichteisenmetadised ausgepragt flachen
Bereich nicht auf, oder sehr viel spater und auf niedrigeBgannungsniveau. D.h.
Nichteisenmetalle besitzen, wenn Uberhaupt, keinen auggen Dauerfestigkeitsbe-
reich, siehe Abb. 2.4. Der Schnittpunkt der Dauerfestitgkeirve mit der BSQUIN-
Geraden (Gl. (2.6)) wird als Eckschwingspielzah) bezeichnet [133]. Diese wird spater
im Abschnitt 6.8 wieder aufgegriffen, wenn es um die Modelling der VOHLER-Kurve
geht.

Die WOHLER-Versuche werden in aller Regel kraftgesteuert durchgefislobei der Ver-
such aber auch dehnungsgesteuert gefahren werden kanmurigsigesteuerte Versuche
fuhren zu Kennlinien, die nicht dem typischen Verlauf desifigesteuerten \WHLER-
Kennlinie entsprechen. Einen ausfihrlichen Uberblickrittsss Thema Dauerfestigkeit
gibt HAIBACH und SHUTZ [110, 209].
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Abbildung 2.4: Proben werden bei den jeweiligen Lastnigdaia zum Versagen belastet,
wobei Fy die Mittellast, /4 die Lastamplitude und die Frequenz ist, mit der sich die
Last andert. Die Anzahl der Lastzykléw wird statistisch ausgewertet um einen Mit-
telwert zu finden, aus welchem eine Lebensdauerkurve odin\&R-Kurve konstru-
iert wird. Die dargestellte WHLER-Linie entspricht einer Ausfallwahrscheinlichkeit von
z.B. 50%. Die Einteilung der \WHLER-Kennlinie erfolgt in einen LCF, HCF und in einen
Dauerfestigkeitsbereich (endurance-limit). Nichtmietehe Werkstoffe besitzen keinen
ausgepragten Dauerfestigkeitsbereich.

2.2.3 Bruchverhalten metallischer Werkstoffe bei statisker Dauerlast

Kriechbriiche starten an kleinen Poren oder Hohlrdumerenen sich viele Risse bilden.
Ein Kriechbruch kann noch nach sehr langer Zeit nachdem ast daufgebracht wurde,
erfolgen. Bei Dauerbrichen oder Ermidungsbrichen bilaénim Gegensatz dazu nur
wenige keilformige Risse. In der Regel sind die KriechbeiBluktilbriiche, welche durch
erhdhte Temperaturen in ihrer Entstehung und Ausbreitefdydert werden. Bei niedri-

gen Temperaturen neigen Metalle eher zum Versproden, akiNaigung zum Kriechen

nimmt ab. Kriechbriche treten bei metallischen Werkstofiei Raumtemperatur kaum
auf. Erst ab einer Temperatur von ca. 40% der Schmelztempelas Werkstoffs nimmt

die Tendenz zum Kriechbruch zu. Bei hohen Temperaturereneigetallische Werk-

stoffe dann zu interkristallinen Kriechbriichen, d.h. deudh verlauft entlang der Korn-
grenzen [26]. Bei Kunststoffen ist der Effekt des Kriechdhrsi hingegen oft auch bei
Raumtemperatur zu beobachten.
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2.3 Thermisches Verhalten metallischer Werkstoffe

Die Temperatur hat, wie oben beschrieben, einen Einflul3 isuinéchanischen Eigen-
schaften. Umgekehrt kbnnen aber auch mechanische Effektgdraturquellen oder
-senken im Werkstoff bilden. Diese Kopplung zwischen dentimaeaischen und ther-
mischen, bzw. dem thermischen und mechanischen Effekintstschiedlich stark aus-
gepragt und wird in Kapitel 8 naher erlautert.

Erste Hinweise auf eine Temperaturdnderung in Werkstaiffieige einer mechanischen
Last hat bereits 1805 von @uGH gegeben, als er Gummi untersuchte [99]0U&H
beobachtete bei Kautschuk eine Temperaturerhhung berlniegen von Proben, die
auf innere Reibung, also auf plastische Effekte, zuridkagn ist. In den Jahren nach
GOUGHs Beobachtung wurde das thermische Feld vom mathematiSthadpunkt aus
analysiert. Dabei wurde der nicht-reversible Effekt (Hyste) in die Energiebilanz als
Entropieterm mit einbezogen. Der Hysterese-Effekt tnittnetallischen Werkstoffen auf
sobald diese plastifizieren.

Ein weiterer Hinweise auf eine Temperaturédnderung in Weffe infolge einer mecha-
nischen Last, der unabhéangig vono GG H-Effekt ist, erfolgte 1830 durch BBER [229].

Er stellte an Pianosaiten die er plotzlich unter Zugspagrsetzte fest, dass die Tempera-
tur der Drahte abnimmt, solange die Last im linear elaséisdBereich verbleibt. Dieser
Effekt ist reversibel, insofern die Pianosaite nicht mit dengebung Uber Strahlung oder
Konvektion Energie austauscht. Dieser Effekt wird alsB&R-Effekt bezeichnet und er
tritt ausschliel3lich im linear-elastischen Bereich deskaiffs auf.

Der GoucGH-Effekt wird als thermoplastischer Effekbder Hysterese-Effekbezeich-
net. Der WEBER-Effekt wird hingegenthermoelastischer Effeldenannt. In metal-
lischen Werkstoffen tberlagern sich der reversibleB&R-Effekt und der Hysterese-
Effekt bzw. sie gehen langsam ineinander Uber. Dies lieghdeegrindet, dass in me-
tallischen Werkstoffen, besonders bei duktilen Werkstoffplastische Dehnungen und
auch Mikrorisse bereits sehr frih im linear elastischere®brauftreten [26, 205]. Beide
Effekte sind noch nicht mathematisch zu einer Formuliergekpppelt worden, sondern
lediglich getrennt. Eine vereinheitlichte Formulierunigrfte nach Meinung des Autors
jedoch schwierig sein.

Die numerische Umsetzung und Implementierung voeB&R-Effekt und GouGH-
Effekt wird in Kapitel 8 im Detail erlautert.



3 Numerische Methoden

Um das Bruchverhalten sowie die Formulierungen in den wggenen Feldern nu-
merisch umsetzen zu kénnen, soll in diesem Kapitel eineekUizersicht tiber die ver-
schiedenen Diskretisierungsverfahren gegeben werden.

Die numerischen Methoden dienen vom mathematischen Siaktlpus dazu, den Ver-
lauf der physikalischen Feldlinien durch das betrachtetbi& bei gegebenen Randbe-
dingungen zu ermitteln. Das Feld wird analytisch durchipbetDifferentialgleichungen
beschrieben.

Bei den numerischen Methoden wird zwischen zwei Verfahrearschieden. Diese sind
die globale numerische Methode nachviREIGH-RITZ und die lokalen Methoden, siehe
Abschnitt 3.2. Bei den lokalen Methoden wird entweder dasiziersuchende Gebiet
(Finite-Elemente-Methode oder Finite-Volumen-Methoo@¢r der Rand (Randelement-
Methode) diskretisiert, oder aber das Gebiet wird ledighuit Gitterpunkten versehen,

ohne dass es unterteilt wird (Finite-Differenzen-Methadier Elementfreie-Galerkin-

Methode).

Die erste Idee, ein dreidimensionales Kontinuum in digkf@éreiche die unter Last
miteinander interagieren zu zerlegen, reicht bis in das 1868 zurtick und findet sich
in der Arbeit von KRsScH [140]. KIRSCH betrachtete das Kontinuum unter anderem
vom atomaren Standpunkt aus und verband die Molekiile nstisthen Staben, wobei
er damit eigentlich die Atome meinte. Mittels eines Glegssystems versuchte er die
Stabquerschnitte einer Gitterzelle so zu bestimmen, delssias rdumliche Ersatzfach-
werk wie das Kontinuum verhélt. Aul3erdem beschrieR3CH, dass die Nachbarstruk-
tur ebenfalls geschwacht wird, wenn eine aul3ere Last dwadie Verbindung zweier
Molektle zum Aufrei3en bringt und sich ein Riss im Weiterehdiese Art fortpflanzen
kann, siehe Abb. 3.1. Da das Fachwerk statisch unbestinbpwas der Aufwand zum
Losen des Gleichungssystems zu hoch, weswegen diese lnie@edéergessenheit gera-
ten sein mag [143]. Allerdings ist sie aber sehr vielversipead und dient als Basis flr
Rissfortschrittsimulationen mit diskreten Elementenigsdr Arbeit.

Ein Kontinuum in eine Fachwerkstruktur zu Uberfihren wuedst 1905 wieder von
KLEIN und WIEGHARDT aufgegriffen, deren Uberlegungen aber nur fiir den 2D-Falll
gelten, siehe hierzu Abschnitt 3.6 und Kapitel 5.

In den Abschnitten 3.1 bis 3.6 wird ein kurzer Uberblick lloke heute gangigen
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Abbildung 3.1: (a) Eine Struktur aus Molekilen, die mit éleshen Stadben miteinander
verbunden ist, wird vertikal belastet. (b) Dabei trennerh gwei Molekule nach errei-
chen der Stabilitatsgrenze voneinander und die Fachwakitat klafft lokal auf. Die
Verbindungen auf der linken und rechten Seite werden nueiiéansprucht. Bild und
Erlauterungen stammen voni&ScH [140].

numerischen Methoden gegeben. Sie werden einander amidegspes physika-
lischen Problems, bei dem eine Stromung durch ein sich geretes Rohr flief3t,
gegenubergestellt, siehe Abb. 3.2 (a). Das Gebiet wirdimihd der Rand mit" be-

zeichnet, siehe Abb. 3.2 (b).

3.1 Finite-Differenzen-Methode (FDM)

Numerische Methoden zum Ldsen von partiellen Differegt@thungen wurden frih
entwickelt, nachdem man erkannt hatte, dass analytischerigen nicht fir alle Bauteil-
geometrien gefunden werden kénnen. Das alteste numen&fehren ist die Finite-
Differenzen-Methode (FDM), welche auff RLING bis in das Jahr 1730 zuriickzufuhren
ist [216]. Ausgebaut und auf einfache Differentialgleingan (DGLn) angewandt wurde
das Verfahren 1755 vonUWtER [76]. Im Weiteren wurde die FDM im Jahre 1860 von
BooLE auf partielle Differentialgleichungen tbertragen, wadusich seither im mecha-
nischen Feld Spannungen sowie im thermischen Feld Temypera¢inzeln und gekop-
pelt bestimmen lassen [35]. 1910 wandie RARDSON das Verfahren im grol3en Stil zur
Festigkeitsanalyse eines Damms an [191].

Bei der FDM werden die Ableitungen der partiellen Diffeiatgleichung (P-DGL) mit

ihren infinitesimalen Differenzen durch Differenzen mititn Gro3e ausgedruckt, die
man Differenzenquotienten oder finite Differenzen nennei @r FDM bendtigt man
Knotenpunkte in festgelegten Abstanden, aus welchen dterfiifferenzen gebildet
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werden.

Die Ableitungen der feldbeschreibenden Differentialgieing werden durch AlvLOR-
Reihen beschrieben, welche sich auf alle Gitterpunkte desigBes beziehen. Durch
Addition und Subtraktion lassen sich di@YLOR-Reihen zu den sogenannten Sternen
kombinieren, siehe Abb. 3.2 (c) und (d). Diese Sterne miuasejedem Knotenpunkt
innerhalb des Gebietes angewandt werden, an dem ein Frewvkegt. Die Genauigkeit
der Methode richtet sich nach zwei Gesichtspunkten: Essterth dem Abstand zwi-
schen den Gitterpunkten und zweitens nach dem zur Anwenlkomgnenden Finite-
Differenzen-Stern und dem damit verbundenen Restfeh&s, [245].

Die FDM bestimmt den Verlauf und die Starke der physikakstRlussgrof3e durch das
Gebiet(). Probleme treten mit dieser Methode an den Randern auf,dm&rddie Git-
terpunkte Uber den Rand des Gebiets hinaus gehen, da dorEFkeis vorhanden ist.
Beschreibt man den Differenzenquotienten durch ein ricjuidistantes Gitter, so lassen
sich die aul3eren Knoten in das Gebiet verschieben, siehe 3bl{d). Da die in das
Gebiet verschobenen Knoten aber auch einen Freiwert Hansteuss fir diese Punkte
auch ein Stern gefunden werden, was entweder nicht immelichdgt oder zu Unge-
nauigkeiten fuhrt, da die angepassten Sterne einen hohamarischen Fehler mit sich
bringen.

In der Mechanik ist die FDM durch die Finite-Elemente-Mathabgelost worden. Es
ist dem Autor nicht bekannt, dass die FDM zur Lebensdauehgitaung eingesetzt wird.
Einen guten Uberblick tiber die FDM gibt [136].

3.2 Finite-Elemente-Methode (FEM)

Die bekannteste numerische Methode ist die Finite-Eleeabtdthode (FEM), welche
1956 von TURNER und Q.OUGH ins Leben gerufen wurde [226]. NaclURRER gelten

als weitere Mitentwickler aus diesen JahreRG¥YRIS und ZENKIEWICZ [151]. Diese
Methode hat den Charme, dass das Tragwerk als solches mégRéandern im Modell
versehen ist, was bei der FDM nicht der Fall ist. Die FEM wusdbnell von mecha-
nischen Problemen auf andere physikalische Gebiete agertr nachdem man erkannt
hatte, dass die Basisformulierung fur die FEM eine Varraformulierung ist, welche
demMinimum der potentiellen Energentspricht. Fir das mechanische Feld wurde die
Variationsformulierung von GURANT 1924 [61] und im Speziellen von HLINGER
1914, bzw. von RISSNER1950 beschrieben [117, 190].
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Die FEM kann mittels dreier Varianten hergeleitet werden.

1. In der Mechanik wurde die FEM anfangs mittels dem virerellArbeitssatz
abgeleitet. RGYRIS zeigte 1957, dass die Matrizenmethode, basierend auf dem
virtuellen Arbeitssatz unter Verwendung von Einheitstgéfoder Einheitsver-
schiebungen, zu den selben Ergebnissen fuhrt [6]. Diesiwvalié Statik insofern
wichtig, da das bis dahin relativ unbekannte Deformatienfshren dem Kraft-
grolRenverfahren gleich zog und fortan eine klare Unterdaing zwischen dem
Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV) und dem Pprder virtuellen Krafte
(PvK) gemacht wurde. Auch erkannte man, dass die Varigtiomapien der Elas-
tizitatstheorie die Basis fur das PvV und das PvK sind [1®Him PvK wird das
Kraftfeld mit Ansatzfunktionen approximiert und das sichebende Gleichungs
system kann danach mittels den Kraftrandbedingungen tgekislen, die jedoch
nicht immer bekannt sind. Beim PvV wird hingegen das Verdotingsfeld mit
Ansatzfunktionen approximiert und das Gleichungssystem anschlieRend mit-
tels den stets bekannten Wegrandbedingungen gelost. IDéstisich fir die FEM
schlie3lich das PvV durchgesetzt.

2. Neben dem virtuellen Arbeitssatz kann die FEM auch ngittkldm R\YLEIGH-
RiTz-Verfahren abgeleitet werden. Zunachst haben LordIRIGH und RTZz
unabhangig voneinander zur Lésung von Variationsprobfegiebale Ansatz-
funktionen verwendet [187, 194, 195].AR_EIGH benutzte zur Bestimmung der
Eigenfrequenzen von Platten harmonische Funktionenheedo aufgebaut waren,
dass sie die Randbedingungen erfiilllten. Diese harmomsEbektionen setzte
RAYLEIGH in das Funktional ein, um das Minimum der potentiellen Ereery
finden. RTz verwendete hingegen Polynomansatze mit freien Koeffiergndie
ebenso die Randbedingungen erflllen missen. Nach Einséé&zePolynoman-
satze in das Funktional und nach Integration kann das Ralteath den freien Ko-
effizienten abgeleitet werden, um das Minimum der potdetidEnergie zu finden.
Die Methode, die Energie im Gebiet global mit einem oder reshw Anséatzen zu
beschreiben um das Minimum der potentiellen Energie zu findéerd seither das
RiTzsche oder RYLEIGH-RITZsche Verfahren genannt. Das Verfahren kann auch
angewandt werden nachdem das Gebiet diskretisiert wurdem fur jedes Teilge-
biet lokale Ansétze in das Potential eingesetzt werdenham Zusammenfassen
der Energieterme aus allen Teilgebieten, anschlieRentigration und zuletzt dem
Ableiten nach den Freiwerten, ergibt sich ein Gleichungsy zur Bestimmung
der Unbekannten.

3. Das Verfahren von @.ERKIN aus dem Jahr 1915 ist die Basis um die Finiten-
Elemente-Methode aus der Mechanik in andere physikaliSxi@ete zu Uber-
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tragen. Die Vertffentlichung von & ERKIN, die 1963 ins Englische Ubersetzt
wurde, prasentierte eine Methode zum Losen der Balkenbgegund ein Ver-
fahren zum Untersuchen von Beulvorgangen in mechaniselstedén Platten [93].
GALERKIN, der die Variationsrechnung kannte, benutzte die feldiredzende
DGL, multiplizierte diese mit einer Testfunktion und |0steann das Gebietsinte-
gral. BuBNOv arbeitete mehrere Jahre vor Galerkin an diesem Thema, jedoc
war der wesentliche Unterschied seiner Arbeit zu der venERKIN, dass er
den Freiwert der feldbeschreibenden DGL als Wichtung lmeauwnd nicht eine
oder mehrere Funktionen, die Uber das Gebiet gehen (wieeR<IN dies tat).
BusNov fiuhrte also eine Punktwichtung (Punktkollokation) aus @rl ERKIN
eine globale Wichtung. DaiBNov das Prinzip der Wichtung erahnte und das Ver-
fahren in einer Veroffentlichung vorstellte, wird das \érfen auch dasuNOV-
GALERKIN-Verfahren genannt. Im Jahre 1940 erkanneg®OV, dass die Proze-
dur nach QLERKIN auch bei anderen Feldgleichungen angewandt werden kann
und setzte die Methode erfolgreich auf dem Gebiet der dicharen Hydrody-
namik um [183]. Seither wird der Begriff @& ERKIN-PETROV-Verfahren zumeist
bei nicht-linearen Feldproblemen verwendet und die Béreing GALERKIN-
Verfahren fallt den linearen Feldproblemen zu [38]. Beideei Verfahren wird
die gebietsbeschreibende DGL mit einer Testfunktion geteicund Uber das Ge-
biet integriert. Gemal der Variationsrechnung ist diefliegtion identisch mit der
physikalischen Feldgro3e bzw. der Feldfunktion.

Die mathematische Beschreibung der physikalischen Faldgingen ist mit dem
virtuellen Arbeitssatz, dem AR LEIGH-RITzschen Verfahren und dem AGERKIN-
Verfahren gemalR der Variationsrechnung analytisch scelaxgkt, bis die Feldlinien
mit den Ansatzfunktionen approximiert werden. Einen guitserblick tiber die En-
ergiemethoden findet man z.B. ireBTEN, FINLAYSON, LANCZOS, REDDDY, WASHIZU
und WUNDERLICH [28, 88, 153, 189, 228, 245].

Die FEM basiert darauf, dass das Geldieh Teilgebiete zerlegt wird, siehe Abb. 3.2 (e).
Um das Minimum der potentiellen Energie zu finden, wird dieigreabsorption der Teil-

gebiete durch Verschiebungsansatze approximiert, siblre 32 (f). Die oben genann-
ten Verfahren uberfihren das physikalische Problem in kjabsaisches Gleichungs-
system. Dabei stellt die L6ésung des Gleichungssystemsenit-deiwerten das globale
Minimum der potentiellen Energie dar. Je besser die Ansaktionen die Verschiebung

beschreiben, desto genauer ist die Losung. Dies bedingt dass die Teilgebiete in

denen die Feldlinien starken Anderungen unterliegenefenfgeldst werden mussen.

Aufgrund des @LERKIN-Verfahrens konnten ab 1965 Berechnungen an thermischen
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Feldern mit der FEM zum ersten Mal vonIVg0ON, als dieser noch fir AEROJET arbei-
tete, am Apollo Hitzeschild durchgefuhrt [237] werden, md&m BOT die Variationsfor-
mulierung des thermischen Feldes im Jahre 1955 beschrietitn[30, 31, 32]. Gekop-
pelte thermo-mechanische Feldberechnungen wurden 1968\MKELL und SACK-
MAN verdffentlicht [172], basierend auf den Variationsforruingen aus dem Jahre
1963 von HERMANN [118]. Andere physikalische Bereiche wurden danach sthoal
der Variationsformulierung erschlossen, so z.B. das themagnetische Feld 1970 von
PARKUS [181].

Einen kurzen geschichtlichen Uberblick tber die FEM liefédiGGINS, CLOUGH,
SAMUELSSON und ODEN [59, 121, 174, 203]. Einen tieferen Einblick in die Methoden
und Verfahren der FEM gebemBHE, KNOTHE und ZIENKIEWICZ [15, 143, 248].

Die FEM wird in vielen pysykalischen Gebieten eingesetatdér Stromungsmechanik
haben sich jedoch andere Verfahren, wie z.B. die finitenelBgffizen und die finiten Vol-
umen, durchgesetzt. Die FEM wird unter anderem in der Mekheur Beschreibung
von Rissen eingesetzt, siehe hierzu Abschnitt 4.5. Eineehstlauerabschatzung von
Bauteilen mit der FEM ist nur bedingt in Verbinding mit demntical-plane-Verfahren
moglich [45, 179, 180].

3.3 Finite-Volumen-Methode (FVM)

Als jungste numerische Methode hat sich die Finite-Volurivethode (FVM) etabliert.
Neben der FDM und der FEM ist die FVM in der heutigen Zeit eiree @ichtigsten
numerischen Methoden auf dem Gebiet der CFD (computatitumndl dynamics). An
der Entwicklung der FVM aus den Jahren 1954 bis 1959, wab@®ov maldgeblich
mit beteiligt. Das Finite-Volumen-Verfahren basiert airfean integralen Erhaltungssatz
und nicht auf der partiellen Differentialgleichung. Die MMvurde speziell dazu entwi-
ckelt, den Fluss durch ein Gebiet zu beschreiben, wobei ld®s€E tber die Oberflache
bilanziert werden. Nach der Diskretisierung des Gebietd yedem Kontrollvolumen ein
Knotenpunkt zugeordnet, welcher reprasentativ fur denebivert des diskreten Gebiets
ist, d.h. die Freiwerte (ZustandsgrofRen des Feldes) degraien Flul3beziehung wer-
den nicht wie bei der FEM oder FDM an den diskreten Gitterpeimmksondern fir den
Knotenpunkt in der Mitte der Zelle bestimmt.

Die FVM setzt ein strukturiertes Gitter voraus. Bei einehii@sen Diskretisierung des
Gebiets in rechteckige und dreieckige Teilgebiete kanmetea Randern, an denen der
Fluss nicht senkrecht aus dem Gebiet austritt, zu numensRundungsfehlern kommen,
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und der Rand mif'. (c) zeigt die aquidistanten Gitterpunkte der FDM im Gebidbei
ragen die Gitterpunkte zum Teil Uber den Rand des Gebieteaubi (d) zeigt, wie die
Gitterpunkte am Rand mit nicht-dquidistanten Gitteratd in das Gebiet geholt wer-
den. (e) Bei der FEM wird das Gebiet in Teilgebiete untertd€f) Fur jedes Teilgebiet

lassen sich Ansatzfunktionen formulieren, die in die sativeaFormulierung eingesetzt
werden.

>
e

Finite-Flemente-Methode

siehe Abb. 3.3 (a). Richtet sich das Gitter nach der Stromsmgvird der numerisch be-
dingte Rundungsfehler deutlich verringert, siehe Abb.(B)3 Um sehr gute Ergebnisse
zu erziehlen, setzt die Finite-Volumen-Methode also voitktzerzeugung grobe Kennt-
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nisse Uber das Feld voraus.

Die FVM wird hauptséachlich in der Stromungsmechanik undrifaaynamik eingesetzt.
In der Mechanik hat die Methode noch keine Bedeutung, amskite ist die FVM die
Basis fur die Diskrete-Elemente-Methode in dieser Arbeibei die Zusammenhange
im Kapitel 5 dargestellt werden. Einen guten Uberblick (itierFVM gibt [168, 223].

3.4 Randelement-Methode (BEM)

Die Randelement-Methode oder die Boundary-Element-Me{B&EM) geht bis in das
Jahr 1963 auf die beiden Artikel voagwoN und Srmm zuriick [135, 219]. 1966 folgte
ein weiterer Artikel zu dem Thema vone4s[120]. Bei der Methode handelt es sich um
eine allgemeine numerische Losungsmethode fur partiefferBntialgleichungen, in der
das Volumenintegral mit Hilfe des Integralsatzes vasuGs in ein Oberflachenintegral
umgeformt wird. Somit muss nicht mehr das ganze Gebiet eliiskert werden, sondern
lediglich der Rand. Symmetrische Gebiete haben den waitéoeteil, dass der Rand
auf der Symmetrielinie nicht diskretisiert werden musschwerden bei gleicher Feld-
linienauflésung weniger Elemente bendétigt als bei der FEMh& sich auch erwiesen,
dass die Methode Gebiete mit sich verengenden Feldlinipani8ingskonzentrationen)
besser aufldsen kann als andere numerische Methoden. Ngadkte dass die auftre-
tenden Matrizen nicht symmetrisch und voll besetzt sind.

Um mit der BEM physikalische Probleme I6sen zu kdnnen, is¢ sogenannte Funda-
mentallésung erforderlich. Ist keine Fundamentalloswigahbnt, so kann die BEM nicht
angewendet werden. Fur nicht-lineare Probleme ist zumpB#ikeine Fundamentall6-
sung bekannt, da das Superpositionsprinzip nicht gilt]236

Bei der BEM wird der Gebietsrand diskretisiert. Im Weitereind der Einfluss eines
jeden Randelements auf die anderen Randelemente mitteluddamentallésung und
der integralen Formulierung ausgewertet. Dabei wird eiati7on einem Elementknoten
zu den anderen Elementen gebildet. Die Integration eridbgr Winkelsegmente und
fuhrt zu einem Gleichungssystem. Bei der Integration masawd geachtet werden, dass
die Integrationsrichtung gleich bleibt. Siehe hierzu dgAdungen 3.3 (c) und (d).

Die Boundary-Element-Methode ist nicht so weit verbreige die anderen oben
vorgestellten Methoden, sie wird jedoch u.a. in der Bruotimaik als numerische Me-
thode eingesetzt. Einen allgemeinen Uberblick lieferbdu8, 49, 94, 95, 129, 138]. Es
ist dem Autor nicht bekannt, dass die BEM fur Lebensdauensitionen eingesetzt wird.
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Abbildung 3.3: Abb. (a) zeigt eine schlechte Unterteilumeg éGebiets in der FVM nach
geometrischen Gesichtspunkten. Eine gute Diskretisgerichtet sich nach dem Strom-
linienverlauf mit der Geschwindigkeit; und v, (b). (c) zeigt die Diskretisierung des
Randes mit der BEM. (d) Die Eintrage der Matrizen werden kuintegrationen mittels
eines Strahls ermittelt, der vom Knoten eines Elements mwdderen Elementen flhrt.

3.5 Elementfreie-Galerkin-Methode (EFGM)

Die Elementfreie-Galerkin-Methode oder die Element-Fézderkin-Method (EFGM)
geht auf lLucy aus dem Jahr 1977 zurtick [158]uty stellte damals eine netzfreie Me-
thode fur die Astrophysik vor, welche keine Réander brauhtselbst nannte diese Me-
thodeMonte-Carlo-Theory Spater entstand aus der von ihm vorgestellten Methode die
Smooth-Particle-Hydrodynami¢SPH). 1994 modifizierte BLYTSCHKO das Verfahren

fur die Bruchmechanik und gab der Methode den heute bekaihNamenElement-Free-
Galerkin-Method EFGM) oder einfach nuglement-Free-Galerki(EFG) [21, 22].

Im weitesten Sinne kann die EFGM als eine Erweiterung Meving-Least-Squares
(MLS) Approximationsmethode angesehen werden, also aéskehlerquadratmethode
fur die Numerik.

Bei der EFG-Methode wird kein Netz generiert, sondern ederedediglich Knoten-
punkte im Gebiet definiert (wie bei der FDM), siehe Abb 3.4 (An jedem Knoten-
punkt wird eine EinfluRzone oder Wirkzone durch eine Kermeler Wichtungsfunk-
tion (im weitesten Sinne auch Ansatzfunktion) beschrief@omit konnen die Knoten-
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punkte nur miteinander interagieren, wenn ein Knotenpumkter Wirkzone eines an-

deren liegt. Numerische Schwierigkeiten stellen sich amR&ndern des Gebietes und
den Unstetigkeiten wie z.B. den Rissen ein, da dort die Winkn der Knotenpunkte tber
die Unstetigkeiten hinausgehen, was physikalisch niantg&f. Um die Rander besser
beschreiben zu kénnen wird der Teil der Kernelfunktion degriden Rand hinausgeht
abgeschnitten, weshalb sich Risse einfach in die Methodeinbeziehen lassen, siehe
Abb 3.4 (b). Es ist dem Autor nicht bekannt, dass die EFGM &ibénsdauersimulatio-

nen eingesetzt wird. Einen guten Uberblick tiber die EFGK&eBELYTSCHKO [20].

3.6 Diskrete-Elemente-Methode (DEM)

Ein weiteres numerisches Verfahren ist das Stabgitteakiezh. Es wurde erstmals im
Jahre 1868 fur 3D-Probleme vonikscH vorgestellt und 1905 von KEIN auf 2D-
Probleme Ubertragen [140, 141, 142].L#dN wies in seiner Veroffentlichung darauf
hin, dass Spannungszustande in mechanich belasteterb&cltkirch ein beliebig eng-
maschiges Netz bestehend aus Fachwerkstdben untersucknwennen. Daraufhin
versuchte WEGHARDT 1906 diesen Aspekt fur die Praxis nutzbar zu machen, indem
er hochgradig statisch unbestimmte Fachwerke, wie z.BKdéieer Rheinbriicke, zu
analysieren versuchte, indem er vorschlug, eine anahgid¢@®sung von einer gleich-
wertig gelagerten Scheibe auf ein statisch unbestimmtetverksystem zu Uber-
tragen [234]. Der interessante Aspekt, dass man die Spgenuwon gleichwertig
gelagerten und belasteten Fachwerken in Kontinuumsspgenuder Scheiben Uber-
fuhren kann, wurde erst 1927 wieder voreBEL in einer Veroffentlichung aufgegriffen
und anhand eines Beispiels belegt. Diese Veroffentlichsingin Auszug aus seiner Dis-
sertation, welche von#BANDTL angeregt wurde [192]. Das Ubertragen von Spannungen
aus Fachwerkkonfigurationen mit unterschiedlich angesisinStaben wurde erst wieder
1941 von HRENNIKOFF ausfuhrlich untersucht [127, 128] und 1943 zeigte ENRY
ein weiteres konkretes Anwendungsbeispiel fir eine Seheith Ausschnitt [161]. Das
Verfahren war bis dahin unter der BezeichniBtgbgitterverfahren, Gitterrostmethode,
Framework-Method, Spring-Network-Modedler Lattice-Modelbekannt. Angewendet
wurde das Verfahren aber lediglich auf ebene Scheiben teitestatischen Lasten. Wei-
tere Details sind im Abschnitt 5.1 aufgefihrt.

Das Stabgitterverfahren wird nun auch als Diskrete-Elda&fethode (DEM) bezeich-
net, wobei die Zuordnung des Begriffs doppeldeutig istpdemter dem Begriff der DEM
versteht man auch Simulationen in der Molekulardynamik. Rehmen dieser Arbeit
wird das Stabgitterverfahren als DEM bezeichnet. Die Gellmédrfur werden einsichtig,
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wenn Herleitung und Beweis der DEM in den Kapiteln 6 und 7 améigt werden. Die
Verfahren der FEM, FDM und FVM, bzw. deren Grundphilosopbkpgelen bei der Her-
leitung der DEM eine entscheidende Rolle, da alle drei Vg mit der DEM verknUpf-
bar sind.

Die von WIEGHARDT und HRENNIKOFF hergeleiteten Zellen (sich wiederholende Sta-
banordnungen mit denen das Gebiet diskretisiert wird esieérzu Abb. 5.2) waren nur
fur regelmaRige Gebietsquerschnitte gedacht. Der Ubgrgan einem Gebietsquer-
schnitt zu einem anderen wurde 1963 vaneRIG untersucht [214, 215]. Von ihm stam-
men die Ubergangselemente, siehe Abb. 3.4 (c). Aus demltitekann nicht entnommen
werden, dass V'EGHARDT, HRENNIKOFF und SPIERIG vorgesehen haben, die Methode
auch in anderen physikalischen Gebieten als der Mechamikisetzen. In dieser Arbeit
(Kapitel 6 und 7) wird gezeigt, dass die DEM aber grundsétztiazu in der Lage ist
andere physikalische Gebiete zu erschliel3en.

Bei der Diskrete-Elemente-Methode wird das Gebiet in gatglrhe oder hexagonale
Elemente, die sogenannten diskreten Elemente, aufget®kr Fluss des physika-

lischen Feldes stromt Giber die Rander von einem diskretemé&iit zu den benachbarten
diskreten Elementen. Hierbei stellt sich die Verteilung Beldgrol3e tber das gesamte
Gebiet, also Uber alle diskreten Elemente verteilt so eassalas Minimum der poten-

tiellen Energie gewahrt wird. Die Schwerpunkte der diskmeElemente reprasentieren
hierbei die Knotenpunkte die mit Stdben miteinander vedeanverden. Im Ubertrage-

nen Sinn a3t sich der gesamte Fluss ebenso durch die Stsilagt alurch die Rander der

diskreten Elemente leiten. Der Querschnitt der Stabetlgith aus der Randflache der
diskreten Elemente ab.

Bei der DEM handelt es sich also um eine Methode, in welcheldrteilung der physi-
kalischen Feldgréf3e mit dem Stabgitterverfahren bestiminat Der Nachweis tber die
Zulassigkeit der DEM im mechanischen Feld erfolgt dadudass die Stabspannungen
innerhalb einer Einheitszelle mittels dem Kraftegleichipdit und der Finite-Differenzen-
Methode in die Airysche Spannungsfunktion Gberfihrt werdéehe Kapitel 6. Im ther-
mischen Feld ergibt das Gleichgewicht der Warmeflisse ameidnoten den Finite-
Differenzen-Stern der Warmeleitungsgleichung, sieheit€bp.

Die DEM wurde bereits erfolgreich zur Simulation von Rissait stochastischem
Rissverlauf angewandt [240]. Eine Lebensdauersimulagbbisher mit der Methode
noch nicht gelungen. Tiefer gehende Erlauterungen zur DEvtlen im Abschnitt 5.1
vorgestellt.
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Abbildung 3.4: (a) zeigt die EFGM, in der das Gebiet mit Kmow#ersehen wird. Diese
werden mit Kernel-Funktionen gewichtet (b). Die Kopplunges Knotens zu den be-
nachbarten Knoten erfolgt nur, wenn die Nachbarknoten inAek- oder Einflusszone
der Kernel-Funktion liegen. An den Randern ist der Wirkibegsich der Kernelfunk-
tionen aufgehoben. (c) zeigt, wie das Gebiet mit der Stedygiethode (DEM) gemani
HRENNIKOFF und SPIERIG mit elastischen Staben diskretisiert werden kénnte. Es ist
nirgendwo in der Literatur ersichtlich, dassi®#¢HARDT, HRENNIKOFF und SPIERIG

in Betracht gezogen haben die Stabgittermethode in angénsesikalischen Gebieten als
der Mechanik einzusetzen.



4 Modellierung des quasistatischen Bruchverhaltens
metallischer Werkstoffe

4.1 Analytische Beschreibung von Rissen in spréden linearlasti-
schen Werkstoffen

Die analytische Behandlung von Rissen wird in der lineastedahen Bruchmechanik
(LEBM) abgehandelt. Hier wird das Verhalten von Rissen inrg€dn aus makroskopi-
scher Sicht mit den Mitteln der Kontinuumsmechanik bestien. Eine Belastungshis-
torie wird nicht mit einbezogen.

Die erste Beschreibung von Spannungen in Scheiben mitiedigm Loch wurde 1909
von KoLosov vorgenommen [145]. Aus seinen Untersuchungen geht hetass wenn
die kleine Halbachse der Ellipse gegen Null geht, also zereiSchlitz entartet, die Nor-
malspannungen am Ende des Schlitzes unendlich grof3 wendexwar unabhangig von
der auRBeren Belastung. AuBerdem nimmt die Spannund Myt ab, wobeir der Ra-
dius der Rissspitze ist. Aufgrund deg./r Verhaltens werden die Normalspannungen
erst im Unendlichen zu Null, weshalb die Scheibenabmessuimy Verhaltnis zum Loch
sehr viel grol3er sein mussen, was fir die Praxis eine Eiaskhng bedeutet. Aul3er-
dem muss die Scheibendicke relativ zur Ladnge und Breite deeiBe sehr gering sein,
da sonst 3D-Effekte auftreten. Da die Spannungen um diesftige unendlich grof3
werden, kann kein Festigkeitskriterium mehr angewandtiemerda ein Bauteil mit Riss
schon bei geringster Belastung versagen wirde. Hingeg8remgewendet werden, dass
sich kein Werkstoff auf der atomaren Grol3enskala mehriiakstisch und isotrop ver-
halt. Au3erdem wirde sich aus der Belastung eine Plastifizgeim Werkstoff mit mehr
oder minder groRem endlichen Radius um die Rissspitze engdi®3, 225].

Einen neuen und bis dahin untblichen Weg girgJkeITH 1920, indem er das Theorem
vom Minimum der potentiellen Energie unter Einbeziehungideeren Energie und der
spezifischen Oberflachenenergie an sproden Werkstoffearatte; um die Restfestigkeit
eines Bauteils mit Anriss zu finden. Die spezifische Oberéaehergie setzte ’GFFITH
mit der potentiellen Energie gleich, die bei der BildungereQberflachen an der Rissfront
entsteht. Dabei liegen Oberflachenkrafte an der Ober- undrkite des Risses vor, die
theoretisch mit den atomaren Bindungskraften gleichzesesind. Das Resultat seiner
theoretischen Betrachtung war eine Festigkeit, die umughkeoportional zur Wurzel
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der Risslange ist. Somit liegt auch bei dieser Betrachtéhglich wie bei KoLoSsOV,
eine Singularitat an der Rissspitze vor. Jedoch konnte tkecldung fur die Festigkeit
einer Probe mit Anriss prinzipiell experimentell verifidigzeerden, auch wenn die fur die
Festigkeit gefundenen theoretischen Ergebnisse zu hodnwBemerkenswert ist auch
die Beobachtung von &FFITH, dass die Spannungen an der Rissspitze das Zehnfache
der in Laborversuchen gemessenen Festigkeit Uberstedgereh. Des Weiteren fihrte
GRIFFITH Uberlegungen und Versuche durch, um den tatsachlicheruRadi der Riss-
spitze zu finden. Er stellte dabei fest, dass der Radius rstieds eine Grol3e von einigen
Atomdurchmessern haben muss, jedoch nicht gréRer al®—> Millimeter sein kann.
GRIFFITH fuhrte seine Experimente an Glas durch und stellte dabeidass Proben eine
hohere Festigkeit besitzen wenn die Oberflache polier&stiihrte dies auf kleine An-
risse in der Oberflache zurtlick, welche als Rissinitiatouengieren. Diese Tatsache geht
mit der Feststellung einher, dass die Festigkeit der Prgleaerell viel geringer ist, als
die theoretisch mogliche, was darauf hindeutet, dass dekstef generell mit vielen
Mikrorissen durchsetzt ist. Bemerkenswert ist auch, dass$-estigkeit einige Stunden
nachdem der Prifling prapariert wurde spontan abnimmt. Dent,Veluf den die Fes-
tigkeit abnimmt, hangt mit dem Probendurchmesser zusammabei beobachtet man
an kleinen Priflingen eine hohere Festigkeit als an grof3&.[1

Da GRIFFITH als Erster den Riss direkt von Anfang an als einen unendltimalen
Schlitz betrachtete, im Gegensatz zolOsov, der den Riss durch einen Grenziber-
gang der kleinen Halbachse vom elliptischen Loch durchéjtwird dieser Schlitz als
ein GRIFFITH-RIiss bezeichnet. Seine Betrachtungen gelten strikt fifidgpMaterialien
ohne Plastifizierung. Auch gehen seine theoretischen Elpengen erstmalig von einer
scharfen Rissspitze mit einem Kerbradius vgn= 0 aus, was seine Theorie von der von
KoLosov unterscheidet [225].

Der Ansatz nach 8IFFITH sieht an der Rissoberflache eine Abnahme der gespeicherten
elastischen Energie (Energiefreisetzungsréigyon

7 o?a? .
- imESZ
Ug = 4.1)
noa®(1—1v?%) |
— im EVZ
E

vor, wobeio eine konstante Randspannurdg, die Risslange (siehe Abb. 4.1 fir den
Modus 1), E der Elastizitismodul und die Querkontraktionszahl des Werkstoffs fur die
beiden Spannungszusténde, den ebenen Spannungszussa)du(tel den ebenen Ver-
formungszustand (EVZ), ist. Die Oberflachenenefgienimmt linear mit der Risslange
zu und berechnet sich aus den neu gebildeten Oberflachenbaer @hd Unterseite mit
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Hilfe der materialspezifischen Energiefreisetzungskantsiry,. pro Einheitsflache zu
U, =2(2a)".. (4.2)

Die gesamte Energie wahrend der Rissbildung berechneas&li,., = U + U,. Das
Maximum der Gesamtenergie berechnet sich aus der Bedir%?ﬁjﬁg: 0. D.h. dass ein
stabiles Risswachstum bei gegebener Spannung ab derrigissla

2% & im ESZ
mw o
a = o (4.3)
i im EVZ

mo?(1—v?)

bzw. bei gegebener Risslange ab der Spannung

2~. E .
e im ESZ
T a

o = (4.4)
2% inEvz

ma(l—1v?)
erfolgt.

Die linear elastische Bruchmechanik wurde erst 26 Jahreispén SVEDDON, GREEN,
IRWIN und WILLIAMS weiterentwickelt. 1946 untersucht&iSbDoN das Spannungsfeld
um die Rissspitze fur einfache Belastungen detailliert diite von Polarkoordinaten
(siehe Abb. 4.1) [212]. Ein weiterer Artikel folgte 1949 amsmen mit QREEN [100],
basierend auf der nach ®$TERGAARD benannten Methode [233], mittels der die
Airysche Spannungsfunktion in den komplexen Zahlenraamstfiormiert wird. Bei der
Entwicklung der Gleichungen werden hohere Terme vernasig§ so dass die Losun-
gen nur fur das unmittelbare Nahfeld um den Riss gelten udiglleh einen Term fur
die 1/4/r Singularitat beinhalten [42]. Bei der Herleitung der Gleingen muss unter-
schieden werden, ob ein ebener Spannungszustand odeeegr &ehnungszustand vor-
liegt, da dies einen erheblichen Unterschied flir die Erggeslenmacht. Einen neuen und
direkteren Zugang zum Rissfeld beschrien\Wams 1957 Uber die Eigenfunktionen des
komplexen Potentials [235]. Das Losungsfeld gilt ebenfalie bei der VESTERGAARD
Methode, nur fur das unmittelbare Nahfeld des Risses. Dembtet die WLLIAMS -
Methode den Vorteil, dass man neben dem einen Term fut bjé- Singularitat noch
weitere Glieder aus der Reihenentwicklung erhalt.

Die Gleichungen von SEDDON wurden 1957 und 1958 vomrWIN auf drei unabhangige
Rissoffnungsarten erweitert, wob&wIN das heute noch gangigeé-Konzept, mit den
Spannungsintensitatsfaktoréh (Offnungsmodus = Zugbelastung senkrecht zum Riss),
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K (Gleitmodus = Schubbelastung in der Rissebene) kind(Schermodus = Schubbe-
lastung senkrecht zur betrachteten Scheibe), einfuh&g, [132], siehe auch Abb. 4.1.
Diese drei Rissoffnungsarten bzw. Rissmoden dienen zuersketteidung von drei un-
abhangigen Bewegungen der beiden Rissufer relativ zuggmanDa an den nachfol-
genden Gleichungen, welche das Rissfeld fiir diese drei Mdmschreiben, g=D-

DON, IRWIN und WILLIAMS gearbeitet haben, werden die Gleichungen entweder als
SNEDDON-Gleichungen oderRWIN-WILLIAMS -Gleichungen bezeichnet, siehe hierzu
auch [96, 150, 225].

Modus I Modus I1 Modus ITT
w
F )
X
|
- F

Abbildung 4.1: (a) Definitionen der Riss6ffnungsarten (b)duder dazugehérige
GRIFFITH-Riss mit den Definitionen der Koordinaten. Die Abbildungérd der Literatur
entnommen [96, 105, 150], allerdings ist zu beachten, das$/bmentengleichgewicht
nicht in allen Abbildungen erfullt wird.
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4.1.1 K- Konzept

Das K-Konzept basiert auf den Gleichungen (4.3), bzw. (4.4)cthwvelumgeschrieben
werden kénnen zu

V27 E imESZ
ovma=: K = (4.5)
290 E imevz.
1— 2

Aus Gleichung (4.5) geht hervor, dass der neu definierte Igpagsintensitatsfaktak’
nur von den Werkstoffparametern abhéngt und somit Uber desdelRl konstant ist. Er
kann als Amplitudenfaktor des Spannungsfeldes verstawdeten.

Modus | Belastung:

Fur die Belastung im Modus |, gemaf3 Abb. 4.1, gelten im ureitngren Nahfeld der
Rissspitze fur die Spannungen die folgenden Beziehungen

O (1—sing sin?) cos? + O

K,
o = 1+sin? sin??) cos? + O ; ESZ, 4.6
vy V2rr ( 2 2) 2 (4.6)
Oy sin cosf cos® + O

wobei O die zur Vernachldssigung kommenden Terme héherer Ordnargjetit. Der
Spannungsintensitatsfaktay ist in Anlehnung an Gl. (4.5)

K =oyrma. 4.7)
Die Spannungen in Dickenrichtung sind im ESZ gleich Null imdeVZ
Ope = V(Opw + 0 )_LZ/COSQ—FO'EVZ (4.8)
zz T TT yy - \/m 2 ’ . .

Unter Verwendung des dbkeschen Gesetzes berechnen sich die Dehnungerz,.,
und der Schubwinkey,,, fir den ESZ und EVZ mit Gl. (4.6) zu

€xa (”T_l —sing sin %) cosg + O
K 1 s 0 i 36 6
€ = — 5l 4 sing sin2) cosz + O , 4.9
yy 5GV2nr ( 2 2 2) 2 (4.9)
Vey 2 sing cosg cosg’z—e + O
wobei 5
G = (4.10)
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den Schubmodul des Werkstoffs darstellt undie KoLosovw-Konstante

5=V imEsz
k=< l+v (4.11)

3—4v ImEVZ.

Die Dehnung in Dickenrichtung, . ist im EVZ per Definition identisch Null und im ESZ
ergibt sich diese zu

K| 1% 0
= — — ; ESZ. 4.12
€ G\/m1+ycos2+(9, S ( )

Daim ebenen Verformungszustand die beiden Spannungemdo,. Null sind, ergeben
sich die dazu korrespondierenden Schubwinkel und ~,. mittels des KbokEschen
Gesetzes ebenfalls zu Null.

Das Verschiebungsfeld ist nach der Methode voeStERGAARDflr den ESZ und EVZ

Uy k. [ | (k—cosf) cos§ + O

Uy (k—cosf) sing + O

Modus Il Belastung:

Fur den Modus Il werden die Nahfeldlésungen analog enttickit dem Spannungsin-

tensitatsfaktors,
Ky = 7vma (4.14)
ergeben sich die Spannungen zu
Opx — (2+Cosg Cos%) sing + O
K ;8 0 30 .
Tyy = NoET: sing cosg cossy + O  ESZ. (4.15)
2mr
Oy (1—sing sin?) cos? + O

Fur den ESZ ist die Spannung in Dickenrichtung Null und im BStdiese

K
vV2mr

Die Dehnungen und Verzerrungen kénnen aus demokkEschen Gesetz und Gl. (4.15)
fur den ESZ zu

%/ﬁng;EVZ. (4.16)

Oz = V(Urr+ayy) = -

€xar (—ﬁ—%cosgcos%) sing+(’)
_ K, 1 1 0 30\ iy @ .
€y ST (1+—u + 5 cos 5 cos 5) sing + O ,ESZ, (4.17)

_gin? qin 3¢ (4
Yey (1 s1n281n2)0082+0
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bzw. fir den EVZ

€rn (V—l—%COS%COS%) sing—l—(’)

K” .
N I (v+2icos? cos?) sing + O ,EVZ  (4.18)
Yy (1 —sing sin 32—9) cosg + O

bestimmt werden. Die Dehnung in Dickenrichtungistim EVZ per Definition identisch
Null, hingegen sorgt die bei dem Mode vorliegende Belastaigir, dass.. im ESZ
ebenfalls gleich Null ist. Ferner sind im EVZ die beiden Swhinkel ~,. und~,. und
die dazu gehorigen Spannungen undo, . ebenfalls Null.

Das dazugehdorige Verschiebungsfeld folgt aus dem Vendschgsansatz der W6TER
GAARD-Methode fur den ESZ und EVZ zu

Uy :ﬁ\/z (k+2+cosb) sing + O 4.19)
Uy 2G Y 2m —(k—2+cosf) cos + O

Modus Ill Belastung:

Der Spannungsintensitatsfakt@y, istim Modus IlI
K||| = K“ = TVTa. (420)

Die Spannungen,,, o,,, 0, undo.. = 0 sind in diesem Mode gleich Null. D&, = 0
ist liegt der ESZ vor. Die beiden verbleibenden Spannungeh s

.0
Ous K —sinz + O
_ ? } . ESZ. (4.21)

Oye V2TT | 4 cos? + O

Unter Verwendung des dbkEschen Gesetzes berechnen sich daraus die dazugehorigen

Schubwinkel zu
.9
Vaz Ky —sing + O
- :ESZ. (4.22)
{Vyz} GV2rmr +cos? + 0O

Die Verschiebungem, undw, sind Null. Fur die Verschiebung, erhalt man mit dem
Verschiebungsansatz nachE8fERGAARD

- %(1 o)) Lsind ESZ. (4.23)

b o7 5
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Zusammenfassung:

Die Gleichungen (4.6) bis (4.22) gelten in strenger FormfiiuiScheiben in denen der
Riss deutlich kleiner ist als die Abmessungen der Scheitven genommen wird die
Scheibe sogar als unendlich grof3 betrachtet). Auf3erdemnggm von einem sproden
Werkstoff aus. Ferner gelten die Gleichungen nur fur dasktir Nahfeld um die Riss-
spitze. Der Giiltigkeitsbereich der Gleichungen liegt eiae0,02 - a bis 0,10-a. Die
Spannungen und Dehnungen verhalten sich bei AnndherungdRissspitze singulér
mit 1/4/r, und die Verschiebungsfelder sind proportional\Zu. Alle FeldgréRen sind
aulRerdem direkt proportional zum Spannungsintensikitsfil50].

Fur den praktischen Gebrauch miissen noch weitere Ergaezwoggenommen werden,
und zwar:

fur kombinierte Belastungen bzw. Moden

fur Scheiben mit endlichen. also finiten, Abmessungenivetaim Riss
fur duktile Werkstoffe

fur reale Werkstoffe.

o

e}

(0]

e}

4.2 Kombinierte Belastungen von gleichen und unterschieatlhen
Moden

Spannungsintensitatsfaktoren vom gleichen Modus, diecfedinterschiedlichen Lasten
entstammen, konnen wie folgt Uberlagert werden

n i

ny
K| = ZKIj' , K“ = ZKH i und K||| = Z K||| Jm (424)
a=1 Jn=1 Ju=1
Liegen Belastungen vor, bei denen mehr als ein Modus zuu@gkommt, so lassen sich
die Spannungsintensitatsfaktoren mit Hilfe der Energis&tzungsraté tberlagern. Das
Konzept basiert auf dem Prinzip vorrRG-FITH, bzw. auf Gl. (4.5), welches umgeformt

wird zu ,

E’
dabei stellt die Energiefreisetzungsrétaichts anderes als den doppelten Wert der ma-
terialspezifischen Energiefreisetzungskonstanptar, der einen festen Wert nicht tiber-
schreiten kann. Dies muss auch fur kombinierte Belastugg#an, d.h.

K? =2vE =GE bzw. G = 2+, = (4.25)

L[KP + Kif + K (14v)] im ESZ
G =27 = (4.26)
[(K? + K3) (1—v?) + K3 (1+v)] imEVZ.

1
E
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Anhand der Theorie von QFFITH Uber die Energiefreisetzungsrate lasst sich feststellen,
dass ein stabiles Risswachstum nur dann erfolgt, wenn dien®uder Belastungen aus
den Moden | bis Ill einen materialspezifischen Wert Ubemsitdt. Diesen Wert nennt
man Risswiderstand bzw. Risswiderstandskgaft Den theoretischen Wert figf. kann
man der Literatur entnehmen. Da die Werkstoffe den thesmiedin Wert vorg,. = 2.
jedoch nie erreichen, muss der werkstoffspezifische Wdrmahvon Versuchen bestimmt
werden, siehe hierzu auch [17, 41, 103].

4.3 Finite Probenabmessungen

FUr den praktischen Gebrauch sind Scheiben mit finiten Abomegen und Geometrien
die von der Idealform abweichen wichtig. Jedoch sind fuse€iEalle keine analytischen
Lésungen vorhanden.

Die Anpassung des Spannungsverlaufs oder der Spannunigsame@n die endlichen
Abmessungen erfolgt Gber die Modifizierung dEsFaktors mit Hilfe eines dimensi-
onslosen Geometriefaktols = Y (£), der haufig auch als Formfunktion bezeichnet
wird. Hierbei entspricht: der Risslange und einer charakteristischen Bauteilabmes-
sung. Beim @IFFITH-RIiss istY = 1, wohingegen bei realen Strukturen der Geome-

triefaktor aufgrund der Spannungserhéhung immer grof8ezias ist.
a P
K, = o/maY, (—) mit i = I, 11, Il (4.27)
w
Die Bestimmung der Geometriefaktoren kann auf numerisdiep, experimentell oder
durch modifizierte analytische Lésungen erfolgen, siebezhiauch [42, 72].

4.4  Analytische Beschreibung von plastischen Flie3zonen duktilen
linear elastischen Werkstoffen

Die im obigen Abschnitt vorgestellte Theorie beschreild &issfeld nur fir isotrop-
sprode Werkstoffe. Jedoch kommt es schon bei geringen Bagsn zu Span-
nungskonzentrationen an der Rissspitze, wodurch die dgtigglze des Werkstoffs
Uberschritten wird und es zur Bildung einer plastischeneZzZkommt. Die Grof3e der
Plastifizierungszone an der Rissspitze wird durch die wvoshbenden Spannungen kon-
trolliert, die wiederum durch die Spannungsintensitétsfigen festgelegt sind.

Voraussetzung fir eine mathematische Beschreibung detrqulaen Zone ist, dass diese
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wesentlich kleiner als der Radius des Giltigkeitsberaiefieder Nahfeldldsungen ist,
alsoryg =~ 0,02-a bis0,10-a [150].

Modus I, Vergleichsspannung nachMIses fr duktile Werkstoffe:

Fur den Modus | werden aus den Gleichungen (4.6) bis (4.22Hduptspannungen mit
Hilfe des MoHRschen Spannungskreises

:v:v_'_ - Ugxx 2
L L \/M i o2 (4.28)

gebildet. Aus dieser Gleichung ergibt sich fir die Hauptspeagerns; undo,
K K
o] = ﬁ (1 + sin g) cosg , 09 = ﬁ (1 — sin g) cosg (4.29)

und die Spannung; ist

0 im ESZ
o3 = (4.30)
v(ioy+0y) = 2\;5' cosg imEVZ.
T

Aus diesen Hauptspannungswerten (> o, > o03) kann eine \Vergleichsspannung
gebildet werden. Die Vergleichsspannung ist necMISES

20‘2/; Mises = (01 — 02)* + (09 — 03)* + (03 — 01)* . (4.31)

Da im vorliegenden Fall die plastische Zone betrachtet eesbll, ist die Vergleichs-
spannung gleich der FlieBspannung des Werkstoffzu setzen, alsoy . wises = 0F.
Werden die Gleichungen (4.29) und (4.30) in Gl. (4.31) esege, so ergibt sich fir die
Vergleichsspannung bzw. FlieRspannung

2
K (1 + 3 sin? @ + cos 9) im ESZ
27r 2

20% = , (4.32)
5 {2sm 0+ (1—2v) (1—1—0089)] im EVZ |

wobei hier der Radius gleich dem Fliel3radius, der plastischen Zone ist. Man erhalt
nach dem Umformen von Gl. (4.32) eine Relation fir den Faditrsr, als Funktion des
Winkels und der FlieBspannung

2
1 (ﬁ> <1 + 3 sin’ @ + cos 9) im ESZ
41 \oF 2

T'p; I; Mises = (4.33)

1 (KN [3 2 -
E(E) [58111 0+ (1—2v)%(1+ cosb) imEVZ.



4.4. ANALYTISCHE BESCHREIBUNG VON PLASTISCHEN FLIESSRONBUKTILEN
LINEAR ELASTISCHEN WERKSTOFFEN 41

Die groRten Amplituden der plastischen Zone kdnnen aus deitl@ingen (4.33) ent-
zwar flry = % siehe hierzu auch Abb. 4.2 (a) und [42, 83, 96, 162, 199]

Modus I, Vergleichsspannung naclRascA fur sprode Werkstoffe:

Wird die Vergleichsspannung naclRESCA gebildet, so kbnnen die Hauptspannungen
den Gleichungen (4.29) und (4.30) entnommen werden. Digl&ehsspannung ist fur
den ESZ

1
TF; ESZ — 5 g1 . (434)
FUr den EVZ ist die Vergleichsspannung entweder
1 1
TR EVZ = —(0'1 — 0'3) oder TF.EVZ = —(0’1 — 0’2) , (435)

2 2
je nachdem, welcher der beiden Werte am grol3ten ist. Al8siannung wirdr = %O'F
verwendet. Hieraus ergibt sich mit den Gleichungen (4.34) (4.35), wie oben bev.
MISES, fur den FlieRradius

( 2
1 /K, .
— <—I> 2- {cos— (1 + sin — )} im ESZ
4 orp
1 (K , 0 Nk
Tp; I; Tresca — entweder — | — 2.-co8”= |1 —2v+sin—
T \op 2 2
) imEVZ,
1 (K, 0
oder — (—I> 2. cos? =
4 (o)
(4.36)

wobei fir den EVZ aus den beiden Gleichungen die Einhulleyetaldet werden muf3.
Die gro3ten Amplituden der plastischen Zone kénnen aus derchsingen (4.36) ent-
nommen werden. Die FlieBradien sind fir den ESZ: tresca: sz: max~ 3,306 und fur
den EVZ 1. 1. tresca; Evz; max. = 0,875 DZW. 7. |- Tresca; Evz; max. = 2 und zwar fury =
siehe hierzu auch Abb. 4.2 (a) und [42, 96]

1
3 1

Modus I, Vergleichsspannung nagh MiIsesfur duktile Werkstoffe:

Wird die Vergleichsspannung fir den zweiten Lastfall nacMI1ses gebildet, so kénnen
die Hauptspannungen wieder den Gleichungen (4.29) un®)(@®nommen werden.
Letztendlich ergibt sich fir den Radius der plastischeneZon

1 (Kp\? .
— <—”) (25 — cosf — sin® 9) im ESZ
4 (o)

Tp; II; Mises = 9
1 (K .
o <—”) 24+ (1 —2v)*(1 — cosf) — 18sin” 4]  IMEVZ.
™ of
(4.37)
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Die plastische Zone ist im Vergleich zum Mode | in diesem fadlstecht gro3. Die Am-
plitute hat im ESZ bef) = 0°einen Maximalwert Vorr,. . mises; esz: max. = 24 und bei
6 = 180°einen Extremwert VOmy, i mises; Esz; max. = 26. Fur den EVZ hat der Amplitu-
denfaktor bet = 0°einen Extremwert VOny. ji. mises: Evz: max. = 24 und beif = 180°einen
Maximalwert vonry. ii. mises; Evz; max. = 24,222. Siehe hierzu auch Abb. 4.2 (b) und [42]

Modus lll, Vergleichsspannung nash Misesfur duktile Werkstoffe:

Abschlie3end wird noch der Radius der plastischen Zone éir Modus IIl nachv.
Mises aufgefuhrt. Dieser ist fur den ESZ und EVZ gleich

1 (K’
Tp: lIl; Mises = E (i) -6, (438)

OF

d.h. es handelt sich hier um einen Kreis. Verglichen mit dethegen beiden Lastfallen,
hat der Radius der plastischen Zone eine GroReryan vises: max. = 6 Einheitslangen,
siehe hierzu auch Abb. 4.2 (c) und [42, 96].

4.4.1 Risslangenkorrektur nach RwIN

Am Anfang des Abschnittes 4.4 wurde gezeigt wo der Rand gilastischen Zone um
einen Riss liegen wirde. Dabei sind Form und Gro3e der ptdtn Zone stark vom
Lastfall abhangig. Bei dem im Folgenden gezeigten Kormekischlag, der sich auf die
plastische Zone bezieht und awWIN zurtick geht, wird ein ideal-plastisches Materi-
alverhalten vorrausgesetzt [103].

Grundlage der beispielhaften Betrachtung sind die Spagyemrin der Rissebene im
Modus | beif = 0°, deren Werte sich aus Gl. (4.6) wie folgt ergeben

K, 0 im ESZ
Opy = Oyy = ——=, Tay = 0, 0., = (4.39)
vmar 2v0,, IMEVZ.

Der Verlauf der risséffnenden Spannuamg,(r) kann aus Abb. 4.3 entnommen werden.
Die Grol3e der plastischen Zone wurde bereits in diesem Alitsélr die entsprechenden
Lastfalle und mit Hilfe zweier Vergleichsspannungshyestn entwickelt. Der plastische
FlieRradius betragt fir den Modus | gemal Gl. (4.33)
2

i (ﬁ> 2 im ESZ

4 of
Tp; Mises(e = 0) = (4.40)

1 (K’ .
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Modus I
v. Mises, ESZ
————— v. Mises, EVZ

------- Tresca, ESZ
- Tresca, EVZ: %( 0,-03)
— ~fOQT . 1

Tresca, EVZ: 5(0,-0,,)

W Modus II

v. Mises, ESZ
————— v. Mises, EVZ

Modus II1 6
Ty
v. Mises, ESZ und EVZ Riss A

Abbildung 4.2: Grol3e und Form der plastischen Zone fur Seremity = 1/3: (a) im
Modus | nach der VergleichsspannungshypothesewollISEs und TRESCA im ESZ
und EVZ, (b) nachv. Misesfir den ESZ und EVZ bei einer Modus Il Belastung und
(c), im Modus Il fur den ESZ und EVZ nach MISES

D.h. der Radius der plastischen Zone ist im EVZ deutlichfdeials im ESZ. Durch
das Abschneiden des Spannungsverlayfs bei o, siehe Abb. 4.3 wird die resul-
tierende Kraft iny-Richtung verfalscht.RwWIN hat dazu bereits 1956 vorgeschlagen, dass
das Kraftegleichgewicht nur dann wiederhergestellt weiddnn, wenn die Spannungen
umverteilt werden, indem die plastische Zone eine groResgldhnung erhalt [130]. Es
ergibt sich die Bedingung, dass die Flache der abgescheitt&urve mit der hinzuge-
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fugten Kurve aquivalent sein muss. Dies fiuhrt zu einem Rarien Radius der plas-
tischen Zone, der ungefahr doppelt so grof} ist wie der unggidhe [150].

ny

Q

A

Abbildung 4.3: Korrigierte Gro3e der plastischen Zone arRissspitze gemalRivin.

4.5 Numerische Behandlung von Rissen in metallischen Wertd-
fen

In der klassischen Bruchmechanik wurden in den Jahren nechetsten Veroffentli-
chungen von S8EDDON, IRWIN und WiLLIAMS [130, 212, 235] weitere Veroffentli-
chungen mit neuen Betrachtungen initiiert, wobei sich &keare Methode als allgemein-
gultig herauskristallisierte. Dies liegt daran, dass sioktile und spréde Werkstoffe im
Bruchbild grundsatzlich unterscheiden. Die analytischathoden wurden in den fol-
genden Jahren zwar weiterentwickelt, jedoch beruhte di#ntiog fir das Gebiet der
Rissfelderbeschreibung auf der gerade neu entwickeltévi. Ete FEM setzte sich in
der Bruchmechanik aber erst 1971 durch, nachderF&GTHS und ONEN einen Ar-
tikel veroéffentlicht hatten, in welchem gezeigt wurde, sldge bisherige analytische L6-
sung im Nahfeld des Risses hierbei unbrauchbar ist, da $ifelakerhaften Annahmen
basiert [102]. Der Nachweis erfolgte durch das Experiment.

Im Folgenden werden die numerischen Methoden auf die Brachanik angewendet.
Allerdings eignen sich die Methoden nicht fur Lebensdauschatzungen, da in ihnen
eine Belastungshistorie nicht mit einbezogen wird.

4.5.1 Bruchmechanik mit der Finite-Elemente-Methode (FENV

In der Mechanik werden mit der FEM Knotenpunktsverschigieumraus den angreifenden
Lasten und mit der Gesamtsteifigkeit des Tragwerks beréchAas den errechneten
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Knotenpunktsverschiebungen werden in einer Nachlaufiand) elementweise die Span-
nungen bzw. Dehnungen bestimmt.

Die Gesamtsteifigkeit setzt sich aus den Einzelsteifigk@itees jeden Elementes zusam-
men. Die Elementsteifigkeiten ergeben sich aus der Probddmey (bzw. dem Tragwerk,
d.h. Stab, Balken, Scheibe,...), dem Feinheitsgrad dedr&isierung und den Ansatz-
funktionen fur die Verschiebungen. Aufgrund der mathesadign Formulierung und
der VerknlUpfung zwischen dem Elastizitdtsgesetz, demt&r&ahd Momentengleichge-
wicht sowie der Verformungskinematik ist das Spannungst Dehnungsfeld um einen
Polynomgrad niedriger als das Verschiebungsfeld. Da esdeeiFEM wie im Ab-
schnitt 3.2 erlautert darum geht, den Verlauf des physikbkn Feldes méglichst genau
zu rekonstruieren, ergibt sich die Forderung, die Regianetienen sich die Feldlin-
ien stark andern genauer aufzulésen bzw. feiner zu diskestn. Um diesem Anspruch
gerecht zu werden, miussen die Gebiete um einen Riss besdedediskretisiert wer-
den. Jedoch stellen sich mit zunehmendem FeinheitsgraDidleretisierung bei linear
elastischer Betrachtung ohne Plastifizierung Spannumgsisiritaten an der Rissspitze
ein, welche auch schon vondfosov, SNEDDON, IRWIN und vielen anderen analytisch
beschrieben wurden. Abhilfe schafft auch hier die Eindaawgy der Plastizitat, mit
welcher die Spannungsspitzen abgebaut werden. Deswekars das Rissfeld durch
speziell dafur entwickelte Elemente besser beschriebedene Die wichtigste Methode
fur die numerische Simulation von Rissen ist die ErweitéiiM (X-FEM = Extended-
FEM). Auch Inhomogenitaten im Material konnen mittlerveeion der FEM durch einen
Mehrskalenansatz mit der Bezeichnung léfasst werden [104].

Bruchmechanik mit der FEM unter Verwendung von regularemténten

Ziel der FEM-Analyse ist die Berechnung der bruchmechd@sSpannungsintensitats-
faktoren K, bis K, fur Strukturen mit Anriss. Dabei ist wie beschrieben einede
Diskretisierung noétig, um Approximationsfehler im Krafi$ls um die Rissspitze zu ver-
meiden. AuRerdem mussen genligend Elemente im Kreisbogeieurissspitze verteilt
sein, um die Winkelverteilung der Spannungen um die Risgsm@usreichend gut zu
berechnen. Da die FEM die Singularitat um die Rissspitzesabr schlecht wiedergeben
kann, fallen die mit der FEM zurlick berechneten Spannubgssitétsfaktoren zu klein
aus [150].

Die Spannungsintensitatsfaktoren konnen aus der Nachdufung tUber zwei Wege
berechnet werden, zum einen aus den Verschiebungsglgiehyd.13) oder aber aus
den Gleichungen der Spannungen (4.6). Fur den Modus | lalige@leichungen (4.6)
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und (4.13) in umgeschriebener Form

. K| T I . e
ui(r,0) = 5 1/% g;(0) ; (ESZund EVZ), miti = z,y und  (4.41)
K, o
O-ij(rv 9) = \/ﬁ fllj(e) ; (ESZ)! mltlv] =Y (442)
wobeig;(0) und f};(#) die Funktionen der Winkel sind. Fir einen bestimmten Purikt m
den Koordinaterir*, 6*) lassen sich die beiden Gleichungen (4.41) und (4.42) nach de

Spannungsintensitatsfaktor&ii =M umformen

FEM/,.x %
KPR, 0%) = 2G4/ 21% . (ESZ und EVZ), miti = z,y und  (4.43)
r 9;

V2mrra P (r, 6%)
i (07)

Das Schema zur Berechnung der Spannungsintensitats&faltann auf die anderen Be-
lastungsmoden Il und Il Ubertragen werden. Die so berdgelmn®pannungsintensitats-
faktoren sind eine Funktion des Koordinatenpunktes. é&bke mit den exakten Losun-
gen zeigen, dass die so berecehneten Spannungsintdakitiien in der Regel kleiner
als die analytisch ermittelten sind. Dessen ungeachtatdaus der Literatur Koordi-
natenpunkte entnommen werden, die zur Berechnung der Spgsintensitatsfaktoren
geeignet sind, siehe hierzu [150].

; (ESZ), miti,j =x,y. (4.44)

K|FEM<7’*, 9*) —

Nachdem fir jeden Lastfall die Spannungsintensitatsfaektderechnet wurden, wer-
den diese mit Hilfe von Gl. (4.24) kombiniert, um im daraufgienden Schritt die En-
ergiefreisetztungsrat@ mit Gl. (4.26) zu bestimmen. Wird dabei der materialspediks
Wert fur G, Uberschritten, so erfolgt stabiles Risswachstum.

Bruchmechanik mit der FEM unter Verwendung von Rissspgimmenten

Da die regulare FEM schlechte Ergebnisse liefert, wurderfiditen Elemente speziell
fur die Rissspitze modifiziert. Diese Rissspitzenelemsitizen in unmittelbarer Riss-
umgebung und sind von regularen Elementen umgeben. AlstZos&tionen wer-
den Polynome verwendet, welche die!/? Singularitat nachbilden. Diese singuldren
Rissspitzenansatze sind nicht mit den regularen Formifumén auf den Randern zu den
regularen Nachbarelementen kompatibel und erlauben héuéig keine Starrkorperbe-
wegungen.

Neben den Ansatzfunktionen, die auf den klassischen ieisechgsmodellen basieren,
wurden hybride Ansatze und gemischt-hybride Ansétze sitgé Die Steifigkeitsma-
trix des hybriden Rissspitzenelementes wird auch hier,b&ieden regularen Elementen
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und den Rissspitzenelementen, durch die VerschiebungeRatelknotenvariablen aus-
gedrickt.

Diese Elemente dienen, ebenso wie die regularen ElememteBestimmung derk -
Faktoren. AulRerdem kann eine Rissfortschrittsberechdunchgefihrt werden, indem
das Spannungsmaximum und dessen Richtung ermittelt wirdamm das Element mit
der groRten Spannung entlang der berechneten Hauptspsnininiung zu teilen, was
jedoch zu einer Neuvernetzung des Gebietes fuhrt.

Aufgrund der Besonderheiten der hier erwahnten Risssmteenente haben sich diese
nicht durchgesetzt [150].

Bruchmechanik mit weiteren FEM Verfahren

Neben den oben aufgefihrten Elementen kdnnerkdieaktoren noch tber die globale
Energiefreisetzungsrate, das RissschlieRintegral, dategdral und mit bruchmechani-
schen Wichtungsfunktionen berechnet werden. NéheresememiMethoden kann der
Literatur, z.B. [150], entnommen werden.

4.5.2 Bruchmechanik mit der Randelement-Methode (BEM)

Wie im Abschnitt 3.4 erlautert, wird bei der Randelementméde nur der Rand des Ge-
bietes diskretisiert und nicht das Gebiet selbst. Der Rand @labei in Segmente un-
terteilt die linear, quadratisch oder noch hoherer Ordraaig kénnen. Die BEM eignet
sich gut fur physikalische Probleme die eine Neuvernetarfgrdern, so wie es bei der
Simulation des Rissfortschritts der Fall ist. Da die Meth@pannungskonzentrationen
besonders gut auflost, ist die BEM fur die Simulation von &iggradestiniert, allerdings
nur wenn der Werkstoff bis zum Bruch linear elastisch ish Echt-lineares Werkstoff-
verhalten kann mit der BEM nicht simuliert werden. Auch kénrdie Korngré3enskala
und die Bauteilskala nicht miteinander kombiniert werdaahe auch Abb. 5.7 im Kapi-
tel 5.

Die BEM konnte sich in den letzten Jahren trotz vieler Vdetaicht durchsetzen, siehe
hierzu auch [3, 116, 154, 160, 202].

4.5.3 Bruchmechanik mit der Elementfreien-Galerkin-Methode (EFGM)

Bei der EFGM wird das Gebiet nicht diskretisiert, sondermvesden lediglich Knoten-
punkte im Gebiet vordefiniert. Jeder Knotenpunkt hat eimdl&E&sszone oder Wirkzone,
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die durch die Kernel- oder Wichtungsfunktion beschrieberdwveshalb die Knoten-

punkte nur miteinander interagieren kbnnen, wenn ein Kimiekt in der Wirkzone an-

derer Knotenpunkte liegt. Um die Rander besser beschrabdwnnen wird der Teil

der Kernelfunktion der Uber den Rand hinausgeht abgesehniweshalb sich Risse ein-
fach in die Methode mit einbeziehen lassen. Gebiete in deremRiss nur teilweise

rein verlauft mussen insofern korrigiert werden, dass dgr der Kernel-Funktion der

Uber die Unstetigkeit hinausgeht von der Wichtungsfumksiobtrahiert wird. Dies stellt

fur die Programmierung einen grof3en Aufwand dar und maamt.dsungsalgorithmus
langsam, so dass die Vorteile der Methode verloren gehen.

Die Methode ist sehr gut fur groRe Deformationen geeigreekaine Neuvernetzung er-
forderlich ist. Die dem Gebiet zugeordneten Punkte bletimsfest. Bei Verformungen
andern sich lediglich die Uberschneidungen der EinflusszoBie Simulation der Riss-
fortschritte ist erst jingst gelungen [167]. Das Interessder EFGM hat in der Mechanik
in den letzten Jahren allerdings deutlich nachgelassetbstSBELYTSCHKO, der die
EFGM mitentwickelte, hat sich der XFEM zugewandt, um diesé Rissfortschritts-
probleme anzuwenden. Mit der EFGM kdnnen die mesoskopisetienakroskopische
Skala nicht miteinander kombiniert werden, siehe auch Abbim Kapitel 5.

4.5.4 Rissfortschritt mit der Erweiterten-Finite-Elemente-Methode (XFEM)

Die Erweiterte-Finite-Elemente-Methode, oder die ExtmhéFinite-Element-Method
(XFEM), wurde speziell fir Rissprobleme und das Darstetles Rissfortschrittes ent-
wickelt und kommt ohne Neuvernetzung des Teilgebietes umRiss aus. Der Vorteil
dieser Methode ist, dass die Unstetigkeit des Risses mittzihen Ansatzfunktionen
erfasst wird und dadurch die Energiebilanz ausgeglichedevekann. Die Methode geht
im Wesentlichen auf die Pionierarbeit voreBrTSCHKO, aber auch auf EEMING und
MOES, aus den Jahren 1997 und 1999 zuriick [23, 24, 50, 66, 70, 89 216], wobei
die Grundlagen aber bereits 1996 geschaffen wurden [7, 164]

Die XFEM ist nicht auf die schon bestehenden Elementgrenzdso das Netz,
angewiesen, sondern das Element wird von dem sich bildeRasndurchzogen. Einen
guten Uberblick (iber die XFEM verschaffen [36, 44, 137, 139 XFEM dient nicht
dazu, die mesoskopische und makroskopische Skala mitenan verbinden.

Wie im Abschnitt 3 beschrieben, dient die FEM der Rekonsiomkder Feldlinien. Fir
das diskretisierte Gebiet ohne den Riss wird die Verscimigoit

u(X) = u™™M(X) = N, (X)a, (4.45)

nesS
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approximiert, wobeiu(X) das exakte Verschiebungsfeld darstelit’*™(X) =
[u, v, w]T dem errechneten, bzw. approximierten Verschiebungsfekpecht, IV, (X)

ist der Vektor mit den Ansatzfunktionen, oder Formfunkéandes Knoteng aus der
Menge aller Knotes, uy, = [uy, vy, wk]T ist der Vektor mit den Verschiebungsfreiwerten
am jeweiligen Knotert und X = = = [z, y, 2|7 ist der Ortsvektor des Materialpunktes,
womit vorausgesetzt wird, dass nit = x kleine Verschiebungen vorliegen. Die Kom-
ponenten der Orts- und Verschiebungsvektoren sind in déindsischen Basis mit den
orthogonalen Einheitsvektoren= |e,, e,, e.]” des Euklidischen Raumé&s definiert.

In der XFEM wird der Ansatz in Gl. (4.45) erweitert bzw. angjehert, wobei zwischen

zwei Bereichen unterschieden wird. Der erste Bereich istutamittelbare Nahfeld des
Risses mit der Spannungssingularitat und der zweite BeheUnstetigkeit des Risses
selbst, welche die Rissspitze nicht beinhaltet.

Die Diskontinuitéat bzw. Unstetigkeit des Risses:

Die XFEM bietet die Mdglichkeit ein Bauteil, unabhéngig dawb Risse im Tragwerk
beinhaltet sind oder entstehen, beliebig zu vernetzenh Aduaucht das Gebiet wahrend
der Berechnung des Rissfortschrittes nicht neu vernetatezden, was einen immensen
Vorteil gegentber der FEM (mit und ohne Rissspitzeneleer®@rdarstellt. Da das Gebiet
um einen Riss aufgrund der freien Rander wenig oder keineginaufnehmen kann,
mussen die Ansatzfunktionen der Elemente die vom Riss dagen werden angereichert
werden, so dass das Element bei Riss6ffnung keine Enerdieanéhehmen kann.

Definiert wird ein Gebief2 = Q* + Q~ mit dem Rand’, das entlang der Unstetigkeit
' in die beiden Teilgebiet&)* und 2~ unterteilt ist, wobei2™ das Teilgebiet ist,
das in Richtung des Normalenvektanszeigt. Das Gesamtgebiet besitzt einen Weg-
und Kraftrandl',, bzw. I',. Die Unstetigkeit wird mittels des Normalenvektots des
Sprungvektorgu] und dessen Randefit undI'~ erfasst, siehe Abb. 4.4 (a). Die Anrei-
cherung erfolgt auf Basis von Gl. (4.45)

u(X) m u(X) =) N (X) i, + Y Nu(X)H(X)a,,  (4.46)
nes neSy

wobeiSy eine Untermenge aller Knotehdarstellt, deren Elemente von der Unstetigkeit
[u] betroffen sind (siehe Abb. 4.4 (b)y,, sind zuséatzliche Freiwerte der Sprungfunk-
tion undu™EM*YS st der Vektor mit den unbekannten Knotenpunktsverscimgbn und
den Unbekannten der Sprungfunktion. Bei fortschreiteridexsen nimmt die Anzahl
dieser zusatzlichen Freiweri@, stetig zu, weshalb die Steifigkeitsmatrix des Glei-
chungssystems standig gro3er wird. Gleichung (4.46)ledi@ Partition-of-Unity, also
> N,(X) =1, welche auch bei der FEM eine Bedingung zur Starrkorpetelarag ist.
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Da nicht alle Knoten gleich stark von der Unstetigkeit dessRs betroffen sind erfolgt
eine Wichtung Ublicherweise nach dem Flachenkriteriueheiierzu @LBow [69].

H(X) ist eine Heavisidefunktion (eine Art Sprung-Funktion o8&num-Funktion), die
wie folgt definiert ist

+1 aufdem Rand'*

H(X) = (4.47)
—1 aufdem Rand'~ .

(b) Riss/Unstetigkeit

%
z NI

Anreicherung der Elementknoten
mit der HEAVISIDE-Funktion

a Anreicherung der Elementknoten mit der
HEAVISIDE-Funktion und der Rissfunktion

Abbildung 4.4: (a) Gebie® mit der Grenzflache der Unstetigké&it. (b) Elemente deren
Knoten angereichert werden. Elemente die nur mit der Uigkest [«] durchzogen sind
werden nur mit der Heaviside-Funktion angereichert undniélgte welche die Rissspitze
beinhalten werden zusatzlich mit den Rissspitzenfunkticemgereichert.

Die Diskontinuitat der Rissspitze

Im regularen Gebiet ohne Riss werden flr die Verschiebungrépmationsfunktionen
verwendet, die einen linearen, quadratischen, oder hoHeoégynomgrad haben. An-
dererseits kdnnen gemal demYREIGH-RITz-Verfahren auch Funktionen verwendet
werden, welche die Verschiebungen genauer approximiddeshalb liegt es nahe, die
analytischen Loésungen vom Rissfeld als Ansatzfunktionemezwenden. Die Verschie-
bungen um die Rissspitze von Scheiben werden mit den Glegg(4.13) und (4.19)
fur den Modus I und Il in kombinierter Form angegeben als

0

u(r, 6) 1 \/T K (k —cosf) cos§ + Ky (k+2+ cosb) sin g
27

v(r,0) 2G K (k—cosb) sin + Ky (—k+2—cosf) cos?
(4.48)
Mit Hilfe der Additionstheoremein2f = 2 - sin6 - cosf, 2sin®>£ = 1 — cosé und

2cos2§ = 1 + cos# lasst sich Gl. (4.48) in die in der Literatur [19, 196] angegee



4.5. NUMERISCHE BEHANDLUNG VON RISSEN IN METALLISCHEN WERK-FENS51

Form bringen

u(r,@) 1 / 1 CQl(r,H) }(| %—CQQ(T,Q) f(”
= ﬁ ﬂ 3 (449)

v(r,0) Qs(r,0) K, + Qu(r,0) K,
mit
Q:(r,0) = /r (K—l)-cos§+sin§-sin9
- g 0]
Qa(r,0) = /r (/<o—|—1)-sm§—|—cos§~s1n9
Q3(r,0) = /r (/<a+1)-sing—cos§~sin9
[ 6 .6 . ]
Qu(r,0) = 1 |(1—k)-cos 5 Tsing -sinf| . (4.50)

Somit lautet nun der Vektor der Ansatzfunktionen um die gpgze in Anlehnung an
Gl. (4.50)

{F,(r,0)}:_, = |/rsin g . /T cos g . \/7sin g sin @ , \/r cos g sinf| , (4.51)
wobei es nicht darauf ankommt die Konstante mit in die Ansatzfunktionen
einzubeziehen, da die Freiwerte sich immer gemald dem Mimigher potentiellen Ener-
gie einstellen. Die Polarkoordinaten konnen mit Hilfe da&z8s von Pythagoras und den
Winkelfunktionen in kartesische Koordinaten umgerechvertien. Somit ergibt sich nun
fur die Elemente mit Rissspitzg;s

w(X) = MUY = Y ONL(X) @+ Y NW(X) H(X) a,

nes neSy

+ (Nn(X) Y Fu(X) bna> ., (4.52)

nESRs a=1

wobeiSgg die Untermenge aller Knotefi darstellt, deren Elemente die Rissspitze bein-
halten, (siehe Abb. 4.4 (b)h,, ., sind weitere Freiwerte welche die Rissspitze betreffen
und u EM*US*RS st der Vektor mit den unbekannten Knotenpunktsverscirigbno, den
Unbekannten der Sprungfunktion und den Unbekannten despitgenanreicherung. Die
Anzahl der Freiwerte, ., bleibt konstant, solange keine Rissverzweigung eintbis{.[
Ublicherweise werden nur die Knoten des Elementes andenim welchem die Riss-
spitze liegt, wobei optional weitere umliegende Elementeder Rissspitzenfunktion
angereichert werden kdénnen.
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4.5.5 Gemeinsame Behandlung verschiedener Skalen mit deEF~Methode

Bei der FE Methode handelt es sich um einen Mehrskalenansatz fiir dekamische
Feld, der von EYEL 1999 entwickelt wurde [85, 86]. Diese Methode dient der &rfa
sung, numerischen Beschreibung und Implementierung vaafdinhomogenitaten, die
das makroskopische Tragwerksverhalten beeinflussen. @géNge, die das makrosko-
pische Verhalten storen, finden Uberwiegend nicht auf denaten Skala statt, sondern
auf der Mikro-Meso-Skala, welche in der GroRenordnungsekarns liegt. Dabei wer-
den mikroskopische Risse als Inhomogenitat angesehenroslakpische Risse finden
in dem Modell keine besondere Bertcksichtigung. Ebensagmweind ein dynamisches
Risswachstum vom Modell beschrieben oder erfasst.

Bei der FE Methode wird ein makroskopisches Modell erstellt, das dikron und
mesoskopischen Inhomogenitaten beinhaltet. Dazu musgetea Mikro-Meso-Skala
die relevanten Phanomene und ihr Geltungsbereich erfasdiew, um daraus die Grol3e
eines reprasentativen Volumenelementes (RVE) zu bestimbezu wird zuerst das Ma-
terial auf der Mikro-Meso-Skala homogenisiert, um so disbgenisierten Materialpara-
meter des diskreten Punktes zu bestimmen, welche danachd&rskopischen Modell
zur weiteren Berechnung zuriick tbergeben werden.

Um auf der Mikro-Meso-Skala die homogenisierten Mateaedmeter des RVE zu be-
stimmen, muss jedoch

1. die Lésung der FE-Rechnung, also die Knotenpunktsviisghgen, bekannt sein,

2. eine Aussage Uber das physikalische MaterialverhatteRVE gemacht werden
konnen,

3. das lokale Gleichgewicht der gebietsbeschreibenden &tillt sein,

4. die Randbedingungen des RVE bekannt sein, wobei die Ranuiungen von der
FE-L6sung abhangig sind.

Die ersten drei Punkte werden durch die FE-Rechnung erfddit vierte Punkt kann nicht
ohne weiteres erflllt werden, da sich die Randerscheinudge RVE aufgrund der im
RVE stark ausgepragten Anisotropie mit der FE-Losung @andeeshalb schlagteEyEL
drei Mdglichkeiten zur Losung vor. Diese sind:

1. die Annahme einer gleichmafigen Verformung entlang &#t-Rander,

2. die Annahme einer gleichméRigen Spannungsverteilutiggnder RVE-Rander,

3. Die Annahme, dass eine periodische Randbedingung die 8er Randerschein-
ung genau abdeckt und mit den periodischen Randerscha&nudey Nachbarele-
mente kompatibel ist.
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Fir diese Falle missen Transformationsbeziehungen gefiwvdrden um das makros-
kopische Verhalten auf die Mikro-Meso-Skala Ubertragerk@nnen. Dies kann mit
Hilfe des Satzes von L -MANDEL Uber spezielle Transformationsmatritzen geschehen,
welcher besagt, dass die durchschnittliche makroskopi8cheit der durchschnittlichen
mikroskopischen Arbeit im RVE entsprechen muss [213].

Die FE Methode kann in ihrem Ablauf also wie folgt zusammengefagstden.
Zunachst wird auf der makroskopischen Ebene ein gewdlhedilie-Modell erstellt, aus
welchem die Knotenpunktsverschiebungen berechnet werd®smach wird das Ver-
schiebungsfeld des makroskopischen Modells der Mikrodvigsala Gibergeben und es
werden fir jeden Gaul3punkt neue Materialparameter aus eieschiebungen und Inho-
mogenitaten bestimmt. Dazu mussen die physikalischentzeder diskreten Punkte,
also das Verhalten des RVE, bekannt sein, welches ausselidddGL des Gebietes er-
fullen muss. Die neu bestimmten und degradierten Matexalpeter werden danach
dem makroskopischen Modell zurtick ibergeben und es wirdiesen neuen Material-
parametern eine erneute FE-Simulation durchgefiihrt. Babastimmte Verschiebungs-
feld wird wieder der Mikro-Meso-Ebene tbergeben und es eemnliederum neue Ma-
terialparameter bestimmt, welche danach dem makroskuognsiModell wieder zuriick
Ubergeben werden. Dieser Vorgang wird so oft wiederhadtdie Ergebnisse sich nicht
mehr &ndern [16].

4.6 Bruchverhalten realer Werkstoffe

Die kontinuumsmechanische Behandlung von Rissen kann igeileinennicht den
echten physikalischen Bruchprozess mit seinem diskreissv&lauf wiedergeben, siehe
Abb. 4.5. Die linear elastische Bruchmechanik behandeitRiss fir einen isotropen
Werkstoff aus makroskopischer Sicht. Dabei flieRen atorvewdelle (Kohesivzonen-
modell) nicht in das Modell der Kontinuumsmechanik mit elfin realer Werkstoff ist,
wie in Kapitel 2 beschrieben, auf atomaren Ebene mit vielelnlétn versehen, und auf
der mesoskopischen Ebene stol3en die Gitter mit ihren whieichen Ausrichtungen
an den Korngrenzen aneinander.

Eine realistische Beschreibung von Rissen kann mit nuctezis Methoden, in welche
stochastische Modelle einbezogen werden, durchgefiilnieme Dabei hat sich die
Diskrete-Elemente-Methode (DEM) als eine niitzliche Mdtherwiesen [34, 119, 240].
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Bruchbild gemilk Bruchbild wihrend eines
der Kontinuumsmechanik Laborexperiments
F F blitzartiges Rissmuster
gerader Rissverlauf mit Veristelungen
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Abbildung 4.5: Rissbildung bei einer Probe im Modus | geméf3bntinuumsmechanik
(&) und im Laborversuch (b). (Werkstoff: AI7075-T6)

4.7 Thermisches Feld in rissbehafteten Korpern

Das Temperaturfeld@(z,y) in einem ebenen isotropen Korper mit Riss erhélt man aus
der L6sung des stationdren Warmeleitproblems

PT 9T
—\ (@ + 8—3/2) =0. (4.53)

Hierbei ist\ die Warmeleitzahl des isotropen Korpers.

In dem konkreten Fall nehmen wir an, dass die Scheibe einast&oten Warmefluf3
senkrecht zum Risg, , infolge eines Temperaturgefalles bei fest vorgegebereaméra-
turen beiy = +o0, hat. Die Oberflaiche des Risses ist warmeundurchlassigassodie
Temperaturfeldlinien, wie in Abb. 4.6 (a) gezeigt, den Risdaufen mussen. Dies fihrt
zu einer Konzentration der Feldlinien an der Rissspitze tBermische Randbedingung
an der Rissspitze lautet = 0, d.h. es findet kein Warmeflu3 inRichtung statt. Diese
Randwertaufgabe ist vom mathematischen Standpunkt h&owainen identisch mit der
einer mechanisch belasteten Scheibe im Modus lll, siehel#iid 4.1. Das Temperatur-
feld ist analog zum Verschiebungsfeld der Gl. (4.23)

r 0

sin- + O, (4.54)

2
T(r,0) = —ql\/wax o 5
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wobei die Koordinaten in Abb. 4.6 (b) definiert sind. Der Wafhass ergibt sich in Analo-
gie zu den Schubspannungen einer im Modus Il belasteteeilsxlsiehe Gl. (4.21))

G (1, 0) 1 sing + O

= —qLvTa

(4.55)
qy(r,0) v2mr cosg + O

Weitere Erlauterungen kénnen der Literatur entnommen evefti50].

Abbildung 4.6: (a) Thermischer Fluss um einen Riss und (byiden der Koordinaten.






5 Diskrete-Elemente-Methode (DEM)

Die Diskrete-Elemente-Methode (DEM) und die Finite-Elet@eMethode (FEM) unter-
scheiden sich prinzipiell in ihren Philosophien. Am pragteaten wird der Unterschied
dadurch ersichtlich, dass die FEM die Flussgrof3e in eineilgel@et mit Ansatzfunk-

tionen beschreibt, wahrend bei der DEM der Fluss durch Stélee Balken Ubertra-
gen wird, welche quasiisotrop angeordnet sind. Bei gemaugetrachtung stellt man
sogar fest, dass der DEM die drei groRen numerischen Veriaimnewohnen. Diese
sind die Finite-Elemente-Methode, die Finite-VolumentMele (FVM) und die Finite-

Differenzen-Methode (FDM). Details dazu werden im Absthii2 erlautert.

Wenn heute Uber die DEM gesprochen wird, so wird haufig darutie Methode von
CUNDALL verstanden, in welcher sich Partikel frei bewegen und Uloertékt miteinan-
der interagieren [63, 64]. Dabei wird stets der Kontakt zdeslan Elementen und zur
Umgebung uberprift, um eine Durchdringung der Elementeezhindern [29]. Dies
ist die Methode der losen Elemente oder freien Partikel dibte mit der in dieser
Arbeit vorgestellten Methode gemeinsam hat. Die in diesdyeA verwendeten Ele-
mente bleiben miteinander verbunden, solange kein Riss eteifidl entsteht. Die
hier vorgestellte Diskrete-Elemente-Methode entspiithier Vorgehensweise der Stab-
Gittermethode von KEIN und WIEGHARDT [141, 142, 234]. Siehe hierzu auch Ab-
schnitt 5.1.

5.1 Historischer Werdegang der Diskrete-Elemente-Methoe

Analytische Losungen lassen sich nicht fur alle Last-, ltaged Randbedingungen
finden. Deshalb wurde es zuerst in der Mechanik, spater dacim ia anderen physi-
kalischen Gebieten offensichtlich, dass numerische Weefa fir die Praxis notwendig
sind. Als erste numerische Methode kam, dankr&ING [216] und EULER [76], die
Finite-Differenzen-Methode bereits seit 1730 bzw. 1755diverse Feldprobleme zur
Anwendung und etablierte sich fest, siehe hierzu auch AbcB.6. Bezugnehmend
auf mechanische Feldprobleme auflerteeiK 1905 die Vermutung, dass die Span-
nungsflache einer elastisch-isotropen Scheibe im Ubereag Sinn in die Spannungs-
flache eines elastisch-isotropen Dreiecksfachwerks @bé&rgvenn des Fachwerk im-
mer engmaschiger wird [141, 142]. Die Spannungsflache aufsitih KLEIN in der
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Veroffentlichung bezog ist die vonlIRY eingefiihrte Spannungsflache, siehe hierzu Ab-
schnitt 6.1.

Die Richtigkeit dieser Vermutung von W&IN wurde 1906 durch WEGHARDT
bestatigt [234]. Die Tatsache, dass die Spannungsflache®uhmeibe mit der eines Fach-
werks aquivalent ist bedeutet, dass man den Spannungsdester Scheibe in den Span-
nungszustand eines gleichwertig gelagerten, belastatégaformten Fachwerks tGibertra-
gen kann und ebenso umgekehrt, siehe Abb. 5.EAQMARDT schien der Aufwand, den
Spannungszustand einer Scheibe aus dem Spannungszusemdrgmaschigen Fach-
werks zu schlie3en als nicht lohnend, da der Rechenaufwarttbeh sei. Hingegen
erschien es WEGHARDT wichtig darauf hinzuweisen, dass sich die Spannungstantei
einer Scheibe in Fachwerksspannungen von Gitterbriickenetwa der Kélner Rhein-
bricke, Uberfuhren laft.

f

: /

Abbildung 5.1: (a) Scheibe und ein mit (b) Stdben dquivatesammengesetztes Gebiet
gemal WEGHARDT von 1906 [234]. Die Vermutung war, dass die Spannungen @eSt
in Kontinuumsspannungen und umgekehrt umgerechnet wésiteren.

Zum Uberfuihren der Spannungen untersuchteE®WARDT Dreiecks- und Vierecks-
netze. Fur das Dreiecksnetz stellteRBHARDT fest, dass es sich um ein elastisch-
isotropes Dreiecksfachwerk handelt, wenn alle Stabe diely Steifigkeit haben, an-
sonsten nur um ein elastisches Dreiecksfachwerk. Diesssféern bemerkenswert, als
WIEGHARDT bereits 1906 feststellte, dass sich anisotrope Werksthffeh eine Vari-
anz in der Stabsteifigkeit darstellen lassen. Offensidittionnte WEGHARDT diesem
Gedanken nichts Praktisches abgewinnen, da er ihn nichémesrfolgte. Neben den
Fachwerken mit dreieckiger Struktur untersuchteeE®HARDT Vierecksfachwerke, fur
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welche er feststellte, dass fur diese die Differentiatiflang der Scheibe, aulier in Son-
derfallen, nicht erftllt wird. Desweiteren zeigtel®6HARDT anhand eines Beispiels mit
einem Dreiecksnetz, dass das Prinzip ven\S-VENANT erfullt wird und dass fur die
betrachteten Dreiecks- und Vierecksnetze die Querkatmrakeir = 1/3 festliegt.

Nach WIEGHARDT modellierte REDEL 1927 eine einachsig unter Druck stehende
Scheibe mit Vierecksnetzen [192]. Erst 1941 folgte einetavei Vertffentlichung,
die wohl in der Numerik am meisten zitierte VOnRENNIKOFF [128]. Dieser lei-
tete fur die verschiedensten Netzstrukturen die Stabgoeitse ab, so dass die Struk-
turen einen Querkontraktionswert vapi3 haben. AuRerdem fuhrte RHENNIKOFF eine
Vierecksstruktur ein, mit der sich beliebige Querkontiakswerte aus dem Modell ein-
stellen lassen, wobei, wie in der Kontinuumsmechanik, dgidiBgungr < 0, 5 gilt. Bei
dieser Zelle kann der Stabquerschoiy kleiner als Null werden, wenn < 1/3 wird,
siehe Abb. 5.2 unten. Dieser Umstand wirkt sich nicht negaif die Bestimmung der
Freiwerte, also die Verschiebungen, aus. Erwéhnensweatich die Dissertation von
HRENNIKOFF, die ein Jahr davor verotffentlicht wurde [127]. Die VORENNIKOFF un-
tersuchten Zellen sind in Abb. 5.2 fUr eine charakterisgsStablangézusammengefasst,
die sich aus dem Feinheitsgrad der Diskretisierung ergititdentspricht der Scheiben-
dicke.

In Anlehnung an die letzte Zelle vonRENNIKOFF in Abb. 5.2 kann eine weitere Zelle fur
hexagonale Strukturen gefunden werden. Mit dieser neube [@sst sich die Querkon-
traktion der modellierten Scheibe einstellen. In ihr kaen 8tabquerschnitt; kleiner
als Null werden, wenm < 1/3 wird, was sich aber nicht negativ auf die Bestimmung
der Knotenpunktsverschiebungen auswirkt, da die Steitgkatrix dadurch noch nicht
singular wird solange grol3er als Null verbleibt, siehe Abb. 5.3.

Im Anschluss an die Arbeit von RENNIKOFF folgten weitere Veréffentlichungen,
z.B. 1943 von MCHENRY [161] und 1944 von LE [155]. Letzterer tat sich dadurch her-
vor, dass er Plattenstrukturen mit diskreten Balken uantért®, wohingegen alle anderen
bisher Stdbe zum Analysieren von Scheiben verwendeterl 988 die Finite-Elemente-
Methode (FEM) entwickelt wurde, geriet die Gittermethodehmund mehr in den Hin-
tergrund, weshalb erst 1963 eine weitere wichtige Arbeitzttermethode von SERIG
erschien [214, 215]. In dieser Arbeit wurden mechanisclaméhte mit angepassten
Eigenschaften vorgestellt, um in unregelmaRig geformtagWerken den Ubergang von
einem Gebietsquerschnitt zu einem anderen zu ermogliclida. sogenannten Uber-
gangselemente sind fir mechanische Feldprobleme unkidyarcund ®IERIG brachte
diese bei Scheiben, Platten und Schalen zur Anwendung. rAefezitierte $IERIG in
der Veroffentlichung von 1964, dass ,verschiedene vaokiE und LINDBERG durchge-
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Abbildung 5.2: Gitterstrukturen und die zugehoérigen Stedvgchnitte gemar rEN-
NIKOFF [127, 128]. Die Stablangkergibt sich aus dem Feinheitsgrad der Diskretisierung
undd ist die Scheibendicke.
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Abbildung 5.3: Links ist die Gitterstruktur, bestehend aurer neuen hexagonalen Zelle
in Anlehnung an die Idee von RENNIKOFF dargestellt und rechts die Einzellzelle. Mit
dieser Einheitszelle kann die Querkontraktion der flachentiduumsscheibe eingestellt
werden. Die Stablangeergibt sich aus dem Feinheitsgrad der Diskretisierungdiist
die Scheibendicke.

fuhrte bisher unveroffentlichte Vergleichsrechnungereggt haben, dass bei gleichem
Rechenaufwand das Gitterrostmodell nacteENNIKOFF z.T. wesentlich genauere Ergeb-
nisse liefert als alle anderen betrachteten Konkurrefialwean“ [215], wobei mit diesen
Konkurrenzverfahren die FEM und FDM gemeint sind. Wenruajledie Artikel von
LECKIE und LINDBERG vom Autor nicht gefunden werden konnten, wird dieses Zitat
von SPIERIG dennoch von der vorliegenden Arbeit untermauert.

Die Grunde dafir, dass die Gitterrostmethode bessere Rggebliefert als die anderen
numerischen Verfahren liegen offensichtlich an der Tdtsadass die Ublichen Ansatz-
funktionen des Stabes die analytische Lésung exakt treffam3erdem ergibt die As-

semblierung von sechs Staben zu einem Hexagon, nach Gergailly der Stablange
zu Null, den Finiten-Differenzen-Stern der gebietsbesiti@nden Differentialgleichung,

siehe Abschnitt 6.2. Beim Finite-Elemente-Verfahren wirdgegen eine Feldapproxi-
mation vorgenommen, welche die analytische Losung, naoéneiGrenzibergang zu
infiniten Elementen, nur in einfachen Fallen exakt zu treffermag.

Aus der Gitterrostmethode (oder Lattice-Model bzw. aucintework-Method) entwi-
ckelte sich spater die Diskrete-Elemente-Methode (DENYJ awar nachdem GN-
DALL 1971 den Begriff fur lose Partikel verwendete, die bei dyisahren Vorgdngen
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den Kontakt zu den Nachbarelementen und der Umgebung prifaneine Durch-
dringung zu verhindern [63]. Diese Methode wird auch Molakidynamik genannt,
siehe hierzu auch [29]. Die Gitterrostmethode kam in deaufdolgenden Jahren unter
den verschiedensten Namen bei Simulationen von Rissen iskdmiinuitaten in Werk-
stoffen zur Anwendung, so z.B. auch unter den Narbattice-Model[147, 165, 177,
201, 206, 246, 247], ode3pring-Network-Mode€]l34, 176], auch al®iscrete-Element-
Methods[11, 12, 29, 67, 68, 238, 239, 240] und sogar unter dem Beltiffecular-
Dynamics[122, 156, 197]. Mittlerweile sind diskrete Elemente aucit fimiten Ele-
menten erfolgreich gekoppelt worden [152, 157, 198]. Deb§ittermethode wird aber
auch in der Architektur fur den Gebaudebau verwendet. Inabem aufgefihrten Ar-
beiten bzw. Veroéffentlichungen kam die DEM bisher aussstich im 2D-Raum zur An-
wendung, jedoch wurden jingst erste Anwendungen im 3D-Raugestellt [148, 149].
Einen guten Uberblick hierzu liefert [218]. In dieser Arbeiird fur die Methode der
Begriff der Diskreten-Elemente-Methode bevorzugt verdetn

Es ist nirgendwo in der Literatur ersichtlich, dass die DEManderen physikalischen
Gebieten als der Mechanik angewendet wurde, um Kraftfligsnalysieren. In dieser
Arbeit wird nun gezeigt, dass sich mit der DEM auch anderesidajische FlussgrofRen,
wie z.B. Warmeflisse, analysieren lassen. Dazu wird eine ned allgemeinere Be-

trachtungsweise in dem nun folgenden Abschnitt vorgefifkus dieser wird ersichtlich,

wie die DEM in anderen physikalischen Gebieten zur Anwegdyebracht werden kann.
AulRerdem wird gezeigt, dass sich mit der DEM verschiedensikalische Felder kop-

peln lassen. Im Speziellen wird die Kopplung fur das medwr@ und das thermische
Feld gezeigt.

Bei einer genaueren Betrachtung der DEM ergibt sich, dasedvethode nichts anderes
als ein weiteres numerisches Verfahren zum Losen von partiBifferentialgleichungen
ist. Mittels der DEM wurden in der Arbeit vonlBck bereits die vier Felder, das me-
chanische, das chemische (mit den gebundenen und freien)latas elektrische und das
thermische erfolgreich gekoppelt und zur Anwendung gétif@o)].

5.2 Diskrete-Elemente-Methode im heutigen Sinne aus dem iBk-
winkel der Finite-Volumen-Methode

Alle numerischen Verfahren diskretisieren das Gebiet déerRand auf irgend eine Art
und Weise, so auch die DEM. Dabei ist eine zwingende Fordeden DEM, dass das
Gebiet luckenlos diskretisiert wird, sofern es keine ldatfen Risse oder andere Un-
stetigkeiten enthalt. Die Diskretisierung kann nur lidkemmit Dreiecken, Vierecken
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oder Hexagonen erfolgen, wobei das Dreieck im Sechseclkkenhst, siehe Abb. 5.4.
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Abbildung 5.4: Ein Gebiet kann nur liickenlos in Dreieckegréicke oder Hexagone
diskretisiert werden.

Fur die Bruchmechanik bietet die hexagonale Anordnung tidyeSden Vorteil, dass alle
Stabe identische Materialparameter haben, falls einapetrWerkstoff modelliert wird.
Bei der Verwendung von viereckigen Elementen missen sgtbstomogenen Werk-
stoffmodell die Diagonalstdbe mit unterschiedlichen fgfkeiten und bruchmechani-
schen Parametern versehen werden. Dabei sind die Steti$igheameter bekannt (siehe
HRENNIKOFF [128]), nicht aber die bruchmechanischen Parameter, ide die Fes-
tigkeit. Aufgrund dieser Ungewissheit werden in dieseréirlausschliel3lich Elemente
mit hexagonaler Form verwendet. Auch wird aus den gleichemen nicht die neue
hexagonale Zelle in Abb. 5.3 verwendet, da zum einen dielmnechanischen Parame-
ter nicht bekannt sind und zum anderen weil die QuerkontraKliir die Lebensdauer
offensichtlich eine untergeordnete Rolle spielt.

Bei der in dieser Arbeit neu vorgestellten Betrachtungseveler Diskreten-Elemente-
Methode wird das Gebiet in hexagonale Elemente oder Phrtikégeteilt (siehe

Abb. 5.5 (a)). Diese hexagonalen Elemente stellen die sogden diskreten Elemente
dar. Der Fluss des physikalischen Feldes, welcher bei dgebgaen Randbedingungen
durch das gesamte diskretisierte Gebiet fliel3t, stromtdiedRander von einem diskreten
Element zu den benachbarten diskreten Elementen. Higddktisich die Verteilung der

FeldgroRe tber das gesamte Gebiet, also Uber alle diskkgsrente verteilt so ein, dass
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Abbildung 5.5: Eine Scheibe mit konstanten Materialpart@mewird in gleichférmige
hexagonale Elemente diskretisiert (a). Die Verteilung EleissgroRe erfolgt tber die
Rénder der Elemente (b). In der Diskrete-Elemente Theaofadge die Verteilung der
Flussgrol3e jedoch Uber die Stabe (c). Die Dicke der Schethkeund die Seitenlange
des Hexagons idtr. Der Querschnitt der Stabe - d und deren Langeé kbnnen aus
der Geometrie der diskreten Elemente enthommen werdechaeiom Feinheitsgrad
der Diskretisierung abhangt (d). Das Gleichgewicht wird dan assemblierten Staben
Uber die Finite-Elemente-Methode gefunden, die dem Mimmaer potentiellen Energie

unterliegt (e).

das Minimum der potentiellen Energie gewahrt bleibt (si@be. 5.5 (b)). Die Schwer-
punkte der diskreten Elemente bilden hierbei die Knotekpudes Feldes, bzw. des
Netzes. Verbindet man nun die Knotenpunkte mit Staben, st Eich im Ubertrage-
nen Sinn der gesamte Fluss ebenso durch die Stabe leiteattaiser die Rander der
diskreten Elemente (siehe Abb. 5.5 (c)). Dabei wirken dib&tals Ubertrager der phy-
sikalischen Feldgrol3e, welche im mechanischen Feld diergpao bzw. die Dehnung

e und im thermischen Feld den Warmefldsdarstellt. Die Starke oder die Intensitat des
mechanischen Feldes bestimmt sich aus dem Gradient deshi@ssngu und im ther-
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mischen Feld aus dem Gradienten der Tempef@tiber Querschnitt eines Stabes ergibt
sich aus der betreffenden Randflache des diskreten Elesn@igbe Abb. 5.5 (d)). Wer-
den alle Knoten des Gebietes mit Staben verbunden, so erhéleine Fachwerkstruktur
mit hexagonaler Form. Das Gleichgewicht des gesamten 18gdtisst sich aus der as-
semblierten Stabstruktur, also der Fachwerkstruktury tieeFinite-Elemente-Methode
finden, welche unter anderem auch dem Minimum der poteenidiinergie unterliegt,
siehe Abb. 5.5 (e). Somit handelt es sich nun bei der DEM unMdithode in welcher
die Verteilung der physikalischen Feldgréf3en durch dabdstarverfahren von KeEIN
und WIEGHARDT bestimmt wird.

Der Nachweis uber die Zulassigkeit der DEM im mechanischad Erfolgt zum einen
dadurch, dass sich die Stabspannungen innerhalb einegitsinélle mittels dem Krafte-
gleichgewicht und der Finite Differenzenmethode in diey&ghe Spannungsfunktion
Uberfuhren lassen, siehe Abschnitt 6.2 und zum anderen dibegrste Variation der
Stabpotentiale, welche den virtuellen Arbeitssatz deeehliefert, siehe Abschnitt 6.3.
Der Beweis, dass die Stabgittermethode im thermischen &ey@wandt werden darf,
erfolgt lediglich Gber die Finite-Differenzen-Methode filir dieses Feld keine Potential-
funktion definiert ist, siehe Abschnitt 7.2.

Anhand dieser Betrachtungen kénnen die fir das Modell aalen Material- und Geo-
metrieparameter eindeutig bestimmt werden. Die Grol3e @gagbne und somit auch
die Lange der Stableergibt sich aus dem Feinheitsgrad der Diskretisierunge &fideren
Materialparameter entsprechen den tatséchlichen Mitareanetern des Werkstoffs.

Das mechanische Verhalten homogener Werkstoffe kann miraerrten Hexagonen
(bzw. regelmafiig geformten diskreten Elementen) simtulerden, siehe Abb. 5.6 (a).
Jedoch treten bei genauerer Betrachtung am Rand Storun§etieaein gleichmafiges
Materialverhalten unmdglich machen, wobei auf diese Resotieinungen im Ab-
schnitt 6.5.2 eingegangen wird. Eine inhomogene Werksiadfellierung kann dadurch
erfolgen, dass die hexagonale Form der diskreten Element®mnoi-Polygonen ver-
zerrt wird, siehe Abb. 5.6 (b). Diese verzerrten diskretemtente bringen eine verzerrte
Stabgitterstruktur mit sich, wobei die Gitterverzerrungee statistischen Gleichvertei-
lung der Knotenpunkte mit dem Unordnungsparametenterliegt. Der Unordnungspa-
rameter hat einen Geltungsbereich o< o < 1, wobeia = 0 bedeutet, dass keine
Unordnung, also eine regelmafige hexagonale Strukturegbrl Fira — 1 wird die
Unordnung maximal, so dass die Stabe sich fast UberkreuzenEinfluss des Unord-
nungsparameters auf das Materialmodell wurde unter amdierder Arbeit von WTTEL
untersucht und soll hier nicht weiter verfolgt werden [240]

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass die diskreMaterialeigenschaften
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zu einem globalen Wert verschmieren bzw. sich homogesmisjewenn ein Gebiet

mit anisotropen Materialeigenschaften fein diskretisiezw. aufgelost wird, siehe
Abb. 5.6 (c). D.h. bei einer feinen Diskretisierung des @#&ds kdnnen die inhomoge-
nen Materialeigenschaften in den kleinen diskreten Eléemewiedergefunden werden.
Jedes diskrete Element hat seine individuellen Eigentaiaélie nicht mit denen der
Nachbarelemente tibereinstimmen miussen. Bei einer gloBakeachtung hingegen wer-
den reprasentative Materialwerte beobachtet, die mit shelbbabor beobachteten Werten
Ubereinstimmen. Aufgrund dessen geht mit der DEM die Mikats in die Makroskala

uber.

Die Frage die sich nun aufdréangt ist, wie fein ein Gebiet mdigkiert werden muss,
um z.B. die statistisch verteilten Lebensdauerwerte aiekstoffs durch Simulationen
vorfinden zu kénnen? Aus dem Blickwinkel der obigen Erlautgen (und Abb. 5.6)
muss das Gebiet nicht feiner als bis zur Korngréf3enskalanlesumerischen Modell
enthaltenen Werkstoffs diskretisiert werden, weil diesldeinste Skala ist, die dem Ge-
biet durch eine regelmalige Gitterstruktur konstante Neparameter aufpragt. Da die
Korner in metallischen Werkstoffen eine Grol3e vbfl5mm bis0,25mm haben, fuhrt
dies zu einer erheblichen Anzahl an Freiheitsgraden im nigofeen Modell. Je nach
Anisotropiegrad bzw. Anzahl und Grofl3e der Inhomogenit&m der Feinheitsgrad
der Diskretisierung jedoch der nachst groberen Materddskngepasst werden, siehe
Abb 5.7.
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Abbildung 5.6: (a) Ein homogener Werkstoff wird durch uragsrte Hexagone repréasen-
tiert. (b) Inhomogene Werkstoffe lassen sich durch eineé&feung der diskreten Ele-
mente bzw. der Gitterstruktur darstellen. (c) Wird das @ehiit vielen verzerrten Ele-
menten diskretisiert, so verschmieren die Eigenschaftéag In diesen Abbildungenist
I',, der Wegrandl',, der Kraftrand,F; und F; sind die Krafte /(') ist eine auf den Weg-
rand bezogene Kraft,; der Temperaturrand; die Temperaturg der Warmeflussvektor,
gint €ine innere Warmequelle, die Warmeleitzahlp der Normalenvektor am Rand und
h. der Warmeubergangskoeffizient am Rand.
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6 Behandlung des mechanischen Feldes mit der
Diskrete-Elemente-Methode

In diesem Kapitel wird die Diskrete-Elemente-Methode (DEEMsschlief3lich im mecha-
nischen Feld fur den ebenen Spannungszustand angewaedfaliziierung der Methode
erfolgt anhand eines Grenzubergangs, der zuerst mit fibitéerenzen und danach mit-
tels der Variationsrechnung durchgefuhrt wird. In den éoilden Abschnitten wird das
DE-Modell verifiziert und abschlieRend wird eine Lebenstabschéatzung durchgefuhrt.

6.1 Analytische Beschreibung des ebenen Spannungszustasd

Die Bestimmung von Spannungsfeldern in Bauteilen ist nagh wor eine Heraus-
forderung fuir Ingenieure. Begonnen hat die analytischel@esung des Kontinuums
im Jahre 1752, als H.ER das Schnittprinzip einfuhrte und ab 1757 wurde der Be-
griff der Spannungen in der Hydromechanik gepragt [75, 76,78, 79, 80, 81, 82].
Der Spannungsbegriff wurde erst 1824 vomvNeR [171] und 1827 bzw. 1829 von
CAuUCHY [47, 48] wieder aufgegriffen und aus der Hydromechanik anfstkdrperme-
chanik Gbertragen. Dabei schrie@HyY die Spannungskomponenten in Matrixform
nieder und definierte so den Begriff des SpannungstensaesAisarbeitung von ana-
lytischen Losungen fur ebene oder raumliche Problemsitgdn erwies sich aber bereits
damals als sehr schwierig bzw. unmdglich. So konnten z.BnBpngsfelder in ebenen
Scheiben erst 1863 durch die Losungsmethode vy Aintersucht werden [1]. Fur 3D-
Spannungsprobleme gibt es selbst heute kaum Losungen, fiu@®nderfalle. Einige
der Losungen stammen vOA®ANO [178] aus dem Jahr 1969 oder voeBOY [188] aus
dem Jahr 1988. Aufgrund der aufwendigen oder gar unmégliahalytischen Beschrei-
bung von realen Spannungsfeldern setzten sich die nurheriddethoden zunehmend
durch.

Da in diesem Kapitel gezeigt wird wie die Losung der Disknel#emente-Methode,
nach Grenzibergang von Elementen mit finiter Gré3e zu Elemaenit infiniter Grél3e in
die gebietsbeschreibende Differentialgleichung Gibdrgebss die gebietsbeschreibende
Differentialgleichung fir Scheiben im ebenen Spannunsfsmd gemal3 der Methode von
AIRY hergeleitet werden. Dabei ist der ebene Spannungszustdreser Arbeit von zen-
tralem Interesse.
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Fur eine Scheibe im ebenem Spannungszustand,.mit 0, o, = 0 undo,, = 0 gemaf
Abb. 6.1 gelten die Gleichgewichtsbeziehungem imdy-Richtung

00z 00y B 00y — 0oy,
EP 3y + X=0 und P 9y

LY =0, (6.1)

wobei X undY die Komponenten der auf die Volumeneinheit bezogenen Vehkrifte
darstellen ung,(y) undp,(x) die Komponenten der auf die Flacheneinheit der &uf3eren
Rander bezogenen Oberflachenkrafte sind.

Abbildung 6.1: (a) Beliebig gelagerte Scheibe im ebenemBpagszustand, mit den
Randlasterp,(x), p,(y) und den daraus resultierenden inneren Spannunggm, y),
oyy(z,y) und o,,(z,y). (b) Darstellung einer Airyschen Spannungsflache tber der
Scheibe. Der,,-Wert der Flache entspricht dem Wert der Airyschen Spansfuing-

tion F.

Fur die kinematischen Beziehungen gilt

du dv

- €Eyy — U
ax’ vy Y

g = 8—y : Yoy = Uy + Vg (6.2)

€xg = U g =
Hierbei stellerx,, unde,, die Dehnungen ungl,, den Schubwinkel dar ung, v sind die
Verschiebungen i undy-Richtung. Das Materialgesetz fur den ebenen Spannungszu-
stand lautet bei isotropen Materialien

€xa % —% 0 |0w ] 1 —v 0 Opa
| =1—-% + 0oyl = T | 1 0 Aoy | (6.3)
Yay 0 0 %] [owy 0 0 201Q+v)] [og

worin E der E-Modul des Werkstoffs; der Schubmodul und die Querkontraktion
ist. Der E-Modul und der Schubmodul sind durch Gl. (4.10)emiander verknlpft. Die
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Dehnungere,, unde,, konnen mit dem Schubwinkel,, durch Gl. (6.2) tber deren
Ableitungen gekopplelt werden und bilden dann die Vertdidgeitsbedingung

Pu N Pv Peyy N ey Py
ox 0y 0220y  Oy? 0x2 Oz 0y’

(6.4)

Die Verknupfung des Gleichgewichts aus den Gleichungel),(8em Materialgesetz der
Gl. (6.3) und der Kinematik der Gl. (6.2) bzw der Kompatitgitsbedingung der Gl. (6.4)
erfolgt Uber die Spannungsfunktidh= F(x,y), die 1863 von ARy definiert wurde [1].
Diese Spannungsfunktion steht mit den Komponenten desc@y-Spannungstensors
wie folgt in Verbindung

0?F PF 0> F

oy? Ow T g TWT Ty oy (6.5)

Diese drei Gleichungen erfilllen die Gleichgewichtsbezngen in Gl. (6.1), was er-
forderlich ist. Man erhélt nach Einsetzen der Gleichungé:) und (6.5) in die Gl. (6.4)
und unter Vernachlassigung der Volumenkréfte eine bicatesthe homogene partielle
DGL

1 (0'F IF IF
E <w + 2 2 8y2 + ay4) = 0, (66)
bzw.
4 4 4
O 0 +8fzv4f:0, (6.7)

—_— 2
ozt * 0x? 0y? oyt

fur ebene Scheiben, welche man auch dirv¥sche-DGL nennt. Aus dieser DGL kénnen
analytische Losungen fur einfache Belastungen gefundedeme Der Gleichung (6.7)
wohnt ein Kraftegleichgewicht inne, welches lediglich tias Kontinuum, nicht jedoch
fur das Diskontinuum gilt. Eine Scheibe mit diskontinuignen Materialeigenschaften
(oder plastifizierten Zonen) kann in Teilgebi€i®; aufgeteilt werden, die fur sich ho-
mogen und isotrop sind. Fir jedes Teilgebigf2( € ) gilt Gl. (6.6). Bei der As-
semblierung aller individuellen Teilgebiete zu dem gesamebiet gilt, dass an allen
Randern die Verschiebungen der zueinander gehérigen f&Eeimen gleich sein missen
und ebenso ein Kraftegleichgewicht vorliegen muss. Aufgrdessen existiert fur jedes
Teilgebieto(; eine eigene Spannungsflackgz,y). Aus den beschriebenen Gleich-
gewichtsgrinden mussen die individuellerRsche-Spannungsflachén(z, y) lucken-
los zusammengestuckelt werden, was aber dazu fuhrt, dagesiamte Spannungsflache
nicht stetig verlauft. Siehe hierzu auch [8, 97, 111].
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6.2 Grenzibergang im mechanischen Feld mit der Finiten-
Differenzen-Methode

Im folgenden Abschnitt wird der Nachweis erbracht, dass ekaekte ARYsche-
Spannungsflach& mit einer Fachwerkstruktur gemaRI®6HARDT nachgebildet wer-
den kann. Der Nachweis erfolgt Giber einen GrenzibergangdeniFiniten-Differenzen-
Methode fir das Hexagon. Dazu wird die Scheibe in eine emglAnzahl von hexago-
nalen Teilgebiete®, mit endlicher GroRRéX2;, zerlegt, alsd? = UZ}ZI 0f);. Dabei sind
die hexagonalen Teilgebiete die diskreten Elemente. Uber ausgeschnittenen Teilge-
biet der Scheibé&(; wird die approximierte ARYsche-Spannungsflactie= F(xz,y) ~

F dargestellt, siehe Abb. 6.2 (a). Die approximierte Spagsflache ist aus dreieckigen
Flachen, den Facettenflachen, zusammengesetzt und eiatdsElement ist von sechs
Facettenflachen 1, 11, ..., VI umgeben, siehe Abb. 6.2 (bl Biojektion der Kanten der
Facettenflachen, parallel zuy,-Achse auf die Scheibe bzw. die Teilgebiete, fallt mit
den Stabachsen zusammen. Da die Stéabe lediglich Langskilggttragen, geben sie die
Wirkrichtung der Flussgrof3e vor. Wenn es nun gelingt zuargigiass die approximierte
Spannungsflach& (z, y) gleich der exakten IRy sche-Spannungsflacti ist, dann ist
der Beweis fur die Richtigkeit der Methode erbracht.

Abbildung 6.2: (a) die exakte ®kYy sche Spannungsflache aus Abb. 6.1 soll mit diskreten
Elementen, bzw. Staben, approximiert werden. (b) Dazu aimdreilgebies2; von der
Scheibe und der Spannungsflache ausgeschnitten.

Gemal den Gleichungen (6.5) werden die Spannungen aus déezvAbleitung der
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exakten Spannungsflactiéberechnet, was auch fiir die approximierte Spannungsflache
F gelten muss. Die Krafte werden hingegen aus der ersten tAbteigebildet, siehe
hierzu auch [4, 8, 97]. Wird z.B. nur eine finite Facettenfécler Abb. 6.2 mit der
Nummer Il in Betracht gezogen, so berechnen sich aus deuNgidieser Facettenflache
die Kraft pro DickeX) in z-Richtung und die Kraft pro Dick&; in y-Richtung mit

- OF _ OF

Xy = a—y | and Y= - % (68)

)
1]

wobei X, undY; die Einheit} haben. Siehe hierzu auch Abb. 6.3.

Fxy)
_ II _9F
Zmzf(x’y) ay 11
Yy
oF
x A dx Il
KT AP Y,
r— - &
‘ 1 ))__:} = 1

Abbildung 6.3: Die Facettenflache aus Abb. 6.2 mit der Numihist hier dargestellt.
Die Ableitungen dieser einen Facettenflacherirund y-Richtung sind proportional zu
den daraus resultierenden Kraft&p undy;,.

Nachdem sowohl im Kontinuum als auch im Diskontinuum immier kraftegleichge-
wicht vorliegen muss wird die approximierte Spannungs#a€hr, y) lickenlos aus den
einzelnen Facettenflachen zusammengesetzt.

Ein Stab ist von zwei Facettenflachen umschlossen, weswbg&tabspannung aus der
Neigung der beiden Facettenflachen bezlglich der Schébareberechnet wird, siehe
Abb. 6.4 (a). Gemal’ derlAyschen Spannungsdefinition in Gl. (6.5) ergibt sich die
Stabspannung,: im stablokalent,n-Koordinatensystem aus der zweiten Ableitung in
n-Richtung, wobei der Vektof der Stablangsrichtung entspricht undler Senkrechten
dazu. Die zweite Ableitung, oder die Krimmupgin n-Richtung ist proportional zur
Spannung irg-Richtung

p X Oge = R (6.9)
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Abbildung 6.4: Die ArRysche Spannungsflache aus Abb. 6.1 wird mit diskreten Ele-
menten approximiert. Dazu wird ein Teil der diskretisiartecheibe mit der dartber
liegenden Spannungsflache ausgeschnitten. (a) Die Spgumamem Stab wird aus der
Neigung der beiden ihn umgebenden Facettenflachen gebi{detDie aufgespannten
approximierten Spannungsflachen ergeben sich aus,g&verten.

wobei der Krummungsradiusumgekehrt proportional zur Krimmung ist, alse- 1/r.

Um den Kriimmungsradius der approximierterRAschen-Spannungsflachg (x,y) =
F(x,y) zu finden, der direkt tber dem Stab mit den Knotennumniemd7 liegt, wer-
den diez,,-Werte der beiden Facettenflachen | und Il mit ihren Knotemmernl, 2, 6
und 7 herangezogen, siehe Abb. 6.4 (b). Die Kr&fteind &, die sich aus den beiden

Facettenflachen | und Il in die Stablangsrichtreygeben, sind nach Gl. (6.8)

-~ 8ﬁ Zma — “m6 = 8-F Zm?2 — Ama
_ = .| =zIme Tma A
3 on |, h und Jl on h (6.10)

Hierin ist h der Abstand zwischen zwei diskreten Elementen-Richung und der Hilfs-
punktz,, , ergibt sich aus dem arithmetischen Mittel der beiden Wegteund z,, 7, siehe
Abb. 6.4 (b)
1
Zma = 5 (Zml + Zm 7) . (611)
Mit den Gleichungen (6.10) und (6.11) ist die zweite Abledguder approximierten
AIRYschen-Spannungsflache

L. oF| _or
af: on Il n I :Zm2_2zma+zm6:Zm2_zm1_zm7+zm6‘ (612)
o h h? B2
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Aus Griunden der Einfachheit wird im Folgenden eine Fachsteuktur deren Stabe
gleich lang sind betrachtet, wodurch sich ein Winkel ¥orwischen den Staben einstellt.
Aufgrund dessen bilden die diskreten Elemente unverzéteeagone, wodurch alle
Stabe den gleichen Querschnitt haben, siehe hierzu auahAitss.1 und 5.2. Aul3erdem
sei der Elastizitatsmodul aller Stabe gleich. Die Spannom§tab von Abb. 6.4 (b), der
zwischen den Knotenpunktdnund 7 liegt, ist unter Einbeziehung der Geometriegréi3e
h = ¥2 [ und der beiden Gleichungen (6.9) und (6.12)
4C

Oge = 017 = 35 (Zm2+ Zm6 — Zm1 — Zm7) = Iz (Zm2+ Zme — Zm1 — Zm7), (6.13)
wobeiC eine willkirliche Grol3e ist, welche die Kraft und weitereogeetrische GroR3en
(z.B. die Scheibendicke) beinhaltet uhigt die Stablange.

Im nachsten Schritt wird eine Einheitszelle, bzw. ein reprdatives Volumenelement,
gemal den Abbildungen 6.2, 6.3 und 6.5 (a) aus dem Fachwsgleschnitten. Die Ein-
heitszelle mit ihren zwolf Staben, sowie den sieben innerahsechs aufieren Knoten-
punkten (, 2, ..., 13), ist einfach statisch unbestimmt. Wird als Beispiel eaeréulieren
Stabe von einer Zelle die bisher spannungsfrei war\imerkirzt, so stehen aus Gleich-
gewichtsgrinden alle duReren Stabe unter Zugbeanspmohdralle inneren Stabe unter
Druckbeanspruchung, siehe Abb. 6.5 (b). Da alle Stabe dielg Lange und Steifigkeit
besitzen, ist der Betrag der Spannung in allen Staben glBa$ Spannungs- oder Kréafte-
gleichgewicht in der Zelle kann also durch

0 = E :U|éu8ere8tabe_ § :U|innere Stabe

= 012+013+014+01_5+01_¢6+01-7

—02-3 =034 =045 — 056 — 067 — 072, (6.14)

ausgedruckt werden, wobei anhand der Vorzeichen der UchderDruck- und Zugspan-
nung bereits bertcksichtigt wurde.

Gemal Abb. 6.6 sind die zwolf Stabe der Einheitszelle vonabedif Facettenflachen
(1, 11, ..., XIl) umgeben, welche liickenlos aneinander geseerden missen. Um eine
lickenlose Assemblierung der Facettenflachen zu gewateteimuss Gl. (6.13) auf alle
zwolf Stdbe angewandt werden. Fur die inneren Stabe ergatienlie Spannungen als
Funktion derz,,-Werte zu
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Abbildung 6.5: (a) Definition einer Einheitszelle mit ihré@ Staben, sowie den sieben
inneren und sechs aulReren Knotenpunkten, (.., 13) der Abbildungen 6.2 und 6.3. (b)
Die Zelle ist einfach statisch unbestimmt. Wird einer ddiénen Stabe um\/ verkirzt,
so stehen aus Gleichgewichtsgrinden alle duf3eren Stabedugbeanspruchung und
alle inneren unter Druckbeanspruchung.

4C 4C
019 = EYE (Zm3s+ 2m7 — Zm1 — Zm2 ) 01-3 = EYE (Zm2+ Zm4a — Zm1 — Zm3 )
(6.15) (6.16)
4C
014 = EYE (Zm3s + Zms — Zm1 — Zma ) O1-5 = EYE (Zma =+ 2Zmé6 — Zm1 — Zms5 )
(6.17) (6.18)
4C 4C
O1-6 = BV (Zms + 2Zm7 — Zm1 — Zme ) O1—7 = BV (Zm2+ 2m6 — Zm1 — Zm7 )
(6.19) (6.20)
und die aul3eren Stabspannungen kénnen wie folgt ausgeéavéaken
4C 4C
O9_3 = BV (Zm1+ 2mo — Zma — Zm3) O3_4 = BV (Zm1+ 2m10 — #m3 — Zma )
(6.21) (6.22)
4C 4C
045 = 32 (Zm1+ 2m11 — Zmd — #m5) Os5-6 = BV (Zm1+ 2Zm12 — Zm5 — Zme )
(6.23) (6.24)
4C 4C
O¢—7 = EYe (Zm1+ 2m13 — Zm6 — Zm7) Or—2 = EYe (Zm1+ 2Zms — Zm2 — Zm7 ) -
(6.25) (6.26)

Werden die Gleichungen (6.15) bis (6.26) in Gl. (6.14) es&get, so ergibt sich die
Beziehung

(Zms + Zmo + Zm10 + Zm11 + Zm12 + Zm13)

_3(Zm2+zm3+zm4+zm5+Zm6+zm7)+12zm1:0- (627)
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Abbildung 6.6: (a) Die Einheitszelle aus Abb. 6.5 ist von #wkacettenflachen (I, II,
..., XII) umgeben, welche aus Gleichgewichtsgriinden lidtdke zusammengesetzt sein
mussen.

Diese Gleichung driickt aus, dass das Kraftegleichgewfgimuliert Gber die Spannun-
gen in den Staben, durch Werte der approximierteRyAchen-Spannungsflache, also
zm(x,y) = F(z,y), beschrieben werden kann. Wird Gl. (6.27) als Bild dardikst®
erhalt man einen Differenzen-Stern von einer Differegteithung vierter Ordnung [60],
die nach Vertauschung der approximierten Spannungsfmiéiz, y) mit der exakten
SpannungsfunktiorF (z, y) identisch ist, siehe Abb. 6.7.

Somit ist der Beweis erbracht, vermdge des GrenzibergargStdblange zu Null, dass
die analytisch exakte ®kysche Spannungsflache mit einem Fachwerk, in welchem an
jedem Knoten sechs &quidistant tber den Umfang verteiibeSangreifen, dargestellt
werden kann. Eine solche Fachwerkstruktur nennt man gse@tsepes Fachwerk.
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Abbildung 6.7: Grafische Darstellung der Gl. (6.27). Nackr@iibergang der Stablange
[ zu Null geht der Finite-Differenzen-Stern in eine Diffetiafgleichung vierter Ordnung
Uber.

Neben dem Modell bei dem sechs Stabe an einem Knotenpunigifemgwurde auch
ein rechteckiges Modell entwickelt. MIGHARDT fuhrte flr diese rechteckigen Zellen
den Nachweis durch, dass sich mit ihnen die gebietsbebem@e DGLnicht erfullen
lasst, aul3er in Sonderféllen [234]. Dies kann dadurch erit@rden, dass die Stabe
welche die FlussgrofRe lUbertragen eng mit dexvAchen Spannungsflache zusammen-
hangen, wie in diesem Abschnitt gezeigt wurde. Da dieyAchen Spannungsflache
in der Regel eine 3D-Flache ist, kann sie nur mit dreieckigacettenflachen luckenlos
approximiert werden, siehe Abb. 6.8. Das vorEBEL aus dem Jahr 1927 vorgestellte
Beispiel mit Rechteckzellen erfullt die Bedingung der léclosen Assemblierung der
AIRYschen Spannungsflache, da die Last nur in eine Richtung [ABR{]. Fazit ist aber,
dass bis auf einige Sonderfalle rechteckige Zellen nictempfehlen sind, wohingegen
hexagonale Zellen stets verwendet werden kdnnen.

6.3 Grenziubergang mit der Variationsrechnung flr das Hexagn

In diesem Abschnitt wird der Nachweis lber die Richtigkeit DEM mittels der Varia-
tionsrechnung erbracht. Dabei erfolgt der Nachweis in Datiritten. Zuerst wird eine
Referenzlosung aus der analytischen Losung zum virtudlteritssatz der Scheibe hin
aufgebaut. Diese Referenzldésung wird im zweiten Schrist der ersten Variation der
Stabenergie ebenfalls gefunden.

Da die Stdbe so angeordnet sind, dass sich ein quasiisotigrbund ergibt,
muss eine Koordinatentransformation vom kartesischenrdoatensystem mit den
x,y-Koordinaten in ein schiefwinkliges Koordinatensystent hén =,0-Koordinaten
vorgenommen werden. Dabei legt die Struktur des Fachweekg/dhl des in Abb. 6.9
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Abbildung 6.8: (a) Viereckige Facettenflachen kdnnen eideSpannungsflache nicht
lickenlos schlieRen, (b) ausser in Sonderfallen. (c) Bkege Facettenflachen kbénnen
hingegen stets angewandt werden, weswegen hexagonae 2eien allgemeingultigen
Charakter haben.

dargestellterx,0-Koordinatensystems nahe.

Bildung einer Referenzldsung aus deirkschen-DGL.:

Den virtuellen Arbeitssatz der Scheibe erhalt man Gber ¥Megje. Der erste Weg erfolgt
Uber die BJBNOV-GALERKIN Formulierung der ARYschen-DGL (6.6) und anschliel3en-
der partieller Integration. Der zweite Weg findet Uber dieckiildung der B/BNOV-
GALERKIN Formulierung zum Funktional und anschlielender ersteatfan statt. Da
die DGL (6.6) selbstadjungierend ist, ist der zweite Wegkierere, weshalb dieser hier
dargelegt wird. Tiefer fihrende Einzelheiten zur Variaicechnung in der Mechanik
kdnnen der Literatur entnommen werden [28, 61, 117, 204, 245

Gemal dem Verfahren vonuBNOV-GALERKIN wird die DGL (6.6) mit der Feldfunk-
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Abbildung 6.9: Rechtwinkliges,y und schiefwinkliges=,0-Koordinatensystem. Das
schiefwinklige Koordinatensystem orientiert sich an deraren Struktur der Fachwerk-
stabe.

tion (hier nun die approximierte kY sche Spannungsfunktiof) gewichtet und tiber das
Gebiet(2 integriert

- P Fwy) |, 0F(wy)  0Flry)
0= // ( or4 +2 0x2 Oy2 + oyt ) O0F(xz,y)dxdy . (6.29)

Hierin istd die Dicke der Scheibe unél der Elastizitdatsmodul des Werkstoffs. Die Rick-
bildung ergibt das folgende Funktiondl

j(x,y):// ( 0x€ y)) +<%)z+%<%)1 dz dy .

= Minimum. (6.30)

In dieser Gleichung ist bereits berlcksichtigt, dass dignfatierung nach BBNOV-
GALERKIN dem Minimum der potentiellen Energie entsprechen muss.

Nach einer Koordinatentransformation gemafR den Able#ganign Anhang A ist das
Funktional 7 (x, y) der Gl. (6.30) nicht mehr vom den rechtwinkligen Koordimateon-
dern von schiefwinkligen Koordinaten abhéngig

2052 2+§ 2@55 2
// [ <8]—"( @)) 8(8]—"( @))

20 <82]-"(E, @))2 | A PF(E ) PFE )
9

0= 0O 9 =2 00?2
16 °F(E,0) PF(E,0) 16 *F(E,0) &*F(E,0) 16 d=
9 0=2 I= 90 9 02 0= 00 -
= Minimum . (6.31)

In diesem Flachenintegral kommt der FakigB/2 durch die Transformation des Fla-
chenelementslxz dy von den kartesischen in die schiefwinkligen Koordinaten deir
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Funktionaldeterminante
0x(2,0) 0y(Z,0)

0= 0= PO V3
dz dy = = = dO d= = dOd= = - dO d= 6.32
"Wz 0) oy 0) Ve > (6.32)
00 00 2 2

zustande [43].

Die Gleichung (6.31) entspricht der Formanderungsarbeit 8cheibe in=,0-
Koordinaten. Die erste Variation dieser Gleichung liefarh den virtuellen Arbeitssatz
in =,0-Koordinaten.
6)—0— [ [LB[BIF I 160707
- 9 0=2 =2 9 002 902
0 _OF PoF AT POF  AOF FF
9 0= 00 0= 00 9 0=2 002 9 002 0=2
16 0*°F O*F 16 °F 0*0F

9 0=00 0=2 9 9= 9= 0O

16 0°F O%0F 16 0*°F O*0F _
~ 99200 =2 ~ 9 e o=oe| OB 63

Hierin ist die Vertauschbarkeit der Reihenfolge von Vaoiaund Differentiation bertick-
sichtigt [28], z.B. gilt fir den ersten Term
[0*F|  0°0F

0T (2

0 k= PED (6.34)
und ebenso fur die beiden anderen Terme in Gl. (6.33)
[0*F 0%F
0 507 | ~ o (6.35)
und
PF OPoF
g {az 00| 0=Z00° (6.36)

Teile der Gl. (6.33) kdnnen nun partiell integriert werdenpei sich flr den dritten Term

2 2 2 O2
// 0°F 85]:d®d__/ 61]—" 85f 0=
= Jo 0= 00 0= 00 = |0=00 0=

PF 86]-"
][ 2 e

PF_BF) o / O°F 05F)™
0200 0= - 002 9=

d@

g

2F 825]-" _
+/E/@0@2 =y d0d= (6.37)

[1]
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ergibt. Da die erste Ableitung denRy schen-Spannungsfunktion der Randlast entspricht,
siehe Abschnitt 6.2 bzw. Abb. 6.3, muss die die erste Abbgjder virtuellen ARy schen-
SpannungsfunktiofF, also der virtuellen Randlast, bei fest vorgegebener Raheéht-
lang des Kraftrandes Null sein. Somit werden die beiden Rangk von Gl. (6.37) Null,
siehe hierzu auch [221]. Gleichung (6.37) liefert also dechtigen und erstaunlichen
Zusammenhang, dass

OPOF o = F O%F .
//8_8@ =08 19 9= //8@2 2=z 40d= (6.38)

ist. Neben dieser einen partiellen Integration wird nocte e@weite ausgefihrt, um einen
weiteren notwendigen Zusammenhang aufzuzeigen. Fur adefiTerm erhalt man

F O*6F O°F 05F)™
//8@2 o= 194= = /{8@2 a”L 10
PF F
//8_892 o= 194=
B / OPF 05F) d@_/ PF 06F|% _
~ Joloe? = | = l0coe o= |,

PF PSF
* /5/9858@) 9z 06 19 4=

B / O°F 05F)™ d@_/ O°F 06F)
~ Jeloe? o= | =[0200 0= |,

O°F 06F]™
+/@{aza@ a@} 10

PF  OOF
a /5/@8:28@ 76 194=

2 o 2 [SD}
_ / O°F 95F d@_/ PF OF*
o007 0= | - ocoe o= |,

+/ O°F O6F Ezd@_/ OPF 00F” -

9200 00 | =022 90 |,
O°F POF | .

+/E/®@ o7 10 =, (6.39)

Auch hier sind wieder die Randterme bei fest vorgegebenaxBsten aus den gleichen
Grinden wie oben Null. Somit nimmt Gl. (6.39) die folgenderfR@n

82.7: 82(5f - 32]: 32(5]: _
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Mit Gl. (6.38) und (6.40) erhalt man den Zusammenhang

82‘7 026‘F 02./—" 025f 02]_' 025,7
/E/aﬁa@ 0= 00 40 d= = //592 =2 d@d__// 722 o7 de dz,
(6.41)
womit sich der dritte, vierte und funfte Term in Gl. (6.33sammenfassen lasst zu

[[[R gz 257  40rosr 40705 4,
0 9=00 0200 ' 9 9=2 902 ' 9 002 =2 =
48 OPF  0*0F
a /:/ 5 9206 =08 (0 1= (6.42)

Der virtuelle Arbeitssatz der kY schen Spannungsfunktion (Gl. (6.33)) nimmt nun ab-
schlielend mit Gl. (6.42) die folgende vereinfachte Form an

_ PF P6F  O°F P5F
0J(=.0) = _E // {852 0= 907 9o
PF PF _ PF (OBF | OF
0200 0200  0z00 \ 0= | 06

2 2 2
_9F <0f+af)] 46 d=.. (6.43)

+3

0= 00 =2 002

Gleichung (6.43) ist im folgenden die malRgebende Gleichdieges aus der Energie der
Stabe zu finden gilt.

Bildung des virtuellen Arbeitssatzes aus der Energie didreSt

Um die Referenzlosung (Gl. (6.43)) aus der Energie der Szberhalten, missen
die Stabspannungen als Komponenten der Kontinuumsspgenausgedriickt werden.
Das lokale Koordinatensystem ist dgg-Koordinatensystem, wobéiin Richtung der
Stabachse zeigt ungl senkrecht dazu. Als globales Koordinatensystem kannzgas
Koordinatensystem oder dasO-Koordinatensystem verwendet werden, wobei letzteres
von \orteil ist. Die Stabspannungen wirken per Definitiorr mmtlang der lokalen
Stabachse.

Da die Stabe nun die exakte Losung nachbilden sollen, weégproximierte ARy sche
Spannungsflache mif bezeichnet. Wenn nun gezeigt werden kann, dass der vatuell
Arbeitssatz der Scheibe, gebildet atigalso Gl. (6.43)), gleich dem virtuellen Arbeitssatz
der Stabe, gebildet aus, ist, dann entspricht die Approximation der exakten Losung

Die Spannungen des Kontinuums werden nach Transformatioden ARYschen-
Spannungsraum, siehe hierzu Anhang, in @ef-Koordinaten wie folgt ausgedruckt,
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siehe auch Abb. 6.10

FF 1F 4 PF  APF

_ 9o 1 _ 2 : 44
T T JF T 3022 30200 @ 3007 (6.44)
PF PF
e (6.45)
PF 1 PF 2 OF
o _tlor 2 97 6.46
Oay drdy /3022 30200 (6-46)

Kontinuum
Stabgitter

/ 055: p=60°

® A,
O Wy
O 1 Ocs; p=0r

»
\ O p=—o0r

Y
/ [1]

KY

Abbildung 6.10: Die Stabspannungen werden als KomponesgerKontinuumsspan-
nungen ausgedrickt.

Wird das Koordinatensystem um den Winkefjedreht, so erfolgt die Transformation der
Kontinuumsspannungen in die Richtung der Stablangsaels® deré-Achse, mit der

folgenden Beziehung
Oce = Oy COS> 0 + 0y SIN® @ + 04y sin(2 ) . (6.47)

Mit dieser Gleichung wird die Stabspannung in den Kompogreder Kontinuumsspan-
nung ausgedriickt, siehe auch Abb. 6.10. Da der Stab keinen8pgen senkrecht zur
Stabachse und auch keinen Schub Ubertragt, brauchen di@Bmskomponenten des
Stabess,,, undoy, nicht bertcksichtigt zu werden.

An einem Knotenpunkt greifen sechs Stabe an. Aus Gleichaegdriinden braucht nur
eine Halfte des Knotens mit drei Staben betrachtet zu wemnleswegen im Folgenden
drei Stabe mit den Ausrichtungen vgn = 0, o = 3 und 3 = —% berlcksichtigt
werden. Der erste Stab sei um = 0°gedreht. Seine Spannung ist mit Gl. (6.44) und
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(6.47) die Folgende

O¢tipp=00 — Ogg* 1+0+0
1 0°F 4 O F 4 92 F
=~ 372 30206 "300° (6.48)

Der zweite Stab ist unp, = 60°gedreht. Die Spannung dieses Stabes ist mit den Glei-
chungen (6.44) bis (6.47)

1 3 V3
O¢tipo=60° — Ogg - Z + Oyy - Z + Ogy - 7
4 02 F 4 O*F 1 9%2F

_ Lor i (6.49)

3022 30200 ' 3002

Der dritte Stab ist nun ump; = —60°gedreht, weshalb dieser mit den Gleichungen (6.44)
bis (6.47) die Spannung

1 3 \/é
O¢tyo3=—60° — Ozgg - Z + Oyy * Z + 04y - <_ 7)

L&F 2 &F  10°F
3022 ' 30200 ' 3 002

(6.50)

ertragen muss.

Die Energie der Stébe ist gemall der Kontinuumsmechanikopiopal zum Integral
Uber das Volumen aus dem Quadrat der Langsspannung undediddrch den Elas-
tizitatsmodul [28, 245]

1 1 d V3
s /V2aedv /x/y2amem da dy /:/@ 35 kg 4042, (651)

wobei die Transformation der Koordinaten mit der Funktideterminante in Gl. (6.32)
durchgefuhrt wird £, = E ist der Elastizitatsmodul des Stabes bzw. Gebietesiutid
Scheibendicke.

Die drei Stabe bilden zusammen eine quasiisotrope Strultarinvariant gegenuber
Drehungen mit dem Winkep ist. Diese Struktur hat gegeniiber der Steifigkeit eines
Einzelstabes4 eine um den Fakto3/2 zu hohe Steifigkeit, sieche Abb. 6.11. Da die
Steifigkeit um den Faktos/2 zu hoch ist, ist auch die Spannung um diesen Faktor zu
grof3, weshalb die Spannung in Gl. (6.51) um diesen Faktozied werden muss.

Das Potential der drei Stdbe berechnet sich mit Hilfe derc@Glmgen (6.48), (6.49) und
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3/2 0
Kiech = I é 3/2 ] (6.52)
= konstant

Abbildung 6.11: Die Steifigkeitsmatrik . der drei Stabe ist invariant gegeniber einer

Drehung mit einem Winkeb und sie ist um den Fakt8y2 groRer als die Steifigkeit eines
Einzelstabes in seine Langsrichtung.

(6.50) nun zu

V3

HStébe = <_) <P1 —Q° + U<p2 —60° + U‘P3__6OO) Td@ d=

o) = \

%
07 L) () (%)

PF PF | OFPF  OPF OF

= =00 "= oor ‘o= o0 8@2} 1©d=, (6.53)

wobei sich der Fakto@ aus der Koordinatentransformation von deg-Koordinaten in

die =,0-Koordinaten ergibt. Der virtuelle Arbeitssatz wird nursaler ersten Variation
der obigen Gleichung gebildet

S _ 44 / / 825]-“+8 PF 0% F . 402ﬁ 0% F
S@be T o9 952 =2 OZ00 0200 ' 002 002
PF POF A O F 825f+ 20?? 825f+ O2F 0%5F
0= J200 0= 00 0=2 0=2 00?2 002 J=2
PF °SF  OAF 0%F _
gZ00 007 9oz o= a@) 4O d=. (6.54)

Aus Gl. (6.54) kdnnen, wie bei der Referenzbildung obenhauieder zwei Terme par-
tiell integriert werden. Die partielle Integration wirdech wieder zu Randtermen mit
Gliedern der Ordnun% und 2 857 fuhren. Die erste Ableitung der approximierten Span-
nungsflacheF entspricht, uber die Lange oder Breite der Struktur inggriauch bei
einer Fachwerkstruktur einer Randkraft mit der Dimen%nDa die Randkréfte stets
fest vorgegeben sind, sind die virtuellen Randkréfte egttéer Rander auch wieder Null.
Diese Argumentation fuhrt, in Analogie zu den RandtermanRiderenzlésung, zu den
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folgenden beiden Zusammenhangen

DPF 026 F _ P2F 26F _
/E/@@ gz 194= = /: /@ 723 o 10 dE (6.55)
O*F 0?0F _ PFE 26 F _
/E/@@ ger 191 = /5/@858@) gzoe 10d=- (630)

Nach Berucksichtigung der Gleichungen (6.55) und (6.56)3hi(6.54) erhalt man

d 16 f// 0*F 0*6F N 0*°F 0*6F

T E9 2 0=? 0=2 00? 00?2

O*F O*F B P*F [(0*F N 0*0F

0= 00 0= 00 0= 00 =2 00?2

0*0F [(0*°F  O*F

~ =00 <8E2 + 50?2 )] de d=. (6.57)

Dieser Ausdruck ist, abgesehen von der Vertauschung Famnd F, identisch mit
Gl. (6.43). Somit ist nun gezeigt, dass die approximiertar®pingsfunktior identisch
mit der exakten Spannungsfunktignist.

6H5téb457 @) =

+3

6.4 Schwache Form des mechanischen Feldes

Wie in Abschnitt 5.2 beschrieben, wird bei der DEM die Flug&g nicht Gber die Rander
des Hexagons geleitet, sondern Uber die Stdbe. Die Stadbenstimlen Knotenpunkten,
oder Schwerpunkten, der diskreten Elemente verbundenhdéat alle Stébe zu einem
quasiisotropen Fachwerk verbunden wurden, wird das Gleieftht z.B. Uber das Mini-
mum der potentiellen Energie gesucht, was der Finite-Eiteblethode entspricht. Da
das Fachwerk quasiisotrop ist, ist das mechanische Verhalvariant gegentber Rota-
tionen. Die Finite-Elemente Formulierung der Stabe wird @a&m schwachen Gleichge-
wicht formuliert und lautet fir ein Elementaus der Menge aller Statieim stablokalen
¢,n-Koordinatensystem, siehe Abb. 6.12 (a)

Kmeche(g) : ’&e(f) = fe(g) ) (658)

wobei K mecne(€) der Steifigkeitsmatrixg,.(£) = [él, EQ]T dem Vektor der Knotenfrei-
werte fur die Knotenpunkte und2 entspricht (siehe Abb. 6.12) ung)(£) = [Fy, Fy]"
der Lastvektor ist. Der Ortsvektor des Materialpunktesnsstablokalen Koordinaten-
system¢ = [, n]? dargestellt. Die Elementsteifigkeit eines jeden Stabbkidet sich

aus -
Kmeche(f) = o NeT,g(g) E. A. Ne,g(f) d¢, (6-59)
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worin E, der Elastizitatsmodul des Stabes bzw. des Werkstdffsjer Stabquerschnitt,
l. die Stablange undv (&) der liegende Elementverschiebungsvektor ist, der die é&mot
punktsbezogenen Ansatzfunktionen beinhaltet, also

N.(£) = [(1-%) ﬂ und Ne,g(g):i[q 1] mit 0<¢<i,. (6.60)

Dieser Ansatz dient der Approximation des Verschiebundsefein der DEM

U’DEM (6) = Ne(s) ’ ﬂ'e(g) : (661)

mechanisches Feld

b
Y v J2 3

S
P
T, u

Abbildung 6.12: (a) Das Gebiet mit den angreifenden EinZél&n F;, den \olu-
menkréaftenf;, den Randkréfter’(I") mit der Dimension?, wird gemaR der DEM mit
Staben diskretisiert. (b) Jeder Stab hat ein eigenes Ipkaldoordinatensystem, eigene
Werkstoffparameten,, E., [, und die stablokalen Verschiebung@még bzw. Krafte F},

F5. (c) Das stablokale Koordinatensystem ist gegeniber debvatgn Koordinatensys-
tem um den Winkebp gedreht.

E=(0

Aus den Gleichungen (6.59) und (6.60) ergibt sich die Eldsteifigkeitsmatrix zu

E. A,
Kmeche(s) = I

1 -1
N 1]. (6.62)
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Diese Formulierung der Elementsteifigkeit ist analytisgake, da die Approximations-
funktionen in Gl. (6.60) das mechanische Verhalten exagtheiben [15, 27, 143, 248].

Es gilt alsou, (§) = u?™ (&) = N (€) - @ (§).

Die Knotenpunktsverschiebungénundé,, sowie die Lastkomponenten und £, sind
vektorielle Grél3en, weshalb sie vom stablokalen Koordinsystem in das globale Ko-
ordinatensystem transformiert werden mussen. Aus diesarsiormation ergibt sich
eine Transformationsbeziehung fir die Steifigkeit. Diensfarmationsbeziehung der in
Abb. 6.12 (b) dargestellten Verschiebungen lautet

@, (€) = A~ 1, (X) | (6.63)

worin

cosp sing 0 0

A= (6.64)

0 0 cosp sing
die Transformationsmatrix darstellt [245]. Der Verschiegsvektoru,. (&) hat die Kom-
ponentenit.(£) = [, &]7 im stablokalent = [¢, 7|7 Koordinatensystem. Im glo-
balen Koordinatensystem sind die VerschiebungefX) = [, 9y, o, 05]7, wobei
X =x = [z, y|T der Ortsvektor des Materialpunktes im global definiertertdsischen
x,y-Koordinatensystem ist. Aul3erdem werden kleine Versalngbn vorausgesetzt, also
entspricht die aktuelle Konfiguration der Ausgangskonfgjon X =x.

Das schwache Gleichgewicht istinvariant gegentber Drghilih. es kann im stablokalen
¢ = [¢, n]"-Koordinatensystem oder im globaléf = = = [z, y|”-Koordinatensystem
formuliert werden. Die Gleichgewichtsformulierung degdPials lautet im¢-Raum

0T = 0 = 64 (€) { Kmecne(€) - @e(€) — £.(€) } - (6.65)
Nach Einsetzen von Gl. (6.63) in (6.65) erhalt man
A" Kmeene(§) - A (X) = AT - f.(€), bzW. Kecne(X) - @e(X) = f.(X) (6.66)
mit K meche(X) = A" - Kmecne(§) - A und f (X)=A"-f.(€).

Die Assemblierung aller Staly@ erfolgt am Ende, nachdem die Steifigkeitsmatrix jedes

Einzelelements bekannt ist aus
R

R R
Kmec X) = U Kmeche(X) , w(X) = U u.(X)und f(X) = U f.(X) (6.67)
e=1 e=1 e=1
Mit diesen Beziehungen kann das Verschiebungsil¥ ) anhand Gl. (6.58) bestimmt
werden. Die Stabspannungen des jeweiligen Stalme=rden im Nachlauf berechnet
& - &

06(5) = E. ]

(6.68)
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und ebenso die Dehnungen

e.(£) = 3 g— &1 ‘

Die lokalen Verschiebungefy und&, werden mit Gl. (6.63) aus den globalen Verschie-
bungeni, 01, 1 und v, berechnet.

(6.69)

6.5 Verifikation des mechanischen Diskrete-Elemente-Modle

6.5.1 Materialparameter im mechanischen Feld

Bei Diskretisierung einer Scheibe in diskrete Elemente amsthlieRender Darstellung
als Stabgittermethode, kann aus dem Inneren der Scheibepeésentatives Volumenele-
ment (RVE) ausgeschnitten werden, siehe Abb. 6.13 (a) eéBIBYE ist innerlich einfach
statisch unbestimmt. Die Querschnitte und Abmessungesedieprasentativen Fach-
werkstruktur sind aufgrund der Geometrie eindeutig definggehe Abb. 6.13 (b).

Bei gleichformig angreifender Last muss diese ebenso lgfi@imig am RVE wirken,
siehe Abb. 6.13 (c). Aufgrund der kinematischen Zwange am prasentativen
Volumenelementen im Inneren, kénnen sich diese nur gl@iohify verformen, siehe
Abb. 6.13 (d). Dabei wird eine ungleichmaRige Verformung den Gleichgewichts-
kraften an den Kopfenden verhindert, siehe Abb. 6.13 (e)dé&m Randern der mit den
diskreten Elementen modellierten Scheibe fehlen die G¢mwichtskrafte, weshalb es
zu harmonischen Randerscheinungen kommt, siehe Abb. §.1Bi¢ Randerscheinun-
gen des RVE und dessen Gleichgewichtskrafte werden spésdvschnitt 6.5.2 wieder
aufgegriffen.

Werden die horinzontale und vertikale Verschiebungund 6, (siehe Abb. 6.13 (d)),
aufgrund der am RVE angreifenden Last mit

3 Fl 1 Fl
“=3EA’ “T T 5EA €19
berechnet, so kdnnen damit die Dehnungen der Scheibe, baRVE zu
Ou 3 F 5y 1 F
em:—:i—; €y =—7=——= —, (6.71)
L 2 FEA H 203 EA

bestimmt werden, wobdi der Elastizitatsmodul des Werkstoff$,der Querschnitt, die
Lange des Stabegl die Hohe undL die Lange des RVE ist. Im Weiteren bestimmt sich
daraus zum einen die sich einstellende Querkontraktion

p=— W (6.72)
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Gleichgewichts-
(C) (d) y}vT_» (e) el(klrgie[‘lsc 1ts (f)
RVE L \
F
-
F
-
\

Abbildung 6.13: (a) Aus einer ebenen Scheibe wird ein regmtidives Volumenelement
(RVE) ausgeschnitten. (b) Die Querschnitte der Stéabe ergslth aus der Geometrie.
(c) bis (f) zeigen die am RVE angreifenden Krafte, die gleélRige Verformung des
RVE, die zur gleichmafigen Verformung dazugehoérigen Giggevichtskrafte und eine
ungleichméaRige Verformung am Rand aufgrund fehlendercGggwichtskrafte.

Eine weitere Mdglichkeit die Querkontraktionszahl in reen Gitterstrukturen zu be-
stimmen ist in [106] angegeben.

Aus dem Vergleich der beiden Verschiebungerund 4, mit der analytischen Lésung
kann festgestellt werden, dass die beiden Verschiebungesthbgittermodells um den
Faktorg zu grof3 sind, weshalb eine Korrektur der Steifigkeit erfdrde ist, siehe auch
Gl. (6.52) in Abb. 6.11. Da sich die Steifigkeit eines Stabﬁ%\i‘ ergibt, kann entwe-
der der ElastizitatsmodWl, der Stabquerschnitt oder die LaAngé modifiziert werden,
bis sich die richtige Steifigkeit einstellt. Der Elastizg@odul ist eine feste GroRe des
Werkstoffs. Die Stablange gibt den Feinheitsgrad der Rissierung wieder. Der Stab-
qguerschnitt ergibt sich aus dem Feinheitsgrad der Diskesting und der Scheibendicke,
siehe Abb. 5.2 und 5.5. In dieser Arbeit wird die Korrektur 8eeifigkeit Uber den Stab-
qguerschnitt vorgenommen.
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Die Seitenflache des Hexagony.,. (siehe Abb. 5.5 in Abschnitt 5.2), welche fir
die Ubertragung der FlussgréRe verantwortlich ist, ergibh aus der Geometrie des
Hexagons mit der Dicke der Scheideu

1
Afer = — 1 d . (6.73)

V3
Eine Korrektur der Steifigkeit erfolgt durch vergréRern 8esbquerschnittes um den Fak-

tor g Somit nehmen die Verschiebungen um den Fa§<tab. Der korrigierte Stabquer-
schnitt ist nun

V3

3 ra =21, (6.74)

3
A:_Aex:_
g “Her T 9

Sl

Dieser Querschnitt ist mit den zusammengestellten Résoltaon HRENNIKOFF,
dargestelltin Abb. 5.2, konform.

6.5.2 Randeffekte

Bisher wurde das DE-Modell lediglich fir den inneren Belnedmer Scheibe beschrieben.
Im Inneren der Scheibe treten keine stérenden Effekte aafsi@ am Rand des Modells
induziert werden [119]. Das Problem der Randeffekte tuittrei hexagonalen Elementen
auf und wird auch als harmonische Randerscheinung bezatiddiese Randeffekte wur-
den sehr frih in der Entwicklungsgeschichte der DEM bemegekioch noch nicht be-
hoben.

Durch das Aufbringen einer gleichférmigen Last stelletnSchwankungen in den Span-
nungen der Diagonalstabe vom Rand zum Inneren ein. Diekdéstabe haben am Rand
ein Maximum an Spannung, welche nach innen abnimmt, siebk Abb. 6.14 (a).
Aufgrund dieser Randerscheinungen wurden bisher viggeckellen bevorzugt, obwohl
sie nur eingeschrankt verwendet werden kénnen. Vermukainte sich wegen der
harmonischen Randerscheinungen bei den hexagonalem Zgiteder eingeschrankten
Verwendbarkeit der Rechteckzellen die DEM bisher nichten idontinuumsmechanik
durchsetzen.

Die DEM wurde in den vergangenen Jahren, obwohl es die bhebemen harmonisch
abklingenden Spannungen vom Rand ins Innere gibt, bei daul&ion von inho-
mogenen Werkstoffen unter Verwendung von hexagonalereZeadingesetzt. In den
inhomogenen Werkstoffmodellen sind die Materialparamstatistischen Schwankun-
gen unterworfen, weswegen die Randeffekte in den Spanedngankungen mit unter
gehen [40, 119].
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Diagonalstibe

Vertikalstibe
G\'crlikul Gdiagmml Cy\'crlilml Gdiagmml
F () F— F F—
o

-9 — -9 ° = ——
F () F F ) F
= 0 o= -9 o=
F () F F ) F
-9 o =3 —— -9 o= ——
F (0 F F () F
-0 o= —— - 9 o= —
F () F F () F
=0 O = -9 o=
F (0 F F () F
= 9 O =3 -9 o =3
F () F F () F
=0 o= -9 o=
F (0 F F () F
= 0 o= = 9 o=

o . V .

Abbildung 6.14: (a) Im DE-Modell schwanken die Spannungemvertikalen und diago-
nalen Elemente, was gemal der analytischen Losung nichtiagi (b) Abhilfe bringen
die Randelemente, welche bei gleichméaRiger Last dafiresSoagen, dass sich der Rand
gleichmalig verformt und die Spannungen konstant bleiben.

Die harmonischen Randerscheinungen kommen dadurch dest@ass beim Ausschnei-
den eines reprasentativen Volumenelementes (RVE) aus @ambiereich einer homo-
genen Scheibe sich das RVE am freien Rand aufgrund der tieGleichgewichts-

krafte wie ein Sinus-Halbbogen verformen kann, siehe Abb5 a) und (b). Diese

Randerscheinungen wiederholen sich tber die Lange bei BNES und klingen nach

innen hin ab. Abhilfe schaffen spezielle Stabelemente amdR@&elche eine sehr viel

hohere Steifigkeit besitzen als die Stabe selbst und sonetiatisch zwangend wirken.
Diese speziellen Stabelemente am Rand werden an jedem RMBgdes Randes ange-
bracht, wodurch eine Klaffung zwischen den Randelememnitsteht, siehe Abb. 6.15 (c).
Bei der Simulation von Rissen und Lebensdauer haben diedRandnte den Charme,
dass sie vom Rand her ein Versagen des Modells verhinderrdewWelie Randelemente
weggelassen, so entstehen vom Rand her sofort Risse, Hiensitnnere des Modells

fortpflanzen. In der Praxis entstehen bei Lebensdauemieesubei manchen Werkstof-
fen erste Risse am Rand, weswegen die Randelemente deit Mabten, die Rissbildung

am Rand numerisch kontrollieren oder steuern zu kénnen.
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F F

- - —— RVE
A AAsA4

F F 24 A 2

- — Al a4

F NG 4 ’ AA2

O
~_~

(C) Rand-
B elemente
Randeffekt
o— O/O\\, O/O

(@) O O

O O (o O o)
(@) O O O O
AERK P

Gleichgewichts- * T l T *
krifte

Abbildung 6.15: (a) Aus einer ebenen Scheibe wird am Randeprasentatives \Vol-
umenelement (RVE) ausgeschnitten. (b) Am Rand entstehesteb&tabgittermethode
harmonische Randerscheinungen, die unrealistisch sin®i¢se harmonischen Rander-
scheinungen kdnnen durch spezielle Randelemente vaigtanterdriickt werden.

6.5.3 Testfalle fir Spannungen im Kontinuum

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich aus den Ergelemister DEM-Simulation
exakte kontinuumsbasierte Spannungen und Dehnungerdregeoen lassen.

Testfall I: Last senkrecht zu den Vertikalstdben

Abbildung 6.16 (a) zeigt das Kontinuumsmodell einer Scheilt homogenen Werkstoff-
eigenschaften. Diese Scheibe wird mit der Diskrete-Eleabtethode tber die Lange
L und tber die H6héf mit jeweils zwei reprasentativen Volumenelementen diskiest,
siehe Abb. 6.16 (b). Dargestellt sind in der Abbildung zaksét zur Gitterstruktur auch
die Randelemente.

Die homogene Scheibe hat einen Elastizititsmodul Koa- 72000 % Die an der
Scheibe angreifende Kraft i$t,.; = 4 ' = 40N. Die Hohe betragti = 4mm und
die LangelL = 4@[ = 3,4641 mm. Aus Grunden der Einfachheit hat der Stab eine
Einheitslange vom = 1 mm und die Dicke der Scheibe betréagt 1 mm.

Die exakten Losungen der Scheibe fur die Langendndethhgin z-Richtung, die
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Dehnunge,, und die Spannungen,, undo,,, ergeben sich zu

}aesl; 4 lex
Al, = =481125-1 bzw. €, = = 0,01 6.75
TaH ,81125-107*mm  bzw. € 7 0,013889% (6.75)
und F, 40 N N N
res
oz = = —— =10 —— und =0——. 6.76
“ 41d  4mnme 0 mmg Ty =0 mm? (6.76)
Yy
Ebene Scheibe DE-Modell Rand
x W T t‘l(emente
i‘ﬁ F gp ------------------------------------------------------ e "“"»,‘
41 N

\Y]
-

= = = =

= 4 5 s
i
bbbt

o

-

V3
‘;L
unverformt 3
L=4 Zil
................ verformt

Abbildung 6.16: (a) Ebene Scheibe aus einem homogenen Wérk&) Zugehdriges
Diskrete-Elemente-Modell fir den Testfall I.

Die Materialparameter fur das Diskrete-Elemente-Modelll slie gleichen wie fur das
analytische Modell. Gemal Gl. (6.74) ist der Stabquerschni= ? [ d = 0,866 mm?,

Die angreifende Kraft ist wiedel,es = 40 N. Der Elastizitatsmodul der Randelemente
soll um einen Faktor vonn0* groRer sein als derjenige der Gitterstabe im Inneren der
Scheibe. Aus der DEM Berechnung ergibt sich eine Verlanmggeia z-Richtung von

Al, = 4,81125 - 10~*mm. Dies ist die gleiche Verlangerung wie in Gl. (6.75), wma
sich fur das Kontinuumsmodell dieselbe Dehnung ergibt. Die vertikalen Stabe des
DE-Modells haben alle die gleiche Spannunghixa = —3,3334 % und alle diagonalen
Stabe haben auch die gleiche Spannungrgifona = 6,6667 N

el
Die Kontinuumsspannungen lassen sich aus den ErgebnisseEtModells auf zwei
Wege berechnen. Zum Einen, indem zuerst die Dehnungen desnioms und dann
die Spannungen berechnet werden, zum Anderen lber desclstatsleichgewicht der
Stabspannungen an einem Knoten. In dieser Arbeit wird deritewVeg beschritten, der
zuerst beschriebene Weg ist in [106] dargestellt.
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Die Abbildung 6.17 zeigt das zu bildende statische Gleiahcf# in z- und y-Richtung
fir einen Knotenpunkt. Die Spannungen des Kontinuums un&tibe konnen mit der
allgemeingiltigen Beziehung

o cos? v sin? o sin(2¢) o11
oy | = sin? o cos’p  —sin(2p) | - | oxn (6.77)
o —% sin(2¢) % sin(2¢)  cos(2¢p) o1

transformiert werden, wobei; die Stabspannung in Stablangsrichtung,die transver-
salen Stabspannungen,, die Schubspannung undder Drehwinkel sind [4, 97, 146,
245]. Beim Stab sind die transversalen Spannungen und digbSpannungen per Defi-
nition gleich Null, so dass sich die Beziehung (6.77) in

o cos?
Oy | =01 sin? ¢ (6.78)
Oy —% sin(2y)

reduzieren lasst. Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen diehKontinuumsspannungen
der Scheibe aus den Spannungen der Vertikalstaghg, und Diagonalstabegiagona in
Abb. 6.17 gemalf

Ope = 04 -c052(30°) + o4 - cos?(—30°) =10 % (6.79)
oy = 04 -sin*(30°) + o, -sin*(90°) + o4 - cos*(150°) =0 powecs (6.80)
Opy = —0q - %sin(Q -30°) — oy, - %Sin(2 -90°)
1. N
— 045 sin(2-150°) =0 oy (6.81)
bestimmen.

Kontinuums-  DE-Spannungen
spannungen

O erlikalz_373334 N/Innlz

v = 9 der ebenen )
Odiagunul:6;6667 )Y/IIHII2 Gdiagonal_ 6’6667 N/nnn Scheibe Odiﬂgonﬂlz 6’6667 N/IIHII_
DE-Spannungen =30 Ouy \ p=30°

—
OZI
der ebenen Scheibe

. g
Kontinuumsspannungen g oy
— 2
g O giagona = 0,6667 N/mm
Y

Yy

Abbildung 6.17: Die Spannungen der ebenen Schejbgo,, undo,, fir den Testfall |
werden aus dem statischen Gleichgewicht der an einem Krotgreifenden Stabspan-
nungen bestimmt.
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Diese im Nachlauf berechneten Werte der Kontinuumsspagew,,, o,, undo,, aus
den Spannungen des DE-Modells stimmen exakt mit den aseltygn Werten tberein.

Testfall 1l: Last entlang der Vertikalstabe

Beim Testfall Il handelt es sich um das selbe Beispiel eicethe mit homogenen Werk-
stoffeigenschaften wie in Testfall I, jedoch ist die Scleaiind somit auch das DE-Modell
um 90°gedreht, siehe Abb. 6.18 (a) und (b). Durch dieses Beisplefezeigt werden,
dass das DE-Modell invariant fir Drehungen ist.

Die homogene Scheibe hat einen Elastizitaitsmodul Zor- 72000 % Die an der
Scheibe angreifende Kraft igtes = 2 F' = 20N. Die Hohe betragf! = 3,4641 mm

und die Lange ist. = 4 mm, wobei aus Grinden der Einfachheit der Stab wieder eine
Einheitslange vom = 1 mm haben soll. Die Dicke der Scheibe ist weitertiig 1 mm.

Die auf dem Kontinuumsmodell basierenden exakten Losudge&cheibe fur die Lan-
genanderung irx-Richtung Al,, die Dehnunge,, und die Spannunges,, und o,
ergeben sich zu

FL » Al,
Al, = i 3,2075-107*mm bzw. €,, = 7= 0,00801875% (6.82)
und
F 20 N N N
T = 5 30d 2v3mne — ow =0 (683
Ebene Scheibe Y DE-Modell

Rand-
elemente

unverformt

................ verformt

Abbildung 6.18: (a) Ebene Scheibe aus einem homogenen Wrké) Zugehoriges
Diskrete-Elemente-Modell fir den Testfall 1l. Dieses Mbhdst gegeniiber dem aus Test-
fall I (Abb. 6.16) um90°gedreht.
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Die Materialparameter fur das Diskrete-Elemente-Modtiden die gleichen wie im
ersten Testfall. Gemal Gl. (6.74) ist der Stabquerschnitt @ [t = 0,866 mn?. Die
angreifende Kraft istties = 20N. Der Elastizititsmodul der Randelemente ist wieder
um den Faktorl0* groRer als derjenige der Gitterstéabe im Inneren der Schetes
der DE-Simulation ergibt sich eine Verlangerung des Stidrgnodells inz-Richtung
von Al, = 3,2075 - 10-*mm. Diese Verlangerung entspricht der mit GI. (6.82) exakt
ermittelten. Die aus dem DE-Modell berechnete Dehnung deargten DE-Modells,,
stimmt ebenfalls exakt mit der analytischen Losung tberein

Bei diesem Testfall tragen im DE-Modell alle horizontaletéli2 eine Spannung von
Ohorizontal = —5,7735 I, wohingegen die diagonalen Stébe mitgona = 0 - span-
nungsfrei sind.

Die Stabspannungen werden, analog zum ersten Testfatlewieit Gl. (6.78) in Konti-
nuumsspannungen umgerechnet

N
Ope = 0y-c0s°(0°) + 04 cos*(60°) + o - cos?(—60°) = 5,7735 —— (6.84)
. o . o N
oy = 0, -sin?(60°) + o, -sin?(120°) = OW. (6.85)
= oy (2609 — oy - 2 sin(0°) — o - S sin(2- (—60°)) = 0 —_ (6.86)
Oy = o] 2sm Oy 2sm oF 2sm =0

Diese aus dem DE-Modell berechneten Kontinuumsspannuwstgemen exakt mit den
analytischen Werten Uberein. Siehe hierzu auch Abb. 6.19.

=120° _ 9 Kontinuums-  DE-Spannungen
14 " Ogiagona=0 N/mm

spannungen
( / der ebenen O-dldgona]_o \/mm
( (e}
O giagonan =0 N/mm’ p=060° Scheibe (p =60
Ohnrlznntal 5 7735 N/Illn]

DE-Spannungen
4—

Kontinuumsspannungen

G, o
der ebenen Scheibe Y p= -60
(e)

yy ()
Gdlagonal 0 N/Hlnl

Abbildung 6.19: Die Spannungen der ebenen Schejbeo,, undo,, fir den Testfall I
werden aus dem statischen Gleichgewicht bestimmt.

Testfall Ill: Scheibe unter Schub

In diesem Testfall sollen die Schubeigenschaften des DEdWverifiziert werden. Ab-
bildung 6.20 (a) zeigt eine Scheibe aus einem homogenenstéfitkvie dies auch in den
Testfallen | und 1l der Fall war. Die Scheibe ist mit Stabeskdetisiert. Uber die Lange
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L und HoheH werden jeweils zwei reprasentative Volumenelemente vedet siehe
Abb. 6.20 (b). Belastet wird die Scheibe mit Kraften entlaleg Randes. Dabei erflllen
die horizontal und vertikal wirkenden Krafte das Momenterdngewicht. Ohne dieses
Momentengleichgewicht wirden die Lagerkrafte die Ergedmbeeinflussen.

Die homogene Scheibe hat einen Elastizititsmodul~oa 72000 % woraus sich mit
Gl. (4.10) ein Schubmodul vo& = 27000 % mit einer Querkontraktion von = %
ergibt. Die Annahme, dass die Querkontraktior= % betragt ist insofern notwendig,
da das DE-Modell nur diesen Querkontraktionswert wiedsegekann. Als nomineller
Kraftwert wird /7 = 10 N festgelegt. Mit dieser Kraft ergeben sich die in Abb. 6.8p (
dargestellten horizontalen und vertikalen Krafte Zu = 2 F /3 = 17,32051 N und
F, = 4 F = 10N. Diese Kréafte erfullen das Momentengleichgewicht. DiehEldand
die Lange der Scheibe ist wiederuth= 4 mm undL = 4@[ = 3,4641 mm, wobei aus
Grinden der Einfachheit der Stab wieder eine Einheitslaoge = 1 mm hat und die
Dicke der Scheibd = 1 mm ist.

Ebene Scheibe y‘ DE-Modell

F F T Rand-
_— N clemente /° F, | F, /
3
I

- Fl-‘ ......................... | Fr . L
4 Ar H=dl
e |

......... S |
F, F, \
-4 £1 —

unverformt

................ ve I‘f()nnt

Abbildung 6.20: (a) Ebene Scheibe mit homogenen Werksgafeschaften. (b) Zuge-
horiges Diskrete-Elemente-Modell fiir den Testfall 11l rdér Schublast.

Die analytischen Losungen der Scheibe fur den Schubwinkeind die Schubspannung
oy Sind mit der Angriffsflache fur den Schubg.,., = H d und unter der Annahme
kleiner Schubwinkeltan v ~ ~).

4R, 4-10N
T T HAG T Amm- Tmm- 270005,

=3,7037- 1074 (6.87)
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und 4 F, 4 F, N
_ v v _ 1 . )
ASchub Hd ! mm? (6 88)

Ozy

Das DE-Modell liefert eine Schubverzerrung vey, = 3,7037 - 10~*, was dem analy-
tischen Wert in Gl. (6.87) exakt entspricht. Das Modell rettass die vertikalen Stabe
spannungsfrei sind, wahrend die diagonal verlaufenddreSté& ganze Last aufnehmen.
AulRerdem haben die Randverstarkungen keinen Einflul aidrdebnisse.

Die Kontinuumsspannungen werden wieder mit Gl. (6.78) amsStabspannungen

N
Ope = 0c-c08(30°) — ag-cos’(—30°) =0 oy (6.89)
N
oy = 04 -sin?(30°) + o, -sin*(90°) — o, -sin®*(150°) = 0~ (6.90)
1 1
0wy = —0a°3 sin(2 - 30°) — o, - 5 sin(2 - 90°)
1 1 N N

—(— - —sin(2-150°) = =v3 - 11,47 - — = 10—, (6.91
( Ud) 2 Sln( ) 2\/7 ? mrn2 mrn2 Y ( )

berechnet. Auch hier stimmen die aus dem DE-Modell berdehrf@pannungswerte ex-
akt mit den analytischen Kontinuumsspannungen tberahediierzu auch Abb. 6.21.
Kontinuums-  DE-Spannungen

spannungen
der ebenen

o =0 N/mm’

vertikal

2 A Ogivona=11,547 N/mm” ¢ o, =11,547 N/mm’
O giagonas =1 1,547 N/mm’ g~ dleon / Scheibe diagonal
DE-Spannungen p=30° O,y ‘ ﬂp 30
—
Oxx

der ebenen Scheibe

. e ——
Kontinuumsspannungen Oy
9
odiagonal = _1 17547 N/Hlnl
ny

Abbildung 6.21: Die Spannungen,, o,, undo,, der Scheibe werden flr den Testfall
lIl aus dem Gleichgewicht um einen Knotenpunkt ermittelt.

6.5.4 Spannungen aus dem allgemeinen Lastfall

Aus den drei Testféllen des Abschnittes 6.5.3 geht ein Saheervor, aus welchem die
Normal- und Schubspannungen des Kontinuums aus den Stethsyggen berechnet wer-
den konnen. Aus den Normalkraften ergeben sich in den Dalgtiben konstante und
identische Spannungen. Bei einer Schubbeanspruchung ldeliagonal nach oben
und unten verlaufenden Stabe den gleichen Wert, aber shteddiche Vorzeichen. Des-
halb kann die Schubspannung aus der Differenz der Diaguenatsingen zum Mittelwert
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bestimmt werden. Die Normalspannungen ergeben sich ausvigeiwert der Diago-
nalspannungen und aus den Spannungen in den Vertikalstaben

Da es an jedem Knoten zu einer Spannungsumlagerung komras, amjedem Knoten
das Schnittprinzip angewandt werden. Im Folgenden werdefetle Schnittseite die
resultierenden Spannungen gebildet und danach gemittalaus sich die Kontinuums-
spannungen der Scheibe fir jeden diskreten Punkt ergebbe,lserzu Abb. 6.22 (a).

Die Normalspannungen werden flr das in Abb. 6.22 (a) daslisstliskrete Element an-
hand des in den Abbildungen 6.22 (b) und (c) dargestelltémi8prinzips mit Gl. (6.78)
gefunden

ol = o1-c0s*(30°) + 06 - cos*(330°) = 2 (o1 + 06) (6.92)
0., = 03-c0s2(150°) + o4 - cos?(210°) = Z (03 + 04) (6.93)
of, = o1-sin*(30°) + o3 - sin?(90°) + o3 - sin®*(150°) = o5 + i(al +o03)  (6.94)
0, = 04-sin*(210°) + o5 - sin*(270°) 4 o5 - sin®(330°) = o5 + 2(04 + 0¢) . (6.95)

G()
xrxr
O,
G, o
(c) ’
+
) G; G; Oy
S
G; \\ CA 7Y O
? + Os
c;  Ow o, O

Abbildung 6.22: (a) Aus den Stabspannungen konnen die Koathsspannungen des
diskreten Elementes durch das Schnittprinzip gefundeneaver(b) zeigt die relevanten
Spannungen fur die Bildung van,,, (c) die relevanten Stabspannungend{y und (d)
die Stabspannungen fiir die Berechnung son

Die Schubspannungen des Kontinuums ergeben sich aus denuspgen der Diagonal-
stabe. Da die Diagonalstdbe den gleichen Spannungsbeiramterschiedlichen Vor-
zeichen haben, kénnen die Schubspannungen gemald Abb.d§.88d mit Gl. (6.78)
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ZU
- 3
of = 2 5 % sin(2-30°) = % (01 — 06) (6.96)
oy, = ‘74;‘73 sin(2 - 30°) = @ (04— 03) (6.97)

bestimmt werden.

Die Mittelwertbildung der Gleichungen (6.92) und (6.9%).94) und (6.95), sowie (6.96)
und (6.97) ergibt die Kontinuumsspannungen fur den diskr&notenpunkt

1 3

Oos = 3 (o + o) = 3 (01 + 06 + 03 + 04) (6.98)
1 1 1

Oyy = 3 (U;y + Uy_y) =3 (o2 + 05) + 3 (o1 + 03 + 04 + 0¢) (6.99)
1 - V3

6.5.5 Anwendung der mechanischen Diskrete-Elemente-Metkde auf die Bruch-
mechanik

Um den Nachweis zu erbringen, dass die DEM in der Bruchmekivamnwvendet werden
kann, werden der Modus | und Il einer Scheibe, welche sichhiemen Spannungszustand
befindet, mit der DEM simuliert. Dabei werden die Stabspagen mit den Gleichungen
(6.98) bis (6.100) in Kontinuumsspannungen, o, undo,, umgerechnet, woraus an-
schlieBend eine Vergleichsspannung mit

OV; Mises; DEM = \/Ugm + Ugy — Ogq ' Oyy + 3a§y (6.101)
gebildet wird [65, 123].

Die Ergebnisse fur die Vergleichsspannung naciMiISes aus den Belastungsmoden |
und Il sind in den Abbildungen 6.23 und 6.24 dargestellt. Zteenen sind die Span-
nungskonzentrationen an der Rissspitze, wobei der Beeadyergleichsspannung aus
dem DE-Modell mit dem der in Abschnitt 4.4 und Abb. 4.2 (a) b)l gezeigten Ver-
gleichsspannungen aus der analytischen Bruchmechani&idbgmmt.

6.6 Sprode Werkstoffe

Inhomogene Werkstoffe mit sprodem Materialverhalten, avi2 Beton, werden schon
seit langerem mit der DEM simuliert [34, 119, 227, 239, 24Dgr inhomogene Werk-
stoff wird dabei durch verzerrte Hexagone dargestellt,chelein ahnlich verzerrtes
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Modus I

v. Mises Vergleichsspannung

hohe Spannung

keine Spannung

Abbildung 6.23: Vergleichsspannung nachMISES, gebildet aus einer DE-Simulation
fur den Belastungsmodus I. Das Vergleichsspannungshittgt mit den Vergleichs-
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spannungen aus der analytischen Bruchmechanik in Abbajiibérein.

Fachwerk erzeugen.

Wie stark die Hexagone verzerrt werdéd, durch den von

WITTEL eingefuhrten Unordnungsparameigkontrolliert [240]. Neben dieser geomet-

rischen Unordnung wird noch die physikalische Unordnungveadet. Mit der phy-
sikalischen Unordnung, und dem dazugehdrigen Unordnamgsgetenn, werden den

Staben VEIBULL verteilte Festigkeiten zugewiesen, siehe Abschnitt 2.1.

Aufgrund der geometrischen und physikalischen Unordnasgdn sich beeindruckende

Rissbilder simulieren. Die Untersuchungen dazu findenisicler oben genannten Lite-
ratur. In dieser Arbeit soll das DE-Modell unter anderemidgéhend erweitert werden,

dass auch duktile Werkstoffe mit der DEM modelliert werdéniken.

6.7 Duktile Werkstoffe

Die meisten Werkstoffe weichen vor dem Bruch stark vom liredastischen Materialver-

halten ab. Das nichtlineare Materialverhalten wird mit deatenzgesetz beschrieben,

siehe hierzu Abschnitt 2.2.1. Allgemein gilt fiir das Poignbzw. die innere Energie
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Modus 11

v. Mises Vergleichsspannung

hohe Spannung

keine Spannung

Abbildung 6.24: Vergleichsspannung nachMISES gebildet aus einer DE-Simulation
fur den Modus II. Die aus dem DE-Modell gebildete Verglegteannung stimmt mit den
Vergleichsspannungen aus der analytischen Bruchmeclkangestellt in Abb. 4.2 (b),
Uberein.

eines Werkstoffs
HWerkstoff = / /0’(6) d€ dV . (6102)
V Je

Das duktile Verhalten wird typischerweise durch stickedigearisierung des nichtli-
nearen Materialverhaltens in das numerische Modell mibedngen, indem die Ener-
gie unterhalb der Spannungs-Dehnungs-Kurve in die eierelEnergieanteile zerlegt
wird. Wird der plastische Bereich z.B. mit zwei linearen B®egten approximiert, so
entstehen fiinf Bereiche, aus denen sich die gesamte Eresgaenmensetalyeksioff =

BereichlJ + Bereichl] + Bereichll + Bereich(] + Bereichl], siehe auch Abb. 6.25

! !
1
IMwerkstoft = /§Uf1 EflAdf‘i‘/ of1 (€2 —€p1) AdE
0 0

. l
+ /0 % (g2 —0p1) (€p2 —€51) AdE + /0 ora (€(§) —€2) AdE

l

1

[ 500~ o) () — ) A (6103)
0

Hierin istdV = A d¢ das Volumen des Stabesgdie Langskoordinate und der Indgx

steht fur die FlieRgrenzen des Stabes mit der Ldnge
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Abbildung 6.25: Die Energie im Spannungs-Dehnungs-Diagnakann bei nicht-
linearem Werkstoffverhalten in verschiedene Bereicheenteilt werden. Hier ist die
Kurve im plastischen Bereich in zwei Segmente aufgeteitts wu funf Bereichen un-
terhalb der Kurve fuhrt.

Das in Abb. 6.25 dargestellte innere Potential eines Stadtzs sich aus dem Integral der
funf Anteile zusammen.

Wird die Gleichung (6.103) weiter ausformuliert, so folgt tlas erste Integral

‘1 ‘1 1
/—O'fleflAd€ = /—EflEleflAdf = —ElAléil, (6104)
0 2 0 2 2

und fur das zweite

l l
/ o (epa —€p) Ad§ = / Eyepi (€p2 —€p1) AdE
0 0

= ElAZEfl (€f2—€f1)A (6105)
das dritte
' ‘1
| 3n-omlen-e)ade = [ 3B (en—enpad
0 0
1
= 5 E2 Al (€f2 — €f1)2 . (6106)

Fur das vierte Integral folgt unter Einbeziehung der kingscaen Beziehung(¢) =
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u¢(€), den Gleichungen (6.60) und (6.61) sowig = E; €51 + Ea(er2 —€p1)

l l l
/ or (€(§) —€p2) Ad§ = / op2 Aug(§) d€ — / op2 A€padg
0 0 0
l
= / [El €r1 + E2(€f2 —Efl)] Au@(f) d¢ — O'fQAZEfg
0
l l
= [ Aen (B - B)ud9d + [ Aen Baugle)ag
0 0
—0f2 Al €52 (6107)

und zuletzt folgt fir das fiinfte Integral mit(§) — oy, = E3(e(§) — €52)

/0%(0(6)—072) (e(§) —€p2) AdE = /0 %ESA(uvg(g)—eﬂ)?dg. (6.108)

Werden die Gleichungen (6.104) bis (6.108) in die Gl. (6)XIB8gesetzt, so folgt fur die
erste Variation

l l
Ollwerkstofft = / A €r1 (El - EZ) 5“,& df + / AEfQ Es 5u,€ d€
0 0
l
+ / Es A(ug —€p2) du, d€ . (6.109)
0
Der Verschiebungsansatz wird gemalf3 den Gleichungen (6r&Dj6.61) vorgenommen

u(€) = Kl - %) ﬂ : [“1] bzw. u(€) :% -1 1] [“1] mit 0<¢<1.

U2 U2
(6.110)
Nach Einsetzen von Gl (6.110) in Gl. (6.109) und anschlidBemtegration folgt

T
Oty EsA |1 -1 Uy 1
SII = : :
Werkstoff {5@2 } { I 1 1 ] [ﬁz _1]
1

Obwonhl diese Gleichung derjenigen der gesamten Energner@plus aulRere Arbeit)
sehr ahnlich sieht, stellt sie nur das innere Potential dek$tbffs dar. Die beiden Terme
der Rechthandseite kbénnen als innere Krafte verstandetewgdie fur die inneren Span-
nungen im Werkstoffmodell Sorge tragen, falls plastisdriés3en vorlag. Die inneren
Spannungen bleiben somit erhalten, auch wenn keine extdfrifte angreifen. Die

obige Gleichung stellt den impliziten Lastfall dar. Derwadte Elastizitatsmodul fr den

— (El — EQ) AEfl
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vorliegenden Lastfall kann mit dem Potenzgesetz nach @) f&stimmt werden, indem

die Spannung nach der Dehnung abgeleitet wird

(6.112)

plast -

Et:nO'G

do
de

Dieser Elastizitatsmodul heil3t Tangentenmao#ul

Abbildung 6.26 zeigt das Ergebnis einer unter Last stehendéuellen Zugprobe. Es
ergeben sich statistisch verteilte Risse, lokale Plagtifingen und Bereiche, die noch im

linear-

elastischen Bereich verblieben sind.

Das hier vorgestellte Modell zur Erfassung der Plastifuzgrist dem RANDTLSchen
Modell der Werkstoffrheologie ahnlich. Der Unterschied dben vorgestellten Me-

thode zu dem RANDTLschen Modell ist jedoch, dass der Elastizititsmodul ders-Pla

tifizierungsgrad angepasst wird.
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Abbildung 6.26: Dieses Beispiel zeigt eine flache Zugprohedelliert mit diskreten

Elementen. Die Probe ist mi0 x 25 repréasentativen Volumenelementen in der Héhe
und Breite diskretisiert und hat auRerdem einen physitadis Unordnungsparameter
vonm = 2. Zu erkennen sind statistisch verteilte Zonen mit Risseer (lwurden die

Stabe entfernt), Plastifizierungen und Bereiche die noclinear-elastischen Bereich

verblieben sind.
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6.8 Lebensdauersimulation

Die Simulation von VbHLER-Kennlinien stellt nicht fir die DEM, sondern fir das Werk-
stoffmodell eine Herausforderung dar. Bisher wurde daskgteffmodell als ein sta-
tisches Modell angesehen, d.h. selbst bei dynamischeredédtiben die Werkstoffei-
genschaften unverandert. Dies ist jedoch in der Realithitmier Fall, da der Werkstoff
aufgrund von dynamischen Lasten ermudet. In der Literagrden zahlreiche Faktoren
untersucht und aufgefuhrt, die zur Ermiudung beitragerhest@erzu Abschnitt 2.2.2.
Diese Faktoren sind, wie in diesem Abschnitt ersichtlicrowitir die DEM ungeeignet,
da der Werkstoff im Allgemeinen als Kontinuum angesehel wir

Im Abschnitt 2.2.2 wurde bereits erlautert, dass die Weffagenschaften mit
zunehmender Zyklenzaliy aufgrund von diskreten Plastifizierungen und anschlie3en-
der Rissbildung degradieren. Die diskreten mikroplakgscverformungen nehmen nach
jedem Zyklus zu, obwonhl die Belastung vom makroskopischandpunkt aus im elasti-
schen Bereich ist. Daraus ist zu schlieRen, dass die mastpthen Verformungen
fur das Werkstoffversagen verantwortlich sind. Diese Bgitang wird durch die Tat-
sache unterstutzt, dass der Elastizitatsmodul wahrendydemischen Belastung kon-
stant bleibt.

Erweitertes Werkstoffmodell:

Die Akkumulation der mikroplastischen Schadigung wird im&hnung an die BSQUIN-
Gl. (2.6) im Abschnitt 2.2.2 mit einem Potenzgesetz fur dagh-cycle-fatigueBereich
(HCF) fur die Dehnung durch die Gleichung

€mpice = a NP (6.113)

beschrieben. Mit dieser Formulierung kann die Akkumulatier mikroplastischen Ver-
formungen erfasst werden. In dieser Gleichungristn Parameter, der fur die mikroplas-
tische Vorschadigung steht, und dessen Bedeutung im Faégegrsichtlich wird. Dieser
Parameter ist unter anderem von den Inhomogenitaten undindahl der im Werkstoff
vorhandenen Mikrorisse abhangig, d.h. je mehr Schwadésteh Werkstoff sind, desto
groler isto. Der Exponents steht fur die Anstrengung gegen Ermudung im Werkstoff
und muss zwischen Null und Eins liegen, alsea § < 1.

Die Akkumulation der mikroplastischen Dehnung von einerklidy (i — 1) auf den néch-
sten(:) wird durch

€Empi = Empi—1 T AEm]oi (6114)
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ausgedrickt, worin,,,; die neue mikroplastische Dehnung,,;_; die alte undAe,,,,, ;
die Anderung der mikroplastischen Dehnung von einem Zyklus nachsten ist. Die
alten und neuen mikroplastischen Dehnungen werden durch
empi = a N’ und (6.115)
empit = a N’ = a(N;—1) (6.116)

beschrieben. Diese beiden Gleichungen lassen sich zu@leiehung zusammenfassen

Em]o 7

NZ-B N;
N; —1

_ . « - PP A — )
Empi = €Empi—1 €mp i—1 = €Empi—1 (N _ 1)6 = €Empi—1
- - 7

B
) i (N; > 1). (6.117)
«
Nach Einsetzen von Gl. (6.117) in Gl. (6.114) erhalt man nimdie Anderung der

mikroplastischen Dehnung, ausgehend von der letzten aklkemen mikroplastischen
Dehnung

‘ B

In Gleichung (6.118) geht die tatsachlich in den Stabenegehde Spannung nicht ein,
obwohl diese fur die mikroplastische Verformung mit veveartlich ist. Da die Dehnung
im elastischen Bereich proportional zur Spannung ist, @edspannungsabhangige Fak-
tor x

y = JLes (6.119)

eingefuhrt. In Gl. (6.119) ist, gs die diskrete Spannung, die sich aufgrund der externen
Last aus dem linearen Gleichungssystems in der Nachldurfueg flr jeden Stab ergibt,
und R,, ist die Zugfestigkeit des Werkstoffs. Mit kann die Anderung der mikroplas-
tischen Dehnung

N; Bx
A€ppi = [(Ni — 1) — 1] €mpi—1; (Vi >1). (6.120)
spannungsabhangig gemacht werden. Gleichung (6.120) wi/erkstoff unabhangig
davon, ob die Spannung im linear-elastischen oder plasisBereich ist. Wenn z.B. =
0, dann ist auch die Anderung der mikroplastischen Dehnurlgudd beiy = 1 ist die
mikroplastische Verformung maximal.

Die in Gl. (6.120) beschriebene Anderung der mikroplabscDehnung\e,,,,,; nimmt
aufgrund von dynamischen Lasten (bzw. der ZyklenzZghistetig ab. Nach Einsetzen
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von Gl. (6.120) in Gl. (6.114) erhalt man fir die akkumulkeenmikroplastische Dehnung

Ni B x
€Empi = Empi-1 (NZ — 1) ; (NZ > 1) . (6121)
Aus Gleichung (6.121) geht hervor, dass die akkumulierteapiastische Dehnung stetig
zunimmt, wodurch sich in den virtuellen Priflingen keine Bidestigkeit einstellen kann.
Eine Dauerfestigkeit stellt sich im Werkstoffmodell numdaein, wenn die mikroplas-
tische Dehnung ab der Eckschwingspielzall abnimmt. Da sich nicht alle Werkstoffe
im Bereich der Dauerfestigkeit gleich verhalten, kann &deste Funktion die alle Werk-
stoffe mit einbezieht, eingefuhrt werden.

Damit die Akkumulation der mikroplastischen Dehnung abEekschwingspielzahV
abnehmen kann, wird der Faktom Gl. (6.121) in den Exponenten eingefihrt

N; Bx¢
€mpi = (Ni — 1) €mpi—1; (N; >1). (6.122)
Diese Gleichung gilt nur fur den Bereich der Dauerfestigkkst ( = 1, so nimmt auf-
grund der dynamischen Last die Akkumulation der mikropgasen Dehnung stetig zu
und der Werkstoff wird zunehmend mit Mikrorissen angererithind somit schwacher,
wohingegen, = 0 bedeutet, dass keine weitere mikroplastische Dehnung metritt
und es zu einer Dauerfestigkeit kommt. Dies kann als einerkatische Verfestigung im
Werkstoffmodell gedeutet werden. D.h. die Konstanteler die Funktiorg (V) steht fur
eine kinematische Verfestigung im Werkstoff, weshalblsfal = 0 ist, keine weiteren
mikroplastischen Dehnungen mehr auftreten kdnnen.

Wahrend der Simulation lasst sich die Anderung der mikstigahen Dehnung mit der
Fallunterscheidung

[N, \Px )
<Ni_1) —1] €mp i—1 furl < N; < Np
Aempi = { - o 1 o (6.123)
Nz‘ ) Empi—1 i Z D

berechnen. Fur fur die akkumulierte mikroplastische Delgr),,, ; gilt hingegen

N. B x
Empi—1 (ﬁ) firl < N; < Np
Empi = ' (6124)

N. Bx¢
mpicl | o fir N; > N
cmp 1(1\@—1) =P
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Die gesamte Dehnung, die sich aus der Last und der akkurteulienikroplastischen
Dehnung,,,; ergibt, setzt sich aus

€ged I, N) = ees(F) + €mpi(N) (6.125)

zusammen, worip_gs die Dehnung aus der aktuell anliegenden Last ist, welclmensich
dem Ldsen des linearen Gleichungssystems aus der Nagdhotmg ergibt. Aus dieser
Gesamtdehnung,s wird eine Gesamtspannung berechnet, die als Kriteriumr ahéint,
ob der Werkstoff (bzw. der Stab) an der diskreten Stellem@dr-elastischen Bereich oder
im plastischen Bereich ist oder gar versagt hat.

Das vorgestellte erweiterte Werkstoffmodell reichert d&arkstoff bei zunehmender
Zyklenzahl N exponentiell mit Mikrorissen an. Die Akkumulation erfoldir je-
den Stab bzw. diskreten Bereich im Werkstoff individuel dlle Materialparameter
WEIBULL verteilt werden. Die Anreicherung der diskreten Stabe $otlange auf, bis
der diskrete Bereich des Werkstoffs gesattigt ist, und fedga dessen zum lokalen Ver-
sagen des einen Stabes kommt. Nachdem mehrere Stabe Watsagtritt im Folgenden
eine zunehmende Schwachung der virtuellen Probe ein, die zlam globalen Versagen
fuhrt.

Aus der Arbeit von WTTEL ist bekannt, dass der geometrische Unordnungsparame-
ter a und der physikalische Unordnungsparametein Verbindung mit dem Feinheits-
grad der Diskretisierung einen Einfluss auf die statisclaigieeit und den Rissverlauf
haben [240]. Der Einfluss der Parameteund m auf die Lebensdauer wurde in der
Arbeit von BOURIGA genauer untersucht [37]. In dieser Arbeit wurde gezeigts dhe
Festigkeit mit zunehmender geometrischer und physikadisdonordnung abnimmt. Auf-
grund dieser Ergebnisse wurde ein Korrekturfaktemgefiihrt, der die Festigkeitswerte
der Stabe in der DE-Simulation korrigiert, so dass sich baagig vom Grad der Unord-
nung im Mittel die theoretische Festigkeit des Werkstoftgl#, also

Ry pEvm = ¢ Rypwerkstofft UNA Ry, 02 pEm = ¢ Ry 0.2 werkstof - (6.126)

Sind die Unordnungsparameterund m Null, so istc = 1. Dies gilt unabhangig vom
Feinheitsgrad der Diskretisierung.

Simulation im BereichV; < Np:

Die Simulation beginnt mit dem Festlegen der gangigen Weffkgarameter. Ebenso
muss der Ermidungsexponegiind die mikroplastische Vorschadigundestgelegt wer-
den. Fir den ersten Schwingzyklus entspricht die akkumtialiaikroplastische Dehnung
der mikroplastischen Vorschadigung

Empl = .
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Im zweiten Zyklus ergibt sich die akkumulierte mikroplastie Dehnung mit Gl. (6.124)

ZUu
2 Bx
Emp2 = €Empl ﬁ

und im Weiteren gilt

Bx

‘ o

Emp3 = Emp2

w
I
—_

€Empa = Emp3

.
|
—_

Die spezifischen Daten und Konstanten fur den exemplamscirtuellen Lebens-
dauerversuch sind in Tab. 6.1 aufgefihrt, und die werkspetfifischen Werte in Tab. 6.2.
Alle werkstoffzpezifischen Werte werden mit der in Tab. Gifjegebenen physikalischen
Unordnungm WEIBULLVerteilt. Fur diese werkstoffzpezifischen Werte kdnnemzfi
piell unterschiedliche WiBuLL verteilungen angenommen werden, was der Einfachheit
halber hier nicht gemacht wurde.

physikalische Bedeutung Zeichen Wert
Anzahl der RVEs inc- undy-Richtung - 12x 4
Geometrische Unordnung a 0,4
Physikalische Unordnung m 6
Korrekturfaktor fur die Unordnung c 1,6434
Einheitslange des Stabelements ohne Variatign 1 [mm|
Dicke der Scheibe d 1 [mm|
Stabquerschnitt A=Y1d 0866 [mn?]
Elastizitatsmodul des Werkstoffs E 72000 [N ]

Eckschwingspielzahl Np 10°

Tabelle 6.1: Spezifische Werte fur dieQNMLER-Simulation.

Als Last wird eine sich andernde Kraft vom Typ

F(m) = Fy sin(m%) mit m=20,1,2,3,... (6.127)
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physikalische Bedeutung Zeichen Wert
Streckgrenze des Werkstoffs Ryoo 470 [
Zugfestigkeit des Werkstoffs R, 530 [-DL]
Materialkonstante fir das PotenzgesetZ 828 [-IL]
Exponent fir das Potenzgesetz n 0,11
Mikroplastische Vorschadigung a 1074
Ermudungsexponent 6] 0,6

Tabelle 6.2: Spezifische Werkstoffkennwerte fur di@®MER-Simulation. Alle diese
Werte werden mit der in Tab. 6.1 angegebenen physikalisdnendnungn WEIBULL -
variiert.

verwendet, wobeil’y die Amplitude der Kraft ist, die fur jeden Lebensdauerversu
konstant bleibt. Aus der Kraftamplitudé, wird die Amplitude der Spannung, der
Scheibe berechnet. Die Werte der Kraftamplitddewerden aus den Spannungen
des virtuellen Priflings zuriickgerechnet, wobei fur dierBp@gen praxisnahe Werte
gewahlt wurden, die zwischer0 1 und600 X liegen. Eine Schwingung bzw. ein
Zyklus beinhaltet vier numerische Simulationen. Da in denuation keine Tragheits-
effekte beriicksichtigt werden sollen (d.h. die Priffrequest kleiner als ca.2 — 5%
der Eigenfrequenz, siehe Abschnitt 2.2.2), findet die Regfienz in Gl. (6.127) keine
Berucksichtigung.

Simulation im BereichV; > Np:

Alle Materialparameter bleiben fir den Bereich der Daistifdeit unverandert. Fur das
exemplarische Beispiel wird fir die kinematische Verfgstig die Funktion

¢ = () =2 (6.128)

neu eingefihrt. Die akkumulierte mikroplastische Dehniimglen Zyklus mit der Num-
mer Np ist




KAPITEL 6. BEHANDLUNG DES MECHANISCHEN FELDES MIT DER
114 DISKRETE-ELEMENTE-METHODE

und furr die folgenden Zyklen gilt

By
Np+1 XND_|_1
€mp Np+1 €mp Np ND
Bx 2
B Np+2\" XN, 52
€mp Np+2 — E€mpNp+1 ND‘l'l .

Diskusion der Ergebnisse:

Das Resultat der numerischen Simulation fir verschiedaseniveaus und mit den oben
eingefuhrten Funktionen und Werkstoffparametern ist ilb.Ah27 dargestellt. Werden
die Durchschnittswerte der einzelnen Lastniveaus verdunergibt sich eine \WHLER-
Kurve. Wie oben beschrieben, sind alle Werte der Tabellent.8em gleichen Parameter
m WEIBULLVverteilt. Werden nicht alle diese WerteBNuLL verteilt, oder ist der Wert
der WEIBULL verteilungm geringer, so nimmt die Varianz der Lebensdauerwerte ab.
6/1

[N/mm’]

600
50071
400

300

x mndividueller Wert aus dem
numerischen Experiment

Mittelwert

2004 / Eckschwingspielzahl N,

1007

\)__(/ \)__(/ >
PP = F(1)
/>__<\ />__<\

ESSSNESNNENNN

10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ !
100 10° 10° 10’ 10° 10° 107 N

Abbildung 6.27: Ergebnis der WHLER-Simulation mittels der Daten aus den
Tabellen 6.1 und 6.2.

Im Verlauf der einzelnen Simulationen zeigte sich, dasts gilastische Verformungen
in der virtuellen Probe entstehen, die statistisch vérwild. Diese haben anfangs



6.8. LEBENSDAUERSIMULATION 115

noch keine Auswirkungen auf das weitere Verhalten. Die €roaut aber durch die
diskreten Plastifizierungen Lastspitzen im Material ab esdntstehen Lastumlagerun-
gen bzw. neue Lastpfade, wodurch die virtuelle Probe wiglichférmiger belastet ist.
Gegen Ende der Lebensdauersimulation entstehen weitstspghe Verformungen, aus
denen Risse entstehen. Diese neuen diskreten plastisehfenivungen entstammen den
individuellen mikroplastischen Dehnungen. Die mikrogikshe Dehnung ist fur jeden
diskreten Bereich, der durch einen Stab repréasentiert, widividuell, da die maximale
Festigkeit der Stabe YBuULL verteilt ist. Im Laufe der Simulation nehmen die diskreten
plastischen Verformungen und Risse exponentiell zu, waddes im Folgenden schnell
zum Versagen der Probe kommt. Das prinzipielle Versagk&hsight dem in Abb. 6.26
ahnlich.

Weitergehende Untersuchungen der numerischen Versuctrendern Werten fue und

[ zeigen, dasg in der Regel zwischef,5 und0,8 liegt unda in der Gréf3enordnung von
10~* bis 10~°. Die beiden Parameter und 3 sind werkstoffspezifisch und kénnen aus
den Labordaten zuriickgerechnet werden [37]

Mit dem Wert der mikroplastischen Vorschadiguagwird die WOHLER-Kurve hori-
zontal verschoben. Hohe Werte fiirbedeuten eine Verschiebung nach links. Der Er-
mudungsexponent hat einen Einfluss auf die Steigung desduiN-Geraden, siehe
Abschnitt 2.2.2. Bei hohen Werten filir ermidet die virtuelle Probe schneller, siehe
Abb. 6.28. Da die beiden Parameteund 5 unabhangig voneinander sind, kdnnen die
individuellen Werte beider Parameter bei gegebenem DisiEEemente-Gitter bzw. dem
Feinheitsgrad der Diskretisierung nach mehreren Sinmrati und durch lineare Inter-
polation oder Extrapolation flr den gegebenen Werkstdiimgen werden, siehe hierzu
auch [37, 108].

log o log o
groller
werdendes

groller
werdendes 3

log N log N

Abbildung 6.28: (a) Bei gro3er werdendenverschiebt sich die WHLER-Kurve nach
links. (b) Mit zunehmendemi wird die WOHLER-Kurve steiler.

Das in diesem Abschnitt eingeftihrte Werkstoffmodell zus®&weibung der mikroplas-
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tischen Deformation liefert hinsichtlich der Lebensdagigte Ergebnisse. Die vorgestell-
ten Ergebnisse wurden aus einachsigen Simulationen g@nortrste zweiachsige Si-
mulationen wurden bereits vondBIRIGA durchgefihrt, jedoch missen noch weitere Un-
tersuchungen folgen, um die Modelle zu verfeinern, siefig¢ [3



7 Behandlung des thermischen Feldes mit der
Diskrete-Elemente-Methode

In diesem Kapitel wird die Diskrete-Elemente-Methode (DEMisschlief3lich im ther-
mischen Feld angewendet. Zunachst erfolgt die ValidiedegMethode anhand eines
Grenzibergangs mit der Finiten-Differenzen-Methode. chhsl3end wird die DEM an-
hand von Beispielen verifiziert.

Wie im mechanischen Feld gilt auch im thermischen Feld, d@s&usarbeitung von ana-
lytischen Lésungen schwierig und aufwendig ist. Fur diestesi allgemein zu Grunde
liegenden Probleme ist das Finden der analytischen Losogay sinmoglich [46]. Auf-
grund dessen sind numerische Lésungsmethoden unveraicitlese sind fur das ther-
mische Feld die Finite-Differenzen-Methode (FDM) und diaite-Elemente-Methode
(FEM). Die Diskrete-Elemente-Methode (DEM) wurde bishecim nicht auf thermische
Feldprobleme Ubertragen. In diesem Kapitel wird gezeigssddie DEM sehr wohl im
thermischen Feld angewandt werden kann. Vergleiche miE&® zeigen sogar, dass
die DEM im thermischen wie auch im mechanischen Feld zu gaigbaren und oft auch
zu besseren Ergebnissen fahig ist. Grinde hierfur sind isciitt 5.1 aufgefuhrt.

7.1 Analytische Beschreibung des thermischen Feldes

Die Entwicklung der analytischen Losungen fur das mecleheisind thermische Feld er-
folgte parallel in der Ecole Polytechnique in Paris. WalrdiaviER 1824 und QUCHY

1827 und 1829 die mechanischen Spannungen in Festkorptaitlield beschrieben
haben, arbeitete FJURIER 1821 an der Beschreibung des Warmeflusses in Festkor-
pern [91, 92]. Sowohl BURIER als auch GucHY wurden von der Arbeit ELERS aus

der Hydromechanik inspiriert. Aufgrund dessen formuéebhucHy den nach ihm be-
nannten Spannungstensound FOURIER den Warmeflussvektay.

Dass zwei verschiedene physikalische Vorgange ahnlicbhbeben werden kénnen
brachtev. HELMHOLTZ 1847 auf die Idee, dass der Kraftfluss und der Warmefluss aqui-
valent zueinander sein mussen, weshalla®EYRONs Prinzip der kleinsten Arbeit aus
dem mechanischen Feld auch fur Warmeflisse gelten muss |a2figsem Kapitel wird
gezeigt, dass tatsachlich eine Ahnlichkeit zwischen derohaxgischen und dem ther-
mischen Feld besteht, und zwar wird der Warmefluss vom tlseiren Feld durch eine
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Warmeflussflache dargestellt, ahnlich wie der Kraftflusgklglie ARYsche Spannungs-
flache im mechanischen Feld.

Der irreversible Prozess der Warmeleitung wurde vauRIER 1808 formuliert [170,
224] und lautet in der heutigen Schreibweise

: oT

div(X - gradT’) + Gint = pm ¢ r (7.0
wobei p,,, die Dichte des Werkstoffs;, die spezifische Warmekapazitdft, die Tem-
peratur,t die Zeit, A den Warmeleittensor ungl,; die inneren Quellen bzw. die pro-
duzierte Menge an Warme pro Zeiteinheit und Einheitsvolunterstellen [9, 46]. Wird
die Warmeleitfahigkeit einer flachen und dinnen Scheibeamitotropen Warmeleit-
eigenschaften betrachtet, so erhalt man

0T 0*T oT

)\xq: w + )\yy 8—3/2 + Gint = Pm Cp a 5 (72)

mit den konstanten Warmeleitwertap in i = x, y-Richtung. Die Gleichungen (7.2) und
(7.1) werden als Warmeleitgesetz bezeichnet.

Der Warmeiibergang am Rand wird mit demURIERgesetz

oT
an
beschrieben, wobei der nach aul3en gerichteten Normalenvekjater Warmeflussvek-
tor, ¢, der Warmefluss entlang des Normalenvektors,der Warmeleitwert in Rich-
tung des Normalenvektor§)T/on die Anderung der Temperatur entlamg h. der
Warmeubergangskoeffizienten der thermischen Konvektiodea Aussenwand und,
die Temperatur des Gases oder des Fluids das die Aussenweastidont, ist [9, 46]. Das
FouRIERgesetz fur den Warmefluss im Korper wird durch

Go=q-n=-X-gradT -n = -\, = h. (T —Tp) (7.3)

qg=—X\-gradT (7.4)
zusammengefasst.

Es wird oftmals angenommen, dass Werkstoffe isotrope Waitaigenschaften haben.
Auf der mikroskopischen Skala haben die Werkstoffe jedotdtissisch verteilte
Warmeleiteigenschaften, die sich nach der Ausrichtug dstallinen Struktur richten.
Auf der makroskopischen Skala verschmieren die mikrosdaty@n Werte zu einem Mit-
telwert und geben die Laborwerte eines polykristallinerrk&effs wieder. Bei einem
einkristallinen Werkstoff richten sich die physikalischEigenschaften nach der Aus-
richtung des Kristalls welches die VorzugsrichtungenddildThermische Untersuchun-
gen an einkristallinen Werkstoffen wurden bereits 1848 warSENARMONT durchge-
fuhrt [210]. Bei der Methode nache SENARMONT wird die Oberflache gleichmé&Rig
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mit Wachs bestrichen. Auf die Oberflache wird punktuell Wéreingeleitet und die
Kurve des schmelzenden Wachses gibt die Isotherme wieddnam der Ausrichtung
der Isothermen konntee SENARMONT die Hauptachsen der kristallinen Struktur bestim-
men. Da die Kristalle im Aufbau symmetrisch sind, ergebeh &ir das mechanische und
thermische Feld dieselben orthotropen Eigenschaften.eiNeen einkristallinen Werk-
stoffen haben Faserverbundwerkstoffe ebenfalls ortpetroechanische und thermische
Eigenschaften.

7.2 Grenzibergang im thermischen Feld mit der Finiten-
Differenzen-Methode

Im folgenden Abschnitt wird der Nachweis erbracht, dase @pproximierte Warme-
flussflacheg, gebildet aus einer hexagonalen Fachwerksstruktur benei@renziber-
gang in die exakte Warmeflussflachelibergeht. Der Grenzibergang erfolgt mit der
Finiten-Differenzen-Methode anhand des Hexagons.

Zunachst wird ein frei gewahltes 2D-Gebietvon finiter Grol3e mit stliickweise gera-
den Randern, ohne Quellen und Senken, betrachtet, siehe7Abfa). Aul3erdem wird
angenommen, dass der approximierte Warmefiuem stetig differenzierbares Vektor-
feld ist. Fur dieses Vektorfeld gilt in dem Gebiet

/diquv 0, (7.5)
|4

wobei V = A, - d das Volumen des Gebietes darstellt, mitler Dicke der Scheibe
und A, deren Oberflache in Dickenrichtung. Die Ober- und Unteesaéér Scheibe sind
adiabatisch, d.h. in-Richtung finden keine Warmeflisse statt. Mit Hilfe desuSsschen
Integralsatzes kann GlI. (7.5) umgeschrieben werden in

/ddidV:/q-ndA:Zqi-niAi:O, (7.6)
1% A i=1

worin n; die Normalenvektoren auf den stlickweise geraden Seitéefiéd; sind und

g, die lokalen Warmeflisse durch diese Flachen, siehe Abb.aj.1Gleichung (7.6)

beschreibt das Gleichgewicht des Warmeflusses in eineekeats/en Integralform.

Wird als finites Gebiet die spezielle Form eines Hexagonsigéwsiehe Abb. 7.1 (b), so
wird Gl. (7.6) mitA; = A,.. = konstant zu

Apea Y -mi =0, (7.7)
=1
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Abbildung 7.1: (a) Frei gewahltes 2D-Gebiet von finiter Gxafhd den stlickweise ge-
raden Randermy;, den nach aussen gerichteten Normalenvektereand den lokalen
Warmeflusserg,. Die Ober- und Unterseite der Scheilig ist adiabatisch. (b) Finites
Gebiet mit der speziellen Form eines Hexagons.

wobei Ay, = % [ d die Grolie der Aul3enflache eines regelmaldig geformten Hegago
darstellt und anhand der Geometrie des Hexagons bestimrdf siehe hierzu auch
Gl. (6.73) im Abschnitt 6.5.1.

Um den Beweis fir die Richtigkeit der Methode herbeizufihneird nun der skalare
Wert des Warmeflusseag tiber der Scheibe in Aquivalenz zum mechanischen Feld als
z,-Wert dargestellt, sieche Abb. 7.2 (a). Die Konstruktion dpproximierten Warme-
flussflache muss liickenlos sein, solange keine Quellen adées berticksichtigt wer-
den. Der approximierte Warmefluss fir einen diskreten Kmmiektk ist

7 7
qu(x7y> = Apes ZQ1—>j‘n1—>j = —AHex Z)\l—m‘ : gradT(xay)l—m“nl—m' , (7.8)
j=2 j=2
wobei sechs Elemente mit dem Zahledas Elementi umgeben, siehe Abb. 7.2 (b).
AulRerdem sollen alle Elemente der Einfachheit halber wevrersein und die gleichen
physikalischen Parameter haben. Fir das diskrete ElemedenBezeichnung ergibt
sich die Flussbilanz

7
E i Misi =G0 M1 + Qi3 M3 + Gy Mg + G5 M

=2 _ _
+ Qi Mise + Q7 M7
= GQin2 + Qo3 + Gioa + Qo5 + G + o7 = 0, (7.9)
mitg, ;- nioi = Gioi = — i1

Im Abschnitt 5.2 wurde dargelegt, dass die DEM die Flussgiidifeer Stabe transportiert
und nicht Gber die Rander der hexagonalen Elemente, wolm Basichtsweisen aqui-
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Abbildung 7.2: (a) Die approximierte Warmeflussflachér, y) wird tber der Scheibe
als Flache dargestellt. (b) Darstellung der einzelnen Veéiirese in das Element eins
d;_, und aus dem Element eigs _, ;. (c) Der Warmefluss entlang eines Stabes kann aus
denz,-Werten der approximierten Warmeflussflache berechnetemerd

valent sind wie im Folgenden gezeigt wird. Der Warmeflussaegteines Stabes kann
aus den,-Werten der approximierten Warmeflussflache berechnetemerd

Jeder Stab hat sein eigenes lok#lgsKoordinatensystem, woraus sich mit der Geometrie
ergibt, dass der Normalenvektor des diskreten Elememntgs parallel zuré-Achse ist.
Der Fluss entlang eines Stabes mit den Knotenpunki@md 7 ist in Anlehnung an die
Gleichungen (7.8) und (7.9)

q,_.; N7 = Q1o = @ = H (qu - Zq?)- (7-10)

Da der Stab per Definition keinen Warmefluss quer zu seinegdathse Ubertragen



KAPITEL 7. BEHANDLUNG DES THERMISCHEN FELDES MIT DER
122 DISKRETE-ELEMENTE-METHODE

kann, istg, = 0. Der Warmefluss der anderen funf Stabe in deren lokajem
Koordinatensystem ist gemaf3 Abb. 7.2 (b)

_ 1 B 1
12 = Ay (Zq1 — Zq 2) y 153 = Ay (Zq1 - qu)
_ 1 B 1
q1—»4 = K (qu - Zq4) y Q15 = K (qu — Zq 5)
1
und g6 = T (241 — 2g6) - (7.11)
Hex

Fur den Gleichgewichtsfall des diskreten Elementes mitNlenmer eins folgt nun mit
den Gleichungen in (7.9) und (7.11)

7
_ 1
qu_ﬂ--nl_)i :0: A— (62q1 _zq2_Zq3_zq4_zq5_zq6_zq7) . (712)
- Hex

Die Darstellung des Warmegleichgewichts in Gl. (7.12) l@rgien Finite-Differenzen-
Stern einer Differentialgleichung zweiter Ordnung in kaischen Koordinaten, siehe
Abb. 7.3. Nach Grenzlibergang der Stablahgegen Null geht die grafische Darstellung
des Finite-Differenzen-Sternes der approximierten Wégitikicheg,, in die analytisch
exakte Differentialgleichung der Warmeleitungsgleichuitber, flir den stationaren
Gleichgewichtszustand und unter Vernachlassigung dedl-Qued Senkterme [60].
Somit ist der Beweis erbracht, dass mittels der DEM - untem®adung von hexago-
nalen diskreten Elementen - Warmeflisse berechnet werdereko

-Zq3 _Zqz
1im _Zq4 6Zq1 -Z
[o

=0 - q7=l(rm+fw)

“Zys “Zy6

)

>

Abbildung 7.3: Grafische Darstellung der Gl. (7.12). Nachi@iibergang der Stablange
gegen Null geht der Finite-Differenzen-Stern in eine D#f#ialgleichung zweiter Ord-
nung udber, mit welcher die Warmeleitung beschrieben wekden.

Der oben gezeigte Beweis stltzt sich auf hexagonale Zellmadratische Zellen ver-
maogen den Warmetransport prinzipiell auch darzustellers, aber nicht in dieser Arbeit
gezeigt wird, siehe hierzu [107]. Fur das thermische FdidigiAnalogie zum mecha-
nischen Feld, dass mit viereckigen Zellen keine geschhesgé&irmeleitflache rekonstru-
iert werden kann, weshalb viereckige Zellen nur verwendatden kénnen, wenn die
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Warmeflussrichtung im Feld konstant bleibt. Hexagonaléeiddénnen in Analogie zum
mechanischen Feld stets verwendet werden, siehe hierhutdnlc 6.8.

7.3 Schwache Form des thermischen Feldes

Die Diskretisierung des thermischen Feldes wird nach d&mrBV-GALERKIN Ver-
fahren durchgefihrt, da im Gegensatz zum mechanischenkéaidPotential (zumin-
dest fur den transienten Fall) und kein virtueller Arbeitgsdefiniert sind. Nach dem
BuBNOV-GALERKIN-Verfahren erhéalt man aus Gl. (7.1)

liherm = 0 ://// (—div(=AgradT) + Gint — pm cp Tt ) 0T (x,y, 2,t) dz dy dz dt.

t x y z

(7.13)
Hierin isto7'(z,y, z, t) die Testfunktion oder die (virtuelle) Wichtung,, ist die Dichte
des Korpers und, die spezifische Warmekapazitat bei konstantem Druck. Wind e
stationéares Gleichgewicht vorausgesetzt, so erhalt man

MIiherm= 0 = /// (—=div(=AgradT) 4 Gins ) 0T (x,y, 2) dz dy dx . (7.14)
Ty z

Mit dem Divergenzsatz und dem Integralsatz folgt

MIiherm= 0 = /// (graddT A gradT + Gint 07T ) dz dy dx — / he (Ty — T)oTdl.
r
Ty z

(7.15)
Hierbei istI’ die Oberflache des thermischen Gebietes. Wenn man berfitgsicdass
die Stabe den Warmeflugdediglich in Stablangsrichtung transportieren, wird GL165)
zu

£=le

£=0 Ca

Darin ist \¢c . die Warmeleitfahigkeit eines Elementes, bzw. Stabgsder Stabquer-
schnitt (siehe hierzu Abschnitt 7.4.1) ulid die Oberflache des Stabes an der Konvektion
statt findet. Diet-Richtung ist die Langsrichtung des Stabes im stablokgélen[¢, n]”
Koordinatensystem, siehe Abb. 7.4.

Im Stab ist der Warmeflusg konstant, was im Stab zu einer linearen Temperaturver-
teilung fuhrt. Der lineare Temperaturverlauf kann, wie irerahanischen Feld, mit der
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thermisches Feld
Warmefluss
qn=h;AT
—-
r,

£=0 x

Abbildung 7.4: (a) Das Gebiet mit den Warmeflissgnind der Warmequelle,
wird in der DEM mit Staben diskretisiert. (b) Jeder Stab hatedgenes lokaleg,n-
Koordinatensystem, eigene Werkstoffparametgr)., [. und die Knotenpunktstempera-
turen7; undTs, die invariant gegeniber Rotation sind. (c) Das stabloKalerdinaten-
system ist gegeniiber dem globalen Koordinatensystem uriddel o gedreht.

gleichen Ansatzfunktion beschrieben werden

(-9 4
Neo=[(-5) T:H and 7 =

Hierbei istIV.(¢) der liegende Vektor der Ansatzfunktionen uRdier Vektor der Tem-
peraturfreiwerte an den Knotenpunktéemnund 2, siehe Abb. 7.4. Da der Warmestrom
entlang des Stabes mit der Lanfekonstant ist, ist die Approximation mit Gl. (7.17)
analytisch exakt. Somit gilt fiir die Temperafli(¢) = TPEM(¢) = N (&) - T..

T

A =N@)-T mit 0<¢<le, (7.17)
1

6Ty

T;

Die Gleichungen (7.16) und (7.17) fuhren fur die Knotengatdmperaturen eines Stabes
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zu einem Gleichungssystem der Form

=l
Sherm = 0 = 5T{ ( / N (&N Ac Nog(€) dw
=0
le

/NT & h.ToA N (g)drA)T—/N €) Gt A do

- /NZ(&) he Ty drA}
Ta

= 0T { (K 1t o(6) + K rana ()] - T(€) = F,0(8) = Franac(€) } - (7.18)

worin sich die Warmeleitmatrixf<.;; (&), die Warmeubergangsmatrik z.,.q.(£),
der Vektor der eingepragten Warmequellgp, (&) und der Vektor des konvektiven
Warmeubergangs am Ranfl,....(§) aus den vier Integralen im stablokal€)-
Koordinatensystem zusammensetzen.

Da die Temperatur ein Skalar ist, sind die Gleichungen (/Mbis3(7.18) invariant. Somit
gilt fir die Matritzen und Vektoren der Gl. (7.1& 1cit (&) = K reite(®), K Rana (&) =

K panae(@), T(€) = T(x), f,(&) = £, o(2) UNA S p0na e (€) = F panae(T)-

Nachdem fiur alle Stdbe bzw. Elementedie Matritzen und Vektoren der Gl. (7.18)
bekannt sind, erfolgt die Assemblierung Uber St&bem globalen Basissystenz =
[z, y, 2] mit

R
KLezt U KLezte > KRand U KRande 5 T(m) = U T €

e=1
R

R
fq(w) = U fqe(g) ) Und fRand(m) = U fRande(E) . (719)
e=1

e=1

Nach Bestimmung der Temperaturfreiwerte konnen im Nadhdae Warmestromey

eines jeden Stabesm stablokalerg-Koordinatensystem mit Gl. (7.3) bestimmt werden,

siehe hierzu auch Abschnitt 7.4.2
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7.4 \erifikation des thermischen Diskrete-Elemente-Modés$

7.4.1 Materialparameter im thermischen Feld

Mit den in den Abschnitten 5.2 und 7.3 vorgestellten Methokignn der Warmefluss im
thermischen Feld berechnet werden. Es stellt sich aber alogire zum mechanischen
Feld heraus, dass die Warmeleitmatk,.;; einer Struktur, gebildet aus drei Staben mit
einer Winkelverteilung vorg, 0 und— 3, um den Fakto% gegenuber dem Warmeleitver-
maogen eines Einzelstabéiézu grof3 ist. Dadurch ist der Warmefluss um den Faidm
klein, siehe Abb. 7.5.

ANA|3/2 0
K, = — 7.2
Leit l 0 3/2] ( O)
= konstant

Abbildung 7.5: Die Warmeleitmatrid ;.;; der drei Stabe ist invariant gegentber einer
Drehung mit einem Winkeb und sie ist um den Fakt&y/2 groer als das Warmeleitver-
maogen eines Einzelstabes in seine Langsrichtung.

Auch im thermischen Feld kann die selbe Korrektur wie im naetéchen Feld an der
Stabquerschnittsflache vorgenommen werden. Aus der Gaermes Hexagons lasst sich
mit Gl. (6.73) der Stablangeund der Scheibendickédie Seitenflache zd ., = % ld
bestimmen. Die Korrektur der Warmeflussgrof3e erfolgt, mmake Querschnittsflache
um den Fakto% vergrol3ert wird. Die korrigierte Querschnittsflache zustdamung der
Warmefliisse mittels der DEM ist, in Ubereinstimmung mit deechanischen Feld,

31 V3

3
A=Ay == —1d =22 14d. 7.21
9 2 V3 9 (7.21)

7.4.2 Warmeflusse im allgemeinen Lastfall

Die im mechanischen Feld beobachteten Randeffekte sindhémmischen Feld nicht
vorhanden. Somit brauchen die versteifenden Elemente amd Bas mechanischen
Feldes nicht fiir das thermische Feld Gbernommen werden.

Die Warmeflisse der Stabe flieRen an einem Knotenpunkt zusamirer Warmefluss
eines Stabeg, kann mit der Transformationsbeziehung

q.. coS ¢
q,, sin ¢
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in die orthogonalen Fllssg,, undq,,, entlang derr undy-Achse zerlegt werden [207].

Um den resultierenden Fluss aller Stabe-nndy-Richtung zu ermitteln, kann in Analo-
gie zum Abschnitt 6.5.4 ein Schnitt am Knoten gebildet werdgehe Abb. 7.6 (b) und
(c). Fur jede Seite eines Schnitts wird der Warmefluss imnd y-Richtung bilanziert

. o V3
q. = q -cos(30°) + gs - cos(330°) = 5 (g1 + g6) (7.23)
- . . V3

Cpe = q3-c0s(150%) + ¢4 - cos(210°) = — 5 (g3 + qq) (7.24)
. o . [e] : [¢] 1

Qyy = @ -8in(30%) 4 go - sin(90°) + g5 - sin(150°) = ¢a + 5 (@ + as) (7.25)
. o . o . o 1

Uy = Ga sin(210°) 4 ¢ - sin(270°) + ¢ - sin(330°) = — ¢5 — 3 (ga +q6) . (7.26)

AnschlieRend werden die beiden Flussed&ichtung und ebenso die beiden Flisse der
y-Richtung gemittelt, um die resultierenden Flisse desetisk Punkteg,, undg,, zu
erhalten, siehe Abb. 7.6 (a)

1 _ V3
oo = 5 (Ga + do) = (00 + 06 — @ — @) (7.27)
1 1 1
Gy = 3 (a5, + ay) = 3 (@2 — g5) + 1 (@ + @ — g1 — o) (7.28)
4,
q \\AJ'
qs

3
;q 9z
p

@ X 4

Abbildung 7.6: (a) Die Warmeflisse der Stabe kdnnen in dieédliisse des diskreten
Elementes in-Richtung (b) und,-Richtung (c) transformiert werden.
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7.4.3 Exemplarische Rechnung mit homogener Warmefreiseimg und Konvektion

Analytische Referenzlésung:

Die analytische Ldsung fiur eine Scheibe mit homogener Weiamsetzung und Konvek-
tion an deren Kopfenden lautet

: L L?
% (x—L)* + <— + —) gint + 1o, (7.29)

T(z) = - h. 2N

DN | —

worin L die halbe Lange der Scheibg, die Umgebungstemperatug,; die Starke der
Warmequelle pro Einheitsvolumen, der Warmeulbergangskoeffizient bei Konvektion
und A der Warmeleitkoeffizient ist [232].

Die analytische Losung ist in Abb 7.8 dargestellt. Die spkain Werte fir dieses Beispiel
kénnen der Tabelle 7.1 entnommen werden. Fir das spezigkpiBl ist die HOheT bei
Verwendung von unverzerrten Zellen/3 [.

physikalische Bedeutung Zeichen Wert

Lange der Scheibe 2L 7 [m]
Breite der Scheibe H 2/3 [m]
Dicke der Scheibe d 1 [m|
Lange eines Stabes l 1 [m|
Umgebungstemperatur Ty 20 [°C]
Warmeleitkoeffizient A 225 [ A ]
Warmeubergangskoeffizienth,. 25 [ ]
Starke der Warmequelle g 100 [2%]
Stabquerschnitt A=YL1d 0866 [m?

Tabelle 7.1: Geometrische und physikalische Werte flir dasgel in Abschnitt 7.4.3.

Numerische Lésung:

Aus Abb. 7.7 geht hervor, wie die fir die Konvektion relevamElachen bestimmt werden
kénnen. Fur die Stirnflachen der Scheibe ergeben sich diee\Werdas zweite und vierte
Integral der GI. (7.18) zu

ld ld

Ak” =2— , und Ak||| =1—. (730)

Lo llud
PRV V3 V3

N =
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Die homogene Warmefreisetzung muss auf das Volumen dergdarsbezogen werden.
Da Teile eines Hexagons auch am Rand liegen, wird nun algé&efelumen das Vol-
umen eines Dreiecks, gebildet aus einem Sechstel des Hexafgstgelegt, welches

(7.31)

<
| =
=
S~

ist. Mit Hilfe dieses Referenzvolumens ergibt sich die pmdrte Warmemengé€ der
diskreten Punkte I, Il und V zu

1?d
6 Vit - G — 6 - (s - 732
% Qint ref * Qint Gint 1 \/g ( )
Qi —(2+21) Viet * Gint = 3 - qi rd (7.33)
intlh = 5 ref * Qint = Gint 1 \/g .
Qintv = 3+ Viet* gint = 3 - ¢ fd (7.34)
intv = ref * Qint = Gint 1 \/g . .

An den Knotenpunkten Ill, IV, VI und VII greifen Stabe mit l&r Lange an, siehe
Abb. 7.7. FUr diese Punkte ist die diskrete Warmemenge

Q' — (2 + }) v A ? ) l2 d (7 35)

intih = B ref * Qint = B Qint 4\/3 .
Qintiv =5 Viet - Gint = 5 - i rd (7.36)

int IV ref * qint Gint 1 \/g .

@ intvi = 5 ref * Qint = B Gint —4 \/g .
Qe = 1 Viet e = it - (7.38)

int VIl ref * Gint = (int 1 \/g . .

In den Gleichungen (7.35) bis (7.38) wird trotz der halbesib&inge die fiir die anderen
Stellen auch Ubliche Einheitsstablarigengesetzt.
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et
A g
2 A
A 11 I «
= S » QI ,/\4 Stabe
A g 1 I
2 ~ S L 11
A m I o
N S I~ 1 I
S e oH
VI v
h V- 13%

Diskrete-
Elemente

Abbildung 7.7: Diskretisierte Scheibe mit einer Quelletwiung gleicher Starke, welche
auf die diskreten Knotenpunkte des Stabgitters umgereebirek

Die Abbildung 7.8 zeigt den Vergleich zwischen der anatyten und numerischen Tem-
peraturverteilung einer flachen Scheibe mit konstanteti@ueerteilung und Konvektion
an den Randern. Die numerische Losung stimmt mit der asahg@n L6sung, unter Ver-
nachléassigung der Rundungsfehler, exakt Giberein.

7.4.4 Exemplarische Rechnung auf verschiedenen Skalen

In diesem Abschnitt wird das Beispiel aus dem Abschnit3AMeder aufgegriffen, um zu
zeigen, wie sich mit der DEM die Mikro- und Makroskala mitmler verbinden lassen.

Im thermischen Feld lasst sich das homogene isotrope Viédikesthalten ebenso wie
im mechanischen Feld durch regulare Hexagone abbildermningene oder anisotrope
Werkstoffe werden mittels Voronoi-Polygonen modelliede feiner ein inhomogener
Werkstoff mit unregelmafig geformten Hexagonen diskietisvird, desto mehr nahert
sich das globale thermische Verhalten dem eines homogsagnpen Werkstoffs an.

Abblidung 7.9 zeigt die Temperaturverteilung einer Scaeihbit homogener Quellen-



7.4. VERIFIKATION DES THERMISCHEN DISKRETE-ELEMENTE-NEDDS 131

analytisch berechnete Temperaturverteillung

numerische Losung

T °C]
80-
60+
40 .
207 ~ DE-Modell
. der Scheibe

7

Abbildung 7.8: Analytische und numerische Temperatueileng einer flachen Scheibe
mit Konvektion an der rechten und linken Seite.

verteilung. Das Gebiet wird zum einen mit unverzerrten wnth anderen mit verzerrten
Hexagonen diskretisiert. Die Abmessungen des Gebietedewen - und y-Richtung
als ganzzahliges Vielfaches eines RVE definiert. Bei grahskretisierung werden x 2
RVE und bei feiner Diskretisierung werdéfi x 20 RVE verwendet. Die Abmessungen
in z- und y-Richtung bleiben mitB = +/3m und H = 2m konstant. Die Randtem-
peratur der Scheibe betragf = 20°C, der Warmeleitwert ish = 225% und die
Warmequellenverteilung hat eine Starke vgn = 100%. Die analytische Losung der
Temperaturverteilung fur dieses Problem ist [232]

T(z.y) = 2% [B—z— (y—g)z +

2 4 2
L3 i (=1)" B> cosh (22 7 (z— 1)) .
—~ (2n—1)* 3 cosh (222 7 &)
2n—1 B
~cos( o (y—;))] T (7.39)

Die analytische und die numerische L6sung der Temperateikang sind in Abb. 7.9 (a)

bis (d) gegeben, fir eine grobe und eine feine Diskretiagrunit und ohne Unord-
nung. Der geometrische Unordnungsparameter fur die Baésc) und (d) ist gleich-
verteilt und liegt bein = 0,9. Es zeigt sich, dass die numerische Lésung ohne geomet-
rische Unordnung die analytische Lésung recht gut apprigxen kann, selbst bei grober
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analytisch berechnete analytisch berechnete
Temperaturverteilung Temperaturverteilung
numerische Losung numerische Losung
T [°C] T [°C]
20 201
10- 10-
DE-Modell
DE-Modell .
N :; \.der Scheibe \ﬁ@d{r Scheibe
\ZAN Xm0 NS =02
1

m\ o ="z [m)

(c) analytisch berechnete (d) analytisch berechnete
Temperaturverteilung Temperaturverteilung
numerische Losung numerische Losung
T |°Cl T [°C
201 20+
10 10—
DE-Modell DE-Modell
_der Scheibe der Scheibe
g/ a=0 g a=0,9

m]

Abbildung 7.9: Temperaturverteilung in der Scheibe beug@jerzerrten Hexagonen und
grober Diskretisierung, (b) verzerrten Hexagonen und grdbiskretisierung, (c) un-

verzerrten Hexagonen und feiner Diskretisierung, (d) eeten Hexagonen und feiner
Diskretisierung.

Diskretisierung. Wird die geometrische Unordnung mit eidgen, so wird die analytis-
che LAsung nur gut approximiert, wenn das Gebiet fein dis{ezt wurde. Bei grober
Diskretisierung weicht die numerische Losung mit anwantiee geometrischer Unord-
nung an einigen Stellen zunehmend von der numerischen b@gurSomit beinhaltet ein
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fein diskretisiertes Gebiet mit hoher geometrischer Unardy an den diskreten Punkten
starke Schwankungen in den physikalischen Eigenschafiefedoch, global betrachtet,
zu einem konstanten Wert verschmieren.

7.4.5 Anwendung des thermischen Diskrete-Elemente-Modsl auf eine ebene
Scheibe mit Riss

Der Warmefluss verhélt sich in der DE-Simulation so, wie esatialytische Losung der
Gl. (4.55) in Abschnitt 4.7 vermuten la3t. Der resultiereMdarmefluss,.., berechnet

sich mit GI. (4.55) aus
Y a
Qres = q% + qz =41 2_ ) (740)
T

worin ¢, undg, die Warmeflisse in der Scheibg, der Warmeffluss senkrecht zum Riss
mit der Langez undr der Abstand vom Riss in Polarkoordinaten sind. Um die Ritzsp
bildet sich eine Singularitat im Warmefluss aus, siehe AblD.7Der Temperaturverlauf
um die Rissspitze hat keine Singularitat, sondern ist papaal zur'/2, siehe Gl. (4.54).
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Abbildung 7.10: Der resultierende Warmefluss und die Skmggat um den Riss
entspricht dem analytischen Bild in Abb. 4.6.






8 Behandlung des thermo-mechanischen Feldes mit der
Diskrete-Elemente-Methode

Eine Kopplung des thermischen und mechanischen Felde®lsnidier Diskreten-
Elemente-Methode ist fur bruchmechanische Vorgadnge uribhsdauersimulationen
sehr vielversprechend, da mechanisch entstandene RmeseEinfluss auf den Warme-
fluss haben und ebenso hat der Warmefluss einen Einfluss aRisdigildung da ein un-
gleichférmiger Warmefluss mechanische Spannungen im Gafititehen Ial3t. Die Kop-
plung beider Felder ist mit den diskreten Elementen einfdahbei der Rissentstehung
Stabe aus dem DE-Modell entfernt werden und der Warmeflosssfgrund dessen neue
Wege suchen muss.

Eine analytische Formulierung, die das thermische und arésbhe Feld vollstandig
bzw. beidseitig miteinander koppelt, ist dem Autor nichkdrent. Eine Kopplung auf
numerischem Wege ist jedoch Uber dasBBov-GALERKIN-Verfahren maoglich. Die
Kopplung beider Felder wird im Abschnitt 8.1.3 gezeigt.

In Kapitel 6 wurde gezeigt, dass dia@ysche Spannungsflache im mechanischen Feld
proportional zum Kraftfluss ist. Im thermischen Feld existiin volliger Augivalenz
zum mechanischen Feld eine Warmeflussflache die proporzan&tarke des Wéarme-
flusses ist, siehe Kapitel 7. Somit ist die BehauptungwoHELMHOLTZ aus dem Jahre
1847 untermauert, dass zwischen Kraftfluss und Warmeflunes Aguivalenz besteht,
weshalb CAPEYRONS Prinzip der kleinsten Arbeit aus dem mechanischen Feld fimc
Warmeflisse gelten muss [224]. Losgel6st von dieser Tatsalass der Kraftfluss und
der Warmefluss gleichwertig sind, kommgiBoGINE im Jahre 1945 zur Uberzeugung,
dass es im mechanischen wie auch im thermischen Feld beartissinderungen eine
Entropieerzeugung geben muss [185].

Seit Einfuhrung der Entropie durchL@usius im Jahre 1850 ist bekannt, dass thermo-
dynamische Prozesse Entropie erzeugen und deshalb giteslesind [51, 52, 53, 54, 55,
56, 57, 58]. Fur das mechanische Feld erweiteReEsPGINE die Gebietsgrenzen und be-
zog dabei z.B. Dampfungseffekte der Luft, Hystereseedfekter auch Plastifizierungen
mit ein [184, 185]. Ohne die Erweiterung der Gebietsgremremechanischen Feld wird
keine Entropie erzeugt und das System ist somit reversimalurch dann die gangigen
Gleichungen der Mechanik gtiltig bleiben.
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In der Mechanik werden seit den theoretischen Untersudmungn EJLER und
BERNoOULLI Potentialfunktionen verwendet, um Gleichgewichtszudén Systemen zu
finden [220]. Spater wurde das Prinzip der Gleichgewichdsiny aus dem Potential
von der Mechanik auf andere physikalische Gebiete UbenraBabei ist der Gleichge-
wichtszustand im Extremum des Potentials zu finden. Daditigs fir die meisten phy-
sikalischen Systeme keine Potentialfunktionen definientden kénnen, hatdapunov
fur diese Systeme eine nach ihm benannte rein formale Raifanktion definiert. Vom
Standpunkt der Physik ist es sinnvoll die Vorzeichen deeRtdle so zu definieren,
dass das Gleichgewicht im Minimum der Potentialfunktion iDiese Definition geht
mit der Uberlegung einher, dass die Natur stets den Weg désgygten Widerstandes
geht, weswegen naclRRGOGINE in der Thermodynamiklas Prinzip der geringsten En-
tropieproduktion[112, 184] und in der Mechani#tas Prinzip vom Minimum der poten-
tiellen Energiegilt [28, 169].

8.1 Analytische Beschreibung des thermo-mechanischen Eek

8.1.1 Analytische Beschreibung des mechanischen Feldes

Im Folgenden werden die Differentialgleichungen des mecithen Feldes aufgefuhrt,
welche den Einfluss eines konstanten thermischen Feldes loiiormationsrickfluss
beinhalten. Die fur den eindimensionalen (1D-) , zweidisienalen (2D-) und drei-
dimensionalenFall (3D-Fall) hergeleiteten Differergiaichungen sagen nichts tiber den
Energiefluss vom mechanischen Feld zum thermischen ausgsllsst sich mit ihnen
keine Temperaturverteilung infolge mechanischer Lasestiimmen, d.h. die Kopplung
des mechanischen und thermischen Feldes ist nur einseRightung des mechanischen
Feldes, siehe Abb. 8.1.

3D-Fall:

Die erste analytische Beschreibung des mechanischensFetder Einbeziehung der
Temperatur fur den 3D-Fall dirfte aufd#kKINSON aus dem Jahr 1879 zurlickge-
hen [124].

Fur den allgemeinen Fall wird ein 3D-Gebfetmit stiickweise glatten Randeinbe-
trachtet. Der Impulssatz liefert inyy,z-Richtung die drei Gleichgewichtsbeziehungen

Oijj + i = Pm Wit ; 1,] =2,Y,%2. (8.1)

In diesen drei Beziehungen sing die Komponenten desACHY Spannungstensors,
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mechanisches Feld

Kralt
Wairmefluss F,
q f Wairmefluss
Spannung;: AN =h;AT

o(z,y F, T(z, y))

AN i/ Xz q,,
Kraft F(T) /}‘f T

Lagerkraft F(I",T)

I

Kralt
F,

Abbildung 8.1: Im Gebiet entsteht ein Spannungste{d, y) als Funktion der Koordina-
ten, den angreifenden externen Punktkraftemund F;, den externen Linienlastefi(I")
am Kraftrandl',, den internen Volumenkréftefj, dem Kraftrand/'(I"), dem Wegrand
I, und der Temperaturverteilurifj(x, y). Die Temperaturverteilung entsteht aufgrund
des Warmeflussesam Temperaturrantd; und der Warmequellg,;. AuRerdem hat die
Temperaturverteilung bei statisch Uberbestimmt gelageBystemen einen Einfluss auf
die Lagerkrafter'(I",, T") am Wegrand.

sind die Volumenkrafte des Korpers,, ist die zweite Ableitung der Verschiebungskom-
ponenten:; nach der Zeit undp,, ist die Dichte des Korpers [98, 173, 222].

Werden die WHAMEL-NEUMANN Beziehungen flur einen isotropen homogenen Korper
im isothermen Zustand

oij = 2pe; + Apewe —yrT) 65 4,j=x,y,2 (8.2)

mit den Beziehungen zwischen den Verzerrungeond Verschiebungem; in Tensorno-
tation

1 o
€ij = 5 (ui,j + ujﬂ') L) =%y, 2. (83)

in Gl. (8.1) eingesetzt, so erhalt man
puig; + An+ ) uj + fi = 0 Ti + pmtip; 0,5 =x,9,2. (8.4)
In Gl. (8.2) isté;; das KRONECKERDelta
1; furi=y

Sij = (8.5)
0; fari+#£j.
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Die Volumendilatatior¥y,, ergibt sich aus der Spur des Dehnungstensors
€k = €xg + €yy + €22 = Uiy =1 (€) ; i=xz,y, 2, (8.6)

die LAME Parameten; undy in den Gleichungen (8.2) und (8.4) lauten [146, 159, 245]

vE E
Ar = (14 v)(1 —2v) und  p =G = 201+ v)’ 8.7)
und die thermoelastische Konstanteist [173, 222]
Fa
o= (At 2por = (8.8)

2D-Fall:

Fur den hier gezeigten Fall werden die Korperkrftaind die Massentragheitskréfte
pm U; vernachlassigt. Die mathematische Form des mechanisaidad-mit den Kop-
plungsthermen zum thermischen Feld basiert auf dem emeitéloOKEschen Gesetz
fur den ebenen Spannungszustand

€xe(,y, T(2,Y)) . 1 —v 0 ouz(2,y, T(2,Y)) T(z,y)
eyy(x7y7T(x7y)) = E -V 1 0 ' O'yy(l’,y,T(l’,y)) +ar T(%y) )
Yay (2,9, T(2,y)) 0 0 2(1+v)]| [ow(z,y,T(z,y)) 0

wobei o der lineare Warmeausdehnungskoeffizient1gty, y) das auf die Ausgangs-
temperaturl, =const. bezogene Temperaturfeld uf@z, y) das absolute Temperatur-
feld, also

T(z,y)=T(x,y)+Tp . (8.10)

Mit der Vertraglichkeitsbedingung (6.4), der Kinematik 2% und der Definition der
AIRYschen Spannungsfunktion (6.5) lasst sich die Beziehu®{ i{8die homogene ther-
momechanische partielle Differentialgleichung (DGL) kiblren

1 (O*F NF NF 2T 9T
E<0x4 T 2gae T ay4) +or (% i W) =0, &1
bzw.
ViF(z,y, T(z,y)) + EarV*T(z,y) = 0. (8.12)

Gleichung (8.12) ist nur fUr wenige Spezialfalle analytigasbar, siehe [74, 163, 182].
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1D-Fall:

Da in der DEM die physikalische Feldgroi3e tiber Stabe tramispowird, wird die DGL
des mechanischen Feldes mit der thermischen AnkopplundeftirlD-Fall hier aufge-
fuhrt. Diese DGL wird fur die Formulierung des schwacheni@igewichtes mit der
BuBNOV-GALERKIN-Methode verwendet. Die globale Koordinatevird durch die stab-
lokale Koordinate ersetzt.

Das Gleichgewicht fir den 1D-Fall lautet

oeee(&t) + fe(§1) = pmun(t), (8.13)

wobei f (¢, t) die Korperkraft entlang der Stabachse ist. Das Materialgesvelches die
Temperaturdehnung mit bericksichtigt, lautet

oee(§ 1, T(E 1) = Eeglé,t) — EarT(E,t)  bzw.
O'g&g(f,t,T(f,t)) = Eeﬁﬁyﬁ(gvt) - EaT Tf(gvt)v (814)

worin der Elastizititsmodul und der lineare Warmeausdehnungskoeffizienals kon-
stant betrachtet werden. Mit der kinematischen Beziehypg= uee = u(§) und
Gl. (8.14) folgt fur Gl. (8.13) die DGL fur den 1D-Fall

Eu7§§(§,t,T(§,t)) — Far Tf(&ﬂ + ff(gvt) = Pm u,tt(gvt)- (815)

8.1.2 Analytische Beschreibung des thermischen Feldes

Im folgenden Abschnitt werden die Differentialgleichungdes thermischen Feldes
hergeleitet, welche den Einfluss eines konstanten meatiaris-eldes auf die Tempe-
raturverteilung beinhalten. Mit den Differentialgleiaigen fir den 1D-, 2D- und 3D-
Fall lassen sich die konstanten mechanischen Spannunigégeinler Temperaturverteil-
ung zwar zurlickrechnen, allerdings findet kein Energiditisk vom thermischen zum
mechanischen Feld statt, da sich ansonsten das Spanndrgstgrund der Temperatur
andern wurde, siehe Abb. 8.2.

3D-Fall:

Betrachtet wird wiederum ein 3D-Gebigt mit stiickweise glattem Ranid. In diesem
Gebiet findet ein irreversibler Warmefluss durch Warmetgjtaus den Regionen hdherer
Temperaturen zu den Regionen niedrigeren TemperaturgnBtbei wird die Entropie
S erzeugt. Dieser irreversible Prozess kann mittels

TSt = —qii + Gt = —divg + Gint; =, % (8.16)
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thermisches Feld

Kraft
Wirmefluss F,
q(0) f Wirmefluss
] gn=h:AT

Temperatur:

I(z,y,q,0(x,y))

& qml

Lagerkraft F(T',T)

Abbildung 8.2: Im Gebiet entsteht ein Temperaturfélf, ) als Funktion der Koor-
dinaten (x,y), den Warmeflissen der Warmequelley;, den angreifenden externen
PunktkraftenF; und F», der externen Linienlast'(I') am KraftrandI',, der internen
Volumenkraft f;, dem KraftrandF'(I"). Bei statisch Uberbestimmt gelagerten Systemen
haben die am Wegrand, entstehenden Lagerkrafié(T",, T') ebenfalls einen Einfluss
auf das Temperaturfeld. Da interne und externe Krafte iredan des Gebietes ein Span-
nungsfeld und ein Temperaturfeld erzeugen, hangt der Wturssey (o), der Uber die
Gebietsrander hinausgeht von den innern Spannungen bawrdéen ab.

ausgedruckt werden, wob@& = T (x,y, z, t) die auf den Nullpunkt bezogene absolute
Temperatur unds; die pro Zeiteinheit erzeugte Entropie isf;. sind die Komponenten
des Warmeflussvektorg und ¢ ist die Quantitat an Warme, die pro Zeiteinheit und
Einheitsvolumen erzeugt wird [98, 173, 222]. Mit demmURIERgesetz (Gl. (7.4)) gilt fur
den Warmeflusg im Kérper

q=¢ =—N;T; = —-AgradT ; i,j=u,y,2, (8.17)

worin A die Warmeleitmatrix fur den aktuellen Zustand ist. Die Bptebilanz ergibt
sich aus dem Anteil der plastischen Verformung und der abpartierten Warme zu

S = VT €kk T+ pZL_‘CP T(x,y,z,t) ) (818)
0

worin p,, die lokale Dichte,, die auf die Masse bezogene spezifische Warmekapazi-
tat des KorpersT; die Referenztemperatur uridx, y, z, t) die aktuelle Temperatur am
diskreten Punkt zum aktuellen Zeitpunkt ist [98, 173]. Diertmoelastische Konstante
~7 ergibt sich aus Gl. (8.8).



8.1. ANALYTISCHE BESCHREIBUNG DES THERMO-MECHANISCHENXHS 141

Mit den Gleichungen (8.17) und (8.18) wird Gl. (8.16) zu

m C .
T <7T €kkyt T pT “ T,t) = —divg + gnt
0
- ()\2] T])J + Gint 5 'Lv] =T,Y,z
= div(AgradT) + Gint - (8.19)

Die in Gl. (8.19) enthaltene absolute Temper&tur= 7 (x,y, z,t) kann mit der Refe-
renztemperatuffy in die aktuelle Temperaturanderufig = 7'(z, vy, z,t) umgerechnet
werden

T(x,y,zt)="T(x,y,z1t)—Tp. (8.20)
Somit wird Gl. (8.19)
P Cp .
(T + To) <7T €kt + T Tt) = —divqg + gt
0

- ()\Z] T])’Z + gint 5 'Lv] =Y,z
= diviAgrad T) + gine . (8.21)

Wenn in dieser Gleichung die zeitliche Anderung der plabts Verformung infolge der
Temperatur vernachlassigt wird (d.h,,; = 0) und aul3erdem angenommen wird, dass
die sich einstellende Temperaturanderdig, v, z, t) sehr klein ist, so wird Gl. (8.21)
zur Warmeleitungsgleichung (7.1).

Gleichung (8.21) beinhaltet die klassische Formulierueg Eintropiezunahme infolge
Plastifizierung, also den thermoplastischen Effekt. Derrttoplastische Effekt wird

in diversen Veroffentlichungen beschrieben [134], er isranach wie vor Gegenstand
der aktuellen Forschung [114]. Neben dem thermoplastiséliiekt existieren weitere

Effekte, welche einen Einfluss auf die WarmegenerierungTerdperaturverteilung im

Werkstoff haben. Diese sind unter anderem

1. Die Phasenanderung. Wenn flissige Werkstoffe abkihldrvam einer Phase in
eine andere Ubergehen, nimmt die Temperatur zu. Werdenstéikerwarmt, so
wird fur die Phasenumwandlung Energie absorbiert und diepBsatur des Werk-
stoffs bleibt trotz Energiezufuhr temporar konstant. BreBrozess kann als re-
versibel angenommen werden. Die mathematische Beschreiieses Prozesses
und die numerische Implementierung ist Gegenstand deeldtuForschung.

2. Der WeBER-Effekt. Dieser ist reversibel und gilt nur im linear elastien Bereich
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von Festkorpern Der WEBER-Effekt ist ein thermoelastischer Effekt, der 1830
von WEBER gefunden [229] wurde. Der Effekt stellt das Analogon zur per
aturdnderung von Gasen in den Festkdrpern dar. D.h. wenviollamen (von Gas
oder Festkdrper) zunimmt, so nimmt die innere TemperatubDabdTemperaturan-
derung ist nur vom Wert der Volumendilatation abhangig uietitrvon der Rate der
Dilatation. In der heutigen Zeit wird der ®BER-Effekt in der zerstérungsfreien
Prufung von Werkstoffen eingesetzt. Da die generierte Batpr sehr gering ist,
kann sie nur mit Infrarot-Kameras sichtbar gemacht werdes.einem inhomoge-
nen Temperaturfeld kénnen dann Ruckschlisse auf Balrigifgetroffen werden.

Der WEBER-Effekt und der Phasenwandlungsprozess werden seltenrifratshliter-
atur beschrieben bzw. in das thermodynamische Gleichg¢wer Gl. (8.21) einbezo-
gen. Fir die Metallumformung ist der Phasenwandlungsgmatie Volumendilatation
und die Plastifizierungsrate von Bedeutung. Im linear elelsén Bereich eines Werk-
stoffs ist vom theoretischen Standpunkt aus dexB@R-Effekt der einzige im Hinter-
grund ablaufende Prozess. Tatsachlich ist der Werksteff mdch seiner Herstellung mit
Mikrorissen durchsetzt. Bei einer mechanischen Last wearckkam einen die Mikrorisse
und zum anderen entstehen auch neue Mikrorisse, selbstdiemmechanische Last im
linear-elastischen Bereich ist [205]. Dabei reiben diesBlerflachen aneinander und es
entsteht nicht-reversible Warme. Dies bedeutet, dass d@Be®/Effekt und der thermo-
plastische Effekt parallel zueinander im linear elasescBereich ablaufen [87], wobei
die Temperaturdnderung infolge de®ER-Effektes beschrieben werden kann und die
Temperaturanderung infolge des thermoplastischen Eekicht. Die Entropiemenge
des thermoplastischen Effektes lasst sich nicht vollstgerdassen, da die Anzahl und das
Risswachstum der Mikrorisse aufgrund vieler Faktoren, zv®2 der Werkstoffbeschaf-
fenheit und dem Herstellungsprozess, nicht abgeschéatdewdann.
Die Temperaturanderung infolge desEBER-Effektes bei infinitesimaler elastischer De-
formation ist

Tweber = — M ) (8-22)

Pm Cp

mit

Okl = Ogg + Oyy + 0 (8.23)

1Entdeckt wurde der thermoelastische Effekt voeE®¥R. Der Entdecker des thermoplastischen Effek-
tes ist @UGH. Jener hat in Verbindung mit seinen Untersuchungen an Kauksbeobachtet, dass eine
Kautschukprobe sich beim Verbiegen erwarmt [99]. Auch istermuten, dass WBER den Artikel von
GOUGH nicht kannte. Weitere Details zum Thema Thermoelastiaitét Thermoplastizitat finden sich im
Abschnitt 2.3.
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als Spannungssumme oder erster Invariante desc@y schen Spannungstensors, dessen
Komponenten mit der Volumendilatation aus Gl. (8.6) Uber

1—-2v Okk

= - — T 24
L 2G+3QT (8.24)
in Beziehung stehen und zu
1
Ok = 7 +2V 2G (€0 + €y + €22 — 37 T) (8.25)
— LV

fuhren [163, 173, 182].

Wird in GI. (8.21) die Anderung der Temperatur infolge desaiRr-Effekts hinzugefiigt
und auRerdem angenommen, dass die Koppeltermaes Warmeleittensors Null sind,
dann wird diese Gleichung zu

m Cp d .
(T + Tiever+ o) ('VT €kk,t T PT E &(T + TWeber)) = —div Qges T dint (8.26)
0

wobei sich der gesamte Warmeflugs,aus den Anteilen von&URIER (GI. (8.17)) und
WEBER zusammensetzt

dges = 4 Tt Qweper
= —AgradT + X grad Tweper- (8.27)

Mit Gl. (8.27) wird Gl. (8.26) zu

m Cp d
(T + Tweber + TO) YT €kke T Pm % _(T + TWeber)
To dt
= diviAgrad T) — div(X grad Tweber) + Gint - (8.28)

Wie von WEBER beschrieben, ist die Temperaturdnderung infolge des rfathbie-
nannten Effektes nur von der Volumendilatation und nicht der Zeit abhéngig, d.h.
4 Twever = 0[84, 113, 125, 211, 229]. Somit ergibt sich Gl. (8.28) zu
Pm Cp
T

= )\mm,m (Tr - TWeber,m) + )\yy,y (Ty - TWeber,y) + )\zz,z (,—r,z - TWeber,z)

+)\:c:c (T:c:c - TWeber,:c:c) + )\yy (Tyy - TWeber,yy) + )\zz (Tzz - TWeber,zz)

+ Gint - (8.29)

i C
T yr €k + Tweber VT €kt + Lo VT Epe + TWeber% T,+T Ti+pcy T,
0

Diese Gleichung ist nicht-linear. Unter der Annahme, 0%[%0‘5 <1 undTZO < list
kann sie linearisiert werden, indem der entsprechende Vermachlassigt wird. Dies
wird dadurch legitimiert, dass die Temperaturanderungenng sind [173]. Gemal}
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Gleichung (8.22) betragt die Temperaturanderung infokge\WeBER-Effekts bei einem
Werkstoff aus StaHlwener = —0,18138 K, wobei als Materialparametés = 210000 %

ar =1,19-1075 L, p,, = 7800 X9, ¢, = 456 kgLK verwendet wurden. Als Anfangstem-
peratur wurde ein Wert vofy, = 273,15°K angenommen und die aufgebrachte Spannung
betragt in dieser beispielhaften Rechnukg = 200 % siehe auch [125].

Wird weiterhin angenommen, dass ein stationares Gleiciohpeworliegt, das Gebiet
quellfrei und die Warmeleitfahigkeit;; = konstant sind, so folgt unter Berticksichtigung

von Gl. (8.22)
T T
0 = Az (Taw + 0 Okkaz) + Ay (Tyy + —oar Okkyy)
m Cp Pm Cp
T
+ )\zz (,—r,zz + 0 O;T Ukk,zz) . (830)
m Cp

2D-Fall:

Wird im Weiteren lediglich ein 2D-Fall mit konstanter Wareiéung (\,, = \,, =
A) beriicksichtigt, so ergibt sich aus Gl. (8.30) mit Gl. (8.2@d der Definition der
AIRYschen Spannungsfunktion der Gl. (6.5)

TO o

Pm Cp
Ty ar

Pm Cp

T,
= AVT(2,y) + A 2T VIF(2,y) . (8.31)

m Cp

0 = A (Tax+Tyy) + A (Ozzzx + Oyyae + Ouzyy + Oyyyy)

= A (,—r,mm + Tyy) + A (-Fyy:v:v + -memm + ‘Fyyyy + f:ﬂvyy>

Es ist dem Autor nicht bekannt, dass GI. (8.31) fur irgendivelspeziellen Félle ana-
lytisch gel6st wurde.

1D-Fall:
Basis der 1D-Betrachtung ist Gleichung (8.29) mit der L'rhaétarungTV%—eober < 1, Tlo <1
und GL. (8.6). Mit ihnen folgt nach Reduzierung der Variaibtke folgende DGL

T yr €cer + Tweber VT €cet + Lo VT €cet + pm Cp Ty
= Aeee (Te — Twebere) + Aee (Tee — Tweberge) + Gint (8.32)

wobei ¢ entlang der Stabachse verlduft. Die Temperaturanderumtp NWSEBER
(Gl. (8.22)) lautet unter Einbeziehung von Gl. (8.23)

O¢¢ TO aT

Pm Cp

(8.33)

TWeber = -
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Wird das Materialgesetz fur den 1D-Fall (Gl. (8.14)) und Kieematische Beziehung
ece = u ¢ eingesetzt, so folgt fur Gl. (8.32) mit Gl. (8.33)

Ty ar

T YT Uget — (E Uge — 1) (0% T) YT U gt + TO YT U gt + Pm Cp Tt

m Cp

To (0%
= Aeeg (T,g + 5

(Eug — Ear T,g))

m ~p

Ty

+ Ae (T,ss + po CT (Euge — Ear T,ss)) + it - (8.34)
m Cp

Nimmt man an, dass im Material zum Einen keine Plastifizigaimstattfindet, und dass

sich zum Anderen im Stab Uber die Koordingteie Warmeleitfahigkeit nicht andert,

was legitim ist, da in der DEM ein Stab konstante Materiadpagter hat, so folgt fur

Gl. (8.34)

Ty ar

Pm Cp

pmCp Tr = Age (T,ss + (Euge — FEar T&&)) + Gint

E Ty o? ETya
= g (1 — T) Tee + Aec — g + gm - (8.35)

Pm Cp m Cp

8.1.3 Analytische Beschreibung des gekoppelten thermo-cieanischen Feldes

Bei Betrachtung des gekoppelten thermo-mechanischerese@idken fir den 3D-Fall
die Differentialgleichungen des mechanischen Feldeg (814 des thermsichen Feldes
(8.30) zusammen.

Im gekoppelten Fall entsteht im 3D-Gebiet aufgrund der W&romd Kraftflisse ein
Temperaturfeldl'(x, y, z) und ein Spannungsfela(z,y, z), wobei die beiden Differ-
entialgleichungen des mechanischen Feldes (8.4) und @esiglthen Feldes (8.30)
zusammen wirken. Wie einleitend in diesem Kapitel besblere wird im mechanischen
und thermischen Feld beim Ubergang vom Ausgangszustandnimeuen Endzustand
Entropie erzeugt. Damit ein physikalisches System eiranilenh Gleichgewichtszustand
einnehmen kann, muss das Potential des gekoppelten Feldegemum bzw. ein Mini-
mum haben [185]. Dies bedeutet, dass das System vom Ausgestgsd in den neuen
Endzustand eiMinimum an Etropieerzeugt, siehe auch Abb. 8.3. Eine aus den Differ-
entialgleichungen des mechanischen und thermischen S-eddaltierende analytische
Gesamtlésung ist dem Autor nicht bekannt.

Fur den 2D-Fall kbnnen die analytischen Differentialgheingen des mechanischen
Feldes (8.12) und des thermischen Feldes (8.31) ohne diséyege Kopplung fur
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thermo-mechanisches Feld

Kraft
Wirmefluss mannung: "
q(0) 4 o(x,y, F, T(x,y)) v
‘ Y E T2,y qn=h:AT

T, 1, ‘ 1 g,

Temperatur:

I(z,y,q,0(x,y))

"
Krafi 7
F(T) l //

Abbildung 8.3: Im Gebiet entsteht durch die angreifendaereen Punktkrafté; und
F,, die externe Linienlas#'(I') am KraftrandI',, die interne Volumenkraftf;, dem
Kraftrand F'(I"), den Warmeflissepam Temperaturrand; und die Warmequellg, ein
Temperaturfeld’(z, y, g, o(z,y)) und ein Spannungsfeld(z,y, T'(x,y)) die sich auf-
grund der beidseitigen Kopplung gegenseitig beeinflud3abei wird vom Ausgangszu-
stand in den Endzustand ein Minimum an Etropie erzeugt.

Lagerkraft F(I",T)

den ebenen Spannungszustand, wie in Tabelle 8.1 dargestedhmmengefasst wer-
den. Diese Zusammenfassung ist insofern interessant,elSlatrixschreibweise der
schwachen Form vom Gleichgewicht im nachsten Abschniteauéhnliches Bild fuhrt.

Spannungs- Temperatur-
freiwerte freiwerte
mechanisches Feld:  V*F(z,y,T) + FEarVT(r,y,q,0) = 0
. T
thermisches Feld: | A =227 VF(z,y, T) + AV2T(2,y,q,0) = 0
Pm. Cp

Tabelle 8.1: Zusammenfassung des mechanischen und tbbanigeldes fir den 2D-
Fall.

Fur die DEM sind die Differentialgleichungen des mechamescund thermischen Feldes
(Gl. (8.15) und (8.35)) fur den 1D-Fall von Bedeutung, wed 8tabe die physikalische
Feldgr6Re nur in Stablangsrichtung Ubertragen.
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8.2 Schwache Form des thermo-mechanischen Feldes

Die vollstandige thermo-mechanische Kopplung erfolgt evegler zu Beginn dieses
Kapitels erlauterten physikalischen Forderung, dass vaisgAngszustand in den neuen
Endzustand ein Minimum an Etropie erzeugt werden musseisitter ersten Variation
des Gesamtpotentialk, [185]. Da fur das vollstandig gekoppelte thermo-mechdr@sc
Feldproblem keine mathematische Formulierung des Gesaemtjals bekannt ist, muss
die numerische Formulierung und Umsetzung des gekoppeéieiproblems mittels der
BuBNOV-GALERKIN-Methode erfolgen. Die Minimumforderung fuhrt mittels déari-
ationsrechnung auf

5Htotal = 5Hmech + 5cherm =0. (836)

Hierin istdI1ecndie erste Variation der mechanischen Feldgleichungiihg,, die erste
Variation der thermischen Feldgleichung. Demnach kan@cist die erste Variation bei-
der Einzelfelder (mit allen Koppelkonstanten) formuldrden, bevor dann die Summe
aus den beiden gebildet wird, siehe hierzu auch [109, 175].

Die erste Variation des mechanischen Feldes:

Die schwache Form des mechanischen Feldes fir den 1D-Rall Elementesgeht aus
Gl. (8.15) hervor

T pl
Ot | [ [Euvge(€.) = Euar Te(6.t) + F(60t) = pual€, 0] u(6.t) A, de
oo (8.37)
worin du, die virtuelle Verschiebung in Stablangsrichtungdé = dV das differentielle
Volumenelement4 = @ [ t der Stabquerschnitt undder Zeitschritt Gber den integriert
wird, ist.

Nach partieller Integration von Gl. (8.37), die im Anhang@gefuhrt ist, folgt fur diese
Gleichung

- T rl
5Hmech = / (Fl (5?11 + F2 5122) dt + / /Ae f(g, t) 51,6(5, t) dg dt
0 0 JO

T pl
- [ 1B A el = ar (€ 0) ] ducte 0 aca
— [meuy(&,t) ou(é, )]y + /OT me u (&, 1) duy (&, t) dt . (8.38)
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Die erste Variation des thermischen Feldes:

Die schwache Form des thermischen Feldes geht mit der déssigung des thermo-
plastischen Effektes aus Gl. (8.35) hervor

Ee TO (0%

E. Ty«
Mltherm = // et e (1 — %) Tee(&,t) + Aece ugee(§, 1)
Pm Cp me Cpe
+ Gint — Pme Cpe ,—r,t(ga t) 5T<£7 t) Ae d£ dt . (839)

Die partielle Integration dieser Gleichung kann Anhang @emmen werden. Das
Ergebnis dieser partiellen Integration ist

5mm_//( E%%ﬁmmmwmw@mMa
A;LC

PmeCpe
E, T, 2
//Aﬁse(l—%c%e) Te(€,t) 6Te(E,t) AV dt
me Cpe

l

E.Tyar.
/O {A&&Ae poio‘Tu&(&t) 5T(£,t)} dat

me Cpe 0

l

- [ P RS weny oreten]| a

me Cpe 0

E,. T, e
//&&e—éﬂlfwwﬁammwt

PmeCpe

+ // [qint Ae 0T (E,t) — pmecpe Ae Ti(&, 1) 6T (€, )] dEdt, (8.40)
0Jo

worin A, die Flache ist an der Konvektion statt findet. Die GleichuigQ) zeigt, dass

fur die Verschiebungen(¢, t) Ansétze von mindestens quadratischer Ordnung im Raum
formuliert werden missen. Bei Vernachlassigung dess®¥k-Effekts vereinfacht sich

Gl. (8.40) dahingehend, dass Temperatur und Verschiebunhnearen Ansatzen ap-
proximiert werden kdénnen.

Die erste Variation des gekoppelten thermo-mechanischites:

Zur Kopplung des thermischen und mechanischen Feldes weidé&leichungen (8.38)
und (8.40) in GI. (8.36) eingesetzt, wobei in der vollst@edi Formulierung, d.h. ohne
Vernachlassigung des RgeR-Effekts, flr das thermische Feld quadratische Ansatze im
Raum verwendet werden mussen.

Wie im Abschnitt 8.1.2 gezeigt, ist die Temperaturdndenmigige des WEBER-Effekts
sehr gering. Ebenso kdnnen Massentragheitseffekte ydéssigt werden. Bleiben diese
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beiden Effekte bei den diskreten Elementen unberickgigtgo folgt fir das thermo-
mechanische Feld im stationdren Gleichgewichtszustatet Marwendung von linearen
Anséatzen fur die Temperatur mit Gl. (7.17) und fir die Verebbing mit Gl. (6.60)

_— {&}e(s)}T_ { [Kuue@) KuTe<£>] | [f«}e@)] _ [ms)] } .y
0T.(§) 0 Krre(§)] |Te(§) fre8) ’
(8.41)
worin u. (&) bzw. ju.(€) die Vektoren der Knotenpunktsverschiebungen des Elements

im realen und virtuellen stablokalen Raum sind @ndé¢) bzw. 67", (¢) die Vektoren der
Knotenpunktstemperaturen im realen und virtuellen RaushgsAbb. 8.4.

thermo-mechanisches Feld

Kraft
Wirmefluss F,
q(0) Wirmefluss
qn=h;AT
[,
T,
Fp Kraft
Kraft \F,
F(T)
&,
aTe) pm e’ Cpe TZ// 2 F g (C)
E:\c) Ae’ e ///////// ’ y’ U
&, P ’
/// l gzle R Ijl
T, ) 0
E=0 X, u

Abbildung 8.4: (a) In der DEM wir das Gebiet mit den angredien KraftenF;, f;,
F(T'), den Warmeflissen und der Warmequellg,, mit Stében diskretisiert. (b) Jeder
Stab hat ein eigenes lokal€g)-Koordinatensystem, eigene Werkstoffparametgr ., ,

le» Mes QT ey Pmer Cpe, die stablokalen Verschiebungén &,, die Krafte 7y, F, und die
invarianten Knotenpunktstemperatutgn 7. (c) Das stablokale Koordinatensystem ist
gegenuber dem globalen Koordinatensystem um den Winkeldreht.
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Die mechanische Steifigkeit eines Elemernkég, .(§) ist
l
Ko@) = [ NIO) B A Nos(©) ds (8.42)
0
und die Koppelsteifigkeit zum thermischen F&d,; . (&) ist

l
K,r.(¢§) = — /0 NI.(&) E. Acare N.(§)da. (8.43)

Weiterhin ist die Elementsteifigkeit des thermischen Fele .

l
Koiro = /O NI€) deco A Nog(©)dr + [ NI(€)h N d4,. . (349

worin A, die Flache ist, an der Konvektion statt findet. Der Lastvekines Elements
im mechanischen Feld ist

F l l
fud®= | |+ [ NI©A @ dr- [ NI E A ar. Tods (849
2 0 0
und im thermischen Feld
l
fro= / NZT(&) gt Ac dz + NT(&) h.TydA,, . (8.46)
0 Ap,

Aus Gl. (8.41) geht hervor, dass das thermo-mechaniscldenisekinseitig gekoppelt ist,
d.h. dass das mechanische Feld keinen Einfluss auf das soberireld hat. Dies ver-
einfacht den numerischen Prozess erheblich, da nun zuergiefmischen und danach
die mechanischen Freiwerte bestimmt werden konnen. Dadallen numerische Insta-
bilitaten aufgrund einer schlecht konditionierten Matweg. In der Formulierung des
gekoppelten Feldes lassen sich temperaturabhéngigeidMpéeameter, lokale Verfesti-
gungen oder Schwachstellen im Werkstoff mit einbezieh@dukch realistische Simula-
tionen maoglich werden.

Die Transformation der Verschiebungen eines Elements ircham@schen Feld aus
dem stablokalerg-Koordinatensystem in das globak-Koordinatensystem wird mit

Gl. (6.63) vorgenommenu.(§) = A - u.(X)), wobei wiederum vorausgesetzt wird,
dass kleine Deformationen vorliegen, alX¥o= = = [z, y, 2]. Dabei gilt fur die erste

Zeile der Gl. (8.41)

Ollmecn= 51! (€) - { Kue(€) - () ~ Ko o) T~ £,.(6) } . (847)
Nach dem Einsetzen von Gl. (6.63) folgt fur GlI. (8.47)

Mmecr=012! (X) - {AT - K o(€) - A+ (X) = AT Koro(€) - T = AT £,,(6) |

A

= 5’&’3(X) ’ { Kuue<X> ' ﬂ'e(‘X) - KuTe<X> -Te— fue(X) } ) (848)
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woraus sich fiir das mechanische Feld die Steifigkgjt, .(X) = AT. K.,..(£) A, die
Koppelsteifigkeitl 7 .(X) = A" - K7 .(¢) und der Lastvektof, .(X) = AT- £, .(€)
ergeben.

Fur die zweite Zeile von Gl. (8.41) muss keine Transfornmatiom stablokalen Raum
in das globale Koordinatensystem vorgenommen werden, eldatnperaturen skalare
Grof3en sind.

Nach Diskretisierung des Feldes mit diskreten Elementehdem Erstellen aller Ele-
mentmatritzen und Vektoren im globalen Koordinatensysteimigt die Assemblierung
der Matritzen Uber alle StabelemerRemit

R R R
Ku(X)=|JKuwX), Kg(X)=|JKuX), Krr=|])Krr.. (849

e=1 e=1 e=1

Die Assemblierung aller Kraftvektoren ergibt Uber alletfsi@menter

fuX)=UJrf.x), fr=U#r. (8.50)

R R
a(X) = Ju(X), sa(X)=|Jou.(X), T=|JT., oT =|]JoT.. (851)

Siehe hierzu auch Abb. 8.4.
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8.3 Untersuchung einer Raketendiise unter thermo-mechargker
Belastung

Gekoppelte thermo-mechanische Anwendungsproblemersahet iTechnik oft zu finden.
Ein Beispiel dafir ist die Struktur einer Raketendise, ighrdem Vulcain 2 der Europa-
ischen Tragerrakete ARIANE 5, siehe Abb. 8.5 (a).

Das in diesem Abschnitt verwendete Beispiel zeigt einermegiiv gekihlte Disenstruk-
tur, d.h. eine DUsenstruktur, die durch Kuhlkanale in deRErssigwasserstoff stromt
gekuhlt wird, siehe Abb. 8.5 (b) und (c). Dabei liegt auf @nAbstand vonl mm zwi-
schen der Brennkammerwand und der Kiihlkanalinnenseieleimperaturdifferenz von
910 K vor. Die genauen Abmessungen der Struktur kdnnen Abbd}.&ntnommen wer-
den. Der Druck in der Brennkammer und in den Kihlkanalenigeti00 bar bzw.250
bar.

Die Ergebnisse der DE-Simulation sind in Abb. 8.6 darg#stdlie in Abschnitt 8.2 er-
lautert, kann die Temperaturverteilung unabhéangig vomuesechanischen Last bestimmt
werden. Abbildung 8.6 (a) zeigt die Temperaturverteiluagden vorgegebenen Tempe-
raturrandbedingungen. Es zeigt sich, dass lediglich eim&t Bereich um die Brennkam-
merwand einer hohen Temperaturlast unterliegt. Weil deniilegende Teil der Struktur
von der Referenztemperatily = 273°K auf ca.40°K herunter gekuhlt wird, schrumpft
die Duse.

Die Abbildungen 8.6 (b) und (c) zeigen die im Nachlauf bereten Stabspannungen
bzw. die aus den Kontinuumsspannungen berechnetdhises-Vergleichsspannungen
unter der Voraussetzung, dass die Dusenstruktur bei der&eftemperatur spannungs-
frei ist. Die zugehdrigen Kontinuumsspannungen o, undo,, sind in Abb. 8.7 (a)
bis (c) dargestellt. Aus den Spannungsverteilungen getvohedass der innere Be-
reich an der Brennkammerwand aufgrund des Schrumpfens ideristruktur und der
Warmeausdehnung des Werkstoffs unter hohen Druckspaanisight. Daher kann es
dort zum Versagen der DUsenstruktur kommen.

Die Simulation zeigt aul3erdem, dass die mechanische Lasigveeir resultierenden
Spannung beitragt. Die Spannungen resultieren fast diefslith aus der aufgebrachten
Temperaturverteilung. Weitere Details sind in der Arbem\BAKRY enthalten [10].

Fur die vorliegende Simulation mussen fur das mechaniseltedie versteifenden Ele-
mente am Rand verwendet werden. Diese werden jedoch nicbafithermische Feld
benttigt. Damit vom Rand her keine unrealistischen therh@s Zwéangungen auf das
Strukturmodell ausgeiibt werden, muss den Elementen am &anskelbe Warmeleit-
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Abbildung 8.5: (a) Raketentriecbwerk Vulcain 2 der Ariane Quglle:
Lampoldshausen]. (b) Querschnitt der Brennkammerstrukiatail der Brennkammer-
struktur mit den (c) thermischen und mechanischen Lastdr{d)rden Abmessungen fur

die numerische Simulation.
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und Warmeausdehnungskoeffizient wie dem des Werkstofisardget werden.

( a ) <«—unverformte Struktur

Temperaturvertellung

T [°K]

«— verformte Struktur

950
768
586
404

40

~4 «—unverformte Struktur

Stabspannungen

«— verformte Struktur

544,1
290,9
37,7

s B
-468,7

ROPODIRRX RS -721,9
(c) «~—unverformte Struktur
«— verformte Struktur Vergleichsspannung nach v. Mises
o [MPa]

1345
1076
807
538
269
0

Abbildung 8.6: (a) Temperaturverteilung, (b) Stabspamgemund (c)v. MISES
Vergleichsspannungen der in Abb. 8.5 dargestellten StrukDie Verformungen sind
15-fach Uberhoht dargestellt.
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«—unverformte Struktur

Kontinuumsspannung
o,, [MPa]

«—verformte Struktur
451,4
137,2
-177,0
-491,2
-805,4
-1119,6

5 «—unverformte Struktur

«— verformte Struktur Kontinuumsspannung

Ty [MPa] 3757
263,5
151,2
39,0
-73,3
— - -185,5

«—unverformte Struktur

«— verformte Struktur Kontinuumsspannung
' 0,, [MPa]
1529
91,7
30,6
-30,6
-91,7
-152,9

Abbildung 8.7: Kontinuumsspannungen der in Abb. 8.5 dasdsn Struktur; (a),.,
(b) 0., und (c)o,,,. Die Verformungen sind 15-fach tberhoht dargestelit.



156

KAPITEL 8. BEHANDLUNG DES THERMO-MECHANISCHEN FELDES MIT
DER DISKRETE-ELEMENTE-METHODE

8.4 Lebensdauersimulation im thermo-mechanischen Feld

Nachdem die Nachweise erbracht wurden, dass sich mit der DEMEiInen eine Lebens-
dauerabschatzung und zum Anderen die Warmeflussbereclvounghmen lasst, wird
die Methode nun eingesetzt um eine Lebensdauersimulaticgireer virtuellen Probe
unter thermo-mechanischer Last zu ermitteln. Die dazur@eftichen temperaturab-
hangigen Werkstoffparameter (Elastizitatsmodul, Waemhigkeit und Warmeaus-
dehnungskoeffizient) wurden der Literatur entnommen [33].

Bei den dargestellten Simulationsergebnissen werden ditefdlparameter aus Ab-
schnitt 6.8 mit den Werten der beiden Tabellen 6.1 und 6.2nidlmemen. Als thermische
Last wird ein Warmestrom in Langsrichtung der Scheibe vgeten, wobei die linke
Seite der Scheibe um00 K und die rechte unv0 K gegeniiber der Raumtemperatur
Ty = 273,15 K erwarmt ist. Die Last in diesem Beispiel ist ebenfalls dieiche wie in
Abschnitt 6.8. Da die Lagerung eine Minimallagerung isstgtten keine kinematischen
Zwangungen infolge der Temperatur.

Wahrend der Simulation treten in der virtuellen Probe Rmske Diese Risse behin-
dern den Warmefluss, wodurch im Modell lokal hohere Tempeeat entstehen, siehe
Abb. 8.8. Aufgrund der lokal hoheren Temperaturen werdennagiechanischen Eigen-
schaften des Werkstoffs verschlechtert, wodurch die Rtssshung gefdrdert wird.

Aufgrund einer ungleichférmigen Temperaturverteilungseghen in der Scheibe trotz
Minimallagerung Spannungen, die im Vergleich zu den Spagen aus der externen
mechanischen Last unbedeutend sind.

Das Ergebnis der temperaturabhéangigedMVER-Simulation ist in Abb. 8.9 dargestellt.
Zum Vergleich sind die Ergebnisse derdMLER-Simulation ohne die erhéhte Tempe-
ratur ebenfalls in der Abbildung enthalten. Da die Werksigenschaften bei der er-
hohten Temperatur degradieren, ist die Lebensdauer, wierzarten, geringer. Als
temperaturabhéngige Materialparameter wurden der Ei@smodul £(7T), der lin-
eare Warmeausdehnungskoeffizieat7T') und der WarmeleitkoeffizienX(7") verwen-
det. Aufgrund der niedrigeren Steifigkeit ist die Dehnunigdlee vorliegenden Last héher,
wodurch es schneller zum Versagen kommt.

Die mechanischen Spannungen die sich aus der oben angegebegleichférmigen
Temperaturverteilung ergeben sind sehr gering und hab&matteeinen vernachlassig-
bar geringen Einfluss auf die Lebensdauer. Die Dauerfestight infolge der hoheren
Temperaturen und den damit verbundenen schlechtereniklatgenschaften ebenfalls
niedriger als ohne die Temperaturerh6hung [37, 108]. Alef@énd kann festgestellt
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werden, dass die geringere Lebensdauer bei dem vorgestBitispiel grof3tenteils auf
die schlechten Werkstoffeigenschaften bei der erhéhtemp@eatur zurtickzufihren ist.

T [°C]
T,+100K —
T,2+50K < . . DE-Modell
/g‘,(:‘%-—-y_‘,_“_“_ der Scheibe :

T

Wirmefluss: g=-A-grad T \

z [m]

Abbildung 8.8: Virtuelle Scheibe mit einem Warmefluss vanké nach rechts. Der
Warmefluss wird durch Risse im Modell gestort.

Die Rissentstehung und das Versagensbild der Scheibe theteno-mechanischer Last
sind prinzipiell der Rissentstehung und dem Versagensleitdeinen mechanischen Last
ahnlich. Im Verlauf des virtuellen Versuchs entstehen $aing plastische Bereiche in der
Probe, die statistisch verteilt sind. Ab einem bestimmteitpinkt nehmen die plas-

tischen Zonen in der Simulation schnell zu und es entstetste Risse die im Folgenden
sehr schnell zum Versagen der Probe fuhren.
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Gf == 1ndividueller Wert ohne Temperaturerh6hung
[N/mm] =e=individueller Wert mit Temperaturerhohung
600 SO T
500 L 00
400 Toag XK
\\ Ve
300 Ceai)t
200 \\\;QL‘$ Eckschwingspielzahl N,
\\:: "~;
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Abbildung 8.9: Ergebnis der temperaturabh&ngige®HAER-Simulation mittels der
Daten aus den Tabellen 6.1 und 6.2. Zum Vergleich ist d@MER-Kurve ohne Tem-
peraturerhéhung (béi = T;) ebenfalls dargestellt. Da die ungleichférmige Temperatu
verteilung kaum mechanische Spannungen erzeugt, retditegeringere Lebensdauer
fast ausschlief3lich aus den degradierten Materialei¢pafi®n bei der erhohten Tempera-
tur. Der letzte Wert des mechanische®W.ER-Versuchs und die letzten drei Werte des
thermo-mechanischen $HLER-Versuchs sind Durchldufer. d.h. der virtuelle Versuch
wurde abgebrochen. Die angegebenen Spannungswerte rigjebeausschliel3lich aus
der mechanischen Last(t).



9 Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

Ziel der Arbeit war es, eine Lebensdauerabschétzung nkitetesn Elementen an thermo-
mechanisch belasteten metallischen Strukturen vorzueaehm

Dazu sollten die folgenden Punkte aus Abschnitt 1.3 naclegen bzw. widerlegt
werden

o Kann die DEM den Werkstoff als ein Kontinuum und Diskontinuum im me-
chanischen und thermischen Feld beschreiben?

Mit der DEM kann das Gebiet als homogen oder inhomogen ahgaswer-
den. Der Werkstoff wird stets durch eine sternformige Stabdnung, beste-
hend aus sechs Stdben, modelliert. Dadurch stellen sichldfne am Rand
ein, allerdings haben die in dieser Arbeit vorgestelltend®emente dazu beige-
tragen, dass der Werkstoff ganzheitlich als Kontinuum rimsiewerden kann.
Eine inhomogene Simulation kann durch eine Verzerrung deme&nte erreicht
werden. Dadurch lasst sich eine Kopplung der Skalen eegsichDabei wird
bei grober Diskretisierung mit verzerrten Elementen dagsialische Verhal-
ten in den diskreten Bereichen, dargestellt durch die Stbleder KorngroRen-
skala inhomogen. Bei einer feinen Diskretisierung mit eenten Elementen ver-
schmieren die physikalischen Eigenschaften langsam zuadenLaborexperi-
menten an kleinen Pruflingen ermittelten Werten des honmag#verkstoffs. Bei
einer groben Diskretisierung mit unverzerrten Elemenitgxagone) ist das physi-
kalische Verhalten homogen. Dieses beobachtete Verhddtediskreten Elemente
gilt fur alle Felder. Siehe hierzu auch Kapitel 5.

o Kann bewiesen werden, dass die DEM als numerische Methode imecha-
nischen und thermischen Feld uneingeschrénkt verwendet wden darf?

Die Beweise fur das mechanische Feld (Kapitel 6) und fur Hasntische Feld
(Kapitel 7) haben gezeigt, dass die Diskrete-Elementeabtit ein weiteres allge-
meines Verfahren zum Losen dieser Differentialgleichurige Aus den Beweisen
geht im Weiteren hervor, dass bei der DEM stets sechs Stabmam Knoten an-
greifen mussen. Diese Stabanordnung kann Giber das Gleaiaigenit dem Finite-

Differenzen-Stern des Feldes in Verbindung gebracht werbiach einem Grenz-
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Ubergang geht dieser finite Differenzen-Stern in die gebeschreibende Differ-
entialgleichung Uber. Dieses Vorgehen kann auch auf amigrskalische Gebiete
Ubertragen werden, weswegen die DEM neben den anderenisaher Methoden
ein weiteres Verfahren zum Ldsen partieller Differentigilchungen ist.

o Kann die DEM die statistischen Schwankungen in der Festigkebei statischen
Lasten simulieren?

Die Arbeit von WITTEL [240] hat bereits gezeigt, dass statistische Schwankungen
in die DEM mit einbezogen werden kénnen. Im Abschnitt 2.1deerdie statistis-
chen Parameter dargelegt. Aus den Beweisen in den Kapitehl & ist bekannt,
dass bei der DEM stets sechs Stabe an einem Knoten angrditsem(Ausnahme
sind die Rander). Hat ein Knoten lediglich funf Stéabe undagiderer daflr sieben,

so kann mit dieser Anordnung kein homogener Werkstoff sentverden und bei

der Simulation von inhomogenen Werkstoffen fallen die Wers der VEIBULL -
Verteilung heraus.

o Kann das Verfahren die Lebensdauer eines Werkstoffs bei dyammischen Las-
ten simulieren?

Um die Lebensdauer von Tragwerken simulieren zu konnenevdad Werkstoff-

modell erweitert, indem eine Akkumulation der mikroplastien Schadigung fur
die diskreten Bereiche, welche durch die Stébe reprasewieden, vorgenommen
wurde. Dabei kann der Werkstoff bzw. die virtuelle Probe smtange mikroplas-
tische Schadigungen aufnehmen, bis zuerst die diskretesidBe und dann die
virtuelle Probe gesattigt sind. Siehe hierzu den Absclerist

o Ist die numerische Methode auch in der Lage, die Warmeflissezw. die Tem-
peraturen des thermischen Feldes bei vorgegebenen Tempanarandbedin-
gungen und/oder Warmequellen, -senken, zu bestimmen?

Die Beispiele im Abschnitt 7.4.3 haben gezeigt wie die Impdatierung er-
folgt. Dazu muss die Intensitat der Warmequellen, -senkedie entsprechenden
Knotenpunkte umgerechnet werden. Die Implementierunddarektion erfolgt
Uber die Betrachtung der fur die Konvektion relevanten lidiic

o Kann die DEM die oben aufgefiihrten Disziplinen bzw. Felder n einem Netz
miteinander verbinden bzw. koppeln?

Neben der Kopplung von verschiedenen Skalen lassen sidhn &rschiedene
Felder koppeln, wie am Beispiel fir das thermo-mechanisaie gezeigt, siehe
Kapitel 8. Dazu wird das Prinzip vom Minimum der geringstamtrBpieproduk-
tion mittels der Variationsrechnung bzw. dem&RKIN-PETROV-Verfahren zur
Anwendung gebracht.
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Zusammenfassend kann durch die in dieser Arbeit vorgaste#trachtungsweise der
Diskrete-Elemente-Methode ein Bezug zu den drei SaulenNdmnerik, der Finite-
Volumen-Methode, der Finite-Elemente-Methode und auch HEeite-Differenzen-
Methode hergestellt werden, siehe Abb. 9.1. Gemal dereFuaiumen-Methode findet
ein Fluss uUber die Rander der diskreten Elemente statt. rétiech konnen die Flisse
ebenso mittels Staben Ubertragen werden. Der Stabquétseind aus der Seitenflache
der diskreten Elemente (also den Hexagonen) gewonnen. éiagbnale Stabanord-
nung geht nach Grenzubergang in den Finite-DifferenzenaSter gebietsbeschreiben-
den DGL Uber. Nach Assemblierung der Stabe wird das Gleiwithé mittels der FEM
aus dem Minimum der potentiellen Energie bzw. dem Prinzip \Minimum der En-
tropieproduktion gefunden. Im Nachlauf der finiten EleneeRechnung koénnen die
Flussgrol3en bestimmt werden.

Kraftfluss

~ Wirmefluss
FDM qg=-hgrad T

e FEM
=V T . .
Kraftfluss Wiirmefluss
6=Egradu gq=-hgradT
DEM
4

Abbildung 9.1: Die neue Betrachtungsweise der Diskretarteinte-Methode stellt einen
Bezug zu den drei Saulen der Numerik her. Bei der DiskreterEhte-Methode (DEM)

wie auch bei der Finite-Volumen-Methode (FVM) werden pkgischen Flussgrolien
Ubertragen. Die Assemblierung der Stadbe, welche die palsthen FlussgrofRen
Ubertragen, ergibt eine hexagonale Struktur. Das lokalesifalische Gleichgewicht
fuhrt Uber das Hexagon zu dem Finite-Differenzen-Sterrtiate-Differenzen-Methode

(FDM). Das globale Gleichgewicht des physikalischen Feltdfems wird mittels der

Finite-Elemente-Methode gefunden.
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KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

9.2 Ausbhlick

Die vorliegende Arbeit zeigt auf, wie verschiedene phyliskae Felder miteinander
gekoppelt werden kdnnen.

Die Beispiele aus dieser Arbeit beziehen sich auf rechgecBcheiben, wobei die Abmes-
sungen der Scheiben ganzzahlige Vielfache der in Absahit?2 vorgestellten reprasen-
tativen Volumenelemente (RVE) sind. Bei der Verwendung Scheibenabmessungen
die nicht ein ganzzahligen Vielfaches eines RVE sind, nriidge RVE gedehnt oder ges-
taucht werden. Dazu mussen die Stabquerschnitte angepaiskin, da der Fluss nun
nicht mehr senkrecht aus oder in die Seitenflachen der hagtgodiskreten Elemente
statt findet. Die entsprechenden Beziehungen fir gedelkletegestauchte RVE missen
noch entwickelt werden.

Bei der numerischen Simulation von unregelmafig geformi@agwerken werden fir
den Ubergang von einem Gebietsquerschnitt zu einem andlisergangselemente ge-
braucht. In der Arbeit von SERIG wurden diese Ubergangselemente fir das mecha-
nische Feld hergeleitet. Es muss aber noch tiberpriift weatbesie Ubergangselemente
fir bruchmechanische Zwecke ibernommen werden kénnerEridgicklung von Uber-
gangselementen flr andere physikalische Felder stehtangch

Die Methode kénnte ihr Potential nach der Erweiterung in @8®aRaum voll entfal-
ten. Dazu wére es nach Meinung des Autors erforderlichaadrformige Elemente zu
verwenden. Der noch ausstehende Beweis wirde zeigen, vidaterialparameter zu
bestimmen sind.

In der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, dass es erfaateist, das ganze Gebiet mit
hexagonalen Elementen gleicher Grof3e zu diskretisiergss fDhrt bei realen Bauteilen
zu einer unnétig hohen Anzahl von Elementen bzw. Freiheitten. Um die Anzahl

der Freiheitsgade zu reduzieren ware es sinnvoll die diskr8tabelemente mit finiten
Scheibenelementen zu koppeln.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Versagensmodell zeiggsdn der virtuellen Probe die
Riss- oder Versagensinitiierung gleichmafig Gber dietBregrteilt ist. Bei realen Werk-
stoffen kann es auch zu einem Versagen von auf3en nach innenéw wenn z.B. ein
chemischer oder korrosiver Einfluss vorliegt. Dieses Méehakann mit der DEM durch
eine schnellere Degradation der Randstabe erfasst welEenPotential der DEM hin-
sichtlich der Lebensdauervorhersage lasst sich weitéeaes), indem die in dieser Arbeit
vorgestellten Modelle fir einachsige Belastungen auf axgigige Belastungen Ubertra-
gen werden.



Anhang

A Transformation der Derivate

Die Transformation der Derivate von den kartesischen Kioatén in schiefwinklige Ko-
ordinaten, dargestellt in Abb. 6.9, erfolgt mit

e _ Yy :E 1
DI DR S (A1)
=5Y Z/:T@
und deren Derivate sind
98 _, 9E__1 96 _, 06 _ 2
ox 7 dy 3 0z ' 0y /3
dr dr 1 oy dy V3
oz ~ Y e 2 a9z " ge 2 (A-2)

Die Ableitungen der ARYschen Spannungsfunktion konnen mit den Gleichungen (A.2)
vom kartesischen Koordinatensystem in das schiefwinkligerfihrt werden. Fir die
ersten Ableitungen folgt

OF  OF 0= _0F 00 OF

9~ 0=or 6o o= (A-3)
oF _oros o0roe _ 1or o 20F .,
dy ~ 9= oy 909y B OE | 300 '
und fur die zweiten Ableitungen
0 F 0 O0F 0 OF PF
07 " Gror == 0= (A-5)
I 007 (L1002 03 (1 0r, 2o
0y? dy Oy V3 0= /300 V3 0= V3 00
2 2 2
_ 1 0°F 4 O0°F 4 0°F (A6)

3022  309=00 | 3002
T 9 OF 8(18]—" 28]-‘)

0rdy  Or oy O=EN\ VBOE ' 300

1 0*F 2 O0PF
- =t BEme (A7)
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und zuletzt fir die vierten Ableitungen

NF P PF P PFIF A8)
oxt  Ox2 0x2  0=2 9=2 9=t '
0F _ i oF
oyt Oy? Oy?
(1@ 4 2 4P\ (1PF 4 PF APF
-\ 3 9=2 30200 3 00?2 3 0=2 30200 3 002
_LOF 8 9 2 0F o 0F 160F o
9 9=t 9 0=3 0O 9 9= 003 9 9=2 902 9 04 '
OF P (1PF 4 O°F 41 0°F
0x2 0y 0xz2 \ 3 0=2 3 0= 00 3 002
10'F 4 OAF 4 OMF
= 3921  30%500 | 309=200% (A.10)
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B Partielle Integration der mechanischen Feldgleichung

Die schwache Form des mechanischen Feldes fir den 1D-Rall Elementesgeht aus
Gl. (8.15) hervor

T prl
T mech= / / Butige(6,8) — Eoaro Te(€1) + F(E.1) — putin(€, 1)) Su(€, 1) A, € dt

-/ / (0g(€8) — ar T(EH) ¢+ F(E.8) — putia(€D)] du(E.t) A, dg at,
(B.11)

worin du, die virtuelle Verschiebung in Stablangsrichtuagdé = dV das differentielle
Volumenelement4 = @ [ t der Stabquerschnitt undder Zeitschritt Gber den integriert
wird, ist.

Wird der erste Term von Gl. (8.37) im Raum partiell integrisio erhdlt man zunachst
mit den Kraften

ng[EeAe[u@(f,t)—aTeT(f,t)Hg:l (B.12)
und
Fy= — [E A ug(6t) —are T 1)] ], (B.13)

und den virtuellen Verschiebungén, undd, die virtuellen Arbeitenf; da, und F; o

an den Stellet = 0 und¢ = [. Hierbei ist zu bertcksichtigen, dass die Krait

in Gl. (B.13), gemal’ den in Abb. 8.4 definierten Vorzeicheng éruckkraft darstellt
und somit ein negatives Vorzeichen bekommt. Somit ergitit &ir die partielle Inte-
gration des ersten Terms unter Berlcksichtigung der tlsetmen Ausdehnung an den
entsprechenden Stellen

// Ee Ac (ug(&t) —are T(E 1)), ] Su(€,t) de dt =
/; [ [5U(£ t) U5(£ t) O‘Teéu(g t) (570]22%
B // [Ee A (wgl€,t) = are T(E1))] Suel€,t) dg at

T T pl
= / [Fl Oty + Fy 5ﬁ2] de _/ / [Ee Ae (u7§(§7 t) — Qre T(€> t))] 5”@(57 t) d€ di .
" o (B.14)
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Bei partieller Integration des dritten Terms nach der Zagtf
T pl l
| [ et ) dute.t) Acde e = [ A ety dulé o)
0 JO 0

T pl
_/0 /OA8 Pt g (€,1) Suy(€,1) dE dt
= [meuy(& t) oulé,t)];,
_ /Tme w,(€,t) du(€,t) dt (B.15)
0

worin m, die Masse des Stabes ufe u,(, t) du(¢, )], die zeitliche Anderung der
virtuellen Arbeit, gebildet aus dem Produkt des Impulsesder virtuellen Verschiebung
ist. Der letzte Term in Gl. (B.15) entspricht der ersten &aoin der kinetischen Energie.

Somit ergibt sich aus GlI. (B.11) mit den Gleichungen (B.14d (B.15)

T T pl
Tmech — /0 (Fy 8y + Fy0as) dt + /0 /0 A, f(€,1) Su(, 1) de dt
T pl
- / / (B, A (ug(,t) — aro T(6,0)) ] Sugl6, ) de dt

— [me ug(€,t) dulE, )], + /OT me u (&, 1) duy(E,t) de . (B.16)
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C Partielle Integration der thermischen Feldgleichung

Die schwache Form des thermischen Feldes geht aus der Yssigung des thermo-
plastischen Effektes aus Gl. (8.35) hervor

5cherm - //

E. T(]Oé e E. TO QTe
Ag e ( L )T,ss(&t) + Aece T ugee(§, 1)

Pm Cp

+ Gint — Pme Cpe T‘,t(ga t) 6T(§7 t) Ae dg dt . (C17)

Die partielle Integration des ersten Termes liefert

// )\556 (1 - m) Tﬁﬁ(&v t) 5T(£7 t) A dg dt

PmeCpe

E. T, o?
= //{)\556(1—78 OaTe) Tig(é,t):| 0T (&, t) dV dt
0J0 PmeCpe &

T pl
—-//ngO—fﬁ@ﬁ@)raawﬂk@wde. (.18)
0J0

PmeCpe

Mit dem FOURIERgesetz (7.3) und dem Satz vom@&ss (7.6) folgt fur den ersten Term
der GlI. (C.18)

// {)\556< imjz);T;)T,g(g,t)k5T(§,t)dvc1t

[/ EH%ﬁMWu%MﬂwWWﬂ*“”
Ap,

Pme Cpe

wobei A, die Flache ist, an der Konvektion statt findet.

Um eine Temperaturédnderung infolge einer mechanischeh eédassen zu kénnen,
missen mindestens quadratische Ansétze fur die Tempgemeacht werden. Anson-
sten wird bei fest vorgegebenen Randtemperaturen die Tatup&nderung in der Mitte
des Stabes nicht erfasst. Der zweite Term in Gl. (C.17) nmfsdge dessen zwei mal
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partiell integriert werden. Man erhalt fir diesen Term

E,. T, B
//)‘Efe De o ugee(€,t) 0T(E, 1) Ao dE dt

Pm Cp
l

- / [&&Ae% (g,t)éT(g,t)] dt

me tpe 0

E. T e
// Aege A eﬂ uge(&,t) 0T (€, t) dE dt

PmeCpe
l

- / [A&EA@M w (f,t)dT(f,t)] di
0 Pme €

me tpe 0
l

- [ P RS e arte ] o

me Cpe 0

/ / Mo A, B T0OTe e by 5T (6,0 dedr. (C.20)

PmeCpe

Mit den Gleichungen (C.18) bis (C.20) folgt nun fiir die scktva Form des thermischen
Feldes in Gl. (C.17)

STl — / / ( Ee Ty “T@) he (T(E,8) — Ty) T(&, 1) dAy, dt
Ahc

Pme Cpe

/ / Mece (1 - ET—“T) Te(€,1) 0T (€, 1) AV di

PmeCpe
l

/0 l)‘ffe Ae ey ore uee(§,t) 0T (&, t)} dt

me tpe 0

l

T E,. T, B
-/ [&&Aeﬁ—‘” wel6. ! 6T,§<£,t>} a

me Cpe 0

FE. 1 e
/ / Neee A, 00T e (6 1) 6T (6. ) de dt

PmeCpe

+ // [qint Ae 0T (€, 1) — pmecpe Ae Ti(&, 1) 6T(E,t)] ddt. (C.21)
0Jo
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