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Kurzfassung

Aufgrund der hohen Streubreite der physikalischen Eigenschaften von metallischen

Werkstoffen kann man deren Verhalten nicht zuverlässig voraussagen. Dies stellt ins-

besondere bei der Lebensdauervorhersage von industriell gefertigten Konstruktionen ein

Problem dar.

Der atomare Aufbau eines metallischen Werkstoffs besteht in der Regel aus einem

Hauptelement und einem oder mehreren Nebenkomponenten wasdazu führt, dass beim

Erstarren einer Metallschmelze auf der Atomskala die Anreihung der Atome nicht struk-

turiert erfolgt, sondern mit zufällig verteilten Fehlern.Betrachtet man den Werkstoff

auf einer göberen Skala so fällt auf, dass metallische Schmelzen an vielen Stellen zu er-

starren beginnen und dass die Erstarrungskeime und die Grenzen der Erstarrungsfronten

stochastisch verteilt sind. Die metallischen Werkstoffe sind also bei genauerer Betrach-

tung kein Kontinuum sondern ein Diskontinuum in dem die physikalischen Eigenschaften

global betrachtet zu den in den Laborexperimenten beobachteten Werten verschmieren.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Werkstoff als ein Diskontinuum darzustellen, um

die stochastisch verteilten physikalischen Eigenschaften auf einer kleinen Skala zu er-

fassen. Im Weiteren sollen auf einer größeren Skala die physikalischen Eigenschaften zu

den global beobachteten Werten verschmieren. Dabei soll die in dieser Arbeit vorgestellte

numerische Methode der diskreten Elemente im mechanischenFeld ausgebaut und im

Folgenden auf andere physikalische Felder übertragen werden.

In metallischen Werkstoffen gehen bei zyklischen Belastungen im Inneren des Werk-

stoffs mikroplastische Verformungen vonstatten, welche mit zunehmender Zyklenzahl

den Werkstoff an diskreten Stellen mit Mikroschäden sättigen. Dabei schreitet die diskrete

Sättigung solange voran, bis der diskrete Ort übersättigt bzw. geschwächt ist und im Fol-

genden versagt. Die mikroplastischen Verformungen sind, wie auch die anderen phy-

sikalischen Parameter, mit einer statistischen Größe behaftet. Die diskrete Akkumula-

tion der statistisch verteilten mikroplastischen Schädigung soll in das numerische Modell

der Diskreten-Elemente-Methode (DEM) mit aufgenommen werden, so dass sich auf nu-

merischem Weg Lebensdauersimulationen durchführen lassen.

Ein wesentlicher Teil dieser Arbeit beschäftigt sich mit den mathematischen Beweisen für

die Gültigkeit der DEM als numerische Methode, sowohl für das mechanische als auch

für das thermische Feld. Die Beweisführung erfolgt über eine vergleichende Betrachtung
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mit der Finite-Volumen-Methode (FVM), der Finite-Differenzen-Methode (FDM) und

der Finite-Elemente-Methode (FEM). Dabei wird aus der FVM die Idee übernommen,

dass physikalische Flüsse übertragen werden. Im Weiteren ergibt die Assemblierung von

sechs Stäben, welche die physikalische Feldgröße übertragen, zusammen mit dem lokalen

physikalischen Gleichgewicht den Finite-Differenzen-Stern der FDM. Zuletzt wird das

globale Gleichgewicht mittels der FEM gewonnen. Im Nachlauf der Finite-Elemente-

Rechnung lassen sich die Flussgrößen zurückbestimmen.

In dieser Arbeit wird gezeigt, wie die Kopplung des mechanischen und thermischen

Feldes mittels der DEM vorgenommen werden kann. Dazu wird ausgeführt, wie die bei-

den Felder zusammen wirken und wie stark deren Kopplung ist.Abschließend wird eine

Lebensdauersimulation an einer thermo-mechanisch belasteten virtuellen Probe vorge-

führt.

Das Ergebnis dieser Arbeit zeigt, dass die DEM eine Methode ist, um partielle Differ-

entialgleichungen zu lösen, sowohl für Einzelfelder, als auch für gekoppelte Felder.

Außerdem kann der Werkstoff durch die Methode als ein Diskontinuum betrachtet wer-

den, so dass sich Lebensdauersimulationen mittels eines erweiterten Werkstoffmodells

vornehmen lassen.



Abstract

Due to considerable variations in their physical properties, the mechanical behaviour of

metallic materials cannot be reliably predicted, which makes life time predictions of in-

dustrially manufactured constructions particularly difficult.

Metallic structures are normally composed of one main element and one or more addi-

tional components. This leads to an arbitrary array of the atoms, rather than a structured

one, during consolidation of the molten material. Looking at the material on a larger

scale it can be observed that the molten metal starts to solidify in many places and that the

solidification germs and the borders of the solidification fronts are distributed stochasti-

cally. Metallic materials are therefore not considered a continuum but rather a discontin-

uum whose physical properties are - globally seen - constantwith the properties observed

in lab tests.

The aim of this thesis is to consider the material as a discontinuum in order to deter-

mine the stochastically distributed material properties on a micro scale. Furthermore,

these anisotropic physical properties are to result in constant physical properties on a

macroscale. In order to achieve this, the numerical Discrete Element Method presented

in this thesis will be extended to the mechanical field and subsequently also applied in the

thermal field.

Inside metallic materials micro plastic deformations takeplace during cyclic loading,

which, with an increasing number of cycles leads to a saturation of the material in discrete

places. This discrete saturation continues until the discrete places are supersaturated or

weakened which results in material failure. The discrete microplastic deformations are,

just as all other material parameters, statistically distributed. This discrete accumulation

of statistically distributed microplastic deformations is to be implemented into the nu-

merical model of the Discrete Element Method (DEM) in order to be able to carry out

numerical life time simulations.

An important part of this thesis deals with the mathematicalproof of the DEM as a valid

numerical method, for the mechanical as well as for the thermal field. This is achieved

by a comparative viewing using the Finite-Volume-Method (FVM), the Finite-Difference-

Method (FDM) and the Finite-Element-Method (FEM). From theFVM the idea of phys-

ical flows being transmitted is used. Furthermore the assembly of six bars carrying the

physical field variables together with the local physical equilibrium result in the finite
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difference stencil of the FDM. Finally the global equilibrium is found by using the FEM.

The post processing of the finite element calculation determines the values of the physical

flow.

This thesis shows how the coupling of the mechanical and thermal field can be achieved

by using the DEM. For this it is explained, how the two fields interact and how strong

the coupling is. Finally a numerical life time simulation isdemonstrated on a thermo-

mechanically loaded test specimen.

The result of the thesis proves the DEM to be a new method for solving partial differential

equations, for single as well as for coupled fields. Also, with this method, the material

can be considered as a discontinuum so that an extended material law can be used for life

time predictions.



1 Einleitung

1.1 Motivation und Problemdarstellung

In der Natur findet man die vielfältigsten Elemente und Werkstoffe mit einer großen

Streubreite an Eigenschaften. Dies hat zur Folge, dass die Werkstoffkenndaten teilweise

starken Schwankungen unterliegen, wodurch die Tragwerkslebensdauer keine determinis-

tische Größe ist, sondern eine Größe mit einer statistisch behafteten Ausfallwahrschein-

lichkeit. Der Ingenieur steht trotz der großen Varianz der Materialparameter vor der

Aufgabe, die Lebensdauer über die Betriebszeit der Konstruktion sicherzustellen. Die

Vergangenheit hat jedoch immer wieder gezeigt, dass sich trotz allen Bemühungen, aus-

fallsichere Tragwerke zu bauen, katastrophale Unfälle nicht immer vermeiden lassen. Als

die wohl bekanntesten Unfälle in der Luftfahrt gelten unteranderem die Flugzeugabstürze

der DE-HAVILLAND Comet aus den Jahren 1953 und 1954, das Versagen und Abschälen

einer größeren Rumpfsektion von einer BOEING 737 mit beinahe katastrophalem Ende

aus dem Jahr 1988 und der Absturz einer BOEING 747-200 aus demJahr 1992 kurz

nach dem Start in Amsterdam [186]. Schließlich, und als Motivation für diese Arbeit,

ist das Versagen der Triebwerksdüse der europäischen Trägerrakete Ariane 5 mit der

Flugnummer 157 aus dem Jahr 2002 zu nennen. Bei diesem Flug riss die aktiv gekühlte

Struktur entlang des Kühlkanals auf, was im weiteren Flugverlauf zu einem Schubverlust

führte. Die Trägerrakete konnte im Folgenden den Orbit nicht mehr erreichen und musste

aus Sicherheitsgründen im Flug notgesprengt werden [73]. Das Versagen solcher ak-

tiv gekühlten, thermisch-mechanisch belasteten Strukturen kann mit der in dieser Arbeit

vorgestellten numerischen Methode der diskreten Elementeuntersucht werden.

Aus Laborversuchen weiß man, dass gleichartig hergestellte Prüfkörper, welche

einer einachsigen quasistatischen mechanischen Last unterzogen werden, geringfügige

Schwankungen hinsichtlich Elastizität, aber erhebliche Schwankungen hinsichtlich der

Festigkeit und dem plastischen Fließverhalten aufweisen können [18]. Präzise Aussagen,

wann ein Werkstoff unter einer rein statischen Last versagtsind also nicht möglich, son-

dern lediglich Angaben mit einer statistisch unterlegten Ausfallwahrscheinlichkeit. Wird

ein Werkstoff dynamisch belastet, so spricht man von Lebensdauer. Bei dynamischen

Lasten nimmt der aus den statischen Versuchen bekannte Mittelwert der maximal ertrag-

baren Spannung ab und gleichzeitig streuen die Werte über einen noch größeren Bereich

als bei einer rein statischen Last. Gründe dafür sind in der inhomogenen Struktur des
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Werkstoffs zu finden.

Das mechanische Verhalten von Tragwerken unter statischen, dynamischen und ther-

mischen Lasten vorherzusagen hat seit der Antike, als die Menschheit begann Bau-

werke aus Stein zu errichten, bis heute in der vom Leichtbau geprägten Welt stetig an

Bedeutung gewonnen. Die ersten Untersuchungen und Überlegungen hinsichtlich der

Bauteilfestigkeit gehen nachweislich bis GALILEO GALILEI und LEONARDO DA V INCI

zurück [5, 151, 220].

In der heutigen Zeit kommt dem Leichtbau bei der Dimensionierung eines Tragwerks eine

immer größere Bedeutung zu. Durch den Leichtbau wird die Tragfähigkeit des Werkstoffs

zunehmend ausgereizt, weshalb der Aspekt der Lebensdauer immer wichtiger wird. Hier-

bei ist es von wesentlicher Bedeutung, genaue Angaben über die zur Anwendung kom-

menden Werkstoffe zu haben. Dabei tritt hier das Problem auf, dass die meisten Werk-

stoffkennblätter nicht vermerken, dass die Werkstoffdaten mit einer statistischen Sicher-

heit bzw. Unsicherheit versehen sind. Dies kommt dadurch zustande, dass der Werkstoff

ein Diskontinuum ist, durchzogen mit mikro- und teilweise auch mesoskopischen Imper-

fektionen (Lunker, Risse, Einlagerungen, Korngrenzen, etc.), welche bei der Fertigung

(Guß, Walzen, thermische Behandlungen, mechanische Bearbeitung, etc.) entstehen.

1.2 Gegenwärtiger Wissensstand

Analytische oder numerische Modelle zur Beschreibung der Tragfähigkeit von Bauteilen

oder Komponenten stützen sich auf empirische Werkstoffkennwerte (E-Modul, maxi-

mal ertragbare Spannung, etc.). Numerische Modelle auf derBasis der finiten Elemente

haben den Vorteil, dass sie auf alle Strukturgeometrien angewandt werden können. Die

analytischen Modelle sind hingegen auf simple Geometrien bzw. Ränder beschränkt,

da sich die gebietsbeschreibenden Differentialgleichungen (DGL) ansonsten nicht mehr

lösen lassen, wobei die Anzahl der möglichen Lösungen nichtnur von den Rändern, son-

dern auch von der Anzahl der Variablen abhängt. Mit der DGL lassen sich die Felder

einzeln analytisch beschreiben (das mechanische, das thermische, das elektrische, das

magnetische Feld, usw.) und ebenso gekoppelte Felder (das thermo-mechanische, das

elektro-magnetische Feld, usw.). Die gekoppelten Felder interagieren stets miteinander,

bzw. tauschen untereinander Energie aus, und zwar in der Artund Weise, dass in der

Summe ein Minimum an Energie beim Übergang von einem Zustandin den nächsten

verbraucht wird. Vom Standpunkt der Mathematik sind gekoppelte Felder am schwierig-

sten und aufwendigsten zu lösen, weshalb nur wenige analytische Lösungen, für z.B. das

gekoppelte thermo-mechanischen Feld, in der Literatur zu finden sind [163, 173, 182].
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Die bekannteste numerische Methode ist die Finite-Elemente-Methode (FEM). Darunter

fallen unter anderem die Untergruppen Extended-Finite-Elements (X-FEM) und die Me-

thode FE2. Die Diskrete-Elemente-Methode (DEM) wurde bisher auch indie Gruppe

der FEM eingeordnet. Diese Methode erziehlte bisher hervorragende Ergebnisse für die

Darstellung von Rissen in spröden Werkstoffen [240] und in der Mehrkörpersimulation.

Eine Kopplung der DEM zu anderen Feldern ist dem Autor allerdings nicht bekannt.

Gegenwärtig wird die Lebensdauer eines Werkstoffs empirisch im Labor ermittelt, wobei

die Belastung z.B. im Zug-, Biege- oder Torsionsversuch meist einachsig ist. Die er-

mittelten Lebensdauerwerte werden in einem Diagramm, dem sogenannten WÖHLER-

Diagramm, aufgetragen. Mehrachsige Lebensdauerversuchesind sehr aufwendig und mit

hohen Kosten verbunden, weshalb in der Literatur kaum Angaben dazu zu finden sind.

Die WÖHLER-Versuche werden in der Regel bei Raumtemperatur (21◦C) durchgeführt,

können aber auch bei erhöhten Temperaturen durchgeführt werden. Jedoch sind die Ver-

suche dann wieder mit erhöhtem Aufwand und Kosten verbunden. Theoretische Modelle

zur Ermittlung der Lebensdauer an Bauteilen unter thermo-mechanischen Lasten sind

dem Autor nicht bekannt.

Die Streubreite der mechanischen Eigenschaften resultiert aus dem mikroskopischen Ver-

halten, wobei die mikroskopischen Modelle der Metalle auf den Kristallgittertypen und

den Bindungskräften zwischen den Atomen und Gleitebenen basieren. Einfachleerstellen

in der Gitterstruktur, Fremdatome in der Gitterstruktur oder Fremdatome zwischen den

Atomen der Gitterstruktur werden in den primitiven Gittermodellen nicht berücksichtigt.

Somit lässt sich keine genaue und abgesicherte Aussage überdas makroskopische Ver-

halten machen, da sich das mikroskopische Verhalten nicht vollständig erfassen lässt.

Ingenieure sind zur Absicherung der Festigkeit bei statisch belasteten Tragwerken, und

vielmehr noch zur Absicherung der Lebensdauer von Bauteilen mit dynamischen Lasten,

auf Laborversuche angewiesen, wobei ein Versuch am echten Bauteil die höchste statis-

tisch belegte Sicherheit mit sich bringt. Aus Kosten- und Zeitgründen ist es angebracht,

derartige Versuche in der Zukunft numerisch durchzuführen, weshalb es das Ziel dieser

Arbeit ist, neue Wege zur numerischen Lebensdauersimulation aufzuzeigen.
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1.3 Zielsetzung

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll die Diskrete-Elemente-Methode (DEM), welche

das Verhalten des Kontinuums/Diskontinuumsmit Stäben darstellt, ausgebaut werden, um

Lebensdauervorhersagen an Komponenten die unter thermo-mechanischen Lasten stehen

durchführen zu können.

Bevor die DEM in gekoppelten thermo-mechanischen Problemen zur Anwendung kom-

men kann, müssen die folgenden Fragen einzeln beantwortet werden:

1. Kann die DEM den Werkstoff als ein Kontinuum und Diskontinuum im mecha-

nischen und thermischen Feld beschreiben?

2. Kann bewiesen werden, dass die DEM als numerische Methodeim mechanischen

und thermischen Feld uneingeschränkt verwendet werden darf?

3. Kann die DEM die statistischen Schwankungen in der Festigkeit bei statischen Las-

ten simulieren?

4. Kann das Verfahren die Lebensdauer eines Werkstoffs bei dynamischen Lasten

simulieren?

5. Ist die numerische Methode auch in der Lage, die Wärmeflüsse bzw. die Tem-

peraturen des thermischen Feldes bei vorgegebenen Temperaturrandbedingungen

und/oder Wärmequellen, -senken, zu bestimmen?

6. Kann die DEM die oben aufgeführten Disziplinen bzw. Felder in einem Netz

miteinander verbinden bzw. koppeln?

1.4 Aufbau der Arbeit

Gemäß der Liste in Abschnitt 1.3 ist die Arbeit so aufgebaut,dass die aufgeführten Fragen

beantwortet werden.

Da die vorliegende Arbeit sehr viele Disziplinen beinhaltet, wie z.B. die numerische Um-

setzung der Werkstoffmodelle im mechanischen, thermischen und thermo-mechanischen

Feld, ist in Abb. 1.1 das Zusammenspiel der einzelnen Disziplinen dargestellt.
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Abbildung 1.1: Aufbau der Arbeit und die Zusammenhänge zwischen den einzelnen

Kapiteln und Abschnitten.





2 Metallische Werkstoffe

Diese Arbeit beschränkt sich darauf, die wesentlichen Aspekte der metallischen Werk-

stoffe, die für die Modellierung bzw. die Verifikation der numerischen Modelle erforder-

lich sind, hervorzuheben.

Metallische Werkstoffe werden entsprechend ihrer räumlichen Gitterstruktur, die durch

die Anordnung der Atome gebildet wird, in drei Gruppen eingeteilt. Die kleinste

immer wiederkehrende Einheit des Gitters wird Elementarzelle genannt. Die drei

wichtigsten Elementarzellen sind das kubisch-flächenzentrierte Gitter (kfz), das kubisch-

raumzentrierte Gitter (krz) und der hexagonale Gitteraufbau (hex), siehe hierzu auch die

Abbildungen in Tab. 2.1. Werkstoffe in denen die Atome in Form eines Gitters angeord-

net sind bezeichnet man als kristallin. Das Anreihen der Elementarzellen bzw. der Atome

erfolgt beim Erstarren der Schmelze entweder an Keimzellenoder an Verunreinigungen.

Bei Werkstoffen die aus mehreren atomaren Grundelementen bestehen binden sich beim

Erstarrungsprozess Atome mit niedriger Schmelztemperatur an die bereits erstarrten Ele-

mente mit höherer Schmelztemperatur und bilden Kristalle.Die Kristalle wachsen beim

Erstarren so lange, bis sie aneinander stoßen. Liegen in einer erstarrenden Schmelze

viele Atome mit niedriger Schmelztemperatur vor, so werdendie noch flüssigen Kom-

ponenten vor den Erstarrungsfronten her geschoben und erstarren später an den Gren-

zen der bereits erstarrten atomaren Strukturen mit der höheren Schmelztemperatur. Die

im weiteren Wachstum behinderten Kristalle bezeichnet manals Körner und die Grenze

zwischen ihnen als Korngrenzen. Der kristalline Aufbau eines Werkstoffs ist durch die

vielen Kristalle mit ihren unterschiedlichen Ausrichtungen imperfekt. Weitere Defekte

sind unter anderem freie Gitterpunkte und eingelagerte Fremdatome in der Gitterstruk-

tur. Die eingelagerten Fremdatome sind entweder interkristallin in der Gitterstruktur oder

zwischen den Atomen der Gitterstruktur [26, 208], siehe Abb. 2.1.

Metallische Werkstoffe sind polykristallin, bedingt durch den ungleichmäßigen Abkühl-

vorgang und die hohe Anzahl von Keimzellen. Die räumliche Ausrichtung íhrer Gitter-

struktur ist zufällig. Die Größe der Körner kann, je nach Werkstoff, geringfügig durch die

Abkühlgeschwindigkeit und die Anzahl der Keimzellen gesteuert werden [144].

Die mechanischen Eigenschaften von Werkstoffen werden im Wesentlichen von den fol-

genden Faktoren beeinflusst:

1. der inneren Gitterstruktur bzw. dem kristallinen Aufbau,
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(a)

(c)

(d)

(b)

(f)

(e)

Abbildung 2.1: Schematisch dargestellte Gitterdefekte: (a) Gitterlücke, (b) Stufenver-

setzung in der Gitterstruktur, (c) Fremdatome, die im Grundwerkstoff ein Substitutions-

Mischkristall bilden, (d) eingelagertes Fremdatom, (e) Zwischengitteratom, (f) der er-

starrende Werkstoff schiebt Fremdatome solange vor der Erstarrungsfront her, bis zwei

Körner aneinander stoßen. Die Korngrenze wird dann von Fremdatomen gebildet.

2. dem stochastischen Wachstum der Körner und deren Größe während des Erstarrens,

3. den metallischen Bindungskräften auf der atomaren Ebene(neben dieser

Bindungskraft für Metalle gibt es u.a. noch die Ionenbindung, die Elektronen-

paarbindung und die VAN DER WAALS-Bindung),

4. den Einlagerungen im kristallinen Aufbau,

5. der Struktur und der Zusammensetzung der Korngrenzen und

6. der Korngröße und der Orientierung des Gitteraufbaus im Korn. Je weniger Körner,

desto mehr prägt die zufällige Ausrichtung der wenigen Kristallgitter das mecha-

nische Verhalten. D.h. bei größeren Körnern schwanken die mechanischen Eigen-

schaften mehr als bei kleinen Körnern.



2.1. STATISTIK METALLISCHER WERKSTOFFE 9

2.1 Statistik metallischer Werkstoffe

Werkstoffe, bzw. deren Laborproben, verhalten sich unterschiedlich. Die Streubreite

der Laborergebnisse hängt unter anderem vom Werkstoff, derLegierung, der Tempera-

tur und den Umgebungsbedingungen ab. Dies erschwert es dem Ingenieur mit diesen

Werkstoffen versagenssichere Konstruktionen zu entwickeln. Ein statistisches Verfahren,

das die Laborergebnisse von Werkstoffen und deren Streuunggut beschreibt, ist das von

WEIBULL [230, 231]

F (σ) = 1− exp

[

−
(

Rm

σSk

)m ]

bzw. P (σ) = − exp

[

−
(

Rm

σSk

)m ]

. (2.1)

In diesen Gleichungen bezeichnetF (σ) die Verteilungsfunktion oder die Ausfall-

wahrscheinlichkeit,P (σ) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Probe hält,m ist der Form-

parameter (Parameter, der die Streuung beeinflusst),Rm ist die Spannung bei der die

Probe versagt undσSk ist nebenm ein Skalenparameter der nicht mit dem Mittel- oder

Erwartungswert der WEIBULLverteilten Spannungen zu verwechseln ist.

In Gl. (2.1) beeinflusst der Formparameterm nicht nur die Verteilungsfunktion (d.h. deren

Streubreite), sondern auch den Mittelwert der Ergebnisse.Für jeden Werkstoff sindσSk

undm spezifisch zu ermitteln. Große Werte fürm bedeuten, dass die Ergebnisse nahe

beeinander liegen und wenig streuen. Da die Festigkeitswerte für Metalle wenig variieren,

liegt der Formparameter für diese bei ungefährmMetall ≈ 100 [62].

Der Erwartungs- oder MittelwertE(σ) kann mit

E(σ) = σSk Γ̄(m̄) mit m̄ =
1 +m

m
. (2.2)

berechnet werden, wobeiΓ̄ die Gammafunktion nach GAUSS ist [43]. Die Gammafunk-

tion ist eine Funktion des Formparametersm. Wenn numerische Simulationen von Ma-

terialien mit einer WEIBULLverteilung durchgeführt werden, so wird mit Hilfe der Gam-

mafunktion und Gl. (2.2) der Mittelwert der Materialparameter in Gl. (2.1) eingestellt und

man erhält

F (σ) = 1− exp

[

−
(

Rm

E(σ)
Γ̄(m̄)

)m ]

bzw. P (σ) = − exp

[

−
(

Rm

E(σ)
Γ̄(m̄)

)m ]

.

(2.3)

Die Untersuchungen von WEIBULL beziehen sich lediglich auf die Spannungen. Tatsäch-

lich variieren aber alle Materialparameter um einen Mittelwert. Bei Metallen unterliegt

der Elastizitätsmodul einer Variation von5%, die Streckgrenze7%, die Bruch- oder Fes-

tigkeitsgrenze5%, die Bruchzähigkeit15% und die Dauerfestigkeit hat die größte Varia-

tion mit 50%. Entsprechend der für das Tragwerk verlangten Sicherheitund der Streuung
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der Werte müssen die aus den Laborergebnissen ermittelten Erwartungs- oder Mittelwerte

abgemindert werden [71].

Die in den Werkstofftabellen angegebenen Festigkeitswerte entsprechen einer Über-

lebenswahrscheinlichkeit von97, 5% [18, 133]. Die Übertragung auf reale Bauteile er-

folgt mittels der FKM-Richtlinie, in der unter anderem Bauteilkennwerte für die Bauteil-

größe, die Anisotropie, den Temperatureinfluss und weitereAbschwächungsfaktoren

angegeben sind [25, 115].

2.2 Bruchverhalten metallischer Werkstoffe

Das Bruchverhalten von Werkstoffen ist sehr komplex. Die Bruchmerkmale ergeben sich

aus den jeweiligen Beanspruchungsarten [26]. Man unterscheidet zwischen

1. dem Duktil- (bzw. Zäh-) und Sprödbruch infolge einer quasi-statischen bzw. zügig

aufgebrachten Last siehe Abb. 2.2

2. Dauerbrüchen infolge schwingender Last

3. Kriechbrüchen infolge langzeitiger Beanspruchung.

2.2.1 Bruchverhalten metallischer Werkstoffe bei quasi-statischen Lasten

Der Werkstoff hat bei einer zügig aufgebrachten Last die höchste Festigkeit. Diese ist,

bedingt durch die zufällige Anordnung der kristallinen Struktur, WEIBULL verteilt.

Die meisten Werkstoffe zeichnen sich dadurch aus, dass sie einen linear elastischen Be-

reich haben, in dem die Dehnungen reversibel sind. An den elastischen Bereich schließt

ein mehr oder minder großer plastischer Bereich an, von dem Dehnungen im Werkstoff

zurück bleiben. Ist der plastische Bereich klein, so verhält sich der Werkstoff spröde. Bei

einem ausgeprägten plastischen Bereich nennt man ihn duktil. Die Grenze zwischen dem

elastischen und plastischen Bereich wird als Fließgrenzeǫf bezeichnet.

Im elastischen Bereich gilt das Gesetz von HOOKE und im plastischen Bereich das

Potenzgesetz, siehe Abb. 2.3.

linear elastischer Bereich: σelast = E · ǫelast (2.4)

plastischer Bereich: σplast = C · ǫnplast , (2.5)

wobeiσ die Spannung im elastischen und plastischen Bereich,ǫ die Dehnung,Rm die

Zugfestigkeit undRp 0,2 die Streckgrenze des Werkstoffs ist. Die materialspezifischen
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F F

F F

Duktiles Werkstoffverhalten ohne Einschnürung im Zugversuch

Duktiles Werkstoffverhalten mit Einschnürung im Zugversuch

Sprödes Werkstoffverhalten im Zugversuch

Duktiles Werkstoffverhalten
im Druckversuch
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F
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F
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Sprödes Werkstoffverhalten
im Druckversuch
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Duktiles Werkstoffverhalten
im Torsionsversuch
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Werkstoffverhalten
im versuch

Abbildung 2.2: Prinzipielle Darstellung der Bruchformen von duktilen und spröden me-

tallischen Werkstoffen mit rundem Probenquerschnitt. DieAbbildungen der Bruchformen

sind der Literatur entnommen [71, 133].

Werkstoffparameter sind der ElastizitätsmodulE sowie die Steifigkeit im plastischen Be-

reichC und der Exponentn. Werte für die WerkstoffparameterE, C undn können der

Literatur entnommen werden [126]. Die Gesetzmäßigkeiten der Gln. (2.4) und (2.5) sind

nur gültig, wenn die Temperatur konstant bleibt.

Spröde Werkstoffe sind zum Beispiel Gusseisen, Porzellan,Glas und auch Titan. Die

Querkontraktionν dieser Werkstoffe ist in der Regel kleiner als1/3. Duktile Werkstoffe

wie z.B. Blei, Kupfer und Aluminium haben hingegen Querkontraktionszahlen die größer

als1/3 sind.

Das Bruchverhalten wird im Wesentlichen von der Beschaffenheit der inneren Gitter-

struktur (kfz, krz oder hex) beeinflusst. Brüche werden durch Gleitung oder Trennung

bzw. Spaltung der Atome hervorgerufen. Die erste Bruchformnennt man den Duktil-
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s

eef

1 2

Rp 0,2

Rm

Bereich➀: linear elastisch,

beschrieben durch das Gesetz von HOOKE.

Bereich➁: plastischer Bereich,

beschrieben durch das Potenzgesetz.

Abbildung 2.3: Das Verhalten von duktilen Werkstoffen ist in den linear elastischen Be-

reich, in dem das HOOKEsche Gesetz gilt und den plastischen Bereich in dem das Potenz-

gesetz gilt, unterteilt.

bruch, die letztere den Sprödbruch, vergleiche Abb. 2.2. Spaltung findet senkrecht zu den

gering besetzten Gitterebenen statt, weil in ihnen die Zahlder zu brechenden Bindun-

gen am kleinsten ist. Hingegen liegt Gleiten vor, wenn die Kristallebenen der jeweils am

dichtesten belegten Kristallebenen übereinander gleiten. Der Widerstand gegen Gleiten

wird zum einen durch den Abstand der Atome und zum anderen durch die mögliche An-

zahl der Gleitebenen und Gleitrichtungen beeinträchtigt.Je dichter die Atome gepackt

sind, umso weniger stehen sie sich beim Abgleiten im Weg. Werkstoffe mit kubisch-

flächenzentrierten Gittern sind am leichtesten verformbarund gelten als duktil. Hingegen

gelten Werkstoffe mit hexagonalem Gitter als spröde. Sie haben einen deutlich gerin-

geren plastischen Bereich da sie nur wenige Gleitebenen, die auch schwieriger zu ak-

tivieren sind, besitzen. Verschiedene Werkstoffe, deren Gitteraufbau sowie die Anzahl

der Gleitebenen sind in Tab. 2.1 aufgelistet. Tiefergehende Erklärungen können der Lite-

ratur entnommen werden [71, 200].

Beim Gleit- und Trennbruch liegen die in der Praxis erreichten Festigkeitswerte um

Größenordnungen unterhalb der theoretischen Gitterfestigkeit. Dies erklärt sich aus der

Existenz kleiner Anrisse und Imperfektionen im kristallinen Aufbau (z.B. Einlagerungen,

dem stochastischen Wachstum der Kristalle, deren Größe, den Korngrenzen selbst und der

Orientierung des Gitteraufbaus). Einlagerungen in der Gitterstruktur können zum einen

den kristallinen Aufbau verzerren und somit bei ungünstiger Platzierung das Abgleiten

und im Weiteren Risse initiieren und zum anderen auch Risse stoppen. Ersteres ist für

den Werkstoff negativ und letzteres positiv.
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Kubisch-raumzentriert Kubisch-flächenzentriert Hexagonale Gitterstruktur

(krz) (kfz) (hex)

Chrom, Wolfram, Aluminium, Gold, Cadmium, Zink, Titan,

Molybdän, Niob, Kupfer, Blei, Nickel, Magnesium

Vanadium, Platin,

Eisen beiT < 911◦C Eisen beiT > 911◦C

Tabelle 2.1: Einteilung einiger Werkstoffe nach deren Gitterstrukturen, die für das duktile

oder spröde Werkstoffverhalten verantwortlich sind.

Je nach Werkstoff können Korngrenzen ebenfalls Risse stoppen und das Risswachs-

tum blockieren. Es ist aber auch möglich, dass Korngrenzen als Schwachstelle des

polykristallinen Werkstoffs fungieren und Risse somit entlang der Korngrenzen entstehen

und wachsen. Aus Beobachtungen ist bekannt, dass ein metallischer Werkstoff selbst bei

sehr geringen Lasten, also noch im linear elastischen Bereich, Mikrorisse bildet, welche

aber dann in ihrem Wachstum behindert werden [26, 126, 205].Wie weit ein Riss wächst,

hängt von den Einlagerungen und der Korngröße ab. Dies ist hinsichtlich der Lebensdauer

sehr wichtig, siehe Abschnitt 2.2.2.

Gleitbrüche in polykristallinen (und quasiisotropen) Werkstoffen verlaufen in Richtung

der maximalen Schubspannung, also unter±45◦zur Hauptspannungsrichtung, und Spalt-

brüche verlaufen senkrecht zur größten Hauptspannungsrichtung. Auch Mischbrüche,

d.h. Brüche mit Gleit- und Spaltbruchanteilen, sind möglich. Deshalb ist eine ein-

wandfreie Zuordnung von Duktil- oder Sprödbruch nur bedingt möglich. Zum Beispiel

können instabile Risse, d.h. Risse mit Wachstum, bei explosionsartiger Ausbreitung

Geschwindigkeiten erreichen, die bis an die Schallgeschwindigkeit des Werkstoffs

herangehen und dann einen Sprödbruch zur Folge haben, obwohl der Werkstoff duktil

ist [26].

Dem kubisch-flächenzentrierten Metallgitter ist bei Temperaturabsenkung ein Über-

gang vom Duktilbruch zum Sprödbruch eigentümlich. Ausgangspunkt dieser Temper-
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aturversprödung ist eventuell die einsetzende Blockierungswirkung der Einlagerungen

auf die Versetzungsbewegungen, infolge nachlassender Atomschwingungen bzw. Atom-

bewegungen. Bei abnehmenden Temperaturen nimmt außerdem die Festigkeit des

metallischen Werkstoffs zu, da mit Erschwerung der mikroplastischen Vorgänge die

Rissbildungs- und Rissausbreitungseffekte verloren gehen. Selbst der Sprödbruch läuft

bei niedrigen Temperaturen anders ab als bei hohen [26]. Dieses Thema ist nach wie vor

Gegenstand der aktuellen Forschung.

2.2.2 Bruchverhalten metallischer Werkstoffe bei dynamischen Lasten

Dynamische Lasten führen zu den sogenannten Dauerbrüchen oder Ermüdungs-

brüchen. Sie werden durch schwingende Beanspruchungen hervorgerufen, obwohl die

Beanspruchung selbst noch im elastischen Bereich des Werkstoffs liegt. Faktoren die u.a.

auf die Dauerfestigkeit, d.h. Anzahl der ertragbaren Lastzyklen, einwirken sind

◦ die Umgebungsbedingungen (Temperatur, Feuchtigkeit, chemische Einwirkungen),

◦ die Bauteilgeometrie (Form und Größe des Bauteils, Kerben,Einschitte, Kraftein-

leitungen),

◦ der Werkstoff (Legierung, Gittertyp, Korngröße, Verunreinigungen),

◦ der Herstellungsprozess (maschinelle Bearbeitung, Schmieden),

◦ die Prüffrequenz, wobei eine Frequenzunabhängigkeit beobachtet wird, wenn die

Prüffrequenz kleiner als ca.2− 5% der Eigenfrequenz ist,

◦ und der Oberflächenzustand.

Ein Faktor der einen sehr starken Einfluss auf die Dauerfestigkeit hat sind die Kerben, da

diese zu Spannungskonzentrationen führen, vergleiche Abschnitt 4.1. Dabei ist grundsät-

zlich aber auch ein Dauerbruch an Bauteilen, die von der Konstruktion her keine span-

nungserhöhenden Kerben besitzen, möglich.

Die zum Dauerbruch führenden zyklischen Vorgänge bewirkeninnere Versetzungen, oder

Gleitungen, welche die Atome hin und her bewegen und je nach Werkstoff (Gitterauf-

bau, Einlagerungen, usw.) unterschiedlich groß sind und unterschiedliche Richtungen

haben können. Ein Dauerbruch beginnt mit der Entstehung vonMikrorissen, die eine

Folge des Abgleitens einzelner Atome auf den Gitterebenen innerhalb des Kristallgitters

sind, wobei das Abgleiten der Gitterebenen durch bestehende Versetzungen begünstigt

wird. Bei polykristallinen Werkstoffen oder Legierungen sind mehrere Gleitsysteme an

der Entstehung von Mikrorissen beteiligt. Wird ein Gleitsystem blockiert, so wird eine

andere Gleitebene aktiviert. Dadurch kommt es nach und nachin zunehmendem Maß

zu lokalen Verfestigungen, die bei weiter wirkender Last plötzlich aufreissen können und
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kleine Klaffungen oder Mikrorisse im Werkstoff bilden. DerWerkstoff sucht sich im Fol-

genden selbst neue Lastpfade, wobei der beschriebene Vorgang sich so oft wiederholt, bis

die vielen Mikrorisse zu einem Makroriss zusammen gewachsen sind. Das Abgleiten der

Gitterebenen entsteht nicht nur im Inneren des Werkstoffs,sondern oft auch am Proben-

rand, da dort weniger Hindernisse für die Bewegung vorhanden sind [26, 205].

Ermüdungs- oder Dauerbrüche weisen nicht die typischen makroplastischen Verfor-

mungserscheinungen auf, wie dies bei quasi-statischen oder zügigen Belastungen der

Fall ist. Auf einer Ermüdungsbruchfläche lassen sich zwei bis drei verschiedene Zonen

erkennen. Zuerst eine glatte Bruchfläche, welche die eigentliche Dauerbruchfläche mit

einer relativ niedrigen Rissausbreitungsgeschwindigkeit darstellt. Diese geht dann in eine

zweite gröbere Zone über, in der sich der Riss mit erhöhter Geschwindigkeit ausbreitet

und in der dritten Zone erfolgt der Bruch des Restquerschnitts als spröder oder duktiler

Gewaltbruch [26, 126].

Zur Ausbildung des Bruchs ist je nach Beanspruchungshöhe eine bestimmte Anzahl von

Schwing- oder LastzyklenN erforderlich. Diese Anzahl entspricht der Lebensdauer,

welche durchaus, je nach Werkstoff, Größenordnungen vonN = 107 Zyklen und mehr er-

reichen kann. Üblicherweise werden die Belastungen, bzw. Spannungen, als Funktion der

Beanspruchungszyklen in sogenannten WÖHLERkurven dargestellt. Diese Darstellung

und diese Bezeichnung beziehen sich auf den Eisenbahningenieur WÖHLER, der zwi-

schen 1850 und 1870 als einer der Ersten Schwingversuche an Eisenbahnachsen durch-

führte [241, 242, 243, 244]. Die ersten Schwingprüfungen führte aber nach heutigem

Kenntnisstand der Oberbergrat ALBERT in Clausthal an geschweißten Ketten durch [2].

In der Praxis ist das Tückische an Dauerbrüchen, dass während der Ermüdung keine

makroskopischen Verformungen zu erkennen sind. Die mikroskopischen Risse wachsen

plötzlich und schnell zu einem Makroriss zusammen. Durch zerstörungsfreie Prüfmetho-

den kann ein Dauerbruch erst kurz vor dem globalen Versagen entdeckt werden. Des-

halb wird es in zunehmendem Maß wichtig, die Lebensdauer aufnumerischem Weg

abzuschätzen.

Ein WÖHLER-Versuch ist ein dynamischer Ermüdungsversuch mit einer sinusförmi-

gen Last. Dabei wird die Mittelspannungσ0 und die SpannungsamplitudeσA bis

zum Bruch konstant gehalten. Die Ergebnisse der Wöhlerversuche werden in doppelt-

logarithmischer Darstellung, mit der SpannungsamplitudeσA auf der Ordinate und der

SchwingspielzahlN auf der Abszisse, aufgetragen. Für jedes Lastniveau werdenmehrere

Versuche durchgeführt. Die Ergebnisse für die Lebensdauersind WEIBULL verteilt,

d.h. sie haben einen Mittelwert und eine Streubreite (Standardabweichung). Werden die

Durchschnittswerte der einzelnen Lastniveaus miteinander verbunden, so ergibt sich die
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sogenannte WÖHLER-Kennlinie, siehe Abb. 2.4. Die WÖHLER-Kennlinie kann in drei

Bereiche aufgeteilt werden:

1. denlow-cycle-fatigue-Bereich oder LCF-Bereich (Bereich der Kurzzeitfestigkeit)

2. denhigh-cycle-fatigue-Bereich oder HCF-Bereich (Zeitschwingfestigkeitsbereich)

3. und denendurance-limit-Bereich (Dauerschwingfestigkeitsbereich).

Der low-cycle-fatigue-Bereich (LCF) umfasst nur eine kleine Anzahl von Schwingspie-

len. In diesem Bereich geht die WÖHLER-Kurve in einen linear abfallenden Bereich über.

Derhigh-cycle-fatigue-Bereich ist der linear abfallende Bereich der WÖHLER-Kennlinie.

Er wird mit der BASQUIN-Gleichung beschrieben [14, 39, 133].

σA =

(

A

N

)1/b

(2.6)

In dieser Gleichung istA die Verschiebungskonstante im Achsenabschnitt der WÖHLER-

Kurve, d.h. mit ihr lässt sich die BASQUIN-Gerade horizontal verschieben, undb ist der

Ermüdungs- oder Neigungsexponent der BASQUIN-Gerade.σA ist die Spannungsampli-

tude undN die Zyklenzahl einens vollständigen Sinus.

Im endurance-limit-Bereich muss eine Unterscheidung zwischen Eisenwerkstoffen (mit

ihren kubisch raumzentrierten Gitterstrukturen) und Nichteisenmetallen (kubisch flächen-

zentriertes Gitter) vorgenommen werden. Bei dem erstgenannten Werkstoff zeigt sich

ab einer Schwingspielzahl von ca.1 · 106 bis 5 · 106 ein annähernd horizontaler Ver-

lauf. Hingegen zeigt das Streuband der Nichteisenmetalle diesen ausgeprägt flachen

Bereich nicht auf, oder sehr viel später und auf niedrigeremSpannungsniveau. D.h.

Nichteisenmetalle besitzen, wenn überhaupt, keinen ausgeprägten Dauerfestigkeitsbe-

reich, siehe Abb. 2.4. Der Schnittpunkt der Dauerfestigkeitskurve mit der BASQUIN-

Geraden (Gl. (2.6)) wird als EckschwingspielzahlND bezeichnet [133]. Diese wird später

im Abschnitt 6.8 wieder aufgegriffen, wenn es um die Modellierung der WÖHLER-Kurve

geht.

Die WÖHLER-Versuche werden in aller Regel kraftgesteuert durchgeführt, wobei der Ver-

such aber auch dehnungsgesteuert gefahren werden kann. Dehnungsgesteuerte Versuche

führen zu Kennlinien, die nicht dem typischen Verlauf der kraftgesteuerten WÖHLER-

Kennlinie entsprechen. Einen ausführlichen Überblick über das Thema Dauerfestigkeit

gibt HAIBACH und SCHÜTZ [110, 209].
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log sA

log N

smax

N( )s

F(t)=F +F t0 A sin wF(t)

HCFLCF endurance-limit

Laborversuche
und deren Gaußverteilung

Nichteisenmetalle

Eisenmetalle

Abbildung 2.4: Proben werden bei den jeweiligen Lastniveaus bis zum Versagen belastet,

wobeiF0 die Mittellast,FA die Lastamplitude undω die Frequenz ist, mit der sich die

Last ändert. Die Anzahl der LastzyklenN wird statistisch ausgewertet um einen Mit-

telwert zu finden, aus welchem eine Lebensdauerkurve oder WÖHLER-Kurve konstru-

iert wird. Die dargestellte WÖHLER-Linie entspricht einer Ausfallwahrscheinlichkeit von

z.B. 50%. Die Einteilung der WÖHLER-Kennlinie erfolgt in einen LCF, HCF und in einen

Dauerfestigkeitsbereich (endurance-limit). Nichtmetallische Werkstoffe besitzen keinen

ausgeprägten Dauerfestigkeitsbereich.

2.2.3 Bruchverhalten metallischer Werkstoffe bei statischer Dauerlast

Kriechbrüche starten an kleinen Poren oder Hohlräumen, in denen sich viele Risse bilden.

Ein Kriechbruch kann noch nach sehr langer Zeit nachdem die Last aufgebracht wurde,

erfolgen. Bei Dauerbrüchen oder Ermüdungsbrüchen bilden sich im Gegensatz dazu nur

wenige keilförmige Risse. In der Regel sind die Kriechbrüche Duktilbrüche, welche durch

erhöhte Temperaturen in ihrer Entstehung und Ausbreitung gefördert werden. Bei niedri-

gen Temperaturen neigen Metalle eher zum Verspröden, d.h. die Neigung zum Kriechen

nimmt ab. Kriechbrüche treten bei metallischen Werkstoffen bei Raumtemperatur kaum

auf. Erst ab einer Temperatur von ca. 40% der Schmelztemperatur des Werkstoffs nimmt

die Tendenz zum Kriechbruch zu. Bei hohen Temperaturen neigen metallische Werk-

stoffe dann zu interkristallinen Kriechbrüchen, d.h. der Bruch verläuft entlang der Korn-

grenzen [26]. Bei Kunststoffen ist der Effekt des Kriechbruchs hingegen oft auch bei

Raumtemperatur zu beobachten.
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2.3 Thermisches Verhalten metallischer Werkstoffe

Die Temperatur hat, wie oben beschrieben, einen Einfluß auf die mechanischen Eigen-

schaften. Umgekehrt können aber auch mechanische Effekte Temperaturquellen oder

-senken im Werkstoff bilden. Diese Kopplung zwischen dem mechanischen und ther-

mischen, bzw. dem thermischen und mechanischen Effekt, istunterschiedlich stark aus-

geprägt und wird in Kapitel 8 näher erläutert.

Erste Hinweise auf eine Temperaturänderung in Werkstoffeninfolge einer mechanischen

Last hat bereits 1805 von GOUGH gegeben, als er Gummi untersuchte [99]. GOUGH

beobachtete bei Kautschuk eine Temperaturerhöhung beim Verbiegen von Proben, die

auf innere Reibung, also auf plastische Effekte, zurückzuführen ist. In den Jahren nach

GOUGHs Beobachtung wurde das thermische Feld vom mathematischenStandpunkt aus

analysiert. Dabei wurde der nicht-reversible Effekt (Hysterese) in die Energiebilanz als

Entropieterm mit einbezogen. Der Hysterese-Effekt tritt in metallischen Werkstoffen auf

sobald diese plastifizieren.

Ein weiterer Hinweise auf eine Temperaturänderung in Werkstoffen infolge einer mecha-

nischen Last, der unabhängig vom GOUGH-Effekt ist, erfolgte 1830 durch WEBER [229].

Er stellte an Pianosaiten die er plötzlich unter Zugspannung setzte fest, dass die Tempera-

tur der Drähte abnimmt, solange die Last im linear elastischen Bereich verbleibt. Dieser

Effekt ist reversibel, insofern die Pianosaite nicht mit der Umgebung über Strahlung oder

Konvektion Energie austauscht. Dieser Effekt wird als WEBER-Effekt bezeichnet und er

tritt ausschließlich im linear-elastischen Bereich des Werkstoffs auf.

Der GOUGH-Effekt wird als thermoplastischer Effektoder Hysterese-Effektbezeich-

net. Der WEBER-Effekt wird hingegenthermoelastischer Effektgenannt. In metal-

lischen Werkstoffen überlagern sich der reversible WEBER-Effekt und der Hysterese-

Effekt bzw. sie gehen langsam ineinander über. Dies liegt darin begründet, dass in me-

tallischen Werkstoffen, besonders bei duktilen Werkstoffen, plastische Dehnungen und

auch Mikrorisse bereits sehr früh im linear elastischen Bereich auftreten [26, 205]. Beide

Effekte sind noch nicht mathematisch zu einer Formulierunggekoppelt worden, sondern

lediglich getrennt. Eine vereinheitlichte Formulierung dürfte nach Meinung des Autors

jedoch schwierig sein.

Die numerische Umsetzung und Implementierung von WEBER-Effekt und GOUGH-

Effekt wird in Kapitel 8 im Detail erläutert.



3 Numerische Methoden

Um das Bruchverhalten sowie die Formulierungen in den verschiedenen Feldern nu-

merisch umsetzen zu können, soll in diesem Kapitel eine kurze Übersicht über die ver-

schiedenen Diskretisierungsverfahren gegeben werden.

Die numerischen Methoden dienen vom mathematischen Standpunkt aus dazu, den Ver-

lauf der physikalischen Feldlinien durch das betrachtete Gebiet bei gegebenen Randbe-

dingungen zu ermitteln. Das Feld wird analytisch durch partielle Differentialgleichungen

beschrieben.

Bei den numerischen Methoden wird zwischen zwei Verfahren unterschieden. Diese sind

die globale numerische Methode nach RAYLEIGH -RITZ und die lokalen Methoden, siehe

Abschnitt 3.2. Bei den lokalen Methoden wird entweder das zuuntersuchende Gebiet

(Finite-Elemente-Methode oder Finite-Volumen-Methode)oder der Rand (Randelement-

Methode) diskretisiert, oder aber das Gebiet wird lediglich mit Gitterpunkten versehen,

ohne dass es unterteilt wird (Finite-Differenzen-Methodeoder Elementfreie-Galerkin-

Methode).

Die erste Idee, ein dreidimensionales Kontinuum in diskrete Bereiche die unter Last

miteinander interagieren zu zerlegen, reicht bis in das Jahr 1868 zurück und findet sich

in der Arbeit von KIRSCH [140]. KIRSCH betrachtete das Kontinuum unter anderem

vom atomaren Standpunkt aus und verband die Moleküle mit elastischen Stäben, wobei

er damit eigentlich die Atome meinte. Mittels eines Gleichungssystems versuchte er die

Stabquerschnitte einer Gitterzelle so zu bestimmen, dass sich das räumliche Ersatzfach-

werk wie das Kontinuum verhält. Außerdem beschrieb KIRSCH, dass die Nachbarstruk-

tur ebenfalls geschwächt wird, wenn eine äußere Last die schwache Verbindung zweier

Moleküle zum Aufreißen bringt und sich ein Riss im Weiteren auf diese Art fortpflanzen

kann, siehe Abb. 3.1. Da das Fachwerk statisch unbestimmt ist, war der Aufwand zum

Lösen des Gleichungssystems zu hoch, weswegen diese Idee dann in Vergessenheit gera-

ten sein mag [143]. Allerdings ist sie aber sehr vielversprechend und dient als Basis für

Rissfortschrittsimulationen mit diskreten Elementen in dieser Arbeit.

Ein Kontinuum in eine Fachwerkstruktur zu überführen wurdeerst 1905 wieder von

KLEIN und WIEGHARDT aufgegriffen, deren Überlegungen aber nur für den 2D-Fall

gelten, siehe hierzu Abschnitt 3.6 und Kapitel 5.

In den Abschnitten 3.1 bis 3.6 wird ein kurzer Überblick überdie heute gängigen
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Abbildung 3.1: (a) Eine Struktur aus Molekülen, die mit elastischen Stäben miteinander

verbunden ist, wird vertikal belastet. (b) Dabei trennen sich zwei Moleküle nach errei-

chen der Stabilitätsgrenze voneinander und die Fachwerkstruktur klafft lokal auf. Die

Verbindungen auf der linken und rechten Seite werden nun höher beansprucht. Bild und

Erläuterungen stammen von KIRSCH [140].

numerischen Methoden gegeben. Sie werden einander am Beispiel eines physika-

lischen Problems, bei dem eine Strömung durch ein sich verengendes Rohr fließt,

gegenübergestellt, siehe Abb. 3.2 (a). Das Gebiet wird mitΩ und der Rand mitΓ be-

zeichnet, siehe Abb. 3.2 (b).

3.1 Finite-Differenzen-Methode (FDM)

Numerische Methoden zum Lösen von partiellen Differentialgleichungen wurden früh

entwickelt, nachdem man erkannt hatte, dass analytische Lösungen nicht für alle Bauteil-

geometrien gefunden werden können. Das älteste numerischeVerfahren ist die Finite-

Differenzen-Methode (FDM), welche auf STIRLING bis in das Jahr 1730 zurückzuführen

ist [216]. Ausgebaut und auf einfache Differentialgleichungen (DGLn) angewandt wurde

das Verfahren 1755 von EULER [76]. Im Weiteren wurde die FDM im Jahre 1860 von

BOOLE auf partielle Differentialgleichungen übertragen, wodurch sich seither im mecha-

nischen Feld Spannungen sowie im thermischen Feld Temperaturen einzeln und gekop-

pelt bestimmen lassen [35]. 1910 wandte RICHARDSON das Verfahren im großen Stil zur

Festigkeitsanalyse eines Damms an [191].

Bei der FDM werden die Ableitungen der partiellen Differentialgleichung (P-DGL) mit

ihren infinitesimalen Differenzen durch Differenzen mit finiter Größe ausgedrückt, die

man Differenzenquotienten oder finite Differenzen nennt. Bei der FDM benötigt man

Knotenpunkte in festgelegten Abständen, aus welchen die finiten Differenzen gebildet
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werden.

Die Ableitungen der feldbeschreibenden Differentialgleichung werden durch TAYLOR-

Reihen beschrieben, welche sich auf alle Gitterpunkte des Gebietes beziehen. Durch

Addition und Subtraktion lassen sich die TAYLOR-Reihen zu den sogenannten Sternen

kombinieren, siehe Abb. 3.2 (c) und (d). Diese Sterne müssenan jedem Knotenpunkt

innerhalb des Gebietes angewandt werden, an dem ein Freiwert vorliegt. Die Genauigkeit

der Methode richtet sich nach zwei Gesichtspunkten: Erstens nach dem Abstand zwi-

schen den Gitterpunkten und zweitens nach dem zur Anwendungkommenden Finite-

Differenzen-Stern und dem damit verbundenen Restfehler [168, 245].

Die FDM bestimmt den Verlauf und die Stärke der physikalischen Flussgröße durch das

GebietΩ. Probleme treten mit dieser Methode an den Rändern auf, bei denen die Git-

terpunkte über den Rand des Gebiets hinaus gehen, da dort kein Fluss vorhanden ist.

Beschreibt man den Differenzenquotienten durch ein nicht-äquidistantes Gitter, so lassen

sich die äußeren Knoten in das Gebiet verschieben, siehe Abb. 3.2 (d). Da die in das

Gebiet verschobenen Knoten aber auch einen Freiwert darstellen, muss für diese Punkte

auch ein Stern gefunden werden, was entweder nicht immer möglich ist oder zu Unge-

nauigkeiten führt, da die angepassten Sterne einen höherennumerischen Fehler mit sich

bringen.

In der Mechanik ist die FDM durch die Finite-Elemente-Methode abgelöst worden. Es

ist dem Autor nicht bekannt, dass die FDM zur Lebensdauerabschätzung eingesetzt wird.

Einen guten Überblick über die FDM gibt [136].

3.2 Finite-Elemente-Methode (FEM)

Die bekannteste numerische Methode ist die Finite-Elemente-Methode (FEM), welche

1956 von TURNER und CLOUGH ins Leben gerufen wurde [226]. Nach KURRER gelten

als weitere Mitentwickler aus diesen Jahren ARGYRIS und ZIENKIEWICZ [151]. Diese

Methode hat den Charme, dass das Tragwerk als solches mit glatten Rändern im Modell

versehen ist, was bei der FDM nicht der Fall ist. Die FEM wurdeschnell von mecha-

nischen Problemen auf andere physikalische Gebiete übertragen, nachdem man erkannt

hatte, dass die Basisformulierung für die FEM eine Variationsformulierung ist, welche

demMinimum der potentiellen Energieentspricht. Für das mechanische Feld wurde die

Variationsformulierung von COURANT 1924 [61] und im Speziellen von HELLINGER

1914, bzw. von REISSNER1950 beschrieben [117, 190].
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Die FEM kann mittels dreier Varianten hergeleitet werden.

1. In der Mechanik wurde die FEM anfangs mittels dem virtuellen Arbeitssatz

abgeleitet. ARGYRIS zeigte 1957, dass die Matrizenmethode, basierend auf dem

virtuellen Arbeitssatz unter Verwendung von Einheitskräften oder Einheitsver-

schiebungen, zu den selben Ergebnissen führt [6]. Dies war für die Statik insofern

wichtig, da das bis dahin relativ unbekannte Deformationsverfahren dem Kraft-

größenverfahren gleich zog und fortan eine klare Unterscheidung zwischen dem

Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV) und dem Prinzip der virtuellen Kräfte

(PvK) gemacht wurde. Auch erkannte man, dass die Variationsprinzipien der Elas-

tizitätstheorie die Basis für das PvV und das PvK sind [151].Beim PvK wird das

Kraftfeld mit Ansatzfunktionen approximiert und das sich ergebende Gleichungs-

system kann danach mittels den Kraftrandbedingungen gelöst werden, die jedoch

nicht immer bekannt sind. Beim PvV wird hingegen das Verschiebungsfeld mit

Ansatzfunktionen approximiert und das Gleichungssystem wird anschließend mit-

tels den stets bekannten Wegrandbedingungen gelöst. Deshalb hat sich für die FEM

schließlich das PvV durchgesetzt.

2. Neben dem virtuellen Arbeitssatz kann die FEM auch mittels dem RAYLEIGH -

RITZ-Verfahren abgeleitet werden. Zunächst haben Lord RAYLEIGH und RITZ

unabhängig voneinander zur Lösung von Variationsproblemen globale Ansatz-

funktionen verwendet [187, 194, 195]. RAYLEIGH benutzte zur Bestimmung der

Eigenfrequenzen von Platten harmonische Funktionen, welche so aufgebaut waren,

dass sie die Randbedingungen erfüllten. Diese harmonischen Funktionen setzte

RAYLEIGH in das Funktional ein, um das Minimum der potentiellen Energie zu

finden. RITZ verwendete hingegen Polynomansätze mit freien Koeffizienten, die

ebenso die Randbedingungen erfüllen müssen. Nach Einsetzen der Polynoman-

sätze in das Funktional und nach Integration kann das Potential nach den freien Ko-

effizienten abgeleitet werden, um das Minimum der potentiellen Energie zu finden.

Die Methode, die Energie im Gebiet global mit einem oder mehreren Ansätzen zu

beschreiben um das Minimum der potentiellen Energie zu finden, wird seither das

RITZsche oder RAYLEIGH -RITZsche Verfahren genannt. Das Verfahren kann auch

angewandt werden nachdem das Gebiet diskretisiert wurde, indem für jedes Teilge-

biet lokale Ansätze in das Potential eingesetzt werden. Nach dem Zusammenfassen

der Energieterme aus allen Teilgebieten, anschließender Integration und zuletzt dem

Ableiten nach den Freiwerten, ergibt sich ein Gleichungssystem zur Bestimmung

der Unbekannten.

3. Das Verfahren von GALERKIN aus dem Jahr 1915 ist die Basis um die Finiten-

Elemente-Methode aus der Mechanik in andere physikalischeGebiete zu über-
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tragen. Die Veröffentlichung von GALERKIN , die 1963 ins Englische übersetzt

wurde, präsentierte eine Methode zum Lösen der Balkenbiegung und ein Ver-

fahren zum Untersuchen von Beulvorgängen in mechanisch belasteten Platten [93].

GALERKIN , der die Variationsrechnung kannte, benutzte die feldbeschreibende

DGL, multiplizierte diese mit einer Testfunktion und löstedann das Gebietsinte-

gral. BUBNOV arbeitete mehrere Jahre vor Galerkin an diesem Thema, jedoch

war der wesentliche Unterschied seiner Arbeit zu der von GALERKIN , dass er

den Freiwert der feldbeschreibenden DGL als Wichtung benutzte und nicht eine

oder mehrere Funktionen, die über das Gebiet gehen (wie GALERKIN dies tat).

BUBNOV führte also eine Punktwichtung (Punktkollokation) aus undGALERKIN

eine globale Wichtung. Da BUBNOV das Prinzip der Wichtung erahnte und das Ver-

fahren in einer Veröffentlichung vorstellte, wird das Verfahren auch das BUBNOV-

GALERKIN -Verfahren genannt. Im Jahre 1940 erkannte PETROV, dass die Proze-

dur nach GALERKIN auch bei anderen Feldgleichungen angewandt werden kann

und setzte die Methode erfolgreich auf dem Gebiet der nicht-linearen Hydrody-

namik um [183]. Seither wird der Begriff GALERKIN -PETROV-Verfahren zumeist

bei nicht-linearen Feldproblemen verwendet und die Bezeichnung GALERKIN -

Verfahren fällt den linearen Feldproblemen zu [38]. Bei beiden Verfahren wird

die gebietsbeschreibende DGL mit einer Testfunktion gewichtet und über das Ge-

biet integriert. Gemäß der Variationsrechnung ist die Testfunktion identisch mit der

physikalischen Feldgröße bzw. der Feldfunktion.

Die mathematische Beschreibung der physikalischen Feldgleichungen ist mit dem

virtuellen Arbeitssatz, dem RAYLEIGH -RITZschen Verfahren und dem GALERKIN -

Verfahren gemäß der Variationsrechnung analytisch so lange exakt, bis die Feldlinien

mit den Ansatzfunktionen approximiert werden. Einen gutenÜberblick über die En-

ergiemethoden findet man z.B. in BETTEN, FINLAYSON, LANCZOS, REDDDY, WASHIZU

und WUNDERLICH [28, 88, 153, 189, 228, 245].

Die FEM basiert darauf, dass das GebietΩ in Teilgebiete zerlegt wird, siehe Abb. 3.2 (e).

Um das Minimum der potentiellen Energie zu finden, wird die Energieabsorption der Teil-

gebiete durch Verschiebungsansätze approximiert, siehe Abb. 3.2 (f). Die oben genann-

ten Verfahren überführen das physikalische Problem in ein algebraisches Gleichungs-

system. Dabei stellt die Lösung des Gleichungssystems mit den Freiwerten das globale

Minimum der potentiellen Energie dar. Je besser die Ansatzfunktionen die Verschiebung

beschreiben, desto genauer ist die Lösung. Dies bedingt aber, dass die Teilgebiete in

denen die Feldlinien starken Änderungen unterliegen, feiner aufgelöst werden müssen.

Aufgrund des GALERKIN -Verfahrens konnten ab 1965 Berechnungen an thermischen
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Feldern mit der FEM zum ersten Mal von WILSON, als dieser noch für AEROJET arbei-

tete, am Apollo Hitzeschild durchgeführt [237] werden, nachdem BIOT die Variationsfor-

mulierung des thermischen Feldes im Jahre 1955 beschriebenhatte [30, 31, 32]. Gekop-

pelte thermo-mechanische Feldberechnungen wurden 1968 von NICKELL und SACK-

MAN veröffentlicht [172], basierend auf den Variationsformulierungen aus dem Jahre

1963 von HERMANN [118]. Andere physikalische Bereiche wurden danach schnell von

der Variationsformulierung erschlossen, so z.B. das thermo-magnetische Feld 1970 von

PARKUS [181].

Einen kurzen geschichtlichen Überblick über die FEM liefern HIGGINS, CLOUGH,

SAMUELSSON und ODEN [59, 121, 174, 203]. Einen tieferen Einblick in die Methoden

und Verfahren der FEM geben BATHE, KNOTHE und ZIENKIEWICZ [15, 143, 248].

Die FEM wird in vielen pysykalischen Gebieten eingesetzt. In der Strömungsmechanik

haben sich jedoch andere Verfahren, wie z.B. die finiten Differenzen und die finiten Vol-

umen, durchgesetzt. Die FEM wird unter anderem in der Mechanik zur Beschreibung

von Rissen eingesetzt, siehe hierzu Abschnitt 4.5. Eine Lebensdauerabschätzung von

Bauteilen mit der FEM ist nur bedingt in Verbinding mit demcritical-plane-Verfahren

möglich [45, 179, 180].

3.3 Finite-Volumen-Methode (FVM)

Als jüngste numerische Methode hat sich die Finite-Volumen-Methode (FVM) etabliert.

Neben der FDM und der FEM ist die FVM in der heutigen Zeit eine der wichtigsten

numerischen Methoden auf dem Gebiet der CFD (computationalfluid dynamics). An

der Entwicklung der FVM aus den Jahren 1954 bis 1959, war GODUNOV maßgeblich

mit beteiligt. Das Finite-Volumen-Verfahren basiert auf einem integralen Erhaltungssatz

und nicht auf der partiellen Differentialgleichung. Die FVM wurde speziell dazu entwi-

ckelt, den Fluss durch ein Gebiet zu beschreiben, wobei die Flüsse über die Oberfläche

bilanziert werden. Nach der Diskretisierung des Gebiets wird jedem Kontrollvolumen ein

Knotenpunkt zugeordnet, welcher repräsentativ für den Mittelwert des diskreten Gebiets

ist, d.h. die Freiwerte (Zustandsgrößen des Feldes) der integralen Flußbeziehung wer-

den nicht wie bei der FEM oder FDM an den diskreten Gitterpunkten, sondern für den

Knotenpunkt in der Mitte der Zelle bestimmt.

Die FVM setzt ein strukturiertes Gitter voraus. Bei einer wahllosen Diskretisierung des

Gebiets in rechteckige und dreieckige Teilgebiete kann es an den Rändern, an denen der

Fluss nicht senkrecht aus dem Gebiet austritt, zu numerischen Rundungsfehlern kommen,
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Abbildung 3.2: (a) Die Strömung in einem sich verengenden Rohr wird im Folgenden nu-

merisch approximiert. (b) Das Gebiet, durch das der Fluss verläuft, wird mitΩ bezeichnet

und der Rand mitΓ. (c) zeigt die äquidistanten Gitterpunkte der FDM im Gebiet. Dabei

ragen die Gitterpunkte zum Teil über den Rand des Gebietes hinaus. (d) zeigt, wie die

Gitterpunkte am Rand mit nicht-äquidistanten Gitterabständen in das Gebiet geholt wer-

den. (e) Bei der FEM wird das Gebiet in Teilgebiete unterteilt. (f) Für jedes Teilgebiet

lassen sich Ansatzfunktionen formulieren, die in die schwache Formulierung eingesetzt

werden.

siehe Abb. 3.3 (a). Richtet sich das Gitter nach der Strömung, so wird der numerisch be-

dingte Rundungsfehler deutlich verringert, siehe Abb. 3.3(b). Um sehr gute Ergebnisse

zu erziehlen, setzt die Finite-Volumen-Methode also vor der Netzerzeugung grobe Kennt-
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nisse über das Feld voraus.

Die FVM wird hauptsächlich in der Strömungsmechanik und Thermodynamik eingesetzt.

In der Mechanik hat die Methode noch keine Bedeutung, andererseits ist die FVM die

Basis für die Diskrete-Elemente-Methode in dieser Arbeit,wobei die Zusammenhänge

im Kapitel 5 dargestellt werden. Einen guten Überblick überdie FVM gibt [168, 223].

3.4 Randelement-Methode (BEM)

Die Randelement-Methode oder die Boundary-Element-Method (BEM) geht bis in das

Jahr 1963 auf die beiden Artikel von JASWON und SYMM zurück [135, 219]. 1966 folgte

ein weiterer Artikel zu dem Thema von HESS[120]. Bei der Methode handelt es sich um

eine allgemeine numerische Lösungsmethode für partielle Differentialgleichungen, in der

das Volumenintegral mit Hilfe des Integralsatzes von GAUSS in ein Oberflächenintegral

umgeformt wird. Somit muss nicht mehr das ganze Gebiet diskretisiert werden, sondern

lediglich der Rand. Symmetrische Gebiete haben den weiteren Vorteil, dass der Rand

auf der Symmetrielinie nicht diskretisiert werden muss. Auch werden bei gleicher Feld-

linienauflösung weniger Elemente benötigt als bei der FEM. Es hat sich auch erwiesen,

dass die Methode Gebiete mit sich verengenden Feldlinien (Spannungskonzentrationen)

besser auflösen kann als andere numerische Methoden. Nachteilig ist, dass die auftre-

tenden Matrizen nicht symmetrisch und voll besetzt sind.

Um mit der BEM physikalische Probleme lösen zu können, ist eine sogenannte Funda-

mentallösung erforderlich. Ist keine Fundamentallösung bekannt, so kann die BEM nicht

angewendet werden. Für nicht-lineare Probleme ist zum Beispiel keine Fundamentallö-

sung bekannt, da das Superpositionsprinzip nicht gilt [236].

Bei der BEM wird der Gebietsrand diskretisiert. Im Weiterenwird der Einfluss eines

jeden Randelements auf die anderen Randelemente mittels der Fundamentallösung und

der integralen Formulierung ausgewertet. Dabei wird ein Strahl von einem Elementknoten

zu den anderen Elementen gebildet. Die Integration erfolgtüber Winkelsegmente und

führt zu einem Gleichungssystem. Bei der Integration muss darauf geachtet werden, dass

die Integrationsrichtung gleich bleibt. Siehe hierzu die Abbildungen 3.3 (c) und (d).

Die Boundary-Element-Methode ist nicht so weit verbreitetwie die anderen oben

vorgestellten Methoden, sie wird jedoch u.a. in der Bruchmechanik als numerische Me-

thode eingesetzt. Einen allgemeinen Überblick liefert auch [13, 49, 94, 95, 129, 138]. Es

ist dem Autor nicht bekannt, dass die BEM für Lebensdauersimulationen eingesetzt wird.
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Abbildung 3.3: Abb. (a) zeigt eine schlechte Unterteilung des Gebiets in der FVM nach

geometrischen Gesichtspunkten. Eine gute Diskretisierung richtet sich nach dem Strom-

linienverlauf mit der Geschwindigkeitv1 und v2 (b). (c) zeigt die Diskretisierung des

Randes mit der BEM. (d) Die Einträge der Matrizen werden durch Integrationen mittels

eines Strahls ermittelt, der vom Knoten eines Elements zu den anderen Elementen führt.

3.5 Elementfreie-Galerkin-Methode (EFGM)

Die Elementfreie-Galerkin-Methode oder die Element-Free-Galerkin-Method (EFGM)

geht auf LUCY aus dem Jahr 1977 zurück [158]. LUCY stellte damals eine netzfreie Me-

thode für die Astrophysik vor, welche keine Ränder braucht.Er selbst nannte diese Me-

thodeMonte-Carlo-Theory. Später entstand aus der von ihm vorgestellten Methode die

Smooth-Particle-Hydrodynamics(SPH). 1994 modifizierte BELYTSCHKO das Verfahren

für die Bruchmechanik und gab der Methode den heute bekannten NamenElement-Free-

Galerkin-Method(EFGM) oder einfach nurElement-Free-Galerkin(EFG) [21, 22].

Im weitesten Sinne kann die EFGM als eine Erweiterung derMoving-Least-Squares

(MLS) Approximationsmethode angesehen werden, also als eine Fehlerquadratmethode

für die Numerik.

Bei der EFG-Methode wird kein Netz generiert, sondern es werden lediglich Knoten-

punkte im Gebiet definiert (wie bei der FDM), siehe Abb 3.4 (a). An jedem Knoten-

punkt wird eine Einflußzone oder Wirkzone durch eine Kernel-oder Wichtungsfunk-

tion (im weitesten Sinne auch Ansatzfunktion) beschrieben. Somit können die Knoten-
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punkte nur miteinander interagieren, wenn ein Knotenpunktin der Wirkzone eines an-

deren liegt. Numerische Schwierigkeiten stellen sich an den Rändern des Gebietes und

den Unstetigkeiten wie z.B. den Rissen ein, da dort die Wirkzonen der Knotenpunkte über

die Unstetigkeiten hinausgehen, was physikalisch nicht sein darf. Um die Ränder besser

beschreiben zu können wird der Teil der Kernelfunktion der über den Rand hinausgeht

abgeschnitten, weshalb sich Risse einfach in die Methode mit einbeziehen lassen, siehe

Abb 3.4 (b). Es ist dem Autor nicht bekannt, dass die EFGM für Lebensdauersimulatio-

nen eingesetzt wird. Einen guten Überblick über die EFGM liefert BELYTSCHKO [20].

3.6 Diskrete-Elemente-Methode (DEM)

Ein weiteres numerisches Verfahren ist das Stabgitterverfahren. Es wurde erstmals im

Jahre 1868 für 3D-Probleme von KIRSCH vorgestellt und 1905 von KLEIN auf 2D-

Probleme übertragen [140, 141, 142]. KLEIN wies in seiner Veröffentlichung darauf

hin, dass Spannungszustände in mechanich belasteten Scheiben durch ein beliebig eng-

maschiges Netz bestehend aus Fachwerkstäben untersucht werden können. Daraufhin

versuchte WIEGHARDT 1906 diesen Aspekt für die Praxis nutzbar zu machen, indem

er hochgradig statisch unbestimmte Fachwerke, wie z.B. dieKölner Rheinbrücke, zu

analysieren versuchte, indem er vorschlug, eine analytische Lösung von einer gleich-

wertig gelagerten Scheibe auf ein statisch unbestimmtes Fachwerksystem zu über-

tragen [234]. Der interessante Aspekt, dass man die Spannungen von gleichwertig

gelagerten und belasteten Fachwerken in Kontinuumsspannungen der Scheiben über-

führen kann, wurde erst 1927 wieder von RIEDEL in einer Veröffentlichung aufgegriffen

und anhand eines Beispiels belegt. Diese Veröffentlichungist ein Auszug aus seiner Dis-

sertation, welche von PRANDTL angeregt wurde [192]. Das Übertragen von Spannungen

aus Fachwerkkonfigurationen mit unterschiedlich angeordneten Stäben wurde erst wieder

1941 von HRENNIKOFF ausführlich untersucht [127, 128] und 1943 zeigte MCHENRY

ein weiteres konkretes Anwendungsbeispiel für eine Scheibe mit Ausschnitt [161]. Das

Verfahren war bis dahin unter der BezeichnungStabgitterverfahren, Gitterrostmethode,

Framework-Method, Spring-Network-Modeloder Lattice-Modelbekannt. Angewendet

wurde das Verfahren aber lediglich auf ebene Scheiben unterrein statischen Lasten. Wei-

tere Details sind im Abschnitt 5.1 aufgeführt.

Das Stabgitterverfahren wird nun auch als Diskrete-Elemente-Methode (DEM) bezeich-

net, wobei die Zuordnung des Begriffs doppeldeutig ist, denn unter dem Begriff der DEM

versteht man auch Simulationen in der Molekulardynamik. ImRahmen dieser Arbeit

wird das Stabgitterverfahren als DEM bezeichnet. Die Gründe hierfür werden einsichtig,
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wenn Herleitung und Beweis der DEM in den Kapiteln 6 und 7 aufgezeigt werden. Die

Verfahren der FEM, FDM und FVM, bzw. deren Grundphilosophie, spielen bei der Her-

leitung der DEM eine entscheidende Rolle, da alle drei Verfahren mit der DEM verknüpf-

bar sind.

Die von WIEGHARDT und HRENNIKOFF hergeleiteten Zellen (sich wiederholende Sta-

banordnungen mit denen das Gebiet diskretisiert wird, siehe hierzu Abb. 5.2) waren nur

für regelmäßige Gebietsquerschnitte gedacht. Der Übergang von einem Gebietsquer-

schnitt zu einem anderen wurde 1963 von SPIERIG untersucht [214, 215]. Von ihm stam-

men die Übergangselemente, siehe Abb. 3.4 (c). Aus der Literatur kann nicht entnommen

werden, dass WIEGHARDT, HRENNIKOFF und SPIERIG vorgesehen haben, die Methode

auch in anderen physikalischen Gebieten als der Mechanik einzusetzen. In dieser Arbeit

(Kapitel 6 und 7) wird gezeigt, dass die DEM aber grundsätzlich dazu in der Lage ist

andere physikalische Gebiete zu erschließen.

Bei der Diskrete-Elemente-Methode wird das Gebiet in quadratische oder hexagonale

Elemente, die sogenannten diskreten Elemente, aufgeteilt. Der Fluss des physika-

lischen Feldes strömt über die Ränder von einem diskreten Element zu den benachbarten

diskreten Elementen. Hierbei stellt sich die Verteilung der Feldgröße über das gesamte

Gebiet, also über alle diskreten Elemente verteilt so ein, dass das Minimum der poten-

tiellen Energie gewahrt wird. Die Schwerpunkte der diskreten Elemente repräsentieren

hierbei die Knotenpunkte die mit Stäben miteinander verbunden werden. Im übertrage-

nen Sinn läßt sich der gesamte Fluss ebenso durch die Stäbe anstatt durch die Ränder der

diskreten Elemente leiten. Der Querschnitt der Stäbe leitet sich aus der Randfläche der

diskreten Elemente ab.

Bei der DEM handelt es sich also um eine Methode, in welcher die Verteilung der physi-

kalischen Feldgröße mit dem Stabgitterverfahren bestimmtwird. Der Nachweis über die

Zulässigkeit der DEM im mechanischen Feld erfolgt dadurch,dass die Stabspannungen

innerhalb einer Einheitszelle mittels dem Kräftegleichgewicht und der Finite-Differenzen-

Methode in die Airysche Spannungsfunktion überführt werden, siehe Kapitel 6. Im ther-

mischen Feld ergibt das Gleichgewicht der Wärmeflüsse an einem Knoten den Finite-

Differenzen-Stern der Wärmeleitungsgleichung, siehe Kapitel 7.

Die DEM wurde bereits erfolgreich zur Simulation von Rissenmit stochastischem

Rissverlauf angewandt [240]. Eine Lebensdauersimulationist bisher mit der Methode

noch nicht gelungen. Tiefer gehende Erläuterungen zur DEM werden im Abschnitt 5.1

vorgestellt.



30 KAPITEL 3. NUMERISCHE METHODEN

(c)

(b)(a)

E
le

m
en

tf
re

ie
 G

al
er

ki
n

M
et

h
od

e
F

ra
m

ew
or

k 
M

et
h

od
(S

ta
bg

itt
er

m
et

h
od

e)

Kernel-
Funktion

Rand- oder Übergangselement
nach Spierig

Rechteckelement
nach Hrennikoff

Einflussbereich der
Kernel-Funktion

Abbildung 3.4: (a) zeigt die EFGM, in der das Gebiet mit Knoten versehen wird. Diese

werden mit Kernel-Funktionen gewichtet (b). Die Kopplung eines Knotens zu den be-

nachbarten Knoten erfolgt nur, wenn die Nachbarknoten in der Wirk- oder Einflusszone

der Kernel-Funktion liegen. An den Rändern ist der Wirkungsbereich der Kernelfunk-

tionen aufgehoben. (c) zeigt, wie das Gebiet mit der Stabgittermethode (DEM) gemäß

HRENNIKOFF und SPIERIG mit elastischen Stäben diskretisiert werden könnte. Es ist

nirgendwo in der Literatur ersichtlich, dass WIEGHARDT, HRENNIKOFF und SPIERIG

in Betracht gezogen haben die Stabgittermethode in anderenphysikalischen Gebieten als

der Mechanik einzusetzen.



4 Modellierung des quasistatischen Bruchverhaltens

metallischer Werkstoffe

4.1 Analytische Beschreibung von Rissen in spröden linear elasti-

schen Werkstoffen

Die analytische Behandlung von Rissen wird in der linear elastischen Bruchmechanik

(LEBM) abgehandelt. Hier wird das Verhalten von Rissen in Körpern aus makroskopi-

scher Sicht mit den Mitteln der Kontinuumsmechanik beschrieben. Eine Belastungshis-

torie wird nicht mit einbezogen.

Die erste Beschreibung von Spannungen in Scheiben mit elliptischem Loch wurde 1909

von KOLOSOV vorgenommen [145]. Aus seinen Untersuchungen geht hervor,dass wenn

die kleine Halbachse der Ellipse gegen Null geht, also zu einem Schlitz entartet, die Nor-

malspannungen am Ende des Schlitzes unendlich groß werden und zwar unabhängig von

der äußeren Belastung. Außerdem nimmt die Spannung mit1/
√
r ab, wobeir der Ra-

dius der Rissspitze ist. Aufgrund des1/
√
r Verhaltens werden die Normalspannungen

erst im Unendlichen zu Null, weshalb die Scheibenabmessungen im Verhältnis zum Loch

sehr viel größer sein müssen, was für die Praxis eine Einschränkung bedeutet. Außer-

dem muss die Scheibendicke relativ zur Länge und Breite der Scheibe sehr gering sein,

da sonst 3D-Effekte auftreten. Da die Spannungen um die Rissspitze unendlich groß

werden, kann kein Festigkeitskriterium mehr angewandt werden, da ein Bauteil mit Riss

schon bei geringster Belastung versagen würde. Hingegen muß eingewendet werden, dass

sich kein Werkstoff auf der atomaren Größenskala mehr linear elastisch und isotrop ver-

hält. Außerdem würde sich aus der Belastung eine Plastifizierung im Werkstoff mit mehr

oder minder großem endlichen Radius um die Rissspitze ergeben [193, 225].

Einen neuen und bis dahin unüblichen Weg ging GRIFFITH 1920, indem er das Theorem

vom Minimum der potentiellen Energie unter Einbeziehung der inneren Energie und der

spezifischen Oberflächenenergie an spröden Werkstoffen anwandte, um die Restfestigkeit

eines Bauteils mit Anriss zu finden. Die spezifische Oberflächenenergie setzte GRIFFITH

mit der potentiellen Energie gleich, die bei der Bildung neuer Oberflächen an der Rissfront

entsteht. Dabei liegen Oberflächenkräfte an der Ober- und Unterseite des Risses vor, die

theoretisch mit den atomaren Bindungskräften gleichzusetzen sind. Das Resultat seiner

theoretischen Betrachtung war eine Festigkeit, die umgekehrt proportional zur Wurzel
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der Risslänge ist. Somit liegt auch bei dieser Betrachtung,ähnlich wie bei KOLOSOV,

eine Singularität an der Rissspitze vor. Jedoch konnte die Gleichung für die Festigkeit

einer Probe mit Anriss prinzipiell experimentell verifiziert werden, auch wenn die für die

Festigkeit gefundenen theoretischen Ergebnisse zu hoch waren. Bemerkenswert ist auch

die Beobachtung von GRIFFITH, dass die Spannungen an der Rissspitze das Zehnfache

der in Laborversuchen gemessenen Festigkeit übersteigen können. Des Weiteren führte

GRIFFITH Überlegungen und Versuche durch, um den tatsächlichen Radius an der Riss-

spitze zu finden. Er stellte dabei fest, dass der Radius mindestens eine Größe von einigen

Atomdurchmessern haben muss, jedoch nicht größer als5 · 10−5 Millimeter sein kann.

GRIFFITH führte seine Experimente an Glas durch und stellte dabei fest, dass Proben eine

höhere Festigkeit besitzen wenn die Oberfläche poliert ist.Er führte dies auf kleine An-

risse in der Oberfläche zurück, welche als Rissinitiatoren fungieren. Diese Tatsache geht

mit der Feststellung einher, dass die Festigkeit der Probengenerell viel geringer ist, als

die theoretisch mögliche, was darauf hindeutet, dass der Werkstoff generell mit vielen

Mikrorissen durchsetzt ist. Bemerkenswert ist auch, dass die Festigkeit einige Stunden

nachdem der Prüfling präpariert wurde spontan abnimmt. Der Wert, auf den die Fes-

tigkeit abnimmt, hängt mit dem Probendurchmesser zusammen. Dabei beobachtet man

an kleinen Prüflingen eine höhere Festigkeit als an großen [101].

Da GRIFFITH als Erster den Riss direkt von Anfang an als einen unendlich schmalen

Schlitz betrachtete, im Gegensatz zu KOLOSOV, der den Riss durch einen Grenzüber-

gang der kleinen Halbachse vom elliptischen Loch durchführte, wird dieser Schlitz als

ein GRIFFITH-Riss bezeichnet. Seine Betrachtungen gelten strikt für spröde Materialien

ohne Plastifizierung. Auch gehen seine theoretischen Überlegungen erstmalig von einer

scharfen Rissspitze mit einem Kerbradius vonrK = 0 aus, was seine Theorie von der von

KOLOSOV unterscheidet [225].

Der Ansatz nach GRIFFITH sieht an der Rissoberfläche eine Abnahme der gespeicherten

elastischen Energie (Energiefreisetzungsrate)UB von

UB =



















− π σ2 a2

E
im ESZ

− π σ2 a2 (1− ν2)

E
im EVZ

(4.1)

vor, wobeiσ eine konstante Randspannung,2a die Risslänge (siehe Abb. 4.1 für den

Modus I),E der Elastizitäsmodul undν die Querkontraktionszahl des Werkstoffs für die

beiden Spannungszustände, den ebenen Spannungszustand (ESZ) und den ebenen Ver-

formungszustand (EVZ), ist. Die OberflächenenergieUγ nimmt linear mit der Risslänge

zu und berechnet sich aus den neu gebildeten Oberflächen der Ober- und Unterseite mit
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Hilfe der materialspezifischen Energiefreisetzungskonstantenγc pro Einheitsfläche zu

Uγ = 2 (2 a) γc . (4.2)

Die gesamte Energie während der Rissbildung berechnet sichausUges. = UB + Uγ . Das

Maximum der Gesamtenergie berechnet sich aus der Bedingung∂Uges.

∂a
= 0. D.h. dass ein

stabiles Risswachstum bei gegebener Spannung ab der Risslänge

a =



















2 γc E

π σ2
im ESZ

2 γc E

π σ2 (1− ν2)
im EVZ

(4.3)

bzw. bei gegebener Risslänge ab der Spannung

σ =























√

2 γc E

π a
im ESZ

√

2 γc E

π a (1− ν2)
im EVZ

(4.4)

erfolgt.

Die linear elastische Bruchmechanik wurde erst 26 Jahre später von SNEDDON, GREEN,

IRWIN und WILLIAMS weiterentwickelt. 1946 untersuchte SNEDDON das Spannungsfeld

um die Rissspitze für einfache Belastungen detailliert mitHilfe von Polarkoordinaten

(siehe Abb. 4.1) [212]. Ein weiterer Artikel folgte 1949 zusammen mit GREEN [100],

basierend auf der nach WESTERGAARD benannten Methode [233], mittels der die

Airysche Spannungsfunktion in den komplexen Zahlenraum transformiert wird. Bei der

Entwicklung der Gleichungen werden höhere Terme vernachlässigt, so dass die Lösun-

gen nur für das unmittelbare Nahfeld um den Riss gelten und lediglich einen Term für

die 1/
√
r Singularität beinhalten [42]. Bei der Herleitung der Gleichungen muss unter-

schieden werden, ob ein ebener Spannungszustand oder ein ebener Dehnungszustand vor-

liegt, da dies einen erheblichen Unterschied für die Ergebnisse macht. Einen neuen und

direkteren Zugang zum Rissfeld beschrieb WILLIAMS 1957 über die Eigenfunktionen des

komplexen Potentials [235]. Das Lösungsfeld gilt ebenfalls, wie bei der WESTERGAARD-

Methode, nur für das unmittelbare Nahfeld des Risses. Dennoch bietet die WILLIAMS -

Methode den Vorteil, dass man neben dem einen Term für die1/
√
r Singularität noch

weitere Glieder aus der Reihenentwicklung erhält.

Die Gleichungen von SNEDDON wurden 1957 und 1958 von IRWIN auf drei unabhängige

Rissöffnungsarten erweitert, wobei IRWIN das heute noch gängigeK-Konzept, mit den

SpannungsintensitätsfaktorenKI (Öffnungsmodus = Zugbelastung senkrecht zum Riss),
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KII (Gleitmodus = Schubbelastung in der Rissebene) undKIII (Schermodus = Schubbe-

lastung senkrecht zur betrachteten Scheibe), einführte [131, 132], siehe auch Abb. 4.1.

Diese drei Rissöffnungsarten bzw. Rissmoden dienen zur Unterscheidung von drei un-

abhängigen Bewegungen der beiden Rissufer relativ zueinander. Da an den nachfol-

genden Gleichungen, welche das Rissfeld für diese drei Moden beschreiben, SNED-

DON, IRWIN und WILLIAMS gearbeitet haben, werden die Gleichungen entweder als

SNEDDON-Gleichungen oder IRWIN-WILLIAMS -Gleichungen bezeichnet, siehe hierzu

auch [96, 150, 225].

Modus I Modus II Modus III

x
qrF

F

F

F

x

q

ry

2a

s

s
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q

ry
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t

t
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q

ry

2a

t

t

F

F

(a)

(b)

y

z

Abbildung 4.1: (a) Definitionen der Rissöffnungsarten (b) und der dazugehörige

GRIFFITH-Riss mit den Definitionen der Koordinaten. Die Abbildungensind der Literatur

entnommen [96, 105, 150], allerdings ist zu beachten, dass das Momentengleichgewicht

nicht in allen Abbildungen erfüllt wird.
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4.1.1 K- Konzept

DasK-Konzept basiert auf den Gleichungen (4.3), bzw. (4.4), welche umgeschrieben

werden können zu

σ
√
π a = : K =











√
2 γc E im ESZ

√

2 γc E

1− ν2
im EVZ .

(4.5)

Aus Gleichung (4.5) geht hervor, dass der neu definierte SpannungsintensitätsfaktorK

nur von den Werkstoffparametern abhängt und somit über das Rissfeld konstant ist. Er

kann als Amplitudenfaktor des Spannungsfeldes verstandenwerden.

Modus I Belastung:

Für die Belastung im Modus I, gemäß Abb. 4.1, gelten im unmittelbaren Nahfeld der

Rissspitze für die Spannungen die folgenden Beziehungen



















σxx

σyy

σxy



















=
KI√
2 π r



















(

1− sin θ
2
sin 3θ

2

)

cos θ
2
+ O

(

1 + sin θ
2
sin 3θ

2

)

cos θ
2
+ O

sin θ
2
cos θ

2
cos 3θ

2
+ O



















; ESZ, (4.6)

wobeiO die zur Vernachlässigung kommenden Terme höherer Ordnung darstellt. Der

SpannungsintensitätsfaktorKI ist in Anlehnung an Gl. (4.5)

KI = σ
√
π a . (4.7)

Die Spannungen in Dickenrichtung sind im ESZ gleich Null undim EVZ

σzz = ν (σxx + σyy) =
KI√
2 π r

2ν cos
θ

2
+ O ; EVZ . (4.8)

Unter Verwendung des HOOKEschen Gesetzes berechnen sich die Dehnungenǫxx, ǫxx
und der Schubwinkelγxy für den ESZ und EVZ mit Gl. (4.6) zu



















ǫxx

ǫyy

γxy



















=
KI

2G
√
2 π r



















(

κ−1
2

− sin θ
2
sin 3θ

2

)

cos θ
2
+ O

(

κ−1
2

+ sin θ
2
sin 3θ

2

)

cos θ
2
+ O

2 sin θ
2
cos θ

2
cos 3θ

2
+ O



















, (4.9)

wobei

G =
E

2(1 + ν)
(4.10)
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den Schubmodul des Werkstoffs darstellt undκ die KOLOSOV-Konstante

κ =







3− ν

1 + ν
im ESZ

3− 4ν im EVZ .

(4.11)

Die Dehnung in Dickenrichtungǫzz ist im EVZ per Definition identisch Null und im ESZ

ergibt sich diese zu

ǫzz = − KI

G
√
2 π r

ν

1 + ν
cos

θ

2
+ O ; ESZ. (4.12)

Da im ebenen Verformungszustand die beiden Spannungenσxz undσyz Null sind, ergeben

sich die dazu korrespondierenden Schubwinkelγxz und γyz mittels des HOOKEschen

Gesetzes ebenfalls zu Null.

Das Verschiebungsfeld ist nach der Methode von WESTERGAARD für den ESZ und EVZ






ux

uy







=
KI

2G

√

r

2 π







(κ− cos θ) cos θ
2
+ O

(κ− cos θ) sin θ
2
+ O







, (4.13)

Modus II Belastung:

Für den Modus II werden die Nahfeldlösungen analog entwickelt. Mit dem Spannungsin-

tensitätsfaktorKII

KII = τ
√
π a (4.14)

ergeben sich die Spannungen zu


















σxx

σyy

σxy



















=
KII√
2 π r



















−
(

2 + cos θ
2
cos 3θ

2

)

sin θ
2
+ O

sin θ
2
cos θ

2
cos 3θ

2
+ O

(

1− sin θ
2
sin 3θ

2

)

cos θ
2
+ O



















; ESZ. (4.15)

Für den ESZ ist die Spannung in Dickenrichtung Null und im EVZist diese

σzz = ν (σxx + σyy) = − KII√
2 π r

2ν sin
θ

2
; EVZ . (4.16)

Die Dehnungen und Verzerrungen können aus dem HOOKEschen Gesetz und Gl. (4.15)

für den ESZ zu


















ǫxx

ǫyy

γxy



















=
KII

G
√
2 π r



















(

− 1
1+ν

− 1
2
cos θ

2
cos 3θ

2

)

sin θ
2
+ O

(

1
1+ν

+ 1
2
cos θ

2
cos 3θ

2

)

sin θ
2
+ O

(

1− sin θ
2
sin 3θ

2

)

cos θ
2
+ O



















; ESZ, (4.17)
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bzw. für den EVZ


















ǫxx

ǫyy

γxy



















=
KII

G
√
2 π r



















(

ν − 1− 1
2
cos θ

2
cos 3θ

2

)

sin θ
2
+ O

(

ν + 1
2
cos θ

2
cos 3θ

2

)

sin θ
2
+ O

(

1− sin θ
2
sin 3θ

2

)

cos θ
2
+ O



















; EVZ (4.18)

bestimmt werden. Die Dehnung in Dickenrichtungǫzz ist im EVZ per Definition identisch

Null, hingegen sorgt die bei dem Mode vorliegende Belastungdafür, dassǫzz im ESZ

ebenfalls gleich Null ist. Ferner sind im EVZ die beiden Schubwinkel γxz undγyz und

die dazu gehörigen Spannungenσxz undσyz ebenfalls Null.

Das dazugehörige Verschiebungsfeld folgt aus dem Verschiebungsansatz der WESTER-

GAARD-Methode für den ESZ und EVZ zu






ux

uy







=
KII

2G

√

r

2 π







(κ + 2 + cos θ) sin θ
2
+ O

− (κ− 2 + cos θ) cos θ
2
+ O







. (4.19)

Modus III Belastung:

Der SpannungsintensitätsfaktorKIII ist im Modus III

KIII = KII = τ
√
π a . (4.20)

Die Spannungenσxx, σyy, σxy undσzz = 0 sind in diesem Mode gleich Null. Daσzz = 0

ist liegt der ESZ vor. Die beiden verbleibenden Spannungen sind






σxz

σyz







=
KIII√
2 π r







− sin θ
2
+ O

+ cos θ
2
+ O







; ESZ. (4.21)

Unter Verwendung des HOOKEschen Gesetzes berechnen sich daraus die dazugehörigen

Schubwinkel zu






γxz

γyz







=
KIII

G
√
2 π r







− sin θ
2
+ O

+ cos θ
2
+ O







; ESZ. (4.22)

Die Verschiebungenux unduy sind Null. Für die Verschiebunguz erhält man mit dem

Verschiebungsansatz nach WESTERGAARD

uz =
KIII

E
(1 + ν)

√

r

2π
sin

θ

2
; ESZ. (4.23)
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Zusammenfassung:

Die Gleichungen (4.6) bis (4.22) gelten in strenger Form nurfür Scheiben in denen der

Riss deutlich kleiner ist als die Abmessungen der Scheibe (streng genommen wird die

Scheibe sogar als unendlich groß betrachtet). Außerdem geht man von einem spröden

Werkstoff aus. Ferner gelten die Gleichungen nur für das direkte Nahfeld um die Riss-

spitze. Der Gültigkeitsbereich der Gleichungen liegt bei etwa 0,02 ·a bis 0,10 ·a. Die

Spannungen und Dehnungen verhalten sich bei Annäherung an die Rissspitze singulär

mit 1/
√
r, und die Verschiebungsfelder sind proportional zu

√
r. Alle Feldgrößen sind

außerdem direkt proportional zum Spannungsintensitätsfaktor [150].

Für den praktischen Gebrauch müssen noch weitere Ergänzungen vorgenommen werden,

und zwar:

◦ für kombinierte Belastungen bzw. Moden
◦ für Scheiben mit endlichen. also finiten, Abmessungen relativ zum Riss
◦ für duktile Werkstoffe
◦ für reale Werkstoffe.

4.2 Kombinierte Belastungen von gleichen und unterschiedlichen

Moden

Spannungsintensitätsfaktoren vom gleichen Modus, die jedoch unterschiedlichen Lasten

entstammen, können wie folgt überlagert werden

KI =

nI
∑

jI=1

KI jI , KII =

nII
∑

jII=1

KII jII und KIII =

nIII
∑

jIII=1

KIII jIII . (4.24)

Liegen Belastungen vor, bei denen mehr als ein Modus zur Geltung kommt, so lassen sich

die Spannungsintensitätsfaktoren mit Hilfe der EnergiefreisetzungsrateG überlagern. Das

Konzept basiert auf dem Prinzip von GRIFFITH, bzw. auf Gl. (4.5), welches umgeformt

wird zu

K2 = 2 γc E = G E bzw. G = 2 γc =
K2

E
, (4.25)

dabei stellt die EnergiefreisetzungsrateG nichts anderes als den doppelten Wert der ma-

terialspezifischen Energiefreisetzungskonstanteγc dar, der einen festen Wert nicht über-

schreiten kann. Dies muss auch für kombinierte Belastungengelten, d.h.

G = 2 γc =







1
E
[K2

I + K2
II + K2

III (1 + ν)] im ESZ

1
E
[(K2

I + K2
II ) (1− ν2) + K2

III (1 + ν)] im EVZ .
(4.26)
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Anhand der Theorie von GRIFFITH über die Energiefreisetzungsrate lässt sich feststellen,

dass ein stabiles Risswachstum nur dann erfolgt, wenn die Summe der Belastungen aus

den Moden I bis III einen materialspezifischen Wert überschreitet. Diesen Wert nennt

man Risswiderstand bzw. RisswiderstandskraftGc. Den theoretischen Wert fürGc kann

man der Literatur entnehmen. Da die Werkstoffe den theoretischen Wert vonGc = 2γc

jedoch nie erreichen, muss der werkstoffspezifische Wert anhand von Versuchen bestimmt

werden, siehe hierzu auch [17, 41, 103].

4.3 Finite Probenabmessungen

Für den praktischen Gebrauch sind Scheiben mit finiten Abmessungen und Geometrien

die von der Idealform abweichen wichtig. Jedoch sind für diese Fälle keine analytischen

Lösungen vorhanden.

Die Anpassung des Spannungsverlaufs oder der Spannungsamplitude an die endlichen

Abmessungen erfolgt über die Modifizierung desK-Faktors mit Hilfe eines dimensi-

onslosen GeometriefaktorsY = Y
(

a
w

)

, der häufig auch als Formfunktion bezeichnet

wird. Hierbei entsprichta der Risslänge undw einer charakteristischen Bauteilabmes-

sung. Beim GRIFFITH-Riss istY = 1, wohingegen bei realen Strukturen der Geome-

triefaktor aufgrund der Spannungserhöhung immer größer als eins ist.

Ki = σ
√
πa Yi

( a

w

)

mit i = I, II, III (4.27)

Die Bestimmung der Geometriefaktoren kann auf numerischemWeg, experimentell oder

durch modifizierte analytische Lösungen erfolgen, siehe hierzu auch [42, 72].

4.4 Analytische Beschreibung von plastischen Fließzonen in duktilen

linear elastischen Werkstoffen

Die im obigen Abschnitt vorgestellte Theorie beschreibt das Rissfeld nur für isotrop-

spröde Werkstoffe. Jedoch kommt es schon bei geringen Belastungen zu Span-

nungskonzentrationen an der Rissspitze, wodurch die Fließgrenze des WerkstoffsσF

überschritten wird und es zur Bildung einer plastischen Zone kommt. Die Größe der

Plastifizierungszone an der Rissspitze wird durch die vorherrschenden Spannungen kon-

trolliert, die wiederum durch die Spannungsintensitätsfaktoren festgelegt sind.

Voraussetzung für eine mathematische Beschreibung der plastischen Zone ist, dass diese
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wesentlich kleiner als der Radius des Gültigkeitsbereiches rK der Nahfeldlösungen ist,

alsorK ≈ 0,02·a bis0,10·a [150].

Modus I, Vergleichsspannung nachV. M ISES für duktile Werkstoffe:

Für den Modus I werden aus den Gleichungen (4.6) bis (4.22) die Hauptspannungen mit

Hilfe des MOHRschen Spannungskreises

σ1,2 =
σxx + σyy

2
±
√

(σyy − σxx)2

2
+ σ2

xy (4.28)

gebildet. Aus dieser Gleichung ergibt sich für die Hauptspannungenσ1 undσ2

σ1 =
KI√
2πr

(

1 + sin
θ

2

)

cos
θ

2
, σ2 =

KI√
2πr

(

1− sin
θ

2

)

cos
θ

2
(4.29)

und die Spannungσ3 ist

σ3 =











0 im ESZ

ν(σ1 + σ2) =
2 ν KI√

π r
cos

θ

2
im EVZ .

(4.30)

Aus diesen Hauptspannungswerten (σ1 > σ2 > σ3) kann eine Vergleichsspannung

gebildet werden. Die Vergleichsspannung ist nachV. M ISES

2 σ2
V ; Mises = (σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ3 − σ1)

2 . (4.31)

Da im vorliegenden Fall die plastische Zone betrachtet werden soll, ist die Vergleichs-

spannung gleich der Fließspannung des WerkstoffsσF zu setzen, alsoσV ; Mises = σF .

Werden die Gleichungen (4.29) und (4.30) in Gl. (4.31) eingesetzt, so ergibt sich für die

Vergleichsspannung bzw. Fließspannung

2 σ2
F =



















K2
I

2 π r

(

1 +
3

2
sin2 θ + cos θ

)

im ESZ

K2
I

2 π r

[

3

2
sin2 θ + (1− 2ν)2(1 + cos θ)

]

im EVZ ,

(4.32)

wobei hier der Radiusr gleich dem Fließradiusrp der plastischen Zone ist. Man erhält

nach dem Umformen von Gl. (4.32) eine Relation für den Fließradiusrp als Funktion des

Winkels und der Fließspannung

rp; I; Mises =























1

4π

(

KI

σF

)2 (

1 +
3

2
sin2 θ + cos θ

)

im ESZ

1

4π

(

KI

σF

)2 [
3

2
sin2 θ + (1− 2ν)2(1 + cos θ)

]

im EVZ .

(4.33)
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Die größten Amplituden der plastischen Zone können aus den Gleichungen (4.33) ent-

nommen werden und sindrp; I; Mises; ESZ; max.≈ 2,66 bzw. rp; I; Mises; EVZ; max. ≈ 1,61 und

zwar fürν = 1
3
, siehe hierzu auch Abb. 4.2 (a) und [42, 83, 96, 162, 199]

Modus I, Vergleichsspannung nach TRESCA für spröde Werkstoffe:

Wird die Vergleichsspannung nach TRESCA gebildet, so können die Hauptspannungen

den Gleichungen (4.29) und (4.30) entnommen werden. Die Vergleichsspannung ist für

den ESZ

τF ; ESZ =
1

2
σ1 . (4.34)

Für den EVZ ist die Vergleichsspannung entweder

τF ; EVZ =
1

2
(σ1 − σ3) oder τF ; EVZ =

1

2
(σ1 − σ2) , (4.35)

je nachdem, welcher der beiden Werte am größten ist. Als Fließspannung wirdτF = 1
2
σF

verwendet. Hieraus ergibt sich mit den Gleichungen (4.34) und (4.35), wie oben beiV.

M ISES, für den Fließradius

rp; I; Tresca =















































1

4π

(

KI

σF

)2

2 ·
[

cos
θ

2

(

1 + sin
θ

2

)]2

im ESZ























entweder
1

4π

(

KI

σF

)2

2 · cos2 θ
2

[

1− 2ν + sin
θ

2

]2

oder
1

4π

(

KI

σF

)2

2 · cos2 θ
2

im EVZ ,

(4.36)

wobei für den EVZ aus den beiden Gleichungen die Einhüllendegebildet werden muß.

Die größten Amplituden der plastischen Zone können aus den Gleichungen (4.36) ent-

nommen werden. Die Fließradien sind für den ESZrp; I; Tresca; ESZ; max.≈ 3,306 und für

den EVZrp; I; Tresca; EVZ; max.≈ 0,875 bzw. rp; I; Tresca; EVZ; max.= 2 und zwar fürν = 1
3
,

siehe hierzu auch Abb. 4.2 (a) und [42, 96]

Modus II, Vergleichsspannung nachV. M ISES für duktile Werkstoffe:

Wird die Vergleichsspannung für den zweiten Lastfall nachV. M ISESgebildet, so können

die Hauptspannungen wieder den Gleichungen (4.29) und (4.30) entnommen werden.

Letztendlich ergibt sich für den Radius der plastischen Zone

rp; II; Mises =























1

4π

(

KII

σF

)2
(

25− cos θ − sin2 θ
)

im ESZ

1

4π

(

KII

σF

)2
[

24 + (1− 2ν)2(1− cos θ)− 18 sin2 θ
]

im EVZ .

(4.37)
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Die plastische Zone ist im Vergleich zum Mode I in diesem Lastfall recht groß. Die Am-

plitute hat im ESZ beiθ = 0◦einen Maximalwert vonrp; II; Mises; ESZ; max.= 24 und bei

θ = 180◦einen Extremwert vonrp; II; Mises; ESZ; max.= 26. Für den EVZ hat der Amplitu-

denfaktor beiθ = 0◦einen Extremwert vonrp; II; Mises; EVZ; max.= 24 und beiθ = 180◦einen

Maximalwert vonrp; II; Mises; EVZ; max.= 24,222. Siehe hierzu auch Abb. 4.2 (b) und [42]

Modus III, Vergleichsspannung nachV. M ISES für duktile Werkstoffe:

Abschließend wird noch der Radius der plastischen Zone für den Modus III nachV.

M ISES aufgeführt. Dieser ist für den ESZ und EVZ gleich

rp; III; Mises =
1

4π

(

KIII

σF

)2

· 6 , (4.38)

d.h. es handelt sich hier um einen Kreis. Verglichen mit den anderen beiden Lastfällen,

hat der Radius der plastischen Zone eine Größe vonrp; III; Mises; max. = 6 Einheitslängen,

siehe hierzu auch Abb. 4.2 (c) und [42, 96].

4.4.1 Risslängenkorrektur nach IRWIN

Am Anfang des Abschnittes 4.4 wurde gezeigt wo der Rand einerplastischen Zone um

einen Riss liegen würde. Dabei sind Form und Größe der plastischen Zone stark vom

Lastfall abhängig. Bei dem im Folgenden gezeigten Korrekturvorschlag, der sich auf die

plastische Zone bezieht und auf IRWIN zurück geht, wird ein ideal-plastisches Materi-

alverhalten vorrausgesetzt [103].

Grundlage der beispielhaften Betrachtung sind die Spannungen in der Rissebene im

Modus I beiθ = 0◦, deren Werte sich aus Gl. (4.6) wie folgt ergeben

σxx = σyy =
KI√
π a r

, τxy = 0 , σzz =







0 im ESZ

2 ν σxx im EVZ .
(4.39)

Der Verlauf der rissöffnenden Spannungσyy(r) kann aus Abb. 4.3 entnommen werden.

Die Größe der plastischen Zone wurde bereits in diesem Abschnitt für die entsprechenden

Lastfälle und mit Hilfe zweier Vergleichsspannungshypothesen entwickelt. Der plastische

Fließradius beträgt für den Modus I gemäß Gl. (4.33)

rp; Mises(θ = 0) =























1

4π

(

KI

σF

)2

2 im ESZ

1

4π

(

KI

σF

)2

2 (1− 2ν)2 im EVZ .

(4.40)
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Abbildung 4.2: Größe und Form der plastischen Zone für Scheiben mitν = 1/3: (a) im

Modus I nach der Vergleichsspannungshypothese vonV. M ISES und TRESCA, im ESZ

und EVZ, (b) nachV. M ISES für den ESZ und EVZ bei einer Modus II Belastung und

(c), im Modus III für den ESZ und EVZ nachV. M ISES.

D.h. der Radius der plastischen Zone ist im EVZ deutlich kleiner als im ESZ. Durch

das Abschneiden des Spannungsverlaufsσyy bei σF , siehe Abb. 4.3 wird die resul-

tierende Kraft iny-Richtung verfälscht. IRWIN hat dazu bereits 1956 vorgeschlagen, dass

das Kräftegleichgewicht nur dann wiederhergestellt werden kann, wenn die Spannungen

umverteilt werden, indem die plastische Zone eine größere Ausdehnung erhält [130]. Es

ergibt sich die Bedingung, dass die Fläche der abgeschnittenen Kurve mit der hinzuge-
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fügten Kurve äquivalent sein muss. Dies führt zu einem korrigierten Radius der plas-

tischen Zone, der ungefähr doppelt so groß ist wie der ursprüngliche [150].

Abbildung 4.3: Korrigierte Größe der plastischen Zone an der Rissspitze gemäß IRWIN.

4.5 Numerische Behandlung von Rissen in metallischen Werkstof-

fen

In der klassischen Bruchmechanik wurden in den Jahren nach den ersten Veröffentli-

chungen von SNEDDON, IRWIN und WILLIAMS [130, 212, 235] weitere Veröffentli-

chungen mit neuen Betrachtungen initiiert, wobei sich aberkeine Methode als allgemein-

gültig herauskristallisierte. Dies liegt daran, dass sichduktile und spröde Werkstoffe im

Bruchbild grundsätzlich unterscheiden. Die analytischenMethoden wurden in den fol-

genden Jahren zwar weiterentwickelt, jedoch beruhte die Hoffnung für das Gebiet der

Rissfelderbeschreibung auf der gerade neu entwickelten FEM. Die FEM setzte sich in

der Bruchmechanik aber erst 1971 durch, nachdem GRIFFITHS und OWEN einen Ar-

tikel veröffentlicht hatten, in welchem gezeigt wurde, dass die bisherige analytische Lö-

sung im Nahfeld des Risses hierbei unbrauchbar ist, da sie auf fehlerhaften Annahmen

basiert [102]. Der Nachweis erfolgte durch das Experiment.

Im Folgenden werden die numerischen Methoden auf die Bruchmechanik angewendet.

Allerdings eignen sich die Methoden nicht für Lebensdauerabschätzungen, da in ihnen

eine Belastungshistorie nicht mit einbezogen wird.

4.5.1 Bruchmechanik mit der Finite-Elemente-Methode (FEM)

In der Mechanik werden mit der FEM Knotenpunktsverschiebungen aus den angreifenden

Lasten und mit der Gesamtsteifigkeit des Tragwerks berechnet. Aus den errechneten



4.5. NUMERISCHE BEHANDLUNG VON RISSEN IN METALLISCHEN WERKSTOFFEN45

Knotenpunktsverschiebungen werden in einer Nachlaufrechnung elementweise die Span-

nungen bzw. Dehnungen bestimmt.

Die Gesamtsteifigkeit setzt sich aus den Einzelsteifigkeiten eines jeden Elementes zusam-

men. Die Elementsteifigkeiten ergeben sich aus der Problemstellung (bzw. dem Tragwerk,

d.h. Stab, Balken, Scheibe,...), dem Feinheitsgrad der Diskretisierung und den Ansatz-

funktionen für die Verschiebungen. Aufgrund der mathematischen Formulierung und

der Verknüpfung zwischen dem Elastizitätsgesetz, dem Kräfte- und Momentengleichge-

wicht sowie der Verformungskinematik ist das Spannungs- und Dehnungsfeld um einen

Polynomgrad niedriger als das Verschiebungsfeld. Da es beider FEM wie im Ab-

schnitt 3.2 erläutert darum geht, den Verlauf des physikalischen Feldes möglichst genau

zu rekonstruieren, ergibt sich die Forderung, die Regionenin denen sich die Feldlin-

ien stark ändern genauer aufzulösen bzw. feiner zu diskretisieren. Um diesem Anspruch

gerecht zu werden, müssen die Gebiete um einen Riss besonders fein diskretisiert wer-

den. Jedoch stellen sich mit zunehmendem Feinheitsgrad derDiskretisierung bei linear

elastischer Betrachtung ohne Plastifizierung Spannungssingularitäten an der Rissspitze

ein, welche auch schon von KOLOSOV, SNEDDON, IRWIN und vielen anderen analytisch

beschrieben wurden. Abhilfe schafft auch hier die Einbeziehung der Plastizität, mit

welcher die Spannungsspitzen abgebaut werden. Desweiteren kann das Rissfeld durch

speziell dafür entwickelte Elemente besser beschrieben werden. Die wichtigste Methode

für die numerische Simulation von Rissen ist die Erweiterte-FEM (X-FEM = Extended-

FEM). Auch Inhomogenitäten im Material können mittlerweile von der FEM durch einen

Mehrskalenansatz mit der Bezeichnung FE2 erfasst werden [104].

Bruchmechanik mit der FEM unter Verwendung von regulären Elementen

Ziel der FEM-Analyse ist die Berechnung der bruchmechanischen Spannungsintensitäts-

faktorenKI bis KIII für Strukturen mit Anriss. Dabei ist wie beschrieben eine feine

Diskretisierung nötig, um Approximationsfehler im Kraftfluss um die Rissspitze zu ver-

meiden. Außerdem müssen genügend Elemente im Kreisbogen umdie Rissspitze verteilt

sein, um die Winkelverteilung der Spannungen um die Rissspitze ausreichend gut zu

berechnen. Da die FEM die Singularität um die Rissspitze nursehr schlecht wiedergeben

kann, fallen die mit der FEM zurück berechneten Spannungsintensitätsfaktoren zu klein

aus [150].

Die Spannungsintensitätsfaktoren können aus der Nachlaufrechnung über zwei Wege

berechnet werden, zum einen aus den Verschiebungsgleichungen (4.13) oder aber aus

den Gleichungen der Spannungen (4.6). Für den Modus I lautendie Gleichungen (4.6)
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und (4.13) in umgeschriebener Form

ui(r, θ) =
KI

2G

√

r

2π
gI
i(θ) ; (ESZ und EVZ), miti = x, y und (4.41)

σij(r, θ) =
KI√
2πr

f I
ij(θ) ; (ESZ), miti, j = x, y (4.42)

wobeigI
i(θ) undf I

ij(θ) die Funktionen der Winkel sind. Für einen bestimmten Punkt mit

den Koordinaten(r∗, θ∗) lassen sich die beiden Gleichungen (4.41) und (4.42) nach den

SpannungsintensitätsfaktorenKFEM
I umformen

KFEM
I (r∗, θ∗) = 2G

√

2π

r∗
uFEM
i (r∗, θ∗)

gI
i(θ

∗)
; (ESZ und EVZ), miti = x, y und (4.43)

KFEM
I (r∗, θ∗) =

√
2πr∗σFEM

ij (r∗, θ∗)

f I
ij(θ

∗)
; (ESZ), miti, j = x, y . (4.44)

Das Schema zur Berechnung der Spannungsintensitätsfaktoren kann auf die anderen Be-

lastungsmoden II und III übertragen werden. Die so berechneten Spannungsintensitäts-

faktoren sind eine Funktion des Koordinatenpunktes. Vergleiche mit den exakten Lösun-

gen zeigen, dass die so berecehneten Spannungsintensitätsfaktoren in der Regel kleiner

als die analytisch ermittelten sind. Dessen ungeachtet können aus der Literatur Koordi-

natenpunkte entnommen werden, die zur Berechnung der Spannungsintensitätsfaktoren

geeignet sind, siehe hierzu [150].

Nachdem für jeden Lastfall die Spannungsintensitätsfaktoren berechnet wurden, wer-

den diese mit Hilfe von Gl. (4.24) kombiniert, um im darauf folgenden Schritt die En-

ergiefreisetztungsrateG mit Gl. (4.26) zu bestimmen. Wird dabei der materialspezifische

Wert fürGc überschritten, so erfolgt stabiles Risswachstum.

Bruchmechanik mit der FEM unter Verwendung von Rissspitzenelementen

Da die reguläre FEM schlechte Ergebnisse liefert, wurden die finiten Elemente speziell

für die Rissspitze modifiziert. Diese Rissspitzenelementesitzen in unmittelbarer Riss-

umgebung und sind von regulären Elementen umgeben. Als Ansatzfunktionen wer-

den Polynome verwendet, welche dier−1/2 Singularität nachbilden. Diese singulären

Rissspitzenansätze sind nicht mit den regulären Formfunktionen auf den Rändern zu den

regulären Nachbarelementen kompatibel und erlauben häufigauch keine Starrkörperbe-

wegungen.

Neben den Ansatzfunktionen, die auf den klassischen Verschiebungsmodellen basieren,

wurden hybride Ansätze und gemischt-hybride Ansätze eingesetzt. Die Steifigkeitsma-

trix des hybriden Rissspitzenelementes wird auch hier, wiebei den regulären Elementen
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und den Rissspitzenelementen, durch die Verschiebungen der Randknotenvariablen aus-

gedrückt.

Diese Elemente dienen, ebenso wie die regulären Elemente, zur Bestimmung derK-

Faktoren. Außerdem kann eine Rissfortschrittsberechnungdurchgeführt werden, indem

das Spannungsmaximum und dessen Richtung ermittelt wird umdann das Element mit

der größten Spannung entlang der berechneten Hauptspannungsrichtung zu teilen, was

jedoch zu einer Neuvernetzung des Gebietes führt.

Aufgrund der Besonderheiten der hier erwähnten Rissspitzenelemente haben sich diese

nicht durchgesetzt [150].

Bruchmechanik mit weiteren FEM Verfahren

Neben den oben aufgeführten Elementen können dieK-Faktoren noch über die globale

Energiefreisetzungsrate, das Rissschließintegral, das J-Integral und mit bruchmechani-

schen Wichtungsfunktionen berechnet werden. Näheres zu diesen Methoden kann der

Literatur, z.B. [150], entnommen werden.

4.5.2 Bruchmechanik mit der Randelement-Methode (BEM)

Wie im Abschnitt 3.4 erläutert, wird bei der Randelementmethode nur der Rand des Ge-

bietes diskretisiert und nicht das Gebiet selbst. Der Rand wird dabei in Segmente un-

terteilt die linear, quadratisch oder noch höherer Ordnungsein können. Die BEM eignet

sich gut für physikalische Probleme die eine Neuvernetzungerfordern, so wie es bei der

Simulation des Rissfortschritts der Fall ist. Da die Methode Spannungskonzentrationen

besonders gut auflöst, ist die BEM für die Simulation von Rissen prädestiniert, allerdings

nur wenn der Werkstoff bis zum Bruch linear elastisch ist. Ein nicht-lineares Werkstoff-

verhalten kann mit der BEM nicht simuliert werden. Auch können die Korngrößenskala

und die Bauteilskala nicht miteinander kombiniert werden,siehe auch Abb. 5.7 im Kapi-

tel 5.

Die BEM konnte sich in den letzten Jahren trotz vieler Vorteile nicht durchsetzen, siehe

hierzu auch [3, 116, 154, 160, 202].

4.5.3 Bruchmechanik mit der Elementfreien-Galerkin-Methode (EFGM)

Bei der EFGM wird das Gebiet nicht diskretisiert, sondern eswerden lediglich Knoten-

punkte im Gebiet vordefiniert. Jeder Knotenpunkt hat eine Einflusszone oder Wirkzone,
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die durch die Kernel- oder Wichtungsfunktion beschrieben wird, weshalb die Knoten-

punkte nur miteinander interagieren können, wenn ein Knotenpunkt in der Wirkzone an-

derer Knotenpunkte liegt. Um die Ränder besser beschreibenzu können wird der Teil

der Kernelfunktion der über den Rand hinausgeht abgeschnitten, weshalb sich Risse ein-

fach in die Methode mit einbeziehen lassen. Gebiete in denenein Riss nur teilweise

rein verläuft müssen insofern korrigiert werden, dass der Teil der Kernel-Funktion der

über die Unstetigkeit hinausgeht von der Wichtungsfunktion subtrahiert wird. Dies stellt

für die Programmierung einen großen Aufwand dar und macht den Lösungsalgorithmus

langsam, so dass die Vorteile der Methode verloren gehen.

Die Methode ist sehr gut für große Deformationen geeignet, da keine Neuvernetzung er-

forderlich ist. Die dem Gebiet zugeordneten Punkte bleibenortsfest. Bei Verformungen

ändern sich lediglich die Überschneidungen der Einflusszonen. Die Simulation der Riss-

fortschritte ist erst jüngst gelungen [167]. Das Interessean der EFGM hat in der Mechanik

in den letzten Jahren allerdings deutlich nachgelassen. Selbst BELYTSCHKO, der die

EFGM mitentwickelte, hat sich der XFEM zugewandt, um diese auf Rissfortschritts-

probleme anzuwenden. Mit der EFGM können die mesoskopischeund makroskopische

Skala nicht miteinander kombiniert werden, siehe auch Abb.5.7 im Kapitel 5.

4.5.4 Rissfortschritt mit der Erweiterten-Finite-Elemente-Methode (XFEM)

Die Erweiterte-Finite-Elemente-Methode, oder die Extended-Finite-Element-Method

(XFEM), wurde speziell für Rissprobleme und das Darstellendes Rissfortschrittes ent-

wickelt und kommt ohne Neuvernetzung des Teilgebietes um den Riss aus. Der Vorteil

dieser Methode ist, dass die Unstetigkeit des Risses mit zusätzlichen Ansatzfunktionen

erfasst wird und dadurch die Energiebilanz ausgeglichen werden kann. Die Methode geht

im Wesentlichen auf die Pionierarbeit von BELYTSCHKO, aber auch auf FLEMING und

MOĔS, aus den Jahren 1997 und 1999 zurück [23, 24, 50, 66, 70, 89, 166, 217], wobei

die Grundlagen aber bereits 1996 geschaffen wurden [7, 164].

Die XFEM ist nicht auf die schon bestehenden Elementgrenzen, also das Netz,

angewiesen, sondern das Element wird von dem sich bildendenRiss durchzogen. Einen

guten Überblick über die XFEM verschaffen [36, 44, 137, 139]. Die XFEM dient nicht

dazu, die mesoskopische und makroskopische Skala miteinander zu verbinden.

Wie im Abschnitt 3 beschrieben, dient die FEM der Rekonstruktion der Feldlinien. Für

das diskretisierte Gebiet ohne den Riss wird die Verschiebung mit

u(X) ≈ uFEM(X) =
∑

n∈S

Nn(X) ûn (4.45)
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approximiert, wobeiu(X) das exakte Verschiebungsfeld darstellt,uFEM(X) =

[u, v, w]T dem errechneten, bzw. approximierten Verschiebungsfeld entspricht,Nn(X)

ist der Vektor mit den Ansatzfunktionen, oder Formfunktionen, des Knotensk aus der

Menge aller KnotenS, ûk = [uk, vk, wk]
T ist der Vektor mit den Verschiebungsfreiwerten

am jeweiligen Knotenk undX = x = [x, y, z]T ist der Ortsvektor des Materialpunktes,

womit vorausgesetzt wird, dass mitX = x kleine Verschiebungen vorliegen. Die Kom-

ponenten der Orts- und Verschiebungsvektoren sind in der karthesischen Basis mit den

orthogonalen Einheitsvektorene = [ex, ey, ez]
T des Euklidischen RaumesR3 definiert.

In der XFEM wird der Ansatz in Gl. (4.45) erweitert bzw. angereichert, wobei zwischen

zwei Bereichen unterschieden wird. Der erste Bereich ist das unmittelbare Nahfeld des

Risses mit der Spannungssingularität und der zweite Bereich die Unstetigkeit des Risses

selbst, welche die Rissspitze nicht beinhaltet.

Die Diskontinuität bzw. Unstetigkeit des Risses:

Die XFEM bietet die Möglichkeit ein Bauteil, unabhängig davon ob Risse im Tragwerk

beinhaltet sind oder entstehen, beliebig zu vernetzen. Auch braucht das Gebiet während

der Berechnung des Rissfortschrittes nicht neu vernetzt zuwerden, was einen immensen

Vorteil gegenüber der FEM (mit und ohne Rissspitzenelementen) darstellt. Da das Gebiet

um einen Riss aufgrund der freien Ränder wenig oder keine Energie aufnehmen kann,

müssen die Ansatzfunktionen der Elemente die vom Riss durchzogen werden angereichert

werden, so dass das Element bei Rissöffnung keine Energie mehr aufnehmen kann.

Definiert wird ein GebietΩ = Ω+ + Ω− mit dem RandΓ, das entlang der Unstetigkeit

ΓR in die beiden TeilgebieteΩ+ und Ω− unterteilt ist, wobeiΩ+ das Teilgebiet ist,

das in Richtung des Normalenvektorsn zeigt. Das Gesamtgebiet besitzt einen Weg-

und KraftrandΓu, bzw. Γp. Die Unstetigkeit wird mittels des Normalenvektorsn, des

SprungvektorsJuK und dessen RändernΓ+ undΓ− erfasst, siehe Abb. 4.4 (a). Die Anrei-

cherung erfolgt auf Basis von Gl. (4.45)

u(X) ≈ uFEM+US(X) =
∑

n∈S

Nn(X) ûn +
∑

n∈SH

Nn(X)H(X) an , (4.46)

wobeiSH eine Untermenge aller KnotenS darstellt, deren Elemente von der Unstetigkeit

JuK betroffen sind (siehe Abb. 4.4 (b)),an sind zusätzliche Freiwerte der Sprungfunk-

tion unduFEM+US ist der Vektor mit den unbekannten Knotenpunktsverschiebungen und

den Unbekannten der Sprungfunktion. Bei fortschreitendenRissen nimmt die Anzahl

dieser zusätzlichen Freiwertean stetig zu, weshalb die Steifigkeitsmatrix des Glei-

chungssystems ständig größer wird. Gleichung (4.46) erfüllt die Partition-of-Unity, also
∑

Nn(X) = 1, welche auch bei der FEM eine Bedingung zur Starrkörperdarstellung ist.
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Da nicht alle Knoten gleich stark von der Unstetigkeit des Risses betroffen sind erfolgt

eine Wichtung üblicherweise nach dem Flächenkriterium, siehe hierzu DOLBOW [69].

H(X) ist eine Heavisidefunktion (eine Art Sprung-Funktion oderSignum-Funktion), die

wie folgt definiert ist

H(X) =







+1 auf dem RandΓ+

−1 auf dem RandΓ− .
(4.47)

Abbildung 4.4: (a) GebietΩ mit der Grenzfläche der UnstetigkeitΓR. (b) Elemente deren

Knoten angereichert werden. Elemente die nur mit der Unstetigkeit JuK durchzogen sind

werden nur mit der Heaviside-Funktion angereichert und Elemente welche die Rissspitze

beinhalten werden zusätzlich mit den Rissspitzenfunktionen angereichert.

Die Diskontinuität der Rissspitze

Im regulären Gebiet ohne Riss werden für die Verschiebung Approximationsfunktionen

verwendet, die einen linearen, quadratischen, oder höheren Polynomgrad haben. An-

dererseits können gemäß dem RAYLEIGH -RITZ-Verfahren auch Funktionen verwendet

werden, welche die Verschiebungen genauer approximieren.Deshalb liegt es nahe, die

analytischen Lösungen vom Rissfeld als Ansatzfunktionen zu verwenden. Die Verschie-

bungen um die Rissspitze von Scheiben werden mit den Gleichungen (4.13) und (4.19)

für den Modus I und II in kombinierter Form angegeben als






u(r, θ)

v(r, θ)







=
1

2G

√

r

2 π







KI (κ− cos θ) cos θ
2
+ KII (κ+ 2 + cos θ) sin θ

2

KI (κ− cos θ) sin θ
2
+ KII (−κ + 2− cos θ) cos θ

2







.

(4.48)

Mit Hilfe der Additionstheoremesin 2θ = 2 · sin θ · cos θ, 2 sin2 θ
2
= 1 − cos θ und

2 cos2 θ
2
= 1 + cos θ lässt sich Gl. (4.48) in die in der Literatur [19, 196] angegebene
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Form bringen







u(r, θ)

v(r, θ)







=
1

2G

√

1

2 π







Q1(r, θ)KI +Q2(r, θ)KII

Q3(r, θ)KI + Q4(r, θ)KII







, (4.49)

mit

Q1(r, θ) =
√
r

[

(κ− 1) · cos θ
2
+ sin

θ

2
· sin θ

]

Q2(r, θ) =
√
r

[

(κ+ 1) · sin θ

2
+ cos

θ

2
· sin θ

]

Q3(r, θ) =
√
r

[

(κ+ 1) · sin θ

2
− cos

θ

2
· sin θ

]

Q4(r, θ) =
√
r

[

(1− κ) · cos θ
2
+ sin

θ

2
· sin θ

]

. (4.50)

Somit lautet nun der Vektor der Ansatzfunktionen um die Rissspitze in Anlehnung an

Gl. (4.50)

{Fα(r, θ)}4α=1 =

[√
r sin

θ

2
,
√
r cos

θ

2
,
√
r sin

θ

2
sin θ ,

√
r cos

θ

2
sin θ

]

, (4.51)

wobei es nicht darauf ankommt die Konstanteκ mit in die Ansatzfunktionen

einzubeziehen, da die Freiwerte sich immer gemäß dem Minimum der potentiellen Ener-

gie einstellen. Die Polarkoordinaten können mit Hilfe des Satzes von Pythagoras und den

Winkelfunktionen in kartesische Koordinaten umgerechnetwerden. Somit ergibt sich nun

für die Elemente mit RissspitzeSRS

u(X) ≈ uFEM+US+RS(X) =
∑

n∈S

Nn(X) ûn +
∑

n∈SH

Nn(X)H(X) an

+
∑

n∈SRS

(

Nn(X)

4
∑

α=1

Fα(X) bn α

)

, (4.52)

wobeiSRS die Untermenge aller KnotenS darstellt, deren Elemente die Rissspitze bein-

halten, (siehe Abb. 4.4 (b)),bn α sind weitere Freiwerte welche die Rissspitze betreffen

unduFEM+US+RS ist der Vektor mit den unbekannten Knotenpunktsverschiebungen, den

Unbekannten der Sprungfunktion und den Unbekannten der Rissspitzenanreicherung. Die

Anzahl der Freiwertebn α bleibt konstant, solange keine Rissverzweigung eintritt [66].

Üblicherweise werden nur die Knoten des Elementes angereichert in welchem die Riss-

spitze liegt, wobei optional weitere umliegende Elemente mit der Rissspitzenfunktion

angereichert werden können.
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4.5.5 Gemeinsame Behandlung verschiedener Skalen mit der FE2-Methode

Bei der FE2 Methode handelt es sich um einen Mehrskalenansatz für das mechanische

Feld, der von FEYEL 1999 entwickelt wurde [85, 86]. Diese Methode dient der Erfas-

sung, numerischen Beschreibung und Implementierung von Materialinhomogenitäten, die

das makroskopische Tragwerksverhalten beeinflussen. Die Vorgänge, die das makrosko-

pische Verhalten stören, finden überwiegend nicht auf der atomaren Skala statt, sondern

auf der Mikro-Meso-Skala, welche in der Größenordnung eines Korns liegt. Dabei wer-

den mikroskopische Risse als Inhomogenität angesehen. Makroskopische Risse finden

in dem Modell keine besondere Berücksichtigung. Ebenso wenig wird ein dynamisches

Risswachstum vom Modell beschrieben oder erfasst.

Bei der FE2 Methode wird ein makroskopisches Modell erstellt, das die mikro- und

mesoskopischen Inhomogenitäten beinhaltet. Dazu müssen auf der Mikro-Meso-Skala

die relevanten Phänomene und ihr Geltungsbereich erfasst werden, um daraus die Größe

eines repräsentativen Volumenelementes (RVE) zu bestimmen. Dazu wird zuerst das Ma-

terial auf der Mikro-Meso-Skala homogenisiert, um so die homogenisierten Materialpara-

meter des diskreten Punktes zu bestimmen, welche danach demmakroskopischen Modell

zur weiteren Berechnung zurück übergeben werden.

Um auf der Mikro-Meso-Skala die homogenisierten Materialparameter des RVE zu be-

stimmen, muss jedoch

1. die Lösung der FE-Rechnung, also die Knotenpunktsverschiebungen, bekannt sein,

2. eine Aussage über das physikalische Materialverhalten im RVE gemacht werden

können,

3. das lokale Gleichgewicht der gebietsbeschreibenden DGLerfüllt sein,

4. die Randbedingungen des RVE bekannt sein, wobei die Randbedingungen von der

FE-Lösung abhängig sind.

Die ersten drei Punkte werden durch die FE-Rechnung erfüllt. Der vierte Punkt kann nicht

ohne weiteres erfüllt werden, da sich die Randerscheinungen des RVE aufgrund der im

RVE stark ausgeprägten Anisotropie mit der FE-Lösung ändern. Deshalb schlägt FEYEL

drei Möglichkeiten zur Lösung vor. Diese sind:

1. die Annahme einer gleichmäßigen Verformung entlang der RVE-Ränder,

2. die Annahme einer gleichmäßigen Spannungsverteilung entlang der RVE-Ränder,

3. Die Annahme, dass eine periodische Randbedingung die Form der Randerschein-

ung genau abdeckt und mit den periodischen Randerscheinungen der Nachbarele-

mente kompatibel ist.
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Für diese Fälle müssen Transformationsbeziehungen gefunden werden um das makros-

kopische Verhalten auf die Mikro-Meso-Skala übertragen zukönnen. Dies kann mit

Hilfe des Satzes von HILL -MANDEL über spezielle Transformationsmatritzen geschehen,

welcher besagt, dass die durchschnittliche makroskopische Arbeit der durchschnittlichen

mikroskopischen Arbeit im RVE entsprechen muss [213].

Die FE2 Methode kann in ihrem Ablauf also wie folgt zusammengefasstwerden.

Zunächst wird auf der makroskopischen Ebene ein gewöhnliches FE-Modell erstellt, aus

welchem die Knotenpunktsverschiebungen berechnet werden. Danach wird das Ver-

schiebungsfeld des makroskopischen Modells der Mikro-Meso-Skala übergeben und es

werden für jeden Gaußpunkt neue Materialparameter aus den Verschiebungen und Inho-

mogenitäten bestimmt. Dazu müssen die physikalischen Gesetze der diskreten Punkte,

also das Verhalten des RVE, bekannt sein, welches ausserdemdie DGL des Gebietes er-

füllen muss. Die neu bestimmten und degradierten Materialparameter werden danach

dem makroskopischen Modell zurück übergeben und es wird mitdiesen neuen Material-

parametern eine erneute FE-Simulation durchgeführt. Das neu bestimmte Verschiebungs-

feld wird wieder der Mikro-Meso-Ebene übergeben und es werden wiederum neue Ma-

terialparameter bestimmt, welche danach dem makroskopischen Modell wieder zurück

übergeben werden. Dieser Vorgang wird so oft wiederholt, bis die Ergebnisse sich nicht

mehr ändern [16].

4.6 Bruchverhalten realer Werkstoffe

Die kontinuumsmechanische Behandlung von Rissen kann im Allgemeinennicht den

echten physikalischen Bruchprozess mit seinem diskreten Rissverlauf wiedergeben, siehe

Abb. 4.5. Die linear elastische Bruchmechanik behandelt den Riss für einen isotropen

Werkstoff aus makroskopischer Sicht. Dabei fließen atomareModelle (Kohesivzonen-

modell) nicht in das Modell der Kontinuumsmechanik mit ein.Ein realer Werkstoff ist,

wie in Kapitel 2 beschrieben, auf atomaren Ebene mit vielen Fehlern versehen, und auf

der mesoskopischen Ebene stoßen die Gitter mit ihren unterschiedlichen Ausrichtungen

an den Korngrenzen aneinander.

Eine realistische Beschreibung von Rissen kann mit numerischen Methoden, in welche

stochastische Modelle einbezogen werden, durchgeführt werden. Dabei hat sich die

Diskrete-Elemente-Methode (DEM) als eine nützliche Methode erwiesen [34, 119, 240].
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F

F

Kerbe

Bruchbild gemäß
der Kontinuumsmechanik

Bruchbild während eines
Laborexperiments

gerader Rissverlauf
blitzartiges Rissmuster
mit Verästelungen

F

F

Kerbe

(a) (b)

Abbildung 4.5: Rissbildung bei einer Probe im Modus I gemäß der Kontinuumsmechanik

(a) und im Laborversuch (b). (Werkstoff: Al7075-T6)

4.7 Thermisches Feld in rissbehafteten Körpern

Das TemperaturfeldT (x, y) in einem ebenen isotropen Körper mit Riss erhält man aus

der Lösung des stationären Wärmeleitproblems

−λ

(

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2

)

= 0 . (4.53)

Hierbei istλ die Wärmeleitzahl des isotropen Körpers.

In dem konkreten Fall nehmen wir an, dass die Scheibe einen konstanten Wärmefluß

senkrecht zum Rissq⊥, infolge eines Temperaturgefälles bei fest vorgegebenen Tempera-

turen beiy = ±∞, hat. Die Oberfläche des Risses ist wärmeundurchlässig, so dass die

Temperaturfeldlinien, wie in Abb. 4.6 (a) gezeigt, den Rissumlaufen müssen. Dies führt

zu einer Konzentration der Feldlinien an der Rissspitze. Die thermische Randbedingung

an der Rissspitze lautetqx = 0, d.h. es findet kein Wärmefluß inx-Richtung statt. Diese

Randwertaufgabe ist vom mathematischen Standpunkt her vollkommen identisch mit der

einer mechanisch belasteten Scheibe im Modus III, siehe Abschnitt 4.1. Das Temperatur-

feld ist analog zum Verschiebungsfeld der Gl. (4.23)

T (r, θ) = − q⊥
√
πa

2

λ

√

r

2π
sin

θ

2
+ O , (4.54)
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wobei die Koordinaten in Abb. 4.6 (b) definiert sind. Der Wärmefluss ergibt sich in Analo-

gie zu den Schubspannungen einer im Modus III belasteten Scheibe (siehe Gl. (4.21))






qx(r, θ)

qy(r, θ)







= − q⊥
√
πa

1√
2 π r







sin θ
2
+ O

cos θ
2
+ O







. (4.55)

Weitere Erläuterungen können der Literatur entnommen werden [150].

(b)

x

q

r
y

2a

q

q

q

q

(a)

Abbildung 4.6: (a) Thermischer Fluss um einen Riss und (b) Definition der Koordinaten.





5 Diskrete-Elemente-Methode (DEM)

Die Diskrete-Elemente-Methode (DEM) und die Finite-Elemente-Methode (FEM) unter-

scheiden sich prinzipiell in ihren Philosophien. Am prägnantesten wird der Unterschied

dadurch ersichtlich, dass die FEM die Flussgröße in einem Teilgebiet mit Ansatzfunk-

tionen beschreibt, während bei der DEM der Fluss durch Stäbeoder Balken übertra-

gen wird, welche quasiisotrop angeordnet sind. Bei genauerer Betrachtung stellt man

sogar fest, dass der DEM die drei großen numerischen Verfahren innewohnen. Diese

sind die Finite-Elemente-Methode, die Finite-Volumen-Methode (FVM) und die Finite-

Differenzen-Methode (FDM). Details dazu werden im Abschnitt 5.2 erläutert.

Wenn heute über die DEM gesprochen wird, so wird häufig darunter die Methode von

CUNDALL verstanden, in welcher sich Partikel frei bewegen und über Kontakt miteinan-

der interagieren [63, 64]. Dabei wird stets der Kontakt zu anderen Elementen und zur

Umgebung überprüft, um eine Durchdringung der Elemente zu verhindern [29]. Dies

ist die Methode der losen Elemente oder freien Partikel die nichts mit der in dieser

Arbeit vorgestellten Methode gemeinsam hat. Die in dieser Arbeit verwendeten Ele-

mente bleiben miteinander verbunden, solange kein Riss im Material entsteht. Die

hier vorgestellte Diskrete-Elemente-Methode entsprichtin der Vorgehensweise der Stab-

Gittermethode von KLEIN und WIEGHARDT [141, 142, 234]. Siehe hierzu auch Ab-

schnitt 5.1.

5.1 Historischer Werdegang der Diskrete-Elemente-Methode

Analytische Lösungen lassen sich nicht für alle Last-, Lager- und Randbedingungen

finden. Deshalb wurde es zuerst in der Mechanik, später dann auch in anderen physi-

kalischen Gebieten offensichtlich, dass numerische Verfahren für die Praxis notwendig

sind. Als erste numerische Methode kam, dank STIRLING [216] und EULER [76], die

Finite-Differenzen-Methode bereits seit 1730 bzw. 1755 für diverse Feldprobleme zur

Anwendung und etablierte sich fest, siehe hierzu auch Abschnitt 3.6. Bezugnehmend

auf mechanische Feldprobleme äußerte KLEIN 1905 die Vermutung, dass die Span-

nungsfläche einer elastisch-isotropen Scheibe im übertragenen Sinn in die Spannungs-

fläche eines elastisch-isotropen Dreiecksfachwerks übergeht, wenn des Fachwerk im-

mer engmaschiger wird [141, 142]. Die Spannungsfläche auf die sich KLEIN in der
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Veröffentlichung bezog ist die von AIRY eingeführte Spannungsfläche, siehe hierzu Ab-

schnitt 6.1.

Die Richtigkeit dieser Vermutung von KLEIN wurde 1906 durch WIEGHARDT

bestätigt [234]. Die Tatsache, dass die Spannungsfläche einer Scheibe mit der eines Fach-

werks äquivalent ist bedeutet, dass man den Spannungszustand einer Scheibe in den Span-

nungszustand eines gleichwertig gelagerten, belasteten und geformten Fachwerks übertra-

gen kann und ebenso umgekehrt, siehe Abb. 5.1. WIEGHARDT schien der Aufwand, den

Spannungszustand einer Scheibe aus dem Spannungszustand eines engmaschigen Fach-

werks zu schließen als nicht lohnend, da der Rechenaufwand zu hoch sei. Hingegen

erschien es WIEGHARDT wichtig darauf hinzuweisen, dass sich die Spannungsverteilung

einer Scheibe in Fachwerksspannungen von Gitterbrücken, wie etwa der Kölner Rhein-

brücke, überführen läßt.

(b)(a)

Abbildung 5.1: (a) Scheibe und ein mit (b) Stäben äquivalentzusammengesetztes Gebiet

gemäß WIEGHARDT von 1906 [234]. Die Vermutung war, dass die Spannungen der Stäbe

in Kontinuumsspannungen und umgekehrt umgerechnet werdenkönnen.

Zum Überführen der Spannungen untersuchte WIEGHARDT Dreiecks- und Vierecks-

netze. Für das Dreiecksnetz stellte WIEGHARDT fest, dass es sich um ein elastisch-

isotropes Dreiecksfachwerk handelt, wenn alle Stäbe die gleiche Steifigkeit haben, an-

sonsten nur um ein elastisches Dreiecksfachwerk. Dies ist insofern bemerkenswert, als

WIEGHARDT bereits 1906 feststellte, dass sich anisotrope Werkstoffedurch eine Vari-

anz in der Stabsteifigkeit darstellen lassen. Offensichtlich konnte WIEGHARDT diesem

Gedanken nichts Praktisches abgewinnen, da er ihn nicht weiter verfolgte. Neben den

Fachwerken mit dreieckiger Struktur untersuchte WIEGHARDT Vierecksfachwerke, für
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welche er feststellte, dass für diese die Differentialgleichung der Scheibe, außer in Son-

derfällen, nicht erfüllt wird. Desweiteren zeigte WIEGHARDT anhand eines Beispiels mit

einem Dreiecksnetz, dass das Prinzip von SAINT-VENANT erfüllt wird und dass für die

betrachteten Dreiecks- und Vierecksnetze die Querkontraktion beiν = 1/3 festliegt.

Nach WIEGHARDT modellierte RIEDEL 1927 eine einachsig unter Druck stehende

Scheibe mit Vierecksnetzen [192]. Erst 1941 folgte eine weitere Veröffentlichung,

die wohl in der Numerik am meisten zitierte von HRENNIKOFF [128]. Dieser lei-

tete für die verschiedensten Netzstrukturen die Stabquerschnitte ab, so dass die Struk-

turen einen Querkontraktionswert von1/3 haben. Außerdem führte HRENNIKOFF eine

Vierecksstruktur ein, mit der sich beliebige Querkontraktionswerte aus dem Modell ein-

stellen lassen, wobei, wie in der Kontinuumsmechanik, die Bedingungν < 0, 5 gilt. Bei

dieser Zelle kann der StabquerschnittAD kleiner als Null werden, wennν < 1/3 wird,

siehe Abb. 5.2 unten. Dieser Umstand wirkt sich nicht negativ auf die Bestimmung der

Freiwerte, also die Verschiebungen, aus. Erwähnenswert ist auch die Dissertation von

HRENNIKOFF, die ein Jahr davor veröffentlicht wurde [127]. Die von HRENNIKOFF un-

tersuchten Zellen sind in Abb. 5.2 für eine charakteristische Stablängel zusammengefasst,

die sich aus dem Feinheitsgrad der Diskretisierung ergibt undd entspricht der Scheiben-

dicke.

In Anlehnung an die letzte Zelle von HRENNIKOFF in Abb. 5.2 kann eine weitere Zelle für

hexagonale Strukturen gefunden werden. Mit dieser neuen Zelle lässt sich die Querkon-

traktion der modellierten Scheibe einstellen. In ihr kann der StabquerschnittA1 kleiner

als Null werden, wennν < 1/3 wird, was sich aber nicht negativ auf die Bestimmung

der Knotenpunktsverschiebungen auswirkt, da die Steifigkeitsmatrix dadurch noch nicht

singulär wird solangeν größer als Null verbleibt, siehe Abb. 5.3.

Im Anschluss an die Arbeit von HRENNIKOFF folgten weitere Veröffentlichungen,

z.B. 1943 von MCHENRY [161] und 1944 von LIE [155]. Letzterer tat sich dadurch her-

vor, dass er Plattenstrukturen mit diskreten Balken untersuchte, wohingegen alle anderen

bisher Stäbe zum Analysieren von Scheiben verwendeten. Als1956 die Finite-Elemente-

Methode (FEM) entwickelt wurde, geriet die Gittermethode mehr und mehr in den Hin-

tergrund, weshalb erst 1963 eine weitere wichtige Arbeit zur Gittermethode von SPIERIG

erschien [214, 215]. In dieser Arbeit wurden mechanische Elemente mit angepassten

Eigenschaften vorgestellt, um in unregelmäßig geformten Tragwerken den Übergang von

einem Gebietsquerschnitt zu einem anderen zu ermöglichen.Die sogenannten Über-

gangselemente sind für mechanische Feldprobleme unverzichtbar und SPIERIG brachte

diese bei Scheiben, Platten und Schalen zur Anwendung. Außerdem zitierte SPIERIG in

der Veröffentlichung von 1964, dass „verschiedene von LECKIE und LINDBERG durchge-
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Abbildung 5.2: Gitterstrukturen und die zugehörigen Stabquerschnitte gemäß HREN-

NIKOFF [127, 128]. Die Stablängel ergibt sich aus dem Feinheitsgrad der Diskretisierung

undd ist die Scheibendicke.
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Abbildung 5.3: Links ist die Gitterstruktur, bestehend auseiner neuen hexagonalen Zelle

in Anlehnung an die Idee von HRENNIKOFF dargestellt und rechts die Einzellzelle. Mit

dieser Einheitszelle kann die Querkontraktion der flachen Kontinuumsscheibe eingestellt

werden. Die Stablängel ergibt sich aus dem Feinheitsgrad der Diskretisierung undd ist

die Scheibendicke.

führte bisher unveröffentlichte Vergleichsrechnungen gezeigt haben, dass bei gleichem

Rechenaufwand das Gitterrostmodell nach HRENNIKOFF z.T. wesentlich genauere Ergeb-

nisse liefert als alle anderen betrachteten Konkurrenzverfahren“ [215], wobei mit diesen

Konkurrenzverfahren die FEM und FDM gemeint sind. Wenngleich die Artikel von

LECKIE und LINDBERG vom Autor nicht gefunden werden konnten, wird dieses Zitat

von SPIERIG dennoch von der vorliegenden Arbeit untermauert.

Die Gründe dafür, dass die Gitterrostmethode bessere Ergebnisse liefert als die anderen

numerischen Verfahren liegen offensichtlich an der Tatsache, dass die üblichen Ansatz-

funktionen des Stabes die analytische Lösung exakt treffen. Außerdem ergibt die As-

semblierung von sechs Stäben zu einem Hexagon, nach Grenzübergang der Stablänge

zu Null, den Finiten-Differenzen-Stern der gebietsbeschreibenden Differentialgleichung,

siehe Abschnitt 6.2. Beim Finite-Elemente-Verfahren wirdhingegen eine Feldapproxi-

mation vorgenommen, welche die analytische Lösung, nach einem Grenzübergang zu

infiniten Elementen, nur in einfachen Fällen exakt zu treffen vermag.

Aus der Gitterrostmethode (oder Lattice-Model bzw. auch Framework-Method) entwi-

ckelte sich später die Diskrete-Elemente-Methode (DEM), und zwar nachdem CUN-

DALL 1971 den Begriff für lose Partikel verwendete, die bei dynamischen Vorgängen
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den Kontakt zu den Nachbarelementen und der Umgebung prüfen, um eine Durch-

dringung zu verhindern [63]. Diese Methode wird auch Molekulardynamik genannt,

siehe hierzu auch [29]. Die Gitterrostmethode kam in den darauf folgenden Jahren unter

den verschiedensten Namen bei Simulationen von Rissen und Diskontinuitäten in Werk-

stoffen zur Anwendung, so z.B. auch unter den NamenLattice-Model[147, 165, 177,

201, 206, 246, 247], oderSpring-Network-Model[34, 176], auch alsDiscrete-Element-

Methods[11, 12, 29, 67, 68, 238, 239, 240] und sogar unter dem BegriffMolecular-

Dynamics[122, 156, 197]. Mittlerweile sind diskrete Elemente auch mit finiten Ele-

menten erfolgreich gekoppelt worden [152, 157, 198]. Die Stabgittermethode wird aber

auch in der Architektur für den Gebäudebau verwendet. In denoben aufgeführten Ar-

beiten bzw. Veröffentlichungen kam die DEM bisher ausschlieslich im 2D-Raum zur An-

wendung, jedoch wurden jüngst erste Anwendungen im 3D-Raumvorgestellt [148, 149].

Einen guten Überblick hierzu liefert [218]. In dieser Arbeit wird für die Methode der

Begriff der Diskreten-Elemente-Methode bevorzugt verwendet.

Es ist nirgendwo in der Literatur ersichtlich, dass die DEM in anderen physikalischen

Gebieten als der Mechanik angewendet wurde, um Kraftflüsse zu analysieren. In dieser

Arbeit wird nun gezeigt, dass sich mit der DEM auch andere physikalische Flussgrößen,

wie z.B. Wärmeflüsse, analysieren lassen. Dazu wird eine neue und allgemeinere Be-

trachtungsweise in dem nun folgenden Abschnitt vorgeführt. Aus dieser wird ersichtlich,

wie die DEM in anderen physikalischen Gebieten zur Anwendung gebracht werden kann.

Außerdem wird gezeigt, dass sich mit der DEM verschiedene physikalische Felder kop-

peln lassen. Im Speziellen wird die Kopplung für das mechanische und das thermische

Feld gezeigt.

Bei einer genaueren Betrachtung der DEM ergibt sich, dass diese Methode nichts anderes

als ein weiteres numerisches Verfahren zum Lösen von partiellen Differentialgleichungen

ist. Mittels der DEM wurden in der Arbeit von FLUCK bereits die vier Felder, das me-

chanische, das chemische (mit den gebundenen und freien Ionen), das elektrische und das

thermische erfolgreich gekoppelt und zur Anwendung gebracht [90].

5.2 Diskrete-Elemente-Methode im heutigen Sinne aus dem Blick-

winkel der Finite-Volumen-Methode

Alle numerischen Verfahren diskretisieren das Gebiet oderden Rand auf irgend eine Art

und Weise, so auch die DEM. Dabei ist eine zwingende Forderung der DEM, dass das

Gebiet lückenlos diskretisiert wird, sofern es keine klaffenden Risse oder andere Un-

stetigkeiten enthält. Die Diskretisierung kann nur lückenlos mit Dreiecken, Vierecken
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oder Hexagonen erfolgen, wobei das Dreieck im Sechseck enthalten ist, siehe Abb. 5.4.

Dreieck Quadrat Pentagon

Hexagon Heptagon Oktagon

Abbildung 5.4: Ein Gebiet kann nur lückenlos in Dreiecke, Vierecke oder Hexagone

diskretisiert werden.

Für die Bruchmechanik bietet die hexagonale Anordnung der Stäbe den Vorteil, dass alle

Stäbe identische Materialparameter haben, falls ein isotroper Werkstoff modelliert wird.

Bei der Verwendung von viereckigen Elementen müssen selbstim homogenen Werk-

stoffmodell die Diagonalstäbe mit unterschiedlichen Steifigkeiten und bruchmechani-

schen Parametern versehen werden. Dabei sind die Steifigkeitsparameter bekannt (siehe

HRENNIKOFF [128]), nicht aber die bruchmechanischen Parameter, wie z.B. die Fes-

tigkeit. Aufgrund dieser Ungewissheit werden in dieser Arbeit ausschließlich Elemente

mit hexagonaler Form verwendet. Auch wird aus den gleichen Gründen nicht die neue

hexagonale Zelle in Abb. 5.3 verwendet, da zum einen die bruchmechanischen Parame-

ter nicht bekannt sind und zum anderen weil die Querkontraktion für die Lebensdauer

offensichtlich eine untergeordnete Rolle spielt.

Bei der in dieser Arbeit neu vorgestellten Betrachtungsweise der Diskreten-Elemente-

Methode wird das Gebiet in hexagonale Elemente oder Partikel aufgeteilt (siehe

Abb. 5.5 (a)). Diese hexagonalen Elemente stellen die sogenannten diskreten Elemente

dar. Der Fluss des physikalischen Feldes, welcher bei den gegebenen Randbedingungen

durch das gesamte diskretisierte Gebiet fließt, strömt überdie Ränder von einem diskreten

Element zu den benachbarten diskreten Elementen. Hierbei stellt sich die Verteilung der

Feldgröße über das gesamte Gebiet, also über alle diskretenElemente verteilt so ein, dass
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Abbildung 5.5: Eine Scheibe mit konstanten Materialparametern wird in gleichförmige

hexagonale Elemente diskretisiert (a). Die Verteilung derFlussgröße erfolgt über die

Ränder der Elemente (b). In der Diskrete-Elemente Theorie erfolgt die Verteilung der

Flussgröße jedoch über die Stäbe (c). Die Dicke der Scheibe ist d und die Seitenlänge

des Hexagons istlT . Der Querschnitt der StäbelT · d und deren Längel können aus

der Geometrie der diskreten Elemente entnommen werden, welche vom Feinheitsgrad

der Diskretisierung abhängt (d). Das Gleichgewicht wird aus den assemblierten Stäben

über die Finite-Elemente-Methode gefunden, die dem Minimum der potentiellen Energie

unterliegt (e).

das Minimum der potentiellen Energie gewahrt bleibt (sieheAbb. 5.5 (b)). Die Schwer-

punkte der diskreten Elemente bilden hierbei die Knotenpunkte des Feldes, bzw. des

Netzes. Verbindet man nun die Knotenpunkte mit Stäben, so lässt sich im übertrage-

nen Sinn der gesamte Fluss ebenso durch die Stäbe leiten, anstatt über die Ränder der

diskreten Elemente (siehe Abb. 5.5 (c)). Dabei wirken die Stäbe als Überträger der phy-

sikalischen Feldgröße, welche im mechanischen Feld die Spannungσ bzw. die Dehnung

ǫ und im thermischen Feld den Wärmeflussq darstellt. Die Stärke oder die Intensität des

mechanischen Feldes bestimmt sich aus dem Gradient der Verschiebungu und im ther-
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mischen Feld aus dem Gradienten der TemperaturT . Der Querschnitt eines Stabes ergibt

sich aus der betreffenden Randfläche des diskreten Elementes (siehe Abb. 5.5 (d)). Wer-

den alle Knoten des Gebietes mit Stäben verbunden, so erhältman eine Fachwerkstruktur

mit hexagonaler Form. Das Gleichgewicht des gesamten Systems lässt sich aus der as-

semblierten Stabstruktur, also der Fachwerkstruktur, über die Finite-Elemente-Methode

finden, welche unter anderem auch dem Minimum der potentiellen Energie unterliegt,

siehe Abb. 5.5 (e). Somit handelt es sich nun bei der DEM um dieMethode in welcher

die Verteilung der physikalischen Feldgrößen durch das Stabgitterverfahren von KLEIN

und WIEGHARDT bestimmt wird.

Der Nachweis über die Zulässigkeit der DEM im mechanischen Feld erfolgt zum einen

dadurch, dass sich die Stabspannungen innerhalb einer Einheitszelle mittels dem Kräfte-

gleichgewicht und der Finite Differenzenmethode in die Airysche Spannungsfunktion

überführen lassen, siehe Abschnitt 6.2 und zum anderen überdie erste Variation der

Stabpotentiale, welche den virtuellen Arbeitssatz der Scheibe liefert, siehe Abschnitt 6.3.

Der Beweis, dass die Stabgittermethode im thermischen Feldangewandt werden darf,

erfolgt lediglich über die Finite-Differenzen-Methode, da für dieses Feld keine Potential-

funktion definiert ist, siehe Abschnitt 7.2.

Anhand dieser Betrachtungen können die für das Modell relevanten Material- und Geo-

metrieparameter eindeutig bestimmt werden. Die Größe der Hexagone und somit auch

die Länge der Stäbel ergibt sich aus dem Feinheitsgrad der Diskretisierung. Alle anderen

Materialparameter entsprechen den tatsächlichen Materialparametern des Werkstoffs.

Das mechanische Verhalten homogener Werkstoffe kann mit unverzerrten Hexagonen

(bzw. regelmäßig geformten diskreten Elementen) simuliert werden, siehe Abb. 5.6 (a).

Jedoch treten bei genauerer Betrachtung am Rand Störungen auf, die ein gleichmäßiges

Materialverhalten unmöglich machen, wobei auf diese Randerscheinungen im Ab-

schnitt 6.5.2 eingegangen wird. Eine inhomogene Werkstoffmodellierung kann dadurch

erfolgen, dass die hexagonale Form der diskreten Elemente zu Voronoi-Polygonen ver-

zerrt wird, siehe Abb. 5.6 (b). Diese verzerrten diskreten Elemente bringen eine verzerrte

Stabgitterstruktur mit sich, wobei die Gitterverzerrung einer statistischen Gleichvertei-

lung der Knotenpunkte mit dem Unordnungsparametera unterliegt. Der Unordnungspa-

rameter hat einen Geltungsbereich von0 ≤ a < 1, wobei a = 0 bedeutet, dass keine

Unordnung, also eine regelmäßige hexagonale Struktur vorliegt. Füra → 1 wird die

Unordnung maximal, so dass die Stäbe sich fast überkreuzen.Der Einfluss des Unord-

nungsparameters auf das Materialmodell wurde unter anderem in der Arbeit von WITTEL

untersucht und soll hier nicht weiter verfolgt werden [240].

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass die diskretenMaterialeigenschaften
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zu einem globalen Wert verschmieren bzw. sich homogenisieren, wenn ein Gebiet

mit anisotropen Materialeigenschaften fein diskretisiert bzw. aufgelöst wird, siehe

Abb. 5.6 (c). D.h. bei einer feinen Diskretisierung des Gebietes können die inhomoge-

nen Materialeigenschaften in den kleinen diskreten Elementen wiedergefunden werden.

Jedes diskrete Element hat seine individuellen Eigenschaften, die nicht mit denen der

Nachbarelemente übereinstimmen müssen. Bei einer globalen Betrachtung hingegen wer-

den repräsentative Materialwerte beobachtet, die mit den im Labor beobachteten Werten

übereinstimmen. Aufgrund dessen geht mit der DEM die Mikroskala in die Makroskala

über.

Die Frage die sich nun aufdrängt ist, wie fein ein Gebiet diskretisiert werden muss,

um z.B. die statistisch verteilten Lebensdauerwerte einesWerkstoffs durch Simulationen

vorfinden zu können? Aus dem Blickwinkel der obigen Erläuterungen (und Abb. 5.6)

muss das Gebiet nicht feiner als bis zur Korngrößenskala desim numerischen Modell

enthaltenen Werkstoffs diskretisiert werden, weil dies die kleinste Skala ist, die dem Ge-

biet durch eine regelmäßige Gitterstruktur konstante Materialparameter aufprägt. Da die

Körner in metallischen Werkstoffen eine Größe von0,015mm bis0,25mm haben, führt

dies zu einer erheblichen Anzahl an Freiheitsgraden im numerischen Modell. Je nach

Anisotropiegrad bzw. Anzahl und Größe der Inhomogenitätenkann der Feinheitsgrad

der Diskretisierung jedoch der nächst gröberen Materialskala angepasst werden, siehe

Abb 5.7.
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Abbildung 5.6: (a) Ein homogener Werkstoff wird durch unverzerrte Hexagone repräsen-

tiert. (b) Inhomogene Werkstoffe lassen sich durch eine Verzerrung der diskreten Ele-

mente bzw. der Gitterstruktur darstellen. (c) Wird das Gebiet mit vielen verzerrten Ele-

menten diskretisiert, so verschmieren die Eigenschaften global. In diesen Abbildungen ist

Γu der Wegrand,Γp der Kraftrand,F1 undF2 sind die Kräfte,F (Γ) ist eine auf den Weg-

rand bezogene Kraft,ΓT der Temperaturrand,T die Temperatur,q der Wärmeflussvektor,

qint eine innere Wärmequelle,λ die Wärmeleitzahl,n der Normalenvektor am Rand und

hc der Wärmeübergangskoeffizient am Rand.
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Abbildung 5.7: Mechanische Materialmodelle und Berechnungsmethoden.



6 Behandlung des mechanischen Feldes mit der

Diskrete-Elemente-Methode

In diesem Kapitel wird die Diskrete-Elemente-Methode (DEM) ausschließlich im mecha-

nischen Feld für den ebenen Spannungszustand angewandt. Die Validierung der Methode

erfolgt anhand eines Grenzübergangs, der zuerst mit finitenDifferenzen und danach mit-

tels der Variationsrechnung durchgeführt wird. In den folgenden Abschnitten wird das

DE-Modell verifiziert und abschließend wird eine Lebensdauerabschätzung durchgeführt.

6.1 Analytische Beschreibung des ebenen Spannungszustandes

Die Bestimmung von Spannungsfeldern in Bauteilen ist nach wie vor eine Heraus-

forderung für Ingenieure. Begonnen hat die analytische Beschreibung des Kontinuums

im Jahre 1752, als EULER das Schnittprinzip einführte und ab 1757 wurde der Be-

griff der Spannungen in der Hydromechanik geprägt [75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82].

Der Spannungsbegriff wurde erst 1824 von NAVIER [171] und 1827 bzw. 1829 von

CAUCHY [47, 48] wieder aufgegriffen und aus der Hydromechanik in die Festkörperme-

chanik übertragen. Dabei schrieb CAUCHY die Spannungskomponenten in Matrixform

nieder und definierte so den Begriff des Spannungstensors. Die Ausarbeitung von ana-

lytischen Lösungen für ebene oder räumliche Problemstellungen erwies sich aber bereits

damals als sehr schwierig bzw. unmöglich. So konnten z.B. Spannungsfelder in ebenen

Scheiben erst 1863 durch die Lösungsmethode von AIRY untersucht werden [1]. Für 3D-

Spannungsprobleme gibt es selbst heute kaum Lösungen, außer für Sonderfälle. Einige

der Lösungen stammen von PAGANO [178] aus dem Jahr 1969 oder von REDDY [188] aus

dem Jahr 1988. Aufgrund der aufwendigen oder gar unmöglichen analytischen Beschrei-

bung von realen Spannungsfeldern setzten sich die numerischen Methoden zunehmend

durch.

Da in diesem Kapitel gezeigt wird wie die Lösung der Diskreten-Elemente-Methode,

nach Grenzübergang von Elementen mit finiter Größe zu Elementen mit infiniter Größe in

die gebietsbeschreibende Differentialgleichung übergeht, muss die gebietsbeschreibende

Differentialgleichung für Scheiben im ebenen Spannungszustand gemäß der Methode von

A IRY hergeleitet werden. Dabei ist der ebene Spannungszustand in dieser Arbeit von zen-

tralem Interesse.
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Für eine Scheibe im ebenem Spannungszustand, mitσzz = 0, σyz = 0 undσxz = 0 gemäß

Abb. 6.1 gelten die Gleichgewichtsbeziehungen inx undy-Richtung

∂ σxx

∂ x
+

∂ σxy

∂ y
+ X = 0 und

∂ σxy

∂ x
+

∂ σyy

∂ y
+ Y = 0 , (6.1)

wobeiX undY die Komponenten der auf die Volumeneinheit bezogenen Volumenkräfte

darstellen undpx(y) undpy(x) die Komponenten der auf die Flächeneinheit der äußeren

Ränder bezogenen Oberflächenkräfte sind.

z x
y

p ( )y xz x,ym= ( )F

p ( )x y

z x
y

p ( )x y

p ( )y x

(a) (b)

sxysyy
sxx

Abbildung 6.1: (a) Beliebig gelagerte Scheibe im ebenen Spannungszustand, mit den

Randlastenpy(x), px(y) und den daraus resultierenden inneren Spannungenσxx(x, y),

σyy(x, y) und σxy(x, y). (b) Darstellung einer Airyschen Spannungsfläche über der

Scheibe. Derzm-Wert der Fläche entspricht dem Wert der Airyschen Spannungsfunk-

tionF .

Für die kinematischen Beziehungen gilt

ǫxx = u,x =
∂ u

∂ x
; ǫyy = v,y =

∂ v

∂ y
; γxy = u,y + v,x . (6.2)

Hierbei stellenǫxx undǫyy die Dehnungen undγxy den Schubwinkel dar undu, v sind die

Verschiebungen inx undy-Richtung. Das Materialgesetz für den ebenen Spannungszu-

stand lautet bei isotropen Materialien







ǫxx

ǫyy

γxy






=







1
E

− ν
E

0

− ν
E

1
E

0

0 0 1
G






·







σxx

σyy

σxy






=

1

E







1 −ν 0

−ν 1 0

0 0 2(1 + ν)






·







σxx

σyy

σxy






, (6.3)

worin E der E-Modul des Werkstoffs,G der Schubmodul undν die Querkontraktion

ist. Der E-Modul und der Schubmodul sind durch Gl. (4.10) miteinander verknüpft. Die
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Dehnungenǫxx und ǫyy können mit dem Schubwinkelγxy durch Gl. (6.2) über deren

Ableitungen gekopplelt werden und bilden dann die Verträglichkeitsbedingung

∂3u

∂x ∂y2
+

∂3v

∂x2 ∂y
=

∂2ǫxx
∂y2

+
∂2ǫyy
∂x2

=
∂2γxy
∂x ∂y

. (6.4)

Die Verknüpfung des Gleichgewichts aus den Gleichungen (6.1), dem Materialgesetz der

Gl. (6.3) und der Kinematik der Gl. (6.2) bzw der Kompatibilitätsbedingung der Gl. (6.4)

erfolgt über die SpannungsfunktionF = F(x, y), die 1863 von AIRY definiert wurde [1].

Diese Spannungsfunktion steht mit den Komponenten des CAUCHY-Spannungstensors

wie folgt in Verbindung

σxx =
∂2F
∂y2

, σyy =
∂2F
∂x2

, σxy = − ∂2F
∂x ∂y

. (6.5)

Diese drei Gleichungen erfüllen die Gleichgewichtsbeziehungen in Gl. (6.1), was er-

forderlich ist. Man erhält nach Einsetzen der Gleichungen.(6.3) und (6.5) in die Gl. (6.4)

und unter Vernachlässigung der Volumenkräfte eine biquadratische homogene partielle

DGL

1

E

(

∂4F
∂x4

+ 2
∂4F

∂x2 ∂y2
+

∂4F
∂y4

)

= 0 , (6.6)

bzw.

∂4F
∂x4

+ 2
∂4F

∂x2 ∂y2
+

∂4F
∂y4

= ∇4F = 0 , (6.7)

für ebene Scheiben, welche man auch die AIRYsche-DGL nennt. Aus dieser DGL können

analytische Lösungen für einfache Belastungen gefunden werden. Der Gleichung (6.7)

wohnt ein Kräftegleichgewicht inne, welches lediglich fürdas Kontinuum, nicht jedoch

für das Diskontinuum gilt. Eine Scheibe mit diskontinuierlichen Materialeigenschaften

(oder plastifizierten Zonen) kann in Teilgebiete∂Ωi aufgeteilt werden, die für sich ho-

mogen und isotrop sind. Für jedes Teilgebiet (∂Ωi ∈ Ω) gilt Gl. (6.6). Bei der As-

semblierung aller individuellen Teilgebiete zu dem gesamten Gebiet gilt, dass an allen

Rändern die Verschiebungen der zueinander gehörigen Grenzflächen gleich sein müssen

und ebenso ein Kräftegleichgewicht vorliegen muss. Aufgrund dessen existiert für jedes

Teilgebiet∂Ωi eine eigene SpannungsflächeFi(x, y). Aus den beschriebenen Gleich-

gewichtsgründen müssen die individuellen AIRYsche-SpannungsflächenFi(x, y) lücken-

los zusammengestückelt werden, was aber dazu führt, dass die gesamte Spannungsfläche

nicht stetig verläuft. Siehe hierzu auch [8, 97, 111].
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6.2 Grenzübergang im mechanischen Feld mit der Finiten-

Differenzen-Methode

Im folgenden Abschnitt wird der Nachweis erbracht, dass dieexakte AIRYsche-

SpannungsflächeF mit einer Fachwerkstruktur gemäß WIEGHARDT nachgebildet wer-

den kann. Der Nachweis erfolgt über einen Grenzübergang mitder Finiten-Differenzen-

Methode für das Hexagon. Dazu wird die Scheibe in eine endliche Anzahl von hexago-

nalen TeilgebietenR, mit endlicher Größe∂Ωi, zerlegt, alsoΩ =
⋃R

e=1 ∂Ωi. Dabei sind

die hexagonalen Teilgebiete die diskreten Elemente. Über dem ausgeschnittenen Teilge-

biet der Scheibe∂Ωi wird die approximierte AIRYsche-SpannungsflächēF = F̄(x, y) ≈
F dargestellt, siehe Abb. 6.2 (a). Die approximierte Spannungsfläche ist aus dreieckigen

Flächen, den Facettenflächen, zusammengesetzt und ein diskretes Element ist von sechs

Facettenflächen I, II, ..., VI umgeben, siehe Abb. 6.2 (b). Die Projektion der Kanten der

Facettenflächen, parallel zurzm-Achse auf die Scheibe bzw. die Teilgebiete, fällt mit

den Stabachsen zusammen. Da die Stäbe lediglich Längskräfte übertragen, geben sie die

Wirkrichtung der Flussgröße vor. Wenn es nun gelingt zu zeigen, dass die approximierte

SpannungsflächēF(x, y) gleich der exakten AIRYsche-SpannungsflächeF ist, dann ist

der Beweis für die Richtigkeit der Methode erbracht.

z x,ym=F( )

z x

p ( )x y

p ( )y x

x

y

IIIIV
II

IVI
V

I

II
III

VI

IV
V

(a) (b)

Wi

z x,ym= ( )F

Wi

y

Abbildung 6.2: (a) die exakte AIRYsche Spannungsfläche aus Abb. 6.1 soll mit diskreten

Elementen, bzw. Stäben, approximiert werden. (b) Dazu wirdein Teilgebiet∂Ωi von der

Scheibe und der Spannungsfläche ausgeschnitten.

Gemäß den Gleichungen (6.5) werden die Spannungen aus der zweiten Ableitung der
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exakten SpannungsflächeF berechnet, was auch für die approximierte Spannungsfläche

F̄ gelten muss. Die Kräfte werden hingegen aus der ersten Ableitung gebildet, siehe

hierzu auch [4, 8, 97]. Wird z.B. nur eine finite Facettenfläche der Abb. 6.2 mit der

Nummer II in Betracht gezogen, so berechnen sich aus der Neigung dieser Facettenfläche

die Kraft pro DickeX̄II in x-Richtung und die Kraft pro DickēYII in y-Richtung mit

X̄II =
∂F̄
∂y

∣

∣

∣

∣

II

and ȲII = − ∂F̄
∂x

∣

∣

∣

∣

II

, (6.8)

wobeiX̄II undȲII die EinheitN
m haben. Siehe hierzu auch Abb. 6.3.

YII

XII

II

x

y

z x,ym= ( )F

F( )x,y

F

y II

F

IIx

7

21

6

5

4

3

II

Abbildung 6.3: Die Facettenfläche aus Abb. 6.2 mit der NummerII ist hier dargestellt.

Die Ableitungen dieser einen Facettenfläche inx- und y-Richtung sind proportional zu

den daraus resultierenden KräftenX̄II undȲII .

Nachdem sowohl im Kontinuum als auch im Diskontinuum immer ein Kräftegleichge-

wicht vorliegen muss wird die approximierte Spannungsfläche F̄(x, y) lückenlos aus den

einzelnen Facettenflächen zusammengesetzt.

Ein Stab ist von zwei Facettenflächen umschlossen, weswegendie Stabspannung aus der

Neigung der beiden Facettenflächen bezüglich der Scheibenebene berechnet wird, siehe

Abb. 6.4 (a). Gemäß der AIRYschen Spannungsdefinition in Gl. (6.5) ergibt sich die

Stabspannungσξξ im stablokalenξ,η-Koordinatensystem aus der zweiten Ableitung in

η-Richtung, wobei der Vektorξ der Stablängsrichtung entspricht undη der Senkrechten

dazu. Die zweite Ableitung, oder die Krümmungρ, in η-Richtung ist proportional zur

Spannung inξ-Richtung

ρ ∝ σξξ =
∂2F̄
∂η2

, (6.9)
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Abbildung 6.4: Die AIRYsche Spannungsfläche aus Abb. 6.1 wird mit diskreten Ele-

menten approximiert. Dazu wird ein Teil der diskretisierten Scheibe mit der darüber

liegenden Spannungsfläche ausgeschnitten. (a) Die Spannung in einem Stab wird aus der

Neigung der beiden ihn umgebenden Facettenflächen gebildet. (b) Die aufgespannten

approximierten Spannungsflächen ergeben sich aus denzm-Werten.

wobei der Krümmungsradiusr umgekehrt proportional zur Krümmung ist, alsoρ = 1/r.

Um den Krümmungsradius der approximierten AIRYschen-Spannungsflächezm(x, y) =

F̄(x, y) zu finden, der direkt über dem Stab mit den Knotennummern1 und7 liegt, wer-

den diezm-Werte der beiden Facettenflächen I und II mit ihren Knotennummern1, 2, 6

und 7 herangezogen, siehe Abb. 6.4 (b). Die Kräfteξ̄I und ξ̄II , die sich aus den beiden

Facettenflächen I und II in die Stablängsrichtungξ ergeben, sind nach Gl. (6.8)

ξ̄I =
∂F̄
∂η

∣

∣

∣

∣

I

=
zm a − zm 6

h
und ξ̄II =

∂F
∂η

∣

∣

∣

∣

II

=
zm 2 − zm a

h
. (6.10)

Hierin isth der Abstand zwischen zwei diskreten Elementen inη-Richung und der Hilfs-

punktzm a ergibt sich aus dem arithmetischen Mittel der beiden Wertezm 1 undzm 7, siehe

Abb. 6.4 (b)

zm a =
1

2
(zm 1 + zm 7) . (6.11)

Mit den Gleichungen (6.10) und (6.11) ist die zweite Ableitung der approximierten

A IRYschen-Spannungsfläche

∂2F
∂η2

=

∂F
∂η

∣

∣

∣

II
− ∂F

∂η

∣

∣

∣

I

h
=

zm 2 − 2 zm a + zm 6

h2
=

zm 2 − zm 1 − zm 7 + zm 6

h2
. (6.12)
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Aus Gründen der Einfachheit wird im Folgenden eine Fachwerkstruktur deren Stäbe

gleich lang sind betrachtet, wodurch sich ein Winkel vonπ
3

zwischen den Stäben einstellt.

Aufgrund dessen bilden die diskreten Elemente unverzerrteHexagone, wodurch alle

Stäbe den gleichen Querschnitt haben, siehe hierzu auch Abschnitt 5.1 und 5.2. Außerdem

sei der Elastizitätsmodul aller Stäbe gleich. Die Spannungim Stab von Abb. 6.4 (b), der

zwischen den Knotenpunkten1 und7 liegt, ist unter Einbeziehung der Geometriegröße

h =
√
3
2
l und der beiden Gleichungen (6.9) und (6.12)

σξξ = σ1−7 =
C

h2
(zm 2 + zm 6 − zm 1 − zm 7) =

4 C

3 l2
(zm 2 + zm 6 − zm 1 − zm 7), (6.13)

wobeiC eine willkürliche Größe ist, welche die Kraft und weitere geometrische Größen

(z.B. die Scheibendicke) beinhaltet undl ist die Stablänge.

Im nächsten Schritt wird eine Einheitszelle, bzw. ein repräsentatives Volumenelement,

gemäß den Abbildungen 6.2, 6.3 und 6.5 (a) aus dem Fachwerk ausgeschnitten. Die Ein-

heitszelle mit ihren zwölf Stäben, sowie den sieben innerenund sechs äußeren Knoten-

punkten (1, 2, ..., 13), ist einfach statisch unbestimmt. Wird als Beispiel einerder äußeren

Stäbe von einer Zelle die bisher spannungsfrei war um∆l verkürzt, so stehen aus Gleich-

gewichtsgründen alle äußeren Stäbe unter Zugbeanspruchung und alle inneren Stäbe unter

Druckbeanspruchung, siehe Abb. 6.5 (b). Da alle Stäbe die gleiche Länge und Steifigkeit

besitzen, ist der Betrag der Spannung in allen Stäben gleich. Das Spannungs- oder Kräfte-

gleichgewicht in der Zelle kann also durch

0 =
∑

σ|äußere Stäbe−
∑

σ|innere Stäbe

= σ1−2 + σ1−3 + σ1−4 + σ1−5 + σ1−6 + σ1−7

−σ2−3 − σ3−4 − σ4−5 − σ5−6 − σ6−7 − σ7−2 , (6.14)

ausgedrückt werden, wobei anhand der Vorzeichen der Umstand der Druck- und Zugspan-

nung bereits berücksichtigt wurde.

Gemäß Abb. 6.6 sind die zwölf Stäbe der Einheitszelle von denzwölf Facettenflächen

(I, II, ..., XII) umgeben, welche lückenlos aneinander gesetzt werden müssen. Um eine

lückenlose Assemblierung der Facettenflächen zu gewährleisten, muss Gl. (6.13) auf alle

zwölf Stäbe angewandt werden. Für die inneren Stäbe ergebensich die Spannungen als

Funktion derzm-Werte zu



76
KAPITEL 6. BEHANDLUNG DES MECHANISCHEN FELDES MIT DER

DISKRETE-ELEMENTE-METHODE

1

2

3

4

5

6

7

(a) (b)9

8

10

11

12 13

Dl

Abbildung 6.5: (a) Definition einer Einheitszelle mit ihren12 Stäben, sowie den sieben

inneren und sechs äußeren Knotenpunkten (1, 2, ..., 13) der Abbildungen 6.2 und 6.3. (b)

Die Zelle ist einfach statisch unbestimmt. Wird einer der äußeren Stäbe um∆l verkürzt,

so stehen aus Gleichgewichtsgründen alle äußeren Stäbe unter Zugbeanspruchung und

alle inneren unter Druckbeanspruchung.

σ1−2 =
4 C

3 l2
( zm 3 + zm 7 − zm 1 − zm 2 )

(6.15)

σ1−3 =
4 C

3 l2
( zm 2 + zm 4 − zm 1 − zm 3 )

(6.16)

σ1−4 =
4 C

3 l2
( zm 3 + zm 5 − zm 1 − zm 4 )

(6.17)

σ1−5 =
4 C

3 l2
( zm 4 + zm 6 − zm 1 − zm 5 )

(6.18)

σ1−6 =
4 C

3 l2
( zm 5 + zm 7 − zm 1 − zm 6 )

(6.19)

σ1−7 =
4 C

3 l2
( zm 2 + zm 6 − zm 1 − zm 7 )

(6.20)

und die äußeren Stabspannungen können wie folgt ausgedrückt werden

σ2−3 =
4 C

3 l2
( zm 1 + zm 9 − zm 2 − zm 3 )

(6.21)

σ3−4 =
4 C

3 l2
( zm 1 + zm 10 − zm 3 − zm 4 )

(6.22)

σ4−5 =
4 C

3 l2
( zm 1 + zm 11 − zm 4 − zm 5 )

(6.23)

σ5−6 =
4 C

3 l2
( zm 1 + zm 12 − zm 5 − zm 6 )

(6.24)

σ6−7 =
4 C

3 l2
( zm 1 + zm 13 − zm 6 − zm 7 )

(6.25)

σ7−2 =
4 C

3 l2
( zm 1 + zm 8 − zm 2 − zm 7 ) .

(6.26)

Werden die Gleichungen (6.15) bis (6.26) in Gl. (6.14) eingesetzt, so ergibt sich die

Beziehung

(zm 8 + zm 9 + zm 10 + zm 11 + zm 12 + zm 13)

−3 (zm 2 + zm 3 + zm 4 + zm 5 + zm 6 + zm 7) + 12 zm 1 = 0 . (6.27)
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Abbildung 6.6: (a) Die Einheitszelle aus Abb. 6.5 ist von zwölf Facettenflächen (I, II,

..., XII) umgeben, welche aus Gleichgewichtsgründen lückenlos zusammengesetzt sein

müssen.

Diese Gleichung drückt aus, dass das Kräftegleichgewicht,formuliert über die Spannun-

gen in den Stäben, durch Werte der approximierten AIRYschen-Spannungsfläche, also

zm(x, y) = F̄(x, y), beschrieben werden kann. Wird Gl. (6.27) als Bild dargestellt, so

erhält man einen Differenzen-Stern von einer Differentialgleichung vierter Ordnung [60],

die nach Vertauschung der approximierten Spannungsfunktion F̄(x, y) mit der exakten

SpannungsfunktionF(x, y) identisch ist, siehe Abb. 6.7.

Somit ist der Beweis erbracht, vermöge des Grenzübergangs der Stablänge zu Null, dass

die analytisch exakte AIRYsche Spannungsfläche mit einem Fachwerk, in welchem an

jedem Knoten sechs äquidistant über den Umfang verteilte Stäbe angreifen, dargestellt

werden kann. Eine solche Fachwerkstruktur nennt man quasi-isotropes Fachwerk.
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Abbildung 6.7: Grafische Darstellung der Gl. (6.27). Nach Grenzübergang der Stablänge

l zu Null geht der Finite-Differenzen-Stern in eine Differentialgleichung vierter Ordnung

über.

Neben dem Modell bei dem sechs Stäbe an einem Knotenpunkt angreifen wurde auch

ein rechteckiges Modell entwickelt. WIEGHARDT führte für diese rechteckigen Zellen

den Nachweis durch, dass sich mit ihnen die gebietsbeschreibende DGLnicht erfüllen

lässt, außer in Sonderfällen [234]. Dies kann dadurch erklärt werden, dass die Stäbe

welche die Flussgröße übertragen eng mit der AIRYschen Spannungsfläche zusammen-

hängen, wie in diesem Abschnitt gezeigt wurde. Da die AIRYschen Spannungsfläche

in der Regel eine 3D-Fläche ist, kann sie nur mit dreieckigenFacettenflächen lückenlos

approximiert werden, siehe Abb. 6.8. Das von RIEDEL aus dem Jahr 1927 vorgestellte

Beispiel mit Rechteckzellen erfüllt die Bedingung der lückenlosen Assemblierung der

A IRYschen Spannungsfläche, da die Last nur in eine Richtung wirkt[192]. Fazit ist aber,

dass bis auf einige Sonderfälle rechteckige Zellen nicht zuempfehlen sind, wohingegen

hexagonale Zellen stets verwendet werden können.

6.3 Grenzübergang mit der Variationsrechnung für das Hexagon

In diesem Abschnitt wird der Nachweis über die Richtigkeit der DEM mittels der Varia-

tionsrechnung erbracht. Dabei erfolgt der Nachweis in zweiSchritten. Zuerst wird eine

Referenzlösung aus der analytischen Lösung zum virtuellenArbeitssatz der Scheibe hin

aufgebaut. Diese Referenzlösung wird im zweiten Schritt aus der ersten Variation der

Stabenergie ebenfalls gefunden.

Da die Stäbe so angeordnet sind, dass sich ein quasiisotroper Verbund ergibt,

muss eine Koordinatentransformation vom kartesischen Koordinatensystem mit den

x,y-Koordinaten in ein schiefwinkliges Koordinatensystem mit den Ξ,Θ-Koordinaten

vorgenommen werden. Dabei legt die Struktur des Fachwerks die Wahl des in Abb. 6.9
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z x,ym= ( )F

(c)

Abbildung 6.8: (a) Viereckige Facettenflächen können eine 3D-Spannungsfläche nicht

lückenlos schließen, (b) ausser in Sonderfällen. (c) Dreieckige Facettenflächen können

hingegen stets angewandt werden, weswegen hexagonale Zellen einen allgemeingültigen

Charakter haben.

dargestelltenΞ,Θ-Koordinatensystems nahe.

Bildung einer Referenzlösung aus der AIRYschen-DGL:

Den virtuellen Arbeitssatz der Scheibe erhält man über zweiWege. Der erste Weg erfolgt

über die BUBNOV-GALERKIN Formulierung der AIRYschen-DGL (6.6) und anschließen-

der partieller Integration. Der zweite Weg findet über die Rückbildung der BUBNOV-

GALERKIN Formulierung zum Funktional und anschließender erster Variation statt. Da

die DGL (6.6) selbstadjungierend ist, ist der zweite Weg derkürzere, weshalb dieser hier

dargelegt wird. Tiefer führende Einzelheiten zur Variationsrechnung in der Mechanik

können der Literatur entnommen werden [28, 61, 117, 204, 245].

Gemäß dem Verfahren von BUBNOV-GALERKIN wird die DGL (6.6) mit der Feldfunk-
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y

x

X

Q

Ξ = x− y√
3

Θ = 2√
3
y

}

⇔
{

x = Ξ + 1
2
Θ

y =
√
3
2
Θ

(6.28)

Abbildung 6.9: Rechtwinkligesx,y und schiefwinkligesΞ,Θ-Koordinatensystem. Das

schiefwinklige Koordinatensystem orientiert sich an der inneren Struktur der Fachwerk-

stäbe.

tion (hier nun die approximierte AIRYsche Spannungsfunktion̄F) gewichtet und über das

GebietΩ integriert

0 =

∫

x

∫

y

d

E

(

∂4F(x, y)

∂x4
+ 2

∂4F(x, y)

∂x2 ∂y2
+

∂4F(x, y)

∂y4

)

δF(x, y) dx dy . (6.29)

Hierin istd die Dicke der Scheibe undE der Elastizitätsmodul des Werkstoffs. Die Rück-

bildung ergibt das folgende FunktionalJ

J (x, y) =

∫

x

∫

y

d

E

[

1

2

(

∂2F(x, y)

∂x2

)2

+

(

∂2F(x, y)

∂x ∂y

)2

+
1

2

(

∂2F(x, y)

∂y2

)2
]

dx dy .

!
= Minimum . (6.30)

In dieser Gleichung ist bereits berücksichtigt, dass die Formulierung nach BUBNOV-

GALERKIN dem Minimum der potentiellen Energie entsprechen muss.

Nach einer Koordinatentransformation gemäß den Ableitungen im Anhang A ist das

FunktionalJ (x, y) der Gl. (6.30) nicht mehr vom den rechtwinkligen Koordinaten, son-

dern von schiefwinkligen Koordinaten abhängig

J (Ξ,Θ) =

∫

Ξ

∫

Θ

1

E

√
3

2

[

8

9

(

∂2F(Ξ,Θ)

∂Ξ2

)2

+
8

9

(

∂2F(Ξ,Θ)

∂Θ2

)2

+
20

9

(

∂2F(Ξ,Θ)

∂Ξ ∂Θ

)2

+
4

9

∂2F(Ξ,Θ)

∂Ξ2

∂2F(Ξ,Θ)

∂Θ2

− 16

9

∂2F(Ξ,Θ)

∂Ξ2

∂2F(Ξ,Θ)

∂Ξ ∂Θ
− 16

9

∂2F(Ξ,Θ)

∂Θ2

∂2F(Ξ,Θ)

∂Ξ ∂Θ

]

dΘ dΞ

!
= Minimum . (6.31)

In diesem Flächenintegral kommt der Faktor
√
3/2 durch die Transformation des Flä-

chenelementsdx dy von den kartesischen in die schiefwinkligen Koordinaten mit der
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Funktionaldeterminante

dx dy =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x(Ξ,Θ)

∂Ξ

∂y(Ξ,Θ)

∂Ξ
∂x(Ξ,Θ)

∂Θ

∂y(Ξ,Θ)

∂Θ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dΘ dΞ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0

1

2

√
3

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dΘ dΞ =

√
3

2
dΘ dΞ (6.32)

zustande [43].

Die Gleichung (6.31) entspricht der Formänderungsarbeit der Scheibe inΞ,Θ-

Koordinaten. Die erste Variation dieser Gleichung liefertnun den virtuellen Arbeitssatz

in Ξ,Θ-Koordinaten.

δJ (Ξ,Θ) = 0 =

∫

Ξ

∫

Θ

1

E

√
3

2

[

16

9

∂2F
∂Ξ2

∂2δF
∂Ξ2

+
16

9

∂2F
∂Θ2

∂2δF
∂Θ2

+
40

9

∂2F
∂Ξ ∂Θ

∂2δF
∂Ξ ∂Θ

+
4

9

∂2F
∂Ξ2

∂2δF
∂Θ2

+
4

9

∂2F
∂Θ2

∂2δF
∂Ξ2

− 16

9

∂2F
∂Ξ ∂Θ

∂2δF
∂Ξ2

− 16

9

∂2F
∂Ξ2

∂2δF
∂Ξ ∂Θ

− 16

9

∂2F
∂Ξ ∂Θ

∂2δF
∂Ξ2

− 16

9

∂2F
∂2Θ

∂2δF
∂Ξ ∂Θ

]

dΘ dΞ . (6.33)

Hierin ist die Vertauschbarkeit der Reihenfolge von Variation und Differentiation berück-

sichtigt [28], z.B. gilt für den ersten Term

δ

[

∂2F
∂Ξ2

]

=
∂2δF
∂Ξ2

(6.34)

und ebenso für die beiden anderen Terme in Gl. (6.33)

δ

[

∂2F
∂Θ2

]

=
∂2δF
∂Θ2

(6.35)

und

δ

[

∂2F
∂Ξ ∂Θ

]

=
∂2δF
∂Ξ ∂Θ

. (6.36)

Teile der Gl. (6.33) können nun partiell integriert werden,wobei sich für den dritten Term
∫

Ξ

∫

Θ

∂2F
∂Ξ ∂Θ

∂2δF
∂Ξ ∂Θ

dΘ dΞ =

∫

Ξ

[

∂2F
∂Ξ ∂Θ

∂δF
∂Ξ

]Θ2

Θ1

dΞ

−
∫

Ξ

∫

Θ

∂3F
∂Ξ ∂Θ2

∂δF
∂Ξ

dΘ dΞ

=

∫

Ξ

[

∂2F
∂Ξ ∂Θ

∂δF
∂Ξ

]Θ2

Θ1

dΞ−
∫

Θ

[

∂2F
∂Θ2

∂δF
∂Ξ

]Ξ2

Ξ1

dΘ

+

∫

Ξ

∫

Θ

∂2F
∂Θ2

∂2δF
∂Ξ2

dΘ dΞ (6.37)
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ergibt. Da die erste Ableitung der AIRYschen-Spannungsfunktion der Randlast entspricht,

siehe Abschnitt 6.2 bzw. Abb. 6.3, muss die die erste Ableitung der virtuellen AIRYschen-

SpannungsfunktionδF , also der virtuellen Randlast, bei fest vorgegebener Randlast ent-

lang des Kraftrandes Null sein. Somit werden die beiden Randterme von Gl. (6.37) Null,

siehe hierzu auch [221]. Gleichung (6.37) liefert also den wichtigen und erstaunlichen

Zusammenhang, dass
∫

Ξ

∫

Θ

∂2F
∂Ξ ∂Θ

∂2δF
∂Ξ ∂Θ

dΘ dΞ =

∫

Ξ

∫

Θ

∂2F
∂Θ2

∂2δF
∂Ξ2

dΘ dΞ (6.38)

ist. Neben dieser einen partiellen Integration wird noch eine zweite ausgeführt, um einen

weiteren notwendigen Zusammenhang aufzuzeigen. Für den fünften Term erhält man
∫

Ξ

∫

Θ

∂2F
∂Θ2

∂2δF
∂Ξ2

dΘ dΞ =

∫

Θ

[

∂2F
∂Θ2

∂δF
∂Ξ

]Ξ2

Ξ1

dΘ

−
∫

Ξ

∫

Θ

∂3F
∂Ξ ∂Θ2

∂δF
∂Ξ

dΘ dΞ

=

∫

Θ

[

∂2F
∂Θ2
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∂Ξ

]Ξ2
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∫
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+
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∂2δF
∂Θ2

dΘ dΞ . (6.39)

Auch hier sind wieder die Randterme bei fest vorgegebenen Randlasten aus den gleichen

Gründen wie oben Null. Somit nimmt Gl. (6.39) die folgende Form an
∫

Ξ

∫

Θ

∂2F
∂Θ2

∂2δF
∂Ξ2

dΘ dΞ =

∫

Ξ

∫

Θ

∂2F
∂Ξ2

∂2δF
∂Θ2

dΘ dΞ . (6.40)
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Mit Gl. (6.38) und (6.40) erhält man den Zusammenhang

∫

Ξ

∫

Θ

∂2F
∂Ξ ∂Θ

∂2δF
∂Ξ ∂Θ

dΘ dΞ =

∫

Ξ

∫

Θ

∂2F
∂Θ2

∂2δF
∂Ξ2

dΘ dΞ =

∫

Ξ

∫

Θ

∂2F
∂Ξ2

∂2δF
∂Θ2

dΘ dΞ,

(6.41)

womit sich der dritte, vierte und fünfte Term in Gl. (6.33) zusammenfassen lässt zu

∫

Ξ

∫

Θ

[

40

9

∂2F
∂Ξ ∂Θ

∂2δF
∂Ξ ∂Θ

+
4

9

∂2F
∂Ξ2

∂2δF
∂Θ2

+
4

9

∂2F
∂Θ2

∂2δF
∂Ξ2

]

dΘ dΞ

=

∫

Ξ

∫

Θ

48

9

∂2F
∂Ξ ∂Θ

∂2δF
∂Ξ ∂Θ

dΘ dΞ . (6.42)

Der virtuelle Arbeitssatz der AIRYschen Spannungsfunktion (Gl. (6.33)) nimmt nun ab-

schließend mit Gl. (6.42) die folgende vereinfachte Form an

δJ (Ξ,Θ) = 0 =
1

E

16

9

√
3

2

∫

Ξ

∫

Θ

[

∂2F
∂Ξ2

∂2δF
∂Ξ2

+
∂2F
∂Θ2

∂2δF
∂Θ2

+ 3
∂2F

∂Ξ ∂Θ

∂2δF
∂Ξ ∂Θ

− ∂2F
∂Ξ ∂Θ

(

∂2δF
∂Ξ2

+
∂2δF
∂Θ2

)

− ∂2δF
∂Ξ ∂Θ

(

∂2F
∂Ξ2

+
∂2F
∂Θ2

)]

dΘ dΞ . (6.43)

Gleichung (6.43) ist im folgenden die maßgebende Gleichung, die es aus der Energie der

Stäbe zu finden gilt.

Bildung des virtuellen Arbeitssatzes aus der Energie der Stäbe:

Um die Referenzlösung (Gl. (6.43)) aus der Energie der Stäbezu erhalten, müssen

die Stabspannungen als Komponenten der Kontinuumsspannungen ausgedrückt werden.

Das lokale Koordinatensystem ist dasξ,η-Koordinatensystem, wobeiξ in Richtung der

Stabachse zeigt undη senkrecht dazu. Als globales Koordinatensystem kann dasx,y-

Koordinatensystem oder dasΞ,Θ-Koordinatensystem verwendet werden, wobei letzteres

von Vorteil ist. Die Stabspannungen wirken per Definition nur entlang der lokalen

Stabachse.

Da die Stäbe nun die exakte Lösung nachbilden sollen, wird die approximierte AIRYsche

Spannungsfläche mit̄F bezeichnet. Wenn nun gezeigt werden kann, dass der virtuelle

Arbeitssatz der Scheibe, gebildet ausF (also Gl. (6.43)), gleich dem virtuellen Arbeitssatz

der Stäbe, gebildet aus̄F , ist, dann entspricht die Approximation der exakten Lösung.

Die Spannungen des Kontinuums werden nach Transformation in den AIRYschen-

Spannungsraum, siehe hierzu Anhang, in denΞ,Θ-Koordinaten wie folgt ausgedrückt,
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siehe auch Abb. 6.10

σxx =
∂2F̄
∂y2

=
1

3

∂2F̄
∂Ξ2

− 4

3

∂2F̄
∂Ξ ∂Θ

+
4

3

∂2F̄
∂Θ2

(6.44)

σyy =
∂2F̄
∂x2

=
∂2F̄
∂Ξ2

(6.45)

σxy = − ∂2F̄
∂x ∂y

=
1√
3

∂2F̄
∂Ξ2

− 2√
3

∂2F̄
∂Ξ ∂Θ

. (6.46)

Abbildung 6.10: Die Stabspannungen werden als Komponentender Kontinuumsspan-

nungen ausgedrückt.

Wird das Koordinatensystem um den Winkelϕ gedreht, so erfolgt die Transformation der

Kontinuumsspannungen in die Richtung der Stablängsachse,also derξ-Achse, mit der

folgenden Beziehung

σξξ = σxx cos2 ϕ + σyy sin2 ϕ + σxy sin(2 ϕ) . (6.47)

Mit dieser Gleichung wird die Stabspannung in den Komponenten der Kontinuumsspan-

nung ausgedrückt, siehe auch Abb. 6.10. Da der Stab keine Spannungen senkrecht zur

Stabachse und auch keinen Schub überträgt, brauchen die Spannungskomponenten des

Stabesσηη undσξη nicht berücksichtigt zu werden.

An einem Knotenpunkt greifen sechs Stäbe an. Aus Gleichgewichtsgründen braucht nur

eine Hälfte des Knotens mit drei Stäben betrachtet zu werden, weswegen im Folgenden

drei Stäbe mit den Ausrichtungen vonϕ1 = 0, ϕ2 = π
3

undϕ3 = −π
3

berücksichtigt

werden. Der erste Stab sei umϕ1 = 0◦gedreht. Seine Spannung ist mit Gl. (6.44) und
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(6.47) die Folgende

σξξ;ϕ1=0◦ = σxx · 1 + 0 + 0

=
1

3

∂2F̄
∂Ξ2

− 4

3

∂2F̄
∂Ξ ∂Θ

+
4

3

∂2F̄
∂Θ2

. (6.48)

Der zweite Stab ist umϕ2 = 60◦gedreht. Die Spannung dieses Stabes ist mit den Glei-

chungen (6.44) bis (6.47)

σξξ;ϕ2=60◦ = σxx ·
1

4
+ σyy ·

3

4
+ σxy ·

√
3

2

=
4

3

∂2F̄
∂Ξ2

− 4

3

∂2F̄
∂Ξ ∂Θ

+
1

3

∂2F̄
∂Θ2

. (6.49)

Der dritte Stab ist nun umϕ3 = −60◦gedreht, weshalb dieser mit den Gleichungen (6.44)

bis (6.47) die Spannung

σξξ;ϕ3=−60◦ = σxx ·
1

4
+ σyy ·

3

4
+ σxy ·

(

−
√
3

2

)

=
1

3

∂2F̄
∂Ξ2

+
2

3

∂2F̄
∂Ξ ∂Θ

+
1

3

∂2F̄
∂Θ2

(6.50)

ertragen muss.

Die Energie der Stäbe ist gemäß der Kontinuumsmechanik proportional zum Integral

über das Volumen aus dem Quadrat der Längsspannung und dividiert durch den Elas-

tizitätsmodul [28, 245]

ΠStab =

∫

V

1

2
σ ǫ dV =

∫

x

∫

y

1

2
σxx ǫxx d dx dy =

∫

Ξ

∫

Θ

d

2 Ee
σ2
ξξ

√
3

2
dΘ dΞ , (6.51)

wobei die Transformation der Koordinaten mit der Funktionaldeterminante in Gl. (6.32)

durchgeführt wird,Ee = E ist der Elastizitätsmodul des Stabes bzw. Gebietes undd die

Scheibendicke.

Die drei Stäbe bilden zusammen eine quasiisotrope Struktur, die invariant gegenüber

Drehungen mit dem Winkelϕ ist. Diese Struktur hat gegenüber der Steifigkeit eines

EinzelstabesE A
l

eine um den Faktor3/2 zu hohe Steifigkeit, siehe Abb. 6.11. Da die

Steifigkeit um den Faktor3/2 zu hoch ist, ist auch die Spannung um diesen Faktor zu

groß, weshalb die Spannung in Gl. (6.51) um diesen Faktor reduziert werden muss.

Das Potential der drei Stäbe berechnet sich mit Hilfe der Gleichungen (6.48), (6.49) und
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Kmech =
E A

l

[

3/2 0

0 3/2

]

(6.52)

= konstant

Abbildung 6.11: Die SteifigkeitsmatrixKmechder drei Stäbe ist invariant gegenüber einer

Drehung mit einem Winkelϕ und sie ist um den Faktor3/2 größer als die Steifigkeit eines

Einzelstabes in seine Längsrichtung.

(6.50) nun zu
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dΘ dΞ , (6.53)

wobei sich der Faktor
√
3
2

aus der Koordinatentransformation von denx,y-Koordinaten in

dieΞ,Θ-Koordinaten ergibt. Der virtuelle Arbeitssatz wird nun aus der ersten Variation

der obigen Gleichung gebildet
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)

dΘ dΞ . (6.54)

Aus Gl. (6.54) können, wie bei der Referenzbildung oben, auch wieder zwei Terme par-

tiell integriert werden. Die partielle Integration würde auch wieder zu Randtermen mit

Gliedern der Ordnung∂δF̄
∂Ξ

und ∂δF̄
∂Θ

führen. Die erste Ableitung der approximierten Span-

nungsflächeF̄ entspricht, über die Länge oder Breite der Struktur integriert, auch bei

einer Fachwerkstruktur einer Randkraft mit der DimensionN
m. Da die Randkräfte stets

fest vorgegeben sind, sind die virtuellen Randkräfte entlang der Ränder auch wieder Null.

Diese Argumentation führt, in Analogie zu den Randtermen der Referenzlösung, zu den



6.4. SCHWACHE FORM DES MECHANISCHEN FELDES 87

folgenden beiden Zusammenhängen
∫

Ξ

∫

Θ

∂2F̄
∂Θ2

∂2δF̄
∂Ξ2

dΘ dΞ =

∫

Ξ

∫

Θ

∂2F̄
∂Ξ2

∂2δF̄
∂Θ2

dΘ dΞ (6.55)

∫

Ξ

∫

Θ

∂2F̄
∂Ξ2

∂2δF̄
∂Θ2

dΘ dΞ =

∫

Ξ

∫

Θ

∂2F̄
∂Ξ ∂Θ

∂2δF̄
∂Ξ ∂Θ

dΘ dΞ . (6.56)

Nach Berücksichtigung der Gleichungen (6.55) und (6.56) mit Gl. (6.54) erhält man

δΠStäbe(Ξ,Θ) = 0 =
d

E

16

9

√
3

2

∫

Ξ

∫

Θ

[

∂2F̄
∂Ξ2

∂2δF̄
∂Ξ2

+
∂2F̄
∂Θ2

∂2δF̄
∂Θ2

+ 3
∂2F̄
∂Ξ ∂Θ

∂2δF̄
∂Ξ ∂Θ

− ∂2F̄
∂Ξ ∂Θ

(

∂2δF̄
∂Ξ2

+
∂2δF̄
∂Θ2

)

− ∂2δF̄
∂Ξ ∂Θ

(

∂2F̄
∂Ξ2

+
∂2F̄
∂Θ2

)]

dΘ dΞ . (6.57)

Dieser Ausdruck ist, abgesehen von der Vertauschung vonF und F̄ , identisch mit

Gl. (6.43). Somit ist nun gezeigt, dass die approximierte Spannungsfunktion̄F identisch

mit der exakten SpannungsfunktionF ist.

6.4 Schwache Form des mechanischen Feldes

Wie in Abschnitt 5.2 beschrieben, wird bei der DEM die Flussgröße nicht über die Ränder

des Hexagons geleitet, sondern über die Stäbe. Die Stäbe sind mit den Knotenpunkten,

oder Schwerpunkten, der diskreten Elemente verbunden. Nachdem alle Stäbe zu einem

quasiisotropen Fachwerk verbunden wurden, wird das Gleichgewicht z.B. über das Mini-

mum der potentiellen Energie gesucht, was der Finite-Elemente-Methode entspricht. Da

das Fachwerk quasiisotrop ist, ist das mechanische Verhalten invariant gegenüber Rota-

tionen. Die Finite-Elemente Formulierung der Stäbe wird aus dem schwachen Gleichge-

wicht formuliert und lautet für ein Elemente aus der Menge aller StäbeR im stablokalen

ξ,η-Koordinatensystem, siehe Abb. 6.12 (a)

Kmeche(ξ) · ûe(ξ) = f e(ξ) , (6.58)

wobeiKmeche(ξ) der Steifigkeitsmatrix,̂ue(ξ) = [ξ̂1, ξ̂2]
T dem Vektor der Knotenfrei-

werte für die Knotenpunkte1 und2 entspricht (siehe Abb. 6.12) undf e(ξ) = [F1, F2]
T

der Lastvektor ist. Der Ortsvektor des Materialpunktes istim stablokalen Koordinaten-

systemξ = [ξ, η]T dargestellt. Die Elementsteifigkeit eines jeden Stabese bildet sich

aus

Kmeche(ξ) =

∫ ξ=le

ξ=0

NT
e,ξ(ξ) Ee Ae N e,ξ(ξ) dξ , (6.59)
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worin Ee der Elastizitätsmodul des Stabes bzw. des Werkstoffs,Ae der Stabquerschnitt,

le die Stablänge undN(ξ) der liegende Elementverschiebungsvektor ist, der die Knoten-

punktsbezogenen Ansatzfunktionen beinhaltet, also

N e(ξ) =

[(

1− ξ

le

)

ξ

le

]

und N e,ξ(ξ) =
1

le
[−1 1] mit 0 ≤ ξ ≤ le . (6.60)

Dieser Ansatz dient der Approximation des Verschiebungsfeldes in der DEM

uDEM(ξ) = N e(ξ) · ûe(ξ) . (6.61)

Abbildung 6.12: (a) Das Gebiet mit den angreifenden Einzelkräften Fi, den Volu-

menkräftenfi, den RandkräftenF (Γ) mit der DimensionN
m, wird gemäß der DEM mit

Stäben diskretisiert. (b) Jeder Stab hat ein eigenes lokalesξ,η-Koordinatensystem, eigene

WerkstoffparameterAe, Ee, le und die stablokalen Verschiebungenξ̂1, ξ̂2 bzw. KräfteF1,

F2. (c) Das stablokale Koordinatensystem ist gegenüber dem globalen Koordinatensys-

tem um den Winkelϕ gedreht.

Aus den Gleichungen (6.59) und (6.60) ergibt sich die Elementsteifigkeitsmatrix zu

Kmeche(ξ) =
Ee Ae

le

[

1 −1

−1 1

]

. (6.62)
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Diese Formulierung der Elementsteifigkeit ist analytisch exakt, da die Approximations-

funktionen in Gl. (6.60) das mechanische Verhalten exakt beschreiben [15, 27, 143, 248].

Es gilt alsoue(ξ) = uDEM
e (ξ) = N e(ξ) · ûe(ξ).

Die Knotenpunktsverschiebungenξ̂1 und ξ̂2, sowie die LastkomponentenF1 undF2, sind

vektorielle Größen, weshalb sie vom stablokalen Koordinatensystem in das globale Ko-

ordinatensystem transformiert werden müssen. Aus dieser Transformation ergibt sich

eine Transformationsbeziehung für die Steifigkeit. Die Transformationsbeziehung der in

Abb. 6.12 (b) dargestellten Verschiebungen lautet

ûe(ξ) = A · ûe(X) , (6.63)

worin

A =

[

cosϕ sinϕ 0 0

0 0 cosϕ sinϕ

]

(6.64)

die Transformationsmatrix darstellt [245]. Der Verschiebungsvektor̂ue(ξ) hat die Kom-

ponentenûe(ξ) = [ξ̂1, ξ̂2]
T im stablokalenξ = [ξ, η]T Koordinatensystem. Im glo-

balen Koordinatensystem sind die Verschiebungenûe(X) = [û1, v̂1, û2, v̂2]
T , wobei

X = x= [x, y]T der Ortsvektor des Materialpunktes im global definierten kartesischen

x,y-Koordinatensystem ist. Außerdem werden kleine Verschiebungen vorausgesetzt, also

entspricht die aktuelle Konfiguration der AusgangskonfigurationX=x.

Das schwache Gleichgewicht ist invariant gegenüber Drehung, d.h. es kann im stablokalen

ξ = [ξ, η]T -Koordinatensystem oder im globalenX = x= [x, y]T -Koordinatensystem

formuliert werden. Die Gleichgewichtsformulierung des Potentials lautet imξ-Raum

δΠ = 0 = δûT
e (ξ) {Kmeche(ξ) · ûe(ξ)− f e(ξ) } . (6.65)

Nach Einsetzen von Gl. (6.63) in (6.65) erhält man

AT ·Kmeche(ξ) ·A · ûe(X) = AT · f e(ξ), bzw. Kmeche(X) · ûe(X) = f e(X) (6.66)

mit Kmeche(X) = AT ·Kmeche(ξ) ·A und f e(X) = AT · f e(ξ) .

Die Assemblierung aller StäbeR erfolgt am Ende, nachdem die Steifigkeitsmatrix jedes

Einzelelementse bekannt ist aus

Kmech(X) =

R
⋃

e=1

Kmeche(X) , û(X) =

R
⋃

e=1

ûe(X) und f (X) =

R
⋃

e=1

f e(X) (6.67)

Mit diesen Beziehungen kann das Verschiebungsfeldu(X) anhand Gl. (6.58) bestimmt

werden. Die Stabspannungen des jeweiligen Stabese werden im Nachlauf berechnet

σe(ξ) = Ee
ξ̂2 − ξ̂1

le
(6.68)
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und ebenso die Dehnungen

ǫe(ξ) =
ξ̂2 − ξ̂1

le
. (6.69)

Die lokalen Verschiebungen̂ξ1 und ξ̂2 werden mit Gl. (6.63) aus den globalen Verschie-

bungen̂u1, v̂1, û2 und v̂2 berechnet.

6.5 Verifikation des mechanischen Diskrete-Elemente-Modells

6.5.1 Materialparameter im mechanischen Feld

Bei Diskretisierung einer Scheibe in diskrete Elemente undanschließender Darstellung

als Stabgittermethode, kann aus dem Inneren der Scheibe einrepräsentatives Volumenele-

ment (RVE) ausgeschnitten werden, siehe Abb. 6.13 (a). Dieses RVE ist innerlich einfach

statisch unbestimmt. Die Querschnitte und Abmessungen dieser repräsentativen Fach-

werkstruktur sind aufgrund der Geometrie eindeutig definiert, siehe Abb. 6.13 (b).

Bei gleichförmig angreifender Last muss diese ebenso gleichförmig am RVE wirken,

siehe Abb. 6.13 (c). Aufgrund der kinematischen Zwänge an den repräsentativen

Volumenelementen im Inneren, können sich diese nur gleichförmig verformen, siehe

Abb. 6.13 (d). Dabei wird eine ungleichmäßige Verformung von den Gleichgewichts-

kräften an den Kopfenden verhindert, siehe Abb. 6.13 (e). Anden Rändern der mit den

diskreten Elementen modellierten Scheibe fehlen die Gleichgewichtskräfte, weshalb es

zu harmonischen Randerscheinungen kommt, siehe Abb. 6.13 (f). Die Randerscheinun-

gen des RVE und dessen Gleichgewichtskräfte werden später in Abschnitt 6.5.2 wieder

aufgegriffen.

Werden die horinzontale und vertikale Verschiebungδu und δv (siehe Abb. 6.13 (d)),

aufgrund der am RVE angreifenden Last mit

δu =
3

2

F l

E A
; δv = − 1√

3

F l

E A
(6.70)

berechnet, so können damit die Dehnungen der Scheibe, bzw. des RVE zu

ǫxx =
δu
L

=

√
3

2

F

E A
; ǫyy =

δv
H

= − 1

2
√
3

F

E A
, (6.71)

bestimmt werden, wobeiE der Elastizitätsmodul des Werkstoffs,A der Querschnitt,l die

Länge des Stabes,H die Höhe undL die Länge des RVE ist. Im Weiteren bestimmt sich

daraus zum einen die sich einstellende Querkontraktionν

ν = − ǫyy
ǫxx

=
1

3
. (6.72)
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Abbildung 6.13: (a) Aus einer ebenen Scheibe wird ein repräsentatives Volumenelement

(RVE) ausgeschnitten. (b) Die Querschnitte der Stäbe ergeben sich aus der Geometrie.

(c) bis (f) zeigen die am RVE angreifenden Kräfte, die gleichmäßige Verformung des

RVE, die zur gleichmäßigen Verformung dazugehörigen Gleichgewichtskräfte und eine

ungleichmäßige Verformung am Rand aufgrund fehlender Gleichgewichtskräfte.

Eine weitere Möglichkeit die Querkontraktionszahl in isotropen Gitterstrukturen zu be-

stimmen ist in [106] angegeben.

Aus dem Vergleich der beiden Verschiebungenδu und δv mit der analytischen Lösung

kann festgestellt werden, dass die beiden Verschiebungen des Stabgittermodells um den

Faktor 3
2

zu groß sind, weshalb eine Korrektur der Steifigkeit erforderlich ist, siehe auch

Gl. (6.52) in Abb. 6.11. Da sich die Steifigkeit eines Stabes aus E A
l

ergibt, kann entwe-

der der ElastizitätsmodulE, der StabquerschnittA oder die Längel modifiziert werden,

bis sich die richtige Steifigkeit einstellt. Der Elastizitätsmodul ist eine feste Größe des

Werkstoffs. Die Stablänge gibt den Feinheitsgrad der Diskretisierung wieder. Der Stab-

querschnitt ergibt sich aus dem Feinheitsgrad der Diskretisierung und der Scheibendicke,

siehe Abb. 5.2 und 5.5. In dieser Arbeit wird die Korrektur der Steifigkeit über den Stab-

querschnitt vorgenommen.



92
KAPITEL 6. BEHANDLUNG DES MECHANISCHEN FELDES MIT DER

DISKRETE-ELEMENTE-METHODE

Die Seitenfläche des HexagonsAHex (siehe Abb. 5.5 in Abschnitt 5.2), welche für

die Übertragung der Flussgröße verantwortlich ist, ergibtsich aus der Geometrie des

Hexagons mit der Dicke der Scheibed zu

AHex =
1√
3
l d . (6.73)

Eine Korrektur der Steifigkeit erfolgt durch vergrößern desStabquerschnittes um den Fak-

tor 3
2
. Somit nehmen die Verschiebungen um den Faktor2

3
ab. Der korrigierte Stabquer-

schnitt ist nun

A =
3

2
AHex =

3

2

1√
3
l d =

√
3

2
l d . (6.74)

Dieser Querschnitt ist mit den zusammengestellten Resultaten von HRENNIKOFF,

dargestellt in Abb. 5.2, konform.

6.5.2 Randeffekte

Bisher wurde das DE-Modell lediglich für den inneren Bereich einer Scheibe beschrieben.

Im Inneren der Scheibe treten keine störenden Effekte auf, wie sie am Rand des Modells

induziert werden [119]. Das Problem der Randeffekte tritt nur bei hexagonalen Elementen

auf und wird auch als harmonische Randerscheinung bezeichnet. Diese Randeffekte wur-

den sehr früh in der Entwicklungsgeschichte der DEM bemerkt, jedoch noch nicht be-

hoben.

Durch das Aufbringen einer gleichförmigen Last stellen sich Schwankungen in den Span-

nungen der Diagonalstäbe vom Rand zum Inneren ein. Die Vertikalstäbe haben am Rand

ein Maximum an Spannung, welche nach innen abnimmt, siehe auch Abb. 6.14 (a).

Aufgrund dieser Randerscheinungen wurden bisher viereckige Zellen bevorzugt, obwohl

sie nur eingeschränkt verwendet werden können. Vermutlichkonnte sich wegen der

harmonischen Randerscheinungen bei den hexagonalen Zellen und der eingeschränkten

Verwendbarkeit der Rechteckzellen die DEM bisher nicht in der Kontinuumsmechanik

durchsetzen.

Die DEM wurde in den vergangenen Jahren, obwohl es die beschriebenen harmonisch

abklingenden Spannungen vom Rand ins Innere gibt, bei der Simulation von inho-

mogenen Werkstoffen unter Verwendung von hexagonalen Zellen eingesetzt. In den

inhomogenen Werkstoffmodellen sind die Materialparameter statistischen Schwankun-

gen unterworfen, weswegen die Randeffekte in den Spannungsschwankungen mit unter

gehen [40, 119].
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Abbildung 6.14: (a) Im DE-Modell schwanken die Spannungen der vertikalen und diago-

nalen Elemente, was gemäß der analytischen Lösung nicht sein darf. (b) Abhilfe bringen

die Randelemente, welche bei gleichmäßiger Last dafür Sorge tragen, dass sich der Rand

gleichmäßig verformt und die Spannungen konstant bleiben.

Die harmonischen Randerscheinungen kommen dadurch zustande, dass beim Ausschnei-

den eines repräsentativen Volumenelementes (RVE) aus dem Randbereich einer homo-

genen Scheibe sich das RVE am freien Rand aufgrund der fehlenden Gleichgewichts-

kräfte wie ein Sinus-Halbbogen verformen kann, siehe Abb. 6.15 (a) und (b). Diese

Randerscheinungen wiederholen sich über die Länge bei allen RVEs und klingen nach

innen hin ab. Abhilfe schaffen spezielle Stabelemente am Rand, welche eine sehr viel

höhere Steifigkeit besitzen als die Stäbe selbst und somit kinematisch zwängend wirken.

Diese speziellen Stabelemente am Rand werden an jedem RVE entlang des Randes ange-

bracht, wodurch eine Klaffung zwischen den Randelementen entsteht, siehe Abb. 6.15 (c).

Bei der Simulation von Rissen und Lebensdauer haben die Randelemente den Charme,

dass sie vom Rand her ein Versagen des Modells verhindern. Werden die Randelemente

weggelassen, so entstehen vom Rand her sofort Risse, die sich ins Innere des Modells

fortpflanzen. In der Praxis entstehen bei Lebensdauerversuchen bei manchen Werkstof-

fen erste Risse am Rand, weswegen die Randelemente den Vorteil haben, die Rissbildung

am Rand numerisch kontrollieren oder steuern zu können.
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Abbildung 6.15: (a) Aus einer ebenen Scheibe wird am Rand einrepräsentatives Vol-

umenelement (RVE) ausgeschnitten. (b) Am Rand entstehen bei der Stabgittermethode

harmonische Randerscheinungen, die unrealistisch sind. (c) Diese harmonischen Rander-

scheinungen können durch spezielle Randelemente vollständig unterdrückt werden.

6.5.3 Testfälle für Spannungen im Kontinuum

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich aus den Ergebnissen der DEM-Simulation

exakte kontinuumsbasierte Spannungen und Dehnungen reproduzieren lassen.

Testfall I: Last senkrecht zu den Vertikalstäben

Abbildung 6.16 (a) zeigt das Kontinuumsmodell einer Scheibe mit homogenen Werkstoff-

eigenschaften. Diese Scheibe wird mit der Diskrete-Elemente-Methode über die Länge

L und über die HöheH mit jeweils zwei repräsentativen Volumenelementen diskretisiert,

siehe Abb. 6.16 (b). Dargestellt sind in der Abbildung zusätzlich zur Gitterstruktur auch

die Randelemente.

Die homogene Scheibe hat einen Elastizitätsmodul vonE = 72000 N
mm2 . Die an der

Scheibe angreifende Kraft istFges = 4 F = 40N. Die Höhe beträgtH = 4mm und

die LängeL = 4
√
3
2
l = 3,4641mm. Aus Gründen der Einfachheit hat der Stab eine

Einheitslänge vonl = 1mm und die Dicke der Scheibe beträgtd = 1mm.

Die exakten Lösungen der Scheibe für die Längenänderung∆lx in x-Richtung, die
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Dehnungǫxx und die Spannungenσxx undσyy, ergeben sich zu

∆lx =
FresL

E d H
= 4,81125 · 10−4 mm bzw. ǫxx =

∆lx
L

= 0,013889% (6.75)

und

σxx =
Fres

4 l d
=

40 N
4 mm2

= 10
N

mm2
und σyy = 0

N
mm2

. (6.76)

Abbildung 6.16: (a) Ebene Scheibe aus einem homogenen Werkstoff. (b) Zugehöriges

Diskrete-Elemente-Modell für den Testfall I.

Die Materialparameter für das Diskrete-Elemente-Modell sind die gleichen wie für das

analytische Modell. Gemäß Gl. (6.74) ist der Stabquerschnitt A =
√
3
2
l d = 0,866mm2.

Die angreifende Kraft ist wiederFres = 40N. Der Elastizitätsmodul der Randelemente

soll um einen Faktor von104 größer sein als derjenige der Gitterstäbe im Inneren der

Scheibe. Aus der DEM Berechnung ergibt sich eine Verlängerung in x-Richtung von

∆lx = 4,81125 · 10−4 mm. Dies ist die gleiche Verlängerung wie in Gl. (6.75), woraus

sich für das Kontinuumsmodell dieselbe Dehnungǫxx ergibt. Die vertikalen Stäbe des

DE-Modells haben alle die gleiche Spannungσvertikal = −3,3334 N
mm2 und alle diagonalen

Stäbe haben auch die gleiche Spannung mitσdiagonal= 6,6667 N
mm2 .

Die Kontinuumsspannungen lassen sich aus den Ergebnissen des DE-Modells auf zwei

Wege berechnen. Zum Einen, indem zuerst die Dehnungen des Kontinuums und dann

die Spannungen berechnet werden, zum Anderen über das statische Gleichgewicht der

Stabspannungen an einem Knoten. In dieser Arbeit wird der zweite Weg beschritten, der

zuerst beschriebene Weg ist in [106] dargestellt.
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Die Abbildung 6.17 zeigt das zu bildende statische Gleichgewicht in x- undy-Richtung

für einen Knotenpunkt. Die Spannungen des Kontinuums und der Stäbe können mit der

allgemeingültigen Beziehung







σxx

σyy

σxy






=







cos2 ϕ sin2 ϕ sin(2ϕ)

sin2 ϕ cos2 ϕ − sin(2ϕ)

−1
2
sin(2ϕ) 1

2
sin(2ϕ) cos(2ϕ)






·







σ11

σ22

σ12






(6.77)

transformiert werden, wobeiσ11 die Stabspannung in Stablängsrichtung,σ22 die transver-

salen Stabspannungen,σ12 die Schubspannung undϕ der Drehwinkel sind [4, 97, 146,

245]. Beim Stab sind die transversalen Spannungen und die Schubspannungen per Defi-

nition gleich Null, so dass sich die Beziehung (6.77) in







σxx

σyy

σxy






= σ11 ·







cos2 ϕ

sin2 ϕ

−1
2
sin(2ϕ)






(6.78)

reduzieren lässt. Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sichdie Kontinuumsspannungen

der Scheibe aus den Spannungen der Vertikalstäbeσvertikal und Diagonalstäbeσdiagonal in

Abb. 6.17 gemäß

σxx = σd · cos2(30◦) + σd · cos2(−30◦) = 10
N

mm2
(6.79)

σyy = σd · sin2(30◦) + σv · sin2(90◦) + σd · cos2(150◦) = 0
N

mm2
(6.80)

σxy = − σd · 1
2
sin(2 · 30◦) − σv · 1

2
sin(2 · 90◦)

− σd · 1
2
sin(2 · 150◦) = 0

N
mm2

(6.81)

bestimmen.

s =6,6667 N/mm2

diagonal

s =-3,3334 N/mm2

vertikal

sdiagonal=6,6667 N/mm2

syy

sxx

j= °30DE-Spannungen

Kontinuumsspannungen
der ebenen Scheibe

s =6,6667 N/mm2

diagonal

s =6,6667 N/mm2

diagonal

Kontinuums-
spannungen
der ebenen
Scheibe

DE-Spannungen

j= °30

sxy

sxy

Abbildung 6.17: Die Spannungen der ebenen Scheibeσxx, σyy undσxy für den Testfall I

werden aus dem statischen Gleichgewicht der an einem Knotenangreifenden Stabspan-

nungen bestimmt.
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Diese im Nachlauf berechneten Werte der Kontinuumsspannungenσxx, σyy undσxy aus

den Spannungen des DE-Modells stimmen exakt mit den analytischen Werten überein.

Testfall II: Last entlang der Vertikalstäbe

Beim Testfall II handelt es sich um das selbe Beispiel einer Scheibe mit homogenen Werk-

stoffeigenschaften wie in Testfall I, jedoch ist die Scheibe und somit auch das DE-Modell

um 90◦gedreht, siehe Abb. 6.18 (a) und (b). Durch dieses Beispiel soll gezeigt werden,

dass das DE-Modell invariant für Drehungen ist.

Die homogene Scheibe hat einen Elastizitätsmodul vonE = 72000 N
mm2 . Die an der

Scheibe angreifende Kraft istFres = 2 F = 20N. Die Höhe beträgtH = 3,4641mm

und die Länge istL = 4mm, wobei aus Gründen der Einfachheit der Stab wieder eine

Einheitslänge vonl = 1mm haben soll. Die Dicke der Scheibe ist weiterhind = 1mm.

Die auf dem Kontinuumsmodell basierenden exakten Lösungender Scheibe für die Län-

genänderung inx-Richtung∆lx, die Dehnungǫxx und die Spannungenσxx und σyy

ergeben sich zu

∆lx =
F L

E d H
= 3,2075 · 10−4 mm bzw. ǫxx =

∆lx
L

= 0,00801875% (6.82)

und

σxx =
F

2
√
3 l d

=
20 N

2
√
3 mm2

= 5,7735
N

mm2
und σyy = 0

N
mm2

. (6.83)

Abbildung 6.18: (a) Ebene Scheibe aus einem homogenen Werkstoff. (b) Zugehöriges

Diskrete-Elemente-Modell für den Testfall II. Dieses Modell ist gegenüber dem aus Test-

fall I (Abb. 6.16) um90◦gedreht.



98
KAPITEL 6. BEHANDLUNG DES MECHANISCHEN FELDES MIT DER

DISKRETE-ELEMENTE-METHODE

Die Materialparameter für das Diskrete-Elemente-Modell bleiben die gleichen wie im

ersten Testfall. Gemäß Gl. (6.74) ist der StabquerschnittA =
√
3
2
l t = 0,866mm2. Die

angreifende Kraft istFres = 20N. Der Elastizitätsmodul der Randelemente ist wieder

um den Faktor104 größer als derjenige der Gitterstäbe im Inneren der Scheibe. Aus

der DE-Simulation ergibt sich eine Verlängerung des Stabgittermodells inx-Richtung

von ∆lx = 3,2075 · 10−4 mm. Diese Verlängerung entspricht der mit Gl. (6.82) exakt

ermittelten. Die aus dem DE-Modell berechnete Dehnung des gesamten DE-Modellsǫxx
stimmt ebenfalls exakt mit der analytischen Lösung überein.

Bei diesem Testfall tragen im DE-Modell alle horizontalen Stäbe eine Spannung von

σhorizontal = −5,7735 N
mm2 , wohingegen die diagonalen Stäbe mitσdiagonal = 0 N

mm2 span-

nungsfrei sind.

Die Stabspannungen werden, analog zum ersten Testfall, wieder mit Gl. (6.78) in Konti-

nuumsspannungen umgerechnet

σxx = σv · cos2(0◦) + σd · cos2(60◦) + σd · cos2(−60◦) = 5,7735
N

mm2
(6.84)

σyy = σv · sin2(60◦) + σv · sin2(120◦) = 0
N

mm2
. (6.85)

σxy = −σd ·
1

2
sin(2 · 60◦)− σv ·

1

2
sin(0◦)− σd · 1

2
sin(2 · (−60◦)) = 0

N
mm2

.(6.86)

Diese aus dem DE-Modell berechneten Kontinuumsspannungenstimmen exakt mit den

analytischen Werten überein. Siehe hierzu auch Abb. 6.19.

j=-60°
sxx

DE-Spannungen

Kontinuumsspannungen
der ebenen Scheibe

Kontinuums-
spannungen
der ebenen
Scheibe

DE-Spannungen

j=60°

s =0 N/mm2

diagonal

s =0 N/mm2

diagonal

j=120°

syy

s =0 N/mm2

diagonal

s =0 N/mm2

diagonal

j=60°

sxy

sxy s =5,7735 N/mm2

horizontal

Abbildung 6.19: Die Spannungen der ebenen Scheibeσxx, σyy undσxy für den Testfall II

werden aus dem statischen Gleichgewicht bestimmt.

Testfall III: Scheibe unter Schub

In diesem Testfall sollen die Schubeigenschaften des DE-Modells verifiziert werden. Ab-

bildung 6.20 (a) zeigt eine Scheibe aus einem homogenen Werkstoff, wie dies auch in den

Testfällen I und II der Fall war. Die Scheibe ist mit Stäben diskretisiert. Über die Länge
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L und HöheH werden jeweils zwei repräsentative Volumenelemente verwendet, siehe

Abb. 6.20 (b). Belastet wird die Scheibe mit Kräften entlangdes Randes. Dabei erfüllen

die horizontal und vertikal wirkenden Kräfte das Momentengleichgewicht. Ohne dieses

Momentengleichgewicht würden die Lagerkräfte die Ergebnisse beeinflussen.

Die homogene Scheibe hat einen Elastizitätsmodul vonE = 72000 N
mm2 , woraus sich mit

Gl. (4.10) ein Schubmodul vonG = 27000 N
mm2 mit einer Querkontraktion vonν = 1

3

ergibt. Die Annahme, dass die Querkontraktionν = 1
3

beträgt ist insofern notwendig,

da das DE-Modell nur diesen Querkontraktionswert wiedergeben kann. Als nomineller

Kraftwert wirdF = 10N festgelegt. Mit dieser Kraft ergeben sich die in Abb. 6.20 (b)

dargestellten horizontalen und vertikalen Kräfte zuFh = 2 F
√
3 = 17,32051N und

Fv = 4 F = 10N. Diese Kräfte erfüllen das Momentengleichgewicht. Die Höhe und

die Länge der Scheibe ist wiederumH = 4mm undL = 4
√
3
2
l = 3,4641mm, wobei aus

Gründen der Einfachheit der Stab wieder eine Einheitslängevon l = 1mm hat und die

Dicke der Scheibed = 1mm ist.

Abbildung 6.20: (a) Ebene Scheibe mit homogenen Werkstoffeigenschaften. (b) Zuge-

höriges Diskrete-Elemente-Modell für den Testfall III mitder Schublast.

Die analytischen Lösungen der Scheibe für den Schubwinkelγxy und die Schubspannung

σxy sind mit der Angriffsfläche für den SchubASchub = H d und unter der Annahme

kleiner Schubwinkel (tan γ ≈ γ).

γxy =
4 Fv

H dG
=

4 · 10N

4mm · 1mm · 27000 N
mm2

= 3,7037 · 10−4 (6.87)
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und

σxy =
4 Fv

ASchub

=
4 Fv

H d
= 10

N
mm2

. (6.88)

Das DE-Modell liefert eine Schubverzerrung vonγxy = 3,7037 · 10−4, was dem analy-

tischen Wert in Gl. (6.87) exakt entspricht. Das Modell zeigt, dass die vertikalen Stäbe

spannungsfrei sind, während die diagonal verlaufenden Stäbe die ganze Last aufnehmen.

Außerdem haben die Randverstärkungen keinen Einfluß auf dieErgebnisse.

Die Kontinuumsspannungen werden wieder mit Gl. (6.78) aus den Stabspannungen

σxx = σc · cos2(30◦) − σd · cos2(−30◦) = 0
N

mm2
(6.89)

σyy = σd · sin2(30◦) + σv · sin2(90◦) − σv · sin2(150◦) = 0
N

mm2
(6.90)

σxy = −σd ·
1

2
sin(2 · 30◦)− σv ·

1

2
sin(2 · 90◦)

−(−σd) · 1
2
sin(2 · 150◦) = 1

2

√
3 · 11,547 · N

mm2
= 10

N
mm2

, (6.91)

berechnet. Auch hier stimmen die aus dem DE-Modell berechneten Spannungswerte ex-

akt mit den analytischen Kontinuumsspannungen überein, siehe hierzu auch Abb. 6.21.

s = N/mm2

diagonal 11,547
svertikal=0 N/mm2

s =-11,547 N/mm2

diagonal

syy

sxx

j= °30DE-Spannungen

Kontinuumsspannungen
der ebenen Scheibe

s = N/mm2

diagonal 11,547

s = N/mm2

diagonal -11,547

Kontinuums-
spannungen
der ebenen
Scheibe

DE-Spannungen

j= °30

sxy

sxy

Abbildung 6.21: Die Spannungenσxx, σyy undσxy der Scheibe werden für den Testfall

III aus dem Gleichgewicht um einen Knotenpunkt ermittelt.

6.5.4 Spannungen aus dem allgemeinen Lastfall

Aus den drei Testfällen des Abschnittes 6.5.3 geht ein Schema hervor, aus welchem die

Normal- und Schubspannungen des Kontinuums aus den Stabspannungen berechnet wer-

den können. Aus den Normalkräften ergeben sich in den Diagonalstäben konstante und

identische Spannungen. Bei einer Schubbeanspruchung haben die diagonal nach oben

und unten verlaufenden Stäbe den gleichen Wert, aber unterschiedliche Vorzeichen. Des-

halb kann die Schubspannung aus der Differenz der Diagonalspannungen zum Mittelwert
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bestimmt werden. Die Normalspannungen ergeben sich aus demMittelwert der Diago-

nalspannungen und aus den Spannungen in den Vertikalstäben.

Da es an jedem Knoten zu einer Spannungsumlagerung kommt, muss an jedem Knoten

das Schnittprinzip angewandt werden. Im Folgenden werden für jede Schnittseite die

resultierenden Spannungen gebildet und danach gemittelt,woraus sich die Kontinuums-

spannungen der Scheibe für jeden diskreten Punkt ergeben, siehe hierzu Abb. 6.22 (a).

Die Normalspannungen werden für das in Abb. 6.22 (a) dargestellte diskrete Element an-

hand des in den Abbildungen 6.22 (b) und (c) dargestellten Schnittprinzips mit Gl. (6.78)

gefunden

σ+
xx = σ1 · cos2(30◦) + σ6 · cos2(330◦) =

3

4
(σ1 + σ6) (6.92)

σ−
xx = σ3 · cos2(150◦) + σ4 · cos2(210◦) =

3

4
(σ3 + σ4) (6.93)

σ+
yy = σ1 · sin2(30◦) + σ2 · sin2(90◦) + σ3 · sin2(150◦) = σ2 +

1

4
(σ1 + σ3) (6.94)

σ−
yy = σ4 · sin2(210◦) + σ5 · sin2(270◦) + σ6 · sin2(330◦) = σ5 +

1

4
(σ4 + σ6) . (6.95)

y

x

z s1s2

s3

s4
s5

s6

syy

sxy

sxx

(a) (b)

-sxx

+sxx

s1

s6

s4

s3

(d)

-sxy
+sxy

s1

s6

s4

s3

(c)

+syy

-syy s6

s1

s5s4

s3

s2

Abbildung 6.22: (a) Aus den Stabspannungen können die Kontinuumsspannungen des

diskreten Elementes durch das Schnittprinzip gefunden werden. (b) zeigt die relevanten

Spannungen für die Bildung vonσxx, (c) die relevanten Stabspannungen fürσyy und (d)

die Stabspannungen für die Berechnung vonσxy.

Die Schubspannungen des Kontinuums ergeben sich aus den Spannungen der Diagonal-

stäbe. Da die Diagonalstäbe den gleichen Spannungsbetrag mit unterschiedlichen Vor-

zeichen haben, können die Schubspannungen gemäß Abb. 6.22 (d) und mit Gl. (6.78)
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zu

σ+
xy =

σ1 − σ6

2
sin(2 · 30◦) =

√
3

4
(σ1 − σ6) (6.96)

σ−
xy =

σ4 − σ3

2
sin(2 · 30◦) =

√
3

4
(σ4 − σ3) (6.97)

bestimmt werden.

Die Mittelwertbildung der Gleichungen (6.92) und (6.93), (6.94) und (6.95), sowie (6.96)

und (6.97) ergibt die Kontinuumsspannungen für den diskreten Knotenpunkt

σxx =
1

2
(σ+

xx + σ−
xx) =

3

8
(σ1 + σ6 + σ3 + σ4) (6.98)

σyy =
1

2
(σ+

yy + σ−
yy) =

1

2
(σ2 + σ5) +

1

8
(σ1 + σ3 + σ4 + σ6) (6.99)

σxy =
1

2
(σ+

xy + σ−
xy) =

√
3

8
(σ1 + σ4 − σ3 − σ6) . (6.100)

6.5.5 Anwendung der mechanischen Diskrete-Elemente-Methode auf die Bruch-

mechanik

Um den Nachweis zu erbringen, dass die DEM in der Bruchmechanik verwendet werden

kann, werden der Modus I und II einer Scheibe, welche sich im ebenen Spannungszustand

befindet, mit der DEM simuliert. Dabei werden die Stabspannungen mit den Gleichungen

(6.98) bis (6.100) in Kontinuumsspannungenσxx, σyy undσxy umgerechnet, woraus an-

schließend eine Vergleichsspannung mit

σV ; Mises; DEM =
√

σ2
xx + σ2

yy − σxx · σyy + 3 σ2
xy (6.101)

gebildet wird [65, 123].

Die Ergebnisse für die Vergleichsspannung nachV. M ISES aus den Belastungsmoden I

und II sind in den Abbildungen 6.23 und 6.24 dargestellt. Zu erkennen sind die Span-

nungskonzentrationen an der Rissspitze, wobei der Betrag der Vergleichsspannung aus

dem DE-Modell mit dem der in Abschnitt 4.4 und Abb. 4.2 (a) und(b) gezeigten Ver-

gleichsspannungen aus der analytischen Bruchmechanik übereinstimmt.

6.6 Spröde Werkstoffe

Inhomogene Werkstoffe mit sprödem Materialverhalten, wiez.B. Beton, werden schon

seit längerem mit der DEM simuliert [34, 119, 227, 239, 240].Der inhomogene Werk-

stoff wird dabei durch verzerrte Hexagone dargestellt, welche ein ähnlich verzerrtes



6.7. DUKTILE WERKSTOFFE 103

Modus I

F

F

hohe Spannung

v. Mises Vergleichsspannung

keine Spannung

Riss

Abbildung 6.23: Vergleichsspannung nachV. M ISES, gebildet aus einer DE-Simulation

für den Belastungsmodus I. Das Vergleichsspannungsbild stimmt mit den Vergleichs-

spannungen aus der analytischen Bruchmechanik in Abb. 4.2 (a) überein.

Fachwerk erzeugen. Wie stark die Hexagone verzerrt werden,wird durch den von

WITTEL eingeführten Unordnungsparametera, kontrolliert [240]. Neben dieser geomet-

rischen Unordnung wird noch die physikalische Unordnung verwendet. Mit der phy-

sikalischen Unordnung, und dem dazugehörigen Unordnungsparameterm, werden den

Stäben WEIBULLverteilte Festigkeiten zugewiesen, siehe Abschnitt 2.1.

Aufgrund der geometrischen und physikalischen Unordnung lassen sich beeindruckende

Rissbilder simulieren. Die Untersuchungen dazu finden sichin der oben genannten Lite-

ratur. In dieser Arbeit soll das DE-Modell unter anderem dahingehend erweitert werden,

dass auch duktile Werkstoffe mit der DEM modelliert werden können.

6.7 Duktile Werkstoffe

Die meisten Werkstoffe weichen vor dem Bruch stark vom linear-elastischen Materialver-

halten ab. Das nichtlineare Materialverhalten wird mit demPotenzgesetz beschrieben,

siehe hierzu Abschnitt 2.2.1. Allgemein gilt für das Potential bzw. die innere Energie
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Abbildung 6.24: Vergleichsspannung nachV. M ISES, gebildet aus einer DE-Simulation

für den Modus II. Die aus dem DE-Modell gebildete Vergleichsspannung stimmt mit den

Vergleichsspannungen aus der analytischen Bruchmechanikdargestellt in Abb. 4.2 (b),

überein.

eines Werkstoffs

ΠWerkstoff =

∫

V

∫

ǫ

σ(ǫ) dǫ dV . (6.102)

Das duktile Verhalten wird typischerweise durch stückweise Linearisierung des nichtli-

nearen Materialverhaltens in das numerische Modell mit einbezogen, indem die Ener-

gie unterhalb der Spannungs-Dehnungs-Kurve in die einzelnen Energieanteile zerlegt

wird. Wird der plastische Bereich z.B. mit zwei linearen Segmenten approximiert, so

entstehen fünf Bereiche, aus denen sich die gesamte EnergiezusammensetztΠWerkstoff =

Bereich➀ + Bereich➁ + Bereich➂ + Bereich➃ + Bereich➄, siehe auch Abb. 6.25

ΠWerkstoff =

∫ l

0

1

2
σf1 ǫf1 A dξ +

∫ l

0

σf1 (ǫf2 − ǫf1) A dξ

+

∫ l

0

1

2
(σf2 − σf1) (ǫf2 − ǫf1) A dξ +

∫ l

0

σf2 (ǫ(ξ)− ǫf2) A dξ

+

∫ l

0

1

2
(σ(ξ)− σf2) (ǫ(ξ)− ǫf2) A dξ . (6.103)

Hierin ist dV = A dξ das Volumen des Stabes,ξ die Längskoordinate und der Indexf

steht für die Fließgrenzen des Stabes mit der Längel.
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Abbildung 6.25: Die Energie im Spannungs-Dehnungs-Diagramm kann bei nicht-

linearem Werkstoffverhalten in verschiedene Bereiche unterteilt werden. Hier ist die

Kurve im plastischen Bereich in zwei Segmente aufgeteilt, was zu fünf Bereichen un-

terhalb der Kurve führt.

Das in Abb. 6.25 dargestellte innere Potential eines Stabessetzt sich aus dem Integral der

fünf Anteile zusammen.

Wird die Gleichung (6.103) weiter ausformuliert, so folgt für das erste Integral

∫ l

0

1

2
σf1 ǫf1 A dξ =

∫ l

0

1

2
ǫf1 E1 ǫf1 A dξ =

1

2
E1 A l ǫ2f1 , (6.104)

und für das zweite

∫ l

0

σf1 (ǫf2 − ǫf1) A dξ =

∫ l

0

E1 ǫf1 (ǫf2 − ǫf1) A dξ

= E1 A l ǫf1 (ǫf2 − ǫf1) A (6.105)

das dritte

∫ l

0

1

2
(σf2 − σf1) (ǫf2 − ǫf1) A dξ =

∫ l

0

1

2
E2 (ǫf2 − ǫf1)

2 A dξ

=
1

2
E2 A l (ǫf2 − ǫf1)

2 . (6.106)

Für das vierte Integral folgt unter Einbeziehung der kinematischen Beziehungǫ(ξ) =
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u,ξ(ξ), den Gleichungen (6.60) und (6.61) sowieσf2 = E1 ǫf1 + E2(ǫf2 − ǫf1)

∫ l

0

σf2 (ǫ(ξ)− ǫf2) A dξ =

∫ l

0

σf2 A u,ξ(ξ) dξ −
∫ l

0

σf2 A ǫf2 dξ

=

∫ l

0

[E1 ǫf1 + E2(ǫf2 − ǫf1)] A u,ξ(ξ) dξ − σf2 A l ǫf2

=

∫ l

0

A ǫf1 (E1 − E2) u,ξ(ξ) dξ +

∫ l

0

A ǫf2 E2 u,ξ(ξ) dξ

− σf2 A l ǫf2 (6.107)

und zuletzt folgt für das fünfte Integral mitσ(ξ)− σf2 = E3(ǫ(ξ)− ǫf2)

∫ l

0

1

2
(σ(ξ)− σf2) (ǫ(ξ)− ǫf2) A dξ =

∫ l

0

1

2
E3 A (u,ξ(ξ)− ǫf2)

2 dξ . (6.108)

Werden die Gleichungen (6.104) bis (6.108) in die Gl. (6.103) eingesetzt, so folgt für die

erste Variation

δΠWerkstoff =

∫ l

0

A ǫf1 (E1 − E2) δu,ξ dξ +

∫ l

0

A ǫf2 E2 δu,ξ dξ

+

∫ l

0

E3 A (u,ξ − ǫf2) δu,x dξ . (6.109)

Der Verschiebungsansatz wird gemäß den Gleichungen (6.60)und (6.61) vorgenommen

u(ξ) =

[(

1− ξ

l

)

ξ

l

]

·
[

û1

û2

]

bzw. u,ξ(ξ) =
1

l
[−1 1] ·

[

û1

û2

]

mit 0 ≤ ξ ≤ l .

(6.110)

Nach Einsetzen von Gl (6.110) in Gl. (6.109) und anschließender Integration folgt

δΠWerkstoff =

{

δû1

δû2

}T

·
{

E3 A

l

[

1 −1

−1 1

]

·
[

û1

û2

]

− (E1 −E2) A ǫf1

[

1

−1

]

− (E2 − E3) A ǫf2

[

1

−1

]}

(6.111)

Obwohl diese Gleichung derjenigen der gesamten Energie (innere plus äußere Arbeit)

sehr ähnlich sieht, stellt sie nur das innere Potential des Werkstoffs dar. Die beiden Terme

der Rechthandseite können als innere Kräfte verstanden werden, die für die inneren Span-

nungen im Werkstoffmodell Sorge tragen, falls plastischesFließen vorlag. Die inneren

Spannungen bleiben somit erhalten, auch wenn keine externen Kräfte angreifen. Die

obige Gleichung stellt den impliziten Lastfall dar. Der aktuelle Elastizitätsmodul für den
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vorliegenden Lastfall kann mit dem Potenzgesetz nach Gl. (2.5) bestimmt werden, indem

die Spannung nach der Dehnung abgeleitet wird

dσ

dǫ
= Et = n C · ǫn−1

plast . (6.112)

Dieser Elastizitätsmodul heißt TangentenmodulEt.

Abbildung 6.26 zeigt das Ergebnis einer unter Last stehenden virtuellen Zugprobe. Es

ergeben sich statistisch verteilte Risse, lokale Plastifizierungen und Bereiche, die noch im

linear-elastischen Bereich verblieben sind.

Das hier vorgestellte Modell zur Erfassung der Plastifizierung ist dem PRANDTLschen

Modell der Werkstoffrheologie ähnlich. Der Unterschied der oben vorgestellten Me-

thode zu dem PRANDTLschen Modell ist jedoch, dass der Elastizitätsmodul dem Plas-

tifizierungsgrad angepasst wird.

linear-elastischer Bereich

plastischer Bereich
F(t)

Abbildung 6.26: Dieses Beispiel zeigt eine flache Zugprobe,modelliert mit diskreten

Elementen. Die Probe ist mit10 × 25 repräsentativen Volumenelementen in der Höhe

und Breite diskretisiert und hat außerdem einen physikalischen Unordnungsparameter

von m = 2. Zu erkennen sind statistisch verteilte Zonen mit Rissen (hier wurden die

Stäbe entfernt), Plastifizierungen und Bereiche die noch imlinear-elastischen Bereich

verblieben sind.



108
KAPITEL 6. BEHANDLUNG DES MECHANISCHEN FELDES MIT DER

DISKRETE-ELEMENTE-METHODE

6.8 Lebensdauersimulation

Die Simulation von WÖHLER-Kennlinien stellt nicht für die DEM, sondern für das Werk-

stoffmodell eine Herausforderung dar. Bisher wurde das Werkstoffmodell als ein sta-

tisches Modell angesehen, d.h. selbst bei dynamischen Lasten bleiben die Werkstoffei-

genschaften unverändert. Dies ist jedoch in der Realität nicht der Fall, da der Werkstoff

aufgrund von dynamischen Lasten ermüdet. In der Literatur werden zahlreiche Faktoren

untersucht und aufgeführt, die zur Ermüdung beitragen, siehe hierzu Abschnitt 2.2.2.

Diese Faktoren sind, wie in diesem Abschnitt ersichtlich wird, für die DEM ungeeignet,

da der Werkstoff im Allgemeinen als Kontinuum angesehen wird.

Im Abschnitt 2.2.2 wurde bereits erläutert, dass die Werkstoffeigenschaften mit

zunehmender ZyklenzahlN aufgrund von diskreten Plastifizierungen und anschließen-

der Rissbildung degradieren. Die diskreten mikroplastischen Verformungen nehmen nach

jedem Zyklus zu, obwohl die Belastung vom makroskopischen Standpunkt aus im elasti-

schen Bereich ist. Daraus ist zu schließen, dass die mikroplastischen Verformungen

für das Werkstoffversagen verantwortlich sind. Diese Behauptung wird durch die Tat-

sache unterstützt, dass der Elastizitätsmodul während derdynamischen Belastung kon-

stant bleibt.

Erweitertes Werkstoffmodell:

Die Akkumulation der mikroplastischen Schädigung wird in Anlehnung an die BASQUIN-

Gl. (2.6) im Abschnitt 2.2.2 mit einem Potenzgesetz für denhigh-cycle-fatigue-Bereich

(HCF) für die Dehnung durch die Gleichung

ǫmp HCF = α Nβ (6.113)

beschrieben. Mit dieser Formulierung kann die Akkumulation der mikroplastischen Ver-

formungen erfasst werden. In dieser Gleichung istα ein Parameter, der für die mikroplas-

tische Vorschädigung steht, und dessen Bedeutung im Folgenden ersichtlich wird. Dieser

Parameter ist unter anderem von den Inhomogenitäten und derAnzahl der im Werkstoff

vorhandenen Mikrorisse abhängig, d.h. je mehr Schwachstellen im Werkstoff sind, desto

größer istα. Der Exponentβ steht für die Anstrengung gegen Ermüdung im Werkstoff

und muss zwischen Null und Eins liegen, also0 < β < 1.

Die Akkumulation der mikroplastischen Dehnung von einem Zyklus(i−1) auf den näch-

sten(i) wird durch

ǫmp i = ǫmp i−1 + ∆ǫmp i (6.114)
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ausgedrückt, worinǫmp i die neue mikroplastische Dehnung,ǫmp i−1 die alte und∆ǫmp i

die Änderung der mikroplastischen Dehnung von einem Zykluszum nächsten ist. Die

alten und neuen mikroplastischen Dehnungen werden durch

ǫmp i = α Nβ
i und (6.115)

ǫmp i−1 = α Nβ
i−1 = α (Ni − 1)β (6.116)

beschrieben. Diese beiden Gleichungen lassen sich zu einerGleichung zusammenfassen

ǫmp i = ǫmp i−1

ǫmp i

α
ǫmp i−1

α

= ǫmp i−1

Nβ
i

(Ni − 1)β
= ǫmp i−1

(

Ni

Ni − 1

)β

; (Ni > 1). (6.117)

Nach Einsetzen von Gl. (6.117) in Gl. (6.114) erhält man nun für die Änderung der

mikroplastischen Dehnung, ausgehend von der letzten akkumulierten mikroplastischen

Dehnung

∆ǫmp i =

[

(

Ni

Ni − 1

)β

− 1

]

ǫmp i−1 ; (Ni > 1) . (6.118)

In Gleichung (6.118) geht die tatsächlich in den Stäben vorliegende Spannung nicht ein,

obwohl diese für die mikroplastische Verformung mit verantwortlich ist. Da die Dehnung

im elastischen Bereich proportional zur Spannung ist, wirdder spannungsabhängige Fak-

tor χ

χ =
σLGS

Rm
(6.119)

eingeführt. In Gl. (6.119) istσLGS die diskrete Spannung, die sich aufgrund der externen

Last aus dem linearen Gleichungssystems in der Nachlaufrechnung für jeden Stab ergibt,

undRm ist die Zugfestigkeit des Werkstoffs. Mitχ kann die Änderung der mikroplas-

tischen Dehnung

∆ǫmp i =

[

(

Ni

Ni − 1

)β χ

− 1

]

ǫmp i−1 ; (Ni > 1) . (6.120)

spannungsabhängig gemacht werden. Gleichung (6.120) wirkt im Werkstoff unabhängig

davon, ob die Spannung im linear-elastischen oder plastischen Bereich ist. Wenn z.B.χ =

0, dann ist auch die Änderung der mikroplastischen Dehnung Null und beiχ = 1 ist die

mikroplastische Verformung maximal.

Die in Gl. (6.120) beschriebene Änderung der mikroplastischen Dehnung∆ǫmp i nimmt

aufgrund von dynamischen Lasten (bzw. der ZyklenzahlN) stetig ab. Nach Einsetzen
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von Gl. (6.120) in Gl. (6.114) erhält man für die akkumulierte mikroplastische Dehnung

ǫmp i = ǫmp i−1

(

Ni

Ni − 1

)β χ

; (Ni > 1) . (6.121)

Aus Gleichung (6.121) geht hervor, dass die akkumulierte mikroplastische Dehnung stetig

zunimmt, wodurch sich in den virtuellen Prüflingen keine Dauerfestigkeit einstellen kann.

Eine Dauerfestigkeit stellt sich im Werkstoffmodell nur dann ein, wenn die mikroplas-

tische Dehnung ab der EckschwingspielzahlND abnimmt. Da sich nicht alle Werkstoffe

im Bereich der Dauerfestigkeit gleich verhalten, kann keine feste Funktion die alle Werk-

stoffe mit einbezieht, eingeführt werden.

Damit die Akkumulation der mikroplastischen Dehnung ab derEckschwingspielzahlND

abnehmen kann, wird der Faktorζ in Gl. (6.121) in den Exponenten eingeführt

ǫmp i =

(

Ni

Ni − 1

)β χ ζ

ǫmp i−1 ; (Ni > 1) . (6.122)

Diese Gleichung gilt nur für den Bereich der Dauerfestigkeit. Ist ζ = 1, so nimmt auf-

grund der dynamischen Last die Akkumulation der mikroplastischen Dehnung stetig zu

und der Werkstoff wird zunehmend mit Mikrorissen angereichert und somit schwächer,

wohingegenζ = 0 bedeutet, dass keine weitere mikroplastische Dehnung mehreintritt

und es zu einer Dauerfestigkeit kommt. Dies kann als eine kinematische Verfestigung im

Werkstoffmodell gedeutet werden. D.h. die Konstanteζ oder die Funktionζ(N) steht für

eine kinematische Verfestigung im Werkstoff, weshalb, falls ζ = 0 ist, keine weiteren

mikroplastischen Dehnungen mehr auftreten können.

Während der Simulation lässt sich die Änderung der mikroplastischen Dehnung mit der

Fallunterscheidung

∆ǫmp i =























[

(

Ni

Ni − 1

)β χ

− 1

]

ǫmp i−1 für 1 < Ni < ND

[

(

Ni

Ni − 1

)β χ ζ

− 1

]

ǫmp i−1 für Ni ≥ ND

(6.123)

berechnen. Für für die akkumulierte mikroplastische Dehnung ǫmp i gilt hingegen

ǫmp i =























ǫmp i−1

(

Ni

Ni − 1

)β χ

für 1 < Ni < ND

ǫmp i−1

(

Ni

Ni − 1

)β χ ζ

für Ni ≥ ND

(6.124)
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Die gesamte Dehnung, die sich aus der Last und der akkumulierten mikroplastischen

Dehnungǫmp i ergibt, setzt sich aus

ǫges(F,N) = ǫLGS(F ) + ǫmp i(N) (6.125)

zusammen, worinǫLGS die Dehnung aus der aktuell anliegenden Last ist, welche sich nach

dem Lösen des linearen Gleichungssystems aus der Nachlaufrechnung ergibt. Aus dieser

Gesamtdehnungǫges wird eine Gesamtspannung berechnet, die als Kriterium dafür dient,

ob der Werkstoff (bzw. der Stab) an der diskreten Stelle im linear-elastischen Bereich oder

im plastischen Bereich ist oder gar versagt hat.

Das vorgestellte erweiterte Werkstoffmodell reichert denWerkstoff bei zunehmender

Zyklenzahl N exponentiell mit Mikrorissen an. Die Akkumulation erfolgtfür je-

den Stab bzw. diskreten Bereich im Werkstoff individuell, da alle Materialparameter

WEIBULLverteilt werden. Die Anreicherung der diskreten Stäbe tritt so lange auf, bis

der diskrete Bereich des Werkstoffs gesättigt ist, und es infolge dessen zum lokalen Ver-

sagen des einen Stabes kommt. Nachdem mehrere Stäbe versagthaben tritt im Folgenden

eine zunehmende Schwächung der virtuellen Probe ein, die dann zum globalen Versagen

führt.

Aus der Arbeit von WITTEL ist bekannt, dass der geometrische Unordnungsparame-

ter a und der physikalische Unordnungsparameterm in Verbindung mit dem Feinheits-

grad der Diskretisierung einen Einfluss auf die statische Festigkeit und den Rissverlauf

haben [240]. Der Einfluss der Parametera und m auf die Lebensdauer wurde in der

Arbeit von BOURIGA genauer untersucht [37]. In dieser Arbeit wurde gezeigt, dass die

Festigkeit mit zunehmender geometrischer und physikalischer Unordnung abnimmt. Auf-

grund dieser Ergebnisse wurde ein Korrekturfaktorc eingeführt, der die Festigkeitswerte

der Stäbe in der DE-Simulation korrigiert, so dass sich unabhängig vom Grad der Unord-

nung im Mittel die theoretische Festigkeit des Werkstoffs ergibt, also

RmDEM = c Rm Werkstoff und Rp 0,2DEM = c Rp 0,2 Werkstoff . (6.126)

Sind die Unordnungsparametera undm Null, so ist c = 1. Dies gilt unabhängig vom

Feinheitsgrad der Diskretisierung.

Simulation im BereichNi < ND:

Die Simulation beginnt mit dem Festlegen der gängigen Werkstoffparameter. Ebenso

muss der Ermüdungsexponentβ und die mikroplastische Vorschädigungα festgelegt wer-

den. Für den ersten Schwingzyklus entspricht die akkumulierte mikroplastische Dehnung

der mikroplastischen Vorschädigungα

ǫmp 1 = α .
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Im zweiten Zyklus ergibt sich die akkumulierte mikroplastische Dehnung mit Gl. (6.124)

zu

ǫmp 2 = ǫmp 1

(

2

2− 1

)β χ

und im Weiteren gilt

ǫmp 3 = ǫmp 2

(

3

3− 1

)β χ

ǫmp 4 = ǫmp 3

(

4

4− 1

)β χ

...

Die spezifischen Daten und Konstanten für den exemplarischen virtuellen Lebens-

dauerversuch sind in Tab. 6.1 aufgeführt, und die werkstoffspezifischen Werte in Tab. 6.2.

Alle werkstoffzpezifischen Werte werden mit der in Tab. 6.1 angegebenen physikalischen

Unordnungm WEIBULLverteilt. Für diese werkstoffzpezifischen Werte können prinzi-

piell unterschiedliche WEIBULLverteilungen angenommen werden, was der Einfachheit

halber hier nicht gemacht wurde.

physikalische Bedeutung Zeichen Wert

Anzahl der RVEs inx- undy-Richtung - 12× 4

Geometrische Unordnung a 0, 4

Physikalische Unordnung m 6

Korrekturfaktor für die Unordnung c 1, 6434

Einheitslänge des Stabelements ohne Variationle 1 [mm]

Dicke der Scheibe d 1 [mm]

Stabquerschnitt A =
√
3
2

l d 0.866 [mm2]

Elastizitätsmodul des Werkstoffs E 72000
[

N
mm2

]

Eckschwingspielzahl ND 105

Tabelle 6.1: Spezifische Werte für die WÖHLER-Simulation.

Als Last wird eine sich ändernde Kraft vom Typ

F (m) = FA sin
(

m
π

2

)

mit m = 0, 1, 2, 3, . . . (6.127)
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physikalische Bedeutung Zeichen Wert

Streckgrenze des Werkstoffs Rp 0,2 470
[

N
mm2

]

Zugfestigkeit des Werkstoffs Rm 530
[

N
mm2

]

Materialkonstante für das PotenzgesetzC 828
[

N
mm2

]

Exponent für das Potenzgesetz n 0, 11

Mikroplastische Vorschädigung α 10−4

Ermüdungsexponent β 0, 6

Tabelle 6.2: Spezifische Werkstoffkennwerte für die WÖHLER-Simulation. Alle diese

Werte werden mit der in Tab. 6.1 angegebenen physikalischenUnordnungm WEIBULL -

variiert.

verwendet, wobeiFA die Amplitude der Kraft ist, die für jeden Lebensdauerversuch

konstant bleibt. Aus der KraftamplitudeFA wird die Amplitude der SpannungσA der

Scheibe berechnet. Die Werte der KraftamplitudeFA werden aus den SpannungenσA

des virtuellen Prüflings zurückgerechnet, wobei für die Spannungen praxisnahe Werte

gewählt wurden, die zwischen100 N
mm2 und600 N

mm2 liegen. Eine Schwingung bzw. ein

Zyklus beinhaltet vier numerische Simulationen. Da in der Simulation keine Trägheits-

effekte berücksichtigt werden sollen (d.h. die Prüffrequenz ist kleiner als ca.2 − 5%

der Eigenfrequenz, siehe Abschnitt 2.2.2), findet die Prüffrequenz in Gl. (6.127) keine

Berücksichtigung.

Simulation im BereichNi ≥ ND:

Alle Materialparameter bleiben für den Bereich der Dauerfestigkeit unverändert. Für das

exemplarische Beispiel wird für die kinematische Verfestigung die Funktion

ζ = ζ(N) =
ND

N
(6.128)

neu eingeführt. Die akkumulierte mikroplastische Dehnungfür den Zyklus mit der Num-

merND ist

ǫmp ND
= ǫmp ND−1

(

ND

ND − 1

)β χ
ND

ND
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und für die folgenden Zyklen gilt

ǫmp ND+1 = ǫmp ND

(

ND + 1

ND

)β χ
ND

ND + 1

ǫmp ND+2 = ǫmp ND+1

(

ND + 2

ND + 1

)β χ
ND

ND + 2
.

...

Diskusion der Ergebnisse:

Das Resultat der numerischen Simulation für verschiedene Lastniveaus und mit den oben

eingeführten Funktionen und Werkstoffparametern ist in Abb. 6.27 dargestellt. Werden

die Durchschnittswerte der einzelnen Lastniveaus verbunden, ergibt sich eine WÖHLER-

Kurve. Wie oben beschrieben, sind alle Werte der Tabelle 6.2mit dem gleichen Parameter

m WEIBULLverteilt. Werden nicht alle diese Werte WEIBULLverteilt, oder ist der Wert

der WEIBULLverteilungm geringer, so nimmt die Varianz der Lebensdauerwerte ab.

500
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2

10
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10
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10
7

sA

[N/mm ]2

N

individueller Wert aus dem
numerischen Experiment
Mittelwert

10

Eckschwingspielzahl ND

F(t)

Abbildung 6.27: Ergebnis der WÖHLER-Simulation mittels der Daten aus den

Tabellen 6.1 und 6.2.

Im Verlauf der einzelnen Simulationen zeigte sich, dass stets plastische Verformungen

in der virtuellen Probe entstehen, die statistisch verteilt sind. Diese haben anfangs
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noch keine Auswirkungen auf das weitere Verhalten. Die Probe baut aber durch die

diskreten Plastifizierungen Lastspitzen im Material ab undes entstehen Lastumlagerun-

gen bzw. neue Lastpfade, wodurch die virtuelle Probe wiedergleichförmiger belastet ist.

Gegen Ende der Lebensdauersimulation entstehen weitere plastische Verformungen, aus

denen Risse entstehen. Diese neuen diskreten plastischen Verformungen entstammen den

individuellen mikroplastischen Dehnungen. Die mikroplastische Dehnung ist für jeden

diskreten Bereich, der durch einen Stab repräsentiert wird, individuell, da die maximale

Festigkeit der Stäbe WEIBULLverteilt ist. Im Laufe der Simulation nehmen die diskreten

plastischen Verformungen und Risse exponentiell zu, wodurch es im Folgenden schnell

zum Versagen der Probe kommt. Das prinzipielle Versagensbild sieht dem in Abb. 6.26

ähnlich.

Weitergehende Untersuchungen der numerischen Versuche mit andern Werten fürα und

β zeigen, dassβ in der Regel zwischen0,5 und0,8 liegt undα in der Größenordnung von

10−4 bis 10−5. Die beiden Parameterα undβ sind werkstoffspezifisch und können aus

den Labordaten zurückgerechnet werden [37]

Mit dem Wert der mikroplastischen Vorschädigungα wird die WÖHLER-Kurve hori-

zontal verschoben. Hohe Werte fürα bedeuten eine Verschiebung nach links. Der Er-

müdungsexponentβ hat einen Einfluss auf die Steigung der BASQUIN-Geraden, siehe

Abschnitt 2.2.2. Bei hohen Werten fürβ ermüdet die virtuelle Probe schneller, siehe

Abb. 6.28. Da die beiden Parameterα undβ unabhängig voneinander sind, können die

individuellen Werte beider Parameter bei gegebenem Diskrete-Elemente-Gitter bzw. dem

Feinheitsgrad der Diskretisierung nach mehreren Simulationen und durch lineare Inter-

polation oder Extrapolation für den gegebenen Werkstoff gefunden werden, siehe hierzu

auch [37, 108].

log s log s

log N log N

(b)(a)

größer
werdendes a

größer
werdendes b

Abbildung 6.28: (a) Bei größer werdendemα verschiebt sich die WÖHLER-Kurve nach

links. (b) Mit zunehmendemβ wird die WÖHLER-Kurve steiler.

Das in diesem Abschnitt eingeführte Werkstoffmodell zur Beschreibung der mikroplas-
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tischen Deformation liefert hinsichtlich der Lebensdauergute Ergebnisse. Die vorgestell-

ten Ergebnisse wurden aus einachsigen Simulationen gewonnen. Erste zweiachsige Si-

mulationen wurden bereits von BOURIGA durchgeführt, jedoch müssen noch weitere Un-

tersuchungen folgen, um die Modelle zu verfeinern, siehe [37].



7 Behandlung des thermischen Feldes mit der

Diskrete-Elemente-Methode

In diesem Kapitel wird die Diskrete-Elemente-Methode (DEM) ausschließlich im ther-

mischen Feld angewendet. Zunächst erfolgt die Validierungder Methode anhand eines

Grenzübergangs mit der Finiten-Differenzen-Methode. Anschließend wird die DEM an-

hand von Beispielen verifiziert.

Wie im mechanischen Feld gilt auch im thermischen Feld, dassdie Ausarbeitung von ana-

lytischen Lösungen schwierig und aufwendig ist. Für die meisten allgemein zu Grunde

liegenden Probleme ist das Finden der analytischen Lösung sogar unmöglich [46]. Auf-

grund dessen sind numerische Lösungsmethoden unverzichtbar. Diese sind für das ther-

mische Feld die Finite-Differenzen-Methode (FDM) und die Finite-Elemente-Methode

(FEM). Die Diskrete-Elemente-Methode (DEM) wurde bisher noch nicht auf thermische

Feldprobleme übertragen. In diesem Kapitel wird gezeigt, dass die DEM sehr wohl im

thermischen Feld angewandt werden kann. Vergleiche mit derFEM zeigen sogar, dass

die DEM im thermischen wie auch im mechanischen Feld zu vergleichbaren und oft auch

zu besseren Ergebnissen fähig ist. Gründe hierfür sind im Abschnitt 5.1 aufgeführt.

7.1 Analytische Beschreibung des thermischen Feldes

Die Entwicklung der analytischen Lösungen für das mechanische und thermische Feld er-

folgte parallel in der École Polytechnique in Paris. Während NAVIER 1824 und CAUCHY

1827 und 1829 die mechanischen Spannungen in Festkörpern detailliert beschrieben

haben, arbeitete FOURIER 1821 an der Beschreibung des Wärmeflusses in Festkör-

pern [91, 92]. Sowohl FOURIER als auch CAUCHY wurden von der Arbeit EULERs aus

der Hydromechanik inspiriert. Aufgrund dessen formulierte CAUCHY den nach ihm be-

nannten Spannungstensorσ und FOURIER den Wärmeflussvektorq.

Dass zwei verschiedene physikalische Vorgänge ähnlich beschrieben werden können

brachteV. HELMHOLTZ 1847 auf die Idee, dass der Kraftfluss und der Wärmefluss äqui-

valent zueinander sein müssen, weshalb CLAPEYRONs Prinzip der kleinsten Arbeit aus

dem mechanischen Feld auch für Wärmeflüsse gelten muss [224]. In diesem Kapitel wird

gezeigt, dass tatsächlich eine Ähnlichkeit zwischen dem mechanischen und dem ther-

mischen Feld besteht, und zwar wird der Wärmefluss vom thermischen Feld durch eine
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Wärmeflussfläche dargestellt, ähnlich wie der Kraftfluss durch die AIRYsche Spannungs-

fläche im mechanischen Feld.

Der irreversible Prozess der Wärmeleitung wurde von FOURIER 1808 formuliert [170,

224] und lautet in der heutigen Schreibweise

div(λ · gradT ) + qint = ρm cp
∂T

∂t
, (7.1)

wobei ρm die Dichte des Werkstoffs,cp die spezifische Wärmekapazität,T die Tem-

peratur,t die Zeit, λ den Wärmeleittensor undqint die inneren Quellen bzw. die pro-

duzierte Menge an Wärme pro Zeiteinheit und Einheitsvolumen darstellen [9, 46]. Wird

die Wärmeleitfähigkeit einer flachen und dünnen Scheibe mitorthotropen Wärmeleit-

eigenschaften betrachtet, so erhält man

λxx
∂2T

∂x2
+ λyy

∂2T

∂y2
+ qint = ρm cp

∂T

∂t
, (7.2)

mit den konstanten Wärmeleitwertenλii in i = x, y-Richtung. Die Gleichungen (7.2) und

(7.1) werden als Wärmeleitgesetz bezeichnet.

Der Wärmeübergang am Rand wird mit dem FOURIERgesetz

qn = q · n = −λ · gradT · n = −λn
∂T

∂n
= hc (T − T0) (7.3)

beschrieben, wobein der nach außen gerichteten Normalenvektor,q der Wärmeflussvek-

tor, qn der Wärmefluss entlang des Normalenvektors,λn der Wärmeleitwert in Rich-

tung des Normalenvektors,∂T/∂n die Änderung der Temperatur entlangn, hc der

Wärmeübergangskoeffizienten der thermischen Konvektion an der Aussenwand undT0

die Temperatur des Gases oder des Fluids das die Aussenwand umströmt, ist [9, 46]. Das

FOURIERgesetz für den Wärmefluss im Körper wird durch

q = −λ · gradT (7.4)

zusammengefasst.

Es wird oftmals angenommen, dass Werkstoffe isotrope Wärmeleiteigenschaften haben.

Auf der mikroskopischen Skala haben die Werkstoffe jedoch statistisch verteilte

Wärmeleiteigenschaften, die sich nach der Ausrichtug der kristallinen Struktur richten.

Auf der makroskopischen Skala verschmieren die mikroskopischen Werte zu einem Mit-

telwert und geben die Laborwerte eines polykristallinen Werkstoffs wieder. Bei einem

einkristallinen Werkstoff richten sich die physikalischen Eigenschaften nach der Aus-

richtung des Kristalls welches die Vorzugsrichtungen bildet. Thermische Untersuchun-

gen an einkristallinen Werkstoffen wurden bereits 1848 vonDE SÉNARMONT durchge-

führt [210]. Bei der Methode nachDE SÉNARMONT wird die Oberfläche gleichmäßig
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mit Wachs bestrichen. Auf die Oberfläche wird punktuell Wärme eingeleitet und die

Kurve des schmelzenden Wachses gibt die Isotherme wieder. Anhand der Ausrichtung

der Isothermen konnteDE SÉNARMONT die Hauptachsen der kristallinen Struktur bestim-

men. Da die Kristalle im Aufbau symmetrisch sind, ergeben sich für das mechanische und

thermische Feld dieselben orthotropen Eigenschaften. Neben den einkristallinen Werk-

stoffen haben Faserverbundwerkstoffe ebenfalls orthotrope mechanische und thermische

Eigenschaften.

7.2 Grenzübergang im thermischen Feld mit der Finiten-

Differenzen-Methode

Im folgenden Abschnitt wird der Nachweis erbracht, dass eine approximierte Wärme-

flussflächēq, gebildet aus einer hexagonalen Fachwerksstruktur bei einem Grenzüber-

gang in die exakte Wärmeflussflächeq übergeht. Der Grenzübergang erfolgt mit der

Finiten-Differenzen-Methode anhand des Hexagons.

Zunächst wird ein frei gewähltes 2D-GebietΩ von finiter Größe mit stückweise gera-

den Rändern, ohne Quellen und Senken, betrachtet, siehe Abb. 7.1 (a). Außerdem wird

angenommen, dass der approximierte Wärmeflussq̄ ein stetig differenzierbares Vektor-

feld ist. Für dieses Vektorfeld gilt in dem Gebiet
∫

V

div q̄ dV = 0 , (7.5)

wobei V = Ad · d das Volumen des Gebietes darstellt, mitd der Dicke der Scheibe

undAd deren Oberfläche in Dickenrichtung. Die Ober- und Unterseite der Scheibe sind

adiabatisch, d.h. inz-Richtung finden keine Wärmeflüsse statt. Mit Hilfe des GAUSSschen

Integralsatzes kann Gl. (7.5) umgeschrieben werden in
∫

V

div q̄ dV =

∫

A

q̄ · n dA =
n
∑

i=1

q̄i · ni Ai = 0 , (7.6)

worin ni die Normalenvektoren auf den stückweise geraden SeitenflächenAi sind und

q̄i die lokalen Wärmeflüsse durch diese Flächen, siehe Abb. 7.1 (a). Gleichung (7.6)

beschreibt das Gleichgewicht des Wärmeflusses in einer konservativen Integralform.

Wird als finites Gebiet die spezielle Form eines Hexagons gewählt, siehe Abb. 7.1 (b), so

wird Gl. (7.6) mitAi = Ahex = konstant zu

Ahex

n
∑

i=1

q̄i · ni = 0 , (7.7)
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Abbildung 7.1: (a) Frei gewähltes 2D-Gebiet von finiter Größe und den stückweise ge-

raden RändernAi, den nach aussen gerichteten Normalenvektorenni und den lokalen

Wärmeflüssen̄qi. Die Ober- und Unterseite der ScheibeAd ist adiabatisch. (b) Finites

Gebiet mit der speziellen Form eines Hexagons.

wobeiAhex = 1√
3
l d die Größe der Außenfläche eines regelmäßig geformten Hexagons

darstellt und anhand der Geometrie des Hexagons bestimmt wird, siehe hierzu auch

Gl. (6.73) im Abschnitt 6.5.1.

Um den Beweis für die Richtigkeit der Methode herbeizuführen, wird nun der skalare

Wert des Wärmeflusses̄q über der Scheibe in Äquivalenz zum mechanischen Feld als

zq-Wert dargestellt, siehe Abb. 7.2 (a). Die Konstruktion derapproximierten Wärme-

flussfläche muss lückenlos sein, solange keine Quellen oder Senken berücksichtigt wer-

den. Der approximierte Wärmefluss für einen diskreten Knotenpunktk ist

zq k(x, y) = AHex

7
∑

j=2

q̄1→j ·n1→j = −AHex

7
∑

j=2

λ1→j ·gradT (x, y)1→j ·n1→j , (7.8)

wobei sechs Elemente mit dem Zählerj das Element1 umgeben, siehe Abb. 7.2 (b).

Außerdem sollen alle Elemente der Einfachheit halber unverzerrt sein und die gleichen

physikalischen Parameter haben. Für das diskrete Element mit der Bezeichnung1 ergibt

sich die Flussbilanz

7
∑

i=2

q̄1→i · n1→i = q̄1→2 · n1→2 + q̄1→3 · n1→3 + q̄1→4 · n1→4 + q̄1→5 · n1→5

+ q̄1→6 · n1→6 + q̄1→7 · n1→7

= q̄1→2 + q̄1→3 + q̄1→4 + q̄1→5 + q̄1→6 + q̄1→7 = 0 , (7.9)

mit q̄1→i · n1→i = q̄1→i = −q̄i→1.

Im Abschnitt 5.2 wurde dargelegt, dass die DEM die Flussgröße über Stäbe transportiert

und nicht über die Ränder der hexagonalen Elemente, wobei beide Ansichtsweisen äqui-
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Abbildung 7.2: (a) Die approximierte Wärmeflussflächezq(x, y) wird über der Scheibe

als Fläche dargestellt. (b) Darstellung der einzelnen Wärmeflüsse in das Element eins

q̄j→1 und aus dem Element einsq̄1→j. (c) Der Wärmefluss entlang eines Stabes kann aus

denzq-Werten der approximierten Wärmeflussfläche berechnet werden.

valent sind wie im Folgenden gezeigt wird. Der Wärmefluss entlang eines Stabes kann

aus denzq-Werten der approximierten Wärmeflussfläche berechnet werden.

Jeder Stab hat sein eigenes lokalesξ,η-Koordinatensystem, woraus sich mit der Geometrie

ergibt, dass der Normalenvektor des diskreten Elementesn1→2 parallel zurξ-Achse ist.

Der Fluss entlang eines Stabes mit den Knotenpunkten1 und7 ist in Anlehnung an die

Gleichungen (7.8) und (7.9)

q̄1→7 · n1→7 = q̄1→7 = q̄ξ =
1

AHex

(zq 1 − zq 7) . (7.10)

Da der Stab per Definition keinen Wärmefluss quer zu seiner Längsachse übertragen
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kann, ist q̄η = 0. Der Wärmefluss der anderen fünf Stäbe in deren lokalemξ,η-

Koordinatensystem ist gemäß Abb. 7.2 (b)

q̄1→2 =
1

AHex

(zq 1 − zq 2) , q̄1→3 =
1

AHex

(zq 1 − zq 3)

q̄1→4 =
1

AHex
(zq 1 − zq 4) , q̄1→5 =

1

AHex
(zq 1 − zq 5)

und q̄1→6 =
1

AHex
(zq 1 − zq 6) . (7.11)

Für den Gleichgewichtsfall des diskreten Elementes mit derNummer eins folgt nun mit

den Gleichungen in (7.9) und (7.11)

7
∑

i=2

q̄1→i · n1→i = 0 =
1

AHex

( 6 zq 1 − zq 2 − zq 3 − zq 4 − zq 5 − zq 6 − zq 7) . (7.12)

Die Darstellung des Wärmegleichgewichts in Gl. (7.12) ergibt den Finite-Differenzen-

Stern einer Differentialgleichung zweiter Ordnung in kartesischen Koordinaten, siehe

Abb. 7.3. Nach Grenzübergang der Stablängel gegen Null geht die grafische Darstellung

des Finite-Differenzen-Sternes der approximierten Wärmeleitflächeq̄m in die analytisch

exakte Differentialgleichung der Wärmeleitungsgleichung über, für den stationären

Gleichgewichtszustand und unter Vernachlässigung der Quell- und Senkterme [60].

Somit ist der Beweis erbracht, dass mittels der DEM - unter Verwendung von hexago-

nalen diskreten Elementen - Wärmeflüsse berechnet werden können.

-zq 3

-zq 5

-zq 4

-zq 2

-zq 6

-zq 7

l

lim
l 0

= l( )T +T,xx ,yy

6 zq 1

Abbildung 7.3: Grafische Darstellung der Gl. (7.12). Nach Grenzübergang der Stablängel

gegen Null geht der Finite-Differenzen-Stern in eine Differentialgleichung zweiter Ord-

nung über, mit welcher die Wärmeleitung beschrieben werdenkann.

Der oben gezeigte Beweis stützt sich auf hexagonale Zellen.Quadratische Zellen ver-

mögen den Wärmetransport prinzipiell auch darzustellen, was aber nicht in dieser Arbeit

gezeigt wird, siehe hierzu [107]. Für das thermische Feld gilt, in Analogie zum mecha-

nischen Feld, dass mit viereckigen Zellen keine geschlossene Wärmeleitfläche rekonstru-

iert werden kann, weshalb viereckige Zellen nur verwendet werden können, wenn die
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Wärmeflussrichtung im Feld konstant bleibt. Hexagonale Zellen können in Analogie zum

mechanischen Feld stets verwendet werden, siehe hierzu auch Abb. 6.8.

7.3 Schwache Form des thermischen Feldes

Die Diskretisierung des thermischen Feldes wird nach dem PETROV-GALERKIN Ver-

fahren durchgeführt, da im Gegensatz zum mechanischen Feldkein Potential (zumin-

dest für den transienten Fall) und kein virtueller Arbeitssatz definiert sind. Nach dem

BUBNOV-GALERKIN -Verfahren erhält man aus Gl. (7.1)

δΠtherm = 0 =

∫

t

∫

x

∫

y

∫

z

(−div(−λ gradT ) + q̇int − ρm cp T,t ) δT (x, y, z, t) dz dy dx dt.

(7.13)

Hierin ist δT (x, y, z, t) die Testfunktion oder die (virtuelle) Wichtung,ρm ist die Dichte

des Körpers undcp die spezifische Wärmekapazität bei konstantem Druck. Wird ein

stationäres Gleichgewicht vorausgesetzt, so erhält man

δΠtherm = 0 =

∫

x

∫

y

∫

z

(−div(−λ gradT ) + q̇int ) δT (x, y, z) dz dy dx . (7.14)

Mit dem Divergenzsatz und dem Integralsatz folgt

δΠtherm = 0 =

∫

x

∫

y

∫

z

( gradδT λ gradT + q̇int δT ) dz dy dx −
∫

Γ

hc (T0 − T )δT dΓ .

(7.15)

Hierbei istΓ die Oberfläche des thermischen Gebietes. Wenn man berücksichtigt, dass

die Stäbe den Wärmeflussq lediglich in Stablängsrichtung transportieren, wird Gl. (7.15)

zu

δΠtherm = 0 =

ξ=le
∫

ξ=0

( λξξ e Ae T,ξ δT,ξ + q̇int δT ) dξ −
∫

ΓA

hc (T0 − T ) δT dΓA . (7.16)

Darin ist λξξ e die Wärmeleitfähigkeit eines Elementes, bzw. Stabes,Ae der Stabquer-

schnitt (siehe hierzu Abschnitt 7.4.1) undΓA die Oberfläche des Stabes an der Konvektion

statt findet. Dieξ-Richtung ist die Längsrichtung des Stabes im stablokalenξ = [ξ, η]T

Koordinatensystem, siehe Abb. 7.4.

Im Stab ist der Wärmeflussq konstant, was im Stab zu einer linearen Temperaturver-

teilung führt. Der lineare Temperaturverlauf kann, wie im mechanischen Feld, mit der
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Abbildung 7.4: (a) Das Gebiet mit den Wärmeflüssenq und der Wärmequelleqint,

wird in der DEM mit Stäben diskretisiert. (b) Jeder Stab hat ein eigenes lokalesξ,η-

Koordinatensystem, eigene WerkstoffparameterAe, λe, le und die Knotenpunktstempera-

turenT1 undT2, die invariant gegenüber Rotation sind. (c) Das stablokaleKoordinaten-

system ist gegenüber dem globalen Koordinatensystem um denWinkelϕ gedreht.

gleichen Ansatzfunktion beschrieben werden

T (x) =

[(

1− ξ

le

)

ξ
le

]

·
[

T̂1

T̂1

]

= N e(ξ) · T̂ mit 0 ≤ ξ ≤ le , (7.17)

N e(ξ) =

[(

1− ξ

le

)

ξ
le

]

, T̂ =

[

T̂1

T̂1

]

und δT̂ =

[

δT̂1

δT̂1

]

.

Hierbei istN e(ξ) der liegende Vektor der Ansatzfunktionen undT̂ der Vektor der Tem-

peraturfreiwerte an den Knotenpunkten1 und 2, siehe Abb. 7.4. Da der Wärmestrom

entlang des Stabes mit der Längele konstant ist, ist die Approximation mit Gl. (7.17)

analytisch exakt. Somit gilt für die TemperaturTe(ξ) = TDEM
e (ξ) = N e(ξ) · T̂ e.

Die Gleichungen (7.16) und (7.17) führen für die Knotenpunktstemperaturen eines Stabes
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zu einem Gleichungssystem der Form

δΠtherm = 0 = δT̂











x=le
∫

x=0

NT
e,ξ(ξ)λe Ae N e,ξ(ξ) dx

+

∫

ΓA

NT
e (ξ) hc ΓA N e(ξ) dΓA



 T̂ −
x=le
∫

x=0

NT
e (ξ) qint Ae dx

−
∫

ΓA

NT
e (ξ) hc T0 dΓA







= δT̂
{

[KLeit e(ξ) +KRand e(ξ)] · T̂ (ξ)− f q e(ξ)− fRand e(ξ)
}

. (7.18)

worin sich die WärmeleitmatrixKLeit e(ξ), die WärmeübergangsmatrixKRand e(ξ),

der Vektor der eingeprägten Wärmequellenf q e(ξ) und der Vektor des konvektiven

Wärmeübergangs am RandfRand e(ξ) aus den vier Integralen im stablokalen(ξ)-

Koordinatensystem zusammensetzen.

Da die Temperatur ein Skalar ist, sind die Gleichungen (7.13) bis (7.18) invariant. Somit

gilt für die Matritzen und Vektoren der Gl. (7.18)KLeit e(ξ) = KLeit e(x), KRand e(ξ) =

KRand e(x), T̂ (ξ) = T̂ (x), f q e(ξ) = f q e(x) undfRand e(ξ) = fRand e(x).

Nachdem für alle Stäbe bzw. Elementee die Matritzen und Vektoren der Gl. (7.18)

bekannt sind, erfolgt die Assemblierung über StäbeR im globalen Basissystemx =

[x, y, z]T mit

KLeit(x) =

R
⋃

e=1

KLeit e(ξ) , KRand(x) =

R
⋃

e=1

KRand e(ξ) , T̂ (x) =

R
⋃

e=1

T̂ (ξ)

f q(x) =
R
⋃

e=1

f q e(ξ) , und fRand(x) =
R
⋃

e=1

fRand e(ξ) . (7.19)

Nach Bestimmung der Temperaturfreiwerte können im Nachlauf die Wärmeströmeq

eines jeden Stabese im stablokalenξ-Koordinatensystem mit Gl. (7.3) bestimmt werden,

siehe hierzu auch Abschnitt 7.4.2
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7.4 Verifikation des thermischen Diskrete-Elemente-Modells

7.4.1 Materialparameter im thermischen Feld

Mit den in den Abschnitten 5.2 und 7.3 vorgestellten Methoden kann der Wärmefluss im

thermischen Feld berechnet werden. Es stellt sich aber in Analogie zum mechanischen

Feld heraus, dass die WärmeleitmatrixKLeit einer Struktur, gebildet aus drei Stäben mit

einer Winkelverteilung vonπ
3
, 0 und− π

3
, um den Faktor3

2
gegenüber dem Wärmeleitver-

mögen eines Einzelstabesλ A
l

zu groß ist. Dadurch ist der Wärmefluss um den Faktor3
2

zu

klein, siehe Abb. 7.5.

KLeit =
λ A

l

[

3/2 0

0 3/2

]

(7.20)

= konstant

Abbildung 7.5: Die WärmeleitmatrixKLeit der drei Stäbe ist invariant gegenüber einer

Drehung mit einem Winkelϕ und sie ist um den Faktor3/2 größer als das Wärmeleitver-

mögen eines Einzelstabes in seine Längsrichtung.

Auch im thermischen Feld kann die selbe Korrektur wie im mechanischen Feld an der

Stabquerschnittsfläche vorgenommen werden. Aus der Geometrie des Hexagons lässt sich

mit Gl. (6.73) der Stablängel und der Scheibendicked die Seitenfläche zuAHex = 1√
3
l d

bestimmen. Die Korrektur der Wärmeflussgröße erfolgt, indem die Querschnittsfläche

um den Faktor3
2

vergrößert wird. Die korrigierte Querschnittsfläche zur Bestimmung der

Wärmeflüsse mittels der DEM ist, in Übereinstimmung mit dem mechanischen Feld,

A =
3

2
AHex =

3

2

1√
3
l d =

√
3

2
l d . (7.21)

7.4.2 Wärmeflüsse im allgemeinen Lastfall

Die im mechanischen Feld beobachteten Randeffekte sind im thermischen Feld nicht

vorhanden. Somit brauchen die versteifenden Elemente am Rand des mechanischen

Feldes nicht für das thermische Feld übernommen werden.

Die Wärmeflüsse der Stäbe fließen an einem Knotenpunkt zusammen. Der Wärmefluss

eines Stabesqξ kann mit der Transformationsbeziehung
[

qxx

qyy

]

= qξ ·
[

cosϕ

sinϕ

]

(7.22)
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in die orthogonalen Flüsseqxx undqyy, entlang derx undy-Achse zerlegt werden [207].

Um den resultierenden Fluss aller Stäbe inx- undy-Richtung zu ermitteln, kann in Analo-

gie zum Abschnitt 6.5.4 ein Schnitt am Knoten gebildet werden, siehe Abb. 7.6 (b) und

(c). Für jede Seite eines Schnitts wird der Wärmefluss inx- undy-Richtung bilanziert

q+xx = q1 · cos(30◦) + q6 · cos(330◦) =
√
3

2
(q1 + q6) (7.23)

q−xx = q3 · cos(150◦) + q4 · cos(210◦) = −
√
3

2
(q3 + q4) (7.24)

q+yy = q1 · sin(30◦) + q2 · sin(90◦) + q3 · sin(150◦) = q2 +
1

2
(q1 + q3) (7.25)

q−yy = q4 · sin(210◦) + q5 · sin(270◦) + q6 · sin(330◦) = − q5 −
1

2
(q4 + q6) . (7.26)

Anschließend werden die beiden Flüsse derx-Richtung und ebenso die beiden Flüsse der

y-Richtung gemittelt, um die resultierenden Flüsse des diskreten Punktesqxx undqyy zu

erhalten, siehe Abb. 7.6 (a)

qxx =
1

2
(q+xx + q−xx) =

√
3

4
(q1 + q6 − q3 − q4) (7.27)

qyy =
1

2
(q+yy + q−yy) =

1

2
(q2 − q5) +

1

4
(q1 + q3 − q4 − q6) (7.28)

y
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q6

qyy
qxx

(a) (b)

-qxx

+qxx
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-qyy q6

q1

q5q4
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Abbildung 7.6: (a) Die Wärmeflüsse der Stäbe können in die Wärmeflüsse des diskreten

Elementes inx-Richtung (b) undy-Richtung (c) transformiert werden.
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7.4.3 Exemplarische Rechnung mit homogener Wärmefreisetzung und Konvektion

Analytische Referenzlösung:

Die analytische Lösung für eine Scheibe mit homogener Wärmefreisetzung und Konvek-

tion an deren Kopfenden lautet

T (x) = − 1

2

qint

λ
(x− L)2 +

(

L

hc
+

L2

2 λ

)

qint + T0 , (7.29)

worin L die halbe Länge der Scheibe,T0 die Umgebungstemperatur,qint die Stärke der

Wärmequelle pro Einheitsvolumen,hc der Wärmeübergangskoeffizient bei Konvektion

undλ der Wärmeleitkoeffizient ist [232].

Die analytische Lösung ist in Abb 7.8 dargestellt. Die speziellen Werte für dieses Beispiel

können der Tabelle 7.1 entnommen werden. Für das spezielle Beispiel ist die HöheH bei

Verwendung von unverzerrten Zellen2
√
3 l.

physikalische Bedeutung Zeichen Wert

Länge der Scheibe 2 L 7 [m]

Breite der Scheibe H 2
√
3 [m]

Dicke der Scheibe d 1 [m]

Länge eines Stabes l 1 [m]

Umgebungstemperatur T0 20 [◦C]

Wärmeleitkoeffizient λ 225
[

W
m K

]

Wärmeübergangskoeffizienthc 25
[

W
m2 K

]

Stärke der Wärmequelle qint 100
[

W
m3

]

Stabquerschnitt A =
√
3
2

l d 0.866 [m2]

Tabelle 7.1: Geometrische und physikalische Werte für das Beispiel in Abschnitt 7.4.3.

Numerische Lösung:

Aus Abb. 7.7 geht hervor, wie die für die Konvektion relevanten Flächen bestimmt werden

können. Für die Stirnflächen der Scheibe ergeben sich die Werte für das zweite und vierte

Integral der Gl. (7.18) zu

Ak I =
1

2

l d√
3
, Ak II = 2

l d√
3
, und Ak III = 1

l d√
3
. (7.30)
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Die homogene Wärmefreisetzung muss auf das Volumen der Hexagone bezogen werden.

Da Teile eines Hexagons auch am Rand liegen, wird nun als Referenzvolumen das Vol-

umen eines Dreiecks, gebildet aus einem Sechstel des Hexagons, festgelegt, welches

Vref =
1

2

l2 d

2
√
3

(7.31)

ist. Mit Hilfe dieses Referenzvolumens ergibt sich die produzierte WärmemengeQ der

diskreten Punkte I, II und V zu

Qint I = 6 · Vref · qint = 6 · qint ·
l2 d

4
√
3

(7.32)

Qint II = (2 + 2
1

2
) · Vref · qint = 3 · qint ·

l2 d

4
√
3

(7.33)

Qint V = 3 · Vref · qint = 3 · qint ·
l2 d

4
√
3
. (7.34)

An den Knotenpunkten III, IV, VI und VII greifen Stäbe mit halber Länge an, siehe

Abb. 7.7. Für diese Punkte ist die diskrete Wärmemenge

Qint III = (2 +
1

2
) · Vref · qint =

5

2
· qint ·

l2 d

4
√
3

(7.35)

Qint IV = 5 · Vref · qint = 5 · qint ·
l2 d

4
√
3

(7.36)

Qint VI =
1

2
· Vref · qint =

1

2
· qint ·

l2 d

4
√
3

(7.37)

Qint VII = 1 · Vref · qint = qint ·
l2 d

4
√
3

. (7.38)

In den Gleichungen (7.35) bis (7.38) wird trotz der halben Stablänge die für die anderen

Stellen auch übliche Einheitsstablängel eingesetzt.
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Abbildung 7.7: Diskretisierte Scheibe mit einer Quellenverteilung gleicher Stärke, welche

auf die diskreten Knotenpunkte des Stabgitters umgerechnet wird.

Die Abbildung 7.8 zeigt den Vergleich zwischen der analytischen und numerischen Tem-

peraturverteilung einer flachen Scheibe mit konstanter Quellenverteilung und Konvektion

an den Rändern. Die numerische Lösung stimmt mit der analytischen Lösung, unter Ver-

nachlässigung der Rundungsfehler, exakt überein.

7.4.4 Exemplarische Rechnung auf verschiedenen Skalen

In diesem Abschnitt wird das Beispiel aus dem Abschnitt 7.4.3 wieder aufgegriffen, um zu

zeigen, wie sich mit der DEM die Mikro- und Makroskala miteinander verbinden lassen.

Im thermischen Feld lässt sich das homogene isotrope Werkstoffverhalten ebenso wie

im mechanischen Feld durch reguläre Hexagone abbilden. Inhomogene oder anisotrope

Werkstoffe werden mittels Voronoi-Polygonen modelliert.Je feiner ein inhomogener

Werkstoff mit unregelmäßig geformten Hexagonen diskretisiert wird, desto mehr nähert

sich das globale thermische Verhalten dem eines homogenen isotropen Werkstoffs an.

Abblidung 7.9 zeigt die Temperaturverteilung einer Scheibe mit homogener Quellen-
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Abbildung 7.8: Analytische und numerische Temperaturverteilung einer flachen Scheibe

mit Konvektion an der rechten und linken Seite.

verteilung. Das Gebiet wird zum einen mit unverzerrten und zum anderen mit verzerrten

Hexagonen diskretisiert. Die Abmessungen des Gebietes werden inx- und y-Richtung

als ganzzahliges Vielfaches eines RVE definiert. Bei groberDiskretisierung werden2×2

RVE und bei feiner Diskretisierung werden20 × 20 RVE verwendet. Die Abmessungen

in x- und y-Richtung bleiben mitB =
√
3m undH = 2m konstant. Die Randtem-

peratur der Scheibe beträgtT0 = 20◦C, der Wärmeleitwert istλ = 225 W
m K und die

Wärmequellenverteilung hat eine Stärke vonqint = 100 W
m3 . Die analytische Lösung der

Temperaturverteilung für dieses Problem ist [232]

T (x, y) =
qint

2 λ

[ B2

4
−
(

y − B

2

)2

+

+ 8

∞
∑

n=1

(−1)n B2

(2n− 1)3 π3
· cosh

(

2n−1
B

π (x− H
2
)
)

cosh
(

2n−1
B

π H
2

) ·

· cos
(

2n− 1

B
π

(

y − B

2

))

]

+ T0 . (7.39)

Die analytische und die numerische Lösung der Temperaturverteilung sind in Abb. 7.9 (a)

bis (d) gegeben, für eine grobe und eine feine Diskretisierung, mit und ohne Unord-

nung. Der geometrische Unordnungsparameter für die Beispiele (c) und (d) ist gleich-

verteilt und liegt beia = 0, 9. Es zeigt sich, dass die numerische Lösung ohne geomet-

rische Unordnung die analytische Lösung recht gut approximieren kann, selbst bei grober



132
KAPITEL 7. BEHANDLUNG DES THERMISCHEN FELDES MIT DER

DISKRETE-ELEMENTE-METHODE

T [°C]

(a)

T [°C]

(b)

0

10

20

1

2

0

analytisch berechnete
Temperaturverteilung

numerische Lösung

x [ ]m
y [ ]m

DE-Modell
der Scheibe

31
2

0

10

20

1

2

0 x [ ]m
y [ ]m

DE-Modell
der Scheibe

T [°C]

32
2

31
2

32
2

0 0

T [°C]

0

10

20

1

2

0 x [ ]m
y [ ]m

DE-Modell
der Scheibe

31
2

32
2

0

(d)(c)

T [°C]

0

10

20

1

2

0 x [ ]my [ ]m

DE-Modell
der Scheibe

31
2

32
2

0

a=0,9

a=0,9

a=0

a=0

analytisch e
Temperaturverteilung

berechnet

numerische Lösung

analytisch e
Temperaturverteilung

berechnet

numerische Lösung

analytisch e
Temperaturverteilung

berechnet

numerische Lösung

Abbildung 7.9: Temperaturverteilung in der Scheibe bei (a)unverzerrten Hexagonen und

grober Diskretisierung, (b) verzerrten Hexagonen und grober Diskretisierung, (c) un-

verzerrten Hexagonen und feiner Diskretisierung, (d) verzerrten Hexagonen und feiner

Diskretisierung.

Diskretisierung. Wird die geometrische Unordnung mit einbezogen, so wird die analytis-

che Lösung nur gut approximiert, wenn das Gebiet fein diskretisiert wurde. Bei grober

Diskretisierung weicht die numerische Lösung mit anwachsender geometrischer Unord-

nung an einigen Stellen zunehmend von der numerischen Lösung ab. Somit beinhaltet ein
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fein diskretisiertes Gebiet mit hoher geometrischer Unordnung an den diskreten Punkten

starke Schwankungen in den physikalischen Eigenschaften,die jedoch, global betrachtet,

zu einem konstanten Wert verschmieren.

7.4.5 Anwendung des thermischen Diskrete-Elemente-Modells auf eine ebene

Scheibe mit Riss

Der Wärmefluss verhält sich in der DE-Simulation so, wie es die analytische Lösung der

Gl. (4.55) in Abschnitt 4.7 vermuten läßt. Der resultierende Wärmeflussqres berechnet

sich mit Gl. (4.55) aus

qres =
√

q2x + q2y = q⊥

√

a

2 r
, (7.40)

worin qx undqy die Wärmeflüsse in der Scheibe,q⊥ der Wärmeffluss senkrecht zum Riss

mit der Längea undr der Abstand vom Riss in Polarkoordinaten sind. Um die Rissspitze

bildet sich eine Singularität im Wärmefluss aus, siehe Abb. 7.10. Der Temperaturverlauf

um die Rissspitze hat keine Singularität, sondern ist proportional zur1/2, siehe Gl. (4.54).

Riss

hoher Wärmefluss

Wärmeflussverteilung qres

kein Wärmefluss

q

q

Abbildung 7.10: Der resultierende Wärmefluss und die Singularität um den Riss

entspricht dem analytischen Bild in Abb. 4.6.





8 Behandlung des thermo-mechanischen Feldes mit der

Diskrete-Elemente-Methode

Eine Kopplung des thermischen und mechanischen Feldes mittels der Diskreten-

Elemente-Methode ist für bruchmechanische Vorgänge und Lebensdauersimulationen

sehr vielversprechend, da mechanisch entstandene Risse einen Einfluss auf den Wärme-

fluss haben und ebenso hat der Wärmefluss einen Einfluss auf dieRissbildung da ein un-

gleichförmiger Wärmefluss mechanische Spannungen im Gebiet entstehen läßt. Die Kop-

plung beider Felder ist mit den diskreten Elementen einfach, da bei der Rissentstehung

Stäbe aus dem DE-Modell entfernt werden und der Wärmefluss sich aufgrund dessen neue

Wege suchen muss.

Eine analytische Formulierung, die das thermische und mechanische Feld vollständig

bzw. beidseitig miteinander koppelt, ist dem Autor nicht bekannt. Eine Kopplung auf

numerischem Wege ist jedoch über das BUBNOV-GALERKIN -Verfahren möglich. Die

Kopplung beider Felder wird im Abschnitt 8.1.3 gezeigt.

In Kapitel 6 wurde gezeigt, dass die AIRYsche Spannungsfläche im mechanischen Feld

proportional zum Kraftfluss ist. Im thermischen Feld existiert in völliger Äuqivalenz

zum mechanischen Feld eine Wärmeflussfläche die proportional zur Stärke des Wärme-

flusses ist, siehe Kapitel 7. Somit ist die Behauptung vonV. HELMHOLTZ aus dem Jahre

1847 untermauert, dass zwischen Kraftfluss und Wärmefluss eine Äquivalenz besteht,

weshalb CLAPEYRONs Prinzip der kleinsten Arbeit aus dem mechanischen Feld auch für

Wärmeflüsse gelten muss [224]. Losgelöst von dieser Tatsache, dass der Kraftfluss und

der Wärmefluss gleichwertig sind, kommt PRIGOGINE im Jahre 1945 zur Überzeugung,

dass es im mechanischen wie auch im thermischen Feld bei Zustandsänderungen eine

Entropieerzeugung geben muss [185].

Seit Einführung der Entropie durch CLAUSIUS im Jahre 1850 ist bekannt, dass thermo-

dynamische Prozesse Entropie erzeugen und deshalb irreversibel sind [51, 52, 53, 54, 55,

56, 57, 58]. Für das mechanische Feld erweiterte PRIGOGINE die Gebietsgrenzen und be-

zog dabei z.B. Dämpfungseffekte der Luft, Hystereseeffekte oder auch Plastifizierungen

mit ein [184, 185]. Ohne die Erweiterung der Gebietsgrenzenim mechanischen Feld wird

keine Entropie erzeugt und das System ist somit reversibel,wodurch dann die gängigen

Gleichungen der Mechanik gültig bleiben.
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In der Mechanik werden seit den theoretischen Untersuchungen von EULER und

BERNOULLI Potentialfunktionen verwendet, um Gleichgewichtszustände in Systemen zu

finden [220]. Später wurde das Prinzip der Gleichgewichtsfindung aus dem Potential

von der Mechanik auf andere physikalische Gebiete übertragen. Dabei ist der Gleichge-

wichtszustand im Extremum des Potentials zu finden. Da allerdings für die meisten phy-

sikalischen Systeme keine Potentialfunktionen definiert werden können, hat LJAPUNOV

für diese Systeme eine nach ihm benannte rein formale Potentialfunktion definiert. Vom

Standpunkt der Physik ist es sinnvoll die Vorzeichen der Potentiale so zu definieren,

dass das Gleichgewicht im Minimum der Potentialfunktion ist. Diese Definition geht

mit der Überlegung einher, dass die Natur stets den Weg des geringsten Widerstandes

geht, weswegen nach PRIGOGINE in der Thermodynamikdas Prinzip der geringsten En-

tropieproduktion[112, 184] und in der Mechanikdas Prinzip vom Minimum der poten-

tiellen Energiegilt [28, 169].

8.1 Analytische Beschreibung des thermo-mechanischen Feldes

8.1.1 Analytische Beschreibung des mechanischen Feldes

Im Folgenden werden die Differentialgleichungen des mechanischen Feldes aufgeführt,

welche den Einfluss eines konstanten thermischen Feldes ohne Informationsrückfluss

beinhalten. Die für den eindimensionalen (1D-) , zweidimensionalen (2D-) und drei-

dimensionalenFall (3D-Fall) hergeleiteten Differentialgleichungen sagen nichts über den

Energiefluss vom mechanischen Feld zum thermischen aus, d.h. es lässt sich mit ihnen

keine Temperaturverteilung infolge mechanischer Lasten bestimmen, d.h. die Kopplung

des mechanischen und thermischen Feldes ist nur einseitig in Richtung des mechanischen

Feldes, siehe Abb. 8.1.

3D-Fall:

Die erste analytische Beschreibung des mechanischen Feldes unter Einbeziehung der

Temperatur für den 3D-Fall dürfte auf HOPKINSON aus dem Jahr 1879 zurückge-

hen [124].

Für den allgemeinen Fall wird ein 3D-GebietΩ mit stückweise glatten RändernΓ be-

trachtet. Der Impulssatz liefert inx,y,z-Richtung die drei Gleichgewichtsbeziehungen

σij,j + fi = ρm ui,tt ; i, j = x, y, z . (8.1)

In diesen drei Beziehungen sindσij die Komponenten des CAUCHY Spannungstensors,fi
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Abbildung 8.1: Im Gebiet entsteht ein Spannungsfeldσ(x, y) als Funktion der Koordina-

ten, den angreifenden externen PunktkräftenF1 undF2, den externen LinienlastenF (Γ)

am KraftrandΓp, den internen Volumenkräftenfi, dem KraftrandF (Γ), dem Wegrand

Γu und der TemperaturverteilungT (x, y). Die Temperaturverteilung entsteht aufgrund

des Wärmeflussesq am TemperaturrandΓT und der Wärmequelleqint. Außerdem hat die

Temperaturverteilung bei statisch überbestimmt gelagerten Systemen einen Einfluss auf

die LagerkräfteF (Γu, T ) am Wegrand.

sind die Volumenkräfte des Körpers,ui,tt ist die zweite Ableitung der Verschiebungskom-

ponentenui nach der Zeitt undρm ist die Dichte des Körpers [98, 173, 222].

Werden die DUHAMEL -NEUMANN Beziehungen für einen isotropen homogenen Körper

im isothermen Zustand

σij = 2 µ ǫij + (λL ǫkk − γT T ) δij ; i, j = x, y, z (8.2)

mit den Beziehungen zwischen den Verzerrungenǫij und Verschiebungenui in Tensorno-

tation

ǫij =
1

2
(ui,j + uj,i) ; i, j = x, y, z . (8.3)

in Gl. (8.1) eingesetzt, so erhält man

µ ui,jj + (λL + µ) uj,ij + fi = γT T,i + ρm ui,tt ; i, j = x, y, z . (8.4)

In Gl. (8.2) istδij das KRONECKER-Delta

δij =







1 ; für i = j

0 ; für i 6= j .
(8.5)
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Die Volumendilatationǫkk ergibt sich aus der Spur des Dehnungstensorsǫ

ǫkk = ǫxx + ǫyy + ǫzz = ui,i = tr (ǫ) ; i = x, y, z , (8.6)

die LAMÉ ParameterλL undµ in den Gleichungen (8.2) und (8.4) lauten [146, 159, 245]

λL =
ν E

(1 + ν)(1− 2ν)
und µ = G =

E

2(1 + ν)
, (8.7)

und die thermoelastische KonstanteγT ist [173, 222]

γT = (3 λL + 2 µ) αT =
E αT

1− 2ν
. (8.8)

2D-Fall:

Für den hier gezeigten Fall werden die Körperkräftefi und die Massenträgheitskräfte

ρm üi vernachlässigt. Die mathematische Form des mechanischen Feldes mit den Kop-

plungsthermen zum thermischen Feld basiert auf dem erweiterten HOOKEschen Gesetz

für den ebenen Spannungszustand







ǫxx(x, y, T (x, y))

ǫyy(x, y, T (x, y))

γxy(x, y, T (x, y))






=

1

E







1 −ν 0

−ν 1 0

0 0 2(1 + ν)






·







σxx(x, y, T (x, y))

σyy(x, y, T (x, y))

σxy(x, y, T (x, y))






+αT







T (x, y)

T (x, y)

0






,

(8.9)

wobeiαT der lineare Wärmeausdehnungskoeffizient ist,T (x, y) das auf die Ausgangs-

temperaturT0 =const. bezogene Temperaturfeld undT (x, y) das absolute Temperatur-

feld, also

T (x, y) = T (x, y) + T0 . (8.10)

Mit der Verträglichkeitsbedingung (6.4), der Kinematik (6.2) und der Definition der

A IRYschen Spannungsfunktion (6.5) lässt sich die Beziehung (8.9) in die homogene ther-

momechanische partielle Differentialgleichung (DGL) überführen

1

E

(

∂4F
∂x4

+ 2
∂4F

∂x2 ∂y2
+

∂4F
∂y4

)

+ αT

(

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2

)

= 0 , (8.11)

bzw.

∇4F(x, y, T (x, y)) + E αT∇2T (x, y) = 0 . (8.12)

Gleichung (8.12) ist nur für wenige Spezialfälle analytisch lösbar, siehe [74, 163, 182].
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1D-Fall:

Da in der DEM die physikalische Feldgröße über Stäbe transportiert wird, wird die DGL

des mechanischen Feldes mit der thermischen Ankopplung fürden 1D-Fall hier aufge-

führt. Diese DGL wird für die Formulierung des schwachen Gleichgewichtes mit der

BUBNOV-GALERKIN -Methode verwendet. Die globale Koordinatex wird durch die stab-

lokale Koordinateξ ersetzt.

Das Gleichgewicht für den 1D-Fall lautet

σξξ,ξ(ξ, t) + fξ(ξ, t) = ρm u,tt(ξ, t) , (8.13)

wobeif(ξ, t) die Körperkraft entlang der Stabachse ist. Das Materialgesetz, welches die

Temperaturdehnung mit berücksichtigt, lautet

σξξ(ξ, t, T (ξ, t)) = E ǫξξ(ξ, t) − E αT T (ξ, t) bzw.

σξξ,ξ(ξ, t, T (ξ, t)) = E ǫξξ,ξ(ξ, t) − E αT T,ξ(ξ, t) , (8.14)

worin der ElastizitätsmodulE und der lineare WärmeausdehnungskoeffizientαT als kon-

stant betrachtet werden. Mit der kinematischen Beziehungǫξξ = uξ,ξ = u,ξ(ξ) und

Gl. (8.14) folgt für Gl. (8.13) die DGL für den 1D-Fall

E u,ξξ(ξ, t, T (ξ, t)) − E αT T,ξ(ξ, t) + fξ(ξ, t) = ρm u,tt(ξ, t) . (8.15)

8.1.2 Analytische Beschreibung des thermischen Feldes

Im folgenden Abschnitt werden die Differentialgleichungen des thermischen Feldes

hergeleitet, welche den Einfluss eines konstanten mechanischen Feldes auf die Tempe-

raturverteilung beinhalten. Mit den Differentialgleichungen für den 1D-, 2D- und 3D-

Fall lassen sich die konstanten mechanischen Spannungen infolge der Temperaturverteil-

ung zwar zurückrechnen, allerdings findet kein Energierückfluss vom thermischen zum

mechanischen Feld statt, da sich ansonsten das Spannungsfeld aufgrund der Temperatur

ändern würde, siehe Abb. 8.2.

3D-Fall:

Betrachtet wird wiederum ein 3D-GebietΩ mit stückweise glattem RandΓ. In diesem

Gebiet findet ein irreversibler Wärmefluss durch Wärmeleitung aus den Regionen höherer

Temperaturen zu den Regionen niedrigeren Temperaturen statt. Dabei wird die Entropie

S erzeugt. Dieser irreversible Prozess kann mittels

T S,t = −qi,i + qint = −div q + qint ; i = x, y, z (8.16)
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Abbildung 8.2: Im Gebiet entsteht ein TemperaturfeldT (x, y) als Funktion der Koor-

dinaten (x,y), den Wärmeflüssenq, der Wärmequelleqint, den angreifenden externen

PunktkräftenF1 und F2, der externen LinienlastF (Γ) am KraftrandΓp, der internen

Volumenkraftfi, dem KraftrandF (Γ). Bei statisch überbestimmt gelagerten Systemen

haben die am WegrandΓu entstehenden LagerkräfteF (Γu, T ) ebenfalls einen Einfluss

auf das Temperaturfeld. Da interne und externe Kräfte im Inneren des Gebietes ein Span-

nungsfeld und ein Temperaturfeld erzeugen, hängt der Wärmeflussq(σ), der über die

Gebietsränder hinausgeht von den innern Spannungen bzw. den Kräften ab.

ausgedrückt werden, wobeiT = T (x, y, z, t) die auf den Nullpunkt bezogene absolute

Temperatur undS,t die pro Zeiteinheit erzeugte Entropie ist.qi sind die Komponenten

des Wärmeflussvektorsq und qint ist die Quantität an Wärme, die pro Zeiteinheit und

Einheitsvolumen erzeugt wird [98, 173, 222]. Mit dem FOURIERgesetz (Gl. (7.4)) gilt für

den Wärmeflussq im Körper

q = qi = −λij T,j = −λ grad T ; i, j = x, y, z , (8.17)

worin λ die Wärmeleitmatrix für den aktuellen Zustand ist. Die Entropiebilanz ergibt

sich aus dem Anteil der plastischen Verformung und der abtransportierten Wärme zu

S = γT ǫkk +
ρm cp
T0

T (x, y, z, t) , (8.18)

worin ρm die lokale Dichte,cp die auf die Masse bezogene spezifische Wärmekapazi-

tät des Körpers,T0 die Referenztemperatur undT (x, y, z, t) die aktuelle Temperatur am

diskreten Punkt zum aktuellen Zeitpunkt ist [98, 173]. Die thermoelastische Konstante

γT ergibt sich aus Gl. (8.8).
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Mit den Gleichungen (8.17) und (8.18) wird Gl. (8.16) zu

T
(

γT ǫkk,t +
ρm cp
T0

T,t

)

= −div q + qint

= (λij T,j),i + qint ; i, j = x, y, z

= div(λ grad T ) + qint . (8.19)

Die in Gl. (8.19) enthaltene absolute TemperaturT = T (x, y, z, t) kann mit der Refe-

renztemperaturT0 in die aktuelle TemperaturänderungT = T (x, y, z, t) umgerechnet

werden

T (x, y, z, t) = T (x, y, z, t)− T0 . (8.20)

Somit wird Gl. (8.19)

(T + T0)

(

γT ǫkk,t +
ρm cp
T0

T,t

)

= −div q + qint

= (λij T,j),i + qint ; i, j = x, y, z

= div(λ grad T ) + qint . (8.21)

Wenn in dieser Gleichung die zeitliche Änderung der plastischen Verformung infolge der

Temperatur vernachlässigt wird (d.h.ǫkk,t = 0) und außerdem angenommen wird, dass

die sich einstellende TemperaturänderungT (x, y, z, t) sehr klein ist, so wird Gl. (8.21)

zur Wärmeleitungsgleichung (7.1).

Gleichung (8.21) beinhaltet die klassische Formulierung der Entropiezunahme infolge

Plastifizierung, also den thermoplastischen Effekt. Der thermoplastische Effekt wird

in diversen Veröffentlichungen beschrieben [134], er ist aber nach wie vor Gegenstand

der aktuellen Forschung [114]. Neben dem thermoplastischen Effekt existieren weitere

Effekte, welche einen Einfluss auf die Wärmegenerierung undTemperaturverteilung im

Werkstoff haben. Diese sind unter anderem:

1. Die Phasenänderung. Wenn flüssige Werkstoffe abkühlen und von einer Phase in

eine andere übergehen, nimmt die Temperatur zu. Werden Werkstoffe erwärmt, so

wird für die Phasenumwandlung Energie absorbiert und die Temperatur des Werk-

stoffs bleibt trotz Energiezufuhr temporär konstant. Dieser Prozess kann als re-

versibel angenommen werden. Die mathematische Beschreibung dieses Prozesses

und die numerische Implementierung ist Gegenstand der aktuellen Forschung.

2. Der WEBER-Effekt. Dieser ist reversibel und gilt nur im linear elastischen Bereich
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von Festkörpern1. Der WEBER-Effekt ist ein thermoelastischer Effekt, der 1830

von WEBER gefunden [229] wurde. Der Effekt stellt das Analogon zur Temper-

aturänderung von Gasen in den Festkörpern dar. D.h. wenn dasVolumen (von Gas

oder Festkörper) zunimmt, so nimmt die innere Temperatur ab. Die Temperaturän-

derung ist nur vom Wert der Volumendilatation abhängig und nicht von der Rate der

Dilatation. In der heutigen Zeit wird der WEBER-Effekt in der zerstörungsfreien

Prüfung von Werkstoffen eingesetzt. Da die generierte Temperatur sehr gering ist,

kann sie nur mit Infrarot-Kameras sichtbar gemacht werden.Aus einem inhomoge-

nen Temperaturfeld können dann Rückschlüsse auf Bauteilfehler getroffen werden.

Der WEBER-Effekt und der Phasenwandlungsprozess werden selten in der Fachliter-

atur beschrieben bzw. in das thermodynamische Gleichgewicht der Gl. (8.21) einbezo-

gen. Für die Metallumformung ist der Phasenwandlungsprozess, die Volumendilatation

und die Plastifizierungsrate von Bedeutung. Im linear elastischen Bereich eines Werk-

stoffs ist vom theoretischen Standpunkt aus der WEBER-Effekt der einzige im Hinter-

grund ablaufende Prozess. Tatsächlich ist der Werkstoff aber nach seiner Herstellung mit

Mikrorissen durchsetzt. Bei einer mechanischen Last wachsen zum einen die Mikrorisse

und zum anderen entstehen auch neue Mikrorisse, selbst wenndie mechanische Last im

linear-elastischen Bereich ist [205]. Dabei reiben die Rissoberflächen aneinander und es

entsteht nicht-reversible Wärme. Dies bedeutet, dass der WEBER-Effekt und der thermo-

plastische Effekt parallel zueinander im linear elastischen Bereich ablaufen [87], wobei

die Temperaturänderung infolge des WEBER-Effektes beschrieben werden kann und die

Temperaturänderung infolge des thermoplastischen Effektes nicht. Die Entropiemenge

des thermoplastischen Effektes lässt sich nicht vollständig erfassen, da die Anzahl und das

Risswachstum der Mikrorisse aufgrund vieler Faktoren, wiez.B. der Werkstoffbeschaf-

fenheit und dem Herstellungsprozess, nicht abgeschätzt werden kann.

Die Temperaturänderung infolge des WEBER-Effektes bei infinitesimaler elastischer De-

formation ist

TWeber = − σkk T0 αT

ρm cp
, (8.22)

mit

σkk = σxx + σyy + σzz (8.23)

1Entdeckt wurde der thermoelastische Effekt von WEBER. Der Entdecker des thermoplastischen Effek-

tes ist GOUGH. Jener hat in Verbindung mit seinen Untersuchungen an Kautschuk beobachtet, dass eine

Kautschukprobe sich beim Verbiegen erwärmt [99]. Auch ist zu vermuten, dass WEBER den Artikel von

GOUGH nicht kannte. Weitere Details zum Thema Thermoelastizitätund Thermoplastizität finden sich im

Abschnitt 2.3.
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als Spannungssumme oder erster Invariante des CAUCHYschen Spannungstensors, dessen

Komponenten mit der Volumendilatation aus Gl. (8.6) über

ǫkk =
1− 2ν

1 + ν
· σkk

2G
+ 3 αT T (8.24)

in Beziehung stehen und zu

σkk =
1 + ν

1− 2ν
2G (ǫxx + ǫyy + ǫzz − 3 αT T ) (8.25)

führen [163, 173, 182].

Wird in Gl. (8.21) die Änderung der Temperatur infolge des WEBER-Effekts hinzugefügt

und außerdem angenommen, dass die Koppeltermeλij des Wärmeleittensors Null sind,

dann wird diese Gleichung zu

(T + TWeber+ T0)

(

γT ǫkk,t +
ρm cp
T0

d

dt
(T + TWeber)

)

= −div qges + qint , (8.26)

wobei sich der gesamte Wärmeflussqgesaus den Anteilen von FOURIER (Gl. (8.17)) und

WEBER zusammensetzt

qges = q + qWeber

= − λ grad T + λ grad TWeber . (8.27)

Mit Gl. (8.27) wird Gl. (8.26) zu

(T + TWeber+ T0)

(

γT ǫkk,t +
ρm cp
T0

d

dt
(T + TWeber)

)

= div(λ grad T ) − div(λ grad TWeber) + qint . (8.28)

Wie von WEBER beschrieben, ist die Temperaturänderung infolge des nach ihm be-

nannten Effektes nur von der Volumendilatation und nicht von der Zeit abhängig, d.h.
d
dt
TWeber= 0 [84, 113, 125, 211, 229]. Somit ergibt sich Gl. (8.28) zu

T γT ǫkk,t + TWeberγT ǫkk,t + T0 γT ǫkk,t + TWeber
ρm cp
T0

T,t + T
ρm cp
T0

T,t + ρ cp T,t

= λxx,x (T,x − TWeber,x) + λyy,y (T,y − TWeber,y) + λzz,z (T,z − TWeber,z)

+λxx (T,xx − TWeber,xx) + λyy (T,yy − TWeber,yy) + λzz (T,zz − TWeber,zz)

+ qint . (8.29)

Diese Gleichung ist nicht-linear. Unter der Annahme, dassTWeber
T0

≪ 1 und T
T0

≪ 1 ist

kann sie linearisiert werden, indem der entsprechende Termvernachlässigt wird. Dies

wird dadurch legitimiert, dass die Temperaturänderungen gering sind [173]. Gemäß
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Gleichung (8.22) beträgt die Temperaturänderung infolge des WEBER-Effekts bei einem

Werkstoff aus StahlTWeber= −0,18138K, wobei als MaterialparameterE = 210000 N
mm2 ,

αT = 1,19 · 10−5 1
K , ρm = 7800 kg

m3 , cp = 456 J
kg K verwendet wurden. Als Anfangstem-

peratur wurde ein Wert vonT0 = 273,15◦K angenommen und die aufgebrachte Spannung

beträgt in dieser beispielhaften Rechnung∆σ = 200 N
mm2 , siehe auch [125].

Wird weiterhin angenommen, dass ein stationäres Gleichgewicht vorliegt, das Gebiet

quellfrei und die Wärmeleitfähigkeitλii = konstant sind, so folgt unter Berücksichtigung

von Gl. (8.22)

0 = λxx (T,xx +
T0 αT

ρm cp
σkk,xx) + λyy (T,yy +

T0 αT

ρm cp
σkk,yy)

+ λzz (T,zz +
T0 αT

ρm cp
σkk,zz) . (8.30)

2D-Fall:

Wird im Weiteren lediglich ein 2D-Fall mit konstanter Wärmeleitung (λxx = λyy =

λ) berücksichtigt, so ergibt sich aus Gl. (8.30) mit Gl. (8.23) und der Definition der

A IRYschen Spannungsfunktion der Gl. (6.5)

0 = λ (T,xx + T,yy) + λ
T0 αT

ρm cp
(σxx,xx + σyy,xx + σxx,yy + σyy,yy)

= λ (T,xx + T,yy) + λ
T0 αT

ρm cp
(F,yyxx + F,xxxx + F,yyyy + F,xxyy)

= λ∇2T (x, y) + λ
T0 αT

ρm cp
∇4F(x, y) . (8.31)

Es ist dem Autor nicht bekannt, dass Gl. (8.31) für irgendwelche speziellen Fälle ana-

lytisch gelöst wurde.

1D-Fall:

Basis der 1D-Betrachtung ist Gleichung (8.29) mit der LinearisierungTWeber
T0

≪ 1, T
T0

≪ 1

und GL. (8.6). Mit ihnen folgt nach Reduzierung der Variablen die folgende DGL

T γT ǫξξ,t + TWeberγT ǫξξ,t + T0 γT ǫξξ,t + ρm cp T,t

= λξξ,ξ (T,ξ − TWeber,ξ) + λξξ (T,ξξ − TWeber,ξξ) + qint , (8.32)

wobei ξ entlang der Stabachse verläuft. Die Temperaturänderung nach WEBER

(Gl. (8.22)) lautet unter Einbeziehung von Gl. (8.23)

TWeber = − σξξ T0 αT

ρm cp
. (8.33)
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Wird das Materialgesetz für den 1D-Fall (Gl. (8.14)) und diekinematische Beziehung

ǫξξ = u,ξ eingesetzt, so folgt für Gl. (8.32) mit Gl. (8.33)

T γT u,ξt −
T0 αT

ρm cp
(E u,ξ −E αT T ) γT u,ξt + T0 γT u,ξt + ρm cp T,t

= λξξ,ξ

(

T,ξ +
T0 αT

ρm cp
(E u,ξξ − E αT T,ξ)

)

+ λξξ

(

T,ξξ +
T0 αT

ρm cp
(E u,ξξξ − E αT T,ξξ)

)

+ qint . (8.34)

Nimmt man an, dass im Material zum Einen keine Plastifizierungen stattfindet, und dass

sich zum Anderen im Stab über die Koordinateξ die Wärmeleitfähigkeit nicht ändert,

was legitim ist, da in der DEM ein Stab konstante Materialparameter hat, so folgt für

Gl. (8.34)

ρm cp T,t = λξξ

(

T,ξξ +
T0 αT

ρm cp
(E u,ξξξ − E αT T,ξξ)

)

+ qint

= λξξ

(

1− E T0 α
2
T

ρm cp

)

T,ξξ + λξξ
E T0 αT

ρm cp
u,ξξξ + qint . (8.35)

8.1.3 Analytische Beschreibung des gekoppelten thermo-mechanischen Feldes

Bei Betrachtung des gekoppelten thermo-mechanischen Feldes wirken für den 3D-Fall

die Differentialgleichungen des mechanischen Feldes (8.4) und des thermsichen Feldes

(8.30) zusammen.

Im gekoppelten Fall entsteht im 3D-Gebiet aufgrund der Wärme- und Kraftflüsse ein

TemperaturfeldT (x, y, z) und ein Spannungsfeldσ(x, y, z), wobei die beiden Differ-

entialgleichungen des mechanischen Feldes (8.4) und des thermsichen Feldes (8.30)

zusammen wirken. Wie einleitend in diesem Kapitel beschrieben, wird im mechanischen

und thermischen Feld beim Übergang vom Ausgangszustand in den neuen Endzustand

Entropie erzeugt. Damit ein physikalisches System einen stabilen Gleichgewichtszustand

einnehmen kann, muss das Potential des gekoppelten Feldes ein Extremum bzw. ein Mini-

mum haben [185]. Dies bedeutet, dass das System vom Ausgangszustand in den neuen

Endzustand einMinimum an Etropieerzeugt, siehe auch Abb. 8.3. Eine aus den Differ-

entialgleichungen des mechanischen und thermischen Feldes resultierende analytische

Gesamtlösung ist dem Autor nicht bekannt.

Für den 2D-Fall können die analytischen Differentialgleichungen des mechanischen

Feldes (8.12) und des thermischen Feldes (8.31) ohne die beidseitige Kopplung für
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Abbildung 8.3: Im Gebiet entsteht durch die angreifenden externen PunktkräfteF1 und

F2, die externe LinienlastF (Γ) am KraftrandΓp, die interne Volumenkraftfi, dem

KraftrandF (Γ), den Wärmeflüssenq am TemperaturrandΓT und die Wärmequelleqint ein

TemperaturfeldT (x, y, q,σ(x, y)) und ein Spannungsfeldσ(x, y, T (x, y)) die sich auf-

grund der beidseitigen Kopplung gegenseitig beeinflussen.Dabei wird vom Ausgangszu-

stand in den Endzustand ein Minimum an Etropie erzeugt.

den ebenen Spannungszustand, wie in Tabelle 8.1 dargestellt, zusammengefasst wer-

den. Diese Zusammenfassung ist insofern interessant, als die Matrixschreibweise der

schwachen Form vom Gleichgewicht im nächsten Abschnitt aufein ähnliches Bild führt.

Spannungs- Temperatur-

freiwerte freiwerte

mechanisches Feld: ∇4F(x, y, T ) + E αT ∇2T (x, y, q,σ) = 0

thermisches Feld: λ
T0 αT

ρm cp
∇4F(x, y, T ) + λ∇2T (x, y, q,σ) = 0

Tabelle 8.1: Zusammenfassung des mechanischen und thermischen Feldes für den 2D-

Fall.

Für die DEM sind die Differentialgleichungen des mechanischen und thermischen Feldes

(Gl. (8.15) und (8.35)) für den 1D-Fall von Bedeutung, weil die Stäbe die physikalische

Feldgröße nur in Stablängsrichtung übertragen.
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8.2 Schwache Form des thermo-mechanischen Feldes

Die vollständige thermo-mechanische Kopplung erfolgt wegen der zu Beginn dieses

Kapitels erläuterten physikalischen Forderung, dass vom Ausgangszustand in den neuen

Endzustand ein Minimum an Etropie erzeugt werden muss, mittels der ersten Variation

des GesamtpotentialsΠtotal [185]. Da für das vollständig gekoppelte thermo-mechanische

Feldproblem keine mathematische Formulierung des Gesamtpotentials bekannt ist, muss

die numerische Formulierung und Umsetzung des gekoppeltenFeldproblems mittels der

BUBNOV-GALERKIN -Methode erfolgen. Die Minimumforderung führt mittels derVari-

ationsrechnung auf

δΠtotal = δΠmech + δΠtherm = 0 . (8.36)

Hierin istδΠmechdie erste Variation der mechanischen Feldgleichung undδΠthermdie erste

Variation der thermischen Feldgleichung. Demnach kann zunächst die erste Variation bei-

der Einzelfelder (mit allen Koppelkonstanten) formuliertwerden, bevor dann die Summe

aus den beiden gebildet wird, siehe hierzu auch [109, 175].

Die erste Variation des mechanischen Feldes:

Die schwache Form des mechanischen Feldes für den 1D-Fall eines Elementese geht aus

Gl. (8.15) hervor

δΠmech=

∫ τ

0

∫ l

0

[Eeu,ξξ(ξ, t)− EeαT eT,ξ(ξ, t) + f(ξ, t)− ρmu,tt(ξ, t)] δu(ξ, t)Ae dξ dt ,

(8.37)

worin δuξ die virtuelle Verschiebung in Stablängsrichtung,A dξ = dV das differentielle

Volumenelement,A =
√
3
2
l t der Stabquerschnitt undτ der Zeitschritt über den integriert

wird, ist.

Nach partieller Integration von Gl. (8.37), die im Anhang B aufgeführt ist, folgt für diese

Gleichung

δΠmech =

∫ τ

0

(F1 δû1 + F2 δû2) dt +

∫ τ

0

∫ l

0

Ae f(ξ, t) δu(ξ, t) dξ dt

−
∫ τ

0

∫ l

0

[Ee Ae ( u,ξ(ξ, t)− αT eT (ξ, t) ) ] δu,ξ(ξ, t) dξ dt

− [me u,t(ξ, t) δu(ξ, t)]
τ
0
+

∫ τ

0

me u,t(ξ, t) δu,t(ξ, t) dt . (8.38)
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Die erste Variation des thermischen Feldes:

Die schwache Form des thermischen Feldes geht mit der Vernachlässigung des thermo-

plastischen Effektes aus Gl. (8.35) hervor

δΠtherm =

∫ τ

0

∫ l

0

[

λξξ e

(

1− Ee T0 α
2
T e

ρm cp

)

T,ξξ(ξ, t) + λξξ e
Ee T0 αT e

ρm e cp e
u,ξξξ(ξ, t)

+ qint − ρm e cp e T,t(ξ, t)

]

δT (ξ, t)Ae dξ dt . (8.39)

Die partielle Integration dieser Gleichung kann Anhang C entnommen werden. Das

Ergebnis dieser partiellen Integration ist

δΠtherm =

∫ τ

0

∫

Ahc

(

1− Ee T0 α
2
T e

ρm e cp e

)

hc (T (ξ, t)− T0) δT (ξ, t) dAhc
dt

−
∫ τ

0

∫ l

0

λξξ e

(

1− Ee T0 α
2
T e

ρm e cp e

)

T,ξ(ξ, t) δT,ξ(ξ, t) dV dt

+

∫ τ

0

[

λξξ e Ae
Ee T0 αT e

ρm e cp e
u,ξξ(ξ, t) δT (ξ, t)

]l

0

dt

−
∫ τ

0

[

λξξ e Ae
Ee T0 αT e

ρm e cp e
u,ξ(ξ, t) δT,ξ(ξ, t)

]l

0

dt

+

∫ τ

0

∫ l

0

λξξ e Ae
Ee T0 αT e

ρm e cp e
u,ξ(ξ, t) δT,ξξ(ξ, t) dξ dt

+

∫ τ

0

∫ l

0

[qint Ae δT (ξ, t) − ρm e cp e Ae T,t(ξ, t) δT (ξ, t)] dξ dt , (8.40)

worin Ahc
die Fläche ist an der Konvektion statt findet. Die Gleichung (8.40) zeigt, dass

für die Verschiebungenu(ξ, t) Ansätze von mindestens quadratischer Ordnung im Raum

formuliert werden müssen. Bei Vernachlässigung des WEBER-Effekts vereinfacht sich

Gl. (8.40) dahingehend, dass Temperatur und Verschiebung mit linearen Ansätzen ap-

proximiert werden können.

Die erste Variation des gekoppelten thermo-mechanischen Feldes:

Zur Kopplung des thermischen und mechanischen Feldes werden die Gleichungen (8.38)

und (8.40) in Gl. (8.36) eingesetzt, wobei in der vollständigen Formulierung, d.h. ohne

Vernachlässigung des WEBER-Effekts, für das thermische Feld quadratische Ansätze im

Raum verwendet werden müssen.

Wie im Abschnitt 8.1.2 gezeigt, ist die Temperaturänderunginfolge des WEBER-Effekts

sehr gering. Ebenso können Massenträgheitseffekte vernachlässigt werden. Bleiben diese
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beiden Effekte bei den diskreten Elementen unberücksichtigt, so folgt für das thermo-

mechanische Feld im stationären Gleichgewichtszustand unter Verwendung von linearen

Ansätzen für die Temperatur mit Gl. (7.17) und für die Verschiebung mit Gl. (6.60)

δΠtotal =

{

δûe(ξ)

δT̂ e(ξ)

}T

·
{[

Kuu e(ξ) KuT e(ξ)

0 KTT e(ξ)

]

·
[

ûe(ξ)

T̂ e(ξ)

]

−
[

fu e(ξ)

fT e(ξ)

]}

= 0 ,

(8.41)

worin ûe(ξ) bzw. δûe(ξ) die Vektoren der Knotenpunktsverschiebungen des Elements

im realen und virtuellen stablokalen Raum sind undT̂ e(ξ) bzw. δT̂ e(ξ) die Vektoren der

Knotenpunktstemperaturen im realen und virtuellen Raum, siehe Abb. 8.4.

Abbildung 8.4: (a) In der DEM wir das Gebiet mit den angreifenden KräftenFi, fi,

F (Γ), den Wärmeflüssenq und der Wärmequelleqint mit Stäben diskretisiert. (b) Jeder

Stab hat ein eigenes lokalesξ,η-Koordinatensystem, eigene WerkstoffparameterAe, Ee,

le, λe, αT e, ρm e, cp e, die stablokalen Verschiebungen̂ξ1, ξ̂2, die KräfteF1, F2 und die

invarianten KnotenpunktstemperaturenT̂1, T̂2. (c) Das stablokale Koordinatensystem ist

gegenüber dem globalen Koordinatensystem um den Winkelϕ gedreht.
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Die mechanische Steifigkeit eines ElementesKuu e(ξ) ist

Kuu e(ξ) =

∫ l

0

NT
e,ξ(ξ) Ee Ae N e,ξ(ξ) dx (8.42)

und die Koppelsteifigkeit zum thermischen FeldKuT e(ξ) ist

KuT e(ξ) = −
∫ l

0

NT
e,ξ(ξ) Ee Ae αT e N e(ξ) dx . (8.43)

Weiterhin ist die Elementsteifigkeit des thermischen FeldesKTT e

KTT e =

∫ l

0

NT
e,ξ(ξ) λξξ e Ae N e,ξ(ξ) dx +

∫

Ahc

NT
e (ξ) hc N e(ξ) dAhc

, (8.44)

worin Ahc
die Fläche ist, an der Konvektion statt findet. Der Lastvektor eines Elements

im mechanischen Feld ist

fu e(ξ) =

[

F1

F2

]

+

∫ l

0

NT
e (ξ) Ae f(ξ) dx−

∫ l

0

NT
e,ξ(ξ) Ee Ae αT e T0 dx (8.45)

und im thermischen Feld

fT e =

∫ l

0

NT
e (ξ) qint Ae dx +

∫

Ahc

NT
e (ξ) hc T0 dAhc

. (8.46)

Aus Gl. (8.41) geht hervor, dass das thermo-mechanische Feld nur einseitig gekoppelt ist,

d.h. dass das mechanische Feld keinen Einfluss auf das thermische Feld hat. Dies ver-

einfacht den numerischen Prozess erheblich, da nun zuerst die thermischen und danach

die mechanischen Freiwerte bestimmt werden können. Dadurch fallen numerische Insta-

bilitäten aufgrund einer schlecht konditionierten Matrixweg. In der Formulierung des

gekoppelten Feldes lassen sich temperaturabhängige Materialparameter, lokale Verfesti-

gungen oder Schwachstellen im Werkstoff mit einbeziehen, wodurch realistische Simula-

tionen möglich werden.

Die Transformation der Verschiebungen eines Elements im mechanischen Feld aus

dem stablokalenξ-Koordinatensystem in das globaleX-Koordinatensystem wird mit

Gl. (6.63) vorgenommen (̂ue(ξ) = A · ûe(X)), wobei wiederum vorausgesetzt wird,

dass kleine Deformationen vorliegen, alsoX = x = [x, y, z]T . Dabei gilt für die erste

Zeile der Gl. (8.41)

δΠmech= δûT
e (ξ) ·

{

Kuu e(ξ) · ûe(ξ)−KuT e(ξ) · T̂ e − fu e(ξ)
}

. (8.47)

Nach dem Einsetzen von Gl. (6.63) folgt für Gl. (8.47)

δΠmech=δûT
e (X) ·

{

AT ·Kuu e(ξ) · A · ûe(X)− AT ·KuT e(ξ) · T̂ e − AT · fu e(ξ)
}

= δûT
e (X) ·

{

Kuu e(X) · ûe(X)−KuT e(X) · T̂ e − fu e(X)
}

, (8.48)
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woraus sich für das mechanische Feld die SteifigkeitKuu e(X) = AT ·Kuu e(ξ) · A, die

KoppelsteifigkeitKuT e(X) = AT ·KuT e(ξ) und der Lastvektorfu e(X) = AT ·fu e(ξ)

ergeben.

Für die zweite Zeile von Gl. (8.41) muss keine Transformation vom stablokalen Raum

in das globale Koordinatensystem vorgenommen werden, da die Temperaturen skalare

Größen sind.

Nach Diskretisierung des Feldes mit diskreten Elementen und dem Erstellen aller Ele-

mentmatritzen und Vektoren im globalen Koordinatensystemerfolgt die Assemblierung

der Matritzen über alle StabelementeR mit

Kuu(X) =
R
⋃

e=1

Kuu e(X) , KuT (X) =
R
⋃

e=1

KuT e(X) , KTT =
R
⋃

e=1

KTT e . (8.49)

Die Assemblierung aller Kraftvektoren ergibt über alle StabelementeR

fu(X) =
R
⋃

e=1

fu e(X) , fT =
R
⋃

e=1

fT e (8.50)

und für die Freiwerte gilt analog

û(X) =
R
⋃

e=1

ûe(X) , δû(X) =
R
⋃

e=1

δûe(X) , T̂ =
R
⋃

e=1

T̂e , δT̂ =
R
⋃

e=1

δT̂e . (8.51)

Siehe hierzu auch Abb. 8.4.
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8.3 Untersuchung einer Raketendüse unter thermo-mechanischer

Belastung

Gekoppelte thermo-mechanische Anwendungsprobleme sind in der Technik oft zu finden.

Ein Beispiel dafür ist die Struktur einer Raketendüse, ähnlich dem Vulcain 2 der Europä-

ischen Trägerrakete ARIANE 5, siehe Abb. 8.5 (a).

Das in diesem Abschnitt verwendete Beispiel zeigt eine regenerativ gekühlte Düsenstruk-

tur, d.h. eine Düsenstruktur, die durch Kühlkanäle in denenFlüssigwasserstoff strömt

gekühlt wird, siehe Abb. 8.5 (b) und (c). Dabei liegt auf einem Abstand von1 mm zwi-

schen der Brennkammerwand und der Kühlkanalinnenseite eine Temperaturdifferenz von

910 K vor. Die genauen Abmessungen der Struktur können Abb. 8.5 (d) entnommen wer-

den. Der Druck in der Brennkammer und in den Kühlkanälen beträgt100 bar bzw.250

bar.

Die Ergebnisse der DE-Simulation sind in Abb. 8.6 dargestellt. Wie in Abschnitt 8.2 er-

läutert, kann die Temperaturverteilung unabhängig von dermechanischen Last bestimmt

werden. Abbildung 8.6 (a) zeigt die Temperaturverteilung bei den vorgegebenen Tempe-

raturrandbedingungen. Es zeigt sich, dass lediglich ein kleiner Bereich um die Brennkam-

merwand einer hohen Temperaturlast unterliegt. Weil der überwiegende Teil der Struktur

von der ReferenztemperaturT0 = 273◦K auf ca.40◦K herunter gekühlt wird, schrumpft

die Düse.

Die Abbildungen 8.6 (b) und (c) zeigen die im Nachlauf berechneten Stabspannungen

bzw. die aus den Kontinuumsspannungen berechnetenV. M ISES-Vergleichsspannungen

unter der Voraussetzung, dass die Düsenstruktur bei der Referenztemperatur spannungs-

frei ist. Die zugehörigen Kontinuumsspannungenσrr, σϕϕ undσrϕ sind in Abb. 8.7 (a)

bis (c) dargestellt. Aus den Spannungsverteilungen geht hervor, dass der innere Be-

reich an der Brennkammerwand aufgrund des Schrumpfens der Düsenstruktur und der

Wärmeausdehnung des Werkstoffs unter hohen Druckspannungen steht. Daher kann es

dort zum Versagen der Düsenstruktur kommen.

Die Simulation zeigt außerdem, dass die mechanische Last wenig zur resultierenden

Spannung beiträgt. Die Spannungen resultieren fast ausschließlich aus der aufgebrachten

Temperaturverteilung. Weitere Details sind in der Arbeit von BAKRY enthalten [10].

Für die vorliegende Simulation müssen für das mechanische Feld die versteifenden Ele-

mente am Rand verwendet werden. Diese werden jedoch nicht für das thermische Feld

benötigt. Damit vom Rand her keine unrealistischen thermischen Zwängungen auf das

Strukturmodell ausgeübt werden, muss den Elementen am Randder selbe Wärmeleit-
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Abbildung 8.5: (a) Raketentriebwerk Vulcain 2 der Ariane 5 [Quelle: DLR-

Lampoldshausen]. (b) Querschnitt der Brennkammerstruktur. Detail der Brennkammer-

struktur mit den (c) thermischen und mechanischen Lasten und (d) den Abmessungen für

die numerische Simulation.
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und Wärmeausdehnungskoeffizient wie dem des Werkstoffs zugeordnet werden.

Stabspannungen
[MPa]s

-721,9

-468,7

-215,5

37,7

290,9

544,1

Temperaturverteilung
[ K]°T

40

222

404

586

768

950

Vergleichsspannung nach v. Mises
[MPa]s

0

269

538

807

1076

1345

(c)

(a)

(b)

verformte Struktur

unverformte Struktur

verformte Struktur

unverformte Struktur

verformte Struktur

unverformte Struktur

Abbildung 8.6: (a) Temperaturverteilung, (b) Stabspannungen und (c) V. M ISES-

Vergleichsspannungen der in Abb. 8.5 dargestellten Struktur. Die Verformungen sind

15-fach überhöht dargestellt.
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Kontinuumsspannung
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Kontinuumsspannung
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Kontinuumsspannung
[MPa]srj
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verformte Struktur
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Abbildung 8.7: Kontinuumsspannungen der in Abb. 8.5 dargestellten Struktur; (a)σrr,

(b) σϕϕ und (c)σrϕ. Die Verformungen sind 15-fach überhöht dargestellt.
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8.4 Lebensdauersimulation im thermo-mechanischen Feld

Nachdem die Nachweise erbracht wurden, dass sich mit der DEMzum Einen eine Lebens-

dauerabschätzung und zum Anderen die Wärmeflussberechnungvornehmen lässt, wird

die Methode nun eingesetzt um eine Lebensdauersimulation an einer virtuellen Probe

unter thermo-mechanischer Last zu ermitteln. Die dazu erforderlichen temperaturab-

hängigen Werkstoffparameter (Elastizitätsmodul, Wärmeleitfähigkeit und Wärmeaus-

dehnungskoeffizient) wurden der Literatur entnommen [33].

Bei den dargestellten Simulationsergebnissen werden die Materialparameter aus Ab-

schnitt 6.8 mit den Werten der beiden Tabellen 6.1 und 6.2 übernommen. Als thermische

Last wird ein Wärmestrom in Längsrichtung der Scheibe vorgegeben, wobei die linke

Seite der Scheibe um100 K und die rechte um50 K gegenüber der Raumtemperatur

T0 = 273,15 K erwärmt ist. Die Last in diesem Beispiel ist ebenfalls die gleiche wie in

Abschnitt 6.8. Da die Lagerung eine Minimallagerung ist entstehen keine kinematischen

Zwängungen infolge der Temperatur.

Während der Simulation treten in der virtuellen Probe Risseauf. Diese Risse behin-

dern den Wärmefluss, wodurch im Modell lokal höhere Temperaturen entstehen, siehe

Abb. 8.8. Aufgrund der lokal höheren Temperaturen werden die mechanischen Eigen-

schaften des Werkstoffs verschlechtert, wodurch die Rissentstehung gefördert wird.

Aufgrund einer ungleichförmigen Temperaturverteilung entstehen in der Scheibe trotz

Minimallagerung Spannungen, die im Vergleich zu den Spannungen aus der externen

mechanischen Last unbedeutend sind.

Das Ergebnis der temperaturabhängigen WÖHLER-Simulation ist in Abb. 8.9 dargestellt.

Zum Vergleich sind die Ergebnisse der WÖHLER-Simulation ohne die erhöhte Tempe-

ratur ebenfalls in der Abbildung enthalten. Da die Werkstoffeigenschaften bei der er-

höhten Temperatur degradieren, ist die Lebensdauer, wie zuerwarten, geringer. Als

temperaturabhängige Materialparameter wurden der ElastizitätsmodulE(T ), der lin-

eare WärmeausdehnungskoeffizientαT (T ) und der Wärmeleitkoeffizientλ(T ) verwen-

det. Aufgrund der niedrigeren Steifigkeit ist die Dehnung bei der vorliegenden Last höher,

wodurch es schneller zum Versagen kommt.

Die mechanischen Spannungen die sich aus der oben angegebenen ungleichförmigen

Temperaturverteilung ergeben sind sehr gering und haben deshalb einen vernachlässig-

bar geringen Einfluss auf die Lebensdauer. Die Dauerfestigkeit ist infolge der höheren

Temperaturen und den damit verbundenen schlechteren Materialeigenschaften ebenfalls

niedriger als ohne die Temperaturerhöhung [37, 108]. Abschließend kann festgestellt
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werden, dass die geringere Lebensdauer bei dem vorgestellten Beispiel größtenteils auf

die schlechten Werkstoffeigenschaften bei der erhöhten Temperatur zurückzuführen ist.

T [°C]

x [ ]m

y [ ]m

T +1000 K

T +500 K DE Modell
der Scheibe

-

Risse

Risse

Wärmefluss: q T= - l grad

Abbildung 8.8: Virtuelle Scheibe mit einem Wärmefluss von links nach rechts. Der

Wärmefluss wird durch Risse im Modell gestört.

Die Rissentstehung und das Versagensbild der Scheibe unterthermo-mechanischer Last

sind prinzipiell der Rissentstehung und dem Versagensbildder reinen mechanischen Last

ähnlich. Im Verlauf des virtuellen Versuchs entstehen langsam plastische Bereiche in der

Probe, die statistisch verteilt sind. Ab einem bestimmten Zeitpunkt nehmen die plas-

tischen Zonen in der Simulation schnell zu und es entstehen erste Risse die im Folgenden

sehr schnell zum Versagen der Probe führen.
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Abbildung 8.9: Ergebnis der temperaturabhängigen WÖHLER-Simulation mittels der

Daten aus den Tabellen 6.1 und 6.2. Zum Vergleich ist die WÖHLER-Kurve ohne Tem-

peraturerhöhung (beiT = T0) ebenfalls dargestellt. Da die ungleichförmige Temperatur-

verteilung kaum mechanische Spannungen erzeugt, resultiert die geringere Lebensdauer

fast ausschließlich aus den degradierten Materialeigenschaften bei der erhöhten Tempera-

tur. Der letzte Wert des mechanischen WÖHLER-Versuchs und die letzten drei Werte des

thermo-mechanischen WÖHLER-Versuchs sind Durchläufer. d.h. der virtuelle Versuch

wurde abgebrochen. Die angegebenen Spannungswerte ergeben sich ausschließlich aus

der mechanischen LastF (t).



9 Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

Ziel der Arbeit war es, eine Lebensdauerabschätzung mit diskreten Elementen an thermo-

mechanisch belasteten metallischen Strukturen vorzunehmen.

Dazu sollten die folgenden Punkte aus Abschnitt 1.3 nachgewiesen bzw. widerlegt

werden:

◦ Kann die DEM den Werkstoff als ein Kontinuum und Diskontinuu m im me-

chanischen und thermischen Feld beschreiben?

Mit der DEM kann das Gebiet als homogen oder inhomogen angesehen wer-

den. Der Werkstoff wird stets durch eine sternförmige Stabanordnung, beste-

hend aus sechs Stäben, modelliert. Dadurch stellen sich Probleme am Rand

ein, allerdings haben die in dieser Arbeit vorgestellten Randelemente dazu beige-

tragen, dass der Werkstoff ganzheitlich als Kontinuum modelliert werden kann.

Eine inhomogene Simulation kann durch eine Verzerrung der Elemente erreicht

werden. Dadurch lässt sich eine Kopplung der Skalen erreichen. Dabei wird

bei grober Diskretisierung mit verzerrten Elementen das physikalische Verhal-

ten in den diskreten Bereichen, dargestellt durch die Stäbe, auf der Korngrößen-

skala inhomogen. Bei einer feinen Diskretisierung mit verzerrten Elementen ver-

schmieren die physikalischen Eigenschaften langsam zu denaus Laborexperi-

menten an kleinen Prüflingen ermittelten Werten des homogenen Werkstoffs. Bei

einer groben Diskretisierung mit unverzerrten Elementen (Hexagone) ist das physi-

kalische Verhalten homogen. Dieses beobachtete Verhaltender diskreten Elemente

gilt für alle Felder. Siehe hierzu auch Kapitel 5.

◦ Kann bewiesen werden, dass die DEM als numerische Methode immecha-

nischen und thermischen Feld uneingeschränkt verwendet werden darf?

Die Beweise für das mechanische Feld (Kapitel 6) und für das thermische Feld

(Kapitel 7) haben gezeigt, dass die Diskrete-Elemente-Methode ein weiteres allge-

meines Verfahren zum Lösen dieser Differentialgleichungen ist. Aus den Beweisen

geht im Weiteren hervor, dass bei der DEM stets sechs Stäbe aneinem Knoten an-

greifen müssen. Diese Stabanordnung kann über das Gleichgewicht mit dem Finite-

Differenzen-Stern des Feldes in Verbindung gebracht werden. Nach einem Grenz-
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übergang geht dieser finite Differenzen-Stern in die gebietsbeschreibende Differ-

entialgleichung über. Dieses Vorgehen kann auch auf anderephysikalische Gebiete

übertragen werden, weswegen die DEM neben den anderen numerischen Methoden

ein weiteres Verfahren zum Lösen partieller Differentialgleichungen ist.

◦ Kann die DEM die statistischen Schwankungen in der Festigkeit bei statischen

Lasten simulieren?

Die Arbeit von WITTEL [240] hat bereits gezeigt, dass statistische Schwankungen

in die DEM mit einbezogen werden können. Im Abschnitt 2.1 werden die statistis-

chen Parameter dargelegt. Aus den Beweisen in den Kapiteln 6und 7 ist bekannt,

dass bei der DEM stets sechs Stäbe an einem Knoten angreifen müssen (Ausnahme

sind die Ränder). Hat ein Knoten lediglich fünf Stäbe und einanderer dafür sieben,

so kann mit dieser Anordnung kein homogener Werkstoff simuliert werden und bei

der Simulation von inhomogenen Werkstoffen fallen die Werte aus der WEIBULL -

Verteilung heraus.

◦ Kann das Verfahren die Lebensdauer eines Werkstoffs bei dynamischen Las-

ten simulieren?

Um die Lebensdauer von Tragwerken simulieren zu können wurde das Werkstoff-

modell erweitert, indem eine Akkumulation der mikroplastischen Schädigung für

die diskreten Bereiche, welche durch die Stäbe repräsentiert werden, vorgenommen

wurde. Dabei kann der Werkstoff bzw. die virtuelle Probe nurso lange mikroplas-

tische Schädigungen aufnehmen, bis zuerst die diskreten Bereiche und dann die

virtuelle Probe gesättigt sind. Siehe hierzu den Abschnitt6.8.

◦ Ist die numerische Methode auch in der Lage, die Wärmeflüsse bzw. die Tem-

peraturen des thermischen Feldes bei vorgegebenen Temperaturrandbedin-

gungen und/oder Wärmequellen, -senken, zu bestimmen?

Die Beispiele im Abschnitt 7.4.3 haben gezeigt wie die Implementierung er-

folgt. Dazu muss die Intensität der Wärmequellen, -senken für die entsprechenden

Knotenpunkte umgerechnet werden. Die Implementierung derKonvektion erfolgt

über die Betrachtung der für die Konvektion relevanten Flächen.

◦ Kann die DEM die oben aufgeführten Disziplinen bzw. Felder in einem Netz

miteinander verbinden bzw. koppeln?

Neben der Kopplung von verschiedenen Skalen lassen sich auch verschiedene

Felder koppeln, wie am Beispiel für das thermo-mechanischeFeld gezeigt, siehe

Kapitel 8. Dazu wird das Prinzip vom Minimum der geringsten Entropieproduk-

tion mittels der Variationsrechnung bzw. dem GALERKIN -PETROV-Verfahren zur

Anwendung gebracht.
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Zusammenfassend kann durch die in dieser Arbeit vorgestellte Betrachtungsweise der

Diskrete-Elemente-Methode ein Bezug zu den drei Säulen derNumerik, der Finite-

Volumen-Methode, der Finite-Elemente-Methode und auch der Finite-Differenzen-

Methode hergestellt werden, siehe Abb. 9.1. Gemäß der Finite-Volumen-Methode findet

ein Fluss über die Ränder der diskreten Elemente statt. Theoretisch können die Flüsse

ebenso mittels Stäben übertragen werden. Der Stabquerschnitt wird aus der Seitenfläche

der diskreten Elemente (also den Hexagonen) gewonnen. Die hexagonale Stabanord-

nung geht nach Grenzübergang in den Finite-Differenzen-Stern der gebietsbeschreiben-

den DGL über. Nach Assemblierung der Stäbe wird das Gleichgewicht mittels der FEM

aus dem Minimum der potentiellen Energie bzw. dem Prinzip vom Minimum der En-

tropieproduktion gefunden. Im Nachlauf der finiten Elemente Rechnung können die

Flussgrößen bestimmt werden.

= F
4

= T
2

FDM q = -l grad T
Wärmefluss

Kraftfluss
s =E ugrad

FVM

q = -l grad T
WärmeflussKraftfluss

s =E ugrad

FEM

DEM

Abbildung 9.1: Die neue Betrachtungsweise der Diskrete-Elemente-Methode stellt einen

Bezug zu den drei Säulen der Numerik her. Bei der Diskrete-Elemente-Methode (DEM)

wie auch bei der Finite-Volumen-Methode (FVM) werden physikalischen Flussgrößen

übertragen. Die Assemblierung der Stäbe, welche die physikalischen Flussgrößen

übertragen, ergibt eine hexagonale Struktur. Das lokale physikalische Gleichgewicht

führt über das Hexagon zu dem Finite-Differenzen-Stern derFinite-Differenzen-Methode

(FDM). Das globale Gleichgewicht des physikalischen Feldproblems wird mittels der

Finite-Elemente-Methode gefunden.
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9.2 Ausblick

Die vorliegende Arbeit zeigt auf, wie verschiedene physikalische Felder miteinander

gekoppelt werden können.

Die Beispiele aus dieser Arbeit beziehen sich auf rechteckige Scheiben, wobei die Abmes-

sungen der Scheiben ganzzahlige Vielfache der in Abschnitt6.5.2 vorgestellten repräsen-

tativen Volumenelemente (RVE) sind. Bei der Verwendung vonScheibenabmessungen

die nicht ein ganzzahligen Vielfaches eines RVE sind, müssen die RVE gedehnt oder ges-

taucht werden. Dazu müssen die Stabquerschnitte angepasstwerden, da der Fluss nun

nicht mehr senkrecht aus oder in die Seitenflächen der hexagonalen diskreten Elemente

statt findet. Die entsprechenden Beziehungen für gedehnte oder gestauchte RVE müssen

noch entwickelt werden.

Bei der numerischen Simulation von unregelmäßig geformtenTragwerken werden für

den Übergang von einem Gebietsquerschnitt zu einem anderenÜbergangselemente ge-

braucht. In der Arbeit von SPIERIG wurden diese Übergangselemente für das mecha-

nische Feld hergeleitet. Es muss aber noch überprüft werden, ob die Übergangselemente

für bruchmechanische Zwecke übernommen werden können. DieEntwicklung von Über-

gangselementen für andere physikalische Felder steht nochaus.

Die Methode könnte ihr Potential nach der Erweiterung in den3D-Raum voll entfal-

ten. Dazu wäre es nach Meinung des Autors erforderlich, tetraederförmige Elemente zu

verwenden. Der noch ausstehende Beweis würde zeigen, wie die Materialparameter zu

bestimmen sind.

In der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, dass es erforderlich ist, das ganze Gebiet mit

hexagonalen Elementen gleicher Größe zu diskretisieren. Dies führt bei realen Bauteilen

zu einer unnötig hohen Anzahl von Elementen bzw. Freiheitsgraden. Um die Anzahl

der Freiheitsgade zu reduzieren wäre es sinnvoll die diskreten Stabelemente mit finiten

Scheibenelementen zu koppeln.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Versagensmodell zeigt, dass in der virtuellen Probe die

Riss- oder Versagensinitiierung gleichmäßig über die Breite verteilt ist. Bei realen Werk-

stoffen kann es auch zu einem Versagen von außen nach innen kommen, wenn z.B. ein

chemischer oder korrosiver Einfluss vorliegt. Dieses Verhalten kann mit der DEM durch

eine schnellere Degradation der Randstäbe erfasst werden.Das Potential der DEM hin-

sichtlich der Lebensdauervorhersage lässt sich weiter ausbauen, indem die in dieser Arbeit

vorgestellten Modelle für einachsige Belastungen auf mehrachsige Belastungen übertra-

gen werden.



Anhang

A Transformation der Derivate

Die Transformation der Derivate von den kartesischen Koordinaten in schiefwinklige Ko-

ordinaten, dargestellt in Abb. 6.9, erfolgt mit
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3
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und deren Derivate sind
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Die Ableitungen der AIRYschen Spannungsfunktion können mit den Gleichungen (A.2)

vom kartesischen Koordinatensystem in das schiefwinkligeüberführt werden. Für die

ersten Ableitungen folgt
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und für die zweiten Ableitungen
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und zuletzt für die vierten Ableitungen
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B Partielle Integration der mechanischen Feldgleichung

Die schwache Form des mechanischen Feldes für den 1D-Fall eines Elementese geht aus

Gl. (8.15) hervor

δΠmech=

∫ τ

0

∫ l

0

[Eeu,ξξ(ξ, t)−EeαT e T,ξ(ξ, t) + f(ξ, t)− ρmu,tt(ξ, t)] δu(ξ, t)Ae dξ dt

=

∫ τ

0

∫ l

0

[

Ee (u,ξ(ξ, t)− αT e T (ξ, t)),ξ + f(ξ, t)− ρmu,tt(ξ, t)
]

δu(ξ, t)Ae dξ dt,

(B.11)

worin δuξ die virtuelle Verschiebung in Stablängsrichtung,A dξ = dV das differentielle

Volumenelement,A =
√
3
2
l t der Stabquerschnitt undτ der Zeitschritt über den integriert

wird, ist.

Wird der erste Term von Gl. (8.37) im Raum partiell integriert, so erhält man zunächst

mit den Kräften

F2 = [ Ee Ae [ u,ξ(ξ, t)− αT e T (ξ, t) ] ]ξ=l (B.12)

und

F1 = − [ Ee Ae [ u,ξ(ξ, t)− αT e T (ξ, t) ] ]ξ=0
(B.13)

und den virtuellen Verschiebungenδû1 undδû2 die virtuellen ArbeitenF1 δû1 undF2 δû2

an den Stellenξ = 0 und ξ = l. Hierbei ist zu berücksichtigen, dass die KraftF1

in Gl. (B.13), gemäß den in Abb. 8.4 definierten Vorzeichen, eine Druckkraft darstellt

und somit ein negatives Vorzeichen bekommt. Somit ergibt sich für die partielle Inte-

gration des ersten Terms unter Berücksichtigung der thermischen Ausdehnung an den

entsprechenden Stellen

∫ τ

0

∫ l

0

[

Ee Ae (u,ξ(ξ, t)− αT e T (ξ, t)),ξ

]

δu(ξ, t) dξ dt =

=

∫ τ

0

[

Ee Ae [ δu(ξ, t) u,ξ(ξ, t)− αT e δu(ξ, t) T (ξ, t)]
ξ=l
ξ=0

]

dt

−
∫ τ

0

∫ l

0

[Ee Ae (u,ξ(ξ, t)− αT e T (ξ, t))] δu,ξ(ξ, t) dξ dt

=

∫ τ

0

[F1 δû1 + F2 δû2] dt−
∫ τ

0

∫ l

0

[Ee Ae (u,ξ(ξ, t)− αT e T (ξ, t))] δu,ξ(ξ, t) dξ dt .

(B.14)
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Bei partieller Integration des dritten Terms nach der Zeit folgt

∫ τ

0

∫ l

0

ρmu,tt(ξ, t)) δu(ξ, t)Ae dξ dt =

∫ l

0

[Ae ρmu,t(ξ, t) δu(ξ, t)]
τ
0
dξ

−
∫ τ

0

∫ l

0

Ae ρmu,t(ξ, t) δu,t(ξ, t) dξ dt

= [me u,t(ξ, t) δu(ξ, t)]
τ
0

−
∫ τ

0

me u,t(ξ, t) δu,t(ξ, t) dt , (B.15)

worin me die Masse des Stabes und[m u,t(ξ, t) δu(ξ, t)]
τ
0

die zeitliche Änderung der

virtuellen Arbeit, gebildet aus dem Produkt des Impulses und der virtuellen Verschiebung

ist. Der letzte Term in Gl. (B.15) entspricht der ersten Variation der kinetischen Energie.

Somit ergibt sich aus Gl. (B.11) mit den Gleichungen (B.14) und (B.15)

δΠmech =

∫ τ

0

(F1 δû1 + F2 δû2) dt +

∫ τ

0

∫ l

0

Ae f(ξ, t) δu(ξ, t) dξ dt

−
∫ τ

0

∫ l

0

[Ee Ae ( u,ξ(ξ, t)− αT e T (ξ, t) ) ] δu,ξ(ξ, t) dξ dt

− [me u,t(ξ, t) δu(ξ, t)]
τ
0
+

∫ τ

0

me u,t(ξ, t) δu,t(ξ, t) dt . (B.16)
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C Partielle Integration der thermischen Feldgleichung

Die schwache Form des thermischen Feldes geht aus der Vernachlässigung des thermo-

plastischen Effektes aus Gl. (8.35) hervor

δΠtherm =

∫ τ

0

∫ l

0

[

λξξ e

(

1− Ee T0 α
2
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ρm cp
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]

δT (ξ, t)Ae dξ dt . (C.17)

Die partielle Integration des ersten Termes liefert
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T,ξ(ξ, t) δT,ξ(ξ, t) dV dt . (C.18)

Mit dem FOURIERgesetz (7.3) und dem Satz von GAUSS (7.6) folgt für den ersten Term

der Gl. (C.18)
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0
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0

[

λξξ e

(
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T e

ρm e cp e
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∫

Ahc

(

1− Ee T0 α
2
T e

ρm e cp e

)

hc (T (ξ, t)− T0) δT (ξ, t) dAhc
dt , (C.19)

wobeiAhc
die Fläche ist, an der Konvektion statt findet.

Um eine Temperaturänderung infolge einer mechanischen Last erfassen zu können,

müssen mindestens quadratische Ansätze für die Temperaturgemacht werden. Anson-

sten wird bei fest vorgegebenen Randtemperaturen die Temperaturänderung in der Mitte

des Stabes nicht erfasst. Der zweite Term in Gl. (C.17) muss infolge dessen zwei mal
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partiell integriert werden. Man erhält für diesen Term
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Mit den Gleichungen (C.18) bis (C.20) folgt nun für die schwache Form des thermischen

Feldes in Gl. (C.17)

δΠtherm =
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