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Kurzfassung

Die Vermeidung und Reduktion von Schadstoffen ist ein zentraler Aspekt bei der Entwicklung
technischer Verbrennungssysteme. Insbesondere bei Stickoxiden werden auf Grund gesetzli-
cher Regulierungen grofie Anstrengungen unternommen, um die Emissionen zu senken. Dank
dieser Bemiihungen ist es beispielsweise mit dem Konzept der Magerverbrennung gelungen
in stationdren Gasturbinen Emissionen im “single digit” Bereich zu realisieren, d.h. Emissio-
nen unter 10 vppm NO. Bei der Entwicklung derartiger Technologien spielen Berechnungs-
methoden wie etwa die numerische Stromungssimulation (Computational Fluid Dynamics,
CFD) eine wichtige Rolle und haben dank verbesserter Modellierungsansétze in den letzten
Jahrzehnten immer weiter an Bedeutung gewonnen. Trotz dieser Fortschritte in der Model-
lierung stoflen Berechnungsmodelle zum Teil an ihre Grenzen, wenn es um die Vorhersage
von Stickoxidemissionen im “single digit” Bereich geht. Aus Griinden der Recheneffizienz
werden beispielsweise in kommerziellen Programmen zur Stickoxidberechnung héufig einfa-
che chemische Modelle zu Grunde gelegt, die zumeist nur den thermischen Bildungspfad fiir
die NO Bildung beriicksichtigen. Die Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung wird in den mei-
sten Féllen durch eine angenommene Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Temperatur ge-
schlossen. Auch bei der Modellierung der mittleren chemischen Umsatzraten von Brennstoff-
und Oxidator werden aus Griinden der Recheneffizienz héufig vereinfachte Modelle ange-
wendet wie beispielsweise das Eddy-Dissipation-Concept Model (EDC). Letzteres kann unter
ungiinstigen Bedingungen in einer deutlichen Abweichung der berechneten Temperatur von
den tatséchlich vorliegenden Werten resultieren. In der industriellen Praxis zeigt sich dann
im Regelfall, dass diese Modelle bei einem temperatursensitiven Schadstoff wie NO nicht die
notwendige Genauigkeit aufweisen, um Emissionen im “single digit” Bereich zu berechnen.
Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit ein Transportgleichungs-PDF-Verfahren (PDF:
Probabilty Density Function, Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion) als moglicher Ansatz zur
Berechnung von Stickoxiden untersucht. Der Transportgleichungs-PDF-Ansatz bietet den
Vorteil, dass er unter Verwendung detaillierter Reaktionsmechanismen den Einfluss turbu-
lenter Fluktuationen auf den chemischen Quellterm exakt darzustellen vermag. Damit ver-
spricht dieser Ansatz bei der Berechnung der kinetisch kontrollierten Stickoxide in turbu-
lenten Strémungen eine hohe Genauigkeit. In der vorliegenden Arbeit wird zu diesem Zweck
ein Lagrange’sches Monte-Carlo-Verfahren verwendet, welches die Transportgleichung fiir die
PDF der thermochemischen Variablen numerisch 16st. Gekoppelt wird dieser Loser an den
Finite-Volumen-Loser THETA des Deutschen Zentrums fiir Luft- und Raumfahrt (DLR).
Dieser berechnet in diesem hybriden Ansatz die stromungsmechanischen Groflen sowie ein
turbulentes Zeit- und Léngenmaf.

Entscheidend fiir die erfolgreiche Anwendung des Transportgleichungs-PDF-Verfahrens ist die
geeignete Modellierung ungeschlossener Terme. Dies betrifft insbesondere den ungeschlosse-
nen Mischungsterm, der den Einfluss molekularer Mischung auf die PDF beschreibt. In diesem
Punkt leistet die vorliegende Arbeit einen Beitrag durch ein (zum Zeitpunkt dieser Arbeit)
neuwertiges Mischungsmodell. Es beriicksichtigt in den Erwartungswerten der thermoche-
mischen Variablen einen zusétzlichen Drift, der aus dem Fick’schen Diffusionsansatz und
der Fourier’schen Warmeleitung resultiert. Mit diesem Ansatz ist es moglich, differentielle
Diffusion in Transportgleichungs-PDF-Verfahren zu beriicksichtigen. Im Gegensatz zu ande-



24 Kurzfassung

ren Arbeiten zu dieser Thematik erzeugt dieser Ansatz einen Drift, der von den individuellen
Eigenschaften eines stochastischen Partikels abhdngt. Mit diesem Ansatz werden hier erstma-
lig im Rahmen von RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes)/PDF Rechnungen Flammen
modelliert. Es zeigt sich, dass mit dem Modell diffusionsstabilisierte turbulente Flammen
berechnet werden konnen, deren physikalische Stabilisierung sonst nicht moglich ist. Dariiber
hinaus belegen Modellrechnungen an einem Kanal, dass dieser Ansatz auch in der Lage ist,
Wandwérmeiibergénge richtig zu modellieren, was den Anwendungsbereich dieses neuwerti-
gen Modells deutlich erweitert.

Neben einer guten Modellierung der Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung, ist fiir NO-Berech-
nungen auch die Verwendung genauer Reaktionsmechanismen notwendig. Zu diesem Zweck
werden zunéchst Stickoxide in laminaren Gegenstromdiffusionsflammen berechnet und die
Rechenergebnisse mit Messdaten verglichen. Dieser Vergleich gibt Aufschluss iiber die Giite
eines Mechanismus in Bezug auf dessen Genauigkeit bei der Schadstoffberechnung. Durch-
gefithrt wird dieser Vergleich sowohl fiir Wasserstoff als auch fiir Methan. Es zeigt sich dabei,
dass zum Teil noch grofle Defizite in der kinetischen Modellierung von NO vorliegen. Durch
Verwendung unterschiedlicher detaillierter und in der Literatur akzeptierter Reaktionsme-
chanismen ist es moglich, in der gleichen Flamme Emissionen zu berechnen, die im Vergleich
zum Experiment um einen Faktor zwei zu hoch oder zu niedrig sind. Untersucht wird auch
die Moglichkeit NO Bildung einzig durch den thermischen Bildungspfad kinetisch zu model-
lieren. Die Untersuchungen hierzu zeigen, dass in einem gewissen Temperaturbereichen dieser
Pfad allein nicht in der Lage ist, die NO Emissionen in Flammen genau abzubilden.

Mit Hilfe der Untersuchungen an laminaren Flammen werden Mechanismen ausgewahlt, die
bei der Oxidation von Wasserstoff und Methan gute Berechnungsergebnisse in den Stickoxi-
den erzielen. Diese werden anschlieBend zur Berechnungen von Stickoxiden in turbulenten
Wasserstoff- und Methanflammen verwendet. Untersucht werden drei verschiedene Strahl-
flammen, die sich in ihrer Komplexitdt unterscheiden. Der einfachste Fall ist eine turbu-
lente Wasserstoff-Luft-Flamme (“H3”-Flamme), die im Hinblick auf die Brennstoffoxidation
sehr gleichgewichtsnah ist. Hohere Komplexitéat weist die zweite Flamme auf, eine pilotierte
Methan-Luft-Flamme (“Sandia-D”-Flamme), bei der lokales Verloschen auftritt. Die hochste
Komplexitét bietet eine abgehobene Wasserstoffflamme (“Cabra”-Flamme), die als dritte
turbulente Flamme untersucht wird. Die Berechnungen werden mit unterschiedlichen Diskre-
tisierungen durchgefiihrt, um die Rechnungen numerisch abzusichern. Um die Qualitdt der
Rechnungen zu bewerten, werden in allen Testféllen die Rechenergebnisse mit experimen-
tellen Daten der Erwartungswerte sowie der Standardabweichungen verglichen. Insgesamt
zeigt sich eine gute Ubereinstimmung zwischen den Resultaten des Transportgleichungs-PDF-
Verfahrens und den Messungen. Insbesondere belegen Streudiagramme fiir die Temperatur,
dass bei der diffusionskontrollierten “H3”-Flamme das hier eingefiihrte Diffusionsmodell Ef-
fekte differentieller Diffusion zu beschreiben vermag. Vergleiche mit anderen Verbrennungs-
modellen, wie etwa einem multivariaten “assumed-PDF”-Ansatz oder der “laminaren Che-
mie” zeigen, dass der Transportgleichungs-PDF-Ansatz deutlich bessere Ergebnisse im ther-
mochemischen Feld und somit in den Stickoxiden liefert. Somit bewirkt die Verwendung des
Transportgleichungs-PDF-Verfahrens eine signifikante Erh6hung in der Genauigkeit. Erwar-
tungsgeméf sind wesentliche Schwachpunkte die Modellierung der Turbulenz der Stromung
und die Modellierung turbulenter Mischung, was in dieser Arbeit quantifiziert wird. Insbe-
sondere der Einfluss des Turbulenzmodelles verdient hier Beachtung. Es liefert letztlich das
Zeit- und Langenmafl der Turbulenz, welche als Eingangsgréfien in das Mischungsmodell so-
wie dem rdumlichen Transport der PDF dienen. Der Einfluss des Zeit- und Léngenmafles auf
die Gesamtlosung kann (fiir ein gegebenes Mischungsmodell) unter ungiinstigen Bedingungen
erheblich sein, wie das Beispiel der “Cabra”’-Flamme in dieser Arbeit zeigt.
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Abstract

The suppression and reduction of pollutants is a central aspect in the design of technical com-
bustion systems. Due to strict legal regulations, great efforts are made to reduce in particular
the emissions of nitric oxides. Thanks to such efforts it is possible to reduce for example the
emissions of stationary gas turbines to the level of “single digit NO,”, i.e. emissions below
10 vppm NO, by employing lean combustion concepts. In the development of such technolo-
gies computational methods like CFD (computational fluid dynamics) play a vital role and
have gained in importance during the last decades due to improved modelling capabilities.
Despite these improvements, the modelling of nitric oxide remains to some extent still a prob-
lem, if “single digit NO,” emissions have to be predicted. In many commercial CFD programs
for example, mostly simple chemical models, based on the thermal NO pathway as the only
source of nitric oxides, are used due to their low computational cost. Turbulence chemistry
interaction is mainly modeled by an assumed probability density function (PDF) approach
for temperature. For modeling the average conversion rate of oxidizer and fuel also simplified
models like the Eddy-Dissipation-Concept (EDC) model are employed frequently in order to
reduce the computational cost. This may result, however, in a significant deviation of the
calculated temperature from its true values. In industrial practice it is then usually found
that this methodology lacks the required accuracy to predict a temperature sensitive pollu-
tant like NO, in particular when predictions of “single digit NO,” emissions are required.
For this reason the transported PDF method is explored in this work as a possible approach
for NO prediction. This method offers the advantage, that it is capable to employ detailed
chemistry and to treat the effect of turbulence chemistry interaction in closed form. Therefore
it promises a high accuracy for the prediction of the kinetically controlled NO formation. In
the present work a Lagrangian Monte-Carlo method is implemented which solves numerically
the transport equation of the joint thermochemical PDF. This solver is coupled in a hybrid
approach to the finite volume solver THETA of the German Aerospace Center (DLR) which
provides fluid mechanical quantities as well as turbulence time and length scales.

Decisive for a successful application of the transported PDF method is an appropriate mod-
elling of unclosed terms appearing in the PDF transport equation. Of major importance
is the unclosed mixing term, which takes the effect of molecular mixing on the PDF into
account. To model this term the present work provides a novel approach. This mixing model
takes an additional drift into account in the expectations of the thermochemical variables,
which stems from Fickian diffusion and Fourier’s law of heat conduction. With this approach
it is possible, to include the effect of differential diffusion in the transported PDF method.
In contrast to similar models this model results in a drift which depends on the thermo-
chemical state of each individual stochastic particle. In the present work RANS (Reynolds
Averaged Navier Stokes)/PDF calculations of flames are performed for the first time using
this approach. It turns out that this model enables the computation of diffusion stabilized
turbulent flames, which otherwise can not be modeled. Additional computations of flow in a
heated channel demonstrate the capability of the model to accurately compute heat fluxes in
the near-wall regions of turbulent flows, which significantly extends the area of application
for this novel model.

In addition to models, which provide closure for turbulence chemistry interaction, reaction
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mechanisms are required for the prediction of NOy, which model accurately the chemical
kinetics of NO formation. To this end the formation of nitric oxides is computed in laminar
counterflow diffusion flames and compared to experimental data of NO concentrations. These
computations help to assess the quality of NO reaction mechanisms. Comparisons are carried
out for both hydrogen and methane flames. With the help of these investigations it is found
that (to a certain extent) large deficits still exist in some of the kinetic mechanisms. By
using different reaction mechanisms under- and overpredictions in nitric oxides by a factor of
two are observed for the same flame. Additionally, the possibility to model NO formation by
using solely the thermal NO pathway is investagated, too. For certain temperature ranges
it turns out that this pathway alone is not capable to account accurately for nitric oxide
formation in flames.

With the help of these investigations in laminar flames, reaction mechanisms are chosen,
which achieve good accuracy in the prediction of nitric oxide concentrations. These mecha-
nisms are used later on to compute nitric oxides in turbulent hydrogen and methane flames.
Three flames are investigated which differ in their degree of complexity. The most simple
flame considered is a turbulent hydrogen-air jet flame (“H3” flame) which is, with respect to
fuel oxidation, close to equilibrium. A higher degree of complexity offers a piloted methane-
air jet flame (“Sandia D” flame) which shows a certain amount of local extinction. The
highest complexity is given by a lifted hydrogen air flame (“Cabra” flame), which is the third
flame investigated in this work. All calculations are performed with different discretizations
to ensure the numerical accuracy of all computations. In order to assess the quality of the
computational results they are compared to experimental data. Both expectations and stan-
dard deviations are compared. In general, a good agreement is observed between calculation
and measurement for all flames. Scatterplots of temperature prove in the case of the diffusion
controlled “H3” flame the capability of the novel diffusion model presented here to account
for differential diffusion effects. Comparisons to other modelling approaches like the “as-
sumed PDF” method or “laminar chemistry” show that the transported PDF method yields
an improved accuracy for the prediction of the overall thermochemical field as well as for the
prediction of the nitric oxides. Therefore the use of the transported PDF method offers sig-
nificant improvements in pollutant predictions. As expected, the modeling of turbulence and
turbulent mixing turn out to be the weak points in this hybrid approach. The discrepancies
in these models are quantified within this work. Attention must be paid in particular to the
turbulence model employed. It provides the time and length scales of turbulence which are
passed directly to the mixing model and to the spatial transport of the PDF. For a given
mixing model the turbulent time and length scales may prove to have a significant influence
on the overall solution as the example of the “Cabra” flame in this work illustrates.
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1 Einleitung

Die Vermeidung von Schadstoffen, insbesondere von Stickoxiden, ist ein zentraler Aspekt bei
der Auslegung von Gasturbinenbrennkammern. Bei stationédren Gasturbinen waren bis in die
1980er Jahre hinein Silobrennkammern mit Diffusionsbrenner weit verbreitet, die auf Grund
stochiometrischer Verbrennungsbedingungen Stickoxidemissionen von bis zu 300 vppm bezo-
gen auf 15 % Og aufwiesen [95]. Fluggasturbinen der ersten Generation hatten, abhingig
von IThrer Leistungsklasse, NOy-Emissionsindices (NOxEI) von bis zu 70 g/kg bei Take-
Off [124]. Dank verbesserter Brennkammertechnologien, wie etwa dem “Dry Low Emission”
(DLE)-Brenner fiir die Verbrennung gasférmiger Brennstoffe oder dem Konzept der Fett-
Magerverbrennung (Rich Burn - Quick Quench - Lean Burn, RQL) fiir fliissige Brennstoffe,
konnten die Emissionen von Fluggasturbinen im Landing Take-Off (LTO) Zyklus um bis zu
50 % reduziert werden, bei stationdren Gasturbinen sogar um bis zu 90 % [124]. Dennoch
wird auf Grund gesetzlicher Auflagen eine weitere Reduktion angestrebt. Damit gelangt man
bei stationdren Gasturbinen in den Bereich von “single digit” NO,, d.h. Emissionen unter
10 vppm bezogen auf 15% O,.

Neben der Reduktion von Stickoxidemissionen wird auch eine Senkung der “Treibhausgas”-
Emission (COy) immer wichtiger. Ein moglicher Weg dies zu erreichen ist der Einsatz von
“alternativen” Brennstoffen, die sich (je nach Ursprung) stark in ihrer Zusammensetzung
unterscheiden. Einen zuverldssigen Betrieb eines Brennersystems bei schwankender Brenn-
stoffzusammensetzung zu gewéhrleisten ist somit in den letzten Jahren als zusétzlicher Aspekt
bei der Brennkammerauslegung hinzugekommen.

Vor diesem Hintergrund ist die numerische Stromungssimulation (Computational Fluid Dy-
namics, CFD) fiir die Auslegung von Brennkammern in den letzten Jahrzehnten ein immer
wichtigeres Werkzeug geworden. Dies gilt insbesondere fiir die Berechnung von Stickoxid-
Emissionen im “single digit” NOy-Bereich. Allerdings ist die Modellierung der Stickoxid-
bildung in turbulenter Verbrennung schwierig, was auf die Wechselwirkung von Turbulenz
und chemischer Reaktion (Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung) zuriickzufiihren ist. Ferner er-
fordert die Beriicksichtigung aller bekannter NO-Bildungspfade in einer Schadstoffrechnung
die Verwendung grofier Reaktionsmechanismen, um die fiir die Stickoxid-Bildung notwendi-
gen die Radikalkonzentrationen bereitzustellen. Diese Stoffkonzentrationen gehen dann als
zusédtzliche Unbekannte in das Berechnungsverfahren ein, was je nach Verbrennungsmodell
den Aufwand einer Rechnung deutlich erhchen kann.

Die Modellierung der Stickoxid-Bildung ist daher in den vergangenen Jahrzehnten Gegen-
stand einer Vielzahl von Arbeiten gewesen. Im folgenden Abschnitt wird daher zu Beginn
dieser Arbeit zunéchst auf den Stand der Forschung eingegangen.

1.1 Stand der Forschung

Eine der Hauptschwierigkeit bei der Berechnung von Stickoxiden in turbulenten Flammen
ist die Modellierung der Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung, die aus der Interaktion zwi-
schen Turbulenz und chemischer Reaktion resultiert. Zum Zeitpunkt dieser Arbeit existieren
in der Literatur eine Vielzahl von Modellansétzen, die sich mit diesem Problem befassen.
Die Hauptschwierigkeit bei der Modellierung von Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung liegt in
der Schliefung des nichtlinearen chemischen Quelltermes in den Transportgleichungen fiir
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Stoffkonzentrationen: Wendet man auf die Transportgleichungen der einzelnen Stoffe in einer
reagierenden Mischung die klassische Mittelung nach Reynolds an, so erhilt man auf Grund
der Nichtlinearitidt der chemischen Produktionsdichte in Stoffkonzentration und Temperatur
ungeschlossene Terme. Diese Korrelationen sind zweiter und héherer Ordnung und kénnen
nur in wenigen Féllen modelliert oder vernachléssigt werden [60]. Hilfreich hat sich bisher bei
der Berechnung von turbulenter Strémungen die Annahme unendlich schneller bzw. endlich
schneller Chemie erwiesen. Erste Verbrennungsmodelle, wie das Eddy Dissipation Concept
(EDC)-Modell von Magnussen und Hjertager [104], nutzen diese Annahme und gehen davon
aus, dass die Chemie mischungskontrolliert ist, d.h., dass die Bildungsrate im wesentlichen
von der Mischungsgeschwindigkeit von Brennstoff und Oxidator bestimmt wird, die dann in-
stantan zu Produkten umgewandelt werden. Dies entspricht einem Verbrennungsprozess, bei
dem die Damkohler-Zahl, die definiert ist als das Verhéltnis von Mischungszeitskala zu Reak-
tionszeitskala, unendlich ist [35]. Ein weiteres Beispiel fiir ein Verbrennungsmodell, welches
auf schneller Chemie basiert, ist das Flamelet-Modell fiir nicht-vorgemischte Verbrennung
nach Peters [140]. Hier wird angenommen, dass die Verbrennung schnell in einer schmalen
Reaktionszone ablduft, die keine innere Turbulenzstruktur aufweist. Auch hier wird von ei-
ner Damkdhlerzahl grofer als eins ausgegangen. Die Stickoxidbildung ist jedoch ein in erster
Linie kinetisch kontrollierter Prozess. Nach Warnatz [182] liegen die Zeitskalen der Stickoxid-
bildung im Bereich von 1 s bis 0,1 s und damit mindestens eine Groflenordnung iiber den
turbulenten Zeitskalen. Die Modellierungsannahme “schnelle Chemie” ist fiir die Berechnung
von Stickoxiden somit nicht geeignet.

Um diesem Problem zu begegnen, wurden obige Ansétze erweitert. Bereits in Ref. [104] schla-
gen Magnussen und Hjertager einen Ansatz vor, der fiir die Berechnung von Ruf} endliche
Reaktionsraten fiir die Rubildung beriicksichtigt. Diese Reaktionsraten werden aus einem
Arrheniusansatz ermittelt, wobei in einer turbulenten Stréomung gemittelte Temperatur und
Stoffkonzentrationen verwendet werden, was als “laminare Chemie” bekannt ist [60]. Wie im
Review zum EDC-Modell [103] dargestellt, ist mit der Beriicksichtigung endlicher Reakti-
onsraten das EDC-Modell auch fiir die Stickoxidberechnung anwendbar. Jedoch basiert die
Herleitung des EDC-Modelles auf “intuitiven Annahmen” [141], so dass die Modellkonstan-
ten des EDC-Modelles bei Bedarf angepasst werden miissen, um gute Ergebnisse zu erzielen
[141].

Auch das Flamelet-Modell fiir nicht-vorgemischte Verbrennung erméglicht die Berechnung
von Schadstoffen, wenn beispielsweise instationdre (“unsteady”) Flamelets verwendet wer-
den. Eine erfolgreiche Anwendung von “unsteady Flamelets” fiir die NO-Berechnung findet
sich beispielsweise in den Arbeiten von Pitsch et al. [144], Barths et al. [17], Pitsch und
Steiner [145] sowie Coelho und Peters [33]. Eine weitere Abwandlung des Flamelet-Modelles
fiir die Stickoxid Berechnung findet sich bei Ihme und Pitsch [72]. In dieser Arbeit wird
eine Transportgleichung fiir NO gelost, wobei der Quellterm von NO als Funktion von Mi-
schungsbruch und einer Reaktionsfortschrittsvariablen in einer Flamelet-Tabelle hinterlegt
ist. Nachteilig an allen diesen Ansétzen ist jedoch, dass diese nur im Flamelet-Regime nicht-
vorgemischter Verbrennung giiltig sind.

Im Gegensatz zu den zuvor genannten Modellansétzen findet das Conditional-Moment-Clo-
sure (CMC) Modell [83] in der Literatur eine sehr viel breitere Anwendung in der Stickoxid-
berechnung. Wie der Name des Modelles bereits andeutet, werden bei diesem Modellansatz
Transportgleichungen fiir die bedingten Erwartungswerte von Variablen gelost. Ein derartiger
Ansatz bietet Vorteile, wenn statistische Schwankungen der Variablen gegeniiber dem beding-
ten Erwartungswert vernachléssigt werden konnen. Dadurch vereinfacht sich die Schliefung
nichtlinearer Terme, insbesondere die Schliefung des chemischen Quelltermes, signifikant. Es
zeigt sich fiir nicht-vorgemischte Verbrennung, dass sich diese Voraussetzungen erfiillen las-
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sen, wenn der bedingte Erwartungswert beziiglich des Mischungsbruches gebildet wird [83].
Arbeiten, welche diesen Ansatz fiir die Stickoxideberechnung anwenden, finden sich u.a. bei
Chen et al. [29], Smith et al. [168], Kronenburg et al. [90, 89, 88, 91], Barlow et al. [16], Ro-
mina und Bilger [160], Fairweather und Woolley [47, 48] sowie Kim und Huh [82]. Insgesamt
liefert das CMC Modell gute Ergebnisse bei der Berechnung von Stickoxid-Emissionen.
Neben diesem Modell findet auch das FGM (Flamelet-Generated-Manifolds) Modell im gewis-
sen Umfang Anwendung bei der Berechnung von Stickoxiden. Dieser Ansatz, der urspriinglich
auf Van Oijen und De Goy [176] zuriickgeht, parametrisiert den thermochemischen Zustand
mittels Mischungsbruch und einer geeigneten Reaktionsfortschrittsvariablen. Der thermo-
chemische Zustand wird als Funktion dieser Grolen in vorberechneten Tabellen hinterlegt.
Zur Erstellung der Tabellen wird ein Ensemble von laminaren, vorgemischten Flammen ver-
wendet, wie von Van Oijen und De Goy [176] vorgeschlagen (nicht-vorgemischte Flammen
finden auch Anwendung, allerdings wird dann an Stelle einer Reaktionsfortschrittsvariablen
die Streckungsrate verwendet [179]). Arbeiten mit diesem Ansatz finden sich u.a. bei Vre-
man et al. [179], Godel et al. [65] und Ketelheun et al. [81]. Dabei wird zur Berechnung
von NO in der Regel der Quellterm von NO tabelliert, der in der anschlieBenden Simulation
in die Transportgleichung fiir die NO-Konzentration eingesetzt wird. Vorteilhaft an diesem
Ansatz ist, dass dhnlich wie bei Flamelet-Modell der thermochemische Zustand vortabelliert
ist. Somit kénnen mit wenigen unabhéngigen Variablen (Mischungsbruch und Reaktionsfort-
schrittsvariable) grofile Reaktionsmechanismen “parametrisiert” und in Flammenrechnungen
eingesetzt werden. Eine zentrale Schwierigkeit bei Verwendung dieses Ansatzes fiir die Stick-
oxidberechnung ist allerdings die Definition einer Reaktionsfortschrittsvariablen, welche die
Zeitskalen der Stickoxidbildung beriicksichtigt [65]. Zur Behebung diese Problems schlagen
beispielsweise Godel et al. [65] die Berticksichtigung der Stickoxidkonzentration in der Defi-
nition der Reaktionsfortschrittsvariablen.

In Sonderfillen gelingt es auch die gesamte chemische Kinetik durch eine einzige Mischungs-
bruch- und Reaktionsfortschrittsvariable zu beschreiben (die Transformation eines Reakti-
onsschemas auf Reaktions- und Mischungsbruchvariablen ist immer mdoglich, allerdings erhélt
man im allgemeinen Fall einen Mischungsbruchvektor sowie mehrere Reaktionsfortschrittsva-
riablen [56]). In den Arbeiten von Janicka und Kollman [74] sowie bei Neuber et al. [131] wird
davon Gebrauch gemacht, indem der chemische Quellterm in den Stofftransportgleichungen
zundchst auf diese beiden Variablen zuriickgefithrt und anschlieSend mit einer angenom-
menen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (Probability Density Function, PDF) geschlossen
wird. Mit diesem Ansatz wird in [74] und [131] auch NO modelliert. Schwierig gestaltet sich
bei diesem Ansatz u.a. die Modellierung der Verbund-Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von
Mischungsbruch und Reaktionfortschrittsvariable. Letztlich wird in diesen Arbeiten nur ei-
ne Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des Mischungsbruches verwendet und der Einfluss von
turbulenten Schwankungen in der Reaktionsfortschrittsvariablen vernachléssigt.

Vor dem Hintergrund der SchlieBungsproblematik fiir den chemischen Quellterm finden in
den letzten Jahrzehnten vermehrt Transportgleichungs-PDF-Verfahren Anwendung, die eine
indirekte, numerische Berechnung der thermochemischen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
ermoglichen. Der Grundgedanke beim Transportgleichungs-PDF-Verfahren ist es, die Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion zu einem Zeitpunkt an einem Ort aus einer Transportgleichung
zu berechnen und aus dieser heraus die statistischen Momente zu ermitteln. In den Arbei-
ten von Lundgren [101, 102] von 1967 und 1969 wird erstmalig eine Transportgleichung fiir
die Geschwindigkeitskomponenten in einer turbulenten Stromung hergeleitet und beschrie-
ben. Zur Beschreibung chemisch reagierender Stromungen ist die Verbund-PDF der ther-
mochemischen GroBen notwendig, fiir die in den Arbeiten von Dopazo und O’Brien [41, 42]
und Pope [146] aus dem Jahr 1976 eine Transportgleichung hergeleitet wird. Die Starke der
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Transportgleichungs-PDF-Verfahren liegt darin, dass im Gegensatz zu allen Momentenverfah-
ren alle rdumlich lokalen, nicht linearen Terme geschlossen auftreten. Dies gilt insbesondere
fiir den chemischen Quellterm. Aus diesem Grund verspricht das Transportgleichungs-PDF-
Verfahren gute Ergebnisse bei der Berechnung von Stickoxiden, wenn zur Erfassung aller Bil-
dungspfade detaillierte Chemie benutzt wird. Arbeiten mit diesem Modell, die sich mit der Be-
rechnung von Stickoxiden befassen, finden sich u.a. bei Smith et al. [168] (die einen Vergleich
zur oben erwihnten CMC Methode durchfiihren), Lindstedt et al. [97, 96], Tang et al. [175],
Raman et al. [154], Wang und Chen [180], Liu et al. [100], Cao et al. [25, 27|, Gkag-
kas et al. [62], Nanduri et al. [129], Juddoo et al. [79], Zhao et al. [186] sowie Ren et al. [159].

Es ist an dieser Stelle interessant ndher zu betrachten, in wie Weit die Modelle aus der Litera-
tur in der industriellen Praxis, d.h. in kommerziellen Berechnungsprogrammen, Anwendung
finden. Es zeigt sich in einigen weit verbreiteten, kommerziellen CFD-Programmen, wie bei-
spielsweise in ANSYS® CFX oder ANSYS® FLUENT [7, 8], dass trotz der sehr grofien
Modellvielfalt in der Literatur in der Regel effiziente und damit oft einfache Ansétze fiir die
Stickoxid-Modellierung vorgeschlagen werden. Meist wird der thermische Bildungspfad nach
Zeldovich [185] beriicksichtigt. Fine Favre- oder Reynoldsgemittelten Transportgleichung fiir
den NO-Massenbruch wird gelost und der chemische Quellterm der Stickoxidbildung mit
einer angenommenen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Temperatur [170, 171] geschlos-
sen. Dieser Ansatz bietet Vorteile in Bezug auf die Rechenzeit. Im Grunde muss neben einer
Modellgleichung fiir die Temperaturvarianz (die zur Parametrisierung der Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion notwendig ist) nur eine Transportgleichung fiir Stickoxid gelost werden.
Fiir den thermischen Bildungspfad ist eine kinetische Modellierung maoglich, die nur stabile
Spezies in der chemischen Bildungsrate von NO beriicksichtigt. Eine Berechnung von Radi-
kalkonzentrationen ist bei diesem Modell nicht notwendig, so dass auf die Verwendung von
detaillierten Reaktionmechanismen verzichtet werden kann. Letzteres kann (in Abhéngigkeit
vom gewéhlten Verbrennungsmodell zur Bestimmung der Radikalkonzentrationen) in langen
Rechenzeiten resultieren.

Diese Vereinfachung in der chemischen Modellierung birgt natiirlich auch Nachteile. Der
thermische Bildungspfad fiir Stickoxide wird nach Correa [35] erst ab Temperaturen {iber
1800 K relevant, da der duferst langsame, geschwindigkeitsbestimmende Schritt bei der Bil-
dung von thermischen NO eine hohe Aktivierungsenergie aufweist (siche u.a. Warnatz [182]).
Stochiometrische Verbrennungsbedingungen mit hohen Temperaturen begiinstigen daher die
Bildung von thermischen NO. In DLE-Brennkammern werden jedoch gezielt unterstéchi-
ometrische Verbrennungstemperaturen (zwischen 1800 K und 2000 K) und niedrige Fluid-
verweilzeiten realisiert, so dass in modernen Gasturbinenbrennkammern der thermische NO-
Bildungspfad als Hauptverursacher der NOy-Emissionen an Bedeutung verliert [132]. Fiir eine
genaue NO Modellierung miissen daher zusétzliche Bildungspfade beriicksichtigt werden. Da-
zu zéhlen Stickoxide aus Distickstoffoxid [105], NoH [20] sowie NCN. Der letzte Bildungspfad
wird nach Arbeiten von Moskaleva et al. [125] und Lamoureux et al. [93] zum Zeitpunkt dieser
Arbeit als der wahrscheinlichere Bildungspfad fiir die Bildung des sogenannten “Prompt NO”
(Fenimore-NO) [49] vermutet. Bisher wurde fiir die “Prompt NO” Bildung der Pfad iiber HCN
angenommen. Der Bildungsweg iiber NCN ist bis heute noch nicht vollstindig fiir alle Kohlen-
wasserstoffe geklart. Daher findet sich der HCN-Pfad nach wie vor in den meisten detaillierten
Verbrennungsmechanismen. Neben der Bildungschemie ist auch der Abbau von Schadstoffen
wichtig. Einige wichtige Pfade finden sich bei Miller und Bowman [120]. Aus dieser Aufli-
stung wird ersichtlich, dass fiir die Berechnung von “single digit” NO, die Beriicksichtung von
thermischem NO als einzigen Bildungspfad vermutlich nicht ausreichend ist. Um eine bessere
Genauigkeit zu erzielen, sollten mehrere Stickoxid-Bildungspfade in einer Schadstoffrechnung
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eingebunden werden. Einige kommerzielle CFD-Programme versuchen an dieser Stelle Ab-
hilfe zu schaffen, indem man beispielsweise den “Prompt NO”-Pfad durch das De Soete
Modell [38] als globale Reaktionen abbildet. Solche Ansétze sind allerdings nur in einem be-
grenzten Bereich von Temperatur und Aquivalenzverhéltnis anwendbar, was sich technischen
Verbrennungssystemen mit einem weiten Temperatur- und Aquivalenzverhéltnisbereich wie-
derum als nachteilig herausstellt.

Ein weiterer Schwachpunkt bei dieser NO-Berechnungsmethode ist neben der Modellierung
der Reaktionskinetik auch die Modellierung der Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung mittels
einer angenommenen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion in der Temperatur. Ob einzig die
Beriicksichtigung von Temperaturschwankung zur Schliefung des NO-Quelltermes ausreicht
ist nicht klar. Ferner ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Temperatur a priori nicht
bekannt. Es zeigt sich in der Literatur, dass dieser “Temperatur-PDF” Ansatz nur in sehr
wenigen Arbeiten zur NO-Modellierung Anwendung findet, wie etwa bei Stapfe und Leuckel
(170, 171].

1.2 Zielsetzung und Aufbau der Arbeit

Wie im vorigen Abschnitt erldutert bietet das Transportgleichungs-PDF-Verfahren gegeniiber
anderen Verbrennungsmodellen den Vorteil, dass der chemische Quellterm geschlossen er-
scheint. Einschriankungen durch Modellierungsannahmen wie bei einigen der zuvor beschrie-
benen Modellanséitze sind zumindest fiir die Modellierung von Turbulenz-Chemie-Wechsel-
wirkung nicht notwendig. Der Ansatz bietet somit ein grofies Potenzial fiir die Berechnung
von Stickoxidemission im “single digit”-Bereich. Zielsetzung dieser Arbeit ist es daher, dieses
Potenzial des Transportgleichungs-PDF-Verfahrens nidher zu untersuchen. Dies umfasst ne-
ben der Implementierung der Methode die Untersuchung der Stickoxidbildung in turbulenten
Flammen. In der vorliegenden Arbeit findet hierzu ein hybrides Verfahren Anwendung. Die
Bezeichnung hybrides Verfahren resultiert daraus, dass nur die Verbund-PDF der thermoche-
mische Gréflen Enthalpie und Gaszusammensetzung im Transportgleichungs-PDF-Verfahren
beriicksichtigt wird. Das Geschwindigkeitsfeld und Druckfeld wird durch die gemittelten Er-
haltungsgleichungen fiir Impuls und Masse bestimmt, wie bei klassischen Momentenverfahren
iiblich. Zur numerischen Losung dieses Gleichungssystems werden hier zwei unterschiedli-
che Losungsverfahren verwendet. Wéhrend die Losung der Erhaltungsgleichungen fiir Im-
puls und Masse mittels eines Finite-Volumen-Verfahrens erfolgt, wird zur Losung der PDF-
Transportgleichung ein Lagrang’sches Monte-Carlo-Verfahren verwendet. Die Implementie-
rung und Anwendung des letztgenannten Losers ist der zentrale Gegenstand dieser Arbeit. In
Kapitel 2 werden zunéchst ausfiihrlich die theoretischen Grundlagen des Transportgleichungs-
PDF-Verfahrens dargestellt. Dies betrifft neben der Herleitung und Vorstellung der PDF-
Transportgleichung die Modellierung ungeschlossener Terme. In Kapitel 3 werden die nume-
rische Algorithmen besprochen, die im Lagrange’schen Monte-Carlo-Verfahren Anwendung
finden. Bevor es dann um die Berechnung von Stickoxiden in turbulenten Flammen geht,
werden zunéchst in Kapitel 4 verschiedene Reaktionsmechanismen im Hinblick auf ihre Ge-
nauigkeit bei der Bestimmung von NO-Konzentrationen untersucht. Zu diesem Zweck werden
verschiedene eindimensionale Gegenstromdiffusionsflammen mit detaillierter Chemie berech-
net und die berechneten Konzentrationsprofile mit Messdaten verglichen. Mechanismen mit
einer guten Genauigkeit werden dann im Kapitel 5 im hybriden Verfahren zur Berechnungen
von Stickoxiden in turbulenten Flammen eingesetzt. Die Ergebnisse dieser Arbeit werden in
Kapitel 6 zusammengefasst.
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2 Theoretische Grundlagen

Im vorliegenden Kapitel werden die theoretischen Grundlagen dieser Arbeit behandelt. Aus-
gehend von den Erhaltungsgleichungen und den notwendigen konstitutiven Gleichungen wird
die Verbund-Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der thermochemischen Gréfien eingefiihrt und
eine Transportgleichung fiir diese hergeleitet. Dem schliefit sich die Darstellung eines effizi-
enten Losungsverfahrens fiir die Transportgleichung an, dem Lagrange’schen Monte-Carlo-
Verfahren.

2.1 Erhaltungs- und Transportgleichungen

Der Zustand eines inkompressiblen, chemisch reagierenden Gases wird vollstéindig durch die
Erhaltungsgleichungen fiir Masse (Gl. (2.1.1)), Impuls (Gl. (2.1.2)) und Energie (Gl. (2.1.4))
sowie durch die Transportgleichung fiir die Komponentenmassen (Gl. (2.1.3)) beschrieben.
Diese lauten im einzelnen

%—F%(p Ug) =0 | (2.1.1)

%(p ug) + aia (P Ua ug) = —5% + ij +pgs B=1..3, (2.1.2)
%(p Vi) + aia (pua Y;) = —gf;: +ry, i=1,..,Ng—1, (2.1.3)
S+ (e )= =54 G (214

In den obigen Gleichungen wird die Einsteinsche Summationskonvention verwendet, d.h. iiber
sich wiederholende Indices wird summiert. Die Verwendung der Einsteinschen Summations-
vereinbarung wird in dieser Arbeit explizit angegeben. Griechische Indices stehen hier fiir die
Raumkoordinaten, wihrend lateinische fiir Komponenten stehen. Es ist zu beachten, dass bei
den Erhaltungsgleichungen der Spezies bei insgesamt Ny Spezies nur Ny — 1 Transportglei-
chungen zu beriicksichtigen sind, da eine Spezies durch das Gesetz von Dalton,

Ns
d vi=1, (2.1.5)
=1

linear abhéngig ist. Bei der Energiegleichung in der Form von Gl. (2.1.4) werden die Verein-
fachungen niedriger Machzahl bereits beriicksichtigt, d.h. es werden die Beitrédge von Druck-
schwankungen, die mit dem Quadrat der Machzahl skalieren, vernachléssigt und von einem
zeitunabhéngigen Druck ausgegangen. Dariiber hinaus sind Beitridge von potenzieller und ki-
netischer Energie sowie viskose Reibungsarbeit nicht enthalten [60]. Auf Grund der Annahme
niedriger Machzahl werden Druckschwankungen thermodynamisch vernachléssigt. An dieser
Stelle sei auf einen Punkt eingegangen, der haufig eine Quelle von Irrtiimern ist. Die Ver-
nachlassigung der Kompressibilitdt bedeutet nicht, dass Dichtednderungen unzuléssig sind.
Bei Verbrennung treten auf Grund der Temperaturdnderung enorme Dichteunterschiede auf.
Dieser scheinbare Widerspruch lasst sich auflésen, wenn man die Ursache der Dichteinderung
betrachtet. Als Kompressibilititseffekte gelten Dichtednderungen, die durch Druckschwan-
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kungen verursacht werden [60]. Diese werden in der obigen Form der Erhaltungsgleichungen
vernachlassigt. Im Gegensatz dazu spricht man bei Dichtednderung, die durch die Verbren-
nung verursacht werden, von einem dynamisch inkompressiblen Gas [60], d.h. die zeitliche
Anderungsrate der Dichte ist zwar eine Funktion der unabhéingigen Variablen zu einem ge-
gebenen Zeitpunkt, sie ist aber keine Funktion der substantiellen Ableitung, d.h. der zeit-
lichen Anderungsraten, von unabhingigen Variablen. Sie ist somit eine rein kinematische
GroBe. Eine ausfiihrliche Beschreibung findet sich bei Pope [148]. In diesem Fall ist die Kon-
tinuitétsgleichung in der Form von GI. (2.1.1) fiir inkompressible Stromungen auf Grund
zunehmender numerischer Steifheit bei niedrigen Machzahlen ohne Prakonditionierung nicht
anwendbar. Statt dessen wird eine Poissongleichung fiir den Druck unter Verwendung der
Kontinuitéatsgleichung (2.1.1) und den nach dem Ort differenzierten Impulsgleichungen (2.1.2)
hergeleitet. Diese hat unter Verwendung der Einsteinschen Summationsvereinbarung die fol-
gende Form [148]

02,07, ~ o 0r,0x3 0z (2.1.6)

0? 0? 0 (p uy u 0 [ 07a4
p p_0lpuaus) (85 +pgﬁ)

Die Gleichungen (2.1.2) bis (2.1.4) sowie Gleichung (2.1.6) liefern Bestimmungsgleichungen
fiir Ny + 4 Unbekannte, nédmlich Druck p, Stromungsgeschwindigkeit uz und die thermoche-
mischen Variablen im Vektor ¢ = (h, Y1, ..., Yn._1)". Letaterer besteht aus der spezifischen
Enthalpie A und den Massenbriichen Y;. Um diese Gleichungen zu schlieffen miissen allerdings
noch folgende Gréflen gegeben werden:

Die Volumenkraft gg, die hier durch die Erdschwere gegeben ist.
Die chemische Produktionsdichte r2; der Komponente <.

Der diffusive Massenfluss j;, der Komponente 1.

Der diffusive Warmefluss gq,.

Der Strahlungsquellterm g,

Des weiteren miissen die thermische sowie die kalorische Zustandsgleichungen gegeben sein,
um abhéngige Variablen wie Dichte und Temperatur berechnen zu kénnen. Auf die konsti-
tutiven Gleichungen dieser Gréflen wird im néchsten Abschnitt eingegangen.

2.2 Konstitutive Gleichungen

In diesem Abschnitt werden die konstitutiven Gleichungen vorgestellt, die zur Schlieung der
Erhaltungs- und Transportgleichungen notwendig sind. Als erstes werden hier die thermische
und die kalorische Zustandsgleichung behandelt.

2.2.1 Thermische und kalorische Zustandsgleichung

Bei der Berechnung turbulenter, reaktiver Strémungen wird in dieser Arbeit davon ausge-
gangen, dass das Fluid sich wie ein thermisch perfektes Gas verhélt [60, 6], d.h. es wird
von der Giiltigkeit des idealen Gasgesetzes ausgegangen und angenommen, dass die spezi-
fische Warmekapazitit eine reine Temperaturfunktion ist. Die allgemeine Form des idealen
Gasgesetzes fiir ein Gemisch idealer Gase ist gegeben durch

P Y,
S=RT -t 2.2.1
o= 2 22

In dieser thermischen Zustandsgleichung bezeichnet M; die molare Masse der Spezies ¢ und
R die molare allgemeine Gaskonstante, die einen Wert von 8,314 J/(mol K) besitzt [18].
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Das ideale Gasgesetz fiir einen Stoff folgt aus dieser Gleichung, wenn der Massenbruch fiir
die Komponente i auf eins gesetzt wird. Fiir die innere Energie eines idealen Gases gilt
nach Bosnjakovic und Knoche [18], dass diese eine reine Funktion der Temperatur und somit
unabhéngig vom Druck ist. Aus der thermischen Zustandsgleichung (2.2.1) folgt zusammen
mit der Definitionsgleichung fiir die spezifische Enthalpie h; eines Stoffes i, dass auch diese
eine reine Temperaturfunktion ist. Es gilt

Die spezifische Warmekapazitét bei konstantem Druck c,; eines Stoffes ¢ ist somit auch eine
reine Temperaturfunktion [18]. Um die Temperaturabhingigkeit zu beriicksichtigen, werden
NASA-Polynome nach McBride et al. [110] fiir die molare Wérmekapazitét c,,; eines Stoffes
1 verwendet

comi(T)

R = ay; + Qg; T+ as; T2 -+ Qy; T3 + as; T4 . (222)

Die molare Enthalpie h,,; ergibt sich entsprechend als Integral iiber die Warmekapazitit zu
hmi(T) ap T ag; T?  ay T? a5 T*  ag

= ay — . 2.2.3

RT Mty T3t T T (22:3)

Die Bildungsenthalpie ist in diesem Polynomansatz enthalten. Zur Berechnung der Gleich-
gewichtskonstante wird die Entropie eines idealen Gases bendétigt. Diese ldsst sich aus dem
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik unter Verwendung des idealen Gasgesetzes ableiten
[18]. Nach McBride et al. [110] ergibt sich unter Verwendung von Gl. (2.2.2) die molare
Entropie s,,; eines Stoffes ¢ beim Standarddruck py = 1,01325 bar zu

Smi (pO; T)
R

(liT2 CLijj3 CLZ‘T4
= ay; I(T) + apT + = +43 + (2.2.4)

Aus den molaren Gréflen lassen sich die spezifischen durch Multiplikation mit der molaren
Masse ermitteln, d.h.

Cpi = M; Cpmi hi = M; i, 8;i = M; Sy

Bisherige Gleichungen gelten nur fiir Reinstoffe. Um Gasgemische zu behandeln, sind Mi-
schungsregeln fiir die Warmekapazitit und die Enthalpie notwendig (die Entropie ist hier
ausgenommen, da diese nur als Reinstoffentropie zur Berechnung der Gleichgewichtskonstan-
te bendtigt wird). In einem Gemisch idealer Gase gilt

NS

Q=Y Y, (2.2.5)
=1
N

h = ZYZ' h; . (2.2.6)
=1

h bezeichnet die Gemischenthalpie, ¢, die spezifische Warmekapazitit des Gemisches bei
konstantem Druck.

2.2.2 Diffusive Fliisse

Diffusive Fliisse treten in den Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Energie und Impuls auf. Sie
werden durch rdumliche Gradienten einer Grofie verursacht [60]. So steht der Spannungstensor
Tag, der fiir den diffusiven Transport von Impuls verantwortlich ist, fiir Newton’sche Fluide
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mit der Scherung ngZ in folgender Beziehung [60]

B Oug, OJug Ouy
Tap = H (Zhg * Or, 3 Oas Zaxw) ' (2.2.7)

dop in obiger Gleichung bezeichnet das Kronecker-Delta, welches definiert ist zu

1, =
Sy = = (2.2.8)

0, a#pf

1 bezeichnet die dynamische Viskositit des Fluides, in diesem Fall eines idealen Gases, die
eine Funktion der Temperatur und der Zusammensetzung ist. In dieser Arbeit wird eine
Beziehung aus der kinetischen Gastheorie nach [158] verwendet, um die Viskositit u; eines
reinen idealen Gases zu berechnen. Es gilt folgende Zahlenwertgleichung (keine Summation
iber den Index 1)
M;-T
01'2 Qm'

Gleichung (2.2.9) liefert die dynamische Viskositit in kg/(m s), wenn die Temperatur 7' in K,
die molare Masse M; in g/mol und der Lennard-Jones-Teilchendurchmesser o; in Angstrom
eingesetzt wird. Die Beriicksichtigung von Realgaseffekten erfolgt durch das reduzierte Stof3-
integral, das eine Temperaturfunktion ist. In [158] wird folgende Beziehung dafiir gegeben

pi = 2,669 - 107° . (2.2.9)

A, C, E, 0,267
1,5 +6Du Tyi T eFo Tri + T, (2.2.10)
A, =1,16145; B, = 0,14874; C, = 0,52487;

D, =0,77320; B, = 2,16178; F, = 2,43787 .

Qvi =

Hier steht T, fiir die reduzierte Temperatur, die sich mit Hilfe der Boltzmann-Konstante kg
und des Lennard-Jones-Potenziales ¢; errechnen lisst [158]

k

=T 2 (2.2.11)

E’L
Der letzte Summand in Gl. (2.2.10) geht auf Brakow [21] zuriick und wird in [158] als Kor-
rekturterm vorgeschlagen, um den Einfluss der Polaritéit eines Gases auf das reduzierte Stof3-
integral zu beriicksichtigen. In dieser Gleichung ergibt sich der Polaritéits-Parameter §° aus
dem Dipolmoment ,u; zZu

Hy

2¢€ 0
Aus den Reinstoffviskositéten lidsst sich nun die in Gl. (2.2.7) benétigte Gemischviskositét
ermitteln. In [158] wird dafiir folgende Gleichung angegeben

5 =

(2.2.12)

i

S‘ XMZ
: 2.2.13
DN s (2:2.13)
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X; bezeichnet die Molenbriiche und @;; einen weiteren Korrekturfaktor, der nach [158] defi-
niert ist zu

1, i=j
Pij = (”\/Ti W)
\/8 (1+%)

Damit sind alle notwendigen Gleichungen zur Berechnung des diffusiven Impulsflusses ge-
geben. Als néchstes sei auf den diffusiven Massenfluss eingegangen. Dieser ergibt ich nach
einem vereinfachten, recheneffizienten Fick’schen Gesetz zu [60]

2 . (2.2.14)

N

aY; oY
o = —p D; —+Y; D, —L . 2.2.15
j pDi s =+Yi ) o (2.2.15)

Dieser Ansatz ist eine Vereinfachung der Fick’schen Diffusion und beinhaltet nicht den Effekt
von Multi-Komponenten-Diffusion. Er ist aber in der Lage, differentielle Diffusion abzubilden.
Diffusionsfliisse durch Thermo-, Druck- und Massenkraftdiffusion sind bei turbulenten Flam-
men von untergeordneter Rolle und werden hier nicht beriicksichtigt [60]. In obiger Gleichung
ist bereits ein Korrekturterm nach Coffee und Heimerl [34] eingebunden, der dafiir sorgt, dass
bei unterschiedlichen Spezies Diffusionskoeffizienten die Summe der diffusiven Massenfliisse
verschwindet. Dies ist notwendig, damit die Schwerpunktsgeschwindigkeit des Gasgemisches
gewahrt bleibt. Es bleibt noch der Diffusionskoeffizient zu definieren. Eine Mdoglichkeit ist es,
fiir alle Komponenten eines Gasgemisches den gleichen Diffusionskoeffizienten anzunehmen.
Dies ist gerechtfertigt, falls die involvierten Stoffe sich nicht zu sehr in den molaren Massen
und in ihren Teilchendurchmessern unterscheiden. In diesem Fall kann man aus der Gemisch-
viskostét p aus Gl. (2.2.13) die Diffusionskoeffizienten iiber die Schmidtzahl Sc abschétzen

]
Scp

D=D;= (2.2.16)

Dieser Ansatz ist aber ungenau, sobald differentielle Diffusion wichtig wird, wie etwa bei
der Verbrennung von Wasserstoff. In diesem Fall wird in der vorliegenden Arbeit ein Ansatz
nach [163] verwendet. Der Diffusionskoeffizient der Komponente ¢ lésst sich aus den binéren
Diffusionskoeffizienten D;; wie folgt errechnen

1-X;
PR
j=L1,j#i Dj;

Die benétigten binédren Diffusionskoeffizienten lassen sich, wie zuvor die dynamische Visko-
sitdt, aus der kinetischen Gastheorie ermitteln. Es gilt nach [158]

D; = (2.2.17)

1 1
'+Vj

D =1,883-1077 -T2 . 2.2.18
7 )

b 01-2]- - 2pij
Obige Gleichung ist wie Gl. (2.2.9) eine Zahlenwertgleichung, die den Diffusionskoeffizienten
in der Einheit m?/s liefert, wenn die Temperatur 7' in K, der Druck p in bar, die molaren
Massen M in g/mol und der mittlere Teilchendurchmesser o;; in Angstrém eingesetzt werden.

(2pi; ist auch hier wieder ein reduziertes Stofiintegral zur Beriicksichtigung von Realgaseffek-



38 Theoretische Grundlagen

ten. Analog zu Gl. (2.2.10) ist in [158] das reduzierte StoBintegral in Abhéngigkeit von der
reduzierten Temperatur gegeben

Ap Cp Ep Gp 0,19 5 6
QDij = TrijBD + eDD Trij + €FD Trij eHD Trij Trij ’
Ap =1,06036; Bp =0,15610; Cp = 0,19300; Dp = 0,47635;

Ep =1,03387; Fp =1,52996; Gp = 1,76474; Hp = 3,89411 .

(2.2.19)

Des Weiteren werden in Gl. (2.2.18) der mittlere Lennard-Jones-Teilchendurchmesser o;; und
in Gl. (2.2.19) die reduzierte Temperatur benotigt. Diese sind definiert zu
gy = TE
2
ks
v €i €5 ’

In Gl (2.2.19) beriicksichtigt der letzte Summand nach [21] den Einfluss der Polaritét auf
das reduzierte Stoffiintegral. Die Polarititsparameter §° und §’ sind nach Gl. (2.2.12) fiir
jeden Stoff individuell zu ermitteln. Als letztes gilt es hier den diffusiven Energiefluss ¢, zu
behandeln. Fiir diesen gilt [60]

(2.2.20)

Ty =T (2.2.21)

T &
o hi G 2.2.22
q » E J (2.2.22)

Der diffusive Energiefluss ergibt sich somit anteilig aus Enthalpiefluss durch die diffusiven
Massenfliisse sowie aus Fourier’scher Warmeleitung, verursacht durch Temperaturgradienten.
Hier wird zur Berechnung die Wéarmeleitfdhigkeit A des Gasgemisches benétigt. Diese kann
analog zum Diffusionskoeffizienten aus der Prandtlzahl Pr ermittelt werden

H Cp
A=— . 2.2.23
i ( )
Unter der Annahme gleicher Diffusionskoeffizienten fiir alle Spezies und unter Zuhilfenahme
der Schmidt- und Prandtlzahl sowie des totalen Differentials der Gemischenthalpie lésst sich
folgende vereinfachte Gleichung fiir den Warmestrom angeben [60]

poOh G0N, (£- - &) (2.2.24)

L O PR DL .

Der zweite Term verschwindet fiir eine Lewiszahl Le = Se¢/Pr von eins, womit sich eine sehr
einfache Beziehung fiir den diffusiven Wérmestrom ergibt

i Oh
L= — . 2.2.25
4 Pr Oz, ( )

Genauer ist jedoch Gl. (2.2.22), da diese den Effekt differentieller Diffusion beriicksichtigt.
In diesem Fall ist es sinnvoll auch einen genaueren Ansatz aus der kinetische Gastheorie zur
Berechnung der Warmeleitfihigkeit zu verwenden. Fiir ein reines Gas gilt [158]

9 CpM M
= = £ ) = . 2.2.2
Ai (4R+ - ) A (2.2.26)
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Gleichung (2.2.26) ist als Eucken Modell bekannt, wobei  fiir den Isentropenexponent steht,
der hier zu 1,4 angenommen wird [18]. Die Warmeleitfihigkeit eines Gemisches ergibt sich
nach dem Ansatz von Mason und Saxena mit Hilfe dieser Reinstoffwarmeleitfahigkeiten in
analoger Weise zur Gemischviskositét zu [158]

A= . 2.2.27
Z NSX¢ (2:2.27)

2.2.3 Strahlungsquellterm

Der Strahlungsquellterm ¢, in Gl. (2.1.4) fiir Wéarmestrahlung kann bei der Stickoxidbildung
eine grofe Rolle spielen. Modelliert wird der Strahlungsquellterm hier nach dem Ansatz von
Barlow et al. [15], die folgende Modellgleichung fiir den Strahlungsquellterm vorschlagen
(Einsteinsche Summationsvereinbarung)

= -40s5 L X;ap (T*=T2) . (2.2.28)
P

osp bezeichnet die Stefan-Boltzmann-Konstante mit einem Wert von 5,669-107% J /(s m? K*),
X, den Molenbruch der strahlenden Stoffe und «,,; deren Absorptionskoeffzienten. Als strah-
lende Stoffe werden hier Wasser, Kohlendioxid, Kohlenmonoxid sowie Methan beriicksich-
tigt. Gleichung (2.2.28) kann aus einer Bilanz der Strahlungsenergie an einem infinitesi-
malen Volumen hergeleitet werden [123], wobei von einer kleinen optischen Dicke sowie
von grauen Strahlern ausgegangen wird. Der Hintergrundstemperatur T,, wird von Bar-
low et al. [15] als zusétzlicher Korrekturterm eingefiihrt und folgt nicht aus der Energiebilanz.
Durch Einfithrung dieses Terms wird ein Absinken der Temperatur auf Werte unterhalb der
Hintergrundstemperatur vermieden. Um diese Modellgleichung in Rechnungen zu verwen-
den, miissen die Absorptionskoeffizienten bekannt sein. In [15] werden dazu Polynome der
Temperatur angegeben. Es gilt

1000 1000\ 2 1000\ ®
a0 = —0,23093 — 1,12390 - (T) +9,4153 - (T) —2,9988 - (T)

1000\ * 1000\°
1382 [ — ) —1.8684-1075. [ —
+0,5138 (T) ,8684 - 10 (T) :

1000 1000 2 1000\ °
apeo, = 18,741 — 121,31 - ( - ) +273,5 - (T) — 194,05 - <T>

1000\ * 1000\ °
57.31- ( —==) —5.8169 [ —

apen, = 6,6334 —0,0035686 - T+ 1,6682-107° - 7% +2,5611 - 1071 . T
—2,6558- 1071 .1 |

(47869 — 0,06953 - T + 2,9577 - 10—+ - T2 — 4,25732 . 10~7 - T3
42,02894-10710. 74 T <750K

= 10,09 — 0,01183 - T + 4, 7753 - 1076 - T2 — 587209 - 1010 . T3
~2,5334-1074.74, T >750K
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Obige Gleichungen sind Zahlenwertgleichungen, in denen die Temperatur in der Einheit Kel-
vin einzusetzen ist und die den Absorptionskoeffizienten in der Einheit (Pa m)~! liefern.
Damit sind alle Gréflen zur Berechnung des Strahlungsquelltermes gegeben.

2.2.4 Chemische Produktionsdichte

Als letztes sei hier auf die chemische Produktionsdichte m; eingegangen, die in der Transport-
gleichung (2.1.3) benotigt wird. Die chemische Produktionsdichte beriicksichtigt die Bildung
und den Abbau einer Spezies ¢ durch chemische Reaktionen und ist somit eine Quelle bzw.
Senke in der Transportgleichung. Ausgangspunkt fiir die mathematische Formulierung der
Produktionsdichte ist die allgemeine Form einer Reaktionsgleichung. Diese kann fiir eine ein-
zelne Elementarreaktion k in der folgenden Form wiedergegeben werden [60]

N kg N
Z vy, [CGi] = Z vi [Ci] (2.2.29)
i=1 ko i=1

[C;] bezeichnet eine Spezies, z.B. Wasserstoff Hy, v/, den stochiometrischen Koeffizienten der
Spezies i in der Hinreaktion & und entsprechend v/}, den stochiometrischen Koeflizienten in der
Riickreaktion. Gleichung (2.2.29) ist somit die Verallgemeinerung der Reaktionsgleichung fiir
eine reversible chemische Reaktion, die in der Vorwértsrichtung mit dem Geschwindigkeits-
koeffizienten kg, ablduft und in der Riickwértsrichtung mit dem Geschwindigkeitskoeffizien-
ten kp,. Mit diesen Geschwindigkeitskoeffizienten und mittels der molaren Konzentrationen
Cy; = p Y;/M, lassen sich fiir die Geschwindigkeiten der Hin- und Riickreaktionen, wj; und
wyp, folgende Gleichungen angeben

N ,

Wrr = k’fk H CX/;"kClylk s (2.2.30)
=1
N "

=1

C) beriicksichtigt den Einfluss eines inerten Stopartners in der Formulierung der Reaktions-
geschwindigkeiten (v,,x ist eins, wenn der inerte Stopartner beriicksichtigt wird, ansonsten
null). Die Konzentration Cj; definiert sich zu

No—1
P €; €N,
Cy = — — — z Y, ) 2.2.32
M = €eN. My, + - (Mz MNS> p ( )

e; bezeichnet dabei die Effektivitit der Spezies i, wodurch beriicksichtigt wird, dass unter-
schiedliche Spezies eine unterschiedlichen Einfluss auf den Reaktionsablauf haben [60]. In
obiger Gleichung wird das Gesetz von Dalton nach Gl. (2.1.5) beriicksichtigt. Mit Hilfe von
Cln. (2.2.30) und (2.2.31) lasst sich nun die Aquivalenzgeschwindigkeit wj, formulieren

Wy = W — Wkp - (2233)

Durch Multiplikation dieser Aquivalenzgeschwindigkeit mit dem stéchiometrische Koeffizien-
ten vy, = vj;, — v, und durch abschlieende Summation iiber alle IV, Elementarreaktionen
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erhélt man letztlich die gesuchte chemische Produktionsdichte
N,
mi o= M; Y vig wy (2.2.34)
k=1

Um den Satz an Gleichungen zu vervollstdndigen bedarf es noch der Bestimmungsgleichun-
gen fiir die Geschwindigkeitskoeffizienten. Der Geschwindigkeitskoeffizient der Hinreaktion
bestimmt sich aus dem Arrheniusansatz

E
kfk = Afk UAEL exp (—R—f;) . (2235)

Dabei bezeichnet Ay, den Stofifaktor, ns; den Temperaturexponenten und Ey; die Aktivie-
rungsenergie der k-ten Reaktion. In der vorliegenden Arbeit wird dariiber hinaus die Druck-
abhéngigkeit der Geschwindigkeitskoeffizienten nach Lindemann und Troe mit beriicksichtigt.
Dies erfolgt durch einen zusétzlichen Faktor der stetig zwischen dem Geschwindigkeitskoef-
fizienten im Niederdrucklimit, ko, und dem Geschwindigkeitskoeffizienten im Hochdruckli-

mit, kfreo, liberblendet. Fiir die Geschwindigkeitskoeffizienten gelten wiederum individuelle
Arrhenius-Ausdriicke, d.h.

bpiso = Appoe T o= AT

fkoo = fkoo e £
_Eskro

kfk:O = Aka TNk ¢~ R T

Der Geschwindigkeitskoeffizient in einem beliebigen Zustand ergibt sich dann durch

Fy
14+ P

Kk = ko Cu (2.2.36)
wobei C); wiederum die Konzentration der inerten Stofpartner und P, den reduzierten

Druck darstellt

~ Cu ko

P = (2.2.37)

Etroo
In den reduzierten Druck gehen beide Geschwindigkeitskoeffizienten ein und man erhilt aus
Gl (2.2.36) fiir P, << 1, d.h. bei sehr niedrigem Druck und bei sehr kleinem C);, die
Reaktionsgeschwindigkeit im Niederdrucklimit. Hier verhélt sich die Reaktion wie eine Drei-
erstoflireaktion, da sehr niedrige Konzentrationen vorliegen und St68e mit inerten Molekiilen
wichtig zur Aktivierung der Reaktion sind. Im umgekehrten Fall, bei sehr hohen Driicken und
somit bei hohen Stoffkonzentrationen und groflen Stoffwahrscheinlichkeiten, sind die Stofle
mit inerten Molekiilen zweitrangig und die Reaktion verhilt sich wie eine Zweierstofreak-
tion. In diesem Fall ist C'y; sehr grofl und folglich P, >> 1, was im Zusammenspiel mit
Gl. (2.2.36) die Geschwindigkeit im Hochdrucklimit liefert. Der Faktor Fj in Gl. (2.2.36) ist
abhéngig vom verwendeten Formalismus: In der Lindemann-Form ist Fj, eins, wohingegen in
der Troe-Form folgender Zusammenhang gilt

lOglOFcentk

2
1 + log1o Pri+cy
ni—d (logyoPri+ck)

log,oFr = (2.2.38)
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Dabei ist d = 0.14 die einzige Konstante in Gl. (2.2.38). Die Parameter ny, ¢, und Feener
ergeben sich wie folgt

o = —0,4— 0,67 logyoFronts (2.2.39)
ne = 0,75 — 1,27 - logyoFoentrs + (2.2.40)
Feontk = (1—a) T L e T 4 e (2.2.41)

Die Parameter T, T™*, T und « sind reaktionsabhéngig und bestimmen letztlich die Form
des Druckabfalls. Mit Hilfe des Geschwindigkeitskoeffizienten der Hinreaktion l&sst sich nun
der Geschwindigkeitskoeffizient der Riickreaktion ermitteln. Im chemischen Gleichgewicht,
wenn die beiden Geschwindigkeiten betragsméafig gleich sind, muss das Massenwirkungsgesetz
gelten. Daraus folgt fiir den Geschwindigkeitskoeffizienten der Riickreaktion Ky

k}fk
kp = —/— . 2.2.42
"= Ko ( )

Die auf die Konzentrationen bezogene Gleichgewichtskonstante ergibt sich zu

N; =N v
hml(T) Smi (va T) RT =t
KC’k = €Xp (— E Vi |: - — . (2243)
— RT R

Do

Die zur Bestimmung der freien Gibbschen Energie benétigten molare Enthalpien und Entro-
pien werden nach Gl. (2.2.3) und (2.2.4) ermittelt.

2.3 Turbulenz: Gemittelte Erhaltungs- und
Transportgleichungen

Als Turbulenz wird der Bewegungszustand eine Fluides bezeichnet, in dem sich das Fluid
nicht mehr in einem wohlgeordneten Zustand befindet, sondern scheinbar chaotischen, hochst
instationdren Bewegungen folgt. Alle thermodynamischen und mechanischen Gréfien, die den
Zustand eines Fluidelementes beschreiben, sind in einer turbulenten Strémung Zufallsgrofen.
Dieses Verhalten ist auf den ersten Blick erstaunlich, da das Verhalten durch die deterministi-
schen Gleichungen der Impuls-, Energie- und Massenerhaltung sowie durch die Komponenten-
Transportgleichungen diktiert wird. Entscheidend fiir das Verhalten der Stromung ist jedoch
die parametrische Sensitivtét der nichtlinearen Impulsgleichung gegeniiber der Reynoldszahl.
Diese ist definiert zu

Re— 42t (2.3.1)

7

wobei [ eine fiir die Stromung charakteristische Lange definiert. Physikalisch lésst sich die
Reynoldszahl als das Verhéltnis der nichtlinearen Trigheitskréfte zu den ddmpfenden vis-
kosen Kriften interpretieren. Eine hohe Reynoldszahl entspricht somit einer Dominanz der
Tragheitskréfte bei einem schwachen Einfluss der Viskositét, die in der Lage ist, Storungen
abzuschwichen. Das Nachlassen dieser Dampfung begiinstigt die Anfélligkeit der Strémung
gegeniiber Storungen, die unter ungiinstigen Bedingungen durch die Nichtlinearitdat des Sy-
stems verstirkt werden. Dies erkléart weshalb Stromungen bei einer Erhohung der Reynolds-
zahl vom laminaren, wohlgeordneten Zustand in den turbulenten Zustand umschlagen. Eine
anschauliche Diskussion zu der Thematik findet sich bei Pope [151]. Gleichungen (2.1.1),
(2.1.2), (2.1.3) und (2.1.4) sind prinzipiell in der Lage, turbulente Strémungen zu beschrei-
ben, allerdings skaliert der numerische Rechenaufwand einer direkten Losung dieser Glei-
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chungen mit der dritten Potenz der Reynoldszahl. Auf Grund des hohen Rechenaufwandes
werden auch heute noch iiberwiegend bei der Berechnung turbulenter Stromungen Reynolds-
gemittelte Gleichungen verwendet. Diese Mittelung basiert auf der Zerlegung einer zufélligen
Stromungsgrofle @ in ihren Mittel- und Schwankungswert, d.h.

Q=(Q)+Q" . (2.3.2)

(@) bezeichnet den mathematischen Erwartungswert, der bei statistisch stationdren Stro-
mungen mit dem zeitlichen Mittelwert nach Reynolds identisch ist, wenn das Zeitintervall
fiir die Mittelung gegen unendlich strebt [60]. Fiir die Behandlung turbulenter, reaktiver
Stromungen hat sich bei der Mehrzahl der Variablen die dichtegewichtete Mittelung nach
Favre durchgesetzt. Diese definiert sich zu

5_ @)
Q= o (2.3.3)

so dass sich fiir die Zufallsvariable folgende Zerlegung ergibt

Setzt man die Favre- und Reynolds-Zerlegungen in die Erhaltung- und Transportgleichun-
gen ein und fithrt eine Mittelung dieser Gleichungen durch, so erhéilt man folgenden Satz
gemittelter Gleichungen [60]

o, . - 9 ( ~,,> __ 9

En ((p) ug) + Bz, (p) Ua ug+ (p) uy uj —a—xﬁJr

a;;ﬁa> +{p) g5, B=1,..,3 , (2.3.5)
% (40 i) + 8%& (¢ (G Vit ¥7)) =— a{;ﬁ +m), i=1,..,N,—1
(2.3.6)
2 (0 )+ o (0 (@ b)) == Sy s
02 o2 B o -

axﬁﬁa - ag) - 02,025 ((0) T T+ (o) i) +

a%ﬁ (aé;‘i:“) +(p) gg) . (2.3.8)

Man spricht in diesem Zusammenhang von Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen
(englisch: Reynolds Averaged Navier Stokes) was dem Verfahren den Namen RANS gibt.
Nachteilig an diesem Ansatz ist das Auftreten neuer, ungeschlossener Terme, was als das
SchlieBungsproblem der Turbulenz in der Literatur bekannt ist. Dies betrifft:

—_—

e Die Reynold’schen Spannungen (p) wg.

e Die Reynold’schen Fliisse (p) ug\ﬁ;i” , (p) uzy’vh” .
e Die chemische Produktionsdichte (r2;) und den Strahlungsterm (p ¢,).
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e Die diffusiven gemittelten Fliisse (Jin), (¢a) und (7s4)-

Zur SchlieBung der Reynoldsspannung und der Reynoldsfliisse bedarf es zusétzlicher Modell-
gleichungen. In der vorliegenden Arbeit wird fiir die Rechnungen in Kap. 5 das k-e-Modell
nach Jones und Launder [77] verwendet, welches auf zwei Modellgleichungen fiir die turbu-
lente kinetische Energie k& und die Dissipation ¢ basiert [60]

=) D)+ 5 ) )= - ((“t ) ;j) Py e, (239)

«

5 (0 2+ o o () ) =5 (B i) 2= ) 1) 55

IO& €
2
£
—  ou
P = (p) ul ul 8356 . (2.3.11)

«

In den Gln. (2.3.9), (2.3.10) und (2.3.11) wird die Einsteinsche Summationsvereinbarung
verwendet. pur bezeichnet die turbulente Scheinviskositét, die sich aus k und € zu

pr = (p) C, k_2 (2.3.12)

errechnet. Mit Hilfe der turbulenten Dissipation und der turbulenten kinetischen Energie
lassen sich die unbekannten Terme modellieren. Die Reynold’schen Spannungen ergeben sich
aus einem Boussinesq Ansatz [60]

— Oug Jug 2 ou 2
_ "o — o -9 _ = E S = 1,2 .
{p) ug ug Hr (8@; * 0z, 3 ap 0x7> 3 PYOas b o, B = 1,2,3

(2.3.13)
Die Modellkonstanten C., Cs2, 0y, 0. und C), in obigen Gleichungen nehmen nach Launder
und Sharma [94] folgende Werte an

Co=1,44; Coy =1,92; 0, = 1,0; 0. = 1,3; C, = 0.09 . (2.3.14)

Um die Impulsgleichung (2.3.5) vollsténdig zu schlieen, bedarf es noch des gemittelten Span-
nungstensor. Ein {iblicher Ansatz ist die Verwendung von Gl. (2.2.7) mit gemittelten Grofien,
obwohl dies mathematisch nicht korrekt ist. Nach dieser Methode wird auch mit den mitt-
leren diffusiven Fliissen von Energie und Masse in Gln. (2.3.7) bzw. (2.3.6) verfahren. Viel
problematischer ist die Bestimmung der mittleren chemischen Produktionsdichte, wo ein sol-
ches Vorgehen, das als “laminare Chemie”bezeichnet wird [60], zu sehr grofien Fehlern fithren
kann. Fiihrt man eine rigorose mathematische Mittelung durch, so erhélt man sehr schnell in
Abhéngigkeit von der Reaktionsordnung Momente zweiter und héherer Ordnung, die sich nur
sehr schwer sauber modellieren lassen [60]. Besondere Schwierigkeiten bereitet der Geschwin-
digkeitskoeffizient nach Gl. (2.2.35) mit seiner exponentiellen Temperaturabhéngigkeit. Die
Behandlung dieses Problem, des SchlieSungsproblems der Verbrennung, ist Gegenstand der
Verbrennungsmodellierung. In den letzten Jahrzehnten hat es in diesem Bereich eine rasante
Entwicklung gegeben, die zu einer grofien Vielzahl an Verbrennungsmodellen und Modellva-
rianten gefithrt hat. Eine grobe Ubersicht iiber géingige Modellansétze zur Stickoxidmodel-
lierung wird in Kapitel 1 gegeben. Die vollstindige Aufzédhlung aller Verbrennungsmodelle
wiirde jedoch den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Zu diesem Zweck sei an Grundlagenlitera-
tur verwiesen, wie etwa Joos [78]. Ahnliche Probleme wie beim chemischen Quellterm stellen
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sich auch beim Strahlungsquellterm, der ebenfalls eine nichtlineare Funktion der thermoche-
mischen Variablen ist. Eine Ubersicht iiber mogliche Modellierungsansétze zur SchlieBung
des Strahlungsterms finden sich in Coelho [32]. Die vorliegende Arbeit nutzt zur Berech-
nung des thermochemischen Gaszustandes an Stelle der Gln. (2.3.7) und (2.3.6) eine ther-
mochemische Verbund-PDF von Zusammensetzung und Enthalpie, deren Transport durch
die PDF-Transportgleichung beschrieben wird. Auf diese wird im nachfolgenden Abschnitt
eingegangen.

2.4 PDF-Transportgleichung

Dieser Abschnitt behandelt die Grundlagen des Transportgleichungs-PDF-Verfahrens und
stellt somit von der theoretischen Seite einen wichtigen Bestandteil dieser Arbeit dar. Der Ab-
schnitt ist wie folgt untergliedert: Nach einer Einfiihrung in wahrscheinlichkeitstheoretische
Grundlagen wird die Herleitung der Transportgleichung fiir die thermochemische PDF kurz
skizziert und das Losungsverfahren mittels eines Lagrange’schen Monte-Carlo-Verfahrens be-
schrieben. Dem schlief3t sich eine Diskussion verschiedener Ansétze zur Schliefung unbekann-
ter Terme an. Zum Abschluss wird das hybride Gesamtverfahren umrissen.

2.4.1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

In diesen Abschnitt sollen die fiir das Verstdndnis des Transportgleichungs-PDF-Verfahrens
notwendigen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie zusammengefasst werden. Die Grund-
aufgabe der Wahrscheinlichkeitstheorie als Disziplin der Mathematik ist die Herleitung ma-
thematischer Modelle fiir Zufallsprozesse [9]. Ziel der Statistik ist es, ein Wahrscheinlichkeits-
maf} dafiir anzugeben, dass eine Zufallsvariable ¢ einen bestimmten Wert ¢ annimmt. Sie
vermag allerdings nicht den genauen Werte einer Zufallsvariablen vorherzusagen [9, 148]. Die
Menge aller moglichen Werte wird als Zustandsraum der Variablen ¢ bezeichnet, die Varia-
ble v ist die entsprechende Zustandsraumvariable. Wahrscheinlichkeiten sind mathematisch
normierte Mafle, d.h. der Wertebereich des Wahrscheinlichkeitsmafles ist auf das Intervall
von null bis eins beschréankt [9]. Jedem Ereignis ordnet dieses Wahrscheinlichkeitsmaf einen
Wert aus diesem Intervall zu. Das sichere Ereignis hat dabei ein Wahrscheinlichkeitsmafl von
eins, wihrend das unmogliche Ereignis ein Wahrscheinlichkeitsmafl von null hat. Wahrschein-
lichkeitsmafl und Wahrscheinlichkeit sind synonyme Begriffe. Im folgenden wird der Begriff
Wahrscheinlichkeit weiter benutzt [9]. Ein “bequemes Werkzeug”[9] zur Beschreibung der
Verteilung einer Zufallsvariablen ¢ ist die Verteilungsfunktion F'. Diese gibt die Wahrschein-
lichkeit an, mit der die Zufallsvariable ¢ einen Wert kleiner als v annimmt, d.h.

Fy(v) = Probl¢ < 1. (2.4.1)

Die Verteilungsfunktion ist eine monotone Funktion von 1 [9]. Das Ereignis ¢ < —oo ist
unmoglich, wéhrend das Ereignis 1) < oo sicher ist, d.h.

Jim Fy(w)=0 (2.4.2)
Jim Fw)=1. (2.4.3)

Entsprechend lésst sich eine Verteilungsfunktion von vektoriellen Zufallsvariablen definieren,
was relevant ist fiir die Behandlung chemisch reagierender Stromungen. Dort beschreiben bei-
spielsweise die Zufallsvariablen Enthalpie und Zusammensetzung als Vektor von Zufallsgrofien
den augenblicklichen thermochemischen Zustand der Stromung. Die gemeinsame Verteilungs-
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funktion einer n-dimensionalen, vektoriellen Zufallsvariablen ist definiert zu [9]

Fy() = Problgy < b1, dg < tha, oy bn < Y] (2.4.4)

F enthalt alle fiir Beschreibung der Verteilung von % notwendigen Informationen. Die Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion (englisch: Probability-Density-Function, PDF) P ist nun defi-
niert als die Ableitung der Verteilungsfunktion

= I
 0019s...00,

Die PDF Py ist auf Grund der Monotonie der Verteilungsfunktion grofler oder gleich null.
Dariiber hinaus erfiillt sie die Normierungsbedingung

/jo_oo /:O_OO ---/:O_OO Py(¥) dipy difa... dipp =1 . (2.4.6)

Im Folgenden wird fiir das obige Mehrfachintegral folgende Abkiirzung verwendet

/ioo /:oo.../::oo. iy dipy... dipy = /Z. . (2.47)

Mit Hilfe der PDF ldsst sich der mathematische Erwartungswert (¢;) einer Zufallsvariablen
¢; definieren. Es gilt

Py(¥) (2.4.5)

o= P v (2.48)
Eine weitere, wichtige Grofle ist die Varianz, welche definiert ist zu
(o) = [ Rw) (0= (o))" (2.49)
Im allgemeinen ergibt sich der Erwartungswert einer Funktion f der Zufallsvariablen ¢ zu
@)= [ Puw) fw) b (2.4.10)

Neben dem Erwartungswert ist bei mehrdimensionalen Verteilungen der bedingte Erwar-
tungswert von Bedeutung. Dieser gibt den Erwartungswert einer Zufallsgrofien wieder, unter
der Bedingung, dass die Zufallsvariable ¢ den Wert 9 annimmt. Es gilt folgende Definition

o
~ ~

1) = (1606 =)= [ Powd) rwd) i (2.4.11)

Gleichung (2.4.11) setzt voraus, dass die Funktion f abhingig ist von den Zufallsvariablen
Vektoren ¢ und ¢. Die bedingte PDF der Zufallsvariablenvektoren ¢ und ¢ ergibt sich zu

~

~ P9

wobei P(g 5 die Verbund PDF dieser beiden Vektoren bezeichnet. An dieser Stelle seien zwei
Sonderfille der bedingten Erwartungswerte erwihnt. Der erste ergibt sich, wenn die Funk-
tion f unabhéngig von 9 ist. In diesem Fall sind auch die beiden Zufallsvektoren ¢ und ¢

(2.4.12)
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voneinander unabhéngig, so dass sich fiir deren Verbund PDF ergibt

Py, %) = P;(%) Py(%) . (2.4.13)

Im Zusammenspiel mit den Gln. (2.4.12) und (2.4.11) ergibt dies

(fl¥) = < > (2.4.14)

Nimmt man hingegen umgekehrt an, dass f unabhéngig von $ ist, so gilt weiterhin die
statistische Unabhéngigkeit und unter Verwendung der Gln. (2.4.13), (2.4.12) und (2.4.11)
sowie der Normierungsbedingung (2.4.6) ergibt sich

(fly)=rfW) . (2.4.15)

Diese beiden Grenzfille werden noch in den weiteren Betrachtungen eine wichtige Rolle
spielen. Zum Abschluss sei noch die Definition des Ensemble-Mittelwertes betrachtet. Der
Ensemble-Mittelwert definiert sich aus einer Stichprobe der Gréfle N einer Zufallsfunktion
£(6) 2 N

(@) = Zn=t T Pn)
und ist somit ein erwartungstreuer Schétzwert vom mathematischen Erwartungswert nach
Gl. (2.4.10). Der Ensemble Mittelwert ist selbst eine Zufallsvariable und konvergiert nach dem
zentralen Grenzwertsatz [169] gegen den mathematischen Erwartungswert, wenn N gegen
unendlich strebt. Fiir endliche NV ergibt sich ein endlicher statistischer Fehler, der umgekehrt
proportional zu v/N und proportional zu var(f) ist.

(2.4.16)

2.4.2 Herleitung der Transportgleichung fiir die thermochemische PDF

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundlagen
fiir diese Arbeit umrissen wurden, soll nun auf das Transportgleichungs-PDF-Verfahren ein-
gegangen werden. Wie im Abschn. 2.3 diskutiert, ist man bei der Berechnung turbulenter
Stromungen an dem Erwartungswert der Stromungsgrofien interessiert, da eine vollstandige
Losung der Transport- und Erhaltungsgleichungen nur in Sonderfallen moglich ist. Leitet man
nun Transportgleichungen fiir die Erwartungswerte her, so lauft man in das Problem der tur-
bulenten SchlieBung, was gerade bei reagierenden Stromungen auf Grund der Nichtlinearitét
der chemischen Produktionsdichte grole Schwierigkeiten bereitet. An dieser Stelle greift nun
das Transportgleichungs-PDF-Verfahren an. Wie im vorigen Abschnitt beschrieben, kann der
Erwartungswert einer Zufallsgrofie sowie jeder beliebigen Funktion dieser Zufallsgrofie nach
Gln. (2.4.8) und (2.4.10) berechnet werden, wenn die PDF der Zufallsvariablen bekannt ist.
Ziel des Transportgleichungs-PDF-Verfahrens ist es nun, die PDF der Variablen einer turbu-
lenten, reaktiven Stromung fiir einen Zeitpunkt und Ort zu ermitteln. Dies wird durch die
Notation Py(;x,t) ausgedriickt, die besagt, dass P, eine PDF beziiglich der Variable 4 ist
und eine Funktion des Ortes x und der Zeit t. Man spricht daher von einer “ein-Punkt-eine-
Zeit-PDF” [60], die nicht zu verwechseln ist mit dem Wahrscheinlichkeitsdichtfunktional nach
Hopf [71]. Im Rahmen des Transportgleichungs-PDF-Verfahrens wird nun eine Transport-
gleichung fiir eben diese PDF hergeleitet, unbekannte Terme modelliert und die Gleichung
numerisch gelost. Das Transportgleichungs-PDF-Verfahren geht zuriick auf die Arbeiten von
Lundgren 1967 und 1969 [101, 102], der in diesen Arbeiten erstmalig eine Transportgleichung
fiir die PDF der Stromungsgeschwindigkeiten w; herleitet. Basierend auf den Arbeiten von
Lundgren leiten Dopazo und O’Brien [41, 42] und Pope [146] die Transportgleichung fiir die
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thermochemische-PDF her. Der zentrale Gedanke von Lundgren zur Herleitung einer (in er-
ster Linie beliebigen) PDF-Transportgleichung ist die Erkenntnis, dass eine PDF ausgedriickt
werden kann, als der Erwartungswert der Dirac’schen Delta-Funktion 4, d.h.

P¢(¢;xvt) = <5(¢1 - gbl(x?t)) 6(2/}2 - ¢2($,t)) 5(¢n - gbn(wat)»
= (6(¥ — #(z,1))) - (2.4.17)

Hier wird die Schreibweise 0(¥ — ¢(z, t)) verkiirzend fiir das Produkt der Delta-Funktionen
verwendet. Gleichung (2.4.17) scheint auf dem ersten Blick trivial aus den Eigenschaften der
Dirac’schen Funktion in Zusammenspiel mit der Definition des Erwartungswertes, Gl. (2.4.10),
zu folgen. Tatséchlich lésst sich dieser Zusammenhang nach [148] aus der Definitionsgleichung
der PDF, Gl. (2.4.5), herleiten. Betrachtet sei zu diesem Zweck nach Pope [151] folgender
Zufallsprozess: Wenn fiir eine Zufallsvariable ¢ das Ereignis ¢ < v eintritt, so sei diesem
Ereignis der Wert eins zugewiesen. Im umgekehrten Fall, d.h. ¢ > 1, nehme das Ereignis den
Wert null an. Mathematisch ldsst sich dieser Zufallsprozess mit der Heaviside-Funktion H

ausdriicken, die eins annimmt, sobald ihr Argument gré8er oder gleich null ist und ansonsten
null ist, d.h.

L o<
0, ¢279

H(p—¢) = (2.4.18)

Dieser diskrete Modell-Zufallsprozess ist analog zum Werfen einer Miinze zu sehen, bei dem
nur zwei Ergebnisse moglich sind, ndmlich Kopf oder Zahl. Allerdings sind bei einem per-
fekten Miinzwurf die beiden Ausgédnge vom Zufallsexperiment gleich wahrscheinlich. Beide
Ereignisse haben die gleich Wahrscheinlichkeit 0,5. Im vorliegenden Experiment héngt die
Wahrscheinlichkeit des Ausgangs, ndmlich null oder eins, von der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der zugrundeliegenden Zufallsvariablen ¢ ab. Aus elementarer Wahrscheinlichkeitstheo-
rie ist bekannt, dass der Erwartungswert eines derartigen diskreten Zufallsprozesses gleich
der Summe der mit ihren Wahrscheinlichkeiten gewichteten moglichen Werte ist [169], d.h.

(H(¢) — ¢)) = Probl[H(¢p — ¢ > 0)] H[p — ¢ > 0] +Prob(H[y) —¢ < 0]) H(yp —¢ <0)

=1 =0

[
= F,(y) . (2.4.19)

Der letzte Schritt in Gl. (2.4.19) folgt aus Gl. (2.4.1). Differenziert man den so erhaltenen
Ausdruck nach ¢ und beriicksichtigt ferner, dass die Ableitung der Heaviside-Funktion die
Dirac’sche Funktion ist, so lautet das Endergebnis unter Beriicksichtigung von Gl. (2.4.5)

d{H( —¢)) _ dFy(¥)
i o
= (0(¢ — ¢)) = Po(v) . (2.4.20)

Somit erhélt man aus der wahrscheinlichkeitstheoretischen Betrachtung heraus die Beziehung
zwischen der Dirac’schen Delta-Funktion und der PDF. Gleichung (2.4.17) ist letztlich die
Verallgemeinerung fiir eine n-dimensionale Zufallsvariable. Die Grofie 0(¢ — ¢(z,t)) wird als
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momentane Verbund-PDF (fine grained PDF) P)(3) [60] bezeichnet

Pi(p;x,t) =6(% — (1)) . (2.4.21)

Der Name riihrt daher, dass Lundgren in seiner Herleitung den umgekehrten Weg einschlagt
und die PDF nach Gl. (2.4.17) definiert [148]: P;(¢) ist demnach die PDF einer einzigen, “mo-
mentanen” Realisierung der turbulenten Stréomung. Beides fiithrt zum gleichen Ergebnis. Zur
Herleitung einer zunéchst beliebigen PDF-Transportgleichung wird das totale Differential
eben dieser momentanen Verbund-PDF betrachtet. Pj(3) ist eine Funktion des Zustands-
raumsvektors 9, daher wére es zundchst naheliegend, das totale Differential beziiglich dieses
Variablenvektors zu formulieren. Allerdings ist der Zustandsraumvektor unabhéngig vom
Ort, die Ortsabhéingigkeit fliefit nur durch den Zufallsvektor ¢(z,t) ein [60], von dem die
momentane PDF nach Gl. (2.4.21) ebenfalls abhéngt. Um nun die differentielle Anderung
der PDF im physikalischen Raum und in der Zeit darzustellen, wird das totale Differential
beziiglich der Zufallsvariable ¢(z,t) formuliert. Es gilt unter Verwendung der Einsteinschen
Summationsvereinbarung

dP)(¢;x,t) = a];ffb) d;
= dPyapiz.1) = P az(””’t” do:
= APz ) = W 512(% D) g5,
= dP}(¢;x,t) = —%ﬂ dé; . (2.4.22)

Die Umformung von Zeile 2 nach Zeile 3 folgt aus den Eigenschaften der Dirac’schen Funk-
tion [60]. Aus dem totalen Differential ldsst sich nun die substantielle Anderung der PDF
ermitteln. Diese ergibt sich zu (Einsteinsche Summationsvereinbarung)

aP/ OP, oP, 4 4
__? ‘I’ Ug, ¢ _ ) a¢l +uy, %

ot 0x, oY, ot 0,

op, oP, ) a¢ a¢

) o _ ' i ;

7P 5t Spu “ v, O (P (p ))
0 0 0 0
p P, P)=——|(P — ; . 2.4.2

=5 (0P + o (pua B2) =~ (74 (8t<¢n Plpus)) . (a2

Dabei wird bei der Umformung von Zeile 2 zu Zeile 3 die Kontinuitétsgleichung (2.1.1) ver-
wendet. Es bleibt nun nur noch die Mittelung nach (2.4.17) durchzufithren, um von der
momentanen PDF zur ein-Punkt-eine-Zeit-PDF zu gelangen. Beriicksichtigt man, dass Diffe-
rentiation und Mittelung in der Reihenfolge vertauschbar sind, so lautet die gemittelte Form
von Gl. (2.4.23) (Einsteinsche Summationsvereinbarung)

o))

) , 9 , ) (0
5 (0 P+ 5 (oo ) = =5 (5 (00
(2.4.24)

Um nun zur vorldufigen Form der PDF-Transportgleichung zu gelangen, bedarf es noch ei-
ner weiteren Umformung. Wie von Pope gezeigt [148], kann der Erwartungswert vom Pro-
dukt der momentanen PDF mit einer beliebigen Funktion auf die ein-Punkt-eine-Zeit-PDF



50 Theoretische Grundlagen

zuriickgefiihrt werden. Es gilt

(P [(@)) = (f(@)|¥) Py(h;,t) . (2.4.25)

Mit Hilfe dieser Beziehung gelangt man schliellich zur vorlaufigen, allgemeinen Form der
Transportgleichung der ein-Punkt-eine-Zeit-PDF. Diese lautet (Einsteinsche Summations-
vereinbarung)

2 (W) P+ o (el ) ) =

i (2 (Gt 5 ¢i>)'¢>)

gt(p Py) + aia (ual$) p Py) =
) a?b" <p & <% (% (o 90) + ¢z‘))’1/)>) . (2.4.26)

Dabei wird beriicksichtig, dass die Dichte bei inkompressiblen Stromungen nach dem idealen
Gasgesetz, Gl. (2.2.1), eine Funktion der unabhéngigen Zufallsvariablen ist und daher sich
der bedingte Erwartungswert nach Gl. (2.4.15) zu (p(¢)|9) = p(¥) vereinfacht. In dieser
Form ist die PDF-Transportgleichung eine reine mathematische Identitdt. Sie wird aus der
Definition des totalen Differentials gewonnen, enthélt allerdings noch keine physikalische
Informationen. Die Physik wird erst dann beriicksichtigt, wenn die substantielle Anderung
der Variablen ¢ auf der rechten Seite von Gl. (2.4.26) durch die entsprechenden Anderungen
auf Grund von Fliissen und Quellen beriicksichtigt wird. Diese folgen aus den Erhaltungs-
und Transportgleichungen, die im Abschn. 2.1 beschrieben werden. Zur Behandlung von
turbulenten reaktiven Strémung fiihrt Pope die Massendichtefunktion (MDF) %, und die
Favre-gemittelte PDF ]5¢ ein. Diese definieren sich jeweils zu

Py z,t) = PW) %}()Wm,t) |

T, x;t) = p(¢) Py(¢psx,t) . (2.4.28)

Beide PDF’s erlauben eine bequeme Berechnung der Favre-Mittelwerte nach Gl. (2.3.3), die
sich aus der Definition des Mittelwertes, Gl. (2.4.10) ergibt

(2.4.27)

f@?)—i / o) Pow) F@) di
/ Fs() f() dip (2.4.29)
= 7(#) = / Po(w) 1) &b (2.4.30)

Mit diesen Definitionen lautet schliefllich die Transportgleichung der Massendichtefunktion
(Einsteinsche Summationsvereinbarung)
(p uq qbz)) '¢>> . (2.4.31)

0F, 0 0 1 (0
P o Gualw) Z =~ (20 (5 (0 o0+
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Diese Gleichung ist wie Gl. (2.4.26) eine mathematische Identitét, die erst durch die Wahl der
substantiellen Ableitungen auf der rechten Seite mit physikalischen Inhalt gefiillt wird. Dazu
muss der noch offen gehaltene Variablenvektor ¢ festgelegt werden. Ziel dieser Arbeit ist es,
allein den thermochemischen Zustand mittels eines Transportgleichungs-PDF-Verfahrens zu
berechnen und fiir die mechanischen Gréflen wie Impuls und Druck gemittelte Gleichungen
zu losen, wie sie in Abschn. 2.3 beschrieben werden. In diesem Fall lautet der Variablenvektor

¢: (hﬂ}/l7)/27‘“7YNs—l) . (2432)

Durch diese Groflen ist der thermodynamische Zustand eines idealen Gases vollstindig be-
schrieben, wenn, wie Eingangs erwihnt, Druckschwankungen bei niedrigen Machzahlen ver-
nachléssigbar werden. Die substantiellen Ableitungen der spezifischen Enthalpie h und der
Massenbriiche Y; ergeben sich aus der Energieerhaltungsgleichung (2.1.4) und den Trans-
portgleichungen fiir die Komponenten (2.1.3). Einsetzen in die Transportgleichung fiir die
Massendichtefunktion liefert (Einsteinsche Summationsvereinbarung)

0F4 0

o T o ((ual®) Fy) =

0 o 1 aqa . 0 o 1 8j’ia ml
oh (‘” <p dr, "’>)+an <"4¢ <p ora 0 1%/))

was sich weiter vereinfachen ldsst zu (Einsteinsche Summationsvereinbarung)

0F, 0 9 <% <1 4o ¢>>

— + ((ual ) L%):% b O,
0 m; 0 )

ot 0z,

0 1 9y;

g- - (1e%

"oy, ( ¢ <p Oz
Gleichung (2.4.33) ist die Transportgleichung fiir die Massendichtefunktion. Bemerkenswert
sind die letzten beiden Terme, welche die Anderung der PDF durch chemische Reaktion sowie
durch Strahlung beschreiben: Der konditionierte Erwartungswert dieser Terme vereinfacht

sich auf Grund von Gl. (2.4.15) zu

mi(@)| ,\ ()
< p(9) ’¢_¢> () (2:4.34)

Die chemische Produktionsdichte und der Strahlungsquellterm sind nach den Ausfithrungen
in den Abschnitten 2.2.3 und 2.2.4 Funktionen der thermochemischen Variablen. Somit
sind deren konditionierte Erwartungswerte algebraische Funktionen eben dieser Variablen.
Dass der chemische Quellterm hier geschlossen auftritt, ist von zentraler Bedeutung. Das
Transportgleichungs-PDF-Verfahren ist das einzige, numerisch anwendbare Berechnungsver-
fahren, das fiir turbulente reagierende Stromungen den chemischen Quellterm geschlossen
darstellen kann. Darin liegt gerade die Starke des Berechnungsverfahrens. Bei “klassischen”,
auf den Mittelwerten der thermochemischen Groflen basierenden Verfahren, tritt der che-
mische Quellterm ungeschlossen auf und muss modelliert werden. Die Modellierung des
chemischen Quelltermes ist Gegenstand der Verbrennungsmodellierung, die seit den 1990er
Jahren mit dem Aufkommen leistungsfihiger Rechner eine rasante Entwicklung durchléauft.
Allen diesen Modellen ist jedoch gemein, dass physikalisch, zuweilen auch pragmatisch mo-
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tivierte Einschrankungen beziiglich der Chemie gemacht werden miissen, um die Modelle
handhabbar und numerisch 16sbar zu halten. Besonders hiufig trifft man auf die Annahme
grofler Damkohlerzahlen, d.h. die Annahme “schneller Chemie”. Dies ist jedoch gerade in
Bezug auf die Schadstoffchemie von NO, physikalisch falsch. Der Versuch, diese Modelle oh-
ne Modifikation auf die Stickoxidbildung anzuwenden fiithrt dann in letzter Konsequenz zu
falschen Ergebnissen. Versuche, die Effekte “langsamer” Chemie wieder einzufiihren, erh6hen
im Gegenzug die Komplexitdat, was dem urspriinglichen Gedanken eines moglichst einfa-
chen, schnell zu 16senden und physikalisch allgemeingiiltigen Modelles wiederspricht. Daher
ist das Transportgleichungs-PDF-Verfahren das einzige Verfahren, das ohne physikalische
Néherungen beziiglich der Verbrennung auskommt. Dennoch soll nicht verschwiegen werden,
dass auch das Transportgleichungs-PDF-Verfahren Schwéchen hat. Dies betrifft insbesondere
die Modellierung der ungeschlossenen Mischungsterme, d.h. die konditionierten Erwartungs-
werte der diffusiven Fliisse. Auf die Problematik der Schliefung dieser Terme wird detaillierter
in Abschn. 2.4.4 eingegangen. Ein weiterer Problempunkt bei den Transportgleichungs-PDF-
Verfahren ist die numerische Losung der PDF-Transportgleichung. Die PDF héingt zum einen
von den drei Raumkoordinaten und der Zeit ab, zum anderen von der Enthalpie und den
N, — 1 unabhéngigen Spezies, d.h. insgesamt von maximal N, 4+ 4 unabhéngigen Variablen.
Eine numerische Losung mit Differenzen-Verfahren ist in nur einfachen Féllen, z.B. in zwei
Raumdimensionen und bei sehr wenigen Spezies, moglich (siche Mobus [122]). Im allgemeinen
Fall sind jedoch andere Losungsverfahren notwendig. Auf diese wird im nédchsten Abschnitt
eingegangen.

2.4.3 Lagrange’sches Monte-Carlo-Verfahren

In diesem Abschnitt soll das Losungsverfahren fiir die Transportgleichung der thermoche-
mischen Massendichtefunktion nach Gl. (2.4.33) beschrieben werden. Ausgangspunkt fiir die
Herleitung eines Losungsverfahrens ist, wie zuvor bei der Herleitung der PDF-Transportglei-
chung, die momentane PDF nach Gl. (2.4.21). Analog zu dieser Gleichung wird die Ensemble-
gemittelte, diskrete PDF Pyy definiert zu [148]

N
Py — % S0 - ¢z, 1)) (2.4.36)

Dass diese Definition einer diskreten PDF fiir N — oo konsistent zur kontinuierlichen PDF
ist, die in Abschn. 2.4.1 eingefiithrt wird, zeigt Pope [148], indem er den Erwartungswert
einer Funktion f(¢) nach Gl. (2.4.10) mit Hilfe der diskreten PDF ermittelt. Es zeigt sich,
dass dieser dem Ensemblemittelwert nach Gl. (2.4.16) entspricht. Somit strebt der Erwar-
tungswert der diskreten PDF gegen den mathematischen Erwartungswert, sobald N gegen
unendlich strebt. Um den Unterschied zwischen der kontinuierlichen PDF und der diskre-
ten PDF niher zu verstehen ist es hilfreich, jeden Punkt ¢ als eine Stichprobe der Zu-
fallsvariable ¢ im Zustandsraum 4 aufzufassen [148]. Die diskrete PDF l&sst sich dann als
“normalisierte Anzahldichte” [148] der Stichproben im %-Zustandsraum auffassen. Der Er-
wartungswert dieser normalisierten Anzahldichte an Proben entspricht der kontinuierlichen
PDF nach Abschn. 2.4.1

(Png) =Py . (2.4.37)

Eine hohe Wahrscheinlichkeitsdichte in einem “Bereich” des Zustandsraums entspricht somit
einer hohen Anzahl an Stichproben in eben diesem “Bereich” und somit einer hohen Anzahl-
dichte. Jede dieser Stichproben kann als ein “fiktives Partikel” (“notional particle”, [148])
im 9 Zustandsraum aufgefasst werden. Pope [148] nimmt diesen Grundgedanken auf, um
ein Verfahren zur Losung der PDF-Transportgleichung zu entwickeln. Demnach kann man
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die Anderung der PDF durch Transport im physikalischen Raum sowie im Zustandsraum
auf eine Anderung der fiktiven Partikel zuriickfithren, welche in ihrer normierten Anzahl-
dichte die PDF abbilden. Somit ldsst sich durch ein Lagrange’sches Verfahren der Partikel-
verfolgung die Evolution einer PDF darstellen. Fiir reaktive Stromungen bedarf es jedoch
zuvor einer diskreten Darstellung der Massendichtefunktion, da wir an der Losung der MDF-
Transportgleichung (2.4.33) interessiert sind. Pope [148] definiert dazu analog zur diskreten
PDF die diskrete MDF zu

Iy (Y, z;t) = Zmn (Y — ™) 6 (x —z™) . (2.4.38)

Die diskrete MDF definiert sich somit aus einem Ensemble Np fiktiver Partikel im z-9-Raum,
mit der individuellen Masse m,,. Gleichung (2.4.38) ist zunéchst eine reine Definition. Um
den Zusammenhang zur kontinuierlichen MDF nach Gl. (2.4.28) herzustellen, wird folgende
Identitat von Pope [148] eingefordert

Fo (b, x;t) = (Fng (Y, 231)) (2.4.39)

Nach Pope gilt diese Identitdt nur, wenn folgende Konsistenzbedingung eingehalten wird

[148]
- <men 5 (z — m("))> . (2.4.40)

Gleichung (2.4.40) bedeutet in Worten, dass die Partikelzahldichte im physikalischen Raum
proportional zur Dichte des Fluides sein muf, damit die diskrete MDF nach Gl. (2.4.38) der
kontinuierlichen MDF entspricht. Unter Verwendung der diskreten MDF und der Konsistenz-
bedingung lisst sich auch der Erwartungswert nach Gl. (2.4.10) bestimmen. Es gilt

Sl ma f (@)
f(¢) ~ Egifeu m,

Der Favre-Mittelwert wird somit fiir eine begrenzte Zahl fiktiver Partikel Np..; durch den
massengewichteten Ensemblemittelwert approximiert. Die Herleitung ist in Anhang A be-
schrieben. Mit diesen Ausfithrungen ist der Zusammenhang zwischen der gesuchten MDF
und der diskreten MDF gegeben. Als nichstes gilt es, die Evolution der fiktiven Partikel der-
art zu gestalten, dass die Anderung der Stichproben ¢ in der Zeit, im physikalischen Raum
sowie im Zustandsraum genau die MDF-Transportgleichung (2.4.33) nachbildet. Nach Pope
[148] kann die Massendichtefunktion theoretisch durch sogenannte “konditionierte Partikel”
(englisch: “conditional particles”) direkt diskret approximiert werden. Allerdings sind die
Anderungsraten der Partikeleigenschaften schwierig zu modellieren und zu berechnen [148].
Daher greift Pope auf das Konzept “stochastisch dquivalenter Systeme” zuriick, d.h. dass
verschiedene stochastische Systeme durch die gleiche PDF beschrieben werden konnen. In
letzter Konsequenz bedeutet dies, dass es moglich ist, die MDF' eines Fluides mit Hilfe ei-
nes einfach zu berechnenden stochastischen Modells indirekt zu simulieren, d.h. durch die
Simulation eines Systems von stochastischen Partikeln, statt der schwierig zu modellieren-
den konditionierten Partikeln. Pope spricht in seiner Arbeit [148] daher von einer indirekten
Monte-Carlo-Simulation, da das stochastische System nur in seinen Momenten und in sei-
ner MDF eine physikalische Bedeutung hat. Die Evolution der individuellen stochastische
Partikel hat keine direkte physikalische Entsprechung. Die Anderung der Eigenschaften sto-
chastischer Partikel ist nicht immer differenzierbar, ja nicht einmal stetig in der Zeit, son-

(2.4.41)
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dern wird durch stochastische Prozesse beschrieben. Im Rahmen der Transportgleichungs-
PDF-Verfahren werden dazu Markov-Prozesse verwendet, die dadurch definiert sind, dass
der zukiinftige Zustand nur vom gegenwiértigen abhéngt, nicht aber von den vergangenen
Zustanden. Der Prozess hat somit “kein Gedéachtnis”, “vergangene und zukiinftige Zustinde
sind statistisch unabhéngig” [9]. Beispiele fiir derartige Prozesse sind Poissonprozesse sowie
Diffusionsprozessen, die von Pope zur Modellierung vorgeschlagen werden. Der Poissonpro-
zess ist ein stochastischer Sprungprozess der Zufallsvariablen ¢! im stochastischen System,
der durch folgende Gleichung beschrieben wird [61]

b1 (t + dt) = 61 (1) + Zi(dt: 95(2), 1) . (2.4.42)

Z;i(dt;9,t) bezeichnet eine zufillige, endliche, sprunghafte Anderung der Variablen ¢! iiber
ein infinitesimales Zeitintervall dt. Die Wahrscheinlichkeit, dass in diesem Zeitintervall eine
Anderung auftritt ist gegeben durch

dt
Probl 67(t+ dt) — 63(t) = Si(dti 65(1),8) | = (2443
7p(1)
wihrend die Variable mit der Wahrscheinlichkeit 1 — dt/7p unveréndert bleibt [61]
. . dt
Prob| ¢ (t+dt) —¢i(t)=0]=1— (2.4.44)
7p(t)

Wie in [61] gezeigt wird, gehorcht die Verteilung der Zeitpunkte von Sprungereignissen einer
Poissonverteilung, was dem Prozess letztlich seinen Namen gibt. Das Zeitmafl 7p(t) gibt
die mittlere Zeitspanne an, die fiir einen Sprung zum Zeitpunkt ¢ notwendig ist, die inverse
dieser Grofle ist die Intensitét der Poissonverteilung. Zur vollsténdigen Charakterisierung des
Sprungprozesses ist neben 7p(t) noch die Angabe der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Sprunggrofe = notwendig [61]. Diese ist bei einem Markov-Prozess nur abhéngig von Grofien
zum Zeitpunkt ¢ und sei hier durch die PDF Pz (€|1);t) gegeben. Mit diesen beiden Groflen
liisst sich nun die Ubergangsdichte P* fiir einen Poissonprozess wie folgt angeben [61]

dt dt

—— | 0(§)+ ——= P= 1), 2.4.45
) 8@+~ Pt (2.4.45)
womit sich nach Gillespie [61] unter Verwendung der Chapman-Kolmogorov-Vorwirtsgleichung
folgende Transportgleichung fiir die PDF P; des Poissonprozesses ergibt

_ Pr(ynit)
7p(t)
Eine andere Transportgleichung ergibt sich, wenn man statt Poissonprozessen Diffusionspro-

zesse betrachtet. Diese sind nach Arnold [9] gegeben durch folgende stochastische Differenti-
algleichung

Peivin) = (1-

oPr(it) 1

ot = [ et - 6 P - o) (2.4.40

At = fpi(@",t) dt + Gyj(¢",t) AW, . (2.4.47)

In Gl. (2.4.47) wird die Einsteinsche Summationsvereinbarung verwendet. fp; bezeichnet den
Driftvektor des Diffusionsprozesses, wihrend die Matrix G; zur Diffusionsmatrix B;; wie folgt
in Beziehung steht (Verwendung Einsteinscher Summationsvereinbarung)

G Grj = Bij
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Die Variable W; ist ein Wiener-Prozess, der durch den Zuwachs dWW; in die stochastische DGL
(2.4.47) einfliefit. Die Zuwichse eines Wiener-Prozesses sind definitionsgeméf normalverteilt
und statistisch unabhéngig mit Erwartungswert null und der Kovarianzmatrix At ¢;;, d.h.

[9]

(Wit + At) — Wi(t)) (W;(t + At) — W;(t))) = At 6;; . (2.4.49)

Diese Normalverteilung ist bei einem Wiener-Prozess stationér. Diffusionsprozesse fiithren zu
ciner Anderung der Lagrange’schen PDF P} des stochastischen Systems geméf der Chapman-
Kolmogorov-Vorwértsgleichung bzw. Fokker-Planck-Gleichung [9] (Einsteinsche Summations-
vereinbarung)

0P} (¢;t) 0 0

ot a _81/1;* (fpi(¥",t) Pz(¢*;t))+w

(Bi; (¥, t) Pr(¥™1) . (2.4.50)

Zur Modellierung der thermochemischen PDF werden iiblicherweise Diffusionsprozesse fiir
den Transport im physikalischen Raum verwendet, wéhrend zur Abbildung von Mischungs-
prozessen Poissonprozesse in Form von Partikelinteraktionsmodellen Anwendung finden. Ver-
allgemeinert ldsst sich fiir die stochastischen Partikel folgendes System stochastischer Diffe-
rentialgleichungen angeben (Einsteinsche Summationsvereinbarung)

o (t+dt) = 2 (t) + ua(x™(t), 1) dt + Gag(x™(t),t) dWs (2.4.51)
Oi(t+dt) = @i (t) + Si(@*(1),t) dt + =Z(dt; d*(t),t) . (2.4.52)
Uberlagert man diese stochastischen Prozesse so gelangt man zur folgenden Modellgleichung

fiir die Anderung der PDF des Lagrange’schen Partikelsystems (Einsteinsche Summations-
vereinbarung)

OP; (Y™, x*; 0 0
B0 = i (el 1) LW @750) 4 s (B ) PG 2751
s | el -0 P -y dg - HEED
0
- gur (S0 i x) (2.4.53)

Mit Gl. (2.4.53) ist die Transportgleichung der Lagrange’schen PDF des stochastischen Sy-
stems geméf Gl. (2.4.51) und Gl. (2.4.52) gegeben. Benétigt wird allerdings die Transport-
gleichung fiir die MDF des stochastischen Systems, 7, da diese indirekt die MDF des Fluides
nachbilden soll. Der Ubergang von der Lagrange’schen PDF zur MDF stellt Pope in seiner Ar-

beit von 1985 her. Er zeigt, dass die auf die Anfangswerte konditionierte Lagrange’sche-PDF
die Ubergangsdichte der MDF ist [148]

o0

ﬁd,(t/),x;t) = / PL (¢,x;t|¢0,x0) ﬁd)(’lpo,xo;to) d’lpo dxo . (2454)
Im stochastischen System handelt es sich bei den betrachteten Prozessen um Markov-Prozesse,
d.h. der zukiinftige Wert der Zufallsvariablen ist nur vom aktuellen Wert, nicht aber von der
Vergangenheit der Zufallsvariablen abhéngig. Daher sind die Lagrange’sche-PDF und die
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konditioniert Lagrange’sche-PDF identisch und es gilt

P (Y, 25 tlo, o) = P (¢, z;1) . (2.4.55)

Im stochastischen System ist die Lagrange’sche-PDF somit die Ubergangsdichte fiir die Mas-
sendichtefunktion in Gl. (2.4.54). Damit ist letztlich der erforderliche Zusammenhang zwi-
schen der zu modellierenden MDF und dem System stochastischer Partikel gegeben: Setzt
man nun die Lagrange’sche-PDF Pj (v, z;t) in Gl. (2.4.54) ein und differenziert diese nach
der Zeit, so kann man in einem weiteren Schritt die zeitliche Ableitung P} (v,z;t) durch
Gl. (2.4.53) substituieren. Anschlielende Integration liefert die gesuchte Transportgleichung
fiir 7 (Einsteinsche Summationsvereinbarung)

0.7, Lxtt 0 o
¢(1/(;t i - _31’3 (Ua(.’l,‘*7t) ‘%(¢*ax*;t)) + 31‘331}2} (Bag(:l:*,t) %(@b*,x*;t))
e | pele - A - dg - T
- @z?‘ (Siw",0) Zo(",2%51) (2.4.56)

Durch Vergleich der Koeffizienten in der modellierten Gleichung mit der MDF Transportglei-
chung (2.4.33) ergeben sich schlussendlich die Koeffizienten in den stochastischen Differen-
tialgleichungen. Um dieses Berechnungsverfahren anzuwenden, miissen die konditionierten
diffusiven Fliisse sowie der konditionierte konvektive rdaumliche Transport modelliert werden.
Dies wird im Folgenden Abschnitt beschrieben.

2.4.4 Modellierung ungeschlossener Terme

Im folgenden wird auf die Modellierung der ungeschlossenen Terme eingegangen. Dies be-
trifft zum einen den konvektiven rdumlichen Transport, der hier durch einen Gradienten-
diffusionsansatz geschlossen wird, wie im néchsten Unterabschnitt dargestellt. Beim zwei-
ten Term handelt es sich um die konditionierten diffusiven Fliisse, deren Modellierung bei
Transportgleichungs-PDF-Verfahren die meisten Schwierigkeiten bereitet. Im Rahmen dieser
Arbeit wird ein Ansatz eingefiihrt, der die Darstellung differentieller Diffusion erlaubt.

2.4.4.1 Konvektiver raumlicher Transport

Der konvektive rdumliche Transport der MDF ist in der MDF-Transportgleichung (2.4.33)
durch den Term (u,|®¥) %, gegeben. Zur Modellierung dieses Termes wird die Geschwin-

digkeit u, zundchst gemafl Gl. (2.3.4) in eine Mittelwert und eine Fluktuation aufgespalten,
d.h.

Ug = Ug + UL (2.4.57)

Wendet man diese Zerlegung auf den konvektiven rdumlichen Transport an, so erhilt man
folgenden Beitrag zur zeitlichen Anderungsrate der MDF

(ua¥) Fo = ((Ual¥) + (ual¥)) F
= U Ty + (U|Y) Ty (2.4.58)

Dabei wird genutzt, dass nach Gl. (2.4.14) die Favre gemittelte Geschwindigkeit identisch ist
mit ihrem konditionierten Mittelwert. Es verbleibt noch die konditionierte Fluktuation zu
modellieren, die verantwortlich ist fiir die turbulente Konvektion der PDF. Im Rahmen von
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RANS-Rechnungen wird {iblicherweise wie von Pope [146] vorgeschlagen ein Gradientendif-
fusionsansatz verwendet

" T o~ 9 @
(ual¥) Fs ~ —(p) Dr e (<p>). (2.4.59)

Der turbulente Diffusionskoeffizient D ergibt sich aus der turbulenten Viskositét g iiber
Dy = pr/Ser. Ser ist die turbulente Schmidtzahl, die in dieser Arbeit zu 0,7 gesetzt wird,
falls nicht anders angegeben. Somit ergibt sich aus dem gesamten konvektiven Transport
folgender Modellbeitrag zur Anderungsrate (Einsteinsche Summationsvereinbarung)

0Fy 0 [ 1 d({p) Dr) 0* (Dr Fy) _
a_;jLa_%(% (a+®a—%>)_w_o. (2.4.60)

Die Umformung der Modellgleichung wird genauer in Anhang B beschrieben.
2.4.4.2 Modellierung der konditionierten diffusiven Fliisse

Die grofite Herausforderung in der Modellierung stellt bei Transportgleichungs-PDF-Verfahren

die Behandlung der konditionierten diffusiven Stoffstrome < 1 8”” 1,b> und des konditionier-

ten diffusiven Wérmestroms <l %‘ '4,[)> dar. Diese Terme beinhalten den Einfluss der Mi-

schung auf die MDF und sind daher gerade bei der Berechnung von turbulenter Verbren-
nung von zentraler Bedeutung. Sie lassen sich umformen und weiter zusammenfassen, wenn
fiir die diffusiven Stoffstrome gleiche Diffusionskoeffizienten verwendet werden und die Le-
wiszahl zu eins gesetzt wird. In diesem Fall lassen sich alle konditionierte diffusive Fliisse

nach Gl. (2.2.15) bzw. Gl. (2.2.25) durch — <; o (p D 8¢‘ ) ‘ 'l/)> zusammenfassen, wobei ¢

stellvertretend fiir die Enthalpie h und den Massenbruch YZ und pD = p/Se fiir den Trans-
portkoeffizienten steht. Dieser Ausdruck ldsst sich nach Janicka et al. [73] bzw. Pope [151]
weiter umformen zu (Einsteinsche Summationsvereinbarung)
0*(F 4D
8)%,) + G

o (/10 06, N 29 00, 90,
" o0 (< ) Ora (p 8xa>’¢> J‘ﬁ) ~ T 00 0y (<D Bz, Oz, D0,

(2.4.61)
wobei der Dichteterm vernachléssigt und der Diffusionskoeffizient als rdumlich konstant an-
gesehen wird. Eine Herleitung dieser Beziehung ist in Anhang D gegeben. Der konditionierte
Erwartungswert auf der rechten Seite beschreibt die “turbulente (molekulare) Mischung”
[60] und muss modelliert werden. Zur Modellierung dieses Termes gibt es eine Vielzahl von
Modellen. Nach Pope miissen die Modelle folgenden Kriterien gentigen [148]:

e Dimensionale Konsistenz muss eingehalten, d.h. das Modell muss die gleichen Einheiten
aufweisen wie der zu modellierende Term.

e Da physikalische Gesetze nicht vom Koordinatensystem abhéingen in dem sie mathe-
matisch beschrieben werden, muss ein Modell, welches der Beschreibung eines physi-
kalischen Vorgangs dient, ebenfalls invariant gegeniiber Anderungen des Koordinaten-
systemes sein. Dies geschieht nach Pope [148] automatisch, wenn die GesetzméBigkeit
“durch kartesische Tensoren” beschrieben wird.

e Es muf gallileische Invarianz gelten, d.h. der durch das Modell beschriebene Vorgang
bleibt von der Wahl Inertialsystems unberiihrt.

e Realisierbarkeit der physikalischen Zustédnde mufl gewahrt bleiben. Wenn dies von einem
Modell gewahrleistet wird, spricht man von “schwacher Realisierbarkeit”. Erlaubt ein
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Modell dariiber hinaus das Erreichen extremer physikalischer Zusténde, so erfiillt das
Modell “das Prinzip der Erreichbarkeit extremer Zustédnde”. Verschwindet in einem
solchen extremen Zustand die Anderungsrate einer Variablen, so erfiillt das Modell
“starke Realisierbarkeit”.

e Die Linearitdt und Unabhéngigkeit konservierter passiver Skalare mufl im Modell ge-
wahrt bleiben.

e Die Beschréanktheit von Variablen muf§ gesichert sein.

In der Literatur gibt es zum Zeitpunkt dieser Arbeit bereits eine grofie Vielzahl an Modellen,
die diesen Modellierungspunkten Rechnung tragen. Frithe Beispiele fiir Mischungsmodelle
sind das “Coalescence and Dispersion” Modell nach Curl [37] von 1963, das “Interaction by
Exchange with the Mean” (IEM) Modell nach Villermaux and Devillon [177] von 1972 und das
“Linear Mean-Square Estimation” (LMSE) Modell nach Dopazo und O’Brien [41] von 1974.
Weitere Verbesserung des Curl Models werden von Janicka et al. [73] 1979, von Pope [147]
1982 und von Nooren et al. [134] 1997 eingefithrt. Neuere Mischungsmodelle sind das “Map-
ping Closure” (MP) Modell von Pope [149] und Gao et al. [57], welches auf der Arbeit von
Chen et al. [31] basiert, das “Euclidean-Minimum-Spanning-Trees” (EMST) Modell von Sub-
ramaniam und Pope [172], das “Lagrangian-Fokker-Planck” (LFP) Model von Fox [55] sowie
das “Parameterized-Scalar-Profile” (PSP) Modell von Meyer und Jenny [119, 116, 118, 117].

In der vorliegenden Arbeit wird das “Linear Mean-Square Estimation” (LMSE) Modell nach
Dopazo [40] genutzt, das auch als “Interaction by Exchange with the Mean” (IEM) Modell
nach Villermaux und Devillon [177] bekannt ist. Nach diesem Modellansatz gilt fur den
Dissipationsterm (Einsteinsche Summationsvereinbarung)

o 8 (/D 3¢ d¢; _ )
£2(ER8N )R Lot n) e

Die Modellkonstante Cy hat den Standardwert zwei, um in homogener isotroper Turbulenz
die korrekte Abklingrate der Varianz einzustellen [76]. Mit diesem Modell ergibt sich aus dem
konditionierten diffusiven Fluss folgende Anderungsrate in der MDF (Einsteinsche Summa-
tionsvereinbarung)

0F, 0 O(F, D)
= awk( Co - (wk—m) %) ey el (2.4.63)

Ein alternativer Ansatz, der auch die Einbindung differentieller Diffusion erlaubt, ergibt sich,
wenn man den konditionierten diffusiven Warme- und Stoffstrom zunéchst mittels Gl. (2.4.15)
vereinfacht. Es ergibt sich nach Gl. (2.2.15) fiir den diffusiven konditionierten diffusiven
Stoffstrom
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N, 2Y
») =YY D) 5o

wéhrend man mit diesem Ergebnis und Gl. (2.2.22) folgende Gleichung fiir den konditionier-
ten diffusiven Warmestrom erhélt

:§2P2w0<822;a >}+<aﬂ¢% (2.4.64)

a=1

¥) - Vi) ngw < o w>)

¢H+W%W>. (2.4.65)

Die Terme ( ) und (g,|®) beriicksichtigen die rdumlichen Ableitungen der Transportko-
effizienten bzw. der Reinstoffenthalpien im Falle der Warmeleitung, d.h.

N

10 (pD;) 9Y; aY; dY; Y10 (pD;) 9Y;
- Dyt L - Yy -l 2.4,
) ;<p Oro Oz ; T 0z, 04 z;p Oz, Gxa¢  (2466)
3
1 oX OT 1 Oh;
<€q|¢>—2<;a—%a—%—;pa a]m > <Zh€y > , (2.4.67)

die sich aus der Kettenregel der Differentialrechnung ergeben. Zerlegt man im Weiteren nun
den Massenbruch und die Temperatur in ihren Mittelwert und ihre Fluktuation,

{

T=T+T" ,
}/Z:}Z_F}/;//

dann lassen sich die konditionierten Erwartungswerte der Laplace-Operatoren in Gln. (2.4.64)
und (2.4.65) nach Fox [56] wie folgt vereinfachen

0°T ) 0°T Lo "
02,0T, © Ox,0x, 02,0, ’
82Y; 82}7; 62}/;//
<(‘3xaaxa ‘/)> © 0x,0%, + < 01,0%, ¢>

Fithrt man diese Zerlegung in Gln. (2.4.64) und (2.4.65) ein, so gilt
- 0%,
R Di() ——— — D;(
> Z{ %) 02,024 Z 8ma8:ra

N, a2y//
¢> i) 300 ot

3

1 JjJia
_§:<p%

(92Yi”
D) < O0x,0x

)| . oy
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>Z[2h ( afa% ZD f)xaaxa>
+Zh < <aii§;a >—W’/’)2DJ(¢><5§1?;& ¢>>

Awp) 0T | A@) / 0*T"
* p(¥) 0xn0x, * p(¥) <8:ca8:ca ¢>] ' (2.4.69)

Die Terme (ey,|%) und (g,|4) werden in den obigen Gleichungen vernachlissigt in Ana-
logie zu Fox [56], was allerdings nicht unproblematisch ist. Diese Terme sind, wie aus den
Gln. (2.4.66) und (2.4.67) ersichtlich wird, ungeschlossen und bediirfen einer Modellierung.
Prinzipiell ist es auch hier méglich, zuséatzlich zur Zerlegung vom Massenbruch- und Tempe-
raturfeld in Mittel- und Schwankungswert eine Zerlegung der Transportkoeffizienten vor-
zunehmen. Man erhélt auf diese Weise geschlossene Terme in den Mittelwerten, die im
Transportgleichungs-PDF Verfahren beriicksichtigt werden koénnen. Allerdings erhoht dies
den Rechen- und Speicheraufwand deutlich (so muss beispielsweise fiir jeden Stoff die raum-
liche Ableitung des Diffusionskoeffizienten ermittelt werden), weswegen in erster Néherung
die Ableitungen der Transportkoeffizienten vernachléssigt werden. Die ungeschlossenen kon-
ditionierten Fluktuationsterme werden nach Fox [56] durch ein Mischungsmodell modelliert.
Verwendet man auch hier das LMSE-Modell und fiihrt die mittleren diffusiven Driftgeschwin-
digkeiten Vy; (%) und Vj,(¢) fiir die Komponenentmassen und Energie geméf3

RN 0, P,
Vyi(¥) = Z Di(¥) Dr.0z. Yi(¥) Z Dj(lb)m , (2.4.70)
a=1 j=1
3 ~ N
¥) O0*T :
) = Y G 3 ) 2471
a=1 i=1
ein, so erhélt man letztlich folgenden Satz an Modellgleichungen
1 8]204 ~ 1 19 ~
- Z < e > ~ Vi) — 5 Co ¢ (K - E) , (2.4.72)
1 8qa 1 € ~
- Z < > T > ~ V@) — 5 Co o (h - h) (2.4.73)

was letztlich auf der Ebene der MDF-Transporgleichung zu folgenden Termen fiithrt (Ein-
steinsche Summationsvereinbarung)

8311, 0 1 € Y _
. 900 (V¢k(1/)) —5C ¢ (¢k - ¢k>) =0 . (2.4.74)

Auch hier steht der Variablenvektor ¢ stellvertretend fiir die Enthalpie und den Massen-
bruch. Im Vergleich zu Gl. (2.4.63) entsteht durch die Beriicksichtigung von differentieller
Diffusion kein zusétzlicher Transport im physikalischen Raum sondern ein zusétzlicher Drift
im thermochemischen Zustandsraum. Eine dhnliches Vorgehen wird in den Arbeiten von Mc-
Dermott et al. [111] fiir LES/FDF-Verfahren entwickelt und von Viswanathan et al. [178] auf
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LES/PDF-Methoden erweitert. Im Unterschied zum vorliegenden Verfahren werden jedoch
in beiden Arbeiten vereinfachend gemittelte Transportkoeffizienten (D;) sowie (\) angenom-
men, was dazu fithrt, dass die diffusive Driftgeschwindigkeit V' unabhéngig von % wird. Dafiir
sind Gradienten in der Dichte beriicksichtigt. Des Weiteren zielen die Arbeiten von McDer-
mott et al. [111] und Viswanathan et al. [178] in erster Linie darauf ab, den Ubergang der
LES in eine DNS zu modellieren. Verschwindet beim LES-Modell dariiber hinaus der Tensor
der Feinstrukturspannungen beim Ubergang von einer turbulenten Strémung in eine lami-
nare, so vermag der Modellansatz von McDermott et al. [111] und Viswanathan et al. [178]
auch den Ubergang einer von der Turbulenz dominierten Mischung in eine molekulare Mi-
schung abzubilden. Das hier entwickelte Modell, welches in einem RANS Kontext angewendet
wird, vermag nur den letzt genannten Vorgang zu modellieren. Durch die mittleren Diffu-
sionsterme wird eine laminare Losung fiir den Mischungsschritt in RANS/PDF Verfahren
“eingebettet”. Der Einfluss dieser unterschiedlichen Modellierungen sei im folgenden néher
untersucht: Nimmt man in erster Néherung die Laplace-Operatoren in den Gln. (2.4.70) und
(2.4.71) als konstant an, so ldsst sich fiir die Evolution der MDF unter dem Einfluss einer
diffusiven Driftgeschwindigkeit, was durch die DGL (Einsteinsche Summationsvereinbarung)

0F, 0

ot + a_% (V(pk(’t,b)ng) =0 (2.4.75)

beschrieben wird, folgende analytische Losung lings der Charakteristik 9 (t;1) angeben
(siche Anhang C)

t
Fo ) = o oo (- [ FE@@w @) . @)

to
Dabei ist Fy9 = F4 (9o, to) die MDF zum Zeitpunkt ¢, und 9o der Startpunkt der Charak-
teristik zum Zeitpunkt to. Die MDF wird entlang der Charakteristik im thermochemischen
Zustandsraum verschoben. Nimmt man dagegen wie in [111, 178] eine von % unabhéngige
diffusive Driftgeschwindigkeit an, bleibt die urspriingliche Form der MDF, %, entlang der
Charakteristik iiber der Zeit erhalten. Aus der DGL (2.4.75) ergibt sich fiir die Anderung des

Mittelwertes

a;;" = Vi (2.4.77)
sowie
0 (= T3
B <¢z %) = ¢; Vy; + ¢jv¢n‘ (2.4.78)

fiir die Kovarianzen (siche Anhang C). Im Vergleich zur klassischen Modellierung, die auf der
Annahme gleicher Diffusionskoeffizienten beruht, fithrt die Beriicksichtigung differentieller
Diffusion zu einer direkten Anderung in den ersten und zweiten Momenten. Zwar kann eine
derartige Beeinflussung auch nach Gl. (2.4.63) indirekt auch durch die Diffusion der MDF
im physikalischen Raum zustande kommen, allerdings berticksichtigt dieser Ansatz keine dif-
ferentielle Diffusion. Dariiber hinaus bietet das Modell auch Vorteile gegeniiber Ansétzen,
bei denen die molekulare Mischung nur durch das Mischungsmodell abgebildet wird. In die-
sen Fillen werden, wie beispielsweise beim LMSE-Modell, zur Wahrung der Konservativitét
die ersten Momente konstant belassen. Doch zeigt gerade Gl. (2.4.77), dass Diffusion eine
Anderung in den ersten Momenten bewirkt. Daher ist dieser Ansatz hier bei der Mischungs-
modellierung zu bevorzugen: Dies gilt insbesondere in Fillen, bei denen eine Relaminari-
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sierung der Stromung auftritt, wie etwa an der Flammenwurzel von einigen turbulenten,
nicht-vorgemischten Flammen oder in Wandnéhe bei Wandwarmeiibergéngen.

2.5 Hybrides Verfahren

Mit den im vorigen Abschnitt diskutierten Modellen liegen nun alle notwendigen Gleichungen
vor, um die MDF-Transportgleichung zu schlieflen. In der vorliegenden Arbeit werden zwei
Modellierungsansétze verfolgt, die sich in der Beriicksichtigung der molekularen Diffusion
unterscheiden. Bei der Annahme gleicher Diffusionskoeffizienten erhélt man nach Gl. (2.4.33)
unter Verwendung der Modelle (2.4.59) und (2.4.62) folgende MDF-Modellgleichung (Ein-
steinsche Summationsvereinbarung),

(-5 1)) (5% ) 2)

wéahrend man bei Verwendung des Modells fiir differentielle Diffusion folgende MDF-Trans-
portgleichung erhélt (Einsteinsche Summationsvereinbarung)

07, , 0 ((~ 10D\ 5\ _# . o
ot + 02, ((ua + (p) Oz, Zy 02,0, (Dry)

aah((q”_%%<h_%>+vh)%) a?/ ((ﬁ_% Z(Y Y)+Vyz) %):

(2.5.2)

Zur Losung beider MDF-Transportgleichungen miissen die Koeffizienten der stochastischen
DGL des Lagrange’schen Monte-Carlo-Verfahrens, Gl. (2.4.51) und (2.4.52), angepasst wer-
den. Dies erfolgt durch Koeffizientenvergleich der modellierten MDF-Gleichungen mit der
MDF-Transportgleichung des stochastischen Systems, Gl. (2.4.56). Man erhélt dadurch fol-
genden Satz an stochastischen Differentialgleichungen

x(’;(t+dt):x2(t)+(ﬂa+<l—>ai%(< :r) dt ++/2(Dr + D) dW, , (2.5.3)

B+ dt) = B () + (q; - % = (n) —E)> dt | (2.5.4)
Vierd) =yi 0+ (-G 5 (0 -T)) a@ (25.5)

bzw.
(t + dt) (t) + (aa + %aia ({p) D) ) dt + /2Dy dW, | (2.5.6)
R (t 4 dt) = h*(t) + (qr - % % <h*(t) —E) + vh) dt | (2.5.7)
Vole ) = Y0+ (- G2 (V) T) 4 Vi) (258)

Gleichungen (2.5.3) bis (2.5.5) gelten bei Le = 1, wihrend in den Gln. (2.5.6) bis (2.5.8)
differentielle Diffusion beriicksichtigt wird. Zur Losung des Systems stochastischer DGLs sind
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Finite-Volumen- ! Lagrange'scher
Loser | Monte-Carlo-
Loser
Variablen: Variablen:
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Abbildung 2.5.1: Interaktion und Datenaustausch zwischen den Losern im hybriden Ver-
fahren.

die Favre-gemittelte Stromungsgeschwindigkeit, die turbulente Viskositéit sowie die turbulente
Dissipation und kinetische Energie notwendig, die nicht durch die thermochemische MDF-
Transportgleichung bereitgestellt werden. Prinzipiell ist es moglich, eine Verbund-MDF aller
mechanischen und thermochemischen Gréflen zu formulieren und das System vollstéandig
durch ein Lagrange’sches Monte-Carlo-Verfahren zu lésen. Solche Ansétze werden in [148]
diskutiert. Numerische Schwierigkeiten [184] haben jedoch dazu gefiihrt, dass sich hybride
Verfahren durchgesetzt haben [127, 75|, wie sie auch in dieser Arbeit verwendet werden.
Bei hybriden, inkompressiblen Verfahren werden Druck und Stromungsgeschwindigkeiten mit
einem Finite-Volumen-Loser numerisch ermittelt. Dariiber hinaus 16st der Finite-Volumen-
Loser Modellgleichungen der Turbulenz, wie beispielsweise die Gln. (2.3.9) und (2.3.10) des k-
e-Modells. Der Finite-Volumen-Léser iibergibt die notwendigen Groflen an das Lagrange’sche
Monte-Carlo-Verfahren und erhélt im Gegenzug die mittlere Dichte und molekulare Viskositét
vom MDF-Verfahren. Diese errechnen sich nach Gl. (2.4.41) zu

o\ -1
Z{ﬁcellm_f

— = Pi
0= Sos ] (25.9)

Y
() = {p) ZN”—”pm* ~ (2.5.10)
i=1 7

Es ist hier wichtig, den Erwartungswert dieser Groflen zu berechnen und nicht, wie es héufig
irrtiimlich geschieht, entsprechende Favre-Mittel. Aus softwaretechnischer Sicht sind somit
der Finite-Volumen-Loser und das Lagrange’sche Monte-Carlo-Verfahren zwei separate Pro-
grammpakete. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit das Lagrange’sche Monte-Carlo Ver-
fahren als alleinstehendes Programm in der Programmiersprache Fortran implementiert und
an den inkompressiblen Finite-Volumen-Losers THETA (Turbulent Heat Release Extension
of the TAU Code) des Deutschen Zentrums fiir Luft- und Raumfahrt (DLR) gekoppelt. Dieser
16st neben den Impulsgleichungen und Turbulenzgleichungen eine Druck-Korrekturgleichung.
Im Gegenzug 16st das Lagrange’sche Monte-Carlo-Verfahren die stochastischen DGLs fiir
Npeey stochastische Partikel, welche die MDEF in jeder Zelle des Finite-Volumen-Gitters dis-
kret repriasentieren. Mit den Np..; Partikel in einer Zelle werden die Favre-Mittel der ther-
mochemischen GroBen nach Gl. (2.4.41) ermittelt. Der Datenaustausch zwischen den beiden
Losern erfolgt wie in Abb. 2.5.1 dargestellt. Je nachdem, ob der Austausch nach jeder Ite-
ration oder erst nach mehreren Iteration innerhalb eines Teilprogrammes erfolgt, spricht
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man nach [127] von starker bzw. schwacher Koppelung. Zur numerischen Losung der MDF-
Transportgleichungen werden diese nach Pope [148] durch ein Faktorisierungsverfahren zeit-
lich diskretisiert. Die Faktorisierung erfolgt durch Operatoren, die eine zeitliche Anderung
der MDF bewirken, was dem Verfahren den Namen “Operatorsplitting” gibt. Grundsétzlich
lassen sich in den MDF Transportgleichungen folgende Operatoren identifizieren: Der Diffu-
sionsoperator D, der Mischungsoperator M, der Reaktionsoperator R und der Operator fiir
den Transport im physikalischen Raum T. Je nach betrachteter MDF nehmen die Operatoren

folgende Form an (Einsteinsche Summationsvereinbarung)
LADPANT) 4 0 (DyT) mit differentieller Diffusion
(; LST)) I) + Fodae 83: ((Dr + D)I), ohne differentielle Diffusion

_ 9 ((
T — O q
_ 9

MZ%(?Z(%—YOI) aah(cii(h n)

— a9 (Vyxl) = & (VaI), mit differentieller Diffusion

0, ohne differentielle Diffusion

R=— 8{; <— 1) aah(qr I . (2.5.11)

I bezeichnet dabei den Identitédtsoperator. Mit diesen Operatoren lédsst sich die MDF-Tran-
sportgleichung wie folgt faktorisieren [148]:

Tyt + At) = (1+ AtD) (I+ AM) (I+ AR) (I+ MT) Fy(t) + O(AR)  (2.5.12)

Es zeigt sich, dass der Diskretisierungsfehler vom Zeitschritt abhédngt und selbst im stati-
onéren Zustand nicht verschwindet. Diese Art der Faktorisierung erlaubt es nun, die MDF-
Transportgleichung sequentiell zu l6sen [148]. Jeder Operator entspricht dabei einem Schritt
in der Losungssequenz, d.h.

Fo(t)V) = (14 AtD) Fy(t) |
Fo()® = (1+ AtM) Zy(t)V
Zo()® = (1+ AtR) Fy(t)?
Tyt + At) = (1+ AtT) Fy(t)®

Auf der Ebene der stochastischen Differentialgleichungen fithrt dieses Faktorisierungsverfah-
ren zu folgender Berechnungsvorschrift:
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Mit differentieller Diffusion
1. Schritt: Diffusion

2. Schritt: Mischung

23 =g

y@ _yx _ Co €
3 1 2 k
@) _p) % % (h*u) _3(1>> At

*(1 (1
(" -7) A

3. Schritt: Reaktion

x2(3) :xZ(Z)
}/;*(3) :}/;*(2) i m At
p

4. Schritt: Raumlicher Transport

1 9((p) Dr)
t+ At —x ®) 4+ —— 7 At
walt + ) W o,

+ Uy At + \/2Dr AW,
Yt + At) =Y

h*(t + At) :h*<3)

Ohne differentielle Diffusion
1. Schritt: Diffusion

Y@y % % (Yk*u) _f/ku)) At

@) ) % % (h*u) _gm) At

3. Schritt: Reaktion

223 —g®)

Y*( ) Y*(Q) At
p

& =p*® 4G, At
4. Schritt: Raumlicher Transport

1 9({p) Dr)
xl(t + At) 4”+®T At
o At + \/2(Dyp + D) AW,

Y7 (t+ Aty =y
h*(t + At) =h*®)

Diese Diskretisierung ist erster Ordnung in der Zeit, wie aus Gl. 2.5.12 ersichtlich ist. Obige
explizite Schreibweise ist symbolisch zu verstehen. Beispielsweise lédsst sich die Integration
in der Zusammensetzung im Teilschritt “Reaktion” auf Grund der Steitheit des Systems nur
schwer explizit 16sen. Die numerische Implementierung wird im néachsten Kapitel genauer

besprochen.
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3 Algorithmen

Der vorliegende Abschnitt befasst sich mit der Implementierung des Lagrange’schen Monte-
Carlo-Verfahrens. Dies umfasst neben der Implementierung von Verfahren zur Integration
der stochastischen Differentialgleichungen auch die Umsetzung von Algorithmen fiir die Er-
zeugung von Zufallszahlen, fiir die Zeitschrittsteuerung und Mittelung sowie zur Partikel-
lokalisierung und Kontrolle der Partikelzahl. Abschliefend wird auf die Parallelisierung des
Verfahrens eingegangen.

3.1 Integration der stochastischen DGLs

In diesem Abschnitt wird genauer auf die numerische Integration des Systems stochastischer
Differentialgleichungen, Gln. (2.5.3) bis (2.5.5) bzw. Gln. (2.5.6) bis (2.5.8), eingegangen. Wie
im vorangegangen Kapitel beschrieben, werden die MDF-Transportgleichungen durch eine
Faktorisierung approximiert, was eine separate Behandlung jedes Teilprozesses erlaubt. Die
numerische Integration der sich ergebenden Teilprozessgleichungen wird nun im Folgenden
genauer beschrieben.

3.1.1 Integration des Diffusionschrittes

Zur Integration des diffusiven Transportes der MDF' gibt es mehrere Moglichkeiten. McDer-
mott et al. [111] und Viswanathan et al. [178] losen zu diesem Zweck numerisch auf dem
finiten-Volumen-Gitter Diffusionsgleichungen der ersten Momente, Gl. (2.4.77), und ermit-
teln daraus in jeder Zelle die Anderung im Mittelwert der thermochemischen Variablen iiber
einen Zeitschritt At. Diese Anderung wird auf die Enthalpie und die Massenbriiche der sto-
chastischen Partikel, die sich in der Zelle befinden, addiert. Auf diese Weise wird der Drift
der MDF im thermochemischen Zustandsraum berechnet. Hier wird jedoch ein anderer Weg
eingeschlagen: Nach Gl. (2.4.70) und Gl. (2.4.71) wird fiir jedes stochastische Partikel in ei-
ner Finiten-Volumen-Zelle zum Zeitpunkt ™ eine individuelle diffusive Driftgeschwindigkeit
ermittelt, d.h.

) () %Y, e oy T
Ve =V ) = Di(g )m Yi ;Dﬂ‘(’p ) 8s.0%,
. A ™) T &
(n) _ *(n)y _ :
Vi =V, () (g &Eaaxa ;h dj

Mit diesen diffusiven Driftgeschwindigkeiten werden dann die Zusammensetzung und die
Enthalpie mittels eines expliziten Euler-Verfahrens in der Zeit integriert. Es gilt

Y*(n+1) o Y*(n) + At V;En) ’

(2

P = ) AL

Die fiir die Auswertung notwendigen Laplace-Operatoren der mittleren Temperatur und Zu-
sammensetzung werden auf dem Rechengitter des Finite-Volumen-Losers numerisch durch
Anwendung des Satzes von Gaufl ermittelt. Entscheidend fiir die Stabilitéit ist die Wahl des
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Zeitschrittes: Um die Stabilitéat des expliziten Verfahrens zu gewéhrleisten, mufl nach Ferziger
[50] der Zeitschritt so gewihlt werden, dass die Beziehung

3 —1
1 1 .
At = 5 <<; Ag;i) max()\k/(pk Cp,k)a Di,k)) y k‘ = 1, .oy Ncell; 1 = 1, ceny NS (311)

erfiillt wird. Zur Zeitschrittbestimmung wird hier das Maximum des mittleren Transportko-
effizienten iiber alle Zellen ermittelt, da bei Verwendung der Zellwerte auf Grund des stati-
stischen Fehlers “verrauschte” Zeitschritte entstehen. Die benttigen Transportkoeffizienten
sowie die Wirmekapazitit werden aus Griinden der Recheneffizienz nicht aus den Partikel-
daten ermittelt sondern mit den mittleren Zellwerten fiir Zusammensetzung und Temperatur
errechnet. Im Rahmen dieser Arbeit wird dann der Zeitschritt zur Sicherheit um einen Fak-
tor von 0,2 reduziert. Ax,, bezeichnet die Zellabmessungen der Finite-Volumen-Zelle in jeder
Raumrichtung. Da in dieser Arbeit unstrukturierte Gitter verwendet werden, werden diese
Absténde dadurch bestimmt, dass man das Minimum und Maximum aller Mittelpunktskoor-
dinaten der Zellflichen ermittelt und dann die Differenz des Minimums und des Maximums
nimmt.

Um die vorliegende Implementierung auf ihre Richtigkeit zu iiberpriifen, wird mit dem Diffu-
sionsmodell der Wandwérmeiibergang in einem turbulent durchstromten, zweidimensionalen
Kanal mit 10 cm Hohe berechnet. Bei diesem Testfall durchstromt Luft (ein Gemisch aus
Sauerstoff und Stickstoff mit einem Os-Massenanteil von 23,3 %) bei einer Temperatur von
20° C und einem Druck von 100 kPa einen Kanal mit einer Reynoldszahls von 10.000. Die
untere Wand wird auf eine konstante Temperatur von 100° C gesetzt, so dass ein stetiges
Aufheizen der Stromung erfolgt. Entscheidend fiir die Temperaturverteilung ist die genaue
Berechnung der Warmestrome. Nahe der Wand relaminarisiert die Stromung, so dass dort der
Einfluss turbulenter Mischung auf Null zuriickgeht, wihrend der molekulare Warmetransport
an Bedeutung gewinnt. Ein physikalisch korrektes Modell muss somit den Warmeiibergang
in Wandnéhe richtig modellieren kénnen.

Um dies zu iiberpriifen, werden in einem numerischen Experiment Rechnungen mit dem
Transportgleichungs-PDF-Verfahren mit Ergebnissen des Finite-Volumen-Losers THETA ver-

380 —_— : : : : :
370 TPDF-DIFF-LMSE —
260 TPDF-LMSE - ]
350 FV ===
340
330
320
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290

Temperatur [K]
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Wandabstand [m] Wandabstand [m]

Abbildung 3.1.1: Temperaturverlaufe in einem Kanal fiir das Transportgleichungs-
PDF-Verfahren mit Diffusionmodell (Kurve “TPDF-DIFEF”), das
Transportgleichungs-PDF-Verfahren mit LMSE-Modell (Kurve “TPDF-
LMSE”) und das Finite-Volumen-Verfahren (Kurve “FV”) nach einer
Lauflinge von 0,48 m.
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glichen. In diesen Rechnungen wird zur Modellierung der Turbulenz das k-w-Modell von
Wilcox verwendet [183]. Ein Vergleich der Ergebnisse beider Modelle ist in Abb. 3.1.1 darge-
stellt. Hier sind berechnete Temperaturverldufe iiber dem Wandabstand bei einer Lauflange
von 0,48 m aufgetragen. Die Kurve “FV” stellt Ergebnisse des Finite-Volumen-Verfahrens
dar, wihrend die mit dem Transportgleichungs-PDF-Verfahren erzielten Ergebnisse durch
die Kurve “TPDF-DIFF-LMSE” gegeben sind. Um den Temperaturverlauf in Wandnéhe
herauszustellen, ist im rechten Diagramm der Wandabstand logarithmisch skaliert. Zwi-
schen den Kurven “FV” und “TPDF-DIFF-LMSE” sind leichte Unterschiede zu beobach-
ten, die auf die Modellierung des molekularen, diffusiven Warmestromes nach Gl. (2.4.73)
zuriickzufiihren sind. Hier wird die ortliche Ableitung der Wérmeleitfihigkeit vernachléssigt,
wohingegen sie im Finite-Volumen-Verfahren beriicksichtigt wird. Hinzu kommt, dass im
Finite-Volumen-Loser andere Ansétze zur Berechnung der Warmeleitfahigkeit benutzt wer-
den [39]. Trotz dieser Unterschiede stimmen die Berechnungen beider Modelle sehr gut
iiberein. Wertet man zusitzlich den Wandwérmestrom aus, so ergeben sich 651 W/m? fiir
das Transportgleichungs-PDF-Verfahren und 607 W/m? im Finite-Volumen-Léser. Damit
weicht das Transportgleichungs-PDF-Verfahren um 7,2 % von den Berechnungen des Finite-
Volumen-Losers ab, was ein sehr gutes Ergebniss darstellt. Zusétzlich sind mit der Kurve
“TPDF-LMSE” Berechnungsergebnisse ohne Verwendung des Diffusionsmodell dargestellt,
d.h. die konditionierten diffusiven Stoff- und Wérmestrome in Gl. (2.4.33) werden alleine
durch das LMSE-Modell modelliert (zur Integration siche Unterabschnitt 3.1.2). Es zeigt sich,
dass sich in diesem Fall ein falsches Ergebnis einstellt. Die errechnete Temperatur bleibt iiber
dem gesamten Kanalquerschnitt konstant und steigt nahezu sprungartig an der Wand auf
den Wandwert an. Dies hat zweierlei Griinde. Erstens ist die Stromung an der Wand laminar
und die turbulenten Fluktuationen verschwinden in diesem Bereich, womit die MDF zu einem
Dirac-Puls entartet. Damit besitzen alle stochastischen Partikel an der Wand den gleichen
thermochemischen Zustand, der im vorliegenden Fall dem Luftzustand bei 100° C entspricht.
Zum zweiten kann bei diesem Ansatz kein Warmetransport normal zur Wand erfolgen. Die
einzige Moglichkeit einen Warmetransport auf der Ebene der stochastischen Partikel zu be-
werkstelligen, besteht in einem rdumlichen Transport erwiarmter Partikel von der Wand hin
zur Kernstromung. Dies findet hier allerdings nicht statt, da die konvektive Geschwindigkeit
normal zur Wand gegen null strebt und auch die turbulente Diffusivitét, welche die Intensitét
des Wiener-Prozesses bestimmt, an der Wand verschwindet. Somit bleiben die erwérmten
Partikel in einer diinnen Schicht in Wandnédhe konzentriert. Dieses numerische Experiment
bestétigt somit die Richtigkeit des Diffusionsmodells und es zeigt die Moglichkeiten, die es zur
Modellierung von Wandwérmeiibergéngen bietet. Letzteres ist insbesondere bei der Schad-
stoffberechnung in geschlossenen Brennrdaumen von grofler Bedeutung, wenn Warmeverluste
die lokalen Temperaturen absenken. Es sei an dieser Stelle auch hervorgehoben, dass der Mo-
dellansatz nach Janicka et al. [73] bzw. Pope [151] geméaf} Gl. (2.4.63) ebenfalls die Moglichkeit
bietet, Wandwérmestrome zu modellieren. Die Voraussetzung dazu liefert hier der Wiener-
Prozess in Gl. (2.4.63), der neben dem turbulenten auch den molekularen Diffusionskoeffi-
zienten beinhaltet. Der molekulare Diffusionskoeffizient erhélt dann den Partikeltransport
senkrecht zur Wand aufrecht, wihrend wie zuvor beschrieben, der turbulente Diffusionskoef-
fizient an der Wand verschwindet und nicht zum Partikeltransport beitragt. Auf diese Weise
kann ein Eintrag von “heiflen” Partikeln in die kalte Kernstromung bewerkstelligt werden.
Dieser Ansatz stellt eine alternative zur Wandwéarmemodellierung dar, wenn die Annahme
einer Lewis-Zahl von eins gerechtfertigt ist.
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3.1.2 Integration des Mischungschrittes

Zur Modellierung der molekularen Mischung bei einer Lewiszahl von eins und zur SchlieSung
der fluktuierenden Anteile aus dem Diffusionsmodell wird ein Mischungsmodell benétigt. In
der vorliegenden Arbeit wird das im vorigen Kapitel vorgestellte LMSE-Modell verwendet.
Die Integration der Modellgleichung erfolgt wie in [148] analytisch. Die Losungen dieser
gewOhnlichen DGLs sind durch

VI 04 (720 0 exp (_ (sz At) _ (3.1.3)

gegeben. Die Favre-Mittelwerte werden iiber den Mischungszeitschritt als konstant ange-
nommen. Die Berechnung dieser Mittelwerte erfolgt nach Gl. (2.4.41), wobei bei der Mit-
telung die Partikelwerte im aktuellen Teilschritt n verwendet werden. Verwendet wird das
“Cloud-in-Cell” (CIC) Mittelungsverfahren [56], d.h. es wird iiber die Partikeldaten einer
finiten-Volumen-Zelle gemittelt ohne das Partikelfeld am Partikelort durch geeignete Inter-
polationsverfahren zu rekonstruieren. Auch fiir die turbulente Dissipation und die turbulente
kinetische Energie werden Zellmittelwerte verwendet, anstatt diese Werte an den Partikelort
zu interpolieren. Das Verfahren in dieser Form hat den Vorteil, dass das LMSE-Modell konser-
vativ im Erwartungswert ist und bei homogener isotroper Turbulenz die korrekte Abnahme
der Varianz sicher stellt. Zur Verifizierung des Verfahrens wird das implementierte Modell auf
einen Testfall mit 1.000.000 Partikeln in einer einzigen Zelle angewendet. Die Partikelzahl ist
so gewahlt, dass eine Auswertung der PDF zu jedem Zeitpunkt moglich ist. Masse, Enthal-
pie, sowie Zusammensetzung eines willkiirlichen Zweistoffgemisches (Stoffe A und B) werden
fiir jedes stochastische Partikel zuféllig ausgewéhlt. Die zuféllige Zuweisung unterliegt dabei
einer PDF wie sie in Abb. 3.1.2 dargestellt ist. Diese ist durch den Minimal-, Maximal- und
Mittelwert parametrisiert und wird abschnittsweise durch folgende Gleichung beschrieben

_ 2W=dr)
(pr—0L)(dM—¢L)’ o <Y < om
= 2 _ 2(yY—dnr)
Py($) = 5-2p — ibetml ) <9 < g (3.1.4)
0, sonst .

Um eine Zufallszahl ¢ gemé$ der Verteilung nach Gl. (3.1.4) aus einer zwischen 0 und 1 gleich-
verteilten Zufallszahl 1 zu erzeugen, wird aus dem in [153] beschriebenen Ansatz folgende

A
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o ¢, o, ¥

Abbildung 3.1.2: Schematische Darstellung der PDF zur Mischungsmodellverifizierung..
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(a) Zeitlicher Verlauf von Mittelwert und Varianz (b) Zeitliche Evolution der Massenbruch-PDF
Abbildung 3.1.3: Verifizierung des LMSE-Modells. Abb. 3.1.3(a) zeigt den zeitlichen Verlauf
des Massenbruchmittels (durchgezogene Linie) und der Massenbruchvarianz
(gestrichelte Linie). Symbole bezeichnen die theoretische Abnahme der Va-
rianz. Abb. 3.1.3(b) zeigt die PDF zu verschiedenen Zeiten (durchgezogene
Linie: 0 s, gestrichelte Linie: 2 s, gepunktete Linie: 4 s).

Transformationsregel hergeleitet (siche Anhang F)

o1 +/(Onr — 01)(Or — P, N < QgL
or —\/(br — ¢L)(0r — oar) (1 — 1), n> Gu=tr

9 = (3.1.5)

Mittels dieser Zufallszahl lassen sich Masse, Enthalpie und Zusammensetzung zufillig gemaf
der PDF (3.1.4) verteilen. Die Parameter fiir die Berechnung dieser Verteilungen sind in
Tabelle 3.1 zusammengefasst. Fiir die Verifizierungsrechnung werden turbulente kinetische
Energie und Dissipation so gewéhlt, dass sich ein turbulentes Zeitmafl von k/e = 10 s ergibt.
Insgesamt wird die Mischung {iber einen Zeitraum von 20 s mit einer Zeitschrittweite von
1 ms integriert, was 20.000 Iterationen entspricht. Die Dichte der Zelle ist auf 1 kg/m? gesetzt
und wird zeitlich konstant gehalten, da die Abhéngigkeit der Dichte von Zusammensetzung
und Enthalpie fiir die Verifizierung des Mischungsmodelles keine Rolle spielt. Ergebnisse
dieser Verifizierungsrechnung sind beispielhaft fiir den Massenbruch der Komponente A in
Abb. 3.1.3(a) zusammengefasst. Wie erwartet bleibt das Favre-Mittel iiber der Zeit kon-
stant, wihrend die Varianz exponentiell abklingt, was in logarithmischer Auftragung einem
linearem Abfall mit Steigung 0,2 1/s entspricht. Dariiber hinaus bleibt, wie in Abb. 3.1.3(b)
dargestellt, auch die PDF selbstidhnlich [148].

Dass bei der Implementierung des LMSE-Modells Vorsicht geboten ist, zeigt Abb. 3.1.4, fiir
die das LMSE-Modell nach Mébus et al. [121] in der oben beschriebenen Verifizierungsrech-

Tabelle 3.1: PDF Parameter fiir Mischungsmodellverifizierung

Variable Minimalwert Mittelwert Maximalwert

Masse 107 kg 1072 kg 1078 kg
Enthalpie 2-10°J/kg 6-10° J/kg 107 J/kg
Stoff A 0 0,3 0,6
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Abbildung 3.1.4: Zeitlicher Verlauf fiir Mittelwert (durchgezogene Linie) und Varianz (gestri-
chelte Linie) nach dem Verfahren von Mébus [121]. Symbole stehen fiir die
theoretische Abnahme der Varianz.

nung mit 50 Partikeln verwendet wird. Hier werden die Mittelwerte am Partikelort rekon-
struiert, indem im physikalischen Raum eine bilineare Funktion mittels Least-Square-Fits
an die Partikeleigenschaften am individuellen Partikelort angepasst wird. Die Partikel wer-
den dazu beim vorliegenden Testfall in einer wiirfelférmigen Zelle mit einer Kantenldnge von
1 mm rdumlich gleichverteilt. Auf diese Weise erhélt jedes Partikel zusétzlich einen individu-
ellen Aufenthaltsort in der Zelle. Der Favre-Mittelwert fiir das LMSE-Modell wird dann am
Partikelort mittels dieser bilinearen Funktion errechnet. Zur Vereinfachung erhalten bei der
Testrechnung in Abb. 3.1.4 alle Partikel die gleiche Masse. Wie aus Abb. 3.1.4 ersichtlich wird,
gelingt es mit dem Verfahren bei einer geringen Partikelzahl nicht, die konstante Abklingrate
der Varianz einzuhalten. Die Varianz lauft asymptotisch in einen Grenzwert anstatt weiter
gegen Null zu streben. Dies wird durch die endliche Anzahl an stochastischen Partikel (die
hier mit 50 Partikeln pro Zelle nicht untypisch ist fiir Transportgleichungs-PDF Rechnungen)
verursacht. Auf Grund der endlichen Partikelzahl gelingt es nicht, statistische Homogenitét
in der Zelle einzustellen. Als Folge kann nicht in jedem Punkt der Zelle der gleiche Mittel-
wert eingehalten werden, was sich letztlich in einer Abweichung der Varianzabnahme vom
theoretischen Verlauf wiederspiegelt.

3.1.3 Integration des Reaktionsschrittes

Die Integration des Reaktionsschrittes ist der teuerste Teilschritt im Transportgleichungs-
PDF-Verfahren und kann, je nach verwendetem Reaktionsmechanismus, bis zu 80% der Ge-
samtrechenzeit ausmachen. Verursacht werden die hohen Rechenkosten durch das implizite
numerische Verfahren zur Integration der gewdhnlichen Differentialgleichungen, welches auf
Grund der Steifheit des Gleichungssystems notwendig ist. Physikalisch wird die Steifheit
durch die unterschiedlichen Zeitskalen verursacht, mit denen die Umwandlungsprozesse der
einzelnen Stoffe ablaufen. Diese Zeitskalen kénnen sich um mehrere Gréfenordnungen unter-
scheiden [60]. Berticksichtigt man im Reaktionsschritt den Einfluss der Strahlung so erhilt
man folgenden Satz gewdhnlicher Differentialgleichungen

dY; m;

—— 1.
dh
— =g, . 1.
ikl (3.1.7)

Die chemische Produktionsdichte m; ist durch Gl. (2.2.34) gegeben. Zu deren Berechnung
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wird die Temperatur benotigt, die im obigen Gleichungssystem nicht explizit auftaucht.
Mobus [122] berechnet die Temperatur iterativ aus Enthalpie und Zusammensetzung. Um
diese teure Iteration zu umgehen, wird hier stattdessen eine Temperaturgleichung aus der
Enthalpiegleichung abgeleitet (Einsteinsche Summationsvereinbarung)

dh =c, dT + h; dY;

h; dh

=dl=— —dY, + —

Cp Cp
dT h; dY; 1dh
= — —_ " -
dt cp dt ¢, dt

dar b g
= +I

dt S

Diese Beziehung gilt nur unter der Annahme zeitlich konstanten Druckes fiir thermisch per-
fekte Gase, bei denen die Enthalpie eine Funktion von Zusammensetzung und Temperatur ist.
Letzte Gleichung wird zusammen mit den Gleichung fiir den Massenbruch gel6st. In der vor-
liegenden Arbeit wird zur Losung ein eigener Chemieltser entwickelt. Dieser beinhaltet neben
der Berechnung der chemischen Quellterme fiir Massenbruch und Temperatur auch die analy-
tische Berechnung der Jacobimatrix der chemischen Quellterme, die fiir das implizite Verfah-
ren benotigt wird. Die Quellterm-Jacobimatrix wird zusammen mit dem chemischen Quell-
term an den numerischen Loser iibergeben; hier kommt das Softwarepaket CVODES zum
Einsatz [70]. Dieser Loser basiert auf einer Abschétzung des Diskretisierungsfehlers und steu-
ert in Abhéngigkeit vom Fehler sowohl die Ordnung als auch die Integrationszeitschrittweite.
Fiir die Diskretisierung der zeitlichen Ableitung wird das Riickwértsdifferentiationsverfahren
(Backwards Differentiation Formula, BDF) verwendet, dessen Ordnung zwischen zwei und
fiinf variiert wird. Eine genaue Herleitung und Beschreibung des Verfahrens findet sich in der
Arbeit von Byrne und Hindmarsh [23]. Der Vorteil des Verfahrens zeigt sich beim Vergleich
zu einem Trapez-Verfahren zweiter Ordnung, wie es etwa in der Arbeit von M&bus [122]
verwendet wird. In Tabelle 3.2 sind die Rechenzeiten fiir zwei Vergleichsrechnungen zwischen
dem Trapez-Verfahren und CVODES dargestellt. Beim ersten Fall handelt es sich um ein
Sauerstoff, Stickstoff, Methan Gemisch (Massenanteile: Oy 0,70; CHy 0,20; N2 0,10), das bei
einer Temperatur von 1700 K und einem Druck von 2.500.000 Pa geziindet wird, beim zwei-
ten um ein Sauerstoff, Wasserstoff, Stickstoff Gemisch (Massenanteile: Oy 0,15; Hy 0,05; Ny
0,80) mit einer Temperatur von 1500 K und einem Druck von 100.000 Pa. Beide Systeme sind
adiabat, d.h. der Strahlungsquellterm in der Temperaturgleichung verschwindet. Zur Berech-
nung der Methanziindung wird hier der GRI 3.0-Reaktionsmechanismus [167] verwendet, fiir
die Wasserstoffziindung eine Kombination aus dem Mechanismus nach Peters und Rogg [139]
sowie dem San Diego-Mechanismus [4], wie in [54] diskutiert. Als Integrationsdauer ist fiir
beide Rechnung eine Zeit von 0,1 ms angenommen, was fiir die spdter vorgestellten Rech-
nungen einen realistischen Wert darstellt. Der Integrationszeitschritt im Eulerverfahren wird
so gewdhlt, dass sich gerade noch eine vom Zeitschritt unabhéngige Losung ergibt. Dies ent-
spricht fiir Methan einer Zeitschrittweite von 0,01 us, fiir Wasserstoff einer Zeitschrittweite

Tabelle 3.2: Rechenzeitvergleich zwischen CVODES und Trapez-Verfahren
Brennstoff Anzahl der Unbekannten Rechenzeit CVODES [s] Rechenzeit Trapez [s]

Methan 53 0,288 34,15
Wasserstoff 19 0,020 0,248
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Abbildung 3.1.5: Vergleich zwischen entwickeltem Chemieltser und Cantera. Symbole stehen
fiir Canterarechnungen. Durchgezogene Linie: Temperatur. Gestrichelte Li-
nie: Oy. Punkt-gestrichelte Linie: HyO. Gepunktete Linie: NO-Massenbruch
mal 10 (Methan) bzw. NO-Massenbruch mal 10000 (Wasserstoft).

von 0,1 ps. Die Ergebnisse sind fiir Rechnungen auf einer Intel® Core™ Duo CPU E8400
(3 GHz) in Tablle 3.2 zusammengefasst. Es zeigt sich, dass CVODES im Fall von Wasserstoff
eine Beschleunigung um Faktor 12 bewirkt, im Falle von Methan sogar um Faktor 118. Es ist
somit ersichtlich, dass erst die Verwendung von CVODES realistische Rechnungen mit dem
Transportgleichungs-PDF-Verfahren moglich macht.

Abschliefend sei hier auf die Validierung des Chemieltsers eingegangen. Zu diesem Zweck
werden die Rechnungen fiir Methan und Wasserstoff mit dem Chemieloser Cantera [66] wie-
derholt und die Ergebnisse mit der Rechnung des hier entwickelten Chemieltsers verglichen.
Der Vergleich ist Abb. 3.1.5 dargestellt. Linien stehen fiir die Rechnung mit dem hier ent-
wickelten Chemieltser, Symbole fiir Canterarechnungen. Beide Programme liefern identische
Ergebnisse, was die Richtigkeit der Implementierung bestétigt.

3.1.4 Integration des Transportes im physikalischen Raum

Im Teilschritt “Transport im physikalischen Raum” &@ndert sich die Position x}, eines stocha-
stischen Partikels gem&f der stochastischen DGL

xn(t+dt) =xk(t) + ((_;)%fﬂ + aa) dt + /2Dy dW,
bzw.
1 9({p) Dr)

o (t+ dt) =z} (t) + (

) + ﬁa) dt + /2(Dr + D) dW,

je nachdem, ob differentielle Diffusion beriicksichtig wird oder nicht. Die Integration iiber
einen Zeitschritt At = ¢t —¢( erfolgt mittels eines expliziten Euler-Maruyama Verfahrens

84], d.h.
1 0
(o)™ O

0x,

m:(nﬂ) :17(*1(”) +

(<p><"> D;”)) +a§y>) At + /2D AW,
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bzw.

10 _ SR
D =g 4 ( 0 s, (40" DY) +u£:‘>> At+1/2(D + D™) AW,
P ol

Das Inkrement des Wienerprozesses, AW,, wird nach [84] aus dem Zeitschritt At und einer
normalverteilten Zufallszahl 7, errechnet

AW, = VAt n,

womit die Eigenschaften eines Wiener-Prozesses nach Gln. (2.4.48) und (2.4.49) gewéhrleistet
werden. Dieses Schema konvergiert nach Kloeden und Platen [84] mit der Ordnung 1/2 gegen
den exakten stochastischen Prozess z,(¢)* und mit Ordnung 1 im Erwartungswert (x,(t)*).
Wihrend dieses Teilprozesses werden alle Koeffizienten der stochastischen DGL als konstant
angenommen. Es werden jeweils die Werte von Geschwindigkeit, Dichte und Diffusionskoeffi-
zient der Zelle verwendet, in der sich das Partikel zum Zeitpunkt t™ befindet. Der Zeitschritt
fiir den rdumlichen Transport wird nach Mobus [122] derart bestimmt, dass das stochastische
Partikel im Mittel hochstens um eine Zelle des Rechengitters voranschreitet. Es gilt [122]

L |

Wird differentielle Diffusion beriicksichtig, so erscheint in der obigen Gleichung der molekulare
Diffusionskoeffizient D nicht. C'F'L bezeichnet die Courant-Friedrichs-Lewy-Zahl, die hier auf
einen Wert von 0,7 gesetzt wird. Az, steht wie in Abschn. 3.1.1 fiir die Zellabmessungen.

3

—1
2(Dy + D)
FL . 1.
+Zl A7 > C (3.1.8)

10
(p) Gsca

3.2 Erzeugung normalverteilter Zufallszahlen

Zur Berechnung des Wiener-Prozesses wihrend des rdumlichen Transports werden drei sta-
tistisch unabhéngige, normalverteilte Zufallszahlen benttigt. Auf Rechnern werden iiblicher-
weise jedoch nur gleichverteilte Zufallszahlen zwischen 0 und 1 bereitgestellt. Die Erzeugung
von normalverteilten Zufallszahlen erfolgt hier mittels des Box-Mueller-Verfahrens [153], wel-
ches es erlaubt, durch Kombination zweier gleichverteilter Zufallszahlen eine normalverteilte
zu erzeugen. Die Berechnungsvorschrift lautet

Na = v/ —2In(01,) cos(2m0s,) . (3.2.1)

Dabei bezeichnen 6, und 6,5, zwei gleichverteilten Zufallszahlen und 7, die sich ergeben-
de normalverteilte Zufallszahl. Das in der Literatur beschriebene Verfahren bezieht sich
iiblicherweise auf die Erzeugung zweier statistisch unabhéngiger, normalverteilter Zufalls-
zahlen aus zwei gegebenen gleichverteilten [153]. Die zweite normalverteilte folgt aus einer
zweiten Bestimmungsgleichung, die dhnlich aufgebaut ist wie Gl. (3.2.1) und den Sinus statt
dem Kosinus verwendet. Dieses Verfahren wird beispielsweise von Mébus [122] bei Berech-
nungen in zwei Raumdimensionen verwendet. In der vorliegenden Arbeit werden drei nor-
malverteilte, statistisch unabhéngige Zufallszahlen benétigt. Dazu wird Gl. (3.2.1) drei mal
hintereinander ausgefithrt mit verschiedenen Sétzen gleichverteilter Zufallszahlen. Der Be-
weis, dass dieses Vorgehen drei statistisch unabhéingige arrays normalverteilter Zufallszahlen
liefert, wird in Anhang E gefiihrt. Somit werden zur Erzeugung dreier arrays normalverteilte
Zufallszahlen sechs arrays gleichverteilter Zufallszahlen verwendet. Diese werden in Fortran
durch den Aufruf der intrinsischen Prozedur RANDOM_NUMBER [28] berechnet.
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3.3 Zeitschrittsteuerung

Zur Beschleunigung der Konvergenz bei stationdren Rechnungen wird, wie von Mobus [122]
vorgeschlagen, ein lokaler Zeitschritt verwendet. Mobus weist jeder Zelle dazu einen individu-
ellen Zeitschritt zu, so dass in Gl. (3.1.8) die CFL-Zahl konstant ist. Dariiber hinaus muss die
Partikelmasse wie folgt skaliert werden, um den Fehler in der Massenerhaltung auszugleichen

At (t + A))
Aty W

m*(t + At) = (3.3.1)
Bei Verwendung des Modells fiir differentielle Diffusion muss allerdings auch die diffusive
Zeitskala berticksichtigt werden, um die Stabilitdt des expliziten Verfahrens zu wahren. Be-
zeichnet Atp den Zeitschritt aus der Diffusion nach Gl. (3.1.1) und Aty den Zeitschritt aus
dem CFL-Kriterium beim réaumlichen Transport, Gl. (3.1.8), dann wird der Zeitschritt nach
Ferziger [50] wie folgt bestimmt

At = L + LY (3.3.2)
-\ Atp Aty ‘ o

Auf diese Weise erhilt man ein glattes Feld an Zeitschritten und nach Gl. (3.3.1) eine stetige
Verteilung der Partikelmassen. Dies spielt eine wichtige Rolle bei der Entwicklung robuster
Algorithmen zur Kontrolle der Partikelzahl. Wird differentielle Diffusion nicht beriicksichtigt,
so entspricht nach Gl. (3.3.2) der lokale Zeitschritt wie in der Arbeit von Mdbus [122] dem
Zeitschritt aus dem rdumlichen Transport.

3.4 Raumliche und zeitliche Mittelung

Réaumliche Mittelwerte werden in der vorliegenden Arbeit nach Gl. (2.4.41) als “Cloud-in-
Cell” (CIC) Mittelwerte berechnet, wobei fiir die Berechnung eines Zellmittelwertes nur die
in einer Zelle vorhandenen Partikel beriicksichtigt werden. Diese gitterzellenbasierte Auswahl
der Partikel fiir die Mittelwertsberechnung wird in der Literatur als “grid-cell kernel” bezeich-
net [56]. Auf Grund der endlichen Zahl an Partikeln in einer Zelle ist dieser Mittelwert in der
Regel mit einem hohen statistischen Fehler behaftet. Zur Reduzierung des statistischen Feh-
lers wird im statistisch stationdren Zustand der Zellmittelwert mit zeitlich zuriickliegenden
Zellmittelwerten gemittelt. Diese zeitliche Mittelung ist nur bei stationdren Rechnungen an-
wendbar. Es existieren mehrere Verfahren zur zeitlichen Mittelung. In der vorliegenden Arbeit
wird vornehmlich das Verfahren nach Wang et al. [181] benutzt, das im allgemeinsten Fall
durch folgende Beziehung gegeben ist

~(n) 1 7 (n—1) Q)
=(1— —— —_— . 4.1
6ia= (1= 57a) "+ a9 (3.4.)
&ST 4 bezeichnet dabei die zeitlich gemittelte Variable. Entscheidend ist hier die Wahl des
Gewichtungsparameters NT'A. Wang et al. [181] fiithren eine dynamische Mittelung (“Moving
Time Average”, MTA) ein, bei der der Gewichtungsparameter NT'A wie folgt berechnet wird

NTA =min (140,25 (n —ng), NT Apmaz) - (3.4.2)

n bezeichnet den Iterationszéihler, wihrend nq fiir diejenige Iteration steht, in der die zeitli-
che Mittelung aktiviert wird. Diese Wahl des Gewichtungsparameters sorgt dafiir, dass mit
fortschreitender Mittelung der Anteil zuriickliegender Losungen gegeniiber neueren Losungs-
anteilen begrenzt bleibt. Der Maximalwert NT'A,,,, ist dabei nach Wang et al. [181] so zu
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wiahlen, dass die Zeitskala der zeitlichen Mittelung, At - NT A,,.., klein genug ist, um noch
Anderungen in der Losung zuzulassen.

Ein weiteres Mittelungsverfahren ist die gleichférmige Mittelung, bei der NT' A in Gl. (3.4.1)
auf einen konstanten Wert gesetzt wird. Auch hier gilt es den Wert so zu bemessen, dass
Anderungen in der Losung durch die zeitliche Mittelung nicht unterdriickt werden. Im Ge-
gensatz zur Arbeit von Wang et al. wird allerdings hier die Losung aus dem Finite-Volumen-
Loser nicht zeitlich gemittelt. Motiviert ist dieser Ansatz durch die Tatsache, dass bei einer
hinreichend gemittelten Dichte und Viskositit auch das Geschwindigkeitsfeld glatt ist. Ein
anderer Ansatz zur zeitliche Mittelung geht auf Mobus [122] zuriick, der in seiner Arbeit tiber
die letzten N'T A-Zeitschritte mittelt. Begrenzt wird dieses Verfahren durch die Anzahl der
Losungen, die im Hauptspeicher gehalten werden kénnen. Um dieses Problem zu umgehen,
lagert Mobus die Daten in Paketen auf die Festplatte aus. Diese Méglichkeit ist allerdings
hier nicht implementiert, da Schreiben und Lesen auf der Festplatte viel Zeit erfordern.

3.5 Partikellokalisierung und Randbedingungen

Die Kenntnis der Aufenthaltszelle eines Partikels im Rechengitter des Finite-Volumen-Losers
ist bei mehreren Berechnungsschritten notwendig. So miissen zum einen bei der rdumlichen
Mittelung die zu einer Zelle zugehorigen Partikel bekannt sein, zum anderen miissen beim
rdumlichen Transport und beim Mischen dem Partikel Zellgréfien aus dem Finite-Volumen-
Loser zugewiesen werden. Auch bei der Zuweisung eines Zeitschrittes ist die Kenntnis der Auf-
enthaltszelle notwendig. Durch den réaumlichen Transport erfihrt ein Partikel eine Anderung
des Aufenthaltsortes und unter Umstéinden auch eine Anderung der Aufenthaltszelle. Die
Bestimmung der neuen Aufenthaltszelle bei bekannter Anfangszelle und -position ist Aufga-
be der Partikellokalisierung. In der vorliegenden Arbeit kommt zur Partikellokalisierung ein
Algorithmus nach Haselbacher et al. [68] zur Anwendung, der fiir dreidimensionale, unstruk-
turierte Rechengitter entwickelt wurde. Das Verfahren ist am Deutschen Zentrum fiir Luft-
und Raumfahrt von Ess [46] in FORTRAN 90 implementiert worden. Das Lokalisierungsver-
fahren basiert auf der Verfolgung eines Partikels entlang seiner Trajektorie im physikalischen
Raum. Wenn ein Partikel wiahrend seiner Bewegung mehrere Zellen durchlauft, so durch-
sticht die Trajektorie die Flédchen der durchlaufenen Zellen, wie in Abb. 3.5.1 dargestellt. Das
Verfahren von Haselbacher et al. [68] beruht darauf, dass man sich zur Partikellokalisierung
von Durchstichpunkt zu Durchstichpunkt weiterbewegt. Ausgehend vom Startpunkt P eines
Partikels wird dieses bis zum Schnittpunkt S; seiner Trajektorie mit der Zellfliche verfolgt
(sieche Abb. 3.5.1). Am Schnittpunkt S; verldsst das Partikel seine Aufenthaltszelle ¢; und

Abbildung 3.5.1: Darstellung der Partikellokalisierung im zweidimensionalen Raum [68].
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Trajektorie

Abbildung 3.5.2: Schnittpunkte einer Partikeltrajektorie mit den Flichen einer Zelle [68].

gelangt in die neue Zelle cy. Ist fiir jede Zellfléiche hinterlegt, welche zwei Zellen an der Fliche
angrenzen, so ldsst sich bei bekannter Durchstichsflache immer die neue Aufenthaltszelle er-
mitteln. Wiederholt man dieses Grundprinzip so lange bis die Summe der von Schnittpunkt
zu Schnittpunkt zuriickgelegten Wege der Strecke PQ entspricht, so ldsst sich ein Partikel
problemlos in einem unstrukturierten Gitter mit beliebigen Polyedern verfolgen. Zur Umset-
zung des Lokalisierungsverfahrens ist die Bestimmung derjenigen Zellfliche notwendig, {iber
die das Partikel die Zelle verlasst. Im Prinzip kann die Trajektorie des Partikels mehrere Be-
randungsflichen der Zelle schneiden, etwa in den Schnittpunkten S; und S3 wie in Abb. 3.5.2
dargestellt. Als Schnittflichen kommen allerdings nur diejenigen Flédchen in Betracht, deren
nach auflen gerichteten, normierten Normalenvektoren np in Richtung der Partikelbewegung
orientiert sind, d.h. (Einsteinsche Summationsvereinbarung)

Ta MFa > 0 . (351)

Dabei steht r, fiir den normierten Richtungsvektor der Trajektorie. Von diesen Flichen ist
die Austrittsfliche diejenige, deren Schnittpunkt den geringsten Abstand zum Startpunkt
des Partikels aufweist. Fiir den in Abb. 3.5.2 skizzierten Fall trifft dies auf die Fliache 1 zu
mit dem Schnittpunkt S;. Das Verfahren ist auch dann anwendbar, wenn die Trajektorie
durch den Knotenpunkt R in Abb 3.5.1 verlduft. Der Knotenpunkt R ist in diesem Fall
der Schnittpunkt der Trajektorie mit der Zellfliche zwischen den Zellen ¢; und co. Als neue
Aufenthaltszelle ergibt sich somit cy. Verfolgt man nun das Partikel weiter vom Punkt R
auf dem Rand der Zelle co, so ergibt sich als neue Schnittfliche die Zellfliche zwischen den
Zellen ¢y, und c3, da nur diese eine Orientierung in Richtung der Partikeltrajektorie aufweist
(die Zellfliche zwischen den Zellen ¢; und cq ergibt sich nicht als néchste Fliche, da deren
Normalen von der Zelle ¢y aus gesehen entgegen der Bewegungsrichtung des Partikels ori-
entiert ist). Somit wird das Partikel an die Zelle c3 iibergeben, wo der Algorithmus normal
weiter arbeitet [68]. Fiir die Umsetzung des Verfahrens bedarf es somit der mathematischen
Darstellung der Zellflichen, um deren Schnittpunkte mit der Partikeltrajektorie zu ermit-
teln. In unstrukturierten Gittern, wie sie in dieser Arbeit verwendet werden, treten drei- und
viereckige Berandungsflachen auf. Dreiecke stellen immer planare Flachen dar, wiahrend vier-
eckige Berandungsflichen auch nicht planar sein konnen. Um mit planaren Flachen arbeiten
zu konnen, werden hier alle viereckigen Fldchen entlang einer ihrer Diagonalen geteilt, so
dass man zwei neue dreieckige, planare Flachen erhélt. Mit Hilfe dieser Triangulierung las-
sen sich nun alle Punkte in einer Randflache mathematisch durch folgende Ebenengleichung
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darstellen (Einsteinsche Summationsvereinbarung)
(To — Tara) NFa =0 . (3.5.2)

ZTara bezeichnet den geometrischen Mittelpunkt der Zellfliche. Die Trajektorie des Partikels
ist durch die folgende Parameterdarstellung einer Geraden gegeben

To = Tpa + AT T4 (3.5.3)

wobei xp, fiir den Startpunkt des Partikels steht. Az entspricht der Strecke, welche das
Partikel zuriicklegt. Um die Strecke Axg bis zum Schnittpunkt mit der Zellrandfliche zu
bestimmen, wird Gl. (3.5.3) in Gl. (3.5.2) eingesetzt. Es ergibt sich unter Verwendung Ein-
steinscher Summationsvereinbarung folgende Bestimmungsgleichung fiir Azg

AiL‘S _ ('TMa — QzPa) Npa
g Npg

(3.5.4)

Gleichung (3.5.4) wird sukzessive auf alle Zellflichen angewandt, deren Normalenvektoren der
Bedingung (3.5.1) geniigen, und es wird die Fldche mit der kleinsten Strecke Axg bestimmt.
Diese Flache wird durchschnitten und aus den Flachenmetriken wird der Zellindex der neuen
Aufenthaltszelle bestimmt. p wird dann auf den Schnittpunkt der Trajektorie mit der Zell-
fliche gesetzt und der Vorgang wiederholt. Wenn die Summe der zuriickgelegten Teilstrecken
der Gesamtstrecke PQ entspricht, ist die Verfolgung abgeschlossen. Trifft das Partikel auf
eine Berandungsfliche so wird es reflektiert, wobei Ein- und Ausfallswinkel identisch sind.
Im Auftreffpunkt wird dazu folgenden Transformation auf die Partikelrichtung angewendet
(Einsteinsche Summationsvereinbarung)

fo =Tp (5aﬁ —2NFpa nFﬁ) ) (3.5.5)

wobei 7/, fiir den Richtungsvektor nach der Reflexion steht [68]. Reflexionen treten an Sym-
metrierdandern, Wéanden und sowie Einléssen auf. Um die Einstromung zu behandeln wird der
Grundgedanke von Haselbacher et al. [68] aufgegriffen und die Partikel werden auf den Ein-
lassflachen initialisiert. Die Partikel werden auf dem Einstromflachen zweidimensional gleich
verteilt und von der Flédche aus in das Rechengebiet geschoben. Um in der dritten Raumdi-
mension, der Richtung der Partikelbewegung, eine Gleichverteilung einzustellen, werden die
Strecken, um welche die Partikel wéhrend des Einstrémungvorgangs in das Rechengebiet ge-
schoben werden, ebenfalls gleichverteilt. Fiir ein solches Vorgehen muss zunéchst die Anzahl
der Partikel gewahlt werden, die von einer Einstromflidche starten sollen. Dazu wird ange-
nommen, dass am Einstromrand die Masse der einstromenden Partikel gleich der Sollmasse
der Partikel der angrenzenden Zelle sein soll. Mit dieser Annahme ergibt sich (Einsteinsche
Summationsvereinbarung)

pPVeet  —Npa Uqg A At p

= 3.5.6
NPcell NPF ( )
—MNpe Ue A AL
=Npp = r v Npeen (3.5.7)
cell

fiir die Anzahl der Partikel Npp, die iiber ein Zeitintervall At von der Einstromfliche mit
Flacheninhalt A in das Rechengebiet flieen. Die stochastischen Partikel werden mit den
thermochemischen Eigenschaften belegt, die an dem Einstromréndern vorherrschen. In der
vorliegenden Arbeit sind die Einstromrander homogen, so dass alle einstromenden Partikel
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die gleichen thermochemischen Eigenschaften aufweisen. Es ist mit diesem Vorgehen aber
auch moglich, den Npp Partikeln thermochemische Eigenschaften entsprechend einer Ver-
teilung zuzuweisen. Es verbleibt jetzt im dreidimensionalen Raum eine Gleichverteilung der
Partikelpositionen und somit der Partikelmassen einzustellen, um die Konsistenzbedingung
(2.4.40) einzuhalten. Dazu miissen die Partikel senkrecht zu ihrer Bewegungsrichtung r zwei-
dimensional gleichverteilt werden. Zu diesem Zweck werden alle Einstromfléchen trianguliert.
Die Projektion der triangulierten Fldchen auf eine Ebene durch den Punkt 1 senkrecht zur
Bewegungsrichtung der Partikel ist erneut ein Dreieck (siehe Abb. 3.5.3). In dieser Ebene wer-
den auf dem projizierten Dreieck die Partikelkoordinaten z/, zunéchst geméf der Gleichung
(Einsteinsche Summationsvereinbarung)

— :178) + <A:v£¥12) — AZE(BH)Tg’I”a) G+ (Aa:((j?’) — A:L'(lg)rvra) (o (3.5.8)

o 0l
zweidimensional gleichverteilt und dann mit der Beziehung

r (1)
(=)

«

To (3.5.9)

Ty =X
T‘VTLF,Y

auf die Einstromflache zuriickprojiziert, womit man die Startpunkte fiir die stochastischen
Partikel erhélt. Um in einer Dreiecksfliche eine zweidimensionale Gleichverteilung zu erzielen,
werden die Parameter der Flidche ¢; und (5 wie folgt aus zwei unabhéngigen, gleichverteilten
Zufallszahlen errechnet

¢ = min(bs, 62), (3.5.10)
(2 =1 —max(0,0>). (3.5.11)
¢, und 6, werden auch hier mittels der Prozedur RANDOM_NUMBER [28] fiir Pseudozu-
fallszahlen berechnet, welche gleichverteilte Zufallszahlen zwischen 0 und 1 liefert. Wenn die

Bewegungsrichtung und die Fldchennormale kollinear sind, dann vereinfacht sich Gl. (3.5.8)
zu

ro =z + Ax(® ¢ + AP (. (3.5.12)

Normalenflache der
Bewegungsrichtung

Einstromflache

Abbildung 3.5.3: Geometrische Beziehungen zwischen Einstromfliche und Bewegungsrich-
tung.
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Zur Einstellung einer Gleichverteilung in der dritten Raumdimension werden die Koordinaten
der Verschiebung Az,, die ein Partikel auf Grund der Einstromungsgeschwindigkeit u,, iiber
einem Zeitschritt At erfahren wiirde, mit einer weiteren Zufallszahl 3 skaliert, d.h.

Az, = u, At 0. (3.5.13)

Die Partikel werden somit vom Einstromrand gleichverteilt in das Rechengebiet eingeschoben,
womit man wie gewiinscht eine konstante Stromdichte an Partikeln gleicher Masse erhélt.

3.6 Kontrolle der Partikelzahl

Zur Kontrolle des stochastischen Fehlers, aber auch um die Rechnung im Hauptspeicher des
Rechners halten zu konnen, ist es erforderlich Algorithmen zu entwickeln, welche eine Kon-
trolle der Partikelzahl erméoglichen. Haworth und El Thary [69] schlagen zu diesem Zweck
vor die Partikelmasse mit einer Partikelsollmasse zu vergleichen und schwere Partikel in meh-
rere leichte Partikel mit der Sollmasse aufzuspalten und zu leichte Partikel zu l6schen. Die
Uberlebenswahrscheinlichkeit beim Loschen ist dabei proportional zum Verhéltnis von Parti-
kelmasse zur Sollmasse, d.h. leichte Partikel haben eine geringe Uberlebenswahrscheinlichkeit.
Das Verfahren wird u.a. von Mobus [122] verwendet. In der vorliegenden Arbeit werden mit
diesem Vorgehen keine gute Erfahrungen gemacht. Daher wird hier ein Verfahren nach Fox
[56] implementiert. Dieses Verfahren verfahrt &hnlich wie das Verfahren von Howarth und El
Thary, allerdings werden Partikel leichter als eine Sollmasse nicht geloscht, sondern kombi-
niert. Um eine bessere Kontrolle der Partikelzahl zu erzielen werden zwei Sollpartikelmassen
eingefiihrt, ndmlich die Sollpartikelmasse fiir das zusammenfiigen, 1 ciuster und fiir das Teilen
M spiit- Diese Sollmassen werden aus der aktuellen Fluiddichte in einer Zelle, dem Zellvolumen
V.en und der angestrebten Partikelzahl Np..; wie folgt ermittelt

Vee
M cluster = <pj\>fp—”” fcluster ; (361)
m ) < > cell f <3 6 2)
s,split — NPcell split - .0.

Die Faktoren feuster und foprie sind Skalierungsfaktoren fiir die Sollmassen, die so gewahlt
werden, dass die Partikelzahl konstant bleibt. Dabei muf3 die Ungleichung foie > feluster
gewahrt werden, damit die Sollmasse fiir das Zusammenfiigen immer kleiner oder gleich der
Sollmasse fiir das Aufteilen ist. Fox [56] setzt diese auf die Werte fyoue = 2 bzw. fepuster = 0, 5.
Falls nun ein stochastisches Partikel der Masse m* schwerer als die Sollmasse fiir das Teilen
ist, so wird es geméaf} der Gleichung

N =

(3.6.3)

Mg

in N neue Partikel aufgeteilt, wobei sich die Sollmasse m, aus der Masse in der Zelle und der
gewiinschten Zielpartikelzahl Np.; zu

(3.6.4)

errechnet. Die durch das Teilen neu entstehenden Partikel behalten die Eigenschaften des
geteilten Partikel bei. Die Partikel, deren Massen leichter als die Sollmasse fiir das Zusam-
menfiigen sind, werden hingegen zufillig zu Partikelpaaren kombiniert. Die Massen der Par-
tikel in einem solchen Paar seien durch die Indices ¢ und j gekennzeichnet. Mit einer Wahr-
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*

scheinlichkeit von mj/(m; + m}) wird nun die Masse des Partikels i auf die Summe der
Partikelmassen (m; + mJ) gesetzt und es behélt seine thermochemischen und mechanischen
Eigenschaften sowie seine Position bei. Das j-te Partikel wird in diesem Fall geloscht. Um-
gekehrt {iberlebt das j-te Partikel mit einer Wahrscheinlichkeit m}/(m; + m}) und es wird
analog zum i-ten Partikel verfahren. Durch dieses Vorgehen wird sichergestellt, dass trotz
des Loschens von Partikeln die Gesamtmasse erhalten bleibt. Es zeigt sich auch, dass durch
geeignete Wahl der Skalierungsfaktoren die Partikelzahl sehr genau eingestellt werden kann.

3.7 Parallelisierung

Abschlieflend sei hier auf die Parallelisierung des Monte-Carlo-Losers eingegangen. Zur Be-
rechnung realistischer Probleme mittels des Transportgleichungs-PDF-Verfahrens ist neben
dem Einsatz eines hocheffizienten Chemielosers die Parallelisierung des Programmes zwin-
gend notwendig. Erst durch die parallele Abarbeitung der Programmteile lassen sich Rech-
nungen und Parameterstudien mit akzeptablen Rechenzeiten realisieren. Wie bereits in [60]
diskutiert, eignen sich das Transportgleichungs-PDF-Verfahren hervorragend fiir die Paral-
lelisierung. Der teuerste und die Rechenzeit dominierende Schritt ist die Losung der Che-
mie, deren Losung keinen Datenaustausch zwischen Prozessoren erfordert und sehr gut auf
massiv parallelen Systemen gelost werden kann. Realisiert wird die Parallelisierung durch
Partikelpartitionierung (“Particle Partitioning” [150]), d.h. jeder Prozessor fiihrt eine volle
Monte-Carlo Rechnung durch mit einer geringen Partikelzahl und anschlieBend wird iiber
alle Prozessoren gemittelt. Der grofle Vorteil des Verfahrens liegt in der Einfachheit der Im-
plementierung und in der guten Lastverteilung, die sich automatisch aus dem Ansatz ergibt.
Nachteilig ist jedoch, dass die Problemgrofie durch den vorhandenen Arbeitsspeicher begrenzt
ist, da jeder Prozessor das vollen Gitter im Hauptspeicher halten muss. Dariiber hinaus ver-
schlechtert sich auch die Skalierung des Programmes bei groflen Rechengitter, da bei der
Mittelung mehr Zelldaten verschickt werden miissen. Die programmiertechnische Realisie-
rung des Konzeptes erfolgt in dieser Arbeit unter Verwendung von Programmbibliotheken
geméB des MPI-Standards [115].
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4 Reaktionsmechanismen

Im vorliegenden Kapitel wird auf die chemischen Vorgénge eingegangen, die zur Bildung
von Stickoxiden (NOy) fithren. In Abschn. 4.1 werden die géngigen Bildungspfade von NOy
vorgestellt und erldautert, wahrend sich die Abschnitte 4.2.1 und 4.2.2 mit der reaktionski-
netischen Modellierung von NO bei der Verbrennung von Methan und Wasserstoff befassen.
Diese Abschnitte konzentrieren sich auf einen Vergleich unterschiedlicher Reaktionsmechanis-
men unter Flammenbedingungen, die Formulierung eines eigensténdigen Mechanismus wird
hier nicht vorgenommen.

4.1 NO, Bildungspfade

Die bekannten chemischen Routen fiir die Bildung und den Abbau von NO, sind nach War-
natz [182], Miller und Bowman [120], Kuo [92] sowie Bozzelli und Dean [20] folgende Reak-
tionspfade:

Thermisches NO
Prompt-NO
Distickstoffoxid-(N,O)-Pfad
Stickstoffdioxid-(NO,)-Pfad
NNH-Pfad

Brennstoff-NO

Im Folgenden werden alle Bildungspfade bis auf den “Brennstoff-NO” Pfad, welcher bei den
hier untersuchten gasférmigen Brennstoffen keine Rolle spielt, kurz erldutert.

4.1.1 Thermisches NO

Thermisches NO spielt, wie der Name bereits andeutet, erst bei hohen Temperaturen, d.h.
iiber 1800 K [35], eine Rolle bei der Bildung von Stickoxiden. Der Bildungspfad wurde erst-
malig 1946 von Y.A. Zeldovich [185] als NO-Bildungspfad erkannt, der durch die folgende
Reaktionskette gegeben ist [182]:

O+Ny, — NO+N, k;=1,8-10" exp(—318 [kJ/mol] /(RT)) [em®/(mol s)]
N+0O, — NO+O, k;=9,0-10° exp(—27 [kJ/mol] /(RT)) [em®/(mol s)]
N+OH — NO+H, k;=28-10" [em®/(mol s)]

Die Reaktionskette wird durch den Angriff des O-Radikales auf das No-Molekiil eingeleitet,
wodurch neben NO ein N-Radikal entsteht. Dieses kann in weiteren Schritten mit Oy oder
OH-Radikalen zu NO reagieren. Der erste Schritt ist in dieser Kette geschwindigkeitsbestim-
mend, da diese Reaktion am langsamsten ablduft. Die Aufspaltung des stabilen No-Molekiils
(Stickstoff weist eine dreifache Bindung auf [182]) erfordert eine hohe Energie, was sich in
der hohen Aktivierungsenergie von 318 kJ/mol wiederspiegelt. Dies ist die Ursache fiir die
starke Temperaturabhéingigkeit des thermischen NO: Eine Erhohung der Temperatur um
100 K von beispielsweise 1800 K auf 1900 K erhoht den Geschwindigkeitskoeffizienten um
Faktor drei. Diese extreme Temperatursensitivitdt ist mit eine der Hauptschwierigkeiten bei
der Berechnung von Stickoxiden in Flammen. Die Temperatur muss mit einer Genauigkeit
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von wenigen Kelvin bekannt sein. Dariiber hinaus miissen auch alle beteiligten Zwischenpro-
dukte, insbesondere die Radikale O und OH, mit hoher Genauigkeit berechnet werden, was
gerade bei reduzierten Reaktionsmechanismen nicht automatisch sicher gestellt ist, da diese
in erster Linie im Hinblick auf Ziindverzugszeiten und Flammengeschwindigkeiten optimiert
werden, nicht jedoch anhand von Absolutwerten von Zwischenprodukten der Verbrennung.
Zuweilen sind in Ingenieursrechnungen Radikalkonzentrationen gar nicht bekannt. In diesem
Fall kann die obige Reaktionskette vereinfacht werden [170], indem man Riickreaktionen ver-
nachlassigt, da unter Flammenbedingungen NO weit vom Gleichgewicht entfernt ist, und
dariiber hinaus die Stationaritdtsannahme fiir das N-Radikal zutrifft. Letzteres ist gerecht-
fertigt, da die Bildung von N sehr viel langsamer ablauft als der Verbrauch. Unter diesen
Umsténden ist der erste Reaktionsschritt geschwindigkeitsbestimmend und es ergibt sich fiir
dessen Reaktionsrate
wno = 2+ kg - Co - Cn,,

wobei kg der Geschwindigkeitskoeffizient der ersten Reaktion ist. Es verbleibt lediglich die
Konzentration des O-Radikales abzuschétzen. Hier haben sich verschieden Ansétze durchge-
setzt. Nach Warnatz [182] lasst sich diese unter Annahme eines partiellen Gleichgewichtes im
O und H Reaktionssystem aus den Konzentrationen stabiler Komponenten wie Os, Hy und
H,0 abschiitzen. Eine andere Méglichkeit wird in der kommerziellen Software ANSYS® CFX
verfolgt [8], wo diese Konzentration iiber eine Dissoziationsannahme fiir Sauerstoff aus der
O, Konzentration ermittelt wird. Beide Ansétze sind erst bei hohen Temperaturen (oberhalb
1800 K giiltig), weswegen diese Ansétze nur im Temperaturbereich iiber 2000 K erfolgreich
eingesetzt werden (siehe u.a. [67]). Allerdings unterdriicken moderne Verbrennungskonzepte
durch Vermeidung von Temperaturspitzen gerade diesen Bildungspfad, so dass die alleinige
Beschreibung der NO-Bildung durch den thermischen Bildungspfad als fragwiirdig erscheint.

4.1.2 Prompt-NO

Im Gegensatz zum thermischen NO wurde das prompt-NO sehr viel spater (1971 von Fe-
nimore [49]) als moglicher Bildungspfad von NO erkannt [182], der unter brennstoffreichen
Mischungsbedingungen zum Tragen kommt. Der Mechanismus der prompt-NO-Bildung ist
im Vergleich zum thermischen NO viel verwickelter und ist bis zum Zeitpunkt dieser Ar-
beit nicht vollig geklart. Die géngige Lehrbuch-Meinung [182; 92] geht davon aus, dass der
Einleitungsschritt zur Bildung von prompt-NO iiber den Angriff des CH-Radikals auf den
Luftstickstoff beginnt. Dabei wird unter der Bildung von Blausdure (HCN) ein N-Radikal ab-
gespalten, welches {iber weitere Schritte entweder zu Stickoxiden reagiert oder wieder zuriick

+H NH,

HOCN & HNCO
o \1;H +Hy
OH +0H
-
TH NH;
"~ PR

+O +H +H +NO
HCN e NCO meoeflp N el N el N,
CH + sz'

F+OH, +H
+0OH, +O,
N woH,
CN +OH, + Oy
+C

+CH, + CH,
HCNO g NO
) +CH,, + HCCO HoCN

s )

Abbildung 4.1.1: Bildungspfade fiir Prompt-NO nach Miller und Bowman (Quelle: [120]).
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O o NO

Abbildung 4.1.2: Bildungspfade fiir Prompt-NO nach Moskaleva (Quelle: [125]).

zu molekularen Stickstoff rekombiniert. Die Reaktion
CH 4+ Ny — N + HCN

gilt bisher als geschwindigkeitsbestimmend, allerdings sind genaue kinetische Daten bis heute
nicht verfiighar. Die Reaktionsschritte, die bei der Annahme eines HCN-Pfades zur Bildung
von NO fiihren, sind im Detail im Reaktionsflussdiagramm in Abb. 4.1.1 dargestellt. Die
Linienstérke ist in dieser Darstellung proportional zur Selektivitit der dargestellten Pfade.
Von HCN ausgehend wiirde dem entsprechend ein grofler Teil iiber NCO und NH zu N-
Radikalen reagieren, die dann {iber die Zeldovich-Reaktionen NO bilden. Wie jedoch von
Moskaleva und Lin diskutiert [125], ist die Reaktion von CH und Ny zu HCN nicht zuléssig,
da dieser Pfad die Erhaltung des quantenmechanischen Drehimpulses verletzen wiirde. Statt
dessen wird in dieser neueren Arbeit folgende Schliisselreaktion fiir den prompt-NO-Pfad
vorgeschlagen
CH + Ny — H+ NCN .

Seit der Veroffentlichung dieses Pfades im Jahr 2000 sind Arbeiten durchgefiihrt worden,
welche die obige Bildung von NCN experimentell bestétigen (siche u.a. [173, 93, 22]). Be-
riicksichtigt wird diese Reaktion als NO-Bildungspfad in einem Kohlenwasserstoffmechanis-
mus erstmalig in der Arbeit von El Bakali et al. [44]. Um NO zu bilden, reagiert das NCN
in einem Folgeschritt erst zu HCN, welches dann wie oben beschrieben zu N-Radikalen und
schlussendlich zu NO fithrt. Abbildung 4.1.2 veranschaulicht diesen Sachverhalt. Seit der
Postulierung dieser alternativen Route wurde dieser Pfad in mehreren Kohlenwasserstoff-
Mechanismen eingebunden und fiir Rechnungen verwendet (siche u.a. Konnov [86] und Sut-
ton et al. [173, 174]). Dennoch ist die Untersuchung des NCN-Bildungspfades zum Zeitpunkt
dieser Arbeit ein Feld aktiver Forschung und die Klarung des prompt-NO-Pfades eine noch
offene Frage. Insbesondere ist fiir hohere Kohlenwasserstoffe noch nicht vollsténdig geklart,
ob weitere Vorldufer fiir die Bildung von prompt-NO existieren [93]. An diesem Beispiel wird
besonders deutlich, dass die Chemie der Stickoxidbildung noch nicht vollstéandig verstanden
ist.

4.1.3 Distickstoffoxid-(N.O)-Pfad

Unter mageren Bedingungen, etwa ab einem Aquivalenzverhiltnis von 0,8, wird folgende
Reaktion fiir die Stickoxidbildung relevant [182, 92]

Das in dieser Reaktion gebildete NoO reagiert in Folgereaktionen weiter zu NO

O 4+ N,O — NO + NO,
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H+ N,O — NO + NH.

Nach Warnatz [182] ist vor allem dieser Pfad hauptverantwortlich fiir die Bildung von Stick-
oxiden in modernen, mageren Gasturbinenbrennkammern, wo der prompt-NO-Pfad durch
die Magerverbrennung unterdriickt wird. Im Gegensatz zu den thermischen Stickoxiden ist
dieser Weg nicht stark temperaturabhéingig weswegen er auch bei den unterstochiometrischen
Temperaturen der Magerverbrennung noch Stickoxide zu bilden vermag.

4.1.4 Stickstoffdioxid-(NO.)-Pfad

Zusétzlich zu NO kann auch NOy im gréfleren Umfang gebildet werden, insbesondere in der
N#he der Flammzone [92]. Nach Kuo [92] ist der Hauptschritt, der zur Bildung von NO,
fiithrt, durch die Reaktion von HO5 mit NO gegeben

NO + HO; — NO, + OH.

Diese Reaktion lauft bevorzugt in Niedertemperaturbereichen der Flamme ab, wo hohe HO,
Konzentrationen vorliegen. In der Flammzone gebildetes NO wird durch Diffusion in diese
Bereiche transportiert und bildet Stickstoffdioxid. Als wesentlicher Abbaupfad von NO, gilt
die Reaktion zwischen Stickstoffdioxid und dem Wasserstoffradikal [92]

H+ NO; — NO + OH.

4.1.5 NNH-Pfad

Abschlieflend sei hier auf den Bildungspfad iiber NNH eingegangen. Dieser Pfad wird erst-
malig in der Arbeit von Bozzelli und Dean [20] vorgeschlagen und stellt insbesondere bei der
Verbrennung von Wasserstoff einen zusétzlichen Bildungspfad fiir NO dar [85]. Der Haupt-
schritt zur NO-Bildung erfolgt durch die Reaktion von NNH mit dem Sauerstoffradikal

NNH + O — NO + NH.
Nach Bozelli und Dean fiithrt insbesondere die Reaktion
NNH — N, +H

zu NNH Konzentrationen, die hoch genug sind, um geméafl der NNH-O Reaktion Stickoxide
zu bilden. Diese Reaktion befindet sich unter Verbrennungsbedingungen im partiellen Gleich-
gewicht [20], was erst nennenswerte Konzentrationen fiir die obige bi-molekulare Reaktion
ermoglicht. Konnov unterstreicht in seinem Beitrag von 2002 noch mal die Bedeutung die-
ses Pfades bei der Wasserstoffverbrennung. Die NO-Bildung wird durch brennstoffreichen
Bedingungen und Temperaturen um 1500 K begiinstigt [85].

4.2 Detaillierte Reaktionsmechanismen

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die grundlegenden Pfade der NO-Bildung beschrie-
ben worden sind, sollen nun verschiedene Reaktionsmechanismen im Hinblick auf ihre Ge-
nauigkeit untersucht werden. Zu diesem Zweck werden Rechnungen laminarer Gegenstrom-
flammen vorgestellt. Dieses Verbrennungssystem ist in Abb. 4.2.1 schematisch dargestellt.
Aus zwei gegeniiberliegenden Diisen werden Brennstoff und Oxidator in einer Gegenstrom-
konfiguration in die Verbrennungszone eingebracht, wo sich eine Staupunktstromung aus-
bildet. Die Vermischung der Stoffstrome erfolgt durch Diffusion, so dass oxidatorseitig eine
flache Flamme entsteht. Diese Flamme bietet den Vorteil, dass sie durch (in Bezug auf die
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Abbildung 4.2.1: Brenner fiir laminare Gegenstromflammen.

x1-Koordinate) eindimensionale Gleichungsmodelle mathematisch beschrieben werden kann
(siehe [139]), so dass selbst Rechnungen mit grofilen Reaktionsmechanismen in kurzer Zeit
durchgefiihrt werden konnen. Somit ist es moglich, Reaktionsmechanismen unter realistischen
Flammenbedingungen quantitativ im Hinblick auf die Genauigkeit von berechneten Stoffkon-
zentrationen und Temperaturen zu beurteilen. Im Folgenden werden nun sowohl Rechnungen
von Wasserstoff- als auch von Methanflammen mit unterschiedlichen Reaktionsmechanismen
vorgestellt und diskutiert. Fiir die Berechnung kommt hier das Softwarepaket Cantera in
der Version 1.7 zur Anwendung [66]. Nachteilig an diesen Programm ist allerdings, dass eine
Beriicksichtigung von Strahlung nicht mdoglich ist.

4.2.1 Laminare Methanflammen

Da die Untersuchung der Stickoxidbildung in Methanflammen von hoher technischer Rele-
vanz ist, existiert zur NO-Bildung in laminaren Gegenstrom-Diffusionsflammen bereits eine
Vielzahl an numerischen Untersuchungen [165, 99, 157, 156, 15, 155, 96, 128, 164, 43, 126, 10].
Eine zusammenfassende Gegeniiberstellung findet sich auf der Seite des fiinften TNF (Tur-
bulent Non-premixed Flames) Workshops [109]. Ergénzend zu diesen Daten werden hier zwei
Methanflammen von Li und Williams untersucht [99], die Messdaten fiir verschiedene Flam-
men bereitstellen. Bei den hier untersuchten Flammen wird der Brennstoff mit Luft vorver-
mischt, wobei zwei verschieden Aquivalenzverhiltnisse (1,5 und 2,5) eingestellt werden. Die
luftseitige Streckungsrate wird wihrend der Versuche konstant auf einem Wert von 50 1/s
gehalten. Unter anderem werden Messdaten fiir die Stickoxidkonzentrationen sowie fiir die
Temperatur entlang der z;-Koordinate (siche Abb. 4.2.1) zur Verfiigung gestellt. Die Flam-
men werden hier mit vier verschiedenen Reaktionsmechanismen berechnet, die in Tabelle 4.1
aufgefiihrt sind. Neben dem GRI 3.0 [167], werden der GRI 2.11 [19] sowie der Mechanis-
mus nach Li und Williams [99] eingesetzt. Zuséitzlich wird eine Rechnung mit dem GRI 2.11
durchgefiihrt, bei der im Reaktionsmechanismus die urspriingliche Stickoxidchemie durch den
in Abschn. 4.1 beschriebenen thermischen Bildungspfad ersetzt wird. Die Reaktionsraten fiir
das thermische NO werden dazu aus Warnatz [182] entnommen (“WGRI 2.11” in Tab. 4.1).
Um an dieser Stelle eine mogliche Beeinflussung des Ergebnisses durch die Anderung der
Reaktionsraten im thermischen NO Bildungspfad auszuschlieen, wird zur Gegenprobe letz-
tere Rechnung wiederholt, wobei fiir das thermische NO diesmal die Bildungsraten aus dem
dem GRI 2.11 Mechanismus verwendet werden (“T'GRI 2.11” in Tab. 4.1). Ergebnisse fiir
die zwei Flammen sind in Abb. 4.2.2 zusammengefasst. Die oberen beiden Abbildungen be-
zichen sich auf die brennstoffreichere Flamme mit einem Aquivalenzverhiltnis von 2.5, die
unteren Abbildungen auf die brennstoffirmere bei einem Aquivalenzverhiltnis von 1,5. In
beiden Flammen zeigt sich in den berechneten Temperaturen kein nennenswerter Unter-
schied zwischen den Reaktionsmechanismen. Zu den Messungen bestehen Abweichungen, die
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Abbildung 4.2.2: Berechnungsergebnisse zu laminaren Methanflammen. Punkte repréasentier-
en Messwerte nach [99]. Die oberste Bildzeile zeigt Rechnungen und Mes-
sungen bei einem Aquivalenzverhiltnis von 2,5, die untere bei einem Aqui-
valenzverhéltnis von 1,5.

vermutlich auf Messungenauigkeiten zuriickzufiihren sind. Die Autoren der Messungen kom-
mentieren diese Abweichungen wie folgt [99]: “...probes for sampling and for temperature
measurement still can distort and quench the flames, especially when a probe is placed very
near a premixed reaction zone. Such effects can be observed visually while performing the
experiments and deserve to be noted to help in interpreting results. Irregularities resulting
from these effects will be retained in presenting the data, rather than introducing corrections
for them, so that a better feeling for measurement uncertainties can be transmitted to the
reader”. Es liegen somit auf Grund der Messtechnik nennenswerte Messfehler durch lokales
Verloschen der Flamme vor, allerdings lassen sich diese nicht ndher quantifizieren. Daher ist
die Ubereinstimmung in den Temperaturen in Abb. 4.2.2 als akzeptabel zu betrachten. Beim

Tabelle 4.1: Reaktionsmechanismen fiir die Methanflammen Untersuchungen.

Reaktionsmechanismus Anz. Spezies Anz. Reaktionen Abkiirzung
GRI 3.0 [167] 53 325 GRI 3.0
GRI 2.11 [19] 49 279 GRI 2.11
Li und Williams [99] 19 53 LI
GRI 2.11 [19] mit thermischen NO aus [182] 33 178 WGRI 2.11

GRI 2.11 [19], nur thermisches NO 33 178 TGRI 2.11
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Vergleich der Stickoxidemissionen lassen sich jedoch zwischen den Mechanismen gravieren-
de Unterschiede feststellen. Zunéchst zeigt sich, dass der thermische Bildungspfad (Kurve
“WGRI 2.117) alleine die Absolutwerte der Stickoxidemissionen nicht wiederzugeben ver-
mag. Dieses Ergebnis bestétigt sich auch bei der Gegenprobe mit dem GRI 2.11 Mechanis-
mus, bei dem nur das thermische NO im GRI 2.11 Mechanismus berticksichtigt wird (Kurve
“TGRI 2.117). Eine Beeinflussung des Ergebnisses durch die Verwendung der Reaktionsra-
ten fiir das thermische NO aus Warnatz [182] kann somit ausgeschlossen werden. Mit dem
thermischen Bildungspfad als einzige Quelle fiir Stickoxide wird in der brennstoffarmeren
Flamme die Stickoxidkonzentration um Faktor 2 unterschétzt, in der brennstoffreicheren so-
gar um Faktor 5. Dies liegt vermutlich an einer Dominanz des prompt-NO-Pfades unter
brennstoffreichen Bedingungen. Dies unterstreicht die Wichtigkeit von detaillierter Chemie,
welche alle NO-Bildungspfade beriicksichtigt, wenn ein genaue Berechnung der Stickoxid-
konzentrationen erwiinscht ist. Dass die Verwendung umfangreicher Reaktionsmechanismen
allerdings kein hinreichendes Kriterium fiir einen erfolgreiche Vorausberechnung ist, zeigt ein
Vergleich der GRI-Mechanismen in der dlteren und neueren Version. Der neuere GRI 3.0
Mechanismus (Kurve “GRI 3.0”) iiberschétzt die Stickoxidkonzentrationen um bis zu einem
Faktor zwei, wihrend die dltere Version GRI 2.11 (Kurve “GRI 2.117) gute Ergebnisse in
den Absolutwerten erzielt. Diese Beobachtungen werden in der Literatur bestétigt [15, 109].
Gute Ergebnisse erzielt auch der Mechanismus nach Li und Williams [99] (Kurve “Li”). In der
brennstoffreichen Flamme trifft er die Stickoxidkonzentrationen ebenso gut wie der GRI 2.11-
Mechanismus, wahrend in der brennstoffairmeren Flamme etwas niedrigere Konzentrationen
berechnet werden. Die Ubereinstimmung ist jedoch als akzeptabel anzusehen. Basierend auf
diesen Untersuchungen und auf Ergebnissen des TNF-Workshops [109] wird in den in Kap. 5
vorgestellten Rechnungen zur Methanflamme der GRI 2.11-Mechanismus eingesetzt.

4.2.2 Laminare Wasserstoffflammen

Im Gegensatz zu den zuvor diskutierten Methanflammen finden sich in der Literatur deutlich
wenigere Arbeiten, die sich mit der NO-Bildung in laminaren Wasserstoff-Gegenstromflammen
befassen. Beispiele finden sich u.a. bei [161, 166]. Im folgenden wird nun eine Reihe lami-
narer Wasserstoffflammen betrachtet, die experimentell von Rortveit et al. [161] untersucht
worden sind. Die in [161] vorgestellten Messungen sind bei atmosphérischen Druck und einer
konstanten Streckungsrate von 100 1/s durchgefiihrt worden. Flammen mit verschiedenen Zu-
sammensetzungen des Brennstoffstromes werden in dieser Arbeit untersucht. Eine Ubersicht
iiber die verwendeten Zusammensetzungen der nachgerechneten Flammen ist in Tablle 4.2
gegeben. In allen Flammen wird der Brennstoff Hy verdiinnt, wobei in den Flammen eins
bis vier sowie sieben und acht Stickstoff verwendet wird, wiahrend die Flammen fiinf und
sechs mit Kohlendioxid verdiinnt sind. Der Brennstoffstrom der Flammen sieben und acht
wird dariiber hinaus mit Sauerstoff versetzt, so dass sich eine partiell vorgemischte Flamme
einstellt. Verschiedene Reaktionsmechanismen kommen hier in der Berechnung der Flamme
zur Anwendung, die in Tabelle 4.3 zusammengefasst sind. Alle Mechanismen bis auf den
GRI 2.11- [19], Leeds- [2] und den Miller-Bowman- [120] Mechanismus sind reine Wasser-
stoff Mechanismen bzw. die Wasserstoffchemie aus grofleren Kohlenwasserstoffmechanismen.
Der San Diego-Mechanismus in Tabelle 4.3 ist ein Kombination aus der Stickoxidchemie
von San Diego [4] und der Wasserstoffchemie von Peters und Rogg [139]. Zur Wahrung der
Ubersichtlichkeit werden Rechnungen mit der neueren Version des GRI-Mechanismus, dem
GRI 3.0 [167], hier nicht vorgestellt, da bei der Wasserstoffverbrennung die Unterschiede in
den berechneten Stickoxidkonzentrationen im Vergleich zur &lteren Version GRI 2.11 ver-
nachléssigbar sind. Vorangehende Studien von Fiolitakis et al. [54] fiir die gleichen Flammen
und unter Verwendung des GRI 3.0-Reaktionsmechanismus belegen dies.
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Ergebnisse fiir die Flammen 1 bis 4 [54], die mit Stickstoff verdiinnt sind, sind in Abb. 4.2.3
zusammengefasst. Die obersten beiden Abbildungen stellen Ergebnisse fiir die Flamme 1 dar,
die Bildzeilen zwei bis vier jeweils die Ergebnisse in den Flammen 2 bis 4. Berechnete Profile
sind durch Linien bzw. Kreuzsymbole, Messdaten von Rortveit et al. [161] durch Punkte ge-
geben. Es zeigt sich, dass die Rechnungen den qualitativen Temperaturverlauf wiedergeben
konnen. Allerdings erscheint die berechnete Flammendicke kleiner als die gemessene. Dartiber
hinaus sind alle Mechanismen nicht in der Lage die gemessen Spitzentemperatur wiederzu-
geben, die insbesondere fiir die Stickoxidbildung geméfl des thermischen Bildungspfades eine
gewichtige Rolle spielt. Ein Vergleich der berechneten Spitzentemperaturen zeigt, dass diese
maximal um 55 K voneinander abweichen, wobei in allen Fiéllen die niedrigste Temperatur
unter Verwendung des Glarborg-Mechanismus [63] (Kurve “GB”) berechnet wird (siche ver-
groferte Diagrammausschnitte in Abb. 4.2.3). Somit liegen die berechneten Spitzenwerte sehr
nah beieinander, jedoch unterschreiten alle Rechnungen den experimentellen Spitzenwert in
allen Flammen 1 bis 4. Diese Abweichungen werden unter anderem in der Arbeit von Park et
al. [136], welche fiir die Durchfithrung dieser Rechnungen das Softwarepaket CHEMKIN™
verwenden, und in den Rechnungen von Rortveit et al. [161] mit FLAMEMASTER [143]
bestétigt. Ursachen fiir diese Abweichung sind vermutlich Messfehler, die durch eine Stérung
der Flamme durch die eingesetzte Sondenmesstechnik hervorgerufen werden. Rortveit et al.
kommentieren dies in ihrer Arbeit wie folgt [161]: “For every flame the measured temperature
was higher than calculated on the fuel side, because the thermocouple crossed the curved sides
of the flame . ... There is also a sudden change of the measured [NO] close to the maximum
temperature, because the flame tends to attach to the probe .... These experimental results
must be interpreted in the light of these difficulties.” Es liegt somit eine starke Beeinflussung
des Versuches durch die Messtechnik vor, so dass eine genaue Ubereinstimmung zwischen
Rechnung und Versuch nicht zu erwarten ist. Trotz dieser begrenzten Vergleichbarkeit zwi-
schen Experiment und Rechnung ist diese Studie im Hinblick auf einen Vergleich verschiedener
Reaktionsmechanismen wichtig. Denn obwohl die Spitzentemperaturen bei allen Mechanis-
men dhnlich sind, variieren die berechneten Stickoxidkonzentrationen stark. Beispielsweise
ergeben sich beim Glarborg-Mechanismus [63] um Faktor zwei zu hohe NO-Konzentrationen,
obwohl die Rechnung mit diesem Mechanismus die niedrigste Spitzentemperatur aufweist.
Der Miller-Bowman-Mechanismus [120] verhélt sich gerade umgekehrt (Kurve “MB”). Die
von diesen Mechanismus berechnete Spitzentemperatur unterscheidet sich kaum von den Er-
gebnissen anderer Mechanismen. Dennoch liefert dieser Mechanismus im Vergleich zu den

Tabelle 4.2: Brennstoffzusammensetzung
in Molenbriichen.

Flamme Xy, Xo, Xy, Xco,

0.300 0.000 0.700 0.000
0.350 0.000 0.650 0.000
0.400 0.000 0.600 0.000
0.450 0.000 0.550 0.000
0.550 0.000 0.000 0.450
0.500 0.000 0.000 0.500
0.300 0.055 0.645 0.000
0.350 0.055 0.595 0.000

0 1 O Ot = W N =
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Abbildung 4.2.3: Rechnungen von Fiolitakis et al. [54] zu den laminaren Gegenstromflammen
1 bis 4 von Rortveit et al. [161].
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Tabelle 4.3: Reaktionsmechanismen fiir die Wasserstofflammen Untersuchungen.

Reaktionsmechanismus Anz. Spezies Anz. Reaktionen Abkiirzung
Konnov [87]* 32 248 KON
GRI 2.11 [19] 49 279 GRI 2.11
Leeds [2] 56 339 LDS
Glarborg [63]* 23 120 GB

Li und Williams [99]* 19 53 LI
San Diego [139, 4]* 20 56 PRSD
Miller-Bowman [120] 53 253 MB
Thermisches NO [139, 182]* 20 56 PRW
San Diego Therm. NO [139, 4]* 20 56 PRSDT

*Nur Wasserstoffreaktionen werden beriicksichtigt

anderen detaillierten Mechanismen sehr niedrige Stickoxidkonzentrationen. Gute Ergebnisse
werden bei der Verbrennung von Wasserstoff mit den Mechanismen von Peters und Rogg
in Kombination mit dem San Diego-Mechanismus erzielt [139, 4] (Kurve “PRSD”) sowie
mit dem Mechanismus nach Li und Williams [99] (Kurve “LI”). Diese kommen in der be-
rechneten Stickoxidkonzentration den Messwerten am nichsten. Dagegen iiberschétzen der
GRI 2.11- [19] und Leeds- [2] Mechanismus (Kurve “LDS”) die Stickoxidkonzentrationen
dghnlich wie der Glarborg-Mechanismus. Zur Vervollstdndigung der Darstellung sind in die-
sen Diagrammen Berechnungen mit ausschlieflich dem thermischem Bildungspfad enthalten
(Kurve “PRW?”). Die Reaktionen aus Abschn. 4.1 mit Reaktiosraten von Warnatz [182] sind
fiir diese Rechnung in den Wasserstoffoxidations Mechanismus von Peters und Rogg [139]
eingebunden worden. Um wie zuvor auch eine Beeinflussung des Ergebnisses durch die Ver-
wendung der NO-Bildungsraten aus Warnatz [182] auszuschliefen, wird hier &hnlich wie
bei den Methanflammen eine Gegenprobe gemacht. Dazu wird die zur Kurve “PRSD” zu-
gehorige Rechnung (Verwendung des Peters und Rogg Mechanismus in Kombination mit
dem San Diego-Mechanismus [139, 4]) wiederholt, wobei im San Diego Mechanismus alle
Bildungspfade bis auf den thermischen entfernt werden. Die Ergebnisse sind als Kreuzsym-
bole “PRSDT” dargestellt. In allen vier Flammen in Abb. 4.2.3 zeigt sich, dass die Kurven
“PRW” und “PRSDT” sowohl in der Temperatur als auch im NO Molenbruch identische
Ergebnisse liefern. Eine Beeinflussung des Ergebnisses durch Verwendung der thermischen
Bildungsraten gemafl Warnatz [182] kann ausgeschlossen werden. Ferner zeigt sich, dass die
Beriicksichtigung des thermischen Bildungspfades als einzige Route der Stickoxidbildung fiir
die vorliegenden Flammen keine guten Ergebnisse liefert, insbesondere bei Flamme 1. Dies
ist vermutlich auf die in der Flamme vorherrschenden Temperaturen zuriickzufithren. Durch
die Stickstoffverdiinnung liegt die gemessene Spitzentemperatur bei 1800 K und somit an
der unteren Temperaturgrenze, bei der die Stickoxidproduktion iiber den thermischen Pfad
einsetzt. Der Anteil des thermischen Bildungspfades an den Stickoxidemissionen ist damit fiir
diese Flamme vernachléssighbar und das obwohl die Rechnungen mit diesen Mechanismen die
hochste Spitzentemperatur in Flamme 1 aufweisen (das Temperaturmaximum der Kurven
“PRW” und “PRSDT” betragt 1710 K. Es liegt 55 K iiber dem niedrigsten Temperaturma-
ximum der Kurve “GB”. Hier betrigt das Temperaturmaximum 1655 K). Bei der deutlich
“heifleren” Flamme 4, wo diese Mechanismen ebenfalls mit die héchsten Temperaturen lie-
fern (das Temperaturmaximum der Kurven “PRW” und “PRSDT” betragt hier 1965 K und
liegt somit 54 K iiber dem niedrigsten Temperaturmaximum aus der Kurve “GB”), erzielt
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Abbildung 4.2.4: Rechnungen von Fiolitakis et al. [54] zu den laminaren Gegenstromflammen
5 und 6 von Rortveit et al. [161].

der thermische Bildungspfad bessere Ergebnisse, die “nur” um Faktor zwei zu niedrig sind.
Dennoch ist ein solches Ergebnis nicht befriedigend, was die Notwendigkeit belegt, umfang-
reiche Reaktionsmechanismen zu verwenden, selbst bei Wasserstoffverbrennung. Um genauer
einzugrenzen, welche Bildungspfade in diesen Flammen die Stickoxidbildung dominieren, ist
eine Analyse der Reaktionspfade notwendig. Dies ist jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit.
Ein dhnliches Bild wie in den mit Stickstoff-verdiinnten Flammen ergibt sich bei Verdiinnung
mit Kohlendioxid. Abbildung 4.2.4 zeigt Ergebnisse der COy-verdiinnten Flammen 5 und 6.
Da Kohlendioxid in Flammen nicht als inert angenommen werden darf, kénnen diese Flam-
men nur mit Mechanismen berechnet werden, die eine vollstindige Kohlenwasserstoffchemie
bereitstellen. Dies trifft fiir die hier betrachteten Mechanismen nur auf die Mechanismen
GRI 2.11, Leeds und dem Miller-Bowman zu (sieche Tabelle 4.3). Die Rechnungen mit diesen
drei Mechanismen bestétigen die Beobachtungen aus den Rechnungen der Flammen 1 bis
4. Wéhrend sich mit dem Miller-Bowman-Mechanismus um einen Faktor zwei zu niedrige
Stickoxidkonzentrationen ergeben, iiberschéitzen der Leeds- sowie der GRI 2.11-Mechanismus
diese um den gleichen Faktor.

Zum FEnde dieser Untersuchung sei hier noch auf die partiell vorgemischten Flammen 7
und 8 eingegangen. In diesen Flammen wird der in Abb. 4.2.1 dargestellte Brennstoffstrom
zusétzlich mit Sauerstoff versetzt, so dass sich auf der Seite des Brennstoffstromes zusétzlich
zur Diffusionsflamme noch eine brennstoffreiche Vormischflamme einstellt. In Flamme 7 wird
dazu im Brennstoffstrom eine Aquivalenzverhiltnis von 2,7 eingestellt, in Flamme 8 von
3,2. Ergebnisse zu diesen beiden Flammen sind in Abb. 4.2.5 gegeben. Da diese Flammen
mit Stickstoff verdiinnt sind, kénnen sie mit allen hier vorgestellten Mechanismen berechnet
werden. In den experimentellen Daten in Abb. 4.2.5 ist die Diffusionsflamme anhand der
Temperaturspitze bei 1 = 7,5 mm deutlich sichtbar. Links davon stellt sich die brennstoff-
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Abbildung 4.2.5: Rechnungen von Fiolitakis et al. [54] zu den laminaren Gegenstromflammen
7 und 8 von Rortveit et al. [161].

reiche Vormischflamme ein, die als “Stufe” im Temperaturprofil erkennbar ist. Die Stufe wird
qualitativ von allen Mechanismen wiedergegeben, allerdings variiert deren Position. Wahrend
die Vormischflamme bei den Rechnungen mit den Mechanismen Konnov, Glarborg, Miller-
Bowman, Leeds, GRI 2.11 sowie Li und Williams sehr nah am Brennstoffauslafl zwischen
1 = 0 mm und z; = 1 mm sitzt, ist diese bei den Mechanismen mit der Wasserstoffchemie
nach Peters (Kurven “PRSD”, “PRSDT” und “PRW?”) weiter stromab vom Brennstoffeinlafl
bei z; = 2,5 mm positioniert. Die Ursache fiir diese Differenzen liegt vermutlich in unter-
schiedlichen laminaren Flammengeschwindigkeiten der (gestreckten) Vormischflamme. Auf
Grund der laminaren Brenngeschwindigkeit versucht die Flamme stromauf Richtung Frisch-
gas zu wandern und stabilisiert sich dort, wo die Stromungsgeschwindigkeit entgegengesetzt
gleich grof ist. Da die Stromungsgeschwindigkeit vom Brennstoffeinla3 zum Staupunkt kon-
tinuierlich abnimmt, ergeben sich bei unterschiedlichen Flammengeschwindigkeiten verschie-
dene Flammenpositionen. Unabhéngig von diesen Unterschieden in den Vormischflammen
wird fiir alle Mechanismen eine &hnliche Spitzentemperatur berechnet. Da diese Tempera-
turspitze die Stickoxidbildung dominiert und fiir alle Mechanismen &dhnlich ausféllt, ergeben
sich fiir diese Flammen &hnliche Abweichungen in den berechnete Stickoxidkonzentrationen
wie bei den Flammen 1 bis 4 . Hier schneiden der Mechanismus nach Li und Williams sowie
die Kombination aus dem San Diego-Mechanismus und dem Mechanismus nach Peters am
besten ab. Im Vergleich zu den Flammen 1 bis 4 ist hier sogar die Ubereinstimmung deutlich
besser. Daher werden diese beiden Mechanismen in den folgenden Berechnungen turbulenter
Wasserstoffflammen eingesetzt. Beim Vergleich der Kurven “PRW” und “PRSDT”bestétigt
sich indes, dass der thermische Bildungspfad nach Warnatz [182] identische Ergebnisse zum
thermischen Bildungspfad im San Diego [4] Mechanismus liefert.
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5 Validierung

Nachdem in Kap. 4 eine Auswahl an geeigneten Mechanismen zur Stickoxidberechnung vor-
gestellt worden ist, sollen hier nun mit Hilfe dieser Mechanismen Stickoxide in turbulenten
Flammen mittels des in Kap. 2.4 vorgestellten Transportgleichungs-PDF-Verfahrens berech-
net werden. Dariiber hinaus dienen diese Rechnungen zur Validierung der Modelle und der
in Kap. 3 vorgestellten numerischen Verfahren. Aus diesem Grund werden in dieser Arbeit
zundchst Flammen des TNF-Workshops (TNF: Turbulent Non-premixed Flames) berech-
net, der eine Umfangreiche Datenbasis fiir verschiedenste Flammen zur Verfiigung stellt. In
diesem Zusammenhang ist es auch von groffler Bedeutung nachzuweisen, dass die Rechnun-
gen im Bezug auf die Diskretisierung, d.h. im Hinblick auf die rdumliche Diskretisierung
durch das Rechengitter sowie die diskrete Représentierung der MDF durch eine endliche
Zahl stochastischer Partikel, konvergieren und Unabhéngigkeit vom Gitter und der Parti-
kelzahl vorliegt. Diese Untersuchungen erhéhen deutlich den Rechenaufwand fiir jeden ein-
zelnen Validierungsfall. Im Rahmen dieser Arbeit werden drei verschiedene Flammen mit
unterschiedlicher Komplexitéat untersucht. Als erstes werden Rechnungen einer turbulenten,
nicht-vorgemischten, nicht-pilotierten Wasserstoff-Luft-Flamme (“H3”-Flamme) vorgestellt
[51]. Dem schliefen sich Rechnungen zu einer turbulenten, pilotierten Methan-Luft Flamme
an (“Sandia-D”-Flamme), die im Vergleich zur “H3”-Flamme ein hoheres Mafl an lokalem
Verloschen und Wiederziinden aufweist, was hohe Anforderungen an die Modellierung der
Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung darstellt. Zum Abschluss werden Berechnungen zu einer
abgehobenen Wasserstoffflamme (“Cabra”-Flamme) vorgestellt.

5.1 Wasserstoff-Luft Flamme (“H3”-Flamme)

Bei der “H3”-Flamme handelt es sich wie Eingangs erwdhnt um eine turbulente, nicht-
vorgemischte Flamme. In den nachfolgenden Unterabschnitten wird zunéchst der Testfall
und dessen Modellierung vorgestellt. Dem schlieflen sich Untersuchungen der Flammenstruk-
tur sowie zu Diffusionseffekten in der Flamme an. Abschliefend wird auf die Berechnung der
Stickoxide eingegangen.

5.1.1 Testfallbeschreibung und Modellierung

In Abb. 5.1.1 ist der Brenner fiir diese Flamme dargestellt. Im wesentlichen besteht dieser
aus einer zentralen Brennstoffdiise mit 8 mm Durchmesser, durch die ein Brennstoffstrahl mit
einer mittleren Geschwindigkeit von 34,8 m/s austritt, was einer auf den Durchmesser bezoge-
nen Reynoldszahl von 10.000 entspricht. Der Brennstoff ist ein Gemisch mit 50 vol.-% Stick-
stoff und 50 vol.-% Wasserstoff. Der Brennstoffstrahl vermischt sich mit einem gleichformigen
Luftstrom, der mit einer Geschwindigkeit von 0,2 m/s aus einer umgebenden Diise mit einem
Durchmesser von 140 mm austritt. Ein in der Versuchsbeschreibung von Neuber et al. [130]
skizzierter Pilotbrenner wird im Versuch nicht eingesetzt [113], wodurch eine Stérung des
Luft-Mantelstromes vermieden wird. Unter atmosphérischen Druck bildet sich in der Vermi-
schungszone von Brennstoff und Luft eine turbulente, nicht-vorgemischte Flamme aus, die auf
dem Auslass der Brennstoffdiise aufsitzt. Brennstoff und Luft werden hier nicht vorerwarmt
sondern treten mit einer Temperatur von 300 K in die Verbrennungszone ein. Experimen-
telle Daten zu diesen Versuchsbedingungen werden in verschiedenen Arbeiten veroffentlicht,
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wobei zur Vermessung der Flamme nur optische Messverfahren verwendet werden, die eine
signifikante Beeinflussung der Stromung durch die Messtechnik vermeiden. Konzentrations-
messungen von Sauerstoff, Wasserstoff, Stickstoff sowie Wasser mittels Raman-Messtechnik
finden sich bei Meier et al. [114], wéhrend Neuber et al. [130] mit Hilfe von laserinduzierter
Fluoreszenz (LIF) und spontanter Ramanspektroskopie zusétzlich noch Daten zu Stickoxi-
den sowie dem Hydroxyl-Radikal (OH) zur Verfiigung stellen. Gemessen wird entlang der
Flammenachse sowie radial an verschiedenen Positionen stromab der Flamme. An den glei-
chen Messorten haben Cheng et al. [30] zusétzlich zu den Konzentrationsmessungen mit Hil-
fe von Laser-Doppler-Anemometrie (LDA) die Stromungsgeschwindigkeiten vermessen. Der
Messfehler wird von Meier et al. mit 3 % in der Temperatur und 3-5 % in den Konzentrationen
angegeben, wihrend Cheng et al. 5 % Fehler in den Mittelwerten der Geschwindigkeit ange-
ben. Zu den Messungenauigkeiten in NO und OH finden sich bei Neuber et al. keine Angaben.

Berechnet wird die Flamme unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie auf einem 10°-Seg-
ment, wie in Abb. 5.1.1 dargestellt. An den Schnittflichen werden Symmetrierandbedingun-
gen gesetzt, wihrend am geschwungenen Auflenrand des Rechengebietes eine Einstromrand-
bedingung vorgeben wird mit einer Hauptstromungsgeschwindigkeit von 0,2 m/s in Achsen-
richtung. In seiner rdumlichen Ausdehnung umfasst das Rechengebiet die Verbrennungszone,
den Luftstrom zur Flammenstabilisierung sowie das Rohr der Brennstoffdiise. Letzteres wird
hier so bemessen, dass der einstromende Brennstoff eine Einlaufstrecke von 50 Durchmes-
sern (400 mm) zuriicklegt. Nach Prandtl [152] ist diese Einlauflinge in einer turbulenten
Rohrstromung erforderlich, um eine ausgebildetes Geschwindigkeitsprofil zu erhalten. Studi-
en unter Verwendung des THETA-Codes bestétigen dies fiir das k-e-Turbulenzmodell, wel-
ches in den Rechnungen verwendet wird [45]. Dieser Aspekt ist fiir die Berechnung dieser
Flamme von zentraler Bedeutung. Da die Flamme sich in der Scherschicht zwischen dem
Brennstoffstrahl und dem Luft-Mantelstrom stabilisiert, ist die genaue Modellierung der tur-
bulenten Léngen- und Zeitskalen, welche die Mischung bestimmen, im Nahbereich der Diise
sehr wichtig. Mogliche Einlaufeffekte konnen das Ergebnis hier signifikant beeinflussen. Eine
alternative zur vollen Berechnung der Rohrstromung ist die Verwendung experimentell ge-
messener Stromungsprofile an der Diiseneintrittsfliche. Allerdings ist ein solches Vorgehen
nicht unproblematisch, da keine Daten fiir die turbulente Dissipationsrate € zur Verfiigung
stehen. In diesen Fillen muf die Dissipation aus der turbulenten kinetischen Energie und ei-
nem geeigneten Lingenmafl bestimmt werden. Es zeigt sich, dass durch entsprechende Wahl
der Dissipation die Position der Flamme an die Messung angepasst werden kann (siehe Pfu-
derer et al. [142]), wodurch diesem Vorgehen ein gewisses Mafl an Beliebigkeit anhaftet.
Daher wird hier der Weg {iiber eine volle Berechnung des Rohres gewéhlt. Der zusétzliche
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Abbildung 5.1.1: Rechengebiet fiir “H3”-Flamme.
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b 4

Abbildung 5.1.2: Vergleich des groben (35089 Knoten) und des feinen (71572 Knoten) Re-
chengitters am Diisenaustritt.

Rechenaufwand ist im Vergleich zur Losung der PDF-Transportgleichung vernachlassigbar.
Ausschnitte der verwendeten Rechengitter sind in Abb. 5.1.2 dargestellt. Es kommen hier
zwei Rechengitter zur Anwendung, um die Gitterabhéngigkeit der Losung zu untersuchen.
Das Gitter fiir die Basisrechnung besteht aus 16.840 hexaedrischen Zellen und 410 prismati-
schen Zellen entlang der Flammenachse. Fiir den knotenbasierten Loser ergeben sich somit
35.089 Knoten. Das feinere Gitter umfasst 34.650 hexaedrische und 683 prismatische Zellen,
was auf eine Anzahl von 71.572 Knoten fiithrt. Um die Abhéngigkeit der Losung von der
Partikelzahl zu iiberpriifen, wird zusétzlich auf einem gegeben Gitter die Anzahl der sto-
chastischen Partikel variiert. Ausgehend der 64 Partikeln pro Zelle wird die Anzahl auf 128
und 256 Partikel verdoppelt bzw. vervierfacht. Eine Ubersicht iiber alle Rechenfille gibt Ta-
belle 5.1. Fall 1 mit der geringsten Partikelzahl und dem grobsten Rechengitter dient dabei
als Basisfall. Im folgenden werden nun Ergebnisse vorgestellt, die mit dem Reaktionsmecha-
nismus von Peters und Rogg [139] und dem San Diego-Mechanismus [4] berechnet worden
sind. Wie in Abschn. 4.2.2 gezeigt, erzielt diese Kombination gute Ergebnisse bei der Berech-
nung von Stickoxiden in Wasserstofflammen. Die Gesamtzahl an Spezies in der Rechnung
liegt damit bei 19. Strahlung wird hier nicht beriicksichtigt, da deren Einfluss auf Grund
der hohen Stickstoffverdiinnung vernachléssigbar sein sollte [114]. In allen Rechnungen wird
das in Abschn. 2.4.4 vorgestellte Diffusionsmodell verwendet. Es zeigt sich, dass weder mit
dem Standardwert der Mischungsmodellkonstanten Cy noch mit erhthten Werten eine sta-
bile Flamme zu erzielen ist. Im Gegensatz dazu vermag das Diffusionsmodell die Flamme an
der Brennstoffdiise zu verankern, wobei die Modellkonstante Cy in Gln. (2.4.73) und (2.4.72)
auf dem empfohlenen Wert von 2 gehalten wird. Letzteres ist wichtig im Hinblick auf die
Varianz. Zwar verbessert eine hoher Cy-Wert die Mischung, gleichzeitig aber ddmpft er unter
Umsténden die Varianz. Der Grenzfall eines unendlichen Cj entspricht “laminarer Chemie”,
d.h. es wird keine Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung beriicksichtigt, was aber gerade bei der

Tabelle 5.1: Rechenfille fiir die “H3”-Flamme.
Fall Gesamtzahl an Zellen Anzahl der stochastischen Partikel pro Zelle

1 17.250 64
2 17.250 128
3 17.250 256
4 35.333 64
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Berechnung von Stickoxiden von zentraler Bedeutung ist.

5.1.2 Analyse der Flamme

Konvergenzverlaufe fiir alle vier Rechenfille sind in Abb. 5.1.3 zusammengefasst. Das als
Maf fiir die Konvergenz aufgetragene globale Residuum ist im Finite-Volumen-Loser THE-
TA definiert als die volumetrisch gewichtete Standardabweichung (engl.: Root Mean Square,
RMS) der zeitlichen Anderung des Impulses im gesamten Rechengebiet, was die Dimensi-
on kg/(m s)? erklirt. Gestartet werden alle Transportgleichungs-PDF-Rechnungen von einer
auskonvergierten Finite-Volumen-Losung auf dem gleichen Rechengitter. Berechnet wird die-
se Startlosung mit dem Flamelet-Modell nach Peters [140, 137, 138] unter zu Grunde Legung
des gleichen Reaktionsmechanismus. Die stochastischen Partikel in einer Zelle werden mit den
Zellmittelwerten der Flamelet-Losung initialisiert. Dieser Neustart von der Flamelet-Losung
erklart den sprunghaften Anstieg in den Residuen zu Beginn der Rechnung. Nach diesem An-
stieg fallen alle Residuen rasch auf einen Zwischenwert von ca. 1 kg/(m s)? bis 5 kg/(m s)? und
verharren bei diesem Wert auf Grund des statistischen Fehlers in der Dichte, die im hybriden
Verfahren vom Monte-Carlo-Loser an den Finite-Volumen-Loser zuriick gegeben wird. Der
statistische Fehler erkldrt auch das starke Rauschen in der Residuen. Je nach Partikelzahl und
Gittergrofle wird die Rechnung solange fortgefiihrt, bis sich ein statistisch stationérer Zustand
einstellt, in dem sich die Losung nicht mehr &ndert. Ab diesem Punkt wird dann die zeitli-
che Mittelung nach Wang et al. [181] mit einem Gewichtungsparameter von NT' A, ., = 500
aktiviert (sieche Kap. 3). Dies macht sich in einem weiteren Absinken der Residuen um bis
zu zwei Groflenordnungen bemerkbar, was auf die Reduktion des statistischen Fehlers durch
die zeitliche Mittelung zuriickzufiihren ist. Entscheidend fiir die Giite einer Rechnung ist
neben der Konvergenz im Finite-Volumen-Loser die Konsistenz des Monte-Carlo-Verfahrens
nach Gl. (2.4.40), die notwendig ist, um giiltige Favre-Mittelwerte zu erzielen. Die Konsistenz
lasst sich aus einem Vergleich der Gesamtmasse der Partikel in einer Zelle mit der Zellmasse
(errechnet aus der thermodynamischen Dichte und dem Zellvolumen) iiberpriifen. Als Maf}
fiir den Fehler in der Partikelmasse wird im gesamten Rechengebiet aus den Massendifferen-
zen in jeder Zelle eine Standardabweichung berechnet. Diese ist in Abb. 5.1.3 (rechts) {iber
der Anzahl an Iterationen aufgetragen. Es zeigt sich, dass diese mit zunehmender Partikel-
zahl abnimmt. Betridgt der Endwert des RMS-Wertes des Fehlers bei 64 Partikeln pro Zelle
(Fall 1) noch ca. 0,18 %, so sinkt er bei 128 und 256 Partikeln pro Zelle (Fall 2 und 3) auf
einen Endwert von jeweils ca. 0,15 % bzw. 0,12 %. Dieser Trend entspricht der Erwartung,
da eine hohere Partikelzahl eine bessere Konsistenz des Verfahrens erzielen muss. Bei einem
Vergleich von Fall 1 und Fall 4 zeigt sich dariiber hinaus, dass auch ein feineres Gitter bei
gleich bleibender Partikelzahl die Konsistenz des Verfahrens begiinstigt. So unterscheiden
sich in diesen beiden Fille die Endwerte der Standardabweichung um 0,06 %. Augenfillig
bei den Verldufen ist, dass in den Féllen 2 und 3 die Standardabweichung zunéchst ansteigt
und dann schlagartig abféllt, wihrend der RMS-Fehler in den Féllen 1 und 4 asymptotisch
gegen einen Endwert strebt. Diese unterschiedlichen Verldufe in den Fehlern scheinen durch
den Unterschied in den Partikelzahlen verursacht zu werden und bediirfen einer weiteren
Kldrung. Es bleibt jedoch festzuhalten, dass die globale Standardabweichung in den Massen
bei allen Rechnungen deutlich kleiner als 1 % ist, was als zufriedenstellend angesehen werden
kann.

Ein Vergleich gemessener und errechneter Favre-Mittelwerte ist in Abb. 5.1.4 dargestellt. In
allen Diagrammen sind die Ergebnisse von allen vier Rechenfillen gem&fl Tabelle 5.1 zu-
sammengefasst. Es zeigen sich nur geringe Unterschiede in den Favre-Mitteln der einzelnen
Rechenfille, weswegen davon ausgegangen werden kann, dass die Diskretisierung durch das
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Rechengitter sowie die Anzahl stochastischer Partikel ausreichend ist. Messwerte sind durch
Punkte dargestellt, die Messfehler sind durch Fehlerbalken gegeben. Insgesamt ist eine sehr
gute Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung zu beobachten. Insbesondere wird
die Spitzentemperatur von ca. 1790 K sehr genau durch die Rechnung wiedergegeben, was
fiir die Stickoxid-Berechnung wichtig ist. Dementsprechend werden auch die Massenbriiche
des Hauptproduktes Wasser, welches im wesentlichen fiir die Warmeténung verantwortlich
ist, sehr genau berechnet. Gute Genauigkeiten werden auch bei den Hauptspezies Stick-
stoff, Sauerstoff und Wasserstoff erzielt. Hingegen liegen beim Hydroxyl sowie beim Stick-
oxid Abweichungen von den Messwerten vor. Bei OH liegen die Ursachen vermutlich beim
Transportgleichungs-PDF-Verfahren. Im Falle von NO lésst sich dies durchaus auf Fehler
in der kinetischen Modellierung zuriickfithren. Ahnliche Abweichungen werden auch bei den
in Kap. 4 vorgestellten Rechnungen zu laminaren Flammen beobachtet. In der Flamme 4,
die eine dhnliche Brennstoffzusammensetzung besitzt wie die “H3”-Flamme, wird die NO
Spitzenkonzentration bei Verwendung des gleichen Mechanismus um 22 % unterschitzt. In
Abb. 5.1.4 verfehlt die errechnete mittlere NO-Konzentration von 12 ppm die gemessen um
29 % und somit um die gleiche Gréfienordnung. Dies spricht dafiir, dass diese Abweichung
tatséchlich durch die kinetische Modellierung verursacht wird. Augenfillig bei den Verglei-
chen in Abb. 5.1.4 ist des Weiteren, dass die Flamme insgesamt stromauf in Richtung des
Diisenauslasses verschoben scheint. So fillt der Anstieg in der berechneten mittleren Tempe-
ratur und Wasserkonzentration steiler aus als in der Messung. Gleichzeitig wird ein rascherer
Brennstoffabbau errechnet. Diese sprunghaften Anstiege in den Stromungsgréfien entsprechen
einem hohem Grad an Ungemischtheit, was sich letztlich in den Varianzen wiederspiegelt.

Die Wurzel der Varianzen, die Standardabweichung (RMS) der thermochemischen Variablen,
ist in Abb. 5.1.5 entlang der Flammenachse aufgetragen. Die hier dargestellten Ergebnisse
sind im Gegensatz zu den Mittelwerten nicht zeitlich gemittelt, da es nicht moglich ist eine
so grofe Anzahl an Unbekannten im Hauptspeicher des Rechners zu halten. Daher sind die
Kurven im Vergleich zu den Mittelwerten “verrauschter”. Des Weiteren werden die Varianzen
nur fiir den Fall 3 ausgewertet, da dieser die héchste Partikelzahl pro Zelle aufweist und somit
den geringsten statistischen Fehler. Es zeigt sich, dass in den Bereichen steiler Gradienten
die Varianzen im Vergleich zur Messung iiberschétzt werden, wihrend bei einem schwicheren
Anstieg der Mittelwerte, wie beispielsweise im Sauerstoff, Stickstoff und Hydroxyl, die Vari-
anzen in der Rechnung zu niedrig ausfallen. Diese Korrelation zwischen dem Gradienten und
der Varianz resultiert aus dem Quellterm der Varianztransportgleichung, welcher (bei einer
Modellierung der turbulenten Konvektion der MDF {iiber einen Gradientendiffusionsansatz)
proportional ist zum Betrags-Quadrat des Gradientenvektors [56]. Trotz dieser Abweichungen
ist die Ubereinstimmung als sehr gut anzusehen, was die Wahl der Mischungsmodellkonstan-
ten C, bestétigt.

Es verbleibt noch die Ursache fiir die in der Rechnung beobachtete Verschiebung der Flamme
zu klédren. Ein moglicher Grund deutet sich beim Vergleich von gemessener und errechneter
Strahlgeschwindigkeit entlang der Flammenachse (Abb. 5.1.4) an. Es zeigt sich, dass entlang
der Flammenachse die berechnete Hauptstromungsgeschwindigkeit schneller abnimmt, als die
gemessene. Somit wird in der Rechnung Impuls schneller von der Strahlachse in radialer Rich-
tung transportiert, als in der Messung beobachtet. Verursacht wird dies vermutlich durch eine
Uberschiitzung der Ausbreitungsrate im runden Freistrahl. Dies ist ein bekanntes Problem
des hier verwendeten k-e-Turbulenzmodells (siehe u.a. [11]) und wird iiblicherweise durch eine
Anpassung der Modellkonstanten C.; oder Cys in Gl. (2.3.10) behoben. Fiir den vorliegenden
Fall werden diese Modellkonstanten jedoch zunichst auf den in Abschn. 2.3 beschriebenen
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Standardwerten belassen. Um obige Vermutung zu bestétigen, werden an verschiedenen Posi-
tionen stromab des Diisenaustrittes radiale Profile von axialer Geschwindigkeit, Temperatur
und Standardabweichung in Temperatur mit experimentellen Daten verglichen. Die Ergeb-
nisse sind in Abb. 5.1.6 zusammengefasst, wo die axiale Position, an der die Profile ausge-
lesen werden, durch den dimensionslosen Abstand x;/D gegeben ist, d.h. als vielfaches des
Diisendurchmessers D. Man erkennt sogleich, dass in dem Bereich zwischen 20 und 40 Durch-
messern, wo auch die gemessene Axialgeschwindigkeit entlang der Flammenachse durch die
Rechnung unterschétzt wird, die errechneten radialen Geschwindigkeitsprofile flacher verlau-
fen, als durch die Messung beobachtet. Somit wird tatséchlich in der Rechnung der Impuls
zu schnell vom Zentrum des Strahles abtransportiert, was zu einer geringeren Eindringtiefe
des Brennstoffstrahles und somit zu einer Verschiebung der Flamme in Richtung der Brenn-
stoffdiise fithrt. Daher ist diese Abweichung auf Modellfehler in der Turbulenzmodellierung
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Abbildung 5.1.5: Standardabweichung der thermochemischen Variablen entlang der Flam-
menachse (“H3”-Flamme) [51].
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zuriickzufiihren und nicht auf das Transportgleichungs-PDF-Verfahren. Weiter stromab, d.h.
bei 60 und 80 Durchmessern Abstand von der Brennstoffdiise, ist die Ubereinstimmung zwi-
schen gemessener und berechneter Stromungsgeschwindigkeit sehr gut. Der Einfluss der zu
hohen Strahlausbreitungsrate in der Rechnung zeigt sich auch in den radialen Profilen der
Favre-gemittelten Temperatur bei 20 Durchmessern Entfernung vom Diisenaustritt, wo die
Favre-gemittelte Temperatur auf der Strahlachse um bis zu 500 K iiberschétzt wird. Ferner
zeigt der Vergleich zur Messung, dass an allen Positionen in Abb. 5.1.6 die Favre-gemittelten
Temperaturen auf der Luftseite zu hoch sind. Dies kann durch eine zu niedrige Schmidt-
zahl in der Modellierung des turbulenten rdumlichen Transportes begriindet sein. In den
vorliegenden Rechnungen wird ein Wert von 0,7 verwendet. Rechnungen von Nold [133] zei-
gen, dass eine Erhohung auf 1 eine Verschiebung der &ufleren Flanke im Temperaturprofil
hin zum Strahlzentrum bewirkt. Diese Abweichungen in den Favre-Mittelwerten beeinflussen
letztlich auch die errechnete Standardabweichung, denn durch die Modellierung der turbulen-
ten Konvektion in der MDF-Transportgleichung mittels eines Gradientendiffusionsansatzes,
gehen die Betridge der Gradienten quadratisch in die Quelle der Varianzgleichung ein [56].
Beispielhaft sei dazu in Abb. 5.1.6 das radiale Profil der Standardabweichung der Tempera-
tur bei x1/D = 5 betrachtet, wo die Abweichungen zur Messung am hochsten sind. Diese
Diskrepanz folgt vermutlich aus den Abweichungen im Favre-gemittelten Profil. Durch die
radialen “Aufweitung” des Favre-gemittelten Temperaturprofiles bei z1/D = 5 nach aufen,
ergeben sich letztlich auch nach auflien verschobene Varianzquellen aus den Gradienten und
folglich ein zu breites Varianzprofil. Trotz dieser Abweichungen wird insgesamt das Niveau
der Standardabweichung durch die Rechnung sehr gut getroffen, was nochmals die Wahl der
Mischungsmodellkonstanten Cy bestitigt.

5.1.3 Untersuchung des Diffusionsmodells

Eine wichtige Modellkomponente bei der SchlieBung der konditionierten, diffusiven Fliisse
ist bei den vorliegenden Rechnungen das in Abschn. 2.4.4 vorgestellte Modell fiir molekulare
Diffusion. Wie bereits erwdhnt, ist das Modell notwendig, um ein Abheben und Verléschen
der Flamme zu verhindern. Experimentelle Daten von Meier et al. [114] belegen, dass im
Diisennahbereich differentielle Diffusion eine wichtige Rolle bei der Flammenstabilisierung
spielt. Belegt wird dies in [114] durch eine Auftragen der individuellen Messwerte in Streu-
diagrammen. Auch das Transportgleichungs-PDF-Verfahren bietet die Moglichkeit, derartige
Streudiagramme zu erstellen, indem man die thermochemischen Eigenschaften stochastischer
Partikel gegeneinander auftrigt. Um zunichst die Giite der Ubereinstimmung zwischen Ex-
periment und Rechnung zu bewerten, sind in Abb. 5.1.7 die Streudiagramme von stabilen
Hauptspezies (Sauerstoff, Wasserstoff, Stickstoff sowie Wasser) iiber der Temperatur aufge-
tragen. Die Auswertung wird an zwei radialen Position vorgenommen, bei 5 Durchmessern
Entfernung in Diisenndhe und weiter stromab bei 20 Durchmessern. Es féllt zunéchst auf,
dass die Streuung in den Versuchen deutlich hoher ausfillt als in den Rechnungen. Nach
Meier [112] ist dies auf Messungenauigkeiten zuriickzufithren. Dies wird insbesondere bei
der Komponente Stickstoff deutlich. Betrachtet man die Streuung von Stickstoff iiber der
Temperatur, so miisste diese bei einer Temperatur von 300 K auf null zuriickgehen, da bei
dieser Temperatur reiner Oxidator und Brennstoff vorliegen, die beide in ihrer Zusammen-
setzung nicht fluktuieren. Die Groflenordnung der Streuung in diesen Punkten ist somit
letztlich ein Maf§ fiir den Messfehler. Tatséchlich weichen im gesamten Temperaturbereich
Rechnung und Messung um diesen Betrag voneinander ab. Beriicksichtigt man diese Mes-
sungenauigkeiten, so fillt die Ubereinstimmung von Messung und Rechnung sehr gut aus.
Lediglich bei der Auftragung vom Wassermassenbruch bei 5 Durchmessern stromab der Diise
liegt eine groflere Abweichung vor. Dies ist auf Fehler in den Mittelwerten an dieser radialen
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Abbildung 5.1.8: Streudiagramme der Temperatur tiber Mischungsbruch (“H3”-Flamme).
Daten fiir x1/D = 5 nach [51].

Position zuriickzufithren und wird zuvor anhand des Temperaturverlaufes an dieser Position
erldutert (siehe Abb. 5.1.6). Um nun den Effekt der differentiellen Diffusion darzustellen, wird
hier wie in der Arbeit von Meier et al. [114] in Streudiagrammen die Temperatur iiber den
Elementen-Mischungsbriichen von Sauerstoff und Wasserstoff aufgetragen. Analog zu [114]
werden folgende Mischungsbruchdefinition verwendet

Zo — Z0,0x
Zo = 0X 5.1.1
© Zo0.B — 20,0x ( )
Zuy — Z
7 H™ 2HOX (5.1.2)

ZuB — Zu,0x

Z steht hier fiir den Mischungsbruch, der in der Wasserstofflamme auf Basis des Elemen-
tenmassenbruches von Sauerstoff, Zo bzw. Wasserstoff Zy, berechnet werden kann. Die
mit OX bzw. B indizierten Elementenmassenbriiche stehen fiir die Werte dieser Groéfien
im Oxidator bzw. Brennstoffstrom. Die Auftragung der Temperatur iiber die Mischungs-
briiche ist in Abb. 5.1.8 dargestellt. Ausgewertet werden diese Streudiagramme zum einen
in Diisennéhe bei 5 Durchmessern stromab des Brennstoffauslasses sowie weiter stromab bei
20 Durchmessern Entfernung. Als Referenz ist in allen Diagrammen die Gleichgewichtstem-
peratur eingetragen, die aus dem chemischen Gleichgewicht ermittelt wird. Es zeigt sich,
dass die “H3”-Flamme im Hinblick auf die Brennstoffchemie eine sehr gleichgewichtsnahe
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Flamme ist (dies trifft natiirlich nicht auf NO zu. Wie in Warnatz [182] gezeigt wird, lie-
gen die Gleichgewichtskonzentrationen von NO mehrere Groflenordnungen iiber den Flam-
menemissionen). Lokales Verloschen tritt faktisch nicht auf. Dennoch werden im Streudia-
gramm fiir x; /D=5 bei der Auftragung iiber den auf Sauerstoff basierten Mischungsbruch
Ubergleichgewichtstemperaturen beobachtet. Fiir einen Mischungsbruch kleiner als 0,3 liegen
sowohl die berechnete als auch die gemessene Temperatur iiber der Gleichgewichtstempera-
tur, was nach Meier et al. auf [114] auf differentielle Diffusion zuriickzufithren ist. Dieser
Effekt ist bei der Auftragung iiber dem auf Wasserstoff basierten Mischungsbruch schwécher
ausgepragt. Weiter stromab, bei 20 Durchmessern, verschwindet dieser Effekt, da hier die
Turbulenz die Mischung dominiert und molekulare Diffusion von untergeordneter Bedeutung
ist. Somit bestétigt sich, dass durch das in Abschn. 2.4.4 vorgestellte Diffusionsmodell Dif-
fusionsprozesse im Rahmen von Transportgleichungs-PDF-Verfahren korrekt erfasst werden
konnen.

5.1.4 Berechnung der Stickoxide

Nachdem das Transportgleichungs-PDF-Verfahren validiert worden ist und die Rechnung zur
“H3”-Flamme im Hinblick auf Diskretisierung numerisch abgesichert sind soll nun im Weite-
ren die Giite dieses Verfahrens bei der Berechnung von Stickoxiden bewertet werden. Dazu
wird zum einen der Basisfall “Fall 17 aus Tabelle 5.1 mit verschiedenen Reaktionsmecha-
nismen nachgerechnet, zum anderen werden die Ergebnisse aus der Basisrechnung mit Er-
gebnissen verschiedener Verbrennungsmodelle verglichen. Zunéchst sei auf die Variation der
Reaktionsmechanismen eingegangen. Zur Berechnung der Stickoxide werden neben dem Me-
chanismus von Peters/Rogg und San Diego zum einen der GRI 2.11-Reaktionsmechanismus
[19] eingesetzt, zum anderen der Wasserstoff-Reaktionsmechanismus nach Peters und Rogg
[139] kombiniert mit den Reaktionen fiir thermisches NO nach Warnatz [182]. Diese Mechanis-
men werden in Kap. 4 bereits an laminaren Wasserstofflammen verglichen. In den laminaren
Flammen 1 bis 4 (siehe Tab. 4.2) zeigt sich bei einer dhnlichen Brennstoffzusammensetzung
wie in der “H3”-Flamme, dass der GRI 2.11-Mechanismus die NO-Konzentrationen um ca.
66 % iiberschétzt, obwohl die vom GRI 2.11-Mechanismus berechneten Spitzentemperaturen
um 10 K bis 20 K niedriger sind als in den Rechnungen mit dem Peters/Rogg Mechanismus.
Eine Erhohung der NO-Bildungsrate bei Verwendung des GRI 2.11-Mechanismus durch ei-
ne (im Vergleich zum Peters/Rogg-Mechanismus) hohere Spitzentemperatur kann somit bei
den in Kap. 4 vorgestellten Untersuchungen ausgeschlossen werden. Des Weiteren haben die
Untersuchungen in Kap. 4 gezeigt, dass die Verwendung des thermischen Bildungspfades in
Kombination mit dem Peters/Rogg-Mechanismus die Emissionen in den Flammen 1 bis 4 um
50 % unterschétzt.

Rechnungen fiir die turbulente “H3”-Flamme unter Verwendung der oben beschriebenen
Reaktionsmechanismen sind in Abb. 5.1.9 dargestellt. Vergleicht man nun zunéchst die Tem-
peraturverlaufe, so zeigt sich wie bei den laminaren Flammen, dass alle Mechanismen nahezu
identische Temperaturen liefern. In den errechneten Stickoxidemissionen treten jedoch enorme
Unterschiede auf. Der thermische Bildungspfad unterschétzt wie in den laminaren Flammen
die Schadstoffe um Faktor zwei (Linie “PRW”). Es gilt bei diesem Vergleich zu beachten,
dass fiir die Berechnung der Ergebniskurven “PRSD” und “PRW” die gleichen “Basisme-
chanismen” fiir die Oxidation von Wasserstoff verwendet werden, namlich der Mechanismus
nach Peters und Rogg [139]. Unterschiede im Basismechanismus der Wasserstoffoxidation
konnen somit als Ursache fiir die Unterschiede im NO zwischen den Kurven “PRSD” und
“PRW?” ausgeschlossen werden. Ferner wird in Kap. 4 gezeigt, dass bei einer Ankopplung des
thermischen Bildungspfades nach Warnatz [182] an diesen Basismechanismen gleiche NO-
Emissionen erzielt werden, wie bei der Verwendung des Basismechanismus mit dem ther-
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mischen NO-Bildungspfad aus dem San Diego Mechanismus [4]. Da bei der “H3”-Flamme
dghnliche Druck-, Temperatur- und Gemischbedingungen vorliegen wie in den laminaren Flam-
men 1 bis 4 in Kap. 4, ist diese Aussage auch hier giiltig. Somit kann auch ausgeschlossen
werden, dass die Unterschiede durch signifikante Abweichungen zwischen dem thermischen
Bildungspfad nach Warnatz [182] und der im San Diego Mechanismus [4] verwendeten Reakti-
onsrate fiir das thermische NO verursacht werden. Vielmehr lésst sich indirekt aus der Ergeb-
niskurve “PRW” der Anteil von thermischen NO an der Kurve “PRSD” ablesen. Dieser macht
immerhin rund drei-viertel der vom San Diego Mechanismus [4] berechneten NO-Emissionen
aus. Im gewissen Umfang beriicksichtigt der San Diego Mechanismus andere Bildungsrouten
fiir NO, allerdings ist der Anteil im Vergleich zum thermischen NO zu gering, um die gemes-
senen NO-Emissionen abzubilden.

Diese Beobachtungen sind eine wichtige Erkenntnis fiir ingenieurwissenschaftliche Anwen-
dungen. Zum Zeitpunkt dieser Arbeit ist der thermische Bildungspfad in einer Vielzahl
von Auslegungsrechnungen die einzige NO-Route, die beriicksichtigt wird. Dies ist darauf
zuriickzufiihren, dass es wie in Abschn. 4.1 umrissen moglich ist, diesen Bildungspfad durch
Globalreaktionen darzustellen. So kénnen teure Rechnungen mit detaillierter Chemie vermie-
den werden. Es stellt sich jedoch bei atmosphérischen Flammen mit mittleren Temperaturen
unterhalb der empirischen 1800 K Grenze fiir thermisches NO heraus, dass dieser Bildungs-
pfad alleine nicht ausreicht, um die Stickoxidkonzentrationen vollstéindig wiederzugeben. Dies
soll an dieser Stelle nicht dariiber hinweg tduschen, dass in der vorliegenden Flamme durchaus
Temperaturen auftreten, die deutlich {iber der Grenze von 1800 K liegen. Beispielsweise sieht
man in Abb. 5.1.8 bei der Auftragung der Momentan-Temperatur im Mischungsbruchraum
Temperaturwerte von bis zu 2400 K. Dass die mittlere Temperatur mit ca. 1800 K deutlich
niedriger ausfallt, resultiert aus der Héufigkeit, mit welcher hohe Temperaturen auftreten.
Entscheidend fiir die Stickoxidbildung ist letztlich die H&aufigkeit von hohen Temperaturen
in Verbindung mit der nichtlinearen Abhéngigkeit der thermischen NO-Bildungsrate von
der Temperatur. Denn trotz einer geringen Haufigkeit von hohen Temperaturen kénnte der
starke Anstieg der thermischen NO-Bildungsrate mit zunehmender Temperatur dazu fiihren,
dass hohe Temperaturen selbst bei einer geringen Héufigkeit die Gesamtbildungsrate von
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Abbildung 5.1.9: Vergleich verschiedener Mechanismen zur NO-Bildung (“H3”-Flamme) [52]:
Thermisches NO nach Warnatz mit Wasserstoff-Chemie nach Peters und
Rogg (Linie “PRW?”), GRI 2.11-Mechanismus (Linie “GRI 2.11”) sowie NO-
Chemie aus dem San Diego-Mechanismus kombiniert mit der Wasserstoff-
Chemie nach Peters und Rogg (Linie “PRSD”).
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thermischen-NO dominieren. Die hier beobachteten Abweichungen zwischen gemessenen und
berechneten NO-Massenbruch legen jedoch nahe, dass dies bei der vorliegenden Flamme
nicht der Fall ist, so dass fiir diese Flamme mit dem thermischen Bildungspfad alleine die
NO-Bildung nicht modelliert werden kann.

Somit ist die Verwendung umfangreicherer, detaillierter Reaktionsmechanismen fiir Bedin-
gungen, wie sie in der “H3”-Flamme vorliegen, notwendig. Doch stellt dies alleine keine
hinreichendes Kriterium fiir eine genaue NO-Berechnung dar. Wie zuvor in den lamina-
ren Flammen werden auch hier die NO-Konzentrationen durch den GRI 2.11 Mechanismus
iiberschatzt. Zwar fallt mit 30 % Fehler die Abweichung damit geringer aus als bei den lamina-
ren Flammen, dennoch ist die Streuung zwischen diesem Mechanismus und dem kombinierten
Peters/Rogg/San Diego Mechanismus signifikant. Daher ist nicht nur die Modellierung von
turbulenter Verbrennung eine Hauptschwierigkeit bei der Schadstoffberechnung in Flammen.
Auch die kinetische Modellierung weist gravierende Defizite auf, wenn Stickoxide mit einer
Genauigkeit von wenigen ppm berechnet werden sollen.

In Abb. 5.1.10 sind nun Vergleiche zwischen dem Transportgleichungs-PDF-Verfahren und
zwei weiteren Verbrennungsmodellen dargestellt. Der Finite-Volumen-Loser THETA ist in
der Lage die gemittelten Stofftransportgleichungen zu l6sen und stellt mehrere Modelle zur
SchlieBung der gemittelten chemischen Quellterme zur Verfiigung. Zum einen besteht die
Méoglichkeit, den chemischen Quellterm nach Gl. (2.2.34) mit den errechneten Mittelwerten
von Temperatur und Zusammensetzung zu berechnen, was als “laminare Chemie” bezeichnet
wird. Dies ist im Allgemeinen sehr ungenau [60]. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, eine
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von Temperatur und Zusammensetzung anzunehmen und
den Erwartungswert des chemischen Quelltermes mit Hilfe von Gl. (2.4.10) zu bestimmen.
Letzteres Vorgehen gibt dem Modell dem Namen “angenommene Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktion” (englisch: “assumed-" oder “presumed-PDF”). Eine genaue Beschreibung dieser
Verfahren findet sich in der Arbeit von Gerlinger [58] sowie von Di Domenico [39]. Hier wird
eine abgeschnittene GauB3-PDF in der Temperatur und eine S-PDF in der Zusammensetzung
angenommen. Des Weiteren werden noch Modellgleichungen fiir die benttige Temperaturvari-
anz und die Spur der Spezieskovarianzmatrix gelost. In allen Rechnungen wird der gleiche Re-
aktionsmechanismus, d.h. die Kombination aus den Mechanismen von Peters/Rogg/San Die-
go verwendet. Vergleicht man nun die in Abb. 5.1.10 dargestellten Temperaturverlaufe, so fallt
zunéchst auf, dass im Vergleich zum Experiment alle Verbrennungsmodelle eine in Richtung
Diiseneinlafl verschobene Flamme ergeben. Dies bestétigt die zuvor aufgestellte Vermutung,
dass diese Abweichung auf Schwéchen in der Turbulenzmodellierung zuriickzufithren und un-
abhéngig vom verwendeten Verbrennungsmodell ist. Trotz der &hnlichen Flammenposition
schneidet die “laminare Chemie” sowie das “assumed-PDF”-Verfahren deutlich schlechter
bei der Temperaturberechnung ab als das Transportgleichungs-PDF-Verfahren. Beide Mo-
delle verfehlen die Spitzentemperatur um mehr als 150 K, wéhrend der Transportgleichungs-
PDF-Ansatz diese genau trifft. Dies hat Auswirkungen auf die Stickoxidkonzentration. Das
“assumed-PDF”-Verfahren iiberschétzt mit dem San Diego-NO-Mechanismus (der wie zuvor
diskutiert eine Tendenz zur Unterschétzung der NO Konzentrationen hat) die Messwerte um
ca. 60 %. Im Gegensatz dazu ergeben sich bei der Rechnung mit “laminarer Chemie” dhnliche
Spitzenwerte wie beim Transportgleichungs-PDF-Ansatz. Allerdings mufl beim Vergleich
zwischen den Modellen “laminare Chemie” zu “Transportgleichungs-PDF” beriicksichtigt
werden, dass der Maximalwert der mittleren Temperatur bei “laminarer Chemie” deutlich
iiberschétzt wird. Wiirde in der Rechnung mit dem “laminare Chemie” Modell die glei-
che Maximaltemperatur wie in der Transportgleichungs-PDF Rechnung erreicht werden, so
wiirde die Spitzenkonzentration von NO deutlich niedriger ausfallen. Im “laminare Chemie”
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Abbildung 5.1.10: Vergleich des Transportgleichungs-PDF-Verfahrens (Linie “TPDF”) mit
laminarer Chemie (“Linie LCH”) und dem “assumed-PDF”-Verfahren (Li-
nie “APDF”) fiir die “H3”-Flamme [52].

Modell wiirde bei einer Absenkung der Maximaltemperatur von 1950 K auf 1800 K die ma-
ximale Bildungsrate des thermischen NO um einen Faktor von fiinf absinken, wenn man fiir
den Einleitungsschritt des thermischen NO den in Abschn. 4.1 gegebenen Arrheniusausdruck
zu Grunde legt. Alleine das Absinken des thermischen Bildungspfades wiirde dann ausrei-
chen, um die Gesamtmenge an NO deutlich zu reduzieren. Dass der “laminare Chemie”
Ansatz hier die gleichen NO-Spitzenwerte liefert wie der Transportgleichungs-PDF-Ansatz
diirfte daher eher zufillig sein. Es bleibt somit als Schlussfolgerung festzuhalten, dass der
Transportgleichungs-PDF-Ansatz klassischen Methoden wie der “laminaren Chemie” und
dem “assumed-PDF”-Ansatz deutlich iiberlegen ist. Er vermag die Spitzentemperatur genau
zu berechnen und erfasst die Turbulenz-Chemie-Wechselwirkung sehr genau, wodurch kine-
tisch kontrolliert Zwischenprodukte, wie NO mit guter Genauigkeit ermittelt werden konnen.
Limitiert wird diese Genauigkeit durch die Giite der reaktionskinetischen Modelle. Die Fehler
durch die Chemie sind in der Gréflenordnung wie die Fehler bei Verwendung von “laminarer
Chemie” bzw. einer “assumed-PDF” und sind daher ebenso gravierend. Hier besteht zum
Zeitpunkt dieser Arbeit noch ein hoher Nachholbedarf.
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5.2 Methan-Luft Flamme (“Sandia-D”-Flamme)

Nachdem im vorigen Abschnitt eine nicht-vorgemischte Wasserstofflamme untersucht wor-
den ist, wird nun eine Flamme mit dem Brennstoff Methan betrachtet. Um die Giite der
Rechnung anhand von detaillierten Messungen bewerten zu kénnen, wird wiederum eine
Strahlflamme des TNF-Workshops als Testfall herangezogen. Dieser stellt unter anderem auch
Messdaten fiir eine Serie von pilotierten Methan-Luft-Flammen, die sogenannten “Sandia”-
Flammen, zur Verfiigung. Wie zuvor bei der Wasserstofflamme liegen hier Vergleichswerte
fiir die Stromungsgeschwindigkeiten sowie fiir die thermochemischen Variablen vor. Die hier
betrachtete “Sandia-D” ist zum Zeitpunkt dieser Arbeit bereits Gegenstand einer Vielzahl
von Untersuchungen mit verschiedensten Modellen gewesen. Insbesondere existieren bereits
eine Vielzahl von Arbeiten, die das Transportgleichungs-PDF-Verfahren zur Flammenmo-
dellierung einsetzen. Arbeiten, die sich mit der Modellierung der Stickoxidbildung in die-
ser Flamme befassen, werden bereits in Kapitel 1 erwdhnt. Ein Vergleich des hier verwen-
denten Transportgleichungs-PDF-Verfahrens mit diesen Arbeiten ist allerdings schwierig. So
werden beispielsweise bei Lindstedt et al. [97, 96] andere Reaktionsmechanismen und Tur-
bulenzmodelle verwendet. Auch der Vergleich mit den Arbeiten aus der Gruppe von Pope
(Tang et al. [175] und Cao et al. [25, 27]) ist schwierig, da diese die Turbulenzmodellierung
in das PDF Verfahren aufnehmen. Am ehesten ist ein Vergleich hier mit den Arbeiten von
Raman et al. [154] und Wang und Chen [180] mdglich.

5.2.1 Testfallbeschreibung und Modellierung

Der fiir die “Sandia”-Flammen verwendete Brenner ist in Abb. 5.2.1 dargestellt. Die Brenn-
stoffdiise besteht aus einem Rohr mit einem Innendurchmesser von 7,2 mm, durch das ein
turbulenter Brennstoff-Luft-Strahl bestehend aus 25 vol.-% Methan und 75 vol.-% Luft in die
Umgebung eingebracht wird [13]. Zur Stabilisierung der Flamme bei hohen Reynoldszahlen
ist konzentrisch zur Brennstoffdiise ein Pilotbrenner mit einem Durchmesser von 18,2 mm
platziert. Verbrannt wird in diesem Pilotbrenner ein Gemisch aus Ethin und Wasserstoff
verdiinnt mit Kohlendioxid und Stickstoff. Im thermodynamischen Gleichgewicht liefert die-
ses die gleiche Produktzusammensetzung, Temperatur und Enthalpie wie ein Methan-Luft
Cemisch bei einem Aquivalenzverhiltnis von 0,77 [13]. Der thermochemische Zustand der Pi-
lotgase bei einem Druck von 1 bar ist in Tablle 5.2 zusammengefasst. Der Restgehalt dieses
Gemisches ist Stickstoff. Diese Daten nach [3] werden als Randbedingung in der Rechnung
verwendet. Um einen definierten Umgebungszustand in den Messungen zu wahren, wird die
Flamme im Versuch mit einem Mantelluftstrom mit einer Geschwindigkeit von 0,9 m/s um-
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Abbildung 5.2.1: Brenner fiir “Sandia-D”-Flamme (Quelle [108])
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Tabelle 5.2: Thermochemischer Zustand der Pilotgase [3] (“Sandia-D”-Flamme).

Zustandsgrofie Zustandsgrofie
Temperatur 1880 K Massenbruch HoO  0,0942
Massenbruch Oy 0,054 Massenbruch CO 4,07 -1073

Massenbruch O 7,47-10"* Massenbruch CO, 0,1098
Massenbruch Hy  1,29-10"% Massenbruch OH  0,0028
Massenbruch H 2,48 - 10~ Massenbruch NO 4,80 - 1076

geben. Die Stromungsgeschwindigkeiten des Brennstoffstrahles sowie der Pilotgase variieren
in den Experimenten. Fiir die hier betrachtete Flamme, die “Sandia-D”-Flamme, werden im
Pilotbrenner Stromungsgeschwindigkeiten von 11,4 m/s eingestellt, wihrend die Strahlge-
schwindigkeit 49,6 m/s betragt. Letzteres entspricht einer auf den Durchmesser bezogenen
Reynoldszahl von 22.400. Gemessen wird entlang der Strahlachse sowie an verschiedenen
radialen Positionen die Temperatur und die Stoffkonzentrationen von Sauerstoff, Stickstoff,
Methan, Kohlendioxid, Kohlenmonoxid, Wasser, Wasserstoff, Hydroxyl und Stickoxid. Diese
Messdaten sind von Barlow et al. in [13, 14] zusammengefasst, wo auch Angaben iiber die
Messungenauigkeiten gemacht werden. Diese betragen in der Temperatur 3 %, im Massen-
bruch von Kohlendioxid und Wasser 4 %, 12 % im Wasserstoff, 10 % im Hydroxyl sowie 20 %
im Stickoxid und Kohlenmonoxid. Zu den Messungenauigkeiten von Methan und Sauerstoff
finden sich keine Angaben. Neben den thermochemischen Groflen werden Messdaten fiir die
Stromungsgeschwindigkeiten von Schneider et al. in [162] zur Verfiigung gestellt. Angaben
zum Messfehler in den Stromungsgeschwindigkeiten liegen nicht vor.

Zur Berechnung der Flamme wird wie zuvor bei der “H3”-Flamme ein 10°-Segment des Bren-
ners durch das Rechengitter diskretisiert. Das Rechengebiet beinhaltet auch hier das Rohr der
Brennstoffdiise iiber eine Léange von 50 Durchmessern, um ein ausgebildetes Stromungsfeld
am Diisenauslass zu erhalten (sieche Abb. 5.2.2). Am geschwungenen Auflenrand des Rechen-
gebietes wird ein Einstromrand definiert, an dem der Mantelluftstrom parallel zum Brenn-
stoffstrahl eintritt. Um die Abhéngigkeit der Losung von der Diskretisierung zu iiberpriifen,
wird die Rechnung sowohl mit erhchter Partikelzahl, als auch mit einem verfeinertem Gitter
wiederholt. Die Rechenfille sind in Tabelle 5.3 zusammengefasst. Der Basisfall, Fall 1, wird
mit 32 Partikeln pro Zelle auf einem Rechengitter mit 85.596 Zellen (172.671 Gitterknoten)

Abbildung 5.2.2: Rechengebiet fiir “Sandia-D”-Flamme.
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Tabelle 5.3: Rechenfille fiir die “Sandia-D”-Flamme.
Fall Gesamtzahl an Zellen Anzahl der stochastischen Partikel pro Zelle

1 85.996 32
2 85.596 64
3 196.104 32

berechnet. Ausgehend von diesem Basisfall wird unter Beibehaltung des Rechengitters die
Anzahl stochastischer Partikel auf 64 (Fall 2) erhoht. Im Fall 3 wird komplementér dazu die
Anzahl stochastischer Partikel pro Zelle auf 32 belassen und das Gitter auf 196.104 Zellen
(394.793 Gitterknoten) verfeinert. Ausschnitte beider Gitter im Bereich der Brennstoffdiise
sind in Abb. 5.2.3 dargestellt. In diesem Bereich hat das Gitter die hochste Auflosung, weiter
stromab wéchst die Lange der Zellen stetig, um die Gittergrofie in einem ertréglichen Rahmen
zu halten.

Bei ersten Rechnungen zeigt sich unabhéngig von obiger Diskretisierung, dass eine der Haupt-
schwierigkeiten bei der Berechnung der “Sandia-D”-Flamme mit dem Transportgleichungs-
PDF-Verfahren die Stabilisierung der Flamme ist. Rechnet man beispielsweise mit den Stan-
dardwerten der Modellkonstanten, d.h. beim k-e-Modell mit C.; = 1.44 sowie mit einer
Mischungsmodellkonstanten von Cy = 2, so verlischt die Flamme zunéchst lokal, was dann
zu Abheben und letztlich zu einem globalen Verloschen fiithrt. Dieses lokale Verloschen tritt im
Bereich von z; ~ 0,108 m (15 Durchmesser stromab der Brennstoffdiise) auf, wo die Flamme
durch die hohen Geschwindigkeitsgradienten in der Scherschicht zwischen Brennstoffstrahl
und Umgebungsluft stark gestreckt wird. Dort wird auch experimentell die Tendenz zum
Verloschen beobachtet. Dies ist ein bekanntes Problem bei der Berechnung dieser Flamme mit
Transportgleichungs-PDF-Verfahren, wie etwa aus dem Beitrag von Hinz et al. im 4. TNF-
Workshop ([12], Seite 45) oder aus den Arbeiten von Raman et al. [154] und Cao et al. [27]
hervorgeht. Um es zu beheben wird in extremen Féllen mit hybriden Transportgleichungs-
PDF /Flamelet-Modellen gearbeitet (siehe beispielsweise Chen in [12], Seite 32, oder Lind-
stedt und Ozarovski [98]). Dabei wird im Bereich wo die Flamme verlischt mit dem Flamelet-
Modell gerechnet und weiter stromab auf das Transportgleichungs-PDF-Modell umgeschaltet.

fiam)

E=
[
(

Abbildung 5.2.3: Vergleich der Rechengitter fiir die “Sandia”-Flamme.
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Sinnvoller ist es jedoch, die Modellkonstanten zu modifizieren, um eine stabile Flamme zu
erhalten. Am einfachsten ist es, die Mischungsmodellkonstanten Cy zu erhéhen, da dadurch
die Mischung intensiviert wird und somit auch die Reaktionen. Des weiteren relaxieren alle
Partikel zum “verbrannten” Mittelwert und “kalte”, nicht reagierte Partikel riicken im ther-
mochemischen Zustandsraum néher an den “heiflen” Zustand. Nachteilig an diesem Vorgehen
ist jedoch, dass eine zu hohe Mischungsmodellkonstante die Varianz zu stark dampft. Eine
weitere Moglichkeit besteht in der Anpassung der C.-Konstante des hier verwendeten k-e-
Modells, um die Ausbreitungsrate des Brennstoffstromes zu reduzieren. Dies senkt die Menge
an eingemischtem, kaltem Umgebungsgas. Bei zu grolen Mengen wird die lokale Temperatur
abgesenkt und somit die Flamme gequencht. Eine Kombination beider Mafinahmen erweist
sich in der vorliegenden Arbeit als zielfiihrend. Wéahrend sich hier mit den Standardmodell-
konstanten, némlich C;; = 1,44 und C, = 2 keine stabile Flamme erzielen ldsst, erhilt
man mit den Parametern C; = 1,53 und Cy = 3,5 sowie C;; = 1.6 und Cy = 2,5 stabi-
le Flammen. Eine Senkung der Strahlausbreitungsrate durch Erhéhung von C.; erlaubt die
Verwendung einer kleineren Mischungsmodellkonstanten. Mit einem Wert von C, = 1,53,
lassen sich, wie bei Raman et al. [154] diskutiert, die besten Ergebnisse bei der “Sandia-D”-
Flamme erzielen. Dieser Wert wird in den folgenden Rechnungen zusammen mit der kleinst
moglichen Mischungsmodellkonstanten (Cy = 3,5) verwendet. Es zeigt sich somit wie zu-
vor bei der “H3”-Flamme, dass das Turbulenzmodell durch seine Zeit- und Langenskalen
einen wesentlichen Einfluss auf die Losung hat. Schwachstellen im verwendeten k-e-Modell
machen sich direkt in der Mischung bemerkbar. Eine weitere Méglichkeit die Flammensta-
bilisierung zu beeinflussen ist die Anpassung der Schmidtzahlen, sowohl molekular als auch
turbulent. Um allerdings sichtbare Effekte zu erzielen, miissen diese in der Regel signifikant
gedndert werden. Daher werden die Werte der Schmidtzahlen zunédchst auf den Standardwert
von 0,7 belassen. Dariiber hinaus stellt das in dieser Arbeit eingefiihrte Diffusionsmodell ei-
ne weitere Moglichkeit dar, die Flammenstabilitdt zu beeinflussen. Allerdings liegt der fiir
die Flammenstabilitdt relevante Bereich in der turbulenten Scherschicht, wo die turbulente
Mischung gegeniiber der molekularen Mischung dominiert. Ein dominanter Effekt durch das
Diffusionsmodell, wie etwa im Falle der “H3”-Flamme, ist daher nicht zu erwarten. Um die
Vergleichbarkeit der Rechnungen zu anderen Literaturstellen zu wahren, wird daher das Dif-
fusionsmodell nicht verwendet.

Neben der Stabilisierung der Flamme durch physikalische Prozesse ist auch die numerische
Stabilitat der Rechnung ein Problem. Unabhéngig von der Diskretisierung zeigt sich, dass der
maximal mogliche Zeitschritt fiir die Rechnung auf CF'L = 0, 2 beschrénkt ist. Hohere C'F L-
Zahlen fithren zu Instabilitdten in der Rechnungen, die ein Schwingen der Reaktionszone
verursachen. Somit zeigt sich, dass das Zeitschrittkriterium nach Gl. (3.1.8) ein notwendi-
ges, allerdings kein hinreichendes Kriterium fiir die Stabilitdt darstellt. Der Grund ist darin
zu suchen, dass diese Gleichung im strengen Sinn nur aus der mittleren Partikelbewegung
abgeleitet werden kann und nicht fiir die individuelle Bewegung eines Partikels gilt.

5.2.2 Analyse der Flamme

Im folgenden werden zunéchst Ergebnisse fiir die Rechenfélle 1 bis 3 vorgestellt. In den Rech-
nungen wird der GRI 2.11-Mechanismus [19] eingesetzt, da dieser im Hinblick auf die Stick-
oxidbildung in Methanflammen gute Ergebnisse verspricht (siehe Abschn. 4.2.1). Dariiber
hinaus hat Strahlung einen wesentlichen Einfluss auf die Stickoxidbildung, wie durch Raman
et al. [154] gezeigt. Daher wird in allen Rechnungen das Strahlungsmodell aus Abschn. 2.2.3
verwendet. In Abb. 5.2.4 sind, wie zuvor fiir die “H3”-Flamme, die Konvergenzverlaufe die-
ser Rechnungen dargestellt. Gestartet werden die Rechnungen von einer auskonvergierten



5.2 Methan-Luft Flamme (“Sandia-D”-Flamme) 115

Flamelet-Losung. Die stochastischen Partikel werden zum Beginn der Rechnung mit den Zell-
mittelwerten aus der Flamelet-Losung belegt. Da diese Startlosung schon sehr nahe an der
Endlosung liegt (mit Ausnahme der Stickoxide, die mit dem “steady” Flamelet-Modell nicht
berechnet werden konnen), zeigt sich in den globalen Residuen des Finite-Volumen-Losers,
welche in der linken Spalte von Abb. 5.2.4 fiir alle 3 Rechenféllen zusammengefasst sind,
keine Anderung. Es miissen allerdings mehrere tausend Iterationen gerechnet werden, um in
den Stickoxiden einen statistisch stationdren Zustand zu erreichen, da sich die NO-Bildung
sehr langsam vollzieht. Nach Erreichen des statistisch stationédren Zustandes wird die zeitli-
che Mittelung nach Wang et al. [181] mit einem Gewichtungsparameter von NT' A, ., = 500
eingeschaltet, was in allen Féllen zu einem Absinken des globalen Residuums um ein bis
zwei Groflenordnungen fiihrt. Eine Abweichung hiervon ist fiir den Rechenfall 3 zu beobach-
ten. Hier wird die C'F'L-Zahl zwischenzeitlich auf 0,4 erhéht, um die Stickoxide schneller in
den statistisch stationdren Zustand zu iiberfiihren. Dies fiihrt jedoch zu numerischen Insta-
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Abbildung 5.2.4: Konvergenzverlauf und RMS-Fehler in der Partikelmasse (“Sandia-D”-
Flamme).
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bilitdten, weswegen die Rechnung ab Iteration 48.100 mit einer reduzierten C'F'L Zahl von
0,2 fortgefiihrt wird. Bei Fortfithrung der Rechnung wird anfénglich ohne zeitliche Mittelung
gerechnet, bis alte Losungsanteile aus dem Rechengebiet herausgetragen sind. Erst dann wird
die zeitliche Mittelung wieder aktiviert. Dies erklért den erneuten Anstieg und Abfall in den
Residuen fiir diesen Rechenfall. Die aufgetretene numerische Instabilitdt macht sich hier u.a.
in der Konsistenz des Verfahrens bemerkbar. Zur Bewertung der Konsistenz sind in der rech-
ten Spalte von Abb. 5.2.4 die Standardabweichungen fiir die Fehler in den Partikelmassen
dargestellt. Wie in Abschn. 5.1 beschrieben, sind sie ein Maf§ fiir die Konsistenz des Verfah-
rens. Es zeigt sich gerade fiir Fall 3, dass ab Iteration 25.500, ab der die C'F'L-Zahl von 0,2
auf 0,4 erhoht wird, der Fehler in Hinblick auf die Konsistenz sprunghaft ansteigt. Die Ampli-
tude der Schwankungen nimmt ebenfalls deutlich zu. Erst mit Absenkung der C'F'L-Zahl auf
0,2 nimmt dieser Fehler ab. Betrachtet man die Endwerte des Konsistenzfehlers, so ist er im
Basisfall mit 0,068 % am hochsten. Erwartungsgeméafl sinkt der Fehler wenn die Partikelzahl
erhsht (0,05 %) oder das Gitter verfeinert (0,046 %) wird.

Ergebnisse fiir die Favre-Mittelwerte aus allen Rechenfillen sind in den Abbildungen 5.2.5
und 5.2.6 zusammengefasst. In Abb. 5.2.5 sind zunéchst die Favre-Mittelwerte der axialen
Stromungsgeschwindigkeit sowie der thermochemischen Variablen zusammen mit Messdaten
dargestellt. Die Ergebnisse aus allen drei Rechenfille unterscheiden sich in dieser Darstel-
lung kaum, was darauf hindeutet, dass die Diskretisierung im Basisfall durch 32 Partikel pro
Zelle und 85.596 Zellen ausreichend ist. Dies bestétigt sich auch in den radialen Profilen in
Abb. 5.2.6, wo die Favre-gemittelte Temperatur und Axialgeschwindigkeit iiber dem Radius
aufgetragen sind. Das leichte Rauschen, das in den berechneten Mittelwerten erkennbar ist,
deutet darauf hin, dass eine Anzahl von 32 Partikel pro Zelle nicht unterschritten werden
sollte. Eine weitere Reduktion wiirde den statistischen Fehler deutlich erh6hen.

Vergleicht man nun die Rechnung mit den Messungen, so ergibt sich in der Axialgeschwin-
digkeit, den Hauptspezies O,, H,O und CO, sowie in der Temperatur eine sehr gute Uber-
einstimmung. Die Spitzenwerte und der qualitative Verlauf werden richtig wiedergegeben.
Allerdings zeigt sich bei Betrachtung der Temperatur, dass diese im Bereich zwischen 30 und
50 Durchmessern stromab der Brennstoffdiise deutlich iiberschétzt wird. In diesem Bereich
werden in der Rechnung die Edukte O, und CH4 zu rasch abgebaut und folglich durch die
Rechnung unterschétzt, wiahrend sich die Produkte CO5 und H5O zu schnell bilden und somit
iiberschétzt werden. Die Ursache fiir diese Abweichung lésst sich nicht alleine durch Betrach-
tung der Mittelwerte kldren. Im vorigen Abschnitt wird eine dhnliche Abweichungen bei der
“H3”-Flamme beobachtet. Allerdings geht diese Abweichung mit einer iberhéhten Ausbrei-
tungsrate des Brennstoffstrahles einher. Im vorliegenden Fall stimmt die errechnete Axialge-
schwindigkeit entlang der Flammenachse mit der gemessenen sehr gut iiberein. Auch die ra-
dialen Profile der Axialgeschwindigkeit zeigen in diesem Bereich keine grofien Abweichungen.
Die Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung ist gerade fiir die Axialgeschwindig-
keiten insgesamt sehr gut, wie in Abb. 5.2.6 deutlich wird. Lediglich bei 15, 45 und 60 Durch-
messern stromab liegen leichte Abweichungen vor. Daher liegt die Vermutung nahe, dass die
Abweichung in den thermochemischen Variablen zwischen 30 und 50 Durchmessern stromab
der Brennstoffdiise entweder durch die Wahl der Mischungsmodellkonstanten verursacht wird
oder durch die sich aus dem Turbulenzmodell ergebenden turbulenten Zeit- und Langenmafe.
Zunéchst sei hier auf die Wahl der Mischungsmodellkonstanten eingegangen. Verwendet wird,
wie bereits erwéhnt, ein Wert von C, = 3,5 statt dem empfohlenen Wert von Cy = 2. Das
fithrt zu einer erhohten Abklingrate in der Varianz: Der thermochemische Zustand eines
stochastischen Partikels relaxiert durch die erhohte Mischungsmodellkonstante schneller in
Richtung des Mittelwertes. In diesem Fall mufl zwangslaufig die errechnete Varianz kleiner als
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Abbildung 5.2.6: Favre-Mittelwerte der Temperatur und der axialen Geschwindigkeit an ver-
schiedenen radialen Positionen (“Sandia-D”-Flamme) [52].
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Abbildung 5.2.7: Standardabweichungen entlang der Flammenachse (“Sandia-D”-Flamme).
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Abbildung 5.2.8: Standardabweichung der Temperatur an verschiedenen radialen Positionen
(“Sandia-D”-Flamme).

die gemessene ausfallen. Um dies zu tiberpriifen, sind in Abb. 5.2.7 die Standardabweichungen
der thermochemischen Variablen entlang der Flammenachse aufgetragen. Die Standardabwei-
chungen werden hier fiir den Fall 2 ausgewertet, da dieser die hochste Partikelzahl aufweist.
Da diese zweiten Momente im Gegensatz zu den Favre-Mittelwerten nicht zeitlich gemittelt
sind, fallt der statistische Fehler gréfer aus, was sich in verrauschten Verldufen niederschlégt.
Der Vergleich von Rechnung und Messung bestétigt indes obige Vermutung. Bis zu einer
Distanz von 30 Durchmessern vom Diisenauslass ist die Ubereinstimmung zwischen errech-
neter und gemessener Standardabweichung sehr gut. Ab einer Distanz von 30 Durchmessern
bricht dann die berechnete Standardabweichung schlagartig ein. Im weiteren Verlauf der
Flamme wird die Standardabweichung zwar qualitativ richtig wieder gegeben, jedoch wird
der Absolutwert um bis zu Faktor zwei unterschétzt. Somit konnten die Fehler in den Favre-
Mittelwerte zwischen 30 und 50 Durchmessern stromab der Brennstoffdiise auf die ungiinstige
Wahl der Mischungsmodellkonstante zuriickgehen. Gegen diese Vermutung spricht allerdings
die Arbeit von Raman et al. [154]. Es zeigt sich hier, dass es einer signifikanten Erhchung
der Modellkonstanten bedarf, um deutlich sichtbare Anderungen in den Mittelwerten zu er-
zielen. Bei Anderung von Cy = 2,4 auf C, = 3 wie in [154] beschrieben, ergeben sich nur
sehr geringe Anderungen in der Lésung. Eine weitere Ursache fiir diese Abweichungen kénnen
Ungenauigkeiten im turbulenten Zeitmaf} sein, da dieses direkt in das Mischungsmodell ein-
flieit. Des Weiteren geht auch das turbulente Langenmaf iiber die turbulente Diffusivitéit im
Wiener Prozess in das Berechnungsverfahren ein. Das turbulente Zeit- und Lingenmaf} lassen
sich aus den vorliegenden Messdaten nicht ermitteln um einen Vergleich mit Berechnungser-
gebnissen vorzunehmen (dazu wire beispielsweise die Kenntnis der turbulenten Dissipation
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aus Messungen notwendig). Allerdings lassen sich die gemessenen Geschwindigkeitsschwan-
kungen mit Berechnungsergebnissen abgleichen. Beispielhaft ist in Abb. 5.2.7 ein Vergleich
zwischen errechneten und gemessenen Geschwindigkeitsfluktuationen in Achsenrichtung dar-
gestellt. Die berechnete Geschwindigkeitsfluktuation wird dabei aus der turbulenten kine-
tischen Energie abgeschitzt. Die Geschwindigkeitsfluktuationen sind in dieser Darstellung
normiert mit der lokalen mittleren Stromungsgeschwindigkeit, um eine Vergleichbarkeit mit
anderen Literaturstellen herzustellen. Es zeigt sich in diesem Fall, dass das k-e-Modell be-
stenfalls eine Néaherung zu liefern vermag. Die Abweichung ist signifikant und wird auch in
anderen Arbeiten beobachtet, die das Transportgleichungs-PDF-Verfahren in Kombination
mit dem k-e-Modell verwenden [5, 154]. Allerdings zeigt sich bei diesem Vergleich kein ein-
deutiges Bild was die Genauigkeit der berechneten Geschwindigkeitsschwankungen angeht.
Wéhrend Amani et al. [5] dhnlich wie hier zu niedrige Geschwindigkeitschwankung berech-
nen, ergeben sich bei Raman et al. [154] deutlich hohere Schwankungswerte. Obwohl die
Ursache fiir die Abweichung in den Schwankungswerten nicht abschlieBend gekléirt werden
kann, mufl dennoch davon ausgegangen werden, dass Fehler durch die Modellierung der tur-
bulenten Zeit- und Léngenskalen eine wichtige Rolle spielen und somit auch die Genauigkeit
der Rechnung sowohl in den Mittelwerten als auch in den Standardabweichungen beeinflussen.

Abschlieend wird noch auf die Temperatur sowie die Temperaturstandardabweichung einge-
gangen, die in den Abb. 5.2.6 und 5.2.8 {iber dem Radius aufgetragen sind. Der Pilotgasstrom
ist in Abb. 5.2.6 bei z1/D = 1 als Stufe im Favre-gemittelten Temperaturprofil erkennbar. Bis
zu einer Entfernung von 15 Durchmessern stromab findet eine Durchmischung der Pilotgase
mit Frischgasen aus dem Oxidator- und dem Brennstoffstrom statt, was zu einem stetigen
Absinken der Spitzentemperatur auf ca. 1700 K fithrt. Ab 30 Durchmessern stromab ist das
Wiederziinden durch einen Temperaturanstieg sowohl auf der Flammenachse als auch an den
Flammenflanken deutlich zu erkennen. Weiter stromab mischen sich dann die Abgase mit der
Umgebungsluft, was zum typischen “glockenférmigen” Temperaturprofil fithrt. Insgesamt ist
auch hier die Ubereinstimmung zwischen den errechneten und gemessenen Favre-Mittelwerten
sehr gut. Lediglich im Nahbereich bei 3 und 7,5 Durchmessern Abstand von der Diise wird die
oxidatorseitige Temperatur unterschétzt, was vermutlich ein Effekt der Schmidtzahl ist. Auch
zeigen sich zwischen den einzelnen Rechenféllen kaum Unterschiede, was nochmals die ausrei-
chende Diskretisierung des Basisfalls durch das Rechengitter und die Partikelzahl bestétigt.
Weniger gut fillt hingegen die Ubereinstimmung in der radialen Standardabweichung der
Temperatur aus. Bis zu einem Abstand von 15 Durchmessern stromab der Brennstoffdiise
ist die Ubereinstimmung akzeptabel. Ab 30 Durchmessern machen sich jedoch die Proble-
me in der Mischungs- bzw. Turbulenzmodellierung bemerkbar, die fiir diesen Bereich bereits
im axialen Profil beobachtet werden. Wie zuvor wird auf der axialen Position das RMS
durchgéngig um bis zu Faktor 2 unterschétzt. Hingegen ist die Unterschédtzung im Nahbe-
reich, d.h. bei z;/D = 2 und x;/D = 3 auf die zu geringe Flammenbreite zuriickzufithren

(siche dazu Abb. 5.2.6).

Aufschlussreich ist an dieser Stelle auch die Darstellung der Partikeleigenschaften an diesen
radialen Positionen in Form von Streudiagrammen. Diese sind in Abb. 5.2.9 dargestellt, wo
die Partikeltemperatur iiber dem Mischungsbruch zusammen mit experimentell gemessenen
Daten aufgetragen ist. Die Mischungsbruchdefinition ist nach Barlow [13] durch

Zy—2=2 Zc—2Z
O, 5 H MII;I,OX + 2 C MCC,OX
Z=—— =" e (5.2.1)
O 5 H,B—<H,0X + 2 C,B—<£C,0X
! My Mc
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Abbildung 5.2.9: Streudiagramme der Temperatur. Helle Punkte stehen fiir Messwerte,
dunkle Punkte fiir berechnete Werte. Die helle, durchgezogene Linie sind
Referenzwerte aus Rechnungen laminarer Flammen.

definiert, wobei Z¢ fiir den Elementmassenbruch vom Kohlenstoff und Zy fiir den Ele-
mentmassenbruch von Wasserstoff steht. Die mit OX bzw. B indizierten Elementmassen-
briiche bezeichnen Werte im Oxidator- bzw. Brennstoffstrom. Neben den Messpunkten ist in
Abb. 5.2.9 als durchgezogene Linie noch der Temperaturverlauf einer laminaren Flamme bei
einer Streckungsrate von 110 1/s (bei 7,5 und 15 Durchmessern Entfernung von der Diise)
bzw. 28 1/s (bei 30 bis 50 Durchmessern Entfernung von der Diise) eingetragen. Im Gegen-
satz zur “H3”-Flamme ist hier eine laminare Gegenstromflamme zu verwenden, da sich im
Brennstoffstrom im chemischen Gleichgewicht ein verbrannter Zustand einstellen wiirde, was
nicht konsistent zum Versuch ist. Diese Auftragung der Temperatur einer laminaren Flam-
me dient zur Orientierung und hilft zu identifizieren, an welchen Stellen lokales Verlschen
der Flamme auftritt. Partielles lokales Verloschen tritt insbesondere bei 7,5 und 15 Durch-
messern Entfernung von der Diise auf. Hier werden auch Probleme mit der Stabilisierung der
Transportgleichungs-PDF-Rechnung beobachtet. Es zeigt sich, dass das Transportgleichungs-
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PDF-Verfahren qualitativ das lokale Verloschen zu erfassen vermag. Jedoch iiberschétzt es
quantitativ auf der Brennstoffseite das Verloschen und unterschétzt es auf der mageren Sei-
te. Weiter stromab geht das lokale Verloschen zuriick und der Temperaturverlauf folgt dem
der laminaren Flamme. Diese Darstellung gibt auch Aufschluss iiber beobachtete Fehler in
den Standardabweichungen aus Abb. 5.2.8. Wiahrend im Nahbereich durchaus das lokale
verloschen der Flamme mit eine Ursache fiir die Temperaturschwankungen darstellt, werden
die Schwankungen stromab vornehmlich durch die Fluktuation im Mischungsbruch bestimmt.
In diesem Bereich liefle sich die Flamme vermutlich sehr gut durch ein stationéres Flamelet-
Modell beschreiben, wahrend dies im Nahbereich, wo Verloschen auftritt, nicht ohne weiteres
moglich ist.

5.2.3 Berechnung der Stickoxide

Nachdem die Flamme vollstéindig beschrieben ist, soll nun wieder der Hauptfrage nachgegan-
gen werden, ndmlich der Berechnung von Stickoxiden. In Abb. 5.2.5 sind neben den Haupt-
spezies die Massenbriiche von Kohlenmonoxid, Wasserstoff, Hydroxyl und Stickoxid entlang
der Flammenachse aufgetragen. Die Ergebnisse fiir Kohlenmonoxid und Wasserstoff stimmen
im Rahmen der Messungenauigkeit fiir alle drei Rechenfélle sehr gut mit dem Experiment
iiberein. In den Stickoxiden sowie im Hydroxyl-Radikal liegen Abweichungen gegeniiber der
Messung vor. Dies ist im Falle der Stickoxide vermutlich auf die zu geringe Temperaturvarianz
zuriickzufithren: Die Temperatur ist nach oben hin durch die adiabate Flammentemperatur
beschréankt, d.h. eine Mdoglichkeit die Varianzen zu erhchen besteht in Schwankungen hin
zu niedrigeren Temperaturen. In einem solchen Fall wiirde die Haufigkeit “kalter” Zusténde
zunehmen, was in einer Reduktion der Stickoxide resultiert. Trotz dieser Probleme ist die
Ubereinstimmung zwischen dem errechnete NO Spitzenwert von 98 - 107% und dem gemesse-
nen von 60 - 1078 sehr gut. Beriicksichtigt man dariiber hinaus die hohe Messungenauigkeit
von bis zu 20 %, so fillt der Vergleich noch giinstiger aus, wenn man als Obergrenze fiir
den moglichen Messwert 75-107% annimmt. Im Nahbereich bis zu 30 Durchmessern Abstand
von der Brennstoffdiise passen Messung und Rechnung perfekt zusammen, da hier auch die
Temperaturvarianz sehr gut getroffen wird. Im Vergleich zur Arbeit von Raman et al. [154]
sind die hier erzielten Ergebnisse fiir NO Konzentrationen jedoch deutlich schlechter. Aller-
dings gilt es zu beriicksichtigen, dass Raman et al. [154] in ihrer Arbeit die Konzentrationen
von HyO und CO, deutlich iiberschétzen. Hier hingegen, werden die Konzentrationen dieser
Stoffe sehr gut getroffen. Dies ist von Bedeutung fiir die Stickoxidberechnung. Denn diese
Stoffe gehen iiber ihre Partialdriicke in das Strahlungsmodell ein. Eine Uberschiitzung der
Stoffkonzentration erhoht auch die Strahlungsverluste, und beeinflusst somit die errechneten
Stickoxidkonzentrationen. Eine derartiger Effekt ist bei der Arbeit von Raman et al. [154]
nicht auszuschliefen. Im Vergleich dazu erzielen Wang und Chen [180] dhnliche Ergebnisse
in den NO Konzentrationen wie hier. Allerdings verwenden diese Autoren den GRI 3.0 Me-
chanismus, der wie in Abschn. 4.2.1 erldutert, die Tendenz hat Stickoxidkonzentrationen zu
tiberschéitzen. Diese These bestétigt sich auch in der Arbeit von Raman et al. [154], die einen
Vergleich der mit dem GRI 3.0 und GRI 2.11 erzielten NO-Konzentrationen vorstellen.

Interessant an dieser Stelle ist auch ein Vergleich mit weiteren Verbrennungsmodellen, ndmlich
mit “laminarer Chemie” und dem “assumed-PDF”-Ansatz. Ein &hnlicher Vergleich wird
bereits im vorigen Abschnitt fiir die “H3”-Flamme vorgenommen. Die Ergebnisse sind in
Abb. 5.2.10 zusammengefasst. Es zeigt sich bei einem Vergleich der Temperaturverlaufe,
dass das Transportgleichungs-PDF-Verfahren in der Temperaturberechnung beiden Ansétzen
deutlich iiberlegen ist. Wahrend es die Spitzentemperatur punktgenau vorhersagt, iiber-
schéitzen die “laminare Chemie” und der “assumed-PDF”-Ansatz die Temperatur um 100 K.
Interessant ist dabei, dass alle Verbrennungsmodelle im Bereich zwischen 30 und 50 Durch-
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Abbildung 5.2.10: Vergleich von Temperatur und Stickoxiden, berechnet mit dem Tran-
sportgleichungs-PDF-Verfahren (Linie “TPDF”), “laminare Chemie” (Li-
nie “LCH”) und “assumed-PDF” (Linie “APDF”). Punkte “Exp.” stehen
fiir Messwerte [52].

messern stromab der Flamme die Temperatur iiberschétzen. Dies wiirde im Falle des Trans-
portgleichungs-PDF-Verfahrens daraufhin deuten, dass nicht alleine das Mischungsmodell
Fehler verursacht, sondern auch das Turbulenzmodell mit verantwortlich ist. Betrachtet man
nun die mit “laminarer Chemie” und der “assumed-PDF” berechneten Stickoxidverlaufe in
Abb. 5.2.10, so iiberschitzt die “laminare Chemie” die Obergrenze der Messung mit ca.
125 - 107% um einen Faktor von 1,7 und der “assumed-PDF”-Ansatz mit ca. 287 - 107% um
einen Faktor von 3,8. Diese Darstellung darf jetzt nicht zur voreiligen Annahme verleiten,
dass die “laminare Chemie” besser sei als der “assumed-PDF”-Ansatz. Vielmehr geschieht
hier ein gegenseitiges Ausloschen von Modellfehlern. Da die laminare Chemie die Fluktuation
in der Temperatur nicht beriicksichtigt, wiirde im Falle einer exakten Vorausberechnung der
mittleren Temperatur zu wenig NO gebildet werden. Dies wird im vorliegenden Fall durch die
iiberhohte Vorhersage der mittleren Temperatur, insbesondere aber durch die Uberschétzung
der mittleren Maximaltemperatur um 100 K, kompensiert, so dass die “laminare Chemie”
scheinbar das richtige Ergebnis erzielt. Der “assumed-PDF”-Ansatz versucht hingegen die
Fluktuation in der Temperatur zu beriicksichtigen und wiirde, bei genauer Vorausberechnung
der mittleren Temperatur, die Stickoxidkonzentrationen unter Beriicksichtigung der Fluktua-
tion erhohen. Da allerdings der maximale Temperaturmittelwert bereits um 100 K zu hoch
ist, trifft dies auch auf die NO-Konzentrationen zu. Letztlich bestétigt dieser Vergleich die
Notwendigkeit, Transportgleichungs-PDF-Verfahren einzusetzen, wenn man langfristig in der
Lage sein will, NO genau zu berechnen.
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5.3 Abgehobene Wasserstoffflamme (“Cabra”-Flamme)

Zum Abschluss der Modellvalidierung wird eine abgehobene Wasserstofflamme untersucht.
Als Testfall wird hier die sogenannte “Cabra”-Flamme herangezogen, die von Cabra et al. [24]
experimentell und numerisch untersucht worden ist.

5.3.1 Testfallbeschreibung und Modellierung

Der Brenner fiir die “Cabra”-Flamme ist in Abb. 5.3.1 dargestellt. Ahnlich wie bei den Bren-
nern der vorangegangenen Flamme ist der Aufbau sehr einfach. Der rotationssymetrische
Brenner besteht aus einer Brennstoffdiise mit einem Innendurchmesser von 4,57 mm im Zen-
trum. Konzentrisch dazu befindet sich ein Pilotbrenner mit einem Auflendurchmesser von
210 mm. Die Grundfliche dieses Pilotbrenners besteht aus einer perforierten Platte mit 87 %
Blockung. Die Brennstoffdiise iiberragt den Pilotbrenner um 70 mm. Als Brennstoff wird
ein Gemisch aus Wasserstoff und Stickstoff eingesetzt, welches mit einer Geschwindigkeit
von 107 m/s aus der Diise austritt, was einer auf den Durchmesser bezogenen Reynolds-
zahl von 23.600 entspricht. Im Pilotbrenner wird ein mageres Gemisch aus Wasserstoff und
Luft verbrannt und bildet einen Abgasstrom, der mit einer Geschwindigkeit von 3,5 m/s den
Brennstoffstrahl ummantelt. Der durch die Oxidation des Wasserstoffs vorgewédrmte Rest-
sauerstoff im Abgasstrom steht dann fiir die Oxidation des Brennstoffstrahles zur Verfiigung.
Aufgrund des hohen Impulses penetriert der Brennstoffstrahl zundchst den Abgasstrom und
ziindet erst stromab der Brennstoffdiise, so dass sich eine abgehobene Flamme einstellt. In
den Versuchen von Cabra et. al [24] wird eine Abhebehohe von 10 Durchmessern Abstand
vom Diisenauslass beobachtet. Zur Definition der Abhebehohe wird die Hydroxylkonzentrati-
on herangezogen und als Abhebepunkt die Stelle definiert, an der der Hydroxylmassenbruch
den Schwellwert von 600 - 107% iiberschreitet. Der Grundgedanke bei der Konstruktion des
Versuches ist es die thermochemischen Vorgénge in einer Gasturbinenbrennkammer nachzu-
bilden, d.h. das Ziinden eines turbulenten Brennstoffstromes in einem heiflen Abgasstrom.
Dabei sollte die Stromungsform moglichst einfach gehalten werden. Daher wird bewusst auf
eine Verdrallung der Stréomung wie in technischen Anwendungen verzichtet. Fiir diese Flam-
me werden in [24] unter anderem Messungen zu Temperatur und Stoffkonzentrationen von
Sauerstoff, Stickstoff, Wasserstoff, Wasser, Hydroxyl sowie Stickoxiden zur Verfiigung ge-
stellt. Fiir die Messfehler werden in [24] folgende Werte angegeben: 3 % fiir Temperatur, 3 %
fiir Stickstoff, 4 % fiir Wasser und 10 % fiir die Stickoxide sowie Hydroxyl. Der Fehler im
Sauerstoff wird am besten durch einen Fehlerbereich von £ 0,005 wiedergegeben [24]. Mes-
sungen zu Stromungsgeschwindigkeiten werden von Cabra et al. [24] nicht vorgenommen. Die
Messdaten sind digital unter [1] verfiigbar.

' Pilotbrennermatrix Brennstoffdiise

44";‘4

Luftstrom ; Luftstrom

AVYATATATEVIVIVIY, AVYATATA T VIVIVIY,

I | I

Pilotgase T Pilotgase

Brennstoff

Abbildung 5.3.1: Brenner fiir “Cabra’-Flamme (Quelle [24])
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Tabelle 5.4: Thermochemischer Zustand der Pilotgase (“Cabra”-Flamme).

Zustandsgrofe Zustandsgrofie
Temperatur 1059,10 K Massenbruch H,O  0,0651
Massenbruch O, 0,1734 Massenbruch HyO, 2,74 10710

Massenbruch O 1,94 -107'% Massenbruch HO,  2,11-107°
Massenbruch Hy  8,75-107'2 Massenbruch OH 2,38 - 1077
Massenbruch H 4,06 - 1071°

Trotz seiner technischen Relevanz hat der Testfall gravierende Schwachstellen, die seine Eig-
nung als Validierungsfall schmélern. Dies betrifft vor allem die unzureichende Dokumentation
der Randbedingungen. In der Arbeit von Cabra et al. [24] wird fiir den Brennstoffstrom ei-
ne Zusammensetzung von 25,37 vol.-% fiir Wasserstoff und 74,27 vol.-% fiir Stickstoff sowie
eine Temperatur von 305 K angegeben. Allerdings verletzen diese Angaben das Gesetz von
Dalton geringfiigig wonach alle Molenbriiche in Summe eins ergeben miissen. Hier ergibt die
Summe statt dessen 99,64 vol.-%. Geht man von einer Verdrehung der Nachkommastellen im
Wasserstoff aus und setzt 25,73 vol.-% fiir Wasserstoff und 74,27 vol.-% fiir Stickstoff an, so
ergibt sich wiederum ein konsistentes Bild. Im weiteren werden diese Werte fiir die Brenn-
stoffzusammensetzung verwendet. Weitaus problematischer sind jedoch die Unsicherheiten in
Bezug auf die Pilotgaszusammensetzung und Temperatur. Rechnungen von Masri et al. [107]
und Cao et al. [26] zeigen, dass wenige Kelvin die Abhebehohe in dieser Flamme signifikant
beeinflussen. Daneben belegen Arbeiten von Gerlinger et al. [59], dass aufler der Temperatur
auch die Anwesenheit von Radikalen einen bedeutenden Einfluss haben kann, insbesondere
Hydroxyl. In der Arbeit von Cabra et al. [24] finden sich jedoch nur Angaben zum Sau-
erstoffanteil (14,74 vol.-%), Wasseranteil (9,89 vol.-%) sowie Stickstoffanteil (75,43 vol.-%),
die sich hier zu 99,97 vol.-% summieren. Angaben zu den Konzentrationen von Radikalen
fehlen. Korrekturen dazu finden sich in [1]. Hier wird zusétzlich zu den obigen Werten eine
Wasserstoffkonzentration von 0,05 vol.-% angegeben. Dies wirft jedoch neue Fragen auf, da
in diesem Fall die Summe der Molanteile 100,02 vol-% ergibt. Daneben werden unter [1] noch
Ergebnisse einer Gleichgewichtsrechnung présentiert, die fiir den Pilotstrom eine Temperatur
von 1080 K und eine Zusammensetzung von 14,79 vol.-% Sauerstoff, 74,94 vol.-% Stickstoff,
10,26 vol.-% Wasser, 4,62-107° vol.-% Hydroxyl angeben. Da hier die Pilottemperatur be-
reits um 35 K iiber der Nenntemperatur von 1045 K liegt und somit nicht mehr im Bereich
der Messungenauigkeit, wird auch die Verwendung dieser Randbedingung verworfen. Statt
dessen wird hier ein anderer Weg zur Bestimmung sinnvoller Pilotrandbedingungen einge-
schlagen. Aus [24] ist bekannt, dass der Pilotbrenner mit einem Wasserstoff-Luft-Gemisch
bei einem Aqulvalenzverhaltms von 0,25 betrieben wird. Nimmt man fiir die unverbrannten
Gase eine Umgebungstemperatur 25°C und einen Druck von 100.000 Pa an, so lassen sich aus

Tabelle 5.5: Thermochemischer Gaszustand fiir Ziindverzugsuntersuchungen [107].

Zustandsgrofie Zustandsgrofie
Temperatur 1003,03 K Massenbruch H,O  6,13191 - 1072
Massenbruch O, 0,162326 Massenbruch Ny 0.77518361

Massenbruch Hy 1,17129-1073
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Abbildung 5.3.2: Ziindverzugszeiten verschiedener Reaktionsmechanismen [53]: “O’Conaire”-
Mechanismus (Kurve “CE”); “Peters”-Mechanismus (Kurve “PS”);
“GRI 3.0”-Mechanismus (Kurve “GRI 3.0”); Mechanismus nach Li und
Williams (Kurve “LI”); “GRI 2.11”-Mechanismus (Kurve “GRI 2.11)

einer Gleichgewichtsrechnung (adiabat-isobar) Temperatur und Zusammensetzung ermitteln.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.4 zusammengefasst. Berechnet wird das Gleichgewicht un-
ter Verwendung der Software Cantera [66]. Es zeigt sich, dass die Konzentrationen in den
Radikalen tatséchlich sehr niedrig ausfallen, allerdings kann eine Beeinflussung der Ziindung
durch einen Anteil von 0,238 - 107% an Hydroxyl nicht véllig ausgeschlossen werden. Fiir
die weiteren Rechnungen werden daher die Werte aus Tabelle 5.4 fiir den thermochemischen
Zustand des Pilotgases verwendet.

Neben den Randbedingungen bereiten auch die Reaktionsmechanismen fiir Wasserstoff deut-
liche Schwierigkeiten. In Abb. 5.3.2 sind Ziindverzugszeiten verschiedener Reaktionsmecha-
nismen bei Bedingungen zusammengefasst, die der Arbeit von Masri et al. [107] entnommen
sind (siehe Tabelle 5.5). Der thermochemische Zustand des Gases liegt nach [107] auf der
Mischungslinie zwischen dem Zustand des Pilotgasstromes und dem Brennstoffstrom. Es
zeigt sich, dass die Ziindverzugszeiten (der Zeitpunkt an dem die Temperaturdnderungsraten
ihr Maximum erreichen), in diesem Bereich extrem streuen. Beispielsweise ergibt sich un-
ter Verwendung des “GRI 3.0”-Mechanismus [167] (Kurve “GRI 3.0” in Abb. 5.3.2) die
langste Ziindverzugszeit mit ungefahr 0,061 s. Im Gegensatz dazu liefert der “GRI 2.117-
Mechanismus [19] (Kurve “GRI 2.117) eine Ziindverzugszeit von 0,007 s. Zwischen diesen
Werten liegt eine Spannbreite von einer Grofenordnung. Fiir die “Cabra”’-Flamme zeigt

Abbildung 5.3.3: Rechengebiet fiir “Cabra”-Flamme.
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Abbildung 5.3.4: Gitterauflosungen im Nahbereich der Brennstoffdiise (“Cabra”-Flamme).

sich, dass unter Verwendung der Randbedingungen aus Tabelle 5.4 mit dem “GRI 3.0”-
Reaktionsmechanismen die korrekte Abhebehthe nicht eingestellt werden kann. Statt dessen
wird bei Verwendung des “GRI 3.0”-Reaktionsmechanismus die Flamme aus dem Rechenge-
biet herausgetragen. Dies ist damit zu erklédren, dass die Flamme letztlich kinetisch kontrol-
liert ist [107] und somit besonders sensitiv auf Abweichungen in der Ziindverzugszeit reagiert.
Neben den “GRI”-Mechanismen sind in Abb. 5.3.2 Rechnungen mit dem Reaktionsmecha-
nismus nach Peters [139] dargestellt (Kurve “PS”). Dieser wird fiir die in Abschn. 5.1 vor-
gestellten Rechnungen zur “H3”-Wasserstofflamme verwendet. Abbildung 5.3.2 zeigt, dass
dieser eine Ziindverzugszeit von ca. 0,047 s liefert, die somit kiirzer ist als die des “GRI 3.0”-
Mechanismus. Allerdings liefert der Mechanismus eine langsame Warmefreisetzung, was mit
einem langsamen Temperaturanstieg verbunden ist. In den folgenden Rechnungen wird der
Mechanismus nach Li und Williams [99] verwendet (Kurve “LI”), der wie in Abschn. 4.2.2
dargestellt, gute Ergebnisse in der Stickoxidvorhersage verspricht. Dieser hat eine dhnliche
Ziindverzugszeit wie der “O’Conaire”-Mechanismus [135] (Kurve “CE”), der eine weite Ver-
breitung in der Berechnung von Wasserstoffverbrennungsvorgéngen findet.

In Abb. 5.3.3 ist das Rechengebiet fiir die “Cabra”’-Flamme dargestellt. Wie zuvor werden
die Rechnung auf Grund der Rotationssymmetrie der Flamme in einem zweidimensionalen
Segment mit 10° Ausdehnung in Umfangsrichtung durchgefiihrt. Es umfasst neben dem Pi-
lotbrenner auch ein Stiick der Pilotdiise von 50 Durchmessern Liange, um am Diisenauslass
eine ausgebildete Rohrstromung zu erzeugen. Am geschwungenen Auflenrand wird parallel
zum Brennstoffstrahl verbranntes Pilotgas in das Rechengebiet eingefiihrt. Wie in den vorigen
Fallen werden zwei verschiedene Rechengitter verwendet, um die Abhéngigkeit der Losung
von der Gitterauflosung zu untersuchen. In Abb. 5.3.4 werden die verwendeten Gitter ein-

Tabelle 5.6: Rechenfille fiir die “Cabra”-Flamme.
Fall Gesamtzahl an Zellen Anzahl an stochastischen Partikel pro Zelle

1 D7838 32
2 57838 64
3 133624 32
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ander gegeniibergestellt. Das grobe Gitter besitzt 57.838 Zellen, das feine 133.624. Um die
Unabhéngigkeit der Losung von der Diskretisierung nachzuweisen werden zunéchst die in
Tabelle 5.6 dargestellten Rechenfille untersucht. Fall 1 dient mit 32 Partikeln pro Zelle und
einer Gitterauflosung von 57.838 Zellen als Basisfall. Ausgehend von diesem Basisfall wird
zum einen die Partikelzahl unter Beibehaltung des Rechengitters auf 64 Partikel pro Zelle
erhoht (Fall 2) bzw. das Gitter bei gleichbleibender Partikelzahl verfeinert auf 133.624 Zellen
(Fall 3).

5.3.2 Berechnung der Flamme mit Standard-Modellkonstanten

Konvergenzverlaufe fiir die im vorigen Abschnitt erlauterten Rechenfille sind in Abb. 5.3.5 zu-
sammengefasst. Gestartet werden alle Rechnung von einer auskonvergierten reaktiven Rech-
nung, die mit dem “assumed-PDF”-Ansatz unter Verwendung eines Reaktionsmechanismus
nach Kathrotia [80] berechnet werden. Daher sind die Residuen des Finite-Volumen-Lésers,
dargestellt in der linken Spalte von Abb. 5.3.5, zu Beginn der Rechnung bereits auf einem
niedrigen Niveau. In allen Fillen werden zunéchst ca. 20.000 Iterationen gerechnet, bis sich
ein statistisch stationdrer Zustand einstellt. Wahrend dieser Rechendauer wird kaum eine
Anderung in den Residuen beobachtet. Ist der stationire Zustand erreicht, so wird die zeit-
liche Mittelung eingeschaltet. In den Féllen 1 und 2 wird zunéchst mit einem Gewichtungs-
paramter von 500 gearbeitet. Um eine bessere Glattung zu erzielen wird dieser spéter auf
NTA, . = 5.000 erhoht, was das weitere Absinken der Residuen erklért. Im Fall 3 wird von
Anfang an mit einem Gewichtungsparameter von 5.000 gearbeitet, weshalb nur eine Stufe in
den Residuenverldufen zu beobachten ist. Insgesamt bewirkt die zeitliche Mittelung ein Ab-
sinken des globalen Residuums um drei Gréf8enordnungen. Neben den Konvergenzverldufen
sind rechts im Bild auch die Standardabweichungen in der Partikelmasse dargestellt (siehe
Abschn. 5.1 zur Definition). Es zeigt sich auch hier, dass eine hohere Partikelzahl bzw. ein
feineres Gitter den Fehler in der Konsistenz des Verfahrens reduzieren. Betrégt im Fall 1 der
Fehler im Mittel 0,088 %, so senkt eine Verdoppelung der Partikelzahl diesen auf 0,064 % ab.
Die Gitterverfeinerung senkt die Fehler in der Konsistenz im gleichen Mafie auf 0,06 %. Der
Einfluss der zeitlichen Mittelung auf die Konsistenz féllt dagegen gering aus. In allen Féllen
bewirkt die zeitliche Mittelung kaum eine Anderung im Konsistenzfehler. Es wird in den
Féllen 1 und 2 lediglich eine “Glattung” des Fehlers beobachtet, wenn die zeitliche Mittelung
aktiv ist. Auf die mittlere Grofle des Fehlers hat die Mittelung jedoch keinen Einfluss.

Berechnungsergebnisse entlang der Achse dieser Strahlflamme sind fiir alle drei Rechenféllen
in Abb. 5.3.6 dargestellt. Die Rechnungen werden hier zunéchst mit den Standardmodell-
konstanten durchgefiihrt, d.h. mit einer Mischungsmodellkonstanten von C; = 2 sowie mit
Schmidtzahlen von 0,7. Das Diffusionsmodell wird hier nicht verwendet, da die Strémung
hoch turbulent ist und molekulare Mischung gegeniiber der turbulenten eine vernachléssigbare
Rolle spielt. Dariiber hinaus wird auch Strahlung vernachléissigt, da die maximalen Tempe-
raturen in dieser Flamme mit ca. 1500 K moderat ausfallen. Fiir das k-e-Modell werden die
Standard Modellkonstanten geméafl Abschn. 2.3 verwendet. Es zeigt sich, dass mit diesen Mo-
dellkonstanten die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Messung schlecht ausfillt. Die
Reaktionszone liegt zu weit stromauf, was sich insbesondere am Maximum der Hydroxylkon-
zentrationen festmachen lésst. Dies liegt in der Rechnung bei 20 Durchmessern Entfernung
vom Diisenauslass, in der Messung bei 30 Durchmessern Entfernung. Auch die Absolutwerte
stimmen nicht gut iiberein, was allerdings auch am Reaktionsmechanismus liegen kann. In
der Rechnung wird eine Maximalwert von 1500 - 1076 ermittelt, withrend die Messwerte bei
1000-107% liegen. Das verfriihte Einsetzen der Reaktionen macht sich auch im Temperaturver-
lauf sowie in den Hauptspezies Wasserstoff und Wasser bemerkbar. In der Rechnung erreicht
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Abbildung 5.3.5: Konvergenzverlauf und RMS Fehler in der Partikelmasse (“Cabra”-

Flamme).

die Temperatur ihren Maximalwert bei 25 Durchmessern Entfernung, bevor sie durch das
Einmischen kiihlerer Umgebungsgase absinkt. In der Messung wird das Maximum hingegen
bei 30 Durchmessern erreicht, d.h. weiter stromab. Auch féllt der Temperaturabfall weniger
stark aus als in der Rechnung. Qualitativ folgt der Wassermassenbruch dem Temperaturver-
lauf, d.h. dessen Profil ist im Vergleich zur Messung in Richtung Brennstoffdiise verschoben.
Durch die Verschiebung der Reaktionszone wird Wasserstoff in der Rechnung zu schnell abge-
baut, wodurch entlang der Flammenachse insgesamt zu niedrige Wasserstoffmengen berechnet
werden. Auffillig ist im Wasserstoffverlauf insbesondere die Abweichung direkt an der Brenn-
stoffdiise. Zwar liegt hier die Wasserstoftkonzentration im Rahmen des Messfehlers, dennoch
scheint die Abweichung darauf hinzudeuten, dass die Angaben zur Brennstoffzusammenset-
zung in der Arbeit von Cabra et al. [24] fehlerhaft sind. Durch diese Abweichungen f&llt auch
die Berechnung der Stickoxidkonzentrationen schlecht aus. Statt der experimentell gemesse-
nen Stickoxidwerte im Bereich von 2 - 107% ergeben sich maximal 0,3 - 107%. Sicherlich spielt



5.3 Abgehobene Wasserstoffflamme (“Cabra”-Flamme) 131

auch die Genauigkeit des Reaktionsmechanismus im Temperaturbereich zwischen 1000 K und
1500 K eine Rolle, was bereits in Abschn. 4.2.2 demonstriert wird. Ohne Messdaten zu lami-
naren Flammen in diesem Temperaturbereich lésst sich diese These jedoch nicht iiberpriifen.
Es muss aber davon ausgegangen werden, dass die schlechten Ergebnisse bei der Berechnung
des thermochemischen Feldes wesentlich zu der schlechten Ubereinstimmung im NO bei-
tragt. Um einen Ansatz zur Verbesserung der Rechenergebnisse zu finden ist es hilfreich, den
Sauerstoffverlauf auf der Flammenachse nidher zu betrachten. Bis zu einer Entfernung von
10 Durchmessern vom Diisenauslass ist die Ubereinstimmung gut, dann jedoch steigt in der
Rechnung der Sauerstoffgehalt stéarker an als in der Messung. Im Durchschnitt iiberschéatzt
die Rechnung die Messung um einen Faktor zwei. Die Ursache dafiir ist vermutlich, wie zu-
vor bei der “H3”-Flamme, in einer zu starken Ausbreitungsrate des Brennstoffstrahles zu
suchen. Dadurch wird die Menge an zugemischten Frischgas {iberschétzt, was die zu ho-
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Abbildung 5.3.6: Favre-Mittelwerte entlang der Flammenachse (“Cabra”-Flamme) [53].
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Abbildung 5.3.8: Falschfarbendarstellung des Favre-gemittelten OH Massenbruch (“Cabra’-
Flamme). Rechnung mit dem Standardsatz an Modellkonstanten [53].
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hen Sauerstoffgehalte entlang der Flammenachse hervorruft. Um dies zu iiberpriifen, sind in
Abb. 5.3.7 die Favre-Mittelwerte der Temperatur fiir alle drei Rechenfille iiber dem Radius
aufgetragen. Im Nahbereich, bei einem Durchmesser Entfernung, ist die Ubereinstimmung
zwischen Messung und Rechnung sehr gut. Weiter stromab (zwischen 8 und 10 Durchmes-
sern Entfernung) beginnt die Rechnung an der Achse bei einem Radius von 0 m bereits von
der Messung abzuweichen. Bei 11 und 14 Durchmessern wird schliellich die Flamme durch
den Temperaturanstieg sichtbar. Die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Messung ist
jedoch schlecht, da die Reaktionszone in der Rechnung weiter aulen sitzt. Dies ist auf die
zu hohe Ausbreitungsrate des Brennstoffstrahls zuriickzufithren, die durch das k-e-Modell
verursacht wird. Dies bleibt nicht ohne Auswirkungen auf die berechnete Abhebehohe. Setzt
man fiir die Abhebehohe die Definition nach Cabra et al. [24] an, ndmlich den Punkt, an
dem der OH-Massenbruch den Wert von 600 -10~° erreicht, dann ergibt sich in der Rechnung
eine Abhebehohe von 12,5 Durchmessern. Dagegen wird in der Messung eine Abhebehthe
von 10 Durchmessern beobachtet. Der Sachverhalt ist in Abb. 5.3.8 dargestellt. Dabei ist
erstaunlich, dass auf der Symmetrieachse die berechnete Flamme verglichen mit dem Expe-
riment stromauf in Richtung der Brennstoffdiise verschoben ist. Dies liefle eine zu geringe
Abhebehohe erwarten. Dieser Widerspruch lisst sich ebenfalls durch die Uberschétzung der
Ausbreitungsrate erklaren. Wie aus Abb. 5.3.8 deutlich wird, ziindet die Flamme in der Scher-
zone zwischen dem Abgas- und Brennstoffstrom, wo sich eine Reaktionszone ausbildet. Die
Ausdehnung dieser Reaktionszone in Richtung des Brennstoffdiise ist letztliche mafigeblich
fiir die Abhebehohe der Flamme. Erhoht sich die Ausbreitungsrate des Brennstoffstrahles
durch Modellfehler im Turbulenzmodell, so nimmt die Menge an eingemischten, kiihleren
Frischgasen zu. Die Warmefreisetzung am Rand der Reaktionszone reicht dann nicht mehr
aus, um das Gasgemisch so weit aufzuheizen, dass es ziindet. Dadurch nimmt entlang der
Scherzone die Ausdehnung der Reaktionszone ab und die Abhebehohe wird grofer.

5.3.3 Berechnung der Flamme mit korrigierten Modellkonstanten

Um die Berechnungsergebnisse zu verbessern, miissen hier die Modellparameter angepasst
werden. Basierend auf den Erfahrungen mit der “Sandia-D”-Flamme wird die C,;-Konstante
des k-e-Modells auf 1,53 und die Mischungsmodellkonstante C auf 3,5 erhoht. Wie ein Ver-
gleich der Variablenverldufe in den Abbildungen 5.3.6 und 5.3.7 gezeigt hat, liefern alle drei
Rechenfille identische Ergebnisse. Somit ist die Diskretisierung im Basisfall (Fall 1) als aus-
reichend anzusehen und die Parametervariation wird nur fiir diesen Rechenfall durchgefiihrt.
Konvergenzverliufe fiir diese Parameterstudie sind in Abb. 5.3.9 dargestellt. Der Konver-
genzverlauf sowie der Fehler in der Konsistenz dhnelt dem von Fall 1. Eine Ausnahme ist
der sprunghafte Anstieg in den Residuen bei Iteration 23.200, der auf einen Neustart der
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Abbildung 5.3.9: Konvergenzverlauf und RMS Fehler in der Partikelmasse (Parametervaria-
tion “Cabra”-Flamme).

dynamischen Mittelung zuriickgeht. Der Gewichtungsparameter wird auf einem Wert von
NT A = 5.000 gesetzt. Wie zuvor (siehe Abb. 5.3.5) macht sich die zeitliche Mittelung
nur in den Residuen des Finite-Volumen-Losers bemerkbar. Auf den Konsistenzfehler hat
die zeitliche Mittelung kaum eine Auswirkung. Der Fehler bleibt wie im Fall 1 konstant auf
einem Wert von 0,08 %. Die Abhebehohe mit den neuen Modellparametern lisst sich aus
Abb. 5.3.10 ablesen. Im Gegensatz zu den Rechnungen mit dem Standardwerten wird nun
die experimentell gemessene Abhebehohe mit 10 Durchmessern genau getroffen. Dariiber
hinaus &dndert sich auch die Flammenform signifikant. Im Vergleich zur Darstellung 5.3.8
ist die Flamme schmaler und lénglicher. Dies bleibt nicht ohne Auswirkung auf die Profi-
le entlang der Flammenachse. Diese sind fiir die Temperatur und die Konzentrationen in
Abb. 5.3.11 zusammengefasst. Die Erhohung der Modellkonstanten bewirkt insgesamt eine
signifikante Verbesserung der Ergebnisse. Der Verldufe der Temperatur sowie des Wasser-
massenbruches folgen nun deutlich besser den Messwerten. Insbesondere fallen die Profile
hier nach Erreichen des Spitzenwertes nicht schlagartig ab, wie in Abb. 5.3.6. Stattdessen
vollziehen sie nun einen langsamen Ubergang, was den gemessenen Verhéltnissen sehr nahe
kommt. Lediglich bei 30 Durchmessern Entfernung zeigt sich eine leichte Uberschitzung der
Temperatur, was auf eine verfriihte Ziindung hindeutet. In diesem Bereich ist auch die Abwei-
chung zwischen errechneten und gemessenen Wasserstoftkonzentrationen am grofiten. Trotz-
dem ist deren Ubereinstimmung sehr gut. Insbesondere verbessern sich durch die Anpassung
der Modellkonstanten die Werte fiir den Sauerstoffmassenbruch. Wahrend mit den Standard
Modellkonstanten der berechnete Sauerstoffmassenbruch um bis zu Faktor zwei iiberschéatzt

Massenbruch OH: 0  0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001 0.0012 0.0014

X-I/D =10

0 001 002 003 004 005 006 007/ 008 009 01 0.11 0.12
x[m]

Abbildung 5.3.10: Falschfarbendarstellung des Favre-gemittelten OH Massenbruch (“Cabra”-
Flamme). Rechnung mit angepassten Modellkonstanten [53].
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wird, stimmt er mit angepassten Konstanten mit der Messung sehr gut iiberein. Lediglich
zwischen 10 und 20 Durchmessern treten noch leichte Abweichungen auf. Dass mit der Kon-
stantenmodifikation auch die Ausbreitungsrate des Brennstoffstrahles besser getroffen wird
belegt die Auftragung der Temperatur iiber dem Radius. Diese ist in Abb. 5.3.12 dargestellt.
Man erkennt sofort, dass bei 11 und 14 Durchmessern Entfernung die Position der Flamme
deutlich besser wiedergegeben wird, als durch die Rechnung mit den Standardkonstanten.
Der Anstieg in der Temperatur wird richtig wiedergegeben. Auch stimmt, im Gegensatz zu
den Ergebnissen in Abb. 5.3.7, an allen Position die Temperatur an der Flammenachse mit
der Messung iiberein. Der einzige Punkt, an dem signifikante Abweichungen beobachtet wer-
den, ist bei 10 Durchmessern Entfernung, d.h. beim Ziinden der Flamme. In der Rechnung
tritt hier bereits die Ziindung ein, wiahrend dies in der Messung noch nicht der Fall ist. Trotz

1650 T T T T T T T T T T T T 0,16
1500
1350 | II 01y T
g 1200 | -
5 1050 | s
© ©
€ 900 | 1008 9
o | b
% 750 E.
— 600
4 0,04 Q\'
450 I
Experiment e
300 Rechnung —
150 $ $ l + $ $ $ $ 0
_ {008 _
T 002} =
e i
(&) (8]
> >
S a8
c c
D] (]
2 0,04 a
‘U - T 1 CU
g oo =
N (V]
T @)
0 } } } $ 0
4 0,0015
© 2t I —
= o
" e
§ :
E t ) 1 0001 B
5 1 :
S 2
A 1t I I 4!
(1] I =
CE.) { 0,0005 T
> @)
*
O _l....:'.'f - 1 1 1 1 1 1 0

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Dimensionslose axiale Koordinate [-] Dimensionslose axiale Koordinate [-]

Abbildung 5.3.11: Favre-Mittelwerte entlang der Flammenachse (“Cabra”-Flamme). Rech-
nung mit angepassten Modellkonstanten [53].
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Abbildung 5.3.12: Favre-Mittelwerte der Temperatur an verschiedenen radialen Positionen
(“Cabra”-Flamme). Rechnung mit angepassten Modellkonstanten [53].
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der Verbesserung in den Ergebnissen sind die Ubereinstimmungen in den Zwischenproduk-
ten OH und NO méBig. Im OH wird durch die Anpassung der Modellparameter der Verlauf
besser wiedergegeben, der Maximalwert wird allerdings weiterhin iiberbestimmt. Groéflere
Abweichungen sind immer noch in den Stickoxiden zu beobachten. Zwar bewirkt die Modell-
parameteranpassung einen Anstieg im berechneten NO-Massenbruch auf einen Spitzenwert
von 0,4 -107°, allerdings werden die Messwerte damit noch immer deutlich unterschéitzt. Ei-
ne mogliche Ursache kénnen Fehler bei der Berechnung der Fluktuationen sein. Um dies zu
iiberpriifen sind in Abb. 5.3.13 die Standardabweichungen der Temperatur sowie von Sauer-
stoff, Wasserstoff, Wasser, Hydroxyl und Stickoxid aufgetragen. Diese Standardabweichungen
weisen noch einen verhéltnisméfig grofen statistischen Fehler auf Grund der geringen Anzahl
an Partikeln pro Zelle auf. Dennoch stimmen insbesondere fiir die Temperatur, die einen ent-
scheidenden Einfluss auf die Stickoxidbildung hat, die Standardabweichungen sehr gut mit
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Abbildung 5.3.13: Standardabweichungen entlang der Flammenachse (“Cabra”-Flamme).
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der Messung iiberein. Ahnliches gilt auch fir die Hauptspezies, die durch den statistischen
Fehler sehr stark verrauscht sind. Die Groflenordnung der Messwerte kann dennoch sehr genau
wiedergeben werden. Daher ist dies als mogliche Ursache fiir die Ungenauigkeiten im Stick-
oxid auszuschlieBen. Eine weitere mogliche Fehlerquelle ist die immer wiederkehrende Frage
nach den Reaktionsmechanismen. Wie bereits mehrfach diskutiert, kann der verwendete Re-
aktionsmechanismus sehr groBe Fehler im Stickoxid bewirken. Eine Uberpriifung dieser These
gestaltet sich insbesondere bei diesem Testfall als schwierig. Eine Anderung des Mechanismus
bewirkt eine Anderung der Ziindverzugszeit und somit eine Anderung der Abhebehéhe. Diese
fithrt dazu, dass sich bei einem Austausch des Reaktionsmechanismus auch die Struktur der
Flamme signifikant dndert. Somit geht die Vergleichbarkeit verloren. Es zeigen sich bei dieser
abgehobenen Flamme letztlich die Grenzen des Transportgleichungs-PDF-Verfahrens. Zwar
vermag es durchaus sehr gute Ergebnisse erzielen. Allerdings werden durch die Giite des Tur-
bulenzmodelles und des Reaktionsmechanismus Grenzen gesetzt. An diesen Stellen zeichnet
sich somit bereits das Verbesserungspotenzial ab: Zum einen durch hoherwertigere Ansétze
zur Turbulenzmodellierung und zum anderen durch eine Verbesserung der Reaktionsmecha-
nismen. Die beiden genannten Punkte fithren zu Fehlern die in der gleichen Groflenordnung
liegen.
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6 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersucht die Eignung des Transportgleichungs-PDF-Verfahrens zur
Berechnung von Stickoxiden in turbulenter Verbrennung. Zu diesem Zweck wird die Trans-
portgleichung der thermochemischen Verbund PDF formuliert, welche Enthalpie und Zu-
sammensetzung beinhaltet, um den thermochemischen Zustand einer chemisch reagierenden,
turbulenten Stromung zu beschreiben. Die mittleren stromungsmechanischen Gréfien werden
in dieser Arbeit mittels eines RANS-Ansatzes unter Verwendung des Standard k-e-Modells
bestimmt.

Ein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit ist die softwaretechnische Implementierung ei-
nes Verfahrens zur Losung der PDF-Transportgleichung. Grundlage des hier verwendeten
Berechnungsverfahren ist die diskrete Darstellung der dichtegewichteten PDF (der Massen-
dichtefunktion MDF) durch stochastische Partikel im physikalischen Raum sowie im ther-
mochemischen Zustandsraum. Die zeitliche Evolution der stochastischen Partikel in diesen
Réumen ist in einem Lagrange’schen Bezugssystems durch stochastische Differentialgleichun-
gen gegeben, deren Koeffizienten aus der MDF-Transportgleichung folgen. Unter Verwendung
einer groflen Anzahl an stochastischen Partikel lassen sich mit Hilfe dieses Lagrange’schen
Monte-Carlo-Verfahrens Erwartungswerte thermochemischer Variablen ermitteln. In dieser
Arbeit wird ein numerischer Loser implementiert, der die stochastischen Differentialgleichun-
gen 16st. Dies umfasst insbesondere die Implementierung von Methoden zur Integration der
Chemie, der Mischung im thermochemischen Zustandsraum sowie des Transportes im phy-
sikalischen Raum. Ein weiterer wesentlicher Punkt ist die Parallelisierung der Methode, die
hier mittels einer Partitionierung iiber die stochastischen Partikel erfolgt. Dieser Loser wird in
einem hybriden Verfahren mit dem Finite-Volumen-Loser THETA des Deutschen Zentrums
fiir Luft- und Raumfahrt gekoppelt, der mittels der Dichte sowie der molekularen Viskositit,
die vom Lagrange’schen Monte-Carlo Verfahren zur Verfiigung gestellt werden, das gemit-
telte Stromungsfeld sowie die turbulenten Zeit- und Langenskalen berechnet. Diese Grofien
werden wiederum an das Lagrange’sche Monte-Carlo Verfahren zuriickgegeben.

Wie bereits erwahnt, wird das Transportgleichungs-PDF-Verfahren in dieser Arbeit zur Stick-
oxidberechnung verwendet, da es die Wechselwirkung von Chemie und Turbulenz sehr genau
zu beschreiben vermag. Dennoch treten auch hier Terme auf, die einer Modellierung bediirfen
und die gleichzeitig bei der Verbrennung eine wichtige Rolle spielen. Dies betrifft insbesondere
die konditionierte molekulare Mischung, deren Modellierung bei Transportgleichungs-PDF-
Verfahren grofie Schwierigkeiten bereitet. In diesem Punkt leistet diese Arbeit einen wichtigen
Beitrag, indem ein Modell vorgestellt wird, welches den Effekt von molekularer Diffusion und
Wirmeleitung besser erfasst als herkommliche Ansétze. Insbesondere kann mit diesem An-
satz differentielle Diffusion beriicksichtigt werden, die bei turbulenten Wasserstofflammen
von zentraler Bedeutung sein kann. Der Modellansatz fiithrt auf der Ebene der stochastischen
Differentialgleichungen zu einer Driftgeschwindigkeit im thermochemischen Zustandsraum,
die fiir eine Anderung in den Mittelwerten gemif der mittleren Diffusion sorgt. Im Gegen-
satz zu bestehenden Ansétzen von McDermott et al. [111] und Viswanathan et al. [178], die
ein dhnliches Modell fiir LES/FDF bzw. LES/PDF Verfahren ableiten, wird dieser Modellan-
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satz gezielt fiir die Anwendung in RANS/PDF Verfahren entwickelt. Wesentliches Ziel ist es
hier, eine laminare Losung fiir den Mischungsschritt in RANS/PDF Verfahren “einzubetten”,
d.h. dass bei verschwindender Turbulenz der Mischungsprozess durch molekulare Mischung
dominiert wird. Ein solcher Ubergang ist theoretisch auch mit den LES Verfahren von Mc-
Dermott et al. [111] und Viswanathan et al. [178] moglich, sofern in der LES der Tensor der
Feinstrukturspannungen beim Ubergang in eine laminare Stromung verschwindet. Allerdings
zielen die Arbeiten [111, 178] primér auf die Modellierung des Uberganges einer LES in eine
DNS ab, was im RANS Kontext dieser Arbeit nicht moglich ist (in einer RANS werden alle
Léangen- und Zeitskalen der Turbulenz modelliert). Dariiber hinaus unterscheidet sich der hier
entwickelte Modellansatz von den Arbeiten [111, 178] durch die Art der Implementierung des
Modelles. Wéhrend in [111, 178] die gemittelten Diffusionsgleichungen gelost werden, ergeben
sich hier fiir jedes stochastische Partikel individuelle deterministische Driftgeschwindigkeiten,
die vom thermochemischen Zustand eines Partikels abhdngen. Somit ist dieser Ansatz zum
Zeitpunkt dieser Arbeit neuartig und wird hier durch Flammenrechnungen erprobt. Dariiber
hinaus belegen Modellrechnungen an einem turbulent durchstrémten, beheizten Kanal, dass
dieser Ansatz den Bereich der Relaminarisierung zu beschreiben vermag. Er bietet daher
auch die Moglichkeit, in Transportgleichungs-PDF-Verfahren Wandwérmeiibergéinge zu mo-
dellieren, was insbesondere fiir die Schadstoffberechnung in geschlossenen Brennrdumen von
grofler Bedeutung ist.

Zur Berechnung von Stickoxiden in turbulenten Flammen sind Reaktionsmechanismus not-
wendig, welche neben der eigentlichen Verbrennung die chemische Bildung von Stickoxiden
beschreiben. An Hand laminarer Gegenstromflammen durchgefithrte numerische Untersu-
chungen zeigen, dass die verwendeten Reaktionsmechanismen in ihrer Genauigkeit grofle Un-
terschiede aufweisen. Fiir einen einfachen Brennstoff wie Wasserstoff kénnen in der gleichen
Flamme durch den Reaktionsmechanismus um einen Faktor drei zu hohe oder zu niedrige
Stickoxidemissionen berechnet werden. Abweichungen um einen Faktor zwei werden sowohl in
Wasserstoff- als auch in Methanflammen héufig festgestellt. Es bleibt festzuhalten, dass eine
weitere Verbesserung der Reaktionsmechanismen im Hinblick auf die Genauigkeit der NO-
Konzentrationen erforderlich ist. Dariiber hinaus belegen alle laminaren Flammenrechnungen,
dass der thermische Bildungspfad, der in den meisten industriellen Anwendungsrechnungen
als einziger NO-Bildungspfad eingeht, bei den hier untersuchten Bedingungen ungenau ist,
selbst bei Temperaturen um 2000 K. Daher ist in den hier untersuchten Féallen die Verwen-
dung detaillierter NO-Mechanismen notwendig, die alle Bildungspfade beriicksichtigen.

Um die Eignung des Transportgleichungs-PDF-Verfahrens zur Stickoxidberechnung in tur-
bulenten Flammen zu bewerten, aber auch um das hier implementierte Verfahren insgesamt
zu validieren, werden drei verschiedene turbulente Strahlflammen berechnet, die sich sowohl
im Brennstoff als auch in ihrer Komplexitiat unterscheiden. Zunéchst wird eine im Hinblick
auf die Brennstoffoxidation gleichgewichtsnahe Wasserstofflamme berechnet, anschliefend
eine pilotierte Methan-Luftlamme, die bereits die Tendenz zum Verloschen aufweist. Zum
Abschluss wird eine kinetisch kontrollierte, abgehobene Wasserstoffflamme untersucht. In
allen Rechnungen wird die Abhéngigkeit der Losung von der numerischen Diskretisierung
iiberpriift. Dabei zeigt sich, dass es moglich ist, eine von der Diskretisierung unabhéngige
Losung zu erzielen. Der Vergleich zwischen berechneten Stromungsgréfien und Messungen
dient der Uberpriifung der physikalischen Richtigkeit der Rechenmodelle. Insgesamt wird in
allen StromungsgréBen eine gute Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Messung erzielt,
d.h. sowohl in den Erwartungswerten der Variablen als auch in den Standardabweichungen.
Dies bestétigt die physikalische Richtigkeit der verwendeten Modellierungsansétze. Dariiber
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hinaus beweisen Streudiagramme, dass das hier neu eingefiihrte Diffusionsmodell in der La-
ge ist, differentielle Diffusion abzubilden. Somit stellt dieses Diffusionsmodell in der Pra-
xis eine Verbesserung der Mischungsmodellierung dar. Im Hinblick auf die Berechnung von
Stickoxiden lassen sich durch das Transportgleichungs-PDF-Verfahren in allen Flammen gu-
te Ergebnisse erzielen. Insbesondere zeigt sich, dass das Transportgleichungs-PDF-Verfahren
im Vergleich zu klassischen Methoden, wie etwa dem “assumed-PDF”-Ansatz oder der “la-
minaren” Chemie, deutlich bessere Ergebnisse erzielt. Letztere Verfahren weisen bereits bei
der Berechnung der mittleren Stromungsgrofien schlechtere Ergebnisse auf, insbesondere in
der Spitzentemperatur, die zum Teil um mehr als hundert Kelvin iiberschitzt wird. So-
mit ist es einleuchtend, dass ein temperatursensitiver Schadstoff wie NO mit diesen Verfah-
ren nicht genau berechnet werden kann. Die durchgefithrten Rechnungen decken allerdings
auch Verbesserungspotenziale im Transportgleichungs-PDF-Verfahren auf. Die Anpassungen
von Turbulenz- und Mischungsmodellkonstanten, wie sie teilweise notwendig sind, zeigen,
dass bei der Modellierung der Turbulenz sowie der molekularen Mischung noch Bedarf zur
Verbesserung besteht. Es sei an dieser Stelle hervorgehoben, dass es sich hier nicht allein
um ein Defizit in der Mischungsmodellierung handelt, sondern auch der Turbulenzmodellie-
rung. Mischungsmodelle arbeiten in der Regel mit dem turbulenten Zeit- und Léngenmafl
und sind daher darauf angewiesen, dass diese Groflen gut modelliert werden. Daher miissen
zukiinftige Anstrengungen darauf ausgerichtet sein, neben der Mischungsmodellierung auch
die Turbulenzmodelle weiter zu entwickeln. Insgesamt zeigt diese Arbeit jedoch, dass der
Transportgleichungs-PDF-Ansatz der richtige Weg fiir die Berechnung von Stickoxiden ist,
insbesondere wenn langfristig NO-Emissionen im “single digit ”-Bereich berechnet werden
sollen.
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A Berechnung des Erwartungswertes mit
der diskreten MDF

Im folgenden soll gezeigt werden, dass der Favre gemittelte Erwartungswert einer beliebi-
gen Funktion f der Zufallsvariablen ¢ dem massengewichteten Ensemblemittelwert iiber
Npeey fiktiven Partikeln entspricht. Ausgangspunkt fiir diese Herleitung ist die Definition
des Favre-Mittels, namlich f = (p f) /{p). Berechnet man zunichst den dichtegewichteten
Erwartungswert mittels der diskreten MDF', so ergibt sich

(0 iy = /¢ T @) P

= [ W) o ma - ¢") bz -a) ay

=S £ () 6 (@ — 2)

Da nach Gl (2.4.39) die MDF der Erwartungswert der diskreten MDF ist, gilt fiir obigen
Erwartungswert

(0 )= i)
d.h.

f)= <Zm f(e™) 6 (z —m<“>>>

Mittelt man diese Beziehung rédumlich iiber ein kleine, statistisch homogene Volumenzelle
[148], so erhélt man

(55 m 1 (4)
(p f)= v

_ Npee <mn f (¢(n))>
‘/;ell

Analog wird hier mit der Konsistenzbedingung, Gl. (2.4.40), verfahren. Eine rdumliche Mit-
telung liefert

(S me)
<p> B ‘/iell

_ NPcell <mn>
‘/cell
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Somit gilt fiir den Favre-Mittelwert

T (e f(8))
_ {ma f (™))
<mn>

S m £ (6)

Npcenl
Zn:l mn

Im letzten Schritt werden die Erwartungswerte durch Ensemblemittelwerte nach Gl. (2.4.16)
ersetzt. Somit ist gezeigt, dass das Favre-Mittel nach Gl. (2.4.41) dem massengewichteten
Ensemblemittelwert entspricht.
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B SchlieBung der turbulenten
Konvektion

Im folgenden sei nun die Umformung des Modells nach Gl. (2.4.59) (siehe Seite 57) zur
Schliefung der turbulenten Kovektion dargestellt. Nach dem Modellansatz gilt

(W19) Fo = (o) Drgm (%)

Die Modellgleichung liasst sich nun weiter umformen

o () oo (i ()

- 107, %,00)
= T(<p> oz ()2 axa)

07y  Fo Dr0{p)

= —Dr 0%, (p) Oz,

_8(DTﬁ¢) 8DT ﬁ(ﬁ DT 8<p>
B 0z, + 7 0z, N (p) Oz,
_ _9DrFy)  Fs [, ODr o 9p)
R TR P A et

I(DrFy)  Fy0(p)Dr)

Um noch auf die Form von GIl. (2.4.60) zu gelangen, muss der letzte Ausdruck nach z,
differenziert und {iber a summiert werden. Man erhélt unter Verwendung der Einsteinschen
Summationsvereinbarung

0 " T\ —

8_350[ (el ¥) Fs) 02,07, 0,

o (B.0.1)

(D7) 9 (234000
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C Einfluss der differentiellen Diffusion
auf die MDF

Um den Einfluss der differentiellen Diffusion auf die MDF zu untersuchen sei folgende Mo-
dellgleichung betrachtet

T = g Vo) (C.0.1)

In dieser Gleichung wie auch in den nachfolgenden Gleichungen wird die Einsteinsche Sum-
mationsvereinbarung verwendet. Des Weiteren sei hier der rdumliche konvektive Transport
vernachléssigt, was bei der mittleren Kontinuitédtsgleichung zu

o)

o 0

fithrt. Die Dichte wird somit als konstant angenommen. Die diffusiven Driftgeschwindigkeiten
Vi sind durch die Gln. (2.4.70) und (2.4.71) als Funktionen der Zusammensetzung gegeben,
wenn die Laplace-Operatoren fiir Temperatur und Zusammensetzung als zeitlich konstant
angenommen werden. Damit ldsst sich Gl. (C.0.1) analytisch losen. Es gilt

0%, | 0
g % (VerFg) =
L0Fy |, 0T WVa
L W Wt
_0F 0%, av¢k _

= — . .0.2
o T Ver 90, 0 4 (C.0.2)

Diese Gleichung ist eine quasilineare partielle Differentialgleichung, deren Lésung nach Cou-
rant und Hilbert [36] durch das folgende System gewohnlicher Differentialgleichungen gegeben
ist

iy
dﬁ(ﬁ . 8V¢k o
S a7 (C.0.5)

Gleichung (C.0.5) gilt der lings der Charakteristik, die durch Gleichung (C.0.4) gegeben ist. S
steht fiir einen Parameter, der nach Gl. (C.0.3) als die Zeit identifiziert wird, d.h. § =t —t,.
Mit dieser Identitdt kénnen die Gln. (C.0.4) und (C.0.5) in zeitabhéngige Differentialglei-
chungen tiberfiithrt werden

Ay

o = = Vyi , (definiert die Charakteristik) (C.0.6)
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dﬁqs . _8V¢k
dt Oy

F4 (langs der Charakteristik). (C.0.7)

Die Losung von Gl. (C.0.6) ist die Charakteristik 1 (¢;40)[36], welche von der Zeit ¢, den An-
fangsbedingungen %, und der analytischen Form der diffusiven Driftgeschwindigkeit V(1)
abhéngt. Auf dieser Charakteristik kann die gewohnliche Differentialgleichung (C.0.7) durch
Trennung der Variablen gelost werden. Mit der Anfangsbedingung %4 = %, (v, to) erhilt
man letztlich auf der Charakteristik folgende Losung fiir die MDF

O =S ) 7,
S = SR st)
= Zy Wit = Fa oo (- [ FE@@war) . oy
Aus Gl (C.0.1) lasst sich die zeitliche Entwicklung der Favre-Mittelwerte herleiten. Es gilt
0%, = ai (VorTs) i
5 (Foti) = — o Vi Foth) + 50 V7o
2 (Pa p 1) = =0 (ViaPo p ) + 8uVn($) Pa s
= [ G Ppv) b= [ S Va P Wt [ Valw) Papdb . (C09)
Mit der Beziehung [151]
<0
o (PR de=0 . (C.0.10)

wobei f eine willkiirliche, “gutartige” Funktion bezeichnet, kann Gleichung (C.0.9) weiter
vereinfacht werden

<0
/8t<P¢pwz )= [ Vath) P b
= 2 (4p0) = (Vi )

1 8 <V¢>z’ p)
9 ({pdi)\ _ Vei p)
i@(@) (o)
jaa(ii =V . (C.0.11)

In den letzten Umformungen wird obige Form der gemittelten Kontinuitatsgleichung genutzt.
Analog wird verfahren, um die Gleichung fiir die zeitliche Evolution der Kovarianzen herzulei-
ten. Gleichung (C.0.1) wird mit dem Produkt der Fluktuationen gegeniiber dem Favre-Mittel
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multipliziert

0F, 0 . _
= |:W -+ W (V¢k/¢ [77/)1 1/JJ

[% r 2 (V¢,k,%)]
)
:>Q (Fthith;) — ¢j% (Fphi) — Gzzg (Forbj) +

— & i — & U5+ By ¢i| =0

07 S50

0 0
(VorFy) Vithy — (VouFo) Gjthi — (VauTp) G5

(92# e

0
8% (VorZs) s = 0

0 ~ -9 OFy~ ~
=»4/ww»—%ac%wwwrwﬁw»+§%@@

31/1

0

+ o= o (VarFsbitpy) — w (Virhs) VorF g

9, ;

8@0 (V¢kf¢¢z) ¢J ;/fb ¢Jv¢kf¢

) ' 9 _
" Via o) i+ 520V 5 (VarF) B3 =0

= [ LG w5 [ 2z a
o [ Gy e [T 250 w
+ / h a?b (VT sthit;) dap — / wz@D])Vqus dip
- / ) az (VaZstbs) dip 35 + / awl Vi T i

+ /oo B (VorFp) dip 60 =0

¢7, VorF o dip

:/w% (Fothirhy) d:/:—%/w% (Foipi) dip
_@/ — (Fat) d¢+/mw¢’¢z

—/ (0jk0s + 0irt;) Vo Ty dap +/ 85k VT i

¢; dip

+ / 810V Ty dih = 0

Ip)~

= 2 (p0i)) — By ((p60) — By (1p6)) + 3288~ 6WVase) — (6, Vi)

+ 65 (Vgip) + 6 (Viip) = 0

j% ((pgigj)) — %% ((poi)) — a¢j

3¢z

)
(p01) — Bi ((p5)) — 2 (o)
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+ %tp)azaj <p¢z>

+ ¢ (Viip) + ¢z‘ <V¢jp> = 0
;‘% ({pdi5)) — i (@ <p¢i>> 9 (;51- <p¢j>>

a<:0> (b - a(bz
+ W@ﬁqu] —Z < >¢z

+6; (Vi) + ¢i <V¢jp> = 0
=2 (p6:0) — = (34060) = = (B4002) + = ()63,
— (0iVyip) — (DiVaip) + &5 (Voip) + di (Voip) =0
=0 (0605) ~ 8, (00 — 3 (py) + ()33
— &) V¢JP> <(¢j - @)V¢¢p> =0

(9% 8@

(pd)y) (D:iVip) — (D3 Vaip)

<>¢ (DiVaip) — (PiVsip)

—(
#% (poi65 — dipdi — Gipd; + pic; ) = ( (01 = GVasp ) + (65 = 6)Varr)
= (005 = 3063 = 3)) = {(6: = 3 Vasn) + (65— 5)Varp)
ég (pt60- 3006, =3 = 25 (64~ BV + 1 (64~ Vi)
é& (6797) = 61Ves + 05V - (C.0.12)

Damit ist die Anderungrate der Kovarianzen ebenfalls gegeben. Es gilt zu beachten, dass diese
Null wird, sobald die diffusiven Driftgeschwindigkeiten unabhéngig von der Zustandsraumva-
riablen werden, wie in den Arbeiten von McDermott et al. [111] und Viswanathan et al. [178].
In diesen Fall kann die diffusive Driftgeschwindigkeit aus der Mittelung auf der linken Seite
herausgezogen werden und es verbleibt das Favre-Mittel einer Favre-Fluktuation, das Null
ist.
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D MDF Mischungsterm bei gleichen
Diffusionskoeffizienten und Lewiszahl

eins

Im Folgenden wird die Beziehung (2.4.61) hergeleitet. Es gilt (Einsteinsche Summationsver-

einbarung)

0pi
0z, )

0 1 0
o%; (<Eaa:a (pD

0)7:) =55 ((or, (0522)

0)%)

0 0 0p;
a¢% (< (PD axa)

o /0
~ o <8xa (pD

))")
96\ o,
B )F)

Damit wird die MDF auf die momentane PDF zuriickgefithrt. Weitere Umformungen fithren

zu

0 0 0o, , 0 0 0o, 0¢; OP;
8¢i<8xa (pDaxa)P¢>:a¢i<axa (pDax p¢) pDaxQWD
9 001 06; OF;
B O <3$a < ) (‘91,‘@ 0%, 00 >
0 < 0 < 8gz§, >+ Ekzﬁi ;i (9P<;>
8¢ 0z, 0z 04 O,
~(ar, (0 8@ap)>+< D o)
0z, 0z, 0 8xa 0o 0Y;0v;
5 (P ) )+ (s (Peceen))
0 0x, 00; 0,00, 04 0o ¢
9% 99;
< 0%, 0T, P¢) >

O*(pDPy)

8ma0xa

;0 (

e (7
() (o
(%

(s

> (o, (P¢’ éZD)»

9% 99
O0x, 0, P¢> >

01,02, + 0,

52 6; 06,
T 5000, < Do an.h ¢>
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0? 0

)
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0z,

(2 le)r)



152MDF Mischungsterm bei gleichen Diffusionskoeffizienten und Lewiszahl eins

+

+

+
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;01
32
02,,0T,

06, 99,
0%, 0T q
0
0x,

»)%)
(5o
¢> 2% ¢)
( < 10(pD)

p Ox,

)7)
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(pDPy) +
o2 06: 06,

D
a¢]awl << 0a:a aﬂ:a
0? 0
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02,0T, (DFy) + 0x,

0? D 0¢; 09;
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o)
)7)

Vernachlassigt man schliellich die konditionierte Ableitung der Dichte multipliziert mit dem
Diffusionskoeffizienten, so erhélt man die gesuchte Beziehung.
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E Erzeugung normalverteilter Zufallszahl

Fiir die numerische Darstellung des Wiener-Prozesses im physikalischen Raum sind drei nor-
malverteilte Zufallszahlen notwendig mit Erwartungswert null und der Kovarianzmatrix d;;.
Die PDF dieser Verteilung ist durch folgende Gaussverteilung gegeben

! = exp (—W) . (E.0.1)

P¢>(¢17 2/j27 7/J3) =

27)?

Diese Verteilung ergibt sich durch das Produkt von drei unabhéngigen Gaussverteilungen der
Form

P¢(¢)=\/12—7TeXp (—%2) : (E.0.2)

Das Problem reduziert sich somit auf die Erzeugung von drei einzelnen normalverteilten
Zufallszahlen, die im Verbund der Verteilung Gl. (E.0.1) gehorchen. Auf Rechner liegen
iiblicherweise Zufallszahlgeneratoren vor, die gleichverteilte Pseudo-Zufallszahlen erzeugen.
Im Grunde ist es moglich eine einzige gleichverteilten Zufallszahl  in eine normalverteilte 7 zu
transformieren. Dazu ist jedoch die Auswertung des inversen Gausschen Fehlerintegrals not-
wendig, was aufwendig ist [106]. Eleganter ist es das Box-Mueller Verfahren zu benutzen, um
durch die Kombination von zwei gleichverteilten Zufallszahlen 6; und 6, eine normalverteilte
Zufallszahl zu erzeugen. Die Transformationsvorschrift lautet in diesem Fall [153]

1 = +/—2In(0;) cos(2mhy) . (E.0.3)

Die Giiltigkeit dieser Vorschrift wird im folgenden bewiesen. Ausgangspunkt ist zunéchst die
Definition einer Zufallszahl v zu

Y=
wobei v, und v, sich aus den gleichverteilten Zufallszahlen 6, und 65 zu

Y1 =/ —2In(6,) (E.0.4)
V2 = cos(2m0s) (E.0.5)

errechnen. Die PDF von 9 ist somit die PDF eines Produktes von zwei Zufallzahlen, d.h.

P¢><¢) = P¢(”Yl ’72) )

die nach [64] zur Verbund-PDF P(v1,72) von 7, und 7, wie folgt in Beziehung

o0

Py(n 72) =/ P(y1,%/m) % dy (E.0.6)

—o0 | 1|

Um also die Verteilung von einem Produkt zweier Zufallszahlen zu kennen, muss zunéchst
deren Verbund PDF bekannt sein. Da die Zufallszahlen +; und 7, statistisch unabhéngig sind,
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kann deren Verbund PDF als Produkt der PDF's von ~; und v, ausgedriickt werden, d.h.

P<717’72) = P(%) P(%) .

Diese stehen wiederum zu den PDF's von #; und 6, wie folgt in Beziehung [153]

00;
P(v)=P6;,) |—| ,
() =P |5
wobei die Gleichverteilung durch
1 0<6; <1,
P(6;) =
0 sonst

gegeben ist. Um die Transformation durchzufithren, muf fiir die Berechnung von 06;/9v; 0;
als Funktion von 7; bekannt sein, d.h. die Gleichungen (E.0.4) und (E.0.5) miissen umgeformt
werden. Es gilt

Y1 = —21H(91)

2
= 61 =exp (—%)

= ()
=m exp (=

Y2 = cos (2 m 0y)

omn

sowie

1
= 0y = 5, arecos (72)
1 1
27 /1-93

Mit diesen Ableitungen ergibt sich fiir die PDFs von v und 7,

72
P(y1) = exp (—%) :
1 1

P(1) = =— ———.
) =5 e

und somit letztlich fiir die Verbund PDF
1 712 a!
P — _ L
(71, 72) 5~ CXP ( i )

Einsetzen in Gleichung (E.0.6) liefert schliellich die gesuchte PDF fiir ein Produkt zweier
Zufallszahlen.

o0

M%w:&wz/fwwmp$ml

—00 ’ 1’
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<1 v? 1
— P,(¢) = — 1 d
o) /OOMGXP( 2) _w_2!%| o
77
1 77\ sign(y1) v/ 73
= Py(¥) —/mﬂ exp (—71) 7%11 Wl dmn
S hw) = [ L e ()
’ w2r P\ 2 ) g
= Py(¢y) =2 OOLGXP(—ﬁ> ik dm
p 2T 2 )\ -2
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= Py = W /Oooexp(—z) \/;_Z 2 d
= P,(¢) = w V2 /0 exp (—2z) 277 dz
= Py(p) = 22/ (;f2/2> V2T (%)

= py) = P2 CR)

> ) - 22U

Somit ist das Produkte v; 72 normalverteilt.



156 Erzeugung normalverteilter Zufallszahl




157

F Zufallszahlerzeugung gemal3
Dreiecksverteilung

Im folgenden wird die Transformationsgleichung (3.1.5) hergeleitet. Nach [153] gilt
|P(0) db| = |P(n) dn| . (F.0.1)

Dabei bezeichnet P(6) die durch Gl. (3.1.4) abschnittsweise definierte PDF der “dreiecks-
verteilten” Zufallszahl 6. P(n) ist die PDF einer Gleichverteilung und ist durch folgende
Gleichung gegeben

1, 0<n<1,
P(n) = (F.0.2)

0, sonst .

Da beide PDF's positiv sind und ferner 6 eine monoton wachsende Funktion von 7 ist (siehe
Gl. (3.1.5)), konnen in der obigen Differentialbeziehung die Betréige entfallen [151]. Damit

ergibt sich
0 A n
| péydi= [ P aq

0
:/‘wamzn.

Da die PDF P(#) nach Gl. (3.1.4) abschnittsweise definiert ist, muss auch obiges Integral fiir
die Falle 6 < ¢y und 6 > ¢, abschnittsweise gelost werden. Im ersten Fall (6 < ¢,/) ergibt
sich

’ 200 — ¢1) -
/¢L (¢r — o) (M — &L) 6 =n

(0 — L) B
“lon—o0)ou— 1)
=60+ Vo = o) (on — d0n =6, n < =EE (F.03)
R — OL

wobei die Ungleichung fiir  aus der Bedingung 6 < ¢, folgt.Umgekehrt folgt fiir den zweiten
Fall (6 > ¢ )

oM 200 — ¢ . o 2 2(0 — dur) A

0 — 9 =

/L (¢r — oL)(drr — OL) a0+ /¢M ¢r— 01  (ér — OL)(OrR — dur) b=
(6 — ¢r)* _

(Pr — &) (dM — ¢1)

=0r — V/ (0r — 0L)(0r — Ou)(1 — 1) =6, 772% ,
R— 0L

=1 -

(F.0.4)
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wobei dhnlich wie zuvor die letzte Ungleichung fiir  aus der Bedingung 6 > ¢, folgt. Damit
sind die in Abschn. 3.1.2 gegeben Transformationsregeln nach Gl. 3.1.5 hergeleitet.
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G San Diego NO Mechanismus

Im folgenden sind die Geschwindigkeitskoeffizienten fiir die Vorwéartsreaktionen des San Diego

Mechanismus [4] gemifl Gl. 2.2.35 gegeben.

Tabelle G.1: Reaktionsschema der NO Bildung (San Diego Mechanismus [4]).

Ay [em, mol, s] ng [-]  Eyy [cal/ mol]

1 NH; + M= NHy; + H+ M 2,2.1016 0 93451,20
2 NH; + H = NH; + Hy 6,4-10° 2,39 10038,20
3 NH; + O = NH, + OH 9,4-106 1,94 645315
4  NHs; + OH = NH, + H,0 2.04-10° 2.04 478,01
) NH; + H+= NH + H, 4-1013 0 3585,09
6 NH, + O = HNO + H 9,9-10'4 -0,5 0

7 NH, + OH = NH + H50 4-106 2 956,02
8 HoNO + O = NHy + O, 7,5-1013 0 0

9 NH,; + NO — Ny 4+ H,O 2-10% -2.6 717,02
10 NH; + NO = NyH + OH 9,3-101 0 0

11 NH+H+= N+ Hy 1-1013 0 0

12 NH+O+=NO+H 9,2-1013 0 0

13 NH + OH = HNO + H 4-10%3 0 0

14 NH + OH = N + H,O 5-10% 0,5 1912,05
15 NH + O, = HNO + O 4,6-10° 2 6453,15
16 NH+NO=N,O+H 2,94-10 -0,4 0

17 NH + NO = N, + OH 2,2-1013 -0,23 0
18" HNO + M= H + NO + M 1,5-10'6 0 48757,20
19 HNO + H = NO + H, 4,4-101 0,72 478,01
20 HNO + OH = NO + H,O 3,6-1013 0 0

21 H;NO 4+ M = HNO + H+ M 5-10'6 0 49952,20
22 H,NO + H = NH, + OH 5-1013 0 0

23 N+ 0, =NO+0 6,4-10° 1 6214,15

IEffektivitit der StoBpartner: No:2 Og: 2 HyO: 10 Hy: 2. Alle anderen Stoffe eins.
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24 N+ OH = NO + H 3,8-1013 0 0

25 N+NO=N,+O 3,3-1012 0,3 0

26 NoH =N, + H 1108 0 0

27 NoH + H=N, + H, 1.10% 0 0

28 NoH+O=N,0+H 1101 0 0

29  N,H + OH = N, + H,0 5-1018 0 0

30 NyO +M =N, + O +M 1,6-10'2 0 62619,50
k ko 3,08-101 0 56644,36

31 N,O+H=N,+ OH 2,23.101 0 16730,40

32 N,O + O = NO + NO 2,9-1013 0 2294460

33 N,O + OH = N, + HO, 2.1012 0 9799,24

34 NO, +M=NO+O+M 11016 0 65965,60

35 NO + HO, = NO, + OH 2,1-1012 0 478,01

36 NO, + H = NO + OH 3,5-1014 0 1434,03

37 NO, 4+ O = NO + O, 1-10%3 0 478,01
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