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ZUSAMMENFASSUNG VIl

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die Schwingungémrmer elastischer Schalen im Rahmen

der linearisierten Elastodynamik im energieerhaltenden Fall untersucht. Insbesondere wird ei-
ne dimensionsreduzierte Beschreibung (mit Hilfe des Koiterschen Modells) der Schalenbewe-
gungen gegeben, wenn der Dickenparameter sehr klein wird. Erstmals wird nachgewiesen, dal3
die Schwingungen der dreidimensional ausgedehnten Schale aus den Schwingungen der Mittel-
flache, bis auf angebbare Fehler, rekonstruiert werdaendn. Dazu wird unterschieden, ob eine
Schale im biege— oder dehnungsdominanten Zustand schwiingtiela ersten Fall gelingt die
Rechtfertigung des Koiterschen Modell durch die Bhrung einer langsamen Zeit unainigig

von der Form der Mitteliche. far dehnungsdominante Schwingungen kann das Koitersche Mo-
dell nur fur Schalen mit positiv gekimmter Mittelfiche gerechtfertigt werden.

Das mathematische Werkzelig tine Rechtfertigung der Dimensionsreduktion in der Schalen-
dynamik wird durch die Theorie der Hamiltonschen Systeme bereitgestellt. Weseitlidarf
Erfolg ist der Ausbau einer Approximationstheorie in Hamiltonschen Systemen. In dieser Arbeit
geschieht dies mit Hilfe der sogenannten Fast—Poisson—Abbildurigemelche ein mathemati-
sches Fundament gebaut wurde.

Abstract

The subject of this thesis is an investigation of vibrating thin linearly elastic shells in the con-
servative case. In particular, the behavior of the shell’'s motions is described when the thickness
parameter tends to zero. It turns out that Koiter’s model, governing the motion of shell's middle
surface is convenient for an approximation of motions inside the three dimensionally extended
shell. This approximation property is proved by constructing explicit error bounds with respect

to the thickness parameter. The error bounds are given separately for bending and membrane do-
minated vibrations. In the first case, the dynamics is a slow one and the results hold true for any
shape of the middle surface. The membrane dominated vibrations correspond to a fast dynamics
of the shell and the error bound is sharp only for elliptic shells.

The underlying mathematical tools are taken from the theory of hamiltonian systems. Based on
the concept of the almost Poisson mappings, an approximation method in hamiltonian systems
is established.






Kapitel 1

Einleitung

Der Gegenstand dieser Arbeit ist die Analyse von Schwingunganet elastischer Schalen im
Rahmen der linearisierten Elastodynamik. Diedf& 2= ist im folgenden ein dimensionslo-

ser Dickenparameter der Schale. In dieser Arbeit interessiert insbesondere die Beschreibung der
Schalenbewegungen, wennsehr klein wird. Die betrachtete Schale wird zum Zeitpunkt Null
einer Verschiebung und Geschwindigkeit in jedem ihrer Materialpunkte unterworfen. Es wird
davon ausgegangen, dal3 sich die Schale vorher ignliciien Zustand befindet, d. h., der elasti-
sche Korper ist nicht bereits vorgespannt. Daiiternehmentifr positive Zeiten die elastischen
Krafte die Rolle einer Rckstellkraft. Insbesondere wird hier von energieverzehrenden Mecha-
nismen, wie von der Reibung und Temperaturésgen abgesehen. Damit sinag fortschrei-

tende Zeiten Vibrationen destdipers um seinen riatichen Zustand zu erwarten. Das physika-
lische Problem besteht darin, aus den Anfangsdaten die Lage der Materialpunkte, sowie deren
Geschwindigkeiten zu einem beliebigen Zeitpunkt anzugeben. Eine Verallgemeinerung dieser
Aufgabe ergibt sich, wenn man ziglich zeitlich abhngige Belastungen durch Volumen- und
Oberfchenkéafte in Betracht zieht. Hiervon wird abgesehen, da dies einerseits den Charakter ei-
nes Hamiltonschen Systems zérsh wirde, und andererseits ist das Ziel, den einfachsten Fall

zu verstehen. Das soll den Begifffigendynamilerlautern.

1.1 Das Reduktionsproblem

Wenn ¢ nur klein genug ist, liegt es wegen der Kontinuumshypothese [32] nahe, die aktuelle La-
ge eines jeden Materialpunktes in der Schale aus der aktuellen Lagaathesten Punktes in der
Mittelflache zu rekonstruieren. Der Gegenstand des Reduktionsproblems in der Theoge d
elastischer Krper ist also die strenge Rechtfertigung eines assoziierten dimensionsreduzierten
Problems. Insbesondere versteht man darunter eine Konvergenzaiisddgeihgen des dreidi-
mensionalen Ausgangsproblems. Ein weitere@atzigher Punkt, der vor allem den Anwender
interessiert, ist die Angabe einer Fehleralggzting fir die Approximation.

Hierbei sollte betont werden, dal3 als Ausgangspunkt beim Reduktionsproblem stets ein dreidi-
mensionaler, wenn aucliidner Korper betrachtet wird. Die Bewegung selbst hat dabei dem Ha-

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

miltonschen Prinzip [24] zu folgen. Sicherlicldknen bereits im Ausgangspunkt physikalische
oder mechanische Annahmen getroffen werden, so @bgadie Gol3enordnung der Verschie-
bungen selbst.

1.2 Hauptresultate und Gliederung

Das Reduktionsproblem konntigrfSchalen aus homogenem, isotropem Material im Rahmen der
linearisierten Elastodynamik zufriedenstellend geliverden. Es wird gezeigt, daf3 mit Hilfe des
Koiterschen Modells, vergleichHgl, bis auf kleine Fehler die Rekonstruktion der Bewegung der
dreidimensional ausgedehnten Schale gelingt. Wegen der Anwesenheit vonangeniskalen
(eine grof3e in der Mittelfiche, eine kleine in der Dickenrichtung) in der Schale, ist es sinn-
voll, das Reduktionsproblem auf zwei Zeitskalen getrennt zu diskutieren. In der langsamen Zeit
T = et ist der Approximationsfehler von der &enordnung:/> in der H' —Norm fur die
dicke Schale. Die Gitigkeit der Approximation erstreckt siéiber Zeitent der G3enordnung

1/e fur e — 0. Siehe hierzu den Satz 7.1.10 auf Seite 98. flatte Mittelfachen ist das Er-
gebnis korrekt ohne Einscimkung auf deren Form.UF die schnelle Dynamik, d. h. , in der
unskalierten Zeit ist der Approximationsfehler von der Ordnung und die Approximation

gilt fur Zeitent der GBRRenordnungl fur € — 0. In der vorliegenden Arbeit kann der Beweis
hierzu nur fir sogenannte elliptische Schalen erbracht werdenili@arhinaus ist der Fehleiirf

die Transversalkomponente nur in det —Norm der dicken Schale. Siehe hierzu den Satz 7.2.11
auf Seite 99.

Die gewahlte Methode, welche zum Erfolgtirt, benutzt einen neuen Zugang zu Approximatio-
nen in Hamiltonschen Systemen. Es handelt sich dabei um das Konzept der sogeRasirten
Poisson—Abbildungemiese sind erstmals in& ScovEL [22] und in GE, KRUSE& M ARS-
DEN [21] eingefihrt. Die explizite Konstruktion einer solchen Approximatignden Schalenfall
gelingt mit dem sogenannten Direktoransatz, vergleiche ab Seiig Diefails.

1.2.1 Kurzbeschreibung der Approximation

Es bezeichneu(e, t) die zu approximierenden Verschiebungsfelder der betrachteten Schale,
deren Ausgangsforriber  := w x (=1, 1), w C R? parametrisiert ist. & ausreichend
kleine ¢ > 0,  := (y, x3) Mit y € w und z3 € (—1, 1) setze

i¢(e, @, t) :==C(y, t) +ewsC(y, t) + (e23)°C(y, t) + (e23)°¢(y, 1) - (1.1)
Die GrolRen¢ und ¢?,p =1, 2, 3, besitzen die Gestalt

Es gilt die Summationskonvention. Griechische Indizes und Exponenten (ausgenoijmen
getbren zu {1, 2}, lateinische dagegen z{l, 2, 3} . Mit {a,(y), a2(y)} ist eine kovariante
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Basis der Tangentialeberig,S an die Schalenmittefiche S bezeichnet. Der Vekton®(y)

ist der Normalenvektor arf,,S . In der vorliegenden Arbeit gilt(3(y, t) = 0. Diese Wahl
ist im Kapitel 6 erutert. Waren alle anderen Eirétge auf der rechten Seite von (1.1) frei, so
wirde (1.1) zu einer sogenannt8chalentheorie mit elf Freiheitsgradéahren. In der vorlie-
genden Arbeit sind allerdings nur die drei Komponenten 4w, ¢) frei. Die Felder ¢!, ¢?
und ¢3 werden in diesem Zusammenhang &thalendirektoretezeichnet. Diesedamgen ex-
plizit von {(y, t) und dessen Ortsableitungen ab. Die Schalendirektoren sind talgedies
gegebene((y, t) bekannt. Der genaue Zusammenhang ist im Kapitel 6, Abschnitt arerkl
Mit

(A¢) (e, z, t) = (j¢) (e, =, 1)+ U(e, ¢, =, 1) (1.2)

ist die typische Approximation bezeichnet. Mif ist hier ein Randkorrektor bezeichnet. Dieser
ist so zu vahlen, dal3

(jC(e, ¢, x, t)+U(e, x, t)) ‘awx(_u) =0

gilt, und dal’ zur Herstellung der Verschiebufi§j in der Schale ausreichend wenig Energie
verbraucht wird. Mehr Details zur Wahl der Randkorrektoren sind im Kapitel 6, Abschnitt 4 und
Kapitel 7 beschrieben.

Mit der Approximation aus (1.2) gelingt es z. Biridie langsame Dynamik ein Resultat folgender
Gestalt zu erhalten.

Gegeben seierii” > 0 und Anfangsbedingungeifarf das Ausgangsproblem, die eine geeignete
Asymptotik in ¢ aufweisen, siehe hierzu die Hypothese 7.1.1.

Dann:

e Es lassen sich Anfangsbedingungébdr w ) fur das Koitersche Modell konstruieren.

e Das Koitersche Modell besitzt zu diesen Anfangsbedingungen genau @ned.(°(<t)
(fur alle Zeiten).

e Es existiert eingy, > 0 und eine Konstant& > 0, so dalR @éir das zu approximierende
Feld w die Absclatzung

lu(e, et) — A (et) ] ) < Cel/s (1.3)

HHl(

furalle e € (0, eg) und allet € [0, T'/<] qilt.

Eineahnliche Abschtzung gilt auchiir die zugebrigen Geschwindigkeitsfelder. Resultaig f
die schnelle Dynamik sind gleichen Typs.

Die Absclatzung (1.3) stellt also eine Rechtfertigung einer Schalentheorie mit elf Freiheitsgra-
den dar. Problematisch ist jedoch die Tatsache, dal3 die Approximatigh(<¢) in (1.3) die
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Randkorrektoren en#ft. Von diesen &nnen neben der Existenz noch einige wichtige Eigen-
schaften gewonnen werden, nicht aber eine vetretbar einfache Gleichungen zur deren Bestim-
mung. Es liegen aber gégend Erkenntnisse vor, um zu zeigen, daf3 das sogenannte Kirchhoff-
Love—Feld der gleichen Fehlerabatiung geiigt, wie A°(*(st) selbst. Es gilt auch

|u(e, et) — ukw (e, CE(gt))HHl(Q) < Ce/P (1.4)

unter gleichen Bedingungen wie in (1.3). Dabei gilt
i, (¢, ¢°(7)) = ¢(7) — ex3(Ga (1) + UIG5(7))a”

Mit b° sind die gemischten Komponenten desikimungstensors der Schalenmittetfie be-
zeichnet. Das Symbdl im Index kennzeichnet die kovariante Differentiation auf derselben.

Der gewahlte Zugang weist das Koitersche Schalenmodell aus als ein geeignetes zur Beschrei-
bung der Schalendynamik. Es kann nicht geschlossen werden, dal3 dieses Modell das einzige mit
dieser Eigenschatt ist. S@knte z. B. Nagdhis Schalenmodell, siehe [48] zur selben Erkenntnis
fuhren. Das Koitersche Modell ergibt sich in der nachfolgenden Analyse aus dem dreidimen-
sionalen Modell, ohne zaszliche Annahmen heuristischer Natur. Eine solche Herleitung des
Nagdhi—Modells ist mir nicht gelungen.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dald zur Herleitung von (1.4) im allgemeinen mindgdtens
Freiheitsgrade* erforderlich sind. Meine Vermutung ist, dal3 eine Herleitung von (1.4) mit we-
niger als,elf Freiheitsgraden® nur danndaglich ist, wenn man z@dzliche Informationen hat,
etwailber die Spannungsverteilungéber die Schalendicke odéber die Schalengeometrie.

1.2.2 Weitere Ergebnisse

Ein weiterer Aspekt ist die Tatsache, dal? das Koitersche Modell selbstéirggsdbdrter Natur

ist. Wenn Losungen singélr gesbrter Probleme mittels asymptotischer Entwicklungen approxi-
miert werden, so wird typischerweise versucht, die auftretenden Grenzschichten zu extrahieren.
In der vorliegenden Arbeit wird hiervon abgesehen. Insbesondere wird dadurclogiichmer
Typwechsel der zugrundeliegenden Differentialgleichung im Koiterschen Problem vermieden.
Das erkart zum Teil die Konverenzaussag@ fSchalen beliebiger Mitteliche. Daiiber hin-

aus scheint die Grenzschicht des Koiterschen Modells den dominanten Teil der Grenzschicht
des Ausgangsproblem so gut zu approximieren, dafd keine explizite Berechnung von weiteren
Grenzschichtprofilen erforderlich ist. Aus technischeiir@@len werden lediglich Randkorrekto-

ren bertigt.

Der Nachteil des geihlten Zugangs liegt im Aufwand, gzise Abschtzungenir die lbheren
Sobolevnormenifr Losungen des Koiterschen Problems nachzuweisen. Insbesondere mul} die
¢ —Abhangigkeit explizit kontrolliert werden. Das ist der Inhalt des Kapitels vier.

Die mathematische Abhandlung der genannten Ergebnisse ist im wesentlichen in den Kapiteln
zwei, vier, sechs und sieben enthalten. Der Inhalt des Kapitels zwei befal3t sich mit der Ap-
proximation in Hamiltonschen Systemen. Der erste Teil davon behandelt &gkchkeit, den
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Fast—Poisson—Abbildungen ein mathematisches Fundament zu bauen. Der zweite Teil befal3t
sich mit hinreichenden Bedingungen, welche die Fast—Poisson—Eigenschatft sichern. In der Klas-
se der semilinearen Probleme mit ausreichend flachen Nichtliatarikbnnen die Ergebnisse

von KIRRMANN, SCHNEIDER & M IELKE [27] und MIELKE & SCHNEIDER[47] herangezogen
werden, siehe hierzu Kapitel 2, Abschnitt 3. Offen bleibt der quasilineare Fall. Trotz nur schwa-
cher Voraussetzungen an diédungen des zu approximierenden Problems, ist es nicht gelungen,
fur die geometrisch nichtlineare Elast&#iim Dreidimensionalen eine rigorose Approximation

zu konstruieren.

Die Kapitel drei bis sieben sind der Schalentheorie im Rahmen der linearen Elastodynamik ge-
widmet. Die Hauptergebnisse sind die oben genannten. Dabei ist zu betonen, dal3 die einzigen
Inputdaten aus der Geometrie der Schale, deren Einspannung und den Anfangsdaten bestehen. In
der vorliegenden Arbeit ist der Fall der sogenannten harten Einspannung diskutiert. Die Methode
ist aber auchifr andere seitliche Randbedingungen geeignet.

Wegen ders —Abhangigkeit der bsungen des Koiterschen Problems sind die Kapitel vier, sechs
und sieben von technischen Einzelheiten gghrWesentlichiir das Versindis des Zugangs ist

der Abschnitt§2.3.3 aus dem Kapitel zwei, dort insbesondere die IdEn®.35). Aus den rest-
lichen Kapitel ist die Verbindung zwischen dem Koiterschen Modell und der dreidimensionalen
Elastizitat uneréf3lich. Damit ist die Beweisidee der Haugdtze in den Abschnittei7.1.3 und
§7.2.3 ersichtlich.

1.2.3 Bemerkungen

Es ist schwierig, einen Vergleich mit anderen Arbeiten auf diesem Gebiet zu ziehen. Gemes-
sen an der Zahl der \@ffentlichungenuber die Statik von Platten— und Schalenproblemen,
gibt es relativ wenige Arbeiten zu deren Dynamik im Rahmen mathematischer Literatur. Die
meisten davon befassen sich &atislich nicht mit dem Zusammenhang zum Bewegungsgesetz
eines dreidimensionalerudnen Korpers. Vielmehr werden zweidimensionale Modelle studiert,
die mit heuristischen Annahmen geometrischer und mechanischer Natur ad hoc hergeleitet sind.
Veroffentlichungen, die sich taashlich mit der Konvergenz der dreidimensionalen zu einer zwei-
dimensionalen Dynamik bei Platten und Schalen béftigien, sind sehr rar. Das bisher einzige,

mir bekannte rigorose Ergebnigrfdie Plattendynamik wurde vonA®ULT [51] publiziert. Dort

wird unter anderem ein Modellif die Biegeschwingung von Platten hergeleitet, das eine Rotati-
onstagheit enthlt. Im Zusammenhang mit der Schalendynamikssen die Arbeiten von X0

[60, 61, 62] ervdhnt werden. Die bisher einzig erschienene Arbeit aus dieser Serie befalit sich
mit der Dynamik linearelastischer elliptischer Schalen. Die dort benutzte Methode erlaubt zwar
eine Konvergenzaussage, aber keine Fehleraitwahg.

Im Gegensatz zu den genannten Publikationen, wird in der vorliegenden Arbeit ein hoher Anteil
an Mechanik miteinbezogen. Es stellt sich heraus, daf} alle relevantfeisaus der Scha-
lentheorie, welche eine mechanische Interpretation erlauben, wesentlich bessere Eigenschaften
aufweisen, als die von der Mechanik losigkn. So tritt das Rimomen auf, dal3 bestimmte
Kombinationen von Ableitungen klein sind, obwohl dés flie zugrundeliegenden Funktionen
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nicht gezeigt werden kann. In diesem Sinne folgen die Beweise an entscheidenden Stellen der
Schalenmechanik.



Kapitel 2

Eine Approximation in Hamiltonsystemen

Die zentrale Rolle in diesem Kapitel spielt ein abstrakter St eine Approximation in Ha-
miltonsystemen, siehe Satz 2.2.2 auf Seite 17. Der Anstofiihigeht auf die Arbeiten von 6

& SCOVEL [22] und CGg, KRUSE & M ARSDEN [21] zurlick. In der letzteren wurde ein neues
Konzept, idamlich das der Fast—Poisson—Abbildungen, benutzt, um dimensionreduzierte Model-
le dunner elastischer &per herzuleiten. Dortige Ergebnisse sind jedoch nur formaler Natur. Im
ersten Teil dieses Kapitels sind die notwendigen Definitionen und Eigenschaften unendlichdi-
mensionaler Hamiltonsysteme zusammengetragen. Im zweiten Abschnitt wird égliehkeit
aufgezeigt den Fast—Poisson—Abbildungen ein mathematisches Fundament zu bauen. Als eine
Konsequenz ergibt sich der zentrale Satz 2.2.2. Da sich dessen wesentliche Voraussetzungen,
namlich eine sogenannte Fast—Poisson—Eigenschaft von Approximationen, relativ technisch ge-
staltet, werden im dritten Abschnitt hinreichende Bedingumglfese bereitgestellt. Hierbei wird

die Verbindung zur Arbeit von MELKE & SCHNEIDER [47] hergestellt. Es wird gezeigt, daf3
mindestens im semilinearen Fall der Zugang in [47, 27] den hier vorliegenden umfal3t.

2.1 Abstrakte Hamiltonsysteme

In der sgateren Anwendung wird die Hamiltonsche Struktur der Elastodynamik [55] hyperela-
stischer Materialien [13] benutzt. Daher werden zuerst einige Grundbegriffe émgefie fir

das Versindnis der Methode notwendig sind. Mehr Details zu den folgenderuAusgigen fin-

det man in MARSDEN & HUGHES resp. MARSDEN & RATIU [41, 42], insbesondere in den
Kapiteln 5 resp. 2. Es geht darum, die Maschinerie der Hamiltonsysteme mit endlich vielen
Freiheitsgraden auf unendlichdimensionale Systemigbantragen. Einscgige Hinweise und
Anwendungen findet man etwa in [41, 42] sowie in [49, 45, 31].

2.1.1 Grundlegendes Material

Als erstes werden die symplektischen Formen auf Ba@achen eingefhrt.

7
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Definition 2.1.1 Es seiX ein Banachraum. Eine bescémnkte Bilinearform
O: A xX—-=R

nennt man genau dann eisehwache symplektische Fommf X', wenn sie schiefsymmetrisch
und schwach nichtentartet ist, d. h. , wenn

(i) O(u, v) = —-0O(v, u) Vu,ve X und
(ii) (@(u,v):O wu«) = u=0

gilt. Das Paar (X', ©) wird als Phasenraurader auch alsymplektischer Banachraubezeich-
net.

Fur einen beliebigen Banachraugi mit dem (topologischen) Dualraur@”’ schreibt man die
Dualpaarung

(«,): X'xX—>R mit (2, z)=2a'(x) V'eX zecX.

Soll spezifiziert werden, auf welchem Raum die Dualform gebildet wird, so schreibt man auch

<‘7'>X-

Notation 2.1.2 Es bezeichnerV und V zwei reflexive Banachume, wobeiV dicht in V
liegt und die EinbettungV — V' stetig ist.

Die BezeichnungV soll darauf hindeuten, daf dies der Raum der Impulse ist.
Beispiel
a) SetzeX := V x V' und definiere
O: XxX—-R mit
@((q17p1>’ (q27p2>) = <p27 q1>V - <p17 q2>V . (21)

Dann ist © eine schwache symplektische Form alf. Ein solches® nennt man auch
kanonische symplektische Farm

b) EsseiX :=V xV .Falls(-,-): V x V — R eine symmetrische, schwach nichtent-
artete Bilinearform ist, dann ist

O: XxX—-R mit
@((u,u), ('v,'iz)) = (0,u) — (u,v) (2.2)

eine schwache symplektische Form atf Ist V' sogar ein Hilbertraum mit dem Skalar-
produkt (-, -), dann &Rt sich (2.1) mit (2.2) identifizieren.
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Im folgenden wird die Definition der ersten Variation und déxtéaux—Ableitung wiederholt,
siehe dazu EIDLER, [64], §2.1.

Definition 2.1.3 Es seil{(u,) eine offene Umgebung in einem normierten Radmwelche
einen festen Punki, € X' enthalt. Ferner seiH : U(uy) — R ein vorgegebenes Funktional.
Fir ein festesh € X’ setzt man

§(7) := H(uo +7h),
wobei 7 zu einer offenen Umgebung derin R geldrt. Wenn¢’(0) existiert, dann nennt man
DH(uo)[h] :=¢'(0)
die erste Variatior{Richtungsableitung) voit/ an der Stelleu, in die Richtungh . Weiter sagt
man, dalR H an der Stelleu, eine Gateaux-oder FunktionalableitungdH (u,) = 5—u(u0)
besitzt, genau dann, wenn
(i) DH(uo)[h] existiert fir jedesh € X und
(i) ein stetiges lineares Funktional H (u,) auf X existiert, so daf}
DH(uo)[h] = (dH(u,),h)x ~ VheX
besteht.

In der vorliegenden Arbeit interessiert insbesondere der fa# V' x V. Hier hat man dann
wy = (qo, po) und h = (h, h) = (h, 0) + (0, h) und dadurch auch auf natiche Weise
partielle Richtungsableitungen val , namlich

D1 H{ao, po) ] = i~ (Fi(go + 7h,po) — H (a0, po)) (2.32)
und
DsH(qo,po)[h] = lim % ((H(QOapO +7h)) — H(QO,P0)> : (2.3b)

Analog zur obigen Definition macht es nun auch hier Sinn, von partieltgedbix— oder Funk-
tionalableitungen zu sprechen. Man sagt, dd3an der Stelleuy = (qo, po) die partiellen

: : 0H 0H .
Funktlonalableltungeng(ug) resp. E(u(]) besitzt, wenn

(i) DyH(uo)[h] resp. D,H (uo)[h] existiert Uir jedesh € V resp.h € V',

(i) ein stetiges lineares Funktlon%—(uo) auf v/ resp.(;—(uo) auf V' existiert, so daf3
q b

oH
D1H(qo, po)[h] = <E(QO,P0)7 h)y VheV (2.4a)
resp.
. CSH .
D»yH(qo, po)[h] = (h, g(CIo,PO»V Vh e V (2.4b)

besteht.
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Bemerkung

a) Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, werden in Zukunft die Argumente bei Funktio-

nalableitungen ausgelassen.

- e . 0H : -
b) Wegen der Reflexivétt von V' ist die Ableitung y auch als ein Element vol" selbst
p
aufzufassen.

Notation 2.1.4 Es bezeichner¥ und ) zwei reflexive Banachume, wobei) — X dicht
und stetig vorausgesetzt wird. Ferner bezeichnet in ZukDnftets eine nichtleere i)} offe-
ne Menge. Die gleichen Eigenschaften sollen auch dann zutreffen, wenn die obiger Rt
Indizes versehen sind.

In der rachsten Definition werden die Hamiltonschen Operatoren dihgef

Definition 2.1.5 Es sei©® eine symplektische Form aut und X : D — X eine gegebe-
ne Abbildung. Dann heil3tX ein Hamiltonscher Operatpgenau dann, wenn ein&keaux—
differenzierbares FunktionaH : D — R existiert, so daf3

O(X(u),v) =(dH(u), v)y YueD Vve) (2.5)
gilt. In diesem Fall schreibt maX = X, .

Bemerkung

a) Die Eindeutigkeit vondH folgt aus der Nichtentartungsbedingung vénsowie aus der
Dichtheitvon ) .

b) Die Gleichung (2.5) besagt, dal’ im dort angegebenen SKinein Gradientenfeldzum
Potential H ist. Die Abbildung H nennt man eirHamilton—Funktionaloder auch eine
Energievon X . Im endlichdimensionalen Fall isX; eher als Hamiltonsches Vek-

torfeld bekannt. Diese Bezeichnung soll gelegentlich auch im vorliegenden Fall benutzt

werden.

c) Natirlich ist nicht jedes VektorfeldX automatisch ein Hamiltonscher Operatdir ! —
Vektorfelder (im Sinne von Fchet ) ist in [41], Kapitel 5, Theorem 3.2 ein Kriterium
angegeben, wann dies zutrifft.

Die folgende Definition lokaler FEisse ist aus [41], Seite 262.
Definition 2.1.6 Es sei® offenin) x R. Ein stetiger lokaler Fluf3 in) ist eine Abbildung
F:DCYXxR—=Y,

welche die folgenden Eigenschaften besitzt:
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(i) Yyx{0}cD und F(u,0)=u V(u,0) €D,
(i) (F(u, Hed = Flu,t+s) e@) & (F(u, t), s) € D und es gilt
Fu,t+s)=F(F(u,t),s).

Bemerkung

a) In der vorliegenden Arbeit wird staff (u, ¢) auch F*u geschrieben.

b) Fir ein festesu € ) kann nachgewiesen werden, dal3 diejenigen Zeiten 0, fur
die der lokale FIuRF* existiert, ein Intervall[0, 7,,) bilden. Die obere Schranke des
Existenzintervalls wird als dieebenszeivon u bezeichnet.

Hamiltonsche Operatorerdknen im folgenden Sinne lokaleiisise erzeugen.

Definition 2.1.7 Ein Hamilton—OperatorXy : Y D D — X heildtErzeugereines lokalen
FlussesF*,wenn@ralle w € D und ¢ € (-T,, T,,) die Beziehung

%Ftu = XH(Ftu) (2.6)

besteht.

Bemerkung
a) Die Abbildung
Flu,-):[0,T,) - X mit t— F(u, t) = Flu
nennt man einéntegralkurvevon X durch w.

b) Wenn zum Hamilton—OperataK ; die Energie H geldrt, dann sagt man auch, dadB
einen FIuRFE* erzeugt, wenn die obige Beziehung (2.6) besteht.

c) Im Zusammenhang von (2.6) wird béi* auch von einenlamiltonschen Flu®der gele-
gentlich auch von eingdamiltondynamilgesprochen.

Korollar 2.1.8 EsseiX = V xV’ und das Funktionalf : D — R sei Gateaux-differenzierbar.
Bediglich der kanonischen symplektischen Foimist dann der zugebrige Hamilton—Operator
Xpy: D—V xV'furjedes(qo, po) € D durch

0H 0H

Xr(qo, po) = <$(QO7 Do), —é—q(Qm Po)) (2.7)

gegeben.
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Beweis. Es seien(qy, po) € D und (h, h) € ¥ C V x V' beliebig. Dann gilt:

O (v po). 5 a0 0): (e ) = (e 5 e Py — (g (o) By

= (dH(qo, po), (h, h)>x-

Aus der Nichtentartetheit vo® folgt dann (2.5) nuriir X5 wie in der Behauptung angegeben.
[

Korollar 2.1.9 Die Voraussetzungen des Korollars 2.1.8gan gelten. Der dort gegebene Ha-
miltonsche Operator erzeuge einen Fli(g, p) =: (q(t), p(t)) . Entlang dieses Flusses gel-
ten dann die Beziehungen

G0 = Saw.p) iV, (2:82)
i) = ‘(;_I;(Q(t),p(t)) in V. (2.8b)

Im folgenden sollen nochédufig verwendete Begriffe festgehalten werden.

Definition 2.1.10 Es sei(X, ©) ein Phasenraum, un 5 sei beiglich © ein Hamiltonscher
Operator zum Hamilton—Funktional/ . Dann nennt man das Tripel
H:=(X, 0, Xy)
ein Hamiltonsches Systentst X' zusitzlich der Gestalt
X=VxV,
und ist © die kanonische symplektische Form atif, so spricht man von einekanonischen

Hamiltonschen Systenin diesem Fall bezeichnet ma¥i auch als derKonfigurationsraunaes
Systems.

Bemerkung
a) Wenn ein Hamiltonsches System einen Flti3erzeugt, dann muf3 entlang von diesem die

Beziehung (2.6) gelten. Daher wird gelegentlich das Gleichungssystem (2.6) bzw. im Falle
eines kanonischen Systems die Differentialgleichungen (2.8) selbst als ein Hamiltonsches

System bezeichnet.

b) Es sein € N. Fiir 2n—dimensionale (d. hV = V’ = R") kanonische Hamiltonsyste-
me kbnnen die Funktionalableitungen in (2.8) mit den klassischen partiellen Ableitungen

identifiziert werden. Mit kanonischen Variablén,, . .. , ¢.,p1,... , p.) € R*" reduziert
sich das System (2.8) zu

. _oH

dt e = apg ’

d OH

- - —— ur (=1, ... .
dtpf aqé fUT’ ) y
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2.1.2 Poisson—-Klammer—Kalkil

Das Konzept dePoisson—Klammeerlaubt es, in Hamiltonschen Systemen statt der Hamilton-
schen Vektorfelder die zugéhgen Potentiale zu verwenden.

Notation 2.1.11 Von nun an bezeichneA und K stets Giteaux—differenzierbare Funktionale
auf ihren Definitionsbereiche® resp. Dy . Von diesen wird angenommen, daf3 sie nichtleer
sind, beide in)’ liegen und stets

DK D) DH
erfullen. Wenn keine Spezifikation notwendig ist, witd= D gesetzt.

Definition 2.1.12 Es seien Xy und X zwei Hamilton—Operatoren auf dem Phasenraum
(X, ©) mit den Definitionsbereiche®; und Dy sowie den zugehigen EnergienH und
K . Dann ist diePoisson—Klamme{ H, K} von H und K auf Dy N Dx = Dy durch

{H, K}(y) = @(XH<y)v XK(?J)) (2.9)

definiert. Ist® kanonisch, dann nennt man die zugebe Poisson—Klammekanonisch

Man beachte, da H, K}(y) € R liegt, d. h., {H, K} ist selbst wieder ein Funktionéber

Dy NDg . Ist {H, K} auch noch @teaux—differenzierbar, so existiert dazu ein Hamiltonscher
Operator Xy, i - Es seiGG ein weiteres gegebenes Funktional, das die Eigenschaftedvon
besitzt. Dann macht es, Sinn die Poisson—Klammer

{G,{H, K}}

zu betrachten. i solche Funktionale sind die wichtigsten Eigenschaften der Poisson—Klammer
in folgender Proposition zusammengefalit.

Proposition 2.1.13 Vorgelegt seien drei Funktional&’, H, K , die allesamt denselben Defini-
tionsbereichD besitzen und darauf zweimab@&aux—differenzierbar sind. Dann gelten:

{(G+H, KY={G, K}+{H, K},
{Hv K}:_{K7 H}7 (210)
{G,{H, K}}+{H,{K, G}} +{K,{G, H}} =0.

Weitere Bemerkungen zu diesen Beziehungen findet man@ i [45], Seite 11.

Das Korollar 2.1.8 und die Eiidhrung der Funktionalableitungen erlauben einen Darstellungs-
satz fir die kanonische Poisson—Klammer.
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Lemma 2.1.14 Es sei (qo, po) beliebig in D . Dann gilt fur die Poisson—Klammer biéglich
der kanonischen symplektischen Fofin

0K OH
{H, K}(q0, po) = DqH(qo, po) [%] — DqK (qo, po) [%}
0H 6K 0K O0H

<E7 E>V - <Ev $>V :
Dabei sind alle auftretenden Funktionalableitungen an der Stgjlg po) zu verstehen.

Beweis. Es sei(qo, po) beliebig in D . Nach dem Korollar 2.1.8 gilt
0H O0H 0K 0K
= _— _— = _— —— ).
X1(qo0, po) = ( 5p’ (Sq) und Xk(qo; Po) (5p ' " 8q )

Es mul3 (2.9) nachgewiesen werden.

{H, K}(q0. po) = O(Xu(q0. po). Xic(qo. po))

0H O6H, 0K 0K
)
0K O0H 0H 0K

<_Ev E)V - <_Ea %>V

Bemerkung

Fur 2n—dimensionale(n € N) kanonische Hamiltonsche Systeme ist die kanonische Poisson—
Klammer durch

" (OHOK OHOK
H K} = —_—— —— 2.11

{ J ;<a% Ope  Ope 3Qe) (2.11)
gegeben. Hierbei bezeichnen und p, kanonische Variablen im Phasenraum, vergleiche hier-
zu Seite 73 in [42]. Die Darstellung im Lemma 2.1.14 gibt somit eine Analogie zu (2.11) in
unendlichdimensionalen Systemen.

Die Bedeutung der Poisson—Klammer liegp@tenteils im folgenden Lemma, das die kanoni-
schen Gleichungen alleine mit Hilfe der Potentiale angibt. Es wird garantiert, dafl? die zeitliche
Entwicklung eines Funktionalg’ entlang des vorH erzeugten Hamiltonschen Flusses durch
die Poisson-Klamme{ K, H} beschrieben werden kann. Die Beziehung (2.12) spielt die Rolle
einer schwachen Formulierung der Evolutionsgleichung (2.6).

Lemma 2.1.15 CHERNOFFMARSDEN, 1974) Der Hamiltonsche OperatotXy : D — X
mit der EnergieH : D — R sei stetig und erzeuge den stetigen lokalen FEfR Es sei
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Xy : Dg — X ein Hamiltonscher Operator der Klass#' zum FunktionalKX : Dx — R.
Dannist K (F'u) fur jedesu € D nacht differenzierbar, und es gilt

%K(Ftu) = {K, H}(F'u) (2.12)

fur 0 <t < T, ,wobeiT, die Lebenszeit vom ist.

Einen ersten Beweidif unendlichdimensionaledRme findet man in BERNOFF& M ARSDEN
[6]. Fur eine verkirzte Version sei auf [41], Seite 264, Theorem 3.6. verwiesen.

Bemerkung

a) Es ist bemerkenswert, daik fdie Qiltigkeit von (2.12) das Funktionak' selbst keinen
Flul3 erzeugen mul3. Es ist lediglich einarkere Regularét an X, vorausgesetzt. Die
Schwierigkeit in der Beweishrung des obigen Lemmas liegt in der Nichtigtharkeit
der Kettenregelifr K (F'u) . Es ist ramlich nur die Stetigkeit vorF™ in Y, nicht je-

doch dessen Differenzierbarkeit vorausgesetzt. Damit eignet sich (2.12) zur Beschreibung

guasilinearer Probleme.

b) Aus Lemma 2.1.15 folgt die Energieerhaltung entlang des FluBse$estet man in (2.12)
mit K = H , dann folgt wegen der Schiefsymmetrie der Poisson—Klammer iglitggieit

d .
von EH(Ftu) = 0 und somit

H(F'u) = H(F'u) = H(u). (2.13)

c) Mit der Aussage (2.12) folgert man wie in [42]10.5, daB ein Hamiltonscher FluR!
die Poisson—Klammer respektiert.

Korollar 2.1.16 Die Voraussetzungen des Lemmas 2.1.6§en gelten. Dann gilt
{KoF' HoF'}(u)={KoF' H}(u)={K, H}(F'u) (2.14)

fur jedesw € D und fur alle ¢ aus einer ausreichend kleinen Umgebung dein R .

Abschliel3end zu diesem Abschnitt sollte noch @mt werden, dal? die im Vorangegangenen

eingefihrte Theorie auch auf Banachmannigfaltigkeiten, siehe [33¢rtragen werden kann.
Explizite Beispiele dafr findet man z. B. in [45], Kapitel 2 und 5 oder iOBCHEL & T RUBO-
wiTZ, [50], Anhang C sowie in mehreren Kapiteln vomaMSDEN & RATIU, [43].
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2.2 Ein Approximationssatz

In diesem Abschnitt wird ein allgemeiner Satz bewiesen, dessen Aussage eine Approximati-
on der Hamiltondynamik auf einem Phasenrafat, ©,) durch die Dynamik eines zweiten
PhasenraumsX;, ©,) behandelt. Das mathematische Werkzeug hierzu wird mit Hilfe der so-
genannterrast—Poisson—Abbildungdrereitgestellt. Erstmals wurden diese Abbildungen in G

& SCcoVEL [22] und in [21] eingefihrt. Obwohl deren approximativer Charakter bekannt zu sein
scheint, ist es mir nicht dglich gewesen, daf eine Referenz zu finden.

2.2.1 Das Konzept der Fast—Poisson—Abbildungen

Die Notationen des vorherigen Abschnitts werden verwendet. Es werden zwei Hamiltonsche
Systeme$); und $, mit Phaseritumen (X, ©;) und (X,, ©,) betrachtet, welche mit den
Poisson—Klammernr{ -, - }; resp.{-, - }» ausgestattet sind. Dieoisson—Abbildungegelbst

sind in MARSDEN [44] oder [42], Kapitel 10 eingéihrt.

Der Begriff der Poisson—Abbildungen erweist sich als zu stark und daher nicht geéigket-
plexere Probleme, zu welchen auch die Modellierung von Platten und Schatam. @b erfor-
derliche Abschwichung des Begriffs der Poisson—Abbildung wird durch die folgende Definition
eingefihrt.

Definition 2.2.1 Gegeben sind:

o reflexive Banactaume), — X,,, a = 1, 2 wie in der Notation 2.1.4,

e Phasenaume (X}, ©;) und (A5, ©,) mit Poisson—Klammerd -, - }; und {-, -},
e ein BanachraumV; — ), dicht und stetig,

o T5>0,e0=2¢0(Tp), 0 <e<eq,

e eine mite indizierte Familie von Funktionale/; : Dy: — R. Dabei ist Dy offen in
y2 )

e eine mite indizierte Familie von Funktionaler/; : Dy: — R. Der Definitionsbereich
Dy umfalit)y; und ist offen iny ,

e eine in W, offene MengeD - und eine AbbildungA® : Dy — As.

Fur ein gegebenes: > 0 heillt A eine (Hj, ) —Poisson—Abbildung béglich (H:, W)
genau dann, wen(H1)—(H4) erfullt sind.

(H1) H;5: Dy — R erzeugt einen stetigen, lokalen Hamiltonschen FIIR mit F,°(0) =
0, und das zugeirige Vektorfeld X - ist stetig.
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(H2) HY: Dm: — R erzeugt einen stetigen, lokalen Hamiltonschen FR{R mit F}°(0) =
0, und das zugedrige Vektorfeld X - ist stetig.

(H3) Ac istvon der KlasseC!, und es gilt A°(Dy4-) C Dys .
(H4) Fur das sogenanntBoisson—Klammer—Residuum
r: (0,e0] x Xy x [T, To) x Wy — R
mit
r(e, K, s,¢) = {K oy, Hi}5(A°C) —{K o F}" 0 A%, Hi}1(C) (2.15)
existiert eine Konstant€pkr > 0, so dald

sup |T (€,K,S,C) | < OPKR5H||K||
SE[*T@,T@]

¢, (2.16)

fur alle € € (0, ¢y), alle ¢ € W; und alle besctiinkten, linearen Funktionaldl € X,
gilt.

Bemerkung

a) Die technischen Voraussetzungen in der obigen Definition sichern digégiarkeit der
kanonischen Gleichungen nach Lemma 2.1.15.

b) Die Definition ist nicht leer, denmi® = 0 ist trivialerweise eine(H5, x) —Poisson sogar
fur jedesx € R, falls F;°(0) = 0 gilt. Jede nichttriviale Poisson—Abbildung® mit
Dy = Wi = Yy von (X, ©1) nach (&X,, ©,) ist eine (Hj, k) —Poisson—Abbildung
beziglich (H5 o A, W) fur jedesk € R.

c) Wenn es der Kontext erlaubt, wird eiié/5, ) —Poisson—Abbildung béglich (H$, W)
kurz als eindrast—Poisson—Abbildunigezeichnet.

Das Interesse an der obigen Eihfung der Fast—Poisson—Abbildungen spiegelt sich im folgen-
den Satz und den daraus folgenden Korollaren wieder. Darin wird ein Kriterium angegeben,
wann die Kleinheit des Poisson—Klammer—Residuums, die KleinheKdesnutationsfehlers

|Fo 0 A° = A 0 FI(Q)]

nach sich zieht.

Satz 2.2.2Die Bezeichnungen aus der Definition 2.2.1 sei@tigy Es seiA° : Dy- — X, eine
(H3, k) —Poisson—Abbildung baglich (H;, W) . Furein v € R mit k — v > 0 existiere eine
KonstanteCgreq > 0, so dal3

1EEC,,, < Creg ™ ICIy,
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fur alle ¢t € [-To, Ty, alle ¢ € W, und alle e € (0,¢,) gilt. Dann existiert einC' > 0, so
dai

K (Fy 0 A°C — A7 0 Fy°¢)| < Cltle" | K| (2.17)

¢l

fur jedest € [Ty, Ty], ¢ € Wi, K € X, und € € (0,¢) besteht.

Korollar 2.2.3 Die Voraussetzungen und Bezeichnungen des Satzes &geh melten. Dann
existiert eine Konstanté' > 0, so daf3

1% 0 A°¢ — A% 0 Fy¢|l,, < Oy, (2.18)
furalle t € [Ty, To], ¢ € Wy und ¢ € (0,¢) gilt.

Korollar 2.2.4 Die Voraussetzungen des Satzes 2.2%gan gelten. Der lokale Flu@,* auf
X, hange tir 0 <t < T; Lipschitzstetig von den Daten ab. D. h., zu jeder (0, ¢,) existiert
eine Konstante” (¢) , so daf}

17y uy — By s, < Ci(e)llun — |,
furalle ¢ € [1p, To] und alle uy, uy € Dy gilt. Dann ist die Ungleichung

sup | Fytu— A% 0 FY¥¢, < Ci(e)fu— A, + Ce*IiCl,,  (219)

tel0, To]

furalle € € (0, &), € Wi und u € Dy wahr.

Beweis von Satz 2.2.2 Es sei
M(s,t)[¢] := K o Fy° 0 A0 F°¢
fur ein beliebigesk’ € X}, € W, und ¢ € (0, 0) . Dann gilt nach dem Chernoff—-Marsden—
Lemma:
P00 = (K, Hiha(F570 A0 %)
= {KoF}, H}s(A0 FI°C)

und

aM t,e
(5D = (K o B3 0 A%, Hi}1 (FYC).

Nach Voraussetzung istif jedes ¢ € W, die zugekirige IntegralkurveF[°(¢) € Wy fur
t € [-Tp, Ty] . Somit folgt

oM oM

E(s,t) [¢] — W(s, ¢ =r(e, K,s,F°C). (2.20)
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Mit c =s+t, 7=s—1t und M(o, 7)== M(%*, 257) geht (2.20) in
oM 1
o = K
uber. Die allgemeine &isung ist damit durch

Mo, )¢ = (o) + 5 / Tk R0

gegeben. Die Integrationskonstantér) und die Anfangszeity sind irrelevant, da nur

+(s—t)
1 T s+t—7 c
M- M =5 [ (e TR RT Qe @ay
—(s—1)
interessiert. Setzt man nun insbesondere 0 in (2.21) ein, so folgt nun durch Betragsbildung
unter Beachtung vor| F}’ ¢l < C/*Reg,g"’HC||W1 und aus der Definition von\/ die Behaup-
tung z. B. mitC' = CReg(JpKR [ ]

2 FlT:EC)

Beweis von Korollar 2.2.3 . Nach Voraussetzung ist; reflexiv, siehe Notation 2.1.4. Damit
ist sichergestellt, dal? die kanonische Einbettung

T Xy — XY
mit
J(u)(K) = K(u) VK eX,, uelX,
hier sogar eine bijektive Isometrie ist. Mit

lull y, = 1T @)l y, = sup |[T(u)(K)]= sup [K(u)

<
11, <1 1], <1

folgt speziell fir w := F,° o A°¢ — A% o F}°¢ und der Abschtzung (2.17) die Behauptuns.

Beweis von Korollar 2.2.4 . Die Fehlerabsditzung (2.19) folgt unmittelbar aus der Anwendung
der Dreiecksungleichung (i, ) auf

Fyfu— A° o F{°¢ = Fy*u — Fy© o A°C + Fy© o A¢ — A° o F°C.

Bemerkung

Die rechte Seite in (2.16) braucht nicht linear|jg|[,,, zu sein. Prinzipiell knnte dort|[C]|,,,
durch jede andere positive, vanunablangige, endllche @fe ersetzt werden. Die Regulatﬁ-
bedingung ir den FIuRF}* im Satz 2.2.2 mufR dann entsprechend angepalt werden.
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2.3 Spezielle Systeme

Der Zugang zu Approximationen in Hamiltonschen Systemen wie im vorherigen Abschnitt ein-
gefuhrt, besitzt @ir theoretische Zwecke gute Eigenschaften. Der wesentliche Vorteil liegt in der
Schwachheit der Voraussetzungen an den zu approximierendenf&tusowie in der Glo-

balitat der Poisson—Klammern. Aus der Sicht des Anwenders sind aber Defizite vorhanden. So
erscheint nach Meinung des Autors die Methode zu allgemein, um etsgsprAngaberiber

den Zusammenhang zwischen der Zeitskala der Approximaiittigieeit 7, und dem maximal
zulassigen Parameterwett, zu folgern. Vielmehr ist in der Definition 2.2.1 ein solcher Zu-
sammenhang bereits als bekannt vorausgesetziibBahinaus ist in der Charakterisierung des
Poisson—Klammer—Residuums der unbekannte F{R enthalten.

In diesem Abschnitt geht es darum, leichter aagliche Charakterisierungearfdas Poisson—
Klammer—Residuum (2.15) und die Abgthung (2.16)dir spezielle Systeme der Gestalt

d_u:L5u+N5u =: Xu in s,
a (2.22)
u(0) = ug

anzugeben. Im wesentlichen kann die Klasse semilinearer Probleme mit ausreichend flachen
Nichtlinearititen abgedeckt werden. Hierbei wird die erforderliche Flachheit der Nichtliaearit
durch die gewinschte Zeitskala der Approximatiorigggkeit bestimmt. Die Ginde hieriir sind

im Abschnitt§2.3.2 pézise beschrieben.

Die Bezeichnungen des vorherigen Abschnitts gelten. Insbesondere sind die hier auftretenden
Funktionenaume und die topologischen Eigenschaften der Definitionsbereiche diejenigen aus
der Definition 2.2.1. Wenriber den Parameter nichts anderes vermerkt ist, dann gilt stets
O<e<1.

Hypothese 2.3.1
(H1) Der lineare Operator L mit dem Definitionsbereich Dy erzeuge in X, eine C° —Gruppe
G5(t), t € R. Fiir ein gegebenes v, > 0 existiere eine Konstante Cy > 0, so dal3

IG5@)] < Coe™

X2—>X2 -
fiir alle € € (0, 1) geniigt.

(H2) Die Abbildungen N°¢ : X, — X, seien von der Klasse C* fiir ein k € N. Fiir gegebene
C3 >0, >0 und vy > 0 aus (HI) existiere eine Konstante Cy- > 0, so dal3

IN®(u) = N*(v)]]

1+
o < COne(fully, + ol ) u -], (223)
fiir alle € € (0, 1) und alle u, v € X, mit HuHXQ, ||'v||X2 < Oy gilt.

(H3) Fiir jedes ¢ € (0, 1) bezeichnet A® : W, — X, mit A*(W,) C Dy eine stetig differen-
zierbare Abbildung (hier auch Approximation genannt).
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(H4) Mit G5(t), t € R ist in diesem Abschnitt eine C° ~Gruppe auf W, bezeichnet. Von dieser
wird angenommen, daB fiir ein gegebenes 1, > 0 eine Konstante C; > 0 existiert, so dal3

1G]] < Ce™

Wi—=Wi, —

fiir alle € € (0, 1) besteht. Der Zusammenhang zu L° und A° wird aus (2.25)klar.

(H5) Mit F; f ° sei ein differenzierbarer lokaler FluB in VW, bezeichnet.

Bemerkung

a) Das VerhaltenHGg(zf)H%HX2 = O(e7") in (H1) und ”Gi(t)le—wl = O(e™) in
(H4) (jeweils fur ¢ — 0) besagt, da’ sowohk5(t) als auchG5(t) Losungsoperatoren
singuBr gesbrter Probleme darstellerdknen.

b) Die Zahl p in (H2) soll die gevilnschte Zeitskalaif die Qlltigkeit der Approximation
kennzeichnen. Es wird ager verlangt, dall die Approximatioirfalle ¢ € (0,7,/e")
gelten soll, wenn7j, > 0 eine gegebene Zahl ist.

Die Existenz und Eindeutigkeit zu (2.22) ist wohlbekannt und in @ehsten Proposition wie-
derholt.

Proposition 2.3.2 Die Annahmer{H1) und (H2) der Hypothese 2.3.1 dgen gelten. Dann de-
finiert (2.22)in X, einen lokalen FIURE,” . Firr jedesu, in Dx- und jedest aus dem Exi-
stenzintervall vonF,® gilt Fy“u, € Dx- . Dariiber hinaus istFy* (fur jedes festet) eine
C* —Abbildung, und es gilt

d

— Ly Uy = TUug = TUug) - U - .
thgg X°F)* DFy* X 2.24

Mit DF,*(u,) ist die Linearisierung vonFy um u, bezeichnet.

Einen Beweis findet man in [41], Theorem 5.1, Seite 389.

2.3.1 Linearer Fall

Es soll zurachst der lineare Fall als ein Speziallfall von (2.22) studiert werden. In diesem Unter-
abschnitt gelteN© = 0.

Satz 2.3.3Betrachte das Syste(2.22) mit N = 0. Es gelte(H1) der Hypothese 2.3.1. Die
oben eingdfhrten Abbildungen seien so beschaffen, daf3«ein 0 und eine Konstant&’y, > 0
existieren, so daf die Absitaung

d
ILAGS ()¢ — LA GE(G L, < Coe|GEt)C], (2.25)
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furalle t e R, ¢ € W; und ¢ € (0, 1) gilt. Dann ist die folgende Aussage wabhr: Es existiert
eine Konstante” > 0, so dal3

1G5(£)A°C — A°GL ()¢, < Cltle™ (¢l (2.26a)
1G5ty — A5 ()¢, < Ce (llu— A, + el ¢l ) (2.26b)
furalle t e R, { e Wy, e € (0, 1) und alle u € D,- qilt.

Beweis. Setze
(L, €)= GR(t)A°C — A°GR(t)¢
fur ein beliebigess € (0, 1) und ¢ € W, . Aus (2.22) folgt, da? deKommutationsfehler
k<(t, ¢) der Gleichung
di=(t, €)
dt
mit £°(0) = 0 geriigen muf3. Derendsung lautet

d
= L°k°(t, ) + L°AG(t)¢ — EAEGi(t)C

B0 = [ Gt =) (LA (GI(:) — LA ()G (9)ds.

Aus den Annahmen an die Operatornormen V&f(¢) und G5(¢) folgt zusammen mit (2.25)
die Behauptung (2.26a) mit' := C,C,C4 . Um (2.26b) zu beweisen, wirdif ein uw € D;- der
Gesamtfehler
RE(t, u, ¢) = G5(t)u — A°G5 ()¢
definiert. Wegen der Lineaét von G5(t) gilt
Rt u, €) = Gh(t)(u — A°Q) + (¢, €).-

Die Dreiecksungleichung i, und die WahIC' := max{C,, C1C>C,} beenden den Beweis.
|

Bemerkung

a) Im obigen Beweis wurde noch nicht die Gruppenstruktur @giit) berbtigt.

b) Die Dauer der Approximationgftigkeit ist durch ||k (¢, ¢) bestimmt.

s,

Satz 2.3.4Die Voraussetzungen des Satzes 2.38en gelten. Zudzlich sei das Syste(R.22)
Hamiltonsch beizglich (45, {-, - }») . Die Gruppe G5(¢) sei vom Hamiltonschen Vektorfeld
Xp: erzeugt, das zum Energiefunktiondf beziglich { -, -}, getbrt. Die ApproximationA®
sei linear. Die Giltigkeit der Abschtzung(2.25)impliziert dann die Existenz einer Konstanten
C >0,sodald

{K 0 G5(t), H3}2(ATC) — {K o G5(1) A%, HTh(Q)] < Ce™ | K], €]l (2.27)
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furalle e € (0, 1), { € Wy ,t € R und alle K € &} gilt. Die Abbildung A ist eine (H35, x —
) —Poisson—Abbildung béaglich (H;, W) .

Beweis. Es seienK € X, € (0, 1), ¢ € W, ,t € R beliebig. Es gilt

d
{K o G5(t), H5}2(A%¢) = aK 0 GS(t)A°C = K o G5(t) o LF(t)A°C,
d
{K 0 G5(HA% Hi}i(Q) = 1| Ko G5(ATGL(s)¢ = K o G() A X i€

Dies liefert
{K 0 G5(t), Hs}2(A°C) — {K o G5()A", Hih(C)| <
<Ky IG5y, 1174 = A%(5) XrcC, -
Damit ist die Behauptung miC' = C,C, bewiesen, denn (2.25) ist insbesondére f = 0
korrekt. [
Bemerkung
a) Die umgekehrte Implikation ist im Satz 2.2.2 und Korollar 2.2.3 bewiesen.

b) Fir das Verschwinden des Kommutationsfehlers ist notwendig, 45®V,) unter L°
invariant ist. Es muf¥.cA<(W;) C A5(W,) gelten.

2.3.2 Der semilineare Fall

In diesem Unterabschitt wird das System (2.22) mit eindim betrachtet, dagH2) der Hy-
pothese 2.3.1 gémgt. Es werden hinreichende Bedingungen angegeben, die sicherstellen, daf}
die betrachtete Approximatiom® eine Fast—Poisson—Abbildung ist, wed¥¥ Hamiltonisch

ist. Der erste Teil der folgenden Aiigfrungen sitzt sich auf die Arbeiten von RRMANN,
SCHNEIDER & M IELKE, [27], SCHNEIDER & M IELKE, [47], und MIELKE, [46].

Die Bedeutung der im folgenden auftretenden Symbole und deren Eigenschaften ist der Hypo-
these 2.3.1 zu entnehmen.

Fur ¢ € W; und u € Dx- sind die interessierendeskalierten Fehledurch
ke, t, ¢) == " (F5 A% — A°FTC), k(e, 0,¢) =0,
R(e, t, u, ¢) == "(Fy'u — A°F7'(), R(g, 0, u, ) = "(u — A%(Q)

definiert. Dabei istn > 1 eine feste Zahl. Die erste Beobachtung ist, daf3 beide Fehler dieselbe
Differentialgleichung eiillen miissen. Setzt mag®(t) := A°F;'¢, so gefigt k(e, t, ¢) der
Gleichung

%k(a, t, ¢) = L°k(e, t, {) + e "Res(e, t, €) + e "M (°(1), k(e, t, €)) (2.28)
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mit
Res(e, £, €) += L°C7(1) + N°C(1) — .¢7(1)

ME(CE(D), k(e t, €)) == No(C°(t) + £"k(e, t, €)) — N°C°(t).

Das Ziel ist, hinreichende Bedingungen anzugeben, so dal3 bei gegeélieneh 1 > 0, siehe

(H2) der Hypothese 2.3.1, der Fehléfs, ¢, {) = O(1) fur ¢ — 0 furalle t € [0, To/e"]

erfullt. Um den Vergleich mit den obengenannten Arbeiten zu erleichtern, wird davon ausgegan-
gen, daB||¢c(t) O(e) (fur e — 0) furalle t € [0, Tp/<"] gilt.

Iy, =

Satz 2.3.5Die Annahmen der Hypothese 2.3.bgen gelten. Gegeben seien dij > 0 , ein
Kk > 1+ vo +n und eine Approximatiorg©(t) , fur welche eine Konstanté’s > 0 existiert, so
daf

sup [I¢ (D), < Cre (2.29)

te[0,To/eH]
fur alle ¢ € (0, 1) gilt. Es existiere eine Konstant€s; > 0, so daf

sup ||Res(e, ¢, ¢)|

te[0,To /eM]

< Oe” (2.30)

Ao

fur alle € € (0, 1) besteht. Dann existiert eig, € (0, 1) und einC' > 0, so daR

sup Hk(67 t7 C)HXQ < Cg‘ﬂf(l“FVQJrn)
t€[0,Tp /eH]

furalle € € (0, &) gilt.

Beweis. Es seie € (0, 1] beliebig. Die Annahmen der Hypothese 2.3.1 garantieren die An-
wendbarkeit der Formelif die Variation der Konstanten. Aus (2.28) folgt
t
ke, t, ¢) = e / C5(t — ) (Res(e, 5. €) + N*(C(5) + £"k(e, 5, €)) — N°C*(s) ) s
0
(2.31)
Setzea := ToCy,Cs und 3 = CneCy(2C5+C3)*+¥2 . Mit Hilfe der Gronwallschen Ungleichung
erhalt man fir alle ¢ € [0, 7, /e*] aus (2.23) un@gH1) der Hypothese 2.3.1
t t
[k(e, t, Ol , < / CyCee™ 27 "ds + & / On=Co(2Cs + Ca) 2|k (e, s, €)]| , ds
0 0

< e R exp (Bett) =1 M (e, t),

solange||k(e, t, C)HX2 < (5 gilt. Genau das wird erreicht, indem ey so gevahlt wird, daf3
M (o, Tp/e") die SchrankeCs unterbietet. Das ist hier aglich, da M (0, T /¢*) = 0 gilt.
Mit g := C3/(aexp (61p)) und C := aexp (571p) ist die Aussage bewiesen. [

Bemerkung



2.3 SPEZIELLE SYSTEME 25

a) Der obige Zugangihrt nicht zum Erfolg, wenn die Nichtlineadit die,, Verluste dere —
Potenzen® durch@5(¢) und die Betrachtung der langsamen Zeit= <t auffangen kann.

b) Die GibRenordnung der Dauer, auf welcher die Approximation ihiitigkeit besitzt, ist
unablangig von der Approximationsige « .

c) Die rechte Seite von (2.31) definiert auf

M := {k € C°([0, Tv/e"]; X) sup ||l€(zf)]|)(2 < M(eo, To/e")}

te[0,To/eH]

eine Selbstabbildungr fur alle € € (0, g¢] . Ist gy zusatzlich so klein gewnhlt, daf sogar

M (e, To/e*) < min{1/4, Cs} besteht, soistF auch eine Kontraktion. Die Abgeschlos-
senheit von in C°([0, Ty/e"]; X») ist klar. Damit kann also geschlossen werden, dafi3
fur das Anfangswertproblem (2.22) auctidungen ifir lange Zeiten existieren, zum Bei-
spiel fur die Anfangsbedingungw, = A<C.

d) Der Gesamtfehler:(z, ¢, u, ¢) erfullt die gleiche Differentialgleichung wig: (e, t,¢),
jedoch mit der Anfangsbedingung(s, 0, u, {) = ¢ "(u — A°¢) . Durch Umzentrieren
von 9 folgen die analogen Aussagen wie fk (<, ¢, () .

e) Explizite Beispiele zu obigem Approximationszugang sind in [27] gegeben. Weitergehen-
de Anwendungen, insbesondere im Fall quadratischer Nichtliagamisind in [47], sowie
in SCHNEIDER, [54], und BOLLERMANN, [4], behandelt.

Im folgenden Satz wird die Verbindung zum Poisson—Klammer—Residuum hergestellt.

Satz 2.3.6 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 2.3.&tZfiak sei das Syste(d.22)Ha-
miltonsch beiaglich (Hs, {-, - }2) . Der lokale FluB F!* sei vom Hamiltonschen Vektorfeld
Xp: erzeugt, das zum Energiefunktiondl; bediglich {-, -}, getbrt. Dann existiert eine;
und eine Konstant€' > 0, so daf}

{K o Fy*, H3}a(AC) — {K o Fy" A%, Hihi(Q)] < Ce || K], [I€]l,y, (2.32)

furalle e € (0, &1), ¢ € Wy, t € [0, To/e*] und alle K € X gilt. Die Abbildung A° ist eine
(H5, k — 1) —Poisson—Abbildung béglich (H, W,).

Beweis. Es sei¢, die Schrankeiir den Parametes aus dem Satz 2.3.55 € X; und ¢ €
(0, g9) seien beliebig. Es gilt
{K o Fy®, H5}s(AC) = %K 0 Fy®A°¢ = K o DFy(A°¢) - X°A°C,
d
ds
Fur das Poisson-Klammer—Residuurtx, K, ¢, ¢) , siehe (2.15), folgt
(e, K1, Q) < | K|l IDFy*(A%C) - (X°A°¢ = DA*(¢) Xu:C) |

{KoFy A°, Hih(¢) = —|,_ K o Fy°A°F°¢ = K o DFy°(A%C) - (DA(C) - Xu:C) -

Xo °
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Nun wird ausgenutzt, da® Fy °(A°¢) die Losung des umAs¢ linearisierten Problems (2.22)
ist. Fur alle v € &, gilt somit

DFY(A¢) v = Gy(tjo+ [ Gt = )(DN*(F}*A°C) 0 DFS“(4°€) -v)ds.

Mit dem Gronwallschen Lemma exhh man
IDFy=(A%C) -, < Cor™[v] , exp (Coe™m(e)t)

wobei
m(e) = sup |[DN(Fy©A%Q)||

Ko X
te[0,To /e 22

gesetzt wurde. AUDN=(Fy °A°¢) = DN*(F) ¢ +e"k(e, t,¢)) und der Stetigkeit vonD N*
folgt unter Beachtung von (2.23) und (2.29), die Existenz einer ¥amd ¢ unablangigen
KonstanteCy- , so daf3

m(e) < Cne (205 + Ci )P Hr2ghtre
gilt. Speziell mitv := X°A°¢ — DA*({)Xy:¢ und der Voraussetzung (2.30) folgt
|T(€, K, t7 C)| S CQCG exp (CQéNE (205 + 03)“+V2)€5_V2HKHX2,

fur alle t € [0, Ty/<*] . Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis des vorherigen Satzes
schliel3t man den Beweis ab. [

2.3.3 Schwache Fast—Poisson—Abbildungen

In diesem Unterabschnitt wirdif lineare Hamiltonsysteme eine Ideé&ti{2.35) bereitgestellt,

mit deren Hilfe die Forderungen in der Definition der Fast—Poisson—Abbildungen anwendungs-
relevant abgescharcht werden &nnen. Genau diese wird&er im Schalenproblem verwendet.

Es geht um eine Methode, bei welcher die Approximatiéh nicht den Definitionsbereich des
betrachteten linearen Operators treffen muf3. Dazu mul3 das gegebene Problem in selirer nat
chen Variationsform betrachtet werden. Wesentlich ist déghéhkeit, auf die betrachtete Ap-
proximation A° eine weitere Zeitableitung alizen zu kbnnen.

Die Annahmen, die im folgenden hinzugezogen werden, sindds Schalenproblem relevant.
Fur den Parameterwett gilt die Vereinbarung des vorherigen Abschnitts.

Hypothese 2.3.7

(H1) Es sei n € N. () ist ein Gebiet, d. h. eine offene, beschrinkte und zusammenhingende
Teilmenge des R™ mit Lipschitzstetigem Rand OS2, so dal3 §) lokal stets auf einer Seite
von OS2 liegt.

(H2) Gegebensind V (Q), V(Q) sowie V() . Die Funktionenriume V () resp. V() sind
reelle Hilbertraume mit Skalarprodukten B(e)(-, -) resp. (-, - )o . Der Raum V (Q) ist
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in V() abgeschlossen. Die Beziehung zwischen V() und V() ist diejenige laut
Notation 2.1.2.

(H3) Eine schwache symplektische Form © auf X, := V(Q) x V(Q) ist laut (2.2) gegeben.
Mit

H(E) (u, @) = 3 B(E) (uy w) + 3 (i, 0),

ist das betrachtete Hamilton—Funktional auf X, bezeichnet. Das zugehdrige Hamiltonsche
Vektorfeld beziiglich © ist durch (w, @) — (u, —L(¢)u) definiert. Dabei gilt

Gs(e, t) istder von (@, —L(c)u) erzeugte Hamiltonsche FluB.

(H4) Mit S(0X2) sei ein reeller Hilbertraum iiber 0€) mit dem Skalarprodukt ( , ) 0q 8ege-
ben. Die Spurabbildung

tr: V() — S(89)
mit (trv)(x) := v(x) fir alle * € 0N ist beschrinkt. Dariiber hinaus existiert ein

linearer Operator T'(¢) : D(L(g)) — S(0%), so daB fiir alle £ € (0, 1),u € D(L(e))
und alle v € V(2) die Greensche Formel

B(E) (U, ’U) = (L(g)u, U)Q + (T(g)u’ U)BQ
gilt.

(H5) Vi sei ein reeller Hilbertraum. Die Abbildung A® : V| — ‘7(Q) sei linear und be-
schrinkt.

Der GesamtfehleiR erfullt die Integralgleichung im folgenden Lemma.

Lemma 2.3.8 Fir ¢ € (0, 1) seien die Annahmen und Bezeichnungen der Hypothese 2.3.7
gultig. Es seiT > 0. Beriitze die Schreibweis¢u(c, t), u(e, t)) = Ga(e, t)(uq, i) fir

(uo, uo) aus (D(L(e)), V(Q)) . Es sei¢® € C*([0, T]; V1) gegeben. Dann gégt der Ge-
samtfehler

(R(, t), R(e, t)) = (ule, t), ule, 1) — (A°C(t), %Asge(t))
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der Identitt

H(e)(R(e, t), R(e, ) = H(e)(R(e, 0), R(e, 0))

FHE)(AC(), SACD) — HEAC0), TAC0)

! 3 (2.33)
- /(B(e) (A7 (9), ale, ) + (55477 (9), ules )

0
d g €
(A ), TEu(e, 5)) ) ds
furalle e € (0, 1) und allet € [0, T7.

Beweis. Es seiens € (0, 1) und ¢ € [0, T] beliebig. Es sei
H(e, t) :== H(e)(Re, t), R(e, t)) + B(e) (A (1), ule, 1))

+ (%Aecs(t), ’I:I/(Ef, t)) — H<€)<A€C€(t)’ %Aecs(t)) .

Die Energieerhaltung entlanfu(e, t), u(e, t)) liefert
H(e, t) =H(e, 0). (2.34)
Es gilt

B(e)(A°C(t), u(e, 1)) = /(B(a) (A%¢°(s), ule, ) + B(e)(%AECE(s), u(e, s)))ds

+ B(&f) (Aecs(O), ’U,o) .
Wegen

(A, e D)o = [ (A e )+ (AT, e, 5)g)ds

d € € .
folgt mit La(e, s) = —L(c)u(e, s) nach Anwendung der Greenschen Formel die Gleichheit

(A, 0l 0)y = [ ((AC(), (e 9), ~ BE(LAC), ule )

* (%ATE(S)? T(e)ule, 5)) g )ds + (%A%e(ox o).,
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Einsetzen dieser Beziehungen in (2.34) beweist die Behauptung. [ |

Aus (2.33) wird eine weitere Idendit hergeleitet, welche beim Schalenproblem zum Einsatz
kommt. Es geht darum die Zeitableitungen vanie, t) auf die Approximation A°¢¢(¢) ab-
zuwalzen. Dies hat den Vorteil, dal3 in der folgenden Idahtitas Gronwallsche Lemma ange-
wandt werden kann, ohne explizii(c) A°¢{*(¢) zu berechnen. Insbesondere im Schalenproblem
ist dies von Bedeutung. Dadurchierigt sich die explizite Berechnung von zweiten kovarianten

Ableitungen.

Satz 2.3.9Fur ¢ € (0, 1) seien die Annahmen und Bezeichnungen der Hypothese 2.3.7 sowie
diejenigen des Lemmas 2.3.8lig. Es sei¢® € C3([0, T Vl) gegeben. Dann gilt

H(e)(R(e,t), R(e, t)) = H(e)(R(e, 0), R(e, 0))

~BEACH), R 1) — (5540, RE D),

“SACE(0), R(=,0))

+ B(e) (A°¢(0), R(=, 0) + (

+ /<B(5)(%A€C5(s), R(z, s)) + (%A‘SCE(S), R(e, s)),

Q (2.35)

+ (%AECE(S), T(e)u(e, s))aﬂ)ds.

furalle e € (0, 1) und allet € [0, T .
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Beweis. Benitze fur ein beliebiges: € (0, 1) und ¢ € [0, T die Beziehungen
/B(e) (Ascs(s), u(e, s))ds :B(a)(AECE(t), u(e, t)) — B(e) (AECE(O), u(e, O))

_ / (B@)(%Aegs(s), ule, 5))ds

0

und

JGaAe ) e, 5)gds = (G540, ule 1), - (5540, ul= 0),

t d3
— /(@Aacf(s), u(e, 3))st.
0
Einsetzen in (2.33) unter Beachtung der Definition des Gesamtfehlers beendet den Baaveis.

Eine Anwendung hiervon folgt imachsten Kapitel. & eine Fehlerabsétzung fir das Scha-
lenproblem wird in den Kapiteln 4—7 gezeigt, dal3 jede Zeile auf der rechten Seite von (2.35)
ausreichend klein gehalten werden kann.



Kapitel 3

Differentialgeometrische Grundlagen

Um die Schalentheorie exakt zu formulieren, werden einige Hilfsmittel aus der Differentialgeo-
metrie eingdfihrt. Der erste Teil des Kapitels betrifft die Geometrie déchen. Der zweite Tell
behandelt die Geometrie der Schalen. Es gilt die Vereinbarung, dafl3 einmaliang&ymbole
durch restliche Kapitel der Arbeit verwendet werden, ohne deren Bedeutung zu wiederholen.

3.1 Zur Differentialgeometrie der Flache

Es werden weitgehend die Notationen vomRLET beriitzt, siehe [14], [8]. Mitw ist stets ein
GebietinR? und mity = (1, y2) " ein beliebiger Punkt ino bezeichnet. Griechische Indizes

und Exponenten (ausgenommen gelbren zu {1, 2}, lateinische dagegen z{i, 2, 3} . Von

nun an wird nur dann summiert, wenn im betrachteten Objekt die Indizes in Paaren auftreten. Das
Symbol - steht fir das euklidische Skalarprodukt i®* . Firr einen Vektora € R? bezeichnet

la| seine euklidische &nge.

Definition 3.1.1 Setzed, = ai . Eine gegebene Abbildung gelbre zu C*(w; R?), sei in-

jektiv und die Vektoren

a.(Y) = Oup(y) (3.1)

seien @ir jedes festey € W linear unablangig.
Dann heilt{a,(y), a>(y)} einekovariante Basisler Tangentialebend, S an die Fkche

S = () (3.2)

im Punkt ¢(y) . Die eindeutige bsung{a'(y), a*(y)} € Ty,)S % Ty, S des linearen Glei-
chungssystems

@) ay) =05~ { | 07

31
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Y2
R2 R

Y1

Abbildung 3.1: Eine Parametrisierung deaé¢Hendicks S mit einer lokalen Basis der Tangen-
tialebene inp(y) .



3.1 ZUR DIFFERENTIALGEOMETRIE DERFLACHE 33

nennt man eing&ontravariante Basider Tangentialebend,,)S an die Fache S . Den Vektor

o a3 o al(y) X ag(y)
as(y) == a’(y) : lai(y) x as(y)|

(3.3)

bezeichnet man als dé&tormalenvektoan S im Punkt ¢ (y) .

Bemerkung

a) Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, wird die explizt@bhangigkeit in den oben
eingefihrten Ausdiicken unterdickt. Das gleiche giltifr Gro3en, die aus den obigen
abgeleitet werden.

b) Da {ai, a;} nicht notwendigerweise eine Orthogonalbasis bilden, ist dieliBinihg der
kontravarianten Basis als eine Art Ersatzidainzusehen.

Definition 3.1.2 Im dreidimensionalen euklidischen Raum sei die zweidimensionale Mannigfal-
tigkeit S = () wie in der Definition 3.1.1 gegeben.

(i) Die GroRena.s := a, - ag resp. a®® = a* - a” definierenko- resp.kontravariante
Komponenten der ersten Fundamentalfauer desMetriktensorsson S .

(i) Die GroRenb,s; = a® - dza, resp. b’ = a*b,, resp. b := a* b heiRenkovariante
resp.gemischteesp.kontravariante Komponenten der zweiten Fundamentaltaten des
Kriummungstensongon S .

(iii) Mit cop 1= baobf reSp. .= b2b°? sind dieko- resp.kontravarianten Komponenten der
dritten Fundamentalforrbezeichnet.

Bemerkung

a) Wegenag = 0y dilt 0,a3 = Jupp = Opatp = Osa, uUNd b,z ist klar symmetrisch.
Daraus folgt auch die Symmetrie der dritten Fundamentalform.

b) Die Umkehrung vorb? = a7b,,, ergibt b,s = b2a,s -

c) Wennim folgenden von Tensoren gesprochen wird, dann sind damit stets die Komponenten
der relevanten multilinearen Abbildungen Bglich der betrachteten Basen gemeint.

Definition 3.1.3 Ein Flachensiick S sei wie in(3.2) definiert. Es sely € w fest. Die Invarian-
ten

) = gitw) resp. k()= ") sty i)

mit a(y) := | det(aqs(y))| nennt mamittlereresp.GauB-Kiimmungvon S im Punkt(y) .
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Bemerkung

Nach der Regulaiditsvoraussetzung ag ist sichergestellt, da& : y — a(y) stetig auf dem
Kompaktum ist. Wegen der linearen Unadigigkeit von{d,¢(y), dx¢(y)} furjedesy € @
gilt dort a(y) > 0. Somit nimmta in @ ein positives Minimum an.

3.1.1 Zur Tensoranalysis der Fache

Es werden die bditigten Beziehungen aus der Tensoranalysis diszhd zusammengefalit.

Lemma 3.1.4Es sei ¢ € C3(w; R?) wie in der Definition 3.1.1 gegeben. Dann gelten die
Ableitungsgleichungefvon Gaul und Weingarten):

Opa, = F;\Zﬁa,\ + bopas (3.4a)
dpa® = —T%a* + bas (3.4b)
und
Onas = 0,a° = —blay = —blay.a” = —ba.a” (3.5)
wobei mit
['75:=a’ - Osa,. (3.6)

die Christoffelschen Symbolauf der Fliche (&) bezeichnet sind.

Einen Beweis hierzu findet man zum Beispiel INGKER, [59], Seite 134-136 oder inFBVAK,
[58], Band IlI, Kapitel II.

Lemma 3.1.5Es seip € C3(w; R?) wie in der Definition 3.1.1 gegeben. Das Symbdbe-
zeichne die kovariante Differentiation liggich der Riemannmetrik, [5], die durctu,s) resp.
(a*?) reprasentiert wird.

Fur C! - Tensorenf nullter Stufe auf der Fche gilt dann:

f|a = 8af'
Fur C! -Tensoren erster Stufg = n,a’ = n’a, gilt dann:

g

Nola = Oalle — Fig%a 770|a = aUU + Fagng :

Far C' —TensorenA zweiter Stufe mit den Komponentelns, A3 und A*? gilt dann:

Aaple = 0pAap — IpArs — DppAar; (3.7a)
B0 = 00Aj + T3 A — T3, AL, (3.7b)

AP, = 9,4 4 T AT 4 6 A°T, (3.7¢)
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Fur C' —TensorenB dritter Stufe mit den Komponentes?_ und B,,, gilt dann:

Bgﬂa - aaBgT + FiaBé\'r - FiaBg)\ - Fg\CO'BfT ) (383)
Bga7'|a = 801Bg0'7' - FgaBAUT - FiaBQAT - FiaBQU)\' (38b)
Bemerkung
a) Ein Beweis hierzu ergibt sich durch Spezialisierung der allgemeinen Formel irgg30],
Seite 417.

b) Es sein € N. Die kovariante Differentiation erzeugt aus einem Tensor der Stuénen
der Stufen + 1. Damit folgen aus den beiden Formeln (3.7) und (3.8) die Definitioaen f
hohere kovariante Ableitungen. So ig}|, als ein zweifach kovarianter Tensor aufzufas-
sen und ifir dessen Ableitung ist folglich (3.7a) anzuwenden, d. h. ,

Nolapg ‘= (na\a)lﬁ - aﬁnﬂa - F;ﬂnﬂa - Fgﬁnah-
Analog folgt aus (3.8a):
b= (b2

olra olr

Jla = Oab? + T80b0 — ToghS — Thgbe

olr ot oa” )T Ta ol
Korollar 3.1.6 Es sein = n;a’ glatt auf der Fiche ¢(w) . Dann gilt

Do = (Noja — baonz)a’ + (Dunz + b2n,)a’. (3.9
Beweis. Die Beziehung (3.9) folgt direkt aus den Ableitungsgleichungen. [

Die nachste Proposition behandelt die Nichtvertauschbarkeit der Reihenfolge der kovarianten
Differentiationen auf einer Bche im euklidischen Raum.

Proposition 3.1.7 Es seip € C*(w; R?) wie in der Definition 3.1.1 gegeben. Dann gilir f
C% -Tensoren erster Stufg = n,a’

A
7704/67 - 7704’75 - Raﬁ'yTD\ 9
wobei
A . A A
R(Xﬂ’y — ba'ybﬁ - baﬂb,y

diedreifach ko— und einfach kontravarianten Komponenten des Riemanntensoraatessifid.
Fur die Komponenten des Emmungstensors gilt

baﬁ‘fﬂ' - bamTU = R()J\éo'TbAﬂ + Rgm-bak )
a « « A A «
Blor — YBlre — T )\UTbB + R UTb)\'
Im weiteren Verlauf der Rechnungen werden die Regeln aus dem folgenden Lemma benutzt.

Lemma 3.1.8 Unter den Voraussetzungen der Proposition 3.1.7 gelten:



36 KAPITEL 3. DIFFERENTIALGEOMETRISCHEGRUNDLAGEN

() a®®; = ags, =0, (i) I¢,=T9, . (i) b = e

olr Tlo

Bemerkung
a) Die Beziehung iri) ist Ricci's Lemma[34], auf der Fache.

b) Die Symmetrie der Christoffelschen Symbole auf deéche ist eine Folgerung aus der
Bianchi—Identiat fur Mannigfaltigkeiten ohne Torsion, [34].

c) Die Beziehung iriii) ist die Codazzi—Gleichund14]. Durch Kontraktion mita,, ent-
steht (ebenfalls Codazzi-Gleichunt),|. = by, .

Die Orthogonaliat von a; = a® auf {a,, a,} bzw. {a', a®} erteilt bei Vektorfeldernn =
n;a’ der a®-Komponentern; eine Sonderrolle. Bei Transformationsgesetzen (beim Koordina-
tenwechsel) verdt sich n; wie ein skalares Feld. Dahditirt man folgende Bezeichnung ein.

Definition 3.1.9 Es seia® wie in(3.3)gegeben. Es sej = n;a’ ein glattes Vektorfeld auf der
Flache ¢ (@) . Dann setzt manys|,, := 0,73 .

Korollar 3.1.10 Es sein = n;a’ ein glattes Vektorfeld auf der &he () . Dann gilt
M3jas = Dapns — Fiﬁag%
und
_ A A
M3laBo = OcM3laB — Faa773|>\ﬁ - Fﬂgn3|a)\ .

Beweis. Beide Behauptungen folgen aus den Rechenregeln im Lemma 3.1.5. [ |

3.2 Zur Differentialgeometrie der Schale

In diesem Abschnitt werden Schalen als spezielle Produktmannigfaltigkeiten der Dimension drei
eingefihrt. Rir jedese > 0 definiere die Mengen

VP =wx(—e¢); Ti=wx{te}, T{=0wx]|—¢,c¢].
Die Punkte inQc werden mitaS, = y, und 2§ € (—¢, ) bezeichnet.

Satz 3.2.1Im R? sei ein FAchensifick S mit der Parametrisierungp : w — R3 wie in der
Definition 3.1.1 gegeben.iF die Abbildung

o°: Q0" — R3 mit

°(z°) := p(y) + 150°(y)
existiert eingy > 0, so dalR®c fur alle 0 < € < ¢, injektiv ist und die drei Vektoren

(3.10)

g; (x°) = 9, 0%(x%) := S — (a7

linear unablangig sind.
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Definition 3.2.2 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 3.2.1 und die Abbildusgi wie
(3.10)gegeben.

(i) Die MengeS® := ®°(Q°) selbst nennt man eir@chaleund die MengeS = (@) heildt
dann dieMittelflachevon &< .

(i) Die Punkte (z) von Q° bezeichnet man im vorliegenden Kontext auchkalenmlinige

(2

Koordinatender Schale.

(iii) Die Vektoren {g5(x°), g5(x°), g5(z°)} nennt man ein&ovariante Basisifr die Schale
S im Punkt ®°(x°) .

(iv) Die eindeutige bsung {g"¢(z), g*¢(x°), g>°(x°)} € R® x R® x R*® des linearen
Gleichungssystems

; ; 0 fur i#j
J> € € . E € = ‘7 = ’

nennt man ein&ontravariante Basider SchaleS® im Punkt ®°(x°) .

(v) Die GroRen g5;(x°) = g5 (%) - g5(x°) resp. g *(z°) = g"*(x°) - g"*(z°) heilen
kovarianteresp.kontravariante Komponenten des Metriktensas ¢° .

(vi) Mit
57 (@) = g»*(a7) - 0 g5 (") (3.11)
sind dieChristoffelschen Symbole der Schalg (") definiert.
(vii) Mit ¢° :=|det(g5, g5, g5)| seidas Volumenelement der Schale bezeichnet.
Bemerkung
a) Der Beweis des obigen Satzes 3.2.1istin [12] zu finden.

b) Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, wird die expliziteAbhangigkeit in den oben
eingefihrten Ausdiicken unterdickt. Das gleiche giltiir Grol3en, die aus den obigen
abgeleitet werden.

c) Es ist zu beachten, dal3 in der Schreibweise die Christoffelschen Symbole der Schale von
denen der Fche durch eire als Superskript zu unterscheiden sind. Wegen

0g5 = 05,0° = O5,0° = O g;

gilt klar I':* = T . Dariiber hinaus folgt aug) (g*< () - g5(z7)) = 0 und aus (3.11)
auch die Beziehung

75 (x%) = —0;g""(x°) - g;(x°) .
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o g5(x°)
g€ w&
& (27) 5(x°)
gi(x)
D5 ()
x5 = ex3 %
QE
R3 - 3
(y1,32) = (a5, 25) R
w
3
HE
T Q
]R3
(x1,22)
w

Abbildung 3.2: Eine Parametrisierung der Schidter einem dnnen und einem dicken Gebiet.

d) Die Menge ®¢(2¢) ist natirlich eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension
drei (z.B. mit der Kartenabbildun@* : Q° — ®°(Q¢)). Ubertiagt man das euklidische
Skalarprodukt in jeden Punkt vof©(€2°), so wird ®¢(Q2°) auf natirliche Art zu einer
Riemannmannigfaltigkeit mit der lokalen Darstellung der Riemannméig , vgl. [5].

Es gelten di@iblichen Rechenregeln der Tensoralgebra, z.B. @ilvEktorenv = v;g%¢ = v'g¢
die Beziehungy’ = g “v; bzw. v; = g5;v*, siehe [23].
3.2.1 Kovariante Differentiation auf der Schale

Lemma 3.2.3 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 3.2.1 und des Lemmas 3.1.5. Das Sym-
bol || bezeichne die kovariante Differentiation biglich der Riemannmetrik auf der Schafe ,
die durch (¢55) resp. (4% <) reprasentiert wird.
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Fur C'—Tensorenf nullter Stufe auf der Schalé&® gilt dann
fie =04t
Fur einstufigeC! —Tensoremv = v;g° = v'gs gilt:
vy = O —Th%,, ') = 050 + TP,
Fur C'—TensorenA zweiter Stufe mit den Komponentely;, A5 und AY gilt dann:

Aijir = 07 Ay — T3 Ay — T 5 Ay (3.12a)
i = OFAS + TP A — T AL (3.12b)
Ay = AT+ T7 A + T AT (3.12c)
Beweis. Durch Spezialisierung der allgemeinen Formel in [30]/, Seite 418. [

Korollar 3.2.4 Es seiv = v;g"¢ ein Vektorfeld der Klass€? auf der SchaleS¢ . Dann gilt
vilr = (05,0 = T5°00v) - g5 -
Beweis. Da v;; als ein zweifach kovarianter Tensor aufzufassen ist, folgt aus (3.12a)
villgr 2= (i) e = 05 (vig;) — 5oy — T3 vigp -
Beachtet man die Beziehung
v =vy;9"° & vi; = 0V - g (3.13)
SO erlalt man
vilgr = 05(05v - g;) — IS (O5v - gr,) = 157050 - g§
=d,v-g; +0v-07g; — v -1 g, —T0"0 v - g7 .
N——
= 0.9;

Bemerkung
a) Sukzessive Anwendung der Rechenregeln im Lemma 3.2.3 liefert
Viljr = Op0; — (8fF%6)vp — Fff@fvp — F?:’aﬁf-vm — F;Z’gafnvi + F}Tfje I v,.

b) Im Gegensatz zur Situation im Lemma 3.1.7, vertauschen die zweiten kovarianten Ablei-
tungen auf der Schale. Die Metrik 1" ist durch das euklidische Skalarprodukt induziert
und nachdem der Riemannsche Tensor, siehe [34], in einem kartesischen Koordinatensy-
stem verschwindet, ist dies auch in jedem anderen Koordinatensystem des euklidischen
Raumes der Fall. Es gilt also

Villjk = Vi|lkj-

c) Auf der Schale gilt das Lemma von Ricci, [34mlich g7, , = 97 =0.
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3.2.2 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

Schliel3lich sollen die hier relevanten Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten ange-
geben werden.

Definition 3.2.5 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 3.2.1. Die Abbilditingei wie
(3.10) gegeben. Es sev = v,g%° = v°g° ein C?>-Vektor— und¢ ein C?-Skalarfeld auf
D= () .

(i) Der AusdruckV¢ := g"<9;¢ = g"“¢; heiBtGradientvon ¢ .

(i) Die Invariante (Funktion)V - v := g"<- div = g - (v;x9”°) = ¢"v;x = v"), nennt
man dieDivergenzvon v .

(iii) Die Funktion A¢ :=V - V¢ = ghc - 9:(05¢ g"°) = g¥<¢;;, heilBtLaplacevon ¢ .
AN 1¥]
(iv) Das Feld Av := (Av,)g*° = ¢"°v,., g*>¢ wird als der Diagonal-Laplaceron v be-
lls

zeichnet.

Bemerkung
Wegenu, = (ggp V)i = VP|jk 9o und 95,97° =g, gilt auch (Av,)g®c = (Avp)g;.



Kapitel 4

Das Koitersche Schalenmodell

In diesem Abschnitt wird die Dynamik eines bereits zweidimensionalen Schalenmodells disku-
tiert. Dessen potentielle Energie stimmt mit derjenigen aus dem Koiterschen Modelij@9]

rein. Im Zusammenhang mit der Statik von Schalen ledN) [25, 26] fur ausreichendithne
Schalen nachgewiesen, dal3 im Inneren der Schale der Spannungszustand approximativ planar
ist. Daiiber hinaus konnte er zeigen, dal3 sich Spannungen parallel zur Eahefapproxima-

tiv linear Uber die Schalendick&ndern. In KOITER [28, 29] wurden diese Approximationen der
Spannungsverteilung a—priori angenommen und mit einer weiteren A—priori-FAnnahme geome-
trischer Natur, amlich der sogenanntédormalenhypothesd&ombiniert. In [28], Seite 15-186,
heil3t es:,jeder Punkt auf der Normalen der Mitté&lfihe bleibt auch nach der Deformation auf
der Normalen“. Das ist ta&hlich der erste Teil der sogenannt€inchhoff-Love—Hypothese

Der zweite Tell verlangt z@dzlich, dal’ der Abstand der Normalenpunkte nach der Deformation
unve@ndert bleibt.

In diesem Kapitel wird erstmals die Dynamik des linearen Koiterschen Schalenmodells mathe-
matisch analysiert. Insbesondere wird die expliziteAbhangigkeit der bheren Sobolevnhormen
desKoiterschen Flusseangegeben. Die Kenntnis dieser igt tlie Rechtfertigung der Schalen-
dynamik mit Hilfe des hier ge@hlten Zugangs (Direktorapproximation, siehe Kapitel 6) un-
erlailich. Die Fehlerabsétzungen im Kapitel 7 werden basigen, dal’ sich dagdynamische
Koitersche Modellzur Konstruktion einer Approximatioriif den Flul3 auf der Schale eignet.
Das gelingt unaldngig von der Form der Mitteliche.

Im ersten Teil des Kapitels werden die Notationen zum Koiterschen Modell angegeben. Der er-
ste Abschnitt behandelt die elliptische Regulgrides assoziierten Randwertproblems mit Hilfe

der LP —Theorie aus AMON, DouUGLIS & NIRENBERG[2], Chapter IV. Der zweite Abschnitt

ist der Regular#t der Losung des relevanten zeitarigigen Problemdif den Fall langsamer
Dynamik gewidmet. Hieiir sind keine Einsclimkungen der Geometrie der Mittééhe (abge-
sehen von der Glattheit der Berandung) erforderlich. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels bereitet
die spatere Rechtfertigung der schnellen Schalendynamik vor. Hierzu wird die Regutieg
Koiterschen Flussesif Schalen mit elliptischer Mittekiche diskutiert.

41
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Im linearen Fall wird deKoitersche Fluf von der Energie

Y96, 8) = BR(G Q)+ B¢ O+ (¢ O

unter der kanonischen symplektischen Form (mit dem Faﬂdmutllplmert) des Raumeg.?(w)?
getrieben. Dabei géit das Paar¢, ¢) = (Gal, Ga') z

([0, T]; VE(w)) x €([0, T]; L*(w)?)
fur ein gegebened > 0 mit

w) = A{n = (e, 13) € H'(w)* x H(w) : 9y, =0, [, =0} .

Mit VE(w) istalso der Raum geometrisch aasiger Verschiebungeiarfdas Koitersche Modell
einer entlang von gan2w fest eingespannten Schale bezeichnet. Die Massendichte ist hier ohne
Einschénkung der Allgemeinheit auf 1 gesetzt. Durch eine passende Gewichtung der Norm in
L?*(w)? und entsprechende Anpassung der symplektischen Fafdtrsich der allgemeine Fall

auf den vorliegenden zuackfuhren.

Es sei daran erinnert, dal3 die Geometrienotationen im Kapitel 3 @imgsfnd. Von nun an wird
eine Schale fest gelt, fur welche folgende Annahmeiber die Regularét der Mittelfache
S = (w) gelten sollen.

Hypothese 4.0.1
(H1) Das Gebiet w C R? besitzt eine Berandung Ow der Klasse C* .

(H2) Die Parametrisierung ¢ : @ — R? der Schalenmittelfliche S gehért zu C*(0) .

Bemerkung

Fur die Analysis im folgenden ist tashlich fochstensdw € C* und ¢ € W3°°(w; R?) erfor-
derlich.

Abmachung 4.0.2 Da fur den Dickenparametee nur endlich viele Schranken vorkommen,
wird mit ¢, stets die kleinste unter allen bisher géviten Schranken bezeichnet.

Die quadratische FornB™ (-, -) nennt man auch eiMembranpotentialFir ¢ = (;a’, n =
nia’ € VE(w) gilt die Vorschrift

B™(¢, ) = / 03 5o (M) v/ dy

mit

a®Po7 = Xa®Pa’" + L (awaﬁT +a“"a ’8") .= S A >0
1
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und
108(0) = 5 (Gals + Co) — s @1)

Bei der quadratischen Forms®( -, -) spricht man auch von eineBiegepotential Es gilt fur
¢ =Gal, n=mna' € VE(w) die Vorschrift

B*(¢, m) = / a7 005(¢) 057 (M)Va dy

mit
Qaﬁ(C) = (C3\o¢ + bgC'y)W + bg(gﬂa - bvag3) (42)
= Gslas T 0318 + bsGila + by ¢y — Capls -

Die zweifach kovarianten Tensoref,s und o.s der Schalenmitteliche S erlauben eine
geometrische Interpretation. Der Tensqyz(n) resp. o.s(n) beschreibt die vom induzier-
te (linearisierte)Anderung des Metriktensors resp. dedifimungstensors. Es sej = 7,a’

ein glattes Vektorfeld vonu in den R3. Fir ausreichend glatte Parametrisierunggndes
Flachendicks S gilt

Yas(M) = [ags — aaplin ;
0a5(M) = [bog — baplin -
Dabei sinda,s und a;; die kovarianten Komponenten des Metriktensors déchnsicke
S = (@) und S* = *(@) mit ¢* := ¢ + n;a’. Die Ausdiicke b,z und b}, sind die
kovarianten Komponenten desifnmungtensors vort und S*. Mit [---];, ist der lineare
Anteil beZiglich n von [---] bezeichnet. Ddiber hinaus besitzen sowohl,z(n) als auch
003(n) eine intrinsische Darstellung. Es gilamlich
Yas(M) = 0am-ap+0sm-aa = p.(N),
Qaﬁ(n) = (8aﬁn - Fgﬁaan) tasz = Qﬂa(n) :
Die Beweise und mehr Details hierzu findet man in den Abschnitten 2.4 und 2.5 von [14].

Definition 4.0.3 Es sei0 < ¢ < 1. Fur ausreichend glatte Vektorfelde¢® Uber w wird
Lfe¢e = (LF<¢) a; mit

- 1
(LK,sce) — _aaﬁor,yamT<Cs> + §€2aaﬁﬂ‘r (bZh—Qaﬁ(CE) . 2(biQaﬁ<CE>)‘u) ’
(4.3)

(LK’EC6)3 = _aaﬁm—baﬁ’%ﬂ'(ce) + é52aaﬁaT(gaﬁ|aT(Ce) - CO’TQOC,G(CE))

als Koiter—Operatobezeichnet.
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Eine Interpretation des Koiter—Operators wird im folgenden geliefert. Durch konsequente An-
wendung der Beziehung

/ Enjedw = —/ §ondw vV & neCy(w),

sowie aus der Dichtheit vos©(w)? in VE(w) findet man
1
(£¢.m) = B"(¢.m)+5*B(¢. ) (4.4)

furalle n € VX(w). In[11], Theorem 1, ist bewiesen, daR eine Konstafite> 0 existiert, so
dafi

m 2
B™(n, m)+ B*(n, m) = Cilnllyx,,  Yne VW) (4.5)
besteht. Wegei) < ¢ < 1 gilt also

" 1 Ly )
B™(n, m) + 36*B*(n, m) > 2&*(B™(n, m) + B°(n, m)) = Cr&®|Inlly .,

fur alle n € V& (w). Dies garantiert insbesondere, ddf< ein Isomorphismus zwischen
VE(w) und (VE(w))" ist. Damit ist

(LK) = (LK = {¢ € IP(w)° | (IF°¢ € ()"}

)71 ‘Lz(w)s

sinnvoll definiert.

4.1 Ein Existenz— und Eindeutigkeitssatz

Es gilt der folgende Satz.

Satz 4.1.1Es sei0 < ¢ < 1. Der RaumXx ¥ = VE(w) x L?(w)? sei mit der kanonischen
symplektischen Form versehen. Dann erzeugt das Hamiltonfunktighdl( -, -) in X% eine
C’—Gruppe G¥<(t), t € R. Setzt man

(€5, €)= (¢ (1), €(1) = G™4 (1) (o, o),
dann gilt
LRe¢ = T i L (w)?. (4.6)
de?
Die folgende Aussage ist wahr:

Es existiert eine Konstant€é€' > 0, so dal3
e 2 c 2 o2 2
16O 2 + IOy < C (1ol + 160l c,,) (4.7)

furalle (¢, ¢o) € D(LX#) x VE(w) ,allet € R und alles € (0, 1) gilt.



4.2 REGULARITAT DES ZEITUNABHANGIGEN PROBLEMS 45

Beweis. Da die zugrundeliegende symplektische Form die kanonische ist, kann unter Beachtung
der V& (w) —Elliptizitat (4.5) der Satz A.1.3 angewandt werden. Damit existiert also @ire
Gruppe in XYX versehen mit der Energienorii“<( -, - )2 . Die Existenz vonGX<(t) sowie

die Absclatzung (4.7) folgen dann aus

HS(Co, Co) = H#(C(1), C(8) > (C0), €0) poys + O ICDIe,,  (48)
sowie aus der Stetigkeit voB™ (-, -) + B"(-, -) in V& (w)?.
Die Darstellung (4.6) folgt aus den kanonischen Gleichungen

d . SHS((, )
T e
d SHX(¢, Q)
T 7
COHR(C, ) s SHN(C ) g

4.2 Regularitat des zeitunabltangigen Problems

Fur Funktionen, Vektor— und Tensorfelder aufwerden Kirzere Schreibweiseriif deren Nor-
men eingefihrt.

Notation 4.2.1 Fur k € N, seien mitH*(w) die Funktionenaume wie auf Seité bezeichnet.
Es seienl, m € Ny . Die VereinbarungH®(w) := L*(w) gilt. Fur Vektorfelder¢ := (;a’ uber
S = p(w) qilt fortan

G = Caa® = (“aq .

AuRRerdem schreibt man

2 2 1
16l = 160 e, - 1o =Nl + 1600 )2
2 2 2 i 3 2 3
1901 1m s = 16y + 02 5y 160 1€ = (2 1)
1 1
2 2 2 2
Ol = (3 has(Olney) le(Oll, = @ loas()l2y)

Wie spater gezeigt wird, erfordert die Rechtfertigung des Koiterschen Modells Abaatgen
der Form

d’ .
I52¢ O, = €6, C)II
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fur k=2,3,4und /¢ =0,...,3.Dabeiist wieder

(C°(1). €°(1)) = G™4(1) (<o, o)

gesetzt. Die Normen auf der rechten Se#dadpen vonk und ¢ ab und werden syier spezifiziert.
Fur jedes festec > 0 sind solche Absditzungen relativ einfach zu gewinnen. Das Ziel dieses
Abschnitts ist aber die explizite Bestimmung der Konstanf&m) , so daf’ eine Absétzung
obiger Gestalt gleichéfiig in ¢ (fur ausreichend kleine ) besteht. Dazu wird zuthst das zu
(4.6) assoziierte Randwertprobleff<<¢s = f, d. h.

— a7 o (CF) + %szaaﬁ’”< hr0a8(C7) — Q(bigaﬁ(CS)Mu) = /7, (4.9a)
_aaﬁUTbaﬁ’YUT(CE) + %€2aa507(gaﬁ|07(ca) - CUTQOéﬁ(CS)) = f3 ) (49b)

G ‘Bw = 0, (4.90)

OnCsl,, = 0 (4.9d)

untersucht. Hierbei isiff = f'a; ein gegebenes Feld. Zur Regulatgaussageif (4.9) wird der
Satz 15.2 aus AMON, DouGLIS & NIRENBERG[1] herangezogen. Daher werden achst die
dortigen Schreibweisen einggifrt. Die linken Seiten von (4.9) erlauben auch eine Schreibweise
mit Matrizen, deren Ein&ge Differentialoperatoren sind:

Ly, 0.)¢G(y) = (L5¢) = fi(y) inw yecw, (4.10a)
BY(y, 8,)¢(y) = 0 aufdw,q=1,....4 (4.10b)
mit
By, 0,) = 0, (4.11a)
BY(y, 0,) = 6%0,. (4.11b)

Wenn die Argumente inf%(y, d,) und BY(y, d,) den Sinn nich@&ndern, werden sie fort-
an ausgelassen. Die Anwendung des Satzes 15.2 aus [1] erfordert die Kenntnis des Hauptteils
(L) von (L) .
Um (£%%) zu finden, wird nach [2], Chapter |, dgr-ten Unbekannter; ein Gewichtt; > 0
und deri -ten Zeile £L7¢; = f* ein Gewichts, € Z \ N so zugeordnet, daf}
deg L7 (y, 0,) < s;+ t; f.0. inw

gilt. Dabei seiL” = 0 falls s; +¢; < 0 ist. Der Hauptteil (L% (y, ,)) ist dann exakt durch
diejenigen Eintage von(L"”) gegeben, die

deg L(y, 0,) = ;i +t;  fl.inw
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erfullen. Fir elliptische Operatoren ist es stetdglich, solche Gewichté;, s; zu finden. Diese
missen aber nicht eindeutig sein. Diaer hinaus ist die Diagonalsumme

3
Zsi +t;, =:2m
i=1

stets gerade. Man spricht bei der Zaht auch von de©rdnung des SystenBie Zahl m selbst
bestimmt die Anzahl der Randbedingungen, die vorgeschrieben weiidiem dind niissen, um
uberhaupt ein korrekt gestelltes Problem zu erhalten. Es karitzich noch derqg -ten Rand-
bedingungB¥¢; = ¢? ein Gewichtr,, ¢ = 1,... ,m so zugeordnet werden, daB stets

deg BY(y, 0,) <14+t f.0. aufow
gilt. Der Hauptteil des Randoperators ist dann durch die &jj@von 3% gegeben, welche
deg BY = re +1;

erfullen.
Beniitzt man die Definitionen von,z(¢%) und g,s(¢°) , sowie die Gewichte

th=1ly=3l3=4s1=8=-1s5=0r=rp=-3,rm=—-4r,=-3,

so ARt sich in (4.9a)—(4.9b) der Hauptteil isolieren. Es ergibt sich das System

4 2
(aaﬂ” + §€2aqub§bZ) Calpr + §52aaﬁwbi Glagn =T, (4.12a)
QCLOﬁUTbgC)\WUT 4 afBor CBla,BUT — F3 (412b)
mit
1
F7 == f7 4 a7 (baps)r — §62aaﬁwbg\ugaﬁ<C)

2 (0% T1.0
— geQa BT (bgmg + 2631, O + bags Qo — (CaﬁCS)\u) ,

(4.13)

3 32% <f3 + a7 (byrYap(C) + %52%79%(0)

1
— §€2CLaﬁJT <<[b:}4</\]|ﬁm' - b3<A‘/ao'T) + ([bg(CMa - b)\aC3)]|a'T - bgCMaa"r))) .
Man beachte, daf3 die linken Seiten diéechsten Ableitungen jeder Unbekannten enthalten. Der
Hauptteil der kovarianten Ableitungen stimmt mit dem der gemlichentiberein. Daher wird
auf ein Umschreiben der kovarianten Ableitungen verzichtet.
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Satz 4.2.2Es sollen(H1) und(H2) der Hypothese 4.0.1 gelterf. = f*a, + f3a; sei mit
fre Y w), P e HY(w)

fur ein £ € Ny gegeben. Dann existiert ey, > 0 und eine universelle (nur vo abhangige)
KonstanteCygi > 0, so dal3 die folgende Aussage wahr ist:

Fur alle € € (0, g] besitzt die Bsung(® = (a® + (Sa® von(4.10)die Regulariat

(o € H (W), (e H(w)
und es gilt die Abscitzung
15 < Con(IF sy + IV + 1G] ) (4.142)
g 1 13 g
16l s < Con( UL+ IV, ) + 1€ s) (4.14b)

Beweis.Es seienk € Ny und 0 < ¢ < 1. Fureinfestesy € w erhalt man mito, — ik, k :=
(k1, ko) das Fouriersymbol des Hauptteils vdr* als eine Matrix.4 mit Eintragen

(@17 4 42 b gk, — (@217 4 422 MTIR0L ) gk
(A)as(e, y, k) =

)

_ (alﬁ%— + %é‘QCL}\ﬁMTb}\bZ) k,b’kr _ ((12627— + %EQQABMTbibfL) kﬁkr

(Asale,y. k) == =5 WDk
sowie
(A)sa(e,y, k) == —2ia* by kgkok,
und schlieflich
(A)az(y) := a® " koksko k., .

Das Ziel ist zu zeigen, dal3 eine vanund y -unablangige Konstante” > 0 existiert, so daf}
gleichmalige Elliptiziéit fur ein System der Ordnung 8, also

CHk|® < det A(e,y, k) < Clk|® Vycw,kcR? (4.15)
und alle ausreichend kleine gilt. Durch Entwicklung nach der dritten Spalte findet man
det A(e,y, k) > a®P kokgk,k, det A(e, y, k) — Coc?| k|®

mit A(e,y, k) == (A(a,y, k:))aﬁ und einer vone und y —unablangigen Konstanted, > 0.
Dabei wurde einerseits die Tatsache benutzt, dal? allepesblangigen GolRen, d. h. Produkte
der Komponenten des Metriktensors, defitdmungstensors sowie dessen kovariante Ableitun-
gen, zu L= (w) geldren. Andererseits wurde die elementare Ungleichung

8
> ] bew = —ClE[*

a; 1=1
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benutzt. Beachte, daBl(c, y, k) symmetrisch ist. Umdet A(e,y, k) abzuschtzen, beiitzt
man die assoziierte quadratische FoamM.A(e, y, k)x mit @ = (x1, z,) zur Absclatzung der
Eigenwerte vonA(e, y, k) . Es gilt

~ 4
x' Ax = <a°‘ﬂ‘” + géZQAﬁ“Tb‘;‘bZ> ToTokphks

> C1 Y (wakp)® — Coe® Y (wakp)® = (C1 — Co®) | ||
o, 3 a, 8
mit von ¢ und y—unabl@dngigen KonstanterC;,C; > 0. Dabei wurden die Symmetrien
a®Pom = aPeoT = ¢*f7 und (gleichnaRige) positive Definitheit des Tensars’*” = a7 (y),
d.h.,

aaﬂm—(y)tocﬁt(ﬂ' Z Cl Z(taﬁ)2 (416)
a3
fur alle symmetrischen Matrizef¥,;) und y € @, benutzt. Einen Beweis der Absitzung
(4.16) findet man in [14], Theorem 3.3.2, Seite 138rE < ¢, := /C1/(2Cy) liegen die
(reellen) Eigenwerte vord (s, y, k) also auBerhalb der Kugel vom Radig§; — Cye?)|k|?.
Folglich gilt
det A(e, y, k) > (C1 — Coe®)?[K|*. (4.17)
Mit nochmaliger Anwendung von (4.16) findet man

det A(s, y, k) > (01(01 — Cye?)? — 0052) K[® .

Also gilt fur alle y € w und alles € (0, £,] zurachst

3

det Az, y. k) > (O = 200 kP

und somit
C3
det A(e, y, k) > §1|k\8

furalle y € w und alles € (0, g9 mit

: | C}
€0 = min{ ﬁ, e1}.
0

Damit ist mit C' := 8/C$ die Forderung (4.15) bewiesen. Auf eine NadHpng der,com-
plementing condition“ und deysupplementing condition* wird hier verzichtet, da es sich klar

um ein Dirichletsystem handelt, vgl. [52]. Die Voraussetzungen an die Glattheitwamd
erlauben schlie3lich die Anwendung des Satzes 15.2 aus [1]. Dieser garantiert hier, dafl3 der
Losungsoperator zu (4.12) unter (4.9¢)—(4.9d)

(Jq:'o" FS) — CE . Hk:—sg(w)Q % Hk’—Sg(w> — Hk+t0(w)2 % Hk+t3<CU),
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wenn er existiert, auch stetig abbildet. Der hinaus istifr ¢ € (0, o] dessen Beschnkt-
heitskonstante vorr unablangig. Aus derV ¥ (w) —Elliptizitat der zu L zugeldrigen Di-
richletform, siehe (4.5), folgt schliel3lich mit Lax—Milgram die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung. Damit Atte man eine Absélizung der Gestalt

H CE H k+3,k+3,k+4,w S CH f” k+1,k+1,kw

fur alle € € (0, ¢¢) . Mit folgenden Argumenten findet man eine feinere Alégzbng, welche
zur Rechtfertigung der Dimensionreduktion ua@lich ist. Far eine Losung ¢© zu (4.12) unter
(4.9¢)—(4.9d) betrachte man das zu (4.1&g)ivalente System

afor 4 TLOLO \ € o 2 QAPUT 1O ~E
(a T gt bAbu) s = F7 = 380" b Gragy (4.18)

wobei jetzt auf der linken deHauptteil in . “ steht. Dabei sind dieselben Gewichig s; wie
bereits eingafhrt verwendet. Hierzu géint das Fouriersymbold (e, y, k) und (4.17) garantiert
die Existenz einer (universellen) Konstantén> 0, so dal}

1 e < (2 2 MGl + DI s )

a, B, p o

< O(EMGE g+ DI 1) (4.19)

furalle € € (0, g¢] besteht. Betrachte andererseits die zu (4. 82j)valente skalare Gleichung
fur ¢, namlich
a7 Glapor = F> — 20°7TH) N gor - (4.20)

Die Gultigkeit von (4.16) garantiert die gleictafiige Elliptiziit des Differentialoperators auf
der linken Seite von (4.20). Damit folgt die Existenz einer Konstariten 0, so dal3

165 s0s < C (1, + 12°0,.) (4.21)

fur alle € € (0, o] gilt. Nach Ausnutzung vorfi™(w) — H™ (w) fur m > m’ und mit even-
tueller Verkleinerung vorg, bekommt man durch Kombination von (4.19) und (4.21) schlief3lich
die Absclatzung (4.14) mit einelibersichtlichen Ab&ngigkeit vone . [

Fur spatere Anwendungen werden zwei Spe#bdf der obigen Abscktzung (4.14) beitigt.
Der erste Fall behandelt den Fall kleiner Lastenilgdizh <. Die Schrankes, fur ¢ ist im
folgenden stets diejenige aus dem eben bewiesenen Satz.

Korollar 4.2.3 Essei0 < e < g, f* = 0O(e?) in H'(w), f?=0(?) in L*(w) fur e — 0.
Die LOsung¢® = (Za® + (Sa® von(4.10)geriigt dann den Absétzungen:

(g, + 21N 15+ 12, < Ce (4.222)

I, +liesl,, < ¢, (4.22b)

ey, +ellsl,, < © (4.22¢)
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furalle e € (0,20] . Die KonstantenC' sind linear in || f|[, -

Beweis. Mit C,, ¢ = 0, ... ,4 werden positive, vore unabléngige Konstanten bezeichnet.
Die Glltigkeit von (4.5) zusammen mit (4.16) zieht nach sich, dal3 das zu (4.10) Guggeh
Variationsproblem genau einékung in V¥ (w) besitzt. Es gilt die Variationsabsatzung
1> 2 &€ 2 &€ 2 &€
el 1, < Colln (N, + 21O ) < Cill Flly 40 1T 15

Mit der Voraussetzung arf folgt also (4.22a). Die Anwendung von (4.14ay fk = 0 liefert
dann [|¢5||, < C2, also erst rechf[(f[|, < C>. Das beweist die Ungleichung (4.22b). Mit

diesem Ergebnis kann (4.14)rfk = 0 angewandt werden, was dafigs||, < Cs/ec liefert.
Da aber||(5]|, < C dgilt, folgt durch Interpolation

: - - C
166, < Co/lIGiN, 0/ IGE1 < 2

Das beendet den Beweis. ]

Bemerkung
Der obige Beweis zeigt auch, daf3 die Ab&izung (4.14) sogafif k£ > —2 korrekt ist.
Der Fall grof3er Lasten wird im Zusammenhang mit elliptischen Schalen abgehandelt.

4.3 Regularitat fur den Fall langsamer Dynamik

In diesem Abschnitt wird die Reguladitdes zeitakdingigen Problems (4.6) auf dengsamen
ZeitskalarT := et diskutiert.

Im Gegensatz zu holomorphen Halbgruppen, agierenCdie(Halb—)Gruppen nicht gttend.
Vielmehr mul3 die gewnschte Glattheit schon in den Anfangsdaten enthalten sein. Die Hilfs-
mittel zu Regularétsaussagenif das hier vorliegende Problem sind iraalmsten Lemma und
Korollar aufgefihrt.

Lemma 4.3.1 Der lineare Operator . mit dem DefinitionsbereictD(L) erzeuge im Banach-
raum X eine C°—GruppeG(t), t € R.Ist w € D(L), dann gilt

G({t)ue D(L) und LG(t)u=G(t)Lu
fur jedest € R.

Beweis. Siehe z. B. A. RIEDMAN, [20], Lemma 1.1, Seite 93. [ |

Korollar 4.3.2 Es sollen die Voraussetzungen und Bezeichnungen des obigen Lemmas gelten.
Fur jedesm € N ist die folgende Aussage wahr. late D(L™), dann gilt

G(t)u e D(L™) und L™G(t)u=G(t)L™u
for jedest € R.
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Beweis. Durch Induktion nachm unter konsequenter Anwendung des Lemmas 4.3.1. =

Im Fall des Problems (4.6) ist die Grupg&(¢) von

o 0 1
-\ —L%F 0

in XX mit D(£E°) = D(L¥#) x VE(w) erzeugt. Im folgenden bedeutétfein m € N, daR
(m. 1) € D((L™)™) e (L5)™(m, ) € X
gilt. Konkret fur m = 4 hat man somit
(n.m) € D((L%9)Y) & (n,0) € D((L9)°?) x D((L*<)?).

Die Wohldefiniertheit von(L)'/2 folgt aus (4.5) und (4.4). Der Satz 4.2.2K die Struktur
von D(L%¢) .

Hinsichtlich der spteren Anwendung wird hier nur der ligigte Fall ausfihrlich beschrieben.

Definition 4.3.3 Es seienpj resp. p{ Elemente ausD((L*<)%?) resp. D(L%<), die fur
e — 0 das Landau-SymbaD(1) in H*(w) x H*(w) x H(w) resp. H3(w) x H3(w) x H*(w)
besitzen. Dann werden di®sungen(;, (k =0, 1) zu

L5e¢, = —p5, in L*(w)? (4.23)

unter Randbedingunggd.11) reduzierte Anfangsbedingungen der langsamen Schalendynamik
zu p; genannt.

Die obige Definition sieht an dieser Stellaristlich aus. Sgter wird dem Leser gezeigt, daf}

die Mittelwerte (iber die Schalendicke) der Anfangsbeschleunigungen des dreidimensionalen
Problems sind. Die Gleichung (4.23) wird dann die Konstruktionsvorschirftliie Anfangsbe-
dingungen des zugéhigen dimensionsreduzierten Problems sein. Das Auftreten des Faktors

in (4.23) ist auf die Einfhrung der langsamen Zeitskata= ¢t zurickzufihren. Es gilt der
folgende Regularittssatziir die langsame Koiter—Dynamik.

Satz 4.3.4Die Annahmer{H1) und (H2) der Hypothese 4.0.1 sollen gelten. Es sei€p, {)
laut obiger Definition 4.3.3 gegebenufF e € (0, £y sei mit{¢(7) die Losung zu

2

d
Kepe 2 € H 2 3
L C = —€ @C in L (W) s (424)
mit

d
CO=¢.  CO=¢
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unter Randbedingunggd.11)bezeichnet. Dann existiert eine Konstardte> 0, so dald

V(&) + WD,y + le(E),,) < Ce. (4.25a)
I¢E @), + @I, < . (4.25b)
2|y, +elGOl,, < © (4.25¢)

fur alle € € (0,e0] und alle 7 € R gilt. Fur

&) = 3¢ (0)

gilt die gleiche Aussage mit Absitfaungen

IV (E),,, +eUED, ., + le(E@),,) < C (4.26a)
I, +IED,, < Ce, (4.26b)
2G5l +elG,, < Ce. (4.260)

In (4.25)kann ¢<(7) durch ¢(7), und in (4.26) kann ¢¢(7) durch ¢°(7) ersetzt werden.
Daruiber hinaus ist jede der obigen Konstanténdurch ein positives Vielfaches von

Ipill, 0 + P50

nach oben beschnkt.

Beweis. Die Existenz von¢(7) ist durch den Satz 4.1.1 gékt. Es bleibt die Abscitzungen
zu beweisen. Es sei

Hlgu(C, &) = B¢, ¢) + (¢, &)
mit
B €)= BRC ©)+ 37 B°(¢ O

die Energie der langsamen Koiter—-Dynamik bezeichnet. In der Definition dé3eBiC;, (k =

0, 1) und der Forderung an die zugefgen Erzeugerp;, , siehe Definition 4.23, ist enthalten,
dafl p; mindestens zuH'(w) x H'(w) x L*(w) getbrt. Damit kann der Satz 4.2.2 angewandt
werden. Es folgt

(€6, 1) € D((LF)°2) x D((L")?) (4.27)
und aus (4.14) die Absélzung
V€, + eIy + 0D, < Celpill, s, (4.282)

Gkl +1Ck,, < Clipilly ., (4.28b)

1
82HCZ,3H3M +€H<li,3‘|4’w S CHpi”LlaQyw (4280)
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furalle e € (0,0 . Aus (4.27) und dem Korollar 4.3.2 folgt also
d
(¢*(7), -¢*(7)) € D((£"9)").

Damit kann (¢¢(7), <L¢*(7)) mindestens viermal nach differenziert werden, und es gilt

) dr
Y e(r e(r
d—z( f( ) ) :(LK’E)E( f( ) > e xk (4.29)
A\ ) ()
fur ¢ =1, ..., 4. Daruber hinaus ist jede der Gleichungen (4.29) Hamiltonischi(@kézh der
kanonischen symplektischen Form atif ) mit der Energieerhaltung
. dZ e dﬂ—i—l . . dé 5 dE—l—l e
Hlgo (1760, 267 (1) = Hlga (17¢°0), ¢7(0)) (4.30)
fur £ =0, ..., 4 .Insbesondere edft manfir / =0

d d
Hyou (¢°(7), -€°(7)) = Hyou (&5, 3-67)
< (M), +2le(@)lh, + 22 ¢)

Mit (4.28a) ist der letzte Term durcﬁ?az(Hngf oo T ||p§||f .,,,) beschankt. Beachtet man
noch, daR aus (4.23) diel@igkeit von o o

B%4(G5, €65) = —€*(65, Py
folgt, so hat man damit die Absétzung (4.25a) gezeigt.
Die Beziehung (4.30) lieferiir ¢ =1
(¢ (s, < Hagu(€5(0), £(0)).
Da aber¢s(r) die Gleichung (4.24)dst, folgt aus der Stetigkeit voge () und aus (4.23)

d2 € E P £ H €
_52@ (0) = L*¢5 = —p; in D((L™ )3/2) :

Somit ergibt sich insbesondere
re 2 e( re € 5 5
52”@(7—)”0’“] < BME(E ¢+ 52(1’07 po)w

(1 2 £ 2
S 082(||p0||1,1,2,w + ||p1||171’27w> . (431)
Fur ¢ = 2 liefert (4.30) unter anderem auch
- 5 ;. 5 - 5
Coe |, < v ED)IG, + eI,

< Bf=(¢5(0), €(0)) +£2(€7(0), €°(0)),

2
= ||p8||171,27‘d + 82(1)?7 p§>w ‘
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Die letzte Ungleichung beweist die Absthiung (4.26a). Zusammen mit (4.31) kann (4.14) mit

fi=—2C(n)
herangezogen werden. Das liefert die Richtigkeit der Asaingen (4.25).

Um die theren Sobolevnormeiiif ¢<(7) abzuschtzen, wird der Satz 4.2.2 auf
d4
2

_5 [
dr4

LR (1) = ¢ () (4.32)

angewandt. &r ¢ = 3 erhalt man aus (4.30)

2 ‘e

a4 . . e e
Coe®llg7 G, < BH((0), €(0)) +°(¢7(0), ¢ (0),,
— BK,E<pi7pi)+€2<LK,ep8’ LK,sp8>w

(3 2 (> 2
S Cl <Hp1H171727W + 62Hp0‘|373747w) :
Schliellich liefert (4.30)iir ¢ = 4 die Ungleichung

d4 € 2 & E € € E E & E €
ol CE (IS, < BS(L%p5, L99p5) + <2 (L5pi, Lpi)
& 2 (3 2
< (IR 2po |13+ 2IImSI, ) -
Mit den letzten beiden Ungleichungen, sowie mit der bereits bewiesenen #&bsoly (4.26a),
kann auf (4.32) der Satz 4.2.2 angewandt werden. Da jetzt die rechte Seite-ddutenz we-

niger besitzt als im Korollar 4.2.3 vorausgesetzt wurde, ergeben sich also dieathsulen
(4.26). m

4.4 Koiterscher Flul3 bei elliptischen Schalen

Von besonderem Interesse in der Theorie der Schalen sind diejenigen mit elliptischer Mittel-
flache. Im Konstruktionswesen werden solche Schaderfidp als perfekte Tragwerke bezeich-
net. Diese veridgen aufgrund inrer Geometrie bei richtiger Einspannung grof3e Lasten bei hoher
Schlankheit zu tragen.

Definition 4.4.1 Ein Flachendick S = (@) heil3t (gleichralig) elliptischgenau dann, wenn
sein Kn‘Jmmungstenso(baﬁ(y)) definit (positiv oder negativ) ist, d.h. , es existiert eine Kon-
stanteC > 0, so dal3

S P < Cloasy)n™n’|  Vyewm, V(i) € R

gilt. Eine SchaleS® = ®°(Q0") laut Definition 3.2.2, (i), heiRelliptischgenau dann, wenn ihre
Mittelflache S = ¢ (@) elliptisch ist.
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Bemerkung

Elliptische Schalen besitzen in jedem Punkt ihrer Mitéelfle eine positive Gauliknmung.
Insbesondere ist ein Vorzeichenwechsel der Hatiptknungen ausgeschlossen.

Die folgende Ungleichung Kornschen Typs ist in [14], Theorem 2.7-3, Seite 108, bewiesen.

Lemma 4.4.2 Es gelte die Annahm@2) der Hypothese 4.0.1. Das &thendick () sei
elliptisch. Dann existiert eine Konstanté = C(w, ¢) > 0, so daf3

vl = ¢, + Insll,)

Vn € VM(w) := H}(w) x H}(w) x L*(w)

(4.33)

besteht.

Bemerkung
a) Die Ungleichung (4.33) garantiert also, daf3 die Seminorm

VW) s n= v,

tatschlich eine Norm ist, die zur gédlanlichen Norm des Raumés$; (w) x Hj (w) x L*(w)
aquivalent ist.

b) Schalen, bei welchetjy(-)||, ~eine Normuber dem Raum zébsiger Verschiebungen
ist, nennt man aucMembranschalenist [|(-)||, =~ dagegen eine echte Seminorm, so

spricht man auch vowmerallgemeinerten Membranschalesiehe hierzu [7]dr mehr De-
tails.

c) Der RaumV*(w) wird gelegentlich auch alslembranraum der Schalgezeichnet.

d) In SLICARU [56, 57] ist gezeigt, dal? die hinreichenden Bedingungen im Lemma 414.2 f
die Glltigkeit von (4.33) tatadchlich auch notwendig sind. Died&he S muf3 notwendi-
gerweise elliptisch und die zagsigen Vektorfeldery mussen zuvV (w) getdren, wenn
eine Ungleichung wie in (4.33) bestehen soll.

Die obige Ungleichung (4.33) zieht zusammen mit dem Lemma A.1.4 die Existenz, bees
branflusses* auV ™ (w) x L?*(w)? nach sich. Dieser wird von der Energie

HY(n, 1) == B™(n, ) + (0, 7).,
unter der kanonischen symplektischen Form Atfw)? erzeugt. Im Gegensatz zum Koiterschen
Modell ist das hier vorliegende nicht singuigesbrt. Grundétzlich ist es raglich, den vonH
erzeugten Flul3 als Ausgangspunkt &ine Approximation der Schalendynamik im Dreidimen-
sionalen zu verwenden. In dieser Arbeit wird auf diesen Zugang verzichtet. Der Grumdstaf
daR beim Erzwingen vom; € H}(w) schon im fihrenden Term ein Grenzschichtprofil auftritt.
Vielmehr wird hier auch die Rechtfertigung der Approximatidm Membranschalen mit Hilfe
des Koiterschen Modells bevorzugt.

Zur Vorbereitung der Membrananalyse sollen in danhsten Unterabschnitten Abg&thungen
fur den Fall grof3er Lasten und schneller Dynamik bereitgestellt werden.
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4.4.1 Regulariaitim zeitunabhangigen Fall

Es gilt das zum Korollar 4.2.3 analoge

Korollar 4.4.3 Es sollen(H1) und (H2) der Hypothese 4.0.1if ein elliptisches Fdchensiick
gelten. Bir 0 < & < g5 sei f mit f* = O(1) in H'(w) und f2 = O(1) in L*(w) fur
e — 0 vorgelegt. Dann existiert ei’ > 0, so daB die Bsungn® = 75a® + n5a® von(4.9)
den Abschtzungen

Il 1o+ IOl + (s, + llem)l,) < C (4.342)

715, + ()]

1w

e c C
el + lot)l,) < 2 (4.34b)

g g g € C
I, + Iy, + 2l + o)) < = (4.340)

fur alle ¢ € (0,¢] gerugt.

Beweis. Es gelten die Voraussetzungen des Korollars. Die Existenz und Eindeutigkedsierd
n° ist klar. Aus der Ungleichung (4.33) bekommt man eine bessere Variationgdhsat als
bei Schalen beliebiger Mittelithe. Es gilt

2 2 2
I, < Collvm) 2, +&le@)IE) < CllFl o Il .

CallFl, o YTl

IN

sowie

en2
82””3”2,“} S C||f”171707w .
Das beweist die Ungleichung (4.34a) sogar£ € (0, 1) .

Die Voraussetzung des Satzes 4.2.2 siivd:f€ (0, €] erfullt. Das erlaubt die Anwendung von
(4.14) fur £ = 0. Zusammen mit (4.34a) ergibt sich

C C
Il << und gl < 5
Wegen
C
lill,, <€ und gl < =
folgt durch Interpolation
(3 C g
Inzll,, < o2 und 5], < e

Die Benutzung dieser Ergebnisse zusammen mit

Iy, + e, < CUml,y prn .+l
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fur s =1 und s = 2 liefert die Absclatzungen (4.34b) —(4.34c) und beendet den Beweis.
[

Bemerkung

Die zentrale Rolle der Ungleichung Kornschen Typs (4.33) ist wiederholt hervorzuheben. Ohne

deren Giltigkeit hatte maniir [|v(n°)[|, ~bestenfalls eine Absétizung der Gestalt

] C
@)l < <

Damit wiirde eine Rechtfertigung der Membrandynamik scheitern.

4.4.2 Regulariaitim zeitabhangigen Fall

Fur Membranschaleral3t sich mit Hilfe des Koiterschen Modells auch eine schnelle Dynamik,
d. h. diejenige auf der unskalierten Zeitskala, rechtfertigen. Die Grundlagefirmegfden in
diesem Abschnitt bereitgestellt.

Definition 4.4.4 Es seieng; resp. q; Elemente ausD((L*<)*?) resp. D(L<), die fur
e — 0 das Landau-SymbaD(1) in H*(w) x H*(w) x HS(w) resp. H3(w) x H3(w) x H*(w)
besitzen. Dann werden di®sungenng, (k =0, 1) zu

L%, = —q; in L*(w)? (4.35)

unter Randbedingungef@.11) reduzierte Anfangsbedingungen der schnellen Schalendynamik
Zu q;, genannt.

Diese Definition ist das Analogon zur Definition 4.3.3. Es gilt der folgende Saiié schnelle
Koiter—Dynamik im Falle elliptischer Mittelichen.

Satz 4.4.5Es sollen die Annahme(H1) und (H2) der Hypothese 4.0.1if ein elliptisches
Flachengitck gelten. Es seie(n;, n;) laut Definition 4.4.4 gegebeniiF ¢ € (0, ] mit dem
g9 aus dem Satz 4.2.2 bezeichmg(t) die Losung zu

d2

Kepe . = ¢ ; 2 3
L 72" in L*(w)”, (4.36)
mit
3 3 d 1> 1>
() =mn5, 0 (0)=ni
unter Randbedingunggd.11) Dann existiert eine Konstant€' > 0, so dal3
I Ol + Y@@, +m5 Ol + lem @®)],) < ¢, (437a)
g g g g C
7).+ YOO+ O+ (O, ) <=, (4370)
g 1> g g C
Il + Iy (), + (0, + e @®)ll,,) < = @370)
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furalle € € (0,e0) und allet € R geriigt. Hir

i (1) = T

ist die gleiche Aussage mit Absithungen

1)1y g+ I GO, + 2O, + oG ))<= €. (4.388)

15Ol + 17 @O, + D], + e, ) (4.38h)

C
\/’ Y
C
B

)

19O, + Iy (A7) 1, + el , + le(@®)1,,) < (4.38¢)

wabhr. Die gleichen Absétzungen gelterif 7°(¢) und 77°(¢) . Die KonstantenC' konnen durch
ein positives Vielfaches volngs||, , .+ llgill,,,  nach oben beschnkt werden.

Beweis. Mit

Higg? (n, ) := B(n, ) + (11, 7).
sei die Energie der schnellen Koiter-Dynamik bezeichnet. Aus der Definition der reduzierten
Anfangsbedingungem);, (k = 0, 1) folgt, da die zugebrigen Erzeugerg; mindestens zu
H'(w) x H'(w) x L?(w) gehdren. Damit kann also das Korollar 4.4.3 angewandt werden. Es
folgt

il o + @D+ e(inisll,., + llemdll, ) < €, (4.39)
g g £ £ C

780+ YD, il loDll) < 2. (439D)
(3 € £ £ C

195 My, + Iy, + 2l + lo()l,,) < = (4.390)

furalle € € (0,¢0] . Dariiber hinaus isC' proportional zuC, (llgoll, , . + g5l , ) - Wieim
Beweis des Satzes 4.3.4 gezeigt, folgert man auch hier die Energieerhaltung

K. dé d(—i—l P dﬁ dé-{-l
Hig? (™ (0, T (1)) = Hiad (35m°(0), —om°(0)) (4.40)
fur ¢ =0, ..., 4 . Aus der Definition vorn; folgt

B%4(n5, n5) = —(n5, q§). -

Zusammen mit der Energieerhaltung (4.4@) ¥ = 0 erhalt man wie im Beweis des Korollars
4.4.3 die Giltigkeit der Absclatzung (4.37a). & ¢ = 2 erhalt man aus (4.40) unter Beachtung
der Kornschen Ungleichung (4.33) noch

e 2 e 2 e 2 e 2
[ 017 o+ IO, < CUNGEEW)IZ, +lelEm)I2,)

2 2
< allgl?, ., + gl
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Das beweist die Ungleichung (4.38a). Damit kann die ABsalng (4.34) mit
f==-1()
angewandt werden. Das liefert die Abatrungen (4.37).

Fur ¢ = 4 erhalt man aus (4.40) mit Hilfe von (4.33) die Ungleichung

d4
Coll G Ol < B7 (L5 L°g5) + (L7 L*q7)

c 2 o112
< (e al’, + g2, , )

2 )
S C(||q0||4,476’w + ||q1||3,374,w) .
Mit der letzten Ungleichung und mit Absatzung (4.38a) kann auf

d? d4
Ke 5 _ 5
Lo () = = (1)
das Korollar 4.4.3 angewandt werden. Das beweist schlie3lich (4.38b)—(4.38c). [

Bemerkung

Es ist bemerkenswert, dal’ im Gegensatz zum Fall der langsamen Dynamik, die Scinralieke f
Beschleunigungi®(t) dieselbe GalRenordnung wie diejenige von:(t) selbst besitzt. Auch
dieses geht wieder auf die Elliptiait der Mittelfache und die Kornsche Ungleichung (4.33)
zurick.



Kapitel 5

Zum dreidimensionalen Schalenmodell

Die Formulierung des dreidimensionalen Schalenmodells wird in krummlinigen Koordinaten
gegeben. Ein Umschreiben der Modelldaten von kartesischen in die krummlinigen Koordinaten
istin [14], Kapitel 1, audihrlich beschrieben. Es sei daran erinnert, dal’ die Geometrienotationen
im Kapitel 3 eingefihrt sind. Die Geometriedaten im folgenden beziehen sich auf die im Kapitel
4 gewahlte Schale, deren Parametrisierung laut (3.10) gegeberirsddeR Parameter > 0 gilt

die Abmachung 4.0.2.

Notation 5.0.1 Wenn nicht ausdrcklich anders vermerkt, sind mit kleinen, fettgedruckten latei-
nischen Buchstaben, die einim Exponenten besitzen, stets Vektorfelderif tiber Q¢ be-
zeichnet. lhre ko— resp. kontravarianten Komponenten sinddbiel der lokalen Baserig®©)
resp. (g5) zu verstehen. So gilt

us — U?gi’e — ui,sgis )
Mit H'(Q¢) und L?(QF) seien die Funktionedume wie auf Seitei bezeichnet. Die Vereinba-
rung H°(Q®) := L*(QF) gilt. Es seik = 0, 1. Fur ein Vektorfeldu schreibt man

3 2 2
e = 1 e - ol g = (S0 1 )

1
2 2
e (@l g = (s iy (@) sy )

5

Im folgenden wird eine Schal§® := ®°(Q0"), wie in der Definition 3.2.2 gegeben, betrachtet.

Von dieser ist angenommen, dal sie aus einem homogenen, isotropen Material mit konstanten
Materialparameterm\ > 0 und p > 0 aufgebaut ist. Darer hinaus ist ihr seitlicher Rand
o=(I'5) verschiebungsfrei eingespannt. Es wird der linear elastische Fall untersucht. Somit wird
die linearisierte Dehnungs—Verschiebungsbeziehung

g € 1 5 5
ez’l\j(u ) = 5(“1‘\\]’ + uiHj) ) (5.1)

61
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sowie das Hookesche Gesetz
aijvf(u‘f) = Aijkf’aeillg(u) (5.2)
zugrundegelegt. Dabei giliif denElastizitatstensorie Definition
Aijké,e — )\gz] e kb e + Iu(gik,sgj@ € + gzﬁ Eg]k s) )

Mit 5, (u®) resp. o< (u®) sind die ko— resp. kontravarianten Komponenten\dggerrungs—
resp. Spannungstensdsezeichnet. Es seien

V() = {(u) | uS € HY(Q) ,ui = 0 aufdw x (—¢, €)}
und
V() = {(i) | 45 € LX)}
gegeben. Setze
XS =V (QF) x V().

Der Index 2 soll in Anlehnung auf Kapitel 2 darauf hinweisen, dal3 die Dynamikgufzu
approximieren ist. Die Hamiltonstruktur der Schale wird mit der kanonischen symplektischen
Form auf X5 , namlich

@a(us’ ,ua’ ,UE’ UE):/ " z]a 8\/_d(13 / Y€ z]a E\/_dw

und der Energie

1 1
Hf(u®, u°) = 5(116, u)s + §Ba(u5, u’) (5.3)
mit den Bilinearformen
Bt (uf, v°) = / ATEE =6l (u) e (v°)VgF da s (5.4a)
(U, %) = / 1 g 6\/»da: (5.4b)

aufgebaut. Die dimensionslose Massendichte ist hier ohne Eardalnmng der Allgemeinheit auf
1 gesetzt. Durch eine passende Gewichtung der Noriﬁd@s) und entsprechende Anpassung
der symplektischen Fornaf8t sich der allgemeine Fall auf den vorliegenderiigkitihren. Das
Schalenproblenal3t sich nun wie folgt formulieren.

Problem 5.0.2 Es seie¢ > 0 ausreichend klein. Erzeugt das (6.3) gegebene Hamilton—
Funktional H* in X5 bediglich ©° einen Hamiltonschen Flul3? Wenn dieses zutrifft, dann
stellt sich als &chstes das sogenanrid@mensionsreduktionsproblerdie verlélt sich fur eine
gegebene Anfangsbedingung die Zeitentwicklung des Verschiebungs— und Geschwindigkeitsfel-
des (u°(t), u°(t)) , das vonH* getrieben wird, wenre — 0 gilt? LafBt sich ein dimensionsre-
duziertes Modell zur Beschreibung vdms(¢), w°(t)) fur kleine ¢ rechtfertigen? Wenn jaiif

welche GbRenordnungen der Zeit ist das dimensionsreduzierte Modé¢] wat?
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Bemerkung

a) Obwohl im oben gestellten Problem diedBen (u°(¢), w°(¢)) nur intrinsisch auftreten,
geht es in dieser Arbeit darum, die Komponenten der Felddidben einer geeigneten
lokalen Basis zu finden.

b) Beachte, dal3 sowolth* als auch H¢ differentalgeometrische Invarianten sind, obwohl
beide extrinsisch definiert sind.

Hinsichtlich eines vonH¢ erzeugten Hamiltonschen Flusses gilt der

Satz 5.0.3Das zu H¢ beziglich ©¢ zugeldrige Vektorfeld X - : X5 — X5 mit dem Defini-
tionsbereichD(X ) erzeugt in X5 eine GruppeG;(t) von Isometrien bémlich der Ener-
gienorm, d. h. ,dr alle t € R und fur alle (uj, i) € D(Xpg-) gilt

d € e M€Y — Y€ € &ous
aG2(t)(u0, ug) = X5 (G5(t)(ug, u5))

und

S (0.9 (0)g + 3B (wlt) wlt) = 5 (5. 4) + 5B (ufof) . (69

&us(t) = u°(t) in V(Q°),
q . (5.6)
W) = —(LFuf()'g; in V(Q9),
wobei fir das Langé—System
(Lfus)' = —g"»° - {(\ + p)V(div u®) + pV(divu®) + pAuc} (5.7)

gilt.

Beweis. Die Existenz der Gruppé&:5(t) folgt schon aus der Tatsache, daf3 dies in kartesischen
Koordinaten der Fall ist. Alternativdnnen die folgende Ungleichung vom Kornschen Typ und
positiv Definitheit des Elastiztstensors angewandt werden.

Lemma 5.0.4 Es sollen die Annahmgi1) und(H2) der Hypothese 4.0.1 gelten. Die Parame-
trisierung der Schale sei durd3.10)gegeben und sei beliebig aug0, «) .
(i) Dann existiert eine Konstante = C<(Q°, I'g, ®°) > 0, so dald
7]l o < CFlle”(v7)]

Lo S 0.0° (5.8)
fur alle v° € V() besteht.
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(i) Es existiert eine Konstanté’, > 0, so dal3
Aijke’s(ws)tijtkg Z Cl Z(tij)Q (59)
i\j

fur alle symmetrischen Matrizeft;;) und alle ° € Q" gilt.

Die Beweise hierzu befinden sich in [14], Theorem 1.7-4, Seite 44 beziehungsweise Theorem
1.8-1, Seite 46. Zusammen mit dem Lemma A.1.4 folgt also die Existenz, Eindeutigkeit und
Energieerhaltung int;s . Es bleibt nur die Darstellung (5.7) zugkken. Folgend den Aushrun-

gen im Beweis des Lemma A.1.4, Seite 102 mif4° der Beziehung

(Lfuf, v°)° = B (u®, v°) Vu® € D(LF), v° € V(QF) (5.10)
gerigen. Dazu wird die Greensche Formel

/ € k‘s €0 6dev — / f‘ kgk:s €, dVa / fs,va .nfdre
Qe o0

benutzt, die inQ® fur ausreichend glatte Vektorfelder und skalare Felderc gilt. Hierbei
sind mit dV= und dI'® relevante Volumen— und &thenelemente. Mih® wird die Normale an
09)° bezeichnet. Damit ergibt sich:

(Laus)i — Aijk@,sek“zj(ua)
{)\gz] e k¢, E(“ZHZ]’ + U?nkj) + ,u(gik,sgjé €4 gzé Eg )(uilw + UZij)} (511)

=—g"° - {A\V(divu®) + uV(div u®) + pAu‘}
und
D(LF) = {v° € V() | LFv® € L*(F)%}.

Bemerkung

a) Die Ailtigkeit von (5.10) erfordert auch
/ vg Aij’“fvseinf(ua) n;dl* =0 Vu® € D(LF), v° € V().
o0e

Wegen der Definition des Raum@&5((2°) ist klar, daf sich die obige Integration nur noch
uber dieBoden- und Deckiche IS der Schale erstreckt. Da aber dort der Normalenvektor

mit g>¢ = g5 Ubereinstimmt, lautet die rizadiche Randbedingung
Ai?’kg’eeiw(us) =0 (u) =0 fur a5=*fe. (5.12)

Diese besagt hier, dal3 an der Boden- und Dack# tir ¢ > 0 der Spannungsvektor
0'®(u) = 0" (u®)n5 verschwindet.
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b) Wegen o:¢(u®) = Aiﬂdvse;”f(us) erlaubt das La@®-System alternativ zu (5.11) die
Darstellung

(LFuf) = —o)(uf). (5.13)

5.1 Die dicke Schale — Skalierungen

Damit die sftere Konvergenzaussage bglch einer vone —unablingigen Norm raglich ist,
wird die Uibliche Skalierung

IF:wx(-1,1) - Q° mit x = (y, z3) — x° :=1°(y, x3) (5.14)

und der Abbildungsvorschrift

£

T, =To =Yo UNd x5 =cxy mit z3€[-1,1],
eingetfihrt. Vergleiche hierzu auch die Abbildung 3.2 auf Seite 38. Damit hat man

o 9 10 _

By~ SOy

1
o = = = s —a =
al'a aya @ I 3

Fortan sei stets
Q:=wx(-1,1).

Die in (3.10) eingdihrte Parametrisierun@® der SchaleS® kann auf() zurickgezogen wer-

den und lautet jetzt
P(g) : Q — R3 mit
5 (5.15)
D(e)(y, x3) == p(y) +cz3a°(y).

Obwohl S := ®(£)(Q) = ®5(Q¢) = S¢ gilt, spricht man nun von einaficken SchaleDabei
sind aber nur die krummlinigen Koordinaten aus einglicken* Gebiet. Durch die Skalierung
entsteht aus der kovarianten Badigj(xz®), g5(x°), g5;(x°)} eine skalierte kovariante Basis

{g1(6)(2)), 92(c)(), gs(e)(x)} mit

9o(e)(Y, 3) = 0a®(e)(y, 73) = Oup(y) + ex30,a3(Y)
= aq(y) — cx3bg(y)a,(y) (5.16a)

und

95(2) (y, w3) = éagq)(a)(% 73) = as(y). (5.16b)



66 KAPITEL 5. ZUM DREIDIMENSIONALEN SCHALENMODELL

Die zugelidrige skalierte kontravariante Basist durch

Mal Y -+ Exgb%(y) Cl2
C(y, 3) (y, 3)

5$3b%(y) al y) + 1— 55E3b%(y) a? ),
<y, z3) <y, z3)

93(5)(% r3) = g3y, x3)

9'(e)(y, x3) =

92(5> (y7 l’g) =

mit (y, x3) == 1 — 2ex3h(y) + (ex3)*k(y) gegeben. Der Beweis hierzu erfolgt durch Nach-
prifen von g;(c)(y, z3) - g7 (e)(y, x3) = 47 .
Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, wird die expligitexs) -Abhangigkeit in den oben

eingefihrten Ausdiicken ausgelassen. Das gleiche sotl Grol3en gelten, die aus den obigen
abgeleitet werden.

Definition 5.1.1 Es seill¢ die in(5.14)eingefihrte Abbildung. Die skalierten GRen der Scha-
lengeometrie sind dann wie folgt definiert:

9:i(€) == gi(e) - gi(e),  g7(e):=4'(e) - g’(e)  g(e) =g oI,
k(o ._ ke e ijkC( Y . pijkbe  Tye
[y(e) =Ty oII%, AV (g) = AVESE o T1° .

Das Skalierungsverhalten der Skalarprodukte - )o- und B<( -, -) istin der rachsten Propo-
sition zusammengefal3t.

Proposition 5.1.2 Es sei II° die in (5.14) eingefihrte Abbildung. Es seiem = w;g’(¢) und
v = v;g'(e) zwei Vektorfeldeiiber Q2. Dann induziertTl aus den Bilinearformer( -, - )q-
resp. B¢( -, -) die Bilinearformene (-, - )q resp.e B(e)(-, -) mit

(u, v)g = / i g (2o VgE)de,

B(e)(u, v) := /ngijke(a)ei||j(5, w)epe, v)\/g(e) de .
Far die kovarianten Komponenten daglierten Verzerrungstensagst dabei
1
ea||ﬁ<€7 u) = §<8auﬂ + aﬁua) - Fgg(g)up ) (517&)
1 1 »
604”3(87 ’l,l,) = é(aaui’» + ga3ua) - Fag(g)up, (517b)

1
63”3(8, ’LL) = g@gUg. (5170)
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Es gilt die zur Notation 5.0.1 analoge Vereinbarung.

Notation 5.1.3 Mit kleinen, fettgedruckten lateinischen Buchstaben sind stets Vektorfelder im
R3 Uber Q bezeichnet. lhre ko—resp. kontravarianten Komponenten siridjbeiz der lokalen
Baseng‘(¢) resp. g;(c) zu verstehen. Es gilt zum Beispiel

u=u,g'(c) = u'gi(e).

Mit H'(Q2) und L?(Q) seien die Funktione@ume bezeichnet, wie auf Seitesingefihrt. Die
Vereinbarung H%(Q2) := L*(Q2) gelte. Es seik = 0, 1. Fur ein Vektorfeldu schreibt man

1
3 2 2
letlly = il e lull, o = (S luilg))
1
2 2
lete, wlly o = (o, leai(e, Wil )

Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, wird auch die kovariante Differentiatioglitez
I'¥.() mit || im Index gekennzeichnet.

Aus (5.16b) folgtdsgs(¢) = 0 und damit auchl%,(s) = 0. Folglich gilt fur die Komponenten
desskalierten Verzerrungstensadge Darstellung

€ij(e, u) = %(uij + ) - (5.18)
Mit A%*(¢) wie in der Definition 5.1.1 und mit (5.18) definiert man durch
o(e, u) == AT (e)ep (e, u)
denskalierten Spannungstens@ie relevanten Funktioneaume auf der dicken Schale sind mit
V() = {(u) | us € H () ,u; = 0 aufdw x (-1, 1)}
und V(Q) = {(&;) | w; € L*(Q)} gegeben. Der Phasenraum lautet
X, = V(Q) x V(Q).
Bemerkung
Aus u = u;g'(e) = n;a’ folgt durch Multiplikation mit gs(¢) das Transformationsgesetz

Ur =17 — €$3b£7797

Us =13 .

(5.19)

Fur (b2) € L*>°(w) ist die Transformationifr ausreichend kleine sicher umkehrbar. Daher
ist es irrelevant, ob die Dreitupel iV (Q2) kovariante Komponenten bigglich (g'(¢)) oder
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(a') bezeichnen. Die obige Transformati@ft V' (Q2) sowohl algebraisch als auch topologisch
invariant. Das gleiche giltifr den Phasenraum.

Die Hamiltonstruktur der dicken Schale ergibt sich mit der symplektischen Fofmm und der
Energie H(¢) auf X, durch
1

1
@(5):259801_[8, H(e)::gHEoHE.

Die Division durch e eliminiert die e —Potenz, die in der Funktionaldeterminante der Skalie-
rung auftritt und hat daher keine weitere Bedeutung. Auf der dicken Schale gilt die folgende
Ungleichung vom Kornschen Typ und positive Definitheit des skalierten Eléssitansors.

Lemma 5.1.4 Es sollen die Annahmgi 1) und(H2) der Hypothese 4.0.1 gelten. Die Parame-
trisierung der Schale sei durqd.15)gegeben und: > 0 sei ausreichend klein.

(i) Dann existiert eins, und eine Konstant& = C'(2,¢) > 0, so dal}
C
HvHLQ < ;He(gv IU)H(LQ (520)

furalle v € V(Q2) und alle e € (0,5) besteht.

(i) Dann existiert eingy, und eine Konstant&€”; > 0, so dal3
Aijkg(&‘, w)tijtkg Z Cl Z(tij)Q (521)
irj
fur alle symmetrischen Matrizeft,;) , alle « € 2 und alle ¢ € (0, <o) gilt.

Der Beweis der Ungleichung (5.20) ist in [9], Theorem 4.1, erbracht. Die positive Definitheit ist
in [8], Lemma 3.1 nachgewiesen.
Mit diesem Lemma folgt der zum Satz (5.0.3) analoge Existenz— und Eindeutigkeitssatz.
Satz 5.1.5Es seic € (0,¢0) . Das zu H(e) bediglich ©(¢) zugeldrige Vektorfeld X 4. :
X, — A, mit dem DefinitionsbereiclD (X (.)) erzeugtinX;, eine GruppeGs (e, t), t € R

von Isometrien beémlich der durch /H (¢)(-, -) definierten Norm. AuBerdem existiert eine
KonstanteC' > 0, so dal3

liste, D + e, DI < C(lloe) 5, + §B<u0<e>,uo<a>)) (5.22)

furalle ¢t € R, e € (0,20) und (uo(e), uo(c)) € D(Xp()) gilt. Hierbei wurde die Schreib-
weise (u(e, t), u(e, t)) := Gal(e, t)(uo(€), uo(c)) beriitzt. Dariber hinaus gilt

%u(s, t)= e, t) in V(Q),
q A . (5.23)
—a(e, t) = —(L(e)u(e, t)'gi(e) in V(Q),

dt
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mit
(L(e)ule, t))Z = —0";(c, ule, t)). (5.24)
Beweis. Man beriitze die Argumente wie im Beweis von Satz 5.0.3, hier allerdings mit der

Ungleichung (5.20) und positiven Definitheit auf der dicken Schale. Die Atigahg (5.22) ist
eine direkte Folgerung aus (5.20) — (5.21) kombiniert mit der Energieerhaltung. [ |

Damit ist die Existenzfrage im Problem 5.0.2 valistlig gekart. Der Rest der Arbeit behandelt
die Rechtfertigung einer Dimensionsreduktion.






Kapitel 6

Konstruktion einer Approximation

Der Erfolg der formalen asymptotischen EntwicklungénPlatten, siehe BUGE, GRUAIS &
ROsSLE [17, 18], legt es nahe, auch eine Approximatidm €ie Verschiebungsfelder einer
schwingenden Schale in der Form

u(e) mu’ +eu' + 2 + - -

zu suchen. Hierbei ist vorauszusetzen, déRu', u?, ... selbst nicht vons abhangen. Ande-
rerseits, in [14], Abschnitt 3.4, wird gezeigt, dal’ formale asymptotische Entwicklungen schon
fur das Statikproblem der Schale niir Membranschalen odeuaif Schalen im dehnungslosen
Zustand zum Erfolgithren. Das Scheitern einer solchen Entwickluiig $chalen beliebiger
Mittelflache im allgemeinen wird ebenfalls @&utert. Daher wird ein anderer Zugang zur Kon-
struktion einer Approximationiir w(s, t) erforderlich. Darin muf akzeptiert werden, daf3 die
resultierenden dimensionsreduzierten Modelle selbst siangydsdrt sind. In der vorliegenden
Arbeit wird eine Approximationiir (e, t) mittels eines Dreidirektoransatzes gewonnen.

Notation 6.0.1 Mit ¢ und n werden ausschlie3lich Vektorfeldéber w bezeichnet. Die zu-
gelbrigen Komponenten sind hgglich a', a?, a® resp. ai, a,, a; zu verstehen. Das gilt auch
dann, wenn¢ und n mit Superskripts versehen sind.

Der Ansatz

Fur ausreichend kleine bildet A<, der Kandidat fir eine Approximation, Vektorfeldeiber
w in Vektorfelderuiber Q2 ab. Es wird fir A° im wesentlichen der sogenanrid@ektoransatz
herangezogen,amlich

(ASC) (e, x, t) = (jC) (e, x, t)+ Ul(e, o, t)
mit
3€(e, ®, 1) := C(y, 1) + ewsC(y, t) + (e23)*CP(y, ) + (23)°CP(y, 1) .

71
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Die Felder¢!, ¢% und ¢ werden in diesem Zusammenhang &thalendirektorebezeichnet.
Diese tangen explizit von{(y, ¢) und dessen Ortsableitungen ab. Die Schalendirektoren sind
also 1ir jedes gegebené(y, t) bekannt. MitU ist hier einRandkorrektobezeichnet. Dieser

ist so zu vahlen, dal3

0

<jC(5a z, t) +Ul(e, z, t)> |8w><(—1,1)

gilt, und dal3 zur Herstellung der Verschiebuhg in der Schale ausreichend wenig Energie
verbraucht wird. Mit ausreichend wenig ist hier das Verhalten

le(e, U)lly o = O")

fur e — 0 mit einem geeignetemx > 0 gemeint. Es sei betont, dal3 es sich bei den Randkor-
rektorenU nichtum die analogen Grenzschichtprofile aus dem Plattenproblem, sibsLiR

[53], §3.2, handelt. Vielmehr wirdJ ein Randkorrektor sein, wie er iniNs, [35], Kapitel II,
Abschnitte 5-8 und Kapitel 4, Abschnitt 8 einghbft ist. Die Direktoren¢?, ¢ und der Rand-
korrektor U sind in der vorliegenden Arbeit allesamt nur aus technisché@nd&n erforderlich.
Keines dieser Felder wird in den Hau@itsen auftreten, zumal der Korrektor nicht explizit be-
schrieben wird.

Organisation des Kapitels

Der erste Abschnitt en#it technische Vorbereitungen. Dabei werden einfache Entwicklungen
der Geometriedi3en, sowie die Umschreibung der Verzerrungskomponenteighez der lo-
kalen Basis der lche behandelt. Dies erleichtert deren explizit zu kontrollierend&bhangig-

keit.

Der zweite Abschnitt ist der Wahl der Schalendirektoren gewidmetspatere Zwecke werden
dort Absctatzungeniir die von j{ hervorgerufenen Spannungen in der Schale bereitgestellt.

Im dritten Abschnitt wird eine Verwandtschaft zwischen dem Ea®ystem (5.7) und dem
Koiter—OperatorL* bewiesen. Diese Beziehung ist d&ckstein“ der Rechtfertigung der Di-
mensionreduktion.

Der letzte Abschnitt behandelt die wichtigsten Eigenschaften der Korrektoren.

6.1 Technisches |

Mit || - ||« seidietubliche Norm desL>(£2) bezeichnet. Durch den gesamten Unterabschnitt
gelten fir die Parametrisierung der Mittelflache S und das Parametergebietdie Annahmen
der Hypothese 4.0.1. Die dicke Schaleigaer €2 laut (5.15) parametrisiert. Die maximale Dicke

¢ sei stets kleiner als einy laut der Abmachung 4.0.2. Die Bezeichnungen der Geomeiiftegr
sind diejenigen aus den Kapiteln 3 und 5.
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Lemma 6.1.1 Es existiert eins, und eine Konstant€' > 0, so dal die folgenden Absidiaun-
gen

19°%(2) — (a® + 2eash™ + 3(ews)’c™) |

00,2 —

05, () — (U5, — exst)l, < C<2,

IT55(e) = (=05 — exsb3b)l , < C€’

fur alle £ € (0, g9] wahr sind. Rir alle € € (0, €] gilt
Fiﬂ(éf) = bag — EX3CaQ -

Beweis. Die letzte Aussage folgt aus

I25(e) = g% 0ugp = a® - {0aas — c130,(bja,)}
unter Beachtung der Ableitungsgleichungen von Gaul3 (3.4a). Der Beweis der Ungleichungen
beruht auf der Darstellung®(c) = r(¢)a™ mit

i) == g%(e) - ar = 07 + ewbl + (ex3)*b7b5 + O(e7) (6.1)

T

wobei das Landausymbol id.>(2) fur ¢ — 0 zu verstehen ist. Die Darstellung folgt aus

der Taylorentwicklung der skalierten kontravarianten Basisasm= 0. Die gleichnal3ige Be-
schianktheit des Restglieds ist durch die Differenzierbarkeitsannahme der Parametrisierungen
gewahrleistet. Die Absciitzung fir I'}_(¢) folgt aus

IS () = g%(2) - 9pg-(c) = r5(e)a? - Op{a, — exsbla, )}
= () (rgT — ew (b8, + Fgﬂbg)) .
Bei der letzten Gleichheit wurden die Ableitungsgleichungen von Gaul3 und die Beziehung (3.7b)

benutzt. Die restlichen Absélzungen folgen mit den gleichen Argumenten. [

Korollar 6.1.2 Es existiert eins, und eine Konstant&” > 0, so daiir alle € € (0, ¢,] der
skalierte Elastizéitstensor den folgenden Ungleichungeniggn

HAaﬂoT<€) o ()\aa,@am- +M<aaaaﬁ7 +aa7aﬁo>)‘|oo9 < ng
HAaBBS(g) . M(aaﬁ + 2&%3[)(16 + 3(5x3>2caﬁ)||ooﬂ < C’gB7
1A% () = Ma*? + 2esb™ + 3(ey)*e) |, < O

Beweis. Die erste Abschtzung folgt aus der Definition vor*?°"(¢) und der Giltigkeit der
ersten Ungleichung im Lemma 6.1.1. Durch eventuelle Verkleinerung des dotigéoigt die
Aussage.

Proposition 6.1.3 Ist in A%*(¢) ein Index gleich 3, so gilt



74 KAPITEL 6. KONSTRUKTION EINERAPPROXIMATION

° Aa333(€) — 0’ ° A3a'yz§(€) — 07
o AN(e) = ug™(e),
° A330¢ﬁ(€) — /\gaﬁ(g) 7 ° A3333(€) =+ 2/L .

Beweis von Proposition 6.1.3 Alle Aussagen folgen aus der Orthogorélit
g°(e) - g’(e) = g™(e) = 0
und der Normierungy®*(c) = g*(¢) - g®(c) =1 . n

Die restlichen Absctzungen im Korollar 6.1.2 folgen nun aus der Proposition und den Unglei-
chungen im Lemma 6.1.1. [ |

6.1.1 Transformation der Verzerrungen

Die explizit zu kontrollierende —Abhangigkeit der Schalendirektoren legt nahe, dieségkzh

der lokalen Basen der Mittetithe anzugeben. Umatgre Rechnungen zu vereinfachen, werden
die Komponenten des Verzerrungstensors in die geeignete Form gebraclits&nndie kova-
rianten Ableitungen bémlich (g;;(¢)) durch diejenigen bémlich (a.s) ausgedickt werden.

Notation 6.1.4 Fur ein v = (v;) € V() schreibt man

1
Yap(v) 1= 5(86,@5 + 0pva) — I'g 505 — bapvs
1
Tap(V) 1= 3 (02(9pvy — T7505) + bj(Davy — To505)) — Capvs .

Bemerkung

Beachte, daf3 in der obigen Definition die Abbildung— ~.s(v) eine naiirliche Fortsetzung
der Abbildung ¢ — 7,5(¢) in (4.1) darstellt. Das rechtfertigt die Verwendung desselben Sym-
bols fur beide. Ist(v;) = () , so gilt

1
Yap(C) = §(Ca|ﬁ + Cja) — bapCs

7e(€) 1= (0215 + B3Gota) — s

Lemma 6.1.5 Fir ein Vektorfeldv = v; g'(¢) = 0, @’ Uber Q gilt:

€aljp(€, V) = Yap(v) — €x3Tap(v) (6.2a)
I AU )

eq|3(e, v) = §(U3|a + ga?,va) + §ba(1}g — x30503) , (6.2b)
1

63”3(8, 'l)) = g@g@g . (62C)
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Beweis. Jede der obigen Behauptungen ergibt sich durch konsequente Anwendung der Bezie-
hung

vy = ;v - gi(e) = 9;{v, a”} - gi(e).
Damit gilt die intrinsische Darstellung
1
eal(s, V) = 5(86;0 - gs(e) + Ogv - gale)) .

Mit gs(e) = as — cx3bja, und der Notation 6.1.4 folgt (6.2a). Insbesondere gilt in lokaler
Darstellung beiglich (a’)

Valip = 95(0ia") - go = [(Oy)p — Usbsy )@’ + (T35 + b,0,)a’] - [@a — ex3b7a,]

= (ﬁa\ﬁ — baﬁf}g) — 8$3b3(7§7‘5 — bvﬁf}g) .

Damit folgt
1 1, 3 3 1. . 8
5 (Wallg + Ugja) = 5 (Tajs + Ugja) = bagls — €35 (ba0y1p + b30yja) + eT3¢apTs
also die Behauptung (6.2a) in lokaler Darstellung. Die anderen beiden Beziehungen ergeben sich

analog. [ |

6.2 Wahl der Schalendirektoren

Zur Konstruktion der Direktoren in¢ werden die formalen Forderungen
0, jO)|, = OE") . 0¥ GO,y = O, (6.3)

gestellt. Die Strategie besteht darin, bei Vorgabe eines Vektoiie Direktoren¢!, ¢2, ¢? in
Abhangigkeit von¢ (und dessen Ortsableitungen) so zahken, dal? die beiden Forderungen in
jederFaser y x (—1, 1) der Schale gelten. D. h. , die Direktoren in (6.6) werden so bestimmt,
daB j¢(e, ) die natirliche Randbedingung an der Boden- und Dexltie bis auf die oben
angegebenen Ordnungen (formal)iditf Es sei daran erinnert, daBrfeinen beliebigen, zwei-
fach kovarianten Tensot,; der Mittelflache, die differentialgeometrische Invariarife seine
vollstandige Kontraktion mitz®® bezeichnet. So gilt zum Beispiel

715(¢) = a®7a5(¢) -

Essei)\; := A+ 2u . Es seie > 0 ausreichend klein.
Durch die folgende Definition der Schalendirektoren sind die Beziehungen in (6.3) sichergestellt.

Definition 6.2.1 Es sei¢ ein Feld mit Komponenten it/ (w) x H3(w) x H*(w) . Der zweifach
kovariante Tensok — 9,3(¢) auf der FBche sei durch

A
Dap(€) = (0as(€) = b7ois — DGCoja + 2CapCs — 2—)\2%675@) + CapCs)
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gegeben. Der Tensas,3(¢) ist aus(4.2)bekannt. Die Schalendirektoren sind durch die folgen-
den Vorschriften definiert:

A
Colz = _C3|a - bgCﬁv CZ% = _)\_ryg<C) )
\ \ 2 (6.4)
2. 7 .0 2. " g0
Ca T 2)\270\(34((’)’ CS : 2y 190(C)
sowie
A
5= T (1PyC — 7 , 6.5
Coz 6/\2 ( a70'|,8(C) U\a<C>) ( )
G o= 0.
Bemerkung
Durch eine geeignete (vo verschiedene) Wahl vogs konnte man sogas?3(e, 5¢) ]ms:ﬂ =

O(e%), wenigstens formal, gewinnen. Es stellt sich aber heraus, daR hierdurch die Approxima-
tion (beziglich der H'(£2) -Norm) nicht verbessert wird. Die Definitiog¥ = 0 erscheint aus
rechentechnischen Gnden verinftig.

Fur z; € (—1, 1) und € € (0,¢) wird die Abbildung

¢ j¢le, @) = C(y) +ewsC (y) + (e23)°C*(y) + (23)°CP(y) (6.6)

als eineDirektorapproximatiorbezeichnet. Das gleiche trifft auch dann zu, weimnein 7" > 0
das Feld¢ zu C°([0, T]; H3(w) x H3(w) x H*(w)) gelbrt.

Der Rest des Unterabschnitts ist der Berechnung &8, j¢) gewidmet. Zuachst werden
die Eintiage des skalierten Verzerrungstenseys(c, j¢) angegeben.

Lemma 6.2.2 Es existiert eine; > 0 und eine Konstant&' > 0, so daf3
1 ) .
= leaps(e; 50 o + lleays(e, 7€) = as(Q) + er30a5(C)ll o o < CFule, ) (6.7)
mit
Rile, €) = el + U, + e, )+ el

furalle ¢ € (0, &), ¢ € H3(w) x H3*(w) x H*(w) N VE(w) besteht.

2w 1w

Beweis. Es seic kleiner als die kleinste der bisher eingkften Schranken déf. Sei{ beliebig
aus H3(w) x H*(w) x H*(w) NV (w) . Nach (6.2a) und Definition der Direktorapproximation

gilt
eala(e: 7€) = 108(C) + €5 (7as(¢") = map(€)) + 223el (e, 3C)
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mit
ellls(2, 5C) = 7ap(C?) — Map(¢h) + e73(70s(C*) — Tap(C?)) — e223mas(C?).
Durch explizites Nachrechnen findet man

'erﬁ(cl) - WQB(C) = _ﬁaﬁ(C)y

sowie
A
100(¢) = 1 (#as(€) ~bus2(0))
1 A
map(€h) = 5 (F2(Gio + 18G5 + B3 (Coo + B8 ) + 3 -cot3(€)
und
A
105(¢) = o (0836160 5+ (B595,(0)) = P21as(€) = 92150(€) ).

A
map(€?) = o (B89 (€) + 01810a(0) — 2e073(C) )

7aal€) = o (B (026(0) s+ B 0£35(0)), — B81(0) — B051al©))

Mit der Cauchy—Schwarz— und der Dreiecksungleichung folgt also

les(: 3Olgq < € (1N, +IF5( Ny, + ST, 5, +

+ e+ VO, + 195(O1,,)) -

Mit a*’c.5 = b*Pb,5 und aus der Definition voml,5(¢) ist klar, daR

95(0) = 65(0) — 270 — 2H7(0) ©8)

gilt. Unter Beachtung der iV % (w) glltigen Ungleichung (4.5) folgt also

leana(e, 5€) = 7as(C) + x30as(C)l, , < CRule, €)-
Mit Hilfe der Formel (6.2b) berechnet man explizit

. - A Y
cala(e: 7€) = —*wbCE = =0 (M47(0) — ¥21,(€)) (6.9)
6o
Benitzt man wieder (6.8), so folgt die Behauptung. [
Damit lassen sich die von¢ hervorgerufenen Spannungen atigzkn.
Lemma 6.2.3 Es existiert eine; > 0 und eine Konstant&' > 0, so daf3
”Jaﬂ(ea jC) - aaﬁm— (IYO'T(C) - 5$3QJT(C)) ||0,Q < 0%1(5, C) ) (610a)

lo (e, O, + o™, 5,y < CeRule ) (6.20D)
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fur alle e € (0, g, ¢ € H3(w) x H3(w) x HY(w) N VE(w) gilt. Die SchrankefR, (¢, ¢) ist
diejenige aus dem Lemma 6.2.2.

Beweis. Es gilt
0*(e, j¢) = A (e)ey(e, jC)
= AaﬁUT(E)eaHT(Ea jC) + 2Aaﬂ37(€) 63”7.(5, JC) + Aaﬁ33(€) 63\\3(57 ]C) :
—_—— ——
=0 = Ag*(e)
Damit folgt
O'QB(E, jC) — <Aa,307'(€> _ (/\aaﬁam‘ _'_/JJ(aacraﬂ‘r +0JQTCLBU)))€UH7—(€, jC) +
+(Aa™a” + p(a®7a” + a*7a")) (Yap(¢) — exa¥ap(C)) +

+€2I§€(2‘)ﬁ(67 jc)()\aaﬂam‘_'_M(aaaaﬁr_i_aaraﬁa)) +

a

+A(g°"(e) — a®)es)s(e, 5C) + Aa*egs(e, jC) .
Die Formel (6.2c) liefert
y >\ oT
63“3(5’ ]C) = —)\—20, (’YUT(C) - 51}3"907(C)) :
Mit den Absclatzungen im Lemma 6.1.1, Korollar 6.1.2, der Beziehung (6.8) und
leaee, iloq < € (1NNl +elle(@)ll,,, +Fale, €)).
folgt die Absclatzung (6.10a). Mit den Ergebnissen der Proposition 6.1 &tarian

(e, j€) = 2pg°° (e)esyale, 3C) -
Mit Hilfe von 6.2.2 folgt also

lo™ (e, 5Ol q < CeRale, €).
Schliel3lich ergeben die Beziehungen in der Proposition 6.1.3 die Darstellung

0-33(& .]C) - )‘gaﬁ(€>ea\\ﬁ<67 ]C) + /\263\\3(57 jC)

= A(a® + 2230 + 32%25¢™) (Vap(C) — ex30as(C) + €2$§6£¥2H)B(€, i)
+)\<go‘f6(5) — (P 4 2ex4b*P — 3€2x§c°‘ﬁ)>ea“g(e, Jj¢) +

—Aa’" (,}/UT(C) - 51’3’[907—<C)) .
Mit Hilfe der Taylorentwicklung im Lemma 6.1.1 ergibt sich also
0%z, j¢) = 223 (3¢ 75(C) + a5, §C)) + O(Ru(e, ). (6.11)

Das auftretende Landausymbol ist ir¥(Q2) fur ¢ — 0 zu verstehen. Nachdem der erste Term
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in (6.11) selbst durchr, (e, ¢) beschéankt ist, ist der Beweis abgeschlossen. [ |

6.3 Die Verwandtschaft zum Koiter—Operator

In diesem Unterabschnitt wird die Verbindung zwischen der dreidimensionalen Edsfizd
dem Koiterschen Modell hergestellt. Das Ziel ist, die Kleinheit von

B¢, v) ~ 2(L5¢, [v]) | (6.12)

furalle e € (0, &), ¢ € H3(w) x H3(w) x H{(w)NVE(w) und allev € V(Q) nachzuweisen.
Mit [v] ist die Mittelung eines Vektorfeldes Uber der Schalendicke bezeichnet. Es gilt die

Definition 6.3.1 Es seiv eine Funktion inZ?(2) und v ein Vektorfeld mit Komponenten in
L?(Q) . Dann definiert

+1 +1

o=y [y edes, fol=; [ ol ) de

-1 -1

die zugebrigenMittelwerte tiber der Schalendicke

Im ersten Teil werden bétigte Hilfsabschtzungen gesammelt. In einem zweiten Teil werden
diese zusammen mit den Ergebnissen des vorhergehenden Unterabschnitts zéatzAhgolon
(6.12) angewandt.

Von nun an gelte die folgende Vereinbaruitger die Benutzung der Landausymbole:

Notation 6.3.2 Fur reelle Zahlens > 0 bezeichnetO(s) ein Element aud.?(?) , fur das die
folgende Aussage zutrifft. Es existiert eine nur von deradpiten Schale (d. h. vow und ¢)
abhangige Konstante” > 0, so dal3

[0(3)]lyp < C's

gilt.

6.3.1 Technisches Il

Die Differenz zwischen einer Funktion und inrem Mittelwébter der SchalendickalRt sich mit
der Ableitung in die Dickenrichtung kontrollieren.

Lemma 6.3.3 Es existiert eine Konstanté' > 0, so dal3 die Abs&izung
lo = [o]lly, < CllOsv]] (6.13)

fur alle v € L*(Q2) mit d3v € L*(Q) gilt.
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Beweis. Es seiv eine beliebige Funktion aus?(2), so daf ihre Distributionsableitungsv
auch zuL?*(Q) gelort. Nach [19], Seite 9, giltifr fast alle (y, s) € w x (—1, 1) die Darstellung

v(y, s) =v(y, —1) + /83?1(% r3) drs.

Damit ergibt sich

v(y, s) — /831) y, r3)drs — —//831} y, x3) dzsds.

-1 -1
Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz— und der Dreiecksungleichung folgt die Aussage zum Beispiel
mit C = 2v/2. n

Lemma 6.3.4 Es sei eine Schale gegeben, deren Mitielie den Annahmen der Hypothese 4.0.1
geriigt. Dann existiert eirey und eine Konstant€' > 0, so daf3

Noe — Fulllgq + 17— [B5]l,q < Celle, v)l,,.  (6.14a)

. 1. . N 1 .
el [w3i] - 5[0l , + 3] - 5[0, < Celle(, v)lly, . (6.14b)
llwstslll,, < Cellee v)l,,  (6.140)

furalle € € (0, g9) und alle v = v; g'(¢) = v; @’ € V(Q) qilt.
Beweis. Es seic > 0 beliebig aus einer ausreichend kleinen Umgebung @eFir einen
beliebigen Vektorv = v; @’ folgt aus (6.2b) — (6.2c) die @tigkeit von
(02 — cx3b2)050, = 2eeq3(€, V) — €V3)a, (6.15a)
0303 = eeg|s(e, v). (6.15b)

Wegen||(b2)[| _ < C existiert eins, , so daR das lineare Gleichungssystem (6.15a) vath
aufgebst Werden kann. Mit Hilfe der Ungleichung Kornschen Typs (5.20) folgt also

||83U<1||07Q < CHQ(&, U)HOQ : (616)
Mit (6.13) folgt die Absclatzung (6.14a). Die zweite Absatzung folgt mitahnlichen Argumen-

ten aus
+1 +1

. 1 . .
[x%vl] — [vl] = 6/ (xg — x3)0;dry = —= /(xg — x3)030;dxs .

-1 -1

S| =

Schlief3lich folgt (6.14c) aus

+1

+1
N 1 . 1 -
[SL’3’U3] = Z /83(.1’% — 1)U3d$3 = _Z /(Ig — 1)83’03d$3,
-1

-1
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und mit (6.15b) ist der Beweis abgeschlossen. [ |

Lemma 6.3.5 Es sollen die Voraussetzungen des Lemmas 6.3.4 gelten. Dann existiegt ein
und eine Konstant&€' > 0, so dal}

1Yas(0)lly g + lzsmas(0)]ll,, < Clle(e, v, (6.17)
furalle v =v;g’(¢) = t;a’ € V(Q2) und alle e € (0, &) gilt.
Beweis. Aus (6.2a) folgt

—ymas() = < (€alp(e ©) — 10s(®))
Andererseits findet man mit Hilfe des Transformationsgesetzes (5.19) die Beziehung
Yap(V) = €qale, v) + (T75() — T5)ve — ex3Capvs . (6.18)
Mit dem Lemma 6.1.1 ergibt sich

—xgﬂaﬁ(’v) ngbg‘g% + T3CapUs + O(SHUHQQ)

=230 5[] + 23035 (Vo — [v6]) + w3Caplvs] + T3cap (vs — [v3]) + O(ellwll ) -

Integrationiiber die Schalendicke und Anwendung der Ungleichung (5.20) beweisen die Aussa-
ge. [

6.3.2 Beziehung zum Koiter—Operator
Es gilt der

Satz 6.3.6 Es sei eine Schale gegeben, deren Mitielie den Annahmen der Hypothese 4.0.1
gerugt. Hir ein ¢ sei j¢ die Direktorapproximation mit den Direktoren la(6.4)— (6.5). Dann
existiert eineg und einC' > 0, so dal3

B()(j¢, v) = 2(274¢, []) | < CRu(e, Qllee, v)l (6.19)

furalle € € (0, o], ¢ € H*(w) x H3(w) x HY(w) N VE(w) und alle v € V(Q) besteht. Die
SchrankefR, (¢, ¢) ist diejenige aus dem Lemma 6.2.2.

Beweis. Es seie > 0 beliebig aus einer ausreichend kleinen Umgebung @eEs seien
¢ € H3w) x H3(w) x HY(w) N VE(w) und v € V(Q2) gegeben. Mit der Darstellung des
Volumenelements

Va(e) = va(l — exzh(y) + 223k (y))
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und den Abschitzungen (6.10)ir die Spannungen von¢ entsteht

B(e)(j¢, v) = /Az'jld( e)ei;(e, j¢)exe(e, v)\/g(e) de —/ (e, j¢)ei;(e, v)v/g(e)dx

-/ / (€. 5O)apile, v)Vadasdy + OFu(e. Olle(e. v)ll,)-

w —1

Insbesondere eéit man aus (6.10a) und (6.2a)

// (g,7¢)eqs(e, v)Vadrsdy =

w —1

+1
_ / / 097 (1a5(C) = £230a(C)) (Tor (0) — 240 (v)) v/ digdy

=Ii(g, ¢, v) + Ly(e, ¢, v) + I5(e, ¢, v)
mit
h(e o) = 2 [ a7 0a(¢) bar ()] ady,

w

Lz, Cv) = —2 / 0 g (O 2700 (0)] Vady + 22 / 0 gy (€) [0 (0)]adly |

w w

h(e o) = =2 [ 0" us(Q)larma (o)) Vady.

w

Im folgenden werden die Integrale einzeln abgészt Aus (6.17) folgt
‘]3(57 C,'U)‘ < C12}{1(57 C)HG(&‘, 'l))“ :

Da die Christoffelschen Symbole de&Ehe vonz; unablangig sind, vertauscht die Mittelwert-
bildung [ - ] mit der kovarianten Differentiation. Darliber hinaus geht bei def@chsten Rech-
nungen die Wahl der Dirichlet-RandbedingungenVif’ (w) wesentlich ein. Bei der nachfol-
genden partiellen Integration verschwinden die Randterme, denn es gilt eingrseité“ ()
und andererseits

[0]],, = sy, = [230]],, = 0.

Aus a*%T = a7 erhBltman a®¥77y,5(¢) [Yor (V)] = a** 7 Y05(C) ([06],, —bo- [05]) - Mit dem
Lemma von Ricci gilt somit nach partieller Integration

(e, €0) = =2 [ a7 (300 (Q) 5] + s (C)brr 7] Vady.

w
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Wegen den obigen Symmetrien vaf®” erhalt man fir I,(e, ¢, v) explizit

Le, ¢,v) = —Qg/aaﬁafgaﬁ(g) ([ajgﬁg]'T — byr[2303] — 5(b§[x§f)g]h - cgf[xgﬁg])>\/5dy.

Mit H[xgﬁg]H&w < Ce|le(e, v)|,,, und Riccis Lemma folgt wieder mit partieller Integration

0,Q

(e, ¢0) =25 [ @7 (0une(€)laan) — 20 00nl)) [5300] — 2coranl€) 3] ) Viady
+ 00y, llefe. vll, o) -
(6.20)

An dieser Stelle kommt die entscheidende Beobachtuiig.déserste Momenton v, gilt
einerseits
1 +1 1 +1 1
[ratn] = 5 [ Ot} = Diwdes =~ [ (03 = Doutodes = 5 (060] (3002
-1 -1
und andererseits wegen (6.2b)
O30, = 2e€4)3(e, V) — (Vg0 + b20,) + 2302057, .

Mit (6.16) ertalt man also
3([05%] — [23051) = =5 ([8s],, — [235],, + b2 ([5,] — [232,]) ) + OCclle(e, v)ll, )
= —5 (3], — (Ie3es] - 3(ea)),,
+ 58 (3150 = (532 — 313)) ) ) + OCelle(e, 0)lly )
— e (415s]), — $([2305] — §[6s]),, + 502[70)) + Oellele, vl )
Hierbei wurde in der letzten Gleichung die Abatiung (6.14b) verwendet. Setzt man die letzte

Beziehung in (6.20) ein und benutzt man d@r§o;] = 3[0:] + ([«30:] — 3[@:]) , so liefert die
partielle Integration zusammen mit (6.14b) die Beziehung

2¢?

e, 6o = 2o a7 (W 0uan(€) = (50as(C)),,) 0] +

w

+ a7 (Dag1or(€) = Coroas(€) ) [55]v/ady (621)

+0((Ele()ll,,, + =1, et v)l,,) -
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Der Vergleich mit dem auf Seite 43 in (4.3) definierten Koiter—Operator liefert schliel3lich

uaaw+@@xm%uwacw:2/u%%ﬂm¢wy

w

6.4 Eigenschaften der Randkorrektoren

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Eigenschaften der Korrektorfunktionen beschrieben.
Die Wahl geeigneter Korrektorfunktioneramgt von der betrachteten Zeitskala ab. Die Grund-
lagen hierzu sind in [35], inshesondere Kapitel 2, Abschnitte 4 und 5, zu finden. Das folgende
Lemma ist eine von C. MRDARE bewiesene Verallgemeinerung des Lemmas 5.1 in [35].

Lemma 6.4.1 MARDARE, [39]) Es seienn, m € N. Es seiG ein Gebiet iInR", dessen
Berandung dG von der KlasseC™ ist. Dann gibt es eine Konstanté' > 0, die nur von
G abhangt, so dal3 zu jedem € H™(G), jedemx > 0 und jedemes > 0 eine Funktion
u(e) € H™(G) existiert, so dal3

u—u(e) € HJ'(G),

(@)l < C el -

.y
()], < C=~ ] (=1...m

LG
gilt.
Der konstruktive Beweis in [39] und [35], Seite 129-130, erlaubt das folgende Korollar.

Korollar 6.4.2 Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen des Lemmas 6.4.1. Es sei
T > 0 gegeben. Dann gibt es eine Konstante > 0, die nur von G und T abhangt,

so daR zu jedem € C*([0, T]; H™(G)), jedemx > 0 und jedeme > 0 eine Funktion

u(e) € C3([0, T); H™(G)) existiert, so daf3

u(t) —u(e, t) € HY'(G),

p

K dp
e Ol < Ol out)]

0,G’
dr L, P
e Ol < Ce )l

furalle t € [0, T, ¢=1,...,m,p=0,1, 2 qilt.
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Beweis. Durch eine Partition der Eins reicht es, den Fall= R"~! x R, mit lokalen Koordi-
naten (zy, 2o, ..., z,—1, 2,) ZU betrachten. Nach dem Beweis des Lemma von Mardare, [39],
und [35], Lemma 5.1, kannm(e, t) fur jedest € [0, T in der Form

m Zn
u(e, t, 21, 22, <+ vy Zn_1, Zn) = ;ck(e)u(t, 215 29y o ey Zn—1, E—k)
mit
co(e) = (1) 1T 14+ 0@E),  s=1,2,....m

gewahlt werden. Da die Koeffizienten,(¢) unablangig von der Zeit sind, ist klar, daf3 hin-
sichtlich dert—Abhangigkeit die Funktionen:(¢) genau die Eigenschaften van erben. Die
Aussage folgt aus dem Lemma 6.4.1. [

Bemerkung

a) Im Zusammenhang mit der Statik der linear elastischen Schale konnten in den Arbeiten
[40, 37, 39, 38] und [36] auf der Grundlage des Lemmas 6.4.1 Randkorrektoren konstruiert
werden. Damit konnte in jedem der betrachteten Probleme eine Konvergenzaussage mit
einer Fehlerabsé@&itzung angegeben werden.

b) Esist zu bemerken, dal3 Randkorrektoren, die nach Lemma 6.4éhljeverden knnen,
nicht notwendigerweise @dsungen einer Gleichung sind, die im relevanten Problem auf-
tritt. Gerade dieser Punkt ist bei rechenintensiven Aufgaben, wie zum Beispiel bei der vor-
liegenden, von d@ifdter Bedeutung. Der Nachteil dieses Zugangs ist, dafl3 die Opétnalit
der resultierenden Fehlerab&tiung nicht garantiert werden kann.






Kapitel 7

Fehlerabschatzungen

7.1 Langsame Dynamik der Schale

Das Ausgangsproblem auf der dicken Schale (5.23) werde in diesem Abschnitt auf der langsamen
ZeitskalaT = ¢t betrachtet. Die zugéhige Energie ist somit durch

. 1 S .
Hyou(2) (u(e). () = 5 B(u(e) u(e)) + 5 (), a(e)
gegeben. Die Bewegungsgleichung in starker Form lautet
d2
L(e)ule, 7) = —e®~—u(e, 7).
dr?

Um hierfur eine erfolgreiche Dimensionsreduktion durcligduen, mul die folgende Asymptotik
an die Anfangsbedingungen gestellt werden.

Hypothese 7.1.1
Es sei £ > 0. Zu gegebenen Vektorfeldern ug(c), w,(e) in D(L(e)*?) x D(L()?) existieren
Felder ay(¢), a;(e) derart, daB

[ag(e)] = O(1) in H*(w) x H*(w) x H%(w) fiir e — 0,
[ai(e)] = O(1) in H*(w) x H*(w) x HY(w) fiir e — 0,
L(e)u,(s) = —a,(e), p=0,1

gilt.

Bemerkung

a) Es existieren Anfangsbedingungen(s), u;(¢) in X3, welche die Annahmen der Hy-
pothese 7.1.1 diflen.

87
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b) Im folgenden soll eine Interpretation der Hypothese 7.1.1 beschrieben werden. Wenn mit
u(e, 7) die Losung zu

mit u(e,0) = uo(e) und Lu(e,0) = u;(e) bezeichnet ist, dann ist diese wegen der
geforderten Regulaét an die Anfangsbedingungen mindestens dreimal stetig differen-
zierbar nachr . Insbesondere gililir 7 =0

L(g)u(e, 0) = L(e)ug(e) = —e’~—uf(e, 0), (7.1a)
L(e)u,(e) = —527u(5, 0) (7.1b)

jeweils in L?(Q)3 . Aus Stetigkeitsginden ist es nétlich zu fordern, daR die Anfangsbe-
dingungen dieselben Entwicklungen (Direktordarstellungen) erlaubenuvier) selbst.

Nun sind (7.1) aber statische Schalenprobleme, wenn mdn) resp. u;(¢) als Unbe-
kannte auffal3t und—eZ%u(a, 0) resp. —52(;‘—;1:,(5, 0) als angebrachte Lasten betrach-
tet. Aus den Arbeiten von BRLET & L 0ODS, [8, 9, 10], ist bekannt, daf3 die Lasten geeig-
nete Asymptotik aufweisen iissen damit die Antwort der Schale derdGenordnung 1

(fur e — 0)ist. Die Forderungen in der Hypothese 7.1.1 ist aus dieser Sicht das Analogon
zu den Forderungen an die Lasten in den o. g. Arbeiten.

Der erste Unterabschnitt behandelt die Wahl der Randkorrektoren und atier $eidtigten
Abschatzungen. Im zweiten Abschnitt werden die Anfangsbedingungedds dimensionsre-
duzierte Modell konstruiert. Dabei wird das Reduktionsproblem in der Statik der Schas.gel

Der letzte Unterabschnitt beweist die asymptotische Korrektheit der dimensionsreduzierten lang-
samen Dynamik.

7.1.1 Randkorrektoren der langsamen Dynamik

Definition 7.1.2 Es seiT > 0 gegeben. Br alle 7 € [0, 7] und fr alle £ > 0 getbren die
. d?
T —stetigen Feldei*(7) resp. FCg(r) zu H3(w) x H3(w) x HY(w)NVE(w) resp. H*(w) x
T
H?*(w) x H*(w) . Dann wird mit+Z (e, 7) eine Funktion wie im Korollar 6.4.2 bezeichnet, die
15 (¢ (1) =5 (e, 7) € Hy(w)
leistet. Mit U7 (<, 7) sei eine Funktion wie im Korollar 6.4.2 bezeichnet, welche
99(¢5 (7)) =99 (e, 7) € H(w)

leistet.
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Die Funktionen~Z (e, 7) und 99(e, 7) sind wohldefiniert, denn aus der Voraussetzung an
¢e(7) folgt

15(¢°(7)) s U5 (¢5(7)) € HA(w).

Mit den beiden Funktionen? (e, 7) und 97 (e, 7) kann die Direktorapproximation aus (6.6)
auf dw x (—1, 1) so korrigiert werden, dafd

(16 M+ UE D) |10y =0

fur alle betrachtetem und alle 7 € [0, T gilt.

Definition 7.1.3 Es seieny? (s, 7) und ¥4 (e, 7) die Funktionen laut obiger Definition 7.1.2.
Dann wird fur ¢, 7 wie in der Definition 7.1.2 und:; € (—1, 1) mit

A A
USlOWCE(T) = €x3_r)/g (6, 7—) a3 - €2xgﬁ
2

A2 (ngla (e, 7)a” + 05 (e, T)a3>

(7.2)

[0

A loa g
der Korrektor der langsamen Schalendynaibézeichnet.

Die nachste Proposition salrt den Energieverbrauch ab, welcher zur Herstellung des Verschie-
bungfeldesUgow¢(7) in der dicken Schale bétigt wird.

Proposition 7.1.4 Es sei Ugon€°(7) laut der Definition 7.1.3 gegeben. Dann gehdas Feld
7€ (g, 7) 4+ Usonl(7) zu V() fur alle 7 € [0, 7] und alle e > 0. Es existiert einsy > 0
und eine Konstant€' > 0, so daf3

le(e, U5|OWCE(7'))||O7Q < CRs (e, K, (7)) (7.3)
furalle 7 € [0, T, alle € € (0, g0] und alle x € (0, 1) gilt. Dabei ist
Ra(e, 5, ¢(7)) = ey (M), + € le(C ),

2y (), + 2 le(¢)]

2w

Beweis. Die erste Behauptung ist klar nach Konstruktion des Korrektors. Aus dem Korollar 6.4.2
folgt zurachst

(e )l < OV (E o+ 1950 )Ly, < CX 95 ),
o )l < C= (€@, . 195G DI, < C= @), -

(e )l < C= (), 195( ), < C= WS (@), -
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Aus (6.2a) folgt
”604“5(57 US|OWCE(T)>”O7Q S C||US|OWCE(T)HLLO7Q

< (el (e Dy, + U5 (= )y, + 195 7))

+ 3|95 (e, 7) ”m) .
Benutzt man die erstgenannten Ungleichungen und die Beziehung (6.8), so erreicht man
Heallﬁ(gv US|OWCE(7—))HOQ < 09‘{2(57 R, CE(T)) .
Die Normaldehnung lautet explizit
A
es)3 (e, UsionC™ (7)) = A—(yg (e, 7) — exsV (e, 7')) :
2
Somit folgt wie oben [less (e, Usionl*(7))[l,, < CRa(e, &, ¢°(7)) . SchlieRlich berechnet
man wie im Beweis des Lemmas 6.2.2 die Schubverzerrurggite, Usoné® (7)) . Es gilt
&€ 1 g
60‘”3(5’ UsionG <T>) = 3 A (bﬂ’yﬂg(g T) 190\5(57 T)) :
Unter Beachtung der ersten Ungleichung im Beweis ergibt sich sogar
||€a||3(67 US|0WCE(T))||O7Q < 05%2 (8, K, 68(7—)) . (74)
Damit ist (7.3) bewiesen. [

In der rachsten Proposition wird eine Schranke dlie durchUgo,(*(7) hervorgerufenen Be-
schleunigungen bereitgestellit.

Proposition 7.1.5 Es seiUgow¢°(7) wie in der Proposition 7.1.4 gegebedTp ¢e(7) geldre fur
p=2,3 zu H*(w) x H*(w) x H*(w) . Dann existiert einsy > 0 und eine Konstant&” > 0,
sodal@r p =2, 3

dr

||d pUS|OWC ( )HO,Q S 0%3(87 R, D, CE(T)) (75)

mit
Roe. wp, C() 1= ) oy (¢l ))H Fe (el >>||
Fe o), + e ()

furalle 7 € [0, 77, alle € € (0, o] und alle x € (0, 1) qilt.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der Definition des Korrektors, (7.2) und den Abma
gen im Korollar 6.4.2. [ |
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7.1.2 Konstruktion der reduzierten Anfangsbedingungen
Fur ~ € (0, 1) und ausreichend kleine gelte fortan
9%4(8, K, C) = 9{1(57 C) +m2(57 K, C) .

Die Schrankerti, (e, ¢) resp.fRs(e, , ) sind im Lemma 6.2.2, Seite 76, resp. in der Propo-
sition 7.1.4, Seite 89, definiertiFden Parameter gilt stets die Abmachung 4.0.2.

Definition 7.1.6 Es seienug(¢), ui(¢) gegeben, welche den Annahmen der Hypothese 7.1.1
geriigen. Mit ¢, (p = 0, 1) ist die Losung zu

R ON

unter Dirichletrandbedingungen bezeichnet. Es§dir) die Losung des Problems

d2

LK,E € _ _ 2~
¢  ar

¢ in AWy,
mit
d

CO=G, O =G

unter Randbedingunge@.11) Mit (u(s,7), u(e, 7)) sei die lbsung des Ausgangsproblems
(5.23)zu Anfangsbedingungeta, (<), u;(¢) bezeichnet. Der Ausdruck

d

(R(e, 1), R(e, 7)) = (ule, 7), u(e, 7)) — (A°C(7), EA%’E(T))

mit A°¢%(7) := j¢%(e, 7) + Ugon&®(7) heildt derGesamtfehler der langsamen Schalendynamik
Schliellich sei

Ry(e) := R(e, 0), R,(¢) == R(s, 0).

Es gilt der

Satz 7.1.7Es seienuy(¢), u1(¢) gegeben, welche den Annahmen der Hypothese 7.1igen
Es werden die Bezeichnungen aus der Definition 7.1.6 verwendet. Es-s@j 1 . Dann existiert
ein g > 0 ein C' > 0, so dal3 die Ungleichung

B(e) (Ry(0). Ry(2)) < C(2llan(e) — [a,()]l, o + Rule. 5. 6)° (7.6)

furalle € € (0, g9) und alle x € (0, 1) qilt.
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Beweis. Es sei¢, die kleinste aller bisher geitlten Schrankenif ¢ . Es seiens € (0, &)
und x € (0, 1) beliebig. Aus der @ltigkeit der Hypothese 7.1.1 folgt

B(e) (up(e), 'U) = —¢’ (ap(g)a U)g
furalle v € V(Q) . Andererseits folgt nach Satz 6.3i falle v € V(Q2) die Glltigkeit von
B(e)(j¢7, v) = 2¢*(L<C7, [v]), + O(Rule, &) le(e, v)ll,

— —222(ja, (5 Y4, [v]), + O@Ri(e. Cllele, )l )
Es qgilt

(a0(). ©)o — 2([a,(2) LD, [o]), = (ap(&) — [ay(e)]. v — [o]),,.

Unter Beachtung vonjv — [v]|[ |, = O([le(e, v) folgt durch Differenzbildung

)
B(e)(up(e) — 55, v) < C(¥llay(e) — [ap(e)llly o + Rule, €5))llele, )l
furallev e V(Q).

Da R,(¢) = uy(e) — j¢; — UsionG;, Mit UsionG, := %US|OWC€(O) zu V (Q)) gelort, ertalt man
mit (7.3)

B(e)(Ry(e), v) < C(llap(e) — [ap(e)]lly g + Rale, &, G5))llee, v) g -
Die Wahl v := R, (<) und positive Definitheit vonB(e)( -, -) liefern
le(e, Ry(@) o < C(¥llay(e) — [ay(e)]ll, o + Rale, 5, &) -
Einsetzen in die vorletzte Ungleichung beweist die Behauptung. [ |

7.1.3 Der Hauptsatz

Zur Absctatzung von (R(e, 7), R(e, 7)) wird die Identifit (2.35) im wesentlichen mit dem
Satz 6.3.6 kombiniert. Hinzu kommt die Absthung aus dem folgenden Lemma.

Lemma 7.1.8 Es seiT > 0 gegeben. Br die ApproximationA=¢(r) aus der Definition 7.1.6
existiert einey und eine Konstant€' > 0, so dal3(p = 2, 3)

dp € ,~E dp € >
|(d—TPA ¢(1), v)g — 2(d—7PC (1), [0]) | < CRs(e, &, p, ¢ (7)) lle(e, V)[lgq (7.7)
furalle € € (0,e9), k € (0, 1), 7 € [0, T] und alle v € V(Q) gilt. Die Schranke

Rs (e, K, p, ¢°(7)) istin (7.5)definiert.

Beweis. Benutze die Definition der Approximation und die Zerlegung- [v] 4 (v — [v]) . Die
Abschatzung (6.14) zusammen mit der Ungleichung Kornschen Typs (5.20) liefern die Aussage.
|
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Korollar 7.1.9 Es sollen die Voraussetzungen und Schreibweisen wie im Lemma 7.1.8 gelten.
Dann existiert eins, und eine Konstant&€' > 0, so dal3(p =0, 1)

dr
drp

dr* dpP
Aaca( ) )_|_€ (d p+2A8CE ‘ < C(%l( @CE(T))

BE)

dp
+ R (e, £, 75 C() + R, 5 P+ 2, C%T))) le(e, v)ll,,  (7.8)
furalle € € (0,e0), k € (0, 1), 7 € [0, T] und allev € V(Q) gilt.

Beweis. Fur beliebigee € (0,£), x € (0, 1), 7 € [0, T] und alle v € V(Q) folgt die
Behauptung aus (6.19), (7.3) und (7.7). [

Im folgenden ist ir alle betrachteten, 7 und x5 € (—1, 1)
kL (e, ¢°(7)) = C°(7) — ews((5a(T) + V2G5 (7)) a”

gesetzt. Der Index KL soll an Kirchhoff-Love erinnern, das (5, UKL, (5, CE(T))> = 0 qilt.
Es folgt der Hauptsat4if die langsame Schalendynamik.

Satz 7.1.10Die Mittelflache der gewhlten Schale gdige den Annahmen der Hypothese 4.0.1.
Betrachteu,(¢), u;(c), welche den Annahmen der Hypothese 7.1.1igen. Die Ibsung des
Ausgangsproblem®.23)zu obigen Anfangsbedingungen sei r(n'nt(e, 7), u(e, T)) bezeichnet.
Dann existiert zu jedenT” > 0 ein 5 und eine Konstant€' > 0, so dafl?

. d .
(e, m) = wi (e, O, o + e m) = (e (D)l < CE7° (7.9)
furalle € € (0, g9) und alle 7 € [0, T qilt.
Beweis. Es seiT € [0, T beliebig. Es sek > 0 ausreichend klein und beliebig. Es sollen die

Bezeichnungen aus der Definition 7.1.6 gelten. Aus (2.35) folgt die ldéntit
Hyow(2) (R(e,7), R(e, 7)) = Hsou(c) (R(e, 0), R(e, 0))

- BE) (A7), B, 7) - (-4 (), Bz 7))

B(E) (AC0). Bz 0) + 2 (A 4¢(0). B, 0))

d € pE 2 d3 € pE
+ /(B(e)(d—SA ¢°(s), R(e, s)) +e (d_s3A ¢°(s), R(e, s))Q>ds.
0
Esistalles getan, um die Kleinheit jeder Zeile auf der rechten Seite der obigendtiemtieigen.
Ein Randterm wie in (2.35) tritt nicht auf. Am seitlichen Rand verschwindet die Approximation.
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An der Boden— und Deckéithe verschwindet die Spannufigc)u(e, 7), da u(e, 7) zum
Definitionsbereich des skalierten LarOperators.(c) gelrt.

Aus (4.25) und (4.26) folgt die Existenz einer Konstantén- 0, so dal3

R (e, (7)) + P e, (f_Tga(T)) <02,

%CE(T)) S 0(61+H +€2_4H),

9%3(6, K, 2, CE(T)) —1—9%3(8, K, 3, CE(T)) <C.

Die Schrankelr Ry(e, ¢;), p = 0, 1 ist die Summe der Schrankearf:; und R, . Da der
GesamtfehlerR(e, 7) zu V (Q2) geldrt, kann der Satz 7.1.7 und das Korollar 7.1.9 herangezo-
gen werden. Mit Hilfe der elementaren Ungleichugh < ca® + (1/c)b? fur positive a, b, c

und nach Anwendung des Gronwallschen Lemmas in der obigen Elefotit

B(e)(ule, 7) — AC(7), u(e, 7) — A°C3(7))

9‘{2(5, K, Ca(T)) + R (6, K,

d d
+¢* (ﬂ(& 7) = o AC(T), ule, ) - EAEG(T))Q < O3 4 ¥4 4 gh8r)

Offensichtlich istx = 1/5 optimal. Mit der positiven Definitheit vorB(¢)( -, -) und mit Hilfe
der Kornschen Ungleichung (5.20) ergibt sich also

(e, 7) — AC (M), , < C=V°.
Aus (4.25) folgt aber
14°¢°(7) = wi (e, (M)l o < CP.

Dreiecksungleichung ini*(Q2)? liefert den ersten Teil der Behauptung. Die Abéizung fir
die Geschwindigkeitsfelder funktioniert néhnlichen Argumenten. [

Bemerkung
a) Hir die Statik der Schale ist in [36] die gleiche Konvergenzrate gefunden.

b) Das Resultat ist nichttrivial. In der Tat, betrachtet man den Spezialfall der Platténgb h
die Losung des Koiterschen Probleiinserhaupt nicht vore ab. Rir sogenannte Biege-
platten gilt v,5(¢°) = 0. In obiger Abschtzung treten sowoht*™>* als auche?~%* als
Koeffizienten von||v(¢®) || 0. auf. Das bedeutet, dairfBiegeplatten das obige Resultat
zu

d
lu(e, 7) = we (e, CO o + e, 7) = Twale, E(1)ll < C

verbessert werden kann. Wenigstens in der Statik ist es bekannt!dafKonvergenzrate
optimal ist, siehe [53].

c) Esseiyy C dw mit |yo| > 0. Dann wird

VF(w)rI{n = (as 13) € H'(w)* x H*(w) + m|, = 0unz|., =0, 7ap(n) =0 in w}
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als der Raum dedlehnungslosen Verschiebund®zeichnet. Dieser Raum ist abgeschlos-
sen in V(Q2), kann aber nur die Null enthalten. Er ist genau dann nichttrivial, wenn die
betrachtete Mitteliche S abwickelbar oder flach ist, siehe [7]JuFden hier gerechneten
Fall vo = dw ist V¥ (w) nur dann nichttrivial, wenn die geMilte Schale sogar eine Plat-
te ist. Meine Vermutung ist, daRif dehnungslose Schwingungen eine Fehleraigang

wie im Plattenfall zutrifft.

7.2 Schnelle Dynamik €ir elliptische Schalen

Fur elliptische Schalen, die am seitlichen Rand eingespannt sind, ist die obige Konvergenzaus-
sage zwar korrekt, jedoch trivial. Wie in [7] gezeigt, antworten solche Schalen auf Lasten der
Ordnung O(e?) mit Verschiebungen derselben@®&enordnung. Ein entsprechendes Verhalten

ist auch @ir die Dynamik zu erwarten. Daher ist es sinnvoll, diesen Fall getrennt zu diskutieren.
In CIARLET & L oDs[10] ist fur den statischen Fall gezeigt, dal’3 mit Hilfe des Koiterschen Mo-
dells sowohl sogenannte Biegeschalen als auch Membranschalen beschrieben wengen k

Die letzteren allerdings nur dann, wenn die Schale elliptisch ist. In diesem Abschnitt wird ge-
zeigt, dal3 auch in der Dynamik das Koitersche Modell zur Beschreibung der Membranschwin-
gungen geeignet ist. Zusammen mit den Ergebnissen aus dem vorherigen Abschitt trifft also auch
hier fur das Koitersche Modell eine zum statischen Fall analoge Aussage zu. Es sdliraso f
liptische Schalen mit Hilfe des Koiterschen Modells ein dimensionsreduziertes Modell auf der
unskalierten Zeitskala gerechtfertigt werden. In diesem Fall ist die Energie der dicken Schale
durch

H() (s, @) = 5 B(E)(w, ) + 3 (i, o

gegeben. Die Bewegungsgleichung lautet
d2
L(e)u(e, t) = —@u(e, t).
Die zur Hypothese 7.1.1 analoge Forderung an die Asymptotik der Anfangsdaten ist im folgen-
den zusammengefal3t.

Hypothese 7.2.1

Es sei £ > 0. Zu gegebenen Vektorfeldern uq(), wi(e) in D(L(e)*?) x D(L()?) existieren
von ¢ und x3 unabhingige Felder by, by in D((L*<)*?) x D(L**<) und Felder c(), ()
derart, daB3

[co(e)] = O(1)  in H*(w) x H*(w) x H%(w) fiir e — 0,
[ci(e)] = O(1) in H*(w) x H*(w) x H*(w) fiir e — 0,
L(e)uy(e) = —b, — ec,(e) p=0,1

gilt.
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Bemerkung

Die Existenz solcher Anfangsbedingungen ist klar. Eine Interpretation der Forderafgaich
wie im Fall der Hypothese 7.1.1 angeben.

Im Vergleich zur Approximation in der langsamen Schalendynamik werden nur die Korrekto-
ren géndert. Das wird im ersten Unterabschnitt beschrieben. Im zweiten Unterabschnitt ist die
Konstruktion der reduzierten Anfangsbedingungen behandelt. Im dritten Unterabschnitt ist der
Hauptsatz angegeben. Die benutzten Methoden sind diejenigen aus dem vorherigen Abschnitt.
Daher werden die Beweise kurzgehalten.

7.2.1 Randkorrektoren der Membrandynamik

Definition 7.2.2 Es seiT > 0 gegeben. Br alle ¢ € [0, 7] und Ur alle ¢ > 0 getbren die
: d?

t —stetigen Feldem®(t) resp. @nf(t) zu H3(w) x H3(w) x HY(w)NVE(w) resp. H*(w) x

H*(w) x H*(w) . Dann wird mityZ (e, ¢) eine Funktion wie im Korollar 6.4.2 bezeichnet, die
15 (n°(t) =5 (e, t) € Hy(w)

leistet. ¥ (¢, t) bezeichnet eine Funktion wie im Korollar 6.4.2, welche
95 (m° (1) = 93 (e, ) € Hi(w)

leistet.

Die Wohldefiniertheit der beiden Korrektorfunktionefi (¢, t) und 97 (e, ¢) istklar.

Definition 7.2.3 Es seienv7 (e, ¢) und 99 (e, t) die Funktionen laut obiger Definition 7.2.2.
Dann wird fur ¢, t wie in der Definition 7.2.2 und:; € (—1, 1) mit

A A ‘
Utast® (1) 1= ex3 /\—vg (5, t) a’® — 52x§K (73\a (na(t))ao‘ + V7 (8, t) a3>
2 2 (7.10)

- g%éﬁ—iz(biwzﬁ(nf(t)) = 05 (1) )a®

der Korrektor der Membrandynamiezeichnet.

Bemerkung
Beachte, dafR mit obiger Wahl des Korrektors die Gesamtapproximation nur noch aus

j775<t) + U—fast’rle(t) =UKL (57 775<t))

+ X (enaoz(e. ) 2P 0) 230 ) - 0 )
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besteht. Diese ldee ist bereits im statischen Fall, dort mit anderen Direktoren, in [36] verwendet
worden.

Die einzig neuen Abs@tzungenir die schnelle Dynamik sind in derachsten beiden Proposi-
tionen zusammengefalit. Es sind die Analoga zu den Propositionen 7.1.4 und 7.1.5.

Proposition 7.2.4 Es seiUs,sm°(t) wie in der Definition 7.2.3 gegeben. Es existiert ejn> 0
und eine Konstant&' > 0, so daf3

He(87 U-fas'(l’]E(t))HO,Q S C(9{5 (57 R, ns(t)) (711)
furalle t € [0, T, alle € € (0, o) und alle x € (0, 1) gilt. Dabei ist
Rs (e, w7 (1) = ey (), + < @O, + < e @),

+el v (@)1, + < lle(n* @)l

2,w 2w

Beweis. Mit gleichen Argumenten wie der Beweis der Proposition 7.1.4. [ |

Proposition 7.2.5 Es seiUt,m°(t) wie in der Proposition 7.2.4 gegeben. Dabei 'g&'h%ne(t)

fur p =2, 3 zu H?*(w)x H*(w)x H*(w) . Dann existiert ein, > 0 und eine Konstant&' > 0,
sodalfir p=2, 3
dr
1255 Utastr” (D)., < CRe (e, 5, p, (1)) (7.12)
mit
dP dp
R (e, 1, p, (1) =y (D), + " I gme(m @),
2 4 e gy ¥ e
+ e @), +e lgzem ), -
furalle t € [0, T, alle € € (0, go] und alle x € (0, 1) qilt.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der Definition des Korrektors und den Adisahgen im
Korollar 6.4.2. [ |

7.2.2 Konstruktion der reduzierten Anfangsbedingungen
Wie im Abschnitt§7.1.2 setzt maniir x € (0, 1) und ausreichend kleine
9{7(57 R, n) = 9{1(57 T,) +9:{5(87 R, 77) .

Folgende Begriffe sollen festgehalten werden. Der Parameist stets kleiner als die kleinste
unter bisher ge@ahlten Schranken.
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Definition 7.2.6 Es seienug(c), ui(c) gegeben, welche den Annahmen der Hypothese 7.2.1
geriigen. Mitn;, (p =0, 1) ist die Losung zu

LEene = —[(b, + () V4]

unter Randbedingungd@d.11) bezeichnet. &r ein gegebene§’ > 0 ist n°(¢) die Losung des
Problems

d2

LK@,,,,& — _@na

in L*(w)?,
mit
O=n;. o) =n
n =TMo> dt’n =1

unter Randbedingungen wie oben. Mit(z, t), u(z,t)) ist die Losung des Ausgangsproblems
(5.23)zu Anfangsbedingungeta, (), u(¢) bezeichnet. Der Ausdruck

d

(R(é, t), R(a, t)) = (u(e, t), u(e, t)) — (Asna(t), EAET[E(L‘))

mit A°n°(t) := jn°(e, t)+Unsm® (t) heilt derGesamtfehler der Membrandynam8chlieRlich
sei

Ry(¢) := R(e, 0), Ri(¢) := R(s,0).

Es gilt der
Satz 7.2.7Es seienug(¢), u;(e) gegeben, welche den Annahmen der Hypothese 7.2iygen

Es werden die Bezeichnungen aus der Definition 7.2.6 verwendet. Es-sej 1 . Dann existiert
ein g > 0 ein C > 0, so dal3 die Ungleichung

B(e)(Ry(e), Ry(e)) < C(elley(e) = [ep(@)]ll + Rrle, 5, ) (7.13)
furalle € € (0, g9) und alle x € (0, 1) qilt.

Beweis. Es werden die gleichen Argumente herangezogen wie im Beweis des Satzes 7.1.7.
Hinzu kommt die Abschtzung

(b, v)y —2([1, 2], o)), < Cellee. v)

Hierbei geht wesentlich ein, daf die Feldgr von ¢ und z; unablé&ngig sind. |

||07Q ‘
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7.2.3 Der Hauptsatz

Das zum Lemma 7.1.8 analoge ist das

Lemma 7.2.8 Es seiT > 0 gegeben. Br die ApproximationAcn®(¢) aus der Definition 7.2.6
existiert einc0 und eine Konstant&' > 0, so dal3(p = 2, 3)

(G (0. v) = 2( G 0, 1), < Cule D)z vl (710

furalle € € (0,e0), k € (0, 1), t € [0, T] und alle v € V(Q) qilt.

Beweis. Siehe den Beweis zum Lemma 7.1.8. ]

Korollar 7.2.9 Es sollen die Voraussetzungen und Schreibweisen wie im Lemma 7.2.8 gelten.
Dann existiert eing, und eine Konstant&' > 0, so da3(p =0, 1)

dr drt2? dr
BE) (A (1), ©) + (o AT (), 0)o| < O (e, Tom*(0)
dr
FR(e, o (0) + Rale mp 2, 7 (0) ) e, )l (715)

furalle e € (0,e0), Kk € (0, 1), t € [0, T] und alle v € V(Q) qilt.
Beweis. Siehe den Beweis des Korollars 7.1.9. ]

Fur elliptische Schalen gilt eine Ungleichung Kornschen Typs, bei welcher im Gegensatz zu
(5.20) keines —Potenz verloren geht. Allerdings mul3 die Topologjiedie Vertikalkomponente
vergidbert werden. Das ist der Inhalt des folgenden Lemmas.

Lemma 7.2.10 Es sollen die AnnahmédR1) und(H2) der Hypothese 4.0.1 gelten. Die betrach-
tete Schale sei elliptisch und ihre Parametrisierung sei dfch5)gegeben. Dann existiert ein
g0 > 0 und eine Konstant&€' = C(2,¢) > 0, so dal

101,100 < Cllete vl (7.16)
furalle v € V() und alle e € (0,¢y) besteht.
Beweis. Siehe GARLET [15]. (Genau Seitenzahl noch nicht bekannt.) [ |

Satz 7.2.11Die Mittelflache der ge@hlten Schale geige den Annahmen der Hypothese 4.0.1
und sei elliptisch. Betrachtes,(¢), u;(e) , welche den Annahmen der Hypothese 7.2.1igen.

Es gelten die Bezeichnungen der Definition 7.2.6. Dann existiert zu j@dem0 ein ¢, und
eine Konstante” > 0, so dal3

. d )
Juale, 1) = e (e O] g + (e 1) = L (o (D), < CME - (727)

furalle € € (0, g9) und allet € [0, T7] gilt.
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Beweis. Es seient € [0, T],x € (0, 1) und ein ausreichend kleines> 0 beliebig. Es wird
die ldentitit (2.35), Seite 29, herangezogen. Angesichts der Attschgen (7.15), (7.14) und
(7.13) findet man mit (4.37) und (4.38) wie im Beweis des Satzes 7.1.10

B(e)(ule, 1) — Anf (1), ule, t) — A (1)

. dgg g dge K —zk
+ (e ) = S AW (@), ule, ) = ZAW(D) < Clete 7).

Fur x = 1/4 trifft man die optimale Wahl. Mit der positiven Definitheit voB(¢)( -, -) sowie
mit Hilfe der Ungleichung Kornschen Typ&rfelliptische Schalen (7.2.10) ergibt sich also die
Behauptung. [



Anhang A

Lineare Beziehungen

Dieser Anhang besteht aus einer Sammluagfig benutzter Lemmataif die lineare Theorie.
Fur einen linearen OperataX ist sein Definitionsbereich miD(X') bezeichnet. Ein Hamil-
tonsystemsy = (X, 0, Xy), siehe Definition (2.1.10), heif3t ein lineares Hamiltonsystem, wenn
der relevante Hamiltonsche Operat&r; ein linearer ist.

A.1 Ein Existenzsatz

Die Existenztheorie der linearen Hamiltonsystenigzstsich auf der reellen Version von einem
der Satze von SONE. Der hier zitierte ist in [16], ab Seite 327, sowie in [63], ab Seite 345, zu
finden.

Lemma A.1.1 (STONE) Es sei X ein schiefadjungierter linearer Operator in einem reellen
Hilbertraum H . Dann erzeugtX eine GruppeG(t) (mit ¢ € R) von Isometrien, d. h. , es gilt
fur jedesu, € D(X) und jedest € R:

G(t)(ug) € D(X) und % G(t)(ug) = XG(t)(uy)
mit
IG(#)(wo)]l,, = lluoll,, und G(—t) = (G(t)) .

Gerilgend Hinweise, wie man das Lemma A.1.1 auf Hamiltonsche Systeme anwendet, findet
man in [41], insbesondere §6.2.

Definition A.1.2 Es sei (X,0, Xy) ein lineares Hamiltonsystem. Einen linearen Operator
X9 in X nennt man die® —adjungierteson X , wenn sein Definitionsbereich durch

DX ={we X |JuecXmit O(u, v) = O(w, Xgv) Vv € D(Xy)}
und seine Abbildungsvorschrift durc $w = w gegeben ist. Ein Hamiltonscher Operator
Xy heilt © —schiefadjungiertwenn X = — X § gilt.

101
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Bemerkung
a) X9w = u istwohldefiniert, da®(u;, —u,, v) = 0 furjedesv € D(Xy) die Glltigkeit
von u; = u, in X impliziert.

b) Es sei daran erinnert, dak; = — X aquivalent zu
D(Xy)=D(X5) und O(Xju, v)=—-0(u, Xgv) VYvec D(Xy)
ist.
Das Interesse einer solchen Definition wird im folgenden Satz klar.

Satz A.1.3 CHERNOFF& M ARSDEN, 1974) Es sei (X, 0) ein symplektischer Banachraum.

Der lineare Operator(_;(\;, D(X\;)) sei dicht definiert und® —schiefadjungiert inx’ . Die
Bilinearform -
[-,:] : XxX—>R mit [u, v]:=0(Xyu,v)

sei X —koerzitiv. Es seiH die Abschlie3ung vonD(E) in [, ~]]% . Definiere den Operator

D(Xy)={ue D(Xy) | XyucH}
und
Xyu = Xpgufiru e D(Xp).

Dann erzeugtXy eine Gruppe von Isometrien i# .

Bemerkung
a) Einen Beweis findet man in [6] und eine verkte Version in [41], Seite 353.

b) Beachte, dal in der Voraussetzuitgein Banachraum ist. Es ist nichts daer ausgesagt,
obin X ein Flul3 erzeugt wird. Bemerkenswert ist die Tatsache, HaBin Hilbertraum
ist.

Folgendes Lemma &tt fur kanonische System, wank; tatsachlich © —schiefadjungiert ist.

Lemma A.1.4 Es seienV resp. V zwei reelle Hilbertaume mit den Skalarprodukten , - )

resp. [, -] und es seiV dicht und stetig inV eingebettet. Setz& := V x V. Eine sym-
plektische Form© auf X sei durch
@('U,, u, v, ’U) = (’Ua ’U,) - (’u’v ’U) (Al)

und ein Energiefunktionalf : X — R
H(u, ) = & (i, i) + o, ] (A.2)
gegeben.

Dannistder zu(H, ©) —zugeldrige Hamiltonsche OperatoX ; beziglich © schiefadjungiert
in X.
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. . . . . O0H
Beweis. Nach dem Satz von Riesz existiert ein Isomorphlsn%us .V — V', sodaR
u

0H
<(5—u(u0)’ v)y =[u,v] Vug,veV
gilt. Identifiziert man nunV mit seinem DualV”’, so folgt aus der Dichtheit und Stetigkeit
der EinbettungV" — V' durch Transposition (Hahn—Banach, [3]) die Dichtheit und Stetigkeit
der EinbettungV’ = V' — V'’ . Damit ist aber klar, da das Dudlisprodukt( -, - )y als die

(eindeutige) Fortsetzung des Skalarprodukts - ) auf V' betrachtet werden kann. Setzt man
nun
0H OH\ !
() = (u) v
0H

<5—u(u0), v> = [ug, v] Vup € D(i—i) eV,

Sso gilt

0H . o - -
und S0 ist als unbesclamkter Operator inV wohldefiniert. Definiere

0H - .. O0H 6H .
Dannist Xy : X — X mit
. . 0H SH
Xir(uo, o) := (o, —5—(un)) . D(Xp):=D(5-)xV

das zu H assoziierte Hamiltonsche Vektorfeld liggich © . In der Tat gilt fir ein beliebiges
(h, h) € D(Xy):

O (tto, ~ 9 ug), b h) = (h, 1) (o (o). h)
= (h, ’U,Q) + [’U,o, h]

= DyH(ug, to)[h] + Dy H (ug, 10)[h]
= O(Xu(up, w), h, h).

Mit
01
J = ( E 0)
gilt
0H
u )
XH(U(), ’LLO) = J 5H .
0™
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. . L 0H L .
Somitist Xy genau danr® —schlefadjunglert|n)(,wennE selbstadjungiert iV ist. Die

— . H .
Selbstadjungiertheit vorg— in V folgt sofort, da
u

0
oH 0H*
D(E) = D(E )

wegen der Symmetrie vofr, -] gelten muf3. [
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