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Publikationen viel gelernt habe. Weiter möchte ich meinen Institutskolleginnen und –kollegen
Dr. Jasmin Cantner, Dr. Xue-Nong Chen, Dr. Cristian–Aurelian Coclici, Dr. Wolfgang Hauck,
Dr. Katharina Lankers, Dr. Andreas Kipp, Dr. Claus Köstler, Kinga Mathe, Dr. Alexander Seiler
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ZUSAMMENFASSUNG VII

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die Schwingungen dünner elastischer Schalen im Rahmen
der linearisierten Elastodynamik im energieerhaltenden Fall untersucht. Insbesondere wird ei-
ne dimensionsreduzierte Beschreibung (mit Hilfe des Koiterschen Modells) der Schalenbewe-
gungen gegeben, wenn der Dickenparameter sehr klein wird. Erstmals wird nachgewiesen, daß
die Schwingungen der dreidimensional ausgedehnten Schale aus den Schwingungen der Mittel-
fläche, bis auf angebbare Fehler, rekonstruiert werden können. Dazu wird unterschieden, ob eine
Schale im biege– oder dehnungsdominanten Zustand schwingt. Für den ersten Fall gelingt die
Rechtfertigung des Koiterschen Modell durch die Einführung einer langsamen Zeit unabhängig
von der Form der Mittelfl̈ache. F̈ur dehnungsdominante Schwingungen kann das Koitersche Mo-
dell nur für Schalen mit positiv gekrümmter Mittelfl̈ache gerechtfertigt werden.

Das mathematische Werkzeug für eine Rechtfertigung der Dimensionsreduktion in der Schalen-
dynamik wird durch die Theorie der Hamiltonschen Systeme bereitgestellt. Wesentlich für den
Erfolg ist der Ausbau einer Approximationstheorie in Hamiltonschen Systemen. In dieser Arbeit
geschieht dies mit Hilfe der sogenannten Fast–Poisson–Abbildungen, für welche ein mathemati-
sches Fundament gebaut wurde.

Abstract

The subject of this thesis is an investigation of vibrating thin linearly elastic shells in the con-
servative case. In particular, the behavior of the shell’s motions is described when the thickness
parameter tends to zero. It turns out that Koiter’s model, governing the motion of shell’s middle
surface is convenient for an approximation of motions inside the three dimensionally extended
shell. This approximation property is proved by constructing explicit error bounds with respect
to the thickness parameter. The error bounds are given separately for bending and membrane do-
minated vibrations. In the first case, the dynamics is a slow one and the results hold true for any
shape of the middle surface. The membrane dominated vibrations correspond to a fast dynamics
of the shell and the error bound is sharp only for elliptic shells.

The underlying mathematical tools are taken from the theory of hamiltonian systems. Based on
the concept of the almost Poisson mappings, an approximation method in hamiltonian systems
is established.





Kapitel 1

Einleitung

Der Gegenstand dieser Arbeit ist die Analyse von Schwingungen dünner elastischer Schalen im
Rahmen der linearisierten Elastodynamik. Die Größe 2ε ist im folgenden ein dimensionslo-
ser Dickenparameter der Schale. In dieser Arbeit interessiert insbesondere die Beschreibung der
Schalenbewegungen, wennε sehr klein wird. Die betrachtete Schale wird zum Zeitpunkt Null
einer Verschiebung und Geschwindigkeit in jedem ihrer Materialpunkte unterworfen. Es wird
davon ausgegangen, daß sich die Schale vorher im natürlichen Zustand befindet, d. h., der elasti-
sche K̈orper ist nicht bereits vorgespannt. Damitübernehmen f̈ur positive Zeiten die elastischen
Kräfte die Rolle einer R̈uckstellkraft. Insbesondere wird hier von energieverzehrenden Mecha-
nismen, wie von der Reibung und Temperatureinflüssen abgesehen. Damit sind für fortschrei-
tende Zeiten Vibrationen des Körpers um seinen natürlichen Zustand zu erwarten. Das physika-
lische Problem besteht darin, aus den Anfangsdaten die Lage der Materialpunkte, sowie deren
Geschwindigkeiten zu einem beliebigen Zeitpunkt anzugeben. Eine Verallgemeinerung dieser
Aufgabe ergibt sich, wenn man zusätzlich zeitlich abḧangige Belastungen durch Volumen– und
Oberfl̈achenkr̈afte in Betracht zieht. Hiervon wird abgesehen, da dies einerseits den Charakter ei-
nes Hamiltonschen Systems zerstören ẅurde, und andererseits ist das Ziel, den einfachsten Fall
zu verstehen. Das soll den BegriffEigendynamikerläutern.

1.1 Das Reduktionsproblem

Wenn ε nur klein genug ist, liegt es wegen der Kontinuumshypothese [32] nahe, die aktuelle La-
ge eines jeden Materialpunktes in der Schale aus der aktuellen Lage des nächsten Punktes in der
Mittelfl äche zu rekonstruieren. Der Gegenstand des Reduktionsproblems in der Theorie dünner
elastischer K̈orper ist also die strenge Rechtfertigung eines assoziierten dimensionsreduzierten
Problems. Insbesondere versteht man darunter eine Konvergenzaussage für Lösungen des dreidi-
mensionalen Ausgangsproblems. Ein weiterer zusätzlicher Punkt, der vor allem den Anwender
interessiert, ist die Angabe einer Fehlerabschätzung f̈ur die Approximation.

Hierbei sollte betont werden, daß als Ausgangspunkt beim Reduktionsproblem stets ein dreidi-
mensionaler, wenn auch dünner K̈orper betrachtet wird. Die Bewegung selbst hat dabei dem Ha-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

miltonschen Prinzip [24] zu folgen. Sicherlich können bereits im Ausgangspunkt physikalische
oder mechanische Annahmen getroffen werden, so etwaüber die Gr̈oßenordnung der Verschie-
bungen selbst.

1.2 Hauptresultate und Gliederung

Das Reduktionsproblem konnte für Schalen aus homogenem, isotropem Material im Rahmen der
linearisierten Elastodynamik zufriedenstellend geklärt werden. Es wird gezeigt, daß mit Hilfe des
Koiterschen Modells, vergleiche§4, bis auf kleine Fehler die Rekonstruktion der Bewegung der
dreidimensional ausgedehnten Schale gelingt. Wegen der Anwesenheit von zwei Längenskalen
(eine große in der Mittelfl̈ache, eine kleine in der Dickenrichtung) in der Schale, ist es sinn-
voll, das Reduktionsproblem auf zwei Zeitskalen getrennt zu diskutieren. In der langsamen Zeit
τ = εt ist der Approximationsfehler von der Größenordnungε1/5 in der H1 –Norm für die
dicke Schale. Die G̈ultigkeit der Approximation erstreckt sicḧuber Zeitent der Gr̈oßenordnung
1/ε für ε → 0 . Siehe hierzu den Satz 7.1.10 auf Seite 93. Für glatte Mittelfl̈achen ist das Er-
gebnis korrekt ohne Einschränkung auf deren Form. Für die schnelle Dynamik, d. h. , in der
unskalierten Zeit ist der Approximationsfehler von der Ordnungε1/4 und die Approximation
gilt f ür Zeiten t der Gr̈oßenordnung1 für ε→ 0 . In der vorliegenden Arbeit kann der Beweis
hierzu nur f̈ur sogenannte elliptische Schalen erbracht werden. Darüber hinaus ist der Fehler für
die Transversalkomponente nur in derL2 –Norm der dicken Schale. Siehe hierzu den Satz 7.2.11
auf Seite 99.

Die geẅahlte Methode, welche zum Erfolg führt, benutzt einen neuen Zugang zu Approximatio-
nen in Hamiltonschen Systemen. Es handelt sich dabei um das Konzept der sogenanntenFast–
Poisson–Abbildungen. Diese sind erstmals in GE & SCOVEL [22] und in GE, KRUSE& M ARS-
DEN [21] eingef̈uhrt. Die explizite Konstruktion einer solchen Approximation für den Schalenfall
gelingt mit dem sogenannten Direktoransatz, vergleiche ab Seite 71 für Details.

1.2.1 Kurzbeschreibung der Approximation

Es bezeichneu(ε, t) die zu approximierenden Verschiebungsfelder der betrachteten Schale,
deren Ausgangsform̈uber Ω := ω × (−1, 1), ω ⊂ R

2, parametrisiert ist. F̈ur ausreichend
kleine ε > 0, x := (y, x3) mit y ∈ ω und x3 ∈ (−1, 1) setze

jζ
(
ε, x, t) := ζ(y, t) + εx3ζ

1(y, t) + (εx3)2ζ2(y, t) + (εx3)3ζ3(y, t) . (1.1)

Die Größenζ und ζp, p = 1, 2, 3 , besitzen die Gestalt

ζ(y, t) = ζi(y, t)a
i(y) .

Es gilt die Summationskonvention. Griechische Indizes und Exponenten (ausgenommenε )
geḧoren zu{1, 2} , lateinische dagegen zu{1, 2, 3} . Mit {a1(y), a2(y)} ist eine kovariante



1.2 HAUPTRESULTATE UNDGLIEDERUNG 3

Basis der TangentialebeneTyS an die Schalenmittelfl̈ache S bezeichnet. Der Vektora3(y)
ist der Normalenvektor anTyS . In der vorliegenden Arbeit giltζ3

3 (y, t) ≡ 0 . Diese Wahl
ist im Kapitel 6 erl̈autert. Ẅaren alle anderen Einträge auf der rechten Seite von (1.1) frei, so
würde (1.1) zu einer sogenanntenSchalentheorie mit elf Freiheitsgradenführen. In der vorlie-
genden Arbeit sind allerdings nur die drei Komponenten vonζ(y, t) frei. Die Felder ζ1, ζ2

und ζ3 werden in diesem Zusammenhang alsSchalendirektorenbezeichnet. Diese hängen ex-
plizit von ζ(y, t) und dessen Ortsableitungen ab. Die Schalendirektoren sind also für jedes
gegebeneζ(y, t) bekannt. Der genaue Zusammenhang ist im Kapitel 6, Abschnitt 2 erklärt.
Mit (

Aεζ
)
(ε, x, t) =

(
jζ
)
(ε, x, t) +U (ε, ζ, x, t) (1.2)

ist die typische Approximation bezeichnet. MitU ist hier ein Randkorrektor bezeichnet. Dieser
ist so zu ẅahlen, daß (

jζ
(
ε, ζ, x, t) +U (ε, x, t)

)∣∣
∂ω×(−1, 1)

≡ 0

gilt, und daß zur Herstellung der VerschiebungU in der Schale ausreichend wenig Energie
verbraucht wird. Mehr Details zur Wahl der Randkorrektoren sind im Kapitel 6, Abschnitt 4 und
Kapitel 7 beschrieben.

Mit der Approximation aus (1.2) gelingt es z. B. für die langsame Dynamik ein Resultat folgender
Gestalt zu erhalten.

Gegeben seien:T > 0 und Anfangsbedingungen für das Ausgangsproblem, die eine geeignete
Asymptotik in ε aufweisen, siehe hierzu die Hypothese 7.1.1.

Dann:

• Es lassen sich Anfangsbedingungen (über ω ) für das Koitersche Modell konstruieren.

• Das Koitersche Modell besitzt zu diesen Anfangsbedingungen genau eine Lösungζε(εt)
(für alle Zeiten).

• Es existiert einε0 > 0 und eine KonstanteC > 0 , so daß f̈ur das zu approximierende
Feld u die Abscḧatzung

‖u(ε, εt)− Aεζε(εt)‖
H1(Ω)

≤ Cε1/5 (1.3)

für alle ε ∈ (0, ε0) und alle t ∈ [0, T/ε] gilt.

Eineähnliche Abscḧatzung gilt auch f̈ur die zugeḧorigen Geschwindigkeitsfelder. Resultate für
die schnelle Dynamik sind gleichen Typs.

Die Abscḧatzung (1.3) stellt also eine Rechtfertigung einer Schalentheorie mit elf Freiheitsgra-
den dar. Problematisch ist jedoch die Tatsache, daß die ApproximationAεζε(εt) in (1.3) die
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Randkorrektoren enthält. Von diesen k̈onnen neben der Existenz noch einige wichtige Eigen-
schaften gewonnen werden, nicht aber eine vetretbar einfache Gleichungen zur deren Bestim-
mung. Es liegen aber genügend Erkenntnisse vor, um zu zeigen, daß das sogenannte Kirchhoff–
Love–Feld der gleichen Fehlerabschätzung gen̈ugt, wie Aεζε(εt) selbst. Es gilt auch

‖u(ε, εt)− uKL

(
ε, ζε(εt)

)
‖
H1(Ω)

≤ Cε1/5 (1.4)

unter gleichen Bedingungen wie in (1.3). Dabei gilt

uKL

(
ε, ζε(τ)

)
:= ζε(τ)− εx3

(
ζε3|α(τ) + bβαζ

ε
β(τ)

)
aα .

Mit bβα sind die gemischten Komponenten des Krümmungstensors der Schalenmittelfläche be-
zeichnet. Das Symbol| im Index kennzeichnet die kovariante Differentiation auf derselben.

Der geẅahlte Zugang weist das Koitersche Schalenmodell aus als ein geeignetes zur Beschrei-
bung der Schalendynamik. Es kann nicht geschlossen werden, daß dieses Modell das einzige mit
dieser Eigenschaft ist. So könnte z. B. Nagdhis Schalenmodell, siehe [48] zur selben Erkenntnis
führen. Das Koitersche Modell ergibt sich in der nachfolgenden Analyse aus dem dreidimen-
sionalen Modell, ohne zusätzliche Annahmen heuristischer Natur. Eine solche Herleitung des
Nagdhi–Modells ist mir nicht gelungen.

Bemerkenswert ist die Tatsache, daß zur Herleitung von (1.4) im allgemeinen mindestens
”
elf

Freiheitsgrade“ erforderlich sind. Meine Vermutung ist, daß eine Herleitung von (1.4) mit we-
niger als

”
elf Freiheitsgraden“ nur dann m̈oglich ist, wenn man zusätzliche Informationen hat,

etwaüber die Spannungsverteilungenüber die Schalendicke oderüber die Schalengeometrie.

1.2.2 Weitere Ergebnisse

Ein weiterer Aspekt ist die Tatsache, daß das Koitersche Modell selbst singulär gesẗorter Natur
ist. Wenn L̈osungen singulär gesẗorter Probleme mittels asymptotischer Entwicklungen approxi-
miert werden, so wird typischerweise versucht, die auftretenden Grenzschichten zu extrahieren.
In der vorliegenden Arbeit wird hiervon abgesehen. Insbesondere wird dadurch ein möglicher
Typwechsel der zugrundeliegenden Differentialgleichung im Koiterschen Problem vermieden.
Das erkl̈art zum Teil die Konverenzaussage für Schalen beliebiger Mittelfl̈ache. Dar̈uber hin-
aus scheint die Grenzschicht des Koiterschen Modells den dominanten Teil der Grenzschicht
des Ausgangsproblem so gut zu approximieren, daß keine explizite Berechnung von weiteren
Grenzschichtprofilen erforderlich ist. Aus technischen Gründen werden lediglich Randkorrekto-
ren ben̈otigt.

Der Nachteil des geẅahlten Zugangs liegt im Aufwand, präzise Abscḧatzungen f̈ur die ḧoheren
Sobolevnormen f̈ur Lösungen des Koiterschen Problems nachzuweisen. Insbesondere muß die
ε –Abhängigkeit explizit kontrolliert werden. Das ist der Inhalt des Kapitels vier.

Die mathematische Abhandlung der genannten Ergebnisse ist im wesentlichen in den Kapiteln
zwei, vier, sechs und sieben enthalten. Der Inhalt des Kapitels zwei befaßt sich mit der Ap-
proximation in Hamiltonschen Systemen. Der erste Teil davon behandelt eine Möglichkeit, den
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Fast–Poisson–Abbildungen ein mathematisches Fundament zu bauen. Der zweite Teil befaßt
sich mit hinreichenden Bedingungen, welche die Fast–Poisson–Eigenschaft sichern. In der Klas-
se der semilinearen Probleme mit ausreichend flachen Nichtlinearitäten k̈onnen die Ergebnisse
von KIRRMANN , SCHNEIDER & M IELKE [27] und MIELKE & SCHNEIDER [47] herangezogen
werden, siehe hierzu Kapitel 2, Abschnitt 3. Offen bleibt der quasilineare Fall. Trotz nur schwa-
cher Voraussetzungen an die Lösungen des zu approximierenden Problems, ist es nicht gelungen,
für die geometrisch nichtlineare Elastizität im Dreidimensionalen eine rigorose Approximation
zu konstruieren.

Die Kapitel drei bis sieben sind der Schalentheorie im Rahmen der linearen Elastodynamik ge-
widmet. Die Hauptergebnisse sind die oben genannten. Dabei ist zu betonen, daß die einzigen
Inputdaten aus der Geometrie der Schale, deren Einspannung und den Anfangsdaten bestehen. In
der vorliegenden Arbeit ist der Fall der sogenannten harten Einspannung diskutiert. Die Methode
ist aber auch f̈ur andere seitliche Randbedingungen geeignet.

Wegen derε –Abhängigkeit der L̈osungen des Koiterschen Problems sind die Kapitel vier, sechs
und sieben von technischen Einzelheiten geprägt. Wesentlich f̈ur das Versẗandis des Zugangs ist
der Abschnitt§2.3.3 aus dem Kapitel zwei, dort insbesondere die Identität (2.35). Aus den rest-
lichen Kapitel ist die Verbindung zwischen dem Koiterschen Modell und der dreidimensionalen
Elastiziẗat unerl̈aßlich. Damit ist die Beweisidee der Hauptsätze in den Abschnitten§7.1.3 und
§7.2.3 ersichtlich.

1.2.3 Bemerkungen

Es ist schwierig, einen Vergleich mit anderen Arbeiten auf diesem Gebiet zu ziehen. Gemes-
sen an der Zahl der Veröffentlichungenüber die Statik von Platten– und Schalenproblemen,
gibt es relativ wenige Arbeiten zu deren Dynamik im Rahmen mathematischer Literatur. Die
meisten davon befassen sich tatsächlich nicht mit dem Zusammenhang zum Bewegungsgesetz
eines dreidimensionalen dünnen K̈orpers. Vielmehr werden zweidimensionale Modelle studiert,
die mit heuristischen Annahmen geometrischer und mechanischer Natur ad hoc hergeleitet sind.
Veröffentlichungen, die sich tatsächlich mit der Konvergenz der dreidimensionalen zu einer zwei-
dimensionalen Dynamik bei Platten und Schalen beschäftigen, sind sehr rar. Das bisher einzige,
mir bekannte rigorose Ergebnis für die Plattendynamik wurde von RAOULT [51] publiziert. Dort
wird unter anderem ein Modell für die Biegeschwingung von Platten hergeleitet, das eine Rotati-
onstr̈agheit entḧalt. Im Zusammenhang mit der Schalendynamik müssen die Arbeiten von XIAO

[60, 61, 62] erẅahnt werden. Die bisher einzig erschienene Arbeit aus dieser Serie befaßt sich
mit der Dynamik linearelastischer elliptischer Schalen. Die dort benutzte Methode erlaubt zwar
eine Konvergenzaussage, aber keine Fehlerabschätzung.

Im Gegensatz zu den genannten Publikationen, wird in der vorliegenden Arbeit ein hoher Anteil
an Mechanik miteinbezogen. Es stellt sich heraus, daß alle relevanten Größen aus der Scha-
lentheorie, welche eine mechanische Interpretation erlauben, wesentlich bessere Eigenschaften
aufweisen, als die von der Mechanik losgelösten. So tritt das Phänomen auf, daß bestimmte
Kombinationen von Ableitungen klein sind, obwohl das für die zugrundeliegenden Funktionen
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nicht gezeigt werden kann. In diesem Sinne folgen die Beweise an entscheidenden Stellen der
Schalenmechanik.



Kapitel 2

Eine Approximation in Hamiltonsystemen

Die zentrale Rolle in diesem Kapitel spielt ein abstrakter Satzüber eine Approximation in Ha-
miltonsystemen, siehe Satz 2.2.2 auf Seite 17. Der Anstoß hierfür geht auf die Arbeiten von GE
& SCOVEL [22] und GE, KRUSE & M ARSDEN [21] zurück. In der letzteren wurde ein neues
Konzept, n̈amlich das der Fast–Poisson–Abbildungen, benutzt, um dimensionreduzierte Model-
le dünner elastischer K̈orper herzuleiten. Dortige Ergebnisse sind jedoch nur formaler Natur. Im
ersten Teil dieses Kapitels sind die notwendigen Definitionen und Eigenschaften unendlichdi-
mensionaler Hamiltonsysteme zusammengetragen. Im zweiten Abschnitt wird eine Möglichkeit
aufgezeigt den Fast–Poisson–Abbildungen ein mathematisches Fundament zu bauen. Als eine
Konsequenz ergibt sich der zentrale Satz 2.2.2. Da sich dessen wesentliche Voraussetzungen,
nämlich eine sogenannte Fast–Poisson–Eigenschaft von Approximationen, relativ technisch ge-
staltet, werden im dritten Abschnitt hinreichende Bedingung für diese bereitgestellt. Hierbei wird
die Verbindung zur Arbeit von MIELKE & SCHNEIDER [47] hergestellt. Es wird gezeigt, daß
mindestens im semilinearen Fall der Zugang in [47, 27] den hier vorliegenden umfaßt.

2.1 Abstrakte Hamiltonsysteme

In der sp̈ateren Anwendung wird die Hamiltonsche Struktur der Elastodynamik [55] hyperela-
stischer Materialien [13] benutzt. Daher werden zuerst einige Grundbegriffe eingeführt, die f̈ur
das Versẗandnis der Methode notwendig sind. Mehr Details zu den folgenden Ausführungen fin-
det man in MARSDEN & H UGHES resp. MARSDEN & RATIU [41, 42], insbesondere in den
Kapiteln 5 resp. 2. Es geht darum, die Maschinerie der Hamiltonsysteme mit endlich vielen
Freiheitsgraden auf unendlichdimensionale Systeme zuübertragen. Einschlägige Hinweise und
Anwendungen findet man etwa in [41, 42] sowie in [49, 45, 31].

2.1.1 Grundlegendes Material

Als erstes werden die symplektischen Formen auf Banachräumen eingef̈uhrt.

7



8 KAPITEL 2. APPROXIMATION IN HAMILTONSYSTEMEN

Definition 2.1.1 Es seiX ein Banachraum. Eine beschränkte Bilinearform

Θ : X × X → R

nennt man genau dann eineschwache symplektische Formauf X , wenn sie schiefsymmetrisch
und schwach nichtentartet ist, d. h. , wenn

(i) Θ(u, v) = −Θ(v, u) ∀u ,v ∈ X und

(ii)
(

Θ(u, v) = 0 ∀v ∈ X
)
⇒ u = 0

gilt. Das Paar (X , Θ) wird alsPhasenraumoder auch alssymplektischer Banachraumbezeich-
net.

Für einen beliebigen BanachraumX mit dem (topologischen) DualraumX ′ schreibt man die
Dualpaarung

〈 · , · 〉 : X ′ ×X → R mit 〈x′, x〉 = x′(x) ∀x′ ∈ X ′, x ∈ X .

Soll spezifiziert werden, auf welchem Raum die Dualform gebildet wird, so schreibt man auch
〈 · , · 〉X .

Notation 2.1.2 Es bezeichnenV und V̇ zwei reflexive Banachräume, wobeiV dicht in V̇
liegt und die EinbettungV ↪→ V̇ stetig ist.

Die BezeichnungV̇ soll darauf hindeuten, daß dies der Raum der Impulse ist.

Beispiel

a) SetzeX := V × V̇ ′ und definiere

Θ : X × X → R mit

Θ
(
(q1,p1), (q2,p2)

)
:= 〈p2, q1〉V̇ − 〈p1, q2〉V̇ . (2.1)

Dann ist Θ eine schwache symplektische Form aufX . Ein solchesΘ nennt man auch
kanonische symplektische Form.

b) Es seiX := V × V̇ . Falls ( · , · ) : V̇ × V̇ → R eine symmetrische, schwach nichtent-
artete Bilinearform ist, dann ist

Θ : X × X → R mit

Θ
(
(u, u̇), (v, v̇)

)
:= (v̇,u)− (u̇,v) (2.2)

eine schwache symplektische Form aufX . Ist V̇ sogar ein Hilbertraum mit dem Skalar-
produkt ( · , · ) , dann l̈aßt sich (2.1) mit (2.2) identifizieren.
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Im folgenden wird die Definition der ersten Variation und der Gâteaux–Ableitung wiederholt,
siehe dazu ZEIDLER, [64], §2.1.

Definition 2.1.3 Es sei U(u0) eine offene Umgebung in einem normierten RaumX , welche
einen festen Punktu0 ∈ X entḧalt. Ferner seiH : U(u0) → R ein vorgegebenes Funktional.
Für ein festesh ∈ X setzt man

ξ(τ) := H(u0 + τh) ,

wobei τ zu einer offenen Umgebung der0 in R geḧort. Wennξ′(0) existiert, dann nennt man

DH(u0)[h] := ξ′(0)

dieerste Variation(Richtungsableitung) vonH an der Stelleu0 in die Richtungh . Weiter sagt

man, daßH an der Stelleu0 eineGâteaux-oder FunktionalableitungdH(u0) =
δH

δu
(u0)

besitzt, genau dann, wenn

(i) DH(u0)[h] existiert f̈ur jedesh ∈ X und

(ii) ein stetiges lineares FunktionaldH(u0) auf X existiert, so daß

DH(u0)[h] = 〈dH(uo),h〉X ∀h ∈ X
besteht.

In der vorliegenden Arbeit interessiert insbesondere der FallX = V × V̇ ′ . Hier hat man dann
u0 = (q0, p0) und h = (h, ḣ) = (h, 0) + (0, ḣ) und dadurch auch auf natürliche Weise
partielle Richtungsableitungen vonH , nämlich

D1H(q0,p0)[h] = lim
τ→0

1

τ

(
H(q0 + τh,p0)−H(q0,p0)

)
(2.3a)

und

D2H(q0,p0)[ḣ] = lim
τ→0

1

τ

(
(H(q0,p0 + τ ḣ))−H(q0,p0)

)
. (2.3b)

Analog zur obigen Definition macht es nun auch hier Sinn, von partiellen Gâteaux– oder Funk-
tionalableitungen zu sprechen. Man sagt, daßH an der Stelleu0 = (q0, p0) die partiellen

Funktionalableitungen
δH

δq
(u0) resp.

δH

δp
(u0) besitzt, wenn

(i) D1H(u0)[h] resp.D2H(u0)[ḣ] existiert f̈ur jedesh ∈ V resp. ḣ ∈ V̇ ′ ,

(ii) ein stetiges lineares Funktional
δH

δq
(u0) auf V resp.

δH

δp
(u0) auf V̇ ′ existiert, so daß

D1H(q0,p0)[h] = 〈δH
δq

(q0,p0), h〉V ∀h ∈ V (2.4a)

resp.

D2H(q0,p0)[ḣ] = 〈ḣ, δH
δp

(q0,p0)〉V̇ ∀ḣ ∈ V̇ ′ (2.4b)

besteht.
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Bemerkung

a) Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, werden in Zukunft die Argumente bei Funktio-
nalableitungen ausgelassen.

b) Wegen der Reflexivität von V̇ ist die Ableitung
δH

δp
auch als ein Element voṅV selbst

aufzufassen.

Notation 2.1.4 Es bezeichnenX und Y zwei reflexive Banachräume, wobeiY ↪→ X dicht
und stetig vorausgesetzt wird. Ferner bezeichnet in ZukunftD stets eine nichtleere inY offe-
ne Menge. Die gleichen Eigenschaften sollen auch dann zutreffen, wenn die obigen Räume mit
Indizes versehen sind.

In der n̈achsten Definition werden die Hamiltonschen Operatoren eingeführt.

Definition 2.1.5 Es seiΘ eine symplektische Form aufX und X : D → X eine gegebe-
ne Abbildung. Dann heißtX ein Hamiltonscher Operator, genau dann, wenn ein Ĝateaux–
differenzierbares FunktionalH : D → R existiert, so daß

Θ(X(u), v) = 〈dH(u), v〉X ∀ u ∈ D, ∀ v ∈ Y (2.5)

gilt. In diesem Fall schreibt manX = XH .

Bemerkung

a) Die Eindeutigkeit vondH folgt aus der Nichtentartungsbedingung vonΘ sowie aus der
Dichtheit vonY .

b) Die Gleichung (2.5) besagt, daß im dort angegebenen SinneX ein Gradientenfeldzum
Potential H ist. Die AbbildungH nennt man einHamilton–Funktionaloder auch eine
Energievon XH . Im endlichdimensionalen Fall istXH eher als Hamiltonsches Vek-
torfeld bekannt. Diese Bezeichnung soll gelegentlich auch im vorliegenden Fall benutzt
werden.

c) Naẗurlich ist nicht jedes VektorfeldX automatisch ein Hamiltonscher Operator. Für C1 –
Vektorfelder (im Sinne von Fréchet ) ist in [41], Kapitel 5, Theorem 3.2 ein Kriterium
angegeben, wann dies zutrifft.

Die folgende Definition lokaler Flüsse ist aus [41], Seite 262.

Definition 2.1.6 Es seiD offen in Y × R . Ein stetiger lokaler Fluß inY ist eine Abbildung

F : D ⊂ Y × R→ Y ,

welche die folgenden Eigenschaften besitzt:
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(i) Y × {0} ⊂ D und F (u, 0) = u ∀ (u , 0) ∈ D ,

(ii)
(
F (u, t) ∈ D ⇒ F (u, t+ s) ∈ D

)
⇔ (F (u, t), s) ∈ D und es gilt

F (u, t+ s) = F
(
F (u, t), s

)
.

Bemerkung

a) In der vorliegenden Arbeit wird stattF (u, t) auchF tu geschrieben.

b) Für ein festesu ∈ Y kann nachgewiesen werden, daß diejenigen Zeitent ≥ 0 , für
die der lokale FlußF t existiert, ein Intervall [0, Tu) bilden. Die obere Schranke des
Existenzintervalls wird als dieLebenszeitvon u bezeichnet.

Hamiltonsche Operatoren können im folgenden Sinne lokale Flüsse erzeugen.

Definition 2.1.7 Ein Hamilton–OperatorXH : Y ⊃ D → X heißtErzeugereines lokalen
FlussesF t , wenn f̈ur alle u ∈ D und t ∈ (−Tu, Tu) die Beziehung

d

dt
F tu = XH

(
F tu

)
(2.6)

besteht.

Bemerkung

a) Die Abbildung

F (u, · ) : [0, Tu)→ X mit t 7→ F (u, t) = F tu

nennt man eineIntegralkurvevon XH durch u .

b) Wenn zum Hamilton–OperatorXH die EnergieH geḧort, dann sagt man auch, daßH
einen FlußF t erzeugt, wenn die obige Beziehung (2.6) besteht.

c) Im Zusammenhang von (2.6) wird beiF t auch von einemHamiltonschen Flußoder gele-
gentlich auch von einerHamiltondynamikgesprochen.

Korollar 2.1.8 Es seiX = V ×V̇ ′ und das FunktionalH : D → R sei Ĝateaux-differenzierbar.
Bez̈uglich der kanonischen symplektischen FormΘ ist dann der zugeḧorige Hamilton–Operator
XH : D → V × V̇ ′ für jedes(q0, p0) ∈ D durch

XH(q0, p0) =
(δH
δp

(q0, p0), −δH
δq

(q0, p0)
)

(2.7)

gegeben.
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Beweis. Es seien(q0, p0) ∈ D und (h, ḣ) ∈ Y ⊂ V × V̇ ′ beliebig. Dann gilt:

Θ
((δH
δp

(q0, p0), −δH
δq

(q0, p0)
)
, (h, ḣ)

)
= 〈ḣ, δH

δp
(q0, p0)〉V̇ − 〈−

δH

δq
(q0, p0), h〉V̇

= 〈dH(q0, p0), (h, ḣ)〉X .

Aus der Nichtentartetheit vonΘ folgt dann (2.5) nur f̈ur XH wie in der Behauptung angegeben.

Korollar 2.1.9 Die Voraussetzungen des Korollars 2.1.8 mögen gelten. Der dort gegebene Ha-
miltonsche Operator erzeuge einen FlußF t(q, p) =:

(
q(t), p(t)

)
. Entlang dieses Flusses gel-

ten dann die Beziehungen

d

dt
q(t) =

δH

δp

(
q(t), p(t)

)
in V̇ , (2.8a)

d

dt
p(t) = −δH

δq

(
q(t), p(t)

)
in V̇ ′ . (2.8b)

Im folgenden sollen noch häufig verwendete Begriffe festgehalten werden.

Definition 2.1.10 Es sei(X , Θ) ein Phasenraum, undXH sei bez̈uglich Θ ein Hamiltonscher
Operator zum Hamilton–FunktionalH . Dann nennt man das Tripel

H := (X , Θ, XH)

einHamiltonsches System. Ist X zus̈atzlich der Gestalt

X = V × V̇ ′ ,
und ist Θ die kanonische symplektische Form aufX , so spricht man von einemkanonischen
Hamiltonschen System. In diesem Fall bezeichnet manV auch als denKonfigurationsraumdes
Systems.

Bemerkung
a) Wenn ein Hamiltonsches System einen FlußF t erzeugt, dann muß entlang von diesem die

Beziehung (2.6) gelten. Daher wird gelegentlich das Gleichungssystem (2.6) bzw. im Falle
eines kanonischen Systems die Differentialgleichungen (2.8) selbst als ein Hamiltonsches
System bezeichnet.

b) Es sein ∈ N . Für 2n –dimensionale (d. h.V = V̇ ′ = R
n ) kanonische Hamiltonsyste-

me k̈onnen die Funktionalableitungen in (2.8) mit den klassischen partiellen Ableitungen
identifiziert werden. Mit kanonischen Variablen(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) ∈ R2n reduziert
sich das System (2.8) zu

d

dt
q` =

∂H

∂p`
,

d

dt
p` = −∂H

∂q`
für ` = 1, . . . , n .
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2.1.2 Poisson–Klammer–Kalk̈ul

Das Konzept derPoisson–Klammererlaubt es, in Hamiltonschen Systemen statt der Hamilton-
schen Vektorfelder die zugehörigen Potentiale zu verwenden.

Notation 2.1.11 Von nun an bezeichnenH und K stets Ĝateaux–differenzierbare Funktionale
auf ihren DefinitionsbereichenDH resp.DK . Von diesen wird angenommen, daß sie nichtleer
sind, beide inY liegen und stets

DK ⊃ DH

erfüllen. Wenn keine Spezifikation notwendig ist, wirdD = DH gesetzt.

Definition 2.1.12 Es seienXH und XK zwei Hamilton–Operatoren auf dem Phasenraum
(X , Θ) mit den DefinitionsbereichenDH und DK sowie den zugehörigen EnergienH und
K . Dann ist diePoisson–Klammer{H, K} von H und K auf DH ∩ DK = DH durch

{H, K}(y) := Θ
(
XH(y), XK(y)

)
(2.9)

definiert. IstΘ kanonisch, dann nennt man die zugehörige Poisson–Klammerkanonisch.

Man beachte, daß{H, K}(y) ∈ R liegt, d. h. , {H, K} ist selbst wieder ein Funktionalüber
DH ∩DK . Ist {H, K} auch noch Ĝateaux–differenzierbar, so existiert dazu ein Hamiltonscher
OperatorX{H,K} . Es seiG ein weiteres gegebenes Funktional, das die Eigenschaften vonK
besitzt. Dann macht es, Sinn die Poisson–Klammer{

G, {H, K}
}

zu betrachten. F̈ur solche Funktionale sind die wichtigsten Eigenschaften der Poisson–Klammer
in folgender Proposition zusammengefaßt.

Proposition 2.1.13 Vorgelegt seien drei FunktionaleG, H, K , die allesamt denselben Defini-
tionsbereichD besitzen und darauf zweimal Gâteaux–differenzierbar sind. Dann gelten:

{G+H, K} = {G, K}+ {H, K} ,

{H, K} = −{K, H} ,{
G, {H, K}

}
+
{
H, {K, G}

}
+
{
K, {G, H}

}
= 0 .

(2.10)

Weitere Bemerkungen zu diesen Beziehungen findet man in MIELKE [45], Seite 11.

Das Korollar 2.1.8 und die Einführung der Funktionalableitungen erlauben einen Darstellungs-
satz f̈ur die kanonische Poisson–Klammer.
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Lemma 2.1.14 Es sei (q0, p0) beliebig in D . Dann gilt f̈ur die Poisson–Klammer bezüglich
der kanonischen symplektischen FormΘ :

{H, K}(q0, p0) = DqH(q0, p0)
[δK
δp

]
−DqK(q0, p0)

[δH
δp

]
= 〈δH

δq
,
δK

δp
〉V̇ − 〈

δK

δq
,
δH

δp
〉V̇ .

Dabei sind alle auftretenden Funktionalableitungen an der Stelle(q0, p0) zu verstehen.

Beweis. Es sei(q0, p0) beliebig inD . Nach dem Korollar 2.1.8 gilt

XH(q0, p0) = (
δH

δp
, −δH

δq
) und XK(q0, p0) = (

δK

δp
, −δK

δq
) .

Es muß (2.9) nachgewiesen werden.

{H, K}(q0, p0) = Θ
(
XH(q0, p0), XK(q0, p0)

)
= Θ

((δH
δp

, −δH
δq

)
,
(δK
δp

, −δK
δq

))
= 〈−δK

δq
,
δH

δp
〉V̇ − 〈−

δH

δq
,
δK

δp
〉V̇ .

Bemerkung

Für 2n –dimensionale(n ∈ N) kanonische Hamiltonsche Systeme ist die kanonische Poisson–
Klammer durch

{H, K} =
n∑
`=1

(∂H
∂q`

∂K

∂p`
− ∂H

∂p`

∂K

∂q`

)
(2.11)

gegeben. Hierbei bezeichnenq` und p` kanonische Variablen im Phasenraum, vergleiche hier-
zu Seite 73 in [42]. Die Darstellung im Lemma 2.1.14 gibt somit eine Analogie zu (2.11) in
unendlichdimensionalen Systemen.

Die Bedeutung der Poisson–Klammer liegt größtenteils im folgenden Lemma, das die kanoni-
schen Gleichungen alleine mit Hilfe der Potentiale angibt. Es wird garantiert, daß die zeitliche
Entwicklung eines FunktionalsK entlang des vonH erzeugten Hamiltonschen Flusses durch
die Poisson–Klammer{K, H} beschrieben werden kann. Die Beziehung (2.12) spielt die Rolle
einer schwachen Formulierung der Evolutionsgleichung (2.6).

Lemma 2.1.15 (CHERNOFF–MARSDEN, 1974) Der Hamiltonsche OperatorXH : D → X
mit der EnergieH : D → R sei stetig und erzeuge den stetigen lokalen FlußF t . Es sei
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XK : DK → X ein Hamiltonscher Operator der KlasseC1 zum FunktionalK : DK → R .
Dann istK

(
F tu

)
für jedesu ∈ D nach t differenzierbar, und es gilt

d

dt
K
(
F tu

)
= {K, H}

(
F tu

)
(2.12)

für 0 ≤ t < Tu , wobei Tu die Lebenszeit vonu ist.

Einen ersten Beweis für unendlichdimensionale Räume findet man in CHERNOFF& M ARSDEN

[6]. Für eine verk̈urzte Version sei auf [41], Seite 264, Theorem 3.6. verwiesen.

Bemerkung

a) Es ist bemerkenswert, daß für die G̈ultigkeit von (2.12) das FunktionalK selbst keinen
Fluß erzeugen muß. Es ist lediglich eine stärkere Regulariẗat anXK vorausgesetzt. Die
Schwierigkeit in der Beweisführung des obigen Lemmas liegt in der Nichtverfügbarkeit
der Kettenregel f̈ur K

(
F tu

)
. Es ist n̈amlich nur die Stetigkeit vonF t in Y , nicht je-

doch dessen Differenzierbarkeit vorausgesetzt. Damit eignet sich (2.12) zur Beschreibung
quasilinearer Probleme.

b) Aus Lemma 2.1.15 folgt die Energieerhaltung entlang des FlussesF t . Testet man in (2.12)
mit K = H , dann folgt wegen der Schiefsymmetrie der Poisson–Klammer die Gültigkeit

von
d

dt
H
(
F tu

)
= 0 und somit

H
(
F tu

)
= H

(
F 0u

)
= H(u) . (2.13)

c) Mit der Aussage (2.12) folgert man wie in [42],§ 10.5, daß ein Hamiltonscher FlußF t

die Poisson–Klammer respektiert.

Korollar 2.1.16 Die Voraussetzungen des Lemmas 2.1.15 mögen gelten. Dann gilt

{K ◦ F t, H ◦ F t}(u) = {K ◦ F t, H}(u) = {K, H}
(
F tu

)
(2.14)

für jedesu ∈ D und f̈ur alle t aus einer ausreichend kleinen Umgebung der0 in R .

Abschließend zu diesem Abschnitt sollte noch erwähnt werden, daß die im Vorangegangenen
eingef̈uhrte Theorie auch auf Banachmannigfaltigkeiten, siehe [33],übertragen werden kann.
Explizite Beispiele daf̈ur findet man z. B. in [45], Kapitel 2 und 5 oder in PÖSCHEL & T RUBO-
WITZ, [50], Anhang C sowie in mehreren Kapiteln von MARSDEN & RATIU , [43].
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2.2 Ein Approximationssatz

In diesem Abschnitt wird ein allgemeiner Satz bewiesen, dessen Aussage eine Approximati-
on der Hamiltondynamik auf einem Phasenraum(X2, Θ2) durch die Dynamik eines zweiten
Phasenraums(X1, Θ1) behandelt. Das mathematische Werkzeug hierzu wird mit Hilfe der so-
genanntenFast–Poisson–Abbildungenbereitgestellt. Erstmals wurden diese Abbildungen in GE

& SCOVEL [22] und in [21] eingef̈uhrt. Obwohl deren approximativer Charakter bekannt zu sein
scheint, ist es mir nicht m̈oglich gewesen, dafür eine Referenz zu finden.

2.2.1 Das Konzept der Fast–Poisson–Abbildungen

Die Notationen des vorherigen Abschnitts werden verwendet. Es werden zwei Hamiltonsche
SystemeH1 und H2 mit Phasenr̈aumen (X1, Θ1) und (X2, Θ2) betrachtet, welche mit den
Poisson–Klammern{ · , · }1 resp. { · , · }2 ausgestattet sind. DiePoisson–Abbildungenselbst
sind in MARSDEN [44] oder [42], Kapitel 10 eingeführt.

Der Begriff der Poisson–Abbildungen erweist sich als zu stark und daher nicht geeignet für kom-
plexere Probleme, zu welchen auch die Modellierung von Platten und Schalen gehört. Die erfor-
derliche Abschẅachung des Begriffs der Poisson–Abbildung wird durch die folgende Definition
eingef̈uhrt.

Definition 2.2.1 Gegeben sind:

• reflexive Banachr̈aumeYα ↪→ Xα , α = 1, 2 wie in der Notation 2.1.4,

• Phasenr̈aume(X1, Θ1) und (X2, Θ2) mit Poisson–Klammern{ · , · }1 und { · , · }2 ,

• ein BanachraumW1 ↪→ Y1 , dicht und stetig,

• T0 > 0, ε0 = ε0(T0), 0 < ε < ε0 ,

• eine mit ε indizierte Familie von FunktionalenHε
2 : DHε

2
→ R . Dabei istDHε

2
offen in

Y2 ,

• eine mit ε indizierte Familie von FunktionalenHε
1 : DHε

1
→ R . Der Definitionsbereich

DHε
1

umfaßtW1 und ist offen inY1 ,

• eine inW1 offene MengeDAε und eine AbbildungAε : DAε → X2 .

Für ein gegebenesκ > 0 heißt Aε eine (Hε
2 , κ) –Poisson–Abbildung bezüglich (Hε

1 , W1)
genau dann, wenn(H1)–(H4) erfüllt sind.

(H1) Hε
2 : DHε

2
→ R erzeugt einen stetigen, lokalen Hamiltonschen FlußF t,ε

2 mit F t,ε
2 (0) =

0 , und das zugeḧorige VektorfeldXHε
2

ist stetig.
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(H2) Hε
1 : DHε

1
→ R erzeugt einen stetigen, lokalen Hamiltonschen FlußF t,ε

1 mit F t,ε
1 (0) =

0 , und das zugeḧorige VektorfeldXHε
1

ist stetig.

(H3) Aε ist von der KlasseC1 , und es giltAε(DAε) ⊂ DHε
2

.

(H4) Für das sogenanntePoisson–Klammer–Residuum

r : (0, ε0]×X ′2 × [−T0, T0]×W1 → R

mit

r(ε,K, s, ζ) := {K ◦ F s,ε
2 , Hε

2}2(Aεζ)− {K ◦ F s,ε
2 ◦ Aε, Hε

1}1(ζ) (2.15)

existiert eine KonstanteCPKR≥ 0 , so daß

sup
s∈[−T0,T0]

|r (ε,K, s, ζ) | ≤ CPKRε
κ‖K‖X ′2 ‖ζ‖W1

(2.16)

für alle ε ∈ (0, ε0) , alle ζ ∈ W1 und alle beschr̈ankten, linearen FunktionaleK ∈ X ′2
gilt.

Bemerkung

a) Die technischen Voraussetzungen in der obigen Definition sichern die Verfügbarkeit der
kanonischen Gleichungen nach Lemma 2.1.15.

b) Die Definition ist nicht leer, dennAε ≡ 0 ist trivialerweise eine(Hε
2 , κ) –Poisson sogar

für jedesκ ∈ R , falls F t,ε
2 (0) ≡ 0 gilt. Jede nichttriviale Poisson–AbbildungAε mit

DAε = W1 = Y1 von (X1, Θ1) nach (X2, Θ2) ist eine (Hε
2 , κ) –Poisson–Abbildung

bez̈uglich (Hε
2 ◦ Aε, W1) für jedesκ ∈ R .

c) Wenn es der Kontext erlaubt, wird eine(Hε
2 , κ) –Poisson–Abbildung bezüglich (Hε

1 , W1)
kurz als eineFast–Poisson–Abbildungbezeichnet.

Das Interesse an der obigen Einführung der Fast–Poisson–Abbildungen spiegelt sich im folgen-
den Satz und den daraus folgenden Korollaren wieder. Darin wird ein Kriterium angegeben,
wann die Kleinheit des Poisson–Klammer–Residuums, die Kleinheit desKommutationsfehlers

‖F t,ε
2 ◦ Aε − Aε ◦ F

t,ε
1 (ζ)‖X2

nach sich zieht.

Satz 2.2.2Die Bezeichnungen aus der Definition 2.2.1 seien gültig. Es seiAε : DAε → X2 eine
(Hε

2 , κ) –Poisson–Abbildung bezüglich (Hε
1 , W1) . Für ein ν ∈ R mit κ− ν > 0 existiere eine

KonstanteCReg> 0 , so daß

‖F t,ε
1 ζ‖W1

≤ CRegε
−ν‖ζ‖W1



18 KAPITEL 2. APPROXIMATION IN HAMILTONSYSTEMEN

für alle t ∈ [−T0, T0] , alle ζ ∈ W1 und alle ε ∈ (0, ε0) gilt. Dann existiert einC ≥ 0 , so
daß

|K
(
F t,ε

2 ◦ Aεζ − Aε ◦ F
t,ε
1 ζ
)
| ≤ C|t|εκ−ν‖K‖X ′2 ‖ζ‖W1

(2.17)

für jedest ∈ [−T0, T0], ζ ∈ W1 , K ∈ X ′2 und ε ∈ (0, ε0) besteht.

Korollar 2.2.3 Die Voraussetzungen und Bezeichnungen des Satzes 2.2.2 mögen gelten. Dann
existiert eine KonstanteC ≥ 0 , so daß

‖F t,ε
2 ◦ Aεζ − Aε ◦ F

t,ε
1 ζ‖X2

≤ Cεκ−ν‖ζ‖W1
(2.18)

für alle t ∈ [−T0, T0], ζ ∈ W1 und ε ∈ (0, ε0) gilt.

Korollar 2.2.4 Die Voraussetzungen des Satzes 2.2.2 mögen gelten. Der lokale FlußF t,ε
2 auf

X2 hänge f̈ur 0 ≤ t ≤ T0 Lipschitzstetig von den Daten ab. D. h. , zu jedemε ∈ (0, ε0) existiert
eine KonstanteC1(ε) , so daß

‖F t,ε
2 u1 − F t,ε

2 u2‖X2
≤ C1(ε)‖u1 − u2‖X2

für alle t ∈ [−T0, T0] und alle u1, u2 ∈ DHε
2

gilt. Dann ist die Ungleichung

sup
t∈[0, T0]

‖F t,ε
2 u− Aε ◦ F

t,ε
1 ζ‖X2

≤ C1(ε)‖u− Aεζ‖X2
+ Cεκ−ν‖ζ‖W1

(2.19)

für alle ε ∈ (0, ε0) , ζ ∈ W1 und u ∈ DHε
2

wahr.

Beweis von Satz 2.2.2 .Es sei

M(s, t)[ζ] := K ◦ F s,ε
2 ◦ Aε ◦ F

t,ε
1 ζ

für ein beliebigesK ∈ X ′2 , ζ ∈ W1 und ε ∈ (0, ε0) . Dann gilt nach dem Chernoff–Marsden–
Lemma:

∂M

∂s
(s, t)[ζ] = {K, Hε

2}2

(
F s,ε

2 ◦ Aε ◦ F
t,ε
1 ζ
)

= {K ◦ F s,ε
2 , Hε

2}2

(
Aε ◦ F t,ε

1 ζ
)

und
∂M

∂t
(s, t)[ζ] = {K ◦ F s,ε

2 ◦ Aε, Hε
1}1

(
F t,ε

1 ζ
)
.

Nach Voraussetzung ist für jedes ζ ∈ W1 die zugeḧorige IntegralkurveF t,ε
1 (ζ) ∈ W1 für

t ∈ [−T0, T0] . Somit folgt

∂M

∂s
(s, t)[ζ]− ∂M

∂t
(s, t)[ζ] = r

(
ε, K, s, F t,ε

1 ζ
)
. (2.20)
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Mit σ = s+ t, τ = s− t und M̃(σ, τ) := M(σ+τ
2
, σ−τ

2
) geht (2.20) in

∂M̃

∂τ
=

1

2
r
(
ε, K,

σ + τ

2
, F

σ−τ
2
,ε

1 ζ
)

über. Die allgemeine L̈osung ist damit durch

M̃(σ, τ)[ζ] = f(σ) +
1

2

∫ τ

τ0

r
(
ε, K,

σ + τ̃

2
, F

σ−τ̃
2
,ε

1 ζ
)

dτ̃

gegeben. Die Integrationskonstantef(σ) und die Anfangszeitτ0 sind irrelevant, da nur

M(s, t)[ζ]−M(t, s)[ζ] =
1

2

+(s−t)∫
−(s−t)

r
(
ε, K,

s+ t+ τ̃

2
, F

s+t−τ̃
2

,ε

1 ζ
)

dτ̃ (2.21)

interessiert. Setzt man nun insbesonderes = 0 in (2.21) ein, so folgt nun durch Betragsbildung
unter Beachtung von‖F t,ε

1 ζ‖W1
≤ CRegε

−ν‖ζ‖W1
und aus der Definition vonM die Behaup-

tung z. B. mitC = CRegCPKR .

Beweis von Korollar 2.2.3 . Nach Voraussetzung istX2 reflexiv, siehe Notation 2.1.4. Damit
ist sichergestellt, daß die kanonische Einbettung

J : X2 → X ′′2
mit

J (u)(K) := K(u) ∀K ∈ X ′2 , u ∈ X2

hier sogar eine bijektive Isometrie ist. Mit

‖u‖X2
= ‖J (u)‖X ′′2 = sup

‖K‖
X′

2

≤1

|J (u)(K)| = sup
‖K‖

X′
2

≤1

|K(u)|

folgt speziell f̈ur u := F t,ε
2 ◦ Aεζ − Aε ◦ F

t,ε
1 ζ und der Abscḧatzung (2.17) die Behauptung.

Beweis von Korollar 2.2.4 .Die Fehlerabscḧatzung (2.19) folgt unmittelbar aus der Anwendung
der Dreiecksungleichung (inX2 ) auf

F t,ε
2 u− Aε ◦ F

t,ε
1 ζ = F t,ε

2 u− F
t,ε
2 ◦ Aεζ + F t,ε

2 ◦ Aεζ − Aε ◦ F
t,ε
1 ζ .

Bemerkung

Die rechte Seite in (2.16) braucht nicht linear in‖ζ‖W1
zu sein. Prinzipiell k̈onnte dort‖ζ‖W1

durch jede andere positive, vonε unabḧangige, endliche Größe ersetzt werden. Die Regularitäts-
bedingung f̈ur den FlußF t,ε

1 im Satz 2.2.2 muß dann entsprechend angepaßt werden.
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2.3 Spezielle Systeme

Der Zugang zu Approximationen in Hamiltonschen Systemen wie im vorherigen Abschnitt ein-
geführt, besitzt f̈ur theoretische Zwecke gute Eigenschaften. Der wesentliche Vorteil liegt in der
Schwachheit der Voraussetzungen an den zu approximierenden FlußF t,ε

2 , sowie in der Glo-
balität der Poisson–Klammern. Aus der Sicht des Anwenders sind aber Defizite vorhanden. So
erscheint nach Meinung des Autors die Methode zu allgemein, um etwa präzise Angaben̈uber
den Zusammenhang zwischen der Zeitskala der Approximationsgültigkeit T0 und dem maximal
zulässigen Parameterwertε0 zu folgern. Vielmehr ist in der Definition 2.2.1 ein solcher Zu-
sammenhang bereits als bekannt vorausgesetzt. Darüber hinaus ist in der Charakterisierung des
Poisson–Klammer–Residuums der unbekannte FlußF t,ε

2 enthalten.

In diesem Abschnitt geht es darum, leichter zugängliche Charakterisierungen für das Poisson–
Klammer–Residuum (2.15) und die Abschätzung (2.16) f̈ur spezielle Systeme der Gestalt

du

dt
= Lεu+N εu =: Xεu in X2 ,

u(0) = u0

(2.22)

anzugeben. Im wesentlichen kann die Klasse semilinearer Probleme mit ausreichend flachen
Nichtlineariẗaten abgedeckt werden. Hierbei wird die erforderliche Flachheit der Nichtlinearität
durch die geẅunschte Zeitskala der Approximationsgültigkeit bestimmt. Die Gr̈unde hierf̈ur sind
im Abschnitt§2.3.2 pr̈azise beschrieben.

Die Bezeichnungen des vorherigen Abschnitts gelten. Insbesondere sind die hier auftretenden
Funktionenr̈aume und die topologischen Eigenschaften der Definitionsbereiche diejenigen aus
der Definition 2.2.1. Wenn̈uber den Parameterε nichts anderes vermerkt ist, dann gilt stets
0 < ε ≤ 1 .

Hypothese 2.3.1
(H1) Der lineare Operator Lε mit dem Definitionsbereich DLε erzeuge in X2 eine C0 –Gruppe

Gε
2(t), t ∈ R . Für ein gegebenes ν2 ≥ 0 existiere eine Konstante C2 > 0 , so daß

‖Gε
2(t)‖X2→X2

≤ C2ε
−ν2

für alle ε ∈ (0, 1) genügt.

(H2) Die Abbildungen N ε : X2 → X2 seien von der Klasse Ck für ein k ∈ N . Für gegebene
C3 > 0, µ ≥ 0 und ν2 ≥ 0 aus (H1) existiere eine Konstante CNε > 0 , so daß

‖N ε(u)−N ε(v)‖X2
≤ CNε

(
‖u‖X2

+ ‖v‖X2

)µ+ν2‖u− v‖X2
(2.23)

für alle ε ∈ (0, 1) und alle u, v ∈ X2 mit ‖u‖X2
, ‖v‖X2

≤ C3 gilt.

(H3) Für jedes ε ∈ (0, 1) bezeichnet Aε :W1 → X2 mit Aε(W1) ⊂ DLε eine stetig differen-
zierbare Abbildung (hier auch Approximation genannt).
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(H4) Mit Gε
1(t), t ∈ R ist in diesem Abschnitt eine C0 –Gruppe auf W1 bezeichnet. Von dieser

wird angenommen, daß für ein gegebenes ν1 ≥ 0 eine Konstante C1 > 0 existiert, so daß

‖Gε
1(t)‖W1→W1

≤ C1ε
−ν1

für alle ε ∈ (0, 1) besteht. Der Zusammenhang zu Lε und Aε wird aus (2.25)klar.

(H5) Mit F t,ε
1 sei ein differenzierbarer lokaler Fluß in W1 bezeichnet.

Bemerkung

a) Das Verhalten‖Gε
2(t)‖X2→X2

= O(ε−ν2) in (H1) und ‖Gε
1(t)‖W1→W1

= O(ε−ν1) in
(H4) (jeweils für ε → 0 ) besagt, daß sowohlGε

2(t) als auchGε
1(t) Lösungsoperatoren

singul̈ar gesẗorter Probleme darstellen können.

b) Die Zahl µ in (H2) soll die geẅunschte Zeitskala für die G̈ultigkeit der Approximation
kennzeichnen. Es wird später verlangt, daß die Approximation für alle t ∈ (0, T0/ε

µ)
gelten soll, wennT0 > 0 eine gegebene Zahl ist.

Die Existenz und Eindeutigkeit zu (2.22) ist wohlbekannt und in der nächsten Proposition wie-
derholt.

Proposition 2.3.2 Die Annahmen(H1) und (H2) der Hypothese 2.3.1 m̈ogen gelten. Dann de-
finiert (2.22) in X2 einen lokalen FlußF t,ε

2 . Für jedesu0 in DXε und jedest aus dem Exi-
stenzintervall vonF t,ε

2 gilt F t,ε
2 u0 ∈ DXε . Darüber hinaus istF t,ε

2 (für jedes festet ) eine
Ck –Abbildung, und es gilt

d

dt
F t,ε

2 u0 = XεF t,ε
2 u0 = DF t,ε

2 (u0) ·Xεu0 . (2.24)

Mit DF t,ε
2 (u0) ist die Linearisierung vonF t,ε

2 um u0 bezeichnet.

Einen Beweis findet man in [41], Theorem 5.1, Seite 389.

2.3.1 Linearer Fall

Es soll zun̈achst der lineare Fall als ein Speziallfall von (2.22) studiert werden. In diesem Unter-
abschnitt gelteN ε ≡ 0 .

Satz 2.3.3Betrachte das System(2.22)mit N ε ≡ 0 . Es gelte(H1) der Hypothese 2.3.1. Die
oben eingef̈uhrten Abbildungen seien so beschaffen, daß einκ > 0 und eine KonstanteC4 ≥ 0
existieren, so daß die Abschätzung

‖LεAεGε
1(t)ζ − d

dt
AεGε

1(t)ζ‖X2
≤ C4ε

κ‖Gε
1(t)ζ‖W1

(2.25)
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für alle t ∈ R, ζ ∈ W1 und ε ∈ (0, 1) gilt. Dann ist die folgende Aussage wahr: Es existiert
eine KonstanteC ≥ 0 , so daß

‖Gε
2(t)Aεζ − AεGε

1(t)ζ‖X2
≤ C|t|εκ−ν2−ν1‖ζ‖W1

, (2.26a)

‖Gε
2(t)u− AεGε

1(t)ζ‖X2
≤ Cε−ν2

(
‖u− Aεζ‖X2

+ |t|εκ−ν1‖ζ‖W1

)
(2.26b)

für alle t ∈ R, ζ ∈ W1, ε ∈ (0, 1) und alle u ∈ DLε gilt.

Beweis. Setze

kε(t, ζ) := Gε
2(t)Aεζ − AεGε

1(t)ζ

für ein beliebigesε ∈ (0, 1) und ζ ∈ W1 . Aus (2.22) folgt, daß derKommutationsfehler
kε(t, ζ) der Gleichung

dkε(t, ζ)

dt
= Lεkε(t, ζ) + LεAεGε

1(t)ζ − d

dt
AεGε

1(t)ζ

mit kε(0) = 0 gen̈ugen muß. Deren L̈osung lautet

kε(t, ζ) =

∫ t

0

Gε
2(t− s)

(
LεAε(s)Gε

1(s)ζ − d

ds
Aε(s)Gε

1(s)
)
ds .

Aus den Annahmen an die Operatornormen vonGε
2(t) und Gε

1(t) folgt zusammen mit (2.25)
die Behauptung (2.26a) mitC := C1C2C4 . Um (2.26b) zu beweisen, wird für ein u ∈ DLε der
Gesamtfehler

Rε(t, u, ζ) := Gε
2(t)u− AεGε

1(t)ζ .

definiert. Wegen der Linearität vonGε
2(t) gilt

Rε(t, u, ζ) = Gε
2(t)(u− Aεζ) + kε(t, ζ) .

Die Dreiecksungleichung inX2 und die WahlC := max{C2, C1C2C4} beenden den Beweis.

Bemerkung

a) Im obigen Beweis wurde noch nicht die Gruppenstruktur vonGε
1(t) ben̈otigt.

b) Die Dauer der Approximationsgültigkeit ist durch‖kε(t, ζ)‖X2
bestimmt.

Satz 2.3.4Die Voraussetzungen des Satzes 2.3.3 mögen gelten. Zus̈atzlich sei das System(2.22)
Hamiltonsch bez̈uglich

(
Hε

2 , { · , · }2

)
. Die GruppeGε

1(t) sei vom Hamiltonschen Vektorfeld
XHε

1
erzeugt, das zum EnergiefunktionalHε

1 bez̈uglich { · , · }1 geḧort. Die ApproximationAε

sei linear. Die G̈ultigkeit der Abscḧatzung(2.25) impliziert dann die Existenz einer Konstanten
C ≥ 0 , so daß

|{K ◦Gε
2(t), Hε

2}2

(
Aεζ

)
− {K ◦Gε

2(t)Aε, Hε
1}1(ζ)| ≤ Cεκ−ν2‖K‖X ′2 ‖ζ‖W1

(2.27)
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für alle ε ∈ (0, 1), ζ ∈ W1 , t ∈ R und alleK ∈ X ′2 gilt. Die AbbildungAε ist eine (Hε
2 , κ−

ν2) –Poisson–Abbildung bezüglich (Hε
1 , W1) .

Beweis. Es seienK ∈ X ′2 , ε ∈ (0, 1), ζ ∈ W1 , t ∈ R beliebig. Es gilt

{K ◦Gε
2(t), Hε

2}2

(
Aεζ

)
=

d

dt
K ◦Gε

2(t)Aεζ = K ◦Gε
2(t) ◦ Lε(t)Aεζ ,

{K ◦Gε
2(t)Aε, Hε

1}1(ζ) =
d

ds

∣∣∣
s=0

K ◦Gε
2(t)AεGε

1(s)ζ = K ◦Gε
2(t)AεXHε

1
ζ .

Dies liefert

|{K ◦Gε
2(t), Hε

2}2

(
Aεζ

)
− {K ◦Gε

2(t)Aε, Hε
1}1(ζ)| ≤

≤ ‖K‖X ′2 ‖G
ε
2(t)‖X2→X2

‖LεAεζ − Aε(s)XHε
1
ζ‖X2

.

Damit ist die Behauptung mitC = C2C4 bewiesen, denn (2.25) ist insbesondere für t = 0
korrekt.

Bemerkung

a) Die umgekehrte Implikation ist im Satz 2.2.2 und Korollar 2.2.3 bewiesen.

b) Für das Verschwinden des Kommutationsfehlers ist notwendig, daßAε(W1) unter Lε

invariant ist. Es mußLεAε(W1) ⊂ Aε(W1) gelten.

2.3.2 Der semilineare Fall

In diesem Unterabschitt wird das System (2.22) mit einemN ε betrachtet, das(H2) der Hy-
pothese 2.3.1 genügt. Es werden hinreichende Bedingungen angegeben, die sicherstellen, daß
die betrachtete ApproximationAε eine Fast–Poisson–Abbildung ist, wennXε Hamiltonisch
ist. Der erste Teil der folgenden Ausführungen sẗutzt sich auf die Arbeiten von KIRRMANN ,
SCHNEIDER & M IELKE, [27], SCHNEIDER & M IELKE, [47], und MIELKE, [46].

Die Bedeutung der im folgenden auftretenden Symbole und deren Eigenschaften ist der Hypo-
these 2.3.1 zu entnehmen.

Für ζ ∈ W1 und u ∈ DXε sind die interessierendenskalierten Fehlerdurch

k(ε, t, ζ) := ε−n
(
F ε,t

2 Aεζ − AεF ε,t
1 ζ
)
, k(ε, 0, ζ) ≡ 0 ,

R(ε, t, u, ζ) := ε−n
(
F ε,t

2 u− AεF
ε,t
1 ζ
)
, R(ε, 0, u, ζ) = ε−n(u− Aεζ)

definiert. Dabei istn > 1 eine feste Zahl. Die erste Beobachtung ist, daß beide Fehler dieselbe
Differentialgleichung erf̈ullen müssen. Setzt manζε(t) := AεF ε,t

1 ζ , so gen̈ugt k(ε, t, ζ) der
Gleichung

d

dt
k(ε, t, ζ) = Lεk(ε, t, ζ) + ε−nRes(ε, t, ζ) + ε−nMε

(
ζε(t), k(ε, t, ζ)

)
(2.28)
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mit

Res(ε, t, ζ) := Lεζε(t) +N εζε(t)− d

dt
ζε(t) ,

Mε
(
ζε(t), k(ε, t, ζ)

)
:= N ε

(
ζε(t) + εnk(ε, t, ζ)

)
−N εζε(t) .

Das Ziel ist, hinreichende Bedingungen anzugeben, so daß bei gegebenenT0 > 0, µ ≥ 0 , siehe
(H2) der Hypothese 2.3.1, der Fehlerk(ε, t, ζ) = O(1) für ε → 0 für alle t ∈ [0, T0/ε

µ]
erfüllt. Um den Vergleich mit den obengenannten Arbeiten zu erleichtern, wird davon ausgegan-
gen, daß‖ζε(t)‖X2

= O(ε) (für ε→ 0 ) für alle t ∈ [0, T0/ε
µ] gilt.

Satz 2.3.5Die Annahmen der Hypothese 2.3.1 mögen gelten. Gegeben seien einT0 > 0 , ein
κ > µ+ ν2 + n und eine Approximationζε(t) , für welche eine KonstanteC5 > 0 existiert, so
daß

sup
t∈[0,T0/εµ]

‖ζε(t)‖X2
≤ C5ε (2.29)

für alle ε ∈ (0, 1) gilt. Es existiere eine KonstanteC6 > 0 , so daß

sup
t∈[0,T0/εµ]

‖Res(ε, t, ζ)‖X2
≤ C6ε

κ (2.30)

für alle ε ∈ (0, 1) besteht. Dann existiert einε0 ∈ (0, 1) und einC > 0 , so daß

sup
t∈[0,T0/εµ]

‖k(ε, t, ζ)‖X2
≤ Cεκ−(µ+ν2+n)

für alle ε ∈ (0, ε0) gilt.

Beweis. Es sei ε ∈ (0, 1] beliebig. Die Annahmen der Hypothese 2.3.1 garantieren die An-
wendbarkeit der Formel für die Variation der Konstanten. Aus (2.28) folgt

k(ε, t, ζ) = ε−n
∫ t

0

Gε
2(t− s)

(
Res(ε, s, ζ) +N ε

(
ζε(s) + εnk(ε, s, ζ)

)
−N εζε(s)

)
ds .

(2.31)

Setzeα := T0C2C6 und β = CNεC2(2C5+C3)µ+ν2 . Mit Hilfe der Gronwallschen Ungleichung
erḧalt man f̈ur alle t ∈ [0, T0/ε

µ] aus (2.23) und(H1) der Hypothese 2.3.1

‖k(ε, t, ζ)‖X2
≤
∫ t

0

C2C6ε
κ−ν2−nds+ εµ

∫ t

0

CNεC2(2C5 + C3)µ+ν2‖k(ε, s, ζ)‖X2
ds

≤ αεκ−ν2−n−µ exp (βεµt) =: M(ε, t) ,

solange‖k(ε, t, ζ)‖X2
≤ C3 gilt. Genau das wird erreicht, indem einε0 so geẅahlt wird, daß

M(ε0, T0/ε
µ) die SchrankeC3 unterbietet. Das ist hier m̈oglich, daM(0, T0/ε

µ) = 0 gilt.
Mit ε0 := C3/(α exp (βT0)) und C := α exp (βT0) ist die Aussage bewiesen.

Bemerkung



2.3 SPEZIELLE SYSTEME 25

a) Der obige Zugang führt nicht zum Erfolg, wenn die Nichtlinearität die
”
Verluste derε –

Potenzen“ durchGε
2(t) und die Betrachtung der langsamen Zeitτ = εµt auffangen kann.

b) Die Gr̈oßenordnung der Dauer, auf welcher die Approximation ihre Gültigkeit besitzt, ist
unabḧangig von der Approximationsgüte κ .

c) Die rechte Seite von (2.31) definiert auf

M :=
{
k ∈ C0

(
[0, T0/ε

µ];X2

) ∣∣∣ sup
t∈[0,T0/εµ]

‖k(t)‖X2
≤M(ε0, T0/ε

µ)
}

eine SelbstabbildungF für alle ε ∈ (0, ε0] . Ist ε0 zus̈atzlich so klein geẅahlt, daß sogar
M(ε0, T0/ε

µ) ≤ min{1/4, C3} besteht, so istF auch eine Kontraktion. Die Abgeschlos-
senheit vonM in C0

(
[0, T0/ε

µ];X2

)
ist klar. Damit kann also geschlossen werden, daß

für das Anfangswertproblem (2.22) auch Lösungen f̈ur lange Zeiten existieren, zum Bei-
spiel für die Anfangsbedingungu0 = Aεζ .

d) Der GesamtfehlerR(ε, t, u, ζ) erfüllt die gleiche Differentialgleichung wiek(ε, t, ζ) ,
jedoch mit der AnfangsbedingungR(ε, 0, u, ζ) = ε−n(u − Aεζ) . Durch Umzentrieren
von M folgen die analogen Aussagen wie für k(ε, t, ζ) .

e) Explizite Beispiele zu obigem Approximationszugang sind in [27] gegeben. Weitergehen-
de Anwendungen, insbesondere im Fall quadratischer Nichtlinearitäten sind in [47], sowie
in SCHNEIDER, [54], und BOLLERMANN, [4], behandelt.

Im folgenden Satz wird die Verbindung zum Poisson–Klammer–Residuum hergestellt.

Satz 2.3.6Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 2.3.5. Zusätzlich sei das System(2.22)Ha-
miltonsch bez̈uglich

(
Hε

2 , { · , · }2

)
. Der lokale FlußF t,ε

1 sei vom Hamiltonschen Vektorfeld
XHε

1
erzeugt, das zum EnergiefunktionalHε

1 bez̈uglich { · , · }1 geḧort. Dann existiert einε1

und eine KonstanteC ≥ 0 , so daß

|{K ◦ F t,ε
2 , Hε

2}2

(
Aεζ

)
− {K ◦ F t,ε

2 Aε, Hε
1}1(ζ)| ≤ Cεκ−ν2‖K‖X ′2 ‖ζ‖W1

(2.32)

für alle ε ∈ (0, ε1), ζ ∈ W1 , t ∈ [0, T0/ε
µ] und alleK ∈ X ′2 gilt. Die AbbildungAε ist eine

(Hε
2 , κ− ν2) –Poisson–Abbildung bezüglich (Hε

1 , W1) .

Beweis. Es sei ε0 die Schranke f̈ur den Parameterε aus dem Satz 2.3.5.K ∈ X ′2 und ε ∈
(0, ε0) seien beliebig. Es gilt

{K ◦ F t, ε
2 , Hε

2}2

(
Aεζ

)
=

d

dt
K ◦ F t, ε

2 Aεζ = K ◦DF t, ε
2 (Aεζ) ·XεAεζ ,

{K ◦ F t, ε
2 Aε, Hε

1}1(ζ) =
d

ds

∣∣
s=0

K ◦ F t, ε
2 AεF s, ε

1 ζ = K ◦DF t, ε
2 (Aεζ) ·

(
DAε(ζ) ·XHε

1
ζ
)
.

Für das Poisson–Klammer–Residuumr(ε,K, t, ζ) , siehe (2.15), folgt

|r(ε,K, t, ζ)| ≤ ‖K‖X ′2 ‖DF
t, ε
2 (Aεζ) ·

(
XεAεζ −DAε(ζ)XHε

1
ζ
)
‖X2

.
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Nun wird ausgenutzt, daßDF t, ε
2 (Aεζ) die Lösung des umAεζ linearisierten Problems (2.22)

ist. Für alle v ∈ X2 gilt somit

DF t, ε
2 (Aεζ) · v = Gε

2(t)v +

∫ t

0

Gε
2(t− s)

(
DN ε(F s, ε

2 Aεζ) ◦DF s, ε
2 (Aεζ) · v

)
ds .

Mit dem Gronwallschen Lemma erhält man

‖DF t, ε
2 (Aεζ) · v‖X2

≤ C2ε
−ν2‖v‖X2

exp
(
C2ε

−ν2m(ε)t
)
,

wobei

m(ε) := sup
t∈[0,T0/εµ]

‖DN(F t, ε
2 Aεζ)‖X2→X2

gesetzt wurde. AusDN ε(F t, ε
2 Aεζ) = DN ε

(
F t, ε

1 ζ + εnk(ε, t, ζ)
)

und der Stetigkeit vonDN ε

folgt unter Beachtung von (2.23) und (2.29), die Existenz einer vont und ε unabḧangigen
KonstanteC̃Nε , so daß

m(ε) ≤ C̃Nε(2C5 + C3)µ+ν2εµ+ν2

gilt. Speziell mit v := XεAεζ −DAε(ζ)XHε
1
ζ und der Voraussetzung (2.30) folgt

|r(ε,K, t, ζ)| ≤ C2C6 exp
(
C2C̃Nε(2C5 + C3)µ+ν2

)
εκ−ν2‖K‖X ′2

für alle t ∈ [0, T0/ε
µ] . Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis des vorherigen Satzes

schließt man den Beweis ab.

2.3.3 Schwache Fast–Poisson–Abbildungen

In diesem Unterabschnitt wird für lineare Hamiltonsysteme eine Identität (2.35) bereitgestellt,
mit deren Hilfe die Forderungen in der Definition der Fast–Poisson–Abbildungen anwendungs-
relevant abgeschẅacht werden k̈onnen. Genau diese wird später im Schalenproblem verwendet.
Es geht um eine Methode, bei welcher die ApproximationAε nicht den Definitionsbereich des
betrachteten linearen Operators treffen muß. Dazu muß das gegebene Problem in seiner natürli-
chen Variationsform betrachtet werden. Wesentlich ist die Möglichkeit, auf die betrachtete Ap-
proximationAε eine weitere Zeitableitung abwälzen zu k̈onnen.

Die Annahmen, die im folgenden hinzugezogen werden, sind für das Schalenproblem relevant.
Für den Parameterwertε gilt die Vereinbarung des vorherigen Abschnitts.

Hypothese 2.3.7
(H1) Es sei n ∈ N . Ω ist ein Gebiet, d. h. eine offene, beschränkte und zusammenhängende

Teilmenge des Rn mit Lipschitzstetigem Rand ∂Ω , so daß Ω lokal stets auf einer Seite
von ∂Ω liegt.

(H2) Gegeben sind V (Ω), Ṽ (Ω) sowie V̇ (Ω) . Die Funktionenräume V (Ω) resp. V̇ (Ω) sind
reelle Hilberträume mit Skalarprodukten B(ε)( · , · ) resp. ( · , · )Ω . Der Raum V (Ω) ist
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in Ṽ (Ω) abgeschlossen. Die Beziehung zwischen V (Ω) und V̇ (Ω) ist diejenige laut
Notation 2.1.2.

(H3) Eine schwache symplektische Form Θ auf X2 := V (Ω) × V̇ (Ω) ist laut (2.2) gegeben.
Mit

H(ε)
(
u, u̇

)
:=

1

2
B(ε)

(
u, u

)
+

1

2

(
u̇, u̇

)
Ω

ist das betrachtete Hamilton–Funktional auf X2 bezeichnet. Das zugehörige Hamiltonsche
Vektorfeld bezüglich Θ ist durch (u, u̇) 7→

(
u̇, −L(ε)u

)
definiert. Dabei gilt

L(ε)u :=
δH(ε)

δu
(u, u̇) .

G2(ε, t) ist der von
(
u̇, −L(ε)u

)
erzeugte Hamiltonsche Fluß.

(H4) Mit S(∂Ω) sei ein reeller Hilbertraum über ∂Ω mit dem Skalarprodukt
(
· , ·
)
∂Ω

gege-
ben. Die Spurabbildung

tr : Ṽ (Ω)→ S(∂Ω)

mit (trv)(x) := v(x) für alle x ∈ ∂Ω ist beschränkt. Darüber hinaus existiert ein
linearer Operator T (ε) : D

(
L(ε)

)
→ S(∂Ω) , so daß für alle ε ∈ (0, 1),u ∈ D

(
L(ε)

)
und alle v ∈ Ṽ (Ω) die Greensche Formel

B(ε)
(
u, v

)
=
(
L(ε)u, v

)
Ω

+
(
T (ε)u, v

)
∂Ω

gilt.

(H5) V1 sei ein reeller Hilbertraum. Die Abbildung Aε : V1 → Ṽ (Ω) sei linear und be-
schränkt.

Der GesamtfehlerR erfüllt die Integralgleichung im folgenden Lemma.

Lemma 2.3.8 Für ε ∈ (0, 1) seien die Annahmen und Bezeichnungen der Hypothese 2.3.7
gültig. Es sei T > 0 . Ben̈utze die Schreibweise

(
u(ε, t), u̇(ε, t)

)
:= G2(ε, t)(u0, u̇0) für

(u0, u̇0) aus
(
D
(
L(ε)

)
, V (Ω)

)
. Es seiζε ∈ C2

(
[0, T ];V1

)
gegeben. Dann genügt derGe-

samtfehler

(
R(ε, t), Ṙ(ε, t)

)
:=
(
u(ε, t), u̇(ε, t)

)
−
(
Aεζε(t),

d

dt
Aεζε(t)

)
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der Identiẗat

H(ε)
(
R(ε, t), Ṙ(ε, t)

)
= H(ε)

(
R(ε, 0), Ṙ(ε, 0)

)
+H(ε)

(
Aεζε(t),

d

dt
Aεζε(t)

)
−H(ε)

(
Aεζε(0),

d

dt
Aεζε(0)

)
−

t∫
0

(
B(ε)

(
Aεζε(s), u̇(ε, s)

)
+
( d2

ds2
Aεζε(s), u̇(ε, s)

)
Ω

+
( d

ds
Aεζε(s), T (ε)u(ε, s)

)
∂Ω

)
ds

(2.33)

für alle ε ∈ (0, 1) und alle t ∈ [0, T ] .

Beweis. Es seienε ∈ (0, 1) und t ∈ [0, T ] beliebig. Es sei

H(ε, t) := H(ε)
(
R(ε, t), Ṙ(ε, t)

)
+B(ε)

(
Aεζε(t), u(ε, t)

)
+
( d

dt
Aεζε(t), u̇(ε, t)

)
−H(ε)

(
Aεζε(t),

d

dt
Aεζε(t)

)
.

Die Energieerhaltung entlang
(
u(ε, t), u̇(ε, t)

)
liefert

H(ε, t) = H(ε, 0) . (2.34)

Es gilt

B(ε)
(
Aεζε(t), u(ε, t)

)
=

t∫
0

(
B(ε)

(
Aεζε(s), u̇(ε, s)

)
+B(ε)

( d

ds
Aεζε(s), u(ε, s)

))
ds

+B(ε)
(
Aεζε(0), u0

)
.

Wegen

( d

dt
Aεζε(t), u̇(ε, t)

)
Ω

=

t∫
0

(( d2

ds2
Aεζε(s), u̇(ε, s)

)
Ω

+
( d

ds
Aεζε(s),

d

ds
u̇(ε, s)

)
Ω

)
ds

+
( d

dt
Aεζε(0), u̇0

)
Ω

folgt mit d
ds
u̇(ε, s) = −L(ε)u(ε, s) nach Anwendung der Greenschen Formel die Gleichheit

( d

dt
Aεζε(t), u̇(ε, t)

)
Ω

=

t∫
0

(( d2

ds2
Aεζε(s), u̇(ε, s)

)
Ω
−B(ε)

( d

ds
Aεζε(s), u(ε, s)

)
+
( d

ds
Aεζε(s), T (ε)u(ε, s)

)
∂Ω

)
ds+

( d

dt
Aεζε(0), u̇0

)
Ω
.
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Einsetzen dieser Beziehungen in (2.34) beweist die Behauptung.

Aus (2.33) wird eine weitere Identität hergeleitet, welche beim Schalenproblem zum Einsatz
kommt. Es geht darum die Zeitableitungen vonu̇(ε, t) auf die ApproximationAεζε(t) ab-
zuwälzen. Dies hat den Vorteil, daß in der folgenden Identität das Gronwallsche Lemma ange-
wandt werden kann, ohne explizitL(ε)Aεζε(t) zu berechnen. Insbesondere im Schalenproblem
ist dies von Bedeutung. Dadurch erübrigt sich die explizite Berechnung von zweiten kovarianten
Ableitungen.

Satz 2.3.9Für ε ∈ (0, 1) seien die Annahmen und Bezeichnungen der Hypothese 2.3.7 sowie
diejenigen des Lemmas 2.3.8 gültig. Es seiζε ∈ C3

(
[0, T ];V1

)
gegeben. Dann gilt

H(ε)
(
R(ε, t), Ṙ(ε, t)

)
= H(ε)

(
R(ε, 0), Ṙ(ε, 0)

)
−B(ε)

(
Aεζε(t), R(ε, t)

)
−
( d2

dt2
Aεζε(t), R(ε, t)

)
Ω

+B(ε)
(
Aεζε(0), R(ε, 0)

)
+
( d2

dt2
Aεζε(0), R(ε, 0)

)
Ω

+

t∫
0

(
B(ε)

( d

ds
Aεζε(s), R(ε, s)

)
+
( d3

ds3
Aεζε(s), R(ε, s)

)
Ω

+
( d

ds
Aεζε(s), T (ε)u(ε, s)

)
∂Ω

)
ds .

(2.35)

für alle ε ∈ (0, 1) und alle t ∈ [0, T ] .
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Beweis. Ben̈utze f̈ur ein beliebigesε ∈ (0, 1) und t ∈ [0, T ] die Beziehungen
t∫

0

B(ε)
(
Aεζε(s), u̇(ε, s)

)
ds =B(ε)

(
Aεζε(t), u(ε, t)

)
−B(ε)

(
Aεζε(0), u(ε, 0)

)

−
t∫

0

(
B(ε)

( d

ds
Aεζε(s), u(ε, s)

)
ds

und
t∫

0

( d2

ds2
Aεζε(s), u̇(ε, s)

)
Ω

ds =
( d2

dt2
Aεζε(t), u(ε, t)

)
Ω
−
( d2

dt2
Aεζε(0), u(ε, 0)

)
Ω

−
t∫

0

( d3

ds3
Aεζε(s), u(ε, s)

)
Ω

ds .

Einsetzen in (2.33) unter Beachtung der Definition des Gesamtfehlers beendet den Beweis.

Eine Anwendung hiervon folgt im n̈achsten Kapitel. F̈ur eine Fehlerabschätzung f̈ur das Scha-
lenproblem wird in den Kapiteln 4–7 gezeigt, daß jede Zeile auf der rechten Seite von (2.35)
ausreichend klein gehalten werden kann.



Kapitel 3

Differentialgeometrische Grundlagen

Um die Schalentheorie exakt zu formulieren, werden einige Hilfsmittel aus der Differentialgeo-
metrie eingef̈uhrt. Der erste Teil des Kapitels betrifft die Geometrie der Flächen. Der zweite Teil
behandelt die Geometrie der Schalen. Es gilt die Vereinbarung, daß einmal eingeführte Symbole
durch restliche Kapitel der Arbeit verwendet werden, ohne deren Bedeutung zu wiederholen.

3.1 Zur Differentialgeometrie der Fläche

Es werden weitgehend die Notationen von CIARLET ben̈utzt, siehe [14], [8]. Mitω ist stets ein
Gebiet inR2 und mit y = (y1, y2)> ein beliebiger Punkt inω bezeichnet. Griechische Indizes
und Exponenten (ausgenommenε ) geḧoren zu{1, 2} , lateinische dagegen zu{1, 2, 3} . Von
nun an wird nur dann summiert, wenn im betrachteten Objekt die Indizes in Paaren auftreten. Das
Symbol · steht f̈ur das euklidische Skalarprodukt inR3 . Für einen Vektora ∈ R3 bezeichnet
|a| seine euklidische L̈ange.

Definition 3.1.1 Setze∂α =
∂

∂yα
. Eine gegebene Abbildungϕ geḧore zu C3(ω; R3) , sei in-

jektiv und die Vektoren

aα(y) := ∂αϕ(y) (3.1)

seien f̈ur jedes festey ∈ ω linear unabḧangig.

Dann heißt{a1(y), a2(y)} einekovariante Basisder TangentialebeneTϕ(y)S an die Fl̈ache

S := ϕ(ω) (3.2)

im Punktϕ(y) . Die eindeutige L̈osung{a1(y), a2(y)} ∈ Tϕ(y)S × Tϕ(y)S des linearen Glei-
chungssystems

aα(y) · aβ(y) = δαβ :=

{
0 für α 6= β ,
1 für α = β

31
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ω

R
2

y

S = ϕ(ω̄)

R
3

a1(y)
a2(y)

y1

y2

ϕ

Abbildung 3.1: Eine Parametrisierung des Flächensẗucks S mit einer lokalen Basis der Tangen-
tialebene inϕ(y) .
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nennt man einekontravariante Basisder TangentialebeneTϕ(y)S an die Fl̈acheS . Den Vektor

a3(y) := a3(y) :=
a1(y)× a2(y)

|a1(y)× a2(y)|
(3.3)

bezeichnet man als denNormalenvektoran S im Punktϕ(y) .

Bemerkung

a) Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, wird die explizitey -Abhängigkeit in den oben
eingef̈uhrten Ausdr̈ucken unterdr̈uckt. Das gleiche gilt f̈ur Größen, die aus den obigen
abgeleitet werden.

b) Da {a1, a2} nicht notwendigerweise eine Orthogonalbasis bilden, ist die Einführung der
kontravarianten Basis als eine Art Ersatz dafür anzusehen.

Definition 3.1.2 Im dreidimensionalen euklidischen Raum sei die zweidimensionale Mannigfal-
tigkeit S = ϕ(ω) wie in der Definition 3.1.1 gegeben.

(i) Die Größen aαβ := aα · aβ resp. aαβ = aα · aβ definierenko– resp.kontravariante
Komponenten der ersten Fundamentalformoder desMetriktensorsvon S .

(ii) Die Größen bαβ := a3 · ∂βaα resp. bβα = aβσbσα resp. bαβ := aαλbβλ heißenkovariante
resp.gemischteresp.kontravariante Komponenten der zweiten Fundamentalformoder des
Krümmungstensorsvon S .

(iii) Mit cαβ := bασb
σ
β resp. cαβ := bασb

σβ sind dieko– resp.kontravarianten Komponenten der
dritten Fundamentalformbezeichnet.

Bemerkung

a) Wegenaβ = ∂βϕ gilt ∂αaβ = ∂αβϕ = ∂βαϕ = ∂βaα und bαβ ist klar symmetrisch.
Daraus folgt auch die Symmetrie der dritten Fundamentalform.

b) Die Umkehrung vonbβα = aβσbσα ergibt bαβ = b%αa%β .

c) Wenn im folgenden von Tensoren gesprochen wird, dann sind damit stets die Komponenten
der relevanten multilinearen Abbildungen bezüglich der betrachteten Basen gemeint.

Definition 3.1.3 Ein Flächensẗuck S sei wie in(3.2)definiert. Es seiy ∈ ω fest. Die Invarian-
ten

h(y) :=
1

2
bαα(y) resp. k(y) :=

det
(
bαβ(y)

)
a(y)

= b1
1(y)b2

2(y)− b1
2(y)b2

1(y)

mit a(y) := | det
(
aαβ(y)

)
| nennt manmittlereresp.Gauß-Kr̈ummungvon S im Punktϕ(y) .
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Bemerkung

Nach der Regularitätsvoraussetzung anϕ ist sichergestellt, daßa : y 7→ a(y) stetig auf dem
Kompaktumω ist. Wegen der linearen Unabhängigkeit von{∂1ϕ(y), ∂2ϕ(y)} für jedesy ∈ ω
gilt dort a(y) > 0 . Somit nimmta in ω ein positives Minimum an.

3.1.1 Zur Tensoranalysis der Fl̈ache

Es werden die ben̈otigten Beziehungen aus der Tensoranalysis der Fläche zusammengefaßt.

Lemma 3.1.4 Es sei ϕ ∈ C3(ω; R3) wie in der Definition 3.1.1 gegeben. Dann gelten die
Ableitungsgleichungen(von Gauß und Weingarten):

∂βaα = Γλαβaλ + bαβa3 (3.4a)

∂βa
α = −Γαβλa

λ + bαβa3 (3.4b)

und

∂αa3 = ∂αa
3 = −bλαaλ = −bλαaλτaτ = −bατaτ , (3.5)

wobei mit

Γσαβ := aσ · ∂βaα. (3.6)

dieChristoffelschen Symboleauf der Fl̈acheϕ(ω) bezeichnet sind.

Einen Beweis hierzu findet man zum Beispiel in STOKER, [59], Seite 134–136 oder in SPIVAK ,
[58], Band III, Kapitel II.

Lemma 3.1.5 Es seiϕ ∈ C3(ω; R3) wie in der Definition 3.1.1 gegeben. Das Symbol| be-
zeichne die kovariante Differentiation bezüglich der Riemannmetrik, [5], die durch(aαβ) resp.
(aαβ) repräsentiert wird.

Für C1 – Tensorenf nullter Stufe auf der Fl̈ache gilt dann:

f|α = ∂αf.

Für C1 –Tensoren erster Stufeη = ησa
σ = ησaσ gilt dann:

ησ|α = ∂αησ − Γ%αση% , ησ |α = ∂αη
σ + Γσα%η

% .

Für C1 –TensorenA zweiter Stufe mit den KomponentenAαβ, Aαβ und Aαβ gilt dann:

Aαβ|% = ∂%Aαβ − Γτα%Aτβ − Γτβ%Aατ ; (3.7a)

Aαβ|% = ∂%A
α
β + Γα%τA

τ
β − Γτβ%A

α
τ ; (3.7b)

Aαβ |% = ∂%A
αβ + Γα%τA

τβ + Γβ%τA
ατ . (3.7c)
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Für C1 –TensorenB dritter Stufe mit den KomponentenB%
στ und B%στ gilt dann:

B%
στ |α = ∂αB

%
στ + Γ%λαB

λ
στ − ΓλταB

%
σλ − ΓλασB

%
λτ ; (3.8a)

B%στ |α = ∂αB%στ − Γλ%αBλστ − ΓλσαB%λτ − ΓλταB%σλ. (3.8b)

Bemerkung
a) Ein Beweis hierzu ergibt sich durch Spezialisierung der allgemeinen Formel in [30],§97,

Seite 417.

b) Es sein ∈ N . Die kovariante Differentiation erzeugt aus einem Tensor der Stufen einen
der Stufen+ 1 . Damit folgen aus den beiden Formeln (3.7) und (3.8) die Definitionen für
höhere kovariante Ableitungen. So istησ|α als ein zweifach kovarianter Tensor aufzufas-
sen und f̈ur dessen Ableitung ist folglich (3.7a) anzuwenden, d. h. ,

ησ|αβ := (ησ|α)|β = ∂βησ|α − Γτσβητ |α − Γταβησ|τ .

Analog folgt aus (3.8a):

b%σ|τα := (b%σ|τ )|α = ∂αb
%
σ|τ + Γ%λαb

λ
σ|τ − Γλσαb

%
λ|τ − Γλταb

%
σ|λ.

Korollar 3.1.6 Es seiη = ηia
i glatt auf der Fl̈acheϕ(ω) . Dann gilt

∂αη = (ησ|α − bαση3)aσ + (∂αη3 + b%αη%)a
3. (3.9)

Beweis. Die Beziehung (3.9) folgt direkt aus den Ableitungsgleichungen.

Die nächste Proposition behandelt die Nichtvertauschbarkeit der Reihenfolge der kovarianten
Differentiationen auf einer Fläche im euklidischen Raum.

Proposition 3.1.7 Es seiϕ ∈ C4(ω; R3) wie in der Definition 3.1.1 gegeben. Dann gilt für
C2 –Tensoren erster Stufeη = ησa

σ

ηα|βγ − ηα|γβ = Rλ
αβγηλ ,

wobei

Rλ
αβγ := bαγb

λ
β − bαβbλγ

diedreifach ko– und einfach kontravarianten Komponenten des Riemanntensors der Flächesind.
Für die Komponenten des Krümmungstensors gilt

bαβ|στ − bαβ|τσ = Rλ
αστbλβ +Rλ

βστbαλ ,

bαβ|στ − bαβ|τσ = −Rα
λστb

λ
β +Rλ

βστb
α
λ .

Im weiteren Verlauf der Rechnungen werden die Regeln aus dem folgenden Lemma benutzt.

Lemma 3.1.8 Unter den Voraussetzungen der Proposition 3.1.7 gelten:
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(i) aαβ |τ = aαβ|τ ≡ 0 , (ii) Γ%αβ = Γ%βα , (iii) bασ|τ = bατ |σ .

Bemerkung
a) Die Beziehung in(i) ist Ricci’s Lemma, [34], auf der Fl̈ache.

b) Die Symmetrie der Christoffelschen Symbole auf der Fläche ist eine Folgerung aus der
Bianchi–Identiẗat für Mannigfaltigkeiten ohne Torsion, [34].

c) Die Beziehung in(iii) ist die Codazzi–Gleichung, [14]. Durch Kontraktion mitaαλ ent-
steht (ebenfalls Codazzi-Gleichung)bλσ|τ = bλτ |σ .

Die Orthogonaliẗat von a3 = a3 auf {a1, a2} bzw. {a1, a2} erteilt bei Vektorfeldernη =
ηia

i der a3 -Komponenteη3 eine Sonderrolle. Bei Transformationsgesetzen (beim Koordina-
tenwechsel) verḧalt sich η3 wie ein skalares Feld. Daher führt man folgende Bezeichnung ein.

Definition 3.1.9 Es seia3 wie in (3.3)gegeben. Es seiη = ηia
i ein glattes Vektorfeld auf der

Flächeϕ(ω) . Dann setzt manη3|α := ∂αη3 .

Korollar 3.1.10 Es seiη = ηia
i ein glattes Vektorfeld auf der Flächeϕ(ω) . Dann gilt

η3|αβ = ∂αβη3 − Γ%αβ∂%η3

und

η3|αβσ = ∂ση3|αβ − Γλαση3|λβ − Γλβση3|αλ .

Beweis. Beide Behauptungen folgen aus den Rechenregeln im Lemma 3.1.5.

3.2 Zur Differentialgeometrie der Schale

In diesem Abschnitt werden Schalen als spezielle Produktmannigfaltigkeiten der Dimension drei
eingef̈uhrt. F̈ur jedesε > 0 definiere die Mengen

Ωε = ω × (−ε, ε); Γε
−+

= ω × {−+ε}, Γε0 = ∂ω × [−ε, ε].

Die Punkte inΩε werden mitxεα = yα und xε3 ∈ (−ε, ε) bezeichnet.

Satz 3.2.1 Im R
3 sei ein Fl̈achensẗuck S mit der Parametrisierungϕ : ω → R

3 wie in der
Definition 3.1.1 gegeben. Für die Abbildung

Φε : Ω
ε → R

3 mit
Φε(xε) := ϕ(y) + xε3a

3(y)
(3.10)

existiert einε0 > 0 , so daßΦε für alle 0 < ε ≤ ε0 injektiv ist und die drei Vektoren

gεi (x
ε) := ∂εiΦ

ε(xε) :=
∂

∂xεi
Φε(xε)

linear unabḧangig sind.
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Definition 3.2.2 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 3.2.1 und die AbbildungΦε sei wie
(3.10)gegeben.

(i) Die MengeSε := Φε(Ω
ε
) selbst nennt man eineSchaleund die MengeS = ϕ(ω) heißt

dann dieMittelfl ächevon Sε .

(ii) Die Punkte (xεi ) von Ωε bezeichnet man im vorliegenden Kontext auch alskrummlinige
Koordinatender Schale.

(iii) Die Vektoren {gε1(xε), gε2(xε), gε3(xε)} nennt man einekovariante Basis f̈ur die Schale
Sε im Punkt Φε(xε) .

(iv) Die eindeutige L̈osung {g1, ε(xε), g2, ε(xε), g3, ε(xε)} ∈ R3 × R3 × R3 des linearen
Gleichungssystems

gj, ε(xε) · gεi (xε) = δji :=

{
0 für i 6= j ,
1 für i = j

nennt man einekontravariante Basisder SchaleSε im Punkt Φε(xε) .

(v) Die Größen gεij(x
ε) := gεi (x

ε) · gεj (xε) resp. gij, ε(xε) := gi, ε(xε) · gj, ε(xε) heißen
kovarianteresp.kontravariante Komponenten des Metriktensorsvon Φε .

(vi) Mit

Γp, εij (xε) := gp, ε(xε) · ∂εi gεj (xε) (3.11)

sind dieChristoffelschen Symbole der SchaleΦε(Ω
ε
) definiert.

(vii) Mit gε := | det(gε1, g
ε
2, g

ε
3)| sei das Volumenelement der Schale bezeichnet.

Bemerkung

a) Der Beweis des obigen Satzes 3.2.1 ist in [12] zu finden.

b) Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, wird die explizitexε -Abhängigkeit in den oben
eingef̈uhrten Ausdr̈ucken unterdr̈uckt. Das gleiche gilt f̈ur Größen, die aus den obigen
abgeleitet werden.

c) Es ist zu beachten, daß in der Schreibweise die Christoffelschen Symbole der Schale von
denen der Fl̈ache durch einε als Superskript zu unterscheiden sind. Wegen

∂εi g
ε
j = ∂εijΦ

ε = ∂εjiΦ
ε = ∂εjg

ε
i

gilt klar Γp, εij = Γp, εji . Dar̈uber hinaus folgt aus∂εi
(
gp, ε(xε) · gεj (xε)

)
= 0 und aus (3.11)

auch die Beziehung

Γp, εij (xε) = −∂εi gp, ε(xε) · gεj (xε) .
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R
3

Πε

ω

xε

xε3 = εx3

2ε

(y1, y2) = (xε1, x
ε
2)

R
3

x3

(x1, x2)

Ω

ω

x

Φε

R
3

gε3(xε)

2ε

gε2(xε)

Φ(ε)

Ωε

Φε(Ωε)

Φε(xε)
gε1(xε)

Abbildung 3.2: Eine Parametrisierung der Schaleüber einem d̈unnen und einem dicken Gebiet.

d) Die Menge Φε(Ωε) ist naẗurlich eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension
drei (z.B. mit der KartenabbildungΦε : Ωε → Φε(Ωε) ). Übertr̈agt man das euklidische
Skalarprodukt in jeden Punkt vonΦε(Ωε) , so wird Φε(Ωε) auf naẗurliche Art zu einer
Riemannmannigfaltigkeit mit der lokalen Darstellung der Riemannmetrik(gεij) , vgl. [5].

Es gelten diëublichen Rechenregeln der Tensoralgebra, z.B. gilt für Vektorenv = vig
i, ε = vigεi

die Beziehungvi = gij, εvj bzw. vj = gεijv
i , siehe [23].

3.2.1 Kovariante Differentiation auf der Schale

Lemma 3.2.3 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 3.2.1 und des Lemmas 3.1.5. Das Sym-
bol ‖ bezeichne die kovariante Differentiation bezüglich der Riemannmetrik auf der SchaleSε ,
die durch (gεαβ) resp. (gαβ, ε) repräsentiert wird.
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Für C1 –Tensorenf nullter Stufe auf der SchaleSε gilt dann

f‖k = ∂εkf.

Für einstufigeC1 –Tensorenv = vig
i, ε = vigεi gilt:

vi‖j = ∂εjvi − Γp, εij vp , vi‖j = ∂εjv
i + Γi, εjp v

p .

Für C1 –TensorenA zweiter Stufe mit den KomponentenAij, Aij und Aij gilt dann:

Aij‖r = ∂εrAij − Γp, εir Apj − Γp, εjr Aip ; (3.12a)

Aij‖r = ∂εrA
i
j + Γi, εrp A

p
j − Γp, εjr A

i
p ; (3.12b)

Aij‖r = ∂εrA
ij + Γi, εrp A

pj + Γj, εrp A
ip . (3.12c)

Beweis. Durch Spezialisierung der allgemeinen Formel in [30],§97, Seite 418.

Korollar 3.2.4 Es seiv = vig
i, ε ein Vektorfeld der KlasseC2 auf der SchaleSε . Dann gilt

vi‖jr = (∂εjrv − Γm, εjr ∂εmv) · gεi .

Beweis. Da vi‖j als ein zweifach kovarianter Tensor aufzufassen ist, folgt aus (3.12a)

vi‖jr := (vi‖j)‖r = ∂εr(vi‖j)− Γp, εir vp‖j − Γp, εjr vi‖p .

Beachtet man die Beziehung

∂εjv = vi‖j g
i, ε ⇔ vi‖j = ∂jv · gεi , (3.13)

so erḧalt man

vi‖jr = ∂εr(∂
ε
jv · gεi )− Γm, εir (∂εjv · gεm)− Γm, εjr ∂εmv · gεi

= ∂εjrv · gεi + ∂εjv · ∂εrgεi − ∂εjv · Γ
m, ε
ir gεm︸ ︷︷ ︸

= ∂εrg
ε
i

−Γm, εjr ∂εmv · gεi .

Bemerkung
a) Sukzessive Anwendung der Rechenregeln im Lemma 3.2.3 liefert

vi‖jr = ∂εrjvi − (∂εrΓ
p, ε
ij )vp − Γp, εij ∂

ε
rvp − Γm, εir ∂εjvm − Γm, εjr ∂εmvi + Γm, εjr Γp, εim vp .

b) Im Gegensatz zur Situation im Lemma 3.1.7, vertauschen die zweiten kovarianten Ablei-
tungen auf der Schale. Die Metrik inΩ

ε
ist durch das euklidische Skalarprodukt induziert

und nachdem der Riemannsche Tensor, siehe [34], in einem kartesischen Koordinatensy-
stem verschwindet, ist dies auch in jedem anderen Koordinatensystem des euklidischen
Raumes der Fall. Es gilt also

vi‖jk = vi‖kj.

c) Auf der Schale gilt das Lemma von Ricci, [34], nämlich gεij‖k = gij, ε‖k ≡ 0 .
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3.2.2 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

Schließlich sollen die hier relevanten Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten ange-
geben werden.

Definition 3.2.5 Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 3.2.1. Die AbbildungΦε sei wie
(3.10) gegeben. Es seiv = vsg

s, ε = vsgεs ein C2 –Vektor– undφ ein C2 –Skalarfeld auf
Φε(Ωε) .

(i) Der Ausdruck∇φ := gk, ε∂εkφ = gk, εφ‖k heißtGradientvon φ .

(ii) Die Invariante (Funktion)∇ · v := gk, ε · ∂εkv = gk, ε · (vj‖kgj, ε) = gkj, εvj‖k = vk‖k nennt
man dieDivergenzvon v .

(iii) Die Funktion ∆φ := ∇ · ∇φ = gk, ε · ∂εk(∂εjφ gj, ε) = gkj, εφ‖jk heißtLaplacevon φ .

(iv) Das Feld ∆v := (∆vs)g
s, ε = gkj, εvs‖jk g

s, ε wird als derDiagonal-Laplacevon v be-
zeichnet.

Bemerkung

Wegenvs‖jk = (gεsp v
p)‖jk = vp‖jk g

ε
sp und gεsp g

s, ε = gεp gilt auch (∆vs)g
s, ε = (∆vp)gεp .



Kapitel 4

Das Koitersche Schalenmodell

In diesem Abschnitt wird die Dynamik eines bereits zweidimensionalen Schalenmodells disku-
tiert. Dessen potentielle Energie stimmt mit derjenigen aus dem Koiterschen Modell [29]übe-
rein. Im Zusammenhang mit der Statik von Schalen hat JOHN [25, 26] für ausreichend d̈unne
Schalen nachgewiesen, daß im Inneren der Schale der Spannungszustand approximativ planar
ist. Dar̈uber hinaus konnte er zeigen, daß sich Spannungen parallel zur Mittelfläche approxima-
tiv linear über die Schalendickëandern. In KOITER [28, 29] wurden diese Approximationen der
Spannungsverteilung a–priori angenommen und mit einer weiteren A–priori–Annahme geome-
trischer Natur, n̈amlich der sogenanntenNormalenhypothese, kombiniert. In [28], Seite 15–16,
heißt es:

”
jeder Punkt auf der Normalen der Mittelfläche bleibt auch nach der Deformation auf

der Normalen“. Das ist tatsächlich der erste Teil der sogenanntenKirchhoff–Love–Hypothese.
Der zweite Teil verlangt zusätzlich, daß der Abstand der Normalenpunkte nach der Deformation
unver̈andert bleibt.

In diesem Kapitel wird erstmals die Dynamik des linearen Koiterschen Schalenmodells mathe-
matisch analysiert. Insbesondere wird die expliziteε –Abhängigkeit der ḧoheren Sobolevnormen
desKoiterschen Flussesangegeben. Die Kenntnis dieser ist für die Rechtfertigung der Schalen-
dynamik mit Hilfe des hier geẅahlten Zugangs (Direktorapproximation, siehe Kapitel 6) un-
erläßlich. Die Fehlerabschätzungen im Kapitel 7 werden bestätigen, daß sich dasdynamische
Koitersche Modellzur Konstruktion einer Approximation für den Fluß auf der Schale eignet.
Das gelingt unabḧangig von der Form der Mittelfl̈ache.

Im ersten Teil des Kapitels werden die Notationen zum Koiterschen Modell angegeben. Der er-
ste Abschnitt behandelt die elliptische Regularität des assoziierten Randwertproblems mit Hilfe
der Lp –Theorie aus AGMON, DOUGLIS & N IRENBERG [2], Chapter IV. Der zweite Abschnitt
ist der Regulariẗat der L̈osung des relevanten zeitabhängigen Problems für den Fall langsamer
Dynamik gewidmet. Hierf̈ur sind keine Einschränkungen der Geometrie der Mittelfläche (abge-
sehen von der Glattheit der Berandung) erforderlich. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels bereitet
die sp̈atere Rechtfertigung der schnellen Schalendynamik vor. Hierzu wird die Regularität des
Koiterschen Flusses für Schalen mit elliptischer Mittelfl̈ache diskutiert.

41
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Im linearen Fall wird derKoitersche Fluß von der Energie

HK, ε(ζ, ζ̇) := Bm(ζ, ζ) +
1

3
ε2Bb(ζ, ζ) + (ζ̇, ζ̇)ω

unter der kanonischen symplektischen Form (mit dem Faktor2 mutlipliziert) des RaumesL2(ω)3

getrieben. Dabei gehört das Paar(ζ, ζ̇) = (ζia
i, ζ̇ia

i) zu

C0
(
[0, T ];V K(ω)

)
× C0

(
[0, T ];L2(ω)3

)
für ein gegebenesT > 0 mit

V K(ω) :=
{
η = (ηα, η3) ∈ H1(ω)2 ×H2(ω) : η

∣∣
∂ω

= 0, ∂nη3

∣∣
∂ω

= 0
}
.

Mit V K(ω) ist also der Raum geometrisch zulässiger Verschiebungen für das Koitersche Modell
einer entlang von ganz∂ω fest eingespannten Schale bezeichnet. Die Massendichte ist hier ohne
Einschr̈ankung der Allgemeinheit auf 1 gesetzt. Durch eine passende Gewichtung der Norm in
L2(ω)3 und entsprechende Anpassung der symplektischen Form läßt sich der allgemeine Fall
auf den vorliegenden zurückführen.

Es sei daran erinnert, daß die Geometrienotationen im Kapitel 3 eingeführt sind. Von nun an wird
eine Schale fest geẅahlt, für welche folgende Annahmen̈uber die Regulariẗat der Mittelfl̈ache
S = ϕ(ω̄) gelten sollen.

Hypothese 4.0.1
(H1) Das Gebiet ω ⊂ R2 besitzt eine Berandung ∂ω der Klasse C∞ .

(H2) Die Parametrisierung ϕ : ω̄ → R
3 der Schalenmittelfläche S gehört zu C∞(ω̄) .

Bemerkung

Für die Analysis im folgenden ist tatsächlich ḧochstens∂ω ∈ C4 und ϕ ∈ W 3,∞(ω;R3) erfor-
derlich.

Abmachung 4.0.2 Da für den Dickenparameterε nur endlich viele Schranken vorkommen,
wird mit ε0 stets die kleinste unter allen bisher gewählten Schranken bezeichnet.

Die quadratische FormBm( ·, · ) nennt man auch einMembranpotential. Für ζ = ζia
i, η =

ηia
i ∈ V K(ω) gilt die Vorschrift

Bm(ζ, η) :=

∫
ω

aαβστγαβ(ζ)γστ (η)
√
a dy

mit

aαβστ := λ̃aαβaστ + µ
(
aασaβτ + aατaβσ

)
, λ̃ :=

2λµ

λ+ 2µ
, λ, µ > 0
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und

γαβ(ζ) :=
1

2
(ζα|β + ζβ|α)− bαβζ3 . (4.1)

Bei der quadratischen FormBb( ·, · ) spricht man auch von einemBiegepotential. Es gilt für
ζ = ζia

i, η = ηia
i ∈ V K(ω) die Vorschrift

Bb(ζ, η) :=

∫
ω

aαβστ%αβ(ζ)%στ (η)
√
a dy

mit

%αβ(ζ) :=
(
ζ3|α + bγαζγ

)
|β + bγβ(ζγ|α − bγαζ3) (4.2)

= ζ3|αβ + bγαζγ|β + bγβζγ|α + bγα|βζγ − cαβζ3 .

Die zweifach kovarianten Tensorenγαβ und %αβ der Schalenmittelfl̈ache S erlauben eine
geometrische Interpretation. Der Tensorγαβ(η) resp. %αβ(η) beschreibt die vonη induzier-
te (linearisierte)Änderung des Metriktensors resp. des Krümmungstensors. Es seiη = ηia

i

ein glattes Vektorfeld vonω̄ in den R3 . Für ausreichend glatte Parametrisierungenϕ des
Flächensẗucks S gilt

γαβ(η) = [a∗αβ − aαβ]lin ,

%αβ(η) = [b∗αβ − bαβ]lin .

Dabei sindaαβ und a∗αβ die kovarianten Komponenten des Metriktensors der Flächensẗucke
S = ϕ(ω̄) und S∗ = ϕ∗(ω̄) mit ϕ∗ := ϕ + ηia

i . Die Ausdr̈ucke bαβ und b∗αβ sind die
kovarianten Komponenten des Krümmungtensors vonS und S∗ . Mit [ · · · ]lin ist der lineare
Anteil bez̈uglich η von [ · · · ] bezeichnet. Darüber hinaus besitzen sowohlγαβ(η) als auch
%αβ(η) eine intrinsische Darstellung. Es gilt nämlich

γαβ(η) = ∂αη · aβ + ∂βη · aα = γβα(η) ,

%αβ(η) = (∂αβη − Γσαβ∂ση) · a3 = %βα(η) .

Die Beweise und mehr Details hierzu findet man in den Abschnitten 2.4 und 2.5 von [14].

Definition 4.0.3 Es sei 0 < ε ≤ 1 . Für ausreichend glatte Vektorfelderζε über ω wird
LK,εζε =

(
LK,εζε

)i
ai mit(

LK,εζε
)σ

:= −aαβστγαβ|τ (ζε) +
1

3
ε2aαβµτ

(
bσµ|τ%αβ(ζε)− 2

(
bστ %αβ(ζε)

)
|µ

)
,

(
LK,εζε

)3
:= −aαβστbαβγστ (ζε) +

1

3
ε2aαβστ

(
%αβ|στ (ζ

ε)− cστ%αβ(ζε)
) (4.3)

alsKoiter–Operatorbezeichnet.
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Eine Interpretation des Koiter–Operators wird im folgenden geliefert. Durch konsequente An-
wendung der Beziehung∫

ω

ξη|σdω = −
∫
ω

ξ|σηdω ∀ ξ, η ∈ C∞0 (ω) ,

sowie aus der Dichtheit vonC∞0 (ω)3 in V K(ω) findet man(
LK, εζ, η

)
ω

= Bm(ζ, η) +
1

3
ε2Bb(ζ, η) (4.4)

für alle η ∈ V K(ω) . In [11], Theorem 1, ist bewiesen, daß eine KonstanteC1 > 0 existiert, so
daß

Bm(η, η) +Bb(η, η) ≥ C1‖η‖
2

V K(ω)
∀η ∈ V K(ω) (4.5)

besteht. Wegen0 < ε ≤ 1 gilt also

Bm(η, η) +
1

3
ε2Bb(η, η) ≥ 1

3
ε2
(
Bm(η, η) +Bb(η, η)

)
≥ C1ε

2‖η‖2

V K(ω)

für alle η ∈ V K(ω) . Dies garantiert insbesondere, daßLK,ε ein Isomorphismus zwischen
V K(ω) und

(
V K(ω)

)′
ist. Damit ist

D(LK,ε) := (LK,ε)−1
∣∣
L2(ω)3 = {ζ ∈ L2(ω)3 | (LK,εζ ∈ L2(ω)3}

sinnvoll definiert.

4.1 Ein Existenz– und Eindeutigkeitssatz

Es gilt der folgende Satz.

Satz 4.1.1Es sei 0 < ε ≤ 1 . Der RaumXK := V K(ω) × L2(ω)3 sei mit der kanonischen
symplektischen Form versehen. Dann erzeugt das HamiltonfunktionalHK,ε( · , · ) in XK eine
C0 –GruppeGK,ε(t), t ∈ R . Setzt man(

ζε, ζ̇ε
)

:=
(
ζε(t), ζ̇ε(t)

)
:= GK,ε(t)(ζ0, ζ̇0) ,

dann gilt

LK,εζε = − d2

dt2
ζε in L2(ω)3 . (4.6)

Die folgende Aussage ist wahr:

Es existiert eine KonstanteC > 0 , so daß

‖ζ̇ε(t)‖2

L2(ω)3 + ε2‖ζε(t)‖2

V K(ω)
≤ C

(
‖ζ̇0‖

2

L2(ω)3 + ‖ζ0‖
2

V K(ω)

)
(4.7)

für alle (ζ0, ζ̇0) ∈ D(LK,ε)× V K(ω) , alle t ∈ R und alle ε ∈ (0, 1) gilt.
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Beweis.Da die zugrundeliegende symplektische Form die kanonische ist, kann unter Beachtung
der V K(ω) –Elliptizität (4.5) der Satz A.1.3 angewandt werden. Damit existiert also eineC0 –
Gruppe inXK versehen mit der EnergienormHK,ε( · , · ) 1

2 . Die Existenz vonGK,ε(t) sowie
die Abscḧatzung (4.7) folgen dann aus

HK, ε(ζ0, ζ̇0) = HK, ε
(
ζ(t), ζ̇(t)

)
≥
(
ζ̇(t), ζ̇(t)

)
L2(ω)3 + C1ε

2‖ζ(t)‖2

V K(ω)
(4.8)

sowie aus der Stetigkeit vonBm( ·, · ) +Bb( ·, · ) in V K(ω)2 .

Die Darstellung (4.6) folgt aus den kanonischen Gleichungen

d

dt
ζ =

δHK, ε(ζ, ζ̇)

δζ̇
,

d

dt
ζ̇ = −δH

K, ε(ζ, ζ̇)

δζ

mit
δHK, ε(ζ, ζ̇)

δζ̇
= ζ̇ und

δHK, ε(ζ, ζ̇)

δζ
= LK, εζ .

4.2 Regularität des zeitunabḧangigen Problems

Für Funktionen, Vektor– und Tensorfelder aufω werden k̈urzere Schreibweisen für deren Nor-
men eingef̈uhrt.

Notation 4.2.1 Für k ∈ N0 seien mitHk(ω) die Funktionenr̈aume wie auf Seitevi bezeichnet.
Es seienl, m ∈ N0 . Die VereinbarungH0(ω) := L2(ω) gilt. Für Vektorfelderζ := ζia

i über
S = ϕ(ω) gilt fortan

ζ∗ := ζαa
α = ζαaα .

Außerdem schreibt man

‖ζi‖k,ω := ‖ζi‖Hk(ω)
, ‖ζ∗‖k,ω :=(‖ζ1‖2

Hk(ω)
+ ‖ζ2‖2

Hk(ω)
)

1
2 ,

‖ζ‖
k, l,m, ω

:=
(
‖ζ1‖2

Hk(ω)
+ ‖ζ2‖2

Hl(ω)
+ ‖ζ3‖2

Hm(ω)

) 1
2 , ‖ζ‖

k, ω
:=
( 3∑
i=1

‖ζi‖2

Hk(ω)

) 1
2
,

‖γ(ζ)‖
k, ω

:=
(∑
α ,β

‖γαβ(ζ)‖2

Hk(ω)

) 1
2
, ‖%(ζ)‖

k, ω
:=
(∑
α ,β

‖%αβ(ζ)‖2

Hk(ω)

) 1
2
.

Wie sp̈ater gezeigt wird, erfordert die Rechtfertigung des Koiterschen Modells Abschätzungen
der Form

‖ d`

dt`
ζε(t)‖

k,ω
≤ C(ε)‖(ζ0, ζ̇0)‖ ,
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für k = 2, 3, 4 und ` = 0, . . . , 3 . Dabei ist wieder(
ζε(t), ζ̇ε(t)

)
:= GK,ε(t)(ζ0, ζ̇0)

gesetzt. Die Normen auf der rechten Seite hängen vonk und ` ab und werden sp̈ater spezifiziert.
Für jedes festeε > 0 sind solche Abscḧatzungen relativ einfach zu gewinnen. Das Ziel dieses
Abschnitts ist aber die explizite Bestimmung der KonstantenC(ε) , so daß eine Abschätzung
obiger Gestalt gleichm̈aßig in ε (für ausreichend kleineε ) besteht. Dazu wird zunächst das zu
(4.6) assoziierte RandwertproblemLK,εζε = f , d. h.

−aαβστγαβ|τ (ζε) +
1

3
ε2aαβµτ

(
bσµ|τ%αβ(ζε)− 2

(
bστ %αβ(ζε)

)
|µ

)
= fσ , (4.9a)

−aαβστbαβγστ (ζε) +
1

3
ε2aαβστ

(
%αβ|στ (ζ

ε)− cστ%αβ(ζε)
)

= f 3 , (4.9b)

ζj
∣∣
∂ω

= 0 , (4.9c)

∂nζ3

∣∣
∂ω

= 0 (4.9d)

untersucht. Hierbei istf = f iai ein gegebenes Feld. Zur Regularitätsaussage für (4.9) wird der
Satz 15.2 aus AGMON, DOUGLIS & N IRENBERG[1] herangezogen. Daher werden zunächst die
dortigen Schreibweisen eingeführt. Die linken Seiten von (4.9) erlauben auch eine Schreibweise
mit Matrizen, deren Eintr̈age Differentialoperatoren sind:

Lij(y, ∂α)ζj(y) :=
(
LK,εζ(y)

)i
= f i(y) in ω, y ∈ ω , (4.10a)

Bqj(y, ∂α)ζj(y) = 0 auf∂ω, q = 1, . . . , 4 (4.10b)

mit

Bij(y, ∂α) := δij , (4.11a)

B4j(y, ∂α) := δ3j∂n . (4.11b)

Wenn die Argumente inLij(y, ∂α) und Bij(y, ∂α) den Sinn nichẗandern, werden sie fort-
an ausgelassen. Die Anwendung des Satzes 15.2 aus [1] erfordert die Kenntnis des Hauptteils
(LH,ij) von (Lij) .

Um (LH,ij) zu finden, wird nach [2], Chapter I, derj -ten Unbekanntenζj ein Gewichttj ≥ 0
und der i -ten ZeileLijζj = f i ein Gewichtsi ∈ Z \ N so zugeordnet, daß

degLij(y, ∂α) ≤ si + tj f.ü. inω

gilt. Dabei seiLij = 0 falls si + tj < 0 ist. Der Hauptteil
(
LH,ij(y, ∂α)

)
ist dann exakt durch

diejenigen Eintr̈age von(Lij) gegeben, die

degLij(y, ∂α) = si + tj f.ü. inω
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erfüllen. F̈ur elliptische Operatoren ist es stets möglich, solche Gewichtetj, si zu finden. Diese
müssen aber nicht eindeutig sein. Darüber hinaus ist die Diagonalsumme

3∑
i=1

si + ti =: 2m

stets gerade. Man spricht bei der Zahl2m auch von derOrdnung des Systems. Die Zahlm selbst
bestimmt die Anzahl der Randbedingungen, die vorgeschrieben werden dürfen und m̈ussen, um
überhaupt ein korrekt gestelltes Problem zu erhalten. Es kann zusätzlich noch derq -ten Rand-
bedingungBqjζj = gq ein Gewichtrq , q = 1, . . . ,m so zugeordnet werden, daß stets

degBqj(y, ∂α) ≤ rq + tj f.ü. auf∂ω

gilt. Der Hauptteil des Randoperators ist dann durch die Einträge vonBqj gegeben, welche

degBqj = rq + tj

erfüllen.

Ben̈utzt man die Definitionen vonγαβ(ζε) und %αβ(ζε) , sowie die Gewichte

t1 = t2 = 3, t3 = 4; s1 = s2 = −1, s3 = 0; r1 = r2 = −3, r3 = −4, r4 = −3 ,

so l̈aßt sich in (4.9a)–(4.9b) der Hauptteil isolieren. Es ergibt sich das System(
aαβστ +

4

3
ε2aλβµτbαλb

σ
µ

)
ζα|βτ +

2

3
ε2aαβµτbστ ζ3|αβµ = Fσ , (4.12a)

2aαβστbλαζλ|βστ + aαβστ ζ3|αβστ = F3 (4.12b)

mit

Fσ :=− fσ + aαβστ (bαβζ3)|τ −
1

3
ε2aαβµτbστ |µ%αβ(ζ)

− 2

3
ε2aαβµτbστ

(
bλα|βµζλ + 2bλα|µζλ|β + bλα|βζλ|µ − (cαβζ3)|µ

)
,

F3 :=
3

ε2

(
f 3 + aαβστ

(
bστγαβ(ζ) +

1

3
ε2cστ%αβ(ζ)

)
− 1

3
ε2aαβστ

((
[bλαζλ]|βστ − bλαζλ|βστ

)
+
(
[bλβ(ζλ|α − bλαζ3)]|στ − bλβζλ|αστ

)))
.

(4.13)

Man beachte, daß die linken Seiten die höchsten Ableitungen jeder Unbekannten enthalten. Der
Hauptteil der kovarianten Ableitungen stimmt mit dem der gewöhnlichenüberein. Daher wird
auf ein Umschreiben der kovarianten Ableitungen verzichtet.
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Satz 4.2.2Es sollen(H1) und(H2) der Hypothese 4.0.1 gelten.f = fαaα + f 3a3 sei mit

fα ∈ Hk+1(ω) , f3 ∈ Hk(ω)

für ein k ∈ N0 gegeben. Dann existiert einε0 > 0 und eine universelle (nur vonω abḧangige)
KonstanteCelli > 0 , so daß die folgende Aussage wahr ist:

Für alle ε ∈ (0, ε0] besitzt die L̈osungζε = ζεαa
α + ζε3a

3 von(4.10)die Regulariẗat

ζα ∈ Hk+3(ω) , ζ3 ∈ Hk+4(ω)

und es gilt die Abscḧatzung

‖ζε∗‖k+3,ω
≤ Celli

(
‖f‖

k+1,k+1,k,ω
+ ‖γ(ζε)‖

k,ω
+ ‖ζε3‖k+2,ω

)
, (4.14a)

‖ζε3‖k+4,ω
≤ Celli

( 1

ε2
(‖f 3‖

k,ω
+ ‖γ(ζε)‖

k,ω
) + ‖ζε∗‖k+3,ω

)
. (4.14b)

Beweis.Es seienk ∈ N0 und 0 < ε ≤ 1 . Für ein festesy ∈ ω erḧalt man mit∂α 7→ ikα, k :=
(k1, k2) das Fouriersymbol des Hauptteils vonLK,ε als eine MatrixA mit Einträgen

(A)αβ(ε,y,k) :=

 −
(
a1β1τ + 4

3
ε2aλβµτb1

λb
1
µ

)
kβkτ −

(
a2β1τ + 4

3
ε2aλβµτb2

λb
1
µ

)
kβkτ

−
(
a1β2τ + 4

3
ε2aλβµτb1

λb
2
µ

)
kβkτ −

(
a2β2τ + 4

3
ε2aλβµτb2

λb
2
µ

)
kβkτ

 ,

(A)λ3(ε,y,k) := −2i

3
ε2aαβµτbλτkαkβkµ ,

sowie

(A)3λ(ε,y,k) := −2iaαβστbλαkβkσkτ

und schließlich

(A)33(y) := aαβστkαkβkσkτ .

Das Ziel ist zu zeigen, daß eine vonε und y -unabḧangige KonstanteC > 0 existiert, so daß
gleichm̈aßige Elliptiziẗat für ein System der Ordnung 8, also

C−1|k|8 ≤ detA(ε,y,k) ≤ C|k|8 ∀y ∈ ω ,k ∈ R2 (4.15)

und alle ausreichend kleineε gilt. Durch Entwicklung nach der dritten Spalte findet man

detA(ε,y,k) ≥ aαβστkαkβkσkτ det Ã(ε,y,k)− C0ε
2|k|8

mit Ã(ε,y,k) :=
(
A(ε,y,k)

)
αβ

und einer vonε und y –unabḧangigen KonstantenC0 > 0 .
Dabei wurde einerseits die Tatsache benutzt, daß alle vony –abḧangigen Gr̈oßen, d. h. Produkte
der Komponenten des Metriktensors, des Krümmungstensors sowie dessen kovariante Ableitun-
gen, zuL∞(ω) geḧoren. Andererseits wurde die elementare Ungleichung∑

αi

8∏
i=1

kαi ≥ −C|k|8
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benutzt. Beachte, daß̃A(ε,y,k) symmetrisch ist. Umdet Ã(ε,y,k) abzuscḧatzen, ben̈utzt
man die assoziierte quadratische Formx>Ã(ε,y,k)x mit x = (x1, x2) zur Abscḧatzung der
Eigenwerte vonÃ(ε,y,k) . Es gilt

x>Ãx =
(
aαβστ +

4

3
ε2aλβµτbαλb

σ
µ

)
xαxσkβkτ

≥ C1

∑
α, β

(xαkβ)2 − C2ε
2
∑
α, β

(xαkβ)2 = (C1 − C2ε
2)|x|2 |k|2

mit von ε und y –unabḧangigen KonstantenC1, C2 > 0 . Dabei wurden die Symmetrien
aαβστ = aβαστ = aαβτσ und (gleichm̈aßige) positive Definitheit des Tensorsaαβστ = aαβστ (y) ,
d. h. ,

aαβστ (y)tαβtστ ≥ C1

∑
α, β

(tαβ)2 (4.16)

für alle symmetrischen Matrizen(tαβ) und y ∈ ω , benutzt. Einen Beweis der Abschätzung
(4.16) findet man in [14], Theorem 3.3.2, Seite 134. Für ε ≤ ε1 :=

√
C1/(2C0) liegen die

(reellen) Eigenwerte vonÃ(ε,y,k) also außerhalb der Kugel vom Radius(C1 − C2ε
2)|k|2 .

Folglich gilt

det Ã(ε,y,k) ≥ (C1 − C2ε
2)2|k|4 . (4.17)

Mit nochmaliger Anwendung von (4.16) findet man

detA(ε,y,k) ≥
(
C1(C1 − C2ε

2)2 − C0ε
2
)
|k|8 .

Also gilt für alle y ∈ ω und alle ε ∈ (0, ε1] zun̈achst

detA(ε,y,k) ≥ (
C3

1

4
− ε2C0)|k|8

und somit

detA(ε,y,k) ≥ C3
1

8
|k|8

für alle y ∈ ω und alle ε ∈ (0, ε0] mit

ε0 := min {

√
C3

1

8C0

, ε1} .

Damit ist mit C := 8/C3
1 die Forderung (4.15) bewiesen. Auf eine Nachprüfung der

”
com-

plementing condition“ und der
”
supplementing condition“ wird hier verzichtet, da es sich klar

um ein Dirichletsystem handelt, vgl. [52]. Die Voraussetzungen an die Glattheit vonω und ϕ
erlauben schließlich die Anwendung des Satzes 15.2 aus [1]. Dieser garantiert hier, daß der
Lösungsoperator zu (4.12) unter (4.9c)–(4.9d)

(Fσ, F3) 7→ ζε : Hk−sσ(ω)2 ×Hk−s3(ω)→ Hk+tσ(ω)2 ×Hk+t3(ω) ,
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wenn er existiert, auch stetig abbildet. Darüber hinaus ist f̈ur ε ∈ (0, ε0] dessen Beschränkt-
heitskonstante vonε unabḧangig. Aus derV K(ω) –Elliptizität der zuLK,ε zugeḧorigen Di-
richletform, siehe (4.5), folgt schließlich mit Lax–Milgram die Existenz und Eindeutigkeit der
Lösung. Damit ḧatte man eine Abschätzung der Gestalt

‖ζε‖
k+3,k+3,k+4,ω

≤ C‖f‖
k+1,k+1,k,ω

für alle ε ∈ (0, ε0] . Mit folgenden Argumenten findet man eine feinere Abschätzung, welche
zur Rechtfertigung der Dimensionreduktion unerläßlich ist. F̈ur eine L̈osungζε zu (4.12) unter
(4.9c)–(4.9d) betrachte man das zu (4.12a)äquivalente System(

aαβστ +
4

3
ε2aλβµτbαλb

σ
µ

)
ζεα|βτ = Fσ − 2

3
ε2aαβµτbστ ζ

ε
3|αβµ , (4.18)

wobei jetzt auf der linken der
”
Hauptteil in ζ∗ “ steht. Dabei sind dieselben Gewichtetα, sβ wie

bereits eingef̈uhrt verwendet. Hierzu gehört das FouriersymbolÃ(ε,y,k) und (4.17) garantiert
die Existenz einer (universellen) KonstantenC > 0 , so daß

‖ζε∗‖k+3,ω
≤ C

(
ε2
∑
α, β, µ

‖ζε3|αβµ‖k+1,ω
+
∑
σ

‖Fσ‖
k+1,k+1,k,ω

)
≤ C

(
ε2‖ζε3‖k+4,ω

+
∑
σ

‖Fσ‖
k+1,k+1,k,ω

)
(4.19)

für alle ε ∈ (0, ε0] besteht. Betrachte andererseits die zu (4.12b)äquivalente skalare Gleichung
für ζε3 , nämlich

aαβστζε3|αβστ = F3 − 2aαβστbλαζλ|βστ . (4.20)

Die Gültigkeit von (4.16) garantiert die gleichm̈aßige Elliptiziẗat des Differentialoperators auf
der linken Seite von (4.20). Damit folgt die Existenz einer KonstantenC > 0 , so daß

‖ζε3‖k+4,ω
≤ C

(
‖ζε∗‖k+3,ω

+ ‖F3‖
k,ω

)
(4.21)

für alle ε ∈ (0, ε0] gilt. Nach Ausnutzung vonHm(ω) ↪→ Hm′(ω) für m ≥ m′ und mit even-
tueller Verkleinerung vonε0 bekommt man durch Kombination von (4.19) und (4.21) schließlich
die Abscḧatzung (4.14) mit einer̈ubersichtlichen Abḧangigkeit vonε .

Für sp̈atere Anwendungen werden zwei Spezialfälle der obigen Abscḧatzung (4.14) ben̈otigt.
Der erste Fall behandelt den Fall kleiner Lasten bezüglich ε . Die Schrankeε0 für ε ist im
folgenden stets diejenige aus dem eben bewiesenen Satz.

Korollar 4.2.3 Es sei0 < ε ≤ ε0, f
α = O(ε2) in H1(ω) , f 3 = O(ε2) in L2(ω) für ε→ 0 .

Die Lösungζε = ζεαa
α + ζε3a

3 von(4.10)gen̈ugt dann den Abschätzungen:

‖γ(ζε)‖
0,ω

+ ε(‖ζε‖
1,1,2,ω

+ ‖%(ζε)‖
0,ω

) ≤ Cε , (4.22a)

‖ζε∗‖2,ω
+ ‖ζε∗‖3,ω

≤ C , (4.22b)

ε
1
2‖ζε3‖3,ω

+ ε‖ζε3‖4,ω
≤ C (4.22c)



4.3 REGULARITÄT FÜR DEN FALL LANGSAMER DYNAMIK 51

für alle ε ∈ (0, ε0] . Die KonstantenC sind linear in ‖f‖
1,1,0,ω

.

Beweis. Mit Cq, q = 0, . . . , 4 werden positive, vonε unabḧangige Konstanten bezeichnet.
Die Gültigkeit von (4.5) zusammen mit (4.16) zieht nach sich, daß das zu (4.10) zugehörige
Variationsproblem genau eine Lösung inV K(ω) besitzt. Es gilt die Variationsabschätzung

ε2‖ζε‖2

1,1,2,ω
≤ C0(‖γ(ζε)‖2

0,ω
+ ε2‖%(ζε)‖2

0,ω
) ≤ C1‖f‖1,1,0,ω

‖ζε‖
1,1,2,ω

.

Mit der Voraussetzung anf folgt also (4.22a). Die Anwendung von (4.14a) für k = 0 liefert
dann ‖ζε∗‖3,ω

≤ C2 , also erst recht‖ζε∗‖2,ω
≤ C2 . Das beweist die Ungleichung (4.22b). Mit

diesem Ergebnis kann (4.14b) für k = 0 angewandt werden, was dann‖ζε3‖4,ω
≤ C3/ε liefert.

Da aber‖ζε3‖2,ω
≤ C gilt, folgt durch Interpolation

‖ζε3‖3,ω
≤ C4

√
‖ζε3‖2,ω

√
‖ζε3‖4,ω

≤ C√
ε
.

Das beendet den Beweis.

Bemerkung

Der obige Beweis zeigt auch, daß die Abschätzung (4.14) sogar für k ≥ −2 korrekt ist.

Der Fall großer Lasten wird im Zusammenhang mit elliptischen Schalen abgehandelt.

4.3 Regularität für den Fall langsamer Dynamik

In diesem Abschnitt wird die Regularität des zeitabḧangigen Problems (4.6) auf derlangsamen
Zeitskalaτ := εt diskutiert.

Im Gegensatz zu holomorphen Halbgruppen, agieren dieC0 –(Halb–)Gruppen nicht glättend.
Vielmehr muß die geẅunschte Glattheit schon in den Anfangsdaten enthalten sein. Die Hilfs-
mittel zu Regulariẗatsaussagen für das hier vorliegende Problem sind im nächsten Lemma und
Korollar aufgef̈uhrt.

Lemma 4.3.1 Der lineare OperatorL mit dem DefinitionsbereichD(L) erzeuge im Banach-
raum X eine C0 –GruppeG(t), t ∈ R . Ist u ∈ D(L) , dann gilt

G(t)u ∈ D(L) und LG(t)u = G(t)Lu

für jedest ∈ R .

Beweis. Siehe z. B. A. FRIEDMAN, [20], Lemma 1.1, Seite 93.

Korollar 4.3.2 Es sollen die Voraussetzungen und Bezeichnungen des obigen Lemmas gelten.
Für jedesm ∈ N ist die folgende Aussage wahr. Istu ∈ D(Lm) , dann gilt

G(t)u ∈ D(Lm) und LmG(t)u = G(t)Lmu

für jedest ∈ R .
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Beweis. Durch Induktion nachm unter konsequenter Anwendung des Lemmas 4.3.1.

Im Fall des Problems (4.6) ist die GruppeGK,ε(t) von

LK,ε :=

(
0 1

−LK,ε 0

)

in XK mit D(LK,ε) = D(LK,ε)×V K(ω) erzeugt. Im folgenden bedeutet für ein m ∈ N , daß

(η, η̇) ∈ D
(
(LK,ε)m

)
:⇔ (LK,ε)m(η, η̇) ∈ XK

gilt. Konkret für m = 4 hat man somit

(η, η̇) ∈ D
(
(LK,ε)4

)
⇔ (η, η̇) ∈ D

(
(LK,ε)5/2

)
×D

(
(LK,ε)2

)
.

Die Wohldefiniertheit von(LK,ε)1/2 folgt aus (4.5) und (4.4). Der Satz 4.2.2 klärt die Struktur
von D(LK,ε) .

Hinsichtlich der sp̈ateren Anwendung wird hier nur der benötigte Fall ausf̈uhrlich beschrieben.

Definition 4.3.3 Es seienpε0 resp. pε1 Elemente ausD
(
(LK,ε)3/2

)
resp. D

(
LK,ε

)
, die f̈ur

ε→ 0 das Landau-SymbolO(1) in H4(ω)×H4(ω)×H6(ω) resp.H3(ω)×H3(ω)×H4(ω)
besitzen. Dann werden die Lösungenζεk, (k = 0, 1) zu

LK,εζk = −ε2pεk in L2(ω)3 (4.23)

unter Randbedingungen(4.11) reduzierte Anfangsbedingungen der langsamen Schalendynamik
zu pεk genannt.

Die obige Definition sieht an dieser Stelle künstlich aus. Sp̈ater wird dem Leser gezeigt, daßpεk
die Mittelwerte (̈uber die Schalendicke) der Anfangsbeschleunigungen des dreidimensionalen
Problems sind. Die Gleichung (4.23) wird dann die Konstruktionsvorschrift für die Anfangsbe-
dingungen des zugehörigen dimensionsreduzierten Problems sein. Das Auftreten des Faktorsε2

in (4.23) ist auf die Einf̈uhrung der langsamen Zeitskalaτ = εt zurückzuf̈uhren. Es gilt der
folgende Regulariẗatssatz f̈ur die langsame Koiter–Dynamik.

Satz 4.3.4Die Annahmen(H1) und (H2) der Hypothese 4.0.1 sollen gelten. Es seien(ζε0, ζ
ε
1)

laut obiger Definition 4.3.3 gegeben. Für ε ∈ (0, ε0] sei mit ζε(τ) die Lösung zu

LK,εζε = −ε2 d2

dτ 2
ζε in L2(ω)3 , (4.24)

mit

ζε(0) = ζε0 ,
d

dτ
ζε(0) = ζε1
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unter Randbedingungen(4.11)bezeichnet. Dann existiert eine KonstanteC > 0 , so daß

‖γ
(
ζε(τ)

)
‖

0,ω
+ ε(‖ζε(τ)‖

1,1,2,ω
+ ‖%

(
ζε(τ)

)
‖

0,ω
) ≤ Cε , (4.25a)

‖ζε∗(τ)‖
2,ω

+ ‖ζε∗(τ)‖
3,ω
≤ C , (4.25b)

ε
1
2‖ζε3(τ)‖

3,ω
+ ε‖ζε3(τ)‖

4,ω
≤ C (4.25c)

für alle ε ∈ (0, ε0] und alle τ ∈ R gilt. Für

ζ̈ε(τ) :=
d2

dτ 2
ζε(τ)

gilt die gleiche Aussage mit Abschätzungen

‖γ
(
ζ̈ε(τ)

)
‖

0,ω
+ ε(‖ζ̈ε(τ)‖

1,1,2,ω
+ ‖%

(
ζ̈ε(τ)

)
‖

0,ω
) ≤ C , (4.26a)

‖ζ̈ε∗(τ)‖
2,ω

+ ‖ζ̈ε∗(τ)‖
3,ω
≤ C/ε , (4.26b)

ε
1
2‖ζ̈ε3(τ)‖

3,ω
+ ε‖ζ̈ε3(τ)‖

4,ω
≤ C/ε . (4.26c)

In (4.25) kann ζε(τ) durch ζ̇ε(τ) , und in (4.26) kann ζ̈ε(τ) durch
...
ζ
ε
(τ) ersetzt werden.

Darüber hinaus ist jede der obigen KonstantenC durch ein positives Vielfaches von

‖pε0‖4,4,6,ω
+ ‖pε1‖3,3,4,ω

nach oben beschränkt.

Beweis. Die Existenz vonζε(τ) ist durch den Satz 4.1.1 geklärt. Es bleibt die Abscḧatzungen
zu beweisen. Es sei

HK, ε
slow(ζ, ζ̇) := BK, ε(ζ, ζ) + ε2(ζ̇, ζ̇)ω

mit

BK, ε(ζ, ζ) := Bm(ζ, ζ) +
1

3
ε2Bb(ζ, ζ)

die Energie der langsamen Koiter–Dynamik bezeichnet. In der Definition der Größenζεk, (k =
0, 1) und der Forderung an die zugehörigen Erzeugerpεk , siehe Definition 4.23, ist enthalten,
daßpεk mindestens zuH1(ω)×H1(ω)× L2(ω) geḧort. Damit kann der Satz 4.2.2 angewandt
werden. Es folgt

(ζε0, ζ
ε
1) ∈ D

(
(LK,ε)5/2

)
×D

(
(LK,ε)2

)
(4.27)

und aus (4.14) die Abschätzung

‖γ(ζεk)‖0,ω
+ ε(‖ζεk‖1,1,2,ω

+ ‖%(ζεk)‖0,ω
) ≤ Cε‖pεk‖1,1,2,ω

, (4.28a)

‖ζεk,∗‖2,ω
+ ‖ζεk,∗‖3,ω

≤ C‖pεk‖1,1,2,ω
, (4.28b)

ε
1
2‖ζεk,3‖3,ω

+ ε‖ζεk,3‖4,ω
≤ C‖pεk‖1,1,2,ω

(4.28c)
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für alle ε ∈ (0, ε0] . Aus (4.27) und dem Korollar 4.3.2 folgt also(
ζε(τ),

d

dτ
ζε(τ)

)
∈ D

(
(LK,ε)4

)
.

Damit kann
(
ζε(τ), d

dτ
ζε(τ)

)
mindestens viermal nachτ differenziert werden, und es gilt

d`

dτ `

(
ζε(τ)

d
dτ
ζε(τ)

)
= (LK,ε)`

(
ζε(τ)

d
dτ
ζε(τ)

)
∈ XK (4.29)

für ` = 1, . . . , 4 . Dar̈uber hinaus ist jede der Gleichungen (4.29) Hamiltonisch (bezüglich der
kanonischen symplektischen Form aufXK ) mit der Energieerhaltung

HK, ε
slow

( d`

dτ `
ζε(τ),

d`+1

dτ `+1
ζε(τ)

)
= HK, ε

slow

( d`

dτ `
ζε(0),

d`+1

dτ `+1
ζε(0)

)
(4.30)

für ` = 0, . . . , 4 . Insbesondere erhält man f̈ur ` = 0

HK, ε
slow

(
ζε(τ),

d

dτ
ζε(τ)

)
= HK, ε

slow

(
ζε0,

d

dτ
ζε1
)

≤ C
(
‖γ
(
ζε0
)
‖2

0,ω
+ ε2‖%

(
ζε0
)
‖2

0,ω
+ ε2(ζε1, ζ

ε
1)ω

)
.

Mit (4.28a) ist der letzte Term durchCε2(‖pε0‖
2

1,1,2,ω
+ ‖pε1‖

2

1,1,2,ω
) beschr̈ankt. Beachtet man

noch, daß aus (4.23) die Gültigkeit von

BK, ε(ζε0, ζ
ε
0) = −ε2(ζε0, p

ε
0)ω

folgt, so hat man damit die Abschätzung (4.25a) gezeigt.

Die Beziehung (4.30) liefert für ` = 1

ε2‖ζ̈ε(τ)‖2

0,ω
≤ HK, ε

slow

(
ζ̇ε1(0), ζ̈ε(0)

)
.

Da aberζε(τ) die Gleichung (4.24) l̈ost, folgt aus der Stetigkeit von̈ζε(τ) und aus (4.23)

−ε2 d2

dτ 2
ζε(0) = LK,εζε0 = −ε2pε0 in D

(
(LK,ε)3/2

)
.

Somit ergibt sich insbesondere

ε2‖ζ̈ε3(τ)‖2

0,ω
≤ BK, ε(ζε1, ζ

ε
1) + ε2

(
pε0, p

ε
0

)
ω

≤ Cε2(‖pε0‖
2

1,1,2,ω
+ ‖pε1‖

2

1,1,2,ω
) . (4.31)

Für ` = 2 liefert (4.30) unter anderem auch

C0ε
2‖ζ̈ε(τ)‖2

1,1,2,ω
≤ C1(‖γ

(
ζ̈ε(τ)

)
‖2

0,ω
+ ε2‖%

(
ζ̈ε(τ)

)
‖2

0,ω
)

≤ BK, ε
(
ζ̈ε(0), ζ̈ε(0)

)
+ ε2

(...
ζ
ε
(0),

...
ζ
ε
(0)
)
ω

= ‖pε0‖
2

1,1,2,ω
+ ε2(pε1, p

ε
1)ω .
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Die letzte Ungleichung beweist die Abschätzung (4.26a). Zusammen mit (4.31) kann (4.14) mit

f := −ε2ζ̈ε(τ)

herangezogen werden. Das liefert die Richtigkeit der Abschätzungen (4.25).

Um die ḧoheren Sobolevnormen für ζ̈ε(τ) abzuscḧatzen, wird der Satz 4.2.2 auf

LK,εζ̈ε(τ) = −ε2 d4

dτ 4
ζε(τ) (4.32)

angewandt. F̈ur ` = 3 erḧalt man aus (4.30)

C0ε
2‖ d4

dτ 4
ζε3(τ)‖2

0,ω
≤ BK, ε

(...
ζ
ε
(0),

...
ζ
ε
(0)
)

+ ε2
(....
ζ
ε
(0),

....
ζ
ε
(0)
)
ω

= BK, ε(pε1, p
ε
1) + ε2

(
LK,εpε0, L

K,εpε0

)
ω

≤ C1

(
‖pε1‖

2

1,1,2,ω
+ ε2‖pε0‖

2

3,3,4,ω

)
.

Schließlich liefert (4.30) f̈ur ` = 4 die Ungleichung

C0ε
2‖ d4

dτ 4
ζε∗(τ)‖2

1,ω
≤ BK, ε

(
LK,εpε0, L

K,εpε0
)

+ ε2
(
LK,εpε1, L

K,εpε1

)
ω

≤ C1

(
‖(LK,ε)3/2p0‖

2

0,ω
+ ε2‖pε1‖

2

3,3,4,ω

)
.

Mit den letzten beiden Ungleichungen, sowie mit der bereits bewiesenen Abschätzung (4.26a),
kann auf (4.32) der Satz 4.2.2 angewandt werden. Da jetzt die rechte Seite eineε –Potenz we-
niger besitzt als im Korollar 4.2.3 vorausgesetzt wurde, ergeben sich also die Abschätzungen
(4.26).

4.4 Koiterscher Fluß bei elliptischen Schalen

Von besonderem Interesse in der Theorie der Schalen sind diejenigen mit elliptischer Mittel-
fläche. Im Konstruktionswesen werden solche Schalen häufig als perfekte Tragwerke bezeich-
net. Diese verm̈ogen aufgrund ihrer Geometrie bei richtiger Einspannung große Lasten bei hoher
Schlankheit zu tragen.

Definition 4.4.1 Ein Flächensẗuck S = ϕ(ω) heißt (gleichm̈aßig)elliptischgenau dann, wenn
sein Kr̈ummungstensor

(
bαβ(y)

)
definit (positiv oder negativ) ist, d.h. , es existiert eine Kon-

stanteC > 0 , so daß∑
α

|ηα|2 ≤ C|bαβ(y)ηαηβ| ∀y ∈ ω, ∀ (ηα) ∈ R2

gilt. Eine SchaleSε = Φε(Ω
ε
) laut Definition 3.2.2, (i), heißtelliptischgenau dann, wenn ihre

MittelflächeS = ϕ(ω) elliptisch ist.
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Bemerkung

Elliptische Schalen besitzen in jedem Punkt ihrer Mittelfläche eine positive Gaußkrümmung.
Insbesondere ist ein Vorzeichenwechsel der Hauptkrümmungen ausgeschlossen.

Die folgende Ungleichung Kornschen Typs ist in [14], Theorem 2.7-3, Seite 108, bewiesen.

Lemma 4.4.2 Es gelte die Annahme(H2) der Hypothese 4.0.1. Das Flächensẗuck ϕ(ω) sei
elliptisch. Dann existiert eine KonstanteC = C(ω, ϕ) > 0 , so daß

‖γ(η)‖
0,ω
≥ C

(
‖η∗‖1,ω

+ ‖η3‖0,ω

)
∀η ∈ V M(ω) := H1

0 (ω)×H1
0 (ω)× L2(ω)

(4.33)

besteht.

Bemerkung
a) Die Ungleichung (4.33) garantiert also, daß die Seminorm

V M(ω) 3 η 7→ ‖γ(η)‖
0,ω

tats̈achlich eine Norm ist, die zur gewöhnlichen Norm des RaumesH1
0 (ω)×H1

0 (ω)×L2(ω)
äquivalent ist.

b) Schalen, bei welchen‖γ( · )‖
0,ω

eine Normüber dem Raum zulässiger Verschiebungen

ist, nennt man auchMembranschalen. Ist ‖γ( · )‖
0,ω

dagegen eine echte Seminorm, so
spricht man auch vonverallgemeinerten Membranschalen, siehe hierzu [7] f̈ur mehr De-
tails.

c) Der RaumV M(ω) wird gelegentlich auch alsMembranraum der Schalebezeichnet.

d) In SLICARU [56, 57] ist gezeigt, daß die hinreichenden Bedingungen im Lemma 4.4.2 für
die Gültigkeit von (4.33) tats̈achlich auch notwendig sind. Die FlächeS muß notwendi-
gerweise elliptisch und die zulässigen Vektorfelderη müssen zuV M(ω) geḧoren, wenn
eine Ungleichung wie in (4.33) bestehen soll.

Die obige Ungleichung (4.33) zieht zusammen mit dem Lemma A.1.4 die Existenz eines
”
Mem-

branflusses“ aufV M(ω)× L2(ω)3 nach sich. Dieser wird von der Energie

HM(η, η̇) := Bm(η, η) + (η̇, η̇)ω

unter der kanonischen symplektischen Form aufL2(ω)3 erzeugt. Im Gegensatz zum Koiterschen
Modell ist das hier vorliegende nicht singulär gesẗort. Grunds̈atzlich ist es m̈oglich, den vonHM

erzeugten Fluß als Ausgangspunkt für eine Approximation der Schalendynamik im Dreidimen-
sionalen zu verwenden. In dieser Arbeit wird auf diesen Zugang verzichtet. Der Grund dafür ist,
daß beim Erzwingen vonη3 ∈ H1

0 (ω) schon im f̈uhrenden Term ein Grenzschichtprofil auftritt.
Vielmehr wird hier auch die Rechtfertigung der Approximation für Membranschalen mit Hilfe
des Koiterschen Modells bevorzugt.

Zur Vorbereitung der Membrananalyse sollen in den nächsten Unterabschnitten Abschätzungen
für den Fall großer Lasten und schneller Dynamik bereitgestellt werden.
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4.4.1 Regulariẗat im zeitunabhängigen Fall

Es gilt das zum Korollar 4.2.3 analoge

Korollar 4.4.3 Es sollen(H1) und (H2) der Hypothese 4.0.1 für ein elliptisches Fl̈achensẗuck
gelten. F̈ur 0 < ε ≤ ε0 sei f mit fα = O(1) in H1(ω) und f 3 = O(1) in L2(ω) für
ε → 0 vorgelegt. Dann existiert einC > 0 , so daß die L̈osungηε = ηεαa

α + ηε3a
3 von (4.9)

den Abscḧatzungen

‖ηε‖
1,1,0,ω

+ ‖γ(ηε)‖
0,ω

+ ε(‖ηε3‖2,ω
+ ‖%(ηε)‖

0,ω
) ≤ C , (4.34a)

‖ηε‖
2,2,1,ω

+ ‖γ(ηε)‖
1,ω

+ ε(‖ηε3‖3,ω
+ ‖%(ηε)‖

1,ω
) ≤ C√

ε
, (4.34b)

‖ηε∗‖3,ω
+ ‖γ(ηε)‖

2,ω
+ ε(‖ηε3‖4,ω

+ ‖%(ηε)‖
2,ω

) ≤ C

ε
(4.34c)

für alle ε ∈ (0, ε0] gen̈ugt.

Beweis.Es gelten die Voraussetzungen des Korollars. Die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung
ηε ist klar. Aus der Ungleichung (4.33) bekommt man eine bessere Variationsabschätzung als
bei Schalen beliebiger Mittelfl̈ache. Es gilt

‖ηε‖2

1,1,0,ω
≤ C0(‖γ(ηε)‖2

0,ω
+ ε2‖%(ηε)‖2

0,ω
) ≤ C1‖f‖1,1,0,ω

‖ηε‖
1,1,0,ω

≤ C2‖f‖1,1,0,ω
‖γ(ηε)‖

0,ω

sowie

ε2‖ηε3‖
2

2,ω
≤ C‖f‖

1,1,0,ω
.

Das beweist die Ungleichung (4.34a) sogar für ε ∈ (0, 1) .

Die Voraussetzung des Satzes 4.2.2 sind für ε ∈ (0, ε0] erfüllt. Das erlaubt die Anwendung von
(4.14) f̈ur k = 0 . Zusammen mit (4.34a) ergibt sich

‖ηε∗‖3,ω
≤ C

ε
und ‖ηε3‖4,ω

≤ C

ε2
.

Wegen

‖ηε∗‖1,ω
≤ C und ‖ηε3‖2,ω

≤ C

ε

folgt durch Interpolation

‖ηε∗‖2,ω
≤ C

ε1/2
und ‖ηε3‖4,ω

≤ C

ε3/2
.

Die Benutzung dieser Ergebnisse zusammen mit

‖γ(ηε)‖
s,ω

+ ε‖%(ηε)‖
s,ω
≤ C

(
‖ηε‖

s+1,s+1,s,ω
+ ε‖ηε3‖s+2,ω

)
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für s = 1 und s = 2 liefert die Abscḧatzungen (4.34b) –(4.34c) und beendet den Beweis.

Bemerkung

Die zentrale Rolle der Ungleichung Kornschen Typs (4.33) ist wiederholt hervorzuheben. Ohne
deren G̈ultigkeit hätte man f̈ur ‖γ(ηε)‖

0,ω
bestenfalls eine Abschätzung der Gestalt

‖γ(ηε)‖
0,ω
≤ C

ε
.

Damit würde eine Rechtfertigung der Membrandynamik scheitern.

4.4.2 Regulariẗat im zeitabhängigen Fall

Für Membranschalen läßt sich mit Hilfe des Koiterschen Modells auch eine schnelle Dynamik,
d. h. diejenige auf der unskalierten Zeitskala, rechtfertigen. Die Grundlagen hierfür werden in
diesem Abschnitt bereitgestellt.

Definition 4.4.4 Es seienqε0 resp. qε1 Elemente ausD
(
(LK,ε)3/2

)
resp. D

(
LK,ε

)
, die f̈ur

ε→ 0 das Landau-SymbolO(1) in H4(ω)×H4(ω)×H6(ω) resp.H3(ω)×H3(ω)×H4(ω)
besitzen. Dann werden die Lösungenηεk, (k = 0, 1) zu

LK,εηk = −qεk in L2(ω)3 (4.35)

unter Randbedingungen(4.11) reduzierte Anfangsbedingungen der schnellen Schalendynamik
zu qεk genannt.

Diese Definition ist das Analogon zur Definition 4.3.3. Es gilt der folgende Satz für die schnelle
Koiter–Dynamik im Falle elliptischer Mittelfl̈achen.

Satz 4.4.5Es sollen die Annahmen(H1) und (H2) der Hypothese 4.0.1 für ein elliptisches
Flächensẗuck gelten. Es seien(ηε0, η

ε
1) laut Definition 4.4.4 gegeben. Für ε ∈ (0, ε0] mit dem

ε0 aus dem Satz 4.2.2 bezeichnetηε(t) die Lösung zu

LK,εηε = − d2

dt2
ηε in L2(ω)3 , (4.36)

mit

ηε(0) = ηε0 ,
d

dt
ηε(0) = ηε1

unter Randbedingungen(4.11). Dann existiert eine KonstanteC > 0 , so daß

‖ηε(t)‖
1,1,0,ω

+ ‖γ
(
ηε(t)

)
‖

0,ω
+ ε(‖ηε3(t)‖

2,ω
+ ‖%

(
ηε(t)

)
‖

0,ω
) ≤ C , (4.37a)

‖ηε(t)‖
2,2,1,ω

+ ‖γ
(
ηε(t)

)
‖

1,ω
+ ε(‖ηε3(t)‖

3,ω
+ ‖%

(
ηε(t)

)
‖

1,ω
) ≤ C√

ε
, (4.37b)

‖ηε∗(t)‖3,ω
+ ‖γ

(
ηε(t)

)
‖

2,ω
+ ε(‖ηε3(t)‖

4,ω
+ ‖%

(
ηε(t)

)
‖

2,ω
) ≤ C

ε
(4.37c)
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für alle ε ∈ (0, ε0] und alle t ∈ R gen̈ugt. Für

η̈ε(t) :=
d2

dt2
ηε(t)

ist die gleiche Aussage mit Abschätzungen

‖η̈ε(t)‖
1,1,0,ω

+ ‖γ
(
η̈ε(t)

)
‖

0,ω
+ ε(‖η̈ε3(t)‖

2,ω
+ ‖%

(
η̈ε(t)

)
‖

0,ω
) ≤ C , (4.38a)

‖η̈ε(t)‖
2,2,1,ω

+ ‖γ
(
η̈ε(t)

)
‖

1,ω
+ ε(‖η̈ε3(t)‖

3,ω
+ ‖%

(
η̈ε(t)

)
‖

1,ω
) ≤ C√

ε
, (4.38b)

‖η̈ε∗(t)‖3,ω
+ ‖γ

(
η̈ε(t)

)
‖

2,ω
+ ε(‖η̈ε3(t)‖

4,ω
+ ‖%

(
η̈ε(t)

)
‖

2,ω
) ≤ C

ε
(4.38c)

wahr. Die gleichen Abscḧatzungen gelten für η̇ε(t) und
...
η ε(t) . Die KonstantenC können durch

ein positives Vielfaches von‖qε0‖4,4,6,ω
+ ‖qε1‖3,3,4,ω

nach oben beschränkt werden.

Beweis. Mit

HK, ε
fast (η, η̇) := BK, ε(η, η) + (η̇, η̇)ω

sei die Energie der schnellen Koiter–Dynamik bezeichnet. Aus der Definition der reduzierten
Anfangsbedingungenηεk, (k = 0, 1) folgt, daß die zugeḧorigen Erzeugerqεk mindestens zu
H1(ω) × H1(ω) × L2(ω) geḧoren. Damit kann also das Korollar 4.4.3 angewandt werden. Es
folgt

‖ηεk‖1,1,0,ω
+ ‖γ(ηεk)‖0,ω

+ ε(‖ηεk,3‖2,ω
+ ‖%(ηεk)‖0,ω

) ≤ C , (4.39a)

‖ηεk‖2,2,1,ω
+ ‖γ(ηεk)‖1,ω

+ ε(‖ηεk,3‖3,ω
+ ‖%(ηεk)‖1,ω

) ≤ C√
ε
, (4.39b)

‖ηεk,∗‖3,ω
+ ‖γ(ηεk)‖2,ω

+ ε(‖ηεk,3‖4,ω
+ ‖%(ηεk)‖2,ω

) ≤ C

ε
(4.39c)

für alle ε ∈ (0, ε0] . Dar̈uber hinaus istC proportional zuC1

(
‖q0‖4,4,6,ω

+‖qε1‖3,3,4,ω

)
. Wie im

Beweis des Satzes 4.3.4 gezeigt, folgert man auch hier die Energieerhaltung

HK, ε
fast

( d`

dt`
ηε(t),

d`+1

dt`+1
ηε(t)

)
= HK, ε

fast

( d`

dt`
ηε(0),

d`+1

dt`+1
ηε(0)

)
(4.40)

für ` = 0, . . . , 4 . Aus der Definition vonηε0 folgt

BK, ε(ηε0, η
ε
0) = −(ηε0, q

ε
0)ω .

Zusammen mit der Energieerhaltung (4.40) für ` = 0 erḧalt man wie im Beweis des Korollars
4.4.3 die G̈ultigkeit der Abscḧatzung (4.37a). F̈ur ` = 2 erḧalt man aus (4.40) unter Beachtung
der Kornschen Ungleichung (4.33) noch

‖η̈ε(t)‖2

1,1,0,ω
+ ε2‖η̈ε(t)‖2

1,1,2,ω
≤ C(‖γ

(
η̈ε(t)

)
‖2

0,ω
+ ε2‖%

(
η̈ε(t)

)
‖2

0,ω
)

≤ C1(‖qε0‖
2

1,1,2,ω
+ ‖qε1‖

2

0,ω
) .
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Das beweist die Ungleichung (4.38a). Damit kann die Abschätzung (4.34) mit

f := −η̈ε(t)

angewandt werden. Das liefert die Abschätzungen (4.37).

Für ` = 4 erḧalt man aus (4.40) mit Hilfe von (4.33) die Ungleichung

C0‖
d4

dt4
ηε(t)‖2

1,1,0,ω
≤ BK, ε

(
LK,εqε0, L

K,εqε0
)

+
(
LK,εqε1, L

K,εqε1

)
ω

≤ C1

(
‖(LK,ε)3/2q0‖

2

0,ω
+ ‖qε1‖

2

3,3,4,ω

)
≤ C

(
‖q0‖

2

4,4,6,ω
+ ‖qε1‖

2

3,3,4,ω

)
.

Mit der letzten Ungleichung und mit Abschätzung (4.38a) kann auf

LK,ε
d2

dt2
ηε(t) = − d4

dt4
ηε(t)

das Korollar 4.4.3 angewandt werden. Das beweist schließlich (4.38b)–(4.38c).

Bemerkung

Es ist bemerkenswert, daß im Gegensatz zum Fall der langsamen Dynamik, die Schranke für die
Beschleunigungη̈ε(t) dieselbe Gr̈oßenordnung wie diejenige vonηε(t) selbst besitzt. Auch
dieses geht wieder auf die Elliptizität der Mittelfl̈ache und die Kornsche Ungleichung (4.33)
zurück.



Kapitel 5

Zum dreidimensionalen Schalenmodell

Die Formulierung des dreidimensionalen Schalenmodells wird in krummlinigen Koordinaten
gegeben. Ein Umschreiben der Modelldaten von kartesischen in die krummlinigen Koordinaten
ist in [14], Kapitel 1, ausf̈uhrlich beschrieben. Es sei daran erinnert, daß die Geometrienotationen
im Kapitel 3 eingef̈uhrt sind. Die Geometriedaten im folgenden beziehen sich auf die im Kapitel
4 geẅahlte Schale, deren Parametrisierung laut (3.10) gegeben ist. Für den Parameterε > 0 gilt
die Abmachung 4.0.2.

Notation 5.0.1 Wenn nicht ausdr̈ucklich anders vermerkt, sind mit kleinen, fettgedruckten latei-
nischen Buchstaben, die einε im Exponenten besitzen, stets Vektorfelder imR3 über Ωε be-
zeichnet. Ihre ko– resp. kontravarianten Komponenten sind bezüglich der lokalen Basen(gi,ε)
resp. (gεj ) zu verstehen. So gilt

uε = uεig
i, ε = ui,εgεi .

Mit H1(Ωε) und L2(Ωε) seien die Funktionenräume wie auf Seitevi bezeichnet. Die Vereinba-
rung H0(Ωε) := L2(Ωε) gilt. Es seik = 0, 1 . Für ein Vektorfeldu schreibt man

‖uεi‖k,Ωε := ‖uεi‖Hk(Ωε)
, ‖uε‖

k,Ωε
:=
(∑3

i=1 ‖uεi‖
2

Hk(Ωε)

) 1
2
,

‖eε(uε)‖
k,Ωε

:=
(∑

i, j ‖eεi‖j(uε)‖
2

Hk(Ωε)

) 1
2
.

Im folgenden wird eine SchaleSε := Φε(Ω
ε
) , wie in der Definition 3.2.2 gegeben, betrachtet.

Von dieser ist angenommen, daß sie aus einem homogenen, isotropen Material mit konstanten
Materialparameternλ > 0 und µ > 0 aufgebaut ist. Darüber hinaus ist ihr seitlicher Rand
Φε(Γε0) verschiebungsfrei eingespannt. Es wird der linear elastische Fall untersucht. Somit wird
die linearisierte Dehnungs–Verschiebungsbeziehung

eεi‖j(u
ε) :=

1

2
(uεi‖j + uεi‖j) , (5.1)

61
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sowie das Hookesche Gesetz

σij,ε(uε) := Aijk`, εeεk‖`(u) (5.2)

zugrundegelegt. Dabei gilt für denElastiziẗatstensordie Definition

Aijk`, ε := λgij, εgk`, ε + µ(gik, εgj`, ε + gi`, εgjk, ε) .

Mit eεi‖j(u
ε) resp.σij,ε(uε) sind die ko– resp. kontravarianten Komponenten desVerzerrungs–

resp. Spannungstensorsbezeichnet. Es seien

V (Ωε) = {(uεi ) | uεi ∈ H1(Ωε) , uεi = 0 auf∂ω × (−ε, ε)}

und

V̇ (Ωε) = {(u̇εi ) | u̇εi ∈ L2(Ωε)}

gegeben. Setze

X ε
2 := V (Ωε)× V̇ (Ωε) .

Der Index 2 soll in Anlehnung auf Kapitel 2 darauf hinweisen, daß die Dynamik aufX ε
2 zu

approximieren ist. Die Hamiltonstruktur der Schale wird mit der kanonischen symplektischen
Form aufX ε

2 , nämlich

Θε(uε, u̇ε, vε, v̇ε) =

∫
Ωε
v̇εi g

ij, ε uεj
√
gε dxε −

∫
Ωε
u̇εi g

ij, ε vεj
√
gε dxε ,

und der Energie

Hε(uε, u̇ε) =
1

2
(u̇ε, u̇ε)Ωε +

1

2
Bε(uε, uε) (5.3)

mit den Bilinearformen

Bε(uε, vε) =

∫
Ωε
Aijk`, εeεi‖j(u

ε)eεk‖`(v
ε)
√
gε dxε ; (5.4a)

(u̇ε, v̇ε)Ωε =

∫
Ωε
u̇εi g

ij, ε v̇εj
√
gε dxε (5.4b)

aufgebaut. Die dimensionslose Massendichte ist hier ohne Einschränkung der Allgemeinheit auf
1 gesetzt. Durch eine passende Gewichtung der Norm inV̇ (Ωε) und entsprechende Anpassung
der symplektischen Form läßt sich der allgemeine Fall auf den vorliegenden zurückführen. Das
Schalenproblem läßt sich nun wie folgt formulieren.

Problem 5.0.2 Es sei ε > 0 ausreichend klein. Erzeugt das in(5.3) gegebene Hamilton–
Funktional Hε in X ε

2 bez̈uglich Θε einen Hamiltonschen Fluß? Wenn dieses zutrifft, dann
stellt sich als n̈achstes das sogenannteDimensionsreduktionsproblem. Wie verḧalt sich f̈ur eine
gegebene Anfangsbedingung die Zeitentwicklung des Verschiebungs– und Geschwindigkeitsfel-
des

(
uε(t), u̇ε(t)

)
, das vonHε getrieben wird, wennε→ 0 gilt? Läßt sich ein dimensionsre-

duziertes Modell zur Beschreibung von
(
uε(t), u̇ε(t)

)
für kleine ε rechtfertigen? Wenn ja, für

welche Gr̈oßenordnungen der Zeit ist das dimensionsreduzierte Modell adäquat?
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Bemerkung

a) Obwohl im oben gestellten Problem die Größen
(
uε(t), u̇ε(t)

)
nur intrinsisch auftreten,

geht es in dieser Arbeit darum, die Komponenten der Felder bezüglich einer geeigneten
lokalen Basis zu finden.

b) Beachte, daß sowohlΘε als auchHε differentalgeometrische Invarianten sind, obwohl
beide extrinsisch definiert sind.

Hinsichtlich eines vonHε erzeugten Hamiltonschen Flusses gilt der

Satz 5.0.3Das zuHε bez̈uglich Θε zugeḧorige VektorfeldXHε : X ε
2 → X ε

2 mit dem Defini-
tionsbereichD(XHε) erzeugt inX ε

2 eine GruppeGε
2(t) von Isometrien bez̈uglich der Ener-

gienorm, d. h. , f̈ur alle t ∈ R und f̈ur alle (uε0, u̇
ε
0) ∈ D(XHε) gilt

d

dt
Gε

2(t)(uε0, u̇
ε
0) = Xε

H

(
Gε

2(t)(uε0, u̇
ε
0)
)

und

1

2

(
u̇ε(t), u̇ε(t)

)
Ωε

+
1

2
Bε
(
uε(t),uε(t)

)
=

1

2
(u̇ε0, u̇

ε
0) +

1

2
Bε(uε0,u

ε
0) , (5.5)

wennGε
2(t)(uε0, u̇

ε
0) =:

(
uε(t), u̇ε(t)

)
gesetzt wird. Dar̈uber hinaus hat man

d

dt
uε(t) = u̇ε(t) in V (Ωε) ,

d

dt
u̇ε(t) = −

(
Lεuε(t)

)i
gεi in V̇ (Ωε) ,

(5.6)

wobei f̈ur das Laḿe–System

(Lεuε)i = −gi, ε · {(λ+ µ)∇(divuε) + µ∇(divuε) + µ∆uε} (5.7)

gilt.

Beweis. Die Existenz der GruppeGε
2(t) folgt schon aus der Tatsache, daß dies in kartesischen

Koordinaten der Fall ist. Alternativ k̈onnen die folgende Ungleichung vom Kornschen Typ und
positiv Definitheit des Elastizitätstensors angewandt werden.

Lemma 5.0.4 Es sollen die Annahmen(H1) und(H2) der Hypothese 4.0.1 gelten. Die Parame-
trisierung der Schale sei durch(3.10)gegeben undε sei beliebig aus(0, ε0) .

(i) Dann existiert eine KonstanteCε = Cε(Ωε, Γε0, Φε) > 0 , so daß

‖vε‖
1,Ωε
≤ Cε‖eε(vε)‖

0,Ωε
(5.8)

für alle vε ∈ V (Ωε) besteht.
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(ii) Es existiert eine KonstanteC1 > 0 , so daß

Aijk`,ε(xε)tijtk` ≥ C1

∑
i,j

(tij)
2 (5.9)

für alle symmetrischen Matrizen(tij) und alle xε ∈ Ω
ε

gilt.

Die Beweise hierzu befinden sich in [14], Theorem 1.7-4, Seite 44 beziehungsweise Theorem
1.8-1, Seite 46. Zusammen mit dem Lemma A.1.4 folgt also die Existenz, Eindeutigkeit und
Energieerhaltung inX ε

2 . Es bleibt nur die Darstellung (5.7) zu klären. Folgend den Ausführun-
gen im Beweis des Lemma A.1.4, Seite 102 mußLεuε der Beziehung

(Lεuε, vε)ε = Bε(uε, vε) ∀uε ∈ D(Lε), vε ∈ V (Ωε) (5.10)

gen̈ugen. Dazu wird die Greensche Formel∫
Ωε
f ε gks, εvεs‖k dV ε = −

∫
Ωε
f ε‖k g

ks, εvεs dV ε +

∫
∂Ωε

f εvε · nε dΓε

benutzt, die inΩε für ausreichend glatte Vektorfeldervε und skalare Felderf ε gilt. Hierbei
sind mit dV ε und dΓε relevante Volumen– und Flächenelemente. Mitnε wird die Normale an
∂Ωε bezeichnet. Damit ergibt sich:

(Lεuε)i =− Aijk`, εek‖`j(uε)

=− 1

2

{
λgij, εgk`, ε(uεk‖`j + uε`‖kj) + µ(gik, εgj`, ε + gi`, εgjk, ε)(uεk‖`j + uε`‖kj)

}
=− gi, ε · {λ∇(divuε) + µ∇(divuε) + µ∆uε}

(5.11)

und

D(Lε) = {vε ∈ V (Ωε) | Lεvε ∈ L2(Ωε)3} .

Bemerkung

a) Die G̈ultigkeit von (5.10) erfordert auch∫
∂Ωε

vεi A
ijk`, εeεk‖`(u

ε)nεj dΓε = 0 ∀uε ∈ D(Lε), vε ∈ V (Ωε) .

Wegen der Definition des RaumesV (Ωε) ist klar, daß sich die obige Integration nur noch
über dieBoden- und Deckfl̈acheΓε

−+
der Schale erstreckt. Da aber dort der Normalenvektor

mit g3, ε = gε3 übereinstimmt, lautet die natürliche Randbedingung

Ai3k`, εeεk‖`(u
ε) = σi3, ε(uε) = 0 für xε3 = −+ε . (5.12)

Diese besagt hier, daß an der Boden- und Deckfläche f̈ur t ≥ 0 der Spannungsvektor
σi3, ε(uε) = σij, ε(uε)nεj verschwindet.
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b) Wegen σij, ε(uε) = Aijk`, εeεk‖`(u
ε) erlaubt das Laḿe–System alternativ zu (5.11) die

Darstellung

(Lεuε)i = −σij, ε‖j(uε) . (5.13)

5.1 Die dicke Schale – Skalierungen

Damit die sp̈atere Konvergenzaussage bezüglich einer vonε –unabḧangigen Norm m̈oglich ist,
wird die übliche Skalierung

Πε : ω × (−1, 1)→ Ωε mit x := (y, x3) 7→ xε := Πε(y, x3) (5.14)

und der Abbildungsvorschrift

xεα = xα = yα und xε3 = εx3 mit x3 ∈ [−1, 1] ,

eingef̈uhrt. Vergleiche hierzu auch die Abbildung 3.2 auf Seite 38. Damit hat man

∂α :=
∂

∂xα
=

∂

∂yα
= ∂εα ,

1

ε
∂3 :=

1

ε

∂

∂x3

= ∂ε3 .

Fortan sei stets

Ω := ω × (−1, 1) .

Die in (3.10) eingef̈uhrte ParametrisierungΦε der SchaleSε kann aufΩ zurückgezogen wer-
den und lautet jetzt

Φ(ε) : Ω→ R
3 mit

Φ(ε)(y, x3) := ϕ(y) + εx3a
3(y) .

(5.15)

Obwohl S := Φ(ε)(Ω) = Φε(Ωε) = Sε gilt, spricht man nun von einerdicken Schale. Dabei
sind aber nur die krummlinigen Koordinaten aus einem

”
dicken“ Gebiet. Durch die Skalierung

entsteht aus der kovarianten Basis{gε1(xε), gε2(xε), gε3(xε)} eine skalierte kovariante Basis
{g1(ε)(x)), g2(ε)(x), g3(ε)(x)} mit

gα(ε)(y, x3) = ∂αΦ(ε)(y, x3) = ∂αϕ(y) + εx3∂αa3(y) ,

= aα(y)− εx3b
%
α(y)a%(y) (5.16a)

und

g3(ε)(y, x3) =
1

ε
∂3Φ(ε)(y, x3) = a3(y) . (5.16b)
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Die zugeḧorigeskalierte kontravariante Basisist durch

g1(ε)(y, x3) =
1− εx3b

2
2(y)

C(y, x3)
a1(y) +

εx3b
1
2(y)

C(y, x3)
a2(y) ,

g2(ε)(y, x3) =
εx3b

2
1(y)

C(y, x3)
a1(y) +

1− εx3b
1
1(y)

C(y, x3)
a2(y) ,

g3(ε)(y, x3) = g3(y, x3)

mit C(y, x3) := 1 − 2εx3h(y) + (εx3)2k(y) gegeben. Der Beweis hierzu erfolgt durch Nach-
prüfen vongi(ε)(y, x3) · gj(ε)(y, x3) = δji .

Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, wird die explizite(y, x3) -Abhängigkeit in den oben
eingef̈uhrten Ausdr̈ucken ausgelassen. Das gleiche soll für Größen gelten, die aus den obigen
abgeleitet werden.

Definition 5.1.1 Es seiΠε die in(5.14)eingef̈uhrte Abbildung. Die skalierten Größen der Scha-
lengeometrie sind dann wie folgt definiert:

gij(ε) := gi(ε) · gj(ε) , gij(ε) := gi(ε) · gj(ε) g(ε) := gε ◦ Πε ,

Γkij(ε) := Γk, εij ◦ Πε , Aijk`(ε) := Aijk`,ε ◦ Πε .

Das Skalierungsverhalten der Skalarprodukte( · , · )Ωε und Bε( · , · ) ist in der n̈achsten Propo-
sition zusammengefaßt.

Proposition 5.1.2 Es sei Πε die in (5.14)eingef̈uhrte Abbildung. Es seienu = uig
i(ε) und

v = vig
i(ε) zwei Vektorfelder̈uber Ω . Dann induziertΠε aus den Bilinearformen( · , · )Ωε

resp.Bε( · , · ) die Bilinearformenε ( · , · )Ω resp. εB(ε)( · , · ) mit

(u, v)Ω :=

∫
Ω

ui g
ij(ε)vi

√
g(ε)dx ,

B(ε)(u, v) :=

∫
Ω

Aijk`(ε)ei‖j(ε, u)ek‖`(ε, v)
√
g(ε) dx .

Für die kovarianten Komponenten desskalierten Verzerrungstensorsgilt dabei

eα‖β(ε, u) =
1

2
(∂αuβ + ∂βuα)− Γpαβ(ε)up , (5.17a)

eα‖3(ε, u) =
1

2
(∂αu3 +

1

ε
∂3uα)− Γpα3(ε)up , (5.17b)

e3‖3(ε, u) =
1

ε
∂3u3 . (5.17c)
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Es gilt die zur Notation 5.0.1 analoge Vereinbarung.

Notation 5.1.3 Mit kleinen, fettgedruckten lateinischen Buchstaben sind stets Vektorfelder im
R

3 über Ω bezeichnet. Ihre ko– resp. kontravarianten Komponenten sind bezüglich der lokalen
Basengi(ε) resp. gj(ε) zu verstehen. Es gilt zum Beispiel

u = uig
i(ε) = uigi(ε) .

Mit H1(Ω) und L2(Ω) seien die Funktionenräume bezeichnet, wie auf Seitevi eingef̈uhrt. Die
VereinbarungH0(Ω) := L2(Ω) gelte. Es seik = 0, 1 . Für ein Vektorfeldu schreibt man

‖ui‖k,Ω := ‖ui‖Hk(Ω)
, ‖u‖

k,Ω
:=
(∑3

i=1 ‖ui‖
2

Hk(Ω)

) 1
2
,

‖e(ε, u)‖
k,Ω

:=
(∑

i, j ‖ei‖j(ε, u)‖2

Hk(Ω)

) 1
2
.

Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, wird auch die kovariante Differentiation bezüglich
Γkij(ε) mit ‖ im Index gekennzeichnet.

Aus (5.16b) folgt∂3g3(ε) ≡ 0 und damit auchΓp33(ε) ≡ 0 . Folglich gilt für die Komponenten
desskalierten Verzerrungstensorsdie Darstellung

ei‖j(ε, u) =
1

2
(ui‖j + uj‖i) . (5.18)

Mit Aijk`(ε) wie in der Definition 5.1.1 und mit (5.18) definiert man durch

σij(ε, u) := Aijk`(ε)ek‖`(ε, u)

denskalierten Spannungstensor. Die relevanten Funktionenräume auf der dicken Schale sind mit

V (Ω) = {(ui) | ui ∈ H1(Ω) , ui = 0 auf∂ω × (−1, 1)}

und V̇ (Ω) = {(u̇i) | u̇i ∈ L2(Ω)} gegeben. Der Phasenraum lautet

X2 := V (Ω)× V̇ (Ω) .

Bemerkung

Aus u = uig
i(ε) = ηja

j folgt durch Multiplikation mit gs(ε) das Transformationsgesetz

uτ = ητ − εx3b
%
τη% ,

u3 = η3 .
(5.19)

Für (b%τ ) ∈ L∞(ω) ist die Transformation f̈ur ausreichend kleineε sicher umkehrbar. Daher
ist es irrelevant, ob die Dreitupel inV (Ω) kovariante Komponenten bezüglich

(
gi(ε)

)
oder
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(ai) bezeichnen. Die obige Transformation läßtV (Ω) sowohl algebraisch als auch topologisch
invariant. Das gleiche gilt f̈ur den Phasenraum.

Die Hamiltonstruktur der dicken Schale ergibt sich mit der symplektischen FormΘ(ε) und der
EnergieH(ε) auf X2 durch

Θ(ε) :=
1

ε
Θε ◦ Πε , H(ε) :=

1

ε
Hε ◦ Πε .

Die Division durch ε eliminiert die ε –Potenz, die in der Funktionaldeterminante der Skalie-
rung auftritt und hat daher keine weitere Bedeutung. Auf der dicken Schale gilt die folgende
Ungleichung vom Kornschen Typ und positive Definitheit des skalierten Elastizitätstensors.

Lemma 5.1.4 Es sollen die Annahmen(H1) und(H2) der Hypothese 4.0.1 gelten. Die Parame-
trisierung der Schale sei durch(5.15)gegeben undε > 0 sei ausreichend klein.

(i) Dann existiert einε0 und eine KonstanteC = C(Ω ,ϕ) > 0 , so daß

‖v‖
1,Ω
≤ C

ε
‖e(ε, v)‖

0,Ω
(5.20)

für alle v ∈ V (Ω) und alle ε ∈ (0, ε0) besteht.

(ii) Dann existiert einε0 und eine KonstanteC1 > 0 , so daß

Aijk`(ε, x)tijtk` ≥ C1

∑
i,j

(tij)
2 (5.21)

für alle symmetrischen Matrizen(tij) , alle x ∈ Ω und alle ε ∈ (0, ε0) gilt.

Der Beweis der Ungleichung (5.20) ist in [9], Theorem 4.1, erbracht. Die positive Definitheit ist
in [8], Lemma 3.1 nachgewiesen.

Mit diesem Lemma folgt der zum Satz (5.0.3) analoge Existenz– und Eindeutigkeitssatz.

Satz 5.1.5Es sei ε ∈ (0, ε0) . Das zuH(ε) bez̈uglich Θ(ε) zugeḧorige VektorfeldXH(ε) :
X2 → X2 mit dem DefinitionsbereichD(XH(ε)) erzeugt inX2 eine GruppeG2(ε, t), t ∈ R
von Isometrien bez̈uglich der durch

√
H(ε)( ·, · ) definierten Norm. Außerdem existiert eine

KonstanteC > 0 , so daß

‖u̇(ε, t)‖2

0,Ω
+ ‖u(ε, t)‖2

1,Ω
≤ C

(
‖u̇0(ε)‖2

0,Ω
+

1

ε2
B
(
u0(ε),u0(ε)

))
(5.22)

für alle t ∈ R, ε ∈ (0, ε0) und
(
u0(ε), u̇0(ε)

)
∈ D(XH(ε)) gilt. Hierbei wurde die Schreib-

weise
(
u(ε, t), u̇(ε, t)

)
:= G2(ε, t)

(
u0(ε), u̇0(ε)

)
ben̈utzt. Dar̈uber hinaus gilt

d

dt
u(ε, t) = u̇(ε, t) in V (Ω) ,

d

dt
u̇(ε, t) = −

(
L(ε)u(ε, t)

)i
gi(ε) in V̇ (Ω) ,

(5.23)
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mit (
L(ε)u(ε, t)

)i
= −σij‖j

(
ε,u(ε, t)

)
. (5.24)

Beweis. Man ben̈utze die Argumente wie im Beweis von Satz 5.0.3, hier allerdings mit der
Ungleichung (5.20) und positiven Definitheit auf der dicken Schale. Die Abschätzung (5.22) ist
eine direkte Folgerung aus (5.20) – (5.21) kombiniert mit der Energieerhaltung.

Damit ist die Existenzfrage im Problem 5.0.2 vollständig gekl̈art. Der Rest der Arbeit behandelt
die Rechtfertigung einer Dimensionsreduktion.





Kapitel 6

Konstruktion einer Approximation

Der Erfolg der formalen asymptotischen Entwicklungen für Platten, siehe DAUGE, GRUAIS &
RÖSSLE, [17, 18], legt es nahe, auch eine Approximation für die Verschiebungsfelder einer
schwingenden Schale in der Form

u(ε) ≈ u0 + εu1 + ε2u2 + · · ·

zu suchen. Hierbei ist vorauszusetzen, daßu0, u1, u2, . . . selbst nicht vonε abḧangen. Ande-
rerseits, in [14], Abschnitt 3.4, wird gezeigt, daß formale asymptotische Entwicklungen schon
für das Statikproblem der Schale nur für Membranschalen oder für Schalen im dehnungslosen
Zustand zum Erfolg f̈uhren. Das Scheitern einer solchen Entwicklung für Schalen beliebiger
Mittelfl äche im allgemeinen wird ebenfalls erläutert. Daher wird ein anderer Zugang zur Kon-
struktion einer Approximation für u(ε, t) erforderlich. Darin muß akzeptiert werden, daß die
resultierenden dimensionsreduzierten Modelle selbst singulär gesẗort sind. In der vorliegenden
Arbeit wird eine Approximation f̈ur u(ε, t) mittels eines Dreidirektoransatzes gewonnen.

Notation 6.0.1 Mit ζ und η werden ausschließlich Vektorfelderüber ω bezeichnet. Die zu-
geḧorigen Komponenten sind bezüglich a1, a2,a3 resp.a1, a2,a3 zu verstehen. Das gilt auch
dann, wennζ und η mit Superskripts versehen sind.

Der Ansatz

Für ausreichend kleineε bildet Aε , der Kandidat f̈ur eine Approximation, Vektorfelder̈uber
ω in Vektorfelderüber Ω ab. Es wird f̈ur Aε im wesentlichen der sogenannteDirektoransatz
herangezogen, nämlich (

Aεζ
)
(ε, x, t) =

(
jζ
)
(ε, x, t) +U (ε, x, t)

mit

jζ
(
ε, x, t) := ζ(y, t) + εx3ζ

1(y, t) + (εx3)2ζ2(y, t) + (εx3)3ζ3(y, t) .

71
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Die Felderζ1, ζ2 und ζ3 werden in diesem Zusammenhang alsSchalendirektorenbezeichnet.
Diese ḧangen explizit vonζ(y, t) und dessen Ortsableitungen ab. Die Schalendirektoren sind
also f̈ur jedes gegebeneζ(y, t) bekannt. MitU ist hier einRandkorrektorbezeichnet. Dieser
ist so zu ẅahlen, daß (

jζ
(
ε, x, t) +U (ε, x, t)

)∣∣
∂ω×(−1, 1)

≡ 0

gilt, und daß zur Herstellung der VerschiebungU in der Schale ausreichend wenig Energie
verbraucht wird. Mit ausreichend wenig ist hier das Verhalten

‖e(ε,U )‖
0,Ω

= O(εκ)

für ε → 0 mit einem geeignetemκ > 0 gemeint. Es sei betont, daß es sich bei den Randkor-
rektorenU nicht um die analogen Grenzschichtprofile aus dem Plattenproblem, siehe RÖSSLE,
[53], §3.2, handelt. Vielmehr wirdU ein Randkorrektor sein, wie er in LIONS, [35], Kapitel II,
Abschnitte 5–8 und Kapitel 4, Abschnitt 8 eingeführt ist. Die Direktorenζ2, ζ3 und der Rand-
korrektorU sind in der vorliegenden Arbeit allesamt nur aus technischen Gründen erforderlich.
Keines dieser Felder wird in den Hauptsätzen auftreten, zumal der Korrektor nicht explizit be-
schrieben wird.

Organisation des Kapitels

Der erste Abschnitt enthält technische Vorbereitungen. Dabei werden einfache Entwicklungen
der Geometriegr̈oßen, sowie die Umschreibung der Verzerrungskomponenten bezüglich der lo-
kalen Basis der Fläche behandelt. Dies erleichtert deren explizit zu kontrollierendeε –Abhängig-
keit.

Der zweite Abschnitt ist der Wahl der Schalendirektoren gewidmet. Für sp̈atere Zwecke werden
dort Abscḧatzungen f̈ur die von jζ hervorgerufenen Spannungen in der Schale bereitgestellt.

Im dritten Abschnitt wird eine Verwandtschaft zwischen dem Lamé–System (5.7) und dem
Koiter–OperatorLK,ε bewiesen. Diese Beziehung ist der

”
Eckstein“ der Rechtfertigung der Di-

mensionreduktion.

Der letzte Abschnitt behandelt die wichtigsten Eigenschaften der Korrektoren.

6.1 Technisches I

Mit ‖ · ‖∞,Ω sei dieübliche Norm desL∞(Ω) bezeichnet. Durch den gesamten Unterabschnitt
gelten f̈ur die Parametrisierungϕ der MittelflächeS und das Parametergebietω die Annahmen
der Hypothese 4.0.1. Die dicke Schale seiüber Ω laut (5.15) parametrisiert. Die maximale Dicke
ε sei stets kleiner als einε0 laut der Abmachung 4.0.2. Die Bezeichnungen der Geometriegrößen
sind diejenigen aus den Kapiteln 3 und 5.
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Lemma 6.1.1 Es existiert einε0 und eine KonstanteC > 0 , so daß die folgenden Abschätzun-
gen

‖gαβ(ε)−
(
aαβ + 2εx3b

αβ + 3(εx3)2cαβ
)
‖∞,Ω ≤ Cε3 ,

‖Γαβτ (ε)− (Γαβτ − εx3b
α
τ |β)‖∞,Ω ≤ Cε2 ,

‖Γαβ3(ε)− (−bαβ − εx3b
α
σb
σ
β)‖∞,Ω ≤ Cε2

für alle ε ∈ (0, ε0] wahr sind. F̈ur alle ε ∈ (0, ε0] gilt

Γ3
αβ(ε) = bαβ − εx3cαβ .

Beweis. Die letzte Aussage folgt aus

Γ3
αβ(ε) = g3 · ∂αgβ = a3 · {∂αaβ − εx3∂α(bσβaσ)}

unter Beachtung der Ableitungsgleichungen von Gauß (3.4a). Der Beweis der Ungleichungen
beruht auf der Darstellunggα(ε) = rατ (ε)aτ mit

rατ (ε) := gα(ε) · aτ = δατ + εx3b
α
τ + (εx3)2bστ b

α
σ +O(ε3) , (6.1)

wobei das Landausymbol inL∞(Ω) für ε → 0 zu verstehen ist. Die Darstellung folgt aus
der Taylorentwicklung der skalierten kontravarianten Basis umx3 = 0 . Die gleichm̈aßige Be-
schr̈anktheit des Restglieds ist durch die Differenzierbarkeitsannahme der Parametrisierungen
geẅahrleistet. Die Abscḧatzung f̈ur Γαβτ (ε) folgt aus

Γαβτ (ε) = gα(ε) · ∂βgτ (ε) = rα% (ε)a% · ∂β{aτ − εx3b
σ
τaσ}

= rα% (ε)
(

Γ%βτ − εx3(b%τ |β + Γστβb
%
σ)
)
.

Bei der letzten Gleichheit wurden die Ableitungsgleichungen von Gauß und die Beziehung (3.7b)
benutzt. Die restlichen Abschätzungen folgen mit den gleichen Argumenten.

Korollar 6.1.2 Es existiert einε0 und eine KonstanteC > 0 , so daß f̈ur alle ε ∈ (0, ε0] der
skalierte Elastiziẗatstensor den folgenden Ungleichungen genügt:

‖Aαβστ (ε)−
(
λaαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)

)
‖∞,Ω ≤ Cε ,

‖Aα3β3(ε)− µ
(
aαβ + 2εx3b

αβ + 3(εx3)2cαβ
)
‖∞,Ω ≤ Cε3 ,

‖Aαβ33(ε)− λ
(
aαβ + 2εx3b

αβ + 3(εx3)2cαβ
)
‖∞,Ω ≤ Cε3 .

Beweis. Die erste Abscḧatzung folgt aus der Definition vonAαβστ (ε) und der G̈ultigkeit der
ersten Ungleichung im Lemma 6.1.1. Durch eventuelle Verkleinerung des dortigenε0 folgt die
Aussage.

Proposition 6.1.3 Ist in Aijk`(ε) ein Index gleich 3, so gilt
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• Aα333(ε) = 0 ,

• A3α3β(ε) = µgαβ(ε) ,

• A33αβ(ε) = λgαβ(ε) ,

• A3αγδ(ε) = 0 ,

• A3333(ε) = λ+ 2µ .

Beweis von Proposition 6.1.3 .Alle Aussagen folgen aus der Orthogonalität

gα(ε) · g3(ε) = gα3(ε) ≡ 0

und der Normierungg33(ε) = g3(ε) · g3(ε) = 1 .

Die restlichen Abscḧatzungen im Korollar 6.1.2 folgen nun aus der Proposition und den Unglei-
chungen im Lemma 6.1.1.

6.1.1 Transformation der Verzerrungen

Die explizit zu kontrollierendeε –Abhängigkeit der Schalendirektoren legt nahe, diese bezüglich
der lokalen Basen der Mittelfläche anzugeben. Um spätere Rechnungen zu vereinfachen, werden
die Komponenten des Verzerrungstensors in die geeignete Form gebracht. Es müssen die kova-
rianten Ableitungen bezüglich

(
gij(ε)

)
durch diejenigen bezüglich (aαβ) ausgedr̈uckt werden.

Notation 6.1.4 Für ein v = (vi) ∈ V (Ω) schreibt man

γαβ(v) :=
1

2
(∂αvβ + ∂βvα)− Γσαβvσ − bαβv3 ,

παβ(v) :=
1

2

(
bγα(∂βvγ − Γσαβvσ) + bγβ(∂αvγ − Γσαβvσ)

)
− cαβv3 .

Bemerkung

Beachte, daß in der obigen Definition die Abbildungv 7→ γαβ(v) eine naẗurliche Fortsetzung
der Abbildungζ 7→ γαβ(ζ) in (4.1) darstellt. Das rechtfertigt die Verwendung desselben Sym-
bols für beide. Ist(vi) = (ζi) , so gilt

γαβ(ζ) :=
1

2
(ζα|β + ζβ|α)− bαβζ3 ,

παβ(ζ) :=
1

2
(bγαζγ|β + bγβζγ|α)− cαβζ3 .

Lemma 6.1.5 Für ein Vektorfeldv = vi g
i(ε) = ṽj a

j über Ω gilt:

eα‖β(ε, v) = γαβ(v)− εx3παβ(v) , (6.2a)

eα‖3(ε, v) =
1

2
(ṽ3|α +

1

ε
∂3ṽα) +

1

2
bβα(ṽβ − x3∂3ṽβ) , (6.2b)

e3‖3(ε, v) =
1

ε
∂3ṽ3 . (6.2c)
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Beweis. Jede der obigen Behauptungen ergibt sich durch konsequente Anwendung der Bezie-
hung

vi‖j = ∂jv · gi(ε) = ∂j{ṽp ap} · gi(ε).

Damit gilt die intrinsische Darstellung

eα‖β(ε, v) =
1

2

(
∂αv · gβ(ε) + ∂βv · gα(ε)

)
.

Mit gβ(ε) = aβ − εx3b
σ
βaσ und der Notation 6.1.4 folgt (6.2a). Insbesondere gilt in lokaler

Darstellung bez̈uglich (aj)

vα‖β = ∂β(ṽia
i) · gα =

[
(ṽγ|β − ṽ3bβγ)a

γ + (ṽ3|β + bγβ ṽγ)a
3
]
· [aα − εx3b

σ
αaσ]

= (ṽα|β − bαβ ṽ3)− εx3b
γ
α(ṽγ|β − bγβ ṽ3) .

Damit folgt

1

2
(vα‖β + vβ‖α) =

1

2
(ṽα|β + ṽβ|α)− bαβ ṽ3 − εx3

1

2
(bγαṽγ|β + bγβ ṽγ|α) + εx3cαβ ṽ3 ,

also die Behauptung (6.2a) in lokaler Darstellung. Die anderen beiden Beziehungen ergeben sich
analog.

6.2 Wahl der Schalendirektoren

Zur Konstruktion der Direktoren injζ werden die formalen Forderungen

σα3(ε, jζ)
∣∣
x3=−+1

= O(ε3) , σ33(ε, jζ)
∣∣
x3=−+1

= O(ε2) , (6.3)

gestellt. Die Strategie besteht darin, bei Vorgabe eines Vektorsζ , die Direktorenζ1, ζ2, ζ3 in
Abhängigkeit vonζ (und dessen Ortsableitungen) so zu wählen, daß die beiden Forderungen in
jederFaser y × (−1, 1) der Schale gelten. D. h. , die Direktoren in (6.6) werden so bestimmt,
daß jζ(ε, x) die naẗurliche Randbedingung an der Boden- und Deckfläche bis auf die oben
angegebenen Ordnungen (formal) erfüllt. Es sei daran erinnert, daß für einen beliebigen, zwei-
fach kovarianten Tensortαβ der Mittelfläche, die differentialgeometrische Invariantetσσ seine
vollständige Kontraktion mitaαβ bezeichnet. So gilt zum Beispiel

γσσ (ζ) = aαβγαβ(ζ) .

Es seiλ2 := λ+ 2µ . Es seiε > 0 ausreichend klein.

Durch die folgende Definition der Schalendirektoren sind die Beziehungen in (6.3) sichergestellt.

Definition 6.2.1 Es seiζ ein Feld mit Komponenten inH3(ω)×H3(ω)×H4(ω) . Der zweifach
kovariante Tensorζ 7→ ϑαβ(ζ) auf der Fl̈ache sei durch

ϑαβ(ζ) :=
(
%αβ(ζ)− bσαζσ|β − bσβζσ|α + 2cαβζ3 −

λ

2λ2

bαβγ
σ
σ (ζ) + cαβζ3

)
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gegeben. Der Tensor%αβ(ζ) ist aus(4.2)bekannt. Die Schalendirektoren sind durch die folgen-
den Vorschriften definiert:

ζ1
α := −ζ3|α − bβαζβ , ζ1

3 := − λ

λ2

γσσ (ζ) ,

ζ2
α :=

λ

2λ2

γσσ|α(ζ) , ζ2
3 :=

λ

2λ2

ϑσσ(ζ)

(6.4)

sowie

ζ3
α :=

λ

6λ2

(
bβαγ

σ
σ|β(ζ)− ϑσσ|α(ζ)

)
, (6.5)

ζ3
3 := 0 .

Bemerkung

Durch eine geeignete (von0 verschiedene) Wahl vonζ3
3 könnte man sogarσ33(ε, jζ)

∣∣
x3=−+1

=

O(ε3) , wenigstens formal, gewinnen. Es stellt sich aber heraus, daß hierdurch die Approxima-
tion (bez̈uglich derH1(Ω) –Norm) nicht verbessert wird. Die Definitionζ3

3 = 0 erscheint aus
rechentechnischen Gründen vern̈unftig.

Für x3 ∈ (−1, 1) und ε ∈ (0, ε0) wird die Abbildung

ζ 7→ jζ(ε, x) := ζ(y) + εx3ζ
1(y) + (εx3)2ζ2(y) + (εx3)3ζ3(y) (6.6)

als eineDirektorapproximationbezeichnet. Das gleiche trifft auch dann zu, wenn für ein T > 0
das Feldζ zu C0

(
[0, T ];H3(ω)×H3(ω)×H4(ω)

)
geḧort.

Der Rest des Unterabschnitts ist der Berechnung vonσij(ε, jζ) gewidmet. Zun̈achst werden
die Eintr̈age des skalierten Verzerrungstensorsei‖j(ε, jζ) angegeben.

Lemma 6.2.2 Es existiert einε0 > 0 und eine KonstanteC > 0 , so daß

1

ε
‖eα‖3(ε, jζ)‖

0,Ω
+ ‖eα‖β(ε, jζ)− γαβ(ζ) + εx3%αβ(ζ)‖

0,Ω
≤ CR1(ε, ζ) (6.7)

mit

R1(ε, ζ) := ε‖γ(ζ)‖
0,ω

+ ε2(‖γ(ζ)‖
2,ω

+ ‖%(ζ)‖
1,ω

) + ε3‖%(ζ)‖
2,ω

für alle ε ∈ (0, ε0], ζ ∈ H3(ω)×H3(ω)×H4(ω) ∩ V K(ω) besteht.

Beweis.Es seiε kleiner als die kleinste der bisher eingeführten Schranken dafür. Seiζ beliebig
ausH3(ω)×H3(ω)×H4(ω)∩V K(ω) . Nach (6.2a) und Definition der Direktorapproximation
gilt

eα‖β(ε, jζ) = γαβ(ζ) + εx3

(
γαβ(ζ1)− παβ(ζ)

)
+ ε2x2

3e
(2)
α‖β(ε, jζ)
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mit

e
(2)
α‖β(ε, jζ) = γαβ(ζ2)− παβ(ζ1) + εx3

(
γαβ(ζ3)− παβ(ζ2)

)
− ε2x2

3παβ(ζ3) .

Durch explizites Nachrechnen findet man

γαβ(ζ1)− παβ(ζ) = −ϑαβ(ζ) ,

sowie

γαβ(ζ2) =
λ

4λ2

(
γσσ|αβ(ζ)− bαβϑσσ(ζ)

)
,

παβ(ζ1) = −1

2

(
bσα(ζ3|σ + b%σζ%)|β + bσβ(ζ3|σ + b%σζ%)|α

)
+

λ

λ2

cαβγ
σ
σ (ζ)

und

γαβ(ζ3) =
λ

12λ2

((
b%αγ

σ
σ|%(ζ)

)
|β +

(
b%βγ

σ
σ|%(ζ)

)
|α − ϑ

σ
σ|αβ(ζ)− ϑσσ|βα(ζ)

)
,

παβ(ζ2) =
λ

4λ2

(
b%αγ

σ
σ|%α(ζ) + b%βγ

σ
σ|%β(ζ)− 2cαβϑ

σ
σ(ζ)

)
,

παβ(ζ3) =
λ

12λ2

(
bτα
(
b%τγ

σ
σ|%(ζ)

)
|β + bτβ

(
b%τγ

σ
σ|%(ζ)

)
|α − b

%
ατ

σ
σ|%β(ζ)− b%βϑ

σ
σ|%α(ζ)

)
.

Mit der Cauchy–Schwarz– und der Dreiecksungleichung folgt also

‖e(2)
α‖β(ε, jζ)‖

0,Ω
≤ C

(
‖γ(ζ)‖

2,ω
+‖ϑσσ(ζ)‖

0,ω
+ ‖ζ‖

1,1,2,ω
+

+ (ε+ ε2)(‖γ(ζ)‖
2,ω

+ ‖ϑσσ(ζ)‖
2,ω

)
)
.

Mit aαβcαβ = bαβbαβ und aus der Definition vonϑαβ(ζ) ist klar, daß

ϑσσ(ζ) = %σσ(ζ)− 2bαβγαβ −
λ

λ2

bααγ
σ
σ (ζ) (6.8)

gilt. Unter Beachtung der inV K(ω) gültigen Ungleichung (4.5) folgt also

‖eα‖β(ε, jζ)− γαβ(ζ) + εx3%αβ(ζ)‖
0,Ω
≤ CR1(ε, ζ) .

Mit Hilfe der Formel (6.2b) berechnet man explizit

eα‖3(ε, jζ) = −ε3x3bταζ
3
τ = − λ

6λ2

bτα

(
bβτ γ

σ
σ|β(ζ)− ϑσσ|τ (ζ)

)
. (6.9)

Ben̈utzt man wieder (6.8), so folgt die Behauptung.

Damit lassen sich die vonjζ hervorgerufenen Spannungen abschätzen.

Lemma 6.2.3 Es existiert einε0 > 0 und eine KonstanteC > 0 , so daß

‖σαβ(ε, jζ)− aαβστ
(
γστ (ζ)− εx3%στ (ζ)

)
‖

0,Ω
≤ CR1(ε, ζ) , (6.10a)

‖σα3(ε, jζ)‖
0,Ω

+ ε‖σ33(ε, jζ)‖
0,Ω
≤ CεR1(ε, ζ) (6.10b)
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für alle ε ∈ (0, ε0], ζ ∈ H3(ω) × H3(ω) × H4(ω) ∩ V K(ω) gilt. Die SchrankeR1(ε, ζ) ist
diejenige aus dem Lemma 6.2.2.

Beweis. Es gilt

σαβ(ε, jζ) = Aαβij(ε)ei‖j(ε, jζ)

= Aαβστ (ε)eσ‖τ (ε, jζ) + 2Aαβ3τ (ε)︸ ︷︷ ︸
= 0

e3‖τ (ε, jζ) + Aαβ33(ε)︸ ︷︷ ︸
= λgαβ(ε)

e3‖3(ε, jζ) .

Damit folgt

σαβ(ε, jζ) =
(
Aαβστ (ε)−

(
λaαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)

))
eσ‖τ (ε, jζ) +

+
(
λaαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)

)(
γαβ(ζ)− εx3ϑαβ(ζ)

)
+

+ε2x2
3e

(2)
α‖β(ε, jζ)

(
λaαβaστ + µ(aασaβτ + aατaβσ)

)
+

+λ
(
gαβ(ε)− aαβ

)
e3‖3(ε, jζ) + λaαβe3‖3(ε, jζ) .

Die Formel (6.2c) liefert

e3‖3(ε, jζ) = − λ

λ2

aστ
(
γστ (ζ)− εx3ϑστ (ζ)

)
.

Mit den Abscḧatzungen im Lemma 6.1.1, Korollar 6.1.2, der Beziehung (6.8) und

‖eσ‖τ (ε, jζ)‖
0,Ω
≤ C

(
‖γ(ζ)‖

0,ω
+ ε‖%(ζ)‖

0,ω
+ R1(ε, ζ)

)
,

folgt die Abscḧatzung (6.10a). Mit den Ergebnissen der Proposition 6.1.3 erhält man

σα3(ε, jζ) = 2µgαβ(ε)e3‖β(ε, jζ) .

Mit Hilfe von 6.2.2 folgt also

‖σα3(ε, jζ)‖
0,Ω
≤ CεR1(ε, ζ) .

Schließlich ergeben die Beziehungen in der Proposition 6.1.3 die Darstellung

σ33(ε, jζ) = λgαβ(ε)eα‖β(ε, jζ) + λ2e3‖3(ε, jζ)

= λ
(
aαβ + 2εx3b

αβ + 3ε2x2
3c
αβ
)(
γαβ(ζ)− εx3ϑαβ(ζ) + ε2x2

3e
(2)
α‖β(ε, jζ)

)
+λ
(
gαβ(ε)− (aαβ + 2εx3b

αβ − 3ε2x2
3c
αβ)
)
eα‖β(ε, jζ) +

−λaστ
(
γστ (ζ)− εx3ϑστ (ζ)

)
.

Mit Hilfe der Taylorentwicklung im Lemma 6.1.1 ergibt sich also

σ33(ε, jζ) = ε2x2
3

(
3cαβγαβ(ζ) + aαβe

(2)
α‖β(ε, jζ)

)
+O

(
εR1(ε, ζ)

)
. (6.11)

Das auftretende Landausymbol ist inL2(Ω) für ε → 0 zu verstehen. Nachdem der erste Term
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in (6.11) selbst durchR1(ε, ζ) beschr̈ankt ist, ist der Beweis abgeschlossen.

6.3 Die Verwandtschaft zum Koiter–Operator

In diesem Unterabschnitt wird die Verbindung zwischen der dreidimensionalen Elastizität und
dem Koiterschen Modell hergestellt. Das Ziel ist, die Kleinheit von∣∣∣B(ε)(jζ, v)− 2

(
LK,εζ, [v]

)
ω

∣∣∣ (6.12)

für alle ε ∈ (0, ε0], ζ ∈ H3(ω)×H3(ω)×H4(ω)∩V K(ω) und allev ∈ V (Ω) nachzuweisen.
Mit [v] ist die Mittelung eines Vektorfeldesv über der Schalendicke bezeichnet. Es gilt die

Definition 6.3.1 Es sei v eine Funktion inL2(Ω) und v ein Vektorfeld mit Komponenten in
L2(Ω) . Dann definiert

[v] :=
1

2

+1∫
−1

v(y, x3) dx3 , [v] :=
1

2

+1∫
−1

v(y, x3) dx3

die zugeḧorigenMittelwerteüber der Schalendicke,.

Im ersten Teil werden benötigte Hilfsabscḧatzungen gesammelt. In einem zweiten Teil werden
diese zusammen mit den Ergebnissen des vorhergehenden Unterabschnitts zur Abschätzung von
(6.12) angewandt.

Von nun an gelte die folgende Vereinbarungüber die Benutzung der Landausymbole:

Notation 6.3.2 Für reelle Zahlens > 0 bezeichnetO(s) ein Element ausL2(Ω) , für das die
folgende Aussage zutrifft. Es existiert eine nur von der gewählten Schale (d. h. vonω und ϕ )
abḧangige KonstanteC > 0 , so daß

‖O(s)‖
0,Ω
≤ Cs

gilt.

6.3.1 Technisches II

Die Differenz zwischen einer Funktion und ihrem Mittelwertüber der Schalendicke läßt sich mit
der Ableitung in die Dickenrichtung kontrollieren.

Lemma 6.3.3 Es existiert eine KonstanteC > 0 , so daß die Abscḧatzung

‖v − [v]‖
0,Ω
≤ C‖∂3v‖0,Ω

(6.13)

für alle v ∈ L2(Ω) mit ∂3v ∈ L2(Ω) gilt.
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Beweis. Es sei v eine beliebige Funktion ausL2(Ω) , so daß ihre Distributionsableitung∂3v
auch zuL2(Ω) geḧort. Nach [19], Seite 9, gilt f̈ur fast alle(y, s) ∈ ω×(−1, 1) die Darstellung

v(y, s) = v(y, −1) +

s∫
−1

∂3v(y, x3) dx3 .

Damit ergibt sich

v(y, s)− [v](y) =

s∫
−1

∂3v(y, x3) dx3 −
1

2

+1∫
−1

s̃∫
−1

∂3v(y, x3) dx3ds̃ .

Mit Hilfe der Cauchy–Schwarz– und der Dreiecksungleichung folgt die Aussage zum Beispiel
mit C = 2

√
2 .

Lemma 6.3.4 Es sei eine Schale gegeben, deren Mittelfläche den Annahmen der Hypothese 4.0.1
gen̈ugt. Dann existiert einε0 und eine KonstanteC > 0 , so daß

ε‖ṽα − [ṽα]‖0,Ω
+ ‖ṽ3 − [ṽ3]‖0,Ω

≤ Cε‖e(ε, v)‖
0,Ω

, (6.14a)

ε‖[x2
3ṽα]−

1

3
[ṽα]‖0,ω

+ ‖[x2
3ṽ3]−

1

3
[ṽ3]‖0,ω

≤ Cε‖e(ε, v)‖
0,Ω

, (6.14b)

‖[x3ṽ3]‖0,ω
≤ Cε‖e(ε, v)‖

0,Ω
(6.14c)

für alle ε ∈ (0, ε0) und alle v = vi g
i(ε) = ṽj a

j ∈ V (Ω) gilt.

Beweis. Es sei ε > 0 beliebig aus einer ausreichend kleinen Umgebung der0 . Für einen
beliebigen Vektorv = ṽj a

j folgt aus (6.2b) – (6.2c) die G̈ultigkeit von

(δ%α − εx3b
%
α)∂3ṽα = 2εeα‖3(ε, v)− εṽ3|α , (6.15a)

∂3ṽ3 = εe3‖3(ε, v) . (6.15b)

Wegen‖(b%α)‖∞,ω ≤ C̃ existiert einε0 , so daß das lineare Gleichungssystem (6.15a) nach∂3ṽα
aufgel̈ost werden kann. Mit Hilfe der Ungleichung Kornschen Typs (5.20) folgt also

‖∂3ṽα‖0,Ω
≤ C‖e(ε, v)‖

0,Ω
. (6.16)

Mit (6.13) folgt die Abscḧatzung (6.14a). Die zweite Abschätzung folgt miẗahnlichen Argumen-
ten aus

[x2
3ṽi]−

1

3
[ṽi] =

1

6

+1∫
−1

∂3(x3
3 − x3)ṽidx3 = −1

6

+1∫
−1

(x3
3 − x3)∂3ṽidx3 .

Schließlich folgt (6.14c) aus

[x3ṽ3] =
1

4

+1∫
−1

∂3(x2
3 − 1)ṽ3dx3 = −1

4

+1∫
−1

(x2
3 − 1)∂3ṽ3dx3 ,
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und mit (6.15b) ist der Beweis abgeschlossen.

Lemma 6.3.5 Es sollen die Voraussetzungen des Lemmas 6.3.4 gelten. Dann existiert einε0

und eine KonstanteC > 0 , so daß

‖γαβ(v)‖
0,Ω

+ ‖[x3παβ(v)]‖
0,ω
≤ C‖e(ε, v)‖

0,Ω
(6.17)

für alle v = vjg
j(ε) = ṽia

i ∈ V (Ω) und alle ε ∈ (0, ε0) gilt.

Beweis. Aus (6.2a) folgt

−x3παβ(v) =
1

ε

(
eα‖β(ε, v)− γαβ(v)

)
.

Andererseits findet man mit Hilfe des Transformationsgesetzes (5.19) die Beziehung

γαβ(v) = eα‖β(ε, v) +
(
Γσαβ(ε)− Γσαβ

)
vσ − εx3cαβv3 . (6.18)

Mit dem Lemma 6.1.1 ergibt sich

−x3παβ(v) =x3b
σ
α|βvσ + x3cαβv3 +O(ε‖v‖

0,Ω
)

=x3b
σ
α|β[vσ] + x3b

σ
α|β
(
vσ − [vσ]

)
+ x3cαβ[v3] + x3cαβ

(
v3 − [v3]

)
+O(ε‖v‖

0,Ω
) .

Integrationüber die Schalendicke und Anwendung der Ungleichung (5.20) beweisen die Aussa-
ge.

6.3.2 Beziehung zum Koiter–Operator

Es gilt der

Satz 6.3.6Es sei eine Schale gegeben, deren Mittelfläche den Annahmen der Hypothese 4.0.1
gen̈ugt. Für ein ζ sei jζ die Direktorapproximation mit den Direktoren laut(6.4)– (6.5). Dann
existiert einε0 und einC > 0 , so daß∣∣∣B(ε)(jζ, v)− 2

(
LK,εζ, [v]

)
ω

∣∣∣ ≤ CR1(ε, ζ)‖e(ε, v)‖
0,Ω

(6.19)

für alle ε ∈ (0, ε0], ζ ∈ H3(ω)×H3(ω)×H4(ω) ∩ V K(ω) und alle v ∈ V (Ω) besteht. Die
SchrankeR1(ε, ζ) ist diejenige aus dem Lemma 6.2.2.

Beweis. Es sei ε > 0 beliebig aus einer ausreichend kleinen Umgebung der0 . Es seien
ζ ∈ H3(ω) × H3(ω) × H4(ω) ∩ V K(ω) und v ∈ V (Ω) gegeben. Mit der Darstellung des
Volumenelements √

g(ε) =
√
a
(
1− εx3h(y) + ε2x2

3k(y)
)
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und den Abscḧatzungen (6.10) f̈ur die Spannungen vonjζ entsteht

B(ε)(jζ, v) =

∫
Ω

Aijk`(ε)ei‖j(ε, jζ)ek‖`(ε, v)
√
g(ε) dx =

∫
Ω

σij(ε, jζ)ei‖j(ε, v)
√
g(ε)dx

=

∫
ω

+1∫
−1

σαβ(ε, jζ)eα‖β(ε, v)
√
a dx3dy +O(R1(ε, ζ)‖e(ε, v)‖

0,Ω
) .

Insbesondere erhält man aus (6.10a) und (6.2a)∫
ω

+1∫
−1

σαβ(ε, jζ)eα‖β(ε, v)
√
a dx3dy =

=

∫
ω

+1∫
−1

aαβστ
(
γαβ(ζ)− εx3%αβ(ζ)

)(
γστ (v)− εx3πστ (v)

)√
a dx3dy

= I1(ε, ζ,v) + I2(ε, ζ,v) + I3(ε, ζ,v)

mit

I1(ε, ζ,v) := 2

∫
ω

aαβστγαβ(ζ)[γστ (v)]
√
ady ,

I2(ε, ζ,v) := −2ε

∫
ω

aαβστ%αβ(ζ)[x3γστ (v)]
√
ady + 2ε2

∫
ω

aαβστ%αβ(ζ)[x2
3πστ (v)]

√
ady ,

I3(ε, ζ,v) := −2ε

∫
ω

aαβστγαβ(ζ)[x3πστ (v)]
√
ady .

Im folgenden werden die Integrale einzeln abgeschätzt. Aus (6.17) folgt∣∣I3(ε, ζ,v)
∣∣ ≤ CR1(ε, ζ)‖e(ε, v)‖ .

Da die Christoffelschen Symbole der Fläche vonx3 unabḧangig sind, vertauscht die Mittelwert-
bildung [ · ] mit der kovarianten Differentiation| . Dar̈uber hinaus geht bei den nächsten Rech-
nungen die Wahl der Dirichlet–Randbedingungen inV K(ω) wesentlich ein. Bei der nachfol-
genden partiellen Integration verschwinden die Randterme, denn es gilt einerseitsζ ∈ V K(Ω)
und andererseits

[v]
∣∣
∂ω

= [x3v]
∣∣
∂ω

= [x2
3v]
∣∣
∂ω
≡ 0 .

Aus aαβστ = aαβτσ erḧalt manaαβστγαβ(ζ)[γστ (v)] = aαβστγαβ(ζ)
(
[ṽσ]|τ−bστ [ṽ3]

)
.Mit dem

Lemma von Ricci gilt somit nach partieller Integration

I1(ε, ζ,v) = −2

∫
ω

aαβστ
(
γαβ|τ (ζ)[ṽσ] + γαβ(ζ)bστ [ṽ3]

)√
ady .
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Wegen den obigen Symmetrien vonaαβστ erḧalt man f̈ur I2(ε, ζ,v) explizit

I2(ε, ζ,v) = −2ε

∫
ω

aαβστ%αβ(ζ)
(
[x3ṽσ]|τ − bστ [x3ṽ3]− ε

(
b%σ[x

2
3ṽ%]|τ − cστ [x

2
3ṽ3]
))√

ady .

Mit ‖[x3ṽ3]‖0,ω
≤ Cε‖e(ε, v)‖

0,Ω
und Riccis Lemma folgt wieder mit partieller Integration

I2(ε, ζ,v) = 2ε

∫
ω

aαβστ
(
%αβ|τ (ζ)[x3ṽσ]− ε

(
b%σ%αβ(ζ)

)
|τ [x

2
3ṽ%]− εcστ%αβ(ζ)[x2

3ṽ3]
)√

ady

+O(ε2‖%(ζ)‖
0,ω
‖e(ε, v‖

0,Ω
) .

(6.20)

An dieser Stelle kommt die entscheidende Beobachtung. Für daserste Momentvon ṽσ gilt
einerseits

[x3ṽσ] =
1

4

+1∫
−1

∂3(x2
3 − 1)ṽσdx3 = −1

4

+1∫
−1

(x2
3 − 1)∂3ṽσdx3 =

1

2

(
[∂3ṽσ]− [x2

3∂3ṽσ]
)

und andererseits wegen (6.2b)

∂3ṽσ = 2εeσ‖3(ε, v)− ε(ṽ3|σ + b%σṽ%) + εx3b
%
σ∂3ṽ% .

Mit (6.16) erḧalt man also

1
2

(
[∂3ṽσ]− [x2

3∂3ṽσ]
)

= − ε
2

(
[ṽ3]|σ − [x2

3ṽ3]|σ + b%σ
(
[ṽ%]− [x2

3ṽ%]
))

+O(ε‖e(ε, v)‖
0,Ω

)

= − ε
2

(
1
3
[ṽ3]|σ −

(
[x2

3ṽ3]− 1
3
[ṽ3]
)
|σ

+ b%σ

(
1
3
[ṽ%]−

(
[x2

3ṽ%]− 1
3
[ṽ3]
)))

+O(ε‖e(ε, v)‖
0,Ω

)

= −ε
(

1
3
[ṽ3]|σ −

1
2

(
[x2

3ṽ3]− 1
3
[ṽ3]
)
|σ + 1

3
b%σ[ṽ%]

)
+O(ε‖e(ε, v)‖

0,Ω
) .

Hierbei wurde in der letzten Gleichung die Abschätzung (6.14b) verwendet. Setzt man die letzte
Beziehung in (6.20) ein und benutzt man dort[x2

3ṽi] = 1
3
[ṽi] +

(
[x2

3ṽi] − 1
3
[ṽi]
)
, so liefert die

partielle Integration zusammen mit (6.14b) die Beziehung

I2(ε, ζ,v) =
2ε2

3

∫
ω

aαβστ
(
−b%σ%αβ|τ (ζ)−

(
b%σ%αβ(ζ)

)
|τ

)
[ṽ%] +

+ aαβστ
(
%αβ|στ (ζ)− cστ%αβ(ζ)

)
[ṽ3]
√
ady

+O
((
ε2‖%(ζ)‖

1,ω
+ ε3‖%(ζ)‖

2,ω

)
‖e(ε, v)‖

0,Ω

)
.

(6.21)
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Der Vergleich mit dem auf Seite 43 in (4.3) definierten Koiter–Operator liefert schließlich

I1(ε, ζ,v) + I2(ε, ζ,v) + I3(ε, ζ,v) = 2

∫
ω

(
LK,εζ

)j
[ṽj]
√
ady .

6.4 Eigenschaften der Randkorrektoren

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Eigenschaften der Korrektorfunktionen beschrieben.
Die Wahl geeigneter Korrektorfunktionen hängt von der betrachteten Zeitskala ab. Die Grund-
lagen hierzu sind in [35], insbesondere Kapitel 2, Abschnitte 4 und 5, zu finden. Das folgende
Lemma ist eine von C. MARDARE bewiesene Verallgemeinerung des Lemmas 5.1 in [35].

Lemma 6.4.1 (MARDARE, [39]) Es seienn, m ∈ N . Es seiG ein Gebiet imRn , dessen
Berandung∂G von der KlasseCm ist. Dann gibt es eine KonstanteC > 0 , die nur von
G abḧangt, so daß zu jedemu ∈ Hm(G) , jedem κ > 0 und jedemε > 0 eine Funktion
u(ε) ∈ Hm(G) existiert, so daß

u− u(ε) ∈ Hm
0 (G) ,

‖u(ε)‖
0,G
≤ Cεκ‖u‖

0,G
,

‖u(ε)‖
`,G
≤ Cε−κ`

2‖u‖
`,G

, ` = 1, . . . , m

gilt.

Der konstruktive Beweis in [39] und [35], Seite 129–130, erlaubt das folgende Korollar.

Korollar 6.4.2 Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen des Lemmas 6.4.1. Es sei
T > 0 gegeben. Dann gibt es eine KonstanteC > 0 , die nur von G und T abḧangt,
so daß zu jedemu ∈ C2

(
[0, T ]; Hm(G)

)
, jedem κ > 0 und jedemε > 0 eine Funktion

u(ε) ∈ C2
(
[0, T ]; Hm(G)

)
existiert, so daß

u(t)− u(ε, t) ∈ Hm
0 (G) ,

‖ dp

dtp
u(ε, t)‖

0,G
≤ Cεκ‖ dp

dtp
u(t)‖

0,G
,

‖ dp

dtp
u(ε, t)‖

`,G
≤ Cε−κ`

2‖ dp

dtp
u(t)‖

`,G

für alle t ∈ [0, T ], ` = 1, . . . , m, p = 0, 1, 2 gilt.
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Beweis. Durch eine Partition der Eins reicht es, den FallG = R
n−1 × R+ mit lokalen Koordi-

naten (z1, z2, . . . , zn−1, zn) zu betrachten. Nach dem Beweis des Lemma von Mardare, [39],
und [35], Lemma 5.1, kannu(ε, t) für jedest ∈ [0, T ] in der Form

u(ε, t, z1, z2, . . . , zn−1, zn) =
m∑
k=1

ck(ε)u(t, z1, z2, . . . , zn−1,
zn
εk

)

mit

cs(ε) = (−1)s−1ε
s(s−1)

2 (1 +O(ε)) , s = 1, 2, . . . , m

geẅahlt werden. Da die Koeffizientenck(ε) unabḧangig von der Zeit sind, ist klar, daß hin-
sichtlich der t –Abhängigkeit die Funktionenu(ε) genau die Eigenschaften vonu erben. Die
Aussage folgt aus dem Lemma 6.4.1.

Bemerkung

a) Im Zusammenhang mit der Statik der linear elastischen Schale konnten in den Arbeiten
[40, 37, 39, 38] und [36] auf der Grundlage des Lemmas 6.4.1 Randkorrektoren konstruiert
werden. Damit konnte in jedem der betrachteten Probleme eine Konvergenzaussage mit
einer Fehlerabschätzung angegeben werden.

b) Es ist zu bemerken, daß Randkorrektoren, die nach Lemma 6.4.1 gewählt werden k̈onnen,
nicht notwendigerweise L̈osungen einer Gleichung sind, die im relevanten Problem auf-
tritt. Gerade dieser Punkt ist bei rechenintensiven Aufgaben, wie zum Beispiel bei der vor-
liegenden, von gr̈oßter Bedeutung. Der Nachteil dieses Zugangs ist, daß die Optimalität
der resultierenden Fehlerabschätzung nicht garantiert werden kann.





Kapitel 7

Fehlerabscḧatzungen

7.1 Langsame Dynamik der Schale

Das Ausgangsproblem auf der dicken Schale (5.23) werde in diesem Abschnitt auf der langsamen
Zeitskalaτ = εt betrachtet. Die zugehörige Energie ist somit durch

Hslow(ε)
(
(u(ε), u̇(ε)

)
:=

1

2
B
(
u(ε),u(ε)

)
+
ε2

2

(
u̇(ε), u̇(ε)

)
Ω

gegeben. Die Bewegungsgleichung in starker Form lautet

L(ε)u(ε, τ) = −ε2 d2

dτ 2
u(ε, τ) .

Um hierfür eine erfolgreiche Dimensionsreduktion durchzuführen, muß die folgende Asymptotik
an die Anfangsbedingungen gestellt werden.

Hypothese 7.1.1
Es sei ε > 0 . Zu gegebenen Vektorfeldern u0(ε), u1(ε) in D

(
L(ε)5/2

)
×D

(
L(ε)2

)
existieren

Felder a0(ε), a1(ε) derart, daß

[a0(ε)] = O(1) in H4(ω)×H4(ω)×H6(ω) für ε→ 0 ,

[a1(ε)] = O(1) in H3(ω)×H3(ω)×H4(ω) für ε→ 0 ,

L(ε)up(ε) = −ε2ap(ε) , p = 0, 1

gilt.

Bemerkung

a) Es existieren Anfangsbedingungenu0(ε), u1(ε) in X2 , welche die Annahmen der Hy-
pothese 7.1.1 erfüllen.

87
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b) Im folgenden soll eine Interpretation der Hypothese 7.1.1 beschrieben werden. Wenn mit
u(ε, τ) die Lösung zu

L(ε)u = −ε2 d2

dτ 2
u

mit u(ε, 0) = u0(ε) und d
dτ
u(ε, 0) = u1(ε) bezeichnet ist, dann ist diese wegen der

geforderten Regularität an die Anfangsbedingungen mindestens dreimal stetig differen-
zierbar nachτ . Insbesondere gilt für τ = 0

L(ε)u(ε, 0) = L(ε)u0(ε) = −ε2 d2

dτ 2
u(ε, 0) , (7.1a)

L(ε)u1(ε) = −ε2 d3

dτ 3
u(ε, 0) (7.1b)

jeweils in L2(Ω)3 . Aus Stetigkeitsgr̈unden ist es natürlich zu fordern, daß die Anfangsbe-
dingungen dieselben Entwicklungen (Direktordarstellungen) erlauben wieu(ε, τ) selbst.
Nun sind (7.1) aber statische Schalenprobleme, wenn manu0(ε) resp.u1(ε) als Unbe-
kannte auffaßt und−ε2 d2

dτ2u(ε, 0) resp.−ε2 d3

dτ3u(ε, 0) als angebrachte Lasten betrach-
tet. Aus den Arbeiten von CIARLET & L ODS, [8, 9, 10], ist bekannt, daß die Lasten geeig-
nete Asymptotik aufweisen m̈ussen damit die Antwort der Schale der Größenordnung 1
(für ε→ 0 ) ist. Die Forderungen in der Hypothese 7.1.1 ist aus dieser Sicht das Analogon
zu den Forderungen an die Lasten in den o. g. Arbeiten.

Der erste Unterabschnitt behandelt die Wahl der Randkorrektoren und die später ben̈otigten
Abscḧatzungen. Im zweiten Abschnitt werden die Anfangsbedingungen für das dimensionsre-
duzierte Modell konstruiert. Dabei wird das Reduktionsproblem in der Statik der Schale gelöst.
Der letzte Unterabschnitt beweist die asymptotische Korrektheit der dimensionsreduzierten lang-
samen Dynamik.

7.1.1 Randkorrektoren der langsamen Dynamik

Definition 7.1.2 Es seiT > 0 gegeben. F̈ur alle τ ∈ [0, T ] und f̈ur alle ε > 0 geḧoren die

τ –stetigen Felderζε(τ) resp.
d2

dτ 2
ζε(τ) zu H3(ω)×H3(ω)×H4(ω)∩V K(ω) resp.H2(ω)×

H2(ω)×H3(ω) . Dann wird mit γσσ
(
ε, τ

)
eine Funktion wie im Korollar 6.4.2 bezeichnet, die

γσσ
(
ζε(τ)

)
− γσσ

(
ε, τ

)
∈ H2

0 (ω)

leistet. Mit ϑσσ
(
ε, τ

)
sei eine Funktion wie im Korollar 6.4.2 bezeichnet, welche

ϑσσ
(
ζε(τ)

)
− ϑσσ

(
ε, τ

)
∈ H2

0 (ω)

leistet.
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Die Funktionenγσσ
(
ε, τ

)
und ϑσσ

(
ε, τ

)
sind wohldefiniert, denn aus der Voraussetzung an

ζε(τ) folgt

γσσ
(
ζε(τ)

)
, ϑσσ

(
ζε(τ)

)
∈ H2(ω) .

Mit den beiden Funktionenγσσ
(
ε, τ

)
und ϑσσ

(
ε, τ

)
kann die Direktorapproximation aus (6.6)

auf ∂ω × (−1, 1) so korrigiert werden, daß(
jζε(ε, τ) +U (ε, τ)

)∣∣
∂ω×(−1, 1)

≡ 0

für alle betrachtetenε und alle τ ∈ [0, T ] gilt.

Definition 7.1.3 Es seienγσσ
(
ε, τ

)
und ϑσσ

(
ε, τ

)
die Funktionen laut obiger Definition 7.1.2.

Dann wird f̈ur ε, τ wie in der Definition 7.1.2 undx3 ∈ (−1, 1) mit

Uslowζ
ε(τ) := εx3

λ

λ2

γσσ
(
ε, τ

)
a3 − ε2x2

3

λ

2λ2

(
γσσ|α

(
ε, τ

)
aα + ϑσσ

(
ε, τ

)
a3
)

− ε3x3
3

λ

6λ2

(
bβαγ

σ
σ|β
(
ε, τ

)
− ϑσσ|α

(
ε, τ

))
aα

(7.2)

der Korrektor der langsamen Schalendynamikbezeichnet.

Die nächste Proposition schätzt den Energieverbrauch ab, welcher zur Herstellung des Verschie-
bungfeldesUslowζ

ε(τ) in der dicken Schale benötigt wird.

Proposition 7.1.4 Es seiUslowζ
ε(τ) laut der Definition 7.1.3 gegeben. Dann gehört das Feld

jζε
(
ε, τ) + Uslowζ

ε(τ) zu V (Ω) für alle τ ∈ [0, T ] und alle ε > 0 . Es existiert einε0 > 0
und eine KonstanteC > 0 , so daß

‖e
(
ε,Uslowζ

ε(τ)
)
‖

0,Ω
≤ CR2

(
ε, κ, ζε(τ)

)
(7.3)

für alle τ ∈ [0, T ] , alle ε ∈ (0, ε0] und alle κ ∈ (0, 1) gilt. Dabei ist

R2

(
ε, κ, ζε(τ)

)
:= εκ‖γ

(
ζε(τ)

)
‖

0,ω
+ ε1+κ‖%

(
ζε(τ)

)
‖

0,ω

+ ε2−4κ‖γ
(
ζε(τ)

)
‖

2,ω
+ ε3−4κ‖%

(
ζε(τ)

)
‖

2,ω
.

Beweis.Die erste Behauptung ist klar nach Konstruktion des Korrektors. Aus dem Korollar 6.4.2
folgt zun̈achst

‖γσσ
(
ε, τ

)
‖

0,ω
≤ Cεκ‖γ

(
ζε(τ)

)
‖

0,ω
, ‖ϑσσ

(
ε, τ

)
‖

0,ω
≤ Cεκ‖ϑσσ

(
ζε(τ)

)
‖

0,ω
,

‖γσσ
(
ε, τ

)
‖

1,ω
≤ Cε−κ‖γ

(
ζε(τ)

)
‖

1,ω
, ‖ϑσσ

(
ε, τ

)
‖

1,ω
≤ Cε−κ‖ϑσσ

(
ζε(τ)

)
‖

1,ω
,

‖γσσ
(
ε, τ

)
‖

2,ω
≤ Cε−4κ‖γ

(
ζε(τ)

)
‖

2,ω
, ‖ϑσσ

(
ε, τ

)
‖

2,ω
≤ Cε−4κ‖ϑσσ

(
ζε(τ)

)
‖

2,ω
.
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Aus (6.2a) folgt

‖eα‖β
(
ε, Uslowζ

ε(τ)
)
‖

0,Ω
≤ C‖Uslowζ

ε(τ)‖
1,1,0,Ω

≤ C
(
ε‖γσσ

(
ε, τ

)
‖

0,ω
+ ε2(‖γσσ

(
ε, τ

)
‖

2,ω
+ ‖ϑσσ

(
ε, τ

)
‖

0,ω
)

+ ε3‖ϑσσ
(
ε, τ

)
‖

1,ω

)
.

Benutzt man die erstgenannten Ungleichungen und die Beziehung (6.8), so erreicht man

‖eα‖β
(
ε, Uslowζ

ε(τ)
)
‖

0,Ω
≤ CR2

(
ε, κ, ζε(τ)

)
.

Die Normaldehnung lautet explizit

e3‖3
(
ε, Uslowζ

ε(τ)
)

=
λ

λ2

(
γσσ
(
ε, τ

)
− εx3ϑ

σ
σ

(
ε, τ

))
.

Somit folgt wie oben‖e3‖3
(
ε, Uslowζ

ε(τ)
)
‖

0,Ω
≤ CR2

(
ε, κ, ζε(τ)

)
. Schließlich berechnet

man wie im Beweis des Lemmas 6.2.2 die Schubverzerrungeneα‖3
(
ε, Uslowζ

ε(τ)
)

. Es gilt

eα‖3
(
ε, Uslowζ

ε(τ)
)

=
1

3
ε3x3bβα

(
b%βγ

σ
σ|%(ε, τ)− ϑσσ|β(ε, τ)

)
.

Unter Beachtung der ersten Ungleichung im Beweis ergibt sich sogar

‖eα‖3
(
ε, Uslowζ

ε(τ)
)
‖

0,Ω
≤ CεR2

(
ε, κ, ζε(τ)

)
. (7.4)

Damit ist (7.3) bewiesen.

In der n̈achsten Proposition wird eine Schranke für die durchUslowζ
ε(τ) hervorgerufenen Be-

schleunigungen bereitgestellt.

Proposition 7.1.5 Es seiUslowζ
ε(τ) wie in der Proposition 7.1.4 gegeben.dp

dτp
ζε(τ) geḧore für

p = 2, 3 zu H2(ω)×H2(ω)×H3(ω) . Dann existiert einε0 > 0 und eine KonstanteC > 0 ,
so daß f̈ur p = 2, 3

‖ dp

dτ p
Uslowζ

ε(τ)‖
0,Ω
≤ CR3

(
ε, κ, p, ζε(τ)

)
(7.5)

mit

R3

(
ε, κ, p, ζε(τ)

)
:= ε1+κ‖ dp

dτ p
γ
(
ζε(τ)

)
‖

0,ω
+ ε2−κ‖ dp

dτ p
γ
(
ζε(τ)

)
‖

1,ω

+ ε2+κ‖ dp

dτ p
%
(
ζε(τ)

)
‖

0,ω
+ ε3−κ‖ dp

dτ p
%
(
ζε(τ)

)
‖

1,ω
.

für alle τ ∈ [0, T ] , alle ε ∈ (0, ε0] und alle κ ∈ (0, 1) gilt.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der Definition des Korrektors, (7.2) und den Abschätzun-
gen im Korollar 6.4.2.
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7.1.2 Konstruktion der reduzierten Anfangsbedingungen

Für κ ∈ (0, 1) und ausreichend kleineε gelte fortan

R4(ε, κ, ζ) := R1(ε, ζ) + R2(ε, κ, ζ) .

Die SchrankenR1(ε, ζ) resp.R2(ε, κ, ζ) sind im Lemma 6.2.2, Seite 76, resp. in der Propo-
sition 7.1.4, Seite 89, definiert. Für den Parameterε gilt stets die Abmachung 4.0.2.

Definition 7.1.6 Es seienu0(ε), u1(ε) gegeben, welche den Annahmen der Hypothese 7.1.1
gen̈ugen. Mit ζεp, (p = 0, 1) ist die L̈osung zu

LK,εζεp = −ε2[ap(ε)

√
g(ε)
√
a

]

unter Dirichletrandbedingungen bezeichnet. Es seiζε(τ) die Lösung des Problems

LK,εζε = −ε2 d2

dτ 2
ζε in L2(ω)3 ,

mit

ζε(0) = ζε0 ,
d

dτ
ζε(0) = ζε1

unter Randbedingungen(4.11). Mit
(
u(ε, τ), u̇(ε, τ)

)
sei die L̈osung des Ausgangsproblems

(5.23)zu Anfangsbedingungenu0(ε), u1(ε) bezeichnet. Der Ausdruck

(
R(ε, τ), Ṙ(ε, τ)

)
:=
(
u(ε, τ), u̇(ε, τ)

)
−
(
Aεζε(τ),

d

dτ
Aεζε(τ)

)
mit Aεζε(τ) := jζε(ε, τ)+Uslowζ

ε(τ) heißt derGesamtfehler der langsamen Schalendynamik.
Schließlich sei

R0(ε) := R(ε, 0), R1(ε) := Ṙ(ε, 0) .

Es gilt der

Satz 7.1.7Es seienu0(ε), u1(ε) gegeben, welche den Annahmen der Hypothese 7.1.1 genügen.
Es werden die Bezeichnungen aus der Definition 7.1.6 verwendet. Es seip = 0, 1 . Dann existiert
ein ε0 > 0 ein C > 0 , so daß die Ungleichung

B(ε)
(
Rp(ε), Rp(ε)

)
≤ C

(
ε2‖ap(ε)− [ap(ε)]‖0,Ω

+ R4(ε, κ, ζεp)
)2

(7.6)

für alle ε ∈ (0, ε0) und alle κ ∈ (0, 1) gilt.
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Beweis. Es sei ε0 die kleinste aller bisher geẅahlten Schranken für ε . Es seienε ∈ (0, ε0)
und κ ∈ (0, 1) beliebig. Aus der G̈ultigkeit der Hypothese 7.1.1 folgt

B(ε)
(
up(ε), v

)
= −ε2

(
ap(ε), v

)
Ω

für alle v ∈ V (Ω) . Andererseits folgt nach Satz 6.3.6 für alle v ∈ V (Ω) die Gültigkeit von

B(ε)
(
jζε, v

)
= 2ε2

(
LK,εζε, [v]

)
ω

+O(R1(ε, ζε)‖e(ε, v)‖
0,Ω

= −2ε2
(
[ap(ε)

√
g(ε)
√
a

], [v]
)
ω

+O(R1(ε, ζε‖e(ε, v)‖
0,Ω

) .

Es gilt (
ap(ε), v

)
Ω
− 2
(
[ap(ε)

√
g(ε)
√
a

], [v]
)
ω

=
(
ap(ε)− [ap(ε)], v − [v]

)
Ω
.

Unter Beachtung von‖v − [v]‖
0,Ω

= O(‖e(ε, v)‖
0,Ω

) folgt durch Differenzbildung

B(ε)
(
up(ε)− jζεp, v

)
≤ C

(
ε2‖ap(ε)− [ap(ε)]‖0,Ω

+ R1(ε, ζεp)
)
‖e(ε, v)‖

0,Ω

für alle v ∈ V (Ω) .

Da Rp(ε) = up(ε)− jζεp−Uslowζ
ε
p mit Uslowζ

ε
p := dp

dτp
Uslowζ

ε(0) zu V (Ω) geḧort, erḧalt man
mit (7.3)

B(ε)
(
Rp(ε), v

)
≤ C

(
ε2‖ap(ε)− [ap(ε)]‖0,Ω

+ R4(ε, κ, ζεp)
)
‖e(ε, v)‖

0,Ω
.

Die Wahl v := Rp(ε) und positive Definitheit vonB(ε)( · , · ) liefern

‖e
(
ε, Rp(ε)

)
‖

0,Ω
≤ C

(
ε2‖ap(ε)− [ap(ε)]‖0,Ω

+ R4(ε, κ, ζεp)
)
.

Einsetzen in die vorletzte Ungleichung beweist die Behauptung.

7.1.3 Der Hauptsatz

Zur Abscḧatzung von
(
R(ε, τ), Ṙ(ε, τ)

)
wird die Identiẗat (2.35) im wesentlichen mit dem

Satz 6.3.6 kombiniert. Hinzu kommt die Abschätzung aus dem folgenden Lemma.

Lemma 7.1.8 Es seiT > 0 gegeben. F̈ur die ApproximationAεζε(τ) aus der Definition 7.1.6
existiert einε0 und eine KonstanteC > 0 , so daß(p = 2, 3)

|
( dp

dτ p
Aεζε(τ), v

)
Ω
− 2
( dp

dτ p
ζε(τ), [v]

)
ω
| ≤ CR3

(
ε, κ, p, ζε(τ)

)
‖e(ε, v)‖

0,Ω
(7.7)

für alle ε ∈ (0, ε0), κ ∈ (0, 1), τ ∈ [0, T ] und alle v ∈ V (Ω) gilt. Die Schranke
R3

(
ε, κ, p, ζε(τ)

)
ist in (7.5)definiert.

Beweis. Benutze die Definition der Approximation und die Zerlegungv = [v]+ (v− [v]) . Die
Abscḧatzung (6.14) zusammen mit der Ungleichung Kornschen Typs (5.20) liefern die Aussage.
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Korollar 7.1.9 Es sollen die Voraussetzungen und Schreibweisen wie im Lemma 7.1.8 gelten.
Dann existiert einε0 und eine KonstanteC > 0 , so daß(p = 0, 1)∣∣∣B(ε)

( dp

dτ p
Aεζε(τ), v

)
+ ε2

( dp+2

dτ p+2
Aεζε(τ), v

)
Ω

∣∣∣ ≤ C
(
R1

(
ε,

dp

dτ p
ζε(τ)

)
+ R2

(
ε, κ,

dp

dτ p
ζε(τ)

)
+ ε2R3

(
ε, κ, p+ 2, ζε(τ)

))
‖e(ε, v)‖

0,Ω
(7.8)

für alle ε ∈ (0, ε0), κ ∈ (0, 1), τ ∈ [0, T ] und alle v ∈ V (Ω) gilt.

Beweis. Für beliebige ε ∈ (0, ε0), κ ∈ (0, 1), τ ∈ [0, T ] und alle v ∈ V (Ω) folgt die
Behauptung aus (6.19), (7.3) und (7.7).

Im folgenden ist f̈ur alle betrachtetenε, τ und x3 ∈ (−1, 1)

uKL

(
ε, ζε(τ)

)
:= ζε(τ)− εx3

(
ζε3|α(τ) + bβαζ

ε
β(τ)

)
aα

gesetzt. Der Index KL soll an Kirchhoff–Love erinnern, daej‖3
(
ε, uKL

(
ε, ζε(τ)

))
≡ 0 gilt.

Es folgt der Hauptsatz für die langsame Schalendynamik.

Satz 7.1.10Die Mittelfläche der geẅahlten Schale gen̈uge den Annahmen der Hypothese 4.0.1.
Betrachteu0(ε), u1(ε) , welche den Annahmen der Hypothese 7.1.1 genügen. Die L̈osung des
Ausgangsproblems(5.23)zu obigen Anfangsbedingungen sei mit

(
u(ε, τ), u̇(ε, τ)

)
bezeichnet.

Dann existiert zu jedemT > 0 ein ε0 und eine KonstanteC > 0 , so daß

‖u(ε, τ)− uKL

(
ε, ζε(τ)

)
‖

1,Ω
+ ‖u̇(ε, τ)− d

dτ
uKL

(
ε, ζε(τ)

)
‖

0,Ω
≤ Cε1/5 (7.9)

für alle ε ∈ (0, ε0) und alle τ ∈ [0, T ] gilt.

Beweis. Es seiτ ∈ [0, T ] beliebig. Es seiε > 0 ausreichend klein und beliebig. Es sollen die
Bezeichnungen aus der Definition 7.1.6 gelten. Aus (2.35) folgt die Identität

Hslow(ε)
(
R(ε, τ), Ṙ(ε, τ)

)
= Hslow(ε)

(
R(ε, 0), Ṙ(ε, 0)

)
−B(ε)

(
Aεζε(τ), R(ε, τ)

)
− ε2

( d2

dτ 2
Aεζε(τ), R(ε, τ)

)
Ω

+B(ε)
(
Aεζε(0), R(ε, 0)

)
+ ε2

( d2

dτ 2
Aεζε(0), R(ε, 0)

)
Ω

+

τ∫
0

(
B(ε)

( d

ds
Aεζε(s), R(ε, s)

)
+ ε2

( d3

ds3
Aεζε(s), R(ε, s)

)
Ω

)
ds .

Es ist alles getan, um die Kleinheit jeder Zeile auf der rechten Seite der obigen Identität zu zeigen.
Ein Randterm wie in (2.35) tritt nicht auf. Am seitlichen Rand verschwindet die Approximation.
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An der Boden– und Deckefläche verschwindet die SpannungT (ε)u(ε, τ) , da u(ε, τ) zum
Definitionsbereich des skalierten Lamé–OperatorsL(ε) geḧort.

Aus (4.25) und (4.26) folgt die Existenz einer KonstantenC > 0 , so daß

R1

(
ε, ζε(τ)

)
+ R1

(
ε,

d

dτ
ζε(τ)

)
≤ Cε3/2 ,

R2

(
ε, κ, ζε(τ)

)
+ R2

(
ε, κ,

d

dτ
ζε(τ)

)
≤ C(ε1+κ + ε2−4κ) ,

R3

(
ε, κ, 2, ζε(τ)

)
+ R3

(
ε, κ, 3, ζε(τ)

)
≤ C .

Die Schranke f̈ur R4(ε, ζεp), p = 0, 1 ist die Summe der Schranken für R1 und R2 . Da der
GesamtfehlerR(ε, τ) zu V (Ω) geḧort, kann der Satz 7.1.7 und das Korollar 7.1.9 herangezo-
gen werden. Mit Hilfe der elementaren Ungleichung2ab ≤ ca2 + (1/c)b2 für positive a, b, c
und nach Anwendung des Gronwallschen Lemmas in der obigen Identität folgt

B(ε)
(
u(ε, τ)− Aεζε(τ), u(ε, τ)− Aεζε(τ)

)
+ ε2

(
u̇(ε, τ)− d

dτ
Aεζε(τ), u̇(ε, τ)− d

dτ
Aεζε(τ)

)
Ω
≤ C(ε3 + ε2+2κ + ε4−8κ) .

Offensichtlich istκ = 1/5 optimal. Mit der positiven Definitheit vonB(ε)( · , · ) und mit Hilfe
der Kornschen Ungleichung (5.20) ergibt sich also

‖u(ε, τ)− Aεζε(τ)
)
‖

1,Ω
≤ Cε1/5 .

Aus (4.25) folgt aber

‖Aεζε(τ)− uKL

(
ε, ζε(τ)

)
‖

1,Ω
≤ Cε1/5 .

Dreiecksungleichung inH1(Ω)3 liefert den ersten Teil der Behauptung. Die Abschätzung f̈ur
die Geschwindigkeitsfelder funktioniert mitähnlichen Argumenten.

Bemerkung
a) Für die Statik der Schale ist in [36] die gleiche Konvergenzrate gefunden.

b) Das Resultat ist nichttrivial. In der Tat, betrachtet man den Spezialfall der Platte, so hängt
die Lösung des Koiterschen Problemsüberhaupt nicht vonε ab. F̈ur sogenannte Biege-
platten gilt γαβ(ζε) ≡ 0 . In obiger Abscḧatzung treten sowohlε2+2κ als auchε4−8κ als
Koeffizienten von‖γ(ζε)‖

0,ω
auf. Das bedeutet, daß für Biegeplatten das obige Resultat

zu

‖u(ε, τ)− uKL

(
ε, ζε(τ)

)
‖

1,Ω
+ ‖u̇(ε, τ)− d

dτ
uKL

(
ε, ζε(τ)

)
‖

0,Ω
≤ Cε1/2

verbessert werden kann. Wenigstens in der Statik ist es bekannt, daßε1/2 –Konvergenzrate
optimal ist, siehe [53].

c) Es seiγ0 ⊂ ∂ω mit |γ0| > 0 . Dann wird

V F (ω) :=
{
η = (ηα, η3) ∈ H1(ω)2 ×H2(ω) : η

∣∣
γ0

= ∂nη3

∣∣
γ0

= 0 , γαβ(η) = 0 in ω
}
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als der Raum derdehnungslosen Verschiebungenbezeichnet. Dieser Raum ist abgeschlos-
sen in V (Ω) , kann aber nur die Null enthalten. Er ist genau dann nichttrivial, wenn die
betrachtete Mittelfl̈acheS abwickelbar oder flach ist, siehe [7]. Für den hier gerechneten
Fall γ0 = ∂ω ist V F (ω) nur dann nichttrivial, wenn die geẅahlte Schale sogar eine Plat-
te ist. Meine Vermutung ist, daß für dehnungslose Schwingungen eine Fehlerabschätzung
wie im Plattenfall zutrifft.

7.2 Schnelle Dynamik f̈ur elliptische Schalen

Für elliptische Schalen, die am seitlichen Rand eingespannt sind, ist die obige Konvergenzaus-
sage zwar korrekt, jedoch trivial. Wie in [7] gezeigt, antworten solche Schalen auf Lasten der
OrdnungO(ε2) mit Verschiebungen derselben Größenordnung. Ein entsprechendes Verhalten
ist auch f̈ur die Dynamik zu erwarten. Daher ist es sinnvoll, diesen Fall getrennt zu diskutieren.
In CIARLET & L ODS [10] ist für den statischen Fall gezeigt, daß mit Hilfe des Koiterschen Mo-
dells sowohl sogenannte Biegeschalen als auch Membranschalen beschrieben werden können.
Die letzteren allerdings nur dann, wenn die Schale elliptisch ist. In diesem Abschnitt wird ge-
zeigt, daß auch in der Dynamik das Koitersche Modell zur Beschreibung der Membranschwin-
gungen geeignet ist. Zusammen mit den Ergebnissen aus dem vorherigen Abschitt trifft also auch
hier für das Koitersche Modell eine zum statischen Fall analoge Aussage zu. Es soll also für el-
liptische Schalen mit Hilfe des Koiterschen Modells ein dimensionsreduziertes Modell auf der
unskalierten Zeitskala gerechtfertigt werden. In diesem Fall ist die Energie der dicken Schale
durch

H(ε)(u, u̇) =
1

2
B(ε)(u, u) +

1

2

(
u̇, u̇)Ω

gegeben. Die Bewegungsgleichung lautet

L(ε)u(ε, t) = − d2

dt2
u(ε, t) .

Die zur Hypothese 7.1.1 analoge Forderung an die Asymptotik der Anfangsdaten ist im folgen-
den zusammengefaßt.

Hypothese 7.2.1
Es sei ε > 0 . Zu gegebenen Vektorfeldern u0(ε), u1(ε) in D

(
L(ε)5/2

)
×D

(
L(ε)2

)
existieren

von ε und x3 unabhängige Felder b0, b1 in D
(
(LK,ε)3/2

)
×D

(
LK,ε

)
und Felder c0(ε), c1(ε)

derart, daß

[c0(ε)] = O(1) in H4(ω)×H4(ω)×H6(ω) für ε→ 0 ,

[c1(ε)] = O(1) in H3(ω)×H3(ω)×H4(ω) für ε→ 0 ,

L(ε)up(ε) = −bp − εcp(ε) , p = 0, 1

gilt.
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Bemerkung

Die Existenz solcher Anfangsbedingungen ist klar. Eine Interpretation der Forderungen läßt sich
wie im Fall der Hypothese 7.1.1 angeben.

Im Vergleich zur Approximation in der langsamen Schalendynamik werden nur die Korrekto-
ren gëandert. Das wird im ersten Unterabschnitt beschrieben. Im zweiten Unterabschnitt ist die
Konstruktion der reduzierten Anfangsbedingungen behandelt. Im dritten Unterabschnitt ist der
Hauptsatz angegeben. Die benutzten Methoden sind diejenigen aus dem vorherigen Abschnitt.
Daher werden die Beweise kurzgehalten.

7.2.1 Randkorrektoren der Membrandynamik

Definition 7.2.2 Es seiT > 0 gegeben. F̈ur alle t ∈ [0, T ] und f̈ur alle ε > 0 geḧoren die

t –stetigen Felderηε(t) resp.
d2

dt2
ηε(t) zu H3(ω)×H3(ω)×H4(ω)∩V K(ω) resp.H2(ω)×

H2(ω)×H3(ω) . Dann wird mit γσσ
(
ε, t
)

eine Funktion wie im Korollar 6.4.2 bezeichnet, die

γσσ
(
ηε(t)

)
− γσσ

(
ε, t
)
∈ H1

0 (ω)

leistet. ϑσσ
(
ε, t
)

bezeichnet eine Funktion wie im Korollar 6.4.2, welche

ϑσσ
(
ηε(t)

)
− ϑσσ

(
ε, t
)
∈ H1

0 (ω)

leistet.

Die Wohldefiniertheit der beiden Korrektorfunktionenγσσ
(
ε, t
)

und ϑσσ
(
ε, t
)

ist klar.

Definition 7.2.3 Es seienγσσ
(
ε, t
)

und ϑσσ
(
ε, t
)

die Funktionen laut obiger Definition 7.2.2.
Dann wird f̈ur ε, t wie in der Definition 7.2.2 undx3 ∈ (−1, 1) mit

Ufastη
ε(t) := εx3

λ

λ2

γσσ
(
ε, t
)
a3 − ε2x2

3

λ

2λ2

(
γσσ|α

(
ηε(t)

)
aα + ϑσσ

(
ε, t
)
a3
)

− ε3x3
3

λ

6λ2

(
bβαγ

σ
σ|β
(
ηε(t)

)
− ϑσσ|α

(
ηε(t)

))
aα

(7.10)

der Korrektor der Membrandynamikbezeichnet.

Bemerkung

Beachte, daß mit obiger Wahl des Korrektors die Gesamtapproximation nur noch aus

jηε(t) +Ufastη
ε(t) =uKL

(
ε, ηε(t)

)
+

λ

λ2

(
εx3

(
γσσ
(
ε, t
)
− γσσ

(
ηε(t)

))
+

1

2
ε2x2

3

(
ϑσσ
(
ηε(t)

)
− ϑσσ

(
ε, t
)))
a3
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besteht. Diese Idee ist bereits im statischen Fall, dort mit anderen Direktoren, in [36] verwendet
worden.

Die einzig neuen Abscḧatzungen f̈ur die schnelle Dynamik sind in den nächsten beiden Proposi-
tionen zusammengefaßt. Es sind die Analoga zu den Propositionen 7.1.4 und 7.1.5.

Proposition 7.2.4 Es seiUfastη
ε(t) wie in der Definition 7.2.3 gegeben. Es existiert einε0 > 0

und eine KonstanteC > 0 , so daß

‖e
(
ε,Ufastη

ε(t)
)
‖

0,Ω
≤ CR5

(
ε, κ, ηε(t)

)
(7.11)

für alle t ∈ [0, T ] , alle ε ∈ (0, ε0] und alle κ ∈ (0, 1) gilt. Dabei ist

R5

(
ε, κ, ηε(t)

)
:= εκ‖γ

(
ηε(t)

)
‖

0,ω
+ ε1−κ‖γ

(
ηε(t)

)
‖

1,ω
+ ε1+κ‖%

(
ηε(t)

)
‖

0,ω

+ ε2‖γ
(
ηε(t)

)
‖

2,ω
+ ε3‖%

(
ηε(t)

)
‖

2,ω
.

Beweis. Mit gleichen Argumenten wie der Beweis der Proposition 7.1.4.

Proposition 7.2.5 Es seiUfastη
ε(t) wie in der Proposition 7.2.4 gegeben. Dabei gehöre dp

dtp
ηε(t)

für p = 2, 3 zuH2(ω)×H2(ω)×H3(ω) . Dann existiert einε0 > 0 und eine KonstanteC > 0 ,
so daß f̈ur p = 2, 3

‖ dp

dtp
Ufastη

ε(t)‖
0,Ω
≤ CR6

(
ε, κ, p, ηε(t)

)
(7.12)

mit

R6

(
ε, κ, p, ηε(t)

)
:= ε1+κ‖ dp

dtp
γ
(
ηε(t)

)
‖

0,ω
+ ε1+κ‖ dp

dtp
%
(
ηε(t)

)
‖

0,ω

+ ε2‖ dp

dtp
%
(
ηε(t)

)
‖

1,ω
+ ε3‖ dp

dtp
%
(
ηε(t)

)
‖

1,ω
.

für alle t ∈ [0, T ] , alle ε ∈ (0, ε0] und alle κ ∈ (0, 1) gilt.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der Definition des Korrektors und den Abschätzungen im
Korollar 6.4.2.

7.2.2 Konstruktion der reduzierten Anfangsbedingungen

Wie im Abschnitt§7.1.2 setzt man für κ ∈ (0, 1) und ausreichend kleineε

R7(ε, κ, η) := R1(ε, η) + R5(ε, κ, η) .

Folgende Begriffe sollen festgehalten werden. Der Parameterε ist stets kleiner als die kleinste
unter bisher geẅahlten Schranken.
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Definition 7.2.6 Es seienu0(ε), u1(ε) gegeben, welche den Annahmen der Hypothese 7.2.1
gen̈ugen. Mit ηεp, (p = 0, 1) ist die L̈osung zu

LK,εηεp = −[
(
bp + cp(ε)

)√g(ε)
√
a

]

unter Randbedingungen(4.11)bezeichnet. F̈ur ein gegebenesT > 0 ist ηε(t) die Lösung des
Problems

LK,εηε = − d2

dt2
ηε in L2(ω)3 ,

mit

ηε(0) = ηε0 ,
d

dt
ηε(0) = ηε1

unter Randbedingungen wie oben. Mit
(
u(ε, t), u̇(ε, t)

)
ist die L̈osung des Ausgangsproblems

(5.23)zu Anfangsbedingungenu0(ε), u1(ε) bezeichnet. Der Ausdruck

(
R(ε, t), Ṙ(ε, t)

)
:=
(
u(ε, t), u̇(ε, t)

)
−
(
Aεηε(t),

d

dt
Aεηε(t)

)
mit Aεηε(t) := jηε(ε, t)+Ufastη

ε(t) heißt derGesamtfehler der Membrandynamik. Schließlich
sei

R0(ε) := R(ε, 0), R1(ε) := Ṙ(ε, 0) .

Es gilt der

Satz 7.2.7Es seienu0(ε), u1(ε) gegeben, welche den Annahmen der Hypothese 7.2.1 genügen.
Es werden die Bezeichnungen aus der Definition 7.2.6 verwendet. Es seip = 0, 1 . Dann existiert
ein ε0 > 0 ein C > 0 , so daß die Ungleichung

B(ε)
(
Rp(ε), Rp(ε)

)
≤ C

(
ε‖cp(ε)− [cp(ε)]‖0,Ω

+ R7(ε, κ, ηεp)
)2

(7.13)

für alle ε ∈ (0, ε0) und alle κ ∈ (0, 1) gilt.

Beweis. Es werden die gleichen Argumente herangezogen wie im Beweis des Satzes 7.1.7.
Hinzu kommt die Abscḧatzung(

bp, v
)

Ω
− 2
(
[bp

√
g(ε)
√
a

], [v]
)
ω
≤ Cε‖e(ε, v)‖

0,Ω
.

Hierbei geht wesentlich ein, daß die Felderbp von ε und x3 unabḧangig sind.
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7.2.3 Der Hauptsatz

Das zum Lemma 7.1.8 analoge ist das

Lemma 7.2.8 Es seiT > 0 gegeben. F̈ur die ApproximationAεηε(t) aus der Definition 7.2.6
existiert einε0 und eine KonstanteC > 0 , so daß(p = 2, 3)

|
( dp

dtp
Aεηε(t), v

)
Ω
− 2
( dp

dtp
ηε(t), [v]

)
ω
| ≤ CR6

(
ε, κ, p, ηε(t)

)
‖e(ε, v)‖

0,Ω
(7.14)

für alle ε ∈ (0, ε0), κ ∈ (0, 1), t ∈ [0, T ] und alle v ∈ V (Ω) gilt.

Beweis. Siehe den Beweis zum Lemma 7.1.8.

Korollar 7.2.9 Es sollen die Voraussetzungen und Schreibweisen wie im Lemma 7.2.8 gelten.
Dann existiert einε0 und eine KonstanteC > 0 , so daß(p = 0, 1)∣∣∣B(ε)

( dp

dtp
Aεηε(t), v

)
+
( dp+2

dtp+2
Aεηε(t), v

)
Ω

∣∣∣ ≤ C
(
R1

(
ε,

dp

dtp
ηε(t)

)
+ R2

(
ε, κ,

dp

dtp
ηε(t)

)
+ R6

(
ε, κ, p+ 2, ηε(t)

))
‖e(ε, v)‖

0,Ω
(7.15)

für alle ε ∈ (0, ε0), κ ∈ (0, 1), t ∈ [0, T ] und alle v ∈ V (Ω) gilt.

Beweis. Siehe den Beweis des Korollars 7.1.9.

Für elliptische Schalen gilt eine Ungleichung Kornschen Typs, bei welcher im Gegensatz zu
(5.20) keineε –Potenz verloren geht. Allerdings muß die Topologie für die Vertikalkomponente
vergr̈obert werden. Das ist der Inhalt des folgenden Lemmas.

Lemma 7.2.10 Es sollen die Annahmen(H1) und(H2) der Hypothese 4.0.1 gelten. Die betrach-
tete Schale sei elliptisch und ihre Parametrisierung sei durch(5.15)gegeben. Dann existiert ein
ε0 > 0 und eine KonstanteC = C(Ω ,ϕ) > 0 , so daß

‖v‖
1,1,0,Ω

≤ C‖e(ε, v)‖
0,Ω

(7.16)

für alle v ∈ V (Ω) und alle ε ∈ (0, ε0) besteht.

Beweis. Siehe CIARLET [15]. (Genau Seitenzahl noch nicht bekannt.)

Satz 7.2.11Die Mittelfläche der geẅahlten Schale gen̈uge den Annahmen der Hypothese 4.0.1
und sei elliptisch. Betrachteu0(ε), u1(ε) , welche den Annahmen der Hypothese 7.2.1 genügen.
Es gelten die Bezeichnungen der Definition 7.2.6. Dann existiert zu jedemT > 0 ein ε0 und
eine KonstanteC > 0 , so daß

‖u(ε, t)− uKL

(
ε, ηε(t)

)
‖

1,1,0,Ω
+ ‖u̇(ε, t)− d

dt
uKL

(
ε, ηε(t)

)
‖

0,Ω
≤ Cε1/4 (7.17)

für alle ε ∈ (0, ε0) und alle t ∈ [0, T ] gilt.
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Beweis. Es seient ∈ [0, T ] ,κ ∈ (0, 1) und ein ausreichend kleinesε > 0 beliebig. Es wird
die Identiẗat (2.35), Seite 29, herangezogen. Angesichts der Abschätzungen (7.15), (7.14) und
(7.13) findet man mit (4.37) und (4.38) wie im Beweis des Satzes 7.1.10

B(ε)
(
u(ε, t)− Aεηε(t), u(ε, t)− Aεηε(t)

)
+
(
u̇(ε, t)− d

dt
Aεηε(t), u̇(ε, t)− d

dt
Aεηε(t)

)
Ω
≤ C(ε+ ε2κ + ε1−2κ) .

Für κ = 1/4 trifft man die optimale Wahl. Mit der positiven Definitheit vonB(ε)( · , · ) sowie
mit Hilfe der Ungleichung Kornschen Typs für elliptische Schalen (7.2.10) ergibt sich also die
Behauptung.



Anhang A

Lineare Beziehungen

Dieser Anhang besteht aus einer Sammlung häufig benutzter Lemmata für die lineare Theorie.
Für einen linearen OperatorX ist sein Definitionsbereich mitD(X) bezeichnet. Ein Hamil-
tonsystemH = (X ,Θ,XH) , siehe Definition (2.1.10), heißt ein lineares Hamiltonsystem, wenn
der relevante Hamiltonsche OperatorXH ein linearer ist.

A.1 Ein Existenzsatz

Die Existenztheorie der linearen Hamiltonsysteme stützt sich auf der reellen Version von einem
der S̈atze von STONE. Der hier zitierte ist in [16], ab Seite 327, sowie in [63], ab Seite 345, zu
finden.

Lemma A.1.1 (STONE) Es seiX ein schiefadjungierter linearer Operator in einem reellen
Hilbertraum H . Dann erzeugtX eine GruppeG(t) (mit t ∈ R ) von Isometrien, d. h. , es gilt
für jedesu0 ∈ D(X) und jedest ∈ R :

G(t)(u0) ∈ D(X) und
d

dt
G(t)(u0) = XG(t)(u0)

mit

‖G(t)(u0)‖H = ‖u0‖H und G(−t) =
(
G(t)

)−1
.

Gen̈ugend Hinweise, wie man das Lemma A.1.1 auf Hamiltonsche Systeme anwendet, findet
man in [41], insbesondere in§ 6.2.

Definition A.1.2 Es sei (X ,Θ,XH) ein lineares Hamiltonsystem. Einen linearen Operator
XΘ

H in X nennt man dieΘ –adjungiertevon XH , wenn sein Definitionsbereich durch

D(XΘ
H) = {w ∈ X | ∃u ∈ X mit Θ(u, v) = Θ(w, XHv) ∀v ∈ D(XH)}

und seine Abbildungsvorschrift durchXΘ
Hw = u gegeben ist. Ein Hamiltonscher Operator

XH heißt Θ –schiefadjungiert, wennXH = −XΘ
H gilt.

101
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Bemerkung
a) XΘ

Hw = u ist wohldefiniert, daΘ(u1−u2,v) = 0 für jedesv ∈ D(XH) die Gültigkeit
von u1 = u2 in X impliziert.

b) Es sei daran erinnert, daßXH = −XΘ
H äquivalent zu

D(XH) = D(XΘ
H) und Θ(XΘ

Hu, v) = −Θ(u, XHv) ∀v ∈ D(XH)

ist.

Das Interesse einer solchen Definition wird im folgenden Satz klar.

Satz A.1.3 (CHERNOFF& M ARSDEN, 1974) Es sei (X ,Θ) ein symplektischer Banachraum.
Der lineare Operator

(
X̃H , D(X̃H)

)
sei dicht definiert undΘ –schiefadjungiert inX . Die

Bilinearform
[[ · , · ]] : X × X → R mit [[u, v]] := Θ(X̃Hu,v)

sei X –koerzitiv. Es seiH die Abschließung vonD(X̃H) in [[ · , · ]]
1
2 . Definiere den Operator

XH mit

D(XH) = {u ∈ D(X̃H) | X̃Hu ∈ H}

und

XHu = X̃Hu füru ∈ D(XH) .

Dann erzeugtXH eine Gruppe von Isometrien inH .

Bemerkung
a) Einen Beweis findet man in [6] und eine verkürzte Version in [41], Seite 353.

b) Beachte, daß in der VoraussetzungX ein Banachraum ist. Es ist nichts darüber ausgesagt,
ob in X ein Fluß erzeugt wird. Bemerkenswert ist die Tatsache, daßH ein Hilbertraum
ist.

Folgendes Lemma klärt für kanonische System, wanñXH tats̈achlich Θ –schiefadjungiert ist.

Lemma A.1.4 Es seienV̇ resp. V zwei reelle Hilbertr̈aume mit den Skalarprodukten( · , · )
resp. [ · , · ] und es seiV dicht und stetig inV̇ eingebettet. SetzeX := V × V̇ . Eine sym-
plektische FormΘ auf X sei durch

Θ(u, u̇, v, v̇) := (v̇, u)− (u̇, v) (A.1)

und ein EnergiefunktionalH : X → R

H(u, u̇) =
1

2
(u̇, u̇) +

1

2
[u, u] (A.2)

gegeben.

Dann ist der zu(H, Θ) –zugeḧorige Hamiltonsche OperatorXH bez̈uglich Θ schiefadjungiert
in X .
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Beweis. Nach dem Satz von Riesz existiert ein Isomorphismus
δH

δu
: V → V ′ , so daß

〈δH
δu

(u0), v〉V = [u, v] ∀u0, v ∈ V

gilt. Identifiziert man nunV̇ mit seinem DualV̇ ′ , so folgt aus der Dichtheit und Stetigkeit
der EinbettungV ↪→ V̇ durch Transposition (Hahn–Banach, [3]) die Dichtheit und Stetigkeit
der EinbettungV̇ = V̇ ′ ↪→ V ′ . Damit ist aber klar, daß das Dualitätsprodukt〈 · , · 〉V als die
(eindeutige) Fortsetzung des Skalarprodukts( · , · ) auf V̇ betrachtet werden kann. Setzt man
nun

D
(δH
δu

)
:=
(δH
δu

)−1 ∣∣
V̇
,

so gilt (δH
δu

(u0), v
)

= [u0, v] ∀u0 ∈ D
(δH
δu

)
, ∀v ∈ V ,

und
δH

δu
ist als unbeschränkter Operator inV̇ wohldefiniert. Definiere

δH

δu̇
: V̇ → V̇ mit D(

δH

δu̇
) = V und

δH

δu̇
(u̇0) := u̇0 .

Dann istXH : X → X mit

XH(u0, u̇0) :=
(
u̇0, −

δH

δu
(u0)

)
, D(XH) := D(

δH

δu
)× V

das zuH assoziierte Hamiltonsche Vektorfeld bezüglich Θ . In der Tat gilt f̈ur ein beliebiges
(h, ḣ) ∈ D(XH) :

Θ
(
u̇0, −

δH

δu
(u0), h, ḣ

)
= (ḣ, u̇0)−

(
−δH
δu

(u0), h
)

= (ḣ, u̇0) + [u0, h]

= Du̇H(u0, u̇0)[ḣ] +DuH(u0, u̇0)[h]

= Θ
(
XH(u0, u̇0), h, ḣ

)
.

Mit

J :=

(
0 1
−1 0

)
gilt

XH(u0, u̇0) = J


δH

δu
(u0)

δH

δu̇
(u̇0)

 .



104 KAPITEL A. L INEARE BEZIEHUNGEN

Somit istXH genau dannΘ –schiefadjungiert inX , wenn
δH

δu
selbstadjungiert inV̇ ist. Die

Selbstadjungiertheit von
δH

δu
in V̇ folgt sofort, da

D
(δH
δu

)
= D

(δH
δu

∗)
wegen der Symmetrie von[ · , · ] gelten muß.
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