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Einleitung

Die auf Yang und Mills [55] zuriickgehenden Eichtheorien wurden in den vergange-
nen Jahrzehnten zu einem festen Bestandteil der Elementarteilchentheorie. Nach
dem Vorbild der Elektrodynamik liegen heute eichtheoretische Standardmodelle
sowohl zur schwachen und elektromagnetischen Wechselwirkung (Glashow-Salam-
Weinberg-Modell) als auch zur starken Wechselwirkung (Quantenchromodynamik)
vor. Mit der Entdeckung der W- und Z-Bosonen im Jahre 1983 wurde eine we-
sentliche Voraussage des Glashow-Salam-Weinberg-Modells experimentell bestétigt.
Prézisionsmessungen in der jiingsten Vergangenheit z. B. bei CERN haben das elek-
troschwache Standardmodell weiter gestérkt.

Gleichzeitig mit der Entwicklung der Eichtheorien - jedoch weitgehend unabhéngig
davon - erlebte Einsteins allgemeine Relativitédtstheorie eine Renaissance. Die allge-
meine Relativitatstheorie galt lange Zeit als ausschlieflliche Doméne der Theoretiker.
War der Nachweis der kosmischen Hintergrundstrahlung durch Penzias und Wilson
1965 noch eine Zufallsentdeckung, so begann man sich etwa zu dieser Zeit verstirkt
fiir die experimentell nachpriifbaren Konsequenzen der Einsteinschen Theorie zu
interessieren. Die allgemeine Relativitdtstheorie wurde einer Reihe experimenteller
Tests unterzogen (siehe etwa [54]), zum Beispiel der prézisen Messung der Lichta-
blenkung an der Sonne, und gegeniiber konkurrierenden Theorien bestétigt.

Die Einsteinsche Gravitationstheorie gilt daher heute nicht nur als theoretisch at-
traktive, sondern auch als experimentell gut verifizierte Theorie.

Beide Fundamentaltheorien - die Gravitationstheorie und das auf Yang-Millschen
Eichtheorien beruhende Standardmodell der Elementarteilchenphysik - haben ihre
eigenen Vorziige und Schwichen:

Die allgemeine Relativitétstheorie ist vor allem als klassische Feldtheorie erfolgreich.
Die Eleganz der Theorie mit der Einstein-Hilbert-Wirkung (siehe erstes Kapitel),
einer einheitlichen Gravitations-Kopplungskonstanten und der direkten Beziehung
zur Geometrie der Raum-Zeit ist wohl unumstritten. Dagegen ist eine befriedigende
Quantisierung der Gravitation immer noch nicht gelungen.

Beim Standardmodell der Elementarteilchentheorie ist es in gewissem Sinn umge-
kehrt: Hier ist die Quantenfeldtheorie - zumindest im storungstheoretischen Bereich
- weit entwickelt. Dagegen wird die Willkiir, mit der Eichgruppen, Darstellungen,
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Kopplungskonstanten und Massenparameter in der zugrundeliegenden klassischen
Wirkung festgelegt werden, gelegentlich als Mangel der Theorie empfunden.

Aber auch bei der Quantisierung der Yang-Mills-Theorien treten Probleme auf:
Zwar sind storungstheoretische Berechnungen mit Hilfe von Feynman-Graphen in-
zwischen Standardverfahren und experimentell gut {iberpriift. Einige fundamen-
tale Erscheinungen wie zum Beispiel das Quark-Confinement sind dagegen nicht-
storungstheoretischer Natur und erheblich schwieriger zu behandeln. Eine Metho-
de der nicht-storungstheoretischen Auswertung von Pfadintegralen besteht in der
Gauflapproximation um Losungen der klassischen Feldgleichungen herum. Dazu
werden Losungen der nichtlinearen klassischen Yang-Mills-Gleichungen und Kennt-
nisse iiber ihre Eigenschaften benétigt.

Ein grofler Teil der vorliegenden Arbeit beschéftigt sich daher mit der Konstruktion
und Klassifikation von Losungen der homogenen Yang-Mills-Gleichungen.

Die Methoden, die hierzu entwickelt und angewandt werden, entstammen der mo-
dernen Riemannschen Differentialgeometrie, deren Grundelemente das Tangenti-
albiindel und die Cartanschen Differentialformen einer Mannigfaltigkeit sind. Auf ei-
ner Mannigfaltigkeit definiert man eine Riemannsche Metrik g, die physikalisch mit
dem Gravitationsfeld identifiziert wird. Daneben kann eine Konnexion zur kovarian-
ten Ableitung von Tangentialvektorfeldern und Tensorfeldern eingefiihrt werden. Im
Gegensatz zur traditionellen Riemannschen Geometrie mufl diese Konnexion nicht
unbedingt die aus der Metrik abgeleitete Levi-Civita-Konnexion sein. (Dies bleibt
jedoch ein wichtiger Spezialfall.) Vielmehr kann eine lineare Konnexion unabhéngig
von der Metrik durch die Forderung einer Produktregel und anderer Vertréglich-
keitsbedingungen (Abschnitt 2.1.1, vgl. [16, 46]) definiert werden. Wird zusétzlich
die Forderung der kovarianten Konstanz einer Metrik gestellt, dann bezeichnen wir
die Konnexion als “metrisch” oder als Riemann-Cartan-Konnexion.

Im Gegensatz zum in Yang-Mills-Theorien iiblichen Vorgehen , bei dem man Fa-
serbiindel unabhéngig vom Tangentialbiindel der Mannigfaltigkeit betrachtet, wer-
den in dieser Arbeit Riemann-Cartan-Konnexionen auf Yang-Mills-Konnexionen
abgebildet, d. h. es wird ein formaler Zusammenhang zwischen den “inneren Frei-
heitsgraden” der Yang-Mills-Theorie und der Tangentialraum-Geometrie des Raum-
es hergestellt. Der fritheste Ansatz, bei dem Yang-Mills-Losungen aus einer Levi-
Civita-Geometrie abgeleitet wurden, scheint von F. Wilczek [53] zu stammen. Die
Idee, Yang-Mills-Felder auf allgemeinere Riemann-Cartan-Konnexionen abzubilden,
wurde von M. Mattes und M. Sorg in [43] fiir SO(4)-trivialisierbare Felder formuliert
und spéter von C. Mokler [44] auf SO(N)-Trivialisierbarkeit erweitert. In der vor-
liegenden Arbeit wird dieses Verfahren weiter verallgemeinert, es sind nun beliebige
Riemann-Cartan-Konnexionen und beliebige Metriken zugelassen. Wichtige Vorar-
beiten stammen auch von R. Dick [19] (Losungen aus konform-flachen Réumen),
R. Brucker [13] und H. P. Thienel [50] (Meron-Geometrie).

Die Beschreibung von Yang-Mills-Theorien mit geeigneten Eichgruppen im Rahmen
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der Differentialgeometrie soll neben der Konstruktion von Loésungen auch einem
etwas einheitlicheren geometrischen Verstdndnis von Eichtheorien und allgemeiner
Relativitédtstheorie dienen.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

Das erste Kapitel bringt einen Uberblick iiber klassische Yang-Mills-Theorien mit
beliebiger Hintergrundmetrik. Es werden auch kurz die Terme eines “Gesamtmo-
dells” (Yang-Mills-Standardmodell + Gravitation) vorgestellt. Interessant ist hier-
bei, daf} eine Riemann-Cartan-Konnexion zur Ankopplung der Gravitation an Materie-
und Eichfelder nur in der kovarianten Ableitung eines Dirac-Feldes vorkommt. In der
Kéhler-Theorie, einer moglichen Alternative zur iiblichen allgemein-relativistischen
Verallgemeinerung der Dirac-Theorie, ist die Gravitationsankopplung ohne Konne-
xion moglich.

Im zweiten Kapitel werden die allgemeinen Methoden erarbeitet. Zunéchst wer-
den im Tangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit Riemann-Cartan-Konnexionen zu
einer Metrik G betrachtet und durch die “Entkopplungsabbildung” als Yang-Mills-
Konnexionen interpretiert. Die Definitionen werden so allgemein gehalten, dafl spéter
(Kapitel 4) weitergehende Schlufifolgerungen zu gekoppelten Materie-Eichfeld-Systemen
moglich sind. Anschlieend werden die homogenen Yang-Mills-Gleichungen ins Tan-
gentialbiindel iibersetzt. Mit dem “dimensionalen Superpositionsprinzip” (Abschnitt
2.2.1) wird eine Grundlage fiir die Konstruktion von Yang-Mills-Losungen geschaf-
fen. Im Unterkapitel 2.3 “Allgemeine Reskalierung” wird der Ubergang zu einer
neuen Metrik diskutiert. Bei dem Reskalierungsschritt ist darauf zu achten, dafl
das Eichfeld seinen Losungscharakter beibehélt. Besonders niitzlich ist hierzu die in
Abschnitt 2.3.3 aufgestellte Reskalierungsbedingung.

Im dritten Kapitel werden nun die zuvor allgemein definierten Methoden zur Kon-
struktion konkreter Yang-Mills-Losungen angewandt. Neben der Rekonstruktion der
bekannten Instanton- und Meron-Losungen durch konforme Reskalierung, kénnen
durch allgemeinere Reskalierungen weitere Losungen erzeugt werden.

Im letzten Kapitel kommen wir auf die Frage zuriick, ob Riemann-Cartan-Konne-
xionen auch auflerhalb der homogenen Yang-Mills-Gleichungen zur Beschreibung
von Yang-Mills-Konnexionen eingesetzt werden konnten. Es wird gezeigt, dafl ein
gekoppeltes Yang-Mills-Higgs-System in der Wick-rotierten SU(2) x U(1)-Theorie
als Riemann-Cartan-Struktur aufgefafit werden kann.

Die Arbeit schliefit ab mit einer Verallgemeinerung der Julia-Zee-Correspondence,
bei der ein bosonisches Materiefeld in die Yang-Mills-Konnexion absorbiert werden
kann.



Kapitel 1

Eichtheorien und allgemeine
Relativitatstheorie

Zur Einfithrung wird ein kurzer Uberblick iiber Yang-Mills-Eichtheorien auf dem
Hintergrund der allgemeinen Relativitéitstheorie gegeben.

Wir betrachten ein komplexes skalares Materiefeld ¢ im flachen Minkowski-Raum
mit Metrik 7,, = diag(—1, —1, —1, +1). Die Wirkung des freien Feldes sei

S = [ Lod'a (1.1)
mit der Lagrangedichte!

L) =" 8,4'0,6 — m*¢'¢. (1.2)

Durch Variation der Wirkung S(4) nach dem konjugiert komplexen Feld o = o*
erhélt man als Euler-Lagrange-Gleichung

L) OL(4)

oot 000N

(1.3)

die Klein-Gordon-Gleichung
(70,0, +m?) ¢ = 0. (1.4)

In dieser Form gilt die Gleichung (1.4) nur in der flachen Raum-Zeit und dort nur
in kartesischen Koordinaten.

Um diesen Mangel zu beheben gibt es folgende Moglichkeiten:

1. Man ersetzt die Ableitungen 0, mit Hilfe einer Konnexion r (vgl. Abschnitt
2.1.1) durch kovariante Ableitungen V. Gleichzeitig werden die flachen Me-
trikkomponenten 7, durch Komponenten einer Riemannschen Metrik g, ()
ersetzt.

'Es wird das natiirliche Einheitensystem A = 1, Lichtgeschwindigkeit = 1 benutzt.
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2. Die elegantere Moglichkeit besteht in der Verwendung des Formenkalkiils.
Hierbei wird das Materiefeld ¢ als O-Form aufgefafit. Mit dem Hodge-Star-

Operator ¥ (A.13) und der flachen Metrik
g = nuudx“ ® dx” (15)

wird die Wirkung (1.1)

(9)
Sy = [ %Ly

(1.6)
(9) + 4@ 2(9)
* Ly = (do)T A *xdp —m*x¢'é.
Der Klein-Gordon-Gleichung (1.4) entspricht die Gleichung
(-@d@d+nf>¢:o. (1.7)

Der Ubergang zu beliebigen Koordinaten oder zu einem Riemannschen Raum
geschieht hier formal sehr einfach durch Ersetzen der flachen Metrik (1.5)
durch die allgemeinere Metrik

g9(z) = g (x)da” @ dz”. (1.8)

Die Einfiihrung einer Konnexion zur kovarianten Ableitung ist hier nicht notig,
da die Metrik im Hodge-Star in geeignet antisymmetrisierter Weise auftritt.
Solange man aber mit Formen (= total antisymmetrischen kovarianten Ten-
sorfeldern) arbeitet, steht mit der &uleren Ableitung d ein sinnvoller, d. h. ko-
ordinatenunabhéngig definierter Differentialoperator zur Verfiigung.

Schreibt man Formen in Tensorkomponenten um, dann 148t sich die Wirkung

des duferen Differentialoperators d auf die im Hodge-Star (1) verborgene Me-
trik mit (A.18,A.19) durch die Levi-Civita-Konnexion (A.20) ausdriicken. In
diesem Sinn ist die Hodge-Formulierung konsistent mit der 1. Moglichkeit,
wenn dort die Levi-Civita-Konnexion verwendet wird.

In jedem Fall fithrt die koordinatenunabhéngige Formulierung nahezu automatisch
zu einer geometrischen Gravitationstheorie auf einer gekriimmten Raum-Zeit, so-
bald die Metrik mit dem Gravitationsfeld identifiziert wird. Das rechtfertigt die
Bezeichnung “allgemeine Relativitédtstheorie”.

Einen dynamischen Term fiir das Metrikfeld g erhélt man durch Hinzunahme der
Einstein-Hilbert-Wirkung

1 ~
Sm:——/@R (1.9)
Kg

mit dem Kriimmungsskalar R und einer Kopplungskonstanten «,. Durch Variation
nach der Metrik entstehen daraus die Einstein-Gleichungen.
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Wihrend mit den genannten Methoden die Gravitationswechselwirkung beschrie-
ben werden konnte, bieten die Eichtheorien die Moglichkeit, alle iibrigen bekannten
Wechselwirkungen in die Feldtheorie einzubeziehen.

Dazu werden im allgemeinen Materiefelder mit mehreren Komponenten benétigt:
¢
o= : ¢' = (&7, ., 07). (1.10)
Pn
Als Ansatz fiir Wirkung und Lagrangian kann wieder (1.6) dienen. Die Wirkung
S(s) (1.6) ist invariant unter globalen Eichtransformationen, d. h. ersetzt man ¢

durch ¢/ = U¢ mit einer konstanten unitéren n x n-Matrix U, dann bleibt Sy (1.6)
wegen UT = U~! unveréndert.

Die auf Yang und Mills [55] zuriickgehende Idee der Eichtheorien besteht darin,
anstelle der globalen Invarianz eine lokale Eichinvarianz zu fordern, die Wirkung S
soll also unter ortsabhéngigen Eichtransformationen

¢'(z) = U(z)g(x) (1.11)
unveriandert bleiben.

Dazu wird die dufiere Ableitung d¢ in (1.6) ersetzt durch eine eichkovariante Ab-
leitung

D¢ = do+ A A ¢. (1.12)

Die Eichfelder (Konnexionen) A nehmen Werte in einer n-dimensionalen Darstel-
lung der zur Eichgruppe gehorenden Liealgebra an. Mit einer Basis Z° in der Lieal-
gebra G und der 1-Formen-Basis dz* kann man A zerlegen in

dim(G) ' dim(G) '
A= S AZ =Y AuZida* = A,da*. (1.13)

=1 =1

Das Transformationsverhalten der Eichfelder A unter lokalen Eichtransformationen
(1.11) wird folgendermaflen gewé#hlt:

A'(z) = U(x)A(z)U (z) + U(z)dU *(z). (1.14)
Die modifizierte Wirkung
Sw = [ (D) A ¥Dg - m*¥io) (1.15)
bleibt wie gefordert invariant, da fiir die Ableitungen nun gilt:
D'¢/(z) = U(z) (Dg(z)) . (1.16)
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Die Wirkung fiir die Eichfelder A selbst hat typischerweise die Gestalt

1
Sy = — /trF A (1.17)
9k

mit der Kriimmung

F=dA+AANA (1.18)
und einer fiir die jeweilige Wechselwirkung charakteristischen Kopplungskonstanten

gk - Das Transformationsverhalten der Kriimmung lautet:

F'(2) = U(z)F(z)U (). (1.19)

Variation des reinen Eichterms S¢4) (1.17) nach A fiihrt zu den Yang-Mills-Gleichungen
ohne Materiefelder (homogene Yang-Mills-Gleichungen)

DYF 0. (1.20)

Eichtheorien sind nach dem Vorbild der Elektrodynamik konstruiert. Die Elektro-
dynamik ist hier als Spezialfall mit der abelschen Eichgruppe U(1) oder SO(2)
enthalten, in diesem Fall sind (1.20) Maxwell-Gleichungen im ladungsfreien Raum.

Bei einem Gesamtsystem S(g) +S(4) aus Materie- und Eichfeldern tritt in den Yang-
Mills-Gleichungen (1.20) ein Stromterm j aus der Variation von S nach A hinzu.

Auf die geometrische Bedeutung der Yang-Mills-Gleichungen werden wir im Haupt-
teil dieser Arbeit zuriickkommen. Zuvor wollen wir der Vollstdndigkeit halber noch
auf die feldtheoretische Behandlung von Fermionen eingehen.

Nach einer heuristischen Idee von Dirac [21, 22] erfolgt der Ubergang von der
Klein-Gordon-Gleichung zu einer Spinorgleichung durch “Wurzelziehen” aus dem
d’Alembert-Operator 770,0,, d. h. es wird ein Differentialoperator erster Ordnung
gesucht, der sicherstellt, dal das Feld zugleich weiterhin die Klein-Gordon-Gleichung
erfiillt.

Im flachen Minkowski-Raum erhélt man die Dirac-Gleichung [21, 22, 9]
(iv*0, —m)y = 0. (1.21)

Mit der Forderung
{2 =29" (1.22)
an die Dirac-Matrizen v* folgt aus (1.21) die Klein-Gordon-Gleichung (1.4)
(—=iy*0, — m)(iv"0, — m)y = (0" 9,0, + m*)h = 0. (1.23)

Auch diese Idee ist zunéchst auf den flachen Raum beschrinkt. Es gibt folgende
Moglichkeiten, eine Spinorgleichung im Einklang mit der allgemeinen Relativitéts-
theorie aufzustellen:

13



1. In der Dirac-Gleichung wird die Ableitung d, wieder durch eine kovarian-
te Ableitung @ipm ersetzt. Das erfordert die Einfithrung einer Konnexion
fSpi“, einer Spinordarstellung der Konnexion des Tangentialraums [25, 41].
Die Dirac-Matrizen kénnen mit einer Orthonormalbasis ' (z) (Anhang A.2)
zur Metrik g in den gekriimmten Raum transportiert werden:

7(2) = 7B (2). (1.24)
Mit Ubergangsfunktionen e, zur Koordinatenbasis da#

E'(z) = &, (2)de” | nupé®, ", = g » g%, = 1" (1.25)

zerlegen die ortsabhéngigen ~-Matrizen

Yu(z) = ’yaéau(x) (1.26)
die Riemannsche Metrik in Analogie zu (1.22)
{u(@), ()} = 29 (2). (1.27)

Mit der so(3,1)-Darstellung der Levi-Civita-Konnexion w(g)ap (2.33 mit 2,
statt e?,) erhdlt man

59 — Zw(g)aby’, ) (1.29)
Die Dirac-Gleichung im Riemannschen Raum lautet dann
(1" () (9 + T5P™) —m) ¢ = 0 (1.29)
oder
<m APd+ oom) - (i’m) b =0. (1.30)

Bei dieser Verallgemeinerung der Dirac-Gleichung geht allerdings die urspriing-
liche Idee, die Klein-Gordon-Gleichung zu erfiillen, verloren. Nach “Quadrie-
ren” des Dirac-Operators wie in (1.23) erhdlt man einen Zusatzterm propor-
tional zum Kriimmungsskalar R der Mannigfaltigkeit

(i (@)(@, + E57) = m) (i7" () (0, + T577) = m)

R+m2) = 0.

Il
q
=
<
=
P

2. Unabhéngig von der Dirac-Gleichung leitete Kéhler [38] eine Fermionenglei-
chung aus der auf Formen verallgemeinerten Klein-Gordon-Gleichung ab. Mit
der Koableitung 6 (A.18) und wegen 6¢ = 0 auf die 0-Form ¢ ist (1.7) Aqui-
valent zu

(—6d —dé +m*)¢ = 0. (1.31)
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Der hier autretende verallgemeinerte d’Alembert-(oder Laplace-) Operator
(6d + d¢) ist fiir beliebige Formen sinnvoll. Wegen dd = 66 = 0 kann (1.31)
umgeschrieben werden in

(—d—=6—m)(d+6—m)p=0.
Kihlers Gleichung erster Ordnung?
(d+6—m)¥ =0 (1.32)

liefert daher bei beliebiger Metrik die verallgemeinerte Klein-Gordon-Glei-
chung (1.31) zuriick. W ist hierbei eine inhomogene Differentialform, d. h. eine
formale Summe aus Formen unterschiedlichen Grades:

N
¥ eA=EA?, (AP=Raum der p-Formen).
p=0

Die beiden Methoden sind im allgemeinen nicht dquivalent! Zwar ist die Kéhler-
Gleichung im flachen Raum dquivalent zu einer vierfach entarteten Dirac-Gleichung
(38, 5, 8, 10, 25, 26]. Diese Aufspaltung in vier Spinoranteile (fiir N = 4 Dimensionen
des Basisraums) la8t sich auf bestimmte Riemannsche Mannigfaltigkeiten ausdeh-
nen [26, 47|, ist jedoch nicht auf beliebigen Mannigfaltigkeiten moglich. Wihrend
die Kéhler-Gleichung auf beliebigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten definiert ist,
erlauben nicht alle Mannigfaltigkeiten Diracsche Spinstrukturen [46].

Interessant im Zusammenhang mit den folgenden Kapiteln ist, dafl mit der Kéhler-
Gleichung eine Fermionengleichung moglich ist, ohne dafl eine Konnexion fiir den
Gravitationsanteil eingefiihrt werden mufite. Konnexionen als Elemente der Riemann-
Cartan-Geometrie konnten dann naheliegenderweise fiir die Yang-Mills-Freiheitsgrade
benutzt werden.

Auch scheint die Kéhler-Gleichung besser als die Dirac-Gleichung mit der Idee der
allgemeinen Relativitdtstheorie vertraglich zu sein. Wahrend die Kéhler-Gleichung
unter beliebigen Basistransformationen invariant ist, verlangt die Dirac-Gleichung
den Ubergang zu einer Orthonormalbasis und damit die Reduktion auf die Lorentz-
Gruppe. Lorentz-Transformationen sind aber eher der speziellen als der allgemeinen
Relativitédtstheorie zuzuordnen.

Trotz der theoretischen Vorziige der Kéhler-Gleichung ist ihre physikalische Rele-
vanz noch umstritten.

Schwierigkeiten bereitet die Interpretation der zusétzlichen Freiheitsgrade im Ver-
gleich zur Dirac-Theorie (“Kéhler = 4x Dirac”). Verschiedentlich wurde die Identi-
fikation dieser Vielfachheit mit Flavour-Freiheitsgraden vorgeschlagen einschlieflich
der Vorhersage einer vierten Teilchengeneration [7, 3]. In der Reihe der Leptonen

2Vorzeichen héingen von der Definition von § und der Metriksignatur ab.
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zum Beispiel wiirde zu Elektron, g und 7 ein neues Teilchen 7/ hinzukommen. Ei-
ne Aufspaltung des Massenspektrums wie in [7] setzt aber die Projektion auf vier
Ideale der Clifford-Algebra voraus und kann nicht auf beliebige Mannigfaltigkeiten
ausgedehnt werden. Teilweise werden die zusétzlichen Freiheitsgrade der Kéhler-
Gleichung als Eichfreiheitsgrade interpretiert [32].

Die einfachste Gesamtwirkung, die alle heutigen Standardmodelle umfafit, hat die
Gestalt (mit Dirac-Term):

1 (9) 1 (9) 1 (9)
S = / [thrFSU(Q) N *FSU(Q) + Zg—,QtrFU(l) N *FU(l) + —2tI‘FSU(3) A 1FSU(3)

+Z¢fw/\ *Dwf+ZZ wf (6"CL)y + Do)

f k=1

+(De)' A YD + D202 — Ao]*)

1 A
Yk ] (1.33)
Rg
mit
Dy = (d + geuWHET + g0 Bl ) ¢
Dy} = (d + ISin 4 Bl g GEENSTRR )y
MSpin i . i uar
DYy = (d + [ + geWWkéTk i goe Bil + gsGki)\k §fQuark ) gt
A A A
Gravi- SU(2) U(1) SU(3)
tation elektroschwache starke WW.
f = Fermion € { Leptonen, Quarks } , r = rechtshéndig, [ = linkshéndig
v = Pauli-Matrizen (k =1,2,3)(D.1), 1 sieche (D.4)
A = Gell-Mann-Matrizen (k= 1,...,8)[45]
y;’l = schwache Hyperladung (von Fermion f und Héndigkeit abhédngige
Konstante)
C’,{ = Yukawa-Kopplungs-Matrix [45] zur fermionischen Masseerzeugung

(1.34)
Die Wirkung (1.33) ist Grundlage sowohl fiir die klassische als auch fiir die quanti-
sierte Feldtheorie:

e Die klassischen Feldgleichungen gehen aus S durch Variation nach allen vor-
kommenden Feldern A, ¢, ¢,g( oder E ) hervor. (Eine explizite Ableitung aller
auftretenden Gleichungstypen findet man in [41].) In Gravitationstheorien, die
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Torsion zulassen, ist unabhéngig von der Metrik auch nach der Gravitations-
Konnexion I' zu variieren [25].

e Die eigentliche Quantisierung erfolgt durch den Pfadintegralansatz nach Wick-
Rotation (z* = t — i7) und Ubergang zu euklidischer Signatur. In der Praxis
war hauptséchlich die storungstheoretische Behandlung iiber Feynman-Regeln
fiir Materie- und Eichfelder ohne Gravitation erfolgreich.

Eine detaillierte Darstellung der Einzelterme in (1.33) im flachen Minkowski-Raum
einschlieBllich einem Verzeichnis der Feynman-Regeln findet man z. B. in [45]. Hier
muf} eine kurze Beschreibung geniigen:

Die erste Zeile der Wirkung S (1.33) enthélt die (1.17) entsprechenden Yang-Mills-
Eichterme zur elektroschwachen (Agy(2) und Ay(py) und zur starken Wechselwir-
kung (Asy) ). Die Eichfelder werden minimal an die Materiefelder angekoppelt,
die gesamte kovariante Ableitung D1); eines Spinors hat die Form

Dyyy = (d+ T+ A) ;. (1.35)

Jedoch werden links- und rechtshidndige Fermionen in der Wirkung (1.33) unter-
schiedlich behandelt. Die auftretenden Kopplungskonstanten und Hyperladungen
sind nicht theoretisch begriindet, sondern der Phdnomenologie angepafit. Die Gluo-

nenfelder G* bzw. A gy (3) der starken Wechselwirkung wirken nur auf Quarks (Kronecker-
Delta §fQuark),

Ay ist nicht direkt mit dem U(1)-Eichfeld Appoton der Elektrodynamik zu iden-
tifizieren, erst Linearkombinationen aus W*(k = 1,2,3) und B fiihren zu einem
masselosen Photonfeld A pyoton Sowie drei massiven Vektorbosonen W+ W~ und A
Die Massen werden durch spontane Symmetriebrechung mit Hilfe eines zweikompo-
nentigen komplexen Higgs-Feldes ¢ erzeugt. Das Potential des Higgs-Feldes in der
dritten Zeile von (1.33) ist so konstruiert, dafl ¢ bei niedrigen Energien ein konstan-
ter nicht verschwindender Isospinvektor wird. Mit geeigneten Gewichtungsfaktoren
C,{ erzeugt diese Konstante auch die Massenterme zu allen Fermionen 1.

Betrachtet man die gesamte kovariante Ableitung Dty (1.35) eines Spinors, so
scheint die Gravitation ganz analog zu den Eichfeldern A angekoppelt zu sein.
Tatséchlich aber erfolgt die Ankopplung des Gravitationsfeldes an die Materie- und

Eichfelder in S (1.33) hauptséchlich durch den Hodge-Star (1). Nur im Dirac-Spinor-
Anteil wird eine zur Gravitation gehérende Konnexion zu den {ibrigen Konnexionen

A addiert.

Sollte die Kéhlersche Verallgemeinerung der Dirac-Theorie richtig sein, dann miiiten
die Dirac-Felder ¢ in (1.33) durch entsprechende Kéahler-Felder ¥ ersetzt werden.
Insbesondere entspricht dann der Ableitung (1.35) eines Dirac-Feldes ein Kéhler-

Term

P =|d+A)+Paray v (1.36)
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Man sieht, daf hier keine Riemann-Cartan-Konnexion I vorkommt. Die Ankopp-
lung der Gravitation erfolgt nun generell durch den Hodge-Star, in der Gesamt-
wirkung wiirde a priori gar keine Konnexion fiir die Gravitation bendétigt. (Zur
Kiihler-Wirkung siche [7, 36].) Der Kriimmungsskalar R ist bei dieser Interpretation
nicht als Term der Metrik und einer unabhéngig davon zu variierenden Konnexion
aufzufassen, sondern als dynamischer Term der Metrik allein.

Es stellt sich dann die Frage, ob in einer Theorie mit minimalen mathematischen An-
nahmen die geometrisch fundamentalen Riemann-Cartan-Konnexionen nicht besser
mit den Yang-Mills-Konnexionen identifiziert werden sollten.

Dieser Gedanke soll in den folgenden Kapiteln - unter etwas allgemeineren Annah-
men - einerseits prézisiert und andererseits zur Konstruktion von Losungen der
Yang-Mills-Gleichungen (1.20) mit nichtabelschen Eichgruppen angewandt werden.
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Kapitel 2

Yang-Mills-Theorie und
Biindelabbildungen

Ausgehend von den begrifflich einfachsten Biindeln, den Tangential-Biindeln der
Riemannschen Geometrie mit Riemann-Cartan-Konnexion, werden durch Reduk-
tion auf orthogonale oder pseudoorthogonale Gruppen Yang-Mills-Felder auf Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten konstruiert.

2.1 Vom Tangentialbiindel zur Yang-Mills-Theo-
rie

Ein Zusammenhang zwischen Riemannscher Geometrie und Losungen von Yang-
Mills-Gleichungen einschliellich einer Konstruktion der 1-Instanton-Loésung wurde
bereits von Wilczek [53] angegeben. In verschiedenen Arbeiten wurden weitere Spe-
zialfille unter dhnlichen Annahmen diskutiert [42, 19, 13].

Die Idee, den Zusammenhang zwischen Riemann-Cartan-Geometrie und Yang-Mills-
Eichfeldern durch Biindelisomorphismen zu prézisieren, wurde von M. Mattes und
M. Sorg [43] fiir SO(4)-trivialisierbare Eichfelder im flachen Raum entwickelt, von
C. Mokler [44] auf SO(N)-Trivialisierbarkeit erweitert.

Es wird sich zeigen, dafy [somorphismen zwischen Riemann-Cartan- und Yang-Mills-

Biindeln unter wesentlich allgemeineren Voraussetzungen moglich sind: Es werden
beliebige Riemann-Cartan-Konnexionen und beliebige Metriken zugelassen.
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2.1.1 Einfithrung der Tensorbiindel

Wir gehen aus vom Tangentialbiindel 7'(X”™) einer reellen N-dimensionalen orien-
tierbaren Mannigfaltigkeit X, die zwei Riemannsche Metriken G und g erlaubt.
Die Metrik G ist im allgemeinen gleichberechtigt zu der Metrik g des ersten Ka-
pitels (man kann formal zunéichst G = g setzen). Jedoch wird spéter bei der kon-
kreten Konstruktion von Yang-Mills-Losungen die Yang-Mills-Konnexion aus der
Levi-Civita-Konnexion zu G abgeleitet. Daher betrachten wir zuerst die Metrik G,
die “Zielmetrik” g wird durch einen Reskalierungsschritt in Abschnitt 2.3 eingefiihrt.

In einer Karte (einem Koordinatensystem) kann an jedem Punkt z der Mannig-
faltigkeit eine Basis ¥, € T = T,(XY) (o« = 1...N) fiir die Tangentialvektoren
eingefithrt werden mit dem Skalarprodukt

(Va,V8)c = Gop = Gga- (2.1)
Die dazu duale Basis des Kotangentialraums 7% = T (X") wird mit % bezeichnet:
0%(9p) = i9,0% = (0%,95) = 65. (2.2)

Damit kann der Metriktensor geschrieben werden als
G = Gup0"206° (2.3)

und seine “Inverse” als

G':=G" =G, 29, (2.4)
Die kovariante Ableitung V kann durch die Wirkung auf die Basis definiert werden:
Vig =19, @T%. (2.5)

Durch Anwenden der Konnexions-1-Formen I'® 5 in (2.5) auf einen Basisvektor erhélt
man die kovariante Richtungsableitung und damit die vollstédndige Basiszerlegung
von (2.5)

Vﬂ'r 195 - ﬁaraﬁ"r 6)

2.
(2.7)
I = T 2.

Die Forderung von Vertréglichkeitsbedingungen definiert die kovariante Ableitung
eines beliebigen Tensorfelds

b=t Qe Q0% € T, = QTRT (29)
i=1 j=1 i=1  j=1

in Richtung eines beliebigen Vektorfelds

v =v",. (2.10)
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Cefordert wird (mit ¢ € T7, U CY(XN), terarg 5 € CHXN), ¢ € TT):
Vit = Viyay t =04V t
Vot g, = (At g ., 0)
Vot +1) = Vit + V,t! (2.11)
V,(t@t)= (Vi) @t +t® (V,t)
V ,kommutiert mit Kontraktionen.
Insbesondere erhélt man so fiir den dualen Basisvektor % die Ableitung
Vo = -0° @ T (2.12)
oder in Komponenten
V0% = -, 0°. (2.13)

Damit ist auch die kovariante Ableitung des Metriktensors G definiert. Fiir eine
metrische Konnexion (Riemann-Cartan-Konnexion) wird gefordert:

Vs,G = 0. (2.14)

Im Raum der total antisymmetrischen kovarianten Tensorfelder AP & Tfp kann man
schon mit dem &ufleren Differentialoperator d in koordinatenunabhéngiger Weise
ableiten [16].

Eine tensorwertige p-Form
teT,, @A

kann man durch die Basiszerlegung

p

T S . 1 o N
1= Qo @07 " hr sy [\ O (2.15)
& Ve GO

=1 k=1

in Tensor- und Formenkomponenten aufspalten, d.h. in Linearkombinationen der
Form

t=t'®a teT’ ., aec AP

*S9

Fiir solche Tensoren definiert man die duflere kovariante Ableitung VA durch die
Produktregel
VA : Tr. @ AP — Tr, @ AP
(2.16)
VAF @a)=(Vyt) 20 Na+t @da,
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oder ausgeschrieben fiir (2.15)

k=1

VALt = (Vz%\ (é 19041' é 9@')) X ]%tal“'arﬁl"ﬁs'yl---’Ype)\ A }i Qe
=1 j=1 !
(2.17)
r s )
190, Hﬁ] d < 1 fo.ar H'Yk) .
+ <® i ]@1 ) ® E[ B1.--Bsy1--p k/:\1

i=1
Die Aufspaltung in Tensor- und Formenanteil (2.15) ist nicht in jedem Fall eindeu-
tig. Zum Beispiel kann 6% € T* wegen der Isomorphie T* ~ A! auch als 1-Form
gedeutet werden. Hier wird fiir VA die Konvention verwendet, von rechts ausge-
hend den maximal antisymmetrischen kovarianten Teil eines Tensors als Form zu
interpretieren, falls die Aufspaltung nicht ohnehin klar ist. (Zur Mehrdeutigkeit der
Aufspaltung siehe auch [49].)

Durch zweifaches Anwenden der dufleren kovarianten Ableitung auf einen Basisvek-
tor erhélt man die Kriimmungs-2-Formen R g:

VA = Vis=0, L%
V/\V/\ﬁg = (Vﬁkﬁ7)®9A/\I‘75+ﬁa®dI‘aﬁ
= Y, ® ]:‘a7 N Iwg + 9, ® dI‘O‘ﬁ

= 9, R

also
Raﬁ = dI‘O‘ﬁ + I‘Ol,y A I"yg (218)

Es gibt vor allem zwei fiir praktische Rechnungen wichtige Basissysteme, das aus
den Koordinatenrichtungen gebildete natiirliche (holonome) Basissystem {0,,, dz*}
und das (beziiglich G) orthonormierte Basissystem {e,, E*}.

Allgemeine Basis V€T 0 T
| l

Natiirliche Basis O dax*

G-orthonormale Basis €, E®

Die Komponenten der natiirlichen Basis entsprechen dem traditionellen Indexfor-
malismus der allgemeinen Relativitétstheorie (“Einstein-Eichung”).

G-orthonormal bedeutet hier, dafl gilt:
(em eb)G = Tab (219)
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(B E)g1 = n™ (2.20)

(Nw) = (™) = diag(—1,...,—1, +1,...,+1 ). (2.21)
g-fach (VN — g)-fach

Die Signatur von G (= Signatur von 7,,) lassen wir vorldufig offen. In der euklidi-
schen Feldtheorie wird 7, = dw, ¢ =0 .

Der Ubergang zu einer orthonormalen Basis ist nicht eindeutig, eine beliebige SO(q,N-
q)-Transformation liefert eine weitere Orthonormalbasis. Die Reduktion auf eine
orthonormale Basis ist mit globalen topologischen Verhé&ltnissen vertrdglich: Das
Frame-Biindel einer orientierbaren Mannigfaltigkeit kann immer auf ein SO(q,N-q)-
Biindel reduziert werden [25, 16].

Der Basiswechsel von einer natiirlichen zu einer orthonormalen Basis gleicher Ori-
entierung wird durch GL™ (N, R)-Ubergangsmatrizen e, beschrieben:

e, = €10,
(2.22)
E* = e, dat,
mit den Relationen
eau = nabequw’
et = iy = o
(2.23)
e’ne” = G =0y
epeq, = Gu.

Eine beliebige tensorwertige p-Form (2.15) kann zum Beispiel wie folgt in unter-
schiedlicher Weise in Basiskomponenten zerlegt werden:

T s D
to= Lo, s ®0, ®dr A da
p: =1 j=1 k=1
- > K 2.24
= lltalmarbl...bscl...cp Re, QEY A\ E* (2.24)
p: =1 j=1 k=1
—_ 1 tal...aqnb s A é e. . é ]Ebj }3\ dx)\k
]3!' 1--.-bsA1... Ap 2 a; 21 Al

In der letzten Zeile wurden die total antisymmetrischen Formenkomponenten in
die natiirliche, die iibrigen Komponenten in die orthonormale Basis zerlegt. Diese
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“gemischte Basis” ist besonders praktisch um spéter in die iibliche Komponenten-
formulierung der Yang-Mills-Theorien zu gelangen.

Die Transformation der Tensorkomponenten erhilt man mit (2.22) und (2.23) zu

tal Qo ai

— a V1 14 1...
brobsdhioy = €y ety ey T o (2.25)

(Die Buchstabenwahl der Indizes deutet die Zugehorigkeit zur jeweiligen Basis an.
Indizes a, b. .. beziehen sich auf die orthonormale, A\, u, v ... auf die natiirliche Ba-
sis.)

Die Konnexions-1-Formen w?®, der orthonormalen Basis
Ve, =e, @w% (2.26)

erhdlt man aus den Konnexions-1-Formen der natiirlichen Basis durch eine
GL™ (N, R)-Eichtransformation

w = e dey” + e, T ey, (2.27)
oder ausgedriickt in Komponenten einer gemischten Basis:
Wi = e” 0nep + e IH o re”. (2.28)
Durch die Metrizitdatsbedingung (2.14) werden die Konnexionsformen der Ortho-
normalbasis Objekte der Liealgebra so(q,N-q), d.h.
Wab = NacwW b (2.29)

ist antisymmetrisch:
Wap = —Wpg- (230)

Andererseits ist fiir jedes antisymmetrische w,, die Metrizititsbedingung (2.14) zu
einer Orthonormalbasis erfiillt, d.h. (2.30) und (2.14) sind dquivalent.

Im Sinne einer Eichtheorie ist in der Riemann-Cartan-Geometrie (mit metrischer
Konnexion) eine beliebige SO(q,N-q)-Konnexion zugelassen, wihrend Einstein in
der allgemeinen Relativitdtstheorie den folgenden Spezialfall der Geometrie mit
Levi-Civita-Konnexion annahm.

Spezialfall Levi-Civita-Konnexion

Die Levi-Civita-Konnexion ist die einzige beziiglich G' metrische Konnexion mit
verschwindender Torsion (B.1), d.h. fiir die neben (2.14) auch

O =di* + T3 A0° =0 (2.31)
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gilt. Aus physikalischer Sicht entscheidend ist, dafl hierbei W Freiheitsgrade
verschwinden, die Levi-Civita-Konnexion kann eindeutig aus der Metrik berechnet

werden.

In natiirlicher Basis gilt zur Metrik G (siche Anhang B)

1
F(GYLV)\ = §Gﬂp (8VGp)\ + a)\Gup - apGV)\) ) (232)

fiir die wep, erhélt man mit (2.28) und (2.23)

1 1
w(G)ab# = 5 (8,\eau — auea)\) eb>‘ — §€a)‘ (8Aebu — aueb,\)

1
+§ea*ebf’ecu (Bpeer — Orecp) (2.33)

W(G)ab = w(G)ab#dx“.
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2.1.2 Die Entkopplungsabbildung

Einigen Erweiterungen der allgemeinen Relativitdtstheorie [25, 31] liegt die Rie-
mann-Cartan-Geometrie mit beliebiger metrischer Konnexion zugrunde, d.h. die
W zusétzlichen Freiheitsgrade, die eine metrische Konnexion im Unterschied
zur Levi-Civita-Konnexion zuléfit, werden der Gravitationswechselwirkung zuge-
schlagen. Zu den Einstein-Gleichungen fiir die Metrik treten dann Gleichungen hin-

zu, die die Torsion (B.1) der metrischen Konnexion bestimmen.

In dieser Arbeit dagegen werden die zuséatzlichen Freiheitsgrade der Konnexion zur
Beschreibung von Yang-Mills-Eichfeldern, wie sie in den {ibrigen Wechselwirkungen
auftreten, ausgenutzt. Da die inneren Freiheitsgrade eines Yang-Mills-Materiefeldes
zunéchst nichts mit dem Tangentialraum der Mannigfaltigkeit zu tun haben, wird
in diesem Abschnitt die “Entkopplungsabbildung“ vom Tangentialbiindel auf ein
Materievektorbiindel definiert.

Um zur Yang-Mills-Theorie zu gelangen, wird nun ein neues Vektorbiindel isomorph
zum Tangentialbiindel des vorigen Abschnitts konstruiert.

Dazu sei ein reeller Vektorraum V' gegeben mit gleicher Dimension wie der Tangen-
tialraum

dim V =dim 7' = N.

In einer Yang-Mills-Eichtheorie ist V' der Darstellungsraum der Materiefelder mit
inneren Freiheitsgraden. Bei dieser physikalischen Interpretation wird vorausgesetzt,
daB die Eichgruppe entweder SO(q,N-q) oder eine Untergruppe davon ist (siehe
spéter).

Durch Angabe einer Orthonormalbasis ¢, wird in V' ein Skalarprodukt definiert:

Orthonormalbasis b, eV (Cas ly) = Nav (2.34)

Duale Basis LYeV* (LY b)) =n%,

Der Isomorphismus wird nun realisiert, indem am Punkt z € X* jedem orthonorma-
len Basisvektor des Tangentialraums ein Basisvektor der neuen Faser V' zugeordnet
wird.

id

: ) N N
Basisraum: X > — r € X (2.35)
Faser: T=T,(XYN) > e.z) i l(z) € V,

Durch die Linearitéit der Vektorrdume sind damit die Fasern isomorph aufeinander
abgebildet.
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Sei nun {U;} eine offene Uberdeckung von X%, die mit einer Karteniiberdeckung
identifiziert werden kann, und seien weiter zu x € U; N U; SO(q,N-q)-Ubergangs-
funktionen Q,;(x) gegeben, durch die die Orthonormalbasisvektoren im Uberlap-
pungsbereich U; N U; verbunden werden:

el)(z) = Qu(x)ef ()  zeUnUj.
Dann koénnen Ubergangsfunktionen fiir V, ganz entsprechend erklirt werden durch

(0(2) = Q" (@) (x)  zeUinlj.

Damit ist ein Vektorbiindel definiert [46], das nach Konstruktion isomorph zum
urspriinglichen Tangentialbiindel ist. Diesen Isomorphismus bezeichnen wir als Ent-
kopplungsabbildung und verwenden dieselbe Notation C~! wie fiir die Faserabbil-
dung in (2.35).

Eine eichkovariante Ableitung D zu einer linearen Konnexion in diesem “entkoppel-
ten” Biindel definiert man durch ihre der Gleichung (2.26) entsprechende Wirkung
auf die Basis ¢, € V:

-1
Veb = €e,® w“b C—> Déb = Ea X w“b (2 36)
Vaueb = €4 w“bﬂ C—_l> Daufb = Ea w“bﬂ

D wirkt in V' wie V im Tangentialbiindel, wir haben also einen Isomorphismus, der
die kovariante Ableitung einschlieit. Die Schreibweise C~! deutet an, daf§ auch der
umgekehrte Weg, die “Kopplungsabbildung” C ins Tangentialbiindel sinnvoll ist.
Man erhélt dann aus einem Eichfeld eine metrische Konnexion in 7.

Das Kotangentialbiindel wird abgebildet auf das duale Biindel mit Faser V*:

T =T*XYN) 5 E%z) L) e v
1 2.37
VE® = Fewy, < DL° = —Lowy (237)
a b c! a b
VaHE = —-E wab,u — Dauﬁ = L wabu

Fiir die Abbildung wurde die gleiche Bezeichnung C~! wie in (2.35) gewdhlt, da
die duale Abbildung in kanonischer Weise festliegt, wenn man die Ubertragung der
Dualitétsbeziehungen (2.2) nach (2.34) fordert.

In den assoziierten Tensorproduktbiindeln mit Faser
T S
Vi=QVRV”
=1 j=1
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erhélt man beliebige Richtungsableitungen in Richtung eines Tangentialvektorfelds
v € T im wesentlichen durch Forderung der Produktregel

D,VeV) = DY)V +Ve([D,)V) (2.38)

wvevy , VeV, , wvel),

sowie den iiblichen Vertréglichkeitsbedingungen analog zu (2.11). Die Entkopplung
der kovarianten Richtungsableitung kénnen wir daher symbolisch darstellen in der
Form:

c!
V. T T" D.: V" VT
v *S *S v *S *S°

Die Entkopplung der tensorwertigen Form ¢ (2.24) definieren wir als

_ 1 r S p
t G C(t) = Htalmwbl...bs)\l...)\p X lo, QL% N da-. (2.39)
: =1 k=1

J=1

Die &uflere kovariante Ableitung D solcher V] -wertigen p-Formen wird definiert
durch die Produktregel auf V ® a € V/, ® AP

DV®a) = (DgV)@di* Aa+Veda (2.40)
VeV, , aecAl?), (2.41)
2.42)

also mit (2.39)

r s p
D C_l(t) — (DBA (ZQ gai ]gl Ebj)) ® ]%[tal...arblmbsmmupdxk A k/z\l dHe

(2.43)
T s p
+ <® Eai ® £bj> ® %dtalmarbl...bsul...up A /\ dxﬂk
=1 j=1 : k=1

und ist somit die Entkopplung der &ufieren kovarianten Ableitung VA (2.17):

VA 0 Tr@A — Tr AP
L et | (2.44)

D o VEQAP — VI @ APTL

Die Entkopplung der Ableitung kommutiert mit (2.39), d.h.
C'Y(VAt)y=DC ' (t) teTl, oA (2.45)
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Durch Fortsetzung dieses Verfahrens auf weitere Produkte aus V), und 77, und
Definition der Produkt-Ableitungen kann man Tensorproduktbiindel konstruieren,
die allesamt in natiirlicher Weise isomorph zu den urspriinglichen Tangentialten-
sorbilindeln sind:

VL, QT @A ~ T, ®AP.
Allerdings sind Kontraktionen, bei denen ja die Tensorstufe reduziert wird, zwischen
V-Indizes und T- bzw. A-Indizes nicht mehr sinnvoll.

Die Bedeutung der Entkopplungsabbildung wird spéter bei der Reskalierung klar,
wenn in den Tangentialanteilen eine neue Metrik und eine neue Konnexion ein-
gefiihrt wird.

Das Bild des Kriimmungstensors (vgl. 2.18)
R = R¥0, ® 6° (2.46)

bezeichen wir mit

Q=C"'(R). (2.47)
Die Kriimmungs-2-Formen in natiirlicher Basis
R¥, =dI'*, +T*, AT”, (2.48)

transformieren sich mit (2.23) in die G-orthonormale Basis

Qab = dw“b + u)“c A\ wcb
(2.49)
= e, RE,.
Die Entkopplung des Kriimmungstensors lautet daher
R = ]R“l,au X dz”
= JR0, ® da¥ © da* A da?
= 06, @E @dt Ade? € Th N (2.50)
¢t ¢t
Q = 10 leLedd Ad? € VioA
mit
Q% = e’pe”RM,y, (2.51)
Rty = ONIF,, — 0,1 + T 17, = T, 170 (2.52)
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Die Konnexion w und die Kriimmung €2 kénnen auch als matrixwertige Formen mit
den Matrixindizes a,b in (2.49) oder in (2.50) aufgefafit werden.

Aus R lassen sich die Ricci-1-Formen

RI/ - Z'(?“RMV (253)
mit den Komponenten
Rua = RV (2.54)
und der Kriimmungsskalar
R=1iyR"=(R",0,) =G"R,. (2.55)

bilden, entsprechende Kontraktionen in £ wéren nicht sinnvoll.

w ist ein Yang-Mills-Eichfeld zur Eichgruppe SO(q, N — q) bzw. zur Lie-Algebra
so(q, N — q). Normalerweise wird man es jedoch mit Unterkonnexionen A zu tun
haben, die Werte in einer Unteralgebra von so(q, N — ¢) annehmen.

Bevor wir uns den Unteralgebren zuwenden (Abschnitt 2.3.2), werden wir dynami-
sche Forderungen an die Konnexion w in Form der homogenen Yang-Mills-Gleichungen
stellen und anschliefend den Ubergang zu einer neuen Metrik g (“Reskalierung”)
diskutieren. Es ist ndmlich zu zeigen, dafl die Projektion auf Unterkonnexionen mit
dem Reskalierungsschritt vertriglich ist.
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2.2  Yang-Mills-Gleichungen

Metrik und Konnexion des Raums sollen nun folgende Gleichung erfiillen:

vAYR=0. (2.56)

G
Der Hodge-Star (*) zur Metrik G wirkt hier nur auf den 2-Form-Anteil der Kriim-
mung R € T, ® A2, die Riemann-Cartan-Konnexion I' steckt sowohl in der dufieren
kovarianten Ableitung VA als auch im Kriimmungstensor R. Konnexion und Metrik

sind im allgemeinen bis auf die Metrizitdtsbedingung (2.14) unabhéngig voneinan-
der.

Durch die im vorigen Abschnitt definierten Entkopplungsabbildungen (2.50) und
(2.44) folgt aus (2.56) unmittelbar die Gleichung

DY —o, (2.57)

das heiBit (2.56) ist nichts anderes als die mit der Kopplungsabbildung C ins Tan-
gentialbiindel transportierte Yang-Mills-Gleichung (2.57) fiir w

vAPR=cDP0) =0

Um die Struktur der Gleichungen besser zu erkennen ist es sinnvoll, verschiedene
Darstellungen zu diskutieren. Dazu wird zunéchst die eichkovariante Ableitung in
Gleichung (2.57) berechnet.

G
Zerlegt man die (N-2)-Form D in die Komponentendarstellung

N
G G
Pa=rec0 Yoy, Nda, (2.58)
=3

CED

dann folgt durch Anwendung der Produktregeln (2.40, 2.38) und der Basisregeln
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(2.36,2.37) aus (2.57)

(©) (@) N
DxQ = (Dy (ta® L)) ®de* A i (* D)%, A dat

(@ N
o ® L® d (W—;),( O A dm‘“)

(©)] N ,
= Ea X Eb X ﬁ |fdac N ( * Q)C /\3 dz#

bus...uN i

(2.59)

N
—wty, A (R Q) A dat
3

CU3-. LN =

©) s N
+d( )bmmw/\ii\gdx’“ )

Nach Durchtauschen der 1-Form w¢, in der vorletzten Zeile wird daraus

(G) (G
DxQ = (L ® xiay wio A (S

N
/\ dxl’“z
3

)cb%---lw P

(=¥ D) A da A we
CERTIFAN X wb

(2.60)

(©) N
+A(* ), A A o
=3

Die Gleichung wird iibersichtlicher, wenn die Indizes a,b,c zur Basis {, @ £° als
Matrixindizes aufgefafit werden. Als Matrixgleichung geschrieben lautet (2.60)

)

d92+w0r P9 —1)"Porw=0. (2.61)

Die Yang-Mills-Gleichung (2.57,2.61) ist dquivalent zu
G)._ (G
pPa—o (2.62)
Die Komponenten dieser Gleichung findet man durch Anwenden des Hodge-Star-

€]
Operators @ auf (2.59):

QU +w e, Q% —wCp Q0
(2.63)
+T(G)#, Q%Y +0(G)",, Q% = 0.

32



Die in D(g) auftretenden Ableitungen der Metrik G wurden hierbei mit Hilfe der
Levi-Civita-Konnexion I'(G) (Christoffel-Symbole) (2.32) ausgedriickt. Die I'(G)-
Terme konnen mit der partiellen Ableitung 0, zur kovarianten Ableitung V(G),
zusammengefafit werden, so dafi (2.63) iibergeht in

V(@) Q%" + w, Q%" — Q4 w, =0, (2.64)
wobei V(G), nur auf die Formenindizes p, v wirkt.

Unterdriickt man wieder die Matrixindizes a, b, ¢ , dann erhélt man die traditionelle
Gestalt der homogenen Yang-Mills-Gleichungen in einem Raum mit Metrik G

V(G), Q" + [w,, @] = 0. (2.65)

Durch die Forderung (2.56) sind also die Yang-Mills-Gleichungen (2.57) bzw. (2.65)
zum SO(q, N — q)-Eichfeld w®,, identisch erfiillt.

Da die Entkopplungsabbildungen invertierbar sind, kann man auch umgekehrt ar-
gumentieren:

Die Yang-Mills-Gleichungen kénnen immer isomorph ins Tangentialbiindel abgebil-
det werden, wenn die Fichgruppe die SO(q, N — q) oder eine Untergruppe davon
15t.

So kann zum Beispiel ein SO(3)-Eichfeld iiber eine Einbettung in die SO(4) oder
in die Lorentzgruppe SO(1, 3) sowohl bei euklidischer als auch bei Minkowskischer
Signatur als eine metrische Unterkonnexion des Tangentialraums aufgefafit werden.
(Generell wird natiirlich die Existenz der Metrik G vorausgesetzt.) Bei Materiefel-
dern (siehe 4.1) ist zusétzlich die Darstellung zu berticksichtigen. (Zu Unterkonne-
xionen siehe auch Abschnitt 2.3.2.)

Gleichung (2.56) ist Aquivalent zu
G G
v aPr=0 (2.66)

oder in Komponenten einer natiirlichen Basis (die Indizes «, 3, konnen auch auf
eine beliebige Basis bezogen werden)

auRaﬁW +FawRWﬁW - FwﬁuRaww
(2.67)

+T(G)*, ,Rs™ + F(G)”MR%‘M = 0.

m

Man beachte, dafl I" und I'(G) im allgemeinen nicht tibereinstimmen miissen. Die

G
Levi-Civita-Konnexionskoeffizienten I'(G') kommen hier durch die Wirkung von d(*
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@
(in der Ableitung VA @ (2.56)) im Raum der Formen ins Spiel, unabhéngig von
der metrischen Konnexion I' des Tangentialraums.

Jedoch ist der Spezialfall der Riemannschen Geometrie mit Levi-Civita-Konnexion
im Tangentialraum besonders einfach und daher besonders gut fiir geometrische
Untersuchungen von Eichfeldern geeignet. In diesem Fall wird I' = I'(G) in (2.67)
und in (2.48) und (2.56) nimmt somit die einfache Gestalt

V(G)" R(G), = 0 (2.68)

Y%

an, wobei nun alle Indizes von R(G)?, ,, gleich behandelt werden.

Diese Gleichung wird in spéteren Kapiteln der Ausgangspunkt zur Konstruktion
expliziter Yang-Mills-Lésungen werden.
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2.2.1 Produktriume - das dimensionale Superpositionsprin-
Zip

Wie in diesem Abschnitt gezeigt wird, haben die in den Tangentialraum abgebilde-
ten Yang-Mills-Gleichungen eine interessante Eigenschaft:

Bildet man die Produktmannigfaltigkeit aus zwei Rdumen, dann ist die direkte
Summe zweier Losungen der Yang-Mills-Gleichungen eine Losung auf der Produkt-
mannigfaltigkeit.

Dadurch unterscheiden sich die Yang-Mills-Gleichungen fundamental von den Ein-
stein-Gleichungen. Auflerdem ist dieses “dimensionale Superpositionsprinzip” hilf-
reich fiir die Konstruktion und die geometrische Untersuchung von Yang-Mills-
Lésungen.

Fiir das praktische Rechnen definieren wir zunéchst Komponentenregeln fiir ein
_ = + _ = +
Produkt XV = X" x X" zweier Mannigfaltigkeiten X"* und X"* der Dimensionen

n und % (Gesamtdimension N = n + 7).

+ + _/ _ +/ _
Sei in den Tangentialriumen von X" jeweils eine Basis 9,(i = 1...n) und 9, (I = n+

1...ﬁ+ﬁ) gegeben. Die Indexbereiche wurden bereits so gewéhlt, dafl die Zuordnung
der Indizes zu den Unterrdumen eindeutig ist.

Im Produktraum definieren wir fiir den gesamten Bereich 1...N:

7
_ 9, fira=1...n
Vo =
0 fira=n+1)...N (2.69)
0 fira=1...n
+
Vo =
+ _
v, fira=Mm+1)...N

- +
Zusammen bilden 9, und 9, eine Gesamtbasis 9, fiir den Tangentialraum von X%:

9, fira=1...n

- -
Vo = V0 ® VY = (2.70)
+ _
Uy ftaa=(n+1)...N

+
Fiir die Kobasisfelder 6 gilt entsprechendes. Auch fiir Tensorkomponenten beziig-
lich dieser Basissysteme wird im folgenden diesselbe Notation verwendet, d.h. die
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Indizes werden auf den Bereich 1... N ausgedehnt, indem iiberfliissige Komponen-
ten gleich Null gesetzt werden.

Die Metrik des Gesamtraums
- +
G =G 9 G (2.71)

hat in dieser Notation am Punkt z = (z, Ja?) die Komponenten
Cyul@) =G (D) G (8) (2.72)

- +
zu einer natiirlichen Gesamtbasis 9, @ 0,,. In Matrixnotation bedeutet das
G (G o)+ (% 2,
0 0 0 G

G (z) =G™ (2)® O™ (3).

Die Inverse ist

Man iiberlegt sich nun, dafl folgende Regeln fiir die direkten Summen gelten:

-+ _ - +
(t Dt )al...arﬁlmﬁs 4 (8 o) Jsr )a1...arﬁ1..ﬁs — (t + s )al...arﬁlmﬁs o) (t 4 Jsr )a1...arﬁlnﬁs
" T Ol = t\a1...al v n Oty < \a1...a s
(t @t )al a BLNﬁs’Y(S g )a 1.0 . — (t )al et 51..-637(8 )a 1...a’,. 5'1~~ﬂ’5,7
mindestens eine Kontraktion N
—+ ’ -,
sy (t )almaTﬁl..ﬂsy(S )a 1...00 ﬂ'lmgls,’y

(2.73)

Bei der letzten Regel ist wesentlich, dafl die Teilkomponenten 4+ nur von den je-
weiligen Unterraum-Koordinaten abhéngen. Die beiden ersten Regeln kdnnten zum

4 R
Beispiel auf Terme der Form o(z,z) ¢ (z) + g(w, ) t (z) ausgedehnt werden. Das
Zeichen @ fiir die direkte Summe wird in den Komponentenformeln nur zur Ver-

deutlichung beibehalten und kénnte etwa auf der rechten Seite von (2.73) durch +
ersetzt werden.
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Die Gesamtkonnexion definieren wir durch die Komponenten
(6% _oz +Oé
[ =T% & ). (2.74)

Man iiberzeugt sich mit Hilfe der Regeln (2.73), da8 dies fiir die Levi-Civita-
Konnexion (2.32) bereits aus der Definition der Gesamtmetrik (2.72) folgt, d.h.

L(G),, = T(G),, BT(G),,. (2.75)

Daraus folgt weiter, dal auch Kriimmungstensor, Riccitensor und Kriimmungsskalar
Summen sind:

- +
Raﬁuv = Raﬁ;w 2 Raﬁw’

- +

- %
R = R+R.

In Formenschreibweise:

+
R% = R%®R%
- +
Rs = Rpg® Rpg (2‘77)

-+
R = R+R.

+
Wir nehmen nun an, daB in den Teilriumen X' die Yang-Mills-Gleichungen

) &
*

D™ % Q=0 (2.78)

-
L . . . . +
mit 7-dimensionalen eichkovarianten Ableitungen D™ Unterraum-Hodge-Stars (*)

+
zu G und mit passenden Eichgruppen C SO@,% — 5) erfiillt sind, so dafl Abbil-
dungen in die Tangentialbiindel nach Abschnitt 2.2 mo6glich sind.

Dann gelten in jedem der beiden Teilriume die Gleichungen (2.67), d.h.

+ + £ % £+
a“RaﬁuV +Fa'yu R’Yﬁ#l’ _F’yﬁu Ra’y;u/
(2.79)
+ + \ + ia 9
+I(G)",, Rg™ +T(G)",, R =0.
Durch Addition der Gleichungen (2.79) fiir oberes und unteres Vorzeichen und An-

wenden der Summenregeln (2.73) sieht man, dafl die Gesamtkonnexion (2.74) eben-
falls die Gleichung (2.67), jedoch auf der Produktmannigfaltigkeit, erfiillt. Durch
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Entkopplung der mit I'“,, verbundenen kovarianten Ableitung V im Gesamtraum
erhdlt man wieder eine eichkovariante Ableitung D beziehungsweise Yang-Mills-
Konnexionsformen w , so dafl die N-dimensionalen Yang-Mills-Gleichungen (2.57)

erfiillt sind. Die Eichgruppe ist nun SO(¢q,n — ¢q) X 50(5, ho— 5) Die Orthonor-
malbasen konnen dabei so gewihlt werden, dafl auch die Yang-Mills-Eichfelder w

addiert werden diirfen:
- +
wabu :wabu D wabuu (280)

konsistent mit (2.63).

Damit haben wir gezeigt:

= T+
Sind zwei Lisungen der homogenen Yang-Mills-Gleichungen in X" und X' gegeben
und sind diese durch Kopplungsabbildungen isomorph in die Tangentialbiindel der
Teilrdume abbildbar, dann erhdlt man durch Summenbildung eine neue Lésung der

_ = +
homogenen Yang-Mills-Gleichungen auf dem Gesamtraum XV = X" x X"

Es gilt also trotz Nichtlinearitét der Yang-Mills-Gleichungen eine Art Superpositi-
onsprinzip !

Daf} dieses “dimensionale Superpositionsprinzip” fiir physikalische Gleichungen kei-
nesfalls selbstversténdlich ist, soll hier am Beispiel der materiefreien Einstein-Gleichungen
mit beliebigem kosmologischen Glied A, demonstriert werden. Fiir die Einstein-
Gleichungen nehmen wir die Levi-Civita-Konnexion an.

Seien die niederdimensionalen Einstein-Gleichungen (;tz >1)

+ + 1+ +
R +(Ac —3 R) G,,=0 (2.81)

erfiilllt, dann erhélt man durch Einsetzen der bekannten Summen (2.76) in die
Einstein-Gleichungen des Gesamtraums

1
Ry + (Ae = 5R)Gpuy = 0 (2.82)

die Zerlegung
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+
Da die G, nicht verschwinden, sind die Einstein-Gleichungen im Gesamtraum nur
dann erfiillt, wenn

= - 1
R=A, +§ R= const. (2.83)

Das ist im allgemeinen nicht erfiillt. Gegenbeispiele sind die Rdume S (p) x R! mit

der iiblichen Kugelmetrik fiir Sﬁ(p) und dem flachen eindimensionalen Raum R*
der reellen Zahlen (“Zeitrichtung”).

Die n-dimensionale Sphére mit Radius p erfiillt die Einstein-Gleichungen mit kos-
mologischem Glied

-~ 1.n _

A= ?(5 - 1(n-1)
und

R = 5(n—1)Gu

R = 5n(n-1)

- -
Fiir den R'-Anteil verschwindet die Kriimmung formal (R= 0, A.= 0), also ist das

Produkt S™(p) x R! keine Losung der materiefreien Einstein-Gleichungen.

Mit geeignetem Energie-Impuls-Tensor gibt es jedoch Einstein-Losungen fiir S x R!
28]. Dieser Raum mit R! als Zeitrichtung wird als “Einsteins statisches Universum”
bezeichnet .
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2.2.2 Zusammenhang zwischen Einstein- und Yang-Mills-
Gleichungen

Die Tatsache, daf fiir die Yang-Mills-Gleichungen das dimensionale Superpositi-
onsprinzip gilt, fiir die Einstein-Gleichungen im allgemeinen jedoch nicht, ist umso
interessanter, als folgender Zusammenhang zwischen diesen Gleichungen besteht:

Aus jeder Lisung der materiefreien Finstein-Gleichungen der Dimension N # 2
mit einer beliebigen kosmologischen Konstanten A. erhdlt man durch die Entkopp-
lungsabbildung eine Losung der homogenen Yang-Mills-Gleichungen.

Beweis: Durch Kontraktion folgt aus (2.82)
R(1- g) +AN=0 (2.84)
und damit die Konstanz des Kriimmungsskalars R fiir N # 2
ViR=0\R=0. (2.85)
Dann folgt aus den Einstein-Gleichungen (2.82) auch
ViR =0. (2.86)

Da wir fiir die Einstein-Gleichungen den torsionsfreien Fall vorausgesetzt hatten,
lauten die Bianchi-Identitéten [16]

V)\Rpo,uu + V;;,Rpgy)\ + VVRPO-)\“ =0. (287)

Durch Kontraktion iiber p, A und mit der Konstanz des Riccitensors (2.86) erhilt
man

VR s = 0, (2.88)
was wegen V), = V(G), und aufgrund der Symmetrie

R)\cr;w - R/JV)\O’
mit (2.68) tibereinstimmt, also Yang-Mills-Losungen liefert.

Im eindimensionalen Fall N = 1 sind Yang-Mills- und Einstein-Gleichungen (mit
A. = 0) trivialerweise erfiillt, da dann sdmtliche Kriimmungen verschwinden. Bei
N = 2 Dimensionen gilt die Folgerung nicht, denn in diesem Fall werden die
Kriimmungs-2-Formen

R = K(z)dz* A dz”

mit einer Funktion K (z), in Tensorkomponenten
R"y, = K(r)(G\G,, — GEGY).
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Damit ist (2.82) mit A. = 0 immer erfiillt, wéhrend (2.68) genau fiir K(x) = K =
const. gilt. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Zusammen mit den Uberlegungen zur Produktraumbildung wurde damit folgender
bemerkenswerte Zusammenhang gezeigt:

Aus zwei Losungen der materiefreien Einstein-Gleichungen mit einer beliebigen kos-
mologischen Konstanten erhdlt man im allgemeinen keine Einstein-Ldsung im Pro-
duktraum, wohl aber (aufler fir 2-dimensionale Faktoren) eine neue Lésung der
Yang-Mills- Gleichungen !

Symbolisch kann man das etwa folgendermaflen darstellen:
_ n im allg. .
Einstein(n) @  Einstein(n) #= Einstein (N =n +n)
I (nr2) I a2 I (vz2)
Yang-Mills(n) & Yang-Mills(n) => Yang-Mills (N =n+n)

Aus der obigen Argumentation geht auch hervor, dafl die Konstanz des Riccitensors
(2.86) hinreichend ist fiir (2.68).
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2.3 Allgemeine Reskalierung

Wir werden nun eine zweite Metrik g einfithren und die Auswirkungen auf die Yang-
Mills-Gleichungen untersuchen.

2.3.1 Einfithrung der neuen Metrik g

Der Ubergang zu einer neuen Metrik ist insbesondere dann notwendig, wenn in
den vorigen Abschnitten der einfachere Spezialfall der Levi-Civita-Konnexion zur
Konstruktion von Yang-Mills-Losungen verwendet werden soll.

In diesem Fall ist die Metrik G fest mit den Eichfeldern verbunden und kann nicht
unabhéngig zur Beschreibung der Gravitation verwendet werden. Die “Zielmetrik”
g dagegen soll entweder durch die allgemeine Relativitdtstheorie bestimmt oder
anderweitig vorgebbar sein und den eigentlichen Hintergrund fiir die Yang-Mills-
Gleichungen bilden. Im einfachsten Fall wird g die Metrik des flachen Raums.

Falls zusétzlich eine kovariante Ableitung V im Tangentialraum zur Gravitations-
wechselwirkung benétigt wird, sollte auch diese unabhéngig von den Eichfeldern der
Yang-Mills-Theorie wéhlbar sein.

Wir fithren daher in den Tangentialraumanteilen 77, ® A die neue Metrik g und
eine neue g-metrische Konnexion zur kovarianten Ableitung V ein, withrend in den
V-Anteilen die alte Struktur beibehalten wird. Diese Zuordnung bezeichnen wir als
Reskalierung;:

Reskalierung
V7 ®  T(G)y ®AG)
~
N : ! !
Vi, ®  T(g)v®Ag)
—~
altes Skalarprodukt neue Metrik g
altes D neue Konnexion V

Fiir g und G setzen wir gleiche Signatur voraus.

Fiir die homogenen Yang-Mills-Gleichungen ist es ausreichend, nur den Levi-Civita-
Fall V = V(g) (= Levi-Civita-Konnexion zur Metrik g) zu betrachten, so da8
durch Angabe der Metrik g auch die neue kovariante Ableitung definiert ist.
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Die Reskalierung N kann als weitere Biindelabbildung von einer Mannigfaltigkeit mit
Metrik G auf eine Mannigfaltigkeit mit Metrik g aufgefafit werden, wobei Basisraum
und Fasern identisch abgebildet werden.

Fiir die Abbildung der Metrik am Punkt x schreiben wir vereinfacht

9(z) = N.(G()). (2.89)

Ein Spezialfall ist die konforme Reskalierung oder Weyl-Reskalierung g = o?G
(siche Abschnitt 2.3.4).

Die Abbildung R ist, was kovariante Ableitung und Metrik betrifft, im allgemeinen
kein Isomorphismus mehr. Losungen der Yang-Mills-Gleichungen (2.57) zur Metrik
G lassen sich nicht ohne weiteres auf die neue Metrik g iibertragen.

Stellt man jedoch zusétzlich die Forderung

p'¥a-pY%0, (2.90)

dann gewinnt man aus (2.57) eine Losung auf dem Raum mit neuer Metrik g:
(9)
D¥Q = 0. (2.91)

Eine einfachere, hinreichende Bedingung fiir (2.90) wird in Abschnitt 2.3.3 gegeben.
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2.3.2 Projektion auf Unteralgebren

Fithrt man die bisher beschriebenen Schritte der Entkopplung und Reskalierung
zum Beispiel fiir einen vierdimensionalen Riemannschen Raum mit positiver Si-
gnatur durch, dann erhélt man ein SO(4)-Eichfeld der Yang-Mills-Theorie. Aus
physikalischen Griinden ist man jedoch eher an SU(2)-Feldern interessiert, da die
SU(2) als Untergruppe der U(1) x SU(2) in der elektroschwachen Wechselwirkung
und als Untergruppe der SU(3) in der starken Wechselwirkung auftritt.

Tatséchlich lassen sich aus SO(4)-Losungen immer SU(2)-Losungen erzeugen, denn
etwas allgemeiner gilt:

Falls sich die Lie-Algebra der Yang-Mills-Konnexion in eine direkte Summe von
Unteralgebren zerlegen l&8t, erhélt man zwei weitere Losungen durch Projektion
auf diese Anteile.

Sei die Lie-Algebra G aufteilbar in

-+
G=GG
mit einer Matrixdarstellung der Generatoren

- = T+ +
7'cG (i=1..dim(G) , Z'eg (I=1..dim(G))
und den Kommutatorrelationen
[zt Z"] = o. (2.92)

(Die Indizes i, j, I, J haben in diesem Abschnitt eine andere Bedeutung als im Ab-
schnitt 2.2.1.)

Zerlegt man die Konnexion w als matrixwertige 1-Form in die Unterkonnexionen

- +
w = A + A
dimeg) _ _ dim($) Lo+ (2.93)
= AZ + A Z!
i=1 I=1
— +
€g €g
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dann folgt daraus fiir die Kriimmungsmatrix mit Hilfe von (2.92)

Q = dwtwAhw

AN i A AN Yo N U UL Y,
- — + +
Feg Feg
— + -+
+ A NAL[Z8 77
——
0
+
Die Projektion der Kriimmung in die G-Unterrdume
-+
Q=F+F (2.94)
+
stimmt also mit den Kriimmungen zu A {iberein:
+ + £+ o+
F=dA+AANA. (2.95)

Der Hodge-Star wirkt nur auf den Formenanteil, nicht auf die Liealgebrageneratoren,
so daf} sich die duale Kriimmungsform ebenfalls zerlegen 148t in

S +
Y0 - Wryz+Wr) 2
(2.96)
_ Yr¥rF

Aus den Yang-Mills-Gleichungen (2.91) folgt mit der Zerlegung (2.96) und mit den
Kommutatorrelationen (2.92)

p¥a - d%2+wr¥0 - —1)"%arw

- - - - - + 4 + + o+
= dYFrANYF ()Y FAArdYFrAAYF D)V EAA
— +
g €g

Diese Summe kann nur dann verschwinden, wenn die beiden linear unabhéngigen
Faktoren in den Unteralgebren je fiir sich verschwinden.
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+
Daraus folgt die Giiltigkeit der Yang-Mills-Gleichungen in den Unteralgebren G:

+ + + + + + +
DYF—d?F+AAYF ()"’ FAA=o (2.97)

Man erhélt damit fiir A :_K oder A =A Lo&sungen der homogenen Yang-Mills-Glei-
chungen (1.20). Im Gegensatz zur Produktraumbildung in Abschnitt 2.2.1 bleibt hier
die zugrundeliegende Mannigfaltigkeit unangetastet, projiziert wird nur in der Lieal-
gebra. Die projizierten Losungen von (2.97) leben also wie (2.91) im N-dimensionalen
Raum.

Der Unterschied wird besonders deutlich, wenn man die Projektion einer Yang-
Mills-Losung betrachtet, die urspriinglich aus einem Produktansatz nach Abschnitt
2.2.1 stammt.

Spezialfall 1: G = so(q,n — q) @ so(é,ﬁ — 5)

Fiir den Produktansatz aus Abschnitt 2.2.1 erhielten wir eine Konnexion zur Sum-
menalgebra so(q,n q) & 50(5, no— qu), entsprechend der Produktgruppe

SO(q,n — q) % SO(Z;, " — 5) Generatoren der eingebetteten Unteralgebren sind
zum Beispiel

(Z0)7, = (L)% =50 0" — n*n')
" (2.98)
(z1)y, = (L) = %(UKaan —nyn")

mitn:ﬁ@ﬁ, a,b=1...N und den Doppelindizes i = (k,l), k <l=1...n, [ =
(K,L), K<L=n+1...n+n.

+
Die Zerlegung (2.93) entspricht zwar (2.80), die eichkovariante Ableitung D in (2.97
+
, oberes Vorzeichen) enthélt im Gegensatz zu D™ in (2.78) Ableitungen d zum N-
dimensionalen Produktraum. Diese Ableitung wirkt auch auf die neue Metrik g,
die im Gegensatz zu G (2.71) im allgemeinen nicht in eine direkte Summe zerfallen

muif.

Auch der Hodge-Star 9 in (2.97) wirkt vollig anders als die beiden Hodge-Stars in

+ +
(2.78). Wihrend 2 eine (N — 2)-Form ist, erzeugt zum Beispiel Vo G aus Qin
(2.78) ecine (i —2)-Form.

Insgesamt werden so aus zwei niederdimensionalen Losungen folgende Losungen im
Produktraum erzeugt:
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SO( )-Yang-Mills zu G (n-dimensional)

qn—q
Jr
SO(&L, " — Jcf)—Yang—l\/[ills zu G (ﬁ—dimensional)

Produktbildung
|

- -+
SO(q,n — q) % SO(Z;, " — 5)—Ya,ng—Mills zu G & G (N-dimensional)

Reskalierung

|
SO(q,n — q) x SO(§4,n — ¢)-Yang-Mills zu g (N-dimensional)

Projektion der Liealgebra

!
SO(q,n — q)-Yang-Mills zu g (N-dimensional)
S O@r, n— 5)-Yang—Mills zu g (N-dimensional)

Spezialfall 2: G = so(4) = su(2) & su(2)

Ein wichtiger Spezialfall ist die Projektion von SO(4)-Losungen auf SU(2)-Anteile
mit den in Anhang D angegebenen Generatoren

Zi=y' | Zi=Y? (i=1,2,3). (2.99)

+
Da die sechs Generatoren Y die Liealgebra so(4) vollstéindig aufspannen, kann jede
SO(4)-Losung auf zwei SU(2)-Anteile projiziert werden, ein Produktraumansatz ist
hierfiir nicht notwendig.

Zum Beispiel werden wir spiter in Abschnitt 3.2.1 aus der Sphére S* mit irreduzibler
Metrik G die SU(2)-Instanton-Losung auf dem E* erhalten.

+ —
Sowohl fiir A =A als auch fiir A =A erhélt man damit SU(2)-Eichfelder und -
falls w Losung der SO(4)-Yang-Mills-Gleichungen war - Losungen der homogenen
SU(2)-Yang-Mills-Gleichungen

DYF=0 (F=dA+AAA)

Damit sind wir zu Yang-Mills-Feldern gelangt, wie sie in den Gleichungen der Ele-
mentarteilchentheorien tatsdchlich auftreten.

Das Projektionsverfahren so(4) — su(2) @ su(2) ist im Anhang D explizit beschrie-
ben.
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G
2.3.3 Die Reskalierungsbedingung (i)(*)Q = sign(g)<

Um die Yang-Mills-Gleichungen von der Mannigfaltigkeit mit Metrik G auf die mit
Metrik g ausgestattete Mannigfaltigkeit zu transportieren, hatten wir im vorletzten
Abschnitt die Bedingung (2.90)

p%a=p%0
aufgestellt.

Offensichtlich ist diese Bedingung erfiillt, wenn man einschrinkend fordert:

Ya-Ya. (2.100)

Wendet man auf diese Gleichung nochmals den Hodge-Star (i) zur Metrik g an, dann
erhdlt man auf der rechten Seite wegen der Identitét (A.16) bis auf das Vorzeichen
sign(g) die Kriimmungs-2-Form €2 zuriick:

V90 - sign(g)€2.

Die Gleichung (2.100) ist daher dquivalent zu

DD = sign(g)Q. (2.101)

Diese Gleichung ist in Komponentenrechnungen vorteilhafter als (2.100), da sich
fiir hohere Dimensionen (N > 4) 2-Formen leichter handhaben lassen als (N — 2)-
Formen. Durch diese algebraische Bedingung lassen sich die Yang-Mills-Gleichungen
in besonders einfacher Weise von einer Metrik auf die andere iibertragen.

G
Da man ebensogut den Hodge-Star @ der andern Metrik G auf (2.100) anwenden

kann, ist
@

V9q - sign(G)$2

eine weitere dquivalente Umformung. Vorausgesetzt war gleiche Signatur, also sign(G) =
sign(g), daher konnen auf der linken Seite der Gleichung (2.101) die beiden Metriken

g und G vertauscht werden.

Durch die Kopplungsabbildung C ins Tangentialbiindel (2.50) erhdlt man aus (2.101)
eine Bedingung fiir den urspriinglichen Kriimmungstensor R des Riemann-Cartan-
Raums (mit V):

PER = sign(g)R. (2.102)
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Es ist niitzlich, die Komponentenrechnung in einer beliebigen Basis 9, bzw. 6%
durchzufithren mit den Zerlegungen

R = 3R7sqp9, ®0° @0 N 0°

9)(G) (9)(G)
* % *

(%

Die Komponentenversion der Bedingung (2.102) ist daher

R = R)7 550y @ 6° @ 6% N 6.

N[

€]
((i)(*)R)VMﬁ = sign(g) R sap- (2.103)

Zur Berechnung der Komponenten auf der linken Seite von (2.103) betrachten wir

G
zunéchst die (N — 2)-Form Dr. Deren Komponenten lassen sich nach (A.13) (An-
hang) durch die Kriimmungs-2-Formen R folgendermafien ausdriicken:
G 1
DRy = = \/|Glear..an GG R . 5,. (2.104)

baz...an 9

(

G
Die Komponenten der 2-Form PR Konnen mit Hilfe der Volumen-N-Form e(g)
(A.11) zur zweiten Metrik g berechnet werden:

(9)(G) 1 (@)

(* * R)755152 - ME(Q)QSMQNﬁl&( * R)75013~~04N' (2'105)

Da €(g) ein aus der Metrik g gebildetes Objekt ist, wurden die Indizes «; hierbei
mit den Komponenten ¢®° der inversen Metrik nach oben gezogen:

e(g)™ Vg5, = \/lglg™% - gV Nes, 6ypips

=V ‘g’ga3ﬁ3 Tt gaNﬁNeﬁlnﬂN‘

Durch Hochziehen der beiden iibrigen Indizes (3;, 32 kann dieser Term durch die
Determinante von g

det(g*%) = g"? - ... - g"Nes sy
und mit 1 sign(g)
) = Tl I
vereinfacht werden zu
e(g)e Nl = %ﬁeﬁl&a&mv = Sig,g‘(g)eﬁlﬁzag...oqv- (2.106)
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( Da € kein Tensor sondern das Permutationssymbol ist, hat in e?_lﬁ?a?’“‘aN die In-
dexverschiebung keine Bedeutung, die Indizes wurden hier nur der Ubersichtlichkeit
halber nach oben geschrieben.)

Einsetzen von (2.104) in (2.105) und Verwendung von (2.106) ergibt

s (E)
g lﬂlg 2ﬁ2(* * R)’Yéﬁlﬁg

= msign(g )

lgl

\/_\/ €102 G“ﬁlG”’?ﬁ?R”’w 5,

(2.107)
= gsian(o) ¥V \/ﬂ o2 GMI G R gy,
: VG
= Slgn(g)ﬁGalﬁﬁGO&ﬁzR’Y&ﬁlﬂz
Dabei wurden die Hilfsformeln (A.8) und
e S
zusammen mit der Antisymmetrie
GBL (202 R’yéﬁlﬁg — QP2 gmbr RW&ﬁQﬁl
benutzt.
Zusammen mit (2.107) erhélt man somit aus (2.103) die Gleichung
9197 g% RV 5,5, = /|GG GO RV 5,5, (2.108)

Damit haben wir die Yang-Mills-Bedingung (2.101) in eine dquivalente Bedingung
an den Riemann-Cartan-Kriimmungstensor iibersetzt.

Im Riemannschen Fall 18t sich das noch etwas priagnanter formulieren. Mit
R(G)rsas = B(G)apys

konnen in diesem Fall die Riemannschen Kriimmungs-2-Formen geschrieben werden
als

1 1
R(G)us = iR(G)an NG = 5R(G)waﬁm NP (2.109)

Dabei ist zu beachten, dafl der linke Index des G-Objekts R(G)7,; mit der Metrik
Gop nach unten gezogen wurde.
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Die Bedingung (2.108) bzw. (2.101) geht im Riemannschen Fall iiber in die Formen-
gleichung

191970 R(B) s = /|G|G*GPR(G) op. (2.110)

Die Formenschreibweise unterdriickt hier gerade zwei uninteressante Indizes.

In der durch (2.18) definierten Indexstellung heifit das
V |g|géﬁG7aR(G)aﬁ = V |G|G6ﬁgvaR(G)aﬁ'

Die Riemannsche Kriimmung R(G) ist iiber die Levi-Civita-Konnexion (2.32) und
(2.18) eine Funktion der Metrik und ihrer Ableitungen bis zweiter Ordnung. Bei vor-
gegebenem g ist (2.110) daher ein nichtlineares Differentialgleichungssystem zweiter
Ordnung fiir G.

Dagegen kommen in (2.110) keine Ableitungen in g vor, fiir diese zweite Metrik
stellt (2.110) bzw. (2.101) also eine rein algebraische Bedingung dar.

Stellen wir also bei vorgegebenem G die Frage, fiir welche Zielmetriken g die Yang-
Mills-Gleichungen weiterhin erfiillt bleiben, dann liefert (2.110) oder (2.108) dafiir
ein hinreichendes, rein algebraisches Kriterium.

Eine praktische Schwierigkeit besteht jedoch darin, beide Metriken explizit in einem
Koordinatensystem anzugeben. Dieses Problem werden wir spater noch an einigen
Beispielen diskutieren.
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2.3.4 Einige Theoreme und Spezialfille
Bevor wir im néchsten Kapitel einige konkrete Yang-Mills-Lésungen diskutieren,
sollen hier noch einige niitzliche allgemeine Theoreme abgeleitet werden.

Die allgemeinste Reskalierung (2.89) kann am Punkt z angesetzt werden als

9ap () = Rag™ ()G s () (2.111)
mit

6 6
Ros"® = Ngo ™.

Der einfachste Spezialfall ist die konforme Reskalierung, auch Weyl-Reskalierung
genannt:
R (z) = 0° ()85 (2.112)

Der oben angenommene Ansatz (2.111) kann daher als Verallgemeinerung der Weyl-
Reskalierung aufgefaft werden, bei der die Metrikkoeffizienten in verschiedene Rich-
tungen unterschiedlich umskaliert werden koénnen.

Im euklidischen Fall 148t sich (2.111) auf N Funktionen o, reduzieren:
Theorem:

Bei euklidischer Signatur (Eichgruppe SO(N)) kann die lokale Basis 1, immer so
gewihlt werden, dafl beide Metriken gleichzeitig diagonal werden. Insbesondere ist
eine G-orthonormale Basis e, so wahlbar, dafl

Gaop = bup

und
Jop = 02Gop (nicht summiert) (2.113)

gilt ( mit 02 > 0, da g positiv definit).

Beweis: Durch Wahl einer beliebigen G-orthonormalen Basis e, wird

Gap = (€a, €3)a = bap-
Damit reduziert sich (2.111) auf
Gas () = (Ea, €3)g = Rag™(2)815 =: Rag(z) = Nga(@).

Da die Funktionen N,s(z) eine symmetrische reelle Matrix bilden, existiert eine
Orthogonalmatrix M (z) € SO(N), die (N,5(z)) diagonalisiert:

M*\RosMP, = 536y, (tiber A nicht summiert).
Die zugehorige Basistransformation

e, = e M,
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1a8t die Metrikkomponenten 6,3 von G nach Definition der orthogonalen Gruppe
invariant:

Gop = (€a,€5)c = M (€, €,)aM’s = M*,6),M"5 = bugs,

d.h. e, ist eine G-orthonormale Basis, in der auch die Metrik g die gewiinschte
Diagonalgestalt annimmt:

Jop = (eou eﬁ)g
= M)\a(éka €p)g M
= M)‘aN,\pMpg

= 02648 (nicht summiert).

(q.e.d.)

Ist auch bei Minkowskischer Signatur die gleichzeitige Diagonalisierung beider Me-
triken und die (2.113) entsprechende Wahl

Gag = naﬁ (2.114)

Gop = ONagp (nicht summiert) (2.115)
moglich 7

Obwohl sich die verschiedenen Signaturen oft analog behandeln lassen, lautet die
Antwort in diesem Fall: nein.

Ein Gegenbeispiel in zwei Dimensionen sind die beiden Metriken

(Gag) = <(1] _01)277

o) = (] o)

Versuchen wir zunédchst G' in der angegebenen Diagonalgestalt n zu halten und g
analog zum euklidischen Fall (2.113) zu diagonalisieren. Definitionsgemé&f ist die
Gruppe, die 1 invariant 148t, die volle zweidimensionale Lorentzgruppe O(1,1) mit
den Darstellungsmatrizen M [48]:

M 0o MP 5 = 1ap. (2.116)

Aus dieser Definitionsgleichung folgt,daBl sich jede solche Matrix darstellen 148t als

M:<51C9Sh90 sinh g ) (2.117)
ggsinh ¢ €169 cosh
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mit
£1,€2 € {:El}

und reellem ¢. Soll nun die zweite Metrik durch eine Lorentzdrehung diagonalisiert
werden, dann miifiten nach der Transformation mit (2.117) die Nichtdiagonalele-
mente verschwinden, also

M’\lg,\pMpg = e5(1 + cosh? p) L0

gelten, was offensichtlich unmoglich ist. Fast ebenso einfach zeigt man, daff auch
keine andere invertierbare 2 x 2-Matrix existiert, die beide Metriken zugleich dia-
gonalisiert. (Zum simultanen Diagonalisierungsproblem siehe auch [27].)

Als néichstes wird die algebraische Yang-Mills-Bedingung (2.101) ndher untersucht.
Dabei beschrénken wir uns ab sofort auf euklidische Signaturen

Nap = 0ap , sign(g) =sign(G) =1
mit Levi-Civita-Konnexion, so daf§ die Formengleichung (2.110)
V191979 R(G)as = /|GG GPR(G) g (2.118)

verwendet werden kann, die unter den gegebenen Annahmen dquivalent ist zu

Y90 - q. (2.119)

Gewihlt wird nun eine G-orthonormale Basis {e,, E*}, fiir die nach (2.113) g eben-
falls diagonal wird:

Gop = 0284p (nicht summiert)

(2.120)
g8 = %6“5 (nicht summiert).

Da die Reskalierungsfunktionen o, aus Stetigkeitsgriinden das Vorzeichen nicht
wechseln diirfen, kann man

0o >0

wéhlen (ebenso wire o, < 0 moglich), so dafl folgt:
N

V0gl = y/det(gag) = I] oa- (2.121)
a=1

Da wegen Gy, = 045
Gl =1
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wird, folgt in dieser Basis durch Einsetzen in (2.118) die Bedingung

(H aa> L R(G)” = R(G)™ (nicht summiert). (2.122)

o2 o}

Ist hierin fiir ein Paar (a,b) die 2-Form R(G)® von Null verschieden, dann ist
mindestens eine Komponente

R(G)™ £0
so dafl die Komponentengleichung zu (2.122)
1
(H 0a> ——R(G)“™™ = R(G)*™ (nicht summiert)

o2 o}
durch die Zahl R(G)*® dividiert werden kann.
Damit erhélt man folgendes
Theorem:

Sei die G-orthonormale Basis so gewahlt, dafy auch die Zielmetrik g diagonalisiert
wird,
Jop = 2808 (nicht summiert),

dann ist die Yang-Mills-Bedingung (2.119) erfiillt, wenn gilt:

N
= 1] s (2.123)
a=1

fiir jedes Indexpaar (a,b), fiir das R(G)® # 0 ist.

Fiir die konforme Reskalierung (Weyl-Reskalierung)

liefert (2.123) die Bedingung

ot =ov. (2.124)
Die Weyl-Reskalierung erfiillt die Yang-Mills-Bedingung (2.119) daher nur in N = 4
Dimensionen nichttrivial (d.h. mit 0#1). In diesem Spezialfall iibertragen sich die
Yang-Mills-Gleichungen unabhéngig von der Kriimmung €2 auf die neue Metrik g,
d.h. die Yang-Mills-Gleichungen sind in vier Dimensionen konform invariant. Bei der
allgemeinen Reskalierung héingt die Bedingung (2.119) dagegen von der gewéhlten
Konfiguration € ab!

Interessant sind die Rdume konstanter Kriimmung

R(G)* s = K(G*,G% — G*sG",) (2.125)
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(K = const.), denn diese erfiillen wegen der kovarianten Konstanz der Metrik
(2.14) automatisch die in den Tangentialraum transportierten Yang-Mills-Gleichun-
gen (2.68).

Die Kriimmungs-2-Formen beziiglich einer G-orthonormalen Basis lauten dann

1
R = §R“bchc ANEY = K E* AR (2.126)

Fiir einen Raum nichtverschwindender konstanter Kriimmung K # 0 ist daher
R £ 0 fiir jedes Indexpaar a # b. (2.123) ergibt somit

N
I 0o = Vgl = 0i03 = 0i05 = 0505 = oj0} = ...
a=1
usw. fiir jedes Indexpaar a # b. Fiir N > 3 folgt daraus die konforme Reskalierung
Oq = 0,

von der wir aus (2.124) bereits wissen, dafl nur der vierdimensionale Fall sinnvoll
1st.

Fiir N = 2 Dimensionen folgt aus (2.123)

2 _2

d.h. die Bedingung
0109 = 1.

Fiir Rdume konstanter Kriimmung ist (2.119) folglich iberhaupt nur in 2 und 4
Dimensionen nichttrivial erfiillbar, wobei im Vierdimensionalen wieder die Weyl-
Reskalierung herauskommt.

Bei Produkten aus Rdumen konstanter Kriimmung gelten diese Einschrankungen
nicht, wie in Abschnitt 3.3.1 gezeigt wird.

Fiir den Spezialfall N = 4 zeigen wir folgendes
Theorem:

Ist fiir N = 4 Dimensionen SO(3) eine Untergruppe der Holonomiegruppe des
Tangentialbiindels von (X* G, V(G)), dann ist die Bedingung (2.119)

(;q()(f) Q-0
aquivalent zur konformen Reskalierung

g =0’G.
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Beweis: Nach dem Ambrose-Singer-Theorem [16] und den Voraussetzungen des
Theorems muf} die Kriimmung mindestens die so(3)-Algebra aufspannen. Da so(3)
dreidimensional ist, gibt es mindestens 3 Indexpaare a # b, fiir die

Rab 7& 0
ist. Durch eventuelle Umbenennung bezeichnen wir diese Indexpaare mit (1,2) ,
(1,3) , (2,3).
(2.123 ) liefert dann die Gleichungen

2.2 _ 2.2 _ 2 2 _

und daraus folgt wiederum die konforme Reskalierung
O =0 (a=1...4)
(q-e.d.).

- +
Fiir einen Produktraum X* =X2 x X2 mit

— +
Rab :Rab D Rab
gilt dieses Theorem nicht:

Die Indizes seien so benannt, dafl — — (1,2) und + — (3, 4) gilt, dann sind héchsten

die beiden 2-Formen
R'? und R*

von Null verschieden. Wenn die Reskalierung in derselben Basis diagonal wird, dann
liefert (2.123)
0203 = 01090304 fir R'? £ 0,

02035 = 01090304 fiir R £ 0,

nur eine einzige Bedingung
2 2

2.2
0105 = 030;.

Noch allgemeiner mufl auch die Basis, in der g diagonal wird, nicht mit einer Basis

{ibereinstimmen, in der R? in die angenommene Summe zerfallt.

Wenn sich die Metrik G in zweidimensionale Faktoren zerlegen 14t, dann hat man
also bei der Wahl von g einige Freiheit. Ist das nicht mehr der Fall, etwa bei S3 x R!
oder dem irreduziblen Raum S*, dann ist die Bedingung (2.119) fiir N = 4 nur
erfiillt, wenn die konforme Reskalierung gew#hlt wird.
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2.4 Konstruktion von  Yang-Mills-Lésungen

=+

(Ubersicht)
+ 0+ + ,
Erfiillt sei V(G), R (G )%™ =0 . . .
G r R
z. B. durch Einstein-Gleichungen (Dim. # 2)
Eventuell Produktraum bilden
fiir hohere Dimensionen G é re f R &
(“dimensionales Superpositionsprinzip” )
V(G) R(G)* 5" =0 G r R
Entkopplung: Ubergang zur
Yang-Mills-Theorie G @ L
Reskalierung
(9)(G) 7 “ 2
z.B. mit Bedingung R0 = sign(g)$2
Eventuell Projektion auf Unteralgebren
g A
z. B. so(4) — su(2)
= Losung der homogenen Yang-Mills-Gleichungen D(i)F =0
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Kapitel 3

Losungen euklidischer
Yang-Mills-Gleichungen

In diesem Kapitel werden die zuvor allgemein erarbeiteten Konzepte zur Konstrukti-
on und zur geometrischen Untersuchung von Losungen der euklidischen Yang-Mills-
Gleichungen angewandt.

3.1 Losungen im flachen Raum

Im Verhéltnis zu den iibrigen Wechselwirkungen ist die Gravitation im Elementar-
teilchenmafistab meist vernachléassigbar klein. Man ist daher hauptséchlich an Lésun-
gen der Yang-Mills-Gleichungen im flachen Raum interessiert. Fiir Pfadintegralrech-
nungen ist die wickrotierte Theorie mit euklidischer Signatur aus mathematischen
Griinden vorzuziehen.

Zur Konstruktion von Losungen im flachen Raum bietet sich folgende Vorgehens-
weise an:

Man konstruiert zunéchst Losungen aus der Levi-Civita-Konnexion eines Riemann-
schen Raums mit nichttrivialer Metrik G und bildet diese mit Hilfe der im vorigen
Kapitel definierten Reskalierung auf den flachen Raum mit Metrik g ab. Gesucht
wird dabei im Gegensatz zu iiblichen Ansétzen nicht das Eichfeld, sondern die flache
Zielmetrik g.

Um diese zu erhalten liegen zwei Wege nahe:

1. Man bleibt in den urspriinglichen Koordinaten und fordert zur Metrik g ver-
schwindende Kriimmung:



2. “Methode der Koordinatentransformation”:

Man stellt g in einem geschickten Koordinatensystem des flachen Raums dar
(z.B. kartesische Koordinaten) und sucht eine Koordinatentransformation zu
den urspriinglichen G-angepafiten Koordinaten. Wenn das gelingt, erhélt man
eine Yang-Mills-Loésung im flachen Raum in der iiblichen Formulierung.

Um die Reskalierung nach der zweiten Methode durchzufiihren, wird die Zielmetrik
g in Koordinaten z# ausgedriickt, in denen die Metrikkomponenten g,, besonders

einfach werden:
g = Gu(2*)da" © dz”. (3.1)

Die Ausgangsmetrik G ist normalerweise in einem dem Raum (X%, G) angepafiten
Koordinatensystem &* gegeben:

G =G, ()de" @ dg”. (3.2)

Mit dem allgemeinen Reskalierungs-Ansatz (2.111) bezieht man g auf dasselbe Ko-
ordinatensystem:

9 = gap(6M)dE™ ® dE” = Rop" (€1 G (61)dE™ ® dE°. (3-3)

Durch einen Koordinatenwechsel

m
dzt = g—;dga (3.4)

lassen sich die unbekannten Funktionen R,3" berechnen:

g = Gule))der @ de”

gﬂy(xk)%gg—gdga ® d¢P

= Rog" ()G (£)dE* @ de”.

Durch Vergleich folgen daraus Bestimmungsgleichungen fiir die Koordinatentrans-
formation
ox* Ox”

gMV(xA)a—faa—fg = Rap" (€) G (1) (3.5)

Hierin sind g, (z*) und G, (¢*) bekannt, gesucht sind die Koordinatenfunktionen
z(&*) (oder deren Umkehrung) und die R,5" als Funktionen von &* oder z*.

Fiir die Funktionen X,5" sind zusétzlich Restriktionen durch die Invarianzforderung
der Yang-Mills-Gleichungen (2.101) oder (2.90) zu erfiillen.

Im Fall der konformen Reskalierung, die in vier Dimensionen die Yang-Mills-Gleichungen
invariant 148t, lauten die Transformationsgleichungen mit (2.112)

_ ozt Oz

() e s = 7°(€)CslE). (36)
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In diesem Kapitel wird von einem eigentlich-Riemannschen Raum mit euklidischer
Signatur und Levi-Civita-Konnexion V = V(G) ausgegangen. Zur Vereinfachung

der Schreibweise werden aus G abgeleitete Groflen nicht mehr extra mit dem Zusatz
(G) gekennzeichnet.
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3.2 Konforme Reskalierung

Wir behandeln zuerst den Spezialfall der konformen Reskalierung
g =0°G (3.7)

in vier Dimensionen. Dann ist die algebraische Reskalierungsbedingung (2.101) mit

sign(g) = 1
G
Y90 -q (3.8)

erfiillt.

3.2.1 Produkte aus Riumen konstanter Kriimmung

In diesem Abschnitt werden unter anderem die bekannten Instanton-[6] und Meron-
Losungen[18] der euklidischen Yang-Mills-Theorie konstruiert. Wir erhalten eine
Losungsserie, die bereits in [19, 20] durch einen lokal symmetrischen Ansatz her-
geleitet wurde. Die hier verwendete Methode klirt den geometrischen Hintergrund
auf, auflerdem wird die Berechnung wesentlich vereinfacht.

Fiir einen Raum konstanter Kriimmung gilt in einer beliebigen Kobasis 6 definiti-
onsgemaf
R = K 6 A 6P (3.9)

(K = const.) oder
R s = K(G*,G"s — G*sG".). (3.10)
Wegen der kovarianten Konstanz der Metrik
ViG*, =0
ist die Yang-Mills-Bedingung (2.68) fiir Riume konstanter Kriimmung erfiillt.

Nach dem dimensionalen Superpositionsprinzip aus Abschnitt 2.2.1 gilt (2.68) auch
fiir beliebige Produkte aus Rdumen konstanter Kriimmung.

Da Produkte mit mehreren eindimensionalen Faktoren uninteressant sind (zumin-
dest vom Standpunkt der lokalen Riemannschen Geometrie aus), geniigt es fiir die
Gesamtdimension N = 4 Produkte aus maximal zwei Faktoren zu betrachten.

= +t+ 4
Wir gehen daher von zwei Raumen X'(K) und X"(K) konstanter Kriimmung aus,

deren Dimensionen sich zu 7 + 1 = N = 4 addieren (2> 0 ):

+ 4+ +
R = K6 A 6° (3.11)
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-
(K= const.).

Dabei wurde der Indexbereich beider Rdume bereits auf o, 5 = 1...4 ausgedehnt
wie in Abschnitt 2.2.1 beschrieben. Die zugehorigen Ricci-Formen und Kriimmungs-
skalare sind

+ + + 4 +
RP= i R¥=K (n —1) 6° (3.12)
+ =+, 4
R= i RP=Kn (n —1). (3.13)
B

Die irreduziblen Fille 7 = 0 oder 7 = 0, bei denen in Wirklichkeit nur ein Faktor
auftritt, wurden formal durch Nullsetzen aller entsprechenden Gréflen, d.h.

9o = 0 fiir 7 = 0
K = 0 fiir n =0
éa = 0 fiir 1 = 0
K =0 fiir 10 =0

usw. einbezogen.

Da letztenendes durch konforme Reskalierung auf den flachen Raum abgebildet
wird, mufl der Produktraum

X"MK) x X"(K)
konform flach sein. Notwendig und hinreichend dafiir ist das Verschwinden der Weyl-

formen (C.16)

C = R¥_— L _(ROAGS—RINGY) +

o &
S 0 A 65,

R
I

N-1)(N—2)

(3.14)
= 0.
Durch Einsetzen von (3.11,3.12,3.13) in die Summenformeln (2.77) erhélt man fiir

die Kriimmungs-2-Formen, die Ricciformen und den Kriimmungsskalar des Gesam-
traums:

- = - ++ +
RY = K@ A6 + K6 A 6°
- — + +
R* = K(m—1)6"+K (h—1) 6 (3.15)

A —1)+ K hh—1).

=
I
>N

63



Daraus folgt fiir die Weylformen (3.14)

(K+K)n(n-1)+, *

C = Y=y N
K+ K)h(h-1) 5, =
+((N+— 1))(N(—2))9 A BF

(3.16)

K+ K —1)0-1) (50 75 . 70 5
_( (*]‘V_)(l)(Nl)_(Q) L (9 AO5 10 A9ﬂ>

Damit der Gesamtausdruck verschwindet, muf} jede Zeile fiir sich verschwinden. Zu
beachten ist, dal zum Beispiel

+ +
firn<1  6*A0°=0,

+4 +
da dann in X" (K) jede 2-Form automatisch verschwindet.

Fiir die Vorfaktoren folgt daher
(K+K)n(n-1)= fir n > 2
o e . =
(K+K)n(n-1)=0 fir n > 2

(K + K)(h =1)(n 1) =0 fiir 1,70 > 1.

Da die Zuordung der +-Zeichen willkiirlich ist, kann ohne Beschréinkung der Allge-

T
meinheit 7 > n angenommen werden.

Daher ist die Bedingung der konformen Flachheit im wesentlichen schon durch die
Gleichung

(K+K)n(n-1)=0 firh>n (3.17)

charakterisiert.

Es sind daher nur folgende drei Typen von Produkten aus zwei Rdumen konstanter
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Kriimmung konform flach:

n=0 XN (K) irreduzibler Raum konstanter Kriimmung

_ +

n=1 Xt x XN-YK) Produkt mit eindimensionalem Faktor

AT ENRET SN I

K=—- K| X" (K) x X"(— K) | Rdume mit entgegengesetzten
Kriimmungskonstanten.

(+ und — kénnen vertauscht werden)

Bisher wurde nur die Voraussetzung N > 4 an die Weylformen verwendet, d.h.
solche Produkte sind auch fiir N > 4 konform flach.

Nebenbei sieht man, daf sich auch die Eigenschaft “konforme Flachheit” im allge-
meinen nicht auf Produktrdume vererbt, ebensowenig wie die Einstein-Gleichungen
in 2.2.1.

Zum Beispiel ist die Metrik zu S? konform flach, zu S? x S? dagegen nicht.

Im Fall N =4 und nur in diesem Fall erhdlt man durch die konforme Reskalierung
automatisch Yang-Mills-Losungen im flachen Raum.

Aus der Differentialgeometrie ist folgender Satz bekannt [52]:
Ein n-dimensionaler Raum konstanter Kriimmung K ist

fiir K =0 lokal isometrisch zum flachen euklidischen Raum E”
fir K > 0 lokal isometrisch zu einer Sphére Sn
fiir K < 0 lokal isometrisch zu einem hyperbolischen Raum H".

— +
Produkte aus zwei euklidischen Rdumen E™ x E™ sind uninteressant, da dort die
Kriimmung verschwindet.

Fiir vier Dimensionen sind die in Frage kommenden Produktrdume daher lokal
isometrisch zu einer der folgenden fiinf Riemannschen Mannigfaltigkeiten:

St SPx HY, S?x H?, S'x H®, H. (3.18)

Vom mathematischen Standpunkt aus ist damit das Problem fast ohne Rechenauf-
wand bereits weitgehend gelost:

Wir wissen, daf§ die Raume (3.18) konform flach sind und die Yang-Mills-Bedin-
gung (2.68) erfiillen. Daher erzeugt jeder dieser Réume eine Losung der Yang-Mills-
Gleichungen im vierdimensionalen ebenen euklidischen Raum.
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Die Losungen konnen explizit durch eine Koordinatentransformation nach der auf
Seite 60 beschriebenen Methode konstruiert werden.

Die Metriken der fiinf Rdume (3.18) konnen wieder formal in einem Ausdruck zu-
sammengefafit und die Reskalierung kann gemeinsam berechnet werden.

Dazu werden in den Unterrdumen sphérische oder hyperbolische Koordinaten mit
Winkelvariablen gioz eingefiihrt.

S X H"™

— - =+ +
{9017"'7905} {9017"'790z717£}

(n kann nun wieder von 0. . .4 variieren, die irreduziblen Fille werden formal ein-
bezogen.)

Damit wird die Gesamtmetrik:

— +
G = G ® G
_ N (3.19)
= p? (d/@2 + sin? kd 52(;1_1) ® de? +sinh*&d 82(+_1)>
mit p = const. und
K i=p_ . (3.20)

n

Die Metrikfaktoren fiir positive und negative konstante Kriimmung sind aus Fried-
mann-Robertson-Walker-Modellen der Kosmologie (dort 3-dimensional) bekannt
[49)].

+
Dabei steht d s fiir die Metrik der k-dimensionalen Einheitssphére, die rekursiv
auf niederdimensionale Einheitssphéiren zuriickgefithrt werden kann:

o e 2k 1y
d s°p=d ¢°, +sin” g, d 5741 . (3.21)

Durch die formalen Definitionen

+
Yo =0

. (3.22)
d 82(0) =0

wird die Rekursion gestoppt und die kompakte Schreibweise (3.19) moglich.
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Durch die Ersetzung k — ik,& — i€, p — ip konnen sphérische und hyperbolische
Anteile in (3.19) formal vertauscht werden.

Variablenbereiche:

o, = 0...21 fir 1> 2

gjfak = 0...7 fﬁrQSkSﬁ
0 fiir n=0

—— 0...27 fiir n=1
0...7 fiir n> 2
0 fiir =0

& = —00...+ 00 fiir h=1
—00...0 fiir 1> 2

Die Kriimmungsskalare sind

+
K= —# fiir n> 2.

p ist der Radius der Sphére Sn eingebettet in EntL,

Der Ubergang zur flachen Metrik g kann erfolgen, indem man dieselbe Aufspaltung
des flachen vierdimensionalen Raums vornimmt,

4 — +
E* = E" X E",
und in jedem Faktor n- oder n-dimensionale Polarkoordinaten benutzt:

- +
g =dr’+r°d 32(571) @®dt* + t°d s° (3.23)

(h-1)

= +
in £ in £"
Wie vorher hingt die Interpretation der Koordinaten von der gewihlten Aufspal-
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31
=

®

o

tung (n,
0 fir n=0
ro= —00...4+00 fir n=1
0...+00 fiir n> 2
0 fiir =0
t = —00...+ 0 fiir =1
0...4 00 fir ;522

Dabei wurden wieder rein formal 7 = 0 fiir n= 0 und # = 0 fiir 7= 0 definiert.

Aus der Weyl-Reskalierung (3.7) folgt mit den Metriken G (3.19) und g (3.23)

- +
— A2 2, ,.2 2 2 3 2
g=dr-+dt-+r ds(ﬁil) +t ds(zil)

(3 (B o [(B)"+ (8) e

= 0’G

= o2p? (dHQ +d¢? +sin*k d ;2(571)

+
+sinh?¢ d 32@1))

Durch Koeffizientenvergleich liest man daraus folgende Gleichungen fiir die Koordi-
natentransformation

{0i K, 01, &Y — {o,r, oty (i=1..n—1,1=1...h—1)

ab:
(%)Z (%)2 = 202 (n>1) (3.24)
(§_§>+(§—§) g Ge=1) (329)
%g—g+§—i§—z =0 (n,n>1) (3.26)
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e = plo?sin’k (n>2) (3.27)
= p2o2sinh?¢ H>2) (3.28)

Die iibrigen Winkelkoordinaten ¢,, <,J5 ; werden in G und g jeweils miteinander iden-

tifiziert. Das Problem wird so im wesentlichen entweder 1-dimensional (n= 0,n= 0)
oder 2-dimensional (iibrige Fille).

Subtraktion der Gleichung (3.24) von (3.25) eliminiert die konforme Reskalierungs-
funktion o, anschliefende Addition von

o; (OrOr Ot Ot G20
T\ oroc Tonoe) T

liefert:
or\* oy 0ror (or\T (o\T_otor (o)t
oc) T koe  \on oc) T okoe  \or) T
or _or\ _ (ot o\
o Ton) T \ae Ton )

Durch Wurzelziehen und anschlieenden Vergleich von Real- und Imaginérteil folgt
daraus mit einer Vorzeichenkonstanten A\, € {—1,1}:

oder

7/7; - :F)\ Fg.

Das sind Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen, die Koordinaten kénnen da-
her zu komplexen Funktionen zusammengefafit werden. Wir wéhlen:

z = r+it (3.30)
¢ = E+in. (3.31)

Durch die unbestimmten Vorzeichen in (3.29) ist die Zuordnung von Real- und
Imaginérteil nicht eindeutig bestimmt, eine andere Wahl liefert jedoch dieselben
Endergebnisse.

Die vierdimensionale konforme Reskalierung (3.7) wird damit auf eine konforme
Abbildung in der komplexen Ebene

(—z

zuriickgefiihrt. In den irreduziblen Féllen 148t sich das auf eine reelle Abbildung
reduzieren.
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Mit
dz _or O
ac ~ ae " 'oe

und (3.25) folgt
2

d
‘| = p’o’. (3.32)

d¢

Durch Addition von (3.27) und (3.28) oder durch analytische Fortsetzung erhilt
man
|2|* = p*0?| sinh? (. (3.33)

Mit (3.32) folgt daraus die komplexe Differentialgleichung 1. Ordnung
2

|2)* = ‘j—z sinh ¢

(3.34)

Der unbestimmte Phasenfaktor in (3.34) ist so zu wéhlen, daf die Gleichungen
(3.24) bis (3.28) je fur sich erfiillt sind.

Die Losung von (3.34) und von (3.24) bis (3.28) lautet:

z = % tanh % (3.35)

mit einer reellen Integrationskonstanten ¢ > 0 .

Um zur iiblichen Darstellung der Eichfelder zu gelangen, mu8 lediglich z in (3.32)
eingesetzt und fiir die einzelnen Félle interpretiert werden.

In ein kartesisches Koordinatensystem x# des E* transformiert man mit

r2 = i (QE“)2
p=1
(3.36)
4
2 o= 3 (a0,
p=n+1

Der konformale Faktor o, der aus (3.32) direkt berechnet werden kann, enthélt die
gesamte Information iiber das Eichfeld.

Das sieht man folgendermaflen: In kartesischen Koordinaten ist
G = —=bu. (3.37)
Die zugehorigen Levi-Civita-Konnexionskoeffizienten (2.32) sind

M, =4,6%, + 0,6, — 015, (3.38)
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mit

. 01
Der Ubergang zu einem G-orthonormierten Vierbein erfolgt durch (2.23)
a 1 ¢a
e noo= 66 1
(3.40)
et = obt.
Die Eichtransformation (2.27) ergibt dann die SO(4)-Konnexion
w?, = -, + a6, (3.41)

Durch Vergleich mit (3.38) sieht man, da§ w®), in diesem Spezialfall der antisym-
metrische Anteil der holonomen GL(4)-wertigen Levi-Civita-Konnexion I'%, ist:

a 1 a
w buzi(r bM—PbaM).
Dieser in [19] angenommene Ansatz fiir die SO(4)-Version der Levi-Civita-Konne-
xion setzt also die konform flache Reskalierung (3.37) voraus. Im allgemeinen ist die
Eichtransformation (2.27) zu verwenden.

Losungen der euklidischen SU(2)-Yang-Mills-Gleichungen erhélt man aus der SO(4)-
Konnexion (3.41) durch Projektion auf die SU(2)-Unteralgebren mit Hilfe der Ge-
neratoren

+
Y;
(D.12, siche Anhang ) in der Form
- +
Ay = —tr (Yi wu)
-
= Yiw wab“
-
= 2V,
oder mit (3.39)
+ £ 0 ‘
AWZQY;M@IHO' (1=1,2,3; p=1...4). (3.42)

Mit beliebigen SU(2)-Generatoren Z sind die Konnexionen bzw. die Eichfelder
£
A=A, Zidz"

die gesuchten SU(2)-Losungen.
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Der einfachste Fall ist 7 = 0, also
¢ = 1k
z = r = xux“:ctan%.

Aus (3.32) folgt fiir den konformen Reskalierungsfaktor o:

c 1+r2
o=— — .
2p c?

Das ist die bekannte 1-Instanton (bzw. Anti-Instanton-) Losung [6].

%
nach (3.42) herausfillt. Man kann daher ¢ und p immer so wihlen, dafl

Der konstante Vorfaktor == ist unwichtig, da er bei der Berechnung des Eichfeldes

c
— =1. 3.43
2% (3.43)
Die Instanton-Losung entsteht im wesentlichen aus der Kugel S*\{1 Punkt } durch
stereographische Projektion auf den ebenen Raum E* (Figur 3.1). Um eine homdomor-
phe Abbildung auf den ebenen Raum zu erhalten, mufite ein Punkt aus der 4-Sphére
entfernt werden. Die mit der Kugelmetrik G

1
G =——56

(1 X 7;_2)2 a4

versehene Mannigfaltigkeit X% = R* ist daher nur lokal isometrisch zur 4-Sphére
S,

Wihrend die Instantonlésung auf ganz E* regulir ist, entstehen in den iibrigen
. + . e
Féllen n > 1 Singularitéten.

Der konformale Faktor o folgt wieder aus (3.32) und (3.35):

o2 =
p

(3.44)

Mit z = r + it wird daraus
2 2 2 2 2\ 2
s C 2(r* —t%) re+t
g = 4—p2 (1 + C2 + C2 . (345)

Die Metrik (3.37) und der Lagrangian zum Eichfeld (3.42) divergieren an den Null-
stellen von o, also bei

r=0, t*=c". (3.46)
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Im Fall 72 = 1 sind das zwei singulire Punkte auf der t-Achse (“Zeitachse”). Die
Losung ist unter dem Namen Dimeron-Losung bekannt [18].

Die Abbildung des Zylinders S® x R! auf den ebenen Raum, die die Dimeron-Lésung
erzeugt, ist schematisch in der Figur 3.2 dargestellt.

An der geometrischen Abbildung ist gut zu erkennen, wie die beiden Singularititen
des Dimerons zustande kommen. Die beiden unendlich entfernten Zylinderenden
(§ — +o00) werden auf zwei Punkte des euklidischen Raums abgebildet. Die Wir-
kung des Eichfelds ist proportional zum 4-Volumen des Zylinders, daher divergiert
die Wirkung in einer beliebig kleinen Umgebung der Dimeronpunkte im ebenen
Bildraum.

Weitere Untersuchungen zur Riemannschen Geometrie der Dimeron-Lésung findet
man z.B. in [50, 30].

In den iibrigen Féllen %> 2 beschreibt (3.46) eine Sphéire S*~1 mit Radius el
auf der die Losungen singuldr werden. Die Koordinate ¢ ist in diesen Fillen als
Radialkoordinate aufzufassen. Die hoherdimensionalen hyperbolischen Rdume und
die Abbildungen, aus denen diese Losungen hervorgehen, sind nicht mehr so einfach
zu veranschaulichen wie im Fall des Instantons und des Dimerons. Jedoch entstehen
hier die Singularitdten aus einem dhnlichen Grund wie bei der Dimeronlosung: Der
nichtkompakte Parameterbereich um ¢ — —oo wird in einen endlichen Bereich
um die singuléren Sphéren abgebildet und 148t die Wirkung der Feldkonfiguration
divergieren.

Die Eichfelder zum Parameter 4— 7 gehen aus dem Fall % durch die Substitution

& — —c?
und Uminterpretation von r und ¢ hervor. Die aus H* konstruierte Losung kann
also durch eine einfache Ausdehnung des Parameterbereichs aus der Instantonlosung
erzeugt werden und wird hier als H*-Instanton bezeichnet. Ebenso hiingt die S* x
H3-Lésung mit dem Dimeron zusammen.

Die Losungen sind in der folgenden Tabelle zusammengefafit. (Es wird ¢ = 2p
gesetzt. Die Zeile “G lokal” in der Tabelle ist so zu verstehen, daB G in lokalen
Koordinaten die Summenmetrik (3.19) zu den angegebenen Produktrédumen ist. )
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E4

S4

2p

Fig. 3.1: Die Instanton-Losung im flachen Raum E*. Die Metrik, aus der das Eichfeld
iiber die Levi-Civita-Konnexion berechnet wird, entsteht durch stereographische
Projektion der 4-dimensionalen Sphire S* auf den flachen Raum E*. Die Losung
ist im gesamten Raum E* regulir.
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Fig. 3.2: Die Dimeron-Lésung entsteht aus dem vierdimensionalen Zylinder S3 x R!
durch eine konforme Abbildung auf den flachen Raum E*. Die Abbildung ist hier
schematisch dargestellt. Die beiden unendlich fernen Enden des Zylinders werden auf
zwei Punkte abgebildet und erzeugen so die Dimeronsingularitdten. Die 3-Sphéren
S3 C S x R! (dargestellt durch Kreise senkrecht zur Zylinderachse) werden abge-
bildet auf 3-Sphiiren in E*, die um die beiden Meronsingularititen gelagert sind.
Nur in der Symmetrieebene der Konfiguration im flachen Raum wird die Metrik wie
beim Instanton durch stereographische Projektion erzeugt, die abgebildete 3-Sphére
entartet hierbei in eine Hyperebene in E*.
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Konform-flache Produkte aus Ridumen konstanter Kriimmung.

Typ Instanton | Dimeron | S? x H?— | S* x H3— H*—
Losung Meron Instanton
n 0 1 2 3 4
X4 R R*\S° R*\S! R*\S? R\ S?
_ 1
G = 029
G lokal St S3xR | S?xH? | S'xH3 H*
2\ 2 2(r2 _ 42 9 2\ 2 9\ 2
o?(zt) = <1+£—2> 142 z )+(7“ ;gt) (1—%)
o?(&,k) = | (1+cosk)? (cosh & + cos k)2 (1 + cosh &)—2
Singularitét
inf4 - bei r = 0,1 = ¢

Koordinatentransformation

z=r+it = %tanh(%)

"= ctan(%) Ccoshsﬁiril—ﬁcos K N
t= - _Ccoshsé’n% —ctanh(%)
Riicktransformation (=E&+ik=2i arctan(%)
coth¢ = — — ﬁ# _ i—lc—WtQ
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3.2.2 Grenzfille

Fiir die singulédren Losungen ﬁz 1 bzw. n< 3 werden die Koordinaten so verschoben,
daf} der neue Ursprung auf der Singularitdtenmannigfaltigkeit zu liegen kommt:

A fiir u #n +1
(3.47)

- )
" =t

Dann wird

2 = (:c’”* gt (:)2 + 24: ()", (3.48)

I=n+2

Setzt man das in den konformalen Faktor o (3.45) ein und fithrt den Grenziibergang
¢ — 00 durch, dann wandert der gegeniiberliegende Punkt

2" = ¢, 2* =0 (u#£n +1)

der Singularitéitensphére ins Unendliche. Man erhélt (p wird nun unabhéngig von ¢
konstant gehalten):
o2 = limo

o0 c—00

NS
— p% <T2 + (m'”“) ) ,

n
=1

2

also mit

2 2

"5

(2

CY

n
=1

in den neuen Koordinaten:

o == () (3.49)

Im Dimeron-Fall ist n +1 = 4, also

1
o2 = Em’ux'” :
Die konforme Abbildung in (£, k)-Koordinaten lautet

K = arctan% (3.50)
1 2 2
¢ = —§ln(t +17), (3.51)
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die Umkehrung

r = e ‘sink
(3.52)
t = e fcosk
mit Ly
r? o= YL (")
¢ = it
Die konforme Reskalierungsfunktion wird
1 1
2 L2 2y L o
oo, = P (t +r ) = p2€ : (3.53)

Dieser kugelsymmetrisch um den Ursprung zentrierte Grenzfall ist die bekannte 1-
Meron-Lésung, bei der eine der beiden Meronsigularitéiten ins Unendliche geschoben
wurde.

Bei den iibrigen singuléren Losungen entartet im Grenzfall (3.49) die Singularitéten-
sphére

S3—n

zu einer Geraden ( Fall n= 2) bzw. zu einer (3— n)-dimensionalen Ebene
B

Die Losungen (3.49) konnen als Verallgemeinerungen des 1-Meron-Grenzfalls mit
héherdimensionalen Singularitdten-Ebenen betrachtet werden.
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3.2.3 Selbstduale Losungen

Einer der bekanntesten Ansétze zur Konstruktion von euklidischen Yang-Mills-
Losungen besteht darin, fiir die Kriitmmung Selbstdualitét zu fordern:

F—+9F (3.54)

(Man unterscheidet je nach Vorzeichen Selbstdualitiat (+) und Antiselbstdualitét
(—). Da der Unterschied fiir die vorliegende Arbeit uninteressant ist, werden wir
beide Fille unter dem Begriff Selbstdualitéit subsumieren und nur bei Bedarf unter-
scheiden.)

Dann sind wegen der Bianchi-Identitét
DF =0 (3.55)

die Yang-Mills-Gleichungen

DYF =0 (3.56)

automatisch erfiillt.

Der selbstduale Ansatz ist nur fiir sign(g) = 1 sinnvoll. Bei Minkowski-Signatur
dagegen ist der Ansatz unbrauchbar, da dort wegen (A.16)

P9F — sign(g)F = —F

ist, aus der Selbstdualitét also F = 0 folgt.

Fordert man die Reskalierungsbedingung (2.100) fiir eine SO(4)-Kriimmung €2,
dann wirken die beiden Hodge-Stars auch in den SU(2)-Unteralgebren gleich:

R
Y0 - Yry +@ry
G G) = . Q) + t.
- 9o = Qryii9ry
also folgt
+ Q) £
Pr-9F (3.57)
mit
+ + =*
F_F,y'

Durch Anwenden von (i) erhélt man auch in den Unteralgebren die Bedingung
(2.101):

G + +
Q9 F=sign(g) F . (3.58)
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Die Reskalierungsbedingung in der Form (3.58) sieht auf den ersten Blick #hnlich
aus wie der Selbstdualitidtsansatz (3.54). Tatséchlich besteht eine Gemeinsamkeit
der beiden Ansétze darin, die Yang-Mills-Gleichungen (3.56) durch eine hinreichen-
de algebraische Bedingung zu ersetzen. Dadurch reduziert sich die Ordnung der
auftretenden Differentialgleichungen um 1. Es gibt jedoch wesentliche Unterschiede

1. Der selbstduale Ansatz (3.54) ist nur in vier Dimensionen moglich, denn der
Hogde-Star-Operator erzeugt aus der 2-Form F' eine (N —2)-Form. Diese kann
nur fiir N = 4 mit +F gleichgesetzt werden. Dagegen ist der Reskalierungsan-
satz (3.58) bzw. (2.101) in beliebigen Dimensionen N méglich. Die Anwendung
des zweiten Hogde-Star fithrt von der (N — 2)-Form auf eine 2-Form zuriick:

(9) (@)
+ + G)(g) £
F 5 Yr 2 99
€ A? e AN2 € A?
2-Form (N —2)-Form 2-Form.

2. Der Reskalierungsansatz (3.58) ist im Gegensatz zur Selbstdualitit fiir belie-
bige Signaturen moglich.

Es wire naheliegend, die Selbstdualitét mit den bisherigen Methoden zu kombinie-
ren, indem dhnlich wie in Abschnit 3.2.1 ein konform flacher Raum angesetzt wird

mit der Forderung

Pa-Ya-+0 (3.59)

an die SO(4)-Kriimmungs-2-Formen €. Wir werden jedoch zeigen , daf§ dieser An-
satz nur triviale Losungen liefert. Um selbstduale Losungen in das geometrische
Konzept einzubeziehen ist eine leichte Modifikation des Ansatzes (3.59) nétig.

Fiir einen konform flachen Raum verschwinden die Weylformen (C.15)

1 R
Cab Qab Ra Eb Rb E®
(R A NET) (N—-1)(N-2)

E*AE® = .
N3 A 0, (3.60)

die Kriimmungsformen sind also durch Ricciformen und Kriimmungsskalar bestimmt.

Fiir N = 4 gilt daher

1 R
Q= 5(73“ AE) —RVAEY) — SEA EP. (3.61)

Andererseits kann bei konform flacher Reskalierung der Zusammenhang der geome-
trischen Groflen aus Anhang C benutzt werden. Die Kriimmung des flachen Raums

a” verschwindet, so daf§ aus (C.9) fiir die Kriimmung des konform flachen Raums
folgt:
Q% = —JANE + JPAE" (3.62)

Die 1-Formen J® lassen sich folgendermaflen berechnen: Wegen

et = 06"
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wird (C.5) .
Uy = —€,"0,0 = 0,0. (3.63)
o

Die Konnexion des flachen Raums w,;, (C.8) verschwindet, da das kartesische Ko-
ordinatensystem als g-Orthonormalbasis verwendet wird:

~ ~Qa
&y = 0, " = da.

Dann folgt aus (C.8)
Wap = ua]Eb — ubEa. (364)

Mit der Definition (C.10) folgt daraus fiir die 1-Formen J*:
J* = —du® + %uCuCE“. (3.65)
Durch Projektion auf die G-Orthonormalbasis e,
T% = (J% e
= (—0,u®) (dat, e 8,) + su‘u. (E?, e)
= (=0, u”)ep” 6", + %ucucéab
erhélt man die Komponenten

1
Tabp = —00,0,0 + 55“”(@0)(@0)5@ = Jba (3.66)

zu

T = J4E". (3.67)

Setzen wir nun die SO(4)-Selbstdualitit in der Gestalt (3.59) an:

= + Qe (3.68)
Wegen
(@) a b 1 ac <bd « B
*E*NE” = 56 0 GCdQB]E ANE (369)
folgt aus (3.62)
(@) ab __ _1 accbd be cad a B
QT (T — T ecaag B N (3.70)

Daraus folgen mit (3.59) die Komponenten des Riemannschen Kriimmungstensors
beziiglich des G-orthonormalen Basissystems {e,, E*}:

G
Qabaﬁ = ﬂ:(*)ﬂabaﬁ
— :F(jacébd - jbc6ad)ecdaﬂ~
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Durch Kontraktion erhélt man den Ricci-Tensor in derselben Basis:
Ry = Qibg
= F(T8 — T6%) e g5.
Wegen der Symmetrien
J® = g% ypd  §% = g

verschwindet dieser Ausdruck. Mit den Ricci-Formen

R*=0 (3.71)
verschwinden dann wegen (3.61) auch die Kriimmungsformen

Q% =0. (3.72)

Aus dem Riemannschen Kriimmungstensor eines konform flachen Raums koénnen
daher mit dem SO(4)-selbstdualen Ansatz (3.59) keine nichttrivialen Yang-Mills-
Losungen erzeugt werden.

Ein Ausweg besteht darin, mit der Definition (D.18) Dualitét gleichzeitig auch in
der Faser anzunehmen (vgl. [42]):

Yar - +0 (3.73)
oder gleichbedeutend
Do - +a. (3.74)
Mit der Zerlegung
+ . =
Q=FY'+F,Y' (3.75)

folgt zusammen mit den Faser-(Anti-)Selbstdualitétsrelationen fiir die SU(2)-Generatoren

+ +
YZ* — + YZ
?’i* - _ {/z*

die Zerlegung



Gleichsetzen mit 4+ (3.73, oberes Vorzeichen) und Vergleich mit (3.75) liefert ein
+ —
(eigentlich) selbstduales Feld F und ein antiselbstduales Feld F:

+ +
Yg - 1
(9)

*Q' =0 = (3.76)
YF - _F.

Ein Minuszeichen im doppelt selbstdualen Ansatz (3.73) vertauscht Selbstdualitét

mit Antiselbstdualitit in den su®(2)-Komponenten:

+
Wg - _F
(9)

Y0 - —Q = (3.77)
YF - F.

Die faserdualen Kriimmungs-2-Formen sind mit (D.18) und (3.62)

el = Leavedqy
(3.78)
= — T IE; A K,
Anwenden des Hodge-Stars ergibt mit (3.69)
@) yred _ (D pred _ _%jafefbaﬁeabcd]Ea AES. (3.79)
Die antisymmetrisierte Komponentenzerlegung von (3.62) ist
ch _ _% (jcaédﬁ . jcﬁé‘da o jdaé‘cﬁ + jdﬁéca) EX A Eﬁ'
Durch Koeffizientenvergleich folgt aus
Qarra=0
die Gleichung
To €rase™™ F (Tab% — T36% — T a6 + T56%) = 0.
Kontraktion iiber (¢, ) ergibt
2F DT — (2+£2)J% = 0. (3.80)

Fiir das obere Vorzeichen heifit das

1
jb - ZjaaEb~
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Daraus folgt fiir die Kriimmung
ab 1 o a b
Q= —§j «ECNAE.

In vier Dimensionen muf§ der Vorfaktor —37%, eine Konstante sein [49], d.h. man

erhalt aus »

$Q =0

einen Raum konstanter Kriimmung. Diese Riume vom Typ S* oder H* wurden
bereits in Abschnit 3.2.1 diskutiert und lieferten die 1-Instanton-Losung. Aus (3.76)
folgt auBerdem, dafi die Projektion auf den SUT(2)-Anteil die selbstduale (In-
stanton), die Projektion auf den SU~(2)-Anteil die antiselbstduale (Antiinstanton)
Losung ergibt.

Das untere Vorzeichen in (3.80) ergibt

jaa =0
oder mit (3.66)
1
6" 9,0,— = 0. (3.81)
o

Die Losung
1 B k+1 )\s

— 3.82
o s,z::l (x - yS) ( )
liefert mit (3.42) und (3.77) die k-Instanton-Losung nach [34, 23]
— —_ P 1
Ai,u,: —QYrZ uap In ; (383)
sowie die k-Antiinstanton-Losung
+ + F 1
Ai,u,: —QYrZ uap In ; . (384)

Damit wurde gezeigt, dafl auch die Multi-Instanton-Losungen sehr gut in die allge-
meinen Konzepte der geometrischen Theorie passen.

Im {ibrigen sind selbstduale Yang-Mills-Felder in der Literatur gut untersucht (siehe
zum Beispiel [23]), so daf hier nicht weiter darauf eingegangen werden mu$.
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3.3 Nichtkonforme Reskalierung

Die konforme Reskalierung, mit deren Hilfe wir bereits Instanton, Dimeron und
verwandte Losungen konstruiert haben, ist nur ein Spezialfall der allgemeinen Res-
kalierung (2.111).

Selbst wenn der urspriingliche Raum, aus dessen Levi-Civita-Konnexion die Eich-
felder abgeleitet werden, konform flach ist, mufl die Abbildung in den flachen Raum
keineswegs eine konforme Reskalierung sein. Das 148t sich besonders gut in fiinf Di-
mensionen demonstrieren. Die im néchsten Abschnitt hergeleiteten Losungen, die
als Verallgemeinerung der 1-Meron-Losung im fiinfdimensionalen Raum betrachtet
werden konnen, lassen sich explizit angeben.

3.3.1 Meronartige Losungen in E°

Nach den Bemerkungen in Abschnitt 2.3.4 ist die Reskalierungsbedingung (2.101)
fiir N = 5 durch die konforme Reskalierung nicht erfiillbar. Geht man von einem
finfdimensionalen Riemannschen Raum aus, dann muf fiir den Ubergang zur fla-
chen Metrik ein anderer Ansatz gefunden werden.

Betrachten wir hierzu einen Produktraum beliebiger Dimension N

mit Gesamtmetrik - .
G=Gao G

und Gesamtkriimmung

R(G) =R (G)o R (G). (3.85)

Eine Alternative zur konformen Reskalierung der Gesamtmetrik besteht darin, in
den beiden Unterrdumen mit verschiedenen Reskalierungsfunktionen umzuskalieren:

R:Gog=(0)>Ga@)]a. (3.86)

Die Reskalierungsfunktionen o und & sind dabei nicht eingeschréinkt auf die jewei-
ligen Unterraumkoordinaten, sondern kénnen von allen Koordinaten

z=(z,%), 7= (@)(i=1...n), 1= (#;),I =n+1...N)

abhéngen:

Die Gesamtkriimmung R(g) der Zielmetrik g (3.86) kann daher im Gegensatz zu
R(G) (3.85) im allgemeinen nicht mehr in eine Summe aus R(g) und R(E) zerlegt
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werden. Ohne dieses “Mischen” der Unterraumkoordinaten in den Reskalierungs-
funktionen wéren auch im Fall der konformen Reskalierung von Produktrdumen in
3.2.1 nur triviale (d.h. konstante) Umskalierungen moglich gewesen.

In Komponenten einer Produktbasis ausgedriickt ist (3.86)

2 i 0] —\ L Y
Gap(z) =0 (x)égéé Gij (x)+ 07 (2)0,05 Gy (). (3.87)

Mit den Projektoren auf die Unterraumanteile

gg _ 88 fiir B 37:1
. f‘fr f>n (3.88)
58— 0 firpg STJ

“ 8% fiir B >n

werden die allgemeinen Reskalierungsfunktionen (2.111) in diesem Fall

gap(r) = Nap™(2)Gos(2)

N 75( — 2 _7 ) +2 +7+6
ap () o® (x) 6265 + o® (x) 6705

Die inverse Metrik g~! ist
af 2 asB i (L 2 osB 1 ot
g (x) = o7 (2)6765 GV (x)+ 07° (2)678; G ()
_ = + + +
= (02 (x) 636? + 072 (z) 636?) G (x).

Setzt man das in die linke Seite der algebraischen Reskalierungsbedingung (2.110)
ein und beachtet die Summenzerlegung (3.85) oder (2.77), dann wird

- — - — + + + +
V191979% Rag = /9] (a‘*G”“G‘mRag - a4GV“G”Raﬁ> .
Fiir die Determinante gilt
~\2n (Fy2n
gl = (0)*(0)*"|G]
— +
Gl = |G|-|G

— + _
wobei | G | @) (| G| & ) die Determinante im n—(ﬁ—)dimensionalen Unterraum
bedeutet.
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Die Bedingung (2.110) lautet nun
.- = == = +
Il l((bt);t(a)”_‘l 1) GG Res +((6) (o) — 1) GWG‘W]RW] —0.

Wenn wir annehmen, dafl einer der Teilraume flach ist

+

Rys= 0, (3.89)
dann iibertrédgt sich eine Yang-Mills-Losung auf die Zielmetrik g unter der Bedin-
gung

+ _ —

()" (o)1 = 1. (3.90)
Als Beispiel gehen wir aus von den fiinfdimensionalen Rdumen
S*x R' und H* x R".

Zunéchst betrachten wir S* x R'. Mit derselben Notation wie in 3.2.1 ist die Ge-
samtmetrik - .
G = GG
(3.91)
= dk?>+sin’k d s%(3) @ d&>.

Die beiden Unterrdume S* und R' mit G und é erfiillen als Rdume konstanter
Kriimmung die Yang-Mills-Gleichungen (2.79) bezichungsweise (2.68). Nach dem
dimensionalen Superpositionsprinzip gilt dies auch fiir die Levi-Civita-Konnexion
(2.32) der Gesamtmetrik G.

Soweit stimmt die Argumentation mit den vierdimensionalen Féllen aus Abschnitt
3.2.1 iiberein.

Im vorliegenden Beispiel n= 4, n=1 folgt jedoch aus (3.90) die Reskalierungsbedin-
gung

+

o=1. (3.92)

Um eine Losung im flachen Raum zu erhalten, muf} die zweite Reskalierungsfunktion

o so gewihlt werden, daf die Zielmetrik g (3.86) flach wird. Das Problem liafit sich
mit der Methode der Koordinatentransformation (Seite 60) explizit 16sen.

Fiir die Metrik des flachen Raums wéhlen wir (mit Bezeichnungen wie in 3.2.1 mit
der Wahl p = 1) fiinfdimensionale Zylinderkoordinaten mit der “Zeitkoordinate” ¢
und vierdimensionaler Radialkoordinate 7:

g = dr? +r2d 53 @dt>. (3.93)
Gleichsetzen mit (3.86)

3 _ — +
dr® +r*d s°5) +dt” =o” (drf +sin® kd 82<3)> +o” de’ (3:94)
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und Identifikation der Unterraumkoordinaten in d ;2 (3) ergibt analog zu Seite 68
fiir die Koordinatentransformation

(&) — (r1)
dr = g—gdg—f‘%dli
dt = 5idé+ Stdw
die Bestimmungsgleichungen
ot\? or\’ *
(o) (2] - 39
A or\’ -
() < (&) - o
ot ot Or ot
8—5&4‘8—5& =0 (397)
P2 = o?sin k. (3.98)

(3.99)

Man sieht hier nochmals deutlich den Unterschied zu (3.24) bis (3.27). Auf der
rechten Seite von (3.95) und (3.96) treten jetzt die beiden verschiedenen Funktionen

o, pa auf, daher kann die Koordinatentransformation nicht mehr auf eine komplexe
konforme Abbildung zuriickgefiihrt werden.

Jedoch ist ein &hnlicher Umformungstrick wie bei der konformen Abbildung (Seite
69) moglich. Dazu betrachten wir die Umkehrtransformation

(r,t) — (&~)
d¢ = Zdr+Zdt
de = 2dr+ 2dt

mit den aus (3.94) folgenden Gleichungen

Ty (06 ’ 5 (0K ’ _
o (%) +0o (E) =1 (3.100)

(06T -, (0K

2 [ =5 2 [ 7Y —

o (a:a) +o <8t> 1 (3.101)
b 060, On Ok

oot o ~ O (8102)
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o?sink = 7 (3.103)
Hin- und Riicktransformation sind verkniipft durch

or  or 0 3,
o€ 0| _ ! % -3 . (3.104)
ot ot <a§ Ok O a,{> _ Ok gﬁ

2

o0& Ok or ot otor ar

Die ersten drei Bestimmungsgleichungen (3.100) bis (3.102) werden nun folgender-
maflen addiert:

(3.101) — (3.100) =+ 2i(3.102).

+ 2 _ 2
o? (gi@> =i’ o? <%ii%> :

Das ergibt

ot~ 'or ot~ “or

also

4 (06 06\ . - (0K | Ok
J(@tilar —Aso | G iy

mit einer Vorzeichenkonstanten Ay € {—1,1}. Da ¢ und & nach Voraussetzung reell
sind, erhélt man aus Real- und Imaginérteil die beiden Gleichungen

9 _ o0k
or — i)‘igat
o o Ok
& = FAe s

Das Vorzeichen ist wihlbar, da man durch die Ersetzung £ — —¢ (oder kK — —k

oder c— — o usw.) das jeweils andere Vorzeichen in den Gleichungen erreichen
kann. Wir wahlen

% o Ok

¢ o 0k
% - Iar (3.106)

Durch Einsetzen von (3.106) in (3.100) ergénzt man dieses Gleichungssystem durch
eine weitere unabhéngige Gleichung fiir &:

(%)2 N (%)2 _ ig (3.107)

39



Das Gleichungssystem (3.105,3.106,3.107) ist (bis auf die fixierte Vozeichenwahl)
dquivalent zu den ersten drei Bestimmungsgleichungen (3.100,3.101,3.102). Anstelle
von (3.107) hitte man ebenso gut eine Gleichung fiir £ wihlen kénnen:

(%)2 N (%)2 _ iQ (3.108)

g

In unserem fiinfdimensionalen Beispiel ist jedoch (3.107) wegen o= 1 einfacher zu
l6sen. Einsetzen von (3.103)
-

= -].
? sin K (3109)
in (3.105,3.106) und Substitution
-—/ L 4k —ntan ™ (3.110)
u:= [ = —ds=Intan .
ergibt das Gleichungssystem
o€ ou
—= = r— A11
or "ot (3.111)
o€ ou
= = —r— 112
ot "or (3.112)

(%)Z(%f _ o1 (3.113)

Die letzte Gleichung wird identisch erfiillt durch die Einfithrung einer Winkelvaria-
blen a(r,t) mit

g% = sina
(3.114)
%% = cosa.

Durch Ableiten der Gleichung (3.111) nach r und der Gleichung (3.112) nach ¢ folgt
als Integrabilitdtsbedingung die Gleichung

0 0
rsinaer — rcosae +sina = 0. (3.115)

ot or

Das ist eine quasilineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung in «.Die Glei-
chung kann entweder nach weiterem Ableiten von (3.114) und Elimination von 22

oder nach dem Charakteristikenverfahren [56, 2] gelost werden.
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Wir betrachten die Charakteristikenmethode:
Fall 1 : sina # 0.

Gleichung (3.115) kann in den Bereichen sin a # 0 umgeformt werden zu

0 0
—ra—(; + 7ot aa—ff =1 (3.116)
Mit einem Parameter s lauten die zugehorigen charakteristischen Gleichungen
e _ _
ds — "
% = rcota (3.117)
da _
ds 1,
die leicht gelost werden konnen:
a = s+
r = cosin(s+¢) (3.118)
t = cycos(s+c1)+to.

c1, 2 und tg sind Integrationskonstanten in s (4% = 9% = (), aber nicht unbedingt
Konstante beziiglich (r,t).

Fiir die Charakteristikenmethode miifiten nun eigentlich Anfangsbedingungen fiir
die charakteristischen Linien vorgegeben werden. Im vorliegenden Fall folgt jedoch
aus den beiden unteren Gleichungen von (3.118) unabhéingig von den Anfangsbe-
dingungen:

(62)2 = 7’2 + (t — to)z.
Lost man (3.118) nach sin o und cos « auf, so erhdlt man mit (3.114) unmittelbar

9¢

= sina = L = you
6_7. \/7’2 + (t - t0)2 m
(3.119)
= Cosax = = —-T .
6? \/7’2 + (t - t0)2 8?

Durch Ableiten der Integrabilititsbedingungen fiir die Funktionen & und u folgt,
dafl ¢ty eine Konstante sein muf.

Das Gleichungssystem (3.119) 148t sich sofort aufintegrieren. Mit der Riicksubstitu-

tion von (3.110) findet man
t—to+ \/r2+ (t — ty)?2
foo (t ~to) (3.120)

tan — =
2 r
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(C = Integrationskonstante),

§=/r2+(t—1o)* (3.121)

_ 72+ C*(t —to + /72 + (t — t0)2)?
5 =

20t — to + /r? + (t — t)?)

und

(3.122)
P (=102 (14 C?) — (t— 1) (1 — C?)
= 50 .
Fall 2 : sina = 0.
Wenn sin « identisch verschwindet, dann folgt aus (3.114)
o= 0
,
9 _
6—% = 41,
also
5 =+t + C3.
Aus (3.105,3.106,3.109) folgt fiir r # 0 weiter:
ok _
o = 0
Ok _ _sink
Mit einer Konstanten c lautet die Losung fiir beide Vorzeichen
2 2
t Kk = 3.123
cot K Y ( )

wobei die beiden Vorzeichenmoglichkeiten durch die Substitution ¢ — —c auseinan-
der hervorgehen.

Interpretiert man ¢ als Zeitvariable in E°, dann stellt (3.123) eine “statische” Losung
dar. Die durch ¢ beschriebene Zylinderachse wird dabei direkt auf die Zeitachse
abgebildet.

Das Auftreten dieser “statischen” Losung ist nicht verwunderlich. Es handelt sich
um die aus S* gewonnene Instanton-Lésung (siehe Tabelle 3.2.1), die durch Hin-
zufiigen einer weiteren Dimension in E° eingebettet wurde.

Dagegen liefert der erste Fall eine neue, nicht-statische Klasse von Losungen, die
nach Konstruktion Ahnlichkeiten mit der Meronlosung aus den Abschnitten 3.2.1/3.2.2
aufweisen miissen. Diese fiinfdimensionalen Losungen werden hier als 5D-Meronen
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bezeichnet. Im néichsten Abschnitt werden die geometrischen Eigenschaften dieser
Losungen mit den alten Meronlosungen verglichen.

Weitere Losungen findet man, indem der Raum positiver konstanter Kriimmung
durch einen Raum negativer konstanter Kriimmung ersetzt wird. Dazu ist ledig-
lich in (3.91) sink durch sinhk zu ersetzen. Wéhlt man anstelle von (3.110) die
Substitution

1 K
= =1 h— 124
u / sinhndﬁ ntan 5 (3.124)
dann bleiben die Gleichungen (3.111,3.112,3.113) formal gleich.

Man findet so neben der trivialen H*-Einbettung die Losungen

t—to+ /124 (t —tp)?
tanhg:(] ’ ) (3.125)

r
mit
2 (E—10)2(1 = C?) — (t —ty)(1 + C?)
= . A2
o 50 (3.126)
Diese Losungen werden singular auf dem 4-Kegel
t —to = sign(1 — C?) L+ ¢ 2—1_5 (3.127)
0 = S1g 1 — 2 . .

Wie schon im vierdimensionalen Fall ( Abschnitt 3.2.1 ) erzeugt der Ubergang zu
einem hyperbolischen Unterraum héherdimensionale Singularitéten.

Die aus S* x R! und H* x R! abgeleiteten Losungen sind in der folgenden Tabelle
nochmals zusammengefaft. Dabei wurde im Fall der 5D-Meronen der Ubersichtlich-
keit halber die Singularitit in den Ursprung gelegt (£, = 0), im Fall der eingebetteten
Instantonlosung die Zeitachse mit £ identifiziert, so dafl in der Tabelle nur noch die
relevanten Konstanten auftreten.
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Meron- und Instantonartige Losungen in E°.

Typ | Eingebettetes 5D-Meronen Eingebettetes | H* x R!-Losung
Instanton H*-Instanton

X5 R® R°\ {1 Punkt } | R5\(S® x R) R\ 4-Kegel

G lokal St x R St x R H* x R! H*x R!
K= arccot TZ;? 2 arctan C @ arcoth% 2artanhC’ @
£ = t Vi 4 12 t Vi 4 2
= |31+ () | g | 51 (o) | g
b= 1 1 1 1
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3.3.2 Geometrie der 1-Meron-Lésungen in E* und E°

Die 5D-Meron-Losungen (3.3.1) werden fiir beliebige C' # 0 am Ursprung singulér,

d.h. der Reskalierungsfaktor o in der Metrik (3.86) verschwindet dort. Die Losung
lebt daher auf der Mannigfaltigkeit R*\{1Punkt}.

Die Ursache fiir das Auftreten dieser Singularitdt ist qualitativ dieselbe wie bei der
vierdimensionalen 1-Meron-Losung aus Abschnitt 3.2.2. In beiden Féllen werden die

n-Sphiiren £ = const. auf konzentrisch um den Ursprung gelagerte n-Sphéren im
flachen Raum abgebildet,

¢ = const. — r? 4+ t* = const.’.

In den beiden folgenden Figuren sind die Abbildung fiir die beiden Félle n +1 = 4
und n +1 = 5 direkt gegeniibergestellt. Bei der alten 1-Meron-Losung wéichst der
Radius der ineinandergeschachtelten 3-Sphéiren mit (3.52) exponentiell, wenn & von
+00 nach —oo geht (siehe Figur 3.3). Dabei wird an jedem Punkt isotrop mit dem
Faktor o2 umskaliert.

Dagegen wichst bei den fiinfdimensionalen meronartigen Losungen der Radius der
4-Sphiren in E® linear mit der Variablen ¢, die die Zylinderachse parametrisiert
(Figur 3.4).

Das folgt unmittelbar aus

+
o=1,

+
das heifit in £-Richtung (zu G= dé&?) bleibt die Metrik (3.86) bei der Reskalierungs-
abbildung unveréindert, wihrend orthogonal dazu mit 0% 1 umskaliert wird.

Man hat mit den 5D-Meronen daher ein explizites Beispiel einer nichtkonformen
Reskalierung.

Die Reskalierung der Meronkonfigurationen wurde im wesentlichen durch die Ab-
bildung

(&, k) = (r 1)
beschrieben, das Problem reduzierte sich damit auf zwei Dimensionen. Im Fall der
1-Meron- oder Dimeronkonfiguration in E* entsprach der vierdimensionalen kon-
formen Reskalierung aufgrund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
(3.29) eine zweidimensionale komplexe konforme Abbildung

(=¢+1ik— z=1r+1il. (3.128)

Im Fall der 5D-Meron-Losungen dagegen folgen aus (3.105,3.106) und (3.104) die
Gleichungen

a + 95
( ° E)

67 o at

% O'F('

95



53 x R

|

\\ \\ \\ \\—\g/

¢l ]

\
ay

N

AN N W W

Fig. 3.3: Die 1-Meron-Lésung im flachen Raum E*. Die Metrik entsteht durch kon-
forme Reskalierung aus S® x R!.
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S* x R
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Fig. 3.4: Die 5D -Meron-Losung im flachen Raum E°. Im Gegensatz zur vierdimen-
sionalen 1-Meron-Losung liegt hier keine konforme Reskalierung vor, sondern ein
Beispiel fiir eine nichtkonforme Reskalierung ausgehend von einem konform flachen
Raum S* x R!. Daf8 die Abbildung nicht konform ist erkennt man daran, daf§ der
Radius der konzentrisch um den Ursprung gelagerten 4-Sphéren im flachen Raum
(unten) linear mit dem Abstand entlang der Zylinderachse (oben) wéchst.
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Diese unterscheiden sich von den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (3.29)

nur um das Verhéltnis der Reskalierungsfunktionen o / 0. Die zugehérige Abbildung
(3.128) ist quasikonform:

Fiir eine quasikonforme Abbildung ( — =z gilt anstelle der Cauchy- Riemann-
Gleichungen die Beltrami-Differentialgleichung [33, 17, 40]

dz %
ac- ~ Mac

(3.130)
mit
|l < 1.

Im Spezialfall der konformen Abbildung wird g = 0. Die Beltrami-Gleichung (3.130)
ist dquivalent zum Gleichungssystem (3.129), wenn fiir die Funktion p gewahlt wird:

(3.131)

Mit ¢= 1 ist die Bedingung || < 1 in jedem beschrinkten Regularititsgebiet
0 <o< oo erfiillt. (Fiir o< 0 kann ¢ — ¢* ersetzt werden.)

Die 5D-Meronen werden daher durch quasikonforme Abbildungen représentiert. Bei
konformen Abbildungen werden infinitesimal kleine Kreise auf Kreise abgebildet, bei
quasikonformen Abbildungen werden diese zu Ellipsen deformiert.

Die Dimeronlésung und die 5D-Meron-Lésung enthalten -aufler der Moglichkeit, die
Meronorte zu verschieben- beide einen freien Parameter ¢ bzw. C. Im Fall der alten
Dimeronlésung war die Interpretation der Konstanten c klar: im flachen Raum war
2|c| gerade der Abstand zwischen den beiden Meronsingularitidten. Die 1-Meron-
Losung entstand aus dem Dimeron, indem eine Meronsingularitit ins Unendliche
geschoben wurde. Die vierdimensionale 1-Meron-Losung entspricht also - nach einer
Koordinatenverschiebung (3.48) - dem Abstandsparameter ¢ — oo und enthélt keine
wesentlichen freien Parameter mehr. Anschaulich ist dieser Fall ¢ — oo in Figur 3.3
dargestellt. Ein endlicher Wert fiir ¢ erzeugt zwei Singularitéiten (siehe Figur 3.2).

Dagegen tritt bei den 5D-Meronen fiir jeden Parameterwert C' # 0 nur eine Singula-
ritit in £° auf, im Gegensatz zur vierdimensionalen 1-Meron-Lésung hat man hier
also eine ganze Klasse von 1-Meron-Losungen vorliegen. Die einzelnen Losungen
kénnen in Figur 3.4 nicht unterschieden werden.

Die Losungen besitzen jedoch unterschiedliche reprisentative Distributionen [13,
29], d.h. durch die Differentialgleichung

dr

— = —cotk
dt

definierte Integralflichen.
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Der Normalenvektor auf diesen Integralflichen beschreibt den Verlauf des Winkels
k. Die Kenntnis der funktionalen Abhéngigkeit x(r,t) geniigt wegen (3.109) zur
Beschreibung der Loésung ebenso gut wie die Kenntnis der Reskalierungsfunktion
0. In den Figuren 3.5 und 3.6 ist die reprisentative Distribution fiir verschiedene
Parameterwerte dargestellt.
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Fig. 3.5: Reprisentative Distribution der 5D-Meron-Losung im flachen Raum E°
zum Parameter C' = —1.
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Fig. 3.6: Représentative Distribution der 5D-Meron-Losung zum Parameter
C=-2.
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Lagrangian und Wirkung

. . . - 1. . v .
Fir einen Produktraum aus einem n-dimensionalen Raum X '° konstanter Kriim-
mung und einem eindimensionalen Raum ist die Gesamtkriimmung allein durch den

n-dimensionalen Faktor gegeben als
Q% =KE* A E? (3.132)

mit der orthonormalen Kobasis E® im Unterraum X
Zur Berechnung des Lagrangian der Konfiguration im flachen Raum

@ _Yr  — _wor¥a-q,n Yo

so(n+1) so(n)

ist der Hodge-Star zur flachen Metrik g anzuwenden. Wegen der Reskalierungsbe-
G
dingung (2.100), die durch (3.90) erfiillt ist, konnen wir 9 durch P ersetzen.

Ergénzt man {I_E“} durch einen dazu orthogonalen Kobasisvektor zu einer vollstén-
digen G-othonormalen Gesamtbasis {EE*}, dann wird mit den Projektoren (3.88)

a_b

Q® =K6§,6,E° NE”
Die G-duale (N — 2)-Form der 2-Form-Basis E° A E ist

CE AR = 1 inanES AL AE.

(N o 2)' caas...anN
Mit den Bezeichungen des Anhangs berechnet man daraus folgenden Zusammen-
hang zwischen Lagrangian und Geometrie:

Pr =% m-1)%h (3.133)

so(n)

G
Der Lagrangian ist also proportional zum Volumenelement (*)1 des urspriinglichen
Riemannschen Raums.

Die eichinvarianten Singularitdten der Lagrangedichte sind somit tatséchlich durch
die Singularititen der nach EV abgebildeten Metrik G' gegeben, d.h. durch die

Nullstellen der Reskalierungsfunktion o.

Berechnen wir im Fall der 5D-Meron-Losungen die Wirkung innerhalb einer 5-
Sphére mit Radius & um die Meronsingularitiat. Wegen (3.121) wird der finfdi-
mensionale Abstand vom Meronzentrum durch die Variable ¢ des urspriinglichen
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Raums beschrieben. Eine Integration iiber das eingeschlossene Volumen liefert da-

her die endliche Wirkung (mit K= p% =1)

S(&) =12 (

G) o 4 9
P1=12 / de - Volumen(S?) = 3272, (3.134)
S4X[07§O] 0

Da der Parameterbereich von ¢ (3.121) nach unten durch & = 0 beschréinkt ist,
bleibt bei den 5D-Meronen das in die Meronumgebung abgebildete Zylindervolu-
men und damit auch die Wirkung endlich. Dagegen war beim vierdimensionalen
1-Meron (oder Dimeron) der Parameterbereich von ¢ unbeschriankt, die Wirkung
dieser Losungen divergiert in der Umgebung eines Merons. Die Gesamtwirkung,
d.h. das Integral iiber den Gesamtraum, divergiert in beiden Féllen.
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3.3.3 Multimeronlésungen

Mit den Mulitmeronlésungen wird in diesem Abschnitt eine weitere interessante
Klasse von Losungen in das geometrische Klassifikationsschema eingeordnet. Dabei
handelt es sich um Verallgemeinerungen der Dimeronlésung (Abschnitt 3.2.1) mit
mehr als zwei Meronsingularitdten auf einer Geraden (t-Achse).

Es stellt sich heraus, daf auch hier - #hnlich wie bei den 5D-Meronen - der Ubergang
von einem lokal konform flachen Raum zur Metrik g des flachen Raums durch eine
nichtkonforme Reskalierungsabbildung vollzogen werden muf.

Dazu gehen wir wieder von einem lokalen Produkt S3 x R! aus. Im Unterschied zu
Abschnitt 3.2.1 werden zwei Verallgemeinerungen vorgenommen.

1. Die konforme Reskalierung wird ersetzt durch den allgemeineren diagonalen
Ansatz (2.113).

2. Die Zielmetrik g wird nicht von vornherein als flach angenommen. Vielmehr
verallgemeinern wir die Problemstellung zu der Frage: Welche Zielmetriken
g sind erlaubt, so dal die Yang-Mills-Gleichungen weiterhin gelten und die
S3-Unterraum-Symmetrie erhalten bleibt ?

Da die Rechnung in einer dem Riemannschen Raum angepafiten Orthonormalbasis
am einfachsten ist, wahlen wir zur Metrik

G = dx’sin’kd 9022 + sin? k sin® oy d 9021 + géi (3.135)
g3 x R!

die G-orthonormale Tetrade
E' = sinksin g, d ¢,
E? = sinkd @,
(3.136)
E} = dx
E* = d¢.

Fiir die Zielmetrik g gelte die diagonale Reskalierung (2.113) beziiglich dieser Basis

(04 =0 ):

3 ) .t
g = Y oE®E+?E QFE
= (3.137)

_ - - +
= oZsin® ksin® p, d p?; +02sin? kd P2, +o2drK2+ o2 dE2.
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Das ist zwar nicht die allgemeinst mogliche Reskalierung, da das Diagonalisierungs-
theorem auf Seite 52 die Orthonormalbasis nicht fixiert, jedoch ist der Ansatz durch
die Symmetrie des Riemannschen Raums naheliegend. Auflerdem nehmen wir an,

daf} die al-,é— nur von &, k abhiingen, damit die S®-Unterraumsymmetrie erhalten
bleibt. Die Gesamtkriimmung des Raums zur Metrik G' stammt vom Unterraum
S3, aus den Kriimmungs-2-Formen beziiglich der Basis E*

Q% =56, B AT
erhélt man die entkoppelte Kriimmung

3
Q=0,0L00=> 4L E AE,;.

ij=1
Mit den Abkiirzungen
gl co, .
Si=—45—0; = o} (1=1,2,3). (3.138)
I o2 010203
L1 95

findet man fiir die g-dualen Kriimmungsformen
(9) a a ) 4
* p = SiG bi4E N E*. (3139)

(Auch hier Summation iiber mehrfach vorkommende Indizes i,j = 1,2, 3.)

Da der Ausgangsraum S® x R! die Holonomiegruppe SO(3) aufweist, liefert das
Gleichsetzen mit den G-dualen Kriimmungsformen nach (2.100) aufgrund des Theo-
rems auf Seite 56 die konforme Reskalierung (3.7). Setzt man fiir den flachen Raum
den Riemannschen Kriimmungsskalar der konform reskalierten Zielmetrik g gleich
Null, so findet man eine Bernoullische Differentialgleichung fiir ug (C.5) als Funkti-
on von k. Das fithrt zur Dimeronlésung, die wir in Abschnitt 3.2.1 bereits mit der
Methode der Koordinatentransformation konstruiert hatten. Statt dessen berechnen
wir allgemein die Yang-Mills-Gleichungen nach Ubergang zur Metrik g (2.91).

Die nichtverschwindenden Konnexions-1-Formen zur Orthonormalbasis (3.136) sind

1 cot g
“2 = Shnk ~
wls = cotkE!
(3.140)
w?; = cot kKE?
wij = —wji
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Die duBlere kovariante Ableitung D von (3.139) zu den Konnexionsformen w’; liefert

(9)
(D% 9)12

(9)
(D 9)13

dS; AE? AE?

[(Sg - SQ) cot KJ]E?) — dS2j| A ]E2 VAN ]E4

= 0

D¥Y0?2, = [(51 ~ 5y) 0L P22 4 (5, §y)cot KEP + dS;| AELAE! = 0.

sin K
(3.141)
Wegen S; = S;(&, k) folgen daraus die Bedingungen
Sl - SQ
59 (3.142)
v (S3 — Sp) cot k.
Man kann o;, &> 0 wihlen und daher setzen
+
7 o
e = Sl = SQ = —. (3143)
03

Damit wird (3.142) zu

g_i: ((%)2—1> cot k= ((Z—?;)Q—l> cot (3.144)

Was bedeutet die Reskalierungsbedingung (3.144) im Spezialfall einer flachen Metrik
g’

Setzt man (3.137) nach der inzwischen gewohnten Methode gleich der flachen Metrik
g=r> (sin2 0, d p?) +d 9022> + dr? + dt?

und transformiert man (3.141) in Koordinaten (r,t), dann erhélt man fiir die Ko-
ordinatentransformation das Gleichungssystem

g_{ — 20k

r ot

%{ _ _6728/1

t or

1 <@)2+ o)’
2

2 _ T

a7 G’k

0Z 0k | 0Z Ok _ 03\? ok )’ or\’
Gt ot T oror = <(€f) —1>C°“””<<W) +<m> )
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Durch wechselseitiges Ableiten der beiden ersten Gleichungen nach ¢ und r und Ein-
setzen der iibrigen findet man als Integrabilitdtsbedingung des Gleichungssystems:

Pk Ok oK\ oK\ sin Kk cos Kk
w+w+cotﬁ<<5> —f-(E) ) —TZO. (3146)

Mit der Substitution
1 = Ccosk (3.147)

geht das iiber in die einfachere Gestalt
Py PY w(1-y?)
otz or? r2

Das ist die von Glimm und Jaffe [24] angegebene Multimerongleichung.

~0. (3.148)

Die Existenz von Multimeronlésungen dieser Gleichung mit M Meronpaaren entlang
der t-Achse

lim ¢(r,t) = (-1, t<t<tyy, [=0...2M
(3.149)
Jim () = 1 (to = —00, tanr 11 = +00)

und mit [1»| < 1 wurde mit funktionalanalytischen Methoden mehrfach gezeigt [35,
14]. Eine explizite geschlossene Form scheint jedoch nicht angebbar zu sein. In [14]
wurde gezeigt, dal Multimeronlésungen von (3.148) nur in Form von Meronpaaren
auftreten, d.h. eine ungerade Anzahl von Meronsingularitdten ist nicht moglich.

Eine grobe Approximation, die um die Meronsingularitdten herum néherungsweise
gilt und den Randbedingungen (3.149) gentigt, erhélt man durch Uberlagerung von

1-Meron-Winkeln:

k=Y (—1) arctan

=1

(3.150)

Uber die rotationssymmetrischen Konfigurationen von (3.148) hinausgehend wurden
in [13] zu beliebig im Raum verteilten Singularitéten Approximationen angegeben,
die die Yang-Mills-Gleichungen (1.20) in der Umgebung der Meronorte erfiillen. Der
Meron-Paarungseffekt scheint demnach nur bei einigen symmetrischen Konfigura-
tionen aufzutreten.

Nach den vorangegangenen Uberlegungen ist es nicht notwendig, ausschlieBlich
Losungen im flachen Raum zu suchen. Durch Einsetzen von (3.144) in (3.137) findet
man die erlaubten Zielmetriken

N [ sin? K

g = 03 m (Sin2 8_02 d (,021 +d (,022> + dKZ2 + €2Zd§2‘| . (3151)
Ok

Zu jeder dieser Metriken stellt (3.140) eine Yang-Mills-Losung in der so(4)-Unteral-
gebra so(3) ~ su(2) dar. Nach Abschnitt 2.3.2 kann auch unabhéngig von der Metrik

106



auf die su(2)-Anteile projiziert werden. g laBt sich durch Ubergang zur Variablen
1 = cos k und Einfithrung der Funktion

1 2
U.:Z+§ln(1—w) (3.152)
vereinfachen. Daraus erhalt man schlieilich die

Folgerung:

Aus der Reskalierung von S® x R' mit Metrik G (3.135) erhilt man Lsungen der
SU (2)-Yang-Mills-Gleichungen auf jeder Riemannschen Mannigfaltigkeit mit Metrik

d¢2 ¢ - 62U
g=o’ 1_¢2+_2_Ud 32(2)+1_¢2d§2 : (3.153)
Y

Die Funktionen o3(&,1), U(§, 1) missen die Bedingungen

o5 > 0 (3.154)
Y
— > 0 (3.155)
oy

erfiillen, sind ansonsten beliebig.

Im Spezialfall
1 2
U:§ln(1—¢) & Z=0

erhéilt man Losungen auf allen Mannigfaltigkeiten, die durch konforme Reskalie-
rung aus S x R! hervorgehen. Beim Ubergang zur flachen Metrik liefert das die
Dimeronlésung.

Die Bestimmung aller flachen Metriken der Form (3.153) wiirde auch Multimeron-
konfigurationen enthalten, wobei lediglich die Metrik in ungewohnlichen Koordina-
ten auftritt. Die Forderung verschwindender Riemannscher Kriimmung

R(g) =0 (3.156)

zur Metrik g(3.153) fiihrt zu einem System nichtlinearer partieller Differentialglei-
chungen bis 3. Ordnung in U.

Gleichzeitig muB der Ubergang zu Koordinaten des flachen Raums nach (3.145)
moglich sein. Das kann im folgenden zur Rechtfertigung eines Separationsansatzes
ausgenutzt werden.

Die beiden ersten Gleichungen in (3.145) haben dieselbe Form wie die Gleichun-
gen (3.105,3.106) der 5D-Meron-Losungen. Nach (3.143) nimmt hierbei o3 die Rolle

von o ein. Wie schon bei den 5D-Meronen muf} die konforme Abbildung der Dime-
ronlosung durch eine quasikonforme Abbildung ersetzt werden. Zusétzlich wird der
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Unterraum S® durch zwei verschiedene Reskalierungsfunktionen o3 und o, aufge-
spalten.

Folgerung:

Die Reskalierungsabbildungen auf den flachen Raum, die zu Multimeronlésungen
fithren, sind gegeben durch quasikonforme Abbildungen (&, k) — (7, t).

Die Umkehrtransformation zu (3.145) ergibt mit der Variablen ¢ = cos  das Glei-
chungssystem

or _ oU ot
3 o
oL _ udr
o¢ oy (3.157)
ou _ _[(or), (or\]e(1-v)
ap o o o
Eliminiert man daraus ¢, dann erhélt man folgende Gleichung 1. Ordnung fiir (€, ¢)
allein: ) ) o
or or o0
—2u [ YT et oy 2
‘ (65) " (8%) sa-9 (3.158)

Zur Integrabilitidt der Funktion ¢(, ) folgt zusétzlich die Gleichung

oU o o? ou 0 o?
S D ew L wl (3.159)
oYy opr 9 O 0¢?
Wire also U als Funktion von £ und v bekannt, wiirde sich das Problem auf die
Losung einer Gleichung 1. Ordnung (3.158), die sich mit dem Charakterisikenver-

fahren behandeln 148t, und einer linearen Gleichung 2. Ordnung (3.159) reduzieren.

Zur Bestimmung von U kann aber (3.153) ohne Kenntnis der Koordinatentransfor-
mation benutzt werden. Wenn die Metrik g (3.153) flach sein soll, dann muf} die
konform reskalierte Metrik

1 dr)? (R el .
gkonfzo__gg: 1_¢2+_%Ud8 (2)+1_¢2d§ (3.160)

konform flach sein, das heifit die Weylformen (C.16) zu dieser reduzierten Metrik
miissen verschwinden:

Weyl(gkonf) - Caﬁ(gkonf) =0. (3161)

Gions 18t aber gerade der Teil von g, der allein die gesuchte Funktion U enthlt,
(3.161) liefert daher Bestimmungsgleichungen fiir U.

Behauptung: Auf jedem Flachenstiick ¢ = 1)y = const., auf dem U nicht divergiert,
kann die £&-Abhéngigkeit von U(§, 1)) wegtransformiert werden, d.h. man kann U so
wiahlen, daBl gilt

U(&, 1) = Uy = const..
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Beweis: Sei ¢ = 1y festgelegt und U(&, 1) eine Losung von (3.157). Dann wihle
man die neue Funktion

U(&,v) = U(,¥) — U(& ) + Uy

mit der vorgegebenen Konstanten Uy. Man wéhle ein neues é mit der Bedingung

dg
Im Regularititsgebiet von U, d.h. |U| < oo, verschwindet die Ableltung n1rgends

d_é; . 6—U(§71/10)+U0. (3.162)

also definiert (3.162) eine umkehrbare Koordinatentransformation £ — 5. In der
neuen Koordinate geht (3.157) iiber in

or _ U(€yp) Ot
o€ o
ot _ UEwor
oc — © W

v _ _K@)Z( )]M
o o o r
Man hat also eine Losung des Gleichungssystems mit der gewiinschten Eigenschaft
U(é o) =
(q.e.d.)

Daraus folgt insbesondere, dafl bei einem Separationsansatz

U(&, ) = Ui(&) + Ua()
u (3.157) der von £ abhéingige Teil vollstandig wegtransformiert werden kann.

Ein Separationsansatz ist also gleichbedeutend mit dem Ansatz

U, ¢) =U(1).

Berechnet man damit die Weylformen in (3.161), dann findet man

Cos —
2
42 [wQ(l—w% WEY o1 -y (L8 + 2020 - v () L5

+<

)2(1+3¢4+w<1+3w2>< —4) g + 270 w>(%))]

oo
&S
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mit einem nicht verschwindenen Formenanteil A%°.

Der Weyltensor verschwindet daher genau dann, wenn die gewohnliche Differenti-
algleichung 2. Ordnung

2
VA1 =Pt — (- (§5) + 300 - v

(3.164)
o (14 36 + (1 4+ 367)(1 — 420 + 26°(1 — ?)%) = 0
mit U
V= 0 (3.165)

erfiillt ist.

Da man die £-Abhéngigkeit der Funktion U(, ) allgemein auf einer Fliche ¢ =
const. wegtransformieren kann, gilt das - Stetigkeit vorausgesetzt - ndherungswei-
se auch in einer gewissen Umgebung dieser Fldche. In dieser Ndherung muf} je-

de Losung nach geeigneter Transformation die gewohnliche Differentialgleichung
(3.164) erfiillen.

Zu (3.164) sind nur die exakten Lésungen v = 0 und v = —%

Losung v = 0 (U = const.) erfiillt nicht die Nebenbedingung (3.155), die andere
Losung ist die Dimeronkonfiguration.

Da 1 im Intervall [—1,1] liegt, ist eine Reihenentwicklung als Losungsansatz zu
(3.164) naheliegend.

Eine direkte Reihenentwicklung um eine Fliche 1 = 1y # 0, 1 herum liefert mit
der Anfangsbedingung U(ty) = 0 als erste Glieder die Niherung

Up) =~ a(h — o) + 3(1/1 —1)g)?

.
(3.166)
O ((¥ —0)*)
H = 3a%b— b+ 2a*.
Mit der Substitution y
v(Y) = —y(qﬁ)m
geht (3.164) iiber in
d dy )’
(- Pyl - (- P (§) - e - Py
(3.167)

+2y*)? — 4y® — 6y3? + 4y (1 +¢?) = 0.
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Ein Reihenansatz um “Baglines” 1y = 0 herum liefert

1 B2 — 442 + dg3
y(¥) =yo+ By + 5 Yo T 20

W+ 0 (¥). (3.168)

Yo

Eine Losung der Transformationsgleichungen (3.157) in die (r,t)-Koordinaten bei
bekanntem U (1)) ist

r = DBpe®texp (f dy/Q — cgew)

t = fderfll—;

do\ 2
2 = const. =2V Q—(%—i—%)

d

_
Q=
Vom Standpunkt der Gleichung (3.148) erhélt man so implizite Losungen.

Ein Vorteil dieses Approximationsansatzes besteht darin, daf§ die Ndherung nicht
auf die Umgebung der Meronorte beschrankt ist, sondern um die Fléchen ¢ = const.
herum. Auf diesen Flidchen verlaufen die Flufllinien des GauB-Stroms [13], die (in
gewisser Analogie zu den Feldlinien elektrischer Ladungen) von den topologischen
Punktladungen an den Meronsingularititen ausgehen.

Diese Flufilinien konnen sich aber beliebig weit von den auf der t-Achse liegenden
Meronsingularititen entfernen. Man erhélt also im Unterschied zu (3.150) Fernfeld-
approximationen.

Sofern Meronen bei der Auswertung von Pfadintegralen beriicksichtigt werden miissen,
scheint aber gerade der Fernfeldbereich interessant zu sein [15].
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3.4 Zusammenhang mit der Trivialisierbarkeit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daB die Fille S x R' unmittelbar mit SO(n +1)-

trivialisierbaren Eichfeldern [11, 12] zusammenhéngen.

In Abschnitt 3.2.1 wurde die Metrik der Einheitssphiire S™ (p = 1) zu Winkelvaria-

blen {¢; ... p_} rekursiv aus niederdimensionalen Einheitssphéren erzeugt:
n

~ 12 .2 R
G=ds (ﬁ)—dgoﬁ%—sm goﬁds (1) °

Orthonormierte n-Bein-Felder erhilt man rekursiv durch

E" = dg_
) Zn
EZ@ = sinp_ Eiﬁ_l) (i=1...n-1).
Aus . '
dE'_ = —w _"*

(n) (n) &
berechnet man die Konnexons-1-Formen ebenfalls rekursiv:

~ = —w_ " = o R
“o 5 R

Mit

erhilt man ein neues orthonormales n-Bein

B' :=v" dk + sin kd V' (t=1...n),

wenn gilt:

vy, = 1

dviedy, = ds*_ .
vV &d v s(n_l)

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)

(3.173)

(3.174)

Deutet man v als kartesische Koordinaten in E™, dann definiert die Gleichung



die Einheitssphiire S™~! eingebettet in E™ mit induzierter Metrik (3.174). Aus
(3.173) folgt

v dv;=0, (3.175)
so daf zusammen mit (3.174) gilt:

B © B, = dr? + sin? wd s’ =G (3.176)

Die B? bilden also tatséichlich ein neues C_J-orthonormales n-Bein.

Die SO(n)-Konnexionsformen @ zu dieser neuen Kobasis findet man wieder durch
die Cartanschen Strukturgleichungen zu verschwindender Torsion

dB' = —&i A B*. (3.177)
Durch Ableiten von (3.172) folgt

dB' = d v Adk+ cosdr Ad v
(3.178)

= (1 —cosk)d Vi Adr.

Durch Projektion von (3.172) auf v und Beriicksichtigung von (3.173,3.175) 148t
sich dx darstellen als
dx =v;, B (3.179)

Da weiter gilt
zji d v, AB* :;i (1/’“ d v, Adk + sinkd v, Ad Vk> =0,
kann dB’ in (3.178) geschrieben werden als
dB’ = (1 — cos k) (d ;iﬂk —Jid yk> A B,
woraus die antisymmetrischen Konnexionsformen (3.177) zu
@i = (1 - cosk) (Li dv, — i d &') (3.180)

abgelesen werden.

Fiir einen rotationssymmetrischen Ansatz

vho= L
’ (3.181)
r? = z;2°



findet man

) 1— . .
o = (7208@ (xldxk — xkdxl) (3.182)
r
oder in Formenkomponenten
) 1— ) ) _ _
o = (Tﬁ (65, —a*6')  (i=1..n,u=1..a+1). (3.183)

3.4.1 SO(4)-Trivialisierbarkeit

Fiir n= 3 ist die Komponentenzerlegung von (3.180) beziiglich der SO(3)-Genera-
toren —e/* . o
‘:Jzk: — _Ajejzk:
gegeben durch
A= (1—cosk)ejm V' d v (3.184)

Das ist aber nichts anderes als die Darstellung eines SO(4)-trivialisierbaren Eich-
feldes in neutraler Eichung [13].

Fiir den rotationssymmetrischen Ansatz (3.181) folgt aus (3.183)

~ 1 —cosk ,

A, = Teﬁkx’fg;. (3.185)
Eine Einbettung der S?-Unterraumkoordinaten ist

- 1

1 x -
v = 7 = COS ©9
2o L GG cos & (3.186)
ve. = S/ = sy, P2
- 3
3 _ :L‘ _ . - . -
v’ = == = s sin g, .

Zusammen mit dem 3-Bein (3.170) zu n= 3
E' = sinksin g, d g,
E* = sinkd o,

E’ = dk
folgt aus (3.172) und (3.186)

B! 0 — sin p, COS (P, E!
B2 — .= — — — o = ]E2
B3 E3

CoS (p;  sin ] cos p,  Sin p; sin p,
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Die B entstehen also durch eine orthogonale Drehung aus den alten Kobasisformen
E'.

3.4.2 SO(5)-Trivialisierbarkeit

In diesem Fall (n= 4) stellen (3.180) und (3.183) SO(4)-Konnexionen in E° dar.

+
Mit Hilfe der Generatoren Y; (D.12) kann auf die SU*(2)-Anteile projiziert werden.
Fiir den rotationssymmetrischen Fall (3.183) findet man

1 —cosk
72 ’

+
Aill: — (Eia“45$a + .771'(54M F 6w£13'4) (3187)

Damit ist gezeigt, dafl die 5D-Meron-Losung SO(5)-trivialisierbar ist.

3.5 Zusammenfassung der Yang-Mills-Lésungen

In der folgenden Tabelle sind die in dieser Arbeit abgeleiteten und diskutierten
Yang-Mills-Losungen zusammen mit ihren wichtigsten Eigenschaften im Uberblick
dargestellt.

Die unterstrichenen Losungstypen sind unter diesem Namen in der Literatur be-
kannt. Die iibrigen Bezeichnungen wurden in Ubereinstimmung mit dem in der
vorliegenden Arbeit entwickelten geometrischen Konstruktionsverfahren gewéhlt.
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Geometrische Klassifikation der Losungen.

G konforme | * * ) | Kenn- Singu- selbst-
Typ konform | Reska- =) | zeichen laritét dual
flach lierung von G in BN
Instanton + + + lokal S* - +
Multi-
@) -,
Instanton + + + * (F = -0 - +
H*- Instanton - + + lokal H* S3 +
SO
Dimeron + + + lokal S x R | (2 Punkte) -
Multi-
Meron + - - lokal S® x R 2M -
(2M > 2) Punkte
H3 x R-
Meron + + + lokal H3 x R S? -
S? x H*-
Losung - + + lokal S% x H? St +
5D-Meron + - + lokal S* x R 1 Punkt -
H* x R-
Losung - - + lokal H* x R 4-Kegel -
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Kapitel 4

Materiefelder

4.1 Ankopplung von SU(2) x U(1)-Eichtermen

Im vorigen Kapitel haben wir uns mit der Technik der Biindelabbildungen zur Kon-
struktion von Losungen der homogenen Yang-Mills-Gleichungen beschéftigt. Bei der
Konstruktion der Entkopplungsabbildung in Abschnitt 2.1.2 sind wir von vornher-
ein von Vektorbiindeln ausgegangen, dabei war die Abbildung von Materiefeldern
(also von Schnitten im Materie-Vektorbiindel) von Anfang an mitberiicksichtigt. In
diesem Abschnitt wird speziell die Abbildung des Higgs-Feldes in den Tangential-
raum einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit behandelt. Wir setzen wie im letzten
Kapitel euklidische Signatur voraus.

Das im Standardmodell (1.33) auftretende Higgs-Feld ¢ besteht als Isospindublett
aus zwei komplexen Komponenten. Da wir reelle Mannigfaltigkeiten vorausgesetzt
haben, betrachten wir ¢ als reelles vierdimensionales Vektorfeld. Formal 148t sich
die Abbildung auf reelle Vektoren mit Hilfe von Basisvektoren

b;=<(1]) : b1=<(1)) (4.1)

und dem Matrixtensorprodukt @ (D.6) realisieren:

Reg!
Imag!
Re¢?
Img?

on = Regp ® bl +Imp @by = € R (42)

Komplex adjungierte Gréflen sind durch transponierte zu ersetzen:
6> = ¢'¢ = dpon.

Ein komplexer Operator Op auf ¢ kann mit Hilfe der im Anhang (D.4) definierten
Matrizen 1 und I durch rechtsseitiges Produkt in einen reellen Operator auf ¢
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ubersetzt werden:

Opy = Re(Op) ® 1 +Im(Op) ® I. (4.3)

Bei Matrizen bedeutet ® wieder das Matrixtensorprodukt. Eine Operatoralgebra
wird dabei isomorph iibertragen, bei dimensionsabhéngigen Matrixoperationen wie
der Spurbildung sind eventuell Normierungsfaktoren zu &ndern.

Im Anhang (D.7) werden so die aus den Pauli-Matrizen gebildeten SU (2)-Generato-
ren in reelle Generatoren Yy, der SU~(2) C SO(4) umgeschrieben. Von den iibrigen

+
drei SO(4)-Generatoren ), (D.10) kann genau einer ebenfalls in ein rechtsseitiges
Produkt mit 1 oder I zerlegt werden:

+ 1
Yo=1® Redly = §l®f. (4.4)

-+
Unter dem Kriterium der Zerlegbarkeit (4.3) erhdlt man also mit { ), Vo } aus SO(4)
gerade die vier fiir die elektroschwache Wechselwirkung benotigten Generatoren der
Eichgruppe SU(2) x U(1).

Da nun nur noch reelle Gréflen vorliegen, kann mit der in Abschnitt 2.1.2 definierten
Abbildung C ins Tangentialbiindel (N = 4) {ibergegangen werden!

¢ — Gpla —— C(dpla) = dhea € T. (45)

Wenn man in der Matrixschreibweise bleibt, dann sind die Komponenten von ¢g
lediglich als Tangentialvektorkomponenten umzuinterpretieren. Die eichkovariante
Ableitung D (1.34) des Higgs-Feldes geht dann iiber in eine kovariante Ableitung
\%

D¢ — VC(¢yla) (4.6)

mit der Matrixdarstellung
Vg = (d+T)on (4.7)

und der antisymmetrischen Konnexionsmatrix

- +
I'= —geeW* ), +9., B Y. (4.8)

Bei euklidischer Signatur kann diese Konnexion als Riemann-Cartan-Konnexion,
dargestellt beziiglich einer orthonormalen Basis, interpretiert werden. Der elek-
troschwache Anteil ist daher auf sehr fundamentale Weise geometrisierbar.

Betrachten wir die Abbildung noch einmal umgekehrt: Gehen wir zunéchst von
einem Schnitt im Tangentialbiindel aus, also einem Vektorfeld € T, dann legt die
Dimension der Mannigfaltigkeit bereits die Darstellung des Higgs-Feldes fest. Solan-
ge man in der euklidischen Signatur bleibt, kann eine Riemann-Cartan-Konnexion
auf eine SO(4)-Konnexion reduziert werden. Méchte man diese mit den Eichfeldern

lallgemeiner Riemann-Cartan-Fall mit G = g,e, = é,, I =T
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der elektroschwachen Theorie in Zusammenhang bringen, dann muf} eine weitere
Reduktion auf die Untergruppe SU(2) x U(1) von SO(4) erfolgen. Man mufl daher
zuséitzlich fordern, daB I' die Gestalt (4.8) annimmt, sich also auf eine Unterkonne-
xion in SO(4) beschrénken. Diese Symmetriebrechung von der vollen SO(4) auf die
Untergruppe SU(2) x U(1) ist ein willkiirlicher Schritt und in diesem einfachen geo-
metrischen Modell nicht ohne Zusatzannahmen ableitbar. Ein gewisses Kriterium
erhilt man durch die Forderung, ¢ durch die Zuordnung R* — C? in ein komplexes
Dublett zerlegen zu kénnen.

Die Entkopplungsabbildung wurde in Abschnitt 2.1.2 so allgemein definiert, dafl
prinzipiell auch Tensorfelder oder Dirac-Spinoren mit Isospinfreiheitsgraden auf die-
se Weise geometrisiert werden kénnen. In diesem Fall miifiten im Tangentialraum
zwei unabhéngige Konnexionen eingefiihrt werden, was mit einem Produktansatz
denkbar ware, aber etwas kiinstlich erscheint.

Das Problem wird vermieden, wenn fiir den Gravitationsanteil keine Konnexion
benotigt wird. Das spricht dafiir, bei der Beschreibung von Fermionen die Kéhlersche
Formengleichung (1.32) anstelle einer Dirac-Gleichung zu verwenden.

Auch bei Kihler-Fermionen werden die Yang-Mills-Wechselwirkungen durch Mi-
nimalsubstitution d — D (auch in §) angekoppelt [5]. Ein SU(2) x U(1)-Anteil
kann wieder eingebettet in SO(4) als Riemann-Cartan-Ableitung VA interpretiert
werden, die auf vektorwertige inhomogene Differentialformen

veT®A

wirkt.
Damit ist auch eine Geometrisierung der Fermionen erreichbar.

Allerdings miifiten die Kopplungskonstanten und die Links-Rechts-Asymmetrie der
Fermionen wie im Standardmodell gesondert eingebaut oder durch einen geeigne-
ten Symmetriebrechungsmechanismus erzeugt werden. Fiir den SU(3)-Anteil konnte
man von héherdimensionalen Mannigfaltigkeiten ausgehen.

Die geometrische Interpretation der Wechselwirkungen hat vor allem folgende Vor-
teile:

1. Die in Frage kommenden Eichgruppen werden eingeschrénkt. Dennoch ist die

vierdimensionale orthogonale Gruppe umfassend genug, um die elektroschwa-
che SU(2) x U(1) zu beinhalten.

2. Fiir die elektroschwache Wechselwirkung wird automatisch die richtige Dar-
stellung erzeugt.

3. Die Anzahl unabhingiger mathematischer Elemente in der Theorie wird re-
duziert.
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4.2 Verallgemeinerung der Julia-Zee Correspon-
dence auf nichtstatische Konfigurationen

Festzustellen ist, dafl auch zwischen Vektorfeldern und Eichfeldern unter Umstanden
formale Beziehungen bestehen, die zu einer Reduktion der in der Theorie benétigten
mathematischen Objekte fithren kénnen. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen,
daf eine von Julia und Zee [37] gefundene Beziehung zwischen statischen SO(3)-
Higgs-Feldern und Eichfeldern verallgemeinert werden kann. Solche Uberlegungen
sind insofern interessant, als das Higgs-Feld in die Theorie nicht aufgrund eines expe-
rimentell beobachteten Teilchens eingefiihrt wurde, sondern nur zur eichinvarianten
Erzeugung der Masse bestimmter Eichfelder, also aus rein technischen Griinden.

Auf einer N-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit Metrik g sei ein System aus reellem
Vektorfeld ¢ und Eichfeld A gegeben mit Lagrangian

1
Ve — Do) A YDo+ —trF A YF. (4.9)

9K

Wir arbeiten in der adjungierten Darstellung einer Lie-Algebra G C so(n'), ¢ sei
ein Komponentenvektor beziiglich einer Basis im Darstellungsraum V/

6=(s") ¢"eR' k=1. ding.
¢ muf} nicht notwendig in den Tangentialraum der Mannigfaltigkeit abbildbar sein.

Die Generatoren der adjungierten Darstellung, die aus den total antisymmetrischen
Strukturkonstanten f;;, gebildet werden

(Z:)jk = — fiji 1,5,k =1...dimg, (4.10)
erfiillen die Kommutatorrelationen
25, Z;) = finZ". (4.11)
Die Generatoren seien normiert auf eine Konstante v:
tr(Z;2y) = vbig. (4.12)
Nun definieren wir eine Abbildung vom Vektorraum V' in die Lie-Algebra G durch
Dog = 9" 2, € G2 A (4.13)

Von der metrischen Struktur der Mannigfaltigkeit nehmen wir an, daf} ein aus einem
~ N
Potential £ ableitbares normiertes Kobasisvektorfeld E = d¢ existiert, so daf folgt

dE™ = 0. (4.14)
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An eine Losung A, ¢ des gekoppelten Systems (4.9) stellen wir zusétzliche Forderun-
gen. Die Konnexionsform A des Vektorbiindels sei orthogonal auf der ausgezeich-
neten Richtung ]EN(x) bzw. éx(x), ebenso sollen &duflere Ableitungen der Felder in
diese Richtung verschwinden:

Aley) = (E",A), =0 (4.15)
dA(ey, ) = 0 (4.16)
dé(en) = 0. (4.17)

In Komponenten einer Koordinatenbasis lauten diese Voraussetzungen

eN A" = 0 (4.18)
e (0,4, —0,A,) = 0 (4.19)
ex'oup = 0. (4.20)

Wir werden zeigen, dafl unter diesen Voraussetzungen das System A, ¢ dquivalent
zu einer Losung A der homogenen Yang-Mills-Gleichungen ist.

Dazu definieren wir die neue Konnexion

< ~ N

A =0P4E + A. (4.21)
Mit der Konstanten 3 kénnen Kopplungskonstanten kompensiert werden.

Fiir die neue Kriimmung

F=dA+AAA (4.22)
findet man mit (4.21,4.14)
F = 3(d®,q + Aduy — DuA) AE" +F. (4.23)

Fiir den Term in Klammern gilt mit den Generatoren (4.10,4.11) und mit der Defi-
nition (4.13)

dP,q + Ad,g — PgA = (d¢")Zp + A'Z,$ Z; — ¢ Z;A'Z;
(4.24)
= (d¢* — Aifiite;) Zy.

In der adjungierten Darstellung stimmen die Komponenten dieses Terms mit der
eichkovarianten Ableitung (1.12) des urspriinglichen Vektorfeldes ¢ iiberein,

(D) = (Dg + AN ¢)F = dgF — A fio*g;. (4.25)
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Mit
D, := (D¢) 2, (4.26)

folgt daher
F = 3(Dd,) AE" +F. (4.27)

Aufgrund der Voraussetzungen (4.15,4.16) liegt auch F orthogonal zur Richtung

IEIN, daher gilt

BN AYF =0 (4.28)

und mit einer beliebigen 1-Form A
FAYnAEY) =0. (4.29)

Ein reiner Yang-Mills-Lagrangian zum Eichfeld A

*L=—trFA*F (4.30)

geht daher mit (4.27) iiber in

1 . .
Vi = —tr| D0 AEY AL (DO AEY) + FALE| (4.31)
Ik
Durch Einsetzen von (4.26) folgt mit der Spurrelation (4.12) und mit (4.17,4.15)
2, NN
~ 1
Vi = P Y gy A D (Do) + ~uF A L. (4.32)
Ik Ik
Wiéhlt man den Parameter § so, dafl gilt
2, NN
g TY -, (4.33)
Ik

dann stimmt (4.32) mit dem anfangs angenommenen Lagrangian (4.9) des kombi-
nierten Yang-Mills-Higgs-Systems iiberein:

We-Yr. (4.34)

Das heifit, wenn A und ¢ die aus @E (4.9) abgeleiteten Feldgleichungen erfiillen, die
zugehorige Wirkung also stationér ist, dann erfiillt A die homogenen Yang-Mills-
Gleichungen zu (4.30). Der Spezialfall der urspriinglichen Julia-Zee Correspondence
fiir statische Felder[37, 1] ist hier mit (éy = 8t,I@IN = dt) enthalten, fiir G = so(3)
ist fijx = €k zu nehmen.

~ N
Das vorgegebene Vektorfeld éy(z) und sein Dual E (z) miissen jedoch im allge-
meinen nicht als konstant vorausgesetzt werden. Die Julia-Zee Correspondence ist
daher nicht grundsétzlich auf statische Konfigurationen beschrankt.
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Zusammenfassung und weitere
Moglichkeiten

Mit Hilfe von Biindelabbildungen wurden formale Beziehungen zwischen Riemann-
scher Differentialgeometrie und Yang-Mills-Theorien hergestellt und zur Konstrukti-
on und geometrischen Klassifikation von Yang-Mills-Losungen verwendet. Riemann-
Cartan-Konnexionen wurden den Eichfeldern, Tangentialvektoren den Materiefel-
dern zugeordnet.

Die Beziehung wurde mit der Entkopplungsabbildung konkretisiert, anschlieend
wurde die Anwendung auf Yang-Mills-Gleichungen allgemein diskutiert.

Eine Konsequenz ist, daf§ Yang-Mills-Terme an die Geometrie des Basisraums ge-
bunden werden, ein Produkt von Mannigfaltigkeiten induziert dann in eindeuti-
ger Weise eine Summe der Yang-Mills-Konnexionen. Im Gegensatz zu Einstein-
Gleichungen sind Yang-Mills-Gleichungen bei dieser Produktbildung “dimensional
superponierbar”. Daraus ergaben sich Produktraumansétze zur Gewinnung von
Losungen.

Um zu Losungen auf Mannigfaltigkeiten mit vorgegebener Metrik zu gelangen, wur-
de das Verhalten von Yang-Mills-Losungen beim Ubergang zu einer neuen Metrik
(“allgemeine Reskalierung”) untersucht. Eine geeignete hinreichende Bedingung fiir
die Erhaltung des Losungscharakters erhélt man in Form einer algebraischen For-
derung an die neue Metrik (“Reskalierungsbedingung” Abschnitt 2.3.3).

Im Kapitel 3 wurden konkrete Losungen der euklidischen Yang-Mills-Gleichungen
in flachen Rdumen konstruiert. Es ergab sich ein einheitliches geometrisches Klas-
sifikationsschema, in das die bekanntesten SU(2)-Losungen eingeordnet wurden.

Die intrinsischen Eigenschaften der urspriinglichen Riemannschen Metrik sind hier-
bei von den Eigenschaften der Reskalierungsabbildung zu unterscheiden. Ein kon-
form flacher Raum kann auch durch nichtkonforme Abbildung in den flachen Raum
Lésungen erzeugen.

In fiinf Dimensionen konnte so eine Reihe exakter Losungen gefunden werden. Auch
vierdimensionale Multimeronkonfigurationen wurden auf lokale quasikonforme Ab-
bildungen zuriickgefiihrt, ein Approximationsansatz wurde entwickelt.
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Eine Zusammenfassung der behandelten Losungen gibt die Tabelle auf Seite 116.

Nach dem angegebenen Schema konnten weitere Produktraume untersucht werden,
etwa mit mehr als zwei Faktoren.

Die algebraische Bedingung (2.101) kénnte auch als Ansatz dienen fiir Yang-Mills-
Losungen mit nicht-flachen Hintergrund-Metriken, die zum Beispiel aus einem kos-
mologischen Modell stammen.

Unter dem Gesichtspunkt einer Geometrisierung ist die Frage interessant, inwie-
weit Riemann-Cartan-Konnexionen die Yang-Mills-Konnexionen des Standardmo-
dells ersetzen konnten.

Es wurde gezeigt, wie das Wick-rotierte Higgs-Feld einschlieBlich elektroschwacher
Yang-Mills-Felder und Gravitationsankopplung im Rahmen der vierdimensionalen
Riemann-Cartan-Geometrie darstellbar ist.

Unter folgenden einschréankenden Bedingungen kénnten Riemann-Cartan-Konnexio-
nen in vier Dimensionen generell zur Beschreibung der elektroschwachen Eichfelder
dienen:

1. In der Gesamtwirkung darf keine Riemann-Cartan-Konnexion fiir die Gravi-
tationswechselwirkung vorkommen, die Kopplung der Gravitation an Metrik-
und Eichfelder mufl ausschlieBlich durch den Hodge-Star erfolgen. Mit der
Kéhler-Theorie fiir Fermionen kann diese Bedingung auf duflerst elegante Wei-
se erfiillt werden.

2. Vorausgesetzt wird die euklidische Signatur, d. h. die Wick-rotierte Theorie,
da SU(2) x U(1) nicht in die Lorentzgruppe, sondern in die SO(4) eingebettet
werden kann. (Ein Isospinvektor kann also nicht als klassischer Raum-Zeit-
Vektor interpretiert werden.) Die Abbildung von Riemann-Cartan-Konnexio-
nen auf Yang-Mills-Eichfelder bleibt daher formal. Jedoch ist der Ubergang
zur euklidischen Feldtheorie bereits fiir die mathematische Konsistenz der Pfa-
dintegralquantisierung wesentlich, so dafl man hierin keinen Mangel der ange-
gebenen Geometrisierung sehen mu#f.

3. Die gravierendste Einschriankung besteht wohl darin, dafl bei der vorgeschla-
genen Geometrisierung Symmetriebrechungen auf Untergruppen und Kopp-
lungskonstanten recht willkiirlich angenommen werden miissen. Dieses Pro-
blem tritt jedoch bereits im Standardmodell selbst auf, die Riemann-Cartan-
Geometrisierung fithrt hier beim momentanen Stand der Dinge zu keiner be-
friedigenderen Erkldarung.

Nach der hier vertretenen Auffassung héngt eine Riemannsche Geometrisierung
des fermionischen Sektors der Eichtheorien stark von weiteren Untersuchungen der
Kéhler-Theorie ab. Immerhin hat die Kéhler-Gleichung bereits gezeigt, dafl Diffe-
rentialgeometrie und Formenkalkiil nicht nur Neuformulierungen des altbewéhrten
Tensorformalismus sind, sondern durchaus eigene physikalische Effekte hervorbrin-
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gen konnen (Vorhersage einer vierten Teilchengeneration, Unterschiede zur Dirac-
Theorie bei starken Gravitationsfeldern).

Hilfreich wére hier eine eingehendere Untersuchung von Ké&hler-Systemen mit an-
gekoppelten Riemann-Cartan-Konnexionen oder von Kéhler-Losungen auf nichttri-
vialen Metriken, zum Beispiel im Rahmen kosmologischer Modelle.

Zum Schluf} seien noch einige eher spekulative Gedanken gestattet:

Eine Motivation fiir die vorliegende Arbeit war unter anderem die Idee, die Zahl
der fiir die Fundamentalphysik notwendigen mathematischen Strukturen moglichst
klein zu halten.

Eine “Vereinheitlichung” muf§ nicht unbedingt dadurch zustande kommen, daf} alle
Wechselwirkungen gewaltsam in ein einziges Feld gepackt werden, das anschlieSend
durch eine geeignete Symmetriebrechung wieder in die tatséchlich beobachteten Fel-
der zerlegt werden muf}. Mdglicherweise ist es besser, von einer einheitlichen Idee
auszugehen (z. B. der Differentialgeometrie), deren Elemente durchaus verschieden
sein kénnen und mit den verschiedenen Erscheinungen der Natur identifiziert wer-
den.

Vom differentialgeometrischen Standpunkt aus bietet sich die generelle Einteilung

I' Riemann-Cartan-Konnexionen fiir Eichfelder

(7gk) Hodge fiir Gravitationsankopplung

T ® A Vektorwertige Formen fiir Materie

an. Im Rahmen der klassischen Feldtheorie 148t sich das rechtfertigen.

In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage nach einer geeigneten Quantenfeld-
theorie. Das Problem einer Quantisierung der Gravitation war ja einer der Haupt-
griinde fiir den Versuch, die Gravitation moglichst gleich wie die erfolgreich quanti-
sierten Eichtheorien zu formulieren.

Die Unvertréglichkeit von allgemeiner Relativitédtstheorie und Quantentheorie kénn-
te jedoch daher kommen, dafl in der Quantentheorie von Anfang an die geometri-
schen Grundlagen der Feldtheorie zu wenig beriicksichtigt werden.

Interessanterweise bietet die Differentialgeometrie auch hier einen moglichen An-
satz. Es fallt namlich auf, daf§ das Prinzip der totalen Antisymmetrisierung sowohl
bei Formen als auch bei den fermionischen Zustédnden der Quantentheorie auftritt.
(Uberlegungen zu diesem Zusammenhang findet man z. B. in [39, 51].)
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Fiir eine Formenbasis gilt
0*NO°+0° NG* = 0
U9, l9, T G050, = 0
ig,0° + 0%y, = oP.

Das sind aber gerade die aus der Quantenfeldtheorie bekannten Vertauschungsrela-
tionen fiir fermionische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Wihrend aber in
der Quantentheorie solche Vertauschungsrelationen mehr oder weniger willkiirlich
angenommen werden, haben differentialgeometrische Formen einen tieferen Sinn,
der unmittelbar mit der Grundidee der allgemeinen Relativitétstheorie verbunden
ist, ndmlich die Koordinatenunabhéngigkeit der Differentiation und Integration.

Man konnte nun “von Hand” alle auf den obigen Vertauschungsrelationen aufbau-
enden Strukturen der Quantenfeldtheorie durch Zusatzannahmen in die Geometrie
einbauen und eins zu eins iibertragen. Interessanter wire es, den Grundgedanken
der Geometrie nicht sofort zu verlassen. Da Formen durch Einfiihrung eines koordi-
natenunabhéngigen Differentialoperators auf Mannigfaltigkeiten entstehen, sollten
die grundlegenden Objekte Felder auf einer Mannigfaltigkeit sein. Die Dynamik soll-
te nach dem Vorbild der Feldtheorie aus moglichst naheliegenden Gleichungen oder
statistischen Prinzipien gebildet werden.

Im einfachsten Fall miifite man von einer Mannigfaltigkeit sehr grofler Dimension
(eventuell N — oo ) ausgehen. Soll dariiberhinaus noch ein Zusammenhang zur
vierdimensionalen Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit bestehen, dann stellt sich - wie im-
mer, wenn man zunéchst in hoherdimensionalen Réumen arbeitet (auch etwa bei
Superstrings) - das Problem, wie man auf die iiblichen Raumdimensionen gelangt.

Hier konnte das dimensionale Superpositionsprinzip eine entscheidende Rolle spie-
len. Fordert man Gleichungen, die sich dimensional superponieren lassen, dann gibt
es umgekehrt Losungen, die den Gesamtraum in niederdimensionale Unterrdume
zerfallen lassen. Ein dimensionaler Reduktionsmechanismus ist dann von Anfang
an eingebaut.
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Anhang A

Konventionen und Bezeichnungen

Zu XN Basis | Kobasis | Indexbereich

allgemeine Basis Vo 0 a,fB,..p,0 € {l1..N}

natiirliche Basis

(holonome Basis, o, daz# A V. € {1..N}

Koordinatenbasis)

G-orthonormal e, E® a,b,c... € {1..N}

g-orthonormal é, R a,b,c... € {1..N}

Produktraume N=n+n

zu X" 9 0 |ij k... e {1..1n}
+ + + _

zu X" V1 6 I,J,K.. € {n+1.N}

Indexbereiche fiir 7,5, k..., I, J, K... werden in KEinzelabschnitten zum Teil anders
definiert.
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Metrik-Signatur
(Nw) = diag(—1,...,—1, +1,...,4+1 ). (A.1)
g-fach (VN — g)-fach

Metrik-Tensoren

G = G0 = G dr*@dr’ = n,E* QR
g = ga59“®9ﬂ = gpdrt®@ds” = nab]ﬁla@)]ﬁl

Normierung
(ew eb)G = Nab = (éay éb)g (A3>

Mit ~ gekennzeichneten Groflen beziehen sich auf die Metrik g. Indizes werden
mit den zum Objekt gehérenden Metrikkomponenten verschoben, soweit im Text
nichts anderes vereinbart wird. Zum Beispiel ist die Kriimmung R (2.18) aus einer
beziiglich G metrischen Konnexion abgeleitet, die zugehorige Metrik ist also G,
daher gilt

Ros = GoyR7.

Die Metrikkomponenten beziehen sich auf dieselbe Basis wie die Indizes des betref-
fenden Objekts.

Permutationssymbol

+1 wenn (£ ...0,) gerade Permutation von (a; .. .a,)
€5 5 =94 —1 wenn (B...0,) ungerade Permutation von (ap...qp)  (A.4)
0  wenn keine Permutation oder o; = «; fiir ¢ # j

N-dimensionales Permutationssymbol

€N = €ay..ay — 6?1......]?/]\7 (A-5)
Einige e-Regeln
€5, et r — pledt-ar (A.6)
€ WNen any = N! (A.7)
Gal“'apﬁerl“ﬂNE'ylm"rpﬁerluﬂN — (N _ p)!egll‘.‘.‘.%p (AS)
Formenbasis
p 1
/\ g4 =0T A ... NO = 74;;;;3;971 R...Q0" (A.9)
i=1 p:
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Volumenelement zur Metrik g, Basis 0
e(g) = /Iglo* A... 0N
lg = [detgagl

Im Gegensatz zu g ist |g| basisabhéngig.

Komponenten

s(g)al...aN - / |g|6a1...aN

€ aj..oN SIgN(9) ai...ayn

(g) '\/m €

sign(g) = sign(det(gag))
Hodge-Star (Dualititsoperator) zur Metrik g

Fiir eine p-Form 8 € AP und ihre Komponenten gilt:

1 P .
ﬂ - Hﬂal...ap /\ 0%
=1

— _ M-p
ﬁal...ap - p'eal,,,apﬁ’h---’}/p'

Die Hodge-duale (N — p)-Form (i)ﬁ ist definiert durch

(9) 1 o [
<*B) — OV |g|€a1~-a1\rg Teleg p%ﬂ"ﬂuﬁp
Opt1-..N p

(9) 1

N
* = ——=\/|9l€aran g™ 9T B /\ 0

(N —p)'p!
Der Hodge-Star ist also eine Abbildung

(i) - AP — ANP,

Die Volumenform (A.10) ist mit (A.13):

Fir o, 8 € AP gilt:

1
an¥s=pr%a=(1pe-n{¥

i=p+1

xa)A\ (= Hawl,ﬁpﬁ““% % 1.

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

Zweimaliges Anwenden des Hodge-Stars ergibt bis auf ein Vorzeichen die Identitét.

Auf eine p-Form angewandst:

(9)(

256 = sign(g) (-1
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Integration|25, 16, 46]. Sei f eine reellwertige Funktion f = f(z):
/(Jq()f:/f\/]g\dxl/\.../\de:/f\/]g\de (A.17)

Koableitung

D)1a¥p = —(—1)Me+sign(g) PP s (A.18)

66 = (=1)"(

(Fiir das Vorzeichen gibt es in der Literatur unterschiedliche Konventionen.)

Zusammenhang zum Tensorformalismus in natiirlicher Basis:

63 = —ﬁ(V(g)’\ﬂ,\mmw)dxm/\.../\dac“P

(A.19)

= Tt S Olol) A A e
g\p—1)

mit der kovarianten Ableitung V(g)* zur Levi-Civita-Konnexion der Metrik g

1
F(g)ﬂy)\ - §gup (al/gpA + aAng - apgux) . (A-ZO)

Innere Ableitung (inneres Produkt)

1
(p—1)!

p
i3 = v’yﬂ'yag...ap /\ o (A21)
=2

(mit v = v*Y,,).

Bemerkung zur Komponentendarstellung

Da in der Physik héufig Tensoren mit Tensorkomponenten identifiziert werden, sol-
len hier am Beispiel der Weyl-Reskalierung verschiedene Moglichkeiten der Basis-
und Komponentenwahl zusammengestellt werden. Es wird der Spezialfall einer fla-
chen Zielmetrik g zusammen mit einer konform flachen Metrik

1

angenommen. Dieser Ansatz fiir G ist wichtig zur Konstruktion von Yang-Mills-
Losungen im flachen Raum.

1. Fiir die flache Metrik g ist zunéchst die Wahl eines kartesischen Koordinaten-
systems {z*} naheliegend. Die zugehorige natiirliche (=holonome) Basis {0, }
ist zugleich g-orthonormiert: €, = 0,. In der Kobasis {dz*} ist

g = nudat @ dz” (A.23)
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mit den konstanten Komponenten
G (T) = My

Fiir G liest man aus (A.22) und (A.23)

1 v
die Komponenten
1
G;w(x) = 02—@)%/

beziiglich der natiirlichen Kobasis {dz*} ab.

. Eine G-orthonormale Kobasis {E*} kann im konform flachen Fall leicht ange-
geben werden. Mit

1 .a 1
E* = E = dz® (A.25)
o(z) o(z)
wird aus (A.24)
G = nab]Ea X ]Eb
also
Gab = Tab-

In der gleichen Basis ist g gegeben als
g = o*(2)n.sE* @ EP.
Somit hat die flache Metrik g jetzt die ortsabhéngigen Komponenten
9ap(x) = 0°(2)1ap.

Das kann man auch aus den Skalarprodukten im Tangentialraum ableiten. Die
Dualitat

<d$a, 8b> = <]Ea, €b> = 6?

ergibt mit (A.25)
e.(r) = o(x)0,.

Definitionsgeméf ist

(aaa ab)g = TNabv,

so daf fiir die e*~-Komponenten von g folgt
9a5(7) = (€a(2), €5(2)), = (%) (Oa, 9p), = 0*(2)Nap-
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3. Eine weitere niitzliche Moglichkeit (die zum Beispiel in Anhang C fiir beliebi-
ge konforme Reskalierung benutzt wird) besteht darin, beide orthonormalen
Basissysteme gleichzeitig zu verwenden und die Metrikkomponenten konstant
zu halten

9ab = Gap = Nap-

gap bezieht sich auf die g-orthonormale Basis {e&, = 0,, B = dz®}, Ggp auf die
G-orthonormale Basis {e,, E*}. Diese Wahl hat den Vorteil, dafl das Herauf-
und Herunterziehen von Tensorindizes fiir beide Metriken iibereinstimmt und
mit der Ableitung d vertauscht.

Die verschiedenen Moglichkeiten zeigen, dafl Tensorkomponenten ohne Angabe der
Basis keinerlei Bedeutung haben.
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Anhang B

Berechnung der
Konnexionskoeflizienten aus der

Kobasis 6%

Nach den Cartanschen Strukturgleichungen [16] ist die Torsion gegeben durch
0% =df* +T5 A 6°. (B.1)

Zunéchst betrachten wir die torsionsfreie Geometrie ©® = 0 und suchen die Kompo-
nenten der Levi-Civita-Konnexion zum Basissystem {1,,0%} mit beliebiger Metrik
G . Fiir die Levi-Civita-Konnexionsformen I'“s gilt dann nach (B.1)

df* = —T N 6°. (B.2)
Sei
im allg.
(df)y = Gapdd® # db, (B.3)
Faﬂ = GOWIW/g, (B4)
dann wird (B.2) zu
(d)g = —Toap A O° =Top,0° AO. (B.5)

Mit Hilfe der Dualitétsrelationen (i = inneres Produkt = innere Ableitung)
iy, 0° = 6° (B.6)

iy, 0 g, (67 NO7) = 6285 — 8567 (B.7)

kann der in v antisymmetrische Teil von I'y5, aus (B.5) herausprojiziert werden:
Fa/g7 - Fa%g = —iﬂﬁ o} iﬁ,y (d@)a (BS)
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Wegen der Metrizitétsbedingung (2.14)
(VﬂgG)aw = Up(Gay = IapGpy = I715Gap) =0 (B.9)
gilt
LPayp = —Tsap + ﬁﬁ(Gm)- (B.10)
Einsetzen in (B.8) und zyklisches Vertauschen der Indizes ergibt
Fag»y + F»yag = ﬁﬁ(Gory) - iqgﬁ o 2'197 (de)a
—Lhap = Toya = —Va(Gyp) + iy, 0ig,(db),
FB'YO‘ + Faﬁ’y - ﬁV(GﬂO‘) - i'ﬂ'y © iﬂa (dg)ﬁ

Durch Addition dieser drei Gleichungen erhélt man die Levi-Civita-Konnexion beziiglich
einer beliebigen Basis:

Wapy = Up(Gay) +9,(Gpa) — Ja(Gyp)

: : . . . . B.11
+2197 ] Zﬁﬁ (de)a — 2197 O 19, (de)g + 19, O Zﬁﬁ (d(g),y ( )

Hierbei wurde noch die Beziehung
iy, 01y, auf Form = —iy, oy auf Form (B.12)

benutzt. Fiir eine natiirliche Basis {0, = 0, 0" = dz*} ist d¢* = ddaz* = 0 und
man erhélt aus (B.11) die bekannte Gleichung

1
D(G)ur = é(auGu,\ + O\G . — 0,Guy). (B.13)
Fiir eine rein orthonormale Basis {9, = e,, 0% = E*} wird G, = 14 konstant, also

ec(Gab) - ec(nab) - ecua,unab =0

und auflerdem
(dE), = dE,.

Somit bleibt von (B.11) nur die zweite Zeile tibrig:
1
Wabe - — Fabc = §(iec 9] iedea — iec o} iead]Eb + iea o} iebd]EC). (B14)
Den allgemeineren Fall mit Torsion (B.1) erhélt man durch die Ersetzung
(df)y — (dB), — O,

in allen Gleichungen. Anstelle von (B.11) kann man die Riemann-Cartan-Konnexion
aus der Kobasis ¢ und vorgegebener Torsion ©% berechnen:

2lapy = ﬁﬁ(Gcw) + ﬁv(Gﬁa) - ﬁa(GWﬁ)
+Z'197 o iqgﬁ((dlg)a — @a) — Z‘qgw o) Zﬁa((de)g — @5) + iﬁa o) 219/8(((19),y — @’y)
(B.15)
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Anhang C

Konforme Reskalierung

Wie dndern sich Konnexion und Kriitmmung beim Ubergang von einer Metrik G zu
einer konform reskalierten Metrik

g=0'G 7 (C.1)

(Allgemeiner Fall, keine der beiden Metriken muf} flach sein.) Wir fiithren die Rech-
nung der Einfachheit halber in zwei orthonormierten Basissystemen durch. (Alle
mit ~ gekennzeichneten Grofien beziehen sich auf die zweite Metrik g.)

A 1
€, = Eea

£ = oE° (C.2)

Gab = Gab = MNab-

Die neue Levi-Civita-Konnexion zur Metrik g und zur g-orthonormalen Basis {é,, Ea}
ist nach (B.14) gegeben durch:

Wape = i, 0 ig,dBq —ig, 0ip,dEy +ig, 0ig,dEe. (C.3)
Aus (C.2) folgt A
dE, = d(¢E,) = do AE, + odE,.

Die innere Ableitung ist linear auch beziiglich des Richtungsvektors (neben der

Linearitét als Operator):

: : 1.
Zéa = Z%ea = ;Zea.

Einsetzen der letzten beiden Gleichungen in (C.3) ergibt

2Wwe = x(ie,oie,dE, —ie, oie,dE, + i, o ie,dE,)
(C.4)
—i—%(iec oie,do ANE, —ie, oie,do ANEy +ie, oie,do A E.).
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In der Klammer der ersten Zeile erkennt man wg,. aus (B.14) wieder. Mit der

Abkiirzung
1

u, = zdo(e,)
(C.5)
= %ea“aﬂa,
oder ]
—do = u,E” (C.6)
o

wird unter Ausnutzung der Linearitét der inneren Ableitung und mit (B.7)

%Z'ec 9 iede AN Ea = iec o iebufEf AN Ea
= ubGac - chab'

Das kann in die Zweite Zeile von (C.4) eingesetzt werden und man erhilt insgesamt
. 1
Wabe = ;(wabc + ubGac - uaGbc)' (07)

Die Indizes von wgp. beziehey sich auf die Kobasis Ea, die Indizes auf der rechten
Seite dagegen auf E*. Beim Ubergang zu Konnexions-1-Formen ist (C.2) zu beach-

ten:
c
Way = wabcE

A

Wap = wabcEC = owuE”.
Fiir die Konnexions-1-Formen folgt dann aus (C.7) der Zusammenhang
Wap = Wap + UpE, — 1w Ep. (C.8)
Die neuen Kriimmungs-2-Formen
Q) = do, + 0% A S,
berechnet man mit Hilfe von (C.8) unter Beriicksichtigung von

a a

w = —W,
E°ANE, = 0
dE, = —E.ANw",.

(Die letzte Gleichung folgt aus dem Verschwinden der Torsion nach (B.2), Indizes
hinter der Differentiation d diirfen wegen Gy, = 14, gezogen werden.)

Man erhélt b
Q =Q%+ J AR — JP AR (C.9)
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mit den 1-Formen
1
J* = —du +u(we" + u'Ee — Suck?). (C.10)

Fiir die Ricci-1-Formen gilt

R = g O
(C.11)
— Lie (0 + T AR — TP AEY).
Hierin liefert
Te=ie,J° (C.12)
die Komponenten der 1-Formen J° beziiglich E*, J7° = J°,E".
Die Ricci-1-Formen der beiden Metriken hidngen dann iiber
A 1
R’ = (R + J%E" + (N — 2)7%) (C.13)
o
zusammen.
Fiir den Kriimmungsskalar findet man ebenso
~ b
R = ZébR
(C.14)
R = %(}H 2(N — 1)79,).

Aus (C.9),(C.13),(C.14) und (C.2) erhélt man fiir N > 3 durch Addition folgender
Zeilen

Q _ Qab—}-ja/\]Eb—jb/\]Ea
S LRINE = —LROAE'— JeAE — L g B AR
SRAE" = SLRUAE + JPAE 4 g5 B AR
it AR = B AR+ T B AR

die Weyl-Formen

Cab — Cab

- (C.15)
a/\ ,

b 1 a b b a R
= _N—Q(R ANE" =R NE?) + )

N-1)(N—2)
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die offensichtlich unter konformer Reskalierung invariant sind. Da die hierin auftre-
tenden Formen sich tensoriell transformieren, kann (C.15) in eine beliebige Basis
umgeschrieben werden:

1 R
CP =R - —— (RENO° —RP NG 0% A 6P, 1
N_Q(R A R A )+(N_1)(N_2) A (C.16)

In Komponenten lauten die Weylformen (Weyltensor)

Cols = RV —g (RGO — R%GP, + R7Go, — RP,G%)

R a B _ o
+(N_1)(N_2)(GVG5 G*G",) .

Fir N > 4 ist das Verschwinden des Weyltensors bzw. der Weylformen auch hin-
reichend fiir konforme Flachheit [49].
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Anhang D

Einbettung der SU(2) in SO(4)

Man kann in SO(4) eingebettete Lie-Generatoren der Gruppe SU(2) ausgehend von
den Paulimatrizen

) B ) MR R R

konstruieren. Die Matrizen .

Zk = %ZT k (D2>
sind antihermitesche Lie-Generatoren der SU(2)-Fundamentaldarstellung, die die
Kommutatorrelationen

[Ei, Z]] = eijkEk (D3>
erfiilllen. (In Elementarteilchen-Lehrbiichern werden meist die hermiteschen 7 als
Generatoren bezeichnet [45, 4])

=Y =0 o

kann der Korper der komplexen Zahlen a + ib isomorph auf 2x2-Matrizen der Form
a-1+0b-1 abgebildet werden. Ersetzt man in den X, jede 1 durch 1 und jedes ¢ durch
I, dann entstehen drei antisymmetrische 4x4-Matrizen, die eine su(2)-Unteralgebra
von so(4) aufspannen:

Mit den Matrizen

- —I

)_72 = % (——l> =ReXy®1, (D.5)

- —I
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Dabei wurde das Matrixtensorprodukt

All -B ... Aln - B
A®B = : : (m x n-Matrix A, bel. Matrix B) (D.6)
Awm-B ... Amum-B

benutzt. Zusammenfassend lassen sich die in so(4) eingebetteten Generatormatrizen
der su(2) schreiben als:

Vi =ReXy ©1+Im%, @ 1. (D.7)

Die )}, generieren mit exp(a*Y;,)(a reell) eine 4-dimensionale reelle Darstellung der
SU(2), die aufgrund des oben genannten Korperisomorphismus zu SU(2) isomorph
ist (treue Darstellung). Die Kommutatorrelationen

D_)z‘, 3_73] = Gz‘jkj/k (D-S)

konnen mit der Beziehung
1
[A® B,C ® D] = 5([A,C]®{B,D}+{A,C}@[B,D]) (D.9)

aus (D.3) abgeleitet werden.
Die Umkehrung der Reihenfolge der Matrixtensorprodukte in (D.7) fiithrt auf drei
andere SU(2)-Einbettungsgeneratoren

+

die mit den )_Jk kommutieren:

@jjr)k] = 0. (D.11)

+
Die Yy, Vi, spannen zusammen die so(4)-Algebra aller antisymmetrischen 4x4-Matrizen
auf. D.h. die Gruppe SO(4) ist lokal ein Produkt SU(2)xSU(2). Dagegen ist SO(3,1)
nicht lokal isomorph zu einem Produkt [48, 49].

Fiir Komponentenrechnungen praktischer ist die Definition

+ 1
(Yi)as = —§(€mb4 £ 6iaOba F Oip0as)- (D.12)
(a,b=1...4,i=1,2,3; Indizes werden mit ,, gezogen.)

+ +
Der neue Satz von SU*(2)-Generatoren Y; ist zu den vorher definierten )); gleich-
wertig.
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Zusammenhang:

571 = Y Yo = — Yo Y3 = —Y3
+ + + + + +
Vi = — Y1 Yo = Y3 Y3 = Yo
Relationen:
+ +
(Yi)ab = —(Y4)ba (D.13)
+ + +
[Vi, Y] €ijk Yk (D.14)
+ —
[Yi, Y] = 0 (D.15)
+ + - —
tr(YiYr) = tr(YiYe) = =6 (D.16)
+ —_
tr(YiYr) = 0 (D.17)
Faserdualitaten:
Definition . ) -
(Yz )cd = éeabcd(Yi )ab (D18)

Die )j;l sind selbstdual, die );l antiselbstdual:

+* +
Yi = Y (D.19)
Y, = —Y; (D.20)

+
Da die Generatoren Y; eine Basis in der Algebra so(4) bilden, kann jede so(4)-wertige
Konnexion w zerlegt werden in:

w=AY' + AY". (D.21)

esut(2) €esut(2)

+
Die 1-Formen A; lassen sich mit Hilfe der Spurrelationen (D.16,D.17) aus w her-
ausprojizieren:

+
A= —tr(Viw) = (Vo)aw® (D.22)
A= —tr(Yiw) = (YVi)aw™ (D.23)
Fiir die Kriimmungen
Q = dwtwAw (D.24)
+ + o+ o+
F = dA+ANA (D.25)



folgt wegen

die Zerlegung
+ - +F. =
Q=F+F=FY"+FY". (D.26)
Projektionen:

+ + +
Fi= —tr(Y; Q) = (V;)aQ” (D.27)

-
Der Hodge-Star wirkt nicht auf die Y;, daher gilt auch

+ - +  *. -
Y0 -9Yr¥%Fr- Yryvi+¥Wr)y (D.28)
und N N N
PF = —uv, Y9 = ¥)wla® (D.29)

Die Projektion auf die Unteralgebren su™(2) ist mit der Entkopplungsabbildung ver-

+ —
traglich. Bei SO(4)-Umeichungen werden die projizierten Konnexionen A, A durch
SUT(2)- bzw. durch SU~(2)-Transformationen richtig umgeeicht. Das sieht man
folgendermaflen:

Eine SO(4)-Matrix M kann wegen der Kommutatorrelation (D.15) zerlegt werden

M(z) = exp(Y + V) = exp(Y) exp(Y) =M () M (z), (D.30)

wobel
+

+ o+ . +
Y=Y (z) =o' () Y;
geeignete Linearkombinationen der Generatoren sind und

+ +
M (z) = exp(Y) € SUE(2).
+ —
Die SO(4)-Umeichung einer SO(4)-Konnexion w =A + A lautet
W' =M 'wM + M 'dM. (D.31)

Mit (D.30) und

+ - t ..+ - + -
M, M|=[M—"dM, M|=[A,M]=0
(£ vertauschbar) zerfillt das in
R N VY = I vy S G
Ww=M "AM+M "dM+M "AM+ M d M. (D.32)
esut(2) esu(2)
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Die +-Anteile liegen in den Unteralgebren su®*(2), also liefert die Projektion

+ tooo ot R
—Yitr(Yi W) =M TAM + M~ d M=A (D.33)
+ —
die SUT(2)-Umeichung von A (analog fiir A).

+
(Alle Relationen (D.13) bis (D.33) gelten ebenso fiir ));.)
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