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Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit ist die Darstellung eines neu entwickelten Advancing Front

Gittergenerators f¨ur ebene, zweidimensionale komplexe Gebiete mit vielen inne-

ren Rändern unda priori Fehlerabsch¨atzungen von L¨osungen und deren Gradi-

enten von elliptischen Randwertproblemen mit Singularit¨aten. Die Lösungen der

elliptischen Randwertprobleme werden mit der Methode der finiten Elemente be-

stimmt, wobei lineare Lagrange-Elemente verwendet werden. Die Untersuchung

der elliptischen Randwertproblemen mit Singularit¨aten erfolgt auf einem Gebiet

mit einer einspringenden Ecke.

Es wird ein Gittergenerator vorgestellt, der im ProgrammpaketUG [11] imple-

mentiert worden ist und f¨ur eine große Klasse von Anwendungen adaptive, un-

strukturierte Dreiecksgitter erzeugt. Die hier vorgestellte Advancing Front Me-

thode erm¨oglicht die Auflösung der R¨ander von Rechengebieten in einer vom Be-

nutzer vorgebenen Feinheit durch benutzerspezifizierte Knotendichtefunktionen.

Desweiteren kann ebenso durch die Vorgabe einer Knotendichtefunktionen das

Gitter im Innern des Rechengebietes lokal angepaßt werden. Die Erzeugung von

Knoten im Rechengebiet wird durch vier Kontrollfunktionen gesteuert. Auf der

Grundlage hierarchisch aufgebauter Datenstrukturen erfolgt eine effiziente Ver-

waltung der Advancing Front und es ist die Konstruktion von Rechengittern mit

Dreiecken fast optimaler Qualit¨at möglich.

Außerdem k¨onnen mit dem Gittergenerator geometrische Gitter erzeugt werden.

Geometrische Gitter werden zur Bestimmung von L¨osungen elliptischer Rand-

wertprobleme gebraucht, bei denen Singularit¨aten auftreten. Zur Aufl¨osung einer

Singularität wäre ein unendlich feines Gitter ideal, doch ist dies nicht durchf¨uhr-

bar. Deshalb ist es von großer Bedeutung, wie verfeinert und wie und wann mit

der Verfeinerung des Rechengitters aufgeh¨ort werden soll. Durch eine neue De-

finition des relativen Fehlers kann eine Verfeinerungsvorschrift zur Konstruktion

von Rechengittern zur Bestimmung von L¨osungen elliptischer Randwertprobleme

mit Singularitäten mit optimaler Konvergenzordnung angegeben werden, um den

Aufwand an Rechenzeit und Speicherkapazit¨at effizient einzusetzen.

8



Zusammenfassung und Ausblick 9

Es wird einea priori Fehlerabsch¨atzung bewiesen, aufgrund der der relative Feh-

ler des Gradienten auf einem uniform verfeinerten Gitter optimale Konvergenz-

ordnung besitzt, obwohl die bekannten Absch¨atzungen ein lokal verfeinertes Git-

ter fordern.

Desweiteren wird ein Kriterium angegeben, bis zu welchem Abstandρ zur Singu-

larität verfeinert werden muß, um optimale Konvergenzordnung des relativen Feh-

lers der Funktion und deren Gradienten in derL∞-Norm zu erzielen. In klassischen

a priori Fehlerabsch¨atzungen in derL∞(Ω)-Norm mit RechengebietΩ ⊂ R
2 wird

gezeigt, daß der Gesamtfehler der Funktion und des Gradienten auf angepaßten

Gittern optimale Konvergenzordnung besitzt. Lokale Aussagen sind in derL∞(Ω)-

Norm nicht möglich. In dieser Arbeit wird bewiesen, daß durch Verwenden eines

geometrischen Gitters lokale Absch¨atzungen in derL∞-Norm des relativen Fehlers

der Funktion und deren Gradienten mit optimaler Konvergenzordnung m¨oglich

sind. Der Unterschied der hier vorgestellten Fehlerabsch¨atzung zu den bekannten

Methoden liegt darin, daß z.B. bei Halbierung der Maschenweite eines geome-

trischen Gitters der relative Fehler der Funktion aufjedemDreieck des Gitters

innerhalb des G¨ultigkeitsbereichs der Theorie geviertelt wird, w¨ahrend dies in der

L∞(Ω)-Norm nur auf den maximalen Fehler der Gesamtl¨osung zutrifft.

Die Verfeinerungsvorschrift des Rechengitters zur Aufl¨osung der Singularit¨at und

Bestimmen der Konvergenzordnung des relativen Fehlers in derL∞-Norm wird

ausÜberlegungen der Approximationstheorie motiviert. Der eindimensionale Fall

birgt schon die Konstruktionsvorschrift und die Beweise sind mit elementaren

Methoden durchf¨uhrbar. Allerdings ist die Erweiterung der Beweise auf den zwei-

dimensionalen Fall sehr kompliziert, da hier Dualit¨atsargumente und gewichtete

Normen, wie sie z.B. in der Arbeit von Nitsche [75] eingef¨uhrt wurden, verwen-

det werden m¨ussen. Außerdem werden Beweistechniken f¨ur lokale Absch¨atzun-

gen, die keine Standardtechniken sind, herangezogen. Die grundlegenden, hier f¨ur

lokale Abschätzungen verwendeten und erweiterten Beweistechniken wurden in

einer Serie von Artikeln von Schatz und Wahlbin (siehe die Arbeiten [91], [92],

[93], [94], [95], [96]) entwickelt.

Die Abschätzungen der relativen Fehler zeigen außerdem keine Abh¨angigkeit von

der Stärke der Singularit¨at und sind robust gegen¨uberÄnderungen der rechten Sei-

te.



Zusammenfassung und Ausblick 10

Die hier vorgestellten numerischen Experimente zeigen, daß die Konvergenzord-

nungen der relativen Fehler optimal sind, und belegen, daß die Konstanten in

den Absch¨atzungen der relativen Fehler vern¨unftig klein sind. Die numerischen

Experimente zeigen den Einfluß des ”pollution”-Effekts und erm¨oglichen eine

Abschätzung der oberen G¨ultigkeitsgrenze der hier vorgestellten Absch¨atzungen

der relativen Fehler.

Die hier vorgestellte Arbeit er¨offnet vielfältige Perspektiven. Bei der Entwicklung

des Gittergenerators ist eine Datenstruktur entstanden, die auch die Erzeugung

von Tetraedergittern mit wenig Aufwand erm¨oglicht. Zur Erzeugung von Hexa-

edergittern ist die Datenstruktur ebenfalls geeignet, doch liegen in der Konstruk-

tion von Hexaedergittern noch Probleme, die durch die Datenstruktur nur bedingt

gelöst werden k¨onnen. Hier besteht Forschungsbedarf und es ist sicherlich loh-

nenswert, das hier vorgestellte Konzept hierarchischer Listen auf drei Dimensio-

nen zu erweitern. Die Datenstruktur erm¨oglicht ebenfalls einen leichten̈Ubergang

zur Parallelisierung und somit w¨are eine Weiterentwicklung der in dieser Arbeit

eingeführten Advancing Front Methode in diese Richtung w¨unschenswert.

Die hier vorgestellte Theorie zura priori Fehlerabsch¨atzung der relativen Feh-

ler von Lösungen und deren Gradienten von elliptischen Randwertproblemen mit

Singularitäten erm¨oglicht eine Vielzahl weiterf¨uhrender Arbeiten. Es ist sicherlich

lohnenswert, die hier vorgestelltena priori-Fehlerabsch¨atzungen mit dem Gitter-

generator zu koppeln. Durch einea posteriori-Betrachtung k¨onnten Singularit¨aten

detektiert und danach in einer Umgebung der Singularit¨at geometrische Gitter

erzeugt werden. Aus den hier vorgestellten Theoremen k¨onnten Absch¨atzungen

von Spannungsintensit¨atsfaktoren vorgenommen werden. Es sind Untersuchun-

gen von degenerierten elliptischen Randwertproblemen oder Problemen mit sprin-

genden Koeffizienten vorzunehmen und der Einfluß geometrischer Gitter auf die

Fehler zu untersuchen. Eine weitere Anwendungsm¨oglichkeit besteht sicherlich in

Abschätzungen von Green’s-Funktionen elliptischer Randwertprobleme. Außer-

dem sollte untersucht werden, ob aus den hier vorgestellten Fehlerabsch¨atzungen

ein Verfahren zur Absch¨atzung der Potenz einer Singularit¨at entwickelt werden

kann.



Kapitel 1

Einleitung

Die automatische Erzeugung von Rechengittern zur L¨osung partieller Differen-

tialgleichungen mit finiten Elementen oder finiten Volumen Verfahren ist auch

in zwei Raumdimensionen mit großen Schwierigkeiten verbunden. Insbesondere

die Vernetzung komplexer Geometrien mit vielen inneren R¨andern ist nach wie

vor ein großes Problem, wenn dabei Elemente optimaler Qualit¨at erzeugt werden

sollen. Außerdem werden f¨ur die meisten Problemklassen des wissenschaftlichen

Rechnens adaptive Gitter verlangt.

Erstes Ziel dieser Arbeit ist es, einen Gittergenerator zur Erzeugung von Dreiecks-

gittern auf komplexen zweidimensionalen Gebieten mit vielen inneren R¨andern

und möglichst optimaler Elementqualit¨at für eine große Klasse von Anwendun-

gen zu entwickeln. Optimale Dreiecke sind dadurch gekennzeichnet, daß sie kei-

ne spitzen oder stumpfen Winkel enthalten. Besonders Dreiecke mit stumpfen

Winkeln können die Diskretisierungseigenschaften finiter Elemente- oder fini-

ter Volumen-Verfahren stark beeintr¨achtigen. In einer Arbeit von Babu˘ska und

Aziz [3] wird gezeigt, daß der Interpolationsfehler ansteigt, falls der maximale

Winkel α eines Dreiecks nahe beiα ≈ π liegt. Enthält eine Dreieck einen sehr

kleinen Winkelα, so wird der Interpolationsfehler nach [3] zwar nicht ansteigen,

doch wird im Artikel von Fried [38] gezeigt, daß die Konditionszahl der Steifig-

keitsmatrix sich wie 1/sinα, mit α als kleinstem Winkel eines Dreiecks, verh¨alt.

Damit wird deutlich, wie wichtig die Elementqualit¨at eines Rechengitters ist.

Es gibt eine Vielzahl verschiedener Techniken, um Dreiecks- oder Vierecksnetze

für unterschiedlichste Anwendungen zu erzeugen. Beispiele hierf¨ur sind Voronoi-

Diagramme bzw. Delaunay-Methoden, Quadtree-Algorithmen, blockstrukturierte

Gittergeneratoren oder Advancing Front Methoden. Eine wichtige Frage war, wel-

che Methode f¨ur die Problemklassen des ProgrammpaketsUG [11] am besten ge-

eignet ist. Deshalb wurden die wichtigsten Gittergenerierungsverfahren sorgf¨altig

11
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analysiert und als geeignester Kanditat die Advancing Front Methode gefunden.

Aufbauend auf der Advancing Front Methode von Peraire et. al. [80] und Paoli-

ni und Verdi [79] wurde eine neue Advancing Front Methode entwickelt, mit der

es möglich ist, komplizierte Gebiete mit vielen inneren R¨andern automatisch und

adaptiv zu vernetzen. Die automatische Kontrolle der Elementqualit¨at dieser Me-

thode gew¨ahrleistet bereits bei der Erzeugung des Gitters fast optimale Qualit¨at

der Dreieckselemente. Eine Besonderheit des hier vorgestellten Gittergenerators

liegt im Unterschied zu den beiden in [80] und [79] vorgestellten Verfahren in

den Auswahlkriterien zur Erzeugung neuer Punkte und Dreiecke im Rechenge-

biet und in der Datenstruktur zur Steuerung des Advancing Front Algorithmus.

Aufgrund der besonderen Datenstruktur ist ein Gittergenerator entstanden, der,

im Gegensatz zu den meisten anderen Vernetzern, mit nur wenigen Kontrollfunk-

tionen und ohne Hintergrundnetz adaptive Dreiecks-Gitter erzeugen kann. Die

hier vorgestellte Advancing Front Methode kann aufgrund der sehr allgemein ge-

haltenen Datenstruktur auf 3 Raumdimensionen zur Erzeugung von Tetraedernet-

zen mit wenig Aufwand erweitert werden. Prinzipiell besteht die M¨oglichkeit, die

hier beschriebene Advancing Front Methode zur Erzeugung von Hexadernetzen

zu verwenden. Die Erzeugung von Hexadernetzen ist allerdings kompliziert und

aufwendig und es ist zu erwarten, daß die in dieser Arbeit diskutierte Advancing

Front Technik nur mit Einschr¨ankungen an die m¨oglichen Orientierungen von

Flächen im dreidimensionalen Raum angewendet werden kann. Außerdem ist der

Gittergenerator so konzipiert, daß er inh¨arent die Möglichkeit zur Parallelisierung

besitzt.

Das zweite Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung relativer Fehler in singul¨ar

gestörten elliptischen Randwertaufgaben, deren L¨osungen und deren Ableitungen

ein potenzabh¨angiges Verhalten zeigen. Singularit¨aten der Lösungen oder Singu-

laritäten der Ableitungen der L¨osungen partieller Differentialgleichungen verur-

sachen erhebliche numerische Schwierigkeiten. Die Probleme liegen nicht nur in

der Approximation der Singularit¨at, sondern auch in der durch sie hervorgerufe-

nen Verschlechterung des Fehlers in weiter entfernt liegenden Regionen des Re-

chengebietes. Dieses Verhalten des Fehlers ist selbst dann zu beobachten, wenn

die Lösung in weiter entfernt liegenden Regionen des Rechengebietes glatt ist.

Dieser Störeffekt ist wohlbekannt und wird als ”pollution effect” bezeichnet. Eine

Methode zur Behebung dieser Schwierigkeiten ist die Verwendung lokal ange-

paßter Gitter, insbesondere in der Umgebung der Singularit¨at. Die Verfeinerung

kann entweder vor dem eigentlichen L¨osungsprozeß, d. h.a priori, oder adaptiv

während des L¨osungsprozeß, d. h.a posteriori, vorgenommen werden. Die Kon-



Einleitung 13

struktion vona priori Verfeinerungsstrategien h¨angt von dera priori Kenntnis der

Singularität und von den Eigenschaften der L¨osung ab. In dieser Arbeit werden

Klassen von Funktionen betrachtet, deren Ableitungen proportional zu einer Po-

tenz des Abstandes zu einem Punkt, einer Linie oder Oberfl¨ache begrenzt sind.

Diese Funktionen werden als potenzabh¨angige Funktionen und die Singularit¨aten

als potenzabh¨angige Singularit¨aten bezeichnet. Die betrachteten Funktionsklassen

spielen in den nachfolgendend aufgef¨uhrten praktischen Problemen eine wichtige

Rolle, z. B. in elliptischen Randwertproblemen auf Gebieten mit einspringenden

Ecken oder auf Polyedern (siehe hierzu z. B. [48]). Weitere Beispiele sind L¨osun-

gen elliptischer Randwertaufgaben mit springenden Koeffizienten in 2 Raumdi-

mensionen, siehe z. B. Kellog [57], die Bestimmung der Greens-Funktion ellipti-

scher Randwertprobleme oder degenerierte elliptische Randwertprobleme, siehe

z. B. in French [37], Khoromskij [43], und Marini und Pietra [66]. Eine ande-

re wichtige Problemklasse stellen nichtlineare elliptische Randwertaufgaben, wie

sie z. B. in Tolksdorf [107] beschrieben werden, dar. In vielen F¨allen ist bekannt,

daß die Lösung potenzabh¨angiges Verhalten zeigt, die Exponenten sind allerdings

unbestimmt. Ein spezieller Fall ist der degenerierte Laplace-Operator, der z. B.

in [29] studiert wird. Dort wird auch ein Verfahren zur Bestimmung der Exponen-

ten vorgestellt.

In dieser Arbeit wird in erster Linie die Effektivit¨at einer Verfeinerungsstrate-

gie auf die relativen Fehler der Funktion und ihres Gradienten bei Approximation

der Lösung von elliptischen Randwertaufgaben mit der Methode der finiten Ele-

mente untersucht. Die zugrundegelegte Verfeinerungsstrategie beruht auf dem oft

benutzten geometrischen Gitter, das in dieser Arbeit mit nur zwei Parametern defi-

niert werden kann. Die hier vorgestellten geometrischen Gitter zeigen einige neue

und interessante Eigenschaften und eignen sich als optimale Gitter zur Untersu-

chung verschiedener relativer Fehler von L¨osungen nahe bei potenzabh¨angigen

Singularitäten. Die hier vorgestellten geometrischen Gitter k¨onnen sehr effektiv

in Kombination mit einema posterioriFehlersch¨atzer und einer adaptiven Verfei-

nerung benutzt werden, uma priori Gitter zur Auflösung von Singularit¨aten zu

konstruieren. Motiviert wird diese Vorgehensweise durchÜberlegungen aus der

Approximationstheorie. In drei neuen Theoremen wird bewiesen, daß bei wohl-

definierten Annahmen f¨ur die Lösung elliptischer Randwertprobleme der relative

Fehler des Gradienten in derL2-Norm auf uniform verfeinerten Gittern und die

relativen Fehler der L¨osungsfunktion und des zugeh¨origen Gradienten auf geome-

trisch verfeinerten Gittern in der lokalenL∞-Norm optimale Konvergenzordnung

besitzen. Die Beweise hierzu werden in [53] ver¨offentlicht.
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Die Arbeit ist folgendermaßen gegliedert:

In Kapitel 2 werden die grundlegenden geometrische Definitionen eingef¨uhrt und

die Gründe aufgezeigt, warum eine Advancing Front Technik zur Gittererzeugung

für die Problemklassen des ProgrammpaketsUG [11] am besten geeignet ist.

Die hier verwendeten Methoden zur Beschreibung von Rechengebieten und ele-

mentare Datenstrukturen werden in Kapitel 3.3 vorgestellt. Dieses Kapitel eignet

sich zum Nachschlagen der im darauf folgenden Kapitel beschriebenen Listen-

konzepte.

Kapitel 4 spielt eine zentrale Rolle in der Beschreibung des Gittergenerators. Es

wird im ersten Abschnitt ein allgemeines Listenkonzept zur Verwaltung der Ad-

vancing Front vorgestellt, das in dieser Form nach Kenntnis des Autors noch nicht

zur Gittergenerierung verwendet worden ist.

Es folgt in den Abschnitten 4.2 und 4.3 die Beschreibung der Erzeugung von

Randknoten und von Knoten und Dreiecken im Innern des Rechengebietes. Die

Position der Randknoten und die Gr¨oße der Dreiecke im Rechengebiet k¨onnen

vom Benutzer durch die Vorgabe einer Maschenweitekontrollfunktion auf einfa-

che Weise definiert werden.

Daran ankn¨upfend werden die vier Kontrollfunktionen zur Konstruktion von Ele-

menten optimaler Qualit¨at vorgestellt und die Aktualisierung der aktiven Front

nach Erzeugung eines Elements beschrieben. Die 4 Kontrollfunktionen in Zusam-

menspiel mit dem Listenkonzept sind essentiell zur Erzeugung von Dreiecksgit-

tern mit Dreiecken optimaler G¨ute auf komplexen Gebieten mit vielen inneren

Rändern. Die Qualit¨at der Elemente kann nach der Gittererzeugung durch die

wohlbekannte Laplace-Gl¨attung (Abschnitt 4.5.1) im Fallekonvexer Geometrien

verbessert werden. Bei nichtkonvexenGebieten versagt diese Methode und wird

durch die in Abschnitt 4.5.2 vorgestellte modifizierte Laplace-Gl¨attung ersetzt.

Die modifizierte Laplace-Gl¨attung verhindert, daß der zu verschiebende Punkt

nach der Verschiebung außerhalb des Rechengebietes liegt.

In Abschnitt 4.6 wird anhand der Triangulierung der Nordseek¨uste demonstriert,

wie durch Verwenden einer Maschenweitekontrollfunktion adaptive Gitter erzeugt

werden. Daran anschließend werden Anwendungen des Gittergenerators auf kom-
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plexe Geometrien zur Konstruktion von Grobgittern f¨ur Mehrgittermethoden ge-

zeigt.

In Kapitel 5 werden die mathematischen Grundlagen und das Modellproblem der

a priori-Fehlerabsch¨atzung vorgestellt. Die verwendeten Sobolev-R¨aume sind auf

dem RaumLp aufgebaut (Abschnitt 5.1). Das den Untersuchungen zugrundege-

legte Dirichlet-Randwertproblem wird in Abschnitt 5.2 beschrieben. In den Ab-

schnitten 5.3 und 5.4 werden Regularit¨atseigenschaften des Dirichlet-Problems

und Approximationseigenschaften st¨uckweise linearer finiter Elemente beschrie-

ben. Es folgt eine Diskussion des relativen Fehlers in Abschnitt 5.5.

Das neue Theorem zura priori-Abschätzung des relativen Fehlers des Gradi-

enten in derL2-Norm wird in Kapitel 6 vorgestellt. Eine Diskussion klassischer

Fehlerabsch¨atzungen inL2(Ω) zeigt, daß optimale Konvergenz nur auf lokal ver-

feinerten Gittern m¨oglich ist (Abschnitt 6.1 und 6.2). In Abschnitt 6.3 folgt die

Formulierung und der Beweis dera priori-Abschätzung des relativen Fehlers des

Gradienten in derL2-Norm. Es wird gezeigt, daß der relative Fehler des Gradien-

ten optimale Konvergenzordnung auf uniform verfeinerten Gittern besitzt.

Das Kapitel 7 enth¨alt die neuea priori-Fehlerabsch¨atzung in der lokalenL∞-

Norm des relativen Fehlers der Funktion und des Gradienten. In Abschnitt 7.1

werden bekannte Fehlerabsch¨atzungen in derL∞-Norm dargestellt und in Ab-

schnitt 7.2 die zum Beweis der folgendena priori Fehlerabsch¨atzungen notwen-

digen Hilfssätze eingef¨uhrt. Es folgt in Abschnitt 7.3 die Formulierung und Dis-

kussion dera priori-Fehlerabsch¨atzung in der lokalenL∞-Norm und in Abschnitt

7.4 folgen die Beweise.

Numerischen Experimente zurÜberprüfung der Optimalit¨at der Fehlerabsch¨atzun-

gen werden in Kapitel 8 vorgestellt. Abschnitt 8.1 beschreibt das den Experimen-

ten zugrundegelegte Randwertproblem und stellt die verwendeten Singularit¨aten-

funktionen vor. Es folgt ein Algorithmus zur Konstruktion des hier verwendeten

geometrischen Gitters (Abschnitt 8.2) und es werden Funktionenklassen in Ab-

schnitt 8.3 vorgestellt, die die notwendigen Annahmen der Theoreme in Kapitel 6

und Kapitel 7 erf¨ullen. In den Vorbemerkungen zu den numerischen Experimen-

ten (Abschnitt 8.4) werden die Parameter, mit denen die Experimente gesteuert

werden, erl¨autert. Die numerischen Experimente werden in den Abschnitten 8.5

bis 8.9 beschrieben.



Kapitel 2

Gittergenerierungsverfahren

Dieses Kapitel erl¨autert die Grundlagen der Gittergenerierungsverfahren, die zur

Entwicklung des in dieser Arbeit vorgestellten Gittergenerators untersucht worden

sind. In einer kurzen Einleitung werden die Problemklassen des Programmpakets

UG und die untersuchten Gittergenerierungsmethoden vorgestellt und gezeigt,

warum strukturierte Gitter nicht verwendet werden k¨onnen. Daran ankn¨upfend

werden im ersten Abschnitt die zur Gittergenerierung notwendigen geometrischen

Objekte vorgestellt. Danach folgt in Abschnitt 2.2 eine Diskussion und Bewertung

der Delaunay-Triangulierung. Im dritten Abschnitt wird die Quadtree-Methode

zur Gittererzeugung untersucht und aufgezeigt, warum diese Methode bei kom-

plexen Gebieten mit vielen inneren R¨andern nur bedingt anwendbar ist. Im letz-

ten Abschnitt wird die Advancing Front Technik anhand zweier Beispiele erl¨autert

und mit der hier entwickelten neuen Advancing Front Technik verglichen.

In der numerischen Behandlung partieller Differentalgleichungen ist die Gene-

rierung geeigneter Rechengitter eine kritische Aufgabe. Besondere Probleme be-

reitet die Vernetzung komplexer Gebiete mit vielen inneren R¨andern. Es ist ein

noch ungel¨ostes Problem, optimale Qualit¨at der Elemente eines Rechengitters f¨ur

ein komplexes Gebiet mit vielen inneren R¨andern zu erzielen. Benutzt der An-

wender Diskretisierungsmethoden wie finite Elemente oder finite Volumen, wird

die Approximationseigenschaft des Verfahrens entscheidend von den Winkeln der

Elemente beeinflußt. Ein wichtiges Qualit¨atsmaß eines Gitters mit Dreiecksele-

menten liegt in der Vermeidung von spitzwinkligen bzw. stumpfwinkligen Drei-

ecken. Der hier vorgestellte Gittergenerator ist in der Lage, f¨ur die untersuch-

ten, in Kapitel 4.6 vorgestellten Beispiele, Dreiecke mit Winkelnα im Bereich

20o < α < 132o zu erzeugen.

Ziel und Ergebnis dieser Arbeit ist die Entwicklung eines Gittergenerators f¨ur

das ProgrammpaketUG (UG als Abkürzung von ”unstrukturierte Gitter”)[11],

16



Gittergenerierungsverfahren 17

der diesen Forderungen entspricht. Dieser neu entwickelte Gittergenerator ist f¨ur

die unterschiedlichsten Anwendungen der Problemklassenbibliotheken vonUG

geeignet. Dazu geh¨oren Anwendungen in den Bereichen Diffusion, Konvektion-

Diffusion mit finiten Elementen und finiten Volumen, lineare Elastizit¨at, inkom-

pressible Navier-Stokes Gleichungen, dichtegetriebene Str¨omungen und Zwei-

phasenstr¨omungen in por¨osen Medien, Euler und kompressible Navier-Stokes

Gleichungen, lineare und nichtlineare Strukturmechanik und Bingham-Fluide.

Eine zentrale Frage ist, welches Verfahren zur Gittergenerierung verwendet wird.

Grundsätzlich kann zwischen strukturierten und unstrukturierten Gittern unter-

schieden werden. Die nachfolgend aufgef¨uhrten Methoden stellen die wichtigsten

Gittergenerierungsverfahren dar. Es existieren weitere, speziell an die betrachteten

Problem angepaßte Verfahren, die an dieser Stelle jedoch nicht betrachtet werden.

Folgende Methoden zur Gittergenerierung stehen prinzipiell zur Verf¨ugung:

• strukturierte Gittergenerierung, z. B.

– blockstrukturierte Verfahren

– elliptische Gittergenerierung

• unstrukturierte Gittergenerierung, z. B.

– Delaunay-Verfahren

– Advancing-Front-Technik

– Quadtree-Verfahren

Die geeignesten Verfahren stellen das Delaunay-, das Quadtree-Verfahren und

die Advancing-Front-Technik dar. Deshalb werden diese Methoden in den nach-

folgenden Kapiteln genauer beschrieben und erl¨autert, warum die Advancing-

Front-Technik am besten geeignet ist. Als Erg¨anzung zur noch folgenden Dar-

stellung der verschiedenen Gittergenerierungsverfahren wird auf dieÜbersichts-

artikel [35], [51], [54], [90], [99], [102], [104] und [106] verwiesen.

Prinzipiell werden Rechengitter in zwei Hauptgruppen unterteilt, instrukturier-

teundunstrukturierteGitter.

Ein strukturiertes Gitter entsteht dann, wenn die Gitterpunkte durch eine affine

Abbildung inZ n eingebettet werden k¨onnen. Hier wird der Falln = 2 betrachtet.
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Die Knoten des Gitters besitzen eine isomorphe lokale Nachbarschaft mit Aus-

nahme der Randknoten. In einemunstrukturiertenGitter sind die lokalen Nach-

barschaftsverh¨altnisse willkürlich variierend.

In beiden Fällen bestehen die Elemente aus Polytopen, die typischerweise Drei-

ecke oder Vierecke sind.

Strukturierte Gitter werden im allgemeinen zur Vernetzung einfacher Geometrien

verwendet. Ihr großer Vorteil besteht darin, daß sie wenig Arbeitspeicher ben¨oti-

gen, da die Koordinaten w¨ahrend des Erzeugens der Elemente berechnet wer-

den können und nicht dauerhaft abgespeichert werden m¨ussen. Außerdem k¨onnen

strukturierte Gitter mit geringem Rechenaufwand erzeugt werden und es ist eine

direkte Kontrolle der Elementgr¨oße möglich. Strukturierte Gitter haben den nu-

merischen Vorteil, daß die meisten L¨oser auf diesen Gittern besonders effizient

arbeiten. Diese Verfahren zur Erzeugung von Gittern versagen jedoch bei der Ver-

netzung komplizierter Geometrien und k¨onnen deshalb f¨ur viele realistische An-

wendungen entweder gar nicht oder nur sehr unbefriedigend eingesetzt werden.

Es gibt verschiedene Techniken, um das Anwendungsspektrum strukturierter Git-

ter zu erweitern. Die am meisten verwendeten Techniken zur Gittererzeugung f¨ur

komplexe Gebiete sind algebraische Methoden, speziell angepaßte konforme Ab-

bildungen oder numerische Methoden, wie das L¨osen von Differentialgleichun-

gen. Dieser generelle Mangel strukturierter Gittererzeugung ist bis heute trotz

intensiven Forschens noch nicht befriedigend gel¨ost. Eine Einführung in diese

Problematik ist z.B. in [23], [56], [60] und [105] zu finden.

Der Trend weist deutlich in Richtung unstrukturierter Gittergenerierung [63], [104],

[106]. Mit unstrukturierten Gittern ist es m¨oglich, komplizierte Gebiete aufzul¨osen

und adaptiv zu vernetzen. Ziel dabei ist, mit einem Verfahren m¨oglichst viele Pro-

blemklassen zu erfassen.

2.1 Geometrische Definitionen

In diesem Abschnitt werden die zum Verst¨andnis der in den folgenden Abschnit-

ten vorgestellten Gittergenerierungsverfahren notwendigen geometrischen Objek-

te in Anlehnung an [81] eingef¨uhrt. Die geometrischen Objekte, auf die sich die

Definitionen beziehen, bestehen aus Punkten des zweidimensionalen euklidischen

RaumsR 2 mit der bekannten euklidischen Metrik(x2 + y2)
1
2 , x,y ∈ R

2. Außer-

dem werden die charakteristischen Eigenschaften der hier verwendeten geometri-
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schen Randbeschreibungen vorgestellt. Die geometrischen Randbeschreibungen

werden in 4 Klassen eingeteilt.

Definition 2.1.1 (Verbindungsstrecke)

Gegeben seien zwei Elementeq1, q2 ∈ R
2. Dann ist die Verbindungsstrecke von

q1, q2 ∈ R
2 durch den folgenden Ausdruck

α q1 + (1 − α) q2 mit α ∈ R , 0 ≤ α ≤ 1

gegeben und wird alsSegmentbezeichnet. Ein Segment wird in der Formq1q2 als

ungeordnetes Paar geschrieben.

Definition 2.1.2 (Konvexe Menge)

Eine TeilmengeD ⊂ R
2 ist konvex, falls für jede beliebige Kombination von 2

Elementenq1 ∈ R
2 undq2 ∈ R

2 das Segmentq1q2 vollständig inD enthalten ist,

d.h.q1q2 ⊂ D.

Definition 2.1.3 (Konvexe Hülle)

Die konvexe Ḧulle C (D) der MengeD ⊂ R
2 ist die Menge aller reellen Linear-

kombinationen

q = α1q1 + . . . +αnqn,

α1, . . . ,αn reell,

q1, . . . ,qn ∈ D

mit

n

∑
k=1

αk = 1, αk ≥ 0

Definition 2.1.4 (Polygon)

Ein Polygon inR 2 besteht aus einer endlichen Menge von Segmenten, wobei die

beidenäußersten Endpunkte von genau zwei Segmenten ber¨uhrt werden und kei-

ne Teilmengen der Segmente gleich sind. Die Segmente eines Polygons werden

als Kanten und deren ¨außerste Endpunkte als Vertices oder Knoten bezeichnet.

Die Anzahl der Vertices und Kanten eines Polygons ist identisch.

Ein Polygon wird alseinfachbezeichnet, falls sich nur Paare aufeinanderfolgen-

der Kanten einen Knoten teilen. Ein einfaches Polygon teilt die Ebene in zwei

disjunkte Teilgebiete, in das innere (begrenzte) und das ¨außere (unbegrenzte) Ge-

biet, das durch das Polygon getrennt wird. Ein einfaches Polygon ist konvex, falls

das innere Gebiet eine konvexeMenge ist.
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Definition 2.1.5 (Ebener Graph)

Ein GraphG = (V, K) mit der VertexmengeV und der KantenmengeK ist eben,

falls er in eine Ebene ohnëUberschneidungen eingebettet werden kann. Die Ein-

bettung ebener Verbindungsstrecken des GraphenG wird ebene Teilaufspaltung

genannt. Wird mitv, e, f die Anzahl der Vertices, Kanten und Teilgebiete bezeich-

net, so sind diese drei Parameter ¨uber die Beziehung [16] (Euler’s Formel)

v − e+ f = 2

miteinander verkn¨upft.

Definition 2.1.6 (Triangulierung)

Eine ebene Teilaufspaltung ist eine Triangulierung, falls alle ihre beschr¨ankten

Teilgebiete Dreiecke sind. Eine Triangulierung einer endlichen MengeSvon Punk-

ten ist ein ebener Graph inSmit maximaler Anzahl von Kanten.

Eineäquivalente Definition einer Triangulierung lautet: Eine Triangulierung von

Sentsteht durch die Verbindung der Punkte vonSdurch sich nicht ¨uberschneiden-

de Verbindungsstrecken. Jedes Teilgebiet imInnern der konvexen Hülle vonS ist

ein Dreieck.

Definition 2.1.7 (Steiner-Triangulierung, Steiner-Punkte)

Bei einerSteiner-Triangulierungeiner Punktmenge in der Ebene k¨onnen zus¨atz-

lich Punkte hinzugef¨ugt werden. Die zur Menge der urspr¨unglich vorhandenen

Punkte hinzugef¨ugten Punkte werden alsSteiner-Punktebezeichnet.

Bemerkung 2.1.1 (Steiner-Triangulierung)

Bei einerSteiner-Triangulierung(siehe Definition 2.1.7) einer PunktmengeS in

der Ebene k¨onnen Punkte außerhalb der konvexen Hülle vonShinzugefügt wer-

den. Die vorhandene Punktmenge ist folglich eine Teilmenge der Knoten des Git-

ters und der Rand des Gebietes ist zwar konvex, kann jedoch gr¨oßer sein, als die

konvexe Hülle. Es ist möglich, jede Punktmenge einer Ebene ohne Steiner-Punkte

zu vernetzen. Die Hinzunahme von Steiner-Punkten ist deshalb nur dann sinnvoll,

wenn man bestimmte Qualit¨atskriterien erf¨ullen will, wie z.B. die Beschr¨ankung

der maximalen und minimalen Winkel der Elemente des Gitters. Ein typisches

Problem, bei dem keine Steiner-Punkte erlaubt sind, besteht in der Triangulierung

einer Punktmenge bei gleichzeitiger Minimierung des maximalen Winkels [12].

Ein Beispiel einer Triangulierung mit Steiner-Punkten ist die Vernetzung eines

Polygons mitn Knoten mit der Bedingung, daß die Winkel der Dreiecke kleiner

als 90o sind [32].
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a.) Triangulierung eines Polygongebietes
..

b.) Triangulierung eines Polygongebietes

      Steiner-Punkten

c.) Triangulierung eines Polygongebietes e.) Triangulierung einer

     Punktmenge ohne

d.) Triangulierung eines Polygongebietes

      Steiner-Punkten

 f.) Triangulierung einer

     Punktmenge ohne

     Steiner-Punkten

..ohne inneren Rand mit innerem Rand

 und mit mit innerem Rand und
inneren Rand und mit

inneren Rand

Abbildung 2.1: Triangulierungen ohne und mit Steiner Punkten eines Polygons,
eines Polygons mit inneren R¨andern und einer Punktmenge

Die Randbeschreibung der 4 in dieser Arbeit verwendeten Gebiete ist eingeteilt

in:

1. Einfaches Polygongebiet:Das Rechengebiet ist eine ebene Fl¨ache, deren

Ränder durch einfache geschlossene polygonale Kurven beschrieben wer-

den, siehe hierzu die Beispiele in Abbildung 2.1a und in Abbildung 2.1b.

2. Polygonales Gebiet mit innerem Rand:Dieses unterscheidet sich von dem

zuvor vorgestellten Polygongebiet dadurch, daß der Rand aus mehreren dis-

junkten Jordan-Kurven besteht. In den Abbildung 2.1c und 2.1d ist ein Poly-

gongebiet mit einem inneren Rand mit und ohne Steiner-Punkte dargestellt.

3. Punktmenge:Die Eingabe f¨ur den Gittergenerator besteht in diesem Fall

aus einer Punktmenge in der Ebene. Die Punktmenge stellt die Punkte der

Triangulation dar und der Rand desGitters ist die konvexe Hülle. Durch

die Hinzunahme von Steiner-Punkten werden bestimmte Qualit¨atskriterien

des Gitters (siehe Definition 2.1.7 und die Bemerkung dazu) erf¨ullt. Eine

Punktmenge ohne und mit Steiner-Punkten ist in den Abbildungen 2.1e und

2.1f zu finden.

4. Parameterdarstellung:Der Rand eines Gebietes wird durch Parameterfunk-

tionen dargestellt. Die Punkte der Kurven mit den Koordinaten(x,y) ∈ R
2
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werden in der Formx = φ(λ) = x(λ), y = ψ(λ) = y(λ), λ ∈ [ε1, ε2] mit

der endlichen Teilmenge[ε1, ε2] ⊂ R dargestellt.

2.2 Delaunay Triangulierung

In diesem Kapitel wird die Delaunay-Triangulierung diskutiert und gezeigt, warum

dieses Verfahren bei komplexen Gebieten mit inneren R¨andern nur unzureichende

Gitter erzeugen kann.

Eine Delaunay-Triangulierung bezeichnet ein Verfahren, bei dem aus einer ge-

gebenen PunktmengeS in der Ebene ein Rechengitter mit Dreieckselementen er-

zeugt wird. Als Nebenbedingung wird dabei die Summe der kleinsten Winkel

der Dreiecke maximiert. Der polygonale Rand der Punktmenge besteht aus der

konvexen Hülle von S. Die Zerlegung einer durch Polygone berandeten Fl¨ache

in Dreiecke geht auf Dirichlet zur¨uck [28]. Die Zerlegung einer Ebene in Ge-

biete gleicher n¨achster Nachbarn wird als Voronoi-Diagramm [110] bezeichnet.

In einer Arbeit von Delaunay aus dem Jahre 1934 [26] wird gezeigt, daß der

zum Voronoi-Diagramm duale Graph eine Triangulierung darstellt. Eine detail-

lierte Diskussion dieses Verfahrens sowie einige Bemerkungen zu Algorithmen

zur Konstruktion von Voronoi-Diagrammen sind anschaulich in [81] dargestellt.

EineÜbersichtüber Delaunay-Triangulierungen und Voronoi-Diagramme vermit-

teln die Artikel von Aurenhammer [2] und Fortune [36].

Das Delaunay-Verfahren ist aufn Raumdimensionen erweiterbar [113]. Zur Ver-

anschaulichung gen¨ugt es allerdings, die Konstruktion von Dreiecksgittern in der

Ebene zu betrachten. Im folgenden wird deshalb die Gittergenerierung f¨ur zwei-

dimensionale ebene Geometrien diskutiert.

Zur Konstruktion eines Rechengitters wird die Delaunay-Triangulation als das

ebene duale Problem eines Voronoi-Diagramms aufgefaßt. Ein Voronoi-Diagramm

entsteht aus der Einteilung einer Ebene in polygonale Zellen. Jedem PunktPm ∈ S

wird eine polygonal berandete Fl¨ache zugewiesen, innerhalb der jeder Punkt einen

kleineren Abstand zuPm ∈ S als zu jedem anderen PunktPk ∈ S besitzt. Diese

Unterteilung der zu vernetzenden Geometrie f¨uhrt auf nichtüberlappende, konve-

xe Polygone.

Wird mit Vi dasi-te Polygon bezeichnet, so bildet die Gesamtheit aller Polygo-

neVi das Voronoi-DiagrammV und wird formal geschrieben als:
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Abbildung 2.4: Voronoi-Polygon exemplarisch f¨ur einen Punkt
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V = {∪Vi , i = 1, ......N}
mit Vi = {x ∈ R

2 : |x − Pi | < |x − Pk| ∀k �= i}
Die geometrische Konstruktion des Voronoi-Diagramms im zweidimensionalen

Fall erfolgt durch die Konstruktion der Mittelsenkrechten auf der Verbindungs-

linie zweier benachbarter Punkte der MengeS. Die Verbindungen der Schnitt-

punkte der Mittelsenkrechten ergeben das Voronoi-Diagramm (siehe hierzu die

Abbildungen 2.2, 2.3 und 2.4).

Die Dreieckselemente des Rechengitters entstehen durch die Verbindungsgeraden

(gestrichelte Linie in Abbildung 2.2) aller Punktepaare, die sich eine Polygonseite

teilen. Ein Voronoi-Polygon f¨ur einen Punkt wird exemplarisch in Abbildung 2.3

dargestellt. Der Rand des Rechengebietes istdurch die konvexe Hülle der Punkt-

mengeSgegeben (Abbildung 2.4).

Es gibt mittlerweile eine Vielzahl von Algorithmen, die auf der Delaunay/Voronoi-

Technik beruhen, z.B. [17], [36], [44], [100], [101], [103], [113], [115], [121]. Das

am häufigsten benutzte Verfahren ist das Verfahren von Bowyer [17]. Es ist ein-

fach zu implementieren und sowohl in 2d als auch in 3d einsetzbar. Ein weiteres

Verfahren, das auch f¨ur nicht-konvexeGebiete geeignet ist, wird in [64] beschrie-

ben.

Die Delaunay-Triangulierung zeigt allerdings Schw¨achen bei der Vernetzung kom-

plexernichtkonvexerGebiete mit inneren R¨andern. Im allgemeinen k¨onnen Ränder

mittels der Delaunay-Triangulierung nur unzureichend aufgel¨ost werden. Es gibt

verschiedene Ans¨atze, dieses Problem zu umgehen. Von Baker [8] wird vorge-

schlagen, den Rand des Gebietes abzuspalten und nur das verbleibende Innere mit

der Delaunay-Methode zu vernetzen. Der Rand wird anschließend stufenf¨ormig

aufgelöst. Eine weitere M¨oglichkeit besteht darin, zuerst ein vorl¨aufiges Gitter zu

erzeugen und danach mit einer wohldefinierten Anzahl von Transformationen die

Elemente zu restaurieren, die außerhalb des Rechengebietes liegen. Hinweise zu

den vorgestellten Qualit¨atsverbesserungsverfahren sowie Einblicke in andere Me-

thoden sind in [40], [41], [42] [114] und [42] zu finden.

Ein weiterer Nachteil des Delaunay-Verfahrens liegt darin, daß aufbauend auf ei-

ner vorher bestimmten Punktmenge die Dreiecke erzeugt werden. Es k¨onnen Drei-

eckselemente mit spitzen oder stumpfen Winkels entstehen, da a priori kaum Aus-

sagen ¨uber die Güte der Punkteverteilung m¨oglich sind. Es gibt jedoch Strategien,
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um die Gitterqualit¨at durch Hinzufügen neuer Punkte (Steiner-Punkte) zu verbes-

sern. Die einfachste Methode besteht darin, neue Punkte innerhalb des Umkreises

von großen Dreiecken bzw. Dreiecken mit spitzen oder stumpfen Winkeln ein-

zufügen [55]. Eine modifizierte Form dieser Vorgehensweise ist in [84] zu finden.

Dort wird eine Dichtekontrollfunktion f¨ur die zu vernetzenden Punkte entwickelt,

die sicherstellt, daß die Punkte nur auf einem vom Anwender vorgegebenen Um-

kreis liegen können. Weatherill [116] kontrolliert die Dichtekontrollfunktion ¨uber

den Abstand der Punkte untereinander. Die Dichtefunktion wird dort durch die

Punkteverteilung am Rand definiert und in das Innere des zu vernetzenden Gebie-

tes fortgesetzt.

Desweiteren ist es mittels des Delaunay-Verfahrens nicht einfach, Elemente mit

lokal vorgegebener Maschenweite zu erzeugen. Dreiecke, die z.B. bei Str¨omungs-

berechnungen eine Kante mit einer vorher definierten L¨ange haben sollen, sind nur

schwer zu erzeugen. Gittergeneratoren, die auf dem Delaunay-Verfahren basieren,

müssen im allgemeinen f¨ur das jeweils betrachtete Problem angepaßt werden und

verlieren damit einen Teil ihrer Flexibilit¨at. So wird z.B. in der Arbeit von Mavri-

pilis [68] ein Gittergenerator vorgestellt, mit dem auf einer vorgegebenen Punk-

temenge mit lokalen konformen Abbildungen Elementkanten in die gew¨unschte

Richtung ausgerichtet werden sollen. Weitere Vorschl¨age zur Steuerung der Ma-

schenweite sind in [67] zu finden.

Zusammenfassend folgt aus der Diskussion des Delaunay-Verfahrens, daß sich

diese Methode nur bedingt zur Erzeugung von Rechengittern f¨ur die in Kapitel 2

beschriebenen Problemklassen eignet.

2.3 Quadtree-Methode

Eine weitere effiziente M¨oglichkeit, Gitter zu erzeugen, stellt die nachfolgend

beschriebene Quadtree-Methode dar. Zum besseren Verst¨andnis der Quadtree-

Methode wird die formale Definition eines Quadtrees vorgestellt. Anschließend

folgt eine detaillierte Beschreibung der Gittergenerierung mit dem Quadtree-Ver-

fahren und es wird verdeutlicht, daß diese Methode nur unzureichend f¨ur komple-

xe Gebiete mit beliebigen inneren R¨andern geeignet ist. Auf Anwendungen des

Quadtree-Verfahrens wird durch entsprechende Literatur hingewiesen.

Ein Quadtree wird folgendermaßen definiert:
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Definition 2.3.1 (Quadtree [88], [89])

Ein Quadtreeist eine rekursive Einteilung eines ebenen Gebietes in achsenpar-

allele Quadrate. Das Quadrat, das das ganze Gebiet beinhaltet, wird alsWurzel

bezeichnet. Ein Quadrat kann in 4 Quadrate durch Teilung mittels Verbindungs-

geraden in horizontaler und vertikaler Richtung aufgespalten werden. Die Verbin-

dungsgeraden verlaufen durch den Mittelpunkt des Quadrates. Die 4 neu entstan-

denen Quadrate werden alsSöhne, das Quadrat aus dem sie entstanden sind, als

Vaterbezeichnet. Ein Quadrat eines Quadtrees ist einBlatt, wenn es keine S¨ohne

hat.

Bemerkung 2.3.1 (Quadtree)

Ein Quadtree einer Punktmenge ist in Abbildung 2.5 dargestellt. Die Zusammen-

fassung aller Quadrate ergibt einen Baum mit kleiner werdenden Quadraten bei

zunehmender Tiefe. Durch Angabe einer Balancierungsbedingung entsteht einba-

lancierter Quadtree. Die bekannten Arten von balancierten B¨aumen lassen sich

auf zwei Grundtypen zur¨uckführen. Werden die H¨ohen der Unterb¨aume balan-

ciert, so entsteht einhöhenbalancierterQuadtree. Wird die Anzahl der Knoten

balanciert, ergibt sich eingewichtsbalancierterQuadtree. Mittels Balancierungs-

bedingungen l¨aßt sich die Qualit¨at der Gittererzeugung verbessern. Ein Beispiel

eines balancierten Quadtrees wird in der Arbeit von Bern et. al. [13] gegeben.

Detailliertere Erklärungen mit Komplexit¨atsabsch¨atzungen sind z.B. in [69] zu

finden.

Eine Form der Gittererzeugung durch einen Quadtree ist in der Arbeit von She-

phard et.al [120] zu finden. Nach der in dieser Arbeit vorgestellte Methode wird

ein beliebiges Gebiet in Quadrate verschiedener Gr¨oße eingeteilt. Die Aufl¨osung

des Randes erfolgt ¨uber Randdichtekontrollfunktionen. Durch die Vorgabe der

Tiefe des Quadtrees wird die Elementgr¨oße im Innern des Rechengebietes gesteu-

ert. Die Netzgenerierung erfolgt in den folgenden Schritten. Als erstes werden die

Quadrate, die einen Teil des Randes des Rechengebietes enthalten, bis zur vor-

gegebenen Feinheit unterteilt. Danach werden im Innern des Rechengebietes die

Quadrate weiter unterteilt. Bei dieser Unterteilung d¨urfen sich die Kanten anein-

andergrenzender Quadrate um h¨ochstens die doppelte Kantenl¨ange unterscheiden.

Lokale Verfeinerungen werden durch vorgebene Verfeinerungspunkte gesteuert.

Die Quadrate, die einen Teil des Randes einschließen, werden so abgeschnitten,

daß kein Teilrand ¨uber das Rechengebiet reicht. Die Knoten des Rechengitters im

Innern entstehen aus den Eckpunkten der Quadrate und die Knoten auf dem Rand

aus dem Schnitt der Quadratseiten mit dem Gebietsrand. Durch Einf¨ugen der Dia-

gonalen in die Quadrate des Quadtrees entstehen Dreieckselemente. Die einzelnen
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Abbildung 2.5: Quadtree einer Punktmenge
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Abbildung 2.6: Quadtree eines polygonal berandeten Gebietes

Abbildung 2.7: Anpassen des Quadtrees an die Geometrie

Abbildung 2.8: Rechengitter nach der Quadtree-Methode
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Schritte der Gittergenerierung werden in den Abbildung 2.6, 2.7 und 2.8 verdeut-

licht. In Abbildung 2.6 wird der Quadtree eines polygonal berandeten Gebietes

dargestellt. Abbildung 2.7 zeigt den an die Geometrie angepaßten Quadtree und

Abbildung 2.8 das endg¨ultige Rechengitter.

Eine verbesserte Version des oben beschriebenen Verfahrens von Shephard et.al

[120] ist in [7] dargestellt und zeigt, wie die Aufl¨osung des Randes verbessert

werden kann. Eine theoretische Arbeit von Bern et. al. [13], gibt Regeln an, wie

spitze Winkel bei den Dreiecken des Gitters vermieden werden. Außerdem sind

dort auch Absch¨atzungen ¨uber die Anzahl der entstehenden Dreiecke zu finden.

Quadtree-Verfahren sind gut geeignet, um Rechengitter zu erzeugen, die kleine

Elemente zur Aufl¨osung des Randes komplexer Geometrien brauchen, aber in ei-

nem bestimmten Abstand vom Rand m¨oglichst grob werden sollen. Ein weiterer

Vorteil liegt darin, daß der Algorithmus in ganzzahliger Arithmetik programmiert

werden kann und damit Gleitkommaoperationen nur im Innern kleiner Quadrate,

in denen die Geometrie des Gebietes abgelegt ist, notwendig sind. Ein Nachteil

liegt in der Repr¨asentation der Randelemente und der Aufl¨osung innerer R¨ander.

Die Randelemente zeigen bei komplexen Gebieten schlechte Winkelverh¨altnis-

se. Aufgrund der Konstruktionsvorschrift eines Quadtrees ist es schwierig, innere

Ränder hinreichend genau aufzul¨osen. Außerdem gibt es ausgezeichnete Rich-

tungen, d.h. es werden bevorzugt Elemente parallel zurx bzw. y-Richtung er-

zeugt [102]. Die Qualit¨at der Randelemente kann mit Gl¨attungsmethoden verbes-

sert werden, doch ist das Problem der ausgezeichneten Richtungen noch nicht

befriedigend gel¨ost [13]. Ferner ist es schwierig, adaptive Netze zu erzeugen, da

die Konstruktion eines Quadtrees nur eine begrenzte Unterteilung der Quadrate

zuläßt. Vorschl¨age zur Behebung dieses Problems sind in [14] zu finden.

Quadtree-Methoden eignen sich nur bedingt zur Gittererzeugung der in Kapitel

2 aufgeführten Problemklassen.

2.4 Advancing Front Methode

In diesem Abschnitt wird das Prinzip der Advancing Front Methode erl¨autert und

anhand der Arbeiten von Tracy [108] und Peraire et. al. [80] zwei Varianten dieser

Gittergenerierungsmethode vorgestellt. Der in dieser Arbeit entwickelte Gitterge-

nerator basiert teilweise auf den in [80] verwendeten Techniken und verwendet

auch Methoden von Paolini und Verdi [79]. Die Arbeit von Paolini und Verdi [79]
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stellt eine Verbesserung der Methode von Peraire et. al. dar, verwendet jedoch

auch ein Hintergrundnetz zur adaptiven Gittererzeugung. Durch die Diskussion

der Verfahren von Tracy und Peraire et. al. wird deutlich, daß der hier entwickel-

te Gittergenerator durch die Einf¨uhrung einer hierarchischen Datenstruktur kom-

plexe Gebiete mit beliebigen inneren R¨andern adaptiv ohne Hintergrundnetz mit

Dreieckselementen optimaler Qualit¨at vernetzen kann.

Die Advancing Front Methode ist eine Gittergenerierungstechnik, mit der gleich-

zeitig Knoten und Elemente erzeugt werden k¨onnen. AlsAdvancing Frontwird

eine Menge von Kanten, die sich nur an ihren Endpunkten ber¨uhren, bezeichnet.

Der Rand einer Geometrie wird durch Knoten in Verbindungsstrecken unterteilt.

Die Länge der Verbindungsstrecken wird durch die gew¨unschte Maschenweite

der Elemente definiert und ergeben ein geschlossenes Polygon, das alsaktive

Front bezeichnet wird. Die Elemente werden entlang der aktiven Front erzeugt

und weisen in das Innere des zu vernetzenden Gebietes. Nach jeder Generierung

eines Elementes wird die aktive Front aktualisiert und enth¨alt nur noch die Ver-

bindungsstrecken, die zur weiteren Gittererzeugung verwendet werden.

Die Dichte der Gitterknoten und somit die Maschenweite werden durch entspre-

chende Parameter vom Benutzer spezifiziert. Durch die Besonderheit, zuerst den

Rand einer Geometrie aufzul¨osen und danach das Gitter in das Innere fortzuset-

zen, ist diese Methode sehr gut zur Vernetzung komplexer Gebiet mit inneren

Rändern geeignet.

Eine der ersten Arbeiten zur Advancing Front Methode ist in dem Artikel von

Tracy [108] (Abbildung 2.9) zu finden. Dort werden zuerst Knoten auf dem Rand

des Gebietes erzeugt. Diese Knoten bilden die erste aktive Front. Ein Dreieck wird

aus den Knoten gebildet, deren Scheitelwinkel kleiner als 90o sind (Fall a. in Ab-

bildung 2.9). Bilden die Knoten der aktiven Front einen Scheitelwinkel zwischen

90o und 180o, wird ein Dreieck durch die Erzeugung eines neuen Knoten gebil-

det (Fall b. in Abbildung 2.9). Dieses Verfahren wird solange fortgesetzt, bis nur

noch drei Knoten in der aktiven Front sind und daraus das letzte Dreieck erzeugt.

Anschließend wird die Qualit¨at der Elemente durch Nachgl¨attungsschritte ver-

bessert. Das Verfahren nach Tracy istjedoch nur auf konvexeGebiete anwendbar.

NichtkonvexeGebiete werden manuell vor der Vernetzung in konvexeGebiete

durch geeignete Gebietsaufteilung eingeteilt. W¨ahrend der Gittererzeugung nach

Tracy [108] ist keine Kontrolle der G¨ute der Dreiecke m¨oglich.
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Abbildung 2.9: Advancing Front Methode nach Tracy

Im Artikel von Peraire et. al. [80] wird ein Gittergenerator beschrieben, der Drei-

eckselemente an beliebigen Kanten der aktiven Front erzeugen kann. Ein Dreieck

ist durch eine Kante der aktiven Front sowie durch einen Punkt im Innern des

Rechengebietes gegeben. Der Punkt im Innern des Rechengebietes wird entwe-

der neu erzeugt oder es wird ein bereits vorhandener Knoten der aktiven Front

zur Konstruktion eines Dreiecks verwendet. Diese wichtige Erweiterung der Ad-

vancing Front Technik erm¨oglicht die Konstruktion fast optimaler Dreiecke. Die

Dichte der Dreiecke wird durch ein Hintergrundnetz gesteuert. Das Hintergrund-

netz überdeckt das gesamte Rechengebiet und wird zur Interpolation der loka-

len Maschenweite benutzt. In Abbildung 2.10 wird eine zu vernetzende Geo-

metrie dargestellt. Abbildung 2.11 zeigt die Approximation der Geometrie durch

die erste initialisierende Advancing Front. Der Benutzer kann durch Vorgabe ei-

ner lokalen Maschenweite den Rand der zu vernetzenden Geometrie beliebig

fein auflösen. Eine fortschreitende aktive Front eines Gitters, das bereits Dreicke

enthält, ist in Abbildung 2.12 dargestellt.

In der Arbeit von Paolini und Verdi [79], die sich eng an Peraire et.al. [80] ori-

entiert, wird eine Advancing Front Methode vorgestellt, in der die lokalen Ma-

schenweiten und die Gestalt der Dreieckselemente des Gitters ebenfalls durch ein

Hintergrundnetz gesteuert wird. Der Unterschied zu Peraire et.al. [80] besteht dar-

in, daß auch komplizierte Gebiete mit inneren R¨andern vernetzt werden k¨onnen.

In den Arbeiten von Peraire et. al. [80] und Paolini und Verdi [79] ist eine Kon-

trolle der Gitterqualit¨at zwar möglich, doch findet die eigentliche Verbesserung

der Gestalt der Dreieckselemente in Nachgl¨attungsschritten statt.
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Es gibt bereits Ans¨atze, siehe [27], in denen eine Kontrolle der Elementqualit¨at

während der Gittererzeugung untersucht werden. Das Prinzip der Qualit¨atsver-

besserung in [27] besteht in einer Netzgl¨attung entlang der aktiven Front. Die

Methode in [27] ist allerdings nur auf konvexeGebiete anwendbar. Eine Erwei-

terung des Verfahrens nach [27] aufViereckselemente und nichtkonvexeGebiete

stellt die Arbeit von Xie et.al. [119] dar, st¨oßt jedoch auf Schwierigkeiten bei Ge-

bieten mit inneren R¨andern.

Der Gittergenerator, der f¨ur das ProgrammpaketUG [11] entwickelt worden ist,

beruht teilweise auf den Arbeiten von Peraire et. al. [80] und Paolini und Ver-

di [79], verwendet aber kein Hintergrundnetz und kann bereits w¨ahrend der Git-

tererzeugung die Qualit¨at der Elemente auch auf komplexen Gebieten mit inneren

Rändern verbessern. Durch die Vorgabe einer vom Benutzer frei w¨ahlbaren Dich-

tekontrollfunktion zur Steuerung der Maschenweite der Elemente k¨onnen adap-

tive Gitter einfach erzeugt werden. Ein weiterer wichtiger Unterschied zu den

Verfahren in [27], [80], [79] und [119] sind die im noch folgenden Kapitel 3.3

beschriebenen Datenstrukturen. Die dort beschriebenen linearen Listen sind hier-

archisch angeordnet und erlauben eine optimale Kontrolle des Verlaufs der aktiven

Front. Das in Kapitel 3.3 eingef¨uhrte lineare Listenkonzept erm¨oglicht die Vernet-

zung komplexer Gebiete mit vielen inneren R¨andern mit Dreiecken fast optimaler

Güte. Nachgl¨attungschritte k¨onnen auf ein Minimum beschr¨ankt werden.

Als Beispiel einer Anwendung der Advancing Front Methode im Bereich Str¨o-

mungsmechanik wird auf die Arbeit von Barth und Jespersen [10] hingewiesen.

Dort wurde diese Technik in modifizierter Form zur Generierung eines Netzes zur

Berechnung der Umstr¨omung eines Tragfl¨ugelprofils angewandt.

Die Weiterentwicklung der Advancing Front Technik f¨ur die Erzeugung von Vier-

eckselementen ist etwas aufwendiger und wird in [21] und [122] beschrieben.

Eine der Advancing Front ¨ahnliche Methode stellt die Arbeit von [15] dar. Dort

wird mit einer Methode, die alspavingbezeichnet wird, ein beliebiges zweidi-

mensionales, ebenes Gebiet mit Viereckselementen vernetzt. Das Prinzip besteht

in einem iterativen Prozeß, beginnend vom Rand des Gebietes entlang der aktiven

Front schichtweise Elemente erzeugt werden.
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Abbildung 2.10: Geometrie einer Advancing Front

aktive Front

.

.
.
... . . ....

.
... ...... ......

Abbildung 2.11: Geometrie mit erster aktiver Front

.

.. . . . ....

aktive Front

... .......
. .

.
. .......

.

Abbildung 2.12: Geometrie mit aktualisierter aktiver Front nach
dem Einfügen einiger Dreiecke



Kapitel 3

Gebietsdefinitionen und
Datenstrukturen

In diesem Kapitel wird die Gebietsbeschreibung des ProgrammpaketsUG [11]

vorgestellt. Zweidimensionale Geometrien k¨onnen im ProgrammUG in Parame-

terform oder durch Polygone beschrieben werden. Im ersten Abschnitt wird die

Darstellung von Gebieten in parametrisierter Form beschrieben und am Beispiel

eines eillipsoidförmigen Gebietes mit inneren R¨andern veranschaulicht. Es folgt

im anschließenden Abschnitt die Darstellung eines polygonal berandeten Gebie-

tes. Der dritte Abschnitt behandelt die zum Verst¨andnis des Listenkonzepts des

Gittergenerators notwendigen Definitionen der Operationen mit linearen Listen

und ist an [78] orientiert.

3.1 Gebiete in Parameterdarstellung

Ein Beispiel für die Parameterdarstellung eines GebietesΩ = Ω1∪Ω2∪Ω3 mit

inneren Rändern ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Der Rand∂Ω des Gebietes

Ω ⊂ R
2 ist die Vereinigung der Randsegmente∂Ωi, i = 1,2...6. Durch die Eintei-

lung in 6 Randsegmente wird das Rechengebiet in die 3 TeilgebieteΩi, i = 1,2,3

zerlegt. TeilgebietΩ1 enthält außerdem noch einen inneren Rand. Die Randseg-

mente werden durch nichtlineare Abbildungen von einem geeignet gew¨ahlten Pa-

rameterraum in denR 2 beschrieben. Die Abbildungen m¨ussen so gew¨ahlt werden,

daß die Randsegmente zusammenh¨angend sind. Als Beispiel werden die Parame-

terfunktionen zur Beschreibung des Gebietes in Abbildung 3.1 angegeben. Dabei

bezeichnena die große Halbachse,b die kleine Halbachse der großen Ellipse,a′ ,

b′ die große und kleine Halbachse der kleinen Ellipse. Der Koordinatenursprung

34
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Randsegment 1

Randsegement 6

Randsegment 5
Randsegment 4

Randsegment 2

Randsegment 0

Randsegment 3

TeilgebietΩ TeilgebietΩ

TeilgebietΩ

3 2

1  

Abbildung 3.1: Parameterdarstellung eines Gebietes mit inneren R¨andern und
mehreren Teilgebieten

liegt in der Mitte des Gebietes in Abbildung 3.1.

Die Parametrisierung eines Ellipsenbogens erfolgt ¨uber:

x = acosλ (3.1)

y = bsinλ, λ ∈ [ε1,ε2], ε1,ε2 ∈ R

Die Ränder eines Gebietes werden als Randsegmente bezeichnet. Die einzelnen

Randsegmente der Ellipse unterscheiden sich nur durch den Definitionsbereich

von λ. Für die Randsegmente 0, 1 und 2 wird Gleichung 3.2 mit folgenden Para-

metern verwendet:

Randsegment 0:λ ∈ [0, π
2]

Randsegment 1:λ ∈ [π
2,

3
2π]

Randsegment 2:λ ∈ [3
2π,2π]

Die Beschreibung der Randsegmente 3, 4 und 5 erfolgt durch:

Randsegment 3:λ ∈ [0,1]

x = 0

y = bλ
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Randsegment 4:λ ∈ [−1,0]

x = 0

y = bλ

Randsegment 5:λ ∈ [0,1]

x = aλ

y = 0

Randsegment 6:λ ∈ [0,2π]

x = x′ + a′cosλ

y = y′ + b′ sinλ

Zur Unterscheidung von innerem und ¨außerem Gebiet wird jedem Randsegment

eines Gebietes ein Durchlaufsinn zugeordnet. Dadurch kann entschieden werden,

ob ein Punkt links oder rechts eines Randsegments liegt und je nach Durchlauf-

sinn entschieden werden, ob ein Punkt im Gebietsinnern liegt.

Die Konstruktion des Randes eines Rechengebietes in einer Form, die das Pro-

grammpaketUG verarbeiten kann, erfolgt in mehreren Schritten. Dazu wird fol-

gende Definition ben¨otigt:

Definition 3.1.1 (Parameterres, polygonales Raster)

Der Parameterresgibt an, in wieviele Polygonst¨ucke ein Randsegment eingeteilt

wird. Die daraus entstehende Menge von Polygonen wird als polygonales Raster

eines Randsegments bezeichnet.

Bemerkung 3.1.1

Ein Randsegment des Randes einer zu vernetzenden Geometrie wird in einer vom

Benutzer definierten Feinheit mittels des Parametersres in ein polygonales Ra-

ster eingeteilt. Das polygonale Raster stellt eine diskrete Form der Parameter-

funktion des Randsegments dar. Je feiner der Parameterresgewählt wird, desto

besser werden die Randsegmente der zu vernetzenden Geometrie im Programm-

paketUG dargestellt. Das polygonale Raster wird in einer geeigneten Datenstruk-

tur abgespeichert und enth¨alt alle Geometrieinformationen zur Bestimmung von

Punkten auf dem Rand des Rechengebietes. Der Parameterreswird nur zur Be-

rechnung der L¨ange der Polygonz¨uge des polygonalen Rasters (siehe Gleichung

(3.4)) benötigt und ist unabh¨angig von der gew¨ahlten Maschenweiteh. So ist z.B.

in Abbildung 3.3 der Parameterres= 100 und das polygonale Raster enth¨alt 100

Polygonstücke. Mit Vorgabe der Maschenweiteh = 0.05 besteht die erste aktive

Front jedoch nur aus 20 Punkten und 20 Polygonst¨ucken.
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Es folgt die Beschreibung der Konstruktion des polygonalen Rasters einer Kur-

ve in Parameterform inR 2. Gegeben sei eine Kurvef (x,y) in Parameterform mit

x = x(λ), y = y(λ). Im ersten Schritt wird die Bogenl¨angesder Kurve f (x, y) =

( f1(λ), f2(λ)) im endlichen Intervall[λ1, λ2], λ1, λ2 ∈ R berechnet. Die Bogenl¨ange

sparam der Funktion f in Parameterfunktion folgt aus der Berechnung der Bo-

genlängeskart von f in kartesischen Koordinaten und ist gegeben durch:

skart =

� x2

x1

√
1+

(
dy
dx

)2

dx (3.2)

Mit der Bezeichnungsweise

dx(λ)
dλ

= x′λ (3.3)

dy(λ)
dλ

= y′λ

wird die Bogenlänge folgendermaßen berechnet:

sparam =
� λ2

λ1

√√√√1+
y
′2
λ

x
′2
λ

x′λdλ =
� λ2

λ1

√
x
′2
λ + y

′2
λ dλ

Die Längem der Polygonz¨uge folgt aus:

m =
sparam

res
(3.4)

Die Veranschaulichung des Parametersreserfolgt durch zwei Beispiele.

Beispiel 3.1.1

Als einfaches Beispiel eines Gebietes in Parameterdarstellung wird das Einheits-

quadrat betrachtet (Abbildung 3.2). Das Einheitsquadrat wird durch 4 Randseg-

mente parametrisiert. Die Parameterfunktionen sind in Abbildung 3.2 definiert.

Da die Randsegmente als Geraden vorliegen, kann der Parameterres= 1 gewählt

werden, ohne an Genauigkeit der Randaufl¨osung zu verlieren. Die diskrete Dar-

stellung eines Randsegments ist eine Polygonseite und das polygonale Raster be-

steht aus 4 Polygonseiten. Durch die Vorgabe der Maschenweiteh = 1
6 wird die

erste aktive Front der Advancing Front bestimmt (vergl. Abbildung 3.2).

Beispiel 3.1.2

Eine Parameterdarstellung des Einheitskreises ist in Abbildung 3.3 definiert. Zur

Beschreibung des Einheitskreises gen¨ugt die Angabe einer Parameterfunktion. In
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Abbildung 3.2: Beispiel 1: Parametrisierung eines Quadrats
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.

.

....

Rand des Einheitskreises

.
. ..

.
... . ..

.
.
.

.
.

mit einer Maschenweite h = 0.05

diskrete Darstellung

res = 100

erste aktive Front

x = cos λ    [0,1]∋

Randsegment 1
π λ,2 π λy = sin2

h = 0.05

Abbildung 3.3: Beispiel 2: Parametrisierung eines Kreises
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y

x

Polygon 3

 0          0

1.6     -0.1

1.5       1.8

0.5       2

Polygon 1

  2      -1.5

-2         3.2

Polygon 1

Polygon 2

Polygon 3

.
Polygon 2
-0.9   -0.5

-0.5     0

-0.1    -0.5

.

. .

.
....

. .
   3        4

-1      -1.2

Abbildung 3.4: Polygongebiet mit inneren R¨andern

diesem Beispiel wird der Parameterres= 100 gewählt und somit der Einheits-

kreis durch 100 Polygonseiten approximiert (Abbildung 3.3 ). In diesem Beispiel

wird eine Maschenweite vonh = 0.05 gewählt und damit ergibt sich eine erste

aktive Front, die aus 20 Punkten und 20 Kanten besteht (Abbildung 3.3).

Prinzipiell können beliebige Geometrien durch Parameterfunktionen beschrieben

werden. In der Praxis ist dies jedoch schwierig, da es nicht einfach ist, f¨ur belie-

bige Gebiete geeignete Parametrisierungen zu finden. InUG wurden daher Ent-

wicklungen begonnen, Geometrien, die durch CAD-Programme modelliert wer-

den,über eine Schnittstelle zu CAD-Programmen einzulesen.

3.2 Gebiete in polygonaler Darstellung

Die Eingabe eines Polygons inUG geschieht ¨uber ein ASCII-File, in dem die

Punkte des Polygons in kartesischen Koordinaten abgelegt sind. Ein Beispiel hier-

zu mit den zugeh¨origen kartesischen Koordinaten ist in Abbildung 3.4 zu finden.

Auch hier ist wiederum ein Umlaufsinn einzuf¨uhren, um eindeutig das Rechenge-

biet zu definieren.
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3.3 Datenstrukturen

Ein wichtiger Punkt in der Erzeugung unstrukturierter Gitter ist die Wahl einer

geeigneten Datenstruktur. F¨ur den in dieser Arbeit entwickelten Gittergenerator

werden die Konzepte linearer einfach verketter Listen, linear doppelt verketter

Listen und zyklischer Listen verwendet. Zum leichteren Verst¨andnis der speziel-

len Datenstrukturen des Gittergenerators werden nachfolgend einige grundlegen-

de Begriffe und Erl¨auterungen zu den verwendeten Listenkonzepten in Anlehnung

an [78] eingef¨uhrt.

Definition 3.3.1 (ADT)

Ein abstrakter Datentyp (ADT)besteht aus einer oder mehreren Mengen von Ob-

jekten und darauf definierten Operationen. In einem ADT werden Daten und Ope-

rationen mit den Daten als Einheit zusammengefaßt.

Definition 3.3.2 (Datenstruktur)

EineDatenstrukturbezeichnet die Realisierung eines abstrakten Datentyps (ADT)

mit Mitteln einer Programmiersprache.

Definition 3.3.3 (Lineare Liste)

Eine lineare Listebesteht ist eine endliche Folge von Elementen eines gegebenen

Grundtyps, bei der nicht alle Elemente voneinander verschieden sein m¨ussen.

Bemerkung 3.3.1 (Lineare Liste)

Das Konzept der linearen Liste ist sehr verwandt mit der mathematischen Dar-

stellung einer endlichen Folge. Analog zu den Gliedern der Folgean, n ∈ N wird

auch für die Glieder einer linearen Liste die gleiche Sprechweise verwendet. Oft

wird anstelle von Gliedern einer linearen Liste auch die Bezeichnung Elemente

einer linearen Liste verwendet. Es ist m¨oglich, ein Element in einer linearen Liste

an einer vorgebenen Stelle einzuf¨ugen oder zu entfernen und aus zwei Listen von

Elementen durchHintereinanderḧangen (Verketten)eine neue Liste zu erzeugen.

Ferner wird die leere Folge explizit zugelassen. Eine lineare ListeL, die n Ele-

mente enth¨alt, wird durchL = 〈a1, ......,an〉, die leere Liste durch das Symbol〈 〉
dargestellt.

Definition 3.3.4 (Grundtyp)

Ein Grundtyp einer linearen verketteten Liste besteht aus mindestens 2 Kompo-

nenten. Eine Komponente wird als Schl¨usselkomponente bezeichnet. Mindestens

eine weitere Komponente enth¨alt die zu verarbeitende Information. Ein Grundtyp

hat den folgenden formalen Aufbau:
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type

Grundtyp = record

key : integer;

inf : {infotype} {weitere Einträge}
end

Es werden nachfolgend die wichtigsten Operationen mit linearen Listen vorge-

stellt.

Einfügen (e, p,L): Wird ein neues Elemente des entsprechenden Grundtyps an

der Stellep der ListeL eingefügt, so rücken alle Elemente ab Positionp um ei-

ne Stelle nach rechts. Aus der urspr¨unglichen ListeL = 〈a1, .......an〉 entsteht die

neue ListeL′ = 〈a1, .........,ap−1,e,ap, .....an〉 mit 1 ≤ p ≤ n. Mit L = 〈〉 und

p = 1 ergibt das Einf¨ugen vonedie ListeL′ = 〈e〉. Ist p = n+ 1 , so ergibt sich

L′ = 〈a1, .........,an,e〉.

Entfernen (p,L): Das Entfernen bzw. L¨oschen eines Elementese an der Posi-

tion p einer ListeL = 〈a1, .....,ap−1,ap,ap+1, .....an〉 liefert als ErgebnisL′ =
〈a1, .....,ap−1,ap+1, .....an〉, mit 1 ≤ p ≤ n.

Suchen (e,L): Mit dieser Operation wird die Position des Elementese in der

Liste L bestimmt, soferne ein Element vonL ist. Kommte mehrfach inL vor, so

wird die am weitesten links liegende Position ermittelt.

Zugriff (ap,L): Mit dieser Operation wird das Elementap an derp-ten Positi-

on der ListeL = 〈a1, .......an〉 mit 1 ≤ p ≤ n bestimmt.

Leere Liste (L): Es wird geprüft, ob die ListeL die leere Liste ist.

Verketten (L1,L2): Gegeben seien zwei ListenL1 = 〈a1, ...........an〉 undL2 =

〈b1, ...bm〉. Das Aneinanderf¨ugen bzw. Verketten beider Listen nach der Vorschrift

L1 + L2 erzeugt die ListeL = 〈a1, ...........an,b1, ...........bm〉.

Teilen (L1,L2): Eine ListeL = 〈a1......,am, am+1......,an〉 bestehe ausn Elemen-

ten und soll in zwei Listen mitmundn− m,n > mElemente aufgeteilt werden. Es

entstehen die ListenL1 = 〈a1, ............am〉 undL2 = 〈am+1, ............bn〉. Soll ein

Element vonL1 ebenfalls inL2 enthalten sein, so wird dieses verdoppelt und an die
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erste Position inL2 gesetzt. Als Beispiel wird das Listenelementam ausL1 auch in

L2 eingefügt. Als Ergebnis dieser Teilung ergibt sichL2 = 〈am, am+1, ............bn〉

Die vielfältigen Implementierungen linearer Listen k¨onnen in folgende Klassen

eingeteilt werden.

Werden die Listenelemente in einem zusammenh¨angenden Speicherbereich derart

abgelegt, daß ¨uber eine Adressrechnung auf dasi-te Element zugregriffen werden

kann, ergibt sich einesequentiell gespeicherte lineare Liste.

Können die Listenelemente in beliebigen Speicherzellen abgelegt und durch Ver-

weise miteinander verkn¨upft werden, so handelt es sich um eineverkettet gespei-

cherte lineare Liste.

Sind alle Listenelemente durch Verweise auf die Nachbarelemente miteinander

verknüpft, d.h. Listenelementam besitzt einen Verweis auf Listenelementam+1

undam−1, liegt einedoppelt verkette Listevor.

Eine doppelt verkette Liste wird zu einerzyklisch doppelt verketteten Liste, wenn

Anfang und Ende der Liste miteinander durch einen Verweis verkn¨upft werden.

Die für den hier entwickelten Gittergenerator verwendeten linearen Listen werden

als verkettete und zyklisch verkette Listen abgespeichert. Die h¨aufigsten Operatio-

nen sind Einfügen und Löschen von Elementen. Diese Vorg¨ange sind mit verkettet

bzw. zyklisch verkett abgespeicherten Listen besonders effizient auszuf¨uhren. Für

sequentiell gespeicherte Listen sind diese Operationen sehr aufwendig, weil große

Speicherbereiche verschoben werden m¨ussen.

Detaillierte Ausführungen zu den vorgestellten Operationen sowie weitere n¨utzli-

che Datenstrukturen sind z.B. in [62], [78] oder [98] zu finden.



Kapitel 4

Die Advancing Front Methode des
ProgrammbaukastensUG

In diesem Kapitel wird die neue Advancing Front Methode und deren Implemen-

tierung im ProgrammbaukastenUG beschrieben. Die hier vorgestellte Advancing

Front Methode orientiert sich teilweise an den Arbeiten von Peraire et. al. [80] et.

al. und Paolini und Verdi [79]. Im Gegensatz zur Vorgehensweise in der Arbeit

von Peraire et.al. [80] wird hier kein Hintergrundnetz zur adaptiven Gittererzeu-

gung ben¨otigt. Die Verbesserung der Advancing Front Technik liegt im Vergleich

mit den Methoden in Peraire et. al. [80] und Paolini und Verdi [79] in der Steue-

rung der Advancing Front, in den Auswahlkriterien zur Erzeugung eines Dreiecks

im Rechengebiet und in den Datenstrukturen.

Zuerst wird der prinzipielle Aufbau der Advancing Front Methode vonUG zu-

sammengefaßt und in Abbildung 4.1 veranschaulicht. Damit soll ein prinzipiel-

les Verständnis der hier entwickelten Methode ohne Detailkenntnisee der Daten-

strukturen und Kontrollfunktionen erm¨oglicht werden. Danach werden im ersten

Abschnitt und in den zugeh¨origen Unterabschnitten die verwendeten Datenstruk-

turen detailliert beschrieben. In Abschnitt 4.2 wird gezeigt, wie Knoten auf den

Rändern eines Gebietes erzeugt werden. Im folgenden Abschnitt 4.3 erfolgt die

Beschreibung der Konstruktion von Knoten und Elementen im Rechengebiet. Die

4 Kontrollfunktionen zur Kontrolle der Qualit¨at eines neu zu erzeugenden Drei-

ecks werden in Abschnitt 4.4 vorgestellt und in Unterabschnitt 4.4.5 die Aktua-

lisierung der Advancing Front diskutiert. In Abschnitt 4.5 wird gezeigt, wie die

Gitterqualität nach der Gittergenerierung durch Laplace-Gl¨attung (Unterabschnitt

4.5.1) im Falle konvexerGebiete und durch eine modifizierte Laplace-Gl¨attung

(Unterabschnitt 4.5.2) bei nicht konvexenGebieten verbessert werden kann. Im

letzten Abschnitt 4.6 dieses Kapitels werden Anwendungen des Gittergenerators

44
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Abbildung 4.1: Advancing Front Algorithmus des ProgrammbaukastensUG
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vorgestellt und anhand der Vernetzung der Nordseek¨uste (Unterabschnitt 4.6.1)

gezeigt, wie durch Verwenden einer Dichtekontrollfunktion adaptive Gitter er-

zeugt werden k¨onnen.

Zusammenfassung der Advancing Front Methode:

Die prinzipielle Vorgehensweise zur Realisierung der hier entwickelten Advan-

cing Front Methode wird folgendermaßen zusammengefaßt. Im ersten Schritt er-

folgt die Beschreibung der R¨ander der Rechengebiete in Parameterform oder als

Polygone. Jedem Teilgebiet wird eine Teilgebietsnummer und jedem Randseg-

ment ein Durchlaufsinn zugeordnet. Anschließend werden Punkte auf den R¨andern

nach einem vorgebenen Kriterium, z. B. einer Dichtekontrollfunktion, erzeugt.

Die Randpunkte werden in Form von hierarchisch verkn¨upften linearen Listen

zur ersten aktiven Front zusammengefaßt. Die Randpunkte werden als Frontkom-

ponenten (FC = front components) in Form von linearen doppelt verketten Listen

abgespeichert. Frontkomponenten beinhalten neben geometrischen Informationen

auch Daten zur Weiterverarbeitung im ProgrammUG. Alle Frontkomponenten,

die sich auf dem gleichen inneren oder ¨außeren Rand befinden werden in einer

weiteren linearen Liste, die als Frontliste (front list = FL) bezeichnet wird, zusam-

mengefaßt (vergl. Abbildung 4.2). Genau eine Frontliste ist einem Randsegment

zugeordnet. Die Frontlisten werden wiederum als Elemente unabh¨angiger Frontli-

sten (independent frontlist = IFL) abgespeichert (vergl. Abbildung 4.2). Die Orga-

nisation der Datenstrukturen erm¨oglicht einen leichten̈Ubergang zur Parallelisie-

rung. Basierend auf der ersten aktiven Front erfolgt die Erzeugung eines Punktes

im Gebietsinnern. Die Auswahl der Kante der aktiven Front und der damit ver-

knüpften Punkte erfolgt nach einem Kanten- oder Winkelkriterium. Kontrollfunk-

tionen ermöglichen die Bestimmung der optimalen Position des neuen Punktes.

Es wird ein Dreieck erzeugt und in die Datenstruktur vonUG eingebaut. Danach

wird die Advancing Front aktualisiert und der Prozess solange fortgesetzt, bis nur

noch 3 Punkte in der Advancing Front vorhanden sind. In diesem Fall wird daraus

das letzte Dreieck gebildet und die Gittergenerierung beendet. Durch Gl¨attungs-

verfahren nach Beendigung der Netzerzeugung wird die Gitterqualit¨at verbessert.

Der Advancing Front Algorithmus des ProgrammbaukastensUG wird in Abbil-

dung 4.1 graphisch veranschaulicht. Die Komplexit¨at des Algorithmus konnte von

O(n
√

n) durch die Konstruktion eines Quadtrees zur Beschleunigung der Such-

vorgänge in den Kontrollfunktionen im Rahmen einer Diplomarbeit [34] auf opti-

male KomplexitätO(nlogn) verbessert werden.



4.1 Listenkonzept des Gittergenerators 47

...
..

...
..

...
..

...
..

...
..

.....

.....

...
..

...
..

...
..

...
..

...
..

...
..

...
..

.....

IFL IFL IFL1 2 n

..... .....FL FL FL FL FL FL11 1m 21 2k n1 nl

FC FC FC FC FC FC

FC FC FC FC FC FC

1 1 1 1 1 1

n’ k’ l’ m’ p’ q’

..... ..... .....

Abbildung 4.2: Datenstruktur des Gittergenerators

4.1 Das Listenkonzept des Gittergenerators

In diesem Abschnitt werden die linearen Listenkonzepte imÜberblick erläutert

und ein prinzipielles Verst¨andnis der Datenstrukturen gegeben. In den nachfol-

genden Unterabschnitten werden die Datenstrukturen ausf¨uhrlich dargestellt.

Die Datenstruktur zur Steuerung des Advancing Front Algorithmus besteht aus

drei hierarchisch miteinander verkn¨upften Grundtypen linearer Listen. Diese Grund-

typen wurden in der Zusammenfassung (Kapitel 4) als unabh¨angige Frontlisten

(independent frontlist = IFL), Frontlisten (front list = FL) und Frontkomponenten

(FC = front components) eingef¨uhrt. Es gilt die Beziehung:

FC∈ FL ∈ IFL

Bei den unabh¨angigen Frontlisten und den Frontlisten handelt sich um lineare

doppelt verkette Listen. Die Frontkomponenten sind als zyklische lineare doppelt

verkettete Listen implementiert. Die Bereitstellung des Rechenspeichers der Li-

sten und ihrer Komponenten erfolgt dynamisch und ist deshalb sehr flexibel und

nur durch die Rechnerkapazit¨at begrenzt.

Die Datenstrukturen und ihre Verkn¨upfungen werden in Abbildung 4.2 darge-

stellt. Die Verbindung zwischen den unabh¨angigen Frontlisten (IFL) wird ¨uber je-

weils einen Zeiger zum Vorg¨anger bzw. Nachfolger hergestellt. Ansonsten beste-
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hen keine weiteren Abh¨angigkeiten (Abbildung 4.2). Jede unabh¨angige Frontliste

besteht aus einer oder mehreren Frontlisten (FL) (Abbildung 4.2). Eine Frontliste

repräsentiert einen Rand eines Teilgebietes der zu vernetzenden Geometrie. Die

Einträge einer Frontliste werden als Frontkomponenten (FC) (Abbildung 4.2) be-

zeichnet und beinhalten die zur Gittergenerierung notwendigen Daten, wie z.B.

Koordinaten, Zeiger zu Strukturen des ProgrammsUG, etc.. Die Frontkomponen-

ten werden zur Berechnung von Knoten im Innern des Rechengebietes und zur

Gitterkontrolle während des Generierungsvorgangs herangezogen.

Die Zuordnung der Frontlisten zur Geometrie werden in Abbildung 4.3 verdeut-

licht. In Abbildung 4.3 (linke Hälfte) wird eine GebietΩ mit Loch, das nur

aus einem Teilgebieten besteht, dargestellt. Dem GebietΩ wird eine unabh¨angi-

ge Frontliste zugewiesen. Die unabh¨angige Frontliste besteht wegen des inneren

Lochs aus zwei Frontlisten. Jedem Randsegment wird genau eine Frontliste mit

den zugeh¨origen Frontkomponenten zugeordnet. Die Anzahl der Frontkomponen-

ten wird durch die vorgegebene Maschenweite auf dem Rand bestimmt.

In der rechten H¨alfte von Abbildung 4.3 besteht das GebietΩ aus den Teilge-

bietenΩ1 undΩ2. Dem TeilgebietΩ1 wird die unabh¨angige Frontliste IFL1 zu-

gewiesen. Die unabh¨angige Frontliste IFL1 enthält die Frontlisten FL1 und FL2.

Die Frontlisten FL1 und FL2 sind mit den R¨andern 1 und 3 verkn¨upft. Analog

ergibt sich für TeilgebietΩ2 die unabh¨angige Frontliste IFL2 mit den Frontlisten

FL2 und FL4 als Einträge. Die Frontlisten enthalten ebenfalls Frontkomponenten.

Weiterhin existiert eine doppelte Verzeigerung der unabh¨angiges Frontliste IFL1
und IFL2 (vergl. Abbildung 4.3).

Während der Gittergenerierung kann die Advancing Front so verlaufen, daß Tei-

le der aktiven Front abgespalten werden. Daraus ergeben sich neue unabh¨angige

Frontlisten, die wiederum Frontlisten und Frontkomponenten enthalten. Die un-

abhängige Frontlisten werden nacheinander und einzeln abgearbeitet.

4.1.1 Das Konzept der unabḧangigen Frontliste

Eine unabh¨angige Frontliste (IFL) enth¨alt als Elemente weitere lineare doppelt

verkettete Listen vom Typ Frontlist. Bei Beginn der Vernetzung k¨onnen bereits

mehrere unabh¨angige Frontlisten vorhanden sein, die dann unabh¨angig voneinan-

der zur Erzeugung von Elementen des Rechengitters abgearbeitet werden. Durch

diesen hierarchischen Aufbau der Listen, insbesondere die Einf¨uhrung der un-

abhängigen Frontlisten, besteht die M¨oglichkeit, die unabh¨angigen Frontlisten auf
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Abbildung 4.3: Zusammenhang zwischen Geometrie und Frontlisten

jeweils verschiedenen Prozessoren abzuarbeiten und somit zu parallelisieren. Ei-

ne unabh¨angige Frontliste (IFL) hat den folgenden Aufbau:

struct indepfrontlist {
struct indepfrontlist *succifl Pointer auf den Nachfolger

in der doppelt verketteten
Liste

struct indepfrontlist *predifl Pointer auf den Vorgänger
in der doppelt verketteten
Liste

struct frontlist *startfl Pointer auf den Anfang
einer Frontliste

struct frontlist *lastfl Pointer auf das Ende
einer Frontliste

int nFrontlist Anzahl der Frontlisten
in einer IFL
}

Die Erzeugung einer unabh¨angigen Frontliste geschieht mit der FunktionCreate-

IndepFrontList, die als Input nur einen Zeiger auf den Anfang der Gitter-

verwaltung des ProgrammpaketsUG benötigt und als Ausgabe einen Zeiger auf

eine unabh¨angige Frontliste zur¨uckgibt. Die neu erzeugte unabh¨angige Frontliste

wird an die erste Stelle der unabh¨angige Frontlisten eingef¨ugt. Mit der Funktion
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DisposeIndepFrontList, die als Eingabe einen Zeiger auf die zu l¨oschen-

de unabh¨angige Frontliste erh¨alt, wird die unabh¨angige Frontliste gel¨oscht, die

Zeiger richtig gesetzt und der Speicher frei gegeben.

4.1.2 Das Konzept der Frontlisten

Der Datentyp Frontlist (FL) besteht aus linearen, doppelt verketten, Listen, die

aus den Frontkomponenten (FC) bestehen. Die Frontlisten stellen die eigentliche

Advancing Front dar. Da jedoch bei mehreren Teilgebieten auch mehrere Frontli-

sten entstehen k¨onnen, werden diese als Teilmenge der im vorigen Abschnitt ein-

geführten unabh¨angige Frontlisten (IFL) verwaltet. Dadurch wird die Steuerung

der Advancing Front einfach und erm¨oglicht eine Kontrolle der Qualit¨atseigen-

schaften der entstehenden Dreiecke des Rechengitters m¨oglich. Eine Frontliste

besteht aus:

struct frontlist {
frontlist *succfl Zeiger auf den Vorgänger

in der doppelt verketteten
Liste

frontlist *prefl Zeiger auf den Nachfolger
in der doppelt verketteten
Liste

struct indepfrontlist *myIFL Zeiger zu der zugehörigen
IFL

INT orientation Orientierung der FL
mathematisch positiv oder
negativ

INT SubdomainID Nummer des zugehörigen Teil-
gebietes

frontcomp *startfc Zeiger auf den Anfang
der Frontkomponentenliste

frontcomp *lastfc Zeiger auf das Ende
der Frontkomponentenliste

INT nFrontComp Anzahl der Frontkomponenten
der Frontliste
}

Eine neue Fri=ontliste wird mit der FunktionCreateFrontList erzeugt. Die

FunktionCreateFrontList erhält als Eingabe einen Zeiger des Gitters, auf

dem ein Knoten bzw. ein Element erzeugt werden soll. Die neue Frontliste wird an

die erste Stelle der Liste der Frontlisten eingef¨ugt und die Frontlisten werden ak-

tualisiert. Mit der FunktionDisposeFrontList kann eine Frontlist mit ihren

Elementen gel¨oscht und der Speicher freigegeben werden.
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4.1.3 Das Konzept der Frontkomponenten

Die Frontkomponenten (FC) sind eine Teilmenge der Frontlisten und enthalten

die für die Erzeugung der Elemente des Rechengitters wichtigen Informationen,

wie z.B. kartesische Koordinaten von Punkten. Sie stellen die unterste Ebene der

Listenhierarchie dar und werden verwendet, um Knoten, Kanten und Elemente zu

erzeugen. Der Aufbau einer Frontkomponente sieht folgendermaßen aus:

struct frontcomp {
struct frontcomp *succfc Zeiger auf den Vorgänger

ein der doppelt verketteten
Liste

struct frontcomp *predfc Zeiger auf den Nachfolger
in der doppelt verketteten
Liste

struct frontlist *myFl Zeiger auf die zugehörige Front-
liste
}

Die Frontkomponenten werden mit der FunktionCreateFrontComp erzeugt.

Dazu ben¨otigt diese Funktion einen Zeiger auf die zugeh¨orige Frontliste. Danach

wird die neue Frontkomponente an den Anfang der Frontkomponentenliste ein-

gefügt. Beim Entfernen einer Frontkomponente mittels der FunktionDispose-

FrontComp werden Zeiger umgeh¨angt und der Speicherbereich der zu l¨oschen-

den Frontkomponente freigegeben.

4.2 Erzeugung von Knoten auf dem Rand

Die Erzeugung von Knoten auf den R¨andern des zu vernetzenden Gebiets wird

dargestellt und gezeigt, wie daraus die erste aktive Front erzeugt wird.

Die Kurven zur Beschreibung der R¨ander des GebietesΩ und der inneren Teil-

gebiete∂Ωi, i = 1,2, .... sind als Folge benachbarter Strecken bzw. Segmente in

Parameterform oder als Polygon gegeben. Jedes Segment ist eindeutig durch die

Angabe der zwei Endpunkte, die als Vertex oder Knoten bezeichnet werden, die

Angabe eines Index zur Identifizierung und durch Festlegung des Durchlaufsinns

definiert. Die kartesischen Koordinaten des neu zu erzeugenden Punktes werden

aufgrund der vorgegebenen Maschenweiteh(x,y) berechnet. Ist die vorgegebene

Maschenweite gr¨oßer als das kleinste Segment einer Kurve des GebietesΩ, wird

die Geometrie nicht hinreichend genau aufgel¨ost. Der Benutzer kann nach einer
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Abbildung 4.4: Erzeugung von Randknoten

Abfrage entscheiden, ob die Maschenweite automatisch so gew¨ahlt wird, daß auch

dieser Teil der Geometrie aufgel¨ost wird.

Die Vorgabe einer konstanten Maschenweiteh(x,y) ermöglicht eine gleichm¨aßi-

ge Verteilung der Knoten auf den Randsegmenten. Durch Verwenden einer Rand-

dichtefunktion sind beliebige Anordnungen der Punkte auf den Randsegmenten

möglich. Die Knoten auf den Randsegmenten werden entsprechend dem zuge-

ordneten polygonalen Raster positioniert. Ist das Randsegment gekr¨ummt, wird

die Maschenweiteh als Bogenlänge auf dem gekr¨ummten Rand bestimmt. Der

Punkt des polygonalen Rasters des Randsegments, der der gew¨unschten Position

des neuen Knotens am n¨achsten liegt, ergibt den wahren geometrischen Ort des

neuen Knotens (siehe Abbildung 4.4). Mit der Bestimmung der Maschenweite als

Bogenlänge auf gekr¨ummten Randsegmenten wird die Lage der neuen Knoten

an die vorgegebene Geometrie angepaßt. Eine Veranschaulichung der Erzeugung

eines neuen Knoten wird in Abbildung 4.4 gezeigt. Nach der Generierung aller

Randknoten werden die Knoten und Kanten der Segmente zu der ersten aktiven

Advancing Front zusammengefaßt und es kann mit der Generierung von Elemen-

ten im Inneren des Rechengebietes begonnen werden.
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4.3 Erzeugung von Knoten und Dreieckselementen
im Rechengebiet

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie aus der ersten aktiven Front der Advancing

Front Elemente im Gebietsinnern erzeugt werden. Es stehen zwei Kriterien zur

Auswahl der Basis des neu zu erzeugenden Dreiecks zur Verf¨ugung. Außerdem

kann der Anwender vorgeben, ob gleichseitige oder gleichschenklige Dreiecke er-

zeugt werden sollen, vorausgesetzt die Geometrie l¨aßt dies zu.

Zur Erzeugung eines Knotens im Rechengebiet wird eine Kante der Advancing

Front, die als Basis des neu zu erzeugenden Dreiecks verwendet wird, entweder

nach demWinkelkriteriumoder demKantenkriteriumausgew¨ahlt. Wird dasWin-

kelkriteriumgewählt, werden alle Winkel, die die Kanten der Advancing Front bil-

den, bestimmt und mit dem SortierverfahrenQuicksort(erstmalig 1962 von Hoa-

re [52] veröffentlicht) nach aufsteigenden Winkeln sortiert. Bei der Wahl desKan-

tenkriteriumswerden die Kanten der Advancing Front nach aufsteigender L¨ange

ebenfalls mit Quicksort sortiert.

Als erstes wird dasWinkelkriteriumdiskutiert und im Anschluß gezeigt, daß die

Bestimmung eines neuen Knotens bei Wahl des Kantenkriteriums analog vorge-

nommen werden kann. Jeder Winkel der aktiven Front wird von zwei Kanten

der aktiven Front gebildet. Die kleinere Kante wird als Basis des neu zu erzeu-

genden Dreiecks gew¨ahlt. Aus den Koordinaten der Endknoten der Basiskante

wird die Position des neuen Knotens berechnet. Durch Kontrollfunktionen wer-

den die Fälle erkannt, bei denen kein gleichseitiges bzw. gleichschenkliges Drei-

eck möglich ist und Dreiecke erzeugt, die an die Geometrie oder die aktive Front

der Advancing Front angepaßt sind.

Es folgt die Beschreibung der Generierung gleichseitiger Dreiecke (siehe auch

Abbildung 4.5). Mit�r1 = (x1, y1), �r2 = (x2, y2) werden die Ortsvektoren zu den

beiden Endknoten der ausgew¨ahlten Kante bezeichnet (Abbildung 4.5). Der Ein-

heitsdifferenzenvektor∆�r und der dazu senkrechte Vektor∆�r⊥ aus�r1 und�r2 ist

gegeben durch:

∆�r =
�r1 − �r2

|�r1 − �r2| =
(x1 − x2, y1 − y2)√

(x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2
(4.1)

∆�r⊥ =
(y1 − y2, x2 − x1)√

(y1 − y2)
2 + (x1 − x2)

2
(4.2)
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Die Höheh des gleichseitigen Dreiecks betr¨agt:

h = |�r1 − �r2|
√

3
2

Die endgültige Position des neuen KnotensP3 mit den Koordinaten(x3,y3) ergibt

sich aus:

(x3,y3) = �r2 +
�r1 − �r2

2
+ ∆�r⊥ ·h (4.3)

Die Erzeugung des neuen KnotensP3 mit den Koordinaten(x3, y3) wird in Abbil-

dung 4.5 illustriert.

Wird die Option für gleichschenklige Dreiecke gew¨ahlt, besteht die M¨oglichkeit,

eine globale Maschenweiteh vorzugeben oder durch eine vom Benutzer vorgebe-

ne Maschenweitekontrollfunktion, die auch als Dichtefunktion bezeichnet wird,

adaptive Netze zu erzeugen. Die Maschenweite des Dreiecks wird als dessen H¨ohe

aufgefaßt.

Analog zur Bestimmung des neuen Punktes bei der Generierung gleichseitiger

Dreiecke wird der Einheitsdifferenzenvektor∆�r|∆�r| gemäß Gleichung (4.1) be-

stimmt. Bei Vorgabe einer globalen Maschenweitehglobal wird die Position des

neuen Knotens durch den folgenden Ausdruck berechnet:

(x3,y3) =
�r1 − �r2

2
+

∆�r⊥

|∆�r⊥| ·hglobal (4.4)

Die Maschenweiteh kann als Funktion des Ortes mith(x,y) durch eine vom An-

wender bestimmte Maschenweitefunktion definiert werden. In diesem Fall wird

vor der Erzeugung des neuen Punktes der Vektor�rs des Schwerpunkts eines gleich-

seitigen Hilfsdreiecks berechnet (vergl. Abbildung 4.5) und an dieser Stelle die

lokale Maschenweite bestimmt:

�rs =
1
3

(
�r1 + �r2 + �̃r3

)
mit

�̃r3 = �r2 +
�r1 − �r2

2
+ (�r1 − �r2)

⊥ ·
√

3
4

Mit den Koordinaten(xs,ys) des Vektors�rs wird aus der Maschenweitefunktion

die lokale Maschenweiteh(xs,ys) bestimmt. Die lokale Maschenweiteh(xs,ys) ist
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die Höhe des neu zu erzeugenden Dreiecks und die Position des neuen Knotens

mit den Koordinaten(x3,y3) folgt aus:

(x3,y3) = �r2 +
�r1 − �r2

2
+ ∆�r⊥ ·h(xs,ys) (4.5)

Bei Anwendung desKantenkriteriumsist die Basis des neu zu erzeugenden Drei-

ecks die kleinste Kante der aktiven Front. Wiederum kann die Option zur Erzeu-

gung eines gleichseitigen oder gleichschenkligen Dreiecks mit konstanter oder

ortsabhängiger Maschenweite gew¨ahlt werden.

Die Position des neuen Knotens mit den Koordinaten(x3, y3) im gleichseitigen

Dreieck erfolgt nach Gleichung (4.3) und somit analog zur Bestimmung des neu-

en Knotens bei Wahl des Winkelkriteriums.

Mit der Vorgabe, das neue Dreieck gleichschenklig zu konstruieren, k¨onnen ho-

mogene und adaptive Gitter erzeugt werden. Bei Vorgabe einer globalen Ma-

schenweitehglobal ergibt sich die Position des neuen Knotens nach Gleichung

(4.4). Wird eine Dichtekontrollfunktion zur Bestimmung der lokalen Maschen-

weite h(xs,ys) verwendet, folgen die Koordinaten des neuen Punktes aus Glei-

chung (4.5).

Das Kantenkriterium ist dem Winkelkriterium bei der Vernetzung komplexer Ge-

biete mit inneren R¨andern deutlich ¨uberlegen, da bei Verwendung des Winkel-

kriteriums spitzwinklige Dreiecke entstehen k¨onnen. Das Winkelkriterium zeigt

allerdings bei der Triangulierung einfacher Gebietes im Vergleich zum Kanten-

kriterium deutliche Qualit¨atsvorteile.

4.4 Kontrollfunktionen

In diesem Abschnitt werden die vier Kontrollfunktionen zur Steuerung der Advan-

cing Front und zur Kontrolle der Qualit¨at der Elemente vorgestellt und die prin-

zipiellen Eigenschaften zusammenfassend erl¨autert. In den nachfolgenden Unter-

abschnitten folgt eine genaue Beschreibung der Kontrollfunktionen.

Zusammenfassung der Eigenschaften der Kontrollfunktionen:

Nachdem ein vorl¨aufig neuer Knoten nach dem Kanten- oder Winkelkriterium

(vergl. Abschnitt 4.3) augew¨ahlt wurde, wird mit der KontrollfunktionNearer-

Neighborgeprüft, ob ein bereits vorhandener Knoten der aktiven Front zur Drei-
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Abbildung 4.6: Kontrollfunktionen

eckserzeugung verwendet werden kann (siehe Abbildung 4.6 1.). Die gestrichel-

ten Linien in Abildung 4.6 geben die Kanten des vorl¨aufigen Wunschdreiecks, die

offenen Kreise die Lage des vorl¨aufig neuen Knotens an. Findet die Kontrollfunk-

tion NearerNeighboreinen geeigneten Knoten, werden rekursiv die Funktionen

InCircleOrTriangle und FrontLineIntersectionaufgerufen und gepr¨uft, ob sich

noch weitere Knoten bzw. Kanten der Advancing Front innerhalb des Dreiecks

P1P2Q befinden (siehe Abbildung 4.6). Werden keine weiteren Knoten oder Kan-

ten gefunden, entsteht das neue DreieckP1P2Q und der vorläufig neue KnotenP

wird verworfen. Wird durch die KontrollfunktionNearerNeighborkein geeigne-

ter Knoten gefunden, erfolgt der Aufruf der KontrollfunktionCutNeighbor.

Die KontrollfunktionCutNeighborprüft durch rekursives Aufrufen der Kontroll-

funktionenInCircleOrTriangleundFrontLineIntersection, ob die Kanten des neu

zu erzeugenden Dreiecks im Rechengebietes liegen. Ist dies der Fall und befinden

sich keine weiteren Knoten oder Kanten innerhalb des neu zu erzeugenden Drei-

ecks, entsteht das DreieckP1P2Q (Abbildung 4.6 2.).

Die Kontrollfunktion InCircleOrTriangle stellt fest, ob ein Knoten der aktiven

Front innerhalb des in Abbildung 4.6.3 dargestellten Suchgebietes befindet. Falls

keine Kanten durch das Suchgebiet verlaufen, entsteht das DreieckP1P2Q (Abbil-

dung 4.6.3). Die aktive Front wird aufgespalten und es entsteht eine neue Frontli-

ste.
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Mit Kontrollfunktion FrontLineIntersectionwerden die Kanten, die das Suchge-

biet in Abbildung 4.6.4 schneiden, bestimmt und ein Dreieck mit dem Knoten

der Kante mit kürzestem Abstand zur Basis des neu zu erzeugenden Dreiecks ge-

bildet. Nach Abbildung 4.6.4 ensteht das DreieckP1P2Q. Die aktive Front wird

aufgespalten und es entsteht eine neue Frontliste.

Falls die Kontrollfunktionen keine geeigneten Knoten der aktiven Front finden,

wird der neue KnotenP erzeugt. Der neue Knoten mit den zugeh¨origen Kanten

wird in die aktive Front aufgenommen. Die Kanten, die durch die Konstruktion

des neuen Dreiecks nicht mehr zur aktiven Front geh¨oren, werden aus den Front-

listen gelöscht und die Advancing Front aktualisiert.

4.4.1 Kontrollfunktion NearerNeighbor

Die KontrollfunktionNearerNeighborprüft , ob die benachbarte linke oder rechte

Kante der aktiven Front als eine der Kanten zur Dreiecksgenerierung verwendet

werden kann.

Der Verlauf der aktiven Front der Advancing Front wird in Abbildung 4.7 dar-

gestellt. Der unschraffierte Bereich stellt das innere Rechengebiet dar, der schraf-

fierte Bereich bezeichnet das ¨außere Gebiet. Die gestrichelt gezeichneten Linien

geben die Gestalt des vorl¨aufig neuen, nach den Kriterien in Abschnitt 4.3 berech-

neten Dreiecks an. Zur Dreieckserzeugung wird der Knoten der aktiven Front mit

kürzestem Abstand zum vorl¨aufig neuen KnotenP (Abbildung 4.7) verwendet.

Das bestm¨ogliche Dreieck entsteht in diesem Fall durch die Verwendung einer

bereits vorhandenen Kante der aktiven Front (durchgezogene Linie in Abbildung

4.7). Das neue Dreieck besteht aus den KnotenP1P2Q der aktiven Front. Die Ak-

tualisierung der Advancing Front geschieht durchEinfügender neuen Kante und

Entfernender Basiskante des neuen Dreiecks (vergl. Abschnitt 3.3).

4.4.2 Kontrollfunktion CutNeighbor

Mit der Kontrollfunktion CutNeighborwird geprüft, ob die neuen Kanten, die

bei der Erzeugung des PunktesP entstehen, außerhalb des Rechengebietes liegen

(siehe Abbildung 4.8). In diesem Fall schneiden die Kanten des vorl¨aufig neuen

DreiecksP1P2Q die aktive Front. Das Pr¨ufkriterium wird durch das Skalarprodukt
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Abbildung 4.7: Bestimmung eines neuen Knotens im Rechengebiet durch die
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Abbildung 4.8: Bestimmung eines neuen Knotens im Rechengebiet durch die
Funktion CutNeighbor

der Verbindungsvektoren zu den KnotenP1 undP (Position des vorl¨aufig neuen

Knotens) bzw.P2 undPdefiniert. Wird mit�rP1Q der Differenzenvektor von Knoten

P1 zum KnotenQ der aktiven Front, mit�rP1P der Differenzenvektor von Knoten

P1 zum vorläufigen KnotenP und mit�r⊥P1P der zu�rP1P senkrechte Vektor, der in

das Gebietsinnere zeigt, bezeichnet, lautet die Pr¨ufbedingung:

�rP1Q ·�r⊥P1P < 0 ⇒ P befindet sich außerhalb des Rechengebietes (4.6)

Die Lage des KnotensS (Abbildung 4.8) wird analog gepr¨uft. Schneiden zwei

Kanten des vorl¨aufig neuen Dreiecks die aktive Front, so wird der Knoten mit

dem kleinsten Abstand zur BasisP1P2 zur Dreieckskonstruktion verwendet. Mit

den Bezeichnungen, die in Abbildung 4.8 verwendet werden, entsteht hier das

neue DreieckP1P2Q.

Die Aktualisierung der Advancing Front erfolgt durchEntfernender KanteP1Q

undEinfügender KanteP2Q in die aktive Front (vergl. Abschnitt 3.3).

4.4.3 Kontrollfunktion InCircleOrTriangle

Die Kontrollfunktion InCircleOrTriangle bestimmt die Menge der Knoten der

aktiven Front, die sich innerhalb des in Abbildung 4.9 gestrichelt dargestellten

Suchgebietes befinden. Das Suchgebiet besteht aus derÜberlagerung der Fl¨ache
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Abbildung 4.9: Bestimmung eines neuen Knotens im Rechengebiet durch die
Funktion InCircleOrTriangle

des vorläufig neuen Dreiecks und einem Kreis mit den Koordinaten des vorl¨aufig

neuen KnotensP als Kreismittelpunkt (gestrichelte Figur in Abbildung 4.9). Der

Radiusr ′ bezeichnet den Durchmesser des Suchkreises. Die Bestimmung der

Knoten, die innerhalb des durch den Suchkreis abgeschnittenen Dreiecks liegen,

(siehe Abbildung 4.9) erfolgt nach dem Kriterium (4.6) der KontrollfunktionCut-

Neighbor. Die Knoten innerhalb des Kreises mit Radiusr ′ werden durch L¨angen-

vergleich von Differenzenvektoren undr ′ gefunden. Werden mit�rP und�rQ die

Ortsvektoren zu den KnotenP undQ und mit�rQ −�rP der Differenzenvektor von

KnotenP undQ bezeichnet, liegt ein Knoten im Suchkreis, falls gilt:

|�rQ −�rP| < r ′

Zur Dreieckserzeugung wird aus den gefundenen Knoten der Knoten mit minima-

len Abstand zur Basis (P1P2) des neu zu erzeugenden Dreiecks verwendet.

Die Advancing Front wird durch die in Abschnitt 3.3 beschriebenen Operationen

EntfernenundEinfügenaktualisiert.

4.4.4 Kontrollfunktion FrontLineIntersection

Mit der KontrollfunktionFrontLineIntersectionwird geprüft, ob eine Kante der

aktiven Front das vorl¨aufige neue Dreieck (gestrichelt dargestellt in Abbildung
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Abbildung 4.10: Bestimmung eines neuen Knotens im Rechengebiet durch die
Funktion FrontLineIntersection

4.10) schneidet. Die Verbindungskanten und die dazugeh¨origen Knoten der ak-

tiven Front, die das Geradenst¨uck vom Mittelpunkt der KanteP1P2 schneiden,

werden in einer tempor¨aren Liste gespeichert. Der Knoten aus dieser Liste mit

dem kürzesten Abstand zur KanteP1P2 ergibt den fehlenden Knoten des neu zu

erzeugenden Dreiecks. Das neue Dreieck besteht aus den KnotenP1P2P3 und den

zugehörigen Kanten (Abbildung 4.10).

Durch die Konstruktion des DreiecksP1P2P3 wird die aktive Front aufgespalten.

Es entsteht zus¨atzlich zur existierenden aktiven Front eine weitere aktive Front.

Der Verlauf der aktiven Fronten ist in Abbildung 4.10 dargestellt. Die erste aktive

Front verläuft vonP1 überSnachQ, die zweite aktive Front verl¨auft vonR über

SnachP2 undT. Die zwei aktiven Fronten werden als zwei unabh¨angige Front-

listen verwaltet und die entsprechenden Frontlisten in die jeweilige unabh¨angige

Frontliste eingetragen. Eine genaue Beschreibung der Aktualisierung der Listen

wird im nachfolgenden Unterabschnitt 4.4.5 gegeben.
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4.4.5 Aktualisierung der Frontlisten

In diesem Abschnitt wird die Aktualisierung der aktiven Front nach der Gene-

rierung eines neuen Dreiecks beschrieben. Die Kontrollfunktionen (siehe hierzu

die Abschnitte 4.4.1 bis 4.4.4) geben die Kriterien an, ob ein neuer Knoten oder

ein bereits vorhandener Knoten der aktiven Front zur Dreieckskonstruktion ver-

wendet wird. Die Aktualisierung der aktiven Front h¨angt von den Ergebnissen der

Kontrollfunktionen ab und wird in zwei F¨alle unterteilt.

1. Fall: Dreieckserzeugung mit einem neuen Knoten

Zur Dreieckskonstruktion wird der berechnete KnotenP verwendet (siehe Abbil-

dung 4.11). Aus der aktiven Front wird die aktuelle KanteP1P2 entfernt und zwei

neue KantenP1P undPP2 hinzugefügt. Die Anzahl der Frontkomponenten erh¨oht

sich um 1, während Anzahl der unabh¨angigen Frontlisten und Frontlisten gleich

bleibt.

Der Verlauf der aktiven Front nach der Aktualisierung ist in Abbildung 4.11 dar-

gestellt. Die Verzeigerung der Frontkomponenten der aktiven Front ist aufgrund

des linearen zyklischen Listenkonzepts und der dynamischen Speicherverwaltung

nicht aufwendig. In Abbildung 4.11 wird die Verzeigerung der Frontkomponen-

ten vor und nach der Erzeugung eines neuen Dreiecks veranschaulicht. Die Ak-

tualisierung besteht in der Bereitstellung von Speicherplatz f¨ur den neuen Kno-

tenP und dem Einfügen des KnotensP in die Liste der Frontkomponenten. Das

Einfügen geschieht durch das Setzen eines Zeigers von KnotenP1 zu KnotenP

und umgekehrt sowie von KnotenP zu KnotenP2 und umgekehrt (doppelte Ver-

kettung). Die Knoten nachP1 rücken eine Position nach hinten.

2. Fall: Dreieckserzeugung mit einem Knoten der aktiven Front

Es wird die Vorgehensweise zur Aktualisierung der aktiven Front bei Verwen-

dung eines Knotens aus der aktiven Front behandelt und gezeigt, wie die Verzei-

gerung der Frontlisten vorgenommen wird. Die Aktualisierung der aktiven Front

ist bei den KontrollfunktionenNearerNeighborundCutNeighboridentisch. Des-

halb wird in der weiteren Diskussion nur die KontrollfunktionNearerNeighbor

betrachtet. Erfolgt die Dreieckserzeugung aufgrund der Ergebnisse der Kontroll-

funktion InCircleOrTriangleoderFrontLineIntersection, kann sich neben der An-

zahl der Knoten und Kanten auch die Anzahl der unabh¨angigen Frontlisten (IFL)
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Abbildung 4.11: Aktive Front vor und nach der Erzeugung eines Dreiecks mit
neuem Knoten
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und Frontlisten ¨andern. Die Datenstrukturen erm¨oglichen jedoch auch eine einfa-

che Behandlung dieser F¨alle. Die Aktualisierung der aktiven Front f¨ur die Kon-

trollunktionenInCircleOrTriangleundFrontLineIntersectionsind gleich und und

deshalb wird im folgenden nur der Fall f¨ur die KontrollfunktionFrontLineInter-

sectionbetrachtet.

Zuerst wird die Aktualisierung der aktiven Front nach der Erzeugung eines neu-

en Knotens durch die KontrollfunktionNearerNeighbordiskutiert. Die Lage der

aktiven Front ist in Abbildung 4.12 dargestellt. Die Aktualisierung der aktiven

Front besteht aus dem Entfernen des KnotensP1 und den KantenP1Q undP1P2.

Eine neue KanteQP2 wird erzeugt und die Anzahl der Frontkomponenten wird

um 1 verringert. Der KanteQP2 wird Speicherplatz zugewiesen und der Speicher-

platz für den KnotenP1 freigegeben (dynamische Speicherverwaltung). Die neue

Verzeigerung der Frontkomponenten ist in Abbildung 4.12 demonstriert.

Die Aktualisierung der aktiven Front nach der Erzeugung eines neuen Dreiecks

durch die KontrollfunktionFrontLineIntersectionwird in Abbildung 4.13 veran-

schaulicht. Aus der aktiven Front wird die KanteP1P2 entfernt und zus¨atzlich

zur vorhandenen unabh¨angigen FrontlisteIFL1 und FrontlisteFL1 die neue un-

abhängige FrontlisteIFL2 erzeugt. Die FrontlisteFL1 wird geteilt und es entsteht

die neue FrontlisteFL2, die der unabh¨angigen FrontlisteIFL2 zugeordnet wird.

Die unabhängige FrontlisteIFL1 enthält dann die FrontlisteFL1 und die Knoten

P1,P′
1,Q

′...... Die neu erzeugte unabh¨angige FrontlisteIFL2 besteht aus der Front-

listeFL1 und den KnotenS′,P′
2,P

′
1,P2,S........ Der KnotenP′

1 wird hier verdoppelt

und in beiden Frontlisten verwaltet. Jede der beiden unabh¨angigen Frontlisten

IFL1 und IFL2 können unabh¨angig voneinander und nacheinander zur Dreieck-

serzeugung verwendet werden.

Bei der Gittergenerierung kann eine aktive Front so verlaufen, daß Teile davon

aufeinandertreffen und Frontlisten verschmelzen. In diesen F¨allen verringert sich

die Anzahl der unabh¨angigen Frontlisten und Frontlisten. Aufgrund der dynami-

schen Speicherverwaltung ist auch in diesen F¨allen die Aktualisierung der aktiven

Front problemlos m¨oglich.
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Abbildung 4.13: Aktualisierung der aktiven Front nach der Dreieckserzeugung
durch die KontrollfunktionFrontlineIntersection

4.5 Verbesserung der Gitterqualiẗat

In diesem Abschnitt werden die Methoden zur Verbesserung der Gitterqualit¨at

nach der Gittererzeugung vorgestellt. Verwendet wird die bekannte Laplace-Gl¨at-

tung, die bereits in fr¨uheren Arbeiten zur Netzgl¨attung eingesetzt worden ist (vergl.

z. B. [24], [65]). Außerdem wird eine Modifikation der Laplace-Gl¨attung für

nichtkonvexeGebiete vorgestellt.

4.5.1 Laplace-Gl̈attung

Durch die Laplace-Gl¨attung wird ein Knoten eines Rechengitters von seiner mo-

mentanen Position zum Schwerpunkt der Fl¨ache der ihn umgebenden Dreiecke

verschoben. Die Laplace-Gl¨attung eignet sich sehr gut zur Gl¨attung konvexerGe-

biete und kann im allgemeinen nichtauf nichtkonvexeGebiete ¨ubertragen werden.

Da alle Knoten, auch Randknoten, verschoben werden, k¨onnen bei Gebieten mit

einspringenden Ecken nach der Verschiebung des Knotens und aktualisieren der

aktiven Front auch Kanten ausserhalb des Rechengebietes liegen. Dieser Man-
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Abbildung 4.14: Verschiebung des KnotensQ durch Laplace-Gl¨attung

gel wird durch die modifizierte Laplace-Gl¨attung, die im nachfolgenden Unterab-

schnitt beschrieben wird, behoben.

Durch iteratives Anwenden der Laplace-Gl¨attung auf alle Knoten wird die An-

zahl von Dreiecken mit spitzen Winkeln verringert. Der iterative Prozess wird

durch eine vom Benutzer vorgebene Anzahl von Gl¨attungsschritten gesteuert.

Wird mit �ri der Ortsvektor zum KnotenPi , mit �rQ der Orstvektor zum zu ver-

schiebenden KnotenQ und mit n die Anzahl der Dreiecke, die den KnotenQ

umgeben, bezeichnet, ergibt sich f¨ur die Verschiebung des KnotensQ (siehe Ab-

bildung 4.14) der Vektor�rQ nach Gleichung:

�rQ =
1
n

n

∑
i=1

�ri

In Abbildung 4.14 wird die Wirkungsweise der Laplace-Gl¨attung veranschaulicht.

4.5.2 Modifizierte Laplace-Gl̈attung

Die modifizierte Laplace-Gl¨attung garantiert, daß auch beinichtkonvexenGe-

bieten alle Knoten des Rechengitters nach einer Verschiebung innerhalb des Re-

chengebietes liegen. Die Vorgehensweise besteht darin, ein FunktionalF(x,y) zu

minimieren. Das FunktionalF(x,y) faßt die Summe der Abstandsquadrate der

Strecken von KnotenQ zu den umgebenden KnotenPi und die Abstandsquadrate

der Strecken des KnotenQ zu den umgebenden Kanten zusammen. Das Minimum

von F(x,y) ergibt die Koordinaten des Knotens nach der Verschiebung. Dieser

Vorgang wird nachfolgend pr¨azisiert.

Der Ortsvektor zum verschiebenden KnotenQ wird mit �rQ mit den Koordina-
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ten(x,y) bezeichnet. Ferner sind die Orstvektoren und Koordinaten zu den Kno-

ten Pi und Pi+1 durch die Ortsvektoren�Pi , �Pi+1 und den Koordinaten(xi ,yi),

(xi+1,yi+1) gegeben. Die modifizierte Laplace-Gl¨attung minimiert das durch den

folgenden Ausdruck definierte FunktionalF(x,y):

F (x,y) =
n

∑
i=0

√
(x − xi)

2 + (y − yi)
2 + (Gi)

−2

Die FunktionGi beschreibt den Abstand des zu verschiebenden KnotensQ zu

einer Kante, die durch 2 Knoten mit den Koordinaten(xi ,yi) und(xi+1,yi+1) (be-

nachbarte Knoten) definiert ist. Die FunktionGi ist definiert als:

Gi =
Ax+ By+ C√

A2 +B2

Die KoefizientenA, B,C sind gegeben durch:

A = yi+1 − yi

B = −(xi+1 − xi)

C = −Axi + Byi

Die Koordinaten des zu verschiebenden Knotens werden durch die Minimierung

des FunktionalsF(x,y) bestimmt. Die numerische Bestimmung des Minimum

des FunktionalsF(x,y) erfolgt durch ein Newton-Verfahren. Die Berechnung der

neuen Lage des zu verschiebenden Knotens als Minimum vonF(x,y) garan-

tiert, daß der Knoten innerhalb des Rechengebietes liegt. Eine neuere Arbeit zur

Netzglättung nichtkonvexerGebiete ist in [59] zu finden. In [59] werden im Un-

terschied zu der hier vorgestellten Methode die Knoten gewichtet verschoben und

dadurch eine anisotrope Gl¨attung erm¨oglicht. Die Gewichtung der zu verschie-

benden Knoten muß allerdings vom Benutzer vorgegeben werden. Anwendung

findet die Methode in [59] z. B. bei der Berechnung von Ladungstransporten in

Halbleitern. Ein weiteres interessantes Gl¨attungsverfahren, das f¨ur Rechengitter,

die aus Dreiecks-, Vierecks- oder gemischt aus Dreiecks- und Viereckselementen

bestehen, anwendbar ist, wird in [22] vorgestellt.
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4.6 Anwendungen des Gittergenerators

In diesem Kapitel werden Beispiele von Rechengittern auf einfachen und komple-

xen Gebieten mit vielen inneren R¨andern vorgestellt. Die adaptive Anpassung des

Gitters an die vorgegebene Geometrie durch eine Gittermaschenweite- bzw. Dich-

tekontrollfunktion wird anhand der Triangulierung der Nordseek¨uste in Unterab-

schnitt 4.6.1 demonstriert. Bei der Diskussion des Beispiels Nordseek¨uste wird

ebenfalls die Wirkungsweise des Advancing Front durch eine Darstellung der

sukzessiven Dreieckserzeugung in das Gebietsinnere veranschaulicht. Ein wei-

teres Beispiel in Unterabschnitt 4.6.2 stammt aus der Elastizit¨atstheorie und zeigt

ein Gitter, wie es als Grobgitter f¨ur eine Mehrgittermethode eines Prandtl-Reuß-

Plastizitätsproblems verwendet worden ist [118]. Ein weiteres Beispiel eines Grob-

gitters wird anhand der Vernetzung des Wolfgangsees gezeigt. Als letztes Beispiel

in Unterabschnitt 4.6.2 wird die Triangulierung eines Schnittes durch einen Salz-

stock dargestellt.

4.6.1 Beispiel Nordseek¨uste

Als Beispiel einer komplexen Geometrie mit vielen inneren R¨andern wird die Tri-

angulierung der Nordseek¨uste in der Gegend der deutschen Bucht betrachtet. Das

Gebiet enth¨alt als innere R¨ander die west-, ost- und nordfriesischen Inseln sowie

Helgoland (siehe Abbildung 4.15). Alle L¨angenmaße sind auf den dimensionslo-

sen Wert 1 skaliert. Die Geometrie muß hinreichend genau im Bereich der Inseln

aufgelöst werden, d.h., jede Insel ist durch mindestens ein Dreieck darzustellen.

Das ganze Gebiet mit einer konstanten Maschenweite zu triangulieren bedeutet,

sehr viele Elemente auch in den Raumbereichen, in denen eine feine Aufl¨osung

nicht erforderlich ist, zu erzeugen. Durch Vorgabe einer Dichtekontrollfunktion

kann ein optimal an die Geometrie angepaßtes Gitter erzeugt werden. Die Dich-

tekontrollfunktion wird nachfolgend erl¨autert.

Mit D(x,y) wird die Dichtekontrollfunktion zur Bestimmung der lokalen Ma-

schenweite am Ort(x,y) des Rechengebietes Nordseek¨uste bezeichnet und fol-

dermaßen definiert:

D(x,y) = (H − h)∗G(s) + h (4.7)

Die FunktionG(S) in Gleichung 4.7 ist eine Funktion des senkrechten Abstand

s eines Punktes(x,y) des Gebietes Nordseek¨uste zum rechten Rand der Nord-

seeküste (Abbildung 4.15).D(s) beschreibt das stetige Anwachsen der lokalen

Maschenweite vom kleinsten Werth zum maximalen WertH. Die FunktionG(s)
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Abbildung 4.15: Gebiet Nord-
seeküste
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Abbildung 4.16: FunktionG(s)

wird definiert als:

G(s) =

{
2s2 für 0 ≤ s < 1

2,

−2(s− 1)2 + 1 für 1
2 ≤ s ≤ 1

(4.8)

Zur Bestimmung des Eingabeparameters der FunktionG(s) wird eine Kan-

te der aktiven Front nach dem Winkel- oder Kantenkriterium ausgew¨ahlt und

der Schwerpunkt des gleichseitigen Dreiecks mit Seitenl¨ange der ausgew¨ahlten

Kantenlänge berechnet. Anschließend wird der Abstands des Schwerpunkts zum

rechten Rand des Nordseek¨ustengebietes bestimmt. Betr¨agt dieser Abstandszum

rechten Rand z. B.s = 1
2, wird dem neu zu erzeugenden Element die Maschen-

weite (H + h)/2 zugeordnet. Mit Abstands = 1 ist der linke Rand erreicht und

die Maschenweite der Elemente betr¨agtH. In Abbildung 4.16 ist der Verlauf der

FunktionG(s) dargestellt.

Als weiteres Beispiel wird in den Abbildungen 4.19 bis 4.24 wird veranschau-

licht, wie die Advancing Front in das Gebietsinnere des Nordseek¨ustengebietes

wandert. Als grobe Maschenweite wird hierH = 0.1 und als feine Maschenwei-

te h = 0.01 gewählt. Das vollst¨andige Gitter besteht aus 3548 Knoten und 6509

Elementen. Alle Winkelα der Dreiecke des Gitters befinden sich im Intervall

20◦ < α < 113◦. Zur Auswahl einer Kante der aktiven Front wurde die kleinste

Kante der aktiven Front (Kantenkriterium, vergl. Kapitel 4.3) verwendet.
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Abbildung 4.17: Triangulierung der Nordseek¨uste mit grober Ma-
schenweiteH = 0.2 und feiner Maschenweiteh = 0.02

Abbildung 4.18: Gitter in der Umgebung der Insel Helgoland
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Eine Triangulierung der Nordseek¨uste unter Verwendung der Dichtekontrollfunk-

tion D(x,y) ist in Abbildung 4.17 dargestellt. Es wurde eine grobe Maschenweite

H = 0.2 und eine feine Maschenweiteh = 0.02 verwendet. Das mit diesen Para-

metern entstandene Gitter besteht aus 1013 Knoten und 1747 Elementen und stellt

ein grobes Gitter f¨ur Mehrgitterverfahren mit hinreichend genauer Aufl¨osung der

Geometrie dar. Die Winkelα der Dreiecke liegen im Bereich 20◦ < α < 120◦.
Die Dichtekontrollfunktion ist so konzipiert, daß die Maschenweite der Dreiecke

zum linken Rand anw¨achst, aber um die Insel Helgoland wiederum feiner wird.

Ein Ausschnitt des Gitters in einer Umgebung der Insel Helgoland ist in Abbil-

dung 4.18 dargestellt.

4.6.2 Weitere Beispiele

In diesem Kapitel werden weitere Anwendungen des Gittergenerators vorgestellt.

Das komplizierte Gebiet eines Salzstocks wurde im Rahmen des Forschungsvor-

habensSchnelles Grundwasserprogramm[33] zur Berechnung dichtegetriebener

Strömungen trianguliert. Die Geometrie (siehe Abbildungen 4.25 und 4.26) be-

steht aus 49 inneren R¨andern, die teilweise sehr dicht aneinander anschließen.

Die horizontale Ausdehnung der Geometrien in den Abbildungen 4.25 und 4.26

beträgt 300m, die vertikale Ausdehnung betr¨agt 70m. Abbildung 4.25 wurde mit

einer konstanten Maschenweiteh = 10m, Abbildung mit einer konstanten Ma-

schenweiteh = 30m vernetzt. Die damit entstandenen Gitter konnten weder mit

einem kommerziellen noch mit einem anderen im universit¨aren Bereich verbrei-

teten Gittergenerator erzeugt werden. Die Winkelα der Dreiecke in den Abbil-

dungen 4.25 und 4.26 liegen in beiden Gittern im Bereich 20◦ < α < 120◦.

Eine weiteres Beispiel ist die Erzeugung eines Grobgitters f¨ur das Wolfgangsee-

Gebiet. In Abbildung 4.28 ist ein Gitter mit 113 Knoten und 169 Elementen dar-

gestellt. Die Winkelα der Dreiecke des Gitters befinden sich im Bereich 61◦ <

α < 128◦. Eine Verbesserung der Randaufl¨osung durch eine feinere Triangulie-

rung ist in Abbildung 4.28 dargestellt. Die Winkel der Dreiecke liegen hier im

Intervall 54◦ < α < 131◦.

Eine Anwendung des Gittergenerators zur Erzeugung eines Grobgitters f¨ur ei-

ne Mehrgittermethode zur Berechnung der Prandtl-Reuß-Plastizit¨at einer ebenen

Platte [118] mit einer finiten Elemente Diskretisierung ist in den Abbildungen

4.29 und 4.30 illustriert. Die Abbildungen 4.29 und 4.30 zeigen nur ein Vier-

tel der Geometrie, da Symmetrieeigenschaften ausgenutzt werden k¨onnen. Als
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Grobgitter des Mehrgitterverfahrens wird das Gitter in Abbildung 4.29 benutzt.

In Abbildung 4.30 ist das durch einen Fehlerindikator nach [118] adaptiv verfei-

nerte Gitter dargestellt.



4.6 Anwendungen des Gittergenerators 74

Abbildung 4.19: Advancing Front mit 1200 Knoten und
1000 Elementen

Abbildung 4.20: Advancing Front mit 1558 Knoten und
2000 Elementen
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Abbildung 4.21: Advancing Front mit 1970 Knoten und
3000 Elementen

Abbildung 4.22: Advancing Front mit 3436 Knoten und
6200 Elementen
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Abbildung 4.23: Advancing Front mit 3546 Knoten und
6490 Elementen

Abbildung 4.24: Vollständige Triangulierung des Nord-
seeküstengebiets mit 3548 Knoten und 6509 Elementen
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Abbildung 4.25: Triangulierung eines Salzstocks mit ei-
ner Maschenweite vonhkonst = 10m

Abbildung 4.26: Triangulierung eines Salzstocks mit ei-
ner Maschenweite vonhkonst = 30m
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Abbildung 4.27: Grobgitter des Wolfgangsees mit 113
Knoten und 169 Elementen

Abbildung 4.28: Grobgitter des Wolfgangsees mit 383
Knoten und 657 Elementen
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Abbildung 4.29: Grobgitter eines Prandtl-Reuß-
Plastizität-Problems

Abbildung 4.30: Adaptiv verfeinertes Gitter eines
Prandtl-Reuß-Plastizit¨at-Problems



Kapitel 5

Einf ührung des Modellproblems

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen dera priori Fehler-

abschätzungen der hier untersuchten elliptischen Randwertprobleme mit Singula-

ritäten eingef¨uhrt und das zugrundeliegende Modellproblem erl¨autert.

Im ersten Abschnitt werden die verwendeten Sobolev-R¨aume und Normen ein-

geführt. Im anschließenden Abschnitt 5.2 folgt die Formulierung des elliptischen

Randwertproblems, das als Dirichlet-Problem mit homogenen Randbedingungen

auf einem zweidimensionalen GebietΩ ⊂ R
2 mit einspringender Ecke gegeben

ist, sowie Regularit¨atseigenschaften der L¨osung. In Abschnitt 5.3 werden An-

nahmen ¨uber die Lösung und deren Gradienten vorgestellt. Die in Abschnitt 5.4

vorgestelle Approximationstheorie gilt f¨ur stückweise lineare finite Elemente und

folgt aus dem Bramble-Hilbert Lemma. In Abschnitt 5.5 wird der relative Fehler

definiert und dessen Bedeutung diskutiert.

5.1 Sobolev R̈aume und Normen

In diesem Abschnitt wird die partielle Ableitung imR n in der Multiindex-Schreib-

weise eingef¨uhrt und es folgen die Definitionen der in dieser Arbeit verwendeten

Sobolev-RäumeWm
p (Ω) und

◦
W

m

p und Normen.

Eine partielle Ableitung imR n mit x ∈ R
n wird durch den Ausdruck

Dγu =
∂|γ|u

∂xγ1
1 .....∂xγn

n
(5.1)

definiert. Der Multiindexγ ist ein Vektor von nichtnegativen ganzen Zahlen,γ =

(γ1, ......γn) , n ∈ N mit dem Betrag|γ| = γ1 + ......+ γn.

80
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Die hier verwendeten Sobolev-R¨aumeWm
p werden auf dem FunktionenraumLp(Ω)

aufgebaut.

Definition 5.1.1

Gegeben sei ein offenes und beschr¨anktes GebietΩ ⊂ R
n und 1≤ p ≤ ∞. Mit

Lp(Ω) wird derübliche Lesbeque-Raum bezeichnet, auf dem f¨ur 1 ≤ p < ∞ die

Norm

Lp(Ω) :=

{
u : Ω → R

n : ‖u‖Lp(Ω) =

(�
Ω
|u|p dx

) 1
p

< ∞

}
(5.2)

und für p = ∞ die Norm

‖u‖L∞(Ω) =

{
u : Ω → R : ‖u‖L∞(Ω) = esssup

x∈Ω
|u(x) |

}
(5.3)

definiert ist.

Definition 5.1.2

Gegeben seim ≥ 1, m ∈ N und es gelte 1≤ p ≤ ∞. Der Sobolev-RaumWm
p (Ω)

ist definiert durch:

Wm
p (Ω) =

{
U : Ω → R

n : Dγu ∈ Lp(Ω) , |γ| ≤ m
}

(5.4)

Die zugehörige Norm lautet:

‖u‖Wm
p (Ω) =



(

∑|γ|≤m‖Dγu‖p
Lp(Ω)

) 1
p
für 1 ≤ p < ∞

max|γ|≤m‖Dγu‖L∞(Ω) für p = ∞
(5.5)

Ferner wird der Sobolev-Raum
◦

W
m

p eingeführt:

◦
W

m

p (Ω) =
{

u : u ∈ Wm
p (Ω) ,Dγu = 0 auf∂Ω, |γ| ≤ m− 1

}
(5.6)

Die zugehörige Sobolev-Semi-Norm f¨ur 1 ≤ p < ∞ lautet:

|u|Wm
p (Ω) =

(
∑

|γ|=m

‖Dγu‖p
Lp(Ω)

) 1
p

(5.7)

Für p = ∞ ist die Sobolev-Semi-Norm gegeben durch:

|u|Wm
∞ (Ω) = max

|γ|=m
‖Dγ f‖L∞(Ω) (5.8)

Die Länge derj-ten partiellen Ableitungen vonu wird folgendermaßen definiert:

∣∣∣∇ ( j)u(x)
∣∣∣ =

(
∑

|γ|= j

|Dγu(x) |2
) 1

2

(5.9)
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Abbildung 5.1: Beispiele f¨ur RechengebieteΩ mit RandΓ = Γ1 + Γ2 + Γ3 des
Dirichlet-Problems (5.11)

Für jede offene TeilmengeG vonΩ ist

∥∥∥∇ ( j)u(x)
∥∥∥ = max

u(x)∈Ḡ

∣∣∣∇ ( j)u(x)
∣∣∣

die Maximumnorm derj-ten partiellen Ableitungen.

5.2 Formulierung des Randwertproblems

Es wird das für die folgenden a priori Fehlerabsch¨atzungen zugrundeliegende

Dirichlet-Randwertproblem und Eigenschaften der L¨osung beschrieben.

Sei Ω ⊂ R
2 ein polygonales Gebiet mit einem inneren Winkelπ < α ≤ 2π im

Ursprung des Koordinatensystems. Das Gebiet dasΩ ⊂ R
2 wird mit den Polar-

koordinaten(r,Θ) folgendermaßen definiert:

Ω = {(r,Θ) : 0 ≤ r < 1, 0 < Θ < α}
Ferner bezeichne∂Ω = Γ1 + Γ2 + Γ3 den Rand des GebietesΩ (siehe Abbildung

8.1). Weiter wirdβ = π
α gesetzt. Dabei gilt:

1
2
≤ β < 1

Das betrachtete Dirichlet-Problem ist gegeben durch:

−�u = f in Ω (5.10)

u = g auf ∂Ω

Hierbei ist f eine gegebene Funktion, die z.B. inL2 enthalten ist. Die Regularit¨ats-

eigenschaften der L¨osung des Problems (5.11) werden im noch folgenden Lemma
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5.13 spezifiziert. In einigen Betrachtungen wirdg = 0 gewählt.

Durch partielle Integration folgt, daß das zugeh¨origen Variationsproblem in der

Form

D(u,v) =
�

Ω
∇ u · ∇ vdx=

�
Ω

f vdx= ( f ,v) ∀v ∈ ◦
W

1

2(Ω) (5.11)

dargestellt werden kann und aus dem Lax-Milgram-Theorem folgt, daß das Varia-

tionsproblem 5.11 eine eindeutig bestimmte L¨osungu ∈ ◦
W

1

2(Ω) für g = 0 besitzt.

Mit Sh(Ω) wird der endlichdimensionale Raum der stetigen Funktionen aufΩ̄
bezeichnet, deren Restriktionen auf jedes Dreieckτ ∈ T (τ) aus stückweise steti-

gen linearen Funktionen besteht. Ferner ist
◦
Sh(Ω) der Unterraum der Funktionen

vonSh(Ω), die auf dem Rand∂Ω verschwinden. Es giltSh(Ω) ⊂ W1
∞.

Mit uh ∈ Sh wird die approximierte L¨osung von (5.11) bezeichnet unduh ist die

eindeutige L¨osung von:

D(uh,χ) = ( f ,χ) für alleχ ∈
◦
Sh(Ω) (5.12)

Außerdem interpoliertuh die Funktiong auf dem RandΓ mit g = 0 aufΓ1 undΓ2.

Die Regularität der Lösungu wird durch das nachfolgende Lemma 5.2.1 gege-

ben, das in ¨ahnlicher Form in [112], Kapitel 3, Absch¨atzung 12.20 zu finden ist

und auf den Arbeiten von Merigot [70], [71], [72], [73] basiert.

Lemma 5.2.1 Gegeben sei f∈ Lp, 1 < p < 2
2−β . Dann ist die schwache Lösung

von (5.11) in W2
p(Ω) enthalten und es gilt:

‖u‖W2
p (Ω) ≤ cp‖ f‖Lp(Ω) (5.13)

Für ein konvexesGebiet kannp als p = 2 in Lemma 5.2.1 gew¨ahlt werden. Bei

einem nichtkonvexenGebiet ist diese Beziehung nicht mehr erf¨ullt und es ergibt

sich eine schw¨achere Regularit¨atsaussage. Weitere Eigenschaften der Funktionu

werden im Verlauf der Arbeit an entsprechender Stelle hinzugef¨ugt.

Es ist wohlbekannt (siehe [45], [47], [57], [61]), daß in einer Umgebung des Ko-

ordinatenursprungs die L¨osungu eine Entwicklung der folgenden Form besitzt:
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u =
N

∑
j=1

aj r
jβ sin jβΘ+ w(r,Θ) w ∈ W2

2 , N ∈ N (5.14)

Dabei sind(r,Θ) Polarkoordinaten undw(r,Θ) ist beliebig glatt bei hinreichend

groß gewähltemN. Die Koeffizientenaj in (5.14) werden als Spannungsinten-

sitätsfaktoren bezeichnet und spielen in der Bruchmechanik eine wichtige Rolle.

Aus der Vielzahl von Ver¨offentlichungen soll exemplarisch auf die Artikel [20],

[39], [50], [87] sowie auf [49] und die dort aufgef¨uhrte Literatur verwiesen wer-

den. Die Spannungsintensit¨atsfaktorenaj werden hier durch eine Methode, die als

”trigonometric fitting” bekannt ist, berechnet. Erstmals wurden die Spannungsin-

tensitätsfaktoren nach der Methode ”trigonometric fitting” in [85] und [86] vorge-

stellt. Hier werden die Spannungsintensit¨atsfaktoren in Anlehnung an [95] nach

folgendem Ausdruck berechnet:

aj =
2
α

� α

0
g(Θ)sin( jβΘ)dΘ (5.15)

Mit j = 1,2... wird die j-te SingularitätenfunktionS j definiert als:

S j = r jβ sin jβΘ (5.16)

Für jeden Wert des Parameters 0< h < 1
2 seiT (τ) eine Triangulierung des Ge-

bietesΩh, wobei Ωh das GebietΩ mit einer Menge von Dreieckenτ ∈ T (τ)
approximiert, deren Randknoten aufΓ liegen. Weiter wird angenommen, daß die

Dreiecke nicht degeneriert sind. Somit gibt es vonh undτ unabhängige Konstan-

ten 0< m1 < m2, so daß f¨ur jedes Elementτ ein h(τ), das als Durchmesser des

Dreiecks bezeichnet wird, existiert. Dann istτ in einem Kreis mit Radiusm1h(τ)
und ebenfalls in einem Kreis mit Radiusm2h(τ) enthalten.

5.3 Eigenschaften der L̈osungen des Dirichlet-Problems

Im folgenden Abschnitt werden die Annahmen zum Verhalten der L¨osung und

ihres Gradienten zu den Beweisen in Kapitel 6 und 7 vorgestellt. Die wichtigste

Annahme besteht darin, daß die erste Singularit¨atenfunktion dominant ist.

Folgende Annahmen zur L¨osung und deren Gradienten des Randwertproblems

(5.11) gelten:
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Es gibt positive Konstantenc3,c4 und r0 ≤ 1, die unabh¨angig vonu und β für
1
2 ≤ β < 1 sind, sodaß f¨ur 0 ≤ r ≤ r0 und 0≤ Θ ≤ α die Abschätzungen

c3 |a1| rβ−1 ≤ |∇ u| (5.17)

und

∣∣∣∇ (2)u
∣∣∣ ≤ c4 |a1| rβ−2 (5.18)

gelten. Diese Absch¨atzungen dr¨ucken aus, daß der erste Term in der Entwicklung

(5.14) der dominante Term f¨ur r ≤ r0 ist. Beispielsweise erf¨ullen die Funktionen

u = a1S1 folgende Ungleichungen:

β |a1| rβ−1 ≤ |∇ u| (5.19)

und (5.20)∣∣∣∇ (2)u
∣∣∣ ≤ 2β |β − 1| |a1| rβ−2

mit c3 = 1
2 undc4 = 1, wobei die Konstanten unabh¨angig vonβ für 1

2 ≤ β < 1

sind.

Allgemein gilt für die j-te Singularitätenfunktion:

jβr jβ−1 =
∣∣∣∇ (1)S j

∣∣∣ (5.21)

und (5.22)∣∣∣∇ (2)S j

∣∣∣ ≤ 2 jβ | jβ − 1| r jβ−2

Zur Abschätzung des punktweisen relativen Fehlers der Funktion auf einem Ele-

mentτ wird angenommen, daß folgende Ungleichung f¨ur jeden Punkt(x,y) ∈ τ
gilt:

c|a1|rβ ≤ |u(x,y) | (5.23)

Ein Beispiel von Funktionenklassen, die die Bedingungen (5.17) und (5.18) erf¨ul-

len, stellt die wichtige Klasse harmonischer Funktionen dar. In Kapitel 8.3 wird

bewiesen, daß harmonische Funktionen und weitere Funktionenklassen die Un-

gleichungen (5.17) und (5.18) erf¨ullen.
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Abbildung 5.2: RechengebietΩ mit den TeilgebietenΩ j zur Veranschaulichung
von Definition 5.4.1

5.4 Approximationss̈atze und grundlegende Defini-
tionen

Die zu den Beweisen der Theoreme 6.3.1, 7.3.1 und 7.3.2 ben¨otigten Approxima-

tionseigenschaften st¨uckweise linearer Funktionen werden hier in Form zweier

Lemmata vorgestellt. Es folgen einige Notationen zur Charakterisierung von Teil-

gebietenΩ j des RechengebietesΩ, die ebenfalls in den oben genannten Beweisen

verwendet werden. Ferner wird das hier verwendete geometrische Gitter definiert.

Aufgrund der Annahme, daß f¨ur die Lösung des Dirichlet-Problems (5.11)u ∈
W1

2 (τ) gilt, ist u stetig und die Interpolierende vonu ist definiert und wird mit

uI bezeichnet. Die hier vorgestellten Approximationsabsch¨atzungen basieren auf

dem Bramble-Hilbert Lemma [18] und einen Skalierungsargument. Eine ausf¨uhr-

liche Diskussion des Bramble-Hilbert Lemmas ist auch in [25] zu finden. Die hier

verwendeten, nachfolgenden Lemmata sind ein Spezialfall des Theorems (4.4.4)

aus [19]. Lemma 5.4.2 folgt auch aus [112], Kapitel 3, Absch¨atzung 12.21 mit
1
p + 1

q = 1.
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Lemma 5.4.1 Gegeben sei u∈ W2
p(τ) und1 ≤ p ≤ ∞. Dann existiert f̈ur jedes

Elementτ mit der Maschenweite hτ eine Konstante c, so daß gilt:

|u− uI |W1
p (τ) + h−1

τ ‖u − uI‖Lp(τ) ≤ chτ|u|W2
p (τ) (5.24)

Die Konstante c ist unabḧangig von u und h.

Lemma 5.4.2 Gegeben sei u mit den gleichen Eigenschaften wie in Lemma 5.4.1.

Ferner gelte1 ≤ p ≤ 2. Dann gibt es f̈ur jedes Elementτ eine Interpolierende uI
derart, daß

|u− uI |W1
2 (τ)

≤ cph
1−2

(
1
p − 1

2

)
τ |u|W2

p(τ) (5.25)

gilt. Hierbei ist die Konstante cp unabḧangig von u und h.

Zur Beschreibung und zum Beweis bekannter Fehlerabsch¨atzungen, z. B. in der

L2-Norm, sowie für den Beweis des Theorems zum relativen Fehler des Gradien-

ten in derL2-Norm sowie der Theoreme zu den relativen Fehlern des Gradienten

und der Funktion in derL∞-Norm werden die folgenden Bezeichnungen ben¨otigt.

Definition 5.4.1

Gegeben seidj = 2− j , j = 1,2...J. Folgende Bezeichnungen werden eingef¨uhrt

und in Bemerkung 5.4.2 erl¨autert:

Ω j =
{
(x,y) ∈ Ω : 2− j < r < 2− j−1} (5.26)

ΩIn =
{
(x,y) ∈ Ω : r < 2−J} J =

[
ln2

(
1
ρ

)]
+ 1 (5.27)

Ω0 = Ω\
((

J�
j=1

Ω̄ j

)
∪ ΩIn

)

Ω′
0 = Ω0 ∪ Ω1

Ω′
j = Ω j−1 ∪ Ω̄ j ∪ Ω j+1

Ω′′
j = Ω j−2 ∪ Ω̄ j−1 ∪ Ω̄ j ∪ Ω̄ j+1 ∪ Ω j+2

ΩIn′ = ΩIn ∪ Ω j

Das hier verwendete geometrisches Gitter wird nachfolgend definiert. Zum leich-

teren Verst¨andnis erfolgen zuvor einige Erl¨auterungen.
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Abbildung 5.3: Graphische Darstellung der Gitterparameterhd undρ eines eindi-
mensionalen geometrischen Gitters

Bemerkung 5.4.1 (zu Definition 5.4.1)

Die Maschenweiteh bezeichnet die Maschenweite des Rechengitters im Abstand

d ≤ 1 vom Ursprung undhd bezeichnet die Maschenweite des Elementesτd im

Abstandd > 0 vom Ursprung. Desweiteren ist 0< ρ < 1 die Distanz zum Ur-

sprung, ab der keine weitere Verfeinerung mehr vorgenommen wird und das Gitter

uniform ist. Durch die Wahl vonρ wird der IndexJ festgelegt. IndexJ sagt aus,

wie oft die Maschenweiteh bis zum Abstandρ halbiert werden muß und wird als

ganzzahliger Anteil des folgenden Ausdrucks berechnet:

2−J = ρ =⇒ J =

[
log2

1
ρ

]
+ 1

In dieser Arbeit wirdρ = hγ, γ > 1 gewählt und damit ergibt sich f¨ur J:

J = γ
[
log2

1
h

]
+ 1 (5.28)

J = cln
1
h

(5.29)

Die Maschenweiten der Dreieckeτ ⊂ Ω ergeben sich folgendermaßen:

Falls (5.30)

τ ⊂ Ω0, dann isthτ = h

τ ⊂ Ω j , dann isthτ = hdj (5.31)

τ ⊂ ΩIn, dann isthτ = hρ (5.32)

Die Bedeutung der in dieser Bemerkung aufgef¨uhrten Größen wird in Abbildung

5.3 für den eindimensionalen Fall illustriert.

Definition 5.4.2 (Geometrisches Gitter)

Ein geometrisches Gitter ist ein Rechengitter, das von zwei Parameternh und ρ
abhängt und dessen Maschenweitehd im Abstand 0≤ d ≤ 1 zum Ursprung bzw.
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zur Singularität, nach folgendem Ausdruck berechnet wird:

hd =




h für d ≤ 1

hd für ρ ≤ d < 1

hρ für 0 ≤ d ≤ ρ
(5.33)



5.5 Bedeutung des relativen Fehlers 90

5.5 Bedeutung des relativen Fehlers

In diesem Abschnitt wird eine spezielle Betrachtungsweise relativer Fehler moti-

viert, mit dera priori-Aussagen ¨uber lokale Eigenschaften der Fehlers in derL2-

undL∞-Norm vorgenommen werden k¨onnen.

Es gibt viele Möglichkeiten, Fehler der L¨osungen oder der Gradienten der L¨osun-

gen elliptischer Randwertaufgaben zu bestimmen. Oft benutzte Fehlerabsch¨atzun-

gen sind z. B. die globale Energienorm, die globaleL2-Norm oder die auf das

gesamte Rechengebiet bezogeneL∞-Norm. Alle diese Normen ergeben jedoch

nur eine Aussage ¨uber das globale Verhalten des Fehlers und beziehen sich auf

das gesamte Rechengebiet. Lokale Aussagen sind mit diesen Normen nur schwer

zu erhalten. Die ersten Arbeiten zuL∞-Abschätzungen sind die Artikel von Nat-

terer [74] und Scott [97], in denen Absch¨atzungen auf unregelm¨aßigen, quasi-

uniformen Gittern in 2 Raumdimensionen der Art

‖u − uh‖L∞(Ω) ≤ ch

(
log

1
h

)
inf

χ∈Sh

‖u − χ‖W1
∞(Ω)

für stückweise lineare finite Elemente und

‖u − uh‖W1
∞(Ω) ≤ c inf

χ∈Sh

‖u − χ‖W1
∞(Ω) (5.34)

für quadratische oder h¨oherpolynominale finite Elemente hergeleitet werden. In

[83] wird auch für stückweise lineare finite Elemente auf konvexenGebieten ein

Abschätzung der Form 5.34 bewiesen. In den Arbeiten von Nitsche [75], [76]

wurde die Methode der gewichteten Normen eingef¨uhrt, die in den nachfolgen-

den Artikeln [82] und [92] weiter entwickelt wurde.

Lokale Abschätzungen, z. B. auf einem Teilgebiet oder auf einzelnen Elementen

des Rechengebietes sind beia priori-Abschätzungen nur schwer zu erhalten. Ge-

rade diese Informationen sind oft von großem praktischem Interesse. Durch eine

besondere Betrachtungsweise relativer Fehler ist es m¨oglich, lokale Absch¨atzun-

gen des Fehlers der L¨osung sowie des Gradienten der L¨osung zu finden. Der rela-

tive Fehler kann auf verschiedene Weise definiert werden. So wird z. B. in [123]

zur a posteriori-Fehlersch¨atzung eines linearen Elastizit¨atsproblems der relative

Fehler in der Energie- bzw.L2-Norm bezogen auf das gesamte Rechengebiet un-

ter der Voraussetzung, daß der Nenner ungleich Null ist, definiert als:

‖u − uh‖L2(Ω)

‖u‖L2(Ω)
und

‖∇ (u− uh)‖L2(Ω)

‖∇ u‖L2(Ω)
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Weitere Arbeiten, in denen relative Fehler in der Energie- bzw.L2-Norm in ähnli-

cher Form wie in [123] verwendet werden, sind z.B. in [5], [31], [30], [9] oder [58]

zu finden. In [6] werden relative Fehler zur Beschreibung von Punkten, an denen

Superkonvergenz zu beobachten ist, verwendet. In den zuvor aufgef¨uhrten Arbei-

ten wird der relative Fehler allerdings immer in Zusammenhang mita posteriori-

Fehlersch¨atzern und adaptiven Gitterverfeinerungsstrategien betrachtet. Es gibt

eine Vielzahl von Arbeiten im Umfeld der adaptiven Gittergenerierung unda

posteriori-Fehlersch¨atzung. Die hier zitierten Artikel stellen nur einen kleinen

Teil des Literaturspektrums vor. Deshalb wird als erg¨anzender und weiterf¨uhren-

der Literaturhinweis auf diëUbersicht [109] und die dort zitierte Literatur verwie-

sen.

Mit den in dieser Arbeit vorliegenden Erfahrungen gelingt es, einen neuen Fehler-

begriff zu definieren, der gleichm¨aßigea priori-Abschätzungen erlaubt. Der hier

vorgestellte relative Fehler wird unter der Voraussetzung, daß der Nenner von Null

verschieden ist, folgendermaßen definiert:

∥∥∥∥u − uh

u

∥∥∥∥ und

∥∥∥∥ ∇ (u− uh

|∇ u|
∥∥∥∥ (5.35)

Die Quotienten in (5.35) sind als punktweise Division zweier Funktionen zu ver-

stehen.

Der relative Fehler nach der Definition in (5.35) kann als Betrag des Fehlers einer

gegebenen Gr¨oße pro Einheit dieser Gr¨oße interpretiert werden. Aufbauend auf

(5.35) ist es m¨oglich, verschiedene relative Fehler zu definieren. Ein Beispiel der

Funktion und ihres Gradienten in derL2-Norm sieht folgendermaßen aus:

∥∥∥∥ ∇ (u − uh)

|∇ u|
∥∥∥∥

L2(Ω0)

oder

∥∥∥∥u− uh

u

∥∥∥∥
L2(Ω0)

(5.36)

Eine weitere Betrachtungsweise stellt der folgende Ausdruck dar:∥∥∥∥ ∇ (u − uh)

|∇ u|
∥∥∥∥

L∞(Ω0)

oder

∥∥∥∥u − uh

u

∥∥∥∥
L∞(Ω0)

(5.37)

Ω0 bezeichnet in (5.36) und (5.37) ein beliebiges Teilgebiet des Rechengebietes

Ω. Die in (5.36) und (5.37) eingef¨uhrten relativen Fehler werden hier zur Unter-

suchung elliptischer Randwertaufgaben auf Gebieten mit einspringenden Ecken

benutzt, bei denen die Ableitungen der L¨osungen in einer Umgebung einer Sin-

gularität unbegrenzt anwachsen. Das Ziel ist, die in (5.36) und (5.37) definierten

relativen Fehler abzusch¨atzen und Rechengitter zu finden, auf denen sie von op-

timaler Ordnung bei Verwendung st¨uckweise linearer Funktionen in der finiten



5.5 Bedeutung des relativen Fehlers 92

Elemente Methode sind. Die Konstruktion des Gitters wird durchÜberlegungen

aus der Approximationstheorie geleitet und geht direkt in die Konvergenzbeweise

des Kapitels 7 ein.



Kapitel 6

Eine neuea priori Abschätzung des
relativen Fehlers des Gradienten in
der L2-Norm

Dieses Kapitel ist in 3 Abschnitte unterteilt. Im ersten Abschnitt wird eine klas-

sische Fehlerabsch¨atzung in der Energie- bzw.L2-Norm des singul¨ar gestörten

Randwertproblems (5.11) gegeben und gezeigt, daß mit uniformen Gittern der

Fehler der Funktion die nichtoptimale KonvergenzordnungO(h2β−ε) und der Feh-

ler des zugeh¨origen Gradienten die nichtoptimale KonvergenzordnungO(hβ−ε)

besitzt. Eine Diskussion der Arbeit von Babu˘ska und Rosenzweig [4] (Abschnitt

6.2) zeigt, wie durch lokale Verfeinerung des Gitters fast optimale Konvergen-

zordnung des Fehlers der Funktion und ihres Gradienten erreicht werden kann.

Durch eine neue Betrachtungsweise des relativen Fehlers des Gradienten in Kapi-

tel 6.3 und der Voraussetzung, daß die erste Singularit¨atenfunktion das Verhalten

der Lösung bestimmt, wird bewiesen, daß der relative Fehler des Gradienten auf

uniform verfeinerten Gittern fast optimale Konvergenz besitzt.

6.1 Klassische Fehlerabscḧatzung in der Energienorm

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daß auf einem Gebiet mit einspringender Ecke

mit uniform verfeinerten Gittern der Fehler der Funktion eine Konvergenzordnung

vonO(h2β−ε) und der Gradient eine Konvergenzordnung vonO(hβ−ε) in derL2-

Norm aufweist.

Dazu sind ein paar Vorbemerkungen notwendig.

Vorbemerkungen zu Lemma 6.1.1:

Sei f ∈ L2(Ω) mit Ω aus Kapitel 5.2 und seienu ∈ ◦
W

1

2, ε > 0 unduh ∈ ◦
Sh,

93
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die Lösungen der Gleichungen

D(u,v) = ( f ,v) ∀v ∈
◦

W1
2 (Ω)

und

D(uh,Φ) = ( f ,Φ) ∀Φ ∈
◦
Sh(Ω)

erfüllen. Für den Fehlere = u − uh folgt wegen der Galerkinorthogonalit¨at:

D(e,Φ) = 0 für alleΦ ∈
◦
Sh(Ω) (6.1)

Lemma 6.1.1 Gegeben seiε > 0 und p= 2
2−β+ε . Dann gibt es eine von h, u

und uh unabḧangige Konstante c(ε), so daß gilt:

‖∇ e‖L2(Ω) ≤ chβ−ε|u|W2
p (Ω) (6.2)

Weiter gilt:

‖e‖L2(Ω) ≤ ch2β−ε|u|W2
p (Ω) (6.3)

Beweis:

Aus der Definition des Fehlerse, verwenden der Schwarz’schen Ungleichung und

aus (6.1) folgt:

‖∇ e‖2
L2(Ω) = D(e,e) = D(e,u− uh) = D(e,u − uI )

≤ ‖∇ e‖L2(Ω) ‖∇ (u− uI)‖L2(Ω)

Dabei istuI die Interpolierende vonu. Unter Verwendung von Standardaussagen

der Approximationstheorie f¨ur die Interpolierende (Lemma 5.4.2) folgt f¨ur ein be-

liebigesε > 0:

‖∇ e‖L2(Ω) ≤ cεh
β−ε ‖u‖W2

p (Ω) für p =
2

2 − β + ε
(6.4)

Damit ist Ungleichung (6.2) bewiesen.

Die Abschätzung von‖e‖L2(Ω) erfolgt mit dem Dualitätsargument von Aubin-

Nitsche.
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Gegeben seiz, das die Bedingung

D(v,z) = (e,v) für allev ∈ ◦
W

1

2(Ω) (6.5)

erfüllt. Aus (6.5), (6.4), (6.1) und der Schwarz’schen Ungleichung folgt:

‖e‖2
L2(Ω) = (e,e) = D(e,z− zI) ≤ ‖∇ e‖L2(Ω) ‖∇ (z− zI)‖L2(Ω) (6.6)

Mit 5.2.1 ergibt sich:

‖z‖W2
p (Ω) ≤ cp‖e‖Lp(Ω) für alle 1< p <

2
2− β

Unter Verwendung obiger Aussage und den Lemmata 5.4.1 und 5.4.2 f¨ur die In-

terpolierendezI und mitp = 2
2−β+ε folgt:

‖e‖2
L2(Ω) ≤ chβ−ε‖∇ e‖L2(Ω) ‖z‖W2

p (Ω) ≤ chβ−ε‖∇ e‖L2(Ω) ‖e‖Lp(Ω)

≤ chβ−ε‖∇ e‖L2(Ω) ‖e‖L2(Ω)

Aus (6.4) folgt weiter, daß

‖e‖L2(Ω) ≤ ch2(β−ε) ‖u‖W2
p (Ω) (6.7)

und mit Ungleichung (6.7) ist der Beweis von Lemma 6.1.1 abgeschlossen.�

Die Abschätzung der Fehler f¨ur die Funktion und des Gradienten in derH1-Norm

bzw. in derL2-Norm zeigt somit keine optimale Ordnung.

6.2 Standardabscḧatzung des Fehlers f ¨ur verfeiner-
te Gitter

Anhand der Arbeit von Babu˘ska und Rosenzweig [4] wird gezeigt, wie durch lo-

kale Verfeinerung des Gitters der Fehler der L¨osung und deren Gradienten eines

elliptischen Randwertproblems mit einer einspringenden Ecke optimale Konver-

genzordnung inW1
2 (Ω) erzielt werden kann.

Babus̆ka und Rosenzweig betrachten ein kreisf¨ormiges TeilgebietΩ j des Rechen-

gebietesΩ mit dj−1 ≤ r ≤ dj , auf dem die Maschenweite mithdj bezeichnet

wird. Weiter wird in [4] angenommen, daß f¨ur u die Ungleichung

|∇ (2)u| ≤ crβ−2
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gilt. Die Wahl des Gitters folgt aus einer aus der Approximationstheorie moti-

viertenÜberlegung. Aus Lemma 5.4.1, der Berechnung der Sobolev-Seminorm

(5.7) mit Integrationsgrenzendj unddj−1, wobeidj = 2− j gilt, sowie geeigneten

Abschätzungen (vergl. Abbildung 5.2) ergibt sich f¨ur den Interpolationsfehler des

Gradienten

‖∇ (u− uI)‖L2(Ω j) ≤ chdj |u|W2
2 (Ω j)

≤ chdj d
β−1
j

Der Fehler im Abstanddj zur Singularität ist dann von optimaler Ordnung, wenn

hdj d
β−1
j = h oder hdj = hd1−β

j

gewählt wird. Im letzten Teilgebiet mit der MaschenweitehIn wird hIn folgender-

maßen gew¨ahlt:

hβ
In = h oder hIn = h

1
β

Damit ergibt sich mitp = 2
2−β+ε :

‖∇ (u− uI)‖L2(ΩIn)
≤ chβ−ε

In |u|W2
p (Ω)

Unter der Voraussetzung, daß die Graduierung des Gitters in der oben aufgef¨uhr-

ten Art vorgenommen wird, beweisen Babu˘ska und Rosenzweig in [4], daß f¨ur

jedes gegebeneε > 0

‖∇ (u− uh)‖L2(Ω) ≤ cεh
1−ε

gilt. Weiterhin folgt nach [4] aus einem Aubin-Nitsche Dualit¨atsargument:

‖u − uh‖L2(Ω) ≤ cεh
2−ε

Babus̆ka und Rosenzweig zeigen in [4], daß mit der vorgegebenen Verfeinerungs-

regelhdj = hd1−β
j für den Fehler des Gradienten und der Funktion eine fast opti-

male Fehlerordnung erzielt werden kann.

Als nächstes wird ein spezieller Fall einer lokalen Absch¨atzung in der Energie-

norm in Lemma 6.2.1 vorgestellt. Lemma 6.2.1 wird im noch folgenden Beweis

von Theorem 6.3.1 ben¨otigt. Der Beweis von Lemma 6.2.1 ist in der Arbeit von

Schatz und Wahlbin [93] (Lemma 3.1) zu finden.
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Lemma 6.2.1 ( [93]) Gegeben sei ein beliebiges j= 0,1....... und es werde an-

genommen, daß ein quasiuniformes Gitter mit der lokalen Maschenweite h aufΩ j

vorliege. Dann gilt:

‖∇ e‖L2(Ω j) ≤ c
(∥∥∥∇ (u−uI

)∥∥∥
L2(Ω′

j)

+ d−1
j ‖u − uI‖L2(Ω′

j)
+ d−1

j ‖u− uh‖L2(Ω′
j)

) (6.8)

6.3 Formulierung und Beweis einer neuena priori
Abschätzung des relativen Fehlers des Gradien-
ten in der L2-Norm

In diesem Abschnitt wird eine neue Betrachtungsweise des relativen Fehlers des

Gradienten vorgestellt und gezeigt daß in derL2-Norm eine lokalea priori Ab-

schätzung mit fast optimaler Konvergenzordnung auf uniform verfeinerten Gitter

möglich ist. Voraussetzung hierzu ist, daß die erste Singularit¨atenfunktion das Ver-

halten der Lösung bestimmt. Zum Beweis optimaler Konvergenzordnung gen¨ugt

es, nur die Quasiuniformit¨at des Gitters mit der Maschenweiteh zu fordern.

Theorem 6.3.1 Gegeben sei eine quasiuniformes Gitter mit der Maschenweite h.

Außerdem sei angenommen, daß (5.17) und (5.18) gelte. Dann existiert für ein

beliebigesε > 0 eine Konstante cε, so daß

∥∥∥∥ ∇ (u − uh)

∇ u

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ cεh
1−ε für alle

1
2
≤ β < 1

gilt.

Beweis:

Es wird nochmal hervorgehoben, daß aus den Annahmen (5.17) und (5.18) folgt,

daß die erste Singularit¨atenfunktion das Verhalten der L¨osung in jedem Punkt des

RechengebietesΩ bestimmt. Außerdem gilt i.a., fallsa1 �= 0 ist, daß ein solches

Verhalten zumindest in einer Umgebung um den Ursprung erwartet werden kann.

Die L2-Norm des relativen Fehlers wird durch die gewichteteL2-Norm unter Ver-

wendung von (5.17)
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∥∥∥∥ ∇ e
∇ u

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ c
1
|a1|
∥∥∥r1−β∇ e

∥∥∥
L2(Ω)

(6.9)

abgesch¨atzt. Die Anwendung der Dreiecksungleichung f¨uhrt auf:

∥∥∥r1−β∇ e
∥∥∥

L2(Ω)
≤
∥∥∥r1−β∇ e

∥∥∥
L2(ΩIn)

+
J

∑
j=0

∥∥∥r1−β∇ e
∥∥∥

L2(Ω j)
(6.10)

Für den ersten Ausdruck auf der rechten Seite von (6.10) folgt aufgrund der Be-

ziehung

r ≤ ch in ΩIn

der Ausdruck

∥∥∥r1−β∇ e
∥∥∥

L2(ΩIn)
≤ ch1−β‖∇ e‖L2(ΩIn)

≤ ch1−β‖∇ e‖L2(Ω)

Weiter folgt mit Lemma 6.1.1, Ungleichung (6.4):

∥∥∥r1−β∇ e
∥∥∥

L2(ΩIn)
≤ cεh

1−ε ‖u‖W2
p (Ω) für p =

2
2 − β + ε

(6.11)

Mittels einer direkten Rechnung unter Verwendung von (5.18) und wegen

(β −2)p > −2 ergibt sich:

‖u|W2
p (Ω) ≤ |a1|c4

(�
Ω

r(β−2)pdx dy

) 1
p

< cε|a1| (6.12)

Die Kombination von (6.11) und (6.12) ergibt:

∥∥∥r1−β∇ e
∥∥∥

L2(ΩIn)
≤ cε|a1|h1−ε (6.13)

Für jedesj = 0, ......J ergibt sich unter Verwendung von Lemma 6.2.1 unddj =

2− j (vergleiche Definition 5.4.1 in Kapitel 5, Abschnitt 5.4):

‖∇ e‖L2(Ω j) ≤ c
(
‖∇ (u − uI )‖L2(Ω′

j)

+ d−1
j ‖u − uI‖L2(Ω′

j)
+ d−1

j ‖e‖L2(Ω′
j)

)
≤ c
(
‖∇ (u − uI )‖L2(Ω′

j)
+ d−1

j ‖u − uh‖L2(Ω′
j)

+ d−1+β
j ‖e‖Lq(Ω′

j)

)
(6.14)

Der Ausdruck

d−1
j ‖e‖L2(Ω′

j)
(6.15)
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wird durch den folgenden Zwischenschritt in die Form

d−1+β
j ‖e‖Lq(Ω′

j)

übergeführt. Es giltq = 2
1−β . Die Anwendung der H¨older’schen Ungleichung auf

Gleichung (6.15) mitp′ = 1
1−β undq′ = 1

β ergibt die folgenden Absch¨atzung:

‖e‖L2(Ω′
j)
=

(�
Ω′

j

(e)2dx dy

)1
2

≤
(�

Ω′
j

dx dy

) β
2
(�

Ω′
j

(e)
2

1−β dx dy

) 1−β
2

≤ cdβ
j ‖e‖Lq(Ω′

j)

Einsetzen in Gleichung (6.15) bzw. (6.14) ergibt das gew¨unschte Ergebnis. Schließ-

lich folgt unter Verwendung von (6.14):

∥∥∥r1−β∇ e
∥∥∥

L2(Ω j)
≤ cd1−β

j ‖∇ e‖L2(Ω j)

≤ c
[
d1−β

j

(
‖∇ (u− uI)‖L2(Ω′

j)

+ d−1
j ‖u− uI‖L2(Ω′

j)
+ ‖e‖Lq(Ω′

j)

)] (6.16)

Im nächsten Schritt werden die ersten zwei Ausdr¨ucke von (6.16) abgesch¨atzt.

Unter Verwendung von Lemma 5.4.1 f¨ur die Interpolierende und wegendj ≥ ch

ergibt sich:

‖∇ (u− uI)‖L2(Ω′
j)
+ d−1

j ‖u− uI‖L2(Ω′
j)
≤ ch|u|W2

2 (Ω′′
j )

(6.17)

Eine direkte Rechnung unter Beachtung von (5.18) f¨uhrt auf:

|u|W2
2 (Ω′′

j )
≤ c|a1|

(� 8dj

1
8dj

r2(β−2)dx dy

)1
2

≤ cdβ−1
j |a1|

Dieses Ergebnis wird in (6.17) eingesetzt und es ergibt sich f¨ur jedesj = 0,1, .......J

d1−β
j

(
‖∇ (u − uI )‖L2(Ω′

j)
+ d−1

j ‖u − uI‖L2(Ω′
j)

)
≤ c|a1|h (6.18)

Zur Abschätzung des Ausdrucks‖e‖Lq(Ω′
j)

wird das folgende Lemma ben¨otigt:

Lemma 6.3.1 Sei 2
β < s < ∞. Dann gibt es eine Konstante cs, die unabḧangig

vonβ ist, so daß gilt:

‖e‖Ls(Ω) ≤ csh
β−ε+ 2

s (6.19)
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Beweis:

Für 1
s + 1

s′ = 1 ist:

‖e‖Ls(Ω) = sup
‖z‖Ls′ (Ω)=1

(e,z)

Für z ∈ Ls′ erfülle Ψ die Gleichung:

−�Ψ = z au fΩ

Ψ = 0 au f ∂Ω

Daraus folgt:

(e,z) = (e,−�Ψ) = (∇ e, ∇Ψ ) = (∇ e, ∇ (Ψ − ΨI ))

≤ ‖∇ e‖L2(Ω) ‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(Ω)

(6.20)

Es istp = 2
2−β+ε undz ∈ Ls′ (Ω) mit 1 < s′ < 2

2−β und 1
s′ = 1 − 1

s, so daß mit

Lemma 5.4.2 folgt:

‖∇ e‖L2(Ω) ‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(Ω) ≤ c(ε,s)hβ−ε+ 2
s ‖u‖W2

p (Ω) ‖Ψ‖W2
s′ (Ω)

Damit ergibt sich:

‖e‖Ls(Ω) ≤ c3hβ−ε+ 2
s |u|W2

p (Ω) (6.21)

Damit ist Lemma 6.3.1 bewiesen. �

Nachfolgend wird die Absch¨atzung der rechten Seite von (6.16) weitergef¨uhrt.

Es giltq ≤ s und anstelle vonq = 2
1−β wird s in der folgenden Form verwendet:

s =

{
2

1−β , falls 1
2 + ε ≤ β < 1

2
1−β−ε , falls 1

2 ≤ β < 1
2 + ε

Weiter ergibt sich f¨ur s′ der Ausdruck 1< s′ < 2
2−β . Mit (6.21) und (6.12) und

p = 2
2−β+ε folgt:

‖e‖Lq(Ω) ≤ ‖e‖Ls(Ω) ≤ cεh
β−εh1−β−ε|u|W2

p
(6.22)

≤ c(ε)h1−2ε|a1| (6.23)

Das Einsetzen von (6.23) und (6.18) in (6.16) f¨uhrt auf:

∥∥∥r1−β∇ u
∥∥∥

L2(Ω j)
≤ cε

(
h+ h1−2ε) |a1|
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Summieren ¨uber j = 0,1, .......J unter Beachtung vonJ = c ln 1
h (Gleichung (5.29),

Seite 88) ergibt:

J

∑
j=0

∥∥∥r1−βu
∥∥∥

L2(Ω′
j)
≤ cεh

1−ε|a1| (6.24)

Durch Einfügen von (6.24) und (6.13) in (6.10) wird der Beweis von Theorem

6.3.1 abgeschloßen. �



Kapitel 7

Eine neuea priori Abschätzung des
relativen Fehlers in derL∞-Norm

Dieses Kapitel enth¨alt eine neue punktweise Absch¨atzung des relativen Fehlers

der Funktion und deren Gradienten in derL∞-Norm des in Kapitel 5 eingef¨uhrten

elliptischen Randwertproblems. In Abschnitt 7.1 werden die zum Verst¨andnis der

Theoreme 7.3.1 und 7.3.2 notwendigen bekannten Absch¨atzungen der Fehler in

derL∞-Norm dargestellt. Daran ankn¨upfend folgen in Abschnitt 7.2 die im Beweis

der Theoreme 7.3.1 und 7.3.2 verwendeten Hilfss¨atze, die in dieser Darstellung in

ähnlicher Form in [93] zu finden sind. In Abschnitt 7.3 werden die neuen Theore-

me formuliert und ihre Bedeutung diskutiert. Anschließend folgen die Beweise in

Abschnitt 7.4.

Es gelten analog zum Beweis von Theorem 6.3.1 die Absch¨atzungen (5.17) und

(5.18).

7.1 Bekannte Abscḧatzungen in derL∞-Norm

In diesem Abschnitt werden zur besseren Einordnung der in Abschnitt 7.3 vorge-

stellten Theoreme bekannte Fehlerabsch¨atzungen in derL∞-Norm diskutiert.

Aus den bekannten Absch¨atzungen der Fehler f¨ur den Gradienten und f¨ur die

Funktion in derL∞-Norm ist ersichtlich, daß f¨ur Probleme mit potenzabh¨angigen

Singularitäten ohne lokale Gitterverfeinerung der Fehler in einer Umgebung der

Singularität keine optimale Ordnung aufweist. Mit Verfeinerungsregeln, die vom

Abstand zur Singularit¨at abhängen, kann eine fast optimale Genauigkeit f¨ur finite

Elemente mit st¨uckweise linearen Ansatzfunktionen erzielt werden.
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Als erstes wird der Fehler auf einem unverfeinertem Gitter betrachtet. Aus einer

Arbeit von Schatz und Wahlbin [93] folgt f¨ur ein polygonales Gebiet der Fehler

für die Funktion

|(u − uh) | ≤ c

{
h2β−εd−β falls ch ≤ d

hβ−ε falls d ≤ ch
(7.1)

und es ist klar, daß f¨ur diesen Fall kein optimaler Fehler erhalten werden kann.

Der Fehler zeigt ein verbessertes Verhalten, wenn ein verfeinertes Gitter verwen-

det wird. In einer Arbeit von Schatz und Wahlbin [94] wird gezeigt, daß mit einer

Verfeinerung nach der Regel

hdj = hd
1− β

2
j für dj ≥ ch

2
β

hIn = h
2
β für d ≤ ch

2
β

fast optimale Konvergenz erzielt werden kann. Es ergibt sich f¨ur den Fehler der

Funktion:

‖u − uh‖L∞(Ω) ≤ ch2−ε

7.2 Vorbereitende Lemmata

In diesem Abschnitt werden die in den Beweisen der Theoreme 7.3.1 und 7.3.2

notwendigen Hilfss¨atze vorgestellt. Lemma 7.2 und Lemma 7.4 werden aus der

Arbeit von Schatz und Wahlbin [93] abgeleitet und bewiesen.

Lemma 7.2.1 Gegeben seîΩ j = ΩIn ∪J
k= j Ω̄k. Außerdem sei aufΩ j das Gitter

quasiuniform mit der Maschenweite hdj und aufΩIn quasiunform mit der Ma-

schenweite hρ. Dann gilt:

‖∇ e‖L2(Ω̂ j) ≤ c
(
‖∇ (u − uI )‖L2(Ω̂ j−1)

+ d−1
j ‖u − uI‖L2(Ω̂ j−1) + d−1

j ‖u− uh‖L2(Ω̂ j)

) (7.2)

Der Beweis von Lemma 7.2 folgt analog zu dem Beweis in [93] unter Ber¨ucksich-

tigung des Abstandesdj zwischen den Teilgebieten̂Ω j undΩ̂ j−1. Zur Abschätzung

der Normen‖u − uh‖L∞(τ) und ‖∇ (u − uh)‖L∞(τ) für τ ⊂ Ω j werden lokalea

priori Abschätzungen auf den kreisf¨ormigen GebietenΩ j benötigt. Zu Lemma

7.2.2 wird nur eine Beweisskizze gegeben. Die Formulierung und die Beweise

dieses Lemmas sind an den Ergebnissen in den Arbeiten von [93] orientiert.
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y
Rechengebiet

b bd dj/4 j/2

Abbildung 7.1: Fortsetzung vonu unduh am Rand des GebietesΩ

Lemma 7.2.2 Gegeben seiΩ j =
{
(x,y) ∈ Ω̄ j : 2− j < r < 2− j−1

}
und Ω′

j =

Ω j−1 ∪ Ω̄ j ∪ Ω j+1 und ein quasiuniformes Gitter mit der lokalen Maschenweite

h aufΩ′
j . Ferner gelte, daß u und uh die Bedingungen (5.11) und (5.12) erfülle.

Dann gibt es eine Konstante c, unabhängig von h, u, uh und j, so daß

‖e‖L∞(Ω j) ≤ c

(
ln

(
1
h

)
‖u− uI‖L∞(Ω′

j)
+ d−1

j ‖e‖L2(Ω′
j)

)
(7.3)

und desweiteren

‖∇ e‖L∞(Ω j) ≤ c
(
‖∇ (u− uI)‖L∞(Ω′

j)

+ d−1
j ‖u− uI‖L∞(Ω′

j)
+ d−2

j ‖e‖L2(Ω′
j)

) (7.4)

gilt.

Beweis:

Der Beweis von Lemma 7.2.2 erfolgt nach den Ideen in [93].

Das GebietΩ j kann mit einer festgelegten endlichen Anzahl von KugelnBdj
4

mit

Radiusdj
4 , deren Mittelpunkte in den PunktenPi, i = 1, ......n liegen,überdeckt

werden. Dabei liegen die konzentrischen KugelnBdj
2

(Pi) vollständig inΩ′
j bzw.

die zugeh¨origen auf dem Rand liegenden Halbkugelnbdj
4

(Pk) k = 1, ......M sind

so angeordnet, daß deren konzentrische Halbkugelnbd
2
(Pk) ebenfalls vollst¨andig

in Ω′
j liegen. Damit gezeigt werden kann, daß die Ungleichungen (7.3) und (7.4)

gelten, muß gezeigt werden, daß f¨ur jedes innere GebietBdj
4

(Pi) = Bdj
4

bzw. für

jede Halbkugel auf dem Randbdj
4

(Pk) = bdj
4

gilt. Durch Ersetzen der inneren Ge-

bieteΩ j durchBdj
4

undΩ′
j durchBdj

2

in (7.3) und (7.4) wird das Problem bis auf
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die Randhalbkugel auf die bekannte L¨osung in [93] zur¨uckgeführt. Die noch ver-

bleibende Absch¨atzung für die Halbkugeln mitbdj
4

am Rande des Gebietes erfolgt

durch das Ersetzen vonΩ j durchbdj
4

bzw. vonΩ′
j durchbdj

2

und wird auf den Fall

der Gebiete, die im Innern liegen, durch die folgendeÜberlegung reduziert.

Es wird eine Halbkugelbdj
4

betrachtet, deren geradliniger Anteil am Rand iny-

Richtung ausgerichtet ist (s. Abbildung 7.1). Die Funktionenu bzw. uh werden

auf die KugelnBdj
2

und Bdj
4

(s. Abbildung 7.1) durchu(x,y) = −u(−x,y) und

uh(x,y) = −uh(−x,y) für (−x,y) ∈ bdj
2

. Das Gitter wird durch Spiegelung an der

y-Achse in den Außenbereich ausgedehnt. Außerdem wird der st¨uckweise lineare

Unterraum allerBdj
2

so erweitert, daß dieser alle st¨uckweise linearen Funktionen

auf Bdj
2

enthält, wobei vorausgesetzt wird, daß nicht die Funktionen enthalten

sind, die auf dem Rand verschwinden. Dann folgt f¨ur den gespiegelten Ausdruck

u − uh:

(∇ e, ∇Φ ) = 0 für alle Φ ∈
◦
Sh

(
Bdj

2

)
Somit gelten die Absch¨atzungen (7.3) und (7.4) auch auf den GebietenBdj

4

und

Bdj
2

. Aus den bekannten Eigenschaften von ungeraden Funktionen folgt weiter:

‖e‖
L∞

(
bdj

4

) ≤ ‖e‖
L∞

(
Bdj

4

) ≤ c
(

ln

(
1
h

)
‖u − uI‖

L∞

(
Bdj

2

)

+d−1
j ‖e‖

L2

(
Bdj

2

))

≤ c
(

ln

(
1
h

)
‖u − uI‖

L∞

(
bdj

2

)

+d−1
j ‖u − uI‖

L2

(
Bdj

2

))

Diese Absch¨atzung vervollst¨andigt den Beweis von Lemma 7.2.2, Absch¨atzung

(7.3) für die Halbkugeln am Rand des Gebietes. Der noch ausstehende Beweis f¨ur

(7.4) in Lemma 7.2.2 folgt in der gleichen Weise. �

Als nächstes wird einea priori Abschätzung einer gewichtetenL2-Norm vor-

gestellt. Es gelte 0< r < 1. Desweiteren sei die Gewichtsfunktionσ j gegeben

durch:

σ j =
(
r + dj

)−1−β
(7.5)
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Ferner erfülle Ψ für z ∈ L2(Ω) folgende Gleichung:

−�Ψ = σ j z in Ω

Ψ = 0 auf∂Ω

Lemma 7.2.3 Gegeben seiε > 0, dann existiert eine Konstante cε, so daß f̈ur

1 < p = 2
2−β+ε gilt:

∥∥∥∇ (2)Ψ
∥∥∥

Lp(Ω)
≤ cεd

−2β+ε
j ‖z‖L2(Ω) (7.6)

Beweis:

Mit Lemma 5.2.1 ergibt sich:

∥∥∥∇ (2)Ψ
∥∥∥

Lp(Ω)
≤ cε

∥∥σ j z
∥∥

Lp(Ω)

Die Anwendung der H¨older’schen Ungleichung f¨uhrt auf

∥∥σ j z
∥∥

Lp(Ω)
=

(�
Ω

σp
j |z|pdx

) 1
p

≤
(�

Ω
σpq

j dx

) 1
pq

‖z‖L2(Ω)

mit

1
q
+

1
2
p

= 1 bzw.pq =
2p

2 − p

Es wird die HilfsvariableR = r + dj eingeführt. Eine direkte Rechnung f¨uhrt auf:

(�
Ω

(
σ j
)pq
) 1

pq

≤
(� 2π

0

� ∞

0

(
r + dj

)−(1+β)pq
rd rdΘ

) 1
pq

≤ c

(� ∞

0
R−(1+β)pqRdr

) 1
pq

≤ c
(

d−(1+β)pq+2
j

) 1
pq

≤ cd−2β+ε
j

Damit ist die Behauptung bewiesen. �
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Lemma 7.2.4 Gegeben seiε > 0. Ferner sei k≥ j. Dann existiert eine Konstante

cε, so daß gilt:

∥∥∥∇ (2)Ψ
∥∥∥

L2(Ωk)
≤ cεd

−1
k d−β −ε

j ‖z‖L2(Ω) (7.7)

Beweis:

Die nachfolgende Absch¨atzung (7.8) folgt aus inneren Regularit¨atseigenschaf-

ten und Absch¨atzungen bis zum Rand in der gleichen Weise wie der Beweis von

Lemma 7.2.2 durch Spiegelung innerer Absch¨atzungen entlang des Randes. Diese

Vorgehensweise wird z.B. in [92] und [93] beschrieben und es ergibt sich:

∥∥∥∇ (2)Ψ
∥∥∥

L2(Ωk)
≤ ∥∥σ j z

∥∥
L2(Ω′

k)
+ d−1

k ‖∇Ψ ‖L2(Ω′
k)

(7.8)

Weiter gilt:

∥∥σ j z
∥∥

L2(Ω′
k)

≤ d−1−β
k ‖z‖L2(Ω)

Für q′ = 1 + ε und 1
p′ +

1
q′ = 1 ergibt sich:

‖∇Ψ ‖2
L2(Ω) =

(
σ j z,Ψ

) ≤ ∥∥σ j z
∥∥

Lq′(Ω)
‖Ψ‖Lp′(Ω)

Die Anwendung von Sobolev’s Ungleichung f¨ur Funktionen in
◦

W1
2 (Ω) führt auf:

‖Ψ‖Lp′(Ω) ≤ cε‖∇Ψ ‖L2(Ω)

Unter Verwendung der H¨older’schen Ungleichung folgt:

∥∥σ j z
∥∥

L1+ε
≤
(�

Ω
σ

2( 1+ε
1−ε)

j

) 1−ε
2(1+ε) ‖z‖L2(Ω)

≤ cεd
−β−ε
j ‖z‖L2(Ω)

≤ cεh
−εd−β

j ‖z‖L2(Ω)

Einsetzen all dieser Ungleichungen in (7.8) ergibt das gew¨unschte Ergebnis (7.7).

�

Lemma 7.2.5 Gegeben seiε > 0, Ferner sei k< j. Dann existiert eine Konstante

cε, so daß gilt:
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∥∥∥∇ (2)Ψ
∥∥∥

L2(Ωk)
≤ cεd

−ε
j d−1−β

k ‖z‖L2(Ω) (7.9)

Beweis:

Es gelteq = 2
β. Aus dem Beweis von Lemma 7.2.4 ergibt sich:

∥∥∥∇ (2)Ψ
∥∥∥

L2(Ωk)
≤ c
∥∥σ j z

∥∥
L2(Ω′

k)
+ d−1−β

k ‖Ψ‖Lq(Ω′
k)

Analog zu Lemma 7.2.4 folgt:

∥∥σ j z
∥∥

L2(Ω′
k)

≤ cd−1−β
k ‖z‖L2(Ω)

Weiterhin gilt mitζ = 2
2−β :

‖Ψ‖L 2
β
(Ω) = sup

‖η‖Lζ(Ω)=1

(Ψ,η)

Für jedesη läßt sich einw ∈
◦

W1
2 (Ω) finden, so daß gilt:

D(w,v) = (η,v) für alle v ∈
◦

W1
2 (Ω)

Dann folgt weiter:

|(Ψ,η) | = |D(Ψ,w) | =
= |(σ j z,w

) | = |
((

r + dj
)−1

z,
(
r + dj

)−β
w
)
|

≤
∥∥∥(r + dj

)−1
z
∥∥∥

L1(Ω)

∥∥∥(r + dj
)−β

w
∥∥∥

L∞(Ω)

≤ cd−ε
j ‖z‖L2(Ω) ‖w‖Cβ−ε(Ω)

Dabei istCβ−ε (Ω), 0 < β − ε < 1 der bekannte H¨older-Raum (siehe z.B. [1]).

Aus einer Sobolev-Ungleichung ( [1], Lemma 5.17) ergibt sich f¨ur p = 2
2−β+ε

und Lemma 5.2.1 mitβ < 1:

‖w‖Cβ−ε(Ω) ≤ cε‖w‖W2
p (Ω) ≤ cε ‖η‖Lp(Ω)

Die Zusammenfassung der Ungleichungen f¨uhrt auf:

‖Ψ‖L 2
β
(Ω) ≤ cεd

−ε
j ‖η‖L 2

2−β
(Ω) ≤ cεd

−ε
j
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Schließlich folgt:

∥∥∥∇ (2)Ψ
∥∥∥

L2(Ωk)
≤ cεd

−ε
j d−1−β

k ‖z‖L2(Ω)

Damit ist der Beweis vollst¨andig und Lemma 7.2.5 ist damit bewiesen. �

7.3 Formulierung und Diskussion einer neuen Ab-
schätzung des relativen Fehlers des Gradienten
und der Funktion in der L∞-Norm

In diesem Abschnitt werden die neuen Theoreme zur Absch¨atzung des relativen

Fehlers der Funktion und deren Gradienten formuliert. In Form von Fallunter-

scheidungen kann der G¨ultigkeitsbereich der Theoreme abgesch¨atzt werden. Die

Beweise zu den Theoremen werden im anschließenden Abschnitt gesondert dar-

gestellt.

Der relative Fehler des Gradienten wird punktweise durch folgendes Theorem

bestimmt:

Theorem 7.3.1 Gegeben seien u und uh und es gelte (5.11) und (5.12). Außer-

dem erf̈ulle u die Bedingung (5.18) aufτ und (5.17) auf ganzΩ. Weiterhin sei

ein geometrisch verfeinertes Gitter mitρ = hγ, für ein beliebigesγ ≥ 0, das der

Bedingung (5.33) gen̈ugt, gegeben. Dann gibt es für ein beliebigesε > 0eine Kon-

stante c(ε), die unabḧangig von h und d ist, so daß für d ≤ dist(τ,{0}) ≤ 2d gilt:

∥∥∥∥ ∇ (u − uh)

|∇ u|
∥∥∥∥

L∞(τ)
≤ cε

(
h +

(
hρ
d

)2β
)

h−ε für ρ ≤ d (7.10)

Ferner gelte:

∥∥∥∥ ∇ (u − uh)

|∇ u|
∥∥∥∥

L∞(τ)
≤ cε

(
hρ
d

+

(
hρ
d

)2β
)

h−ε für chρ ≤ d ≤ ρ (7.11)

Die Abschätzungen (7.10) und (7.11) zeigen, daß der relative Fehler aus zwei An-

teilen besteht. Die ersten Ausdr¨ucke auf der rechten Seite von (7.10) und (7.11)

sind Interpolationsfehler. Bei Ungleichung (7.10) wurde das Gitter geometrisch

verfeinert so daß dieser Term von fast optimaler Ordnungch1−ε ist. Im Bereich
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chρ ≤ d ≤ρ wird nicht mehr verfeinert und das Gitter ist quasiuniform. Somit be-

sitzt der erste Ausdruck in Ungleichung (7.11) keine optimale Genauigkeit mehr.

Der zweite Term der rechten Seite der Absch¨atzungen (7.10) und (7.11) wird

durch den ”pollution”-Effekt hervorgerufen. Erstmals wurde der Fehler in der

Methode der finiten Elemente als die Summe eines lokalen Interpolationsfeh-

lers und einem globaleren Fehler, der als ”pollution” bezeichnet, wird in der Ar-

beit von Nitsche und Schatz [77], sowie in den Artikel von Schatz und Wahl-

bin [92], [96],beschrieben. Weitere Arbeiten hierzu sind in [111] zu finden. Der

Fehler, hervorgerufen durch den ”pollution”-Effekt, entsteht in den hier betrach-

teten Problemen haupts¨achlich durch die Singularit¨at und der in der Umgebung

der Singularität fehlenden Glattheit der L¨osung.

Nachfolgend wird das Verhalten des relativen Fehlers im Bereich, in dem das

Gitter geometrisch verfeinert wurde und im Bereich, in dem das Gitter quasiuni-

form ist, beschrieben.

Fall 7.3.1

Mit vorgebenem Verfeinerungsabstandρ folgt aus Ungleichung (7.10) fast opti-

male Konvergenz bis zum Abstand:

ρ < ρh1− 1
2β ≤ d ≤ 1

Der Einfluß des ”pollution”-Effekts ist in diesem Intervall ist nicht signifikant. Im

Bereichρ ≤ d ≤ ρh1− 1
2β ist der ”pollution”-Effekt dominant und es ergibt sich

eine Konvergenzrate von:

(
hρ
d

)2β
h−ε

Mit der Annahme, daß der erste Spannungsintensit¨atsfaktor das Verhalten der

Lösung bestimmt, ist der relative Fehler unabh¨angig vonβ und robust gegen¨uber

den Spannungsintensit¨atsfaktoren und somit der rechten Seitef .

Fall 7.3.2

chρ ≤ d ≤ ρ, 1
2 < β ≤ 1.

In diesem Fall dominiert der Interpolationsfehler, ist jedoch nicht von optimaler

Ordnung. Aus Theorem 7.3.1 folgt hierf¨ur, daß bei einer Halbierung des Abstan-

des zur Singularit¨at der relative Fehler des Gradienten um den Faktor 2 ansteigen
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wird.

Für den relativen Fehler der Funktion gilt das folgende Theorem:

Theorem 7.3.2 Gegeben seien u und uh und es gelte (5.11) und (5.12). Außerdem

erfülle u die Bedingung (5.23) aufτ und die Bedingung (5.17) auf ganzΩ. Weiter-

hin sei ein geometrisch verfeinertes Gitter mitρ = hγ, für ein beliebigesγ≥ 0, das

der Bedingung (5.33) genügt, gegeben. Dann gibt es für ein beliebigesε > 0 eine

Konstante c(ε), die unabḧangig von h und d ist, so daß für d ≤ dist(τ,{0}) ≤ 2d

gilt:

∥∥∥∥u − uh

u

∥∥∥∥
L∞(τ)

≤ cε

(
h2 +

(
hρ
d

)2β
)

h−ε für ρ ≤ d (7.12)

Weiter gelte:

∥∥∥∥u − uh

u

∥∥∥∥
L∞(τ)

≤ cε

((
hρ
d

)2

+

(
hρ
d

)2β
)

h−ε für chρ ≤ d ≤ ρ (7.13)

Analog zu Theorem 7.3.1 sind die ersten beiden Ausdr¨ucke in Ungleichung (7.12)

und Ungleichung (7.13) die Interpolationsfehler und die zweiten Terme stammen

vom ”pollution”-Effekt. Der relative Fehler der Funktion zeigt nach Ungleichung

(7.12) mit einer geometrischen Verfeinerung die fast optimale OrdnungO(h2−ε),

während im G¨ultigkeitsbereich von Ungleichung (7.13) kein optimales Verhal-

ten vorliegt. Analog zu Theorem 7.3.1 sind die ersten Ausdr¨ucke in Ungleichung

(7.12) und Ungleichung (7.13) die Interpolationsfehler. Die geometrische Ver-

feinerung bewirkt in Ungleichung (7.11) fast optimale Genauigkeit der Ordnung

ch2−ε, während in Ungleichung (7.12) keine optimale Genauigkeit vorliegt.

In den nachfolgenden Fallunterscheidungen werden die relativen Fehler im Be-

reich der geometrischen Verfeinerung und im Bereich der quasiuniformen Vernet-

zung diskutiert.

Fall 7.3.3

Ist der Verfeinerungsabstandρ vorgegeben, so folgt aus Ungleichung (7.12), daß

fast optimale Konvergenz bis zum Abstand

ρ < ρh1− 1
β ≤ d ≤ 1 (7.14)

zu erwarten ist.
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Für ρ ≤ d ≤ ρh1− 1
β dominiert der ”pollution”-Effekt und die Konvergenzrate

beträgt:

(
hρ
d

)2β
h−ε

Der relative Fehler der Funktion ist robust gegen¨uberÄnderungen der Spannungs-

intensitätsfaktoren und folglich unabh¨angig von der rechten Seite.

Fall 7.3.4

chρ ≤ d ≤ ρ, 1
2 ≤ β < 1.

Hier spielt der ”pollution”-Fehler die entscheidende Rolle. Der relative Fehler

besitzt in diesem Bereich die nicht optimale KonvergenzO(h2β), steigt jedoch bei

Halbierung der Maschenweite um dem Faktor 2 an. Auch hier ist der relative Feh-

ler unter der Annahme, daß der erste Spannungsintensit¨atsfaktor das Verhalten der

Lösung bestimmt, robust gegen¨uberÄnderungen von Spannungsintensit¨atsfakto-

ren und somit unabh¨angig von der rechten Seitef .

7.4 Beweis der Theoreme zur Abscḧatzung des rela-
tiven Fehlers des Gradienten und der Funktion
in der L∞-Norm

Die Theoreme 7.3.1 und 7.3.2 werden in diesem Abschnitt bewiesen. Es ist aus-

reichend, in Theorem 7.3.1 die Aussage (7.10) und in Theorem 7.3.2 die Aussage

(7.12) zu beweisen. Die Beweise von (7.11) und (7.13) k¨onnen mit unwesentli-

chenÄnderungen analog vorgenommen werden.

Die Theoreme 7.3.1 und 7.3.2 werden in 2 Schritten bewiesen. In den ersten bei-

den Absch¨atzungen werden 7.10 und 7.12 so reduziert, daß eine Fehlerabsch¨atzung

für die gleiche gewichteteL2-Norm durch Modifikation einer Absch¨atzung aus

[94] möglich ist. Im zweiten Schritt werden diese gewichteten Normen abgesch¨atzt.

Beweis der Theoreme 7.3.1 und 7.3.2:

In diesem Beweis istε eine positive relle Zahl, die in den Beweisschritten nicht

immer gleich bleibt, jedoch beliebig klein gew¨ahlt werden kann und unabh¨angig

vonu, h unduh ist.
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Schritt 1:

Unter Verwendung von (7.3) aus Lemma 7.2.2 ergibt sich f¨ur jedes 0≤ j ≤ J

mit dj ≥ ρ der Ausdruck

‖∇ e‖L∞(Ω j) ≤ c
(
‖∇ (u− uI)‖L∞(Ω′

j)

+ d−1
j ‖u− uI‖L∞(Ω′

j)
+ d−2

j ‖e‖L2(Ω′
j)

) (7.15)

Mit Lemma 5.4.1, der lokalen Maschenweitehdj aufΩ j , der Annahme (5.17) und

einer direkten Rechnung folgt:

‖∇ (u− uI)‖L∞(Ω′
j)
+ d−1

j ‖u − uI‖L∞(Ω′
j)

≤ chdj |u|W2
∞(Ω′′) (7.16)

≤ c|a1|hdjd
β−2
j

≤ c|a1|hdβ−1
j

Einsetzen von (7.16) in (7.15) und nochmaliger Verwendung von (5.17) ergibt f¨ur

den relativen Fehler:

∥∥∥∥ ∇ (u − uh)

|∇ u|
∥∥∥∥

L∞(τ)
≤ c


h1−ε +

d−1−β
j

|a1| ‖u − uh‖L2(Ω′
j)


 (7.17)

Die Ungleichung (7.10) folgt, falls der Ausdruck

d−1−β
j

|a1| ‖u − uh‖L2(Ω′
j)
≤ cε

[(
hρ
dj

)2β−ε
+ h2−ε

]
(7.18)

bewiesen ist.

In der gleichen Form folgt mit (7.3) aus Lemma 7.2.2:

‖u − uh‖L∞(Ω j) ≤ c

(
ln

(
1
h

)
‖u − uh‖L∞(Ω′

j)
+ d−1

j ‖u − uh‖L2(Ω′
j)

)
(7.19)

Es wird vorausgesetzt, daß auf einem Dreieckτ ⊂ Ω die Bedingung (5.23) gilt.

Mittels Interpolationsabsch¨atzungen, eingesetzt in (7.19) ergibt sich:

∥∥∥∥u − uh

u

∥∥∥∥
L∞(τ)

≤ c


ln

(
1
h

) (h2d2
j d

β−2
j

)
dβ

j

+
d−1

j ‖u− uh‖L2(Ω′
j)

|a1|dβ
j




≤ c


h2−ε +

d−1−β
j

|a1| ‖u − uh‖L2(Ω′
j)


 (7.20)
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Auch hier gilt, daß aus dem Beweis von Ungleichung (7.18) die Behauptung

(7.12) folgt.

Schritt 2:

Als nächstes wird die gewichtete Funktion

σ j =

(
1

r + dj

)1+β
=
(
r + dj

)−(1+β)
(7.21)

betrachtet. der Beweis von (7.18) folgt, falls bewiesen werden kann, daß

1
|a1|
∥∥σ je

∥∥
L2(Ω)

≤ cε

[(
hρ
dj

)2β−ε
+ h2−ε

]
für ρ ≤ dj (7.22)

gilt. Zum Beweis von (7.22) wird das Dualit¨atsargument von Aubin-Nitsche ver-

wendet und es folgt:

∥∥σ je
∥∥

L2(Ω)
= sup

z∈C∞
0 (Ω)

‖z‖L2(Ω)=1

(
σ je,z

)
(7.23)

Für jedesz mit ‖z‖L2(Ω)=1 seiΨ die eindeutige schwache L¨osung in
◦

W1
2 (Ω) der

Gleichung:

−�Ψ = σ j z in Ω

Ψ = 0 auf ∂Ω

In der schwachen Formulierung erf¨ullt Ψ die Bedingung:

(
v,σ jz

)
= D(v,Ψ) für allev ∈ ◦

W
1

2(Ω) (7.24)

Somit ergibt sich aus (6.10) f¨ur jedesz mit v = e:

(
σ je,z

)
=
(
e,σ j z

)
= D(e,Ψ − ΨI ) (7.25)

SeiΩ̂ = ΩIn∪ (∪J
k= jΩ̄k), dann gilt:

|D(e,Ψ − ΨI ) | ≤ ‖∇ e‖L2(Ω̂) ‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(Ω̂)

+
j−1

∑
k=0

‖∇ e‖L2(Ωk)
‖∇ (Ψ − Ψi)‖L2(Ωk)

= I1 + I2

(7.26)
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Als nächstes wird mit der Absch¨atzung vonI1 begonnen. Die Anwendung von

(6.8) aufΩ̂ führt auf:

‖∇ e‖L2(Ω̂ j) ≤ c( ‖∇ (u − uI )‖L2(Ω̂ j−1) + d−1
j ‖(u − uI )‖L2(Ω̂ j−1)

+d−1
j ‖e‖L2(Ω̂ j) )

(7.27)

Hierbei istΩ̂ j−1 = Ω̂ j ∪ Ω̄ j−1. Es gilt:

‖∇ (u− uI)‖L2(Ω̂ j−1) ≤ ‖∇ (u − uI )‖L2(ΩIn)

+
J

∑
k= j−1

‖∇ (u − uI)‖L2(Ωk)

(7.28)

Nochmalige Anwendung von Lemma 5.4.1 und 5.4.2 f¨uhrt für p = 2
2−β+ε und

Ω′
In = ΩIn ∪ Ω̄J auf:

‖∇ (u− uI)‖L2(Ω′
In)

≤ cε (hρ)β−ε |u|W2
p(Ω) ≤ cε|a1|(hρ)β−ε (7.29)

Es giltu ∈ W2
2 (Ω\ΩIn), so daß sich bei Anwendung von Lemma 5.2.1 und Lem-

ma 5.4.1 ergibt:

‖∇ (u− uI)‖L2(Ωk)
≤ chdk|u|W2

2 (Ω
′
k)

≤ ch|a1|dβ
k (7.30)

Die Kombination von (7.29) und (7.30) f¨uhrt auf:

‖∇ (u− uI)‖L2(Ω̂ j−1) ≤ cε|a1|
(
(hρ)β−ε + h

J

∑
k= j−1

dβ
k

)

≤ cε|a1|
(
(hρ)β−ε + hdβ

j

) (7.31)

In gleicher Weise folgt:

d−1
j ‖u − uI‖L2(Ω̂ j−1) ≤ cε|a1|

(
(hρ)β−ε + hdβ

j

)
(7.32)

Einsetzen von (7.31) und (7.32) in (7.27) liefert:

‖∇ e‖L2(Ω̂ j) ≤ cε|a1|
(
(hρ)β−ε + hdj

)
+ cd−1

j ‖e‖L2(Ω̂ j−1) (7.33)

Im folgenden wird der Ausdruck‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(Ω̂ j−1) abgesch¨atzt:

‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(Ω̂ j−1) ≤ ‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(ΩIn)

+
J

∑
k= j−1

‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(Ω j)
(7.34)
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Weiterhin ergibt sich bei Verwendung der Lemmata 5.4.1, 5.4.2 und 7.2.3 f¨ur

p = 2
2−β+ε :

‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(ΩIn)
≤ cε (hρ)β−ε |Ψ|W2

p (Ω)

≤ cε
(hρ)β−ε

d2β−ε
j

‖z‖L2(Ω)

(7.35)

Für jedesk ≥ j − 1 ergibt sich aus Lemma 7.2.3:

‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(Ωk)
≤ chdk|Ψ|W2

2 (Ω′
k)

≤ chdkd
−1
k d−β−ε

j (7.36)

Summieren ¨uber j − 1 ≤ k ≤ J führt auf:

‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(Ω̂ j−1) ≤ cε


(hρ)β−ε

d2β−ε
j

+ h1−εd−β−ε
j


 (7.37)

Bemerkung 7.4.1

Nach Voraussetzung giltdj ≤ ρ ≤ hγ für ein beliebiges positivesγ. Somit ist

d−ε
j ≤ h−γε, mit beliebig kleinemε.

Unter Beachtung von Bemerkung 7.4.1 folgt weiter:

‖∇ e‖L2(Ω̂ j) ‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(Ω̂ j) ≤ cε

[
|a1|
(
(hρ)β−ε + h1−εdβ

j

)

+ d−1
j ‖e‖L2(Ω̂ j)

](hρ)β−ε

d2(β−ε)
j

+ h1−εd−β−ε
j




≤ cε|a1|
[(

hρ
dj

)2(β−ε)
+ h(2−2ε)

+ h1−ε
(

hρ
dj

)β−ε
]

+ cεd
−1−β
j ‖e‖L2(Ω̂ j)

((
hρ
dj

)β−ε
+ h1−εd−ε

j

)

(7.38)

Falls gilt

(
hρ
dj

)β−ε
≤ h1−ε
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folgt:

h1−ε
(

hρ
dj

)β−ε
≤ h2−2ε

Ebenfalls ergibt sich, falls

h1−ε ≤ hρ
dj

die Beziehung

h1−ε ≤
(

hρ
dj

)β−ε

Obige Absch¨atzung führt auf:

h1−ε
(

hρ
dj

)β−ε
≤
(

hρ
dj

)2(β−ε)

Somit kann (7.38) durch

I1 = ‖∇ e‖L2(Ω̂ j) ‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(Ω̂ j) ≤ cε|a1|
[(

hρ
dj

)2(β−ε)
+ h2(β−ε)

]

+cεh
β−ε∥∥σ je

∥∥
L2(Ω)

(7.39)

Zur Bestimmung von (7.39) wurde außerdem die Beziehung

(
hρ
dj

)β−ε
+ h1−εd−ε

j ≤ hβ−ε

für ein hinreichend kleinesε verwendet (siehe dazu Bemerkung 7.4.1).

Als nächstes wird eine Absch¨atzung des AusdrucksI2 gegeben. Die Gr¨oßeI2 ist

gegeben durch:

I2 =
j−1

∑
k=0

‖∇ e‖L2(Ωk)
‖∇ (Ψ − ΨI )‖L2(Ωk)

(7.40)

Mittels Lemma 7.2.3 folgt:

‖∇ e‖L2(Ωk)
≤ c

(
hdk|u|W2

2 (Ω
′
k)
+ d−1

k ‖e‖L2(Ω′
k)

)
≤ c

(
|a1|hdβ

k + d−1
k ‖e‖L2(Ω′

k)

)
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Analog zur Vorgehensweise in (7.36), aber diesmal unter Verwendung von Lem-

ma 7.2.5 folgt für I2:

I2 ≤ c
j−1

∑
k=0

(
|a1|hdβ

k + d−1
k ‖e‖L2(Ω′

k)

)(
h1−εdk

)(
d−1−β

k

)

≤ c
j−1

∑
k=0

(
|a1|h2−ε + h1−εd−1−β

k

)
‖e‖L2(Ω′

k)

Aufgrund der Beziehungj ≤ J ≤ cln
(1

h

)
und mit einem geeignet gew¨ahltenε

kann Ungleichung (7.40) in

I2 ≤ c|a1|h2−ε + h1−ε∥∥σ je
∥∥

L2(Ω)
(7.41)

übergeführt werden.

In Abschätzung (7.26) wird (7.41) und (7.39) eingesetzt. Weiter wird das Ergeb-

nis aus (7.27) und danach (7.23) verwendet. Daraus ergibt sich die Ungleichung:

1
|a1|
∥∥σ je

∥∥
L2(Ω)

≤ cεh
−ε

((
hρ
dj

)2β
+ h2

)
+ cεh

β−ε 1
|a1|
∥∥σ je

∥∥
L2(Ω)

Ungleichung (7.22) folgt durch die Wahl eines hinreichend kleinenε und einer

Maschenweiteh, die ebenfalls geeignet klein gew¨ahlt wird. Dadurch ergibt sich

cεh
β−ε ≤ 1

2

und unter Anwendung eines ”kick back argument” wird der Beweis vollst¨andig.

�



Kapitel 8

Numerische Experimente

In diesem Kapitel werden die numerischen Experimente zu den Theoremen 6.3.1,

7.3.1 und 7.3.2 beschrieben. In Abschnitt 8.1 wird das Randwertproblem der nu-

merischen Experimente vorgestellt. Es folgt in Abschnitt 8.2 ein Algorithmus zur

Konstruktion eines geometrischen Gitters. In Abschnitt 8.3 werden die in den

numerischen Experimenten verwendeten Funktionenklassen vorgestellt und be-

wiesen, daß deren Eigenschaften durch die erste Singularit¨atenfunktion bestimmt

wird und sie somit die Voraussetzungen der Theoreme 6.3.1, 7.3.1 und 7.3.2

erfüllen. Daran anschließend werden in den Abschnitten 8.5 bis 8.9 die nume-

rischen Experimente vorgestellt. Die Rechnungen werden jeweils auf dem Ge-

biet einer geschlitzten Kreisscheibe (α = 2π, β = 1
2) und einem Kreissegment

(α = 3
2π, β = 2

3) auf unverfeinerten und geometrisch verfeinerten Gittern vorge-

nommen.

Eine wichtige Voraussetzung zur durchf¨uhrung der numerischen Experimente ist,

daß die 1. Singularit¨atenfunktion das Verhalten der L¨osung bestimmt und die

Annahmen(5.17) und (5.18) erfüllt sind. Unter diesen Voraussetzungen zeigen

die Ergebnisse der numerischen Experimente die Optimalit¨at der Theoreme 6.3.1,

7.3.1 und 7.3.2.

8.1 Das Randwertproblem der numerischen Expe-
rimente

In diesem Abschnitt wird das elliptische Randwertproblem der numerischen Ex-

perimente vorgestellt.

Die numerischen Experimente werden mit der Poisson-Gleichung auf einem st¨uck-

119
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weise glatten, ebenen GebietΩ ⊂ R
2 mit π < α ≤ 2π mit einer nichtkonve-

xen einspringenden Ecke, die im Ursprung des Koordinatensystems liegt, durch-

geführt. Mit den Polarkoordinaten(r,Θ) ist das GebietΩ durch

Ω = {(r,Θ) : 0 < r < 1, 0 < Θ < α} (8.1)

beschrieben. Der RandΓ des Gebietes ist mit den Teilr¨anderΓ1, Γ2 und Γ3 de-

finiert durchΓ = Γ1 + Γ2 + Γ3. Die Rechnungen werden auf den Gebieten mit

α = 2π,β = 1
2 undα = 3

2π,β = 2
3 (siehe Abbildung 8.1) durchgef¨uhrt.

Das Dirichlet-Problem lautet:

−�u = f (8.2)

u = 0 aufΓ1 undΓ2 (8.3)

u = g �= 0 aufΓ3

Die Entwicklung der L¨osungu in einer Umgebung des Ursprungs{0} ergibt, falls

f ∈ C∞:

u =
N

∑
j=1

aj r
jβ sin jβΘ+ w(r,Θ) (8.4)

Die Koeffizientenaj werden als Spannungsintensit¨atsfaktoren bezeichnet. Die

Spannungsintensit¨atsfaktorenaj sind durch die rechte Seitef der Gleichung (5.11)

und den dazugeh¨origen Randwerteng festgelegt. Spannungsintensit¨atsfaktoren

wurden bereits in Kapitel 5.2 eingef¨uhrt und werden deshalb hier nicht weiter

erläutert (vergl. Gleichung (5.15) in Kapitel 5.2 und die Kommentare dazu). Der

Resttermw(r,Θ) in Gleichung (8.4) ist beliebig glatt, fallsN hinreichend groß

gewählt wird. Die genaue Herleitung von (8.4) ist z.B. in [46] dargestellt.

Für β = π
α gilt:

1
2
≤ β < 1 (8.5)

Mit j = 1,2, .......N wird die j-te Singularitätenfunktion definiert durch:

S j = r jβ sin jβΘ (8.6)

Für den Fall f = 0 im GebietΩ, d.h daßu eine harmonische Funktion aufΩ
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ΩΓ3

Γ
α

Γ

1

2

Ω

Γ

Γ

1

2

Γ3

α

Abbildung 8.1: Rechengebiete der numerischen Experimente

ist, erhält Gleichung (8.4) die Darstellung

u =
∞

∑
j=1

ajS j (8.7)

In diesem Fall sind die Spannungsintensit¨atsfaktorenaj die Fourierkoeffizienten

und werden als

aj =
2
α

� α

0
g(Θ)sin( jβΘ)dΘ (8.8)

mit g(0) = g(α) = 0 definiert.

8.2 Algorithmus zur Konstruktion eines geometri-
schen Gitters

In diesem Abschnitt wird der Algorithmus zur Erzeugung eines geometrischen

Gitters, der im ProgrammpaketUG [11] implementiert worden ist, beschrieben.

Ein geometrisches Gitter ist in dieser Arbeit ein Gitter, dessen Maschenweiteh

mit dj = 2− j , j = 0,1,2...J nach folgendem Ausdruck berechnet wird (vergl.

auch Definition 5.4.2 auf Seite 89):

hdj =




h für d ≤ 1

hdj für ρ ≤ d ≤ 1

hρ für 0 ≤ d ≤ ρ
(8.9)

Mit l wird die Länge des Randsegmentes, mitρ der Verfeinerungsabstand und

mit N die Anzahl der Randknoten aufΓ3 (siehe Abildung 8.1) bezeichnet. Die
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Abbildung 8.2: Geometrisches Gitter mit der Anfangsmaschenweiteh = 1
8 und

ρ = h5

GrößeNF gibt die Anzahl der Knoten entlang des Radiusr bis zum Verfeine-

rungsabstandρ an (siehe Abbildung 8.3). Die AnzahlNF der Gitterknoten bis

zum Verfeinerungsabstandρ wird durch

NF =
(1−h)J

hρ
=

1
h

vom Benutzer vorgegeben. Ferner wird der Radiusr j zum j-ten Punkt einer ra-

dialen Linie des Gitters folgendermaßen bezeichnet (siehe Abbildung 8.3) :

r j = (1 − h) j , j = 0,1,2...,J

Die Maschenweitehdj ist mit r j folgendermaßen verkn¨upft:

hdj = r j − r j+1 j = 0,1,2, ...,J

Die Maschenweite der Elemente des geometrischen Gitters werden bis zum Ver-

feinerungsabstandρ nach Vorschrift (8.9) verfeinert. Im Bereich zwischen Ver-

feinerungsabstandρ und Ursprung bleibt die Maschenweite konstant und es gilt

hρ = hρ. Der Gitterparameterρ wird zur Berechnung der Anzahl der PunkteJ

entlang einer radialen Linie herangezogen. F¨ur J gilt:

(1− h)J = ρ

J =

[
lnρ

ln(1 − h)

]
+ 1



8.2 Algorithmus zur Konstruktion eines geometrischen Gitters 123

1

NF
rr j

j+1

ρ0

Abbildung 8.3: Konstruktion des geometrischen Gitters entlang einer radialen Li-
nie

Die Konstruktion des geometrischen Gitters erfolgt in zwei Schritten. Als er-

stes werden die Knoten berechnet und in einer Matrix abgespeichert. Im zweiten

Schritt werden aus den Knoten regul¨are Dreieckselemente erzeugt.

Der Algorithmus ist folgendermaßen aufgebaut:

Algorithmus 8.2.1

1. Konstruktion radialer Linien mitN =
[

l
h

]
+ 1

2. Berechnung der Knoten des geometrischen Gitters bei Radiusr j

for m = 0,1,2,..........N

for j = 0,1,2,..........J

x(m, j) = (1 − h) j ·cos(m·Θ)

y(m, j) = (1 − h) j ·sin(m·Θ)

for m = 0,.......N

for k = 1,.......NF

x(m,k+J) = (1 − h)J
(

1 − k
NF

)
cos(m·Θ)

y(m,k+J) = (1− h)J
(

1− k
NF

)
sin(m·Θ)

Ein geometrisches Gitters mit Maschenweiteh = 0.125 auf dem Rand des Gebie-

tes und einem Verfeinerungsabstandρ = h5 = 3.05·10−5 ist in Abb. 8.2 darge-

stellt.
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8.3 Funktionenklassen

In diesem Abschnitt werden anhand von 3 Beispielen Funktionsklassen eingef¨uhrt,

die die Bedingungen (5.17) und (5.18) (Kapitel 5 Abschnitt 5.3) erf¨ullen. Die Ei-

genschaften dieser Funktionsklassen werden von der ersten Singularit¨atenfunkti-

on bestimmt.

Beispiel 8.3.1

Im folgenden werden L¨osungenu der Form (8.7), d.h.f = 0 in Ω und g �= 0

auf Γ3 mit Koeffizientenaj gemäß (8.10) betrachtet. Als Klasse von Funktio-

nenu ∈ C(Ω̄) mit g ∈ C(Γ̄3) sollen die Funktionen betrachtet werden, f¨ur die

g ≥ 0 ohne Restriktion f¨ur die maximalen Werte vong, gilt. Da u eine harmo-

nische Funktion inΩ ist, folgt aus dem Maximum-Prinzip, daßu ≥ 0 ist. Somit

besteht die Klasse der betrachteten Funktionen aus den nicht-negativen harmoni-

schen Funktionen aufΩ mit stetigen Randbedinungen.

Es wird gezeigt, daß f¨ur diese Klasse von Funktionen Absch¨atzungen der Form

(5.17) und (5.18) gelten. F¨ur r ≤ r0 soll noch einmal betont werden, daßr0 un-

abhängig vong(Θ) ist. Da 1
2 ≤ β < 1 gewählt wird, gilt weiter, daßr0 unabhängig

von allen Funktionen dieser Klasse ist. Ein Problem besteht in der Glattheit der

Funktionengauf dem RandΓ. Istg nur stetig, so liefert die finite Elemente Metho-

de i.a. nur eine unzureichende Aproximation vonu nicht nur naher = 0 sondern

auf ganzΩ̄, unabhängig davon, ob das Gitter in der N¨ahe des Ursprungs verfeinert

wurde.

Nachfolgend wird gezeigt, daß die Funktionen dieser Klasse die Bedingung (5.17)

erfüllen.

Nach Gleichung (5.15) (Kapitel 5.2) gilt f¨ur ein beliebigesj = 1,2, ...,N

aj =
2
α

� α

0
g(Θ)sin( jβΘ)dΘ (8.10)

Die Erweiterung des Ausdrucks mit sin(βΘ) ergibt:

aj =
2
α

� α

0
g(Θ)sin(βΘ)

sin( jβΘ)

sin(βΘ)
dΘ (8.11)

Es giltg ≥ 0 und sin(βΘ) ≥ 0 und damit folgt

bj = sup
0≤Θ≤α

∣∣∣∣sin( jβΘ)

sin(βΘ)

∣∣∣∣ ≤ j (8.12)
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Die Kombination von (8.10) und (8.11) f¨uhrt auf:

|aj | ≤ j
2
α

� α

0
g(Θ)sin(βΘ)dΘ

Mit

|a1| = 2
α

� α

0
g(Θ)sin(βΘ)dΘ

ergibt sich

|aj | ≤ j|a1| (8.13)

Verwenden von (8.12), (8.13), (5.17), (5.18), der Dreiecksungleichung und Eigen-

schaften der geometrischen Reihe f¨uhrt auf:

|∇ u| ≥ |a1||∇ S1| −
∞

∑
j=2

|aj ||∇ S j | (8.14)

≥ |a1|βrβ−1 −
∞

∑
j=2

|a1| j|∇ S j |

≥ |a1|βrβ−1 − |a1|
∞

∑
j=2

j2βr jβ−1

≥ |a1|βrβ−1

(
1 −

∞

∑
j=2

j2
(
r j−1)β)

≥ |a1|βrβ−1

(
1 −

∞

∑
k=0

(k + 2)2 rkβ

)

≥ |a1|βrβ−1

(
1 − rβ

∞

∑
k=0

2(k + 1)(k + 2) rkβ

)

es folgt mitrβ = t und β =
1
2

:

2
∞

∑
k=0

(k + 1)(k + 2) tk = 2
d2

dt2

(
1

1− t

)
=

4(
1 − rβ

)3
≥ 1

2
|a1|rβ−1


1 − 4r

1
2(

1 − r
1
2

)3




Für jede positive KonstanteL > 1 kann ein 0≤ r0 < 1 so gewählt werden, sodaß

1 − 4r
1
2
0(

1 − r
1
2
0

)3 ≥ 1
L

(8.15)
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erfüllt ist. Dann gilt (5.17) für alleu(r,Θ) ∈ C(Ω) mit g(Γ3) ≥ 0 undβ ≥ 1
2 mit

c3 = 1
2L und damit ist gezeigt, daß f¨ur diese Klasse von Funktionen Absch¨atzung

(5.17) gültig ist.

Der Beweis, daß die Funktionen dieser Klasse auch Bedingung (5.18) erf¨ullen,

wird in ähnlicher Form unter Verwendung von (5.23), der Dreiecksungleichung

und der Bedingung 0< r0 < r folgendermaßen gef¨uhrt:

|∇ (2)u| ≤
∞

∑
j=1

|aj ||∇ (2)S j | (8.16)

≤ |a1|rβ−2
∞

∑
j=2

j3β2
(

rβ
) j−1

≤ |a1|rβ−2
∞

∑
j=2

j3
(

r
1
2
0

) j−1

Hier wird

c4 =
∞

∑
j=2

j3
(

r
1
2
0

) j−1

(8.17)

gewählt. Die Reihe in (8.17) konvergiert und ist unabh¨angig vonu undβ. Damit

ist Bedingung (5.18) erf¨ullt.

Beispiel 8.3.2

Als nächstes wird eine Teilmenge der Funktionen des vorigen Beipiels betrach-

tet. Für die Funktionen dieser Klasse giltg ∈ C2(Γ̄3) mit g′′(Θ) ≤ 0 undg(0) =

g(α) = 0. In diesem Fall ist der Spannungsintensit¨atsfaktor nach zweimaliger par-

tieller Integration gegeben durch:

aj =
1

j2β2

2
α

� α

0
g′′ (Θ)sin( jβΘ)dΘ

Für bj gilt analog zum vorigen Beispiel

bj =

∣∣∣∣sin( jβΘ)

sin(βΘ)

∣∣∣∣
C(Γ3)

≤ j

mit 1
2 ≤ β < 1.

Für den Spannungsintensit¨atsfaktor folgt analog zur Herleitung von (8.13):

|aj | ≤ 1
j2β2bj |a1| ≤ 4

j
|a1| (8.18)
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Der Nachweis, daß die in diesem Beispiel betrachteten Funktionen die Bedingung

(5.17) erfüllen, wird in der gleichen Weise wie in Beispiel 8.3.1 gef¨uhrt. Wird an-

stelle von (8.13) der Ausdruck (8.18) verwendet, so ergibt sich:

|∇ (1)u| ≥ |a1|βrβ−1 −
∞

∑
j=2

4
j
|a1| jβr jβ−1 (8.19)

≥ |a1|βrβ−1

(
1 − 1

β2 rβ
∞

∑
k=0

rkβ

)

≥ |a1|rβ−1

2


1 − 4rβ

0(
1 − rβ

0

)3




Wiederum kann f¨ur jede positive KonstanteL > 1 ein 0≤ r0 < 1 so gewählt wer-

den, daß

1 +
4rβ

0(
1− rβ

0

)3 ≤ 1
L

(8.20)

erfüllt ist. Dann gilt (5.17) für alle u(r,Θ) ∈ C(Ω) mit g ∈ C2(Ω), g′′(Θ) ≤
0,g(0) = g(α) = 0, β ≥ 1

2, mit c3 = 1
2L und Bedingung (5.17) ist erf¨ullt.

Bemerkung:Für diese Klasse von Funktionen istr0 größer als im vorigen Bei-

spiel.

Der Nachweis, daß die in diesem Beispiel betrachteten Klasse von Funktionen

der Bedingung (5.18) gen¨ugt, folgt analog zu Beispiel 8.3.1 aus:

|∇ (2)u| ≤
∞

∑
j=1

|aj ||∇ (2)S j |

Auf die Rechnung wird hier verzichtet und nur die Konstantec4 angegeben.

c4 =
∞

∑
j=2

j

(
r

1
2
0

) j−1

(8.21)

Die Reihe in (8.21) ist konvergent, unabh¨angig vonu undβ und damit ist gezeigt,

daß diese Klasse von Funktionen die Regularit¨atseigenschaft (5.18) besitzt.

Beispiel 8.3.3

Im diesem Beispiel werden st¨arkere Regularit¨atsbedingungen an die Klasse der

zu untersuchenden Funktionen gestellt. Es wird gezeigt, daß die Koeffizienten
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aj , j = 2,3, ...... der in der Entwicklung der L¨osungu nach (8.4) mit steigenden

Laufvariablenj ab einem geeignetenj vernachläsigbar klein werden.

Gegeben sei die Teilmenge der positiven harmonischen Funktionen inC2(Ω̄/{0})
mit u|Γ3 ∈ C4. Dann gilt:

|aj | ≤ 16
j3
|a1|, j = 2,3, ...... (8.22)

Der Beweis erfolgt folgendermaßen:

Zu zeigen ist, daßg′′(0) = g′′(α) = 0 gilt. Mit dem Laplace-Operator in Ku-

gelkoordinaten ergibt sich:

�u =
∂2u
∂r2 +

1
r

∂u
∂r

+
1
r2

∂2u
∂Θ2 = 0

Desweiteren ergibt sich

∂2u
∂r2 ≡ ∂u

∂r
≡ 0

da auf den Teilr¨andernΓ1 undΓ2 die Funktionu verschwindet. Schließlich ist

∂2u
∂Θ2 = 0

an den Stellenr = 1 undΘ = 0, α und somit ergibt sichg′′(0) = g′′(α) = 0.

Viermalige partielle Integration von (8.10) f¨uhrt auf den Ausdruck:

aj =
1

j4β4

2
α

� α

0
g(IV ) (Θ)sin( jβΘ)dΘ

Schließlich folgt (8.22) in der selben Art und Weise wie in den vorher gezeigten

zwei Beispielen.

Die Konstantenc3 undc4 zum Nachweis, daß die in diesem Beispiel betrachteten

Funktionen die Bedingungen 5.17 und 5.18 erf¨ullen, werden in der gleichen Art

und Weise wie in den Beispielen 8.3.1 und 8.3.2 berechnet.
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8.4 Vorbemerkungen zu den numerischen Experi-
menten

In diesem Abschnitt folgt eine kurze Darstellung der in den numerischen Expe-

rimenten betrachteten Fehler und einige vorbereitende Erl¨auterungen zur Durch-

führung der numerischen Experimente.

Es werden f¨unf numerische Experimente zum Nachweis der fast optimalen Kon-

vergenzordnungen der relativen Fehler der Theoreme 6.3.1, 7.3.1 und 7.3.2 vor-

gestellt. In jedem numerischen Experiment wird die Konvergenzordnung der re-

lativen Fehler in derL2(Ω)-Norm auf uniform verfeinerten Gittern bestimmt und

gezeigt, daß die fast optimale KonvergenzordnungO(h1−ε) erreicht wird. Zur

Einordnung und Abgrenzung von Standardaussagen zur Konvergenzordnung des

Fehlers wird ebenfalls die Konvergenzordnung des Fehlers in derL2(Ω)-Norm

auf uniform verfeinerten Gittern bestimmt. Die Experimente zeigen zu erwarten-

de nichtoptimale Konvergenzordnung.

Auf geometrisch verfeinerten Gittern werden die Konvergenzordnungen der re-

lativen Fehler der Funktion und des Gradienten in derL∞(τ)-Norm bestimmt und

gezeigt, daß die fast optimalen Konvergenzordnungen erreicht werden. Zus¨atzlich

werden zum Vergleich auf uniform verfeinerten Gittern die Fehler der Funktion

und des Gradienten die nichtoptimalen Konvergenzordnungen in derL∞(Ω)-Norm

bestimmt.

Der Fehler in derL∞(Ω)-Norm wird als maximaler Fehler von‖u− uh‖L∞(Ω) auf

Gittern unterschiedlicher Maschenweitenh gemessen und es zeigt sich, daß aus

den Rechnungen die nach [93] zu erwartende KonvergenzordnungO(hβ) folgt.

Die Betrachtung des Fehlers inL∞(Ω) dient zum Vergleich der Konvergenzord-

nungen, die sich aus Rechnungen geometrisch verfeinerter Gitter ergeben. Die

Untersuchungen in derL2(Ω)-Norm erfolgen für den relativen Fehler des Gradi-

enten‖ ∇ (u−uh)
|∇ u| ‖L2(Ω) und werden auf uniform verfeinerten Gittern durchgef¨uhrt.

Es ist bemerkenswert, daß im Gegensatz zu den klassischen Fehlerabsch¨atzun-

gen in der Energienorm (siehe Lemma 6.1.1) durch die Betrachtung des relativen

Fehlers in derL2(Ω)-Norm auf uniform verfeinerten Gittern optimale Konvergenz

erzielt wird.

Die Berechnung der relativen Fehler nach den Theoreme 7.3.1 und 7.3.2 erfolgt

durch Bestimmung des maximalen relativen Fehlers der Funktion und des Gra-
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dienten in derL∞(τ)-Norm. Dabei ist der relative Fehler als punktweise Division

zweier Funktionen zu verstehen. Aus den Theoremen 7.3.1 und 7.3.2 folgt, daß

fast optimale Konvergenz f¨ur beide Fehler innerhalb gewisser Schranken m¨oglich

ist. Deshalb wird der Radiusr0 eingeführt, der ausdr¨uckt, bis zu welcher Entfer-

nung zur Singularit¨at fast optimale Konvergenzordnungen erzielt werden k¨onnen.

Fast optimale Konvergenzordnungen sind somit nur im Intervallρ < d ≤ r 0 ≤ 1

für den relativen Fehler des Gradienten und im Intervallρ < ρh1− 1
β < d ≤ r0 ≤

1 für den relativen Fehler der Funktion zu erwarten. Die Begr¨undung hierf¨ur ist

darin zu finden, daß die Entwicklung (8.4) der L¨osung nicht auf dem gesamten

GebietΩ gültig ist, sondern nur innerhalb einer Umgebung um den Ursprung mit

Radiusr ≤ r0. Aus den in den nachfolgenden numerischen Experimenten be-

rechneten relativen Fehlern des Gradienten und der Funktion kannr0 abgesch¨atzt

werden und liegt beir0 ≤ 0.125 für den relativen Fehler des Gradienten und bei

r0 ≤ 0.25 für den relativen Fehler der Funktion.

Außerdem beeinflußen ”pollution”-Effekte die L¨osung im Innern des Gebietes

und bewirken ein Anwachsen des Fehlers. Diese Effekte k¨onnen so dominant

sein, daß die erste Singularit¨atenfunktion nicht mehr das Verhalten der L¨osung

bestimmt und die optimale Konvergenzordnung verloren geht.

In den Auswertungen der verschiedenen numerischen Experimente wird der maxi-

male relative Fehler des Gradienten im Intervallρ ≤ d ≤ 0.125 und der maximale

relative Fehler der Funktion im Intervallρ < ρh1− 1
β < d ≤ 0.25 betrachtet. Des-

weiteren beinhaltet die Berechnung des relativen Fehlers eine weitere prinzipi-

elle Schwierigkeit. Die L¨osung einer elliptischen partiellen Differentialgleichung

kann im Rechengebiet zu Null werden und als Konsequenz geht der relative Feh-

ler gegen Unendlich. Um dies zu vermeiden, wird deshalb der maximale Fehler

der Funktion| u− uh |maxund der maximale Wert der L¨osung| u |maxentlang des

Winkels Θ bei gegebener Maschenweiteh bestimmt und der Quotient|u−uh|max
|u|max

berechnet.
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8.5 Numerisches Experiment 1

In diesem numerischen Experiment wird das Randwertproblem so gestellt, daß die

Lösung des Randwertproblems durch die 1. Singularit¨atenfunktion im gesamten

Rechengebiet bestimmt wird und keine St¨oreinflüsse anderer Terme der Entwick-

lung der Lösung auftreten. Das untersuchte Dirichlet-Problem ist gegeben durch:

−�u = 0 in Ω (8.23)

u = g auf∂Ω

Die Funktiong wird so gewählt, daß die L¨osung von (8.23) die folgende Gestalt

Form besitzt:

u(r,Θ) = |a1|S1

In (8.23) bezeichnet|a1| den ersten Spannungsintensit¨atsfaktor undS1 die erste

Singularitätenfunktion. Der Gradient der L¨osung von (8.23) erf¨ullt die in Kapitel

5 Abschnitt 5.3 dargestellten Voraussetzungen (5.17) und (5.18). In diesem nu-

merischen Experiment haben die Voraussetzungen (5.17) und (5.18) die folgende

Gestalt:

β |a1| rβ−1 ≤ |∇ u|∣∣∣∇ (2)u
∣∣∣ ≤ 2β |β − 1| |a1| rβ−2

Damit sind alle Bedingungen der Theoreme 6.3.1, 7.3.1 und 7.3.2 gegeben.

In den hier durchgef¨uhrten numerischen Experimenten wird f¨ur den Spannungs-

intentsitätsfaktora1 = 10 gewählt. Ferner giltu ∈ C2(Ω) ∪C0(∂Ω), ∂Ω = Γ1 +

Γ2 + Γ3 (siehe Abbildung 5.1 in Kapitel 5) mitg = 0 aufΓ1 undΓ2 undg �= 0

aufΓ3.

Die exakte Lösung des Randwertproblems auf dem Gebiet der geschlitzten Kreis-

scheibe mitα = 2π, β = 1
2 ist gegeben durch:

u = 10r
1
2 sin

1
2

Θ (8.24)

g = 10sin
1
2

Θ

Der Graph der L¨osungu in kartesischen Koordinaten auf dem Gebiet der ge-

schlitzten Kreisscheibe ist in Abbildung 8.4 und als H¨ohenliniendarstellung in
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Numerisches Experiment 1

Relativer Fehler des Gradienten inL2(Ω)

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe mitα = 2π,β = 1
2

h # Knoten relativer Fehler inL2(Ω) Konvergenzordnung
0.1 600 0.1399

0.05 2480 0.7251·10−1 0.95
0.025 9920 0.3719·10−1 0.96

0.0125 40000 0.1899·10−1 0.97

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π,β = 2

3

h # Knoten relativer Fehler inL2(Ω) Konvergenzordnung
0.1 440 0.1103

0.05 1840 0.5685·10−1 0.96
0.025 7520 0.2887·10−1 0.99

0.0125 30080 0.1460·10−2 0.98

Tabelle 8.1: Konvergenzordnung der relativen Fehler des Gradienten des Problems
−�u = 0 auf Ω, g = sinβΘ mit der Lösungu = 10rβ sin(βΘ) in der L2(Ω)-
Norm bei uniformer Verfeinerung

Abbildung 8.5 dargestellt.

Weiter ergibt sich als L¨osung des Kreissegment mitα = 3
2π:

u = 10r
2
3 sin

2
3

Θ (8.25)

u = 10sin
2
3

Θ

Die Lösungu (8.25) wird in den Abbildungen 8.6 und 8.7 dargestellt.

Relativer Fehler in L2(Ω)

Aus Theorem 6.3.1 folgt, daß der relative Fehler des Gradienten auf einem uni-

formen Gitter mit der Maschenweiteh die KonvergenzordnungO(h) besitzt. In

Tabelle 8.1 wird der berechnete relative Fehler des Gradienten bei verschiedenen

Maschenweitenh dargestellt. Der relative Fehler des Gradienten gibt an, wie groß

der prozentuale Fehler der Energie im betrachteten Rechengebiet ist. Bei einer

Maschenweite vonh = 0.1 beträgt der prozentuale Fehler ca. 14% der Gesamt-

energie. Die Konvergenzordnung erreicht f¨ur diese Rechnung mit 0.95 nicht ganz

den optimalen Wert f¨ur O(h), da ein Gitter mit dieser Maschenweite noch nicht
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in den asymptotischen Bereich f¨uhrt. Die Rechnungen auf Gittern, bei denen die

Maschenweite jeweils halbiert wurde, zeigen jedoch die in Theorem 6.3.1 zu er-

wartetenden fast optimalen Konvergenzordnungen vonO(h1−ε) (vergl. Tabelle

8.1).

Relativer Fehler in L∞(τ)

Die numerischen Experimente zur Best¨atigung der fast optimalen Konvergenz-

ordnung der relativen Fehler der Funktion und ihres Gradienten werden auf den

gleichen Gebieten wie in Unterabschnitt 8.5 mit den Maschenweitenh = 0.1 und

h = 0.05 am Rand der Gebiete durchgef¨uhrt. Es werden die relativen Fehler auf

geometrischen Gittern mit Maschenweiten vonh = 0.1 undh = 0.05 mit Verfei-

nerungsabst¨anden vonρ = h2 bzw.ρ = h3 durchgeführt.

In Tabelle 8.2 werden die Konvergenzordnungen des relativen Fehlers der Funk-

tion dargestellt. F¨ur beide Gebiete werden die nach Theorem 7.3.2 zu erwartende

fast optimale KonvergenzordnungenO(h2−ε), ε > 0 erreicht. Die Konvergenz-

ordnung des relativen Fehlers der Funktion auf dem Kreissegment ist im Ver-

gleich zu der Konvergenzordnung auf der geschlitzten Kreisscheibe geringf¨ugig

kleiner. Die geringf¨ugigen Abweichungen werden durch den ”pollution”-Effekt

verursacht. In Tabelle 8.3 werden die Ergebnisse der Berechnungen des relativen

Fehlers des Gradienten auf geometrisch verfeinerten Gittern zur Best¨atigung von

Theorem 7.3.1 vorgestellt. Die Konvergenzordnungen der numerischen Experi-

mente zeigen eine gutëUbereinstimmung der zu erwartenden Konvergenzordnung

O(h1−ε), ε > 0. Es ist bemerkenswert, daß der relative Fehler bereits bei einer

Maschenweite vonh = 0.1 im Promillebereich liegt. Auf uniformen Gittern be-

sitzt nach einer Arbeit von Schatz und Wahlbin [93] der Fehler der Funktion in der

L∞(Ω)-Norm die nichtoptimale KonvergenzordungO(hβ). In weiteren Rechnun-

gen auf uniformen Gittern wird dieses bekannte Resultat mit dem relativen Fehler

der Funktion auf uniformen Gittern in Tabelle 8.4 dargestellt. Es ist ersichtlich,

daß erst bei kleinen Maschenweiten die KonvergenzordnungO(hβ) erzielt wer-

den kann. Erst durch eine Maschenweite vonh = 0.125 und einem Gitter mit

40000 Knoten kann die KonvergenzordnungO(hβ) erzielt werden kann. Der Feh-

ler beträgt in diesem Fall 0.239·10−1 und ist größer als die Werte der relativen

Fehler der Funktion auf geometrisch verfeinerten Gittern.
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Numerisches Experiment 1

Relativer Fehler der Funktion in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 3120 0.190·10−2

0.05 0.25·10−2 16864 0.510·10−3 1.90

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 4440 0.280·10−2

0.05 0.125·10−3 24056 0.685·10−3 2.03

Relativer Fehler der Funktion in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 2288 0.180·10−2

0.05 0.25·10−2 12512 0.495·10−3 1.86

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 3256 0.258·10−2

0.05 0.125·10−3 17848 0.7065·10−3 1.87

Tabelle 8.2: Konvergenzordnungen der relativen Fehler der Funktion des numeri-

schen Experiments 1 mitρh1− 1
β ≤ d ≤ 0.25 bei geometrischer Verfeinerung
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Numerisches Experiment 1

Relativer Fehler des Gradienten in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 3120 0.363·10−1

0.05 0.25·10−2 16864 0.180·10−1 1.05

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 4440 0.370·10−1

0.05 0.125·10−3 24056 0.180·10−1 1.09

Relativer Fehler des Gradienten in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 2288 0.247·10−1

0.05 0.25·10−2 12512 0.120·10−1 1.04

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 3256 0.248·10−1

0.05 0.125·10−3 17848 0.119·10−1 1.06

Tabelle 8.3: Konvergenzordnungen der relativen Fehler des Gradienten des nume-
rischen Experiments 1 mitρ ≤ d ≤ 0.125 bei geometrischer Verfeinerung
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Numerisches Experiment 1

Fehler in derL∞(Ω)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h Anzahl Fehler inL∞(Ω) Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 600 0.324
0.05 2480 0.241

0.43

0.025 9920 0.174 0.47
0.0125 40000 0.124 0.49

Fehler in derL∞(Ω)-Norm

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3

h Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 600 0.919·10−1

0.05 2480 0.594·10−1 0.63

0.025 9920 0.378·10−1 0.65
0.0125 40000 0.239·10−1 0.66

Tabelle 8.4: Konvergenzordnungen des Fehlers in derL∞(Ω)-Norm bei uniformer
Verfeinerung
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8.6 Numerisches Experiment 2

Die numerischen Untersuchungen werden mit Funktionen aus der Funktionen-

klasse 8.3.2 vorgenommen. F¨ur diese Funktionen sind die Spannungsintensit¨ats-

faktoren durch|aj | ≤ 4
j |a1|, j = 2,3.... gegeben. Damit ist gew¨ahrleistet, daß

die 1. Singularit¨atenfunktion der gr¨oßte Term in (8.4) ist und das Verhalten der

Lösung bestimmt. Außerdem gelten die Ungleichungen (5.17) und (5.18). Die

Randwertfunktiong zeigt im gesamten Definitionsbereich einkonvexes Krüm-

mungsverhalten, so daß die Forderung, daßg′′(Θ) entweder nur positive oder nur

negative Werte annehmen darf, gegeben ist. Somit sind alle Voraussetzungen f¨ur

die Gültigkeit der Theoreme 6.3.1, 7.3.1 und 7.3.2 erf¨ullt. Den Rechnungen wird

als Lösungu die Reihe (8.4) bisj = 11 zugrundegelegt. Die Beitr¨age der nach-

folgenden Reihenglieder k¨onnen als vernachl¨assigbar klein im Vergleich zu| a1 |
angesehen werden.

Das Randwertproblem ist gegeben durch:

−�u = 0 in Ω (8.26)

u = g auf∂Ω

Die exakte Lösungu und die Randwerteg für die geschlitzte Kreisscheibe mit

α = 2π, β = 1
2 sind gegeben durch:

u =
11

∑
j=1

10
j

r
1
2 j sin

1
2

jΘ (8.27)

g =
11

∑
j=1

10
j

sin
1
2

jΘ (8.28)

Eine Darstellung der Funktion (8.26) ist in Abbildung 8.8 und in Abbildung 8.9

als Höhenliniendarstellung zu finden.

Das Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3 besitzt die exakte L¨osung und die Rand-

wertfunktiong in der Form:

u =
11

∑
j=1

10
j

r
2
3 j sin

2
3

jΘ (8.29)

g =
11

∑
j=1

10
j

sin
2
3

jΘ (8.30)

In Abbildung 8.10 wird die Funktion (8.26) dargestellt. Abbildung 8.11 zeigt eine

Höhenliniendarstellung der Funktion (8.26).
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Numerisches Experiment 2

Relativer Fehler des Gradienten inL2(Ω)

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe mitα = 2π,β = 1
2

h # Knoten Fehler inL2(Ω) Konvergenzordnung
0.128 288 0.261
0.064 1344 0.1418 0.88
0.032 5880 0.816·10−1 0.81
0.016 24304 0.458·10−1 0.83
0.008 97216 0.255·10−1 0.85

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π,β = 2

3

h # Knoten Fehler inL2(Ω) Konvergenzordnung
0.128 216 0.2095
0.064 1008 0.1078·10−1 0.96
0.032 4320 0.570·10−1 0.92
0.016 18104 0.2964·10−1 0.94
0.008 72912 0.1539·10−1 0.95

Tabelle 8.5: Konvergenzordnung der relativen Fehler des Gradienten des Problems
−�u = 0 aufΩ, g = ∑11

j=1
10
j sin1

2 jΘ mit der Lösungu = 10rβ sin
(1

2Θ
)

in der
L2(Ω)-Norm bei uniformer Verfeinerung

Relativer Fehler in L2(Ω)

Die berechneten Konvergenzordnungen des relativen Fehlers des Gradienten in

der L2(Ω)-Norm auf unverfeinerten Gittern mit der Maschenweiteh sind in Ta-

belle 8.5 dargestellt und zeigen die nach Theorem 6.3.1 zu erwartende optimale

OrdnungO(h1−ε), ε > 0. Eine Verkleinerung der Maschenweiteh bewirkt ei-

ne stetig verbesserte Konvergenzordnung Es ist bemerkenswert, wie wenig sich

die relativen Fehler der Rechnungen auf den verschiedenen Gebieten unterschei-

den. Der relative Fehler der Funktion auf der geschlitzten Kreisscheibe zeigt im

Vergleich zum relativen Fehler der Funktion auf dem Kreissegment eine kleinere

Konvergenzordnung. Die Singularit¨at der geschlitzten Kreisscheibe ist aufgrund

des Exponentenβ stärker als auf dem Kreissegment und deshalb ist bei gleicher

Maschenweite die Konvergenzordnung des relativen Fehlers des Gradienten der

geschlitzten Kreisscheibe kleiner als im Falle des Kreissegments. Anhand der

Konvergenzraten in Tabelle 8.5 sind auch ”pollution”-Effekte zu sehen.

Relativer Fehler in L∞

Die numerischen Experimente zur Bestatigung der Theoreme 7.3.1 und 7.3.2 wer-

den auf geometrischen Gittern mit den Maschenweitenh = 0.1 undh = 0.05 bei
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Numerisches Experiment 2

Relativer Fehler der Funktion in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 3120 0.204·10−2

0.05 0.25·10−2 16864 0.532·10−3 1.94

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 4440 0.281·10−2

0.05 0.125·10−3 24056 0.700·10−3 2.0

Relativer Fehler der Funktion in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 2288 0.184·10−2

0.05 0.25·10−2 12512 0.495·10−3 1.9

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 3256 0.268·10−2

0.05 0.125·10−3 17848 0.685·10−3 1.97

Tabelle 8.6: Konvergenzordnungen der relativen Fehler der Funktion des numeri-

schen Experiments 2 mitρh1− 1
β ≤ d ≤ 0.25 bei geometrischer Verfeinerung

Verfeinerungsabsta¨andenρ = h2 bzw. ρ = h3 durchgeführt. In Tabelle 8.6 wer-

den die relativen Fehler der Funktion dargestellt. Die berechneten Konvergenz-

ordnungen stimmen gut mit der aus Theorem 7.3.2 zu erwartenden fast optimalen

KonvergenzordnungO(h2−ε),ε > 0 überein. Es ist bemerkenswert, wie klein der

relative Fehler auf beiden Gebieten ist. Die Konvergenzordnungen des relativen

Fehlers des Gradienten werden auf den gleichen geometrischen Gittern, die auch

zur Bestimmung des relativen Fehlers der Funktion verwendent worden sind, vor-

genommen und in Tabelle 8.8 dargestellt. Die berechneten Konvergenzordnungen

bestätigen die nach Theorem 7.3.1 zu erwartenden fast optimalen Konvergenzord-

nungenO(h1−ε),ε > 0.
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Numerisches Experiment 2

Relativer Fehler des Gradienten in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 3120 0.495·10−1

0.05 0.25·10−2 16864 0.240·10−1 1.04

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 4440 0.497·10−1

0.05 0.125·10−3 24056 0.241·10−1 1.04

Relativer Fehler des Gradienten in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 2288 0.281·10−1

0.05 0.25·10−2 12512 0.128·10−1 1.13

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 3256 0.243·10−1

0.05 0.125·10−3 17848 0.118·10−1 1.04

Tabelle 8.7: Konvergenzordnungen der relativen Fehler des Gradienten des nume-
rischen Experiments 2 mitρ ≤ d ≤ 0.125 bei geometrischer Verfeinerung
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In Tabelle 8.8 werden die nichtoptimalen Konvergenzordnungen des Fehlers

in derL∞(Ω)-Norm auf unverfeinerten Gittern vorgestellt. Nach [93] ist eine Kon-

vergenzordnung vonO(hβ−ε),ε > 0 zu erwarten. Die Rechnungen best¨atigen die

Aussagen nach [93]. Im Vergleich zum relativen Fehler der Funktion (Tabelle 8.7)

sind die Werte des Fehlers in Tabelle 8.8 deutlich h¨oher.

Numerisches Experiment 2

Fehler in derL∞(Ω)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h Anzahl Fehler inL∞(Ω) Konvergenz-
Knoten ordnung

0.128 288 0.3893
0.064 1344 0.2817

0.47

0.032 5880 0.1996 0.49
0.016 24304 0.1408 0.5
0.008 97216 0.1 0.49

Fehler in derL∞(Ω)-Norm

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3

h Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.128 216 0.1234
0.064 1008 0.746·10−1 0.72

0.032 4320 0.457·10−1 0.70
0.016 18104 0.283·10−1 0.69
0.008 72912 0.1786·10−1 0.66

Tabelle 8.8: Konvergenzordnungen des Fehlers in derL∞(Ω)-Norm bei uniformer
Verfeinerung
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8.7 Numerisches Experiment 3

In diesem Experiment wird die Funktionenklasse aus Beispiel 8.3.3 untersucht. In

Beispiel 8.3.3 wird aufgezeigt, daß bei entsprechenden Regularit¨atseigenschaften

der Lösung die Spannungsintensit¨atsfaktoren durch|aj | = 16
j3
|a1| gegeben sind.

Die Voraussetzung, daß die 1. Singularit¨atenfunktion das L¨osungsverhalten be-

stimmt, ist damit erf¨ullt. Außerdem wurde in Beispiel 8.3.3 gezeigt, daß f¨ur Funk-

tionen dieser Funktionenklasse die Ungleichungen (5.17) und (5.18) gelten. Die

Randwertfunktiong zeigt ebenfalls die geforderte Bedingungg′′(Θ) ≥ 0. Damit

sind die Voraussetzungen f¨ur die Theoreme 6.3.1, 7.3.1 und 7.3.2 gegeben. Den

Rechnungen wird als L¨osungu die Reihe (8.4) bis zum 11. Glied zugrundegelegt.

Die Verwendung der Reihe (8.4) bis zum 11. Glied ist ausreichend, da die Bei-

träge der folgenden Glieder bez¨uglich | a1 | vernachlässigbar klein werden.

Das untersuchte Randwertproblem lautet:

−�u = 0 in Ω (8.31)

u = g auf∂Ω

Als Lösung für die geschlitzte Kreisscheibe mitα = 2π, β = 1
2 wird der folgende

Ausdruck verwendet:

u =
11

∑
j=1

16
j3

r
1
2 j sin

1
2

jΘ (8.32)

g =
11

∑
j=1

16
j3

sin
1
2

jΘ

Die Funktionu aus (8.31) ist zur Veranschaulichung in den Abbildungen 8.12 und

8.13 dargestellt. Analog ergibt sich f¨ur das Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3 als

Lösung des Randwertproblems:

u =
11

∑
j=1

16
j3

r
2
3 j sin

2
3

jΘ (8.33)

g =
11

∑
j=1

16
j3

sin
2
3

jΘ

Die Darstellung der Funktionu aus (8.33) wird in den Abbildungen 8.14 und 8.15

gegeben.
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Numerisches Experiment 3

Relativer Fehler des Gradienten inL2(Ω)

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe mitα = 2π,β = 1
2

h # Knoten Fehler inL2(Ω) Konvergenzordnung
0.1 600 0.1429

0.05 2480 0.7401·10−1 0.95
0.025 9920 0.3794·10−1 0.96

0.0125 40000 0.1936·10−1 0.97

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π,β = 2

3

h # Knoten Fehler inL2(Ω) Konvergenzordnung
0.1 440 0.1122

0.05 1840 0.5787·10−1 0.96
0.025 7520 0.2939·10−1 0.98

0.0125 30080 0.1487·10−1 0.98

Tabelle 8.9: Konvergenzordnungen der relativen Fehler des Gradienten des
Problems −�u = 0 auf Ω, g = ∑11

j=1
16
j3

sin1
2 jΘ mit der Lösung u =

∑11
j=1

16
j3 rβ j sin(β jΘ) in derL2(Ω)-Norm bei uniformer Verfeinerung

Relativer Fehler in L2(Ω)

Die berechneten Werte f¨ur den relativen Fehler des Gradienten inL2(Ω) auf unver-

feinerten Gittern sind in Tabelle 8.9 dargestellt. Die numerisch ermittelten Werte

für den relativen Fehler des Gradienten wird bei Halbierung der Maschenweite

um den Faktor 2 kleiner und zeigt das nach Theorem 6.3.1 zu erwartende optima-

le Konvergenzverhalten vonO(h1−ε), ε > 0. Bei Maschenweiteh = 0.1 beträgt

die Konvergenzordnung 0.95 und liegt damit geringf¨ugig unter dem zu erwarteten

Wert vonO(h1−ε), ε > 0. Es ist jedoch aus den Werten in Tabelle 8.9 ersichtlich,

daß mit kleiner werdender Maschenweite und der damit verbundenen Ann¨aherung

an den asymptotischen Bereich fast optimales Konvergenzverhalten erzielt wird.

Auch in diesem numerischen Experiment unterscheiden sich die relativen Fehler

des Gradienten bei gleicher Maschenweite aber unterschiedlichem Rechengebiet

nur gering. Es ist ebenfalls bemerkenswert, daß sich die Werte der relativen Fehler

des Gradienten dieses numerischen Experimentes von denen in Experiment 2 und

Experiment 1 berechneten bei kleinen Maschenweiten nur gering unterscheiden.
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Numerisches Experiment 3

Relativer Fehler der Funktion in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 3120 0.214·10−2

0.05 0.25·10−2 16864 0.522·10−3 2.03

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 4440 0.281·10−2

0.05 0.125·10−3 24056 0.710·10−3 1.98

Relativer Fehler der Funktion in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 2288 0.184·10−2

0.05 0.25·10−2 12512 0.495·10−3 1.9

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 3256 0.260·10−2

0.05 0.125·10−3 17848 0.702·10−3 1.9

Tabelle 8.10: Konvergenzordnungen der relativen Fehler der Funktion des nume-

rischen Experiments 3 mitρh1− 1
β ≤ d ≤ 0.25 bei geometrischer Verfeinerung

Relativer Fehler in L∞

In den Tabellen 8.10 und 8.11 werden die Ergebnisse der numerischen Experi-

mente zur Best¨atigung der Theoreme 7.3.1 und 7.3.2 dargestellt. Die Berechnun-

gen der Konvergenzordnungen wurde auf geometrisch verfeinerten Gittern mit

den Maschenweitenh = 0.1 undh = 0.05 mit Verfeinerungsabst¨andenρ = h2

bzw. ρ = h3 durchgeführt. Die berechneten Konvergenzordnungen des relativen

Fehlers der Funktion stimmen gut mit den fast optimalen Konvergenzordnungen

O(h2−ε), ε > 0 aus Theorem 7.3.1 ¨uberein (siehe Tabelle 8.10). Der Einfluß der

”pollution” auf die Konvergenzordnung ist in den Rechnungen auf dem Kreisseg-

ment zu sehen. Die Konvergenzraten erreichen hier den WertO(h1.9) und liegen
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Numerisches Experiment 3

Relativer Fehler des Gradienten in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 3120 0.372·10−1

0.05 0.25·10−2 16864 0.176·10−1 1.08

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 4440 0.385·10−1

0.05 0.125·10−3 24056 0.192·10−1 1.01

Relativer Fehler des Gradienten in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 2288 0.385·10−1

0.05 0.25·10−2 12512 0.192·10−1 1.01

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 3256 0.393·10−1

0.05 0.125·10−3 17848 0.191·10−1 1.04

Tabelle 8.11: Konvergenzordnungen der relativen Fehler des Gradienten des nu-
merischen Experiments 3 mitρ ≤ d ≤ 0.125 bei geometrischer Verfeinerung

damit geringfügig unter der fast optimalen Rate. Tabelle 8.11 zeigt die berechne-

ten Konvergenzordnungen des relativen Fehlers des Gradienten. Die Konvergen-

zordnungen zeigen eine gutëUbereinstimmung mit dem aus Theorem 7.3.2 zu

erwartenden fast optimalen WertO(h1−ε), ε > 0. Zum Vergleich der Konvergen-

raten auf unverfeinerten Gittern werden die Fehler in derL∞(Ω)-Norm in Tabelle

8.12 vorgestellt. Nach [93] betr¨agt die KonvergenzordnungO(hβ). Die Werte in

Tabelle 8.12 zeigen die nach [93] zu erwartende Konvergenzordnung.
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Numerisches Experiment 3

Fehler in derL∞(Ω)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h Anzahl Fehler inL∞(Ω) Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 600 0.324
0.05 2480 0.241

0.43

0.025 9920 0.174 0.47
0.0125 40000 0.124 0.49

Fehler in derL∞(Ω)-Norm

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3

h Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 600 0.9194·10−1

0.05 2480 0.5943·10−1 0.63

0.025 9920 0.3782·10−1 0.65
0.0125 40000 0.2391·10−1 0.66

Tabelle 8.12: Konvergenzordnungen des Fehlers in derL∞(Ω)-Norm bei unifor-
mer Verfeinerung
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8.8 Numerisches Experiment 4

In diesem Experiment wird das Torsionsproblem als Beispiel f¨ur ein Randwert-

problem mit rechter Seitef �= 0 und verschwindenden Randwerten untersucht.

Das Randwertproblem ist in der folgenden Form gegeben:

−�u = −20 inΩ (8.34)

u = 0 auf∂Ω

Die Lösungu wird in den Rechnungen nach folgender Reihe bestimmt:

u(r,Θ) =
11

∑
j=1

ajS j (8.35)

In (8.35) bezeichnetaj den j-ten Spannungsintensit¨atsfaktor undS j die j-te Sin-

gularitätenfunktion. Die Berechnung der Spannungsintensit¨atsfaktorenaj setzt

die Kenntnis der Funktiong(Θ) voraus. Die Funktiong(Θ) kann aus einer L¨osung

des Randwertproblems (8.34) ermittelt werden. Eine L¨osung von (8.34) f¨ur die ge-

schlitzte Kreisscheibe mitα = 2π, β = 1
2 kann folgendermaßen dargestellt wer-

den:

u = 10y2 + v (8.36)

Dabei erfüllt die Funktionv die Bedingung:

�v = 0 undv(r,Θ) = −10 sin2Θ aufΓ3 (8.37)

Aus der eindeutigen L¨osbarkeit von (8.34) folgt, daßv dadurch eindeutig festge-

legt ist.

Der Graph der L¨osung von (8.34) ist in den Abbildungen 8.16 und 8.17 darge-

stellt.

Aus (8.37) ergibt sichg(Θ) = v. Damit können die Spannungsintensit¨atsfakto-

ren der Lösung (8.35) aus der Beziehung

aj =
2
α

� α

0
g(Θ)sin( jβΘ)dΘ (8.38)

mit g(0) = g(α) = 0 berechnet werden.

Die Lösungu(r,Θ) des Problems 8.34 besitzt die Form:
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Numerisches Experiment 4

Spannungsintensiẗatsfaktoren

a1 = −6.791 a7 = 0.441 a13 = 0.051
a3 = −4.850 a9 = 0.174 a15 = 0.032
a5 = 2.264 a11 = 0.080

Tabelle 8.13: Spannungsintensit¨atsfaktoren des Torsionsproblems−�u = −20
in Ω undu = 0 auf∂Ω mit aj = 0 für geradzahligesj

u(r,Θ) =
11

∑
j=1

r
1
2 j sin

(
1
2

jΘ
)

(8.39)

Die Rechnungen werden auf der geschlitzten Kreisscheibe mitα = 2π, β = 1
2

durchgeführt, da für dieses Gebiet die L¨osung von (8.34) bekannt ist. F¨ur das

Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3 ist es nicht m¨oglich, eine Randwertfunktion

g(Θ) mit g(0) = g(Θ) = 0 zu finden. Folglich k¨onnen die Spannungsintensit¨ats-

faktoren zur Bestimmung der L¨osung (8.4) nicht berechnet werden und die Un-

tersuchungen beschr¨anken sich auf das Gebiet der geschlitzten Kreisscheibe.

Die den Rechnungen zugrundegelegte L¨osung von (8.34) besteht aus den ersten

16 Gliedern der Reihe (8.4), da die nachfolgenden Glieder nur noch unwesentlich

zum Verhalten der L¨osung beitragen. Die Spannungsintensit¨atsfaktorenaj werden

durch den folgenden Ausdruck berechnet:

aj = −10
π

� 2π

0
sin2Θ ·sin

1
2

jΘdΘ (8.40)

Die berechneten Spannungsintensit¨atsfaktorenaj werden nachfolgend aufgelistet,

um zu zeigen, daß der erste Spannungsintensit¨atsfaktor und damit verbunden die

erste Singularit¨atenfunktion maßgeblich die L¨osung von (8.34) bestimmt. F¨ur ge-

radzahligesj in (8.4) gilt aj = 0, j = 2,4, ......16. In Tabelle 8.13 sind die Werte

der Spannungsintensit¨atsfaktoren, die von 0 verschieden sind, aufgelistet.

Relativer Fehler in L2(Ω)

Der berechnete relative Fehler des Gradienten auf unverfeinerten Gittern ist in

Tabelle 8.14 dargestellt. Nach Theorem 6.3.1 ist eine fast optimale Konvergen-

zordnungO(h1−ε), ε > 0 zu erwarten. Die berechneten Konvergenzordnungen

zeigen erst bei einer Maschenweite vonh = 0.0125 das erwartete Verhalten. Ei-
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Numerisches Experiment 4

Relativer Fehler des Gradienten inL2(Ω)

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe mitα = 2π,β = 1
2

h # Knoten Fehler inL2(Ω) Konvergenzordnung
0.1 600 0.3187

0.05 2480 0.1737 0.88
0.025 9920 0.9872·10−1 0.82

0.0125 40000 0.5261·10−1 0.91

Tabelle 8.14: Konvergenzordnungen der relativen Fehler des Torsion-Problems
−�u = −20 mit der Lösungu = −10r2sin2Θ + f ,� f = 0 auf Ω, u = 0 auf
∂Ω in derL2(Ω)-Norm bei uniformer Verfeinerung

ne mögliche Erklärung liefert der ”pollution”-Effekt, der hier dominiert und das

Konvergenzverhalten des Torsionsproblems beeinflußt. Erst bei kleinen Maschen-

weiten kann die ”pollution” kontrolliert werden und die Konvergenzrate strebt ge-

genO(h1−ε), ε > 0. Eine weitere St¨orquelle stellt die Entwicklung der L¨osung in

eine Reihe nach (8.39) dar. DurchÜberlagerung von Funktionen der Reihe (8.39)

ist es möglich, daß die erste Singularit¨atenfunktion während des L¨osungsprozeß

nicht immer der gr¨oßte Term ist. Somit kann die Annahme in Theorem 6.3.1, daß

die erste Singularit¨atenfunktion das L¨osungsverhalten bestimmt, verletzt werden.

Die Konvergenzrate erreicht in diesem Fall nicht die fast optimale Ordnung.

Relativer Fehler in L∞

Die auf geometrisch verfeinerten Gittern berechneten relativen Fehler der Funkti-

on und des Gradienten zur Verifizierung der Theoreme 7.3.1 und 7.3.2 sind in den

Tabellen 8.15 und 8.16 aufgelistet.

Nach Theorem 7.3.2 zeigt der relative Fehler der Funktion eine fast optimale

Konvergenzordnung vonO(h2−ε), ε > 0. Der Vergleich mit den Werten in Tabel-

le 8.15 zeigt eine gutëUbereinstimmung der berechneten Konvergenzordnungen

mit den Aussagen von Theorem 7.3.2. Die berechneten Konvergenzordnungen des

relativen Fehlers des Gradienten sind Tabelle 8.16 aufgelistet. Die nach Theorem

7.3.1 erwartete fast optimale Konvergenzordnung vonO(h1−ε), ε > 0 wird durch

die numerischen Experimente best¨atigt.
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Numerisches Experiment 4

Relativer Fehler der Funktion in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 3120 0.43·10−1

0.05 0.25·10−2 16864 0.105·10−1 2.03

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 4440 0.5 ·10−1

0.05 0.125·10−3 24056 0.121·10−1 2.04

Tabelle 8.15: Konvergenzordnungen der relativen Fehler der Funktion des nume-

rischen Experiments 4 mitρh1− 1
β ≤ d ≤ 0.25 bei geometrischer Verfeinerung

Numerisches Experiment 4

Relativer Fehler des Gradienten in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 3120 0.452·10−1

0.05 0.25·10−2 16864 0.229·10−1 0.98

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 4440 0.448·10−1

0.05 0.125·10−3 24056 0.228·10−1 0.97

Tabelle 8.16: Konvergenzordnungen der relativen Fehler des Gradienten des nu-
merischen Experiments 4 mitρ ≤ d ≤ 0.125 bei geometrischer Verfeinerung
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Numerisches Experiment 4

Fehler in derL∞(Ω)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h Anzahl Fehler inL∞(Ω) Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 600 0.225
0.05 2480 0.164

0.46

0.025 9920 0.118 0.48
0.0125 40000 0.0844 0.49

Tabelle 8.17: Konvergenzordnungen des Fehlers in derL∞(Ω)-Norm bei unifor-
mer Verfeinerung

In Tabelle 8.17 werden die berechneten Konvergenzordnungen in derL∞(Ω)-

Norm auf unverfeinerten Gittern dargestellt. Die nach [93] zu erwartende Kon-

vergenzordung des Fehlers vonO(hβ) wir durch die numerischen Experimente

bestätigt. Im Vergleich zum relativen Fehler der Funktion ist der Fehler der Funk-

tion selbst bei kleinen Maschenweiten deutlich gr¨oßer.
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8.9 Numerisches Experiment 5

Als weiteres Beispiel eines Randwertproblems mit einer rechten Seitef �= 0 und

verschwindenden Randwerten wird das Problem

−�u = 10r2 in Ω (8.41)

u = 0 auf∂Ω

betrachtet. Eine L¨osung des Problems (8.41) f¨ur die geschlitzte Kreisscheibe mit

α = 2π, β = 1
2 mit einer geeigneten Funktionv zur Erfüllung der Randbedingun-

gen kann dargestellt werden als:

u = −1
2

r2sin2Θcos2Θ + v mit �v = 0 (8.42)

Die Funktionv besitzt die Formv = sin22Θ auf dem Rand. Wegen der eindeuti-

gen Lösbarkeit des Problems (8.41) folgt, daß deshalb, daßv eindeutig festgelegt

ist.

In den Abbildungen 8.18 und 8.19 wird die L¨osungsfunktionu des Problems 8.41

auf der geschlitzten Kreisscheibe veranschaulicht. Aus (8.42) folgt die Funktion

g(Θ) = v zur Berechnung der Spannungsintensit¨atsfaktorenaj . Somit werden die

zugehörigen Fourier-Koeffizienten f¨ur die Bestimmung der Koeffizientenaj durch

das folgende Integral berechnet:

aj =
10
8π

� 2π

0
sin22Θ ·sin

1
2

jΘdΘ (8.43)

Die Spannungsintensit¨atsfaktoren f¨ur die ersten 16 Glieder der Reihe (8.4) sind

in Tabelle 8.18 aufgelistet. F¨ur geradzahligesj sind die Koeffizienten gleich 0.

Aus Tabelle 8.18 ist ersichtlich, daß der Terma1 am größten ist und somit die

erste Singularit¨atenfunktion das L¨osungsverhalten bestimmt. Die Spannungsin-

tensitätsfaktoren werden wie1j kleiner und somit sind ebenfalls die Bedingungen

(5.17) und (5.18) erf¨ullt. Für die Lösung von (8.41) auf einem Kreissegment mit

α = 3
2π, β = 2

3 gilt ebenfalls (8.42) mit einer geeignet gew¨ahlten Funktionv zur

Bestimmung vong(Θ) in (8.8). Das Fourier-Integral zur Berechnung der Koeffi-

zienten von (8.4) ist gegeben durch:

aj =
20
3π

� 3
2π

0
sin22Θ ·sin

2
3

jΘdΘ (8.44)

Die ersten 16 Spannungsintensit¨atsfaktoren sind in Tabelle 8.18 dargestellt. Hier

sind ebenfalls die Spannungsintensit¨atsfaktoren mit geradzahligem Indexj gleich
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Numerisches Experiment 5

Spannungsintensiẗatsfaktoren

Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

a1 = 0.810 a7 = 0.485 a13 = −0.037
a3 = 0.310 a9 = −0.333 a15 = −0.021
a5 = 0.261 a11 = −0.081

Kreissegment,α = 3
2π, β = 2

3

a1 = 0.819 a7 = −0.315 a13 = −0.017
a3 = 0.354 a9 = −0.071 a15 = −0.010
a5 = 0.520 a11 = −0.031

Tabelle 8.18: Spannungsintensit¨atsfaktoren des Randwertproblems−�u = 10r 2

in Ω undu = 0 auf∂Ω, j = 0, falls j geradzahlig

0. Der erste Spannungsintensit¨atsfaktora1 ist am größten und somit wird die

Lösung durch die erste Singularit¨atenfunktion bestimmt. Da die Spannungsinten-

sitätsfaktoren mindestens mit1j modulo einer Konstanten kleiner werden, sind

ebenfalls die Bedingungen (5.17) und (5.18) erf¨ullt. In den Abbildungen 8.20 und

8.21 wird die Lösungsfunktion von (8.41) auf einem Kreissegement dargestellt.

Relativer Fehler in L2(Ω)

Die berechneten Konvergenzraten der relativen Fehler des Gradienten auf unver-

feinerten Gittern sind in Tabelle 8.19 dargestellt. Nach den Aussagen des Theo-

rems 6.3.1 ist eine fast optimale KonvergenzordnungO(h1−ε), ε > 0 zu erwarten.

Die berechneten Konvergenzordnungen erreichen auf der geschlitzten Kreisschei-

be erst bei einer Maschenweiten vonh = 0.0125 einen fast optimalen Wert. Die

Konvergenzraten auf dem Kreissegment bleiben unter der nach Theorem 6.3.1

vorhergesagten Ordnung. In diesem Fall wird das L¨osungsverhalten nicht nur vom

ersten Spannungsintesit¨atsfaktor bestimmt und damit eine wichtige Annahme zur

Gültigkeit von Theorem 6.3.1 nicht ganz erf¨ullt. Ein Vergleich der Spannungsin-

tensitätfaktoren in Tabelle 8.18 zeigt, daß der Spannungsintensit¨atsfaktora5 einen

im Vergleich zua1 zu großen Wert besitzt. Als Konsequenz ist auf diesem Gebiet

die Konvergenzrate nicht von optimaler Ordnung.
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Numerisches Experiment 5

Relativer Fehler des Gradienten inL2(Ω)

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe mitα = 2π,β = 1
2

h # Knoten Fehler inL2(Ω) Konvergenzordnung
0.1 600 0.3179

0.05 2480 0.1882 0.76
0.025 9920 0.1161 0.7

0.0125 40000 0.5909 0.97

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π,β = 2

3

h # Knoten Fehler inL2(Ω) Konvergenzordnung
0.1 440 0.2215

0.05 1840 0.5121 0.54
0.025 7520 0.8112·10−1 0.91

0.0125 30080 0.4439·10−1 0.87

Tabelle 8.19: Konvergenzordnungen der relativen Fehler des Gradienten des Pro-
blems−�u = 10r2 mit der Lösungu = −1

2r2sin2Θcos2Θ + v mit �v = 0 in
Ω undu = 0 auf∂Ω in derL2(Ω)-Norm bei uniformer Verfeinerung

Relativer Fehler in L∞

In den Tabellen 8.20 und 8.21 werden die auf geometrischen Gitter berechneten

Konvergenzordnungen der relativen Fehler der Funktion und des Gradienten dar-

gestellt.

Nach Theorem 7.3.2 betr¨agt die Konvergenzordnung des relativen Fehlers der

FunktionO(h2−ε), ε > 0. Die berechneten Werte nach Tabelle 8.20 stimmen gut

mit den theoretisch vorgesagten Werten ¨uberein. In Tabelle 8.21 werden die auf

geometrisch verfeinerten Gittern berechneten Konvergenzordnungen der relati-

ven Fehler des Gradienten vorgestellt. Die nach Theorem 7.3.1 zu erwartende

KonvergenzordnungO(h1−ε), ε > 0 wird durch die numerischen Experimente

bestätigt. Zum Vergleich der Konvergenzordnungen auf unverfeinerten Gittern

wird der Fehler in derL∞(Ω)-Norm berechnet. Nach [93] ist eine Konvergenz-

ordnungO(hβ) zu erwarten. Bei einer Maschenweite vonh = 0.0125 ereichen

die berechneten Konvergenzordnung die nach [93] zu erwartenden Werte.
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Numerisches Experiment 5

Relativer Fehler der Funktion in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 3120 0.118·10−1

0.05 0.25·10−2 16864 0.323·10−2 1.87

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 4440 0.134·10−2

0.05 0.125·10−3 24056 0.340·10−3 1.98

Relativer Fehler der Funktion in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 2288 0.994·10−3

0.05 0.25·10−2 12512 0.248·10−3 2.0

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 3256 0.176·10−2

0.05 0.125·10−3 17848 0.455·10−3 1.95

Tabelle 8.20: Konvergenzordnungen der relativen Fehler der Funktion des nume-

rischen Experiments 5 mitρh1− 1
β ≤ d ≤ 0.25 bei geometrischer Verfeinerung
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Numerisches Experiment 5;

Relativer Fehler des Gradienten in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 3120 0.371·10−1

0.05 0.25·10−2 16864 0.181·10−1 1.04

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 4440 0.356·10−1

0.05 0.125·10−3 24056 0.172·10−2 1.05

Relativer Fehler des Gradienten in derL∞(τ)-Norm

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3

h ρ = h2 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.01 2288 0.243·10−1

0.05 0.25·10−2 12512 0.119·10−1 1.03

h ρ = h3 Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 0.1 ·10−3 3256 0.240·10−1

0.05 0.125·10−3 17848 0.122·10−1 0.98

Tabelle 8.21: Konvergenzordnungen der relativen Fehler des Gradienten des nu-
merischen Experiments 5 mitρ ≤ d ≤ 0.125 bei geometrischer Verfeinerung
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Numerisches Experiment 5

Fehler in derL∞(Ω)-Norm

Gebiet: Geschlitzte Kreisscheibe,α = 2π, β = 1
2

h Anzahl Fehler inL∞(Ω) Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 600 0.225
0.05 2480 0.164

0.46

0.025 9920 0.118 0.48
0.0125 40000 0.0844 0.49

Fehler in derL∞(Ω)-Norm

Gebiet: Kreissegment mitα = 3
2π, β = 2

3

h Anzahl rel. Fehler Konvergenz-
Knoten ordnung

0.1 600 0.543·10−1

0.05 2480 0.332·10−1 0.71

0.025 9920 0.202·10−1 0.71
0.0125 40000 0.125·10−1 0.69

Tabelle 8.22: Konvergenzordnungen des Fehlers in derL∞(Ω)-Norm bei unifor-
mer Verfeinerung
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