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Symbolverzeichnis

Dies ist eine Zusammenstellung einiger héufig gebrauchter Symbole. Fiir
eine genauere Erlduterung sei auf die jeweiligen Abschnitte verwiesen,
in denen die Gréflen eingefiihrt werden.

Falls nicht in Komponenten angegeben, werden Vektoren fett gesetzt:
n, v. Tensoren werden ebenfalls fett gesetzt, jedoch ohne Serifen: Q, K.
Physikalische Einheiten werden ohne Serifen gesetzt: m, -&-. Vollstandi-
ge zeitliche Ableitungen werden als %qﬁ = ¢ geschrieben. Bei partiellen
Ableitungen von skalaren Grofien ¢ nach der Raumrichtung z,, schrei-
ben wir %(b = 0a¢ = ¢, und verwenden durchgehend griechische
Indizes fiir die Koordinatenrichtungen. Handelt es sich um Vektoren, so
gilt z.B. %vg = 0aV3 = V8,a-

Variablen und Parameter

1 Einheitsmatrix

b Kantenlénge der Simulationsbox

C; Elastische Konstanten der Landau-Energie
d Plattenabstand

Airit Kritischer Plattenabstand

F Freie Energie

Jees Gesamte freie Energiedichte

fouk  Freie Energiedichte, Volumenanteil

feast  Freie Energiedichte, elastischer Anteil

Jfelek Freie Energiedichte, elektrischer Anteil

fenirat  Freie Energiedichte, chiraler Anteil

H.s  Molekularfeld

Kop corotational derivative von Q)aa

kij Elastische Konstanten der Frank-Oseen-Energie
Myi.x  Blaxialitdtsmaf}

Ne Direktor

P Hydrostatischer Druck

Po Intrinsischer cholesterischer Pitch



vi Symbolverzeichnis
Qop  Tensorieller Orientierungsordnungsparameter
Re Reynoldszahl
Sty Stelzerzahl
Sto Starkzahl
S Defektstirke
t Reduzierte Temperatur in der Landau Energie
Vas Geschwindigkeitsgradient
; Viskositédten in der Leslie-Ericksen-Theorie
dap Kronecker-Symbol
€ap Dielektrizitétstensor
€agy  Vollstédndig antisymmetrischer Tensor
¥,y Rotationsviskositdten in der Leslie-Ericksen-Theorie
P Dichte
o Spannungstensor
O'Zl%St Elastischer Anteil des Spannungstensors
T3 Viskoser Anteil des Spannungstensors
10) Elektrische Spannung
©p Pretilt der MD-Zelle
0 Entropiedichte
Ip Pretwist der MD-Zelle
191? Kritischer Pretwist der MD-Zelle
Has Skalierter Tensor-Ordnungsparameter
v1,v9  Viskositéiten in der Tensordynamik
U3 Kinetischer Koeffizient in der Tensordynamik
ér Kohérenzlange



Summary

Liquid crystals are very particular materials. Although being fluids,
they reveal an anisotropy of physical properties, caused by a long-range
orientational order of the molecules. Some liquid crystalline phases addi-
tionally exhibit a certain degree of positional order, thus a huge number
of phase transitions can occur’.

Many liquid crystalline phases are stable at room temperature and their
characteristic length scales are in the wavelength range of visible light.
These properties allow the construction of liquid crystal displays, where
the transmission of light is controlled by applying an electric voltage and
thus influencing the orientational order via its coupling to the dielectric
anisotropy.

In the orientational order, singularities can occur. Linear singularities
(line defects), are called disclinations in analogy of the name dislocations
for defects in crystals. Disclinations in nematic liquid crystals are very
similar to vortices in superfluids and to cosmic strings in quantum-
theoretical vacuum fields, but they are much more easily accessible to
the experiment.

In this work we investigate the dynamic properties of disclinations: the
motion, creation and annihilation of entire line defects as well as the
friction force on the defect core. For this purpose we set up the hy-
drodynamic equations for a tensorial order parameter which allows us
to correctly represent the core of the disclinations. In addition to the
well-known Navier-Stokes-Equation of the liquid, we obtain an angular
momentum equation for the orientational degree of freedom.

Theory of the Nematic Order Parameter (Chapter 1)

The orientational order of nematic liquid crystals is described by a sym-
metric and traceless tensor of second rank, the order parameter Q. The
expansion of the free energy in terms of Q up to fourth order yields a
bulk energy Fpyk, which can be used to study phase transitions. At the
minimum of the bulk energy, the order parameter is degenerated to the
projective plane and Q can be written as Q = 3S(n®n — %1) The
molecules align along an easy axis n, the so-called director. %S describes
the degree of disalignment: S = 0 corresponds to the isotropic, %S =1
to the ideal nematic phase, i.e., a parallel alignment of all molecules.

1To maintain the readability of this small summary, we do not repeat the refe-
rences to literature, expressions and figures, which can be found in chapter 1-6.
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Spatial variations of the order parameter are taken into account by
the elastic energy Feast- For the typical length scale of liquid crystal
displays, the elastic energy is very small compared to the bulk energy
and can be considered as a perturbation.

This is not true anymore in the core of disclination lines. The variations
of the order parameter take place on very short distances (= 10nm),
thus the elastic energy is no longer small and becomes comparable to
the bulk energy: the Q tensor exhibits biaxial states, the alignment
along a secondary axis perpendicular to the main director n becomes
important.

To quantitatively register the biaxiality, we introduce a measure of
biaxiality Mpiax, which is zero for prolate and oblate uniaxial order pa-
rameters and tends towards one in the limit of biaxial states.

Hydrodynamics of the Alignment Tensor (Chapter 2)

The hydrodynamic equations for the director n are known as Leslie-
Ericksen theory. In this work we study the corresponding equations for
the tensorial order parameter. We derive them in three steps: first the
entropy production rate is set up. Then we identify the conjugate forces
(the velocity gradients and the molecular field) and fluxes (the stress
tensor and the corotational derivative of Q).

Viscosities are introduced as coefficients in the expansion of the forces in
terms of the fluxes. The result is a Navier-Stokes equation and a dynamic
equation for the order parameter (angular momentum balance). The
elastic and viscous parts of the order parameter field couple to the
velocities via the stress tensor. The angular momentum equation, on
the other hand, contains the gradients of the velocity as well.

Scaling and Numeric Aspects (Chapter 3)

To work out the basic properties of the set of equations previously deri-
ved, we combine the conventional scaling of the Navier-Stokes equation
(vielding a Reynolds number) with the scaling of the free energy accor-
ding to HORNREICH.

The scaling of the free energy density is based on the characteristic
length b (e.g. the dimension of a display pixel). We express b in terms of
the coherence length &g, i.e., the intrinsic length scale, where the liquid
crystalline order decays. Thus we obtain
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2
fges = fbulk + i_g felast .

The ratio between the volume and the elastic energy, which depends on
the length scale b, is now clearly visible and will be investigated in the
vicinity of thin films (Chapter 5).
The properties of the hydrodynamic equations can be reduced to four
characteristic numbers. These are:

e the Reynolds number Re (the ratio between the kinetic and vis-
cous flow energy),

e the ratio Sty between the viscous rotational energy and the elastic
energy, both of them being related to the liquid crystalline order,

e a mixed ratio St; between the viscous flow energy and the elastic
energy of the liquid crystalline order, and

e the kinetic coefficient vs.

The rescaled set of equations is solved numerically by finite element and
finite difference methods. As boundary conditions for the Q tensor we
employ the uniaxial bulk value, which is calculated from a configuration
of minimum bulk energy at a given temperature.

The Multidomain Cell (Chapter 4)

The multidomain cell provides a simple solution for one of the major
problems of liquid crystalline displays (LCD): the contrast of conven-
tional LCDs based on the twisted nematic (TN) cell strongly depends
on the viewing angle. In this TN cell the molecules at the two confining
cover glasses are anchored parallel to the surface and enclose an angle
of 90 degrees. Therefore, the director forms a helix structure.

By slightly tilting the molecules at the surface, the twisting sense of the
helix can explicitly be chosen to be left or right handed. In a multido-
main cell (we use the version of SCHADT et al.) left and right handed
helices alternate like on a checkerboard pattern. Since helices of opposite
twisting sense do not match, line defects appear.

Static investigations allow the derivation of a configuration phase dia-
gram as function of the tilt angle ¥, of the director at the surface (mea-
sured from the surface normal) and the applied voltage Uy. For small
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values of 9, a defect-free configuration occurs since two helices reverse
their twisting sense due to a process denoted splay canceling.

Due to the complex geometry of the MD cell, we reduce our set of equa-
tions to a pure rotational dynamics by discarding the velocity field. We
simulate two different switching processes of the MD cell. One of them
mimics the application of the MD cell in displays, where disclinations
are always present. The other switching process can be used to study
the creation and annihilation of disclinations.

We calculate the transmission of light by a 2 x 2 Jones matrix formalism.
To achieve more detailed information on the disclination lines, a small
Burgers circuit is performed on each plane formed by four grid points. If
a closure deficiency remains, the plane is marked in its center by a small
sphere. By carrying out this procedure for each time step, we produce
a movie of the disclination line motion in space.

For the switching process in display applications we find that the swit-
ching time is somewhat faster close to the disclination lines. At some
distance from the line defects, there is no difference in switching time
compared to a conventional TN cell. The process of switching on is the
reverse process of switching off.

For investigating the creation and annihilation of disclinations we start
with a defect-free configuration. During the switching process, two of
the four domains reverse their twisting sense. This is possible by the
nucleation of ring disclinations. First the liquid crystal reacts to the
applied electric voltage by aligning the directors parallel to the field.
Ring disclinations open up where boundary conditions of opposite di-
rection meet. When they are large enough to meet, they recombine and
two disclination lines remain close to the surfaces, which distinguish the
helices of left and right handed twisting sense.

When the voltage is turned off again, the order parameter field rela-
xes according to the elastic torques. The disclinations move from the
surfaces to the center of the cell. There, again, a recombination takes
place. In the following, two of the domains turn their twisting sense,
thus yielding a homogeneous configuration.

Properties of Thin Films (Chapter 5)

To achieve insight into the biaxial degree of freedom, we investigate
the static configurations in thin films. The liquid crystal is confined by
two parallel surfaces at z = 0 and z = d. The order parameter at the
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surfaces is chosen uniaxial: Q = 2S(n ®n — 11). On the upper surface
n is fixed along the y axis and on the lower surface along the x axis.
The finite element method is used to minimize the sum of the reduced
bulk and elastic free energy in the volume between the surfaces. The
distance d is given in terms of the coherence length £ ~ 14nm. In
the limit of large distances d > £g, a director helix results, with all Q
tensors uniaxial. This helix can be compared to the director helix in the
MD cell (see above).

In the following, the system is shrunk: the order parameter remains
fixed on the surfaces while we systematically reduce the distance d (b =
d in rescaled free energy). With progressive shrink, the distortion of
the helix has to occur on a shorter and shorter length, and the elastic
energy is raising. In the rescaled free energy this behavior is expressed
by the factor £%/d? (see above). When d ~ £g both energies becomes
comparable. If all elastic constants would be equal to one, the energies
would be of same value for b = . We find, that the separation of the
surfaces, where elastic and volume energy are equal, depends linearly
on the twist elastic constant: dyit o< kaa.

At a distance d =~ 2.5&R the elastic energy is already large enough
to induce biaxiality, but the helix structure is still present. Between
d = 1.5&p and d = 2.0&Rr a fundamental change of the configuration
takes place.

The rotation of the main axis of the tensorial order parameter is comple-
tely removed and replaced by an eigenvalue transition: from one surface,
the biaxiality grows until its maximum is reached at z = d/4. Then it
reduces again to the oblate uniaxial state at z = d/2. The same transi-
tion takes place between z = d/2 and z = d. This change is due to the
fact, that the bulk energy is identical to elastic energy at the transition
distance dyst. The configuration is governed by the elastic energy for
d > dyit and by the bulk energy for d < dyyit.

Friction Force on a Disclination Core (Chapter 6)

We finally apply the hydrodynamic equations of the tensorial order
parameter to the core of a disclination line. We restrict our simulation
to defect lines of strength s = i%.

To obtain the static order parameter field of the disclination lines, we
employ the analytical expression for its uniaxial version to the bounda-
ries in the z-z plane. Periodic boundaries are used along the disclination
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line, which is parallel to the z axis. The finite element method is used
to minimize the free energy in the bulk. The result is an oblate uniaxial
center of the core, surrounded by a ring of maximum biaxiality. The
field outside the core remains prolate uniaxial.

The boundary conditions are then changed for the dynamic simulations.
The boundary values in the z-z plane are extrapolated from the bulk,
thus providing open boundary conditions. At z = 0 and z = b (called
plates in the following) we fix the rescaled velocity to v? = (0,1,0)7.
During the temporal development of the hydrodynamic equations the
velocity of the plates is transfered to the bulk. We investigate the center
of the cell (z = b/2), where the influence of the boundaries is vanishing
and the undisturbed velocity field is adjusting.

For this central layer we plot the streamlines and the divergence of
the stress tensor. Via Gauss’s theorem we calculate the friction force
per unit length of the disclination line. The result is a negative friction
force, which points into the opposite direction of the velocity field. The
friction force of the positive defect is by a factor 3/2 larger than that
that of the negative defect.



Einleitung

Kein anderes Gebiet in der Physik der kondensierten Materie weist
eine derart grofle Vielfalt von Phaseniibergéingen auf, wie jenes der
Fliissigkristalle. Woher kommt diese Vielfalt? Wie bereits der zusam-
mengesetzte Name andeutet, vereint diese Stoffklasse das Fliefiverhal-
ten von Fliissigkeiten mit Eigenschaften, die sonst nur Kristalle aufwei-
sen. Wihrend sich die Schwerpunkte der Fliissigkristallmolekiile frei ge-
geneinander bewegen diirfen, konnen sich ihre Achsen ausrichten. Pha-
seniibergénge finden also nicht nur zwischen unterschiedlichen Positi-
onsordnungen statt (z.B. fest < fliissig), sondern auch zwischen unter-
schiedlichen Orientierungsordnungen der Molekiile (z.B. fliissig-isotrop
> fliissig-nematisch).

Auf diesen Orientierungsordnungen beruht letzten Endes auch der Sie-
geszug der Fliissigkristalle im Bereich der Bildschirmtechnologie: Vie-
le der charakteristischen Langenskalen liegen im Wellenldngenbereich
des sichtbaren Lichtes. Dariiber hinaus weisen eine Vielzahl von Stoffen
fliissigkristalline Phasen bei Zimmertemperatur auf. So kann durch das
Anlegen eines elektrischen Feldes die Orientierungsordnung und in Fol-
ge dessen die Wechselwirkung mit sichtbarem Licht beeinflusst werden.
Damit ist es moglich, einen hinsichtlich des Energieverbrauchs und des
Platzbedarfs sparsamen Bildschirm zu bauen.

Fliissigkristalle sind auch noch von einem anderen Standpunkt aus sehr
interessant. Ihre topologischen Eigenschaften sind vergleichbar mit de-
nen von suprafluidem Helium [1, 2], Supraleitern [3, 4], aber auch des
quantenfeldtheoretischen Vakuums [5, 6, 7, 8].

Ahnlich den Versetzungen in kristallinen Festkérpern kénnen im Orien-
tierungsordnungsfeld Singularititen auftreten, sogenannte Defekte?. Sie
entstehen z.B. beim Abkiihlen aus der ungeordneten isotropen Phase,
wenn sich an verschiedenen Orten spontan eine héhere Ordnung ein-
stellt. Treffen zwei Gebiete unterschiedlicher Ausrichtung aufeinander,
so kommt es an der Grenzflache zur Ausbildung von Defekten, falls die
lokalen Ordnungen nicht kompatibel zueinander sind.

Im Rahmen der topologischen Theorie der Defekte [9, 10, 11] wurde
eine einheitliche Klassifikation der Defekte aufgrund von Symmetrie-
und Topologie-Eigenschaften vorgenommen und damit die Verbindung
zu Wirbeln in Supraleitern und suprafluidem Helium sowie den kosmi-

?Linienférmige Defekte werden in Anlehnung an Dislokationen auch als Diskli-
nationen bezeichnet
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schen Strings hergestellt. Wihrend diese Systeme nur unter extremen
experimentellen Bedingungen (tiefe Temperaturen bzw. hohe Magnet-
felder), oder — wie im Fall der kosmischen Strings — iiberhaupt nicht
zuginglich sind, kénnen in Fliissigkristallen sdmtliche Phénomene na-
hezu bei Raumtemperatur beobachtet werden.

Von besonderem Interesse ist hierbei, wie die Nukleation von Defekten
die Dynamik des Phaseniiberganges bestimmt. Wahrend sich das Inter-
esse in den vergangenen Jahren hauptséchlich auf das Skalenverhalten
[12] und den Einfluss von Fluktuationen [13] richtete, wird in letzter
Zeit vermehrt die Hydroynamik von Phaseniibergéngen studiert. Da-
bei kommen insbesondere Computersimulationen zum Einsatz, die es
ermoglichen, den vollen Satz von hydrodynamischen Gleichungen zu
16sen und die Kopplung der fliissigkristallinen Orientierungsordnung an
das Geschwindigkeitsfeld in der nematischen Phase [14, 15, 16, 17] so-
gar wihrend des Phaseniibergangs [18, 19] zu untersuchen. Die Orientie-
rungsordnung wirkt dabei auf die Fliegeschwindigkeiten iiber elastische
und viskose Terme im Spannungstensor der Navier-Stokes-Gleichung.
Umgekehrt finden sich Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes in der
Drehimpulsbilanz, der dynamischen Gleichung fiir die Orientierungs-
ordnung.

Ziel der vorliegenden Arbeit

Um die Rolle von Defekten beim Phaseniibergang besser zu verstehen,
beschiftigen wir uns in dieser Arbeit mit den dynamischen Eigenschaf-
ten von Defektlinien.

Mit der Multidomé&nenzelle, die urspriinglich zur Verbesserung der Qua-
litdt von Bildschirmen entwickelt wurde, haben wir einen experimentel-
len Aufbau vorliegen, in dem Defekte mittels der von auflen angelegten
elektrischen Spannung kontrolliert werden kénnen. Die dabei auftre-
tende Dynamik zeigt die Bewegung, Entstehung und Vernichtung von
Disklinationen.

Um die Wechselwirkung der Defektlinien mit dem Geschwindigkeitsfeld
zu untersuchen, reicht die klassische, auf einem uniaxialen Ordnungs-
parameter basierende Leslie-Ericksen-Theorie (siehe z.B. [20]), in wel-
cher Defektkerne durch Singularitéiten reprasentiert werden, nicht mehr
aus. Erst ein Ordnungsparameter, welcher auch biaxiale oder isotrope
Phasen zuldsst, kann das Verhalten qualitativ und quantitativ richtig
beschreiben. Aus diesem Grund leiten wir fiir einen solchen Ordnungs-
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parameter eine Hydrodynamik ab und verwenden diese, um den Einfluss
von Stromungen auf den Defektkern zu studieren.

Aufbau

Die vorliegende Arbeit kann in zwei Bereiche aufgeteilt werden:

Im ersten Teil stellen wir die Grundlagen der Theorie der Fliissigkris-
talle dar. In Kapitel 1 werden der nematische Ordnungsparameter ein-
gefithrt und die zugehorigen Volumen- und Verzerrungsenergien aufge-
stellt. Es folgen die Grundlagen zur Theorie der Defekte und zur Nema-
todynamik. In Kapitel 2 werden wir die hydrodynamischen Gleichun-
gen fiir den tensoriellen Ordnungsparameter (Tensordynamik) ableiten
und mit der Nematodynamik fiir den Direktor vergleichen. In Kapitel 3
gehen wir auf die numerischen Aspekte bei der Losung dieser Gleichun-
gen ein. Insbesondere richten wir unser Augenmerk auf die korrekte
Skalierung der Gleichungen.

Im zweiten Teil schlagen wir einen Bogen von der Beschreibung der
Dynamik von Defekten im Direktorbild hin zur Darstellung im Aus-
richtungstensor. Dazu betrachten wir zunéchst in Kapitel 4 die Multi-
doménenzelle, in der die Entstehung, Rekombination und Vernichtung
von Disklinationen beobachtet werden kénnen. Davon abgesehen unter-
suchen wir auch die Eigenschaften dieser Zelle hinsichtlich ihres Einsat-
zes in einem Bildschirm.

AnschlieBend vollziehen wir in Kapitel 5 den Ubergang zum Ausrich-
tungstensor: In diinnen Oberflichen-verankerten Filmen werden Abwei-
chungen von der uniaxialen Symmetrie aufgrund starker elastischer Ver-
zerrungen hervorgerufen. In Kapitel 6 schlielich beschéftigen wir uns
mit der Hydrodynamik des tensoriellen Ordnungsparameters. Wir un-
tersuchen die statische Struktur von Disklinationskernen, die wir dann
einer homogenen Stromung aussetzen. Auf diese Weise sind wir in der
Lage, ihre hydrodynamische Reibungskraft zu berechnen.
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Kapitel 1
Anisotrope Fluide

In diesem Kapitel sollen die fiir das Verstdndnis der Theorie und der
Simulationen erforderlichen Eigenschaften von Fliissigkristallen knapp
beschrieben werden.

Die besonderen Eigenschaften der fliissigkristallinen (oder auch me-
sogenen) Phasen folgen aus der Existenz einer Orientierungsordnung:
Flissigkristalle bestehen aus organischen Molekiilen, die wie bei einer
Fliissigkeit frei beweglich sind. So weisen nematische Phasen keine weit-
reichende Positionsordnung auf. Aufgrund ihrer Molekiilkonfiguration
zeigen sie jedoch unter bestimmten Bedingungen eine weitreichende Ori-
entierungsordnung, die in einer Anisotropie physikalischer Eigenschaf-
ten resultiert. Diese wurde erstmals im Jahre 1888 von FRIEDRICH REI-
NITZER [21] beschrieben.

Abbildung 1.1: Aufnahme eines Fliissigkristalls unter dem Polarisations-
mikroskop [22]. Die charakteristischen Léngen der Orientierungsord-
nung liegen im Wellenléngenbereich des sichtbaren Lichts (in der obigen
Aufnahme wurde der Fliissigkristall mit weiflem Licht bestrahlt). Die
Helligkeitskontraste kommen duch die relative Orientierung der lokalen
optischen Achsen zu den gekreuzten Polarisatoren Zustande. An den
Stellen, wo vier schwarze Linien zusammenlaufen, befinden sich Punkt-

defekte.
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Man unterscheidet heute eine Vielzahl von verschiedenen fliissigkristal-
linen Phasen (cholesterische, nematische, smektische, etc.) die fiir un-
terschiedliche Molekiiltypen (stdbchen-, diskus-, bananenférmige, etc.)
entweder aufgrund der eingestellten Temperatur (thermotrope Phasen)
oder aufgrund eines bestimmten Mischungsverhiltnisses (lyotrope Pha-~
sen) auftreten. Bei bestimmten Phasen, wie z.B. den smektischen, kann
die freie Positionsordnung auch auf zweidimensionale Schichten einge-
schriinkt sein. Dariiber hinaus zeigen auch biologische Objekte Eigen-
schaften fliissigkristalliner Phasen [23].

WEeil Fliissigkristalle zentraler Bestandteil vieler Flachbildschirme sind,
ist die Literatur zu diesem Themenkomplex besonders umfangreich. Als
Einfithrung sind die Lehrbiicher von DE GENNES [24] und CHANDRA-
SEKHAR [25] sowie der Ubersichtsartikel von STEPHEN und STRALEY
[26] geeignet. Dort wird insbesondere die Physik der verschiedenen Pha-
sen geschildert. Da wir in dieser Arbeit nur die nematische Phase behan-
deln, erlauben wir uns, zu allen weitergehenden Fragen auf die Literatur
Zu verweisen.

1.1 Der nematische Ordnungsparameter

In der nematischen Phase sind die Schwerpunkte der Molekiile frei be-
weglich; sie zeigen jedoch im Mittel eine Ausrichtung entlang einer aus-
gezeichneten Richtung v. Obwohl die einzelnen Molekiile durchaus polar
sein konnen, hat man bisher kein Material mit makroskopischer Pola-
risation gefunden. Die Polaritdt mittelt sich also auf mesoskopischer
Skala heraus: die beiden Richtungen v und —v sind gleichwertig, und
lokal besitzt die nematische Phase eine Inversionssymmetrie. Die Ori-
entierungsordnung der Molekiile fithrt zu einem anisotropen Dielektri-
zitdtstensor, der die Polarisationsrichtung von Licht beim Durchgang
durch den Fliissigkristall &ndern kann. Auf diese Weise entstehen die
fiir Flussigkristalle typischen Texturen (vgl. Abbildung 1.1).

Um fiir die nematische Phase einen Ordnungsparameter zu konstruieren,
bendtigen wir mindestens einen Quadrupoltensor: ein skalarer Parame-
ter kann keine Orientierungsordnung wiedergeben, ein Vektor besitzt
keine Inversionssymmetrie. Daher resultiert in niedrigster Ordnung ein
tensorieller Ordnungsparameter, den wir in dieser Arbeit auch mit Q-
Tensor oder Ausrichtungstensor bezeichnen.



Tabelle 1.1: Ubersicht iiber die in dieser Arbeit auftretenden Ordnungsparameter. Der allgemeine Ord-
nungsparameter Q ist ein spurlos-symmetrischer Tensor, der zugehérige Ordnungsparameterraum (OP)
ist der R®. Von ihm aus ergibt sich durch Einschrinkung auf die Projektive Ebene die uniaxial-nematische
Phase. Mittels der Theorie der Homotopiegruppen kénnen aus dem OP die moglichen Defekte abgeleitet
werden.

isotrope Phase  uniaxial-nematische Phase  biaxial-nematische Phase

Symmetrie SO(3) Dy Dy

OoP of Projektive Ebene R\ {0}
P2 — SO(3)/Doo = S2/7,

Qa[j 0 %S(nang — %5,1,@) %S(nanﬁ — %5&(1)

Eigenwerte von Qo3  A123=0 AL =X # A3 AL #F A2 #F A
Homotopie-Gruppen  — m (PQ) = Zo ™ (]R5 \{0})=0
m(P?) = Z m2(R°\{0}) =0

TEigentlich R?; da wir den isotropen Anteil stets abziehen, bleibt jedoch nur Q = 0 iibrig.

4270wnUndsBUNUPL) YISYDWIU SI(T [']
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Da wir an der Ordnung relativ zu einem isotropen Referenzzustand
interessiert sind, wihlen wir Q dariiber hinaus spurlos. In Tabelle 1.1
sind die lokalen Symmetrien, der Q-Tensor und seine Eigenwerte fiir die
verschiedenen Phasen aufgefiihrt.

In der isotropen Phase verschwindet der Q-Tensor. Beim Phaseniiber-
gang zur uniaxial nematischen Phase wird die isotrope Symmetrie ge-
brochen. In der uniaxialen Phase bilden die Orientierungen {v, —v} der
Molekiile mit der ausgezeichneten Richtung n einen Winkel . Mittelt
man die Orientierungen {iiber ein kleines Testvolumen, so ergibt sich

S = (Py) = (cos®¢) — %} . (1.1)

S ist ein Maf fiir die Stérke der Ausrichtung. %S = 1 bedeutet, dass
alle Molekiile in die gleiche Richtung zeigen!, S = 0 wiederum steht
fiir die isotrope Phase (Q = 0). Die Vorzugsrichtung n wird als Direk-
tor bezeichnet, wobei {n, —n} identifiziert werden. Der Direktor ist auf
Eins normiert. Der reduzierte Ordnungsparameterraum (ROP) ist da-
mit die projektive Ebene: Die Spitze des Direktors kann sich auf einer
Einheitskugel mit identifizierten Antipoden bewegen. Mittels der Theo-
rie der Homotopiegruppen kann nun auf die in dieser Phase moglichen
Defekte (Singularititen des Ordnungsparameterfeldes) geschlossen wer-
den; in der uniaxialen Phase kann es Punkt- und Liniendefekte geben.
Wir gehen Abschnitt 1.3 genauer auf dieses Thema ein.

In der biaxialen Phase gibt es zwei ausgezeichnete Richtungen n und m,
welche senkrecht aufeinander stehen: {n, —n}, {m, —m}, {nxm, —m x
n}. Die Molekiile sind mit dem Ordnungsgrad S bzw. P (siehe Glei-
chung (1.1)) um diese Richtungen verteilt, Punkt- und Liniensingula-
ritdten gibt es nun nicht mehr.

DE GENNES [20] hat vorgeschlagen, den anisotropen tensoriellen Ord-
nungsparameter mit der Anisotropie einer makroskopischen Groéfie zu
korrelieren. Beispielsweise kann man den magnetischen Suszeptibilitéits-
tensor xog verwenden, der den Zusammenhang zwischen dem magne-
tischen Moment M und dem Magnetfeld H beschreibt: M, = x5 Hp.
Fiir statische Magnetfelder ist xo.s symmetrisch: xo3 = Xgao. In der
uniaxialen Phase lautet x.g im Hauptachsensystem

1Ublicherweise wird in der Literatur S € [0..1] gewihlt; aus Konsistenzgriinden

haben wir jedoch den Faktor % aus S herausgenommen (siehe Tabelle 1.1). Damit

muss der Wertebereich entsprechend angepasst werden.
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xt 0 0
XaB = 0 x1. O , (1.2)
0 0 X”

wobei x 1 und x| die Suszeptibilitidten senkrecht und parallel zur Vor-
zugsrichtung sind. Der Ordnungsparameter ist dann

1
Qap x (Xaﬁ - §5aﬁxw) : (1.3)

Anstelle der Suszeptibilitdt kann auch jede andere anisotrope Grofe
verwendet werden, z.B. der Tensor der Dielektrizitiit.

Ein Ma#f} fiir die Biaxialitat
Als Ma$ fiir die Biaxialitét wird folgender Ausdruck verwendet [27, 28]

(spQ?)?
(sPQ?)% -

Zu dieser Form gelangt man, wenn man den Ordnungsparameter Q in
der Form ([29], siehe auch Tabelle 1.1)

Mbiax =1-6

(1.4)

3 1 3 1
Qup = ES(nang - §5aﬂ) + §P(mamﬁ - 550‘5) (1.5)

ansetzt. n, m und nxm sind die zueinander orthogonalen Eigenvektoren
zu den Eigenwerten \; = %S—%P, Aoy = —%S—F%P und Az = —%S—%P.
Im allgemeinsten Fall erhilt man fiinf unabhéngige Komponenten fiir
Q. Diese lassen sich durch die drei Eulerwinkel (Orientierung des Haupt-
achsensystems von Q im Raum) und die zwei skalaren Parameter S und
P (Ordnungsgrad fiir uniaxiale bzw. biaxiale Orientierungsordnung) pa-
rametrisieren. In der uniaxialen Phase sind zwei Eulerwinkel sowie ein
skalarer Ordnungsparameter ausreichend.

In der isotropen Phase verschwindet der Q-Tensor identisch (S = P =
0), in der nematischen Phase ist er uniaxial, wenn entweder S = 0, P # 0
oder S # 0, P = 0 oder aber P = S # 0. Zusammenfassend lassen sich
diese drei Bedingungen zur Uniaxialitdt schreiben als

6(spQ*)* = (spQ*)* (1.6)
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Das Biaxialitdtsmaf ist so konstruiert, dass es im uniaxialen Fall gerade
Null wird, und mit steigender Biaxialitdt gegen Eins geht.

Zur Veranschaulichung setzen wir einen spurlos symmetrischen Tensor
A an und berechnen hierfiir das Biaxialititsmafl Mp;ay:

(=3\%u — 3M\p?)?
(2A2 + 2u) + 2u2)3”

A0
A= 0 u 0 — MR, . =1-6
00 —A—p

Falls 4 = A wird M2, = 0. Mit zunehmender Biaxialitét (1 > A oder
1 << \) strebt Mtﬁax gegen 1. In Abbildung 1.2 wird dieser Sachverhalt
noch einmal graphisch dargestellt.

o
N
N —
D s
I I TSI
7777

o

Abbildung 1.2: Veranschaulichung des Biaxialitatsmafes.

Schliellich sei noch darauf hingewiesen, dass es zwei mogliche Reali-
sierungen eines uniaxialen Tensors gibt, die mittels spQ? unterschieden
werden konnen:

AL > Ao = A3 = spQ® > 0, Q ist prolat , (1.7)
Al < Ao = A3 = spQ?® < 0, Q ist oblat . (1.8
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Landau-Theorie und Volumenenergie

Nachdem wir den Ausrichtungstensor als geeigneten Ordnungsparame-
ter fiir den nematischen Fliissigkristall kennengelernt haben, kénnen wir
eine energetische Beschreibung des Phasentibergangs mit ihm angehen.

Nach LANDAU und LirsHITZ [30] ist die freie Energie eine analytische
Funktion des Ordnungsparameters und der Temperatur?. Falls der Ord-
nungsparameter hinreichend klein ist, konnen wir die freie Energie nach
Potenzen der Invarianten von Q bis zur vierten Ordnung entwickeln.
Unter Berticksichtigung der freien Energie Fy der isotropen Phase er-
halten wir so die Landau-Energie eines nematischen Fliissigkristalls, die
in dieser Arbeit auch als Volumenenergie Fy,k bezeichnet wird.

1 3 [a
Fouk = Fo + v /d r b QapQpa

b
_g Qaﬁ@ﬁ'y@'ya + 2 (QaﬁQBa)2 (19)

b und c konnen im Wesentlichen als temperaturunabhingig angesehen
werden. Nahe des Phaseniibergangs bei der Temperatur 7' =T muf} a
verschwinden, weshalb wir eine lineare Temperaturabhéngigkeit anneh-
men: a =a (T —T%*).

Eine Minimierung der Entwicklung (1.9) fiihrt stets auf den uniaxialen
Ordnungsparameter. Um auch biaxiale Konfigurationen zu beschreiben,
miissen Terme bis mindestens zur sechsten Ordnung hinzugenommen
werden [24, 25]. Aber auch elastische Anteile der Energie konnen zu
biaxialen Konfigurationen fithren, wie wir im néchsten Abschnitt sehen
werden.

Setzt man den uniaxialen Ordnungsparameter Q.3 = %S(nang - %(5@)
in die Landau-Energie ein, so erhdlt man Fyyx = Fbuk(S,T). Da wir
uns in Abschnitt 3.5 sehr detailliert mit den Eigenschaften von Fpyik
beschiftigen, sei hier nur das qualitative Verhalten geschildert.

2Alle weiteren Abhingigkeiten werden in dieser Arbeit nicht betrachtet und des-
halb bereits an dieser Stelle vernachlassigt.
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F(S,T) A

T=T

Abbildung 1.3: Landau-Energie fiir verschiedene Temperaturen.

In Abbildung 1.3 ist die Landau-Energie Fhu(S,T) fiir verschiedene
Temperaturen iiber dem skalaren Ordnungsparameter S aufgetragen.
Von T™* bis T, ist die isotrope Phase metastabil, von T = T, bis T =T+
die fliissigkristalline. Es handelt sich also um einen Phaseniibergang
erster Ordnung. Experimente zeigen jedoch, dass er nur schwach von
erster Ordnung ist, was sich in der Kleinheit des Terms dritter Ord-
nung duflert. Wie wir im vorangegangenen Abschnitt gesehen haben,
entspricht ein prolates uniaxiales Q dem Minimum von spQ?3. Hieraus
folgt, dass der Vorfaktor b positiv sein muss (¢ muss positiv sein, damit
stets ein globales Minimum existiert).

Im folgenden Abschnitt werden wir einen weiteren Anteil der freien
Energie untersuchen: die Gradientenenergie, die rdumliche Verzerrun-
gen des Ordnungsparameterfeldes beriicksichtigt. Werden diese grofier
als %b spQ3, treten biaxiale Zustéinde auf. Der Term dritter Ordnung
kann dann in der Volumenenergie vernachlassigt werden. Im Minimum
von Fipy gilt spQ? = const., der reduzierte Ordnungsparameterraum
ist die Vier-Sphire S*, welche biaxiale Ordnung mit variablen Achsen
zulésst. Erreicht die Gradientenenergie die GréBenordnung von spQ?, so
muss der Q-Tensor aus dem allgemeinen Ordnungsparameterraum RS>
gewdhlt werden. Wie wir in Kapitel 5.2 sehen werden, ist dies in der
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vorliegenden Arbeit meistens der Fall.

1.2 Raumliche Variationen
des Ordnungsparameters

Im vorangegangenen Kapitel haben wir angenommen, dass sich der Aus-
richtungstensor rdumlich nicht veridndert. Diese Annahme trifft nicht
mehr zu, falls das Volumen beschrankt ist oder Defekte im Volumen
auftreten. Mogliche Verzerrungen des Q-Tensorfeldes miissen dann in ei-
ner Gradienten-, d.h. elastischen Energie berticksichtigt werden: Fejaet =
Felast(Q(r), VQ(I'))

Wir stellen diese Energiebeitriige mit der Invariantentheorie [31, 32, 33]
auf. Die Invarianten niedrigster Ordnung sind Polynome in Q. und
Qag,- Jedes Polynom in diesen Invarianten ist wieder eine Invariante.
Bis zur zweiten Ordnung erhalten wir auf diese Weise die elastische
Energie

(& C
Fast = / dgr [51 Qaﬁ,’YQaﬁ,’Y + 52 Qaﬁﬁ@a%v
C3 Ce
+§ QapyQav, + D) QapQyn,aQyn,z| (1.10)
C
Fchiral = / dsr |:_§4 eaﬁ’YQaUQVUﬂ . (111)

Fihiral tritt hinzu, falls es sich um einen cholesterischen Fliissigkristall
handelt?. Setzt man den uniaxialen Q-Tensor (Tabelle 1.1)

Qop = ;S’(nang — %(%tg) (1.12)
in die elastische Energie (1.10) ein, so erhilt man die elastische Energie-
dichte im Direktorbild. Sie wird auch Frank-Oseen-Energie [34, 35] ge-
nannt und beschreibt Verzerrungen im Direktorfeld n(r). Diese kénnen
in vier Basismoden mit zugehorigen elastischen Konstanten zerlegt wer-
den: Spreizung (splay, k11), Verdrillung (twist, keo), Verbiegung (bend,
k33) sowie Oberflichenverzerrung (saddle splay, ka4)

3Da wir in dieser Arbeit keine cholesterischen Fliissigkristalle betrachten,
erwahnen wir diesen Term nur der Vollstandigkeit halber.
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1 1 2
felast + fchiral =-kn (le Il)2 + —kao (n -Tot n — _7T)2
2 2 Do

1
+ 5]{333 (n x rotn)?
— koy div(n-divn+n X rotn) . (1.13)
po ist hierbei die Ganghthe der cholesterischen Helix, die auch als pitch

bezeichnet wird. Die elastischen Konstanten ¢; héngen mit den phéno-
menologischen Konstanten k;; wie folgt zusammen*

c1(29)? = 3 Bka2 — k11 + ks3) 2 (38)? = ki1 — 2kaa
3 (35)% = 2kaq — koo , 6 (35)% = 3 (ka3 — k1)
3¢4(39)% = 2k .

Zur exakten Bestimmung von S = S(T') wiirde ein vollstindiger Satz
von Konstanten (bestehend aus k;;(T) und a(T), b, ¢) fiir einen bestimm-
ten Fliissigkristall benttigt. Da dieser jedoch in der Literatur nicht
verfiighar ist, haben wir der Einfachheit halber die Konstanten in dieser
Arbeit mit %S = 1 berechnet.

Die Wechselwirkung des Fliissigkristalls mit einem &ufleren elektrischen
Feld (von Bedeutung fiir Displayzellen) beruht auf der Anisotropie der
Dielektrizitdt des Nematen. Diese Wechselwirkung wird durch die elek-
trische Feldenergie erfasst,

Felek:/d3rfelek:/d3TE‘dD . (114)

Die Energie Fyek driicken wir in Abh#ngigkeit des elektrischen Potenti-
als ¢ aus. dfeex = E- dD wird zunéchst einer Legendre-Transformation
unterzogen, um von der extensiven Variablen D zur intensiven Variable
E iiberzugehen. Dies ist n6tig, da wir in unseren Simulationen keine La-
dungsverteilungen betrachten, sondern vielmehr eine konstante elektri-
sche Spannung anlegen werden. Nach der Integration {iber E kann man
das lineare Materialgesetz D = ¢y€eE einsetzen®, wobei € der dielektri-
sche Tensor des nematischen Fliissigkristalls ist, mit einer Komponente
€ parallel und € senkrecht zur ausgezeichneten Hauptachse von Q,

4 [kig) = [k2a] = [e:] = N, [ea] = &, [po] = m
Sep = 8,8510712 0
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2¢) + €
€= %lﬂe” —e)Q . (1.15)
Nach Einfiithrung eines elektrischen Potentials ¢ mit F, = —¢ , erhal-
ten wir fiir die elektrische Feldenergie

ek = / dsr |:%60(€|| - EJ-) Qa[} (bﬂ ¢,a

1 2. +¢
——€0————— P.aP.a| - 1.16
5603 P.ad, (1.16)
Setzt man wiederum den uniaxialen Q-Tensor (1.12) ein, so ergibt sich
fiir die elektrische Feldenergie im Direktorbild,

Foek = / d’r [_%Go(eléaﬁ + (6” - Gl)nanﬁ)¢,a¢,ﬁ:| : (1'17)

Wahrend wir in Kapitel 5 und 6 den vollen Ausrichtungstensor verwen-
den, minimieren wir in Kapitel 4 die elastische Energie im Direktor-
bild. Hierzu kann man beispielsweise die Euler-Lagrange-Gleichungen
ableiten. Da jedoch in der nematischen Phase n und —n dieselbe Kon-
figuration beschreiben, miissen z.B. in numerischen Simulationen vor
der Berechnung der Ableitungen iiber Differenzenquotienten zweier Di-
rektoren diese immer zunéchst parallel statt antiparallel ausgerichtet
werden. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, verwenden wir die folgen-
de Kettenregel fiir Funktionalableitungen [36]. Der Direktor wird wird
dabei durch die beiden Winkel w = ¢ (Azimutwinkel bzw. Twist) bzw.
w =19 (Polarwinkel bzw. Tilt) parametrisiert:

OF _ OF 0Quy _ [ 0f _, Of ]0Quy _

Sw  0Qap Sw | 0Qaps T0(Qapy) | dw
Der Vollsténdigkeit halber geben wir hier auch noch die Euler-Lagrange-
Gleichung fiir das elektrische Potential an:

0. (1.18)

5F _ 0f of

6o 99 0(¢)
~~

=0

= 0. (1.19)
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1.3 Defekte und Disklinationen

Topologische Defekte folgen aus der Symmetriebrechung beim Pha-
seniibergang®. An verschiedenen Stellen im Raum bildet sich spontan
eine hohere Ordnung, die Gebiete dehnen sich aus und treffen aufein-
ander. Da die lokalen Ordnungen in verschiedenen Raumbereichen im
Allgemeinen nicht kompatibel sind, bilden sich an den Grenzflichen
zwischen den Gebieten Defekte aus.

Die Art der Defekte héngt von Zusammenhangseigenschaften des Ord-
nungsparameterraums (OP) ab und kann mit Hilfe der Homotopietheo-
rie bestimmt werden. Bei der Klassifizierung von Defektlinien geht man
dabei wie folgt vor: um die Defektlinie wird eine Schleife gelegt. Jedem
Raumpunkt der Schleife wird ein Direktor im Ordnungsparameterraum
zugeordnet, so dass eine Schleife im OP entsteht. Die Anzahl der Di-
rektordrehungen beim Ablaufen der Schleife wird als Windungszahl be-
zeichnet. Falls die Schleife keinen Defekt umschliefit, ldsst sie sich auf
einen Punkt zusammenziehen. Andernfalls bilden alle Pfade im OP, die
sich kontinuierlich ineinander iiberfithren lassen, eine sogenannte Ho-
motopieklasse. Sie identifiziert einen speziellen Defekttyp.

Alle Homotopieklassen zusammen bilden die erste Homotopiegruppe
oder auch fundamentale Gruppe, deren Gruppenprodukt die Kombina-
tion von Defekten beschreibt. Ersetzt man die Schleifen durch Sphéren,
so erhélt man die zweite Homotopiegruppe, mit welcher Punktdefekte
klassifiziert werden kénnen.

In Tabelle 1.1 sind die zu den verschiedenen Ordnungsparametern ge-
horenden Symmetrien und reduzierte Ordnungsparameterrdume (ROP)
aufgefiithrt. Fiir den uniaxialen Ordnungsparameter erhilt man fiir die
erste Homotopiegruppe m; = Zso. Sie klassifiziert Liniendefekte, die in
Anlehnung an die Dislokationen (Versetzungen) in der Festkérperphysik
auch als Disklinationen bezeichnet werden. Die zweite Homotopiegruppe
7o = Z klassifiziert Punktdefekte.

Anschaulich handelt es sich bei Defekten um Singularitdten des Di-
rektorfeldes n(r). In Abbildung 1.4 sind zwei Liniendefekte der Stérke
5§ = i%, die sich nur im Vorzeichen unterscheiden, abgebildet. Die De-
fektlinie steht senkrecht auf der Zeichenebene. Die Stéirke eines Defek-
tes léBt sich auch im Feldlinienbild ermitteln: Die Spitze eines Direktors

SEine einfache Einfithrung findet man z.B. in [10, 37].
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wird markiert. Der Direktor wird auf einer geschlossenen Schleife um
den Defekt gefiihrt. Die Anzahl der Drehungen, die die Spitze beim
Umlauf ausgefiihrt hat, ergibt die Defektstirke. Uber das Vorzeichen
der Defektstéirke entscheidet der Umstand, dass die Drehung mit bzw.
gegen den Umlaufsinn erfolgte.
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Abbildung 1.4: Direktorfeldlinien zweier halbzahliger Defekte. Links
—%, rechts —i—%. Die Singularitit ist mit einem Punkt markiert. Die
Defektline steht in diesem Bild senkrecht auf der Zeichenebene. Zur
Beschreibung des Visualisierungsverfahrens siche Anhang C.

Die in Abbildung 1.4 dargestellten Defektlinien werden als Keil-Diskli-
nationen (wedge-Disklinationen) bezeichnet, da sie durch ein dem Vol-
terraprozess dhnliches Verfahren erzeugt werden kénnen [38]. Es gibt
auch noch Schrauben-Disklinationen (fwist-Disklinationen), wie z.B. in
Abbildung 1.5 gezeigt. Hier liegt die Defektlinie nicht senkrecht, sondern
parallel zum lokalen Direktorfeld.

Die Singularitéiten von halbzahligen Defekten lassen sich durch ein Aus-
weichen in die biaxiale Phase (escape, [39]) beheben. Durch das Auswei-
chen auf die Vier-Sphire (oder gar auf R° \ {0}) kann die Singularitit
durch einen kontinuierlichen Ubergang zwischen Zusténden unterschied-
licher Biaxialitét ersetzt werden (vgl. Abbildung 1.6).
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z>0

LA N
$o22a33

Mbiax: Oo_ -10

Abbildung 1.5: Aussehen einer Schrauben-Disklination. Dargestellt sind
die Ebene, in der die Defektlinie (schwarz markiert) liegt, sowie je eine
Ebene oberhalb und unterhalb.

Der escape hat grofie Auswirkungen auf den Kern der Disklination: Im
Bild des uniaxialen Ordnungsparameters muss S im Kern gegen Null
gehen, um die Singularitéit zu vermeiden. Der Kern der Defektlinie ist
in diesem Bild isotrop. In Wirklichkeit ist der Kern jedoch oblat uniaxi-
al, umgeben von einem Ring maximaler Biaxialitdt. In Abschnitt 6.2
werden wir das Aussehen des Kerns im Detail untersuchen.

Die topolologische Theorie der Defekte liefert uns nur die geometrisch-
topologisch moglichen Defektkonfigurationen. Ob ein Defekt physika-
lisch realisierbar ist, hingt von Energieberechnungen ab. So zeigt es sich,
dass die Singularitdt ganzzahliger Disklinationslinien auch auf andere
Art entfernt werden kann: Das Direktorfeld kann in die dritte Dimension
(entlang der Defektlinie) ausweichen (escape, siche Abbildung 1.7). Die
resultierende Verzerrungsenergie (in diesem Fall eine bend-Verzerrung)
ist von niedrigerer Energie als der Disklinationskern. Daher resultiert
eine defektfreie Konfiguration. Ein dhnliches Phénomen kann auch im
Zusammenhang mit einer splay-Verzerrung beobachtet werden; wir wer-
den uns in Kapitel 4 genauer damit beschéftigen.
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Abbildung 1.6: Biaxiales Ausweichen einer Disklination (escape). Auf
der linken Seite ist das uniaxiale Direktorfeld dargestellt, auf der rechten
ermoglicht der Q-Tensor ein Ausweichen in die Biaxialitét.
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Abbildung 1.7: Direktorfeldlinien eines ganzzahligen Liniendefekts.
Links: Schnitt durch die Defektlinie. Rechts: Der Defekt kann durch
Ausweichen in die dritte Dimension (Aufsteilen der Direktoren in Rich-
tung senkrecht zur Zeichenebene) entfernt werden.
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Eine energetische Untersuchung zeigt auch, dass im Kern einer Dis-
klinationslinie keine Singularitéit auftritt. Vielmehr wird im Bereich des
Defektkerns durch die starken Verzerrungen ein lokaler Phaseniibergang
zur Biaxialitét hin induziert (Abbildung 1.6, rechts). Der Kern selbst ist
jedoch nicht isotrop; die uniaxial prolate Konfiguration ist energetisch
giinstiger.

Wiéhrend alle Defekte der Stéarke % topologisch dquivalent sind, fordert
eine energetische Untersuchung auch hier Unterschiede zu Tage: die elas-
tische Energie (1.13) bewertet die verschiedenen Verzerrungsmoden mit
unterschiedlichen elastischen Konstanten. Da in Defekten unterschied-
lichen Vorzeichens splay-, twist- und bend-Verzerrungen nicht {iberall
gleich grof} sind, besitzen die Defekte eine unterschiedlich hohe elasti-
schen Energie.

1.4 Hydrodynamik des Direktors

In den letzten Abschnitten haben wir uns ausfiihrlich mit dem nema-
tischen Ordnungsparameter und den damit verbundenen Energien be-
fasst. Dabei haben wir zun#chst vernachléssigt, dass der Fliissigkris-
tall auch FlieBverhalten zeigt. In diesem Abschnitt wollen wir uns des-
halb der Hydrodynamik von Fliissigkristallen zuwenden. Wir werden
sehen, dass der Spannungstensor, der in der Navier-Stokes-Gleichung
auftritt, elastische und viskose Anteile enthilt, die vom Ordnungspara-
meter abhédngen. Die dynamische Gleichung fiir den Ordnungsparameter
ist die Drehimpulsbilanz, in die wiederum der Gradient der Geschwin-
digkeit eingeht.

Wir betrachten im Folgenden einen uniaxialen Ordnungsparameter und
setzen S = const. Die Temperatur halten wir ebenfalls konstant. Der
Fliissigkristall wird dann vollstéindig durch den Direktor n, die Flief3ge-
schwindigkeit v, die Dichte p und den Druck p beschrieben. Die zu-
gehorige Hydrodynamik wird auch als Nematodynamik bzw. Leslie-
Ericksen-Theorie bezeichnet. Die Ableitung der Gleichungen findet man
z.B. in [24, 25, 37]; sie erfolgt nach derselben Methode, nach der wir in
Kapitel 2 eine Tensordynamik ableiten werden: an die Stelle des Direk-
tors n tritt dort der Ausrichtungstensor Q.

Beschrinkt man sich auf den Fall eines inkompressiblen Fliissigkristalls,
so findet man folgendes Gleichungssystem:
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0=divv | (1.20)
dv : : elast irr

Py = dive mit o=-pl+o®+o" | (1.21)

0=nx(h—h) . (1.22)

Gleichung (1.20) steht fiir die Inkompressibilitéitsbedingung. (1.21) ist
die Navier-Stokes Gleichung. % = % +v-V ist die vollstindige zeitliche
Ableitung, die auch einen konvektiven Anteil umfasst. Der Spannungs-
tensor o setzt sich zusammen aus dem isotropen hydrostatischen Druck
sowie einem elastischen (o®2%t) und einem irreversiblen viskosen Anteil
(o). Der elastische Anteil hiingt von der freien Energiedichte ab,

)
oS3t = —ﬁ@n)\ﬂ . (1.23)

Der viskose Anteil koppelt den Direktor iiber die sechs Leslie-Viskosi-
(]

tdten a; an den symmetrischen Anteil V. ; und den antisymmetrischen

«
Anteil w = % rot v des Geschwindigkeitsgradienten

agrﬁ[s] =1 nangnkanA[i] + aangNy + azngNg

+ oy Vig + a5 ngn,\Vf}\] + g nanAvﬁ[i] , (1.24)

wobei N = % n —w x n. N gibt die zeitliche Anderung des Direktors
im mitbewegten System an. Fiir die «; gilt die Parodi-Relation, welche
man durch Anwendung des Onsager’schen Theorems [40] erhilt,

Qo + a3 =g — Qs . (125)

Gleichung (1.22) schliefllich ist die Drehimpulsbilanz, die dynamische
Gleichung fiir das Direktorfeld. h ist das sogenannte Molekularfeld

of 5 of

Ong TOnay

ho =

(1.26)
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h’ kann als viskoser Anteil des Molekularfeldes interpretiert werden,

hly = No+7Viing . (1.27)

Er beschreibt die Reibung bei der Bewegung der Direktoren relativ zu-
einander. Die Drehimpulsbilanz enthélt keine Trégheitsterme, da diese
bei den gegebenen Viskosititen (v und ) und Zeitskalen keine Rolle
spielen. Gleichung (1.22) legt das Direktorfeld bis auf einen Faktor An
fest. A wird dann fiir gewohnlich so gewéhlt, dass n auf Eins normiert
ist.

Um spiter die Aquivalenz der Gleichungen fiir den Direktor und den
Q-Tensor zeigen zu kénnen, geben wir der Vollstandigkeit halber noch
die lokale Entropieproduktionsrate im Direktorbild an

T =o',V + BN, (1.28)

Fiir die Berechnungen in Kapitel 4 verzichten wir auf die Kopplung des
Direktors an die Geschwindigkeiten. Die resultierende Dynamik besteht
dann in einer vereinfachten Form” der Gleichung (1.22)

ong

Parametrisieren wir den Direktor n wieder wie in Abschnitt 1.2 mit
Tilt- und Twistwinkel ¥ und ¢, und verwenden den Umweg iiber die
Kettenregel, so erhalten wir

50 |0Qas  '0Qup.) o9 ot (1.30)

ﬂ_ af af 6@045__6_90.2
5@—[ 19) ] o gy sin“ 4 . (1.31)

g_[af 5 af]agaﬁ 89

aQa[} 7 aQa[J,’y

Im néchsten Kapitel werden wir einen dquivalenten Satz hydrodynami-
scher Gleichungen fiir den tensoriellen Ordnungsparameter Q ableiten.

Tsiehe auch [41].



Kapitel 2

Hydrodynamik des
Ausrichtungstensors

Im vorangegangenen Kapitel haben wir gesehen, wie die hydrodynami-
schen Gleichungen fiir den uniaxialen Direktor n aussehen. In diesem
Kapitel wollen wir einen #quivalenten Satz von Gleichungen fiir den
tensoriellen Ordnungsparameter Q ableiten. Anschliefend vergleichen
wir das Ergebnis mit den Gleichungen der Nematodynamik und der
Navier-Stokes-Gleichung einer isotropen Fliissigkeit.

2.1 Die dynamischen Gleichungen

Die nun folgende Ableitung der dynamischen Gleichungen erfolgt in drei
Schritten. Zunéichst wird die Entropieproduktionsrate in Abhéingigkeit
von der inneren und der freien Energie aufgestellt. Sodann wird der Be-
griff der konjugierten Krifte und Fliisse eingefiihrt. Schliellich werden
die Kréfte als Funktionen der Fliisse entwickelt. Als Ergebnis erhal-
ten wir die Drehimpulsbilanz (und damit die dynamische Gleichung fiir
den Ordnungsparameter) und den Spannungstensor des Fliissigkristalls,
der in der Navier-Stokes-Gleichung auftritt; die Materialparameter sind
dann die Entwicklungskoeffizienten.

Die hier vorgestellte Ableitung entspricht im Wesentlichen der von OLM-
STED [42], wo die Ableitung der Leslie-Ericksen-Theorie [24] vom Direk-
tor n auf den tensoriellen Ordnungsparameter Q iibertragen wird (vgl.
auch [43)]).

Die Entropieproduktionsrate
Um die Entropieproduktionsrate abzuleiten, benotigen wir die vollstén-
dige zeitliche Ableitung der inneren und freien Energie:

F=U-TS =— TS=U-F (2.1)

Mit Punkt () wird in dieser Arbeit immer eine vollstindige zeitliche
Ableitung bezeichnet, z.B.
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d
dt
Die freie Energie ist zusammengesetzt aus der Energie der isotropen
Phase, die nur von der Dichte abhéngt, der Landau- oder auch Vo-
lumenenergie sowie der elastischen oder Oseen-Energie. Hinzu kommt
noch die kinetische Energie.

Fiir die isotrope Energiedichte fo(S, p) (p ist die Dichte des Fliissigkris-
talls) miissen wir noch eine Legendre-Transformation durchfithren, um
von der Entropie S zur Temperatur T zu wechseln.

In dieser Arbeit wird die Systemtemperatur immer konstant gehalten,
weshalb wir funktionale Abhéngigkeiten von T nicht mehr mitfithren.
Aus demselben Grund verschwinden alle Ableitungen nach T'. Bei der
Losung der Gleichungen ist darauf zu achten, dass die Werte fiir die
Materialparameter zur gleichen Temperatur verwendet werden, die in
der Volumenenergie eingesetzt wird.

. 0
Qaﬂ = Qaﬁ = aQaﬂ + (V : V)Qaﬂ . (22)

F:/fd3r:/[fo(p)+fL(Q,VQ)+%p|v|2] Fr (23)

Durch Verwendung der Kontinuitétsgleichung, der Navier-Stokes-Glei-
chung sowie mittels partieller Integration kann die freie Energie in fol-
gende Form gebracht werden

d d
—F = elast _ __ges _H.o.= 3
pr / [(%g Pdap = 0a5)Vsa — Hagp dtQaﬁ} dr

: d
= / [(—Ugb‘/ga _HaBEQaB] &Br . (2.4)

Eine ausfiihrliche Ableitung findet man in Anhang A. Der Spannungs-
tensor aieg setzt sich zusammen aus dem hydrostatischen Druck p, dem
viskosen (irreversiblen) Anteil JZ’B und dem elastischen Anteil' o

irr

In der Entropiebilanz tritt nur noch der irreversible Anteil o 3 auf.

elast
af

085 = ou* + okl —pdas (25)

IDie Ableitung der Formel fiir den elastischen Anteil findet man z.B. in [24].
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of

elast

=2 = o 2.6
OoB aQManﬁ Tarxu@au,s (2.6)

H,p ist das sogenannte Molekularfeld, die Funktionalableitung der frei-
en Energiedichte f nach dem Ordnungsparameterfeld,

Hgop = o0f _p _9f 0f (2.7)

75Qaﬁ N WaQaﬁ,'y a aQaﬁ .

Auflerdem kiirzen wir den Geschwindigkeitsgradienten mit

Vo = 0aVg = V8, (2.8)

ab. Wir gehen nun von der Entropieproduktionsrate S zur lokalen Dich-
te der Entropieproduktionsrate 6

TS:/T9d3r:—F:—%/fd3r (2.9)

itber und erhalten

T0 =013 Via + HapQap - (2.10)

Wir teilen nun ag'ﬁ und V,g in ihren spurlos-symmetrischen Anteil, den

wir mit [s] bezeichnen, und in ihren antisymmetrischen Anteil, der mit
[a] gekennzeichnet wird: JZ'B = ogrﬁ[s] + U'O:rﬁ[a] und Vg = VCES@] + VOE%] Die

Geschwindigkeitsgradienten sind dabei wie folgt definiert:

o 1 1
vl = 50500 — Bavg) = 5(va,s — vs.a) - (2.11)
VI = 10500 + 00vs) — 2805V

af 2( 5V + Oav) 3008V
1 1
= 5(“04,6 +g,a) — §5aﬁVw . (2.12)

Auch vom Molekularfeld iibernehmen wir nur den spurlos-symmetrisch-
en Anteil. Die Produkte aus symmetrischem und antisymmetrischem
Tensor sind jeweils Null.
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. 1
HY) = Hop — gasy (2.13)
TH — irr[s]v[s] |rr[a]v a) H[ 214
Tag Vga T e + HapQas (2.14)

Der antisymmetrische Anteil des Spannungstensors stellt eine Drehmo-
mentdichte des Fliissigkristalls dar,

Ulo:r = H] 3@y — QarH 'yﬁ

L

= 5%57 ¥ o

I'V = H([)zsl]i (eAa#Q#ﬁ =+ E/\ﬁuQa,u) . (215)

Wir erhalten also die kompakte Form

T = oIV + HE Ko (2.16)

fiir die Entropieerzeugungsrate, mit

Kap = Qap — (VOE‘;]QW - QMVW[;]) . (2.17)

K.z gibt die zeitliche Anderung des Tensors Qop im mitbewegten Sys-
tem an, wobei diese Anderung nach Komponenten im raumfesten Sys-
tem zerlegt wird (corotational derivative, [44, 45]). Die antisymmetrische
Drehmatrix VOE%] korrespondiert mit einem Vektor w, dem Vektor der
Winkelgeschwindigkeit, mit der sich das bewegte gegen das raumfeste
System dreht. Die Anderung von Qop im bewegten System ist also die
lokale zeitliche Anderung Qag im bewegten System abziiglich der Ande-
rung, die durch Drehungen des Fliissigkristalls hervorgerufen wird?.

2Ka5 ist symmetrisch: Q,p ist immer symmetrisch. Mit VOE(;] =Aund Q3= S
gilt K = AS — SA = (STAT)T — (ATST)T = (—SA+ AS)T = KT, die Klammer
ist also ebenfalls symmetrisch.
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Identifikation der konjugierten Krifte und Fliisse

Die Entropiebilanz (2.16) ist eine Bilinearform, eine Summe von Pro-
dukten aus zwei Faktoren. Es wird jeweils ein Fluss mit einer konjugier-
ten Kraft multipliziert®. Unter einem Fluss wird in der Thermodynamik
eine Bewegungsgrofle, wie z.B. die Diffusion, die Warmekonvektion oder
auch der Impulsfluss verstanden. In unserem Fall identifizieren wir den
viskosen Spannungstensor J;rﬁ[s]
Fliisse.

Thermodynamische Kriéfte treiben das System an: Es kénnen Gradien-
ten intensiver Zustandsvariablen oder auch externe Kréfte sein, z.B. Ge-
schwindigkeitsgradienten oder Temperaturgradienten. In unserem Fall

und den Drehimpulsénderung K,z als

handelt es sich um den Geschwindigkeitsgradienten v ﬁ] und das Mole-
kularfeld H().

o Krifte sind V(}[%] und Hc[fé
e Fliisse sind agrﬁ[s] und Kog.

Entwicklung der Krifte nach den Fliissen

Die lineare Entwicklung der Kréfte nach den Fliissen lautet

irr[s 1 s
ot =1l vl Ml H (2.18)
2 s
Kop = F[a]mpvip] [gka[ I (2.19)

Die Entwicklungskoeffizienten kénnen nun noch stark vereinfacht wer-
den. So resultieren aus dem Onsager’schen Theorem [40] folgende Zu-
sammenhénge:

1 rll - _p

afBip Apaf aBip T T Apap * (220)

Des Weiteren ergeben sich aus der Spurlosigkeit und Symmetrie der
Kréfte und Fliisse die Bedingungen

3Die Wahl der Kriifte ist prinzipiell frei, legt dann aber die konjugierten Fliisse

fest. So wird beispielsweise in [24] '"B[s] als Kraft interpretiert.
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Mo[iy)\p - F[oj]akp ’ (221)
G _oagld  _oqpld

Mﬁakp Mozﬁx\p Maﬁpk ) (222)
rli i _ pll
ﬁakp - Faﬁkp Fozﬁp/\ : (223)

Versucht man nun, FZ]BA o und M (i Bp nach @, zu entwickeln, so stellt
man fest, dass die Entwicklung nlcht abbricht. Terme beliebiger Ord-
nung konnen durch Multiplikation mit Polynomen in sp Qiﬁ erzeugt
werden. Durch die Invariantentheorie kann die Struktur der Entwick-
lung bis zu einer bestimmten Ordnung festgelegt und die elastischen
Konstanten durch Vergleich mit den Leslie-Viskositdten ermittelt wer-
den. Da in unserem Falle die Temperatur nahe genug am Phaseniiber-
gang gewahlt wird, kénnen wir von einem kleinen S und damit von
einem kleinen Q ausgehen und brechen die Entwicklung bereits nach
dem konstanten Glied ab. Es verbleiben dann nur noch zwei Visko-
sitéten 1 und vo, sowie ein dimensionsloser kinetischer Koeffizient vs.
Aus Gl (2.18) erhalten wir somit den Spannungstensor zu
ir(s] _ (] (]

Ua[} = ylVaﬂ — V?’Ha[} . (224)

(2.19) ist die noch fehlende dynamische Gleichung fiir Q:

Kop = Qap — ( Q5 — Qay w) vV} +— H[ y (2.25)
Zusammen mit der Navier-Stokes-Gleichung
d ges
Pvs = e

haben wir nun einen vollstdndigen Satz dynamischer Gleichungen. Ein-
zig die freie Energie ist in expliziter Form noch nicht bekannt.

2.2 Die verschiedenen Anteile
der freien Energie

Als Ausgangspunkt dient die Entwicklung der freien Energie nach Po-
tenzen des Ordnungsparameters Q, die Landau-Energie Fpy, wie sie in
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Abschnitt 3 ausfithrlich diskutiert wurde?.

Q,
Fouk = Fo +/ dgr [?O(T - T*) QaﬁQﬁa
b c
*g Qa[}Qﬁ'yQ'ya + Z Qa[}QBaQ'an'y

Da im Folgenden der absolute Wert der Energie nicht relevant ist und
wir lediglich an den Groéflenverhéltnissen der einzelnen Terme interes-
siert sind, beachten wir Fy nicht weiter und schreiben fiir ag(T—T") = q,
%b = (0 und ic =~ und erhalten damit als freie Energie

Fouk = / d3T [g QaﬂQﬁa -p QaﬂQﬁ'yQ'ya + v Qa[}QﬁaQ'an'y}

(2.27)
Fiir die Landau-Energie wird ein unbegrenztes, homogenes Medium an-
genommen. Bringt man den Fliissigkristall in eine endliche Geometrie,
so sind aufgrund der Randbedingungen Deformationen moglich, denen
mit einem zusétzlichen elastischen Anteil an der freien Energie Rech-
nung getragen werden kann. Deren Form haben wir in Abschnitt 1.2
ausfiihrlich behandelt:

C1 C2
Foast = / d3T [3 QaﬁﬂQaﬁﬂ + 3 Qaﬁ,ﬁQa’y,’y
c3 Cé
+§ Qaﬁ,an%ﬁ + 5 QaﬁvaaQw,ﬁ} : (2-28)

Handelt es sich um einen chiralen Fliissigkristall, so tritt noch ein wei-
terer Term hinzu:

C
Fchiral = / dgr |:_54 Gaﬁ’)’QaﬁQVUﬂ} . (229)

Die Wechselwirkung des Fliissigkristalls mit einem #ufleren elektrischen
Feld wird durch die elektrische Feldenergie (1.16) erfasst, die wir in
Abschnitt 1.2 abgeleitet haben:

* fao) = 3 M =101 = 5



30 Hydrodynamik des Ausrichtungstensors

Foek = / d’*r {%60(6 —€1)Qapdadp

1 26J_+6H

7560 3 ¢,a¢,a . (230)

2.3 Vergleich mit den
Leslie-Ericksen-Gleichungen

Um die fiir die Tensordynamik abgeleiteten Gleichungen mit denjenigen
der Leslie-Ericksen-Theorie (Abschnitt 1.4) zu vergleichen, setzen wir
in den Spannungstensor nun den uniaxialen Ordnungsparameter ein.
Wir wéhlen den Spezialfall der idealen Orientierungsordnung (25 =1):
Qg"ﬁ'ax = nong — %%5- Die Entropiebilanzen lauten

) __irr[s]y,[s]
Q: T@—O‘aﬁ Vaﬁ

n: T9=o"VE +h N,

+ H Kap

und sind damit dquivalent. Nun untersuchen wir den elastischen Anteil
des Spannungstensors. Der von DE GENNES angegebene Spannungsten-
sor wird mittels Kettenregel auf Q umgeschrieben. Man erhélt

Dies entspricht bis auf den Faktor 2n,n, dem oben abgeleiteten elasti-
schen Spannungstensor (2.6) . Nun betrachten wir den symmetrischen
Anteil des viskosen Spannungstensors alleine. Hier besteht vollige Sym-
metrie zwischen den beiden Bildern (h, = —df/dn, ist das zum Direk-
torbild gehorige Molekularfeld):
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Q: o_m'[a Qﬁp ap Qap ﬁpa

Irrja 1
n: afg ] = §(n5ha — nahg) .

Schliellich wollen wir noch den gesamten viskosen Spannungstensor fiir
das oben angegebene uniaxiale Q berechnen. Hieraus ergibt sich der
Zusammenhang der Viskositédten v; mit den Leslie-Viskositéten «; (siehe
Abschnitt 1.4).

irr{a]

ok = a + 00
= (vl = vt ) + (QupHE) — QupHS)) (2.31)

Hier ersetzen wir das Molekularfeld H ' g mittels Gl. (2.25) (HLA =
vaKap — V2V3VO[¢A), wobel wir K,g fiir das uniaxiale Q berechnen,
K™ = Nang +naNg (2.32)
mit No = g — VOE%]”B- Eingesetzt erhélt man fiir ag'ﬁ:
Ulo:rﬁ =V9 [Nang — Nﬁna] + o3 Vg[i]na”/\ — Va[;]nﬁn/\}
+ [v1 + v213] V3 — vavs [Namg + Noma) (2.33)

Nach Umstellen der Terme erhélt man durch Vergleich mit den Leslie-
Koeffizienten folgende Zusammenhénge:

ar =0 oz4:1/1+1/21/§
Qo = —Vp — VU3 a5 = — Qg = Va3

Q3 = V9 — Vol

Die obige Zuweisung der viskosen Konstanten erfiillt insbesondere die
Parodi-Relation, eine Folge des Onsager’schen Theorems [40]

Qo + 03 =ag — Qs . (234)
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2.4 Vergleich mit den Gleichungen
einer isotropen Fliissigkeit

Den Fall einer isotropen Fliissigkeit erhélt man, wenn man Q = 0 setzt.
Die freie Energie F' und das Molekularfeld H,p verschwinden dann eben-
falls und fiir den Spannungstensor ergibt sich

irr[s]

OaB =0n5 —POag = VlVoEZ] —plag - (2.35)

In der Navier-Stokes-Gleichung tritt die Divergenz des Spannungsten-
sors auf

6a0aﬁ = aozaia:rﬁ[S] - aozp 5&5
= 110,V — 9pp

1
= §V1(A1Jﬁ + Ua,ﬁa) - 35]) .

Fiir inkompressible Fliissigkeiten gilt dgvg = 0, woraus durch Vertau-
schen der partiellen Ableitungen folgt, dass auch v,,go = 0 ist. Die
Navier-Stokes-Gleichung lautet also dementsprechend

0

1 1y
5% = —0,0V3 + ;aaaag = —0,0V3 +

1
——Avg — —0gp . (2.36
3 v~ 50 (2.36)

Der Viskositétskoeffizient v in der Tensordynamik héngt also mit der
Navier-Stokes-Viskositdt 1 zusammen. Es gilt n = %Vl.
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2.5 Zusammenfassung
der dynamischen Gleichungen

/Navier-Stokes Gleichung

d
EU atvﬁ + V00av3 = 8a0ag
Inkompressibilitidtsbedingung

OqUq =0

Gleichung fiir den Tensor-Ordnungsparameter

d 0
EQ(XB —EQa[)’ + Qaﬁ,'yv'y

— T/la [a] (s 1 7]
- |:Vc£'y]Q’Yﬁ - Q()ﬂ’vfyﬁ + V3Va[3 + V_2Haﬁ

N

(2.37)

(2.38)

(2.39)

/

KGleichung fiir den Spannungstensor

|rr[a

Oop O_elast 4 0.'"[5] + ol _ p(saﬁ
of
elast
o = Q/\ s
h 8Qku,a ol

- CGQ(,mQ/\u,nQAM 8+ 2C4€waz\Q7quu B
ngs] :ulv[s] — U3 H[s]

O_lrr[a] H[S]Qap B HapQﬁp

= - CIQ/\;L aQ)\,u B8 — CQQ)\/{ NQAQ,B - CBQ)\Q,;LQ)\;L,B

(2.43)

\

(2.40)

(2.41)

(2.42)

/
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KGleichung fiir das Molekularfeld \

T
0Qap 0Qapy  9Qags
=c1Qap.~y + (c2 + ¢3)Qannp
+ ¢6 (QynrQasn + QynQapny)

Hyp =

1
- QCGQn%aQn%B — Ca€pya@ns,y
- aQa[J’ + 35QanQnB - 4’7QvnQn7Qaﬁ

1
+ 560(6” — EL)¢7Q¢7[3 (2.44)
s 1
Hgé —Hap ™ géaﬁH'w (2.45)

/Freie Energie des Fliissigkristalls \

Fges = / d3:17fges = / d3$ [fbulk + felast + fchiral + felek] (246)

a

fbulk :5 QaﬁQﬁa - ﬂ QaﬁQﬁ’yQ'ya + 7@&BQﬁaQ7nQn’y (247)
C C

felast :51 Qaﬁ,'yQaﬁ,'y + 52 Qaﬁ,ﬂQam'y

c3 Cé
+ 5) Qaﬁ,'v@a%ﬁ + 5) QaﬁQvn-,aQ'vnﬁ (2-48)

C.
fchiral - - feaﬁnQanQ'yn.ﬂ (249)
1 1 25 +e€
Jelek = — 560(6\\ —€1)$,aQapds — §GOTH¢,a¢,a (2.50)

N /




Kapitel 3

Skalierung
und numerische Aspekte

In dieser Arbeit werden unterschiedliche numerische Verfahren zur Lo-
sung von Differentialgleichungen eingesetzt.

Um eine Konfiguration minimaler freier Energie bei vorgegebenen Rand-
bedingungen zu finden, wird die gesamte freie Energie mittels eines
Finite-Elemente-Verfahrens minimiert. Auf diese Weise werden die in
Kapitel 5 und 6 diskutierten statischen Konfigurationen berechnet.

Die so gewonnenen Konfigurationen werden dann als Anfangsbedingung
fiir die Behandlung der dynamischen Gleichungen verwendet. Deren
Losung lisst sich in zwei Zeitintegrationen und zwei Relaxationen auf-
teilen. Wir verwenden hierfiir ein explizites Zeitintegrationsverfahren
und ein Finite-Differenzen-Verfahren. Die Ergebnisse der Simulationen
zur Dynamik werden in Kapitel 6 vorgestellt.

Der erste Schritt bei der Losung der Gleichungen ist die auf das Problem
und die Gleichungen angepasste Reskalierung. Wir kombinieren in den
néichsten Abschnitten zwei verschiedene Konzepte: HORNREICH hat fiir
die freie Energie eine Reskalierung gefunden, die auf einer intrinsischen
Léngenskala aufbaut [46]. Auf der anderen Seite verwenden wir die fiir
die Navier-Stokes-Gleichung iibliche Reskalierung und iibertragen sie
auf die Drehimpulsbilanz. SchliefSlich diskretisieren wir die Gleichungen.

Zur Losung des reskalierten Satzes von Gleichungen fehlt noch eine Glei-
chung zur Bestimmung des Druckes. Auf dieses Problem gehen wir in
Abschnitt 3.3 ein. Das Kapitel schlieft mit einer Ubersicht iiber die
verwendeten Randbedingungen.

Alle in dieser Arbeit eingesetzten numerischen Verfahren sind Standard-
verfahren und unter ihrem jeweiligen Namen in der Literatur bekannt.
Da sie dort wesentlich ausfiihrlicher und genauer behandelt werden, als
es der Umfang dieser Arbeit zulésst, verzichten wir hier auf eine Dar-
stellung. Als Ausgangspunkt fiir ein Literaturstudium sei [47] erwiihnt.
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3.1 Skalierung der freien Energie

Um die freie Energie zu vereinfachen und sie einer numerischen Behand-
lung zugénglich zu machen, fithren wir reduzierte (d.h. dimensionslose)
Variablen ein. Insbesondere gehen wir zu den Verhéltnissen zwischen Va-
riablen tiber, wodurch extreme Gréfienordnungen, die numerisch schwie-
rig zu behandeln wéren, entfernt werden. Auflerdem lassen sich dann die
physikalischen Eigenschaften der Gleichungen leichter ablesen. Wir leh-
nen uns an [48, 46] an, wo als Ausgangspunkt fiir die Skalierung eine
charakteristische Lange des Systems verwendet wird.

Box 1 — Reduzierte Variablen

Lénge: r=ba [b] =m
Geschwindigkeit: vg = Vg [0] = T
Zeit: t=2¢ [2]=s
Hydrostatischer Druck: p = %ﬁ p’ [‘%ﬁ] = %

. - B, By
Q-Tensor: Q= T =sp [\/gv] =1
Temperatur: a= 1%—715 [%] =2

. 2 2
Elastische Konstante: ¢ = 152—7 2 [162—75123] =N
Elektrisches Potential: ¢ = ¢¢/ [%60% ] =1
Freie Energiedichte: f= 35; fr=rf [f] = =
Freie Energie: F=£ B F =FF [F]=)
Elast. Spannungstensor: O‘S%St =f 0‘;'%5“
Molekularfeld: Hos=1LH, L] =%
Reynoldszahl: Re = £%b [Re] =
Stelzerzahl: Sty = Vb—fv [St1] =1
Starkzahl: Sty = %;82 [Sta] =1
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In der freien Energie ist eine intrinsische Lénge vorhanden, die soge-
nannte Kohérenzlinge g, die iiber die Elastizitdtskonstante definiert
ist (¢4 = 15—;%1). Sie ist typischerweise von der Groflenordnung 10 nm
und gibt an, wie weit eine an einer Oberfliche vorgegebene Ordnung in
die angrenzende isotrope Phase hineinreicht. Betrachtet man charakte-
ristische Eigenschaften der freien Energie, so ist eine Reskalierung auf
&R sinnvoll.

In dieser Arbeit wollen wir Fliissigkristalle in eingeschrénkten Geome-
trien untersuchen, die eine charakteristische Linge b besitzen'. Wir res-
kalieren deshalb unsere Gleichungen auf b, geben b aber in Einheiten
von {i an. Wie wir in Kapitel 5 sehen werden, ldsst sich auf diese Wei-
se das Wechselspiel zwischen Volumenenergie und elastischer Energie
besonders gut untersuchen.

Box 1 gibt eine Ubersicht iiber alle Variablen und deren Reskalierung. In
der dritten Spalte ist die Dimension der jeweiligen Skalierungsfaktoren
angegeben. Man erkennt, dass auf diese Weise tatsiichlich ein Uber-
gang zu dimensionslosen Variablen vollzogen wird?. Die reskalierte freie
Energie ist in Box 2 angegeben.

In Gl (3.1) konnen zwei verschiedene Anteile identifiziert werden: Der
erste Summand ist die Volumenenergie, die direkt von spQ abhéngt.
Die restlichen Terme bedeuten eine reine Gradientenenergie; diese setzt
sich aus einem elastischen, einem chiralen und einem elektrischen Anteil
zusammen. Der Gradientenanteil unterscheidet sich von dem Volumen-
anteil um den Faktor &% /b%.

Dieser Faktor macht die Abhéngigkeit der freien Energie von der Léing-
enskala deutlich: Zunéchst wahlen wir b > g, was z.B. bei Displayzel-
len der Fall ist, wo b im pum-Bereich liegt (g = 10nm).

Im Verhéltnis zur Volumenenergie ist der Beitrag der elastischen Ener-
gie nun sehr klein. Er kann als Storung der Volumenenergie aufgefasst
werden. Wenn wir nun eine numerische Minimierung der freien Energie
versuchen, so stellen wir fest, dass das Problem schlecht konditioniert
ist. Beinahe jede elastische Verzerrung ist numerisch méglich, solange
sich das System im Minimum der Volumenenergie befindet. Eigentlich
bestimmt jedoch gerade die elastische Energie das System.

1Zum Beispiel die Schichtdicke einer Displayzelle.

k N J N — k;
2J:Nm:AVs,N:%,mzﬁ,lﬁzlPa:IO5bar,[1/1]51:m—gs:
Ns g dyns

5= Pas = Poiseuille, [v1]cgs = 5=

= == = Poise, 1 Poiseuille = 10 Poise
cms cm
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Gox 2 — Reduzierte freie Energie des Fliissigkristalls \

Fges = / dg-rfges = / dgw [fbulk + felast + fchiral + felek] (3-1)

1

Foue = Jttasipe = VOtagipyiva + Haphsatimiiny  (32)
1 £ Ley &2

felast 4 b2 75 MaB,yHaf,~y + Z— b2 HapB,Bhavy,y

les &5 1 &R P

Loy b2 7o HaBybay,p + 4\/6 o b2 —Haphm.ablyns (3.3)
1 C4 g
Jenirat = T4 b €apntantyn,s (3.4)
3 52 52
Selek = —%(e” — 6L)b—§ua5¢,aq§,g — (261 + e”) 2 5¢ a®.a

(3.5)

N /

Das Minimum der Volumenenergie ist ein uniaxialer Ordnungsparame-
er?. Durch die Randbedingungen werden Verzerrungen im Direktorfeld
aufgeprigt. Die zu diesen Verzerrungen gehorige Energie wird jedoch in
unserem Fall mit £% /b? skaliert, und damit numerisch vernachléssigbar
klein.
Es folgt also eine Grenze fiir b, oberhalb der unsere Numerik keine sinn-
vollen Losungen mehr finden kann. Die gleiche Problematik wurde auch
in [49] beschrieben. Aus diesem Grund beschrénken wir uns auf meso-
skopische Gréflenordnungen unserer Simulationsbox. Da wir insbeson-
dere an biaxialen Zustédnden interessiert sind, stellt die Beschrédnkung
auf b < 70 &R jedoch kein Problem dar.
An dieser Stelle wollen wir noch eine Bemerkung zur unteren Grenze
von b machen. Da die Kohirenzldnge £r die Léngenskala ist, auf der
sich Ordnungs-Unordnungs-Ubergiinge abspielen, wihlen wir b > &g.
Unterhalb dieser Grenze verlassen wir den Giiltigkeitsbereich der tenso-
riellen Beschreibung. Fiir Abmessungen kleiner als £ ist es angebracht,

3Vgl. hierzu Abschnitt 1.1.
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die Wechselwirkungen der Molekiile untereinander direkt zu modellie-
ren, wie z.B. durch das Gay-Berne-Potential [50], einer Erweiterung des
Lennard-Jones-Potentials auf anisotrope Wechselwirkungen.

3.2 Einfiihrung der Reynoldszahl

Die Skalierung der freien Energie wurde im vorigen Abschnitt geschil-
dert. Um die dynamischen Gleichungen auf dimensionslose Variablen
umzuschreiben, setzen wir bei der Navier-Stokes-Gleichung an, die ty-
pischerweise so skaliert wird, dass das gesamte System durch eine ein-
zige Grofle, die Reynoldszahl Re, beschrieben werden kann. Die hy-
drodynamische Navier-Stokes-Gleichung lautet (mit 4 = 27, gemif
Abschnitt 2.4)

d 1
Pavs = —0gp + §V1A’Uﬁ .

Diese Gleichung wird nun wie folgt reskaliert: vg = f)v%, r = ba,
t= % t' und p = ”%f’ p’. Bei den Gradienten und der zeitlichen Ableitung
wurde / der Ubersichtlichkeit halber weggelassen. ¥ ist eine systemty-
pische Geschwindigkeit, b ist die systemtypische Lénge, die wir bereits
bei der Skalierung der freien Energie verwendet haben.

Mit diesen neuen dimensionslosen Variablen geht die Navier-Stokes-

Gleichung tiber in
d 1
Re E% = —9gp’ + §Av2, :

wobei Re = -l%f)b die Reynoldszahl ist.

Dasselbe Ergebnis erhélt man, wenn man die Gleichung mit dem Fak-
tor % multipliziert. Dieses Vorgehen fiihrt uns auf die Skalierung der
Navier-Stokes-Gleichung in der Tensordynamik. Dort enthélt die Glei-

chung auch elastische und anisotrop-viskose Anteile des Spannungsten-
sors (vgl. (2.37) bis (2.43)),

irr[s] irr[a] .

d
pgg¥s = —dp + Baaz'%“ + 00045 + 000,

Hinsichtlich des symmetrischen irreversiblen Anteils des Spannungsten-
sors J';B[S] = Vig — l/ch[fé fiihrt dessen erster Summand VCESB], wie in
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Abschnitt 2.4 bereits gezeigt, auf den Term %l/lA’Ug. Fiir den zweiten
Summanden —1/3HLS[]3 sowie fiir UZ'%“ und U'O:r[a] muss die Reskalierung
noch durchgefiihrt werden. Da diese verbleibenden Anteile spezifisch fiir
die Anisotropie des Fliissigkristalls sind, fassen wir sie in einem Span-

nungstensor JEIBK zusamimen.

Gox 3 — Reduzierte Gleichungen \

Reduzierte Navier-Stokes Gleichung

d 1 1
Re &vb =—0gp' + iAvfj + 5 (%UZIBK (3.6)

Reduzierte Inkompressibilitdtsbedingung

v, =0 (3.7)

[e3%

Reduzierte Drehimpulsbilanz des Fliissigkristalls

d 0 ,
&Maﬂ :aﬂaﬂ + Hap,y Uy

a a 1% s 1
= (Vi is = VI + 2V gl 39)

Euler-Lagrange Gleichung fiir das reduzierte elektrische Potential

P N
EL‘“*@”@QS,V 55 =0
g

2
= — \/6(6” —€1) (%) [Maw,v(b,a + Mow(b,ow]

2
—2(2e1 —¢)) (%) % Dy (3.9)

N /
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\

Gox 4 — Reduzierte Hilfsgroflen

Reduzierter Spannungstensor
v
asz _ ?BHLS[]; n [HE;/MW _ H[alluﬁp _i_o_(il%st/

1 Co
) a:uu%v/hwz,ﬁ

103 1 Cﬁﬁ
- a5 AMpX\, B — — = v v,
21 Hpo, \HpX,3 976 c1 ,y:ua%uu yHpv, 8

1 Cy E?{
+Z abeuapﬂw\ﬂpx\,ﬁ] (b_2

1
o_elast/ = |:—§,U/HII7OZMNAVMB -

ap

Reduziertes Molekularfeld
w0 0
Otap Oiap.y  Opap
1
Sthap + 3\/6Mowﬂvﬁ — dflyn gy o

T2
SR 1 (co+c3 SR
+ 5 9 b2 75 Hap, vy +35 9 c1 b2 7o Havy,y8

1 ¢ &3 B
- (HynyHaBm + Hyntas,ny)

Jr2\/60 b2 ~
5B leg &

4v/6 c1 b? v

(3.10)

(3.11)

= 79 T Hanalyn,g — 2¢ b EnyalnB,y
(3.12)

(3.13)

/
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Zu jedem Zeitpunkt benttigen wir noch den Verlauf des elektrischen Po-
tentials. Dieses folgt im Wesentlichen instantan dem sich einstellenden
Ordnungsparameterfeld und weist daher keine explizite Zeitabhingig-
keit auf. Es kann somit aus der statischen Euler-Lagrange-Gleichung
bestimmt werden, die mit der Maxwell-Gleichung divD = 0 identisch
ist.

Zur Impulsbilanz der Navier-Stokes-Gleichung kommt noch eine Dreh-
impulsbilanz, ndamlich die dynamische Gleichung fiir Q. Wir verwen-
den wiederum dieselben Reskalierungen und erhalten als Ergebnis Glei-
chung (3.8).

Ahnlich wie die Reynoldszahl das Verhiltnis der Triigheitskrifte zu den
viskosen Kréften angibt, haben wir in Gl. (3.6) und (3.8) zwei neue
Verhéltnisse definiert. Sie geben jeweils das Verhéltnis zwischen der
viskosen Energie und der freien Energie an, wobei die viskose Ener-
gie im einen Fall durch die FlieBgeschwindigkeit, im anderen durch die
Rotation des Q-Tensors Zustande kommt. Wir bezeichnen diese Zah-
len zur besseren Unterscheidung nach den Herren J. STELZER [51] und
H. STARK [37].

3.3 Losung des Druckproblems

Bei der Losung der Navier-Stokes-Gleichung (3.6) ergibt sich das Pro-
blem, dass keine Bestimmungsgleichung fiir den darin auftauchenden
Druck vorhanden ist. Fiir die diskretisierte Form der Gleichungen ldsst
sich dieses Problem jedoch wie folgt beheben [52]: Der Druck wird als
Lagrange-Parameter angesehen, iiber den die Inkompressibilitdtsbedin-
gung (3.7) an die Impulsbilanz gekoppelt wird. Wie wir sehen werden,
ist der Druck allerdings nur bis auf eine additive Konstante bestimmbar.
Das Navier-Stokes-Gleichungssystem eines inkompressiblen Fliissigkri-
stalls in reduzierten Variablen lautet

d 1 1

—vg = — —A — FLK .14
Re dtvﬁ Ogp + 5 vg + S 0a00g (3.14)

OnVo =0 . (3.15)

Zunichst diskretisieren wir die partielle Zeitableitung (den konvektiven
Anteil bringen wir auf die andere Seite),
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1 neu alt
%P = 5 (vp —o3*) . (3.16)

Wir 16sen die diskrete Navier-Stokes-Gleichung auf nach vj™,

ot
neu Fg —@;p (317)

Hierbei ist

Fﬁ —’Ualt—l—(% ﬁA aIt R St a O.FLK _,Ualta ,Ualt ) (318)

Nun fordern wir fiir die neuen Geschwindigkeiten v die Divergenzirei-
heit der inkompressiblen Fliissigkeit, und erhalten aus Gl. (3.17) eine
Poisson-Gleichung als Bestimmungsgleichung fiir den Druck,

ag’vgeu =0 = O0gFsg= %agagp . (3.19)

Zur Losung dieser Poisson-Gleichung wird noch eine Randbedingung
benotigt. Diese konnen wir in Form von Neumann-Randbedingungen
erhalten, wenn wir Gl. (3.17) an den Oberflichen auswerten. Liegen
diese beispielsweise auf der oberen und unteren Fliache eines Quaders,
so ist n = (0,0,41)T. Die alten Geschwindigkeiten v;'t und die neu-
en Geschwindigkeiten v3™ sind am Rand bekannt. Auflerdem stellt die
Oberfléche fiir den Fliissigkristall ein uniiberwindbares Hindernis dar,
weshalb wir die Geschwindigkeitskomponenten in Normalenrichtung an
der Oberfliche (vt = 0) gleich Null setzen. Diese Vorgaben liefern
aus Gl. (3.17) die Gleichung am Rand

Op= < F. . (3.20)

Die partielle Ableitung in Normalenrichtung wird wieder diskretisiert
(n und n — 1 seien zwei benachbarte Punkte in z-Richtung). An der

oberen Quaderoberfliche ist pRa™ = pM@>*=p” an der unteren ist pRa"d =
p°=p"~! und
1 Re
Op=—0"—p"") = pr-p"l'=dz—F .  (3.21)

0z ot
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Mit diesen Randbedingungen kann nun der neue Druck im gesamten
Volumen berechnet werden. Er steht dann zur Berechnung der neuen
Geschwindigkeiten mittels Gl. (3.17) zur Verfiigung.

3.4 Das diskretisierte Gleichungssystem

Nachdem nun die reskalierten Gleichungen in diskreter Form abgelei-
tet wurden, sollen sie der Ubersichtlichkeit halber noch einmal zusam-
mengefasst werden. Gleichzeitig wird der Programmablauf transparent.
Nachdem eine Startkonfiguration vorgegeben (und ggf. statisch mini-
miert) worden ist, kann die Losung der dynamischen Gleichungen er-
folgen. Die Drehimpulsbilanz und die Navier-Stokes-Gleichung werden
durch ein explizites Zeitintegrationsverfahrens gelost, die Poisson-Glei-
chung fiir den Druck und die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die elektri-
sche Spannung mittels des Newton-Gauss-Seidel-Verfahrens relaxiert.

Drehimpulsbilanz

Zunichst werden die neuen Q-Tensoren aus der Drehimpulsbilanz be-
rechnet. Da der Q-Tensor spurlos-symmetrisch ist, werden in der fol-
genden Gleichung nur fiinf unabhiingige Komponenten berechnet?:

neu a a ala alal
Hap :,ualtﬁ — ot Maﬁﬂvvlt + ot |:VOE')/] Itﬂvﬁ - :uavV»y[ﬁ]a '
ot sla ot
+ —SV3 ViR & 1 (3.22)

Losung der Poisson-Gleichung fiir den Druck

Aus den alten Geschwindigkeiten und dem alten Spannungstensor (der
vor der Drehimpulsbilanz berechnet wurde) kann nun die Poisson-Glei-
chung fiir den Druck aufgestellt werden. Durch die Losung der Gleichung
wird der Druck so eingestellt, dass die Divergenz der Geschwindigkeiten
verschwindet®.

4#117 Hzy, hxz, lyy, byz- Es gilt Sp(/»‘aﬁ,'yvfflt) = cha,wvfylt =0

5spVa@ = Vaa = divv = 0, dies ist numerisch nicht exakt erfiillt!
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Re Re
0p0gp = 5t —03F3 :ﬁagvalt + = 3[3Ava|t

+ S—tlagaaoaﬁ — Re 8gvgjt8av%lt (3.23)

Berechnung der neuen Geschwindigkeiten
Aus dem nunmehr divergenzfreien Geschwindigkeitsfeld kénnen die neu-
en Geschwindigkeiten berechnet werden.

ot ot
neu Fﬁ aﬁp _ ,U%It . _aﬁp

+ 4t {—Avalt Oa UFLK - v;'taav%'t (3.24)

Re S’t

Losung der Euler-Lagrange-Gleichung fiir die elektrische
Spannung

2

0=—V6(e| —e1) <§—R

b2 > [87ui78iU + umavaiU]

52
72(2€J_7€”) <b2) 68 8 U (325)

Iteration

Jetzt sind alle Variablen zum neuen Zeitpunkt bekannt. Alle abhéngigen
Variablen wie z.B. der Spannungstensor und das Molekularfeld werden
neu berechnet. Auch die Randbedingungen miissen angepasst werden.
Dann startet die Berechnung des néchsten Zeitschrittes wieder mit der
Drehimpulsbilanz.

3.5 Randbedingungen

Ordnungsparameter (Q-Tensor)

Um am Rand eine Aussage dariiber treffen zu kénnen, wie der Q-Tensor
aussehen soll, wechseln wir an diesen Stellen in das uniaxiale Bild des
Direktors n und schreiben Q als:
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; 3 1
o= =S (nang — =0 3.26
wobei wir den skalaren (uniaxialen) Ordnungsparameter .S noch bestim-
men miissen. Dazu wird pU"ex = %Q”"iax in fpuk (3.2) eingesetzt. Fiir
die freie Energiedichte des Volumens in reduzierten Variablen erhalten
wir dann

S 3 9
Bk = gt 7 = $V6 50 4 08" (3.27)

wobei S’ = % der reskalierte Ordnungsparameter ist. Die Funktion
uniax(§7) ist in Abbildung 3.1 fiir verschiedene Temperaturen darge-
stellt.
Fiir die Simulation benétigen wir nun fiir eine vorgegebene Temperatur ¢
das durch die Landau-Energie vorgegebene S’; welches die freie Energie
im uniaxialen Fall minimiert. Wir leiten also £ nach S’ ab und setzen
die Ableitung gleich Null. Dadurch erhalten wir drei Losungen, die den
verschiedenen Phasen des Fliissigkristalls zugeordnet werden konnen.
S1 = 0 gehort zur isotropen Phase, S5; = —i—%x/@ + ﬁ\/54 — 48t
gehoren zur nematischen (S2 > 0) und zur diskotischen (S3 < 0) Phase
[20].
Die reduzierte freie Energie ist in Abbildung 3.1 fiir verschiedene Tempe-
raturen dargestellt. Um Simulationen in der nematischen Phase durch-
zufithren, verwenden wir S5, um einen uniaxialen Ordnungsparameter

auf dem Rand vorzugeben.

. 3 1
p (¢ n) =5 S5(8) (@ n — <1)

:g (%\/6+ i\/5448t> (n®n-— %1) (3.28)

Schliellich seien hier noch die Eigenwerte im uniaxialen Fall angegeben.
Diese erhilt man sehr einfach, wenn man den Direktor entlang einer
der Koordinatenachsen ausrichtet: n = (0,0,1)7. Die Eigenwerte des
Q-Tensors lassen sich dann direkt ablesen (S5(t = —1) =0, 727):
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Mije = 385'(0)(~3) = 350 (3.20)
A3 gS'(t)(g) —S'(1) . (3.30)

Der Q-Tensor besitzt also eine augezeichnete Richtung, welche A3 zu-
zuordnen ist. Die Eigenwerte A5 sind entartet, die Verteilung der Mo-
lekiile ist also rotationssymmetrisch.

Ol T T T T T T

0.05 -

1

uniax
bulk

015 | t=9/8 —— ]
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Abbildung 3.1: Landau-Energie fiir verschiedene Temperaturen. Aufge-
tragen ist die Volumenenergie fu ik iber dem uniaxialen Ordnungspara-
meter S’ = S fiir verschiedene Temperaturen. ¢t = 9/8: die nematische
Phase ist gerade noch metastabil, ¢ = 1: der Phaseniibergang findet
statt, t = 0: die isotrope Phase ist gerade noch metastabil, t = —1: die
nematische Phase ist die alleinig stabile, S5(—1) = 0, 727.

Geschwindigkeit
Fiir v werden in dieser Arbeit folgende Randbedingungen gesetzt:
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e Haftbedingung: tangentiale und normale Komponente der Ge-
schwindigkeit sind an der Oberfliche vorgegeben.

e Ein- und Ausstrombedingung: Normalableitungen der Komponen-
ten werden gleich Null gesetzt, d.h. die Geschwindigkeit senkrecht
zum Rand soll sich nicht &ndern.

Andere Variablen

Die Randbedingen fiir den Druck folgen aus dessen Gradienten ldngs
der Probendimension Gl. (3.21). Der Spannungstensor o, das Moleku-
larfeld H und die oben eingefiihrte Abkiirzung F werden aus v und Q
berechnet. Fiir die Bestimmung ihrer Ableitungen werden diese Grofien
auch auf dem Rand benotigt. Wir extrapolieren daher in erster Ordnung
die Volumendaten auf den Rand.



Kapitel 4

Disklinationsdynamik im
Direktorbild

Bevor wir uns in den beiden folgenden Kapiteln der Statik und Dyna-
mik von anisotropen Fluiden in der tensoriellen Beschreibung widmen,
wollen wir in diesem Kapitel ein Versténdnis fiir die Dynamik von De-
fektlinien entwickeln. Dazu untersuchen wir in vereinfachter Theorie die
dynamischen Prozesse in der Multidoméinenzelle (MD-Zelle), einer spe-
ziellen Realisierung einer twisted nematic-Zelle (TN-Zelle, [53]), wobei
wir unser besonderes Augenmerk auf die Erzeugung und Vernichtung
von Disklinationen richten.

In der MD-Zelle wechseln sich rechts- und linksdrehende Helizes des
Direktors ab. Dies wird erreicht durch eine spezielle Wahl der Veran-
kerungswinkel an den Oberflachen, welche in einem Netz von Twist-
Disklinationen resultieren. In diesem Kapitel wollen wir anhand einer
Direktordynamik, welche nur auf einer Rotationsviskositéat beruht, un-
tersuchen, wie sich die Defektlinien bewegen, wenn man an die MD-Zelle
eine elektrische Spannung anlegt.

Werden die Verankerungswinkel hinreichend klein gewé&hlt, so kann im
spannungsfreien Zustand eine defektfreie Konfiguration auftreten, in
welcher der Drehsinn aller Helizes {ibereinstimmt. Da die Oberfléchen
jedoch auch hier strukturiert sind, miissen bei angelegter elektrischer
Spannung Defektlinien existieren. Diese werden also im Rahmen des
Schaltprozesses erzeugt bzw. vernichtet.

Die in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse wurden in [54] veroffent-
licht.

4.1 Die Multidominenzelle

Urspriinglich stammt die Idee der Multidoménenzelle aus der Informa-
tionstechnologie: Flachbildschirme sind sowohl sparsam im Energiever-
brauch, als auch in ihrem Platzbedarf. Jedoch miissen ihre optischen
Qualitdten durch Techniken wie in-plane switching (IPS) [55] und op-
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tische Kompensation verbessert werden. Sind diese Techniken fiir teure
Bildschirme noch finanzierbar, so fehlt es an einfachen Losungen fiir bil-
lige Displays: Der Kontrast TN-basierter [53] Bildschirme héngt stark
vom Blickwinkel ab. Mit der Multidoménenzelle [56, 57] wurde eine
einfache Moglichkeit realisiert, um dieses Problem zu losen.

Wie oben bereits erwihnt, bedingen die speziellen Randbedingungen
das Auftreten von Defekten. Aufler ihrem Einsatz als Display kann die
MD-Zelle deshalb auch als Laborsystem zur Untersuchung von topolo-
gischen Prozessen fiir Defekte verwendet werden. Diese sind von funda-
mentalem Interesse auf dem Gebiet der Fliissigkristalle [58, 59, 60, 61,
62].

Bei der klassischen TN-Zelle werden die Fliissigkristallmolekiile an den
Glasplatten parallel zur Oberfliche ausgerichtet. Sie schlieflen einen
Winkel von 90 Grad ein, weshalb die Molekiile im Volumen zwischen
den Platten eine Helix ausbilden. Indem man die Oberflichenmolekiile
aus der Ebene der Glasplatten herausdreht, kann man die Drehrichtung
der Helix festlegen.

Legt man eine hinreichend starke elektrische Spannung an eine TN-Zelle
an, so werden die Molekiile im Volumen vollstdndig entlang des Feldes
ausgerichtet. Einen Bildschirm mit Graustufen erh&lt man, wenn man
die Spannung erniedrigt und so eine nur teilweise Ausrichtung der Mo-
lekiile einstellt. Verschiedene Spannungen liefern verschiedene Graustu-
fen; ein Teil der Helixstruktur ist dabei noch vorhanden, und elastische
und elektrische Energie halten sich die Waage. Da alle Helizes in dieselbe
Richtung drehen, kommt es zu einer Brechung der Inversionssymmetrie.
Damit ist der Kontrast stark vom Blickwinkel abhéngig.

In der Multidoménenzelle wird diese Symmetriebrechung vermieden,
indem der Drehwinkel der Helizes alternierend eingestellt wird. Dazu
miissen die Glasplatten in Doménen strukturiert werden. Ein Beispiel
fiir eine solche Strukturierung ist in Abbildung 4.1 zu sehen. Die opti-
schen Effekte der verschiedenen Dominen' kompensieren sich auf der
Léngenskala eines Bildschirmpixels, und die Abhéngigkeit des Kontras-
tes vom Blickwinkel wird stark reduziert. In der Literatur finden sich
verschiedene Realisierungsméglichkeiten fiir die Oberflichenstruktur[56,
57, 63, 64]. Bei allen ist eine klare Verbesserung erkennbar.

Da die Direktorfelder von rechts- und linksdrehenden Helizes nicht iiber-

IIn [56] besteht ein Displaypixel z.B. aus vier Doménen.
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Abbildung 4.1: Schematische Ansicht der Multidomé&nenzelle: Die Plat-
ten bei z = 0 und z = d begrenzen das Simulationsvolumen. Sie sind
in Streifen der Breite b mit unterschiedlicher Verankerungsrichtung in
- und y- Richtung unterteilt. Der nematische Direktor wird durch die
beiden Winkel ¢ (Polar- oder Twistwinkel) und ¢ (Azimutal- bzw. Tilt-
winkel) beschrieben. Die Ausrichtung des Direktors an den Platten ist
entlang der Streifenrichtung. Der Pretilt ¥, wird festgehalten. Die Strei-
fen unterscheiden sich dann im Twistwinkel ¢, um 180° (vgl. auch Ta-
belle 4.1). Es resultiert ein Schachbrettmuster aus rechts- (RHD) und
linksdrehenden Helizes (LHD).
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all kontinuierlich aneinandergefiigt werden konnen, zeigen alle Reali-
sierungen der MD-Zelle an den Domé&nengrenzen ein charakteristisches
Netz von Liniendefekten mit Twist-Charakter [65]. Die Ausdehnung des
Defektkerns liegt bei etwa 10 nm (vgl. [65] oder auch Abschnitt 6.2). Er
ist damit im Vergleich zur Ausdehnung einer Domé&ne von 100 um ver-
nachléssigbar fiir den Kontrast des Bildschirmpixels.

Tabelle 4.1: Oberflichenstruktur des Direktors (¢p,,9,) und elektrisches
Potential (¢) der Zelle in Abbildung 4.1. ¥, und Uy sind freie Simulati-
onsparameter, wobei Uy = 0V oder Uy = 4V gewahlt wird.

Koordinaten Twistwinkel an  Tiltwinkel an  angelegte
der Oberflache der Oberfliche Spannung
z=0,0<y<d pp =0° Ip =0
z=0,b<y<2b pp = 180° Ip o=0
z=d,0<xz<b wp = 90° Ip »=Ug
z=d,b<x <2 pp = 270° Ip ¢ = Uy

Das Konfigurations-Phasendiagramm

Wie bereits erwihnt, hingt das Auftreten von Defektlinien davon ab,
wie der Tiltwinkel an den Oberflichen gewéhlt wird. Die freie Energie
einer Disklination setzt sich aus der Energie des Kerns und aus einem
elastischen Anteil zusammen. Durch die Umkehr der Drehrichtungen
aller Helizes eines Typs (RHD oder LHD) konnen die Defektlinien eli-
miniert werden. Um der weniger begiinstigten Drehrichung Rechnung
zu tragen, muss eine zusétzliche Splay-Deformation in der Néhe der
Oberflichen eingefithrt werden. Falls deren elastische Energie kleiner
ist als die Kernenergie der Disklination, wird die defektfreie Konfigura-
tion bevorzugt. Die Vermeidung solcher Splay-Deformationen zuguns-
ten von anderen Verzerrungen oder gar Defekten wird in der Literatur
mit splay canceling [57, 66, 67] bezeichnet. Es tritt auf fiir Tiltwinkel
kleiner als 92, wie im Phasendiagramm in Abbildung 4.2 [31] zu sehen.
Der Tiltwinkel wird dabei gegen die Plattennormale gemessen: ¢, = 90°
bedeutet, dass die Molekiile parallel zur Platte liegen.

Will man die MD-Zellen als Display einsetzen, so muss die Oberflachen-
verankerung so gewihlt werden, dass die Helizes alternieren, d.h. die
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Abbildung 4.2: Konfigurations-Phasendiagramm der MD-Zelle aus [31].
Zwei Gebiete kénnen unterschieden werden. Gebiet I: die Zelle enthélt
Disklinationlinien, wie aufgrund der Randbedingungen erwartet. Gebiet
IT: Fiir kleine Spannungen und Verankerungswinkel werden die Diskli-
nationen durch inverses splay canceling entfernt. Alle Helizes drehen in
die gleiche Richtung. Die gestrichelten Linien geben die Schaltprozesse
wieder, die in diesem Kapitel untersucht werden.

Disklinationslinien immer vorhanden sind. Dies entspricht dem unte-
ren Schaltprozess in Abbildung 4.2. In Abschnitt 4.2 werden wir die
Defektbewegungen eines solchen Schaltvorganges untersuchen.

Vom theoretischen Standpunkt ist der obere Schaltprozess in Abbil-
dung 4.2 von groflerem Interesse: Wihrend bei Uy = 0 V eine homogene
Drehrichtung aller Helizes vorliegt (Gebiet II), enthalten Konfiguratio-
nen in Gebiet I Defektlinien. Beim Schalten nach Uy = 4 V muss also
ein Konfigurationsiibergang stattfinden, bei dem Dislinationen enste-
hen. Wir diskutieren diesen Schaltvorgang in Abschnitt 4.3.
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Numerische Aspekte

Die Simulationen dieses Kapitels basieren auf den in Kapitel 1 abgelei-
teten Euler-Lagrange-Gleichungen (1.18) und (1.19), die mittels eines
Finite-Differenzen-Verfahrens diskretisiert und dann mit dem Newton-
GauB-Seidel-Verfahren [47] gelost werden. Dabei nehmen wir an, dass
der skalare Ordnungsparameter S in der nematischen Phase konstant ist
(25 = 1). Die so erhaltene Konfiguration minimaler elastischer Energie
wird als Anfangsbedingung fiir die Dynamik verwendet.

Die Integration der Bewegungsgleichungen (1.30) und (1.31) erfolgt mit-
tels eines expliziten Zeitintegrationsverfahrens [47], wobei wir anneh-
men, dass das elektrische Potential der Direktorbewegung instantan
folgt und wir die statische Euler-Lagrange-Gleichung (1.19) zu jedem
Zeitpunkt 16sen konnen.

Disklinationen

Disklinationen sind Singularitéiten des Direktorfeldes. Diese treten in
unseren Simulationen nicht explizit auf, da wir die Gleichungen auf
einem Gitter diskretisieren. Dennoch wird durch die freie Energie der
Umgebung der Singularitéit eine Defektlinienenergie berechnet, die von
der Groenordnung der Kernenergie ist [65]. Um die Kernenergie in der
Simulation zu beriicksichtigen, miisste zu jedem Zeitschritt die Léange
der Disklination bestimmt werden. Da die Korrektur das qualitative
Verhalten nicht wesentlich beeinflut, haben wir auf diesen numerisch
nicht ganz einfach zu realisierenden Teilaspekt verzichtet.

Die Simulationsbox

Um die Simulationen durchfiithren zu kénnen, benétigen wir noch Rand-
bedingungen. Wir wihlen die Version der MD-Zelle von SCHADT et al.
[56], wie sie bereits in Abbildung 4.1 vorgestellt wurde. Die Zelle wird
mit kartesischen Koordinaten beschrieben; die mittlere Molekiilrichtung
ist der Direktor n, den wir mit Twist- () und Tiltwinkel (¥) parame-
trisieren : n, = sind cosp, ny = sindsing und n, = cosd. Wir stellen
¢ an der Oberfliche entsprechend der Tabelle 4.1 ein, ¥ wird je nach
Simulationslauf unterschiedlich gewahlt.

Die Einheitszelle unserer Simulationsbox besitzt die Kantenldnge 2b und
die Dicke d. In z- und y-Richtung werden die Rénder periodisch fortge-
setzt. Damit die Disklinationen nicht am Rand der Simulationsbox auf-
treten, verschieben wir die Einheitszelle um /2 in - und y-Richtung.
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Die resultierende Oberflichenstruktur der Simulationsbox ist in Abbil-
dung 4.3 zu sehen.

In allen Simulationen wurden die Materialparameter wie in [68] gew&hlt:
ki1 = 12,4- 1012 N, koo = 6,5- 10~12 N7 k33 = 19,9 1012 N7 € = 8,03,
e =3,59 und 71 = 17- 1072 Nsm~2. AuBlerdem wurde b = 9 um und
d = 6 um gewsihlt.

Die Gitter hatten eine Gréfle von 40 Punkten in allen drei Dimensionen.
Die Schaltzeiten werden im Folgenden in Einheiten von Millisekunden
angegeben.

Da es sich bei der MD-Zelle um eine bildschirmtaugliche Zelle handelt,
ist es interessant, die optische Transmission fiir senkrecht zur Oberfléche
einfallendes Licht (entlang der negativen z-Achse) zu berechnen. Auch
in der Transmission sollten die Defektlinien sichtbar sein. Zur genaueren
Beschreibung der Transmissionberechnung verweisen wir auf Anhang C.

periodisch fortgesetzt
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Abbildung 4.3: Simulationsbox der MD-Zelle: Im Gegensatz zu Abbil-
dung 4.1 wurde die Einheitszelle um b/2 in 2- und y-Richtung verscho-
ben, um das Auftreten von Disklinationen am Rand der Simulationsbox
zu vermeiden.
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4.2 Die Multidominenzelle
als Displaypixel

Um die Bewegung von Defektlinien in der MD-Zelle zu studieren, er-
scheint es plausibel, den unteren gestrichelten Simulationspfad in Ab-
bildung 4.2 zu wéhlen. Jedoch ist der Tiltwinkel 195 = 58°, unterhalb
dessen die Defektlinien immer vorhanden sind, sehr viel kleiner als in
den Realisierungen der MD-Displays: in der Version von SCHADT et al.
betrigt 9, = 88,7° [56]. Chen et al. haben das Auftreten von splay can-
celing im Detail studiert [69] und konnten ein MD-Display herstellen,
bei dem ¥, = 65° war.

Um diese Diskrepanz zwischen Experiment und Simulation zu kléren,
werden wir nun anhand einer groben Abschétzung zeigen, dass der Wert
von 195 von den Zelldimensionen abhéngt. Wenn die Direktorhelix ih-
re Drehrichtung umkehrt, wird iiber das entsprechende Teilpixel eine
zusétzliche Splay-Deformation aufgebracht. Die gesamte Energie von
zweien solcher Teilpixel ist dann ndherungsweise das Produkt aus der
freien Energiedichte und dem Volumen, daher

F,~K <%‘l%>2 bid . (4.1)

Die Twist-Disklinationen treten auf, falls ihre Kernenergie F; kleiner
ist als F§. Die Kernenergie ist gegeben durch [37]

F;=8Kb , (4.2)

wobei iiber die gemittelte Frank’sche elastische Konstante K die Li-
nienenergie des Defektkerns gendhert wird. Der Ubergang zwischen den
beiden Konfigurationen findet also statt bei Fy =~ Fy oder

0D ~m/2—\/2d/b . (4.3)

Mit den Parametern, die wir in den numerischen Simulationen verwen-
det haben (d/b = 2/3) erhalten wir ¥ = 43°. Die Abweichung zu
dem in der Simulation gefundenen 1911,) = 58° lidsst sich auf die grobe
Abschétzung der freien Energie zuriickfithren. Jedoch zeigt Gl. (4.3)
deutlich die Abhéingigkeit von den Zelldimensionen. Diese betragen im
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Experiment ungefahr 100 ym, wéihrend unsere Simulationsbox nur eine
Kantenlénge von b = 18 um hat.

Um der experimentellen Realisierung nidher zu kommen, préparieren wir
deshalb einen Randwinkel von ¥, = 85°. Eine defektbehaftete Konfigu-
ration kann sich hier als metastabiler Zustand ausbilden. Dazu wird die
statische Gleichung (1.18) gelost. Anschlieflend schalten wir die Span-
nung auf 4 V und starten den Zeitintegrationsalgorithmus. Fiir charakte-
ristische Zeiten in der Entwicklung des Direktorfeldes werden in Abbil-
dung 4.4 die Disklinationslinien und die Transmission der Zelle gezeigt.
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Abbildung 4.4: Schnappschiisse der Defektlinienbewegung im MD-
Displaypixel und zugehorige Transmission zu verschiedenen Zeitschrit-
ten, nachdem die Zelle von Uy = 0 V auf 4 V geschaltet wurde. Die obe-
re und untere Glasplatte ist in helle und dunkle Streifen unterteilt, die
auf die unterschiedlichen Verankerungen des Direktors hinweisen sollen.
Das Direktorfeld selbst ist der Ubersichtlichkeit halber ausgeblendet.
Zur Visualisierung der Disklinationslinien siehe Anhang C.

Bei t = 0 bilden die Defektlinien in der Mitte der Zelle ein Netz aus
Twist-Disklinationen. Wenn die Spannung angeschaltet wird, beginnen
die Disklinatinen sich in Richtung der Glasplatten zu bewegen (siehe
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Abbildung 4.4, ¢ = 0,84 und 1,20). An ihren Kreuzungspunkten sind
die Linien aufgrund der anziehenden Kraft zueinander verbogen (siehe
hierzu Abschnitt 6.1). Erst wenn der Abstand der Defektlinien grof3 ge-
nug ist, ndmlich wenn die Linien die Oberflichen erreicht haben, glétten
sie sich (siche Abbildung 4.4, t = 1, 80).

\ MD-Zelle (Pixelmitte)
0.8 r \ ]

TN-Zelle (Pixelmitte) ———

Transmission

Zeit

Abbildung 4.5: Lichttransmission {iiber der Zeit im MD-Display.
Blaue Kurve: im Zentrum der Zelle, griine Kurve: nahe einer Twist-
Disklination. Die rote Kurve zeigt zum Vergleich die Transmission in
einer TN-Zelle.

Es ist sehr aufschlussreich, die jeweilige Lichttransmission in den rechten
unteren Ecken von Abbildung 4.4 zu betrachten: Bei ¢t = 0 sind die Dis-
klinationen kaum erkennbar. Wenn die Defektlinien nidher zu den Glas-
platten wandern, wird der Kontrast stérker; die Defektlinien schalten
also schneller als der Rest der Zelle. Dieser Sachverhalt ist quantitativ in
Abbildung 4.5 dargestellt. Die Transmission dreier einzelner Helizes ist
iiber der Zeit aufgetragen. Die blaue Kurve gibt das Schaltverhalten in
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der Mitte eines Displaypixels wieder. Die Transmissionskurve verlauft
annidhernd parallel zu derjenigen einer reinen TN-Zelle (rote Kurve),
die Schaltzeiten stimmen also iiberein. Da die Ausdehnung eines realen
Pixels viel grofler ist, schlieen wir also, dass die optische Transmissi-
on der MD-Zelle von der Defektbewegung nahezu unbeeinflusst bleibt.
Der Dip in der Transmission zwischen ¢ = 0,5 und 1 ist ein Effekt, der
bekanntermaflen in TN-Zellen mit Pretilt auftritt [70].

Abschlielend noch zwei Bemerkungen: Wird die Spannung wieder ab-
geschaltet, so wird der hier geschilderte Vorgang reversibel invertiert.
Die Position der Twist-Disklinationen als Funktion des Pretiltwinkels
¥p an der Oberfliche bei Spannung null ist wie folgt: Fiir Pretiltwinkel
iiber ¥, = 80° liegen die Defektlinien glatt in der Mitte der Zelle. Un-
terhalb von 1, = 80° befindet sich ihre Gleichgewichtslage immer néher
bei den Glasplatten, wobei sie an ihren Kreuzungspunkte immer noch
verbunden sind. An diesen Stellen sind sie zueinander gekriimmt. Bei
¥p = 60° 16sen sich die Linien von einander, wobei sie fiir kleinere ¥,
noch n#her zu den Platten riicken.

4.3 Die Multidomianenzelle
als Mini-Defektlabor

Nach dem Einschalten der Spannung

Fiir den oberen gestrichelten Pfad in Abbildung 4.2 berechnen wir zu-
néchst eine Startkonfiguration, indem wir die statischen Gleichungen
(1.18) fiir 0V losen. Anschlieend wird wiederum die Spannung auf 4 V
gesetzt und die Zeitintegration gestartet. Schnappschiisse der Diskli-
nationslinien zu bestimmten Zeiten sowie die zugehorige Transmission
werden in Abbildung 4.8 illustriert.

Bei t = 0,0 haben alle Helizes den gleichen Drehsinn. Die Helizes der
RHDs (vgl. Abbildung 4.3) drehen so, wie es aufgrund ihrer Randbe-
dingungen am giinstigsten ist. Die Helizes in den LHDs haben ihren
Drehsinn invertiert und tragen nun eine zusétzliche Splay-Deformation,
die tiber die gesamte Helix verteilt ist. Es liegen keine Disklinationen
vor.

Nun wird die Spannung von 4V angelegt und die Direktoren beginnen,
sich entlang des elektrischen Feldes auszurichten. Bei ¢ = 3,6 ist ein
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Abbildung 4.6: Nagelbild zur Illustration des Mechanismus, durch den
die Defektringe in der MD-Zelle ge6ffnet werden. Die Lénge eines Nagels
ist gegeben durch die Projektion des Direktors auf die Zeichenebene. Der
Kopf markiert den Teil des Direktors, der unter der Zeichenebene liegt.
a) Ungestorte Helizes, die dritte und vierte Helix haben ihren Drehsinn
auf Kosten einer zusétzlichen Splay-Deformation umgekehrt. Die Helizes
gehoren zu dem mit einem Pfeil markierten Pfad in Abbildung 4.8. b)
Nach dem Anlegen des elektrischen Feldes werden die erste und vierte
Helix zerstort. ¢) Durch das Einfiihren einer Twist-Disklination (T) und
einer +1/2-Wedge-Disklination (W) konnen auch die Direktoren der
zweiten und dritten Helix entlang des elektrischen Feldes ausgelenkt
werden.

deutlicher Unterschied zwischen den zwei Helixtypen erkennbar. In den
RHDs ist die Transmission bereits nahe bei Null; die Helix ist zerstort,
da die Direktoren nahezu parallel zum elektrischen Feld ausgerichtet
sind. In den LHDs ist die Transmission nahezu unverédndert. Die He-
lixstruktur ist immer noch vorhanden. Wir koénnen dieses Phiénomen
mit Hilfe der Nagelbilder in Abbildung 4.6 verstehen: (a) bis (c) zeigen
jeweils das Direktorfeld von vier Helizes an verschiedenen Positionen y
(vgl. die gestrichelten Pfeile in Abbildung 4.8).

In der ersten und zweiten Helix in Abbildung 4.8(a) sind alle Direktoren
bereits in Richtung des elektrischen Feldes ausgerichtet. Nach Anlegen
der Spannung koénnen sie sich sofort weiter ausrichten. Die Direktoren
der dritten und vierten Helix jedoch, deren Drehsinn invertiert ist, sind
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durch die zusétzliche Splaydeformation zunéchst stabilisiert: In der He-
lix befindet sich ein waagerecht ausgerichteter Direktor.

Bei t = 14, 88 sind auch die Direktoren der LHDs entlang des elektri-
schen Feldes ausgerichtet, zwischen den Doménen bleiben jedoch wei-
Be Streifen zuriick. Diese Konfiguration ist in Abbildung 4.6(b) dar-
gestellt, die weiflen Streifen entsprechen der Situation bei der zweiten
und dritten Helix. Die Direktoren dieser Gebiete kénnen nur ausgerich-
tet werden, indem eine +3 Wedge- (W) und eine Twist-Disklination
(T) entsteht, wie in Abbildung 4.6(c) zu sehen. Diese Disklinationen
sind Bestandteil eines der zwei Ringdefekte die sich in der z-y-Ebene
zum Zeitpunkt ¢t = 14,88 6ffnen. Die Ringe wachsen an, bis sie sich
schliefllich bei t = 17,66 berithren und annihilieren. Zuriick bleibt eine
Wedge-Disklination an der oberen Platte und eine Twist-Disklination
an der unteren. Bis t = 32,35 glitten sich die Defektlinien. Durch die
Entstehung der Defektlinien ist der weifle Streifen in der Transmission
verschwunden.
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Abbildung 4.7: Hypothetischer Mechanismus zur Drehung der Defektli-
nien in der Nihe der oberen Platte um 90°. (I) Disklinationsringe 6ffnen
sich in den Regionen 1 bis 4. (IT) Die Ringe annihilieren teilweise mit den
bestehenden Defektlinien. (IIT) Das Ergebnis sind Twist-Disklinationen
entlang der y-Achse.

Bei t = 32, 35 schliefflich ist die Simulation in einem lokalen Minimum
gefangen. Um das globale Minimum zu erreichen, muss zunéchst ein
zweites Paar von Disklinationslinien entstehen, um den zweiten weiflen
Streifen zu vernichten. Da dann die Defektlinien an der oberen Platte
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noch in die falsche Richtung zeigen, miissen sie noch um 90° gedreht
werden. Hierzu schlagen wir den folgenden Mechanismus vor:

In Abbildung 4.7(I) sind nur die Defektlinien der oberen Platte gezeich-
net. In den Flichen 1 bis 4 ist die zusétzliche Splay-Deformation immer
noch vorhanden. Untersucht man das Direktorfeld in der Néhe der Plat-
te, so stellt man fest, dass durch das Offnen von weiteren Ringdefekten
in der Ebene der Platte und der Rekombination mit den vorhandenen
Disklinationen eine solche Drehung bewerkstelligt werden kann (siehe
Abbildung 4.7(I11)). Der Charakter der Ringdefekte in Abbildung 4.7 ist
rechts und links vom Twisttyp und oben und unten vom Wedgetyp. Die
letzteren annihilieren mit den existierenden Wedge-Disklinationen und
die Twist-Anteile ergeben die neuen Liniendefekte entlang der y-Achse.
Im globalen Minimum besitzt das Direktorfeld also wieder zwei Paare
von Disklinationen, welche parallel zu den Streifen der Oberflachen-
struktur liegen. Eine solche Konfiguration verwenden wir nun als Aus-
gangspunkt fiir den Ausschaltvorgang, wie er in Abbildung 4.9 zu sehen
ist.

Nach dem Abschalten der Spannung

In Abbildung 4.9 zeigen wir die Entwickung der MD Zelle nach dem
Abschalten der Spannung bei ¢ = 0,0. Wiederum ist neben dem De-
fektlinien auch die Transmission fiir jeden Zeitschritt angegeben.

Bei t = 0,0 sind die Direktoren in Richtung des elektrischen Feldes
ausgerichtet. Die Helizes sind zerstort, die Transmission ist Null. Die
Twist-Disklinationen sind nahe der Oberfléiche lokalisiert. Nach dem
Ausschalten der Spannung treiben die elastischen Drehmomente das
System zuriick ins Gleichgewicht. Bei t = 2,42 sind die Helizes in den
LHDs und RHDs wieder hergestellt.

Die Direktorkonfiguration ist nun wieder in der Lage, die Polarisation
des Lichtes zu drehen, die Transmission ist fast am Maximum angelangt.
Abbildung 4.9, t = 2,42, zeigt, dass die Defektlinien in die Mitte der
Zelle wandern. Sie sind in der Transmission noch deutlich zu erkennen.
Bei t = 5,36 beginnen die Defektlinien, sich in den Kreuzungsgebieten
aufeinander zuzubiegen. Schliellich beginnen die Disklinationen bei ¢t =
6,77 zu rekombinieren; dieser Vorgang ist bei ¢t = 12,12 abgeschlossen.
Bis hierhin ist die Konfiguration mit der in Abschnitt 4.2 vergleichbar,
wo sich ebenfalls ein Netz von Disklinationen in der Mitte der Zelle



4.8 Die Multidomdnenzelle als Mini-Defektlabor 63

befindet. Nun brechen jedoch die Schnittpunkte auf und zwei neue De-
fektlinien entstehen (siehe Abbildung 4.9, ¢ = 17, 64). Diese glétten sich
bis t = 42,00. Sie trennen Doménen mit rechts- und linksdrehenden
Helizes.

An dieser Stelle wird unsere Simulation wieder in einem lokalen Mini-
mum festgehalten; die Konfiguration dndert sich nicht mehr. Das globale
Minimum wéren wie oben beschrieben Helizes, die nur noch einen Dreh-
sinn besitzen. Es konnte durch das folgende Szenario erreicht werden:
Bei t = 12,12 brechen die Schnittpunkte der Disklinationen so auf, dass
in der Mitte ein Defektring entsteht. Dieser zieht sich immer mehr auf
einen Punkt zusammen und verschwindet schliefflich, zuriick bleibt eine
defektfreie Konfiguration. Wir konnten durch unsere Simulationen nicht
kléren, ob dieses Szenario wegen numerischer Ungenauigkeiten oder der
definierten Weise, in der die Kreuzungspunkte aufbrechen miissen, nicht
auftrat.

Abschlielende Bemerkungen

Das Konzept der MD-Zelle entsprang der Notwendigkeit, den Blickwin-
kel von konventionellen Fliissigkristall-Displays zu verbessern, die auf
der TN-Technik basieren. In diesem Kapitel haben wir eine spezielle
Realisierung einer MD-Zelle genauer untersucht.

Wir haben gesehen, dass die Simulation im Direktorbild durchaus in der
Lage ist, komplexe Vorginge richtig wiederzugeben. Es bleiben jedoch
zwei schwerwiegende Nachteile. Zum einen wird der Defektkern nicht
richtig wiedergegeben. Hier kann nur eine erweiterte Theorie mit einem
tensoriellen Ordnungsparameter weiterhelfen, wie wir sie in Kapitel 1
und 2 entwickelt haben. Ein weiteres Problem ist die Vernachlissigung
der Kopplung des Direktorfeldes an das Geschwindigkeitsfeld. Auch die-
ser Aspekt wird in der tensoriellen Hydrodynamik beriicksichtigt.

Da wir nun ein Versténdnis fiir die mesoskopischen Effekte, die im Zu-
sammenhang mit Defektlinien auftreten, entwickelt haben, wollen wir
nun gleichsam in das System hineinzoomen. Wie sieht der Kern einer
Defektlinie wirklich aus und wie wird er durch Strémungen im Fliissig-
kristall beeinflu3t?
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Abbildung 4.8: Schnappschiisse des Entstehens der Disklinationen in der
MD-Zelle und zugehorige Transmission zu verschiedenen Zeitschritten,
nachdem die Zelle von U = 0 V auf 4 V geschaltet wurde. Die obere und
untere Glasplatte ist in helle und dunkle Streifen unterteilt, die auf die
unterschiedlichen Verankerungen die Direktors hinweisen sollen.
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Abbildung 4.9: Schnappschiisse des teilweisen Verschwindens der Diskli-
nationen in der MD-Zelle und zugehorige Transmission zu verschiedenen
Zeitschritten, nachdem die Zelle von U = 4 V auf 0 V geschaltet wur-
de. Die obere und untere Glasplatte ist in helle und dunkle Streifen
unterteilt, die auf die unterschiedlichen Verankerungen die Direktors
hinweisen sollen.
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Kapitel 5

Ubergang zum
Ausrichtungstensor

In Kapitel 4 haben wir gesehen, wie sich die Multidomé&nenzelle als
Defektlabor einsetzen lésst, in dem die Entstehung, Bewegung und Ver-
nichtung von Disklinationen untersucht werden kann. Da die Geome-
trie der MD-Zelle sehr komplex ist, haben wir von einer Kopplung des
Ordnungsparameters an die Geschwindigkeiten abgesehen. Diese spielt
jedoch insbesondere bei der Bewegung von Disklinationen eine wich-
tige Rolle [71, 14]. Wir haben aus diesem Grund in Kapitel 2 und 3
die hydrodynamischen Gleichungen fiir den tensoriellen Ordnungspara-
meter abgeleitet. Bevor wir jedoch die Wechselwirkung der Defektlinie
mit dem Geschwindigkeitsfeld im Detail untersuchen, wollen wir uns
zuniichst eine Ubersicht iiber die Konfigurationséinderungen verschaf-
fen, die ein tensorieller Ordnungsparameter mit sich bringt.

5.1 Diinne Filme

In Kapitel 1 haben wir uns mit den verschiedenen nematischen Ord-
nungsparametern auseinander gesetzt. Wir haben angedeutet, dass das
Zusammenspiel von elastischer und Volumenenergie die lokale Ordnung
bestimmt. In diesem Kapitel wollen wir hierzu eine quantitative Analyse
liefern und widmen uns deshalb einem rein statischen Problem.

Im vorangegangenen Kapitel haben wir die TN-Zelle kennengelernt.
Der Fliissigkristall wird zwischen zwei Glasplatten gebracht, an deren
Oberflachen er so verankert ist, dass die Molekiile eine Helix ausbilden.
Schickt man linear polarisiertes Licht entlang dieser Helix durch den
Flissigkristall, so wird die Polarisationsrichtung mit der Helix gedreht
[72]. Durch das Anlegen einer elektrischen Spannung kann die Helix und
somit die Drehwirkung des Fliissigkristalls zerstort werden. Auf diesem
Prinzip basieren Fliissigkristall-Displays.

Bei typischen Displays weisen die Platten in einen Abstand von d =
5 — 10 pm auf. Setzen wir diesen Abstand als charakteristische Linge b
in (3.2) und (3.3) ein, so sehen wir, dass die elastische Energie um einen
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Faktor
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=2 = > =7,73-10 (5.1)

kleiner ist als die Volumenenergie. Fiir das System kann also der uni-
axiale Ordnungsparameter zur Beschreibung verwendet werden.

Die elastische Energie dieser Anordnung ist proportional zum Kehrwert
des Plattenabstandsquadrates. Die Verdrillung des Fliissigkristalls zwi-
schen den beiden Platten bleibt konstant; wird der Abstand d verklei-
nert, so findet die Verzerrung daher auf immer kiirzeren Langenskalen
statt und die elastische Energie steigt an. Bringt man die Platten z.B.
bis auf einen Abstand von d = 10£i zueinander, so wird die elastische
Energie nur noch mit einem Faktor

31

a2
skaliert. Wir diirfen dann nicht mehr von einem uniaxialen Ordnungs-
parameter ausgehen, sondern miissen die Summe aus Volumen- und
elastischer Energie gleichzeitig betrachten. Das System wird ab einem
bestimmten Plattenabstand in biaxiale Zusténde ausweichen.

=102 (5.2)

Der numerische Versuchsaufbau

Die Simulationsbox ist wie folgt definiert. An den beiden Glasplatten bei
z = 0 und z = d halten wir den Fliissigkristall fest. Das dazwischenlie-
gende Volumen wird diskretisiert. Wir denken uns die Platten in z- und
y-Richtung periodisch fortgesetzt, simulieren also eine eindimensionale
Anordnung.

Auf den Glasplatten geben wir den Q-Tensor fiir die Temperatur ¢t = —1
uniaxial vor, wie wir es in Kapitel 3.5 beschrieben haben. Der Direktor
an der unteren Platte bildet mit dem Direktor an der oberen Platte einen
Winkel von 90°. Beide Direktoren liegen in der Ebene der Glasplatten,
da die Drehrichtung der Helix in diesem Kapitel keine Rolle spielt!.
Alle weiteren Parameter der Simulationen findet man in Anhang B.
Den Plattenabstand d geben wir in Einheiten der Korrelationslange &£p
an.

IDie Versuchsanordnung entspricht damit z.B. einer RHD in Abbildung 4.1 mit
¥p = 0.
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Abbildung 5.1: Dreidimensionale Aufsicht auf die Konfigurationen. Bei
d = 5¢p ist die uniaxiale Helix ausgebildet (links). Fiir d = 2 &g steigt
die Biaxialitdt zwischen den Platten an, die Helixstruktur bleibt jedoch
erhalten (Mitte). Im Grenzfall d = £ ist nur noch der Eigenwertiiber-
gang erkennbar (rechts). Zwischen den oblaten und prolaten Q-Tensoren
in der Zellmitte und an den Platten wird die Biaxialitdt maximal.

Mit Hilfe des Finite-Elemente-Verfahrens minimieren wir zu verschie-
denen Plattenabsténden d die Summe aus elastischer Energie (3.3) und
Volumenenergie (3.2). Den Q-Tensor kénnen wir dann wie in Anhang C
beschrieben visualisieren.

5.2 Der Eigenwertiibergang

In Abbildung 5.1 ist der Tensor-Ordnungsparameter fiir verschiede-
ne Plattenabsténde d dargestellt. Wir schauen entlang der Helixachse
auf die obere Glasplatte?. Die Farbkodierung zeigt das Biaxialitéitsmaf
Mypiax als Funktion der z-Koordinate. Man erkennt den festgehaltenen
uniaxialen Q-Tensor an der oberen und unteren Glasplatte.

Bis d = 5&g ist eine nahezu perfekte Helix zu erkennen, wobei der
Farbverlauf bereits schwache Variationen in My, andeutet. Auch bei
d = 2 &R ist die Helix noch vorhanden. Allerdings bildet sich in der Mitte
zwischen den Platten ein Bereich starkerer Biaxialitdt aus. Im Grenzfall
d = &g schliefflich ist von der Helix nichts mehr zu sehen. Stattdessen

2Die Darstellung ist nicht perspektivisch.
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zeigt die Farbkodierung einen Ubergang vom uniaxialen Rand (blau)
iiber Zustédnde maximaler Biaxialitét (rot) hin zu oblat uniaxialen Q-
Tensoren in der Zellmitte (ebenfalls blau).
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Gridpunkte in z-Richtung (entlang der Helixachse)

Abbildung 5.2: Vergleich der Eigenwerte der Tensoren iiber der Helix-
achse. Zur besseren Ubersicht erfolgt die Auftragung gegen die Anzahl
der Gitterpunkte, die bei allen drei Konfigurationen gleich grof} ist. Je
zwei Kurven gehoren zu einer Zelldicke. Der Eigenwert, der zum Eigen-
vektor in z-Richtung gehort, ist nicht gezeichnet. Sein Verlauf entspricht
fiir alle Plattenabsténde dem des negativen Eigenwertes fiir d = 5,0&R.

Zum besseren Versténdnis sind in Abbildung 5.2 die Eigenwerte iiber
den Gridpunkten entlang der Helixachse aufgetragen. Der dritte Eigen-
wert, der entlang der z-Richtung liegt, ist in den Ubergang nicht invol-
viert. Er bleibt konstant. Die beiden Eigenwerte, die in der z-y-Ebene
liegen, néhern sich einander in der Zellmitte fiir d — &g.

Es fallt auf, dass fiir d = 5&r das Volumen nicht die Eigenwerte des
am Rand vorgegebenen Q-Tensors annimmt. Da die Abweichung bei
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beiden Eigenwerten gleich grof} ist, bleibt der Ordnungsparameter auch
hier noch uniaxial. Diese Abweichung zeigt, dass sich das System bereits
sehr nahe am Ubergang befindet.

Mbiax

Gridpunkte in z-Richtung (entlang der Helixachse)

Abbildung 5.3: Biaxialitdtsmafl fiir Helizes verschiedener Platten-
abstdnde. Deutlich ist das prolate uniaxiale Minimum fiir d = i bei
26,5 Gitterpunkten.

Abbildung 5.3 zeigt das Biaxialitatsmafl entlang der Helixachse. Zu-
néichst steigt die Biaxialitéit stark an. Ein maximal biaxialer Ordnungs-
parameter stellt jedoch nicht das Maximum der Volumenenergie dar.
Dieses ist vielmehr gegeben durch einen oblaten uniaxialen Q-Tensor,
der sich in der Zellmitte ausbildet. Da eine gerade Anzahl von Gitter-
punkten simuliert wurde, sinkt die Biaxialitéit in der Zellmitte nicht auf
Null.

Man kann das Verhalten also wie folgt zusammenfassen: Das Verhéltnis
zwischen elastischer und Volumenenergie bestimmt, wann biaxiale bzw.
oblate Q-Tensoren energetisch bevorzugt sind. Geht d gegen &g, so wird
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die uniaxiale Helix ausgebildet. Mit kleiner werdendem d nimmt die
Biaxialitdt zu; die Helix wird immer stirker deformiert. Im Grenzfall
d = &g schliellich ist die Helix nicht mehr erkennbar, sie wird ersetzt
durch einen reinen Eigenwertiibergang. Wie aber hingt die explizite
Abhiingigkeit des Ubergangs vom Verhiltnis der Energien ab?

Energiebetrachtung

Wir haben die Volumen- und die elastische Energie, sowie deren Summe
in Abbildung 5.4 fiir eine spezielle Wahl von koo iiber dem Plattenab-
stand aufgetragen. Da das System nahezu frei von bend- und splay-
Verzerrungsmoden ist, wird die elastische Energie zweckmésigerweise
durch koo parametrisiert.

Wie mittlerweile mehrfach erwéihnt, lassen sich wiederum zwei Berei-
che finden: Fiir grofle Plattenabstinde ist die elastische Energie ver-
schwindend gering; das Minimum ist durch die Volumenenergie uniaxi-
al vorgegeben. Die elastischen Energie bestimmt die Orientierung im
Raum. Wird der Plattenabstand noch weiter vergréfiert, so verschwin-
det der Anteil der elastische Energie in der Rechengenauigkeit der nu-
merischen Simulation. Der Plot veranschaulicht also fiir grofle d die in
Abschnitt 3.1 angesprochene Grenze fiir die numerische Simulation.
Im Bereich des Ubergangs steigt die elastische Energie stark an, bis sie
bei der kritischen Dicke dy,+ gerade so grof} ist wie die Volumenener-
gie. Wir haben die kritische Dicke in Abhéngigkeit von k2o im Inset
von Abbildung 5.4 dargestellt: Der Zusammenhang ist linear, da die
elastische Energie linear von koo abhéngt. Lésst man ksz gegen Null
streben, so kann das System auch bei extrem kleinen Plattenabsténden
eine Twist-Verzerrung aufrechterhalten. Der Ubergang erfolgt dann fiir
d—1.

Es sei noch erwiihnt, dass der Ubergang fiir verschiedene Startkonfigura-
tionen bei leicht unterschiedlichen Plattenabstédnden stattfindet. Startet
man mit einer uniaxialen Helix, so findet er bei kleinerem d statt, als
wenn man den biaxialen Ubergang vorgibt.

Der Einflu3 der Volumenenergie

Wir haben bisher den Eigenwertiibergang in Abhéingigkeit von k2o be-
trachtet. Der kritische Plattenabstand héngt jedoch noch von einer zwei-
ten Grofle ab: dem Koeffizienten 3 des kubischen Terms in der Volu-
menenergie.
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Abbildung 5.4: Verlauf der Energiedichten beim Twistiibergang fiir
ka2 = 6,5 - 107'12 N. Gezeichnet sind die gesamte, sowie die Volumen-
und elastische Energiedichte. In der rechten oberen Ecke ist zusétzlich
der Verlauf des kritischen Plattenabstands dyit iiber koo gezeichnet, bei
dem die elastische Energiedichte gleich der Volumenenergiedichte wird.
Da wir die Energiekurven nur fiir endlich viele Plattenabstinde be-
stimmt haben, ergeben sich beim Ablesen von dj; kleine Fehlerbalken.
Die durchgezogene Linie ist eine Fitgerade.

In Kapitel 1.1 hatten wir gesehen, dass fiir vernachléssigbar kleine ku-
bische Terme der Ordnungsparameter durch die Vier-Sphére gegeben
ist. Es gilt spQ? = const. Abbildung 5.5 oben zeigt, dass dessen Wert in
unserem System nur fiir Plattenabstinde d > 5 &g gilt, wo Mpiax jedoch
praktisch Null ist.

Der Term spQ? selbst ist in Abbildung 5.5 unten dargestellt. Die negati-
ven Werte weisen auf einen nahezu uniaxialen, jedoch oblaten Q-Tensor
hin. Dieser stellt das Maximum der Volumenenergie dar. Wird also 3,
der Vorfaktor des kubischen Terms kleiner, so sinkt auch das Maximum
der Volumenenergie, die elastische Verzerrung wird begiinstigt.
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Abbildung 5.5: Vergleich der Tensoren bei z = d/2 fiir verschiedene elas-
tische Twist-Konstanten. Im Inset ist jeweils spQ? bzw. spQ? iiber der
Helixachse fiir verschiedene d geplottet. Die Legende zur Farbkodierung
des Insets findet man in Abbildung 5.3 oder 5.2.
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Da f linear in die Volumenenergie eingeht, ist die Abhéngigkeit ebenfalls
linear.

AbschlieBend sei erwiihnt, dass man den Ubergang von einer reinen Ver-
zerrungsmode hin zum Eigenwertaustausch auch in Hybridzellen beob-
achten kann [73, 74]. Dabei wird der Fliissigkristall an der oberen Platte
homdotrop, an der unteren planar verankert. Der Ubergang kann dann
verglichen werden mit der Transformation einer Bloch-Wand in eine
Néel-Wand in magnetischen Systemen [75].

Wir haben in diesem Kapitel ein System untersucht, in dem unter be-
stimmten &ufleren Randbedingungen die Helixstruktur des Fliissigkris-
talls durch einen Eigenwertaustausch ersetzt wird. Dabei haben wir uns
die damit verbundenen charakteristischen Groflen angesehen und den
Ubergang in Abhiingigkeit der elastischen Konstanten und der Schicht-
dicke untersucht.

Im néchsten Kapitel wollen wir nun Konfigurationen untersuchen, in
denen Biaxialitdt nicht durch die Topologie der Randbedingungen auf-
gepragt, sondern durch die Existenz von Disklinationskernen induziert
wird.
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Kapitel 6

Disklinationsdynamik im
Ausrichtungstensorbild

Die Dynamik der Disklinationslinien, die wir in der Multidom&nenzelle
beobachten konnten, haben wir durch die numerische Lésung verein-
fachter hydrodynamischer Gleichungen erhalten. Aulerdem haben wir
den Fliissigkristall im Direktorbild beschrieben. Wir haben gezeigt, dass
das qualitative Verhalten der Disklinationen dennoch richtig wiederge-
geben wird. Insbesondere im Hinblick auf die komplexe Geometrie der
Zelle war dieses Vorgehen gerechtfertigt.

In diesem Kapitel wollen wir die Dynamik der Disklinationslinien mit
der tensoriellen Hydrodynamik untersuchen. Dabei reduzieren wir die
Geometrie auf das Wesentliche. Wir simulieren, wie sich die Fliefige-
schwindigkeiten @ndern, wenn der Defektkern einem homogenen Ge-
schwindigkeitsfeld ausgesetzt ist. Die Eigenschaften einer sich bewegen-
den Disklinationslinie erhalten wir, wenn wir in das Bezugssystem wech-
seln, in dem die Flielgeschwindigkeiten ruhen.

Im Rahmen der tensoriellen Hydrodynamik sind wir in der Lage, die
Kerne von Disklinationslinien korrekt wiederzugeben. Auflerdem werden
die Kopplungen des Ordnungsparameterfeldes an die FlieBgeschwindig-
keiten beriicksichtigt. Letztere zeigen sich bereits bei Simulationen von
TN-Zellen im Rahmen der Leslie-Ericksen-Theorie. Umordnungen des
Direktorfeldes induzieren Fliegeschwindigkeiten, die ihrerseits wieder-
um Auswirkungen auf das Direktorfeld haben. Dieser Effekt wird als
backflow [76] bezeichnet.

6.1 Annihilation von Defekten

In [14] haben ToTH, DENNISTON und YEOMANS die Annihilation zwei-
er halbzahliger Defekte mit unterschiedlichem Vorzeichen untersucht.
Hierzu wurden die hydrodynamischen Gleichungen fiir den tensoriellen
Ordnungsparameter mittels eines Lattice-Boltzmann-Verfahrens [17] in
zwei Dimensionen gelost.
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Abbildung 6.1: Annihilation der beiden halbzahligen Defekte aus [14].
Links: Schnappschuss der Q-Tensor-Konfiguration; gezeichnet ist die
grofite Halbachse, die dem Direktor n entspricht. Rechts: Geschwindig-
keitsfeld zum selben Zeitpunkt. Der —%—Defekt bewegt sich nach rechts,
der —i—%—Defekt nach links.

Stehen sich eine —%- und eine —&-%—Disklina‘cion1 im Abstand D ge-
geniiber (parallele Ausrichtung), so bewegen sie sich aufgrund einer an-
ziehenden Kraft aufeinander zu (vgl. Abbildung 6.1). In einem Abstand
r > D ist das Q-Tensorfeld homogen ausgerichtet; die topologische Ge-
samtladung ist f% + % = 0. In der Nihe der Disklinationen (r =~ D) ist
das Ordnungsparameterfeld jedoch stark verzerrt. Die zugehorige elasti-
sche Energie ist umso niedriger, je niher sich die beiden Disklinationen
kommen und wird fiir D = 0 verschwinden. Die Kraft pro Léngenein-
heit der Disklinationslinie kann im Grenzfall der Einkonstantenn&he-
rung? fiir das Direktorbild berechnet werden. Dabei wird dem Kern ein
Abschneideradius R, zugeordnet, damit die Energien und Kréfte nicht
divergieren. Fiir Abstinde D > 2 R, gilt dann [20]

1 1
Fittract = §7TKB . (61)

1Da wir den Querschnitt der Disklinationslinien betrachten, kénnen wir die Ho-
motopiegruppe 71 (P1) = %Z des ebenen Nematen zur Charakterisierung verwenden.

2In der sogenannten Einkonstantenniherung sind alle elastischen Konstanten
gleich grof8: K = k11 = ko2 = k33. Dadurch vereinfacht sich die elastische Ener-
gie im Direktorbild zu f5X = %K (Oang)(Oang).

elast
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Fittract ist proportional zum Kehrwert des Abstandes D der Kerne. Die-
ser beschleunigenden Kraft auf die Kerne wirkt eine Reibungskraft ent-
gegen. Aus dem Gleichgewicht der Krifte folgt die Geschwindigkeit der
Disklinationsbewegung. Treffen die beiden Defekte aufeinander, so ver-
nichten sie sich gegenseitig. Fine defektfreie Konfiguration bleibt zuriick.
TOTH et al. finden in ihrer Arbeit unterschiedliche Geschwindigkeiten
fiir die i%—Defektkerne. So bewegt sich der positiv-halbzahlige Defekt
nahezu doppelt so schnell wie der negativ-halbzahlige. Dieses Verhiltnis
bleibt konstant, auch wenn sich der Abstand verringert, die anziehende
Kraft also groer wird.

Den Unterschied zwischen den beiden Geschwindigkeiten fithren die Au-
toren auf den backflow-Effekt zuriick. Wie in Abbildung 6.1, rechts deut-
lich zu sehen ist, bilden sich oberhalb und unterhalb der Kerne Wirbel
aus, deren Ursache in der Kopplung des Ordnungsparameters an die
FlieBgeschwindigkeiten liegt. Da die Drehimpulsbilanz wiederum Gra-
dienten von v enthilt, kann die Defektbewegung beschleunigt oder ab-
gebremst werden.

Wéhrend TOTH et al. mit ihrer Simulation insbesondere das Fernfeld
um die Disklinationen abdecken, wollen wir im Folgenden den Beitrag
des Defektkerns detailliert untersuchen. Dazu gehen wir zunéchst auf die
statischen Konfigurationen und Eigenschaften von Disklinationslinien
ein. AnschlieSend bestimmen wir die Reibungskraft auf die Disklina-
tionslinien der Stérke s = :i:%, indem wir sie einer homogenen Stromung
aussetzen. Schliellich vergleichen wir unsere Ergebnisse mit denjenigen
von TOTH et al.

6.2 Disklinationen im Q-Tensorbild

Betrachtet man das Fernfeld von Disklinationen der Starke :I:%, SO un-
terscheiden sich die Disklinationen aufgrund ihrer elastischen Energie.
Dies ist jedoch nur der Fall, wenn mindestens zwei elastische Konstan-
ten unterschiedlich grof} sind (die Energie also nicht in der Einkonstan-
tenndherung angenommen wird).

In diesem Abschnitt werden wir die Kerne der Disklinationslinien be-
trachten. Diese besitzen im Gegensatz zum Fernfeld bereits in der Ein-
konstantenn&herung unterschiedliche Energie.

Zur Berechung der Konfigurationen verwenden wir die in Kapitel 3 ab-
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geleitete reskalierte freie Energie (3.1) und minimieren diese mittels ei-
nes Finite-Elemente-Verfahrens. Das Koordinatensystem wird hierfiir so
gewiihlt, dass die Disklinationslinie entlang der z-Achse liegt. Der Quer-
schnitt des Kerns liegt in der z-y-Ebene, welche wir mit 70 x 70 Punkten
auflosen. Da die Simulationsbox entlang der z-Achse periodisch fortge-
setzt wird, spielt die Auflésung in dieser Richtung keine Rolle. Auch
héingt das Ergebnis nicht von der z-Koordinate ab, weshalb die Simu-
lationen im Prinzip als zweidimensional angesehen werden kénnen.
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Abbildung 6.2: Q—Tensor Konﬁgurationen der beiden halbzahligen De-
fektkerne. Links s = —|—2, rechts s = —z. Die Defektline steht in diesem
Bild senkrecht auf der Blattebene, die durch die z-y-Ebene aufgespannt
wird.

Zu Beginn der Energieminimierung stellen wir das Q-Tensorfeld so ein,
dass es dem analytischen Fernfeld [20] der Defekte entspricht. Die Direk-
tororientierung wird dabei mit dem Eigenvektor zum grofiten Eigenwert
des uniaxial vorgegebenen Ordnungsparameters identifiziert (vgl. Ab-
schnitt 3.5). Auf den Réndern in z- bzw. y-Richtung wird der Q-Tensor
festgehalten. Die verwendeten Parameter entsprechen, soweit nicht an-
ders angegeben, denen aus Anhang B.

Als charakteristische Linge wihlen wir die Kantenldnge der kubischen
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Simulationsbox b = 160 nm ~ 11,5 g, woraus sich das Verhéltnis der
elastischen zur Volumenenergie als

i—7 5-1073
p2

ergibt. Aufler im Kern der Disklinationslinie selbst sollten Verzerrungen
also nicht in der Lage sein, Biaxialitdt hervorzurufen.

Wie bereits in Kapitel 1.3 erwdhnt, wird die Singularitit des Direk-
torbildes durch biaxialen escape entfernt. Wir erhalten die in Abbil-
dung 6.2 dargestellten Konfigurationen, wobei die Farbkodierung das
Biaxialitdtsmafl (1.4) visualisiert. Der Kern der Disklinationen ist uni-
axial oblat. Er ist umgeben von einem Ring maximaler Biaxialitdt. Das
Fernfeld ist uniaxial prolat.

Wir betrachten nun die Energiedichten der beiden Defektkerne. Abbil-
dung 6.3 zeigt fges, foulk und felast fiir Schnitte durch den Defektkern
entlang der z-Richtung bei y = b/2.

Das Fernfeld zeigt das bereits aus dem vorangegangenen Kapitel be-
kannte Verhalten. Die Betrdge der elastischen Energie sind um einen
Faktor b?/£% ~ 133 kleiner als die der Volumenenergie. Der Verlauf der
Energien unterscheidet sich am Rand nicht wesentlich und wird durch
foulk bestimmt, da die elastische Energie nahezu Null ist.

Im Kern hingegen ist das Verhalten anders: Der Betrag des Maximums
der Gesamtenergie (blaue Kurven) von s = +2 ist ungefihr um einen
Faktor 6,2 hoher als desjenigen von s = f%. Schétzen wir den Kernra-
dius anhand der Breite der Energiedichte ab, so erhalten wir

R, ~ 10nm

fiir beide Disklinationskerne, was recht gut mit den Werten aus Ab-
schnitt 4.1 tibereinstimmt.

Verfolgen wir den Verlauf der Volumenenergie (rote Kurven) im Kern, so
weicht dieser fiir s = —% nur geringfiigig von dem des —l—%—DefekteS ab.

Die Ursache fiir die grolen Unterschiede in der Gesamtenergie miissen
also in der elastischen Energie liegen.
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Abbildung 6.3: Gesamt-, Volumen- und elastische Energie des Defekt-
kerns entlang eines Schnittes lings der x-Richtung bei y = b/2.

Am Rand der Simulationsbox ist der Q-Tensor uniaxial; wir kénnen ihn
also mit dem Direktorbild beschreiben, in dem die elastische Energie
nur quadratische Terme enthélt®. Die Energie muss also positiv sein. Im
Bereich des Kerns verliert das Direktorbild seine Giiltigkeit. Die tensori-
elle Form (1.10) der elastischen Energie ist jedoch fiir beliebige biaxiale
Tensoren zwar nach unten beschriankt, aber nicht mehr zwingend po-
sitiv, wie sich durch Einsetzen eines beliebigen spurlos-symmetrischen
Tensors zeigen léasst.

Die elastische Energie des +%—Defektkerns ist positiv und um ein Vielfa-
ches grofler als die Volumenenergie. Verzerrungen bestimmen also diesen
Defektkern.

Fir s = —% finden wir am Ort des Kerns gerade ein Minimum der
elastischen Energie, wihrend das Fernfeld, wie oben gefordert, positive

3In allen Simulationen der vorliegenden Arbeit ist kog = 0.
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Energie besitzt. Der negativ halbzahlige Defektkern wird also zu glei-
chen Anteilen durch die elastische und die Volumenenergie bestimmt.
Die Unterschiede der elastischen Energien werden sich insbesondere auf
den Spannungstensor auswirken. Da die Eigenschaften der beiden Dis-
klinationskerne nun bekannt sind, wollen wir einige Uberlegungen zu der
Stromung anstellen, der wir die Kerne der Defekte aussetzen werden.

6.3 Die homogene Stromung

Die in Abschnitt 6.2 vorgestellten Disklinationen sollen nun in ein Stro-
mungsfeld gebracht werden. Um die Wirkung der Disklinationslinie mo-
glichst gut von speziellen Eigenschaften der Strémung zu trennen, wih-
len wir die homogene Stromung. Unter ihr verstehen wir in dieser Ar-
beit eine Stromung, deren Geschwindigkeitsfeld iiberall gleich grof§ und
gleich gerichtet ist. Dies hat den Vorteil, dass die Strémung frei von int-
rinsischen Geschwindigkeitsgradienten ist, wie sie z.B. in der Poiseuille-
Stromung [16, 77] auftreten.

Die Reynoldszahl wihlen wir immer aus dem unterkritischen Bereich,
Re <« 1. Damit stellen wir sicher, dass kein turbulentes Verhalten auf-
treten kann. Die im vorigen Abschnitt beobachteten Wirbel sind kein
Ausdruck von Turbulenz, sondern vielmehr eine Folge der Kopplung an
den Orientierungsfreiheitsgrad.

Abbildung 6.4 zeigt den experimentellen Aufbau. Wir fithren unsere Si-
mulationen in einer kubischen Box der Kantenlénge b durch, die mit der
charakteristischen Lénge in Gleichung (3.2) und (3.3) iibereinstimmt.
Die Stromung erfolgt in Richtung der positiven y-Achse. Alle Werte auf
den Oberflidchen bei z = 0 und z = b (im Folgenden als Platten bezeich-
net) werden festgehalten. Die beiden anderen Raumrichtungen werden
offen fortgesetzt, d.h. Werte am Rand werden aus dem Volumen heraus
in erster Ordnung extrapoliert. Periodische Rénder scheiden aus, da sie
zu Unstetigkeiten im Direktorfeld fithren.

Bei der Festlegung der Randbedingungen fiir die Stromung stehen wir
vor dem Problem, dass das Stromungsfeld in der z-y-Ebene gerade das
Ziel unserer Simulation ist, wir also am Rand keine Vorgaben machen
konnen. Wir entscheiden uns deshalb dafiir, die Geschwindigkeit an
den Platten vorzugeben. Durch die Viskositat der Fliissigkeit wird sich
die Geschwindigkeit von den Platten auf das Volumen {ibertragen. Wir
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wiihlen in reduzierten Einheiten (vgl. Kapitel 3) v° = (0,1,0)7.

Verankerungen
s=-1/2 s=+1/2
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Abbildung 6.4: Das Setup fiir die homogene Stromung. Die in Wirk-
lichkeit wiirfelformige Simulationsbox wurde hier der Ubersichtlichkeit
halber in y-Richtung verzerrt, um die relative Orientierung der Diskli-
nationslinien zur Stromung zu veranschaulichen.

Falls keine Disklinationen vorhanden sind (Q = const.), bildet sich im
Volumen die Geschwindigkeit v, = 1 aus. Weder in der Impulsbilanz,
noch in der Drehimpulsbilanz sind dann Gradienten vorhanden, die eine
Kopplung induzieren kénnten.

Falls eine Disklinationslinie im Volumen présent ist, wird das Geschwin-
digkeitsfeld in deren Umgebung von der homogenen Strémung mit v, =
1 abweichen. Wir werten deshalb die Schicht in der Mitte der Simula-
tionsbox aus (d = b/2), bei der der Einfluss der festgehaltenen Rénder
minimal sein sollte, den der Verlauf der untersuchten Gréflen in z-
Richtung besitzt dort eine waagerechte Tangente. Dieses Vorgehen ist
im Nachhinein gerechtfertigt, da die Abweichungen von der homoge-
nen Stromung, die der Disklinationskern induziert, in der Tat sehr klein
sind.

Die Gitterauflosung der dynamischen Simulationen betragt 21 x 21 x 21
Punkte. Damit liegen wir weit unter der im vorangegangenen Abschnitt
verwendenen Auflésung von 70 x 70 in der Ebene. Dies hat numerische
Ursachen. Bei der Integration der reduzierten Bewegungsgleichungen
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(3.6)—(3.8) wird der Druck fiir jeden Zeitschritt so eingestellt, dass die
Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes garantiert ist. Wahrend
die Integration der dynamischen Gleichungen immer dieselbe Rechen-
zeit in Anspruch nimmt, kann die Druckanpassung je nach Konfigura-
tion sehr lange dauern. Der Rechenzeitbedarf eines Zeitschrittes wird
also durch die Druckrelaxation bestimmt, die um so langer dauert, je
hoher die Auflssung des Gitters ist. Insbesondere beim Anstréomen der
Disklinationslinie treffen wir auf komplexe Konfigurationen. Die gewihl-
te Auflosung ist also ein Ergebnis der Rechenzeitoptimierung. Um den
Kern mit weniger Gitterpunkten weiterhin gut auflésen zu kénnen, hal-
bieren wir auch die Lange unserer Simulationsbox: b = 80 nm =~ 6,25¢R.
Es zeigt sich, dass beim Anstrémen der Disklinationslinie ein weite-
res Problem auftritt. In dieser Arbeit werden die hydrodynamischen
Gleichungen dazu verwendet, stationére Zustdnde zu suchen, die sich
unter vorgegebenen Randbedingungen einstellen. Die Anfangskonfigu-
ration kann also beliebig weit von der Endkonfiguration abweichen. Im
Fall der Disklinationslinien fiihrt dies dazu, dass die Numerik nicht mehr
konvergiert. Deshalb verwenden wir folgendes Nidherungsverfahren:

N&herung fiir p ~ const.

Im Falle der homogenen Stréomung sind alle Geschwindigkeitsgradienten
zu Beginn Null. Damit wiirde sich die Drehimpulsbilanz (3.8) auf eine
reine Rotationsdynamik

d 1
—loy = — H!
athe? = gp, TaB

reduzieren. Da wir das Molekularfeld H bereits verwendet haben, um die
statischen Konfigurationen zu berechnen, wire diese Gleichung identisch
erfiillt. Im statischen Gleichgewicht gilt H’|| . Der Ordnungsparameter
wichst jedoch nicht weiter an, da H’ keine isotropen Anteile enthilt
(Spurlosigkeit).

Im stationédren Zustand jedoch, welcher sich fiir lange Simulationszei-
ten einstellt, fithren die fliissigkristallinen Anteile des Spannungstensors
O’EIBK dazu, dass sich Abweichungen von der homogenen Stromungs-
front ergeben, also Gradienten induziert werden (vgl. Navier-Stokes-
Gleichung (3.6)),
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1
Sty
Diese Gradienten koppeln nun wiederum in der Drehimpulsbilanz an
den Q-Tensor. Zur Losung des Konvergenzproblems nehmen wir an,
diese Geschwindigkeitsgradienten — und damit auch ihre Wirkung auf
das Q-Tensorfeld — seien klein. Wir kénnen also

d 1 FLK
Re &’Ué = _aﬁp/ + QAUEJ + 6aaaﬁ .

3}
tap(t) = ap(0) = const. = ks = 0 (6.2)

setzen. Die Drehimpulsbilanz (3.8) verwenden wir stattdessen, um das
Molekularfeld H,p zu berechnen

1

Lt al al’ . V3 V[s]/
Sto

H&g = M‘)‘@’)’U'[y - V%’Mvﬁ - Moz’yV.Y[g ? aB (63)

Auf diese Weise sind wir in der Lage, das Konvergenzproblem zu 16sen
und gleichzeitig die Kopplungen des Geschwindigkeitsfeldes an den Q-
Tensor indirekt im Spannungstensor zu beriicksichtigen. Wir werden im
folgenden Abschnitt sehen, dass diese Vorgehensweise gerechtfertigt ist.

6.4 Anstromen des Disklinationskerns

Wir haben nun alle Aspekte behandelt, die beim Anstrémen der De-
fektlinien beriicksichtigt werden miissen. Wie in Abschnitt 6.2 und 6.3
beschrieben, erzeugen wir nun die Q-Tensorfelder der beiden Disklina-
tionen und bauen sie in die Simulationsbox ein. Im gesamten Volumen
geben wir v° vor und starten anschliefend die Zeitintegration. Das Sys-
tem entwickelt sich entsprechend der Gleichungen (3.6) und (6.3), bis
es nach einiger Zeit einen stationdren Zustand erreicht hat. Wie oben
beschrieben, werten wir nur die Schicht in der z-y-Ebene bei z = b/2
aus.

Da wir mit offenen Réndern arbeiten, entspricht unsere Simulationsbox
einem kleinen Ausschnitt der gesamten Konfiguration. Wir bezeichnen
im Folgenden die weiter entfernte Umgebung der Disklination im Gegen-
satz zu dessen Kern als Fernfeld. Abbildung 6.5 zeigt die Komponente
des Geschwindigkeitsfeldes in y-Richung, vy, (x, y). Ungefidhr in der Mitte
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der Defektkerne entspricht die FlieBgeschwindigkeit dem an den Plat-
ten vorgegebenen Wert. Vor dem Kern fliefit die Strémung schneller,
dahinter langsamer.

Innerhalb des simulierten Bereichs betragen die Abweichungen von der
vorgegebenen Geschwindigkeit etwa 0,08 und sind damit genau so grof§
wie die absoluten Geschwindigkeiten in 2-Richtung*. Da wir nur einen
kleinen Ausschnitt mit der Simulationsbox erfassen, entspricht vy (z, y)
am Rand nicht der Geschwindigkeit in grofier Entfernung zur Disklina-
tionlinie.

1.08
1.06 =
1.04
1.02

0.98
0.96

10 0
15  Gridpunkte

1% idpunkte
in x-Richtung ndpunkte

in x-Richtung

10—
Gridpunkte 15 20 20 Gridpunkte 20
in y-Richtung in y-Richtung

Abbildung 6.5: y-Komponente der Flielgeschwindigkeit. Die schwarze
Flache deutet die Lage der homogenen Strémung an (v, = 1,0, Re =
107%). Links s = +%, rechts s = f%. Die Disklinationslinien stehen
senkrecht auf der z-y-Ebene, die Mitte der Kerne liegt etwa bei y =
x = 11 Gridpunkten.

Stromliniendarstellung

Die kleinen Abweichungen (v — v%) von der homogenen Strémung sind
in z- und y-Richtung von derselben Grofenordnung. Um sie sichtbar
zu machen, skalieren wir sie relativ zur Geschwindigkeit v mit einem
Faktor ¢ = 3,

vi=v'te(v—vY) (6.4)

wobei vV die Geschwindigkeit der homogenen Strémung ist. Fiir diese
neue Geschwindigkeit zeichnen wir in Abbildung 6.6 die Stromlinen [52].

4Die Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung liegt an der Grenze der nume-
rischen Genauigkeit und kann daher vernachléssigt werden.
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Sie sind die Integralkurven zu den Tangenten an das Geschwindigkeits-
feld.

Gridpunkte in y-Richtung —»

Gridpunkte in x-Richtung —* Gridpunkte in x-Richtung ——

Abbildung 6.6: Stromlinien und Q-Tensorkonfiguration der beiden halb-
zahligen Defektkerne (Re = 10~%). Links s = +1, rechts s = —3. Dar-
gestellt sind die Stromlinien fiir die skalierte Geschwindigkeit v°. Um
die kleinen Anderungen gegeniiber der homogenen Strémung sichtbar
zu machen, werden sie dreifach iiberhcht dargestellt. Die Stromung er-
folgt in positiver y-Richtung. Im Hintergrund sind die Q-Tensorfelder

aus Abbildung 6.2 eingeblendet.

Die Stromlinien des positiv-halbzahligen Defektes laufen zu beiden Sei-
ten des Kerns nach auflen. Zumindest innerhalb des Simulationsvolu-
mens konvergieren sie nicht mehr.

Im Gegensatz dazu erinnert das Stromlinienbild des negativ-halbzahlig-
en Defektes entfernt an dasjenige eines umstréomten Zylinders. Die Stro-
mung lauft auf Hohe des Kerns auseinander, um weiter hinten wieder
enger zu werden. Die Aufweitung der Stromlinien ist jedoch nicht auf
Hohe des Kerns am grofiten, sondern dahinter. Bei genauem Hinsehen
fallt auf, dass bei y = 0 die Stromung nicht parallel zur y-Achse verlauft,
sondern ebenfalls eine Verengung der Stromlinien stattfindet.

Im Gegensatz zum Zylinder scheinen die Defektkerne keine ,harten
Hindernisse darzustellen, wie aufgrund der Energieverldufe vermutet
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werden koénnte. Thre Lage ist nicht unmittelbar aus den Stromlinien
ersichtlich. Um den Einfluss auf die Stromung besser zu verstehen, ist
es hilfreich, die Divergenz des Spannungstensors zu betrachten.

Die Divergenz des Spannungstensors

Abbildung 6.5 und 6.6 legen den Schluss nahe, dass hydrodynamisch
zwischen Kern und Fernfeld unterschieden werden muss.

Im Fernfeld ist der Ordnungsparameter uniaxial. Verzerrungen, die als
Gradienten in die hydrodynamischen Gleichungen eingehen, beruhen
auf der rdumlichen Variation des Direktors n. Durch die Kopplung die-
ser Gradienten an das Geschwindigkeitsfeld konnen Richtungséinderun-
gen induziert werden; die Stromung wird abgelenkt.

Im biaxialen Kern der Disklinationen dominieren Variationen der Eigen-
werte die elastische Energie. Zwar sind auch Orientierungsénderungen
vorhanden. Thr Beitrag zu den Gradienten ist jedoch vernachléssigbar.
Aus diesem Grund ist der Defektkern nicht in der Lage, die Strémung
abzulenken.

In Abbildung 6.7 sind die Divergenzen des Spannungstensors als Vektor-
feld dargestellt. Fiir beide Disklinationen zeigt die Divergenz vorwiegend
in negativer y-Richtung, also entgegen der Stréomung.

Um eine quantitative Analyse dieser Aussage zu erhalten, berechnen
wir die Kraft F é’iSk, die pro Léngenelement der Disklinationslinien auf
die simulierte Schicht wirkt. Die Kraft auf ein Randelement mit dem
Normalenvektor df, erhalten wir, wenn wir den Normalenvektor mit
dem Spannungstensor multiplizieren. Anstatt die Kraft auf den Rand
des Flachenquerschnittes aufzusummieren, verwenden wir den auf Ten-
soren erweiterten Satz von Gaufl,

| 1
Fglsk —_ Z/ dfa OaB = Z/ dV@aJaa ) (65)
oV v

der die Integration iiber die Oberfliche in ein Volumenintegral der Di-
vergenz umwandelt.

Im Fall des umstréomten Zylinders erhélt man auf diese Weise die Rei-
bungskraft, die den Zylinder in Stromungsrichtung mitzieht. Im Fall der
Disklinationen ist die Kraft jedoch gerade gegen die Strémung gerichtet,
weshalb wir sie als negative Reibungskraft bezeichnen.
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Abbildung 6.7: Divergenz 0,0,3 des Spannungstensors fiir den positiv-
halbzahligen (links) und den negativ-halbzahligen Defekt (rechts). Am
Ort des Kerns ist die Divergenz gegen die Stromung gerichtet, welche
in positiver y-Richtung erfolgt. Die Pfeillingen sind auf den Betrag des
groften Divergenzvektors normiert (2, 941072 in reskalierten Einheiten
fiir beide Defekte).

Die Krifte auf den Disklinationskern sind nahezu gleich (der Unter-
schied betrigt ungefihr 3%). Offensichtlich fiithrt eine Anderung der
Eigenwerte (also der Biaxialitiit) lediglich zu einer Anderung des Ge-
schwindigkeitsbetrages, nicht aber der Richtung.

Dies ist im Feld auflerhalb der Kerne anders. Die Divergenz des Span-
nungstensors verlduft hier entlang zweier Halbkreise, deren Mittelpunkt
sich jeweils am Rand (z = 0 und « = 22, y = 11) befindet. Beim positiv
halbzahligen Defekt ist die Divergenz in der unteren Hélfte wesentlich
stirker als oberhalb (Abbildung 6.7, links). Dies ist der Grund fiir die
durchgehende Aufweitung der Stromlinien. Beim negativ halbzahligen
Defekt sind die Divergenzen gleich groff (Abbildung 6.7, rechts), die
Stromlinen werden aufgeweitet und hinter dem Kern wieder zusammen-
gedriickt.

Berechnet man aus den simulierten Querschnitten der Defekte die Rei-
bungskréfte, die pro Ldngeneinheit auf die Disklinationlinien wirken, so
erhélt man die in Tabelle 6.1 angegebenen Werte.
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Tabelle 6.1: Stromungswiderstand der Disklinationslinien bei Re = 1074
(vy = 50 pm/ms). Reibungskriifte zeigen in positive y-Richtung. Ange-
geben sind die Kriifte bezogen auf ein Linienelement dL der Disklina-
tionen.

s = +% 5= —%
reduzierte Kraft pro Lénge —0,105 —0,070
Kraft pro Léinge —210uN/m —140 uN/m

In dem der Simulation zuginglichen Bereich von Re = 10~2 bis Re =
10~* ergeben sich qualitativ gleiche Stromlinienbilder und Spannungs-
tensordivergenzen. Die dabei ermittelte Reibungskraft hingt liniear von
der Reynoldszahl ab.

Fiir Reynoldszahlen kleiner als 10™* wird sich der qualitative Verlauf
des Spannungstensors in Kernnéhe &ndern. Wird die Geschwindigkeit
schliefllich Null, so bleibt allein der elastische Anteil des Spannungs-
tensors {ibrig (8aa§'f35t), der aufgrund der elastischen Verzerrungen des
Flissigkristalls stets vorhanden ist. Dieser elastische Anteil ist in Ab-
bildung 6.8 dargestellt. Die Divergenz des Spannungstensors zeigt dann
radialsymmetrisch nach auflen, sodass der Defekt sich nicht von alleine
in Bewegung setzen kann.

Bezug zur Defektannihilation

Zu Beginn dieses Kapitels haben wir die Annihilation zweier Disklina-
tionslinien beschrieben. Um unsere Ergebnisse mit jenen von TOTH et
al. vergleichen zu kénnen, berechnen wir die Reynoldzahl fiir die Werte
aus [14]°:

Re™M ~5.1077 (6.6)

5Viskositit v = 0,16 %; charakteristische Geschwindigkeit v = 0,1 - 10~3 %;
charakteristische Liange 2 D = 0,8 um; die Dichte haben wir wie in unserer Arbeit
gewahlt.



92 Disklinationsdynamik im Ausrichtungstensorbild

Die Reynoldzahl ist also ungefdhr um einen Faktor 200 kleiner als die
von uns verwendete. Leider war uns der Bereich Re < 10~% aufgrund der
Instabilitdt der Zeitintegration nicht zugénglich. Aus demselben Grund
war es uns nicht moglich, die Simulationsbox zu vergréfiern, sodass wir
nur einen kleinen Ausschnitt der Kernumgebung simulieren konnten.
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Abbildung 6.8: Die Divergenz 3aog';“ des elastischen Anteils des Span-
nungstensors zeigt fiir den positiv-halbzahligen (links) radialsymme-
trisch nach auflen, im Falle des negativ-halbzahligen Defekt ist die tri-
gonale Symmetrie des Defektes erkennbar (rechts). Der Kern selbst ist
spannungsfrei.

Dennoch lassen sich einige Schlufifolgerungen aus den vorgestellten Si-
mulationsergebnissen ziehen: Bei TOTH et al. gehen die Verzerrungen
im Ordnungsparameterfeld fiir grole Abstéinde zu den Defekten gegen
Null. Damit werden auch die Effekte, die auf den Kopplungen an diese
Gradienten beruhen, immer kleiner. Die von uns gefundenen Verlédufe
fiir die Divergenz des Spannungstensors kénnen sich also mit zuneh-
mendem Abstand vom Kern noch verdndern.

Die unterschiedlichen Reibungswiderstdnde kénnten in diesem Fall fiir
die verschiedenen Geschwindigkeiten der Defekte verantwortlich sein.
TOTH et al. haben fiir den +%—Defekt eine doppelt so hohe Geschwin-
digkeit wie fiir den f%—Defekt gefunden, dessen Geschwindigkeit in etwa
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mit derjenigen fiir eine reine Rotationsdynamik iibereinstimmt. Die von
uns gefundenen negativen Reibungskréfte unterscheiden sich um einen
Faktor %, wobei der negativ-halbzahlige Defekt ebenfalls die kleinere
Kraft erfahrt.

Die Entstehung von Wirbeln haben wir in unseren Simulationen nicht
beobachet. Vermutlich waren dazu die Anstromgeschwindigkeiten zu
hoch. Aus diesem Grund verzichten wir auf einen tiefergehenden Ver-

gleich mit den Ergebnissen von TOTH et al.

Schlussbemerkung

Die Stokes’sche Reibung von Korpern in viskosen Fliissigkeiten gehort
zu den klassischen Experimenten in der Hydrodynamik. Wir haben in
diesem Kapitel versucht, diese Idee auf die Reibung von Disklinati-
onslinien in Fliissigkristallen zu iibertragen. Dabei haben wir gesehen,
dass die Kopplung der Geschwindigkeiten an den fliissigkristallinen Ord-
nungsparameter einen wesentlichen Einfluss ausiibt. So wirken die Rei-
bungskrifte auf die Kerne der Disklinationen entgegen der Stromungs-
richtung. Zusétzlich werden Geschwindigkeiten quer zur Strémung indu-
ziert. Vom Betrag her sind die auftretenden Effekte bei unterkritischen
Reynoldszahlen sehr klein, jedoch liegen die damit verbundenen Krifte
in der Gréflenordnung der anziehenden Krifte, die bei der Annihilation
von Defekten auftreten.
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Zusammenfassung und
Ausblick

In der vorliegenden Arbeit untersuchten wir die Dynamik von Disklina-
tionen in anisotropen Fluiden. Hierbei richteten wir unser Augenmerk
auf die Entstehung, Bewegung und Vernichtung der Defektlinien als
Gangzes, kliarten aber auch detailliert die Hydrodynamik von Defektker-
nen auf.

Anisotrope Fluide werden durch eine weitreichende Orientierungsord-
nung charakterisiert. Dieser Orientierungsfreiheitsgrad wird durch einen
tensoriellen Ordnungsparameter, den Q-Tensor, erfasst. Durch Entwick-
lung der freien Energie nach Q erhélt man die Volumenenergie, mit der
Phaseniibergénge beschrieben werden kénnen. Durch die Einfithrung ei-
ner elastischen Gradientenenergie konnen Verzerrungen im Ordnungs-
parameterfeld beriicksichtigt werden. Diese sind eine Folge der von Aus-
Ben aufgepriagten Randbedingungen oder aber auch von topologischen
Defekten im Fluid, wie z.B. Disklinationen (Liniendefekten).

In der Hydrodynamik muss dem Ordnungsparameter mit einer zusétzli-
chen Gleichung Rechnung getragen werden. Wir stellten in dieser Arbeit
deshalb einen vollstdndigen Satz hydrodynamischer Gleichungen vor.
Das Ergebnis ist eine Navier-Stokes-Gleichung, in deren Spannungsten-
sor elastische und viskose Anteile des Fliissigkristalls auftreten. Hinzu
tritt eine Drehimpulsbilanz fiir Q, in welcher die Gradienten des Ge-
schwindigkeitsfeldes an den Ordnungsparameter koppeln.

Um dieses Gleichungssystem auf seine wesentlichen Eigenschaften zu
reduzieren, fithrten wir dimensionslose Variablen ein. Wir sahen, dass
auer der Reynoldszahl noch zwei weitere Groflen auftreten, die das
Verhiltnis von viskoser zu elastischer Energie charakterisieren. Die er-
haltenen Gleichungen implementierten wir numerisch.

Als erste Anwendung untersuchten wir die Multidoménenzelle, eine spe-
zielle Abwandlung der klassischen TN-Zelle, welche die Blickwinkelab-
héngigkeit auf einfache Art verringert. Da die Geometrie der Anordnung
sehr komplex ist, verzichteten wir auf die Kopplung an das Geschwin-
digkeitsfeld und implementierten fiir den Direktor eine Rotationsdy-
namik. Aufgrund spezieller Randbedingungen fiir den Direktor lassen
sich in dieser Zelle Disklinationen mit Hilfe einer von auflen angeleg-
ten elektrischen Spannung in Bewegung setzen und ihre Erzeugung und
Vernichtung steuern.

AnschlieBend vollzogen wir den Ubergang zum tensoriellen Ordnungs-
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parameter. Um ein besseres Verstdndnis fiir die neu hinzugekomme-
nen biaxialen Freiheitsgrade zu ermoglichen, beschéftigten wir uns mit
diinnen Filmen, an deren Oberfliche wir den Fliissigkristall verankerten.
Wir zeigten, dass die dadurch entstandene Helixstruktur bei hinreichend
kleiner Filmdicke in einen Eigenwertaustausch iibergeht.

Zum Schluss untersuchten wir die Hydrodynamik des tensoriellen Ord-
nungsparameterfeldes von halbzahligen Disklinationen. Hierzu setzten
wir die Defektlinien einer homogenen Strémung aus. Die Kopplungen
zwischen Geschwindigkeitsfeld und Ordnungsparameter fithren zu Rei-
bungskréften, die der Stromung entgegen gerichtet und fiir positiv- und
negativ-halbzahlige Defektlinien unterschiedlich grof3 sind.

Ausblick

Die Losung der hydrodynamischen Gleichungen fiir den tensoriellen
Ordnungsparameter erdffnet eine Vielzahl von Perspektiven. So kénnte
die Dynamik der Annihilation von Diskliniationlinien auf der Ebene des
Kerns studiert werden.

Setzt man die Entwicklung der Volumenenergie bis zur sechsten Ord-
nung fort, so werden biaxiale Phasen auch ohne Verzerrungen moglich.
Die Homotopiegruppe, welche deren Defektstéirke beschreibt, ist die
Quaternionengruppe und somit nicht abelsch. Dies fithrt zu topologi-
schen Obstruktionen beim Kreuzen der Defektlinien, ein Prozess, der
schon seit langem vorhergesagt, aber nie beobachtet wurde und mit
dem vorliegendem Algorithmus verifiziert werden konnte.



Anhang

A Vollsténdige zeitliche Ableitung
der freien Energie

Wir leiten die in Abschnitt 2.1 gegebene freie Energie Gl. (2.3) vollstén-
dig nach der Zeit ab, wobei wir nacheinander alle drei Summanden des
folgenden Ausdrucks umformen.

w

dt { pIvI® + folp) + fo(Q,VQ)| dr = ? (A1)

Der erste Summand (kinetische Energie)

Wir werten zunéchst den ersten Summanden aus. Mit Hilfe der Kon-
tinuitédtsgleichung kann gezeigt werden, dass die totale Zeitableitung
unter das Integral gezogen werden darf (Reynold’sches Transporttheo-
rem):

d 1 d 3 (A_Q)/ ges 3
dt/ pvgug d>r —/pvgdtvg d’r =" [ (Oa0gs)vp A1
Part Int. /6 a;”ﬁ _/ gES(a Uﬁ)
= / o8%vp dSa / 0850 d°r
s

Hierbei haben wir die Navier-Stokes-Gleichung

d
Pl = Da0ls; (A.2)

verwendet und einmal partiell integriert. Divergenzbildung eines Ten-
sors resultiert in dieser Arbeit in einem Vektor, dessen Komponenten
die Vektordivergenz der Spalten, nicht der Zeilen des Tensors ist.
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Der zweite Summand (isotrope Referenzenergie)

Der zweite Summand liefert (die Temperatur ist in dieser Arbeit als
konstant gewihlt)

d afo d
a T 3., [ZJod 43,
dt/fO( ,p) d°r 99 P a4

Um %—JZ’ zu bestimmen, betrachten wir den hydrostatischen Druck in

der Thermodynamik bei konstanter Temperatur,

_ _OF(T,V,N)  VOF(, $) =2 _10fo(T, p)
p= ov N % N p Op~1

Dabei haben wir % aus der partiellen Ableitung vorgezogen und

1
F(T\V,AN) = F(T,V,N)

1

mit A = % verwendet. Fiir die Ableitung nach p~" schreiben wir

g  Op 0 1y O 5 0
dp=t  op~top (™) dp P op
und weiter

oy _ 0fo_»p

pP=pri- :
dp oo p
Um die vollstéindige Zeitableitung von p zu finden, verwenden wir die

leicht umgeformte Kontinuititsgleichung?,

ap
ot

Fiir den zweiten Summanden erhalten wir demnach den Ausdruck

d
“raﬁ(vgp):() = Ep-i—pag’l}g:o .

d
&/fo(p) d*r = —/p SopOavs A1 . (A.3)

18@(1;5;)) = vgdgp + p Ogvg
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Der dritte Summand (nematische Energie)
SchlieBlich werten wir noch den dritten Summanden aus,

d 3. _ ofp d ofp d 3
dt/fL(Qul/aQuu,a) d r_/[aij dtQMU—i_ aQ‘uu,a dth/,a d’r

Um die vollstdndige Zeitableitung % mit der Gradientenbildung 9, zu
vertauschen, betrachten wir

d 0
&Qw/,a :aQuu,a + UﬁaﬁQuu,a
0
:aozaQuu + 6a(UBaBQuV) - (aavﬁ)(aﬁQuu)
d
=00 S Qs — (05) (03 Qu)

Wir erhalten als Zwischenergebnis

d
. / Qs Q) dPr =

afL d 8fL d
3 —_— —_— —_—
/ dr [862#” a0t 5q,, g Qu

O]

~OfL
aQ,ul/,a

Nun fiithren wir eine partielle Integration fiir (I) aus

. afL i 3., afL i 3
(: 7(9@“”1& 6adtQW d’r —/6a (7(9@#”1& dtQW) d’r

ofrL d 3
_/(aam) = Quy dr

Das Ergebnis der partiellen Integration setzen wir oben ein und stellen
die Terme so um, dass wir das Molekularfeld H,,, und den elastischen

Anteil des Spannungstensors ag'%“ identifizieren kénnen

(00103
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d
&/fL(QuV;Quu,a) dgr =

afL 8fL afL ,
/ [aQuV ~a 6QWQ] Q,uu 7/ [aQuu,a (aﬁQuu)] (aa’l)g) d’r

—H,,= JfL/ _Uza/;t:_ﬂ'auu(aﬁQuu)

ofr d 3
/a (aQuuadtQ ) dr

Schliellich 148t sich das Integral tiber die Divergenz in ein Oberflachen-
integral umwandeln,

d
E/fL(Quanuu,a)dsrz/[ uudtqu+gelaSt(a Uﬁ):| dgr

+/Z (ﬂ'aul/&Quu) dzoz . (A4)

Das Endergebnis
Setzen wir die vollstandigen zeitlichen Ableitungen der drei Summanden
zusammen, so erhalten wir als Endergebnis

d
F /|: e|85t—p5a5 )6 Vg — Ha@&Qa@] d37‘
— / TLYO‘g&Qag dx, +/ gesvg dX, (A.5)
b

Die Oberfldchenintegrale gehen fiir ein unendlich grofies Volumen gegen
Null. An festgehaltenen Réndern liefern sie nur einen konstanten Beitrag
zur freien Energie. Wir vernachléssigen sie deshalb in dieser Arbeit.
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B Der Standardparametersatz

In den Kapiteln 5 und 6 werden nur diejenigen Werte angegeben, die fiir
die spezielle Untersuchung variiert wurden. Damit nicht jedes Mal alle
Parameter angegeben werden miissen, stellen wir hier einen vollstdndi-
gen Satz vor. Da kein kompletter Satz an Groflen fiir einen bestimmten
Flissigkristall vorliegt, greifen wir auf verschiedene Quellen zuriick.
Die elastischen Konstanten entnehmen wir [68]. Die in der Landau-
Energie enthaltenen Konstanten 3 und ~ treten in Kombinationen auch
in den Reskalierungen auf. Wir verwenden die Werte aus [78]. Die Si-
mulationstemperatur ist t = —1, auflerdem ist k32 = 0 in allen Simula-
tionen.

Energiedichte
ki1 = 12,4 - 10712N koo = 6,5 - 10712N kss = 19,9 10712 N

B=4,7-10° % 52%7:0,24 S =4,29-107°
J
m3

L2749 20,6

v =17,9-10° -

= = % (3/{322 — k11 + k33) =4,5- 10~ 12N

— fp=/FFc =1,39-10"%m
Hydrodynamik

Fiir die Hydrodynamik wéhlen wir die Dichte p = 1000 %, was ungefahr
der Grofenordnung von Fliissigkristallen entspricht [79]. Die charakte-
ristische Geschwindigkeit und die Reskalierung der Zeit ergibt sich dann
aus der Angabe der Reynoldszahl. Die Viskositéten entsprechen in etwa
denjenigen von 5CB.

blefR 1/1:V2:0,04nlf—gs 1/3:1
Vi =417 & =100 p = 1000 Ke
vy = 2,88 L —4,8-1078 po =8,2-10°

Alle weiteren Werte hidngen nun von der Reynoldszahl ab. Mittels

= —Re (B.6)



102 Anhang

ist die charakteristische Geschwindigkeit des Systems festgelegt. Die-
se wird verwendet, um die Geschwindigkeiten zu reskalieren. Bei der
Vorgabe von Geschwindigkeitsprofilen wird als nun die Geschwindig-
keit v/ = 1 gesetzt. Aus der Skalierung der freien Energie ergibt sich

f=ff = 35; f und s = fim. Die Stelzerzahl St; und die Stark-

zahl St, lassen sich also in Abhéngigkeit von der Reynoldszahl und der
Viskositét vo angebenQ.

VQ'D 1402 VQ'D

St1 = — = = Re Sty = —=3s% = Sty s*
bf  bpf bf

Der einzige noch verbleibende Parameter ist der kinetische Koeffizient

vs3. Das Gleichungssystem wird also in der gegebenen Form bestimmt

durch drei Parameter: Re, s und v3 bzw. durch

Re=0,01, St;=3,01-10*>, Sty =1,78-10" .
Die folgenden Grossen geben wir der Ubersichtlichkeit halber auch noch
an

_ 3 1 -3 1 -2
Af=28-10%, =331, £ =56-1072.

Elektrisches Potential
In der Gleichung fiir die elektrische Spannung benétigen wir

€ =803, € =359, ¢=07TT8.

2Eigentlich kann statt vo auch direkt St; variiert werden. Wir verzichten jedoch
auf diese Vorgehensweise, um die Zusammenhénge zwischen den reskalierten Werten
nicht zu verlieren.



C Visualisierung 103

C Visualisierung

Automatisierte Suche nach Defekten

Ist die Direktorfeldkonfiguration einmal bekannt, so kénnen die Defekt-
linien mittels automatisierter Burgersuml&ufe herausprepariert werden.
Um einen Liniendefekt an einem bestimmten Punkt im Gitter aufzu-
spiiren, sucht man die nichsten Nachbarn dieses Gitterpunktes auf und
konstruiert einen Schleifenumlauf. An jedem Nachbarpunkt werden die
Direktoren so orientiert, dass sie einen Winkel kleiner als 90° zum vor-
hergehenden einnehmen. Wieder am Ausgangspunkt angekommen, ver-
gleichen wir die Orientierung des ersten Direktors mit dem letzten. Ein
Liniendefekt wurde gefunden, falls der eingeschlossene Winkel grofler
als 90° ist. Sicherheitshalber wird der Umlauf auf die néichste Schicht
der Nachbarn ausgeweitet, falls einer der Winkel wihrend eines Umlaufs
nahe bei 90° liegt.

Um eine dreidimensionale Ansicht der Lage der Disklinationen zu er-
halten, verwenden wir die Virtual Reality Modeling Language (VRML,
[80]). Jede im Gitter gefundene Defektposition wird auf eine kleine Ku-
gel abgebildet, alle Kugeln zusammen ergeben das Bild der Disklinati-
onslinie.

Transmissionsberechnung

Zur Berechnung verwenden wir die 2x 2 Jones-Matrix Methode [81]. Das
einfallende Licht ist bei z = d ldngs der y-Achse polarisiert und wird
nach dem Durchgang durch die Zelle bei z = 0 von einem Polarisator
léngs y analysiert. Die remanente Intensitdt wird auf Graustufen abge-
bildet: Maximale Transmission entspricht der Farbe weifl und minimale
Transmission der Farbe schwarz. Jeder Grauwert wird einem Gitter-
punkt in der z-y-Ebene zugeordnet, man erhélt das Transmissionsbild
der Direktorfeldkonfiguration.

Die Berechnungen wurden mit monochromatischem Licht der Wellen-
linge A = 544 nm durchgefiihrt, die Brechungsindizes parallel und senk-
recht zum einfallenden Licht wurden zu n; = 1,489 und n| = 1,762
gewdhlt.

Visualisierung von Tensorfeldern
Am besten lassen sich 3 x3 Tensoren visualisieren, wenn man den Tensor
hauptachsentransformiert. Die berechneten Eigenwerte verwendet man
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dann, um die Kantenlingen eines Einheitswiirfels zu skalieren (anders
gesagt, zeichnen wir einen Quader, dessen Kantenldngen gerade dem
Betrag der Eigenwerte entsprechen).

Die ebenfalls berechneten Hauptachsen des Tensors geben uns die ge-
wiinschte Lage im Raum an, wir miissen also den Quader noch drehen.
Da im Falle des Q-Tensors negative Eigenwerte auftreten konnen, ad-
dieren wir vor der Visualisierung einen Offset.

Nun wird der Q-Tensor noch an seine Position im Gitter verschoben.
Seine Oberfliche kann eingefdrbt werden, um den Wert einer skalaren
Grofle an dieser Position auf dem Gitter zu kodieren.

Wir haben zur Visualisierung zwei verschiedene Techniken verwendet:
Zum einen wiederum die Virtual Reality Modeling Language (VRML,
[80]), die eine interaktive Visualisierung ermoglicht, zum anderen haben
wir die Konfigurationen mit POVRay [82] gerendert, um sie mit hoher
Auflésung abdrucken zu kénnen.
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