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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird die Dynamik gekoppelter Spin- bzw. Qubit-Systeme, die wie-
derum an ein Bad koppeln, mit verschiedenen Methoden untersucht. Gekoppelte
Spin-Systeme sind fiir Anwendungen wie z.B. Quantencomputing von grofiem
Interesse. Unldngst wurde ein Quantencomputer mit sieben Qubits (sieche Abbil-
dung 1) realisiert. Die Hoffnung besteht, daf8 sich in néchster Zeit auch groflere
Quantencomputer realisieren lassen. Ein grofler Teil der angedachten Operatio-
nen, die ein Quantencomputer ausfithren muf, sind 2-Qubit-Operationen. Hier
spielt Dekohérenz eine wichtige Rolle, denn das System soll moglichst lang kon-
trollierbar sein, seine Kohérenzzeiten sollen lang sein. Mit den analytischen und
numerischen Methoden, die hier verwendet werden, kann die Dynamik gekop-
pelter Qubit-Systeme in allen Parameterbereichen berechnet werden. Jede der
vorgestellten Methoden hat in bestimmten Parameterbereichen ihre Stérken. So
wird zum Beispiel im Bereich schwacher Ankopplung an das Bad ein Redfield-
Algorithmus implementiert, fiir stirkere Ankopplungen wird ein rekursiver Algo-
rithmus im Rahmen der Pfadintegralmethode verwendet. Es werden die Einfliisse
sowohl von Boson-Bédern als auch von Spin-Bédern betrachtet.

Abbildung 1: Molekiil mit sieben Qubits, Quelle: IBM
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Einleitung

In den letzten Jahren haben sich auf dem Feld des Quantencomputings inter-
essante Entwicklungen ergeben. Einerseits wurden Algorithmen vorgeschlagen,
die die besonderen Aspekte der Quantenmechanik (Verschrinkung von Zustén-
den, Parallelitit) ausnutzen und dadurch einem Quantencomputer bei einigen
Fragestellungen klare Vorteile gegeniiber einem klassischen Computer verschat-
fen. Auf der anderen Seite ist man erst unldngst wieder einen guten Schritt bei
der technischen Realisierung von Quantencomputern vorangekommen. In einem
IBM-Laboratorium konnte ein Algorithmus zur Faktorisierung von Zahlen im-
plementiert werden, und zwar mit dem Quantencomputer aus Abbildung 1. Die
Diskussion iiber das Quantencomputing hat zu einem Zusammenwirken der theo-
retischen Informatik, der Mathematik, insbesondere der Zahlentheorie, und der
Physik gefiihrt. So beruht der zur Zeit aktuelle Algorithmus zur Verschliisselung
von Daten, der von Software-Paketen wie der Secure Shell (SSH) usw. verwendet
wird, auf einer mathematischen Methode, die in Ref. [1] vorgeschlagen wurde.
Diese Methode wird jedoch bei einer Realisierung von grofleren Quantencompu-
tern hinfillig werden, da ein Quantencomputer schnelle Faktorisierungen grofler
Zahlen leisten konnte. In Ref. [2] wird die Implementierung der Faktorisierung
angegeben, die durch die GesetzméfBigkeiten der Quantenmechanik moglich wird.
Ein zentrales Problem beim Quantencomputing ist die Dekohérenz. Die Ergebnis-
se der durchgefiihrten Qubit-Operationen lassen sich nur dann sinnvoll auslesen,

Bad } Bad 2,

Abbildung 2: Zwei Spins wechselwirken untereinander und mit dem Bad, bzw. mit den
Béadern.
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Abbildung 3: Drei Spins wechselwirken untereinander und mit dem Bad, bzw. mit den
Béadern.

wenn die Dekohérenz des Systems im relevanten Zeitraum nicht allzu grof) ist.
Die Dekohérenz wird in entscheidendem Mafle von der Wechselwirkung mit der
Umgebung bestimmt. Die Umgebung wird hier oft als Bad bezeichnet. Das Bad
ist entweder ein bosonisches Bad oder ein Spin-Bad. Jeder dieser Bad-Typen hat
seine physikalische Relevanz. Der wesentliche Parameter des Bades ist dessen
Temperatur. Auflerdem spielt natiirlich die interne Wechselwirkung des gekop-
pelten Qubit-Systems eine entscheidende Rolle. Die Effekte, die sich aus dem
Zusammenspiel dieser Parameter ergeben, werden hier untersucht. Dies erfolgt
fiir Zwei- und Drei-Spin-Systeme. Ein Schema solcher Systeme ist in den Abbil-
dungen 2 und 3 skizziert. Dabei bietet sowohl die Ankopplung an ein einzelnes,
als auch die Ankopplung an verschiedene Béder interessante Aspekte (siehe Ab-
bildungen 4 und 5).

Ein gekoppeltes Spin- bzw. Qubitsystem, das in Wechselwirkung mit der Umge-
bung steht, ist auflerdem ein gutes Modell fiir den quantenmechanischen Mef3-
prozel. Dabei reprisentiert der eine Spin das System und der andere Spin die
MeBapparatur. Weitere Anwendungen dieses Modells sind gekoppelte Kondo-
Verunreinigungen [3], Paare von Tunneldefekten, die mit Phononen oder Elek-
tronen wechselwirken [4] und Paare von Chromophoren in einem grofien Molekiil,
die an Phononen oder Polaritonen koppeln [5]. Bei vielen Glisern kann dieses
Modell herangezogen werden [6]-[11]. Das gekoppelte Spinsystem kann auch fiir
die Erweiterung von Wilson’s Nukleon-Meson-Modell [12] auf zwei Nukleonen
verwendet werden. Spin-Béder sind insbesondere zur Modellierung magnetischer
Verunreinigungen von Interesse.

Um gekoppelte Qubit-Systeme bzw. deren Dekohérenzverhalten zu betrachten,
wurden zwei Algorithmen implementiert. Der eine fuflit auf der Pfadintegralme-
thode, der andere auf einem stérungstheoretischen Ansatz (Redfield). Die Imple-
mentierung von zwei Algorithmen ist notwendig, da der Pfadintegralansatz aus
technischen Griinden nicht im ganzen Parameterbereich gute quantitative Er-
gebnisse liefert. Um auch die Parameterbereiche sehr schwacher Ankopplung an
die Umgebung auszuschopfen, wurde der zweite Algorithmus, beruhend auf der
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Abbildung 4: Die Konfiguration (a) der Josephson-Qubits entspricht der Ankopplung
an ein gemeinsames Bad. Dabei ist L eine Induktivitit und Z(w) ist die Impedanz.

Redfield-Methode, implementiert. Im Zusammenspiel der Algorithmen konnten
im ganzen Parameterraum Ergebnisse gewonnen werden.

In Kapitel 1 werden die Prinzipien des Quantencomputings und mogliche Al-
gorithmen, die man mit einem Quantencomputer realisieren kann, vorgestellt.
Die Frage der Dekohédrenz und ihrer Konsequenzen fiir das Quantencomputing
sowie denkbare Auswege werden diskutiert. In Kapitel 2 und 3 werden die me-
thodischen Ansétze beschrieben, wie Dekohérenz bei der Berechnung der Dyna-
mik gekoppelter Qubit-Systeme beriicksichtigt werden kann. Dies geschieht ei-
nerseits im Rahmen der Influenzfunktionalmethode und andererseits im Rahmen
der Redfield-Methode. In Kapitel 4 wird das Dekohérenzverhalten eines einzelnen
Qubits fiir ein Spin-Bad angegeben. In Kapitel 5 und 6 werden diese Methoden
numerisch und teils analytisch auf ein gekoppeltes 2-Qubit-System angewendet.
Kapitel 7 beinhaltet Abbildungen dazu. In Kapitel 8 und 9 wird ein gekoppeltes
3-Qubit-System diskutiert. Abbildungen dazu folgen in Kapitel 10.
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(b)

Abbildung 5: Die Konfiguration (b) der Josephson-Qubits entspricht einer Ankopp-
lung an verschiedene Bider. Dabei ist L eine Induktivitit und Z;(w) und Z3(w) sind
Impedanzen.



Kapitel 1

Grundlagen des
Quantencomputings

In diesem Kapitel werden Grundlagen und Prinzipien des Quantencomputings
vorgestellt. Die bisher bekannten Problemstellungen und zugehérigen Algorith-
men, bei denen das Quantencomputing dem herkémmlichen Computing iiberle-
gen ist, werden skizziert. SchliefSlich werden noch Realisierungsmoglichkeiten des
Quantencomputings andiskutiert, die gerade von experimenteller Seite getestet
werden und einigermaflen erfolgversprechend sind.

1.1 Grundlagen

Der Hauptaspekt, der Quantencomputing von anderen Formen des Computings
unterscheidet, ist der, da} man im Bereich der Quantenphysik iiber den erwar-
teten Zustand des Systems nur Wahrscheinlichkeits-Aussagen treffen kann. Das
System besteht hier aus einer Anzahl von Quantenbits, den sogenannten Qubits.
Es erscheint auf den ersten Blick eher stérend im Zusammenhang mit Compu-
ting, dafl {iber den System-Zustand nur Wahrscheinlichkeits-Aussagen gemacht
werden konnen. Allerdings hat es sich gezeigt, dafl es Problemstellungen gibt, die
gerade aus diesem Aspekt Profit ziehen. Von Shor konnte ein Algorithmus zur
Faktorisierung von Zahlen aufgezeigt werden, der klassischen Implementierungen
weit iiberlegen ist [2]. Dieser Algorithmus macht sich das Prinzip der Quanten-
Fourier-Transformation zunutze, welches in Abschnitt 1.3.2 besprochen wird.

1.2 Gatter

Einfache unitidre Operationen an Qubits werden logische Quanten-Gatter ge-
nannt. Wenn sich zum Beispiel ein Qubit in seiner zeitlichen Entwicklung wie
|0 >— |0 > und |1 >— exp(iwt)|l > verhilt, dann kann man sagen, da8 fiir eine

10



1.3. Algorithmen 11

Zeit t die Operation oder eben das Gatter

<(1) eXp?@'W)) (1.1)

auf das Qubit angewandt wurde. Einige Beispiele fiir Gatter sind die Identitét
I=10><0[+1><1], (1.2)

das NOT-Gatter
X=[0><1]+11><0| (1.3)

und das Hadamard-Gatter

HE%{<|0>+|1 >> < 0] + <|0>—|1 >> <1|] . (1.4)

Diese Gatter wirken alle auf ein einzelnes Qubit. Das NOT-Gatter wird oft als X
bezeichnet, denn es entspricht der Wirkung von o,.

Bei den moglichen 2-Bit-Gattern gibt es eine interessante Untergruppe, die wie
folgt zustande kommt

0><0|@I+1><1|®U. (1.5)

Dabei ist I die Ein-Bit-Identitéit und U ist ein anderes Ein-Bit-Gatter. Ein solches
Zwei-Bit-Gatter wird kontrolliertes U genannt, weil entweder I oder U auf das
zweite Qubit angewendet wird, je nachdem ob das erste Qubit im Zustand |0 >
oder |1 > ist. Das kontrollierte NOT (CNOT) wirkt also wie folgt

|00 >— 100 >,
01 >— |01 >,
110 >— [11 >,
|11 >— |10 > .

(1.6)

1.3 Algorithmen

Es gibt bisher zwei bekannte Problemstellungen und zugehoérige Algorithmen,
bei denen das Quantencomputing dem herkémmlichen Computing um einen sehr
groflen Zeitfaktor iiberlegen ist. Auf den Algorithmus zur Faktorisierung von Zah-
len und die zugrundeliegende Quanten-Fourier-Transformation soll hier eingegan-
gen werden. Wenn dieser Algorithmus fiir grofle Zahlen implementiert werden
kann, dann wird das in Abschnitt 1.3.3 beschriebene kryptographische Verfah-
ren hinféllig. Dies wiirde durchaus eine tiefgreifende Verdnderung im Sektor der
Daten-Verschliisselung bewirken.
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1.3.1 Faktorisierung

Das Problem der Faktorisierung ist deshalb von groflem Interesse, weil eine schnel-
le Faktorisierung grofler Zahlen die aktuelle Kryptographie-Methode (Abschnitt
1.3.3) aufler Kraft setzen wiirde.

Die zu faktorisierende Zahl sei N und sei darstellbar durch L Bits. Die Grundidee
der Faktorisierung durch einen Quantencomputer ist es, mittels einer Fourier-
Transformation eine bestimmte Periode zu finden, welche es erlaubt, eine Fak-
torisierung der Zahl N durchzufiihren. Um die Zahl N zu faktorisieren, werden
zuerst zwei Residuen gesucht, fiir die 2”7 = 1 (mod N) bzw. (272 +1)(2"/2—1) =0
(mod N) gilt. Daher muf (z"/? 4+ 1) den einen und (2/2 — 1) den anderen Faktor
von N enthalten. Diese konnen durch die Suche nach dem grofiten gemeinsamen
Teiler von (2"/? 4+ 1) und N bzw. von (2"/?2 — 1) und N in polynomischer Zeit
gefunden werden. Im Faktorisierungs-Algorithmus sucht man die multiplikative
Periode r. Wenn r gerade ist, kann i.a. gesagt werden, daf} einer der gesuchten
Faktoren damit der grofite gemeinsame Teiler von (2/? + 1) und N ist. Es wird
in der Zahlentheorie gezeigt, dal durch Ausprobieren verschiedener Werte von x
relativ schnell ein geeigneter Wert gefunden werden kann.

Um nun die Periode fiir eine gegebenes = zu finden, wendet man die Quanten-
Fourier-Transformation an. Diese wird im Abschnitt 1.3.2 beschrieben.

1.3.2 Quanten-Fourier-Transformation

Hier wird eine Quanten-Fourier-Transformation beschrieben, die auf L Qubits
wirkt. Die Quanten-Fourier-Transformation bildet einen Zustand V, auf eine Su-
perposition der Zustédnde V} ab:

2l 1

1 .
V, — 302 Z exp(2miab/2%)Vj . (1.7)
b=0

Hierbei ist a eine Zahl zwischen 0 und 2* — 1. Die Transformation (1.7) definiert
eine unitdre Matrix. Man kann diese Transformation in eine Sequenz von Ein-
und Zwei-Bit-Gattern zerlegen.

Der Computer hat im Wesentlichen 2 Register. In den folgenden direkten Pro-
dukten bezieht sich der erste Faktor immer auf das erste Register und der zweite
Faktor bezieht sich auf das zweite Register.

Zuerst wird der Computer in einen Zustand versetzt, in dem das erste Register
der Superposition aller méglicher Werte entspricht, also

= > Vad . (1.8)
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Der Wert von a im ersten Register wird nun benutzt, um im zweiten Register den
Wert 2% (mod N) zu berechnen. Der Computer hat nun den Zustand

22L 1

1
Z Va & Vw“modN . (19)
a=0

2L

Jetzt wird die Fourier-Transformation (1.7) vom ersten Register gebildet. Der
Zustand ist dann

22L_1 22L_1
o7 D > exp(2miac/2?)Ve @ Veemoay - (1.10)
a=0 ¢=0

Bei einer Zustandsmessung wird das Ergebnis V. ® V,j ,0qny mit einer Wahrschein-
lichkeit, die dem Quadrat des jeweiligen Koeffizienten im Ausdruck (1.10) ent-
spricht, gewonnen. Da viele Werte 2% (mod N) gleich sind, tragen viele dieser Ko-
effizienten zur Wahrscheinlichkeit des gemessenen Zustands bei. Alle diese Werte
von a, die denselben Wert z* (mod N) liefern, konnen als

a=ay+br (1.11)

dargestellt werden. Hierbei ist ay der kleinste Wert und b eine Zahl zwischen 0
und 2L /r. Die Wahrscheinlichkeit ist also

2

1 (225 /r]+n
3L exp(2miagc/2%) Z exp(2mibre/2%5)| (1.12)
b=0

wobei i entweder 0 oder 1 ist, je nach Wert von 22* (mod ) und ay. Die Summe im
Ausdruck (1.12) ist die geometrische Summe komplexer Zahlen, die mit gleichem
Abstand auf dem Einheitskreis verteilt sind. Diese Summe ist klein, aufler wenn
diese Zahlen weitgehend in eine Richtung zeigen. Damit dies der Fall ist, sollte

die Bedingung
rc

L = d+ O(r/2*") (1.13)
oder auch p )
c
3L — - + O(_QQL) (1.14)

gelten. Dabei ist d eine natiirliche Zahl.

Es mufl dann noch ein Bruch % gefunden werden, der nahe bei 57z liegt.

Um eine Quanten-Fourier-Transformation zu implementieren geht man ganz ana-
log zum Cooley-Tukey-Algorithmus [13] der schnellen Fourier-Transformation
vor. Dieser nutzt die Symmetrien der Einheitswurzeln aus. Um die Quanten-
Fourier-Transformation fiir (k+ 1) Qubits durchzufiihren, mufl man & + 1 weitere
Gatter auf die Fourier-Transformation von k£ QQubits anwenden, dies geschieht in
induktiver Form.
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1.3.3 Aktuelle kryptographische Methode

Das aktuelle Verfahren zur Daten-Verschliisselung beruht auf der Unmoglichkeit
der schnellen Zerlegung grofler Zahlen in ihre Primfaktoren. Unmoglichkeit ist in
diesem Zusammenhang ein relativer Begriff. Der mathematisch stichhaltige Be-
weis, dafl eine solche Zerlegung nicht doch schneller méglich ist, konnte bisher
nicht erbracht werden. Es wird allerdings weitgehend vermutet, dafl eine solche
Zerlegung nicht schneller geht als durch sukzessives Ausprobieren. Man muf alle
moglichen Teiler durchprobieren. Grundthese der aktuellen Methode ist also: Ei-
ne schnelle Zerlegung in Primfaktoren ist nicht moglich.

Diese Grundthese gilt aber nur fiir klassische Computer, nicht fiir Quantencom-
puter, wie in Abschnitt 1.3.1 und 1.3.2 aufgezeigt wurde.

Selbst klassische Algorithmen, die fiir den Zweck der Primfaktorzerlegung op-
timiert sind, sind vergleichsweise langsam [14]. Wenn es sich um eine Zahl der
GroBenordnung 102%° handelt, dann sind im Schnitt ca. 10%° Versuche nétig. Bei
einem sehr guten Prozessor kann man von 10?° Berechnungen in der Sekunde aus-
gehen. Als Angreifer bendtigt man also immer noch 10%° Sekunden, d.h. immer
noch iiber 10?° Jahre. Selbst wenn man alle Rechner der Welt benutzen wiirde,
konnte man es nicht schaffen. Auch wenn die Rechnerleistung in den néchsten
Jahren weiter enorm zunehmen wiirde, etwa um einige Zehnerpotenzen, wiirde
sich daran nichts &ndern. Ein kryptographisches System, das den Angreifer zur
Zerlegung der Information in ihre Primzahlen zwingt, ist also gut geeignet.
Programme wie zum Beispiel das Software-Paket Secure Shell (SSH) oder das
Software-Paket PGP (pretty good privacy) erzeugen zwei grofle Primzahlen p
und ¢g. Auflerdem erzeugen sie zwei Zahlen g und £, die der folgenden Bedingung
gehorchen miissen: Die Zahl (k% ¢ —1) mufl durch die Zahl (p—1) * (¢ —1) teilbar
sein. Das gewéhrleistet spiter die mogliche Entschliisselung.

Wenn man p und ¢ hat, dann wird man relativ schnell zwei Zahlen ¢ und £ fin-
den, die der obigen Bedingung gehorchen [15]. Jetzt wird die Zahl n = p * ¢, also
das Produkt der beiden groflen Primzahlen p und ¢, und die Zahl k& bekanntge-
geben (zum Beispiel auf einer Homepage). Diese beiden Zahlen n und £ sind der
offentliche Schliissel. Die Zahl g ist der private Schliissel, dieser ist geheim und
wird sicher verwahrt. Eine Nachricht wird nun folgendermaflen verschliisselt: Man
besorgt sich zur Verschliisselung den offentlichen Schliissel des Empfiangers. Die
Elemente n und k dessen 6ffentlichen Schliissels sind ja zugénglich. Die Software
berechnet C' = T* (mod n), das heifit: die verschliisselte Nachricht ist der Rest
der Division T%/n. Dabei ist T der Original-Text und C' der verschliisselte Text.
Das Ganze ist nun so konstruiert, daf§ der Rest der Division CY/n wieder dem
Originaltext 7" entspricht. Der Empfinger nimmt also seinen privaten Schliissel
g, um den verschliisselten Text zu potenzieren, teilt das Ergebnis durch n und
behilt den Rest, der wiederum dem Original-Text entspricht.
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1.4 Fehlerkorrektur

Dekohérenz ist eine entscheidende Fehlerquelle beim Quantencomputing. Mittler-
weile sind einige Methoden zur Fehlerkorrektur vorgeschlagen worden, die solche
Fehler in einem gewissen Mafle korrigieren konnen [16, 17]. Dekohérenzeffekte in
Abhéngigkeit der verschiedenen Parameter werden in dieser Arbeit ausfiihrlich
untersucht.

1.5 Mogliche Realisierungen von Quantencom-
puting

In diesem Abschnitt werden mogliche Realisierungen von Quantencomputing vor-
gestellt.

1.5.1 TIonenfallen

Eine Kette einfach geladener Atome wird in einer linearen Ionenfalle gespeichert.
Die Ionen sind dabei ungefdhr 20 pm voneinander entfernt. Jedes Ion wird durch
ein Paar von Laserstrahlen adressiert, die sowohl Raman-Uberginge induzieren
als auch Verdnderungen in der Bewegung der Ionen. Der Bewegungsfreiheitsgrad
dient dabei als Bus, iiber den Quanten-Information zwischen den Ionen transpor-
tiert wird. Zustdnde werden durch optisches Pumpen und Laserkiihlung herge-
stellt, das Auslesen geschieht durch Resonanz-Fluoreszenz.

1.5.2 NMR-Methoden

Man hat bei dieser Methode eine Fliissigkeit von ca. 10?° Molekiilen (siehe z.B.
Abbildung 1). Diese wird so platziert, dafi das oszillierende magnetische Feld auf
sie wirken kann. Man kann das mittlere magnetische Moment der Fliissigkeit de-
tektieren. Die Quanten-Information wird von den Kernspins gespeichert und ma-
nipuliert. Die Energieniveaus der Spins werden durch die direkte Wechselwirkung
mit benachbarten Kernen beeinflufit. Auf diese Weise kénnen Gatter realisiert
werden. Eine geringe Beeinflussung durch die Umgebung, also eine schwache An-
kopplung an das Bad, ist hier gegeben. Bei IBM war man in der Lage, mit den
Molekiilen aus Abbildung 1 die Zahl 15 in ihre Faktoren 3 und 5 zu zerlegen. Dies
148t hoffen, dal man die NMR-Methode noch weiter vorantreiben kann.

1.5.3 Josephson-Kontakte

Eine weitere Methode zur Realisierung von gekoppelten Qubit-Systemen sind
Josephson-Kontakte, die geméfl den Abbildungen 4 und 5 gekoppelt werden. In
solchen Josephson-Qubits ist die Kohédrenz des supraleitenden Zustands mit den
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Abbildung 1.1: Josephson-Ladungs-Qubit

Kontrollméglichkeiten von Einzel-Elektronen-Systemen kombiniert. Es kann ei-
ne grofle Zahl an Ein- und Zweibit-Operationen durchgefiihrt werden. Nach den
Quantenmanipulationen wird der Endzustand durch Ankoppeln der Qubits an
einen Einzel-Elektronen-Transistor ausgelesen.

Betrachtet man Josephson-Kontakte, bei denen die Ladungsenergie iiber die Kopp-
lungsenergie dominiert, dann kann man Qubits priaparieren, deren Zustidnde sich
durch ein Cooper-Paar unterscheiden. Die gewiinschten Gatter konnen dann durch
kontrollierte Eingangsspannungen und Magnetfelder ausgefiihrt werden. Eine ein-
fache Realisierung eines Josephson-Ladungs-Qubits ist in Abbildung 1.1 dar-
gestellt. Es besteht aus einer kleinen supraleitenden Insel, mit n iiberschiissi-
gen Cooper-Paar-Ladungen (im Vergleich zu einem neutralen Referenz-Zustand).
Diese ist iiber einen Tunnelkontakt mit der Kapazitit Cj und der Josephson-
Kopplungsenergie Ej an eine supraleitende Elektrode gekoppelt. Die Eingangs-
spannung Vj ist {iber eine Eingangskapazitit C, an das System angekoppelt. Ist
die supraleitende Energieliicke A die grofite Energie, also auch grofier als die La-
dungsenergie des einzelnen Elektrons, dann ist das Tunneln von Quasipartikeln
bei niedrigen Temperaturen unterdriickt. Dann tunneln ausschlieBlich Cooper-
Paare in kohédrenter Weise durch den Josephson-Kontakt und das System kann
durch den Hamiltonian

H = 4E¢(n — ng)* — Eycos © (1.15)

beschrieben werden. Dabei ist n der Operator, der die Anzahl der iiberschiissigen
Cooper-Paar-Ladungen auf der Insel bestimmt. Die Phase © des supraleitenden
Ordnungsparameters auf der Insel ist die dazu konjugierte Grofle.

Es gilt n = —ih 0/0(RO). Die dimensionslose Eingangsladung n, = C,V,/2e
ist fiir den Effekt der Eingangsspannung verantwortlich. Unter der Bedingung
E¢ > FEj, also wenn die Ladungsenergie iiber die Kopplungsenergie dominiert,
kann man als Basis die Ladungszustinde wihlen. Diese sind iiber die Zahl der
Cooper-Paare n auf der Insel parametrisiert. Der Hamiltonian lautet dann

1 = 3" {4Bc(n — ng)?ln)in - %EJ(W)(H T N ) | SRRt
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Abbildung 1.2: An den dargestellten Punkten mischt die kleinere Josephson-Kopplung
die Ladungszustinde und verdndert die Energie der Eigenzustinde. In der Nihe dieser
Punkte reduziert sich das System zu einem Zwei-Zustands-Systern.

Fiir die meisten Werte von n, werden die Energieniveaus vom Ladungsteil des
Hamiltonians dominiert. Wenn jedoch n, ungefihr halbzahlig wird und die La-
dungsenergien von zwei Zustinden nahe beieinander liegen, dann werden sie vom
Josephson-Tunneln gemischt. In einem solchen Fall reduziert sich das System zu
einem Zwei-Zustands-System (Qubit). Dies ist in Abbildung 1.2 dargestellt. Der
Hamiltonian lautet dann in der {iblichen Notation
1 1
Die Ladungszusténde n = 0 und n = 1 korrespondieren dann mit den Basiszu-
stdnden | 1) und | ). Es wurden die Zuordnungen

B, = 4Ec(1 — 2n,) (1.18)

und
B, =E; (1.19)

getroffen. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Realisierungsmoglichkeit gekop-
pelter Qubits findet sich in Ref. [18].
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Influenzfunktionalmethode

Die dissipative Quantenmechanik erlaubt es, Dekohérenzeffekte quantitativ zu
bestimmen. Man betrachtet ein System, das mit seiner Umgebung, also einem
Wiérmebad wechselwirkt. Diese Wechselwirkung ist entscheidend fiir die Dyna-
mik des Systems. Das Wérmebad befindet sich im thermodynamischen Gleichge-
wicht. Wesentliche Parameter fiir eine Untersuchung der System-Dynamik sind
die Temperatur der Umgebung und die spektrale Kopplungsfunktion, mit der das
System an die Umgebung ankoppelt. In vielen Féllen ist es sehr gut, als Umge-
bung ein Bad aus harmonischen Oszillatoren, also ein Boson-Bad, zu betrachten.
Ein Boson-Bad ist ein generisches Wirmebad. Ein Beispiel dafiir ist ein Elektron,
das sich in einer phononischen Umgebung befindet. Untersucht man magnetische
Verunreinigungen, dann bietet sich ein Bad aus Spins an [19]. Die fiir ein Spin-
Bad gewéhlte Vorgehensweise ist jedoch in weiten Teilen analog zu der beim
Boson-Bad. Die Ankopplung des Systems an das Bad erfolgt linear in den Bad-
Koordinaten. Beim Boson-Bad konnen klassische Losungen angeben werden. Man
betrachtet dazu einen Oszillator, der mit anderen wechselwirkt. Die quantenme-
chanischen Losungen ergeben sich im verwendeten Pfadintegralformalismus [20]
als solche, die um den klassischen Pfad konstruiert werden konnen. Es sei hier auf
den Zusammenhang zwischen quantenmechanischen Erwartungswerten und der
klassischen Bewegungsgleichung hingewiesen (Ehrenfest-Theorem). Im folgenden
Abschnitt wird die klassische Betrachtungsweise beschrieben, danach wird der
quantenmechanische Zugang dargestellt.

2.1 Klassische Betrachtung

Die Hamilton-Funktion fiir ein Teilchen mit Masse M lautet

2

Hs(q,p) = ;—M‘FV(Q)- (2.1)

18
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Das Bad wird ebenso durch harmonische Oszillatoren beschrieben. Diese haben
die Masse m, und die Frequenz w,. Die Bad-Hamilton-Funktion ist also

Ha(leab () = 2 (g2 + Gmstat ) (22)

a

Summiert wird iiber alle Bad-Oszillatoren. Die Kopplung zwischen System und
Bad wird als linear angenommen. Der Wechselwirkungsterm lautet dann

Hy(q, {za}) = — anqxa+z 262 2maw? . (2.3)

Der zweite Summand verhindert eine Renormierung des Potentials, das Bad soll
ja nur Dissipation beschreiben. Die resultierende Hamiltonfunktion des Gesamt-
H = HS + Hg + H;

systems ist dann
o AL Z 2 ca ) (2.4)
= wi | za o q .

Hieraus lassen sich die klassischen Bewegungsgleichungen bestimmen, diejenige
fiir das betrachtete System sieht dann folgendermaflen aus

M(t) + M/t dt'y(t —t')q(t") + —=0. (2.5)

Dies ist die Bewegungsgleichung eines Teilchens mit linearer, retardierter Damp-

fung. Fiir v(¢) gilt
d /
() ey /

Dieses Ergebnis kann man durch eine Fouriertransformation herleiten. Die spek-
trale Dichte wurde dabei wie folgt eingefiihrt:

cos(w t) . (2.6)

Jw) =% o’ 5w — wa) . (2.7)

maw
a a%a

Die spektrale Dichte ist also fiir die Ankopplung des Bads an das System die
entscheidende Grofle. Hier miissen verschiedene Fille unterschieden werden. Setzt
man im Exponenten von

) =s(2) e (-2) 23)

den Wert s = 1 ein, dann hat man den Ohmschen Fall, fiir s < 1 hat man den
subohmschen und fiir s > 1 den superohmschem Fall. Hierbei ist n die Viskositit.
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Der exponentielle Faktor gewéhrleistet ein Abschneiden der hohen Frequenzen,
was physikalisch sinnvoll ist. Ohmsche oder Markovsche Démpfung meint eine
frequenzunabhingige Dampfungskonstante. Dann lautet die spektrale Dichte

J(w) = nw exp <—3> . (2.9)

C

2.2 Quantenmechanische Betrachtung

2.2.1 Pfadintegralmethodik

Der entscheidende Vorteil der Influenzfunktionalmethode nach Feynman-Vernon
liegt darin, daf} in ihr eine reduzierte Beschreibung der Dynamik resultiert, bei
der die Freiheitsgrade des Bades nicht mehr enthalten sind. Man betrachtet al-
so die reduzierte Dichtematrix. Bei dieser Methode werden alle moglichen Pfade
des Systems im Phasenraum beriicksichtigt und mit einer entsprechenden Wahr-
scheinlichkeit gewichtet aufsummiert. Im Rahmen der Quantenmechanik ist dieser
Zugang sehr intuitiv. Die Zeitentwicklung des Dichteoperators lautet

A(t) = exp {_%m} 2(0) exp {%Ht} | (2.10)

Wobei der obige Hamiltonian verwendet wurde. Die Feynman-Propagatoren lau-
ten dabei

Hierbei ist S[g, ] die Wirkung,

t
Sla.a) = | dr [Lsla(r) + Lae(n) + Lia(r)2()] . (212
0
Die Randbedingungen der Funktionalintegration sind

q0) =qi, qt)=gq;, =(0)==;, und z(t)==z;. (2.13)

Geht man in den Ortsraum, dann 1a8t sich die Von-Neumann-Gleichung fiir die
Dichte-Matrix mit Hilfe der Feynman-Propagatoren schreiben als

:/dqidqumi dx; K(qp, s, t; q;, 2, 0) (2.14)

X p(Qz; L, q;: m;; 0) K*(Q}a wlfa t; q;: m;; 0) :
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Nun werden die Badfreiheitsgrade eliminiert. Man geht zur reduzierten Dichte-
matrix

p(qr, 4y t) = /dfcfP(Qf,fo gy, xs;t)

= /d(]i dgide; de; de ¢ K (qf, @, t; ¢, 4, 0) (2.15)

iber. Der Ausdruck (2.15) hingt davon ab, wie die Dichtematrix zur Anfangs-
zeit aussieht. Zur Auswertung der Pfadintegrale sei auf die Biicher von Feynman
verwiesen [21, 22]. Um die Wahrscheinlichkeit zu erhalten, daf§ sich das System
zu einer Zeit ¢t im Zustand ¢y befindet, werden die Diagonalelemente betrachtet:

plas: 1) / Dy(r / DY () Alg(A' [ () Fla(r) /()] . (2.16)

Wobei das doppelte Pfadintegral alle Wege mit ¢(ty) = ¢'(to) = ¢; und ¢(t) =
¢'(t) = ¢5 beriicksichtigt. Wenn kein Bad vorhanden ist, dann folgt das System
einem Pfad ¢(7) und A[q(7)] ist die zugehorige Amplitude. Der Einflufl des Bades
wird durch das Influenzfunktional Fq(7), ¢ (7')] wiedergegeben.

2.2.2 Konkrete Ausfiithrung der Methodik fiir ein Boson-
Bad

Fiir ein Boson-Bad kann das Influenzfunktional exakt berechnet werden, wie dies
z.B. in Ref. [20] ausgefiihrt ist,

Flg(7),q' ()] =

eXp [_%/t dr /tT ds [q(1) — ¢ (7)][v(T = s)q(s) — 7" (T — s)q'(s)]} : (2.17)
Hierbei ist
_ Ca . 2 cos|wq (T — )]
(1T —5) = ;(27%%) (exp[—zwa(T — )]+ oxp(Bhioe) — 1 > . (2.18)

Mit der spektralen Dichte (2.9) kann man Gleichung (2.17) als

Flg(r)

oxp [__ / r / a5 1t = s)atr) ~ 4 Oate) — o) (2.19)
Ll = 9la(r) ~ d Olie) + 4]
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schreiben. Die Funktionen L;(7 — s) und Ly(7 — s) sind dabei
Li(r—s) = / dwJ(w) sinfw(r — )], (2.20)
0

Lo(r—s) = /Ooo e (w) coslw(r — s)]coth<5;“"> 221

Betrachtet man ein Zwei-Niveau-System mit der Tunnelaufspaltung A, dann ist
es hilfreich, das Pfadintegral als Weg zwischen vier méglichen Zustdnden zu be-
trachten. Diese sind A,B,C' und D mit ++,+—,—+ und ——. Dabei bezieht sich
das erste Zeichen auf den ¢-Pfad und das zweite auf den ¢'-Pfad. Die Minima
eines Doppelmuldenpotentials sind an den Positionen :I:%qo. Man kann eine sym-
metrische und eine antisymmetrische Koordinate ¢(7) und x(7) einfiihren,

¢(r) = o~ 'alr) = d'(1)], (2.22)

X(r) = o 'a(r) +4'(7)] . (2.23)
Die Darstellung (2.22) und (2.23) fiir die antisymmetrische und symmetrische
Variable liefert eine gute Kompaktheit. Ist x(7) = £1, so spricht man von einem
Sojourn. Das Zwei-Zustands-System ist dabei in einem Diagonal-Zustand. Dies
entspricht dem Zustand A und D. In dieser Zeit ist ((7) = 0. Ist {(7) = =£1,
so spricht man von einem Blip. Das Zwei-Zustands-System ist dann in einem
Nicht-Diagonal-Zustand. Dies entspricht dem Zustand B und C. In dieser Zeit
ist x(7) = 0. Mit den Darstellungen (2.22) und (2.23) wird Gleichung (2.19) zu

FIO)x(e)] = exp | -2 / o [ a5 atr = s)c(c)
i =) )|

Der erste Summand in Gl. (2.24) ist die Blip-Blip-Wechselwirkung, der zweite
Summand ist die Sojourn-Blip-Wechselwirkung. Man sieht hier gut, dafl Nicht-
Diagonal-Elemente das Gewicht des entsprechenden Pfades unterdriicken. Jetzt
werden noch die Amplituden A[g(7)] berticksichtigt. Hier wird ein System ohne
Bias betrachtet. Die Amplitude, in einem Zustand zu bleiben, ist 1. Die Ampli-
tude, den Zustand zu wechseln, ist z% Adt. Finden also 2n Ubergiinge statt, dann
ergibt sich fiir die entsprechende Amplitude: (—1)"($)?". Damit kann man eine
Serien-Darstellung der Wahrscheinlichkeit

(2.24)

1
p(t) =1+ 5(—1)%2”1(,1(75) (2.25)
mit
t ton
K, (t) =270 3y~ / dt2n/ dton_1...
(C""') 0 0
S (2.26)
/ dt]_F (tl,tg, t2n . C]_, CZCTZ . 771,772...7777/,]_)
0
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angeben. Den Orts-Erwartungswert driickt man iiber die Wahrscheinlichkeit, das
System am Ort +%q0 zu finden, aus. Diese ist p(t). Mit obiger Serien-Darstellung
bekommt man dann

P(t) = <o.(t)>= 2p(t) -1 (2.27)
— P(t) = i(—n”N”Kn(t). (2.28)

Die antisymmetrische und symmetrische Variable {(7) und x(7) lassen sich als

((r) = ZCJ‘[@(T —tgj-1) — O0(1 — tg5)] (2.29)
x(r) = ZﬁjW(T—tzj) — 0(7 — tyj41)] (2.30)

darstellen. Fiir die Integration von Gl. (2.24) werden die Funktionen Q1(t) und

Qi(t) = /OOO Jg’;) sin(wt) dw , (2.31)
Qu(t) = /000 Jf;)) (1 — cos(wt)) coth(@) dw (2.32)

eingefiihrt. Der erste Summand in Gl. (2.24), also die Blip-Blip-Wechselwirkung,
produziert den Faktor

+ Z CjCk[@Q (t2j — top—1) + @2(t2j71 — tog) (2.33)

>k
— Qa(tyj — tak) — Qaltaj1 — tzkl)]D :

Der zweite Summand in Gl. (2.24), also die Sojourn-Blip-Wechselwirkung, liefert

den Faktor
9 rn—1 n
.qo
(i[5 3 ngx ) (231
k=0 j=k+1
Dabei ist

Xjp = él(tQj —lop41) + él(tzjq —tor) — él(th —tok) — @1(%‘71 —tok+1) - (2.35)
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Die n-Summe (d.h. die Summation {iber die moglichen Werte £1 der
me [k = 1,2,...,n — 1] des Ausdrucks (2.34)) kann zu Produkten von Cosinus-

Funktionen .
n— 2 n
n— qo
gn—1 H COS(% | E Cijk> (2.36)
k=1 j=k+1

zusammengefafit werden. Man erhélt dann die Gleichungen

o0

P(t) =) (1)"A™K,(t)

n=0
t tan t2 ~
K,(t)=2" 2/ dt2n/ dt2n1.../ At F, (ty, tg, oton = (1, CoenCa)
) " 0 0
Fn(tma Cz) - Fl (tm)FQ(tm; CZ)FS(tma CZ)FZL(tma Cz) .
(2.37)
Die Faktoren Fi-F} sind durch die folgenden Ausdriicke definiert

n

2
F = exp<—%25j>, (2.38)

j=1
2 n n
do
F, = exp(—ﬁz Z CJCkAJk> , (239)
k=1 j=k+1
n—1 q ) n
0
F;, = Hcos<% Z Cijk> , (2.40)
k=1 Jj=k+1
n 2
qo
Hierbei sind B
Sj = Qa(ta; — t25-1) , (2.42)

Nji = @2(1523' —tok—1) + é2(t2j—1 — tok) — é2(t2j — tok) — éQ(th—l —top—1) , (2.43)
Xjp = él(tQj —tops1) + @1(%‘71 —lop) — él(th —log) — @1(%‘71 —topt1) - (2.44)

2.2.3 Noninteracting-Blip Approximation (NIBA)

Da die Ausdriicke in dieser Form jedoch schwer zu behandeln sind, behilft man
sich mit der Noninteracting-Blip Approximation (NIBA). In dieser Ndherung wird
jeweils nur die Wechselwirkung zwischen Sojourn und dem néchsten Blip in den
Ausdriicken (2.40) und (2.41) und die Intrablip-Wechselwirkung (2.38) betrachtet.
Die Wechselwirkung zwischen den Blips untereinander wird komplett vernachlés-
sigt. Die Begriindung dieser Einschrinkung der allgemeinen Formel liegt nun in
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der Annahme, dafl die Sojourns sehr lang und die Blips extrem kurz sind. Lange
Blips wiirden den entsprechenden Pfad zu stark unterdriicken. Diese Annahme
wurde von Leggett et al. in Ref. [23] fiir das Boson-Bad in verschiedenen Grenz-
fallen gerechtfertigt. Die dortigen Argumente gelten ebenso und zum Teil noch
stiarker fiir das Spin-Bad. Die obige Annahme hat nun zur Konsequenz, daf} in
den Ausdriicken (2.40) und (2.41) alle Faktoren X, fiir £ # j — 1 gleich Null ge-
setzt werden und X ;1 zu Qq(t2; — t2j_1) wird. AuBlerdem werden alle Faktoren
Aji gleich Null gesetzt. Setzt man nun die Noninteracting-Blip Approximation
konsequent um, so erhilt man

2
t2n HCOS( Ql t2] t2j1)> exp <—7Z—%Q2(t2] — t2j1)> . (245)

Der Ausdruck fiir P(¢) wird dann zu

P(t) / dt2n/ dton 1. / dty | [ S(ta; — taj—1) (2.46)
j=1

mit der Selbstenergie
0° @0’ ~
E(t) = AZ COS <%Q1(t)> exp <—%Q2 (t)) . (2.47)

Geht man zur Laplace-Transformierten von Gleichung (2.46) iiber, so bekommt
man einen kompakten Ausdruck, der z.B. in Kapitel 4 benutzt wird. Die Laplace-
Transformierte ist

P(\) = /0 N e MP(t)dt . (2.48)

Dies fiithrt auf

— i(_l)n[z()‘)]n (2_49)

mit ‘ )
dr e~ 7 (e cog (qlél(7)> . (2.50)
mh
Mit den Bezeichnungen Q:(7) und Q2(7), die als
0@ = “a.m (2.51)
mh ’

0’ ~
Q1) = %Qz(ﬂ (2.52)
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definiert sind, ergibt sich

o0

N()) = A2 /0 dr =@ cos(04 (7)) - (2.53)

Beziiglich weitergehender Ausfithrungen sei auf Ref. [23] und [24] verwiesen.



Kapitel 3

Redfield-Methode

In diesem Kapitel wird die Redfield-Methode dargestellt. Die Redfield-Methode
beruht auf einem stérungstheoretischen Ansatz. Im Bereich der schwachen Bad-
Ankopplung liefert diese Methode sehr gute Resultate fiir die Systemdynamik,
wéahrend sie in anderen Parameter-Bereichen schlechter geeignet ist. Dies liegt
daran, dafl die Born-Serie in der zweiten Ordnung der Wechselwirkung abge-
schnitten wird. Weitere Approximationen, die nicht so restriktiv sind, gehen in
den hier gewéhlten methodischen Ansatz ein, z.B. die Markov-Annahme.

3.1 Zeit-Entwicklung der reduzierten Dichtema-
trix
Man hat den Hamilton-Operator
H = Hy+ Hy + Vg , (3.1)

der aus dem System—Antell HS, dem Badanteil Hg und dem Wechselwirkungsterm
VSB besteht. Setzt man Ho HS + HB, so lautet der Operator

H = Hy+ Vg . (3.2)

Der Wechselwirkungs-Operator im Hamiltonian (3.1) bzw. (3.2) 148t sich darstel-
len als

Vap = ) Qr(s1, oy s5) Ei(br, oo, bar) - (3.3)
k

Dabei sind @, System- und F}, Badoperatoren. Meistens ist der Operator (3.3)
bilinear in System- und Badkoordinaten, also

A Q(s;) F Z)‘WSZ ) (3.4)

27
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3.1.1 Zeit-Entwicklung im Wechselwirkungsbild

Das Wechselwirkungsbild wird hier durch den hochgestellten Index I dargestellt.
Der Operator (3.2) lautet dann im Wechselwirkungsbild

ﬁl(t) _ zHot/h (HO + VSB( )) —iHot/h (3‘5)
bzw. X X X
H'(t) = Hy + Vs (t) . (3.6)
Mit
QL(t) = e Qy({s;})e Hotl .
— eiﬁst/the—’iﬁst/ﬁ ( ) )
und R B o
FkI(t) — ezHBt/the—zHBt/h (38)
erhalt man
Vi (2) ZQk VB (1 (3.9)
Die Matrix-Elemente sind
FI(H) o) = iFIBt/hF —iHpt/h| .1
(OIFL(1)|o') = (ol 2" By~ 04 o) 510
_ ez(eafea/)t/h<a|Fk|a/>
und X . R
(m|QL(t)|m) = €=M (m|Qy|m) . (3.11)

Dabei sind |a) die Eigenzustiinde von Hg und |m) die Eigenzustinde von Hs.

3.1.2 Liouville-von-Neumann-Gleichung im Wechselwirkungs-
bild
Im Schrodinger-Bild gilt

0 .
h—p=|H,p| . 3.12
thoep = H, 7] (3.12)
Im Wechselwirkungsbild lautet dies
a .
h— H' p'
ihgp? =H 7] (3.13)

= [Ho, p'] + [Vds (1), ' (1)] -

Weil ) A
[ﬁ()’ﬁf] — I:I ezHot/hﬁe iHot/h ZHOt/h[A)e ZHot/hI:IO =0 (314)
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folgt fiir GI. (3.13)

o0 = [V (0),7(0). (3.15)

Die integrale Form von GI. (3.15) ist

70 =9 0~ 1 [ 740,50 ar (316)

Gleichung (3.16) in (3.15) eingesetzt ergibt

0 . (S .
=0 (t) == > | Vip(), 0" (0)
ot h
o [ ae . o] |
Die reduzierte Dichtematrix im Wechselwirkungsbild lautet
) = Tralf (0] = Dol ()] (318)

«

Dabei sind |o) die Eigenzustéinde von Hyg.
Die Zeit-Entwicklung der reduzierten Dichtematrix lautet also mit Gl. (3.17)

St =t{ 110,50}

_iQ tdt’TrB Vs (t), | Vds(t), 2" ()| | ¢ -
i o] [0, [vaen )]

Der zweite Summand von Gleichung (3.19) beinhaltet die Gedéchtnis-Effekte.
Gleichung (3.19) ist nicht geschlossen und nicht-lokal in der Zeit. Um geschlossene
Gleichungen zu erhalten, die lokal in der Zeit sind, werden einige Approximationen
notwendig.

(3.19)

3.2 Markov-Annahme

In der Bad-Approximation wird gefordert, dafl zu keiner Zeit eine Korrelation
zwischen System und Bad besteht,

pr(t) = ps(t)pi(t) - (3.20)

Mit der Fano-Bedingung M > N (siehe Gl. (3.3)) bleibt das Bad fiir alle Zeiten
im thermischen Gleichgewicht

A0 = n(0) = e (321)
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Setzt man Gl. (3.20) in die Entwicklung (3.19) ein, dann erhélt man mit dem
Operator (3.9) fiir den ersten Term der Entwicklung (3.19)

a4 0.0 0]} = e[S @00, om0 |

- 2 ([@n.io)] ml Homo))

und fiir den zweiten Term der Entwicklung (3.19)

__i/(umyu%aw{%B’Al ]}

. Z / it |@ko), Q1)) Gute.t) (3.23)
- @t o) )eue.o.

(3.22)

Dabei ist die Zwei-Zeiten-Korrelationsfunktion gegeben als

Gl ) = TrB{F,f (t)ﬁ?(t’)ﬁB(m} |
(3.24)

Gl 1) = TrB{mt')F,f (t)ﬁBm)} .

Gleichung (3.22) ist dabei identisch Null. Fiihrt man die Variable 7 = ¢ — ¢’ ein,
so lautet Gleichung (3.19)

aatps TR Z/ dT({ Ql(t_T)PS(t—T)]le(T)

(3.25)
- [@m, At — )0k r>} ) Cunl—7) .
Dabei gilt
Gulr) = TrB{ 2 <T>E’<o>ﬁ3(o>} ,
o (3.26)
Cipl(—7) = TrB{F,’(ka( ) (o>}
Auflerdem ist
FL0) = Fy(0) = . (3.27)

Die Markov-Bedingung und die Markov-Approximation sind

pLt —7) = pL(t) (fiir m < 7.) (3.28)
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und
Gr(1),Gu(—71) =0 (fir7T>1.) . (3.29)

Dabei ist 7. die Korrelationszeit. Die reduzierte Dichtematrix lautet in der System-
Eigenbasis

niggitn) = 3 [ ar (52001t

(3.30)
M (k,l,t T)le( )) ;
wobei
Mo (k1 t,7) = (m| [Q4 (1), Q1 (t = T)p§(t — 7)) |n)
) ! » A (3.31)
M2 (k1 t,7) = (m] [Qi (1), ps(t — ) Q[ (¢ — )] )
Mit Gleichung (3.28) und (3.11) folgt
M (k, 1, t,7) = (m|QLH)Q] (t — 7)p&(H)|n)
— (m|Q{ (t — 7)p() Qi () |n)
=Y (m|Qi()]o){0lQ] (t = 7)Ip) {p| A& (1) n)
0,p
= > (mlQ{(t = )[0){0lp% () p) (pIQL (1) In)
_ Z pilem—eo)t/h yileo—ep)(t—T)/M (3.32)
(m|Qklo) (ol Q1 Ip) (plp&(t)|n)
. Z ei(fp_fn)t/hei(fm_eo)(t_T)/h
(p|QkIn) (m| Q7 o) ol p§ (1)) -
Mit den Bezeichnungen
Wi = 9 (3.33)
und R
Qr.ij = (t|Qrl7) (3.35)
erhélt man

MY (k,1,t,7) = Z{ei<wmo+wOp>tei‘doﬂQk,anl,oppﬁ,pn
o (3.36)

H(Wmotwpn )t ,—tWmoT 1
_ 6( mo Pn) e mo Ql,moQk,pnpsyop}
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und

Mr(n??%, (k; l; t; 7—) — Z{ei(wmo+wpn)te_innTQk,mle,pnpé,op
or (3.37)

W(Woptwpn )t ,—iwopT I
— e( op pn) e op Ql,Oka,pnps,mo} .

Die zeitabhédngigen Matrizen

t
anop Z Qk anl ,0p / ZUJOpTle(T) dr ,

t (3.38)
F;mwp 5 Z Qk,ole,mn/ e*iwmnTle(_T)dT
h kLl 0
konnen mit der Bedingung (3.29) in der Form
anop Z Qk anl ,0p / eiiwopTle (T)dT )
. (3.39)
1_‘r_nnop ) Z Qk,op@l,mn/ e_wmnTle(_T)dT
h k.l 0
dargestellt werden.
3.3 Die Redfield-Gleichungen
Gleichung (3.25) kann mit (3.39) in die Form
lbg,mn (t) = Z Rmnop (t)pg,op(t) (340)
gebracht werden. Hierbei ist R(t) die Relaxations-Matrix,
R0 = (- 3 g e e~ oL ) (31

Die Gleichungen (3.40) werden als Redfield-Gleichungen und der Ausdruck (3.41)
als Redfield-Tensor bezeichnet.

In der Gleichung (3.40) handelt es sich fiir m = n um die Populationen und fiir
m # n um die Kohirenzen. Die zeitliche Anderung der Populationen ist

Py ZRmmop Plon(t) (3.42)
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das kann man auch als
pg,mm (t) = Z Rmmoo (t)pg,oo (t) + Z Z Rmmop (t)pg,op (t) (343)
o o p#o

darstellen. Die Populationen werden im ersten Summanden von Gl. (3.43) durch
die Population-Population-Terme R0, und im zweiten Summand von GI. (3.43)
durch die Kohérenz-Population-Terme R,,,,,, verdndert. Die zeitliche Anderung
der Kohérenzen ist

pg,mn (t) = Z Rmnoo (t)pg,oo(t) + Z Z Rmnop(t)pé,op(t) . (344)
o o p#o

Sie werden im ersten Summanden von Gl. (3.44) durch die Population-Kohérenz-
Terme R0 und im zweiten Summand von Gl. (3.44) durch die Kohérenz-
Kohérenz-Terme R,,,,, verdndert.

3.3.1 Die Sikular-Approximation
Wenn man in Gl. (3.40) nur die Terme behilt, fiir die

€Em — € — € T €

Winn, — Wep = > =0 (3.45)
gilt, dann wird der Redfield-Tensor zeitunabhéngig
Romop = — Y <5npr;qqo + 5m0rpqqn> + T e + Do - (3.46)

q

Die Forderung (3.45) kann in folgenden Fillen erfiillt werden:
1. m=n=o0=p:

— E + - + - _.
Rmmmm - (quqm + quqm) + memm + memm = —Vmm (347)
q

2. m=n;o=p;,m#p:

Rmmpp = FI—Ji—mmp + 1_‘117777,777,10 = Wmp (348)
3. m=o0;n=p;mF*n:
Rinpmp = — Z (F;qum + szqu> + F;_pmm + F;pmm =~ Vmp (3.49)
q

Mit den Bedingungen (3.47)-(3.49) wird Gleichung (3.40) damit in der Sdkular-
Approximation zu

p.g,mn (t) = 677”1 anppg,pp - 7mnp£,mn : (350)
pF#N



Kapitel 4

Einzelnes Qubit: Dekohirenz

In diesem Kapitel wird die Dynamik bzw. das Dekohédrenzverhalten eines Ein-
Qubit-Systems fiir diejenigen Parameterbereiche angegeben, in denen analytische
Ergebnisse erzielt werden konnen. Die Herleitung erfolgt hier exemplarisch fiir ein
System, das an ein Spin-Bad koppelt. Die Charakteristika, die sich hier fiir Fre-
quenz und Dampfung ergeben, sind gleichzeitig ein Teil der Vergleichskriterien,
denen die numerischen Ergebnisse fiir gekoppelte Qubit-Systeme zur Konsistenz-
priifung unterworfen werden.

4.1 Influenzkern: Analytische Grenzfille

Im Folgenden wird die Spin-Dynamik untersucht, die sich ergibt, wenn der Spin
bzw. das Qubit mit einem Spin-Bad wechselwirkt. Es wird die NIBA-Methode
(siehe Abschnitt 2.2.3) angewandt. Das Influenzfunktional fiir ein Spin-Bad lautet

Pla.gl e[ -5 [ i [ [T dwie) (ctr)c(o) costotr — o)
— ix(0)¢(r) tanh @ sinfw(r — a)]ﬂ |

‘=

\ / /\
\1 /

Oszillator-Bad Spin-Bad

(4.1)

Abbildung 4.1: Oszillator-Bad und Spin-Bad

34
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Die spektrale Dichte wurde hierbei definiert als J(w) =7, Ja d(w — w). Der
Influenzkern hingt von den Funktionen Q,(t) und Qqs(t) ab, d1e im Falle des
Spin-Bads folgende Form besitzen,

Q1s(t) = g—% /000 JS';) tanh ﬁ/;Lw sinwt dw , (4.2)
Qas(t) = 7(r1[7)i /00 JS;) (1 —coswt) dw . (4.3)

In der NIBA ergibt sich fiir die Laplace-Transformierte der Population Py(t) =
pr(t) — py(t) der Ausdruck

1

P,(\) = ———. 4.4
() A+ X(N) (44)
Der Index s deutet auf das Spin-Bad hin. Die Selbstenergie ist
Y(A) = AQ/ dre” 92D e ™ cos(Qu(7)) (4.5)
0
Nimmt man Ohmsche Reibung an, dann setzt man fiir die spektrale Dichte
w
J(w) = nw exp(—w—) . (4.6)
Mit der Definition )
190
=12 4.7
2mh (47)
folgt
Bhw
= Qis(t) = 2K — exp ——) tanh 5 sinwt dw , (4.8)
= Qus(t) = QK/ —exp —— (1 — coswt) dw . (4.9)
Die Integration (Integraltabelle [25] 3.551.9) ergibt
1 —itw,
s(t) = (—=i) | K1 :
Qult) = (=) K ()
| [ —— (52— + 5L
+2KIn (fﬁwcﬁ - Wi —2KIn (f"“”cﬂ . ”"‘i)t ] , (4.10)
U(shwg +2 — 27 U(shws T3+ 250)
Qas(t) = K In(1 + w.t?) (4.11)
Dl + 1 — (2 4 L
= Q15(t) = 2K [— arctan(w.t) +iln (QFMC’B 2 2”.%) (Zh‘l”cﬂ 2;3:)} ,
Dorws + 2+ 2501 (R — 26%)

(4.12)
Q2s(t) = KIn(1 + w2t?) . (4.13)
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In der Umformung (4.12) wurde die Relation (—i) ln(}f;—igc) = 2arctan(w.t) be-
nutzt. Beim Spin-Bad ist (Jos temperaturunabhéngig. Es gibt nun Bereiche, in
denen die Dynamik analytisch zugénglich ist. In den folgenden Abschnitten soll

diese fiir 7' = 0, fiir 7' — 0 und fiir 7" — oo untersucht werden. Gleichzeitig wird

K = % eingefiihrt.
4.1.1 T =0

Fiir ' = 0 folgt aus den Gleichungen (4.2) und (4.3)

Q15(t) = 2K arctan(w.t) , (4.14)
Q25 (1) KIn(1 +w’t?) . (4.15)

Fiir T = 0 ergibt sich beim Spin-Bad das gleiche Ergebnis fiir Q;(¢) und Q2(t)
wie beim Boson-Bad.

4.1.2 T —0

Fiir T' = 0 folgt mit tanh(7" = 0) = 1 das obige Ergebnis

1
Qs(t) = 2K/ —exp<—£> sin wt dw
0 w

We (4.16)
= 2K arctan(w,t) .
Fiir T' — 0 konnen wir die Tieftemperaturndherung
tanh hw 1_9 hw 49 2hw
a. = — e JE (&) -
" 2T P\ kT P\ kT
(4.17)

—2ex 3w +
P\ kT
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in den Ausdruck (4.8) einsetzen, wir erhalten dann

1
Q15(t) = 2K/ —exp(—i> sin wt dw
0 w

We

*1
— 4K/ —exp(—i> exp(—
0 W We

o
kgT
*1 2
+ 4K/ —exp(—i) exp(—ﬂ> sinwt dw — ...

C

sin wt dw

<1 1 h
= 2K arctan(w.t) — 4K/0 XD <—w(w—c + k;B—T)) sin wt dw

> 1 1 2h
+ 4K/0 ;exp(—w(w—c + kB—T)) sinwt dw — ...

1 1
= 2K arctan(w.t) — 4K arctan<ﬁt> +4K arctan<71 o t) -
we | kel we | kel

(4.18)

Im Limes hw,. > kgT folgt hieraus

kgT kgT
= Q15(t) = 2K arctan(w.t) — 4K arctan (BTt) + 4K arctan (B—t) - ..

2h
kgT kgT
= 2K arctan(wt) — 4K —o—t + 4K ——t — .. |
h 2h
(4.19)
Unter Beriicksichtigung der Reihenentwicklung von In 2 erhélt man
kgT
(Q15(t) = 2K arctan(w.t) — 4(In 2)K7t . (4.20)

Im skaleninvarianten Limes oder Scaling-Limes, d.h. wenn w.t > 1 ist, reduziert
sich dies auf die Form

Qua(t) = K — 4(ln2)KkBTTt | (4.21)

Setzt man schliefflich noch 7 = kg = 1, dann lauten die Funktionen ()14(¢) und
Q2s(t):

Qus(t) = Kn—4(In2)KTt, (4.22)
Q2s(t) = Kln(1+w?t?) . (4.23)
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413 T —

In diesem Abschnitt wird der Hochtemperatur-Limes T° — oo bzw. Kk — oo
untersucht. Fiir die Gamma-Funktion kann die Stirling-N&herung

1
bzw.
I'(z+ l) ~V2me @) (¢ l) (1+ = )
2 2 12(z + 3)
1 1 1 1
— /2 —(z+3) ,(zInfz(1+5;)]) 1 -
e ‘ (1+ 120 2422 o) (4.25)

1 1
= V2re @) evne oty o vy (3;)” (I+—=+0())
x?

12z
= D()Vae (14 0( )

angewandt werden. Dabei wurde im zweiten Schritt folgende Umformung gemacht

11,1 11 1

12z +3) 12:r(1+ ﬁ) = 1,9y TOGE)

1 1 1
=1 e YO
Im dritten Schritt wurde der In linearisiert. Setzt man nun Gl. (4.24) und GL
(4.25) in Gl. (4.10), so erhélt man

(4.26)

O (t) = iK ln(2(1 +iwet)) — ln(g(l )

1
\/g(l—iwct)e 85 (1-iwel)

+21In —
VT dae s (127
= 2iK In e (Tiaer ~ Tioer)
= 21K lne” T Tt
= Kih c
T o
Auch hier gilt
Qas(t) = K In(1 + w.2t?) . (4.28)
4.1.4 Uberblick
Die Ergebnisse dieses Abschnitts lauten im Uberblick:
T=0:
s(t) = 2K arctan(w.t) ,
Qu(f) (wet) (4.29)

Qas(t) = K In(1 + w.t?) .
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T —0:
T
O1(t) = 2K arctan(w,t) — 4(ln2)KkBTt , o)
Qas(t) = K In(1 + w?t?) .
T — oo
wet
s(t) = K———=h cH
Qult) = K aphees (4.31)

Qos(t) = KIn(1 + w*t?) .

4.2 Resultierende Dynamik

Mit den oben abgeleiteten analytischen Ergebnissen fiir den Influenzkern (in der
Hoch- und Tieftemperaturniherung) kann innerhalb der NIBA die resultierende
Dynamik abgeleitet werden. Es sei hier auch auf Ref. [26] verwiesen, dort werden
die gleichen Ergebnisse angegeben, die Herleitung ist dort jedoch eine andere.
Jetzt wird die inverse Laplace-Transformation

1

PN = 3500 (4.32)

berechnet. Diese liefert dann den zeitlichen Verlauf der Wahrscheinlichkeit fiir
den zentralen Spin. Ohne Bias gilt

Y(A) = A? /00 dre” 92D e ™ cos(Qu(7)) (4.33)
0

421 T=0

Die beiden Funktionen Q15(7) und Q24(7) ergeben sich im Scaling-Limes von GL.
(4.14) und Gl. (4.15) zu

(Q1s(1) = mwKsgnt, (4.34)
Qos(7) = 2K In(w.7) . (4.35)
Damit lautet die Selbstenergie
A? AT, 2K
20 = / dre 2K cos(rK) (4.36)
N(N) = Qe 2N (4.37)

Dabei ist )
Aeg = A (I'(1 — 2K) cosmK) 2K . (4.38)
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Die adiabatisch renormalisierte Tunnelaufspaltung ist

A = AR (4.39)

We

Es folgt fiir die Laplace-Transformierte
1

PS()\) = )\+Aeﬂ2—2K)\2K,1 :

Es gibt letztlich zwei Beitrige zu P;(t), einen kohdrenten Anteil von den Polen,
der im Folgenden betrachtet wird, und einen inkohirenten Anteil, der von dem
Schnitt entlang der negativen reellen Achse kommt. Der inkohdrente Anteil ist
fir T'=0

(4.40)

K 2K—1 — 2zt
Pelt) = 2027 ¢ . (4.41)
z2 + 222K cos 2n K + 24K-2
Um den kohérenten Beltrag zu berechnen sucht man die Pole auf, also
A o= \ECLA g2 (4.42)
= N7 = A (4.43)
A = FEIERA. (4.44)
Indem man die Residuen explizit berechnet, erhilt man
P(t) = T K cos(Qt)e " . (4.45)
Dabei ist %
Q= <cos(72r — K))Aeﬂ (4.46)
und %
T
= — ) | A . 44
v <s1n(21_K)) f (4.47)

Hier ist einmal exemplarisch die explizite Herleitung von P(t) angegeben. Dabei

1 (6(82 z2 )Aefft + e(e ﬁ)Aeﬂ't)

(eAplt + e)\p2t)

T 22K
_ 1 (e(cos(Z_ZK))AegH-i(sin(Q_EK))Aegt
2-2K" o (4.48)
+ e(COS(m))Aeﬂt*Z(Sm(m))ﬁeﬁt)

2

=5 2K6(C05(ﬁ)meﬁt COS <(sin(72 _ﬂzK))Aeﬂ‘t>

1 n K T K
— —(sin(§ 125 ) Aert o
T ¢ K cos<(cos(2 T % ))Aegt) :




4.2. Resultierende Dynamik 41

Hierbei kann nun das Argument der Exponentialfunktion mit der Dédmpfung ~
(siehe Gl. (4.47)) identifiziert werden. Das Argument der Cosinus-Funktion wird
mit der Frequenz identifiziert (siehe Gl. (4.46)).

4.2.2 T — o0

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dal beim Spin-Bad fiir K < % kohédrente Dy-
namik auch bei groflen Temperaturen zu beobachten ist. Das ist ein deutliches
Unterscheidungsmerkmal zum Boson-Bad. Um die Dynamik zu erhalten, setzt
man wieder die Funktionen Q4(7) und Q(7) in die Integraldarstellung (4.33)
der Selbstenergie ein. Die beiden Funktionen lauten mit Gl. (4.27) und GI. (4.28)
im Scaling-Limes

1
Qs(7) = Kh3— =0 (4.49)
T
und
(Q2s(7) = 2K In(w,7) . (4.50)
Es folgt also
A2
S\ = —% / dre Mr—2K (4.51)
A2
= - 2K)N* (4.52)
— B(\) = AL (4.53)
Dabei ist B .
Aer = A (I(1 - 2K))7=2F . (4.54)

Die renormalisierte Tunnelaufspaltung ist hierbei

A, = A(é)% . (4.55)
wC
Somit erhélt man fiir die Dynamik ein analoges Ergebnis wie im Fall 7" = 0.
Es sind jedoch jeweils die effektiven Tunnelaufspaltungen grofler, der Faktor
(cos WK)ﬁ fehlt hier. Der Zerfall ist also etwas schneller als bei 7" = 0 und
die Oszillationsfrequenz ist etwas erhoht (siehe Abbildung 4.2),

P(t) cos(Qt)e T . (4.56)

T1-K

Hierbei ergibt sich als Ausdruck fiir die Frequenz

G = (cos(%%))zeﬂ (4.57)
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und fiir die Ddmpfung
~ . K ~
v = <S1H(§—1 — K)>Aeff . (458)

Dabei ist darauf zu achten, daf sich Az (T = 0) und Aeg (T — 00) um einen
1
Faktor (cos mK)?=2K unterscheiden,

Aot = Aegr(cos WK)ﬁ . (4.59)

Die restlichen analytischen Grenzfille werden hier nicht abgeleitet, sie werden
jedoch im néchsten Abschnitt der Vollstdndigkeit halber angegeben.

4.2.3 Uberblick

In diesem Abschnitt folgt noch ein zusammenfassender Uberblick iiber die Dyna-
mik bzw. das Dekohédrenzverhalten eines Spins, der mit einem Spin-Bad wechsel-
wirkt.

T=0K<1/2:
P) = —— cos(Qt)e="
1-K ’
T K
Q = (COS(gﬁ))Aeﬂa
. K
o= (Sln(gﬁ) Aeﬂ‘,
At = A (D(1 = 2K) cosTK) 72 |
AN
A, = A(—)TFK
(s
T—0,K<1/2:
P) = —— cos(Qt)e="
1-K ’
T K
Q = (COS(gﬁ))Aeﬂ,
. K 1—
v o= (Sm(§ﬁ) Ae — 4(In2) -——— tan(rK) KT,
Aeg = A (I'(1 —2K)cosmK)?2K |
A
A, = A(D)TF
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T — oo, K<1/2:

P(t) = 1 _lK cos(Qt)e 7
. Ko\~
Q = <cos(gﬁ)>Aeﬂ ,
7= (G 0) B
A = AL(D(1-2K))75%
Ak
A, = A(w_c)ﬁ

P(t) = exp(—1t),
VI D(K —3) A2
2 T(K) w’

P(t) = exp(~5—1).

C

Fiir T — oo und K = 1/2 geht die Dampfung gegen Unendlich.

4.3 Abbildungen zur Ein-Qubit-Dekohirenz

Die Abbildungen 4.2 bis 4.5 zeigen die Dynamik fiir ein Spin-Bad und ein Boson-
Bad. Die Tunnelaufspaltung ist dabei jeweils zu A = 1.0 gesetzt. Die Cutoff-
Frequenz des Bades liegt bei w, = 20.0. Es ist die Population P(t) = ps(t) —
py(t) gegen die Zeit aufgetragen. In den Abbildungen wird das unterschiedliche
Dekohérenzverhalten von Boson- und Spin-Bad deutlich. Auflerdem ist die oben
abgeleitete Frequenzverschiebung (Gleichungen (4.46) bzw. (4.57)) zu sehen. Die
Abbildungen wurden mit NIBA- bzw. IBCA-Programmen gewonnen (siehe Ref.
[27]), die dazu um Spin-Béider erweitert wurden.

In den Abbildungen 4.6 und 4.7 erfolgt eine qualitative Abgrenzung zwischen dem
kohérenten und dem inkohérenten Bereich der Dynamik.
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Abbildung 4.2: Dynamik eines Systems, das an ein Spin-Bad koppelt, fiir unterschied-

liche Temperaturen 7" bei K = 0.1.
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Abbildung 4.3: Dynamik eines Systems, das an ein Boson-Bad koppelt, fiir unterschied-
liche Temperaturen 7" bei K = 0.1.
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Abbildung 4.4: Dynamik eines Systems, das an ein Spin-Bad koppelt, fiir unterschied-
liche Badankopplungen K bei 7' = 1.0.
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Abbildung 4.5: Dynamik eines Systems, das an ein Boson-Bad koppelt, fiir unterschied-
liche Badankopplungen K bei T' = 1.0.
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Abbildung 4.6: Kohirenter und inkohérenter Bereich eines Systems, das an ein Boson-
Bad koppelt. Fiir den Ohmschen Fall sind die Bereiche in Abhéngigkeit der Badan-
kopplung K und der Temperatur T aufgetragen. Links unten ist der kohérente Bereich.
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Abbildung 4.7: Kohérenter und inkohérenter Bereich eines Systems, das an ein Spin-Bad
koppelt. Fiir den Ohmschen Fall sind die Bereiche in Abhéngigkeit der Badankopplung
K und der Temperatur T aufgetragen. Links ist der kohérente Bereich. Dabei ist a =
kg/hA.



Kapitel 5

Zwei-Spin-System:
Influenzfunktionalmethode

Zunichst wird das an ein Wirmebad gekoppelte Zwei-Qubit-System mit Hilfe
der Influenzfunktionalmethode untersucht. Das Warmebad sorgt fiir eine Depha-
sierung des Systems. Diese Situation findet man zum Beispiel vor, wenn man
sich mit der experimentellen Realisierung von Gattern (siehe Kapitel 1) beschéf-
tigt. Das System besteht aus zwei Spins bzw. Qubits, die untereinander iiber
den Wechselwirkungs-Parameter J gekoppelt sind (sieche Abbildung 5.1 und 5.2).
Die Wechselwirkungsparameter, die die Kopplung an das Bad beschreiben, sind
K; bzw. K, (siehe Abbildungen). In einem Teil des Parameterbereichs konn-
ten von Dube und Stamp analytische Ergebnisse fiir die System-Dynamik eines
Boson-Bads, das wie in Abbildung 5.1 koppelt, gefunden werden [28]. Dies gelang
fiir vergleichsweise starke Wechselwirkung J der Systemspins untereinander. Mit
dem im Folgenden beschriebenen Algorithmus, der auf dem Ansatz von Ref. [28]
fult, konnen Ergebnisse fiir ein Boson-Bad oder ein Spin-Bad auch fiir kleine
Wechselwirkungsstirken J erzielt werden. Fiir grofle Wechselwirkungsstédrken .J
konnte auch beim Spin-Bad ein analytisches Ergebnis gewonnen werden, das im

Abbildung 5.1: Zwei Spins wechselwirken untereinander und mit einem Bad

48
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Bad } Bad 2,

Abbildung 5.2: Zwei Spins wechselwirken untereinander mit jeweils einem Bad

Abschnitt 5.8 angegeben wird. Die beiden System-Spins haben im Folgenden kei-
nen Bias und sie haben beide die gleiche Tunnelaufspaltung. Zuerst wird der Fall
betrachtet, in dem die beiden Spins an das gleiche Bad koppeln (Abbildung 5.1).

5.1 Verhalten des Zwei-Spin-Systems ohne Bad

Fiir einen einzelnen Spin bzw. ein Doppelmuldenpotential mit der Tunnelaufspal-
tung A und dem Bias € lautet der Hamiltonian

1 1
H=—--Ao, + —¢0, . 1
580z + 50 (5.1)
Die Eigenwerte und Eigenfunktionen sind dann
E,=F )
1
W= e+ B) 1> A 1],
! (5.2)
E2 =—-F ’
1
Uy = €= E)[ 1> —Al4>].
2

Hier ist £ = %\/ A? 4 €2 und die Normierungen sind Ny = /A% + (e + E)2.
Beim Zwei-Spin-System, das iiber eine diagonale Wechselwirkung gekoppelt ist,
hat man als Hamiltonian

H = —%(Alalx + Ago9,) + Jyo1,09, (5.3)
Dies 1483t sich darstellen als
Jo -4 -4 0
H = _A%l _(‘)IO ?] _27: . (5.4)
T2 U
0 & % 4
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Fiir die Energien bzw. Eigenwerte ergibt sich

1
E?=J}+ Z(Al + Ay)?.
Im Falle gleicher Tunnelaufspaltungen hat man also

E} = J;+ A

und
E2273 =J¢.

Fiir die Eigenvektoren gilt dann (energetisch geordnet)

Elz—\/JOZ—FAz,

A A
W, =N1< | >+ >+ >+ |u>) ,

Jo+ E Jo+ E
Ey=—Jy,
%=%<—|N> +|¢T>>,
By =,

T, = %(—| > +|u>> ,

Ey=1\/J2 4+ A%

A A
\114:N2(J0_E|TT> + >+ 1> +J0_E|u>) :

Dabei ist £ = v/Jo> + A2 und die Normierungsfaktoren lauten

Jo+ FE
V2/(Jy + E)? + A2

N]_:

und

Jo—FE
V2y/(Jo — E)2 + A?

N2:

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)
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Zum Vergleich sind hier die Eigenwerte und Eigenvektoren fiir ein Zwei-Spin-
System ohne Kopplung angegeben (energetisch geordnet)

Elz—A,

1
U, = §<| >+ N>+ >+ ¢¢>> ,

E2 =0 ,
Wy = 7<—| N> +| ¢T>>
(5.11)
E3 - 0 ,
3 = 7(—| M> +| ¢¢>>
E4 = A y
%(I > = 1> = 11> + u>) :

Hat man zwei verschieden grofie Tunnelaufspaltungen, so ergibt sich fiir die Ei-
genwerte und Eigenvektoren

1
E1 = —\/Jg + Z(Al + A2)2 )

w= (TR (R s it it 22 1))

—2F, (Jo — E1) 2(J,
EQZ_\/J3+3(A1_A2)2J
B+ J 1/2< Ay - A )
%-( 2t ) S| 11> H >+ 4> 5 11> )

(5.12)
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Ey = \/Jg + %(A1 —Ay)?,

W, = (E;,;3J°)1/2( | 1 e > 5 2 u>> ,

E,= \/J§+%(A1+A2) :

W, - (E;,;4J°)1/2( S T 1> + 1> 4 1> )
(5.13)

Im Folgenden ist die Dichtematrixdarstellung der freien Propagation sowohl fiir
Kopplungen iiber o,, o, als auch iiber o, angegeben.

5.2 Dichtematrixdarstellung der freien Propa-
gation

Die Hamiltonians H,, H, und H, eines ungestorten, gekoppelten Zwei-Qubit-
Systems lassen sich in Abhéngigkeit der direkten Kopplungen J,, J, und J, dar-
stellen als
0 —-A —-A J,
-A 0 J, —-A
H, = A g, 0 -Af (5.14)
J. —A —=A 0

0 —-A —A —J,
-a 0o g, -A
=5 ;5 0 _a (5.15)

~J, A —A 0

und

J, —-A —-A 0

-A —-J, 0 -A

-A 0 —-J, -A
0 —-A —-A J,

(5.16)

Dabei gilt Ay = Ay = A. Pripariert man das System im Zustand 11, dann
lautet die Dynamik fiir die 0,-Kopplung (in diesem Abschnitt entspricht p;; der
Wabhrscheinlichkeit Py, pi2 entspricht Py, po; entspricht P4+ und pyy entspricht

P)

3 1 1 1
P =g +1 cos(2J,t — 2At) + 1 cos(2J,t + 2At) + 3 cos(4At) (5.17)
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1 1
P =pn =g - g cos(4At) (5.18)
3 1 1 1
Pu=g-3 cos(2J,t — 2At) — 1 cos(2J,t + 2At) + 3 cos(4At) . (5.19)

In den Abbildungen 5.5 und 5.6 ist der zeitliche Verlauf von Py bzw. p;; fiir
Jr = 1.0 und J, = 2.0 dargestellt. Im Folgenden seien

2 Ji—CL 2
p; =242 oA (5.21)
und )
Ji +
q?=2+2< 2Aa> . (5.22)

Dabei steht J; fiir J, oder J,. Pripariert man das System im Zustand 11, so
lautet die Dynamik zum Hamiltonian H,

11 1 1 1 2
p11 = — +—+—+ — cos(J, +a,)t + — cos(J, — ay,)t + —— cos(2a,t) , (5.23
2J% +4A% - 2J,a 2J2 +4A% +2J,a 2
y y %y y y %y
11 1 1 1 2
pas = —+— +— — — cos(Jy, +a,)t — — cos(J, —a,)t + —— cos(2a,t) . (5.25)

S A o e Py
In den Abbildungen 5.7 und 5.8 ist der zeitliche Verlauf von Py bzw. p;; fiir

J, = 1.0 und J, = 2.0 dargestellt. Prépariert man das System im Zustand 11, so
lautet die Dynamik zum Hamiltonian H,

1 1 1 1 1 2
pu=+ o + p + 2 cos(J, +a,)t + 2 cos(J, —a,)t + A cos(2at,) , (5.26)
2J2 +4A% —2J,a,  2J2+4A%+2J,a, 2
1 1 1 1 1
pus =~ + — +— — — cos(J, +a,)t — — cos(J, — a,)t + —— cos(2a.t) . (5.28)
4 pZ qZ z z 21z

In den Abbildungen 5.3 und 5.4 ist der zeitliche Verlauf von Py bzw. pyy fiir
J, = 1.0 und J, = 2.0 dargestellt.
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Abbildung 5.3: freie Propagation, Kopplung iiber 0., J, = 1.0, A; = Ay = 0.5; ppp
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Abbildung 5.4: freie Propagation, Kopplung iiber 0., J, = 2.0, A; = Ay = 0.5; ppp
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Abbildung 5.5: freie Propagation, Kopplung iiber o, J, = 1.0, Ay = Ay = 0.5; ppy
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Abbildung 5.6: freie Propagation, Kopplung iiber o, J, = 2.0, Ay = Ay = 0.5; ppy
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Abbildung 5.7: freie Propagation, Kopplung iiber oy, J, = 1.0, A1 = Ay = 0.5; pty
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Abbildung 5.8: freie Propagation, Kopplung iiber oy, J, = 2.0, A1 = Ay = 0.5; ppy
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5.3 Ankopplung an das Bad
Fiir das Gesamtsystem 1df3t sich der Hamiltonian in der allgemeinen Form
H:Ho(O'l,O'Q)+HB(O'k)+HI(Ul,O'2;O'k) (529)

angeben. Dabei lautet der Systemanteil

1 1 1
Ho = —§fLAO'1;1 - §fLAO'$2 + §Kzzazlaz2 . (530)

Der Bad-Hamiltonian eines Spin-Bads ist
1
Hy = 3 Zk: Ak - (5.31)
Der Wechselwirkungs-Hamiltonian lautet

1 1
HI = §;Jk1X10—zk+ §;Jk2X20zk . (532)

Dabei sind die o-Matrizen die Pauli-Matrizen der Einzelspins. Die relevante System-
Koordinate von Spin 1 bzw. Spin 2 ist hierbei X bzw. Xy. Die Stirke der Wechsel-
wirkung der beiden Spins mit dem Bad sei im Folgenden fiir beide System-Spins
gleich grof.

Im Falle des Boson-Bads lautet der Systemanteil des Hamiltonians

1 1 1
HO = _ihAO-xl - ihAO'IQ + §Kzzo-z10-z2 . (533)
Der Badanteil ist in diesem Fall
1 .
HB = 5 ;mk(xf + kaku) (534)
und der Wechselwirkungs-Hamiltonian lautet

1 1
Hi = zk: i Xyz + 5 zk: Jeo Xox . (5.35)
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Die allgemeine Form der direkten Wechselwirkung ist
ir 1
HT = 5 %: K010, . (5.36)

Im Folgenden beschranken wir uns auf die direkte o,-Kopplung

L1
Hr = §Kzzazlaz2 : (5.37)

Diese Kopplung ist dominant, da sich die Spin-Systeme zumeist in Diagonalzu-
stdnden befinden.

5.4 Influenzfunktional

Der Propagator, der die Entwicklung des Systems beschreibt, lautet

3o = [ Pla [ D) [ i) [ Pldshsla Acland il 516 s )
(5.38)
Dabei ist D]g;] das jeweilige PfadintegralmaB, Fqi, ¢}, g2, ¢4] das Influenzfunktio-
nal, das durch Ausintegrieren der Umgebung zustande kommt, und A,[¢,| = i%
bzw. As[ga] = i% sind die mit einem Instanton verkniipften Ubergangsamplitu-
den von Spin 1 und 2. Die Randbedingungen

/D[qa]...:/qqa(t):%’f Dlgal.. (5.39)

e (O)ZQa,i

miissen erfiillt werden. Die Korrelationsfunktion kann man in der Form

Jos () = (JJ;‘Z((Z)> {1122(%)) (540)

angeben. Die spektralen Dichten sind
Jalw) =73 kol 5 — ) (5.41)
—~ h

und

Jo(w) =1y %5@ —w) (5.42)
k

Hier soll im Folgenden der Ohmsche Fall betrachtet werden, fiir welchen gilt

Jop(w) = wigge /. (5.43)
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Zunichst werden die Badkorrelationsfunktionen

> h
Lio(m—s) = / dwJ,(w) tanh ﬁTw sinw(r — s) (5.44)
0
und .
Loo (T — 5) = / dwJ,(w) cosw(T — $) (5.45)
0
fiir die Diagonalanteile und
* T
Lyy(m—s) = / dwJi3(w) tanh BTW sinw(r — s) (5.46)
0
bzw. -
Low(r — ) = / d o (w) cosw(r — s) (5.47)
0

fiir die Nichtdiagonalanteile eingefiihrt. Die beiden Ausdriicke Ly, und Ls,, driicken
die badinduzierte Wechselwirkung zwischen den Spins aus. Das Influenzfunktional
hat die Struktur

F[qla 42, q;_; q;] = FI[QIJ qll]FQ[q% qé]FIQ[qla q2, q,17 qé] . (548)

Nach Einfiihrung der symmetrischen und der antisymmetrischen Koordinate

x(r) = ql—o[xmw(f)], (5.49)
() = ql—o[xm—ym] (5.50)

erhilt man schlieSlich fiir die Influenzfunktionalfaktoren die Ausdriicke

P =] [ r A s (Ll = 9Gls) ~ taalr — a5 ]
Fi = exp[ or oz / / ds (Lm — GG (5) + G(G(s)]

L7 — )G (P )xa(s) + <2<T>xl<s>1)] .
(5.51)

Dabei sind die Ausdriicke fiir Lio, Loy, L1y und Lo, die in Gl. (5.44) bis (5.47)
angegebenen Badkorrelationsfunktionen. Die Wahrscheinlichkeit P lautet dann

PTT=Z(—1)’”+"2( N A2 /Dt?m / D(um,) 3. D

ning (Clj le) (<2J 772J)

2 (tag), [l gD ES (], [Gonls )
X Gnmg([tlj]: [z, [Cujls [yl [Corl, [m24]) -

(5.52)
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Dabei sind die Faktoren Fn> ([tajl, [Cajls [Maj]) die Funktionale der Einzelspins.
Diese konnen wie gewohnt in der Form

F ([tag), [Gagl, [ag)) = EL5OFL 0 ) (5.53)

o7

dargestellt werden. Die Selbstenergie ist dabei mit se, die Blip-Blip-Wechselwirkung
mit b— b und die Blip-Sojourn-Wechselwirkung mit b — s gekennzeichnet. Im Ein-
zelnen ergeben sich die Ausdriicke

2 Ma
m(azse) _ql ()
Flose) = exp< — Zsj ) : (5.54)
j=1
Flott = exp(——z Z gajgakAjk> , (5.55)
k=1 j=k+1
Na—1
Fleb=s) H cos<qo Z Caj Xt ) : (5.56)
j=k+1
—(a;b—s qo «
Flov) = cos <Z %gan](O)) : (5.57)
j=1
Hierbei ist
S = QI (tyy — tyj 1) (5.58)
Aﬁ“) =Q (toj —tok—1) + QY (t2j71 — tok) (5.59)
ga) (ty; — tor) — Qz (t2j—1 — tok—1)
und
X5 =Q1 (bay = tara) + Q1 (t21 — tar)
jk 1 2j 2k+1 1 2j—1 2k (5 60)
- Q" (toj — tox) — QL (taj 1 — taks1) -
Im Falle des Boson-Bads gilt
« * Jaa .
QW) = / ) gin(wt) do | (5.61)
0 w
« o Jaa h
QS )(t) = / gw) (1 - cos(wt)) coth(ﬁ > dw (5.62)
0 w 2
wahrend die entsprechenden Ausdriicke fiir das Spin-Bad wie folgt lauten
« o Jaa . h
Q) = / gw) sin(wt) tanh(%) dw , (5.63)
0 w

w?

Q@) = /0 ” Jaa(w) <1—cos(wt)) du | (5.64)
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Hinzu kommt nun noch das Wechselwirkungsfunktional

Gn1n2([t1j]= [U2k], [Clj]v [nlj]v [C2k]= [77216]) . (565)

Dieses kann wiederum in der Form

Gony = G0 Gos (5.66)

ninz — ninz

dargestellt werden. Der Blip-Blip-Term lautet

ni,n2
Gony = €XP <—q071r%02 Z CleZkAg-}f)) (5.67)
Jk

wobei
A2 _n(12) (12)
i =Qs 7 (taj — uzk—1) + Q3 7 (taj—1 — uak)
— ng (toj — uok) — ng (toj—1 — Uok—1) -

Der Blip-Sojourn-Term besitzt die Form

ny  no
—s 4019
Clrina = €XP (Z Ovlrhoz YD X (G + Ulezk))
i k

X exp <—iKzz ( Z Cijnep(ta; — taj—1) + Z Cormp (Uor — U2k1)>>

j=1 k=1
(5.69)

(5.68)

mit
Xy('llf) :ng (t2j — uzp—1) + ng (taj—1 — uap)
- qu) (t2j — uar) — ng (toj-1 — ugk—1) -

Die direkte Kopplung K,, koppelt Blips und Sojourns von verschiedenen Spins,
wenn sie zeitlich {iberlappen. Retardierungseffekte werden vernachléssigt.
Beim Boson-Bad ist wiederum

(5.70)

Q) = [ sinon)aw, (5.71)
0
Q") = /0 le;(;}) (1 — cos(wt)) coth(@) dw (5.72)
und beim Spin-Bad ist
Q" (t) = /0 Jli);)) sin(wt) tanh(@) dw , (5.73)
Q0,2 (1) = /00 Jljd(Zw) <1 _ cos(wt)) dw . (5.74)
0
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Man sieht an der zeitlichen Integration

to T 1 1
/ dT/ dssinw(r —s) = —(ta—t1) — —;[sinw(tz —to) —sinw(t; — )], (5.75)
" to w w

dafl man fiir einen Blip, der einen Sojourn iiberlappt, folgenden Ausdruck fiir Gl.
(5.69) schreiben kann

exp (z’Cmm {(—ng (t1 — to) + Q" (ty — to)) — (Ko + €)(ty — tl)D . (5.76)

Dabei ist € gegeben als

€= q(”qoz/ dw22) (5.77)
0

7h w

Wie in Gl. (5.42) angegeben, handelt es sich bei Jj; um Faktoren von Jy; und
Ji2. Dies ist die badinduzierte (indirekte) Kopplung der beiden System-Spins.
Man hat also .

J:Kzz+e:Kzz+l/ a2 (5.78)

T Jo w

Der Kopplungsparameter J setzt sich aus der direkten Kopplung K, (siehe Ha-
miltonian (5.30)) und der badinduzierten Kopplung zusammen. Je nach Cutoff-
Frequenz kann die badinduzierte Kopplung klein oder grofl sein. Die Cutoff-
Frequenz hingt dabei vom konkret betrachteten Problem ab.
Ist die Temperatur 7" und die Wechselwirkung J sehr grof}, dann konnen fiir
das Boson-Bad analytische Ergebnisse fiir die System-Dynamik gewonnen wer-
den. Diese wurden von Dube und Stamp in Ref. [28] angegeben. Ein analytisches
Ergebnis fiir das Spin-Bad wird in Abschnitt 5.8 abgeleitet.

5.5 Influenzkern

Ohne interne Wechselwirkung J lautet der Influenzkern

exp[—Q2(t)] cos[@Q: (t)] - (5.79)
Fiir das Boson-Bad gilt
Q1(t) = 2K arctan(w,t) (5.80)

und

Qo(t) = KIn(1 + wt?) + 2K In [i—? sinh ;—:_J : (5.81)
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Fiir das Spin-Bad sind die Ausdriicke Q;(t) und Q2(t), von denen der Kern ab-
héngt, nicht mehr so kompakt. Sie lauten

1 1 ot 1 t
F(znwcﬂ T3 ﬁﬁ)F(znwcﬂ + 2zTh)

1 t 1 13 )
F(2hwc +3 + 2zah)r(2hwcﬂ B 223_/‘1)

Qo(t) = K In(1 + w.t?) . (5.83)

Wenn man die Wechselwirkung .J hinzunimmt, dann veréndert diese den Kern.
Der resultierende Kern ist in Abschnitt 5.7 angegeben.

Fiir hohe Temperaturen kann Gl. (5.82) durch eine kompaktere Form approxi-
miert werden. Fiir 7" — oo gilt

Q1(t) = 2K |— arctan(w,t) 4+ iIn (5.82)

Qu(t) = K%ﬁwcﬁ , (5.84)
Q2(t) = K In(1 + w2t?) . (5.85)

5.6 Dynamik

Beim gekoppelten Zwei-Spin-System mit Ankopplung an ein Spin-Bad konnte
fiir den Parameterbereich 7' > J > Ag mit Gl. (5.84) und (5.85) die folgende
Dynamik fiir Py (t) gefunden werden (siehe Abschnitt 5.8)

1 1 1
P (t) = 1 + 3 exp(—gt) + 1 exp(—2gt) (5.86)
mit
1 A?
g=sin(rK)—-—=I(1-2K). (5.87)

JI2K ) 2K
Dabei wurde Py (t) zu Pr(t = 0) = 1 prépariert.
Die Herleitung von Gl. (5.86) und (5.87) ist im Abschnitt 5.8 dargestellt.
Ohne Kopplung ergibt die analytische Betrachtung fiir hohe Temperaturen
1 1 1
P(t) =

P+ =P?(t) . 5.88
L+ 5P+ P (5.89)
Dabei ist P(t) die Population eines Einzelspins. Diese wurde bereits in Kapitel 4
analytisch abgeleitet und ist fiir 77— oo und K < 1/2 wie folgt gegeben,

P(t =1 ! cos(Q )e 7,
Q :< g )ﬁeffa
R o
21
¢ =A,(0(1 — 2K))7=%
A, A(é)%
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Abbildung 5.9: Blip-Rekursion fiir die ersten sieben Zeitschritte
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Abbildung 5.10: Summierung der Blip-Gruppen. Dabei repriisentiert eine Hebung eine
ganze Blip-Gruppe. Dies ist in der nichsten Abbildung (5.11) dargestellt.

5.7 Algorithmus

Im restlichen Parameterbereich konnten bisher keine analytischen Ergebnisse ge-
wonnen werden. Eine numerische Betrachtung ist hier notwendig. Dazu wurde ein
Algorithmus implementiert, der in der Lage ist, auch fiir tiefe Temperaturen und
kleine Kopplungsstérken J Ergebnisse fiir die Wahrscheinlichkeiten Py, Py, Py
und P}, zu liefern. So kann anhand dieses Programms der Ubergang von keiner
Kopplung (J = 0) zu starken Kopplungen nachvollzogen werden. Der Fall J =0
repriasentiert die Kopplung der beiden System-Spins an zwei unabhéngige Béder.
Dieser Fall kann gut mit bekannten Algorithmen, wie dem NIBA-Algorithmus,
bzw. mit analytischen Ergebnissen verglichen werden. Er wurde daher zur Kon-
trolle des hier betrachteten Algorithmusses verwendet. Ist die Kopplung J hinrei-
chend stark, kann man die Ergebnisse mit den analytisch gewonnenen (Gl. (5.86)
und (5.87)) vergleichen und stellt dabei Ubereinstimmung fest.
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JL gL JUL JUUL
= + + +

S [ I I I I I I
+ + ...

Abbildung 5.11: Zusammensetzung einer Blip-Gruppe.

Der Algorithmus, der hier implementiert wurde, beruht prinzipiell auf zwei Haupt-
Rekursionen. Zuerst werden rekursiv alle denkbaren Blipketten berechnet (siehe
Abbildung 5.9). Dann werden die Blipketten rekursiv aneinandergefiigt und es
entsteht das Pfadintegral fiir die Zwei-Spin-Dynamik (siehe Abbildungen 5.10
und 5.11). Der Rekursionskern, der hier verwendet wird, lautet fiir den ersten
Spin

2

gY(o,\) = % exp[—Q2V ()] cos[oJt — AQ, V(1)) . (5.90)

Dabei ist A die Sojourn-Ladung, die dem Blip von Spin 1 direkt vorangeht und o
ist die Ladung des direkt {iberlappenden Sojourns von Spin 2. Analog lautet der
Rekursionskern des zweiten Spins

2

9(2)(0, A) = % exp[—QQ(Z) (t)] cos[oJt — AQ, P ()] (5.91)

Dabei ist A die Sojourn-Ladung, die dem Blip von Spin 2 direkt vorangeht, und
o ist die Ladung des direkt iiberlappenden Sojourns von Spin 1.

Fiir diese Kerne wurden beim Spin-Bad die in Gl. (5.82) und (5.83) angegebenen
Ausdriicke verwendet. Beim Boson-Bad wurden die in Gl. (5.80) und (5.81) an-
gegebenen Ausdriicke verwendet. Es werden Ergebnisse fiir Py, P, P+ und Py
gewonnen. Das ist zum Beispiel in Abbildung 5.12 dargestellt. Dort ist A = 1.0,
£ =0.0001, w., = 20 und K = 0.1, die interne Wechselwirkung ist J = 1.0.
Weitere Abbildungen finden sich in Kapitel 7. Die Abbildungen 7.1 bis 7.10 zeigen
ein System, das an ein Spin-Bad koppelt. Die Abbildungen 7.11 bis 7.13 stellen
ein System dar, das an ein Boson-Bad koppelt. In den Abbildungen 7.1 und 7.2
sind die Parameter A = 1.0, § = 0.0001, w, = 20 und J = 1.0. In Abbildung
7.1 ist K = 0.1 und in Abbildung 7.2 ist K = 0.3. Es folgen einige Diagramme,
die die Entwicklung der Dynamik fiir P4 in Abhéngigkeit von .J aufzeigen sollen.
Dabei sind die Parameter wie in den Abbildungen 7.1 und 7.2. In der ersten Serie
ist A = 0.1 und in der zweiten Serie ist K = 0.3. Der Parameter J wird jeweils
schrittweise erhoht. Dann folgt noch eine Abbildung (7.10), die die Dynamik fiir
verschieden starke Ankopplung der Spins an das Spin-Bad zeigt. Dabei ist die
Kopplung des ersten Spins an das Bad K; = 0.05 und die Kopplung des zweiten
Spins an das Bad Ky = 0.4.
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p

A
\/ \/ \\v/ \/\A/x/\/\ur\,ﬁ‘,_,A,A,,,,,,

Abbildung 5.12: J = 1.0, K = 0.1, 8 = 0.0001, rot: py, griin: py;

Der numerische Aufwand fiir ein System, das an ein Spin-Bad koppelt, ist deut-
lich grofler als der fiir ein System, das ein Boson-Bad koppelt. Die Berechnung
des Influenzkerns ist im ersten Fall aufwendiger (siche Abschnitt 5.5). In beiden
Fillen sind die verschachtelten Rekursionen zur Berechnung des Influenzfunktio-
nals eine anspruchsvolle numerische Herausforderung.

Wenn die interne Kopplung J sehr gro wird, dann finden immer lingere Uber-
lappungen der Blips statt. Um diese berticksichtigen zu konnen, wird in einem
nichsten Schritt der Algorithmus um diese Uberlappungen erweitert. Im Faktor

exp <iC117720 [(—ng (tajp1 — ta5) + QU (ajyz — tag)) — (Koo +€) (oo — t2j+1)] )

(5.92)
wurde zuerst nur der letzte Summand beriicksichtigt. Dies fiihrt zum Kern

2

00(0.3) = S expl- Q" (1) coslo Tt — A (1) (5.93)

Bezieht man nun auch die ersten beiden Summanden mit ein (vgl. Abbildung
5.13), dann lautet der Kern fiir Spin 1

100 =5 (000

X COS <O’ [Jt + Q12 (tajro — toj) — Q" (toj41 — t2j):| — )\Ql(l)(t)> .
(5.94)

Analog lautet dann der Kern fiir Spin 2
A2
#200.) =5 (-0:10))

X COS <O’ [Jt + Q1% (tajro — toj) — Q1 (toj41 — t2j):| -2, @ (t)> .
(5.95)
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Abbildung 5.13: Zeit: Indizierung
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Abbildung 5.14: Zeit: Indizierung

Auch hier ist A wieder die Sojourn-Ladung, die dem jeweiligen Blip direkt voran-
geht und o ist die Ladung des direkt iiberlappenden Sojourns des anderen Spins.
Es wird nun auch der Faktor der Blip-Blip-Wechselwirkung beriicksichtigt. Dieser

lautet -
Grriny = eXp<—$ %: CleQkA§}€2)> (5.96)

mit
Ag}f) =8 (toj — ugk—1) + Q4 (toj—1 — uag)

(5.97)
— ng (toj — uok) — ng (toj—1 — ugk—1)

(vgl. Abbildung 5.14).

Hat man tiberlappende Blips wie in Abbildung 5.15 odef 5.16, dann miissen die
Kerne (5.94) und (5.95) modifiziert werden. Wenn die Uberlappung wie in Ab-
bildung 5.15 stattfindet, dann lautet der zum Kern gehorige Faktor

exp <i<117720[Q§12) (t2jpe — Uopgr) + qu) (toj+1 — t25) — qu) (taj42 — t2j)]>
. (12)
X exp <2C21T]11Q1 (Uopy2 — t2j+2))

X exp (iJ[C117720(U2k+1 — taj11) + Coapn (Uzkt2 — t2j+2)]> .
(5.98)
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U 2k+1 U 2k+2

Abbildung 5.15: versetzte Blips
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Abbildung 5.16: geschachtelte Blips

Findet die Uberlappung wie in Abbildung 5.16 statt, dann lautet der Faktor

exp (icmm[@”’ (tajer — o) + Q17 (tajp2 — wpsr) — QN (a2 — tzﬂ])
. (12)
X exp — (ZC117721Q1 (toj42 — U2k+2))

X exp (iJ[Cllﬁzo(U2j+1 — tokt1) + Coamor Lokt — U2j+2)]> .
(5.99)

Der gesamte Beitrag zum Kern ist nun

exp {_Clg <le2) (te — ua) + qu) (ta — ue) — qu) (te — ue) — qu) (ta — Ua))}
<exp| -0 0) - )

X exp |:ZJ (Cﬂ]g(ua - ta) + C27]3(U,e — te)) + iClTthl)(t) + 7:(2772@g2) (U,):| .
(5.100)
Dabei bedeutet der Index @ und e Anfang und Ende des entsprechenden Blips
von Spin 1 oder Spin 2. Sojourns von Spin 1 sind 7; und 73. Sojourns von Spin 2

sind 7y und 7. Der Blip von Spin 1 ist (;, der Blip von Spin 2 ist (,. Diese Blips
dauern die Zeit ¢t bzw. u.
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Da ¢; und ¢, die Werte £1 annehmen, kann man den Ausdruck (5.100) als

€xp |:_ (QSZ) (te - ua) + QSZ) (ta - ue) - QSZ) (te - U/e) - QSZ) (ta - ua)>:|

+ exp (qu) (te — uq) + an) (ta — ue) — qu) (te — te) — an) (ta — ua))}

X €08 [J (nz(ua —ta) — m3(ue — te)) +mQV () — QY (U)}
(5.101)

schreiben. Dieser Ausdruck fiir den Kern gilt fiir versetzte Blips. Fiir verschach-
telte Blips lautet der Kern

P [_ <Q512) (te - Ua) + QSQ) (ta - Ue) - qu) (te - U'e) - qu) (ta B ua)>:|
<o -0 (0 - @)
X COS {J (ng(ua —ta) + nalte — Ue)) + Tthl)(t) + 772Q§2)(U)]

" exp[ QY (¢, — ) + Q82 (1 — ) — Q82(te — ) — QU (1, — u))}

cos [ (o = ) = (e = ) ) + Q0 - mQ )]
(5.102)

Durch die Beriicksichtigung von iiberlappenden Blips konnen auch sehr grofie
Wechselwirkungsstirken J quantitativ erfafit werden.
5.8 Analyse der Dynamik beim Zwei-Spin-System

Unter Benutzung der Relationen, die in Ref. [28] fiir diese Problematik angegeben
werden (siehe Abschnitt 5.9), wird hier die Dynamik fiir ein Spin-Bad im Fall
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T > J > Ag analytisch abgeleitet. In diesem Fall gilt

1 1 hy ha ;1 1
Pu(\) =~ — ~[g(1+ )| S -
) =3~ 1+ 2 4 g1+
1 hy e 1
— =g+ —)+g(1+— .
4[ ! 91) 2l 92)])\2+)\(91+g2)+91!]2(1_%) (
1 hiho 1 1

- —9192[1 - N 2)
9 9192 AN+ XNg1 + ¢2) + g192(1 — %)

5.103)

Wobei g und h definiert sind als
gs(\) = Ag? /000 dt exp(=Mt — Qo (1)) cos QP (t) cos(Jt) , (5.104)
ha(h) = A2 / " dtexp(= At — Qo (1)) sin Q1O (1) sin(Jt) . (5.105)
0
Jetzt wird die Dynamik fiir 7" — oo abgeleitet.

In diesem Fall gilt Q1" (t) = 0 = hs(\) = 0. AuBerdem ist im Scaling-Limes
Q2P (t) = 2K Inw,t, und zwar fiir K < 5. Fiir gg()) folgt

gs(N) = A52/ dt exp(—At — 2K In(w,t)) cos(Jt)
0

_ A2 / dt exp(— M) (wet) X cos(J1)
0

Ag?2 [
== gK / dt exp(—At)t 2K cos(Jt) (5.106)
¢ 0
A,BQ o) 1 ) ok 1 ' o
— w 2K /0 dt [5 exp(—At + iJt)t + 5 exp(—At — i Jt)t™°"]
Ag? 1
= K §[P(1 —2K)(A —iJ)* K 4 T(1 = 2K) (A + i) K1
wc

Die letzte Umformung folgt aus
[(z) = / dt exp(—t)t*~* (5.107)
0
= [(1-2K) = / dt exp(—t)t 2 . (5.108)
0

Mit der Substitution A\t £ ¢Jt = 7 und damit ft_; = A £/, ergibt sich

| desxe g = [T ep(on s i

— / dr eXp(—T)szK()\ ¥ Z-J)QKfl (5.109)
0

=01 -2K)(AFiJ)* L.
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Es gilt also, die Gleichung (5.106) geeignet umzuformen.

Ag? 1 1 1
= ['(1-2K)= :
w 2K ( ) [()\ —iJ)1-2K - A+ z’J)l—?K]

95(A) 5 (5.110)
Jetzt sollen zwei identische Spins betrachtet werden, also A, = Ag = A. Man
fiihrt die effektive Aufspaltung

Ag?

wc2K

Aug = [—2_T(1 — 2K)]7% (5.111)

ein. Damit wird
1 1 1

A) = AZ2K - .
950 = Ao 2[(A—¢J)HK * (A+z‘J)HK]

(5.112)

Es wird angenommen, daf§ an den Polen |\| < ‘Eeﬂ“ gilt und somit J > A.
Diese Annahme wird sich im Folgenden rechtfertigen. Dann ist

(A i) 2K o L2k exp(:l:zg(l —2K)) . (5.113)
iy S N L T
= g(\) = A JIE=TS 2[exp(22 (1 —2K)) + exp( 05 (1-2K))] (5.114)
~o_ m
g(A) = AZ%E T cos(§(1 —2K)) . (5.115)

Transformiert man den Ausdruck fiir die Dynamik

Pyl L, 1 1 1
M= X290+ 29) 270+ A2) + &2
(5.116)
_ LRl 1
27 AN+ A(29) + o
zuriick, so erhédlt man
1 1
Py(t) = 1 = 2(1 = exp(=2gt)) — 5 gt exp(—gt)
1,1
- 592?(1 — exp(—gt) — gtexp(—gt)) (5.117)
1 1 1
=1 + 1 exp(—2gt) + 3 exp(—gt) .
Die Dampfung ist
1 A?
g = sin(rK) I'(l-2K). (5.118)

1—2K ,, 2K
J We
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Im Parameterbereich K < % ergibt sich also, da} der Zerfall langsamer wird,

wenn die Kopplungsstirke J zunimmt. Dabei ist

J12 ((.AJ) .

W

o0
J:Kzz+6:KZZ+%/ du (5.119)

0
Die Kopplungsstirke J setzt sich aus der direkten Wechselwirkung zwischen den
Spins und der Kopplung, die durch das Bad induziert wird, zusammen. Die
Hochtemperaturndherung ist nicht zwangsldufig im Scaling-Limes, daher kann
w, hier auch klein sein. In diesem Fall liefert die direkte Wechselwirkung K,, den
entscheidenden Beitrag zur Kopplungsstirke .J.

5.9 Matrixmethode

In Ref. [28] wird ein Weg zur Behandlung der Dynamik beim Zwei-Spin-System
aufgezeigt. Dieser soll hier kurz skizziert werden. Die konkrete Bestimmung der
Dynamik ist dann beim Boson-Bad numerisch méglich (siehe [28]). Beim Spin-
Bad ist teilweise auch eine analytische Bestimmung der Dynamik moglich. Der
Hamiltonian des gekoppelten Qubit-Systems, bzw. des gekoppelten Spin-Systems
(Index cqgb fiir coupled qubits) lautet

chb = H(O’l, 0'2) + HB(.’L’k) + HI(O'l, 02, .’L’k) . (5120)

Dabei sind die o-Funktionen die Spin-Matrizen der Einzelspins. Mit diesem Ha-
miltonian ergibt sich fiir das Influenzfunktional

F[qlanJQDQQ Fl ‘ha‘h q27q2]F12[q17(IQ7q17q2] J

Fo= e[~ [ [ (Ll = 96016009 = il = 90|
o= oo |- 2% [ ir [ (s = 906000 + 0]

L7 — )G (P xa(s) + @(%(s)])] .
(5.121)

Dabei entsprechen die Badkorrelationsfunktionen L, und Lo, genau den Bad-
korrelationsfunktionen L; und L, der Einzelspinpropagation. Die Funktionen L,
und Ly, die die Wechselwirkung wiederspiegeln, sind durch eine spektrale Wech-
selwirkungsdichte Jjo(w) modifiziert (siehe Gl. (5.42)). Pfade, fiir die ¢;(7) und
(2(s) und umgekehrt ungleich Null sind, werden besonders stark geddmpft. Man
hat 2n; bzw. 2ny Ubergiinge, die fiir den einen Spin bei ¢; (j = 1,2,...,2n)
stattfinden und fiir den anderen Spin bei uy (K = 1,2,...2ny). Ist die Kopp-
lung ausgeschaltet, dann erfolgen die Einzelspin-Propagationen wie in Gleichung
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(5.89) beschrieben. Mit Kopplung ergeben sich dann die Wechselwirkungseffekte.
Die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit ¢ wieder im Zustand 11 zu finden,
ist dabei

Pa =03 G [ D) [ D) 33

ning (Clj le) (<2J 772J)

W (gl (Gl I DS (), [Gonls [ae])

X Gnmg([tlj]: [u%]: [Clj]a [771]']7 [CQ]CL [772k]) :
(5.122)

Die Faktoren, die sich auf den Einzelspin beziehen, sind in Kapitel 2 angegeben.
Die anderen Faktoren verkniipfen Blips bzw. Blips und Sojourns von beiden Spins.
Bei der Blip-Sojourn-Wechselwirkung ist es sinnvoll, gleich in zwei Faktoren auf-
zuspalten. Beim einen wird die Wechselwirkung von Blips mit einem gleichzeitig
stattfindenden Sojourn vom anderen Spin betrachtet, beim anderen die Wechsel-
wirkung zwischen Blips und Sojourns, die zu verschiedenen Zeiten stattfinden.
Dann kann man als Analogon zur NIBA auch hier eine Ndherung machen. Und
zwar wird angenommen, dafl die Blips von verschiedenen Pfaden nicht iiberlap-
pen. Es ist also in einem NIBA-Analogon immer nur die Wechselwirkung von
Blips mit dem gleichzeitig stattfindenden Sojourn des anderen Spins zu betrach-
ten. Dieses NIBA-Analogon kann man unter der Voraussetzung 1" > J > Ay
machen, denn dadurch wird gewihrleistet, dafl sich Blips der beiden Spins nicht
iiberlappen, denn das Bad unterdriickt die Nicht-Diagonal-Zusténde der einzelnen
Spins. Die Wechselwirkung besteht aus der direkten Wechselwirkung und einer
induzierten Wechselwirkung (siehe Gl. (5.119)). Geht man nun analog zur NIBA
vor, dann erhélt man aus Gl. (5.122) den Faktor

2" H COS[nl,jlegl)(tzj —tyj1) = mepJ (ta; — ta51)],
j=1
- 2 (5.123)
2" H COS[U2,k—1Q§ )(U2k — Ugp—1) — Thpd (Ugk — Uzg—1)] -
k=1
In den Faktoren (5.123) sind 7,p und 7n,p die Ladungen der Sojourns, die die

Blips (o; und die Blips (;; iiberlappen. Jetzt wird eine 2 x 2-Matrix g (\) mit
den Komponenten (g(®)(\))?

T

o (@@ GO0
“ <<g<a><A>>+ (g%))_) (5.124)

eingefiihrt. Hier hat man, ganz analog zum Einzelspin, den Faktor

(60N = -5 dte e~ "W cos[r I (1) — 0Q\V(1)] . (5.125)
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Abbildung 5.17: Summierung der Blip-Gruppen. Dabei représentiert eine Hebung eine
ganze Blip-Gruppe. Dies ist in der nichsten Abbildung (5.18) dargestellt.

JL gL JUL JUUL
= + + +

S [ I I I I I I
+ + ...

Abbildung 5.18: Zusammensetzung einer Blip-Gruppe. Im Text wird dies in Formeln
gefafit.

Dabei reprisentiert (¢(*))? den Beitrag eines Blips von Spin a. Der Index o be-
zieht sich auf die Ladung eines Sojourns auf dem Spin-Pfad «, der dem Blip
direkt vorangeht, der Index 7 bezieht sich auf die Ladung des Sojourns, der den
Blip iiberlappt. Man greift sich nun ganze Gruppen von Blips heraus, ndmlich
immer diejenigen Blips, die vom gleichen Sojourn des anderen Pfades iiberlagert
werden. Dann werden die ganzen Blip-Gruppen mittels der Ladung des Sojourns,
der jeweils dem ersten Blip einer Gruppe vorangeht, verbunden. Die Wahrschein-
lichkeit Py()\) setzt sich dann aus der Summe aller méoglichen Ketten von Blip-
Gruppen zusammen. Jede Blip-Gruppe besteht aus allen denkbaren Anzahlen
einander folgender Blips. Dies ist schematisch in den Abbildungen 5.17 und 5.18
wiedergegeben.

Der Beitrag einer Blip-Gruppe vom Typ «, deren vorangehender Sojourn die
Ladung o hat und deren iiberlappender Sojourn die Ladung 7 hat, ist

77 =% f} [f[0<g<a>>zf}

i= (5.126)
= (9")7 .

"= (g = (g @)
Der Ausdruck (§(®)+ — ()~ ist dabei die Funktion P()\) = Py(A\) — Py()).

Jetzt muf} die Summation iiber die Ketten von Blip-Gruppen ausgefiihrt werden.
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Hier ist C% eine Kette von Blip-Gruppen, die mit einer Blip-Gruppe vom Typ
a beginnt und mit einer Blip-Gruppe vom Typ [ endet. Dabei sollen n Blip-
Gruppen vom Typ « sein. Dann gilt fiir die Laplace-Transformierte

C,(]_,]_) - 0(272) - 0(1*2) — 0(271) . 5.127
2O R 2 GIT R G G (52)

n=1

Py =<+

>
> =

Betrachtet man nun einen bestimmten Beitrag, z.B. P*# = Y C% . Dieser
ist zusammengesetzt aus einem Produkt von 2n — 2 aufeinanderfolgenden Blip-
Gruppen. Es wechseln sich immer verschiedene Blip-Gruppen ab. Bevor man die
Summation ausfiihrt lautet das Produkt

(GN7H @72 (G N7 ()7 (G )z (5.128)
Man hat jedoch die Einschrdnkung o, = 7;, denn der vorangehende Sojourn

einer Blip-Gruppe ist gleich dem Sojourn, wihrend dem die vorhergehende Blip-
Gruppe des anderen Pfades stattfindet. Damit ergibt sich

pab — Z@(a))i@(ﬂ)); H Z@(a))g;iﬂ (g(ﬂ))g‘;‘;ﬂ . (5.129)
n=0 j=1 oj

Es gilt: 09,41 = 1. Man kann Gleichung (5.129) schreiben als
+
Pl = (g )1 [’g“‘m(l - ’g*a)’g“‘ﬂ’)—l} . (5.130)

Dies ist also ein bestimmtes Element aus der Multiplikation zweier Matrizen.
Entsprechend ist

+
pama = (7))t [(1 _ g(ﬂ)g(a))—l] _ (5.131)

Der gesamte Ausdruck fiir Py+()\) ist dann

1 1. T 1 RPN b
Pry(\) = 5+ @)1 [(1 -g¥g") 1} +5@*): [(1 -gWg®) 1}
+ +
+ +
+ (GM)E [g@)u _ g(1>g(2))—1] () [g(l)(l _ g(2)g(1))—1:| .
+ +
(5.132)

Der Nenner von Pp()), der die Dynamik bestimmt, ist gegeben durch: 1 —
Tr(gMg®) + Det(gMg®). Die Nullstellen werden durch ein Polynom 2. Grades
in A bestimmt. Man kann damit Py (\) weiter vereinfachen und erhélt schlielich
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als Ergebnis

hy hy 1 1
1+ 22 + go(1+ =) ———
[9:( 91) 92( gz)])\)\-i-gl + g
1 hy hy 1
— g1+ )+ g1+ =2
4[91( 91) g2 92)])\2+)\(91+g2)+9192(1_ fuha ) (5.133)

9192
1 hihy 1 1

— 201921 — N 2)
2 9192 " AN 4+ XNg1 + g2) + g192(1 — %)

Pr(A) =

> =
=~ =

Die g- und h-Funktionen sind durch die folgenden Ausdriicke gegeben,

g5(\) = Ag? /00 dt exp[—Mt — Qo) (1)] cos Q1) (t) cos(Jt) , (5.134)

0

hs(\) = A52/OOO dt exp[-Mt — Qo) (1)) sin QP (t) sin(Jt) . (5.135)

Fiir die Wahrscheinlichkeiten P, P und P geht die Herleitung analog.



Kapitel 6

Zwei-Spin-System:
Redfield-Methode

6.1 Hamiltonian

Betrachtet man gekoppelte Spins bzw. Qubits, dann liefert die Influenzfunktional-
methode aus Kapitel 5 gute Ergebnisse solange die Ankopplung an das Bad nicht
zu schwach ist. Um den Parameterbereich zu vervollstdndigen wird die Dynamik
zweier gekoppelter Spins bzw. Qubits im Grenzfall der schwachen Badankopplung
mit einem Redfield-Algorithmus berechnet. Die Anregung dazu geht auf Ref. [29]
zuriick. Die Qubits konnen dabei entweder an das gleiche Bad oder an verschiede-
ne Bider koppeln (siehe Abbildungen 6.1 und 6.2). Der betrachtete Hamiltonian,
der sich aus Systemanteil, Wechselwirkung und Badanteil zusammensetzt, lautet
hier

1
H = Hyy, + 50—9))(1 + -0 X, + Hyg . (6.1)

Abbildung 6.1: Zwei Spins wechselwirken untereinander und mit einem Bad

7
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Bad } Bad 2,

Abbildung 6.2: Zwei Spins wechselwirken untereinander mit jeweils einem Bad

Im Folgenden wird exemplarisch im System-Hamiltonian die o,-Kopplung der
beiden Spins gewéhlt:
1 2 (1) (2)
A oy AP oy B gy B

Hqu = —TO':E — TO':E — 9 p 9 O'Z + 50'?51)0'?52) . (62)

Die Tunnelaufspaltungen der einzelnen Qubits sind A und AP der Bias ist
jeweils EY und E®. Der Parameter J charakterisiert die Stirke der direkten
Wechselwirkung zwischen den beiden Qubits. Die Ankopplung an die Badmoden
wird im Hamiltonian (6.1) durch X; und X, ausgedriickt. Im Folgenden wird fiir
das Wirmebad ein bosonisches Bad gewdhlt. Man kann den Hamiltonian dann
insgesamt wie folgt darstellen

s—e —A® —AW —J
L[ -A® As— Ac J AW
H=31_a0 7 _As4ac —aw |+ (6:3)
N X

Dabeiist X; + Xo =5, X; — Xo = As, EV + F? = c und B — E? = Ae. In
der Basis der Triplett/Singulett-Zustéinde

v, = | TT> = (17 0,0, O)T ) (64)
Yo = (| 1)+ 11)/V2=1(0,1,0,0)",
Uy = | J,J,> = (0707 170)T (66)
und
Uy = (| 1) = 4))/v2=(0,0,0,1)" (6.7)
nimmt der Hamiltonian die folgende Form an
€— S i J —An
, 1 —J —Ae+ A
Hsp = 2 3 Ui —en+ S GAJT; S s (6.8)

—An —Ae+As Apg J
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Dabei ist (A® + A®)//2 = 5 und (AD — AP@)/\/2 = An. Zur Berechnung
der Dynamik ist es vorteilhaft, in die Eigenbasis zu wechseln. Ferner beschrinken
wir uns auf die Bedingungen An = 0, d.h. die beiden Tunnel-Aufspaltungen sind
gleich grofl und Ae = 0, d.h. gleiche Biasstidrken. In der Eigenbasis hat man
folgende Energien und normierte Eigenvektoren:

1 1
=--ror—ou-(E+J 2n, E+J—¢ 0) 6.9
D=5 mEr B e M Edioo OF  (©9)
zur Energie —3\/€2 + J2 + 2> = —1E,
2)=(0, 0, 0, 1F (6.10)
zur Energie —%J,
1
3) = ——=——=m, —¢ -n, 0) (6.11)
2772 +€2
zur Energie %J und
w=i_1 gy o, E—J+e 0)F (6.12)
=——(F—J—¢ — — € .
2 E(E — J) Y 777 )

zur Energie $1/€? + J? + 2% = L E.

Die zeitliche Anderung der Dichtematrix wird durch die Redfield-Gleichungen

pnm (t) - _iwnmpnm (t) - Z anklpkl(t) (613)

bestimmt. Dabei beschreibt der erste Term die reversible Dynamik in Abhén-
gigkeit von den Ubergangsfrequenzen w,,, und der zweite Term beschreibt die
Relaxation. Der Redfield-Tensor 148t sich schreiben als

Rutt = Otm ) Ui + 0k D Tirpe = Tl = Tt - (6.14)
Die Raten sind durch die Ausdriicke
r) . =h? /0 " et < Hy p (t) Hy i (0) > (6.15)
und
r, .=h" / " dtemiomt < Hy gy (0)Hy i () > (6.16)
0

gegeben. Dabei ist H;(t) = exp(iHyt/h)H, exp(—iHgt/h) die Wechselwirkung im
Wechselwirkungsbild und die Klammern < ... > bedeuten thermische Mittelung
iber die Bad-Freiheitsgrade.
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6.2 Algorithmus

Der verwendete Algorithmus berechnet zuerst die Eigenwerte und Eigenvektoren
in Abhéngigkeit von J, Y, E?) A® und A® (siehe Hamiltonian (6.2)) bzw.
in Abhingigkeit von J, € und 7 (siehe Eigenvektoren (6.9) bis (6.12)). Mit den
entsprechenden Normierungen dieser Eigenvektoren kénnen dann fiir die Raten-
Berechnung (Gl. (6.15) und GI. (6.16)) die Ankopplungen aus Gl. (6.3) bzw.
GL. (6.8) in die Eigenbasis transformiert werden. Die Abbildungen 7.14 bis 7.21
zeigen die Dynamik bevorzugt im Zustandssystem [11), [1]) [{1) und []]). Die
Dichtematrix, die sich aus dem Anfangszustand p(171) = 1.0 entwickelt, muf also
noch in der folgenden Art in die Eigenbasis (6.9) bis (6.12) transformiert werden.
Die Transformation der Dichtematrix aus der alten Basis

p= puwli) (vl (6.17)

erfolgt dabei durch Einschieben einer Eins (der neuen Basis)
= li(ilv) (6.18)

und li8t sich damit als

p= Z v | 10) (¥
= Z Puv Z o) (l (6.19)
= Z Z p;szquu| Jl

2V N

darstellen. Dabei sind

(ilv) = xa = X0 - (6.20)
Dann kann die Dynamik in dieser Basis berechnet werden und muf§ anschlieflend
wieder ins gewiinschte Basissystem [11), |T)) |[{1) und ||}) zuriicktransformiert
werden. Der Algorithmus liefert dabei die Dynamik auflerdem in der Eigenbasis
und in der Singulett/Triplett-Basis (6.4) bis (6.7). Er liefert die Dynamik fiir die
Kopplung an ein Bad (Abbildung 6.1) und an verschiedene Béder (Abbildung
6.2). Um numerisch die Dynamik zu berechnen wird die Zeit in moglichst kleine
Zeitschritte diskretisiert, die eine Berechnung in verniinftiger Computing-Zeit zu-
lassen. Pro Zeiteinheit wird dann die Verdnderung der Dichtematrix berechnet.
Man mufl zum Beispiel fiir sehr grofle interne Kopplungen der Qubits, also fiir
grofles J, mehr Zeitschritte verwenden, denn grofle interne Kopplungen bewirken
eine hochfrequente Modulation der Dynamik. Der Redfield-Tensor hat als we-
sentliche Eintrége die Kopplungen ans Bad (in die Eigenbasis transformiert), die
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wiederum die spektrale Dichtefunktion enthalten. Diese wird vom Algorithmus
integriert. Es gilt hierbei, ein bestimmtes Integral zu berechnen, wobei die Inte-
gration iiber eine Polstelle erfolgt.

Beim Boson-Bad gilt es, die Fourier-Transformierte des folgenden Ausdrucks zu
bilden

/OOO dt e—mtl /OOO dw J(w) <Coth(2Z:T) cos(wt) — isin(wt)> _ (6.21)

™

Beim Spin-Bad benétigt man analog die Fourier-Transformierte des folgenden
Ausdrucks

/Ooo dt e*mtl /OOO dw J(w) (cos(wt) - z’tanh(QZ:T) sin(wt)) : (6.22)

m
Das Integral (6.21) kann als

1

27 Jo

hw
2kpT

— [ dte™ / dw.J (w) coth e
+ 27r/0 e i wd (w) co (2kBT)€

) eiwt

dt e‘mt/ dwJ(w) coth(
0

1 0 0 (6.23)

+ —Z/ dt e_mt/ dwJ (w)e™ ™"
2m Jo 0
1 00 ) 00 )

- —z/ dt e’m/ dwJ (w)e™!
2 Jo 0

geschrieben werden. Mit der Beziehung
Flf(x); (] = V2rL[f(2); —iC] + V2r L[ f (=); iC] (6.24)

zwischen Laplace-Transformationen und Fourier-Transformationen ergibt sich dann
fiir den Imaginérteil des Ausdrucks (6.21)

ho [ J(w) hw
Im ~ — (2 coth — 2
m 7r/0 dw WER T [ cot <2kBT> w] (6.25)

und fiir den Realteil des Ausdrucks (6.21)

Re ~ gJ(Q) {coth(QZ§T> - 1} | (6.26)

Mit einem entsprechenden numerischen Verfahren gehen diese Integrationen je-
doch trotzdem relativ ziigig. Einige Abbildungen (7.14 bis 7.21) folgen im Ab-
schnitt 7.3.
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Abbildung 6.3: o,-Kopplung: pt+ nach langer Zeit, im thermischen Gleichgewicht (Né-
herung (6.27))

6.3 Thermisches Gleichgewicht

Ist das System nach langen Zeiten im thermischen Gleichgewicht angekommen,
so ergeben sich fiir die Wahrscheinlichkeiten (in den folgenden Abbildungen ps)
die dargestellten Abhéngigkeiten. In Abbildung 6.3 ist der angendherte und in
Abbildung 6.4 ist der genaue Verlauf dargestellt. Der angenidherte Verlauf in
Abbildung 6.3 148t sich durch folgende Beziehung beschreiben

pr(t — 00) = 1/4 + 1/4tanh(J/2T) . (6.27)

In Abbildung 6.5 ist der Verlauf fiir die o,-Kopplung dargestellt. Dieser ist fiir
kleine Temperaturen dem der o,-Kopplung dhnlich. Bei groleren Temperaturen
wird die Abweichung gréfler. Fiir die o,-Kopplung ergeben sich bei sehr grofien
internen Kopplungen die Wahrscheinlichkeiten (z.B. py) zu 0.25.



83

6.3. Thermisches Gleichgewicht

0

0
oA
il
(000 \
(00
(o) A\
VBN
HEORERON
(OO0
Qo)
A
X000
LOORO0XCK)
ARRROCO0
QA
QAN
AEAAEEROROKKYXYX)
ARG
ALMACRECOOX YY)
AT
AN AVAUEORONYYYR)
...........................,....................,:.
AREOANONIONY
ARV
§ QOO
I
IO
SOV
QAN
W
W

N

it, i i ichgewicht (ge-
Zeit, im thermischen Gleic
i o lung: p nach langer ,
Abbildung 6.4: o,-Kopp

naue Rechnung)

b

im thermischen Gleichgewicht)

Abbildung 6.5: o,-Kopplung: p1 nach langer Zeit



Kapitel 7

Zwei-Spin-System: Resultate

7.1 Spin-Bad mit Influenzfunktionalmethode

Die Abbildungen 7.1 bis 7.10 zeigen die Dynamik fiir ein Zwei-Spin-System, das an
ein Spin-Bad koppelt. Die beiden System-Spins koppeln iiber eine o,-Kopplung.
Sie koppeln beide an dasselbe Wéarmebad. Die Tunnelaufspaltung ist dabei fiir
beide System-Spins A = 1.0 und der Cutoff liegt bei w, = 20.0. Es liegt kein Bias
an. Die interne Wechselwirkung .J, die Ankopplung an das Bad K und die Tempe-
ratur 7" sind in den Abbildungen angegeben. Das System wird immer im Zustand
|t1> préipariert. Die Stidrke der Ankopplung der System-Spins an das Bad hat
einen groflen Einflufl auf die Dynamik. Dieser wird im Vergleich der Abbildungen
7.1 und 7.2 deutlich. Die Kopplung der System-Spins untereinander ist in diesen
beiden Abbildungen jeweils zu J = 1.0 gesetzt. Die charakteristische Abhingig-
keit der Dynamik von der internen Kopplung .JJ wird anhand der Abbildungen 7.3
bis 7.9 verdeutlicht. Diese Kopplung wird dabei schrittweise erhéht. Der Zerfall
wird langsamer, wenn die Kopplungsstirke J zunimmt. Fiir eine grofle interne
Kopplung J kénnen die Ergebnisse mit Gleichung (5.117) und (5.118) verglichen
werden. Die Ankopplung an das Wérmebad ist in den Abbildungen 7.3 bis 7.8
jeweils zu K = 0.1 und in der Abbildung 7.9 zu K = 0.3 gesetzt.

84
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Abbildung 7.1: J, = 1.0, K = 0.1 und 7' = 10000.0; pry und p,|
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Abbildung 7.2: J, = 1.0, K = 0.3 und 7" = 10000.0; py¢

und p
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t

Abbildung 7.3: J, = 0.0, K = 0.1 und 7" = 10000.0; pp¢

t

Abbildung 7.4: J, = 0.8, K = 0.1 und T" = 10000.0; p¢
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t

Abbildung 7.5: J, = 1.0, K = 0.1 und 7" = 10000.0; pp¢

0.2 ! ! ! ! ! ! ! !

t

Abbildung 7.6: J, = 2.0, K = 0.1 und T" = 10000.0; p4
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Abbildung 7.7: J, = 3.0, K = 0.1 und 7" = 10000.0; p¢
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Abbildung 7.8: J, = 5.0, K = 0.1 und T" = 10000.0; p¢
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Abbildung 7.9: K = 0.3 und 7" = 10000.0; p4
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Abbildung 7.10: J, = 2.0, K; = 0.05, K5 = 0.4 und 7' = 10000.0; p und p,,

7.2 Boson-Bad mit Influenzfunktionalmethode

Die Abbildungen 7.11 bis 7.13 zeigen die Dynamik eines Zwei-Spin-Systems, das
an ein Boson-Bad koppelt. Die beiden System-Spins koppeln untereinander iiber
eine o,-Kopplung. Sie koppeln an dasselbe Wiarmebad. Die Tunnelaufspaltung
ist dabei fiir beide System-Spins A = 1.0 und der Cutoff liegt bei w. = 20.0.
Es liegt kein Bias an. Die interne Wechselwirkung J, die Ankopplung an das
Bad K und die Temperatur 7" sind in den Abbildungen angegeben. Das System
wird immer im Zustand [11> prépariert. Die charakteristische Abhéngigkeit der
Dynamik von der internen Kopplung J wird anhand der Abbildungen 7.11 bis
7.13 deutlich. Diese Kopplung wird dabei schrittweise erhoht. Je grofler J dabei
wird, desto mehr nehmen die Korrelationen zwischen den System-Spins zu. Fiir
grofle Zeiten konnen die Wahrscheinlichkeiten mit Gleichung (6.27) bzw. mit der
Abbildung 6.4 verglichen werden.
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Abbildung 7.12: J, = —1.0, K = 0.005 und 7" = 10.0; rot:
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Abbildung 7.13: J, = —2.0, K = 0.005 und 7" = 10.0; rot: py, blau: py| und griin: p|
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Abbildung 7.14: J = 0.0, K = 0.01, T = 0.1, € = 0.0; py, pyy und py;

7.3 Boson-Bad mit Redfield-Methode

Die Abbildungen 7.14 bis 7.36 zeigen die Dynamik eines Zwei-Spin-Systems, das
an ein Boson-Bad koppelt. Die beiden Spins koppeln mit gleicher spektraler Dich-
te an verschiedene Béder. In den Abbildungen 7.14 bis 7.20 wird die Dynamik der
gekoppelten Spins in Abhéngigkeit der Kopplungsstirke J, gezeigt. Die Modulati-
onseffekte durch die Kopplung der Spins werden deutlich, ebenso die zunehmende
Wahrscheinlichkeit von pyy und p); auf Kosten der anderen beiden Zusténde bei
zunehmendem J. Man stellt Ubereinstimmung mit den Werten, die in Abbil-
dung 6.5 dargestellt sind, fest. Abbildung 7.21 zeigt ein System mit Bias. Bei
den Abbildungen ist die Zeit zu jeweils 0.01 Zeiteinheiten diskretisiert, die beiden
Tunnelaufspaltungen der Spins sind A = 1.0 und der Cutoff liegt bei w,. = 50.0.
Das System wird jeweils im Zustand | 117> préipariert. In den Abbildungen liegen
pr, und py tibereinander. In den Abbildungen 7.22 bis 7.26 werden die verschie-
denen Kopplungen iiber o,, o, und o, verglichen. Diese Abbildungen kénnen
wiederum direkt mit den Abbildungen 5.3 bis 5.8 verglichen werden.

In den Abbildungen 7.33 bis 7.36 wird die Dynamik der gekoppelten Spins in
Abhéngigkeit der Temperatur T gezeigt.
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Abbildung 7.15: J = 0.0, K = 0.01, T = 0.1, e = 0.0; py
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Abbildung 7.16: J, = 0.1, K = 0.01, T'= 0.1, € = 0.0; pt4, py, und py;
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Abbildung 7.17: J, = 0.2, K = 0.01, T' = 0.1, € = 0.0; pt4, py, und py;
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Abbildung 7.18: J, = 0.2, K = 0.01, T = 0.1, € = 0.0; pyy
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Abbildung 7.19: J, = 0.4, K = 0.01, T = 0.1, € = 0.0; pt4, py, und pyy
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Abbildung 7.20: J, = 0.8, K = 0.01, T'= 0.1, € = 0.0; pt4, py, und py;
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Abbildung 7.21: J = 0.0, K = 0.01, T = 0.1, € = 0.3; pry und py;
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Abbildung 7.22: T = 0.1, rot: freie Propagation, griin: K = 0.01, Kopplung iiber o,,
Jz - 10, Al - AQ - 05, pTT
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Abbildung 7.23: T = 0.1, rot: freie Propagation, griin: K = 0.01, Kopplung iiber o,
Jz = 2.0, Al = AQ = 05, pTT
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Abbildung 7.24: T' = 0.1, K = 0.01, Kopplung iiber o, J, = 1.0, A; = Ay = 0.5; ppp
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Abbildung 7.25: T'= 0.1, K = 0.01, Kopplung iiber o, J, = 1.0, A1 = Ay = 0.5; ppy
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Abbildung 7.26: T'= 0.1, K = 0.01, Kopplung iiber o, J, = 2.0, A1 = Ay = 0.5; ppy

Abbildung 7.27: T'= 1.0, K = 0.01, Kopplung iiber o,, A1 = Ay = 0.5; ppy
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Abbildung 7.28: T' = 1.0, K = 0.01, Kopplung iiber o,, A1 = Ay = 0.5; ppy
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Abbildung 7.29: T' = 1.0, K = 0.01, Kopplung iiber oy, A1 = Ay = 0.5; ppy
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Abbildung 7.30: T'= 1.0, K = 0.01, Kopplung iiber oy, A1 = Ay = 0.5; ppy
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Abbildung 7.31: T' = 1.0, K = 0.01, Kopplung iiber 0, A1 = Az = 0.5; ppp
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Abbildung 7.32: T' = 1.0, K = 0.01, Kopplung iiber 0, A1 = Az = 0.5; ppp

"T=0.1" ——
0; T T T "T=1.0" ——
E 7 "T=5.0" ——
0.9 08 ]
0.7 1 B
0.6 B
0.8 a 05F i b
04 - =
03 |-
0.7 02 L b
0.1 [ B
0 L L L
0

0.6

0.4

0.3

0.2

0.1

Abbildung 7.33: K = 0.01, J, = 0.5, Kopplung iiber oy, A1 = Ay = 0.5; ppp
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Abbildung 7.34: K = 0.01, J, = 5.0, Kopplung iiber oy, A1 = Ay = 0.5; ppy
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Abbildung 7.35: K = 0.01, J, = 0.5, Kopplung iiber o,, A1 = Ay = 0.5; ppp
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Abbildung 7.36: K = 0.01, J, = —0.5, Kopplung iiber o,, A1 = Ay = 0.5; ppy

7.4 Giiltigkeitsbereiche der beiden Verfahren

Systeme, die an ein Spin-Bad koppeln, zeigen bei gleichen Parametern ldngere
Kohérenzzeiten als solche, die an ein Boson-Bad gekoppelt sind. Das liegt am
Sattigungsverhalten, das ein Spin-Bad zeigt.

Man kann das gekoppelte System je nach Wechselspiel der Parameter charak-
terisieren als schwach korreliert (kleine gegenseitige Beeinflussung), als stérker
korreliert (relativ starke gegenseitige Beeinflussung) oder als zusammengeschlos-
sen bzw. vereint (die Wechselwirkung ist dann so grof, daf} sich die beiden Spins
wie ein einzelner Spin mit modifizierter Tunnelaufspaltung verhalten). Die Abbil-
dung 7.38 zeigt die qualtitative Abgrenzung dieser Bereiche fiir ein Spin-Bad, die
Abbildungen 7.39 und 7.40 zeigen die qualtitative Abgrenzung dieser Bereiche
fiir ein Boson-Bad bei kleiner bzw. mittlerer Ankopplung an das Bad.
Qualitativ kann z.B. fiir das Boson-Bad gesagt werden, daf} fiir grofle interne
Wechselwirkung (und nicht so groe Temperaturen) die Systemspins vereint sind
und die Dynamik wesentlich von dieser internen Wechselwirkung bestimmt wird.
Fiir kleine interne Wechselwirkungen gibt es auch nur geringe gegenseitige Beein-
flussung und damit im Falle kleiner Kopplung an das Bad ein charakteristisches
Frequenzverhalten mit Schwebungseffekten. Ist die Temperatur grofier, dann wer-
den niederfrequente Effekte eher unterdriickt. Ist die Temperatur gréfler als eine
an sich schon grofle interne Wechselwirkung, dann sind die Systemspins nicht
vereint (groe Temperatur), aber stark korreliert.

Die Ergebnisse werden fiir kleine Ankopplungen an das Boson-Bad (K; und K»)
und kleine Temperaturen mit dem Redfield-Algorithmus gewonnen. Fiir grofiere
Ankopplungen an das Bad bzw. groflere Temperaturen werden sie mit dem rekur-
siven Algorithmus, der auf der Influenzfunktionalmethode fufit, gewonnen (siehe
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Abbildung 7.37: Die Abbildung zeigt die qualitative Abgrenzung der Parameterberei-
che, in denen die beiden Methoden bzw. Algorithmen zum Einsatz kommen fiir ein
Boson-Bad.

Abbildung 7.37). Der rekursive Algorithmus liefert bei schwachen Kopplungen
an das Bad quantitativ keine besonders guten Ergebnisse. Das liegt daran, dafl
im kohérenten Regime die Lénge der Blips immer mehr anwéchst und somit die
Annahme der wenig dichten Blips immer schlechter wird. Nichtsdestotrotz lie-
fert diese Methode auch in diesem Regime gute qualitative Ergebnisse, die mit
der Redfield-Methode verglichen werden kénnen. Die Redfield-Methode hat ihre
Stérken gerade im Bereich der schwachen Ankopplung an das Bad. In diesem sehr
kohédrenten Bereich liefert sie sehr gute qualitative und quantitative Ergebnisse.
In den Ubergangsbereichen wurden die Methoden quantitativ verglichen. Die An-
kopplung an das Spin-Bad kann nur mit dem rekursiven Algorithmus behandelt
werden.
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Spin-Bad: kleine und mittlere
Badankopplung K

In (T/A)

Abbildung 7.38: Die Abbildung zeigt die qualitative Abgrenzung zwischen dem schwach
korrelierten (blau), dem stéirker korrelierten (gelb) und dem zusammengeschlossenen
Bereich (lila) der Dynamik fiir ein Spin-Bad.
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Abbildung 7.39: Die Abbildung zeigt die qualitative Abgrenzung zwischen dem schwach
korrelierten (blau), dem stéirker korrelierten (gelb) und dem zusammengeschlossenen
Bereich (lila) der Dynamik fiir ein Boson-Bad bei kleiner Badankopplung K.
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Boson—-Bad: mittlere

In (T74) Badankopplung K

& B

Abbildung 7.40: Die Abbildung zeigt die qualitative Abgrenzung zwischen dem schwach
korrelierten (blau), dem stéirker korrelierten (gelb) und dem zusammengeschlossenen
Bereich (lila) der Dynamik fiir ein Boson-Bad bei mittlerer Badankopplung K.




Kapitel 8

Drei-Spin-System:
Influenzfunktionalmethode

Der quantenmechanische Mefiprozefl eines gekoppelten Spin-Systems kann als
Drei-Spin-System aufgefalt werden. Ein Spin reprisentiert dabei die Melappara-
tur, die anderen beiden das System, dessen Zustand gemessen wird. Der Algorith-
mus, der in Kapitel 5 vorgestellt wurde, konnte auf ein Drei-Spin-System erweitert
werden. Auch dieses koppelt wiederum an ein oder mehrere Warmebéder, welche
fiir die Dephasierung des Systems sorgen (Abbildungen 8.1 und 8.2). Das System
besteht aus drei Spins, die untereinander iiber die Wechselwirkungsparameter J;s,
Ji3 und Joz gekoppelt sind (siehe Abbildungen). Der Wechselwirkungsparameter,
der die jeweilige Kopplung an das Bad beschreibt, ist K bzw. K; bis Kj3. Die
drei System-Spins haben im Folgenden keinen Bias. Sie haben vorerst jeweils die
gleiche Tunnelaufspaltung A. Zuerst wird der Fall der Kopplung an ein Bad un-
tersucht (Abbildung 8.1).

Abbildung 8.1: Drei Spins wechselwirken untereinander und mit einem Bad

109
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Bad 1 Bad 2, Bad 3
A ] b4

Abbildung 8.2: Drei Spins wechselwirken untereinander und mit jeweils einem Bad

8.1 Drei-Spin-System ohne Bad

Das Drei-Spin-System mit gegenseitiger diagonaler Wechselwirkung iiber o, wird
durch denn Hamiltonian

1
H = _E(Aalx + AO’QQU + AO’gx) + J12O'1ZO'2Z + J130'1ZO'3Z + J23O'2ZO'3Z (81)

beschrieben. Dieser Hamiltonian kann wie folgt dargestellt werden

H= <CCL g) : (8.2)

wobei a, b und ¢ durch die Blocke
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Jio + Jiz + Jos —52 — &2 0
-3 iz = Jiz — Iy 0 -5
a= A A 7
-3 0 —Ji2 + Ji3 — Ja -3
0 —a2 —&s —Jio = Ji3 + Jas
(8.3)
—Ji2 = Jiz+ Jas —&s —a2 0
- -5 —Ji2+ Jis — Ja 0 —%2
— 52 0 Jig — Jizs — Jus -5
0 —a2 — 88 Jig + Jiz + Jos
(8.4)
und
Ay
e N
0 -4 0 0
= 8.5
““lo o —& o (8:5)
o 0 0 -2

gegeben sind. Ohne Wechselwirkung innerhalb des Systems und fiir jeweils gleiche
Tunnelaufspaltung erhélt man beim Drei-Spin-System fiir die Energien (Eigen-

Werte) E1 = —%A, E273,4 = —%A, E576,7 = %A und Eg = %A die folgenden
Eigenzustinde
=L (119 4 11 4 11> 4 1
22 (8.6)
+ I >+ > 4 M>> ,
¥, = %(—| P> ] 1> —| 11> 4] u¢>) (5.7
W, = %(—I > —| th> + 11> + M>> , (8.8)
1
= 5 (<1100 =1 1> + 41> + i (5.9)
%<| > —| TS —| 1> +] u¢>> | (8.10)
%<| MU~ 11> —| 141> +] M>> (8.11)

= %<| P> = P> =] 111> 4| m>) (8.12)
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und

1
= (<1 1 T 11 ] 1>

(8.13)
F ]I =] U | > +] ¢u>> .

Beim Drei-Spin-System mit jeweils gleicher Tunnelaufspaltung und nur einer
Wechselwirkung .J;5 hat man die Eigenwerte

A
By =——=— VA2 4+ J?,

2
A
E2=—5—J12,
A
E3:—5+J12;
A
E4:—5+ A2 4+ Jpp?
A (8.14)
E5:5—VA2+J122;
A
E6:§_J127
A
E7:5+J12;
A

E8:§+ A2+J122.

Betrachtet man ein Drei-Spin-System mit jeweils gleicher Wechselwirkungsstérke
J=J1y=J13=Jo3, so erhilt man als Eigenwerte

A
E1:—§+J—\/A2+2AJ+4J2,

A
E2:—5+J+\/A2+2AJ+4J2,

A
Ey=—-=—-17],

2

A
E4:———J,

A2 (8.15)
Ey==——-17,

2

A
E6:5—J,

A
E7:§+J—\/A2—2AJ+4J2,

A
E8=5+J+\/A2—2AJ+4J2.
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8.2 Drei-Spin-System mit Ankopplung an das
Wirmebad

Der Hamiltonian des Gesamtsystems lautet

H = Ho(O'l, 09, 0'3) + HB(Uk) + HI(O'I, 092,03, O'k) s (816)
wobei der Systemanteil als
1 1 1
Ho = — —hAO'a;l - —fLAO'wz - —hAO'Ig
2 2 2 . (8.17)
+ _Kzz12az10z2 + _Kzz13azlaz3 - _Kzz23az2az3
2 2 2
und der Badanteil als .
HB = 5 ; hwkam (818)
gegeben ist. Der Wechselwirkungsanteil lautet
H; = Z J1 X0, + Z JoXo0 . + Z Ji3 X530,k . (819)
k k k

Die o-Matrizen sind die Pauli-Matrizen der Einzelspins. Die relevante System-
Koordinate der Spins 1, 2 und 3 ist hierbei X;, X5 und Xj3. Die drei internen
Kopplungsparameter sind

1 o0 Jl
Jig = K10+ €10 = K10 + —/ dWM ) (8.20)
T Jo w
1 [ J!
Jiz =K, 13+ €3 = K13 + —/ dWM (8.21)
T Jo w
und | oo r
Joz = K03 + €93 = K503 + —/ dWM . (8.22)
T Jo w

Die Kopplungsparameter .J;5, J13 und Jo3 bestehen dabei wieder aus einer direk-
ten Kopplung K, (sieche Hamiltonian (8.17)) und der badinduzierten (indirekten)
Kopplung.

Die spektralen Dichten sind

S =7y %5@0 — ), (8.23)
k

Jyw) =53 %5(0} — ) (8.24)
k

und

Ty =7y %5@0 — ) (8.25)
k
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Abbildung 8.3: K=0.1, Jiz = 4.0, Ji3 = 0.5, Jo3 = 0.1; pryy

8.3 Dynamik

Es wird die Dynamik untersucht, die sich fiir die acht denkbaren Systemeinstel-
lungen ergibt. Deren Wahrscheinlichkeiten sind pry, pry, Prig, Pirts Prigs Pitls
Pyt und pyy . Abbildung 8.3 zeigt den Verlauf fiir p;4. Dabei sind die Parameter
zu A = 1.0, § = 0.0001 und w, = 20.0 gesetzt. Der Kondo-Parameter K ist hier
fiir alle drei Spins gleich grof. Weitere Abbildungen folgen in Kapitel 10.

8.4 Influenzkern
Beim Spin-Bad ist

F(l +1_it)1—\(1 +it)

Qi(t) = 2K | — arctan(w,t) +iln —2wd 2 h- el | 2L\ (g o)
P(zn}dcﬂ + % + Z,B_th)r(Zhi/C,B - 2,3_tn)
und
Q2(t) = K In(1 + wS2t?) . (8.27)
Fiir den Rekursionskern von Spin 1 ergibt sich
A2
g(l) (O', T, )\) = — eXp(—Qz(l) (t)) COS(TJlgt + 0'J13t — )\Ql(l) (t)) . (828)

2

Dabei ist A die Sojourn-Ladung, die dem Blip direkt vorangeht, 7 ist die Ladung
des direkt iiberlappenden Sojourns von Spin 2 und o ist die Ladung des direkt
iiberlappenden Sojourns von Spin 3.

Analog lautet der Rekursionskern von Spin 2

A2
gP(o,1,\) = - exp(—Qy P (1)) cos(TJ1at + aost — AQ1 D) (1)) . (8.29)

Hier ist 7 die Ladung des direkt iiberlappenden Sojourns von Spin 1 und o ist
die Ladung des direkt {iberlappenden Sojourns von Spin 3. Der Rekursionskern
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Abbildung 8.4: Summierung der Blip-Gruppen. Dabei reprisentiert eine Hebung eine
ganze Blip-Gruppe. Dies ist in der nichsten Abbildung (8.5) dargestellt.

von Spin 3 ist

2

A
g(3) (o,7,\) = 5 exp(—Q2(3) (t)) cos(TJi3t + o Jogt — QP (1)) - (8.30)

Dabei ist 7 die Ladung des direkt {iberlappenden Sojourns von Spin 1 und o ist
die Ladung des direkt iiberlappenden Sojourns von Spin 2.

8.5 Algorithmus

Der Algorithmus ist eine Verallgemeinerung des in Abschnitt 5.7 vorgestellten.
Wieder werden rekursiv alle denkbaren Blipketten berechnet (siehe dort). Dann
werden die Blipketten rekursiv aneinandergefiigt und es entsteht das Pfadintegral
fiir die Drei-Spin-Dynamik (siche Abbildungen 8.4 und 8.5). Fiir die Rekursions-
kerne (8.28) bis (8.30) werden beim Spin-Bad die Ausdriicke (8.26) und (8.27)
verwendet. Bei drei Spins muf} sehr genau auf die richtige Kombinatorik geachtet
werden. Hierbei dienen die jeweiligen Ladungen der Sojourns als Mittel zur Buch-
haltung. Auflerdem sind sie fiir die Rekursionskerne von Bedeutung. Ohne interne
Wechselwirkungen kénnen die Ergebnisse mit den analytischen Ausdriicken aus
Kapitel 4 und mit den entsprechenden numerischen Implementierungen verglichen
werden. Dies wurde zur Kontrolle des hier betrachteten Algorithmusses verwen-
det. Einige Ergebnisse sind in den Abbildungen 10.1 bis 10.12 dargestellt. Dort
sind die Parameter A = 1.0, §# = 0.0001 und w. = 20.0. Je nach Einstellung
der drei internen Wechselwirkungsstérken zueinander und je nach den Ankopp-
lungsstirken an das Bad und dessen Temperatur ergeben sich die verschiedenen
Charakteristika der Dynamik. Der Aufwand fiir die Implementierung dieses Algo-
rithmusses und die Rechenzeit steigt im Vergleich zum Zwei-Spin-System deutlich
an.
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Abbildung 8.5: Zusammensetzung einer Blip-Gruppe.



Kapitel 9

Drei-Spin-System:
Redfield-Methode

9.1 Hamiltonian

Der Drei-Spin-Hamiltonian

1
H = H3q, + Hp + E(Ugl) +0® 4o x (9.1)

hat als System-Anteil (als Beispiel fiir eine o,-Kopplung)

1 2 3 1
ES) (1) ES) (2) ES) (3) Eg :

Hay = — =4 _ =4 _J _ 7 (1) _ (2) _
T2y (2) . 8 1) 3) 4 123 _(2) (3)
+2ayay+20yay+20yay

bzw. in der Matrixdarstellung

(9.3)

Abbildung 9.1: Drei Spins wechselwirken untereinander und mit einem Bad
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Kapitel 9.

Drei-Spin-System

: Redfield-Methode

Bad 1
A

Bad 3
Pz

Abbildung 9.2: Drei Spins wechselwirken untereinander und mit jeweils einem Bad

Dabei sind a, b, ¢ und d jeweils 4 x 4 -Matrizen, welche die folgende Form besitzen

und

@)
_Er

2

Y g®

2

5
2
_BY

)

)
_ EJ
2

23

2
O > S il
2 2 2
3
&Y
2

(9.6)
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Im Vergleich zum Algorithmus aus Kapitel 6 steigt hier aufgrund des wesentlich
grofleren Redfield-Tensors die Rechenzeit beachtlich an.



Kapitel 10

Drei-Spin-System: Resultate

Die Abbildungen 10.1 bis 10.12 stellen das Dekohérenzverhalten eines Drei-Spin-
Systems, das an ein Spin-Bad koppelt, dar. Die Ergebnisse wurden mit dem re-
kursiven Algorithmus gewonnen. Die Parameter sind A = 1.0, 5 = 0.0001 und
we = 20.0. Die Wechselwirkungsstirke K und die internen Wechselwirkungen
sind jeweils angegeben. Die Ankopplung der drei System-Spins an das Bad ist
in den Abbildungen 10.1 bis 10.10 jeweils gleich grof}. In Abhéngigkeit der Pa-
rameter zeigt das gekoppelte Drei-Spin-System eine reichhaltige Dynamik mit
Schwebungs- und Modulationseffekten. Je nach Einstellung der Parameter kon-
nen die Ergebnisse mit denen aus Kapitel 4 und Kapitel 7 verglichen werden.
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Abbildung 10.1: K
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Abbildung 10.2: K
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Abbildung 10.3: KZO.l, J12 = 1.0, J13 = 1.0, J23 = 1.0; P und bl
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Abbildung 10.4: K=0.1, Ji2 = 1.0, J13 = 1.0, Jo3 = 1.0; p4;, und py ||
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t

Abbildung 10.5: K:0.3, J12 = 0.0, J13 = 0.0, J23 = 0.0; P und bl
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Abbildung 10.6: K=0.3, Ji12 = 0.0, J13 = 0.0, J3 = 0.0; p4;, und p; ||
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t

Abbildung 10.7: KZO.S, J12 = 1.0, J13 = 1.0, J23 = 1.0; P und bl
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Abbildung 10.8: K=0.3, Ji2 = 1.0, J13 = 1.0, Jao3 = 1.0; p4;, und py ||
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t

Abbildung 10.9: KZO.l, J12 = 0.2, J13 = 0.2, J23 = 3.0; P und Pl
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Abbildung 10.10: K=0.1, Jyg = 0.2, Ji3 = 1.0, Joz = 3.0; pprr und pyy|



126 Kapitel 10. Drei-Spin-System: Resultate

t

Abbildung 10.11: K;=0.1, K»=0.2, K3=0.3, J12 = 0.3, J13 = 0.3, Jo3 = 0.3; pr1 und
fm
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Abbildung 10.12: K;=0.1, K»=0.2, K3=0.3, J12 = 1.0, Ji3 = 1.0, Jo3 = 1.0; prq und
fm



Kapitel 11

Zusammenfassung

Zum Abschlufl wollen wir kurz die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit rekapi-
tulieren.

In Kapitel 1 wurden Konzepte und Realisierungsmdéglichkeiten von Quantencom-
puting vorgestellt. In Kapitel 2 wurden die Grundlagen der dissipativen Quan-
tenmechanik dargestellt und dabei die Influenzfunktionalmethode behandelt, auf
welcher viele in dieser Arbeit erzielte Ergebnisse beruhen. Ein Teil der erzielten
Ergebnisse wurde mit der Redfield-Methode gewonnen, diese wurde in Kapitel
3 vorgestellt. Die Dynamik eines Spin-Systems, das an ein Spin-Bad koppelt,
wurde in Kapitel 4 analytisch abgeleitet. Fiir die analytischen und numerischen
Ergebnisse, die in den weiteren Kapiteln diskutiert wurden, war das ein wich-
tiges Vergleichskriterium. In Kapitel 5 wurde zuerst die Dynamik eines freien
Zwei-Spin-Systems diskutiert. Dann wurde die Implementierung eines rekursiven
Algorithmusses im Rahmen der Influenzfunktionalmethode beschrieben, der die
Dynamik eines Zwei-Spin-Systems, das in Wechselwirkung mit einem Wirme-
bad steht, berechnet. Das Warmebad konnte dabei ein Boson- oder ein Spin-Bad
sein. Der Algorithmus, der auf der Redfield-Methode beruht, wurde in Kapitel
6 beschrieben. Mit den analytischen Ableitungen und den beschriebenen Algo-
rithmen konnte im ganzen Parameterbereich Information iiber die Dynamik von
Zwei-Spin- bzw. Zwei-Qubit-Systemen, die an ein Boson- oder Spin-Bad kop-
peln, gewonnen werden. Dazu folgten in Kapitel 7 einige Abbildungen und eine
Diskussion der Ergebnisse und des Giiltigkeitsbereichs der beiden Algorithmen.
In Kapitel 8 und 9 wurde die methodische Erweiterung der beiden Algorithmen
auf ein Drei-Spin-System diskutiert. Die Ergebnisse davon wurden in Kapitel 10
dargestellt.
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