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Einleitung

Als im Jahr 1984 eine neue Materialklasse, später Quasikristall genannt, von Shechtman et
al. [1] entdeckt wurde, sorgte dies dafür, dass grundlegende Annahmen der Festkörperphy-
sik überdacht werden mussten. Die Symmetrie des beobachteten diskreten Beugungsbilds
des Quasikristalls war nicht vereinbar mit einem aus Elementarzellen bestehenden periodi-
schen Aufbau des Festkörpers. Und gerade ein periodischer Aufbau der Materie wurde bis
dahin als Voraussetzung für ein diskrete Beugungsbild mit scharfen Bragg-Reflexen ange-
nommen. Zwar waren in der Mathematik seit den siebziger Jahren lückenlose, aperiodische
Ausfüllungen des Raums bekannt, doch der experimentelle Beweis, dass diese Materieform
tatsächlich von der Natur realisiert wird und zu scharfen Bragg-Reflexen führt, war noch
nicht erbracht. Wie bedeutsam die Entdeckung dieser neuen Materialklasse ist, spiegelt
sich darin wieder, dass die Veröffentlichung der Entdeckung zu den zehn meistzitierten
Artikeln in Physical Review Letters zählt.

Geometrisch lässt sich ein Quasikristall als eine Projektion aus einem höherdimen-
sionalen Raum darstellen. Diese Konstruktion führt zu einem neuen Phasenfreiheitsgrad,
der Phason genannt wird. Neben der geometrischen Konstruktion kann man einen Quasi-
kristall auch kontinuumstheoretisch beschreiben. Der phasonische Freiheitsgrad führt dort
zu einem Beitrag der freien Energie und zu einer Kopplung mit dem phononischen Frei-
heitsgrad. Neben einer statischen Beschreibung, der Elastizitätstheorie, ist vor allem eine
dynamische Theorie interessant. Wie entwickeln sich Phasonen mit der Zeit? Welche Wech-
selwirkungen bestehen mit den Phononen, wie beeinflussen sie diese? Diese Fragen stellen
sich bei der Interpretation von Experimenten, wie z.B. die Auswirkung auf die Intensität
von Beugungsbildern oder Versuche zur mechanischen Spektroskopie.

Für die dynamische Beschreibung des Quasikristalls wird in dieser Arbeit eine hydro-
dynamische Theorie verwendet. Hydrodynamik beschreibt niederenergetische, langwellige
Störungen von makroskopischen Variablen aus dem thermodynamischen Gleichgewichts
und deren Relaxation. Charakteristisch für dieses gekoppelte partielle Differenzialglei-
chungssystem ist dabei, dass sie sich als Erhaltungsgleichungen formulieren lassen.

In dieser Diplomarbeit werden die Gleichungen der Hydrodynamik für einen ikosaedri-
schen Quasikristall hergeleitet und das charakteristische Verhalten der hydrodynamischen
Variablen untersucht. Nach der Herleitung erfolgt eine numerische Behandlung eines ein-
dimensionalen Beispielsystems. Motiviert durch die Numerik werden zeitabhängige Mate-
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2 Einleitung

rialgleichungen aus den hydrodynamischen Gleichungen abgeleitet.

Die Diplomarbeit gliedert sich in folgende fünf Kapitel:

1. Quasikristalle
In diesem Kapitel erfolgt die Beschreibung von Quasikristallen. Dabei werden zwei Sicht-
weisen vorgestellt: die diskrete und die kontinuierliche. Während die diskrete Beschrei-
bung eine anschauliche Vorstellung des neuen Freiheitsgrades, des Phasons als Flip der
Atomkonfiguration, vermittelt, ist die kontinuierliche Beschreibung Ausgangspunkt für die
Elastizitätstheorie und die Hydrodynamik.

2. Elastizitätstheorie
Da der phasonische Freiheitsgrad einen Beitrag zur elastischen Energie liefert, muss die
Kontinuumsmechanik erweitert werden. Diese Erweiterung erfolgt analog zum phononi-
schen Freiheitsgrad. Die Symmetrie des ikosaedrischen Quasikristalls reduziert mit Hilfe
der Gruppentheorie die in der Elastizitätstheorie notwendigen Konstanten.

3. Hydrodynamik
Nachdem in den ersten beiden Kapiteln die Quasikristalle vorgestellt und die Auswirkungen
auf die Elastizitätstheorie erläutert worden sind, erfolgt in diesem Kapitel die zeitabhängige
Beschreibung mit Hilfe der Hydrodynamik. Dazu wird zunächst der Begriff

”
Hydrodyna-

mik“ erläutert, und am bekannten Beispiel der Fluiddynamik wiederholt. Eine erste Her-
leitung der hydrodynamischen Gleichungen erfolgt in Analogie zur Fluiddynamik. Danach
wird eine formalere Herleitung mit Hilfe von Poissonklammern wiedergegeben. Als Ab-
schluss dieses Kapitels wird mit der Dispersionsrelation das qualitative hydrodynamische
Verhalten angegeben.

4. Numerik von physikalischen Beispielen
Die hydrodynamischen Gleichungen werden anhand eines eindimensionalen Beispiels nume-
risch gelöst. Durch spezielle Rand- und Anfangswertbedingungen erfolgt eine Lösung von
verschiedenen physikalischen Problemstellungen. Das Antwortverhalten des Quasikristalls
motiviert die Frage nach den Materialgesetzen.

5. Anelastizität
Im abschließenden Kapitel erfolgt die Ableitung von Materialgesetzen der Anelastizität aus
den hydrodynamischen Gleichungen. Für die Leerstellen- und Phasonendiffusion resultiert
dies in der Form eines

”
zeitabhängigen “ Hookeschen Gesetzes.

Anhang
Im ersten Teil des Anhangs sind einige Rechnungen zum Kapitel Hydrodynamik ausgeführt.
In Anhang B werden Verbesserungen an den hydrodynamischen Gleichungen und eine
allgemeine dynamische Theorie vorgestellt. Im letzten Teil des Anhangs wird kurz auf
experimentelle Messungen von Diffusionsmechanismen in ikosaedrischen Quasikristallen,
insbesondere der Phasonendiffusion, eingegangen.



Kapitel 1

Quasikristalle

In diesem ersten Kapitel soll zunächst einmal der Begriff des Quasikristalls erklärt wer-
den. Dabei wird insbesondere auf die Besonderheiten dieser erst in den achtziger Jahren
entdeckten Festkörperklasse eingegangen. Die Entdeckung und die Auswirkungen auf die
Festkörperphysik sind Gegenstand des ersten Unterkapitels. Um eine erste Vorstellung von
einem Quasikristall zu vermitteln, stelle ich in dem zweiten Unterkapitel die anschauliche
geometrische Projektionsmethode am Beispiel eines eindimensionalen Quasikristalls vor.
Danach wird die Verallgemeinerung auf höherdimensionale Quasikristalle gezeigt. Im vier-
ten Unterkapitel wird der Quasikristall im Kontinuumsbild betrachtet. Das Auftreten eines
diskreten Beugungsmusters ohne Periodizität wird nachgewiesen, sowie eines neuen Frei-
heitsgrades und dessen Bezug zum diskreten Modell. Im letzten Abschnitt wird noch die
Symmetrie des betrachteten Quasikristalls betrachtet und damit eine Grundlage für die
anschließenden Kapitel geschaffen.

1.1 Experimentelle Entdeckung

Quasikristalle wurden im Jahr 1984 von Shechtman, Blech, Gratias und Cahn [1] experi-
mentell entdeckt. In ihrer Veröffentlichung berichten die Autoren von einem Festkörper,
den sie aus einer rasch abgekühlten Aluminium-Mangan Schmelze gewinnen konnten und
der ein scharfes Elektronenbeugungsbild einer fünfzählige Symmetrieachse zeigte.

Das Besondere an einer fünfzähligen Symmetrie bei einem Festkörper ist, dass sich diese
in zwei und drei Dimensionen nicht vereinbaren lässt mit einem periodischen Aufbau der
Materie, d.h. nicht translationsinvariant ist. Neben sechs fünfzähligen Symmetrieachsen
wurden noch zehn dreizählige und 15 zweizählige festgestellt, zusammen also die Symme-
trie eines Ikosaeders (siehe Abb.1.6). Die bis dahin verbreitete Annahme, dass nur eine
periodische (translationsinvariante) Anordnung von elementaren Bausteinen (im zweidi-
mensionalen Raum fünf, im dreidimensionalen 14 verschiedene Bravaisgitter) ein scharfes
Beugungsbild erzeugen kann, war somit widerlegt.
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4 Kapitel 1. Quasikristalle

Abbildung 1.1: Elektronenbeugungsbild einer fünfzähligen Symmetrieachse aus [1].
Das Beugungsbild selbst zeigt zehnzählige Symmetrie.

In den nachfolgenden Jahren wurden noch eine Vielzahl weiterer Strukturen entdeckt,
die nicht mit den kristallographischen Symmetrien eines periodischen Kristalls überein-
stimmen (so z.B. acht-, zehn-, und zwölfzählige Achsen). Neben dreidimensionalen qua-
siperiodischen Strukturen wurden auch solche beobachtet, die in einer Ebene quasiperi-
odisch angeordnet sind und in der dazu orthogonalen Dimension periodisch. Sie erhielten
den Namen T-Phasen. Später wird sich noch zeigen, dass der Begriff Quasikristall nicht
nur Festkörper mit so genannten

”
kristallographisch verbotenen“ Symmetrien bezeichnet,

sondern allgemeiner zu fassen ist.

1.2 Quasikristalle im diskreten Bild

Die Einschränkung auf die genannten kristallographischen Symmetrien lässt sich bis auf
Johannes Kepler zurückverfolgen. Dieser zeigte in seinem Werk

”
Harmonices Mundi Libri

V“ von 1619, dass nur diese mit einer periodischen, lückenlosen Ausfüllung des dreidimen-
sionalen Raumes (der Ebene im Zweidimensionalen) verträglich sind.

Doch Penrose bewies 1974 [2], dass es auch aperiodische lückenlose Parkettierungen
(auch Tilings genannt) der Ebene gibt. Aus vier verschiedenen Bausteinen (Pentagon,
fünfzackiger Stern, Boot und Raute) und bestimmten Anordnungsregeln, konstruierte er
ein aperiodisches Muster. Später konnte er noch die Anzahl der verschiedenen Bausteine
von vier auf zwei reduzieren (Drache und Pfeil, oder zwei Rauten gleicher Seitenlänge mit
verschiedenen Winkeln, siehe Abb.1.2).

Als kurze Vorbemerkung zur Beschreibung der geometrischen Konstruktion von qua-
siperiodischen Mustern sei darauf hingewiesen, dass durch diese Konstruktionen quasipe-
riodische Gitter (kurz: Quasigitter) erzeugt werden. Ein Quasikristall (quasiperiodischer
Kristall) ist ein mit einer Atombasis dekoriertes Quasigitter. Durch die Dekoration kann



1.2 Quasikristalle im diskreten Bild 5

sich, wie beim periodischen Kristall, die Symmetrie des Kristalls gegenüber der des Gitters
ändern. Dieser Problemkreis wird aber im Rahmen dieser Diplomarbeit nicht betrachtet.
Der Einfachheit halber kann man annehmen, dass der Quasikristall an jedem Vertex seines
Gitters mit einem Atom (einatomige Basis) dekoriert ist.

Abbildung 1.2: Penrosetiling bestehend aus dünner und dicker Raute (aus [3]). Be-
trachtet man das Bild genauer, so kann man erkennen, dass die Kanten der Rauten auf
parallelen Scharen von fünf verschiedenen Geraden liegen. Dies beweist die weitreichende
Orientierungsordnung des Quasigitters.

1.2.1 Das eindimensionale Quasigitter

Die folgende Diskussion der Projektionsmethode ist kurz gehalten. Für eine mathema-
tisch strenge Beschreibung sei auf Zoglauer [4], sowie Duneau und Katz [5] verwiesen.
Gemeinsames Charakteristikum der Projektionsmethoden für Quasigitter ist, dass ein d-
dimensionales Gitter aus einem n-dimensionalem Raum, mit n > d, erzeugt wird.

Streifenprojektionsmethode

Als so genannten Einbettungsraum, also höherdimensionalen Raum, wählen wir den eukli-
dischen Raum

� 2 mit den orthonormalen Basisvektoren e0 und e1. Mit � 2 bezeichnen wir
die Menge der Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. Zusätzlich zum schon vorhandenen
Koordinatensystem legen wir noch ein zweites in das Schaubild mit gleichem Ursprung 0,
allerdings um einen Winkel α gedreht. Die Steigung der neuen x-Achse beträgt im alten
Koordinatensystem m = tanα, die der neuen y-Achse −1/m. Ist die Steigung m = p

q
, mit

p, q ∈ � , q 6= 0, eine rationale Zahl, so schneidet die Gerade nach einer Periode P wieder in
einem Punkt aus � 2. Projiziert man die Punkte des � 2 senkrecht auf die Gerade, so ergibt
sich eine diskrete Menge, die sich nach der Periode P wiederholt.



6 Kapitel 1. Quasikristalle

Im Folgenden sei die neue x-Achse mit physikalischem Raum, bzw. Parallelraum E‖,
und die neue y-Achse mit Dualraum bzw. Orthogonalraum E⊥ bezeichnet. Wählt man für
die Steigung m jetzt eine irrational Zahl, also m ∈ � \ � , so ergibt die Projektion ein
grundlegend anderes Resultat. Während der Schnitt der Punkte des � 2 mit dem Parallel-
raum E‖ nur den Ursprung enthält:

� 2 ∩ E‖ = {O}, (1.1)

liegen die senkrecht auf den Parallelraum E‖ projizierten Punkte des � 2 dicht. Da auch
die Steigung der Projektionsgerade (−1/m) irrational ist, kann man jedem Punkt des � 2

eindeutig eine Projektionsgerade und einen projizierten Punkt im Parallelraum zuordnen.
Um wiederum zu einer nicht dichten Menge zu kommen, muss man die zu projizierenden
Punkte einschränken. Dies geschieht durch ein Auswahlkriterium. Projiziert man das durch
e0 und e1 aufgespannte Einheitsquadrat W 2 auf den Orthogonalraum, so erhält man den
Akzeptanzbereich A. Diesen verschiebt man entlang des Parallelraums. Alle Punkte, die
in diesem Streifen S liegen, werden nun auf den Parallelraum projiziert, wobei der Streifen
als halboffen angenommen wird, also ein Rand gehört zum Streifen, der andere nicht.

2

2

W

K

1
IE

S

1

L
K

K

L

L
L

Z

IE

Abbildung 1.3: Der Projektionsformalismus am Beispiel eines eindimensionalen Quasi-
kristall (aus [3]). Das ursprüngliche Koordinatensystem wurde nicht eingezeichnet. Die
Abfolge der kurzen K und langen L Abstände ergibt die so genannte Fibonaccisequenz.
Der obere Rand gehört zum Streifen S, der untere nicht.

Die auf den Parallelraum projizierten Punkte liegen nun nicht mehr dicht, sondern bil-
den eine diskrete Menge. Es kommen genau zwei verschiedene Abstände zwischen zwei auf-
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einander folgenden Punkten im Parallelraum vor, ein kurzer (K) und ein langer (L). Die Ab-
folge der Abstände ist aufgrund der irrationalen Steigung des Auswahlstreifens aperiodisch.
In Abb. 1.3 wurde die Steigung gleich dem goldenen Schnitt τ gewählt, m = τ = 1+

√
5

2
.

Der Grenzwert des Verhältnis zweier aufeinander folgender Zahlen der Fibonaccifolge fn

ist gerade gleich dem goldenen Schnitt τ :

fn+1 = fn + fn−1, f0 = f1 = 1, (1.2)

lim
n→∞

fn+1

fn
= τ. (1.3)

In der Fibonaccisequenz ist auch das Verhältnis der beiden Abstände L
K

sowie ihre relative
Häufigkeit gleich τ .

Methode der atomaren Hyperflächen

Z 2Z

E

E

I

I

Abbildung 1.4: Methode der atomaren Hyperflächen aus [6].

Neben dem Streifenprojektionsformalismus gibt es noch weitere Methoden, Quasikristalle
aus einem höherdimensionalen Hyperraum zu erzeugen. Ein dem Streifenprojektionsforma-
lismus ähnliches Verfahren ist die Methode der atomaren Hyperflächen. Man geht wieder
von einem mit den Basisvektoren e0 und e1 und einem dazu gedrehten (mit Parallel-
und Orthogonalraum) Koordinatensystem aus. Diesmal wird aber an jedem Punkt des
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� 2 als atomare Hyperfläche der invertierte Akzeptanzbereich −A des Streifenprojektions-
formalismus angeheftet. Der physikalische Raum wird jetzt an jedem Schnittpunkt des
Parallelraums mit diesen (halboffenen) atomaren Hyperflächen dekoriert. Die Methode der
atomaren Hyperflächen erzeugt ein Quasigtter, das zum mit dem Projektionsformalismus
konstruierten äquivalent ist. Äquivalent bedeutet hierbei, dass sich die beiden Quasigitter
nur durch eine Translation im physikalischen Raum unterscheiden können.

Der Vollständigkeit halber sei noch der von deBruijn [7] entwickelte Gridformalismus
zur Erzeugung quasiperiodischer Gitter erwähnt. Diese Methode, hier nicht beschrieben, ist
besonders gut geeignet, um die Entstehung der Orientierungsordnung, d.h. die Anordnung
der Kanten von den Rauten in Scharen paralleler Geraden, wie in Abb.1.2, zu erklären.

Verschiebungen im Parallel- und Orthogonalraum: Phononen und Phasonen

Durch eine globale Translation im Parallelraum u ∈ E‖ erhält man ein äquivalentes Qua-
sigitter. Ist die Translation dagegen lokal u(x‖), so verschiebt man die Atompositionen
gegeneinander. Dies ist der, von einem periodischen Kristall bekannte, Freiheitsgrad der
Phononen.

Die Frage, die sich nun unmittelbar stellt, ist, was für Konsequenzen eine Verschiebung
im Orthogonalraum hat. Die Auswirkung einer globalen Translation im Orthogonalraum
w ∈ E⊥ erkennt man am besten (in Abb. 1.3) an den Atomen mit den Positionen (0,1)
und (1,0) im ursprünglichen Koordinatensystem. Da der Streifen halboffen ist, wird nur ein
Punkt (0,1) auf den Parallelraum projiziert, der andere (1,0) nicht. Für jede infinitesimal
kleine Translation in Richtung −x⊥ wird dann nicht mehr der Punkt (0,1) projiziert, son-
dern jetzt (1,0). Dies hat bei der Parkettierung des physikalischen Raums zur Folge, dass
aus einer Abfolge von Abständen KL → LK wird, und umgekehrt. Das Atom hat also seine
Position zu einer zuvor noch nicht vorhandenen gewechselt, man spricht von einem Flip,
genauer phasonischem Flip. Bemerkenswert dabei ist auch, dass für jedes verschwundene
Atom ein neues dazukommt. Die Masse bleibt bei einer solchen Transformation erhalten.
Genauso wie beim phononischen Freiheitsgrad führt eine lokale Translation im Orthogo-
nalraum w(x‖) ∈ E⊥ zu einem weiteren Freiheitsgrad, der Phasonenfreiheitsgrad genannt
wird. Wichtig ist dabei noch die Forderung, dass die Verschiebung w(x‖) nur von der Koor-
dinate x‖ im physikalischen Raum abhängt, und nicht von der physikalisch unzugänglichen
x⊥ des Orthogonalraums.

1.2.2 Verallgemeinerung auf d-dimensionale Quasigitter

Ausgangspunkt ist wieder der n-dimensionale Raum
� n (n > d). Aus diesem wählt man

die Menge � n der ganzzahligen Linearkombinationen der orthonormalen Einheitsbasis
e0, . . . , en−1 aus. Diese bilden ein kubisches Hypergitter. Man legt einen d-dimensionalen
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Unterraum Ed = E‖ so in den Hyperraum, dass

� n ∩ Ed = {O} oder ∅. (1.4)

Den Akzeptanzbereich A erhält man, indem der n-dimensionale Hyperwürfel W n = [0, ei),
i = 0, . . . , n − 1, entlang des Parallelraums E‖ verschoben wird1. Es werden wiederum
nur Punkte dieses halboffenen Streifens S auf den physikalischen Raum projiziert. Ist die
Dimension des Parallelraums E‖ gleich der Dimension des Orthogonalraums E⊥, so spricht
man auch von einer minimalen Einbettung, ansonsten (für n>2d) kann man die erzeugten
d-dimensionalen Quasigitter noch in lokale Isomorphieklassen unterteilen. Zwei Quasigitter
sind lokal isomorph zueinander, wenn jeder endliche Ausschnitt des einen auch im anderen
vorkommt. Bei einer nicht minimalen Einbettung kann man den Orthogonalraum E⊥ in
invariante Unterräume aufteilen. Eine Translation in einem dieser Unterräume entspricht
dann dem phasonischem Freiheitsgrad, eine Translation im anderen wechselt im Allge-
meinen die lokale Isomorphieklasse.

1.2.3 Bausteine von zwei- und dreidimensionalen Quasigittern

Wie wir beim eindimensionalen Quasigitter gesehen haben, lässt dieses sich aus zwei Bau-
steinen, den Abständen K und L, konstruieren. Von zweidimensionalen Quasikristallen
wissen wir, dass man diese aus zwei verschiedenen Rauten (s. Abb.1.2) oder — wie ur-
sprünglich von Penrose [2] vorgeschlagen — aus vier Bausteinen konstruieren können.
Das Penrosetiling, das eine fünfzählige Symmetrie besitzt, kann man als eine Projektion
aus einem fünfdimensionalen kubischen Hypergitter auf einen zweidimensionalen physika-
lischen Raum gewinnen. Diese Einbettung ist nicht minimal, und man kann verschiedene
Isomorphieklassen unterscheiden. Für Dimensionen größer als eins muss man bei der Kon-
struktion des Quasigitters aus den Bausteinen noch gewisse lokale Anpassungsregeln beach-
ten. Diese stellen sicher, dass man keine periodische Anordnung der Bausteine erhält. Für

Abbildung 1.5: Die beiden Bausteine des dreidimensionalen Quasikristalls sind ein prolat-
es (links) und ein oblates Rhomboeder (rechts), aus [8].

1Dies ist nicht die allgemeinste Form einen Quasikristall zu konstruieren. Weder muss das Hypergitter
kubisch sein, noch muss zur Erzeugung des Akzeptanzbereichs ein Hyperwürfel verschoben werden.
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den dreidimensionalen ikosaedrischen Quasikristall sind die Bausteine ein prolates und ein
oblates Rhomboeder. Diese unterscheiden sich in den Winkeln bei gleichen Seitenlängen.
Die Projektion erfolgt durch minimale Einbettung aus einem sechsdimensionalen kubischen
Hypergitter.

1.3 Beugung an translationsgeordneten Strukturen

Nachdem der Schwerpunkt in diesem Kapitel bisher auf der geometrischen Konstruktion
von Quasikristallen gelegen hat und wir somit eine erste Vorstellung von dieser Festkörper-
struktur bekommen haben, soll im Folgenden vor allem auf die Erklärung der diskreten
(scharfen) Bragg-Peaks von Quasikristallen eingegangen werden. Es ist vor allem dieser
Punkt (und dessen Folgen), der die Entdeckung von Quasikristallen so interessant machte.

1.3.1 Kristallographie des Festkörpers

Bei der Kristallographie wird ein Festkörper z.B. mit einem Röntgen- oder Elektronenstrahl
(mit Wellenvektor k) bestrahlt. Man beobachtet als Beugungsbild eine Intensitätverteilung
I(k), die das Betragsquadrat des Strukturfaktors F (k) ist. Der Strukturfaktor wiederum
ist die Fouriertransformierte der Streudichte ρ(x) (im Folgenden mit der Massendichte
gleichgesetzt).

I(k) = |F (k)|2, (1.5)

ρ(x) =

∫

F (k)eikxddk, (1.6)

F (k) =
1

(2π)d

∫

ρ(x)e−ikxddx. (1.7)

Mit (1.5)-(1.7) folgt für die Streuintensität:

I(k) =
1

(2π)2d

∫ ∫

eikxρ(x)ρ(x + x′) ddx ddx′. (1.8)

Ein periodischer Kristall zeichnet sich durch Translationsinvarianz aus, d.h.

ρ(x + t) = ρ(x), (1.9)

mit t als Translationsvektor. Für ein d-dimensionales periodisches Kristallgitter G kann
man jeden Translationsvektor t als ganzzahlige Linearkombination von d Basistranslationen
t0, . . . , td−1 ausdrücken, also

t = niti, ni ∈ � , ∀ t ∈ G. (1.10)
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Für die Wellenvektoren k kann man dann auch eine d-dimensionale Basis k0, . . . , kd−1

wählen, so dass gilt:
ki · tj = 2πδij, i, j = 0, . . . , d − 1. (1.11)

Diese Vektoren sind die Basis des reziproken Raums, und ihre ganzzahligen Linearkombi-
nationen bilden das reziproke Gitter G̃.

Vernachlässigt man die Atombasis, d.h. betrachtet man nur ein Gitter mit punktför-
migen Atomen als Streuzentren, so ergibt sich für die Dichte

ρ(x) =
∑

t∈G
ρ0δ(x − t), (1.12)

und deren Fouriertransformierte

F (k) =
ρ0

(2π)d

∑

k′∈G̃

δ(k − k′), (1.13)

also eine Summe von Diracschen Deltafunktionen an den Punkten des reziproken Gitters.

Somit führt eine periodische Anordnung zu einem Strukturfaktor, der aus Deltafunk-
tionen besteht, und es treten scharfe Bragg-Reflexe für Wellenvektoren, die gleich einem
reziproken Gittervektor sind, auf.

Ist aber der periodische Aufbau aus einer Elementarzelle die einzige Möglichkeit ein
Beugungsbild mit scharfen Bragg-Reflexen zu erhalten? Lange Zeit ging man davon aus
und hat Translationsinvarianz als Voraussetzung für scharfe Bragg-Reflexe angenommen.

1.3.2 Kristallographie von Quasikristallen

Wie im Unterkapitel 1.2 über Quasikristalle im diskreten Bild erklärt, lassen sich d-dimen-
sionale Quasikristalle aus einem höherdimensionalen Raum

� n durch Parallelprojektion π‖

auf einen Unterraum, den physikalischen Raum Ed = E‖, erzeugen. Der Raum
� n lässt sich

dabei in die Unterräume des physikalischen Parallelraums E‖ und des Orthogonalraums
E⊥ aufteilen. � n = E‖ ⊕ E⊥. (1.14)

Die ganzzahligen Linearkombinationen der Basisvektoren ei (mit i = 0, . . . , n− 1) definie-
ren das kubische Hypergitter � n. Die Projektion einer Auswahl des Hypergitters auf den
physikalischen Raum bildet den Quasikristall.

Die Einteilung in kristallographisch erlaubte und verbotene Symmetrien hängt von der
Dimension des periodischen Gitters ab. Insbesondere gilt die Einschränkung auf (1,2,3,4,6)-
zählige Symmetrieachsen nur in zwei und drei Dimensionen. Durch die Projektion aus dem
höherdimensionalen Raum

� n ergibt sich nun die Möglichkeit für ursprünglich (d.h. für
zwei oder drei Dimensionen) kristallographisch verbotene Symmetrien, da diese ja in

� n
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für n > d = 3 erlaubt sind. Die Projektion aus einem n-dimensionalem Raum sei jetzt
am Beispiel des ikosaedrischen Quasikristalls erklärt. Der Einbettungsraum ist minimal,
und besitzt die Dimension sechs, der physikalische Raum hat, wie der Orthogonalraum, die
Dimension drei. Ortsvektoren x des Hyperraums

� n lassen sich in Anteile im Parallelraum
E‖ und des Orthogonalraums E⊥ zerlegen:

x = x‖ ⊕ x⊥. (1.15)

Mit Hilfe der Basisvektoren ei des Hypergitters lassen sich die Basisvektoren κi des rezi-
proken Gitters definieren.

ei · κj = 2πδij i, j = 0, . . . , n − 1. (1.16)

Die Vektoren des reziproken Hypergitters lassen sich wieder in zwei Anteile aufteilen:

κ = k‖ ⊕ k⊥. (1.17)

Kalugin et al. zeigten in [9] dass auch der Strukturfaktor von Quasikristallen aus einer
Summe von Deltafunktionen besteht:

F (k) =
∑

κ

S(k⊥)δ(k − k‖), (1.18)

wobei S(k⊥) die Fouriertransformierte der Projektion des Auswahlstreifens auf E⊥ (also
des Akzeptanzbereiches A) ist. Dazu noch folgende Anmerkungen:

• Die Projektionen der Basisvektoren des reziproken kubischen Hypergitters auf E‖

π‖(κi) = k
‖
i (1.19)

sind, da die Dimension des Hyperraums n = 6 größer ist als die des physikalischen
Raums d = 3, nicht linear unabhängig über den reellen Zahlen. Allerdings sind sie
ganzzahlig linear unabhängig. Dies ist die Folge der irrationalen Einbettung des phy-
sikalischen Raums. Beim eindimensionalen Quasikristall ist dies gerade die irrationale
Steigung.

• Die Bragg-Reflexe bilden eine dichte Menge, da man mit einer ganzzahligen Line-
arkombination von projizierten Gitterbasisvektoren k

‖
i jedem reziproken Vektor k‖

beliebig nahe kommen kann.

∃ni :
∣
∣
∣k‖ − nik

‖
i

∣
∣
∣ < ε für beliebiges ε ∈ � +. (1.20)

• Das beobachtete diskrete Bragg-Spektrum kommt nun dadurch zustande, dass die
Intensität der meisten Reflexe verschwindend klein ist und durch die Messappara-
tur nicht mehr aufgelöst werden kann. Die verschwindende Intensität ist der Einfluss
der Fouriertransformierten des Akzeptanzbereichs S(k⊥). Dieses Verhalten ist ver-
gleichbar mit dem diskreten Bild, in dem durch die Einführung des Auswahlstreifens
die projizierten Punkte nicht mehr dicht im physikalischen Raum liegen.
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Symmetrien des Beugungsbildes

Ist das Beugungsbild eines Kristalls invariant unter einer Symmetrieoperation g einer Grup-
pe G, dann folgt für die Intensität

I(gk) = I(k) ∀g ∈ G. (1.21)

Für den Strukturfaktor folgt mit Gleichung (1.5) unmittelbar, dass er proportional zu
einem Phasenfaktor φ(g, k) ist:

F (gk) = eiφ(g,k)F (k). (1.22)

Mit (1.7) und der Tatsache, dass die Dichte ρ(x) eine reelle Größe ist, erhält man für das
komplex konjugierte des Streufaktors:

F ∗(k) = F (−k), (1.23)

und somit für die Intensität des Beugungsbild:

I(−k) = |F (−k)|2 = |F (k)|2 = I(k). (1.24)

Das Beugungsbild ist also immer invariant unter der Rauminversion. Ein Beispiel hierfür
ist ja auch Abb.1.1, bei der man eine zehnzählige Symmetrie erkennen kann, die auf eine
fünfzählige Symmetrieachse zurückgeht.

Weitere wichtige Folgerungen aus der Invarianz der Intensität des Beugungsbildes unter
Symmetrieoperationen g sind bei Ricker [6] gezeigt. Insbesondere überträgt sich die Inva-
rianz auf das reziproke Gitter G̃, nicht aber auf das direkte Gitter G. Beim periodischen
Gitter ist die Symmetrie auch für das direkte Gitter gegeben.

1.3.3 Definition Quasikristall

Bevor wir schließlich zu der Definition des Quasikristalls kommen, soll noch eine andere
verwandte Festkörperklasse vorgestellt werden.

Inkommensurable Kristalle

Inkommensurable Kristalle bestehen aus einer periodischen Grundstruktur, die mit einer
dazu inkommensurablen Periode moduliert wird. Inkommensurabel bedeutet hierbei, dass
das Verhältnis beider Perioden eine irrationale Zahl ist. Beispiele hierfür sind die Verschie-
bungsmodulation (Atome sind aus periodischer Sollposition verschoben, die Modulation
erfolgt in einer zur Grundstruktur inkommensurablen Periode), Besetzungsmodulation (die
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Besetzung der Gitterpositionen erfolgt durch verschiedene Atomsorten) und zusammenge-
setzte Strukturen (zwei oder mehrere Gitter, jedes für sich translationsinvariant, mit zuein-
ander inkommensurablen Perioden werden zu einem Gitter zusammengesetzt). Auch das
Beugungsbild eines inkommensurablen Kristalls zeigt scharfe Bragg-Reflexe, der Struk-
turfaktor besteht aus Deltafunktionen. Da der inkommensurable Kristall auf einer periodi-
schen Grundstruktur aufbaut, zeigt sein Beugungsbild Hauptreflexe der Grundstruktur.
Die Periodizität der Grundstruktur bedingt, dass auch diese Kristalle nur kristallogra-
phisch erlaubte Symmetrien zeigen.

Definition Quasikristall nach Steinhardt und Ostlund [10]

(i) Der Streufaktor einer translationsgeordneten Struktur ist als eine diskrete Summe
von Bragg-Reflexen gegeben.

Wie wir gesehen haben ist Translationsinvarianz, wie bei periodischen Kristallen
gegeben, eine zu starke (hinreichende, aber nicht notwendige) Forderung für das
Auftreten von Bragg-Reflexen.

(ii) Ein Quasikristall ist eine quasiperiodische Struktur mit einer kristallographisch ver-
botenen Symmetrie.

Im Gegensatz dazu ist ein inkommensurabler Kristall eine quasiperiodische Struktur
mit einer kristallographisch erlaubten Symmetrie.

Eine Einschränkung muss man zu Punkt (ii) dieser Definition von 1987 noch machen.
Nach der Entdeckung von Quasikristallen mit

”
kristallographisch erlaubter“ Symmetrie

ist die Abgrenzung in kristallographisch erlaubte und verbotene Symmetrien hinfällig (sie-
he Lifshitz [11] und dessen Referenzen; es sei denn man akzeptiert Ausnahmen zu dieser
Definition). Quasikristalle können also neben kristallographisch erlaubten auch verbotene
Symmetrieachsen besitzen. Die Unterscheidung zwischen Quasikristallen und inkommen-
surablen Kristallen erfolgt dann durch unterschiedliche physikalische Eigenschaften [10]:

• Inkommensurable Kristalle kann man als Modulation eines Kristallgitters beschrei-
ben, Quasikristalle nicht.

• Das Beugungsbild des inkommensurablen Kristalls enthält Hauptreflexe, die einem
erlaubten Kristall-Muster zugeordnet werden können.

• Die inkommensurablen Längenskalen eines inkommensurablen Kristalls variieren kon-
tinuierlich mit physikalischen Größen (z.B. Druck, Temperatur), die von Quasikris-
tallen nicht.

• Das Transformationsverhalten der phasonischen Verschiebung unterscheidet sich bei
inkommensurablen Kristallen und Quasikristallen.
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1.4 Quasikristalle im Kontinuumsbild

In der bisherigen Beschreibung gingen wir von punktförmigen Atomen aus. Für das Kon-
tinuumsbild wird jedem Ort x eine Dichte ρ(x) zugeordnet. Relative Maxima der Dichte
werden dann mit Atompositionen identifiziert.

Als Folge des diskreten Beugungsbildes kann man jede Art von Kristall als Summe von
Partialwellen mit Wellenvektoren des reziproken Gitters G̃ schreiben.

ρ(x) =
∑

k∈G̃

ρkeikx. (1.25)

Beim Quasikristall wird dabei über das reziproke Gitter mit κ summiert, da die Dimension
n des Hyperraums

� n größer ist als die des physikalischen Raums Ed. Die Dichte im
Hyperraum ergibt sich zu:

ρ(x) =
∑

κ∈G̃

ρκeiκx =
∑

κ∈G̃

ρκeik‖x‖+k⊥x⊥

. (1.26)

Diese Hyperraumdichte ist periodisch, vollzieht man hingegen die Projektion auf den physi-
kalischen Raum (Einschränkung von x auf x‖, da π‖(x) = x‖), so erhält man eine quasipe-
riodische Dichte ρ(x‖). Für einen periodischen Kristall ist die Dimension des Hyperraums
gleich der des physikalischen Raums n = d.

Formal kann man beim Quasikristall für (1.25) mit (1.6) und (1.18) folgende Identifi-
zierung vornehmen:

ρκ = S(k⊥). (1.27)

Der Fourierkoeffizient ρκ der Dichte hat einen Betrag und eine Phase:

ρκ = |ρκ|eiφκ. (1.28)

1.4.1 Stabilität und Freiheitsgrade im Kontinuumsbild

Die Stabilität und die zusätzlichen Freiheitsgrade im Kontinuumsbild lassen sich am Besten
mit einer phänomenologischen Landau-Theorie erklären. Die wesentlichen Punkte sollen
hier wiedergegeben werden, für ausführlichere Erklärungen sei auf die Literatur verwiesen
(Übersichtsartikel von Lubensky [12], Bak [13], Levine et al. [14] und Ricker [6]).

Im Rahmen der Landau-Theorie wird die Stabilität einer geordneten Phase unter-
sucht. Als Ordnungsparameter, der die geordnete von der ungeordneten Phase unterschei-
det, kommt für translationsgeordnete Strukturen der Fourierkoeffizient ρk der Dichte in
Frage. Unter der Annahme, dass die freie Energie eine analytische Funktion des Ordnungs-
parameters darstellt, wird diese in Potenzen von ρk entwickelt. Exakter formuliert ist die
freie Energie ein Funktional des Ordnungsparameters (mit Betrag |ρk| und Phase φk):

F [ρk]. (1.29)
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Für die Stabilität der geordneten Phase wird nun das Minimum der freien Energie be-
stimmt:

δF [ρk]

δρk

!
= 0. (1.30)

Da die Entwicklung in den ρk von der Symmetrie der Struktur abhängt, ist die stabile
Phase diejenige mit der kleinsten minimierten freien Energie. Das wichtigste Ergebnis der
Minimierung der freien Energie ist, dass nicht alle Phasen der Fourierkoeffizienten fest-
gelegt werden. Es sind noch Freiheitsgrade übrig, die zur gleichen freien Energie führen.
Im diskreten Bild entspricht dies den lokal isomorphen Quasikristallen. Beim ikosaedri-
schen Quasikristall ergeben sich insgesamt sechs Phasenfreiheitsgrade, die durch die Ba-
sisvektoren des reziproken Gitters κi und dem sechsdimensionalen Verschiebungsvektor ζ

parametrisiert werden können:

φi = κi · ζ, i = 0, . . . , 5. (1.31)

Dies kann man wieder in Anteile im physikalischen und im Orthogonalraum aufteilen, mit
den Verschiebungen in den jeweiligen Räumen:

ζ = ζ‖
⊕ ζ⊥ !

= u ⊕ w, (1.32)

φi = κi · ζ = k
‖
i · u + k⊥

i
· w, i = 0, . . . , 5. (1.33)

Vom periodischen Kristall wissen wir, dass man mit der Verschiebung u den Freiheits-
grad der Phononen beschreibt. Die Verschiebung im Orthogonalraum w führen zu einer
Änderung der relativen Phase der Dichtepartialwellen. Daraus resultiert die Bezeichnung
Phason.

1.5 Ikosaeder-Symmetrien und Gruppe

Da der in dieser Arbeit betrachtete Quasikristall ikosaedrische Symmetrie besitzt, soll in
diesem Unterkapitel auf diese näher eingegangen werden. Zunächst werden die Symmetrien
als Rotationen im Dreidimensionalen beschrieben, um danach auf verschiedene Darstel-
lungen der Symmetrieoperationen zu verallgemeinern. Damit wird die Grundlage für die
Anwendung der Gruppentheorie in den folgenden Kapiteln über Elastizitätstheorie und
Hydrodynamik gelegt. Ein Ikosaeder I (Abb.1.6) besteht aus 20 gleichseitigen Dreiecken
mit 30 Kanten und zwölf Ecken.
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Abbildung 1.6: Ikosaeder, aus [3]

Anhand der Abb.1.6 wollen wir uns die Symmetrieoperationen g der Ikosaedergruppe
Y veranschaulichen. Unter einer Symmetrieoperation g verstehen wir alle Operationen g,
die, angewandt auf den Ikosaeder, diesen in sich selbst überführen:

gI = I ∀g ∈ Y. (1.34)

Wir wollen uns im Folgenden auf Drehsymmetrien beschränken. Von diesen gibt es drei
verschiedene Arten:

(i) Zweizählige Symmetrieachsen: Diese gehen von einer Kantenmitte durch den Mit-
telpunkt des Ikosaeders zur gegenüberliegenden Kantenmitte. Es gibt insgesamt 15
verschiedener solcher zweizähligen Symmetrieachsen. Die Anzahl der Elemente be-
trägt ohne die Identität 15. Allgemein gibt es für eine n-zählige Drehachse (n − 1)
mal die Anzahl der Drehachsen verschiedene Elemente.

(ii) Dreizählige Symmetrieachsen: Diese gehen durch die Flächenmitten der Dreiecke und
durch den Mittelpunkt. Von diesen gibt es zehn verschiedene, mit 20 Elementen.

(iii) Fünfzählige Symmetrieachsen: Durch einen Eckpunkt und den Mittelpunkt. Von den
fünfzähligen Symmetrieachsen gibt es sechs verschiedene, mit insgesamt 24 Elemen-
ten.

Zusammengefasst hat die Ikosaedergruppe, mit der Identität E, 60 verschiedene Elemente.
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Das bisherige Bild von Symmetrieoperationen g am Beispiel der Rotationen des Ikosa-
eders ist ein Spezialfall einer irreduziblen Darstellung in drei Dimensionen2. Die Rotation
ist nur eine bestimmte Darstellung der Symmetrieoperation g. Im Allgemeinen ist eine
Darstellung eines Gruppenelements g einer endlichen Gruppe G reduzibel. Man kann dann
die Darstellung in einzelne Bausteine, den irreduziblen Darstellungen, zerlegen (siehe dazu
die Darstellungstheorie der Gruppentheorie). Wichtigstes Hilfsmittel hierbei ist die basis-
unabhängige Spur der Matrixdarstellung eines Gruppenelements, Charakter χ genannt.
Da die Charaktere für Elemente aus der selben Konjugationsklasse gleich sind, ist es aus-
reichend, diese für jede Konjugationsklasse und irreduzible Darstellung anzugeben. Dies
geschieht mit Hilfe der Charaktertafel3 (Tab. 1.1). Die Ikosaedergruppe besteht aus fünf
Konjugationsklassen E, Cπ, C2π/3, C2π/5, C4π/5, die dargestellt als räumliche Rotationen die
Identität und Drehungen um die angegebenen Winkel beschreiben. Mit Γk wird eine k-
dimensionale Darstellung bezeichnet, vor den Konjugationsklassen stehen die Anzahl der
Elemente einer Konjugationsklasse.

1 E 15 Cπ 20 C2π/3 12 C2π/5 12 C4π/5

χ(Γ1) 1 1 1 1 1

χ(Γ3) 3 -1 0 τ − 1
τ

χ(Γ3′) 3 -1 0 − 1
τ

τ

χ(Γ4) 4 0 1 -1 -1

χ(Γ5) 5 1 -1 0 0

χ(Γ6
r) 6 -2 0 1 1

Tabelle 1.1: Charaktertafel der Ikosaedergruppe, sowie Charaktere für die reduzible Dar-
stellung Γ6

r , aus [12].

Die irreduziblen Darstellungen der Ikosaedergruppe haben die Dimension eins, drei,
vier und fünf, wobei sich die beiden dreidimensionalen Darstellungen voneinander un-
terscheiden. Die sechsdimensionale Darstellung des kubischen Hypergitters stellt für die
Gruppentheorie eine reduzible Darstellung Γ6

r der Ikosaedergruppe dar. Die Häufigkeit ai

mit der eine irreduzible Darstellung Γi in einer reduziblen Γ(g) vorkommt, ist:

ai =
1

|G|
∑

g∈G

χ(Γr(g))χ∗(Γi(g)) (1.35)

=
nC

|G|
∑

C

χ(Γr(C))χ∗(Γi(C)), (1.36)

mit |G| der Ordnung (Anzahl der Elemente) der Gruppe G, nC der Ordnung der Klasse
C. In der zweiten Zeile geht die Summe über alle Klassen, statt über die Elemente der
Gruppe.

2Zur Gruppentheorie siehe Literatur wie z.B. [15], [16].
3τ =

√

5+1

2
ist wieder der goldene Schnitt, eine Lösung von τ2 = τ + 1 ⇒ τ − 1

τ
= 1
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Man kann die sechsdimensionale Darstellung in die beiden dreidimensionalen irredu-
ziblen Darstellungen zerlegen. In der Γ3 Darstellung wird die Ikosaedergruppe durch die
Rotationen beschrieben. Die andere Darstellung Γ3′ beschreibt zwar auch Rotationen, al-
lerdings zum Teil mit einem anderen Drehwinkel.

Der Hyperraum
� 6 zerfällt in zwei, unter der Ikosaedergruppe invariante Unterräume:

Γ6
r = Γ3 ⊕ Γ3′ . (1.37)

Diese werden dem physikalischen Raum und dem Orthogonalraum zugeordnet. Die Zuord-
nung wird im Rahmen der Kontinuumsmechanik des nächsten Kapitels noch Verwendung
finden:

Γ3 → physikalischer Raum E‖, (1.38a)

Γ3′ → Orthogonalraum E⊥. (1.38b)
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Kapitel 2

Elastizitätstheorie

Dieses Kapitel beschreibt das mechanische Antwortverhalten von Materie auf eine äuße-
re Störung. Die Antwort wird in der Elastizitätstheorie als instantan angenommen, d.h.
über das zeitliche Verhalten wird keine Aussage gemacht. Die Hydrodynamik ist eine Er-
weiterung der Elastizitätstheorie, mit der die Zeitabhängigkeit untersucht werden kann.
Zunächst wird auf die klassische Kontinuumstheorie eingegangen (siehe Becker und Bürger
[17], Trebin [18]), um danach die Erweiterung durch die phasonischen Freiheitsgrade zu
berücksichtigen. Die Elastizitätstheorie von Quasikristallen ist in den Vorgängerarbeiten
von Bachteler [19], [20] und Ricker [6] ausführlich beschrieben.

2.1 Klassische Kontinuumsmechanik

Als klassische, phänomenologische Feldtheorie beschreibt die Kontinuumsmechanik das me-
chanische und thermische Verhalten von Materie. Die Beschreibung erfolgt dabei auf einem
makroskopischen Niveau und beinhaltet alle Aggregatzustände. Flüssigkeiten werden vor
allem mit Gleichungen der Fluiddynamik beschrieben, Festkörper mit denen der Elasti-
zitätstheorie. Doch ist die Einteilung der Materie im Rahmen der Kontinuumsmechanik in
die Aggregatzustände nicht zwingend, vielmehr sind die Übergänge in der Beschreibung
fließend. Der diskrete Aufbau der Materie wird ignoriert. Es ist daher offensichtlich, dass die
mit Hilfe der Kontinuumsmechanik erlangten Erkenntnisse nur auf Längenskalen, die groß
sind gegenüber dem diskreten Maßstab (bei Festkörpern typischerweise einige Ångström),
Gültigkeit besitzen. Im Rahmen dieses Kapitels wird nur das isotherme, mechanische Ant-
wortverhalten von Materie betrachtet, die Elastizitätstheorie.

In der Kontinuumsmechanik verwendet man zwei verschiedene Koordinatensysteme.
Dies sind die (materiellen) Lagrangeschen Koordinaten ξ, sowie die (räumlichen) Euler-
schen Koordinaten x. Die Lagrangesche Beschreibung folgt aus der klassischen Punkt-
mechanik, indem man von dem diskreten Teilchenindex i den Übergang zu einem konti-
nuierlichem Parameter ξ macht. Die Eulerschen Koordinaten werden vor allem in der

21
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Hydrodynamik (genaue Erklärung des Begriffs im Kapitel über Hydrodynamik) verwen-
det. Eine physikalische Größe φ(x, t) wird dabei als Funktion der Ortskoordinate x und
der Zeit t angegeben, also feldtheoretisch beschrieben.

Betrachten wir einen bestimmten Punkt X des Kontinuums. Die materielle Koordinate
ξ ist fest mit einem Punkt X verbunden und somit eine zeitlich unveränderliche Größe. Man
kann die Lagrangesche Koordinate ξ mit dem materiellen Punkt X selbst identifizieren.
Die Eulersche Koordinate x(t) gibt hingegen in einem räumlich festen Koordinatensystem
den physikalischen Ort an, an dem sich ein materieller Punkt X zur Zeit t befindet und ist
somit zeitlich veränderlich. Um die beiden Beschreibungen vergleichen zu können, benutzt
man eine Referenzkonfiguration zur Referenzzeit t0:

ξ = x(t = t0). (2.1)

Die Ortskoordinate x zur Zeit t0 ist also gleich der Lagrangeschen Koordinate ξ. Für
die Elastizitätstheorie ist es sinnvoll eine undeformierte Referenzkonfiguration zu wählen.
Die Abhängigkeit von der Referenzzeit t0 wird im Folgenden als bekannt vorausgesetzt und
nicht mehr explizit erwähnt.

Da sich zwei materielle Punkte X1 und X2 zur selben Zeit nicht am selben physika-
lischen Ort x befinden können, sind die beiden Beschreibungen eineindeutig ineinander
umwandelbar:

ξ = ξ(x, t), (2.2)

x = x(ξ, t). (2.3)

Der Verschiebungsvektor1 u ist definiert als Differenz zwischen der Eulerschen und
der Lagrangeschen Koordinate:

u(ξ) := x(ξ, t) − ξ, (2.4)

beschreibt also die vektorielle Differenz zwischen aktuellem Ort und dem zur Referenzzeit
t0 des materiellen Punktes X.

2.1.1 Deformation und Verzerrung

Um ein Maß für die lokale Deformation zu erhalten, geht man von der differenziellen
Formulierung von (2.3) aus2:

dxi(ξ, t) =
∂xi(ξ, t)

∂ξj
dξj =: Fij(ξ, t) dξj, (2.5)

Fij(ξ, t) :=
∂xi(ξ, t)

∂ξj

, (2.6)

dx(ξ, t) =: F dξ. (2.7)

1Die Beschreibung erfolgt im Lagrangeschen Bild.
2Bei doppelt auftretenden Indices wird die Einsteinsche Summenkonvention angewandt.
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Dabei wurde der Deformationsgradiententensor F definiert. Mit (2.4) erhält man den Ver-
schiebungsgradienten δF :

dxi(ξ, t) =

(

δij +
∂ui(ξ, t)

∂ξj

)

dξj =: (δij + δFij(ξ, t)) dξj, (2.8)

δFij(ξ, t) :=
∂ui(ξ, t)

∂ξj

, (2.9)

dx(ξ, t) =: ( � + δF ) dξ. (2.10)

Reine Translationen werden durch eine konstante Verschiebung u beschrieben. Der Ver-
schiebungsgradient δF verschwindet dabei. Der Deformationsgradient F beschreibt neben
der Verzerrung auch noch Rotationen. Die Determinante von F ist immer positiv3. Der
Deformationsgradient F ist deshalb in zwei Tensoren zerlegbar, von dem einer die reine
Verzerrung beschreibt, während der andere ein orthogonaler Tensor der Rotation ist.

Als Maß für eine reine Verzerrung wird im Allgemeinen ein weiterer Tensor angegeben,
nämlich der Greensche Verzerrungstensor ε. Dieser ist definiert als Differenz zwischen
dem Quadrat des infinitesimalen Abstands dx der aktuellen Konfiguration und der Refe-
renzkonfiguration:

dx2 − dξ2 =: 2 dξt ε dξ. (2.11)

Ausgedrückt mit Hilfe des Deformations- F und des Verschiebungsgradienten δF lautet
dieser:

ε =
1

2
(F tF − � ) (2.12)

=
1

2
(δF t + δF + δF tδF ), (2.13)

und in Komponentenschreibweise:

εij =
1

2

(
∂ui

∂ξj
+

∂uj

∂ξi

)

+
1

2

∂uk

∂ξi

∂uk

∂ξj
. (2.14)

Wie man anhand von (2.14) leicht sieht, ist ε symmetrisch:

εij = εji ∀ i, j. (2.15)

Für einen Festkörper ist die Annahme, dass benachbarte Punkte ähnliche Verschiebung-
en erfahren und somit benachbart bleiben, plausibel. Dies drückt man in der so genannten

”
geometrischen“ Linearisierung aus:

∣
∣
∣
∣

∂ui

∂ξj

∣
∣
∣
∣
� 1 ∀ i, j. (2.16)

3Folgt aus der Tatsache, dass zwei materielle Punkte X1,2 sich nie am selben physikalischen Punkt x

befinden können.
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Der Greensche Verzerrungstensor vereinfacht sich damit zu:

εij =
1

2

(
∂ui

∂ξj

+
∂uj

∂ξi

)

. (2.17)

Die bisherige Betrachtung erfolgte in materiellen Koordinaten. Durch die geometrische
Linearisierung ergibt sich eine weitere Vereinfachung. Die Beschreibung in Lagrangeschen
Koordinaten ist gleich der in Eulerschen:

εij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)

. (2.18)

2.1.2 Kräfte und Spannungen

Durch äußere Kräfte, sowie innere Inhomogenitäten treten in einem elastischen Kontinu-
um Spannungen auf. Teilt man einen Kontinuumskörper entlang einer Ebene mit dem
Normalenvektor n, so muss man, um den Körper im mechanischen Gleichgewicht zu hal-
ten, an der Oberfläche eine Flächenkraft t(n) aufbringen. Diese bezeichnet man auch als
Spannungsvektor und hat die Dimension von Kraft pro Fläche. Für die andere Ebene mit
Normalenvektor −n muss, nach dem dritten Newtonschen Axiom, t(−n) = −t(n) gel-
ten. Den Cauchyschen Spannungstensor σ definiert man als den linearen Zusammenhang
zwischen Flächennormalen n und dem Spannungsvektor t:

t(x, n) = σ(x)n. (2.19)

Aus der Drehimpulsbilanz kann man folgern, dass der Spannungstensor symmetrisch ist.
Diese Folgerung ist aber nicht richtig, falls z.B. zusätzliche magnetische Wechselwirkung-
en auftreten. Im Folgenden wird in dieser Arbeit von symmetrischen Spannungstensoren
ausgegangen:

σij = σji ∀ i, j. (2.20)

Neben den Flächenkräften, die durch den Spannungstensor σ ausgedrückt werden
können, gibt es noch weitreichende Volumenkräfte f(x) mit der Dimension Kraft pro
Volumen. Ein typisches Beispiel dafür ist die Gravitation.

Das Kräftegleichgewicht eines Kontinuums B mit Rand ∂B ist dann gegeben durch:
∫

B

f(x) dV +

∮

∂B

σ · n df = 0, (2.21)

oder nach Umformung mit dem Satz von Gauß:
∫

B

(

f(x) + divσ(x)
)

dV = 0. (2.22)

Da dies unabhängig von B gelten muss, folgt für den Integranden:

div σ + f = 0. (2.23)

Das ist die so genannte Hauptgleichung der Elastostatik.
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2.1.3 Experimentelles Materialverhalten, Hookesches Gesetz

Die bisherigen Gleichungen sind unabhängig vom jeweiligen Material gültig. Die material-
spezifischen Eigenschaften treten bei dem noch ausstehenden Zusammenhang zwischen
Verzerrung und Spannung hinzu. Je nach experimentellem Verhalten des Körpers auf me-
chanische Beanspruchung unterscheidet man vier Kategorien des Materialverhaltens (nach
Haupt [21]):

(i) Die Elastizitätstheorie beschreibt geschwindigkeitsunabhängige Antworten des Sys-
tems ohne Hystereseeigenschaften. Das Antwortverhalten ist vollständig reversibel.
Ein Spezialfall davon, die lineare Elastizitätstheorie, wird in diesem Kapitel genauer
beschrieben.

(ii) Auch die Plastizität ist unabhängig von der Geschwindigkeit, hat aber eine Hyste-
rese.

(iii) Ist das Antwortverhalten geschwindigkeitsabhängig und zeigt dabei keine Hystere-
se im Gleichgewicht, so spricht man von Viskoelastizität. In Kapitel 5 wird noch
genauer darauf eingegangen, insbesondere auf die lineare Viskoelastizität. Durch Vis-
koelastizität werden eine Vielzahl rheologischer Modelle beschrieben.

(iv) Die Viskoplastizität ist geschwindigkeitsabhängig und hat auch im Gleichgewicht
eine Hysterese.

Die Einteilung erfolgt also anhand der Geschwindigkeitsabhängigkeit und der Hysterese-
eigenschaften. Eine weitere Einteilung nach Betten [22] fasst die Viskoelastizität und Visko-
plastizität zur Kriechmechanik zusammen. Da die Einteilung aufgrund des experimentel-
len Antwortverhaltens erfolgt, ist diese somit von den Versuchsbedingungen abhängig. Ein
Körper kann unter dem einen Experiment ein rein elastisches Verhalten zeigen, während er
bei einem anderen Experiment besser durch ein viskoelastisches Modell beschrieben wird.

Im allgemeinsten Fall der Elastizität ist der Zusammenhang von Spannung und Verzer-
rung durch ein Funktional gegeben:

F [ε, σ] = 0. (2.24)

Unter folgenden Annahmen erhält man das Hookesche Gesetz:

σij(x) = Cijklεkl(x). (2.25)

(i) Gleichzeitigkeit: Das Hookesche Material reagiert instantan mit einer inneren Span-
nung bei vorgegebener Verzerrung (und umgekehrt). Insbesondere treten keine Ge-
dächtniseffekte auf. (2.25) ist unabhängig von der Zeit t.
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(ii) Homogenität: Der Hookesche Tensor C, auch Elastizitätstensor genannt, ist für
jeden physikalischen Ort x des Körpers gleich, C 6= C(x).

(iii) Linearität: Die Spannung hängt linear von der Verzerrung ab. Dies ist ein Beispiel
der

”
physikalischen“ Linearisierung, nicht zu verwechseln mit der

”
geometrischen“

Linearisierung4.

(iv) Lokalität: Die Wechselwirkung zwischen Spannung σij(x) und Verzerrung εkl(x) tritt
nur am selben physikalischen Ort x auf.

Die freie elastische Energiedichte f berechnet sich differenziell nach:

df = σij dεij
!
= ∂f

∂εij
dεij, (2.26)

⇒ σij = ∂f
∂εij

. (2.27)

Geht man von einem Energienullpunkt f0 = 0 aus, so erhält man durch Integration5:

f =
1

2
Cijklεijεkl. (2.28)

Die Komponenten des Hookeschen Tensors nennt man auch Elastizitätskonstanten oder
Elastizitätsmoduln. Die Nachgiebigkeit S ist die Inverse des Hookeschen Tensors S =
C−1.

Der Hookesche Tensor hat als Tensor vierter Stufe maximal 34 = 81 verschiedene
Komponenten. Durch Permutationssymmetrien der Indices lässt sich diese Anzahl reduzie-
ren. So folgt aus der Symmetrie des Verzerrungstensors (2.15) und des Spannungstensors
(2.20):

Cijkl
(2.15)
= Cjikl, Cijkl

(2.20)
= Cijlk. (2.29)

Schließlich reduziert sich die Anzahl auf 21 unabhängige Komponenten, da sich die Elasti-
zitätskonstanten als (vertauschbare) zweite Ableitungen der freien elastischen Energiedich-
te nach den Verzerrungen schreiben lassen.

Cijkl =
∂2f

∂εij∂εkl
⇒ Cijkl = Cklij. (2.30)

Die bisherige Permutationssymmetrien gelten für jedes Material. Durch die Punktsym-
metrie des Festkörpers kann die Anzahl unabhängiger elastischer Konstanten weiter ver-
ringert werden. So treten nur bei trikliner Symmetrie alle 21 unabhängige Komponenten
auf, bei kubischer Symmetrie sind es dagegen nur drei. Der einfachste Fall ist der isotrope
Festkörper. Dieser besitzt die volle Rotationssymmetrie der Gruppe SO(3). Wir wollen hier
noch ein wenig näher auf den isotropen Festkörper eingehen, da, wie wir später (Kapitel
2.2.2) noch sehen werden, sich die Elastizitätstheorie für die phononische Verzerrung bei
Ikosaedersymmetrie nicht vom isotropen Fall unterscheidet.

4Selbst die Nichtlineare Elastizitätstheorie ist für Festkörper im Allgemeinen im Rahmen der geome-
trischen Linearisierung gültig, siehe z.B. [6].

5Implizit wird angenommen, dass f eine analytische Funktion ist.
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Isotropie

Bei Isotropie gibt es nur zwei unabhängige Elastizitätskonstanten. Diese beschreiben zwei
unterschiedliche Moden der Verzerrung, die reine Volumenänderung und die reine Ge-
staltsänderung bei konstantem Volumen. Die Volumenänderung ist durch die Spur des
Verzerrungstensors gegeben:

∆V

V
= ∇ · u = εii. (2.31)

Die Gestaltsänderung wird durch den spurlosen Verzerrungstensor beschrieben:

ε̃ij = εij − δij
εkk

d
, d = δii = 3. (2.32)

Die freie elastische Energiedichte ist eine quadratische Funktion dieser Grundmoden:

f =
1

2
λ1(εii)

2 +
1

2
λ2(ε̃ij ε̃ij). (2.33)

Gruppentheoretisch betrachtet, stellen die beiden quadratischen Ausdrücke in (2.33) Inva-
rianten dar, d.h. sie ändern sich bei einem Wechsel in ein symmetrieäquivalentes Koordi-
natensystem nicht.

Die in der Literatur am häufigsten verwendeten Elastizitätskonstanten sind aber die
Laméschen Konstanten λ und µ. Mit diesen Beiden werden die Gleichungen für die freie
elastische Energie und der Hookesche Tensor:

f = 1
2
λ(εii)

2 + µ(εijεij), (2.34)

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk). (2.35)

Damit der Körper keine Energie gewinnen kann, indem er sich verformt, gelten folgende
Stabilitätsbedingungen:

λ1, λ2 > 0. (2.36)

Weitere gebräuchliche Bezeichnungen für die Elastizität der verschiedenen Moden sind die
Kompressibilität κ sowie das Schubmodul (Torsionsmodul) G, beides positive Größen:

κ−1 := λ + 2
3
µ = λ1, (2.37)

G := µ = λ2

2
. (2.38)

2.2 Erweiterte Elastizitätstheorie des Quasikristalls

Die erweiterte Elastizitätstheorie von Quasikristallen berücksichtigt, neben dem bekannten
Freiheitsgrad der Phononen, den phasonischen Freiheitsgrad. Analog zum klassischen Fall
werden die physikalischen Größen um Orthogonalraumkomponenten erweitert.
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2.2.1 Elastizitätstheorie von Quasikristallen

Da die Beschreibung des Quasikristalls im n-dimensionalen Hyperraum
� n erfolgt, werden

zunächst die Lagrange- und Eulerschen Koordinaten um eine Orthogonalraumkompo-
nente erweitert:

ξ = (π‖ + π⊥)ξ = ξ‖ ⊕ ξ⊥, (2.39)

x = (π‖ + π⊥)x = x‖ ⊕ x⊥. (2.40)

Die Verschiebung ζ im Hyperraum ist wie in (1.32) definiert. Für die Kontinuumsmecha-
nik wird noch die Forderung gestellt, dass die Verschiebung nur von der Parallelraumkom-
ponente der Lagrangeschen Koordinate abhängt. Die Orthogonalraumkomponente ist
physikalisch nicht zugänglich, und würde somit zu einer Unbestimmtheit führen.

ζ(ξ‖, t) = x(ξ, t) − ξ. (2.41)

Mit diesen Voraussetzungen kann analog zu Kapitel 2.1 der Deformationsgradienten-
tensor, der Verzerrungstensor, der Spannungstensor und die freie elastische Energiedichte
eingeführt werden6:

dxα(ξ, t) =
∂xα(ξ, t)

∂ξβ
dξβ =: Fαβ(ξ, t) dξβ (2.42)

=

(

δαβ +
∂ζα

∂ξβ

)

dξβ =:
(

δαβ + δFαβ(ξ, t)
)

dξβ, (2.43)

Fαβ =
∂xα(ξ, t)

∂ξβ
=






∂x
‖
i

∂ξ
‖
j

∂x
‖
i

∂ξ⊥
j

∂x⊥
i

∂ξ
‖
j

∂x⊥
i

∂ξ⊥
j




 =








(

∂x
‖
i

∂ξ
‖
j

)d×d

0d×(n−d)

(

∂x⊥
i

∂ξ
‖
j

)(n−d)×d �
(n−d)×(n−d)








n×n

, (2.44)

δFαβ =
∂ζα(ξ, t)

∂ξβ
=






∂ζ
‖
i

∂ξ
‖
j

∂ζ
‖
i

∂ξ⊥
j

∂ζ⊥i

∂ξ
‖
j

∂ζ⊥i
∂ξ⊥

j




 =






∂ζ
‖
i

∂ξ
‖
j

0

∂ζ⊥i

∂ξ
‖
j

0




 . (2.45)

Die Definition des Verzerrungstensors ist wie in (2.11), und lässt sich in einen phonon-
ischen η und einen phasonischen χ Beitrag aufteilen:

dx2 − dξ2 =: 2 dξt η̃ dξ (2.46)

= 2 dξ‖,t η̃‖ ‖ dξ‖ + 2 dξ‖,t η̃‖⊥ dξ⊥ + 2 dξ⊥,t η̃⊥‖ dξ‖ + 2 dξ⊥,t η̃⊥⊥ dξ⊥

=: 2 dξ‖,t ε dξ‖ + 2 dξ⊥,t χ dξ‖.
6Für die Komponenten im Hyperraum werden griechische Indices (von 0, . . . , n− 1) verwendet, für die

Parallelraum- und Orthogonalraumkomponenten Lateinische (von 0, . . . , d − 1 bzw. 0, . . . , n − d − 1).
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Die letzte Umformung folgt, da wegen (2.45) η̃⊥⊥ = 0, sowie dξ‖,t η̃‖⊥ dξ⊥ = dξ⊥,t η̃⊥‖ dξ‖.
Der Verzerrungstensor η̃ lautet, ausgedrückt in den Anteilen ε und χ:

η̃n×n
αβ =

(

εd×d
ij 0d×(n−d)

χ
(n−d)×d
ij 0(n−d)×(n−d)

)

, ηn×d :=

(

ε

χ

)n×d

. (2.47)

Mit der geometrischen Linearisierung der Verschiebungen, ζ
‖
i = ui, ζ⊥

i = wi vereinfachen
sich die Verzerrungstensoren zu: ∣

∣
∣
∣

∂ζα

∂ξβ

∣
∣
∣
∣
� 1, (2.48)

εij =
1

2

(

∂ui

∂ξ
‖
j

+
∂uj

∂ξ
‖
i

)

und χij =
∂wi

∂ξ
‖
j

. (2.49)

Bemerkenswert dabei ist, dass der phasonische Anteil χij des Verzerrungstensors im
Allgemeinen nicht symmetrisch ist7.

Desweiteren wird auch die Spannung um einen phasonischen Anteil σu erweitert:

σ :=

(

σu

σw

)

, (2.50)

sowie die Volumenkraft:

f :=

(

fu

fw

)

. (2.51)

Die Hauptgleichung der Elastostatik (2.23) sieht formal gleich aus, gliedert sich aber
in zwei Anteile:

div σ + f = 0, (2.52)

∂σαi

∂x
‖
i

+ fα = 0,

div σu + fu = 0, (2.52a)

div σw + fw = 0. (2.52b)

Als Materialgesetz der linearen Elastizitätstheorie ergibt sich verallgemeinert für Qua-
sikristalle:

σαi = Cαiβjηβj. (2.53)

7Beim phononischen Anteil ist folgende Aufteilung sinnvoll ∂ui

∂ξ
‖
j

= 1

2

(

∂ui

∂ξ
‖
j

+
∂uj

∂ξ
‖
i

)

+ 1

2

(

∂ui

∂ξ
‖
j

− ∂uj

∂ξ
‖
i

)

. Der

antisymmetrische Term beschreibt eine Rotation, nur der symmetrische Term geht ins Verzerrungsmaß ein.
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Die freie elastische Energiedichte ist:

f =
1

2
Cαiβjηαiηβj, (2.54)

σαi =
∂f

∂ηαi

, (2.55)

σu
ij =

∂f

∂εij
, σw

ij =
∂f

∂χij
. (2.55a)

Die phasonischen Beiträge zur Energie wurden somit formal eingeführt. Als anschauli-
che Begründung sei wieder das diskrete Bild ins Gedächtnis gerufen. Eine phasonische Ver-
schiebung kann dort zu einem Flip, also einer Umkonfiguration des Quasikristalls führen.
Dabei werden die lokalen Anpassungsregeln verletzt, wofür Energie benötigt wird (Socolar
et al. [23]). Die phasonische Verzerrung χij vergleicht durch Gradientenbildung die pha-
sonische Verschiebung wi an verschiedenen physikalischen Orten. Der Beitrag zur freien
elastischen Energiedichte kommt also von weitreichenden Wechselwirkungen, die die Ver-
teilung der phasonischen Flips im Quasikristall beschreiben. Die phasonische Kraft fw

kann, vom diskreten Bild aus betrachtet, als Kraft interpretiert werden, die nötig ist, um
einen Konfigurationswechsel zu erreichen, also eine entgegengesetzte Pinningkraft.

Wie wir im nächsten Abschnitt am Beispiel des ikosaedrischen Quasikristalls sehen
werden, lässt sich die freie elastische Energiedichte in drei Terme aufteilen:

f = fu(εij) + fw(χij) + fuw(εij, χkl). (2.56)

Der erste Term ist der von der klassischen Elastizitätstheorie bekannte rein phononische
Anteil fu, der zweite ein rein phasonischer Anteil fw und der dritte Term fuw beschreibt
eine Kopplung zwischen phononischer und phasonischer Verzerrung. Dieser gibt an, ob
bei gegebener phononischer Verzerrung eine Umkonfiguration (und damit eine phasonische
Verzerrung) energetisch günstiger ist (das gleiche gilt natürlich auch umgekehrt).

2.2.2 Elastizitätstheorie von ikosaedrischen Quasikristallen

Für die Bestimmung der Anzahl unabhängiger Elastizitätskonstanten ist es wichtig, die
Anzahl der unabhängigen Bewegungsmoden zu kennen. Beim isotropen Fall waren dies
die Volumenausdehnung und die Gestaltsänderung. Zwar lassen sich beim ikosaedrischen
Quasikristall keine solchen anschaulichen Beschreibungen für die Moden mit phasonischem
Anteil angeben, man kann aber die Anzahl der Moden, und damit die der Elastizitätskon-
stanten, leicht mit Hilfe der Gruppentheorie berechnen. Die unabhängigen Moden werden
in invarianten Unterräumen beschreiben. Diese Unterräume transformieren sich nach un-
terschiedlichen irreduziblen Darstellungen in symmetrieäquivalente Koordinatensysteme,
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wenn man darauf ein Element g der Symmetriegruppe G, in unserem Fall der Ikosaeder-
gruppe Y , anwendet. So transformiert sich ein polarer Vektor des physikalischen Raums,
wie der Ortsvektor, nach der irreduziblen Darstellung Γ3, ein polarer Vektor des Ortho-
gonalraums nach Γ3′ (siehe Zuordnung (1.38)) und ein Skalar, wie z.B. die freie elastische
Energiedichte, nach Γ1. Die freie elastische Energiedichte ist also eine Invariante unter der
Wirkung der Ikosaedergruppe.

Um die Form der freien elastischen Energiedichte zu bekommen, müssen wir zunächst
das Transformationsverhalten der Verzerrungstensoren bestimmen. Da die Verzerrungs-
tensoren ein direktes Produkt zweier irreduzibler Darstellungen sind, kann man diese Pro-
duktdarstellung in eine Clebsch-Gordan-Reihe zerlegen. Die direkte Produktdarstellung
selbst ist reduzibel und kann als direkte Summe irreduzibler Darstellungen angegeben wer-
den:

Γi ⊗ Γj =
⊕

k

cijkΓ
k, (2.57)

mit den Vielfachheiten cijk der irreduziblen Darstellung Γk:

cijk =
1

|G|
∑

g∈G

χ∗(Γi(g))χ∗(Γj(g))χ(Γk(g)). (2.58)

Dabei wurde die Eigenschaft, dass der Charakter einer Produktdarstellung gleich dem
Produkt der Charaktere der irreduziblen Darstellungen ist, benutzt.

χ(Γi(g) ⊗ Γj(g)) = χ(Γi(g)) · χ(Γj(g)). (2.59)

physikalische Größe Darstellung

freie elastische Energiedichte f Γ1

Vektoren des physikalischen Raums x‖, u, ∇ = ∇
‖ Γ3

Vektoren des Orthogonalraums x⊥, w, ∇
⊥ Γ3′

phonon. Verschiebungsgradient ∇u Γ3 ⊗ Γ3 = Γ1 ⊕ Γ3 ⊕ Γ5

phonon. Verzerrungstensor ε = [∇u]sym. [Γ3 ⊗ Γ3]sym. = Γ1 ⊕ Γ5

phason. Verzerrungstensor χ = ∇w Γ3 ⊗ Γ3′ = Γ4 ⊕ Γ5

Verzerrungstensor η = ε ⊕ χ Γ1 ⊕ Γ5 ⊕ Γ4 ⊕ Γ5

Tabelle 2.1: Transformationsverhalten unter Ikosaedergruppe Y

In Tabelle 2.1 sieht man, dass durch die Symmetrisierung des phononischen Verzer-
rungstensors ε ein Anteil des phononischen Verschiebungsgradienten herausfällt, der sich
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nach Γ3 transformiert. Dies ist gerade der antisymmetrische Anteil, der eine Rotation be-
schreibt. Beim phasonischen Verzerrungstensor gibt es keinen Anteil, der sich nach Γ3 oder
Γ3′ transformiert. Für das Verzerrungsmaß werden alle 9 Komponenten benötigt.

Was jetzt noch für die lineare Elastizitätstheorie fehlt, sind quadratische Terme aus
irreduziblen Darstellungen, die die freie elastische Energiedichte f ergeben. f transformiert
sich nach der Einsdarstellung Γ1 und ist gleich den Anteilen aus dem direkten Produkt aus
η ⊗ η, die sich nach der Einsdarstellung transformieren:

η ⊗ η ⇒ (Γ1 ⊕ Γ5 ⊕ Γ4 ⊕ Γ5) ⊗ (Γ1 ⊕ Γ5 ⊕ Γ4 ⊕ Γ5). (2.60)

Da aus der Gruppentheorie bekannt ist, dass nur Produkte aus zwei gleichen irreduziblen
Darstellungen in der Produktdarstellung sich nach Γ1 transformieren8 ergibt sich für die
freie elastische Energiedichte in einer symmetrieangepassten Basis:

f =
λ1

2
εΓ1εΓ1 +

λ2

2
εΓ5εΓ5

+λ3εΓ5χΓ5 (2.61)

+
λ4

2
χΓ4χΓ4 +

λ5

2
χΓ5χΓ5 .

Die explizite Form der symmetrieangepassten Basis wurde von Ishii [24] angegeben:

εΓ1 =
1√
3

(

ε11 + ε22 + ε33

)

, (2.62)

εΓ5 =











1
2
√

3
(−τ 2ε11 + 1

τ2 ε22 + (τ + 1
τ
)ε33)

1
2
( 1

τ
ε11 − τε22 + ε33)√

2 ε12√
2 ε23√
2 ε31











, (2.63)

χΓ4 =
1√
3








χ11 + χ22 + χ33
1
τ
χ21 + τχ12

1
τ
χ32 + τχ23

1
τ
χ13 + τχ31








, (2.64)

χΓ5 =
1√
6










√
3(χ11 − χ22)

χ11 + χ22 − 2χ33√
2 (τχ21 − 1

τ
χ12)√

2 (τχ32 − 1
τ
χ23)√

2 (τχ13 − 1
τ
χ31)










. (2.65)

8Ein Beispiel dafür ist der phononische Verzerrungstensor in Tab.2.1.
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Die Basisvektoren der Verzerrungen wirken, je nach Transformationsverhalten, in inva-
rianten Unterräumen. Da sich sowohl die phononische Verzerrung εΓ5 als auch die phason-
ische χΓ5 nach Γ5 transformieren, ergibt die Kombination dieser beiden den Kopplungsterm
in der freien elastischen Energiedichte.

εΓ1 ist proportional zur Spur von ε und beschreibt die Volumenänderung, εΓ5 ist äqui-
valent zum spurlosen Verzerrungstensor ε̃, der die Mode der Gestaltsänderung wiedergibt.
Die rein phononische Verzerrung ist beim ikosaedrischen Quasikristall äquivalent zum iso-
tropen Fall.

Den verallgemeinerten Spannungstensor kann man auch in irreduzible Darstellungen
zerlegen, und man erhält damit für das Hookesche Gesetz:








σu
Γ1

σu
Γ5

σw
Γ4

σw
Γ5








=








λ1 0 0 0

0 λ2 0 λ3

0 0 λ4 0

0 λ3 0 λ5








︸ ︷︷ ︸

C








εu
Γ1

εu
Γ5

χw
Γ4

χw
Γ5








. (2.66)

Die Stabilitätsbedingungen für die λi erhält man aus der Forderung, dass alle Verzer-
rungen η einen positiven Beitrag zur freien elastischen Energiedichte liefern müssen. Dafür
müssen die Eigenwerte des Hookeschen Tensors C positiv sein. Dies führt auf folgende
Ungleichungen für die Elastizitätskonstanten:

phononische Elastizitätskonstanten λ1, λ2 > 0, (2.67a)

phasonische Elastizitätskonstanten λ4, λ5 > 0, (2.67b)

Kopplungskonstante λ2λ5 > λ2
3. (2.67c)

Beim ikosaedrischen Quasikristall ergaben sich vier Verzerrungsmoden (jeweils zwei
phononisch und phasonisch), von denen zwei koppeln. Die Anzahl der Elastizitätskonstan-
ten ist daher fünf. Die Kopplungskonstante λ3 kann dabei negativ sein.

In der Literatur kommen eine Vielzahl von verschiedenen Elastizitätskonstanten vor
(siehe Diskussion in [20], [6]). Dies liegt vor allem daran, dass in verschiedenen Koordina-
tensystemen unterschiedliche Linearkombinationen der symmetrieangepassten Basisvekto-
ren zusammengefasst werden.
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Kapitel 3

Hydrodynamik

In diesem Kapitel wird der Schwerpunkt dieser Diplomarbeit behandelt. Die grundlegende
Veröffentlichung, auf die dieses Thema aufbaut, ist von Lubensky, Ramaswamy und Toner
[25]. Zum Thema Hydrodynamik seien als ausführliche Einführung die Bücher von Forster
[26], sowie von Chaikin und Lubensky [27] genannt. Die Erweiterung der Hydrodynamik
wurde in einem Übersichtsartikel von Martin, Parodi und Pershan [28] zusammengefasst.
Schließlich sei noch der Übersichtsartikel von Lubensky [12] über Hydrodynamik in quasi-
periodischen Strukturen erwähnt.

Doch zurück zum eigentlichen Thema. Was wird denn nun bei der Hydrodynamik des
Quasikristalls behandelt? Mit Hydrodynamik verbindet man Bewegungsgleichungen von
Flüssigkeiten wie die Euler oder Navier-Stokes Gleichung (solche und ähnliche Glei-
chungen seien im Folgenden mit Fluiddynamik bezeichnet). Man kann aber den Ansatz der
Hydrodynamik verallgemeinern und damit eine ganze Klasse von Bewegungsgleichungen
für viele Systeme herleiten. So sind hydrodynamische Gleichungen für periodische Kristalle,
Flüssigkristalle, Suprafluide, amorphe Festkörper, Gläser und Spin-Wellen bekannt.

3.1 Erklärung Hydrodynamik, Verallgemeinerung

Betrachtet man ein Viel-Teilchen-System im thermodynamischen Gleichgewicht, so ist es
nicht notwendig jeden einzelnen der unzähligen mikroskopischen Freiheitsgrade zu beschrei-
ben, sondern eine geringe Anzahl makroskopischer Freiheitsgrade bestimmt den Gleich-
gewichtszustand. Beispiele solcher makroskopischen Freiheitsgrade sind die innere Ener-
gie, Temperatur, Druck, Dichte,. . .. Das thermodynamische Gleichgewicht stellt sich durch
Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Teilchen ein. Nehmen wir an, dass die Wech-
selwirkung durch Stöße erfolgt und eine charakteristische Zeit τ im Mittel zwischen zwei
Stößen vergeht. Der zwischen den Stößen zurückgelegte Weg sei λ. Für eine oszillierende
Störung des Gleichgewichts mit der Periode ω und dem Wellenvektor q variiert die Störung

35
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langsam auf Skalen der Länge λ und der Zeit τ , falls gilt:

ωτ � 1, qλ � 1. (3.1)

Es finden also viele Stöße statt, die das Viel-Teilchen System wieder ins Gleichgewicht
bringen. Das System befindet sich zwar nicht im globalen thermodynamischen Gleichge-
wicht, aber zumindest in einem lokalen Gleichgewichtszustand. Viele Störungen relaxieren
schnell wieder ins Gleichgewicht, doch gibt es auch bestimmte Klassen von Variablen mit
langsamer zeitlicher Änderung (langsam auf der Zeitskala von τ) und großer Wellenlänge
(auf der Längenskala λ). Man unterscheidet dabei zwei Klassen von Variablen:

(i) Dichten von Erhaltungsgrößen (wie Energiedichte, Massendichte, Impulsdichte)

(ii) Variablen, die kontinuierlich gebrochene Symmetrien beschreiben. Diese sind beim
Festkörper identisch mit den elastischen Variablen, die den Ordnungsparameter be-
schreiben (phononische und phasonische Verschiebung, Direktor bzw. Q-Tensor bei
Flüssigkristall).

Sei a(x, t) eine Erhaltungsgröße für die eine Erhaltungsgleichung gilt1:

∂a

∂t
+ ∇ · j = 0. (3.2)

Fouriertransformiert man diese Gleichung so sieht man, dass die Frequenz ω im Grenzfall
q → 0 gegen Null geht.

Gebrochene Symmetrien werden beim Festkörper durch elastische Variablen wie u und
w beschrieben. Räumlich homogene Änderungen lassen die freie Energie invariant. Solche
Änderungen sind durch einen Wellenvektor q = 0 gekennzeichnet. Da die freie Energie
unverändert ist, bleibt das System im thermodynamischen Gleichgewicht, das einen stati-
onären Zustand darstellt. Die Frequenz, die man damit verbindet, ist Null für q = 0. Unter
der Annahme, dass ω eine analytische Funktion von q ist, folgt, dass auch bei dieser Klasse
von Variablen für die Frequenz ω → 0 für q → 0 gilt.

Um die Gleichung (3.2) zu schließen, muss man den Strom j wieder mit der hydro-
dynamischen Variablen in Verbindung setzen. Diese Gleichungen sind die

”
Konstitutiven

Gesetze“. Ein typisches Beispiel ist das Ficksche Gesetz j = −D∇a, mit a als Konzentra-
tion und D als Diffusionskonstante. Die Erhaltungsgleichung beschreibt dann die Diffusion
der Konzentration a(x, t):

∂a

∂t
− D∇2a = 0. (3.3)

Die Dispersionsrelation ω(q) erhält man durch Fouriertransformation in Raum und Zeit:

ω = −iDq2. (3.4)

1Hydrodynamische Gleichungen werden im Allgemeinen in Eulerschen Koordinaten formuliert.
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Ein anderes typisches Beispiel ist, wenn der Strom selbst wieder als Erhaltungsgröße dar-
stellbar ist. Dazu folgendes eindimensionale Modellsystem mit a(x, t) und b(x, t):

∂a

∂t
+ c∇b = 0, (3.5)

∂b

∂t
+ c∇a = 0. (3.6)

Dieses gekoppelte Gleichungssystem (erster Ordnung in der Zeit) entspricht einer Wellen-
gleichung (zweiter Ordnung in der Zeit) mit Schallgeschwindigkeit c. Die Dispersionsrela-
tion ist ω = ±cq.

An diesen einfachen Beispielen kann man viele allgemeine Eigenschaften der Hydrody-
namik erkennen.

(i) Hydrodynamik beschreibt langsam variierende, langwellige Störungen aus dem
Gleichgewicht. Die Dispersionsrelation der Störung ω(q) ist als Funktion des Wel-
lenvektors q entwickelbar. Dabei ist kein konstanter Term vorhanden, d.h.

lim
q→0

ω(q) = 0. (3.7)

Je langwelliger die Störung, umso mehr Zeit braucht das System um zu relaxieren.

(ii) Typische Moden sind diffusiv oder propagierend. Die Einteilung in diffusiv oder pro-
pagierend erfolgt dabei durch den führenden Term der Dispersionsrelation. Diffusive
Moden legen eine Zeitrichtung fest. Propagierende sind dagegen zeitumkehrinvariant,
deshalb treten diese immer paarweise auf.

(iii) Die Anzahl der hydrodynamischen Variablen entspricht der Anzahl der Moden. Glei-
chung (3.3) ergab eine diffusive Mode, (3.5) zwei (ein Paar) propagierende Moden.

Da die Beschreibung der Hydrodynamik mit den zwei Klassen von Variablen erfolgt,
müssen gegebenenfalls die thermodynamischen Gleichungen um diese erweitert werden. Die
zu den hydrodynamischen Variablen thermodynamisch konjugierten Felder sind als partiel-
le Ableitungen der Energiedichte oder der freien Energiedichte nach den hydrodynamischen
Variablen darstellbar (konkretes Beispiel siehe bei Flüssigkeiten und Quasikristall).

Für die Ströme j nimmt man an, dass sie als lokale Funktion der thermodynamisch
konjugierten Felder der hydrodynamischen Variablen darstellbar sind. Im Allgemeinen setzt
man eine schnell abbrechende Entwicklung im Gradienten an, da die Auslenkung aus dem
Gleichgewicht als klein anzunehmen ist. Die Ströme sind dann meist proportional zu den
Feldern bzw. Gradienten der Felder. Bei den Strömen unterscheidet man zwei Arten :

(i) Reaktive Ströme treten dann auf, wenn ein Strom selbst wieder Erhaltungsgröße
ist, und führen zu propagierenden Moden. Reaktive Ströme sind dissipationslos, die
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Entropie bleibt also erhalten. Oft werden diese Ströme durch die Forderung der Inva-
rianz unter einer Galilei-Transformation eingeführt. Diese Ströme zeigen das gleiche
Verhalten unter Zeitumkehr wie die mit ihnen verbundenen thermodynamischen Fel-
der.

(ii) Dissipative Ströme koppeln im Gegensatz zu den reaktiven Strömen an thermo-
dynamische Felder mit entgegengesetztem Vorzeichen bei einer Zeitumkehr. Wie der
Name schon impliziert wird dadurch Dissipation beschrieben, die Entropie nimmt zu.

3.1.1 Fluiddynamik–Gleichungen von Euler und Navier-Stokes

In diesem Unterkapitel soll der allgemein beschriebene Formalismus am bekannten Beispiel
der Gleichungen von Euler und Navier-Stokes verdeutlicht werden. Bei Flüssigkeiten
sind Massendichte ρ, Impulsdichte gi und die Energiedichte ε erhalten:

∂ρ

∂t
+ ∇igi = 0, (3.8a)

∂gi

∂t
+ ∇jπij = 0, (3.8b)

∂ε

∂t
+ ∇ij

ε
i = 0. (3.8c)

Die Impulsdichte g ist sowohl Massenstrom jρ als auch selbst Erhaltungsgröße, mit dem
Impulsstromtensor πij. Die Anzahl der hydrodynamischen Variablen ist fünf, zwei skalare
ε, ρ und eine vektorielle g. Die Anzahl der Moden ist daher auch fünf. Dies können zwei
Paar propagierende und eine diffusive Mode sein, oder ein Paar propagierender und drei
diffusive. Propagierende Moden sind vorhanden, da die Impulsdichte als Strom ρ und g

koppelt. Wie man in (3.8a) erkennen kann, erfolgt die Kopplung der Dichteänderung an den
Gradienten der Impulsdichte, also nur der longitudinale Anteil koppelt als Massenstrom.
Dies ist auch physikalisch sinnvoll, da es in Flüssigkeiten keine Transversalwellen geben
kann. Die beiden transversalen Komponenten der Impulsdichte treten als diffusive Moden
auf. Die noch verbleibende Mode beschreibt die Wärmeleitung (diffusiv).

Ausgangspunkt für die Änderung der Entropiedichte ist die thermodynamische Relation
(entspricht 1.Hauptsatz der Thermodynamik für pro Volumen bezogene Größen):

Tds = dε − µdρ − vidgi. (3.9)

Dabei ist T die Temperatur, s die Entropiedichte, ε die Energiedichte (totale Energiedichte,
bestehend aus innerer Energie und kinetischer Energie, deshalb auch Term vidgi in (3.9)),
µ das chemische Potential pro Masseneinheit, ρ die Massendichte, vi die Geschwindigkeit
und gi die Impulsdichte. Die lokale Änderung der Entropiedichte besteht aus der lokalen
(zeitlichen) Ableitung und dem konvektiven Anteil:

ds =

(
∂s

∂t
+ vi∇is

)

dt. (3.10)
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Für die lokale (zeitliche) Änderung werden die Erhaltungsgleichungen (3.8) eingesetzt:

T
∂s

∂t
+ Tvi∇is

(3.9)
=

∂ε

∂t
− µ

∂ρ

∂t
− vi

∂gi

∂t
+ vi∇iε − µvi∇iρ − vivj∇igj

(3.8)
= −∇ij

ε
i + µ∇igi + vi∇jπij + vi∇iε − µvi∇iρ − vivj∇igj. (3.11)

Die Bilanzgleichung für die Entropieänderung ist eine globale Gleichung. Neben der lokalen
Änderung muss noch die Änderung des Integrationsvolumens beachtet werden (Reynold-
sches Transporttheorem, siehe z.B. [29]). Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
ist die Entropie konstant für reversible Prozesse und nimmt zu für irreversible. Die Ände-
rung der Entropiedichte setzt sich aus drei Termen zusammen (lokale Formulierung der
Entropieproduktionsrate):

T

[
∂s

∂t
+ ∇i

(

vis +
Qi

T

)]

≥ 0. (3.12)

Der erste Term beschreibt die explizite zeitliche Änderung, der zweite den räumlichen
Transport als Divergenz des materiebehafteten Entropieflusses vs, und der letzte den
Wärmestrom Q. Setzt man (3.11) in (3.12) ein, so erhält man:

(3.12) = ∇i

(
Qi − jε

i + µgi + πjivj + εvi − ρµvi − vivjgj

)
− Qi

T
∇iT (3.13)

−(gi − ρvi)∇iµ − [πji − vigj − (−ε + Ts + µρ + vkgk)δij]∇ivj ≥ 0.

Als Folge der beliebigen Präparation der Anfangsbedingungen durch Vorgabe der Gradi-
enten der Temperatur T , des chemischen Potentials µ und der Geschwindigkeit vi muss der
Divergenzterm in (3.13) verschwinden. Der Wärmestrom Q ist somit bis auf eine Konstante
gegeben durch:

Qi = jε
i − µ(gi − ρvi) − εvi + vivjgj − πjivj. (3.14)

Beim letzten Term in (3.13) kann man den isotropen Anteil mit dem Kroneckerdelta δij

mit dem Druck p identifizieren. Dies folgt aus der Eulergleichung der Thermodynamik
für auf Volumen bezogene Größen:

p = −(ε − Ts − µρ − vkgk). (3.15)

Damit erhält man für die Entropiebilanz:

T

[
∂s

∂t
+ ∇i

(

vis +
Qi

T

)]

= −Qi∇iT

T
− (gi − ρvi)∇iµ− [πji − pδij − vigj]∇ivj ≥ 0. (3.16)

Die reversiblen Ströme werden durch die Forderung bestimmt, dass die rechte Seite von
(3.16) = 0 verschwinden soll, d.h. die Entropie konstant bleibt. Wegen der frei wählbaren
Präparation der Anfangsbedingungen muss dies für jeden Term einzeln erfüllt sein:

gi = ρvi, (3.17a)

πij = pδij + vjgi
!
= −σij + vjgi, (3.17b)

jε
i = (ε + p)vi folgt aus Qi = 0 mit (3.14). (3.17c)
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Dabei wurde der Spannungstensor σij = −pδij eingeführt. Wie man sieht, hat dieser das
entgegengesetzte Vorzeichen vom Impulsstromtensor. Die Eulergleichung der Hydrody-
namik erhält man mit den Erhaltungsgleichungen (3.8a), (3.8b) der Massen- und Impuls-
dichte, sowie den dazugehörigen reversiblen Strömen (3.17a), (3.17b):

∂ρ

∂t
+ ∇i(ρvi) = 0, (3.18a)

∂gi

∂t
= −∇jπij

(3.17b)
= −∇ip −∇j(ρvivj). (3.18b)

Die Bilanzgleichung für die Entropie (3.16) drückt für die Eulergleichung die Entropieer-
haltung aus:

∂s

∂t
+ ∇i (vis) = 0. (3.19)

In der Literatur wird die Eulergleichung im Allgemeinen als eine Gleichung für die Ge-
schwindigkeit vi angegeben. Diese erhält man indem die Gleichung für die Änderung der
Impulsdichte (3.18b) mit Hilfe von (3.17a) und der Massenerhaltung (3.18a) umgeformt
wird (Eulergleichung ohne äußere Kraft):

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −1

ρ
∇p. (3.20)

Die Gleichungen von Navier-Stokes beschreiben dissipative Flüssigkeiten. Die Entro-
pieproduktionsrate ist daher positiv. An welcher Stelle treten nun dissipative Ströme auf?
Da die Massenerhaltung weiterhin gültig sein soll, ergeben sich nur Änderungen für den
Wärmestrom und den Impulsstromtensor:

T

[
∂s

∂t
+ ∇i

(

vis +
Qi

T

)]

= −Qi∇iT

T
︸ ︷︷ ︸

>0

−[πji − pδij − vigj]∇ivj
︸ ︷︷ ︸

>0

> 0.

⇒ QD
i < 0, (3.21a)

⇒ πij = pδij + ρvivj − σD
ij , σD

ij > 0. (3.21b)

σD
ij ist der dissipative Spannungstensor. Jetzt müssen noch die Ströme mit den thermody-

namisch konjugierten Feldern in Beziehung gebracht werden. Dies geschieht mit Material-
gleichungen. Die irreversiblen Ströme werden durch thermodynamische Kräfte angetrieben.
Diese kann man als rasch abbrechende Entwicklung im Gradienten annehmen. Im Allgemei-
nen ist schon ein Term proportional zum Gradienten einer thermodynamisch konjugierten
Größe ausreichend. Da es sich um irreversible Ströme handelt, koppeln nur Ströme und
Felder mit entgegengesetztem Vorzeichen bei einer Zeitumkehr t → −t. QD

i und vi wechseln
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das Vorzeichen, T und σD
ij nicht. Damit folgt:

QD
i = −κij∇jT, (3.22a)

σD
ij = η̃ijkl∇kvl, (3.22b)

⇒ T

[
∂s

∂t
+ ∇i

(

vis +
Qi

T

)]

= κij
∇jT∇iT

T
+ η̃ijkl∇kvl∇ivj > 0. (3.22c)

Die kinetischen Koeffizienten κij und η̃ijkl sind die Tensoren der Wärmeleitfähigkeit bzw.
der (dynamischen) Viskosität mit positiven Eigenwerten. Die Anzahl unabhängiger Ein-
träge der Tensoren lassen sich wieder mit Symmetrieargumenten bestimmen. Bei Flüssig-
keiten gibt es zwei Viskositäten, die Volumen- und die Scherviskosität. Die kinetischen
Koeffizienten zeichnen sich auch durch eine weitere Symmetrie aus. Für den hypotheti-
schen Fall, dass der Wärmestrom an den Geschwindigkeitsgradienten koppelt, folgt, dass
auch der Temperaturgradient mit dem gleichen Tensor an den Impulsstrom koppelt. Dieses
Symmetrieprinzip der kinetischen Koeffizienten wird auch Onsagerprinzip genannt [30].

hydro. Variable rev. Strom irrev. Strom thermo. Feld thermo. Kraft

ρ gi = ρvi — µ —

gi πij = pδij + givj σD
ij = η̃ijkl∇kvl vi ∇kvl

s vs, QR
i = 0 QD

i = −κij∇jT T ∇jT

Tabelle 3.1: Übersicht der thermodynamischen Größen

Betrachtet man nur die Gleichungen für die Massen- (3.8a) und Impulserhaltung (3.8b),
so erhält man mit den Flüssen (3.17a) und (3.21b) die Gleichungen von Navier-Stokes:

∂ρ

∂t
+ ∇i(ρvi) = 0, (3.23a)

∂gi

∂t
= −∇jπij

(3.21b)
= −∇ip −∇j(ρvivj) + ∇jσ

D
ij . (3.23b)

Die übliche Darstellung ist wieder eine Gleichung für die Geschwindigkeit vi. Diese erhält
man ausgehend von (3.23b) mit dem Massenstrom (3.17a), der Massenerhaltung (3.23a)
und dem dissipativen Impulsstrom (3.22b):

ρ
∂vi

∂t
+ ρ(vk∇k)vi = −∇ip + ∇jη̃ijkl∇kvl. (3.24)

3.1.2 Hydrodynamik in ikosaedrischen Quasikristallen - Teil 1

Bevor die Gleichungen der Hydrodynamik für einen ikosaedrischen Quasikristall hergeleitet
werden, soll zunächst die freie Energie F des Quasikristalls bestimmt werden. In Kapitel
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2.2.2 wurde die freie elastische Energie eingeführt. Diese besteht in harmonischer Näherung
aus quadratischen Termen der Verzerrungen εij = (∇iuj)sym. und χij = ∇iwj. Für einen
perfekten Quasikristall ist diese, zusammen mit der kinetischen Energiedichte fkin., die
vollständige freie Energiedichte.

f = fkin. + fel. =
g2

2ρ
+ fel. (3.25)

Allerdings ist ein perfekter Quasikristall, wie ein perfekter Kristall, nur eine Idealvor-
stellung. Jeder reale Kristall hat eine bestimmte Anzahl an Leerstellen. Da ein Kristall
ohne Leerstellen einen hoch geordneten Zustand darstellt, sind Störungen der Ordnung (in
Form von Leerstellen) wegen der Entropiezunahme vorteilhaft. Fleming und Cohen haben
in einem Artikel über Hydrodynamik von Festkörpern [31] gezeigt, dass ohne Berück-
sichtigung von Leerstellen, die Modenanzahl kleiner ist als die Anzahl hydrodynamischer
Variablen. Dies lässt sich, wie im Folgenden gezeigt wird, darauf zurückführen, dass die
hydrodynamischen Variablen eines perfekten Kristalls keine unabhängigen Größen sind.
Wie berücksichtigt man nun den Einfluss der Leerstellen? Beim perfekten Kristall geht
man davon aus, dass jeder Gitterplatz besetzt ist. Die relative Volumenänderung ist gleich
der Spur des (phononischen) Verzerrungstensors (2.31) und auch gleich der relativen Dich-
teänderung (Dichte ρ(x, t) = ρ0 + δρ(x, t)):

∆V

V
= ∇ · u = εii = − δρ

ρ0

. (3.26)

Die Dichteänderung ist also durch die Divergenz des Verschiebungsvektors u schon eindeu-
tig festgelegt, und damit keine unabhängige Variable mehr. Wenn Leerstellen vorhanden
sind, wird mit dieser Beziehung nur der Gitteranteil der Dichteänderung δρGitter angegeben.
Die vollständige Dichteänderung enthält einen weiteren Term, der die Änderung der Dichte
durch die Leerstellen berücksichtigt:

δρ = δρGitter − δρLeerstellen. (3.27)

Die freie Energie muss dann auch noch um Terme erweitert werden, die proportional zu der
Dichteänderung sind. Da die Dichte, als skalare Größe, sich nach der Einsdarstellung Γ1

unter der Ikosaedergruppe Y transformiert, gibt es insgesamt zwei zusätzliche Terme, einen
(in einfachster Näherung) quadratischen in der Dichteänderung sowie einen Kopplungsterm
zwischen der Dichteänderung und dem Anteil des Verzerrungstensors, der sich nach Γ1

transformiert2:

ferw. =
1

2
A

(
δρ(x, t)

ρ0

)2

+ B

(
δρ(x, t)

ρ0

)

∇ · u + fel.. (3.28)

2Bei der freien Energiedichte werden drei Bezeichnungen verwendet f, ferw., fel.. fel. bezeichnet die freie
elastische Energiedichte, ferw. die um die Dichteänderung erweiterte Energiedichte (3.28) sowie die gesamte
freie Energiedichte f = ferw. + fkin., bei der noch der kinetische Anteil (3.25) hinzukommt.
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fel. ist die freie elastische Energiedichte. Die Konstante A ist eine inverse Kompressibilität
(bei konstanter Verzerrung) und B koppelt die Dichteänderung an die Gitterausdehnung.
Auch für diese Konstanten lassen sich Stabilitätsbedingungen angeben, die sich, wie in
Kapitel 2.2.2, aus der Forderung nach positiven Eigenwerten für den, durch die Dich-
teänderung erweiterten, Elastizitätstensor Cerw. ergeben:

ferw. =
1

2

(

δρΓ1
, σu

Γ1
, σu

Γ5
, σw

Γ4
, σw

Γ5

)










A B 0 0 0

B λ1 0 0 0

0 0 λ2 0 λ3

0 0 0 λ4 0

0 0 λ3 0 λ5










︸ ︷︷ ︸

Cerw.










δρΓ1

εu
Γ1

εu
Γ5

χw
Γ4

χw
Γ5










, (3.29)

⇒ A > 0,

(

λ +
2

3
µ

)

> 0, A

(

λ +
2

3
µ

)

> B2. (3.30)

Die Ableitung der hydrodynamischen Gleichungen kann damit analog zu denen der Fluid-
dynamik erfolgen. Die Erhaltungsgleichungen für die Massendichte3 ρ, die Impulsdichte gi

und die Energiedichte ε, werden um Gleichungen in den Variablen der gebrochenen Sym-
metrien erweitert. Dies sind für den Quasikristall die phononische Verschiebung ui und die
phasonische Verschiebung wi:

∂ρ

∂t
+ ∇igi = 0, (3.31a)

∂gi

∂t
+ ∇jπij = 0, (3.31b)

∂ε

∂t
+ ∇ij

ε
i = 0, (3.31c)

∂ui

∂t
= vi − Xu

i , (3.31d)

∂wi

∂t
= −Xw

i . (3.31e)

In (3.31d) und (3.31e) wurden für die
”
Flüsse“ der Ansatz Xu und Xw gemacht. Ihre

Bestimmung erfolgt genauso wie die Ströme der Erhaltungsgleichungen. Da die phononische
Verschiebung u sich wie ein Ortsvektor verhält, ist ein Teil der zeitlichen Ableitung durch
die Geschwindigkeit v in (3.31d) gegeben.

Die thermodynamische Grundrelation (3.9) muss um Terme, die den Beitrag der Ver-
schiebungen angibt, erweitert werden. Da nur Gradienten der Verschiebungen zu einem

3Der betrachtete ikosaedrische Quasikristall AlPdMn besteht aus drei verschiedenen Atomarten. Streng-
genommen müsste für alle drei eine Erhaltungsgleichung der Teilchenzahl gelten. Dies wird hier nicht
berücksichtigt.
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Anstieg der Energie führen, ist es zweckmäßig, diese für die thermodynamische Grundre-
lation zu benutzen:

Tds = dε − µdρ − vidgi − hu
ijd(∇iuj) − hw

ijd(∇iwj). (3.32)

hu,w
ij sind die zu ∇iuj und ∇iwj thermodynamisch konjugierten Felder. Da (∇iuj) symmet-

risch ist, gilt dies auch für hu
ij. Die konjugierten Felder lassen sich als partielle Ableitungen

der inneren Energiedichte ε bzw. der freien Energiedichte f = ε − Ts angeben:

df = sdT + µdρ + vidgi + hu
ijd(∇iuj) + hw

ijd(∇iwj), (3.33)

hu
ij

(3.32)
=

∂ε

∂∇iuj

∣
∣
∣
∣
s,ρ,gi,∇iwj

(3.33)
=

∂f

∂∇iuj

∣
∣
∣
∣
T,ρ,gi,∇iwj

, (3.34a)

hw
ij

(3.32)
=

∂ε

∂∇iwj

∣
∣
∣
∣
s,ρ,gi,∇iuj

(3.33)
=

∂f

∂∇iwj

∣
∣
∣
∣
T,ρ,gi,∇iuj

. (3.34b)

hu
ij ist mit (3.34) und (3.28) gleich dem elastischen phononischen Spannungstensor σu plus

einem Term B δρ
ρ0

δij. Dem phasonischen Spannungstensor σw entspricht hw
ij. Für die lokale

Entropieänderung ergibt sich:

T
ds

dt
=

∂s

∂t
+ vi∇is

(3.32)
=

∂ε

∂t
− µ

∂ρ

∂t
− vi

∂gi

∂t
− hu

ij

∂(∇iuj)

∂t
− hw

ij

∂(∇iwj)

∂t
+vi∇iε − µvi∇iρ − vivj∇igj − vih

u
kl∇i(∇kul) − vih

w
kl∇i(∇kwl) (3.35)

(3.31)
= −∇ij

ε
i + µ∇igi + vi∇jπij − hu

ij∇i

(

vj − Xu
j

)

+ hw
ij∇iX

w
j

+vi∇iε − µvi∇iρ − vivj∇igj − vih
u
kl∇i(∇kul) − vih

w
kl∇i(∇kwl).

Da die freie Energie F =
∫

fddx nur von den Gradienten der Verschiebungen abhängt
und nicht von den Verschiebungen selbst, gilt, mit Hilfe der Funktionalableitung4, folgende
Umformung:

δF [∇iuj,∇iwj]

δuj
= −∇i

∂f

∂(∇iuj)
= −∇ih

u
ij, (3.36)

δF [∇iuj,∇iwj]

δwj

= −∇i
∂f

∂(∇iwj)
= −∇ih

w
ij. (3.37)

4Zur Funktionalableitung siehe Anhang A.
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Damit ist die Bilanzgleichung der Entropiedichte (3.12) gegeben durch:

T

[
∂s

∂t
+ ∇i

(

vis +
Qi

T

)]

= ∇i

(
Qi − Qfl.

i + vkh
u
ij∇kuj + vkh

w
ij∇kwj + hu

ijX
u
j + hw

ijX
w
j

)
− Qi

T
∇iT (3.38)

−(gi − ρvi)∇iµ −
[
πji − πfl.

ji + hu
ji − hu

ik(∇juk) − hw
ik(∇jwk)

]
∇ivj

+
(
Xu

j − vk∇kuj

) δF

δuj
+
(
Xw

j − vk∇kwj

) δF

δwj
≥ 0.

Die Abkürzungen für die Ströme πfl.
ij und Qfl.

i sind aus dem Kapitel 3.1.1 über Fluiddynamik
bekannt (3.17b) bzw. (3.14).

Die reversiblen Ströme erhält man wieder durch Nullsetzen der einzelnen unabhängigen
Terme:

gi = ρvi, (3.39a)

πij = πfl.
ij − hu

ij + hu
jk∇iuk + hw

jk∇iwk, (3.39b)

jε
i = (ε + p)vi + vjh

u
ij + vjh

u
ik(∇juk) + vjh

w
ik(∇jwk)

− hu
ijX

u
j − hw

ijX
w
j − vih

u
jk(∇juk) − vih

w
jk(∇jwk), (3.39c)

Xu
i = vk(∇kui), (3.39d)

Xw
i = vk(∇kwi). (3.39e)

Und schließlich als Materialgesetze für die dissipativen Ströme:

πD
ij = −η̃ijkl∇kvl, (3.40a)

QD
i = −κ∇iT + ΓQu

δF

δui

, (3.40b)

Xu,D
i = Γu

δF

δui
+ ΓQu∇iT, (3.40c)

Xw,D
i = Γw

δF

δui
. (3.40d)

Die kinetischen Koeffizienten κ, ΓQu, Γu und Γw sind im allgemeinen Fall Tensoren zwei-
ter Stufe, für ikosaedrische Symmetrie besitzen sie Diagonalform. Aufgrund des Onsa-

gerschen Symmetrieprinzips tritt ΓQu sowohl beim Wärmestrom als auch beim Fluss für
die phononische Verschiebung auf. Außerdem kommen keine Kopplungsterme ΓQw und Γuw

vor da sich w nach einer anderen Darstellung transformiert als u und ∇T . Vernachlässigt
man den Wärmestrom (3.40b) und den Term proportional zum Temperaturgradienten in
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(3.40c), so erhält man unter Berücksichtigung von:

f = ε − Ts, µ
(3.33)
=

∂f

∂ρ
, vk

(3.33)
=

∂f

∂gk
, (3.41)

p
(3.15)
= −(ε − Ts − µρ − vkgk)

(3.41)
= −

(

f − ρ
∂f

∂ρ
− gk

∂f

∂gk

)

, (3.42)

f
isotherm

= f(ρ, gk, (∇kul), (∇kwl)), (3.43)

∇if
(3.33)
=

∂f

∂ρ
∇iρ +

∂f

∂gk
∇igk +

∂f

∂(∇kul)
∇i(∇kul) +

∂f

∂(∇kwl)
∇i(∇kwl), (3.44)

δF

δρ
=

∂f

∂ρ
, (3.45)

schließlich mit (3.31), (3.39) und (3.40) als isotherme hydrodynamische Gleichungen des
Quasikristalls:

∂ρ

∂t
+ ∇k(vkρ) = 0, (3.46a)

∂gi

∂t
+ ∇k(vkgi) −∇j η̃ijkl∇kvl = −(δij −∇iuj)

δF

δuj

+ (∇iwj)
δF

δwj

− ρ∇i
δFerw.

δρ
, (3.46b)

∂ui

∂t
+ vk∇kui = vi − Γu

δF

δui

, (3.46c)

∂wi

∂t
+ vk∇kwi = −Γw

δF

δwi
. (3.46d)

Die Massenerhaltung (3.46a) bleibt weiterhin gültig. Die phasonischen Flips bewirken zwar
eine Änderung der Atomkonfiguration, doch sind die Abstände der Flips klein (siehe am
Beispiel des eindimensionalen Quasikristalls, dort erfolgen nur Wechsel von Abständen K
zu L und umgekehrt) und die makroskopisch gemittelte Größe ρ bleibt erhalten.

3.2 Formalismus für Hydrodynamik

Neben der bisher vorgestellten Herleitung von hydrodynamischen Gleichungen, gibt es noch
einen weiteren, verallgemeinerten Formalismus. Dieser beschreibt auch andere langsam
variierende Variablen, für die, im Gegensatz zu den hydrodynamischen Variablen (3.7), die
Dispersionsrelation im Grenzfall q → 0 nicht gegen Null geht:

lim
q→0

ω0 =
2π

τ0
,

τ

τ0
� 1. (3.47)

Die charakteristische Zeitskala τ0 der neuen Variablen ist also groß im Vergleich zu den
mikroskopischen Stoßzeiten τ . Als Beispiel für diese zusätzlichen

”
langsamen“ Variablen
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seien hier der Betrag der Magnetisierung eines Antiferromagneten und eines planaren Fer-
romagneten genannt (Halperin et al. [32]). Auch beinhaltet der verallgemeinerte Forma-
lismus Fluktuationen, die z.B. bei Phasenübergängen wichtig sind (Glasübergang: Das et
al. [33], [34]). Andere Anwendungsbeispiele sind Flüssigkristalle (Mazenko et al. [35]) und
amorphe Festkörper (Das [36]). Beschränkt man sich auf hydrodynamische Variablen und
vernachlässigt man die Fluktuationen, so ergeben sich die hydrodynamischen Gleichungen.

Als Literaturangabe für diesen Abschnitt seien, neben den Büchern von Forster [26]
sowie Chaikin und Lubensky [27], die Zusammenfassung im Artikel von Stark und Lu-
bensky [37] und die Übersichtsartikel von Ma und Mazenko [38] sowie Mori und Fujisaka
[39] erwähnt. In der Veröffentlichung von Mori und Fujisaka erfolgt die Herleitung der
Bewegungsgleichungen ausgehend von einem mikroskopischen Modell. Im Rahmen dieser
Diplomarbeit soll diese Herleitung nicht wiedergegeben werden, sondern es soll die Her-
kunft der einzelnen Terme erläutert werden. Dann soll am Beispiel des ikosaedrischen
Quasikristalls die Äquivalenz zu den Gleichungen (3.46) explizit gezeigt werden.

Die Bewegungsgleichungen für die Menge der Variablen {Ψα} lauten im verallgemei-
nerten Formalismus:

∂Ψα(x, t)

∂t
+

Term A
︷ ︸︸ ︷∫

{Ψα(x, t), Ψβ(x
′, t)} δH

δΨβ(x′, t)
ddx′ −

Term B
︷ ︸︸ ︷∫

ddx′ δ

δΨβ(x′, t)
{Ψα(x, t), Ψβ(x′, t)}

+ Γαβ
δH

δΨβ(x, t)
︸ ︷︷ ︸

Term C

= ζα(x, t)
︸ ︷︷ ︸

Term D

. (3.48)

Die hydrodynamischen Variablen Ψα sind im Fall der Fluiddynamik die Energiedichte ε,
die Massendichte ρ und die Impulsdichte g. Beim Quasikristall werden diese um die pho-
nonische und phasonische Verschiebung u und w erweitert. In (3.48) bezeichnet { , } die
Poissonklammer zwischen den hydrodynamischen Variablen. H ist die makroskopische
Hamiltonfunktion, und als Funktional abhängig von den Ψα. Γαβ ist die Matrix der ki-
netischen Koeffizienten (z.B. Γgg = η̃ijkl Viskosität als Reibungsterm der Impulsgleichung)
und ζα(x, t) die stochastische Fluktuation.

Im Folgenden soll die Herkunft der Terme C und D gezeigt werden. Term C ist der Anteil
der irreversiblen Ströme und macht zusammen mit dem Fluktuationsterm D die Gleichung
(3.48) zu einer verallgemeinerten Langevingleichung. Für eine einzelne Variable lautet
die Langevingleichung:

∂Ψ(x, t)

∂t
= −ΓΨ(x, t) + ζ(x, t). (3.49)

Als Beispiel sei Ψ gleich dem Impuls g, dann relaxiert dieser unter der Einwirkung einer
stochastischen Kraft ζ(t) mit dem Reibungskoeffizienten Γ. Erweitert man die Langevin-
gleichung auf mehrere Variablen und lässt Nichtlinearitäten zu, so erhält man mit der
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Funktionalableitung der Hamiltonfunktion H:

∂Ψα(x, t)

∂t
= −Γαβ

δH

δΨβ(x, t)
+ ζα(x, t). (3.50)

Das durch (3.50) beschriebene Modell, wird als zeitabhängiges Ginzburg-Landau Modell
bezeichnet.

Die Terme A und B beschreiben die reversiblen Ströme und sind das Ergebnis der Mit-
telung mikroskopischer klassischer Bewegungsgleichungen. Die makroskopischen hydrody-
namischen Felder Ψα(x, t) seien Mittelungen 〈. . .〉 (coarse graining) der mikroskopischen
Felder Ψµ

α(x, {xα}, {pα}) (Beispiele für mikroskopische Felder siehe A.2), die selbst Funk-
tionen von kanonischen Variablen {xα}, {pα} sind.

Ψα(x, t) = 〈Ψµ
α(x, {xα}, {pα})〉 (3.51)

Daher gilt folgende Bewegungsgleichung5 mit der mikroskopischen Hamiltonfunktion
Hµ({xα}, {pα}):

∂Ψµ
α

∂t
= {Hµ, Ψµ

α}. (3.52)

Da die Beschreibung der Hydrodynamik in makroskopischen Variablen Ψα erfolgt, muss
man über die mikroskopischen Ψµ

α mitteln. Dabei geht die mikroskopische Hamilton-
funktion Hµ({xα}, {pα}) in das makroskopische Funktional H[Ψα] über. Dieses, makro-
skopische Hamiltonfunktion genannt, hängt von den makroskopischen Variablen Ψα ab.
Mit Hilfe der Funktionalableitung lässt sich (3.52) umformen zu:

∂Ψα(x, t)

∂t
=

∫ (

{Ψβ(x′), Ψα(x, t)} δH

δΨβ(x′, t)

)

ddx′. (3.53)

Die statistischen Mittelwerte von Observablen in der makroskopischen Darstellung stim-
men mit den statistischen Mittelwerten in der mikroskopischen Darstellung überein. Term
B in (3.48) resultiert aus dem Übergang von mikroskopischen zu makroskopischen Größen.
Man erhält die Form von Term B aus der Forderung, dass die Variablen eine bestimm-
te Wahrscheinlichkeitsverteilung (nach Fokker-Planck-Smoluchowski) wiedergeben
müssen und für lange Zeiten ins Gleichgewicht relaxieren (siehe Kapitel 8.6 in Chaikin und
Lubensky [27]). Der Beitrag von Term B ist im Allgemeinen entweder vernachlässigbar
oder verschwindet, wie wir beim ikosaedrischen Quasikristall noch sehen werden.

Kennt man die Hamiltonfunktion H in Abhängigkeit der hydrodynamischen Vari-
ablen Ψα und die Poissonklammern, so erhält man mit (3.48) die hydrodynamischen
Gleichungen. Von den irreversiblen Strömen ist zwar die Form von Term C bekannt, man
hat aber kein Kriterium, welche der kinetischen Koeffizienten Γαβ von Null verschieden
sind. Der Vorteil dieses Formalismus gegenüber dem mit der Entropieproduktionsrate liegt
darin, dass sich selbst nichtlineare Terme einfach berechnen lassen. Die Komponenten von
Γαβ werden dann so gewählt, dass die linearisierte Form von (3.48) mit den Gleichungen
der linearen Hydrodynamik übereinstimmen.

5Entspricht der Liouvillegleichung für generalisierte Koordinaten.
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3.2.1 Poissonklammern

Die Herleitung von hydrodynamischen Gleichungen wurde auf die Bestimmung der Pois-

sonklammern reduziert. Diese lassen sich auf drei Arten berechnen. Die makroskopi-
sche Poissonklammer ist durch die Mittelung der mikroskopischen, klassischen Pois-

sonklammer6 gegeben:

{Ψα(x), Ψβ(x′)} = 〈{Ψµ
α(x), Ψµ

β(x′)}〉. (3.54)

Wobei die mikroskopische, klassische Poissonklammer folgendermaßen definiert ist:

{f, g} :=
∑

α,i

∂f

∂pα
i

∂g

∂xα
i

− ∂f

∂xα
i

∂g

∂pα
i

, (3.55)

mit α als Teilchenindex und i als Index der Vektorkomponente.

Neben der klassischen Poissonklammer kann man auch den quantenmechanischen
Kommutator [Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â berechnen. Dabei gehen die klassischen Observablen f
in quantenmechanische Operatoren f̂ über. Die Poissonklammer entspricht bis auf einen
Faktor i

~
dem Kommutator:

{ , } ⇔ i

~
[ , ]. (3.56)

Diese beiden Ansätze werden für den ikosaedrischen Quasikristall in Anhang A betrach-
tet. Im folgenden soll ein weiterer Ansatz vorgestellt werden, der auf Dzyaloshinskii und
Volovick [40] zurückgeht. Eine Anwendung dieser Methode zur Herleitung hydrodynami-
scher Gleichungen bei Flüssigkristallen wurde von Volovik und Kats in [41] veröffentlicht.
Das Ergebnis dieses neuen Ansatz besteht darin, dass sich die Poissonklammern durch
die Variation des Transformationsverhaltens der hydrodynamischen Variablen bestimmen
lassen.

Um dieses Ergebnis zu erhalten, geht man von der Theorie kontinuierlicher Gruppen
aus. Dort wird ein Element g der Gruppe G durch m reelle, kontinuierliche Parameter αi

beschrieben:

g(αi) ∈ G, αi ∈
�

, i = 1, . . . , m. (3.57)

Die Verknüpfung
”
·“ zweier Elemente a(αi) und b(βi) ergibt ein Element c(γi) ∈ G:

c(γi) = a(αi) · b(βi) i = 1, . . . , m. (3.58)

Für die kontinuierlichen Parameter gilt dabei:

γi = ϕi(α1, . . . , αm, β1, . . . , βm). (3.59)

6Im Zusammenhang mit den klassischen Poissonklammern wird von der Konvention abgewichen, dass
griechische Indices die Komponenten des Hyperraums bezeichnen.
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Man spricht von einer Liegruppe wenn, neben der Erfüllung der Gruppenaxiome (Asso-
ziativität, Abgeschlossenheit, Existenz des neutralen Elements und der Inversen), die ϕi

(beliebig oft) kontinuierlich differenzierbare Funktionen aller Parameter αi und βi sind.
Für die Differenzierbarkeit ist der Begriff der Nachbarschaft wichtig. Dieser und andere
topologische Eigenschaften sind weitere Voraussetzungen für eine Liegruppe (siehe z.B.
[15], [16], [42]). Wählt man die Parameter αi so, dass das neutrale Element (Identität) e
durch αi(e) = 0 parametrisiert wird, so werden durch die partiellen Ableitungen nach den
Parametern die infinitesimalen Generatoren (Erzeugenden) Li der Liegruppe definiert:

Li :=
∂a(. . . , αi, . . .)

∂αi

∣
∣
∣
αi=0

. (3.60)

Das Gruppenelement a ist damit in einer Entwicklung darstellbar:

a(. . . , αi, . . .) = e(. . . , 0, . . .) + αiLi + O(α2
i ). (3.61)

Eine Liealgebra wird durch die zusätzliche Verknüpfung des Kommutators zwischen den
Erzeugenden Li definiert:

[Li, Lk] = ck
ijLk i, j, k = 1, . . . , m. (3.62)

ck
ij wird als Strukturkonstante bezeichnet. Eine Liealgebra erfüllt auch die folgenden Ei-

genschaften der Antisymmetrie, Linearität und der Jacobiidentität:

[Li, Lj] = −[Lj, Li], (3.63)

[αLi + βLj, Lk] = α[Li, Lk] + β[Lj, Lk] α, β ∈ �
oder � , (3.64)

[Li, [Lj, Lk]] + [Lk, [Li, Lj]] + [Lj, [Lk, Li]] = 0. (3.65)

Für eine Translation sind die Erzeugenden die Impulsoperatoren, für eine Rotation die
Drehimpuls (oder Spin-) Operatoren. Elastizitätstheorie basiert auf der Beschreibung der
Transformation des Koordinatensystems. Genau wie in der Hydrodynamik wird dies durch
die Gruppe der lokalen Verschiebungen beschrieben:

xk −→ xk + uk(x). (3.66)

Den hydrodynamischen Variablen a, b, c, . . . werden Elemente A, B, C, . . . einer Algebra der
Transformationsgruppe G zugeordnet:

{a, b, c, . . .} −→ {A, B, C, . . .}. (3.67)

Die Elemente der Algebra lassen sich, wie bei einer Frobeniusalgebra einer diskreten
Gruppe, als Linearkombinationen der Gruppenelemente g ausdrücken:

A =
∑

g∈G

A(g)g, A(g) ∈ �
oder � . (3.68)
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Die Summe über die Gruppenelemente geht dabei über in ein Integral über die kontinu-
ierlichen Parameter. Unter einer Transformation g ∈ G werden die Elemente der Algebra
folgendermaßen transformiert:

A −→ gAg−1. (3.69)

Für eine infinitesimale Transformation δg mit g = 1 + δg lautet dies in linearer Näherung:

A −→ A + δA, (3.70)

δA = [δg, A]. (3.71)

Die infinitesimale Transformation lässt sich auch als Funktion des infinitesimalen lokalen
Transformationswinkel αk(x) und der Erzeugenden Lk(x) der Transformation ausdrücken.
Da die Transformationswinkel und die Erzeugenden Feldgrößen sind, muss über das Volu-
men integriert werden:

δg =
i

~

∫

αk(x)Lk(x) ddx. (3.72)

Für die Gruppe der Verschiebungen ist der infinitesimale Winkel αk = uk, und die Erzeu-
gende ist der Impulsoperator. Mit (3.71) und (3.72) erhält man für δA:

δA(y) =
i

~

∫

αk(x)[Lk(x), A(y)] ddx. (3.73)

Diese Gleichung lässt sich auch als lineares Funktional des infinitesimalen Winkels αk auf-
fassen. Da es sich um infinitesimale Größen δA und αk handelt, erhält man den Kommutator
als folgende Variation nach dem Winkel αk:

δA(y)

δαk(x)
=

i

~
[Lk(x), A(y)]. (3.74)

Entsprechend dem Übergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik, mit:

δA

δα
=

i

~
[L, A] ⇔ {l, a} =

δa

δα
. (3.75)

gelten für die hydrodynamischen Variablen a, b, . . . und den zugehörigen Erzeugenden lk(x):

{lk(x), a(y)} =
δa(y)

δαk(x)
. (3.76)

Die Poissonklammern zwischen hydrodynamischen Variablen a, b, . . ., die nicht zu den
Erzeugenden einer Transformation gehören, verschwinden,

{a, a} = {a, b} = {b, b} = 0, (3.77)

während für die Erzeugenden lk selbst gilt:

{lk(x), lm(y)} =
δlm(y)

δαk(x)
. (3.78)
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Um die Variation bestimmen zu können, muss man jetzt noch das Verhalten der hydro-
dynamischen Variablen a unter der infinitesimalen Transformation (für die Hydrodynamik
xk −→ x′k = xk + uk(x)) kennen. Tensordichten (p + q)ter Stufe (p kontravariant, q kova-
riant) transformieren sich allgemein bei einer Koordinatentransformation nach [43]:

T
′i1...ip
j1...jq

= JW ∂x′i1

∂xk1

. . .
∂x′ip

∂xkp

∂xl1

∂x′j1 . . .
∂xlq

∂x′jq
T

k1...kp

l1...lq
, (3.79)

J =

∣
∣
∣
∣

∂xi

∂x′j

∣
∣
∣
∣
. (3.80)

W ist das Gewicht der Jacobi-Determinante J , für die hier betrachteten Fälle gilt W = 1.
Für den Fall eines kovarianten Tensors erster Stufe gilt:

∂xi

∂x′j = δi
j −

∂ui

∂x′j . (3.81)

Und für die Jacobi-Determinante (in linearer Näherung für die infinitesimalen ∂ui

∂x′j ):

J = 1 − ∂ui

∂x′i . (3.82)

Damit folgt für die Variation des kovarianten Vektors tj:

δtj = t′j(x
′) − tj(x

′), (3.83)

t′j(x
′) = J

∂xi

∂x′j ti(x) (3.84)

=

(

1 − ∂um

∂x′m

)(

δi
j −

∂ui

∂x′j

)

ti

∼= tj(x
′ − u) − tj(x

′)
∂um

∂x′m − ti(x
′)

∂ui

∂x′j . (3.85)

Für δtj ergeben sich schließlich drei Terme:

δtj = −ui ∂tj
∂x′i − tj

∂ui

∂x′i − ti
∂ui

∂x′j . (3.86)

Der erster Term beschreibt die Verschiebung um den Vektor uk, der zweite Anteil berück-
sichtigt, dass es sich bei den hydrodynamischen Variablen um Tensordichten handelt. Der
dritte Term resultiert von der Transformation eines kovarianten Vektors. Dieser Term ist
bei den Tensoren nullter Stufe nicht vorhanden. Für die Dichte ρ und die Impulsdichte
gk erhält man mit (3.86) folgende Terme, die sowohl für eine Flüssigkeit als auch für den
ikosaedrischen Quasikristall gültig sind:

δρ = −ul∇lρ − ρ∇lu
l, (3.87a)

δgk = −ul∇lgk − gk∇lu
l − gl∇ku

l. (3.87b)
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Mit (3.87) und (3.76)-(3.78) ergeben sich die Poissonklammern von Dichte und Impuls-
dichte zu (Gl. (3.88) und (3.89) explizit in [40]):

{gi(x), ρ(x′)} = ρ(x)∇iδ(x − x′), (3.88)

{gi(x), gj(x
′)} =

(

gj(x)∇i − gi(x
′)∇′

j

)

δ(x − x′). (3.89)

Die Poissonklammern für die phononische und phasonische Verschiebung lassen sich ein-
facher bestimmen, da die Verschiebungen selbst die infinitesimalen Größen sind:

{gi(x), uj(x
′)} =

δuj(x
′)

δui(x)
=
[

δij −∇′
iuj(x

′)
]

δ(x − x′), (3.90)

{gi(x), wj(x
′)} =

δwj(x
′)

δui(x)
= −

[

∇′
iwj(x

′)
]

δ(x − x′). (3.91)

Der Unterschied zwischen (3.90) und (3.91) kommt daher, dass die phasonische Verschie-
bung wj nur eine Funktion der Ortskomponente ist, aber selbst Element des Orthogonal-
raums ist.

3.2.2 Hydrodynamik in ikosaedrischen Quasikristallen - Teil 2

Die hydrodynamischen Variablen eines ikosaedrischen Quasikristalls sind die Energiedichte
ε, Massendichte ρ, Impulsdichte g sowie die phononische u und phasonische Verschiebung
w. Die Energiedichte ε wird im Folgenden nicht betrachtet.

Die Hamiltonfunktion H entspricht der freien Energie, bestehend aus einem elas-
tischen Anteil, einer Erweiterung des elastischen Anteils durch die Dichteänderung sowie
eines kinetischen Anteils:

H =

∫

ddx

[

g2

2ρ
+

1

2
A

(
δρ

ρ0

)2

+ B

(
δρ

ρ0

)

∇ · u
]

+ Fel.(u, w) (3.92)

= Hkin. + Herw., (3.93)

Hkin. =

∫
g2

2ρ
ddx. (3.94)

Fel.(u, w) ist die freie elastische Energie, die aus drei Teilen besteht (siehe (2.56), (2.61)):

Fel.(u, w) = Fu + Fw + Fuw. (3.95)

Mit den Poissonklammern (3.88)-(3.91) bzw. (A.8)-(A.11) lassen sich nun die hy-
drodynamischen Gleichungen berechnen (siehe Anhang A). Die von Null verschiedenen
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kinetischen Koeffizienten sind Γgg = η̃ijkl, Γuu = Γu und Γww = Γw. Die hydrodynamischen
Gleichungen lauten zusammengefasst:

∂ρ

∂t
+ ∇k(vkρ) = 0, (3.96a)

∂gi

∂t
+ ∇k(vkgi) −∇j η̃ijkl∇kvl = −(δij −∇iuj)

δH

δuj
+ (∇iwj)

δH

δwj
− ρ∇i

δHerw.

δρ
, (3.96b)

∂ui

∂t
+ vk∇kui = vi − Γu

δH

δui
, (3.96c)

∂wi

∂t
+ vk∇kwi = −Γw

δH

δwi
. (3.96d)

Herw. entspricht der erweiterten freien Energie Ferw.. Die hydrodynamischen Gleichungen
stimmen mit den auf konventionellem Weg hergeleiteten Gleichungen (3.46) überein, wenn
man H und Herw. durch F bzw. Ferw. ersetzt.

Bevor in Kapitel 3.3 die Dispersionsrelation berechnet wird, soll anhand der Gleich-
ungen (3.96) die Modenstruktur argumentativ bestimmt werden. Insgesamt werden zehn
Moden erwartet (drei vektorielle und eine skalare hydrodynamische Variable). Da die pho-
nonische Verschiebung über die Geschwindigkeit v an die Impulsdichte koppelt, werden drei
Paar Moden propagierend sein. Die Phasonen besitzen, neben dem Term der konvektiven
Ableitung, nur einen dissipativen Term. Deshalb wird für die Phasonen ein dissipatives Ver-
halten erwartet (insgesamt drei Moden). Die verbleibende Mode kann deshalb nur diffusiv
sein. Es ist die Mode der Leerstellendiffusion.

Die Dispersionsrelation wird im Fourierraum bestimmt. Die Fouriertransformation
F (q, ω) einer Funktion F (x, t) ist folgendermaßen definiert:

F (x, t) =
1

(2π)d+1

∫ ∫

F (q, ω)e−i(ωt−q·x)ddqdω. (3.97)

Es gelten damit die Ersetzungen:

∂

∂t
→ −iω, ∇i → iqi. (3.98)

Die einzelnen Terme der freien elastischen Energie sind als Funktion der fouriertransfor-
mierten Felder u(q) und w(q) in [25] angegeben und lauten:

Fu =

∫
d3q

(2π)3

[
1

2
(λ + 2µ)qiqj +

1

2
µ(q2δij − qiqj)

]

ui(q)uj(−q), (3.99)

Fw =

∫
d3q

(2π)3

1

2
Mij(q)wi(q)wj(q), (3.100)

Fuw =

∫
d3q

(2π)3
Cij(q)ui(q)wj(q), (3.101)
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mit

Mij = K1q
2δij + Kij, (3.102)

Kij(q) =
K2

τ 2






τ 4q2
x + q2

y + τ 2q2
z −2τ 2qyqz −2τ 2qxqz

−2τ 2qyqz q2
x + τ 2q2

y + τ 4q2
z 2τ 2qxqy

−2τ 2qxqz 2τ 2qxqy τ 2q2
x + τ 4q2

y + q2
z




 , (3.103)

Cij(q) =
K3

τ 2






2τqxqz 2τ 3qxqy −τ 2q2
x − τq2

y + τ 3q2
z

−2τ 3qyqz τ 3q2
x − τ 2q2

y − τq2
z −2τqxqy

τq2
x − τ 3q2

y + τ 2q2
z −2τqyqz 2τ 3qxqz




 . (3.104)

Für die Elastizitätskonstanten der Kopplung K3 und des rein phasonischen Anteils der
Energie K1 und K2 gilt:

K1 = λ5, K2 = λ4 − λ5, K3 = λ3. (3.105)

Damit und mit (2.67), (3.30) lauten die Stabilitätsbedingungen:

A > 0,

(

λ +
2

3
µ

)

> 0, A

(

λ +
2

3
µ

)

> B2, µ > 0, K1 > 0, (K1 + K2) > 0.

(3.106)

Äußere Kräfte

In diesem Unterabschnitt soll die Auswirkung von externen Kräften auf die hydrodyna-
mischen Gleichungen bestimmt werden. Die externe Kräfte lassen sich in zwei Klassen
aufteilen. Die erste sind Volumenkräfte, die sich durch einen Vektor der Kraftdichte mit
Komponenten im Parallel- und Orthogonalraum angeben lassen:

bext.(x) =

(

b‖(x)

b⊥(x)

)

. (3.107)

Die zweite Klasse seien Flächenkräfte, die durch einen Spannungstensor beschrieben wer-
den:

σext.(x) =

(

σu(x)

σw(x)

)

. (3.108)

In der Hamiltonfunktion ergeben sich zwei neue Beiträge:

Hext. =

∫
(

bext.(x′) ·
(

u(x′)

w(x′)

)

− σext.(x′) : η(x′)

)

ddx′. (3.109)
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Im zweiten Term bezeichnet
”
:“ die vollständige Kontraktion, d.h. die Summation über

alle Indices. Das Minuszeichen berücksichtigt das gerichtete Volumen. Die Variation der
Hamiltonfunktion ergibt:

δHext.

δu(x)
= b‖ + ∇σu,ext., (3.110)

δHext.

δw(x)
= b⊥ + ∇σw,ext.. (3.111)

Damit erhalten folgende hydrodynamischen Gleichungen zusätzliche Terme:

ui → Γu

(

b
‖
i + ∇kσ

u,ext.
ki

)

, (3.112)

wi → Γw

(
b⊥i + ∇kσ

w,ext.
ki

)
, (3.113)

gi → b
‖
i + ∇kσ

u,ext.
ki − b

‖
j(∇iuj) − (∇iuj)(∇kσ

u,ext.
kj )

+b⊥j (∇iwj) − (∇iwj)(∇kσ
w,ext.
kj ). (3.114)

3.3 Qualitatives Verhalten

Um das qualitative Verhalten von den Bewegungsmoden der hydrodynamischen Variablen
zu erhalten, betrachtet man die Dispersionsrelation ω(q). Diese erhält man durch Line-
arisierung und Fouriertransformation von (3.96). Bei der Linearisierung nimmt man an,
dass die Geschwindigkeit v klein ist, so dass man Terme mit v ·(hydrodyn. V ariable) sowie
höhere Ordnungen in hydrodynamischen Variablen vernachlässigen kann. Die linearisierten
Gleichungen (3.96) lauten:

∂ρ

∂t
+ ∇kgk = 0, (3.115a)

∂gi

∂t
−∇jηijkl∇kgl = −δH

δui
− ρ0∇i

δHerw.

δρ
, (3.115b)

∂ui

∂t
=

gi

ρ0

− Γu
δH

δui

, (3.115c)

∂wi

∂t
= −Γw

δH

δwi
. (3.115d)

Dabei wurde beim Reibungsterm der Impulsdichte gi von der dynamischen η̃ zur kinema-
tischen Viskosität η = η̃

ρ0
übergegangen.

Der Tensor der Viskosität ηijkl hat wegen der hohen Symmetrie der Ikosaedergruppe
nur zwei unabhängige Komponenten. Diese lassen sich als transversale und longitudinale
Viskosität ausdrücken:

ηijkl = (ηL − 4

3
ηT )δij + ηT (δikδjl + δilδjk −

2

3
δijδkl)

= ηLδijδkl + ηT (δikδjl + δilδjk − 2δijδkl), (3.116)
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∇j(ηijkl∇kgl) = ∇jηLδijδkl∇kgl + ∇jηT (δikδjl + δilδjk − 2δijδkl)∇kgl

= ηL∇i∇jgj + ηT

(

∇l∇igl + ∇k∇kgi − 2∇i∇kgk

)

= ηL∇i(∇ · g) + ηT

(

∇2gi −∇i(∇ · g)
)

. (3.117)

Im Folgenden seien die hydrodynamischen Variablen Funktionen von q und ω:

δH

δui
= −iqiB

δρ

ρ0
+ (λ + 2µ)qkqiuk + µq2

(

δij −
qiqj

q2

)

uj + Cilwl, (3.118a)

δH

δwi
=

δFw

δwi
+

δFuw

δwi

= Mikwk + Ckiuk, da Mij = Mji, (3.118b)

δHerw.

δρ
= A

δρ

ρ2
0

+
iB

ρ0

qjuj. (3.118c)

In isotropen Medien erfolgt eine Entkopplung zwischen longitudinalen und transversalen
Wellen. Deshalb führen wir an dieser Stelle den longitudinalen Q und den transversalen P
Projektionsoperator ein:

Pij := δij − Qij := δij −
qiqj

q2
. (3.119)

−iωδρ = −iq · g, (3.120a)

−iωu =
g

ρ0

− Γu

[

−iB
δρ

ρ0

q + (λ + 2µ)q2Qu + µq2Pu + Cw

]

, (3.120b)

−iωg = −
(
ηLq2Q + ηT q2P

)
g − i(A − B)

δρ

ρ0
q − (λ + 2µ − B)q2Qu − Cw, (3.120c)

−iωw = −Γw

[
Mw + Ctu

]
. (3.120d)

Für die longitudinalen (Index L) und die transversalen Anteile (Index T) erhält man:

−iωδρ = −iq · g, (3.121a)

−iωuT =
gT

ρ0
− Γu

[
µq2uT + P(q̂)C(q)w

]
, (3.121b)

−iωuL =
gL

ρ0
− Γu

[

(λ + 2µ)q2uL + q̂ · C(q)w − iBq
δρ

ρ0

]

, (3.121c)

−iωgT = −ηT q2gT − µq2uT − P(q̂)C(q)w, (3.121d)

−iωgL = −ηLq2gL − (λ + 2µ − B)q2uL − q̂ · C(q)w − i(A − B)q
δρ

ρ0

, (3.121e)

−iωw = −Γw

[
M(q)w + Ct(q)u

]
. (3.121f)
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3.3.1 Dispersionsrelation

Da die Hydrodynamik niederenergetische, langwellige Anregungen beschreibt, kann man
die Frequenz ω in Potenzen von q entwickeln. Dabei muss der konstante Term verschwinden.
Bei der Berechnung der Dispersionsrelation wurden nur Terme berücksichtigt, die einen li-
nearen oder quadratischen Beitrag in q zur Dispersionsrelation beitragen. Die Gleichung
(3.121f) der Phasonen erzeugt nur eine Kopplung zwischen longitudinalem und transver-
salem Anteil in Ordnung ω ∝ O(q3):

w =
−iΓwCt

ω

(
P + Q

)
u. (3.122)

Dies führt auf Gleichungen für den transversalen:

(
−iω + Γuµq2

)
uT =

gT

ρ0
, (3.123)

(
−iω + ηT q2

)
gT +

[

µq2
�

− ΓwPCCt P

−iω

]

uT = 0, (3.124)

und longitudinalen Anteil7:

−iωδρ + iqgL = 0, (3.125)

(
−iω + ηLq2

)
gL + i (λ + 2µ + A − 2B) q

δρ

ρ0
+ Γu (λ + 2µ − B)2 δρ

ρ0

q3

ω

+
Γw

ωq
Tr
(
QCCt

) δρ

ρ0

= 0. (3.126)

Die Dispersionsrelation für die longitudinal propagierende Moden lautet:

ω = ±cLq − i

2

[

ηL +
Γw

ρ0c2
L

Tr(QCCt)

q4
+

Γu(λ + 2µ − B)2

ρ0c2
L

]

q2, (3.127)

mit der Schallgeschwindigkeit:

ρ0c
2
L = λ + 2µ + A − 2B, (3.128)

und die Dispersionrelation der transversalen Moden:

ωα = ±cT q − i

2

[

ηT + Γuµ +
Γw

µ

λα

q4

]

q2, α = 1, 2, (3.129)

mit der Schallgeschwindigkeit:
ρ0c

2
T = µ, (3.130)

7Mit Tr ist die Spur einer Matrix bezeichnet.



3.3 Qualitatives Verhalten 59

und λα sind die zwei von Null verschiedenen Eigenwerte von PCCt P.

(3.127) und (3.129) sind die Dispersionsrelationen für die sechs propagierenden Moden
im Quasikristall. Die restlichen vier sind diffusiv und beschreiben die Phasonen- und Leer-
stellendiffusion. Im nächsten Kapitel sind auch diese Dispersionsrelationen für den dort
behandelten Spezialfall explizit angegeben. Der diffusive Charakter der Phasonen lässt
sich leicht an (3.121f) erkennen, wenn man die Kopplungsmatrix C vernachlässigt und sich
daran erinnert, dass M eine Funktion zweiter Ordnung in q ist.
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Kapitel 4

Numerik von physikalischen Beispielen

In diesem Kapitel sollen die Bewegungsmoden der hydrodynamischen Variablen durch nu-
merische Simulation veranschaulicht werden. Insbesondere ist der zusätzliche phasonische
Freiheitsgrad, sowie dessen Kopplung an die Phononen, von Interesse. Dazu wird ein eindi-
mensionaler Spezialfall der hydrodynamischen Gleichungen des ikosaedrischen Quasikris-
talls behandelt. Man erhält dabei zwei propagierende und zwei diffusive Moden. Nach der
Vorstellung des numerischen Algorithmus wird das System für einige physikalische Beispie-
le gelöst. Die betrachteten physikalischen Beispiele sind Modelle für reale Experimente, wie
die Verbreiterung einer Phasonenwand nach Durchgang einer Versetzung oder Versuche zur
mechanischen Spektroskopie.

4.1 Eindimensionaler Spezialfall

Als Spezialfall wird eine Welle betrachtet, die sich in z-Richtung ausbreitet, d.h. mit einem
Wellenvektor: q = (0, 0, q)t. Für die Komponenten der Impulsdichte, der phononischen und
phasonischen Verschiebung folgt1:

g := gz, u := uz, w := wx. (4.1)

Die anderen Komponenten der Vektoren entkoppeln. Die linearisierten, fouriertrans-
formierten Gleichungen (3.121) ergeben sich zu (η := ηL, K12 := K1 + K2):

1Zur besseren Unterscheidung von der Frequenz ω wird für die phasonische Verschiebung w verwendet.
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−iωδρ = −igq, (4.2a)

−iωu =
g

ρ0

− Γu

[

(λ + 2µ)q2u − iBq
δρ

ρ0

+ K3q
2w

]

, (4.2b)

−iωg = −ηq2g − (λ + 2µ − B)q2u − K3q
2w − i(A − B)

δρ

ρ0
q, (4.2c)

−iωw = −Γw

[
K12q

2w + K3q
2u
]
. (4.2d)

Die Dispersionsrelation für diesen Spezialfall lautet:

ω1,2 = ±cLq − i

2

[

η +
Γu(λ + 2µ − B)2 + ΓwK2

3

ρ0c2
L

]

q2, (4.3)

mit der longitudinalen Schallgeschwindigkeit:

cL =

√

λ + 2µ + A − 2B

ρ0

, (4.4)

sowie ω3,4 = b3,4q
2, mit b3,4 als Lösungen der quadratischen Gleichung:

− c2
Lρ0b

2 + i
[

Γu(B
2 − A(λ + 2µ)) + Γw(K2

3 − K12(λ + 2µ + A − 2B))
]

b

+ΓuΓw

(

K12(A(λ + 2µ) − B2) − AK2
3

)

= 0. (4.5)

Für die in der Simulation verwendeten Zahlenwerte sind die Lösungen diffusiv:

ω3,4 = −i|b3,4|q2. (4.6)

Im Ortsraum lauten die hydrodynamischen Gleichungen (∂t := ∂
∂t

,∇ := ∂
∂z

):

∂tδρ = −∇g, (4.7a)

∂tg = η∇2g + (λ + 2µ − B)∇2u + K3∇2w − (A − B)
∇δρ

ρ0

, (4.7b)

∂tu =
g

ρ0
+ Γu

[

(λ + 2µ)∇2u +
B

ρ0
∇δρ + K3∇2w

]

, (4.7c)

∂tw = Γw

[
K12∇2w + K3∇2u

]
. (4.7d)

Die stationären Lösungen erhält man, indem die Zeitableitungen gleich Null gesetzt werden:

δρst(z) = −Kg0z + δρ0, (4.8a)

gst(z) = g0, (4.8b)

ust(z) = −Lg0z
2 + u1z + u0, (4.8c)

wst(z) =
K3

K12
Lg0z

2 + w1z + w0. (4.8d)
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Dabei sind δρ0, g0, u1, u0, w1, w0 Integrationskonstanten, die durch die Randwerte bestimmt
werden. K,L hängen von den kinetischen Koeffizienten und den elastischen Konstanten ab:

L =
Γu

ρ0(A − B)

[(

λ + 2µ − K2
3

K12

)

A − B2

]

, (4.9)

K =
ρ0

A − B

(

λ + 2µ − B − K2
3

K12

)

L. (4.10)

4.2 Numerik

4.2.1 Konstanten

Im Folgenden werden die in der Numerik verwendeten Werte der Konstanten für den
ikosaedrischen Quasikristall AlPdMn angegeben. Für die freie elastische Energie wurden
die von Ricker [6] angegebenen Konstanten übernommen. Die rein phononenelastischen
Konstanten λ, µ wurden von Amazit et al. [44] durch Messung der Schallgeschwindigkeit
bestimmt:

λ = 85 GPa, µ = 65 GPa. (4.11)

Die rein phasonenelastischen Konstanten wurden von Létoublon et. al. [45], [46] mit Neu-
tronen- und Röntgenstreuexperimenten an ikosaedrischem AlPdMn gemessen. Die phason-
enelastischen Konstanten ergaben sich dabei zu:

K1 = 0,044 GPa, K2 = −0,0396 GPa. (4.12)

Da für die Kopplungskonstante K3 keine experimentellen Ergebnisse vorliegen, wurde als
Wert

K3 = 0,2 GPa. (4.13)

angenommen. Aus Computersimulationen für einen dekagonalen Quasikristall (Koschella
[47]) ist bekannt, dass der Wert für die Kopplungskonstante die gleiche Größenordnung
hat wie die rein phasonenelastischen Konstanten. Der angenommene Wert ist größer als
die phasonenelastischen Konstanten, und kleiner als der durch die Stabilitätsbedingung
erlaubte Maximalwert K3,max = 2,4 GPa. Dadurch wird der Einfluss der Phasonen hervor-
gehoben.

Für die elastischen Konstanten der Dichteänderung A und B wurde die Größenordnung
als typische elastische Konstante abgeschätzt.

Die kinetischen Koeffizienten wurden so festgelegt, dass durch die aus den Dispersi-
onsrelationen (4.3)-(4.5) bekannten Diffusionskoeffizienten für die Phasonen- und Leerstel-
lendiffusion in etwa die Größenordnung der experimentell ermittelten Phasonendiffusions-
konstanten wiedergegeben wurde. Die Leerstellendiffusionskonstante wurde, zur besseren
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Konstante Wert Quelle

ρ0 5,08 g
cm3 Amazit [44]

η 1 cm2

s
Lubensky [25] (Annahme)

Γu 4,8 · 10−17 m3s
kg

Annahme

Γw 4,8 · 10−19 m3s
kg

Annahme, de Boissieu

A 1GPa Annahme

B 1GPa Annahme

λ 85GPa Amazit [44]

µ 65GPa Amazit [44]

K1 0,044GPa Létoublon [46]

K2 -0,0396GPa Létoublon [46]

K12 = K1 + K2 0,0044GPa

K3 0,2GPa Annahme, max. 2,4GPa

Tabelle 4.1: Tabelle der Konstanten

Unterscheidung in der Numerik, größer als die Phasonendiffusionskonstante angenommen.
Vorläufiges Messergebnis2 nach de Boissieu für die Phasonendiffusionskonstante ist:

DPhason = 2,1 · 10−16m2

s
. (4.14)

Mit diesen Werten und (4.5) folgt für die kinetischen Koeffizienten:

Γu = 4,8 · 10−21m3s

kg
, (4.15)

Γw = 4,8 · 10−23 m3s

kg
. (4.16)

Da durch die Zeitintegration der hydrodynamischen Gleichungen nur das qualitative Ver-
halten veranschaulicht werden sollte, wurden die kinetischen Koeffizienten Γu,w für die
Numerik mit einem Faktor 104 durchmultipliziert. Damit ließ sich die Rechenzeit erheblich
verkürzen. Der Einfluss der Diffusion von Leerstellen und Phasonen war weiterhin mehrere
Größenordnungen kleiner als durch die viskose Reibung von η.

4.2.2 Skalierung der Gleichungen

Bei der numerischen Behandlung der Gleichungen (4.7a)-(4.7d) führten die um mehrere
Größenordnungen unterschiedlichen Zeitskalen der Propagation sowie der verschiedenen

2Siehe Anhang C.
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diffusiven Moden dazu, dass numerische Rundungsfehler die physikalischen Effekte über-
trafen. Deshalb wurden die hydrodynamischen Variablen skaliert:

t → t̃t′, z → z̃z′,

ρ(z, t) → ρ̃ρ′(z, t), g → g̃g′(z, t), u → ũu′(z, t), w → w̃w′(z, t), (4.17)

mit den Skalierungsfaktoren t̃, z̃, ρ̃, g̃, ũ, w̃. Der Skalierungsfaktor für die Dichte wird als
Mittelwert der Dichte ρ0 angenommen:

ρ̃ := ρ0. (4.18)

Für die Impulsdichte g wird folgende Annahme getroffen:

g̃ := ρ̃
z̃

t̃
. (4.19)

Damit ergeben sich die skalierten Gleichungen zu:

∂t′δρ
′ = −∇′g′, (4.20a)

∂t′g
′ = η

t̃

z̃2
∇′2g′ − A − B

ρ0

t̃2

z̃2
∇′δρ′ +

(λ + 2µ − B)

ρ0

ũ

z̃

t̃2

z̃2
∇′2u′ +

K3

ρ0

w̃

z̃

t̃2

z̃2
∇′2w′, (4.20b)

∂t′u
′ =

z̃

ũ
g′ + ΓuB

t̃

ũz̃
∇′δρ′ + Γu(λ + 2µ)

t̃

z̃2
∇′2u′ + ΓuK3

w̃

ũ

t̃

z̃2
∇′2w′, (4.20c)

∂t′w = ΓwK12
t̃

z̃2
∇′2w′ + ΓwK3

ũ

w̃

t̃

z̃2
∇′2u′. (4.20d)

Der in (4.20b) unterstrichene Term ist gleich der inversen Reynoldszahl, die anderen un-
terstrichenen Terme sind äquivalente Ausdrücke für die phononische und phasonische Ver-
schiebung. Diese Terme dominieren den jeweiligen diffusiven Anteil der Dispersionsrelation.
Nimmt man an, dass die Schallgeschwindigkeit c das Verhältnis von den Skalenfaktoren der
Länge und der Zeit wiedergibt:

z̃

t̃
:= c, (4.21)

so erhält man für die Dispersionsrelation, dass diese nicht von den Skalenfaktoren ũ und
w̃ abhängig ist. Es lässt sich nur noch durch einen freien Parameter z̃ (oder t̃) das Größen-
verhältnis der diffusiven Moden zu dem propagierenden Teil bestimmen. Die Verhältnisse
der diffusiven Moden lassen sich nicht skalieren.

Nachdem die skalierte Schallgeschwindigkeit auf Eins gesetzt wurde, kann man dies
auch noch für die effektive Diffusionskonstante D der propagierenden Mode tun. Diese ist
im Wesentlichen durch die kinematische Viskosität η gegeben:

D t̃

z̃2

!
= 1 ⇒ t̃ =

D

c2
. (4.22)

Da die Skalierungsfaktoren der Verschiebungen ũ, w̃ keinen Einfluss auf die Dispersionsre-
lation haben, wurden sie gleichgesetzt. Als Wert wurde ein Hundertstel Ångström ange-
nommen, also etwa zwei Größenordnungen kleiner als typische Atomabstände:

ũ = w̃ = 10−2Å. (4.23)
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4.2.3 Finite Differenzen

Das skalierte partielle Differenzialgleichungssystem3 (4.20) wurde numerisch mit der Me-
thode der finiten Differenzen integriert (siehe dazu Press et al. [48], Fletcher [49]). Der
eindimensionale Stab der Länge L wurde dazu in ein äquidistantes Gitter mit Abstand dz
diskretisiert. Für den Funktionswert gilt f(zi) = fi. Die ersten und zweiten Ortsableitungen
wurden mit zentralen Differenzen approximiert:

∇f = ∂zf ⇒ fi+1 − fi−1

2dz
, (4.24)

∇2f = ∂2
zf ⇒ fi+1 + fi−1 − 2fi

dz2
. (4.25)

Die Diskretisierung der Zeitableitungen erfolgte nach Euler. Dabei wurde ein explizites
Zwei-Schritt-Schema verwendet. Explizit heißt dabei, dass alle neuen Werte mit Hilfe von
schon bekannten Werten berechnet werden. In dem ersten (Halb-)Schritt wurden die Werte
der hydrodynamischen Variablen fi(t + dt/2) als Funktion der Werte fi(t) berechnet. Im
zweiten Schritt wurde ausgehend vom Wert fi(t) der neue Wert fi(t + dt) mit den Änder-
ungen zur Zeit t+dt/2 berechnet. Mit RHS(t) seien die rechten Seiten zum Zeitpunkt t von
(4.20) bezeichnet. Diese sind abhängig von den jeweils vorkommenden hydrodynamischen
Variablen:

Zwischenschritt fi(t + dt/2) = fi(t) +
dt

2
· RHS(t), (4.26)

Hauptschritt fi(t + dt) = fi(t) + dt · RHS(t + dt/2). (4.27)

Es ist offensichtlich, dass die Diskretisierung Einfluss auf die Genauigkeit und Stabilität
des Lösungsalgorithmus hat. Insbesondere gilt dies für die Zeit- und Ortsschritte dt und dz.
Die Stabilitätsanalyse nach von Neumann liefert Bedingungen an das Verhältnis dieser
beiden Schrittweiten. Bei einer einzelnen partiellen Differenzialgleichung sind dies (mit c
Ausbreitungsgeschwindigkeit, D Diffusionskoeffizient):

Propagation :
c dt

dz
≤ 1, Courant Kriterium, (4.28)

Diffusion :
2D dt

dz2
≤ 1. (4.29)

Für eine partielle Differenzialgleichung einer propagierenden Welle mit diffusiver Dämpfung
gilt:

0 ≤
(

c

dz/dt

)

≤
(

2D

dz2/dt

)

≤ 1. (4.30)

3In der Mathematik wird dieses System als parabolisch-hyperbolisch bezeichnet. Die Einteilung muss
strenggenommen für jedes Paar (z, t) getroffen werden. Physikalisch beschreiben solche partiellen Diffe-
renzialgleichungen z.B. Wellenausbreitung und Diffusion. Sie sind typische Anfangswert- oder Randan-
fangswertprobleme. Elliptische partielle Differenzialgleichungen sind reine Randwertprobleme und werden
meistens mit Relaxationsmethoden gelöst. Als Beispiel sei die Laplacegleichung aus der Elektrostatik
genannt.
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Abbildung 4.1: Graphische Veranschaulichung der Diskretisierung. Links ist der Zwischen-
schritt dargestellt, rechts der Hauptschritt. Die Kreise symbolisieren die Funktionswerte
an den Gitterpunkten zu verschiedenen Zeiten.

Die von Neumannsche Stabilitätsanalyse ergibt für das System (4.20) keine aussagekräfti-
gen Bedingungen. Deshalb wurde zunächst die Bedingung (4.30) zur Orientierung genutzt.
Wie sich dann herausgestellt hat, ist diese Bedingung zu einschränkend. Die Stabilität des
Algorithmus wurde durch Vergleich mit bekannten Lösungen verifiziert.

4.2.4 Test des Algorithmus

Durch die Dispersionsrelation ist das charakteristische Verhalten des Gleichungssystems
(4.20) bestimmt. Dies sind zwei propagierende Moden mit diffusiver Dämpfung, sowie zwei
rein diffusive Moden. Die Lösungen für diese beiden Fälle sind in Spezialfällen bekannt.

Diffusive Moden

Die rein diffusiven Moden (Dispersionsrelation ω = −iDq2, Gleichung für Dichteänderung
und Phasonen) wurden durch die Verbreiterung einer Gaußschen Glocke getestet. Als
Anfangsbedingung wurde eine Glockenfunktion der Breite B vorgegeben:

f(z, t = 0) = f0 exp

(

−(z − z0)
2

B2

)

. (4.31)

Diese verbreitert sich mit der Zeit gemäß:

f(z, t) = f0

√

B2

4Dt + B2
exp

(

− (z − z0)
2

4Dt + B2

)

. (4.32)

Das Verhalten der diffusiven Moden konnte damit am Abfallen der Amplitude sowie der
Verbreiterung der Glockenform überprüft werden.
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Propagierende Moden

Für die propagierenden Moden (Impulsdichte und phononische Verschiebung) lautet die
Dispersionsrelation ω = cq − iDq2. Regt man solch eine Mode an einem Rand periodisch
an f(z = 0, t) = f0 sin(ω0t) so bildet sich eine mit der Geschwindigkeit c sich ausbrei-
tende Welle aus, deren Amplitude exponentiell mit f(z) = f0 exp(−z/l0) abnimmt. Die
charakteristische Abklinglänge l0 ist eine Funktion der Diffusionskonstante, der Schallge-
schwindigkeit, sowie der Anregungsfrequenz:

l0 :=
c3

Dω2
0

. (4.33)

Als Prüfkriterien für die propagierende Mode eignet sich daher die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit c, sowie die Abklinglänge l0.

Die beiden Lösungen sind nur gültig, solange der Einfluss des Randes keine Rolle spielt.
Die Gaußglocken werden deshalb in die Mitte des Stabs gesetzt, und die Abklinglänge
wird vor der ersten Reflexion bestimmt.

4.3 Physikalische Beispiele

Anhand einiger physikalischer Beispiele soll das Verhalten der hydrodynamischen Varia-
blen bei verschiedenen Rand- und Anfangswerten veranschaulicht werden. Im ersten Bei-
spiel wird anhand einer Impulsanregung das Verhalten des phasonischen Freiheitsgrades
beschrieben. Das phononische Antwortverhalten ist durch eine gedämpfte Welle gegeben.
Im zweiten Beispiel wird explizit der phasonische Freiheitsgrad betrachtet. Aus der phaso-
nischen Verschiebung wird eine lokale Flipwahrscheinlichkeit für die Atome berechnet. Das
dritte Beispiel modelliert einen Quasikristall nach dem Durchgang einer Versetzung. Dabei
wird die Verbreiterung einer so genannten Phasonenwand beobachtet. Im letzten Beispiel
werden Versuche zur mechanischen Spektroskopie simuliert. Das Antwortverhalten auf das
Eindrücken des Quasikristalls motiviert die Beschreibung des Materialverhaltens durch
Anelastizität. Darauf wird dann im folgenden Kapitel 5 in Form von Materialgleichun-
gen eingegangen. Die Auftragung in den Diagrammen erfolgt jeweils in dimensionslosen,
skalierten Einheiten.

4.3.1 Impulsanregung

Als Erstes wird die Antwort des Systems auf einen Schlag (deltaförmige Krafteinwirkung)
untersucht (siehe Abb. 4.2). Dazu wird als Anfangsbedingung für die Impulsdichte ein
schmaler Puls am linken Rand vorgegeben. Alle Randwerte werden auf Null gesetzt und
fixiert. Durch die Elastizität schwingt das System zurück, dem positiven Peak der Impuls-
dichte folgt unmittelbar ein negativer. Die Dichte reagiert mit einer Massenverdichtung



4.3 Physikalische Beispiele 69

-1.5e-10

-1.0e-10

-5.0e-11

0.0e+00

5.0e-11

1.0e-10

1.5e-10

100 300 500 700 900

M
as

se
nd

ic
ht

e

Gitterpunkt i

-1.5e-10

-1.0e-10

-5.0e-11

0.0e+00

5.0e-11

1.0e-10

1.5e-10

100 300 500 700 900

Im
pu

ls
di

ch
te

Gitterpunkt i

0.0e+00

4.0e-05

8.0e-05

1.2e-04

100 300 500 700 900

P
ho

no
ni

sc
he

 V
er

sc
hi

eb
un

g

Gitterpunkt i

-1.0e-05

-6.0e-06

-2.0e-06

2.0e-06

6.0e-06

1.0e-05

100 300 500 700 900

P
ha

so
ni

sc
he

 V
er

sc
hi

eb
un

g

Gitterpunkt i

P
S
frag

rep
lacem

en
ts

δρ(z, t1)
δρ(z, t2)
δρ(z, t3)

g(z, t1)
g(z, t2)
g(z, t3)

u(z, t1)
u(z, t2)
u(z, t3)

w(z, t1)
w(z, t2)
w(z, t3)

Abbildung 4.2: Impulskick: Die Anregung erfolgt durch einen Impulsstoß.

gefolgt von einer Verdünnung. Die phononische Verschiebung antwortet mit einem positi-
ven Peak, der zum anderen Rand wandert und dabei sich verbreitert und an Amplitude
abnimmt. Durch die Phasonen-Phononen Kopplung wird auch die phasonische Mode an-
geregt. Die phasonische Verschiebung folgt dabei den Phononen. An den festgehaltenen
Rändern werden die hydrodynamischen Variablen reflektiert. Die Amplitude der phaso-
nischen Verschiebung wechselt das Vorzeichen und die Störung propagiert in die andere
Richtung. Durch die Dämpfung des Systems werden die Amplituden der Auslenkungen
mit der Zeit vermindert. Die phononischen Störungen induzieren also durch die Kopplung
phasonische Verschiebungen.

4.3.2 Phasonische Flipwahrscheinlichkeit

Beim Test des Algorithmus wurde ein Ende fest eingespannt und am anderen Ende die pho-
nonische Verschiebung u(z = 0, t) = u0 sin(ωot) periodisch moduliert. Durch die Kopplung
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Abbildung 4.3: Veranschaulichung der
”
lokale Flipwahrscheinlichkeit“ , diese wird durch

die obere Einhüllende dargestellt.

der hydrodynamischen Gleichungen konnte man auch bei der Dichteänderung δρ, der Im-
pulsdichte g und der phasonischen Verschiebung w periodische Oszillationen beobachten.
Aus der Größe der phasonischen Verschiebung lässt sich eine lokale Flipwahrscheinlichkeit
abschätzen. Dazu bildet man das Verhältnis von phasonischer Verschiebung zu einer ty-
pischen Länge L des Akzeptanzbereichs A. Für den ikosaedrischen Quasikristall ist die
Hypergitterkonstante L(A) = 6,4 Å (Klein [50]) dafür geeignet:

Flipwahrscheinlichkeit =

∣
∣
∣
∣

w(z, t)

L(A)

∣
∣
∣
∣
. (4.34)

In Abb. 4.3 ist nicht die Flipwahrscheinlichkeit aufgetragen, sondern w(z,t)
L(A)

. Die Flipwahr-
scheinlichkeit erhält man durch Betragsbildung. Die Anregung der Phasonen erfolgte mit
einer Amplitude von 10−2Å und einer Frequenz von ω0 = 2,4 · 1010 1

s
. Die Einhüllende folgt

einem exponentiellen Abfall mit der Abklinglänge l0. Dies ist verständlich, da die phason-
ische Verschiebung von den Phononen verursacht wird und die phasonische Diffusion auf
einer viel langsameren Zeitskala stattfindet. Die maximale Flipwahrscheinlichkeit beträgt
8 · 10−13 am Rand an dem die Phononen angeregt werden, und fällt dann exponentiell ab.

4.3.3 Phasonenwand

Als nächstes Beispiel wird das zeitliche Verhalten einer so genannten Phasonenwand unter-
sucht (Abb.4.4). Nach dem Durchgang einer Versetzung durch einen Quasikristall bleibt
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Abbildung 4.4: Zeitliches Verhalten mit Phasonenwand als Anfangsbedingung.

ein phasonischer Defekt zurück, der Phasonenwand genannt wird. Gezeigt wurde dieses
Verhalten für ikosaedrischen Quasikristall in einer Molekulardynamik-Simulation von Dil-
ger et al. [51] sowie experimentell mit einer Transmissions Elektronen Mikroskop (TEM)
Aufnahme von Wang et al. [52]. Die Phasonenwand wird durch eine Stufenfunktion w(z, t =
0) = w0(1−Θ(z−z0)) der phasonischen Verschiebung als Anfangsbedingung realisiert. Die
anderen Variablen werden auf Null gesetzt. Die einzige von Null verschiedene Anfangsbe-
dingung ist der linke Rand der phasonischen Verschiebung, die auf den Wert w0 gesetzt
wird. Die stationäre Lösung für diesen Fall ist eine abfallende Gerade für die phasonische
Verschiebung vom Wert w0 am linken Rand auf Null am rechten. Die stationären Lösungen
der anderen Variablen sind identisch Null. Betrachtet man die Variablen beim ersten Zeit-
schritt t1 so ist die phasonische Verschiebung noch nahezu in der Ausgangskonfiguration.
Bei der Dichteänderung und der Impulsdichte kann man zwei Verdichtungswellen beob-
achten, die nach der Reflexion an den Rändern wieder zur Mitte wandern. An der Stelle,
an der die Stufenfunktion der Phasonen den Sprung macht, ist bei der Dichteänderung
eine Verdünnung zu beobachten. Bei der phononischen Verschiebung kann man erkennen,
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wie sich die Verschiebung ausbreitet. Die phononische Verschiebung bleibt auf einem kon-
stanten Wert, da kein Impuls zum Zurückstellen vorhanden ist. Dies erfolgt erst nach der
Reflexion an den Rändern. Durch die Reibung nehmen die Amplituden ab, und die Peaks
verbreitern sich. Die hydrodynamischen Variablen gehen langsam in die stationären Lösun-
gen über. Für eine

”
ansteigende“ Stufenfunktion als Anfangsbedingung der phasonischen

Verschiebung erhält man eine Verdichtung bei der Massendichte und sich ausbreitende
Verdünnungswellen.

4.3.4 Eindrücken des Festkörpers, phononische Verschiebung

Als abschließendes Beispiel soll das Eindrücken des Stabs untersucht werden. Dazu wird
eine konstante phononische Verschiebung u0 am linken Rand vorgegeben. Die physikali-
schen Experimente, die durch diese Rand- Anfangswertbedingung simuliert werden sollen,
sind die Versuche zur mechanischen Spektroskopie von z.B. Weller et al. [53].

Aus der Forderung der elastischen Spannungsfreiheit kann man eine Bedingung für die
phasonische Verschiebung ableiten:

σu
ij =

∂fel.

∂εij

!
= 0, (4.35)

w(z = 0) =
K3

λ + 2µ + A − 2B
u0. (4.36)

In der numerischen Simulation wurde von dem üblichen Parametersatz für die Konstanten
abgewichen, um den Einfluss der Phasonen zu betonen (Verhältnis von K3 zu phononen-
elastischen Konstanten). Vom linken Rand breiten sich Peaks aus, die sich verbreitern und
deren Amplitude abnimmt. Auch die phasonische Verschiebung wird durch die Kopplung
angeregt. Da die Dynamik der Phasonen viel langsamer erfolgt als die der anderen Pro-
zesse, geht das System fast in die stationäre Lösung für die Phononen über, während die
Phasonen noch das Verhalten der Phasonenwand zeigen. In Abb. 4.5 wurde diese Verhal-
ten genauer untersucht. Als Anfangsbedingung wurde für die phononische Verschiebung
die stationäre Lösung (Gerade von u0 auf Null) gewählt. Die unrelaxierten Phasonen sor-
gen für eine Abweichung der phononischen Verschiebung von der stationären Lösung. Im
Diagramm der Impulsdichte kann man erkennen wie sich eine Störung langsam ausbreitet.
Um den zugehörigen Effekt bei der Dichteänderung darzustellen, wurde diese nicht vom
linken Rand aus abgebildet, sondern ein Stück eingerückt. Das System ist solange gestört,
bis auch die phasonische Verschiebung in die stationäre Lösung übergeht.

Diese Antwort des Quasikristalls auf eine mechanische Beanspruchung wirft die Frage
auf, wie man das Verhalten in Form eines Materialgesetzes beschreiben kann. Im nächs-
ten Kapitel wird auf diese Thematik eingegangen, die zu einem

”
zeitabhängigem“ Hoo-

keschem Gesetz führt.
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Abbildung 4.5: Einfluss der Phasonenrelaxation auf ein halbrelaxiertes System. Darge-
stellt ist nur das erste Viertel des Stabs. Wegen der Darstellbarkeit des Sprungs der
phasonischen Verschiebung wurden noch zusätzliche Gitterpunkte hinzugenommen.
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Kapitel 5

Anelastizität

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass die Relaxation der Phasonen viel langsamer
erfolgt als die der Phononen. Auch die Leerstellendiffusion ist ein lang andauernder Relaxa-
tionsprozess. Während die Phononen sich schon in einem Gleichgewichtszustand befinden,
werden sie durch die noch nicht vollständig relaxierten Phasonen gestört. Betrachtet man
nur die Leerstellen- und Phasonendiffusion, so kann man beiden jeweils eine Relaxations-
zeit und ein relaxiertes elastisches Modul zuordnen. Dieses Materialverhalten kann man
durch einen Spezialfall der Viskoelastizität, die Anelastizität, beschreiben. Der Begriff An-
elastizität wird im nächsten Abschnitt definiert, hier sei noch auf die Abgrenzung zur
Inelastizität hingewiesen. Die Inelastizität beschreibt nicht elastisches Verhalten, also
die gesamte Plasto- und Kriechmechanik. In diesem Kapitel werden aus den hydrodyna-
mischen Gleichungen die Materialgesetze der Anelastizität abgeleitet.

5.1 Anelastisches Materialverhalten

Nach Nowick und Berry [54] wird Anelastizität folgendermaßen definiert:

(i) Für jede Spannung gibt es im Gleichgewicht einen eindeutigen Wert der Verzerrung
und umgekehrt.

(ii) Der Gleichgewichtszustand wird erst nach dem Verstreichen einer gewissen Zeit er-
reicht.

(iii) Die Beziehung zwischen Spannung und Verzerrung ist linear. Dabei wird Linearität
in dem Sinne verstanden, dass für die Summe der Spannungen σ(t) = σ1(t) + σ2(t),
die jeweils eine Verzerrung ε1(t) und ε2(t) verursachen, die Gesamtverzerrung ε(t) =
ε1(t) + ε2(t) folgt.

75
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Das Materialverhalten kann durch mechanische Modelle beschrieben werden (Abb. 5.1).
Die Elastizität wird durch eine Hookesche Feder symbolisiert, die Viskosität durch ein
Newtonsches Dämpfungsglied. Im Eindimensionalen lautet das Hookesche Gesetz:

σ=Με

Hookesche
    Feder Dämpfungsglied

  Newtonsches

σ=ηε

Abbildung 5.1: Mechanische Modelle für Elastizität (links) und Viskosität (rechts).

σ = Mε, (5.1)

und die Gleichung für die Viskosität:

σ = η∂tε = τM∂tε, (5.2)

mit dem Elastizitätsmodul M , der Zähigkeit η und der Zeitkonstanten τ .

Die mechanischen Modelle können kombiniert werden, um ein möglichst realistisches
Modell für einen Festkörper zu beschreiben. Dabei unterscheidet man zwischen Parallel-
und Reihenschaltung. Bei Reihenschaltung zweier Elemente sind die Spannungen gleich,
während die Verzerrungen additiv sind:

ε = ε1 + ε2, σ = σ1 = σ2. (5.3)

Bei Parallelschaltung dagegen sind die Verzerrungen gleich, und die Spannungen additiv:

ε = ε1 = ε2, σ = σ1 + σ2. (5.4)

Im einfachsten Modell reagiert ein Festkörper auf eine vorgegebene Verzerrung instan-
tan mit dem Elastizitätsmodul MU (Index U für unrelaxiert), um dann, mit einer Relaxa-
tionszeit τ , auf einen relaxierten Elastizitätsmodul MR abzusinken (siehe Abb.5.2).

Ein solches einfaches Festkörpermodell wird durch den Standardkörper nach Zener

[55] beschrieben (siehe Abb.5.3).
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Abbildung 5.2: Antwortverhalten eines einfachen Festkörpers.
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η=τδΜ
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Abbildung 5.3: Einfaches Modell für das Antwortverhalten eines Festkörpers nach Zener.

Als Materialgesetz ergibt sich eine Differenzialgleichung in der Zeit für die Spannung
und Verzerrung:

∂tσ +
σ

τ
= MU∂tε + MR

ε

τ
. (5.5)

Die Lösung von (5.5) für eine zum Zeitpunkt t = 0 vorgegebene konstante Verzerrung ε0

ist:

ε = ε0, ∂tε = 0; t ≥ 0,

σ = MUε0 für t = 0, (5.6)

M(t) =
σ(t)

ε0
= MR + (MU − MR)

︸ ︷︷ ︸

δM

exp(− t

τ
) = MR + δM exp(− t

τ
). (5.7)
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MRδΜ2

τ δΜ1 1 τ δΜ2 2

δΜ1

Abbildung 5.4: Fünfparametriges Relaxationsmodell für zwei Relaxationszeiten

Ein weiteres Modell sei durch zwei verschiedene Relaxationsmechanismen beschrieben
(siehe Abb.5.4):

∂2
t σ +

(
1

τ1

+
1

τ2

)

∂tσ +
1

τ1τ2

σ = MU∂2
t ε +

(
δM1

τ2

+
δM2

τ1

+

(
1

τ1

+
1

τ2

)

MR

)

∂tε +
MR

τ1τ2

ε,

(5.8)

MU − MR = δM1 + δM2. (5.9)

Mit der Relaxationsfunktion als Lösung zu dem Anfangswertproblem (5.6):

M(t) = MR +
∑

i

(δMi) exp(− t

τi
). (5.10)

Mehrere Relaxationsmechanismen lassen sich durch weitere Parallelschaltung von Feder
und Dämpfungsglied in einer Reihe erreichen. Für n Relaxationsmechanismen erhält man
folgendes Materialgesetz:

a0σ + a1∂tσ + . . . + an∂n
t σ = b0ε + b1∂tε + . . . + bn∂n

t ε. (5.11)

5.2 Anelastizität aus Hydrodynamischen Gleichungen

Nachdem im vorherigen Abschnitt der Begriff Anelastizität eingeführt und erklärt wurde,
erfolgt in diesem und den nächsten Abschnitten die Ableitung der anelastischen Material-
gleichungen aus den hydrodynamischen Gleichungen. Insbesondere werden die Relaxations-
zeiten und elastischen Moduln identifiziert. Ziel ist es, die hydrodynamischen Variablen
der Dichteänderung δρ und der phasonische Verschiebung w zu eliminieren und durch Zeit-
ableitungen vom Spannungs- und Verzerrungstensor auszudrücken.
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Ausgangspunkt für die weiteren Betrachtungen ist die Identifikation des Spannunsten-
sors in der Gleichung für die zeitliche Änderung der Impulsdichte (4.7b):

∂tg
!
= ∇σ. (5.12)

Der Verzerrungstensor ist im Eindimensionalen durch ε = ∇u gegeben.

Als ersten Fall soll die reine Viskosität η betrachtet werden. Die anderen kinetischen

Koeffizienten werden gleich Null gesetzt Γu
!
= 0

!
= Γw:

∂tδρ = −∇g, (5.13a)

∂tg = η∇2g + (λ + 2µ − B)∇2u + K3∇2w − (A − B)
∇δρ

ρ0

(5.12)
= ∇σ = ∇

(

η∇g + (λ + 2µ − B)∇u + K3∇w − (A − B)
δρ

ρ0

)

, (5.13b)

∂tu =
g

ρ0
, (5.13c)

∂tw = 0. (5.13d)

Bildet man die Zeitableitung von dem durch (5.13b) definierten Spannungstensor und
eliminiert die Dichteänderung, so erhält man:

∂tσ = (λ + 2µ + A − 2B)∂tε + ρ0η∂2
t ε. (5.14)

Die Viskosität führt also nicht zu Anelastizität, vielmehr zu einer allgemeineren viskoelas-
tischen Gleichung. Dies ist auch nicht weiter verwunderlich, da das Newtonsche Dämp-
fungsglied mit η die reine Viskosität beschreibt. Im folgenden wird daher die Viskosität η
stets vernachlässigt.

5.2.1 Anelastizität aufgrund von Leerstellendiffusion

In diesem Abschnitt soll als einziger Relaxationsmechanismus die Leerstellendiffusion be-
trachtet werden. Die phasonischen Konstanten werden deshalb vernachlässigt. Auch ist es
vorteilhaft die Umformungen im Fourierraum vorzunehmen. Dort lautet die anelastische
Gleichung (5.5):

σ + i
σ

ωτ
= i

MRε

ωτ
+ MUε. (5.15)

Mit der gleichen Vorgehensweise wie bei der reinen Viskosität erhält man für die Leerstel-
lendiffusion:

σ + iΓuBq2 σ

ω
= (λ + 2µ + A − 2B)ε + iΓuBq2

(

(λ + 2µ)
A

B
− B

)
ε

ω
. (5.16)
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Die Relaxationszeit und die elastischen Modulen lassen sich durch Koeffizientenvergleich
bestimmen:

MU = (λ + 2µ + A − 2B), (5.17)

MR = (λ + 2µ)
A

B
− B, (5.18)

δMu = (λ + 2µ)

(

1 − A

B

)

+ A − B, (5.19)

τ−1
u = ΓuBq2. (5.20)

Die Relaxationszeit τ ist abhängig vom Wellenvektor, d.h. von der Probengeometrie. Auch
hängt sie von der Kopplungskonstante B ab, also von der Stärke der Kopplung der Dich-
teänderung an die Gitterbewegung. Die elastische Konstante B tritt in der Relaxationszeit
für die Leerstellendiffusion auf, da der kinetische Koeffizient Γu für die Leerstellendiffusion
verantwortlich ist. Führt man einen kinetischen Koeffizienten Γρ in (4.7a) für die Dich-

teänderung ein, so erhält man für die Parameter τ−1
ρ = ΓρA

ρ2

0

, MU = λ + 2µ + A − 2B

und MR = λ + 2µ − B2

A
. Die Relaxationszeit hängt also von der Konstanten A der Dich-

teänderung ab. Durch Einführen des kinetischen Koeffizienten Γρ erhält man allerdings eine
Dispersionsrelation mit einem konstanten Term. Die Gleichungen beschreiben damit keine
Hydrodynamik.

5.2.2 Anelastizität aufgrund der Phasonendiffusion

Dieselbe Betrachtung wird für den Fall mit der Phasonendiffusion als einzigem Relaxati-
onsmechanismus wiederholt. Dort ergeben sich für die Konstanten:

MU = (λ + 2µ + A − 2B), (5.21)

MR = λ + 2µ + A − 2B − K2
3

K12
, (5.22)

δMw =
K2

3

K12

, (5.23)

τ−1
w = ΓwK12q

2. (5.24)

Die Relaxationszeit hängt nur von der rein phasonenelastischen Konstanten K12 ab. Sie ist
wiederum abhängig von der Probengeometrie. Wie bei der Leerstellendiffusion ist auch hier
der unrelaxierte Modul gleich den elastischen Konstanten aus der longitudinalen Schall-
geschwindigkeit. Der Unterschied zwischen den unrelaxierten und relaxierten Moduln ist
gleich dem Verhältnis des Quadrats der Kopplungskonstanten zur rein phasonenelastischen
Konstanten.
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5.2.3 Viskoelastizität durch Leerstellen- und Phasonendiffusion

Nachdem Gleichungen der Anelastizität für die Leerstellen- und Phasonendiffusion als je-
weils einzige Relaxationsmechanismen aus den hydrodynamischen Gleichungen abgeleitet
werden konnte, soll hier eine viskoelastische Gleichung für beide Relaxationsmechanismen
bestimmt werden. Im Fourierraum erhält man:

− iω2σ + ω
(
ΓwK12q

2 + ΓuBq2
)
σ + i(ΓuBq2)(ΓwK12q

2)σ

= − iω2(λ + 2µ + A − 2B)ε

+ ω

[(

λ + 2µ + A − 2B − K2
3

K12

)

ΓwK12q
2 +

(

(λ + 2µ)
A

B
− B

)

ΓuBq2

]

ε

+ i(ΓuBq2)(ΓwK12q
2)

(

(λ + 2µ)
A

B
− B − A

B

K2
3

K12

)

ε. (5.25)

Damit lassen sich wieder formal fünf Parameter identifizieren:

MU = (λ + 2µ + A − 2B), (5.26)

MR = (λ + 2µ)
A

B
− B − A

B

K2
3

K12

, (5.27)

δMu = (λ + 2µ)

(

1 − A

B

)

+ A − B +
K2

3

K12

(
A

B
− 1

)

, (5.28)

δMw =
A

B

K2
3

K12

, (5.29)

τ−1
u = ΓuBq2, (5.30)

τ−1
w = ΓwK12q

2. (5.31)

Allerdings ist die Differenz zwischen unrelaxiertem und relaxiertem Modul nicht gleich der
Summe der Relaxationsmoduln:

MU − MR 6= δMu + δMw. (5.32)

Die Gleichungen mit beiden Relaxationsmechanismen beschreiben also nicht anelastisches
Verhalten, man kann nur noch von Viskoelastizität sprechen. Formal lassen sich die hy-
drodynamischen Gleichungen so ändern, dass man die Parameter der einzelnen Relaxati-
onsmechanismen (5.17)-(5.24) wieder erhält. Vernachlässigt man folgenden Term in (4.7c):

∂tu = . . . + ΓuK3∇2w, (5.33)
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so erhält man für die Parameter:

MU = (λ + 2µ + A − 2B), (5.34)

MR = (λ + 2µ)
A

B
− B − K2

3

K12
, (5.35)

δMu = (λ + 2µ)

(

1 − A

B

)

+ A − B, (5.36)

δMw =
K2

3

K12
, (5.37)

τ−1
u = ΓuBq2, (5.38)

τ−1
w = ΓwK12q

2. (5.39)

Die Auswirkung der Vernachlässigung betrifft bei der Dispersionsrelation nur die rein diffu-
siven Moden (4.5). Dort wird der Term ΓuΓwAK2

3 zu ΓuΓwBK2
3 . Die Vernachlässigung des

Terms ΓuK3∇2w ist aber rein willkürlich, insbesondere da der dazu entsprechende Term
ΓwK3∇2u bei der Phasonenbewegungsgleichung weiterhin beachtet wird.



Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurden Fragestellungen zur Hydrodynamik in Quasi-
kristallen bearbeitet. Dafür wurde im ersten Kapitel die Festkörperklasse Quasikristalle
beschrieben. Mathematisch lassen sich Quasikristalle als Projektion aus einem höherdi-
mensionalen Hyperraum konstruieren. Daraus resultieren die besonderen Eigenschaften
dieser Materialklasse, z.B. die aperiodische lückenlose Parkettierung des Raums und die
für periodische Kristalle

”
kristallographisch verbotenen“ Symmetrien. Die höherdimensio-

nale Beschreibung führt zu einer weiteren charakteristischen Eigenschaft, den Phasonen.
Diese lassen sich im diskreten Bild als Flip der Atomkonfiguration interpretieren. Im Kon-
tinuumsbild stellen sie einen weiteren Freiheitsgrad dar, der eine gewisse Verwandtschaft
zur phononischen Verschiebung aufweist.

Im zweiten Kapitel wurde die für die Phasonen notwendige Erweiterung der Elasti-
zitätstheorie beschrieben. Diese stellt einen zeitunabhängigen Zusammenhang zwischen
mechanischer Beanspruchung und Antwortverhalten eines Kontinuums dar.

Im dritten Kapitel wurde die Grundlage für die zeitabhängige Beschreibung gelegt.
Zunächst wurde der Begriff Hydrodynamik präzisiert. Darunter versteht man niederener-
getische, langwellige Störungen eines Systems, die sich in Form von Erhaltungsgleichungen
beschreiben lassen. Am bekannten Beispiel einer Flüssigkeit wurden die hydrodynamischen
Gleichungen von Euler und Navier-Stokes hergeleitet. Mit dem gleichen Ansatz wur-
den hydrodynamische Gleichungen für einen ikosaedrischen Quasikristall aufgestellt. Die
Herleitung dieser Gleichungen wurde mit einem weiteren, formaleren Ansatz wiederholt.
Vorteilhaft war dabei, dass sich die reaktiven Terme in einem Automatismus ergaben. Für
die Reibungsterme musste aber auf den Entropieproduktionsformalismus zurückgegriffen
werden. Die Modenstruktur der hydrodynamischen Variablen wurde untersucht, diese tei-
len sich in propagierende und diffusive Moden auf.

Im vierten Kapitel wurde ein eindimensionaler Spezialfall der Hydrodynamik numerisch
gelöst. Dazu wurde das System diskretisiert und skaliert. Mit Hilfe des Lösungsalgorithmus
wurde das zeitliche Antwortverhalten des Quasikristalls auf verschiedene physikalische Pro-
blemstellungen analysiert. Es wurde am Verhalten auf einen Impulsstoß die Auswirkungen
auf den zusätzlichen Freiheitsgrad der Phasonen verdeutlicht. Eine Abschätzung für die lo-
kale Flipwahrscheinlichkeit bei periodischer Anregung wurde abgeleitet, und das zeitliche
Verhalten nach Durchgang einer Versetzung (Verbreiterung einer Phasonenwand) unter-
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sucht. Die unterschiedliche Relaxation der Phononen und Phasonen auf das Eindrücken
des Quasikristalls motivierte das daran anschließende Kapitel, in dem auf zeitabhängige
Materialgesetze eingegangen wurde. Die Materialgesetze folgten dabei aus den hydrodyna-
mischen Gleichungen. Für die Leerstellen- und Phasonendiffusion konnten jeweils anelas-
tische Materialgleichungen abgeleitet werden.

Als Ansatz für zukünftige Arbeiten zur Hydrodynamik in Quasikristallen seien hier
zwei Aufgaben festgehalten. Die erste Aufgabe besteht darin, die hydrodynamischen Glei-
chungen zu verbesseren bzw. zu erweitern. Vor allem die in Anhang B.2 von Ishii [58] vor-
gestellte Aufteilung der Dichte in eine Beitrag des Gitters und eine Defektdichte erscheint
vielversprechend. Dadurch könnte man einen kinetischen Koeffizienten für die Defektdichte
einführen, und die Form der Parameter der anelastischen Gleichungen würde eine intuiti-
vere Form annehmen (die Relaxationszeit der Leerstellendiffusion wäre dann proportional
zum kinetischen Koeffizienten der Defektdichte, siehe Kapitel 5.2.1).

Der zweite große Aufgabenbereich besteht in der Anwendung der hydrodynamischen
Gleichungen auf die Interpretation von Messergebnissen. So lassen sich aus den hydrody-
namischen Gleichungen Debye-Waller Faktoren berechnen, die mit Beugungsexperimenten
verglichen werden können. Insbesondere der Einfluss der Phasonen ist dabei von Interesse.
Aus Experimenten der mechanischen Spektroskopie lassen sich Konstanten der Materialge-
setze bestimmen. Aus diesen kann man wiederum die Konstanten in den hydrodynamischen
Gleichungen gewinnen. Neben der Interpretation von realen Experimenten, kann man diese
auch durch Molekulardynamik simulieren. Auch dadurch lassen sich wieder Materialkon-
stanten bestimmen.



Anhang A

Rechnungen zum Kapitel Hydrodynamik

A.1 Variationsrechnung

In diesem Teil des Anhangs A seien die verwendeten Ergebnisse aus der Variationsrechnung
zusammengefasst:

δf(x)

δf(y)
= δ(x − y). (A.1)

Gegeben sei ein Funktional F [φ(x)] =
∫

dxf(φ(x),∇φ(x)), dann ist die Variation:

δF

δφ(y)
=

∫

ddx
δf

δφ(y)

=

∫

ddx

[
∂f

∂φ(x)

δφ(x)

δφ(y)
+

∂f

∂∇φ(x)

δ∇φ(x)

δφ(y)

]

=

∫

ddx

[
∂f

∂φ(x)
δ(x − y) +

∂f

∂∇φ(x)
· ∇δ(x − y)

]

. (A.2)

Der letzte Term wird partiell integriert, dabei liefert der Oberflächenterm wegen der Del-
tafunktion keinen Beitrag, somit gilt:

δF

δφ(y)
=

∂f

∂φ(y)
−∇ · ∂f

∂∇φ(y)
. (A.3)
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A.2 Poissonklammern

Klassische Poissonklammern

Für die Bestimmung der klassischen Poissonklammern muss man zunächst die mikrosko-
pische Form der hydrodynamischen Variablen angeben. Diese lauten:

ρ(x) =
∑

α

mδ(xα − x), (A.4)

gi(x) =
∑

α

pα
i δ(xα − x), (A.5)

ui(x) =
∑

α

uα
i δ(xα − x), (A.6)

wi(x) =
∑

α

wα
i δ(xα − x). (A.7)

Bei der Berechnung ist darauf zu achten, dass die phononische Verschiebung ui sich wie
ein Ortsvektor verhält, während dies bei der phasonischen nicht der Fall ist. Da die Mas-
sendichte ρ und die beiden Verschiebungen nur Funktionen des Orts und nicht des Impuls
sind, ergeben sich mit (3.55) folgende von Null verschiedene Poissonklammern:

{gi(x), ρ(x′)} = ρ(x)∇iδ(x − x′), (A.8)

{gi(x), gj(x
′)} =

(

gj(x)∇i − gi(x
′)∇′

j

)

δ(x − x′), (A.9)

{ui(x), gj(x
′)} =

[

− δij + ∇jui(x)
]

δ(x − x′), (A.10)

{wi(x), gj(x
′)} =

[

∇jwi(x)
]

δ(x − x′). (A.11)

Die Poissonklammern (A.8) und (A.9) sind identisch zu den Poissonklammern einer
einfachen Flüssigkeit.

Kommutatoren

Für die Berechnung der Kommutatoren ist es notwendig die klassischen Observablen zu
symmetrisieren. Für den Impulsoperator ĝ folgt:

ĝ =
~

2i

∑

α

(

∇αδ(xα − x) + δ(xα − x)∇α

)

. (A.12)

Man erhält damit dasselbe Ergebnis wie (A.8)-(A.11). Für (A.8) und (A.9) ist dies von
Dzyaloshinskii et al. [40] ausgeführt.
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A.3 Hydrodynamische Gleichungen

Im Folgenden werden die hydrodynamischen Gleichungen der vier Variablen ρ, g, u, w mit
Hilfe der Poissonklammern hergeleitet. Die Abhängigkeit der hydrodynamischen Varia-
blen von x, x′ und t ist explizit nur bei Mehrdeutigkeit angegeben.

Gleichung für ρ(x, t):

∂ρ(x)

∂t
+

∫

{ρ(x), gi(x
′)} δH

δgi(x
′)

ddx′ = 0,

∂ρ(x)

∂t
−
∫

ρ(x′)
(

∇′
iδ(x

′ − x)
)gi(x

′)

ρ(x′)
ddx′ = 0,

∂ρ

∂t
+ ∇igi = 0. (A.13)

Gleichung für ui(x, t):

∂ui(x)

∂t
+

∫

{ui(x), gj(x
′)} δH

δgj(x
′)

ddx′ + Γu
δH

δui(x)
= 0

∂ui(x)

∂t
+

∫ [

− δij + ∇jui(x)
]

δ(x − x′)
gj(x

′)

ρ(x′)
ddx′ + Γu

δH

δui(x)
= 0

∂ui

∂t
+ vj(∇jui) + Γu

δH

δui

− vi = 0 (A.14)

Gleichung für wi(x, t):

∂wi(x)

∂t
+

∫

{wi(x), gj(x
′)} δH

δgj(x
′)

ddx′ + Γw
δH

δwi(x)
= 0,

∂wi(x)

∂t
+

∫ [

∇jwi(x)
]

δ(x − x′)
gj(x

′)

ρ(x′)
ddx′ + Γw

δH

δwi(x)
= 0,

∂wi

∂t
+ vj(∇jwi) + Γw

δH

δwi
= 0. (A.15)
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Gleichung für gi(x, t):

∂gi(x)

∂t
+

∫ (

{gi(x), ρ(x′)} δH

δρ(x′)
+ {gi(x), gj(x

′)} δH

δgj(x
′)

+ {gi(x), uj(x
′)} δH

δuj(x
′)

+ {gi(x), wj(x
′)} δH

δwj(x
′)

)

ddx′

−
∫

ddx′ δ

δΨβ(x′)
{gi(x), Ψβ(x′)} + Γgg

δH

δgi(x)
= 0. (A.16)

Da die Poissonklammer der Impulsdichte mit sich selbst die einzige nichtverschwindende
ist, gibt es einen Beitrag mit Variation dieser Poissonklammer. Die Terme werden im
Folgenden einzeln berechnet:

∫

{gi(x), ρ(x′)} δH

δρ(x′)
ddx′ =

∫

ρ(x)∇iδ(x − x′)
δ(Hkin. + Herw.)

δρ(x′)
ddx′

= ρ(x)∇i

∫

δ(x − x′)
δ(Hkin. + Herw.)

δρ(x′)
ddx′

= ρ(x)∇i

(
δHerw.

δρ(x)
+

δHkin.

δρ(x)

)

= ρ∇i

(
δHerw.

δρ

)

+ ρ∇i

(

−1

2

g2

ρ2

)

= ρ∇i

(
δHerw.

δρ

)

− ρ
gj

ρ
∇i

(
gj

ρ

)

= ρ∇i

(
δHerw.

δρ

)

− gj∇ivj, (A.17)

∫

{gi(x), gj(x
′)} δH

δgj(x
′)

ddx′ =

∫

vj(x
′)
(

gj(x)∇i − gi(x
′)∇′

j

)

δ(x − x′) ddx′

= gj(x)∇i

∫

δ(x − x′)vj(x
′) ddx′

−
∫

vj(x
′)gi(x

′)∇′
jδ(x − x′) ddx′

= gj∇ivj + ∇j

(

vjgi

)

. (A.18)

Der letzte Term von (A.17) und der erste von (A.18) heben sich gegenseitig auf.
∫

{gi(x), uj(x
′)} δH

δuj(x
′)

ddx′ = −
∫ [

− δij + ∇′
iuj(x

′)
]

δ(x′ − x)
δH

δuj(x
′)

ddx′

=
[

δij −∇iuj

]δH

δuj
, (A.19)
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∫

{gi(x), wj(x
′)} δH

δwj(x
′)

ddx′ = −
∫ [

∇′
iwj(x

′)
]

δ(x′ − x)
δH

δwj(x
′)

ddx′

= −
(

∇iwj

) δH

δwj
. (A.20)

Die Gleichung mit dem kinetischen Koeffizienten Γgg ergibt:

Γgg
δH

δgi(x)
= −∇j(η̃ijkl∇kvl), (A.21)

∫

ddx′ δ

δΨβ(x′)
{gi(x), Ψβ(x′)}

=

∫

ddx′
(

δ

δρ(x′)
{gi(x), ρ(x′)} +

δ

δgj(x
′)
{gi(x), gj(x

′)}

+
δ

δuj(x
′)
{gi(x), uj(x

′)} +
δ

δwj(x
′)
{gi(x), wj(x

′)}
)

. (A.22)

Wieder termweise betrachtet:

∫

ddx′ δ

δuj(x
′)
{gi(x), uj(x

′)} =

∫

ddx′ δ

δuj(x
′)

[

δij −∇′
iuj(x

′)
]

δ(x′ − x)

= −
∫

ddx′
(

∇′
i

δuj(x
′)

δuj(x
′)

)

δ(x′ − x)

= −
∫

ddx′ (∇′
i1) δ(x′ − x) = 0. (A.23)

Der Term mit wj an Stelle von uj geht analog.

∫

ddx′
(

δ

δρ(x′)
{gi(x), ρ(x′)} +

δ

δgj(x
′)
{gi(x), gj(x

′)}
)

=

∫

ddx′
(

δ

δρ(x′)
ρ(x)∇iδ(x − x′) +

δ

δgj(x
′)

(

gj(x)∇i − gi(x
′)∇′

j

)

δ(x − x′)

)

=

∫ (

δ(x − x′)∇iδ(x − x′) + δ(x − x′)∇iδ(x − x′) − δij∇′
jδ(x − x′)

)

ddx′

=

∫ ([

−∇iδ(x − x′)
]

δ(x − x′) + δ(x − x′)∇iδ(x − x′) + δ(x − x′)(∇′
i1)
)

ddx′

= 0. (A.24)

Die ersten beiden Terme der vorletzten Zeile sind jeweils identisch gleich Null, da für beide
gilt a = −a ⇒ a = 0.
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Hydrodynamische Gleichungen

Die vier hydrodynamischen Gleichungen lauten zusammengefasst:

∂ρ

∂t
+ ∇k(vkρ) = 0, (A.25a)

∂gi

∂t
+ ∇k(vkgi) −∇j η̃ijkl∇kvl = −(δij −∇iuj)

δH

δuj
+ (∇iwj)

δH

δwj
− ρ∇i

δHerw.

δρ
, (A.25b)

∂ui

∂t
+ vk∇kui = vi − Γu

δH

δui
, (A.25c)

∂wi

∂t
+ vk∇kwi = −Γw

δH

δwi
. (A.25d)



Anhang B

Literaturvergleich

B.1 Grenzfall isotroper Festkörper

Vernachlässigt man den phasonischen Freiheitsgrad w und damit alle phasonische Kon-
stanten wie K1, K2, K3, Γw, dann sind die hydrodynamischen Gleichungen identisch zu
denen eines isotropen Festkörpers. Dies ist z.B. ein amorpher Festkörper. Die von Cohen,
Fleming und Gibbs in [56] sowie von Das und Schilling in [57] angegebenen Gleichun-
gen für einen amorphen Festkörper stimmen im Grenzfall ohne Phasonen mit denen des
ikosaedrischen Quasikristalls überein. Insbesondere gilt dies für die in [57] angegebenen
Schallgeschwindigkeiten und Diffusionskoeffizienten. Zwar kann man bei amorphen Mate-
rialien nicht mehr von Gitterplätzen ausgehen, es ist aber trotzdem sinnvoll jedem Atom
eine ursprüngliche Position zuzuordnen. Die Verschiebung u ist dann die Abweichung von
dieser ursprünglichen Position. Unter der Leerstellenbewegung versteht man eine Umord-
nung der Konfiguration des amorphen Festkörpers.

B.2 Ishii : Umdeutung ρ und Reibungskoeffizient Γd

Ishii teilt in [58] die Massendichte ρ in verschiedene Beiträge auf:

ρ = ρqg + ρd = ρqg + (ρzg − ρleer). (B.1)

Dabei wurde die Quasigitterdichte ρqg und die Defektdichte ρd, die aus Zwischengitter-
atomen (ρzg) und Leerstellen (ρleer) besteht, eingeführt. Statt der Massendichte wird die
Defektdichte als unabhängige hydrodynamische Variable verwendet. Die Defektdichte er-
laubt einen neuen kinetischen Koeffizienten Γd.
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B.3 Hydrodynamik nach Khannanov

Khannanov beschreibt in [59] die hydrodynamischen Gleichungen in ikosaedrischen Qua-
sikristallen. Motivation für diese Veröffentlichung ist die Form der Leerstellendiffusion in
den Dispersionsrelationen der propagierenden Moden. In der Veröffentlichung von Lubens-
ky et al. [25] ist durch einen Rechenfehler kein Term proportional zur Leerstellendiffusion
(Γu) in dem diffusiven Anteil der Dispersionsrelation für die longitudinale, propagierende
Mode. Khannanov nimmt dies als Anlass für einen anderen Ansatz. Als hydrodynami-
sche Variablen berücksichtigt er die Massendichte ρ, die Impulsdichte g, die phasonische
Verschiebung w und an Stelle der phononischen Verschiebung u die (skalare) Leerstellen-
konzentration C. Die Anzahl der hydrodynamischen Variablen verringert sich von zehn
auf acht. Wegen dem Vorhandensein von Leerstellen ist die elastische Verschiebung nicht
mehr eindeutig gegeben. Statt einer lokalen Verschiebung u geht Khannanov nur von einer
totalen Verschiebung U aus. Für den Strom der Leerstellenkonzentration wird die gleiche
Abhängigkeit angenommen, wie für eine Mischung einer binären Flüssigkeit. Die lineari-
sierte Gleichung für die Leerstellenkonzentration lautet:

∂C

∂t
= D∆C + Dγ∆p. (B.2)

D und γ sind Konstanten und p der Druck, der proportional der Spur des Spannungstensors
ist. Die von Lubensky abweichende Ergebnisse für die Dispersionsrelationen mit diesem
Ansatz sind:

(i) Die longitudinale Schallgeschwindigkeit ist cL =
√

λ+2µ
ρ0

, also die Leerstellen haben

keinen Einfluss.

(ii) Die Leerstellendiffusion liefert einen Beitrag zur Dämpfung der longitudinalen Mode.

(iii) Die Leerstellendiffusion liefert dagegen keinen Beitrag zur Dämpfung der transversa-
len Mode.

Wie schon erwähnt führt der Ansatz von Lubensky auch zu einem Beitrag der Leerstel-
lendiffusion zur Dämpfung der longitudinalen Dispersionsrelation. Punkt (iii) kann man
am besten überprüfen, indem man den phasonischen Freiheitsgrad eliminiert, und die Di-
spersionsrelation dann mit dem Ergebnis für einen amorphen Festkörper mit Leerstellen
vergleicht. S. Das in [36] erhält einen Term entsprechend Γuµ für die Dämpfung der trans-
versalen Dispersionsrelation. Die Abweichung bei Khannanov liegt wahrscheinlich in der
nicht exakten Entwicklung in Potenzen von q. So wird der Term D∆C als höhere Ordnung
in q vernachlässigt.

Dzyaloshinskii und Volovick untersuchen in [40] die Auswirkung von Leerstellen auf das
Konzept der lokalen Verschiebung u. Sie kommen zu dem Ergebnis, dass zumindest für
die linearisierten Gleichungen dieses Konzept die gültigen hydrodynamischen Gleichungen
reproduziert.
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B.4 Dynamische Gleichungen der Elastodynamik

Modell von Ding et al.

In der klassischen Elastizitätstheorie wird die Hauptgleichung der Elastostatik durch einen
Trägheitsterm zu einer dynamischen Gleichung erweitert:

∇jσij + fi = ρ
∂2ui

∂t2
. (B.3)

Diese Erweiterung wurde auf die Hauptgleichungen der Elastostatik für den Quasikristall
von Ding et al. [60] übertragen:

∇jσ
u
ij + fu

i = ρ
∂2ui

∂t2
, (B.4)

∇jσ
w
ij + fw

i = ρ
∂2wi

∂t2
. (B.5)

Dieser Ansatz führt auf propagierende Moden für die Phasonen. Später wurde die Fra-
ge aufgeworfen, wieso die Dichte als Trägheit auch bei den Phasonen auftritt. Dies lässt
sich nicht in Übereinstimmung bringen mit der Vorstellung des Phasons als Atomflip. Als
Trägheitsmasse für die Phasonen wurde dann eine nicht näher spezifiziert effektive Dichte
ρeff. eingeführt:

∇jσ
w
ij + fw

i = ρeff.
∂2wi

∂t2
. (B.6)

Minimal-Modell von Rochal und Lorman

Rochal und Lorman vergleichen in [61] die Ansätze von Lubensky et al. [25] und Ding et
al. [60] mit experimentellen Ergebnissen. Insbesondere die Tatsache, dass Phasonen nicht
propagierende sondern diffusive Moden sind führte zu einer Modifikation der Gleichungen
der Elastodynamik. Die effektive Masse ρeff. bei den Phasonen wurde Null gesetzt, die
phononische Volumenkraft vernachlässigt, und die phasonische Volumenkraft proportional
zur Zeitableitung der phasonischen Verschiebung angenommen fw

i = −D ∂wi

∂t
:

∇jσ
u
ij = ρ

∂2ui

∂t2
, (B.7)

∇jσ
w
ij = D

∂wi

∂t
. (B.8)

Bei den hydrodynamischen Gleichungen von Lubensky wurde die Gleichung der phono-
nischen Verschiebung u kritisiert, insbesondere die Form der zugrundeliegenden dissipa-
tiven Funktion. Die Struktur der Moden, Phononen propagierend und Phasonen diffusiv
wurde, bestätigt.
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Anhang C

Messungen phasonischer Diffusion

In diesem Anhang werden verschiedene Experimente zu Diffusionmechanismen in ikosaedri-
schen Quasikristallen vorgestellt. Dabei wird jeweils ein anderes Messkonzept beschrieben.
Die Ergebnisse zur Phasonendiffusion unterscheiden sich zum Teil erheblich. Da die Mes-
sungen im Allgemeinen in Abhängigkeit von der Temperatur durchgeführt werden, lassen
sich die Ergebnisse in Form von Arrhenius-Gesetzen darstellen. Diese haben folgende
Form:

f(T ) = f∞ exp(−∆H

kBT
). (C.1)

f(T ) ist z.B. die inverse Resonanzfrequenz, oder die Diffusionskonstante, ∆H die Aktivie-
rungsenthalpie und kBT der Boltzmannfaktor.

C.1 Radiotracer Messung von Blüher

Experimente mit radioaktiven Traceratomen wurden von Blüher et al. [62] durchgeführt.
Die Diffusionskoeffizienten wurden aus den Eindringprofilen der Traceratome bestimmt.
Die Messungen erfolgten in zwei Temperaturbereichen. Die Diffusion über 450◦C wurde
einem Leerstellenmechanismus zugeschrieben, die Diffusion bei niedrigeren Temperaturen
wurde durch einen von Phasonen begünstigten Mechanismus interpretiert. Für die Aktivie-
rungsenthalpie wurde ein Wert von ∆H = 1eV angegeben, sowie D∞ = 10−10 m2

s
. Berechnet

man für diesen Mechanismus die Diffusionskonstante bei 800 K so erhält man einen Wert
von 5 · 10−17 m2

s
.

C.2 Mechanische Spektroskopie von Damson

Damson et al. [63] führten Versuche der mechanische Spektroskopie an Quasikristallen
durch. Dabei wurde eine Probe zu mechanischen Schwingungen angeregt und das zeitliche
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Verhalten der Amplitude gemessen. Aus dem logarithmischen Dekrement θ der Amplitude
A(n) wurde der Q-Faktor der inneren Reibung bestimmt:

Q−1 =
θ

π
=

1

πn
ln

A(0)

A(n)
. (C.2)

Trägt man Q−1 über der Temperatur T auf, so erhält man zwei Peaks, die von ver-
schiedenen Relaxationsmechanismen stammen. Der Peak bei 370 K wird Punktdefek-
ten wie z.B. Leerstellen zugeordnet. Der zweite Peak bei etwa 870 K stammt dagegen
von phasonischen Defekten. Die Arrhenius-Parameter wurden mit ∆H = 4.0eV und
τ−1
∞ = 3 · 1024s−1 angegeben. Für D∞ wurde ein Wert von 2 · 104 m2

s
abgeschätzt. Damit

ergibt sich D(800 K) = 10−21 m2

s
.

C.3 Untersuchung mit TEM von Feuerbacher

Feuerbacher et al. [64] berichten über eine direkte Methode die phasonischen Defekte ei-
nes Quasikristalls zu beobachten. Dabei werden in-situ Aufnahmen einer Probe in einem
Transmissionen-Elektronen-Mikroskop untersucht. In dem Experiment wurde das allmähli-
che Verschwinden (mit Abklingzeit t) der Defekte in Abhängigkeit von der Temperatur
gemessen. Folgende Arrhenius-Parameter ergaben sich dabei:

∆H = 4,28eV, t−1
∞ = 3,8 · 1021s−1. (C.3)

Eine Abschätzung für die Diffusionskonstante liefert D∞ = 5 · 107 m2

s
und D(800 K) =

10−20 m2

s
.

C.4 Diffuse Streuung von deBoissieu

De Boissieu et al. haben die Phasonendiffusionskonstante mit Röntgenstreuexperimenten
bestimmt.

DPhason[m
2/s]

ICQ 8 (8.-13.9.2002) [65] 2,7 · 10−17

pers. Mitteilung (5.3.2003) [66] 1,1 · 10−15

Nancy (27.5.2003) [67] 2,1 · 10−16

In einem Konferenzvortrag auf der ICQ 8 wurde über die Messung von diffusiver Streu-
ung aufgrund von Phasonfluktuationen berichtet. Der in der Tabelle angegebene Wert für
die Phasonendiffusionskonstante wurde aber noch korrigiert [66]. Auf dem Abschlusskollo-
quium des Schwerpunktprogramms Quasikristalle in Nancy berichtete de Boissieu über die
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Bestimmung der Phasonendiffusionskonstante wiederum durch diffuse Streuung. Starke In-
tensitätsfluktuationen führten zu so genannten Speckle Mustern. Die Messungen erfolgten
bei etwa 650◦C. Bisher ist noch keine gedruckte Veröffentlichung über diese Experimente
erschienen. Die angegebenen Werte für die Phasonendiffusionskonstante sind sicher nicht
die endgültigen, doch ist damit die Größenordnung vorgegeben.
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