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Einleitung

Anhand einer bekannten Formel aus der Integralgeometrie als Beispiel soll die Problem-
stellung erlautert und motiviert werden, die dieser Arbeit zugrunde liegt: Sei C' eine feste
kompakte berandete d-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit C2-differenzierbarem Rand)
im d-dimensionalen euklidischen Raum. Wird diese mit beliebigen Hyperebenen & ge-
schnitten, so gilt (vgl. [21, formula 14.79 in I11.14.6.]; es sei d > 2)

/ WCnede= [ pasdo.
§€€q-1,4 oC

Hierbei sei x(C' N ¢) die Euler-Charakteristik des Schnitts von C' und £ sowie ;-1 4 die
Mannigfaltigkeit aller Hyperebenen; die rechte Seite ist das Oberflichenintegral iiber die
(d — 2)-te mittlere Kriimmung. Werden nur die Hyperebenen einer kompakten Teilmen-
ge von &;_1 4 betrachtet, die alle C' schneidenden Hyperebenen enthélt, so driickt diese
Formel somit das folgende aus: Bei geeigneter Normierung ist der Erwartungswert der
Euler-Charakteristik des Schnitts einer beliebigen Hyperebene £ mit C' — bis auf einen
konstanten von C' unabhéngigen Faktor — durch die rechte Seite gegeben, in die aus-
schliefllich (differential-)geometrische GroBen von OC' eingehen. Es ist nun nahe liegend
zu fragen, wie in obiger Situation eine Formel fiir die Verteilung aussieht, wie sich also
das kinematische Maf} derjenigen Hyperebenen ¢ ausdriicken lésst, fiir die x(C'N¢) einen
festen vorgegebenen Wert annimmt.

Zur letzten Fragestellung lagen bis jetzt jedoch erst relativ wenige Ergebnisse vor, die
sich zudem auf den ebenen Fall konzentrieren. So stellte J. J. Sylvester im Jahr 1890 fiir
endlich viele paarweise disjunkte konvexe Mengen das Problem, dass das kinematische
Maf3 derjenigen Geraden bestimmt werden soll, die alle diese Mengen zugleich schneiden
bzw. die mindestens eine dieser Mengen schneiden. Fiir bis zu drei Mengen hat er explizi-
te Formeln in Abhéngigkeit von der gegenseitigen Lage der Mengen angegeben, fiir eine
groffere Anzahl von Mengen ein konstruktives Verfahren zur Gewinnung einer solchen
Formel geliefert (vgl. [25]). Im Jahr 1966 beschéftigte sich R. Sulanke unter anderem mit
der Existenz von Netzen aus endlich vielen beschrankten konvexen Kurvenbdgen bei vor-
gegebenem Triger der Verteilung ihrer Schnittpunktanzahl mit Geraden (vgl. [24]). Fiir
reguléire geschlossene Kurven gab R. V. Ambarcumjan schlieflich eine explizite Formel
fiir die Wahrscheinlichkeit an, dass eine Gerade mit der Kurve genau k Schnittpunkte
besitzt (vgl. [1]) — ein vollsténdiger Beweis ist in der Literatur jedoch nicht vorhanden.

Von diesem Hintergrund ausgehend haben Annette Gauger und ich in unseren Diplom-
arbeiten (vergleiche [5, 23]) in den zweidimensionalen Réumen konstanter Kriimmung
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die kinematischen Mafle von Geraden bzw. Kreisen bestimmt, die eine vorgegebene fes-
te stiickweise reguldre Kurve in & Punkten schneiden. Die hierfiir verwendeten Metho-
den waren iiberwiegend differentialgeometrischer Natur, wahrend die Vorgehensweise der
oben erwéhnten Arbeiten (d.h. [25], [24] sowie [1]) im wesentlichen kombinatorischen
Charakters war.

Ziel dieser Arbeit ist es nun, diese Ergebnisse einerseits auf Fldchen in Raume belie-
biger Dimension zu verallgemeinern, andererseits sollen auch moglichst viele Schnittsi-
tuationen abgedeckt werden. Dies geschieht zunédchst im Euklidischen — anschlieffend im
Nichteuklidischen — fiir Hyperebenen bzw. Sphéren beziiglich Fldachen beliebiger Kodi-
mension. Die einzige Forderung, die dabei an die Menge von Hyperebenen bzw. Sphéren,
deren kinematisches Mafl bestimmt werden soll, gestellt wird, wird sein, dass sie von
an die gegebene Fliche tangentialen Hyperebenen bzw. Sphéiren berandet wird. Dies
umfasst somit insbesondere die eingangs betrachtete Situation, dass das Mafl derjenigen
Hyperebenen £ bestimmt werden soll, fiir die x (£ N C') einen vorgegebenen Wert besitzt.
Es sind jedoch auch weitergehende Situationen abgedeckt, in denen zum Beispiel die An-
zahl der Schnittkomponenten oder das Trennen von Zusammenhangskomponenten von
Interesse sind. Schliefflich wird im Euklidischen auch noch das Mafl von Geraden mit
entsprechendem Schnittverhalten beziiglich Hyperflichen bestimmt, so dass in den wich-
tigen Féllen des zwei- und dreidimensionalen euklidischen Raums das Schneiden affiner
Unterrdume mit Flachen komplett abgedeckt ist.

In die dabei gewonnenen Formeln gehen neben Teilflichen der gegebenen Fliachen (bzw.
jeweils deren Normalenbiindel) zusétzlich noch von mehrfach tangentialen Hyperebenen
bzw. Sphéren eingehiillte Fliachen ein. Wird beispielsweise die eingangs betrachtete Si-
tuation auf die in der Abbildung 1 links befindliche Mannigfaltigkeit C' angewendet, und
ist das Mafl der Menge D derjenigen Hyperebenen £ von Interesse, fiir die x(C' N &) =1

/??’Iﬁ;;;’ll["'i;\
/rf’lfilllllll/l"'l.l','iiiﬂﬂinlll T
fi [T
‘;,//,';;//////////II%III“','I'IIIIIIIIIIII'I;;,"'»
il
ao,,//////mmizg:,,},';;ll/////,,/
'{0' /4

Uitrrrsroses .

L
s{', ////

Abbildung 1: Die Mannigfaltigkeit C' sowie die beteiligten Fliachen im Fall xy(C'N¢) =1

erfiillt ist, so ist das kinematische Maf§ dieser Menge von Hyperebenen gegeben durch

M(D):/ P42 dO — de—2d0+/_ ‘¢d—2|d0—/_ lpa—2|dO,
M+ M- N+ M-

wobei M die rechts in der Abbildung rot hervorgehobene Teilfliche von OC' ist, M~ die
blaue, sowie M+ die rot angedeutete Hiillfliche (die in diesem Beispiel mit dem Faktor
zwei zu gewichten ist), M~ ist hier die leere Menge, im allgemeinen jedoch auch eine Teil-
fliche der von doppelt tangentialen Hyperebenen eingehiillten Flichen (vgl. Satz 3.27).



Auf der anderen Seite ergeben sich auch Formeln, in die diese Hiillflichen nicht eingehen,
diese Formeln sind dann jedoch abhéngig von der Wahl eines ausgezeichneten Punk-
tes, beziiglich dessen Stiitzabstdnde zu bestimmen sind. Im betrachteten Beispiel ist die
Formel

W) = [ N )0~ [ (=N puap)d0

peEM—

erfiillt (hierbei ist p4_1 die GauB-Kriimmung; vergleiche Satz 3.28). Die Aufteilung in
die Teilflachen M+ und M~ geschieht in beiden Formeln auf genau dieselbe Art und
Weise. Der Ubergang vom einen in den anderen Typ steht im Zusammenhang mit den
Minkowskischen Integralformeln (vgl. Bemerkung 3.37).

Die beim Beweisen verwendeten Methoden sind wiederum differentialgeometrischer
Natur und lassen sich in zwei Klassen teilen: Einerseits ist bei der Betrachtung der Hy-
perebenen bzw. Geraden die klassische kinematische Dichte dieser Objekte der Ausgangs-
punkt, ein wesentliches Hilfsmittel beim Beweisen stellt die wiederholte Anwendung des
Satzes von Stokes dar. Andererseits stellen bei der Betrachtung der Sphéren (und damit
auch der Hyperebenen bzw. Horosphiren beim Grenziibergang) orientierte gewichtete
Parallelvolumina und ihre Beziehung zu Integralen iiber die Windungszahl beziiglich der
begrenzenden Flichen das wichtigste Hilfsmittel dar, wobei sich die bekannte Steiner-
Formel fiir das Volumen von Parallelkérpern konvexer Korper als Spezialfall ergibt. Bei
beiden Methoden erfolgt zuniichst eine (mit Grafiken erliuterte) ausfiihrliche Ubersicht
tiber die Beweisidee (vergleiche die Abschnitte 3.2.3 bzw. 4.2.2).

Aufbau der Arbeit

Im ersten Kapitel werden die im weiteren Verlauf der Arbeit verwendeten Modellrdume
fiir die Raume konstanter Krimmung behandelt, und die notwendigen Bezeichnungen
eingefiihrt. Insbesondere werden die Sinus- und Kosinus-Funktion fiir diese Rdume de-
finiert, und die im weiteren Verlauf der Arbeit auftretenden Integrale iiber Potenzen
dieser Funktionen berechnet.

Auch das folgende zweite Kapitel iiber Parallelfiichen und ihre Eigenschaften dient
weitestgehend der Vorbereitung. Parallelflichen stellen in den folgenden Kapiteln ein
wichtiges Hilfsmittel dar, einerseits um Ergebnisse beziiglich Hyperflichen fiir Mannigfal-
tigkeiten beliebiger Kodimension zu verallgemeinern, andererseits um tangentiale Sphé-
ren in den Griff zu bekommen. Der zweite Teil (jeweils im Euklidischen bzw. Nicht-
euklidischen) ist einem Satz (vergleiche Satz 2.40 bzw. Satz 2.79) gewidmet, der das
(orientierte und gewichtete) Volumen des Gebiets zwischen der Mannigfaltigkeit selbst
und einer Teilfliche der Parallelfliche in Bezug zum Integral iiber die Windungszahl be-
ziiglich dieser Flichen (sowie der ,Seitenflichen®) setzt, und eine Verallgemeinerung der
bekannten Steiner-Formel darstellt. Dieser Satz wird von entscheidender Bedeutung beim
Beweis der Formeln beziiglich des Schnittverhaltens von Sphéren sowie beim Bestimmen
des Grenzverhaltens bei gegen unendlich strebendem Sphérenradius in Kapitel 4 bzw.
Kapitel 6 sein.
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Im dritten Kapitel wird schliellich die Untersuchung des Schnittverhaltens von Hyper-
ebenen beziiglich der gegebenen festen Objekte im d-dimensionalen euklidischen Raum
durchgefithrt. Am Anfang des Kapitels wird mit den Pedalfldchen ein Hilfsmittel be-
reitgestellt, mit Hilfe dessen sich die tangentialen Hyperebenen untersuchen lassen. Es
folgen die fiir das Verstdndnis der Sétze notwendigen Definitionen sowie die Sétze selbst
(vergleiche Satz 3.27 bzw. Satz 3.28). Nachdem die Beweisidee anhand eines grafischen
Beispiels in der Ebene erldutert worden ist — diese iibertrédgt sich auf das in spéteren
Kapiteln betrachtete Schnittverhalten von Hyperebenen im Nichteuklidischen bzw. von
Geraden im Euklidischen —, erfolgen die Beweise selbst. Mit Hilfe der im vorangegan-
genen Kapitel betrachteten Parallelflichen werden sodann die Ergebnisse auf den Fall
verallgemeinert, dass statt Hyperflichen Mannigfaltigkeiten allgemeiner Kodimension
vorliegen (vergleiche Satz 3.44 bzw. Satz 3.46). Als Anwendung der im ersten Teil des
Kapitels gewonnenen Formeln wird abschliefend der Erwartungswert allgemeiner lokal
konstanter Funktionen auf der Menge aller Hyperebenen berechnet. Insbesondere erge-
ben sich in zweil wichtigen Situationen auch Formeln fiir die htheren Momente (und
damit natiirlich auch die Varianz).

Im ersten Teil des vierten Kapitels werden mit Hilfe der in Kapitel 2 untersuchten Par-
allelfliichen zunéchst noch einige Hilfsmittel bereitgestellt, bevor die Aussagen iiber das
Schnittverhalten von Sphéren beziiglich Mannigfaltigkeiten formuliert und bewiesen wer-
den konnen (vergleiche Satz 4.13 und Satz 4.14). Der zweite Teil ist dem Grenzverhalten
bei gegen unendlich strebendem Radius gewidmet; bei geeigneter Normierung ergeben
sich wieder die zuvor fiir die Hyperebenen gewonnenen Ergebnisse. Da der zugehorige
Beweis etwas ldnger und technisch aufwendiger ist, ist ihm eine ausfiihrliche Erlduterung
der Beweisidee vorangestellt.

Das Vorgehen beim Untersuchen des Schnittverhaltens von Hyperebenen im Nichteu-
klidischen im fiinften Kapitel entspricht demjenigen im Euklidischen — wobei sich die von
der Wahl eines ausgezeichneten Punktes unabhéngigen Ergebnisse nicht direkt iibertra-
gen lieen. Im Sphérischen ergeben sich diese jedoch spéter durch Grenziibergang beim
Betrachten des Schnittverhaltens von Sphéren.

Das sechste Kapitel, in dem das Schnittverhalten von Sphéaren im Nichteuklidischen
untersucht wird, entspricht im Aufbau dem vierten Kapitel, in dem dies im Euklidischen
geschieht. Wahrend das Schnittverhalten selbst noch gemeinsam untersucht werden kann
(vergleiche Satz 6.10 bzw. Satz 6.11), muss bei der Bestimmung des Grenzwertes zwischen
Sphérischem und Hyperbolischem unterschieden werden, es ergeben sich dann Formeln
beziiglich des Schnittverhaltens von Hyperebenen bzw. Horosphéren.

Da die Konstruktion der in den vorangegangenen Kapiteln benotigten Flachen teilwei-
se etwas kompliziert ist, wird im siebten Kapitel die besonders ,schéne® Situation, dass
die gegebenen Fliachen konvex beziiglich der Hyperebenen bzw. Sphéren sind, behandelt,
in der sich auch besonders ,,schone” Flachen ergeben. Dieses Kapitel zeigt insbesonde-
re auch den Zusammenhang der Resultate der vorigen Kapitel zu den oben erwéhnten
Ergebnissen von J. J. Sylvester aus [25].

Im achten Kapitel erfolgt schliellich die Untersuchung des Schnittverhaltens von Gera-
den und Hyperflachen, die entsprechend derjenigen beziiglich Hyperebenen in Kapitel 3
verlauft.
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Summary

We will now consider a well known integral geometrical formula to give an example
for the problem that is underlying this work. This problem shall now be exemplified
and motivated: If a fixed compact d-dimensional manifold C' (with C2-differentiable
boundary) embedded into the d-dimensional euclidean space is intersected by arbitrary
hyperplanes &, the following formula holds (see [21, formula 14.79 in 111.14.6.]; let d > 2)

| wenga= [ pasdo

§€E4—1,d aC

Here x(C' N &) is the Euler characteristic of the intersection of C' and &, £;_14 is the
manifold of all hyperplanes; on the right side the (d — 2)-th mean curvature is integrated
over the boundary of C'. So this formula—mnormalised in a appropiate way—shows that
the expectation of the Euler characteristic of the intersection of C' with a random hy-
perplane £ is given—up to a constant factor which is independent of C—Dby the right
side of the formula. On this right side only (differential) geometrical properties of 0C
appear. This leads to the question how the corresponding distribution looks like, i.e.
to ask for the kinematic measure of those hyperplanes ¢ for which x(C'N¢) is a fixed
predetermined value.

There are only very few results to the last problem. Furthermore these just focus
on the euclidean plane. In 1890 J. J. Sylvester examined the two situations that lines
intersect all sets or alternatively at least one set of a given finite union of disjoint convex
sets. For up to three sets explicit formulas depending on the mutual position of the
sets are given. For more sets a constructive method to gain such a formula is specified
(see [25]). In 1966 R. Sulanke studied nets of bounded convex curves with predetermined
support of the probability distribution of its number of intersections with lines (see [24]).
For regular closed curves R. V. Ambarcumjan finally gave a formula for the probability
that a line has exactly k points of intersections (see [1])—but there is no complete proof
given in his paper.

Starting from this background in our diploma theses (see [5, 23]) Annette Gauger
and I calculated the kinematic measures of lines and circles respectively that intersect a
fixed piecewise regular curve in k£ points. This was done in arbitrary spaces of constant
curvature. In contrast to the above mentioned works an predominantly differential ge-
ometrical approach was chosen whereas in these works mostly combinatorial methods
were used.

The aim of this work is to extend these results to arbitrary dimensions and to cover as
many intersection situations as possible. At first this will be done in euclidean space—

13
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Summary

subsequently in noneuclidean spaces—for hyperplanes and spheres, in respect of surfaces
of arbitrary codimension. The sets of hyperplanes or spheres, whose measure we have to
calculate, will only be restricted insofar that their boundary must be given by tangential
(to the fixed surface M) hyperplanes or spheres. This includes the initially viewed ex-
ample of the measure of all hyperplanes whose intersection with M has a predetermined
Euler characteristic. However many more situations are covered by the number of com-
ponents of the intersection or the partition of components of connection of M. Finally
in similar situations formulas for the measure of lines in respect of hypersurfaces are
established in euclidean space. So in the euclidean space of two and three dimensions
all cases of affine subspaces intersecting a surface are covered completely.

Summary
Basics

In the first two chapters the necessary tools and definitions for the rest of this work
are provided. In chapter 1 the models we use for the spaces of constant curvature are
introduced. In particular the sine and cosine in this spaces are defined and the integrals
of products of these functions are calculated.

In chapter 2 parallel surfaces in arbitrary distance r > 0 to an immersed manifold
M are examined. This is first done in 2.1 for the euclidean space and then in 2.2 for
noneuclidean spaces. Parallel surfaces are an important tool throughout the whole work.
In particular a theorem is proven that establishes a relationship between the oriented
volume of the region “between” M and the parallel surface in distance r (in respect of
an open set N of the unit normal bundle of M) and the winding number in respect of
the “bordering” hypersurface Sy, (see Satz 2.40; in Satz 2.40 an equivalent formula is
given for noneuclidean spaces):

Theorem. The oriented volume of the region “between” M and the parallel surface in
respect of N' can be expressed via

-1

vOlor (N r):/ wg dV:ldX:<( d )er go-—dO )
Eq A d =0 ]+1 N ’ \V KN]v[

The terms on the right side are well known from the Steiner integral formulas (see for
instance [21, section III.1 3.3], [17, section 6.3.3] or [22, Satz 2.2.1]). So ¢;(p, N) is the
j-th mean curvature in p in respect of the normal N (for j € {0,...,d — 1}. Finally
(\/K,,) ! is the usual factor we gets by integrating over (subsets) of the normal bundle
that is embedded in E; x S;4_1.

Hyperplanes in Euclidean Space

In chapter 3 formulas for the kinematic measure of a “suitable” set D of hyperplanes in
euclidean space E, are calculated (for d > 2). A “suitable” set of hyperplanes is given
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by a union of bounded components of connection of the space of all hyperplanes £4_1 4
minus the set 7 of hyperplanes that are tangential to fixed surfaces M.

This is first done in 3.2 for “generic” compact immersed orientable C*-differentiable
hypersurfaces M without boundary. So a normal vector field N: M — S;_; can be
chosen. Then the following theorem holds (see Satz 3.27 and Satz 3.28):

Theorem. The kinematic measure of the set D is given by

W) = [ N )0~ [ (=N puap)d0
and
M(D):/M+ Pa—2dO — " 90d2d0+/]\_4+!<ﬂd2|d0—/ﬂ|<Pd2|d0-

The scalar product (p, —N(p)) is the oriented distance of the hyperplane that is tangen-
tial to M in p to the origin. Again ¢;(p) is the j-th mean curvature of the hypersurface
M in p (for j € {0,...,d — 1}. In particular @41 is the Gaussian curvature and dO is
the area element. The surfaces M ' and M~ are open subsets of M. A point p € M
belongs to M if the locally in direction of sign(yq_1(p)) - N(p) translated tangential
hyperplane in p is a member of D, M~ has the same definition in respect of the opposite
direction. The surfaces M and M~ are subsurfaces of surfaces that are enveloped by
hyperplanes that are tangential to M in exactly two points in the boundary of M™ and
M~. Whether a subsurface belongs to M+ or M~ can be decided by looking at a single
point of OM™ U M~ (see Konstruktion 3.24).

So the first formula depends on the choice of a special point, whereas the second
formula is independent of such a choice. On the other hand in this formula additional
surfaces, that are no subsurfaces of M, have to be considered.

An example for the involved surfaces is given in figure 2. The left subpicture shows the
set C', whose boundary is M. The set D consists of those planes that satisfy xy(C'N¢) = 1.
Then the set M is given by the red subsurface of M, M~ is given by the blue subsurface,

\\
l: , lmmll,
,',lllllllll///,,'"

/
11%""1155/'5}},’,’,5//////
i

I//

Figure 2: Manifold C' and involved subsurfaces of 9C for x(C' N¢) =1

M is given by the red enveloped surface (weighted by factor two) as shown in the right
subpicture (M~ is empty).
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The first formula is proven in section 3.2.4 by applying Stokes’ Theorem for surfaces
with singularities (see [13, chapter XVII, §3, Theorem 3.3]) to the set D. This formula
can be transformed into the second formula by again applying Stokes’ Theorem twice
(there is a close relationship to Minkowski integral formulas; see [8]). Initially in 3.1 pedal
surfaces are examined to analyse the contact points of hyperplanes that are tangential
to M in multiple points.

In 3.3 the results are generalised to “generic” manifolds M of arbitrary codimension
by applying the formula for hypersurfaces to the parallel surface of M in the distance
e > 0 and considering the limit ¢ — 0 (see Satz 3.27 and Satz 3.28 for the results and
section 3.3.1 for the proof). The formulas are basically the same—because of the higher
codimension it is now necessary to integrate over the unit normal bundles of M and the
enveloped surfaces.

Chapter 3 is completed in section 3.4 by calculating the expectation of general real
functions f: £;_14 — R that are constant on the components of connections of ;1 4\ 7.
As an example the two situations of f being the number of intersection points of a
hyperplane with a given curve and of f being the number of intersected convex bodies
are considered.

Spheres in Euclidean Space

In chapter 4 spheres of constant radius » > 0 are used instead of hyperplanes. The

“suitable” sets D, of spheres are constructed in a similar way to the “suitable” sets of

hyperplanes in chapter 3: The set D, is given by a union of bounded components of
connection of the space of all spheres minus the set 7, of spheres that are tangential to
fixed “generic” surfaces M.

In this situation the following theorem holds (see Satz 4.13 and Satz 4.14):

Theorem. The kinematic measure of the set D, is given by

“(D)%Z((Hl) " /N ¢—M /—% )+/Ed“’““dv

and

Or Q; d0)>

1 &L d . do dO
D) = = J+1 - R
(D) d J;((j + 1) " ( N 7 V Kny, N & vV Ky M,

+ / Wy dV.
Eq

Again NF and NV” are certain open subsets of the unit normal bundle of M defined by
the local behaviour of the corresponding tangential spheres (see Definition 4.7) and M, is
a surface (usually with singularities) that is enveloped by spheres that are tangential to
M in more than one point (see Konstruktion 4.9 and Konstruktion 4. 10). The (generally
non regular) hypersurfaces M, and M, are constructed with the help of these surfaces
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(see Konstruktion 4.8 and Konstruktion 4.12), wy, and wy; are the winding numbers
in respect of the associated surface.

These two formulas are a direct conclusion of the results for the parallel volume in
chapter 2 applied to the set of centres of the spheres in D,..

In the second part of chapter 4 (in 4.2) the limit 7 — oo of the formulas is calculated
(when proper normalised). The result is again one of the formulas of chapter 3. Calcu-
lating this limit is particularly of interest with regard to the situation in noneuclidean
space where new formulas can be attained by this procedure. As the proof itself is rather
complex a detailed geometric summary of its idea is given in section 4.2.2.

Hyperplanes and Spheres in Noneuclidean Space

In chapter 5 and 6 formulas for the kinematic measure of hyperplanes and spheres
respectively are calculated in noneuclidean spaces of constant curvature in a similar way
to the euclidean situation. Unfortunately this approach only leads to analogons of the
formulas that depend on the choice of a special point in the case of hyperplanes (the
terms in this formulas are now noticeably more complex than in the euclidean situation;
see Satz 5.22 for hypersurfaces and Satz 5.28 for manifolds of arbitrary codimension). In
the case of spheres the results can be transferred easily and the formulas are basically
the same as in euclidean space (see chapter 6).

In the second part of chapter 6 the limit r — #? (in the spherical case) and r — oo
respectively (in the hyperbolic case) are calculated in the same way as in the euclidean
space. Using this method, in the spherical space an analogon to the formula for hyper-
planes, that does not depend on the choice of a fixed point, is obtained (see Satz 6.30).
Again it is necessary to integrate over submanifolds of the normal bundle of surfaces
which are enveloped by hyperplanes which in turn are tangential to the given surface M
in more than one point. Additionally winding number terms appear in odd dimensions.

In hyperbolic space a formula for hyperplanes cannot be obtained with this procedure.
Taking the limit results in a formula for the kinematic measure of a “suitable” set D, of
horospheres (see Satz 6.69):

Theorem. The kinematic measure of the set Dy, is given by

—f(_l)—w(/ 0,20
_J d—1 ;901 VKNM NOZSOJ K/\/’M
1 ra— 1\ v=K" do do
+;< ) d—1 </N;GOO%\/KNM_/;UOO% KN>'

M

Like before N} and N are open subsets of the normal bundle of M whose definition
only depends on the local behaviour of the tangential horospheres in respect of the set
Dy,. The sets N and N are submanifolds of the normal bundle of surfaces which
are enveloped by horospheres which in turn are tangential to M in more than one
point. Finally o, is 41 iff the number of principal curvatures less than —v/—K is even,
otherwise o4, is —1.
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Bands

Up to now M was a closed surface but the surfaces that appear in the formulas were put
together from several non-closed surfaces. In chapter 7 it is shown that in “good natured”
situations formulas for the kinematic measure of hyperplanes and spheres (in euclidean,
spherical and hyperbolic space) can be obtained in which the appearing surfaces are
closed (but still may have singularities). This is done—in contrast to the rest of this
work—Dby using combinatorial methods to reduce the problem to basic situations that
can be solved by applying the formulas of the preceding chapters. “Good natured” means
that M is a union of convex (in respect of hyperplanes or spheres) hypersurfaces. This
is because terms consisting of the mean curvature and terms consisting of the absolute
value of the mean curvature must be merged.

Lines in Euclidean Space

In the concluding chapter 8 the kinematic measure of a “suitable” set D of lines in
euclidean space is calculated. The set D is again a union of components of connection
of the space of all lines minus the set of lines that are tangential to a fixed compact
orientable hypersurface M. This leads to the following theorem (see Satz 8.37 and
Satz 8.38):

Theorem. The kinematic measure of the set D is given by

1 dO
(D) = 2d=1) </(p,V)GT+ (p, —N(p)) kn(p, V) W

do
- /( er (p, =N(p)) kn(p, V) TR o) V))

and

1 dO dO
D ([ [ [ o [ )
wD) 2(d—1) < 7+ K1, - /K7, (p,V)€7_'+fT (py)ei—fT

Analogous to the definition of Nt and AN/~ in chapter 8 (in reference to hyperplanes)
T+ and 7~ are open subsets of the unit tangent bundle 7;; of M that are determined
by the local behaviour of tangential lines in respect of D (by translating in direction of
the normal vector; see Definition 8.31). The surfaces 7 and 7~ are related to those
lines that are tangential to M in exactly two points (see Konstruktion 8.34). Finally
kn(p, V) is the normal curvature in p € M in direction of the vector V' € Sy_;.



1 Grundlegendes und Bezeichnungen

In diesem Kapitel werden fiir den weiteren Verlauf der Arbeit grundlegende Definitionen
und Bezeichnungen eingefiihrt. Dies sind zunéchst die Sinus- bzw. Kosinus-Funktion
fiir die Rdume konstanter Kriimmung. Anschliefend erfolgt die explizite Berechnung
der Integrale von Produkten der Potenzen dieser Funktionen. Diese Integrale sind Be-
standteil der Konstanten in den Formeln, die in den spéteren Kapiteln bewiesen werden.
Schliefllich werden die fiir die Rdume konstanter Kriimmung in dieser Arbeit verwen-
deten Modellrdume sowie wichtige Bezeichnungen und Abbildungen in diesen Réumen
eingefiihrt.

Vorab werden einige Bezeichnungen eingefiihrt: Mit N := {1,2,3, ... } werde die Menge
der natiirlichen Zahlen ohne die Null, mit Ny := {0, 1,2, ...} die Menge der natiirlichen
Zahlen mit der Null, mit Z = {p, —p|p € Ny} die Menge der ganzen Zahlen und mit
Q:= {g\ p € Z,q € N} die Menge der rationalen Zahlen bezeichnet. Weiterhin sei R die
Menge der reellen Zahlen sowie Ja,b[:= {r € Rla < r < b}, [a,b] := {r € Rla <r < b}
und [a,b[:= {r € Rla <r < b} das offene, abgeschlossene bzw. halboffene Intervall mit
Endpunkten a und b (jeweils fiir a,b € R mit a < b). Fiir eine Abbildung f: X — Y
(fiir nichtleere Mengen X, Y') sei f(Z) das volle Urbild der Menge Z C Y, d.h. es gilt
F(Z) = {w € X|f(x) € 2},

1.1 Kosinus und Sinus

1.1.1 Definition und Eigenschaften

1.1 Definition. Es sei K € R. Definiere dann den Kosinus j; und Sinus jo des Raumes
mit konstanter Kriitmmung K (vergleiche hierzu auch das folgende Unterkapitel 1.2)
durch

cosh(v/—K t) fir K <0
hHR-=>Rt— <1 fir K =0
cos(VK t) fir K >0

sowie
\/+7 sinh(v—-Kt) fir K <0
jglR—)R,tb—) t fir K =0

\/LF sin(vK t) fiir K >0

(vergleiche hierzu auch [9, Definition 1.6]).

19



20 Kapitel 1: Grundlegendes und Bezeichnungen

1.2 Lemma. Die in Definition 1.1 definierten Funktionen j; und jo besitzen (fir K € R)
die folgenden FEigenschaften (es seien s, t € R):

*ji'=—-Kj

® jo' =i

o I +K jo¥ =

e ji(=1) =j(t)

® Ja(=1) = —J2(t)

o jils+1) =ji(s) 1(t) — K ja(s) ja(t)

® ja(s +1) = ja(s) ja(£) +Ja(s) Jr(t).

e Fir K < 0 ist die Funktion j—; R\ {0} — R\ {0} bijektiv, fir K > 0 ist die

™

Funktion j—; ]— s suel 0} — R\ {0} bij;ktiv, es ezistiert also jeweils die Um-
kehrfunktion (;—;)*1: R\ {0} — R\ {0} bzw. (;—;)*1: R\{0} =] =577 s7=[ \{0}-
Beweis. Dies ergibt sich alles direkt aus Definition 1.1 sowie den bekannten Eigenschaf-

ten der trigonometrischen bzw. hyperbolischen Funktionen (vergleiche hierzu beispiels-
weise [3, Kapitel 2.6 und 2.8]). ©)

1.1.2 Integrale

1.3 Definition. Fiir K € Nund j € {0,...,% — 1} (fiir k gerade) bzw. j € {0,..., 51}
(fiir £ ungerade) seien die Konstanten ¢, definiert durch

l 2 21—1—1:1 F(%)F]’—Fl) fiir £ gerade
E AL 2Tk +1)T(j +3)
Cjk ‘= < kgl k41 . 1
1 H 21 _ 1 F(%) F(j t 5) fiir £ ungerade
2j+1 2L 21+1 2T(E+1)T( +1)
\ n

(essei I': {z e Rlz > 0} — R,z — [~ exp(—t)t* ! dt die bekannte Gamma-Funktion;
vergleiche beispielsweise [3, Abschnitt 8.2.5.7]). Ferner werde co := 1 gesetzt.

1.4 Lemma. Fir die Stammfunktion der Potenzen von j; gilt (mit K € R und k € Ny)

(

[NIES
—

. . 241 ..
cort+jao(t) Cik (Jl(t)) a fiir k gerade

/(jl(t))kdt = =

j2(t) Z Cjk (J'l(?f))Qj fiir k ungerade
=0

.
[e)

\
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Beweis. Dies ergibt sich unmittelbar durch Induktion aus der bekannten Rekursionsfor-
mel (vergleiche beispielsweise [3, Abschnitte 21.5.3.2 und 21.5.4.1]; es sei k > 2)

[0 ae=1 50 Gi) ™ + 5 [ ar o

1.5 Korollar. Fir die in Definition 1.3 definierten Konstanten gilt

k k—1
kg ko1

ch,k +cor =1 (fiir k gerade) baw. ZCM =1 (fiir k ungerade).

=0 =0
Beweis. Betrachte das Ergebnis von Lemma 1.4 speziell fir K = 0, und die beiden
Aussagen folgen unmittelbar. ©

1.6 Definition. Es seien die Konstanten c¢;j,; definiert durch (fiir j,k,1 € Ny so wie
jeweils angegeben)

k

2 k

E (—1)1 (2) Cj2i+l fir k,1 gerade, j € {0,..., % -1}
i

1=0

Ckl *= Z (1) (> Cjoin fiir k,l gerade, j € {§,... Bt -1}~

) 1 k—1
—1V 2 - . k—1
\( 1) 2j+l—i—1(j> fiir & ungerade, j € {0,...,%5"}

Direkt aus dieser Definition ergibt sich nun das folgende Lemma:

1.7 Lemma. Die in Definition 1.6 definierten Konstanten erfillen (fir j, k,l € Ny so
wie jeweils angegeben) die folgenden Rekursionsformeln:

e Firk,l gerade und j € {0,..., %} Gilt Cjryo1 = Cjki — Cjkit2-

[ 1 E 3 Pt — p—y
° Fur.k: ungerade und j € {0,..., 5 }ogilt cory Cokt2s CEL i gEsyry
SOWLE Cj41 k42,0 = Cj+1,kl — Cjk+2,1-
1.8 Lemma. Fs sei k,l € Ny. Dann gilt fir die Stammfunktion von Produkten der
Potenzen von j; und jy fir K € R\ {0}

4 ktl_
5 1

1 : : : "
I <Co,k,z t+2(t) ) ciki (Jl(t))QjJrl) fiir k1 gerade

2

=0
k-1
. k. l 1 2 ‘
/(J2(t)) (ir(1)) dt = o ch,k:,z (Jl(ﬂ)QﬁlH fiir k ungerade -
R
-1
T .
i K7 (jQ(t))QHkH fiir | ungerade

=]

\

<



22

Kapitel 1: Grundlegendes und Bezeichnungen

Fir K =0 gilt

/(j2(t))k(j1(t))ldt — %H (1)

Beweis. Fiir K = 0 ist dies klar. Ansonsten ergibt sich die Aussage mit Hilfe von
j12+K j»? =1 und Lemma 1.4 via Induktion direkt aus den Rekursionsformeln in Lem-
ma 1.7. ©

1.9 Lemma. Fir K >0 und k,l € Ny gilt

VR k. ! DS T (5
/0 r(h@)) (Jl(t)) dt:%K%l (F(k)““) )

Beweis. Dies ergibt sich direkt unter Ausnutzung von j;? +K j»*> = 1, der Rekursions-
formel aus dem Beweis von Lemma 1.4 sowie des Ergebnisses von Lemma 1.8 fiir £ =1
via vollstdndiger Induktionen nach &k und [. ©

1.2 Modellraume

1.2.1 Euklidischer Raum

Das Standardmodell eines d-dimensionalen Raumes mit konstanter Kriimmung 0 ist
der d-dimensionale euklidische Raum E; (mit d € N; vergleiche auch [16, chapter 1]),
der gegeben ist durch den d-dimensionalen reellen Vektorraum R? zusammen mit dem
euklidischen Skalarprodukt (-,-): RY x R? — R, das gegeben ist durch

() RIXRT =R, (p,q) = p' -q.
Weiterhin ist die euklidische Norm ||-||: Eq — [0, 00| gegeben durch
I-ll: Ba — [0, 00[, 2 — v/{z, ),

so dass der euklidische Abstand zweier Punkte p,q € E4 gegeben ist durch ||p — ¢
SchlieBlich ist das euklidische Vektorprodukt x: (E4)*! — E4 diejenige alternierende
multilineare Abbildung, die durch

vpla' -, Dd € ]Ed: <p1 X X pd—lvpd> = det(<pla s 7pd)) (11)

eindeutig bestimmt ist.

Die (nichtorientierten) Hyperebenen des euklidischen Raumes sind gegeben durch die
(d—1)-dimensionalen affinen Unterrdume von E;, die Mannigfaltigkeit aller Hyperebenen
werde mit £;_1 4 bezeichnet. Speziell sei L4149 C €414 die Untermannigfaltigkeit der-
jenigen Hyperebenen, die den Ursprung enthalten. Es sei £: Eq X Sgo1 — E4-14 die
Abbildung, die (p,N) € E; x S;_; genau auf diejenige Hyperebene abbildet, deren
Normalenvektor N ist, und die den Punkt p enthélt.
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Des Weiteren werde fiir 7 > 0 mit Sz, die Menge aller in E; eingebetteten Sphdren
mit Radius r bezeichnet. Es sei (,: Eq — Sy, die Abbildung, die den Punkt p € E; auf
die Sphére mit Radius r und Mittelpunkt p abbildet.

Schlielich sind die (nichtorientierten) Geraden des euklidischen Raumes gegeben
durch die 1-dimensionalen affinen Unterrdume von E;, die Mannigfaltigkeit aller Ge-
raden werde mit &; 4 bezeichnet. Speziell sei £, 4 C & 4 die Untermannigfaltigkeit derje-
nigen Geraden, die den Ursprung enthalten. Es sei : E; X Sq_1 — &4 die Abbildung,
die (p,V) € E4 x S4_1 genau auf diejenige Gerade abbildet, deren Richtung durch V'
gegeben ist, und die den Punkt p enthélt.

1.2.2 Sphéarischer Raum

Das Standardmodell eines d-dimensionalen Raumes mit konstanter strikt positiver Kriim-
mung K ist der d-dimensionale in den (d + 1)-dimensionalen euklidischen Raum Eg;
eingebettete sphdrische Raum F, , der gegeben ist als eine Sphére mit Radius \/—% und
Ursprung als Mittelpunkt (mit d € N; vergleiche auch [16, chapter 2]). Speziell werde
Sq = Fy i := Fq1 gesetzt. Fiir das Skalarprodukt und das Vektorprodukt werden die
entsprechenden Abbildungen des umgebenden euklidischen Raumes herangezogen. Die
Abbildung dist: Fy x X Fgx — [0, 00], die den sphdrischen Abstand zweier Punkte misst,
ist nun gegeben durch

. 1 . _
dist: Fyx % Fgr — [0,00[, (p, q) — Nl YK (p,q)).

Zwei Punkte p, ¢ € F; i heiflen genau dann antipodal, wenn p = —q erfiillt ist.

Die (nichtorientierten) Hyperebenen des sphirischen Raumes sind gegeben durch die
Schnitte von d-dimensionalen Untervektorrdumen von Eg4 mit F, x; die Mannigfaltigkeit
aller Hyperebenen werde mit £ C(ll_? 4 bezeichnet. Speziell sei Ey_{)l’ 1S €& y_? ; die Unterman-
nigfaltigkeit derjenigen Hyperebenen, die einen fest gewéhlten Punkt ¢ € F, i enthalten.

Es sei
£:{(p,N) € Fyx x Sa|(p, N) =0} — &,

die Abbildung, die (p, N) genau auf diejenige Hyperebene abbildet, deren Normalen-
vektor N ist, und die den Punkt p enthalt.

Schlieflich werde fiir r €]0, #F[ mit Sy, die Menge aller in Fy i eingebetteten
Sphdren mit Radius r bezeichnet; die Sphéiren selbst sind geeignete nichtleere Schnitte
geeigneter affiner Hyperebenen des umgebenden E; ; mit Fy . Es sei (,: Fgx — Sa k.
die Abbildung, die den Punkt p € F,; i auf die Sphére mit Radius » und Mittelpunkt p

abbildet.

1.2.3 Hyperbolischer Raum
Minkowski-Raum

Der d-dimensionale Minkowski-Raum bzw. Lorentz- Raum ist gegeben durch den reellen
Vektorraum R? zusammen mit dem Lorentz-Skalarprodukt (-,-): RIxR? — R (mit d > 1;
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vergleiche auch [16, section §3.1]), das gegeben ist durch
(,):R'XR? =R, (p,q) —p' - J-q.

Die hierbei auftretende Matrix J ist dabei gegeben durch

1 0 0
J::Q

1 0

0 0 -1

SchlieBlich ist das Vektorprodukt im Minkowski- Raum diejenige alternierende multilineare
Abbildung x: (R%)4! — R? die durch die der Gleichung (1.1) entsprechende Eigen-
schaft (jetzt beziiglich des Lorentz-Skalarprodukts) eindeutig festgelegt ist.

Hyperbolischer Raum

Das Standardmodell eines d-dimensionalen Raumes konstanter strikt negativer Kriim-
mung K ist der d-dimensionale in den (d + 1)-dimensionalen Minkowski-Raum R+
eingebettete hyperbolische Raum gy, der gegeben ist als eine der beiden Zusammen-

hangskomponenten der Sphére mit (imagindrem) Radius \/L? und Ursprung als Mittel-

punkt (mit d > 1; vergleiche auch [16, chapter 3]). Des Weiteren werde mit F} . die
Sphére vom Radius 1 und Ursprung als Mittelpunkt bezeichnet, mit ]F& i die Menge
aller Vektoren, die beziiglich des Lorentz-Skalarprodukts orthogonal zu sich selbst sind.

Fiir das Skalarprodukt und das Vektorprodukt werden die Einschrinkungen der ent-
sprechenden Abbildungen des umgebenden Minkowski-Raumes herangezogen. Die Ab-
bildung dist: Fy g x Fyq x — [0, 0o[, die den hyperbolischen Abstand zweier Punkte misst,
ist gegeben durch

1
vV—K
Die (nichtorientierten) Hyperebenen des hyperbolischen Raumes sind gegeben durch

die nichtleeren Schnitte von d-dimensionalen Untervektorrdumen des Minkowski-Raums
mit Fg x; die Mannigfaltigkeit aller Hyperebenen werde mit Sc(llfid bezeichnet. Speziell

dist: Fyx x Fqx — [0,00], (p, q) — i1 (K (p,q)).

sei E&I_()Ld C Ec(ll_?d die Untermannigfaltigkeit derjenigen Hyperebenen, die einen fest
gewdhlten Punkt ¢ € F; i enthalten. Es sei

: {(p,N) € Fyr X ]F(ILK|(p, N) = O} — 55151)70[

die Abbildung, die (p, N) genau auf diejenige Hyperebene abbildet, deren Normalen-
vektor NV ist, und die den Punkt p enthélt.

Weiterhin werde fiir r > 0 mit Sy, die Menge aller in Fy  eingebetteten Sphdren
mit Radius r bezeichnet; die Sphéren selbst sind geeignete nichtleere kompakte Schnitte
geeigneter affiner Hyperebenen des umgebenden Minkowski-Raumes mit F; x. Es sei
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G Fgx — Sqk, die Abbildung, die den Punkt p € Fy x auf die Sphére mit Radius r

und Mittelpunkt p abbildet.
SchlieBlich sei HEZK) die Menge aller in Fy x eingebetteten Horosphdren. Die Horosphé-

ren selbst sind durch nichtleere Schnitte affiner Hyperebenen des umgebenden Minkowski-
Raumes, deren Normalenvektor orthogonal zu sich selbst ist, mit dem hyperbolischen
Raum Fg i gegeben. Es sei (o : Fg i XFG ;o — HEIK) die Abbildung, die (p,b) € Fgx xFy ;o
auf diejenige Horosphére durch den Punkt p abbildet, deren zugehorige Hyperebene (im
Minkowski-Raum) den Normalenvektor b besitzt.

1.3 Sonstiges

Abschlieflend folgt noch ein kleines Lemma, das bei spéateren Berechnungen benétigt
wird. Es lédsst sich leicht durch direktes Nachrechnen mit vollstdndiger Induktion nach

der Dimension d beweisen.

1.10 Lemma. Seien a,b € R? (mit d > 1) beliebig. Dann gilt

det( +a-b")=1+a'-b.
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2 Parallelflachen immersierter Flachen

Parallelflichen immersierter Flidchen werden in den folgenden Kapiteln sowohl beim Be-
stimmen des Mafles von Hyperebenen als auch beim Bestimmen des Mafles von Sphé-
ren im Euklidischen wie im Nichteuklidischen ein entscheidendes Hilfsmittel darstellen.
In diesem Kapitel sollen die dazu notwendigen Grundlagen bereitgestellt werden. Dies
geschieht zunéchst im Euklidischen, anschlieSend mit analogem Vorgehen im Nichteukli-
dischen.

Nach einem grundlegenden Abschnitt {iber das Normalenbiindel erfolgt dann die Un-
tersuchung der Parallelflichen in festem (aber sonst beliebigen) Abstand zur gegebenen
Mannigfaltigkeit. Die restlichen Abschnitte dienen der Vorbereitung des Satzes iiber das
orientierte gewichtete Volumen zwischen der gegebenen Mannigfaltigkeit und einer Teil-
fldche der Parallelfliche, mit dem dieses Kapitel im Euklidischen und Nichteuklidischen
jeweils abschliefit.

2.1 Parallelflachen im euklidischen Raum

Die Voraussetzungen in den folgenden Abschnitten (mit Ausnahme des abschlieflenden)
sind stets dieselben:

2.1 Voraussetzung. In Abschnitt 2.1 sei M stets eine kompakte in den d-dimensionalen
euklidischen Raum E; immersierte unberandete C*-differenzierbare m-dimensionale Man-
nigfaltigkeit (mit d > 1, m € {0,...,d—1} und k > 2). Weiterhin sei r > 0 fest gew&hlt.

2.1.1 Normaleneinheitsbiindel

2.2 Definition. Das zu M gehorige Normaleneinheitsbiindel Ny sei definiert durch
N = {(p,N) € M x Sy_1|N ist Normaleneinheitsvektor an M in p}.

Das Normaleneinheitsbiindel N}, besitzt folgende wohlbekannte Eigenschaften (vgl. [2,
Theorem 2.7.7 and 6.7.26]):

2.3 Lemma. Das Normaleneinheitsbiindel Ny ist eine kompakte in By x Sq_1 immersier-
te orientierbare unberandete C*~1-differenzierbare (d —1)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

2.4 Definition. Sei (p, N) € Ny ein beliebiger Punkt, und (z,n): U — Ny, eine Para-
metrisierung einer Umgebung von (p, N) in Ny, nach Biindelkoordinaten (mit geeignetem
offenen U C R4, d.h. firi € {1,...,m}und j € {m+1,...,d — 1} gilt

ox dxr On

a—uj =0 und <a_ul7a_uj>

27
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Sei dann GG die zur ersten Fundamentalform und H),; die zur zweiten Fundamentalform
beziiglich der Parametrisierung (u1, ..., uy) — x(uq,. .., u,) gehorige Matrix, d.h. fiir
die zugehorigen Matrixeintrége gilt dann ¢, ; = <§—i,§7";> bzw. h;; = <aa_;y —%) fiir
i,j€A{l,...,m}.

Die zur Weingartenabbildung —dN gehorige Matrix W)y, ist dann gegeben durch
Wy = (Gu)™' - Hy, die m Eigenwerte k1, ..., K, dieser Abbildung (in (p, N)) sind
die Hauptkrimmungen von M in p beziiglich des Normalenvektors N, die Eigenvektoren
die Hauptkrimmungsrichtungen. Diese Definition ist dann unabhingig von der Wahl
obiger Parametrisierung (vergleiche hierzu jeweils auch [11, Abschnitt 3B bzw. 3F]).

2.5 Definition. Sei (p, N) € Njy und [ € {0,...,d — 1}. Dann sei ¢;(p, N) im Punkt p
beziiglich der Normalen N gegeben durch

m+l—(d—1

)
oi1(p, N) = % Z H ki (p, N).

( l ) 1<ii<io<-<ipmqi_(g—1)<Mm j=1

Insbesondere gilt pgz1-m =1 und ¢, =0 fiir [ € {0,...,d—2—m}. Speziell ist p,_; die
Lipschitz-Killing- Kriimmung, im Fall m = d — 1 die Gauf$-Kronecker-Krimmung bzw.
Gauf-Krimmung.

Ist M eine orientierbare Hyperfliche (also insbesondere m = d — 1) mit gegebenem
Normaleneinheitsvektorfeld N: M — Sy 1, so sei die Abbildung ¢;: M — R definiert
als ¢y == @i+, N).

2.6 Bemerkung. Wird die [-te mittlere Kriimmung Hy(p, N) (fiir [ € {0,...,m}) von
M im Punkt p beziiglich der Normalen N definiert als die [-te elementarsymmetrische
Funktion der Hauptkriimmungen, d.h. durch

H,(p,N) ::% Z Hliij(p,N),

1<) <ig<--<ij<m j=1

d—1 B m I
L) T = (d—1)) T

Falls M eine Hyperflache ist (also m = d — 1 gilt), so fallen die beiden Definitionen
zusammen, d.h. es gilt ¢; = H;. Die Lipschitz-Killing-Kriimmung ist gegeben durch H,,.

so gilt

2.7 Definition. Die Projektion my;: Ny — Eq des Normalenbiindels N, auf die Man-
nigfaltigkeit M sei definiert durch

T - NM _>]Eda(p7N> = PD.
Weiterhin sei Ky, : Ny — R diejenige Abbildung, die gegeben ist durch

Kny s N = R, (p, N) = [[(1 + &30, N)).
j=1
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2.8 Lemma. Sei (z,n): U — Ny eine Parametrisierung einer Teilfliche von Ny
nach Biindelkoordinaten (fiir offenes U C RI~1; vergleiche Definition 2.4). Es seien die
Matrizen Gy und Hy; so wie in Definition 2.4 definiert, G, sei die zur ersten Funda-
mentalform der Parametrisierung (Umi1,--.,Uqg—1) — (Umi1,---,Uq—1) gehirige Ma-
triz. Schliefflich sei noch Gy, die zur ersten Fundamentalform beziiglich der gegebenen
Parametrisierung von Ny gehérige Matriz. Dann gilt

det(Gy, )|, = det(Gar)| oy det(Ga)l Ky o

.....

Beweis. OBdA sei die obige Parametrisierung so gewéhlt, dass die Matrix G, durch
eine Diagonalmatrix gegeben ist. Weiterhin sei vy, ..., v4.1 eine Orthonormalbasis des
Normalenraums des Normaleneinheitsbiindels Ny, im Punkt (x,n). Definiere dann zur
Abkiirzung fiir i € {1,...,m} den Vektor v; durch

m

2 k
Z 8uk

e Gk .k

Damit ergibt sich die folgende Umformung

ox Ox 0 O
et (Crry) = rdt<(()(%_)( 0 )( 0 )))r
Ouq Oum Oum+1 Oug_1

i i) (O 0
|det(( Yoy o, on sy on 7V1,...,Vd+1))| (21)
vl Um 8'UfnL«l»l 6ud—l

(beachte: Die Vektoren gf ey au bilden nach obigem ,0BdA* eine orthogonale Basis;

der Anteil von g" in Richtung von 5™ kann fiiri € {1,...,m}und j € {m+1,...,d—1}
vernachlissigt werden). Es sei B dle Matrix, deren Determinante in Gleichung (2.1)

bestimmt wird. Zur Abkiirzung definiere noch gg;) (fiir 2,7 € {1,...,m}) durch

(n) . on On . o - - hk]
9ij '_<8uiaa_uj>—<vi>vj>—;hzk_ thk_

9k .k 9k .k

(beachte die Symmetrie der zweiten Fundamentalform). Dann folgt

det(Gyr,,) = det(B' - B)
(n) () (n)

Giat+ag11 G2 glm
g(n) . . :
= det(G,,) det( 21 . ‘ (n) )
- T gm 1,m
95?1 e gv(r?,)m—l Imm + gv(n)m

= det(G,,) det(Gyr + Hyr - (G} - Har))
= det(G)yy) det(G,,) det(1 + (G} - Hu)?).

Da die Hauptkriimmungen gerade die Eigenwerte der zur Matrix G} - Hy; zugehorigen
Weingartenabbildung sind, folgt die Aussage. S)
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2.1.2 Parallelflachen

2.9 Definition. Sei ¢ € R und N’ C Ny;. Dann ist die zu N gehorige Parallelfiiche zu
M im Abstand e definiert durch

My ={p—ec-N€eEy(p,N) e N}

Speziell werde die gesamte Parallelfliche zu M im Abstand ¢ mit M, bezeichnet, es gilt
also M, = My, .

2.10 Lemma. Sei (p, N) € Ny sowie € € R\ {0}.
Die Parallelfliche M. erfillt dann die folgenden Figenschaften:

e Fin Normaleneinheitsvektor von M. im Punkt p — e - N ist gegeben durch N.

o Iste # —m fir alle i € {1,...,m} mit k;(p, N) # 0, so ist M. lokal um
p —¢e- N eine requldre Hyperfiiche.

e Fir betragsmafig geniigend kleines € # 0 ist M. eine kompakte in Ey immersierte
orientierbare unberandete C*¥~'-differenzierbare Hyperfiiche.

e Die Hauptkrimmungen von M. im Punkt p — e - N sind gegeben durch

Kj(p;s N) L
———— firje{l,...,m}
/ig-e)(p—&"N): %"‘5’%’(197]\7) _
- firje{m+1,...,d—1}
€
Weiterhin stimmen die Hauptkrimmungsrichtungen auf M und M, fiir die ersten
m Hauptkrimmungen dberein.

e Fiir alle ¢ € R ist das Normaleneinheitsbiindel Ny eine in By X Sq_1 immersierte
orientierbare unberandete C*~1-differenzierbare (d — 1)-dimensionale Mannigfaltig-
keit.

Beweis. Die Orientierbarkeit der Flache M, ergibt sich unmittelbar aus der Konstruktion,
da dadurch auch ein eindeutiges Normaleneinheitsvektorfeld auf ganz M. gegeben ist.

Sei nun U — Ny, u +— (x(u),n(u)) eine Parametrisierung einer Umgebung von (p, N)
(fiir geeignetes offenes U C RY™!) nach Biindelkoordinaten (vgl. Definition 2.4). Zusitz-
lich gelte im Punkt (p, N) (fir i € {1,...,m})

on Ox
B ) = N 5y

Somit lasst sich eine Umgebung von p — e - N in M, parametrisieren durch
ze: U — Mou— x(u) —e-n(u).

Offensichtlich gilt nun, dass n orthogonal zu den partiellen Ableitungen von x. ist, also
ist n ein Normaleneinheitsvektor im Punkt z.. Damit sind die zur ersten bzw. zweiten



2.1 Parallelfiachen im euklidischen Raum

31

Fundamentalform beziiglich obiger Parametrisierung gehérenden Matrizen G¢) bzw. H()

im Punkt p — e - N gegeben durch Diagonalmatrizen, deren Diagonaleintrige gegeben
sind durch

03], oy = (1 +erip, N))’ ||§_Z‘<P7N>H2 fiir i € {1,...,m},
4|,y =2 ||g—;\(pﬁm||2 firi € {m+1,...,d— 1},
m| o= (L erip, N)) milp, N) |\g—i|w)|y2 fir i € {1,...,m} und

N oon = HSTZMMHQ fir i € {m+1,...,d—1}.

Wegen ¢ # 0 ist somit auch gezeigt, dass die Parametrisierung in p — ¢ - N regulér
ist, falls ¢ # —m gilt fiir alle i € {1,...,m} mit &;(p, N) # 0, insbesondere ist
die Parallelfliche M, also (wegen der Kompaktheit von M) fiir betragsméafig gentigend
kleines ¢ # 0 in E; immersiert. Weiterhin ist die zur Weingartenabbildung gehérige
Abbildungsmatrix W = (G))~1. HE) im Punkt p—e- N ebenfalls gegeben durch eine
Diagonalmatrix. Fiir deren Eintriage in der Diagonalen gilt

(&) Ki(p, V) fiir 4 .
Y =t efl,. ..
i ‘p_e.N T+ 2mi(p, V) tir i € { m} sowie
1 .. .
wgi)‘p_elN:g firie {m+1,...,d—1}.

Somit folgen die zu zeigenden Aussagen iiber die Hauptkriimmungen und die Haupt-
kriimmungsrichtungen.

Es bleibt zu zeigen, dass das Normaleneinheitsbiindel N, im Punkt (p —e- N, N)
regulér ist. Die partiellen Ableitungen des Normaleneinheitsbiindels in diesem Punkt
sind nach obigem gegeben durch

0 ,(x. (1—1—5/%)'% o

an(<n))‘(p_€'N’N) — ( e % : |(p’N) fir i € {1,...,m} und

0 [z —g- o .

an(<;))}(p_8AN7N):( on i |(p’N) firie {m+1,...,d—1}.
Da die Vektoren (,;9—1;’”1, e B?L_fn’ 673:11 e 61?;_1 nach Konstruktion linear unabhéngig sind,
und (1 + e K;) sowie —x; fiir i € {1,...,m} nicht zugleich verschwinden kénnen, folgt
auch diese Aussage. ®

2.11 Korollar. Sei U — Ny,u +— (x,n)(u) eine Parametrisierung eines Teils des
Normaleneinheitsbindels nach Biindelkoordinaten (vgl. Definition 2.4). Die zugehdrige
Teilfliche von M. (fiir e € R) sei parametrisiert durch u — x(u) — € - n(u). Es sei Gy
die zur ersten Fundamentalform beziiglich dieser Parametrisierung gehérige Matrix, die
tibrigen Bezeichnungen seien wie in Lemma 2.8.
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m - 2
= det(Ga)|(,, ., det(@)], T T e ny((2,n)(w)
7j=1

g2(d-1-m) H +emy((z, ) (u))”.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 2.8 und dem Beweis von Lemma 2.10. ®

2.12 Lemma. Sei (p, N) € Ny, e € R, und sei l € {0,...,d —1}. Es seip—¢c- N ein
requldrer Punkt der Parallelfiiche M..

Dann ist die [-te mittlere Kriimmung gpl ) der Parallelfiiche M. im Punkt p —e - N
beziiglich des Normalenvektors N gegeben durch

d—1 fd—1-1\ _i_
o p—c-N)= Yo (G € ei(p N
! gd-1-m H;“:l(l +¢ekj(p,N))

Beweis. (i) Betrachte als ersten Schritt den Fall, dass M eine Hyperfliche ist, d.h. es
gilt m = d — 1. Nach Definition von gpl(a) in Definition 2.5 gilt mit Lemma 2.10

(ﬁ@“’%)) (d; 1) o = (ﬁ(umj)) ST A9

j=1 =1 1<iy <<y <d—1

d—1
— . Fiy K/il
_< (1"’6"4«7)) Z 1_}_6/{“ 1+€Hil

1 1< << <d—1

<.
Il

= Z Ry =0 Ky (1+€/€il+1) (1+€/€id71)

1<i1 << <d—1

(dabei sei hier und in den néchsten zwei Umformungsschritten fiir eine feste Menge
{i1,...,4;} die Menge {i11,...,i4_1} derart gewahlt, dass {iy,...,iq1} = {1,...,d—1}
gilt). Weiter folgt dann

d—1-1

_ k
- Riy « o Ky € Kjp = Ry

1<i1 <<y <d—1 k=0 1<j1 << <d—1

{710k Y141, 0td—1}

d—1-1
_ k
= € Ry = Ry Ry o0 Ry,

k=0 1< << <d—1 1<j1 < <jp<d—1

{315sdi i1 sia—1}

. <€k<;(>d<1;k-> S )

k+l1 1<) <<y <d—1
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(beachte: Aus Symmetriegriinden reicht es zur Bestimmung des Vorfaktors der inneren
Summe jeweils aus, die Anzahl der Summanden zu ermitteln). Mit der Definition von ¢,
in Definition 2.5 folgt dann

d—1-1
() e )
k=0
Somit ist die Aussage im Fall m = d — 1 gezeigt.

(ii) Betrachte schliefllich den Fall, dass m beliebig ist. Es werde nun § > 0 so gewihlt,
dass nicht nur p — e - N ein reguldrer Punkt von M. ist, sondern auch p — (5 +¢e)- N
fir 0 <4 <9 (beachte: Dass dies geht, ergibt sich aus dem Beweis VOIl Lemma 2.10).
Betrachte nun den Grenzwert der [-ten mittleren Kriimmung gpl ) der Hyperfliche

M, s fiir 6 — 0 zunéchst fiir den Fall, dass M. s als Parallelfliche zu M, im Abstand o
aufgefasst wird. Dann gilt offensichtlich (vergleiche Lemma 2.10 und Definition 2.5)

1 (e+9) _ (e)
511% 12 12
Andererseits lidsst sich der Grenzwert von <pl ) fiir § — 0 auch mit dem Ergebnis

aus (1) bestimmen, indem die Flache M., s als die Parallelfliiche zur Hyperfliche Ms im
Abstand e aufgefasst wird. Da fiir i € {1,..., m} offensichtlich lim;s_, K,Eé) = k; gilt (vel.

Lemma 2.10), folgt

.
—

m d—1 (d—1-1\ _j—1 (%)
(e+0) i ( il )&t y;
H 1—|—5/<;j hmgpl = lim ®
=0 H] m+1(1+€/€j )

ORI

iy d‘j ((d —1- l> it (di) S i i ) (2.2)

(6)
j ) 1<ii<e<i;<d— 1Hz m+1(1+€ﬁi )

Wieder wegen lims_,q HJZ(-(S) =rg; furi € {1,...,m}, und, da firi € {m+1,...,d -1}
(beachte Lemma 2.10)

(9) 1 1
lim ——— = lim —%— = lim = — sowie
‘5_’014‘5/456) 6—-01+5 s-00+e €
o
lim ————— = lim = lim =0
5_>01+€KZ() 6—01+5% -00+¢
gilt, folgt die Behauptung aus Gleichung (2.2). ®

2.13 Korollar. FEs sei e > 0 so, dass Ms requldr ist fir § € [0,e] (vgl. Lemma 2.10).

Weiterhin sei N' C Ny eine offene Teilmenge des Normaleneinheitsbiindels Ny .
Firle{0,...,d—1} gilt dann

; dO
-5 (17 o
/MNa g J—l /\/] KNM
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insbesondere gilt

d—1
d—1\ . do
dO_Z( , ) o 90
/MN,E =\ v Ky,

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Lemma 2.12 mit Hilfe von Korollar 2.11,
die zweite Aussage ist der Spezialfall [ = 0. ®

Als direkte Folgerung ergibt sich die bekannte Steiner-Formel fiir das Volumen des
Parallelkorpers (vergleiche beispielsweise [21, section I11.1 3.3], [17, section 6.3.3] bzw. [22,
Satz 2.2.1]):

2.14 Korollar (Steiner-Formel). Mit den Bezeichnungen aus Korollar 2.13 gilt fiir

das Volumen V (g) des Bereichs zwischen der Mannigfaltigkeit 7wy (N) und der Paral-
lelfliche My . — also fir das Gebiet {p — - N|(p,N) € N und 6 € [0,¢]} —, falls die
Abbildung N x]0,e[— Eq: (p, N,0) — p— 48 - N injektiv ist,

d—1
1 d » dO
Vie) =~ ( )6’“ 0j ——.
d JZO J+1 ARRVITITS
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Korollar 2.13 durch Integration der Oberflichen der
Parallelflichen im Abstand 0 bis e. ©

2.15 Lemma. FEs seien e € R, (p, N) € Ny, so dass p—e - M ein requlirer Punkt von
M, ist.
Dann gilt
e FEs ist (p,N) € Ny eine Nullstelle der Abbildung vq_1: Ny — R genau dann,
wenn p —e - N € M, eine Nullstelle der Abbildung goﬁf_)l: M. — R ist.

e Null ist ein reguldrer Wert der Abbildung pq_1 genau dann, wenn Null ein requldrer
Wert der Abbildung gpff_)l ist.

Beweis. Nach Lemma 2.12 gilt fiir (p, N) € Ny,

) va—1(p, N)
0 l1(p—€-N)= o :
-t gd-1-m Hj:l(l + e K;(p, N))

daher folgt bereits die erste Aussage.

Es gelte nun ¢4 1(p, N) = 0. Sei dann U — N}, eine Parametrisierung einer Um-
gebung von (p, N) in Ny, (fiir geeignetes offenes U C R 1), so gilt fiir die partiellen
Ableitungen von <p£fjl (esseiied{l,...,d—1})

R dpa_ 271" ,
&%H} - B | () _¢*N“N5ngﬂ“+€“DMW>
Ou, vV T e (T e wy(p,N)) et [ (14 ey (p, V)

Op4-1
ou; |(p,N)

T e [T (Tt emy(p, N))
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Somit verschwindet die partielle Ableitung von 90516—)1 nach u; im Punkt p — e - N genau

dann, wenn diejenige von 41 nach u; im Punkt (p, N) verschwindet, und es folgt auch
die zweite Behauptung. ©

2.1.3 Zwischen Flache und Parallelflache

2.16 Lemma. Sei (z,n): U — Ny Parametrisierung einer offenen Teilmenge des Nor-
malenbiindels Ny (fiir geeignetes offenes U C RY™1). Dann ist die Parametrisierung

2: U xR — Eg4, (u,6) — x(u) — 0 - n(u)
genau fir die Werte (u,0) € U x (R\{0}) reguldr, fir die —% keine Hauptkrimmung in
x(u) beziiglich der Normalen n(u) ist. Fir § = 0 ist die Parametrisierung genau dann

requldr, wenn m = d — 1 ist.

Beweis. Die partiellen Ableitungen der Parametrisierung z sind gegeben durch (es sei
je{l,...,d—1})

0z Ox on 0z
= —0- sowie — = —n, 2.3
Ou;  Ou; Ou, v ) (2:3)
also folgt der zweite Teil der Aussage, der § = 0 betrifft, da die Dimension des von den
Vektoren aa_uxl’ ceey 61?;71 aufgespannten Untervektorraums gerade m ist. Im weiteren gelte
0 #0.

Fiir die weitere Betrachtung kann oBdA von m = d — 1 ausgegangen werden, wenn

man statt M die Parallelfliche M, fiir geeignetes ¢ € R betrachtet, da kO = - L

J d—e
in (p —e- N,N) genau dann gilt, wenn r; = —% in (p,N) gilt (fir (p,N) € N,
j €{1,...,m}; vergleiche Lemma 2.10).
Definiere nun die Matrix A durch
Ox Ox T 0z 0z 0z
A= (5., n) (5, .., , =)
8U1 (9ud,1 8u1 Gud,l 00
Wird mit G = (gjx);r die zur ersten Fundamentalform und mit H := (h;);, die

zur zweiten Fundamentalform gehorige Matrix beziiglich der Parametrisierung x von M
bezeichnet (jeweils mit j, k € {1,...,d —1}), so gilt

91,1 +0hy e G1.d—1 +0hiq1 0

A= : : :
9d—11+0ha—11 -+ Ga—1d-1+0hg141 O
0 . 0 1

Da die Hauptkriimmungen &; (fiir ¢ € {1,...,d—1}) gerade die Eigenwerte der zur Wein-
gartenabbildung gehorigen Matrix G~ - H — also die Nullstellen des charakteristischen
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Polynoms det(G™' - H — X+ 1) (mit A € R) - sind, gilt

1
det(A) = — det(G + 0+ H) = —0""" det(G) det(G™" - H + 5 - 1)

= 5% det(G) ((15 + 1) = —det(G) [T(1+ k). (2.4)

1 1

-
Il

7

Also ist det(A) = 0 genau dann, wenn —% eine Hauptkriimmung ist. Andererseits ver-

schwindet det(A) nach Definition der Matrix A genau dann, wenn die partiellen Ablei-

tungen a[zf Sy 85;‘ , 55 linear abhéngig sind, somit folgt die Behauptung. ©

2.17 Lemma. Es sei (z,n): U — Ny eine Parametrisierung einer offenen Teilmenge
des Normalenbiindels Ny (fiir geeignetes offenes U C R41). Die Orientierung von (x,n)
sei so gewdhlt, dass die Determinante der Jacobi-Matrix der Parametrisierung

z2: U x [0,7] = Eq, (u,d) — z(u) — 6 - n(u)

fiir betragsmafsig kleines § > 0 positiv ist (beachte: Nach Lemma 2.16 ist z fir betrags-
mdafig kleines § # 0 stets reguldr).

Dann gilt fiir das orientierte und gewichtete Volumen voly(2) des durch z parametri-
sierten Gebietes zwischen M und M, (es sei N := (x,n)(U) C Ny)

=5 5, 40) 7 oo )
or d ]+1 NSO] KNM.

Das orientierte und gewichtete Volumen voly(z) beziiglich der Parametrisierung z sei
hierbei gegeben durch Integration tber die Jacobi-Matriz der Parametrisierung z, wobei
nicht der Absolutbetrag gebildet wird.

Beweis. Betrachte zunéchst den Fall, dass m = d — 1 gilt, M also eine Hyperflache
ist. Dann gilt aufgrund der Voraussetzungen (vergleiche Gleichung (2.3) im Beweis von
Lemma 2.16)

0z 0z Oz Oz
0 < det —, == = —det .
€ ((6u1 7aud_1786))’5:0 € ((au17 78ud_17n))7
also folgt fiir die Determinante der Matrix (;—;1, e af;z ,%2) (mit Gleichung (2.4) aus

dem Beweis von Lemma 2.16)

det((az,..., 821 g;) = 0471 \/det(G H

81/4 8u

Da das Produkt gerade das charakteristische Polynom der Weingartenabbildung an der
Stelle —% ist (vergleiche den Beweis von Lemma 2.16), die Koeffizienten dieses Polynoms
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aber gerade die (nicht-normierten) mittleren Kriimmungen sind, ldsst sich dies weiter
umformen zu

det(G) (: <d; 1) (%)d—l—j %) 541 = (dz_; (d; 1) 5 ¢j> det(G).

Um das gesuchte Volumen zu erhalten, muss dies jetzt noch iiber U x [0, r] integriert
werden, es gilt also

vol(2) = /
U x[0,r] (]0
( (] N 1) rj+1/ @;\/det(G) duy .. .dud_1>
U

-1 <<] N 1) pitl /I(U) ©j d0>.

Die Aussage folgt nun mit Lemma 2.8.

Sei nun m beliebig. Nach Lemma 2.10 existiert dann ein € > 0, so dass sowohl die
Parallelfliche M. als auch alle Parallelflichen M; fiir 0 €0, ¢[ regulér sind. OBdA gelte
e < r. Mit dem bereits im ersten Teil fiir Hyperflichen gezeigten, sowie mit Korollar 2.14,
folgt nun (es sei N & := {(p — - N, N)|(p, N) € N'})

d—1

( ) 5 gpj) Vdet(@) duy .. dug_, 4o

I
< =
g. OM

1
d

[NgE

6)j-i-l (8) doO

d—
1 . do
Lo (2) = = J+l 4 (r—
VOrlZ) =g ZO (] + 1) S VAR Tovs (r o R, TR

Da die linke Seite unabhéngig von € ist, kann auf der rechten Seite der Grenzwert € — 0
betrachtet werden, dies fiihrt zu

d—
1 d , dO
=5 E : 1 lim (€) )
d ((j + 1) =0 Jyo € VEn.

§=0
Mit Hilfe von Lemma 2.8 und Korollar 2.11 lasst sich dies weiter umformen zu

1 &4 ( d ) o IR do
== P lim [l gdmtom l+ekj) —/——),
d J ( J +1 0N ’ jI:[l( J) KNM)

IV

Il
o

mit Lemma 2.12 weiter zu

_ 1 _1(( ) 7’J+1 hm/ Z ( ) i—j doO )
~d j+1 =y IAVIove
_ d—1 .
—1— L dO
J+1 i—j )
<(j+1)r ; < =] >(ll_r)%€ ) /\f(pZ \/KNA{>)'

=]

R.%MR.
—~ o

SUN

%
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Da nun alle Summanden der inneren Summe bis auf den ersten verschwinden, und die-
ser mit dem zugehorigen Binomialkoeffizienten eins ergibt, folgt die Aussage auch fiir
Flachen hoherer Kodimension. ©

2.18 Definition. Die Menge S, C E; sei definiert als die Menge derjenigen Punkte
p € Ey, fiir die unendlich viele (p’, N’,0) € Ny x [0, 7] existieren, so dass p=p' —§ - N’
gilt.

2.19 Korollar. Das Mafs der Menge S, C Eq ist gleich Null.

Bewers. Wird entsprechend zu Lemma 2.17 das gewichtete aber nicht orientierte Volu-
men betrachtet, so ergibt sich (fiir offene Teilmenge N des Normalenbiindels Ny, wie in
Lemma 2.17)

(1) [

J=0

Da die Mannigfaltigkeit M (und damit Ns) kompakt ist, ist die stetige Funktion |p;]
beschrénkt (fiir j € {1,...,d—1}), also hat das Integral einen endlichen Wert. Wiederum
wegen der Kompaktheit ldsst sich A3y mit endlich vielen offenen Teilmengen wie A
iiberdecken. Da sich somit immer noch eine endliche Summe ergibt, kann das Maf} der
Punkte, die unendlich oft iiberdeckt werden, nicht ungleich Null sein. ©

2.1.4 Normalenfokalflachen

Ziel dieses Abschnittes ist die Untersuchung der zu M zugehorigen Normalenfokalflé-
chen, da diese (bzw. eine Umgebung dieser Flidchen) beim Beweis der Formel fiir das
orientierte Volumen des Gebietes zwischen Fliche und Parallelfliche gesondert behan-
delt werden miissen. Fiir weitergehende Informationen iiber Normalenfokalflichen (fiir
d = 3) vergleiche beispielsweise [2, section 10.6.8.] oder [15, chapter 10].

2.20 Definition. Fiir j € {1,...,m} sei N]Ej)l C Ny die Menge derjenigen Punkte
(p, N) € Ny, in denen eine weitere Hauptkriimmung mit #;(p, N) iibereinstimmt, also
eini € {1,...,m}\{j} existiert, so dass x;(p, N) = k;(p, N) gilt. Offensichtlich ist /\/}g)l
kompakt.

Weiter sei /\/}g)2 C Ny die Menge derjenigen Punkte (p, N) € Ny, \Njii)l, fir die
die Richtungsableitung von x; im Punkt (p, N) in Richtung der zu x;(p, N) gehorigen
Hauptkriimmungsrichtung verschwindet (beachte: Diese Richtung ist bis auf einen Skalar

eindeutig, da Punkte (p, V), die in der Menge N, ]g/][)l liegen, nicht betrachtet werden). Die
Menge N, ]Ej)Q ist offensichtlich abgeschlossen in ANy \ N, ]E})l
Ferner sei N, ]E})g C Ny die Menge derjenigen Punkte in Ny, die eine Umgebung

besitzen, in der die Hauptkriimmung x; konstant ist. Offensichtlich ist die Menge N, 15;7[)3
offen in NVy,.
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SchlieBlich sei noch die (in Ny;) offene Menge Ny € Ny definiert durch

Nt ::NM\(CJ(NJEj?l\Int(NA(j?l))U CJ( 2\ Int (A, U \NM3>

7=1 J=1 J=1

2.21 Definition. Fiir eine offene Menge N C ./\N/VM und j € {1,...,m} sei die zur j-ten
Hauptkriimmung gehorige Normalenfokalfidiche Sy ; definiert durch

1
ki (p, N)
fir j € {m+1,...,d — 1} setze S'N,j := M. Die Fléchen S'NJ werden also genau aus
denjenigen Punkten von N}, gebildet, in denen die Parametrisierung aus Lemma 2.16

nicht regulér ist, sie werden eingehiillt von den Normalen an die Fliche M (vergleiche
den Beweis von Lemma 2.16).

2.22 Lemma. Es sei N C Ny, Weiterhin sei ¢ € R so gewdihit, dass die Parallelfliche
M. zu M eine tmmersierte Hyperfliche ist (vgl Lemma 2.10).

Dann gilt Ny, C Nas. Firj € {1,...,d — 1} ist Sy.j = Sy, insbesondere ist
Sn.j=M firje{m+1,...,d—1}.

Beweis. Es sei (p, N) € Ny. Dann lassen sich aus Lemma 2.10 die folgenden Aussagen

S’_N"j = {p+ -N|(p, N) € N und k;(p, N #0}

folgern: Es gilt #; = x; in (p, N) genau dann, wenn k%) = /<¢§6) in (p—e-N,N) gilt (fiir
i,je{l,...,m}). Firme {0,...,d— 3} und j € {m+1,...,d — 1} gilt N\ | = Ny,
wegen /{5-6) =1 firm=d—2(und j =d—1) gilt Njﬁj;f) = ¢#, in beiden Féllen ist also
insbesondere N, ]g) , = Int(N7] ) ) erfiillt,

Eine Richtungsableltung von k; in (p, N) verschwindet genau dann, wenn die Rich-

(e)

tungsableitung von x;” in (p — e - N, N) in die entsprechende Richtung verschwindet,

da
aﬁgs) ‘ o 1 a/'ij ‘
Ou, ' (p==N.N) (1 + e ky(p, N))2 Ou; ' @:-N)
gilt (beziiglich Parametrisierungen wie im Beweis von Lemma 2.10; es sei j € {1,...,m}).

Da klar ist, dass x;(p, N) in einer Umgebung konstant ist, genau dann wenn lig-a) (p,N)

konstant ist, folgt somit N, C N, M. -
Sei nun (p, N) € N, dann folgen die weiteren Aussagen aus

1
rj(p, N)
fir k;(p, N) # 0 (beachte, dass /{56) (p—e-N,N) =0 genau dann gilt, wenn x;(p, N) =0
erfiillt ist; es sei j € {1,...,m}), bzw. aus

1

/{é.a)(p—e -N,N)
fir j e {m+1,...,d— 1} (vergleiche jeweils Lemma 2.10). ©)

-N:(p—€~N)—i— ! - N

p+
H;E)(p—E-N,N)

p:(p—g-N)—l—
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2.23 Lemma. Fir j € {1,...,d — 1} ist der (d — 1)-dimensionale Oberflicheninhalt

sowohl der Fliche S als auch der Fliche S Null.

In t(N J) ) N(]) )

Beweis. Es reicht, den Fall m = d — 1 zu betrachten, da sonst wegen Lemma 2.22 statt
M die Parallelfliche M. fiir geeignetes € € R betrachtet werden kann.

Es sei (p, N) € Int( 15;71)1) oder (p,N) € Int( ()) Dann gibt es (mit geeignetem
offenen U C R91) eine Parametrisierung (x,n): U — Ny, so dass alle via (z,n) pa-
rametrisierten Punkte in der entsprechenden Menge liegen. Eine Teilfliche der Fliache

S 0 lasst sich damit dann parametrisieren durch
Int (NM )hJ

bzw. S (Nfé)g)

1
y: U —Egur— z(u) + M -n(u),

(e (w), n(u

die partiellen Ableitungen dieser Parametrisierung sind dann fir ¢ € {1,...,d — 1}
gegeben durch
Jy ox 1 Okj 1 On
S A R M
ou;  Ouy Ii? ou; K Ou;

Betrachte zunichst den Fall, dass (p, N) € Int(N, 154)1, ) gilt. Somit ist x; mindestens
zweifache Hauptkriimmung, es gibt also (fiiri € {1,...,d—1} und k € {1,2}) geecignete

Funktionen /\(k) : U — R mit

d—1 —

Ox
AP AP
z’X—l: ¢ 8uz Z 8ul
und die Vektoren ()\g . )\(1) 1)(u) und ()\§2), ce )\((12_)1)(15) sind linear unabhéngig fiir

alle u € U. Definiere dann die Funktionen u®: U — R durch (es sei {k, k} = {1,2})

1 fiir S0 A (u) - 52| =0 fiir [ € {1,2}
d—1
u — 7. a/{/ .
—F ST AW () 22 t
0 AP, sons
Nach Konstruktion ist dann ¢~} (Z oy >\Z(k)) : % eine nichttriviale Linearkombina-

tion der Null, die partiellen Ableltungen von y sind also stets linear abhéngig, und es
folgt der erste Teil der Aussage.

Betrachte nun den Fall, dass (p, N) € Int(N, 154)2, ) gilt, die Richtungsableitung von
k; in Richtung der zugehorigen Hauptkriimmungsrichtung ist also Null, d.h. es gibt
geeignete Funktionen \;: U — R (firi € {1,...,d — 1}) mit

d—1 d—1

Z A - Z A - —— sowie Z A g:: =0.

i=1 =1

Damit ist dann eine nichttriviale Linearkombination der Null gegeben durch Zf:ll A g—i,

die partiellen Ableitungen von y sind also auch in diesem Fall stets linear abhéngig, und
es folgt der zweite Teil der Aussage. ®©
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2.24 Lemma. Seij € {1,...,d—1} und N C Ny, eine offene Menge, die weder mit
N, ]f})l noch mit N, ]E/j[)Q einen nichtleeren Schnitt besitzt.

Dann st SN,]- eine requlire C*=2-differenzierbare Hyperfliche (oder die leere Menge).

1

Im Punkt p + o N € Sxrj ist ein Normalenvektor an die Fliche Sy-; gegeben

durch die zur Hauptkrimmung k; gehorige Hauptkrimmungsrichtung (fir (p, N) € N
mit 5;(p, N) #0).

Bewers. Es reicht auch hier wie im Beweis von Lemma 2.23, den Fall m = d — 1 zu
betrachten, da sonst wegen Lemma 2.22 statt M die Parallelfiiche M, fiir geeignetes
¢ € R betrachtet werden kann.

Sei (p, N) € N mit «;(p, N) # 0 ein beliebiger Punkt in A (falls ein solcher Punkt
nicht existiert, handelt es sich bei SN,J- um die leere Menge; vergleiche Definition 2.21).
Sei dann (z,n): U — N); eine Parametrisierung einer Umgebung von (p, N), so dass im
Punkt (p, N) selbst Kriimmungslinienparameter vorliegen (fiir eine geeignete offene Men-
ge U C R?71). Die partiellen Ableitungen der zugehorigen Parametrisierung y der Fliche
Syrj im Punkt (p, N) sind dann gegeben durch (vergleiche den Beweis von Lemma 2.23;
esseii€{l,...,d—1})

1 8/@-

—Z ) . a_%‘(p,N) - li?(p, N) aul |(p,N) .

9u; ) = (17 w;(p, N) o,

insbesondere ist %’(p N) ein nichtverschwindendes Vielfaches des Normalenvektors N,
. ] ’ .
da N NN ]Ejg = @ gilt. Da N NN, 181)1 = ¢ ist, verschwindet der Vorfaktor von aaqi o)

fir i € {1,...,d — 1} \ {j} nicht, also sind die partiellen Ableitungen von y in (p, N)
(und damit einer ganzen Umgebung von (p, N) linear unabhéngig, und der erste Teil der
Aussage ist gezeigt.

Weiterhin ist % ‘ (N offensichtlich ein Vektor, der zu allen partiellen Ableitungen von
J i

)
y in (p, N) orthogonal ist. Da dies jedoch die zu x;(p, N) gehorige Hauptkriimmungs-

richtung ist, folgt auch die zweite Aussage. S)

2.25 Lemma. Fir j € {1,...,d — 1} sei N' C N]Ej)g) eine offene Teilmenge von Ny
mit konstanter nichtverschwindender Hauptkriimmung k;. Setze dann r := —m (fiir
beliebiges (p, N) € N).

Dann ist der (d — 1)-dimensionale Oberflicheninhalt der Fldche MN](\j)3,r gleich Null.

Beweis. Es reicht, den Fall m = d — 1 zu betrachten, da sonst wegen Lemma 2.22 statt
M die Parallelfiiche M., fiir geeignetes € € R betrachtet werden kann.

Es sei (p, N) € N und (z,n): U — N eine Parametrisierung einer Umgebung von
(p, N) in N (mit geeignetem offenen U C R?!). Eine Parametrisierung der Fliche
M 4 n)v),» in einer Umgebung von p — r - NV ist somit gegeben durch

ze: U — Egyu— x(u) —r-n(u).
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Da —% eine Hauptkriimmung auf dem gesamten Gebiet (x,n)(U) ist, gilt fiir geeignete
Funktionen \;: U — R (firi € {1,...,d —1})

d—1 d—1

on
Aiw— A
: 8ui Z aul
=1 =1
die partiellen Ableitungen der Parametrisierung z. sind also stets linear abhéngig, und
es folgt die Aussage. ®

2.1.5 Seitenflachen

2.26 Definition. Es sei B C Ny eine (d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
Ny Dann werde die Seitenfliche Sg, definiert durch

Spr = {p—é-N € Ed‘(p,N) € Bund § € [O,r]}.

2.27 Lemma. Es sei B C Ny eine (d—2)-dimensz’0nale Untermannigfaltigkeit von Nyy.
Sei ferner (p, N) € B und 6 €10,7[, so dass — kez’ne Hauptkrimmung in (p, N) ist.

Dann ist die Fliche Sg, um den Punkt p — (5 N eine regulire C*—'-differenzierbare
Hyperfldche.

Beweis. Sei (v,n): U — B eine Parametrisierung einer Umgebung von (p, N) in B (fiir
geeignetes offenes U C R972). Die zugehérige Parametrisierung der Fliche Sg,. ist dann
gegeben durch

y: U x [0,7] — Sg,, (u,0) — z(u) — & - n(u).

Falls die partiellen Ableitungen der Parametrisierung y im Punkt p—9- N linear abhéngig
wiren, so gibe es Funktionen \;: U — R (fur j € {1,...,d — 2}), so dass

d—2 d—2
Yy Aj -

J J
— ('9u] — 8u]

.
.

wére (beachte: Die partielle Ableitung % ist orthogonal zu den anderen partiellen Ab-
leitungen; vergleiche auch Gleichung (2.3) im Beweis von Lemma 2.16). Also wire —%
Hauptkriimmung in (p, N) im Widerspruch zu den Voraussetzungen. ©

2.28 Korollar. FEs sei B C Ny eine (d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
Ny Sei ferner (p, N) € B, § €]0,r[ und —% eine Hauptkrimmung in (p, N).

Ist fiir ein e € R (und damit nach Lemma 2.10 fir alle € € R bis auf endlich viele; im
Fallm = d—1 auch fiire =0) M. inp—e- N requldr und die Hauptkrimmungsrichtungen
zur Hauptkrimmung ( der Fliche M.) —=— transversal zu my (B) im Punkt p —e- N
(insbesondere ist also —x k:eme mehrfache Hauptkrimmung in (p, N); beachte: Nach
Lemma 2.10 stimmen dz'e Hauptkrimmungsrichtungen von M und M. tberein), so ist
die Fliche Sg, um den Punktp—¢&- N eine requlire C*~1-differenzierbare Hyperfliche.
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Beweis. Es kann aufgrund der Voraussetzungen oBdA von m = d — 1 ausgegangen
werden (vergleiche auch den Beweis von Lemma 2.22). Dann folgt die Aussage aber direkt
aus dem Beweis von Lemma 2.27, da im Fall der linearen Abhéngigkeit der partiellen

Ableitungen von y im Punkt p —§ - N gilt, dass die zur Hauptkriimmung —% zugehorige

Hauptkriimmungsrichtung Z;l;l j 88”0 im Tangentialraum von 7, (B) im Punkt p liegt.

©

2.29 Konstruktion. Es sei N' C N}, eine offene Teilmenge des Normalenbiindels N,
von M und (p, N) € N ein nichtsinguldrer Punkt des Randes von N. Der Rand von N
ist also in einer Umgebung von (p, N) eine (d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von Ny, diese werde mit B bezeichnet.

Es gelte zunédchst m = d — 1, die Mannigfaltigkeit M ist also eine Hyperfliche. Es sei
(x,n): U — Ny eine Parametrisierung einer Umgebung von (p, N) in B (fiir geeignetes
offenes U C R472). Die zugehorige Parametrisierung der Fliche Sz, ist dann gegeben
durch

y: Ux]0,7[— Sp, (u,8) — z(u) — § - n(u).

Es werde o := 1 gesetzt, falls der Normalenvektor 22 x -+ x 522 x n an my(B) im
1 Ud—2

Punkt (p, N) aus dem Gebiet 7y (N) heraus zeigt, andernfalls setze o := —1.

Im Punkt p—4-N der Fliiche Sg,, (fiir geeignetes § €0, r[, so dass Sz, in p—3-N reguléir
ist; vergleiche Lemma 2.27) lisst sich somit ein Normaleneinheitsvektor N(p — & - N)
definieren durch (beachte: Es gilt % ay = —n)

V o Jy dy
N(p—96-N):= .
v ) (H DU x - % (6u1 T ”)>{(p,zv)

ouq 8ud_

Sei nun m beliebig und 0 €0, [ so gewihlt, dass p — § - N ein regulérer Punkt der
Fliche Sz, ist (vgl. Lemma 2.27). Dann gibt es nach Lemma 2.10 ein € € ]0, 8], so dass M.
eine reguldre Hyperflache ist. Offensichtlich ist SB(E> . eine Teilfldche von SB -, die den
zu untersuchenden Punkt enthlt, wenn BE) := {(p — e - N, N)|(p, N) € B} gesetzt wird.
Daher lésst sich die Konstruktion des Normalenvektors N(p—4d-N) in der allgemeinen
Situation auf den bereits behandelten Fall m = d — 1 zuriickfiihren.

2.30 Lemma. Es seien N C Ny, B und (p, N) € B so wie in Konstruktion 2.29
gegeben. Weiterhin sei § € [0,r] so gewdhlt, dass die Fliche Ms um p — & - N regulir ist
(vgl. Lemma 2.10).

Im Punkt p—§ - N € mp,(B) zeigt der Normalenvektor N(p — § - N) an die Fliche
S*B,,n genau dann ins Aufengebiet (innerhalb der Fliche Ms) der Menge i, (N), wenn

die Anzahl der Hauptkrimmungen r;(p, N), die kleiner als —% sind, gerade ist.

Beweis. Aus den gleichen Griinden wie in Konstruktion 2.29 kann statt M die Parallel-
flache M. fiir geniigend kleines € > 0 betrachtet werden, falls m < d — 1 ist, sei also im
folgenden M oBdA eine Hyperfléiche.

Es sei (z,n): U — Ny eine Parametrisierung einer Umgebung von (p, N) in N (fiir
geeignetes offenes U C R471), so dass B (nach eventueller Verkleinerung) gerade gegeben
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ist durch (z,n)(U), wobei U := {u € U'|ug_1 = 0} gesetzt wird. OBdA sei die Ableitung

85;_1 ‘(p Ny 50 orientiert, dass sie aus der Menge m/(N) heraus zeigt. Nach Definition
von o in Konstruktion 2.29 gilt also
sign( Ox ‘o x Ox " Ox } )
o =sign((z— X --- n
& 3u1 @ud_g ’E)ud_l (»,V)
Ox Ox Ox

= sign(det 2.5
Slgn( € ((aul Y Y 8Ud_2 ) n? aud_l) }(p’N))) ( )

Die Parametrisierung y: U x [0,7] — E4 einer Teilmenge von Sp,., sei nun so definiert
wie in Konstruktion 2.29, die Parametrisierung z: U’ x [0, r] — E4 so wie in Lemma 2.16.
Nach Wahl der Orientierung von %} (>.N) ist ein nach auflen weisender Vektor
im Punkt p — § - N (innerhalb von Mj beziiglich der Menge 7, (N)) gegeben durch

ﬁ‘(p Ny €8 muss nun also nur noch untersucht werden, wann das Skalarprodukt
(N(p—104-N), ﬁhp N)) positiv ist. Es gilt nach Definition von N(p — 6 - N) in Kon-
struktion 2.29 (dort ist auch o € {—1, 1} definiert)
) - 0z ) oy oy 0z
sign((N(p — 9 - N), WCH‘(‘”’N)» =0 51,5_>;n(det(<au1 ey 8ud,2’n’ 0ud,1)|(va)))
0z 0z 0z
= —o sign(det

(beachte: Es gilt 88—12 = g—i firi € {1,...,d—2}). Mit Hilfe der Matrix A aus dem Beweis
von Lemma 2.16 lasst sich dies weiter umformen zu

ox ox )| )
8u1""’3ud_1’n )

=—0 sign(det(A|(p N))) sign(det ( (

mit Gleichung (2.5) und Gleichung (2.4) (aus dem Beweis von Lemma 2.16) folgt daraus
dann

d—1

— Hsign(l +d ki(p, N)).

=1

Dieses Produkt ist jedoch offensichtlich genau dann positiv, wenn die Anzahl derjenigen
Hauptkriimmungen, die kleiner als —% sind, gerade ist. ©

2.1.6 Windungszahl

2.31 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei M eine Mannigfaltigkeit mit den Eigen-
schaften aus Voraussetzung 2.1. Zusétzlich habe die in Definition 2.20 definierte offene
Teilmenge Ny; von Ny endlich viele Zusammenhangskomponenten.

SchlieBlich sei N' C Ny, eine offene Teilmenge des Normalenbiindels N/, so dass
die singulidren Punkte des Randes von A eine Teilmenge einer endlichen Vereinigung
C!'-differenzierbarer Bilder von I-Rechtecken sind (mit [ € {0,...,d — 3}). Es sei B die
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(d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Ay, die die nichtsinguldren Punkte des
Randes von N bildet, die endlich viele Zusammenhangskomponenten besitze. Auflerdem
sei r > 0 fest gegeben.

2.32 Definition. Die Abbildung o,: Ny, — {—1,+1} sei fiir (p, N) € Ny definiert
durch o,.(p, N) := +1, falls die Anzahl der Hauptkriimmungen in (p, N), die kleiner als
—% sind, gerade ist, und durch o,(p, N) := —1, falls sie ungerade ist.

Gilt m = d — 1, und ist ein festes Normalenvektorfeld N: M — S,;_; ausgezeichnet,
so sei o, M — {—1,+1} definiert durch p — o,.(p, N(p)).

2.33 Konstruktion. Es sei die Hyperfliche Syr, definiert als der Abschluss der Verei-
nigungsfliche (unter Beriicksichtigung eventuell dabei auftretender Vielfachheiten) von
7 (N), M, und Sg,. In denjenigen Punkten von Sy, in deren Umgebung Sy, eine
reguldre Hyperfliche ist (vergleiche Lemma 2.10, Lemma 2.27 und Korollar 2.28) sei das
folgende Normaleneinheitsvektorfeld N: Sy, — Sy definiert (es sei (p/, N') € N): In
den reguldren Punkten der Teilfliche gaN,r stimme N mit dem in Konstruktion 2.29
definierten Normalenvektorfeld N iiberein. Gilt m = d — 1 (sonst bildet M keine der
reguldren Teilflichen von Sy, ), so sei der Normalenvektor in p’ = my(p, N') gegeben
durch N(p') :== N’ (beachte, dass M in einer Umgebung von p’ zweimal als Teilfliche von
Sy jedoch mit entgegengesetzter Orientierung der Normalenvektoren auftritt, falls ne-
ben (p', N') auch (p', —N') € N ist). Ist p’ —r- N’ ein regulérer Punkt von M, (vergleiche
Lemma 2.10 und Lemma 2.25), so setze N(p' —r - N') :=o,.(p/, N') - N'.

2.34 Definition. Es sei S eine kompakte geschlossene orientierbare Hyperfliche, deren
singuldre Punkte endliche Vereinigung C!-differenzierbarer Bilder von [-Rechtecken sind
(mit [ € {0,...,d —2}). Es sei N: S — S, ein Einheitsnormalenvektorfeld auf S, so
dass (p, N(p)) fiir alle p € S stets in derselben der beiden Zusammenhangskomponenten
des Normalenbiindels Ny liegt. Es sei ¢ € Ey ein Punkt, der in der unbeschrinkten
Zusammenhangskomponente von E; \ S liegt (beachte die Kompaktheit von S).

Es sei p € E;\ S ein beliebiger Punkt, und g sei ein beliebiger Streckenzug von p nach g,
der S stets in reguldren Punkten transversal schneidet. Es sei wf{ , die Anzahl derjenigen
Schnittpunkte von g mit S, in denen der Richtungsvektor von ¢ in die gleiche Richtung
zeigt wie das gegebene Normalenvektorfeld N (d.h. das Skalarprodukt dieser beiden
Vektoren ist positiv). Andererseits sei wg , die Anzahl derjenigen Schnittpunkte, fiir die
dies nicht der Fall ist (d.h. das Skalarprodukt der beiden Vektoren ist negativ; beachte:
Da stets ein transversaler Schnitt vorliegt, kann das Skalarprodukt nie verschwinden).
Dann sei die Windungszahl wg(p) des Punktes p beziiglich der Fldche S definiert durch

wg(p) == w;{g — Wg ;-

Die Windungszahl wg(p) ist also zundchst einmal abhéngig von der Wahl (und der
Existenz) des Streckenzugs g und des Punktes ¢. Fiir die Flichen beziiglich derer im
folgenden die Windungszahl verwendet werden soll, muss also noch die Wohldefiniertheit
von wg(p) gezeigt werden. Fiir S = Sy, geschieht dies beispielsweise in Lemma 2.35 und
Lemma 2.39.
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2.35 Lemma. FEs sei q € E; ein Punkt, dessen Abstand zu M grofer als r ist (dieser
existiert, da M kompakt ist).

Dann ezistiert fir alle p € Eq \ Sy, ein Streckenzug g von p nach g mit den fir
Definition 2.3} erforderlichen Eigenschaften.

Beweis. Sei B C E,; offene Umgebung von p, die Syr, nicht schneidet (beachte: Da M
kompakt ist, ist auch S kompakt). Da die singuldren Punkte in Sy, eine Menge vom
(d — 1)-dimensionalen Maf§ Null bilden (vergleiche hierzu Lemma 2.10, Definition 2.20,
Lemma 2.25, Lemma 2.27 sowie Korollar 2.28), schneiden fast alle Verbindungsgeraden
des Punktes ¢ mit Punkten in B die Fldche Sy, nicht in einem dieser singuldren Punkte,
ebenso sind fast alle dieser Verbindungsgeraden keine Tangentialgeraden in regulédren
Punkten von Syr,. Weiterhin ist das Mafl der Geraden, die Syr, in unendlich vielen
Punkten schneiden Null, da bekanntlich (vergleiche beispielsweise [21, formula 14.70
in I11.1 4.5))

1
/ InNSy,ldnp=— [ dO / dO
n€€1,q 27 Sq SN r

gilt, die Oberfliche von Sy, als endliche Vereinigung von Fléchen endlicher Oberflache
jedoch sicherlich endlich ist.

Es gibt also Punkte p’ und ¢’ beliebig nahe bei p bzw. ¢, so dass die Strecke von p’
nach ¢’ den geforderten Anforderungen geniigt. Ein Streckenzug von p nach ¢ ergibt sich
dann mit p’ und ¢’ als Zwischenpunkten. ©

2.36 Beispiel. In Abbildung 2.1 ist fiir zwei Beispielsituationen in der euklidischen
Ebene (also fiir d = 2) das geméf Konstruktion 2.33 konstruierte Normaleneinheits-
vektorfeld der Fliache Sy, (in griin) sowie die Windungszahlen beziiglich Sys,. in den
einzelnen Zusammenhangskomponenten von E; \ Sy, (in rot) eingetragen.

Abbildung 2.1: Normalenvektorfeld und Windungszahl

2.37 Definition. Es sei S eine kompakte Hyperfliche, deren singulidre Punkte endliche
Vereinigung C'-differenzierbarer Bilder von [-Rechtecken sind (mit [ € {0,...,d — 2}).
Nun kann die Funktion bg: E; — Z, die fiir jeden Punkt von E; (mit einem Vorzeichen
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gewichtet) angibt, wie oft er zwischen S und der Parallelfliche S, enthalten ist, definiert
werden via (vergleiche auch Definition 2.32)

bs: Eqg — Z,p— Z (—1)05(7’/’N/).
(p',N'",6)eNs x]0,r[
mitp=p' —6- N’

Offensichtlich ist bg in fast allen Punkten von E; wohldefiniert.

2.38 Lemma. Es seij e {1,. — 1}, (B, N) € Nar \ (N}, UN, U Seo,) mit
ki(p, N) # 0 und p+ oy - N ¢ SNT

Dann haben die Punkte einer (gentgend kleinen) Umgebung von (p, N) in NM keinen
Einfluss auf den Wert von bs,.  in einer (geniigend kleinen) Umgebung von Ptoom N)

Beweis. Es reicht, den Fall m = d — 1 zu betrachten, da sonst wegen Lemma 2.22 statt
M die Parallelfiiche M., fiir geeignetes € € R betrachtet werden kann.

Sei (x,n): U — N Parametrisierung einer offenen Umgebung N’ von (p, N), so dass
fur alle (p/, N') € N' ebenfalls (p/, N') € Nas \ (/\/}fj)l UN]E}?Q U Saoyr) und k;(p/, N') #0
gilt (beachte: Dies ist méglich da das betreffende Gebiet offenbar offen ist). Sei nun
(p/,N') € N/ mit p’ + W N’ € Sy beliebig. Weiterhin sei c: | — sg, so[ — M
eine reguldre Parametrisierung der Kriimmungslinie durch p’ zur Hauptkriimmung &;
mit ¢(0) = p' (fiir geeignetes so > 0). Fiir § := —m sei ¢s: | — 89,80 — Mjs die
zugehorige Kurve auf der Parallelfliche M;, d.h. es gilt ¢ = (x — J - n) o ¢. Fiir den
Tangentialvektor dieser Kurve gilt dann, da ¢ Kriimmungslinie ist,

dcs oc

(‘)3 (]_—f—(S/i]OC)'&.
Da nach Voraussetzung a2 | (V) # 0 ist, hat (1 +0kKjo0 c) in 0 einen Vorzeichenwechsel,
somit gilt

1i 1 805 . 1 865

im - — = —lim C—

ANy R

Also liegt die Kurve ¢s; (lokal) ganz auf einer Seite von Syv;. Da der Punkt (p/, N')
beliebig ist, liegt also ganz z(U x]0,7[) (lokal um (p, N)) auf einer Seite von Sy ; (dabei
sei z die Parametrisierung aus Lemma 2.16), und jeder Punkt, der auf dieser Seite
nahe genug an Sy liegt, wird genau zweimal durch z(U x]0,7[) parametrisiert (nach
eventueller Verkleinerung der Menge U). Sei p’ — ¢’ - N’ (fiir einen geeigneten Punkt
(p/, N') € N” und & €]0,7]) ein solcher Punkt, und (p”, N”) € N7 und seien §" €0, 7]
derart gewdhlt, dass p’ — ¢ - N' = p” —¢" - N” mit (p/, N') # (p”, N”) gilt. Nach obigem
haben also (14 ¢ k;(p', N')) und (1 + 8" x;(p”, N"”)) verschiedene Vorzeichen. Da alle
anderen Hauptkriimmungen von x; verschieden sind, haben diese (lokal) keinen Einfluss
auf die Bestimmung von b(p', N',¢") bzw. b(p”, N",6"), es gilt also (vgl. Definition 2.34)

|b<p/7N/75/) _ b(pI/,N//,5//)| — 1
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Damit heben sich die Beitrdge von (p/, N’,¢’) und (p”, N”,d”) bei der Bestimmung von
bsy.(p' — &' - N') gerade gegenseitig auf.

Auf den Wert von bg,, . in den Punkten der anderen Seite von S n,; haben die Punkte
von N’ nach obigem gar keinen Einfluss, auf den Wert von bg,, = in den Punkten der
Fléiche Sy~ selbst nach Definition ebenfalls nicht (vgl. Definition 2.34). ©)

2.39 Lemma. Fs seip € Ey\ (SN,r U SOO,T) ein beliebiger Punkt.
Dann gilt ws,, . (p) = bsy,(p), d-h. ws,.,(p) ist wohldefiniert.

Beweis. Nach Definition von wg,,, ist klar (vgl. Definition 2.34), dass es fiir je zwei Punk-
te derselben Zusammenhangskomponente von E;\ (S NWUSOO,T) Streckenziige zum Punkt
q gibt, die die gleiche Anzahl (und Orientierung) von Schnittpunkten mit Sy, besitzen.
Ebenso ist klar, dass es einen Streckenzug von ¢ nach ¢ gibt, der keinen Schnittpunkt
mit Sy, besitzt. Andererseits folgt aus der Definition von bg,. (vgl. Definition 2.34)
und Lemma 2.38, dass bg,,, auf denselben Zusammenhangskomponenten konstant ist,
und bg,, (¢) = 0 gilt. Es ist also nur noch zu zeigen, dass sich das Schnittverhalten einer
Strecke beim Ubergang einer Komponente zur benachbarten genau gleich verhilt wie
die Verénderung von bg,; .. Sei also p’ ein reguldrer Punkt von Sy, \ Se,r, der Normalen-
vektor von Syr,. in p’ ist dann N’ := N(p'). Es kann oBdA davon ausgegangen werden,
dass p’ auf genau einer der Teilflichen von Sy, liegt, da sich die Beitrége der einzelnen
Flachen einfach addieren.

Betrachte zunédchst den Fall, dass p’ € M ist (insbesondere gilt also m = d — 1). Es
sei § > 0. Wegen (p/, N') € N gilt (p/,—N’') ¢ N, also werden die Punkte von M in
einer Umgebung von p’ bei der Bestimmung von b(p’ — § - (—N')) nicht beriicksichtigt.
Andererseits ist die Anzahl der Hauptkriimmungen in (p’, N'), die kleiner als —% sind fiir
geniigend kleines ¢ sicherlich Null, der Beitrag der Punkte von M in einer Umgebung von
p' bei der Bestimmung von b(p’ — & - N’) ist also gerade (—1)°. Daher gilt (fiir geniigend
kleines ¢ > 0)

b(p — - N')—b(p/ +6-N') =1.

Dies ist genau der Beitrag, den p’ als Schnittpunkt eines Streckenzugs liefert, der von
der Komponente des Punktes p’ — ¢ - N’ in p’ in die Komponente von p’ 46 - N’ wechselt.

Als nichstes werde die Situation betrachtet, in der p’ € M, gilt, es sei (p”, N”) € N der
zugehorige Punkt mit p’ = p” —r- N” von N. Da —% keine Hauptkriimmung in (p”, N”)
ist (weil p’ reguldrer Punkt von M, ist; vergleiche den Beweis von Lemma 2.25), &dndert
sich die Anzahl der Hauptkriimmungen, die kleiner als —% sind, entlang der Geraden
p"—§-N" (fir § > 0) im Punkt p” nicht. Somit folgt die Behauptung analog zum ersten
Fall.

Gilt schlieBlich p’ € Sg,., so folgt das richtige Schnittverhalten des Streckenzugs im
Punkt p’ mit der Fliche SBW unmittelbar aus Lemma 2.30. ®

2.40 Satz. Fir das orientierte gewichtete Volumen voly, (N, r) des Gebietes ,zwischen®
der Mannigfaltigkeit M und der Parallelfliche My, gilt

| 1 d dO
_ _ J+1 o
bt = [useav =3 (1) 7 o)

Jj=0
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Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 2.17, Korollar 2.19 und Lemma 2.39. ©

2.41 Bemerkung. Eine integralgeometrische Formel, in der das orientierte gewichtete
Volumen vol,, (N, r) als Integral iiber den gesamten euklidischen Raum ausgedriickt wird,
findet sich beispielsweise in [12]: Fiir eine ,zahme“ Menge C' C E,; sei N' C Ny durch alle
nach ,innen* gerichteten Normalenvektoren gegeben, dann gilt (vgl. [12, Theorem 6.3.4])

vl Wor) = [ xGeINe)av
pEE,

(hierbei sei x die Euler-Charakteristik und (*(p) der abgeschlossene Ball mit Mittelpunkt

p und Radius 7).

2.2 Parallelflachen in nichteuklidischen Raumen

Da sich die Aussagen iiber die Parallelflichen im Nicht-Euklidischen genauso beweisen
lassen wie die jeweils entsprechende Aussage im Euklidischen, wird in diesem Abschnitt
darauf verzichtet, Beweise anzugeben.

Wieder gibt es eine fiir den Rest des Abschnittes geltende allgemeine Voraussetzung:

2.42 Voraussetzung. In Abschnitt 2.2 sei M stets eine kompakte in Fy; x immersierte
unberandete C*-differenzierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit d > 1, K # 0,
m € {0,...,d — 1} und k > 2). Weiterhin sei r > 0 fest gewéhlt; im Fall K > 0 gelte

™

zusatzlich r < VR

2.2.1 Normaleneinheitsbiindel

2.43 Definition. Das zu M gehérige in Fy g X Fy ;- immersierte Normaleneinheitsbiindel
N sei definiert durch

Ny = {(p,N) € M x Fj g|N ist Normaleneinheitsvektor an M in p, (p, N) = 0}.

2.44 Lemma. Das Normaleneinheitsbindel Nay ist eine kompakte in Fg g x Ty o im-

mersierte orientierbare unberandete C*~1-differenzierbare (d — 1)-dimensionale Mannig-
faltigkeit.

2.45 Definition. Sei (p, N) € Ny;. Die Definition von Biindelkoordinaten um (p, N),
der Hauptkriimmungen ki, ..., Ky, der Hauptkrimmungsrichtungen sowie der Matrizen
Gy, Hy und W)y, lasst sich ohne Anderung aus dem Euklidischen ins Nichteuklidische
iibertragen (vgl. Definition 2.4).

Ebenso iibertrégt sich fiir [ € {0,...,d — 1} die Definition von ¢;(p, N) im Punkt p
beziiglich der Normalen N, d.h. es gilt weiterhin

m+l—(d—1)

oi(p, N) == (;1) Z H Ki; (p, N).

l 1<ii<io<-<ippyr—(@—1)<m  j=1
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Ist M eine orientierbare Hyperfliche (also insbesondere m = d — 1) mit gegebenem
Normaleneinheitsvektorfeld N: M — F}i, x> S0 sei die Abbildung ¢;: M — R definiert
als ¢ == @i+, N).

Da diese Definition mit derjenigen in Definition 2.5 im Euklidischen iibereinstimmt,
treffen die Aussagen von Bemerkung 2.6 auch hier zu.

2.46 Definition. Die Projektion my: Ny — Fux des Normalenbiindels Ny, auf die
Mannigfaltigkeit M sei definiert durch

o N — Fax, (p, N) — p.

Weiterhin sei Ky, : My — R diejenige Abbildung, die gegeben ist durch
Kny: Nu = R, (p, N) = [ (1+ %3 (p, V).
j=1

2.47 Lemma. Sei (x,n): U — Ny eine Parametrisierung einer Teilfliche von Ny (fiir
offenes U C R¥Y) mit (fiiri e {1,...,m} undj € {m+1,....,d—1})
Ox Ox On

— =0 und

o, G 5, =

also Biindelkoordinaten fiir Ny;. Sei dann Gy die zur ersten Fundamentalform von
(Ury .oy Up) = x(Uy, ..., upy) gehorige Matriz, und G, diejenige, die zur Parametrisie-
rung (Umat, -, Ug—1) > N(Upst,...,Uq—1) gehort. Schlieflich sei noch Gy, die zur
ersten Fundamentalform beziiglich der gegebenen Parametrisierung von Ny gehdorige
Matrix. Dann gilt
det(GNM)|u = det(GM)‘

.....

2.2.2 Parallelflachen

2.48 Definition. Sei ¢ € R (und || < ;7= fiir K > 0) sowie N C Ny Dann ist die
zu N gehérige Parallelfliche zu M im Abstand e definiert durch

My e :={ir(e) -p—Ja(e) - N € Fax|(p, N) € N'}.

Speziell werde die gesamte Parallelfliche zu M im Abstand € mit M, bezeichnet, es gilt
also M, = My, -

2.49 Lemma. Sei (p, N) € Ny sowie e € R\ {0} (und |g| < s Jir K> 0).

Die Parallelfiiche M, erfillt dann die folgenden Figenschaften:

e FEin Normaleneinheitsvektor der Parallelfiiche M. im Punkt j1(e) - p—ja(e) - N ist
gegeben durch K js(e) - p+ji(e) - N.

o st ki(p,N) # —i% fir alle i € {1,...,m} mit k;(p, N) # 0, so ist M. lokal um
j1(e) - p —ja(e) - N eine regulire Hyperfliche.
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o [ir betragsmdfig gentigend kleines € # 0 ist M, eine kompakte in Fy x immersierte
orientierbare unberandete C*~'-differenzierbare Hyperfliche.

e Die Hauptkrimmungen von M. im Punkt j1(€)-p—ja(e)- N (beziiglich des Norma-
lenvektors K ja(€) - p+iji(e) - N) sind fir j € {1,...,d — 1} gegeben durch

ji(e) K(p, N) — K ja(e)

nf)(jl(s) ‘p—ja(e) - N) = jlj(le()g) +J2(¢) 55(p, N)

ja ()

firje{l,...,m}

sonst

Weiterhin stimmen die Hauptkrimmungsrichtungen auf M und M, fir die ersten
m Hauptkrimmungen tiberein.

e Fir alle e € R ist das Normaleneinheitsbindel Ny, eine in g g XFy 5 immersierte

orientierbare unberandete Ck~1-differenzierbare (d — 1)-dimensionale Mannigfaltig-
keit.

2.50 Korollar. Sei U — Ny,u — (x,n)(u) eine Parametrisierung eines Teils des
Normaleneinheitsbiindels nach Biindelkoordinaten (vergleiche Definition 2.45). Die zuge-
horige Teilfliche von M. (fir e € R; es gelte
durch u v ji(g) - x(u) — ja(e) - n(u). Es sei Gy, die zur ersten Fundamentalform beziig-
lich dieser Parametrisierung gehorige Matrix, die tibrigen Bezeichnungen seien wie in
Lemma 2.47.

Dann gilt (setze @ := (uy, ..., Up) und G = (Upi1,- -, Ud-1))

det(Gar,)|, = det(Gar)| det(G)]. (ia(e))* ™ H &) + ja(e) w5 ((w, ) (u)))’

= det(Gy,,)|, KNM((;, e (jale 2(d 1-m) H i1(e) + jale ((a:,n)(u)))Q

Es folgt die Definition der fiir die mittleren Kriimmungen der Parallelfliche notwendi-
gen Konstanten. Mit anderen Beweismethoden sind diese fiir Hyperflichen beispielsweise
auch in [18, formula (2.10)] (fir K = 1) bzw. in [18, formula (3.3)] (fir K = —1) be-
stimmt worden.

2.51 Definition. Fiir 4,5 € {0,...,d — 1} sei die Funktion cz( R R (fir K <0)
bzw. cglﬁi |—s7= sv=— R (fﬁr K > 0) definiert durch

55521(5) = i (—1)F (;) (_dz::];lk) (jl(€>)dflf(fi+j+2k) ('].2(5))72'+j+2k Kt

k=i—j

(dabei sei e € R fiir K < 0 baw. € €] — 7=, ;7= fiir K > 0). Beachte, dass die
Summanden mit k < 0 bzw. k£ > d — 1 — j verschwinden, da in diesen Féllen einer der
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beiden Binomialkoeffizienten verschwindet. Insbesondere fiir K = 0 gilt (es sei ¢ € R;
vergleiche Definition 1.1)

d—1—13\ ..
—(0 —1
Cz(,j),d(g) = ( j—i )53 :
dies sind genau die in Lemma 2.12 im Euklidischen auftretenden Koeffizienten.

Im weiteren Verlaufen spielen insbesondere die Integrale einiger dieser Konstanten eine
wichtige Rolle. Daher bekommen sie eine eigene Bezeichnung;:

2.52 Definition. Sei j € {0,...,d— 1} sowie U := R fiir K < 0bzw. U :=|— "=, T~
fiir K > 0. Dann sei die Funktion ¢ &l d : U — R definiert durch

& U - Re H/ et (0)ds = <d; 1) /Os(jl(é))d_l_j (i2(0))” dé

(fiir die explizite Berechnung des Integrals vergleiche Lemma 1.8).

2.53 Lemma. FEs seien (p, N) € Ny, € € R (zusdtzlich gelte || < s im Fall K >0)
sowie | € {0,...,d — 1} gegeben. Ferner sei ji1(¢) - p — ja(€) - N ein reguldrer Punkt der
Parallelfiiche M..

Die l-te mittlere Kriimmung gpl(e) der Parallelfliche M. im Punkt ji(g) - p — ja(e) - N
beziiglich des Normalenvektors K js(e) - p+ji(e) - N ist dann gegeben durch

Lyt S (@(e) i (p, N)
Hj:l (Jl( ) +Jj2(e) ’fj(p7 N)) .

2.54 Korollar. Es sei e > 0 (mit e < #E fir K > 0) so, dass Ms reguldr ist fiir
d €10,e] (vgl. Lemma 2.49). Weiterhin sei N C Ny eine offene Teilmenge des Norma-
leneinheitsbiindels Ny, und A, die zugehérige Teilfliche der Parallelfliche, d.h. es gilt
Az ={ji(e) -p—Ja(e) - N € Mc[(p, N) € N'}.

Firle{l,...,d— 1} gilt dann

/gpl dO = Z(Clﬂd ngj\/i(—OTM)'

Als direkte Folgerung ergibt sich die bekannte Steiner-Formel fiir das Volumen des
Parallelkorpers im Nichteuklidischen (vergleiche beispielsweise [21, section IV.1 8.4]):

EGe)p—io(e) - N) = (—
‘2 (JI(E) p .]2(5) N) <,]2(5)

2.55 Korollar (Steiner-Formel). Mit den Bezeichnungen aus Korollar 2.54 gilt fir
das Volumen V (¢) des Bereichs zwischen der Mannigfaltigkeit mp(N') und der Parallel-
fliche My — also fiir das Gebiet {j1(0) - p —j2(0) - N|(p, N) € N und § € [0,e]} —, falls
die Abbildung N'x]0,e[— Far: (p, N,0) — ji(0) - p — j2(0) - N injektiv ist,

S0 [0
= NV By,



2.2 Parallelfiachen in nichteuklidischen Rdumen

53

2.56 Lemma. Fs seien ¢ € R (mit |e| < 2% fir K >0) und (p, N) € Ny so gegeben,
dass j1(€) - p —ja(e) - N ein reguldrer Punkt von M, ist.

Dann gilt

e Der Punkt (p,N) ist genau dann eine Nullstelle der Abbildung pq_1: Ny — R,
wenn ji(e) - p —jo(e) - M € M. eine Nullstelle der Abbildung 90516,)11 M. — R ist.

o Null ist ein reguldrer Wert der Abbildung pq—1 genau dann, wenn Null ein requldrer
Wert der Abbildung 80521 15t.

2.2.3 Zwischen Flache und Parallelflache

2.57 Lemma. Sei (z,n): U — Ny Parametrisierung einer offenen Teilmenge des Nor-
malenbiindels Ny (fiir geeignetes offenes U C RYY). Dann ist die Parametrisierung

2: U X R —Fyg, (u,6) — ji1(9) - z(u) —j2(0) - n(u)

genau fir diejenigen Werte (u,0) € U x (R\ {0}) (im Fall K < 0) beziehungsweise
(u,0) € U x (] — Wi 5o (\MO}) (im Fall K > 0) reguldr, fir die —;;% keine Haupt-
krimmung in x(u) beziglich des Normalenvektors n(u) ist. Fir 6 = 0 ist die Parametri-

sterung genau dann requldr, wenn m = d — 1 erfillt ist.

2.58 Lemma. Fs sei (x,n): U — Ny eine Parametrisierung einer offenen Teilmenge
des Normalenbiindels Ny (fiir geeignetes offenes U C R4™1). Die Orientierung von (x,n)
sei so gewdhlt, dass die zur Parametrisierung

2: Ux[0,7] = Fa, (u,8) = j1(6) - 2(u) = j2(0) - n(u)
zugehorige Determinante det(aa—;, ce &Z’: , %, VIK| - z) fiir betragsmdfig kleines 6 > 0
positiv ist (beachte: Nach Lemma 2.57 ist z fir betragsmdfig kleines § # 0 stets requldr).
Dann ist das orientierte und gewichtete Volumen voly(z) des durch z parametrisier-

ten Gebietes zwischen M und M, gegeben durch (es sei N := (x,n)(U) C Ny; das
orientierte gewichtete Volumen sei wie im FEuklidischen in Lemma 2.17 definiert)

d—

[y

dO
1or = G(‘K) 5 R
voly (2) (Cj,d (6) NSOJ \/K—NM)

J=0

iir die Definition der Funktionen &%) vergleiche Definition 2.52).
j,d

2.59 Definition. Die Menge S, C [Fy k sei definiert als die Menge derjenigen Punkte

p € Fuk, fiir die unendlich viele Werte (p', N’,;0) € Ny x [0,r] existieren, so dass
p=171(6) - p' —j2(d) - N" erfiillt ist.

2.60 Korollar. Das Mafs der Menge S, C Fgx ist gleich Null.
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2.2.4 Normalenfokalflachen

2.61 Definition. Fiir j € {1,...,m} sei N]E})l C Ny die Menge derjenigen Punkte
(p, N) € Nu, in denen eine weitere Hauptkriimmung mit x;(p, N) iibereinstimmt, also
eini € {1,...,m}\{j} existiert, so dass x;(p, N) = k;(p, N) gilt. Offensichtlich ist /\/}5})1
kompakt. ‘

Weiter sei ijz C Ny die Menge derjenigen Punkte (p, N) € Ny \lej’)l, fiir die
die Richtungsableitung von x; im Punkt (p, N) in Richtung der zu x;(p, N) gehorigen
Hauptkriimmungsrichtung verschwindet (beachte: Diese Richtung ist bis auf einen Skalar

eindeutig, da Punkte (p, N), die in der Menge N, ]fj)l liegen, nicht betrachtet werden). Die
Menge N, 15?2 ist offensichtlich abgeschlossen in Ny \ NV, 18)1
Ferner sei V. ]E/J[)g C Ny die Menge derjenigen Punkte in Ny, die eine Umgebung

besitzen, in der die Hauptkriimmung x; konstant ist. Offensichtlich ist die Menge N, ]3)3
offen in NVy,. )
SchlieBlich sei noch die (in NVy;) offene Menge Ny € Ny definiert durch

m

R = N\ (L 2\ i )) 0 VIR e YO Wi \AT):

j=1 7j=1 Jj=1

2.62 Definition. Fiir eine offene Menge N C ./\~va und 7 € {1,...,m} sei die zur j-ten
Hauptkrimmung gehérige Normalenfokalﬂdche Syr,j definiert durch

S./\/',j — { k;(p, N sign(x;(p, N N‘(p, N) e N, H?(ZL N) > —K},

\/ K, N +K \/ (p,N)+ K

fir j € {m +1,...,d — 1} setze Sy; := M. Die Flichen Syr; werden also genau aus
denjenigen Punkten von A}, gebildet, in denen die Parametrisierung aus Lemma 2.57
nicht regulér ist, sie werden eingehiillt von den Normalen an die Fléche M. Beachte: Die
Forderung #3(p, N) > —K ist fiir K > 0 natiirlich stets erfiillt.

2.63 Lemma. Es sei N C Ny Weiterhin seic € R (fir K < 0) bzw. ¢ €l—57% 7ozl
(fir K > 0) so gewdhlt, dass die Parallelfliche M, zu M eine immersierte Hyperfliche
ist (vgl. Lemma 2.49). ) )

Dann gilt Nay. © N, Fiir j € {1,...,d — 1} ist Sx.j = Sy, insbesondere ist
Sn.j=M firje{m+1,....,d—1}.

2.64 Lemma. Fir j € {1,...,d — 1} ist der (d — 1)-dimensionale Oberflicheninhalt

sowohl der Flache SI D)) g als auch der Fldache S wt W), Null.
2.65 Lemma. Firje{l,...,d—1} ses N' C N]\jj eine offene Teilmenge von Ny mit
konstanter nichtverschwindender Hauptkrimmung r;. Setze dann r := —(j:—;)_l(lij (p, N))
(fiir beliebiges (p, N) € N).

Dann ist der (d — 1)-dimensionale Oberflicheninhalt der Fliche M.  gleich Null.

]\13
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2.2.5 Seitenflachen

2.66 Definition. Es sei B C Ny eine (d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
Ny Dann werde die Seitenfliche Sp, definiert durch

Spyr = {j1(6) - p —j2(6) - N € E4|(p, N) € Bund é € [0,7]}.

2.67 Lemma. FEs sei B C Ny eine (d—2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Ny .
Sei ferner (p, N) € B und 6 €10, 7], . (p, N) ist.

Dann ist die Fliche Sg, in einer Umgebung des Punktes ji(0) - p — j2(8) - N eine
requlire C*~'-differenzierbare Hyperfliche.

2.68 Korollar. FEs sei B C Ny eine (d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
Ny. Sei ferner (p, N) € B, § €]0,r[ und — “( ) ¢ine Hauptkrimmung in (p, N).

Ist fiir ein ¢ € R (und damit nach Lemma 2.49 fir alle ¢ € R bis auf endlich vie-
le; im Fall m = d — 1 auch fir e = 0) M. in ji(e) - p — ja2(¢) - N regulir und die

Hauptkrimmungsrichtungen zur Hauptkrimmung (der Fliche M.) — 813
J1(5

keine mehrfache

transversal

zu my(B) im Punkt ji(g) - p — ja(e) - N (insbesondere ist also —
Hauptkrimmung), so ist die Fliche Sg, um den Punkt j;(5) - p —J2(5) N eine reguldire
Cr—L-differenzierbare Hyperfliche.

2.69 Konstruktion. Es sei N' C N}, eine offene Teilmenge des Normalenbiindels N,
von M und (p, N) € N ein nichtsinguldrer Punkt des Randes von N. Der Rand von N/
ist also in einer Umgebung von (p, N) eine (d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von Ny, diese werde mit B bezeichnet.

Es gelte zunéchst m = d — 1, die Mannigfaltigkeit M ist also eine Hyperfliche. Es sei
(z,n): U — Ny eine Parametrisierung einer Umgebung von (p, N) in B (fiir geeignetes
offenes U C R972). Die zugehorige Parametrisierung der Fliche Sz, ist dann gegeben
durch

y: Ux]0,7[— Sg., (u,8) — ji1(5) - x(u) —Jj2(8) - n(u).

Falls der Normalenvektor (v —K-y) x §& x - - - X au X (K j2(6)-x+]j1(0)-n) an mp(B)

im Punkt (p, N) aus dem Gebiet 7y, (N ) heraus zelgt so setze o := +1, andernfalls setze
o:=—1.

Im Punkt j;(8) - p — ja(d) - N der Fliiche Sz, (fiir geeignetes 6 €]0,7[, so dass Sz, in
j1(0)-p—ja(d)-N regulér ist; vergleiche Lemma 2.67) lisst sich somit ein Normaleneinheits-
vektor NV (j1(0)-p—j2(6)-IV) definieren durch (beachte: Es gilt 5% W — (K jo(6)-x+j1(5)-n))

N(j1(6) - p —j2(0) - N)

ly % 74 8y X e x5O || aUl Oug_o 85 (n,N)’

6ud 2

Sei nun m beliebig und § € ]0, r[ so gewihlt, dass j1(6)-p—ja(d)- N ein regulirer Punkt
der Fliche Sp, ist (vgl. Lemma 2.67). Dann gibt es nach Lemma 2.49 ein ¢ €0, [, so
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dass die Flache M. eine reguldre Hyperfldche ist. Offensichtlich ist S'B@),r = S‘BW erfiillt,
wenn B© = {(ji1(e) - p — jale) - N, K jo(0) - p+j1(6) - N)|(p, N) € B} gesetzt wird. Da-
her lisst sich die Konstruktion des Normalenvektors N (j;(6) - p — j2(d) - N) in der allge-
meinen Situation auf den bereits behandelten Fall m = d — 1 zuriickfiihren.

2.70 Lemma. Es seien N C Ny, B und (p, N) € B so wie in Konstruktion 2.69
gegeben. Weiterhin sei 6 € [0,7] so gewdhlt, dass die Fliche Ms um j1(5) - p —j2(0) - N
requldr ist (vgl. Lemma 2.49).

Im Punkt j1(8)-p—j2(8) - N € ma,(B) zeigt der Normalenvektor N(j1(8) - p—ja(0) - N)
an die Fliche Sp, genau dann ins Aufengebiet (innerhalb der Fliche Ms) der Menge
s (N), wenn die Anzahl der Hauptkrimmungen rk;(p, N), die kleiner als —j:;% sind,
gerade 1st.

2.2.6 Windungszahl

2.71 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei M eine Mannigfaltigkeit mit den Eigen-
schaften aus Voraussetzung 2.42 Zusétzlich habe die in Definition 2.61 definierte offene
Teilmenge N von Ny endlich viele Zusammenhangskomponenten.

Weiterhin sei N C Ny, eine offene Teilmenge des Normalenbiindels Ny, so dass die
singuldren Punkte des Randes von N eine Teilmenge einer endlichen Vereinigung von
C!-differenzierbaren Bildern von [-Rechtecken sind (mit [ € {0,...,d — 3}). Es sei B die
(d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Ny, die die nichtsinguléren Punkte des
Randes von N bildet, die endlich viele Zusammenhangskomponenten besitze.

Schliefflich sei » > 0 fest gegeben. Ist K > 0, so gelte zusétzlich r < #?, auBerdem
gebe es Punkte, deren Abstand zu M grofler als r ist. Es sei ein derartiger Punkt ¢, € Fy x
fest gewéhlt.

2.72 Definition. Die Abbildung o,: Ny — {—1,+1} sei fiir (p, N) € Ny definiert
durch o,(p, N) := +1, falls die Anzahl der Hauptkriimmungen in (p, V), die kleiner als
—% sind, gerade ist, und durch o,(p, N) := —1, falls sie ungerade ist.

Cgilt m = d — 1, und ist ein festes Normalenvektorfeld N: M — Ty g ausgezeichnet,

so sei o, M — {—1,+1} definiert durch p — o,.(p, N(p)).

2.73 Konstruktion. Es sei die Hyperfliche Syr, definiert als der Abschluss der Verei-
nigungsfliche (unter Beriicksichtigung eventuell dabei auftretender Vielfachheiten) von
(N, M, und 5377“. In denjenigen Punkten von Sy ,, in deren Umgebung Sy, eine
reguldre Hyperflache ist (vergleiche Lemma 2.49, Lemma 2.67 und Korollar 2.68) sei das
folgende Normaleneinheitsvektorfeld N: Sy, — S;_1 definiert (es sei (p/, N') € N): In
den reguléren Punkten der Teilfliche Syy, stimme N mit dem in Konstruktion 2.69
definierten Normalenvektorfeld N iiberein. Gilt m = d — 1 (sonst bildet M keine der
reguldren Teilflichen von Sy, ), so sei der Normalenvektor in p’ = my(p’, N') gegeben
durch N(p') := N’ (hierbei gelten dieselben Vielfachheitsiiberlegungen wie in Konstruk-
tion 2.33 im Euklidischen). Ist j;(7)-p’ —j2(r) - N’ ein regulédrer Punkt von M, (vergleiche
Lemma 2.49 und Lemma 2.65), so setze

N(i(r) - p' = jalr) - N') i= 00 (p/, N') - (K Ja(r) - p' +3u(r) - N').
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2.74 Definition. Es sei S eine kompakte geschlossene orientierbare Hyperfliche, deren
singulire Punkte endliche Vereinigung C!-differenzierbarer Bilder von I-Rechtecken sind
(mit [ € {0,...,d —2}). Es sei N: S — F} ;- ein Einheitsnormalenvektorfeld auf S, bei
dem (p, N(p)) fiir alle p € S stets in derselben der beiden Zusammenhangskomponenten
des Normalenbiindels N liegt. Es sei ¢ € Fy i \ S ein Punkt, der, falls K < 0 ist, in der
unbeschrénkten Zusammenhangskomponente von Fy i\ S liegt (beachte die Kompaktheit
von S).

Es sei p € Fyx \ S ein beliebiger Punkt, und ¢ sei ein beliebiger Streckenzug von p
nach ¢, der S stets in reguldren Punkten transversal schneidet. Es sei wgé , die Anzahl
derjenigen Schnittpunkte von g mit S, in denen der Richtungsvektor von ¢ in die gleiche
Richtung zeigt wie das gegebene Normalenvektorfeld N. Andererseits sei wg , die Anzahl
derjenigen Schnittpunkte, fiir die dies nicht der Fall ist. Dann sei die Windungszahl wg(p)
des Punktes p beziiglich der Fliche S definiert durch

wg(p) = wg,g — Wg -

Die Windungszahl wg(p) ist also zunéichst einmal abhéngig von der Wahl (und Exis-
tenz) des Streckenzugs g und des Punktes ¢. Fiir die Flachen beziiglich derer im folgen-
den die Windungszahl verwendet werden soll, muss also noch die Wohldefiniertheit von
ws(p) gezeigt werden. Fiir S = Sy, geschieht dies beispielsweise in Lemma 2.75 und
Lemma 2.78 (fiir K > 0 ist dies jedoch nur bis auf die Wahl der Zusammenhangskompo-
nente des Punktes ¢, moglich).

2.75 Lemma. Es sei q € Fyq ein Punkt, dessen Abstand zu M gréfier als r ist, falls
K <0 ist (dieser existiert, da M kompakt ist), bzw. ¢ = q,, falls K > 0 ist.

Dann ezistiert fir alle p € Eyq \ Sy, ein Streckenzug g von p nach q mit den fir
Definition 2.7/ erforderlichen Eigenschaften.

2.76 Definition. Es sei S eine kompakte Hyperfliche, deren singuldre Punkte endliche
Vereinigung C'-differenzierbarer Bilder von [-Rechtecken sind (mit [ € {0,...,d — 2}).
Nun kann die Funktion bg: Fyqx — Z, die fiir jeden Punkt von Fy s (mit einem Vor-
zeichen gewichtet) angibt, wie oft er zwischen S und der Parallelfliche S, enthalten ist,
definiert werden via (vergleiche auch Definition 2.72)

bs: Eg — Z,p +— Z <_1)Ué(p/7N/)'
(p',N’,0)ENsx]0,r]
mit p = j1(8) - p’ — j2(6) - N

Offensichtlich ist bg in fast allen Punkten von Fy x wohldefiniert.

2.77 Lemma. Es sei j € {1,...,d — 1}, (p,N) € Ny \ (Njfj)l U/\/'Jg?2 U Soo,r) mit
ki(p, N) # 0 und ji((32) 71 (55(p, N))) - p 4+ J2(((2) 7 (55(p, N)))) - N & Sy

j2
Dann haben die Punkte einer (genigend kleinen) Umgebung von (p, N) in Ny keinen
Einfluss auf den Wert von bs,. in einer (geniigend kleinen) Umgebung des Punktes

() (0, N))) - o+ 32(((12) 7 (85 (. N)))) - N
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2.78 Lemma. FEs seip € Fyx \ (SN,T U Soo,r) ein beliebiger Punkt.
Dann gilt ws,, . (p) = bs,, (p), d.h. ws,.,(p) ist wohldefiniert.

2.79 Satz. Fir das orientierte gewichtete Volumen vol,,(N,r) des Gebietes ,zwischen®
der Mannigfaltigkeit M und der Parallelfliche My, gilt

d—1
dO
volo (N, 7’):/ wg,,, dV = é(.K)(r) /(p-—
Fa x " 32—; 7 < N ’ V KNM)

iir die Definition der Funktionen ™) vergleiche Definition 2.52).
7,d



3 Hyperebenen im Euklidischen

Nach den beiden vorangegangenen vorbereitenden Kapiteln richtet sich das Augenmerk
nun endlich auf die Bestimmung des kinematischen Mafles einer Menge D von Hyperebe-
nen mit ,, geeignetem Schnittverhalten“ beziiglich der gegebenen Flachen im Euklidischen.
,Geeignetes Schnittverhalten® bedeutet hier — wie auch stets im folgenden —, dass sich
die Menge als Vereinigung von Zusammenhangskomponenten des Raumes aller Hyper-
ebenen &£;_; 4 ohne die an die Fliche tangentialen Hyperebenen darstellen lédsst. Ist also
eine nichttangentiale Hyperebene in D enthalten, so auch alle Hyperebenen in einer
Umgebung.

Zunichst wird dies im Unterkapitel 3.2 fiir Hyperflichen durchgefiithrt werden. Darauf
aufbauend werden die dort gewonnenen Ergebnisse im anschlieSenden Unterkapitel 3.3
auf die Situation, dass immersierte Mannigfaltigkeiten allgemeiner Kodimension vorlie-
gen, verallgemeinert. Wichtiges Hilfsmittel stellen dabei die in Kapitel 2 betrachteten
Parallelflichen dar. Jeweils werden zwei Typen von Formeln fiir das gesuchte Mafl an-
gegeben werden: Bei ersterem wird nur {iber Teilflichen der gegebenen Fléche integriert
werden — allerdings unter Inkaufnahme der Wahl eines ausgezeichneten Punktes —, der
zweite ist unabhéngig von der Wahl eines Punktes, dafiir gehen in diese Formeln zusétz-
lich die von mehrfach tangentialen Hyperebenen eingehiillten Hiillfldchen ein.

Im abschlieBenden Unterkapitel 3.4 wird der Erwartungswert allgemeiner lokal kon-
stanter Funktionen auf der Menge aller Hyperebenen bestimmt. Als Beispielanwendung
wird fiir zwei konkrete Situationen — die Anzahl der Schnittpunkte bzw. Schnittkom-
ponenten von Kurven bzw. konvexen Mengen mit Hyperebenen — der Erwartungswert
beliebiger Potenzen dieser Funktion bestimmt.

Zuallererst werden im Unterkapitel 3.1 jedoch die von mehrfach berithrenden Hyper-
ebenen eingehiillten Flachen sowie die von den zugehorigen Beriihrpunkten gebildeten
Fléchen untersucht.

3.1 Vorbetrachtungen
3.1.1 Pedalfldache

In diesem Abschnitt werden die von den Lotfuflpunkten der an eine Mannigfaltigkeit tan-
gentialen Hyperebenen gebildeten Flachen untersucht. Diese sind im folgenden Abschnitt
ein wichtiges Hilfsmittel, um die Beriihrpunkte von mehrfach tangentialen Hyperebenen
im Normalenbiindel in den Griff zu bekommen. Pedalflichen (konvexer Fldchen) als
Hilfsmittel sind beispielsweise auch in [6, sections 1 and 2] untersucht worden.

59
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3.1 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei M stets eine m-dimensionale in [E; immer-
sierte C'-differenzierbare unberandete Mannigfaltigkeit (mit m € {0,...,d — 1}, d > 2
und [ > 3). Weiterhin sei Null ein regulidrer Wert der Abbildung ¢4 1: Ny — R, d.h.
insbesondere ist NVg) := pq—17({0}) eine C'~?-immersierte (d — 2)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von Ny, (vergleiche beispielsweise [7, Theorem 3.2]).

3.2 Definition. Es sei N eine offene Teilmenge des Normaleneinheitsbiindels Nyy.
Dann sei p: N — E, diejenige Abbildung, die jedem (p, N) € N den Pedalpunkt (bzw.
Lotfuf$punkt) der in p an M tangentialen Hyperebene &(p, N) zuweist, d.h. es gilt

p: N —=Eq (p,N)— (p, N) - N.

Weiterhin sei A die zu N gehorige Pedalfliche, d.h. die Fliche, die von den LotfuBpunk-
ten der an M tangentialen Hyperebenen &(p, N) mit (p, N) € N gebildet wird; es gilt
also

N = {i(p, N)|(p,N) € N'}
(beachte: Diese Definitionen sind abhéngig von der Wahl des Ursprungs).

3.3 Lemma. Es sei N eine offene Teilmenge des Normalenbiindels Ny, so dass fiir
alle (p, N) € N die Lipschitz-Killing-Kriimmung oq_1(p, N) nicht verschwindet, und
der Ursprung auf keiner der an M tangentialen Hyperebenen &(p, N) liegt.

Dann ist N eine (d — 1)-dimensionale in By immersierte C'—'-differenzierbare Man-
nigfaltigkeit. Weiterhin ist ein Normaleneinheitsvektor von N im Punkt p(p, N) (fiir
(p, N) € N') gegeben durch

NGl N)) = -

Beweis. Sei (p, N) € N beliebig. Es sei dann (z,n): U — N eine Parametrisierung
einer offenen Umgebung von (p, N) in N (fiir geeignetes offenes U C R-1). Dann ist
eine Parametrisierung einer offenen Umgebung von p(p, N) in N gegeben durch

iU — N,u— (z(u),n(w)) - n(u).

Die partiellen Ableitungen von Z sind somit gegeben durch (fiir i € {1,...,d — 1})

0T on

Da offensichtlich n := LH - (z =2 (z,n) -n) orthogonal zu 2= ist (fiiri € {1,...,d—1}),

[z i

(3.1)

und ||72|| = 1 gilt, ist damit bereits gezeigt, dass N(p, N) ein Normaleneinheitsvektor in

p(p, N) ist.

Dass die Vektoren a%, cee 85?_1 linear unabhéngig sind, folgt unmittelbar aus Glei-
on on

chung (3.1), da nach Voraussetzung 41 # 0 erfiillt ist, also die Vektoren Bus o By
linear unabhingig sind (und da n ein Einheitsvektor ist, auch orthogonal zu diesem
sind; beachte weiterhin, dass nach Voraussetzung (r,n) # 0 ist). Somit ist die erste
Fundamentalform von A positiv definit, und es folgen die restlichen Behauptungen. ©
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3.4 Korollar. Sei M eine orientierbare Hyperfliche, d.h. insbesondere gilt m = d — 1,
und N: M — Sy_1 sei ein Normaleneinheitsvektorfeld auf M ; im Fall, dass d gerade ist,
sei dieses so orientiert, dass (p,—N) > 0 erfillt ist. Weiterhin sei p € M ein Punkt der
Mannigfaltigkeit M, dessen Tangentialhyperebene den Ursprung nicht enthdlt.

Es sei (x,n): U — Ny eine Parametrisierung einer Umgebung N von (p, N(p)) (fir
geeignetes offenes U C R¥™1) und & die zugehdrige Parametrisierung von N (vergleiche
den Beweis von Lemma 3.3). Ist N' € Sy_1 derjenige Normalenvektor der Pedalfliche
N in p(p, N(p)) (vgl. Lemma 3.3), beziiglich dessen M und N beziiglich der gegebenen
Parametrisierung gleichorientiert sind, so zeigen sign(wq_1(p, N(p))) - N(p) und N’ in
die gleiche Richtung, d.h. es gilt

(sign(@a-1(p. N(p))) - N(p), N') > 0.

Beweis. Mit Gleichung (3.1) aus dem Beweis von Lemma 3.3 folgt (es sei G, die zur
ersten Fundamentalform beziiglich der Parametrisierung = gehorige Matrix)

0z 0z Ox ox
det e i _ . det -
€ ((au17 ) 8ud71781gn(90d 1(x,n)) n)) e ((aula ) 8ud,1’n))
= (2, =) a-a(w,m)| det(G).
Da die rechte Seite im Punkt p positiv ist, folgt die Behauptung. S)

3.5 Lemma. Sei (p, N) € Ny ein Punkt mit pq_1(p, N) =0, d.h. es gilt (p, N) € N).
Ferner sei N C Ny eine offene Umgebung von (p, N), so dass der Ursprung fiir alle
(p', N') € N nicht auf der zugehirigen Tangentialhyperebene &(p, N) von M liegt.

Weiterhin sei die Abbildung Ny "N — Sq_1,(p/,N') — N’ eine Immersion. Fir
(p/,N") € Nioy NN sei No(p', N') € Sq_1 ein Normalenvektor der durch diese Abbildung
immersierten Fliche im Bildpunkt von (p', N').

Dann ist Ngy == {p(p/, N')|(p', N') € Nioy NN} eine (d — 2)-dimensionale in Ey im-
mersierte C'=2-differenzierbare Mannigfaltigkeit. Weiterhin ist eine Orthonormalbasis
des Normalenraums von /\7(0) im Punkt p(p, N) gegeben durch

N30 V) = T (=20 N) - V),
~ 1

N ) =)

Beweis. Es sei (z,n): U — N eine C'~!-differenzierbare Parametrisierung einer Umge-
bung von (p, N) in Ny NN (fiir geeignetes offenes U C R?7?). Dann ist eine Parametri-

(IR o= (0. N - (p = 209 ) - V) ).

sierung einer offenen Umgebung von p(p, N) in M, (0) Wieder gegeben durch
iU — M,uw— (z(u),n(u)) - n(u).

Offensichtlich sind die Vektoren Np(j(p, N)) und Na(j(p, N)) zueinander orthogonale
Einheitsvektoren, die orthogonal zu den partiellen Ableitungen von & im Punkt p(p, V)
sind (diese sind im Beweis von Lemma 3.3 explizit angegeben).
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Dass die Vektoren 2% . .. hnear unabhéngig sind, folgt unmittelbar aus der nach

Ou1 ) au
Voraussetzung gegebenen hnearen Unabhéngigkeit der Vektoren %, ceey 85£2 (verglei-
che hierzu auch den Beweis von Lemma 3.3). Somit ist die erste Fundamentalform von
Nj positiv definit, und es folgen die restlichen Behauptungen. ©

3.6 Bemerkung. Die Forderung in den Voraussetzungen von Lemma 3.5, dass die
Abbildung Ny — S4_1, (p, N) — N eine Immersion sei, ist dquivalent dazu, dass die
Hauptkriimmungsrichtung zur Hauptkriimmung 0 transversal zur Untermannigfaltigkeit

Mo) ist.

3.1.2 Beriihrflachen

Mit Hilfe der im vorherigen Abschnitt untersuchten Pedalflichen werden in diesem Ab-
schnitt die von den Beriihrpunkten mehrfach tangentialer Hyperebenen gebildeten Teil-
flachen des Normalenbiindels untersucht. Insbesondere werden hinreichende Kriterien fiir
die Voraussetzungen der nachfolgenden Sétze in den Abschnitten 3.2.1, 3.3.1 sowie 4.2.1
bereitgestellt.

3.7 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei (fiir m € {0,...,d — 1}) M, stets ei-
ne m-dimensionale in E; immersierte C'-differenzierbare unberandete Mannigfaltigkeit
(mit d > 2 und [ > 3), oder es gelte M,, = @ (jedoch nicht fiir alle m gleichzeitig).
Setze dann M = UZ;O M,,. Die Mannigfaltigkeit Ny, = Ui:o./\/' M, sel eingebettet
in Eg x Eg. Weiterhin sei Null ein regulirer Wert der Abbildung ¢4 1: Ny — R, d.h.
insbesondere ist Ng) = @417 ({0}) NN eine C'"*-immersierte (d — 2)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von Ny, (vergleiche beispielsweise [7, Theorem 3.2]).

Schliefflich sei eine Hyperebene 5 € &gq—1,4 mit Normaleneinheitsvektor N gegeben,
die in den k verschiedenen Punkten p™), ... p*) € M tangential an M sei (dabei sei
ke{2...,d}). Gilt (firi € {1,...,k}) pa_ 1(p(i) N) =0, so sei N eine Umgebung von
(p®, N) in My so wie in Lemma 3 5, insbesondere sei die Abbildung N NN — Sy,
(p, N) — N eine Immersion. Die Abbildung Ny: Mg NN — Sq_; sei ebenfalls so wie in
Lemma 3.5 definiert.

3.8 Lemma. Es gelte pq_1(p, ) # 0 fir alle i € {1,...,k}, die Berihrpunkte
pM. . p®) seien affin unabhdngig.

Dann gibt es (firi € {1,...,k}) eine offene Umgebung N C Ny von (p, N), so
dass BY eine (d — 2)-dimensionale C'='-differenzierbare immersierte Untermannigfaltig-
keit von Ny ist. Dabei sei BY definiert durch

BY = {(p,N) e NUIVje{l,... .k} 3(, N)eNV: &(p, N) = (0, N') }.

Beweis. Es lisst sich (fiir j € {1,...,k}) um (p¥, N) in N, eine offene Umgebung N'U)
wahlen, so dass die Killing-Lipschitz-Kriimmung ¢,_; auf der ganzen Umgebung nicht
verschwindet. Wihle jetzt den Ursprung so, dass er auf keiner der an M tangentialen
Hyperebenen &(p, N) mit (p, N) € NPU---UN® liegt (dazu miissen diese Umgebungen
eventuell oBdA verkleinert werden).
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Fir i,j € {1,...,k} sind p@ und p¥) Berithrpunkte derselben Hyperebene é , daher
gilt fiir die zugehorigen Pedalpunkte p(p, N ) = p(pW), N ). Angenommen die Normalen-
vektoren N(p(p®, N)) (fir i € {1,...,k}) in diesem Punkt wiren linear abhingig.
Dann liele sich die Null nichttrivial linear kombinieren, es existierten also a; € R fiir
ie{l,...,k}, sodass (vgl. Lemma 3.3)

k
Soai (pV =2, N) - N) =0 (32)
i=1

erfiillt ist. Das Anwenden des Skalarprodukts mit N auf diese Gleichung fiihrt aufgrund
von (pM, N) # 0 zu Zle a; = 0. Einsetzen dieses Ergebnisses in Gleichung (3.2) liefert

k
Z a; - p? =0,
i=1

Dies ist ein Widerspruch zur affinen Unabhéngigkeit der Beriihrpunkte. Die Annahme,
dass die Normalenvektoren nicht linear unabhéngig sind, ist somit widerlegt; oBdA kon-
nen obige Umgebungen so klein gewéhlt werden, dass dies stets der Fall ist.

Somit ist gezeigt, dass sich die k Flichen N (fiiri € {1,...,k}) transversal schneiden.
Dieser Schnitt ist somit eine (d — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N'U). Dies
iibertrigt sich mit dem Diffeomorphismus p auf die Fliche BY (fir j € {1,...,k};
vergleiche Lemma 3.3). ©

3.9 Korollar. Es sei fir j € {1,2} eine Folge von Punkten (p(j),Ni) e Ny mit

@d,l(pgj),]%) # 0 (mit i € N; die Punkte (pz(»l),]\Afi) und (pZ(Q),Ni) haben dieselben Ei-
genschaften wie (p™M, N) und (p'®, N) in Voraussetzung 3.7) gegeben, so dass
(b, N) = Jim (", ;) = Jim (5", N)
erfillt ist.
Dann gilt ¢q_1(p, N) = 0.

Beweis. Angenommen, die Behauptung wére nicht richtig. Dann gébe es eine Umge-
bung von (p, N), so dass die zugehorige Pedalfliche eine Einbettung in E; wére (vgl.
Lemma 3.3). Dies ist jedoch ein Widerspruch dazu, dass fiir jedes ¢ € N eine Umgebung
um (pgl), ]\72) und (p§2), NZ) existiert, so dass sich die zugehorigen Pedalflichen transversal
schneiden (vgl. Lemma 3.8). ©)
3.10 Lemma. Erneut gelte oq_(p®, N) # 0 fir alle i € {2,...,k}, jetzt jedoch sei
gpd_l(p(l),N) = 0. Die Beriihrpunkte p™M, ..., p®) seien affin unabhingig, der Vektor
No(pD, N) sei nicht in dem zur (k — 1)-Ebene, in der diese Punkte liegen, zugehdrigen
Vektorraum enthalten.

Dann gibt es (fir i € {1,...,k}) eine offene Umgebung N C Ny wvon (p, N),
50 dass B[()i) eine (d — k — 1)-dimensionale C'=2-differenzierbare immersierte Unterman-
nigfaltigkeit von Ny ist. Dabei seien B(()i) firi € {1,... k} definiert durch (es werde
N = N NNy und N = N fiir i 41 gesetzt)

BY = {(p, N)eNy Vi {1, .. .k} 3/, N) e N mit £(p, N) = £(p/, N') }.
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Beweis. Wie im Beweis von Lemma 3.8 reicht es auch hier zu zeigen, dass die Normalen-
vektoren an die zu /\fo(l) zugehorigen Pedalfldchen (fiir ¢ € {1,...,k}) linear unabhéngig
sind. Angenommen, dies wire nicht der Fall. Es gébe also «; (fur i € {0,...,k}), so dass
(vergleiche Lemma 3.3 sowie Lemma 3.5)
k
ap - No(pV, N) + Zo‘i . (p(z‘) —2(p® N N) =0

i=1

eine nichttriviale Linearkombination der Null ist. Anwenden des Skalarprodukts mit N
auf diese Gleichung fithrt wie im Beweis von Lemma 3.8 zu einer Bedingung an die Skala-
re, die — in diese Gleichung eingesetzt — zu einem Widerspruch mit den Voraussetzungen
fiihrt. ®

3.11 Lemma. Es sei pq_(p), N) # 0 fiir allei € {k+1,...,k} sowie p4_1(p®V, N) =0
fir alle i € {1 kY erfiillt (fur geeignetes k € {2,.. k}) Wez'terhz’n seien die Vekto-
ren No(p™) N) L, No(p™, N) linear unabhingig, dze Bemhrpunkte D ) . p*) seien

affin unabhangzg Der Schmtt des von den Vektoren Ny(p™) N) NO( (k) N) aufge-

spannten Vektorraums mit demjenigen zur (k — k) Ebene, in der dze Punkte pl k) ., pW
liegen, zugehdrigen Vektorraum sei trivial.

Dann gibt es (firi € {1,...,k}) eine offene Umgebung N C Ny von (p, N), so
dass B((]%) firi € {k,...,k} von einer (d — k — 1)-dimensionalen C*~2-differenzierbaren
Untermannigfaltigkeit von Ny tiberdeckt werden kann. Dabei sei Bé%) firie{1,... k}
definiert durch (es werde No(j) = NV NNy fir j € {1,..., k} und N()(j) = N fiir
je{k—+1,... k} gesetat)

= {(, N eND Wie{l,... .k} 3, N)eND mit £(p, N) = (0, N') }.

Beweis. Es sei (z(%) n(i ): U — Ny (fiiri € {1,...,k —1}) eine Parametrisierung einer
Umgebung von (p(l) ) in NV (fiir geeignetes offenes U C R42). Betrachte dann die
Hilfsflache, die gegeben ist durch die Parametrisierung

20U xR = By, (u, \) — (2D (w),n® () - n® () — X - nD(u)

(dies ist eine Teilfliche der Vereinigungsflache der Pedalflichen von ¢4, ({0}) auf den
Parallelflachen im Abstand A zu M). Die partiellen Ableitungen dieser Parametrisierung
sind gegeben durch (es sei j € {1,...,d — 2})

; : A (i) ‘
8;% (z® %Zj Yo n 4 (9 (w),n® (u)) — \) - %ZJ sowie g_i _ 0

Aufgrund der Voraussetzungen sind diese Ableitungen in (p(), N)- N linear unabhiingig,
die Flache ist also lokal um diesen Punkt eine regulidre Hyperfliche. Ein Normalenein-
heitsvektor an diese Fliche in (p®, N} - N ist offensichtlich gegeben durch Ny(p®, N).
Nach Wahl der Voraussetzungen schneiden sich nun diese soeben definierten Flichen,
die Pedalfliche von Ay (als Umgebung von (p®), N); vergleiche Lemma 3.5) sowie die
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Pedalflichen von Umgebungen der Punkte p®, ... p® transversal (dies ergibt sich auf
genau dieselbe Art und Weise wie im Beweis von Lemma 3.8), der Schnitt ist somit eine
(d — k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Pedalfliche von Njy. Die Aussage
ergibt sich hieraus wie im Beweis von Lemma 3.8. ©

Beriihrflachen bei Hyperflichen

Speziell fiir Hyperflichen ergeben sich aus Lemma 3.8, Lemma 3.10 bzw. Lemma 3.11
die folgenden drei Korollare, da in dieser Situation mp, ,: Ny, , — Mg—1 lokal ein
Diffeomorphismus ist. Es wird nur der Fall £ = 2 betrachtet, die mehrfach tangentiale
Hyperebene & beriihrt M also genau in den zwei Punkten p( und p®.

3.12 Korollar. Es sei sowohl oq4_1(p™", N) # 0 als auch oq4_1(p®,N) # 0. Ferner sei
pM € My_1, d.h. pV) liegt nun auf einer Hyperfliche.

Dann ist die Menge my (BY) der Punkte von My (in einer Umgebung von p™ ), in
denen die Tangentialhyperebene ebenso wie é in mehreren Punkten tangential an M 1ist,

eine (d — 2)-dimensionale C'=1-differenzierbare immersierte Untermannigfaltigkeit von
My_y (dabei sei BY) so wie in Lemma 3.8 definiert).

3.13 Korollar. FEs seien dieselben Voraussetzungen wie in Lemma 3.10 erfillt; zusdtzlich
gelte nun pM € My_y, d.h. pV) liegt nun auf einer Hyperfliche.

Dann ist die Menge 7TM<B(()1)) derjenigen Punkte von My 1 (in einer Umgebung von
p), in denen die Tangentialhyperebene ebenso wie é in mehreren Punkten tangential

an M ist, und in denen die Gauf-Krimmung verschwindet, eine (d — 3)-dimensionale

C'=2-differenzierbare immersierte Untermannigfaltigkeit von My_, (dabei sei B(()l) S0 wie
in Lemma 3.10 definiert).

3.14 Korollar. FEs seien dieselben Voraussetzungen wie in Lemma 3.11 erfillt; zusdtzlich
gelte nun pM € My_y, d.h. pV) liegt nun auf einer Hyperfliche.

Dann kann die Menge WM(B(%)) derjenigen Punkte von My (in einer Umgebung
von pM ), in denen die Tangentialhyperebene ebenso wie f in mehreren Punkten mit ver-
schwindender Gauf-Krimmung tangential an M ist, durch eine (d — 3)-dimensionale
C'=2-differenzierbare immersierte Untermannigfaltigkeit von My_, diberdeckt werden (da-

bei sei B(%) so wie in Lemma 3.11 definiert).

3.1.3 Hiillflaichen

Im letzten vorbereitenden Abschnitt werden die von mehrfach tangentialen Hyperebenen
eingehiillten Fldachen untersucht. Diese Hiillfléichen (bzw. ihre Normaleneinheitsbiindel)
treten in den Formeln der nachfolgenden Sétze auf. Fiir das folgende sind zwei Spezialfélle
von besonderem Interesse, die daher gesondert betrachtet werden: Es handelt sich dabei
um die Situation, in denen M eine Hyperfliche bzw. eine Kurve ist.

In diesem Abschnitt seien dieselben Voraussetzungen erfiillt wie im vorangegangen
Abschnitt 3.1.2 (vgl. Voraussetzungen 3.7).
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3.15 Lemma. Es gelte god,l(p(i),N) # 0 fir alle i € {1,...,k}, die Berihrpunkte
pM. o p®) seien affin unabhingig; eine Teilfliche des Normaleneinheitsbiindels Ny
der von den Hyperebenen &(p, N) mit (p, N) € BY (vgl. Lemma 3.8) eingehiillten Fléiche
st gegeben durch

k
N = {(Z Aj -p’(j),N')|/\j€[O, 1] und (p’9,N"YeBY firje{l,... k} mit
=1

k
D N =1 sowie PV, N') = (P9, N) .
j=1

Dann ist N eine (d — 1)-dimensionale C'~'-differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Beweis. Sei (p), N) € BM beliebig. Da BM) eine (d — k)-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist (vgl. Lemma 3.8), existiert eine Parametrisierung (), n): U — BWY einer Umgebung
von (pM), N) (fiir geeignetes offenes U C R¥*). Es sei (z1),n): U — BY) die Parame-
triesierung der zugehorigen Umgebung in BY) (fiir j € {2,...,k}). Die Fliche N lisst
sich dann parametrisieren via

. 1, o (TP A (19— 2O w)
yUX[O,l] EdXSd,1,< 7)\) < n(u) )

Die partiellen Ableitungen dieser Parametrisierung sind somit fiir ¢ € {1,...,d —k} und
j€e{l,...,k—1} gegeben durch

@ — aaui + Z?=2 )\]'*1 : (6812 - aaui)) sowie % _ x(ﬂ) — x(l)
Ou; S N, 0 '

Da fiir alle (p, N) € BY gilt, dass ¢4_1(p, N) # 0 ist (vgl. Lemma 3.8), ist insbesondere

die Menge 68_171’ ey &Z’ik linear unabhéngig. Damit folgt die lineare Unabhéngigkeit der

obigen partiellen Ableitungen (und somit die Behauptung) aus der affinen Unabhéngig-
keit der Beriihrpunkte. ©

Hiillflichen bei Hyperflachen

Speziell soll nun die Situation untersucht werden, in der die Hiillflichen von Hyperebenen
gebildet werden, die Hyperflichen in genau zwei Punkten beriihren (es gilt also k = 2).

3.16 Lemma. Es sei M = My 1, d.h. M st eine Hyperfiiche. Es gelte wieder so-
wohl pa_1(p™, N) # 0 als auch @q_1(p®,N) # 0. Des Weiteren sei die Gerade durch
die Punkte p") und p® weder tangential an 7y (BY) noch an my (B®) (vergleiche Ko-
rollar 3.12 und Korollar 3.9). Es sei M die von den Doppeltangentialhyperebenen an
mar(BW) bzw. 7y (B®) eingehiillte Fliche, d.h. es gilt

M= {pM+ X (3@ —pM) X e0,1], (3, N) € BY fir j € {1,2}
mit £, N) = £(3%, N) }.
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Dann ist M (bis auf héchstens d — 2 Singularititen entlang jeder Erzeugenden, die
jedoch nicht auf der Mannigfaltigkeit M selbst liegen) eine (d—1)-dimensionale in E; im-
mersierte C'='-differenzierbare Mannigfaltigkeit (eventuell miissen noch die Umgebungen
BW bzw. B? verkleinert werden,).

Beweis. Es seien dieselben Parametrisierungen wie im Beweis von Lemma 3.15 gegeben.
Dann lasst sich M parametrisieren via

2: U x [0,1] = Eq, (u, \) = 2P (u) + A+ (2P (u) — 20 (u)).

Die partiellen Ableitungen dieser Parametrisierung sind folglich gegeben durch (es sei

je{l,....d—2)

0z Oz O0x? 0z
2 —(1=\)- - i = — @ )
auj ( ) 8uj + an sowie o\ . o
Nach Korollar 3.12 sind die Vektoren %””;i) e a%( i fir i € {1,2} linear unabhéngig;

die Gerade durch die Punkte 2 und #® ist weder tangential an 7, (B®) noch an
7ar(B?) (hierzu miissen die Umgebungen eventuell verkleinert werden). Daher sind fiir
A =0und A =1 (die so parametrisierten Punkte entsprechen den Beriihrpunkten der
einhiillenden Doppeltangentialhyperebenen auf M) diese partiellen Ableitungen linear
unabhéngig. Somit folgt die Aussage. S)

3.17 Bemerkung. Ist (unter den sonstigen Voraussetzungen von Lemma 3.16) die Ge-
rade durch die Punkte p™) und p® in einer ganzen Umgebung von p!) tangential an
die (d —2)-dimensionale Mannigfaltigkeit 7, (B"), so ist die Einschrinkung der zweiten
Fundamentalform von M eingeschrinkt auf m5,(B1) in p(!) ausgeartet.

Hullflachen bei Kurven

Nachdem im vorhergehenden Unterabschnitt die von Hyperebenen eingehiillten Fléchen,
die Hyperflachen in genau zwei Punkten beriihren, betrachtet worden sind, wird nun die
Situation untersucht, in der dies bei Kurven der Fall ist.

3.18 Lemma. Fs set M = My, d.h. M ist eine Kurve. Weiterhin sei p € M ein
Punkt der Kurve. Es sei k(p) die erste Frenet-Krimmung der Kurve M in p (vgl. [11,
Abschnitt 2D]). Dann gelten die folgenden Aussagen:

o Ist o5 1(p,N) # 0 fiir einen beliebigen Normalenvektor N an M in p, dann ist
auch k(p) # 0 erfillt.

e [st k(p) # 0, so bilden die Normaleneinheitsvektoren N in p mit @q_1(p, N) = 0
eine (d — 3)-dimensionale Sphdare innerhalb der (d — 2)-dimensionalen Sphdire der
Normaleneinheitsvektoren an M in p.
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Beweis. Es sei (z,n): U — M eine Parametrisierung einer Umgebung von (p, N) (fiir
geeignetes offenes U C R), oBdA sei dabei z eine Parametrisierung von M nach Bogen-
lénge. Dann gilt

or On ox

90(171(297 N) = <%7 _%>‘(p,N) <ﬁ‘(p,N)’N>'

nicht verschwinden, und es folgt die erste

Ist w4_1(p, N) # 0, so kann auch %hp N)
oz

Aussage. Ist dagegen k(p) # 0, so auch =%

2 | (PN’ und es folgt die zweite Behauptung. ©

3.19 Lemma. FEs gelte M = My, d.h. die Mannigfaltigkeit M ist eine Kurve. Es gelte
wieder sowohl ©q_1(pM, N) # 0 als auch pg_1(p®P,N) # 0. Es sei e;: M — Sq_1 ein
Tangenteneinheitsvektorfeld auf M.

Ist wie in Lemma 8.16 die Fliche M als die von den Doppeltangentialhyperebenen
&(p, N) mit (p, N) € BV lokal eingehiillte Fliche gegeben, so gilt:

o Istd =2, soist M die Gerade durch die beiden Punkte p™ und p®.

o [std =3, und liegen die Beriihrpunkte nicht in der Schmiegebene an die Kurve M
im jeweils anderen Beriihrpunkt, so ist M (bis auf hochstens zwei Singularititen
entlang jeder Erzeugenden, die jedoch nicht in M liegen) eine zwei-dimensionale
in Es immersierte C'='-differenzierbare Mannigfaltigkeit.

o Istd >4, und sind ey (p™M), e1(p@), p@ —p) linear unabhingig, so ist M ohne die-
jenigen Punkte, die auf M selbst liegen, eine drei-dimensionale in Eq immersierte
C!=L-differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Beweis. Die Aussage fiir d = 2 ist klar. Sei im folgenden also d > 2. Fiir j € {1,2} sei
x7: UY) — M eine Parametrisierung einer Umgebung von p¥) in M nach Bogenlinge
mit £()(0) = pW¥) (fiir geeignetes offenes UV) C R).

Betrachte zunéchst den Fall d = 3. Nach Lemma 3.18 kann oBdA davon ausgegan-
gen werden, dass in allen parametrisierten Kurvenpunkten die erste Frenet-Kriimmung x
nicht verschwindet. Somit existiert das Hauptnormalenvektorfeld eq: (U ( )) — Sg4_1 ent-
lang der parametrisierten Kurvenstiicke. Betrachte dann die Abbildung ¢, die definiert
ist durch

V: UYX U® SR, (ug, ug) — det((el(x(l)(ul)), e1(x@(uy)), 2@ (uy) — x(l)(ul))).

Die partiellen Ableitungen dieser Abbildung sind gegeben durch (es sei {i,j} = {1,2})
oy

— = (—1) K(I(j)) det((el(l‘(i)),€2<I(j)),l‘(2) — I(I)))‘

Ou,

Da & nicht verschwindet, und aufgrund der Tatsache, dass die Schmiegebene des einen
Beriihrpunktes nicht den anderen enthélt, die Determinante in den Punkten p(") und
p@ ebenfalls nicht Null ist, sind beide partiellen Ableitungen ungleich Null. Insbeson-
dere ist ¥ ({0}) in einer Umgebung von (0,0) eine regulir parametrisierbare Kurve
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(uy,up): U — UM x UP (vgl. [7, Theorem 3.2]; es sei die offene Menge U C R geeignet
gewihlt).

Da nach Konstruktion fiir v € U die Punkte (V) (u;(u)) und 2 (uy(u)) genau die
Beriihrpunkte der Doppeltangentialhyperebenen sind, kann M definiert werden als

M= {50+ 4+ (59 = 50) € Bo|r € [0,1], 67, 57) € (oD, 2®) (= ({0} .
Eine zugehorige Parametrisierung von M ist somit gegeben durch
20U x [0,1] — M, (u, A) = 2O (u(u) + X+ (2P (ua(u) — 20 (u (w)).

Die partiellen Ableitungen dieser Parametrisierung sind also gegeben durch

% = % (1= N)-eq(zW(uy)) + Oua A-e1 (2P (ug)) und 9z _ 2 (ug) — 2D (uy).
u u

ou o\
Da % und %% in 0 nach obigem nicht verschwinden, sind die beiden partiellen Ablei-
tungen von z in (0,0) und (0, 1) linear unabhéngig. Nach eventueller Verkleinerung von
U gilt dies in (u,0) bzw. (u, 1) fir alle v € U. Damit folgt dann auch im Fall d = 3 die
Aussage.

Betrachte schlieflich noch den Fall, dass d > 4 gilt. Da e;(p™"), e;(p), p@ —pW) linear
unabhéngig sind, kann oBdA davon ausgegangen werden, dass fiir alle Paare von parame-
trisierten Kurvenpunkten e;(z™M), e;(2?), 2 — 2() linear unabhingig sind. Fiir einen
Vektor N € S;_1, der im Orthogonalraum des von diesen drei Vektoren aufgespannten
Vektorraums gewéhlt wird, ist die Hyperebene & (x(l), N) tangential an M sowohl in zM
als auch in 2®. Weiterhin ist auch klar, dass dies alle Hyperebenen ergibt, die sowohl
in (M) als auch in #(® tangential sind. Somit kann M definiert werden als

M = {pm A (2 —pM) e Ed‘)\ € [0,1], 79 € 2(UD) tir j € {1, 2}}.
Somit ist eine Parametrisierung von M gegeben durch
2: UM x U® x [0,1] = Eq, (uy, ug, \) — 2 (uy) + X - (x@)(uQ) — m(l)(ul)). (3.3)

Die partiellen Ableitungen dieser Parametrisierung sind dann

0 0

3_;1 = (1—=X)-e (W), — =X-e1(z?) und 8_;2\ =
Da nach Voraussetzung die Punkte mit A = 0 oder A = 1 nicht betrachtet werden sollen,
sind diese drei partiellen Ableitungen nach obigem linear unabhéngig, und es folgt auch

in diesem Fall die Aussage. ©

z® — M), (3.4)

3.20 Korollar. FEs gelte M = M, und M sei kompakt, d.h. M ist eine (geschlosse-
ne) Kurve. Die Menge A der Punkte p € M, in denen die erste Frenet-Krimmung
verschwindet sei endlich. FEs sei eq: M — Sy_1 ein Tangenteneinheitsvektorfeld auf M.

Ist M die Fliche, die von den Verbindungsstrecken der Berihrpunkte von Mehrfach-
tangentialhyperebenen erzeugt wird, so gilt:
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o [std =2, und ist keiner der Punkte aus A Beriihrpunkt einer Mehrfachtangential-
gerade, so ist M die endliche Vereinigung der Verbindungsstrecken der Beriihr-
punkte von Mehrfachtangentialgeraden.

o Ist d =3, und gibt es hochstens endlich viele Kurvenpunkte p, in deren Schmieg-
ebene die Tangente eines von p verschiedenen Kurvenpunktes liegt, so gilt

M = {pY + A (5% = pD) [N e 0,1], det((ex(5V), ea (5P, 5P — pV)) = 0}.

Die Fliche M ist, bis auf eine Menge vom Maf Null, eine zwei-dimensionale in
Es5 immersierte C'-differenzierbare Mannigfaltigkeit.

o Istd >4, und ist die Menge der Paare von Punkten (5, p®) € M x M, fiir die
die Vektoren e, (p1V), e (p?), p@ — pY) linear abhingig sind, endlich, so gilt

M = {15(1) W (15(2) _}5(1)) e Ed‘)\ e [0’ 1] und ﬂ”,ﬁm c M}.

Die Fliche M ist, bis auf eine Menge vom Maf Null, eine drei-dimensionale in Eq
immersierte C'=1-differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Beweis. Wegen der Kompaktheit von M folgt dies unmittelbar aus Lemma 3.19 (beachte
auch den zugehorigen Beweis). ©

3.21 Lemma. Sei d > 4, pM) p® ¢ M, j € {0,...,d — 1} und (p, N) € Ny mit
p € convex(pM, p@). Es sei weiterhin (p, N') € Ny so gegeben, dass die Orthogonalpro-
jektionen von N und N’ auf den von den Hauptnormalenvektoren ex(p™) und ey(p®)
aufgespannten Untervektorraum tbereinstimmen.

Dann gilt

wi(p, N) = p;(p, N').

Beweis. Es sei eine Parametrisierung z einer Umgebung von p in M gegeben wie im
Beweis von Lemma 3.19 (vergleiche insbesondere Gleichung (3.3)). Da die erste Fun-
damentalform in (p, N) unabhingig von N ist, reicht es aus die zur zweiten Funda-
mentalform zugehorige Matrix H zu bestimmen. Sie ist gegeben durch (vergleiche auch
Gleichung (3.4); es sei wieder k: M — R die erste Frenet-Kriimmung)

(1= A) k(D) (e2(p™), N) 0
], = 0 A&(p?) (ea(p®),N) 0
0 0 0
Offensichtlich gilt nun H =H . Damit folgt dann die zu zeigende Aussage. ©

(p,N) (p,N")
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3.2 Hyperflachen

In diesem Unterkapitel erfolgt schlieflich die Formulierung und der Beweis der Formeln
fiir das kinematische Mafl einer Menge D von Hyperebenen, deren Schnittverhalten be-
ziiglich einer gegebenen Hyperfliche , geeignet” ist — mit einer nichttangentialen Hy-
perebene seien also auch sédmtliche Hyperebenen einer Umgebung in D enthalten. In
Abschnitt 3.2.1 erfolgt die Angabe der Voraussetzungen, die Konstruktion der in den
Formeln benétigten Teilflichen der gegebenen Fliache sowie der von den doppelt tangen-
tialen Hyperebenen eingehiillten Hiillflichen sowie der Formeln selbst. Im darauf folgen-
den Abschnitt 3.2.2 wird die Wohldefiniertheit der Konstruktion des vorangegangenen
Abschnitts gezeigt.

Abschnitt 3.2.3 ist der Erlduterung der hinter dem Beweis stehenden Idee gewidmet —
dies ist auch im Hinblick auf spéatere Kapitel von Interesse, da sich das hier vorliegende
Vorgehen auch bei der Betrachtung von Hyperebenen im Nichteuklidischen bzw. von
Geraden im FEuklidischen wiederfinden wird. Die Erlduterung wird anhand eines einfa-
chen Beispiels in der zweidimensionalen euklidischen Ebene durchgefiihrt — ein Beispiel
in Dimension drei findet sich in der Einleitung (vergleiche auch die dortige Abbildung 1).
Anschlieflend erfolgt im abschlieBenden Abschnitt 3.2.4 der Beweis selbst.

3.2.1 Formulierung der Aussagen

3.22 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 3.2 sei M stets eine kompakte in E,
(mit d > 2) immersierte unberandete orientierbare C3-differenzierbare Hyperfliche mit
den folgenden Eigenschaften (dabei sei M,y € M eine geeignete endliche Vereinigung
von C'-Bildern von [-Rechtecken mit [ € {0,...,d — 3}):

e Das Normaleneinheitsbiindel NV}, sei eingebettet in Eg x Sy_1, d.h die Selbstdurch-
dringungen von M seien transversal.

e Die Abbildung ¢4 1: M — R (d.h. die GauB-Kronecker-Kriimmung der Fliche
M) habe Null als reguldren Wert, insbesondere ist somit M) := @417 ({0}) eine
(d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M (vergleiche beispielsweise [7,
Theorem 3.2]).

e Die Beriihrpunkte von Mehrfachtangentialhyperebenen an M, die in einem Punkt
mit verschwindender Gauf-Kriimmung tangential an M sind, seien in M, enthal-
ten (fiir hinreichende Kriterien vergleiche die Aussagen in Abschnitt 3.7).

e Ist die Verbindungsgerade der beiden Beriihrpunkte (mit nichtverschwindender
GauB-Kriimmung) einer Doppeltangentialhyperebene an M tangential an die von
Beriihrpunkten gebildete (d—2)-dimensionale Mannigfaltigkeit (vgl. Korollar 3.12),
so seien diese beide in M, enthalten.

e Die Punkte nichtverschwindender Gauf3-Kriimmung von M, deren Tangentialhyper-
ebene mindestens drei Beriihrpunkte mit M besitzt, die allesamt kollinear sind, sei
in M, enthalten (vergleiche hierzu auch Korollar 3.12).
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Da M orientierbar ist, kann ein Normaleneinheitsvektorfeld N: M — Sy;_1 C E; von M
gewihlt werden. Im folgenden werden die mittleren Kriimmungen von M stets beziiglich
dieses fest gewéhlten N bestimmt (vergleiche auch Bemerkung 3.26).

Weiterhin sei eine Menge D C &y_1 4 fest gewdhlt. Diese Menge von Hyperebenen
sei die Vereinigung von endlich vielen beschrinkten Zusammenhangskomponenten von
Ei—14 \ T (dabei bezeichne T C &;_1 4 die Menge aller Hyperebenen, die tangential an
die Mannigfaltigkeit M sind). Schliefllich sei noch (D) das bewegungsinvariante Maf}
der Menge D, d.h. es gilt (fiir die Hyperebenendichte d¢ vergleiche [21, section 11.12.2.])

u(D) = /g e

3.23 Definition. Wird mit M>, C M die Menge der Punkte der Mannigfaltigkeit M
bezeichnet, in denen die Tangentialhyperebene noch in mindestens einem weiteren Punkt
tangential an M ist, so sei A := M>o U Mg).

Dann seien die Mengen M C M sowie M~ C M definiert durch

M*:={pe M|Fe>0V5 €]0,e[: &(p+sign(pai(p))d- N(p),N(p)) € D} \ A4,
M~ :={pe M|3e>0V5 €]0,e[: &(p—sign(ps_1(p))d-N(p),N(p)) € D} \ A

Also ist M+ die Menge der Punkte von M (bis auf die in der Menge A enthaltenen), deren
in Richtung sign(pg_1) - N verschobene Tangentialhyperebene (lokal) in D liegt; fiir die
Menge M~ werden die in Richtung — sign(p4_1)-N verschobenen Tangentialhyperebenen
betrachtet.

3.24 Konstruktion. Betrachte nun speziell diejenigen Punkte des Randes von M so-
wie M~, die nicht in M, enthalten sind und deren zugehdrige Tangentialhyperebene
in genau zwei Punkten tangential an M ist. Nach Korollar 3.12 bildet die Menge dieser
Punkte eine (d — 2)-dimensionale C?-differenzierbare Untermannigfaltigkeit von M, die
im folgenden mit B bezeichnet werde. Da nach Konstruktion klar ist, dass von einer
Doppeltangentialhyperebene entweder beide oder keiner der Beriihrpunkte zu B geho-
ren, lassen sich die Zusammenhangskomponenten von B zu Paaren zusammenfassen, so
dass die beiden Zusammenhangskomponenten eines Paares dieselbe Schar von Doppel-
tangentialhyperebenen beriihren.

Sei nun Z die Menge aller Tupel (BY, B@) MM M) wobei BV und B® die beiden
zueinander gehorigen Zusammenhangskomponenten von B sind, und MY die Zusam-
menhangskomponente von M~ bzw. M~ ist, zu deren Rand BY) gehort (fiir j € {1,2}).
Ist B (und damit auch B® Teil des Randes mehrerer Zusammenhangskomponenten
von M™ bzw. M~, so enthalte Z auch die entsprechende Zahl an Tupeln. Bei der dabei
notigen Aufteilung der angrenzenden Teilflichen von M bzw. M~ ist darauf zu achten,
dass die lokal entlang der Normalen parallel verschobenen Tangentialhyperebenen an
M bzw. M~ (vgl. Definition 3.23) Element derselben Zusammenhangskomponente von
D sind, ansonsten kann die Aufteilung beliebig gew#hlt werden (vergleiche hierzu auch
das noch folgende Lemma 3.30; beachte auch Bemerkung 3.25). Aufgrund der Voraus-
setzungen an die Mannigfaltigkeit M ist Z endlich (vgl. Voraussetzung 3.22).
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Betrachte nun ein festes solches Tupel Z € Z; es gelte Z = (BM, B@ MM M),
Die von den Doppeltangentialhyperebenen an B und B® eingehiillte ,,Hyperfliche,
die zwischen BY) und B® liegt (beachte, dass diese im allgemeinen Singularititen be-
sitzt, ihr Normaleneinheitsbiindel ist jedoch nach Lemma 3.15 regulir), werde mit M
bezeichnet. ‘

Fiir j € {1,2} setze nun S(Z]) := —1, wenn die Hyperfliche M, auf derselben Seite
von BU) liegt wie M7; wenn diese beiden Hyperflichen auf verschiedenen Seiten liegen,
so setze S(ZJ) = +1. Gilt MY C M™, so setze O'(Z]) = +1, ist dagegen M) C M~ so
setze O'(Zj) := —1. Ferner wird noch das Vorzeichen sign(gpd_g(Mg))) der (d — 2)-ten mitt-
leren Kriimmung von M entlang von B betrachtet (dabei werde das Vorzeichen von
@49 beziiglich der Normaleneinheitsvektoren von M, bestimmt, die sich durch lokales
Fortsetzen von N: M — Sy_; auf M, ergeben; beachte: Aus dem noch folgenden Lem-
ma 3.29 folgt unter anderem, dass das Vorzeichen von (g5 entlang von M) konstant
ist, da Punkte mit verschwindender Gauf-Kriimmung nach Voraussetzung ausgeschlos-
sen sind).

Sei nun M™ die Vereinigungsfliiche (unter Beachtung der durch obige Auftrennungen
entstandenen Vielfachheiten) aller derjenigen Hyperflichen M, (fir Z € Z), fiir die
S(Zj) O(Zj) sign(pg_o(M é]))) = +1 gilt, sowie M~ die Vereinigungsfliche aller derjenigen
Hyperflichen My, fiir die s(Zj) (T(Zj) sign(cpd,g(Méj))) = —1 gilt (jeweils fiir j € {1,2};
dass dies wohldefiniert, also unabhéngig von j, ist, wird in Lemma 3.30 gezeigt werden).

3.25 Bemerkung. Die in Definition 3.23 definierten Gebiete M und M~ sind im
allgemeinen nicht disjunkt. Die Uberlappungsgebiete besitzen jedoch keinen Einfluss in
den endgiiltigen Formeln fiir p(D) (vergleiche Satz 3.27 und Satz 3.28; die Terme in
den Uberlappungsgebieten haben unterschiedliches Vorzeichen und heben sich somit ge-
genseitig auf). Weiterhin heben sich die Integrale iiber die an die Uberlappungsgebiete
angrenzenden Teilflichen von M™ bzw. M~ ebenfalls gegenseitig auf (da ja das Vor-
zeichen von g o und die Seite auf der die zugehérigen Teilflichen von M+ bzw. M~
liegen gleich sind, sich jedoch die Zugehorigkeit zu M™ bzw. M~ unterscheidet; verglei-
che Konstruktion 3.24). Somit kann man von vornherein oBAA M* und M~ disjunkt
wéhlen.

Ferner ist es nicht nétig bei einer eventuell nétigen Aufteilung der Teilflichen von
M™ bzw. M~ auf gleiche Zusammenhangskomponentenzugehorigkeit von D zu achten
(vgl. Konstruktion 3.24), die beiden Zusammenhangskomponenten diirfen lediglich nicht
direkt benachbart sein (vergleiche den Beweis von Lemma 3.30). Sind M+ und M~
disjunkt, so ist dies stets der Fall.

3.26 Bemerkung (Einfluss der Orientierung von N). In Voraussetzung 3.22 wurde
das Normaleneinheitsvektorfeld N als fest gewihlt vorausgesetzt. In dieser Bemerkung
soll nun untersucht werden, was passiert, wenn global oder lokal (auf einzelnen Zusam-
menhangskomponenten von M) die entgegengesetzte Orientierung gewéhlt wird. Dazu
miissen die beiden Fille, dass d gerade oder ungerade ist, unterschieden werden.
Betrachte zunéchst den Fall, dass d gerade ist. Dann &ndert sich bei der entgegengesetz-
ten Orientierung von N das Vorzeichen der GauB-Kriimmung ¢,_1, wihrend dasjenige
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der (d — 2)-ten mittleren Kritmmung ¢,_o unveréndert bleibt. Insbesondere bleibt also
sign(@g—1) - N invariant, und damit auch M und M~ (vgl. Definition 3.23). Da sich
sowohl M+ und M~ als auch ¢4 nicht gedndert haben, gilt dies dann auch fiir M+
und M~ (vgl. Konstruktion 3.24).

Ist dagegen d ungerade, so bleibt das Vorzeichen von ¢, 1 bei entgegengesetzter Ori-
entierung von N unveréndert, wihrend dasjenige von ¢, s wechselt. Damit dndert sich
die Orientierung von sign(¢g_1) - N, und als Folge tauschen M* und M~ ihre Rollen.
Da sich somit sowohl M ™ und M~ als auch sign(p,_2) gedndert haben, bleibt der Term
s(Zj) O'(Zj) sign(gpd_g(M(Zj))) in Konstruktion 3.24 invariant (fiir j € {1,2}), und damit auch
M* und M~.

3.27 Satz. FEs gilt

WD) = [ N @0~ [ (=N o) dO.

peEM—

3.28 Satz. Es gilt

M(D):/ SOd—ZdO—/ @d—2d0+/ |90d—2|d0—/ |0a_2| dO.
M+ M- e -

3.2.2 Wohldefiniertheit

In diesem Abschnitt wird die Wohldefiniertheit der Zuweisung von Vorzeichen fiir die von
doppelt tangentialen Hyperebenen eingehiillten Flichen in Konstruktion 3.24 gezeigt.

3.29 Lemma. Es sei Z € Z (es gelte Z = (BY, B MM M®); vergleiche Konstruk-
tion 3.24). Es sei pV ein Punkt von BV, und p® der zugehorige Punkt von B, d.h.
die Tangentialhyperebene in diesen beiden Punkten ist gleich. Es sei V' ein normierter
Richtungsvektor der Geraden durch diese beiden Punkte.

Wird mit gpt(ij\:fl) (pM) die Gauf-Kriimmung und mit r,(p™M, V) die Normalkrimmung
der Fliche M in Richtung V', sowie mit gog_WQ) (pV) die (d—2)-te mittlere Kriimmung der
Hiillfliche My bezeichnet (jeweils im Punkt p™") beziiglich des Normalenvektors N (p™1)),
so gilt

sign(}") (p)) sign(§") (pM)) sign(rn (pW, V) = 1.

Beweis. Es seien die Parametrisierungen (z,n): U — E4 x Sg_; und v: U — Sy_; so wie
im Beweis von Lemma 3.15 bzw. VoniLemma 3.16 definiert. Dann ist eine Parametrisie-
rung y: U X R — [E4 der Hiillfliche My gegeben durch

y: Uy xR — Eqg, (u, A) — x(u) + - v(u)

(beachte: Diese Parametrisierung ist in einer Umgebung des Punktes p® nach Lem-
ma 3.16 reguldr). Da die Normalenvektoren entlang einer Erzeugenden dieser Fliche
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nach Konstruktion konstant sind, hat die zur zweiten Fundamentalform beziiglich der
Parametrisierung y gehorige Matrix H, = (h;;);; die Gestalt

hig -+ higo 0

o - : : :
Y ha—21 -+ hg24-2 0
0o ... 0 0

Es sei nun H, der linke obere (d — 2) x (d — 2)-Block dieser Matrix, sowie G, der

entsprechende Block der zur Inversen der ersten Fundamentalform gehérigen Matrix.

Somit ist die (d — 2)-te mittlere Kriimmung der Hyperfliche My in p™") gegeben durch

((d = 1) (det(G,)] )" 52 (™))

= det(H )} -
oy oy " on on
= det (==, =
¢ ((8u1 ’ 8ud_2> ( 8U17 ’ 8ud_2))‘p(1)’
wegen (n ’W> =0, (v ,8u>—0, (g—i,g—a) = 0 sowie (g—y Gny =0 fiiri e {1,...,d — 2}
lisst sich dies weiter umformen zu
dy dy T on on
= det —_— (=,
¢ (<8u1 ’ 8ud_2 ' n) ( 8u1’ ’ 8ud_2 s n)>‘P(1)
ox ox on on
= det((aul au—d_Q,U, )){p(l) det(( au1,.. "_6u—d_2’v’n))|1’“> (35)

Betrachte schlieflich die Fliche M um den Punkt p™. Mit geeigneten Funktionen
fyg: UxJ — R (mit geeignetem offenen Intervall J C R; eventuell ist U zu verkleinern)
lisst sich M lokal um den Punkt p(") dann regulir parametrisieren via (beachte: Die
Gerade durch die Punkte p®") und p® ist transversal zu B(M)

z2: U x J = Eq, (u, ) — x(u) + f(u, \) - v(uw) + g(u, A) - n(u).
OBdA sei ptM) gegeben durch z(0,0), d.h. es gilt f(0,0) = ¢(0,0) = 0. Die partiellen
Ableitungen von z sind gegeben durch (fiir ¢ € {1,...,d —2})

0z or  Of ov dg on
gu, " ouw Tou U an T aw T Ay,
0= _of . 9
F O )

Betrachte die partiellen Ableitungen von z nun speziell im Punkt p* = 2(0,0): Es

sowie

gilt ( ‘A oo = 0, und damit ist auch %‘)\:0 = 0. Somit folgt %‘A:O # 0, oBdA
gelte a,\‘ N=(00) = L Aus ( &}/\ o»1) = 0 ergibt sich mit f(0,0) = g(0,0) = 0, dass
% (wN=(00) = 0 gilt. Damit sind die partiellen Ableitungen in p(*) gegeben durch

0z

ox 0f’

0z
a_ui‘pu) = a_ui’pu) ) und 5’;;(1) — 0.

p»
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Seinunn: U x.J — S;_1 C E4 die Fortsetzung der Parametrisierung n: U — Sy_; der
Normalenvektoren an x(U) zu einer Parametrisierung der Normalenvektoren auf ganz
z(U, J), d.h. es gilt dann N(z(u,t)) = n(u,t) (fiir (u,t) € U x J). Damit gilt (es sei G,

die zur 1. Fundamentalform beziiglich der Parametrisierung z gehérende Matrix)

(det(G2)] ) 257 (™))
0z 0z 0Oz.T on on on

= det((a—ul, RN —aUd_27 a) : (_8_11,1’ SR _aud_2 ) _a))lp(l)
ox of ox of T, On on on
_det((au1 8—1”'1),...,6”(1_2 +8U,d_2 'U,U) '(—a—m,...,—aUd_z, a)\))}p(l
Ox ox on on on
—det((au1 m,’l),n))lp(l) det((_a_m,-..,_Wd_z7_a;n))}p(l)a

wegen (v,n) = 0 und (v, > =0furie{1,...,d—2} (vgl. oben) ldsst sich dies weiter
umformen zu

on ox ox

on on
= <_5’U>|p(”det((6u1"”’ -

6u1 o 8ud,2

,, ))|p det((

ER ' Uy ”) ) |p(1>-

Zusammen mit Gleichung (3.5) ergibt sich damit

. hvt . on 0z
81gn(<p( )( (1))) Slgn(@ﬁz—z?(p(l))) sngn((—a‘p(l), a|p(1)>) =1
Da die Normalkriimmung im Punkt p® in Richtung v gerade (bis auf einen positiven
Faktor) durch dieses Skalarprodukt gegeben ist, folgt die Behauptung. ©

3.30 Lemma. In Konstruktion 3.2/ ist die Definition von M* und M~ wohldefiniert,
d.h. fiir Z € Z gilt (unter Verwendung der Bezeichnungen aus Konstruktion 3.24)

s(Zl) o(Zl) sign(apd,g(]V[g))) = 5(22) 0(22) sign(@d,z(MéZ))).

Beweis. Wie in Konstruktion 3.24 gelte Z = (BW, B®) MM M®). Sei dann p™*) € BY
ein beliebiger Punkt der Komponente B, und sei p 2 ¢ B® der zugehorige Punkt
der anderen Komponente, d.h. sowohl p(!) als auch p® sind Beriihrpunkte der gleichen
Hyperebene £ € &£;_1 4 mit M. Sei E die zweidimensionale Ebene, in der die Punkte p)
und p® sowie der Normalenvektor N(p(!)) (der gleich +N(p®) ist) liegen. Weiterhin
setze

n') = sign(pa-1(p")) - N(p?)

(fiir j € {1,2}; dabei bezieht sich die GauB-Kriimmung (41 hier und im folgenden
immer auf die Mannigfaltigkeit M, die (d — 2)-te mittlere Kriimmung ¢, » stets auf die
Fliche My).

Betrachte nun Parallelscharen von Hyperebenen ,nahe bei £z, die ebenfalls senkrecht
auf E stehen. Es soll nun eine Fallunterscheidung dahingehend unternommen werden,
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ob (lokal) eine solche Parallelschar existiert, in der es zwei verschiedene Hyperebenen
€W @ ¢ g, 4 gibt, so dass ¢€U) tangential an MV ist fiir j € {1,2}, oder ob es eine
solche Parallelschar nicht gibt.

Zunéchst werde derjenige Fall betrachtet, dass eine solche Parallelschar von Hyperebe-
nen existiert. Dann liegen entweder alle Hyperebenen & € £;_1 4, die zwischen & M) und
£@ liegen, in der Menge D oder keine einzige. OBdA sei ersteres der Fall (sonst @indern
sowohl O'(Zl) als auch 0(22) ihr Vorzeichen, die anderen Grolen éndern sich nicht). In Abbil-
dung 3.1 sind auf der linken Seite die Werte der untersuchten Gréflen fiir die jeweils noch
zwei moglichen Lagen der angrenzenden Teilflichen in p*) bzw. p® eingetragen (es gibt

also noch vier mégliche Kombinationsméglichkeiten), falls n(") = n(® gilt, wihrend auf

+1 -1 1 41 s +1 -1 1 41
+1 41 -1 -1 o) 1 +1 +1 41
+1 -1 +1 -1 sign(pg_o(p9)) +1 -1 -1 +1

p_ P p)_~ n?

Abbildung 3.1: Der Fall, dass parallele Hyperebenen &; und &, existieren

der rechten Seite die Moglichkeiten eingetragen sind, fiir die n®" = —n?) gilt (dargestellt
ist jeweils eine geeignete Ansicht der Ebene E; die moglichen Schnitte der Fliche M)
mit £ sind rot hervorgehoben; die Berithrpunkte von M mit € bzw. £ befinden sich
im allgemeinen auflerhalb von F, bei geeigneter Wahl der Parallelenschar ist ihr Abstand
zur Ebene E jedoch beliebig klein). Wie sich leicht sehen lésst, gilt in beiden Féllen in
den jeweils dann noch moglichen vier Kombinationsméglichkeiten, dass

sy o) sign(a s (V) = 55 0% sign(pa s (¥?)) = +1

gilt (das Vorzeichen von @g_o(p") fiir j € {1,2} ergibt sich aus Lemma 3.29).

Schliellich werde noch derjenige Fall betrachtet, dass eine Parallelschar von Hyperebe-
nen mit den oben geforderten Eigenschaften nicht existiert. OBdA seien die Hyperebenen,
die durch (lokales) Verschieben der Hyperebene ¢z in Richtung von n(*) entstehen, Ele-
mente der Menge D (ansonsten éndern sowohl 0'(21) als auch O'(Z2) ihr Vorzeichen, wihrend
die anderen Groflen unverdndert bleiben). Analog zum ersten Fall sind nun in Abbil-
dung 3.2 alle restlichen Fille dargestellt (0BdA seien dabei die moglichen Schnitte der
Fliche MU mit E durch die rot hervorgehoben Kurven gegeben: Wiren sie durch die
schwarzen Kurven gegeben, so dnderten sowohl O'(Zl) als auch U(ZZ) ihr Vorzeichen, die
anderen Groflen blieben unverdndert). Wie oben lédsst sich leicht sehen, dass in beiden
Féllen in den jeweils noch méglichen vier Kombinationsmoglichkeiten gilt, dass

. 2 2 .
sy o) sign(pa_a(pV)) = 55 03 sign(pao(p®)) = —1

erfiillt ist. )
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+1 -1 1 41 s +1 -1 1 41
-1 -1 1 -1 o) -1 -1 +1 41
+1 -1 —1 +1  sign(pg_2(@9)) +1 -1 +1 -1
2

7 S p® p o n®

RN n@ Z_ T HERS
Abbildung 3.2: Die Moglichkeiten des zweiten Falles

3.31 Bemerkung. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird in Korollar 4.47 ein weiterer
Beweis fiir die Wohldefiniertheit der Definitionen aus Konstruktion 3.24 mit Hilfe von
Sphéren erbracht werden (allerdings unter verschérften Voraussetzungen — dafiir jedoch
gleich fiir allgemeine Kodimension der Mannigfaltigkeit M ).

3.2.3 Erlduterung der Beweisidee

Anhand eines Beispiels in der zweidimensionalen Ebene soll nun die hinter den Beweisen
von Satz 3.27 und Satz 3.28 stehende Beweisidee erldutert werden. In den wesentlichen
Grundziigen {ibertréagt sich diese auch auf die in Kapitel 8 untersuchte Situation, in
der statt Hyperebenen Geraden im euklidischen Raum betrachtet werden, und auf die
in Kapitel 5 untersuchte Situation, in der statt des euklidischen Raumes die anderen
Réume konstanter Kriitmmung betrachtet werden (wobei sich im letzteren Fall nur der
erste Teil des Beweises iibertragen lief3).

3.32 Beweisidee. Die Mannigfaltigkeit M, anhand derer die Beweisidee von Satz 3.27
und Satz 3.28 erldutert werden soll, ist in Abbildung 3.3 links eingetragen. Fiir das
Gebiet D sollen diejenigen Hyperebenen — im Fall d = 2 also Geraden — betrachtet
werden, die M in genau zwei Punkten schneiden. Offensichtlich sind dann sowohl M als

Abbildung 3.3: Die Mannigfaltigkeit M und das Gebiet D

auch D von der in Voraussetzung 3.22 geforderten Gestalt. Zur Illustration des Gebietes
D werden die Hyperebenen mit ihren Pedalpunkten identifiziert (dies lésst sich fir alle
Hyperebenen, die den Ursprung nicht enthalten problemlos durchfiihren; beachte, dass
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die eventuelle Nichtorientierbarkeit des Gebietes D bei gerader Dimension d in dieser
[lustrierung verloren geht): In Abbildung 3.3 rechts ist die zu M gehorige Pedalfliche
eingetragen, die die griin schraffierte Menge der Pedalpunkte derjenigen Hyperebenen
berandet, die in D enthalten sind.

Im ersten Schritt, dem Beweis von Satz 3.27 (vgl. Folgerung 3.35) bei der Bestim-
mung des Mafles p(D) wird der Satz von Stokes auf das Gebiet D angewendet, aus dem
Integral iiber D wird also ein Integral iiber 9D, in der obigen Identifizierung also ein
Integral iiber Teile der Pedalfliche von M. Es erfolgt dann der Ubergang zu den zuge-
horigen Teilflichen von M. Je nachdem, ob dabei die Orientierung erhalten bleibt oder
sich umkehrt, ist die entsprechende Teilfliche Teilmenge von M™ oder M~ (vergleiche
Abbildung 3.4 links).

M
/\/\ :
| )
e e
\\\ M+ / \ M+ /
AN / AN /
N e N /

Abbildung 3.4: Die Flichen M+, M~, M+ sowie M~

Von diesem Ergebnis ausgehend wird beim Beweis von Satz 3.28, auf die Flachen M™
und M~ erneut der Satz von Stokes angewendet; dabei ergeben sich bereits die gesuchten
Terme auf den Teilflichen von M jedoch auch zusétzliche Randterme (vgl. Lemma 3.36).
Da der Rand von M ™ und M~ von den Beriihrpunkten von doppelt beriihrenden tangen-
tialen Hyperebenen gebildet wird, die ebenfalls die von diesen Hyperebenen eingehiillte
Fliche beranden (vergleiche Abbildung 3.4 rechts; beachte, dass hier jeweils zwei Teilfl4-
chen ein gemeinsames Randstiick teilen, daher die Hiillfliche doppelt zu gewichten ist),
kann auf das dazwischenliegende Gebiet ein weiteres Mal der Satz von Stokes angewen-
det werden (beachte: In hoheren Dimensionen besitzen diese Hiillfléichen im allgemeinen
Singularitdten), und es ergeben sich die restlichen Terme von Satz 3.28 auf den Fldchen
M sowie M~ (vgl. Lemma 3.38).

3.2.4 Beweis der Aussagen

3.33 Definition. Es sei B3 definiert als die Menge derjenigen Punkte nichtverschwin-
dender GauB-Kriimmung von M, deren Tangentialhyperebene mindestens drei nichtkol-
lineare Beriihrpunkte mit M besitzt.

3.34 Lemma. Fir die in Abschnitt 3.2.1 definierten Mengen gelten die folgenden Aus-
sagen:

1. Die Menge D ist eine offene Teilmenge von E4_1 4.
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2. Die Mengen M™ sowie M~ sind offene Teilmengen in M.

3. Die nichtsinguldren Punkte des (topologischen) Randes von D sind genau durch
diejenigen Hyperebenen gegeben, die tangential an M in einem Punkt von M™
oder M~ sind.

4. Die nichtsinguldren Punkte des (topologischen) Randes von M UM~ (in M) sind
gegeben durch B sowie offene Teilmengen von My und B>3.

5. Die Menge derjenigen Punkte im Rand von D, die nicht singuldr sind, bildet eine
C2-differenzierbare (d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von €4 1 4.

6. Die Menge der singuldren Punkte des (topologischen) Randes von D ist endliche
Vereinigung von C'-Bildern von l-Rechtecken (mit | € {0,...,d —2}).

7. Die Menge der singuliren Punkte des (topologischen) Randes von M™ und M~ ist
endliche Vereinigung von C'-Bildern von l-Rechtecken (mit | € {0,...,d — 3}).

Beweis. 1. bis 4. folgen unmittelbar aus den Definitionen der Mengen D, Mgy, M™*, M~
sowie B (vergleiche Voraussetzung 3.22, Definition 3.23 und Konstruktion 3.24).

5. bis 7. Indem man die Hyperebenen von &£;_; 4 mit ihrem Lotfufpunkt identifiziert,
lasst sich Eq_14 (bel geeigneter Wahl des Ursprungs) lokal mit E; identifizieren. Die
Aussagen folgen dann aus den Lemmas und Korollaren der Abschnitte 3.1.1 und 3.1.2
sowie direkt aus Voraussetzung 3.22. ©

3.35 Folgerung. FEs gilt

M(D)=/€M+<p,—N(p)>sod_1dO—/ (p, =N(p)) pa-1dO,

peEM—
d.h. Satz 3.27 ist richtig.

Beweis. Seien die Hyperebenen & € £;_1 4 gegeben durch ihren Normaleneinheitsvektor
eq € Sq_1, einen Punkt p auf £ sowie eine Orthonormalbasis ey, ..., e4 1, die den zu &
gehorigen Untervektorraum aufspannen. Der Normalenvektor ey sei fiir die Hyperebenen,
die nicht den Ursprung enthalten, so orientiert, dass (p, —eq) > 0 erfiillt ist, fiir die
Hyperebenen &, die den Ursprung enthalten, vergleiche den weiteren Verlauf des Beweises.
Dann gilt (fur die Hyperebenendichte d¢ vergleiche [21, section 11.12.2.], fiir die Maurer-
Cartan-Formen wq sowie wg ; fiir j € {1,...,d — 1} vergleiche [21, section 11.12.1.])

IM(D) = / df = —wg N\ Wq,1 VANCERIVAN Wd,d—1
£eD £eD

= / —wd/\wdyl N ---/\wdyd_l.
EED\Ly 1.4

Da die Menge D nach Entfernung der Ursprungshyperebenen sicherlich orientierbar ist,
kann nun der Satz von Stokes fiir Fldchen mit Singularitéten angewendet werden (vgl. [13,
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chapter XVII, §3, Theorem 3.3|; beachte auch Lemma 3.34), und es folgt (beachte: Da
der Integrand auf den Ursprungshyperebenen nach Anwendung des Satzes von Stokes
verschwindet, miissen diese im weiteren nicht separat betrachtet werden)

= / (p, —€q) wa1 N+ AN wgda—1
€€aD

= / (p, —eq) det(—deg, ..., —deg, eq).
€eoD

Die Hyperebenen ¢ € 0D sind alle tangential an die Mannigfaltigkeit M. Da aufgrund
der Voraussetzungen die Menge derjenigen Hyperebenen mit mehreren Beriihrpunkten
das (d—2)-dimensionale Mafl Null besitzt, kann im folgenden davon ausgegangen werden,
dass der zur Hyperebene ¢ gehorige Punkt p € € der Beriihrpunkt von £ mit M ist. Es
seien die offenen Teilmengen M C M\ Mo bzw. M, C M\ Mo so wie in Definition 3.23
definiert, jetzt aber nicht beziiglich des vorgegebenen Vektorfeldes N, sondern beziiglich
des Normalenvektorfeldes e4: M \ Mo — S,_1, das von den tangentialen Hyperebenen
induziert wird (dabei sei My C M die Menge derjenigen Punkte, deren Tangential-
hyperebene den Ursprung enthélt). Der Diffeomorphismus von 0D auf M ist lokal genau
dann orientierungserhaltend, wenn der Normalenvektor sign(pq—1(p, €q)) - eq ins Gebiet
D zeigt (dies entspricht nach Definition den Punkten der Menge M. ; vergleiche hierzu
Korollar 3.4; beachte, dass die Menge der den Ursprung nicht enthaltenden Hyperebenen
global mit ihren Lotfufipunkten identifiziert werden kann), somit folgt weiter

= / (p, —eq) det(—deg, ..., —deg, €q) —/ (p, —eq) det(—deg, ..., —deg, €q)
pEM;; peEM,

e

= / <p,_€d> @d*l(pa ed) det(dp77dp7 ed)
pEMe‘z
- / <pa_ed> Sod—l(pa 6d) det(dp7adp7 €d)
pEMgd

:/ +<p7—€d> ©va-1(p, €q) dO—/ (p, —ea) Ya—1(p, eq) dO.
pEM,

eq pEM;z
Fiir die Aussagen von Bemerkung 3.26 ist es nicht notwendig, dass das dort betrachtete

Normaleneinheitsvektorfeld global stetig ist, sie konnen auch auf das Normalenvektorfeld
eq angewendet werden, daher ldasst sich dies weiter umformen zu

=[N @0~ [ N ) 0. ©

peM+

3.36 Lemma. FEs gilt

(-1

u(D) = /M+ ¢i—2d0 + m

/ det((—dN,...,—dN,p,N))
peEOM+

_1)d—1
_/Mgod_de— Edl_)l)!/eaMdet((—dN,...,—dN,p,N)).
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Beweis. Mit der in Folgerung 3.35 bewiesenen Formel fiir (D) aus Satz 3.27 folgt

W)= [ =N@)ew1d0= [ (=N pradO

_ ﬁ (/pew— det((—dN, ..., —dN, p)) —/p€M_— det((—dN,...,—dN,p) )).

Wie im Beweis von Folgerung 3.35 ldsst sich dies mit dem Satz von Stokes fiir Fléchen
mit Singularitdten (vgl. [13, chapter XVII, §3, Theorem 3.3]; beachte auch wieder Lem-
ma 3.34) weiter umformen zu

_ ﬁ /pEM+ det((—dN, ..., —dN,dp, N))
n E;l_)dl)ll /p o det((—dN,...,—dN,p, N))
_ ﬁ /pEM_ det((—dN, ..., —dN, dp, N))
_ Ed_ljdl_)l! /peaM det((~dN, ..., —dN,p, N))
_ /W 04 dO + % /peaw det((—dN,...,—dN,p, N))
_/%_2 40 — Ed_l_)dl_)l! /peaM det((—dN, ..., —dN,p, N)). ©

3.37 Bemerkung (Integralformel von Minkowski). Im Beweis von Lemma 3.36
wurde insbesondere eine der klassischen Integralformeln von Minkowski bewiesen: Fiir
eine berandete (d — 1)-dimensionale in E; immersierte C3-differenzierbare Mannigfaltig-
keit M mit Normaleneinheitsvektorfeld N gilt

/ (@a-2(p) + (0, N(p)) a-1(p)) dO = (_1)d,/ det((—dN,...,—dN,p, N)),

eM (d - 1) peEOM

insbesondere gilt also, falls M unberandet ist,

/EM (<Pd—2(P) + (p, N(p)) Spd_l(p)) do = 0.

Diese Integralformel wurde zuerst von C. C. Hsiung im Jahr 1954 in [8] bewiesen. Die
Integralformeln von Minkowski sowie Beweise, die der Vorgehensweise im Beweis von
Lemma 3.36 entsprechen, finden sich beispielsweise auch in [14, section 2].

3.38 Lemma. FEs gilt

/ det((—dN,...,—dN,p,N)) — / det((—dN,...,—dN,p,N))
peEOM+

pEOM—

(a1, </M+\g0d2\d0 _ M\godg\d0>. (3.6)
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Beweis. Nach Lemma 3.34 sind die Punkte von OM™ bzw. OM~ gegeben durch B sowie
offene Teilmengen von Mg und B>3. Betrachte zunéchst eine beliebige Zusammenhangs-
komponente M(ZO) der Menge M ). Aufgrund der Voraussetzungen an die Mannigfaltig-
keit M (vgl. Voraussetzung 3.22) befindet sich zu beiden Seiten von M, entweder die

Menge M+ oder die Menge M~. Uber die Fliche M(ZO) wird daher auf der linken Seite
von Gleichung (3.6) zweimal integriert, jeweils im mit dem gleichen Vorzeichen versehe-
nen Integral, jedoch hat M(ZO) in den beiden Fillen eine unterschiedliche Orientierung
(festgelegt durch den Satz von Stokes; vergleiche den Beweis von Lemma 3.36). In der
Summe ergibt sich also Null.

Betrachte nun die Integrale iiber Bss (bzw. eine offene Teilmenge davon): Da Bsj
gerade von denjenigen Punkten von M gebildet wird, deren Tangentialhyperebene in
mindestens drei nichtkollinearen Punkten tangential an M ist, und die partiellen Ab-
leitungen des Normaleneinheitsvektors /N in Richtung der weiteren Beriihrpunkte stets
verschwinden, ist der Integrand (und damit das gesamte Integral) gleich Null.

Es reicht somit den von B gebildeten Teil von OM™ bzw. OM~ zu betrachten. Fiir
festes Z € Z betrachte die beiden zugehérigen Zusammenhangskomponenten B®Y bzw.
B® von B (es gelte Z = (BW, B@ MM M®); vergleiche Konstruktion 3.24). In zwei
Schritten soll nun das Integral auf der linken Seite von Gleichung (3.6) iiber BY) bzw.
B® bestimmt werden. Es sei 55 := +1, wenn die Flidche M eine Teilfliiche von M ist,
ansonsten sei g7 := —1 (vgl. Konstruktion 3.24).

(i) Es sei K eine berandete (d — 2)-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit
von BM, und K® die zugehorige Untermannigfaltigkeit von B®). Es sei N definiert
durch (vgl. Lemma 3.15)

_ M 1\ (p@ — p») . .
Nk ::{(p *AN((pp(l)) b )> ‘)\E[O,l],p(])eKU) fiir j € {1,2}

mit €, V) = £62. V@) }.
d.h. N ist ein Teil des zur Hiillliche M, gehérigen Normaleneinheitsbiindels. Weiterhin

sei Bg) (fiir j € {1,2}) die zu K () zugehorige Untermannigfaltigkeit von Ny, die Teil
des Randes von Ny ist, und beziiglich N orientiert sei. Dann gilt

ﬂgm/ det((—dN,...,—dN,p,N))
@=1177 e A
_ =D 8(1)/ det((—dN,...,~dN,p, N))
(d—1)!"7 "2 (p,N)EB o -
Gt S<Zn/ det((—dN,...,—dN,p,N))
(d—1)! (p,N) €Nk \BY
1
bt [ de((—aN. =N, N p))
(d — ].) (p,N)E./\TK

1
+ 1) (1)/ det((—dN,,_ngdpaN))
(p,N)eENK



84

Kapitel 3: Hyperebenen im Euklidischen

(beachte: Wie im Beweis von Lemma 3.36 wurde hier der Satz von Stokes fiir Fléchen
mit Singularitédten auf die Fléche Nk angewendet). Da der Normalenvektor entlang einer
Erzeugenden der Fliche N konstant ist, vereinfacht sich dies zu

(=D (1)/
= o, s det((—dN,...,—dN,p, N
@=11 7% °7 [ vese (( )
1
+(d_1),‘7(zl)3(zl)/ ) det((—dN,...,—dN,dp,N))_
: (p,N)ENK

Der Integrand des zweiten Integrals ist sicherlich stetig, auflerdem nimmt er nie den

Wert Null an (da die Determinante der Matrix (—%, cee —%,x@) — M n) unter

Verwendung der Parametrisierung von N aus Lemma 3.15 nie verschwindet; vergleiche
hierzu auch den Beweis von Lemma 3.15), also lidsst sich dies unter Verwendung der
Definition von 64 (vergleiche auch Konstruktion 3.24) vereinfachen zu

DTN EY det((—dN,...,—dN,p, N)) + 377 [ |pa—sl 10
(A=D1 7 Jnes? B e R
-1 d—1

- (d )1 'g(Zl)S(Zl)/ i det((—dN,...,—dN,p,N))+oz/  |pa—2|dO
(d—1)! (p,N)eBY 1, (NK)

(vgl. Lemma 2.8). Es ist also noch das erste Integral zu betrachten. Nach Definition von
oz gilt (vergleiche Konstruktion 3.24; beachte: Das Vorzeichen der (d — 2)-ten mittleren
Kriimmung 45 der Fliche Ny ist auf ganz BY fiir j € {1,2} nach Lemma 3.29
konstant)

(=D (1)/
VAP O det((—dN, ..., —dN,p, N
d=D"7 77 Jpnes® ( )

-1 d—1 ‘ ‘
T sienliaa(BY)) sen(pa-s(52)

/ det((—dN,...,—dN,p,N)). (3.7)
(pN)ENTD

Um dies weiter umformen zu konnen, ist nun eine Fallunterscheidung notwendig. Es
muss unterschieden werden, ob die Normalenvektoren von BY) und B® in zueinander
gehorigen Punkten gleichorientiert oder entgegengesetzt orientiert sind.

Betrachte zundchst den Fall, dass die jeweiligen Normalenvektoren gleichorientiert

sind. Da (vgl. oben) die Determinante der Matrix (—6‘9—171, o —%, 2 — 2z n) nicht

verschwindet, ist in diesem Fall das Vorzeichen von g _o(B™) gleich demjenigen von
©a_o(B@). Somit lisst sich Gleichung (3.7) umformen zu

(=D (2)/
— (d—l)!gZ sy — det((—dN,...,—dN,p, N))
(=1)*1 o

det((—dN,...,—dN,p, N
(d_1>|gZ /pGK(2> et(( d ) ) » Py ))
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(beachte: Die Orientierung von Bg) und K@ ist beziiglich unterschiedlicher Flichen
gewéhlt).

Im anderen Fall, dass die jeweiligen Normalenvektoren entgegengesetzt orientiert sind,
gilt nach vorigem folglich

sign(pa-s(B)) = (~1)2 sign(a_s(B?)).

Also lésst sich Gleichung (3.7) umformen zu

(=D (g (2)/
= — o’ s det( —d(—N),...,—d(—N),p,—N )
(d—1) "% 72 (b N)eBR ( )
(—1)*! (2)/
— det((—dN,....,—dN,p. N
(d—1)! = peEK () ¢ (( ’ ) Py ))

(beachte, dass im Vergleich zum ersten Fall die an B® angrenzende Fliche nun entge-
gengesetzt orientiert ist).
Insgesamt ist nun also

(D' & )
(d—1)! Z‘T(Zj)/ _ det((—dN,---7—dN,p,N))zoz/  J@a|dO (3.8)
J=1 PeK®) T, V)

gezeigt worden.

(ii) Seien nun (fiir j € {1,2} und k£ € N) kompakte berandete (d—2)-dimensionale Un-
termannigfaltigkeiten K,gj) von BY) so wie in (i) mit K,gj) C Klgzl und BY = J, K,gj).
Dann lésst sich wegen der Positivitdt des Integranden der Satz von der monotonen Kon-
vergenz (B. Levi 1906, vergleiche beispielsweise [4, Kapitel IV, §2, Satz 2.7]) anwenden,
und es folgt

2 (_1)d—1 () )
:Z i o /p lim (XKlij)(p) det((—dN,...,—dN,p,N)))

cBW) k—o0

i (DT 6 et (—dN NN
_k:l—{go(Z D /peK(j> et((—dN, ..., —dN,p, )))
k

Auf das Integral innerhalb des Limes lédsst sich nun Gleichung (3.8) aus (i) anwenden,
und es folgt weiter (dabei sei M, die Teilfliiche von My, die von K ,gl) sowie K ,f) begrenzt
wird)

= lim Oz ~ ’@d_gydO:(}Z / ‘épd_g‘dO.

k—o00 Mk MZ
~Da gz gerade +1 ist, wenn My eine Teilfliche von M ist, und 6, = —1 gilt, wenn
My eine Teilfliche von M~ ist (vergleiche jeweils Konstruktion 3.24), folgt somit die
Behauptung. ©)
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3.39 Folgerung. Die Aussage von Satz 3.28 ist richtig.

Beweis. Dies folgt nun mit Lemma 3.38 unmittelbar aus Lemma 3.36. ©

3.3 Flachen beliebiger Kodimension

Nachdem im vorausgegangenen Unterkapitel 3.2 Hyperflichen betrachtet wurden, wer-
den in diesem Unterkapitel die dort erlangten Resultate auf Flichen allgemeiner Kodi-
mension verallgemeinert — Fldchen unterschiedlicher Dimension diirfen dabei durchaus
simultan betrachtet werden, auch die Orientierbarkeit der Fléchen ist keine Vorausset-
zung mehr. Die Resultate entsprechen direkt denjenigen bei den Hyperflichen — es muss
nun jedoch iiber das Normaleneinheitsbiindel (bzw. Teilflichen davon) der gegebenen
Flachen bzw. der von doppelt tangentialen Hyperebenen eingehiillten Flédchen integriert
werden. Im Beweis in Abschnitt 3.3.2 wird die hier vorliegende Situation auf die bereits
in 3.2 betrachteten Hyperflichen durch Ubergang zur Parallelfliche und anschlieBenden
Grenziibergang des Abstands gegen Null zuriickgefiihrt.

3.3.1 Formulierung der Aussagen

3.40 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 3.3 sei M, stets eine kompakte in
E; immersierte unberandete C*-differenzierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit
m € {0,...,d—1} sowie d > 2), oder es gelte M, = @ (jedoch nicht fiir alle m zugleich).
Setze dann M := Ufn_:lo M, und Ny, = Uﬁ;:lo Nu,, .

Weiterhin seien die folgenden Eigenschaften erfiillt (dabei sei Ny C Ny eine ge-
eignete endliche Vereinigung von C?-Bildern von [-Rechtecken mit [ € {0,...,d — 3};
mit ,Berithrpunkten®“ sei jeweils das Tupel aus Punkt mit Normalenvektor in E; x S;_;
gemeint):

e Das Normaleneinheitsbiindel Nj; sei eingebettet in Ey X Sy_;.

e Die Abbildung p4_1: Ny — R, d.h. die Lipschitz-Killing-Kriimmung, habe Null
als reguléren Wert, insbesondere ist Vo) := @417 ({0}) eine (d — 2)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von Ny, (vergleiche beispielsweise [7, Theorem 3.2]).

e Verschwindet die Lipschitz-Killing-Kriimmung in genau einem der beiden Beriihr-
punkte einer Doppeltangentialhyperebene, und ist in diesem Beriihrpunkt die Ab-
bildung Ny — Sa-1, (p, N) — N lokal keine Immersion oder der Normalenvektor
an N(g) (innerhalb von N) linear abhéngig zum Verbindungsvektor der beiden
Beriihrpunkte, so seien diese beide in M*) enthalten.

e Verschwindet die Lipschitz-Killing-Kriimmung in beiden Beriihrpunkten einer Dop-
peltangentialhyperebene, und sind die Normalenvektoren (innerhalb von N;) an
N in diesen Punkten linear abhéngig, so seien diese beide in N, enthalten.
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e Liegt der Verbindungsvektor der beiden Berithrpunkte (mit nichtverschwindender
Lipschitz-Killing-Kriimmung) einer Doppeltangentialhyperebene an M im Tangen-
tialraum der von Beriihrpunkten gebildeten (d—2)-dimensionalen Mannigfaltigkeit
in einem dieser beiden Punkte, so seien beide in /\/'(*) enthalten.

e Die Punkte nichtverschwindender Lipschitz-Killing-Kriimmung von N}, deren zu-
gehorige Tangentialhyperebene in mindestens drei Punkten tangential an M ist, die
allesamt kollinear sind, sei in N,y enthalten (vergleiche hierzu auch Lemma 3.8).

Aufgrund der Aussagen in Abschnitt 3.1.2 kann oBdA davon ausgegangen werden, dass
alle Beriihrpunkte von Mehrfachtangentialhyperebenen an M, die in einem Punkt ver-
schwindender Lipschitz-Killing-Kriimmung tangential an M sind, in NV, enthalten seien.

Weiterhin sei eine Menge D C &;_14 fest gewadhlt. Diese Menge von Hyperebenen
sei die Vereinigung von endlich vielen beschrinkten Zusammenhangskomponenten von
Ei—14 \ T (dabei bezeichne T C &;_; 4 die Menge aller Hyperebenen, die tangential an
M sind). Schliellich sei noch p(D) das bewegungsinvariante Mafl der Menge D, d.h. es
gilt

u(D) = /g RS

3.41 Definition. Es werde mit N>y C Ny, die Menge der (p, N) € Ny bezeichnet, fiir
die die Hyperebene £(p, N) in mehr als einem Punkt tangential an M ist.

Dann seien die Mengen N C Ny sowie N~ C Ny, definiert durch (es werde zur
Abkiirzung N’ := N>y U N gesetzt)

(p—6-N,N)eD},
(p—6-N,N)eD}.

7 5[
7 8[
3.42 Konstruktion. Analog zu Konstruktion 3.24 sei die Menge Z nun konstruiert
als die Menge von Tupeln (via gemeinsamer Doppeltangentialhyperebenen) zusammen-
gehorender Zusammenhangskomponenten des Randes (innerhalb des Normaleneinheits-
biindels Nys) von N bzw. N~ und ihrer angrenzenden Teilflichen. Nach Wahl der
Voraussetzungen ist die Menge Z wiederum endlich (vgl. Voraussetzung 3.40).

Betrachte nun ein festes Tupel Z € Z; es gelte Z = (BY, B&, N NP, Die von
den zugehorigen Doppeltangentialhyperebenen eingehiillte Fliche in E; werde mit My
bezeichnet (beachte, dass diese im allgemeinen Singularitdten besitzt). Weiterhin sei
die Teilmenge N, des Normaleneinheitsbiindels N, i1, von My definiert durch (verglei-
che auch Lemma 3.15; hier sind die Normalenvektoren jedoch in beiden Orientierungen
vorhanden)

NT = {(p, N) e N'[sign(pa-1(p, N)) < 0ATe>0 V5 €]

0,el: &
N~ = {(p, N) e N'|sign(a-1(p, N)) > 0ATe>0V5€]0,¢[: &

_ M L\ (p@ — pD) ‘ ‘ ‘ .
Ny = {(p +A S@ p )> ‘Ae [0,1], (pY, N) € BY) oder (pV¥), —N) € BY)

fiir j € {1,2} mit £(p0, N) = €62, N) }.
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Als nichstes erfolgt die Ubertragung der Definition von S(Zj) (fir j € {1,2}) auf die
jetzige Situation: Die Mannigfaltigkeit BY) ist sowohl Teil des Randes von N'U) als
auch Teil des Randes von N7z, und somit jeweils kanonisch orientiert. Stimmen diese
beiden Orientierungen iiberein, so setze S(Z]) := —1, sind sie dagegen nicht gleich, so
setze S(Zj) = +1.

Die Ubertragung der Definition von O(Zj) (fiir j € {1,2}) auf die jetzige Situation
ist einfacher: Gilt NU) C N7, so gilt sign(¢s_1) = —1 entlang von BY), ist dagegen
NU) C N, so gilt sign(pg_1) = +1 entlang von BY) (vgl. Definition 3.41), daher setze
U(Zj) := —sign(¢4_1(p, N)) fiir einen beliebigen Punkt (p, N) € BY.

SchlieBlich sei noch (fiir j € {1,2}) das Vorzeichen sign(pa_»(NY)) der Kriimmung
¢4_o der Hiillfliche N entlang von BY) analog zur Definition in Konstruktion 3.24
definiert (sollte die Hiillfliche entlang des Randes singulér sein, so werde ¢4_o beziiglich
der zur Menge BY) zugehorigen Punkte der Parallelfliiche M. fiir geniigend kleine ¢ > 0
betrachtet, diese ist fiir diese ¢ regulir, da Nz nach Lemma 3.15 regulir ist).

Dann sei nun N die Vereinigungsfliiche (unter Beriicksichtigung der entsprechen-
den Vielfachheiten) aller derjenigen oben definierten Flichen N (fiir Z € Z), fiir die
S(Zj) O'(Zj) sign(pq_o(N. éj ))) = +1 gilt, sowie N~ die Vereinigungsfliche aller derjenigen
Fliichen N, fiir die S(Zj) O'(Zj) sign(god_g(/\_/}j))) = —1 gilt (jeweils fiir j € {1,2}; die Wohl-
definiertheit dieser Definition wird in Korollar 3.55 gezeigt werden).

3.43 Bemerkungen. 1. Die Aussagen von Bemerkung 3.25 im Falle der Nichtdisjunkt-
heit von A" und N~ iibertragen sich direkt auch auf die jetzige Situation.

2. Die Definitionen der drei Vorzeichen, die in Konstruktion 3.42 zur Bestimmung
der Zugehorigkeit des Normalenbiindels der Hiillflichen benotigt werden, ergeben sich
aus denjenigen fiir Hyperflichen durch Betrachten der Parallelflichen zu M (die nach
Lemma 2.10 fiir geniigend kleinen Abstand regulidre Hyperflichen sind) mit gegen Null
strebendem Abstand (vergleiche hierzu auch Korollar 3.55).

3.44 Satz. Es gilt

dO

KN]W (p7 N)
dO

- (P, —N) @a-1(p, N) ——.
/@,N)e/v Kny, (p, N)

3.45 Korollar. Das Ergebnis aus Satz 3.4/ ldisst sich weiter umformen zu

u(D) = /( o PN R

dO

uo) - | (0. N aca (5, M) — e
(P, N)EN+UN - K (p; N)

Beweis. Dies folgt wegen Definition 3.41 unmittelbar aus Satz 3.44. ®
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3.46 Satz. FEs gilt
doO dO

D) = . - .
(D) /N N ool Ly v
43 [ dewal = =5 [ el 2
2 S Pd—2 Kv. 2 )i Pd—2 KNM.

3.47 Korollar. Das Ergebnis aus Satz 3.46 ldsst sich umformen zu
dO
Ky,

M

3 [ el = =5 [ owal 2
2 o+ Pd—2 Kv. 2 Ju- Pd—2 v

M

w(D) = — / sign(¢4—1) Pa—2
NHUN—

Beweis. Aus Satz 3.46 ergibt sich diese Umformung unmittelbar aus der Definition von
N sowie N~ (vgl. Definition 3.41). ©

3.48 Definition. Fiir m € {1,...,d — 1} sei M,, die Vereinigungsfliche all derjeni-
gen von Doppeltangentialhyperebenen eingehiillten Flichen M, (fir Z € Z), die m-
dimensional sind. Die Fliche M sei dann die Vereinigungsfliche von Mj, ..., My_;.

Sei wiederum m € {1,...,d — 1}. Dann sei S, C Sy_; fiir p € M,, definiert durch

Sy = {N € Sdfl‘(pr) €N+UN7}’

Sp ist also in einer in Sq-; geeignet eingebetteten (d — 1 — m)-dimensionalen Einheits-
sphére enthalten. Fiir p € M,, seien S; C S4-1 und Sp_ C S4_1 definiert durch (unter
Beriicksichtigung eventueller Vielfachheiten)

St :={N € Ss1|(p,N) € N} bzw. S, :={N €Sq1|(p,N) e N"}.

3.49 Korollar. Das Ergebnis aus Satz 3.44 lisst sich (mit den Definitionen aus Defini-
tion 3.48) weiter umformen zu

d—1
@) =3 [ [ N fpaa]d0do.
m=0 pEMym JNES),

Beweis. Dies ergibt sich unmittelbar mit Hilfe von Lemma 2.8 aus Korollar 3.45. ©

3.50 Korollar. Das Ergebnis aus Satz 3.46 ldsst sich (mit den Definitionen aus Defini-
tion 3.48) weiter umformen zu

d—1

wu(D) = mz: (— /p€Mm /NeSp sign(pq_1) pa—2d0O dO

=0
1 1
+—/ _ / _ \god2|d0d0——/ _ / lpaald0A0).
2 Jpent,, Jness 2 Jpeit,, Jnesy

Beweis. Diese Umformung ergibt sich unmittelbar mit Hilfe von Lemma 2.8 aus Korol-
lar 3.47. ©
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3.3.2 Beweis der Aussagen

Der Beweis der Formel, die ohne Hiillflichen auskommt, erfolgt durch Zuriickfithren auf
die Situation, dass orientierte Hyperflichen vorliegen. Dies geschieht mit Hilfe der in
Kapitel 2 untersuchten Parallelflichen, indem der Grenzwert des Abstandes der Paral-
lelfliche gegen Null bestimmt wird. Die Formel mit den Hiillflichen wird wie bei den
Hyperflachen auf dieses Ergebnis zuriickgefiihrt.

3.51 Definition. Sei ¢ > 0. Dann sei M, die Parallelfliche zu M im Abstand ¢, d.h. es
gilt (vgl. Definition 2.9)

3.52 Lemma. Es existiert ein ey > 0, so dass die Parallelfiiche M. fiir jedes € €10, e[
ewne kompakte in den d-dimensionalen euklidischen Raum E; immersierte unberandete
orientierbare C3-differenzierbare (d — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, die die Vor-
aussetzung 3.22 erfillt (sofern diese zur Anwendung von Satz 3.27 sowie Lemma 3.50
bendtigt werden).

Beweis. Da M kompakt ist, folgt mit Lemma 2.10, dass M. fiir kleine € > 0 eine kompak-
te in E; immersierte unberandete orientierbare C3-differenzierbare (d — 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit in E;xS,;_; eingebettetem Normalenbiindel ist. Dass p4_1: M. — R
Null als reguldren Wert hat, folgt aus Lemma 2.15.

Seien (p™M, N), (p@®, N) € Ny \ N, die Berithrpunkte einer Doppeltangentialhyper-
ebene, so dass @1 (p™M, N) = 0 und pq_;(p?, N) # 0 erfiillt ist. Die Pedalflichen der
beiden Flichen Aoy (um (pt), N)) und Ny (um (p®, N)) schneiden sich dann transver-
sal (vergleiche den Beweis von Lemma 3.10). Da die Pedalfliche M. zur Parallelfliiche
von M im Abstand ¢ gegeben ist durch

M. ={({p,N) —¢) - N|(p,N) € Nur}, (3.9)

schneiden sich auch die Pedalflichen der Parallelflichen fiir geniigend kleines ¢ transver-
sal, die dritte Bedingung aus Voraussetzung 3.22 ist somit lokal bereits erfiillt (vergleiche
den Beweis von Lemma 3.10). Genauso lésst sich der Fall, dass in beiden Beriihrpunkten
die Lipschitz-Killing-Kriimmung verschwindet, auf den Beweis von Lemma 3.11 zuriick-
fithren, und auch in diesem Fall ist die dritte Bedingung aus Voraussetzung 3.22 lokal
erfiillt. Da die Menge der Punkte, deren Tangentialhyperebene in einem Punkt verschwin-
dender Lipschitz-Killing-Kriimmung tangential an M ist, kompakt ist, ldsst sich ein e > 0
finden, so dass die dritte Bedingung aus Voraussetzung 3.22 auch global erfiillt ist.

Die vierte Bedingung in Voraussetzung 3.22 wird zur Anwendung von Lemma 3.30 im
Beweis von Korollar 3.55 nur lokal benétigt, daher reicht es aus, nur dies zu zeigen. Seien
(pM, N), (p®, N) € Ny \ N,y die Berithrpunkte einer Doppeltangentialhyperebene, in
denen die Lipschitz-Killing-Kriimmung nicht verschwindet, die Pedalflichen von M um
diese Punkte schneiden sich somit transversal (vergleiche den Beweis von Lemma 3.8).
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Dies gilt dann auch fiir die Pedalfliichen der Parallelflichen (lokal um p™® — & - N bzw.
p? — - N) fiir geniigend kleines ¢ > 0 (vergleiche auch Gleichung (3.9)). Da das
Normalenbiindel der Parallelfliche M. auf triviale Weise mit demjenigen von M selbst
identifiziert werden kann, ergibt sich somit fiir j € {1,2}) eine C*-Parametrisierung
(), n): U x U — Ny (mit geeigneten offenen Mengen U C R92 und U’ C R), so
dass zueinander gehorige Beriihrpunkte derselben Doppeltangentialhyperebene an M,
gegeben sind durch

W (u,e) — e - n(u, ) sowie 2P (u,e) — e - nlu,e).

Da der Vektor (0, z?) —2()(-,0) nach Voraussetzung nicht im Tangentialraum der durch
(zU),n)(-,0) parametrisierten Untermannigfaltigkeit liegt, gilt dies aus Stetigkeitsgriin-
den in einer ganzen Umgebung, und die gesuchte vierte Bedingung ist lokal erfiillt.

Die letzte Bedingung in Voraussetzung 3.22 wird nicht im Beweis von Satz 3.27 bend-
tigt, sondern erst fiir den Beweis von Satz 3.28. ©

3.53 Definition. Sei ¢ €]0,e]. Dann sei 7. C &;_1 4 die Menge all der Hyperebenen,
die tangential an eine Parallelfliche von M sind, die hochstens den Abstand e besitzt,
d.h. es gilt

T.={¢¢ Sd,Ld‘EI(S € [0,¢]: ¢ ist tangential an Ms, § # 0}
={&(p—0-N,N) € &4-14/36 €[0,¢], 6 #0 und (p, N) € Ny }.

Sei dann D, C &;_14 die Menge der Hyperebenen, die zur Menge D gehoren, jedoch
nicht zur Menge 7;, d.h. es gilt

D. =D\ T..

Es seien dann M und M als Teilflichen von M. (beziiglich der Menge D, von Hy-
perebenen und beziiglich dem nach ,,innen* gerichteten Normaleneinheitsvektorfeld, d.h.
der Normalenvektor im Punkt p — e - N € M. sei fiir (p, N) € Ny durch N gegeben)
so definiert wie in Definition 3.23, ebenso die Hiillflichen M. und M- (vgl. Konstrukti-
on 3.24).

3.54 Lemma. FEs sei AT diejenige Teilmenge des Normaleneinheitsbiindels Ny, fiir die
gilt (es sei (p, N) € Ny und € €]0,ep])

(p,N)e AF <= p—e-Ne M

(entsprechend sei AZ beziiglich der Menge M- definiert).
Dann gilt

lim x 4+ = xa+ und lim x 4 = xa—
e—0 c e—0 €

(dabei sei x. die charakteristische Funktion der entsprechenden Teilmenge des Norma-
leneinheitsbiindels Ny ).
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Beweis. OBdA werde nur die erste Aussage gezeigt, die zweite wird offensichtlich ge-
nauso bewiesen. Nach Definition von N (vgl. Definition 3.41) ist klar, dass fiir jedes
(p, N) € N ein g, vy existiert, so dass p—e-N € M fiir € €]0, (3| ist. Insbesondere
gilt also

NtC | Af (3.10)

O<e<ens
sowie (es gelte g3 € Jey, ep])

Af DAY (3.11)

g1 —

Andererseits ist ebenfalls klar, dass nach Konstruktion von D, (vgl. Definition 3.53)
gilt, dass fiir € €]0, e[ die Menge A eine Teilmenge von N ist, insgesamt folgt also
zusammen mit Gleichung (3.10)

Nt= ] A (3.12)
e€]0,enm]
Aus dieser Gleichheit folgt dann die Aussage mit Gleichung (3.11). ©

3.55 Korollar. In Konstruktion 3.42 ist die Definition von N und N~ wohldefiniert,
d.h. fiir Z € Z gilt

s o) sign(pa_a (WD) = 52 0 sign(py_o (V).

Beweis. Dass fiir geniigend kleines € > 0 (und j € {1, 2}) S(Zj) und O'(Zj) mit dem entspre-
chenden Term der Hiillfliche an die zugehorigen Parallelflichen im Abstand e iiberein-
stimmen, folgt unmittelbar aus den Gleichungen (3.11) und (3.12) aus dem Beweis von
Lemma 3.54. Fiir die Gleichheit des Vorzeichens von ¢, o auf der Hiillfliche der Hyper-
ebenen an N, él) bzw. N, g) mit dem entsprechenden Vorzeichen von ¢q_o auf den Hiillfla-

chen an die zugehorigen Parallelfliichen, reicht es aus zu zeigen, dass sign(¢g_o (N, éj ))) #0
ist. Da die Determinante der Matrix (—88—1:‘1, o —%d"_z, 2 — 21 n) unter Verwendung
der Parametrisierung des Normalenbiindels der Hiillflichen aus Lemma 3.15 nie ver-
schwindet, ist dies jedoch klar. Damit folgt die Wohldefiniertheit der Definitionen aus
Konstruktion 3.42 aus der Wohldefiniertheit der Definitionen der entsprechenden Terme

fir die Parallelflichen (vgl. Lemma 3.30). ©

3.56 Lemma. FEs gilt

do
(D) = / (0, —N) 04-1(p, N) ———=
(p,N)EN+ Ky (p, N)
do
- (0, —N) @a-1(p, N) ———reee,
[p,N)GN_ KNM (pa N)

d.h. die Aussage von Satz 3.4/ ist richtig.
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Beweis. Nach Definition von D, (vgl. Definition 3.53) gilt

:/dfz/limxpedg.
D pe—0

Da fiir £; < &9 sicherlich D., D D., gilt, kann der Satz von der monotonen Konvergenz
angewendet werden (B. Levi, vergleiche beispielsweise [4, Kapitel IV, §2, Satz 2.7]), und
es folgt

= hm XD d¢ = hm / d¢.

Wegen Lemma 3.52 kann nun das Ergebnis fiir Hyperflachen aus Satz 3.27 angewendet
werden, und es folgt

=tim([ e Ne w0~ [ NG e 92)00).

Betrachte zunéchst den Grenzwert des ersten Integrals. Wegen p. = p — ¢ - N, Lem-
ma 2.8, Korollar 2.11 sowie Lemma 2.12 folgt nun

lim [ oo =N(pe)) o, (p) dO
e ngM;—
dO
— lim (p—e-N,—N))pa-1(p,N) ———=s
e—0 (p,N)EA: KN]VI (pv N)
e—0 (p,N)EN s KNM (p7 N)

Wegen der Kompaktheit von M (und damit auch derjenigen des Normalenbiindels Ny)
und wegen Ky,, > 1 ist die Funktion (|(p, N)|+¢&n) [¢4-1(p, N)]| eine (integrierbare) Ma-
jorante fiir den Integranden, daher folgt mit dem Satz {iber die majorisierte Konvergenz
(H. Lebesgue 1910, vergleiche beispielsweise [4, Kapitel IV, §5, Satz 5.2])

dO
= lim x4+ (2, V) ({p, =N) +€) pa1(p, N) ) ———=s
/(pN)eNNIE*‘)( A (¢ ) e) pas )) Ky (p; N)
dO
- lim x 4+ (p, N)) (p, =N) @a-1(p; N) —F——s.
/(VPN)ENM(€_>O 4 ) - KNM(p7N)

Mit Hilfe von Lemma 3.54 lasst sich dies weiter umformen zu

do
= xa+(p, N) (0, —N) 04-1(p, N) ——ex
/(P N)EN M KNM(]?, N)
do

= (0, —N) ¢4-1(p, N) ———xr=.
/<p,N>eN+ Ky, (p, N)

Da sich der Grenzwert des Integrals tiber das Gebiet M offensichtlich auf dieselbe Art
und Weise ergibt, folgt damit die Behauptung. ©
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3.57 Lemma. FEs qilt

W@ = [ g9 Sl / det((—dN,...,—dN,p, N))
v Ky =D Jgneon s H
o (~1)+!

Od—2 — / det((—dN,...,—dN,p, N)).
N-— \V KN]\{ (d - 1>‘ (p,N)E@Nf ( )
Beweis. Dies lisst sich mit Hilfe von Lemma 2.8 auf analoge Art und Weise zum Beweis
von Lemma 3.36 aus Lemma 3.56 folgern. ©

3.58 Lemma. FEs gilt

/ det((—dN,...,—dN,p,N))—/ det((—dN,...,—dN,p,N))
(p,N)EONT (p,N)EON ~

1 dO 1 dO
a0 [ el == [ el )

Beweis. Wie in Lemma 3.38 geniigt es, fiir festes Z € Z die beiden zugehorigen Zu-
sammenhangskomponenten B und B® des (relativen) Randes von N+ bzw. N~ zu
betrachten (es gelte Z = (BW, B N N @) vergleiche auch Konstruktion 3.42). Die
weitere Vorgehensweise ist analog zu derjenigen im Beweis von Lemma 3.38. Setze noch
Gz := +1, falls N eine Teilfliche von N'* ist, ist sie dagegen eine Teilfliiche von N~ so
setze o7 1= —1.

Sei zunéchst Bg) eine berandete (d —2)-dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit
von B und Bg) die zugehorige Untermannigfaltigkeit von B®). Dann sei N definiert
durch (vgl. Lemma 3.15)

_ 1) A(p@ — pD) ) . .
Ny = {(p +A ]\%) P )) ‘A € [0,1], (p¥, Ny e BY fiir j € {1,2}

mit £(p, NO) = £(p®, N) |,

d.h. N ist eine Teilfliche von Ay. Es sei noch Bﬁ? definiert durch

(2 ~
~(2 D i i Lo ]
B(K) = {(N(l)) ‘(p(]),N(])) € B(X,) fiir j € {1,2} mit £(p, NW) = f(p(Q),N(Q))},

die Normalenvektoren zusammengehoriger Punkte besitzen also bei Bg) dieselbe Orien-
tierung wie bei Bg), wihrend dies bei Bg) nicht notwendig der Fall sein muss.

Mit Hilfe des Satzes von Stokes fiir Flichen mit Singularitdten, angewendet auf die
Fliche N, ergibt sich nun (vergleiche den Beweis von Lemma 3.36; beachte: Die Rand-

stiicke Bg) und B}?) sind nicht beziiglich des Gebietes Nk orientiert, sondern beziiglich
des Gebietes N bzw. N'?); das Verhalten von Bﬁ? beziiglich N entspricht demjenigen
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von B beziiglich Ny)

(=1t U“)/ det((—dN, ..., —dN,p, N))
(=177 ] g R
- CU oy | det( (N, .. =N p. )
(d—1)! (p,N) €N\ B
1
+—0(1) 5(1) det —dN,,—dN,_dNap
| Z Z
(d - 1>~ (p,N)eNK
1
n 0_(1) S(l) det —dN, Ceey _dN7 dpa N
| A 7
(d—1)! (p.N)eNK
(D" o) o .@ /
= — g S S det _dN7"'7_dN7p7N
(d—1)! z2z (p.N)EB) (( ))
1
X 0_(1) 8(1) det —dN, ceey _dN7 dp7 N
] 7 7Z
(d—1)! (p.N)eNK

(beachte: Entlang einer Erzeugenden von N ist der Normalenvektor konstant). Mit der
gleichen Begriindung wie im Beweis von Lemma 3.38 lésst sich dies umformen zu

D" 0 @@ _ do
=— o, 8, Sy det((—dN,...,—dN,p,N))+UZ [y
(d—1)! (p,N)eBY v

N VEn,,

Es ist also nun noch das erste Integral zu betrachten. Wegen Korollar 3.55 gilt

D e /
————0,'5," 58 det((—dN,...,—dN,p, N
d—1)17% %2 %2 S (( )
(=D* @ Dy @)
= 10z sign(pa—2(By")) sign(pa—2(By")) det((—dN,...,—dN,p,N)).
(d—1)! (p,N)eB?

Analog zur Vorgehensweise im Beweis von Lemma 3.38 lésst sich dies durch eine Unter-
scheidung in zwei Félle umformen in

(=) (2)/
o det((—dN,...,—dN,p,N)).
(d=1"7 Jpnes? ( )

Insgesamt ist also wieder

(- 22: 0‘)/ det((—dN dN,p,N)) = 5 / (0as| —SO
o et((—dN,...,—dN,p, =0 _
(d—1)! o 7 (p,N)eBY P z N, -2 Ky

K M

gezeigt worden (beachte: Der Faktor % in der zu zeigenden Aussage ergibt sich dadurch,

dass dort iiber jede der beiden Orientierungen der Normalenvektoren integriert wird).
Das Zuriickfiithren der allgemeinen Situation auf den soeben behandelten Fall erfolgt

auf die genau gleiche Art und Weise wie in Schritt (ii) des Beweises von Lemma 3.38. ©

3.59 Folgerung. Die Aussage von Satz 3.46 ist richtig.

Beweis. Dies folgt nun unmittelbar aus Lemma 3.57 mit Hilfe von Lemma 3.58 ©
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3.4 Anwendungen

Im ersten Abschnitt 3.4.1 dieses Unterkapitels wird als Anwendung der Ergebnisse der
vorangegangenen Unterkapitel fiir allgemeine reelle Funktionen auf der Menge der Hyper-
ebenen, die auf den durch Weglassen der tangentialen Hyperebenen entstehenden Zusam-
menhangskomponenten konstant sind, der Erwartungswert bestimmt. Da ausschlieBlich
kompakte Flichen betrachtet werden, ist das Maf} der ,relevanten“ Hyperebenen endlich;
dieses kann mit bekannten Formeln der Integralgeometrie (vergleiche beispielsweise [21,
formula (14.2)]) oder Satz 3.46 bestimmt werden. Es ist somit moglich, die Hyperebenen-
dichte d¢ mit einer Konstante derart zu modifizieren, dass ein Wahrscheinlichkeitsmafl
vorliegt; in den Formeln dieses Unterkapitels wird auf die Angabe der Normierung der
Ubersichtlichkeit wegen jedoch verzichtet.

Es zeigt sich, dass lediglich das ,Sprungverhalten“ der Funktion entlang tangentia-
ler Hyperebenen bzw. (auf den Hiillflichen) die Anderung dieses Sprungverhaltens bei
doppelt tangentialen Hyperebenen Eingang in die Formeln findet.

Anschlieend wird im darauf folgenden Abschnitt 3.4.2 in zwei konkreten Situatio-
nen — der Anzahl der Schnittkomponenten bzw. Schnittpunkte einer konvexen Menge
bzw. beliebigen Kurve — der Erwartungswert einer beliebigen Potenz dieser Funktionen
bestimmt.

3.4.1 Erwartungswert lokal konstanter Funktionen

3.60 Voraussetzung. Es sei M im d-dimensionalen euklidischen Raum wie in Vor-
aussetzung 3.40 gegeben (fir d > 2). Weiterhin sei f: €14 — R eine Funktion, die
eingeschréankt auf die einzelnen Zusammenhangskomponenten von ;14 \ 7 konstant
ist (dabei bezeichne 7 C &;_; 4 wieder die Menge aller Hyperebenen, die tangential an
M sind). Schlieflich verschwinde f auf der unbeschriankten Zusammenhangskomponente
von Eg14\ 7.

3.61 Definition. Die Funktion ¢é: My — R werde fiir (p, N) € Ny \ (N2 UN(p)
definiert durch (fiir die Definition der Mengen N>, und N, vergleiche Definition 3.41)
élp, N) = sign(@ar(p, N) im(f(E(p + - N, N)) = (f(E(p — & - N, N))).

Die Funktion ¢ gibt also das lokale Sprungverhalten der Funktion f (gewichtet mit
dem Vorzeichen der Lipschitz-Killing-Kritmmung) an. Fiir (p, N) € Nso U N setze
¢(p, N) := 0 (beachte: Die Menge dieser Punkte hat nach Voraussetzung Mafi Null).
Offensichtlich sind die beiden Funktionen auf den Zusammenhangskomponenten von
N\ (N2 UN ) konstant.

Ist M speziell eine orientierbare Hyperfliche mit fest gewahltem Normaleneinheitsvek-
torfeld N: M — Sq_1, so setze fiir p € M \ (M>o U M)

(p) = y{r(l)(f(f(p + sign(pq-1(p)) e - N, N)) — (f(&(p — sign(pq-1(p)) e - N, N))).

Fiir p € Mo U M) setze auch hier &(p) := 0.
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3.62 Definition. Es sei V' das Normaleneinheitsbiindel der Vereinigungsfliche aller von
tangentialen Hyperebenen mit genau zwei Beriihrpunkten eingehiillten Flichen (dabei
werde bei den eingehiillten Fldchen nur der Bereich zwischen den beiden Beriihrpunkten
betrachtet; vergleiche Konstruktion 3.42). Setze ferner M := my(N), d.h. M ist die
Vereinigungsfléache selbst.

Ziel ist es nun, eine Funktion é: N' — R zu definieren, die die Gewichtung auf den
Hiillflichen liefert. Sei dazu (p, N) € N. Es sei p € M einer der beiden Beriihrpunkte
der an M tangentialen Hyperebene &(p, N). Gilt p4-1(p, N) = 0 (oder ist dies im ande-
ren Berithrpunkt der Fall), so setze é(p, N) := 0 (beachte: Nach Voraussetzung ist das
Mafl dieser Punkte gleich Null). Es gelte nun also ¢4_1(p, N) # 0. Um (p, N) bilden die
Berithrpunkte der Doppeltangentialhyperebenen (lokal) eine (d — 2)-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit B von Ny, (vgl. Lemma 3.8), die ebenfalls Teil des Randes von N
ist. Die Mannigfaltigkeit Ny, wird lokal von B in zwei Komponenten geteilt, beziiglich
derer B als Rand kanonisch orientiert ist. Es sei (57, Nt) € A}, ein Punkt derjenigen
Komponente, beziiglich der die Orientierung von B nicht mit derjenigen beziiglich der
Fliiche AV iibereinstimmt, und (5=, N~) € Ny ein Punkt der anderen (vergleiche hierzu

auch die Definition von S(Z]) in Konstruktion 3.42). Es sei dann é(p, V) definiert durch

&(p, N) = sign(pa—2(p, N)) (6, N*) = e(p,N7))

(dabei werde ¢4_o(p, N) beziiglich der Fliche N bestimmt). Da ¢ lokal konstant ist (vgl.
Definition 3.61), ist es klar, dass diese Definition unabhéingig von der Wahl von (p+, N*)
bzw. (p~, N ~) ist. Dass sie auch unabhingig von der Wahl des Beriihrpunktes ist, wird
im Beweis von Satz 3.63 gezeigt werden.

Ist M speziell eine orientierbare Hyperfliche mit fest gewahltem Normaleneinheitsvek-
torfeld N: M — S,_1, so seien p, pt sowie p~ analog zu obigem gewihlt. Gilt ¢4_1(p) =0
(oder ist dies im anderen Berithrpunkt der Fall), so setze ¢(p) := 0. Ansonsten setze

&(p) = sign(pa—2(p)) (E(FT) — e(p))

(hierbei sei wieder 4_5(p) beziiglich der Fliche M beziiglich des Normalenvektors N (p)
zu bestimmen).

3.63 Satz. FEs gilt
g 40 z 40
rac= [ Sous +/ € |pacsl
/5d1,d Ny 2 V KNM N 2 V KNM

&(p, N 4o
_ / N (5 V) (=)
(p,N)EN M

2 V KNA{(]%N)'

Beweis. Es sei X = {f(&)|£ € Eq—14\ T} die Menge der Werte, die die Funktion f
annimmt. Nach Voraussetzung ist X eine endliche Teilmenge von R. Fiir x € X sei die
Menge D, C E;_1 4 definiert durch

D, = {f € gdfl’d \ T|f<f) = :c}
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Da f auf den Zusammenhangskomponenten von ;14 \ 7 konstant ist, erfiillt D, die
in Voraussetzung 3.40 an D gestellten Anforderungen. Beziiglich der Menge D, kénnen
also wie in Definition 3.41 und Konstruktion 3.42 die Flichen NS, N, N} sowie N
definiert werden. Anwenden von Satz 3.46 liefert dann

/gd_lﬂdfdizzxu@)

TeEX

(3.13)

AL e e )
QIex (/ \ﬁpdz\\/— /!¢d2|\/—>

Es sei (p, N) € Ny \ (N2 UNg)). Es sei dann € > 0 so gewihlt, dass fiir 6 €]0,2¢]

(p, N) = sign(a 1 (p, N)) (F(E(p+6 N, N)) = f(E(p— 5 N, N))).
erfiillt ist. Definiere noch zur Abkiirzung
2" (p, N) = f((p+e-N,N))und 2 (p, N) := f({(p — - N, N)).

Ist d gerade und ¢4-1(p, N) > 0 (und damit ¢4_1(p, —N) < 0), so gilt (p, N) € N
und (p,—N) € N__ (vgl. Definition 3.41). Somit gilt (beachte: Da d gerade ist, gilt

@a—2(p, N) = ¢a—a(p, —N))
:c*(p, N)@i2(p,N) =2 (p,N) ¢a_2(p, —N) = &(p, N) pa—2(p, N). (3.14)

Ist dagegen @q_1(p,N) < 0 (und damit ¢41(p, —N) > 0), so gilt (p, N) € N und
(p, —N) € N.-. Wie soeben folgt daher

—27(p, N) pg_2(p, N) + 2~ (p, N) 04_o(p, —N) = ¢(p, N) p4_2(p, N). (3.15)

Ist andererseits d ungerade und ¢41(p, N) > 0 (und damit auch ¢, 1(p, —N) > 0), so
gilt (p,N), (p — N) € N, (vgl. Definition 3.41). Somit gilt (beachte: Da d ungerade ist,

gilt wa—2(p, N) = —@a—2(p, —N))

25 (p, N) paa(p, N) + 27 (p, N) pa—2(p, =N) = &(p, N) pa—2(p, N). (3.16)
Ist dagegen @4—1(p, N) < 0 (und damit @41 (p, —N) < 0), so gilt (p, N), (p, —N) € N ;.
Wie soeben folgt daher

—2"(p, N) @a—2(p, N) = 2™ (p, N) pa—2(p, =N) = &(p, N) ¢a-2(p, N). (3.17)

Integrieren der Gleichungen (3.14) und (3.15) (im Fall d gerade) bzw. (3.16) und (3.17)
(im Fall d ungerade) iiber das gesamte Normalenbiindel Ny, liefert dann (beachte: Die
oben nicht betrachteten Punkte in N>y UNg) haben Ma8i Null)

2y @ </ Pd—2 © Pd—2 19 )Z/ € Pd—2 10
Ky Nz B V Ky, N B KNILI'

reX
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Zusammen mit Gleichung (3.13) liefert dies den ersten Summanden der ersten zu zeigen-
den Aussage, der zweite ergibt sich hieraus allerdings unmittelbar (insbesondere auch
die Wohldefiniertheit der in Definition 3.62 definierten Funktion ¢), da die Gewichtung
der Hiillflichen genau die Differenz der Gewichte der angrenzenden Teilfliichen von Ny,
ist (multipliziert mit dem Vorzeichen von 4o auf der Hiillfliche).

Die zweite Aussage ergibt sich genau auf dieselbe Art und Weise, indem beim zu
Gleichung (3.13) fithrenden Schritt Satz 3.44 statt Satz 3.46 angewendet wird. ©

3.64 Korollar. Ist speziell M eine orientierbare Hyperfliiche mit fest gewdhltem Nor-
maleneinheitsvektorfeld N: M — S, 1, so gilt

/ fd§=/ 5@d—2d0+/0|90d—2|d0-
Ea-1,d M M

Beweis. Dies lésst sich entweder direkt aus Satz 3.63 folgern, oder analog zum Vorgehen
im Beweis von Satz 3.63 auf Satz 3.28 zuriickfiihren. ®©

3.4.2 Beispiele

Als Beispiel fiir die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts, wird jetzt einerseits
die Situation betrachtet, dass die Hyperebenen konvexe Mengen schneiden, andererseits,
dass sie Kurven schneiden. Die betrachtete Funktion f ist hierbei die Anzahl der Schnitt-
komponenten — im Fall der Kurven also die Anzahl der Schnittpunkte — und ihre héheren
Potenzen (damit ergeben sich neben dem Erwartungswert in dieser Situation ebenfalls
Formeln fiir die htheren Momente, insbesondere auch fiir die Varianz).

Zahl der Schnittkomponenten von Hyperebenen mit konvexen Mengen

3.65 Voraussetzung. Es seien m kompakte konvexe nichtleere Mengen Cf, ..., C,, in
E4 gegeben (mit m € N und d > 3), so dass

Voraussetzung 3.22 erfiillt. Es sei M+ diejenige Teilfliche von M (vgl. Definition 3.62),
bei der die beiden berithrenden Mengen C; und C; (fiir geeignetes i,j € {1,...,m}) auf
derselben Seite der gemeinsamen Hyperebene liegen, und M~ diejenige Teilfliche von
M, bei der sie auf verschiedenen Seiten liegen.

Weiterhin sei f: £;_14 — Ny diejenige Funktion, die einer Hyperebene £ die Anzahl
der Komponenten von £ N M zuweist (dabei sollen die Berithrpunkte tangentialer Hyper-
ebenen nicht als eigenstindige Komponente gezéhlt werden). Es seien die Funktionen
f: M — Ny und f: M — Ny definiert durch f(p) := f(&(p, N(p))) (fiir p € M) baw.
durch f(p) := f(&(p, N(p))) (fiir p € M; dabei ist es in beiden Fillen jeweils offensichtlich
irrelevant, welche Orientierung der Normalenvektor N(p) in p besitzt).
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3.66 Satz. Fir k € N gilt

Lo 3
k _
/gwf =3 (%) [ #1eaalao

k—2

+ X -2 (N)([ Fleddao- [ Plewsloo),

j=0

Beweis. Die Funktion f erfiillt offensichtlich Voraussetzung 3.60, daher kann diese Aus-
sage auf Korollar 3.64 zuriickgefithrt werden. Wahle auf M das ins Innere der konvexen
Mengen gerichtete Normaleneinheitsvektorfeld N: M — S; ; (dann sind auf M alle
mittleren Kriimmungen positiv). In einem Punkt p € M, der nicht Beriihrpunkt einer
Mehrfachtangentialhyperebene ist, und fiir den ¢q4_1(p) # 0 ist, gilt dann

k—1

) = (Vo) + 1) = (e N ) =3 (

=0

AVETANY,
9wy (318)

™

Seien nun pM und p® die beiden Beriihrpunkte einer Hyperebene, die in genau die-
sen zwei Punkten tangential an M ist (und so dass sowohl ¢, 1(p)) # 0 als auch
wq-1(p?) # 0 gilt. Da die Mengen Cj, ..., C,, konvex sind, liegen die zu p(!) bzw. p(®
gehorigen Mengen jeweils ganz auf einer Seite der Hyperebene & := £(p™, N(p™M)). Es

 N@E®y—~

77277777'77"":’:;17_(:2:,,,,, e
VD) —m ¢
N(pM)
m— e
— 5
e NG S

Abbildung 3.5: Die beiden méglichen Situationen (in der zweidimensionalen Ebene, in
der p®, p@ und N(p) liegen)

sind nun die beiden Félle zu unterscheiden, ob sie auf derselben Seite von ¢ liegen oder
nicht. Im ersten Fall gilt (vergleiche auch Abbildung 3.5 unten) nach Definition von ¢ in
Definition 3.62 mit Hilfe von Gleichung (3.18) (fiir p € convex(p™), p?))

=3 (£) -1y - (M) oy - ZZ (5) () v

-y ( (M) (7)) oy = Z<2 -2 (1) vy’ (3.19)

1=
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Im zweiten Fall gilt offensichtlich bis auf das nun negative Vorzeichen dasselbe (ver-
gleiche auch Abbildung 3.5 oben). Die zu zeigende Aussage folgt damit mit Hilfe der
Gleichungen (3.18) sowie (3.19) direkt aus Korollar 3.64. ©)

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 3.66 ist das folgende Korollar:

3.67 Korollar. Wird in Satz 3.66 speziell k = 1 oder k = 2 betrachtet, so ergibt sich

/ fdfz/ ‘SOde‘dO
Eq-1,d M

sowie

| = [lealaoz [ Flesldo+2 [ Jeraldo—2 [ Jeraldo
Ea—1,d M M M+ M-

Zahl der Schnittpunkte von Hyperebenen mit Kurven

3.68 Voraussetzung. Es sei M eine geschlossene in E; (fir d > 2) immersierte Kurve,
die sowohl Voraussetzung 3.40 als auch die jeweils giiltigen Voraussetzungen in Korol-
lar 3.20 erfiillt. Es sei Nt diejenige Teilmenge von N (vergleiche Definition 3.62 und
Korollar 3.20), bei der die Kurve M in den beiden Beriihrpunkten der gemeinsamen tan-
gentialen Hyperebene ¢ lokal auf derselben Seite von ¢ liegt. Es sei N~ diejenige Teilmen-
ge von N, bei der dies verschiedene Seiten sind. SchlieBlich werde noch M+ := my,(N*)
und M~ := mp (N 7) gesetzt.

Weiterhin sei f: &_14 — Ny diejenige Funktion, die einer Hyperebene £ € &£4_14
die Anzahl der Schnittpunkte von ¢ mit M zuweist (dabei sollen die Beriihrpunkte
tangentialer Hyperebenen einfach gezéhlt werden).

3.69 Definition. Fiir j € Ny sei die Funktion f] M — R definiert durch

x 1

;o — _ — J .
fj. M R.p VOl(Sdﬁ) /NeSd_1 mit (p,N)EN s (f(zf(p, N))) 10

Fiir p € M gibt f; also die mittlere Anzahl von Schnittpunkten (bzw. deren j-te Potenz)
der in p an M tangentialen Hyperebenen mit M an.
Die Funktion f: N — Ny sei definiert durch

[N =R, (p,N)— f(&(p,N)).

Genau dann, wenn d € {2, 3,4} erfiillt ist, ist M eine Hyperfliche (eventuell mit Singu-
laritéten; vergleiche Korollar 3.20). In diesen Féllen definiere die Funktion f: M — Ny
durch (fiir p € M sei N(p) € Sq_1 einer der beiden Normalenvektoren an M in p)

[+ M —R,p— f(&p N(p))).
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3.70 Satz. Fiir k € N gilt

/fd_l,d frde = % S((j) (1—(=1)) /ijdO)
+Z<2kjl<)l+ k]/ f”%ﬂ\)%)
_Z<2k31<)1+ kj/_ f]|90d2|\/dOTM>

Beweis. Die Funktion f erfiillt offensichtlich Voraussetzung 3.60, daher kann diese Aus-
sage auf Satz 3.63 zuriickgefiihrt werden. Es sei e;: M — S;_; ein Tangenteneinheitsvek-
torfeld auf M und ey: M \ A — S;_; die zugehorigen Hauptnormalenvektoren (wobei
A die Menge der Punkte p von M sei, in denen die erste Frenet-Kriimmung x(p) ver-
schwindet).

Sei (p, N) € Ny mit p4_1(p, N) # 0, so dass die Hyperebene &(p, N) aufer in p in
keinem weiteren Punkt tangential an M ist. Sei dann (x,n): U — Ny eine Parametri-
sierung einer offenen Umgebung von (p, N) (mit geeignetem offenem U C R4~1). OBdA
sei u; der Bogenldngenparameter der Kurve M, und es gelte U = U; x Uy mit U; C R,
Uy € R%2, Dann gilt

an 86
wq-1(p, N) = (e1(p), — ouy |(pN <8_u11 P

,N) = £(p) {e2(p), N).

Da @q-1(p, N) # 0 ist, zeigen also k(p) - e2(p) und sign(vq—1(p,N)) - N in dieselbe
Richtung (beziiglich der Hyperebene &(p, e2(p))), d.h. es gilt

(k(p) - e2(p), sign(pa—1(p, N)) - N) > 0.

Da die Kurve lokal um p gegeben ist durch (lokale Normalform einer Kurve; vergleiche
beispielsweise [11, 2.9 in Abschnitt 2B]; es sei X : U; — S;_1 eine geeignete Abbildung)

2
up = p+u-en(p) + % (k(p) - ea(p)) +o(ui) - X (w),
ist damit das lokale Schnittverhalten der tangentialen Hyperebene &(p, N) bei Parallel-
verschiebung genauso wie im Beweis von Satz 3.66 bei der Betrachtung von konvexen
Mengen (bis auf den Faktor 2). Daher gilt (beachte das unterschiedliche Z#hlverhalten
der Funktion f fiir tangentiale Hyperebenen in Bezug auf die Situation von Satz 3.66;
vergleiche hierzu Voraussetzung 3.65 bzw. Voraussetzung 3.68)

-y (k> (1= (—1)) (F(Elp, N)))’ (3.20)
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Da das Schnittverhalten (imﬁ wesentlichen; vergleiche oben) so wie im Beweis von
Satz 3.66 ist, gilt fiir (p, N) € N

k k

é(p, N) = (F(E(p, N)) +2)" =2 (F(Ep, N)* + (F(Elp, N) - 2))

= k—j k _1\k—j J
* (j)<1+< D49) (F(¢(p, ). (3.21)

J

Die Aussage folgt jetzt mit Hilfe der Gleichungen (3.20) und (3.21) aus Satz 3.63, wobei
in jedem Kurvenpunkt die Integration iiber alle Normalenvektoren durchgefiihrt wird
(vergleiche hierzu auch Lemma 2.8; beachte: Auf Ny gilt p4_0 = 1). ©

3.71 Korollar. Ist die Dimension des umgebenden euklidischen Raumes Eg hochstens
vier, d.h. gilt d € {2,3,4}, so lisst sich das Ergebnis von Satz 3.70 vereinfachen zu

/edl,d fEde = % %((j) (1= (—1)¥9) /ijd()>

k—2 ]:k
k—j - - -
D (Yo ([ plewslao-[ Fleclao)

Beweis. Dies folgt mit Hilfe von Korollar 3.20 unmittelbar aus Satz 3.70. ®

3.72 Bemerkung. Falls d > 5 ist, so ldsst sich das Ergebnis aus Satz 3.70 nicht so schén
vereinfachen wie in Korollar 3.71. Da ¢4 2 nach Lemma 3.21 nur von der Orthogonalpro-
jektion des Normalenvektors auf die von den beiden Hauptnormalenvektoren der Kurve
(in den beiden Beriihrpunkten der zugehorigen tangentialen Hyperebene) aufgespannten
Ebene abhéngt, wiren jedoch auch fiir d > 5 ,Vereinfachungen® moglich.

3.73 Korollar. Wird in Satz 3.70 speziell k = 1 oder k = 2 betrachtet, so ergibt sich

L » £dé = vol(Su_s) /M do

sowie

N dO dO
F2de = 2 vol(S,_ /fd0+4/ Ca ——4/ | .
Jo. B e T Y

Insbesondere fiir d = 2, d.h. fiir Kurven in der euklidischen Ebene Eo, gilt

f2d§:4/fd0+8/ dO—S/ do.
5172 M M M_
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4 Spharen im euklidischen Raum

Nachdem im vorigen Kapitel 3 das kinematische Mafl einer , geeigneten“ Menge von
Hyperebenen im Euklidischen bestimmt worden sind, erfolgt jetzt in Unterkapitel 4.1
die Bestimmung des kinematischen Mafles einer ,, geeigneten“ Menge von Sphéren. An-
schliefend wird in Unterkapitel 4.2 gezeigt, dass (bei geeigneter Normierung) die Formel
bei den Sphéren bei gegen unendlich strebenden Sphérenradius in die Formel bei den
Hyperebenen iibergeht, wenn die entsprechende Schnittsituation vorliegt.

4.1 Spharen

In diesem Unterkapitel wird nun das kinematische Maf} einer ,, geeigneten Menge von
Sphéren bestimmt — ,, geeignet” bedeutet wie zuvor bei den Hyperebenen in Kapitel 3,
dass sich die Menge als Vereinigung von Zusammenhangskomponenten des Raumes al-
ler Sphéaren ohne die an die gegebene Fliche tangentialen Sphéren darstellen ldsst. Im
Gegensatz zur Situation bei den Hyperebenen ist es diesmal nicht notig, zuerst Hyper-
flichen separat zu betrachten, immersierte Mannigfaltigkeiten beliebiger Kodimension
konnen gleich direkt behandelt werden.

Zunéchst werden wie bei den Hyperebenen die von mehrfach tangentialen Sphéren
eingehiillten Flachen sowie von den Beriihrpunkten dieser Sphéren gebildeten Flichen
untersucht.

4.1.1 Beruihrflachen

In diesem Abschnitt werden die von den Beriithrpunkten mehrfach tangentialer Sphéren
gebildeten Teilflachen des Normalenbiindels untersucht. Als Hilfsmittel dienen die im Ka-
pitel 2.1 behandelten Parallelflichen. Insbesondere ergeben sich hinreichende Kriterien
fiir die Voraussetzungen der nachfolgenden Sétze in den Abschnitten 4.1.3 sowie 4.2.1.

4.1 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei (fiir m € {0,...,d — 1}) M,, stets eine
m-dimensionale in E; immersierte C!-differenzierbare unberandete Mannigfaltigkeit (mit
d > 2 und [ > 3), oder es gelte M,, = ¢ (jedoch nicht fiir alle m zugleich). Setze dann
M = Ufn;lo M,,. Die Mannigfaltigkeit Ny, := Ui:o Ny, sei eingebettet in By x Sy_.
Weiterhin sei r > 0 fest gewéhlt.

SchlieBlich sei ¢ € Sy, eine Sphiire mit Radius r, die in den k (verschiedenen) Punkten
pM, .., p® € M tangential an M sei (fiir k € {1,...,d}). Es sei NU) € S;_; derjenige
Normalenvektor von M in p", fiir den p¥) — r - NU) der Mittelpunkt der Sphire (A ist,
es gilt also ¢ = ¢.(p¥) — - NO)) (fiir j € {1,...,k}).
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4.2 Lemma. FEs sei —% in keinem der Punkte (p(j), NO)Y € Ny eine Hauptkrimmung
(fiir j € {1,...,k}). Ferner seien die Vektoren NW ... N®) linear unabhingig.

Dann gibt es (fir j € {1,...,k}) eine offene Umgebung N'U) C Ny, von (p¥), NW),
so dass BY) eine (d — k)-dimensionale C'~'-differenzierbare immersierte Untermanmnig-
faltigkeit von Ny ist. Dabei sei BY) definiert durch

BY:={(p, N)e ND|Vie{1,....k} 3 (0, N)eNDmit ¢.(p—r-N)=¢(p'— r-N')}.

Beweis. Fiir j € {1,...,k} ldsst sich um (p¥), N¥) eine offene Umgebung N'V) C Ny,
finden, so dass in der ganzen Umgebung —% keine Hauptkriimmung ist. Da Myq) .
eine regulire Hyperfliche mit Normalenvektor NU) im Punkt p¥) — r - NU) ist (vgl.
Lemma 2.10), die beiden Normalenvektoren jedoch linear unabhingig sind, schneiden
sich die beiden Hyperflichen M), und Myr@) , im Punkt pU) — 1. NU) transversal.
Der Schnitt ist also (lokal) eine (d — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M) .
(oBdA sei N'U) so klein gewihlt, dass dies fiir den gesamten Schnitt gilt). Dies iibertréigt
sich mit dem Diffeomorphismus (p, N) +— p —r - N auf die Fliche BY). ©

4.3 Lemma. Es se: —% in keinem der Punkte (p), NU)) € Ny eine Hauptkriimmung
(fir j € {2,...,k}), jetzst jedoch sei genau eine der Hauptkrimmungen in (pV, NV)
gleich —1, oBdA gelte ki(pM, NW) = —1. Ferner sei (p"), N) ein regulirer Punkt
der Abbildung rky: Ny — R; setze Nipy := k1~ ({—1}).

Weiterhin gebe es ein € € R, fiir das die Parallelfliche M, in pV) —e- NW reguldr ist,
und die Hauptkrimmungsrichtungen zur Hauptkrimmung —% transversal zu . (N()
im Punkt p®) —e- N sind (beachte: Eristiert so ein e € R, so gelten diese Eigenschaften
nach Lemma 2.10 fiir alle ¢ € R bis auf endlich viele; die Hauptkrimmung —% werde
beziiglich (pV, NW) bestimmt). Insbesondere ist —1 keine mehrfache Hauptkrimmung
in (pV, NW) und es gibt eine (bis auf die Wahl der Orientierung) eindeutige Haupt-
kriimmungsrichtung V. € Sq_1. Schlieflich seien die Vektoren NV, ... N® und V' linear
unabhdngig.

Dann gibt es (fiir j € {1,...,k}) eine offene Umgebung N'V) C Ny von (pi), NO),
so dass BY) eine (d — k — 1)-dimensionale C'~*-differenzierbare immersierte Unterman-
nigfaltigheit von Ny ist. Hierbei sei BY) gegeben durch (es werde ./\f(s,l)) = NU NNy

und ./\/'((Tj)) = NU) fiir j #1 gesetzt)
BY:={(p, N) e N |Vie {1, ... .k} 30, N') eNDmit ¢, (p — r-N)=(,(p = r-N")}.

Beweis. Da (p"; NW) ein regulérer Punkt der Abbildung xy: Ny — R ist, ist A,y in
einer Umgebung N von (p®, N) eine (d—2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
N (vergleiche beispielsweise [7, Theorem 3.2]). OBdA sei NV so klein gewshlt, dass
keine weitere Hauptkriimmung gleich —1 ist. Fiir j € {2,..., k} sei V/ () eine Umgebung
von (p), NU) in Ny, in der keine Hauptkriimmung gleich —1 ist. Da My 1), um
pV) —r - NW eine (d — 2)-dimensionale Mannigfaltigkeit mit V' und N als Basis des
Normalenraums ist (dies folgt aus dem Beweis von Korollar 2.28), folgt die Aussage dann
genauso wie im Beweis von Lemma 4.2. ©
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4.1.2 Hiillflachen

Nach der Untersuchung der Beriihrpunkte von mehrfach tangentialen Sphéren im vor-
ausgegangenen Abschnitt 4.1.1, werden nun die von diesen Sphéren eingehiillten Flachen
(bzw. ihre Normaleneinheitsbiindel) betrachtet. Diese Flichen treten in den Formeln der
nachfolgenden Sétze in den Abschnitten 4.1.3 sowie 7.2.1 auf.

In diesem Abschnitt seien die gleichen Voraussetzungen wie in Abschnitt 4.1.1 erfiillt
(vgl. Voraussetzung 4.1).

4.4 Konstruktion. Fiir j € {1,...,k} sei —1 in keinem der Punkte (p), NU)) € Ny,
eine Hauptkriimmung. Ferner seien die Vektoren N, ... N®) linear unabhiingig.

Dann ist die von den Mehrfachtangentialhyperebenen mit k£ Beriihrpunkten an M lokal
um p") eingehiillte Fliche M gegeben durch (vergleiche Lemma 4.2 fiir die Definition
von BY) fiir j € {1,...,k})

={pD—r . NO 4. N ND ’AESk  und (p'9, N'@DYye BY) fiir
je{l,... k} mit Q( W Ny = ¢ (pf) = N’(J))}'

Die Punkte p’™ — - N’ bilden die Mittelpunkte der k-fach berithrenden Sphéren, der
Vektor N sel (fiir die jeweiligen Werte von A und N’V ... N'®) aus der Definition der
Fliche M) definiert durch

k
NN, N®) =3 p0),
=1

er ist also ein Normalenvektor im entsprechenden Punkt von M (hierbei sei fM), ..., f®
eine aus den Normalenvektoren N’ ... N'®) — beispielsweise mit dem Schmidtschen
Orthogonalisierungsverfahren — gewonnene Orthonormalbasis).

4.5 Lemma. Es seien sowohl in (pM, NW) als auch in ( ( ) N(Q)) Sdmtliche Haupt-
krimmungen von —% verschieden, die Normalenvektoren N und N seien linear un-

abhdngig. Die Fliche M sei wie in Konstruktion 4-4 definiert.
Dann ist das Normalenbiindel Ny der Fliche M eine (d— 1)-dimensionale in Eq X Sq
immersierte C'=1-differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Beweis. Es sei (x(),nM): U — BWY eine Parametrisierung einer Umgebung des Punk-
tes (pM, NW) in BWY (fiir geeignetes offenes U C R**), und (2, n)): U — BY) die
entsprechende Parametrisierung der zugehorigen Punkte von B¢ (fur Jj€{2,..., k}; ver-
gleiche auch Lemma 4.2). Fiir eine Parametrisierung A: U — Sy, einer offenen Teilmenge
von Sy, (fiir eine geeignete offene Menge UcC R*=1) sei i U x U — Sy die Parametrisie-
rung der zugehorigen Normalenvektoren (vgl. Konstruktion 4.4). Das Normalenbiindel
Ny lasst sich dann lokal parametrisieren via

2 U x U — By x Sa, (il 1) ($(1)(u) —r M) +r- ﬁ(A(ﬁ),u)) '
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Es seien nun (#,u) € U x U und p; € R fiir i € {1,...,d — 1} gegeben mit

Z'ul ; UU)+Z’ul+d k- az‘(uu)

Insbesondere gilt also Zf:_f L - % (2 —r-nM) = 0in (@ u). Aufgrund der Vorausset-
zungen an die Hauptkriimmungen in den Beriihrpunkten, sind die partiellen Ableitungen
von M — 7. n® jedoch linear unabhiingig, die Koeffizienten p, ..., ptq—, daher gleich

Null. Da die partiellen Ableitungen von da; ey 859” sicherlich linear unabhéngig sind
(vgl. Konstruktion 4.4), folgt, dass die Koeffizienten pg_j_1, ..., pq—1 verschwinden. So-
mit sind die partiellen Ableitungen von z linear unabhéngig. ©

4.1.3 Die Aussagen

4.6 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 4.1.3 sei M,, stets eine kompakte in
E; immersierte unberandete C3-differenzierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit
m e {0,...,d—1} sovvle d > 2), oder es gelte M = ¢ (jedoch nicht fiir alle m zugleich).
Setze dann M := U M und Ny, = U . Weiterhin sei r > 0 fest gewahlt.

Es werde (fiir k € N) mit B, € Ny dle Menge derjenigen Punkte (p, N) € Ny
bezeichnet, fiir die die tangentiale Sphére (.(p —r - N) in genau k Punkten tangential
an M ist. Weiterhin sei die Menge By, C B, eine geeignete Vereinigung von C-Bildern
von [-Rechtecken mit [ € {0,...,d—k—1}. SchlieBlich seien die folgenden Eigenschaften
erfiillt (mit ,,Beriihrpunkten® sei jeweils das Tupel aus Punkt mit Normalenvektor in
Eq X S4_1 gemeint):

e Das Normaleneinheitsbiindel Nj; sei eingebettet in Ey x Sy_;.

e Die offene Teilmenge N von Ny habe endlich viele Zusammenhangskomponenten
(vgl. Definition 2.20).

e Die singuldren Punkte der Menge B, seien Teilmenge einer endlichen Vereini-
gung von C*Bildern von m-Rechtecken (mit m € {0,...,d — 3}). Vergleiche Ab-
schnitt 4.1.1 fiir hinreichende Kriterien hierfiir.

e Fiir k € {3,...,d} seien die singuléren Punkte von B, (als (d — k)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit; insbesondere sei keine Sphére in mehr als d Punkten tan-
gential an M) in B, enthalten (vergleiche auch Abschnitt 4.1.1); B,x \ Bk
besitze endlich viele Zusammenhangskomponenten.

e Die Beriihrpunkte von Sphéren, die in einem Punkt, in dem eine Hauptkriimmung
gleich —; ist, tangential an M sind oder die nicht affin unabhéngig sind, seien in

U, B ),k enthalten.

Es werde mit 7, C &;, die Menge aller Sphéren bezeichnet, die tangential an M
sind. Dann sei eine Menge D C §;, fest gewdhlt. Diese Menge von Sphéren sei die
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Vereinigung von endlich vielen beschrénkten Zusammenhangskomponenten von Sy, \ 7.
Es sei D C E; die Menge der Mittelpunkte der Sphéren aus D, d.h. es gilt

D = {p € E4|¢,.(p) € D}.

Der Rand von D wird dann offensichtlich von einer Teilmenge der Parallelfliche M, zu
M im Abstand r gebildet. Schliefllich sei noch (D) das bewegungsinvariante Mafi der
Menge D, d.h. es gilt

M(D):/@dg:/de.

4.7 Definition. Es seien die offenen Mengen N.F C N sowie N.o C N, definiert
durch (setze zur Abkiirzung N7 := Nj; \ Uizg B, 1)

N :={(p,N) e N'|3e€]0,7[ V5 €]0,¢[: {(p — (r — o.(p,N) ) - N) € D},
N :={(p,N) e N'|3e€]0,7[ V5 €]0,¢[: ((p — (r + 0.(p, N) ) - N) € D}

(fir die Definition der Abbildung o, vergleiche Definition 2.32). Weiterhin sei B, die
Menge der nichtsinguliren Punkte des Randes von N." und B, die Menge der nicht-
singuldren Punkte des Randes von N, .

4.8 Konstruktion. Es sei die Hyperfliche M, definiert als der Abschluss der Vereini-
gungsfliche (unter Berticksichtigung eventuell auftretender Vielfachheiten) von 7y (N,),
T (N7), Sgi, sowie Sg-  (fiir letztere beiden Fléchen vergleiche Definition 2.26). In

denjenigen Punkten von M,, in deren Umgebung M, eine regulire Hyperfliche ist (vgl.
Lemma 2.27), sei das folgende Normaleneinheitsvektorfeld N: ]\/[ — S4_1 definiert: In
den reguldren Punkten von SBT stimme N mit dem in Konstruktion 2.29 definierten

Normalenvektorfeld N iiberein, in den reguliren Punkten von SBT+ , sei N genau das
zu dem in Konstruktion 2.29 definierten Normalenvektorfeld N enégegengesetzt orien-
tierte Normalenvektorfeld. Ist (p/, N') € Nt N Ny, ,, so sei der Normalenvektor in
P = mu(p', N') gegeben durch N(p’) = —N’, ist dagegen (p/,N') € N, NNy, ,, so
gelte N(p’) = +N'.

4.9 Konstruktion. Analog zu Konstruktion 3.24 fiir Hyperebenen sei die Menge Z,
konstruiert als die Menge aller Paare (unter Berticksichtigung eventueller Vielfachhei-
ten) via gemeinsamer Doppeltangentialsphéiren zusammengehorender Zusammenhangs-
komponenten der nichtsinguliren Punkte des Randes von N und N,~. Nach Wahl der
Voraussetzungen (vgl. Voraussetzung 4.6) ist Z, eine endliche Menge.

Sei nun Z € Z,. Die beiden zu Z gehorigen Zusammenhangskomponenten seien B
sowie B®. Es sei My die zugehorige Fliache der Mittelpunkte der Sphéren, die M ent-
lang von my(BY U B®) beriihren. Das Normalenbiindel A A1, ldsst sich dann in zwei

Mengen N ;) und N, 22) mit disjunktem Inneren aufteilen, so dass der gemeinsame Rand
der Parallelflichen M,.a) und M, von (B U B®) gebildet wird. Wegen der
zZ Z

(im folgenden Satz 4.13 bewiesenen) Wohldefiniertheit der Windungszahl beziiglich der
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Flache MT, stimmt bei genau einer der beiden Flachen S v, und S N, (vgl. Konstruk-
z zZ >

tion 2.33) die Orientierung der Normalenvektoren mit derjenigen der Normalenvektoren
auf der Fliache M, (auf den gemeinsamen Teilfldchen) iiberein. Durch Vertauschung der
Nummerierung lésst sich oBdA immer erreichen, dass dies bei S W, der Fall ist.

Z

Dann sei die (im allgemeinen nicht singularitétenfreie) Hyperfliche MQ,T definiert als
die Vereinigungsflache (unter Beriicksichtigung eventueller Vielfachheiten; die Vereini-
gung werde iiber alle Z € Z5 durchgefiihrt) der Parallelfliche an My beziiglich NV, ;) im
Abstand r, die Flache MQ,T ist also eine Teilfldche der von den Doppeltangentialsphéiren
eingehiillten Flache. Schlieflich sei noch M, die Vereinigungsflache der My sowie Sor
die Vereinigungsfléache der S N (jeweils wieder unter Beriicksichtigung eventueller Viel-

fachheiten; die Vereinigung werde iiber alle Z € 25 durchgefiihrt). Schlielich sei auf der
Hillfliche M, , dasjenige Normaleneinheitsvektorfeld gegeben, das zu demjenigen entge-
gengesetzt orientiert ist, das sich durch Einschrédnkung desjenigen von S, ergibt.

4.10 Konstruktion. Fiir k € {3,...,d} sei M, die (d — k)-dimensionale Fliche derjeni-
gen Punkte, die Mittelpunkte von Sphéren sind, die die Flache M in genau k nicht zur
Menge B, zugehorigen Punkten beriihren, und die im Abschluss von M, liegen (vgl.
Konstruktion 4.9). Es sei dann 2, die Menge der Zusammenhangskomponenten von M
(unter Beriicksichtigung eventueller Vielfachheiten, die von M, iibernommen werden).
Nach Wahl der Voraussetzungen (vgl. Voraussetzung 4.6) handelt es sich bei Z; um
eine endliche Menge. Im folgenden werde nun die Fliache Mk,r ausgehend von der Flache
Mk—l,r definiert (beachte: Die Fldche Mg » wurde bereits in Konstruktion 4.9 definiert).
Sei nun k € {3,...,d}, Z € Z sowie M die zugehérige Zusammenhangskompo-
nente von Mk Der Rand der Flache Mk 1 teilt die Parallelfiiche zu My im Abstand
r in zwei disjunkte Teilflichen (beachte, dass hierbei durchaus Selbstdurchdringungen
auftreten konnen, das Innere dieser beiden Teilflachen ist daher im allgemeinen nicht
zusammenhéngend), die zugehorigen Teilflichen des Normalenbiindels von M seien mit
él) und N, 22) bezeichnet. Da die Windungszahl beziiglich der Vereinigungsfliche der
Hyperflachen Sy, ..., Sk_1, sowie M, wohldefiniert ist (vgl. Satz 4.13), stimmt auf den
gemeinsamen Teilflichen das Normaleneinheitsbiindel von Sy_;, mit demjenigen von
genau einer der zwei nach Konstruktion 2.33 definierten Flachen S N, sowie S NP,

iiberein. Durch Vertauschung der Nummerierung lédsst sich oBdA immer erreichen, dass
dies bei S, der Fall ist (beachte den Unterschied zu Konstruktion 4.9).
zZ

Dann sei die (im allgemeinen nicht singularititenfreie) Hyperflache ]\Z,w definiert als
die Vereinigungsfliche (unter Beriicksichtigung eventueller Vielfachheiten; iiber alle Z €
Z}.) der Parallelfliche an My beziiglich V. S) im Abstand r, die Flache M k. 15t also eine
Teilfliche der von denjenigen Sphéren, die in genau k& Punkten tangential an M sind,
eingehiillten Fléche. Es sei Sy, die Vereinigungsfliche der S N (unter Beriicksichtigung
eventueller Vielfachheiten; die Vereinigung werde tiber alle Z € Z5 durchgefiihrt). Auf
M, r sei dasjenige Normaleneinheitsvektorfeld gegeben, das entgegengesetzt orientiert ist
zu demjenigen, das sich durch Einschrinkung deSJenlgen von Sy, ergibt.

SchlieBlich sei M, die Vereinigungsfldche von M, Ty Md,r-
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4.11 Bemerkung. Unter Inkaufnahme der Aufteilung von M, in Teilfliichen ]\;[j und
MT_ (mit dann unterschiedlichem Vorzeichen in den zugehorigen Termen in Satz 4.14)
kann in Konstruktion 4.9 (und dann in konsistenter Weise fortgesetzt in Konstrukti-
on 4.10) auch diejenige Fliache gewahlt werden, bei der das Normaleneinheitsvektorfeld
genau entgegengesetzt orientiert ist. Insbesondere fiir d = 2 lésst sich so erreichen, dass
jeweils nur der kiirzere Kreisbogen berticksichtigt werden muss (sofern die beiden Beriihr-

punkte nicht gerade antipodal beziiglich der Doppelberiihrsphére zueinander liegen).

4.12 Konstruktion. Es sei die Hyperflache M, definiert als der Abschluss der Vereini-
gungsfliche (unter Beriicksichtigung eventuell auftretender Vielfachheiten) von 7y (NF),
7w (N,7) sowie M, (vergleiche Definition 4.7 bzw. Konstruktion 4.10). Auf M, sei das
folgende Normaleneinheitsvektorfeld definiert: In den reguldren Punkten von ]\04,,, die in
(N baw. (N7 liegen, stimme es mit demjenigen der Fliche M, auf denselben
Teilflachen iiberein (vgl. Konstruktion 4.8), in den reguldren Punkten, die in M, liegen,
stimme es mit demjenigen aus der Definition dieser Fléche iiberein. Insbesondere folgt aus
der Wohldefiniertheit der Windungszahl beziiglich der Fléche M, (vgl. Satz 4.13) direkt
aus der Konstruktion (vgl. Konstruktion 4.10) die Wohldefiniertheit der Windungszahl
beziiglich der Fliche M,.

4.13 Satz. Es gilt

dO

1 d
== G + / o, dV,
d ;<(J + 1) N+ "y I & K, >> E4 Yty

insbesondere ist die Windungszahl beziiglich der Fliche M, wohldefiniert.
4.14 Satz. Es gilt

M(m:éZ((JH) (e m -J.# m - [, re0)

&.

—l—/ Wy dV.
Eq

4.1.4 Beweis der Aussagen

Die Beweise der Aussagen des vorherigen Abschnitts 4.1.3 sind nach den umfangreichen
Vorbereitungen in Kapitel 2 erfreulich kurz:

4.15 Lemma. Die Aussage von Satz 4.13 ist korrekt.

Beweis. Es sei B die Menge der nichtsinguldren Punkte des Randes von D. Aufgrund
der Voraussetzungen gilt also (es sei xp: E; — R die charakteristische Funktion der
Menge D, d.h. es gilt xp(p) =1 fiir p € D und xp(p) =0 fir p ¢ D)

:/dV:/ XDdV:/ wy dV
D Eq Eq
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(dabei sei wp die Windungszahl beziiglich der Hyperfliche B mit dem beziiglich der
Menge D nach auflen gerichteten Normaleneinheitsvektorfeld; offensichtlich ist wpg fiir
alle Punkte, die nicht auf dem Rand von D liegen, wohldefiniert; letztere bilden jedoch
aufgrund der Voraussetzungen eine Menge vom Mafl Null). Mit Hilfe von Satz 2.40
(angewandt sowohl auf die Menge NI als auch auf N,7) ergibt sich dann

1 &t d : dO
_ . dV - Jj+1 .
/Ed (wB wSNﬁr,r + wstvT) * d ;<<] + 1) ' NF & V KNM>

d—1

1 (( d ) i dO >
_— — . T" @  — .
d = \\j+1 w7 K
Es muss also nur wg — wg it + ws, =Wy, fiir fast alle Punkte von E; gezeigt wer-

den. Dies ist jedoch nach Deﬁmtlon der Flichen B, Sy+, sowie Sy klar (vergleiche
Konstruktion 2.33; beachte: Die Orientierungen von B, S v und Sy— - sind gerade so
gewdhlt, dass sie auf der Parallelfliche M, unter Beriicksichtigung der Vorzeichen der
Windungszahlterme genau entgegengesetzt orientiert sind, sich bei der Bestimmung der
Windungszahl also gerade gegenseitig ausloschen). Insbesondere folgt aus der Wohldefi-
niertheit der Windungszahl beziiglich der Flichen B, Sy+  und Sy~ . die Wohldefiniert-

heit der Windungszahl beziiglich der Fliche M, (vgl. Lemma 2.39). ©®
4.16 Korollar. Die Aussage von Satz 4.1/ ist korrekt.

Beweis. Durch rekursives Einsetzen ergibt sich direkt aus der Definition, dass die Win-
dungszahlen beziiglich der entsprechenden Flichen fiir fast alle p € E; die Identitét

wy, (p) = wy, (b Z ws, , (p

erfiillen (vergleiche Konstruktlon 4.8, Konstruktion 4.9, Konstruktion 4.10 sowie Kon-
struktion 4.12). Die Aussage ergibt sich dann aus Satz 4.13 mit Hilfe von Satz 2.40 und
Lemma 2.8 (beachte den Wechsel der Bezugsfliche; vergleiche auch Lemma 2.30). ©

4.2 Grenzverhalten bei wachsendem Radius

Ziel dieses Unterkapitels ist es, den Grenziibergang bei gegen unendlich strebendem Sphé-
renradius — mit geeigneter Normierung — der Ergebnisse fiir die Sphéren durchzufiihren.
Es ergibt sich dann eine bereits aus dem vorangegangenen Kapitel bekannte Formel
beziiglich des Schnittverhaltens von Hyperebenen. Das Interesse liegt hierbei vor allem
darin, den Ubergang der einzelnen Terme der Formeln fiir die Sphéiren in diejenigen
bei den Hyperebenen darzustellen, da auf dieselbe Art und Weise in Kapitel 6 Formeln
gewonnen werden, fiir die kein direkter Beweis zur Verfiigung steht.

Nach der Formulierung der Voraussetzungen und Ergebnisse in Abschnitt 4.2.1 erfolgt
in Abschnitt 4.2.2 eine ausfiihrliche — mit Bildern versehene — Erlauterung der hinter
dem Beweis stehenden Idee anhand eines Beispiels in der zweidimensionalen euklidischen
Ebene. Die restlichen Abschnitte sind der Bestimmung des Grenzwertes selbst gewidmet.
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4.2.1 Formulierung der Aussage

4.17 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 4.2 sei M,, stets eine kompakte in
E; immersierte unberandete C3-differenzierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit
m € {0,...,d—1} sowie d > 2), oder es gelte M, = ¢ (jedoch nicht fiir alle m zugleich).
Setze dann M := Ui;lo M, und Ny, := UZ;O N, -

Weiterhin seien die folgenden Eigenschaften erfiillt (dabei sei MV, C Nj eine ge-
eignete endliche Vereinigung von C!-Bildern von [-Rechtecken mit I € {0,...,d — 3};
mit , Beriithrpunkten® sei jeweils das Tupel aus Punkt mit Normalenvektor in E; X Sy_;
gemeint):

e Es seien die Anforderungen an M bzw. Ny in der Aufzihlung der Eigenschaften
von Voraussetzung 3.40 erfiillt.

e Fiir k € {3,...,d} sei die Menge der Punkte von Ny, deren zugehérige tangentia-
le Hyperebene M in genau k Punkten beriihrt, eine (d — k)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von Ny, (vergleiche hierzu auch Lemma 3.8). Die Teilmenge die-
ser Punkte, bei denen zusétzlich in einem der Beriihrpunkte die Lipschitz-Killing-
Kriimmung ¢,_; verschwindet oder die nicht affin unabhéngig sind, sei geeignete
endliche Vereinigung von C?-Bildern von [-Rechtecken (mit [ € {0,...,d—1—k}).

e Das Supremum der Menge derjenigen Radien, fiir die M bzw. NV}, die Anforderun-
gen in Voraussetzung 4.6 erfiillt, sei unendlich.

Schlieflich seien die Menge D C &;_4 4 sowie fiir » > 0 die Mengen D, C §;, so wie in
Voraussetzung 3.40 bzw. Voraussetzung 4.6 fest gewéhlt, dass fir alle (p, N) € Eg X S;_4
mit £(p, N) ¢ T die Aussage

re>0Vr>re: ((p—r-N) €D, < &(p,N)eD (4.1)
erfiillt ist.

4.18 Bemerkung. Die sich durch Gleichung (4.1) ergebende Bedingung ist trivialerwei-
se erfiillt, wenn der Definition von D bzw. D, eine geometrische Motivation zugrunde
liegt, zum Beispiel, wenn fiir D und D, diejenigen Hyperebenen bzw. Sphéren (mit Ra-
dius r > 0) gewihlt werden, die M in einer festen Anzahl von Schnittkomponenten
schneiden.

4.19 Satz. Es gilt

lim (5 #(D,)) = (D).

r—00

(fiir explizite Formeln fiir u(D) vergleiche Satz 3.46, bei u(D,) vergleiche Satz 4.13 bzw.
Satz 4.14).
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4.2.2 Erlauterung der Beweisidee

Dass der Grenzwert (fiir 7 — o0) von u(D,) (geeignet normiert) stets bis auf eine
Konstante in [0, c0] mit dem bewegungsinvarianten Mafl u(D) tibereinstimmt, ist klar.
Diese Konstante kann dann fiir konkrete Wahl von D, bzw. D anhand einer konkreten
Fliache M bestimmt werden (vergleiche die Bestimmung der entsprechenden Konstanten
in den Raumen echt positiver Kriimmung in Lemma 6.57).

Hier soll das Hauptaugenmerk vor allem auf das Verhalten der einzelnen Terme von
w(D,) (vgl. Satz 4.13) beim Grenziibergang fiir » — oo gerichtet sein, und wie sie in
die Terme von u(D) iibergehen. Dies ist vor allem deshalb von Interesse, da auf genau
demselben Weg in den Rdumen konstanter positiver Kriimmung aus der Formel fiir die
Sphéren eine Formel fiir die Hyperebenen gewonnen werden wird (vgl. Kapitel 6.3), fiir
die in dieser Arbeit (im Gegensatz zur Situation im Euklidischen) kein direkter Beweis
geliefert werden kann.

Im folgenden sollen die wichtigsten Schritte der Grenzwertberechnung fiir r — oo
anhand eines Beispiels in der zweidimensionalen euklidischen Ebene erlautert werden:

4.20 Beweisidee. Beim Bestimmen des Grenziibergangs (fiir r — 00) sind vor allem die
Mehrfachberiithrhyperebenen sowie eine Umgebung der zugehorigen Beriihrpunkte auf
M von Interesse. Daher soll nun speziell die Umgebung einer Doppelberiihrhyperebene
betrachtet werden (vgl. Abbildung 4.1). In diesem Beispiel seien in der Menge D speziell
diejenigen Hyperebenen enthalten, die M in der ,,Ndhe“ beider Beriihrpunkte schneiden,
ebenso sei D, die Menge derjenigen Sphéiren vom Radius r > 0, fiir die dies der Fall ist.

In Abbildung 4.1 ist die in der Formulierung der Formel fiir u(D) (vgl. Satz 4.13)
auftretende Fliche M, (vgl. Konstruktion 4.8) schwarz hervorgehoben, das in den regu-
ldren Punkten dieser Fliache definierte Normaleneinheitsvektorfeld ist griin angedeutet.

T

Abbildung 4.1: Die Ausgangsfliche M,

Ersichtlich ist, dass in den Bereichen der Mannigfaltigkeit M, die bereits ,, geniigend weit*
von den Kontaktpunkten der Mehrfachberiihrhyperebenen entfernt sind, die Normalen-
vektoren zu N U N, gehoren, wenn dies fiir den jeweils entgegengesetzt orientierten
Normalenvektor ebenfalls gilt. Bei gerader Dimension d sind die zugehorigen Normalen-
vektoren an M, dann entgegengesetzt orientiert, bei ungerader Dimension d besitzen
sie die gleiche Orientierung. Allgemein wird dies in Lemma 4.23 (fiir d gerade) bzw.
Lemma 4.27 (fiir d ungerade) gezeigt werden.
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Da die Berechnung des Grenzwertes der bei der Mannigfaltigkeit M selbst auftreten-
den Terme einfacher ist, wenn das Integrationsgebiet unabhéngig von r ist, wird im
néchsten Schritt zu M, eine Fliche hinzugefiigt (deren Normaleneinheitsvektorfeld ist
im linken Teilbild von Abbildung 4.2 rot angedeutet), so dass sich die Fliche M, ergibt

=i Ve y,,,
E E| S

E—

Abbildung 4.2: Der Weg zur Zwischenfléche M, sowie diese selbst

(vergleiche das rechte Teilbild von Abbildung 4.2; das Normaleneinheitsvektorfeld dieser
Fliche ist wieder griin angedeutet). Die Teilflichen von M, auf der Mannigfaltigkeit M
sind nun unabhéngig von r. Da die Normalen auf diesen Teilfldchen fiir gerades d gerade
entgegengesetzt orientiert sind, haben diese Teilflichen bei der Bestimmung der Win-
dungszahl beziiglich M, keinen Einfluss (im Gegensatz zur Situation, wenn d ungerade
ist; zur Verdeutlichung sind sie im rechten Teilbild von Abbildung 4.2 dennoch eingetra-
gen, auch wenn sie fiir gerade Dimension d in der spiteren Definition von M, nicht mehr
beriicksichtigt werden). Allgemein wird der Ubergang von M, (mit den hinzugefiigten
Flichen) zur Fliche M, in Lemma 4.41 (fiir d gerade) bzw. Lemma 4.43 (fiir d ungerade)
durchgefiihrt werden.

Zur expliziten Berechnung des Grenzwertes wird es sich als niitzlich erweisen, die
Fliiche M, in mehrere Teilflichen aufzuteilen (vergleiche die drei Teilbilder von Abbil-

Abbildung 4.3: Die sich am Ende ergebenden Flichen S,, M, sowie (fiir d ungerade) M

dung 4.3; die entsprechenden Normaleneinheitsfelder sind wieder griin angedeutet). Dies
geschieht allgemein in Lemma 4.52 (fiir d gerade) bzw. Lemma 4.54 (fiir d ungerade).
Die dritte Fliche M spielt nur in ungerader Dimension d eine Rolle (und ist daher in
Abbildung 4.2 nur der Vollstandigkeit halber aufgefiihrt) und ist unabhéngig von r.
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Der Grenzwert der auf der Mannigfaltigkeit anfallenden Terme wird dann in Lem-
ma 4.55 bestimmt werden. Die Fliache S, (vergleiche die linke Fliache in Abbildung 4.3)
liefert die Terme, die sich iiber den Hiillflichen ergeben (vgl. Lemma 4.56), die Terme
der Fliche M, (vergleiche die mittlere Fliche in Abbildung 4.3) verschwinden im Grenz-
wert (vgl. Lemma 4.57). Dies gilt im Euklidischen auch fiir die Terme der Fldche M
(vergleiche die rechte Fliache in Abbildung 4.3), was in Lemma 4.58 gezeigt werden wird.
In den Rdumen konstanter positiver Kriimmung ergibt sich bei letzteren Flachen jedoch
ein ginzlich anderes Verhalten, so dass auch (zumindest fiir ungerades d) Windungszahl-
integralterme in der Formel fiir Hyperebenen auftreten (vgl. Satz 6.30).

4.2.3 Verhalten der Terme auf der Mannigfaltigkeit selbst

Der erste den Beweis betreffende Abschnitt ist dem Verhalten der Terme auf der Fla-
che M selbst gewidmet, wihrend sich die folgenden Abschnitte im wesentlichen den
Hullflachen zuwenden.

4.21 Lemma. Es sei (p, N) € Ny gegeben, und k € {0,...,d — 1} sei die Anzahl der
Hauptkrimmungen in (p, N), die gleich Null sind.

Dann ezxistiert ein ro > 0, so dass o.(p, N) = sign(pq_1-x(p, N)) fir alle r > ry erfillt
ist. Insbesondere gilt o,.(p, N) = sign(¢q_1(p, N)) fir alle r > 1o, falls pq_1(p, N) # 0
15t.

Beweis. Da @41 # 0 ist, existiert ein ry > 0, so dass jede nichtverschwindende Haupt-
kriitmmung in (p, N) betragsméBig grofier als % ist. Sei nun r > rg. Nach Definition (vgl.
Definition 4.7) ist o,.(p, N) = +1 genau dann, wenn die Anzahl der Hauptkriitmmungen
in (p, N), die kleiner als —% sind, gerade ist. Aufgrund der Wahl von ry ist dies jedoch
genau dann der Fall, wenn die Anzahl der Hauptkriimmungen in (p, V), die negativ sind,
gerade ist, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn das Produkt der nichtverschwin-
denden Hauptkriimmungen positiv ist. Letzteres ist jedoch genau dann der Fall, wenn
sign(pg—1-k(p, N)) = +1 ist, da ja genau k& Hauptkriimmungen in (p, N) gleich Null
sind. ©

4.22 Lemma. FEs sei (p, N) € Ny, so dass weder pq4_1(p, N) = 0 gilt, noch die Tan-
gentialebene £(p, N) in einem weiteren Punkt als p tangential an M ist. Dann gibt es
e >0 und rg > 0, so dass fir alle 6 € [—e,e] \ {0} und r > ry weder die Sphiren
Gp—(+7r)-N)und (-(p+ (d +7) - N) noch die Hyperebene £(p + 6 - N, N) tangenti-
al an M sind.

Beweis. Zunéchst einmal existiert ¢ > 0, so dass die zur Hyperebene £(p, N) parallelen
Hyperebenen, deren Abstand zu &(p, N) hochstens e ist, nicht tangential an M sind
(auler £(p, N) selbst natiirlich).

Angenommen, es gebe fiir jeden Radius rg > 0 ein r > rg, ein s € {—1,1} und ein
0 € [—¢&,¢]\ {0}, so dass die Sphére (.(p + s (§ + ) - N) tangential an M ist. Dann liee
sich also eine Folge (Qgi))ieN von solchen an M tangentialen Sphéren mit gegen unendlich
wachsenden Radien (fiir ¢ — oco) konstruieren. Da N, kompakt ist, hétten die zugeho-
rigen Berithrpunkte mit M einen Haufungspunkt (p/, N') in Ny, durch Ubergang zu



4.2 Grenzverhalten beir wachsendem Radius

117

einer Teilfolge kann oBdA davon ausgegangen werden, dass die Folge der Beriihrpunkte
gegen (p', N') konvergiert. Ebenso ist [—¢, ¢] kompakt, somit kann wieder oBdA davon
ausgegangen werden, dass der Abstand der Sphéren gegen §' € [—¢, ] konvergiert. Dann
ist jedoch die Hyperebene &(p — &' - N', N') tangential an M im Punkt p’. Nach Kon-
struktion von € muss also ' = 0 und p’ = p gelten, und N’ mit N (bis auf eventuell die
Orientierung) iibereinstimmen.

Wegen ¢4_1(p, N) # 0 ist keine der Hauptkriimmungen in (p, N) gleich Null. Somit
existiert 79 > 0 und eine Umgebung A um (p, N), so dass alle Hauptkriimmungen
n (p/, N') € N betragsmiflig grofier als % sind, und (N, N) > 0 gilt. Alle Haupt-
kriimmungen der Parallelfliche My, bzw. My, _, besitzen dann fiir r > ry jeweils das-
selbe Vorzeichen (vgl. Lemma 2.10), sind also strikt konvex, schneiden die Gerade 7
durch p mit Richtung N also in jeweils genau einem Punkt (wegen (N, N’) > 0 fiir alle
(p', N') € N) ndmlich p—r- N bzw. p+r- N. Somit kann auch keine Sphére mit Radius
r und Mittelpunkt auf der Geraden 7 tangential an 7y (N) in einem anderen Punkt als
p selbst sein. Dies ist jedoch ein Widerspruch dazu, dass die Beriihrpunkte obiger Folge
gegen p konvergieren. ©

Gerade Dimension des umgebenden Raumes

4.23 Lemma. Sei d gerade. Es sei (p,N) € Ny, so dass weder ¢4 1(p, N) = 0 gilt,
noch die Tangentialebene &(p, N) in einem weiteren Punkt als p tangential an M ist.
Dann gibt es ein rq > 0, so dass die folgenden Aussagen fir alle r > rqy erfillt sind:

1. Ist (p, N) € N, so sind sowohl (p, N) als auch (p,—N) in N;t enthalten.
2. Ist (p, N) € N, so sind sowohl (p, N) als auch (p, —N) in N enthalten.
3. Ist (p,N) € NI, so gilt entweder (p, N) € Nt oder (p, —N) € N'*.
4. Ist (p,N) € , so gilt entweder (p, N) € N~ oder (p,—N) e N~.

Beweis. Es seien € >0 und 7y >0 so, dass sie grofler wie die durch Lemma 4.21 und Lem-
ma 4.22 vorgegeben Konstanten sind. Es seien weiterhin 6 € |0, e[ und r > r( beliebig.

1. Da (p,N) € N ist, gilt £(p— 06 - N,N) € D, und damit (.(p — (r+9)-N) € D,
und (. (p+ (r—20)-N) € D, (vgl. Lemma 4.22). Da o,(p, N) = sign(¢q_1(p, N)) ist
(vgl. Lemma 4.21), p4—1(p, N) < 0 erfiillt ist (vergleiche Definition 3.41; beachte, dass
(p, N) € N ist), und @4_1(p, —N) = —pq_1(p, N) gilt (da d gerade ist), folgt daraus
dann (p, N), (p, —N) € Nt (vgl. Definition 4.7).

3. Da (p, N) € N, ist, gilt nach Definition von N (vergleiche Definition 4.7; beachte
auch Lemma 4.21)

G(p— (r —sign(pa—1(p, N)8)) - N) € D,.
Nach Wahl von D, (vgl. Gleichung (4.1)) und Lemma 4.22 folgt daraus dann

&(p — (—sign(pa_i1(p, N))8) - N,N) € D. (4.2)
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Ist p4_1(p, N) > 0 (insbesondere gilt damit nach Definition von Nt in Definiti-
on 3.41 (p,N) ¢ N™), so gilt nach Gleichung (4.2) £&(p+0-N,N) € D. Wird statt
N der Normalenvektor —N betrachtet, so gilt daher {(p —d - (—N),—N) € D und
wa—1(p, —N) < 0 (da d gerade ist). Also gilt (p, —N) € N* (vgl. Definition 3.41).

Ist andererseits ¢4_1(p, N) < 0 (insbesondere gilt dann (p, —N) ¢ N, weil, da d gera-
de ist, @q—1(p, —IN) > 0 ist; vergleiche auch Definition 3.41), so gilt nach Gleichung (4.2)
&(p—9-N,N)eD,dh.esgilt (p, N) € N (vgl. Definition 3.41).

2. und 4. werden vollig analog zu 1. bzw. 3. bewiesen. ©

4.24 Definition. Sei d gerade. Dann seien fiir » > 0 die folgenden offenen Teilmengen
von N, definiert durch

N {(p,N)GInt(NM\./\/:r)’(p,N)EN*oder(p,—N)ENdr},
N ={(p,N) e NJ|(p,N) ¢ N und (p,—N) ¢ N'*},

N = {(p,N)EInt(/\/M\./\/L)’( )ENfoder(p,—N)Ej\/’*} sowie
N7 ={(p.N)e N |(p.N) ¢ N und (p,—N) ¢ N~ }.

Nach Lemma 4.23 sind die Punkte von N7 also wieder diejenigen, die noch zu N~
,hinzukommen® miissen (fiir groBere Werte fiir r), wihrend die Punkte von N7~ diejeni-
gen sind, die noch ,zu viel* in N~ sind, fiir gréfieres Werte fiir r also nicht mehr in N~
enthalten sein sollten. Das gleiche gilt fiir N7+ und N,"~ in Bezug auf die Menge N,

4.25 Lemma. Sei d gerade, j € {0,...,d — 1} und r > 0. Dann gilt

o do

‘ dO dO
(1+(=17) N+% vV Ky, NJ% vV Eny, Nﬁ% vV Eny, Nﬁ*% vV Eny,

und

doO dO n doO doO
o ——=| oj——— 0] ——— — pj ——
- V KNM Ny~ ’ V KNM N ’ V KNM N ’ V K/\/M

Beweis. Setze A := B, >3 UN()UN>4 (vergleiche Definition 3.41 und Definition 4.7). Fiir
(p, N) € Ny \ A gilt dann nach Definition der beteiligten Mengen (vgl. Definition 4.24)

Xt -unet (0 N) + X+ (0, =N) = 2 (xars (9, N) + xve (0, —N)).

Multiplikation dieser Gleichung mit ¢;(p, N) und anschlieende Integration iiber ganz
N liefert dann die erste Aussage (beachte: Es gilt ¢;(p, N) = (—=1) ¢;(p, —N); die
Menge A hat Mafl Null). Die zweite Aussage wird auf genau dieselbe Art und Weise
bewiesen. ©
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4.26 Korollar. Sei d gerade und r > 0. Dann gilt

R S S

7=0

:édz((m) IR o KNM)

/ Wwg ++— 7—wSN7++w5Nﬁ)dV_
Bewers. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 4.25 mit Hilfe von Satz 2.40. ©

Ungerade Dimension des umgebenden Raumes

4.27 Lemma. Sei d ungerade. Es sei (p, N) € Ny, so dass weder pq_1(p, N) = 0 gilt,
noch die Tangentialebene &(p, N) in einem weiteren Punkt als p tangential an M ist.
Dann gibt es ein rq > 0, so dass die folgenden Aussagen fiir alle v > rq erfillt sind:

1. Ist (p,N) e N*, so ist (p, N) € N und (p,—N) € N.
2. Ist (p, N) e N—, so ist (p, N) € N und (p,—N) € NI

3. Ist (p, N) € NF, so gilt (p, N) € Nt (falls pq-1(p, N) < 0) oder (p,—N) € N~
(falls Sodfl(p7 ) > 0)

4. Ist (p,N) € N, so gilt (p, N) € N~ (falls pa—1(p, N) < 0) oder (p,—N) € N+
(falls @a—1(p, N) > 0).

Beweis. Dieses Lemma wird analog zu Lemma 4.23 in der entsprechenden Situation fiir
gerades d bewiesen. Beachte, dass nun, da d ungerade ist, ¢4_1(p, N) = pq_1(p, —N)
gilt. S)

4.28 Definition. Sei d ungerade. Dann seien fiir » > 0 die folgenden offenen Teilmengen
von Ny definiert durch

p. N) € Int(Ny \ N,")|(p, N) € N oder (p,—N) e N7},
p,N) e N |(p,N) ¢ N* und (p, —N) ¢ N},
)
)

p. N) € Int(Na \ N;))|(p, N) € N~ oder (p, —N) € N} sowie

{
{
{
{(p,N) e N7|(p,N) ¢ N~ und (p,—N) ¢ N*}.

o~ o~~~

Es gelten die gleichen Bemerkungen wie im Anschluss an die Definitionen der entspre-
chenden Mengen fiir gerades d in Definition 4.24.
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4.29 Lemma. Sei d ungerade, j € {0,...,d — 1} und r > 0. Dann gilt
, dO dO
1 (-1 (/ e o go-—)
( ) /\/'+ ’ ]u /\/‘7 ’ KNM
$j —
//\/+ T VE N++ K N“ KNM

P Pj .
/ - TR M NI~ V KNM /\/f+ \/ K/\/M

Beweis. Setze wie im Beweis von Lemma 4.25 A := B, >, U N(g) U N>,. Betrachte zu-
néchst den Fall, dass j ungerade ist. Fiir (p, N) € Ny, \ A gilt dann nach Definition der
beteiligten Mengen (vgl. Definition 4.28)

Xt unt (0 N) 4 X o+ (0, =N) = 2 (v (0, N) + xe-(p, = N)).

Wegen ¢;(p, N) = —¢;(p, —N) folgt die Behauptung in diesem Fall nun analog zum
Beweis von Lemma 4.25 fiir gerades d.

Betrachte nun den Fall, dass j gerade ist. Wiederum direkt aus der Definition (vgl.
Definition 4.28) folgt fiir (p, N) € Nas \ A, dass (p, N) € NP\ NT-UNTT genau dann
erfiillt ist, wenn (p, —N) € N7 \N~~ UN T gilt. Wegen ¢;(p, N) = ¢;(p, —N) ergibt
sich somit durch Integrieren iiber das gesamte Normaleneinheitsbiindel Ay,

[0 [ b0 [ 0
r_SOJ \/KNM T__SDJ \/KNM Nr_+90] \/KNM

dO dO

dO
Nt N Eny I T VB I T K,

Somit folgt die Behauptung, da in der zu zeigenden Aussage die linke Seite fiir gerades
J verschwindet. ©)

4.30 Korollar. Sei d ungerade und r > 0. Dann gilt

() oo )

1 , dO dO
i J+1 - -
d ;((] + 1) g <//\f;r I \ KNM N~ & \Y4 KNM)>

+[E (wSNiﬂL — wSNT** — wSN;Jr +wSN;7) dv.
d

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 4.29 mit Hilfe von Satz 2.40. ©
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4.2.4 Hiillflachen von Mehrfachberiihrhyperebenen

Ziel dieses Abschnittes ist die Bereitstellung von Begriffen und Hilfsresultaten im Zu-
sammenhang mit den von mehrfach tangentialen Hyperebenen eingehiillten Flachen. Im
Gegensatz zu Kapitel 3 sind hier auch die Hyperebenen, die in mehr als zwei Punkten
beriihren von Interesse; die zugehorigen Terme verschwinden zwar im Grenzwert, im
Verlauf des Beweises werden sie nun jedoch benotigt.

4.31 Lemma. Sei (p, N) € Ny \ (ONTUNT)). Dann egistiert ro > 0, so dass
(P, N) ¢ NoTUNTT UNTTUNTT
fir alle r > ro erfillt ist.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 4.23 (fiir d gerade) bzw. Lemma 4.27 (fiir d
ungerade). ©

4.32 Definition. Es sei Bt die Menge der nichtsinguldren Punkte von ON*, und B~
entsprechend die Menge der nichtsinguldren Punkte von ON .
Weiterhin sei N3t C Ny definiert durch

NI :={(p,N) € Nu|(p,N) € N* oder (p,—N) € N*}.

Entsprechend sei N C Nj; beziiglich N~ definiert. SchlieBlich sei B die Menge der
nichtsinguliiren Punkte von AN, und B sei entsprechend die Menge der nichtsinguliren
Punkte von ONT .

4.33 Konstruktion. Es sei N die Fliche N'* aus Konstruktion 3.42, und N; sei
die Fliche N~ ebenfalls aus Konstruktion 3.42 (beachte: Fiir die Wohldefiniertheit der
dortigen Definition kann nun jeweils auch Korollar 4.47 herangezogen werden). Weiterhin
werde Ny := N5" UN; gesetzt.

Fiir k € {3,...,d} sei By C Ny die Menge der Punkte nichtverschwindender Lipschitz-
Killing-Kriimmung 41, deren zugehorige tangentiale Hyperebene M in genau k affin
unabhingigen Punkten beriihrt. Dann sei M), die Teilmenge der von denjenigen Hyper-
ebenen eingehiillten Fliche, die in genau k& Punkten von B, N 0N, an M tangential sind,
die von der konvexen Hiille der Beriithrpunkte erzeugt wird. Die zugehorige Teilmenge
des Normaleneinheitsbiindels Ny, dieser Fliche werde mit NV, bezeichnet (unter Beriick-
sichtigung eventueller Vielfachheiten; die Normalenvektoren seien in N}, stets in beiden
Orientierungen vorhanden).

So wie in Konstruktion 3.42 die Fliche N5 in die beiden Teilflichen N;™ und N
zerlegt worden ist, soll dies nun auch fiir die Fliche N geschehen. Dies wird rekursiv
durchgefiihrt, daher kann (die Flichen A~ und AN, sind ja bereits konstruiert) davon
ausgegangen werden, dass die Flichen ./\7;r und ./\7j_ fir j € {2,...,k — 1} bereits kon-
struiert sind. Es werde mit Z; die Menge der Zusammenhangskomponenten von N
bezeichnet (wie iiblich unter Beriicksichtigung eventueller Vielfachheiten).

Sei nun Z € Z, /\_/k, » die zugehorige Zusammenhangskomponente von A} und /\_/kq,z
eine der Zusammenhangskomponenten von Nj_; mit 8Nk,1, z N (9./\7;672 # @ (beachte:
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Aufgrund der Anforderungen an die Beriihrpunkte von tangentialen Hyperebenen mit
mindestens drei Beriihrpunkten in Voraussetzung 4.17 ist die Existenz von qu, 7 gesi-
chert).

Es sei (p, N) ein nichtsinguldrer Punkt sowohl von 8/\7k7 7 als auch von N1 7. Ist
/\_/’k—LZ eine Teilmenge von /\_/'1:1, so setze Gj_1(p, N) := +1, ist dagegen /\Tk—l,z eine
Teilmenge von N, so setze ;_1(p, N) := —1. Schlielich werde noch 3(p, N) := +1
gesetzt, falls sich /\_/k,l,z und /\_fk,z auf verschiedenen Seiten des gemeinsamen Rand-

stiickes befinden, ansonsten werde 5(p, N) := —1 gesetzt. Dann wird 4 im Punkt (p, N)
definiert durch

5x(p. N) 1= 61 (5, N) 5(5, N) sign(f )1, (B, V) sign(ly (5, V)
(hierbei sind die Kriimmungen @élg__(,lc)_l) und gpgf_)k beziiglich der Fortsetzung von Ny_; 7
bzw. Nj.z zu bestimmen). Direkt aus der Definition folgt, dass &5.(p, N) = 54x(p, —N)
genau fiir gerades k erfiillt ist (beachte: Fiir & = 2 folgt dies aus der bereits bekannten
Wohldefiniertheit der Flichen A" und N ).

Setze dann Gy, 7 := 63(p, N). Die Unabhiingigkeit von der Wahl des Punktes (p, N)
im Schnitt 8/\_@,1, z N 8/\7;6’ 7 ist klar; die Unabhéngig von der Wahl der angrenzenden
Zusammenhangskomponente von Aj,_; wird in Lemma 4.49 gezeigt werden. Somit kén-
nen die Flichen A" und N, definiert werden via (unter Beriicksichtigung eventueller

Vielfachheiten)

J\/’k+ = U Nk,Z bzw. Nk_ = U J\_/’kz.

Zezklﬁhzi-‘rl ZEZk:Erk,Z:—l

Fiir k € {2,...,d} sei noch B C dN;" die Menge der nichtsinguliiren Punkte des
Randes der Fliche A", entsprechend sei B, C 0N, die Menge der nichtsinguliren
Punkte des Randes der Fliche N, . Weiterhin werde noch By, := B U B, gesetzt.

SchlieBlich seien noch die Flichen N, N'~ sowie N definiert durch

d d
J\7+1:U./\7,:“, N‘::UN,;bzw. N =NTUN~.
k=2

k=2

4.34 Bemerkung. Im Gegensatz zu den in Konstruktion 3.42 definierten Flachen glei-
cher Bezeichnung, enthalten die zu den Flichen N+ und N~ (nach Konstruktion 4.33)
zugehorigen Hiillflichen auch von Hyperebenen mit mehr als zwei Beriihrpunkten ein-
gehiillte Teilflichen. Da auf den hinzugekommenen Teilflichen @4 o identisch Null ist,
kann in den Aussagen, also insbesondere Satz 3.46, zwischen beiden Definitionen beliebig
gewechselt werden. Innerhalb des noch folgenden Teils des Beweises von Satz 4.19 ist
jedoch die erweiterte Definition aus Konstruktion 3.42 notwendig.

4.35 Konstruktion. Es sei (p, N) € N'* U N~. Insbesondere ist also die Hyperebe-
ne &(p, N) eine Mehrfachtangentialhyperebene an M, es seien p), ... p® € M die
zugehorigen Beriihrpunkte (fiir geeignetes k € {2,...,d}). Es gelte ¢z_1(pY), N) # 0
fir 7 € {1,...,k}. Somit kann rq > 0 so gew#hlt werden, dass % kleiner ist als die
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betragsmiBig kleinste Hauptkriimmung von M in einem der Punkte p», ... p®). Fiir
j € {1,... k} existieren dann offene Umgebungen N'U) C Ny, von (p¥), N), so dass in
allen Punkten von N'V) die Hauptkriimmungen betragsmiBig groBer sind als % Dies

gilt dann auch fiir die Punkte der offenen Umgebung N ()" C Ny von (pV), —N), die
definiert ist durch

N(j) { GNM\(p, N) EN(j)}.

Nach Lemma 2.10 sind fiir 7 > ro die Parallelflichen My, und M., regulére Hy-
perflichen, deren Hauptkriimmungen allesamt jeweils dasselbe Vorzeichen besitzen (also
konvex sind). Da ¢4_1(p"), N) # 0 ist, existiert ein r; > 1y, so dass fir r > r; die
Flachen My, und My, die Gerade n(p¥, N) fiir i € {1,..., k} schneiden.

Sei nun zunéchst 7 > r;. Nach obigem Schneldet meesondere die Gerade n(p, N) die
Parallelfliiche My ., d.h. es gibt 0;,(p, N) € [0,7] mit p—6;,(p, N)-N € My .. Somit
gibt es (p,, N,) € NU) mit

ﬁT_T'Nr:p_(Sj,T(paN)'N‘ (43)

Ist r < rj so setze ;,(p, N) := 0. Ebenso setze d;,(p, N) := 0, falls (im Gegensatz zu

den bisherigen Annahmen) ¢, in einem der zugehorigen Beriihrpunkte der Mehrfach-

tangentialhyperebene {(p, N') mit M doch verschwindet.
Schlielich sei fiir » > 0 die Abbildung 6,: N — R definiert durch

6. N = R, (p,N) — max({01,(p, N),...,0r(p,N)}).

4.36 Lemma. Es sei (p, N) € N, so dass pg_1 in keinem der zugehdrigen Berihrpunkte
der Hyperebene &(p, mit M verschwindet. Dann gilt

N)
lim (r = 6,(p, N)) =

Beweis. Ist k die Anzahl der Beriihrpunkte der Hyperebene &(p, N) mit M, so lasst sich
fir j € {1,...,k} Gleichung (4.3) in Konstruktion 4.35 umformen zu (mit den dortigen
Bezeichnungen)

ﬁr—p:T-Nr—%r(p,N)-N.
Anwenden des Skalarprodukts mit dem Vektor N, + N auf diese Gleichung liefert
By — p, Ny + N) = ((N;, N) + 1) (r — 6;-(p, N)). (4.4)

Nach Konstruktion gilt lim, . (7, N,) = (p), N). Anwenden des Grenzwertes auf Glei-
chung (4.4) liefert daher die zu zeigende Aussage, da p¥) — p orthogonal zu N ist. ©

4.37 Lemma. Es sei & eine Hyperebene, die genau in den Punkten p™M, ... p%) tan-
gential an M ist (fir geeignetes k € N). Ein Normalenvektor der Hyperebene £ sei N.
Weiterhin seien fiir j € {1,...,k} offene Umgebungen N'V) C Ny von (p\), N) gegeben.
SchliefSlich werde noch N = Ule NG gesetzt.

Dann gibt es fir j € {1,...,k} offene Umgebungen N'U) C N'U) won (p),N), so
dass fir (p', N') € Nar \ N kein (p, N) € NU) fiir beliebiges j € {1,...,k} existiert mit
§(p',N') =&, N).
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Beweis. Es sei der Ursprung so gewéhlt, dass dieser nicht in der Hyperebene £ liegt.
Da fiir j € {1,...,k} die Punkte p) Beriihrpunkte derselben tangentialen Hyperebene
sind, fallen die Punkte (p), N) - N allesamt zusammen. Da die Hyperebene ¢ in keinem
weiteren Punkt tangential an M ist, liegt (p*), N) - N nicht auf der Pedalfliiche von
N \N. Da letztere jedoch kompakt ist, existiert eine offene Umgebung & C E; um den
Punkt (p"), N)- N, die die Pedalfliiche von N3, \ V nicht anschneidet. Da die Abbildung
P N — By, (p/, N') = (p/, N') - N’ stetig ist, kann also NG = p; (U) gesetzt werden
(fiir j € {1,...,k}), so dass die geforderten Eigenschaften erfiillt sind. ©)

4.38 Lemma. FEs liege erneut dieselbe Situation wie in Lemma 4.37 vor.

Dann gibt es ro > 0 und (fir j € {1,...,k}) offene Umgebungen N C NG von
(p9), N), so dass fir r > o und (p', N') € Nyy \ N kein (p, N) € N7 fiir beliebiges
Jje{l,..., k} existiert mit (,(p' —r-N')=((p—r- N)

Beweis. Angenommen, die Aussage wére nicht richtig. Dann gibt es fiir jede Wahl
von Umgebungen NV C N©) von (pY), N) (fir j € {1,...,k}) Folgen (r;)ien C R,
(1}, NDien C Nar \ NV sowie (5, NiJien € Ui, N mit

zli»rgo r; = oo und G (P — 7o NI = Go(ps — i - ;) (4.5)
fiir alle ¢ € N. Da Ny \ N kompakt ist, kann durch Ubergang zu einer Teilfolge oBdA
davon ausgegangen werden, dass (p/, N') := lim; . (p}, N/) existiert und in Ny, \ N liegt.
Wiederum durch Ubergang zu einer Teilfolge und eventuelles Umnummerieren lésst sich
oBdA erreichen, dass (p;, N;) € N fiir alle i € N erfiillt ist. Sicherlich lisst sich
N® g0 klein withlen, dass auch noch der Abschluss von N'® in NV enthalten ist, da
dieser jedoch kompakt ist, kann durch einen weiteren Ubergang zu einer Teilfolge 0BdA
angenommen werden, dass (j, N) := lim,_.oo(p;, N;) existiert und in N'® liegt.

Nach Gleichung (4.5) gilt (fiir i € N) p} — 7; - N/ = p; — r; - N;, umformen ergibt

1 B ~
. (0 — i) = N] = Ni. (4.6)
Anwenden des Grenzwertes i — oo auf diese Gleichung ergibt N’ = N. Andererseits
fithrt das Anwenden des Skalarprodukts mit dem Vektor N/ + N; auf Gleichung (4.6) zu

(ph — ps, N/ + N;) = 0.

Anwenden des Grenzwertes i — oo auf diese Gleichung ergibt nun (mit Hilfe der Gleich-
heit N' = N), dass (p’ — p,N') = 0 gilt. Es folgt also, dass die tangentialen Hyper-
ebenen £(p/, N') und &(p, N) iibereinstimmen. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu Lem-

ma 4.37. ®

4.39 Lemma. Es gibt ro > 0, so dass fiir r > ro kein Beriihrpunkt (p, N) € Ny
einer Mehrfachtangentialhyperebene auch Beriihrpunkt einer Mehrfachtangentialsphdre
vom Radius r ist.
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Beweis. Sei (p, N) € Ny ein Beriihrpunkt einer Mehrfachtangentialhyperebene £. An-
genommen, es gibt fiir beliebig grofe Radien Mehrfachberiihrsphéren, die M in (p, N)
beriihren. Somit gibt es Folgen (r;);eny € R und (p}, N})ien € Ny mit

lim 7 = 00 und p—ri-N=p.—r; N (4.7)
Analoges Vorgehen zum Beweis von Lemma 4.38 fiihrt dazu, dass oBdA der Grenzwert
(p', N') := lim; (P}, N/) existiert. Wie im dortigen Beweis ergibt sich auch hier N = N’
und p’ € €. Somit ist (p/, V) ein Beriithrpunkt der Hyperebene £. Da nach Voraussetzung
(vgl. Voraussetzung 4.17) Hyperebenen die Flidche M in hochstens endlich vielen Punk-
ten berithren, muss aufgrund der Konvergenz und wegen Gleichung (4.7) auch p = p/
gelten. Dies ergibt jedoch einen Widerspruch dazu, dass eine Umgebung N C N, von
(p, N) gewihlt werden kann, so dass fiir geniigend grofie Radien r die Parallelfliiche
My, homéomorph zu N ist (beachte: Gilt ¢4 (p, N) # 0, so sind diese beiden Fliachen
nach Lemma 2.10 sogar diffeomorph; im Fall ¢4_1(p, N) = 0 ergibt sich die Aussage
aus der Regularitit des Wertes 0 beziiglich der Abbildung ¢4 1). Somit gibt es o > 0
und eine Umgebung N um (p, N), so dass in dieser Umgebung die Beriihrpunkte von
Mehrfachtangentialhyperebenen nicht mit den Beriihrpunkten von Mehrfachtangential-
sphéren vom Radius 7 (mit 7 > r() zusammenfallen.

Da die Menge der Beriithrpunkte von Mehrfachtangentialhyperebenen kompakt ist,
reicht eine endliche Anzahl von obigen Umgebungen aus, um die gesamte Menge zu
iiberdecken, es existiert also ein Maximum der zugehorigen Mindestradien. Der gesuchte
Wert von ry muss dann grofler als dieses Maximum gewé&hlt werden. ©

Da insgesamt der Grenzwert r — oo berechnet werden soll, kann somit im folgenden
stets davon ausgegangen werden, dass die betrachteten Radien r grofier als der Radius
ro aus Lemma 4.39 sind.

4.2.5 Von den Parallelflaichen zu den Hillflachen

Nachdem in Abschnitt 4.2.3 die Terme auf der Flache M selbst betrachtet wurden, wer-
den nun die dabei angefallenen Terme auf den Parallelflichen sowie die noch nicht be-
trachteten Terme als Windungszahlintegral beziiglich einer einzigen Fléche zusammenge-
fasst. Wie zuvor muss auch hier nach gerader bzw. ungerader Dimension unterschieden
werden, wobei das Vorgehen jeweils sehr dhnlich ist.

Gerade Dimension des umgebenden Raumes

4.40 Konstruktion. Sei d gerade und r > 0. Dann sei die Hyperflache ]\:L definiert als
der Abschluss der Vereinigungsfléiche (unter Beriicksichtigung eventuell auftretender Viel-
fachheiten) von My ., My—+ ., My ., My++ SBI - sowie SB;T (fiir die Definitionen
der beteiligten Flachen vergleiche Definition 2.9, Definition 2.26 sowie Definition 4.7). In
denjenigen Punkten von M, in deren Umgebung diese Fléche eine regulidre Hyperfliche

ist (vergleiche Lemma 2.10 bzw. Lemma 2.27), wird nun das Normaleneinheitsvektorfeld
N: M, — Sy definiert.
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Ist (p, N) e NTTUNFF dhoesist p—r-N € My bzw. p—1-N € My++ ,
so setze N(p —r - N) := +0.(p, N) - N; ist dagegen (p, N) € N-T UNF~, d.h. es ist
p—r-N€My—+, bzw.p—r-N € M+, so setze N(p—r-N):=—0.(p,N)-N (fiir
die Definition der Abbildung o, vergleiche Definition 2.32).

Auf der Teilfliche SB;?« von M, sei N genau entgegengesetzt orientiert zu dem in

Konstruktion 2.29 definierten Normalenvektorfeld N auf EBI,T (beziiglich der Menge

N3 auf der Teilfliiche S BL . dagegen stimme N mit dem in Konstruktion 2.29 definierten
Normalenvektorfeld N iiberein (beziiglich der Menge N7).

4.41 Lemma. Sei d gerade und r > 0. Dann gilt
]Ed T L LA oo Ed

insbesondere ist die Windungszahl beziiglich der Fldche M, in fast allen Punkten wohl-
definiert.

Beweis. Es reicht aus zu zeigen, dass die Normalenvektoren in den regulédren Punkten der
einzelnen Teilflachen auf der linken und rechten Seite unter Beachtung der Gewichtung
durch die Vorzeichen der einzelnen Terme iibereinstimmen.

(i) Sei zunichst (p, N) € Ny, ,, denn nur dann ist p = 7y (p, N) ein regulérer Punkt
von M, wenn M als Hyperfliche betrachtet wird. Da die Flidche M, beziiglich der im
rechten Integral iiber die Windungszahl integriert wird, keine Teilflichen von M besitzt,
miissen sich die entsprechenden Terme auf der linken Seite im Punkt p (sowohl beztiglich
des Normalenvektors N als auch beziiglich —N) gegenseitig autheben. Betrachte in (i)
zunéchst die Normalenvektoren, die im Punkt p aus der Zugehorigkeit von (p, N) und
(p, —N) zu den Mengen N7, N;t* sowie N.F~ konstruiert werden; fiir die Mengen N,
N sowie N~ vergleiche (ii).

Ist (p, N) € N}t und (p, N) € N'*, so folgt (vgl. Definition 4.24)

((p. =N)e NV (p, —N) e NJTF)A(p, N)E N7 A(p, N) € N7 A(p, —N) ¢ N,

(wobei das ,,oder* exklusiv ist). Also werden die Normalenvektoren N und —N im Punkt
p im linken Integral (beziiglich der hier betrachteten Fldchen) jeweils genau einmal mit
negativer Gewichtung beriicksichtigt, und haben daher keinen Einfluss auf den Wert
dieses Integrals.

Ist wiederum (p, N) € NF| gilt jetzt aber (p, N) ¢ N'T, so folgt (vgl. Definition 4.24)

(((p7 _N) € '/\[rJri A (p7_N> ENT+) \% (<p7_N) %Nr+7 A <p7 _N) ¢ ./\/;Jr))
/\(va) GMJri/\(pv_N) %NTJFJF/\(paN) ¢Nr++

(wobei auch dieses ,,oder” exklusiv ist). Der Normalenvektor N wird in dieser Situation
also sowohl einmal mit positiver Gewichtung als auch einmal mit negativer Gewichtung
beriicksichtigt, in der Summe ergibt dies (bei den hier betrachteten Termen) keinen
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Einfluss auf den Wert des linken Integrals. Beim Normalenvektor —N trifft entweder
dasselbe zu, oder er wird von vornherein gar nicht beriicksichtigt.

Gilt (p, N) € N.F~, so gilt insbesondere (p, N) € Nt, dieser Fall wurde also bereits
behandelt. Gilt (p, N) € N;F* und (p,—N) ¢ N, (letzteres kann oBdA angenommen
werden, da diese Situation ansonsten durch einen der bereits behandelten Falle abgedeckt
wird), so folgt (vgl. Definition 4.24)

(va)¢'/\/’r+/\(p7N)¢~/\/;+_/\(p7_N)¢M+_A(p7_N)€-/\/’r++'

Somit werden sowohl der Normalenvektor N als auch der Normalenvektor —N genau
einmal mit negativer Gewichtung versehen beriicksichtigt. Zusammengenommen haben
sie (in den hier betrachteten Termen) keinen Einfluss auf den Wert des Integrals auf der
linken Seite.

Insgesamt ist in (i) nun gezeigt worden, dass die Flichen my (NF), 7 (N77) und
7 (NT) weder auf der linken noch auf der rechten Seite irgendeinen Einfluss auf den
Wert der Integrale besitzen.

(ii) Analog zum Vorgehen in (i) ldsst sich zeigen, dass auch die Flichen 7y (N,7),
7 (N,77) und 7 (N,F) weder den Wert des Integrals auf der linken Seite noch den
Wert des Integrals auf der rechten Seite beeinflussen.

(iii) Dass die (mit den Vorzeichen gewichteten) Normalenfelder auf den Parallelflé-
chen My—- ., My—+ ., M+~ . sowie My.++ . sowohl als Teilfléiche von M, als auch als
Teilfliche der Fldchen, beziiglich derer die Windungszahlen im linken Integranden be-
stimmt werden, iibereinstimmen, ergibt sich unmittelbar aus der jeweiligen Definition
(vergleiche Konstruktion 2.33 bzw. Konstruktion 4.40).

(iv) Sei (p,N) € B und 6 €]0,r[, so dass p—d-N ein reguléirer Punkt der Fliche Sy,
ist (vgl. Lemma 2.27). Aufgrund der Voraussetzungen an r kann oBdA davon ausgegan-
gen werden, dass (p, N) nicht in 9(NTUNT) liegt. Insbesondere gibt es noch eine ganze
offene Umgebung NV von (p, N) in Ny \ N+ UN). Es seien nun (5, N), (7, N') € N
geniigend nahe bei (p, N) so gewihlt, dass (5, N) € N und (7, N’) ¢ N+ erfiillt sind
(beachte: Diese Punkte existieren, da B, ja gerade von den reguliren Punkten des Ran-
des von N gebildet wird). Gilt (p, N) € Nt (und damit auch (5, N), (7, N') € N'F),
so folgt also (vgl. Definition 4.24)

(B, N) e NFANFA(F,N') € N

Da sich somit N, und V;** auf verschiedenen Seiten von B} befinden, sind die Normalen-
vektoren im Punkt p — ¢+ N an die Fliche S+ . unterschiedlich orientiert (unter Beriick-
sichtigung der Vorzeichen im linken Integral), je nachdem, ob S‘Bjm als Teilflache von

M, oder als Teilfléiche von S v+, angesehen wird. In der Summe haben sie also keinen
Einfluss auf den Wert des linken Integrals. Gilt dagegen (p, N) ¢ N'" (und damit auch
(p,N),(p',N') ¢ N), so folgt wie gerade eben

(5, N) ENFT AW, N) ¢ N

Somit befinden sich die Teilflichen N," und N,F~ auf derselben Seite von B;, da sich
die Vorzeichen des zur Fléche Sy +- . und des zur Fliche S,++  gehorigen Terms des
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linken Integranden jedoch unterscheiden, wird auch in diesem Fall der Wert des linken
Integrals durch diese Teilflachen nicht beeinflusst.

Sei andererseits (p, N) € O(NF~UN)\(BLUB), und § €]0,7[, so dass p—d- N ein
reguldrer Punkt der Fliche Syq+- . bzw. Sy++  ist (vgl. Lemma 2.27). Da (p, N) nicht
im Rand von A+ enthalten ist, folgt (vgl. Definition 4.24), dass die Gebiete N+ und
N~ lokal um den Punkt (p, N ) auf derselben Seite von N, liegen (im ersten Fall),
bzw. dass ON T lokal um (p, N) die Gebiete NF \ N;F~ und NV* trennt (im zweiten
Fall). In jedem Fall liegt wieder die gerade eben betrachtete Situation vor.

Die in (iv) betrachteten Teilfldichen haben also allesamt keinerlei Einfluss auf den Wert
des linken oder (nach Definition von M,) des rechten Integrals.

(v) Vollig analog zu (iv) lasst sich zeigen, dass auch die Fliche S'B und die zugehori-
gen Teilflichen von Sy—- bzw. Sy,—+ den Wert keines der beiden Integrale beeinflussen.

(vi) Sei nun (p, ) e BI und 5 €10, 7[ so, dass sowohl ¢,_1(p, N) # 0 ist, als auch
p — 0 - N ein reguldrer Punkt der Fliche SBLr ist (vgl. Lemma 2.27). Wie in (iv) kann

aufgrund der Voraussetzungen an r oBdA davon ausgegangen werden, dass (p, V) nicht
in O(NF UN,) liegt. Insbesondere gibt es noch eine ganze offene Umgebung N von
(p, N) in Ny \ O(N;F UN;"). Es seien nun (, N), (7', N') € N geniigend nahe bei (p, N)
so gewihlt, dass (p, N) € N} und (#, N) ¢ N erfiillt sind. Gilt (p, N) € N+ (und
damit auch (p, N), (5, N') € N, so folgt also (vgl. Definition 4.24)

(B, N) € NFANTT A N') € N

Somit befinden sich die Flichen A3 und A~ auf verschiedenen Seiten von B, die
Orientierung der Normalenvektoren (beziiglich dieser beiden Fléchen) im Punkt p—4§- NV
gemifl Konstruktion 2.29 ist also genau entgegengesetzt. Da SB+ als Teilfliche von M,

jedoch mit genau der entgegengesetzten Orientierung versehen 1st stimmen die mit der
korrekten Gewichtung versehenen Normalenvektoren iiberein. In beiden Integranden hat
die zugehorige Teilfliche also den gleichen Einfluss auf den Wert des jeweiligen Integrals.
Gilt dagegen (p, N) ¢ N+ (und damit auch (p, N), (7', N') ¢ N:F), so folgt wie soeben
(vgl. Definition 4.24)

(5, N) € N A (7, N') € N \ N+

Die Flichen A und N befinden sich also auf derselben Seite von B, da die Fliche
Sy++, im linken Integranden jedoch mit einem anderen Vorzeichen gewichtet wird wie
zuvor Syr+- ., wird auch in dieser Situation der Wert sowohl des linken als auch des
rechten Integrals in der gleichen Art und Weise beeinflusst.

Sei andererseits (p, N) € (N UN )N (BLUBL), und 6 €]0,r[, so dassp— 8- N
ein regulérer Punkt der Fliche Sy.+- . bzw. Sy++ . ist (vgl. Lemma 2.27). Da (p, N)
nicht im Rand von N, enthalten ist, folgt (vgl. Definition 4.24), dass ON,F~ lokal um
(p, N) die Gebiete N und AF~ trennt (im ersten Fall), bzw. dass A{" und N lokal
um den Punkt (p, N) auf derselben Seite von ON T liegen (im zweiten Fall) In beiden
Fillen liegt also wieder die gerade eben betrachtete Situation vor.

(vii) Vollig analog zu (vi) lasst sich zeigen, dass auch die Fliche S’B;\ Nigy und die
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zugehorigen Teilflichen von Sy bzw. S+ den Wert keines der beiden Integrale be-
einflussen. ) .

(viii) SchlieBlich bleiben noch die Flichen Setwioyr M Sgoang
beiden Seiten von Bf NN das Gebiet N liegt, sind die Jeweiligen Normalenvektoren
trivialerweise entgegengesetzt orientiert, und die Flédche SBIO Nigyr hat somit keinerlei

Da jedoch zu

Einfluss auf den Wert des rechten Integrals (ebenso wie die Fléche S*B;m Ny fir die
dies aus den entsprechenden Griinden gilt). ©

Ungerade Dimension des umgebenden Raumes

4.42 Konstruktion. Sei d ungerade und r > 0. Dann sei die Hyperfliche M, definiert
als der Abschluss der Vereinigungsfldche (unter Beriicksichtigung eventuell auftretender
Vielfachheiten) von My—- ., My—+ ., My+- ., My++ SBI,T’ SB;T sowie (mit jeweils
doppelter Gewichtung) 7 (NT) und 73 (N 7) (fiir die Definitionen der beteiligten Fli-
chen vergleiche Definition 2.9, Definition 2.26, Definition 3.41 sowie Definition 4.7). In
denjenigen Punkten von M, in deren Umgebung diese Fliche eine regulire Hyperfliche
ist (vergleiche Lemma 2.10 bzw. Lemma 2.27), wird nun das Normaleneinheitsvektorfeld
N: M, — S, definiert. ~

Ist (p, N) € Nt NN, ., dh.es gilt p € mp(NT) N My_y, so werde N(p) := —N
gesetzt; ist (p, N) € N™ NNy, ,, d.h. es gilt p € mp (N 7)NMy_1, so werde N(p) :== —N
gesetzt. ~ ~

Das Normaleneinheitsvektorfeld N auf den restlichen Teilflichen von M, werde ge-
nau auf die gleiche Art und Weise wie in Konstruktion 4.40 bei gerader Dimension des
umgebenden E; konstruiert.

4.43 Lemma. Sei d ungerade und r > 0. Dann gilt
/ (wMT +wSN_+7’ _wSN__r _wSN++r +wSN+_ r) dv - / w]\?r dv?
Ed LA T o roo Ed

insbesondere ist die Windungszahl beziiglich der Fldche ]\:47« in fast allen Punkten wohl-
definiert.

Beweis. Dies wird vollig analog zum Beweis von Lemma 4.41 fiir die entsprechende
Aussage bei gerader Dimension des umgebenden Raumes E,; gezeigt, also im wesentlichen
auf Definition 4.28 zuriickgefiihrt. ©

4.2.6 Wohldefiniertheit

In diesem Abschnitt wird die Wohldefiniertheit der Vorzeichenverteilung bei den in Ab-
schnitt 4.2.4 definierten Teilflichen, die von mehrfach tangentialen Hyperebenen ein-
gehiillt sind, gezeigt. Weiterhin erfolgt die Vorbereitung der endgiiltigen Aufteilung der
betrachteten Fléchen, bei der dann die explizite Bestimmung des Grenzwertes erfolgen
kann.
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4.44 Lemma. FEs sei { € Eq_1,4 eine Hyperebene, die in genau k Punkten an M tangen-
tial ist (fir k € {2,...,d}). Die Berihrpunkte seien gegeben durch p™, ..., p*) € M, es
sei N € Sg_1 ein Normalenvektor von &, es gelte pq_1(p¥), N) # 0 fur je{l,... k}.
Es gelte (pV), N) € ONTUNT) (damit ist auch (p(Q),N) (W N) € ONT UN )
erfullt).

Dann gibt es ro > 0, so dass fir r > ro und pV, p? € convex(pW, ..., p*)) sowohl
(vergleiche Konstruktion 4.35)

6 ( 1) N) N E Mfo’T UMN;JF,T UMNji’T UMNﬂﬁL,T

erfillt ist, als auch, dass die Normalenvektoren in den Punkten P —6,(p™M, N)- N und
p? —6.(p?,N) - N (jeweils beziiglich der Fliche M,; vergleiche Konstruktion 4.40 fiir
gerades d bzw. Konstruktion 4.42 fir ungerades d) in die gleiche Richtung zeigen, d.h.
es gilt

(N(Y = 5,(p", N) - N), N(p® = 6.(p®, N) - N)) > 0.

Beweis. Dass diejenigen Punkte p(Y) — 6,.(p"), N) - N, die in derselben Zusammenhangs-
komponente von M, \ (NFUN") liegen wie einer der Punkte pi) —r- N (fiir geeignetes
j€{l,...,k}) fir geniigend grofles r die erste geforderte Eigenschaft besitzen, ist klar.
Nach Lemma 4.37 haben jedoch fiir geniigend grofles r alle zu untersuchenden Punkte
diese Eigenschaft. Die zweite Aussage folgt damit dann unmittelbar aus der Wohldefi-
niertheit der Windungszahl beziiglich der Fliche M, (vergleiche Lemma 4.41 fiir gerades
d bzw. Lemma 4.43 fiir ungerades d). ©

4.45 Lemma. Sei (p,N) € BT U B~ mit p4_1(p, N) # 0. Ist (p, N) € B, so setze
o = +1, ist (p, N) € B, so setze 0 := —1 (beachte: Ist (p, N) in beiden Mengen
enthalten, so kann gewdhlt werden, ob (p, N) beziiglich N* oder N~ betrachtet werden
soll). Weiterhin sei s := +1, falls die (kanonische) Orientierung von BT bzw. B~ um
(p, N) beziiglich der angrenzenden Fliche Nt bzw. N~ mit derjenigen beziiglich der
angrenzenden Teilfliche von N nicht iibereinstimmt, ansonsten sei s := —1 (vergleiche
auch Konstruktion 3.42).

Fiir betragsmafig gentigend kleines 6 € R\ {0} zeigt dann der Normalenvektor an die
Fliche SBI bzw. SB; (jeweils als Teilfliche von M, fiir v > |d|; vergleiche Konstrukti-
on 4.40 fir gerades d bzw. Konstruktion 4.42 fir ungerades d) im Punktp—¢&- N in die
Parallelfiiche ]\_4/\7’5 genau dann, wenn so = —1 1ist.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Wahl der Orientierung der Normalenvektoren auf
den Flidchen SB+ bzw. S - in Konstruktion 4.40 (fiir d gerade) bzw. Konstruktion 4.42

(fiir d ungerade) ©

4.46 Lemma. Sei (p, N) € BT U B~ mit p4_1(p, N) # 0. Setze dann (mit den Bezeich-
nungen aus Lemma 4.45)

7 = so sign(pa—2(p, N))
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(beachte: Die Kriimmung ©q_o werde beziiglich der Fliche N bestimmt; sollte p ein singu-
larer Punkt der zugehirigen Hillfldche sein, so ist stattdessen pq_o(p—3-N, N) beziiglich
der zugehorigen Parallelfliche im Abstand & fir gentigend kleines 6 > 0 zu betrachten;
da nach Lemma 3.15 N in (p, N) regulir ist, gilt dies im Punkt p—0- N dann auch fiir
fast alle Parallelfidchen).

Es gibt dann ro > 0, so dass der Normalenvektor im Punkt p —r - N an die Fldche
SB+ bzw. SB (jeweils als Teilfliche von M,; vergleiche Konstruktion 4.40 fiir gerades

d bzw Konstruﬁtzon 4.42 fir ungerades d) fir r > ry genau dann in die angrenzende
Parallelfiiche My, zeigt, wenn ¢ = —1 ist.

Beweis. Sei rg zumindest einmal so grofl gewihlt, dass siémtliche der d—2 nichtverschwin-
denden Hauptkriimmungen in (p, N) (beziiglich der Fliche N') betragsmiflig grofier als
% sind (beachte: Da die Hiillfliche in p eine Singularitit besitzen kann, konnen ,Haupt-
kriilmmungen® in (p, N) auch betragsméBig , gleich“ oo werden). Die Aussage folgt dann
unmittelbar aus Lemma 2.30, Lemma 4.21 sowie Lemma 4.45. ©

4.47 Korollar. Die Definition von Nyt und Ny in Konstruktion 4.33 ist wohldefiniert.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 4.44 und Lemma 4.46 wegen der Wohldefi-
niertheit der Windungszahl beziiglich der Flidche M, (vergleiche Lemma 4.41 fiir gerades
d bzw. Lemma 4.43 fiir ungerades d). ©

4.48 Konstruktion. Es sei 7 > 0 und k € {2,...,d} gegeben. Die Hyperfliche Sk, sei
nun definiert als der Abschluss der Vereinigungsfliche (unter Beriicksichtigung eventuell
auftretender Vielfachheiten) der Flichen 7 (Ny), My, . sowie Sp, . (fiir die Definitio-
nen der beteiligten Fldchen vergleiche Definition 2.9, Definition 2.26 sowie Konstrukti-
on 4.33). Dies entspricht im Prinzip der Definition der Fliche , Sy, ,“ nach Konstruk-
tion 2.33, hier jedoch ist die zugrunde liegende ,,Grundfliche* nicht notwendigerweise
reguldr. In denjenigen Punkten von S ,, in deren Umgebung diese Fléiche eine regulére
Hyperfliche ist (vergleiche Lemma 2.10 bzw. Lemma 2.27), wird nun das Normalenein-
heitsvektorfeld N: Sy, — Sd 1 definiert.

Sei (p,N) € Ni. Ist (p, N) € NP erfiillt, so setze a(p, N) := +1, ansonsten setze
o(p, N) := —1. Ist p ein reguliirer Punkt der Fliche 7y (N) (als Hyperfliche), so sei in
p der Normalenvektor N gegeben durch

N(p) == a(p, N) sign(pa—«(p,N)) - N.

Ist p—r - N ein reguldrer Punkt der Parallelfliche M N> S0 sei in diesem Punkt der
Normalenvektor an die Flédche Sy, gegeben durch

N(p—r-N):=—a(p,N) sign(ps—«(p, N)) 0,(p, N) - N

(vergleiche auch Definition 2.32 fiir die Definition der Abbildung o).

Somit bleibt noch das Normalenvektorfeld N auf den Teilflichen Sp, » von Sp, zu
definieren. Sei also 6 €]0,r[ und (p, N) € By, so dass p — & - N ein regulirer Punkt von
Sg,» ist (vgl. Lemma 2.27). Wie oben werde & (p, N) := +1 gesetzt, falls (p, N) € B}
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gilt, ansonsten gelte a(p, N) := —1. Dann stimme die Orientierung des Normalenvektors
N(p—0-N) an die Fliche S, genau dann mit derjenigen des in Konstruktion 2.29
(beziiglich der Fliache Nj) definierten Normalenvektors iiberein, wenn

6(}37 N) Sign(‘ﬁd—k(ﬁv N)) =+1

erfiillt ist (die Kriimmung ¢4 ist dabei beziiglich der Fortsetzung der Fliche A, zu
bestimmen; hierbei ist zu beachten: Ist der Punkt p eine Singularitéit der Hiillflache, so
ist zur Bestimmung des Wertes von o, bzw. ¢4 statt des Punktes (p, N ) der Punkt
(p— &+ N, N) fiir geniigend kleines § > 0 zu nehmen. Dieser ist dann nach Lemma 2.10

ein regulirer Punkt der Parallelfliche zur Hiillflache im Abstand 0).

4.49 Lemma. Es seir > 0 und k € {2,...,d}. Dann ist die Definition von N und

N, in Konstruktion 4.33 ebenso wohldefiniert wie die Windungszahl wsg, , beziiglich der
Fldche Sy, in fast allen Punkten von E,.

Beweis. Der Beweis der Wohldefiniertheit von A;f und A wurde bereits in Korol-
lar 4.47 erbracht. Da das Normaleneinheitsvektorfeld auf Sy, entsprechend demjenigen
in Konstruktion 2.33 definiert worden ist (auch wenn die ,Grundfliche” hier im Gegen-
satz zur dort vorliegenden Situation im allgemeinen nicht regulér ist), iibertragt sich der
Beweis der Wohldefiniertheit der Windungszahl aus Lemma 2.39 auch auf die Wohldefi-
niertheit der Windungszahl beziiglich der Fliche Sy ,.

Das Normalenvektorfeld der Flache 5’337,, als Teilfldche von S3, N 53, in Konstrukti-
on 4.48 ist gerade so definiert worden, dass es entgegengesetzt orientiert zu jenem von
S 5, auf diesen Teilflichen ist. Weiterhin ist das Normalenvektorfeld auf den restlichen
Teilflichen von Ss, zu diesem konsistent (in Hinblick auf die Bestimmung der Windungs-
zahl beziiglich dieser Flache; vergleiche hierzu auch Konstruktion 2.33). Somit iibertréigt
sich die Wohldefiniertheit von A,f und N, auf die Flichen N;" bzw. Ny (beachte, dass
auf N5 weder die Kriimmung ¢q_4 nicht in ,allzu vielen Punkten“ verschwindet, da
diejenigen der zugehorigen Beriihrpunkte der Mehrfachtangentialhyperebenen an M, in
denen die Lipschitz-Killing-Kriimmung ¢, ; verschwindet, oder die affin abhéngig sind
nach Voraussetzung 4.17 in N, enthalten sind). Die Wohldefiniertheit der Windungs-
zahl beziiglich dieser beiden Flichen ergibt sich wie bei A" und N .

So wie soeben die Wohldefiniertheit von N3 und N auf diejenige der Flichen A3
bzw. N zuriickgefiihrt worden ist, kann auf dieselbe Art und Weise die Wohldefiniert-
heit von /\_f;r und /\_fj_ fir j € {4,...,d} auf diejenige der Flichen ./\_/'j’i1 bzw. /\_/j:1
zuriickgefithrt werden, und es folgt insgesamt die Behauptung. ©

4.2.7 Trennung der Flachen

Nachdem in Abschnitt 4.2.5 alle noch nicht versorgten Terme zu einem Integral iiber die
Windungszahl beziiglich einer einzigen Flache zusammengefasst wurden, erfolgt nun die
Aufteilung dieses Integrals in zwei bzw. drei (je nachdem ob die Dimension gerade oder
ungerade ist) Windungszahlintegrale, deren Grenzwert sich im folgenden Abschnitt 4.2.8
leicht bestimmen l&sst.
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4.50 Definition. Es sei 7 > 0. Dann sei S, die Vereinigungsfliche (unter Beachtung
eventueller Vielfachheiten) der Flachen S,,...,Sq4,. Das Normalenvektorfeld auf S,
sei auf der Teilfliche S;, (fir j € {2,...,r}) gegeben durch das in Konstruktion 4.48
definierte Normalenvektorfeld fiir die Fldche S;,. Insbesondere ergibt sich damit aus
Lemma 4.49, dass die Windungszahl beziiglich der Flache S, in fast allen Punkten von
E; wohldefiniert ist.

4.51 Konstruktion. Fiir = > 0 sei die Hyperfliche M, definiert als der Abschluss
der Vereinigungsfliche (unter Beriicksichtigung eventuell auftretender Vielfachheiten)
der Parallelflichen M- ., My—+ ., Myo+— ., Myp++ , M+, sowie My, (fiir die De-
finitionen der beteiligten Fléichen vergleiche Deﬁnit10n 2.9, Definition 4.24 sowie Kon-
struktion 4.33). In denjenigen Punkten von M,, in deren Umgebung diese Fliche eine
reguldre Hyperflache ist (vgl. Lemma 2.10), wird jetzt das Normaleneinheitsvektorfeld
N: M, — Sy_; definiert.

Auf den Teilflachen My ., My—+ ., M+~ und My ++ ., die bereits Teil der Fliche

M sind (verglelche Konstruktlon 4. 40 fiir d gerade bzw. Konstruktlon 4.42 fiir d unge-
rade), stimme N mit dem bereits fiir die Fliche M, definierten Normalenvektorfeld N
iiberein.

Auf den Teilflichen M N+, und M N, die bereits Teil der in Konstruktion 4.48 kon-
struierten Fliche Sy, sind, sei N genau entgegengesetzt orientiert zu dem dort auf diesen
Teilflichen definierten Normaleneinheitsvektorfeld V.

Gerade Dimension des umgebenden Raumes

4.52 Lemma. Sei d gerade und r > 0. Dann gilt

/wMTdV:/ (ws, +wy;, ) dV,
Eq4 E,

insbesondere ist die Windungszahl beziiglich der Fliche M, in fast allen Punkten von Eg
wohldefiniert.

Bewers. Die Vorgehensweise ist dieselbe wie im Beweis von Lemma 4.41.

(i) Betrachte zunichst fiir k € {2,...,d — 1} die Teilfliche Sz, N SBk+1,r der Fldche
S,. In den reguldren Punkten dieser Flache beziiglich 5‘51” sind die Normalenvektoren
nach Definition in Konstruktion 4.49 genau entgegengesetzt orientiert zu den Normalen-
vektoren beziiglich der Flache SBk .., Daher hebt sich der Einfluss dieser Teilfléichen bei
der Bestimmung der Windungszahl bezughch der Flache S, gegenseitig auf. Da diese
Flichen keine Teilflichen von M, oder M, sind, ist ihr Einfluss auf beide Seiten der zu
zeigenden Gleichheit also gleich grofi.

(i) Betrachte als niichstes die Teilfliiche Sg, N (SBI U SB;). Wegen Lemma 4.45 und
Lemma 4.46 stimmen die Normalenvektoren an diese Flidche als Teilfliche von S, (vgl.
Konstruktion 4.49) mit denjenigen an diese Fliche als Teilfliche von M, (vgl. Konstruk-
tion 4.40) iiberein. Der Einfluss dieser Teilflachen ist in beiden Integralen gleich grof.
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(iii) Auf den Flichen My—- . M+ ., M-+
lenvektorfeld als Teilfliche von ]\:4,, mit demjenigen als Teilfliche von M, direkt nach
Definition tiberein (vgl. Konstruktion 4.51).

(iv) Auf den Flichen M+, und My, ergibt sich ebenfalls unmittelbar aus den je-
weiligen Definitionen, dass das Normalenvektorfeld dieser Fliche als Teilfliche von M,

genau entgegengesetzt orientiert ist zu jenem als Teilfléiche von S,. (vergleiche Konstruk-
tion 4.51). ®)

. sowie M, ++ . stimmt das Norma-
T k)

Ungerade Dimension des umgebenden Raumes

4.53 Konstruktion. Fiir d ungerade sei die Hyperflache M definiert als der Abschluss
der Vereinigungsfliche (unter Beriicksichtigung eventuell auftretender Vielfachheiten)
der Flichen my (N, ma (N 7)), my (NF) sowie (N ™) (fiir die Definitionen der betei-
ligten Flidchen vergleiche Definition 3.41 und Konstruktion 4.33). In denjenigen Punkten
von M , in deren Umgebung diese Fliche eine regulire Hyperfliche ist, wird jetzt das
Normaleneinheitsvektorfeld N: M — S4—1 definiert.
st p fiir (p,N) € ma(NT) ein reguldrer Punkt von M (als Hyperfliche), so werde
N(p) :== —N gesetzt, ist p fiir (p, N) € mp(N7) ein regulérer Punkt von M, so werde
N(p) := +N gesetzt.
Ist p fiir (p, N) € my (N,UN, ) ein regulirer Punkt von M (wiederum als Hyperflache;

o

essei k € {2,...,d}), so werde N(p) definiert durch

N(p) := = (p, N) sign(pa_«(p, N)) - N

(hierbei werde wie iiblich wird &(p, N) := +1 gesetzt, falls (p, N) € N* erfiillt ist,
ansonsten &(p, N) := +1; beachte: Beim Betrachten der Vielfachheiten darf das Paar
(p, N) und (p, —N) jeweils nur einmal gezdhlt werden, der Faktor 2 wird in der Formel
in Lemma 4.54 separat berticksichtigt).

4.54 Lemma. Sei d ungerade und r > 0. Dann gilt
/ wyy dV = / (QwM + ws, —|-er) dv,
Eq Eq

insbesonfiere 1st die Windungszahl sowohl beziiglich der Fliche M als auch beziiglich der
Flache M, in fast allen Punkten von Eg wohldefiniert.

Beweis. Dies wird vollig analog zu Lemma 4.52 in der entsprechenden Situation fiir d
gerade gezeigt. Ist r grofer als der Durchmesser von M (beachte: Die Fliache M ist
kompakt, der Durchmesser also endlich), so sind die Flichen M und M, voneinander
getrennt. Daher folgt dann die Wohldefiniertheit der Windungszahl beziiglich beider
Fléchen fiir diese r. Da M jedoch unabhingig von r ist (vgl. Konstruktion 4.53), folgt
damit auch die Wohldefiniertheit beziiglich der Fliche M, fiir allgemeines r > 0. ©
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4.2.8 Die Bestimmung des Grenzwertes

Mit der im vorangegangenen Abschnitt 4.2.7 durchgefiihrten Trennung in mehrere Win-
dungszahlintegrale, ist es nun kein Problem mehr fiir alle auftretenden Terme — auch
derjenigen aus Abschnitt 4.2.3 auf der Flache M selbst — den Grenzwert zu bestimmen.

4.55 Lemma. Es gilt

d—1

1 /1 d\ do do
li I J+1 / 7 _/ o
rinélo(wd—l (d jzo<<j+ 1> i v T e ,/—KNM))

w —w —w w d
+/E ( SN;*,»» SN;*,r SNJM« + SNJ*,r) V))
d

/ dO dO
= Pd—2 Pd—2 —F——-
N+ K./\/’M N-— V KNM

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Korollar 4.26 (fiir d gerade) bzw. aus Korollar 4.30
(fiir d ungerade). ©)

4.56 Lemma. FEs gilt

, 1 1 do 1 do
TILI&(W /Edwsr dV) = B /N,jl%_ﬂTN 3 /N2|90d—2| Ry

M M

Beweis. Aus den gleichen Griinden wie im Beweis von Lemma 4.49 l&sst sich (fiir r > 0)
Satz 2.40 auch beziiglich der Flache S, anwenden, und es folgt (beachte: Aufgrund der
in Konstruktion 4.48 gewédhlten Orientierung der Normalenvektoren ergibt sich hier nun
der zusétzliche Faktor o, im Integranden)

d d-1

1 d 4 dO dO
Y Sl Y Ay
/IE‘,de d ZZO (J+1)T ( /\‘/,ja v VKN, /\7,;0 & \/KNM)

k=2

<

Da auf den Hiillflichen die ,letzten* Kriimmungen verschwinden, ldsst sich dies verein-
fachen zu

d d—k
1 d ' dO / dO
:_E:E J+1 O ———— — A ppn——
d £ <= <j+ 1> ' </A7;U v vV Eny, A‘/;U v \/KNM)

Durch Normieren und Bilden des Grenzwertes ergibt sich nun die Aussage mit Lem-
ma 4.21 aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz (H. Lebesgue 1910; vergleiche
beispielsweise [4, Satz 5.2 in IV. §5]; beachte: Da das Produkt von ¢, mit dem Ober-
flichenelement stets beschriankt ist, selbst wenn die Hiillfliche Singularititen besitzen
sollte, und Ky, > 1 gilt, existiert eine integrierbare Majorante). ©

<

4.57 Lemma. Es gilt

1
lim —/ wyy dV = 0.
Eq

r—oo 2 Td_l
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Beweis. Da die Menge der Beriihrpunkte von Hyperebenen, die in mindestens zwei Punk-
ten tangential an M sind, kompakt ist, und die Kriimmung ¢, nach Wahl der Voraus-
setzungen in Voraussetzung 4.17 nicht zugleich in allen Beriihrpunkten einer Mehrfach-
beriihrhyperebene verschwindet, gibt es rqg > 0, so dass die in Konstruktion 4.35 defi-
nierte Funktion 6, fiir r > ry auf ganz N echt positiv ist. Analog zur Vorgehensweise im
Beweis von Lemma 2.17 ergibt sich dann

d—1
1 d / , , dO
wyp dV] < = g , Pt — 5 || ———=.
|/Ed M | dj:() <]+1> J\_f( )’ ]|\/K_j\7

Da @41 auf den Hiillflichen verschwindet, l&sst sich dies weiter umformen zu

() Lo el

N i=0

Zusammen mit dem angegebenen Normierungsfaktor gilt also

1 1 d r—208, Y 4 _ rtél dO
— LAV <= Ll T g, :
2rd1|/Ed wir VI < 53 < <j+ 1) /N r REREN v

Aufgrund der eventuell vorhandenen Singularititen ist ¢; selber (fiir j € {2,...,d—2})
im allgemeinen nicht beschrénkt, das Produkt von ¢; mit dem Oberflichenelement je-
doch sehr wohl, es gilt stets Ky > 1 (vgl. Definition 2.7), die anderen beiden Quoti-
enten sind beide sicherlich nicht grofler als 1, daher ist der Integrand (unabhéngig von
r!) beschrinkt, es gibt also eine integrierbare Majorante. Beim Bilden des Grenzwertes
r — oo kann somit nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz (H. Lebesgue 1910;
vergleiche beispielsweise [4, Satz 5.2 in IV. §5]) auf der rechten Seite dieser Gleichung
die Reihenfolge der Grenzwertbildung und des Integrierens vertauscht werden, und die
Aussage folgt direkt aus Lemma 4.36. ®

4.58 Lemma. Fiir ungerades d gilt

r—oo 2 Td_l

1
lim —/ wy, dV = 0.
Eq

Beweis. Da die Fliche M unabhéngig von r ist (vgl. Konstruktion 4.53), ist dies klar. ©

4.59 Folgerung. Die Aussage von Satz 4.19 ist richtig, d.h. es gilt

lim (Tl,l w(Dy)) = u(D).

T—00

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.28 und Satz 4.13 mit Hilfe von Lemma 4.55,
Lemma 4.56, Lemma 4.57 sowie Lemma 4.58 wegen Lemma 4.41 und Lemma 4.52, falls
d gerade ist, bzw. Lemma 4.43 und Lemma 4.54, falls d ungerade ist. ©



5 Hyperebenen im Nichteuklidischen

Nachdem in Kapitel 3 das kinematische Mafl einer Menge von Hyperebenen mit ,, ge-
eignetem Schnittverhalten® beziiglich einer gegebenen Fléche im Euklidischen bestimmt
worden ist, wird dies nun auch im Nichteuklidischen durchgefiihrt.

Die Vorgehensweise zur Erlangung der von der Wahl eines ausgezeichneten Punktes
abhéngigen Formeln ist vollig analog zur Vorgehensweise in der entsprechenden Situation
im Euklidischen: Nach Vorbetrachtungen in Unterkapitel 5.1 werden in 5.2 orientierte
Hyperflachen betrachtet, im abschlieBenden Unterkapitel 5.3 werden Mannigfaltigkeiten
allgemeiner Kodimension betrachtet.

Auf direktem Weg lieBen sich diese Formeln nicht derart umformen, dass sie unabhén-
gig von der Wahl eines ausgezeichneten Punktes sind — im Euklidischen war hierzu eine
der Minkowskischen Integralformeln von Nutzen (vgl. Bemerkung 3.37), die bekannten
Verallgemeinerungen dieser Formeln ins Nichteuklidische (vergleiche beispielsweise [10])
fithren hier jedoch nicht zum Erfolg. Im Sphérischen ergibt sich die gesuchte Formel
(vgl. Satz 6.30) in Kapitel 6.3 via Grenziibergang von den Sphéren ausgehend mit Hilfe
der in Kapitel 2.2 untersuchten Parallelflichen. Im Hyperbolischen sollte sich dieselbe
Formel via Grenziibergang von den Abstandsflichen mit Hilfe der Parallelflichen der zu
M zugehorigen Polarfliche ergeben.

5.1 Vorbetrachtungen

5.1.1 Pedalflache

Wie in der entsprechenden Situation im Euklidischen (vgl. Abschnitt 3.1.1) dienen die
Lotfulpunktflichen auch im Nichteuklidischen als wichtiges Hilfsmittel, um die Beriihr-
punkte von mehrfach tangentialen Hyperebenen im Normalenbiindel in den Griff zu
bekommen.

5.1 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei M stets eine m-dimensionale in Fy g

immersierte C'-differenzierbare unberandete Mannigfaltigkeit (mit m € {0,...,d — 1},

d > 2 1 >3 und K # 0). Weiterhin sei Null ein reguldrer Wert der Abbildung

¢a—1: Ny — R, d.h. insbesondere ist durch M) := @417 ({0}) eine C"2-immersierte

(d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von N}, gegeben (vgl. [7, Theorem 3.2]).
Schliellich sei noch ein Punkt ¢ € Fy i fest gewihlt.

5.2 Lemma. Es sei £ € Ey_?’d eine Hyperebene mit Normaleneinheitsvektor N. Die
Vektoren q und N seien linear unabhdngig.

137
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Dann ist der Pedalpunkt p der Hyperebene & beziiglich des Punktes q gegeben durch

) 1
v sru R AR

Beweis. Der Punkt ¢ muss auf der Geodétischen durch p mit Startvektor N liegen, daher
gilt (mit geeigneten Konstanten pig, 11 € R)

q=tpo-p+p-N.

Anwenden des Skalarprodukts mit N auf diese Gleichung fithrt zu gy = (g, N) (beachte:
Der Punkt p liegt in £, daher gilt (p, N) = 0). Somit gilt

ﬁ:i'(q—@,N)'N)

Die Konstante i ergibt sich nun aus der Tatsache, dass p in Fy i liegt, also (p,p) = %

gilt. Aufgrund des Satzes von Cauchy-Schwarz gilt o # 0, da nach Voraussetzung g
und N nicht linear abhéngig sind. Es gilt o > 0, da der Lotfupunkt den Abstand von
Punkten auf ¢ zum Punkt ¢ minimieren soll. ©

5.3 Definition. Es sei N eine offene Teilmenge des Normaleneinheitsbiindels Ny;. Fiir
alle (p, N) € N gelte, dass ¢ und N nicht linear abhéingig seien.

Dann sei p: N' — Fyx diejenige Abbildung, die jedem (p, N) € N den Pedalpunkt
(bzw. Lotfufspunkt) der in p an M tangentialen Hyperebene &(p, N) zuweist, nach Lem-
ma 5.2 gilt also

1

ﬁ:NﬁFd,K,(p,N)»—) = N>2.(q_<q7N>.N)_

Weiterhin sei A die zu N gehérige , d.h. die Fliche, die von den Lotfuipunkten der an
M tangentialen Hyperebenen &(p, N) mit (p, N) € N gebildet wird. Es gilt also

N = {p(p,N)|(p.N) e N'}.
(beachte: Diese Definitionen sind abhéngig von der Wahl des Punktes ¢ € Fy k).

5.4 Definition. Es sei die Hyperfliche F in R definiert via

F={q¢—{a.p) ppeFix}={peR™|K(2-p—q2-p—q)=1}.

Also ist F eine Sphére mit Mittelpunkt £ - ¢ und (fiir K < 0 imaginérem) Radius #R
Ferner sei mr: Fqx — F die Projektion von Fy x auf F, die definiert sei durch

TF. IFCl,K' Hf’pl—> K<q7p> P

5.5 Lemma. FEs seip € Fyx ein beliebiger Punkt mit (q,p) # 0. Dann ist mx lokal um
p ein Diffeomorphismus. Falls K {q,p) > 0 ist, so ist er orientierungserhaltend.
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Beweis. Seix: U — Fy i Parametrisierung einer Umgebung von p (fiir geeignetes offenes
U € R%), so dass fiir alle u € U noch (g, z(u)) > 0 gilt. Fiir die partiellen Ableitungen
von mx o x gilt dann (es sei j € {1,...,d})

O(mgrox) oz Oz
T K g = . K ey
o (g, auj> z + K (q,z) o
Wegen (z, %’f) = 0 folgt somit die Aussage. ©

5.6 Lemma. Es sei N eine offene Teilmenge des Normalenbiindels Ny, so dass fiir alle
(p, N) € N die Lipschitz-Killing-Kriimmung pq_1(p, N) nicht verschwindet, der Punkt
q auf keiner der an M tangentialen Hyperebenen &(p, N) liegt, sowie stets (q,p) # 0 gilt.
Dann ist N eine (d — 1)-dimensionale in Fqx immersierte C'='-differenzierbare Man-
nigfaltigkeit.
Weiterhin, ist ein (im allgemeinen nicht normierter) Normalenvektor von wx(N') (in-
nerhalb von F) im Punkt wz(p(p, N)) (fir (p, N) € N') gegeben durch

N(mr(p(p. N))) :=p — K {g,p) - (¢ — 2(¢, N) - N).
Beweis. Wegen Lemma 5.5 reicht es aus, die Fliiche 7(N) zu betrachten. Sei (p, N) € N
beliebig, und (z,n): U — N sei eine Parametrisierung einer offenen Umgebung von
(p, N) in N (fiir geeignetes offenes U C R?°!). Dann ist eine Parametrisierung einer

offenen Umgebung von 7x(p(p, N)) in 7£(N') gegeben durch
iU — 1r(N),u— q— (g,n(uw) n(u).

Die partiellen Ableitungen dieser Parametrisierung sind folglich gegeben durch (es sei
je{l,...,d—1})

ox on on )

= (<q7a—>-n+<q,71)-— :

ou, ~ W g, o, (5-1)

Offensichtlich ist nun der Vektor nn := 2 — K (¢, x) - (q —2{q,N) -N) orthogonal zu diesen
Ableitungen; auBerdem ist (7,7 — % - ¢) = 0 erfiillt, d.h. 7 liegt im Tangentialraum von
F in Z. Weiterhin ist n # 0, da (n,n) = K (q,x) (¢,n) # 0 gilt, falls (¢,z) # 0 ist,
und n = x ist, falls (¢, z) = 0 gilt. Somit ist 7 ein Normalenvektor mit den gesuchten
Eigenschaften.

Dass die Vektoren —835 s aai linear unabhéngig sind, folgt unmittelbar aus Glei-
1 Ud—1
on

[\

chung (5.1), da nach Voraussetzung ¢, # 0 gilt, also die Vektoren In linear

Oup’ """ Qug_1
unabhéngig sind (und da n ein Einheitsvektor ist, auch orthogonal zu diesem sind; be-
achte weiterhin, dass nach Voraussetzung (g, n) # 0 gilt). Also folgen auch die restlichen

Behauptungen. ©

5.7 Lemma. Sei (p, N) € Ny ein Punkt mit pq_1(p, N) =0, d.h. es gilt (p, N) € N,
und es sei N C Ny eine offene Umgebung von (p,N), so dass fir alle (p/, N') € N
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der Punkt q nicht auf der zugehorigen Tangentialhyperebene £(p', N') von M liegt, und
weder {q,p) = 0 noch {(q, N) =0 gilt, noch die Vektoren q und N linear abhdngig sind.
Weiterhin sei die Abbildung Ny "N — F}LK, (p',N") — N’ eine Immersion. Fir
(0, N') € Nioy NN sei No(p', N') € Fy o ein Normalenvektor der durch diese Abbildung
immersierten Fliche im Bildpunkt von (p', N').
Dann ist Ny := {mz(B(p', N'))|(p/, N') € Nioy NN} eine (d—2)-dimensionale in Fy x
immersierte C'=2-differenzierbare Mannigfaltigkeit. Weiterhin ist eine Basis des Norma-

lenraums von mx(N()) (innerhalb von F im Punkt wz(p(p, N)) gegeben durch

Ni(m#(p(p, N))) :==p— K {(q,p) - (¢ —2(q,N) - N),
No(mr(p(p, N))) := No(p, N) — K (g, No(p, N)) - (¢ — 2 (¢, N) - N).

Beweis. Wegen Lemma 5.5 reicht es wieder aus, die Flache mz(N (o)) zu betrachten. Es
sel (z,n): U — N eine C'2-differenzierbare Parametrisierung einer Umgebung von
(p, N) in Mgy NN (fiir geeignetes offenes U C R%"?). Dann ist eine Parametrisierung

einer offenen Umgebung von mz(p(p, N)) in mx(M o)) wieder gegeben durch

iU — 1rN),u— q—(g,n(uw) nu).

Offensichtlich sind nun Ny (7#(p(p, N))) und No(7#(p(p, N))) Normalenvektoren (inner-
halb von F) an 7x(N) im Punkt 7z(j(p, N)) (fiir die partiellen Ableitungen von &
vergleiche Gleichung (5.1) im Beweis von Lemma 5.6; beachte, dass nach Konstruktion
(No, N) = 0 und (N, 597@>|(p wy = 0 fiir j € {1,...,d — 2} und Ny := Ny(p, N) gilt).

Zeige nun, dass diese beiden Normalenvektoren auch linear unabhéngig sind. Wie im
Beweis von Lemma 5.6 ergibt sich, dass Ny # 0 ist. Da (Ny, N) = K (g, Ng) (¢, N) # 0
fiir (g, No) # 0 und Ny = Ny fiir (g, No) = 0 ist, gilt auch N, # 0. Gilt (g, No) = 0,
so sind Ny und N, orthogonal zueinander, und somit liegt nach dem soeben gezeigten
lineare Unabhéngigkeit vor. Falls die beiden Vektoren fiir (g, No) # 0 linear abhéngig
wéren, gibe es (da keiner nach obigem ein Nullvektor ist) einen Skalar A € R\ {0} mit
Ni = \- Ny, d.h. es gilt

p—K(q.p) - (¢—2(¢,N)-N) =A-(N0—K<q7No>-(q—2<q,N>-N)>~ (5.2)

Anwenden des Skalarprodukts mit N auf diese Gleichung fithrt zu (beachte: Es gilt
sowohl (g, Ny) # 0 als auch (g, N) # 0)

(¢, p)
<q> N0> .

Wird auf Gleichung 5.2 jetzt das Skalarprodukt mit Ny angewendet, so ergibt sich mit
diesem Wert von A, dass (g, p) = 0 gelten muss. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu den
Voraussetzungen.

Dass die Vektoren E?Tj’ s H 9% _ linear unabhiingig sind, folgt unmittelbar aus der nach
1 Ud—2
on on

Voraussetzung gegebenen linearen Unabhéngigkeit der Vektoren e s
che hierzu auch den Beweis von Lemma 5.6). Somit folgen dann die restlichen Behaup-
tungen. @)

A:

(verglei-
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5.1.2 Beriihrflachen

Mit Hilfe der im vorherigen Abschnitt untersuchten Pedalflichen werden in diesem Ab-
schnitt — analog zum Vorgehen im Euklidischen (vgl. Abschnitt 3.1.2) — die von den
Beriihrpunkten mehrfach tangentialer Hyperebenen gebildeten Teilflachen des Norma-
lenbiindels untersucht. Insbesondere werden wieder hinreichende Kriterien fiir die Vor-
aussetzungen der nachfolgenden Sétze in den Abschnitten 5.2.1, 5.3.1 sowie 6.3.1 bereit-
gestellt.

5.8 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei (fiir m € {0,...,d—1}) M, stets eine m-
dimensionale in Fy x immersierte C'-differenzierbare unberandete Mannigfaltigkeit (mit
d>2,1>3und K # 0), oder es gelte M,, = @ (jedoch nicht fiir alle m gleichzeitig).
Setze dann M = Uzl_:lo M,,. Die Mannigfaltigkeit Ny, := Ufn_:lo Ny, sei eingebettet
in Fgr x IF}L - Weiterhin sei Null ein regulidrer Wert der Abbildung ¢4 1: Ny — R,
d.h. insbesondere ist Mgy := @417 ({0}) NN eine C'"*-immersierte (d — 2)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von Ny, (vergleiche beispielsweise [7, Theorem 3.2]).

Fir k£ € {1,...,d} sei schlieflich £ e Sy_(i , eine Hyperebene mit Normaleneinheits-

vektor N, die in den k verschiedenen paarweise nicht zueinander antipodalen Punkten
pM, ... p® € M tangential an M sei. Gilt (fiir i € {1,...,k}) wa_1(p?, N) =0, so sei
N eine Umgebung von (p@, N) in Ny so wie in Lemma 5.7, insbesondere sei die Abbil-
dung NioyNN — F} i, (p, N) — N eine Immersion. Die Abbildung No: NgyNN — Fy x
sei ebenfalls so wie in Lemma 5.7 definiert.

5.9 Lemma. Es gelte p4_1(p®, N) # 0 fir alle i € {1,...,k}. Die Berihrpunkte
pM. o p®) seien linear unabhingig (im umgebenden R*) sie liegen also micht in
einer gemeinsamen (k — 1)-Ursprungsebene von Fy k.

Dann gibt es (firi € {1,...,k}) eine offene Umgebung N C Ny von (p, N), so
dass BY eine (d — k)-dimensionale C'~'-differenzierbare immersierte Untermannigfaltig-
keit von Ny ist. Dabei sei BY definiert durch

BY = {(p,N) e NO|Ge{L,... .k} I/, N) eND: £(p, N) = £(p/, ') }.

Beweis. Es sei der Punkt ¢ € Fyf so gewihlt, dass (g,p")) # 0 ist, und ¢ weder auf
£(pl9), N ) liegt, noch ein Vielfaches des Vektors N ist. Dann existieren offene Umgebun-
gen N um (p¥), N) in Ny, so dass auf ganz N'U) die Lipschitz-Killing-Kriimmung
@41 nicht verschwindet, und fiir alle (p, N) € N'U) der Punkt ¢ weder auf einer der an
M tangentialen Hyperebenen &(p, N) liegt noch ein Vielfaches des Vektors N ist (stets
fir j € {1,...,k}).

Wie im Beweis von Lemma 3.8 in der entsprechenden Situation im Euklidischen reicht
es aus zu zeigen, dass die Normalenvektoren N (Wf(ﬁ(p(j),N )) linear unabhéngig sind
(vergleiche hierzu Lemma 5.6; beachte auch Lemma 5.5; es sei j € {1,...,k}). Angenom-
men, sie wéren linear abhéngig. Dann gébe es fiir j € {1,...,k} Skalare o; € R, so dass

>y (09 - K@) (a-2(0.N) - K)) =0 (5.3)
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eine nichttriviale Linearkombination der Null ist (vgl. Lemma 5.6). Anwenden des Skalar-
produkts mit dem Vektor N auf diese Gleichung fithrt zu (beachte: Es gilt (pt), N) =0

fir j € {1,....k})

k
N) ZO‘J (q.pY) =
j=1

Da (g, N) # 0 erfiillt ist, liefert das Einsetzen dieses Ergebnisses in Gleichung (5.3)

k
Z a; ,p(J) _
j=1

dies ergibt jetzt jedoch einen Widerspruch zur vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit
der Punkte p™®, ..., p® im umgebenden R4+, ©

Auf dieselbe Art und Weise wie im Euklidischen (vgl. Korollar 3.9) ergibt sich nun
folgendes Korollar:

5.10 Korollar. Es sei fir j € {1,2} eine Folge von Punkten (pgj),]vi) € Ny mit
D 1(]95] Ny #0 (mit i € N dui Punkte (pZ ) N) und (pZ(Q), N;) haben dieselben Eigen-
schaften wie (pM, N) und (p'®, N) in Voraussetzung 5.8) gegeben, so dass

(p, N) = lim (p”, ;) = lim (p;”, )
erfullt ist.
Dann gilt pq_1(p, N) = 0.

5.11 Lemma. Erneut gelte pq_1(p?, ) # 0 fir alle i € {2,...,k}, jetzt jedoch sei
wa_1(pM, N) = 0. Die Beriihrpunkte pV, ..., p%) seien linear unabha’ngz’g (im umgeben-
den R¥Y), der Vektor No(pV, N) sei m’cht in dem von diesen Punkten aufgespannten
Vektorraum enthalten.

Dann gibt es (fiir i € {1,...,k}) eine offene Umgebung N'©) C Ny wvon (p(i),N),
so dass B(()i) eine (d — k — 1)-dimensionale C'=2-differenzierbare immersierte Unterman-
nigfaltigkeit von Ny ist. Dabei seien B((f) firi € {1,... k} definiert durch (es werde
N = N N Ny und N = NG fiir i £ 1 gesetat)

BY = {(p, N)e N |Wie{1,... .k} 3W, N)eND mit £(p, N) = (0, N') }.

Beweis. Es sei der Punkt ¢ € Fy g so wie im Beweis von Lemma 5.9 gew#hlt. Zusétzlich
gelte nun aber noch, dass auch die Vektoren ¢ und Ny(p™", N ) nicht linear abhingig
seien.

Wie im Beweis von Lemma 3.10 in der entsprechenden Situation im Euklidischen reicht
es, dass die Normalenvektoren an die zu J\/’éi) gehorigen Pedalfldchen (fir i € {1,...,k})



5.1 Vorbetrachtungen

143

linear unabhéngig sind. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Somit gibt es Skalare
a; € R (fiir j € {0,...,k}), so dass

a0 (No(pV, W) = K (g, No(p™, N)) - (4 = 2 (g, ) - V) )

i ( <qp()>-(q—2<q,N>-N)>

eine nichttriviale Linearkombination der Null ist (vergleiche hierzu Lemma 5.6 sowie
Lemma 5.7; beachte auch Lemma 5.5). Anwenden des Skalarprodukts mit dem Vektor
N auf diese Gleichung fiihrt (mit (g, N) # 0 und K # 0) wie im Beweis von Lemma 5.9
zu einer Bedingung, die — in diese Gleichung eingesetzt — einen Widerspruch zu der in
den Voraussetzungen geforderten linearen Unabhéngigkeit ergibt. S)

Mit entsprechenden Beweismethoden wie in der entsprechenden Situation im Euklidi-
schen ergibt sich schliefilich auch das folgende Lemma (vgl. Lemma 3.11):

5.12 Lemma. Es sei pg_y(p), N) # 0 fiir allei € {k+1,...,k} sowie pg_1(p®", N) =0
fir alle © € {1 Lk} erfillt (fur geezgnetes ke{2.. k}) Weiterhin seien die Vekto-

ren No(p™) N) , No(p™ N) P ) linear unabhdngz’g (im umgebenden R ).
Dann gzbt es (fur i€ {l,...,k}) eine oﬁene Umgebung N C Ny von (p@, N), so
dass Boo firi € {k,...,k} von einer (d — k — 1)-dimensionalen C'~2-differenzierbaren

Untermannigfaltigkeit von Ny tiberdeckt werden kann. Dabei sei B(()g firie{1,... k}
definiert durch (es werde N7 := NG NN fir j € {1,...,k} und NI = NG i
jge{k+1,... k} gesetzt)

BS) = {(p, N)eNS |Vie{1,....k} 30, N')eND mit &(p, N) = £(p/, N')}.

Beriihrflaichen bei Hyperflachen

Speziell fiir Hyperflichen ergeben sich aus Lemma 5.9, Lemma 5.11 bzw. Lemma 5.12
die folgenden drei Korollare, da in dieser Situation mp, ,: Ny, , — Ma—1 lokal ein
Diffeomorphismus ist.

5.13 Korollar. Es sei sowohl ¢4 1(p N) # 0 als auch ¢q_1(p®,N) # 0 erfillt;
zusdtzlich gelte nun pM € My_q, d.h. p! lzegt nun auf einer Hyperﬂache.

Dann ist die Menge my(BM) der Punkte von My_ (in einer Umgebung von p™ ), in
denen die Tangentialhyperebene wie é i mehreren Punkten tangential an M ist, eine
(d — 2)-dimensionale C'~*-differenzierbare immersierte Untermannigfaltigkeit von My,
(dabei sei BY so wie in Lemma 3.8 definiert).

5.14 Korollar. Es sei wieder pq_1(p®) # 0 und pq_1(pV) = 0 erfiillt; zusditzlich gelte
nun pV € My_y, d.h. p™ liegt nun auf einer Hyperfliche.

Dann ist die Menge WM(B(()D) der Punkte von My_, (in einer Umgebung von p™)), in
denen die Tangentialhyperebene wie é in mehreren Punkten tangential an M ist, und in
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denen die Gauf-Kriimmung verschwindet, eine (d—3)-dimensionale C'=2-differenzierbare

immersierte Untermannigfaltigkeit von My, (dabei sei B(()l) so wie in Lemma 5.11 defi-
niert).

5.15 Korollar. FEs seien dieselben Voraussetzungen wie in Lemma 5.12 erfillt; zusdtzlich
gelte nun pM € My_y, d.h. ptV) liegt nun auf einer Hyperfliche.

Dann kann die Menge WM(B(%)) der Punkte von My_, (in einer Umgebung von p™ ), in
denen die Tangentialhyperebene wie é in mehreren Punkten mit verschwindender Gaufs-
Kriimmung tangential an M ist, durch eine (d — 3)-dimensionale C'=2-differenzierbare

immersierte Untermannigfaltigkeit von My, tberdeckt werden (dabei sei B(%) 50 wie in
Lemma 5.12 definiert).

5.1.3 Hiillflachen

Es seien wieder dieselben Voraussetzungen erfiillt wie im vorhergehenden Abschnitt 5.1.2
(vgl. Voraussetzung 5.8). Mit elementaren geometrischen Uberlegungen ergibt sich dann
das folgende Lemma:

5.16 Lemma. Es gelte pq_1(p?, ) # 0 fir alle i € {1,...,k}, die Berihrpunkte
pM L p®) seien linear unabhangzg (im umgebenden Rd+1).

Dann ist die von den Mehrfachtangentialhyperebenen mat k Berihrpunkten an M lokal
um pM eingehiillte Fliche M gegeben durch (vergleiche Lemma 5.9 fiir die Definition

von BY)

k
M = {Z)\j~f(j)(p’(l),... (k) )| AEF, & und (p "D N e BY) fiir

JE{L,... K} mit £, N'W) = (V) N'O)}

(hierbei sei durch fO, ... f®) eine aus den Vektoren p'@, ... p'*) — beispielsweise
mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren — gewonnene Orthogonalbasis mit
(f®, f®) = L und (fO, fO) = ﬁ firi e {1,...,k — 1} gegeben; beachte, dass hier

m Gegensatz zum Buklidischen in Lemma 3.15 nun die gesamte eingehiillte Fliche an-
gegeben ist, nicht nur diejenige Teilfliche ,zwischen® den Berihrpunkten, auf die sich
das spdtere Interesse konzentm’ert}.

5.17 Lemma. Es gelte pq_1(p®, N) # 0 fir alle i € {1,...,k}, die Berihrpunkte
pM. o p®) seien affin unabhangzg (im umgebenden RIFL).

Dann ist das Normalenbiindel Ny; der in Lemma 3.15 definierten Fliche M eine

(d — 1)-dimensionale in Fq i X IF}LK immersierte C' ' -differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Beweis. Dies lisst sich auf die gleiche Art und Weise wie in der entsprechenden Situation
im Euklidischen beweisen (vgl. Lemma 4.5), da auch nun der Normalenvektor im Punkt
Zj’;l N fOEW L p®) i (pP9), N'O) € BU) (mit j € {1,...,k}; es werden die

Bezeichnungen aus Lemma 5.16 Verwendet) gegeben ist durch N, &)
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5.1.4 Bezeichnungen

Fiir die Beweise der Sétze des folgenden Abschnitts 5.2.1 ist es sinnvoll noch einige
Bezeichnungen einzufiihren, die die Lotgeodétischen von Hyperebenen betreffen:

5.18 Lemma. Es sei q € Fyx (mit d > 2 und K # 0). Weiterhin sei § € 5(55{(1)7(1 eine
beliebige Hyperebene mit Normaleneinheitsvektor N € Fé,[o so dass der Punkt q weder
in & liegt noch orthogonal zu & ist. Fs sei p € & der LotfufSpunkt der Hyperebene &, und
0 € R der (beziiglich des Normalenvektors N ) orientierte Abstand von § zum Punkt q.
Es ser Y € IF}LK der Tangentialeinheitsvektor der Lotgeoddtischen n an & im Punkt q
(mit der gleichen Orientierung wie der Vektor N in p; vergleiche auch Abbildung 5.1).

Abbildung 5.1: Die beschriebene Situation fiir K > 0 und d = 2
Dann gilt

q=1Ji(e) - P +j2(0) - N,

Y =—K ja(o) - p+iilo) - N,

N =K js(0) - q+ji(0) - Y sowie
p=iji(e) - q¢+i20) Y.

N TN N N
cr o ot o
N O Ut
N’ e N N

Beweis. Gleichung (5.4) gilt nach Definition von g, Gleichung (5.5) ergibt sich daraus
durch Ableiten nach p, die Gleichungen (5.6) sowie (5.7) sind Linearkombinationen der
ersten beiden (beachte jeweils Lemma 1.2). ©)

5.19 Korollar. Mit den Bezeichnungen aus Lemma 5.18 gilt
j2(0) = {q, N) sowie (e) = V1=K (g, N)>.

Beweis. Diese Gleichungen ergeben sich unmittelbar aus Lemma 5.18 mit Hilfe von
Lemma 5.2. ©

5.2 Hyperflachen

Nun erfolgt die Formulierung und der Beweis der Formeln fiir das kinematische Maf einer
Menge D von Hyperebenen, deren Schnittverhalten beziiglich einer gegebenen Hyperfla-
che , geeignet” ist — mit einer nichttangentialen Hyperebene seien also auch sdmtliche
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Hyperebenen einer Umgebung in D enthalten. In Abschnitt 5.2.1 erfolgt die Angabe der
Voraussetzungen, die Konstruktion der in der Formel benétigten Teilflichen der gegebe-
nen Fliache sowie der Formel selbst. Im Gegensatz zum Euklidischen ergibt sich hier auf
direktem Weg lediglich ein Analogon zu derjenigen Formel, die noch abhéngig von der
Wabhl eines ausgezeichneten Punktes ist. Im anschliefenden Abschnitt 5.2.2 erfolgt der
Beweis analog zum Vorgehen im Euklidischen (vgl. Abschnitt 3.2.3).

5.2.1 Formulierung der Aussage

5.20 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 5.2 sei ¢ € Fy i ein fest gewéhlter
Punkt, und M sei eine kompakte in Fy ¢ (mit d > 2 und K # 0) immersierte unberandete
orientierbare C3-differenzierbare Hyperfliche mit den folgenden Eigenschaften (dabei sei
My € M eine geeignete endliche Vereinigung von C'-Bildern von [-Rechtecken mit
le{l,...,d—3}):

e Es gelte ¢ ¢ M. Fiir alle p € M sei K (q,p) > 0 erfiillt (insbesondere gilt dann
auch |(g, N(p))| < /] K][). Beachte: Ist K < 0, so ist die zweite Eigenschaft stets
erfiillt, ist K > 0, so ist sie genau dann erfiillt, wenn M in der Hemisphére mit
Mittelpunkt ¢ liegt).

e Das Normaleneinheitsbiindel Ny, sei eingebettet in Fy g X IF}L i, d.h die Selbst-
durchdringungen von M seien transversal.

e Die Abbildung ¢4 1: M — R habe Null als reguldren Wert, insbesondere ist so-
mit M) := pa—1({0}) eine (d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M
(vergleiche beispielsweise [7, Theorem 3.2]).

e Die Beriihrpunkte von Mehrfachtangentialhyperebenen an M, die in einem Punkt
mit verschwindender Gauf-Kriimmung tangential an M sind, seien in M, enthal-
ten (fiir hinreichende Kriterien vergleiche die Aussagen in Abschnitt 5.1.2).

Da M orientierbar ist, kann ein Normaleneinheitsvektorfeld N: M — F}L p von M ge-
wahlt werden. Im folgenden werden die mittleren Kriimmungen von M stets beziiglich
dieses fest gewihlten N bestimmt (vergleiche hierzu auch Bemerkung 3.26 {iber den
Einfluss dieser Wahl im Euklidischen, die sinngeméf auch fiir K # 0 gilt).

Weiterhin sei eine Menge D C gc(l[fl),d fest gewahlt. Diese Menge von Hyperebenen
sei die Vereinigung von endlich vielen beschrinkten Zusammenhangskomponenten von
Ec(li_? 4 \ 7 (dabei bezeichne T C Sy_? 4 die Menge aller Hyperebenen, die tangential an
die Mannigfaltigkeit M sind). Schliefllich sei noch (D) das bewegungsinvariante Maf}
der Menge D, d.h. es gilt (fiir die Hyperebenendichte d¢ vergleiche [21, section 1V.17.3.])

u(D) = /5 e

5.21 Definition. Wird mit M>, C M die Menge der Punkte der Mannigfaltigkeit M
bezeichnet, in denen die Tangentialhyperebene noch in mindestens einem weiteren Punkt
tangential an M ist, so sei A 1= M>o U Mg).
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Dann seien die Mengen M* C M sowie M~ C M definiert durch (es werde zur
Abkiirzung ps(p) = j1(0) - p + sign(@a—1(p)) j2(9) - N(p) fiir p € M und § € R gesetzt)

Ti={peM|Fe>0Vi€]0,¢: £(p5(p),%‘ )ED}\ A,

ap 6‘

M~ = {peM[Fe>0V5€]0,e]: ¢ ), )eD}\ A

Also ist M T die Menge der Punkte p € M (bis auf Beriithrpunkte von Mehrfachberiihr-
hyperebenen und Punkte verschwindender GauB-Kriimmung), deren , entlang® der in p zu
M orthogonalen Geoditischen in Richtung sign(yps_1) - N verschobene Tangentialebene
(lokal) in D liegt; entsprechend werde fiir die Menge M~ die in Richtung — sign(¢q_1)- N
verschobenen Tangentialebenen betrachtet.

5.22 Satz. Es werde fir p € M mit o(p) € R wie in Lemma 5.18 der (orientierte)
Abstand der Tangentialhyperebene &(p, N(p)) an M zum Punkt q bezeichnet. Fir K >0
sei & € Eg_1 4K diejenige Hyperebene, deren Normalenvektor durch q gegeben ist.

Dann gilt (im Fall K >0 fiir ¢ ¢D)

DY — ji(dist(q,p)) ¢ [ N v (p) dO
1(D) /EW (1 (2))’ (/0 (j1(p)) p)w (p)

i (dist(q,p)) 7 (2P a4
—/pewﬁ (/0 (j1(0)) dp) wa-1(p) dO

(das hierbei auftretende innere“ Integral wurde in Lemma 1.4 explizit bestimmt). Der
Fall £ € D fiir K > 0 lasst sich wegen

vol(Sy)
2VE'

auf den ersten zurickfiihren.

u(D) = — (€ 14K\ (DUT))

5.2.2 Der Beweis des Satzes

Die hinter dem Beweis stehende Idee ist genau dieselbe wie im Euklidischen (vergleiche
hierzu auch die Erldauterungen in Abschnitt 3.2.3). Wegen der bereits in der Formulie-
rung von Satz 5.22 gelieferten Begriindung werde der Sonderfall fiir K > 0 oBdA nicht
betrachtet.

5.23 Lemma. Fir die in Abschnitt 5.2.1 definierten Mengen gelten die folgenden Aus-
sagen:

1. Die Menge D ist eine offene Teilmenge von 55112,61-

2. Die Mengen M sowie M~ sind offene Teilmengen in M.
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3. Die nichtsinguldren Punkte des (topologischen) Randes von D sind genau durch
diejenigen Hyperebenen gegeben, die tangential an M in einem Punkt von M™
oder M~ sind.

4. Die Menge der singuldren Punkte des (topologischen) Randes von D ist endliche
Vereinigung von C'-Bildern von m-Rechtecken (mit m € {0,...,d —2}). Insbeson-
dere bilden die Punkte nichtverschwindender Gauf-Krimmung, deren Tangential-
hyperebene genau zwei Berihrpunkte mit M besitzt, eine (d — 2)-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit von M.

b. Die Menge derjenigen Punkte im Rand von D, die nicht singuldr sind, bilden eine
C2-differenzierbare (d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von 55[—?@-

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 3.34 fiir die entsprechende Situation im Euklidischen
lassen sich diese Aussage alle auf Voraussetzung 5.20, Definition 5.21 sowie die Lemmas
und Korollare der Abschnitte 5.1.1 und 5.1.2 zuriickfiihren. ®

5.24 Lemma. Firp e M+ UM~ sei der Vektor Y (p) sowie der (orientierte) Abstand
o(p) von p zu q so wie in Lemma 5.18 definiert (beziiglich der Hyperebene &(p, N(p))).
Dann gilt

d—1 jl(diSt(q, p))
(1 (e(p)))*

Beweis. Mit Hilfe von Gleichung (5.6) aus Lemma 5.18 ldsst sich die linke Seite umfor-
men zu

det(dY;...,dY,Y,q) = (—1) @a-1(p) det(dp, ..., dp, N, p).

1
det(dY,....dY,Y,q) = ———
( ? ji(e(p))

Wiederum mit Gleichung (5.6) folgt daraus weiter

det(dY,...,dY, N, q)

1
— —— det(dN,...,dN, N, q).
(j1(e(p))) | v

Da p sowohl orthogonal zu N(p) als auch orthogonal zu den partiellen Ableitungen von
N in p ist, und all diese Vektoren eine Basis des Gesamtraumes bilden (beachte: Die
GauB-Kriitmmung in p verschwindet nicht) lasst sich dies weiter umformen zu

_ KD Gepan, o an, vy = ESUEP) o an AN )
(i1 (e(p)))" ety (i1(e(p)))" SR

j1(dist(q,
= (-1 d‘l‘wwd—l(zﬂ) det(dp,...,dp, N,p). ©

(i1 (o(p)))"

5.25 Folgerung. Die Aussage von Satz 5.22 ist richtig.
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Beweis. Die Hyperebenen £ € Ec(ll_?’d, die nicht den Punkt ¢ enthalten, sind eindeutig

gegeben durch ihren Abstand o zum Punkt ¢ sowie die Geodétische 7, die durch den
LotfuBBpunkt von £ und den Punkt ¢ bestimmt ist. Mit Hilfe der Formel fiir die Hyperebe-
nendichte d¢ in Abhéngigkeit von g und 7 gilt dann (vgl. [21, formula (17.41) in IV.17.3])

. d—
u(D)z/ d¢ = déz/ (ir(0))" " do A dn
¢eD ¢ep\L) ¢(emen\)

d—1,d d—1,d

Da die Menge D nach Entfernung aller Hyperebenen, die den Punkt ¢ enthalten, sicher-
lich orientierbar ist, kann nun — wie in Folgerung 3.35 fiir die entsprechende Situation im
Euklidischen — der Satz von Stokes fiir Fliachen mit Singularititen angewendet werden
(beachte Lemma 5.23), und es folgt (beachte: Da der Integrand auf den Ursprungshyper-
ebenen nach Anwendung des Satzes von Stokes nach Lemma 1.4 auch hier verschwindet,
miissen diese im folgenden nicht separat betrachtet werden)

[ 00 0) 0

Wird jetzt jede Geodétische n mit ihrem (normierten) ,,Startvektor” Y (n) in ¢ identifiziert
(vgl. Lemma 5.18), so gilt weiter

! / (/Qm(' (p)"d ) det(—dY. av, Y, /K| - q)
— T a0 Jilp Y el — yoee ity sy 4Ly “q).
(d—=1)! Jevyeap o !

Nach Definition der Teilflichen M+ und M~ von M (vgl. Definition 5.21) und Lem-
ma 5.23 ergibt sich nun (beachte: Die Orientierung von 0D ist durch den Satz von
Stokes vorgegeben, die Gewichtung der jeweils zugehorigen Teilflichen von M ergibt
sich dann hieraus wie im Euklidischen im Beweis von Folgerung 3.35)

_ Ed—l_)d;! /pEM+</Og(p)(j1(p))d_ldp> det(dY,...,dY,Y, /K] - q)

_%/pm— (/Og(p)(jl(p))dldp> det(dY,...,dY,Y, /K] - ).

Anwenden von Lemma 5.24 fithrt nun zur zu zeigenden Aussage. ®©

5.3 Flachen beliebiger Kodimension

In diesem abschlieBenden Unterkapitel wird das Ergebnis fiir orientierbare Hyperflichen
auf Mannigfaltigkeiten allgemeiner Dimension verallgemeinert. Die Vorgehensweise hier-
bei ist identisch — fiir die hier betrachteten von einem gewéhlten Punkt abhéngigen
Formeln — zu derjenigen im Euklidischen in Unterkapitel 3.3.
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5.3.1 Formulierung der Aussage

5.26 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 5.3 sei ¢ € Fy x ein fest gewéhlter
Punkt, und M,, sei eine kompakte in F; x (mit m € {0,...,d — 1}, d > 2 und K # 0)
immersierte unberandete C*-differenzierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit, oder es
gelte M, = @ (jedoch nicht fiir alle m zugleich). Setze dann M := Ufn;lo M, und
Ny = Uz:o/\/’Mm

Weiterhin seien die folgenden Eigenschaften erfiillt (dabei sei N,y € Ny eine ge-
eignete endliche Vereinigung von C%Bildern von [-Rechtecken mit [ € {0,...,d — 3};
mit , Beriihrpunkten® sei jeweils das Tupel aus Punkt mit Normalenvektor in E; X Sy_;
gemeint):

e Es gelte ¢ ¢ M. Fiir alle p € M sei K (q,p) > 0 erfiillt (insbesondere gilt dann
auch |(g, N(p))| < v/]K]). Beachte: Ist K < 0, so ist die zweite Eigenschaft stets
erfiillt, ist K > 0, so ist sie genau dann erfiillt, wenn M in der Hemisphére mit
Mittelpunkt ¢ liegt).

e Das Normaleneinheitsbiindel Ny, sei eingebettet in Fy g X IF}L K-

e Die Abbildung p4_1: Ny — R, d.h. die Lipschitz-Killing-Kriimmung, habe Null
als reguléren Wert, insbesondere ist Vo) := @417 ({0}) eine (d — 2)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von N (vergleiche beispielsweise [7, Theorem 3.2]).

e Verschwindet die Lipschitz-Killing-Kriimmung in genau einem der beiden Beriihr-
punkt einer Doppeltangentialhyperebene, und ist in diesem Beriithrpunkt die Ab-
bildung M) — IFil’ > (0, N') — N’ lokal keine Immersion, so seien beide Beriihr-
punkte in N,y enthalten.

Aufgrund der Aussagen in Abschnitt 5.1.2 kann oBdA davon ausgegangen werden, dass
alle Beriihrpunkte von Mehrfachtangentialhyperebenen an M, die in einem Punkt ver-
schwindender Lipschitz-Killing-Kriimmung tangential an M sind, in NV, enthalten seien.

Weiterhin sei eine Menge D C Sc(ll_(l)’d fest gewahlt. Diese Menge von Hyperebenen
sei die Vereinigung von endlich vielen beschrinkten Zusammenhangskomponenten von
Ec(llfi 4 \ 7 (dabei bezeichne T C 86(1127 4 die Menge aller Hyperebenen, die tangential an
die Mannigfaltigkeit M sind). Schliefllich sei noch (D) das bewegungsinvariante Maf}
der Menge D, d.h. es gilt

u(D) = /@dg.

5.27 Definition. Es werde mit N>y C N, die Menge der (p, N) € Ny bezeichnet,
fiir die die Hyperebene £(p, N) in mehr als einem Punkt tangential an M ist. Dann ist
N =Ny \ (N 5o U /\f(o)) das Normalenbiindel ohne die Ausnahmepunkte.
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Dann seien die Mengen N C Ny sowie N~ C N definiert durch (es werde zur
Abkiirzung ps := j1(0) - p + sign(pg_1(p)) j2(d) - N fiir (p, N) € Ny und § € R gesetzt)

N = {(p,N) € N'[sign(pa—1(p, N)) <0 A 3e>0VY5 €]0,¢[: £(ps, %) €D},
N7 = {(p,N) € N'[sign(a-1(p. N)) >0 A3e>0V5 €]0,¢[: 5(;05,%) € D}.

5.28 Satz. FEs werde fir (p, N) € M mit o(p, N) € R wie in Lemma 5.18 der (orientier-
te) Abstand der Tangentialhyperebene §(p, N') an M zum Punkt q bezeichnet. Fiir K >0
set £ € Eg1 4K diejenige Hyperebene, deren Normalenvektor durch q gegeben ist.

Dann, gilt (im Fall K > 0 fiir € ¢ D)

D) — ji(dist(q,p)) Q(p’N).l d-14 (N dO
11(D) oex (in(olon )" (/0 (j1(0) p)sod (p )—KNM(p,N)

. ji(dist(q, p)) ole:N), a-14 N do
/(p,N)eN (31 (o(p, N)))d </0 ((e)) p>gpd71(p’ ) Ky, (p, N)

(das hierbei auftretende innere® Integral wurde in Lemma 1.4 explizit bestimmt). Der
Sonderfall £ € D fiir K > 0 ldsst sich wie in Satz 5.22 auf diesen Fall zuriickfihren.

Beweis. Diese Aussage lasst sich mit Hilfe der Aussagen iiber Parallelflichen in Ab-
schnitt 2.2.2 genauso auf Satz 5.22 zuriickfiithren wie dies in der entsprechenden Situation
im Euklidischen in Abschnitt 3.3.2 durchgefiihrt worden ist. ©

5.29 Korollar. Das Ergebnis von Satz 5.28 lisst sich weiter umformen zu

_ jn(dist(g,p) ( [*P0) ay do
(D) /(p,N)eN+uJ\/’— (ol V)’ ( /0 (G1(») P)|<Pd—1(p,N)|—KNM(p’N>

(der Sonderfall é’ € D lasst sich wie zuvor auf dieses Ergebnis zuriickfihren).

Beweis. Dies folgt wegen der Definition von A" und N~ (vgl. Definition 5.27) unmit-
telbar aus Satz 5.28. ©
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6 Spharen im Nichteuklidischen

Nachdem im vorigen Kapitel 5 das kinematische Maf} einer ,, geeigneten“ Menge von Hy-
perebenen in den nichteuklidischen Rdumen konstanter Kriimmung bestimmt worden ist,
wird nun in Unterkapitel 6.1 entsprechend der Vorgehensweise im Euklidischen (vgl. Un-
terkapitel 4.1) das kinematische Maf einer , geeigneten Menge von Sphéren bestimmt.

In den abschliefenden beiden Unterkapiteln wird das Grenzverhalten der Formeln fiir
die Sphéren bei wachsendem Radius betrachtet: Im Sphérischen (in 6.3) ergibt sich die
in Kapitel 5 nicht erhaltene Formel fiir Hyperebenen, die unabhéngig von der Wahl eines
ausgezeichneten Punktes ist, im Hyperbolischen (in 6.4) ergibt sich eine Formel beziig-
lich des Schnittverhaltens von Horosphéren. Zuvor werden jedoch in Unterkapitel 6.2
Vorbetrachtungen zu den Horosphéren durchgefiihrt.

6.1 Spharen

In diesem Unterkapitel wird — vollig analog zum Vorgehen im FEuklidischen in 4.1 —
das kinematische Maf3 einer , geeigneten Menge von Sphéren bestimmt. Zuvor werden
wieder die von mehrfach tangentialen Sphéren eingehiillten Flédchen sowie von den Be-
rithrpunkten dieser Sphéren gebildeten Flachen untersucht.

6.1.1 Beriihrflachen

Wie im Euklidischen (vgl. Abschnitt 4.1.1) werden auch nun im Nichteuklidischen in
diesem Abschnitt zunéchst die von den Beriihrpunkten mehrfach tangentialer Sphéren
gebildeten Teilflachen des Normalenbiindels untersucht. Insbesondere werden damit hin-
reichende Kriterien fiir die Voraussetzungen der nachfolgenden Sitze in den Abschnit-
ten 6.7, 6.3.1 sowie 6.4.1 bereitgestellt.

6.1 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei M,, stets eine m-dimensionale in [Fy x
immersierte C'-differenzierbare unberandete Mannigfaltigkeit (mit m € {0,...,d — 1},
d>21>3und K # 0), oder es gelte M,, = @ (jedoch nicht fiir alle m zugleich).
Setze dann M = UZ;O M,,. Die Mannigfaltigkeit Ny, 1= Ufn_:lo Ny, sei eingebettet in
Eg x F} i Weiterhin sei 7 > 0 fest gewdhlt; ist K > 0, so gelte zusitzlich 7 < VR

SchlieBlich sei ¢ € Sa i eine Sphire mit Radius r, die in den k (verschiedenen)
Punkten pV), ... p*) € M tangential an M sei (fiir k € {1,...,d}). Es sei NV € Sy_;
derjenige Normalenvektor von M in p\@), fiir den j;(r) - p¥) — jo(r) - N der Mittelpunkt
der Sphire C ist, es gilt also ¢ = ¢, (j1(r) - p9 — jo(r) - ND) (fiir j € {1,...,k}).

153
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Um die im weiteren Verlauf des Kapitels auftretenden Terme {ibersichtlicher gestalten
zu konnen, erfolgt die folgende Definition:

6.2 Definition. Es sei ¢ € R. Dann sei p.: Ny — F, i diejenige Abbildung, die jedem
Punkt des Normalbiindels den zugehorigen Punkt der Parallelfliche M. zuordnet, es gilt
also

pe: Nu — Fak, (0, N) —ji(e) - p—jo(e) - N.

Weiter sei N.: Ny — F (11’ 5 diejenige Abbildung, die jedem Punkt des Normalbiindels
den (kanonischen — im Falle der Nichtregularitét der Parallelfliche) Normalenvektor im
zugehorigen Punkt der Parallelfliche M, zuordnet, es gilt also (vgl. Lemma 2.49)

Ne: Ny = Flig, (0, N) = —(K jo(e) -p+ji(e) - N).

Die folgenden beiden Lemmas entsprechen den jeweiligen Aussagen im Euklidischen
(vergleiche Lemma 4.2 bzw. Lemma 4.3); die Beweise iibertragen sich jeweils unmittel-
bar, die Aussagen konnen also wieder auf die Eigenschaften der Parallelflichen, die in
Kapitel 2.2 untersucht worden sind, zuriickgefiihrt werden.

6.3 Lemma. Fs sei —j;g:; in keinem der Punkte (p\), NU)) € Ny eine Hauptkriimmung

(fiir j € {1,...,k}), die Vektoren K jo(r)-p® +ij1(r)- NO ... K jo(r)-p®) 45, (r)- N®)
seien linear unabhdngig.

Dann gibt es (fir j € {1,...,k}) eine offene Umgebung N C Ny von (pU), NU)),
so dass BY) eine (d — k)-dimensionale C'~'-differenzierbare immersierte Untermannig-
faltigkeit von Ny ist. Dabei sei BY) definiert durch

BY:={(p, N)e ND|Vie {1,....k} 3, N)eNDmit ¢ (p.(p, N)) = (0. (0, N'))}-

6.4 Lemma. Fs sei —j;g:; in keinem der Punkte (p9), NU)) € Ny eine Hauptkriimmung

(fir j € {2,...,k}), jetzt jedoch sei genau eine der Hauptkriimmungen in (ptV), N1)

gleich —%, 0BdA gelte r,(pV), NW) = —% Ferner sei (pV), NM) ein requlirer

Punkt der Abbildung k1: Ny — R; setze Ny := R ({01,

ja(r)
Es gebe ein ¢ € R, fiir das die Parallelfliche M. im Punkt j(g) - p®Y) — ja(e) - N
ja(r)
ja(r)
zu o (Nimy) im Punkt ji(g) - pY — ja(e) - N sind (beachte: Existiert so ein € € R, so
gelten diese Eigenschaften nach Lemma 2.49 fir alle ¢ € R bis auf endlich viele; die

Hauptkriimmung —j;g:; werde beziiglich (pV), NM) bestimmt). Insbesondere ist —j;g:;

keine mehrfache Hauptkriimmung in (pV, NW), und es gibt eine (bis auf die Orien-
tierung) eindeutige Hauptkrimmungsrichtung V€ Fy . Schlieflich seien die Vektoren
K jo(r) - pW +31(r) - NV K Go(r) - p®) +51(r) - N® sowie V' linear unabhdngig (im
umgebenden R ).

Dann gibt es (fiir j € {1,...,k}) eine offene Umgebung NV C Ny von (p), NO),
so dass BY) eine (d — k — 1)-dimensionale C'~*-differenzierbare immersierte Unterman-
nigfaltigheit von Ny ist. Hierbei sei BY) gegeben durch (es werde ./\f((rl)) = NN Ny

requldr ist, und die Hauptkrimmungsrichtungen zur Hauptkrimmung — transversal
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und J\f((f)) =N fir j #1 gesetzt)

BO:={(p, N)e NI |Vie {1, ...k} 30, N)eNDmit G (pe(p, N)) =G (p- (0, N'))}-

6.1.2 Hiillflachen

Mit Hilfe der im vorangegangenen Abschnitt 6.1.1 untersuchten Fliachen, die von den
Beriihrpunkten von mehrfach tangentialen Sphéren gebildet werden, werden in diesem
Abschnitt die von diesen Sphéren eingehiillten Flachen betrachtet. Diese Fliachen treten
in den Formeln der nachfolgenden Sétze in den Abschnitten 6.1.3 sowie 7.3.2 auf.

In diesem Abschnitt seien dieselben Voraussetzungen wie in Abschnitt 6.1.1 erfiillt
(vgl. Voraussetzung 6.1).

6.5 Konstruktion. In keinem der Punkte (pU), NU)) € N sei —EE:; eine Haupt-

kriimmung (fiir j € {1,...,k}), die Vektoren N,(pt"), NM) ... N,(p*, N®)) seien line-
ar unabhéngig.

Dann ist die von den Mehrfachtangentialsphéren mit & Beriihrpunkten an M lokal um
pM eingehiillte Fliche M gegeben durch (vergleiche Lemma 6.3 fiir die Definition von
BY) fiir j € {1,...,k})

M = {p.(p, ("D, N'W), N(X, (oW, N'D), L (0, N0 (0D, N0y e BY fiie
je{L,... k} mit ¢ (p(pD, N'D)) = ¢ (p,(pV), N'D)) und A€ Sy }.

Hierbei sei der Vektor N (fiir die jeweiligen Werte von A und (P, N (p'®) ) N
aus der Definition der Flache M) definiert durch

k
N (0, N, (8, N0y = 35 - 0,
j=1

wobei f(, ..., f®) eine aus den Vektoren N, (p'™V, N'M) ... N,.(p® N'®)) gewonnene
Orthonormalbasis ist.
Ein Normalenvektor an die von den k-fach beriihrenden Sphéren eingehiillte Fléche im

v

Punkt p,(p,(p'™, N'OY, N\, (p™, N'DY, . (p'™), N'®)))) ist dann gegeben durch (es
seien jeweils (P, N'Dy e BY) fiir j € {1,...,k} und A € S;_; so wie in der Definition
von M gewéhlt)

Nr = _(K ja(r) 'pr(p/(l), N/(l)) +j1(r) - N()\,N’(l),N’@)).

Wie in der entsprechenden Situation im Euklidischen (vgl. Lemma 4.5) ergibt sich
nun, dass das Normalenbiindel der eingehiillten Flachen regular ist:

6.6 Lemma. In keinem der Punkte (p9), NU)) € Ny sei —j;g:g eine Hauptkrimmung

(fir j € {1,...,k}), die Vektoren N,(p®, NW), ... N,(p®) N®) seien linear unabhdn-
gig-

Dann ist das Normaleneinheitsbiindel Ny der in Konstruktion 6.5 definierten Fliche
M eine (d — 1)-dimensionale in Fax x Fy ; immersierte C'=1-differenzierbare Mannig-
faltigkeit.
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6.1.3 Formulierung der Aussagen

6.7 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 6.1 sei M, stets eine kompakte in
F4 x immersierte unberandete C3-differenzierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit
m €{0,...,d—1}, d > 2 sowie K # 0), oder es gelte M, = ¢ (jedoch nicht fiir alle m
zugleich). Setze dann M := Ufn_:lo M,, und Ny = Ufn_:lo Ny, . Weiterhin sei r > 0 fest

us

gewdhlt; ist K > 0, so gelte zusétzlich r < ; N

Es werde (fiir & € N) mit B, C Ny die Menge derjenigen Punkte (p, N) € Ny
bezeichnet, fiir die die tangentiale Sphére (.(ji(r) - p — jo(r) - N) in genau k Punkten
tangential an M ist. Weiterhin sei B,y C B, eine geeignete Vereinigung von C?-Bildern
von [-Rechtecken mit [ € {0,...,d—k—1}. Schliefllich seien die folgenden Eigenschaften
erfiillt (mit ,Bertihrpunkten® sei jeweils das Tupel aus Punkt mit Normalenvektor in
Fax x Fj ; gemeint):

e Das Normaleneinheitsbiindel Ny sei eingebettet in Fq x x Fy .

e Die offene Teilmenge Ny von Ny habe endlich viele Zusammenhangskomponenten
(vgl. Definition 2.61).

e Die singuldren Punkte der Menge B, seien Teilmenge einer endlichen Vereini-
gung von C-Bildern von m-Rechtecken (mit m € {0,...,d — 3}). Vergleiche Ab-
schnitt 6.1.1 fiir hinreichende Kriterien hierfiir.

e Fiir k € {3,...,d} seien die singuldren Punkte von B, (als (d — k)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit; insbesondere sei keine Sphére in mehr als d Punkten tangen-
tial an M) in By, enthalten (vergleiche auch Abschnitt 6.1.1; B, \ B besitze
endlich viele Zusammenhangskomponenten.

e Die Beriihrpunkte von Sphéren, die in einem Punkt, in dem eine Hauptkriimmung

gleich —j;g:g ist, tangential an M sind oder die nicht affin unabhéngig sind, seien

in UZ:Q B, enthalten.

o Ist K > 0 so gebe es einen Punkt ¢ € Fy, dessen Abstand zu M gréfler als r
ist. Dieser spiele die Rolle des Punktes ¢, in Abschnitt 2.2.6 beim Berechnung der
Windungszahlen.

Es werde mit 7, C S, die Menge aller Sphéren bezeichnet, die tangential an M sind.
Dann sei eine Menge D, C &, fest gewihlt. Diese Menge von Sphéren sei die Vereinigung
von endlich vielen beschrénkten (im Fall K < 0) bzw. den Punkt ¢ nicht enthaltenden
(im Fall K > 0) Zusammenhangskomponenten von Sy, \ Z,. Es sei D C F, i die Menge
der Mittelpunkte der Sphéren aus D,, d.h. es gilt

D ={p e FaxlG(p) € D}

Der Rand von D wird dann offensichtlich von einer Teilmenge der Parallelfliche M, zu
M im Abstand r gebildet. Schliefllich sei noch p(D,) das bewegungsinvariante Mafl der
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Menge D, d.h. es gilt

u(D,) = /< = v

6.8 Definition. Es seien die offenen Mengen N, C N}, sowie N~ C N, definiert
durch (setze zur Abkiirzung N7 == Ny \ Ui_s Bri)

N ={(p.N)eN'|3e€]0,r[ V5 €]0,&[: &(Pr—o,(p3)s(p. N)) € D, },
N = {(p, N)e/\/’|35€}0,r[v5 €10,e[: G(Prior Ny 50 N)) € Dr}

(fiir die Definition der Abbildung o, vergleiche Definition 2.72, fiir die Definition von p.
Definition 6.2). Weiterhin sei B, die Menge der nichtsinguldren Punkte des Randes von
N und B, die Menge der nichtsinguldren Punkte des Randes von N .

6.9 Konstruktion. Die Definitionen der (im allgemeinen nicht reguléren) Hyperflachen
M, (vgl. Konstruktion 4.8), My, und M, (fiir k € {2,...,d}; vergleiche Konstruktion 4.9
bzw. Konstruktion 4.10), sowie M, (vgl. Konstruktion 4.12) iibertriigt sich wortwortlich
aus dem Euklidischen in die hier vorliegende Situation mit K # 0.

Wie im Euklidischen ergeben sich nun die folgenden beiden Sétze (vergleiche Satz 4.13
bzw. Satz 4.14). Die Beweise iibertragen sich jeweils direkt auf die hier vorliegende
Situation (vergleiche Lemma 4.15 bzw. Korollar 4.16).

6.10 Satz. Es qilt
d—

1
dO dO
D, z/ we, dV+ S B / A__/ o),
/~L( ) - M, Z 5,d ( )( ot 2 /—KNM = j /—KNM)

7=0

insbesondere ist die Windungszahl beziiglich der Fliche M, wohldefiniert (fir die Defini-

tion der Funktion é%) vergleiche Definition 2.52).

6.11 Satz. Es gilt

d—1
w(D,) = / wy, dV — Zé;fl)(r) / o, p; dO
Fa,x j=0 M,

= LK) do do
o (K
+ ;cj,d ) ( /N T / ¢ /—KNM)

6.2 Horospharen

Die Untersuchung der Pedalflichen beziiglich Horosphéren, der von den Beriihrpunkten
von Mehrfachtangentialhorosphéren gebildeten Fliachen sowie der zugehorigen Hiillfla-
chen in diesem Unterkapitel erfolgt weitestgehend analog zur Vorgehensweise bei den Hy-
perebenen im Euklidischen bzw. Nichteuklidischen (vergleiche Unterkapitel 3.1 bzw. 5.1).
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6.2.1 Pedalflache

Wie bereits zuvor bei den Hyperebenen (vergleiche Abschnitt 3.1.1 bzw. Abschnitt 5.1.1)
dienen die in diesem Abschnitt untersuchten von den Lotfuflpunkten von tangentialen
Horosphéren gebildeten Flachen als Hilfsmittel fiir die Untersuchung der Beriihrpunkte
von mehrfach tangentialen Horosphéren im néchsten Abschnitt.

6.12 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei M stets eine m-dimensionale in Fy g
immersierte C'-differenzierbare unberandete Mannigfaltigkeit (mit m € {0,...,d — 1},
d>2,1>3und K <0). SchlieBlich sei noch der Punkt ¢ € F, x fest gewihlt.

6.13 Lemma. FEs sei (,, € HéK) eine Horosphdre. Es sei p € (o und b ein Normalen-
vektor der zu (s zugehirigen Hyperebene, d.h. es gilt (oo = Coo(p, D).

Dann ist der Lotfuf$punkt p(p,b) der Horosphdre ( beziiglich des Punktes q gegeben
durch

11 1
2K (q,0)% (p,b)

B(p,b) = : <2K (q,0) (p,b)* - g — ({p, 1) = (¢,b)?) - b)-

Beweis. Sei z: U — (o eine Parametrisierung der Horosphére (., (fiir geeignetes offenes
U C R42). Da im LotfuBpunkt p der Abstand von Punkten von (., zu ¢ minimiert wird,
gilt (firi e {1,...,d—2})

0 ox
8ui( } - q’8u1>| =0

oz or |
Auy 157" Dug_o ﬁ7p>

eine Basis bilden, und az fir ¢ € {1,...,d—2} orthogonal zu p und b ist. Mit geeigneten
Koeffizienten o, 3 € R gllt daher

Somit liegt ¢ in der linearen Hiille von p und b, da die Vektoren

Anwenden des Skalarprodukts mit b auf Gleichung (6.1) fithrt zu (g, b) = « (p,b). Einset-
zen dieses Ergebnisses in Gleichung (6.1) liefert dann (beachte: Es gilt (p,b) = (p,b) # 0,
da p und p in (. liegen)

(p,b) - q={q,b) - p+ [ (p,b) - b. (6.2)

Bestimmen der Quadrate der Léngen der Vektoren auf beiden Seiten von Gleichung (6.2)
ergibt (beachte: Es gilt (b,0) = 0)

1

L L (g, b +26(0,b) (p,b)>.

(p,0)" =

Auflésen nach § und Einsetzen in Gleichung (6.2) liefert dann das gesuchte Ergebnis. ©
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6.14 Korollar. Seip € Fqx und N € Fy ;. mit (p, N) = 0.
Dann sind die beiden Horosphdren durch p mit Normalenvektor N in p gegeben durch

Coo(p, V=K -p+ N) sowie (o (p,V/—K - p— N). Fiir den LotfufSpunkt p(p,b) dieser Ho-
rosphdren gilt dann (mit b :=+/—K -p+ N bzw. b:=+—K -p—N)

_ 1 1 2
B(p,b) = N TR <—2K<q,b>-q+(1+K<q,b> )-b).

Beweis. Setze b:=+/—K-b+s-N (fir s € {—1,+1}). Die Vektoren vy, ..., va-1 € Fy
seien so gewihlt, dass v1,...,v4-1,vV—K - p, N eine Orthonormalbasis von R%*! bilden.
Sei nun y € (oo (p, b). Mit geeigneten Skalaren Aq,... A1 € R gilt dann

d—1
y=p+ > Ai-vitAV=K p+Ayi-N.

=1

Aus (y — p, by = 0 folgt N\gr1 = s A\g. Damit ergibt sich dann aus K (y,y) = 1, dass
V=K &,
M= 2 A
gilt, die Horosphére (. (p,b) ldsst sich somit parametrisieren via

d—1 d—1
v—K
Y- Rd_l _>Coo(p7b)7<>‘17'”7)‘d—1) Hp—i_z)\lvz—i_T ZA?b
=1 =1

Die partiellen Ableitungen im Punkt p sind gegeben durch die Vektoren vy, ..., v, 1, die
allesamt orthogonal zu N sind. Also sind ((p, V—K - p+ N) sowie (o (p,vV—K -p — N)
die beiden gesuchten Horosphéren. Die Formel fiir den Lotfufpunkt p ergibt sich dann
direkt aus Lemma 6.13. ®

6.15 Definition. Es sei N eine offene Teilmenge des Normaleneinheitsbiindels Nj;.
Dann sei N die zu N gehorige Pedalfliche, d.h. die Fliche, die von den Lotfupunkten
(beziiglich des Punktes ¢) der an M tangentialen Horosphéren gebildet wird. Es gilt also
(vergleiche auch Korollar 6.14)

N ={p(p,V—K -p+ N)|(p.N) e N'}
(beachte: Diese Definition ist abhéngig von der Wahl des Punktes ¢ € Fy k).

6.16 Lemma. Es sei s € {—1,4+1} und N eine offene Teilmenge des Normalenbiin-
dels Ny, so dass fiir alle (p, N) € N die Hauptkriimmungen k;(p, N) # s/ —K erfiil-
len (firi € {1,...,m}). Weiterhin liege der Punkt q nicht auf einer der Horosphdren
Co(p, V=K -p+5-N).

Dann ist N eine (d — 1)-dimensionale in F 4 immersierte C'~*-differenzierbare Man-
nigfaltigkeit. Ferner ist fir (p, N) € N ein (im allgemeinen nicht normierter) Normalen-
vektor der Fliche N im Punkt p(p,b) gegeben durch (es seib:=+/—K -p+s-N)

(1_K<Q7 b>2) ’ ﬁ(pa b)

N(@(p, b)) = —\/%_K-6+K<q,b>-(<q,N>-p— (4:p)-N)+

S
2
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Beweis. Es sei (p, N) € N und (z,n): U — N eine Parametrisierung einer Umgebung
von (p, N) in V' (fiir geeignetes offenes U C R*"'). Es sei b: U — FY - die zugehorige Pa-
rametrisierung der Normalenvektoren der zu den tangentialen Horosphéren zugehérigen
Hyperebenen von R, d.h. es gilt

b: U — Fy e ur V=K -z(u) + s - n(u).

Eine Parametrisierung der Pedalfliiche NV in einer Umgebung von p(p,V/—K - -p+s-N)
ist dann gegeben durch (vgl. Korollar 6.14)

y: U — Fyr,u— plx(u),b(u)).

Somit sind fiur i € {1,...,d — 1} die partiellen Ableitungen dieser Parametrisierung
gegeben durch

%)-(K-q_ﬁ'b)jL(lJFK(q’b)Q)'gqfi)'

Da nach Voraussetzung alle Hauptkriimmungen von s+/—K verschieden sind, sind die

Vektoren aab yeees au linear unabhéngig. Da ¢ nicht in der linearen Hiille der Vektoren

b>aa_qfl""’au liegt (Wegen q € Fyg), und da 1 + K (g,b)* # 0 ist (sonst lige der
Punkt ¢ auf der zugehorigen Horosphire), folgt daraus die lineare Unabhéngigkeit der

partiellen Ableitungen z* Dy IR auady,l .

dy 1 1 <2<
du;  2v—KK (g,0)2 \"\T

Es ist also noch zu zeigen, dass der angegebene Vektor N(p(p, b)) Normalenvektor an
die Fliche A im Punkt p(p,b) ist. Aufgrund von (es seii € {1,...,d — 1})

b
<§_@i’ z) = \/_1K <<qq’,81§> (K (q,b) (g, ) + \/1_K) sowie
<§—3 "= ¢_1 KK <<qq’,az§l> (K (0.t} {a,m) = 5)

ist ein Vektor, der orthogonal zu allen partiellen Ableitungen und ungleich p ist, gegeben
durch

ﬁ::—\/i_K-b—I—K<q,b>-((q,n>-x—(q,x)~n).

Fiir das Skalarprodukt dieses Vektors mit p gilt

<ﬁ7ﬁ> == (1 - K <Q7 b>2),

2K

daher folgt die Aussage, da der gesuchte Normalenvektor jetzt (bis auf die Orientierung)
gegeben ist durch n — K (n,p) - p. ©
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6.17 Lemma. Fs sei s € {—1,+1} und (p, N) € Ny ein Punkt, so dass genau eine
Hauptkrimmung r; in (p, N) gleich s/ —K st (fir geeignetes j € {1,...,m}). Weiter-
hin sei N C Ny eine offene Umgebung von (p, N), so dass fir alle (p', N') € N der
Punkt q nicht auf einer der Horosphdren (s (p,v/—K - p' + s+ N') liegt.

Ferner sei s/ —K ein requlirer Wert der Abbildung /{j‘N, d.h. insbesondere ist durch
Noy = NNk = ({svV—K}) eine (d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Ny
gegeben (vergleiche beispielsweise [7, Theorem 3.2]). Schlieflich sei noch die Abbildung
b: Ny — IF&K,(p/,N’) — V=K -p' +s- N eine Immersion. Fir (p',N') € N
sei No(p', N') € Fy . ein Normalenvektor der durch b immersierten Fliche in b(p', N')
(vergleiche hierzu auch die folgende Bemerkung 6.18).

Dann st ./\7(0) eine (d — 2)-dimensionale in Fqx immersierte C'=2-differenzierbare Un-
termannigfaltigkeit. Fin weiterer Normalenvektor (neben N aus Lemma 6.16) ist gegeben

durch
No(p(p, b)) := (1 + K {q,b)*) - No — 2 K (g, No) - ¢ — 2V—K K{q, No){q,b) - p(p, b).

Es gibt eine offene Teilmenge von ¥y k, in der der Punkt q gewdhlt werden kann, so dass
die Vektoren N und Ny sogar eine Basis des Normalenraums bilden.

Beweis. Es sei (z,n): U — Ny eine Parametrisierung einer Umgebung von (p, N) in
Ny, b: U — Fy o die zugehorige Parametrisierung der Normalenvektoren der zu den
tangentialen Horosphéren zugehérigen Hyperebenen von R*! und y: U — F, i die Para-
metrisierung der Lotfufipunkte dieser Horosphéren (beachte: Die Abbildungsvorschriften
sind jeweils im Beweis von Lemma 6.16 angegeben; es sei ein offenes U C R9~2 geeignet
gewdhlt). Dann sind die partiellen Ableitungen der Parametrisierung y linear unabhén-
gig, da nach Voraussetzung die Abbildung b: N — IF& 5 eine Immersion ist (vergleiche
den Beweis von Lemma 6.16), und es folgt die erste Behauptung.

Es ist also noch zu zeigen, dass der angegebene Vektor Ny(j(p, b)) Normalenvektor an
die Flache /\7(0) im Punkt p(p, b) ist. Wegen (es sei i € {1,...,d— 2}; fiir die Gestalt der
partiellen Ableitungen von y vergleiche den Beweis von Lemma 6.16)

el b 2
<g_y7N0> _ 1 (@ 50) (4. No) sowic (@,@ _ 1 (¢ 5,.) 1+ K {q,b)
U V=K (q,b)? Ju; V—K (g,b)? 2K
ist ein Vektor, der orthogonal zu allen partiellen Ableitungen und ungleich p ist, gegeben
durch

= (14 K () - N~ 2K o, o) o

Fiir das Skalarprodukt von n mit p gilt
<ﬁ7ﬁ> =2 \% -K <Q7 N0> <Q7 b>7
der Vektor Ny ist dann gegeben durch i — K (n,p)-p. Wird ¢ so gewahlt, dass (g, Ny) = 0
ist (vergleiche hierzu auch nachstehende Bemerkung 6.18), so gilt
O PR L S '
WETIVRE T (@b

sowie (No, q) =0,
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wegen 1 + K <q,b}2 # 0 (da ¢ auf keiner der beteiligten Horosphéren liegt) sind die
Vektoren N und N also linear unabhéngig. Die letzte Behauptung folgt dann, da diese
beiden Vektoren offensichtlich stetig von der Wahl des Punktes ¢ abhéingen. ©

6.18 Bemerkung. Da in Lemma 6.17 die Abbildung b: N — Fj; eine Immersion
ist, wird in F§ ; eine (d — 2)-dimensionale Fliche parametrisiert. Diese besitzt somit
einen zweidimensionalen Normalenraum. Die Einschrankung des Skalarprodukts des um-
gebenden R™! auf den Tangentialraum von FY, in b(p/, N') (fiir (p/, N') € N(g)) ist
positiv semidefinit, genau die Vielfachen von b(p’, N) selbst besitzen die Lénge Null.
Daher kann ein (bis auf die Orientierung eindeutiger) Normalenvektor Ny(p', N') mit
(No(p', N"), No(p/, N')) = 4+1 an b(N(g)) in b(Nys) gewihlt werden. Insbesondere ist der
Orthogonalraum von Ny eine Hyperebene in R4, die Fy i stets in einer Hyperebene von
F4 x schneidet. Dies wird in den Beweisen des folgenden Abschnitts 6.2.2 von Bedeutung
sein.

6.2.2 Beriihrflachen

Durch die in diesem Abschnitt untersuchten Fliachen, die von den Beriithrpunkten der
mehrfach tangentialen Flédchen gebildet, werden wieder hinreichende Kriterien fiir die
Voraussetzungen der nachfolgenden Sétze im Abschnitt 6.4.1 bereitgestellt. Die Vorge-
hensweise entspricht derjenigen bei der Untersuchung derselben Flédchen beziiglich Hy-
perebenen (vergleiche Abschnitt 3.1.2 bzw. 5.1.2).

6.19 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei M,, stets eine m-dimensionale in F, x
immersierte C'-differenzierbare unberandete Mannigfaltigkeit (mit m € {0,...,d — 1},
d>2,1>3und K < 0), oder es gelte M,, = @ (jedoch nicht fiir alle m gleichzeitig).
Setze dann M := Ufn_:lo M,,. Weiterhin sei die Mannigfaltigkeit Ny, = qu_:lONMm
cingebettet in Fg i X Fy .

Schliefflich sei eine Horosphire 500 € HéK) gegeben, die in den £ verschiedenen Punkten
p), e ,p¥) € M tangential an M sei (fiir k € {1,...,d}). Ein Normaleneinheitsvektor

von (s im Punkt p@) sei fiir j € {1,...,k} gegeben durch N € F .. OBdA seien
diese so orientiert, dass

bi=v—K -p» - NU =...= /=K .p® — N®)
erfiillt ist, b ist also ein Normalenvektor der zur Horosphére foo zugehorigen Hyperebene
in R4,

6.20 Lemma. Simtliche Hauptkrimmungen in den Punkten (p), NW) ... (p®), N#)
seien von —/—K werschieden. Die Berihrpunkte pV, ... p®) seien linear unabhingig
(im umgebenden R ), sie liegen also nicht in einer (k — 1)-Ursprungsebene von Fy k.

Dann gibt es (fiiri € {1,...,k}) eine offene Umgebung N C Ny von (p®, N®), s0
dass BY eine (d — k)-dimensionale C'='-differenzierbare immersierte Untermannigfaltig-
keit von Ny ist. Dabei sei BY definiert durch

BY = {(p,N) e NOIVe{1,... .k} 3/, N)END: (e, 1) = G, 1)},
wobei b:=+/—K -p— N und b/ :=+/—K -p' — N’ gesetzt werde.



6.2 Horosphdren

163

Beweis. Es sei der Punkt ¢ € Fy x so gewihlt, dass er nicht auf der Horosphére é’oo liegt.
Wie im Beweis von Lemma 3.8 reicht es auch hier aus zu zeigen, dass die Normalen-
vektoren N(p(p",d)),... N(p(p™, b)) linear unabhiingig sind (vgl. Lemma 6.16). Ange-
nommen, sie wiren linear abhéngig. Dann gébe es Skalare a; € R (fiir j € {1,...,k}),
so dass

Za; p7,0)) =0 (6.3)

eine nichttriviale Linearkombination der Null ist. Anwenden des Skalarprodukts mit dem
Vektor ¢ auf diese Gleichung fithrt zu

1 (1+ K q,
= 0.
AWV-KK (g} Z“ﬂ

Der Punkt ¢ ist so gewéhlt worden, dass er nicht auf der Horosphére é’oo liegt, insbe-
sondere ist er ungleich dem LotfuBpunkt von (s, damit gilt (1 + K (g, )) # 0 (vgl

Lemma 6.14). Somit muss E?Zl a; = 0 gelten.
Einsetzen von Zle a; = 0 in Gleichung (6.3) fithrt zu

k
Zo‘j : ((CLN(J')) p9 — (g, p) .N(j)) —0.
j=1

Mit Hilfe von b = v—K - pi¥) — NO) (fiir j € {1,...,k}) lisst sich dies umformen in

k k

(@.0) -y a;-pV = (g, ) a;-pP)-b.

j=1 j=1

Da der Vektor b die Lange Null hat, der Vektor Z Q- pY) aufgrund der linearen

Unabhéngigkeit der Punkt jedoch positive Linge und (g, b) nach Wahl von ¢ nicht ver-
schwindet, liegt ein Widerspruch zur Annahme vor. Die Normalenvektoren sind also wie
gewiinscht linear unabhéngig. ©

6.21 Lemma. Es sei firj € {1,2} eine Folge von Punkten (pl ), N ) € N gegeben, so
dass in all diesen Punkten samtlzche Hauptkrimmungen von —+/—K wverschieden sind
(mit © € N; die Punkte (pZ ,N(l)) und (p; @ N( )) sollen dieselben Figenschaften wie

1

(pV, N und (p@, N?)) in Vomussetzung 6 19 erfillen. Weiterhin gelte

(p, N) := lim (p{”, N{) = lim (p{?, N{?).

] 7 ) )
1—00

Dann ist im Punkt (p, N) € Ny mindestens eine Hauptkrimmung gleich —/—K.

Beweis. Dies lisst sich analog zur entsprechenden Situation fiir Hyperebenen im Eukli-
dischen (vgl. Korollar 3.9) auf Lemma 6.20 zuriickfiihren. ©
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6.22 Lemma. Siamtliche Hauptkrimmungen in den Punkten (p, N@), ... (p*), N®)
seien von —+/—K wverschieden, jetzt jedoch sei genau eine der Hauptkrimmungen im
Punkt (pV), NO) gleich —/—K, und es seien die Voraussetzungen von Lemma 6.17
erfillt. Die Beriihrpunkte pV, ... p®) seien linear unabhingig (im umgebenden R*1),
sie liegen also nicht in einer gemeinsamen (k — 1)-Ursprungsebene von Fy i, der Vektor
No(pD, N(l)) set nicht in der linearen Hiille dieser Punkte enthalten.

Dann gibt es (firi € {1,...,k}) eine offene Umgebung N C Ny von (p¥, N®), so
dass B(()i) eine (d — k — 1)-dimensionale C'=2-differenzierbare immersierte Untermannig-
faltigkeit von Ny ist. Dabei sei Béi) definiert durch (es werde ./\/0(1) = N N N und
No(i) = N fiiri #1 gesetzt)

By = {(n, N) e Ng" Vi e {1, .k} 30, N) €NT: GopB) = G0 1)},
wobei b:=~/—K -p— N und b/ :=+/—K -p' — N’ gesetzt werde.

Beweis. Es sei der Punkt ¢ € F; i so gewihlt, dass er zum einen nicht auf der Horosphé-
re Qtoo liegt, zum anderen (g, No) = 0 erfiillt (vergleiche Lemma 6.17 fiir die Definition
von Ny und Bemerkung 6.18 zur Wahl von ¢, insbesondere kann zusétzlich noch erreicht
werden, dass (¢,b) gewisse Werte nicht annimmt). Wie im Beweis von Lemma 3.10
reicht es aus zu zeigen, dass die Normalenvektoren N (5(p™,b)),..., N(B(p®, b)) sowie
No(p(p™D, ZA))) linear unabhéngig sind (vergleiche Lemma 6.16 und Lemma 6.17). Ange-
nommen, sie wiren linear abhéngig, dann gibe es Skalare o; € R (fir j € {0,...,k}),
so dass eine nichttriviale Linearkombination der Null gegeben ist durch

a0 Mo, ) + D i NG, ) = 0. (6.4)

Anwenden des Skalarprodukts mit ¢ auf diese Gleichung liefert (wegen (g, No) = 0)
S o = 0. Wiire ag = 0, so konnte man Gleichung (6.4) wie im Beweis von Lemma 6.20

zum Widerspruch fithren, es kann somit oBdA «ag := (1 + K {q, ?))2)_1 gesetzt werden

(beachte: Es gilt 1 + K (q, 5)2 £ 0, da ¢ nicht gleich dem LotfuBpunkt von (s ist).
Einsetzen von Zle a; = 0 in Gleichung (6.4) und Umformen analog zur Vorgehens-
weise im Beweis von Lemma 6.20 ergibt

k
No+ K (g, b)- > ai- ({g,b) - p — (q.p") - b) = 0.

=1

Umformen dieser Gleichung fiihrt direkt zu
~ k . ~ k: . ~
No+ K {g,0)” > a;-p =K {(g,b)-(¢.> p™)-b. (6.5)
i=1 =1

Ist (g, 5} = 0, so liegt direkt ein Widerspruch vor, da Ny sicherlich nicht gleich dem Null-
vektor ist (vgl. Lemma 6.17). Sei dies im folgenden also nicht der Fall. Wegen Zle a; =0
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liegt der Vektor Zle a; - p genauso in der Hyperebene mit Normalenvektor b wie die
Vektoren Ny und b. Nach Voraussetzung sind Zle a;-p und N linear unabhingig, wie
zu Beginn des Beweises festgestellt kann der Punkt ¢ somit derart gewéhlt werden, dass
(g, b) einen Wert annimmt, fiir den die linke Seite von Gleichung (6.5) kein Vielfaches
des Vektors b ist. Damit liegt ein Widerspruch zur obigen Annahme vor. ©

6.23 Lemma. Fir alle i € {k+1,... k) sei keine der Hauptkrimmungen in den Punk-
ten (p@, N gleich —/—K, fiir alle i € {1,. ,l;:} dagegen sei genau eine der Haupt-
krummungen in den Punkten (p®, N@) glezch —V-K (fiir geeignetes ke {2,...,k}).
Weiterhin seien die Vektoren Ny(p U N, No(p®), N, p(k) .., p® linear unabhdingig
(im umgebenden R ). Schlieflich seien fiir i € {1,...,k} in den Punkten (p®, N®)
die Voraussetzungen von Lemma 6.17 erfillt.

Dann gibt es (firi € {1,...,k}) eine offene Umgebung N@ C Ny von (p, N®), so
dass B((J%) von einer (d—k—1)-dimensionalen C'=2-differenzierbaren Untermannigfaltigkeit
von Ny tberdeckt werden kann. Dabei sei B(()f)) definiert durch (zur Abkiirzung werde

./\/’éj) =N NNy fir j € {1,...,k} und ./\fo(j) =N firje{k+1,... k} gesetzt)
Bl == {(p, N)e NS |Vj e{1,... .k} 30/, N) eN'D mit (oo(p,b) = Gl 1)},
wobei b:=+/—K -p— N und b/ :=+/—K -p' — N’ gesetzt werde.

Beweis. Es sei (29, n®): U — Ng (fiiri € {1,..., k —1}) eine Parametrisierung einer
Umgebung von (p() N®) in N (fur geeignetes offenes U C R?72); weiterhin sei die
Parametrisierung b: U — FY ., u — V=K - 29 (u) — n)(u) gegeben (beachte: Diese ist

unabhéngig von i). Betrachte dann die entsprechend dem Vorgehen in der entsprechenden
Situation im Euklidischen konstruierten Hilfsflichen (vgl. Lemma 3.11), die durch die
Parametrisierung 2(V: U x R — F, g via

25 (w, A) = B (A) -2 (w) = o (V) -0 (w), (1(N) + V=K j2(N)) - b)

gegeben sind (vgl. Korollar 6.14). Die partiellen Ableitungen dieser Parametrisierung
speziell fiir A = 0 sind gegeben durch (es sei j € {1,...,d —2})

82“) 1 1 ob 1 2 -
Ty hoo = 2y T @1 g (K 0= gy 0 + (1 Klad?) 50).
o (0) |

aax oo =~V 'ﬁ(x(’)(u>, b(u)) + b(uw).

Da p(2® (u), b(u)) orthogonal z 5(p™, b) linear
unabhéngig. Die zu zeigende Aussage erglbt sich jetzt hiermit auf genau die gleiche Art
und Weise wie in der entsprechenden Situation im Euklidischen (vgl. Lemma 3.11). &

6.2.3 Hiillflachen

In diesem Abschnitt seien dieselben Voraussetzungen erfiillt wie in Abschnitt 6.2.2 (vgl.
Voraussetzung 6.19). Durch elementare geometrische Uberlegungen ergibt sich dann das
folgende Lemma:
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6.24 Lemma. Siamtliche Hauptkrimmungen in den Punkten (p, NW), ... (p*) N®)
seien von —/—K werschieden. Die Berihrpunkte p™), ... p® seien linear unabhingig
(im umgebenden R*™), sie liegen also nicht in einer (k — 1)-Ursprungsebene von Fy k.

Dann ist die von den Mehrfachtangentialhorosphdren mit k Berihrpunkten an M lokal
um pY) eingehiillte Fliche M gegeben durch (vergleiche Lemma 6.20 fiir die Definition
von BY) fiir j € {1,...,k})

k k )k ;
_ N Y 0Py p'® SN .p/(z)> , , ,
— (@) i=1"" ) Lai=1 7 (/) AG) (9)
M = { E_l Ai-p'" + YK (/DY) b (p"Y, NV eBY) und

k
A €[0,1] fur je{l,... k} mit Z/\j =1 sowie (oo (P, V) = (o ('Y, b')}7
=1

wobei der Vektor b fiir die entsprechenden Punkte (p'9), N'0)) € BY) gegeben sei durch
Vi=+—K-pU — N'U) (beachte: Dies ist unabhingig von j€{1,... k}).

6.25 Lemma. Siamtliche Hauptkrimmungen in den Punkten (p", NW), ... (p*) N®)
seien von —/—K wverschieden. Die Berihrpunkte pV, ... p®) seien linear unabhingig
(im umgebenden R ) sie liegen also micht in einer (k — 1)-Ursprungsebene von Fq .

Dann ist das Normalenbiindel Ny, der in Lemma 6.24 definierten Fliche M eine
(d — 1)-dimensionale in Fq g X F}LK immersierte C'='-differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Beweis. Es sei (0, nM): U — BW eine Parametrisierung einer Umgebung des Punk-
tes (p), NW) in BM (fiir geeignetes offenes U C R*; vergleiche Lemma 6.20), und
(z0), n0)): U — BUY) sei die zugehorige Parametrisierung der entsprechenden Umgebung
von (p¥), NW) (fiir j € {2,...,k}). Ferner sei b: U — Fy ;- die Parametrisierung der
Normalenvektoren der zu den (mehrfach) tangentialen Horosphéren zugehorigen Hyper-
ebenen von R es gilt also b := /=K - 29 — nl9) (unabhingig von der Wahl von
jed{l,...,k}). B

Eine Parametrisierung y: [0,1]*~! x U — Fy i der Fliche M ist dann lokal gegeben
durch

. - ; 1— K (8 A 2@ (), 8 x - a(u))
yr (Aw) = Y A o) + 2 K (zW(u), b(u)) o),

=1

wobei Ay :=1— Zi.:ll \; gesetzt werde. Mit Hilfe von y ldasst sich dann das zugehorige
Normaleneinheitsbiindel NV; parametrisieren via

) k—1 1 y(\ u)
Dass die partiellen Ableitungen dieser Parametrisierung stets linear unabhéngig sind,

ldasst sich genauso wie in der entsprechenden Situation fiir Sphéren im Euklidischen
beweisen (vergleiche den Beweis von Lemma 4.5). ©
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6.3 Grenzverhalten bei wachsendem Radius fur K > 0

™

Mit Hilfe des Grenziibergangs r — Wi des Radius der betrachteten Sphéren ergibt sich
aus dem Ergebnis des vorherigen Unterkapitels die in Kapitel 5 nicht auf direktem Weg
erlangte Formel fiir das kinematische Maf} einer , geeigneten“ Menge von Hyperebenen,
die unabhéngig von der Wahl eines ausgezeichneten Punktes ist. Die Vorgehensweise
entspricht hierbei vollig derjenigen im Euklidischen (vgl. Unterkapitel 4.2), insbesonde-
re iibertriagt sich die in Abschnitt 4.2.2 erlduterte Beweisidee unmittelbar. Erst bei der
endgiiltigen Bestimmung des Grenzwertes im abschlieBenden Abschnitt 6.3.7 ergibt sich
insofern ein Unterschied, als im Sphérischen einige Terme im Grenzwert nicht verschwin-
den.

6.3.1 Formulierung der Aussage

6.26 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 6.3 sei M,, stets eine kompakte in
F4 5 immersierte unberandete C3-differenzierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit
m € {0,...,d— 1}, d > 2 sowie K > 0), oder es gelte M,, = @ (jedoch nicht fur alle m
zugleich). Setze dann M := U:;lo M,, und Ny, := Ufn;lo N, -

Weiterhin seien die folgenden Eigenschaften erfiillt (dabei sei MV, C Nj eine ge-
eignete endliche Vereinigung von C!-Bildern von [-Rechtecken mit [ € {0,...,d — 3};
mit ,Beriihrpunkten® sei jeweils das Tupel aus Punkt mit Normalenvektor in Fy x X Sy
gemeint):

e Es seien die Anforderungen an M bzw. Ny in der Aufzihlung der Eigenschaften
von Voraussetzung 5.26 erfiillt.

e Fiir k € {3,...,d} sei die Menge der Punkte von N}, deren zugehorige tangentia-
le Hyperebene M in genau k Punkten beriihrt, eine (d — k)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von Ny, (vergleiche hierzu auch Lemma 5.9). Die Teilmenge die-
ser Punkte, bei denen zusétzlich in einem der Beriihrpunkte die Lipschitz-Killing-
Kriimmung ¢,_1 verschwindet oder die nicht affin unabhéngig sind, sei geeignete
endliche Vereinigung von C2-Bildern von [-Rechtecken (mit [ € {0,...,d—1—k}).

e Das Supremum der Menge derjenigen Radien, fiir die M bzw. NV}, die Anforderun-
gen in Voraussetzung 4.6 erfiillt, sei #f

Schliefflich seien noch die Menge D C & c(llfl) ; von Hyperebenen sowie fiir €0, 5 \7/%[ die

Mengen D, C S, x von Sphéren so wie in Voraussetzung 5.26 bzw. Voraussetzung 6.7
fest gewdhlt, so dass fiir alle (p, N) € Fy i x Sq mit {(p, N) ¢ 7 die Aussage

Imel0, 75l Wl 72l G a(r) -p—ia(r) - N) € Dy <= €(p,N) €D

erfiillt ist. Auch fiir K > 0 treffen dieselben Bemerkungen beziiglich der Wahl von D
und D, zu wie in der entsprechenden Situation im Euklidischen (vgl. Bemerkung 4.18).
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6.27 Konstruktion. Es sei k& € {2,...,d}. Dann seien die Teilmengen A" und N
der Normaleneinheitsbiindel der von den mehrfach an M tangentialen Hyperebenen
eingehiillten Flichen fir K > 0 genauso konstruiert wie im Euklidischen (vergleiche
Konstruktion 3.42 fiir & = 2 bzw. Konstruktion 4.33 fiir k& € {3,...,d}). Die Wohlde-
finiertheit dieser Konstruktion ergibt sich nun aus Korollar 6.51 (im Fall £ = 2) und
Lemma 6.53 (im Fall k € {3,...,d}).

Entsprechend sei auch fiir ungerade Dimension d die Hyperflache M sowie das auf
dieser Fliache definierte Normaleneinheitsvektorfeld analog zur Vorgehensweise im Eukli-
dischen konstruiert (vgl. Konstruktion 4.53). Die Wohldefiniertheit der Windungszahl
beziiglich der Fléache M ergibt sich fiir K > 0 aus Lemma 6.56.

6.28 Definition. Fiir j € {0,...,d — 1} setze

HK) .S VT L4 (=17 I'(%)

j.d T 2 2 F(df;Jrl)P(%_'_l)

Die Konstante \/Ejﬂ_d Eﬁfl) liegt in 7 Q (fiir j gerade und d ungerade) bzw. in Q (in
den sonstigen Féllen).

6.29 Satz. Es gilt

1 d—1
wD)=5vK  lim u(D;).
2 "YVER

6.30 Satz. Fliir gerade Dimension d gilt

2K do do
WD) =Y &y ( /N ¥ Nl / Rz —TNN)

=0
d d—k
_(K) : dO : dO
+ jd (/ sign(pa—x) ©; - / sign(@a—r) @; )7
20 U Voo 8 Nt

fur ungerade Dimension d gilt

d—2
/71 Z:K) doO do
Fa k M = 7 ( v+ /K, - 1/KNM>

d do do
~(K) . .
+ hd </ sign(wa—k) @; - / sign(wa—k) ¢; >
; j=0 ’ N VENy Ny vV EN;

6.3.2 Verhalten der Terme auf der Mannigfaltigkeit selbst

6.31 Lemma. Sei (p, N) € Nyy und k € {0,...,d — 1} die Anzahl der im Punkt (p, N)
verschwindenden Hauptkriimmungen.
Dann ezistiert ein ro €10 [, so dass o.(p,N) = sign(pg_1-r(p,N)) fir simt-

’ 2(}?
liche r €]ro, 7= erfillt ist. Insbesondere gilt o,(p,N) = sign(ea-1(p,N)) fir alle
r€lro, 577z falls wa—1(p, N) # 0 ist.



6.3 Grenzverhalten bei wachsendem Radius fir K > 0

169

6.32 Lemma. Es sei (p, N) € Ny, so dass weder pq_1(p, N) = 0 gilt, noch die Tangen-

tialebene £(p, N') in einem weiteren Punkt als p tangential an M ist.

Dann gibt es ein & G]O’W[ und T E]O,#?[, so dass fir alle § € [—e,¢] \ {0}
und r € |ro, #F[ weder die Sphéren (. (p.(p, —N)) und (. (p.(p, N)) noch die Hyperebene
E(p+0-N,N) tangential an M sind.

Gerade Dimension des umgebenden Raumes
6.33 Lemma. Sei d gerade. Es sei (p, N) € Ny, so dass weder pq_1(p, N) = 0 gilt,
noch die Tangentialebene &(p, N) in einem weiteren Punkt als p tangential an M ist.
Dann gibt es ein rg > 0, so dass die folgenden Aussagen fiir alle r > rq erfillt sind:

1. Ist (p, N) € N, so sind sowohl (p, N) als auch (p,—N) in Nt enthalten.

2. Ist (p, N) € N—, so sind sowohl (p, N) als auch (p,—N) in N~ enthalten.

3. Ist (p, N) € NiF, so gilt entweder (p, N) € N oder (p,—N) € NT.

4. Ist (p, N) € N.7, so gilt entweder (p, N) € N~ oder (p,—N) € N~

6.34 Definition. Sei d gerade. Dann seien fiir » > 0 die folgenden offenen Teilmengen
von N, definiert durch

N = {(p, N) € Int(Ny \N;D)|(p, N) € N oder (p, —N) € N*},
NI = {(p, N) € NP |(p, N) ¢ N* und (p, —N) ¢ N},

T i={(p,N) € Int(Nas \N,7)|(p, N) € N~ oder (p,—N) € N~} sowie
Ne=={p,N) e N7 |(p,N) ¢ N~ und (p, —N) ¢ N~ }.

Nach Lemma 6.33 sind die in Nt enthaltenen Punkte also diejenigen, die noch zur
Menge N~ ,hinzukommen® miissen (fiir grofiere Werte von r), wihrend die Punkte der
Menge N7~ diejenigen sind, die noch ,zu viel* in N, sind, fiir gréfere Werte von r also
nicht mehr in N~ enthalten sein sollten. Das gleiche gilt fiir N.F* und N7~ in Bezug

auf die Menge NI
6.35 Lemma. Sei d gerade, j € {0,...,d— 1} und r > 0. Dann gilt

dO dO dO

. dO
1 _1 J . — o - .
1+ )/Av+% vV Eny, /NJ% vV Eny i /Nﬁ% vV Eny /Nﬁ% vV Eny

sowie

<1+(_1)j)/ ©; do :/ @.i+ (p.&_ @‘i
N VEny I VEay It VEay I VB
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6.36 Korollar. Sei d gerade und r > 0. Dann gilt (fir die Definition der Funktion 5;5)
vergleiche Definition 2.52)

: (éy;)(r) (1+(=1)) (/M sojﬁ(—OTM— s C[l(—ONM))

J

w —w —w W dv.
+ /]F ( SNﬂL+ S/\/';ri SN,,T+ + SN;*)
d,K

Ungerade Dimension des umgebenden Raumes

6.37 Lemma. Sei d ungerade. Es sei (p, N) € Ny, so dass weder pq_1(p, N) = 0 gilt,
noch die Tangentialebene &(p, N) in einem weiteren Punkt als p tangential an M ist.
Dann gibt es ein rg > 0, so dass die folgenden Aussagen fiir alle r > rq erfillt sind:

1. Ist (p, N) e N*, soist (p, N) € Nt und (p,—N) € N~.
2. Ist (p, N) e N—, soist (p, N) € N und (p,—N) € NI

3. Ist (p,N) € NF, so gilt (p, N) € N (falls p4_1(p, N) < 0) oder (p,—N) € N~
(falls @d*l(pa ) > 0)

4. Ist (p,N) € N7, so gilt (p, N) € N~ (falls p4_1(p, N) < 0) oder (p,—N) € N*
(falls ¢a—1(p,N) > 0).

6.38 Definition. Sei d ungerade. Dann seien fiir > 0 die folgenden offenen Teilmengen
von N, definiert durch

= {(p,N) € Int(Ny, \ N;9)|(p, N) € N7 oder (p,—N) € N~ },
“={(p,N) e NJ'[(p,N) ¢ N und (p, —N) ¢ N7},

= {(p,N) € Int(Nys \ N,))|(p, N) € N~ oder (p, —N) € N} sowie
:{( N)ye N |( ‘p, )¢ N~ und (p, — )€N+}

Es gelten die gleichen Bemerkungen wie im Anschluss an die Definitionen der entspre-
chenden Mengen fiir gerades d in Definition 6.34.

6.39 Lemma. Sei d ungerade, j € {0,...,d — 1} und r > 0. Dann gilt

(1-(-1)) </N+%—\/CII<O—W_/—%—\/(?TM>

_/ Lo [ a0 f a0
N ]\/KNM N UV Ewy I T VR
dO dO

- SDJ \/ Nu N & V KNM - Nt & V KN]\/I.
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6.40 Korollar. Sei d ungerade und r > 0. Dann gilt (fir die Definition der Funktion
é%) vergleiche Definition 2.52)

0 do do
o (K 1—(—1) / 7 L )
Z()(c]’d (7’) ( ( ) ) < o Pj /—KNM v 2 /—KNM>
d—1
_ o(K)
7=0 (Cj7d ( ) (/-/\/+ V KNM / KNM )
+/]FdK(wSNT++—w5NTj__—wS ++wsN__>dV.

6.3.3 Hiillflachen von Mehrfachberiihrhyperebenen
6.41 Lemma. Sei (p, N) € N\ (ONTUNT)). Dann ezistiert ro €0, sl o dass
(P, N) ¢ NTTUNTT UNTTUNT

fir alle r €]ro, #?[ erfullt ist.

6.42 Konstruktion. Es sei (p, N) € N'" UN . Insbesondere ist also die Hyperebene
¢(p, N) eine Mehrfachtangentialhyperebene an M, es seien ptV), . .. ) € M die zuge-
horigen Beriihrpunkte (fiir geeignetes k € {2,...,d}). Es gelte gpd 1(p(3 N) # 0 fir

j €{1,...,k}. Somit kann r, €0, g\ﬁ[ SO gewahlt werden, dass jlgm) kleiner ist als die

betragsméiBig kleinste Hauptkriimmung von M in einem der Punkte p», ... p® . Fiir
j€{l,...,k} existieren dann offene Umgebungen N0 C Ay von (pi, N), so dass in
allen Punkten von N'U) die Hauptkriimmungen betragsmiBig grofer sind als ig—g Dies

gilt dann auch fiir die Punkte der offenen Umgebung N'¥) C Ny, von (p¥), —N), die
definiert ist durch

./\7(]) ::{ﬁ> GNM| ENJ)}
Nach Lemma 2.49 sind fiir r € ]ro, [ die Parallelflichen My, und My, regulére

Hyperflichen. Da g (p\¥, N) # 0 1st ex1stlert ein r] E J70, 2\ﬁ[ so dass fir r € |r;, #?[

die Flichen My, und Mg, , die Geodétische n(p¥, N) fiir i € {1,..., k} schneiden.
Sei nun zunéchst r € Jr;, 2%[ Nach obigem schneldet insbesondere d1e Geodétische

n(p, N) die Parallelfliche M) ., d.h. es gibt 0;,(p, N) € [0,7] mit ps, (p, N) € Moy,
Somit gibt es (p(r), N(r)) € NU) mit

i1(r) - p(r) = a(r) - Ny = 1(050) - p = Ja(850) - N (6.6)

Ist r € [0,7;] so setze d,,(p, N) := 0. Ebenso setze 0,,(p, N) := 0, falls (im Gegen-
satz zu den bisherigen Annahmen) ¢, 1 in einem der zugehérigen Beriihrpunkte der
Mehrfachtangentialhyperebene £(p, N) mit M doch verschwindet.

Schlielich sei fiir r €10, ; \F[ die Abbildung 6,: N'— R definiert durch

6. N =R, (p,N) — max({01,(p, N),...,0.(p, N)}).



172

Kapitel 6: Sphdren im Nichteuklidischen

6.43 Lemma. Es sei & eine Hyperebene, die genau in den Punkten p™M, ... p%*) e M
tangential an M ist (fir geeignetes k € N). Ein Normalenvektor der Hyperebene & sei N.
Weiterhin seien fiir j € {1,...,k} offene Umgebungen N'O) C Ny von (p), N) gegeben.
Schliefilich werde noch N := Ule NG gesett.

Dann gibt es fir j € {1,...,k} offene Umgebungen NG € ND won (pW),N), so
dass fir (p, N') € Ny \ N kein (p,N) € NY) fiir beliebiges j € {1,...,k} existiert mit
£, N') =&, N).

6.44 Lemma. Es liege erneut dieselbe Situation wie in Lemma 6.43 vor.

Dann gibt es ¢ €10, #f[ und (fir j € {1,...,k}) offene Umgebungen NV C N
von (p¥), N), so dass fiir r G]TO,#R[ und (p', N') € Ny \ N kein (p, N) € N7 fir
beliebiges j € {1,...,k} existiert mit ,(j1(r) - p' — ja(r) - N') = &(1(r) - p — jo(r) - N).
6.45 Lemma. Es gibt ein ro €0, #R[, so dass fir r €|ro, ﬁﬁ[ kein Beriihrpunkt

(p, N) € Ny einer Mehrfachtangentialhyperebene auch Berihrpunkt einer Mehrfachtan-
gentialsphdre vom Radius r 1st.

Wie im Euklidischen kann also im folgenden davon ausgegangen werden, dass die
betrachteten Radien r grofler als ry aus Lemma 6.45 sind.

6.3.4 Von den Parallelflichen zu den Hiillflachen

6.46 Konstruktion. Es sei r €]0, #ﬁ[ Dann sei die Hyperflache M, sowie das Nor-
maleneinheitsvektorfeld N: M, — S, fir K > 0 vollig analog zur Vorgehensweise im
Euklidischen konstruiert (vergleiche hierzu Konstruktion 4.40 fiir d gerade bzw. Kon-
struktion 4.42 fiir d ungerade).

6.47 Lemma. Firr €0, 77=[ gilt

/]F (wMT + wSN;Jr,T — wSN;*,r — wSNTH,r + wSNJ*,) dV = / Wy dV,
d,K

Fy Kk

insbesondere ist die Windungszahl beziiglich der Fldche ]\:L in fast allen Punkten wohl-
definiert.

6.3.5 Wohldefiniertheit

6.48 Lemma. FEs sei & € chf_(f’d eine Hyperebene, die in genau k Punkten an M tangen-
tial ist (fir k€{2,...,d}). Die Beriihrpunkte seien gegeben durch ptV),... p*) € M, es
sei N €Sy ein Normalenvektor von &, es gelte oq_1(pY), N) # 0 fiir je{1,... k}. Wei-
terhin gelte (p™M, N) € O(NTUNT) (damit ist auch (p®, N), ..., (p"®, N)€dNTUNT)
erfillt).

Dann gibt es ro € 0, #@[, so dass fiir r € |ro, #5[ sowie p, p € convex(p™, ..., p¥)
sowohl (vgl. Konstruktion 6.42)

Ps, (50,N) (Y, N) € My UMy U Mye— U Myt
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erfillt ist, als auch, dass die Normalenvektoren in den Punkten ps ;o) ny (ﬁ(l),N) und

Ds.(5,N) (p, N) (jeweils beziiglich der Fliche M,; vergleiche Konstruktion 6.46 in die
gleiche Richtung zeigen, d.h. es gilt

<N(p<5r(]5<1),N) (", N)), N(pdr(;ﬁ@),N) (P, N))) > 0.

6.49 Lemma. Sei (p,N) € BT U B~ mit p4_1(p, N) # 0. Ist (p, N) € B, so setze
o = +1, ist (p, N) € B, so setze 0 := —1 (beachte: Ist (p, N) in beiden Mengen
enthalten, so kann gewdhlt werden, ob (p, N) beziiglich N oder N~ betrachtet werden
soll). Weiterhin sei s :== +1, falls die (kanonische) Orientierung von BT bzw. B~ um
(p, N) beziiglich der angrenzenden Fliche Nt bzw. N~ mit derjenigen beziiglich der
angrenzenden Teilfliche von N nicht tibereinstimmt, ansonsten sei s := —1.

Fiir betragsmdfig gentigend kleines § €| — #X’ #E[\{O} zez’gt_dann der Normalen-

vektor an die Fldche 531[ bzw. S - (jeweils als Teilfliche von M, fir r €]|5|,#ﬁ[;

vergleiche Konstruktion 6.46) im Punkt ps(p, N) in die Parallelfliche M/\'/,é genau dann,
wenn so = —1 1st.

6.50 Lemma. Sei (p, N) € BT U B~ mit pg_1(p, N) # 0. Setze dann (mit den Bezeich-
nungen aus Lemma 6.49)

7 := so sign(gs-2(p, N))

(hierbei ist pq_y beziiglich N zu bestimmen; fiir die Bestimmung von @q_o in singuldren
Punkten gelten dieselben Bemerkungen wie in Lemma 4.46 im Euklidischen).
Es gibt dann rq 6]0,#?[, so dass der Normalenvektor im Punkt p.(p, N) an die

Fliche 5’81 bzw. S’B; (jeweils als Teilfliche der Fliche ]\jlr; vergleiche Konstruktion 6.46)

fiir r €]ro, #f[ genau dann in die angrenzende Parallelfldche M/\T,r zeigt, wenn o = —1
15t.

6.51 Korollar. Die Definition von Ny und Ny in Konstruktion 6.27 ist wohldefiniert.

6.52 Konstruktion. Es sei r 6]0,#?[ und k € {2,...,d} gegeben. Dann sei die
Hyperflache Sy, sowie das Normaleneinheitsvektorfeld auf dieser Fliche fiir X' > 0
vollig analog zur Vorgehensweise im Euklidischen konstruiert (vgl. Konstruktion 4.48).

6.53 Lemma. Es seir €]0,57=[ und k € {2,...,d}. Dann ist die Definition von N

und Ny, in Konstruktion 6.27 ebenso wohldefiniert wie die Windungszahl ws,  beziiglich
der Fliche S, in fast allen Punkten von Fg k.

6.3.6 Trennung der Flachen

6.54 Konstruktion. Es sei r €]0, #ﬁ[ Dann seien die Hyperflichen S, und M, so-
wie die auf diesen Fléchen definierten Normaleneinheitsvektorfelder fiir K > 0 vollig
analog zur Vorgehensweise im Euklidischen konstruiert (vergleiche Definition 4.50 bzw.
Konstruktion 4.51).

Insbesondere ergibt sich auch fiir K > 0 (direkt aus Lemma 6.53), dass die Windungs-
zahl beziiglich der Flache S, in fast allen Punkten von Fg x wohldefiniert ist.
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6.55 Lemma. Sei d gerade und r €0, 2\’;?[ Dann gilt

/ wy dV :/ (ws, +wyy, ) dV,
Fa K Fa x

insbesondere ist die Windungszahl beziiglich der Fliche M, in fast allen Punkten von
Fq x wohldefiniert.

NI [. Dann gilt

6.56 Lemma. Sei d ungerade und r €0, 57—

/ Wy dV:/ (QU)M—I—UJST—}-U)MT) dV,
Fa x Fa ke

insbesondere ist die Windungszahl sowohl beziglich der Fliche M aus Konstruktion 6.27
als auch beziglich der Fliche M, in fast allen Punkten von Fq i wohldefiniert.

6.3.7 Die Bestimmung des Grenzwertes
6.57 Lemma. Die Aussage von Satz 6.29 ist richtig, d.h es gilt

u(D) = VE" tim u(D,).

2 ’I’—>2\/K

Beweis. Dass der Grenzwert von u(D,) fiir r — 2\7;? existiert, wird in Lemma 6.59,

Lemma 6.60 sowie Lemma 6.61 gezeigt werden, er muss dann bis auf eine Konstante
in [0, oo] mit dem bewegungsinvarianten Mafl (D) von D {ibereinstimmen. Zur Bestim-
mung dieser Konstanten kann nun speziell fiir M eine in Fy ;¢ eingebettete Sphire vom
Radius R €10, ;77[ und fiir D bzw. D, (fiir 7 €]0, ;77[) die Menge derjenigen Hyper-
ebenen bzw. Sphiren betrachtet werden, die M schneiden. Es gilt dann (vergleiche [21,
IV.17.4. formula (17.54)] und Satz 6.10; beachte die Symmetrie von M)

. uw(D)  vol(Sq-1) ng(jl(P))dil dp 1 foR(jl(p))dildp
r——T_ - sv=TR /. d— - TR . d—
2VK WD) vol(S4_1) f%,g (J2(P)) 1dp 2 fQ;\ng(J?(P)) 1dp
1 LG T e L it
T 9 (0« -1, 9
Jrle(GIz — )" dp
(beachte: Fiir p € R gilt j2(2\7}E —p) = —\/Ed_1 j1(p)). ©

6.58 Lemma. Firj € {0,...,d — 1} gilt

oy L VT r(5)
lim cg.,d)(r) =3 - 2 - .
T3VE VK T(=5=)T(53 +1)
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Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition der Funktion c( ) (vgl. Definition 2.52) sowie
Lemma 1.9. Beachte, dass die Identitét

(d—l) MEHICE) | DEHIEHIE o I
(4 I(d— )T+ 1)) (AT +1)

erfiillt ist. ®
6.59 Lemma. Mit den in Definition 6.28 definierten Konstanten 5%) qgilt

d—1 d— 1

K

Ay g
2 "7evE \i N+ Nu -

w —w —w w d
+ /]F ( SNFJr,T‘ S/\/',Tf,r SN,j’+,r + SN;rf,r> V)
d,K

< / dO / dO )
7 N+ ! V KN]\/I - V KNM
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Korollar 6.36 (fiir d gerade) bzw. aus Korollar 6.40
(fiir d ungerade) sowie Lemma 6.58. ©)
6.60 Lemma. Mit den in Definition 6.28 definierten Konstanten c d gzlt
d-1
K
vE lim wg, dV

™
"3VK YFax

d—k

dO)

_(K) ( / . /
gn ©Od— k Slgn Pd— k Py
PN e \/KNM V- Ky,

Beweis. Diese Aussage wird genauso wie die entsprechende Aussage im Euklidischen
bewiesen (vgl. Lemma 4.56), der Grenzwert der Konstanten ergibt sich wieder aus Lem-
ma 6.58. ©)

d
k=2 j=0

.

6.61 Lemma. FEs gilt

lim wy; dV = 0.

s
=
"=3VE YFa K

Beweis. Da die ,,Grenzflache® (fir r — 2\7}?) von M, (hochstens) (d — 2)-dimensional ist,
ist es klar, dass das Integral iiber die Windungszahl beziiglich dieser Flache verschwinden
muss. ®)

6.62 Folgerung. Die Aussage von Satz 6.30 ist richtig.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 6.10 und Satz 6.29 mit Hilfe von Lemma 6.57,
Lemma 6.59, Lemma 6.60 sowie Lemma 6.61 wegen Lemma 6.47 sowie (fiir d gerade)
Lemma 6.55 bzw. (fiir d ungerade) Lemma 6.56. ©
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6.4 Grenzverhalten bei wachsendem Radius fuir K < 0

Durch Bilden des Grenzwertes der Sphéarenradien gegen unendlich ergibt sich (bei ge-
eigneter Normierung) aus den in Unterkapitel 6.1 gewonnenen Formeln fiir die Sphéiren
jetzt eine Formel fiir das kinematische Maf einer ,, geeigneten“ (im iiblichen Sinn) Men-
ge von Horosphéren. Diese Formel ist unabhéngig von der Wahl eines ausgezeichneten
Punktes, es treten wieder von mehrfach tangentialen Horosphéren eingehiillte Fliachen
als Teilflachen auf, iiber die integriert wird.

Die Vorgehensweise beim Bestimmen des Grenzwertes entspricht hierbei weitestgehend
derjenigen beim Bestimmen der Hyperebenenformel durch Grenziibergang ausgehend
von der Sphéarenformel im Euklidischen (vgl. Unterkapitel 4.2), die Situation gestaltet
sich insofern etwas einfacher, als die Horosphéren nur von ,einer Seite* durch Sphéren
approximiert werden, wiahrend die Hyperebenen von ,beiden Seiten* approximiert wur-
den. Die in Abschnitt 4.2.2 im Euklidischen erlauterte Beweisidee iibertréigt sich dennoch
ziemlich direkt, der einzige wesentliche Unterschied ist, dass die Fléche M nun in belie-
biger Dimension (und einfacher Gewichtung) auftritt anstatt wie zuvor im Euklidischen
und Sphérischen nur in ungeraden Dimensionen.

6.4.1 Formulierung der Aussage

6.63 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 6.4 sei M,, stets eine kompakte in
F4 5 immersierte unberandete C3-differenzierbare m-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit
m € {0,...,d— 1}, d > 2 sowie K < 0), oder es gelte M,, = @ (jedoch nicht fir alle m
zugleich). Setze dann M = % M,, und Ny := U% N,

Weiterhin seien die folgenden Eigenschaften erfiillt (dabei sei N,y C Ny eine geeig-
nete endliche Vereinigung von C!-Bildern von [-Rechtecken mit [ € {0,...,d — 3}; mit
,Beriihrpunkten® sei jeweils das Tupel aus Punkt mit Normalenvektor in [y x IF}L K
gemeint):

e Das Normaleneinheitsbiindel Ny sei eingebettet in Fg g x Fj 4.

e Fiir m € {0,...,d — 1} sei Null ein reguldrer Wert der Abbildung Ny, — R,
(p,N) =112, (kj(p, N) 4+ v/—K); insbesondere ist Ng), das volle Urbild der Null
unter dieser Abbildung, eine (d — 2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Ny,
(vergleiche beispielsweise [7, Theorem 3.2]).

e Ist in den beiden Beriihrpunkten einer Doppeltangentialhorosphére eine Haupt-
kriimmung gleich —v/— K, und sind die Normalenvektoren (innerhalb von N3, an
Moy linear abhéngig, so seien diese beide in A,y enthalten.

e Fiir k € {3,...,d} sei By die Menge der Punkte von N}y, deren zugehorige tan-
gentiale Horosphére M in genau k affin unabhéngigen Punkten beriihrt, in denen
keine Hauptkriimmung gleich —v/—K ist, eine (d — k)-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von Ny, (vergleiche hierzu auch Lemma 6.20).



6.4 Grenzverhalten bei wachsendem Radius fir K < 0

177

e Fir k € {3,...,d} sei die Menge derjenigen Punkte von Ny, deren zugehdorige
tangentiale Horosphére M in genau k Punkten beriihrt, die aber nicht zu Bj o

gehoren, Teilmenge einer geeigneten Vereinigung von C!-Bildern von [-Rechtecken
(mit 1 € {0,...,d — 1 —Ek}).

e Das Supremum der Menge derjenigen Radien, fiir die M bzw. N}, die Anforderun-
gen in Voraussetzung 4.6 erfiillt, sei oco.

Aufgrund der Aussagen in Abschnitt 6.2.2 kann somit oBdA davon ausgegangen werden,
dass alle Berithrpunkte von Mehrfachtangentialhorosphéren an M, die in einem Punkt
mit einer Hauptkriimmung —v/—K tangential an M sind, in N,y enthalten seien.
Weiterhin sei eine Menge D, C H((iK) fest gewahlt. Diese Menge von Horosphéren
sei die Vereinigung von endlich vielen beschrinkten Zusammenhangskomponenten von
HEIK) \ 7 (dabei bezeichne 7, die Menge aller an M tangentialen Horosphéren). Schlief3-

lich seien fiir » > 0 die Mengen D, C S, x so wie Voraussetzung 6.7 fest gewéhlt, so
dass fiir alle (p, N) € Fy x x IF}LK mit (o(p, vV—K -p— N) ¢ T, die Aussage

Ireg>0Vr>re: G(ji(r) - p—ja2(r) - N) € D, <= (oo(p,V—K  -p— N) € Dy, (6.7)

erfiillt ist. Auch fiir K < 0 treffen dieselben Bemerkungen beziiglich der Wahl von D,
und D, zu wie in der entsprechenden Situation im Euklidischen (vgl. Bemerkung 4.18).

6.64 Definition. Die Abbildung o : Ny — {—1,+1} sei fiir (p, N) € Nj; definiert
durch oo (p, N) := +1, falls die Anzahl der Hauptkriimmungen in (p, N), die kleiner
als —/—K sind, gerade ist, und durch o, (p, N) := —1, falls sie ungerade ist (verglei-
che auch die Definition von o, in Definition 2.72). Fiir (p, N) € N}y ist trivialerweise
lim, o 0.(p, N) = 000(p, N) erfiillt.

6.65 Definition. Es werde mit N >2 € N)s die Menge derjenigen (p, N) € Ny, fur
die (o (p, vV—K - p — N) in mindestens zwei Punkten tangential an M ist.

Dann seien die offenen Mengen N C N, sowie N C Ny, definiert durch (hierbei
werde zur Abkiirzung N7 := N 2 U N (o) gesetzt)

N;: = {(p, N) - N,|E|€>0 ‘v’5€]0,6[2 Coo(p—aoo(nN)(S(pv N)ub(_va N)) € DOO}’
N;: = {(p, N) GN,|E|€>0 V5€]0,6[2 Coo(paoo(p,N)é(p7N)>b(]—)p7 N)) € DOO}

Dabei seien die Normalenvektoren der zu den Horosphéren zugehdrigen Hyperebenen in
R4*L definiert durch (es sei s € {—1,1}, (p, N) € Ny)

b(S,p, N) =V —-K- psaoo(p,N)é(pa N) - Nsaoo(p,N)5(p> N)
(fiir die Definition der Funktionen p. und N. vergleiche Definition 6.2). Weiterhin sei

Bt die Menge der nichtsinguléren Punkte des Randes von N} und B die Menge der
nichtsinguldren Punkte des Randes von N.
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6.66 Konstruktion. Analog zu Konstruktion 3.24 im Euklidischen sei die Menge Z
konstruiert als die Menge von Tupeln (via gemeinsamer Doppeltangentialhorosphéren)
zusammengehorender Zusammenhangskomponenten des Randes (innerhalb des Norma-
leneinheitsbiindels Nys) von N bzw. N und ihrer angrenzenden Teilflichen. Nach
Wahl der Voraussetzungen in Voraussetzungen 6.63 ist die Menge Z wiederum endlich.

Betrachte nun ein festes Tupel Z € Z; es gelte Z = (BM, B N1 N ) Die von
den zu BY bzw. B? gehérigen Doppeltangentialhorospharen emgehullte Fliche (zwi-
schen den beiden Berithrpunkten) werde mit My, bezeichnet (vgl. Lemma 6.24), die
zugehorige Teilmenge (unter Beriicksichtigung eventueller Vielfachheiten) des Normalen-
einheitsbiindels Ny, dieser Teilfliche mit NV (dabei seien die Normalenvektoren derart
orientiert, dass fiir alle (p, N) € Ny die doppelt beriihrende Horosphire gegeben ist
durch (o (p, vV—K - p — N); vergleiche auch den Beweis von Lemma 6.25).

Die Mannigfaltigkeit BY) ist fiir j € {1, 2} jeweils Teil des Randes von AN und Ny.
Stimmt die kanonische Orientierung von BY) beziiglich dieser beiden Fléachen iiberein, so
setze s9) := —1, im anderen Fall setze s§ := +1. Gilt N0 C NE, so setze o) = +1,
gilt dagegen N'U) C /\/* so setze O'(Z.) = —1.

SchlieBlich sei 0% (fiir j € {1,2}) der Wert der Funktion o, auf (der Fortsetzung)
der Fliche N entlang von BY) (in eventuellen Singularititen werde wie im Euklidischen
in Konstruktion 3.24 verfahren).

Dann sei ./\7;r ., die Vereinigungsfliche (unter Beriicksichtigung eventueller Vielfachhei-

ten) all derjenigen Flichen N (fiir Z € Z), fiir die s Z) O'(ZJ) o) = 41 erfiillt ist, sowie

N die Vereinigungsfliche all derjenigen Fliachen Az, fiir die s Z) O'(Zj) o) = —1 erfiills
ist (Jeweﬂs fiir j € {1,2}; die Wohldefiniertheit dieser Definition wird in Korollar 6.87
gezeigt werden). AbschlieBend werde noch N o := N5T  UN; gesetzt.

6.67 Konstruktion. Fiir k € {3,...,d} sei My, die Teilmenge der von denjenigen
Horosphéren eingehiillten Fliche, die in genau & Punkten von Bj o N (9./\_/'27Oo an M tan-
gential sind, die von der konvexen Hiille der Berithrpunkte erzeugt wird (hierbei ist
,konvex* beziiglich Horosphéren gemeint). Die zugehorige Teilmenge des Normalenein-
heitsbiindels Ny, _ dieser Fliche werde mit N« bezeichnet (unter Beriicksichtigung
eventueller Vlelfachhelten die Normalenvektoren seien wie in Konstruktion 6.66 derart
orientiert, dass fiir alle (p, N) € ./\/',Coo die k-fach beriithrende Horosphére gegeben ist
durch Coo(p, V=K -p—N)).

So wie zuvor in Konstruktion 6.66 die Fliche N5 o, in N und N2 aufgeteilt worden
ist, soll dies nun mit N, o, geschehen. Dies wird rekursiv durchgefuhrt werden, daher kann
(dle Flichen NV und N2 sind ja bereits konstruiert) davon ausgegangen werden, dass
die Flichen N £ und N fiir j € {2,...,k — 1} bereits konstruiert sind. Es werde mit
Zy, die Menge der Zusammenhangskomponenten von N}« bezeichnet (wie {iblich unter
Beriicksichtigung eventueller Vielfachheiten).

Sei nun Z € Z, ./\7;6,2 die zugehorige Zusammenhangskomponente von Nk,oo und
Nk—LZ eine der Zusammenhangskomponenten von /\_/k—l,oo mit ON 2 NONy_1.2 # D (be-
achte: Aufgrund der Anforderungen an die Beriihrpunkte von tangentialen Horosphéren
mit mindestens drei Beriithrpunkten in Voraussetzung 6.63 ist die Existenz von /\_fk,l, 7
gesichert).
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Es sei (p, N) ein nichtsingulirer Punkt sowohl von 8Nk 7 als auch von ON}_ z. Ist
Nyi_1.7 eine Teilmenge von Nk—l,oo7 so setze Gy_1(p, N) := +1, ist dagegen Nj_; 7 eine
Teilmenge von Nk’_l,oo, so setze Gj,_1(p, N) := —1. SchlieBlich werde noch 5(p, N) := +1
gesetzt, falls sich Nk—l,Z und /\_fk,z auf verschiedenen Seiten des gemeinsamen Rand-
stiickes befinden, ansonsten werde 5(p, N) := —1 gesetzt. Dann wird & im Punkt (p, N)
definiert durch

616(]57 N) = 5’]{,1(]5, N) g(ﬁ? N) Uc(s_l)(]i N) O—éo]j)(ﬁa N)

(hierbei sind goﬁl]i_(;ll)

und @é’i)k beziiglich der Fortsetzung von /\_/k—l,z bzw. /\_/k,z zZu
bestimmen).

Setze dann &y, 7 := 61,(p, V). Die Unabhéngigkeit von der Wahl des Punktes (p, N) im
Schnitt 6’/\7k,1, ZzN 8/\7k, 7 ist klar; die Unabhéngig von der Wahl der angrenzenden Zu-
sammenhangskomponente von N;_; wird in Lemma 6.89 gezeigt werden. Somit konnen
jetzt die Flichen N7 und NV definiert werden via (wie iiblich unter Beriicksichtigung

eventueller Vlelfachhelten)

71:00 = U Nz bzw. 7,;700 = U Nz

ZGZk: a'kYZ:‘Fl ZGZkZ 5’]@72:—1

Fir k € {2,....d} sei noch By, € N, die Menge der nichtsinguliren Punkte des
Randes der Flache k ~» entsprechend sei l’;’,;oo C N, die Menge der nichtsinguléren
Punkte des Randes der Fliche N, . Weiterhin werde noch Bk,oo = Bf:’oo U B,;oo gesetzt.

SchlieBlich seien noch die Flichen N, N sowie N, definiert durch

d
U A Nz =N baw. N = NEUNZ.
k=2
6.68 Satz. FEs qilt

1(Ds) = (2V=K)"" lim (exp(—v=K (d— 1)) u(D,)).

T—00

6.69 Satz. Es qilt

#(Dso) = ji: <d; 1) % (/m \/m / KNM

d—1

d—j—2
+Z<d_~1>—v_K</ O_OO%,__/ Uoogpj&)‘
=0 J d—1 NE Vi K/\/M N% \/ KNM

6.4.2 Verhalten der Terme auf der Mannigfaltigkeit selbst

6.70 Lemma. Sei (p, N) € Ny, so dass in (p, N) simtlich Hauptkriimmungen von
—+/—K wverschieden sind.
Dann existiert ein ro > 0, so dass o,.(p, N) = 0o(p, N) fiir alle r > ry erfillt ist.
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6.71 Lemma. Fs sei (p, N) € Ny, so dass weder eine Hauptkrimmung in (p, N) gleich
—V/ —K ist, noch die Tangentialhorosphire (s (p, v/ —K - p — N) in einem weiteren Punkt
als p tangential an M 1ist.

Dann gibt es € > 0 und ro > 0, so dass fir alle § € [—¢,¢] \ {0} und r > ry weder
die Sphdren (. (p.(p, N)) noch die Horosphdren (s (ps(p, N), vV—K - ps(p, N) — Ns(p, N))

tangential an M sind.

6.72 Korollar. FEs sei (p, N) € Ny, so dass weder eine Hauptkriiommunyg in (p, N) gleich
—+/—K ist, noch die Tangentialhorosphdre (. (p,/—K - p — N) in einem weiteren Punkt
als p tangential an M ist.

Dann gibt es ein ro > 0, so dass die folgenden Aussagen fiir alle r > ro erfillt sind:

o (p,N)eNT = (p,N) e NS
e (p,N)eN <= (p,N) e N

Beweis. Dies folgt mit Lemma 6.70 und Lemma 6.71 unmittelbar aus der Definition von
NI bzw. N (vgl. Definition 6.65). ®

6.73 Definition. Es seien fiir > 0 die folgenden offenen Teilmengen von N}, definiert
durch

N = Tt (N AT, N = Tt \ A,
N7Fi=Int(N_ \ N,) sowie N7 =Int(N, \ N).

Nach Korollar 6.72 sind die Punkte von N also diejenigen, die noch zu N." | hinzukom-
men® miissen (fiir grofiere Werte fiir r), wihrend die Punkte von N7~ diejenigen sind,
die noch ,zu viel“ in Nt sind, fiir groBeres Werte fiir 7 also nicht mehr in N," enthalten
sein sollten. Das entsprechende gilt fiir ;7" und N~ in Bezug auf die Menge N, .

6.74 Lemma. Firj e {0,...,d— 1} und r > 0 gilt

——— sowre

N+ \/KNM N Koy \/ /N++ \/KNM N+— \/ Nar
o (pj \/ Nu /\F \/ KNM N + \/ KNM Ne ™ 7 KNM.

Beweis. Nach Definition der beteiligten Mengen in Definition 6.73 gilt

/ doO / doO doO doO
i e e 2 .
NFT ! V KNM N ’ V KN]M NEWF ’ V KNM NWE ’ V KNM

Zu den Integrationsgebieten in den Integralen auf der rechten Seite kann nun (wegen des
unterschiedlichen Vorzeichens) jeweils N7 N N hinzugefiigt werden, und es ergibt sich
die erste der beiden gesuchten Formeln. Die zweite wird genauso gezeigt. ©
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6.75 Korollar. Firr > 0 gilt

%(;;(K)(r) ([ o [ o9

i—0 7 NZ& ’ V Ky, N ’ V Ky,

:%(é(K)(T) </ ©; do _/ 90£>)
i 74 N ’ V KN]VI Ny ’ V KNM

+/]F (U)SNT+Jr _wSNi* —U}SN;Jr +’LU5N;7)dV
d,K

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 6.74 mit Hilfe von Satz 2.79. ©

6.4.3 Hiillflachen von Mehrfachberiihrhorospharen
6.76 Lemma. Sei (p, N) € Ny \ (ONTUNT)). Dann existiert ro > 0, so dass

(P, N) ¢ N7TUNT UNTTUNT
fiir alle r > rq erfillt ist.

6.77 Konstruktion. Sei (p, N) € N} UN_. Insbesondere ist die Horosphiire (. (p, b)
(wobei b := /=K - p — N der Normalenvektor der zugehdrigen Hyperebene in R+ ist)
eine Mehrfachtangentialhorosphire an M, es seien (p™M, N), ... (p®) N®) ¢ N, die
zugehorigen Beriihrpunkte (fiir geeignetes k € {2, ..., d}; die Orientierung der Normalen-
vektoren sei so gewihlt, dass b = v/—K -p¥) — NU) fiir j € {1,...,k} erfiillt ist). Keine
der Hauptkriimmungen in den Punkten (pt), N0)) sei gleich —/— K, und es sei ry > 0 so
gewihlt, dass keine dieser Hauptkriimmungen im Intervall | — j;g:g%, —v—K]| liegen. Fiir
j € {1,...,k} existieren dann offene Umgebungen N'¥) C Ay, von (pi¥), NW), so dass
die Hauptkriimmungen in allen Punkten dieser Umgebungen diese Eigenschaft besitzen.

Nach Lemma 2.49 ist fiir r > 7y die Parallelfliche My, , eine reguldre Hyperfliche. Da
keine der Hauptkriimmungen in (p), NU)) gleich —/—K ist, existiert ein 7; > 7o, so
dass fiir r > r; die Parallelfliche My, die Geoddtische n(p), N®) fiir i € {1,...,k}
schneidet.

Sei nun zunéchst r > r;. Nach obigem schneidet insbesondere die Geodétische n(p, V)
die Parallelfliche M) ,., d.h. es gibt §;,(p, N) < r mit ps,, (p, N) € My .. Somit gibt
es (p(r), N(r)) € N mit

jl(T) ']5(7‘) —jz(r) N, = j1(5j,r) P —jz(‘sj,r) - N. (6~8)

Ist r < r; so setze d;,(p, N) := 0. Ebenso setze §;,(p, N) := 0, falls (im Gegensatz zu
den bisherigen Annahmen) die Kriimmungsvoraussetzungen in den Berithrpunkten von
(oo(p, b) doch nicht erfiillt sein sollten.

SchlieBlich sei fiir 7 > 0 die Abbildung 6, : N5 — R definiert durch

6r: Noo = R, (p, N) — max({01,-(p, N), ..., 0k.(p, N)}).
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6.78 Lemma. Es sei (p, N) € Ny, so dass in keinem der zugehorigen Beriihrpunkte
der Horosphire (oo(p,b) mit M eine Hauptkrimmung gleich —v/—K st (hierbei sei
b := V=K -p— N; die Normalenvektoren, beziiglich derer diese Hauptkrimmungen
bestimmt werden, seien so wie in Konstruktion 6.77 orientiert). Dann gilt

lim (r — é,(p, N)) = 0.

Beweis. Sei k die Anzahl der Beriihrpunkte von ((p,b) mit M und j € {1,...,k}.
Umformen von Gleichung (6.8) aus Konstruktion 6.77 fiihrt dann (mit den dortigen
Bezeichnungen) zu

B0 g k) )

ja(r) ja(r) ji(r)
Nach Konstruktion gilt lim,_.o(p,, N;,) = (p¥), NU)), daher ergibt Bilden des Grenzwer-
tes r — oo

V—K -b= lim ‘]1,(5“) -p— lim J2(0;) - N. (6.9)

r—00 Jl(T) r—00 jl(r)

Fiir den ersten der beiden noch zu berechnenden Grenzwerte gilt

i 10 o e(V=K §,) + exp(—vV=Kd,)
B0 T e (VR ) +exp(—v K
b exp(V—=K (6;, — 7)) + exp(—vV—=K (6;, +7))
r—00 1 +exp(—2v—K )
= exp(V—K Tlirgo(dj,r —7))

(beachte, dass stets d;, > 0 erfiillt ist). Da sich der zweite Grenzwert genauso umformen
lasst, ergibt sich aus Gleichung (6.9) und der Stetigkeit der Exponentialfunktion

V-K -b=+v—-K exp(\/j rlingo(éj’r — r)) - b. @)

Die folgenden drei Lemmas ergeben sich nun wie in der entsprechenden Situation
im Euklidischen (vergleiche Lemma 4.37, Lemma 4.38 bzw. Lemma 4.39) durch Zu-
riickfithren auf die Pedalflache (nun von den tangentialen Horosphéren; vergleiche Ab-
schnitt 6.2.1) und das jeweils vorhergehende Lemma:

6.79 Lemma. FEs sei (, eine Horosphdre, deren Berihrpunkte mit M genau durch
(P, ND) o (p® N®)) € Ny gegeben sind (fiir geeignetes k € N), ein Normalen-
vektor der zugehorigen Hyperebene von RT! sei gegeben durch b. Weiterhin seien fiir
je{l,...,k} offene Umgebungen N C Ny von (pU), N gegeben, und NV sei so
orientiert, dass b = /—K -p¥) — NU) erfiillt ist. Schlieflich werde noch N := U§:1 N
gesetzt.

Dann gibt es fir j € {1,...,k} offene Umgebungen NU) C N'O) von (p), ND), so
dass fiir (p,N') € Noy \ N kein (p,N) € J\Ni(j) fiir beliebiges j € {1,...,k} existiert mit
Co(P/s V=K -p' = N') = ((p, V=K - p— N).
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6.80 Lemma. FEs liege erneut dieselbe Situation wie in Lemma 6.79 vor.

Dann gibt es ro > 0 und (fir j € {1,...,k}) offene Umgebungen N C NU) von
(p¥),N), so dass fir v > 7o und (p', N') € Ny \ N kein (p, N) € NI fiir beliebiges
Jje{l,..., k} existiert mit (. (j1(r) - p' —jo(r) - N') = (. (ji(r) - p — ja(r) - N).

6.81 Lemma. Es gibt ein rg > 0, so dass fiir r > ro kein Beriihrpunkt (p, N) € Ny
einer Mehrfachtangentialhorosphdre auch Bertihrpunkt einer Mehrfachtangentialsphdre
vom Radius r ist.

Wie bereits im Euklidischen und Sphérischen kann also im folgenden davon ausgegan-
gen werden, dass die betrachteten Radien r grofler als 7y aus Lemma 6.81 sind.

6.4.4 Von den Parallelflichen zu den Hiillflachen

6.82 Konstruktion. Es sei » > 0. Dann sei die Hyperfliche M, definiert als der Ab-
schluss der Vereinigungsfliche (unter Beriicksichtigung eventuell auftretender Vielfach-
heiten) von My, ., My ., Mypv— ., Myrer ., Sge o S sowie my (VD) und mpy (V)
(fiir die Definitionen der beteiligten Flidchen vergleiche Definition 2.48, Definition 2.66,
Definition 6.8 sowie Definition 6.65). In denjenigen Punkten von M,., in deren Umgebung
diese Fliache eine reguldre Hyperfliche ist (vergleiche Lemma 2.49 bzw. Lemma 2.67),
wird nun das Normaleneinheitsvektorfeld N: M, — F} , definiert.

Ist (p, N) € Nf NNy, |, dh.es gilt p € Ty (NE) N Mgy, so werde N(p) := —N
gesetzt; ist (p, N) € NgNNy,_,, d.h. es gilt p € my (NZ) N My, so werde N(p) := +N
gesetzt.

Ist (p, N) € N7 UNFT, dhees gilt ji(r) - p —Jo(r) - N € My U My, 50
setze N(p —r - N) := +0,(p, N) - N; ist dagegen (p, N) € N-TUNF~, dh. es gilt
ji(r) - p—ja(r) - N € My—+, UM+, so setze N(p—r-N):=—0.(p,N)- N (fiir die
Definition der Abbildung o, vergleiche Definition 2.72).

Auf der Teilfldche S'B;rc , von M, sei N genau entgegengesetzt orientiert zu dem in

Konstruktion 2.69 definierten Normalenvektorfeld N von 5’8; , (beziiglich der Menge

N auf der Teilfliche S - » dagegen stimme N mit dem in Konstruktion 2.69 definierten
Normalenvektorfeld N iiberein (beziiglich der Menge N.).

6.83 Lemma. Fiirr >0 gilt

/ (wM"+wSN‘+r_wSN——T_wSN++T+wSN+—T) dV:/ w]quV,
Fg,x o o T LA Fux
insbesondere ist die Windungszahl beziiglich der Fldche ]\:L in fast allen Punkten wohl-
definiert.

Beweis. Dies erfolgt wie in der entsprechenden Situation im Euklidischen (vergleiche
Lemma 4.41 bzw. Lemma 4.43) durch Vergleichen der Orientierungen und Vielfachhei-
ten der Normalenvektoren auf den zu den jeweiligen Integranden zugehorigen Flichen.
Da die zugrunde liegende Definition (vgl. Definition 6.73) fiir K < 0 jedoch deutlich
sangenehmer® ist als diejenige im Euklidischen (vergleiche Definition 4.24 bzw. Definiti-
on 6.73), ist dies nun deutlich weniger aufwendig. ©
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6.4.5 Wohldefiniertheit

6.84 Lemma. Fs sei (o € H&K) eine Horosphdre, die in genau k Punkten an M tan-
gential ist, die Beriihrpunkte seien gegeben durch (pM, NW) ... (p®) N®)) € Ny ( fiir
k € {2,...,d}; die Orientierung der Normalenvektoren sei dabei wie iblich, vergleiche
beispielsweise Lemma 6.79). In keinem der Berihrpunkte von (. sei eine der Haupt-
kriimmungen gleich —/—K. Weiterhin gelte (p, NW) € ONE UNZ) (und damit ist
auch (p@, N@), ... (p® N®)) € ONE UNZ) erfiillt). Schlz’eﬂlich sez’en Punkte p)

und p® in der konvexen (bzgl. Horosphdren) Hiille der Punkte pt gegeben Es
sei (fiir j € {1,2}) NU) so gewdhlt, dass /—K - ptV) — \/—K pJ) — N erfillt
15t.

Dann gibt es 1o > 0, so dass fir r > rq sowohl (vgl. Konstruktion 6.77)
Ds, (p), N(l))( ) N( )) - MN;*,r U MN;*,T U M/\/’ﬁr*,r U M/\/j*,r

erfillt ist, als auch, dass die Normalenvektoren in den Punkten ps ;1) nay (]3(1), N(l)) und

pér(ﬁ(z),mz))(ﬁ(?), N®) (jeweils beziiglich der Fliche ]\:47«; vergleiche Konstruktion 6.82) in
die gleiche Richtung zeigen, d.h. es gilt

<J\:[(P5 (P, N 1>)( ptt) N( )))aN(p(sr(ﬁ<2)7z\‘/<2))(25(2), N<2)))> > 0.

6.85 Lemma. Sei (p, N) € BL U B, so dass keine der Hauptkrimmungen in (p, N)
gleich —/—K ist. Ist (p, N) € BL, so setze 0 := +1, ist dagegen (p,N) € B, s
setze o := —1 (beachte: Ist (p, N) in beiden Mengen enthalten, so kann gewdhlt werden,
ob (p, N) beziglich N3 oder N betrachtet werden soll). Weiterhin werde s = +1
gesetzt, falls die (kanonische) Orientierung von BY bzw. By, um (p, N) beziglich der
angrenzenden Fliche Nt bzw. N mit derjem’gen beziiglich der angrenzenden Teilfldche
von Nu micht tibereinstimmt, ansonsten setze s := —1.

Fiir betragsmaf$ig geniigend kleines § > 0 zeigt dcmn der Normalenvektor an die Fldche
SB;ro bzw. S — (jeweils als Teilfliche von M, fiir r > &; vergleiche Konstruktion 6.82)
im Punkt ps(p, N) in die Parallelfliche M/\/oo,é genau dann, wenn so = —1 ist.

6.86 Lemma. Sei (p, N) € BL U B, so dass in (p, N) keine Hauptkrimmung gleich
—V—K ist. Setze dann (mit den Bezeichnungen aus Lemma 6.85)

7= 8005(p,N)

(hierbei ist oo in (p, N) beziiglich Ny zu bestimmen; fiir die Bestimmung von o in
singuldren Punkten gelten dieselben Bemerkungen wie in Lemma 4.46 im Euklidischen).

Es gibt dann ro > 0, so dass der Normalenvektor im Punkt p,(p, N) an die Fliche
SB+ bzw. Sz (jeweils als Teilfliche der Fliche M, ; vergleiche Konstruktion 6.82) fiir
r > 1y genau “dann in die angrenzende Parallelfliche MN - zeigt, wenn & = —1 ust.

6.87 Korollar. Die Definition von
niert.

und NQOO in Konstruktion 6.66 ist wohldefi-

OO
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6.88 Konstruktion. Esseir > 0und k € {2,...,d} gegeben. Die Hyperflache Sy, wird
nun entsprechend der Vorgehensweise in der entsprechenden Situation im Euklidischen
(vgl. Konstruktion 4.48) als Abschluss der Vereinigungsfliche (unter Beriicksichtigung
eventuell auftretender Vielfachheiten) der Flichen 7 (Nyoo), M Nioour SOWIE Sg,» (fir
die Definitionen der beteiligten Flédchen vergleiche Definition 2.48, Definition 2.66 sowie
Konstruktion 6.66 bzw. Konstruktion 6.67) definiert. In denjenigen Punkten von Sy, in
deren Umgebung diese Fliache eine reguldre Hyperfliche ist (vergleiche Lemma 2.49 bzw.
Lemma 2.67), wird nun das Normaleneinheitsvektorfeld N: Sy, — Iy ;- definiert.

Sei (p, N) € Npooo Gilt (p,N) € /\7,:00, so setze o(p, N) := +1, ansonsten setze
o(p, N) := —1. Ist p ein reguliirer Punkt der Fliche my; (N} ) (als Hyperfliche), so sei
in p der Normalenvektor N gegeben durch N (p) := 7 (p, N) 0o (p, N))-N. Ist p.(p, N) ein
regulirer Punkt der Parallelfliiche M Nioors 50 s€i in diesem Punkt der Normalenvektor
an die Fliache Sy, gegeben durch

N(ji(r) - p = jo(r) - N) := =3 (p, N) 00e(p, N)) 0,(p, N) - N.

Somit bleibt noch das Normalenvektorfeld N auf den Teilflichen Sg,.» von Sy, zu
definieren. Sei also 6 €]0,7[ und (p, N) € By, so dass ps(p, V) ein regulérer Punkt von
Sp, » ist (vgl. Lemma 2.67). Wie oben werde o(p, N) := +1 gesetzt, falls (p, N) € B}

gilt, ansonsten gelte 6 (p, V) := —1. Dann stimme die Orientierung des Normalenvektors

N(ps(p, N)) an die Fléche Sy, genau dann mit derjenigen des in Konstruktion 2.69
(beziiglich der Fliche N o) definierten Normalenvektors iiberein, wenn

(P, N)oss(P; N)) = +1
erfiillt ist (die Hauptkriimmungen in (p, N), die zur Bestimmung von o, bendtigt werden,
sind dabei beziiglich der Fortsetzung der Fliche NV o zu bestimmen).

Wie in der entsprechenden Situation im Euklidischen (vgl. Lemma 4.49) ergibt sich
jetzt das folgende Lemma:

6.89 Lemma. Es seir > 0 und k € {2,...,d}. Dann ist die Definition von N\ und

N, in Konstruktion 6.67 ebenso wohldefiniert wie die Windungszahl wg,,, beziglich der
Fléche Sy, in fast allen Punkten von Fg k.

6.4.6 Trennung der Flachen
6.90 Definition. Fiir r > 0 iibertragen sich die Definitionen der Fléachen S,., M, und

M (jetzt auch fir gerade Dimension d!) sowie der auf diesen Flachen definierten Norma-
lenvektorfelder direkt aus dem Euklidischen (vergleiche Definition 4.50 bzw. Konstrukti-
on 4.53). Insbesondere ergibt sich die Wohldefiniertheit der Windungszahl (in fast allen

Punkten von F, k) beziiglich der Fliche S, aus Lemma 6.89.

Wie im Euklidischen ergibt sich mit diesen Flidchen das folgende Lemma (vergleiche
Lemma 4.52 bzw. Lemma 4.54)
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6.91 Lemma. Firr >0 gt
/ Wi dV:/ (wM—i—wgr%—wMT) dv,
Fa i Fyq x

insbesondere ist die Windungszahl sowohl beztglich der Fliche M als auch beztiglich der
Fliche M, in fast allen Punkten von F4x wohldefiniert.

6.4.7 Die Bestimmung des Grenzwertes

6.92 Lemma. Sei q€Fy . Eine den Punkt q nicht enthaltende Horosphdre ( EHEZK)
sei dann gegeben durch ihren Abstand o zum Punkt q, ihren Lotfufipunkt p und den
Normalenvektor b € ]F&K der zugehdorigen Hyperebene von R (vergleiche auch Lem-

ma 6.13 bzw. Korollar 6.14; setze N :=+/—K -p—10).
Es set Hgi) - HéK) die Menge derjenigen Horosphdren (o, in deren ,Inneren® der

Punkt q enthalten ist, d.h. ¢ = p,(p,N) erfillt ist, und HéKJ - HéK) die Menge
derjenigen Horosphdren (s, in deren ,Auflengebiet” der Punkt q enthalten ist, d.h.
q = p,(p, —N) erfillt ist.

Dann sind die bewegungsinvariante Dichte d(E und d( der Horosphdren aus Hl(ii)

bzw. Hfiﬁ) gegeben durch

d¢t = exp(V—K (d — 1) ) do A dO sowie
d¢s = exp(—V =K (d — 1) 0) do A dO,

wobei das Oberflichenelement dO zur Einheitssphdre im Tangentialraum von q an Fg x
gehdre (via Tangentialvektoren der Geoddtischen durch den LotfufSpunkt und q).

Beweis. Fiir d = 2 und K = —1 ist dies in [19, section 2], fir d = 3 und K = —1
in [20, section 3| gezeigt worden. Letzterer Beweis iibertréigt sich jedoch unmittelbar auf
beliebige Dimension d und beliebiges K < 0. ©

6.93 Lemma. Die Aussage von Satz 6.68 ist richtig, d.h es gilt

1(Ds) = (2V=E)""" lim (exp(—V=K (d — 1)) (D).

r—00

Beweis. Wie in der entsprechenden Situation fiir K > 0 (vgl. Lemma 6.57) reicht es
auch hier aus, fiir M Sphéren vom Radius R > 0 zu betrachten, und fiir D, bzw. D,
(fiir r > 0) diejenigen Horosphéren bzw. Sphéren zu nehmen, die M schneiden.
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Es gilt dann (vergleiche Satz 6.10 und Lemma 6.92; beachte die Symmetrie von M)

L i (exp(—V=FK (d— 1)) u(D,)

VOl(Sd_l ) T—00

= Tlirlgo (exp(—\/j(d —1)r) /TR
= lim (eXp(—\/j(d —1)r) /

e )

/R (Jim (exp(~v=K) exp(v—K (¢4 7)) —exp(=vV—K (e + r>>))d_1 do

r+R

(i2(0)) " do)

oo 2v—K

= ﬁ /_R(rli_)rglo(exp(\/j 0) —exp(—vV—K (o + 27’))>>d_1 de

- ﬁ /_Rexp(\/j(d— 1)o)de

= ﬁ </0 exp(vV =K (d —1) o) dg—l—/o exp(—V—K (d—1) o) dQ)
1 1

= Dyo).
vol(Sq—1) (2v/—K)d-! #(Do)
6.94 Lemma. Firj € {0,...,d—1} gilt
. (K 1 1 [(d—1 1
Tlgglo(exp(—\/ —-K (d — 1) 7’) Cg-,d)(T)) = H F ( ] ) T
Beweis. Aus der Definition der Funktion 855) (vgl. Definition 2.52) ergibt sich fiir r > 0
I i a1 oK
(d—_l) —K 24 C§-,d)(7")
J

—VR 2 [ (1) () s

0

- /0 (exp(V=K 8) + exp(—vV/=K 6)) 7 (exp(V=K 6) — exp(—vV/—K 6))’ do.

Mit geeignet gewéhlten Konstanten ’Yz'(Ij(c)z bzw. ’yi(ﬁ
sowie :yj(.g) lasst sich dies umformen zu

(jeweils fir i € {1 —d,...,d —2})

T d—2 T
= / exp(V—K (d—1)9)dé + Z %(i)i / exp(V—Kid)dd
0 i=1-d 0
1 1 d—2
_ < (K) . ~(K)
i1V & exp(vV—K (d—-1)r)+ ija PV =K ir) +7;4 1.

Il
—_

i=1—d

Multiplizieren mit exp(—+/—K (d — 1) r) und anschlieendes Bilden des Grenzwertes fiir
r — oo liefert nun die Aussage. ®
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6.95 Lemma. Es gilt (fir die Konstanten c( ) vergleiche Definition 6.28)

T—00

lim (exp(—\/j(d— 1)) (d 1 ]d //\ﬁ \/m / K/\/M )

+ \/]F (wSN7.7+,T o wSNrii,r - wSNﬁ»+,r + wsj\/’,;‘ri,r) dv))
d,K

11 (d—l) 1 (/ do / do )
d—1201 j=0 J \Y% _K]Jrl N ’ V KN]M oo ’ V KNM
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Korollar 6.75 sowie Lemma 6.94. ©

6.96 Lemma. FEs gilt

TIH&(GXp(_m(d —1)r) /]F ws, dV)

(]

1 Ldl(d—l) 1 </ | dO)
I = AN YV < m v R

J]=

Beweis. Entsprechend der Vorgehensweise im Euklidischen (vgl. Lemma 4.56) ergibt sich

d—1
o(K)
wg, dV = (c}d(r) (/ Oco Pj —F— / Too Pj ))
/]deK ]go " N& ! V KNM Ve ’ V KN]\/{
Die Aussage folgt nun aus Lemma 6.94. ©

6.97 Lemma. FEs gilt

lim (eXp(—\/j(d —1)r) / Wy dV) =0.

7—00 Fax

Beweis. Analog zur Vorgehensweise im Beweis der entsprechenden Aussage im Euklidi-
schen (vgl. Lemma 4.57), ergibt sich

|/MwM,«dV|s§(d;1) L] G (iae)) de) lesl =

i
Wie im Euklidischen kann (nach dem Normieren) das Bilden des Grenzwertes r — oo
mit der (duleren) Integration vertauscht werden. Es reicht also aus, zu zeigen, dass das
normierte innere Integral (fiir j € {0,...,d —1}) im Grenzwert verschwindet. Vorgehen
wie im Beweis von Lemma 6.94 fiihrt zu (mit den entsprechenden Konstanten)

VIR 2 lim (exp(—V R (= 17) [ (0)" (1(0)) o)

r—00

= Z 5060 lim (exp(V=K (i + 1= d)r) — exp(V=EK (i6, — (d—1)7)))

i=1—d

+ya lim (eXp(—\/j(d — D) (- 5’“)>'
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Wegen 6, € [0, 7] verschwinden im Grenzwert alle bis auf einen der Summanden, und es
folgt

-y (e VER A= 5 )

Die Aussage ergibt sich dann aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion mit Lemma 6.78.
©

6.98 Lemma. FEs gilt
lim (exp(—V—K (d—1)r) / wy, dV) = 0.
r—00 Fux

Beuweis. Da die Fliche M unabhéingig von r ist (vgl. Konstruktion 6.90), ist dies klar. ©
6.99 Folgerung. Die Aussage von Satz 6.69 ist richtig.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 6.10 und Satz 6.68 mit Hilfe von Lemma 6.95,
Lemma 6.96, Lemma 6.97 sowie Lemma 6.98 wegen Lemma 6.83 und Lemma 6.91. ©
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7 Bander

Bei den Teilflichen, die in den Formeln der vorangegangenen Kapiteln auftreten, war es
durch lokale Uberlegungen immer sehr einfach festzustellen, ob die jeweilige Teilfliche in
der Formel auftritt oder nicht, und wenn sie auftritt, ob sie positiv oder negativ gewich-
tet wird. Insgesamt konnen sich jedoch auf diese Weise ziemlich komplizierte Gebilde
ergeben.

In diesem Kapitel soll nun gezeigt werden, dass es bei besonders ,,schoner* Ausgangs-
situation moglich ist, stets eine einfache Darstellung aller beteiligter Flachen zu finden.
Dabei werden Teilflichen jedoch im allgemeinen mehrmals sowohl positiv als auch ne-
gativ gewichtet werden, wobei es nicht direkt durch lokale Uberlegungen klar ist, wie
diese Gewichtung aussieht. ,Schén® wird in diesem Zusammenhang stets bedeuten, dass
die Zusammenhangskomponenten der betrachteten Mannigfaltigkeit M konvex beziiglich
der bewegten Objekte — also Hyperebenen bzw. Sphéren — seien.

In zwei speziellen Situationen in der zweidimensionalen euklidischen Ebene wurden
Formeln von der in diesem Kapitel betrachteten Art bereits im Jahr 1890 von J. J. Syl-
vester bewiesen (vergleiche den nachfolgenden Satz 7.3 sowie [25]). Sowohl dort als auch
hier werden die Beweise — im Gegensatz zum Rest dieser Arbeit — hauptséchlich nicht dif-
ferentialgeometrischer Natur sein, sondern sie werden mit kombinatorischen Mitteln auf
einfache Grundsituationen zuriickgefiihrt, in denen die in den vorangegangenen Kapiteln
erlangten Formeln angewendet werden kénnen.

In Unterkapitel 7.1 wird dies fiir Hyperebenen im Euklidischen durchgefiihrt werden,
in 7.2 fiir Sphéren im Euklidischen, im abschlieBenden Unterkapitel 7.3 im Nichteuklidi-
schen sowohl fiir Hyperebenen als auch fiir Sphéren.

7.1 Bander beziiglich Hyperebenen im Euklidischen

Die Untersuchung der Schnittformeln beziiglich konvexer Zusammenhangskomponenten
der gegebenen Mannigfaltigkeit M gliedert sich in zwei Abschnitte. In 7.1.1 erfolgt die
Definition der aus Teilen von M und der Hiillflichen gebildeten ,,Basisflichen®, die in
den nachfolgenden Formeln Verwendung finden, sowie die Formulierung der Aussagen
selbst.

Im zweiten Abschnitt 7.1.2 werden die Aussagen bewiesen. Dies erfolgt durch Zuriick-
fithren auf einfache Schnittsituationen, in denen die Ergebnisse aus Kapitel 3 angewendet
werden konnen, und sich die gesuchten ,Basisflichen“ direkt ergeben. Dieses Zuriickfiih-
ren erfolgt mit rein kombinatorischen Mitteln, so dass sich der Beweis ohne Probleme
ins Nichteuklidische tibertrigt (vgl. Abschnitt 7.3.1).
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7.1.1 Formulierung der Aussagen

7.1 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 7.1 seien m kompakte konvexe nicht-
leere Mengen (1, ..., C,, in E; gegeben (mit m € N und d > 2), so dass

die Voraussetzungen 3.22 erfiillt. Aufgrund der Konvexitéat ldsst sich das Normalenein-
heitsvektorfeld N: M — S;_; jetzt so wéhlen, dass alle Normalenvektoren ins Innere der
zugehorigen konvexen Menge zeigen; insbesondere sind nun alle mittleren Kriitmmungen
©0, - - ., Pa—1 positiv. Die Menge D C &;_ 4 sei wie in Voraussetzungen 3.22 fest gewihlt.

7.2 Definition. Es sei B eine kompakte unberandete orientierbare C!-differenzierbare
(d —1)-dimensionale Teilflache der Vereinigungsfliche von M mit den von den Mehrfach-
beriihrhyperebenen eingehiillten Hiilllichen. Dann heifit B Band, wenn B aufler in den
Singularitdten der Hiillfldchen stets regulér ist, und ein stetiges Normaleneinheitsvektor-
feld besitzt (beachte: Dieses Normalenvektorfeld wird im allgemeinen keine Fortsetzung
von N: M — S, 1 sein).

7.3 Satz (Sylvester, 1890). Es sei D) C Ei—1,4 die Menge derjenigen Hyperebenen,
die mindestens eine der gegebenen m Mengen schneiden, sowie D C Ei—1,4 die Menge
derjenigen Hyperebenen, die alle der gegebenen Mengen schneiden.

Dann gibt es fir j € {1,2} Konstanten cz(j) € Z sowie Bdander Bi(j) (miti € {1,...,i9}
fiir geeignetes i%) € N), so dass sich das bewegungsinvariante Maf (DY) der Hyper-
ebenen aus DY) qusdriicken lisst als

()
D) =3 W _,|dO.
1 ) izlcz B@lg&d 2|

Beweis. Fiir d = 2 (und paarweise disjunkte Mengen) ist diese Aussage von Sylvester
in [25] bewiesen worden, die allgemeine Aussage folgt unmittelbar aus dem noch folgen-
den Satz 7.5. ©

7.4 Definition. Sei J C {1,...,m} eine nichtleere Menge. Dann sei die konvexe Menge
C; C E4 definiert durch

Cy = convex(U C;).
jed
Der Rand von Cj ist ein Band gemé&f} Definition 7.2, das im folgenden mit B9 bezeichnet
werde.

Seien Ji,Jy C {1,...,m} zwei nichtleere disjunkte Mengen. Gilt C;, N C, = @, so
gibt es fiir d > 2 zwei Scharen von Hyperebenen, die sowohl tangential an C, als auch
tangential an C';, sind. Durch Fortsetzung der dabei eingehiillten Flédchen auf den Rand
von Cy, bzw. Cj, ergeben sich zwei Bénder. Bei dem einen handelt es sich um Bj ;,,
das andere werde im folgenden mit B}, ; bezeichnet. Die beiden entsprechenden Bénder
im Fall d = 2 werden analog bezeichnet (vgl. Abbildung 7.1). Sind dagegen Cj, und C,
nicht disjunkt, so definiere B} ; := Bj U Bj,.
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Abbildung 7.1: Die Bénder Bj,,;, und Bj ; in der euklidischen Ebene E,

7.5 Satz. Es ezistieren Konstanten ¢; € 7 sowie Binder B; (mit i € I fir eine ge-
eignete endliche Indexmenge 1), so dass sich das bewegungsinvariante Maf$ (D) der
Hyperebenen aus D ausdriicken ldsst als

il PEB;
ZZCz‘ / |%0d—2|d0
el B;

Insbesondere lassen sich die Bdnder so wdhlen, dass sie jeweils einem der zwei Typen
von Bdndern aus Definition 7.4 entsprechen.

7.1.2 Beweis der Aussagen

7.6 Definition. Esseien Jy, Jo, J3 C {1,...,m} drei disjunkte (nicht notwendig nichtlee-
re) Mengen. Dann sei Dy, C ;-1 4 die Menge derjenigen Hyperebenen, die die konvexe
Menge Cj, schneiden und nicht tangential an M sind, d.h. es gilt

Dy, ={6€&14nCy #PI\T

(dabei sei 7 so wie in Voraussetzung 3.22 als Menge der an M tangentialen Hyperebenen
definiert). Weiterhin sei Dﬁ” 7, € €4-1,4 die Menge derjenigen (nicht an M tangentialen)
Hyperebenen, die fiir alle j € J3 die konvexe Menge C; schneiden, und die konvexen
Mengen C;, und C, trennen (bzw. nicht schneiden, falls .J; oder J; leer sein sollte). Die
Lage der iibrigen konvexen Mengen sei dabei in beiden Definitionen beliebig.

7.7 Korollar. Es seien Ji,Js, J3 so wie in Definition 7.6, dann gilt Dﬁ’,b = ng,Jl

sowie /L(D%JJ = 0.
Beweis. Dies folgt jeweils unmittelbar aus Definition 7.6. ©
7.8 Lemma. FEs sei J C {1,...,m} nichtleer. Dann gilt

WD) = / =N o) d0 = [ lowal 0.

J
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Beweis. Da die konvexe Menge C'; genau dann von einer Hyperebene geschnitten wird,
wenn eine Menge C; (mit j € J) geschnitten wird oder zwei Mengen C;, und Cj, (mit
J1,J2 € J) getrennt werden, ist die Menge D; von der in Voraussetzungen 3.22 gefor-
derten Gestalt. Somit ldsst sich Satz 3.28 anwenden, und die Aussage folgt unmittelbar
(beachte: Eingeschrénkt auf M ist nach Wahl der Orientierung der Normalenvektoren
©wq—o positiv, es gilt daher dort w4z o = |pg_a|; weiterhin verschwindet ¢y_; auf den
Hiillfldchen). &)

7.9 Lemma. FEs seien Jy,Jo C{1,...,m} zwei disjunkte nichtleere Mengen. Dann gilt

W50 = [ N0 [ N () ()40

1
_/ |90d2\d0—/ ’@dzde—/ ‘SOde‘dO-
B>< Bo 32

J1,J2 Jq

Beweis. Da eine Hyperebene die konvexen Mengen C';, und C'j, genau dann trennt, wenn
sie alle Mengen C, (fiir j; € J;) von allen Mengen C}, (mit j; € J5) trennt, ist die Menge
D?h 7, Wieder von der in Voraussetzungen 3.22 geforderten Gestalt. Somit lisst sich wie
im Beweis von Lemma 7.8 Satz 3.28 anwenden, und die Aussage folgt unmittelbar. ©

7.10 Lemma. FEs seien Jy,Jo, J3 C {1,...,m} drei disjunkte nichtleere Mengen.
Dann ist die Aussage von Satz 7.5 fiir D = Df 7, Tichtig.

Beweis. Der Beweis wird mit Induktion nach der Anzahl der Elemente von .J; durch-
gefiithrt. Der Induktionsanfang ist durch Lemma 7.9 gegeben. Es kann nun also davon
ausgegangen werden, dass die Behauptung bereits fiir kleinere Mengen als J3 gezeigt ist.
Sei {3 in J3 fest gewdhlt. Dann gibt es fiir die Lage einer Hyperebene £, die zur Menge

gehort beziiglich der Menge C}, genau drei sich ausschlieende Méglichkeiten,
es gllt daher

J3\{73} _ J Sryfs\{gsy i ds\ds)
Dy 5" =Dy VD5 5 n YD 5ty

Da diese Zerlegung disjunkt ist, gilt fiir die Mafle der beteiligten Mengen

J. J3\{js} Js\{ja} Js\{js}
pD ) = m(D3 ) = (DG 1) = (D )
Die Ausdriicke auf der rechten Seite lassen sich nach Induktionsvoraussetzung in der
geforderten Gestalt darstellen, somit folgt die Behauptung. ©

7.11 Lemma. Fs seien Jy,J3 C{1,...,m} zwei disjunkte nichtleere Mengen.
Dann ist die Aussage von Satz 7.5 fiir D = Df@ richtig.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 7.10 wird eine Induktion nach der Anzahl der Ele-
mente von J3 durchgefithrt. Sei also zunéchst J; = {js}, und £ sei eine beliebige Hy-
perebene, die die konvexe Hiille von C;, und Cj, schneidet. Dann gibt es fiir die Lage
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von ¢ die folgenden drei (sich untereinander ausschliefenden) Fille: Die Hyperebene ¢
schneidet C}, aber nicht Cj,, sie schneidet C, oder sie trennt C';, und C},. Somit gilt

Djus =D} ,UD,UDY
also folgt

M(Dﬁ ) = N(D%,h) — (D) = u(Dyuss)-

Die Ausdriicke auf der rechten Seite lassen sich nach Lemma 7.8 und Lemma 7.9 in der
geforderten Gestalt schreiben, somit folgt die Aussage fiir J3 = {js}.

Betrachte nun den Fall, dass J3 mehr als ein Element besitzt. Die Aussage sei fiir
kleinere Mengen bereits bewiesen. Es sei j3 in J; fest gewéhlt. Dann gibt es fiir die Lage
einer Hyperebene &, die zur Menge Df\g 3} gehort, beziiglich der Menge C}, genau drei
sich ausschliefende Moglichkeiten, es gilt also

JNUY  yds iy i\ls) s\ (s}
Dy’ =D sUD 509D Gy -

Da die Mengen auf der rechten Seite paarweise disjunkt sind, folgt somit

J3\{j J3\{j J3\{j
WD ) = w(D7 ") - M(DJjL\J{{jJ'Z}},Q) - M(DJZ’7\{{]'J:53}})'
Da sich die Ausdriicke auf der rechten Seite nach Induktionsvoraussetzung sowie Lem-
ma 7.10 in der geforderten Gestalt schreiben lassen, ist damit das Lemma bewiesen. ©

7.12 Lemma. Fs sei J3 C {1,...,m} eine nichtleere Menge.
Dann ist die Aussage von Satz 7.5 fiir D = Dég"’@ richtig.

Beweis. Wie in den Beweisen von Lemma 7.10 und Lemma 7.12 wird eine Induktion
nach der Anzahl der Elemente von J; durchgefiihrt. Der Induktionsanfang (fiir |J5] = 1)
ist gegeben durch Lemma 7.8. Es kann nun also davon ausgegangen werden, dass die
Behauptung bereits fiir kleinere Mengen als J3 gezeigt ist. Sei js3 in J3 fest gewdhlt.
Dann gibt es fiir die Lage einer Hyperebene &, die zur Menge Déﬁ%{”} gehort beziiglich
der Menge C}, genau zwei sich ausschlieBende Moglichkeiten: Es gilt

J3\{G3} _ I3 | nyd3\{d3}
Dyg™ =DgaUDy ey -

Da die Mengen auf der rechten Seite paarweise disjunkt sind, folgt somit

- J3\{J J3\{J
H(D) = u(Dy5™) = PG5

Da sich die Ausdriicke auf der rechten Seite nach Induktionsvoraussetzung sowie Lem-
ma 7.11 in der geforderten Gestalt schreiben lassen, ist damit das Lemma bewiesen. ©

7.13 Folgerung. Die Aussage von Satz 7.5 ist richtig.

Beweis. Da C; konvex ist fiir alle ¢ € {1,...,m}, ist jede Zusammenhangskomponen-
te von D gegeben durch eine der Mengen Df J, (mit geeigneten disjunkten Mengen
Ji, Jo, J3 € {1,...,m}; es gilt dann JUJSUJ3 = {1,...,m}). Somit folgt die Aussage
direkt aus Lemma 7.9, Lemma 7.10, Lemma 7.11 und Lemma 7.12. @)
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7.2 Bander beziiglich Spharen im Euklidischen

In diesem Unterkapitel erfolgt — voéllig analog zum Vorgehen bei den Hyperebenen im
vorherigen Unterkapitel 7.2 — die Bestimmung von Schnittformeln beziiglich Sphéren, in
denen die beteiligten konstruierten Flachen aus ,,Bandern® bestehen. Auch der Beweis
in 7.2.2 erfolgt wie bei den Formeln mit Bandern bei den Hyperebenen in Abschnitt 7.1.2
durch Zuriickfiithren der allgemeinen Situation auf spezielle einfache Schnittsituationen
mit kombinatorischen Mitteln.

7.2.1 Formulierung der Aussage

7.14 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 7.2 seien m kompakte konvexe nicht-
leere Mengen C4, ..., C,, in E; gegeben (mit m € N und d > 2), so dass

die Voraussetzungen 4.6 erfiillt. Es sei » > 0 so gewéhlt, dass einerseits alle auftreten-
den Hauptkriimmungen betragsméafig stets grofer als % sind, dass andererseits keine der
Tangentialsphiren antipodale Beriihrpunkte besitzt (beachte: Aufgrund der Konvexitéts-
voraussetzungen gibt es hochstens m (m — 1) derartige Sphéren).

7.15 Definition. Es seien Ji, Jy, J3 C {1,...,m} drei disjunkte (nicht notwendig nicht-
leere) Mengen. Dann sei Df 7, © Sar die Menge derjenigen nicht an M tangentialen
Sphéren (. (p) € Su, (fiir geeignete Punkte p € E;), die die folgenden drei Eigenschaften
erfiillen (dabei sei (f(p) der offene Ball mit Mittelpunkt p und Radius 7):

o Fiir alle j € J; gelte C; C (X (p).
e Fiir alle j € J; gelte C; N (p) = .
e Fiir alle j € J5 gelte C; N (. (p) # &.

Die Sphéren aus D:}f 7, sind also genau diejenigen, die die zu J3 zugehorigen konvexen
Mengen schneiden, die zu J; gehorigen konvexen Mengen liegen ,auflerhalb® und die
zu Jy gehorigen ,innerhalb® dieser Sphéren. Die Lage der iibrigen konvexen Mengen sei

dabei beliebig.

7.16 Definition. Es sei B eine kompakte unberandete orientierbare C!-differenzierbare
(d — 1)-dimensionale Teilfliche der Vereinigungsfliche von M mit den von den Mehr-
fachberiihrsphéren eingehiillten Fldchen. Dann heifit B Band, wenn B aufler in den
Singularitéiten der Hiillflachen stets regulér ist, ein stetiges Normalenbiindel besitzt, und
auf B ein Normaleneinheitsvektorfeld definiert ist, beziiglich dessen die Windungszahl
geméf Definition 2.34 wohldefiniert ist.
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7.17 Definition. Sei J C {1,...,m} eine nichtleere Teilmenge der Indexmenge der ge-
gebenen konvexen Mengen. Dann seien die Flachen B§ und B7 folgendermaflen definiert
(wieder sei (f(p) der offene Ball mit Mittelpunkt p und Radius r): Die Fliche B sei
diejenige Fliche, die eingehiillt wird von denjenigen Sphéren, die alle der Mengen C) fiir
J € J enthalten, die Fliche B7 sei diejenige Fléche, die eingehiillt wird von denjenigen
Sphéren, die keine einzige der Mengen C} fiir j € J enthalten, wobei stets das kleinere
Segment der einhiillenden Sphéren fiir die Hiillfldche herangezogen werde. Beachte, dass
fiir ,kleine” Radien r die Fliche B§ auch leer sein kann, und die Fliche B} im allge-
meinen nicht zusammenhéngend ist und Selbstdurchdringungen besitzen kann. Ist die
Fliche BT selbstdurchdringungsfrei, so gilt (fir B sind keine zusétzlichen Forderungen

notwendig)

gi=o( (N ¢@)sowie Bi=o( U = ¢w).
pEEq mit C;C¢ (p) pEEq mit C;CE4\(/ (p)
fiir alle je{1,...,m} fiir alle je{1,...,m}

In Abbildung 7.2 sind die beiden Flachen BS und B7 fiir eine Beispielsituation (mit
|J| = 5) in der euklidischen Ebene rot hervorgehoben.

~_ o
\\

Abbildung 7.2: Die Bander B und B7 in der euklidischen Ebene [E,

Um Bénder geméafl Definition 7.16 zu erhalten, ist es noch notwendig, geeignete Nor-
malenvektorfelder auf diesen Flichen zu definieren (sofern sie nicht eh gleich der leeren
Menge sind): Es sei B§’+ dasjenige Band, das sich aus der Fliche B} zusammen mit dem
nach innen“ gerichteten Normaleneinheitsvektorfeld ergibt (,Innen* auf den Teilflichen
von M, auf den Hiillflachen kann es aufgrund von Selbstdurchdringungen durchaus nach
»auBen“ gerichtet sein), und B~ dasjenige Band, das sich mit dem entgegengesetzt ori-
entierten Normaleneinheitsvektorfeld ergibt. Die Binder BS™ und BY~ seien beziiglich
der Fliche BY genauso definiert.

7.18 Konstruktion. Es seien Ji, Jo C {1,...,m} zwei disjunkte nichtleere Teilmengen
der Indexmenge. Die Teilflichen A; C Bj und A; C B7, seien definiert durch

Ay = {p € By |G(p+7-N(p) € GD%JQ} sowie
Ay :={pe Bj|¢(p—r-N(p) € 9D7,_,}
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(hierbei sei N: M — S;_1 das nach ,innen*“ gerichtete Normaleneinheitsvektorfeld auf
B bzw. B7 ; vergleiche auch die Bemerkungen in Definition 7.17). Es sei M die von
den Sphéren in 87)% 7,» die also die zu J; gehorigen Mengen in ihrem , Innengebiet” und
die zu Jy gehorigen Mengen in ihrem ,,Auflengebiet haben, eingehiillte Fldche, wobei
stets das kleinere Segment fiir die Hiillfliche herangezogen werden soll (beachte: Nach
Wahl der Voraussetzungen gibt es keine antipodalen Beriihrpunkte). Dann sei die Fliache
Bj ;, definiert via

By, = (B3, \ A) U (B5 \ A2) UM.

Beachte, dass die Flache BJXh J, einfach die Vereinigung der Fléchen Bj und B7 ist,
falls D% J, gleich der leeren Menge sein sollte. In Abbildung 7.3 ist die Fliche B ;,

N R X
B,

Abbildung 7.3: Das Band th 7, in der euklidischen Ebene [E,

fiir eine Beispielsituation (mit |J;] = 3 und |Jo] = 2) in der euklidischen Ebene rot
hervorgehoben.

Um ein Band geméafl Definition 7.16 zu erhalten, ist es noch notwendig, ein geeigne-
tes Normalenvektorfeld auf B} ; zu definieren: Auf denjenigen Teilflichen, die auch
Teilflichen von B, sind, stimme die Orientierung der Normalenvektoren mit derjenigen
von BZ’+ tiberein, auf den Teilflichen, die auch Teilflichen von Bj sind, stimme die
Orientierung der Normalenvektoren genau dann mit derjenigen von B;fr iiberein, wenn
d ungerade ist (vergleiche jeweils Definition 7.17). Auf die Teilflichen, die zur Flache
M gehoren, lassen sich die Normalenvektoren dann entsprechend der Vorgehensweise in
Konstruktion 4.9 bzw. Konstruktion 4.10 fortsetzen.

7.19 Satz. Es sei D Vereinigung von Mengen der Form Dﬁ”h fir Tripel (Jy, Jo, J3) wie
in Definition 7.15.

Dann gilt (D) = oo, oder es existieren Konstanten ¢; € Z sowie Bander B; (mit
i € I fiir eine geeignete endliche Indexmenge 1), so dass sich das bewegungsinvariante
Majs (D) der Sphiren aus D ausdriicken ldsst als

w0 =3¢ (/EdeidV—é :0(<ji1> errl/jBiUTgode))

<
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(die Krimmungen sind dabei jeweils beziiglich des auf dem Band gegebenen Normalenvek-
torfeldes zu bestimmen). Insbesondere lassen sich die Binder so wdhlen, dass sie jeweils
einem der Typen von Bdndern aus Definition 7.17 bzw. Konstruktion 7.18 entsprechen.

7.20 Bemerkung. Im Unterschied zur Situation bei den Hyperebenen (vergleiche Vor-
aussetzung 7.1 bzw. Satz 7.5) sind in Satz 7.19 nicht alle méglichen Vereinigungen von
Zusammenhangskomponenten fiir die Menge D zugelassen.

Sind beispielsweise C7 und C5 zwei Bélle mit Radius 1, so zerféllt D{ } fir r > +1 in
zwei Zusammenhangskomponenten, die einzeln nicht von den Voraussetzungen abgedeckt
sind (dabei sei d der Mittelpunktsabstand der beiden Bélle).

7.2.2 Beweis der Aussage

7.21 Definition. Es sei J C {1,...,m} eine nichtleere Menge. Dann sei D; die Menge
derjenigen Sphéren ¢ € Sy, die die Fliache BT schneiden. Es sei [J; die Menge derjenigen
Teilmengen von J, die den Zusammenhangskomponenten der Flédche B} entsprechen.

7.22 Lemma. FEs seien J C {1,...,m} eine nichtleere Menge bzw. Ji, JQ C{1,...,m}
zwei disjunkte nichtleere Mengen. Weiterhin sei D € {DgQ,DJ,D@ J»DJI 5t

Dann ist die Aussage von Satz 7.19 fir D richtig. Genauer gilt, dass die folgenden
Binder und Konstanten gewdhlt werden konnen, um die Aussage von Satz 7.19 zu erhal-
ten:

1. Ist D = D?’@ so kann das Band By := BS™ mit ¢; == (—1)¢ gewdhlt werden.

2. Ist D = Dy, so konnen die Binder By = B;7+ und By = B;’(’_ fir K € J;
zusammen mit ¢, := —1 und cg = (—=1)4 gewdhlt werden.

3. Ist D = D%J’ so gilt M(D%7j> = 0.

4. Ist D = D%h, so kénnen die Bander By := le,sz By = BZ’+ sowie Bg := Bf};_
zusammen mit ¢y := ¢y = 1 und c3 := (—1)% gewdhlt werden.

Beweis. Da die Menge D (in den nicht-trivialen Féllen) jeweils von der in Vorausset-
zungen 4.6 geforderten Gestalt ist, lasst sich Satz 4.14 anwenden, und die Aussage folgt
unmittelbar. ©)

7.23 Lemma. FEs seien Jy, Jo, J3 C {1,...,m} drei disjunkte nichtleere Mengen.
Dann ist die Aussage von Satz 7.19 fur D D 7.0, Tichtig.

Beweis. Dies ldsst sich wie in der entsprechenden Situation bei den Hyperebenen (vgl.
Lemma 7.10) via Induktion nach der Anzahl der Elemente von J; auf Lemma 7.22; 4.
zuriickfiithren. ©)

7.24 Lemma. FEs seien Jy,J3 C{1,...,m} zwei disjunkte nichtleere Mengen.
Dann ist die Aussage von Satz 7.19 fiir D := Df@ richtig.
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Beweis. Dies lisst sich genauso wie in der entsprechenden Situation fiir Hyperebenen
(vgl. Lemma 7.11) via Induktion nach der Anzahl der Elemente von J; auf Lemma 7.22 (2.
und 4.) sowie Lemma 7.23 zuriickfithren (beachte, dass es hier bei den Sphéren im
Unterschied zu den Hyperebenen wegen der Beschréanktheit von D?Q@ auch moglich
wére, Lemma 7.22 1. als Induktionsanfang heranzuziehen). ©

7.25 Lemma. FEs seien Jo, J3 C {1,...,m} zwei disjunkte nichtleere Mengen.
Dann ist die Aussage von Satz 7.19 fir D := Dé?:JQ richtig.

Beweis. Dieses Lemma lisst sich wie Lemma 7.24 via Induktion nach der Anzahl der Ele-
mente von J; beweisen. Wihrend sich der Induktionsschritt einfach durch Vertauschen
der unteren beiden Indizes direkt aus der entsprechenden Situation fiir Hyperebenen
tibertriagt (vgl. Lemma 7.11) und auf Lemma 7.23 zuriickgefiihrt werden kann, gilt dies
nicht fiir den Induktionsanfang.

Sei also J3 = {j3}. Werden die Sphiren betrachtet, die die Fliche B, ,;, schneiden, so
gibt es mehrere (abhéngig von der Anzahl der Zusammenhangskomponenten von B )
sich gegenseitig ausschlieBende Fille fiir die Lage dieser Sphéren beziiglich der Fliache C},
und der Zusammenhangskomponenten von B7: Es gilt (beachte, dass im Inneren der
betrachteten Sphéren nach Konstruktion hochstens eine Zusammenhangskomponente
von B7 sein kann)

DD’ ' ? J
DJ2UJ3 - DJ2UD 3] UDJ3 J2 U ( KJQ\KUJ3 DKUJg,JQ\K D[?JQ\K)

KeJy,

Da die Mengen auf der rechten Seite paarweise disjunkt sind, folgt somit

M(Dé},(}g) = /’L(DJQUJE}) - M(DJQ) - M(D% J2>
- Z ( K Jg\KUJg) + M(Dgng,Jz\K) + N(D}]<3J2\K)>

KeJ,

Die Ausdriicke auf der rechten Seite lassen sich nach Lemma 7.22 (2. und 4.; ist B7,
zusammenhéngend auch 1.) und Lemma 7.23 (bzw. Lemma 7.24, falls B}, zusammen-
hiangend ist) in der geforderten Gestalt schreiben. ©

7.26 Lemma. Es sei J3 C {1,...,m} eine nichtleere Menge.
Dann ist die Aussage von Satz 7.19 fir D := ng@ richtig.

Beweis. Dieses Lemma lésst sich wie in der entsprechenden Situation bei den Hyper-
ebenen (vgl. Lemma 7.12) via Induktion nach der Anzahl der Elemente von J3 auf
Lemma 7.22 1. sowie Lemma 7.24 und Lemma 7.25 zuriickfiihren (beachte, dass nun
keine Symmetrie in den beiden unteren Indizes vorliegt, daher beide Félle beriicksichtigt
werden miissen). ©
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7.3 Bander im Nichteuklidischen

Da die Beweise in den Abschnitten 7.1 (fir Hyperebenen) und 7.2 (fiir Sphéren) rein
kombinatorischer Natur waren, iibertragen sich die dortigen Aussagen direkt auf die ent-
sprechende Situation im Nichteuklidischen durch Zuriickfithren auf die entsprechenden
Aussagen in den Kapiteln 5 und 6.

7.3.1 Bander beziiglich Hyperebenen

7.27 Voraussetzung. Es seien m kompakte konvexe nichtleere Mengen C4,...,C,, in
Fy e gegeben (mit m € N, d > 2 und K # 0), so dass

=1

die Voraussetzungen 5.20 erfiillt. Aufgrund der Konvexitét ldsst sich das Normalenein-
heitsvektorfeld N: M — Fy - jetzt so withlen, dass alle Normalenvektoren ins Innere der
zugehorigen konvexen Menge zeigen; insbesondere sind nun alle mittleren Kriitmmungen
0o, - - -, Pa—1 positiv. Die Menge D C £ 5’_? 4 sei wie in Voraussetzungen 5.20 fest gewahlt.

Der Begriff ,, Band“ lasst sich aus dem Euklidischen unmittelbar aus Definition 7.2
iibernehmen, und es gelten die folgenden Sétze:

7.28 Satz. Es existieren Konstanten ¢; € 7 sowie Béander B; (mit i € I fir eine
geeignete endliche Indexmenge 1), so dass sich das bewegungsinvariante Maf$ u(D) der
Hyperebenen aus D ausdriicken ldsst als

D) =S, [ aldist@n) e vy N a0
(D) ; /peB,. (o)’ (/O (j1(p)) p)so (p)

falls K <0, oder fir K > 0 diejenige Hyperebene, deren Normalenvektor q ist, nicht in
D enthalten ist; ist letzteres der Fall, so ist noch ;OL\/%Q hinzu zu addieren.

7.29 Definition. Fiir K > 0 und r := ;7= sei die Abbildung o, : NyyUNy — {1, +1}
fir (p/, N') € Ny UNy; definiert durch o,.(p, N') := +1, falls die Anzahl der negativen
Hauptkriimmungen in (p’, N) gerade ist, und durch o,(p’, N') := —1, falls sie ungerade

ist (vergleiche auch Definition 2.72 und Lemma 6.31).

7.30 Konstruktion. Sei K > 0 und d ungerade. Um beziiglich der im nachfolgenden
Satz 7.31 in dieser Situation auftretenden Bénder B; (fiir i € I) eine Windungszahl be-
stimmen zu kénnen, werden jetzt fiir die geméf Definition 7.4 im Euklidischen definierten
elementaren Bénder Normaleneinheitsvektorfelder definiert.

Fiir eine nichtleere Menge J C {1,...,m} sei auf dem Band BS das nach auen gerich-
tete Normaleneinheitsvektorfeld gegeben, das Integral iiber die Windungszahl beziiglich
dieses Bandes ergibt demnach genau das Volumen von C';.
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Fiir zwei nichtleere disjunkte Mengen Jy, J; C {1,...,m} sei auf dem Band Bj, ;, das-
jenige Normaleneinheitsvektorfeld N> : th 7, — Sq gegeben, das sich durch , Fortsetzen®
der Normalenvektorfelder von BS und B, ergibt (vergleiche das Vorgehen beim Defi-
nieren der Normalenvektoren der Fliche M in Konstruktion 6.27): Auf den Teilflichen
von B} ., die ebenfalls zu B} bzw. Bj, gehéren, seien die Normalenvektoren gleichori-
entiert wie diejenigen von Bj bzw. Bj . Es sei nun p ein regulérer Punkt der zu einer
Hiillfliche gehoérenden Teilflache von th 7,» die zugehorige mehrfach tangentiale Hyper-
ebene beriihre M in genau k Punkten, einer dieser Beriihrpunkte sei gegeben durch p.
Dann werde der Normalenvektor im Punkt p definiert durch

N*(p) :==0_=_(p, N(p))o_=_(p, N(p)) - N(p),

2VK
es gilt also N*(p) = sign(pa—« (D, N(p))) sign(ea—+(p, N(p))) - N(p).

s
2VK

7.31 Satz. Es sei K >0 und £ € Ey_(id die Hyperebene, deren Normalenvektor q ist.
Im Fall, dass £ ¢ D erfillt ist, gilt fir gerade Dimension d

d—2
— Y (@R = ;dO
2) = 3 [ 7 9240)

(fiir die Konstanten Egd() vergleiche Definition 6.28), fir ungerade Dimension d

d—2
=(K) ,
i=0 (ijd /peB. T3 ¥ d0)>.

uD) = VE (e / wp V) + Y (e

icl Fa, i iel j

Ist dagegen & € D erfiillt, so ist jeweils ;01(861)

T Aur jeweiligen Formel zu addieren.

7.3.2 Badnder beziiglich Spharen

7.32 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 7.3.2 seien m kompakte konvexe
nichtleere Mengen C1, ..., C,, in Fy x gegeben (mit m € N, K # 0 und d > 2), so dass

die Voraussetzungen 6.7 erfiillt. Es sei 7 > 0 so gewéhlt (zusatzlich gelte r < #F im Fall
K > 0), dass einerseits alle auftretenden Hauptkriimmungen betragsméBig stets groBer
als % sind, dass andererseits keine der Tangentialsphiren antipodale Beriihrpunkte
besitzt.

Die Definition der Mengen D:ﬁ” 7, € Sarx fiir drei disjunkte (nicht notwendig nichtlee-
re) Mengen Jy, Jo, J3 C {1,...,m} tbertrégt sich direkt aus der entsprechenden Situati-
on im Euklidischen (vgl. Definition 7.15), es sei D C Sy, i eine Vereinigung derartiger
Mengen.
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Der Begriff | Band* lésst sich aus dem Euklidischen unmittelbar aus Definition 7.16
iibernehmen, ebenso die Definitionen der ,Elementarbénder* aus Definition 7.17 und
Konstruktion 7.18. Damit gilt dann der Satz 7.19 im Euklidischen entsprechende Satz:

7.33 Satz. Es existieren Konstanten ¢; € 7 sowie Béander B; (mit i € I fir eine
geeignete endliche Indexmenge 1), so dass sich das bewegungsinvariante Maf$ (D) der
Sphdren aus D 1m Fall, dass Dg (1,...m} keine Teilmenge von D ist, ausdricken ldsst als

n®) =Y

el d,K

d—1
wp, dV — Z(é}lg)(r) /B o ) dO)).
J=0 '

k3

Ist dagegen Dg a..m €D erfillt, so gilt (D) = oo fir K < 0, wihrend sich D fiir
K > 0 ausdriicken ldsst als

w(D) - “;“;3) wYa(f

i€l Fa, i

d—1
wg, dV — Z(é’%) (r) /B Ny dO)).
j=0 :

2
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8 Geraden

In diesem abschlieenden Kapitel erfolgt nun die Bestimmung des kinematischen Mafles
einer Menge D von Geraden mit ,, geeignetem Schnittverhalten,, beziiglich einer gegebe-
nen orientierbaren Hyperfliche im Euklidischen (mit ,, geeignetem Schnittverhalten“ sei
auch hier wieder gemeint, dass mit einer nichttangentialen Geraden auch alle Geraden
in ihrer Umgebung in D enthalten sind). Insbesondere sind damit im dreidimensiona-
len euklidischen Raum (fast) alle Schnittsituationen affiner Unterrdume abgedeckt (der
fehlende Fall des Schnittverhaltens von Geraden beziiglich Fldchen mit Kodimension
2 liele sich wie bei den Hyperebenen in 3.3 mit Hilfe der in Kapitel 2 untersuchten
Parallelfliichen ohne Probleme auf obige Situation zuriickfithren).

Das Vorgehen entspricht weitestgehend der Vorgehensweise bei den Hyperebenen in
Kapitel 3: Nach Vorbetrachtungen in Unterkapitel 8.1, insbesondere wird in 8.1.5 eine
verallgemeinerte Minkowskische Integralformel bereitgestellt, erfolgt in 8.2 die Konstruk-
tion der in den Formeln beteiligten Flachen, die Formulierung der Aussagen sowie deren
Beweise.

8.1 Vorbetrachtungen

8.1.1 Tangentialeinheitsbiindel

Das Verhalten tangentialer Geraden ist fiir die Formeln in Abschnitt 8.2.1 von entschei-
dender Bedeutung; auch wird dort iiber Teilflichen des Tangentialeinheitsbiindels inte-
griert werden. Daher werden nun die entsprechenden Bezeichnungen sowie die Eigenschaf-
ten einer konkreten Immersion des Tangentialeinheitsbiindels in E; x S;_; bereitgestellt.

8.1 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei M stets eine kompakte in E; immersierte
unberandete orientierbare C*-differenzierbare (d — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit
d>1und k > 2).

Es sei N: M — S;_1 ein fest gewdhltes Normaleneinheitsvektorfeld auf M, beziiglich
dessen im folgenden auch alle Kriimmungen bestimmt werden sollen.

8.2 Definition. Das zu M gehorige in E; x S;_1 immersierte Tangentialeinheitsbiindel
T sel definiert durch

Ty = {(p, V) e Eq x Sd_1|p e M,V €S,41,V ist in p tangential an M},
die zugehorige Projektion 7, von 7y, auf M durch

s Ty — M, (p, V) — p.

205
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8.3 Definition. Fiir p € M sei fi(p),..., fa_1(p) eine Orthonormalbasis aus Haupt-
kriilmmungsrichtungen im Punkt p. Die zu fi(p) gehorige Hauptkriimmung sei ki (p)
(fir k € {1,...,d — 1}). Dann sei die Abbildung K7,, definiert durch

d—1

Kzt Tu = R, (p,V '—>1+va1<: )2 ki (p)-
k=1

8.4 Konstruktion. Sei (p,V) € Ty, gegeben. Es sei : U — M eine Parametrisierung
einer offenen Umgebung von p in M (fiir geeignetes offenes U C R?71), so dass im
Punkt p nach Kriimmungslinien parametrisiert ist und die partiellen Ableitungen von
x normiert sind. Es sei n: U — S;_1,u — N(z(u)) die zugehorige Parametrisierung
der Normalenvektoren. Mlt dem Schmidtschen Orthonomierungsverfahren ergibt sich

aus der Basis Cf?m R, au des Tangentialraums in x die Orthonormalbasis fl, .. fd 1,
d.h. es gilt (fiir k£ € {1,. -1}
- Or =, 01 : & — 895
fk—ua—w—;a—w,fa.fiu (o > Gy 11 )
Weiterhin ist mit
d—2 d—2 1
A= {A e RSN < 1) sowie M= (1-D04)
k=1 k=1

eine regulire Parametrisierung von Tangentialeinheitsvektoren im Punkt z(u) (fir ueU)
gegeben durch (beachte auch Korollar 8.6)

d—1

v(u, ) A= Sa_, A > e fi(w).

k=1

Somit erhilt man eine Parametrisierung einer Umgebung von (p, V') in 7y, durch (falls
V' eine Hauptkriimmungsrichtung ist, so gelte oBdA V' = f;_1(p))

y: Ux A — By xSa1,(u,\) — (U‘Zi“;)) :

Sei nun im folgenden stets G, die zur ersten Fundamentalform von 7), gehorige Matrix

beziiglich der Parametrisierung y, G := (¢;,;)i; die zur ersten Fundamentalform von
(v)

17 )iy die zur ersten

M gehorige Matrix beziiglich der Parametrisierung x sowie G, := (g,
Fundamentalform gehorige Matrix beziiglich der Parametrisierung v.
Schliefllich werde noch der (spéter in Lemma 8.8 auftretende) Vektor N3 — bis auf den

dortigen Normierungsfaktor — parametrisiert durch

ng: U x A — S4q, (u, A) — < k= (0(u A), fk(_:ng;zx)guff)fg(ﬂf(w) : fk(x(U))) .
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Dann werde einerseits die Matrix B definiert durch
oz oz
Oz 0 0 0 n
o (5 (5 (8) - (L) 06
(( 0 0 ;_M ONg—2 v 0 3)
andererseits sei die Matrix B definiert durch

o () (5 (D) ()00

8.5 Lemma. Fir die Determinante der in Konstruktion 8.4 definierten Matrizen B und
B gilt

det(B) = det(B) = ++/det(G ) /det(G

Beweirs. Dass die Determinanten der beiden Matrizen iibereinstimmen, ist klar, ebenso,
dass der Betrag von det(B) die rechte Seite ergibt. Das Vorzeichen von det(B) ergibt
sich nun aus

R Oz _Oz 0
det(BT . ((8u1) gy (aud_l) 3 ((%) PRI ( ox ) ) (n> 3 (O)
0 0 Fur Dug 0 n

:+Ai1(‘k“GM»3

)

(beachte: Die an B von rechts hinmultiplizierte Matrix hat offensichtlich positive Deter-
minante). ©

8.6 Korollar. Die Abbildung v(u,-): A — Sy_1 aus Konstruktion 8.4 ist reguldr.
Bewers. Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Beweis von Lemma 8.5. ©
8.7 Lemma. Firi,j€{l,...,d—1} gilt

Ea
aui p

N (p)) = i ri(p).

<au: L, NV (p)) =0 K;(p) sowie

Beweis. Nach Definition von fj in Konstruktion 8.4 gilt

of; 0 or
<a—£’”>=”a—i‘2<ai R (i

k—1

ax aﬁ
au] u; n))

=1

Da im Punkt p selbst f; = g—qfl gilt, folgt

V) = (G, N )

<(‘9uz p

Die erste Aussage folgt nun aus der Tatsache, dass im Punkt p Kriimmungslinienpara-
meter vorliegen. Die zweite folgt aus der ersten direkt aus der Definition der Abbildung
v (vgl. Konstruktion 8.4). ©)
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8.8 Lemma. Sei(p, V) € Tys. Dann sind (mit den Bezeichnungen aus Konstruktion 8.4)

Ni(p,V) = (g) ,
No(p, V) := (Nép)) sowie
Na(p, V) := m . ( {7 fﬁig)k(m : fk<p>>

paarweise zueinander orthogonale Normaleneinheitsvektoren von Ty im Punkt (p, V)
(sie bilden sogar eine Orthonormalbasis des Normalenraums; vergleiche Korollar 8.10).

Beweis. Sei y: U x A — E4 x Sy_1 eine Parametrisierung einer Umgebung von (p, V)
wie in Konstruktion 8.4. Die partiellen Ableitungen von y sind dann gegeben durch (es
seii€{l,...,d— 1} sowie j € {1,...,d —2})

ox gw 0 0
y Ous U dy
= 7 = d—1 ~ d _— = 81} — ~ )\ ; ~
L D Y B O A U v
Gui 1 8uz J -1
Also sind Ny, Ny und N3 im Punkt (p, V') normal an die Flache 7j, (beachte: Im Punkt
p ist nach Kriimmungslinien parametrisiert; vergleiche auch Lemma 8.7). ©

8.9 Lemma. Fir die in Konstruktion 8.4 definierten Grofien gilt
det(Gr,, )| N = det(GM)‘u det(GU)|(u7/\) Kz, (z(u),v(u, N)),

(u7
insbesondere ist die Parametrisierung y reguldr.

Beweis. Es gilt (beachte: Fiir die partiellen Ableitungen von y vergleiche den Beweis
von Lemma 8.8)

dy dy 0Oy dy
VK, det((am,...,ad_l,a)\l,...,a)\d_l,Nl,NQ,Ng)) det(B)

Ay dy Oy Ay !
= det((==, ... Ny, Ny,v/K7, - N3) -B
e((aul’ U ) VAR ) W e 3) D)
g1 Gg1d-1 * R * 0 0 0
Gd—1,1 Jd—1,d-1 * * 0 0 0
0 0 g o g%, 00 0
=det(| : s o))
0 0 gc(zv—)m gc(lv—)2d—2 00 0
0 0 0 0 10 0
0 0 0 0 01 0
* * 0 0 00 —Kg,

= — K71, det(Gyy) det(G,).
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Die Aussage folgt dann mit Lemma 8.5, Korollar 8.6 sowie Lemma 8.8. ©
Unmittelbar aus Lemma 8.9 ergibt sich nun das folgende Korollar:

8.10 Korollar. Das in Definition 8.2 definierte Tangentialeinheitsbindel Ty ist eine
unberandete orientierbare C*~'-differenzierbare (2d — 3)-dimensionale in By X Sy_1 im-
mersierte Mannigfaltigkeit.

8.1.2 Erweiterte Pedalflache

Wie in der entsprechenden Situation bei den Hyperebenen (vgl. Abschnitt 3.1.1) dienen
die Lotfupunktflichen auch jetzt als wichtiges Hilfsmittel, um die Beriihrpunkte von
doppelt tangentialen Geraden im Tangentialbiindel in den Griff zu bekommen.

8.11 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei M stets eine kompakte in [E; immersierte
unberandete orientierbare C*-differenzierbare (d — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit
d>1und k > 2).

Essei N: M — S;_; ein fest gewédhltes Normaleneinheitsvektorfeld auf M. Weiterhin
sei Null ein reguldrer Wert der Abbildung r,: 7ny — R, d.h. T = k,7({0}) ist
eine (2d — 4)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von 7, (vergleiche beispielsweise |7,
Theorem 3.2]).

8.12 Lemma und Definition. FEs sei die Menge G definiert durch

G = {(5) e Ey x Sd_1|(p,V> =0 und p # 0}.

Dann ist G eine (2d — 2)-dimensionale orientierbare unberandete C*-differenzierbare
in By x Sq_1 eingebettete Mannigfaltigkeit. Im Punkt (p, V') ist eine Orthonormalbasis
des Normalenraums von G gegeben durch

<O) sowie ; (V)
v VIHIPE \P
Weiterhin ist die Abbildung n|g: G — & 4 eine surjektive differenzierbare Abbildung,

es gilt n‘g({(p, VD™ =1, V), (p,-V)} (fiir (p,V) € G). Die lokal existierende Um-
kehrabbildung ist ebenfalls differenzierbar.

8.13 Definition. Es sei p: T3y — M die Abbildung, die (p, V) € Ty auf das Paar, das
von dem Lotfulpunkt der Geraden n(p, V') und dem Vektor V' gebildet wird, abbildet,
es gilt somit

5Ty — M. (0 V) (p— <p{/V>-V) |

Weiterhin sei M C G die von den an M tangentialen Geraden gebildete Fliche in G, d.h.
es gilt

M = {p(p,V) € G|(p,V) € Tus)
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(beachte: Diese Definition ist abhéngig von der Wahl des Ursprungs). Die Fliche M heifle
erweiterte Pedalfldche von M. Schliellich sei M(o) diejenige Teilfliche der erweiterten
Pedalfldche, die zu denjenigen Punkten korrespondiert, in denen die Normalkriimmung
verschwindet, d.h. es gilt

M(O) = {ﬁ(p7 V) S g‘(pa V) € TM und ’%n(pa V) = O}

8.14 Satz. Sei (p,V') € Ty ein Punkt mit nichtverschwindender Normalkrimmung, d.h.
es gilt kn(p, V) # 0.

Dann ist fiir fast jede Wahl des Ursprungs die Fliche M in einer Umgebung um
den Punkt p(p, V) eine C*~'-differenzierbare requlire Hyperfliche in G — es handelt sich
also um eine (2d — 3)-dimensionale immersierte Mannigfaltigkeit —, d.h. es gibt eine
offene dichte Teilmenge von Ey, in der der Ursprung gewdhlt werden kann, so dass die
Behauptung erfillt ist.

Weiterhin ist eine Basis des Normalenraums in dem zu (p, V') € Ty zugehirigen Punkt
p(p, V) von M gegeben durch

. o 1 . 4 sowie
Na(p, V) = V1+pE=(p,V)? (p -, V)- V)
1 N(p)

%00 = v (e )

Beweis. Dies folgt aus Lemma 8.15 sowie Lemma 8.17, die beide im folgenden bewiesen
werden. ©

8.15 Lemma. Sei (p,V') € Ty ein Punkt mit nichtverschwindender Normalkrimmunyg,
d.h. es gilt k,(p, V') # 0. Sind weiterhin p und N (p) linear abhdngig, und ist p nicht der
Ursprung, so ist die Fldche M in einer Umgebung um den Punkt p(p, V') eine reguldre
CF=1-differenzierbare Hyperfliche in G.

Beweis. Esseiy: Ux A — E4 xSy eine Parametrisierung einer Umgebung von (p, V)
in 7y, wie in Konstruktion 8.4. Weiterhin sei n: U — S;_; die zugehorige Parametri-
sierung der Normaleneinheitsvektoren. Dann ist eine Parametrisierung einer Umgebung
von p(p, V) in M gegeben durch

2:Ux A — Ey x Sq_1, (u,\) — (5”(“) - <“"<“1>)’(Z(%A>> o, M) . (8.1)

Die partiellen Ableitungen von z sind gegeben durch (es sei i € {1,...,d — 1} sowie
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j€{1,...,d—2}; es werde noch nicht die spezielle Lage des Ursprungs ausgenutzt)
Ox ox ov v
Oz _ aul _<a_uiav>'v_<xaa_ui>'v_<xvv>' aul sowie
Gui v
811,,'
v ov
%: <I’6_>\]> <xav>'aT
9A; Ov
O\

Insbesondere ist somit bewiesen, dass die in Satz 8.14 angegebenen Vektoren wirklich
Normalenvektoren an M im Punkt j(p, V) sind (unabhéingig von der speziellen Lage des
Punktes p in diesem Lemma). Da die Lage des Ursprungs hier speziell gew#hlt worden
ist, lassen sich diese partiellen Ableitungen im Punkt p(p, V') weiter vereinfachen zu

o~ A1+ N ) ()

"= o
3ui

0z
6_ui Bp

’ﬁ(p,

87;
8 Aj ’p(p,

0

a—vj |z3(p7V)’

Des Weiteren seien die Matrizen (§;;):; und (g;);; definiert durch (beachte: Nach Vor-

aussetzung gilt (p, N(p)) # 0; esseii,j € {1,...,d—1})

9ij = 0ij —
9ij = 0ij —

Damit gilt dann

0z 0z 0z -
V1 [Iplf? det( ( T aAl T Ny, Ny, Ng)) det(B)] oy
—det((az az 02 Ni, 1+ P2 Ne Ng) B)|.
8u1 ’ Gud_l’ (9/\1 (9)\ _2 ’ p(p,V)
Ji,1 J1,d-1 * cee * 0 0 A1 K1
Jd—1,1 Jd-1,d-1  * * 0 0 i1 Kd-1
0 0 9§U1) 9%72 0 0 0
= det( : : : s,
0 0 9((;)—)2,1 gc(lv)Qd 5 00 0
0 0 0 0 1 0 0
A1 Ad-1 0 0 0 0 (p,N(p))
0 0 0 0 0 1 0
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g1 o Jrd-1 A K1
= —det(G,) det(| o 2
Ji-1d-1 " Jd-1d-1 Ad-1Kd-1 ‘p(py)
0 - 0 (pN(p)

Mit Hilfe von Lemma 1.10 ldsst sich die letzte Determinante bestimmen, und das ganze
weiter umformen zu

— —{p,N(p)) (1 — N2 ((1+ mlp)

(0. N)? +1) (Q_ A rnlp)) det(Go)| )

((p. N(0))? +1) £ (p, V) det(Go) |, 1) # 0 (8.2)

(beachte: Nach Voraussetzung verschwindet die Normalkriimmung in p in Richtung V'
nicht; vergleiche weiterhin auch Korollar 8.6). Insbesondere sind also auch die Spalten
der Ausgangsmatrizen linear unabhéngig, und somit ist die zur ersten Fundamentalform
gehorige Matrix der Parametrisierung z im Punkt p(p, V') positiv definit. Aus Stetigkeits-
griinden gilt dies dann fiir eine ganze Umgebung. ©

8.16 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Lemma 8.15 ist die Orientierungser-
haltung beim Ubergang von M zu M (in einer Umgebung von (p,V')) ausschlieflich
abhdngig von sign(k,(p,V)).

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Gleichung (8.2) im Beweis von Lemma 8.15 und der
Definition von B (bzw. B) in Konstruktion 8.4, da alle von &, (p, V') verschiedenen Terme
stets dasselbe Vorzeichen besitzen (beachte auch Lemma 8.5 und Lemma 8.8). ©)

8.17 Lemma. Sei (p,V') € Ty, ein Punkt mit nichtverschwindender Normalkrimmunyg,
d.h. es gilt k,(p, V) # 0. Sei weiterhin die Fliche M in einer Umgebung um den Punkt
p(p, V) eine requldre Hyperfidche. Schliefllich sei T € Sy ein fest gewdhlter Vektor, und
firt € R sei My die wum den Vektort-T translatierte Mannigfaltigkeit M.

Dann ist bis auf endlich viele t € R auch die zur Fliche M, zugehirige Fliche M,
(nach Definition 8.13) in einer Umgebung des Punktes p(p+t-T,V) € M, eine regulire
Hyperfliche. Die Werte t, fir die dies nicht der Fall ist, hangen stetig von der Wahl von
T ab.

Beweis. Es seien die Parametrisierungen y: U x A — E; X Sy_1, n: U — S;_1 sowie
z: U x AN — E4 x Sg_1 so wie in Lemma 8.17 gegeben. Dann ist (fiir ¢ € R) eine
Parametrisierung einer Umgebung von p(p +t - T, V) in M, gegeben durch (vergleiche
auch Gleichung (8.1))

Zt - U x A — Ed X Sd—l; (U,/\) — Z(u7 )\) +t- (T - <T7U(u6)\>> . 'U(Uy)\)) ;
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deren partielle Ableitungen sind dann gegeben durch (setze hier und im folgenden an
den Stellen, an denen keine weitere Unterscheidung notwendig ist, u; = Aj;1_4 fiir
jed{d,...2d —3}; esseii € {l,...,2d —3})

0z 0z ov v dv

gy (5) e (B)

Dann wird die Matrix A := (a; ;); ; unabhéngig vom Parameter ¢ definiert durch (hierbei
sei4,j€{l,...,2d —3})

= o () e+ oy () 2

Somit gilt (es sei G, die zur ersten Fundamentalform beziiglich der Parametrisierung
z gehorige Matrix; beachte: Nach Voraussetzung ist GG, in einer Umgebung von p(p, V)
invertierbar)

0z 0z )T ' ( 0z 0z ))’
aul g e e ey 8u2 d_3 au1 PEEEE Y aUQ d_3 ﬁ(p-l—t-T,V)
= det(G, —t- A)|ﬁ(p7v) = det(G,) det(1l —¢- G' - A)|

det((

p(p,V)"

Also sind die partiellen Ableitungen von z; in p(p, V') genau dann linear unabhéngig (und
damit die Fliche M, in diesem Punkt regulir), wenn 1 kein Eigenwert von G- A ist.
Da letztere Matrix hochstens 2d — 3 verschiedene Eigenwerte besitzen kann, die nach
Definition von A stetig von T abhéngen, folgt die Aussage. ©

8.18 Lemma. Sei (p, V) € Ty ein Punkt mit verschwindender Normalkrimmung, d.h.
es gilt kn(p, V) = 0. Ferner sei der Vektor (V,0) nicht im Tangentialraum von 7o) im
Punkt (p, V') enthalten.

Dann ist fir fast jede Wahl des Ursprungs die Fldche M(O) in einer Umgebung des
Punktes p(p, V) eine in G immersierte (2d— 4)-dimensionale C*~1-differenzierbare Man-
nigfaltigkeit, d.h. es gibt eine offene dichte Teilmenge von Ky, in der der Ursprung ge-
wdahlt werden kann, so dass dies der Fall ist.

Weiterhin ist eine Basis des Normalenraums von M(O) in dem zu (p,V) € Ty zu-
gehorigen Punkt p(p,V) € M(o) gegeben durch Nl(p, V),Ng(p, V),Ng(p, V),N4(p, V)
(vergleiche Satz 8.14 fir die Definition der ersten drei Normalenvektoren), wobei N,
definiert sei durch (fir die Bezeichnungen vergleiche Definition 8.3)

( Z;RM fr(p)) kx(p) - fr(p) )

(0, V) - 2i Vs fu(0)) ki) - felp) = N(p))

Beweis. Es sei y = (x,v): U — 7o) eine Parametrisierung einer Umgebung von (p, V)
(fiir geeignetes offenes U C R244) und n: U — Sy_1,u — N(z(u)) die zugehorige Pa-
rametrisierung der Normalenvektoren. Dann ist eine Parametrisierung einer Umgebung
von p(p, V) in M(O) gegeben durch

20U — Eg X Sq_1,u — (5”(“) — {w(u), vu)) '“(“)> : (8.3)

Ny(p,V) =
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Die partiellen Ableitungen dieser Parametrisierung sind somit gegeben durch (es sei
ie{l,...,2d—4})

ox ox ov ov

0z aU‘_<8U-’U>.U_<x’8U>.U_<x7v>.au

8ui — 7 7 v 7 7
aui

Somit gilt (mit dem Normalenvektor N3 der Flache 7), aus Lemma 8.8)

d—1
<§_;:N4>‘(p,v) = < <8ul) VK1, - N3) + (z,v Z Ui,fk>
=1
) ) — )
_(<ai7v> + <$, 8_;}1>) Kn — <x,v> k:1<‘/’ fk:> R <6_::z’ fk>) ‘(py)

_ —((<g—i,v> 4, g—i» Fm) [y =0

(beachte: Nach Voraussetzung gilt x,(p, V') = 0), also ist N4 ein Normalenvektor an die
erweiterte Pedalfliche von 7(g). Dass die Vektoren Nl, N2 und N3 ebenfalls Normalen-
vektoren sind, wurde bereits 1n Satz 8.14 gezeigt. Es muss also noch gezeigt werden,
dass diese vier Vektoren linear unabhéngig sind, dies folgt aber aus (setze zur Abkiir-

zung ¢ = /1 + [Pl — (V)2 /1 +
w5851, 0 O
2 R

ku(p, V) 0 (p,V)ka(p,V) -1

(beachte: Nach Voraussetzung gilt x,(p,V) = 0).

Um die restlichen Aussagen zu zeigen, betrachte wie in Lemma 8.15 den Fall, dass p
und N(p) linear abhingig sind, die Verallgemeinerung lasst sich dann analog zur Vorge-
hensweise in Lemma 8.17 durchfithren. Die obigen partiellen Ableitungen der Parametri-
sierung z lassen sich in diesem Fall vereinfachen zu (es sei i € {1,...,2d — 4})

0z Oy 0 Vv
ou;, a_uz.’(p,w - a_m(@’“m(p,m \o)-

Nach Voraussetzung ist der Vektor (V,0) nicht im Tangentialraum von 7y, enthalten,
daher sind diese partiellen Ableitungen von z linear unabhéingig, da es diejenigen von y
sind, und es folgen die restlichen Behauptungen. ©
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8.1.3 Beriihrflachen

Mit Hilfe der im vorherigen Abschnitt untersuchten (erweiterten) Pedalflichen werden
in diesem Abschnitt — analog zum Vorgehen bei den Hyperebenen (vgl. Abschnitt 3.1.2)
— die von den Beriihrpunkten doppelt tangentialer Geraden gebildeten Teilflichen des
Tangentialbiindels untersucht. Insbesondere werden wieder hinreichende Kriterien fiir
die Voraussetzungen der nachfolgenden Sétze in Abschnitt 8.2.1 bereitgestellt.

8.19 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei M stets eine kompakte in E; immersierte
unberandete orientierbare C*-differenzierbare (d — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit
d>1lundk > 2). Essei N: M — S;_; ein fest gewiihltes Normaleneinheitsvektorfeld auf
M. Ferner sei Null ein regulérer Wert der Abbildung &,,: Tpy — R, d.h. T(o) := k,," ({0})
ist eine (2 d—4)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von 7, (vergleiche beispielsweise [7,
Theorem 3.2]).

SchlieBlich sei eine Gerade 7 gegeben, die in den beiden Punkten p(!), p® € M tangen-
tial an die Mannigfaltigkeit A/ ist. Falls die beiden Punkte p™") und p® zusammenfallen,
so seien die zugehorigen Normalenvektoren N(p™)) sowie N(p®) linear unabhingig.

~

Ein Richtungseinheitsvektor der Geraden 7 sei V.

8.20 Lemma. Es gelte sowohl r,(p™V, V) # 0 als auch r,(p@, V) # 0.

Dann gibt es (fir i € {1,2}) eine offene Umgebung T® C Ty; von (p,V), so dass
BY eine (2d — 4)-dimensionale C*~*-differenzierbare immersierte Untermannigfaltigkeit
von Ty ist. Dabei sei BY definiert durch (es sei {i,j} = {1,2})

BY = {(p,V) e T3, V) € TV mit n(p,V) = n(,V)}.

Beweis. Aufgrund von Satz 8.14 ist fiir fast jede Wahl des Ursprungs die Fliche M
sowohl in einer Umgebung M® von ﬁ(p(l),V) als auch in einer Umgebung M® von
p(p?, V) eine (2 d—3)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Da p*) und p® die Beriihrpunkte
der Geraden 7 (mit Richtung V) sind, gilt p(p®,V) = p(p@, V). Die Flichen M®
und M® schneiden sich also in einer Umgebung dieses Punktes. Zeige nun, dass sich
diese Flichen in p(pW), V) transversal schneiden, indem die lineare Unabhéngigkeit der
Normalenvektoren (innerhalb von G gezeigt wird).

Betrachte also die auf den Tangentialraum von G projizierten Vektoren Ng(p(l), V),
N3(p®, V) (vgl. Satz 8.14). Angenommen, diese Vektoren wiiren nicht linear unabhiingig,
dann lieBe sich die Null nichttrivial linear kombinieren. Anwenden des Skalarprodukts
mit (V,0) auf diese Linearkombination der Null zeigt, dass oBdA auf das Projizieren
verzichtet werden kann. Somit gibt es eine Konstante o € R mit

~

1+ (pM, V)2 Ny(pV, V) = a\/1+ (p@,V)2. Ny(p? V) (8.4)

(beachte: Beide Vektoren sind ungleich Null). Anwenden des Skalarprodukts mit den
Vektoren (N (p™M),0) sowie (N(p®),0) auf diese Gleichung ergibt

1=a (N(pY), N(p?)) sowie (NGD), Np®)) = a,
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insgesamt folgt damit (N (p™M), N(p?))? = 1, und somit die lineare Abhingigkeit von
N(pM) und N(p®). Anwenden des Skalarprodukts mit dem Vektoren (0, N(p™M)) und
Einsetzen des Wertes von « in Gleichung (8.4) ergibt [|p® — p)|| = 0. Somit gilt

p? = pM). was im Widerspruch dazu steht, dass bereits die Vektoren N (p(*)) und N (p®)
hnear abhéngig sind.

Der Schnitt der beiden obigen Umgebungen ist also transversal (nach eventuellem
Verkleinern), und damit eine (2d — 4)-dimensionale Untermannigfaltigkeit einer jeden
dieser Umgebungen. Dies iibertréigt sich dann mit dem dem Diffeomorphismus p auf die
Fliche BY (fiir i € {1,2}). ®

8.21 Korollar. Fiirj € {1 2} sei eine Folge von Punkten (pk‘ , Vi) mit /in(pk Vi) #0
(mit k E N; die Punkte (pk Vi) und (pk, . Vi) haben dieselben Eigenschaften wie (p), V)
und (p?, V) in Voraussetzung 8.19) gegeben, so dass

(p,V) = hm (pk, Vi) = hm (pk Vi) sowie lim N( ) = lim N( )

k—o0 k—oo

erfillt ist.
Dann gilt k,,(p,V) = 0.

Beweis. Dies lasst sich wie in der entsprechenden Situation bei Hyperebenen (vgl. Ko-
rollar 3.9) direkt auf Lemma 8.14 und Lemma 8.20 zuriickfiihren. ®

8.22 Lemma. Es sei d > 2, und wiederum gelte Ko (PP, ) #+ 0, jetzt jedoch sei
kn(PM, V) = 0. Der Vektor (V 0) sei nicht im Tangentzalmum von Ty tm Punkt

(pM), V) enthalten. Sind die Vektoren N(p™) und N(p®) linear abhingig, so sei V
keine Hauptkriimmungsrichtung zur Hauptkrimmung 0.

Dann gibt es (fir i € {1,2}) eine offene Umgebung T C Tyy von (p,V), so dass
Bgé)) eine (2d—5)- dimensionale Ch-1- diﬁer@nzierbare immersierte Untermannigfaltigkeit

von Ty ist. Dabei sei B ) definiert durch (es sei T( =TWNTy)

BE&? ={(p,V) € T(S)H @, V") € T mit n(p, V) =n(p,V')} sowie
B2 = {(p,V) e TP3(,V') € TS mit n(p,V) = n(p', V')}.

Beweis. Analog zum Vorgehen im Beweis von Lemma 8.20 ladsst sich diese Aussage
auf das Zeigen der linearen Unabhingigkeit der Vektoren Nj(p), V), Nu(pW, ‘7) und
Ng(p(Q),V) zuriickfithren. Angenommen, diese Vektoren wiren linear abhingig, dann
gibe es Konstanten oy, as € R mit

~

N4(p(1), V)=a;y/1+ (p, V}Q . Ng(p(l), V) +ag /14 (p?), ‘7>2 . Ng(p@), V) (8.5)

(beachte die lineare Unabhiingigkeit von N3(p®, V) und N3(p@,V), die im Beweis
von Lemma 8.20 gezeigt worden ist). Anwenden des Skalarprodukts mit den Vektoren
(—{pW, V) N(pM), N(pM)) sowie (—(pM, V) N(p®)), N(p®)) auf diese Gleichung ergibt

~1=ax (NEW), Np®)) [p® = pW [ und (N (W), N(p'*)) = az [[p* —p™|
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(dabei sei 0BdA V so orientiert, dass p® = p® 4 [[p® —p®)||-V erfiillt ist), insbesondere
folgt aus der ersten Gleichheit, dass die Punkte p™M und p(Q) verschieden sind. Aus beiden
Gleichungen zusammen folgt (N (p")), N(p®))? = 1 und damit die lineare Abhingigkeit
der Normalenvektoren in diesen Punkten. Anwenden des Skalarprodukts mit dem Vektor
(N(p™M),0) auf Gleichung (8.5) liefert a; + ay (N(p™M), N(p®)) = 0, damit ergibt sich
mit dem bereits gezeigten

1 . _ (N, NE?))
M e =0 T ™ 0]
Einsetzen dieser Werte in Gleichung (8.5) fithrt in der ersten Komponente zu
d-1
V  fr(p (1) ki (p (1)) . fk(p(l)) =0
k=1

Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, dass V im Falle der linearen Abhéngigkeit
von N (pV) und N (p?) keine Hauptkriimmungsrichtung zur Hauptkriimmung 0 ist. ©

8.23 Lemma. Es seid > 2, und es gelte sowohl an(p(l), V) =0 als auch /fn(p(z), V) =0.
Sind Y3V, fu@®) k(@) - fu(pV) und Z UV Fep®) mi () - fi(p®) linear
abhingig, so seien die Normalenvektoren N(p™)) und N(p®) linear unabhdingig.

Dann gibt es (fir i € {1,2}) eine offene Umgebung T® C Ty von (p@, V), so dass
B(()o eine von einer (2d — 5)-dimensionalen C*~2-differenzierbaren immersierten Unter-
mannigfaltigkeit von Ty tberdeckt werden kann. Dabei sei B(()%) definiert durch (es sei

{i,5t ={1,2})
B&) = { p,V)eT® ﬂTo)}EI (P, V) eTY mitn(p,V) = n(p',V’)}.

Beweis. (i) Fiir i € {1,2} sei (z®,0%): UD — T eine Parametrisierung einer Um-
gebung von (p®, V) (fiir geeignete offene Mengen U@ C R244) und n@: U® — S,_;,
u +— N(x®(u)) die zugehorige Parametrisierung der Normalenvektoren. Weiterhin sei
2: U — Ky x Sy_q die Parametrisierung aus dem Beweis von Lemma 8.18 (vgl. Glei-
chung (8.3)) beziiglich des Punktes (p"), V). Betrachte dann die Hilfsfliche, die durch

die Parametrisierung

(1)
2: UMW xR — Ey x Sq_1, (u, \) — z(u) + X - (n O(u))

gegeben ist (dies ist eine Teilfliche der erweiterten Pedalflichen von x, ({0}) auf den
Parallelflachen im Abstand A zu M). A
Angenommen, die partiellen Ableitungen der Parametrisierung Z im Punkt (p™), Y)

waren linear abhéngig. Aus der linearen Unabhéngigkeit von daz cee 8uf§_4 in (p", V)

(vergleiche den Beweis von Lemma 8.18) folgt dann insbesondere, dass es Konstanten
pi € R (fur j € {1,...,2d — 4}) gibt mit

2d—4

Z L - 8uj — (z™, o) '”(1))|(p<1>,x‘/)'
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Anwenden des Skalarprodukts mit N(p")) auf diese Gleichung fiihrt zu

2d—4 2d—4

(91)() ~
(p™M, V) Zm ~o, Np')) = =M, V) Zuj N@pM)) =o0.

Offensichtlich liegt nun ein Widerspruch vor. Durch Z wird also eine (2 d—3)-dimensionale

Flache parametrisiert. Normalenvektoren im Punkt 2|(p<1> ) sind nun gegeben durch

Ny (pM, V), Ny(p®, V) und N,y (p™), V) (vergleiche Satz 8.14 bzw. Lemma 8.18).

(ii) Zeige als zweiten Schritt, dass die auf den Tangentialraum von G projizierten
Vektoren Ny(p™, V), N3(p®@, V) und Ny(p®, V) linear unabhiingig sind; dann kann
wie in der entsprechenden Situation bei den Hyperebenen (vgl. Lemma 3.11) auf die zu
zeigende Aussage geschlossen werden. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann gibe
es einen nichttriviale Linearkombination dieser Vektoren, die Null ergibt. Anwenden des
Skalarprodukts mit (V, 0) auf diese Linearkombination der Null zeigt, dass oBdA auf
das Projizieren verzichtet werden kann. Somit gibt es Konstanten as, ay € R mit

N4(p(1), V) = Q3 \/ I+ <p(2)7 V>2 : N3(p(2)7 V) + oy - N4(p(2)7 V) (86)

(beachte die lineare Unabhiingigkeit der Vektoren N3(p®, V) und Ny(p®, V) nach Lem-
ma 8.18). Anwenden des Skalarprodukts mit (—(p(z),V> - N(pW), N(pM)) bzw. mit
(—(pW, V) - N(pP), N(p?)) auf Gleichung (8.6) fiihrt zu

L= —ay (N(pU), N () sowie (N (), N(p)) = as [p® = p)| = .

Fiir (N (p™M), N(p?)) = 0 fiihrt dies sofort zum Widerspruch, sei dies im folgenden also
nicht der Fall. Auflésen ergibt dann

L 1= (NGOLNEP) !
[p® =pO] (NGO, NEE)) T T (NpD), Np®))

Betrachte als erstes den Fall, dass die Vektoren S92V, fi (pM)) sx(pM) - fr(p™) und

IV (@) k(@) - fro(p?) linear abhiingig sind. Anwenden des Skalarprodukts
mit (—(p®, V)-N(p@), N(p?)) auf Gleichung (8.6) fithrt dann mit dem Ergebnis fiir a4
aus Gleichung (8.7) zu (N (p™M), N(p®))? = 1, die Normalenvektoren N (p™")) und N (p®?)
sind somit linear abhéngig; ferner folgt a3 = O aus Gleichung (8.7). Aus Gleichung (8.6)
folgt damit zunéchst

o (8.7)

U

d—1 —1

k(™) - flp™) =) (VL A 0P)) k(@) - f1(pP),

1

=
Il

k=1

und daraus dann

IS

-1

(42 = (N D), NG=) 50, 1)) - SV b)) s D) - ) = 0.

1

i
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Aufgrund der Wahl der Voraussetzungen ist die Summe nicht Null (da N(p™) und
N (p@) bereits als linear abhingig erkannt sind), daher muss der erste Term verschwin-
den. Fiir (N(p), N(p®)) = 1 kann dies wegen p") # p® nicht der Fall sein, fiir
(N(p), N(p?)) = —1 ist dieser Term abhzingig von der Wahl des Ursprungs, bei ge-
eigneter Wahl desselben ergibt sich auch hier ein Widerspruch.

Betrachte somit nun den Fall, dass die Vektoren 320”1V, fi(pM)) sr (™) - fr(p™)
und S0V, £f(pP) ki (p?) - fr(p®) linear unabhiingig sind, es existiert also ein Vek-
tor W € S;_1, der orthogonal zum ersten, nicht jedoch orthogonal zum zweiten ist.
Anwenden des Skalarprodukts mit (—(p®, V) - W, W) auf Gleichung (8.6) fithrt dann
mit dem Ergebnis fiir oy aus Gleichung (8.7) zu (N(p®), W) = (N (pV), N(p'?))2. Die
rechte Seite ist echt positiv (der Orthogonalitétsfall ist ja bereits ausgeschlossen), die
linke Seite (eventuell nach Ubergang zu —W) kleinergleich Null. Somit ergibt sich auch
in diesem Fall ein Widerspruch. ©

8.1.4 Zwischenflachen

So wie beziiglich der Hyperebenen die von doppelt tangentialen Hyperebenen eingehiill-
ten Flichen von Interesse waren (vgl. Abschnitt 3.1.3), sind beziiglich der Geraden eben-
falls Flachen ,,zwischen® den Beriihrpunkten doppelt beriihrender Geraden in der gewahl-
ten Immersion des Tangentialeinheitsbiindels von Interesse.

8.24 Voraussetzung. In diesem Abschnitt sei M stets eine kompakte in [E; immersierte
unberandete orientierbare C*-differenzierbare (d — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit
d>1lundk > 2). Essei N: M — S;_; ein fest gewiihltes Normaleneinheitsvektorfeld auf
M. Ferner sei Null ein regulérer Wert der Abbildung &,,: 7oy — R, d.h. T(o) := k,~ ({0})
ist eine (2 d—4)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von 7, (vergleiche beispielsweise [7,
Theorem 3.2]).

SchlieBlich sei eine Gerade 7 gegeben, die in den beiden Punkten p™, p® € M tangen-
tial an die Mannigfaltigkeit A/ ist. Falls die beiden Punkte p™") und p® zusammenfallen,
so seien die zugehorigen Normalenvektoren N(p™))) sowie N(p?)) linear unabhingig.

~

Ein Richtungseinheitsvektor der Geraden 7 sei V.
8.25 Lemma. Es gelte sowohl k,(pM, V) # 0 als auch k,(p®,V) # 0. Weiterhin sei
y = (z,v): U — Eq x Sq_1 (fiir geeignetes offenes U C R2474) cine Parametrisierung
einer offenen Teilmenge von BY) (oder B?), und eq: U — Sy_1 eine Abbildung mit
(v,eq) = 0. Schlieflich sei noch fir eine differenzierbare Funktion f: U — R die Abbil-
dung zy: U — Eq X Sg4_1 definiert durch

zp: U —Eg x Sg1,u — y(u) + f(u) - (U%u)) .

Dann gilt

(g2 (0)-(5) () (O
~aen(Get g () (5)- () ()
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Beweis. Wihle fiir u € U eine Orthonormalbasis {e;(u),...,eq(u)} (mit e; := v), und
definiere die Matrix £ durch

pm () () () () () () () ()

Dann gilt
oy dy v eq 0 0
det(ET - o
et (aul’ " OUg gy (0) ’ (0) ’ (v) ’ <€d>))
<38_1ia 62> <au§§_47€2>
<aax €d— 1) <a L aed71>
= det ulv Had-a ) 8.8
( (e) o (G, e) ) (83)
<881_;Ul €d— 1) e <au5274 ) ed71>

Die partiellen Ableitungen von = + f - v sind gegeben durch (es sei j € {1,...,2d —4})

or  Of ov
TP Al o R A
also ldsst sich Gleichung (8.8) durch geeignetes Addieren von Zeilen weiter umformen zu
(beachte: Der Vektor v ist orthogonal zu e, ..., e4)
Gar(@+frv)e) - (F2(@ +f v), €2)
(@ + frv)eamr) - (52— +f v), €d-1)
= det( ' v 2a )
(a—m762> <au2d " , €2)
ov v
<6u1’ d— 1> <3U2d 2 G-
0z 0z v
=det(B" - (£ L, L
G (o) (6) 0 )
Da offensichtlich det(E) = 1 ist, folgt die Aussage. ©
8.26 Lemma. Es gelte sowohl k,(p™, V) # 0 als auch k,(p®,V) # 0. Weiterhin sei

pM # p®, und (V,0) sei tmnsversal zu BY innerhalb von Ty, (firi € {1,2}). Es sei
die Flache T CEy; x Sy_1 definiert durch

T {(p‘(/”) b (p@) - > ‘u e [0,1], (ﬁ?) e BY (firi € {1,2})
mit n(p™, V) = n(p®, V) }.
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Dann ist T eine (2d—3)-dimensionale CrF=1_differenzierbare in By x Sy4_1 immersierte
Mannigfaltigkeit. Weiterhin ist (fir p € R; gilt N(p™M) = N(p®@), so sei p # 3, verglei-
che auch die nachstehende Bemerkung 8.27) eine Basis des Normalenraums im Punkt
(p, V) = (pW) + - (p® —pM), V) eT gegeben durch

T (o T N(pW) ) |
No(p, V) = sowie
2(p,V) (—u 16 — pO] - N ()

o N(p®)
Ns3(p,V) = (_(1 — ) [p® - pO| .N(p@)) .

Beweis. OBdA sei der Vektor V so orientiert, dass p» + p? — pM]| - V = p®@ gilt
(dies ldsst sich durch Vertauschen der beiden Punkte p™ und p® erreichen). Es sei
dann y® := (29 v): U — Eg4 x E, eine Parametrisierung von B® (fiir geeignetes offenes
U C R?44 j € {1,2}; vergleiche auch Lemma 8.20), so dass zueinander gehérige Punkte
durch denselben Parameter gegeben sind, d.h. es gilt 2™ + |22 — 2| . v = 2, Dann
lasst sich die Fliche 7 parametrisieren via

U KR = By Sucts ) = 400 + () — 0] - ().

Die partiellen Ableitungen dieser Parametrisierung sind somit gegeben durch (es sei
ie{l,...,2d—4})

0z oy 0 ) (1) () (2) (1) 385-
5= o g (1 =01 (0] e = 2] - () na

0z v
72 1,2 _ (D).
5 = I~ ().

Somit ist sofort ersichtlich, dass N; und N, Normalenvektoren an 7 sind. Aus Symmetrie-
griinden gilt dies dann auch fiir N3. Diese drei Vektoren sind (aufler in dem angegebenen
Spezialfall) stets linear unabhéngig, bilden also (die noch nicht bewiesenen Aussagen
vorausgesetzt) eine Basis des Normalenraums.

Es sei n: U — Sy_1,u +— N(x@) (fiir i € {1,2}) die zu obiger Parametrisierung
zugehorige Parametrisierung der Normalenvektoren. Fiir (geeignetes) v € R definiere
dann den Vektor ez durch

1
T O @)

€q - . (n(l) +v- n(Q)).

Weiter sei die Matrix A definiert durch

0z 0z 0z (e 0 0
A= (8u1""’8u2d_4’ E))\’ (0) ’ (U) ’ (€d>)’
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sowie die Matrix G = (g;;);; durch

dy dy v\, Oy dy v
12 (D). .
G:= |z | (0u17.”’8u2d_4’(0)) (3u1"”’0u2d_4’ 0 )

Aufgrund der Voraussetzungen ist det(G) # 0 (eventuell nach Verkleinern des Parame-
tergebietes U). Dann gilt

T Oy Jdy v\ (n®M 0 n®
det(A‘HZO (8u1""’ Ding s’ (O) ) ( o ) \v) —||$(2) _ x(1)|| .n® ))
g1,1 91,2d-3 0 0 0
1 92d-3,1 92d-3,2d-3 9 ) 0 0
= t 1+v(n 1),n(2
0 0 1 0
—[|2@ =D ( (nD) nPy4p
* * 0 0 n(l)-l-(l/'n(Q)H )
(2 _ M
= —det(G) |z and (1+ v (D, n®Y) (nD, n®) 4 v).

[nD + v n@]|2

Fiir geeignete Wahl von v ist dies offensichtlich ungleich Null, und damit gilt dann auch
det(A‘#ZO) # 0. Mit Lemma 8.25 folgt dann det(A) # 0, insbesondere sind also die
Spalten der Matrix A linear unabhéngig, und somit auch die partiellen Ableitungen der
Parametrisierung z von 7. ©

8.27 Bemerkung. Falls In Lemma 8.26 N (pM) = N(p®) gilt, so ist eine Orthonormal-
basis des Normalenraums von 7 in (p, V') gegeben durch

O () ()

Beweis. Betrachte den Grenzwert der (normierten) Vektoren Ny+ N; sowie Ny—N5. ©

8.1.5 Eine Verallgemeinerung einer Minkowskischen Integralformel

Beim Umformen der von der Wahl eines ausgezeichneten Punktes abhéngigen Formel in
eine von einer solchen Wahl unabhéngigen Formel war bei der Betrachtung des Schnitt-
verhaltens beziiglich Hyperebenen eine der Minkowskischen Integralformeln hilfreich (vgl.
Abschnitt 3.2.4). Da die Beweisidee nun bei den Geraden derjenigen bei den Hyperebenen
entspricht, wird dies jetzt ebenfalls der Fall sein. Die hierfiir nétige Verallgemeinerung
einer der Minkowskischen Integralformeln auf Integration iiber das Tangentialeinheits-
biindel erfolgt in diesem Abschnitt.
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8.28 Satz. Fs sei M eine kompakte in Ey immersierte unberandete C3-differenzierbare
(d — 1)-dimensionale orientierbare Mannigfaltigkeit (mit d > 1) mit Normaleneinheits-

vektorfeld N: M — Sy_1. Weiterhin sei T C Ty eine Menge, auf die der Satz von Stokes
angewendet werden darf (vergleiche beispielsweise [13, chapter XVII]).

Dann gilt

dO
/(p,w(l N ) V)

i L) () () () ) (0

Beweis. Es sei (p, V) € T ein beliebiger Punkt, und y := (z,v): U — 7j; eine Parame-
trisierung einer offenen Umgebung von (p, V) in 7 (fiir geeignetes offenes U C R24-3),
Betrachte im folgenden auf (z,n)(U) die Differentialform

(x,v) (wg A A wd_l) A (WLQ A A de_l). (8.9)

Dabei sei das zugehorige Orthonormalbein in (x,v) gegeben durch den Punkt = selbst,
den Richtungsvektor e; := v, den Normalenvektor e; := N(x) sowie eine Orthonormal-
basis eg, ..., eq 1 aus Tangentialvektoren, so dass ey, ..., e; eine Orthonormalbasis von
E, ist. Die fiir den weiteren Verlauf des Beweises relevanten Maurer-Cartan-Formen sind
dann gegeben durch (es sei j € {1,...,d —1})

243 5
w; = (dz,e;) = <8T,e]) duy,
k=1 k
243 5
wg = (dz, eq) = <8_’ N(z)) duy, = 0 sowie
1 Uk
243 o
Wl,j = —<d61,€j> = — Z <a—u1€,€j> duk
k=1

Im folgenden werde die duBere Ableitung der in Gleichung (8.9) definierten Differential-
form betrachtet: Mit Hilfe des noch folgenden Lemma 8.43 (beachte: Nach obigem ist
Wq = 0) gﬂt

d<<[)3, U> ((UQ VAR wd_l) A (wLQ VAR wlyd_1)>
= (dz,v) A (wg A A wd_l) A (ng A A de_l) (8.10)
+ (z,dv) A (o A+ Awa1) A (wip A Awigor).

Betrachte zunéchst den ersten Term der rechten Seite von Gleichung (8.10): Mit den
bereits berechneten Maurer-Cartan-Formen ergibt sich (beachte: Wegen e; = v gilt
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(dz,v) = wy; setze zur Abkiirzung w 1= duy A -+ A dugg_3)

(—1)d (wl N /\wd_l) VAN (wl 2 AR /\Wl,d—l)

<§_1f1761> <(';9u1 Cd— 1> <§_;1762> <(’96171 Cd— 1>

<6u§273’61> <8uf273’6d_1> <8u§273’62> <3U§573’6d_1>
oy dy 0 N(x)
<det((aul7”'78u2d 37 (U) ) 0 )
el €d—1 0 0 0 €d 0
() (57 (0) () (0)- (5) - ()
N

s ()-(0) (-

ﬁ N (), Nae). Na(@))) @ (5.11)

(fiir die Definition der Vektoren N;, Ny sowie N3 vergleiche Lemma 8.8).
Betrachte nun den zweiten Term der rechten Seite von Gleichung (8.10). Zunéchst
einmal gilt

d d

(x,dv) = Z(az, e;) (e;,dey) = — Z(x, €i) Wi ;-

i=1 i=1
Daher ergibt sich mit den bereits berechneten Maurer-Cartan-Formen
(1) (z, dv) A (W2 A wd—l) A (w1,2 ARRRIA w1,d—1)

= (=1)% < ,N(zx ))wld/\(wQ/\ A wa1) A (wig A Awrgor)
:(—) <LL’,N( ))(w2/\ WANE 1)/\(&)12/\"'/\&)1@)

(Feg) oo (FEean) (Fen) o (£eq)
= (x, N(z)) : : : : w
<5U(29§ 3’ 2> <8U§§—3’ed71> <3U§Z—3’€2> <8U§Z 3 d>

= (z,N(z)) % det<(@,...,ﬂ,Nl(x),NQ(x),Ng(x))m (8.12)

(fiir die Definition der Vektoren N;, Ny sowie N3 vergleiche wieder Lemma 8.8).
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SchlieBlich betrachte noch die in Gleichung (8.9) definierte Differentialform direkt.
Es sei nun (p,V) € 07 ein beliebiger nichtsinguldrer Punkt des Randes von 7', und
y = (z,v): U — Ty eine Parametrisierung einer offenen Umgebung von (p, V') in 07
(fiir geeignetes offenes U C R24~*). Mit den analog zu oben bestimmten Maurer-Cartan-
Formen gilt dann

(1) (z,v) (w2 AERA wd—l) A (w1,2 ARRA wl,d—l)

<§_51’62> <aa_1i’6d—1> <8B—:1,62> (%,Gd_ﬁ
= (x,v) : : : : w
<#§_4’ €2> T <8u§2_4 ’ €d71> <8u(32—4 ’ €2> o <8u(32—4 ’ €d71>

= (z,0) det((aa—i,...,%, (g) , (Néx)) , (S) : (N(()@)))w

“pas () (60) () (67) C) G e

Insgesamt ergibt sich nun die Aussage mit Hilfe des Satzes von Stokes (vergleiche
beispielsweise [13, chapter XVII]) direkt aus den Gleichungen (8.10), (8.11), (8.12) so-
wie (8.13) (beachte auch Lemma 8.9). ©)

8.29 Bemerkung. Als direkte Folgerung aus Satz 8.28 ergibt sich fiir eine Mannigfal-
tigkeit M mit den dortigen Eigenschaften die bekannte Integralformel von Minkowski
(vgl. [8, Theorem 1))

/EM(l + (p, N(p)) ¢1(p)) dO = 0,

da die iiber alle Tangentialeinheitsvektoren in einem Punkt gemittelte Normalkriimmung
gerade ; in diesem Punkt ergibt.

8.2 Hyperflachen

In diesem Unterkapitel werden nun die Aussagen beziiglich des Mafles einer Menge D
von Geraden mit ,, geeignetem* Schnittverhalten beziiglich einer gegebenen Hyperfliche
formuliert sowie die fiir die zugehorigen Formeln notwendigen Hilfsfliichen konstruiert (je-
weils in Abschnitt 8.2.1). AnschlieBend erfolgt in 8.2.2 der Beweis der Wohldefiniertheit
der gemachten Definitionen.

Der eigentliche Beweis gliedert sich in zwei Teile: In Abschnitt 8.2.3 wird die noch
von der Wahl eines ausgezeichneten Punktes abhéingige Formel bewiesen, im abschlie-
Benden Abschnitt 8.2.4 wird die davon unabhéngige — jedoch die Zwischenflichen aus
Abschnitt 8.1.4 enthaltende — Formel auf erstere zuriickgefiihrt. Die hinter dem Beweis
stehende Idee ist im wesentlichen dieselbe wie bei in Kapitel 3 bei den Hyperebenen (vgl.
Abschnitt 3.2.3).
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8.2.1 Formulierung der Aussagen

8.30 Voraussetzung. Fiir den Rest von Abschnitt 8.2 sei M stets eine kompakte in E,4
(mit d > 2) immersierte unberandete orientierbare C3-differenzierbare Hyperfliche.

Weiterhin seien die folgenden Eigenschaften erfiillt (dabei sei 7.y € Ty eine geeignete
endliche Vereinigung von C!-Bildern von [-Rechtecken mit [ € {0,...,2d — 5}; mit
,Berithrpunkten® sei jeweils das Tupel aus Punkt und Richtungsvektor der Geraden in
Ty gemeint)

e Das Normaleneinheitsbiindel Ny sei eingebettet in Ey X Sy_;.

e Die Abbildung x,: 7y — R, d.h. die Normalkriimmung, habe Null als reguldren
Wert, insbesondere ist 7(gy := x, " ({0}) eine (2d — 4)-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von 7y, (vergleiche beispielsweise [7, Theorem 3.2]).

e Verschwindet die Normalkriimmung in genau einem der beiden Beriihrpunkte ei-
ner Doppeltangentialgeraden, ist die Geradenrichtung in diesem Punkt Haupt-
kriitmmungsrichtung zur Hauptkriimmung Null und sind die Normalenvektoren in
den beiden Beriihrpunkten linear abhéngig, so seien beide Beriihrpunkte in 7,
enthalten.

e Ist die Normalkriimmung in den beiden Beriihrpunkten (p™, V), (p®, V) € Ty,
einer Doppeltangentialgeraden Null, und sind sowohl die Normalenvektoren in den
Punkten p") und p® als auch die Vektoren 3203 (V, fi(p™)) rx(p™) - fi(pV) und

SV, (@) ki (p®) - fi(p?) linear abhingig, so seien beide Beriihrpunkte in
7+ enthalten.

e Die Beriihrpunkte einer Doppeltangentialgeraden, in denen die Normalkriimmung
verschwindet, und in denen diese Doppeltangentialgerade ebenfalls tangential an
7o) ist, seien in 7,y enthalten.

e Verschwindet die Normalkriimmung in keinem der beiden Beriihrpunkte einer Dop-
peltangentialgeraden, und ist diese Gerade tangential an die von Beriithrpunkten ge-
bildete (2 d—4)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von 7j; in einem dieser Punkte,
so seien diese beide in T(*) enthalten.

e Die Beriihrpunkte von Geraden, die in mindestens drei Punkten tangential an M
sind, seien in 7,y enthalten (vergleiche hierzu auch Lemma 8.20).

Da M orientierbar ist, kann ein Normaleneinheitsvektorfeld N: M — S;_1 von M ge-
wihlt werden. Im folgenden werden die Kriimmungen von M stets beziiglich dieses fest
gewihlten N bestimmt (vergleiche hierzu auch Bemerkung 8.33 bei der Betrachtung von
Hyperebenen statt Geraden).

Weiterhin sei eine Menge D C & 4 fest gewdhlt. Diese Menge von Hyperebenen sei die
Vereinigung von endlich vielen beschrénkten Zusammenhangskomponenten von &; 4\ 7
(dabei bezeichne T C & ; die Menge aller Geraden, die tangential an die Mannigfaltigkeit
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M sind). Schliellich sei noch p(D) das bewegungsinvariante Mafl der Menge D, d.h. es
gilt

u(D) = /HED dn.

Es sei Dg die zu D zugehorige Teilmenge von G, d.h. es gilt Dg = 77’ gh(D).

8.31 Definition. Es werde mit 755 C 7, die Menge der (p, V') € 7y, bezeichnet, fiir
die die Gerade n(p, V') in mehr als einem Punkt tangential an M ist.

Dann seien die Mengen 7+ C Ty, sowie 7~ C 7Ty, definiert durch (zur Abkiirzung
werde 77 := Ty \ (To2 U T(g)) gesetzt)

T+ = {(p, V)ET’|E|€>O Vo €]0,e[: n(p + 6 sign(k,(p,V)) - N(p),V)ED},
T :={(p, V)ET’|E|€>O V6 €]0,e[: n(p — & sign(kn(p,V)) - N(p),V)€D}.

Es ist also 71 die Menge der , Tangentialgeraden“ von 7;; (bis auf die explizit heraus-
genommenen), die bei (lokaler) Translation in Richtung des (mit dem Vorzeichen der
Normalkriimmung k, signierten) Normalenvektors im Gebiet D liegen; bei 7~ ist dies
bei entgegengesetzter Translationsrichtung genauso.

8.32 Bemerkung. Fiir (p, V') € 7y, betrachte die um ¢ in Richtung der Normalen N (p)
verschobene Tangentialgerade 7(p, V). Dann ist der zu dieser verschobenen Geraden
zugehorige Punkt von G gegeben durch

om0 ) e (19)

Der Vektor (N(p),0) zeigt im Punkt p(p, V') auf dieselbe Seite der Fléche M (als Hyper-
fliche in G) wie der Normalenvektor N3(p, V') (vgl. Satz 8.14).

8.33 Bemerkung. Die Definition von 7% bzw. 7~ in Definition 8.31 ist unabhingig
von der Wahl des Normaleneinheitsvektorfeldes N auf M, da bei entgegengesetzter Ori-
entierung von N auch die Normalkrimmung ,, ihr Vorzeichen &dndert.

8.34 Konstruktion. Betrachte nun speziell diejenigen Punkte (p, V') des (relativen)
Randes von 71 sowie 7, fiir die die Normalkriimmung &, (p, V') nicht verschwindet,
und fiir die die zugehorige Tangentialgerade n(p, V) in genau zwei verschiedenen Punk-
ten tangential an M ist. Wie in Lemma 8.20 bewiesen, bildet die Menge dieser Punkte
eine (2d — 4)-dimensionale C3-differenzierbare Untermannigfaltigkeit von 7, die im
folgenden mit B* bezeichnet werde. Wie in Konstruktion 3.24 lassen sich die Zusam-
menhangskomponenten von B* zu Paaren zusammenfassen, so dass die zu den beiden
Zusammenhangskomponenten eines Paares zugehorigen Doppeltangentialgeraden diesel-
be Schar von gleichorientierten Geraden bilden. Die Menge dieser Paare sei Z. Aufgrund
der Voraussetzungen an die Mannigfaltigkeit M ist Z endlich.

Betrachte nun ein festes solches Paar Z € Z; die beiden zugehérigen Zusammen-
hangskomponenten von B* seien B(Zl) sowie B(ZQ). Falls zu ,,beiden Seiten® von B(Zl) (und
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damit nach Konstruktion auch von B(ZQ)) die Flache 77 U 7~ liegt, so verfahre analog

zu Konstruktion 3.24). Weiterhin sei noch die ,zwischen® B(ZI) und B(ZQ) liegende Flache
77 definiert durch (vgl. Lemma 8.26)

- (1) (2 _ p) 1 (2
Ty ::{(pV)Jru- (p Op )‘ue [O,l],(pv) eB(Zl),(pv) e BY

mit 7(p", V) = n(p®, V) }.

Fir j € {1,2} definiere nun s : Sei dazu (pW), V) € BZ' ein beliebiger Punkt Es
sei IV (J>( (7)) V) der nach auBen orientierte Normalenvektor der Hyperfléiche BY > in Ty
(,,auﬁen“ beziiglich des Gebietes 71+ U7 7). Dann setze (es sei i € {1,2} so gewihlt, dass

{#,51 = {1,2} gilt)

, @) — ) .
o = sianl( (PP ) N 09,7

(essei (pW, V) € B(i) der zu (p\, V') zugehorige Punkt von BZi), beachte Diese Definition
ist offensichtlich unabhiingig von der Wahl des Punktes (p“), V) in B ) Weiterhin setze
(ZJ) = +1, falls B(Z) eine Teilmenge des Randes von 7 ist, ansonsten setze O'(Zj) = —1.
SchlieBlich sei 7 die Vereinigungsmannigfaltigkeit (unter Beachtung von eventuellen

Vielfachheiten) aller derjenigen Flichen 75 (fiir Z € Z), fiir die s 2) O'(J ) = 41 gilt, sowie

7~ die Vereinigung aller derjenigen Flichen T, fiir die S(Zj) O'(Z) = —1 ist (jeweils fiir

j € {1,2}; dass dies wohldefiniert, also unabhéngig von j, ist, wird in Lemma 8.40
gezeigt werden).

8.35 Definition. Definiere nun die Funktion f7: 7tU7 -~ — R durch Vorgabe der Funk-
tionswerte auf den einzelnen Teilflichen T fiir Z € Z. Fiir p € [0, 1] sowie (p@, V) € B(l
(fiir i € {1,2}) mit n(p,V) = n(p?,V) sei der Funktionswert von f7 im Punkt
(p, V) := (1 — ) - pM + g - p@ V) definiert durch (fiir die Definition von Ny bzw. N3
vergleiche Lemma 8.26)

2 — N (), N@W)] [Ip® — pM|

fr(p,V) = E '
Vdet((Na(p, V), Na(p, V)" - (Ra(p, V), Na(p, 1))

Hierbei gilt

det((Na(p, V), Ns(p,V)) " - (Na(p, V), Ns(p, V)))
= 2p—12p® = pW PP+ (1 = (NE@), Ne"™)?) (14 p (1 — p) [[p? - pP|)2

8.36 Bemerkung. Fiir d = 2, d.h. fiir den Fall, dass in der euklidischen Ebene E, das
Schnittverhalten von Kurven mit Geraden untersucht wird, stimmen die Definitionen hier
aus Abschnitt 8.2.1 offensichtlich mit denjenigen aus Abschnitt 3.2.1 iiberein (beachte:
Fiir d = 2 sind die Hyperebenen gerade durch die Geraden gegeben; weiterhin gilt in
diesem Fall p; o = ¢y = +1). Insbesondere gilt f+ = +1, da in den Endpunkten die
Normalenvektoren (eventuell bis auf die Orientierung) stets tibereinstimmen.
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8.37 Satz. Es gilt

| do
2 (d - 1) (/(p,V)ET+ <p’ _N(p>> ﬁn(p’ V) Kz, (p7 V)

dO
- /(p er- (p, =N (p)) kin(p, V) m)

w(D) =

8.38 Satz. FEs gilt

u(D) = f1dO — deO)

_ L ( / _40 _ / _d0 . /
2(d=1) \Jr+ /K5,, Jr- /K7, Jpv)er+ (pV)eT-
8.2.2 Wohldefiniertheit

In diesem Abschnitt wird die Wohldefiniertheit der Zuweisung von Vorzeichen fiir die
von den zwischen den Beriihrpunkten von Doppeltangenten liegenden Teilflachen aus
Konstruktion 8.34 gezeigt.

8.39 Lemma. Sei Z € Z. Es seien fir j € {1,2} die Punkte (p¥),V) € B(Zj)
gegeben, dass n(p™M, V) = n(p@, V) gilt. Es seien die beiden Normalenvektoren N(pWM)
und N(p(Z)) linear unabhdngig. Somit ist der Vektor N, definiert durch

2
V=0 sign(r,(p?, V) - N(p?),
j=1
ungleich dem Nullvektor. Dann sei E die (zweidimensionale) Ebene, die von den Vekto-
ren N und V aufgespannt wird, und in der die Punkte p®) und p® liegen. Weiterhin sei
(fir j € {1,2}) ¢; die bogenlingenparametrisierte Schnittkurve von M mit E in einer
Umgebung von pY).
Dann gilt (fir j € {1,2})

o) = sign({cf] ), V).
Beweis. Da c ganz in E liegt, ¢ |p(j> = +V gilt, und V orthogonal zu N ist, ist cj parallel
zu N, also gilt

sign(r, (p, 1))

= sign( c}'}pm, (p (j))>)

= sign(((c] ], N) - N, N(p)))

= sign((c| ). V) Slgn((N N(p9))

= O'(ZJ) sign(k, (p\7, V) sign( cj’p(j),]W) sign((NV, O'(Z sign(rn (pW, V) -N(pW))).

Da nach Voraussetzung der Vektor N nicht verschwindet, folgt aus dem Satz von Cauchy-
Schwarz, dass sign((N,o(Z]) sign(k, (pW), V) - N(pW))) > 0 ist, also folgt die Aussage
(beachte: Nach Definition verschwindet die Normalkriimmung in den Punkten von B(Zj)
nicht). ©)
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8.40 Lemma. In Konstruktion 8.34 ist die Definition von T+ und T~ wohldefiniert,
d.h. fir Z € Z gilt (unter Verwendung der Bezeichnungen aus Konstruktion 8.34)
o) D) _ ) )
Beweis. Es seien fiir j € {1,2} die Punkte (p\),V) € B(Zj) so gewahlt, dass fiir die
zugehorigen Tangentialgeraden n(p™, V) = n(p®, V) gilt.
(i) Betrachte zunichst den Fall, dass die Normalenvektoren N (p(*)) und N (p®) linear

unabhéngig sind. Es seien die Bezeichnungen so wie in der Formulierung von Lemma 8.39

gewéhlt. Es sei U(Zl) s(Zl) = +1. Ist s(Zl) = +1 erfiillt, so muss also auch O'(Zl) = +1 gelten,
(1)

und damit sind ¢ und N gleichorientiert (vgl. Lemma 8.39). Ist dagegen s;,’ = —1, so
muss nun 0(21) = —1 gelten, also sind ¢/ und N entgegengesetzt orientiert (vergleiche dazu

auch Abbildung 8.1 links: Die erste Situation ist ,unten®, die zweite ,,oben* dargestellt
setze == n(pM, V) = n(p®,V)). Es sei T die Teilfliiche von 7+ U T~ die an BY)

T M <T+)

Abbildung 8.1: Mogliche Schnittsituationen der Ebene E mit M

angrenzt. Dann gilt (fiir {7, 7} = {1,2}) nach Konstruktion des Vektors N fiir geniigend
nahe bei (p\¥, V) liegende Punkte (p, V) € TW, dass fiir (geniigend kleines) e > 0 die
Gerade n(p 4 ¢ - N, V) im Gebiet D enthalten ist, aber der Punkt (p+&- N, V) kann nicht
in 7% beliebig nahe beim Punkt (p®, V) liegen (falls er iiberhaupt in 7 i) liegen sollte).
Daher kommen fiir 7,;(79) nur die beiden in Abbildung 8.1 rechts rot hervorgehobenen
Situationen in Betracht. Mit Hilfe von Lemma 8.39 ergibt sich in beiden Situationen, dass

auch O'(ZQ) s(Z) = +1 gilt.

Aus Symmetriegriinden folgt analog zu obigem ebenfalls aus O'(ZZ) S(ZZ) = +1, dass
(1) s(Z) = +1 gilt. Also ist gezeigt, dass O'(Z) S(Z) = +1 genau dann erfiillt ist, wenn

U(ZZ) s(Z) = +1 erfiillt ist. Somit folgt die Behauptung.

(ii) Betrachte nun den Fall, dass die beiden Normalenvektoren N (p*)) und N(p®)
linear abhingig sind. Es sei F die (zweidimensionale) Ebene, die von den Vektoren
N(p™M) (und damit auch N(p?)) und V aufgespannt wird, und in der die Punkte p(") und
p? liegen. Wieder sei (fiir j € {1,2}) ¢; die bogenléingenparametrisierte Schnittkurve
von M mit E in einer Umgebung von p¥). Es sei nun (fiir i € {0,1}) gol ) die i-te mittlere
Kriimmung der Kurve ¢; als Hyperflache in der Ebene E. Dann gilt gpg )(cj) = kn(cj, )

und @éE) (¢;) = +1. Die Aussage folgt in diesem Fall somit aus Lemma 3.30 fir d = 2. ©
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8.2.3 Beweis der ortsabhangigen Aussage

8.41 Schreibweise. Um die Formeln in den Aussagen dieses Abschnittes kurz und {iber-
sichtlich zu halten, werde ,,./’?\.“ (fiir geeignetes k € Ny) geschrieben, um auszudriicken,
dass bei den Termen in ,,...“ genau der k-te Term wegzulassen ist. Wird ,, ¥ “ {iber einen
Term gesetzt, so soll genau der k-te Term durch den Term unter ,, ® “ ersetzt werden, die
restlichen Terme sollen unverdndert bleiben.

8.42 Lemma. Fir die in Abschnitt 8.2.1 definierten Mengen gilt:

1. Die Menge D ist eine offene Teilmenge von &, 4, die Menge Dg eine offene Teil-
menge von G.

2. Die Mengen T sowie T~ sind offene Teilmengen in Ty;.

3. Die nichtsinguldren Punkte des (topologischen) Randes von D sind genau durch
die Tangentialgeraden n(p, V') mit (p, V) € T+ U T~ gegeben; die nichtsinguldren
Punkte des Randes von Dg sind genau durch diejenigen Punkte (p', V') gegeben,
fir die ein (p, V) € TTUT "~ emistiert mit (p', V') = (p— (p, V) -V, V).

4. Die nichtsinguldren Punkte des (topologischen) Randes von T UT~ (in Ty ) sind
gegeben durch B* und eine offene Teilmenge von 1.

5. Die Menge der singuldren Punkte des Randes sowohl von D und Dg als auch
von T+ sowie T~ ist endliche Vereinigung von C*-Bildern von [-Rechtecken (mit
1eA{0,...,2d —4}).

6. Die nichtsingulidren Punkte des Randes der Menge D bilden eine C?-differenzierbare
(2d — 3)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von & 4; dasselbe gilt fir die nicht-
singuldren Punkte des Randes von Dg beziiglich G.

Beweis. Diese Aussagen lassen sich wie bereits in der entsprechenden Situation bei den
Hyperebenen (vgl. Lemma 3.34), einerseits direkt auf die Definitionen der beteiligten
Mengen (vergleiche Voraussetzung 8.30, Definition 8.31 sowie Konstruktion 8.34) bzw.
andererseits auf die Aussagen in den Abschnitten 8.1.2 und 8.1.3 zuriickfiihren. ©

8.43 Lemma. FEs gilt

d —
d(Z(u)Q /\ng) N k A (wd /\de)) = 0.

k=2
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Beweis. Ausrechnen der dufleren Ableitung auf der linken Seite ergibt

a _
d(Z(w2/\W1,2) A : A (Wd/\wl d))
k=2
d d T T =
=3 (W Awia) A A (mw Awig Awig) AT A (g Awrg)
k=2

—

— j —

(wo Awin) A=t A (—wj Awrg Awig) A" A (wa Awra).

-
M=

.
Ll
TN

Wegen wy, , = 0 ist die Einschrankung j # £ nicht notig, und Veréndern der Reihenfolge
ergibt

P

(wk A Wi j N wlﬁj) VAN (wg A WLQ) N ’ 7'"9 VAN (wd A de)

M=
B

B
||
N

<
||
N

P

d
Z w]/\wlk/\wkj) A (Wg/\ng) A Tk A (wd/\wl,d).
k=2 j=2

M&

Nach Vertauschen von j und £ in einer der beiden Doppelsummen, ist klar, dass sich
diese gegenseitig autheben, und es folgt die Behauptung. ©

8.44 Korollar. Es gilt

1 &
(WQ /\u)l,g) VANEIEIVAN (u)d /\u)l’d) == d— d<2w1 /\ %) /\wl 2) A A (wd /\de)).
k=2
Beweis. Ausrechnen der dueren Ableitung auf der rechten Seite ergibt (beachte auch
Lemma 8.43)
d -

d(Zwl A (w2 /\ng) A k VAN (wd /\de))

o
[\)

—

(—wk A u}k71) A (u}g VAN ng) A k N (wd VAN de)

B

B
||

2
d—l)(wg/\w172)/\~~~/\(wd/\de). ®

—~

8.45 Korollar. Es gilt

(wg JAREEWA wd) (w1 PRARRRA w1,d)

—

d d =
1 d(Z wi A - /\wd)/\(wm/\-]?-/\wl,d)).
k=2
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Beweis. Umformen der rechten Seite ergibt

d —
d(Z(wl A-SoAwa) A (wia -t /\de))
k=2

(d—3) (d—2)
2

d
d(Zwl VAN (WQ /\w172) A k N (wd /\de)).

k=2

~(-1)

Nun lasst sich Korollar 8.44 anwenden, und es folgt

(d—3) (d—2)

=(=1)" 2 (d—1) (waAwia) A= A (wa Awig)

(d=3) (d=2) (d=2) (d—-1)
= (—1) 2 (—1) 2 (d—l) (wg/\---/\wd) VAN (wl,g/\---/\wl,d)

(1) (= 1) (o A Awa) A (wig A= Awra).

Da (d — 2)? genau dann gerade ist, wenn d gerade ist, folgt somit die Behauptung. ©

8.46 Lemma. Sei 7 C Ty, offene Teilmenge. Dann gilt

d — —

(—1)d/ Z(wl/\-’?-Awd)A(wl,g/\-’-“-Ade)
neN(T) p—o

dO

v K1,

Beweis. Sei y = (x,v): U — Ty, eine Parametrisierung von 7 (fiir geeignetes offenes
U C R?%73; beachte: Nach Lemma 8.9 ist 7, insbesondere eine (2d — 3)-dimensionale
Mannigfaltigkeit). Das zu den Geraden n(z,v) (fir (z,v) € 7) gehorige Orthonormal-
bein sei gegeben durch den Lotfupunkt x — (z, v) - v, den Richtungsvektor e; := v sowie
eine Orthonormalbasis es, . .., e; des Orthonormalraums von 7n(z,v). Dann gilt fir dieje-
nigen Maurer-Cartan-Formen, die hier von Interesse sind (es sei j € {2,...,d}; beachte:
Die partiellen Ableitungen der LotfuBBpunktparametrisierung sind u.a. dem Beweis von
Lemma 8.15 zu entnehmen)

:/ (p, =N (p)) kn(p, V')
(p,V)ET

203 5
wi = (d(z = (z,v) - v),e1) = — ; (z, 8_k>duk’
2d—
wi,j = —(dey, ;) = Z ;) duy, sowie
k=
2d—
wj = (d(z — (z,v) Z e;) dug, + (z,v) wy ;.
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Fir k € {1,...,d} gilt dann (setze w := duy A -+ - A dugg_3)

(—1>d (w1 A k /\wd) A (wl’g A\ k /\wlyd)

k
w5 e <§—z,ed> (o) (e
(o, 52) (g e>7’-“\- ooy oy Fo o
> Quzq—3 8u2d 3772 Oug g—3’ Oug g5’ "2 Dy s Cd

(G (7). (<) (o))
(.5 () () (2)-2)-G) (G-
= (v, ex) det((aai au2d3 (0) ( ) (0

Somit ergibt sich durch Summieren iiber k

e
N——
N—
=

d — —

(—1)d2(w1 A k /\wd) VAN (wl’g A k /\wlyd)

a2 (9.5 (-

ol (). () (e

Da ey, ..., eq eine Orthonormalbasis ist, folgt weiter (beachte: Es gilt e; = v)

o2 (0.6) (-

mit der Orthogonalbasis Ny, Ny, N3 des Normalenraums von 7,; aus Lemma 8.8 lisst
sich dies weiter umformen zu

1
V KTM (z,v)

Die Behauptung folgt nun durch Integration (vergleiche auch Lemma 8.9). ©
8.47 Korollar. Die Aussage von Satz 8.37 ist richtig.

Jy dy

Ouy’ Ouga—s

= —(z, N(z)) kn(z,v) det(( 7N1’N2=N3)>w

Beweis. Es seien die Geraden n € & 4 gegeben durch ihren Richtungsvektor e; € Sy_1,
einen Punkt p auf n sowie eine Orthonormalbasis e,, . .., e4 des Orthogonalraums von 7.
Dann gilt

u(D)—/ dn—/ (wg/\---/\wd)/\(w172/\~--/\w1,d)
neD neD

1
25/(}7 ep (wg/\---/\wd)/\(wl,g/\---/\de).
€1 G
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Anwenden des Satzes von Stokes liefert nun (vgl. [13, chapter XVII, §3, Theorem 3.3];
beachte auch Lemma 8.42 sowie Korollar 8.45)

zlﬂ/ i(wl/\./lf\./\wd)/\(w12/\./]?\./\w1d).
2d—-1 (p,e1)€0Dg |—g 7 ’

Der Rand des Gebietes Dg ist durch den Satz von Stokes orientiert, daher folgt nach
Definition der Teilmengen 7+ und 7~ (vergleiche Definition 8.31; beachte auch Korol-
lar 8.16), und mit Lemma 8.46

1 dO
- T ( /WW (=N V) s
dO
- /w)g- =N V) s V)). ®

8.2.4 Beweis der ortsunabhdngigen Aussage
8.48 Korollar. Es gilt
2(d—1)(2d — 4)! u(D)

(L Vi L vi)
S o) (a0) (0)-(0) () ()0
v o) (@0)-6)-(0) () (o)

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Korollar 8.47 mit Hilfe von Satz 8.28. ©

8.49 Lemma. Es sei Z € Z. Weiterhin sei y¥) := (z®,v): U — E4 x Sq_1 (fiir ge-
eignetes offenes U C R2474) eine Parametrisierung einer offenen Teilmenge von Bg),

so dass zusammengehdrige Punkte von B(Zl) und 8(22) denselben Parameter haben, und
nD: U — S4_1, u— N(z®) die zugehirige Parametrisierung der Normaleneinheitsvek-
toren. Firi € {1,2} setze

B .— (6y(i) oy (v n( 0 0 )
o 8u1””’8u2d_4’ 0/’ 0 "\v )’ n(l) '

Dann gilt det(BW) = det(B®).

Beweis. Wegen Lemma 8.25 kann statt y(!) bzw. y? 0BdA die zugehorige Parametri-
sierung z: U — E4 x S4_1 der erweiterten Pedalfliche betrachtet werden (setze in Lem-
ma 8.25 f = —(y@ v) und e; := n® fiir i € {1,2}; vergleiche auch den Beweis von
Lemma 8.15). Definiere noch die Matrix G = (g; ;);; durch

0z 0z N\, 0z 0z v
Gim (g (O)) (Z (O)).
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Fir ¢ € {1,2} gilt dann

0z 0z () n(l) 0 n(2) ! (@)
det((ﬁul’”"amd_zﬁ (0) ’ (<$(1)av> '”(1)) ’ (’U) ’ (<$(2)>U> 'n(2)>) BY)

91,1 s g1,2d-3 * 0 *
— det(| 924-31 " Y2d-32d-3 * ' 0 * |
( 0 ... 0 <n(1)7 n(2)> 0 <x(1)7 U> <n(1)7 n(2)> )
0 0 0 1 0
0 0 (n® 0@y 0 (@ v) (n® n®)

= det(G) (nM, n@) (n® @) (22 — 1) ).

Aufgrund der Vereinbarung iiber die Orientierung von v im Beweis von Lemma 8.26,
lasst sich dies weiter umformen zu

= det(G) (n ¥, n®) a2 — 2],

die Determinante der Matrix B® lisst sich also darstellen als

det(G) (nV,n®) 2@ — 2]

0z 0z v n™) 0 n® 7
det((éul, T Dgga (0) ) (<$(1)’U> -n(l)) ’ (v) ’ (<x(2)’v> _n(2)>))

ist also insbesondere unabhéngig von der Wahl von i € {1,2}. ©)

8.50 Lemma. FEs liege wieder die gleiche Situation wie in Lemma 8.49 vor. Weiterhin
sei z: Ux[0,1] — E4xS4_1 die Parametrisierung der ,zwischen® B(ZI) und B(ZQ) liegenden
Fliche T; so wie im Beweis von Lemma 8.26, und es sei G, = (gl('?)” die zur ersten
Fundamentalform beziiglich dieser Parametrisierung gehorige Matrix.

Dann gilt

|det((az 9z 0z (nél))7(2)’(71(()1))))':%\/@.

aula' R 8U2d_47 8_/17

Beweis. Definiere zuniichst die Matrix A durch (es sei 2 := (V) +4p- (13(2) —I(l)); vergleiche
Lemma 8.26)

0z 0z 0z _ 0\ «~
A= . —, . N. .
(8u17 7au2d_47 8,[1/7 2(:671])7 (’U) ’ 3($,U))

Mit der Matrix A gilt dann

0z 0z 0z ((n 0 0
T
det(A det((@ul’ U Oug gy O’ ( 0 ) ’ (v) ’ (n(1)>)))
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gfl) gng)d_g * 0 *
= det( gézd) 31 gézd) 3,2d-3 * 0 * )
0 0 1 0 —p||z® — 2|
0 0 0 1 0
0 e 0 (M n@y 0 —(1—p)||z@® — 2O

— det(Gz) (2 ow— 1)<n(1)’ 7’L(2)> ”x@) o x(l)H

Andererseits ergibt das (entsprechende) Ausrechnen von det(A" - A) (also (det(A))Q)
gerade das Produkt von det(G,) mit dem Quadrat des Nenners von fz, und somit folgt
die Aussage. ©)

8.51 Lemma. FEs sei Z € Z. Weiterhin setze 65 := sZ O’Z (vgl. Konstruktion 8.34;
die Unabhingigkeit dieser Definition von der Wahl von j € {1,2} wurde in Lemma 8.40

gezeigt).
Dann gilt
2 [t ((50) () (0)-(5)- () (o

=(2d—4)ay f#dO.

1z
Beweis. Es sei j € {1,2}. Dann sei y¥) := (2 0): U — E4 x Sd 1 (fiir geeignetes
U C R244) eine Parametrlslerung einer offenen Tellmenge von BY) 7, so dass zusammen-
gehorige Punkte von BZ und BZ denselben Parameter haben, insbesondere gilt also
n(zM, v) = n(z?,v). Weiterhin sei n¥): U — Sy_1,u — N(zU)) die zugehorige Parame-
trisierung der Normaleneinheitsvektoren. Falls d > 3 ist, seien diese Parametrisierungen
oBdA so gewithlt, dass det(BY)) > 0 erfiillt ist (verglelche Lemma 8.49 fiir die Definition
der Matrix BY); wegen Lemma 8.49 ist diese Forderung auch simultan fiir j € {1,2}
erfiillbar; das Parametergebiet U sei ferner oBdA so klein gewéhlt, dass kein Vorzeichen-
wechsel dieser Determinante auftritt; beachte: Fiir d = 2 gilt det(BY)) = +1). SchlieBlich
sei v oBdA so orientiert, dass (V) + ||#® — 2W|| . v = 2 gilt (dies lisst sich durch
eventuelles Vertauschen der Rollen von B(Zl) und B(Zz) erreichen).
Nach Definition von BY) (fiir j € {1,2}; vergleiche Lemma 8.49) gilt

2

2 frpen @) (a0) (0)- (6 () (30

(2d — 4)! Zo—”/ (29 ) det(BY) duy A - - A dugg_s.
(U

Die Orientierung von B(Zl) und B(Z2) ist durch den Satz von Stokes vorgegeben (verglei-
che Korollar 8.48 sowie Satz 8.28). Nach Definition von S(ZJ) lasst sich dies daher weiter
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umformen zu (beachte, dass bei der Definition von S(Zj) in Konstruktion 8.34 die Orientie-
rung des Verbindungsvektors der Doppelberiihrpunkte jeweils in Bezug auf den jeweils
anderen Punkt gewéhlt wurde, wéhrend hier der Vektor v unabhéngig von den beiden
Beriihrpunkten gewihlt worden ist)

2
(2d —4)! Z o /(x(j),v) det(BY) duy . .. dugg_y.
Jj=1 v
Nach Definition von 7z und mit Lemma 8.49 folgt weiter
=(2d—4) oy /(:L‘(Q) —2W ) det(BW) duy . .. dug g4
U
__(zd-4ﬂazl/ﬂmﬁm-xﬂwydeuzﬂﬂ)duln.du2¢4
U

=(2d—4)ay / / |2 — 2D || det(BW)dpduy . .. dugg_g.
v Jio,]

Es sei nun eine Parametrisierung 2: U x [0,1] — Ey4 X S4_1 der ,,zwischen* B(Zl) und B(Z2)
liegenden Fliche 7 gegeben wie im Beweis von Lemma 8.26. Dann lésst sich dies weiter
umformen zu (unter Anwendung von Lemma 8.25 mit f := u ||[#® — 2| und ¢4 := n(V)

(2d —4)!

9z 0z (nWM 0 0
/ /[;1 det 8u1 70U2d_4’ %7 ( 0 ) 3 (U) ’ <n(1)>))dﬂdu1 . 'du2d—4-

Mit Lemma 8.50 ergibt sich dann

:QFM@//j%@MMMmmM%4
v Ji0,1]

z(U)

Insgesamt folgt damit dann die Aussage (beachte: Die Funktion fg ist genau dann Null,
wenn det(BW) = 0 gilt). ©)

8.52 Folgerung. Die Aussage von Satz 8.38 ist richtig

Beweis. Dies folgt nun unmittelbar aus Korollar 8.48 mit Lemma 8.51. ©
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Die Liste der Symbole ist in allgemein verwendete Symbole, im Euklidischen, Sphéri-
schen bzw. Hyperbolischen verwendete Symbole sowie die Bezeichnungen fiir Flachen
im Euklidischen bzw. Nichteuklidischen unterteilt. Bei Flichen, die sowohl in ,,+“- als
auch in ,—“-Varianten auftreten, ist jeweils nur die erstere in das Symbolverzeichnis
aufgenommen, die andere wird stets in derselben Definition bzw. Konstruktion definiert.
Die angegebenen Seitenzahlen verweisen jeweils auf diejenige Seite, auf der das Symbol
definiert ist.

Allgemeine Symbole n(p,V) Gerade durch den Punkt p mit
SX Vektorprodukt Richtung V', 23
j1 Kosinus-Funktion, 19 . -
i Sinus-Funktion, 19 SymF)c')le im Sphéirischen
I Norm Far Sphérischer Raum, 23

1 . . ..

() Skalarprodukt Fax E%nhe@ssphfc?re, 23
Cjk Integrationskonstanten, 20 SC(ZK) Einheitssphére, 23
Cjik,l Integrationskonstanten, 21 gd—lvd Menge aller Hyperebenen, 23

(K)
&) () Integrationskonstanten, 51 Ly, Menge aller

1,7,d
() ) Ursprungshyperebenen, 23
f{zf(l}(E) Integrationskonstanten, 52 ¢(p, N) Hyperebene mit Normalenvektor
Cjd Konstanten (K > 0), 168 N im Punkt p, 23
Sakr M ller Sphé
Symbole im Euklidischen K, euse alier Sphiaten vo
o Radius r, 23
Eq Euklidischer Raum, 22 ¢ (p) Sphire mit Mittelpunkt p und
Ei—1.a  Menge aller Hyperebenen, 22 Radius 7, 23
Li—14 Menge aller
Ursprungshyperebenen, 22 Symbole im Hyperbolischen
{(p, N) Hyperebene mit Normalenvektor T g Hyperbolischer Raum, 24
N im Punkt p, 22 Pk Einheitssphire, 24
Sar Menge aller Sphiren vom IE‘?L % Selbstorthogonale Vektoren, 24
Radius r, 23 E yj 4 Menge aller Hyperebenen, 24
¢ (p) Sphére mit Mittelpunkt p und ’

,cﬁff)l 4 Menge aller
7 Ursprungshyperebenen, 24
¢(p, N) Hyperebene mit Normalenvektor
N im Punkt p, 24
Sikr  Menge aller Sphiren vom

Radius r, 23
E1a Menge aller Geraden, 23
L4 Menge aller
Ursprungsgeraden, 23
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Radius r, 24

Sphére mit Mittelpunkt p und
Radius r, 25

Menge aller Horosphéren, 25
Horosphére in p mit b als
Normalenvektor der zugehorigen
Hyperebene, 25

Flichen im Euklidischen

Normalenbiindel, 27
Parallelfiache im Abstand e, 30
Parallelfliiche im Abstand ¢, 30
,Gutartige“ Punkte, 39
Normalenfokalfliche, 39
Seitenflache, 42

Grenzfliche des Gebietes
zwischen Fléche und
Parallelflache, 45

Punkte mit verschwindender
GauB-Kriimmung, 71
Teilflache von M aus
Hyperebenenformel, 72
Hiillfliche aus
Hyperebenenformel, 73

Punkte verschwindender
Lipschitz-Killing-Kriimmung, 86
Teilfliche von N, aus
Hyperebenenformel, 87
Hiillflache aus
Hyperebenenformel, 88
Teilfliche von N, aus
Sphéarenformel, 109

Flidche aus Sphéarenformel, 109
Von k-fach tangentialen Sphéiren
eingehiillte Fliache, 110
Hiillfidche aus

Sphéarenformel, 110

Flache aus Sphéarenformel, 111
Hilfsflache (d gerade), 118
Hilfsfliche (d ungerade), 119
,Rand“ von ONT, 121
Hiillflache k-fach tangentialer
Hyperebenen, 121
Vereinigungsfliche der N, 122

M, Hilfsflache (d gerade), 125

VI, Hilfsfliche (d ungerade), 129
Skr Hilfsflichen, 131

Sy Vereinigungsfliche der Sy, 133
M, Hilfsfléiche, 133

M Hilfsflache (d ungerade), 134
BS konvexes Band beziiglich

Hyperebenen, 192

B ;,  gekreuztes Band beziiglich

Hyperebenen, 192

konvexes Band beziiglich
Sphéren, 197

B7™  weiteres Band beziiglich
Sphéren, 197

Bj 5,  gekreuztes Band beziiglich
Sphéren, 198

Sy
<o

Tur Tangentialeinheitsbhiindel, 205

T+ Teilfliche von 7, aus
Geradenformel, 227

T+ Zwischenfliche aus

Geradenformel, 228
Fliachen im Nichteuklidischen

N Normalenbiindel, 49
My« Parallelfliche im Abstand ¢, 50
M, Parallelflache im Abstand ¢, 50

N ,Gutartige* Punkte, 54

S N Normalenfokalfléiche, 54

Sp.r Seitenflache, 55

SN Grenzflache des Gebietes
zwischen Fléache und
Parallelflache, 56

M o) Punkte mit verschwindender
Gauf-Kriimmung, 146

M+ Teilfliche von M aus
Hyperebenenformel, 147

Ny Punkte verschwindender
Lipschitz-Killing-
Kriimmung, 150

NT Teilfliche von N}, aus
Hyperebenenformel, 151

NT Teilfliche von ANy, aus
Sphéarenformel, 157

M, Flidche aus Sphéarenformel, 157
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N+

++

=

<

N \n
&
R

<

=

Von k-fach tangentialen Sphéren

eingehiillte Flédche, 157
Hiillfliche aus
Sphérenformel, 157

Fléache aus Sphéarenformel, 157
Fléache aus Hyperebenenformel

(K >0), 168

Fliche aus Hyperebenenformel (d

ungerade, K > 0), 168
Hilfsflache (d gerade,

K >0), 169

Hilfsfliche (d ungerade,

K >0), 170

Hilfsflache (K > 0), 172
Hilfsflichen (K > 0), 173
Vereinigungsflache der Sy, ,
(K >0), 173

Hilfsfliache (K > 0), 173

NS
Nk,oo
N

Teilfliche von N, aus
Horosphérenformel, 177
Fléache aus
Horosphéarenformel, 178
Vereinigungsfliche der N, ,;r o
(K <0),179

Hilfsfliche (K < 0), 180
Hilfsflache (K < 0), 183
Hilfsflachen (K < 0), 185
Vereinigungsflache der Sy,
(K <0), 185

Hilfsfliche (K < 0), 185
Hilfsflache (K < 0), 185
gekreuztes Band beziiglich
Hyperebenen (K > 0), 201
gekreuztes Band beziiglich
Hyperebenen (K > 0), 201



242 Symbolverzeichnis




Index

Alle fett hervorgehobenen Seitenzahlen sind Referenzen auf die Definition des jeweiligen
Begriffs. Demgegeniiber geben normal gedruckte Seitenzahlen die Seiten der Verwendung

des jeweiligen Begriffs in Aussagen und Konstruktionen wieder.

A —
Abstand, 22—24
antipodal, 23

— B —
Biindelkoordinaten

~ des Normalenbiindels, 27, 49, 50
Band
~ bzgl. Hyperebenen
~ im Euklidischen, 192, 192
~ im Nichteuklidischen, 201
~ bzgl. Sphéren
~ im Euklidischen, 196, 197
~ im Nichteuklidischen, 203
Beriihrflache
~ bzgl. Geraden
~ im Euklidischen, 215-217
~ bzgl. Horosphéren, 162-165
~ bzgl. Hyperebenen
~ bei Hyperflichen, 65, 143, 144
~ im Euklidischen, 62-65
~ im Nichteuklidischen, 141-144
~ bzgl. Sphéiren
~ im Euklidischen, 105-107
~ im Nichteuklidischen, 153-155

D —
Dichte
~ von Horosphéren, 186

~ von Hyperebenen
~ im Euklidischen, 80

~ im Nichteuklidischen, 149

— E—
Euklidisch
~e Norm, 22
~er Abstand, 22
~er Raum, 22
~es Skalarprodukt, 22
~es Vektorprodukt, 22

G —
Gamma-Funktion, 20
GauB-Kriimmung, 28, 34, 53
Gerade, 23
~n im Euklidischen
Pedalpunkt von =, 209
Schnittverhalten von &, 226, 227,
229

—H —
Hauptkriimmungen, 28, 49

~ der Parallelfliche, 30, 50
Hauptkriimmungsrichtungen, 28, 49

~ der Parallelfliche, 30, 50
Horosphére, 25

~ndichte, 186

Pedalpunkt von ~n, 158, 159

Schnittverhalten von ~n, 176-183
Hiillflache

~ bzgl. Horosphéren, 165, 166, 178,

181, 185
~ bzgl. Hyperebenen
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~ bei Hyperflichen, 66, 67
~ bei Kurven, 67-70
~ im Euklidischen, 65-70, 72, 87,
121, 122, 131
~ im Nichteuklidischen, 144
~ im Sphaérischen, 168, 171
~ bzgl. Sphéren
~ im Fuklidischen, 107, 109-111
~ im Nichteuklidischen, 155, 157
Hyperbolisch
~er Abstand, 24
~er Raum, 24, 145
~es Skalarprodukt, 24
~es Vektorprodukt, 24
Hyperebene
~n im Euklidischen, 22
Pedalpunkt von =, 60
Schnittverhalten von ~, 71-74,
8689, 96, 97, 99, 113, 114,
117-124, 192, 193
~n im Hyperbolischen, 24
~n im Nichteuklidischen
Pedalpunkt von =, 137, 138
Schnittverhalten von &, 146, 147,
150, 151, 201
~n im Sphérischen, 23
Schnittverhalten von a2, 167-172,
202
~ndichte
~ im Euklidischen, 80
~ im Nichteuklidischen, 149

T —
Integralformel
Verallg. ~ von Minkowski, 222
~ von Minkowski, 82, 225

K —

Kosinus, 19

Kriimmung
GauB3-~, 28
Lipschitz-Killing-~, 28
Mittlere ~, 28, 49

I —
Lipschitz-Killing-Kriimmung, 28
Lorentz
~-Raum, 23
~-Skalarprodukt, 23

M —
Minkowski
Integralformel von ~, 82, 225
~-Raum, 23
Vektorprodukt im ~-Raum, 24
Verallg. Integralformel von ~, 222
Mittlere Kriimmung, 28, 49
~en der Hiillfliche bei Kurven, 70
~en der Parallelflache, 32, 33, 51, 52

N —
Norm, 22
Normaleneinheitshiindel
~ der Parallelfliche, 30
~ im Euklidischen, 27, 27, 28, 29
~ im Nichteuklidischen, 49, 49, 50
~ von Hiillflachen
~ bzgl. Horosphéren, 166
~ bzgl. Hyperebenen, 66, 144
~ bzgl. Sphéren, 107, 155
Normalenfokalflache
~ im Euklidischen, 38, 39, 39, 40,
41, 47
~ im Nichteuklidischen, 54, 54, 57

P —
Parallelfliche
Hauptkriimmungen der ~, 30
~ im Euklidischen, 30, 30, 31-34,
39, 41, 45, 122, 125, 129, 131,
133
~ im Hyperbolischen, 181, 183, 185
~ im Nichteuklidischen, 50, 50,
51-54, 56, 154
~ im Sphérischen, 171
Mittlere Kriimmungen der ~, 32,
33, 51, 52
Normaleneinheitsbiindel der ~, 30
Parallelvolumen
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~ im Euklidischen, 34-36, 38, 48, 49
~ im Nichteuklidischen, 52, 53, 58
Pedalfléche
~ bzgl. Geraden
~ im Euklidischen, 209, 210, 212,
213
~ bzgl. Horosphéren, 158, 159, 159,
161
~ bzgl. Hyperebenen
~ im Euklidischen, 59, 60, 60, 61
~ im Nichteuklidischen, 137-139
Pedalpunkt
~ bzgl. Horosphéren, 158, 159
~ bzgl. Hyperebenen
~ im Euklidischen, 60
~ im Nichteuklidischen, 138

S~
Seitenflache
~ im Euklidischen, 42, 42, 43, 45,
46, 109, 125, 129, 131
~ im Hyperbolischen, 183, 185
~ im Nichteuklidischen, 55, 55, 56,
157
Sinus, 19
Skalarprodukt, 22, 23, 23, 24
Sphére, 23, 24
~n im Euklidischen
Radius gegen unendlich, 113, 114,
116-121, 124, 135, 136
Schnittverhalten von =, 108-111,
113, 114, 117-121, 124, 196, 198,
199
~n im Hyperbolischen
Radius gegen unendlich, 176,
179-181, 183, 186, 188, 189
Schnittverhalten von =, 176,
179-181, 183
~n im Nichteuklidischen
Schnittverhalten von =, 156, 157,
202, 203
~n im Sphérischen
Radius gegen unendlich, 167172,
174, 175

Schnittverhalten von ~, 167172

Sphérisch

~er Abstand, 23

~er Raum, 23, 145

~es Skalarprodukt, 23

~es Vektorprodukt, 23
Steiner-Formel

~ im Euklidischen, 34

~ im Nichteuklidischen, 52
Sylvester, 192

T
Tangentialeinheitsbiindel, 205

VvV —
Vektorprodukt, 22, 23, 24
~ im Minkowski-Raum, 24
Verallg. Integralformel von Minkowski,

222
— W —
Weingartenabbildung, 28
Windungszahl

~ im Euklidischen, 44, 45, 46, 48
~ im Nichteuklidischen, 56, 57, 58

7
Zwischenflachen
~ bzgl. Geraden
~ im Euklidischen, 219, 220, 222,
227
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