Theorie zu kraftmikroskopischen
Einzelmolekiilexperimenten an
Biopolymeren

Von der Fakultdt Mathematik und Physik der Universitat Stuttgart
zur Erlangung der Wiirde eines Doktors der

Naturwissenschaften (Dr. rer. nat.) genehmigte Abhandlung

Vorgelegt von

Oliver Braun

aus Stuttgart

Hauptberichter: Prof. Dr. U. Seifert
Mitberichter: Prof. Dr. G. Mahler
Tag der miindlichen Priifung: 15.12.2004

I1. Institut fiir Theoretische Physik
Universitat Stuttgart
2004






Inhaltsverzeichnis

Symbolverzeichnis 7
Kurzfassung 11
Summary 17
Einleitung 21
1 Grundlagen 23
1.1 Biomolekiile . . . . . . . .. 23
1.1.1 Die Proteinfaltung . . . . . .. . ... ... 23

1.1.2  Das Schliissel-Schloss-Prinzip . . . . . . .. ... ... ... ... 24

1.1.3  Der molekulare Informationstrager DNA . . . . .. ... ... .. 24

1.2 Die experimentelle Kraftmikroskopie . . . . . . ... .. .. ... ... .. 25
1.3 Allgemeine Problemstellung . . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 27
1.3.1 Die Messgréfien und ihre Bedeutung . . . . . ... ... ... .. 27

1.3.2 Einfithrung in die theoretische Beschreibung eines Ubergangs . . . 29

1.3.3  Weiterfithrende Fragestellungen . . . . . .. ... ... ... ... 32

1.4 Die Entwicklung der Theorie zur Kraftmikroskopie . . . . .. ... ... 32

2 Das 2-Zustandssystem 35
2.1 Ein einfaches Modell der Proteinfaltung . . . . . . . .. .. .. ... ... 35
2.1.1 Die statischen Zustdnde . . . . .. .. .. ... .. ... ... 35

2.1.2 Die Relaxationsdynamik ohne duflerer Kraft . . . . ... ... .. 36

2.1.3 Die Ubergangsraten unter dem Einfluss duBerer Kraft . . . . . . . 38

2.2 Die fluktuierende Messfeder . . . . . . . .. ... 0oL 40
2.3 Periodisch angeregte Ubergéinge . . . . . . . ... .. ... ... ..... 42
2.3.1 Eine analytische Losung der Mastergleichung . . . . . . . . .. .. 42

2.3.2 Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten aus den Daten . . . . . 48

2.3.3 Die Konsequenzen einer weichen Messfeder . . . . . . . . . .. .. 50

2.4 Die Zeitskalentrennung . . . . .. ..o Lo 52
2.4.1 Gleichgewichtsmessung . . . . . . . . ... ... ... ... ... . 53

2.4.2  Ubergang vom Gleichgewicht zum Nichtgleichgewicht . . . . . . . 53

2.4.3 Schnelle Experimente . . . . . . .. .. ... ... L. o4



Inhaltsverzeichnis

3 Multidoméanen-Biopolymere
3.1  2-Zustandssysteme in Serie am Beispiel Titin . . . . .. ... ... ...
3.1.1 Experimentelles Vorgehen . . . .. . ... ... .. ... ... ..
3.1.2 Das Modell . .. ... ...
3.1.3  Weiterfithrende Fragestellung . . . . ... ... ... ... ....
3.1.4 Die Kramers-Moyal-Entwicklung und die Ratengleichung . . . . .
3.1.5 Die Mean-Field-Dynamik in der Ndhe des Gleichgewichts . . . . .
3.1.6 Das Ubergangsregime . . . . . . . . . ... ... ... ... ...,
3.1.7 Das Ségezahnregime . . . . . . .. .. ... L.
3.1.8 Fazit zu Kapitel 3.1 . . . . . . . ... ...
3.2  Periodisch angeregte Uberginge an Multidoménen-Biopolymeren . . . . .
3.2.1 Die Floquet-Theorie angewandt auf die Mastergleichung . . . . .
3.2.2  Eine Naherungslosung . . . . . .. .. .. .o 0oL

4 Der ReiBverschluss-Ubergang der DNA

4.1 Neuere Entwicklungen . . . . . . .. . .. ... ... ..

4.2 Theorie zur Beschreibung des Reifiverschluss-Experimentes . . . . . . . .
4.2.1 Ein einfaches DNA-Modell . . . . . .. ... .. ... ... ....
4.2.2 Das experimentelle Protokoll . . . . . . .. ... ... ... ....

4.3 Die konstante Koordinate . . . . . . . .. .. .. ... ... ..
4.3.1 Die Gleichgewichtsverteilung fiir reine Basenpaarsequenzen . . . .
4.3.2 Der Mittelwert fiir reine Basenpaarsequenzen . . . . . .. .. ..
4.3.3 Die Gleichgewichtsverteilung fiir gemischte Basenpaarsequenzen
4.3.4 Das deterministische Modell fiir gemischte Basenpaarsequenzen
4.3.5 Die Grenzen der Gleichgewichtsannahme . . . . . . . .. ... ..

4.4 Die konstante Kraft . . . . . . . . . . ...
4.4.1 Die Gleichgewichtsverteilung fiir reine Basenpaarsequenzen . . . .
4.4.2 Der Mittelwert fiir reine Basenpaarsequenzen . . . . . ... ...
4.4.3 Die Gleichgewichtsverteilung fiir gemischte Basenpaarsequenzen
4.4.4 Die Nichtgleichgewichtsverteilung . . . . . . ... ... ... ...

5 Rezeptor-Ligand-Systeme
5.1 Das theoretische Konzept der Kraftspektren . . . . . . . .. .. ... ..
5.1.1 Begriffsbestimmungen und neuere Entwicklungen . . . . . . . ..
5.1.2  Das Modellsystem . . . . ... .. .. .. o
5.1.3 Die stochastische Kraft . . . . . .. ... ... ... ... . ....

5.2 Das Inversionsproblem . . . . . ... ..o
5.2.1 Inversion durch Iteration . . . . . . . . ... ... ... .. ...
5.2.2  Die Integration unter der Gleichgewichtsannahme . . . . . . . ..

5.3 Kraftspektren komplexer Uberginge . . . . . . . .. ... . ... .....
5.3.1 Die Grenze der Gleichgewichtsannahme zwischen zwei Minima . .
5.3.2  Die Mastergleichung fiir zwei Minima im Nichtgleichgewicht

59
29
29
60
63
63
65
72
75
79
79
79
81

85
85
86
86
88
89
89
90
91
94
97
99
99
100

. 102

102

107
107
107
108
109
114
114
116
119
120

. 123



Inhaltsverzeichnis

5.3.3 Die Interpretation der Kraftspektren . . . . . .. ... ... ... 124

6 Die Jarzynski-Gleichung 127
6.1 Einfiihrung der Gleichung und neuere Entwicklungen . . . . . . .. . .. 127
6.2 Die Rekonstruktion des Freien Energieprofils I . . . . . ... .. ... .. 129
6.2.1 Das periodische und lineare Protokoll im Vergleich . . . . .. .. 129

6.2.2 Ein zusatzlicher Freiheitsgrad . . . . . .. .. ... ... 134

6.3 Die Fokker-Plancksche Beschreibung . . . . . . . . ... ... ... ... 136
6.3.1 Das Fluktuations-Dissipations-Theorem . . . . . . . . .. ... .. 136

6.3.2 Die Arbeit und die dissipierte Arbeit . . . . . ... .. ... 138

6.3.3 Das z-aufgeloste FD-Theorem . . . . . . . . . ... . ... ... .. 143

6.3.4 Die Konvergenz des rekonstruierten Freien Energieprofils . . . . . 143

6.4 Die Rekonstruktion des Freien Energieprofils IT . . . . . . ... ... .. 148
6.4.1 Zwei verschiedene Rekonstruktionsvorschriften im Vergleich . . . . 148

7 Ausblick 153
A Theoretische Hilfsmittel 155
A.1 Die Kramers-Ubergangsraten . . . . . .. ... .. ... ... ...... 155
A.2 Eine Herleitung der Jarzynski-Gleichung . . . . . . . ... .. ... ... 156
A.3 Die gewichtete Histogramm Methode . . . . . . . .. ... .. ... ... 158

B Anhang zu Kap.3.1 161
B.1 Néherungslosung der Grenzgeschwindigkeit fiir Titin . . . . . . . . . .. 161
Literaturverzeichnis 165
Lebenslauf 177



Inhaltsverzeichnis




Symbolverzeichnis

Qe Nenner der Antwortamplitude

B o inverse, mit kp skalierte Temperatur

VyYO e Verhiltnis der Ubergangsraten, der spontanen

X o charakteristische Funktion

Xi e Mikrofreiheitsgrade in einem Polymermodell

O e Uberschiissige Konturlinge in der Fluktuation

0x) o Diracsche Deltafunktion

AG% ............... ungestorte Freie Energiedifferenz zwischen Zustand ¢ und j

AQ, AW ........... Wirmefluss, aufgewendete Arbeit pro Zeitschritt

Ax ..o Abstand der Minima im Energieprofil des 2-Zustandsmodells

A Operatoren zur Differenzbildung

€ eine Differenz-Bindung

/P, Biegesteifigkeit der DNA

Bij oo, stationdre Ubergangsraten von i nach j

AMAF o Phasenverschiebung der Besetzungswahrscheinlichkeit, der mitt-
leren Kraftkurve

AN inverse Relaxationszeit, spontane

Lbooe Ziehrate

Vo Laderate

G, 0(t) i Abreil- und Entfaltungswahrscheinlichkeit

DDy, Dy .ol Besetzungswahrscheinlichkeit, im Gleichgewicht, stationdrer An-
teil

LI, o periodischer Anteil der Wahrscheinlichkeit, Amplitude

P Zustandsdichte

Vi oo mit L; skalierte Ziehgeschwindigkeit

o Varianz der stochastischen Variable o

T mittlere Abreifizeit

Teq wvovveneeneennennn Relaxationszeit

Tog relevante interne Zeitskala

OT) voviii Heaviside-Stufenfunktion

E Floquet-Eigenwert

Wt Kreisfrequenz

W1 W2 weeeeaeenns, bedingter Mittelwert von e™#"W bzw. e=28W

T mit Parametern skalierte Position der AFM-Messfeder

€ Reibungskonstante



Symbolverzeichnis

C o Trajektorie von z

Cjovee Position des j. Entfaltungs-Ubergangs

AB .. Koeffizienten in der Mean-Field-Gleichung

a,byc ... Funktionen der Modellparameter

aj, bi,ep oo Fitparameter

B .o Bias-Fehler

Ci,Ci(2) oo, i. Kumulante, auf z bedingte

D(n) ............... Separationsfunktion der DNA

d,0 .. Differentialoperator, partieller

D,D® ... Diffusionskoeffizient

DM Driftkoeffizient

) deterministische, stochastische Kraft

Fo oo typische Kraft bei AFM-Experimenten

Fo,Fy oo, stationdre Kraft, Amplitude der Kraft

FoFy ool Gleichgewichtskraft in den Zustédnden 1, 2

) Kraft an der Messfeder, am Biopolymer

G(2),G(r) .......... Freies Energieprofil

G, Gi oo Freie Energie, im Zustand ¢

GIy G0y 1 v vveenneenn. Fouriertransformierte Funktionen

Gt statistische Gewichte

h oo Héufigkeit

H(r,t),H(z,t) ...... effektive Hamiltonsche Funktion, auch: Potential, Energie
ko, kpoty Ktinker - - - - - - Federkonstante der Messfeder, des Biopolymers, des Linkers
kg oo Boltzmannkonstante

Kij, k?j .............. Ubergangsraten von Zustand i nach j, spontane
ki Ubergangsrate der k. Doméne

Kopgs Kopp woveennnn Abreifirate (engl.: off-rate), spontane

L. L; ................ Konturldange des Biopolymers, im Zustand ¢

L, . ................. Persistenzlénge

Ly, Ly .ooooooo.... Konturldange im ent- bzw. gefalteten Zustand (engl.: un-, folded)
M .o Gesamtzahl an Spriinge

M e Steigung der Geraden (n)(z)

Mg oo Anzahl an Spriinge von ¢ nach j

N Gesamtzahl an Perioden, an Basenpaare der DNA
Mo Anzahl an offenen Basenpaaren, Bindungen, Segmenten
Ny oo (diskrete) Anzahl an offenen Bindungen, entfalteten Doménen
p(@),p(Fe) «ovnenn.. Wahrscheinlichkeitsdichten

P(Ny) oo diskrete Verteilung

P(t), Pi(t), Pr(t) .... Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses bis zum Zeitpunkt ¢
p(t), pu,;(t), q(t) ..... Wahrscheinlichkeitsdichten

[ Sprungwahrscheinlichkeit



Symbolverzeichnis

DeqsPO «ovevennnenns Boltzmann-Verteilung, stationédre Verteilung

T Reaktionskoordinate

71,79, ...} 21, 22, ... .... Position der Minima

TayThy - Zay 2by - - - .. Position der Maxima bzw. Barrieren

T o Temperatur, Periodendauer

o Zeit

Tiot - oo, Gesamtmesszeit

U o Verhiltnis aus Position und skalierter Konturlédnge
VU e Ziehgeschwindigkeit, mit N skalierte

Vo oo Kopplungspotential der Messfeder

Unazs V0 «evnvveeeennn Grenzgeschwindigkeit zum Nichtgleichgewicht

W Waiss vvveeeenn... Arbeit, dissipierte

Wi oo mittlere dissipierte Arbeit, bedingt auf z

Wy o mittlere quadratische dissipierte Arbeit, bedingt auf z
o Position der Messfeder, mit N skalierte

T N Vorauslenkung, Amplitude der Messfeder

N 2 R Abstand zwischen auflerem Minimum und Barriere
Lagy L1 eeeeeeeeeennn. Abstand zwischen innerem Minimum und Barriere
Lo Zustandssumme

2y 2052 e End-zu-End-Abstand, stationdrer Anteil, Amplitude
Loy AN o Zustandssumme zum Prozessbeginn, zum Prozessende
/N die r-eingeschriankte Zustandssumme

Lins Li veiiiinnnnn.. Zustandssumme bis zur Barriere, fiir den Zustand ¢
DD, . globale Besetzungswahrscheinlichkeit, Komponenten
K KoKy ... Ubergangsmatrix, stationérer Anteil, Amplitude

C oo reelle Zahl

Hoo gesamte Hamiltonsche Funktion

T o Verstiarkungsfaktor fiir die Ubergangsraten

L, Fokker-Planck-Operator

N Normierungskonstante



Symbolverzeichnis

10



Kurzfassung

In den letzten Jahren wurden einige Kraftmikroskope, wie das ,,Atomic Force Micros-
cope“ (AFM), die optische und magnetische Pinzette sowie die Biomembransonde und
damit zusammenhéngende experimentelle Techniken entscheidend weiterentwickelt. In
dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der theoretischen Beschreibung kraftmikroskopi-
scher Experimente, die an einzelnen Biomolekiilen durchgefiihrt werden.

Die zu untersuchenden Biopolymere unterscheiden sich wesentlich hinsichtlich ihres
Aufbaus. Einige Proteine lassen sich mit Hilfe von Kraftmikroskopen entfalten, wiahrend
die dabei auftretenden Kréfte gemessen werden konnen. Zu diesen Systemen zdhlt das
bekannte und haufig untersuchte Muskelprotein Titin. Desweiteren gibt es die Rezeptor-
Ligand-Systeme, die aus zwei zueinander passenden Proteinen bestehen. Durch Aufwen-
dung von Kraft kann die Bindung aufgebrochen werden, so dass zwei einzelne vorliegen.
Schliefflich sei noch das wichtige Biopolymer DNA genannt, deren Einzelstringe ausein-
andergezogen werden kénnen, wodurch sie sich dhnlich eines Reifiverschlusses voneinan-
der 16sen.

An die verschiedenen Systeme wird also iiber ein Kraftmikroskop eine Kraft angelegt,
um die Bindungstypen, die fiir die jeweilige Konformation verantwortlich sind, auszu-
messen. Fiir die inter- und intramolekulare Wechselwirkungen kommen dabei die elek-
trostatische und die van der Waals-Wechselwirkung, Wasserstoftbriicken sowie sonstige
chemische Bindungen in Frage.

Eine zentrale Aufgabenstellung beziiglich all dieser Experimente liegt in der Interpre-
tation der Messdaten, die man durch kraftmikroskopische Untersuchungen oder durch
molekulardynamische Simulationen erhélt. Eine rein deterministische Beschreibung hilft
dabei selten weiter, da die Biomolekiile iiber das umgebende Medium, meist Wasser,
an ein Warmebad gekoppelt sind. Auch eine thermodynamische Beschreibung ist un-
brauchbar, da wir es mit Einzelmolekiilen zu tun haben, also mit sehr kleinen Systemen.
Die stochastischen Krifte wirken sich auf die Dynamik der Biopolymere derart aus, dass
nur eine statistische Auswertung der Daten in Frage kommt. Die Theorie zu kraftmi-
kroskopischen Experimenten basiert also grundsétzlich auf der statistischen Physik. Da
man es zusétzlich mit getriebenen Systemen zu tun hat, die von auflen durch Anwenden
von Kriften gestort sind, muss man davon ausgehen, dass eine reine Gleichgewichtsbe-
schreibung nicht erfolgreich sein wird. Wir benétigen also hauptséchlich Hilfsmittel aus
der Theorie der Nichtgleichgewichtsprozesse, dazu zéhlen die Langevin-Gleichung, die
Fokker-Planck-Gleichung, die Mastergleichung und zuletzt die Jarzynski-Gleichung.

Fiir die verschiedenen biomolekularen Systeme stehen unterschiedliche Modellbilder
zur Verfiigung. Diese werden auf ihre Aussagekraft hin untersucht und gegebenenfalls
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erweitert. Zunéchst stellen wir ihre Grundlagen dar und zeigen anschlieend ihre An-
wendungen auf.

Jede erreichbare Konfiguration des zu untersuchenden Biopolymers ist durch die Freie
Energie gekennzeichnet. Wir gehen im Sinne einer adiabatischen Ndherung davon aus,
dass nach der Elimination der schnell verdnderlichen Variablen eine einzige Reaktions-
koordinate ausreicht, den Zustand zu beschreiben. In diesem Zusammenhang sprechen
wir vom , Freien Energieprofil“. Diese Funktion beinhaltet die Information iiber die Bin-
dungsarten sowie die Bindungsdynamik, so dass bei ihrer vollsténdigen Kenntnis das
Problem gelost wire. Das Freie Energieprofil fithrt zusammen mit dem Kopplungspo-
tential der Messfeder zu deterministischen Kréaften. Durch Ankopplung an das Wérme-
bad erhélt man stochastische Kréfte auf die Reaktionskoordinate, die wir als Markov-
Prozess charakterisieren. Die zeitliche Entwicklung einer einzelnen Trajektorie ist durch
die Langevin-Gleichung gegeben, diejenige der gesamten Aufenthaltswahrscheinlichkeit
durch die Fokker-Planck-Gleichung. Fiir diese Beschreibung benotigt man den Reibungs-
koeffizienten oder die Diffusionskonstante, die als bekannt vorausgesetzt werden.

Héufig wird das Problem allerdings durch die vollstdndige Beschreibung zu komplex
und manche Aufgabenstellungen kénnten damit nicht in vertretbarem Aufwand gelost
werden. Das betrifft vor allem die Multidomé&nen-Biopolymere, die aus einer Vielzahl se-
quenziell angeordneter Proteinsegmente bestehen. Hierbei werden wir zu einer effektiven
Beschreibung iibergehen. Bei einem Freien Energieprofil, das mehrere Minima besitzt,
kann man die kontinuierliche Langevin-Dynamik durch eine diskrete Zustandsbeschrei-
bung ersetzen. Die durch Barrieren getrennten Minima des Freien Energieprofils werden
dann als diskrete Zustéinde betrachtet. Die stochastischen Ubergéinge von Zustand i
nach j werden mit Hilfe der Ubergangsraten k;; charakterisiert, die auf der Grundlage
der Kramers-Theorie berechnet werden konnen. Damit ist die zeitliche Entwicklung der
Besetzungswahrscheinlichkeit durch die Mastergleichung festgelegt.

Aus beiden zueinander komplementéren Beschreibungen, der kontinuierlichen und der
diskreten, wird je nach Aufgabenstellung die geeignetere ausgewihlt.

Das einfachste Modell zur Beschreibung eines Faltungs-, Entfaltungsiibergangs eines
Biopolymers ist das 2-Zustandsmodell, welches in Kapitel 2 ausfiihrlich untersucht wird.
Dabei bezeichnen die beiden Zusténde 1 und 2 die gefaltete und entfaltete Konformation.
Unter Abwesenheit von dufleren Stérungen wird die Gleichgewichtsverteilung auf der
Zeitskala 1/ (k1o + ko1) erreicht. Die dufiere Kraft fiihrt dazu, dass die Energieniveaus der
Zusténde angehoben bzw. abgesenkt und damit die Ubergangsraten modifiziert werden.

Eine wesentliche experimentelle Vorgabe ist das Protokoll, mit dem die Messfeder
bewegt wird. Wir unterscheiden grundsétzlich zwei verschiedene Protokolle, das lineare
und das periodische. In bisherigen Experimenten wurde sehr haufig das lineare Protokoll
verwendet. Die in diesem Fall dem Entfaltungsiibergang oder dem Abreiflen zugeordne-
te mittlere Kraft als Funktion der Ziehgeschwindigkeit nennt man , Kraftspektrum®. Die
GroBen, die man aus solch einem Spektrum entnehmen kann, sind die spontane Uber-
gangsrate und der Abstand des Minimums zur Barriere im Freien Energieprofil. Das
lineare Protokoll liefert demnach nur Informationen den Abreifiprozess oder den Entfal-
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tungsiibergang betreffend. Wir schlagen das periodische Protokoll als wesentliche Neue-
rung vor, mit dessen Hilfe man auch Gréflen des Faltungsiibergangs berechnen kann,
d.h. den zugehorigen Abstand sowie die spontane Rate.

Steht als experimentell kontrollierbarer Parameter des linearen Protokolls nur die Zieh-
geschwindigkeit zur Verfiigung, erweist sich fiir das periodische neben der Frequenz auch
die Vorauslenkung als wesentlich. Wahlt man diese entsprechend, wird die Antwortampli-
tude des periodischen Anteils der Besetzungswahrscheinlichkeit maximal. Zudem leiten
wir eine Beziehung fiir die Frequenz und die innere Relaxationszeit her, die analog zur
stochastischen Resonanz interpretiert werden kann. An einem 2-Zustandssystem kann die
Differentialgleichung fiir die Wahrscheinlichkeit ndherungsweise analytisch gelost werden.
Man besitzt also mit einem Protein, das einen solchen Faltungs- und Entfaltungsiiber-
gang aufweist, die experimentelle Moglichkeit, theoretische Vorhersagen beziiglich der
stochastischen Resonanz zu iiberpriifen.

Das 2-Zustandssystem eignet sich zudem, die wesentlichen Unterschiede zwischen
Gleichgewicht und Nichtgleichgewicht aufzuzeigen. Zunéchst kann man sehr héufig an-
nehmen, dass die Relaxationszeit innerhalb der Minima selbst kleiner als die experimen-
telle Zeitskala ist. Vergleicht man die verbleibenden beiden relevanten Zeitskalen, die
Ubergangszeit mit der Zeitskala der duBeren Stérung, so ergeben sich drei verschiedene
Regimes: das Gleichgewichtsregime, wenn die innere Zeitskala kleiner als die duflere ist,
das Ubergangsregime, wenn sie vergleichbar sind, und das Nichtgleichgewichtsregime,
wenn die duBere kleiner ist als die Ubergangszeit.

Diese Unterscheidung kann auch bei komplexeren Multidoménen-Biopolymeren fest-
gestellt und direkt gemessen werden. Die Kraftkurve, die mit Hilfe des linearen Proto-
kolls erhiltlich ist, fluktuiert entweder um einen Mittelwert, so dass einzelne Ubergin-
ge nicht identifiziert werden konnen, oder sie zeigt ausgeprigte Spitzen beim Entfal-
ten einer Doméne. Die theoretische Beschreibung dieses Befundes in Kapitel 3 beruht
auf der Mastergleichung. Wir leiten daraus eine Mean-Field-Gleichung fiir den Mittel-
wert und die Varianz her und schlussfolgern eine Bedingung fiir die Ziehgeschwindigkeit,
fiir die das Experiment noch im Gleichgewicht ablauft. Mit Parametern verschiedener
Multidoménen-Biopolymere untersuchen wir schliellich die vorliegenden Experimente
auf den Aspekt des Gleichgewichts hin. Dabei wird deutlich, dass es bei dem héufig
verwendeten Protein Titin kaum mdglich ist, im Gleichgewicht zu ziehen, wéihrend Po-
lysaccharide noch bei sehr hohen Ziehgeschwindigkeiten im Gleichgewicht untersucht
werden konnen.

Schliefllich wenden wir die Methode des periodischen Protokolls auch auf Multidoménen-
Biopolymere an und berechnen die Antwortamplitude der mittleren Kraft.

Desweiteren kann mit Hilfe eines Kraftmikroskops die Denaturierung einer DNA ge-
messen werden. Dabei werden die Einzelstringe der DNA entsprechend einem Reif3ver-
schluss auseinandergezogen. Wir zeigen in Kapitel 4, wie dieser experimentelle Aufbau
mit den bis dahin erarbeiteten Konzepten der statistischen Physik beschrieben werden
kann. Auch hierbei gehen wir von der Mastergleichung aus. Im Falle gleicher Basen-
paare lisst sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das Gleichgewicht berechnen. Fiir
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unterschiedliche Basenpaare kommt die Schwierigkeit hinzu, dass neben den fluktuieren-
den Kréften durch die thermische Kopplung zusétzlich eine ,eingefrorene” Unordnung
in der DNA zu beriicksichtigen ist. Das bewirkt einen stochastischen Verlauf in der
Verteilungsfunktion und in der Kurve des Mittelwerts. Dariiberhinaus untersuchen wir
zwei experimentelle Protokolle: Zum einen wird die Messfeder nach einer zeitabhéngigen
Funktion positioniert, zum anderen wird die Kraft konstant gehalten. Das erste Protokoll
fithrt zu einem langsamen linearen Anstieg der mittleren Anzahl getrennter Basenpaa-
re. Das zweite fithrt zu einem sehr scharfen Ubergang vom gebundenen zum gedffneten
Zustand. Wir berechnen den zugehorigen kritischen Exponenten des Mittelwertes. Die
zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunktion ldsst sich fiir dieses Protokoll nur nume-
risch bestimmen. Wir legen anhand einer Beispielstudie dar, wie sich die natiirliche bzw.
generierte Basenpaarsequenz auf die Verteilungsfunktion auswirkt.

Neben den Faltungs- und Entfaltungsiibergéngen der Proteine sowie dem Denaturieren
der DNA besteht grofles Interesse an den Rezeptor-Ligand-Systemen, deren Ziehexpe-
rimente wir in Kapitel 5 untersuchen. Bei dieser Gelegenheit werden wir die theoreti-
schen Voraussetzungen fiir die Kraftspektren diskutieren. Desweiteren vergleichen wir
verschiedene Methoden, aus den Messdaten Informationen iiber das Freie Energieprofil
zu ermitteln. Eine vollstdndige Rekonstruktion der Freien Energielandschaft aus einer
statistischen Auswertung der Trajektorien ist unter der Voraussetzung moglich, dass vor
der Barriere eine Gleichgewichtsverteilung vorliegt. Eine Rekonstruktion allein aus den
Daten des Kraftspektrums stellt sich hingegen als weniger giinstig heraus. Ist die Gleich-
gewichtsannahme nicht gerechtfertigt - wir werden dazu zwei Grenzfélle untersuchen -,
kann man auf zwei Alternativen ausweichen:

Erstens, man misst das Kraftspektrum und erhélt daraus einige wichtige Groflen des
Freien Energieprofils. Fiir komplexere Potentiale mit metastabilen Zustédnden zeigen wir,
wie die Daten nur unter Einbeziehung der Varianz eindeutig ausgewertet werden koénnen.

Zweitens, besteht die Moglichkeit, aus Nichtgleichgewichtstrajektorien mit Hilfe der
Jarzynski-Gleichung das Freie Energieprofil zu rekonstruieren. Wir zeigen in Kapitel 6
anhand eines Beispiels, wie dies machbar ist. Dabei vergleichen wir die Fehler der rekon-
struierten Freien Energieprofile zweier verschiedener Protokolle miteinander. Anhand
eines Fallbeispiels belegen wir, dass die Ergebnisse des periodischen Protokolls besser
sind als die des linearen. Ferner minimieren wir den Fehler beziiglich der experimentell
zugéinglichen Parameter, der Geschwindigkeit sowie der Frequenz.

Die Jarzynski-Gleichung stellt, unabhéngig davon ob sich das System im Gleichge-
wicht befindet oder nicht, eine Beziehung zwischen der Mittelung iiber die exponen-
zierte Arbeit der Trajektorien und der Freien Energiedifferenz zwischen zwei Zusténden
her. Bei Anwendung dieser Gleichung miissen allerdings Probleme hinsichtlich der sta-
tistischen Konvergenzeigenschaften gelost werden. Dazu verwenden wir die gewichtete
Histogramm Methode, eine etablierte Form der statistischen Auswertung der Daten aus
Monte-Carlo-Simulationen. Wir untersuchen den auftretenden Fehler, der sich aus der
Varianz aufgrund der Datenstreuung und dem Bias, dem systematischen Fehler der Mit-
telung, zusammensetzt. Ferner leiten wir die zeitlichen Entwicklungsgleichungen fiir die
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dissipierte Arbeit her, die ein Maf fiir das Nichtgleichgewicht darstellt. Anhand eines
konkreten Beispiels zeigen wir, dass der Ubergang iiber eine Freie Energie-Barriere das
System am weitesten aus dem Gleichgewicht treibt. Das fiihrt letztlich dazu, dass dort
die Konvergenzeigenschaft der Jarzynski-Gleichung am schlechtesten ist.

SchliefSlich vergleichen wir in einer weiteren numerischen Beispielstudie zwei verschie-
dene Formeln zur Rekonstruktion des Freien Energieprofils. In beiden Herleitungen ver-
wenden wir die gewichtete Histogramm Methode, zum einen basierend auf der Jarzynski-
Gleichung, zum anderen auf Gleichgewichtsformeln. Aufgrund dieses Vergleiches zeigt
sich, dass die Jarzynski-Gleichung bei endlicher Messdauer {iber einen groflen Bereich
der Ziehgeschwindigkeit hinweg keinen Vorteil gegeniiber der gendherten Gleichgewichts-
berechnung darstellt. Dies liegt unter anderem an dem grofien systematischen Fehler, den
der Mittelungsvorgang der Exponentialfunktion in der Jarzynski-Gleichung verursacht.

Zusammenfassend haben wir in dieser Arbeit sowohl eine Vielzahl unterschiedlicher,
kraftmikroskopisch relevanter Systeme untersucht, die sich in der Bindungsanordnung
unterscheiden, als auch eine Reihe theoretischer Ansétze angewandt und, wo erforderlich,
erweitert.
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Summary

In the last few years much progress has been achieved in the field of force microscopy.
Several different microscopes have been developed further, e.g. the atomic force micros-
cope (AFM), the optical and magnetical tweezers as well as the bio-membrane force
probe. In this work, we concentrate on the theoretical description of related experiments
in force microscopy on single biomolecules.

The probed biopolymers are different in structure. First of all there are proteins, which
can be unfolded with force microscopes while measuring the acting force. One of these is
the well known and often probed muscle protein titin. Furthermore, there are receptor-
ligand systems, which consist of two binding partners. By applying a force they rupture
apart. Finally there is the very important biopolymer DNA, which has already been
investigated by many force microscopy experiments. DNA can be pulled apart like a
zipper.

The unifying property of all single molecule experiments is a force pulling those binding
sites apart that are responsible for the stability of the native configuration. Examples for
inter- and intramolecular interactions are electrostatic and van der Waals interactions,
hydrogen bonds and all kinds of chemical bonds.

The main objective in this work is the interpretation of data obtained from real force
microscopy measurement and molecular dynamic simulation. A pure deterministic theory
is not appropriate, since the biomolecule is coupled to a heat bath via the surrounding
medium, e.g. water. For a thermodynamic description we would need a larger system than
just a single molecule. Due to stochastic forces only a statistical description is applicable.
Furthermore, the system is driven out of equilibrium by an experimentally controlled
force. Thus we need primarily tools from non-equilibrium statistical mechanics, like
the Langevin equation, the Fokker-Planck equation, the Master equation and finally
Jarzynski’s relation.

For each system, we need a different model depending on the molecular details of the
biomolecule. We investigate these models and extend them, where necessary. We first
point out the basics and then we formulate their applications.

Every configuration of the biopolymer is characterized by its free energy. According
to the adiabatic approximation we assume that all fast variables are eliminated and that
it will be sufficient to describe the state of the polymer by a single variable, called the
reaction coordinate. The free energy profile as a function of this coordinate contains
the full information about the bonds and the evolution dynamics. Thus the ultimate
goal of this work is to extract the free energy profile, which completely characterizes the
behavior of the molecule, from experimental and simulation data.
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The free energy profile and the coupling potential due to the measuring device, e.g.
the cantilever of the AFM, are responsible for the deterministic forces. The heat bath
leads to stochastic forces. Together the resulting dynamics can be described by the
Langevin equation. The evolution of the probability density can be calculated via the
Fokker-Planck equation.

In many cases, the full theory is much too complex to be solved with adequate effort,
in particular for the multi-domain biopolymers, which consist of several sequentially
ordered protein domains. Therefore, the continuous stochastic dynamics is replaced by a
discrete description by identifying the separated minima in the free energy profile with
the states. The transition from state ¢ to j is characterized by a transition rate k;; and the
appropriate evolution equation for the probability of occupation is the Master equation.

A friction or, equivalently, a diffusion coefficient enters the Langevin equation. The
spontaneous rates are then given by the Kramer’s transition rate theory. These comple-
mentary descriptions may be chosen for suitable cases depending on the main task of
the theory.

One of the simplest models to describe un- and refolding transitions of a biopolymer
is the 2-state model, which is investigated in chapter 2. The different states 1 and 2
refer to the folded and unfolded biopolymer conformation. In the absence of an external
perturbation the equilibrium distribution is reached on a time scale of 1/(k2 + k21). An
external force leads to an increase and decrease of the free energy of the states, thus
altering the transition rates exponentially.

An essential experimental specification is the protocol according to which the measu-
ring cantilever is moved. We differentiate between two types, the linear and the periodic
one. Up to now, in most experiments the linear protocol is used. In that case, the mean
force, at which the protein unfolds or receptor-ligand system ruptures, as a function of
the ramp velocity is the so called “force spectrum”. The quantities which can be extrac-
ted from these spectra are the spontaneous rate and the distance from the minimum to
the barrier in the free energy profile. With such a linear protocol we can only get infor-
mation on the unfolding or rupture transition. We propose a periodic protocol, which
can be used to obtain also quantities relevant to the folding transition. In contrast to the
linear protocol, where the ramp velocity is the only adjustable parameter, the periodic
one has frequency as well as preloading as additional parameters. If one chooses them
appropriately, the response amplitude of the periodic part of the occupation probability
is maximal. We derive a relation between the frequency and the internal relaxation ti-
me scale, that is analogous to stochastic resonance. In our example of a 2-state system
we can solve the master equation with some approximations. With a single molecular
system, which undergoes un- and refolding transitions, one is not only able to use force
microscopy to answer relevant biological questions, but also to exemplify well known
concepts in theory, like stochastic resonance.

The 2-state system is well suited to show the differences between equilibrium and
non-equilibrium behavior. First of all we consider the relaxation time scale within each
potential well as fast compared to the experimental one. If one compares the two re-
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maining time scales, the transition time scale and the one on which the experimental
manipulation is done, three regimes can be distinguished. First there is the equilibrium
regime, where the internal time scale is much smaller than the external one. Second
there is the crossover regime, where they are comparable, and third the non-equilibrium
regime, where the manipulation time scale is smaller than the transition over the barrier
time scale.

This elementary differentiation can also be observed on multi-domain biopolymers.
The force as a function of the position of the cantilever measured by a linear ramp is
either fluctuating around a mean value, such that single transitions can not be identified,
or it shows single distinguishable peaks on each unfolding event. The crossover regime is
less well-defined. The theoretical description of this observation as given in chapter 3 is
based on the Master equation. We derive a mean-field description for the mean value and
the variance and obtain a condition for the ramp velocity for which the experiment is
effectively done in equilibrium. Using different model parameters, we examine previous
experiments on the aspect whether or not they are in equilibrium. We conclude that the
experiments on polysaccharides are in equilibrium for a large range of ramp velocities,
whereas for titin this is not the case for all experiments.

We also apply the method of the periodic protocol on multi-domain biopolymers and
calculate the response amplitude of the mean force.

For DNA, denaturation can be measured by using force microscopy. The single strands
were pulled apart from one end of the double stranded DNA like a zipper.

We show in chapter 4 how this setup can be described with the by then familiar con-
cepts of the Master equation. In the case of only one kind of base pairs the equilibrium
probability density may be calculated. The case of different base pairs is further com-
plicated by the possibility of frozen disorder. This leads to a stochastic characteristic in
the density and in the mean value. In addition to the two different base pairs, which
occur both in real DNA, we discuss two experimental protocols. First, the cantilever is
positioned according to a time dependent protocol, second the force is held fixed, while
the position is regulated automatically. The first protocol leads to a slow linear increase
of the mean value of separated base pairs. The second protocol instead leads to a sharp
transition from the bounded state to the totally unbound. We calculate the critical ex-
ponent of the mean value of this transition. The evolution of the probability density can
only be calculated numerically. We show in an exemplary study how the natural and
synthetic sequences of base pairs affect the solution.

In addition to the un- and refolding transitions of proteins and the denaturation of
DNA much interest is spent on receptor ligand systems, which we investigate in chapter
5. We discuss the theoretical assumptions for the force spectra. We compare different
methods to extract information on the free energy profile, whereas full reconstruction of
the profile from trajectories is possible under the equilibrium condition inside the well
whereas a reconstruction from the force spectrum is not feasible. If the assumption of
equilibrium is not justified - we consider two borderline cases - one can alternatively
follow two lines of approach.
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First, one may use the force spectra and obtain important information on the free
energy profile. For complex profiles we show how these data can be extracted by using
additionally the variance of the force.

Second there is the possibility to use Jarzynski’s relation to reconstruct the free energy
profile even from non-equilibrium trajectories. We show in chapter 6 by means of an
example how to proceed. We compare the error of the reconstructed profiles of two
different protocols and show that the results of the periodic one is significantly better
than the results of the linear one. Furthermore, we minimize the error with respect to
the experimental parameters such as the ramp velocities and the frequency.

Jarzynski established an equation for the mean average of the exponentiated work
over trajectories and the free energy difference, independent of the system being near or
far out of equilibrium. To use this relation one has to overcome difficulties in statistical
convergence. To this end we employ a well known statistical technique in Monte Carlo
simulations called the weighted histogram method. We investigate the systematic (bias)
and stochastic error. Furthermore, we derive an evolution equation for the dissipated
work, which is a measure for the non-equilibrium. By means of a numerical simulation
we show that the system is furthest from equilibrium at the instance of transition of the
barrier. Therefore the height of the barrier is most difficult to extract from data.

Finally, we compare in a further numerical simulation two different recipes for recon-
struction of the free energy profile. In both derivations we make use of the weighted
histogram method. First, we employ again Jarzynski’s relation, second, we use equili-
brium conditions. On the basis of this comparison we show that Jarzynski’s relation is
unfavorable over a large range of ramp velocities. The reason is the large systematic
error, which comes from averaging the exponential function.

Summarizing, we have investigated a large number of different systems relevant in
single molecule force microscopy, which differ mainly in the arrangement of bonds. Fur-
thermore, we applied several theoretical concepts and, where necessary, improved them.
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Fiir die Funktion molekularer biologischer Systeme spielen inter- und intramolekulare
Wechselwirkungen eine wesentliche Rolle. Mit der Entwicklung der Kraftmikroskopie
hat man eine experimentelle Methode entdeckt, offene Fragen in diesem Bereich syste-
matisch zu beantworten. Dazu benotigt man jedoch ausgefeilte theoretische Konzepte
aus der statistischen Physik der Nichtgleichgewichtsprozesse. Durch die steigenden An-
forderungen an die Prézission der Experimente und an die Modellbildungen, sind in den
letzten Jahren auf diesem Gebiet wichtige Fortschritte erzielt worden.

Die Biophysik, zu der diese Art der Forschung zdhlt, hat sich zur Aufgabe gemacht,
biologische Fragestellungen mit Hilfe von physikalischen Methoden zu behandeln. Die
Arbeit auf diesem Grenzgebiet stellt eine hohe Anforderung sowohl an die Kommunika-
tionsfahigkeit der Wissenschaftler untereinander als auch an die Selbstkritik. Physiker
sind von ihrer Ausbildung her gewohnt, Phénomene reduktionistisch zu vereinfachen,
derart wurden in dieser Disziplin schon immer die grofiten Erfolge erzielt. Jedoch geht
diese Vorgehensweise meist auf Kosten des Verstédndnisses des Gesamtzusammenhangs.
Das komplexe Zusammenspiel aller Prozesse in der Zelle stellt daher eine grofie Heraus-
forderung dar. Einzelne physikalische Erkldrungsansitze sind notwendige Bestandteile
einer umfassenderen Theorie, von der wir heute noch weit entfernt sind.

In dieser Arbeit werden wir uns mit typischen kraftmikroskopischen Experimenten und
theoretischen Problemen in diesem Umfeld beschéftigen. Dabei stehen die wegweisenden
Experimente am Protein Titin und der DNA im Vordergrund. Auch die biologisch rele-
vanten und physikalisch interessanten Rezeptor-Ligand Systeme werden untersucht. Ins-
besondere Fragestellungen hinsichtlich der Dynamik der Entfaltungs- und Reifivorgénge
unter dulerer Kraft werden eine Rolle spielen. Die zentrale Zielsetzung dieser Arbeit be-
steht darin, aus experimentell oder numerisch gewonnenen Datensdtzen moglichst viele
Informationen iiber das untersuchte molekulare System zu extrahieren. Interessant und
gleichzeitig problematisch ist dabei die Tatsache, dass die kraftspektroskopischen Expe-
rimente an biofunktionalen Molekiilen diese meist aus dem thermischen Gleichgewicht
treiben. Daher wird der Ubergang vom Gleichgewicht zum Nichtgleichgewicht besonders
in den Mittelpunkt geriickt. Einerseits werden erprobte experimentelle Vorgehensweisen
betrachtet, andererseits werden Neuerungen wie das periodische Ziehen vorgeschlagen
und diskutiert.

Bei unseren theoretischen Untersuchungen finden bekannte und neue Methoden der
statistischen Physik der Nichtgleichgewichtsprozesse Verwendung. Unter den héufig an-
gewandten befinden sich die Mastergleichung und die Fokker-Planck-Gleichung zur Be-
schreibung stochastischer Markov-Prozesse. Eine Methode, die erst in jiingster Zeit ent-
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wickelt wurde, beruht auf der Jarzynski-Gleichung. Mit ihrer Hilfe ist es moglich, das
Freie Energieprofil auch aus Nichtgleichgewichtsdaten vollstéindig zu rekonstruieren. Wir
werden ihre Anwendungsmoglichkeiten anhand von Beispielen aufzeigen und dabei auch
statistische Problemstellungen beziiglich der Konvergenz bearbeiten.

Zunéchst stellen wir in Kapitel 1 in einem kurzen Uberblick einige biologisch relevan-
te Systeme vor, an denen schon kraftmikroskopische Experimente durchgefiihrt wurden.
Zudem werden wir die experimentellen Grundlagen, die grundsétzlichen Fragestellun-
gen und einige theoretische Hilfsmittel darstellen. In Kapitel 2 legen wir anhand eines
2-Zustandssystem einige Methoden und Begriffsbestimmungen dar. Wir werden exem-
plarisch zeigen und theoretisch begriinden, wie mit Hilfe der periodischen Anregung in
diesem Bereich Fortschritte zu erzielen sind. Die Kapitel 3, 4 und 5 sind gemifl den
untersuchten Systemen geordnet. Diese Gliederung ist vom theoretischen Standpunkt
sinnvoll, da die Systeme unterschiedliche molekulare Bindungseigenschaften aufweisen,
welche sich auf die Modellbildung auswirken. Kapitel 6 stellt im Vergleich dazu eine
Besonderheit dar, da es durch die Behandlung der Jarzynski-Gleichung anstatt eines
Systems eine Methode zum Inhalt nimmt. Diese ist in ihrer universellen Anwendbar-
keit nicht auf biophysikalische Fragestellungen beschriankt und kann deshalb allgemeiner
betrachtet werden. Wir werden einige interessante Fragen, z.B. die statistische Konver-
genzeigenschaft betreffend, untersuchen und beantworten.

Vor jedem der zu untersuchenden Systeme wird noch einmal ein Resiimee der ak-
tuellen experimentellen Ergebnisse gezogen und die theoretisch angewandten Konzepte
erlautert.
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1 Grundlagen

1.1 Biomolekiile

1.1.1 Die Proteinfaltung

Proteine in lebenden Zellen sind komplexe molekulare Maschinen mit einer mesoskopi-
schen Ausdehnung von 10 bis 100 nm, die fiir den gesamten Zellstoffwechsel verantwort-
lich sind. Sie bestehen aus einer linearen Kette von Aminoséuren, fiir deren Funktion
neben ihrem molekularen Aufbau ebenso wichtig ist, dass sie in einer spezifischen drei-
dimensional gefalteten Struktur vorliegen (siehe zur Einfiihrung z.B. [1]). Bisher ist es
jedoch noch nicht gelungen, die Konfiguration aufgrund der priméaren Abfolge der Ami-
noséuren vorherzusagen [2-6].

Im Jahre 1957 wurde das Prinzip formuliert, dass die natiirliche dreidimensionale
Struktur dem thermodynamisch stabilen Zustand entspricht [7]. Man fand in diesem Zu-
sammenhang heraus, dass die enzymatische Aktivitit des Proteins Bovine Ribonuclease
entscheidend von der Konformation abhéngt. Inaktive, denaturierte Proteine erlangen
ihre volle enzymatische Funktionalitdt durch Riickfaltung in ihren natiirlichen Zustand.
Der Zusammenhang zwischen dem nativen Zustand des Proteins und der thermodyna-
misch stabilen Konformation erscheint naheliegend, wenn man von einem thermischen
Gleichgewicht in der Zelle ausgeht. Diese Annahme ist jedoch keineswegs selbstverstand-
lich. Zum Beispiel geht die spontane Faltung der Proteine in wvitro, also auflerhalb der
lebenden Zelle, viel langsamer vor sich als in vivo, innerhalb der lebenden Zelle, wo
durch die aktive Hilfe von Enzymen dieser Prozess beschleunigt wird. Der thermody-
namisch stabile Zustand ist durch das Minimum der Freien Energie gegeben, da das
Protein physiologisch in Kontakt mit einem Warmebad ist, welches eben die Tempera-
tur der lebenden Zelle aufweist. Die Freie Energielandschaft in Abhéngigkeit von einer
oder mehreren Reaktionskoordinaten zu beschreiben, ist ein bekanntes Konzept aus der
Thermodynamik. Um es auf die vorliegende Problemstellung hin anzuwenden, nehmen
wir an, dass die Konformation des Proteins durch wenige Variablen bestimmt ist. Die
meisten Freiheitsgrade, die ,;schnellen Variablen®, seien ausintegriert und wenige unab-
héngige ,,langsame Variablen* verbleiben als sog. Reaktionskoordinaten zur Beschreibung
der Dynamik der Faltung und Entfaltung. Insbesondere ist der native Zustand durch das
globale Minimum innerhalb der Freien Energielandschaft bestimmt. Es ist immer noch
eine ungeloste Aufgabe, den Faltungspfad in einem hochdimensionalen Phasenraum zu
berechnen. Zudem stellen sich auch experimentelle Fragen, z.B. wie die Reaktionskoor-
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dinate als Observable gemessen werden kann.

1.1.2 Das Schliissel-Schloss-Prinzip

Eines der wichtigsten Konzepte zur Funktionsfahigkeit aller lebenden Organismen ist das
sogenannte Schliissel-Schloss-Prinzip. Viele Prozesse an denen zwei oder mehr Proteine
beteiligt sind, benétigen einen zuverlassigen Zuordnungsmechanismus, der bestimmt,
welche Biomolekiile miteinander interagieren und welche nicht. Diese molekulare Er-
kennung basiert auf den spezifischen Bindungen, die dafiir sorgen, dass wie bei einem
Schliissel, der zu einem Schloss passt, zwei bestimmte Proteine aneinander binden und
somit auch interagieren [8]. Die Systeme, die solch eine Affinitét zueinander aufweisen,
nennt man auch ,,Rezeptor-Ligand-Systeme".

Die spezifische Bindung zwischen zwei Proteinen besteht nicht aus einer einzelnen
Wechselwirkung - das wére biologisch zu unzuverléssig, sondern aus einer Vielzahl von
Wechselwirkungen. Dazu zidhlen Wasserstoftbriicken, elektrostatische Wechselwirkung,
van der Waals-Krifte. Diese Bindungsmechanismen fiithren zu einer Freien Energieland-
schaft, die physikalisch gesehen sowohl die Bindungstypen als Information enthélt als
auch die Bindungsdynamik bestimmt.

Die physikalische Fragestellung zielt also auch hier wieder darauf ab, mit experimen-
tellen Mitteln und theoretischen Konzepten die Freie Energielandschaft zu bestimmen.

1.1.3 Der molekulare Informationstrager DNA

Die DNA ist ein besonderes Biomolekiil. Es enthélt in sogenannten Genen alle Informa-
tionen, die fiir die Funktionen lebender Zellen notwendig sind. Nachdem die DNA als
Informationstriager identifiziert wurde, war es nur noch eine Frage der Zeit, bis die mo-
lekulare Struktur 1953 herausgefunden wurde [9]. Trotz des guten mikroskopischen Ver-
standnisses der DNA bleiben noch viele Fragen offen. Die DNA als Doppelhelix besteht
auflen aus einem Zucker-Phosphat Geriist und innen aus einer Abfolge von zwei zuein-
ander passenden Basenpaaren, die mit zwei Wasserstoftbriickenbindungen bei Guanine-
Cytosine (G-C) und drei bei Adenine-Thymine (A-T) gebunden sind. Fiir gewthnlich
liegt also die DNA als Doppelstrang in den Zellen vor. Zur Dekodierung sowie zur Ver-
dopplung muss dieser Doppelstrang aufgelost werden, dies geschieht in vivo enzymatisch.
In vitro allerdings kann die DNA sowohl thermisch als auch mit Hilfe von Mikrokraftson-
den gespalten werden.

Die RNA, die bei der Dekodierung der Gene immer entsteht, ist vom molekularen Auf-
bau her verschieden von der DNA. Sie tritt gewohnlich als Einzelstrang auf, kann sich
jedoch entlang einzelner Abschnitte zu sog. ,,Hairpins“ falten. Man sollte also aus physi-
kalischer Sicht die Hairpin-Dynamik mit dhnlichen Modellen abbilden und beschreiben
konnen, wie die DNA, vor allem wenn es um Experimente geht, bei denen eine Kraft
angelegt wird.
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1.2 Die experimentelle Kraftmikroskopie

Die groien Vorteile der DNA/RNA-Proben bestehen sowohl in der schon erwihnten
genauen Kenntnis des molekularen Aufbaus als auch in der beliebigen Generierbarkeit
ihrer Sequenz. Diese beiden Eigenschaften machen sie als Modellsysteme so attraktiv.

1.2 Die experimentelle Kraftmikroskopie

In der Kraftmikroskopie verzeichnete man in den letzten Jahren grofie Fortschritte, kon-
trollierte mechanische Manipulationen an einzelnen Biopolymere vorzunehmen. Verschie-
dene technische Methoden haben sich parallel weiterentwickelt und finden fiir unter-
schiedliche Zwecke in der Biophysik Verwendung. Dariiber geben wir in diesem Unter-
kapitel einen kurzen Uberblick (siehe dazu die Ubersichtsartikel [8,10-18]).

Das Raster-Kraftmikroskop (AFM)! wurde urspriinglich zur Untersuchung von Ober-
flachen entwickelt. Es besteht aus einer Mikronadel, die unter Verwendung eines pie-
zoelektrischen Kristalls mit einer Genauigkeit von bis zu 1 A positioniert werden kann.
Sehr bald wurde eine neue experimentelle Anwendung der Kraftmikroskope erkannt. Mit
der Spitze der AFM-Messfeder, die einen Durchmesser von etwa 10 nm hat, kann man
einzelne Biomolekiile desselben Durchmessers aus einer dichten Schicht auf einer Tra-
gersubstanz herausziehen. Dabei ist es moglich, kleinste Kréfte, in der Groflenordnung
von pN, auf das einzelne Molekiil zu iibertragen und zu messen [19,20] (siche Abbildung
1.1).

Parallel dazu entwickelten sich die optischen Kraftsonden, die auf dem Grundprinzip
beruhen, dass dielektrische Kiigelchen in optischen Fallen, bestehend aus zwei entge-
gengesetzten Laserstrahlen, eingefangen werden konnen. Hierbei fithren kleinste Kréfte
zu Auslenkungen der Kiigelchen aus ihrer Ruhelage, so dass auch hiermit Einzelmo-
lekiilexperimente durchgefiihrt werden konnen [21]. Der Unterschied zu den AFM ist,
dass optische Sonden kleinere effektive Federkonstanten besitzen und daher eine hchere
Auflosung der Kraft, bis zu einigen Zehntel pN, haben.

In diesem Zusammenhang sei auch die magnetische Pinzette erwéhnt, der ein &hnliches
Prinzip wie den optischen Sonden zugrundeliegt. Mit diesen Kraftmikroskopen werden
Kiigelchen in magnetischen statt optischen Fallen festgehalten, wodurch Auflésungen
der Kraft von bis zu 10 fN moglich sind [22,23].

Eine von der Auflosung her vergleichbare Methode, um Kréfte zu messen, ist die
Biomembran-Kraftsonde® [24, 25]. Dabei wird ein Biomembranvesikel mit Hilfe einer
Mikropipette kontrolliert. Kleinste Kréfte, die auf die Membran wirken, fithren zu einer
optisch messbaren Verformung des Vesikels.

Ahnlich breit gefichert, wie die experimentellen Methoden, sind inzwischen die vielfil-
tigen Anwendungsmoglichkeiten der Mikrokraftsonden. Die Moglichkeiten der kontrol-
lierten mechanischen Manipulation einzelner Biopolymere 16ste grofles Interesse aus. Vor
allem auf dem Gebiet der Selbstorganisation einzelner Proteine sind noch viele Fragen

lengl: atomic force microscope
2engl.: biomembrane force probe
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unbeantwortet, die man nun hofft, mit Hilfe der erzielten experimentellen Fortschrit-
te und den entsprechenden theoretischen Konzepten aufkldren zu konnen. Es stehen
dabei verschiedene Systeme im Blickfeld. Zumeist handelt es sich um die Zielsetzung,
inter- oder intramolekulare Wechselwirkungen, wie Wasserstoftbriicken, wechselwirkende
statische Ladungen, van der Waals-Kréfte u.a. zu verstehen und daraus entsprechende
Schlussfolgerungen fiir die Funktion und die Selbstorganisaton der biofunktionalen Mo-
lekiile zu ziehen.

Es ist hier nicht moglich, alle Richtungen, die in den letzten Jahren verfolgt wurden,
aufzuzeigen, daher haben wir uns auf die fiir diese Arbeit relevanten und wichtigsten
beschréankt.

Zu den ersten Systemen, die mit Mikrokraftsonden getestet wurden, zéhlen Rezeptor-
Ligand-Systeme, wie z.B. Biotin-Streptavidin [19, 25|, Tropomyosin-Actin [26] und an-
dere [27]. Bei diesen Experimenten werden zwei spezifisch gebundene Proteine ausein-
andergezogen bis sie sich trennen.

Zu den Systemen, deren intramolekulare Wechselwirkungen erforscht werden, zéhlen
die DNA [22,23,28-38], RNA-Hairpins [39-42|, Polysaccharide [43,44], Proteine, wie
z.B. Titin [45-52], Tenascin [53], das Membranprotein Bacteriorhodopsin [54,55] u.v.a.
Zu diesem Zweck werden die Biopolymere mit Hilfe einer Kraftsonde auseinandergezo-
gen bis Konformationsdnderungen auftreten, z.B. Entfaltungen, wie bei Titin oder auch
charakteristische Anderungen der Biegesteifigkeit, wie bei der DNA.

Nicht nur spezifische Wechselwirkungen kénnen mit Kraftmikroskopen studiert wer-
den, auch biomechanische Funktionen einzelner Molekiile sind von groflem Interesse.
Dazu zahlen molekulare Motoren, die erfolgreich mit optischen Kraftsonden untersucht
wurden, z.B. Kinesin [56] und Myosin [57], die aktiv eine lineare Kraft erzeugen, sowie
die FoF-ATPase [58], ein diskret rotierender Motor. Selbst bei komplexen Vorgiangen
von Enzymen, wie die RNA-Polymerase [59] sowie die DNA-Topoisomerase [60], konnen
die dabei auftretenden Kréifte gemessen werden.

Abb. 1.1: Eine schematische Skizze des ex-
perimentellen Aufbaus einer AFM-
Messung. Die Messfeder, deren Aus-
lenkung mit Hilfe eines Lasers sehr
genau gemessen werden kann, ist
an einem Biopolymer befestigt, das
wiederum auf einer Tragersubstanz
aufgebracht ist. Der End-zu-End-
Abstand wird im Weiteren mit z be-
zeichnet, die Position der Messfeder
mit x. Der diinn gezeichnete Teil
ist das Verbindungspolymer, der dick

| eingezeichnete das betrachtete Bio-

| X polymer.
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1.3 Allgemeine Problemstellung

1.3.1 Die MessgroBen und ihre Bedeutung

Zur Definition des experimentellen Ablaufs in der Kraftmikroskopie verwendet man den
Begriff des Protokolls, also die Vorgabe der von der Zeit t abhéngigen Position der
Messfeder

r=x(t), (1.1)

sieche Abbildung 1.1. Die Auslenkung der Feder (x — z) ist die Messgrofle, die zunéchst
auch als Zeitserie vorliegt. Durch thermische Bewegungen der Molekiile auf der betrach-
teten Langenskala erhélt man stochastische Messreihen, die nur statistisch ausgewertet
werden konnen. Dadurch erhélt man Histogramme in Abhéngigkeit der Position der
Messfeder oder von bestimmten Ereignissen, wie dem Zeitpunkt des Abreiflens der Bin-
dung. Mit Hilfe der Federkonstante ist es moglich, die zur Auslenkung gehorige Kraft zu
berechnen. Die Koordinate z ergibt gleichzeitig den End-zu-End-Abstand des Biopoly-
mers, das zwischen einem festgehaltenen Substrat und der Feder eingespannt ist, wobei
héufig noch ein Verbindungspolymer dazwischengeschaltet ist.

Eine erfolgreiche Interpretation der Messergebnisse héingt notwendig davon ab, dass
man sich bewufit macht, welche Grofien messbar sind und welche nicht.

Wir haben schon in den einleitenden Abschnitten zum biologischen Hintergrund erlédu-
tert, dass die vollstindige Kenntnis der Freien Energielandschaft wiinschenswert wire.
Eine direkte Messung dieser Grofle ist allerdings aus folgenden Griinden nur in wenigen
Ausnahmefillen moglich:

Erstens ist auffillig, dass eine drastische Reduzierung der Anzahl der Freiheitsgrade
vorliegt. Wir konnen nicht selbstversténdlich davon ausgehen, dass man aus der Statistik
einer fluktuierenden Koordinate z die Dynamik des Ubergangs eindeutig erhélt. Das ist
nur dann der Fall, wenn eine einzige Reaktionskoordinate, die sich durch die Elimination
aller schnellen Variablen ergibt, die Dynamik bestimmt. Im Folgenden werden wir des-
halb eher den Begriff , Freies Energieprofil“ verwenden, das als Funktion einer einzigen
Reaktionskoordinate r definiert wird.

Zweitens befindet sich zwischen der Feder und dem betrachteten Biomolekiil ein Ver-
bindungspolymer, das zwar eindeutig die Kraft auf die Bindung tibertrigt, das es aber
unmoglich macht, die Reaktionskoordinate r selbst zu messen. Man kann jedoch in einer
idealisierten Betrachtung der Messung die Ausdehnung des Verbindungspolymers gegen
Null gehen lassen. Je ndher die reale Messung diesem Idealbild kommt, desto einfacher
ist es, das Freie Energieprofil der Reaktionskoordinate selbst zu bestimmen. Wir werden
die Auswirkungen des Verbindungspolymers ausfiihrlich untersuchen und geben zu den
jeweiligen betrachteten Modellen an, wie die Situation zu bewerten ist.

Drittens ist die Freie Energie eine Grofle aus der Gleichgewichtsstatistik. Jede Messung
lenkt das Gesamtsystem aus dem Gleichgewicht aus; diese Aussage werden wir noch aus-
fiihrlich theoretisch begriinden. Die Schwierigkeit, aus Messungen im Nichtgleichgewicht
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Abb. 1.2: Die Kraftspektren der Rezeptor-Ligand-Systeme Biotin-Avidin (Dreiecke) und Biotin-
Streptavidin (Kreise) aus den Experimenten von Merkel et al., entnommen aus [25].
Logarithmisch aufgetragen wird dabei die mittlere AbreiBkraft als Funktion der Zieh-
geschwindigkeit v nach dem experimentellen Protokoll (1.2). Hierbei sind verschieden
steile Kurvenverldufe zu erkennen, die jeweils mit verschiedenen internen Barrieren kor-
respondieren. Zur Theorie der Kraftspektren siehe Kapitel 5.1.

Freie Energiedifferenzen zu extrahieren, stellt fiir die Theorie eine erhebliche Herausfor-
derung dar.

Die inhdrente Auslenkung aus dem Gleichgewicht ist letztlich der Grund, warum ins-
besondere fiir viele Rezeptor-Ligand-Systeme und viele Proteinentfaltungen die meisten
Experimente zwangslaufig im Nichtgleichgewicht durchgefiihrt werden. Als hiufig ver-
wendete Methode wird die mittlere Abreiffkraft in Abhéngigkeit von der Ziehgeschwin-
digkeit v des linearen Protokolls

x(t) = xo + vt , (1.2)

im Folgenden auch ,lineare Rampe® genannt, gemessen. Dabei ist xy die Position zum
Zeitpunkt ¢ = 0. Das Resultat einer solchen Messung nennt man Kraftspektrum, wo-
bei die Interpretation und die Aussagekraft dieses Spektrums noch ausfiihrlich im Zu-
sammenhang mit den theoretischen Konzepten in Kapitel 5 zu diskutieren sind. Abbil-
dung 1.2 zeigt exemplarisch zwei solcher Kraftspektren fiir Biotin-Avidin und Biotin-
Streptavidin als Ergebnisse der Messungen von Merkel et al. in [25].

Die Grundfrage der vorliegenden Arbeit lautet somit: Wie kann man aus den Daten
der kraftmikroskopischen Messungen einzelner Biopolymere Aussagen iiber das zugrun-
deliegendende Freie Energieprofil erhalten?

Dabei wird besonders auf die theoretische Unterscheidung von Gleichgewichts- und
Nichtgleichgewichtsmessungen Wert gelegt und entsprechende Moglichkeiten der Aus-
wertung anhand konkreter Beispiele dargestellt.
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1.3.2 Einfithrung in die theoretische Beschreibung eines Ubergangs
Das Freie Energieprofil

Wie schon erwéhnt, muss man bei der Untersuchung eines an ein Warmebad angeschlos-
senen Molekiils stochastische Kréfte beriicksichtigen, die nur mit Hilfe einer statistischen
Theorie beschrieben werden kénnen. Zur Modellbildung eines molekularen Ubergangs
benotigen wir also einige Begriffe aus der statistischen Physik (z.B. [61]). Die in dieser
Arbeit verwendete Definition der Freien Energie ist

G=-3"'InZ, (1.3)

wobei § = 1/kgT die mit der Boltzmann-Konstanten kp skalierte inverse Temperatur
T ist und die Zustandssumme

7 = / dty e~ PHad) (1.4)

Die Integration geht dabei iiber den gesamten d-dimensionalen Phasenraum aller mikro-
skopischen Freiheitsgrade x; mit dem Boltzmanngewicht exp(—SH ({x;})). Ein konkretes
Polymermodell definiert die zugehorige Hamiltonsche Funktion H({x;}).

Wir werden nun das Freie Energieprofil fiir unsere Problemstellung spezifizieren. In
dieser Arbeit beschéftigen wir uns meist mit der Freien Energie als Funktion einer Re-
aktionskoordinate r.

Die r-eingeschrénkte Freie Energie ist eine Verallgemeinerung der Definition (1.3)

wobei
Z, = / diy 5(r({x:}) — r)e PHxb (1.6)

die r-eingeschrankte Zustandssumme ist. Die Diracsche Deltafunktion schréankt den Pha-
senraum so ein, dass die momentane Koordinate als Funktion der Mikrofreiheitsgrade
r({xi}) gerade dem festgelegten Wert r entspricht. Die auf diese Weise definierte Freie
Energie kann konkave instabile Bereiche aufweisen, in denen sich eine Trajektorie im sta-
tistischen Mittel nicht lange aufhélt, sondern immer in Richtung eines nahe gelegenen
Minimums relaxiert.

Die Freie Energie (1.5) bestimmt, wie wir spdter sehen werden, die Dynamik der
Reaktionskoordinate. Entsprechend kann ein Freies Energieprofil fiir den End-zu-End-
Abstand definiert werden, das die Dynamik von z bestimmt. In manchen zu untersu-
chenden Beispielen fallen die Reaktionskoordinate r und der End-zu-End-Abstand z
zusammen, so dass nur ein einziger Freiheitsgrad iibrigbleibt.

Wir haben bisher nur das ungestorte Freie Energieprofil G(r) als Funktion einer Reak-
tionskoordinate betrachtet. Die Kopplung an eine externe Messfeder entspricht idealisiert
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einem harmonischen Potential Vj(x(t),r), das das Freie Energieprofil des Ubergangs ver-
dndert. Wir fithren daher eine effektive Hamiltonsche Funktion

H(r,t) = G(r)+ Vo(x(t),r) (1.7)

ein, die wir im Folgenden auch ,, Energie” oder , Potential* nennen. Das Kopplungspoten-
tial Vj ist iiber das experimentelle Protokoll zeitabhéingig.

Die Mastergleichung und die Fokker-Planck-Gleichung

Aufgrund der thermischen Kopplung des zu untersuchenden molekularen Systems an
ein Warmebad, liegt es nahe, die Dynamik der Reaktionskoordinate als Markovschen
Langevin-Prozess zu charakterisieren [62,63]. Zudem sorgt die Viskositit des umgeben-
den Mediums, meist eine wéssrige Losung, dafiir, dass die Tragheitskrifte gegeniiber
den Reibungskréften vernachléssigt werden konnen. Die zeitliche Dynamik kann unter
diesen Voraussetzungen als {iberddampfte Bewegung in einem Energiepotential H unter
dem Einfluss der deterministischen Kraft

OH (r,t)

F(rt)=— o

(1.8)
beschrieben werden. Desweiteren benotigen wir die Annahme einer stochastischen Zu-
fallskraft F(t), die eine Gaufsche Verteilung mit der zeitlichen Korrelation

(FOFE) =o(t =) (1.9)

aufweist. Die Langevin-Gleichung fiir die zeitliche Entwicklung einzelner Trajektorien
lautet damit

d  F(rt)
UL G20 (1.10)

Die Diffusionskonstante D ist mit der Reibungskonstanten ¢ {iber die KEinsteinrela-
tion D = kgT/¢ verkniipft. Diese Relation ist eine spezielle Form des Fluktuations-
Dissipations-Theorems. Sie folgt aus der Annahme, dass die resultierende Verteilung der
Koordinate r sich im Fall zeitunabhéingiger deterministischer Krifte an die Gleichge-
wichtsverteilung annéahert.

Eine dazu gleichwertige statistische Beschreibung erhélt man mit der Fokker-Planck-
Gleichung

op(r,t) 0 F(rt) 0?

T‘,t)+pr(’f‘,t) ) (111)

ot Or 1S P

einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche die zeitliche Entwicklung
einer Wahrscheinlichkeitsdichte p(r,t) angibt [62]. Den Vorfaktor F/¢ bezeichnet man
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auch als Driftkoeffizienten. Die Grofie p(r, t)dr ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich die
Trajektorie zur Zeit ¢ im Ortsintervall [r, r 4+ dr] befindet.

Die Mastergleichung ist eine allgemeinere Beschreibung Markovscher Prozesse, mit der
sowohl kontinuierliche Prozesse als auch diskrete Zusténde beschrieben werden koénnen
[64,65]. Die zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeit ®;(¢) fiir die Besetzung des
diskreten Zustandes ¢ wird durch die Gleichung

2 _ Z Bju (1) — iy (1) (1.12)

beschrieben. Hier und im Folgenden bezeichnet k;; die Ubergangsrate vom diskreten
Zustand ¢ zum Zustand j. Die Rate entspricht der Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit
eines Ubergangs, ausgehend von einem besetzten Zustand.

Mit Hilfe eines verallgemeinerten H-Theorems von Boltzmann kann gezeigt werden,
dass eine stationdre Losung der Mastergleichung (1.12) existiert [64].

Fiir einen kontinuierlichen stochastischen Prozess, dessen Zeitentwicklung durch die
Fokker-Planck-Gleichung (1.11) beschrieben wird, kann in manchen Fillen eine diskrete
Mastergleichung abgeleitet werden. Die diskreten Zustdnde entsprechen dann den ge-
trennten Minima in einer Potentiallandschaft. Die effektiven Ubergangsraten, die man
aus einer Analyse der iiberddmpften Bewegung in einem stationéiren Potential erhélt,
sind die Kramers-Raten [66], zum Beispiel von Zustand 1 nach 2 (siche Anhang (A.1))

|HI/|7"1|H”|7’a efﬁAH
o ’

Darin gehen die als gegeben betrachtete Diffusionskonstante, die Hohe der Barriere AH
sowie die lokalen Kriimmungen des Potentials am Minimum bei r; und am Maximum bei
1, ein. Fiir zeitabhingige Potentiale hingegen entsprechen die effektiven Ubergangsraten
nicht exakt den Kramers-Raten [67,68]. Wir werden aber im Sinne einer adiabatischen
Néherung fiir die spontanen Raten immer die Kramers-Raten verwenden, deren Giiltig-
keit fiir den Fall einer linearen Rampe iiber einen grofien Bereich der Zeitskalen hinweg
gezeigt wurde [69]. Diese Niherung bedeutet, dass die stochastische Variable innerhalb
der Minima immer schnell beziiglich der Ubergangszeiten iiber die Barriere relaxiert.
Zusammenfassend beschreiben wir noch einmal die zwei komplementéren Modellbil-
der. Erstens betrachten wir nach Gleichung (1.10) eine iiberdampfte Bewegung in einem
effektiven Potential, das sich aus dem Freien Energieprofil und dem externen Kopp-
lungspotential zusammensetzt. Alle weiteren physikalischen Kopplungen an die Umge-
bung werden in einer einzigen Konstanten zusammengefasst, der Diffusionskonstanten
D. Diese muss in der Praxis entweder gemessen oder aus einer mikroskopischen Theorie
abgeleitet werden. Wir setzen sie als bekannt voraus. Zweitens reduzieren wir die kon-
tinuierliche Bewegung auf eine effektive Zustandsbeschreibung nach Gleichung (1.12).
Darin spielen die Kramers-Raten die entscheidende Rolle, die zwar aus den vorigen Mo-
dellannahmen berechnet werden konnen, die aber umgekehrt nicht in eindeutiger Weise

k1o = 8D (1.13)
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denselben Satz an Informationen liefern. Wie wir spéter zeigen werden, erhélt man aus
dem Verhéltnis der Ubergangsraten nur die Freie Energiedifferenz der Zusténde.

1.3.3 Weiterfiihrende Fragestellungen

Da wir nun die wesentlichen Grundziige der Theorie bereitgestellt haben, listen wir die
weiterfithrenden Fragestellungen auf.

Zunéachst muss anhand der konkreten Beispiele entschieden werden, welche Modellbil-
dung herangezogen werden kann. Das héngt einerseits von der Zielsetzung und anderer-
seits von der Komplexitit des Systems ab. Je nachdem welche Parameter in die Modelle
eingehen, erhélt man bei der Auswertung der Daten nur einen Ausschnitt der Gesamtin-
formation. Eine wesentliche Fragestellung dieser Arbeit liegt darin, verschiedene Modelle
auf ihre Aussagekraft und Anwendbarkeit hin zu untersuchen. Dabei steht auch der Ver-
gleich von zwei experimentellen Protokollen, dem linearen und dem periodischen, im
Vordergrund.

Ein weiterer Aspekt, der anhand konkreter Beispiel untersucht wird, ist die Frage
nach dem Ubergang vom Gleichgewicht zum Nichtgleichgewicht, wobei die Methode der
Untersuchung schon durch die Wahl des Modells festgelegt wird.

Nicht zuletzt versuchen wir immer, die schon bekannten Modelle auch auf neue, meist
komplexere Situationen, anzuwenden.

1.4 Die Entwicklung der Theorie zur Kraftmikroskopie

In diesem Unterkapitel werden wir einen Uberblick iiber den Stand der Forschung ge-
ben. Eine Vertiefung der Theorien findet man in den darauffolgenden Kapiteln zu den
unterschiedlichen Gebieten.

Die experimentellen Entwicklungen kraftmikroskopischer Methoden fiihrten zunéchst
zu einer Aufbereitung der Arbeiten von Kramers, der die spontanen Ubergangsraten
iiber eine Barriere berechnete [70] (Anhang A.1). Diese sind auch im Nichtgleichgewicht
giiltig, wobei immer die Annahme getroffen wird, dass innerhalb des Minimums die
Relaxation schnell gegeniiber der Ubergangszeit ist. Bell betrachtete die Zelladhesion
und stellte in [71] fest, dass schon bei einer kleinen Kraft der Gleichgewichtszustand
bei dem ungebundenen, freien Zustand liegt. Er stellte die Gleichung fiir die durch eine
angelegte Kraft modifizierte Ubergangsrate auf. Diese wird in der vorliegenden Arbeit
auch héufig verwendet.

Evans und Ritchie erkannten als erste die Bedeutung der Laderate bei Reiflexpe-
rimenten an Ligand-Rezeptor-Systemen [72]. Die wahrscheinlichste Abreikraft héngt
logarithmisch von der Laderate ab, skaliert mit der spontanen Ubergangsrate. Dabei
wurde eine einzige Ubergangsrate, die Kramers-Rate zugrundegelegt und alle weiteren
Details des Freien Energieprofils vernachlassigt. Fine Untersuchung der Verteilung der
Abreilkraft unter denselben Voraussetzungen wurde etwa gleichzeitig von Izrailev et al.
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durchgefiihrt [73]. Der exakte analytische Ausdruck fiir die mittlere Abreiffkraft wurde
zuerst von Gergely et al. berechnet [74]. Bei dieser Art von Messung erhélt man die
spontane Rate und den Abstand des Minimums zur Barriere.

Heymann und Grubmiiller zeigten in [75], wie mit Hilfe einer weiterfithrenden statis-
tischen Analyse aus den Kraftspektren ein mittleres Kraftprofil ermittelt werden kann.

Desweiteren berechneten Hummer und Szabo fiir einen Spezialfall Ubergangsraten,
die von Bells Ausdruck verschieden sind [76].

Ein wesentlicher Fortschritt wurde mit der Begriindung der Jarzynski-Gleichung [77]
erzielt. Damit wurde es moglich, einen theoretischen Zusammenhang zwischen Nicht-
gleichgewichtsmessungen an beliebigen Systemen und Gleichgewichtsgrofien, wie die Freie
Energiedifferenz, herzustellen. Auch das gesamte Freie Energieprofil, z.B. von Proteinen,
kann damit berechnet werden, wie in [78,79] mit unterschiedlichen Messprotokollen de-
monstriert wurde.

Weitere nennenswerte Entwicklungen der Theorie betreffen spezielle Anwendungen
der dynamischen Reifitheorie, wie z.B. die Betrachtung parallel angeordneter Bindungen
als Modell fiir Zelladhision [80] sowie eine Reihe sequenziell angeordneter Bindungen
als Modell fiir Multidoménen-Biopolymere wie Titin [81] und entsprechend eines Reif3-
verschlusses angeordnet zur Modellierung der DNA [82]. Zudem wurden Fortschritte
in der theoretischen Modellierung komplexerer Ubergéinge mit metastabilen Zusténden
erzielt [83].
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2 Das 2-Zustandssystem

2.1 Ein einfaches Modell der Proteinfaltung

2.1.1 Die statischen Zustande

In diesem Kapitel werden wir das einfachste Modell, das man zur Beschreibung der Prote-
infaltung iiberhaupt heranziehen kann, untersuchen. Die Abbildung (2.1) dient dabei als
Mlustration der Modellbildung. Wir unterscheiden hier zwei verschiedene Zustédnde. Im
ersten Zustand besteht das Biopolymer aus einem wohlgeordneten gefalteten und einem
gestreckten Anteil. Meist ist der Zustand durch das Vorhandensein einer oder mehrerer
atomarer Bindungen fixiert. Die Konturldnge betrédgt in diesem Zustand L = L;.

Der zweite Zustand ist der entfaltete Zustand. Nach dem Offnen der Bindungen ist
die Konturlange auf L = Ly + § L angewachsen.

oL L 1 ~ Abb. 2.1: Schematische Darstellung zweier Konforma-
: tionszustinde eines Proteins. In Zustand 1
ist das Protein gefaltet und besitzt effektiv
1. T~ die Konturldnge L, entlang der die Kraft
N R wirkt. In Zustand 2 ist das Protein entfaltet
N ; und die effektive Konturldnge hat sich um JL
N : vergroBert, so dass bei gleichem End-zu-End-
\ N -, Abstand z eine kleinere Kra__ft wirkt. Der ge-
2. S T , strichelte Pfeil deutet den Ubergangsprozess
‘ o . an, bei dem einerseits die spezifischen Bindun-
’ gen aufgehen und andererseits der geordnete
Faltungszustand durch thermische Fluktuatio-
: nen in einen entropisch bevorzugten Zustand
zZ iibergeht.

Die Kraft entlang eines Polymers bei festgehaltenem End-zu-End-Abstand z héngt
von der Konturldnge ab, weshalb beim Entfalten ein Abfall der Kraft zu verzeichnen ist.
Sie kann mit Hilfe eines geeigneten Polymermodells berechnet werden. Fiir Biopolymere,
wie die Proteine und die DNA, wird meist das semiflexible Polymermodell (WLC)?! ver-
wendet. Dabei wird angenommen, dass zum Verbiegen des Polymers Energie notwendig

lengl.: worm-like-chain model
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ist. Die Kraft F' als Funktion des End-zu-End-Abstandes z des Biopolymers wird hierbei
im Rahmen dieses Modells geméfl

1 1 1 =z

berechnet [28,29]. Die Persistenzlédnge L, ist ein Maf fiir die Steifheit. Sie gibt die
Léangenskala an, auf der die Korrelation fiir die Richtung des Polymers abfillt. Der Aus-
druck (2.1) unterliegt in seiner Giiltigkeit Einschréankungen, die sich dahingehend aus-
wirken, dass die Persistenzlénge, z.B. fiir Titin sehr unterschiedlich gemessen wird: von
L, =0.2 nm [48] bis zu L, = 0.8 nm [49], je nachdem in welchem Bereich der Kraft die
Messpunkte liegen. Dies liegt daran, dass dieses Modell als einzigen Parameter die Per-
sistenzldnge enthélt. Vorschldge zur Erweiterung dieses Modell unter Verwendung von
bis zu 6 weiteren Parametern gibt es neuerdings [84]. Die erzielte Ubereinstimmung zwi-
schen Theorie und Experiment ist weitaus besser als mit der Nédherungsformel (2.1), die
bis zu 10 Prozent Abweichungen bei z/L ~ 0.5 aufweist. Allerdings wiirde die Menge an
neuen Parametern die hier untersuchten Modelle nur um ein vielfaches uniibersichtlicher
machen und keine weiterfithrenden Erkenntnisse liefern.

Die Freie Energiedifferenz zwischen den beiden Zustdnden nach Abbildung 2.1 besteht
aus einem positiven spezifischen Bindungsanteil und aus einem negativen Anteil, der
durch den Entropiezuwachs beim Entfalten zu erkldren ist. Im gefalteten Zustand ist ein
hoher Ordnungsgrad festzustellen, der auf die tertidren Strukturen, wie ,,a-Helizes* und
»-Sheets”, zuriickzufiihren ist. Diese entstehen aus dem komplexen Wechselspiel zwi-
schen sterischer Abstoflung und sonstigen nichtspezifischen Wechselwirkung verschiede-
ner Proteinteile. Die spezifischen Bindungen sind dafiir verantwortlich, dass die gefaltete
Konfiguration stabil ist. Entfernt man in einem Gedankenexperiment diesen Bindungs-
anteil bleibt ein relativ flaches Minimum fiir groBlere r aufgrund der nichtspezifischen
Wechselwirkungen und der entropischen Beitrége.

2.1.2 Die Relaxationsdynamik ohne duBerer Kraft

Die Dynamik des Entfaltens wird, wie in Kapitel 1.3.2 erlautert, auf die Langevin-
Dynamik einer einzigen Reaktionskoordinate r zuriickgefiihrt. Diese kann durch eine
stochastische Bewegung in einem Freien Energieprofil G(r) beschrieben werden, siehe
Abbildung 2.2. Hierbei wird die Wahl dieses speziellen Freien Energieprofils davon be-
stimmt, dass die beiden Minima den beiden Zusténden entsprechen und die Barriere der
dynamischen Hemmung, die durch die spezifische Bindung gegeben ist. Die Vorausset-
zungen fiir eine Beschreibung der zeitlichen Entwicklung von ®, der Wahrscheinlichkeit
zur Besetzung des Zustands 1, mit Hilfe der Mastergleichung (1.3.2)

d
%Cb = _(kgz + kg1)q) + kgp (2-2>
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2.1 Ein einfaches Modell der Proteinfaltung

Abb. 2.2: Ein typisches Doppelmulden-
potential der Freien Energie G
in Abhangigkeit von einer Reak-
tionskoordinate r. Die Zustan-
de korrespondieren zum gefal-
teten und entfalteten Zustand
nach Abbildung 2.1. Die Vor-
wirtsrate kU, und die Riickra-
te k9, sind die jeweiligen spon-
tanen Kramers-Raten. Die Ab-
stande x,, und z; sind wichtige
Parameter fiir die Anderung der

r Raten nach Gleichung 2.18.

werden als gegeben angenommen, dabei bezeichnen k% die spontanen Ubergangsraten
von Zustand ¢ nach j.

Wenn die Raten zeitunabhéngig sind, ist die Losung der Gleichung (2.2) mit der
Anfangsbedingung ®(0) = 1 durch

O(t) = (1 - e_AOt) A% (2.3)

gegeben. Im Limes grofier Zeiten ¢ > 1/A° nihert sie sich unabhéingig von der jeweiligen
Anfangsbedingung der Funktion

0
) = lim (1) = ﬁ (2.4)
an. Die inverse natiirliche Zeitskala
A% = (Kip + kyy) (2.5)
ergibt somit die Relaxationszeit
Teq = 1/A° . (2.6)

Fiir Zeiten t > 7., kennen wir zudem aus der statistischen Physik [61] die Besetzungs-
wahrscheinlichkeit im Gleichgewicht,

e_BGl

D)= — (2.7)
efﬁGQ

=)= — (2.8)
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2 Das 2-Zustandssystem

mit der Zustandssumme Z = e #%1 4 ¢7#% als Normierung. Somit kénnen wir mit den
Gleichungen (2.4) und (2.7) die Beziehung

kgl — ,—B(G1—G2) 2.9
k:_?Q =¢ (2.9)
zwischen den Raten und den Energien herstellen, die auch als detaillierte Bilanz? be-
kannt ist. Dies ist eine direkte Konsequenz aus der Kopplung an das Warmebad und ein
spezielles Beispiel des Prinzips der detaillierten Bilanz [64]. In einem verallgemeinerten
Zugang lautet dieses Prinzip

Kjipo(i) = kijpo(i) (2.10)

mit der stationdren Wahrscheinlichkeit po(i) des Zustandes i. Allerdings gilt (2.10) nicht
fiir die stationédre Losung jeder beliebigen Mastergleichung. Im Falle einer endlichen,
linearen Kette mit Ubergéingen nur zwischen benachbarten Zustéinden, ist die detaillier-
te Bilanz jedoch immer erfiillt. Fiir das betrachtete 2-Zustandssystem lautet also die
detaillierte Bilanz

Dok, = (1 — Bo)ky; (2.11)

welche mit Gleichung (2.9) identisch ist.

2.1.3 Die Ubergangsraten unter dem Einfluss duBerer Kraft

Der Einfluss der Feder, bzw. auch des Verbindungspolymers, welches das Protein mit der
Messfeder verbindet, fiithrt in linearer Ndherung einfach zum Anheben bzw. Absenken
der Minima des Freien Energieprofils. Fiir die Freie Energiedifferenz zwischen dem ersten
Minimum bei r; und dem Maximum bei r, gilt

AG, = G(ry) — G(ry) + Vo(z — 14) — Voo — 1) (2.12a)
= AGY, + Voo —14) — Volo — 1 + 24) (2.12Db)
~ AGY, — mg)a(jx) +O(z2Vy) (2.12¢)

mit AGY, = G(r,) — G(r1) und
Ty =Tq—T1 . (2.13)

Im Folgenden wird in Gleichung (2.12¢) nur die lineare Ordnung beriicksichtigt. Die
Kraft auf die Messfeder betriagt gerade

V()

Fla)= -=3 2,

(2.14)

2engl.: detailed balance
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2.1 Ein einfaches Modell der Proteinfaltung

so dass Gleichung (2.12c) bis zur linearen Ordnung in x,,
AGy = AGY,) — 2,F (1) (2.15)

ergibt. Aquivalent dazu gilt fiir die Differenz der Freien Energie zwischen dem Maximum
und dem zweiten Minimum bei 7,

AGay = AGY, + 2, F () (2.16)
mit AGY, = G(r,) — G(ry) und
Tf=Ty—Tq . (2.17)

Gleichungen (2.12) und (2.16) fiihren entsprechend dem Bellschen Ausdruck nach [71]
zu modifizierten Kramerschen Ubergangsraten (1.13)

kio(z) = KO, efout (@) (2.18a)
kot () = ke ot (2.18b)

die dann in der Mastergleichung (2.2) anstelle der spontanen Ubergangsraten eingesetzt
werden.

Wir haben bisher idealisiert angenommen, dass entlang des gesamten Polymers zu je-
der Zeit dieselbe Kraft wirkt, was sicher nicht der physikalischen Realitét entspricht. Der
Ubergang benétigt eine gewisse Zeit, da die Spannung durch thermische Fluktuationen
erst entlang des Polymers propagieren muss. Die Léngenskala, auf der diese Propagation
stattfindet, ist nach der Zeit t fiir semiflexible Polymere wihrend des Ziehens von der
Ordnung (k/T)Y?(CFt)"/* mit der Kraft F, der Biegesteifigkeit x und dem Reibungs-
koeffizienten ¢ [85]; fiir beispielsweise DNA und einer typischen schwachen Kraft von
F ~ 0.1 pN betriigt dieser Ausdruck 1um (t/s)*/4. Das heifit die Propagation verkniipft
eine Langenskala mit einer Zeitskala {iber die Potenz 1/4. Die relevante Léngenskala ent-
spricht der Gré8enordnung der Potentialstruktur, also einige nm. Solange die Zeit fiir die
Propagation der Spannung sehr viel kleiner ist als typische andere Zeitskalen, auf denen
das Potential experimentell durch eine Kopplung verdndert wird, kann man idealisiert
davon ausgehen, dass sich die Spannung augenblicklich im Polymer ausbreitet. Typische
Werte fiir die von uns betrachteten Manipulationen an Biopolymeren erreichen Werte
fiir Zeitskalen im Bereich von ms, fiir die Léngenskala von einigen nm. Die Spannung
benotigt nach den Zahlenwerten fiir die DNA fiir dieselbe Strecke ca. 107!2 s, propagiert
also bedeutend schneller. Jiingste Veroffentlichungen zeigen, dass aufgrund der Nichtli-
nearitit des Systems die Propagation der Stérung von der Prozessfiihrung abhéngt [86].
Beim Entspannen des Polymers propagiert die Spannung proportional zu t'/2, hingegen
fiir sehr kleine Zeiten bzw. kleine Krifte proportional zu t/8.
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2 Das 2-Zustandssystem

2.2 Die fluktuierende Messfeder

Eine auf die Reaktionskoordinate reduzierte Mastergleichung vom Typ (2.2) beinhaltet
nicht mehr die Fluktuationen der Messfeder. Wir werden diese Ndherung im folgenden
Unterkapitel untersuchen und Korrekturterme herleiten.

Die experimentellen Untersuchungen liefern zunéchst die Kraft als Zeitreihe und, nach
einer Auswertung der Histogramme, als Funktion der Position z der Kopplungsfeder
(siehe Abbildung 1.1). Im Ensemblemittel kann die Kraft im Polymer Fjy, mit der
Federkraft gleichgesetzt werden,

k?o(l‘ - <Z>) = Fpoly . (219)

Daraus erhilt man durch die Wahl eines geeigneten Polymermodells den Mittelwert (z),
der als stabiler Zustand identifiziert werden kann. Fiir den Fall mehrerer interner Zu-
stdnde der Reaktionskoordinate r, die sich zugleich auf die Kraft im Polymer auswirken,
z.B. iiber die Konturlénge, wird aus Gleichung (2.19)

ko(z — (2|7)) = Fpoiy (2.20)

indem man statt des Mittelwertes den bedingten Mittelwert (z|r) einsetzt. Des weite-
ren nehmen wir vereinfacht wieder ein 2-Zustandsmodell an, so dass r nur zwei Werte,
r1 und 79, annehmen kann. Die Verbundwahrscheinlichkeit, die nun den gesamten Pro-
zess beschreibt, ist P(z,7). Die zugehorige Entwicklungsgleichung ist eine Mischung aus
Mastergleichung und Fokker-Planck-Gleichung [87]. Durch die Einschréinkung des Zu-
standsraumes auf zwei mogliche Zustande von r verbleibt

OP(z,11;1)
ot

mit dem Fokker-Planck-Operator £,, der auf die Koordinate z wirkt aber durchaus
auch von 7 abhiingt, genauso wie die Ubergangsraten k;; iiber die Kraft von z abhéngen.
Eine Trennung der Variablen erhélt man mit Hilfe der adiabatischen N&herung oder
auch Elimination der schnell verénderlichen Variablen. Dabei spielen Projektoren eine
wichtige Rolle [63,64]. Wir werden zugunsten der Anschauung auf die Darstellung streng
mathematischer Details verzichten. Zunéchst fithren wir die bedingte Wahrscheinlichkeit
p(z|r) tiber die Definitionsgleichung

= —kioP(z,11;t) + ko1 P(2, 195 t) + L, P (2,113 1) (2.21)

P(z,r) = p(z|r)®(r) (2.22)

ein. Man erhélt nun zwei Entwicklungsgleichungen, eine fiir die bedingte Wahrschein-
lichkeit, von der angenommen wird, dass sie sich auf sehr kleiner Zeitskala verandert,
wéhrend die Verdnderung von ®(r) auf grofleren stattfindet. Daher geht man zunéchst
von der Giiltigkeit von

Op(z|r; )

prannks L.p(z|r;t) (2.23)
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2.2 Die fluktuierende Messfeder

aus. Diese Gleichung wird ndherungsweise durch die Verteilung
pz|r;t) ~ e~ lem)?/208 (2.24)

gelost, wobei (z|r) explizit aus dem Kriftegleichgewicht (2.20) berechnet werden kann.
Die Varianz ergibt sich aus der einfachen Annahme, dass innerhalb des quadratisch
angendherten Potentialminimums thermische Fluktuationen stattfinden, so dass
k

kT ~ 5002 (2.25)
gilt. Bemerkenswert ist die Tatsache, dass die Varianz hier proportional zu 1/kq ist,
also invers proportional zur Federkonstanten. Die zweite Gleichung ergibt sich dann aus
Integration von Gleichung (2.21) iiber z und unter Verwendung von Gleichung (2.23)

0D (ry;t)
ot

mit den bedingten Mittelwerten

= —(k12|r1)®(r1;t) + (kor|re) (1 — ®(rq;1)) (2.26)

(kji|r) = /kj-(z)p(z]r) dz . (2.27)

Aus Gleichung (2.23) zusammen mit (2.25) ergibt sich im Limes ko — oo fiir p(z|r) eine
Diracsche Deltafunktion, so dass in diesem Fall exakt

(Kjilr) = kja(z]r)) (2.28)

gilt. Fiir weniger steife Federn konnen die Korrekturterme mit Hilfe der Sattelpunkts-
néherung [88] aus dem Integral (2.27) berechnet werden und man erhélt bis zur zweiten
Ordnung

1
(Kjilr) = Kji((2]r)) + §k;’/i|<z|r>02 - (2.29)
Wenn man das WLC-Modell in der Naherung eines geringen End-zu-End-Abstandes
betrachtet, so ergibt sich aus dem Ausdruck (2.1) fiir die Kraft ein Hooksches Gesetz
mit der Polymerfederkonstanten

3

koo = —0— 2.30
poly QﬁLLp (3)

Da das zugehorige Potential quadratisch ist, spricht man vom Gauf3schen Polymermodell
[89]. Es beinhaltet die universalen Eigenschaften vieler mikroskopischer Modelle. Damit
lautet der Korrekturterm zweiter Ordnung in Gleichung (2.29)

2

1 2 k2
SKilemo” = %kﬁ«zw . (2.31)
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2 Das 2-Zustandssystem

Die Fluktuation der Messfeder kann genau dann vernachléssigt werden, wenn der dimen-
sionslose Vorfaktor klein gegeniiber 1 ist. Fiir typische Werte von etwa z,, s ~ 1 —10 nm,
kpT = 4.14 pN nm, ke, >~ 0.1 pN/nm und typische Federhérten von AFM Messfedern
von ko ~ 5 — 10 pN/nm [8] ist die Abschitzung dieses Faktors 2 - 1073 — 4 - 1072. Von
daher darf also in vielen Féllen wirklich von einer Gleichung der Art (2.28) ausgegangen
werden.

Bei gegebenem Protokoll # = z(t) ergibt sich somit der End-zu-End-Abstand des
Biopolymers, falls man die Fluktuationen vernachléssigt, aus dem Kréftegleichgewicht
zwischen Messfeder und WLC-Polymer (2.20). Diese Beziehung miisste also fiir (z|r)
gelost werden. Fiir Gaulsche Polymere ist die Losung

2~ 2(1 4 kpoy/ ko) ' (2.32)

Da die Messfeder allerdings gegeniiber dem WLC-Polymer eine vergleichsweise grofie
Federkonstante besitzt, kann zudem in vielen der folgenden Betrachtungen die Entwick-
lung

22 (1 = kpory/ko) + O((Kpoty/ko)?) (2.33)

benutzt werden. In nullter Ordnung von k., /ko ist die Kraft auf das Polymer durch
den Ausdruck des WLC-Modells (2.1) gemé8

1 1 1 =z

gegeben, indem dort die Koordinate x statt z eingesetzt wird. Verédnderungen, die sich
aufgrund endlicher Federhérte ergeben, werden explizit an einigen Stellen betrachtet.

2.3 Periodisch angeregte Uberginge

2.3.1 Eine analytische L6sung der Mastergleichung
Die periodische Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die kontrollierte mechanische Manipulation einzelner Biomolekiile eréffnet auch die Mog-
lichkeit, die Vorhersagen bekannter Theorien zu testen. Wir werden zeigen, wie die
stochastische Resonanz hierbei eine Rolle spielen kann (siehe Ubersichtsartikel [90]).
Stochastische Resonanz ist ein bekanntes Phdnomen. Sie tritt universell bei beliebigen
periodisch getriebenen stochastischen Ubergingen auf. Dabei bezieht sich der Begriff
Resonanz auf das Signal-Rausch-Verhéltnis, welches maximal werden kann. Dazu muss
iiber eine experimentell zugéngliche Grofle, wie die Stiarke des Rauschens oder die an-
regende Frequenz, eine Resonanzbedingung fiir die beiden relevanten Zeitskalen erfiillt
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2.3 Periodisch angeregte Ubergénge

sein, die erstens durch die mittlere Ubergangszeit und zweitens durch die anregende Pe-
riodendauer gegeben ist. Eine dhnliche Bedingung werden wir fiir asymmetrische Freie
Energieprofile mittels einer Analyse des statistischen Fehlers erhalten.

Wir werden die Kraftmikroskopie dahingehend erweitern, dass wir ein von der linearen
Rampe (Gl. 1.2) verschiedenes Protokoll fiir die Position der Messfeder betrachten, das
periodische Protokoll [79,91]. Dies wird in zweifacher Hinsicht interessante Ergebnis-
se liefern: Erstens ist die lineare Rampe fiir Experimente auflerhalb des Gleichgewichts
nur geeignet, den Entfaltungsiibergang zu messen. Mit Hilfe des periodischen Protokolls
spielen hingegen auch die Faltungsiibergénge eine wesentliche Rolle. Zweitens sind die
Anwendungsbeispiele der stochastischen Resonanz bisher sehr begrenzt. Hiermit steht
nun ein System zur Verfiigung, das sehr einfach dazu verwendet werden kann, die theo-
retischen Vorhersagen experimentell zu testen.

Wir werden ausgehend vom 2-Zustandssystem mit Hilfe der Mastergleichung eine ana-
lytische Naherungslosung berechnen und zeigen, wie diese benutzt werden kann, um
Informationen iiber das zugrundeliegende Freie Energieprofil zu erhalten.

Fiir die periodische Anregung verwenden wir das Protokoll der Position der Messfeder

z(t) = xo + x, cos(wt) , (2.35)

wobei x( die zeitunabhéngige Vorauslenkung der Feder, x, die Amplitude und w die Fre-
quenz der Anregung ist. Diese Art periodischer Anregung stellt experimentell keine grofie
Herausforderungen dar. Periodische Protokolle fiir AFM? werden auch bei Oberflichen-
untersuchungen verwendet [92]. Im Folgenden wird angenommen, dass die Amplitude
klein gegeniiber der Konturldnge des Polymers ist, also x, < L.

Fiir zeitabhéngige Messungen muss das Modell erweitert werden. Die Mastergleichung
(2.2) muss neu formuliert werden

%(IJ = —(k12(t) + ko1 ()P + ko1 (1) , (2.36)

unter Beriicksichtigung zeitabhéngiger Raten (2.18)
kig = kD, ePeuf@®).ln) (2.37a)
feoy = ke PrsFet:L2) (2.37b)

In Zustand 1 ist die Konturlange L = L4, in Zustand 2 ist L = Ly = Ly + 0L, wobei 0L
die Differenzléinge bezeichnet, die bei dem Ubergang frei wird.

Zur Berechnung der Kraft F'(z(t), L) verwenden wir Gleichung (2.34). Diese kann mit
dem periodischen Protokoll (2.35) bis zur linearen Ordnung in z,/L gemaf

F(z(t),L) ~ F(xg, L) + F(xq, L) x4 cos(wt) (2.38a)
1 Tq Tq

= F(xo, L)+ AL, (f + L= IO/L)3> cos(wt) (2.38b)

= Fy + F, cos(wt) (2.38¢)

3engl.: tapping mode
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2 Das 2-Zustandssystem

entwickelt werden, wobei F{y die Kraft aufgrund der Vorauslenkung xq und F, die Amp-
litude des periodischen Anteils ist.

0.12

— k0:5 1/nm?
"""""" k0—>OO
0.1r

0.08
= 0.06 f

0.04

T

0.02
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Abb. 2.3: Die Amplitude des periodischen Anteils der Besetzungswahrscheinlichkeit nach Glei-
chung (2.45), sowohl fiir den Fall einer unendlichen als auch endlichen Federkonstanten
kq. Die leichte Verschiebung ist auf eine Streckung der xg-Achse zuriickzufiihren. Die
ausgewihlten Parameter betragen: ko; = 10s !, ko = 0.01s1 | 2, = 0.1 nm,
xp =025 nm, L, =0.2nm, L =30nm, 6L=5nm,w=1 s, x, = 0.5 nm. Dies
sind reprisentative Werte eines Ubergangs, bei dem nicht so viel Linge freigesetzt wird,
wie z.B. bei Titin.

Damit werden die Raten (2.37) bis zur linearen Ordnung O(z,/L)

kio = kO, eP7uFo(la)+Fa(la) cos(wt)) (2.39a)
~ kYyePeufoll) (1 4 Br F(Ly) cos(wt)) (2.39b)
= k12(1 4 Bz, F,(Ly) cos(wt)) , (2.39¢)

wobei die Rate k15 eingefithrt wurde, die nur von der Vorauslenkung z, abhéngt und zei-
tunabhéingig ist. Gleichung (2.39) gilt dquivalent fiir ko;. Eine entsprechende Aufteilung
in einen zeitunabhéngigen Anteil ®; und einen zeitabhéngigen Anteil II(¢) kann auch
fiir die Losung der Mastergleichung (2.36) als Ansatz

O(t) = Dy + I1(1) (2.40)

gewihlt werden. Der zeitunabhéngige Anteil ergibt dieselbe Losung wie fiir den stati-
schen Fall, entsprechend Gleichung (2.4)

Ra1
by = ——M— . 241
0 K12 + Ka1 ( )

44



2.3 Periodisch angeregte Ubergénge

1.2

08

04 r

0.2

30

Xg [Nm]

Abb. 2.4: Die Phasenverschiebung A iiber zy nach Gleichung (2.45) besitzt ein Maximum. Hier
sind die Kurven unter Verwendung einer unendlichen sowie einer endlichen Federkon-
stanten gegeniibergestellt.

Setzt man (2.40) in die Mastergleichung (2.36) ein, so erhélt man wieder bis zur linearen
Ordnung in z,/L die zeitliche Entwicklungsgleichung fiir I1(#)

d

() = — (B, Ful(Ly) + By Fa(Lo) o — (k12 + o )TI() (2.42)

Die Losung von Gleichung (2.42) ist

t
() = e ™ {H(O) +/ aemle“/dt'} (2.43)
0
mit den Abkiirzungen
a = —(BryFo(L1) + BrpFo(La))k12Po (2.44a)
A= (Kiz + Ka1) (2.44b)

wobei A die inverse innere Zeitskala der Konformationsiibergénge ist. Im Grenzfall grofier
Zeiten t > 1/A wird die Losung periodisch stationér, d.h. sie néhert sich dem Grenzzy-
klus

[I(t) = 1, cos(wt — \) = \/ﬁ cos(wt — ) (2.45)

an, mit der Phasenverschiebung

A = arctan(w/A) (2.46)
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gegeniiber der Anregung, wobei das negative Vorzeichen der Amplitude noch bertick-
sichtigt werden muss.

Abbildungen 2.3 und 2.4 zeigen das analytische Ergebnis (2.45) fiir ein Beispielsys-
tem mit den in der Bildunterschrift angegebenen Parametern. Die Antwortamplitude
(a/vVw? 4+ A?) besitzt ein Maximum als Funktion der Vorauslenkung . Es ist durch die
Losung der Gleichung

- (2.47)

0xg \/w? + A2 -

gegeben, die nur numerisch berechnet werden kann. Die Phasenverschiebung (2.46) hat
auch ein Maximum iiber der Vorauslenkung z( bei xj. Man erhilt aus A’ = 0 die Glei-
chung k%, + k', = 0 und daraus die implizite Losung fiir =}

zr _ refo(Ly) (2.48)
Ly /*621F0(L2)/ ’

dabei bezeichnen Fy(L;) und Fy(Ls)" die Ableitungen des zeitunabhiingigen Anteils der
Kraft

, 1 (1 1
Fo(L) = 3L, (E+2L(1—x3/L)3) . (2.49)

Die Tatsache, dass die Amplitude der periodischen Antwortfunktion (2.45) ein Ma-
ximum besitzt, ist ein deutlicher Hinweis auf ein Resonanzphdnomen. Hierbei handelt
es sich aber nicht um die typische Zeitskalenbedingung der stochastischen Resonanz,
sondern um eine Resonanzbedingung fiir die Vorauslenkung, d.h. letztlich fiir geometri-
sche Parameter des asymmetrischen Freien Energiepotentials mit vorausgesetzten aufle-
ren und inneren Zeitskalen. Die maximale Antwortamplitude ist demnach nicht einfach
durch die gleiche Potentialhohe der beiden Zustédnde, sondern durch die Losung der
Gleichungen (2.47) bzw. (2.48) gegeben.

Die gemittelte periodische Kraft

Aus der Losung der Mastergleichung (2.36) kann jede beliebige Observable statistisch
berechnet werden, z.B. ist der Ensemblemittelwert der Kraft

(F(1)) = DF(2(t), L) + (1 — ) F(=(t), L) (2.50)

auch eine periodische Funktion. Der zeitunabhéngige Anteil, also der Offset, ist formal
durch die zeitliche Mittelung gegeben

(F) = @oFo(Ly) + (1 — o) Fo(L2) , (2.51)
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welche hier mit dem Uberstrich gekennzeichnet ist. Der periodische Anteil der Kraft
entspricht somit bis zur linearen Ordnung der Amplituden dem Realteil der komplex-
wertigen Gleichung

((F) — W) — Faei(Wt+/\F) — (5Fa®0 — F,(Ly) + 5F0Hae’i’\) et (2.52)

wobei F,, die Amplitude bezeichnet und A\r die Phasenverschiebung der Kraft. Dabei
verwenden wir die Bezeichnungen

0Fy = Fo(Ly) — Fo(Ls) (2.53a)
O0F, = F,(Ly) — F,(Ls) . (2.53b)

Das Quadrat der reellen Amplitude betrigt
F?2 =TI26F] — 2cos Aoy, (6 F, @0 — F,(Lo)) + (0F, ¢ — F,(L2))*  (2.54)

und die Phasendifferenz

sin A
Ap = —arct . 2.55
= T aretan <cos N+ (0F, By — Fu(La)) /5F0Ha) (2.55)
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Abb. 2.5: Die Amplituden der Kraft (Gl. (2.54)) und der Besetzungswahrscheinlichkeiten (Gl.
(2.45)) in Abhangigkeit der Frequenz. Die Amplitude der Kraft steigt an und n&hert sich
einem konstanten Wert, wahrend diejenige der Besetzungswahrscheinlichkeit algebraisch
mit 1/w abféllt. Hierbei wurde eine unendliche Federkonstante verwendet.

Die Amplitude des periodischen Anteils der Kraft hat die Eigenschaft, mit steigender
Frequenz auch grofler zu werden, im Gegensatz zur Amplitude der Besetzungswahr-
scheinlichkeit, die das gegenteilige Verhalten zeigt, siche Abbildung 2.5. Dies ist im We-
sentlichen darauf zuriickzufithren, dass bei sehr hohen Frequenzen die Uberginge vollig
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2 Das 2-Zustandssystem

zufallig und nicht mehr korreliert mit der Anregung stattfinden. Wiahrend also bei klei-
neren Frequenzen die mittlere Kraft durch die korrelierten Ubergiinge verringert wird,
ist bei groflen Frequenzen ein unkorrelierter Widerstand vorhanden.

Die Einfithrung der Kraft als zusétzliche Observable, auler der Besetzungswahrschein-
lichkeit ®(t), mag zundchst nicht notwendig erscheinen. Sie erweist sich allerdings als
niitzlich fiir den Fall mehrerer sequenziell angeordneter Doménen. Die periodische An-
regung an diesen Systemen wird in Kapitel 3.2 ausfiihrlich diskutiert.

2.3.2 Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten aus den Daten

Bisher haben wir nicht die Frage untersucht, wie die Besetzungswahrscheinlichkeit &
aus experimentellen oder simulierten Daten zu berechnen ist und wie ein Experiment
ausgelegt werden muss, um die notwendige Datenmenge zu liefern. Aus den folgenden
Uberlegungen erhalten wir eine wichtige Schlufolgerung fiir die Gesamtmesszeit.

Die Besetzungswahrscheinlichkeit ® ist iiber ein Ensemble definiert, d.h. einer grofien
Anzahl an gleich préparierten Systemen, an denen das gleiche Experiment durchgefiihrt
wird. Der Ensemblemittelwert kann durch einen phasenempfindlichen zeitlichen Mittel-
wert einer einzelnen Trajektorie ersetzt werden, da ®(¢) nach einer Relaxationszeit von
1/A die Periodendauer T' = 27 /w besitzt. Wenn man diese beiden Mittelungsmethoden
vergleicht, so erweist sich die zeitliche Mittelung einer einzigen Trajektorie insofern als
vorteilhaft, da nur einmal die Relaxationszeit abgewartet und das System nur einmal
prépariert werden muss.

Nach unseren bisherigen Annahmen ist z(t) eine bistabile, zwischen zwei Minima fluk-
tuierende Observable. Daher nehmen wir an, dass die Konformation des Polymers ein-
deutig bestimmt werden kann. Der Zustand 1 wird mit p(¢) = 1 und der Zustand 2 mit
p(t) = 0 gewichtet. Die Besetzungswahrscheinlichkeit kann daher mit

N p(t+nT)
N

Oy (L) = 2 (2.56)
aus den Daten abgeschitzt werden, wobei N = Ty, /T die Anzahl der Perioden und
Tio: die gesamte Messzeit ist. Jetzt kann die Frage beantwortet werden, welche Frequenz
optimal ist, um den statistischen Fehler zu minimieren. Die Autokorrelation von p(t) ist
bis zur ersten Ordnung in ,/zq [90]

cov(p(t), p(t + AT)) = (({p(t)) — p(t))((p(t + AT)) = p(t + AT))) = ope”"27(2.57)

mit der Varianz der einzelnen Messung an einem 2-Zustandssystem o> = ®(1 — ®).
Wir betrachten dazu die von N abhéngige stochastische Variable ®y(t), die um den
Mittelwert, also um die tatsichliche Besetzungswahrscheinlichkeit ®(¢), mit der Varianz

Z (003 /0p)? + 37 (00 /0pa) (00 [Opr)cov(pa pm)  (259)
=0 n#m
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Abb. 2.6: Die nach der Frequenz w* optimierte totale Messzeit T}, (Gl. (2.63)) als Funktion
von xg. Hierbei wurde wieder eine unendliche und eine endliche Federkonstante kg an-
genommen. Um z( herum ist die Messzeit deutlich kleiner als fiir geringere Auslenkung.
Beriicksichtigt man, dass das Polymer bei groBeren Auslenkungen fast gestreckt ist, so
erhdlt man ein Minimum etwa bei z{.

fluktuiert [63]. Zusammen mit Gleichung (2.57) erhélt man

o N-1 N -2
aéN = Np <1 + N e ™M ¢ N e AT 4 )
, (2.59)
o
~ Np (1+ e AT L o 2T 4 )
also ndherungsweise eine geometrische Summe, die zu
2
2 Tp
O'ch ~ m (260)

aufsummiert werden kann. Man bezeichnet die Wurzel daraus auch als Messfehler. Dieser
muss, damit die periodische Antwortfunktion gemessen werden kann, kleiner als die

zugehorige Amplitude sein. Daraus folgt die Bedingung /o3 =~ < |I,|. Die gesamte
Messzeit muss daher die Bedingung

271'(1)0(1 — @0)(&)2 + A2)
042(4)(1 _ e—AQﬂ/uu)

Tiot 2 (2.61)

erfiillen, wobei der phasenabhingige Faktor ®(1 — ®) durch ®y(1 — ®g) ersetzt wurde,
was in nullter Ordnung in x,/L giiltig ist. Die rechte Seite von Gleichung (2.61) hat ein
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2 Das 2-Zustandssystem

Minimum bei
w =A, (2.62)

unter Vernachlissigung der Exponentialfunktion im Nenner von (2.61), da e 42™/«" <« 1
ist.

Das Ergebnis (2.62) kann in Analogie zur stochastischen Resonanz gedeutet werden,
da es eine Bedingung fiir die externe Zeitskala der periodischen Anregung im Vergleich
zur internen des stochastischen Uberganges darstellt.

Die minimale Messzeit mit der optimierten Frequenz w* ist

Tin = Tiot(w*) = 4712691 /Aa® (2.63)

und héngt noch von der Vorspannung xy ab. In Abbildung 2.6 ist die Funktion (2.63)
dargestellt. Im Fall einer harten bzw. unendlich harten Feder ist bei ca. x{; eine Schwelle
zu sehen. Fiir noch groflere xy sinkt die Messzeit hin zum Pol der Kraft, allerdings ist
dort die GauBsche Naherung sicher nicht mehr giiltig. Berticksichtigt man die Auslenkung
der Messfeder in diesem Bereich als zusétzlichen Freiheitsgrad, erhélt man tatséchlich
ein Minimum [91]. Das bedeutet, dass die maximale Antwortamplitude bei z sich auch
auf die Messzeit auswirkt, die ungefdhr dort minimal wird. In diesem nun aufgezeigten
Zusammenhang kann man auch von einer Resonanzbedingung bei x; sprechen.

2.3.3 Die Konsequenzen einer weichen Messfeder
Die Ndherung als GauBsches Polymer

Die bisherigen Ergebnisse beruhten alle auf der Bedingung, dass die Federkonstante der
Messfeder gegeniiber der des Polymers viel grofler ist. Nun untersuchen wir, wie die
Ergebnisse modifiziert werden, wenn man die Auslenkung der Messfeder einbezieht.

Der zusitzliche Freiheitsgrad ist der End-zu-End-Abstand z. Fiir die Kraft, die auf
das Polymer wirkt, wird nun der urspriingliche Ausdruck des WLC-Modells (2.1)

1 1 1 z
P10 =5, (4(1 —JIp 4 E)

verwendet. In den Formeln, in denen die Kraft eine Rolle spielt, muss diese Verdnderung
beriicksichtigt werden, z.B. bei den Raten. Der End-zu-End-Abstand fluktuiert bistabil
zwischen zwei Potentialminima hin und her, wobei angenommen wird, dass innerhalb der
Minima die Equilibrierung schnell sein soll, verglichen mit den Ubergangszeiten. Im Fol-
genden wird also vielmehr der bedingte Mittelwert verwendet, wie in Kapitel 2.2 (z|r),
wobei r den Zustand des Biopolymers, also gefaltet oder entfaltet, bezeichnet. Die Be-
zeichnung z wird aber aus Griinden der Einfachheit dennoch beibehalten. Entsprechend
Gleichung (2.19) muss die Kraft auf die Messfeder (mit der Federkonstanten k) der des
WLC-Modells gleichgesetzt werden

F.=ky(z—2)=F(zL),
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2.3 Periodisch angeregte Ubergénge

was nicht allgemein analytisch fiir z 16sbar ist. Fiir kleine Krifte kann die Gleichung
(2.1) bis zur linearen Ordnung in z/L durch

3z

F(z,L) =~ 26L.L
P

(2.64)

angendhert werden. Die effektive Polymer-Federkonstante (Gl. (2.30)) lautet fiir das
WLC-Modell also

kpoiy(L) = 3/(2BL,L) .

Sie ist gewohnlich kleiner als diejenige der Messfeder. Mit dieser Ndherung ergibt sich
die bekannte Losung (Gl. (2.32))

2= (14 kpoiy/ko) 'z .
Diese Funktion ist aber iiber die Polymerfederkonstante (2.30) abhéngig von L, also muss
man von einer Funktion z = z(z, L) ausgehen. Die Koordinate z ist in dieser Ndherung
linear von x abhéngig und wird daher auch periodisch nach

2(t) = 2o + 24 cos(wt) . (2.65)

moduliert. Damit lautet die relevante Kraft

1 Zq Za
F(z(t),L) ~ F(z, L) + AL, (f + L= zO/L)3) cos(wt) (2.66)

bis zur linearen Ordnung in z,/L. Eine endlich harte Feder veréndert das Ergebnis
zundchst kaum. xy wird also durch zy(xo) und z, durch z,(z,) ersetzt. Die veranderte
xo-Abhéngigkeit der Antwortamplitude und der Phase der Besetzungswahrscheinlichkeit
fithrt im Wesentlichen zu einer Verschiebung der Kurven hin zu etwas grofleren zg-
Werten, wie in Abbildungen 2.4 und 2.3 zu sehen ist.

Wenn die Differenzléange d L viel kleiner als die Konturlénge L ist, gilt bis zur nullten
Ordnung in 0L/L die Beziehung z(x, Li) =~ z(x, L), d.h. die zo-Achse wird um den
konstanten Faktor (14 kpor,/ko) " gestreckt auf die z-Achse abgebildet.

Das fast gestreckte Polymer

Anders wird die Situation, wenn die Ndherung der GauBkette nicht verwendet werden
kann, wenn also das Polymer beinahe gestreckt ist. In diesem Fall ist das Polymer keine
idealisierte entropische Feder mit einer kleinen Federkonstanten, d.h. sie kann nicht mehr
vernachlassigt werden. In typischen Entfaltungsexperimenten misst man Kréfte um 50-
150 pN, was einer erheblichen Streckung des Biopolymers entspricht. Im Grenzfall eines
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fast gestreckten Polymers, d.h. fir z ~ L erhédlt man im WLC-Modell (Gl. (2.1) die
Néherung

1
Fz,l) x ——F— 2.
und daraus mit (2.19) die kubische Gleichung
L2
ko(x — L+ 6) = 2.6

mit 6 = L — z, was der iiberschiissigen Konturléinge entspricht, die in der thermischen
Fluktuation gespeichert ist. Auch die Funktion § = d(x, L) héngt also von der momen-
tanen Konturldnge L ab.

Mit dieser nichtlinearen Funktion wird im Allgemeinen die harmonische Anregung zu
einer anharmonischen Antwort von §(t) fithren. Fiir z, < xg gilt allerdings ¢, < dy und
in erster Ordnung in ¢,/dy erhdlt man damit

d(t) = 0p + 04 cos(wt) , (2.69)

wobei §y die Losung von Gleichung (2.68) mit = = x, ist. Die zugehorige Antwortampli-
tude 9, ist

xXr
Jo = — a . 2.70
3+ 2(wo — L)/d0 (2:70)

In linearer Ordnung in d,/dy gilt fiir die Kraft

L? 204

Alle weiteren Gleichungen, insbesondere die Losungen (2.41) und (2.43), hdngen von
diesen neuen Amplituden ab. Die Ergebnisse sind in [91] dargestellt und ausfiihrlich
diskutiert. Dort verwendeten wir fiir die Parameter das Beispiel Tenascin FN-IIT [53].

2.4 Die Zeitskalentrennung
In diesem Unterkapitel stellen wir einige grundsétzliche Unterschiede zwischen Messun-
gen im Gleichgewicht und Messungen im Nichtgleichgewicht im Uberblick dar. Dazu

verwenden wir das 2-Zustandsmodell, das wir zu Beginn dieses Kapitels begriindet ha-
ben.
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2.4 Die Zeitskalentrennung

2.4.1 Gleichgewichtsmessung

Fiir die Gleichgewichtsmessung sei eine konstante Kraft angenommen. Zunéchst betrach-
ten wir ein System, das auf der Skala der Beobachtungszeit ¢ schnell relaxiert, also in
den Gleichgewichtszustand equilibriert. Im Fall des 2-Zustandssystems heifit das, dass
die Raten k;; gro8 gegen 1/t sind, oder praziser A > 1/, mit

A= (kyo + k) - (2.72)

Die Gleichgewichtslosung ist nach Gleichung (2.4) unabhéngig von der jeweiligen An-
fangsbedingung
ko

®y = lim P(t) = ——— . 2.73
0 tg?o ®) kyo + koy ( )

Durch Messung der Aufenthaltszeit ¢; im Zustand 1 lasst sich mit

t
Py = lim — (2.74)
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit bestimmen. Der Grenzwert in Gleichung (2.74) ist in
der Praxis im Vergleich zur Relaxationszeit 7., = 1/A zu bilden.
Die detaillierte Bilanz (2.9) ergibt sich fiir den Fall des an einer Messfeder gekoppelten
2-Zustandssystems

Qo Fa_ pGiteF@)-Gata F)
=2 vul(z 2 F(2)) 2.75
=% k. (2.75)
_ (k2 —pacre)
kD,

mit Az = x5 + x,. Da diese Messung als Funktion der Position der Messfeder durch-
gefiihrt werden kann, und die Kraft aus der Messung, z.B. iiber die Auslenkung der
Messfeder bekannt ist, lassen sich iiber diese einfache Gleichung (2.75) zwei Grofien
bestimmen. Zum einen das Verhiltnis der spontanen Ubergangsraten ohne Kraft, zum
anderen der Abstand der Minima Az in dem zugrundeliegenden Freien Energieprofil [39].

Bisher haben wir nicht festgelegt, wie die Gleichgewichtszustdnde zur Auswertung der
Gleichung (2.74) eingenommen werden. Ein Vergleich zwischen den dufleren Messzeit-
skalen und inneren Relaxationszeitskalen ergibt grundlegende Unterscheidungen.

2.4.2 Ubergang vom Gleichgewicht zum Nichtgleichgewicht

Eine Schwierigkeit besteht darin, den Ubergang vom Gleichgewicht zum Nichtgleichge-
wicht mathematisch exakt zu fassen. Es gibt drei Zeitskalen, die in unterschiedlichem
Verhiltnis zueinander stehen konnen. Dabei ist meist die kleinste Zeit die Relaxations-
zeit innerhalb der Minima des Freien Energieprofils. Auf der Annahme, dass keine duflere
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Storung anndhernd so schnell ist, beruht die Verwendung von Kramers-Raten und der
Formulierung des Problems anhand der Mastergleichung (2.36). Aufgrund dieser Néhe-
rung verbleiben die beiden Zeitskalen der Ubergangszeit und der #ufieren Stérungs- oder
Beobachtungszeit.

Ist die Zeitskala des experimentellen Protokolls wesentlich gréfier, so kann man den
adiabatischen Grenzfall annehmen, das heifit, die Gleichgewichtslosung (2.73) ist zu je-
dem Zeitpunkt giiltig.

Sind die beiden relevanten Zeitskalen etwa von der gleichen Groflenordnung bedeutet
das, dass man den adiabatischen Grenzfall nicht mehr anwenden darf. Die zeitliche Ent-
wicklung der Losung wird wichtig. Zur analytischen Berechnung kann ein angepasster
Losungsansatz je nach experimentellem Protokoll z () weiterhelfen. Im vorigen Unterka-
pitel 2.3 wurde die periodische Storung ausfiihrlich analytisch betrachtet. Der zeitunab-
hiangige Anteil der Losung (2.41) entsprach dem Gleichgewichtsanteil, der zeitabhéngige
(2.43) einem stationdren Grenzzyklus. Bei dieser Unterscheidung wird deutlich, dass ,,sta-
tionar* nicht dem Gleichgewicht entspricht. Im Gleichgewicht verschwindet die zeitliche
Ableitung, im stationdren Grenzfall hingegen nicht.

Fiir lineare Protokolle gilt im Wesentlichen dasselbe, nur dass kein stationdrer Grenz-
fall auftreten kann. Eine Naherungsbetrachtung dieses Protokolls fiihrt auf die schon
erwihnte Analysemethode der Kraftspektren [72].

Beide Protokolle, das lineare und das periodische, decken also je nach Frequenz oder
Geschwindigkeit viele Zeitskalen ab: vom adiabatischen Grenzfall bis hin zur vollsténdi-
gen Nichtgleichgewichtssituation. Grundsétzlich muss angemerkt werden, dass jegliche
zeitliche Verinderung der Ubergangsraten eine Abweichung vom Gleichgewicht bedingt.
Bei der theoretischen Betrachtung unterschiedlicher Modelle werden wir immer die Gren-
zen der Annahmen aufzeigen und dabei auch den Ubergang zum Nichtgleichgewicht
untersuchen.

2.4.3 Schnelle Experimente

Sowohl der adiabatische Grenzfall, als auch derjenige der schnellen Stérung kann mit ein-
fachen Mitteln behandelt werden. Fiir den zweiten Fall werden wir hier einige niitzliche
Gleichungen herleiten.

Als fern vom thermodynamischen Gleichgewicht bezeichnet man ein System, bei dem
die typische Zeitskala einer &uflere Storung kleiner ist als die innere Relaxationszeit. Das
kann im Extremfall dazu fithren, dass das System eine lange Zeit im Nichtgleichgewicht
beobachtet wird. Ein gutes Beispiel dafiir ist Glas, eine unterkiihlte Schmelze, die fiir
die Dauer der menschlichen Beobachtungszeit im Nichtgleichgewicht verharrt. Wie wir
spater sehen werden, ist auch Titin ein Beispiel, bei dem die experimentelle Beobach-
tungszeit meist zu kurz fiir Gleichgewichtsmessungen ist, da die Ubergangsraten sehr
klein sind. Diese Systeme sind dynamisch gehemmt, da sie fiir lange Zeit in einem Zu-
stand verbleiben und Uberginge seltene Ereignisse darstellen. In diesem Fall konnen
experimentelle Storungen am Freien Energieprofil als augenblicklich beschrieben wer-
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den. Zwei dieser moglichen schnellen Prozessfiihrungen werden wir im Folgenden kurz
beschreiben.

Die schnelle lineare Rampe

Zunéchst untersuchen wir die schnelle lineare Rampe bis zu einem konstanten Wert der
Position x. Die Kraft steigt also zu Beginn des Experiments auf einer Zeitskala an, die
viel kleiner ist als die der inneren Relaxationszeit. Der Anstieg wird im Folgenden als
instantan betrachtet. Da wir nicht an der Langzeitentwicklung interessiert sind, vernach-
lassigen wir die Riickrate k1 und nehmen an, dass das System sich zur Zeit t = 0 in
Zustand 1 befinde.

Unter diesen Bedingungen betrigt die Relaxationszeit

1

~ )
k12

d.h. sie entspricht der Populationszeit des Zustandes 2. Die zeitliche Entwicklung der
Wahrscheinlichkeit ist durch die Zuverléssigkeitstheorie gegeben, die sich aus dem re-
levanten Teil der Mastergleichung (2.36) herleiten lasst. Wir werden diese Theorie hier
darstellen und in den Kapiteln 3 und 5 darauf zuriickgreifen. Die grundlegende Gleichung
fiir die zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeit ist in diesem Fall

d
—® = —k1,P 2.
dt 12 ) ( 77)

wobei wir in (2.36) ko; vernachldssigt haben. Die Losung von Gleichung (2.77) ist die
Besetzungswahrscheinlichkeit

(2.76)

Teq

(I)(t) — ftto kiadt’ _ e—klgt (278)

die der Wahrscheinlichkeit fiir keinen Ubergang bis zur Zeit t entspricht. Das Integral
im Exponenten in (2.78) ist in diesem Fall sehr einfach zu l6sen, da k1o als zeitunabhén-
gig angenommen wurde. In vielen anderen Fillen ist jedoch dieses Integral analytisch
nicht 16sbar. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ubergang zu einer beliebigen Zeit vor dem
Zeitpunkt ¢ stattfindet, betrigt

P(t)=1— (1) . (2.79)

Die Wahrscheinlichkeit p(t) fiir einen Ubergang innerhalb des Zeitintervalls [t, t 4 dt] ist
die zeitliche Ableitung von (2.79)

aP (t) —kqot

p(t) = 5 kize (2.80)

Diese Verteilung kann konkret mit Hilfe eines Histogramms gemessen werden. Dazu
werden die Ubergangszeiten t; vieler Experimente ermittelt und in

p(t) = (5t — 1)) = S(©(t — 1) 2.81)
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eingesetzt, wobei die Klammern (...) die Mittelung iiber alle Experimente darstellen und
© die gewohnliche Stufenfunktion ist.

Im Folgenden werden wir die Kraft untersuchen, die auf die Messfeder vor und nach
dem Ubergang wirkt. Nach der linearen Rampe, solange das System in Zustand 1 ver-
weilt, ist die Kraft F konstant, bis sie zum Zeitpunkt des Ubergangs um §F auf einen
geringeren Wert Fj absinkt. Diese zeitliche Stufenfunktion wird im Folgenden mit F'(t)
bezeichnet. Die Beziehung zwischen dem Abfall der Kraft und der Ubergangswahrschein-
lichkeit ist damit

(F(t) — Fy) = 0F(O(t — t1)) (2.82a)
=F /tp(t/)dt/ (2.82b)
=dFP(1) . (2.82¢)

Somit ist nach einer Mittelung iiber ausreichend viele Experimente auch die Kraft eine
exponentiell abfallende Kurve gemé8 (2.79). Dabei muss die Frage nach der konkreten
Anzahl an Experimenten offenbleiben, wobei angemerkt sei, dass diese Frage nur inner-
halb der mathematischen Statistik beantwortet werden kann. Eine Abschitzung einer
Verteilung mit Hilfe eines y2-Tests gelingt nur mit ausreichend vielen Intervallen von
mindestens 10 und hinreichend vielen Treffern von mindestens 5 in den jeweiligen In-
tervallen [93]. Das fiihrt letztlich zu einer Abschétzung, die sich nach den seltensten
Ereignissen richtet. Der exponentielle Abfall der Wahrscheinlichkeitsverteilungen liefert
demnach k9, welche mit den Kréften F'(x) iiber

kip = KO,efouF (@) (2.83)

zusammenhingen. Daraus lisst sich also die spontane Ubergangsrate k%, und der Para-
meter z, berechnen.

Dasselbe Protokoll, nur in umgekehrter Richtung lésst sich auch zur Bestimmung der
anderen Rate k9, und des Parameters x; einsetzten. Dazu muss aus dem Zustand 2
gestartet werden und anschlielend eine umgekehrte lineare Rampe gefahren werden, so
dass eine Endposition erreicht wird, die einen Ubergang in den Zustand 1 erlaubt, wobei
ein Anstieg der Kraft auf die Messfeder gemessen wird.

Die schnelle periodische Storung

Das zweite Protokoll, welches wir im Allgemeinen fiir die gechemmten Systeme untersu-
chen, ist die periodische Stérung mit einer sehr grofien Frequenz w. Die Mastergleichung
(2.36) kann fir diese Art von Anregung iiber eine Periode gemittelt werden, da sich die
Wahrscheinlichkeit auf einer viel grofleren Zeitskala veréndert. Die linke Seite

1 [T 0a(t) 1 wr  d
_ N g — / ~ — 2.84
= / St = SR ~ () (2.84)
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wird dadurch also nicht verédndert. Die rechte Seite kann abgeschétzt werden. Dazu wer-
den zunéchst die zeitunabhéngigen Anteile und die wiahrend des Intervalls T" konstante
GroBe ®(t) aus dem Integral gezogen

1 t+T ) , 1 t+T ] ,
? / k?Qeﬁxu(Fo—f—Fa sin(wt ))(I)(t/)dt/ _ k?Qeﬁquoq)@)? / eﬁqua sin(wt )dt/ ) (285)
t t

Die Kraft wurde dazu aufgeteilt in einen zeitunabhéngigen Anteil und den periodischen
Anteil. Das Integral hat keine geschlossene Losung, kann allerdings fiir Sz, F, > 1 mit
Hilfe der Sattelpunktsmethode gelést werden [88],

1 in(ot 1 (7 gm(1m2 -
T/ e,@muFa sin(wt )dtl ~ T/ 65 uwFa (1 > (t T/4)) dt’
t t

~ ePrul 71 .
\ 278z, Fy,

Das bedeutet, dass die Frequenz keinen Einfluss auf die Verstarkung der Rate hat. Fiir
die andere Ubergangsrate lasst sich dieselbe Naherung durchfiihren, damit sind die neuen
Raten

(2.86)

kij = k)T (2.87)

mit dem Verstarkungsfaktor Z , der in Abbildung 2.7 dargestellt ist. Anschaulich bedeu-
tet dies, dass die zugrundeliegenden Energieniveaus derart schnell aus den ungestorten
Niveaus oszillatorisch ausgelenkt werden, dass die effektiven gemittelten Raten verstarkt
werden, sowohl die Hin- als auch die Riickraten.
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2 Das 2-Zustandssystem

10000 E T T T T T T . T T
; numerisch +
Sattelpunkt
1000 ¢ E
— 100 ¢ E
10 ¢ J
1 N 1 1 1 1 1 1 1 1

Abb. 2.7: Der Verstarkungsfaktor Z als Funktion der dimensionslosen Amplitude Gz, F,. Die
Punkte ergeben sich aus der numerischen Lésung des Integrals (2.85), wahrend die
durchgezogene Linie die Sattelpunktsndherung (2.86) darstellt.
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3 Multidomanen-Biopolymere

3.1 2-Zustandssysteme in Serie am Beispiel Titin

3.1.1 Experimentelles Vorgehen

Abb. 3.1: Ein  schematischer  experimenteller
Aufbau einer AFM-Messung an einem
Multidomanen-Biopolymer, z.B.  Titin.
Exemplarisch dargestellt sind drei gefal-
tete, sequenziell angeordnete Segmente.

I Die Position der Messfeder wird mit =

! X | bezeichnet.

Als Multidoménen-Biopolymere bezeichnet man solche Proteine, die eine sequenzielle
Domaénenstruktur aufweisen. Zum Beispiel besteht das natiirliche Muskelprotein Titin
aus unterschiedlichen aufeinanderfolgenden Immunoglobulin-Segmenten (Ig), wéhrend
synthetisch hergestellte Proteine meist aus gleichartigen Doménen, z.B. 1g27 oder 1g8,
zusammengesetzt sind.

Zieht man entsprechend der Abbildung 3.1 mit einem Kraftmikroskop an dem einen
Ende des Polymers, wihrend das andere auf einem Tréger fixiert ist, so erhélt man
eine Kraftkurve F'(z) als Funktion der Position der Messfeder z. Abbildung 3.2 zeigt
eine solche Kurve aus Messungen an Titin [45]. In diesem Beispiel wurde an sieben
gleichartigen, synthetisch hergestellten Ig8-Doménen gezogen. Jede der Spitzen in der
Kraftkurve ist auf einen Entfaltungsvorgang zuriickzufithren, wobei die Doménen einzeln
ihre Konfiguration éndern und zusétzliche Konturldnge frei wird.

Ahnliche Experimente wurden an Polysacchariden durchgefiihrt [43]. Ein Unterschied
zu Titin besteht darin, dass die Kraftkurve F'(x) gewohnlich keine Spitzen aufweist, wie
bei Titin, sondern, von kleinen thermischen Fluktuationen abgesehen, glatt ist. Zudem
ergeben die linearen Hin- und Riickprotokolle im Gegensatz zu Titin dieselben Kraft-
kurven als Funktion der Position z. Beides zusammen lasst darauf schliefen, dass diese
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3 Multidoménen-Biopolymere

Art von Messungen an Polysacchariden im Gleichgewicht, hingegen an Titin im Nicht-
gleichgewicht stattfinden.

Am Beispiel Titin wurden sowohl experimentelle Untersuchungen als auch moleku-
lardynamische Simulationen durchgefiihrt [94,95]. Wir werden im Gegensatz zu den
grofl angelegten numerischen Studien ein statistisches Modell betrachten, das mit ver-
gleichsweise wenigen Voraussetzungen auskommt.

400 i f N
2300+ [
g 200 / / \ / |
i 100 ~. J // )/ /V I.,

0 50 100 150 200

Extension (nm)

Abb. 3.2: Die von Rief et al. experimentell ermittelte Kraftkurve F'(z) in Abhangigkeit von der Po-
sition der Messfeder = durch Ziehen an sieben sequenziell angeordneten Titinsegmenten
Ig8 (entnommen aus [45]). Die Kraftkurve fillt extrem ab, wenn sich eine der Domanen
entfaltet. Zusatzlich zur gemessenen sind die theoretischen Kraftkurven F(x,L) (Gl.
(2.34)) fiir jede diskrete Konturldnge L (Gl. (3.1)) eingezeichnet.

3.1.2 Das Modell
Die Grundannahmen und die Parameter

Fiir die folgenden Betrachtungen greifen wir ein Modell auf, das zur Auswertung der
Messergebnisse an Titin schon angewandt wurde [81]. Wir zeigen, wie damit der Uber-
gang vom Gleichgewicht zum Nichtgleichgewicht in Abhéngigkeit von der Ziehgeschwin-
digkeit v beschrieben werden kann. Dieses Modell ist geeignet, eine sequenzielle Anord-
nung vieler Segmente zu beschreiben, die einzeln und unabhéngig voneinander Konfor-
mationsiibergédnge aufweisen, im Folgenden mit , Falten* und ,, Entfalten” bezeichnet. Es
ist eine Verallgemeinerung des in Kapitel 2 eingefiihrten einfachen 2-Zustandsmodells.
Die Ubergéinge werden nach dem Schema der Abbildungen 2.1 und 2.2 beschrieben. Die

Kraft im Polymer berechnet sich entsprechend der eines WLC-Polymers (Gl. (2.34))
nach

1 1 1 =z
F(x, L ——4+ =] .
(L) =7, ((1—x/L>2 4+L)
Die Konturldnge

L= Nfo + N, L, (31)

60



3.1 2-Zustandssysteme in Serie am Beispiel Titin

ist eine Funktion der Anzahl N; an gefalteten und der Anzahl N, an entfalteten Domé-
nen. Die Gréflen Ly und L, sind die Konturléngen der Doménen, je nachdem in welchem
der beiden Zustédnde sie sich befinden. Die Gesamtzahl an Segmenten

NENf+Nu (32)

wird konstant gehalten. Die Konturldnge L ist also eine diskontinuierliche Funktion,
welche nach Definition (3.1) springt, wenn sich eine Doméne faltet oder entfaltet.

Die Kraft fiihrt in jedem der Segmente zu einer Anhebung des ersten Minimums
und einer Absenkung des zweiten Minimums im Freien Energieprofil (Abb. 2.2). Die
Ubergangsraten betragen in linearer Niherung nach (2.18)

kio(L, z) = KO, efout (L) (3.3a)
kot (L, x) = kS e Pest L) (3.3b)

wobei die Kraft des WLC-Modells (2.34) im Exponenten eingesetzt wird. Dies fiithrt
zu einer Abhingigkeit der Ubergangsraten von der Konturlinge L und damit von der
Konfiguration. Man erhélt also eine indirekte Kopplung der Doménen untereinander.
Die spontanen Ubergangsraten k?j sind die Kramers-Raten, x,, und z; die Abstdnde der

Minima zur Barriere im Freien Energieprofil. Da die Position x experimentell nach dem
Protokoll (1.2)

x(t) = xo + vt

verdndert wird, sind die Ausdriicke fiir die Kraft (2.34) und die Ubergangsraten (3.3)
auch implizit zeitabhéngig.

Die Modellparameter sind somit gegeben durch die beiden Ubergangsraten k?j, die
Konturléngen Ly und L,, die Persistenzlénge L,, die gesamte Anzahl an Doménen N
und die intrinsischen Absténde z, und z; des Freien Energieprofils, sieche Abb. 2.2.
Die Ziehgeschwindigkeit v ist der experimentell am einfachsten zugéngliche Parameter,
den wir hier in Einheiten von L, /s angeben bzw., um mit Experimenten vergleichen
zu konnen, auch in nm/s. Die Werte fiir Titin, die im Folgenden benutzt werden, sind:
z, =0.3nm, z; =15nm, L, = 04 nm, L; = 4nm, L, = 32 nm, kY, = 3-1075 71 kI, =
2 s7!. Fiir Dextran werden wir die folgenden Parameter verwenden: z, = z; = 0.032
nm, L, = 0.15 nm, L, = 0.565 nm und L; = 0.5 nm, k% = 1s7' und kY, = 5.7-10° s7 1,
entnommen aus [81].

Die Mastergleichung und die detaillierte Bilanz

Die fiir Kraftmessungen relevante Konfiguration ist mit der Anzahl der entfalteten Do-
ménen N, vollstdndig bestimmt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(N,,t) entwickelt
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3 Multidoménen-Biopolymere

sich gemafl der Mastergleichung
0

atP(N ) __P(Nuat)((N_Nu)k12(Nu)+Nuk321(Nu))
+ P(N, + 1,t)(N, + 1)ko1 (N, + 1) (3.4)

dabei sind ky5(N,) und kg (N,) die Ubergangsraten fiir jedes Segment in Abhingigkeit
von N, [87]. Da die Zustdnde entlang einer endlichen linearen Kette aufgereiht sind,
kann von der Giiltigkeit der detaillierten Bilanz (Gl. (2.10))

P(Nu + 17t)(Nu + 1)k21(Nu + 1) = P<Nu>t)(N - Nu)k12(Nu) (35)

ausgegangen werden. Mit Hilfe dieser Gleichung ist es mdoglich, die Gleichgewichtsver-
teilung zu berechnen. Dazu starten wir mit der Gleichung (3.5) fiir P(1)

P(1) = P(O)NZZE(B . (3.6)

Diejenige fiir P(2) lautet
P(2) = P(1) (NQ_ Y ng (3.7a)
-t e am

wobei wir in der 2. Zeile (3.6) verwendet haben. Auf diese Weise konnen wir jedes
Ergebnis rekursiv in der Gleichung fiir das jeweils grofere N, verwenden und erhalten
damit allgemein die Gleichgewichtslosung

N! N ka(n)
P(N,) =P0)——7—— — | . 3.8
(W) = PO) = N)'N'(II kot (n + 1) (3:8)
Die Normierungskonstante P(0) kann aus der Normierungsbedingung

> P(N,) =1 (3.9)

bestimmt werden. Der End-zu-End-Abstand =z ist fiir die Gleichgewichtslosung konstant.
Zudem muss als Einschrankung fiir die Losung (3.8) gelten, dass alle Moglichkeiten N,
auch realisiert werden konnen. Da der End-zu-End-Abstand jedoch nicht grofier sein darf
als die Konturlénge, muss die Bedingung x < NL; gefordert werden. Ist dies nicht der
Fall, muss die Rekursion im Allgemeinen mit der Gleichung fiir dasjenige N starten, fiir
das die Bedingung = < (N — Ny)Ls + NoL, noch gilt.

Die Gleichgewichtslosung (3.8) entspricht der Boltzmannverteilung, was leicht gezeigt
werden kann. In Abbildung 3.3 ist ein Beispiel fiir 4 Titinsgemente dargestellt. Auffallend
ist, dass sich nur benachbarte Zusténde wesentlich {iberschneiden, hingegen iibernéchste
kaum.
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Abb. 3.3: Die Besetzungswahrscheinlichkeit der Makrozustande Py im Gleichgewicht fiir Titin als
Darstellung der Gleichgewichtslosung (3.8). Hierbei wird deutlich, dass nur benachbarte
Kurven sich wesentlich iiberlappen.

3.1.3 Weiterfiihrende Fragestellung

Wenn man die Ergebnisse der erwéhnten Experimente und der Simulationen, die auf
den Modellannahmen basieren, fiir verschiedene Ziehgeschwindigkeiten v miteinander
vergleicht, so kann man bei beiden qualitativ drei Regimes unterscheiden [81]. Fiir kleine
Ziehgeschwindigkeiten befindet man sich im Gleichgewichtsregime, d.h. die Kraftkurve
als Funktion der Auslenkung x ist eine glatte Funktion und einzelne Uberginge koénnen
nicht identifiziert werden. Die Kraftkurven fiir die Vorwéarts- und Riickwirtsrampe liegen
aufeinander. Bei etwas schnelleren Ziehgeschwindigkeiten, im Ubergangsregime, werden
einzelne Faltungs- und Entfaltungsereignisse erkannt. Die Kraftkurven fiir die Vorwérts-
und Riickwértsrampe liegen nicht mehr aufeinander. Fiir grofie Ziehgeschwindigkeiten
befindet man sich im Nichtgleichgewichtsregime, das wir im Folgenden auch ,,Ségezahnre-
gime” nennen, da keine Faltungsiiberginge sondern nur Entfaltungsiibergénge gemessen
werden. Auflerdem liegen die Kraftkurven fiir die Vorwérts- und Riickwértsrampe weit
voneinander entfernt.

Wir werden im Folgenden die Frage untersuchen, wodurch die Regimes quantitativ in
Abhéngigkeit von der Ziehgeschwindigkeit voneinander abgegrenzt sind.

3.1.4 Die Kramers-Moyal-Entwicklung und die Ratengleichung

Der Ubergang von einer Gleichgewichtssituation zu einer Nichtgleichgewichtssituation
kann anhand der Ratengleichungen gezeigt werden. Sie folgen aus der Mastergleichung
(3.4) mit Hilfe einer Kramers-Moyal-Entwicklung. Im Folgenden werden die Argumente
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3 Multidoménen-Biopolymere

von P(N,,t) weggelassen, und die Striche ' bezeichnen Ableitungen nach N,, die im
Grenziibergang als kontinuierliche Variable betrachtet werden darf. Dazu muss insbe-
sondere N > 1 sein, so dass nach ¢ < N mit ¢ = 1 entwickelt werden kann. Gleichung
(3.4) wird damit

Ip__ P(N = Nu)k1z — PN,k (3.10a)

ot
/ 1 2 pl / 1 2.

1 1
+ (P — P + 5eQP”) (N — N, + e) (km — ekhy + 58%)
0

0? (1
+ 8]\72 <§P€2 (Nuk2l + (N - Nu)]{?12)) .

Nun wird die Wahrscheinlichkeitsdichte p(N,) iiber die Gleichung
p(N,)e = P(N,) (3.11)

definiert. Fiir die Dichte erhélt man die Fokker-Planck-Gleichung

0 0 0?
9 __ (1) o
5P (Nu) 6NuD (Nu)p(Nu)JraNg

mit dem Driftkoeffizienten D™ und dem Diffusionskoeffizienten D®

D@ (N,)p(N,) (3.12)

DW = (N — N)ki3(N,) — N,kay (N,) (3.13a)

Die Ratengleichung erhélt man, indem man Gleichung (3.12) mit NV, multipliziert und
von 0 bis N integriert,

d

Fiir eine um den Mittelwert stark zentrierte Funktion p(N,,) ist es sinnvoll, die Uber-
gangsraten kis(N,) und ko;(N,) um diesen Mittelwert n = (N,) geméaf

kia(Ny) = kna(n) + (N — n)ky(n) + %(Nu — )2 (n) + .. (3.15a)
kot (Ny) = kan (n) + (N, — n)kiy () + %(Nu — )2k (n) . (3.15h)
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3.1 2-Zustandssysteme in Serie am Beispiel Titin

zu entwickeln. Mit An = N,, — n ergibt sich damit fiir Gleichung (3.14)

%n :/0 dN,p(N,) ((N —n — An) |:k’12(n) + Ankiy(n) + %Aanﬁ(n) + ]
— (n+ An) [km(n) + Ankl, (n) + %An%é’l (n) + } ) (3.16a)
~(V i) — k() — 3 L) (%) (as(m) + Ko ()

. i %<Anj> <(N —n) (%)j kia(n) — n (a%)j k21(n)> : (3.16b)

Jj=2

Die Fluktuationen An? kénnen fiir eine grofie Anzahl an Segmenten vernachliissigt wer-
den. Zur Begriindung wird erneut Gleichung (3.12) mit An? multipliziert und anschlie-
Bend iiber n integriert. Als Ergebnis erhélt man die zeitliche Entwicklungsgleichung fiir
die zentralen zweiten Momente

d 1" ’
E<An?> = —(An?) <D<2> —2DpW ) + (N — n)kyy + nka (3.17)
mit den Ableitungen der Koeffizienten
DW= (N = n)kly, — nkhy — k1o — ka1 (3.18a)
v 1 1
D" = Q(N —n)kiy + 5”%/1 — ko — Koy (3.18b)

wobei die Abhiingigkeit der Ubergangsraten von n weggelassen wurde und das Symbol ’
die Ableitung nach n bezeichnet. Im Gleichgewicht verschwindet die zeitliche Ableitung,
daraus folgt nach Umstellung von Gleichung (3.17) der Zusammenhang (An?) ~ N, da
fiir die Raten und ihre Ableitungen k;; ~ ¢+ N7, ki; ~ N7% und k; ~ N~ gilt, wobei
¢ eine Konstante ist. Daraus folgt fiir Gleichung (3.16b), dass die Terme in den Summen
von der Ordnung (1/N) und fiir grofie N deshalb vernachlassigbar sind. Zudem ergibt sich
fiir das relative Schwankungsquadrat (An?/N?) ~ 1/N, was einer immer lokalisierteren
Verteilung fiir wachsendes N entspricht.

3.1.5 Die Mean-Field-Dynamik in der Ndhe des Gleichgewichts
Die statische Relaxation

Die Mean-Field-Dynamik bezeichnet die Dynamik des Mittelwertes unter Vernachlassi-
gung der Fluktuationen. Aus Gleichung (3.16b) folgt unter diesen Voraussetzungen

%n(az, t) = —n(t)[k2(x,n(x, 1)) + ka1 (x, n(x,t))] + Nkia(x,n(x,t)) ,  (3.19)
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wobei n(t) = (N,)(t) den Ensemblemittelwert der entfalteten Doménen bezeichnet.
In [96] wird Gleichung (3.19) zur Berechnung des Mittelwertes im Gleichgewicht her-

12 | Y j T T . T . T
1 Trajektone
Ratengleichung )
1} -
g
O.8V : i "/'f/'";?;f/«;}v : |
E y T
c
S 06 f |
u Vi
= "”‘
0.4 r ' |
0.2 + |
O L L L Il ) 1 | | |

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
x [Ly]

Abb. 3.4: Die Kraft als Funktion der Auslenkung 2 fiir Titin mit N = 50 und v = 5.5-107% L, /s.
Die einzelne Trajektorie ist das Ergebnis einer stochastischen Simulation, die kontinu-
ierliche Kurve ist das Ergebnis der Ratengleichung. Die Trajektorie fluktuiert hierbei um
den Mittelwert.

angezogen. Der Mittelwert beschreibt eine kontinuierliche Kurve in Abhéngigkeit von
der Auslenkung x, um den die stochastische Trajektorie fluktuiert. Fiir grofe N stimmt
die stochastische Dynamik einzelner Trajektorien mit der Mean-Field-Dynamik iiberein,
wie in Abbildung 3.4 gezeigt wird. Dort sind Ergebnisse numerischer Simulationen der
Mittelwertgleichung (3.19) und eine stochastische Trajektorie dargestellt, die mit Hilfe
einer Monte-Carlo-Methode nach [81] berechnet wurden.

Da wir die Statistik einer linearen Kette von N Doménen untersuchen, liegt die Ver-
mutung nahe, dass sie in irgendeiner Weise skaleninvariant zu ihrer Gréfe NV ist. Fiir die
Mean-Field-Dynamik ist diese Annahme richtig. Wir betrachten also die mit N skalierten
Variablen

N zz%. (3.20)
Mit der Differenzlénge zwischen dem gefalteten und dem entfalteten Zustand
OL=L,— Ly (3.21)
wird die reskalierte Lange
l=péL+ Ly . (3.22)
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Die reskalierte Ratengleichung lautet somit

d

%p(f7 t) = _p<Tu t) [k12<f7 p(fa t)) + k21 (fa p(fa t))] + kl? (f7p(§7 t)) : (323)
Die Gleichgewichtslosung po(Z), d.h. der Mittelwert der Verteilung (3.8), ist durch die
implizite Relation

Po = M (3.24)

fy(‘r? pO) +1

gegeben, die man aus Gleichung (3.23) erhélt, indem man die totale zeitliche Ableitung
gleich Null setzt. Dabei bezeichnet

v¥= /{712//{721 (325)

das Verhiltnis der Raten.

Unter ,statischer Relaxation® verstehen wir die Relaxation ins Gleichgewicht bei kon-
stanter Koordinate x. Eine kleine zeitabhéngige Auslenkung dp(f) < 1 aus der zeit-
unabhéngigen Gleichgewichtslosung py berechnet sich nach Gleichung (3.23), indem
p(t) = po + Op(t) eingesetzt und bis zur linearen Ordnung in dp(t) entwickelt wird.
Somit erh&lt man die Differentialgleichung

%519@) = —0p(t) [F12(po) + k21(po) + po(Kkia(po) + K5 (po)) — Kia(po)] ,  (3.26)

wobei die Auslenkung T konstant gehalten wird. Der Strich ' bedeutet die Ableitung
nach py. Die Losung von Gleichung (3.26) beschreibt einen exponentiellen Abfall mit der
Relaxationszeit

Teq = [k12(po) + k21 (po) + po(Kla(po) + Ky (po)) — Kia(po)] ™" - (3.27)

Diese ist abhéngig von der Position x, wie in Abbildung 3.5 fiir Titin dargestellt. Die
Kurve 7.,(x) wird bei Reskalierung auf 7.,(Z) unabhéngig von der Anzahl der Segmen-
te. Das folgt aus der Definition von p (Gl. 3.20), die unabhéngig von der Anzahl der
Segmente bei konstantem Verhéltnis x/L ist. Dieselbe Eigenschaft hat Gleichung (3.27),
welche die Losung 7., als Funktion von 7 liefert.

Die von auBen angetriebene Mean-Field-Dynamik

Nun betrachten wir eine komplexere Situation, die sich daraus ergibt, dass die Position x
zeitabhingig ist. Wir erhalten die zeitliche Entwicklung von p(Z,t) = po(Z(t)) + op(Z, t)
aus der Differentialgleichung (3.23) entsprechend

d(po(z(t)) + 0p(T, 1))
dt

= —(po + 6p) - A(po + 6p) + B(po + dp) (3.28)

67



3 Multidoménen-Biopolymere

25000 x : : :
N=15
NE7 ] pm——
20000 | 1
__ 15000 | 1
)
g
~ 10000 | 1
5000 / AN ]
O "// 1 ! ! \‘\4
0 5 10 15 20 25

x[Ly]

Abb. 3.5: Die Relaxationszeit 7, fiir Titin mit N = 15 und IV = 25, als Funktion der Auslenkung
x. Die Skalierungseigenschaft beziiglich der Anzahl der Segmente N ist deutlich zu
erkennen.

wobei die Abhéngigkeiten von Z(t) auf der rechten Seite nicht explizit aufgefithrt wurden.
Die Koeffizienten sind

A= ko + ko (3.29&)

Die linke Seite von Gleichung (3.28) enthélt die totale Ableitung nach ¢, daher ist

S polT(0) + 50(, 1)) = 02+ Lo, 1) (3.30)

Fiir die rechte Seite von Gleichung (3.28) werden alle Terme bis zur linearen Ordnung
in dp berechnet, das ergibt

—poA(po) — podpA'(po) — dpA(po) + B(po) + 0pB'(po) = —dp7,, eq ; (3.31)
wobei —poA(pg) + B(po) = 0 und —poA’(po) — A(po) + B'(po) = Te_ql benutzt wurde.

Insgesamt folgt daraus die Differentialgleichung

d _Opo 1
2 e 32
dtép(q: t)=—-7 o 0pToy (3.32)

die die zeitliche Entwicklung einer Stérung bestimmt, unter gleichzeitiger Verdnderung
der Auslenkung. Nun betrachten wir konkret die Auswirkungen einer lineare Rampe
nach Gleichung (1.2).
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Die Grenze der Gleichgewichtsannahme

Da fiir die Mean-Field-Gleichung nur die Fluktuationen vernachléssigt werden, ist sie
auch fiir die Dynamik in der Ndhe des Gleichgewichts giiltig. Daher lédsst sich mit ih-
rer Hilfe sehr gut die Abweichung der Mittelwert-Trajektorien zur Gleichgewichtslosung
berechnen, was in diesem Unterabschnitt nun gezeigt wird.

Startet man aus einer Gleichgewichtssituation heraus, ist die rechte Seite von Glei-
chung (3.32) zunéchst negativ. Das heifit, dp wird so lange kleiner werden, bis der zweite
positive Term der rechten Seite den ersten negativen ausgleicht. Nehmen wir im Fol-
genden an, dass das Maximum der Differenz der Mean-Field-Trajektorie zum Gleichge-
wichtswert

OPmaz = max{|0p(t)|} (3.33)

betrégt, d.h. die zeitliche Anderung der Differenz verschwindet an dieser Stelle. Daraus
folgt aus Gleichung (3.32) die Bedingung

_Opo(T)

5pma$7'e;1 () -7 o

wobei die Gleichheit fiir die Position T gegeben ist, bei der die Abweichung dp maximal
ist. Fiir die Geschwindigkeit erhalten wir durch Umformen von (3.34) die Ungleichung

5 < OPmaz (8p0_/8§)_1
Teq(x)

die fiir jede Auslenkung = gelten muss. Bei vorgegebenem 0p,,,q. ist es moglich, mit dieser
Ungleichung zu testen, ob eine Trajektorie unter der Schranke bleibt. Global ergibt sich
daraus fiir die Geschwindigkeit die obere Schranke

SO/ 1|

Teq(T)

>0, (3.34)

: (3.35)

Upnae = Min { (3.36)
Dieser Ausdruck ist analytisch nur schwer auszuwerten. Eine etwas langwierige Néhe-
rungsrechnung fiir den Fall Titin ist im Anhang B.1 dargestellt.

Da jede stochastische Trajektorie mit der Schwankung oz = 1/ (An?)/N um die Gleich-
gewichtskurve fluktuiert, ist eine wesentliche Abweichung erst fiir 0pq.. = 0z gegeben.
Aus Gleichung (3.17) erhélt man mit 9/9n = N~'0/0p fiir das Schwankungsquadrat

o (1 —p)kia + pka

2 . 3.37
O 2NTt ( )

Fiir eine obere Schranke 7y < Uy, der skalierten Geschwindigkeit folgt aus der Rechnung
in B.1 fiir Titin der gendherte Ausdruck

Ty & k—%e%a@”*ln*’*m)Qin (Q(Lu + L)+ 6LIn <k—gl)) . (3.38)
\/N B(xu + xf) k?2
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Abb. 3.6: Die Konturldnge L von Titin zweier Trajektorien, berechnet mit Hilfe einer numerischen
Monte-Carlo-Simulation nach [81]. Zum Vergleich wurden zwei unterschiedliche Ziehge-
schwindigkeiten verwendet und die Gleichgewichtslésung dargestellt. Fiir v < vy kann
man erkennen, dass die fluktuierende Kurve nicht sehr von der Gleichgewichtslésung
abweicht. Fiir v > vy beobachtet man eine erhebliche Differenz von der Gleichgewichts-
[6sung bei den diskontinuierlichen Stufen.

0
Dabei sind a = z,/(zf + z,) und b = In pgfﬁfl

abhéngige Konstanten, die fiir Titin a ~ 0.02 und b ~ 10 betragen.

) — 1 von den Modellparametern

Die Abhéngigkeit der unskalierten Geschwindigkeit v von NV ist, wie man an Gleichung
(3.38) erkennen kann, proportional zu v/N. Fiir Titin mit N = 15 ergibt sich als obere
Schranke der unskalierten Ziehgeschwindigkeit vy ~ 8.6 - 10~ nm/s. Dieses Ergebnis
ist in Abbildung 3.6 dargestellt. Dort werden zwei Trajektorien der Konturldnge von
Einzelexperimenten mit unterschiedlichen Ziehgeschwindigkeiten miteinander verglichen,
die im einen Fall deutlich unter und im anderen Fall deutlich iiber der oberen Schranke
vp liegt.

Als ein wesentliches Resultat der Betrachtung bisher kann festgestellt werden, dass
typische Experimente mit AFM an Titin immer im Nichtgleichgewicht ablaufen, da
gewoOhnlich hohere Ziehgeschwindigkeiten gewihlt werden. Fiir ein Experiment mit der
Ziehgeschwindigkeit vy, bei dem Titin eine Strecke von ca. 100 nm auseinandergezogen
werden soll, muss mit einer Experimentierdauer von etwa 1.3 Tage gerechnet werden.

Fiir Dextran stellt sich die Situation hingegen anders dar. Die Entfaltung der Domé-
nen geschieht nicht mehr im linearen Regime der Kraft. Aus diesem Grund kann die
Losung der Gleichung (3.35) bzw. (3.36) nur numerisch bestimmt werden. Abbildung
3.7 zeigt die rechte Seite der Gleichung (3.35) sowohl fiir Titin als auch Dextran jeweils
multipliziert mit der Anzahl an Doménen N. Beachtenswert ist die Abhangigkeit von
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Abb. 3.7: Die obere Grenze der Ziehgeschwindigkeit in Abh&ngigkeit von der Position der Mess-
feder fiir Titin mit N = 15 und Dextran mit N = 275 Domanen nach der rechten Seite
von Ungleichung (3.35). Die Minima der Kurven ergeben jeweils die maximale globale
Geschwindigkeit, bis zu der sich das System noch im Gleichgewicht befindet.

der Position der Messfeder. Der Funktionswert am Minimum der Kurve fiir Titin mit
N = 15 stimmt mit unserer bisherigen Abschétzung der globalen oberen Schranke der
unskalierte Ziehgeschwindigkeit gut iiberein: man entnimmt v,,,, =~ 6.4-107* nm/s. Fiir
Dextran mit N = 275 Doménen kann man den Wert v,,,, ~ 5um/s ablesen. Fiir Dex-
tran ergibt sich damit, dass eine erheblich hohere Ziehgeschwindigkeit als bei Titin das
System nicht aus dem Gleichgewicht auslenkt. Das hat sowohl mit den héheren Uber-
gangsraten als auch mit der grofleren Anzahl an Doménen zu tun. Abbildung 3.8 zeigt
einen weiteren Vergleich zweier Trajektorien mit der Gleichgewichtslosung fiir Dextran.
Auch hier kann die Vorhersage der Theorie anhand der Simulationen bestétigt werden.

Man erhélt somit, wie zu erwarten war, fiir die verschiedenen Parameterséitze sehr
unterschiedliche Kurven fiir die obere Schranke der Ziehgeschwindigkeit. Fiir jedes Mul-
tidoménen-Biopolymer miissen also die Gleichungen (3.35) bzw. (3.36) individuell gelost
werden.

Uberlegen wir uns als letzten Punkt in diesem Abschnitt den Verlauf der Kraftkurve
beim Ubergang vom Gleichgewicht zum Nichtgleichgewicht. Eine Hysterese zwischen den
Kriften der Vorwérts- und der Riickwértsrampe gilt als Beleg fiir Nichtgleichgewicht.
Da fiir die Vorwirtsrampe mit v > 0 gezeigt wurde, dass dp < 0 ist, folgt daraus fiir
die Konturlidnge | = (po(T) + dp) im Vergleich zur Gleichgewichtslosung [y immer die
Relation [ < ly. Fiir ein umgekehrtes Vorzeichen der Geschwindigkeit dreht sich auch
das Léangenverhéltnis um, also [ > [y. Fiir die Kraft im WLC-Polymer liegt damit bei der
Vorwértsrampe weniger Konturlénge vor als bei der Riickwéartsrampe, was schliellich zu
einer Differenz der Kraft bei gleicher Auslenkung x fiihrt.
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Abb. 3.8: Zwei Trajektorien der Konturlange von Einzelexperimenten mit Dextran (N = 275)
tiber der Auslenkung x, die mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode berechnet wurden. Die
Gleichgewichtslésung wird hierbei mit zwei verschiedenen Ziehgeschwindigkeiten vergli-
chen, zum einen im Gleichgewicht, mit v < vg, zum anderen mit v > vg, bei der die
Abweichung von der Gleichgewichtslésung iiber die Fluktuation hinaus ersichtlich wird.

Diese Betrachtung sowie die des gesamten Unterkapitels wurde auf einer Mean-Field-
Gleichung aufgebaut, die die Dynamik des Mittelwerts unter Vernachlassigung der Fluk-
tuationen beschreibt. In der Nédhe des Gleichgewichtes ist diese Gleichung ausreichend.

Fern vom Gleichgewicht benttigt man jedoch andere Ansitze, die wir im Folgenden
behandeln.

3.1.6 Das Ubergangsregime

Als das Ubergangsregime bezeichnen wir den Bereich, in dem die Dynamik erheblich
von derjenigen im Gleichgewicht abweicht. Die Ziehgeschwindigkeit ist somit grofler als
die berechnete obere Schranke fiir das Gleichgewichtsregime (Gl. (3.36)), aber einige
Faltungsiibergénge finden immer noch statt. Wir werden zeigen, wie dieser Bereich mit
Hilfe von Ubergangswahrscheinlichkeiten beschrieben und nur unscharf eingegrenzt wer-
den kann.

Dazu greifen wir auf die in Kapitel (2.4) entwickelte Zuverlissigkeitstheorie zuriick.
Die Wahrscheinlichkeit Py(t), dass N Doménen bis zur Zeit ¢ im gefalteten Zustand
verbleiben ist nach Gleichung (2.78)

Py(t) = exp <— /0 t Nk12(t’)dt’) . (3.39)

Die Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses fiir einen Entfaltungsiibergang im Intervall
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Abb. 3.9: Die Wahrscheinlichkeit Py (x), dass sich das erste offene Segment bei einer Auslenkung
kleiner als = wieder faltet.

[0,¢] ist damit P,(t) = 1 — Py(t). Die Ableitung nach ¢ ist die Wahrscheinlichkeitsdichte

pu(t) = Nkya(t)exp (— /0 t Nk12(t’)dt’> : (3.40)

Die GroBe p,(t)dt gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass sich eine Doméne im Zeitinter-
vall [¢,t + dt] entfaltet. Die maximale Zeit ¢7"**, bis die erste Doméne mit der Wahr-
scheinlichkeit 1 entfaltet ist, ist iiber die Bedingung x = L durch die Konturldnge des
WLC-Polymers gegeben, d.h. t]"** = NL; /v, dann wiirde k;2 unendlich. Wir miissen im
Folgenden unterscheiden zwischen dem FEreignis, dass sich die erste entfaltete Doméne
wieder faltet, und dem Gegenereignis dass sich eine weitere entfaltet oder sich nichts
verdndert. Dazu benotigen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit

(t—tl)
Pl(t‘tl) = exXp <—/ kzl(t/|t1)dt/> 5 (341)
0
dass die erste, zur Zeit t; entfaltete Doméne in diesem Zustand bis zur Zeit ¢ tiberlebt.
Darin betrédgt die auf den Zeitpunkt ¢; bedingte Ubergangsrate
aa(¢]11) = ke PreP O Tt se0) (3.42)

Die Auslenkung sei durch die lineare Rampe (1.2) vorgegeben. Die Wahrscheinlichkeit
Ps(t), dass eine entfaltete Doméne zum Zeitpunkt ¢ wieder im gefalteten Zustand vor-
liegt, ist das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit p,(t), dass sie sich zum Zeitpunkt
t1 < t entfaltet und der Wahrscheinlichkeit (1 — P;(¢|¢1)), sich zu irgendeinem Zeitpunkt
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Abb. 3.10: Die maximale Wahrscheinlichkeit P¢(x) entsprechend Abb. 3.9 als Funktion der Ge-
schwindigkeit v.

kleiner als ¢ wieder zu falten. Der Zeitpunkt ¢; spielt fiir die weitere Betrachtung keine
Rolle und kann von 0 bis ¢t geméaf3

Py(t) = / dty(1— Py (t]t1)pa(ty) (3.43)

integriert werden. Diese Grofle konnen wir nun fiir unterschiedliche Geschwindigkeiten
miteinander vergleichen. Sie ist keine Wahrscheinlichkeitsdichte, so dass sie weder iiber
t normiert ist, noch zu einem Zeitpunkt auf 1 ansteigen muss. Sie muss allerdings streng
monoton steigend sein, da sich diese Wahrscheinlichkeit auf das Intervall [0, t] bezieht, al-
so auf irgendeinen Zeitpunkt kleiner als t. Mit ansteigendem ¢ kann sie per Konstruktion
nicht sinken, darf allerdings nicht iiber 1 ansteigen. Der Integrand in Gleichung (3.43) ist
ein Produkt aus einer abfallenden Funktion (1 — P (¢]¢t;)) und einer ansteigenden p, ().
Wenn der Uberlapp dieser beiden Funktionen klein ist, ist das ganze Integral klein. Dies
geschieht offensichtlich dann, wenn die Entfaltungswahrscheinlichkeit erst in der Néahe
der maximalen Zeit ansteigt. Dieses Regime, bei dem die Riickraten systematisch unter-
driickt sind, nennt man das Ségezahnregime.

Das Integral (3.43) ist analytisch nicht 16sbar. Abbildung 3.9 zeigt typische numeri-
sche Resultate der Funktion Py(t). Die Monotonie ist gut zu beobachten, auBerdem die
asymptotische Anndherung an einen maximalen Wert kleiner als 1.

Abbildung 3.10 zeigt fiir Titin diesen maximalen Wert in Abhéngigkeit von der Ziehge-
schwindigkeit. Fiir kleine Ziehgeschwindigkeiten v < 2-107° L, /s ist die Wahrscheinlich-
keit fiir eine Riickfaltung der ersten entfalteten Doméne ndherungsweise 1. Trotzdem ist
man schon weit iiber der Grenze fiir die Gleichgewichtslésung. Dieser erhebliche Unter-
schied erklért sich unter anderem dadurch, dass das Gleichgewicht nicht nur fiir die erste
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Domaéne hohe Riickraten erfordert, sondern fiir jede weiter auch. Fiir Geschwindigkeiten
v~ 4-107° L, /s ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Riickfaltung schon auf 0.5 gesunken.
Fiir noch groflere Geschwindigkeiten féllt der Wert schnell ab. Auf Null wird die Wahr-
scheinlichkeit nicht absinken, insofern ist eine Festlegung der Grenze in diese Richtung
weitgehend willkiirlich. Mit v > 2 - 10~ L, /s zum Beispiel findet in 9 von 10 Versuchen
keine Riickfaltung der ersten Doméne mehr statt. Daher ist diese 10-Prozent-Marke ein
moglicher Grenzwert, ab der das Ubergangsregime in das Sigezahnregime iibergeht.

3.1.7 Das Sagezahnregime
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten

Wenn im Verlauf des gesamten Experimentes kein einziger Faltungsiibergang auftritt,
bezeichnet man die zugehorige Kraftkurve als Sigezahnkurve [81], da sie bei jedem Ent-
falten einer Doméne durch die freigewordene zusétzliche Konturlinge absinkt. Jeder
Entfaltungsvorgang kann also durch ein Maximum in der Kraftkurve einzeln aufgelost
werden. Die Anzahl der Maxima entspricht damit exakt der Anzahl der Doménen N.
Zur Charakterisierung dieses Regimes benutzen wir ein weiteres Mal die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten. Bei kleineren Geschwindigkeiten zeigen sich noch grofie Schwankungen
in der Anordnung und der Hohe der Maxima, bei groen Geschwindigkeiten werden die
Abstédnde immer regelméfiger. Diese zunéchst heuristische Beobachtung kann innerhalb
der dargelegten Theorie verstanden werden.

Zunichst sei angemerkt, dass die Kraft entlang eines WLC-Polymers (Gl. (2.34)) ska-
leninvariant beziiglich dem Verhéltnis aus Auslenkung und Konturlénge L ist, d.h.

F(z,L) = F(Cx,CL) = F(z/L)  mitCeR . (3.44)

Das ist letztlich der Grund fiir die Regelméfigkeit des Sdgezahnmusters im Verlauf der
Kraftkurve. Darum fiithren wir die Variablen

¢ =x/L; (3.45)

zugehorig zu dem Ubergang j ein, wobei L; die Konturldange vor dem Entfaltungsiiber-
gang ist. Das bedeutet, dass die Kraft ihre Pole jeweils bei (; = 1 und die mittlere
Auslenkung fiir den Entfaltungsiibergang ((;) wenig kleiner ist als 1. Die reskalierte
Geschwindigkeit

v, =v/L; (3.46)

wird fiir verschiedene j konstant gehalten, indem die Geschwindigkeit v verdndert wird,
um eine skaleninvariante Situation noch besser zu realisieren. Die einzige nicht skalierbare
Variable, die sich dann bei jedem Ubergang zwangsliufig veriandert, ist die Anzahl an
Doménen im gefalteten Zustand. Wir werden zeigen, wie die mittlere Position fiir den
Ubergang (¢;) von der Geschwindigkeit v und von der Anzahl N — j abhéngt.
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Abb. 3.11: Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(¢;) (3.47) fiir verschiedene reskalierte Geschwindig-
keiten ¥ und j = 10. (; ist der reskalierte Ort des Ubergangs j. Die Ubergangszeit ¢
hangt von dem Ort iiber die lineare Rampe (3.49) ab. Fiir hohere Geschwindigkeiten
ist wird die Verteilung lokalisierter und der Mittelwert nahert sich asymptotisch 1 an.

Zu diesem Zweck untersuchen wir die Wahrscheinlichkeitsdichte p,, ;(t|t;—1,tj_2...) des
Zeitpunktes ¢ der Entfaltung der Doméne j, die von den Zeitpunkten ¢;_1,¢;_o... aller
Ereignisse zuvor abhéngt. Fiir grofle Geschwindigkeiten ist das Maximum der Dichte
beim Pol der Kraft stark lokalisiert, so dass wir fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte allein
die Abhéngigkeit vom vorigen Ereignis entsprechend (3.40) gemé&f3

. t BT (41 g4
P (t1tj-1,ty22) = pug (tltj1) = Kla(D)(N — j)elom 75T g 47
annehmen konnen mit der Ubergangsrate
Ko (t) = kfpelm el bk (3.48)

Zudem hat auch die untere Grenze des Integrals im Exponenten in Gleichung (3.47)
keinen Einfluss, so dass wir stattdessen Null einsetzten kénnen. Das Integral in der
Wahrscheinlichkeitsdichte (3.47) kann nur numerisch gelost werden. Die Abbildung 3.11
stellt das Ergebnis in Abhéngigkeit von ¢ und 9 dar. Die Zeit wurde mit Hilfe der linearen
Rampe

¢(t) =0t (3.49)

eliminiert. Fiir groflere ¥ weist die Verteilung eine immer geringere Varianz auf und
nihert sich dem Mittelwert 1 an. Die Positionen der Uberginge werden also immer
regelméfBiger, bis deren Absténde etwa der Differenz der freiwerdenden Konturldnge
entsprechen. Fiir Titin bedeutet das einen Abstand der Spitzen in der Kraftkurve von
ca. 28 nm, siche Abbildung 3.2.

76



3.1 2-Zustandssysteme in Serie am Beispiel Titin

Die Mittelwerte der Ubergangspositionen

Eine analytische Berechnung des Mittelwertes aus der Verteilungsfunktion (3.47) ist
nicht exakt moglich. Wir zeigen, wie man mit Hilfe einiger Ndherungen dennoch einen
Ausdruck dafiir erhdlt. Nehmen wir an, j Doménen befinden sich im entfalteten Zustand.
Nach Gleichung (3.41) ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, dass in dieser Situation (N —j)
Doménen bis zur Zeit t gefaltet bleiben

P;(t) = exp <— /Ot(N — j)k{Q(t)dt) : (3.50)

Indem wir die Niherung benutzen, dass die mittlere Ubergangszeit 7 durch Pj(7) ~ 1/e
festgelegt sei, erhalten wir

1= /T(N — )k, (t)dt . (3.51)

Als Integrationsvariable benutzen wir anstelle der Zeit 6¢(; = 1 — (;, den skalierten
Abstand zur senkrechten Asymptote bei ¢; = 1. Fiir die untere Grenze des Integrals
(3.51) ergibt sich somit 1 und fiir die obere Grenze (6¢;). Mit diesen Ersetzungen wird
aus dem Integral (3.51)

©OG) ds¢. ﬂ(ﬁ_,_%_(gc_)
1:‘[ ?%MN—mﬂ ot (3.52a)
06G) d5¢s oy 1
~ _/1 TC%UV —j)e" " (3.52b)

wobei in (3.52b) die Niherung (d¢;) < 1 eingeht, die dort geeignet ist, wo der Integrand
lokalisiert ist. Der Integrand in (3.52b) stellt eine stark abfallende Funktion von §¢; in
der Nihe von (; = (4(;) dar. Eine Entwicklung des Exponenten um (4¢;) ergibt mit Hilfe
der Sattelpunktsniherung am Rand [88] als Losung des Integrals

_ 20,(56,)° Ky(N — )
Ty U
Nun miissen wir diese Gleichung nach (6¢;) auflésen. Dazu fithren wir die Grofe v ein,

die multipliziert mit 6¢; die Funktionsstelle markiert, an dem der Integrand gleich dem
Integral ist, d.h.

1

1 elr TG (3.53)

2Lp<5Cj>36%4<5éj>2 - 6%4u2<(15<j>2 . (3.54)
:L‘u

Ist der Integrand stark am Rand lokalisiert, gilt 1 < v < 1 4 ¢, mit ¢ < 1 fiir einen
groflen Wertebereich der anderen Parameter. In linearer Ordnung in (6¢;) erhalten wir

(6¢;) = % <%) [m <k%) ~ In(N —j)]_% : (3.55)

P
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Abb. 3.12: a) Die aus der vollstindigen Verteilung (3.47) gemittelte Entfaltungsposition als Nach-
weis der wurzel-logarithmischen (N —j)-Abhangigkeit von (6¢;) nach Gleichung (3.55).
Man erhilt fiir die angepasste Testfunktion 6{;2 = aln(N — j) + b(¢) den Parame-
terwert a ~ —6.3. b) Dieselbe gemittelte Entfaltungsposition wie in a) als Nachweis
der wurzel-logarithmischen ¥J-Abhangigkeit von (6¢;) nach Gleichung (3.55). Fiir die
Testfunktion 5(;2 = alny + b; erhidlt man a ~ 6.5.

indem wir die Gleichungen (3.53) und (3.54) miteinander kombinieren. Der Parameter
v ergibt sich aus Gleichung (3.54) entsprechend

val—2 <ﬁ) (6¢;)*In <2Lp <5gj>3) : (3.56)
Ty Ty
Daraus folgt, dass (6¢;) in (3.55) in fithrender Ordnung wurzel-logarithmisch von ¢ und
(N — j) abhingt. Mit Hilfe numerisch berechneter Daten wurde dieses Ergebnis in den
Abbildungen 3.12a und 3.12b verifiziert. Hierbei erhielten wir fiir den Parameter v den
Wert von ca. 1.1.

Die Gleichung (3.55) erlaubt es, die regelméflige Struktur der Maxima zu verstehen,
siehe auch Abbildung 3.2. Die Auslenkungen, an denen die Entfaltungsiibergéinge statt-
finden, sind ndmlich genau

(2;) = Lj — (dx;) = L;j(1 — {(0¢;)) - (3.57)

Vernachldssigt man die j-Abhéngigkeit von (4(;), so folgt

@B e

Damit erhalten wir ndherungsweise eine lineare Beziehung zwischen der Konturldnge L,
und den Maxima in der Kraftkurve bei (x;).

NI
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3.2 Periodisch angeregte Ubergénge an Multidoménen-Biopolymeren

3.1.8 Fazit zu Kapitel 3.1

Das zentrale Anliegen, die unterschiedlichen Regimes in den experimentellen Messkur-
ven der Kraft als Funktion der Position der Messfeder zu verstehen, ist mit Hilfe des
vorgestellten Modells gelungen. Wir konnten drei Regimes qualitativ und quantitativ
gegeneinander abgrenzen und haben bei jedem gezeigt, wie die Ziehgeschwindigkeit ge-
wéhlt werden mufl. Selbstverstédndlich bleiben Fragen offen. Wir habe zum Beispiel nicht
systematisch die Abhéangigkeit der Ergebnisse von allen Parametern explizit untersucht.
Jedoch ist es mit Hilfe der hergeleiteten Formeln moglich, die Parameter anderer konkre-
ter Systeme einzusetzten, die jeweiligen Funktionen numerisch zu 16sen und daraufhin
nachfolgende Experimente zu optimieren.

3.2 Periodisch angeregte Uberginge an
Multidomanen-Biopolymeren

3.2.1 Die Floquet-Theorie angewandt auf die Mastergleichung

In diesem Unterkapitel werden wir das in Kapitel 2.3 eingefiihrte periodische Protokoll
(2.35)

x(t) = xo + x, cos(wt)

auf ein Multidoménen-Biopolymer anwenden. Nehmen wir im Folgenden N makrosko-
pisch ununterscheidbare, sequenziell angeordnete Doménen an. Das Polymer besitzt,
wenn alle Segmente gefaltet sind, die Konturlinge L und bei jedem Ubergang wird die
Differenzldnge §L frei. Die zugehorige Mastergleichung (3.4) wurde schon eingefiihrt.
Wir schreiben sie so um, dass die Funktion P(N) in einem N + 1-dimensionalen Vektor
angeordnet wird, ® = {P(0), P(1),..., P(N)}. Dann kann (3.4) als Matrixgleichung

d
—b =Ko 3.59
mit der Ubergangsmatrix
—Nky2(0) 1kop (1) 0

Nk12(0)  —(N — Dkra(1) — Thar(1) 2k (2)

K= 0 (3.60)

formuliert werden. Desweiteren seien k;;(NN,) die periodisch zeitabhéngigen Raten in
Abhéngigkeit der entfalteten Doménen N, entsprechend (2.37). Unter den genannten
Voraussetzungen konnen wir K in eine Summe aus zwei Matrizen zerlegen, wobei die
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3 Multidoménen-Biopolymere

erste zeitunabhéngig und die zweite periodisch zeitabhéngig ist. Aus Gleichung (3.59)
erhdlt man bis zur linearen Ordnung in (z,/L)

%@ = (Ko + Kie“)® | (3.61)

wobei K dieselbe Matrix wie K ist, auer dass k;; nach Gleichung (2.39) durch &;; ersetzt
wurde. Die Matrix K; beinhaltet die Amplituden des periodischen Anteils, entsprechend
Gleichung (2.39). Da die Ubergangsmatrix Ko+K; e periodisch in der Dauer T' = 27 /w
ist, ergeben sich Floquet-Losungen von (3.61) nach [97]

b(t) =e 'D_(1) (3.62)
mit den Floquet-Eigenwerten € und den ebenfalls periodischen Floquet-Moden
S (t)=D.(t+T) . (3.63)
Die zugehorige Eigenwertgleichung lautet

; 0
|:K0 + Kleth - a:| q)e = —E‘pg . (364)

Der Index an der Besetzungswahrscheinlichkeit bezeichnet den Floquet-Eigenwert. Wir
sind an der stationédren Eigenlosung interessiert, die nach der Floquet-Theorie zum nied-
rigsten Eigenwert ¢ = 0 gegeben ist, geméf

; 0
|:K() + K]_@ZWt - §:| @0 =0. (365)

Diese Gleichung kann mit Hilfe eines Fourierreihenansatzes

[e.9]

By =) dpe (3.66)

n=0

gelost werden. Der Index rechts oben an der Besetzungswahrscheinlichkeit numeriert die
Fourierkoeffizienten durch. Setzt man diesen Ansatz ein, folgen die hierarchisch gekop-
pelten Gleichungen

D (Ko®pe + Ky ®pe ! — jwndge ) = 0 . (3.67)

n

Die erste fiir n =0

Ko®) =0, (3.68)
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3.2 Periodisch angeregte Ubergénge an Multidoménen-Biopolymeren

ergibt die Gleichgewichtslosung (3.8)

0 0 N! = Ri2(N
(®g); = (‘Po)om <1_[0 W%) (3.69)

n—

mit der Normierungskonstanten (®9),. Der Index rechts aufien an der Klammer numeriert
die Komponenten des Besetzungsvektors durch.
Die néchsten zwei Gleichungen der Hierarchie (3.67) sind

Ko®) + K1 @) — iw®) =0 (3.70a)

Ko®; + K @) — i2w0®; =0 . (3.70b)

Da K; proportional zu z,/L ist, folgt aus (3.70a), dass ®; dieselbe Abhingigkeit hat.
Die Amplitude ®2 ist entsprechend (3.70b) von der Ordnung (z,/L)? und ®} demnach

von der Ordnung (z,/L)". Das heifit, die hoheren Fouriermoden sind zwar nicht Null,
aber vernachlassigbar klein.

3.2.2 Eine Ndherungslésung

Wir nehmen nun an, dass die Wahrscheinlichkeit in den ersten beiden Zustédnden lo-
kalisiert ist, d.h. nur die ersten beiden Besetzungswahrscheinlichkeiten (®¢)o und (®g);
wesentlich verschieden von Null sind,

(®o)o + (Po)1 =1 (3.71a)
(®g); ~ 0 firj>1. (3.71b)

Der zeitunabhéngige Anteil ist nach Gleichung (3.69)

0)
o), — (), 1200 72
(@) = (@2 (5.7
Zusammen mit der Normierungsbedingung (3.71a) erhalten wir
1
(@) = (3.73)

k12(0) + Kot (1)

Der zeitabhéngige Anteil der Losung entspricht nach Gleichung (3.59) ndherungswei-
se einem 2-Zustandssystem mit modifizierten Ubergangsraten, die um den Faktor der
statistischen Multiplizitdt grofer sind.

Die Zeitskala, auf der diese Annahme gilt, hdangt mit den Verlusttermen zusammen.
Fiir Zeiten t < 1/((N —1)k12(1)) wird die néchste Doméne nicht entfaltet. Grundsétzlich
miissen also die beiden relevanten Ubergangsraten die Bedingung

(N = 1)kia(1) < ka (1) (3.74)
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3 Multidoménen-Biopolymere

erfiillen. Setzt man die Raten ein, erhélt man
(N . 1)k?266muF(x,L+6L) < k,gle—ﬁfo(x,L—i—(SL) ’ (375)

woraus erstens die Bedingungen k%, < k9, folgt und zweitens die Exponenten hinrei-
chend klein sein miissen. Das ist fiir eine grofie Léngendnderung, wie bei Titin, gewahr-
leistet. Die Besetzungswahrscheinlichkeit bleibt daher in den ersten beiden Zustdnden
lokalisiert, d.h. auf einen Unterraum eingeschréinkt. Dieselbe Beschriankung ist bei den
weiteren Zustdnden nur dann gegeben, wenn die relevanten Verlustterme der jeweiligen
Unterrdume der Matrix (3.60) klein sind, d.h. allgemein

(N —n)ki2(n) > nko(n) (3.76a)
(N —n— Dkp(n+1) < (n+ 1)ky(n+1) (3.76b)

mit N > n > 0, wobei diese Bedingungen nur in einem Intervall fiir die Auslenkung
xg richtig sein konnen. Eine Einschriankung auf den Unterraum eines 2-Zustandssystems
kann man auch daran erkennen, dass die Besetzungswahrscheinlichkeiten im Gleichge-
wicht nur fiir die benachbarten Zustédnde wesentlich {iberlappen. Fiir Titin ist diese
Bedingung gegeben, wie in Abbildung 3.3 leicht zu iiberpriifen ist.

Entsprechend Gleichung (2.50) berechnet sich die mittlere Kraft gem&fl

(F(t)) = > (®o)nF(x, L+ ndL) . (3.77)

n=0

Sie besitzt auch einen zeitunabhéngigen Anteil und einen periodischen Anteil. Die Ant-
wortamplituden der Besetzungswahrscheinlichkeiten wéren mehrere Kurven und wiirden
jeweils nur einen Ubergang reprisentieren, wihrend die mittlere Kraftkurve die Antwort
des Gesamtsystems darstellt. Abbildung 3.13 zeigt die Amplitude des zeitabhéngigen
Anteils von Gleichung (3.77) fiir 4 Titin-Doménen in Reihe und zum Vergleich die Am-
plituden fiir 2-Zustandssysteme mit modifizierten Ubergangsraten. Dabei wird ersicht-
lich, dass sie mit den jeweiligen Abschnitten der Gesamtkurve sehr gut iibereinstimmen
und die Bedingungen (3.76) daher auf diesen Fall zutreffen. Fiir die Berechnung dieser
Kurven verwendeten wir ein einfaches Euler-Verfahren zur Integration der Gleichung
(3.59). Die Maxima der mittleren Amplitude der Kraft sind etwa dort, wo sich zwei
benachbarte Zustdnde im Gleichgewicht mit einer Besetzungswahrscheinlichkeit von ca.
0.5 iiberlappen, siehe zum Vergleich auch die Abb. 3.3. Die Hohe der Maxima der Einzel-
kurven nimmt mit zunehmender Anzahl an entfalteten Doménen ab, so dass das zweite
und dritte in der Gesamtkurve nur noch als Schwelle zu sehen sind.

Wir haben in diesem Unterkapitel gezeigt, dass das periodische Protokoll auch bei
Multidoménen-Biopolymeren angewandt werden kann. Die Messkurven, z.B. die Ant-
wortamplitude des periodischen Anteils der Kraft (Abb. 3.13), kénnen herangezogen
werden, um die Parameter der einzelnen Ubergéinge durch geeignete Fitverfahren auszu-
werten. Eine Einschriankung der Dynamik auf den Unterraum eines 2-Zustandssystems
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Abb. 3.13: Die durchgezogene Linie stellt die aus (3.59) numerisch berechnete Amplitude des
periodischen Anteils der Kraft fiir 4 Ig27 Domanen dar. Die Punkte zeigen jeweils das
zugehorige 2-Zustandssystem mit modifizierten Raten.

kann nicht allgemein vorausgesetzt werden, dazu miissen die Bedingungen (3.76) er-
fiillt sein. Gelten diese, kann die Losung allerdings sehr einfach abschnittsweise aus den
Losungen (2.41) und (2.43) berechnet werden.
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4 Der ReiBverschluss-Ubergang der
DNA

4.1 Neuere Entwicklungen

In diesem Kapitel wenden wir uns speziellen Experimenten an der DNA zu. Ihr moleku-
larer Aufbau wurde schon im einfithrenden Kapitel 1.1.3 erldutert. Im Folgenden werden
wir zusammenfassend wichtige Entwicklungen der letzten Jahre in der Kraftmikroskopie
an der DNA darstellen.

Die DNA erfahrt aufgrund ihres molekularen Aufbaus unter Zugkraft eine Torsions-
spannung [30,98], die einen Ubergang zwischen zwei verschiedenen Konfigurationen aus-
16st. Fiir schwache Kréfte befindet sich die DNA im B-Zustand, der gekennzeichnet ist
durch eine Persistenzldnge von ca. 50 nm und einer kleinen Konturldnge. Bei einer Span-
nung von H50—100 pN geht sie in den S-Zustand iiber mit einer geringeren Persistenzldnge
von ca. 12 nm [99] und einer um 1.5- bis 2-fach lingeren Konturldnge [29,31,32]. Meist
wird dieser Ubergang mit dem Auseinanderbrechen der Paarbindungen assoziiert [37).
Es ist bisher nicht geklart, ob diese Modellvorstellung vollstdndig stimmig ist, da die Per-
sistenzlédnge des S-Zustandes nicht doppelt so gro8 ist wie die der Einzelstrang-DNA (ss-
DNA) von L, = 0.75 nm [36,99]. Insofern wurde eine Ubergangsstruktur vorgeschlagen,
die zwar noch Doppelstrang-DNA (dsDNA) ist, aber nicht mehr in der urspriinglichen
Doppelhelix-Konfiguration vorliegt [99].

Die DNA kann auch thermisch denaturieren, das heifit, die Bindungen brechen bei
hoherer Temperatur aufgrund thermischer Fluktuationen auf. Dabei zeigt sich ein Pha-
seniibergang von der Doppelstrang-DNA zur Einzelstrang-DNA. Es stellt sich heraus,
dass bei diesem Vorgang des Aufbrechens die kollektiven Eigenschaften der Basenpaar-
bindungen eine wesentliche Rolle spielen.

Das wichtigste Modell, das vor einigen Jahren fiir die DNA vorgeschlagen wurde,
beruht auf dem Energiefunktional

Hipw) - [ dn{gnw(n» (%) +U<D<n>>} (1)

in Abhéngigkeit der Gesamtzahl an Basenpaarbindungen N und der Funktion D(n),
dem halben Abstand des Basenpaars n [98,100-102]. Der erste Term in (4.1) beschreibt
die Biegeenergie entlang der DNA. Die Funktion n(D(n)) bezeichnet die Biegesteifigkeit
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4 Der Reifiverschluss-Ubergang der DNA

des DNA-Stranges, die vom Separationszustand abhéngt. Der zweite Term in (4.1), also
U(D(n)), beschreibt die Bindungswechselwirkung und Torsionsenergie der Basenpaare
entlang der dsDNA.

Auf dieser Grundlage lassen sich Gleichgewichtskonfigurationen berechnen. Als ein
Ubergang von einer zur anderen wird der von der dsDNA zur ssDNA behandelt, wo-
bei die Freie Energiedifferenz thermisch iiberwunden werden kann [102,103]. In einer
Weiterentwicklung des Modells wird die stochastische Dynamik der Separationsfunktion
D(n) mit Hilfe einer Langevin- bzw. Fokker-Planck-Dynamik beschrieben [44,104]. Mit
dieser Methode ist es allerdings bisher nicht gelungen gemischte Basenpaarsequenzen
systematisch zu behandeln.

Eine interessante Frage, die sich mit dem Ubergang bei konstanter Kraft stellt, betrifft
den Exponenten des Mittelwertes der gedffneten Basenpaare (n), der bei Anndherung
an die kritische Kraft den Ubergang bestimmt [35]. Dabei wurde jedoch vereinfachend
angenommen, dass der Mittelwert an der kritischen Stelle divergent ist. Dies kann auf-
grund der endlichen Anzahl der Basenpaare jedoch nur eine Ndherung sein. Wir werden
im Rahmen unserer Theorie einen exakten Ausdruck fiir den Mittelwert erhalten und
konnen damit den Exponenten korrekt bestimmen.

In diesem Kapitel werden wir zeigen, wie man mit Hilfe der Mastergleichung die sto-
chastische Dynamik der Einzelbindungen beschreiben kann. Die mikroskopischen Beitra-
ge zur Freien Energiedifferenz zwischen gebundenen und freien Basenpaaren, dazu zéhlen
Bindungsenergien, Biegeenergien, Torsionsenergien und entropische Beitrige werden in
dem Modell nicht explizit unterschieden. Lediglich die gesamte Freie Energiedifferenz
spielt fiir die Ubergangsraten eine Rolle.

In dem von uns betrachteten Experiment werden am oberen Ende der DNA die beiden
Einzelstrange auseinandergezogen, so dass sie sich entsprechend einem Reifiverschluss
voneinander trennen [23, 33, 82], siche Abbildung 4.1. Ein &hnlicher Vorgang ist das
Auseinanderziehen von RNA-Striingen, die sich zu Haarnadelschleifen! verbinden, die
man auch reifiverschlussdhnlich aufziehen kann. Zum einen gibt es die Vorgehensweise
die RNA an beiden Enden auseinanderzuziehen [39,40], was den Nachteil hat, dass
mehrere Schleifen zufillig aufgehen, zum anderen kann man sie durch eine Nanopore
ziehen und sie dabei definiert der Reihe nach 6ffnen [38,41].

4.2 Theorie zur Beschreibung des
ReiBBverschluss-Experimentes

4.2.1 Ein einfaches DNA-Modell

Der Aufbau des von uns betrachteten Experimentes ist in Abbildung 4.1 dargestellt. Da-
nach bezeichnet z den End-zu-End-Abstand des ssDNA Abschnittes und z die Position

lengl.: Hairpin-Loops
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4.2 Theorie zur Beschreibung des Reifiverschluss-Experimentes

Abb. 4.1: Eine schematisch Skizze des
kraftspektroskopischen  Ex-
periments nach [33]. Die ein-
zelnen ssDNA-Strénge sind
von der gleichen Seite der
dsDNA zwischen Substrat
und Messfeder evt. liber
Verbindungspolymere einge-

-+ spannt. Die Koordinate x be-

zeichnet auch hier die Positi-

X on der Messfeder.

PSSl

der Messfeder. Experimentell ist nur die Koordinate x zu kontrollieren. Wie wir gezeigt
haben, ist die Gleichsetzung dieser beiden Groflen dann gerechtfertigt, wenn wir eine mit
der ssDNA vergleichsweise steife Messfeder annehmen.

Die Funktion P(N,) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit fiir N, gebundene Basenpaare.
Ihre zeitliche Entwicklung wird durch die Mastergleichung

L p(Ny) = —P(Ny) (o (V3) + sy (N) (42)

dt
+P(Ny — 1)koy (Ny — 1) + P(Np + 1)k12(Ny + 1)

beschrieben, deren Terme der rechten Seite sich aufgrund der linearen Anordnung der
Bindungen in den fehlenden Vorfaktoren vom Fall der Multidoménen-Biopolymere (3.4)
unterscheiden.

Die Ubergangsraten berechnen sich nach der Kramers-Theorie gemé&f

ko1 (Ny) = k9, (N, )e ez @) (4.3a)
k1o (Np) = kiy(Ny)elm2F (k) (4.3b)

mit der Anzahl gebundener Basenpaare N, und der freien Konturlinge der ssDNA

~ (N — N,)SL (4.4b)

mit der Langendnderung 6L beim Aufbrechen eines einzelnen Basenpaares und der Ge-
samtzahl N vorhandener Basenpaare. Die Néherung (4.4b) gilt fiir (N — N,)0L > Ly,
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4 Der Reifiverschluss-Ubergang der DNA

was bei geniigend grofler Anzahl gedffneter Basenpaare N — N, zwangsliufig gilt. Die
spontanen Ubergangsraten k9, (N,) und k¥, (N,) hingen von N, ab, d.h. dass fiir ver-
schiedene Basenpaare unterschiedliche spontane Raten gelten. In [33] werden die Freien
Energiedifferenzen angegeben, die mit dem Aufbrechen und Trennen einzelner Basen-
paare verbunden sind. Man kann sie entsprechend Gleichung (2.9) als Verhéltnis der
spontanen Ubergangsraten

=18.1 und i3 (GC)

H,(AT) mco) 27 4

ausdriicken. Diese Werte haben wir in allen folgenden Simulationen dieses Kapitels ver-
wendet. Die Ubergangsraten selbst erhilt man nicht aus Experimenten im Gleichgewicht,
was bedeutet, dass eine interne Zeitskala damit nicht festgelegt werden kann.

Die Kraft F'(z, L), die entlang der ssDNA wirkt, wird idealisiert iiber die oberste ge-
schlossene Bindung vom linken Einzelstrang zum rechten iibertragen (Abb. 4.1). Dabei
wird die Tatsache vernachléssigt, dass die ssDNA iiber die Kriimmung die Kraft ab-
gestuft auf mehrere Bindungen iibertrigt. Aufgrund der linearen Anordnung und der
Persistenzldnge von nur L, = 0.75 nm (dies entspricht etwa 2 Bindungabsténde in der
dsDNA) idealisieren wir das Modellsystem so, dass immer nur ein Basenpaar betroffen
ist, das sich 6ffnen und aufgrund von Fluktuationen in der ssDNA auch wieder schlieflen
kann. Die Persistenzlinge der ssDNA wird unterschiedlich angegeben, z.B. in [33] eine
Kuhnlénge von b = 1.5 — 2.7 nm, die der halben Persistenzlénge entspricht. Hier bleibt
also eine gewisse Unsicherheit in der Parameterbestimmung.

Die ssDNA ist beim Abreifiprozess schon erheblich gestreckt. Die Kraft entsprechend
des WLC-Modells kann fiir den Grenzfall x ~ L durch den Ausdruck

Fegr (i ) (46)

angendhert werden. Dies ergibt bei einer mittleren Kraft von 12.5 pN nach [33] ein
konstantes Verhéltnis von /L ~ 0.7, zudem ist die zugehorige Differenz des End-zu-
End-Abstandes pro Basenpaar mit dx ~ 0.95 nm angegeben. Nehmen wir nun die fiir
Ursprungsgeraden geltende Beziehung z/L = dx/0L an, die wir spater zeigen werden,
so erhalten wir fiir die Langendnderung 6L ~ 1.35 nm.

4.2.2 Das experimentelle Protokoll

Das experimentelle Protokoll ist, wie wir schon am Unterschied zwischen linearem und
periodischem Protokoll gesehen haben, entscheidend fiir die Messwerte, die man erhélt.

Wir haben bisher als experimentelles Protokoll die externe zeitabhéngige Kontrolle der
Position der Messfeder = = x(t) bezeichnet. Es gibt noch eine andere Moglichkeit, den
experimentellen Ablauf zu definieren. Anstelle der Position kann auch die Kraft, die auf
die Messfeder wirkt, geregelt werden. Die Realisierung fiir eine zeitlich konstante Kraft

88



4.3 Die konstante Koordinate

erfolgt zum Beispiel mit Hilfe eines magnetischen Tweezers in einem Gradientenfeld [23].
Damit wirkt unabhéngig von der Position des Kiigelchens eine konstante Kraft.

Dieses alternative Protokoll, das wir mit ,konstante Kraft“ bezeichnen, wurde auch
bei Experimenten an DNA verwendet [23]. Dabei zeigten sich grofe Unterschiede zu den
Ergebnissen des anderen Protokolls, das wir mit , konstante Koordinate“ bezeichnen. Wir
werden im Folgenden die Auswirkungen beider Protokolle nacheinander untersuchen.

4.3 Die konstante Koordinate

4.3.1 Die Gleichgewichtsverteilung fiir reine Basenpaarsequenzen

Die Messfeder wird in dem hier betrachteten Protokoll entsprechend einer linearen Ram-
pe mit einer konstanten Geschwindigkeit v gezogen, die zunéchst als so klein angenom-
men wird, dass das System nicht weit vom Gleichgewicht entfernt ist. Man kann al-
so quasistatische Losungen mit den Messergebnissen vergleichen, wie z.B. in [33]. Wir
werden nun die Gleichgewichtsverteilung mit unseren Modellannahmen berechnen und
einige Eigenschaften aufzeigen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(N,) fiir die Anzahl
gebundener Basenpaare NV, im Gleichgewicht kann mit Hilfe der detaillierten Bilanz

P(Ny)k12(Ny) = P(Ny — kot (N, — 1) (4.7)

berechnet werden. Die erste relevante Gleichung ist

kia(N)
P(N—-1)=P(N)————, 4.8
(V= 1) = PV (48)
aus der man rekursiv die néchste gewinnt
kia(N —1) k(N
P(N —2) = P(N) i2( ) k) (4.9)

l{?gl(N — 2) l{?gl(N — 1) '

Die allgemeine Losung fiir eine beliebige Anzahl offener Basenpaare n lautet damit

n—1 k?
N —n) NH o 12 (4.10)

mit der Normierungskonstanten N’ = P(N). Zunéchst werden wir den Fall betrachten,
wenn alle Bindungen vom selben Typ sind, d.h. &, und &3, héngen nicht von n ab. Wenn
wir die Ubergangsraten (4.3) einsetzen, erhalten wir die Verteilung

0
k21

P(N—n)=N (k_%)n exp [i BrioF (N — ) + Ben F(N —j — 1)| . (4.11)

In Abbildung 4.2 ist eine dieser Verteilungen dargestellt.
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Abb. 4.2: Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(n,x) nach Gleichung (4.11) einer reinen Sequenz an
Basenpaaren, mit den mittleren Ubergangsraten. Eingefrorene fluktuierende Anteile auf-
grund der Anordnung der Basenpaare treten nicht auf (vgl. Abb. 4.4) und der Mittelwert
steigt linear an.

4.3.2 Der Mittelwert fiir reine Basenpaarsequenzen

Der Mittelwert der Verteilung (4.10) kann nicht analytisch berechnet werden. Jedoch fiir
den wahrscheinlichsten Wert, dem Maximum der Verteilung, erhélt man eine Ndherungs-
l6sung, indem man die Ableitung der Verteilung nach n gleich Null setzt. Desweiteren
wird die Summe im Exponenten in ein Integral umgewandelt, woraus sofort

0
Br1sF(N —n—1)+ By F(N—-n—2)=—In (%) (4.12)
21
folgt. Diese Gleichung entspricht zusammen mit den Raten (4.3)
k’lg(N—n—l):kgl(N—TL—Q) N (413)

was als Gleichgewichtsbedingung naheliegend erscheint. Nun kann mit dem Ansatz fiir
die Kraft (4.6) aus Gleichung (4.12) durch einige einfache Umformungen eine lineare
Beziehung zwischen der mittleren Anzahl geoffneter Basenpaare (n) und der Koordinate
x hergeleitet werden, sie lautet

(n) =maz — Ly/dL (4.14)
mit der Steigung

= [ (1 ey )| : (415
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mit vy = k% /kY, und Az = 15 + x9;. Die Gerade ist geringfiigig nach unten aus dem
Ursprung verschoben. Die maximale Steigung ist im Grenzfall Iny,' — oo gegeben als
m = 1/§L. In Abbildung 4.3 sind sowohl die Geraden (n)(z) fiir die beiden reinen Se-
quenzen als auch die Kurve fiir eine reale Sequenz dargestellt. Wie wir explizit zeigen
werden, ist der Mittelwert der gemischten Basenpaarsequenz (n) durch die beiden Gera-
den begrenzt, die je nach Basenpaare eine groflere und eine kleinere Steigung aufweisen.

900 x x x : :
GC e

T
700 | gemischt -
600 - P
: .
400 k .‘-.. fr‘—r
300 - '
| ""'::;:-;:‘::‘,L:-;,_ A
ol
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Abb. 4.3: Die mittlere Anzahl gedffneter Basenpaare als Funktion der Auslenkung x fiir drei
unterschiedliche Fille, numerisch aus der Verteilung (4.11) berechnet: 1. eine reine GC-
Sequenz, 2. eine reine AT-Sequenz, 3. ein Ausschnitt der \-phage Gensequenz [105].
Die dritte Kurve fluktuiert um eine mittlere Gerade, bleibt aber immer zwischen den
Grenzgeraden. Fiir Gleichgewichtskurven wie diese, bendtigt man nur die Verhiltnisse
aus den spontanen Ubergangsraten.

Die Skalierbarkeit des Mittelwertes ldsst sich auf die Skalierbarkeit der Kraft (4.6)
zuriickfithren, denn es gilt

F(Cx,Cn) =~ F(x,n) mitCelR, (4.16)

allerdings nur fiir ndL > L.

4.3.3 Die Gleichgewichtsverteilung fiir gemischte
Basenpaarsequenzen

Nun werden wir verschiedene Bindungstypen unterscheiden. Die Verteilung (4.11) muss

modifiziert werden, da der Vorfaktor (k% /k9,)" eine Funktion der von den Basenpaarbin-

dungen abhiingigen Ubergangsraten ist. Wir werden in unseren Beispielen die bekannte
Gensequenz von A-phage aus dem Internet [105] verwenden.
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4 Der Reifiverschluss-Ubergang der DNA

Bis zur Bindung n ergibt sich also ein Anteil an AT-Paaren: n/2+ An(n) und einer an
GC-Paaren: n/2 — An(n). Jede dieser Bindungen wird durch einen zugehorigen Faktor
k(AT /KY, (AT) oder k% (GC) /K9, (GC) charakterisiert. Daraus folgt fiir die Verteilung

B (AT) (GO)\ 4" ( Koy (AT)RS,(GC) "
P(N — n) =N <k331 (AT)]{??Q( )) (k:Sl(AT)k‘gl (GC))

n—1 (4.17)
- exp [Z Br1oF(N — j) + Baa F(N — j — 1)] :

Die Differenz An(n) ist eine Funktion von n und beinhaltet den eingefrorenen fluktu-
ierenden Anteil der Basenpaarsequenz, d.h. die Abweichung vom ,, Mittelwert® An = 0.
Die Schranken, die durch die Bedingung

n

n
—— <A < 4.1
<<t (4.18)

gegeben sind, resultieren daraus, dass die Anzahl der Basenpaare nicht kleiner als Null
werden kann. Eine Gleichverteilung beider Basenpaare entspricht einem linearen ,,Ran-
dom walk“ der Differenzgrofie An(n), wobei beide Richtungen mit gleicher Wahrschein-
lichkeit gewéhlt werden konnen. Dieser Prozess hat den Mittelwert Null und die Varianz
proportional zu n.

Wenn An(n) = 0 in Gleichung (4.17) eingesetzt wird, so erhélt man die ,mittle-
re Verteilung, die dieselbe Form hat wie zuvor Gleichung (4.11), allerdings mit neuen
Ubergangsraten

Ko, = \/ KO, (AT) K, (GO (4.19a)

Ky = My (AT)ES, (GO) . (4.19D)

Das Verhéltnis der mittleren Raten mit den Werten aus (4.5) betragt

2L — 995 . (4.20)

Die Ubergangsraten werden also geometrisch, die Energiedifferenzen algebraisch gemit-
telt. Die Verteilung zu den mittleren Raten nennen wir Py(n, x). Sie hat keine zufilligen
Anteile und verhélt sich demgeméafl wie die urspriingliche Verteilung (4.11). Sie besitzt
also auch den Mittelwert, der mit (4.14) angegeben werden kann. Die gesamte Verteilung

(KL (AT)ES, (GC)\ 2"
P<”’x>‘(k31<AT>k?2<GC>) B, 2) (4.21)

ist also ein Produkt der beiden Anteile.
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4.3 Die konstante Koordinate

Wichtig fiir die weitere Argumentation ist, dass der stochastische Vorfaktor keine z-
Abhéngigkeit aufweist. Wenn man also den Anteil Py(n,x) auftragt, erhdlt man eine
fortlaufende Folge von ndherungsweise gaufischen Verteilungen, die sich mit steigendem
x lediglich in Richtung gréflerem n verschieben, siehe dazu die Abbildung 4.2. Der Graph
der gesamten Verteilung in Abbildung 4.4 ist somit wie folgt zu verstehen: Der stochasti-
sche Vorfaktor ist nicht z-abhéngig und ergibt nur eine Verédnderung in n-Richtung, die
zu starken Lokalisierungen, d.h. Spitzen, fithrt. Diese Strukturen wachsen entsprechend
der Verschiebung von Fj in z-Richtung an und fallen dann wieder ab.

0.8
0.6
0.4
0.2

T

230

170

180
X [nm? 190 200 150

Abb. 4.4: Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(n,z) nach Gleichung (4.17) eines Ausschnittes der
A-phage-Gensequenz. Die stochastische Struktur in n-Richtung fiihrt zu starker Loka-
lisierung der Dichte. In z-Richtung hat sich vom ,Support” der Gesamtfunktion nichts
verandert, wie ein Vergleich mit Abbildung 4.2 bestatigt.

Dies alles hat auch Auswirkungen auf den tatsédchlich gemessenen Mittelwert an geoff-
neten Basenpaaren (n). Betrachtet man nochmal die Abbildung 4.3, so erschlielen sich
daraus die Verhéltnisse der Ubergangsraten. Der Mittelwert fluktuiert entsprechend der
Abfolge der Basenpaare scheinbar zuféllig zwischen den Grenzgeraden, welche durch die
Sequenzen gleicher Basenpaare gegeben sind. Die mittlere Steigung entspricht Gleichung
(4.15) mit den mittleren Raten (4.19). Nimmt man mit dieser Erkenntnis die Gleichge-
wichtsbedingung (4.13) zu Hilfe, so erhélt man aus dem Verhéltnis der mittleren Raten

k1 ’
wobei die Kraft F. ~ 12.5 pN die mittlere, nahezu konstante Abreiflkraft ist. Daraus
erhalt man die noch unbekannte GroBle Ax = 0.7 nm. Mit diesem Wert wurden auch
die Simulationen durchgefiihrt. Die einzelnen Langen x5 und x5 sind weiterhin unbe-
kannt und nur aus weiterfithrenden Daten erhéltlich. Fiir die Folgenden numerischen

k,O
12 _ o—BAzF (4.22)
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4 Der Reifiverschluss-Ubergang der DNA

Simulationen haben wir vereinfachend angenommen, dass x15 = w9 = Az/2 gilt. Bei
dieser Abschitzung wurde zudem die Annahme getroffen, dass die internen Langen fiir
die Ubergiinge bei unterschiedlichen Basenpaaren gleich sind und sie sich lediglich in den
spontanen Raten unterscheiden.

Wir haben also von der Mastergleichung (4.2) ausgehend gezeigt, wie die Ergebnisse
der Messungen im Gleichgewicht ausgewertet werden konnen. Vor allem hat man damit
die Moglichkeit, explizit die Wahrscheinlichkeitsverteilung, den Mittelwert und wenn
notig weitere Momente zu berechnen.

Bevor wir die Nichtgleichgewichtssituation betrachten, fiigen wir ein Unterkapitel ein,
das uns erlaubt, den Mittelwert der Verteilung (4.21) anschaulich zu interpretieren.

4.3.4 Das deterministische Modell fiir gemischte
Basenpaarsequenzen

Um eine Vorstellung von der Art der Prozesse zu bekommen, die mit den Plateaus und
Spriingen im Mittelwert der offenen Bindungen fiir gemischte Basenpaarsequenzen (Abb.
4.3) zusammenhéngen, untersuchen wir ein einfaches deterministisches Modell.

Bisher haben wir gezeigt, dass der Mittelwert (n) fiir gemischte Basenpaare durch
die Geraden der reinen Systeme mit jeweils nur einer Sorte von Basenpaaren begrenzt
ist. Fiir das deterministische Modell nehmen wir einfach an, dass die Bindungen bei
einer bestimmten Kraft reiflen, also bei F47 soll die AT-Basenpaarbindung aufgehen
und bei Fo die Bindung GC. Die Kraft in Abhéngigkeit vom End-zu-End-Abstand ist
der Ausdruck aus dem WLC-Modell. Die Langendnderung 0 L bei dem Aufbrechen jeder
Bindung ist konstant, so dass man eine Reihe von Konturlangen erhélt L,, Ls..., mit
L, = Lo+ndL, die dquidistant sind. Beim Aufbrechen einer Bindung sinkt die Kraft um
0F'. Die Kraftdifferenz kann bis zur linearen Ordnung in (6L/L) durch die Abschétzung

1 1 1 T
F=3 (4(1 /LoD 1T+ 5L) (4.232)
=Fy+0F +O((0L/L)?) (4.23b)

bestimmt werden. Damit ist also

1 x x\ 0L
or = AL, (2L(1 —JLp Z) L (4.24)

Die Differenzléinge wird bei einer bestimmten Kraft, z.B. F,7, gewonnen, dabei wird
nach Gleichung (4.24) eine negative Kraftdifferenz gemessen. Wenn dasselbe Basenpaar
wieder folgt, so muss zum Aufbrechen erneut diese Kraft aufgebracht werden, indem die
Position 2 um die Strecke dz vergréBert wird. Dies erhoht die Kraft um 0F, fiir die gilt

1 1 1 z+dox
=30 (4(1 Py R ) (4:25)
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4.3 Die konstante Koordinate

=Fy+6F+0 ((%”)2) . (4.25b)

In linearer Ordnung von (dx/L) ergibt sich also

-1 1 dx
5FZBL,, <2(1_I/L>3+1) = (4.26)

Sobald die Kraftdifferenz ausgeglichen ist, also 6F = — F gilt, kann die néichste Bindung
aufgehen. Daraus folgt die Gleichung

x
6v = L7 (4.27)

die wir schon zur Bestimmung von § L verwendet haben. Die Differenzlénge § L ist grund-
sitzlich konstant. Die Kraft hingt nur vom Quotienten z/L ab und da diese immer um
F 47 herum lokalisiert ist, folgt, dass die Differenz dx auch nicht davon abhéngt, wieviele
Bindungen schon offen sind.

Der Fall fiir gemischte Basenpaare ist daraus einfach abzuleiten. Ein Sprung von dn
aufgehenden Bindungen erfolgt, wenn nach einer starken AT-Bindung mehrere schwache
GC-Bindungen folgen. Es gehen weitere GC-Bindungen auf, solange die Kraft iiber der
Grenze liegt, also Fgo < F' < Far, und solange schwache Bindungen vorhanden sind,
siehe Abbildung 4.5. Die maximale Anzahl der Bindungen, die nacheinander aufgehen
konnen, betragt

—M—B(F B Y A (L ———— _1£ (4.28)
fmae = g TP T RCC B\ ot — /L3 T L) sL
Aus Gleichung (4.28) folgt, dass die vertikale Differenz der Grenzgeraden in Abbildung
4.3 linear mit L und daher auch mit n wéchst.

Neben dieser grundséatzlichen Begrenzung ist zudem die Abschétzung wichtig, wieviele
GC-Bindungen in einem einfachen statistischen Modell hintereinander folgen konnen.
Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir eine GC-Bindung pee = par = 0.5 ist, dann ist die fiir
eine Sequenz von n gleichen Bindungen unter Beriicksichtigung der Réander

p(n) =p"*. (4.29)

Die Haufigkeit h(n) ergibt sich aus der kombinatorischen Regel: Wahrscheinlichkeit mal
Anzahl der Moglichkeiten, d.h.

h(n) = p""2(N —n —2) + 2p"** (4.30a)
= (PPN —n —2) +2p) . (4.30b)

Der zweite Term in Gleichung (4.30a) hat seine Ursache in den Réandern, an denen nur
eine Lange von n+ 1 Bindungen vorgegeben ist. Bei einer Gesamtldnge von N = 1000 ist
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4 Der Reifiverschluss-Ubergang der DNA

T L‘l
........... L,
.............. L3
AT
[T
(<o}
GC e [
6 6.5 7 7.5 8.5 9 9.5 10
n

Abb. 4.5: Das schematisch dargestellte deterministische Modell bietet eine einfache Erklarung
fir die Spriinge und Plateaus in der Kurve der mittleren gedffneten Basenpaare n(x).
Oben sind drei Kraftkurven als Funktion von z fiir unterschiedliche (nicht aufeinander
folgende) ssDna-Konturlangen dargestellt. Die gemessene Kraft steigt bis zum Schwell-
wert fiir die starke Basenpaarbindung AT an. Beim Aufgehen der Bindungen fillt die
Kraft ab, solange schwache GC-Basenpaarbindungen folgen, bis die Kraft entweder unter
den Schwellwert fiir GC-Bindungen fallt, wie hier dargestellt, oder bis ein AT-Basenpaar
folgt. Unten ist, entsprechend der Kraftmessung oben, die Zahl der offenen Bindungen
n aufgetragen.

das grofite zusammenhéngende Stiick mit der statistischen Haufigkeit von 1 durch n =8
gegeben. Das heifit, die Haufigkeiten der zusammenhéngenden Stiicke mit definiertem n
verdndert sich nicht mit wachsendem .

Plateaus treten immer dann auf, wenn die Position x anwéchst, wihrend keine Bin-
dung aufgeht, d.h. wenn eine starke AT-Basenpaarbindung einer oder mehrerer schwa-
cher GC-Basenpaare folgt. Die Kraft steigt dabei bis zum hoéheren Schwellwert Far an.
Die maximale Plateaubreite ist damit durch die Differenz gegeben, die von den beiden
Grenzgeraden vorgegeben ist. Da die Spriinge dn aber statistisch nach der Verteilung
(4.30) vorgegeben sind, folgt fiir die Plateaubreite dieselbe statistische Verteilung.

Das deterministische Modell liefert also eine Erklarung fiir die Plateaus und die Spriin-
ge in der Kurve (n)(x). Wie sich gezeigt hat, wichst einerseits die Begrenzung durch
die Geraden linear mit x und damit auch die Groe der Strukturen. Andererseits ist die
Grofle limitiert durch die Anzahl gleichartiger Bindungspaare, die hintereinander folgen.
Diese ist in unserem Fall vorgegeben durch die Gleichverteilungsannahme. In natiirli-
chen DNA-Sequenzen muss diese Annahme verbessert werden hinsichtlich der realen
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4.3 Die konstante Koordinate

Haufigkeiten.

4.3.5 Die Grenzen der Gleichgewichtsannahme

Die Frage, die im Folgenden untersucht wird, ist die nach der Grenze der Gleichgewichts-
annahme. Zunéchst werden wir uns mit einer Sequenz an gleichartigen Basenpaarbin-
dungen beschéftigen.

Die relevante Relaxationszeit kann nur durch eine entsprechende Analyse der Mean-
Field-Dynamik berechnet werden. Die wesentlichen Zwischenergebnisse werden hier an-
gegeben, wihrend die Rechnung entsprechend der in Kapitel 3.1.5 durchgefiihrt wird.

Aus der diskreten Mastergleichung (4.2) kann mit Hilfe der Kramers-Entwicklung eine
entsprechende kontinuierliche Fokker-Planck-Gleichung hergeleitet werden. Diese lautet

d 0 1 02
%P(Nu) = —8NHP(NU)(1€12 — ko1) + 50]\75

P(Ny) (ka1 + ki2) (4.31)

wobei N, die Anzahl der offenen Bindungen ist. Die Mean-Field-Gleichung fiir den Mit-
telwert n = (NN,) lautet

%n = kia(n) — ka1 (n) , (4.32)
was sich von dem Fall vieler Doménen in Reihe (Gl. 3.19) dadurch unterscheidet, dass
die Vorfaktoren wegfallen. Das ist auch einsichtig, da nach diesem Modell jeweils nur
eine einzige Bindung auf- und zugehen kann. Auch hier erhélt man wieder die Gleich-
gewichtsbedingung k1o = ko;, die keinesfalls fiir beide Basenpaarbindungen erfiillt sein
kann.

Fiir eine kleine zeitlich verénderliche Storung on ergibt sich demnach eine Relaxa-
tionszeit in das Gleichgewicht von 7 = (kb — k,)~'. Die Ableitung nach n kann mit
L ~ndL als Ableitung nach L geschrieben werden, d.h.

oF

Tl = 55L6—L(—$21k21 — ZT12k12) (4.33a)
OF
= _55L8—Lk12Ax ) (4.33b)

wobei hier ko; ~ k12 nahe am Gleichgewicht angenommen wurde. Die Ableitung 0F/0L
ist im Grenzfall einer fast gestreckten ssDNA

oF x
OL = 2BL,LA(1—x/L)® 1/n . (4:34)

Unter der Annahme, dass x/L nahezu konstant ist, ist die Ableitung (4.34) proportional
zu 1/n. Die Forderung einer Ziehgeschwindigkeit v, bei der das System innerhalb der
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4 Der Reifiverschluss-Ubergang der DNA

Fluktuationen noch im Gleichgewicht bleibt, fiihrt entsprechend (3.35) auf die Bedin-
gungsgleichung

v < (g—;‘)_l V(on2) /T . (4.35)

Solange diese Ungleichung erfiillt ist, kann vom Gleichgewicht ausgegangen werden. Der
Term auf der rechten Seite ist eine Funktion von x, kann aber auch durch den eindeutigen
Zusammenhang zwischen der Koordinate x und der mittleren Anzahl offener Bindungen
n =n(z) (Gl (4.14)) von n abhéngig gemacht werden.

Man kann die Bedingung (4.35) auch ohne Rechnung motivieren. Sie entspricht einer
Abschétzung der dufleren Zeitskala, die durch das Inverse der experimentellen Verdnde-
rungsrate von/dx, normiert auf die thermische Fluktuation 4/(dn?), gegeben ist, gegen
die interne Relaxationszeit 7. Die Ableitung dn/0z ergibt einfach die Steigung der Ge-

raden (4.14)
(g—;’) =m. (4.36)

Diese Steigung ldsst sich auch aus den experimentellen Daten in [33] bestimmen zu
m ~ Inm~!. Die Breite der thermischen Fluktuation dn? um den Mittelwert n ldsst sich
mit Hilfe der Freien Energie abschéitzen

on? ~ (025(}') : (4.37)

on?

Die zweite Ableitung der Freien Energie ist ndherungsweise gleich der ersten Ableitung
der Freien Energiedifferenz

AG = AGO — .’1712F<.§U, n) — LITQlF(SU, n -+ 1) (438&)

~ AGy — AxF(z,n) (4.38b)

fiir n > 1. Daraus folgt fiir die Fluktuation

1 OF (z,n)

on?

~1/n. (4.39D)

(4.39a)

Fiir die Grenzgeschwindigkeit vy, ab der die Gleichgewichtsbedingung fiir groflere Zieh-
geschwindigkeiten nicht mehr erfiillt ist, erhélt man somit die Abschéatzung

vo ~ m L kio\/|OF/OL|B6 LAx (4.40a)
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Dabei wurden dieselben Parameter wie zuvor verwendet, d.h. /L ~ 0.7, L, = 0.75 nm,
Az ~ 0.7 nm. Die 1/y/n-Abhingigkeit in Gleichung (4.40) bedeutet, dass bei groBerer
Anzahl geoffneter Bindungen die Relaxationszeit schneller sinkt als die Fluktuationen
zunehmen. Daraus folgt, dass die Grenze fiir zunehmendes n abnimmt. Fiir A—phage
mit N ~ 50000 betragt 1/ VN ~4.5-1073. Aus dem Vergleich mit den experimentellen
Kurven in [33] ldsst sich eine Grenzgeschwindigkeit von vy ~ 200 nm/s feststellen. Das
bedeutet fiir die Raten im Gleichgewicht die sinnvolle Abschiitzung ks ~ ko ~ 13- 103
s7L.

Die bisherige Betrachtung zur Grenze des Gleichgewichts gilt fiir eine Sorte von Basen-
paarbindungen. Fiir verschiedene Typen von Basenpaaren ist es sinnvoll anzunehmen,
dass solange man Gleichgewichtstrajektorien fiir die stérkeren Bindungspaare (AT) er-
zeugt, dies auch fiir Sequenzen mit gemischten Basenpaaren der Fall ist. Die Grenzge-
schwindigkeit fiir das Gleichgewicht ist nédmlich fiir starkere Bindungen grundsétzlich
kleiner als fiir schwéchere.

In diesem Unterkapitel wurde die Grenze der Gleichgewichtsannahme untersucht. Zieht
man mit einer Geschwindigkeit, die grofier ist als die in Gleichung (4.40) angegebene,
so muss die Mastergleichung (4.2) numerisch gelost werden. Die Gleichgewichtslosung
(4.21) ist in diesem Fall selbstversténdlich nicht mehr giiltig.

4.4 Die konstante Kraft

4.4.1 Die Gleichgewichtsverteilung fiir reine Basenpaarsequenzen

Beim Auseinanderziehen der DNA besteht sowohl im experimentellen Vorgehen als auch
im statistischen Ergebnis ein grofler Unterschied, ob man die Kraft oder die Auslen-
kung konstant hélt. Obwohl die Beziehung zwischen der Auslenkung x und der Kraft
F = F(x,n) als Funktion x = x(F,n) umkehrbar ist, gibt es keine Moglichkeit, P(n;z)
in P(n; F') in einem Schritt umzuwandeln. Die Parameter « und F sind iiber eine Koordi-
natentransformation miteinander verkniipft, die jedoch von der stochastischen Variablen
n abhéngt. Wir betrachten zunéchst den Fall einer reinen Sequenz an Basenpaaren. Die
Ubergangsraten sind bei konstanter Kraft

k’lg = k??265x12F (441&)
koy = K9 e Pl (4.41Db)
Einer der bemerkenswertesten Unterschiede zu dem Fall konstanter Auslenkung ist, dass

fiir gleiche Basenpaare die Raten unabhéngig von n sind. Darum ist die Wahrscheinlich-
keitsverteilung fiir N — n gebundene Basenpaare in diesem Fall

n—1

P(N —n) = P(N) H Z—z (4.42a)

= Ny" (4.42D)
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4 Der Reifiverschluss-Ubergang der DNA

mit v = kio/kor. Die Normierungskonstante betragt
N = (= 1)/( = 1) (4.43a)
~Iny/(vN - 1), (4.43b)

wobei (4.43a) das exakte Ergebnis ist und in (4.43b) die Variable n kontinuierlich ge-
wéhlt wurde. Dies ist nur dann moéglich, wenn v ~ 1 ist, also in der Néhe des kritischen
Ubergangs. Da wir nachher den kritischen Exponenten ausrechnen wollen, geben wir
durchgehend die Ergebnisse fiir beide Fille an. Die Verteilung (4.42) mit den Uber-
gangsraten ko; = 1 s~ und k5 = 1075 s7! ist in Abbildung 4.6 dargestellt. Fiir die
Betrachtungen das Gleichgewicht betreffend, ist jedoch allein das Verhéltnis aus den
Ubergangsraten und nicht der absolute Wert der Raten entscheidend.

Abb. 4.6: Die Gleichgewichtsverteilung P(n) fiir eine konstante Kraft nach Gl. (4.42) einer reinen
AT-Sequenz mit der Basenpaaranzahl N = 1000.

4.4.2 Der Mittelwert fiir reine Basenpaarsequenzen

Der Mittelwert lédsst sich mit Hilfe der Verteilungsfunktion (4.42) hier einfach explizit
ausrechnen

(n) = Ny =1 = (" = 1)y

XD -1 (444a)
1 (AN(NIny—1)+1
~ ( 1 ) . (4.44b)

Auch hier wurde in (4.44a) wieder der exakte Wert angegeben und in (4.44b) der fiir
die kontinuierliche Variable n. Der Mittelwert, wie auch in Abbildung 4.6 zu sehen, hat
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einen scharfen Ubergang von Null nach N. Fiir kleine Krifte gilt ky; > k1o. Daraus folgt
fiir die Néherungslosung des Mittelwertes

v
~ —— 4.4
)~ (4.452)
N 1 (4.45Db)
" lnnyt ’

Fiir grole Kréfte gilt umgekehrt k15 > ko;. Dann ist der Mittelwert etwa

~ g
(ny =~ N — po—1 (4.46a)
1
~N-——. (4.46b)
In~y
Ein Vergleich zwischen den Gleichungen (4.45) und (4.46) zeigt die Symmetrie, die zwi-
schen dem vollstandig gedffneten und dem geschlossenen Zustand besteht.

Wir interessieren uns im Folgenden fiir das Skalenverhalten des Ubergangs, um unser
Ergebnis mit den bisherigen zu vergleichen [35]. Zu diesem Zweck fithren wir einen Off-
nungsparameter f = F.—F ein, der genau dann Null ist, wenn der Mittelwert (n) = N/2,
d.h. wenn k5 = kop, ist. Durch Umformung dieser Bedingung erhélt man die kritische
Kraft

F,=——Iny'. (4.47)

In Abbildung 4.7 liegt sie fiir AT-Bindungen bei etwa 18 pN, was nach den Experimenten
in [23] die richtige GroSenordnung ist. Fiir den Offnungsparameter folgt aus Gleichung
(4.47)

f= ﬁ% Iny! (4.48)

Fir Az f > 1, also fiir F' < F,, erhéilt man aus Gleichung (4.45b) das Skalenverhalten

1
()~ 3 (4.9
Das entspricht dem Ergebnis einer anderen Gleichgewichtsrechnung nach [44], bei der
die Freie Energie linear mit der Anzahl der ge6ffneten Basenpaare ansteigt und zu einer
kontinuierlichen Koordinate iibergegangen wurde.

Fiir den viel interessanteren Fall |Az f| < 1 allerdings, also fiir F' ~ F,, erhdlt man
aus Gleichung (4.44b) das asymptotische Grenzverhalten bis zur linearen Ordnung in f

(n) ~ g + %ﬁAaz F+ O(N3(BAZf)?) . (4.50)
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4 Der Reifiverschluss-Ubergang der DNA

Die Konstante N/2 erhilt man aufgrund der Definition von f, welche den Wert f = 0
genau auf die Hélfte an gedffneten Basenpaaren festlegt. Die Symmetrie der Abweichung
von N/2 zwischen f > 0 und f < 0 ist dabei auch gewihrleistet. Das Ergebnis (4.50)
konnte aus anderen Theorien bisher nicht abgeleitet werden. Eine wesentliche Voraus-
setzung fiir die Giiltigkeit dieser Ndherung ist die Konvergenz der Summe. Diese ist nur
gewahrleistet unter der Einschrinkung des Intervalls fiir die Kraft geméaf

12

f< N2BAzx

(4.51)

Bei realistisch grofler Anzahl an Basenpaaren N ist das Giiltigkeitsintervall dement-
sprechend klein. Die Gensequenz beispielsweise von A-phage mit N = 50000 ergibt mit
Az = 0.7 nm eine Obergrenze fiir die Kraftdifferenz f von 0.28 - 1077 pN, also eine
auBerordentlich kleine. Interessant wird das Ergebnis (4.50) also erst bei sehr kleinen
Basenpaarsequenzen mit N =~ 10.

4.4.3 Die Gleichgewichtsverteilung fiir gemischte
Basenpaarsequenzen
Fiir eine gemischte Sequenz zweier verschiedener Basenpaare muss wieder eine Unter-

scheidung zwischen den Ubergangsraten kY. L(AT) und kJ;(GC') berticksichtigt werden.
Die Verteilungsfunktion berechnet sich damlt zu

10, (AT)KS (GC)\ 2™ (KO, \"
P(N —n :N( 12 21 ) <£) efntae 4.52
W= =N g (amgyco) B 452)
mit den mittleren Raten
K, = My (AT)K,(GO) (4.53a)
Ky = K (AT, (GO) (4.53D)

der Differenz aus der Anzahl an AT- und GC-Basenpaaren An(n) und der Normierung
N. Der stochastische Teil ist also derselbe wie bei der Verteilung fiir konstante Auslen-
kung (4.21), wihrend der deterministische Anteil davon verschieden ist. Der charakte-
ristisch scharfe Ubergang bleibt bestehen, wie in Abbildung 4.7 zu sehen ist. Aufgrund
des deterministischen Faktors ist dieser wieder bei k15 = k9. Durch den stochastischen
Term treten dabei einige lokalisierte Zusténde auf, die dieselbe Ursache haben wie bei
der Verteilungsfunktion fiir konstante Auslenkung.

4.4.4 Die Nichtgleichgewichtsverteilung

Die bisherigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen, wie z.B. Gleichung (4.52), basieren auf
der Gleichgewichtsannahme. Wir haben gezeigt, dass im Fall der konstanten Koordinate

102



4.4 Die konstante Kraft

5
4.5

4
3.5
B F[1/nm]

Abb. 4.7: Die Gleichgewichtsverteilung P(n) fiir eine konstante Kraft nach Gl. (4.52) eines Aus-
schnittes von N = 1000 Basenpaaren aus der A—phage Gensequenz. Die statistisch
abwechselnden Basenpaare fiihren zu lokalisierten Zwischenzustdnden.

die Ziehgeschwindigkeit einer Beschréankung unterliegt (4.35). Im Fall konstanter Kraft
weist die Verteilungsfunktion einen scharfen Ubergang auf. Fiir die Werte der Kraft,
fiir die alle Basenpaare geschlossen oder gedffnet sind, ist die Gleichgewichtsverteilungs-
funktion robust, d.h. die Anderungsrate der Kraft kann grofe Werte annehmen, ohne
aus dem Gleichgewicht auszulenken. Sehr kritisch dagegen ist der Ubergangsbereich,
aufgrund der sprunghaften Veréinderung der Anzahl gedffneter Bindungen. Das betrifft
jede Veranderung der Kraft, die iiber den kritischen Wert hinausgeht. Die zugehorige
Abreildynamik spielt sich dann im Nichtgleichgewicht ab.

Diese Beschreibung trifft auf Experimente mit konstanter Kraft zu. Dort wird die Dy-
namik dominiert von metastabilen Zustédnden [23]. Das heifit, um zu einem Versténdnis
dieser metastabilen Zustéinde zu gelangen, muss man die Nichtgleichgewichtsdynamik
untersuchen. Wir unterscheiden dabei wieder zwischen einer reinen Sequenz an Basen-
paaren und einer Sequenz an gemischten Basenpaaren.

Zunéchst fithren wir die notwendigen Groéflen fiir einen einfachen Einschrittmecha-
nismus ein, der fiir beide Félle Anwendung findet. Die Zeitdifferenz At sei als mittlere
Sprungzeit durch

(k1o + koy )AL = 1 (4.54)

definiert. Die Haufigkeit der jeweiligen Ubergéinge innerhalb der Sprungzeit p = kioAt
und ¢ = koy At kann aufgrund von Gleichung (4.54) auch als Ubergangswahrscheinlichkeit
gedeutet werden. Die gesamte Anzahl der Spriinge wird mit M = M, + My bezeichnet,
wobei My, = Mp und My, = Mg die jeweiligen Anteile der beiden Ubergénge sind.
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4 Der Reifiverschluss-Ubergang der DNA

Die gesamte Zeitdauer fiir M Spriinge ist damit T'= M At. Die mittlere Anzahl offener
Basenpaarbindungen betragt

(n) = Myz — Moy = (k12 — k12)T . (4.55)

Falls die Differenz der Ubergangsraten nicht verschwindet, wichst die Anzahl der offenen
Basenpaare linear in der Zeit T. Die mittlere Abreifizeit ist damit

N

= 4.56
k12 — ka1 ( )

T

Fiir den Fall, dass k1o > ko gilt, ist der Abreiflprozess driftdominiert. Wenn hingegen
k1o ~ koy gilt, wiirde sich nach den bisherigen Gleichungen der Mittelwert kaum verén-
dern. Trotzdem kann die DNA auseinanderreifien, indem die Verteilung immer breiter
wird. Die Abreifizeit ist also allein von der Varianz abhéngig, welche fiir einen ,Random

walk um den Ursprung /(n?) = v/Mgqp betriagt. Aufgrund der ,reflektierenden Wand*

bei n = 0 kommt noch ein Faktor von v/2 hinzu. Damit lautet also

2kor k1T
V(n?) = /2Mpg = || ——— | (4.57)
ko1 + k1o

was eine Wurzel-Abhéngigkeit von T ergibt. Die mittlere Abreifizeit ist damit

_ N2(k12 + ko1)
2kyoka

(4.58)

Durch den Zusammenhang mit N? ist diese meist sehr viel grofier als die Zeit aus Glei-
chung (4.56). Beim Berechnen der Gleichgewichtsverteilungsfunktion wurde deutlich,
dass die Verteilung nur an einer Stelle eine grofle Varianz aufweist, ndmlich bei F' ~ F,.
Uberall sonst ist die Varianz so klein, dass spontanes Abreifien nicht maglich ist. Das
Giiltigkeitsintervall dieser Aussage kann anhand der Entwicklung (4.50) abgeschétzt wer-
den und ist, wie wir zeigen konnten, fiir grofle NV sehr klein. Eine genaue Berechnung des
zuldssigen Intervalls wére nur moglich, indem man die Varianz von n in Abhédngigkeit
von F und anschliefend deren Breite bestimmen wiirde.

Fiir eine Sequenz gemischter Basenpaare nehmen wir nun an, dass fiir beide Sorten an
Basenpaaren GC und AT die Kraft ausreichend sei, um im Nichtgleichgewicht zu sein,
d.h. im driftdominierten Regime. Die Ergebnisse der numerischen Simulation werden in
den Abbildungen 4.8 und 4.9 gezeigt. In 4.8 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte einer ge-
nerierten Sequenz dargestellt. Immer dort, wo die starken AT-Basenpaarbindungen und
anschlieend die schwachen GC-Basenpaarbindungen auftreten, ergeben sich metastabile
Zustande. Die Barrierenhohe ist durch die Anzahl der AT-Basenpaare gegeben, die hin-
tereinander folgen, was deutlich wird beim Vergleich von 5 AT-Basenpaaren bei n = 60
mit 2 AT-Basenpaaren sonst. Dieser Zustand wird linger besetzt, d.h. die Ubergangs-
zeit ist nach Gleichung (4.56) etwa doppelt so grofl. Die Barrierenabsténde hingegen sind
durch die Anzahl der GC-Basenpaare gegeben, die anschliefend hintereinander folgen.
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4.4 Die konstante Kraft

Abb. 4.8: Die aus Gleichung (3.59) numerisch ermittelte Wahrscheinlichkeitsdichte P(n,t) (einge-
zeichnet fiir p > 1-1073). Die konstante Kraft F' = 16.5 pN wirkt auf eine GC-Sequenz
mit AT-Barrieren bei n = 30 (2 AT), n = 60 (5 AT), n = 90 (2 AT). Hierbei wird
das Zusammenspiel der verschieden starken Basenpaarbindungen verstandlich. Bei den
AT-Basenpaaren ist je nach Barrierenhche die Aufenthaltswahrscheinlichkeit langer als
bei den GC-Basenpaaren. Ein systematischer Vergleich mit experimentelle Daten wiirde
hierbei die fehlende Zeitskala festlegen.

In Abbildung 4.9 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte unter konstanter Kraft fiir A—phage
dargestellt. Es zeigen sich zwar auch lokalisierte Zusténde, die durch die Anordnungen
der Basenpaare bestimmt sind, jedoch stimmen sowohl die Absténde als auch die Barrie-
renhohen nicht mit den metastabilen Zusténden in [23] iiberein. Dort werden teilweise
bis zu 1000 Basenpaare auf einmal iibersprungen und die metastabilen Zustdnde ha-
ben eine Lebensdauer von Minuten oder sogar linger. Daraus folgt, dass fiir diese Art
von Experimenten die Voraussetzungen der Theorie in einigen Aspekten unzureichend
sind. Man kann mutmaflen, dass die DNA bei diesen Versuchen aus geometrischen Griin-
den eine sterische Behinderung erfihrt oder dass die Tréagheit der Messapparatur eine
entscheidende Auswirkung auf die Messergebnisse haben. Desweiteren konnte sich die
Annahme als falsch herausstellen, dass die Kraft auf der Zeitskala der Einzelereignisse
konstant ist.

Wir haben uns in diesem Unterkapitel mit der Nichtgleichgewichtsverteilung beschéf-
tigt, die nur numerisch zugénglich ist. Wir haben jedoch mit Hilfe eines ,,Random-Walks*
eine Formel zur Abschitzungen der mittleren Aufenthaltszeiten in metastabilen Zustin-
den hergeleitet.
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4 Der Reifiverschluss-Ubergang der DNA

Abb. 4.9: Die aus Gleichung (3.59) numerisch ermittelte Wahrscheinlichkeitsdichte P(n,t) eines
Ausschnittes der Gensequenz von A-phage bei konstanter Kraft F' = 18 pN. Es tre-
ten zwar offensichtlich metastabile Zusténde auf, aber die Verweildauern aufgrund der
Barrierenh&hen reichen nicht aus, die Dynamik von [23] zu reproduzieren.
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5 Rezeptor-Ligand-Systeme

5.1 Das theoretische Konzept der Kraftspektren

5.1.1 Begriffsbestimmungen und neuere Entwicklungen

Das folgende Kapitel hat die umfangreiche Klasse der Rezeptor-Ligand-Systeme zum
Inhalt. Im Grundlagenteil 1.1 haben wir auf ihre weitreichende Bedeutung hingewie-
sen. In der nun folgenden theoretischen Modellbildung ist der wichtigste Unterschied
im Vergleich zu derjenigen der Proteinfaltung, dass zwischen Rezeptor und Ligand kei-
ne Polymerverbindung besteht. Im ungebundenen Zustand ist der Abstand zwischen
Rezeptor und Ligand beliebig groff und die Riickraten werden somit fiir die Reifldyna-
mik vernachléssigt. Dementsprechend wird in Abbildung 5.1 der freie Zustand 2 nicht
als Minimum dargestellt. Fiir die Abreifidynamik spielt es letztlich keine Rolle, wie das
Potential aulerhalb der Barriere genau verlduft.

Abb. 5.1: Beispiel eines Freien Energieprofils fiir
ein Rezeptor-Ligand-System mit einem
Minimum bei z; und einer Barriere bei
Zq. Der gebundene Zustand wird mit 1,
Z; Zy z der freie mit 2 benannt.

Bei vielen aktuellen Reiflexperimenten werden die mittleren Krifte beim Abreiflen in
Abhéngigkeit der Ziehgeschwindigkeit gemessen, die sog. , Kraftspektren“ , um iiber das
Freie Energieprofil der Bindung Teilinformationen zu erhalten [19,24,25,72,106]. Evans
und Ritchie wiesen zuerst nach, dass die Reilkraft an Rezeptor-Ligand-Systemen von
der Ziehgeschwindigkeit v abhéngt [72], siehe dazu auch [73,74,76]. Die wesentlichen
Voraussetzungen dieser Theorie sind die zeitliche Entwicklung der an der Messfeder mit
der Federkonstanten ky gemessenen Kraft

FC = —k?ol)t s (51)
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und die Ubergangswahrscheinlichkeit nach der Zuverlissigkeitstheorie (G1. (2.80))

610) = by )0 |~ [ gyt (52

mit der Ubergangsrate (2.18)
koff(t) — k:gffeﬁ‘Fcl(Za_Zl) 3 (53)

der Kramerschen spontanen Ubergangsrate kgf s sowie dem Abstand vom Minimum zur
Barriere des Potentials (z, — z1), siche Abbildung 5.1. Durch Einsetzten von Gleichung
(5.1) in (5.2) erhdlt man die Verteilung der Abreifikraft in Abhéngigkeit der Ziehge-
schwindigkeit und durch eine weiterfithrende Analyse dieser Funktion die wahrschein-
lichste Abreikraft

ko’U
—F. = Fyln —— (5.4)
mit der typischen Kraft
Fo=kpT/(z4 — 1) - (5.5)

Auf diese Weise gelingt es, fiir verschiedene Ziehgeschwindigkeiten v einige Eigenschaften
des zugrundeliegenden Freien Energieprofils zu bestimmen: die Distanz zwischen dem
Minimum und dem Maximum (z, — z;) und die spontane Ubergangsrate ko

Heymann und Grubmiiller setzten in [107] auch voraus, dass die Verteilung der Reak-
tionskoordinate vor der Barriere im Gleichgewicht ist. Durch eine quasistatische Analyse
des Wahrscheinlichkeitsstromes iiber die Barriere gelang es ihnen, Teile des gemittelten
Kraftprofils 0,G(z) aus den Daten der Kraftspektren zu berechnen.

Kaum Beachtung fand bisher die Tatsache, dass das Kraftspektrum nur ein kleiner
Teil, ndmlich der Mittelwert, aus einer viel umfassenderen Information ist: der Vertei-
lungsfunktion der Kraft. Im Folgenden wird diese Verallgemeinerung theoretisch begriin-
det und weiterfithrende Schlussfolgerungen daraus gezogen. Desweiteren werden wir die
bekannten Ergebnisse als Spezialfille nochmal erhalten und in diesem Zusammenhang
auf die notwendigen Néherungen eingehen.

5.1.2 Das Modellsystem

Fiir die theoretische Modellbildung nehmen wir an, dass das Rezeptor-Ligand-System
die Energie
ko

H(z,x) =G(2) + Vo(z,2(t)) = G(2) + 5

(a(t) - 2)° (5.6)

besitze. Dabei ist G(z) das Freie Energieprofil der zugrundeliegenden Reaktionskoordina-
te, die wir mit z bezeichnen (Abb. 5.1). Sie ist iber das harmonische Potential V{ an eine
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Abb. 5.2: Eine schematische Skizze des
Aufbaus einer Biomembran-
Kraftsonde, bei einem Expe-
riment an einem Rezeptor-
Ligand-System. Die Koordinate
z bezeichnet hier die Reak-
tionskoordinate. Die Position
x des geschlossenen Vesikels
wird mit Hilfe der Mikropipette
kontrolliert. Die Kraft wird

| | dabei iiber die Verformung der

X 1 Membran gemessen.

Mikropipette

Messfeder mit der Federkonstanten ko an der Position x(t) gekoppelt, siche Abbildung
5.2. Auf die Bindungskoordinate wirken zwei verschiedene Krifte: die deterministische
Kraft F(z,2) = —0z/0H (z,x) und die Gaufische stochastische Kraft F(t), die zeitlich
delta-korreliert ist. Wir nehmen an, dass der Einfluss des Warmebades damit vollsténdig
beschrieben ist. Die Trajektorien ergeben sich dann aus der Langevin-Gleichung

= y +V2DF(t) | (5.7)

wobei £ der Reibungs- und D der Diffusionskoeffizient ist. Zur vollstéandigen Beschrei-
bung des Experimentes miissen wir zudem die zeitliche Dynamik der Position der Mess-
feder angeben. Fiir die folgende Betrachtung verwenden wir ein lineares Protokoll geméfl

x(t) = vt + o , (5.8)

wobei xy eine konstante Vorauslenkung ist und v die Ziehgeschwindigkeit.

5.1.3 Die stochastische Kraft
Die zeitabhangige Wahrscheinlichkeitsdichte

Die Kraft wird durch die Auslenkung der Messfeder bzw. durch die Deformation des
Biomembranvesikels bestimmt, die an den Liganden angebracht ist. Einen Linker werden
wir bei dieser Betrachtung nicht mit einbeziehen.

Befindet sich die Reaktionskoordinate bei z, wird auf die Messfeder die Kraft geméaf

_OH(z,x)

FC(Z,I’) = or

= ko(z — ) (5.9)

ausgeiibt. Da die zeitliche, stochastische Dynamik von z und (1]:_0 + :c) gemaf Gleichung

(5.9) gleich ist, gilt fiir die zugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichten

p(z,t) =p <f:—0 + oz, t) . (5.10)
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Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Kraft p(F,) gilt zudem die Gleichheit
p(F., t)dF,. = p(z,t)dz , (5.11)

d.h. die Koordinatentransformation ist zu jedem Zeitpunkt eindeutig umkehrbar, so dass
die Wahrscheinlichkeit fiir eine Koordinate z gleichzeitig auch fiir die zugehorige Kraft
gilt. Daraus folgt der Zusammenhang

1 F
p(F.,t)dF, = —p | = +x,t | dF, . (5.12)
koo \ ko

Der Ausdruck (...) bezeichnet im Folgenden die Mittelung iiber die fluktuierende Ko-
ordinate z oder dquivalent dazu iiber die Kraft. Der so gebildete Mittelwert der Kraft

<E®%:/%%Ep<%+ij) (5.130)

:/E%Mz—ﬂﬂw@ﬁ (5.13D)
= ko((2(t)) — vt — ;) (5.13¢)

héngt somit von der Zeit ¢ ab. Die Vorauslenkung z( legen wir praktischerweise so fest,
dass mit

zo = (2(0)) (5.14)

auch (F.(0)) = 0 gilt.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit und die mittlere ReiBkraft

Nun haben wir mit der Langevin-Gleichung (5.7) ein Hilfsmittel, um Trajektorien und
damit im Prinzip die Verteilungsfunktion vor der Barriere zu berechnen. Fiir den Uber-
gang iiber die Barriere greifen wir nun wieder darauf zuriick, dass die Ubergangswahr-
scheinlichkeit gleich dem Wahrscheinlichkeitsstrom iiber die Barriere ist.

Die Verteilung ¢(t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, im zeitlichen Intervall [t,t + dt]
die hochste Barriere zu tiberqueren. Die Mittelung iiber ¢(¢) kennzeichnen wir mit dem
Uberstrich. Den Mittelwert der AbreiBzeit nennen wir im Folgenden 7. Die Wahrschein-
lichkeitsverteilung wird wie zuvor (siehe Kap. 2.4.3) gemé&8

O(1) = kors () 2(2) (5.15)

definiert, mit der Ubergangsrate kosr(t) und der Besetzungswahrscheinlichkeit

d(t) = /_za p(z,t)dz , (5.16)

[e.9]
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wobei z, die Koordinate der Barriere ist, bzw. das lokale Maximum. Die Zeitabhéingig-
keit in den Gleichungen (5.13) kann nun mit Hilfe einer weiteren Mittelung tiber die
Verteilung der Abreifizeit ¢(t) eliminiert werden. Man erhélt damit

- | " o) (ED) (5.17a)
= [ st (o) — vt — 0 (5.17b)

= /OOO dto(t)ko(z(t)) — ko(vT 4 x0) (5.17¢)

= ko((2(t)) — ko(vT + x0) (5.17d)

=k (1 + i —W%) (2(1)) — ko(vT + 20) (5.17e)

mit den n. zentralen Momenten der Abreizeit 6¢", die alle von v abhiingen. Bis zur
quadratischen Ordnung in der Momentenentwicklung gilt also

(F,) = ko((z(1)) — (vT 4+ x0)) + %W(z}” . (5.18)

Heymann und Grubmiiller verwenden in [107] diese Gleichung nur bis zur linearen Ord-
nung. Eine Abschétzung der Varianz der Abreifizeit wiirde allerdings erst zeigen, ob diese
Néherung gerechtfertigt ist. Aus den experimentellen Daten in [25] erhiilt man 622 ~ 1/16
s?. Die weitaus schwierigere Abschiitzung betrifft die zweifache zeitliche Ableitung (z)”.
Nimmt man ein quadratisches Potential-Minimum an, aus dem man mit einer harmo-
nischen Kopplung ein iiberddmpftes Teilchen herauszieht, so ist die zweite Ableitung
(z)"” Null. Dieses nichttriviale Ergebnis folgt aus einer Rechnung im Unterkapitel 5.2.2.
Uber die Abweichung des Potentials vom quadratischen Minimum kann aufgrund der
vorliegenden Daten fiir dieses Beispiel keine Aussage gemacht werden. Bei beliebig kom-
plizierten Freien Energieprofilen kann jedoch nicht davon ausgegangen werden, dass die
Terme hoherer Ordnung in Gleichung (5.17e) vernachléssigt werden dirfen.

Die Verteilung der ReiBkraft

In den meisten Ziehexperimenten an Rezeptor-Ligand-Systemen wird gewohnlich die
Kraft beim Abreiflen der Bindung gemessen. Die statistische Verteilung dieser Grofie
bezeichnen wir mit p(F.). Es bereitet allerdings Schwierigkeiten diese Kraft eindeutig zu
identifizieren. Im Trajektorienbild lésst sich die Problematik folgendermaflen veranschau-
lichen: Ob eine Trajektorie die Barriere iiberquert, kann erst zum Zeitpunkt des Reiflens
eindeutig festgestellt werden. Die maximale Kraft ergibt sich dann im Nachhinein, in-
dem diese Trajektorie zuriickverfolgt wird bis zum minimalen Umkehrpunkt, der zeitlich
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noch mit dem Reiflen assoziiert wird. Im Bild der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten ldsst
sich dieses Problem umgehen. Wir haben gezeigt, dass wir die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung p(F,,t) der Kraft zu jeder Zeit definieren konnten. Das Kraftspektrum erhalten
wir demgeméf durch Integration {iber ¢ mit der Gewichtung ¢(¢) nach

BE) = / " dtd(P(Fnt) (5.19)

Eine dhnliche Definition verwendeten auch Heymann und Grubmiiller [107]. Dort wurde
allerdings fiir p(F,t) direkt die Boltzmannverteilung eingesetzt.
Ein Spezialfall der Verteilung der ReiBkraft

Ein Spezialfall ergibt sich, wenn man den Mittelwert ((z) — z) als klein gegeniiber vt
annimmt. So vereinfacht sich Gleichung (5.13) zu

F.(t) =~ —vt . (5.20)

Hierbei benotigt man die geméf
v = ko (5.21)
definierte Laderate'. Gleichung (5.20) bedeutet fiir die Verteilung der Kraft eine scharfe

Delta-Distribution

F.

D <k:_ + x(7),7'> =0(F.— F.(1)) . (5.22)
0

Es wird also nicht mehr unterschieden, wo sich die Reaktionskoordinate im Potential

befindet, d.h. der darauf beruhende fluktuierende Anteil der Kraft wird vernachléssigt.

Fiir die gemessene Verteilung der Reiflkraft p(F,) ergibt sich damit eine erhebliche Ver-

einfachung geméf3

() = [ s r, — F0) (5.232)
= o) | | (5.23b)

wobei t = t(F.) das nach t aufgeldste experimentelle Protokoll (5.20) ist. Gleichung
(5.23b) wurde in [76] als Definitionsgleichung der Verteilung der Abreiflkraft angegeben.
In unserer allgemeineren Darstellung folgt sie erst aus der Néherung (5.20).

Wir nehmen zudem an, dass fiir die Ubergangsrate der einfache Ansatz

Koy (t) = k(o)ffeut (5.24)

lengl.: loading rate
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gilt, wobei die Ziehrate geméafl ihrer Definition
uw=rv/F (5.25)

das Verhéltnis der Zuwachsrate der Federkraft zur typischen Kraft Fy (Gl (5.5)) angibt.
Damit erhalt man aus der Mastergleichung (2.77)

d

O(t) = kops®(t) = —£®(t) (5.26)

die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Abreifizeit

t
O(t) = kosy(t) exp {— / k:off<t’)dt’} (5.27a)

0

0 1 0 ut

= Foppexp |ut — ;koff(e -1 . (5.27b)

Aus Gleichung (5.20) folgt die Variablentransformation t = —F, /v und damit aus Glei-
chung (5.23b) fir die Verteilung der Kraft [73]

- 1., F 1, 6 _E
B(Fe) = ~kosy exp {_Fo - ;koff(e o — 1)} : (5.28)

Die einzigen relevanten Groéflen des Potentials, die in diese einfache Theorie eingehen,
sind der Abstand vom Minimum zur Barriere sowie die spontane Ubergangsrate k;gff.
Daher sind dies auch die einzigen Ergebnisse, die aus diesen Modellgleichungen mit Hilfe
konkreter Messdaten berechnet werden kénnen.

Die logarithmische Abhéangigkeit des wahrscheinlichsten Wertes von v ergibt sich aus
folgender Betrachtung. Leitet man die Verteilung (5.28) partiell nach F, ab und setzt
das Ergebnis gleich Null, so erhédlt man

_ 1 1, _E
p(Fe) —FOJr;k:Offe o | =0, (5.29)

woraus die bekannte Gleichung (5.4)

v
—F.=Fyln—— .
folgt [72]. Diese Rechnung ist allerdings nur giiltig fiir v > Fok,ss/ko, da fiir kleinere

Geschwindigkeiten die Verteilung kein Maximum besitzt.

113



5 Rezeptor-Ligand-Systeme

5.2 Das Inversionsproblem

5.2.1 Inversion durch lteration

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Kraft, die man beim Abreiflen der Bindung messen
kann, lautet geméaf (5.19)

Bo(F) = / T dtgu(OP(Fnt) |

Alle darin vorkommenden Verteilungen hiangen von der Ziehgeschwindigkeit v bzw. der
Laderate v ab. Die Inversion bezeichnet die Problemstellung, aus den gemessenen Ver-
teilungen p,(F.) und ¢, () die Verteilung p(Fr,t) und damit letztlich Informationen iiber
das Freie Energieprofil zu gewinnen. Eine Vereinfachung der Gleichung (5.19) erhélt man,
indem man p(F,,t) um die mittlere Abreifizeit 7 entwickelt. Mit ¢t = 7 + dt folgt dann

_ 10"\ _
pU(FC) - <1+;Eét %) p(FcaT) (530&)
1— 2
~ p(F, —0t2—=p(F, . .
o( C,T)+25t 67‘2p( e T) (5.30b)

Die Zeile (5.30b) erfolgt unter der Annahme, dass ¢(t) mit einer Gaufiverteilung hinrei-
chend gut angenéhert werden kann und alle hoheren zentralen Momente 6t” klein sind.
In niedrigster Ordnung lautet Gleichung (5.30b)

p(Fe, ) = pu(Fe) - (5.31)

Sie erfordert bei der Auswertung die Abhéngigkeit der Ziehgeschwindigkeit von der mitt-
leren AbreiBzeit v = v(7), da die linke Seite von Gleichung (5.31) nur von 7 abhéngt
und nicht mehr von v. Diese Funktion erhélt man, indem zu jeder Geschwindigkeit die
zugehorige gemittelte Abreifizeit berechnet wird. Die néchsten hoheren Terme in Glei-
chung (5.30b) koénnen dann iterativ berechnet werden, indem die Ableitungen nach 7
explizit ausgewertet werden und die héheren zentralen Momente 5t aus den Messdaten
ermittelt werden.

Man hat durch Berechnung der Gesamtverteilung p(F,, 7) noch keinen direkte Infor-
mation iiber die Freie Energie gewonnen. Dazu miissen weitere Naherungen durchgefiihrt
werden. Wir gehen bei der folgenden Betrachtung davon aus, dass die Wahrscheinlich-
keitsdichte vor der Barriere der Boltzmann-Verteilung

o (5.3
entspricht, wobei
Zin = / dze PHEY (5.33)
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die inneren Zustandssumme ist. Nach der Bestimmung von p(F,, t), wire die Berechnung
von H(z,t) und damit von G(z) zumindest iterativ moglich. Man erhilt das Potential
(5.6) durch Verwendung der Gleichung

H(z,t) = —F1n [koZun Blko(= — 2(t), 1))] | (5.34)

wobei Z;, zunéchst konstant gewéhlt wird. Durch fortlaufende Iteration von Gleichungen
(5.33) und (5.34) kann das Potential schliefllich berechnet werden.

Dieses Verfahren ist allerdings schwer zu verifizieren, da iiber die Konvergenz der bei-
den notwendigen Iterationsvorschriften zur Losung der Gleichungen (5.30) und (5.32)
bisher nichts bekannt ist. Die Ndherung, die Verteilungsfunktion der Abreifizeit ¢(t) mit
einer Gauflsche Normalverteilung zu identifizieren, wird fiir kleine Ziehgeschwindigkei-
ten, fiir die diese Verteilung kein Maximum besitzt, sicher nicht gerechtfertigt sein. Ein
letzter Kritikpunkt betrifft den Aufwand der Messungen. Zu jeder Ziehgeschwindigkeit
v muss eine Verteilung p,(F,) aufgenommen werden, was nur mit hinreichend vielen
Messwerten moglich ist. Damit die Ableitung nach 7 geméfi Gleichung (5.30) ausgewer-
tet werden kann, miissen zudem die Ziehgeschwindigkeiten v sehr dicht gewéhlt werden.
Der Aufwand dieser Methode wire also sehr hoch im Vergleich zu derjenigen, die im
néchsten Kapitel vorgestellt wird.

Dieselben Iterationsvorschriften erhélt man, wenn man statt Gleichung (5.19) die Mit-
telwertgeichung (5.18)

(2] = ho({(r) = kol +20)) + "2572(2)"

hinzuzieht, um (z(7)) auszurechnen. Aus dem Zusammenhang

(2(r)) = /0 Ty / " ds 2 6ol ) (5.35)

ergibt sich durch die soeben beschriebene Iterationsvorschrift die Verteilung po(z,t) und
daraus wieder die Freie Energie.

Die hier vorgestellte Formulierung unter Beriicksichtigung der Verteilungsfunktionen
ist eine konsequente Weiterentwicklung der Methode von Heymann und Grubmiiller
[107]. Sie verwenden Gleichung (5.18) bis zur linearen Ordnung in 6¢. Durch Bestimmung

von x(v) mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitsstromes iiber die Barriere und der Beziehung
x(v) = vT(v) + o, erhdlt man aus Gleichung (5.18)

(5.36)

durch Invertieren v = v((z)) und damit aus dem Kraftspektrum die Funktion F'(v((z))).
Das auf diese Weise erhaltene Kraftprofil wird als Konvolution einer Gaufiverteilung
mit Varianz 0 = 1/8ky und dem wahren Kraftprofil verstanden. Ein Kritikpunkt ist
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5 Rezeptor-Ligand-Systeme

allerdings, dass drei gemittelte GroBen (F.), 7(v) und (z(v)) miteinander in Beziehung
gesetzt werden. Dies gilt fiir beliebige Verteilungen bei linearen Zusammenhéngen exakt
und fiir nichtlineare Funktionen als Naherung nur fiir Gau3sche Verteilungen mit geringer
Varianz.

5.2.2 Die Integration unter der Gleichgewichtsannahme

Eine weitaus einfachere Methode, das Freie Energieprofil zu berechnen, ist die Integra-
tion von Trajektorien F.(z) unter derselben Voraussetzung, dass vor der Barriere eine
Boltzmann-Verteilung existiert. Die Messung der Trajektorien stellt eine hohere Anfor-
derung an die experimentelle Technik. Allerdings ist das mit den heutigen ausgereiften
Methoden eigentlich kein Hindernis mehr. Wir werden diesbeziiglich einige Formeln her-
leiten und auf ihre Begrenzung hinweisen.

Die Zustandssumme vor der Barriere

Tim = /Zb efﬁ(G(z)Jr%ko(zfvtfxo)Q) dz (5'37>
héngt von v und ¢t ab. Wenn wir jedoch auf die Position der Messfeder z = vt + z¢
zuriickgreifen, so erhalten wir nach Differenzierung von (5.37) die einfache Gleichung

Tt = B (5.38)

Diese Differentialgleichung ist analytisch integrierbar und man erhéalt
Zin(2) = Zoe P17 dw'Fe(@) (5.39)

mit der unbekannten Konstanten Z,. Nicht nur die Zustandssumme Z;, kann auf diese
Weise leicht berechnet werden, sondern auch das Freie Energieprofil als Funktion von z.
Wenn wir (F.(x)) ermittelt haben, kénnen wir (z(x)) aus Gleichung (5.13¢c) geméf

berechnen. Wenn wir ein Maximum der Verteilung innerhalb der Barriere annehmen, so
kénnen wir (z(z)) mit dem Minimum des gesamten Potentials (5.6) identifizieren. Also
ist
0H(z,z) _ 0G(z)
= F.=0, 5.40
0z 0z i (5.40)
jeweils an den Stellen z = z,,;, und = x(zy,) als Umkehrfunktion von (z(z)) = 2.
Das ist nichts anderes als das Kréftegleichgewicht, das integriert

G(z) — G(0) = /OZ AzZminko(T(Zmin) — Zmin) (5.41)
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ergibt. Die Konstante G(0) ist im Grunde frei wihlbar, da bei allen physikalischen Vor-
gangen nur die Freie Energiedifferenz eine Rolle spielt. Demgeméf wird diese Konstante
bei den Auswertungen des Freien Energieprofils als zusétzlicher Fit-Parameter betrach-
tet.

Die Grenze des Auflésungsvermoégens

Die kleinste Struktur, die aufgel6st werden kann, hdngt von der Fluktuation der Koor-
dinate 2 innerhalb der Barriere ab, also von (§2%). Messbar ist sie {iber die Fluktuation
der Kraft bei konstantem x geméaf

(6F?) = kj(02%) . (5.42)

Berechnen wir die Fluktuation direkt aus der Wahrscheinlichkeitsdichte, so folgt

Za efB(G(z)+%ko(zfvt7xo)2)
(62%) = / dz(z — (z))? 7 (5.43)

—00

(5.44)

und mit Hilfe der Sattelpunktsndherung ergibt die Varianz

1

07 = B )

(5.45)

Solange man ein Maximum der Verteilung annehmen kann, stellt Gleichung (5.45) den
Bezug zwischen der Fluktuation und der Kriimmung des Freien Energieprofils her. Struk-
turen, die kleiner sind als /(d22), konnen nicht aufgelost werden.

In den Abbildungen 5.3 und 5.4 sind die Ergebnisse einer exemplarischen Simulation
dargestellt. Dazu wurden Trajektorien mit Hilfe einer diskretisierten Langevin-Gleichung
(5.7) fiir ein Fallbeispiel simuliert und der Ensemblemittelwert berechnet, siche Abb.
5.3. Das zugrundeliegende Freie Energieprofil wird in Abbildung 5.4 gezeigt. Zum Ver-
gleich sind die verschiedenen, mit Gleichung (5.41) berechneten, Freien Energieprofile
eingezeichnet. Dabei wird die Bedeutung der Federkonstanten in Gleichung (5.45) ver-
standlich. Je groBer kg, desto geringer sind die Fluktuationen und desto genauer kann
das Freie Energieprofil rekonstruiert werden.

Die Grenze der Gleichgewichtsannahme

Die wesentlichen Ergebnisse der vorigen Unterkapitel hédngen von der entscheidenden
Annahme ab, dass die Verteilungsfunktion vor der Barriere zu jedem Zeitpunkt die
Gleichgewichtsverteilung ist. Deshalb ist es wichtig, die Grenzen dieser Voraussetzung
zu kennen.
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——————————— ‘Beispieltréjektorie T
1.5 — Ensemblemittelwert

<z>, z [nm]
o
(6}

X [nm]

Abb. 5.3: Eine Beispieltrajektorie der Reaktionskoordinate z nach Gleichung (5.7) und der En-
semblemittelwert (z) als Funktion der Position der Messfeder x. Das zugrundeliegende
Freie Energieprofil ist in Abb. 5.4 dargestellt.

Nehmen wir im einfachsten Fall an, dass innerhalb der Barriere das Potential eine
harmonische Form

G(z) = g(z —2z)? (5.46)

mit einem Minimum bei z; besitzt. Wenn die Messfeder nach dem Protokoll z(t) = vt
bewegt wird, befindet sich das System sofort inhérent im Nichtgleichgewicht. Um die
Verteilungsfunktion p(z, t) zu erhalten, muss die Fokker-Planck-Gleichung gelost werden.
Wir interessieren uns jedoch nur fiir den Mittelwert (z), dessen zeitliche Entwicklung
durch die Mittelwertgleichung

(2) = / PR I (5.47)

§
1
= —g[k(<2> — 21) + ko((2) — )] (5.48)
bestimmt ist. Die Gleichgewichtslosung fiir zeitunabhéngiges x betrigt
kz1 + kox
= ——. 4
<Z>eq k’ + kO (5 9)
Fiir zeitabhéngiges x ist die Losung von (5.47) damit
k+k k
(2(t)) = Age™ ¢ s (2(t))eq — ( 0vé (5.50)

k+ko)? '
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16 ko=5 pN/nm " —eeo ] ‘ ‘ ‘
14 | kp=10 pN/nm i
k=20 pN/nm -
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@ 8 7 |
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Abb. 5.4: Das Freie Energieprofil G,,;; und mehrere Rekonstruktionen mit Hilfe der Formel (5.41)
fiir verschiedene Federkonstanten. Die vertikale Verschiebung der Freien Energie ist auf-
grund der unbestimmten Freien Energie des ungestorten Systems erlaubt. Die Ziehge-
schwindigkeit ist konstant und so klein, dass vor der Barriere eine Gleichgewichtsvertei-
lung angenommen werden darf.

wobei (z(t))e, die Gleichgewichtslosung zu jedem festen Zeitpunkt ¢ ist. Die Konstante
Ag ist durch die Anfangsbedingung festgelegt. Dieser Term verschwindet exponentiell mit
der charakteristischen Zeit £/(k + ko), wihrend der letzte Term die konstante Differenz
k:ov§

Az = Uit ko) (5.51)
darstellt, die linear von v abhéngt. Gleichung (5.51) legt zudem nahe, dass die Abwei-
chung von der Ordnung 1/ky und deshalb fiir groflere Federkonstanten kleiner ist. Eine
Bestitigung fiir Gleichung (5.51) findet man in der Diplomarbeit [108], in der dieses
Problem exakt gelost wird.

Mit der bisherigen Argumentation ist die Differenz der Mittelwerte als Abweichung
vom Gleichgewicht zu interpretieren. Dass dies in der Tat richtig ist, folgt aus einer Rech-
nung in Kapitel 6.3.2, in welchem die dissipierte Arbeit in einen linearen Zusammenhang
mit der systematischen Abweichung der Trajektorien gesetzt wird.

Fiir beliebige Potentiale gilt diese Rechnung nicht. Wir werden deshalb im weiteren
Verlauf noch einen komplexeren Fall betrachten.

5.3 Kraftspektren komplexer Uberginge

Nachdem wir uns bisher mit den Moglichkeiten beschéftigt haben, Informationen iiber
den gesamten Verlauf des Freien Energieprofils zu erhalten, wenden wir uns nun einem
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weiteren Problem zu. Haufig kann nicht angenommen werden, dass die Verteilung vor der
Barriere der Boltzmannverteilung entspricht. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn
sich mehrere Minima vor der Barriere befinden, deren Besetzung sich schon bei kleinen
Ziehgeschwindigkeiten im Nichtgleichgewicht befinden kénnen, was wir im Folgenden
zeigen werden.

Viele Rezeptor-Ligand-Systeme gehen aufgrund einer ganzen Reihe von spezifischen
Wechselwirkungen eine Bindung ein, die zusammen ein komplexes Freies Energieprofil
bilden. Beispiele dafiir sind Biotin-Avidin und Biotin-Streptavidin, da dort beim Abrei-
Ben metastabile Zwischenzustdnde zu beobachten sind [25]. Nun besteht grundsétzlich
die Moglichkeit, bei komplexen Energielandschaften mehrdimensionale Zustandsrdume
anzunehmen, wie z.B. in [109-111]. Das erschwert allerdings die Analyse der Kraftspek-
tren deutlich. Die Entscheidung, auf welches Modell man bei der Datenanalyse zuriick-
greift, héingt von dem zu untersuchenden System und der Zielsetzung ab. Wir werden
uns weiterhin auf den eindimensionalen Fall konzentrieren. Auch hierzu wurden schon
wichtige Erkenntnisse gewonnen. In [112] wurde gezeigt, dass komplexe Potentiale zur
Mehrdeutigkeit in der Interpretation fithren. Wir werden dieses Argument in unserer
Darstellung nachvollziehen und einen Lésungsweg aufzeigen.

5.3.1 Die Grenze der Gleichgewichtsannahme zwischen zwei
Minima

Abb. 5.5: Ein Beispiel eines komplexen Freien
Energieprofils mit zwei Minima bei
z1 und zo, getrennt durch ein Maxi-
mum bei z,, vor der Hauptbarriere
bei z,. Die Zustande sind durchnu-
meriert mit 1, 2 fiir die beiden ge-

‘ ‘ bundenen Zustande und 3 fiir den

Z; Zy 4] Zp z freien Zustand.

Wir betrachten nun ein komplexes Potential entsprechend der Abbildung 5.5, das
im einfachsten Fall zwei Minima bei z; und zy besitzt, die durch eine Barriere bei z,
voneinander getrennt sind. Die Hauptbarriere, die die gebundenen Zustdnde 1 und 2
vom freien Zustand 3 trennt, befindet sich an der Stelle z;,. Die gesamte Energie wird
durch eine Kopplung an ein harmonisches Potential einer Messfeder (Gl. (5.6)) zeitlich
verdndert.

Zunéchst untersuchen wir, inwieweit die Besetzung zweier getrennter Zusténde vor

120
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Nichtgleichgewicht - :
Gleichgewicht 1

le-05

le-10

p(2)

le-15

le-20

le-25 =
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

z [nm]

Abb. 5.6: Die Gleichgewichtsverteilung zusammen mit einer Nichtgleichgewichtsverteilung der Re-
aktionskoordinate z. Das zugrundeliegende Doppelmuldenpotential besitzt Minima bei
—1 und 1. Der genaue Verlauf ist hierfiir nicht von Bedeutung. Gestartet wurde aus dem
Gleichgewicht. Das Potential wurde mit Hilfe einer harmonischen Kopplung entsprechend
(5.6) mit einer linearen Rampe zeitlich verdndert und sowohl die Fokker-Plancksche
Dynamik als auch die Gleichgewichtsverteilung zu den festgehaltenen Zeitpunkten nu-
merisch berechnet. Hierbei wird die Grenze der Gleichgewichtsannahme deutlich. Die
Gleichgewichtslésung wachst nach einiger Zeit schneller im rechten Zustand an, als die
Nichtgleichgewichtsverteilung.

der Barriere im Gleichgewicht miteinander stehen kénnen und wo die Grenzen dieser
Annahme liegen.

Wir werden den Gleichgewichtsansatz weiterhin auf die Zustédnde selbst anwenden,
indem wir annehmen, dass sich die Wahrscheinlichkeitsdichte innerhalb der Potentialmi-
nima im Gleichgewicht befindet. Die Gesamtverteilung ist nicht zwingend im Gleichge-
wicht. Um die Abweichung von der Gleichgewichtsverteilung zu berechnen, entwickeln
wir die Dynamik der Besetzungswahrscheinlichkeit fiir sehr kleine Zeiten und vergleichen
sie mit der Anderung der Gleichgewichtsverteilung. Die Abweichung zeigt sich in ver-
schiedenen Besetzungswahrscheinlichkeiten der Zustédnde, siehe auch Abbildung 5.6, in
der der grundsatzliche Unterschied anhand eines numerischen Losungsbeispiels gezeigt
wird. Wir berechnen nun zunéchst die zeitliche Anderung der Besetzungswahrscheinlich-
keit ®., des Zustandes 1 im Gleichgewicht nach

0 O [ e d2
S, = 5/ BVl 2 (5.52)

—00
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Wir teilen die Zustandssumme vor der Barriere in zwei Summanden geméaf3

4 /Za e,ﬁ(g(z)+vo(m,z))dz n /Zb e,ﬁ(g(z)+vo(m,z)) dz

oo

(5.53)

= Z1 + Z2

auf. Falls die Verteilung im ersten Minimum lokalisiert ist, gilt Z; > Z,. Wir machen
uns klar, dass die Besetzung des ersten Zustands als

Z
Doy = 21/ Zi = (1 - —2) (5.54)
Z

geschrieben werden kann. Gleichung (5.52) kann gelst werden, indem von Z;,, die Norm
7 fiir das Integral abgespalten wird,

A Fa d
%@eq ~ —fu (1 - 72) / F(z)e*ﬁ@(z)*%(w))?z (5.55a)
1 —00 1
= —Pq(t) B Fe((2)1) (5.55b)
mit der Abkiirzung
Za d
(z)1 = / zeﬁ(G(sz‘)(x’z))é : (5.56)

dem Mittelwert der Boltzmann-Verteilung auf dem eingeschriankten Intervall [—oo, z,].
Im Grenzfall kleiner Zeiten gilt also

D, (1) ~ ®(0)(1 — Bkov*t?/2) | (5.57)

wobei wir fiir die Kraft wieder ndherungsweise F.((z)) ~ kovt eingesetzt haben.

Die Nichtgleichgewichtsverteilung ist durch die Ubergangsrate kj; = k% mit der
Ziehrate p = kovB(z, — 2z1) aus Kapitel 5.1.3 gegeben. Daraus folgt die dort berechnete
Losung (5.27) bis zur Ordnung ¢

®(t) ~ ©(0)(1 — Kyt — (Khyp — (k1p)*)t*/2) . (5.58)

Im Grenzfall kleiner Zeiten féllt also die Besetzung des ersten Zustandes fiir das Nicht-
gleichgewicht zunéchst linear in ¢ ab, wihrend fiir die Gleichgewichtsannahme der fithren-
de Term von der Ordnung #? ist. Das bedeutet, dass die Kramers-Abschiitzung zuniichst
einen schnelleren Abfall der Besetzung zur Folge hat. Fiir groflere Zeiten allerdings ist
die Abnahme der Gleichgewichtsverteilung schneller, falls die Entwicklungskoeffizienten
der quadratischen Ordnung von den Gleichung (5.57) und (5.58) die Beziehung

Blov® > (ki — (k15)%) (5.59)
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erfiillen. Falls k¥, < p ist, kann die quadratische Ordnung (£%,)?

und die Bedingung (5.59) vereinfacht sich zu

vernachléssigt werden,

v > k(24 — 21) (5.60)

Fiir typische Zahlenwerte von (z, — 21) ~ 0.5 nm und k%, ~ 2- 1072 s~ [25] ergibt sich
eine kritische Ziehgeschwindigkeit von v. ~ 1-1072 nm/s, die meist iiberschritten wird.
Die Abweichung zwischen (5.57) und (5.58) wird auch in Abbildung 5.6 deutlich, in der
die Besetzung des zweiten Zustandes fiir die Gleichgewichtsverteilung schneller ansteigt
als fiir die Nicht-Gleichgewichtsverteilung, die ladnger in Zustand 1 lokalisiert bleibt.

5.3.2 Die Mastergleichung fiir zwei Minima im Nichtgleichgewicht

Fiir eine Beschreibung der zeitlichen Dynamik der Besetzungswahrscheinlichkeiten be-
notigen wir die Mastergleichung. Die Minima untereinander stehen zwar nicht mehr
im Gleichgewicht, aber die Relaxationszeiten innerhalb der Zustédnde werden weiter-
hin als kurz gegeniiber den dufleren Verdnderungen angenommen, so dass die Kramers-
Ubergangsraten benutzt werden diirfen. Unter dem Einfluss einer &duBeren Kraft wer-
den diese nach Gleichung (2.18) berechnet. Mit der verallgemeinerten Ziehrate 15 =
Bkov(z, — z1) erhélt man

kio(t) = KDyer2t (5.61)
Aquivalent gilt fiir die Riickrate mit o = Bkov(z2 — 24)

ko (t) = k9 e+t (5.62)
und fiir die Ubergangsrate, die zum Reifilen der Bindung fiihrt,

kos(t) = kyserst (5.63)

mit pez = Bkov(zp — 22). Die k?j bezeichnen wieder die spontanen Kramers-Raten. Wir
erhalten damit ein System dreier gekoppelter Differentialgleichungen

d

%q)l = —k12q)1 + ]{]21(1)2 (564&)
d

%q)Z = k?lg(bl — k’glq)g — k’23(1>2 (564}3)
Ly — k0 (5.64c)
dt 3 — h23¥2 - .

Die letzte dieser drei Gleichungen (5.64¢) beschreibt den Gesamtverlust der gebunde-
nen Zustinde ®; + ®5, da ®3 die Besetzungswahrscheinlichkeit des freien Zustandes
bezeichnet und eine méogliche Riickrate hierbei vernachléssigt wird. Das bedeutet, dass
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das System schon vollstdndig durch die ersten beiden Gleichungen beschrieben wird. In
Matrixschreibweise lautet es

d

—® =K()® 5.65

S = K(1) (5.65)

mit ¢ = ) und K = ~hi2 Fat . Aus Griinden der Normierung
P,y ko —(ko1 + Ka3)

erhilt man
O3 =1— (P + Do) (5.66)

und fiir die Abreiflwahrscheinlichkeit

d
o(t) = _aﬁ)l + Do) = ko3P . (5.67)
Da die Matrix K zeitabhéngig und nicht diagonal ist, erhélt man keine analytische
zeitabhingige Losung [97]. Indem man die zeitliche Ableitung der Mastergleichung (5.65)
Null setzt

0=K{t)® (5.68)

erhélt man die Gleichgewichtslosung ® = 0, oder auch ®3 = 1. Die einzige stabile Losung
ist somit der freie Zustand 3.

5.3.3 Die Interpretation der Kraftspektren

Da wir nun von dem Fall ausgehen, dass bei komplexeren Ubergéngen die metastabilen
Zustande, d.h. die Zustdnde vor der Barriere, untereinander nicht mehr im Gleichge-
wicht stehen, konnen wir auch nicht die Methode der Integration der Trajektorien im
Gleichgewicht anwenden. Wir miissen also auf die Kraftspektren zuriickgreifen. Dabei
nehmen wir die in Kapitel 5.1.3 erlduterten Naherungen als gerechtfertigt an.

Wir untersuchen nun die numerisch ermittelten Kraftspektren, d.h. die Mittelwerte der
Reikraft (F.), in Abhéngigkeit der Ziehgeschwindigkeiten. Zur numerischen Losung von
Gleichung (5.65) benutzen wir ein Eulersches Integrationsverfahren. Dabei setzen wir fiir
das experimentelle Protokoll der Kraft wieder eine lineare Rampe mit F, = —vt, mit der
variablen Laderate v (Gl. (5.21)) an. Fiir die spontanen Raten wihlen wir k% = 1072 s,
k9, = 10 s7! und £9; = 1072 s7!. Die Absténde 021, = 2, — 23 = 0.5 nm und §;, =
2e — z1 = 0.1 nm werden konstant gehalten, wihrend die anderen beiden 0z, = 29 — 2z,
und dzg, = 2z, — 29 fiir die Simulationen jeweils unterschiedlich gewéhlt werden (zu den
Bezeichnungen siche Abb. 5.5). Zudem nehmen wir fiir die Federkonstante einen Wert
von ky = 1/(nm?) an.

Abbildung 5.7 zeigt den Mittelwert (F.(v)) iiber mehrere Dekaden der Laderate. Zur
Auswertung experimenteller Daten wurde meist Gleichung (5.4) verwendet (vgl. [25]).
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5.3 Kraftspektren komplexer Uberginge
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Abb. 5.7: Der Mittelwert der ReiBkraft iiber mehrere Dekaden der Laderate v. Der Unterschied
zwischen den dargestellten Graphen liegt in der Position des 2. Minimums 25, wahrend
die beiden Abstinde §z1;, = 0.5 nm sowie dz1, = 0.1 nm konstant bleiben. Fiir kleine
Laderaten betrigt die Steigung 2 (nm3)~! fiir alle drei Fille, fiir groBe Laderaten ist
die Steigung 10 (nm3)~! fiir 629, > d21, = 0.1 nm. Fiir kleinere Werte von §zy, wird
sie deutlich groBer.

Danach ist die Steigung der logarithmisch aufgetragenen mittleren Reiflkraft gerade
Fy = 1/(B0z;;) mit dem zugehorigen Abstand dz;; des betrachteten Ubergangs. Damit
erhélt man fiir kleine Laderaten den gesamten Abstand dzy, = 0214 + 0240 + 029p. Fiir
grofle Laderaten kann man einen der inneren Abstinde ¢z, oder dzo, berechnen. Diese
Zuordnung ist allein auf der Grundlage des Kraftspektrums nicht eindeutig [112], da je
nach Langenverhéltnis entweder die innere oder die &uflere Barriere dominiert. Dieses
Ergebnis ist in Abbildung 5.7 dargestellt. Die Steigung der logarithmisch aufgetragenen
Funktion bei groflen Laderaten héngt davon ab, welcher der beiden inneren Absténde
kleiner ist, d.h. welche Barriere zuletzt dominiert. Fiir §z1, < 029, ist dies die erste Bar-
riere, d.h. die Steigung ist 1/z1,. Fiir dz1, > 29, ist die zweite Barriere dominierend
und die Steigung entsprechend 1/zq,. Das bedeutet jedoch nicht, dass die verschiedenen
Félle nicht auseinanderzuhalten sind. In Abbildung 5.8 sind die Varianzen dargestellt,
die eine Unterscheidung zulassen.

Fiir alle drei Fille ist die Varianz gleich im Bereich kleiner Laderaten. Im Zwischenbe-
reich von v = 0.1 bis 10 (nm s 3)~! steigt die Varianz stark an. Jenseits von v = 10 (nm
s 3)7! ist die Varianz fiir §21, = 029, konstant. Fiir §zy, = 0.075 nm steigt die Varianz
logarithmisch an und fiir 0z, = 0.15 nm steigt sie auch erst logarithmisch an, flacht
aber dann etwas ab. Daraus folgt, dass die drei Félle hiermit klar zu unterscheiden sind:
Dominiert fiir grole Laderaten die &uflere Barriere, so steigt die Varianz logarithmisch
an, dominiert hingegen die innere, so bleibt der Anstieg der Varianz hinter einem lo-
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Abb. 5.8: Die Varianz der AbreiBkraft zu denselben numerischen Simulationen wie in Abbildung
5.7. Durch Hinzunahme dieser Daten ist es moglich, das Kraftspektrum fiir zwei Minima
vor der Barriere eindeutig auszuwerten.

garithmischen zuriick. Bei Gleichheit der relevanten inneren Absténde ist kein weiterer
Anstieg der Varianz zu erkennen.

Die spontanen Ubergangsraten erhilt man aus dem Achsenabschnitt vy der logarith-
misch aufgetragenen Reikraft {iber der Laderate, fiir den geméfl Gleichung (5.4)

vy = Foky; (5.69)

gilt. Fiir groBe Laderaten erhélt man also k9, oder kY,, fiir kleine Laderaten die effektive
Ubergangsrate von Zustand 1 nach 3, kf,k9;/k3;. Auch hier besteht keine Moglichkeit,
alle drei Ubergangsraten aus den Mittelwertkurven allein zu berechnen.
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6 Die Jarzynski-Gleichung

6.1 Einfiihrung der Gleichung und neuere Entwicklungen

Wir stellen zur Einfithrung den Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik fiir den speziel-
len Fall einer isotherm verrichteten Arbeit vor. Dazu betrachten wir ein an ein Wérme-
bad angeschlossenes System, das mit Hilfe einer beliebigen dufleren Kopplung, z.B. einer
Messfeder, von einem Gleichgewichtszustand in einen anderen gebracht wird. Der Weg
im Phasenraum, im Folgenden auch als Trajektorie bezeichnet, den das System dabei
nimmt, ist durch zufillige Kréfte des Warmebades beeinflusst. Fiir jede Realisierung
erhilt man die geleistete Arbeit, indem man das wegabhéngige Integral

wi(t) = / 4t O, H(C(), ) s (6.1)

berechnet, wobei (') mit 0 < #' < t eine Trajektorie bezeichnet, die zur Zeit ¢’ = 0
aus dem Gleichgewicht heraus startet und zur Zeit ¢ = ¢ eine beliebige Endposition
erreicht. H ist die zugehorige Energie. Die verrichtete mittlere Arbeit (W) steht nach
dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik mit der Freien Energiedifferenz AG in der
Relation

(W) > AG (6.2)

wobei das Gleichheitszeichen fiir reversible Prozesse im Gleichgewicht gilt. Der Mit-
telwert (...) ist als Ensemblemittelwert iiber alle moglichen Trajektorien nach einem
festgelegten experimentellen Protokoll zu verstehen. Definiert man die dissipierte Arbeit
als die Differenz

(Waiss) = (W) = AG (6.3)

so erkennt man sofort, dass bei reversiblen Prozessen im Mittel keine Dissipation statt-
findet. Die Jarzynski-Gleichung stellt im Gegensatz zur Ungleichung (6.2) eine exakte
Beziehung zwischen der Freien Energiedifferenz und der Arbeit W her [77,113], sie lautet

e ARG — (e=AW)y (6.4)

Die Mittelung erfolgt hierbei wieder iiber alle Realisierungen bei festgelegter Prozessfiih-
rung. Im Anhang A.2 wird eine der moglichen Herleitungen fiir die Jarzynski-Gleichung
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6 Die Jarzynski-Gleichung

(6.4) vorgestellt. Die Verallgemeinerung von 2 Zusténden auf ein z-aufgelostes Freies
Energieprofil G(z) (siche auch Anhang A.2) lautet

e Al (zH)=Gol — <5[z —(()] e_ﬁw(t)> . (6.5)
Die Deltafunktion selektiert dabei fiir die Mittelung nur die Trajektorien, die zur Zeit
t' = t bei der Endposition z ankommen. Die Konstante Gy = —3 '1In Z, ist die Freie
Energie zur Zeit ¢ = 0 mit der ungestoérten Zustandssumme
Zy = / dz e PHEO) (6.6)
0

Die beiden Gleichungen (6.4) und (6.5) sind unter sehr allgemeinen Voraussetzungen
giiltig, unabhéngig von der Prozessfiihrungen, d.h. sowohl nahe am Gleichgewicht als
auch fern vom Gleichgewicht. Einzige Bedingung ist, dass die Kopplung an ein Wér-
mebad hinreichend gut als Markovscher Prozess modelliert werden kann, was entweder
eine einfache Langevin-Dynamik ohne Gedéchtnis oder bei diskreten Zustédnden eine
Mastergleichung zugrundelegt [114,115].

Realistische Ziehprotokolle an Einzelmolekiilen sowohl in Experimenten als auch in
Simulationen erzeugen héufig Trajektorien im Nichtgleichgewicht. Die verallgemeinerte
Gleichung (6.5) ermdoglicht auch aus diesen Daten die Rekonstruktion des Freien Ener-
gieprofils, also einer Gleichgewichtsgrofie. Das ist der grofie Vorteil dieser Gleichung im
Vergleich zu anderen Methoden.

Man kann die Jarzynski-Gleichung (6.4) als Verallgemeinerung des Zweiten Haupt-
satzes und des Fluktuations-Dissipations-Theorems verstehen. Sie hat zur Entdeckung
einiger allgemeinerer Zusammenhénge beigetragen [114,116], wodurch sich das Verstéand-
nis von Prozessen im Nichtgleichgewicht betrachtlich erweitert hat. Zur Theorie sind in
den letzten Jahren einige wichtige Arbeiten erschienen. Viele Veroffentlichungen zum Be-
weis der Gleichung (6.4) werden im Anhang A.2 genannt. In einer aktuellen Arbeit weist
Shirts et al. auf die bemerkenswerte Tatsache hin, dass die Jarzynski-Gleichung einem
Spezialfall der Maximierung der Wahrscheinlichkeiten! entspricht [117]. Bei dieser Rech-
nung werden sowohl Hin- als auch Riicktrajektorien gleichermaflen beriicksichtigt, was
zu einer allgemeineren Darstellung sowie zu einer verbesserten Formel zur Bestimmung
der Freien Energiedifferenz fiihrt.

Die Moglichkeit, auch Nichtgleichgewichtsdaten mit Hilfe der Jarzynski-Gleichung aus-
zuwerten, wurde friithzeitig erkannt [113]. Es vergingen allerdings einige Jahre, bis diese
Methode fiir Einzelmolekiilexperimente zuerst in Simulationen aufgegriffen [78] sowie
kurze Zeit spéter auch experimentell am Beispiel der RNA verwendet wurde [118].

Die effektive Verwendung, insbesondere der Gleichung (6.4) in molekulardynamischen
Simulationen, ist Gegenstand aktueller Forschung [119]. Park et al. vergleicht in [120]
verschiedene Methoden, das Freie Energieprofil von Deca-Alanine aus Molekulardyna-
miksimulationen zu berechnen, indem er reversible und irreversible Trajektorien aus-
wertet. Die dabei verwendeten vier verschiedenen Mittelungsschemata basieren auf der

lengl.: maximum likelyhood method
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6.2 Die Rekonstruktion des Freien Energieprofils I

Jarzynski-Gleichung (6.4), auf der Kumulantenentwicklung bis zur ersten, zweiten so-
wie bis zur dritten Ordnung. Da die Trajektorien im Grenzfall starker Kopplung mit
Federkonstanten von k£ = 500pN/A erzeugt wurden, bedeutet dies, dass die stochas-
tische Koordinate immer dem harmonischen Kopplungspotential folgt und nur wenig
um das Minimum fluktuiert. Daher benotigt man in diesem Limes die verallgemeinerte
z-aufgeloste Formel (6.5) nicht.

Eine alternative Anwendung der Jarzynski-Gleichung ist z.B. in [121] zu finden. Dort
wird gezeigt, dass das chemische Exzesspotential einer dreidimensionalen Lennard-Jones-
Fliissigkeit berechnet werden kann. Es werden sowohl Gleichgewichtstrajektorien als auch
Nichtgleichgewichtstrajektorien zur Berechnung herangezogen und die Ergebnisse mit-
einander verglichen unter der Bedingung konstanter Gesamtmesszeit. Dies wird auch bei
unserer Betrachtung eine wesentliche Rolle spielen. Dort wurde herausgefunden, dass
beide Methoden iiber einen weiten Parameterbereich vergleichbare Ergebnisse liefern.

In [122] wird die Block-Mittelung als Hilfsmittel zur Berechnung des Pfadmittelwertes
in der Jarzynski-Gleichung untersucht. In diesem Zusammenhang wurde jedoch die in 78]
eingefiihrte gewichtete Histogramm Methode nicht diskutiert.

Eine fiir die praktische Anwendung sehr relevante Frage ist diejenige nach der Kon-
vergenz der Mittelungen von Nichtgleichgewichtsdaten entsprechend der Jarzynski-Glei-
chung. Die wichtigsten Versffentlichungen dazu sind [123,124], in denen der statistische
Fehler untersucht wird, der sich aus der Streuung sowie der systematischen Abweichung
zusammensetzt.

Der Vollstandigkeit halber seien hier noch die Veroffentlichungen [125] und [126] ge-
nannt. Darin wurden an kolloidalen Systemen Trajektorien gemessen, die, einzeln aus-
gewertet, im Widerspruch zum Zweiten Hauptsatz (6.2) stehen sollen. Dies ist selbstver-
standlich nicht der Fall, da mit diesem Hauptsatz nur eine Aussage iiber den Ensemble-
mittelwert getroffen wird.

6.2 Die Rekonstruktion des Freien Energieprofils |

6.2.1 Das periodische und lineare Protokoll im Vergleich
Das Modellsystem und die Problemstellung

Wir untersuchen im folgenden Abschnitt ein Experiment, dessen Aufbau in Abbildung
6.1 dargestellt ist. Zudem ist dort eine schematische Skizze des zugrundeliegenden Freien
Energieprofils sowie die verwendeten Bezeichnungen zu sehen. Fiir einen festgehaltenen
End-zu-End-Abstand z zur Zeit t sei die Energie des Gesamtsystems, also Molekiil und
Messfeder, durch

H(z,1) = G(2) + Vo(z, 2(t) = G(2) + 7 (2(t) — 2)° (6.7)
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6 Die Jarzynski-Gleichung

Abb. 6.1: Oben: eine schematische Darstellung
des experimentellen Aufbaus, unten:
ein Freies Energieprofil G(z). Die Ko-
ordinate x bezeichnet die kontrollier-
bare Position der Messfeder und z den
End-zu-End-Abstand des Biopolymers.

gegeben. Dabei ist G(z) das Freie Energieprofil des ungestorten Molekiils mit dem Ver-
bindungspolymer, das zunéchst nicht explizit beriicksichtigt wird. Der zweite Term ist
das harmonische Potential der externen Kopplung, d.h. der Messfeder, mit der effektiven
Federkonstanten ky. Da das Molekiil an ein Wéarmebad der Temperatur 1" gekoppelt ist,
ist die zeitliche Entwicklung von z stochastisch beeinflusst.

Bisher wurde in der Kraftspektroskopie meist die lineare Rampe (Gl. (1.2))

x(t) = xo + vt (6.8)

mit der Vorauslenkung x( zur Zeit ¢ = 0 und konstanter Geschwindigkeit v als Protokoll
verwendet. Dabei wird die Kraft auf die Messfeder gemessen, woraus letztlich das Freie
Energieprofil des Molekiils G(z) zu bestimmen ist. Die lineare Rampe erweist sich aber
nicht immer als ideale Wahl. Es zeigt sich, dass die thermodynamisch instabilen Berei-
che der Freien Energie kaum erreicht werden, da die Trajektorie dort eine sehr geringe
Aufenthaltswahrscheinlichkeit aufweist und eine Art ,,Schnappbewegung“? vollzieht.

Um diesen Nachteil auszugleichen und dennoch die Jarzynski-Gleichung zur Rekon-
struktion verwenden zu konnen, zeigen wir, dass das Protokoll

x(t) = xo + x4 sin(wt) (6.9)

mit der Vorauslenkung x,, der Amplitude z, und der Frequenz w eine geeignete Wahl ist.
Abbildung 6.2 stellt zwei Trajektorien, die mit den beiden experimentellen Protokollen
(6.9) und (6.8) erzielt wurden, gegeniiber.

Simulierte Experimente

In diesem Unterkapitel vergleichen wir das periodische (6.9) mit dem linearen Protokoll
(6.8) auf der Grundlage von numerischen Simulationen anhand eines Beispiels, vgl. [79].

2engl.: snapping motion
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Abb. 6.2: Beispieltrajektorien, erzeugt mit Hilfe der beiden unterschiedlichen Protokolle. Links ist
das Messresultat des periodischen Protokolls (6.9) etwa eine Periode lang dargestellt,
rechts, eine ganze Trajektorie als Ergebnis des linearen Protokolls (6.8).

Dazu haben wir ein Freies Energieprofil G(z) mit Hilfe experimenteller Daten aus Mes-
sungen am Membranprotein Bakteriorhodopsin (BR) [54, 55] erstellt. Das Beispielprofil
besitzt zwei Minima, das tiefere reprasentiert den gebundenen Zustand, das flache, entro-
pische représentiert den gedffneten Zustand, siehe Abb. 6.1. Fiir BR wurden mehrere
Ubergingen gefunden, die mit der Entfaltung der tertifren Struktur zusammenhéngen.
Einzelne Maxima in der Kraftkurve lassen sich jeweils einem bestimmten Ubergang zu-
ordnen. Die Kraft, die zum Uberwinden der Maxima aufgewendet werden muss, variiert
von 25 pN bis zu 100 pN. Mit einer Léngenskala von einigen Nanometern, ergibt sich
daraus eine typische Energiebarriere von 20 kgT. Wir haben einen dieser Uberginge
isoliert betrachtet und eine Linge von 2 nm bei einer Hohe von 23 kg7’ angenommen.
Um beide Protokolle, die lineare und die periodische Rampe, zu vergleichen, haben wir
mit den in der Bildbeschreibung zu Abbildung 6.3 angegebenen Parametern jeweils zehn
Trajektorien ((t) mit konstanter Gesamtmesszeit erzeugt. Dazu haben wir numerisch die
diskretisierte Langevin-Gleichung

10H(z,1)

Azz_g 0z

At + V2DAL F(t) (6.10)

unter Verwendung des Potentials (6.7) ausgewertet. Die GauBschen Zufallskréfte F(t)
verschwinden im Mittel, haben also keinen systematischen Anteil und eine zeitliche Kor-
relation gemaB (F(¢)F(t')) = d(t — ¢'). Die Diffusionskonstante D ist mit dem Rei-
bungskoeffizienten ¢ tiber die Einsteinrelation D = kgT'/¢ verkniipft. Der Zeitschritt At
unterliegt dabei der Bedingung, dass der aus Gleichung (6.10) resultierende riaumliche
Schritt Az sehr viel kleiner sein muss als die Léngenskala, die durch das Energiepro-
fil vorgegeben ist. Zudem muss die Rate, mit der die Datenpunkte ((¢) aufgenommen
werden, kleiner sein als der inverse Zeitschritt, aber groff genug, um die Bewegung der
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6 Die Jarzynski-Gleichung

Messfeder hinreichend genau aufzulsen. Dies stellt an reale Messapparaturen einen ho-
hen Anspruch.

Die Computersimulation enthélt eine Skalenfreiheit, d.h. eine Energieeinheit, eine Zeit-
einheit (ZE) und eine Langeneinheit (LE) sind frei wahlbar. Wir haben die Energie in
Einheiten von kgT berechnet, die Langeneinheit ergibt sich aus der Skala am vorgegebe-
nen Freien Energieprofil und die Zeiteinheit schliellich aus der Diffusionskonstante, die in
unserem Fall in den Simulationen 1 LE?/ZE und 10~ cm?/s in realen Einheiten betréigt.
Eine Umskalierung ist somit jederzeit moglich, dabei muss jedoch der Zusammenhang
zwischen der Langeneinheit und der Zeiteinheit, der durch die Diffusionskonstante gege-
ben ist, beachtet werden.

Die Auswertung der Daten

Gleichung (6.5) liefert zu jedem Zeitpunkt ein Freies Energieprofil. Man kénnte nun alle
auf diese Weise erhaltenen zusammenzéihlen und durch die gesamte Anzahl teilen. Alter-
nativ dazu gibt es aber eine Theorie, wie aus mehreren Verteilungen unter Minimierung
des Fehlers eine einzige ermittelt werden kann. Diese Methode ist in der Literatur un-
ter dem Namen , gewichtete Histogramm Methode®* bekannt [127]. Sie gilt allerdings
streng genommen nur fiir Monte-Carlo-Simulationen, kann aber mit Hilfe einer zusétz-
lichen Annahme auch fiir den vorliegenden Fall verwendet werden (siehe Anhang A.3).
Daraus erhdlt man nach [78] eine verbesserte Formel zur Berechnung des Freien Ener-
gieprofils geméfl

1 ex Vo(z, z(t
Gz) —CGo=—F"In Z (exp(— /Z Ie)xpﬁ tg))>)] '
(6.11)

Mit dieser Formel haben wir die simulierten Trajektorien beider Protokolle ausgewertet.
Abbildung 6.3 belegt, dass die periodische Last signifikant bessere Daten zur Bestimmung
des Freien Energieprofils liefert als die lineare Rampe unter denselben experimentellen
Bedingungen, also einer dquivalenten gesamten Messdauer und einer gleichen Anzahl an
Trajektorien [121]. In der Praxis ist die Lénge der periodischen Trajektorie im Gegensatz
zur linearen Rampe nicht limitiert. Allerdings ist eine allzu lange Trajektorie, wie spéter
belegt wird, auch nicht sinnvoll, da der Fehler letztlich wieder ansteigt. Vor allem im
Bereich der Barriere bei z ~ 4 nm ist die Verbesserung deutlich. Diese ist vor allem darauf
zuriickzufiihren, dass die Barriere von beiden Seiten und mehr als einmal iiberquert wird.

Die Optimierung nach Frequenz und Geschwindigkeit

Die Qualitédt des rekonstruierten Freien Energieprofils hdngt entscheidend von der Fre-
quenz der periodischen Rampe und von der Geschwindigkeit der linearen Rampe ab.

3engl.: weighted histogram method
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G(2) [kg T]

z [nm]

Abb. 6.3: Vergleich des rekonstruierten Freien Energieprofils G(z) unter Verwendung des periodi-
schen (Q) gegeniiber des linearen (4) Protokolls, berechnet mit Gl. (6.11). Die durch-
gehende Linie ist das originale Freie Energieprofil G(z). Fiir beide Methoden wurden 10
Trajektorien der Dauer 75 ms verwendet, eine Federkonstante von kg = 11.6 pN/nm
und eine Diffusionskonstante von D = 10~"cm?/s, [siehe die GIn. (6.7) und (6.10)]. Fiir
periodische Last benutzten wir die optimierte Frequenz w* = 1.2 x 103 s~! (bestimmt
durch Abb. 6.4), die Vorauslenkung 2y = 6 nm, und die Amplitude z, = 5 nm in
Gl. (6.9). Fiir die lineare Rampe benutzten wir die optimale Geschwindigkeit v* = 200
nm/s (bestimmt durch Abb.6.4). Der kleine Graph stellt die Differenz zwischen dem
rekonstruierten und dem originalen Freien Energieprofil dar, das damit also der Nulllinie
entspricht.

Um diese Beobachtung zu quantifizieren, haben wir jeweils den mittleren quadratischen

Fehler
0? = ([G(=) - G-, (6.12)

berechnet. Der Mittelwert wird dabei iiber die diskreten Werte z; im z-Intervall zwischen
den beiden Minima genommen. Die auf Gleichung (6.11) basierende rekonstruierte Freie
Energie bezeichnen wir hierbei zur Unterscheidung mit G(z). Je besser die Rekonstrukti-
on, desto kleiner ist 0. Die Messzeit und die Anzahl der Trajektorien werden wie zuvor
konstant gehalten. Abbildung 6.4 zeigt den Fehler o2 der rekonstruierten Freien Energie
und die Vertrauensintervalle auf der Basis von jeweils 10 Messungen unter denselben Be-
dingungen. Fiir das periodische Protokoll betriigt die optimale Frequenz w* ~ 1.2 x 103
s~!, mit einem Fehler von ¢ ~ 0.9 (kgT)?. Diese ist etwas kleiner als die Ubergangsrate,
die in unserem Beispiel mit entsprechender Vorauslenkung etwa 7 x 10® s~! betriigt. Ein
eindeutiger Zusammenhang zwischen diesen beiden Gréflen konnte nicht erhértet werden.
Fiir kleinere und groflere Frequenzen als w* ist die Qualitdt der rekonstruierten Freien
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Abb. 6.4: Der mittlere quadratische Fehler 0> und die Fehlerbalken des rekonstruierten Freien
Energieprofils zu den jeweiligen Paramterwerten w fiir die periodische Last (untere Ska-
la ) und v fiir die lineare Rampe (obere Skala, +). Mit beiden Methoden wurden
jeweils 10 Durchgdnge verwendet und statistisch ausgewertet. Zu jedem Messpunkt ha-
ben wir neben dem Mittelwert den Fehlerbalken berechnet und dargestellt. Die optimale
Geschwindigkeit v* und Frequenz w*, bei denen der Fehler minimiert ist, sind mit der
vertikalen gestrichelten Linie gekennzeichnet.

Energie schlechter. Die beste Frequenz ergibt sich somit aus einer Optimierung beziiglich
dem Vorteil der verbesserten Datenausbeute einerseits und dem Nachteil andererseits,
dass hohere Frequenzen zu einer langsameren Konvergenz der Trajektorienmittelung in
der Jarzynski-Gleichung fiihren. Dariiberhinaus sollte die Frequenz klein genug sein, so
dass die Reaktionskoordinate der &ufleren Anregung folgen kann.

Fiir die lineare Rampe wird der Fehler fiir groflere Ziehgeschwindigkeiten v grofer.
Da die gesamte Messdauer begrenzt ist, erhélt man fiir die Mindestgeschwindigkeit,
um die Barriere zu iiberschreiten, den Wert v ~ 100 nm/s. Der kleinste Fehler von
0? ~ 1.7 (kgT)? wird jedoch bei einer optimalen Geschwindigkeit von v* ~ 200 nm/s
festgestellt. Fiir einen objektiven Vergleich verwenden wir in Abbildung 6.3 fiir beide
Protokolle jeweils den optimalen Wert, den wir aus der Abb. 6.4 ablesen.

6.2.2 Ein zusatzlicher Freiheitsgrad

Meist wird zwischen dem zu untersuchenden Biopolymer und der Messfeder aus experi-
mentellen Griinden ein Verbindungspolymer? benétigt. Wir untersuchen nun, wie dieses
in die bestehende Theorie integriert werden kann. Der zusétzliche Freiheitsgrad bezieht

4engl.: linker
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6.2 Die Rekonstruktion des Freien Energieprofils I

sich auf die Reaktionskoordinate r in dem eigentlich interessanten Objekt G(r), dem
Freien Energieprofil des Molekiils, wéhrend im vorigen Kapitel nur G(z) ermittelt werden
konnte. Die Beziehung zwischen beiden kann durch die gesamte Freie Energie

G(r,z) = Go(r) + G1(r — 2) , (6.13)

die von r und z abhéngt, ausgedriickt werden. Dabei beschreibt G1(r — z) diejenige des
Verbindungspolymers.

Die Auswertung der Daten mit der Jarzynski-Gleichung (6.5) ergibt die Freie Energie
Gs(z), die mit G(z,r) iiber

e_ﬁGJ(Z) fd'r e—ﬁ(Go(T)+G1(T‘—2))
[dze PG [ [drdze-5Gr2)

(6.14)

verkniipft ist. Wir stellen nun mehrere theoretische Ansétze vor, aus dieser Gleichung
Gy(r) auszurechnen.

Die rechte Seite von (6.14) ist ein Faltungsintegral, das im Fourier-Raum nach dem
Faltungstheorem (siche z.B. [93]) zu dem gewohnlichen Produkt

91(k) = go(k) - g1 (k) (6.15)

wird, wobei g;(k), go(k) und g;(k) die Fourier-Transformierten von e #¢7(2)  ¢=8Go(r)
und e#¢1(=2) gind. Mit Hilfe von Gleichung (6.15) kann also das Integral (6.14) einfach
invertiert werden, indem im Fourier-Raum die Funktion g;(k) durch g; (k) dividiert wird.
Es stellt sich jedoch heraus, dass diese Division nicht unproblematisch ist. Meist ist
namlich e #91("=2) eine viel breitere Funktion als die strukturierte Funktion e %% die
eine Breite von einigen A Desitzt. Im Fourier-Raum ist das genau umgekehrt, so dass die
Funktion g; (k) eine sehr schmale Kurve ist, durch die dividiert wird. Aus der Messtheorie
ist bekannt, dass bei Faltungen dieser Art die bekannte Kurve, die im Grunde eine
Messfunktion ist, keine kleineren Strukturen aufzulosen in der Lage ist als ihre eigene
Breite. Dies fiihrt schlieflich zu einer Bedingung fiir die Breite der Funktion e #¢1(r=2),
die mit Hilfe von G1(r — 2) & kjmper(r — 2)?/2 als GauBverteilung fiir ein GauBsches
Polymer oder ein WLC-Polymer fiir kleine Kréfte angendhert werden kann. Fiir die
Federkonstante des Verbindungspolymers muss daher die Abschatzung

1 o 2L,Lp3

=0

~1A%3 (6.16)

klinker

gelten. Wenn man typische Groflenordnungen fiir die Konturldnge, also mehrere nm,
und die Persistenzldnge L, ~ 0.4 nm einsetzt [81], so ergibt sich nicht die notwendige
Langenskala. Damit ist die Invertierung des Integrals aus der Sicht der Theorie pro-
blematisch. Dies léasst sich auch damit begriinden, dass die Einfithrung echter neuer
Freiheitsgrade in der Auswertung immer zu mehrdeutigen Ergebnissen fiihrt.
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6 Die Jarzynski-Gleichung

Eine andere Moglichkeit bietet sich mit der Anwendung der Sattelpunktsnéherung im
Integral von (6.14) an. Dazu wird der Exponent um sein Minimum am Ort (r) bis zur
zweiten Ordnung entwickelt. Die Losung ist

G(z) = Go((r)) + G1(z — (r)) . (6.17)

Dabei wurde zudem wieder die Gaufische Nédherung fiir das Verbindungspolymer an-
genommen, also ein harmonisches Potential fiir G;(r — z). Die gesuchte Freie Energie
Go((r)) erhélt man aus (6.17), wenn zusétzlich die Beziehung (r) = (r(z)) bekannt ist.
Diese lasst sich aus dem Kréftegleichgewicht

0G ;(2)
0z

= Flinker(z — (1)) (6.18)

berechnen, die aus der Ableitung von (6.17) nach z folgt. Gleichung (6.18) gilt aller-
dings nur fiir stabile Bereiche des Freien Energieprofils. Das heifit, dass man damit die
instabilen Bereiche, insbesondere die Barriere, nicht berechnen kann.

Als Fazit kann festgestellt werden, dass die Rekonstruktion des Freien Energieprofils
Go(r) nur schwer realisierbar ist, wenn man aus experimentellen Griinden ein langes Ver-
bindungspolymer zwischen Messfeder und Bindung benétigt. Zwei Moglichkeiten bleiben
zur Auswahl: Erstens, man misst direkt die Trajektorien der Reaktionskoordinate r mit
Hilfe von Fluoreszenzspektroskopie [128]. Das wird momentan allerdings aufgrund ex-
perimenteller Schwierigkeiten fiir diese Systeme nicht durchgefiihrt. Zweitens, man ver-
wendet ein Verbindungspolymer, dass so kurz wie moglich ist. Wenn es kiirzer wére als
seine Persistenzlange, konnte man es niherungsweise als steifen Stab modellieren. Dann
wiére eine Umrechnung auf die Reaktionskoordinate auch méglich.

6.3 Die Fokker-Plancksche Beschreibung

6.3.1 Das Fluktuations-Dissipations-Theorem

Obwohl die Jarzynski-Gleichung schon seit 1997 bekannt ist, fand sie bisher nur selten
Verwendung in der Auswertung experimenteller Daten. Eines der wenigen Beispiele dazu
ist [118]. Zur Auswertung computergenerierter Daten aus molekulardynamischen Simu-
lationen wurde diese Gleichung hingegen schon 6fter angewandt [119,120]. Der Grund
fiir den zogerlichen Umgang mit dieser Gleichung sind die Probleme ihrer Konvergenzei-
genschaft. Dabei sind Schwierigkeiten aus zwei unterschiedlichen Richtungen ersichtlich:
Erstens miissen unter den Nichtgleichgewichtstrajektorien auch einige mit negativer dis-
sipierter Arbeit dabeisein. Darum fallen makroskopische Systeme von vorneherein weg.
Zweitens war aus der Statistik schon seit langerem bekannt, dass die Mittelung iiber ei-
ne Exponentialfunktion durch die zwangsldufig langreichweitigen Flanken der Verteilung
Konvergenzprobleme aufwirft.
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6.3 Die Fokker-Plancksche Beschreibung

Erst in neueren Verdffentlichungen nahm man sich von theoretischer Seite her dem
Problem der Konvergenzeigenschaften der Jarzynski-Gleichung an [123,124]. Wir wer-
den einige zentrale Aussagen wiederholen und eine Weiterentwicklung hinsichtlich der
gewichteten Histogramm Methode présentieren.

Der zentrale Grenzwertsatz liefert fiir eine grofe Anzahl N an Daten die Varianz
der Freien Energie, welche mit der Jarzynski-Gleichung berechnet wurde, zu 0%, /(3*N),
wobei 03, die Varianz der Verteilung p(Y) der Zufallsvariable Y = e~ #Wdiss ist [124].
Fiir einen Gauflschen Prozess ist die Verteilung der dissipierten Arbeit auch gauflverteilt
[129], d.h.

1 W, iss W, 1SS 2
p(Wdiss> == exp (( d <2 d >) ) . (619)
ow V2T 207,
Fiir diese Prozesse kann o3, explizit zu
0-%} — (<€72:8Wclzss> _ <67:6Wdiss>2) (620&)
— v —1 (6.20b)

berechnet werden, wobei o, die Varianz von p(Wgs) und von p(W) ist. Da beide Ver-
teilungen nur um die Differenz AG auf der W-Achse verschoben sind, sind alle zentralen
héheren Momente ab dem zweiten identisch. Aulerdem benutzten wir die Beziehung

(e7PWaise) =1, (6.21)

die aus der Jarzynski-Gleichung (6.4) folgt, indem diese so umgeformt wird, dass beide
Exponentialfunktionen auf derselben Seite stehen. Zudem verwendeten wir das Fluk-
tuations-Dissipations-Theorem (FD-Theorem) [124], das in diesem Fall 2(Wy;.s) = Bo3
lautet und fiir Gauflsche Prozesse exakt gilt.

Aus Gleichung (6.20b) folgt fiir 3?03, < 1 die Bezichung oy =~ (o, d.h. beide
Varianzen sind ungeféhr gleich. Fiir eine gréflere Varianz der dissipierten Arbeit erhélt
man jedoch immer 03, > §0},. Das heiBt, die mit der Jarzynski-Gleichung abgeschétzte
Freie Energie konvergiert immer langsamer als der Mittelwert der Verteilung p(Wy;ss)-

Es ist auch sehr instruktiv, den Zusammenhang zwischen der Jarzynski-Gleichung und
der charakteristischen Funktion x(k), also der Fourier-Transformierten der Verteilung
p(Waiss), aufzuzeigen. Sie ist gemé&s

X(k) = /deissp(Wdiss)e_ideiss (622)

definiert. Der Logarithmus davon wird als ,Kumulantenentwicklung* bezeichnet. Sie
lautet in diesem Fall

n

(k) =) (_“f) C, . (6.23)

n
n=1
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6 Die Jarzynski-Gleichung

Mit Gleichung (6.21) und der Definition (6.22) erhélt man x(—i) = 1 und der Loga-
rithmusbildung

0= i ﬂCn (6.24a)

=—C,+5Cy—=—Cs5+.... (6.24b)

Diese Summe ist exakt und konvergent, wenn die vorigen Gréfen im statistischen Sin-
ne existieren. Das FD-Theorem erhélt man als Naherung sofort aus den beiden ersten
Termen der Summe (6.24) unter Vernachlissigung aller weiteren gemif3

Das FD-Theorem ist fiir alle Gauschen Prozesse und andere Prozesse giiltig, die in der
Néhe des Gleichgewichts ablaufen, fiir die also die Verteilung der Arbeit auch gauflverteilt
ist [129]. Die Varianz ag, von e #Waiss betrigt in Abhéingigkeit von der charakteristischen
Funktion

03 = x(~2i) — x(~if)’ (6.262)
o (-2i8) — 1 (6.26b)
= exp (; ol Cn) -1 (6.26c)
~ (e 2BCIHPCrAF oty (6.26d)

Mit dem FD-Theorem (6.25) ist dieses Resultat konsistent mit dem Ergebnis (6.20b)
und ergibt zudem die Korrekturterme in einer Kumulantenentwicklung im Exponenten.

6.3.2 Die Arbeit und die dissipierte Arbeit

Begriffsbestimmung

Die dissipierte Arbeit ist eine der zentralen Groéflen bei der Erweiterung des zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik hin zur Jarzynski-Gleichung. Der zweite Hauptsatz (6.2)
besagt nur, dass die mittlere dissipierte Arbeit gréfer oder gleich Null ist. Mit der
Jarzynski-Gleichung wird dariiberhinaus entsprechend Gleichung (6.21) eine Aussage
iiber den Mittelwert der exponenzierten dissipierten Arbeit getroffen.

Die dissipierte Arbeit kann fiir einfache Modellsysteme, wie dem 2-Zustandsmodell,
explizit berechnet werden [130]. In einer neueren Veroffentlichung [115] wird darauf
hingewiesen, dass zwischen verschieden definierten Arbeiten sehr sorgfiltig unterschie-
den werden muss. Die akkumulierte Arbeit W, definiert in Gleichung (6.1), ist die
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6.3 Die Fokker-Plancksche Beschreibung

Arbeit, die in die Jarzynski-Gleichung (6.4) eingesetzt wird. Die iibertragene Arbeit
Wr = [ 0ce)yVo(C(t), #)d¢ wird dagegen von der externen Kopplung am System verrich-
tet. Beide unterscheiden sich um den Energiebetrag, der in der externen Kopplung, also
der Messfeder, geméfl

W (t) = Wr(t) + Vo (C(t), ) — Vo(¢(0), 0) (6.27)

gespeichert ist.

Die zeitlichen Entwicklungsgleichungen

Im Folgenden werden wir nur die akkumulierte und die dissipierte Arbeit diskutieren.
Wenn man das harmonische Potential Vy(z,t) = (ko/2)(z(t) — 2)? fiir die Kopplung
annimmt, lautet die zeitliche Entwicklungsgleichung fiir die akkumulierte Arbeit

d 0

V(1) = = Vo(C(1), 1) = Rod(t)(x(t) — ¢(1)) - (6.28)

Diejenige fiir die dissipierte Arbeit ergibt sich demnach zu

d d d
= Waiss(t) = =W (t) — — A 2
d [ dz2Vo(z, t)eBHGD
= W - (6.29b)

dz ze—BH(1)
— ko (t) (% - g(t)) , (6.29¢)

welche mit dem Boltzmannmittelwert z(t) = [ dz ze #1E ) [ dzePHEY auf die sehr
anschauliche Form

d

g Waiss(8) = ko (1) (2(2) — (1)) (6.30)

gebracht werden kann. Eine wesentliche Bedingung fiir dissipierte Arbeit ist demnach
eine systematische Abweichung der Trajektorie vom Mittelwert der Gleichgewichtsver-
teilung. Umgekehrt folgt fiir die Verteilung p(¢) = d(¢ —Z) keine akkumulierte Arbeit, da
damit %Wdiss(t) = 0 gilt. Die zugehorigen Losungen werden als ,,quasistatische Prozesse*
bezeichnet.

Die Dissipation beim Ubergang iiber eine Barriere ist deshalb grofer als in den jewei-
ligen Minima, da dort die systematische Abweichung der Trajektorie vom Mittelwert am
groften ist.

Die Bewegungsgleichung fiir ¢ ist durch Gleichung (6.10) gegeben. Die beiden Glei-
chungen (6.10) und (6.30) sind gekoppelt und miissen daher gemeinsam gelost werden.

139



6 Die Jarzynski-Gleichung

Die Fokker-Planck-Gleichung fiir die dissipierte Arbeit

Betrachten wir im Folgenden die Verbundwahrscheinlichkeit p(z, Wy;ss). Die Fokker-
Planck-Gleichung fiir diese Verteilung lautet

8])(2, WdisS) - g F<Z) 82]9(2, Wdiss) 8p(z, Wdiss)

5 BT (2, Waiss) + DT — ko (t)(Z(t) — 2) o
(6.31)
mit F(z) = —0H(z,t)/0z. Dies ist eine (2+1)-dimensionale partielle Differentialglei-

chung, die numerisch vollstdndig integriert werden konnte, allerdings ist der Aufwand
unnotig hoch. Um das Problem zu vereinfachen, fiithren wir bedingte Wahrscheinlichkei-
ten geméf

P(Waiss, 2) = p(Waiss|2)p(2) (6.32)

ein. Die bedingten z-abhéngigen Momente werden entsprechend
Wl = <Wdi88‘z> = /Wdissp(wdiss‘z>dwdiss (633&)
W2 = <Wszss|Z> = /Wc%issp(WdiSS|Z)deiss (633b)

berechnet. Diese Definitionen konnen analog auf alle h6heren Momente erweitert werden.

Die Integration der Gleichung (6.31) iiber Wy, ergibt zunéchst die einfache Fokker-

Planck-Gleichung fiir die Verteilung p(z),
Ip(z) 0 F(z)

9%p(z)
022

p(z)+ D

(6.34)

ot 9z ¢

Multipliziert man Gleichung (6.31) zuerst mit Wy;ss und fithrt anschliefend die Integra-
tion durch, erhélt man

) 0 F(2)

*Wip(z)
5 (n() = —5- = Tl

022

Wip(2) + D + kot (t)(Z(t) — 2)p(z) . (6.35)

Verwendet man die Gleichung (6.34) fiir die zeitliche Entwicklung von p(z), so folgt die
nun betrachtete Entwicklungsgleichung des Mittelwertes

. Ja '
Wy = (— éz) + QDE) Wi + DWW/ + kox(t)(Z(t) — 2) . (6.36)
p
Der Punkt " bezeichnet die zeitliche Ableitung, der Strich ’ die Ableitung nach z. Der
letzte Term in Gleichung (6.36) ist ein Quellterm fiir den Mittelwert ;. Die Anfangs-
bedingung fiir diese Gleichung lautet W (t = 0) = 0, d.h. dass zu Beginn noch keine
Arbeit dissipiert wurde.
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Abbildung 6.5 zeigt die Ergebnisse der numerischen Simulation von Gleichung (6.36).
Dabei verwendeten wir das Crank-Nicholson-Verfahren zur Losung des Diffusionsterms
und das Lax-Verfahren zur Stabilisierung des Driftterms [131].

Die Struktur der Gleichung (6.36) legt folgendes Verstiandnis des Mittelwertes, zu se-
hen in 6.5a, nahe: Zunéchst ist die dissipierte Arbeit auf der rechten Seite der Barriere
negativ, da das Warmebad die gesamte Energie fiir den energetisch ungiinstigen Uber-
gang liefert. Die Abflachung, sowohl rechts als auch links, héngt mit dem Vorzeichen
des Driftterms zusammen, das entgegen dem in der Fokker-Planck-Gleichung fiir p(z)
gerichtet ist. Damit lésst sich auch die Verschiebung der Stufe nach links verstehen.
Physikalisch bedeutet das, wenn die Trajektorie sich gegen den Berg nach links bewegt,
benétigt man immer mehr Energie aus dem Wirmebad, was die dissipierte Arbeit ab-
senkt.

Auf dieselbe Weise wie Gleichung (6.36) kann man die fir die zeitliche Entwicklung
von W5 herleiten. Diese lautet

/

W, = (—@ + QD%) Wy + DWy + koz(t)(Z(t) — 2)2Wy (6.37)
und hat einen von (6.36) verschiedenen Quellterm, der von W; abhéngt. Von diesem Un-
terschied abgesehen, ist die Struktur der beiden Gleichungen identisch. Abbildung 6.5b
zeigt das numerisch berechnete bedingte zweite Moment nach Gleichung (6.37) unter
denselben Bedingungen wie in Abbildung 6.5a. Aus den Ergebnissen beider Simulatio-
nen lésst sich auch die bedingte Varianz berechnen, die in Abbildung 6.5¢ dargestellt ist.
Das Maximum befindet sich bei etwa z ~ 4 nm, der Position der Barriere, riickt aber
dann entsprechend dem zeitabhéngigen Potential (Abb. 6.5d) immer weiter nach links.
Unabhéngig von der Tatsache, dass diese Simulationen numerisch bedingt mit einer un-
realistisch hohen Laderate durchgefiithrt wurden, zeigen sie trotzdem eine interessante
qualitative Ubereinstimmung mit dem Fehler der rekonstruierten Freien Energie in Ab-
bildung 6.3. Dort ist die grofite Abweichung bei z ~ 2 nm festzustellen, also knapp links
von der Barriere. Dieser Befund wird demnach dadurch begriindet, dass das Maximum
der Varianz der dissipierten Arbeit mit fortschreitender Zeit nach links wandert und
nicht, wie man vielleicht vermuten kénnte, bei der urspriinglichen Position der Barriere
bleibt.

Dieselbe Struktur wie Gleichungen (6.36) und (6.37) zeigen auch die Bewegungsglei-
chungen der hoheren Momente. Es tritt immer eine Kopplung an das néchst niedrige
Moment auf. Sehr hilfreich ist dabei die Tatsache, dass diese Hierarchie schon geschlos-
sen ist, das heifit ndmlich, dass keine hoheren Momente in den Gleichungen auftreten. Im
Prinzip konnen alle weiteren Momente numerisch ohne zusétzliche Ndherung berechnet
werden. Der Formalismus der Greenschen Funktion legt zudem nahe, dass man nur eine
einzige Greensche Funktion G(z — 2/, ¢ — t') fiir alle Momente benétigt. Diese erfiillt die
Gleichung

d F(z) P\ 0 d” / N — §(s — o )
<§_(_ g +2DE)%+D@)G(2—ZJ—U—5( J3(t — ¢).(6.38)
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6 Die Jarzynski-Gleichung

Die zeitabhéngigen Losungen der ersten und zweiten Momente lauten damit

Wy = // dZ'dt'G(z — 2/t — )k (V) (Z(t) — 27) (6.39a)

Wy = / / dz'dt’ / / d2"dt"G(z — 2t — )G = 2"t — 1) (6.39b)

2koz(t) — ko (t")(Z(t") = 2") .

Die hier vorgestellte allgemeine Fokker-Plancksche Beschreibung ist auch fiir die akku-
mulierte Arbeit moglich, statt der dissipierten. Der einzige Unterschied ist der Quellterm,
der in den Momentengleichungen ko&(z — z) anstelle von koi(Z — z) lauten wiirde.

70 — : : : : : : : ‘ 4000
a 60t b 3500
50 3000 |
o
Q C Q L
A 40 = 2500
N N
2 30 <, 2000 f
o K2
; =l
v 20 % 1500 F
10 1000 F
0 500
-10 L L L L L L L L L (e
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
450 70
C 400 d 60
350 50
. 300 0
~ 250 =
g 200 £ 30
& T 20
150
100 10
50 0
0 -10 \
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
z [nm] z [nm]

Abb. 6.5: a) Der Mittelwert der dissipierten Arbeit W, bedingt auf die Koordinate z nach Glei-
chung (6.36) beim Ziehen mit einer linearen Rampe (v = 2 mm/s). Die zugrundeliegende
Freie Energie ist in Abb. 6.5d dargestellt. b) Das z-bedingte zweite Moment W, fiir die
dissipierte Arbeit, nach Gleichung (6.37). c) Das zentrale zweite Moment der dissipierten
Arbeit, berechnet aus den Werten der Abbildungen a und b. d) Das den Simulationen

zugrundeliegende zeitabhangige Potential. Der zeitunabhéngige Anteil ist derselbe wie
in Abb.6.3.
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6.3.3 Das z-aufgeloste FD-Theorem

Mit der bedingten Wahrscheinlichkeit haben wir die notigen Hilfsmittel, die z-aufgeloste
Version der Jarzynski-Gleichung (6.5) neu zu formulieren. Wir werden zunéchst die Pfad-
mittelung durch eine gewohnliche bedingte Mittelung geméf

e PHEO=Col — (5> — ((t)] e PV D) (6.40a)
= [ W) Odw (6.40)
= (™ ]2n(z) (6.40¢)

ersetzen. Mit der Verteilung p(z) muss multipliziert werden, da eine Integration iiber z
konsistent zur urspriinglichen Fassung (6.4) sein muss. Die z-aufgeloste charakteristische
Funktion analog zu (6.22) lautet

x(k,2) = x(K2)p(z) = / AW p(W|2)p(z)e ™Y | (6.41)

welche eine Entwicklung in z-bedingte Kumulanten entsprechend

Inx(klz) =) (_:f)ncn(z) (6.42)

ermoglicht. Gleichung (6.40b) zusammen mit der Definition (6.41) ergibt an der Stelle
k = —if eine neue Kumulantenentwicklung entsprechend zu (6.24), aufler dass zwei
zusétzliche Terme auf der linken Seite auftreten

(=o)"

n!

—B[H(2,t) — Go] +Inp(z) = ) Ch(2) . (6.43)

n=1

Das urspriingliche FD-Theorem muss also fiir z-aufgeloste Betrachtung geméf

G(z) — Go = —Vy(z,t) — %lnp(z) + Cy(z) — gCQ(z) (6.44)

neu definiert werden. Diese Gleichung wurde zum ersten Mal in [119] hergeleitet und ver-
wendet. Dort wurden allerdings sofort die ersten beiden Terme der rechten Seite zu Null
addiert, was nur unter der Voraussetzung einer sehr harten Messfeder naherungsweise
angenommen werden darf.

6.3.4 Die Konvergenz des rekonstruierten Freien Energieprofils
Der Fehler der gewichteten Histogramm Methode

Die Argumenten von Gore et al. in [124] nachvollziehend, betrachten wir eine Folge von
Zufallszahlen Y;(z) = (8[z — ¢(t)] e P ®) y, () mit der Anzahl N,(z) an Daten in dem
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6 Die Jarzynski-Gleichung

Zeitintervall [t,t + At] der Lange At im Intervall [z, z + Az]. Mit einer Messrate S und
der Anzahl an N Trajektorien betrigt diese GroBle N;(z) = NSAtp(z)Az. Gemifl dem
zentralen Grenzwertsatz nehmen wir an, dass Y;(z) fiir groe N;(z) normalverteilt mit
dem Mittelwert Y, (z) = e #H(=0=Col und der Varianz

ag,t(z) = Var(d[z — ¢(1)] e "V ) /N,(2) (6.45)

ist. Das Freie Energieprofil ist nach G(2) = —7! In p mit der auf diese Weise definierten
Zustandsdichte p verkniipft. Der Zusammenhang zwischen dem Fehler der Zustandsdich-
te und dem des Freien Energieprofils ergibt sich demnach zu

0G\*
2 _ 2
oG =0, (ap) (6.46a)
5 1
=o, 527 (6.46b)

20.2 1
_ 29 (6.46¢)

(X290 B2
mit den Gewichten g, aus der gewichteten Histogramm Methode. In der letzten Umfor-
mung verwendeten wir den Ausdruck (A.30) fiir 07 aus Anhang A.3. Das heiflt insbe-
sondere, dass die Korrelationen der Messungen bei aufeinanderfolgenden Zeitintervallen
hierbei nicht beriicksichtigt werden.

Nun kann man die Fehler verschiedener Gewichtungsmethoden miteinander verglei-
chen, also den der naiven Mittelung g; = 1 mit dem der gewichteten Histogramm Metho-
de, bei der g; ~ e V(=) /Z, verwendet wird. Z; ist die Zustandssumme zum Zeitpunkt
t. Der in Gleichung (6.46) auftretende Fehler o2 der Zustandsdichte kann mit Hilfe der

p
umgeformten Jarzynski-Gleichung (6.5)

n(z) = 2, L=l T (6.47)

und mittels der Gauflschen Formel zur Fehlerfortpflanzung zu

Ipt 2
2 _ 2
Upt — Jyt (z) (ayt<z) ) (648)

~ Var([z = ¢()]e VW) Z5
o Nt(z)6726\/0(z,t)

(6.49)
berechnet werden. Die Varianz, die im Zéahler auftritt lasst sich mit den Abkiirzungen
o = / W (W 2)dIW (6.50)

Wy = /e‘QﬁWp(W|Z)dW (6.51)
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6.3 Die Fokker-Plancksche Beschreibung

gemaf

Var(d]z — ((1)le™ ™ V) = (wap(2)? — (w1p(2))?) (6.52)

ausdriicken.

Die zeitliche Entwicklung der Varianz unter Vorgabe eines Protokolls

Die Bewegungsgleichungen fiir w; und w, erhalten wir wieder aus einer Fokker-Planck-

Gleichung, diesmal fiir p(W, z) entsprechend (6.31), indem wir mit e W bzw. e=2W
multiplizieren und dann iiber W integrieren. Diese Rechnung liefert
. (Z) !/ " .
wy = : + 2D wy + Dw — Bkoi(t)(x(t) — 2)w; (6.53)
Wy = ( éz) +2D=— ) wy + Dwly — 2Bkox(t)(z(t) — 2)ws . (6.54)

Das Protokoll wird wieder mit der Vorgabe der Funktion z(t) spezifiziert. Die Anfangs-
bedingung gewinnt man aus der Anfangsverteilung p(W|z;t = 0) = §(W), woraus
wi(t =0) =wy(t =0) =1 folgt. Gleichung (6.46¢) lautet mit w; und wy

2 1 > (wap(2) — wip(2)) 25/ Z}

= 6.55
’c NSAtAz[3? (>, e P& [ 7,)2 (6:55)
fiir die gewichtete Histogramm Methode und
0_2 e 1 Zt(w2p(z> B w%p('z))ZOQeQﬁH(Z7t) (656)
¢ NSAtAzB32 >, 1)2

fiir die naive Mittelung.

Numerisches Fallbeispiel

Wir haben, dhnlich wie zur Berechnung der dissipierten Arbeit, einige exemplarische
numerische Simulationen durchgefiihrt. Die zugrundeliegende Freie Energie ist wieder
dieselbe wie in Abbildung 6.3. Um die beiden Varianzen (6.55) und (6.56) zu berech-
nen, benstigen wir die vollstandige Losung der Gleichungen (6.53) und (6.54) zusammen
mit (6.34), der Fokker-Planck-Gleichung fiir p(z,t). Das numerische Verfahren ist das-
selbe wie fiir die dissipierte Arbeit. Die in Experimenten und numerischen Simulationen
der Langevin-Gleichung typischerweise verwendeten Geschwindigkeiten und Frequenzen
wurden aus rechentechnischen Griinden nicht erreicht. Die Ergebnisse der numerischen
Rechnung in Abbildung 6.6 liefern eine eindeutige Bestéitigung der Tatsache, dass die
Mittelung mit Hilfe der gewichteten Histogramm Methode bedeutend bessere Ergeb-
nisse liefert als die naive Mittelung. Dargestellt ist die Entwicklung der Varianz der
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6 Die Jarzynski-Gleichung

jeweiligen Verfahren an zwei verschiedenen Positionen z als Funktion der gesammelten
Datenmenge. Dadurch ist zudem ersichtlich, wie unterschiedlich diese Menge an Daten
ist, die an verschiedenen Stellen des Potentials iiberhaupt gesammelt werden kann. Be-
merkenswert ist die Tatsache, dass fiir z = 1 nm (Abb. 6.6a) ein Minimum der Varianz
existiert. Statistisch kann das so gedeutet werden: Uberstreicht der Mittelwert die Stelle
z, ist die Qualitdt der Daten optimal. Wenn der Mittelwert sich weiter entfernt kom-
men noch weitere hinzu, diese werden aber immer unwahrscheinlicher und haben auch
eine entsprechend hohe Varianz. Die Datenqualitdt nimmt also ab, je ldnger gemessen
wird. Interessant ist auch die Tatsache, dass die naive Mittelung, obwohl sie auf langeren
Zeiten schlechter abschneidet, zwischendurch eine geringere Varianz aufweist als die ge-
wichtete Histogramm Methode. Dies liegt mit groer Wahrscheinlichkeit daran, dass die
Gewichte keine exakte Minimierung der Varianz darstellen, wie in Anhang A.3 gezeigt.

10000

le+16

b dtzl RS
100 le+ld ¢ gze oz, 1
1 le+12 |
= = 1le+10 |
g 001y d 1le+08 }
g g
0 0.0001 ¢ > 1e+06
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Z; p(1,nAt Z; p(5,)At

Abb. 6.6: a) Relevanter Teil der Varianz der geschatzten Freien Energie liber der normierten
Datenmenge bei z = 1 nm nach Gleichung (6.55) mit Hilfe numerischer Simulationen.
Verwendet wurde die lineare Rampe mit v = 0.1 mm/s. Die Kurve fiir die gewichtete
Histogramm Methode konvergiert gegen einen konstanten Wert, wahrend bei der naiven
Mittelung die Varianz immer groBer wird. b) Dieselbe Simulation wie in Abbildung a,
nur mit z =5 nm also hinter der Barriere.

Abbildung 6.7a zeigt den Grenzwert der Varianz, gegen den diese konvergiert. Beach-
tenswert ist die Ahnlichkeit des Kurvenverlaufs zum verwendeten Freien Energieprofil
(6.3). Zwischen der Varianz bei den Minima und beim Maximum liegen einige Groéfien-
ordnungen.

Eine Interpolation in Richtung kleiner Geschwindigkeiten ist allerdings nicht einfach
moglich, wie Abbildung 6.7b nahelegt: Die Varianz skaliert nicht algebraisch mit der
Geschwindigkeit.

Fiir die bisherigen Abbildungen der Varianzen haben wir nur die lineare Rampe als
experimentelles Protokoll zugrundegelegt. Das periodische Protokoll ist bei den nume-
risch erreichten Frequenzen nicht sinnvoll auswertbar. Konkret bedeutet das, dass die
statistischen Fehler pro Periode stiarker als linear anwachsen. Daher wire es in diesem
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6.3 Die Fokker-Plancksche Beschreibung

Frequenzbereich vorteilhaft, die Trajektorien zu verkiirzen und moglichst viele zu wéah-
len.

1000 T T T T T T T T T 1e+06 .
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Abb. 6.7: a) Die Varianz fiir die gewichtete Histogramm Methode im Limes groBer Zeiten (v = 2
mm/s) nach Gleichung (6.55). Das Maximum ist deutlich in der N&her der Barriere und
die Minima entsprechen den Minima des Freien Energieprofils. b) Die Varianz fiir groBe
Zeiten fiir die gewichtete Histogramm Methode in Abhangigkeit von der Geschwindigkeit
nach Gleichung (6.55). Es zeigt sich kein eindeutiges Skalenverhalten, das heiBt, eine
systematische Skalierung in Richtung kleiner Geschwindigkeiten ist somit nicht méglich.

Die systematische Abweichung

Bisher haben wir eine Fehleranalyse allein auf der Grundlage der Varianz durchgefiihrt,
haben jedoch noch nicht den systematischen Fehler B, auch , Bias“ genannt, beachtet.
Als systematische Differenz aus der abgeschétzten und der tatséchlichen Freien Energie
tritt er bei der Berechnung der Freien Energie mit der Jarzynski-Gleichung immer auf.
Fiir unendlich viele Messdaten verschwindet er. In der Statistik werden die Funktionen,
deren Mittelwerte diese Eigenschaft besitzten nicht erwartungstreue Schétzer genannt. In
unserem bisher betrachteten Fall hingen alle Gréflen von z ab, damit ist also nach [124]

P2) _ om _ oo , (6.57)
p(2)

wobei p(z) die Abschitzung der Zustandsdichte mit Gleichung (6.5) ist und p(z) die
tatséichliche. Da die Fehlerquadrate oZ(z) zeitlich verdnderlich sind, folgern wir aus
Gleichung (6.57), dass dies auch fiir den Bias gelten muss. Die gewichtete Histogramm
Methode summiert die gewichteten Zustandsdichten, die zu verschiedenen Zeitintervallen
berechnet werden. Das bedeutet aber fiir die statistisch kombinierte Zustandsdichte

p(2) =D ap(2)e D gr (6.58)
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und damit tritt der Bias auch in der Summe auf, die alle Zeitintervalle durchlauft. Eine
systematische Biaskorrektur ist in diesem Fall nach der numerischen Summenbildung
nicht moglich. Wenn man das numerische Ergebnis in Abbildung (6.3) betrachtet, so
erkennt man, dass der Bias offenbar eine wesentliche Fehlerquelle ist, der bei beiden
Methoden auftritt und eine systematische Abweichung von der realen Freien Energie
bewirkt. Eine Korrektur miisste also noch vor der Summenbildung berechnet werden.
Die Abschétzungen, die dafiir in der Literatur veroffentlicht wurden, beziehen sich jedoch
nur auf den Gaufischen Fall. Nach [124] betrdgt der Bias

B~ (Waiss) /N (6.59)

mit einem vom Mittelwert der dissipierten Arbeit abhédngenden Exponenten « bei einer
Gesamtzahl von N Messwerten. Ein Korrekturverfahren wiirde eine gréfere Anzahl an
Trajektorien benotigen, um den Mittelwert der Arbeit zu jedem Zeitpunkt ¢ hinreichend
gut zu bestimmen.

Die Varianz ist also nicht die einzige Fehlerquelle, die fiir die rekonstruierte Freie
Energie eine Rolle spielt. Hinzu kommt noch der schwer abzuschétzende Bias-Fehler.

6.4 Die Rekonstruktion des Freien Energieprofils Il

6.4.1 Zwei verschiedene Rekonstruktionsvorschriften im Vergleich

Aufgrund des Befundes des vorigen Unterkapitels, dass die statistische Qualitéit der Da-
ten abnehmen kann, haben wir die Trajektorien in einer erneuten Simulation deutlich
kiirzer gewahlt. Fiir die Auswertung mit der Jarzynski-Gleichung hat dies keine nen-
nenswerte Verbesserung bewirkt.

Wir werden eine Formel herleiten, die auf der Gleichgewichtsndherung und der ge-
wichteten Histogramm Methode beruht und die mit sehr kurzen Trajektorien deutlich
bessere Ergebnisse liefert als die Jarzynski-Gleichung.

Wir gehen von der Boltzmann-Verteilung im Gleichgewicht aus, die man bei Mittelung
iiber alle Trajektorien geméf3

p(2) = (82 — (1)) = e DTN /7, (6.60)
ausdriicken kann. Die Zustandsdichte p; lautet fiir diesen Fall also
pr = "N Z, (502 — (1)) - (6.61)

Die gewichtete Histogramm Methode mit dem Gewicht g, ~ e &1 /7, liefert die
Formel zur Rekonstruktion der Freien Energie

G(2) —Go=—B"IY (5(z ¢ /Z exzxpﬁvo = igii)] . (6.62)
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Dabei wurde noch die Zustandssumme Z; mit Hilfe der Jarzynski-Gleichung (6.4) ersetzt.
Nahe am Gleichgewicht kann allerdings davon ausgegangen werden, dass die Verteilung
der Arbeit schmal ist, so dass sich schliefllich aus der Naherung

(exp(— AW (1)) ~ exp(—B(W (1) + 2o, (6.63)

mit %03, /2 < 1 aus Gleichung (6.62)

G(z) —Go=—"InY (5(z ¢ /Z exp| WO % 2(t))] (6.64)

exp(—=A(W (1))

ergibt. Zum Vergleich sei hier die schon zitierte Formel (6.11) angegeben

B ) ) (exp( ﬁW Nz exp| ﬁVOZ z(t))]
G(z) = Go=—F""In Z {exp(—BW (t) /Z (exp(=BW (1))

(6.65)

die auf der Jarzynski-Gleichung (6.5) beruht. Die Schreibweise |, bedeutet die Mittelung
bedingt auf die Koordinate z. Die wesentlichen Unterschiede zwischen den Gleichungen
(6.64) und (6.65) sind, dass einerseits in (6.64) die bedingte Mittelung im Zahler nicht
vorhanden ist und andererseits die Exponentialfunktion in den Nennen nicht gemittelt,
sondern der Mittelwert exponenziert wird.

Wir haben diese beiden Gleichungen anhand einer Wiederholung der numerischen Si-
mulation des Fallbeispiels aus Kapitel 6.2.1 miteinander verglichen. Dafiir benutzten wir
dieselben Parameter wie in Abb. 6.3, bis auf eine kiirzere Gesamtmessdauer von T' = 250
ms und eine Gesamtzahl von 50 Trajektorien. Die Ergebnisse fiir das periodische Proto-
koll sind in Abbildung 6.8 dargestellt. Offensichtlich unterscheiden sich die rekonstruier-
ten Freien Energieprofile sehr voneinander beziiglich ihrer Qualitit. Wesentlich bessere
Ergebnisse wurden mit der Gleichung (6.64) erzielt, also unter der Gleichgewichtsannah-
me. Entscheidend fiir die Verbesserung ist die Lénge der Trajektorien. Verwendet man
Trajektorien der urspriinglichen Léange mit derselben Frequenz, so ergeben sich auch fiir
die bessere Formel grofiere systematische Abweichungen im Bereich der Barriere.

Das lineare Protokoll ergibt entsprechend dem Befund aus Kapitel 6.2.1 nicht ganz so
gute Ergebnisse. Sehr interessante Ergebnisse erhélt man jedoch aus dem direkten Ver-
gleich der beiden Gleichungen unter Verdnderung der Ziehgeschwindigkeit, dargestellt
in Abbildung 6.9. Auch hierbei wurde deutlich, dass Gleichung (6.64), die eigentlich
auf Gleichgewichtsannahmen beruht, deutlich bessere Ergebnisse lieferte als Gleichung
(6.65). Anhand der Verteilungen der Arbeit konnten wir ausschlieflen, dass diese Simu-
lationen im Gleichgewicht stattgefunden haben. Der erhebliche Unterschied der Qualitét
des rekonstruierten Freien Energieprofils ldsst sich somit auf die schlechte Konvergenz
der Jarzynski-Gleichung zuriickfiihren.
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Abb. 6.8: Das mit zwei verschiedenen Mittelungsarten rekonstruierte Freie Energieprofil mit 50
Trajektorien der Dauer 5 ms und einer Frequenz von w* = 1.2-1073 s~!. Das entspricht
etwa einer Periode pro Trajektorie. Das schlechtere Ergebnis wurde mit Gleichung (6.65),
das bessere mit Gleichung (6.64) erzielt, dessen mittlere Fehler iiber das dargestellte
Intervall der Koordinate z 02 = 0.09 (kgT)? betrigt. Der kleine Graph zeigt die Differenz
zwischen der rekonstruierten und der tatsachlichen Freien Energie.

Zusammenfassend zu diesem Unterkapitel kann festgestellt werden, dass die Jarzynski-
Gleichung zwar eine interessante Einsicht in den Zusammenhang zwischen Gleichgewichts
und Nichtgleichgewichtsgroflen liefert. Zur Rekonstruktion des Freien Energieprofils ist
sie mit den bisherigen Methoden allerdings nur eingeschrinkt zu empfehlen. Aus Abbil-
dung 6.9 kann man folgern, dass eine langsame Messung, die weniger Trajektorien nahe
dem Gleichgewicht erzeugt, eine bessere Abschéatzung der Freien Energiedifferenz liefert
als eine grofle Anzahl schneller Messungen, ausgewertet mit der Jarzynski-Gleichung.
Voraussetzung fiir diese Aussage ist allerdings, dass man die gewichtete Histogramm
Methode verwendet, die neue Probleme hinsichtlich des systematischen Fehlers aufwirft.
Wiirde man ein Verfahren zur Bias-Korrektur entwickeln, so wéire das Ergebnis, das mit
der Jarzynski-Gleichung erzielt wiirde, sicher deutlich besser als bisher.
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Abb. 6.9: Eine systematische Studie des globalen Fehlers o2 (Gl. (6.12)) von zwei Rekonstruktions-
vorschriften in Abhangigkeit der Ziehgeschwindigkeit der linearen Rampe. Die gesamte
Messzeit wurde dabei konstant T' = 250 ms gehalten. Die Anzahl der Trajektorien wurde
durch die Ziehgeschwindigkeit bestimmt, so dass bei v = 2um/s 50 mal gezogen werden
konnte, bei der niedrigsten Geschwindigkeit, die eingezeichnet ist, gerade noch 2 mal.
Es zeigt sich eine starke Abhangigkeit der globalen Qualitat der rekonstruierten Freien
Energie. Uber einen weiten Bereich schneidet die Gleichgewichtsformel (6.64) weit besser
ab als die Formel, die auf der Jarzynski-Gleichung basiert (6.65).
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7 Ausblick

Die wesentlichen Ergebnisse der vorliegenden Arbeit wurden bereits in der vorangestell-
ten Zusammenfassung beschrieben. In dem nun folgenden Abschnitt werden Perspekti-
ven aufgezeigt und einige weiterfithrende Fragen angeschnitten.

Das in Kapitel 2 anhand eines 2-Zustandsmodells eingefiihrte periodische Protokoll
stellt eine attraktive Moglichkeit in kraftspektroskopischen Anwendungen dar, die Fal-
tungsiibergéinge zusétzlich zu den Entfaltungsiibergédngen zu untersuchen. Die Theorie
der stochastischen Resonanz, die bisher wenig praktische Anwendungen vorzuweisen hat,
liefert dafiir die in wesentlichen Ziigen dargestellte Grundlage. Auf diesem Gebiet bleiben
jedoch noch einige interessante Fragestellungen offen, die iiber das konkrete biophysika-
lische System hinaus experimentell untersucht werden konnen. Eine solche besteht zum
Beispiel darin, wie ein metastabiler Zustand in die Theorie integriert werden kann und
wie sich dieser dann auf die Statistik der Ubergéinge unter Verwendung eines periodi-
schen Protokolls auswirkt. Die Wahl der Beschreibungsmethode miisste erneut auf der
Grundlage der vorhandenen Parameterwerte beurteilt werden.

Die Theorie konnte auch dahingehend erweitert werden, eine Kombination aus linea-
rem und periodischem Protokoll bzw. eine Uberlagerung verschiedener experimenteller
Zeitskalen einzubinden. Fiir den zweiten Vorschlag wire es mit Hilfe der Trennung der
Variablen moglich, miteinander gekoppelte Gleichungen auf getrennten Zeitskalen herzu-
leiten. Dabei spielen auch Effekte eine Rolle, die sich aus kontinuierlichen Verdnderungen
der Parameter bzw. der Zeitskalen ergeben, wie wir anhand der stochastischen Resonanz
an einem typischen Beispiel der Kraftmikroskopie zeigen konnten.

Interessante Problemstellungen fiir die Zukunft ergeben sich nicht zuletzt aus Grenzbe-
trachtungen, wie beispielsweise die in dieser Arbeit angeschnittene und bisher nicht voll-
stindig geloste Frage nach dem Ubergang vom Gleichgewicht zum Nichtgleichgewicht.
Die hierzu vorgestellten Untersuchungen basieren auf der dissipierten Arbeit und der
Abweichung der Wahrscheinlichkeitsdichte von der Boltzmann-Verteilung als Mafl der
Auslenkung vom Gleichgewicht. Trotz ihrer breiten Anwendungsmoglichkeiten ist diese
Methode lediglich als Extrapolation der Gleichgewichtstheorie zu werten. Sie findet so-
mit auch dort ihre Grenzen, wo die dazu notwendigen Voraussetzungen nicht mehr erfiillt
sind. Das gilt besonders fiir das Verhalten der dynamischen Variablen, deren Kopplun-
gen, die in der N&dhe des Gleichgewichts vernachléssigbar sind, im Nichtgleichgewicht
wichtig werden. In diesem Zusammenhang kénnte eine Theorie Anwendung finden, die
sich mit dem Ubergang dynamischer Systeme von regulirem zu chaotischem Verhal-
ten beschéftigt. Darin erweist sich zum Beispiel der Begriff der Periodenverdopplung
von grofler Bedeutung. Ein chaotisches Szenario wird demnach aufgrund einer Kaska-
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de von Periodenverdopplungen erreicht. Eine Anwendung des vorhandenen Wissens auf
einen hoherdimensionalen Raum dynamischer Variablen unter Beriicksichtigung der sto-
chastischen, thermischen Stérungen wiére innerhalb der Theorie der Kraftspektroskopie
in Zukunft eine notwendige und lohnende Forschungsbetétigung. Ein wesentliches Ziel
besteht insbesondere darin, die Giiltigkeitsbereiche der jeweiligen Betrachtungsweisen
préaziser als bisher abzustecken. Das betrifft auch selbstverstdndlich erscheinende Kon-
zepte, wie die Temperatur, und die in der Literatur diskutierte, keineswegs universelle
Giiltigkeit der Jarzynski-Gleichung.

Im Verlauf der Arbeit haben wir uns anhand spezieller Fallbeispiele damit beschéf-
tigt, wie das Freie Energieprofil mit Hilfe der Jarzynski-Gleichung und der Trajektorien
des linearen und des periodischen Protokolls ermittelt werden kann. Eine wesentliche
Frage, die bisher nicht beantwortet werden konnte, ist: Wie kann die optimale Frequenz
aus anderen Parametern berechnet werden? Es erscheint naheliegend, beim periodischen
Protokoll einen Zusammenhang zur stochastischen Resonanz zu vermuten. Dies kénnte
nur mit Hilfe einer numerischen Untersuchung exakt belegt werden. Zudem wire auf der
Grundlage der in Kapitel 6 dargestellten Fokker-Planckschen Beschreibung zu kléren,
inwiefern sich die dissipierte Arbeit des periodischen Protokolls von der des linearen
unterscheidet, desweiteren, wie grof3 die ideale Trajektorienldnge eigentlich ist. Auf der
Grundlage der vorgestellten numerischen Simulationen der Fokker-Planck Gleichungen
konnten diese Fragen bisher nicht zufriedenstellend beantwortet werden.

Eine weitere unbeantwortete Frage ist, wie sich die Methode der Jarzynski-Gleichung
gegeniiber anderen Gleichgewichtsmethoden letztlich behaupten wiirde, wenn man nu-
merisch einen grofien Parameterbereich des Freien Energieprofils abdecken und zudem
die Langen der Trajektorien sowie die gesamte Messzeit systematisch iiber einen langen
Zeitraum variieren konnte. Noch nicht geklért ist aulerdem die Rolle des systematischen
Fehlers bei der Rekonstruktion des gesamten Freien Energieprofils. Eine Fehlerkorrek-
tur im Zusammenhang mit der Methode der Jarzynski-Gleichung wiirde sicher bessere
Ergebnisse liefern als bisher.
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A Theoretische Hilfsmittel

A.1 Die Kramers-Ubergangsraten

Betrachtet man bei einer stochastischen Bewegung das Verlassen eines abgeschlossenen
Gebietes (2 fiihrt dies auf die sog. Riickwérts-Kolmogorov-Gleichung

Jq(x,t)

07— Lot Al
5~ Lla,t) (A1)
mit den Randbedingungen
q(z,0) =1 fir z € Q (A.2)
q(z,t) =0 fiir x € 00 , (A.3)

wobei LT der adjungierte Fokker-Planck-Operator ist und q(x,t) die Wahrscheinlichkeit,
den Bereich © vom Startpunkt x aus nach der Zeit ¢ zu verlassen [132,133]. Die re-
sultierende Wahrscheinlichkeitsdichte, denselben Bereich zum Zeitpunkt ¢ zu verlassen,
betrigt damit

o(x,t) = x,t) . (A.4)

_EQ(

Nun kann das Problem &quivalent in Form von Momenten dieser Verteilung formuliert
werden, was zu anderen partiellen Differentialgleichungen fiihrt [69]. Wir benotigen je-
doch fiir die hier untersuchten Probleme nicht die gesamte Verteilung in Abhéngigkeit
von der Koordinate x, sondern lediglich die reduzierte Ubergangswahrscheinlichkeit

o(t) = /OO oz, t)p(x, t = 0)dz (A.5)

die tiber die Anfangsverteilung p(x,t = 0) gemittelt wurde. Als Ndherung nehmen wir
an, dass A.5 als einfaches Produkt geméf

P(t) = kopr®(t) (A.6)

mit der Besetzungswahrscheinlichkeit ®(¢) formuliert werden kann. Diese Ubergangsrate
kosy ist die Kramers-Rate, die in ihrer allgemeinsten Form

1 Taq T2
kopr = 5/ dze PH® / dzePH®) (A.7)
—00 T

155



A Theoretische Hilfsmittel

lautet [62,66], dabei seien bei x, ein Maximum und bei x; und x5 Minima. H bezeichnet
das Potential, in dem die stochastische Bewegung mit der Diffusionskonstante D statt-
findet. Beide Integrale konnen mit Hilfe der Sattelpunktsnéherung [88] gelost werden.
Das zweite Integral ergibt

1 2 Ta
-1 _ BH(zq —BH(x
kopr = D / 75‘[{//(%”6 )/OO e PH@) qyg; (A.8a)
1 2
S . —(CR A.8b
D\ BIH"(z,)] in (A.8D)

mit der Zustandssumme fiir den linken Bereich bis zum Maximum
Zin = / e PH@) g . (A.9)

Lost man das zweite Integral ndherungsweise, so lautet das bekannte Ergebnis [66, 70]

BD/|H" |4 [H" |z, -
- o o—B(H(za)=H(w1)) A10
11 o € (8.10)

A.2 Eine Herleitung der Jarzynski-Gleichung

Nach Jarzynskis erster Veroffentlichung zu dieser Gleichung [77] folgten mehrere theo-
retische Beitrige zu diesem Thema [78,113-116], mit jeweils eigenen Zugéngen und Be-
weisen. Die Voraussetzung fiir die Jarzynski-Gleichung ist immer die detaillierte Bilanz,
die dquivalent zur Mikroreversibilitdt ist. Eine genaue Untersuchung des Giiltigkeitsbe-
reiches ist in [108,115] zu finden.

Im Folgenden greifen wir den kompakten Beweis aus [115] auf. Die gesamte Zeit-
dauer eines parametrisierten Prozesses wird dabei eingeteilt in N Schritte der Dauer
dt, bezeichnet mit ¢;, von ty bis ty. Die zeitlich verdnderlichen Variablen werden ge-
kennzeichnet mit x;, mit j = 0,..., N. Zu Beginn eines jeden Zeitintervalls wird der
zeitabhéngige Anteil V'(x,t) der Hamiltonschen Funktion H;(x;) = H(x;) + V;(x;) au-
genblicklich verdndert. Der Index bezeichnet hier jeweils das Zeitintervall. Eine Version
der detaillierten Bilanz ist die sog. balancierte stochastische Abbildung, nach der die ka-
nonische Verteilung von einem Zeitschritt zum néchsten auf sich selbst abgebildet wird,
geméf

/de—1 e_ﬁHj(xj_l)g(Xj_1|Xj) — o BH;(xj) (A.11)

Der Kurzzeitpropagator g(x;_1|x;) entspricht also einer Diracschen Deltafunktion fiir die
kanonische Verteilung. Das sind die einzigen Voraussetzungen. Die Arbeit in diskreter
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Schreibweise ergibt sich aus der Differenz des zeitabhéngigen Anteils der Energie V' (x, t)

AV = Vi(xj41) — Vj(x5) (A.12a)
= Vin(xj41) = Vi (x5) + Vi (x5) — Vj(x;5) (A.12b)

wobei AQ; = Vii1(xj41) — Vipi(x;) der Warmefluss und AW; = V(%) — V(x;) die
Arbeit ist. Diese Aufteilung des Prozesses ist physikalisch sinnvoll und notwendig fiir die
weitere Rechnung. Die gesamte Arbeit entlang einer Trajektorie betrigt

N-1
W=>" AW, (A.13)

J=0

welche so in der Jarzynski-Gleichung auftritt. Vorausgesetzt wird zudem, dass die Trajek-
torie aus dem thermischen Gleichgewicht bei x( startet, also entsprechend der Boltzmann-
Verteilung e #7x0) /7, wobei Z, die Zustandssumme des Anfangszustandes ist. Die
Mittelung der linken Seite der Jarzynski-Gleichung (6.4) kann mit der Pfadintegralfor-
mulierung berechnet werden geméaf

(e A1) = / / dxq dxy e IE20 AW g (g xy) /2
= / /dxo dxXy eiﬁH(XO)*ﬁij;OlAWJ'g(XO\Xl)..g(XN,l\XN)/ZO
N / /dxl oy e OO IS AW g (50 30) g (1 %) [ Zo
= /dXNe_BH(XN)/ZO
= 7Zn/ % (A.14)

mit der Zustandssumme Zy des Endzustandes. Der letzte Ausdruck entspricht tatséch-
lich der rechten Seite der Jarzynski-Gleichung, womit sie bewiesen ist. Fiir die zweite
Zeile bendtigt man eine der Eigenschaften von Propagatoren

g(%alx) = /dng<xa|xz>g<xz|xe> , (A15)

d.h. dass der Anfangszustand x, auf einen beliebigen Zwischenzustand x, propagiert
werden kann und von dort aus auf den Endzustand x, durch den zweiten Propagator. Die
Tatsache, dass jeder Zwischenzustand erreicht werden kann, wird durch das Integral iiber
alle Zwischenzustéinde ausgedriickt. Auf diese Weise kénnen die Kurzzeitpropagatoren
eingefiihrt werden. Die dritte und vierte Zeile erhélt man durch wiederholte Anwendung
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von Gleichung (A.11), so dass das iibrige Integral iiber dxy einfach der Zustandssumme
im Endzustand entspricht.

Die Verallgemeinerung fiir das z-aufgeltste Freie Energieprofil ist naheliegend. Fiigt
zwischen die Mittelungsklammern die Diracsche Delta-Distribution 6(x — x) ein, so
ergibt sich daraus am Ende statt der Zustandssumme einfach

(P AW 5k —xy)) = / dxy PN §(x — x) /7o (A-162)
= e PH) 17 (A.16D)

was der verallgemeinerten Jarzynski-Gleichung entspricht. Dies bedeutet schlicht, dass
der Endzustand nun nicht allein durch den Kontrollparameter bestimmt ist, sondern
dass durch die Deltafunktion eine zusétzliche Auswahl der Trajektorien durchgefiihrt
wird. In der Mittelung werden demnach diejenigen beriicksichtigt, die zum Zeitpunkt ¢y
den Punkt x5 im Phasenraum erreichen.

A.3 Die gewichtete Histogramm Methode

Die Methode der gewichteten Histogramme [127,134-136] basiert auf dem gewichteten
Mittelwert T, gebildet aus einer Reihe von fehlerbehafteten Mittelwerten x; mit der
zugehorigen Varianz o; geméf

T =

Zi GiZ;
o (A.17)

Dabei sind g; = 1/0? die idealen Gewichte, die den Fehler von Z minimieren. Nach
dem Gauflschen Fehlerfortpflanzungsgesetz betrégt dieser fiir statistisch unabhéngige
Summanden z;

oz 2 Z 0'2g2
02 = o} < ) === A18
2.7\aw) = Sy A1)

Die Ableitung der Varianz (A.18) nach g; soll gemi8

doZ _ 2‘7]2’% _221'01'291'2

= =0 (A.19)
dg; (221 94)? (22:94)°
verschwinden. Alle g;, die also die Gleichung
> (0%g;9: — 0Pgd) =0 (A.20)

2
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erfiillen, minimieren den Fehler. Da die Fehler aber unabhéngig voneinander variieren,
muss jeder Summand einzeln verschwinden. Das fiihrt schliefilich auf die Gewichte g; =
1/0? mit der gesamten Varianz

1
Zi g
Wir werden nun zeigen, wie Gleichung (A.17) fiir Histogramme erweitert werden kann.

Mit Hilfe der speziellen Hamiltonschen Funktion H(z,t) = G(z) + Vy(z,t) definieren
wir die Zustandsdichte

8] b

(A.21)

0:

p(z) = e PEE) (A.22)
die mit der verallgemeinerten Jarzynski-Gleichung (6.5) {iber

o C(4)]e—BW )
p(e) = 2B S ) (223

zusammenhingt, wobei Z, = e 7% die Zustandssumme bei ¢t = 0 ist. Die Dichte hingt
nach der Definition nicht von ¢ ab, aber um die unterschiedlichen gemessenen Zustands-
dichten zu verschiedenen Zeitabschnitten zu unterscheiden, indizieren wir sie mit ¢. Ent-
sprechend Gleichung (A.17) kann die Zustandsdichte statistisch aus den einzelnen Mes-
sungen gemaéf

_ > 9e(2)pe(2)
)= =5 ) (A.24)

kombiniert werden. Der Fehler wird mit den entsprechenden Gewichten g,(z) = 1/072(2)
minimal, wobei die z-Abhéngigkeit {iberall beriicksichtigt werden muss. Nun besteht also
die Aufgabe darin, die Fehler der einzelnen Messungen zu bestimmen oder, wenn notig,
abzuschétzen.

Zunichst, folgt man [127], ergeben sich die Fehler eines Monte-Carlo Histogramms
Ni(z) entsprechend der Poisson-Verteilung

o, (2) = Ni(2) (A.25)

wobei N;(z) den Mittelwert aller Histogramme mit dem Parameterwert ¢ bezeichnet.
Die Histogramme sind bei gegebenem Parameterwert ¢ mit der Zustandsdichte iiber die
Wahrscheinlichkeitsdichte
—BVo(z,t)
p(z)e
wiz) = P (A.26)
t
verkniipft, wobei Z; die Zustandssumme zur Zeit ¢ ist. Ein gemessenes Histogramm liefert
auf diese Weise eine Realisierung der Zustandsdichte

ZyNy(z)

pe(2) = e Pzt p,

(A.27)
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mit der Anzahl n; an Daten eines Histogramms zum Parameterwert ¢. Daraus resultiert
wieder mit Hilfe des Gaufischen Fehlerfortpflanzungsgesetzes der Fehler

2
2 Zt 2
P ( —BVo(z,t) ) ON,
e N

_ 2 A28
O (A.28)

Wie man erwarten kann, gilt 0(2) ~ 1/N,(z). Die resultierenden Gewichte g;(z) ergeben
die bekannte gewichtete Histogramm Formel, wie in [127] angegeben.

Im Falle der Jarzynski-Gleichung muss erneut der Fehler der Histogramme betrachtet
werden, da man nicht von Poissonverteilungen ausgehen kann, wie bei Monte-Carlo-
Simulationen. Es ist wenig bekannt iiber die Fehler bei beliebigen Nichtgleichgewichts-
trajektorien durch den Phasenraum. Es scheint jedoch verniinftig, von dem allgemeinen
Ausdruck o2(z) ~ 1/ Ny(2) zu starten, der auch fiir das Nichtgleichgewicht richtig wiire,
wenn man vom zentralen Grenzwertsatz fiir die Summe der Mittelwertbildung ausgeht.
Die z-aufgeloste Anzahl an Daten fiir den Parameterwert ¢ ist jedoch nicht mehr durch
die Gleichgewichtsverteilung gegeben. Man benotigt in Ny(z) = py(z)n, die Nichtgleich-
gewichtsverteilung. Da wir diese aber in der Praxis erst nach der Auswertung haben,
miissen wir hier als Ndherung die Gleichgewichtsverteilung annehmen. Damit erhélt

man
e_/BVO (Z7t)

7 (A.29)

gi(z) ~
Es sei angemerkt, dass dieses Ergebnis folglich den Fehler nicht mehr minimiert. Man
kann allerdings anhand von Simulationen zeigen (siche Kap. 6.3), dass fiir diese Gewichte
kleinere Fehler herauskommen, als wenn man naiv g, = 1 wéhlt. Die Anzahl an Daten
n; zu jedem Parameterwert ¢ héngt in diesem speziellen Fall nicht von ¢ ab, da die
Anzahl an Trajektorien in jedem Zeitabschnitt konstant ist. In diesem Fall ist die Anzahl
n; = SAtN, mit der Messrate S, der Breite der Zeitintervalle At und der Gesamtzahl
an Trajektorien N. Der Gesamtfehler kann wieder mit

2 Et Uztgg A
o2 = 2 0nIt (A.30)
(22 91)

abgeschétzt werden. Die Varianz o,,, also der statistische quadratische Fehler der ein-
zelnen Messung, kann mit Hilfe der Fokker-Planckschen Darstellung berechnet werden,
siehe Kap. 6.3.
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B Anhang zu Kap.3.1

B.1 Naherungslosung der Grenzgeschwindigkeit fiir Titin

Eine analytische Berechnung der maximalen Ziehgeschwindigkeit nach Gleichung (3.36)

Tpnax = min {5]7’”“(8’70/%)1} . (B.1)

Teq(T)

in Abhéngigkeit von den Parametern ist nicht moglich. Dabei bezeichnet §p,,., die ma-
ximale Abweichung vom Mittelwert po(Z) als Funktion der Position der Messfeder Z.
Alle Variablen sind mit der Gesamtzahl N an Segmenten reskaliert. 7., bezeichnet die
Relaxationszeit unter der Annahme einer festen Position 7.

Das Problem liegt darin, dass die Funktion po(7) nicht explizit bekannt und zudem das
globale Minimum des gesamten Ausdruckes (3.36) nicht analytisch berechenbar ist. Wir
werden hier einen Néherungsausdruck herleiten, der fiir Titin und &hnliche Biopolymere
gilt. Zu diesem Zweck fithren wir zunéchst eine kleinere obere Schranke

_ min {6pmaz (Opo/0T) 1}

max {7.,(7)}

(B.2)

ein. Die relevante Lingenskala lautet somit min {0p,,q.(9po/0Z)~ '} und die relevante
interne Zeitskala

T = max {7.,(7)} . (B.3)

€q

Desweiteren benttigen wir die Gleichgewichtslosung (Gl. (3.24))

_ f}/(EapO)
Po= =~ <
7(1‘7]90) +1
und die abkiirzendenden Bezeichnungen
Y= ]{?12//{?21 und Yo = k??Q/k?gl . (B4)

In linearer Ordnung in x/L betrigt die Kraft im WLC-Modell
1 3z

(B.5)
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Nach Einfithrung einer mit einigen Parametern skalierten Position

3TAx
T = B.
T oL, (B.6)
mit
Ar =z, +xy und lo = l(po) (B.7)

betriagt das Verhiltnis der Raten (B.4)

T

Y = Yo €Xp <l ) : (B.8)
0

Mit der Abkiirzung u(z) = Z/lo(Z) lautet die inverse Relaxationszeit nach Gleichung

(3.27)

Togh = klyetss (1 +gleT (1~ pO)aLA—Z_ +po5LA—l—70_1 _u) ;
dabei haben wir die Beziehung | = Ly + pdL eingesetzt. Die folgende Rechnung gilt
nur fiir dhnliche Félle wie Titin. Das gilt insbesondere fiir die Einschrénkung, dass am
Maximum von 7, die Gleichung py ~ 1 erfiillt ist, siche Abb. B.1. Dies hingt z.B. bei
Titin damit zusammen, dass die Riickraten schon sehr klein sind, sobald die Zustédnde 2
besetzt werden. Wir fithren den Parameter

podL
lo

o
Il

(B.9)

ein, der um das Maximum herum unabhéngig von = angenommen wird. Daraus folgt fiir
die Relaxationszeit

Tog R kD et an (1 + ’y&%’”ci—iu) ) (B.10)

wobei wir die Abschitzung cx- L ~u > 1 verwendet haben, die nur in der Néhe des Ma-
ximalwerts u,, = u(Z,,) gilt. Der Logarithmus dieser Gleichung nach Z abgeleitet und
Null gesetzt ergibt

0="—cyl(u—1)e™. (B.11)
Ty

Durch Iteration erhélt man schlieflich
(um — 1) = In(x¢/z,) + b+ In(In(zs/z,) +b) , (B.12)
wobei b = In(c¢/vy) —1 gewahlt wurde. Daraus folgt fiir das Maximum der Relaxationszeit

(T:;ax) ~ k,O a(b+2+Inb)—alna ’ (B13)

162



B.1 Néherungslésung der Grenzgeschwindigkeit fiir Titin

25

Lo [Ly]

10} # ]

0 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

x[Ly]

Abb. B.1: Die mittlere Konturlinge Ly im Gleichgewicht fiir Titin liber der Auslenkung T mit
N = 25 Domanen. Die vertikale Linie ist die Auslenkung, fiir die 7., maximal wird.

mit dem dimensionslosen Parameter
a=x,/(zr+x,) . (B.14)

Abbildung B.2 zeigt die Relaxationszeit (B.13) mit den Konstanten b ~ 10 und a ~ 0.02
fiir die Parameterwerte von Titin. Es ergibt sich demnach eine gute Ubereinstimmung
der Ndherungslosung mit der numerischen Losung.

Um die obere Schranke fiir die Geschwindigkeit zu berechnen, benétigt man noch die
Ableitung dpy/dz, die direkt aus der Ableitung der impliziten Gleichung (3.24) folgt

dpo _ (1 —po)¥
dz (v+ 1)+ (po— 1)y’

(B.15)

wobei 4 die partielle Ableitung nach T und +’ die partielle Ableitung nach py bezeichnet.
Die Wahrscheinlichkeit py ist eine Funktion von 7, die von 0 auf 1 ansteigt. Naherungswei-
se ist das Maximum ihrer Steigung bei pg = 1/2, was numerisch nachgepriift wurde. Glei-
chung (3.24) liefert damit v = 1, woraus sich die Ableitungen 4 = (3Ax)/(Ly(Ly + Ly))
und 7' = (20L)/((Ly,+Ly) In~yy) ergeben. Setzen wir diese Ausdriicke in Gleichung (B.15)
ein, so erhalten wir fiir die relevante Lénge die Ndherung

1 oL
e P A —L (2(Ly 4+ L) — SLI0Y0) SPimas - B.16
max(dpo ) P 3Ax( (Ly+ Ly) n-y) op. (B.16)

Nun wird fiir dp,,.. eine Grenze gesucht, die sich, wie schon erlautert, an den Fluktuatio-
nen orientieren mufl. Dazu benétigen wir das Maximum der Schwankung nach Gleichung
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Ol 3 T . T T T T T T T
numerisch +
analytisch
0.01 ¢ E
@‘ L
= 0.001 3
5 E
. E
0.0001 i
1e_05 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.050.10.150.20.250.30.350.4 045 0.5
a

Abb. B.2: Die inverse maximale Relaxationszeit fiir verschiedene Parameterwerte a (Gl. (B.14)).
Fiir Titin ist z, < xf und damit a ~ z,/xy < 1. Die analytische Lésung wird durch
Gleichung (B.13) wiedergegeben. Die Punkte erhilt man aus numerischen Berechnungen
des Maximums der Gesamtgleichung fiir die Relaxationszeit (3.27).

(3.37). Eine einfache Rechnung zeigt, dass das Maximum bis zur Ordnung 1/N durch
die Bedingung ki3 = ko1, also wieder v = 1, gegeben ist. Aus z, < x; folgt zudem
k12 ~ kY,. Daraus folgt fiir die maximale Abweichung

0
k12

W . (B.17)

5p max ~ Uma:v ~

Fiir die obere Schranke vy der skalierten Geschwindigkeit erhélt man damit schliellich
den Ausdruck

— k?2 La(b+2+Inb-1 )2Lp
N —=e2° nemma) - (2(L, + L 0LIn~g) . B.18
Vo /]\[62 3ﬁ ( ( f) 0) ( )
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