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Einleitung

Symmetrien spielen in der Physik eine wichtige Rolle, da sie haufig eine einfachere Formu-
lierung von Theorien erlauben und zur Abfassung von Erhaltungsséatzen gewisser physika-
lischer Groflen fiihren.

In der Theorie der Festkorper ist die Translationssymmetrie der Anordnung der Atome von
besonderer Bedeutung, da sich dadurch der Begriff eines kristallinen Festkorpers definie-
ren lasst. Neben Translationssymmetrie konnen Kristallgitter weitere Symmetrien aufwei-
sen, z.B. Rotationssymmetrie. D.h., es gibt mindestens eine Symmetrieachse, um die der
(als unendlich ausgedehnt und ideal angenommene) Kristall um einen bestimmten Winkel
27 /n,n € N gedreht werden kann, so dass urspriinglicher und gedrehter Kristall weder lo-
kal noch global auf irgendeine Weise zu unterscheiden sind. Mathematisch lasst sich zeigen,
dass bei einem Kristallgitter eine solche Symmetrie nur fiir die Ordnungen n = 1,2, 3,4
und 6 moglich ist.

Im Jahre 1984 berichteten Shechtman et al. von der Entdeckung eines neuen Zustandes
von Festkorpern (spéter als Quasikristall oder quasikristalline Phase bezeichnet), dessen
atomare Struktur keine Translationssymmetrie aufweist, wahrend sich bei Rontgenbeu-
gungsexperimenten jedoch (wie bei Kristallen) scharfe Peaks zeigen [SBGC]. Diese kénnen
aber - im Gegensatz zum Beugungsmuster von Kristallen - auch z.B. fiinf- oder zehnzahlige
Symmetrie aufweisen (siehe Abbildung 0.1.).

Als mathematisches Modell fiir ideale Quasikristalle kénnen Dekorationen quasiperiodi-
scher Parkettierungen (Tilings) des R, R? bzw. R3 dienen; dies sind aperiodische Uber-
deckungen des R, R? bzw. R? durch Geraden-, Flichen- bzw. Volumenstiicke, welche sich
nicht iiberlappen diirfen. Die Uberdeckungen geniigen dabei einigen zusétzlichen Bedin-
gungen - beispielsweise der Bedingung der Repetitivitat; darunter lasst sich anschaulich
verstehen, dass man aus der lokalen Umgebung eines Punktes nicht auf seine Position
im Tiling schlieBen kann - und haben auflerdem die Eigenschaft, dass das Rontgenbeu-
gungsmuster eines Festkorpers, der durch Dekoration eines solchen Tilings mit Atomen
modelliert wird, scharfe Peaks aufweist. Quasiperiodische Tilings lassen sich z.B. durch
Projektion von Gitterpunkten auf einen (irrationalen) Schnitt durch ein hoherdimensiona-
les Gitter erhalten (siehe Abbildung 1.3.). Diese Eigenschaft ldsst sich auch als geometrisch
anschauliche Definition der Quasiperiodizitat verwenden.



Ein Ansatz fiir die theoretische Untersuchung von idealen Quasikristallen kann also darin
bestehen, quasiperiodische Tilings zu betrachten. Dabei stellt man fest, dass viele Eigen-
schaften des Quasikristalls aus lokalen Eigenschaften des quasiperiodischen Tilings abge-
leitet werden konnen. Beispielsweise kann das effektive Potential, welches an einem Punkt
im Festkorper wirkt, in erster Naherung aus den Potentialen der Atome bestimmt werden,
welche dem Punkt am néchsten sind. Kennt man also fiir jeden Punkt im Festkorper des-
sen lokale Umgebung, so kann man nédherungsweise das effektive Potential an dieser Stelle
bestimmen.

Zusatzlich zu diesen lokalen Informationen werden
jedoch auch globale Informationen benotigt - bei-
spielsweise, um das Beugungsmuster des Quasikri-
stalls bestimmen zu konnen. Man muss also sowohl
das Tiling als Ganzes als auch fiir jeden beliebi-
gen Punkt P im Tiling die lokale Umgebung von
P kennen, um alle physikalischen Eigenschaften des
zugehorigen Quasikristalls untersuchen zu konnen.
Nun gibt es fiir einen vorgegebenen Quasikristall
aber nicht nur eine Moglichkeit, diesen durch ein
Tiling 7" zu modellieren, sondern er kann z.B. auch
durch alle Tilings modelliert werden, welche Trans-
late von T sind - allgemeiner gesprochen eignen sich
dafiir. alle Tilings, die lokal nicht. von T.unte.rsch.eid— Abbildung 0.1.: Beugungsbild von Al
bar sind. Man kann dann all diese Tilings in einer CuFe

Menge zusammenfassen und die lokale Struktur der

Tilings durch eine geeignete Topologie beriicksichti-

gen, mit der man diese Menge versieht; man erhalt einen topologischen Raum.

Eine Untersuchung dieses topologischen Raumes erfolgt dann mit Methoden der algebrai-
schen Topologie. Man ordnet dem Raum mittels eines geeigneten Funktors bestimmte
algebraische Groflen (vornehmlich Gruppen) zu, die ihn charakterisieren - z.B. ordnet der
k-te singulare Kohomologiefunktor jedem topologischen Raum eine abelsche Gruppe zu,
die k-te singulare Kohomologiegruppe. Diese lasst sich explizit aus den Eigenschaften des
Raumes berechnen. Sind diese Groflen fiir zwei verschiedene Rédume unterschiedlich (d.h.
die Gruppen nicht isomorph), so kann man z.B. schliefen, dass die Rdume aus topolo-
gischer Sicht ebenfalls verschieden (d.h. nicht homdomorph) sind. Insbesondere bedeutet
dies, dass die Kohomologiegruppen zur Klassifikation von Quasikristallen beitragen.

Abgesehen vom mathematischen Reiz solcher topologischer Untersuchungen ergeben sich
auch physikalische Anwendungen. Beispielsweise lassen sich Aussagen iiber die Zustands-
dichte eines Teilchens in einem eindimensionalen Quasikristall treffen, indem man dem
zuvor konstruierten topologischen Raum eine geeignete Algebra (genauer gesagt eine C*-
Algebra) zuordnet. Anschlieend analysiert man die K-Theorie dieser C*-Algebra, wobei



die entsprechenden K-Gruppen in direktem Zusammenhang zu den Kohomologiegruppen
des topologischen Raumes stehen.

In dieser Arbeit wollen wir topologischen Untersuchungen fiir verschiedene quasiperiodi-
sche Tilings der Dimensionen 1 und 2 durchfithren. Algebraische Untersuchungen unter
Verwendung von Methoden der Gruppenkohomologie wurden bereits fiir Kristalle [Hil] und
Quasikristalle im Fourierraum durchgefiihrt [FR], wéihrend topologische Untersuchungen
quasiperiodischer Tilings unter Verwendung von Kohomologiegruppen z.B. in [FHK1],[Ka]
durchgefithrt wurden (jeweils mit verschiedenen Methoden), fiir den Fall von Substituti-
onstilings schlieBlich auch in [AP].

Die Hauptziele unserer Untersuchungen sind dabei die folgenden:

Zunachst wollen wir bestehende mathematische Formalismen fritherer Arbeiten und Vor-
trige, welche auf Anderson, Putnam, Kalugin und Sadun zuriickgehen (insbesondere [AP]
und [Ka|, sowie [Sal] - [Sad]) einheitlich darstellen (unter Verwendung der in der alge-
braischen Topologie iiblichen Notation). Dazu wollen wir alle fiir die Berechnungen rele-
vanten algebraischen und topologischen Satze zusammenstellen und, wo notig, beweisen.
Die bestehende Theorie soll dabei - so weit moglich - einheitlich auf den Fall ganzzahli-
ger Koeffizienten erweitert werden (dies bezieht sich auf die Arbeit [Ka]); im ganzzahligen
Fall miissen dann (im Gegensatz zur Formulierung mit rationalen oder reellen Koeffizi-
enten) noch eventuelle Torsionsuntergruppen beriicksichtigt werden. Die so dargestellten
Methoden werden dann an zwei (komplizierteren) Tilings der Dimension 2 exemplarisch
dargestellt.

Ferner sollen einige der in [AP] und [Ka] mathematisch dargestellten topologischen Sach-
verhalte geometrisch veranschaulicht werden. Da wir uns bei den Berechnungen nach den
Ideen von [Ka] zumeist in einem vierdimensionalen Raum aufhalten, ist dies nicht immer
moglich, wihrend das Verfahren nach [AP] eine Veranschaulichung in den meisten Fallen
zulisst. Insbesondere wollen wir einige Uberlegungen iiber die geometrische Interpretation
des oben genannten Torsionsteils in unseren Kohomologiegruppen anstellen.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

Wir beginnen unsere Betrachtungen nach einem einfithrenden Abschnitt tiber die wichtig-
sten Begriffe und Grundlagen der Theorie von Tilings mit der Definition einer fiir unsere
Untersuchungen geeigneten Klasse topologischer Raume, die wir als Tilingraume (beziiglich
Translationen) bezeichnen wollen sowie einer kurzen Beschreibung ihrer topologischen Ei-
genschaften (im Kapitel 1). Wir untersuchen, welche sinnvollen topologischen Invarianten
(darunter verstehen wir algebraische GroBen, welche den Raum charakterisieren) einem
allgemein definierten Tilingraum zugeordnet werden konnen und wie diese gegebenenfalls
konkret zu berechnen sind.

Anschlielend wollen wir beschreiben, wie wir Tilingraume in konkreten Fillen konstruieren
konnen und wie die Berechnung der zugehorigen Kohomologiegruppen (diese werden sich
als die geeigneten topologischen Invarianten herausstellen) vonstatten geht. Dies wollen



wir in Kapitel 2 flir quasiperiodische Tilings darstellen, die durch eine Substitutionsab-
bildung erzeugt werden konnen - diese Methode geht auf Anderson und Putnam zuriick -
andererseits in Kapitel 3 auch fiir solche Tilings, welche mittels der Methode der atoma-
ren Hyperflachen fiir den Fall, dass die Hyperflachen die Form von Polytopen (bzw. im
zweidimensionalen Fall die Form von Polygonen) haben, gewonnen werden kénnen, wobei
wir uns des auf Kalugin zuriickgehenden Formalismus’ bedienen. Dies stellt wie bereits
erwahnt eine Verallgemeinerung der Arbeit [Ka] dar, indem wir die dortigen Methoden auf
den Fall beliebiger, endlich erzeugter abelscher Kohomologiegruppen erweitern.

Den Zusammenhang mit den Berechnungen in [AP] und [Ka] stellen wir dann kurz in
Kapitel 4 her. In dieser Arbeit wurden Kohomologiegruppen mit rationalen Koeffizienten
berechnet und es stellt sich heraus, dass unsere Berechnungen dieselben Ergebnisse liefern,
wenn wir den Torsionsteil unserer Gruppen ”weglassen”.

Schlieflich wollen wir fiir zwei spezielle zweidimensionale Tilings, welche sowohl durch
Substitutions- als auch Hyperflachenverfahren erzeugt werden konnen, die Berechnungen
der ersten drei Kohomologiegruppen (bis auf Isomorphie) explizit durchfithren: Fiir das
gefirbte Quadrat-Rechteck-Tiling (im Kapitel 5) und fiir das gefarbte oktagonale Tiling
mit Pfeilen (im Kapitel 6).

In Kapitel 7 werfen wir einen kurzen Blick auf ein in [Sa6] erwihntes, auf Gahler zuriick-
gehendes Verfahren, welches theoretisch die Berechnung der Kohomologiegruppen fiir qua-
siperiodische Tilings unabhéngig von deren Konstruktionsverfahren gestattet, wobei wir
uns wegen der Komplexitdat der Berechnungen auf ein eindimensionales Tiling und einen
einfachen Fall eines zweidimensionalen Tilings beschranken wollen.

In Kapitel 8 wollen wir schlieSlich einen Ansatz fiir die geometrische Interpretation der Tor-
sion in der zweiten Kohomologiegruppe eines Substitutions-Tilingraumes aus zweidimensio-
nalen Tilings gewinnen. Dabei wollen wir notwendige Bedingungen sowie eine hinreichende
Bedingung fiir die Existenz eines nichttrivialen Torsionsteils in der zweiten Kohomologie-
gruppe formulieren und beweisen.

In Kapitel 9 werfen wir dann noch einen (wegen der Komplexitét des Themas sehr fliichti-
gen) Blick auf die K-Theorie und schlagen so eine Briicke zur physikalischen Anwendung
der Topologie quasiperiodischer Tilings. Wir stellen dazu dar, wie sich eine geeignete C*-
Algebra fiir unseren Tilingraum konstruieren lédsst, wie man deren K-Gruppen (bei be-
kannten Kohomologiegruppen) berechnen kann und welche physikalischen Informationen
in der K-Theorie enthalten sind.

Abrunden wollen wir unsere Untersuchungen schliefSlich mit zwei mathematischen Anhangen
iiber algebraische und topologische Grundlagen, in denen alle verwendeten Sétze zusam-
mengestellt sind. Dies ist sinnvoll, um die in den verschiedenen Arbeiten und der Fachli-
teratur verwendete (teilweise uneinheitliche) Notation zusammenzustellen, aber auch, um
unabhéngig von weiterer Spezialliteratur zu sein.



Vorbemerkung und Ubersicht iiber die
verwendeten Symbole

Fiir Mengen wollen wir in dieser Arbeit den Mengenbegriff von Cantor benutzen, auch fiir
den Fall, dass die Elemente der Menge wiederum Mengen sind.

Die Bezeichnung ¢t € RY kann sowohl einen Punkt P im R? beschreiben als auch eine
Translation, d.h. eine Verschiebung um einen Vektor, welcher in Betrag und Richtung mit
dem Vektor tibereinstimmt, der vom Ursprung zum Punkt P weist. Welche Bezeichnung
jeweils gemeint ist, ist aus dem Zusammenhang ersichtlich.

Die in der Arbeit haufiger verwendeten Symbole sowie deren Bedeutung sind in nachfolgen-
der Ubersicht aufgelistet. Kommen einem Symbol mehrere Bedeutungen zu, so sind diese
durch Schragstriche getrennt:

Symbol Bedeutung

A Arrangement affiner verdickter Tori

A Arrangement gewohnlicher affiner Tori

Ar diskrete C*-Algebra fiir Tilingradume

B(r) abgeschlossene, d-dimensionale Hyperkugel mit Radius r

32 Einbettungsabbildung

C Kettenkomplex, Kokettenkomplex

C komplexe Zahlen

Cn(X;G) n-te singulére oder zelluldre Kettengruppe mit Koeffizienten in G
Chq Kettengruppen des Mayer-Vietoris-Doppelkomplexes

C"(X;G) n-te singuléare oder zellulare Kokettengruppe mit Koeffizienten in G
On n-te singuléare oder zellulare Randabbildung von C,, nach C,_1
a" n-te singulire oder zellulire Korandabbildung von C™ nach C™+!
0,d Differentiale

Ay g-dimensionaler Standardsimplex

din, innere Metrik

dioc lokale Metrik

diam Durchmesser

dim Dimension eines Vektorraumes/Simplex

& Aquivalenzklassen

E4 d-dimensionaler Fuklidischer Raum



Ker

r-te Spektralgruppen beziiglich der Homologie

Grenzwert einer Spektralsequenz aus EJ

Gitter

Translationsmodul von Tori

k-ter Anderson-Putnam-Komplex, Approximation an Q7
durch Substitution induzierte Abbildung auf I'y,

zu v, transponierte Abbildung

n-te singuléare oder zellulire Homologiegruppe mit Koeffizienten in G
Cech-Kohomologie einer Uberdeckung

Cech-Kohomologie eines topologischen Raumes

n-te singuléare oder zellulare Kohomologiegruppe mit Koeffizienten in G
singulédre oder zellulare Kohomologie mit Koeffizienten in G, Kohomologiering
Hom-Funktor

Bild einer Abbildung

Infimum, grofite untere Schranke

Kérper / Mayer-Vietoris-Doppelkomplex

nullte K-Gruppe einer C*-Algebra

erste K-Gruppe einer C*-Algebra

i-te topologische K-Gruppe

Kern einer Abbildung

Nerv einer offenen Uberdeckung

natiirliche Zahlen

natiirliche Zahlen einschlieflich 0

Orbit eines Tilings

Tilingraum

Substitutionsspezies

Abschluss des Orbits von T’

inverser Limes von I'j, unter +;

Substitutionsabbildung

Gruppe der orthogonalen d x d-Matrizen

Menge der Wegkomponenten beziiglich des Basispunktes zq
Fundamentalgruppe beziiglich des Basispunktes zq

k-te Homotopiegruppe beziiglich des Basispunktes xq
rationale Zahlen

reelle Zahlen

d-dimensionaler reeller R-Vektorraum

d-dimensionaler Torus

Rang einer Gruppe/eines Moduls

Smithsche Normalform einer Matrix A

abgeschlossene d-dimensionale Einheitssphére

Simplex, Kette, Kokette

Trager, d.h. Menge der Punkte, die von einem Tile iiberdeckt werden
d-dimensionaler Torus
Simplex/Kette/Kokette/Spurabbildung

Torsionsprodukt



N <SR

offene Uberdeckung

Tragermenge

Approximation an Qp

Approximation an eine Menge nichtsingularer Tilings
ganze Zahlen

Restklassen modulo k, Torsionsmodul

d-dimensionaler ganzer Z-Modul

direkte Summe

Tensorprodukt von Z-Moduln

Menge der inneren Punkte von M

leere Menge

Quotientenbildung von Moduln tiber Hauptidealringen
Ausschluss (?ohne”)

Vereinigung / cup-Produkt

Durchschnitt

Aquivalenzrelation bzgl. eigentlicher Euklidischer Bewegungen
Norm
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1. Tilingraume als topologische Raume

1.1. Grundlegende Definitionen

Bevor wir den Gegenstand unserer topologischen Untersuchungen, den Tilingraum, defi-
nieren, wollen wir zunéchst einige in dieser Arbeit verwendete grundlegendene Begriffe
zusammenstellen.

1.1.1. Tiles und Tilings

Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist der d-dimensionale Euklidische Raum E¢. Zunéchst
benétigen wir den bereits in der Einleitung (anschaulich) definierten Begriff des Tilings und
damit verwandte Begriffe, welche die Grundlage unserer Untersuchungen darstellen. Zuerst
ist hier der Begriff des Tiles zu nennen:

Definition 1.1

Unter einem Tile wollen wir eine nichtleere, kompakte Menge t C R verstehen, welche
d-zusammenhangend ist und deren geometrische Form einem d-dimensionalen Polytop ent-
spricht, im Fall des R? also einem Polygon. Die Eckpunkte dieser Polytope wollen wir als
Vertices bezeichnen, wahrend wir eine Linie, die zwei Vertices verbindet, Kante nennen
wollen.

Im E4 gilt wegen der Kompaktheit der Tiles insbesondere, dass diese abgeschlossen und
beschrénkt sind. Durch die Forderung nach d-Zusammenhang (siche Definition B.11) schlie-
Ben wir z.B. Tiles aus, welche ”Locher” enthalten, wahrend die Zusatzbedingung an die
geometrische Form z.B. solche Tiles ausschliefit, die einen fraktalen Rand haben.

Haben wir eine Anzahl von Tiles vorliegen, so konnen wir damit Teilmengen des R? {iber-
decken. Einen Spezialfall einer solchen Uberdeckung stellt ein partielles Tiling dar:

Definition 1.2

Als partielles Tiling P bezeichnen wir eine Uberdeckung einer Menge U C R? (welche
wir als Tragermenge bezeichnen wollen) durch eine Menge T (P) von Tiles, so dass
&N tj = O fir alle t;,t; € T(P) mit i # j gilt. Die Punkte aus U bezeichnen wir auch als
Punkte des partiellen Tilings. Die Zahl d heifit Dimension des partiellen Tilings.

11
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Abbildung 1.1.: Beispiel fiir ein zweidimensionales Tiling: Das Penrose-Tiling

Zwei Tiles diirfen sich in einem partiellen Tiling also immer nur so schneiden, dass ihr
Inneres nicht in der Schnittmenge enthalten ist, d.h. Tiles diirfen sich nicht iiberlappen,
sondern lediglich beriihren. Besonders bezeichnet werden die Falle, in denen U von endlich
vielen Tiles iiberdeckt wird oder in denen U = R? gilt:

Definition 1.3

Ist die Anzahl der Tiles in einem partiellen Tiling endlich, so bezeichnen wir das partielle
Tiling als Patch. Ein partielles Tiling mit U = R heifit Tiling T (des R? bzw. der
Dimension d).

Wir wollen zwei Tiles t1, t; in einem partiellen Tiling als benachbart bezeichnen, wenn sie
mindestens einen Punkt gemeinsam haben, d.h. ¢; Nty # @. Zwei benachbarte Tiles sollen
sich dabei immer so beriihren, dass alle Vertices und Kanten eines Tiles, die in ¢; N5 liegen,
Vertices bzw. Kanten beider Tiles sind. Mit dieser Zusatzannahme macht es dann Sinn,
von Vertices und Kanten eines Tilings 7" zu sprechen: Ein Punkt P € R? heifit Vertex von
T, wenn er Vertex aller Tiles ist, die P beinhalten. Entsprechend heifit eine Punktmenge
K c R? Kante von T, wenn sie Kante aller Tiles ist, welche mindestens einen Punkt aus
K enthalten.

1.1.2. Aquivalenzrelationen von Tiles

Da ein Tiling aus unendlich vielen Tiles besteht, ist es sinnvoll, gewisse Tiles als dquivalent
anzunehmen und nur jeweils einen Reprasentanten der jeweiligen Aquivalenzklasse zu be-
trachten, den wir als Prototile bezeichnen wollen. Als Aquivalenzrelation bietet sich die
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Aquivalenz von Tiles beziiglich Euklidischer Bewegungen an, d.h. zwei Tiles sollen #quiva-
lent sein, wenn sie durch eine Translation, Rotation (beziiglich des Ursprungs des Tilings)
oder Spiegelung auseinander hervorgehen:

Satz 1.4
Sind zwei Tiles bis auf eine Euklidische Bewegungen der Form A +t, A € O(d),t € R4
gleich, so wird hierdurch eine Aquivalenzrelation ~g definiert.

Beweis. Wir haben Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat von ~g zu zeigen. Zunachst
stellen wir fest, dass fir jedes Tile t; die Beziehung t; ~g t; gilt, wenn wir A = 0 und
t = 0 wahlen. Da O(d) mit der Multiplikation von Matrizen eine Gruppe bildet, sind alle
Elemente aus O(d) invertierbar und ihre Inversen sind wiederum in O(d) enthalten. Aus
ty = A-t; +t erhilt man dann t; = A7 (ty —t) = A - t, + ¢ mit A’ € O(d),t' € R?
fiir beliebige Tiles ty,ts, damit ist die Beziehung t; ~g ty = to ~g t; gezeigt. Schliellich
folgt die Transitivitdt aus der Tatsache, dass O(d) abgeschlossen unter Multiplikation ihrer
Elemente ist: Ist t; ~g t und ty ~f t3, so erhdlt man aus to = A-t; +tund t3 = A -ty + 1/
durch Einsetzen t3 = A/A-t; + A" -t + ¢ =1 A" - t; +¢" mit A” € O(d),t" € R% O

Wir haben damit eine Zerlegung der Menge aller Tiles in einem Tiling in nichtleere, dis-
junkte Klassen gewonnen. Fiir die weiteren Berechnungen wollen wir uns dabei auf den
Spezialfall A = 0 beschranken, d.h. wir erklaren nur solche Tiles als dquivalent, die durch
eine Translation auseinander hervorgehen; die zugehérigen Aquivalenzklassen wollen wir
mit ¢; bezeichnen (mit ¢ = 1,2,3,..). Man kann die Einschrénkung A = 0 autheben (wie
wir in Abschnitt 2.4. kurz darstellen werden), um beispielsweise auch Berechnungen an
Tilings durchfithren zu konnen, welche mit den in dieser Arbeit beschriebenen Methoden
nicht durchfiihrbar waren oder um Berechnungen an Tilings mit Rotationssymmetrie zu
vereinfachen (siehe z.B. [ORS], [Sa4]). Wie wir aber spater sehen werden, ldsst sich eine sol-
che Vereinfachung fiir unsere Rechenbeispiele nicht vornehmen, so dass eine Beschrankung
auf den Fall A = 0 in diesen Féllen ausreichend ist.

Fiir viele Untersuchungen ist es niitzlich, verschiedene Tiles innerhalb einer Aquivalenz-
klasse €; mit einer Markierung versehen zu konnen:

Definition 1.5

Sei L = {ly,ls,...,1;} eine endliche, nichtleere Menge gleichartiger Objekte, die wir als
Markierungen (bzw. Labels) bezeichnen wollen. Ein Element (1,t) € L X €; nennen wir
markiertes Tile.

Markierungen konnen z.B. dann verwendet werden, wenn wir Tiles nicht nur nach ihrer
geometrischen Form, sondern auch nach den Tiles in ihrer unmittelbaren Umgebung (d.h.
ihrem Kragen) unterscheiden wollen (dies wird sich in Kapitel 3 als wichtig erweisen). In
diesem Fall konnen also gleich aussehende Tiles als verschieden identifiziert werden, falls
sie verschiedene Markierungen tragen.



14 KAPITEL 1. TILINGRAUME ALS TOPOLOGISCHE RAUME

1.1.3. Periodische, aperiodische und quasiperiodische Tilings

Eine wichtige Eigenschaft von Tilings stellt deren Periodizitat (bzw. Aperiodizitét) dar
(siche Abbildung 1.2.):

Definition 1.6

Ein Tiling T des R? heifit k-periodisch, wenn es k linear unabhingige und von 0 ver-
schiedene Translationsvektoren vy, v, ... v, € R? gibt, so dass T =T +n -v; firn € Z und
i =1,2,...,k gilt. Folgt fiir allev € R4, v #0 aus T =T +n -v die Bedingung n = 0, so
heifit T aperiodisch.

In der Sprache der Gruppentheorie konnen wir dies auch so ausdriicken: Ein Tiling ist
genau dann aperiodisch, wenn seine Translationsgruppe G (also die Gruppe, welche von
den Translationsvektoren vy, vs, ...v; erzeugt wird, zusammen mit der Vektoraddition als
Verkniipfung) nur das neutrale Element enthélt.

a) b) c)

Abbildung 1.2.: a) 2-periodisches Tiling des R? b) I-periodisches Tiling des R? c) aperiodisches
Tiling des R?

In unseren Untersuchungen sind wir an einer speziellen Klasse von aperiodischen Tilings
interessiert, den quasiperiodischen Tilings. Wir wollen in dieser Arbeit eine Definition
dieses Begriffes verwenden, der den physikalischen Fragestellungen angepasst ist !. Dazu
benotigen wir zunachst eine weitere Definition:

Definition 1.7

Ein Tiling heifit repetitiv, wenn es fiir jedes Patch P € T ein r € R? gibt, so dass es zu
jeder d-dimensionalen Hyperkugel B(r) mit Radius r in U einen Vektor t € RY gibt, so
dass P+t C B(r) gilt.

Repetitivitat kann man anschaulich also folgendermaflen verstehen: Ist das Tiling repetitiv,
so konnen wir aus der Form eines Patches nicht eindeutig schliefen, an welcher Stelle

IFiir eine mathematische Darstellung fiir die Quasiperiodizitiit notwendiger Bedingungen siehe [Fre].
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im Tiling es aufgefunden werden kann: Jedes beliebig gewahlte Patch kommt in einer
Hyperkugel B%(r) C U von endlichem Radius r um jeden beliebigen Punkt vor, wenn wir
r grof} genug wahlen.

Quasiperiodische Tilings stellen nun einen Spezialfall aperiodischer, repetitiver Tilings
dar:

Definition 1.8
FEin aperiodisches Tiling heifit quasiperiodisch, wenn es durch Projektion von Punkten
auf einen irrationalen Schnitt durch ein hoherdimensionales Gitter erhalten werden kann.

Diese Definition bedarf nun einiger Prézisierung: Sei dazu Ej eine (d — k)-dimensionale
Mannigfaltigkeit und I' ein d-dimensionales Gitter ?. Ej sei ein beziiglich I' irrational
eingebetteter Unterraum des R? 3. Wihlt man nun ein d-dimensionales Fenster A und
verschiebt dieses entlang Fj, wobei alle Gitterpunkte, welche in einem Translat von A
enthalten sind, orthogonal auf F) projiziert werden, so kénnen wir die so auf £} erhaltenen
Punkte als Vertices eines Tilings auffassen. Ein Tiling, das auf diese Weise entstehen kann,
wollen wir als quasiperiodisches Tiling (der Dimension d — k) bezeichnen. Die Zahl k
bezeichnen wir als die Kodimension des Tilings.

Fiir den Fall d = 2, kK = 1 ist der Vorgang in Abbildung 1.3. dargestellt: Man wahlt ein
zweidimensionales Fenster A (im kanonischen Fall hat das Fenster die Form der Einheits-
zelle des Gitters I'). A wird entlang einer Geraden E| verschoben, welche so in das Gitter
eingebettet ist, dass die Geradensteigung bezogen auf die Richtungen der beiden Vektoren,
welche das Gitter aufspannen, irrational ist. Alle Gitteratome, welche in den Bereich des
verschobenen Fensters fallen, werden parallel zu einer zu £ orthogonalen Geraden £, auf
E) projiziert. Betrachtet man die projizierten Punkte als Vertices, so erhalten wir in diesem
Fall ein eindimensionales Fibonacci-Tiling, mit dem wir uns noch ausfiihrlich beschaftigen
werden.

Eine aus physikalischer Sicht wichtige Eigenschaft ist die bereits in der Einleitung beschrie-
bene Tatsache, dass wir bei einem Rontgenbeugungsexperiment an einem mit Atomen de-
korierten quasiperiodischen Tiling eine symmetrische Anordnung von scharfen Bragg-Peaks
messen, ahnlich wie bei Kristallen. Dies legt die Vermutung nahe, dass quasiperiodische
Tilings trotz ihrer Aperiodizitidt eine Fernordnung besitzen (d.h. die Tiles kénnen nicht
willkiirlich auftreten) und zudem eine gewisse Rotationssymmetrie aufweisen (welche je-
doch offensichtlich nicht wie bei Kristallen global sein kann). Damit wollen wir uns im
nachsten Abschnitt kurz befassen.

2Hier verstehen wir unter einem Gitter zunéchst die physikalischen Definition: Der Raum R zusammen
mit einer d-periodischen Menge von ausgezeichneten Punkten, den Gitterpunkten.
3Fiir eine genauere Erklirung siehe Kapitel 3.
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Abbildung 1.3.: Erzeugung eines quasiperiodischen Tilings: Gitterpunkte innerhalb des parallel-
verschobenen Fensters (blau) werden auf Punkte von Ej| (rot) projiziert.

1.2. Klassifikation quasiperiodischer Tilings

Wollen wir ein Tiling als Modell eines Quasikristalles verwenden, so benotigen wir dazu Ver-
gleichskriterien, die uns z.B. sagen, wann zwei Tilings denselben Quasikristall modellieren.
Ein erstes niitzliches Kriterium dieser Art stellt die Unterteilung in lokale Isomorphie-
klassen dar:

Definition 1.9

Zwei Tilings T, T' des R heiflen lokal isomorph, wenn jedes Patch aus T auch in
T enthalten ist und umgekehrt. Lokale Isomorphie stellt eine Aquivalenzrelation dar und
induziert damit eine Unterteilung der Menge aller Tilings des R? in lokale Isomorphie-
klassen (LI-Klassen) . Es geniigt also, statt eines Tilings dessen lokale Isomorphieklasse
[T] zu betrachten.

Ein wichtiger Spezialfall von Definition 1.9 ist der, dass sich 7" und 7" nur um eine Trans-
lation unterscheiden, offensichtlich sind sie dann lokal isomorph. Die so definierten Klassen
erhalten einen speziellen Namen:

Definition 1.10

Als Orbit O7 eines Tilings T bezeichnen wir die Menge O aller Tilings T" mit

Or ={T'|T" =T —t, t € R}, also die Menge aller Tilings, die durch Translation von T
entstehen.

Die Bezeichnung ”Orbit” rithrt daher, dass wir in Definition 1.10 die Translationsgruppe
G auf der Menge aller Tilings operieren lassen. Fiir ein Tiling 7' ist der Orbit dieser
Operation dann definiert als {T" — t|t € G}, was aber genau unserer Definition von Or
entspricht. Offensichtlich enthalt eine LI-Klasse fiir jedes in ihr enthaltene Tiling T auch
dessen gesamten Orbit.
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Abbildung 1.4.: Das Ammann-Beenker-Tiling (links) hat achtzéhlige Symmetrie (Drehung um
27/8 ergibt ein Tiling in derselben LI-Klasse), wahrend das Penrose-Tiling
(rechts) fiinfzéhlige Symmetrie aufweist (hier wurde um 27 /5 gedreht).

Durch Einfiihrung von lokalen Isomorphieklassen macht es Sinn, von Symmetrie aperi-
odischer Tilings zu sprechen: Betrachten wir z.B. das Ammann-Beenker-Tiling: Eine
Rotation um ganzzahlige Vielfache des Winkels 7/4 ergibt ein Tiling, welches lokal iso-
morph zum urspriinglichen Tiling ist, daher hat das Amman-Beenker-Tiling achtzéhlige
Symmetrie (siehe Abbildung 1.4.).

Lokale Isomorphie sieht zwei Tilings als aquivalent an, wenn sie dieselben Patches bein-
halten. Wollen wir Quasikristalle mathematisch beschreiben, so ist die Klassifikation nach
LI-Klassen jedoch etwas "zu streng”, da durchaus Tilings aus verschiedenen LI-Klassen
denselben Quasikristall modellieren konnen. Eine andere Moglichkeit der Klassifizierung
stellt deshalb die Definition der gegenseitigen lokalen Ableitbarkeit zweier Tilings dar
[Bal:

Definition 1.11

Seien T, T' Tilings des R, T' heifit lokal ableitbar aus T (:um Radius r), wenn fir
alle z,y € R? gilt: Stimmen die Patches in T innerhalb einer Kugel vom Radius r um
x und y bis auf eine Translation v — y tberein, so stimmt die Menge aller Tiles in T',
die x enthalten mit der Menge aller Tiles in T', die y enthalten bis auf eine Translation
x — y uberein. Ist T auch lokal ableitbar aus T', so heiffen T und T' gegenseitig lokal
voneinander ableitbar (MLD = mututally locally derivable). Gegenseitige lokale
Ableitbarkeit induziert eine Zerlequng der Menge aller Tilings in Aquivalenzklassen.

Man kann also aus einem Tiling T ein lokal aus 7" ableitbares Tiling 7" konstruieren,
wenn man alle moglichen Patches mit Radius r in 7" bestimmt und an die jeweiligen
Kugelmittelpunkte in 7”7 Aquivalente Tiles setzt (siehe Abbildung 1.5.).

Sind zwei Tilings lokal voneinander ableitbar, so teilen sie viele Eigenschaften, unter an-
derem Periodizitat, Repetitivitdt und endliche lokale Komplexitéit [Ba).
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Abbildung 1.5.: Der Radius der Kreise um die Punkte A, B und C betrage r. Ein aus diesem Tiling
lokal ableitbares Tiling 7" zum Radius r miisste also die Eigenschaft haben, dass
die Punkte A, B und C zu denselben Tiles bzw. Tile-Konfigurationen gehéren,
d.h. die Umgebungen von A, B und C' lokal nicht zu unterscheiden sind.

Bei letzterer handelt es sich um eine weitere wichtige Eigenschaft von Tilings, die wir an
dieser Stelle nur beziiglich Translation benétigen:

Definition 1.12

FEin Tiling heifit von endlicher lokaler Komplexitit (FLC = Finite Local Com-
plexity), wenn es zu jedem Punkt P in U und belicbigem r € R eine natiirliche Zahl n
gibt, so dass die Anzahl der Patches, die in einer d-dimensionalen Kugel BY(r) um P mit
Radius r (bis auf Translation) auftreten kann, kleiner oder gleich n ist.

Ein Tiling ist nach unserer bisherigen Definition also genau dann von endlicher lokaler
Komplexitat, wenn es bis auf Translation eine endliche Anzahl von Tiles gibt. Endliche
lokale Komplexitat lasst sich auch auf beliebige Kongruenzen verallgemeinern, d.h. wir
konnten auch Rotationen und Spiegelungen zulassen. Das Pinwheel-Tiling z.B. (Abbildung
1.6.) ist (nach unserer Definition) nicht von endlicher lokaler Komplexitét, wohl aber, wenn
wir nur fordern wiirden, dass es bis auf Translation, Rotation oder Spiegelung eine endliche
Anzahl von Tiles geben darf.

Wir werden uns bei unseren weiteren Betrachtungen auf Tilings von endlicher lokaler
Komplexitat beschranken. Im Fall von Substitutionstilings ist die Endlichkeit der Anzahl
der Prototiles ndmlich (wie wir spéter sehen werden) notwendig dafiir, endlich erzeugte
Koketten-Gruppen des im nachsten Kapitel zu definierenden Tiling-Raumes €2 zu erhal-
ten und wir wollen uns in dieser Arbeit ausschliellich auf diesen Fall konzentrieren.
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Abbildung 1.6.: Ausschnitt aus dem Pinwheel-Tiling

Lokale Isomorphie und gegenseitige lokale Ableitbarkeit lassen sich nun kombinieren, in-
dem man fiir ein Tiling 7" dessen MLD-Klasse definiert als die Menge aller Tilings, welche
in derselben LI-Klasse liegen wie ein Tiling 7", so dass 7" und 7" gegenseitig lokal vonein-
ander ableitbar sind; insbesondere beinhaltet die MLD-Klasse eines Tilings also dessen
LI-Klasse.

In der Praxis stellt es sich in einigen Fallen als schwierig heraus, zu entscheiden, ob zwei
quasiperiodische Tilings in derselben MLD-Klasse liegen. Eine notwendige und hinreichen-
de Bedingung ist die, dass die atomaren Hyperflichen (siehe Kapitel 3) der Tilings durch
endliche Vereinigung und Schnittbildung auseinander hervorgehen [Ba], dieses Kriterium
ist jedoch z.B. fiir den Fall fraktaler Hyperflichen nicht ohne weiteres anwendbar. In die-
sem Fall lasst sich das Tiling jedoch oft durch eine Substitution erzeugen, wodurch sich
seiner LI-Klasse eine algebraische Grofle zuordnen lasst, wenn man diese als topologischen
Raum auffasst - ein Ansatz, mit der wir uns im Kapitel 2 befassen wollen. Dabei werden
wir feststellen, dass sich die Cech-Kohomologie als geeignete algebraische Grofie erweisen
wird. Diese triagt dann zur Klassifizierung von Quasikristallen bei, da wir die algebraische
GroBe der kompletten MLD-Klasse, zu der die LI-Klasse gehort, zuordnen konnen *. Je-
doch stellt sie hierdurch keine Moglichkeit einer eindeutigen Klassifizierung dar. Dies hat
folgenden Grund:

Die der lokalen Isomorphieklasse zugeordnete Cech-Kohomologie beschreibt die LI-Klasse
nicht vollstandig. Man kann sich vorstellen, dass man zu den Kohomologiegruppen eines
topologischen Raumes gelangt, indem man nur einige der bekannten Informationen iiber
diesen Raum verwendet, wahrend andere unberiicksichtigt bleiben.

4Dies lisst sich z.B. mit Argumenten zeigen, die das in Kapitel 3 zu entwickelnde Projektionsverfahren
verwenden, siche dazu z.B. auch [Kal.
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Zur vollstandigen Beschreibung waren weitere topologische Invarianten notwendig, jedoch
ist nicht klar, welche Invarianten, oder iiberhaupt wie viele man benotigen wiirde.

Die Klassifizierung von Quasikristallen mittels Kohomologiegruppen stellt sich also folgen-
dermaflen dar:

e Liegen zwei Tilings in derselben lokalen Isomorphieklasse oder in zueinander homoéomor-
phen LI-Klassen oder in derselben MLD-Klasse, so sind ihre Kohomologiegruppen
isomorph.

e Haben zwei Tilings nicht-isomorphe Kohomologiegruppen, so liegen sie sicher nicht
in derselben LI-Klasse bzw. MLD-Klasse.

e Haben zwei Tilings isomorphe Kohomologiegruppen, so lasst so ldsst sich im All-
gemeinen keine Aussage dariiber machen, ob sie in derselben LI-Klasse bzw. MLD-
Klasse liegen.

1.3. Raume von Tilings

1.3.1. Definition und Eigenschaften von Tilingraumen

In diesem Kapitel wollen wir nun mit der topologischen Untersuchung von Tilings beginnen,
dazu benotigen wir zunachst einen geeigneten topologischen Raum. Nahe liegend ware
zunichst, die Menge U, die vom Tiling iiberdeckt wird (also R?) als die dem topologischen
Raum zugrundeliegende Menge anzusehen und nach einer geeigneten Topologie zu suchen,
welche der Geometrie des Tilings Rechnung tragt. Dies scheitert aber an der Tatsache, dass
der R? homotopieiquivalent zu einem Punkt ist, wie die nachfolgende Proposition zeigt:

Proposition 1.13

Der Raum R™ st fir beliebiges n € N homotopieaquivalent zu einem Punkt, d.h. es gibt
ein xg € R™ und eine Homotopie h(z,t) : R™ x [0,1] — R, so dass h(x,0) = x und
h(z,1) = xq fir alle x € R™ gilt, d.h. der R™ ist kontrahierbar.

Beweis. Wahlen wir xy = 0, so sehen wir unmittelbar, dass die Homotopie
h(z,t) = (1 —t)-x =: hy(x) das Gewiinschte leistet (fiir n = 2 sieche dazu Abbildung 1.7.).
(]

Versuchen wir nun, einem einpunktigen Raum eine der géngigen topologischen Invarian-
ten wie Fundamentalgruppe, hohere Homotopiegruppen, singulére (Ko-)Homologiegruppen
oder Cech-Kohomologiegruppen zuzuordnen, so stellen wir fest, dass diese entweder trivial
oder isomorph zu Z werden. Hierzu betrachten wir zunachst die Homotopiegruppen.
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a) b) c)

Abbildung 1.7.: Der Raum R? a) unter der Abbildung ho b) unter der Abbildung hg 5
c¢) unter der Abbildung hq

Proposition 1.14

Sei X ein emmpunktiger topologischer Raum, dessen Punkt wir mit xo bezeichnen. Dann
sind die Fundamentalgruppe m (X, xo) und alle héheren Homotopiegruppen mp(X, zo), k =
1,2,3, ... trivial.

Beweis. Dies ist genau die Aussage von Satz B.10 a

Fiir die singuliren Homologie- und Kohomologiegruppen sowie fiir die Cech-Kohomologie-
gruppen ergibt sich das folgende Resultat:

Proposition 1.15
Sei X ein einpunktiger topologischer Raum. Dann ist Hy(X;Z) ~ HX;Z) ~ Z und
H,(X;Z)=HYX;Z) =0 firq>0 sowie H*(X;Z) ~ Z.

Beweis. Berechnen wir die singularen Kettengruppen bzw. Kokettengruppen, so stellen wir
fest, dass die einzige nichttriviale Gruppe die Gruppe Cy bzw. C? ist; es gilt Cp ~ C° ~ Z.
Damit sind alle Differentiale trivial und es gilt Ker(9°) = Ker(9,) ~ Z, woraus mit
Definition B.15 und Satz B.18 unmittelbar der erste Teil des Satzes folgt. Zur Berechnung
der Cech-Kohomologie benutzen wir die Tatsache, dass jede offene Uberdeckung eines
einpunktigen Raumes aus einem Punkt besteht. Mit Satz B.27 folgt dann H*(X;Z) =
H*(U;7) ~ 7. O

Die Definition von ”Tilingraumen” aus einzelnen Tilings hat uns keinen Nutzen gebracht,
da einzelne Tilings aus topologischer Sicht geméfl Proposition 1.13 aquivalent zu Punk-
ten sind, welche natiirlich keine geometrischen Informationen der Tilings mehr beinhalten.
Um mit unseren topologischen Untersuchungen fortfahren zu konnen, betrachten wir statt
einzelner Tilings nun Mengen von Tilings, d.h. Punktmengen, in denen jeder Punkt ei-
nem Tiling entspricht. An diese Mengen stellen wir die Forderung, dass sie abgeschlossen
beziiglich Translation und vollsténdig (beziiglich einer geeigneten Metrik) sind [Sal].
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Definition 1.16
FEine Menge Q2 von Tilings zusammen mit einer Topologie T heifit Tilingraum (beziglich
Translationen), falls folgende Bedingungen erfillt sind:

i) Fir alle T € Q gilt Or C Q.

i1) T wird durch eine Metrik d auf Q erzeugt, beziiglich derer Q2 vollstindig ist, d.h. jede
Cauchy-Folge ist konvergent.

Bis jetzt haben wir bei der Definition des Tilingraumes noch dasselbe Problem wie im Fall
eines einzelnen Tilings: Die einzelnen Punkte in €2 geben keine geometrischen Eigenschaften
der ihnen entsprechenden Tilings wieder. Diese geometrischen Informationen miissen also
in der Metrik d enthalten sein. Eine geeignete Wahl fiir eine Metrik stellt z.B. die lokale
Metrik dar, die wir im Folgenden stets verwenden wollen [AP]:

Definition 1.17
Stimmen zwei Tilings t,t' € Q auf einer Kugel mit Radius 1/r um den Ursprung bis auf

Translationen betragsmdafsig kleiner oder gleich r tiberein, so haben sie beziiglich der lokalen
Metrik d;,. einen Abstand

dioe(t, ') = inf({1/V2} U {e|t +u und ¥’ +v stimmen auf By.(0) iiberein fiir Vektoren
u,v € R mit ||ull, ||v]| < €}).

Wir miissen hier das Infimum betrachten, weil zwei Tilings, die auf einer groflen Kugel
iibereinstimmen, natiirlich auch auf einer kleinen Kugel iibereinstimmen und wir einen
eindeutigen Wert fiir die Metrik benotigen. Der erste Term in der Vereinigung in Definition
1.17 wird benoétigt, damit die Metrik auf jeden Fall einen endlichen Wert annimmt.

Mit der lokalen Metrik wird die Menge €2 zu einem metrischen Raum (£, d), welcher gemé&s
Abschnitt B.1.2 eine Topologie 7 induziert.

Ein wichtiges Beispiel fiir einen Tilingraum stellt der Abschluss des Orbits eines beliebigen
Tilings in €2 dar:

Proposition 1.18
Der Abschluss Qp des Orbits Or eines Tilings T beziiglich der Metrik d ist ein Tilingraum
und zwar der kleinste Tilingraum, der T enthdlt.

Beweis. Die Bedingung O7 C () ist offensichtlich erfiillt. Da wir den Abschluss des Orbits
O7 betrachten, ist Q0 vollstandig, also insgesamt ein Tilingraum. a

Fiir viele Betrachtungen ist es sinnvoll, den Raum €27 zu einem topologischen dynamischen
System zu erweitern; wir wollen hier die in [Hir| gegebene Definition wiedergeben und einige
wichtige Sétze iiber solche dynamische Systeme ohne Beweis anfiihren.
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Zunachst wird vorausgesetzt, dass der topologische Raum, der einem topologischen dyna-
mischen System zugrunde liegt, kompakt ist. Dies ist fiir {27 in den fiir uns relevanten
Féllen tatsdchlich der Fall, wie z.B. in [Sa6] gezeigt wird:

Satz 1.19
Sei Qp wie in Proposition 1.18. Dann ist Qr genau dann kompakt, wenn T von endlicher
lokaler Komplexitdt ist.

Da wir endliche lokale Komplexitat in dieser Arbeit stets voraussetzen, konnen wir damit
also ein topologisches dynamisches System geméaf [Hir] definieren:

Definition 1.20

Sei Q wie in Definition 1.16. Sei Aut(Q) °die Gruppe aller stetigen Bijektionen

g: Q— Q und G eine beliebige (topologische) Gruppe. Ein Homomorphismus T : G +—
Aut(2) heifst Wirkung von G auf Q. Das Paar (Q,7T) bezeichnen wir dann als topolo-
gisches dynamisches System von Tilings. Die Menge O(T") aller Tilings, die wir
erhalten, wenn wir G auf ein fest gewdahltes Tiling T wirken lassen, nennen wir den Orbit
von T’ beziiglich G.

Wihlen wir fiir G speziell (RY, +) und fiir 7 diejenige Abbildung, die jeder Translation
v € R? denjenigen Automorphismus Q + Q zuordnet, welcher alle Tilings in Q um v
verschiebt, so erhalten wir ein dynamisches System, welches wir mit (€2, R?) bezeichnen
wollen. Setzen wir jetzt 2 = Qr, so entspricht der Orbit aus Definition 1.20 genau der
Definition des Orbits aus Definition 1.10.

Eine wichtige Figenschaft eines topologischen dynamischen Systems ist dessen Minima-
litat:

Definition 1.21
FEin topologisches dynamisches System von Tilings heifit minimal, wenn jeder Orbit dicht
i ) liegt.

In [Sa6] wurde nun der folgende Satz gezeigt:

Satz 1.22
Das dynamische System (Qr,RY) ist genau dann minimal, wenn T repetitiv ist.

Insbesondere folgt aus der Minimalitat, dass 27 genau der lokalen Isomorphieklasse von
T entspricht, wie wir erkennen, wenn wir Definition 1.21 mit Definition 1.9 vergleichen:
In jeder (noch so kleinen) Umgebung eines beliebigen Tilings 7" € € liegt mindestens
ein Punkt P aus dem Orbit eines beliebigen anderen Tilings 7”7 € Q7. P und 7" stimmen

°Die Bezeichnung Aut(Q) ist gebriiuchlich, da der zugrundeliegende topologische Raum hiufig auch ei-
ne Gruppenstruktur trégt, so dass gefordert wird, dass die lineare Struktur durch Automorphismen
erhalten wird.
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damit auf einem (grofien) Gebiet um den Ursprung bis auf (kleine) Verschiebungen iiberein
und jedes Patch innerhalb dieses Gebiets kommt natiirlich in beiden Tilings vor. Ferner
lasst sich noch der folgende Korollar ziehen [AP]:

Korollar 1.23
Sei Q0 ein kompakter Tilingraum. Ist das topologische dynamische System (Q,RY) minimal,
so ist £ homéomorph zu Q.

Wie ein Tilingraum nun konkret aussieht, d.h. welche Tilings er enthalt, hangt davon ab,
auf welche Weise er konstruiert wird. Zwei Konstruktionsverfahren wollen wir in Kapitel 2
und 3 vorstellen.

Haben wir auf die in diesem Abschnitt beschriebene Weise einen topologischen Raum kon-
struiert, so stellt sich als Nachstes, dhnlich wie im Fall von Tilings in Abschnitt 1.2. die
Frage der Vergleichbarkeit, diesmal von Tilingraumen. Da die Struktur eines Tilingraumes
wesentlich komplizierter ist als die eines einzelnen Tilings, gibt es hier mehr Vergleichskri-
terien als die beiden in Abschnitt 1.2. fiir Tilings erwahnten. Je nachdem, wie ” genau” wir
die Raume vergleichen wollen, konnen wir uns fiir ein geeignetes Kriterium entscheiden.

1.4. Klassifikation von Tilingraumen

Beim Aufstellen der topologischen Invarianten hatten wir gefordert, dass, falls zwei topolo-
gische Raume homoomorph sind, deren topologische Invarianten identisch bzw. isomorph
sein sollen. Homoomorphie stellt daher sicher ein erstes Vergleichskriterium von Tiling-
rdumen dar. Spezialisieren wir den Begriff der Homoomorphie aus Abschnitt B.1.3 auf
unseren Fall, so erhalten wir:

Definition 1.24

Seien 1, Qo Tilingraume. Eine Abbildung f : ) — Qo heifst Homoomorphismus zwischen
Q1 und Qy wenn f stetig und bijektiv ist und die Umkehrfunktion f=1 ebenfalls stetig ist.
Qq und Qg heiffen homdéomorph, wenn es einen Homodomorphismus f : Q1 — o gibt.

Da das Bild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung offen ist, erhéalt ein
Homoomorphismus die Topologie eines Tilingraumes; iiber die Tilings, die im Raum ent-
halten sind, wird jedoch keine Aussage gemacht, diese Information kann unter einem
Homoomorphismus verloren gehen.

Haben wir nun einen Tilingraum €2, eine Gruppe G und eine Gruppenwirkung 7 gege-
ben, so ordnet 7 nach Definition 1.20 jedem g € G eine Abbildung f, : Q@ —  zu.
Damit konnen wir ein etwas strengeres Vergleichskriterium formulieren, die topologische
Konjugiertheit.
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Abbildung 1.8.: a und b sind Reprasentanten der Homotopieklassen geschlossener Wege im Torus.

Definition 1.25
Seien Qq, Qs Tilingraume und (21, 71), (Qo, T3) topologische dynamische Systeme. Die Sy-
steme heiffen topologisch konjugiert, wenn es zu jedem Paar wy € Im(7y), wy € Im(73) von

Abbildungen einen Homoomorphismus [ : 2y — Qo gibt, welcher mit den Abbildungen wy
und we kommutiert, d.h. fir jedes Tiling T € Qy gilt die Beziehung f(wi(T))) = wa( f(T)).

Topologische Konjugiertheit erhalt also neben der Topologie der zugrundeliegenden Raume
auch die dynamischen Eigenschaften der zugehorigen dynamischen Systeme. Betrachten
wir als Beispiel zwei Tilingraume mit den Abbildungen w; und wsy, welche jedes Tiling in
0, bzw. Qy um t € R? verschieben. Sind die dadurch definierten dynamischen Systeme
topologisch konjugiert, so gilt f(T —t) = f(T) — t.

Ein noch strengeres Aquivalenzkriterium stellt schlieSlich die Forderung dar, dass die gegen-
seitige lokale Ableitbarkeit zweier Tilings unter einem Homdomorphismus erhalten bleibt,
diese wollen wir als lokale Aquivalenz bezeichnen:

Definition 1.26

Wir wollen zwei Tilingraume €2y, €s als lokal aquivalent bezeichnen, wenn sie topologisch
konjugiert sind und der zugehorige Homoomorphismus f : Q1 +— o lokal ist und damit
insbesondere die gegenseitige lokale Ableitbarkeit erhdlt, d.h. sind zwei Tilings T, T" €
gegenseitig lokal ableitbar, so sind es auch ihre Bilder f(T), f(T') € Qa.

1.5. Die Lokale Struktur von p

Von den in Abschnitt 1.3.1. genannten bzw. in Abschnitt B.2.2., B.2.3. und B.3. definier-
ten topologischen Invarianten sind Homologie- bzw. Kohomologiegruppen im Allgemeinen
diejenigen, welche einer expliziten Berechnung am leichtesten zuganglich sind. Kennt man
jedoch die lokale Struktur eines topologischen Raumes, d.h. kann man Aussagen iiber sei-
ne e-Umgebungen machen, so lassen sich z.B. auch Aussagen iiber (geschlossene) Pfade
treffen, womit wir z.B. die Fundamentalgruppe in vielen Fallen ”anschaulich” bestimmen
kénnen, wie man am Beispiel des zweidimensionalen Torus’ sieht (Abbildung 1.8.).
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Abbildung 1.9.: Beispiel: Das graue Tile kann stetig innerhalb der Kreisscheibe verschoben wer-
den.

Hier gibt es fiir jeden Basispunkt P zwei geschlossene Wege a und b, welche sich nicht durch
eine Homotopie ineinander tiberfithren lassen. Diese werden durch ganzzahlige Faktoren
parametrisiert, da es ja keine Rolle spielt, ob man einen geschlossenen Weg z.B. mehrfach
umlauft. Fir den zweidimensionalen Torus T? gilt also (7%, P) = Z?. Da der Torus
wegzusammenhéngend ist, ist die Wahl des Basispunktes unerheblich (siche Abschnitt
B.2.2.) und wir sprechen dann einfach von der Fundamentalgruppe des Torus’.

In diesem Kapitel wollen wir uns nun Gedanken tiber die Struktur der e-Umgebungen in
Q1 machen, wobei wir stets annehmen wollen, dass 1" repetitiv ist, das dynamische System
(Qr,RY) also minimal ist.

Sei T” ein beliebiges Tiling in Q7 und € > 0. Wir betrachten das Patch, welches innerhalb
einer Kugel vom Radius 1/¢ um den Ursprung liegt, im Fall von zweidimensionalen Tilings
also innerhalb eines Kreises. Die Situation ist in Abbildung 1.9. vereinfacht dargestellt fiir
den Fall, dass das Patch ein einzelnes Tile ist.

QV

Abbildung 1.10.: Es gibt zum vorgegebenen Radius sieben Moglichkeiten, das Tile zu erweitern,
Q7 besteht also lokal aus sieben ”Scheiben”.
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Die Tilings in der e-Umgebung von 7" kénnen nun all diejenigen sein, die dasselbe Patch
enthalten, eventuell um eine Strecke r < € gegeniiber seiner Lage in T verschoben (sie-
he Abbildung 1.9., rechts), dies sind insbesondere diejenigen Tilings 7" € O(T"), fiir die
T = T'+r gilt. Neben diesen Tilings gibt es jedoch zusétzlich eine Anzahl diskreter Moglich-
keiten, wie ein Tiling in der e-Umgebung von 7" aussehen kann, ndmlich alle moglichen
Erweiterungen des Patches aulerhalb der e-Umgebung. Wir haben dies in Abbildung 1.10.
fiir den Fall des Ammann-Beenker-Tilings illustriert: Um die graue Raute zu erweitern, gibt
es sieben Moglichkeiten (unter Erweiterung verstehen wir hier das Anlegen von weiteren
Tiles, welche eine Kante mit der Raute teilen).

Abbildung 1.11.: e-Umgebung von Qp beim oktagonalen Tiling

Damit besteht die e-Umgebung aus sieben Scheiben: Die Position innerhalb einer Scheibe
gibt die Lage der Raute beziiglich des Ursprunges an, die Wahl der Scheibe gibt an, welche
Erweiterung des Tiles vorgenommen wird. Die in Abbildung 1.10. dargestellten erweiterten
Patches lassen sich dann natiirlich weiter erweitern, so dass die Scheiben immer feiner
unterteilt werden, bis man schliefllich (nach unendlich vielen Unterteilungen bzw. fiir

¢ — o0) den kompletten Tilingraum erhélt (Abb.1.11.)

Betrachten wir nun eine Aneinanderlegung von e-Umgebungen. Bleiben wir beim Ubergang
von einer Umgebung zur néchsten in derselben Scheibe (sieche Abbildung 1.12.), so erfolgt
der Ubergang stetig, d.h. wir haben einen Pfad. Daraus folgt dann aber, dass die Pfade in
Qr genau die Orbits sind, denn bleiben wir in derselben Scheibe, so verschieben wir das
urspriingliche Patch ja nur. Wir haben also gezeigt:

Satz 1.27
Die Orbits der in Qr enthaltenen Tilings sind Homotopieklassen der geschlossenen Pfade
m QT- a
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Abbildung 1.12.: Ubergang zwischen zwei e-Umgebungen: Stetiger Ubergang (oberer Weg) und
unstetiger Ubergang (unterer Weg).

Die Uberginge zwischen zwei Scheiben sind unstetig; daraus folgt, dass zwei Orbits im
Allgemeinen nicht ineinander homotopierbar sind. Mit Definition B.11 folgt nun leicht der
folgende Korollar:

Korollar 1.28
Der Raum Qp ist zusammenhdngend, jedoch nicht wegzusammenhdngend.

Beweis. Zunéachst stellen wir fest, dass 2 zusammenhéngend ist, da es eine wegzusam-
menhéngende Menge M gibt, welche dicht in Qr liegt (dies ist wegen der Minimalitit von
(Q7,R?) genau der Orbit von T). Die einzigen Pfadkomponenten in Qr (also die mogli-
chen stetigen Verschiebungen) sind nach unseren Uberlegungen aber die Orbits und da
diese nicht ineinander homotopierbar sind, kann €2 nicht wegzusammenhéngend sein. O

Da Wegzusammenhang notwendig fiir einfachen Zusammenhang ist (Definition B.11), ist
Q7 natiirlich auch nicht einfach zusammenhangend.

1.6. Topologische Invarianten von (),

Wir wollen mit unseren Vorarbeiten im letzten Abschnitt in den nachfolgenden Abschnitten
Aussagen tiber Fundamentalgruppe, Homtopiegruppen sowie Homologie- und Kohomolo-
giegruppen von Tilingraumen machen. Dabei wollen wir uns aus auf den Fall Q = Qp, (T
repetitiv) beschréanken, da wir in den fiir uns relevanten Féllen nur topologische Invarianten
dieses Tilingraumes zu bestimmen haben.
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1.6.1. Fundamentalgruppe und héhere Homotopiegruppen

Wir wollen zunachst die Fundamentalgruppe sowie die hoheren Homotopiegruppen von
betrachten. Wegen Korollar 1.28 macht es keinen Sinn, von der Fundamentalgruppe bzw.
der hoheren Homotopiegruppe zu sprechen, da wir nicht annehmen diirfen, dass die Fun-
damentalgruppe von der Wahl des Basispunktes unabhangig ist. Es geht nun also darum,
fiir jeden Punkt xg in Q1 die Anzahl der Homotopieklassen geschlossener, k-dimensionaler
Pfade mit £ > 0 durch zy zu bestimmen. Wir hatten in Abschnitt 1.5. gesehen, dass die
Orbits mit den Scheiben in Abbildung 1.11. zu assoziieren sind. Diese Scheiben sind nun
offensichtlich kontrahierbar:

Satz 1.29
Fiir jedes T € Qr ist O(T') kontrahierbar.

Beweis. Als Ausgangspunkt fiir die Kontraktion wéahlen wir 7' € O(T). Fiir jedes T" in
O(T) gibt es nach Definition ein t € R? mit 7" = T+t. Die Abbildung h(t, k) = T+(1—k)-t
ist nun eine Homotopie mit h(¢,0) = 7" und h(t,1) = T (vgl. den Beweis zu Proposition
1.13), damit ist die Behauptung gezeigt. O

Wollen wir geschlossene Pfade in den Raum )7 abbilden, so miissen diese ganz in den
Orbits enthalten sein, da ein Pfad nach Definition stetig ist und ein Ubergang zwischen
Orbits eine Unstetigkeit bedeuten wiirde (Abbildung 1.12.). Mittels Proposition 1.14 folgt
dann aber unmittelbar, dass die Fundamentalgruppe und die hoheren Homotopiegruppen
beziiglich jedes Basispunktes trivial sind:

Satz 1.30
Die Fundamentalgruppe m(xq, Qr) sowie die hoheren Homotopiegruppen my(xg, Q7), k > 1
sind fiir jeden Basispunkt xo € Qp trivial. O

Diese Aussage ist unabhangig von der Geometrie der Tilings in 27 und daher von keinem
groflen Nutzen. Die nachsten topologischen Invarianten, die wir untersuchen wollen, sind
Homologie- bzw. Kohomologiegruppen (siche Abschnitt B.3.).

1.6.2. Singulare Homologie- und Kohomologiegruppen eines
Tilingraumes

Eine weitere Moglichkeit algebraischer Invarianten sind Homologie- bzw. Kohomologiegrup-
pen. Hier haben wir verschiedene Theorien zur Verfiigung (siehe Abschnitte B.3.1., B.3.2.,
B.3.4.). Da Qg keine zellulére Struktur aufweist, scheidet die zelluldre Theorie aus. Wir be-
trachten daher zunéchst singulire (Ko-)Homologiegruppen, die fiir beliebige topologische
Raume definiert sind.
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Es gilt der folgende Satz [Sa3]:

Satz 1.31
Die nullte singuldre Homologiegruppe Ho(S2r;Z) ist nicht endlich erzeugt, wdihrend alle
héheren Homologiegruppen Hy(Qr;Z), k > 0 trivial sind.

Beweis. Da nach Satz 1.29 jeder Orbit kontrahierbar ist und die Orbits nicht ineinander
homotopierbar sind, konnen wir {27 zu einer Menge aus iiberabzahlbar unendlich vielen un-
zusammenhangenden Punkten kontrahieren. Nach Definition B.14 gibt es dann iiberabzahl-
bar unendlich viele 0-Ketten. Da der Raum auflerdem keine n-Ketten fiir n > 0 enthélt,

folgt C,, = 0 fiir n > 0 und damit Hy(Qp;Z) =0 fir k> 0 a

Fiir die singuldre Kohomologie gilt dasselbe Ergebnis. Aus Satz B.18 erhalten wir unmit-
telbar H*(Qp;Z) = 0, k > 0. Etwas mehr technischen Aufwand benétigt die Berechnung
von H°(Qr;Z), da die entsprechende Homologiegruppe nicht endlich erzeugt und Satz B.18
daher nicht anwendbar ist. Wir bemerken dazu lediglich, dass falls Cy nicht endlich erzeugt
ist, die entsprechende Kokettengruppe C° = Hom(Cy;Z) ebenfalls nicht endlich erzeugt
sein kann. Analog zu Satz 1.31 gilt also:

Satz 1.32
Die nullte singulire Kohomologiegruppe H®(Qr;Z) ist nicht endlich erzeugt, wahrend alle
héheren Kohomologiegruppen H*(Qp; Z), k > 0 trivial sind. O

Dieses Ergebnis ist wiederum unabhéngig von der Geometrie der Elemente in {27 und daher
fiir unsere Berechnungen nutzlos.

1.6.3. Cech-Kohomologiegruppen eines Tilingraumes

Die erfolgversprechendste topologische Invariante fiir unsere Zwecke stellt die Cech-Koho-
mologie dar. Hier wollen wir uns ausschlieSlich mit den Kohomologiegruppen beschaftigen,
da diese rechnerisch einfacher zu bestimmen sind als die zugehorigen Homologiegruppen,
weil sie ein besonderes Verhalten unter inversen Limites (siche Definition B.13) aufweisen.
Der nachfolgende Beweis ist etwas abstrakt und erfolgt in mehreren Schritten, die uns zum
Hauptsatz iiber die Cech-Kohomologie von Tilingraumen fithren. Wesentliches Beweisele-
ment ist die Tatsache, dass {2y homoomorph ist zum inversen Limes einer Sequenz von
topologischen Raumen unter stetigen Abbildungen. Der Satz wird hier fiir allgemeine to-
pologische Raume bewiesen, die diese Eigenschaft aufweisen und in den Kapiteln 2, 3 und
7 dann auf Tilingraume spezialisiert.

Zunéchst stellen wir fest, dass nach Definition B.26 die Berechnung der Cech-Kohomologie
eines topologischen Raumes X zuriickgefiihrt wird auf die Berechnung der Cech-Kohomo-
logien von offenen Uberdeckungen U; von X, welche in Definition B.24 eingefiihrt wurden.
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Es geht nun also darum, eine geeignete Menge offener Uberdeckungen von X zu finden,
deren direkter Limes moglichst einfach berechnet werden kann. Lasst sich X als inverser
Limes geeigneter topologischer Rdume K; unter stetigen Abbildungen f; darstellen (d.h. X
ist hom6omorph zu einem solchen inversen Limes), so lassen sich derartige Uberdeckungen
folgendermaflen konstruieren [Sa3]:

Zunachst wollen wir fordern, dass die Raume K; "minimal” sind. Sie sollen also nur die
Punkte beinhalten, die auch wirklich in einem Element des inversen Limes’ auftreten (d.h.
Ky soll z.B. nur aus Punkten bestehen, die Bild eines Elementes z; € K; unter f; sind).
Ist dies nicht der Fall, so gehen wir zu Réumen K tiber, die diese Bedingung erfiillen, ohne
dass sich am inversen Limes etwas andert. Mit dieser Bedingung stellen wir sicher, dass fiir
jede stetige Abbildung f; : K; — K; 1 jede offene Menge U;_; in K; 1 Bild einer offenen
Menge f;*(U;_1) in K; ist. Andererseits wird aber durch jede stetige Abbildung f; jede
offene Menge im Raum K; auf eine offene Menge in K;_; abgebildet. Damit folgt dann die
nachfolgende Proposition:

Proposition 1.33

Sei X ein topologischer Raum, welcher sich als inverser Limes von topologischen Rdumen
K; unter stetigen Abbildungen f; darstellen lisst. Dann gibt es topologische Riume K,
deren inverser Limes unter den Abbildungen f; homdomorph zu X ist und fur die gilt:
Fiir jede offene Uberdeckungen U!_, eines der Riume K,y ist fi_1 '(U/_,) eine offene
Uberdeckung des Raumes K;. O

Sei jetzt U!_, eine offene Uberdeckung des Raumes K;_;. Indem wir U/_, geeignet verfeinern
(siehe Abschnitt B.3.4.), konnen wir eine gute offene U‘perdeckung U;_1 von K;_; erhalten.
Nach Proposition 1.28 ist dann f;"}(i4/_,) eine offene Uberdeckung von K;, diese ist aber
im allgemeinen keine gute offene Uberdeckung. Durch geeignete Verfeinerung kénnen wir
daraus jedoch wieder eine gute offene Uberdeckung konstruieren, diese bezeichnen wir mit

U;. Es gilt also [Sa3]:

Proposition 1.34 )

Sei X wie in Proposition 1.33. Dann gibt es gute offene Uberdeckungen U;, i = 1,2, ... der
topologischen Riume K;, i = 1,2, ... derart, dass jedes Ui Verfeinerung von fip *(U;)
1st. O

Mit den natiirlichen Projektionen m, : X +— K, konnen wir dann offene Uberdeckun-
gen Vo, V1, ..., V,, von X konstruieren, indem wir V, =, L(U,) definieren. Mittels dieser
Uberdeckungen konnen wir nach Definition B.26 die Cech-Kohomologie von X darstellen
als

H(X,Z) = lim(H*(V;, Z)). (1.1)

Pi



32 KAPITEL 1. TILINGRAUME ALS TOPOLOGISCHE RAUME

Wir benétigen nun einen Hilfssatz [Sa3]:

Hilfssatz 1.35
Seien Vo, Vi, ...,V und Uy, Uy, ...,U,, wie oben. Dann gilt fir alle k mit 0 < k < n die
Beziehung N (Uy,) = N (V).

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass es zu jeder offenen Menge Uy, in einer Uberdeckung
U; genau eine offene Menge Vj, in V; gibt (da die natiirliche Projektion bzw. deren inverse
Abbildung ein Isomorphismus ist). Sei z nun ein Punkt in K, welcher in genau zwei offenen
Mengen Uy, U; € U; liegt. Dann liegt das Bild von x unter 7; ' offensichtlich in genau den
beiden Mengen Vi, V; € V;, aut welche die Mengen Uj,U; unter m, 1 abgebildet werden.
Dieselbe Argumentation gilt fiir Punkte x, welche in genau drei, genau vier,...,genau k

offenen Mengen in U; liegen. Nach Definition des Nervs (Definition B.6) gilt daher
N(Uy) = N(Vy) 0

Wir kommen jetzt zum zentralen Satz dieser Arbeit iiber die Cech-Kohomologie, auf dem
alle weiteren topologischen Berechnungen aufbauen werden:

Satz 1.36

Sei X ein topologischer Raum, welcher homdéomorph ist zum inversen Limes einer Folge
von topologischen Rdaumen K;, 1 = 1,2,....n unter stetigen Abbildungen f; : K; — K; 1.
Dann gilt fir die Cech-Kohomologie von X die Beziehung

H(0X62) = (i Kis 2) = i (" (K 2)) = i (" (K 2) (1.2)

Die Cech-Kohomologie von X ldsst sich also darstellen als direkter Limes der singuldren
Kohomologien der Riume K; unter den zu den Abbildungen f; transponierten Abbildungen

i
Beweis. Nach Definition B.26 gilt fiir die Cech-Kohomologie von X die Beziechung

(X3 Z) = lim(H* (U 2), (1.3)

Pq

wobei die Abbildungen p; die kanonischen Einbettungen der Kohomologiegruppen sind.
Wiahlen wir fiir die Uberdeckungen nun speziell die Uberdeckungen V; aus, so stellen wir
zunachst fest, dass die kanonischen Einbettungen zwischen den V; durch die Morphismen
fi gegeben sind. Diese induzieren kanonische Einbettungen zwischen den Kettengruppen.
Da wir nun aber an Kohomologiegruppen interessiert sind, miissen wir die transponierten
Abbildungen der f; betrachten. Wir erhalten also
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(X, Z) = (11" (V;s 7)) (14)
Fie

— 11_m>(H*(J\/'(VZ), 7)) nach Definition B.24 (1.5)
Fi

= h_m>(H*(./\f(Z/{l)7 7)) nach Hilfssatz 1.35 (1.6)
Fie

= 1j_m>(H*(Ki); 7)) nach Korollar B.27 (1.7)
Fix

|

Satz 1.36 ermdglicht es uns, die Cech-Kohomologie von € zu berechnen. Dazu muss
die Gleichung jedoch erst mit Sinn erfiillt werden, d.h. wir benétigen geeignete topolo-
gische Raume K; und verbindende Morphismen f;, welche mit den Tilings in {27 zusam-
menhangen.

In zwei Fallen sind diese leicht zu bestimmen: Ist das Tiling durch eine Substitution er-
zeugt, so tragen die topologischen Raume die Struktur von CW-Komplexen und sind zudem
einander geometrisch dhnlich, vom topologischen Standpunkt also gleich, weshalb es dann
geniigt, einen einzigen Komplex und eine einzige Abbildung zu bestimmen, deren Koho-
mologie leicht berechnet werden kann [AP]. Diesen Ansatz wollen wir im néchsten Kapitel
weiterverfolgen.

Im zweiten Fall, der auf Tilings anwendbar ist, die durch das Projektionsverfahren gewon-
nen werden konnen, lassen sich die topologischen Raume K; aus topologisch-geometrischen
Uberlegungen gewinnen, indem zunéichst singuldre Tilings aus O ausgeschlossen und an-
schliefend durch Limes-Bildung wieder berticksichtigt werden. Wir berechnen dann statt
der Kohomologie von {2 die Kohomologie eines zu {27 homotopiedquivalenten Objektes.
Als geeignetes Objekt hierzu stellt sich das Komplement eines Arrangements von affinen
Tori A in einem hoherdimensionalen Torus 7% heraus [Ka]. Diesen Weg wollen wir in
Kapitel 3 beschreiten.

SchlieBllich wollen wir in Kapitel 7 noch einen Blick auf den allgemeinen Fall werfen, welcher
unabhéingig vom jeweiligen Konstruktionsverfahren die Berechnung der Cech-Kohomologie
gestattet. Hierzu werden zwar im Allgemeinen unendlich viele Komplexe und verbinden-
de Morphismen benétigt, in vielen Fallen erhalten wir jedoch schon nach endlich vielen
Schritten das gewiinschte Ergebnis (wie wir anhand der dortigen Rechenbeispiele sehen
werden).



2. Die ganzzahlige Cech-Kohomologie
von Substitutionstilings

2.1. Konstruktion von ()7

Nachdem wir uns im letzten Kapitel mit der Definition und ersten Eigenschaften sowie
topologischen Invarianten von Tilingraumen befasst haben, wollen wir in diesem Kapitel
eine konkrete Klasse von Tilingrdumen konstruieren, welche ausschliefSlich Substitutions-
tilings enthalten. Dazu miissen wir zunéchst erklaren, was wir unter einem Substitutions-
tiling verstehen wollen, dabei orientieren wir uns weitgehend an der Definition in [Fre] bzw.
[HL] und beschrénken uns dabei wieder auf den Fall, dass Prototiles Reprisentanten von
Aquivalenzklassen modulo Translationen sind. Ferner wollen wir nur selbstahnliche Tilings
als Substitutionstilings zulassen !.

Die eingefiihrten Begriffe wollen wir jeweils am Beispiel der eindimensionalen Fibonacci-
Kette verdeutlichen. Wir beginnen, wie in Kapitel 1 fiir Tilings, mit der Einfithrung der
grundlegenden Begriffe, wobei zunéchst die folgende Definition aus [Fre| iibernehmen:

Definition 2.1

Sei T = {ty,tq,...t,} eine endliche Menge von Prototiles. Sei ferner X > 1 eine reelle
Zahl und P = {Py, P5,...P,} eine Menge von Palches, so dass fir alle 1 < k < n gilt:
My = Uyep, t, wobei t jeweils ein Tile bezeichne.

Hierdurch wird eine Abbildung w induziert, die partielle Tilings auf partielle Tilings ab-
bildet. Sei dazu P ein partielles Tiling, dessen Tiles in der Form t;, + uy, t;, + usg, ... sind
mit 1 < iy, i, ... < n. Diese Abbildung w ist dann definiert iber w(t;, + u1,t;, + ug,...) =
(P, + Aup) U (P, + Aug) U ..., wir wollen sie als Substitutionsabbildung bezeichnen.

Das Tripel S = (T, P, ) wollen wir Substitutionssystem (oder Substitution) nennen.
FEin Tiling S heifit dann Substitutionstiling, falls es fir jedes Patch P C S eine naturli-
che Zahl n gibt, so dass P C w"™(t;) fiir irgendein t; € T .

Anschaulich besagt die Definition also folgendes: Wir haben zunéchst eine endliche Menge
P von Prototiles vorliegen. Jedes Prototile strecken wir um einen vorgegebenen Faktor

IFiir eine Erweiterung auf selbstaffine Tilings siehe z.B. die Bemerkungen in [Fre].

34
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A > 12, Das so vergroBerte Tile wird daraufhin zerlegt, wobei in der Zerlegung nur Trans-
late von Prototiles aus P vorkommen diirfen; man spricht dann auch von einem Prototile
erster Ordnung (oder Supertile erster Ordnung). Wiederholt man diesen Vorgang mit
dem Prototile erster Ordnung, so erhalt man ein Prototile zweiter Ordnung usw.. Kommt
nun jedes Patch in einem vorliegenden Tiling 7" in irgendeinem Prototile k-ter Ordnung
zur Menge 7 vor, so ist T ein Substitutionstiling (dieser Substitution). Umgekehrt nennen
wir ein beliebiges Tiling S Substitutionstiling, wenn es eine endliche Menge von Prototi-
les besitzt und es einen Faktor A gibt, so dass die Bedingungen von Definition 2.1 erfiillt
sind.

Die Menge aller Substitutionstilings zu einer vorgegebenen Abbildung w und einer vor-
gegebenen Prototile-Menge P bezeichnen wir als Substitutionsspezies ()5, von welcher
wir, nachdem wir sie mit einer Topologie versehen haben, zeigen werden, dass es sich um
einen Tilingraum handelt, den Tilingraum g des Substitutionssystems S.

Beispiel 2.2 (Substitutionsabbildung der Fibonacci-Kette)
Ein Ausschnitt aus der eindimensionalen Fibonacci-Kette sieht folgendermafien aus:

. — e —— -— - — = —

Abbildung 2.1.: Die Fibonacci-Kette

Dabei markiert das Kreuz den Ursprung. Die beiden Prototiles, die bei der Fibonacci-Kette
iiblicherweise mit 0 und 1 bezeichnet werden, sind

0 1

Abbildung 2.2.: Prototiles der Fibonacci-Kette

Die Substitutionsabbildung w, angewandt auf die Prototiles, ist gegeben durch:

Abbildung 2.3.: Substitution der Fibonacci-Kette

2beziiglich eines vorgegebenen Punktes
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Der Nachweis, dass die Fibonacci-Kette ein Substitutionstiling zu der vorgegebenen Sub-
stitutionsabbildung (aus Abbildung 2.3.) und der Prototilemenge (aus Abbildung 2.2.) ist,
geschieht dadurch, dass wir die Substitution kontinuierlich auf die Prototiles anwenden
und tberpriifen, ob jedes Patch im Tiling in einem Prototile k-ter Ordnung enthalten ist.
Fiir den Fall von Patches aus zwei Tiles bedeutet das:

A B c
Patches des Fibonacci-Tilings, die aus zwei Tiles bestehen
()] [6)] w w
0 ® ) )] (0]
o - . P — - — . _ 5

1

Die Substitutionsabbildung wird kontinuierlich auf die Prototiles des Fibonacci-Tilings angewandt

Abbildung 2.4.: Nachweis der Substitutionseigenschaft der Fibonacci-Kette

Wir erkennen, dass Patch A in w(0), w?(1) und w?(1) enthalten ist, wihrend B in w?(0),
w3(0) und w(1) und C in w?(0) enthalten ist. Fiir grofiere Patches erfolgt der Nachweis ana-
log. Damit konnen wir Beispiele fiir weitere Substitutionstilings der hierdurch definierten
Substitutionsspezies angeben. Dies sind z.B.:

Abbildung 2.5.: Elemente der lokalen Isomorphieklasse der Fibonacci-Kette

Um die Substitutionsabbildung einer Berechnung zugénglich zu machen, verwenden wir die
Tatsache, dass sie sich durch eine Matrix darstellen lasst. Damit lassen sich dann bestimmte
Eigenschaften der Substitutionsabbildung leicht aus ihrer Darstellungsmatrix bestimmen

[AP], [Fre], [Sal]:

Definition 2.3

Die quadratische Matriz M = (my;); j=1..n wobei m;; gleich der Anzahl der Prototiles vom
Index © nach Anwendung von w auf das Prototile vom Index j ist, bezeichnen wir als die
2u w gehorige Substitutionsmatrix. Ist M eine primitve Matriz, d.h. gibt es ein n € N,
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so dass M™ nur positive ganzzahlige Eintrdage enthalt, so bezeichnen wir w als primative
Abbildung.

Unter Primitivitat konnen wir anschaulich die Tatsache verstehen, dass es zu jedem Proto-
tile eine nattirliche Zahl k gibt, so dass im Prototile k-ter Ordnung ein Translat jedes
Prototiles enthalten ist.

Beispiel 2.4

Im Fall der Fibonacci-Kette konnen wir die Substitutionsmatrix aus Abbildung 2.3. bestim-
men. Im ersten Prototile erster Ordnung ist ein Prototile 1 und ein Prototile 2 enthalten,
im zweiten Prototile erster Ordnung ist ein Prototile 1 und kein Prototile 2 enthalten. Wir
haben also

M = ( 1 [1) > . Wegen M? = ( ? 1 ) ist die Matrix M und damit auch die Substitution

primitiv.

Die Matrix M in Beispiel 2.4 hat den Rang zwei, ist also invertierbar. Dass dies kein Zufall
ist, zeigt die nachfolgende Proposition [AP]:

Proposition 2.5
Ist die in Definition 2.1 definierte Abbildung w bijektiv, so enthdlt Qs keine periodischen
Tilings. Dies ist nach Definition 2.3 genau dann der Fall, wenn M mazimalen Rang hat.

Beweis. Sei T € Q und v € R? beliebig. Wir betrachten eine Kugel im R? vom Radius
r. Dann gibt es ein n > 0 so dass diam(t;) > ||v||/A\". Fir alle Tiles ¢; in 7. Sei t ein
beliebiges Tile in w™"(T). wegen diam(t) > A\~"||v|| beriihren sich ¢ und das translatierte
Tile t + A7"||v||. Da die von uns betrachteten Tiles nach Definition beschrénkt beziiglich
der euklidischen Metrik sind, konnen die beiden Tiles nicht identisch sein, d.h. es gilt
t #t+ A"||v]] oder w(T) # w™™(T) + A7"||v||. Wegen w™™(T") + A7"||v|| = w™™(T +v)
erhilt man daraus unmittelbar 7" # T + v, d.h. T ist nicht periodisch. a

Da wir in dieser Arbeit ausschliefllich an aperiodischen Tilings interessiert sind, werden wir
im Folgenden die Bijektivitat von w stets voraussetzen. Daraus ergibt sich ein Satz, der fiir
die Bestimmung der Abbildung w aus einem vorgegebenen Tiling von grofler Wichtigkeit
ist [Fre], [So2]:

Satz 2.6
Sind alle Elemente in Qg aperiodisch, d.h. ist w nach Proposition 2.5 bijektiv, so ist jedes
Tiling eindeutig deflatierbar.

Dies bedeutet nichts anderes, als dass wir aus einem Tiling mit bijektiver Substitutionsab-
bildung in eindeutiger Weise alle Supertiles bestimmen kénnen.
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. . o . . .

Abbildung 2.6.: Deflation der Fibonacci-Kette

Beispiel 2.7

Wir betrachten wieder die Fibonacci-Kette. Die Matrix M aus Beispiel 2.4 hat die Deter-
minante —1, daher ist die Matrix iiber Z invertierbar und es gibt nach Satz 2.6 fiir jedes
Tiling aus der Substitutionsspezies der Fibonacci-Kette eine eindeutige Deflation; diese ist
(fiir ein willkiirlich gew&hltes Element aus {2g)in Abbildung 2.6. zu sehen (fiir den Fall
der Zerlegung in Prototiles erster Ordnung, die grauen Quadrate stellen die Vertices der
Prototiles erster Ordnung dar).

Unsere bisherige Definition einer Substitution ist nun insofern etwas speziell, dass sie ei-
nige quasiperiodische Tilings, welche durch eine Substitution gewonnen werden koénnen,
ausschlieft. Ein Beispiel stellt das Ammann-Beenker-Tiling (Abbildung 1.4.) dar; die An-
wendung der Substitution auf ein Prototile ¢ ist in Abbildung 2.7. dargestellt. Nach Defi-
nition 2.1 gibt es keine passende Abbildung w, so dass w(t) dhnlich zu ¢ wére. Anschaulich
gesehen macht es jedoch trotzdem Sinn, von einem Substitutionstiling zu sprechen, da alle
Bedingungen von Definition 2.1 erfiillt sind, abgesehen von der Forderung At = |J,c Pt
(denn die Prototiles erster Ordnung tiberlappen sich). Um dies zu beheben, wollen wir den
Begriff des Substitutionstilings etwas ausweiten, wie z.B. in [HL] dargestellt:

Definition 2.8
Seien T und \ wie in Definition 2.1. P = {Py, Ps, .., P,} sei nun eine Menge von Patches
derart, dass \tj, C Utepk t fir alle 1 < k <n.

Ferner soll fir alle Tiles r in jedem Patch P; die Bedingung supp(r) N supp(X - t;) # 0
erfillt sein (das Patch darf also keine "unndtigen” Tiles enthalten).

Auflerdem soll die folgende Bedingung erfullt sein: Jedes Tile s in jedem Patch P; ist auch
im Patch P; enthalten fir alle Prototiles T, welche s bertihren (diese Bedingung garantiert,
dass sich Prototiles erster Ordnung nur so tuberlappen durfen, dass der ” Uberlapp” (also
die Schnittmenge der Patches) einem kompletten Prototile entspricht).

Damit lasst sich dann eine Substitutionsabbildung w wie in Definition 2.1 definieren und
alle nachfolgenden Definitionen ubertragen sich wortlich.

Ohne die Erweiterung in Definition 2.8 liefle sich das Ammann-Beenker-Tiling z.B. nur
indirekt durch eine Substitution erhalten, indem man die Quadrate in Dreiecke zerlegt
(also die Menge der Prototiles erhoht und somit zu einem anderen Substitutionssystem
wechselt), auf welche man dann eine Substitution nach Definition 2.1 anwendet.
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Abbildung 2.7.: Zur Definition eines erweiterten Substitutionssystems

Dies ware natiirlich moglich, allerdings wiirden sich dadurch die Berechnungen wesentlich
verkomplizieren: Bei unserem zweiten Rechenbeispiel wiirden wir z.B. statt 24 Prototiles
72 Prototiles benotigen.

Nach Einfithrung der wichtigsten Begriffe ist es nun unser Ziel, zu zeigen, dass €)g, versehen
mit einer geeigneten Metrik, ein Tilingraum nach Definition 1.16 ist, falls die Substitution
primitiv ist:

Satz 2.9

Sei S ein Substitutionstiling und die Menge g sei die in Definition 2.1 bzw. Definition
2.8 definierte zugehorige Substitutionsspezies, mit der Topologie versehen, welche aus der
lokalen Metrik entsteht. Ist die Substitution, welche S erzeugt, primitiv, so gilt Qg = Qrp
fur jedes Tiling T € 2 d.h. der Orbit jedes Tilings liegt dicht in (g.

Fiir den Beweis benétigen wir einen Hilfssatz [Sall:

Hilfssatz 2.10
Seien 11, T, Tilings in g, wobei die Substitution bijektiv und primitiv sei. Dann kommt
jedes Patch Py C Ty auch in Ty vor und jedes Patch Py C Ty auch in T;.

Beweis. Die Beweisidee stammt aus [Sal], wir wollen den Beweis hier ausfithren. Da T}
Substitutionstiling ist, gibt es nach Definition 2.1 ein k, so dass P, C w®(t) fiir irgendein
Prototile t. Es geniigt also zu zeigen, dass fiir jedes Prototile t und jedes £ € N ein r
existiert, so dass wk(t) in einer Kugel mit Radius r in 75 vorkommt - tatsachlich wollen
wir zeigen, dass es ein r gibt, so dass w¥(t) in jeder Kugel mit Radius r in T3 vorkommt.
Fir £ = 0 ist einfach zu zeigen, dass ein solches r fiir jedes beliebige Prototile existiert.
Dies folgt aber aus der Primitivitat der Substitution: Es gibt ein s, so dass w®(t') fiir jedes
beliebige Prototile ¢’ das Prototile ¢ beinhaltet. Ist w bijektiv, so existiert nach Satz 2.6
eine eindeutige Deflation von 75 in Prototiles s-ter Ordnung, wobei in jedem dieser Patches
das Prototile ¢ enthalten ist. Das Maximum der Radien dieser Patches ist das gesuchte 7.
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Betrachten wir nun w*(¢) fiir ein beliebiges k. Zerlegen wir dazu T, in Prototiles k-ter
Ordnung, so gibt es wegen der Selbstahnlichkeit und der Primitivitat ein [ > k, so dass
wk(t) C W'(t") fiir jedes beliebige Prototile ¢” gilt. Eine Zerlegung von T in Prototiles I-ter
Ordnung ergibt dann auf dieselbe Weise wie fiir £ = 0 den gesuchten Radius. Vertauscht
man die Rollen von 7T} und 75, so ist auch der zweite Teil des Satzes gezeigt. a

Beweis von Satz 2.9. Wir nehmen an, dass die Substitution primitiv und bijektiv ist.
Damit folgt dann aus der Definition der Menge (27 als lokale Isomorphieklasse und Hilfssatz
2.10 unmittelbar Satz 2.9. Alternativ konnten wir fiir den Beweis von Satz 2.9 auch Korollar
1.23 heranziehen, dieser Weg wird in [AP] beschritten. O

Wir haben damit gezeigt, dass jede Substitutionsspezies, die durch eine primitive Substi-
tution entsteht, homoomorph zu €7 fiir beliebiges T' € g ist. Der Nutzen dieser Uber-
legungen zeigt sich im nachsten Abschnitt; dort werden wir sehen, dass wir im Fall ei-
nes Substitutionstilings auf geometrisch anschauliche Weise eine Folge von topologischen
Réaumen konstruieren konnen, deren inverser Limes homoomorph zu Qp ist, wodurch wir
dann mittels Satz 1.36 die zugehérige Cech-Kohomologie berechnen kénnen.

Zum Schluss dieses Abschnittes wollen wir noch eine Eigenschaft von Substitutionstilings
definieren, welche fiir unsere weiteren Betrachtungen von grofier Wichtigkeit ist [Sal]:

Definition 2.11
Fine Substitution erzwingt den Rand, falls es ein n € N g¢ibt, so dass alle Prototiles n-ter

Ordnung dieselben Nachbarn nullter Ordnung haben. Diese Figenschaft wollen wir auch als
FTB-Figenschaft(FTB = Forcing The Border) bezeichnen.

Beispiel 2.12

Betrachten wir das eindimensionale Fibonacci-Tiling, so stellen wir fest, dass dieses nicht
den Rand erzwingt: Egal, wie oft wir die Substitutionsabbildung auf das Prototile 0 an-
wenden, es gibt immer mehrere Moglichkeiten, das jeweilige Prototile n-ter Ordnung tiber
seinen Rand hinaus zu erweitern ( 0 kann erweitert werden zu 001, 101, 100. ¢(0) = 01
kann erweitert werden zu 0010, 1010, 0011 usw.).

0 001 100 101
a) b)

Abbildung 2.8.: Prototile a) ohne Kragen b) mit Kragen der Fibonacci-Kette

Erzwingt die Substitution den Rand nicht, so ist ein Ubergang zu Tiles mit Kragen
moglich.
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Abbildung 2.9.: Prototiles mit Kragen beim Ammann-Beenker-Tiling: Die grau unterlegten
Prototiles sind nicht mehr identisch, da ihre Krégen sich unterscheiden.

Darunter wollen wir Tiles verstehen, von denen bekannt ist, welche Tiles ihnen benachbart
sind. Diese benachbarten Tiles werden dann als Kragen bezeichnet (siehe Abbildung 2.8.).
Fiigt man diesem Kragen auf dieselbe Weise einen weiteren Kragen hinzu usw., so erhalt
man induktiv ein Tile mit & Krigen, k € N. Mit 7" (¢) wollen wir das Patch bezeichnen,
das man erhalt, wenn man das Tile gemeinsam mit seinen k& Kréagen betrachtet, es gilt also
T (t) := T*=D(t) U {t'| ist adjazent zu einem Element aus T*~1(¢)}.

Die in Kapitel 1 definierten Aquivalenzklassen von Tiles kann man jetzt unterteilen, indem
man den Tiles Markierungen auferlegt: Zwei Prototiles, die in derselben Aquivalenzklasse
liegen, bekommen genau dann dieselbe Markierung, wenn sie denselben Kragen haben (sie-
he Abbildung 2.9.) - dies lésst sich natiirlich auch fiir k Krégen entsprechend durchfiihren.

Es gilt jetzt der folgende wichtige Satz [Sal]:

Satz 2.13

Sei T ein Substitutionstiling. Dann konnen wir die Menge der Prototiles durch eine Menge
von Prototiles mit Kragen ersetzen, ohne dass sich an der Substitutionsspezies etwas andert.
In diesem Fuall erzwingt T' dann den Rand.

Beweis. Sei P ein beliebiges Patch aus Tiles mit Kragen. Nach Definition 2.1 gibt es dann
ein Prototile ¢ (ohne Kragen), so dass P sowie die Krigen in w*(¢) enthalten sind. Dies ist
natiirlich auch dann der Fall, wenn wir ¢ vorher mit einem Kragen versehen, da die Abbil-
dung w nur nach geometrisch verschiedenen Tiles unterscheidet, nicht nach deren Kragen.
Wir haben also gezeigt, dass wir wiederum ein Substitutionssystem vorliegen haben, dessen
Tilings geometrisch von denen des urspriinglichen Systems nicht zu unterscheiden sind. O

Hier haben wir jetzt jedoch zu beachten, dass die Substitutionsmatrix, bezogen auf Ti-
les mit Kragen, kein Isomorphismus zu sein braucht, selbst wenn das zugehorige Tiling
aperiodisch ist. Dies werden wir in Kapitel 7 anhand der Fibonacci-Kette sehen.
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2.2. Darstellung von ()7 durch inverse Limites

Nachdem wir nun die Konstruktion eines Tilingraumes im Falle von Substitutionstilings
untersucht haben, wollen wir uns ansehen, wie wir topologische Invarianten von )¢ bestim-
men koénnen. Nach Satz 1.36 bendtigen wir dazu eine Darstellung des Raumes €2 durch
einen inversen Limes und mit Satz 2.9 folgt dann, dass dieser inverse Limes auch den Raum
g darstellt.

Zunachst geben wir die abstrakte Definition derjenigen Komplexe K; =: I'; an, die eine

Darstellung des Raumes g (und damit auch von Qr) durch inverse Limites gestatten
[AP]:

Definition 2.14

Sei ~y, eine Relation auf der Menge Qg x R?, die zwei Elemente (Ty,uy), (T, us) €  x R4
genau dann als dquivalent ansieht, wenn T™ (t1) —uy = T® (ty) — uy fiir uy € t; € Ty und
Uy € ty € Ty gilt. Diese Relation lasst sich zu einer Aquz’valenzrelation auf 2 x R4
erginzen 3. Die Menge aller so erhaltenen Aquivalenzklassen wollen wir Ty nennen 4.

Was bedeutet das nun konkret? Sehen wir uns dazu den Fall £ = 0 in zwei Dimensionen an.
Die obige Aquivalenzrelation sagt folgendes aus: Zwei punktierte Tilings ® in Qg sind als
aquivalent anzusehen, wenn ihre Punktierung in denselben Tiles an derselben Stelle liegt.
Die Position der Tiles relativ zum Ursprung spielt dabei keine Rolle (siehe Abbildung 2.10.:
Die Tilings A und B sind dquivalent).

Fassen wir alle dquivalenten punktierten Tilings in Aquivalenzklassen zusammen, so lassen
sich diese Aquivalenzklassen in einer Punktmenge zusammenfassen, d.h. jeder Punkt ent-
spricht einer Aquivalenzklasse I'y (sieche Abbildung 2.10.). Nun kann es natiirlich passieren,
dass die Punktierung auf einer Kante oder einem Vertex liegt. In diesem Fall gehort die
Punktierung zu zwei oder mehr Aquivalenzklassen und dies muss auch in der Menge T
beriicksichtigt werden: Die Menge trégt also eine zelluldre Struktur (siehe Abbildung 2.10.,
Tiling C).

Die Lage der Aquivalenzklasse im Komplex gibt also an, an welcher Stelle das Tiling der
zugehérigen Aquivalenzklasse punktiert ist. Eine Punktierung ist natiirlich nur innerhalb
der Tiles selbst (oder auf ihren Kanten oder Vertices) moglich; der Komplex I'y sieht
demnach aus wie ein Zellkomplex, der aus Prototiles als Zellen besteht (dies gilt, weil wir
angenommen hatten, dass die Tiles keine fraktalen Rénder haben).

3Bei unserer Relation gilt die Transitivitit im Allgemeinen nicht. Jedoch kann man die Relation zu einer
Aquivalenzrelation ergéinzen [AP].

4und zusétzlich mit einer Quotiententopologie versehen, um Homologie- bzw. Kohomologiegruppen fiir
T";. definieren zu konnen.

SDarunter wollen wir Tilings verstehen, bei denen ein Punkt ausgezeichnet wurde. Wir wollen hier an-
nehmen, dass jedes Tiling punktiert werden kann, ohne dass sich am Raum Qp etwas dndert.
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Abbildung 2.10.: Anschauliche Bedeutung des nullten Anderson-Putnam-Komplexes: Die Tilings
A und B entsprechen demselben Punkt in ['g. Die Punktierung in C liegt auf
einem Vertex, folglich muss auch I'y Vertices besitzen.

Ebenso konnen wir fiir Tiles mit einem Kragen, zwei Kragen usw. argumentieren, entspre-
chend sieht z.B. I'; aus wie ein Zellkomplex, dessen Zellen Prototiles mit einem Kragen
sind.

Wie gelangen wir jetzt zum Raum 27 Fassen wir die Punktierungen als mogliche Posi-
tionen des Ursprungs auf, so konnen wir den Komplex I'y folgendermafien interpretieren:
Jeder Punkt in T’y entspricht allen Tilings in Qf, deren Ursprung auf der zur Aquivalenz-
klasse gehorigen Punktierung liegt. Anschaulich gesagt: Betrachten wir den Komplex I,
so approximiert er den Raum €27 insofern, dass er fordert, dass der Ursprung jedes Tilings
in Q7 in einem der Prototiles (oder auf einer Kante oder einem Vertex) liegen muss.

Dies ist sicher noch nicht die ganze Wahrheit, weil der Komplex I'g natiirlich keine Aussa-
gen dariiber machen kann, wie das Tiling innerhalb weiterer ”Schichten” um den Ursprung
herum aussieht. Die Idee ist jetzt folgende: Wir wenden auf die Prototiles die Substitutions-
abbildung an und betrachten den Zellkomplex F(()l), der entsteht, wenn man die Prototiles
erster Ordnung so zusammenklebt, wie die Prototiles nullter Ordnung im Komplex I’y
zusammenliegen, d.h. Fél) stellt eine vergroflerte Kopie von I'y dar.

Mit derselben Argumentation wie oben konnen wir jetzt sagen, dass die Punkte in Fél)

denjenigen Tilings entsprechen, deren Ursprung in einem der Prototiles erster Ordnung
enthalten ist. Da das Tiling nun aber selbstahnlich ist, sind die Komplexe F(()l) und [y
aus topologischer Sicht identisch (die Topologie eines Zellkomplexes unterscheidet ja nicht
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nach Grofle der Zellen sondern nach Anzahl und relativer Lage). Wiederholen wir dies

unendlich oft, so erhalten wir schliellich einen Komplex F(()OO), dessen Punkte dann genau
den Urspriingen aller moglichen Tilings in {2g entsprechen.

Betrachten wir nun die Punkte in I'y, welche wir mit z,, bezeichnen wollen. Damit haben
wir alle Tilings, deren Ursprung in einem der Prototiles liegt. Mit I'; haben wir alle Tilings,
deren Ursprung in einem der Prototiles erster Ordnung liegt (diese bezeichnen wir mit
Too_1) USW.

Es lage jetzt nahe, das direkte Produkt der Komplexe zu bilden. Dabei miissen wir aber
beachten, dass nicht alle Punkte des direkten Produktes zulassig sind, sondern nur die, die
der Lage des Ursprunges in beiden Komplexen Rechnung tragen: Liegt der Ursprung im
Komplex I'y in einem Tile ¢, so muss er natiirlich auch in Fél) im Tile ¢ liegen, wenn er der
Ursprung ein und desselben Tilings sein soll.

Dies lésst sich mathematisch so ausdriicken: Wir wollen nur diejenigen Paare (Zo0, Too—1)
von Punkten aus dem direkten Produkt iibernehmen, fiir die w™(Z0_1) = Too gilt (bzw.

W(Too) = Too_1). Man kann das auch so ausdriicken: Die Abbildung w™! vergisst die zusatz-

)

lichen Informationen, die der Komplex Fél gegeniiber I'y beinhaltet.

@A)
M
FU

Abbildung 2.11.: a) Der Komplex I'y des Anderson-Putnam-Komplexes b) Der vergrofierte Kom-
plex I‘él) nach Anwendung der Abbildung w auf I'g (grofer Komplex) bzw. der
Komplex I'y mit zusétzlichen Vertices (kleiner Komplex). Der Punkt A liegt

sowohl in a) als auch in b) im Tile 0, gehort daher zum inversen Limes.

Dies muss nattirlich auch fiir die Urspriinge in F(()Q) gelten, die wir fiir unser direktes Produkt
zulassen: Sie miissen im selben Prototile liegen wie die im Produkt erlaubten Punkte xy und
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im selben Prototile erster Ordnung wie die erlaubten Punkte x;, wenn sie jeweils dasselbe
Tiling beschreiben sollen.

Wiederholen wir dies unendlich oft, so erhalten wir eine Sequenz (xg, 1, ..., Too ), Welche
genau einem Tiling zugeordnet werden kann. Dass es sich wirklich um ein Tiling handelt,
wird dabei durch die Forderung garantiert, dass die Substitution den Rand erzwingt: In
diesem Fall erzwingen wir, dass am Rand jedes Supertiles k-ter Ordnung weitere Tiles
liegen und dass das Tiling somit nicht ”"abbricht”.

Ersetzen wir jetzt noch w durch eine Abbildung ~,, welche der Tatsache Rechnung trégt,
dass die Komplexe I'y, F(()l), e F(()OO) identisch sein sollen (dann muss jeder Punkt in einem
hoheren Komplex um ein geeignetes y € R? verschoben werden, so dass er in I'y zu liegen
kommt), so gilt vo(zx+1) = @ fiir alle & € N (sieche Abbildung 2.11.).

Wir haben damit anschaulich die wesentliche Aussage des folgenden Satzes gezeigt, den wir
in etwas allgemeinerer Form formulieren wollen (der exakte Beweis, welcher auch Aussagen
dariiber macht, wie sich die Topologie der Komplexe auf den inversen Limes iibertragt,
findet sich in [AP]):

Satz 2.15

Sei Qg ein Tilingraum wie in Satz 2.9, wobei die Substitution den Rand erzwingt. Dann
gibt es topologische Raume I'y,I'y und stetige Abbildungen ~y,v1, welche durch die Substi-
tutionsabbildung induziert werden, so dass die inversen Limites der Sequenzen

Do <2 Ty <2 Ty &2 ... (2.1)
& & &, (2.2
abgekiirzt durch
Qp = limITy  bzw. (2.3)
Y0
Ql = lim Fl (24)
e—

71

gemeinsam mit stetigen Abbildungen wg bzw. wi als dynamisches System betrachtet, zu
dem dynamischen System (Qg, w) topologisch konjugiert sind. Erzwingt die Substitution
den Rand nicht, so sind lediglich (Q,w) und (21, wy) topologisch konjugiert. Die Rdume
[y und T'y tragen die Struktur eines CW-Kompleres und werden als nullter und erster
Anderson-Putnam-Komplex (AP-Komplex) bezeichnet.

Betrachten wir den Spezialfall der Dimension 2, so erkennen wir aus Abbildung 2.10., dass
fiir [’y (und analog fiir I';) der Rand jeder 2-Zelle aus 1-Zellen und der Rand jeder 1-Zelle
aus 0-Zellen besteht. Dies wird sich bei unseren Berechnungen als wichtig erweisen, denn
in diesem Fall lassen sich die zelluldren Differentiale aus Abschnitt B.3.2. in Form einer
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Matrix darstellen, welche leicht aus den Anderson-Putnam-Komplexen bestimmt werden
kann.

Wenden wir Satz 2.15 nun auf Satz 1.36 an, so erhalten wir den folgenden Hauptsatz tiber
die Berechnung der ganzzahligen Cech-Kohomologie von Substitutionstilings:

Satz 2.16
Sei Qg ein Tilingraum, der durch eine Substitution w erzeugt wird. Fiir die Cech-Kohomolo-
giegruppen von g mit ganzzahligen Koeffizienten gilt:

H'(QiZ) = lim(H*(T1;Z)) = lim (H*(Ty: 2)). (2.5)

Erzwingt die Substitution den Rand, so gilt aufferdem:

T'(Qs:Z) = lim(H'(T;Z)) = lim (H*(To; Z). (2.6)

Satz 2.16 besagt also, dass wir zur Berechnung der Cech-Kohomologie von §2g lediglich die
zellulare Kohomologie des Anderson-Putnam-Komplexes I'; zu bestimmen brauchen. Ist
die Bedingung aus Definition 2.11 fiir ein Tiling (und damit alle Tilings) in Qg erfiillt, so
gentigt es, die (wesentlich einfacher zu bestimmende) zelluldre Kohomologie des Komplexes
I'y zu berechnen.

Zudem brauchen wir die Abbildung vy bzw. v, in expliziter Form. Dazu miissen wir uns
jedoch lediglich Abbildung 2.11 ansehen und uns tiberlegen, wie der linke und der rechte
(kleine) Komplex zusammenhéngen. Wir erhalten:

Hilfssatz 2.17

Die Abbildung 7o ist diejenige Abbildung, die jeden Vertex (jede Kante, jedes Tile) in T'g
auf den Vertex (die Kante, das Tile) abbildet, auf den (die) er durch die Substitution
w abgebildet wird. Stellen wir vy als Matriz dar, so ist die Abbildung ~; genau die dazu
transponierte Matriz (entsprechendes gilt fir T'y bzw. v;).0

Wir miissen uns jetzt nur noch ansehen, wie die zellularen Kohomologiegruppen konkret
zu berechnen sind, dies wollen wir im nachsten Abschnitt tun.

2.3. Die zellulare Kohomologie der
Anderson-Putnam-Komplexe

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wie sich {2g durch inverse Limites darstellen lasst.
Um die Cech-Kohomologie von {2¢ nun mittels Satz 2.16 berechnen zu kénnen, miissen
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Abbildung 2.12.: Der erste Anderson-Putnam-Komplex der Fibonacci-Kette

wir die zelluldare Kohomologie von I'g bzw. I';y berechnen. Die allgemeine Definition der
zellularen Kokettengruppen und der Differentiale ist in Abschnitt B.3.2 gegeben. Wir wollen
uns ansehen, von welcher Form diese in unserem konkreten Fall sind. Da die Raume I',
bzw. I'y CW-Komplexe sind, gilt nach Abschnitt B.3.2:

Satz 2.18
Die k-te zellulare Kokettengruppe eines Anderson-Putnam-Komplezes I'; ist isomorph zur
k-ten zellularen Kettengruppe, welche durch die k-Zellen in T'; erzeugt wird.

Dabei miissen wir geméfl Abbildung B.2 den Zellen eine Orientierung zuordnen, wobei alle
Zellen gleicher Dimension tiblicherweise dieselbe Orientierung erhalten.

Beispiel 2.19
Wir betrachten den ersten Anderson-Putnam-Komplex der eindimensionalen Fibonacci-

Kette. I'; besteht aus vier 1-Zellen und drei 0-Zellen, wie man aus Abbildung 2.12 ablesen
kann, also ist CO(I'y;Z) = Z3 und CY(I'y; Z) = Z*.

Es bleibt nun, die Differentiale zwischen den Kokettengruppen zu bestimmen. Bei unseren
Berechnungen liegt der einfache Fall vor, dass die Rander von k+ 1-Zellen ausschliellich aus
k-Zellen bestehen. Diese lassen sich nun aus dem Anderson-Putnam-Komplex bestimmen,
wenn Kanten und Vertices identifiziert sind.

Beispiel 2.20
Wir bestimmen das Differential 8° des ersten Anderson-Putnam-Komplexes der Fibonacci-
Kette. Dieser ist in Abbildung 2.12 dargestellt. Aus den Prototiles lesen wir ab:

-1 1 0
1 0 -1

0 __

=1, . (2.7)
1 -1 0
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Haben wir auf diese Weise die Differentiale bestimmt, so konnen wir die Kohomologie der
Anderson-Putnam-Komplexe bestimmen. Dabei gehen wir wie in Beispiel B.21 vor.

Beispiel 2.21
Wir wollen die zellulare Kohomologie des Komplexes ['; im Fall der Fibonacci-Kette be-
stimmen. Dazu ist der Differentialkomplex

0 Lot o (2.8)

auszuwerten. Mit Beispiel 2.19 wird daraus

a0 ot

g Lot 2 (2.9)

02— 73

Aus Beispiel 2.20 entnehmen wir ferner Ker(9°) ~ Z bzw. Im(9°) ~ Z?, wihrend die
beiden anderen Differentiale trivial sind (also alle Elemente auf 0 abbilden). Damit erhalten
wir gemafl Abschnitt B.3.2:

12

Ker(0°)/Im(0™) ~7Z/0 =7 (2.10)
Ker(0Y)/Im(9°) ~ 7' | 7* = 7* (2.11)

12

Wir haben damit den kompletten Formalismus beisammen, mit dem wir in den Kapiteln
5 und 6 zwei kompliziertere (zweidimensionale) Beispiele detailliert berechnen wollen.

2.4. Symmetrieeigenschaften der
Anderson-Putnam-Komplexe

Wir wollen in diesem Abschnitt die im Anschluss an Satz 1.4 gemachte Beschrankung auf
den Fall A = 0 auftheben und auch Rotationen zulassen, d.h. A € SO(d). Damit sind
also zwei Tiles in einem Tiling nun &quivalent, wenn sie durch eine Translation und/oder
Rotation ineinander tiberfithrt werden konnen. Dies konnte man zum Anlass nehmen, die
gesamte in Kapitel 1 entwickelte Theorie fiir einen neuen Tilingraum 2z zu entwickeln
(insbesondere miisste eine andere Metrik verwendet werden), was wir hier jedoch nicht tun
wollen; fiir eine Einfithrung in dieses Thema siehe z.B. [ORS],[Sa4].
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Die Verallgemeinerung auf Rotationen bringt nun aber auch fiir die Berechnung der Ko-
homologiegruppen von {2p gewisse Vorteile, ndmlich dann, wenn im Anderson-Putnam-
Komplex Tiles auftreten, die durch Rotationen ineinander iiberfithrt werden konnen. In
diesem Fall kann sich die Anzahl der zu verwendenden Prototiles stark verringern.

Untersuchungen dieser Art verwenden die Tatsache, dass sich bei k-zahliger Symmetrie der
Tiles die Kohomologie H*(Qr;Z) nach irreduziblen Darstellungen zerlegen liasst [ORS].
Hierbei sind (fiir den Fall der Dimension zwei) die folgenden Punkte zu beachten:

e Alle Tiles und deren rotierte Versionen miissen auch wirklich im Tiling auftreten,
andernfalls ware der Zellkomplex, den man mit dieser Methode bestimmt, zu grof.

e Um Entartungen von Kanten zu vermeiden, miissen sich alle 2-Zellen aus linear un-
abhangigen 1-Zellen aufspannen lassen.

e Die Abbildungen v miissen Isomorphismen sein. Ware dies nicht der Fall, so miisste
der direkte Limes genauer untersucht werden. Da man jedoch durch die Zerlegung in
irreduzible Darstellungen die jeweiligen Kohomologiegruppen nur bis auf Isomorphie
kennt, lasst sich der direkte Limes nicht ohne Weiteres bestimmen.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so gilt der folgende Satz:

Satz 2.22

Sei Iy der nullte Anderson-Putnam-Komplex eines Substitutionstilings. Lassen sich Ver-
tices und Kanten so orientieren, dass es Prototiles gibt, welche aus einer Rotation aus
anderen Prototiles entstanden sind, andererseits jedes Prototile jedoch auch durch line-
ar unabhdangige Ketten aufgespannt werden kann, so lassen sich die Kohomologiegruppen

von 'y nach irreduziblen Darstellungen zerlegen, d.h. es gibt Gruppen Gi,Ga,...,G, mit
G1 D GQ D...D Gn ~ Hk(ro)

Auf diesen Aspekt werden wir an dieser Stelle nicht weiter eingehen, da unsere Rechen-
beispiele jeweils mindestens eine der obigen Bedingungen verletzen, so dass hier keine
Vereinfachung moglich ist. Fiir Rechenbeispiele dieser Art verweisen wir auf [ORS] und

[Sad].



3. Die ganzzahlige Cech-Kohomologie
von Projektionstilings

Wir machen nun bei unseren theoretischen Betrachtungen einen Sprung und betrachten Ti-
lings, die durch eine Projektion erzeugt werden konnen. Hier kommt ein neues Konzept hin-
zu: In Kapitel 2 hatten wir uns ausschliefSlich auf den physikalischen Raum beschrankt, d.h.
wir hatten nur den Raum betrachtet, von der vom Tiling tiberdeckt war. Dies ermoglichte
es uns, eine gewisse geometrische Veranschaulichung z.B. der Anderson-Putnam-Komplexe
zu finden.

Das Verfahren, das wir im Folgenden beschreiben wollen, verwendet zusatzlich zum physi-
kalischen Raum nun auch einen internen Raum, welcher orthogonal auf dem physikalischen
Raum steht und gemeinsam mit ihm einen hoherdimensionalen Raum aufspannt. Dadurch
werden die Berechnungen wesentlich abstrakter, jedoch hat die Methode z.B. den Vorteil,
dass sich Berechnungen einfacher implementieren lassen, da keine geometrischen Formen
von Tiles bzw. Tiles mit Kragen identifiziert werden miissen.

Ein hierzu dquivalentes Verfahren wird z.B. in [FHK1] und [FHK2| dargestellt, speziell
fir die Kodimension 2 in [GaeKe]. Da dieses Verfahren jedoch bereits ausfiihrlich unter
dem Gesichtspunkt der Torsion in zweidimensionalen Tilings untersucht wurde [GHK],
beschrénken wir uns hier auf das Verfahren nach [Ka].

3.1. Die Methode der atomaren Hyperflachen

Wie bereits in 1.1. erklart, kann man quasiperiodische Tilings definieren als Tilings, welche
durch die ebenfalls in Abschnitt 1.1. erklarte Projektionsmethode entstehen. Ein zu diesem
Verfahren dquivalentes Verfahren ist die Methode der atomaren Hyperflichen, wel-
che fiir unsere weiteren topologischen Untersuchungen geeignet ist, daher wollen wir diese
Methode kurz erlautern [Kal:

Wir gehen von einem N-dimensionalen periodischen Gitter I' C RY mit zugehoriger Basis
B = {by,bs,..,by } von Gittervektoren aus.

20



KAPITEL 3. DIE GANZZAHLIGE CECH-KOHOMOLOGIE VON
PROJEKTIONSTILINGS o1

Abbildung 3.1.: Gitterpunkte und gleichgerichtete Kanten im zweidimensionalen Gitter werden
identifiziert. Legt man gleiche Vertices und gleichgerichtete Kanten aufeinander,
so erhilt man einen Torus.

Mittels der Aquivalenzrelation z ~ y :< y—2z € G konnen wir G zu einem N-dimensionalen
affinen ! Torus aufwickeln, fiir den Fall der Dimension 2 ist dies in Abbildung 3.1. darge-
stellt?.

An jedem Gitterpunkt liege nun eine (N —d)-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche die geo-
metrische Form eines Polytops, im Fall N —d = 1 also die Form eines Geradenstiickes und
fiir N — d = 2 die Form eines Polygons habe; diese wollen wir als atomare Hyperflache
bezeichnen.

Sei ferner E| ein d-dimensionaler affiner Unterraum von RY mit der Eigenschaft, dass
E) nicht in einem rationalen Unterraum von RY enthalten ist, d.h. in jedem d-Tupel von
Vektoren, das F) aufspannt, soll sich keiner der Vektoren als rationale Linearkombination
der Basisvektoren von I' darstellen lassen. Das Bild von E) unter der natiirlichen Projektion
von RY nach TV (also die Abbildung 7 : RY s RY/ZY : 2 — x+ Z") liegt somit dicht in
TV (d.h. in jeder Umgebung eines beliebigen Punktes aus 7% liegt mindestens ein Punkt
von m(FE)), sieche Abbildung 3.2.). Ej bezeichnen wir auch als physikalischen Raum.

Die atomaren Hyperflachen sollen so ausgerichtet sein, dass sie parallel sind zu einem zu E)|
orthogonalen, N — d-dimensionalen affinen Unterraum von R, den wir Orthogonalraum
(oder internen Raum) nennen und mit £, bezeichnen wollen. Es sollen nun diejenigen
Gitterpunkte parallel zu E, auf den physikalischen Raum projiziert werden, deren Hyper-
flache von Ej geschnitten wird. Diese bilden dann die Vertices eines Tilings der Dimension
d und der Kodimension k := N — d (fiir d = k = 1 siehe Abbildung 3.3.).

Laffin, weil der Torus nicht zwangslidufig den Ursprung beinhalten muss, was an seiner Topologie jedoch
nichts dndert, weshalb wir im weiteren Verlauf immer von einem gew6hnlichen Torus sprechen.

2T’ entspricht damit der mathematischen Definition eines Gitters, welche im Gegensatz zur physikalischen
Definition (siche die Bemerkung nach Definition 1.8) noch mit einer Aquivalenzrelation versehen ist.
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(=]

b

Abbildung 3.2.: a): Das Bild g := 7(E)|) liegt nicht dicht im Torus: Es gibt Umgebungen um P,
die keinen Punkt von g enthalten. b) ¢’ := 7(E)) liegt dicht im Torus: In jeder
Umgebung von P liegt ein Punkt von ¢'.

An die Orientierung der Hyperflichen stellen wir noch eine Rationalitatsbedingung
[Kal, die in vielen interessanten Féllen (insbesondere in den von uns untersuchten) erfiillt
ist. Wir wollen fordern, dass die Hyperflachen so ausgerichtet sind, dass jede ihrer Rand-
mannigfaltigkeiten in einem beziiglich F, rational eingebetteten affinen Unterraum von
RN=? der Dimension N —d — 1 enthalten ist. Fiir den Fall zweidimensionaler Hyperflichen
bedeutet das einfach, dass diejenigen Geraden, die man erhalt, wenn man die Rander des
Polytops verlangert, rationale Steigungen haben (siche Abbildung 3.9.) 3.

Eui-

Abbildung 3.3.: Erzeugung der Fibonacci-Kette durch die Methode der atomaren Hyperflachen

Wir wollen nun die Cech-Kohomologie des Tilingraumes Q7 berechnen, der einem quasi-

3Eine etwas allgemeinere (und abstraktere) Definition der Rationalititsbedingung findet sich in [Ka].
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periodischen Tiling 7" zugeordnet werden kann, welches durch die Methode der atomaren
Hyperflachen entsteht. Fiir T ist in den meisten Fallen die Form und Ausrichtung der ato-
maren Hyperflachen bekannt, davon wollen wir auch jetzt ausgehen. Das Gitter I ist zwar
meistens nicht explizit bekannt, lasst sich aber aus seiner Projektion auf den physikalischen
Raum, also aus dem Tiling 7', bestimmen:

Beispiel 3.1

Wir wollen das Gitter I' des gefarbten oktagonalen Tilings bestimmen. Dabei handelt
es sich hier um das in Kapitel 1 eingefithrte Ammann-Beenker-Tiling, dessen Vertices
nun zusatzlich mit einer Farbung versehen sind; wir bezeichnen es in diesem Kapitel als
”oktagonal”, um auf die oktagonale Symmetrie hinzuweisen. Den ersten Gittervektor lesen
wir aus Abbildung 3.4. ab.

Wir erhalten b, = e; — e4. Zur Bestimmung der weiteren Vektoren nutzen wir die lokale
Isomorphie des Ammann-Beenker-Tilings unter Drehungen um jeweils 7 /4 aus (Abbildung
3.5.).

e
€ ,qiez
€,
Abbildung 3.4.: Zur Bestimmung der Gittervektoren beim gefarbten oktagonalen Tiling (1)

Wir lesen daraus die Vektoren by = e; + €9, b3 = e3 + e3 und by = e3 + ¢4 mit den in
Abbildung 3.4. definierten Richtungen der Einheitsvektoren ab.

1
é‘

Abbildung 3.5.: Zur Bestimmung der Gittervektoren beim gefarbten oktagonalen Tiling (2)
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Fiir den Fall eines Substitutionstilings hatten wir den Raum Q7 (wobei T ein uns vorlie-
gendes Tiling war) durch geeignete topologische Rdume approximiert, deren inverser Limes
isomorph zu 27 war. Hier wollen wir nun ahnlich vorgehen und uns tiberlegen, wie wir den
Raum Qr bei bekanntem Hyperflachensystem, bestehend aus (I', F}), also einem Gitter
und einer Menge von atomaren Hyperflachen mit festgelegter Orientierung, approximieren
konnen.

Wir haben dazu alle quasiperiodischen Tilings zu bestimmen, die in derselben lokalen Iso-
morphieklasse wie das uns vorliegende Tiling T liegen, dabei wollen wir uns zunéchst auf
nicht-singulare Tilings beschranken, d.h. wir wollen ausschlieflen, dass die Schnittman-
nigfaltigkeit £ den Rand einer atomaren Hyperflache trifft. In diesem Fall hatten wir
namlich zu entscheiden, ob wir den zugehorigen Gitterpunkt als Vertex im Tiling aufneh-
men wollen oder nicht (singulérer Fall), je nachdem, von welcher Richtung aus man die
Hyperfliche an den Randpunkt annéhert, wie in Abbildung 3.6. dargestellt [Ba].

Z2

Abbildung 3.6.: Singulérer Fall bei der Fibonacci-Kette: Das singulédre Tiling (schwarze Linie)
ergibt sich als Limes regularer Tilings (graue Linien). Dieser unterscheidet sich,
je nachdem, von welcher Seite man sich dem Randpunkt néhert.

3.2. Konstruktion der Menge Y,

In Kapitel 1 hatten wir festgestellt, dass der Raum 2 alle Tilings enthalt, die in derselben
lokalen Isomorphieklasse wie 7' liegen. Wir wollen uns nun iiberlegen, welche Bedingungen
unser bisher konstruiertes System aus Hyperflachen und Schnittmannigfaltigkeit erfiillen
muss, damit bei Variation der Schnittmannigfaltigkeit quasiperiodische Tilings entstehen,
welche in derselben lokalen Isomorphieklasse liegen. Die hier beschriebenen Ideen gehen
auf [GrKa] zuriick.

Wir ersetzen dazu zunachst Ej durch eine beliebige d-dimensionale Mannigfaltigkeit M;

die Menge all dieser méoglichen Mannigfaltigkeiten wollen wir mit M bezeichnen (siehe
Abbildung 3.7. fiir den Fall d = 1).
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Abbildung 3.7.: Projektion von Gitterpunkten des Z? auf eine beliebige 1-dimensionale Mannig-
faltigkeit M. Die blauen Punkte sind nicht Vertices eines Tilings in der LI-Klasse
der Fibonacci-Kette.

Projektion von Gitterpunkten auf M ergibt natiirlich im allgemeinen kein quasiperiodisches
Tiling; dies ist nur dann der Fall, wenn M nicht zu stark von Ej "abweicht”. Anders
ausgedriickt: An der lokalen Isomorphieklasse, in der das auf E) projizierte Tiling liegt,
andert sich (ndherungsweise) nichts, wenn wir die Flache E| verschieben oder an einigen
Stellen leicht verbiegen, so lange wir darauf achten, dass £ dadurch keine Rander von
Hyperflachen beriihrt. M stellt somit eine Approximation an den Orbit von 7" dar.

Um den Orbit von T aus dieser Naherung nun exakt zu erhalten, miissen wir Elemente
aus M ausschliefen und zwar einerseits solche, die den Rand einer Hyperflache schneiden,
andererseits aber auch solche, welche zu stark von E) abweichen. Dies konnen wir nach der
in [GrKa] bzw. [Ka] vorgefiihrten Idee erreichen, indem wir die Rénder der Hyperflichen
parallel zu Ej beziiglich der Euklidischen Metrik (d.h. in Form von d-dimensionalen Ku-
geln mit Radius r) ausdehnen (bzw. ”verdicken”) und die so erhaltenen d-dimensionalen
Flachenstiicke als verbotene Zonen Y, annehmen (sieche Abbildung 3.8.). Alle Elemen-
te aus M, die diese Mengen beriihren oder schneiden, werden aus M ausgeschlossen. Je
weiter wir die Zonen Y, ausdehnen, desto besser wird die Approximation von M an den
Orbit O(T'). Im Limes unendlicher Ausdehnung diirfen die iibrigen Elemente aus M nun
iiberhaupt keine ”Welligkeit” mehr aufweisen. M besteht dann gerade aus denjenigen Ele-
menten, die durch eine Parallelverschiebung aus T hervorgehen, also dem Orbit von T

Beispiel 3.2

Wir betrachten die eindimensionale Fibonacci-Kette. Die Randmannigfaltigkeit der Hy-
perflachen entspricht hier einfach einem Punkt. Verdicken wir diesen Punkt parallel zu
Ej, so liegen die Punkte der verdickten Menge Y, dicht im Torus 72 (da Ej irrational in
T? eingebettet ist), d.h. fiir jeden Punkt P im Torus liegt in jeder Umgebung U von P
mindestens ein Punkt von Y,,. Damit muss jede eindimensionale Mannigfaltigkeit M, die
durch P geht, parallel zu £ laufen, da M sonst einen Punkt von Y, beriihren wiirde. Da
dies fiir jeden Punkt P gilt, muss M ein Translat der Geraden Ej sein.

In vielen Féllen (so auch in den von uns betrachteten) ist es jedoch nicht nétig, die Réander
unendlich weit zu verdicken: durch die Rationalitatsbedingung wachsen die Verdickungen
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Abbildung 3.8.: Werden die roten Geradenstiicke unendlich weit verdickt, so erzwingen wir, dass
jedes Element aus M im Orbit von E) liegt, insbesondere also homotop zu der
roten Geraden in der Mitte ist.

fiir einen endlichen Radius zusammen und wir erhalten eine komplette verbotene, ver-
dickte Hyperebene [GrKa|, [Ka].

Abbildung 3.9.: Draufsicht auf eine Schicht von oktagonalen Hyperflichen. Im linken Bild verlet-
zen die Hyperflachen die Rationalitdtsbedingung, die Verdickungen (rote Linien)
wachsen dann nicht zusammen. Im rechten Bild geniigen die Hyperflichen der
Rationalitdatsbedingung und wachsen fiir einen endlichen Verdickungsradius zu-
sammen.

Die Menge der verbotenen Hyperflichen, welche parallel zueinander sind, nimmt unter
diesen Voraussetzungen die Form eines affinen, verdickten Torus’ an, wenn man die
Euklidische Norm, welche die verbotenen Kugeln definiert, durch eine aquivalente Norm
ersetzt, beziiglich derer die Verdickungen die Form eines konvexen Polytops aufweisen [Ka].
Fiir den Fall eines zweidimensionalen Torus’ sieht ein entsprechend verdickter Torus aus
wie in Abbildung 3.10. dargestellt (wir nehmen an, dass die Verdickungen bei einem Radius
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r beziiglich der Polygonnorm zusammenwachsen).

2r

a) b)

Abbildung 3.10.: Darstellung eines zweidimensionalen verdickten Torus’

Da wir von einer polygonalen Hyperflache ausgegangen waren, gibt es nur eine endliche An-
zahl solcher verdickter Tori, die wir aus 7%V ausschliefen miissen, um zu garantieren, dass
alle Mannigfaltigkeiten in M zum Orbit von T gehoren. Die zugehorigen ”unverdickten”
Tori lassen sich dabei direkt aus der Projektion der Gittervektoren auf den Orthogonal-
raum bestimmen, wie wir in den Rechenbeispielen sehen werden. Wir werden im nachsten
Abschnitt feststellen, dass es in vielen Fallen (insbesondere in den von uns im Weiteren be-
trachteten) tatséchlich ausreicht, statt der verdickten Tori die entsprechenden unverdickten
Tori zu betrachten.

3.3. Darstellung von )y durch inverse Limites

Im letzten Abschnitt hatten wir gesehen, wie wir den Orbit eines Tilings 7" zu konstruieren
haben: Durch das AusschlieBen verbotener verdickter Tori zwingen wir das Hyperflachen-
system, nur solche Tilings zu erzeugen, die im Orbit O(T) enthalten sind. Wir wollen uns
nun ansehen, wie wir den Rest der abgeschlossenen Hiille {27 konstruieren konnen.

Dazu betrachten wir zunichst die Mengen, die entstehen, wenn wir aus dem Torus TV d-
dimensionale Kugeln ausschliefen, die durch Verdickung der Randmannigfaltigkeiten der
Hyperflichen entstehen. Die Punkte in der Menge TV \ Y;,r € R lassen sich mit den
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Urspriingen von nicht-singularen Tilings assoziieren, die innerhalb einer d-dimensionalen
Kugel um den Ursprung quasiperiodisch sind [Ka).

Dies kann man folgendermaflien plausibel machen: Man betrachtet alle Mannigfaltigkei-
ten in M und definiert auf dieser Menge eine Aquivalenzrelation: Zwei Mannigfaltigkeiten
sollen dquivalent sein, wenn der Ursprung an derselben Stelle im Torus liegt (modulo Git-
tertranslationen). Da jede Mannigfaltigkeit dicht im Torus liegt, gibt es in jeder dieser
Aquivalenzklassen einen Représentanten, dessen Ursprung gerade ”geeignet” liegt. Dem-
nach kénnen wir jedem Punkt in 7% \ Y, ein Tiling aus M zuordnen, welches die oben
erwahnte Figenschaft hat. Zu beachten ist, dass wiederum (&hnlich wie bei der Konstrukti-
on der Anderson-Putnam-Komplexe) jeder Punkt eine Aquivalenzklasse reprisentiert

Singulare Tilings mit dieser Eigenschaft konnen nun dadurch beriicksichtigt werden, dass
wir "etwas weniger” als die Mengen Y, ausschlielen: Wir konnen ein singuléres Tiling
darstellen als Limes einer Cauchy-Folge von nicht-singuldren Tilings (beziiglich einer ge-
eigneten Metrik), siehe Abbildung 3.6.. Um alle singuldren Tilings zu beriicksichtigen,
miissen wir also dafiir sorgen, dass der Limes jeder solcher Cauchy-Folgen in unserer zu
erweiternden Menge von Tilings (die wir mit X, bezeichnen wollen) enthalten ist. Dies ist
gleichbedeutend mit der Forderung, dass X, abgeschlossen beziiglich einer Metrik ist. Als
geeignete Metrik erweist sich z.B. die innere Metrik [Ka]:

Definition 3.3

Der Abstand zweier Punkte x,y in TV \'Y, beziglich der inneren Metrik entspricht dem
Infimum der Euklidischen Ldnge aller Pfade von x nach y, wobei Punkte aus Y, vermieden
werden. Da TN \ 'Y, wegzusammenhdingend ist, ist stets ein endlicher Wert fiir die Metrik
definiert. Den Abschluss von TN \'Y, beziiglich der inneren Metrik wollen wir mit X,
bezeichnen.

Aus geometrischer Sicht sind wir unserem Ziel nun schon etwas naher: Die Mengen X,
lassen sich assoziieren mit den Urspriingen von Tilings, welche innerhalb einer Kugel vom
Radius » um den Ursprung wie Tilings aus der LI-Klasse von T" aussehen. Vergréfern wir
jetzt den Radius der Kugeln, so erhalten wir einen Raum, welcher den Raum Q7 etwas bes-
ser approximiert. Im Limes unendlicher Ausdehnung erhalten wir dann genau denjenigen
Raum, dessen Punkte den Urspriingen aller Tilings entspricht, die iiberall quasiperiodisch
sind. Dies erinnert uns an Satz 2.15 und in der Tat gilt der folgende Satz [Kal:

Satz 3.4
Sei X, der Abschluss der Menge TN \'Y, beziiglich der inneren Metrik, (r;)ic; eine streng
monoton steigende Folge reeller Zahlen.

4und die Ubertragung der Topologie von M auf die Menge TN \ 'Y, ebenfalls gewihrleistet werden muss.
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Dann gibt es stetige Abbildungen v; : X — X,., induziert durch die Inklusionen TN \

Ti41

Y = TV\Y,,, so dass
Qp =~ IE(X”) (3.1)
qgilt.

Eine Schwierigkeit gegeniiber Kapitel 2 besteht nun in der Berechnung des direkten Limes,
da wir, anders als dort die Abbildungen ~;, die Abbildungen ¢; nicht explizit durch Ma-
trizen gegeben haben. Im letzten Abschnitt hatten wir jedoch gesehen, dass die Mengen
TN \'Y, sich (unter Annahme der Rationalititsbedingung) ab einem gewissen Wert von r
stabilisieren (d.h. die verdickten Tori wachsen zusammen und weitere Vergrofierung von
r dndert (aus topologischer Sicht) nichts mehr an der Menge T \ Y;). Es liegt nun die
Vermutung nahe, dass sich auch die Mengen X, stabilisieren, wenn r grof§ genug wird. Dies
ist tatsdchlich der Fall, wie in [Ka] mit einigem Aufwand gezeigt wird, zusétzlich gelten
noch einige Homotopieaquivalenzen. Wir geben hier nur das Ergebnis an, ein Beweis findet
sich im Anhang von [Ka]:

Satz 3.5
Es gibt ein Arrangement A affiner verdickter Subtori von T™ wund eine endliche reelle
Zahl ro > 0 derart, dass A C Y, fir alle r, > ro. Ferner existieren fir alle r,41 > 1,
Homotopiedquivalenzen p, : TN \'Y,, — X, vy : TV \ Y., — TN\ A sowie 1, : X,,,, —
bp @ X, -

Mit diesen Betrachtungen kénnen wir nun den Hauptsatz tiber die Kohomologie von Projek-
tionstilings der Kodimension 2 beweisen; diesen wollen wir fiir den Spezialfall formulieren,
den wir fiir unsere Berechnungen benétigen:

Satz 3.6

Sei T ein quasiperiodisches Tiling der Kodimension 2, das durch Projektion aus einem
vierdimensionalen Hyperflichensystem mit polygonalen, zweidimensionalen Hyperfliichen
entstanden ist. Dann gibt es ein Arrangement A aus endlich vielen zweidimensionalen
verdickten Tori, so dass fiir die Cech-Kohomologie von Qg die Beziehung

H*(Qp;Z) ~ H(T*\ A; Z)

gilt.
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Beweis. Wir wollen die Cech-Kohomologie des Raumes Q7 bestimmen. Da wir nach Satz
3.4 Qp als inversen Limes der Raume X, darstellen konnen, gilt zunachst mit Satz 1.36:

H*(Qr; Z) = lim(H*(X,,; Z)).

Li*

Wegen Satz 3.5 stabilisiert sich der Homotopietyp von X, aber fiir endliches g, d.h. die
Abbildungen ¢;, welche durch die Abbildungen ¢,, induziert werden v(siehe Beweis von Satz
1.36) werden Isomorphismen, weshalb der direkte Limes den Wert H*(X,,;Z) annimmt:

H*(Qp; Z) ~ (H*(X,y; Z)).

Verwenden wir die Homotopieqauivalenzen aus dem zweiten Teil von Satz 3.5, so erhalten
wir schliellich:

H*(X, :Z)~ H (TN \ Y, ;7Z) mit der Homotopiedquivalenz p, (3.2)
~ (TN \ A;Z) mit der Homotopiedquivalenz v,.

3.3.1. Die Kohomologiesequenz fiir ()

Unsere Aufgabe besteht nun darin, die Cech-Kohomologie des Raumes TV \ A zu bestim-
men. Hier gilt der folgende Satz, welcher z.B. in [Br| (in etwas grofierer Allgemeinheit und
mit einigem Aufwand) gezeigt wird:

Satz 3.7

Sei X ein d:dimensionaler topologischer Raum, der die St(uktw“ eines CW-Komplexes trdgt.
Dann ist H*(X;Z) ~ H,"(X;Z), wobei H*(X;Z) die Cech-Kohomologie und H,”(X;Z)
die zellulare Kohomologie bezeichne.

Nehmen wir nun an, dass die Menge TV \ A eine Zellzerlegung besitzt, so kénnen wir
wegen Satz 3.7 statt der Cech-Kohomologie auch die zelluldre und damit wegen Satz B.22
die singulére Theorie betrachten. Dazu bemerken wir, dass TV \ A einen Teilraum von TV
darstellt; das Paar (T, TV \ A) stellt dann ein Raumpaar dar (siche Satz B.30). Fiir
Raumpaare existiert eine lange exakte Kohomologiesequenz, die deren relative singulare
Kohomologiegruppen enthilt (Satz B.30).



KAPITEL 3. DIE GANZZAHLIGE CECH-KOHOMOLOGIE VON
PROJEKTIONSTILINGS 61

In unserem Fall gilt (im Folgenden sollen Gruppen, deren Koeffizientengruppe nicht ange-
geben ist, stets Koeffizienten in Z haben):

o HOYTN, TV A7) 2 gy TN z) B gy (T A7)
— HY(TY, TN\ A:Z) 5 HYTY:2) 25 BTN\ A, Z) — ... (3.4)

Entscheidend fiir unsere Berechnungen sind nur die Homomorphismen o' und ¢, daher
sind auch nur diese explizit in der Sequenz aufgefiihrt. Die Kohomologie des Raumpaares
(TN, TN\ A) wirkt in der Sequenz stérend. Wir wollen daher die Alexander-Lefschetz-
Dualitét (siche z.B. [Br]) auf die Sequenz anwenden. Der Beweis des in dieser Form bend&tig-
ten Satzes verwendet die Tatsache, dass die Menge A Whitney-stratifiziert ist [Ka]. Wir
wollen hier nur das Ergebnis angeben. Es gilt [Kal:

Satz 3.8

Sei HY(TN, TN\ A;Z) die q-te singulire Kohomologiegruppe eines Raumpaares, bestehend
aus einem N -dimensionalen Torus TN und der Differenzmenge TN \ A, beide mit dersel-
ben Topologie versehen, wobei A ein Arrengement affiner, verdickter Tori ist. Dann gilt

HYTN, TN\ A;Z) ~ Hy_,(A).

Damit erhalten wir fiir unsere lange Kohomologiesequenz:

o Hyoon (A Z) <25 goy(rN, z) 27 go-Y (7N \ A7)
— Hy_o(A;Z) 25 HYTY; 7) 25 BTN\ 4;2) — ... (3.5)

Wir haben nun das Problem, dass die Exaktheit der Sequenz alleine nicht ausreicht, um bei
Kenntnis von Hy_,41(A;Z) und Hy_,(A; Z) die Kohomologiegruppen H4™(TN\ A; Z) und
H?(TN\ A;Z) zu berechnen, was ja unser Ziel ist. Wir bendtigen also weitere Informationen,
z.B. iiber die Homomorphismen 39~! und (3.

Alternativ kénnten wir auch Informationen iiber a4~! und a? verwenden, jedoch wird sich
bei spiteren Berechnungen zeigen, dass die Homomorphismen 37! und (37 die bessere
Wahl darstellen.
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Sind die Bilder dieser beiden Abbildungen bekannt, so konnen wir die Sequenz in mehrere
exakte Sequenzen, getrennt nach Dimensionen, aufspalten, wie der nachfolgende Satz zeigt
[Kal:

Satz 3.9
Die lange exakte Sequenz

oo Hy_on (A Z) <5 goy(rN, z) 22 goy (7N \ A, 2)
— Hy_o(A4;Z) &5 HY(TV; 7) 25 H9(TN \ A;Z) — ... (3.6)

st fiir ¢ € 7 dquivalent zu einem System exakter Sequenzen der Form

0— Im(B%Y) —» HI N TN\ A Z) — Hy_o(A:Z) 25 HY(TN; Z) — Im(8%) — 0(3.7)

Beweis. Fiir den Beweis haben wir nur zu zeigen, dass die untere Sequenz fiir alle ¢ € Z
exakt ist, wenn man die Exaktheit der oberen Sequenz voraussetzt. Wir beginnen links.
Offensichtlich ist der Kern von Im(3771) unter der Abbildung 397! gleich 0 (denn durch
die Einschrankung von H?Y(T™;Z) auf Im(37!) haben wir ja alle nichttrivialen Ker-
nelemente ausgeschlossen). Die Exaktheit an den néchsten drei Elementen folgt aus der
Exaktheit der obigen Sequenz. Die Exaktheit am letzten Element ist offensichtlich: Der
Kern der letzten Abbildung ist Im((3?) und die vorletzte Abbildung ist genau die Abbil-
dung (3¢, deren Bild also dem Kern der darauffolgenden Abbildung entspricht. a

Zur Berechnung der Kohomologiegruppen von 2 bleibt nun also noch die Homologie von
A zu berechnen, dies wollen wir im néichsten Abschnitt untersuchen.

3.3.2. Die Homologie von A

Wir hatten im letzten Abschnitt gesehen, dass sich die Berechnung der singuléren Koho-
mologie von () auf die Berechnung der singularen Homologie von A zuriickfithren lasst.
Die Struktur von A ist fiir eine Berechnung jedoch zunéchst etwas unhandlich. Nun ist
die Definition von A aber sehr allgemein, wahrend wir fiir unsere Berechnungen nur einen
Spezialfall benotigen. Wir wollen daher einige zusatzliche einschrankende Forderungen an
A stellen.
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Zunéchst gilt nach [Ka] der folgende Satz:

Satz 3.10

Sei A ein Arrangement affiner, verdickter Tori. Haben alle Elemente in A einen gemein-
samen Schnittpunkt, so gibt es ein Arrangement A von gewdhnlichen affinen Tori, welches
zu A homotopiedquivalent ist.

An der Homologie von A dndert sich nichts, wenn wir die verdickten Tori stetig verdiinnen.
Dies ist in vielen Fallen durchfithrbar, wobei darauf zu achten ist, dass sich das Schnitt-
verhalten der verdiinnten Tori nicht von dem der verdickten Tori unterscheidet (es diirfen
keine neuen Schnittpunkte entstehen und alte Schnittpunkte miissen bestehen bleiben).
Verdiinnung ist nach Satz 3.10 insbesondere dann durchfiihrbar, wenn alle verdickten Tori
eine gemeinsame Schnittmenge haben: In diesem Fall konnen wir einen Punkt P aus der
Schnittmenge auswahlen, die Schnittmenge zu diesem Punkt kontrahieren und alle Tori
in A durch P laufen lassen (siche Abbildung 3.11). Die Bedingung von Satz 3.10 ist fiir
unsere Rechenbeispiele stets erfiillt, wie wir sehen werden.

/N LY
. N

Abbildung 3.11.: Zur Verdiinnbarkeit verdickter Tori

N
j

Zur Berechnung der Homologie von A wenden wir nun eine spektrale Mayer-Vietoris-
Sequenz gemafl Satz B.32 an, da A Vereinigungen und Durchschnitte von topologischen
Raumen enthalt. Wir benotigen hier nur den Fall, dass sich alle Raume hochstens paar-
weise schneiden, wie in Abbildung 3.11 bereits dargestellt. Gibt es namlich Schnittpunkte,
in denen sich mehr als zwei Tori schneiden, so kann man den folgenden Satz anwenden
[Kal:

Satz 3.11

Sei A ein Arrangement aus m affinen Tori. Dann ist A homotopiedaquivalent zu einem
Arrangement A® aus m affinen Tori und >« e kontrahierbaren Simplices (bzw. zun+1-
dimensionalen Hyperfidchen homotopiedquivalenten n-dimensionalen Prismen), wobei ny
die Anzahl der Mannigfaltigkeiten angibt, in denen sich k affine Tori schneiden.
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Statt eines Beweises wollen wir beschreiben, wie der Raum A” anschaulich konstruiert
werden kann. Eine formalere (mengentheoretische) Konstruktion findet sich in [Ka], ebenso
ein Beweis fiir die Homotopiedquivalenz zu A, die wir hier nur anschaulich beschreiben
wollen.

Betrachten wir das Arrangement A, so gibt es im allgemeinen Schnittpunkte der Elemente
in A, in denen sich mehr als zwei Elemente gleichzeitig schneiden (Abbildung 3.12. a)).

Solche Schnittpunkte konnen wir nun durch einen Simplex ersetzen, ohne dass wir etwas
an der Homologie von A andern, dazu dehnen wir den Schnittpunkt einfach stetig aus,
d.h. beide Radume sind homotopiedquivalent (wir fithren sozusagen die Umkehrung zu ei-
ner Kontraktion aus). An der Anzahl der Tori in A dndert sich hierdurch natiirlich nichts.
Zusétzlich kommen jetzt aber noch so viele Simplices zur Menge A hinzu, wie es Schnitt-
punkte mit einer Schnittzahl grofler als 2 gibt. Diese Simplices sind homotopieaquivalent
zu Punkten. Man hat nun eine zu A homtopiedquivalente Menge aus Tori uns Simplices,
in der sich Objekte hochstens paarweise schneiden (Abbildung 3.12. b)).

N\

/

a) b)

Abbildung 3.12.: a) mehrere affine Tori schneiden sich in einem Punkt b) der Schnittpunkt aus
a) wird zu einem Simplex ausgedehnt, so dass sich an einer Stelle nur noch
jeweils ein Torus mit einem Simplex schneidet, wahrend sich die Tori nicht
mehr gegenseitig schneiden.

Nachdem wir A gegebenenfalls durch A2 ersetzt haben, gehen wir fiir die Berechnung von
H*(A;Z) vor wie in Satz B.32 bzw. in den vorangegangenen Bemerkungen, dies wollen wir
in den nédchsten Abschnitten fiir den Fall der Kodimensionen 1, 2 und 3 (fiir jeweils einen
Spezialfall) genauer ausfithren.

3.4. Tilings der Kodimension 1

Sehen wir uns nun den Fall der Kodimension 1 etwas genauer an, wobei wir uns auf den
Fall von Tilings der Dimension 1 beschréanken wollen, da dann die Kohomologie von Q
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sicher endlich erzeugt ist.

Wie aus Abbildung 3.8. am Beispiel des Fibonacci-Tilings ersichtlich ist, miissen wir als
verbotene Zone zunachst einen einzelnen Punkt aus einem zweidimensionalen Torus aus-
schlieen. Diesen miissen wir unendlich weit verdicken, da wir wegen der irrationalen Lage
von Fj schlieffen konnen, dass verschiedene Verdickungen nicht zusammenwachsen.

Nach einem Argument aus [FHK2] ldsst sich der Raum Qr jedes Projektionstilings der
Kodimension 1 darstellen als Komplettierung von £ nulldimensionalen Tori zu einem d-
dimensionalen Torus. Ist A (wie im Fall der Fibonacci-Kette) zusammenhéngend, so gilt
nach Satz B.16 Hy(A) = Z, wihrend alle weiteren Homologiegruppen trivial sind. Von den
Sequenzen (3.7) bendtigen wir jetzt die ersten drei:

0— Im(ﬁ_l) — H_I(T2 \ A;Z) — Hy(A;Z) ° HO(T2 Z) — Im(ﬁo) (3.8)
0 — Im(8%) — HO(T?\ A;Z) — Hi(A;Z) %% HYT? Z) — Im(BY) — (3.9)

0 — Im(f) — HY(T?\ A;Z) — Ho(A;Z) ° HX(T%Z) — Im(B%) — 0. (3.10)

Wir erhalten:

0—>O—>0—>OQ—O>Z—>[m(ﬂO)—>O, (3.11)
0—Z— HYT?\ A;Z) — 0 25 Z% — Im(5') — 0, (3.12)
0— 72— H(T?\ A Z) — 7 %5 Z — 0 — 0. (3.13)

Und damit:
HYT*\ A) ~ 7, (3.14)
HY(T?\ A) ~ 72, (3.15)

Wir sehen, dass sich das Ergebnis mit den Ergebnissen in [FHK1]| deckt, wenn man dort
fiir die Tilingdimension d = 1 einsetzt.
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3.5. Tilings der Kodimension 2

Wesentlich komplizierter stellt sich der Fall von Tilings mit d = k£ = 2 dar; diesen wollen
wir an dieser Stelle etwas ausfiihrlicher betrachten, da wir die Ergebnisse, die wir in diesem
Abschnitt erhalten werden fiir unsere Rechenbeispiele in den Kapiteln 5 und 6 benotigen.

Sei also d = k = 2. Zunéchst wollen wir einige Aussagen iiber die Homologie von A treffen:
Nach der im Anschluss an Satz 3.11 beschriebenen Konstruktion bestehen die Elemente
in A% aus m affinen Tori und >, ny, Simplices. Die Elemente schneiden sich in Y, (k- n)
Punkten, wobei sich nach Konstruktion in jedem Punkt nur zwei Elemente schneiden.
Nehmen wir ferner an, dass sich alle Elemente in A punktweise schneiden (dies ist bei
unseren Rechenbeispielen stets der Fall, wie wir sehen werden). Jetzt gehen wir vor wie in
Satz B.32 und berechnen die Kettengruppen C,, ,.

Sind (wie in unserem Fall) alle affinen Tori in A® zweidimensional, so besteht jeder Torus
aus einer 2-Kette, zwei 1-Ketten und einer 0-Kette. Jeder der ), nj Simplices ist kontra-
hierbar und besteht damit lediglich aus einer 0-Kette. Wir erhalten damit gemafl Abschnitt
B.3.7:

0072 = Zm, 0071 = ZQm, 0070 = Zm+2k nk, 0170 = ZZk(knk) (316)

Alle anderen Kettengruppen sind trivial (da sich alle Objekte nur punktweise schneiden
und es keine Ketten der Ordnung > 2 gibt). Der zugehdrige Kettenkomplex sieht also
folgendermaflen aus:

0

|

0<Coa2

0 (3.17)
J
0)=—
| }
0)=—
|

0

0<Co
'

0< Coo<=——Cipo=0

| |

0 0.

0

Nach Satz B.32 haben wir jetzt die Homologiegruppen beziiglich der vertikalen Differentiale
0 zu berechnen, dies sind die "normalen” Differentiale wie in Abschnitt B.3.1 definiert.
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Wir miissen nun also wissen, wie die Differentiale auf die jeweiligen Kettengruppen wirken,
oder, anders ausgedriickt, wie die Rander der jeweiligen Ketten aussehen. Da die Gruppen
Co2 und Cy; jedoch ausschliefllich Ketten von zweidimensionalen Tori enthalten und die
Rander dieser Ketten bekannt sind, fallt es nicht schwer, die Homologie der Kettenkomplexe
zu berechnen. Wir haben

0— 0072 22—> C()’l 21—> 0071 — 0, (318)

womit wir rechnen: Eol,z = Hy = Ker(d,)/0 = Co2 =7, E&l = H, = Ker(0,)/0 = Cot =
72" By = Hy = Ker(9,)/0 = Cyo = Zm T,

Fiir die zweite Spalte erhalten wir einfach

0— Cl,O — 0. (319)

woraus wir auch ohne Kenntnis der Wirkung der Differentiale sofort £, = C1 = A
ablesen.

Der zugehorige spektrale Komplex sieht also folgendermafien aus:

0 0 (3.20)
|

0< Ej 0<—0
v

0= E(%J 0=—0

¥ |

OeEé,o ~——Ejg<0

| I

0 0.

Die vertikalen Differentiale sind nach den Uberlegungen in Abschnitt B.3.7 trivial. Fiir
das horizontale Differential 6 : Ef, — Ej, erhalten wir den Rang m + )~ ny — p, wobei
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p fiir die Anzahl der Zusammenhangskomponenten in A steht. > Wir erhalten zunichst
unmittelbar:

Ej,=1" E5, = 7>, (3.21)

Zur Bestimmung der tibrigen Komponenten der Spektralsequenz haben wir wieder die
Homologie eines Kettenkomplexes zu berechnen:

0— Ely % Ely— 0. (3.22)

Wir erhalten: E}y = Ker(0)/0 = Z2kEnm)=(mT2m=p) (unter Verwendung von Satz A.5),
also E}y = Z7m (k=) und E2 ) = Ef,/Im(6) = ZmT2xme=(miXeme=r) = 7p_ Jetzt
konnen wir Satz B.32 anwenden und erhalten fiir die Homologiegruppen von A:

Ho(A;Z) ~ Ejy =77, (3.23)
H\(AZ) ~ E§,1 ey Eio = g7t (k=) gy 72m — meAp ) (k=1)me) (3.24)
Hy(A;Z) ~ B, =77 (3.25)

Nachdem wir die Homologie von A berechnet haben, verwenden wir das System von exakten
Sequenzen (3.7), von dem wir wieder die ersten drei Sequenzen benétigen:

0 — Im(B3°) — HY(T*\ A;Z) — H3(A;Z) — HY(T* Z) — Im(8") — 0, (3.26)
0 — Im(B") — HY(T*\ A;Z) — Hy(A;Z) — H*(T*; Z) — Im(3*) — 0, (3.27)
0 — Im(3?*) — H*(T*\ A;Z) — H\(A;Z) — H*(T*,Z) — Im(B3%) — 0. (3.28)

5Man kann sich vorstellen, dass § jedem Schnittpunkt die 0-Kette zuordnen, welche aus der 0-Kette des
schneidenden Torus und der 0-Kette des Simplex gebildet wird. Damit erhélt man m + >, nj linear
unabhéngige Ketten. Das Auftreten von p lasst sich dadurch begriinden, dass die Bettizahl von Hy(A)
der Anzahl der Zusammenhangskomponenten p entsprechen muss.
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Unter Beachtung der Tatsache, dass weder A noch T*\ A 3-Zykel enthalten °, unter Ver-

wendung der Formel H*(T™Z) = z() fiir die Kohomologie des n-dimensionalen Torus
" und aus der Tatsache, dass {27 zusammenhangend ist (Korollar 1.28) erhalten wir mit
(3.23) - (3.25):

0— Im(B°) - Z— 0— Z* — Im(B") — 0, (3.29)
0— Im(B") — HY(T*\ A;Z) — Z™ — Z° — Im(B*) — 0 (3.30)
0 — Im(3%) — H*(T*\ A;Z) — zmrr2ak=Um) 74 Im(53) — 0. (3.31)

Aus (3.29) ldsst sich zuniichst folgern, dass Im(3°) ~ Z und Im(3') ~ Z* gilt. Zu diesem
Schluss gelangen wir, wenn wir (3.29) in die beiden kurzen exakten Sequenzen

0— Im(B°) — Z — 0, (3.32)
0— Z* — Im(3') — 0. (3.33)

zerlegen und Beispiel A.16 anwenden. Fiir Im(3%) erhalten wir nach Definition der Ab-
bildung 3% : H3(T*;Z) — H3(T*\ A;Z) den Wert I'm(3%) = 0 (denn das zu erzeugende
Tiling hat Dimension 2 und es konnen keine 3-Koketten im Tilingraum auftreten). Fiir
Im(3?) lassen sich zunéchst keine allgemeinen Aussagen treffen; diese Gruppe ist fiir jedes
Tiling gesondert zu berechnen. Dazu sehen wir uns an, wie die Abbildung 3? definiert ist.
Wir haben

% H* (T Z) — H*(T*\ A;Z). (3.34)
Aus dem Tsomorphiesatz (siehe z.B.[Bo]) folgt:

Im(3) = HA(T% Z) | Ker(8). (3.35)
Aus der Exaktheit der Sequenz (3.6) erhalten wir wegen Ker(3?) ~ Im(a?):

Im(B%) ~ H*(T* Z)/Im(c?). (3.36)

5Dies konnen wir uns anhand der Anderson-Putnam-Methode plausibel machen: Es treten in den Homo-
logiegruppen der AP-Komplexe nur Zellen der Dimension kleiner oder gleich der Tiling-Kodimension
auf, dasselbe gilt dann offensichtlich fiir 77V \ A, falls das Tiling wie in unseren Beispielen auch durch
eine Substitution enstehen kann.

“welche sich unmittelbar ergibt, wenn man beachtet, dass alle Differentiale trivial sind und die k-te
Kettengruppe den Rang (Z) hat.
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Nun ist aber aufgrund der Poincaré-Dualitit die Abbildung o? dquivalent zur Abbildung
Hy(A;Z) — Hy(T*;Z), welche durch die Inklusion A C T* induziert wird [Ka]. Wir be-
nutzen fir die weitere Berechnung nun ein Argument aus [GHK]:

Die 2-Zellen des 4-dimensionalen Torus werden aufgespannt von den Vektorpaaren (by, bs),
(b1, b3), (b1,b4), (b2,b3), (ba, by), (b3, bs), welche die Gittervektoren des Gitters I' darstellen.
Kennen wir aulerdem die Vektoren, die die Tori aufspannen (die von diesen Vektoren
aufgespannten Gitter wollen wir mit I'y, I'y, ...I",, bezeichnen), so erhalten wir den folgenden
Satz:

Satz 3.12
Sei 3% : H*(TN;Z) — H?*(TN \ A;Z), wobei 0 < i < N gelten soll. Dann gilt

Im(B%) = Aol /(AT ApT?, . AT™).

Wir hatten in Beispiel 3.1 gesehen, dass wir I' durch dessen Projektion auf den physikali-
schen Raum bestimmen kénnen, wihrend die I'? aus der Form der Hyperfliche zu berechnen
sind, wie wir in unseren Rechenbeispielen vorfithren wollen.

Zur Berechnung der ersten und zweiten Kohomologiegruppe sind jetzt die folgenden exak-
ten Sequenzen auszuwerten:

0—Z'— HY(T*\ A;Z) — 2™ — Z° — Im(B%) — 0, (3.37)
0 — Im(3%) — H*(T*\ A;Z) — zmrrsk=Dme) 74 ), (3.38)

Dies lasst sich mit Satz A.11 bewerkstelligen. Wir erhalten fiir (3.37):

0—C)—Z— Cy — 0, ( )

0— Cy — HYT*\ A;Z) — C3 — 0, (3.40)
0—-C3—7Z" — Cy—0, (3.41)
0—Cy—7Z°— C5 — 0, (3.42)

0 — Cs — Im(p*) — Cs — 0. (3.43)

Mit Satz A.15 folgt: Cs = 0 = Cs = Im((2) = Oy = Z5~FangIm) = Cy = gm-6+HRang(Im(5%)
bzw. C; = 0 = Cy = Z* und damit schliefllich H'(T*\ A;Z) ~ Cy & C3 bzw.
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Hl (T4 \ A; Z) ~ Zm—Q-&—Rang(Im(ﬂz)). (344)

Fiir (3.38) erhalten wir analog:

0— C; — Im(f%) — Cy — 0, ( )

0— Cy — H*(T*\ A;Z) — C3 — 0, (3.46)

0 — Cy — zmHrrz(k=Dm) o 0, (3.47)
0—Cy—2Z*— C5 — 0. (3.48)

Und wiederum mit Satz A.15 sukkzessive: C5 = 0 = Cy = Z* = Oy = 7442, ((h=1)nx)
bzw. C; = 0 = Cy = Im($?) und damit unmittelbar H?(T* \ A;Z) ~ Cy & C3 bzw.
eingesetzt

H*(T*\ A;Z) ~ Im(6?) @ Zm P-4+ aul(k=me), (3.49)

Setzen wir noch p = 1 ein, so erhalten wir insgesamt den folgenden Satz, auf dem unsere
weiteren Berechnungen basieren:

Satz 3.13

Sei T ein quasiperiodisches Tiling der Kodimension 2, das aus einem vierdimensionalen
Hyperflichensystem, bestehend aus einem vierdimensionalen Gitter I' mit zweidimensio-
nalen polytopen atomaren Hyperflichen durch Projektion entsteht. Dann gibt es ein Ar-
rangement A aus m affinen Tori der Dimension zwei, welche dquivalent zu zweidimensio-
nalen Gittern T, T2, ..., T™ sind, so dass H*(Qp;Z) ~ H*(T*\ A;Z) gilt. Ist A zusam-
menhangend, so qilt

H(QrZ) ~ Z,
HYT*\ A;Z) ~ g2+ RengIm(5%)
H2<T4 \ A; Z) ~ [m(ﬁQ) fas) Zm*3+2k((k*1)'nk).
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Dabei bezeichnet ny, die Anzahl der Punkte, in denen sich k affine Tori aus A gleichzeitig
schneiden. Fiir 5% gilt ferner

m(3?) ~ Al / (ATt AgD2, . ApT™). (3.50)

3.6. Tilings der Kodimension 3

In diesem Abschnitt wollen wir noch einen kurzen Blick auf Tilings der Kodimension 3
werfen, wobei wir uns auch hier wieder auf den Fall der Tilingdimension 3 beschrénken
wollen; unser Gitter I' hat damit die Dimension 6. Sehen wir uns dazu zunachst die ex-
akten Sequenzen (3.7) an. Wir wollen annehmen, dass die Kohomologiegruppen nur bis
einschlieBlich zur dritten Gruppe nichttrivial sind und dass A wegzusammenhéngend ist
und nur Tori bis zur Dimension 4 enthélt. Dann bendtigen wir die folgenden Sequenzen:

0— Im(B™") = H YTV \ A;Z) — Hg(A; Z) & HY(T% Z) — Im(B°) — 0, (3.51)
0 — Im(B%) — HY TN\ A:Z) — Hs(A;Z) °= HY(TN;Z) — Im(G) — 0, (3.52)
0 — Im(BY) — HY(TN \ A:Z) — Hy(A;Z) 25 HATN;Z) — Im(3%) — 0, (3.53)
0 — Im(B?) — HX(TN\ A:Z) — Hay(A;Z) °5 H3(TV,Z) — Im(3®) — 0, (3.54)
0 — Im(3%) — H TN\ A;Z) — Hy(A;Z) L HYTN:Z) — Im(B*) — 0, (3.55)
0 — Im(BY) — HY TN\ A;Z) — H\(A;Z) 25 HY(TN.Z) — Im(3°) — 0, (3.56)
0 — Im(8°%) — H(TV\ A;Z) — Ho(A;Z) 25 HY(TN,Z) — Im(8%) — 0. (3.57)

Setzen wir die (nach Anwendung von Satz B.16) bekannten Groflen ein, so erhalten wir:

050=0-=027 Im(f) o0, (3.58)

0— Im(3%) = Z — 0 25 78 — Im(G') — 0, (3.59)

0— Im(B") — HY(TN\ A;Z) — Hy(A;Z) S 7Y — Im(5?) — 0, (3.60)
0 — Im(B?) — H(TN\ A;Z) — Hay(A;Z) 25 Z2° — Im(B°) — 0, (3.61)
0— Im(3%) — H} TN\ A;Z) — Hy(A;Z) 2 7Y — Im(BY) — 0, (3.62)
0 — Im(BY) — 0 — Hy(A;Z) % Z° — Im(8°) — 0 (3.63)

0— Im(8%) — 0 — Z °% Z — Im(3°) — 0. (3.64)
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Aus (3.64) folgt zunichst Im(B%) = Im(3°) = 0. Damit folgt gilt fiir (3.63): H;(A) ~ Z°
und I'm(B3*) = 0. Aus (3.58) und (3.59) folgt schlieBlich I'm(3°) ~ Z und Im(3') ~ Z°.

Damit bleiben die drei Sequenzen

0— Z6 — HY(TN\ A;Z) — Hy(AZ) 25 2 — Im(52) — 0, (3.65)
0 — Im(f?) — HX TN\ A;Z) — Hy(A;Z) 25 720 — Im(5%) — 0, (3.66)
0 — Im(3%) — H¥ TN\ A;Z) — Hy(A;Z) 25 2% — 0 — 0, (3.67)

auszuwerten. Nehmen wir wieder an, dass die Tori sich so schneiden, dass keine weiteren
4-Ketten in A entstehen, A also m 4-Tori enthélt. (3.65) wird dann:

&%

0— Z6 — HY(TN\ A;Z) — Z™ °5 7' — Im(3?) — 0. (3.68)

Damit erhalten wir mit den Satzen A.11 und A.15:
Hl (TN \ A: Z) ~ g Rang(Im(B?))+m—9.

Aus den Sequenzen (3.66) und (3.67) kdnnen wir noch einige Folgerungen ziehen. Zunéchst
bemerken wir, das H3(A;Z) in unserem Fall eine freie abelsche Gruppe ist - dies folgt aus
der "Form” der zugehorigen Spektralkomplexe. Aus der Sequenz (3.66) kénnen wir dann
folgern, dass H?(Qr;Z) genau dann einen nichttrivialen Torsionsteil hat, wenn I'm(3?)
einen solchen hat; die beiden nichttrivialen Torsionsteile sind dann identisch. Uber die
Gruppe Hy(A;7Z) konnen wir keine allgemeine Aussage treffen, deshalb ist bei der weiteren
Analyse von Sequenz (3.67) eine Fallunterscheidung notwendig:

e Sei Hy(A;7Z) eine freie Gruppe. Dann hat H?(Qp; Z) genau dann einen nichttrivialen
Torsionsteil, wenn I'm((3?) einen solchen hat; die beiden nichttrivialen Torsionsteile
sind dann identisch.

e Hat Hy(A;Z) Torsion, so konnen wir ohne zusétzliche Information iiber die Abbil-
dungen in (3.67) keine Aussage iiber einen eventuellen Torsionsteil von H?(Qp;7Z)
machen; in diesem Fall konnen wir nur iiber die Range argumentieren.

Ist die Homologie von A bekannt, so konnen wir die Kohomologiegruppen explizit berech-
nen.
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Es gilt der folgende Satz:

Satz 3.14

Sei T' ewn Tiling, das durch Projektion von Gitterpunkten eines sechsdimensionalen To-
rus’ auf einen dreidimensionalen physikalischen Raum entsteht. Dann gelten fiir die Cech-
Kohomologiegruppen von Qp die folgenden Aussagen:

i) HY(Qp;Z) ~ 7.
”) Hl (QT; Z) ~ ZRang(Im(ﬁ2))+m79'
ZZZ) H2<QT; Z) ~ ]m(ﬁQ) D ZRang(Hg(A;Z))fRang(Im(ﬁii))JrQO)'

w) Rang(H?(Qp; Z)) = Rang(Im(5%))+Rang(Hy(A; Z))—15 und H*(Qp; Z) ~ Im(8*)®
Z,Rang(Ha(AL)=15 - falls Hy(A; Z) frei ist.

v) Rang(H*(Qp;Z)) = 0 fir alle k > 3,k € Z.

Beweis. Die Aussage i) erhalten wir, wenn wir Korollar 1.28 mit Satz B.28 kombinieren.
Die Aussagen ii) —iv) folgen durch Anwendung der Sétze A.11 und A.15 auf die Sequenzen
(3.60) - (3.62). Aussage v) erhalten wir schlieBlich, wenn wir beachten, dass im Fall von
Substitutionstilings dieselbe Aussage gilt, wie man sich anhand der Anderson-Putnam-
Komplexe klarmacht; diese Eigenschaft iibertragt sich auf Projektionstilings. Fiir einen
sauberen Beweis miisste man mit Cech—Kokettengruppen argumentieren, was wir an dieser
Stelle nicht tun wollen, sieche dazu z.B. [BT]. O

Wir wollen diesen Abschnitt noch mit einer Aussage iiber die Homologiegruppen von A be-
schliefen. Eine explizite Berechnung mittels spektraler Sequenzen stellt sich in diesem Fall
wesentlich komplizierter dar, da man mehr als zwei verschiedene Typen von Differentialen
benotigen wiirde. Auf jeden Fall ldsst sich eine Aussage iiber drei der fiinf nichttrivialen
Homologiegruppen von A machen, welche wir im Laufe dieses Abschnittes bereits gezeigt
haben und hier noch einmal zusammenfassen wollen:

Satz 3.15

Sei T wie in Satz 3.14. Ist A wegzusammenhdangend, schneiden sich die Tori in A nur
i 0-Tori oder in 2-Tori und schneiden sich in der simplizialen Resolution hochstens dret
Objekte gleichzeitig, so lassen sich fir die Homologiegruppen von A folgende Aussagen
machen:

i) Hi(A;7Z) ~ 7Z°.

i11) Hy(A;Z) ~72".
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Uber die Homologiegruppen Hy(A;Z) und Hs(A;Z) macht Satz 3.15 keine Aussage, ins-
besondere lésst sich keine Aussage dariiber treffen, ob die Gruppe Hs(A;Z) eine freie
Gruppen ist oder Torsion hat. Speziell fiir das Ammann-Kramer-Tiling lassen sich die Ho-
mologiegruppen aus geometrischen Uberlegungen gewinnen, siche dazu [Kal. Ist die Gruppe

Hy(A;Z) freie Gruppe, so lassen sich weitere Aussagen iiber die Kohomologiegruppen von
Qr z.B. aus den Arbeiten [FHK1]| und [FHK2] entnehmen.

3.7. Torsion in der ganzzahligen Kohomologie von
Projektionstilings

3.7.1. Projektionstilings der Kodimension eins

Wie wir in Abschnitt 3.4 gesehen hatten, kann fiir Projektionstilings der Dimension eins
und der Kodimension eins keine Torsion in den Kohomologiegruppen auftreten. Auf ahn-
liche Weise konnen wir fiir Tilings der Kodimension 1 argumentieren, welche (bei endlich
erzeugter Kohomologie) beliebige Dimension haben [FHK2].

3.7.2. Projektionstilings der Kodimension zwei

Betrachten wir zunéchst noch einmal unter dem Aspekt der Torsion den Mayer-Vietoris-
Kettenkomplex (3.17), welcher sich ergab unter der Annahme, dass sich die Elemente von
A nur punktweise schneiden:

0 (3.69)

J

0
J
0< Cop 0<—
y )
0=<—
|

0

0< Coa
v

0< Coo=——Cio=0

| |

0 0.

0

Die Kettengruppen in diesem Komplex sind freie Gruppen; diese erhielten wir unmittelbar
als Kettengruppen der Elemente in A bzw. deren Schnittmannigfaltigkeiten. Hier kann also
keine Torsion auftreten.
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Sehen wir uns jetzt den ersten Spektralkomplex (3.20) nochmals an:

0 0 (3.70)
I l

OGE&Q 0=<—0
I l

0< Ej, 0<—0

’ |

06E01,0<;E11,060

| /
0 0.

Bei der Berechnung der Spektralgruppen hatten wir gesehen, dass wir stets nur die triviale
Gruppe herausdividiert hatten. Auch hier kann also keine Torsion hinzukommen.

Schliefflich wird aus dem letzten Berechnungsschritt in Abschnitt 3.5. ersichtlich, dass keine
Torsion in den Homologiegruppen von A auftreten kann: Fiir die beiden Spektralgruppen
E§, und Ej, ist das klar. In der Gruppe E}, kann keine Torsion auftreten, da Ker(d)
eine freie Gruppe ist (denn Eio enthalt keinen nichttrivialen Torsionsteil, also kann ein
solcher auch nicht im Kern von ¢ liegen). Fiir die Gruppe £§, kann deshalb keine Torsion
aufreten, weil dann Hy(A;Z) Torsion hitte, diese Gruppe ist jedoch nach Satz B.16 frei.

Damit stellen wir zunéchst fest, dass eine eventuelle Torsion in Tilings der Kodimension
zwei nicht durch die Homologie von A auftreten kann. Dies ist zugleich eine Rechtfertigung
fiir unsere bisherigen Argumentationen, bei der wir die Homologie von A stets als frei
angenommen hatten. Unter den Voraussetzungen, dass A frei ist, gilt jetzt Satz 3.13. Hier
erkennen wir sogleich, dass die einzige Moglichkeit fiir das Aufreten von Torsion in Tilings
der Kodimension 2 die Abbildung (3? darstellt:

Satz 3.16

Sei T ein Tiling der Kodimension zwei, welches aus einem vierdimensionalen Hyperflachen-
system entsteht. Dann sind die Cech-Kohomologiegruppen H®(Qp; Z) und HY(Qp; Z) im-
mer freie abelsche Gruppen, wihrend die Gruppe H 2(Qr; Z) einen nichttrivialen Torsions-
teil enthalten kann. Dies ist genau dann der Fall, wenn das Bild der Abbildung (3% einen
solchen Torsionsteil enthdlt. O

Dieser Satz deckt sich mit den Ergebnissen in [GHK]; dort wurde Satz 3.16 in etwas grofierer
Allgemeinheit gezeigt.



KAPITEL 3. DIE GANZZAHLIGE CECH-KOHOMOLOGIE VON
PROJEKTIONSTILINGS 77

3.7.3. Projektionstilings der Kodimension drei

Fiir den Fall von Projektionstilings der Kodimension drei und Dimension drei haben wir
das Auftreten von Torsion bereits in den Satzen 3.14 und 3.15 formuliert. Wir fassen das
Ergebnis nochmals zusammen:

Satz 3.17

Ser T ein Tiling der Kodimension drei, welches aus einem sechsdimensionalen Hyper-
flichensystem entsteht. Dann sind die Cech-Kohomologiegruppen H(Qp; Z) und HY(Qp; Z)
immer freie abelsche Gruppen, ebenso die singuldre Homologiegruppe H3(A;7Z). Die Gruppe
H*(Qp; Z) genau dann einen nichttrivialen Torsionsteil, wenn Im((°) einen solchen hat.
Ist Hy(A;Z) frei abelsch, so hat H*(Qp; Z) genau dann Torsion, wenn die Gruppe Im(3?)
Torsion aufweist. O



4. Die rationale und die reelle
Cech-Kohomologie von Tilingraumen

Wir hatten uns bisher mit Kohomologiegruppen von Tilingraumen mit ganzzahligen Koef-
fizienten beschaftigt, d.h. jedes Element aus jeder Kokettengruppe lieB sich als ganzzahlige
Linearkombination von erzeugenden Elementen dieser Gruppe darstellen. Wir wollen nun
untersuchen, was bei einem Koeffizientenwechsel zu rationalen oder reellen Koeffizienten
geschieht; damit stellen wir den Zusammenhang zu fritheren Arbeiten her. Hatten wir die
Kohomologiegruppen z.B. mittels der in [FHK1] oder [Ka] angegebenen Formeln berechnet,
so hatten wir genau die rationale Kohomologie erhalten.

Der fiir unsere Betrachtung wesentliche Unterschied zwischen Q und Z ist der, dass es sich
bei Q um einen Korper handelt, bei Z hingegen nicht; wir konnen also in Q im Gegensatz
zu Z durch jedes von null verschiedene Element ohne Rest teilen. Insbesondere folgt daraus,
dass in der Kohomologie mit Koeffizienten in einem Korper keine Torsion auftreten kann,
wie wir nun zeigen wollen.

Ist die Kohomologie H*(Qp;Z) endlich erzeugt, so gilt mit Satz A.2 (da es sich um eine
abelsche Gruppe handelt):

H Q7)) ~ 7 © Ly @y @ ... ® Ly, mit k€ No, py,po,...px  prim. (4.1)

Wir konnen dies in der Form

B (Q2) ~FaT (4.2)

schreiben, wobei F fiir den freien Teil und T fiir den Torsionsteil von H*(Qy; Z) steht.

Der Koeffizientenwechsel erfolgt nun mittels Tensorierung der Kokettengruppen (siehe Satz
B.34). Wir hatten die Tensorierung nur fiir singulire Kohomologiegruppen definiert, was
sich jedoch nicht weiter storend auswirkt; dieselbe Argumentation lasst sich auf beliebige
Kohomologiegruppen tibertragen.
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Fiir den Fall rationaler Koeffizienten gilt nach Satz B.33 und Satz B.37 (a):

H*(Qr; Q) ~ H*(Qr; Z® Q). (4.3)

Wir haben daher das Tensorprodukt

(FaT)eQ=(FeQ) e (Tx®Q) (4.4)

zu bestimmen. Dazu ziehen wir Satz B.34 und Satz B.35 heran und erhalten den schliefllich
den folgenden Satz:

Satz 4.1
Sei H*(Qp; 7,) die Kohomologiegruppe von Qr mit Koeffizienten in Z. Ist I:If(QT; Z) endlich
erzeugt, so gilt H*(Qp; Q) ~ QF, wobei k der Rang des freien Teiles von H*(Qp; Z) ist. O

Auf dieselbe Weise lisst sich zeigen, dass H*(Qr;R) =~ R¥ gilt:

Satz 4.2
Sei H*(Qp; Z,) die Kohomologiegruppe von Qr mit Koeffizienten in Z. Ist FVIV*(QT; Z) endlich
erzeugt, so gilt H*(Qr;R) ~ R¥, wobei k der Rang des freien Teiles von H*(Qp;Z) ist. O

Durch den [“Jbergang zu rationalen oder reellen Koeffizienten wird der Torsionsteil also ein-
fach weggelassen; dies entspricht genau der Betrachtungsweise in [FHK1], [FHK2], [GaeKe]
und [Kal, womit sich die dort angegebenen Formeln zur Berechnung der Kohomologie von
Projektionstilings der Kodimension 2 als Spezialfall von Satz 3.13 ergeben. Das in [FHK1],
[FHK2] bzw. [GaeKe| dargestellte Verfahren wurde bereits in [GHK] auf den ganzzahligen
Fall erweitert, die Erweiterung des hierzu dquivalenten Verfahrens aus [Ka| auf ganzzahlige
Koeffizienten haben wir in Kapitel 3 durchgefiihrt.

Der Fall reeller Koeffizienten spielt z.B. eine Rolle, wenn man untersuchen mochte, wie sich
der Tilingraum Q7 verhélt, wenn die Tiles in 7" deformiert werden, sieche dazu [Sa3] und
[Sab].

Etwas komplizierter ist der Fall, dass die Koeffizienten aus endlichen Korpern stammen
(also z.B. aus Zy), dieser Fall ist jedoch eher von theoretischem Interesse und wird in
[GHK] abgehandelt.

Nachdem wir auf diese Weise den Zusammenhang zwischen der in den Kapiteln 2 und 3
hergestellten Theorie und den Arbeiten [FHK1], [FHK?2],[GaeKe] und [Ka] hergestellt ha-
ben, wollen wir uns nun einigen konkreten Berechnungen zuwenden. Ziel der Berechnungen
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wird sein, eine geometrische Interpretation der Torsion in Tilings der Kodimension zwei zu

gewinnen.



5. Die Cech-Kohomologie des gefirbten
Quadrat-Rechteck-Tilings

Unsere bisher dargestellten theoretischen Ausfithrungen sollen im Folgenden auf zwei quasi-
periodische Tilings der Kodimension zwei konkret angewandt werden. Das erste Tiling, das
wir auf diese Weise untersuchen mochten, ist das gefarbte Quadrat-Rechteck-Tiling,
das wir auch mit ”gefarbtes QR-Tiling” oder einfach "GQR-Tiling” bezeichnen wollen
(Abbildung 5.1.).
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Abbildung 5.1.: Das gefarbte Quadrat-Rechteck-Tiling

Wir erhalten dieses Tiling, indem wir zunéchst die Vertices des oktagonalen Ammann-
Beenker-Tiling (Abbildung 1.4.) mit einer Farbung versehen und anschlieBend weitere
Vertices hinzunehmen, so dass keine diagonalen Kanten mehr aufreten. Wir betrachten
dabei die aufretenden Rechtecke und Quadrate als Tiles, die vom Ammann-Beenker-Tiling
tibrigen diagonalen Kanten seien keine Kanten des neuen Tilings (siehe Abbildung 5.2.).
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Abbildung 5.2.: Zunéchst werden die Vertices des Ammann-Beenker-Tilings gefarbt. Zu diesen
Vertices kommen dann weitere gefarbte Vertices hinzu.

Bezogen auf die atomare Hyperflaiche bedeutet das, dass wir das Gitter I' des oktago-
nalen Ammann-Beenker-Tilings beibehalten, jedoch zunéchst die Hyperflichen mit einer
Farbung versehen und im néchsten Schritt zu den urspriinglich oktagonalen Hyperflache
jeweils vier weitere Ecken hinzunehmen, so dass die verwendeten Hyperflachen Quadraten
entsprechen, siehe dazu Abbildung 5.3..

Abbildung 5.3.: Entstehung der Hyperflachen des gefarbten Quadrat-Rechteck-Tilings: Die Hy-
perflichen des Ammann-Beenker-Tilings werden zunéchst gefarbt und anschlie-
Bend zu Quadraten erweitert.

5.1. Berechnung der Kohomologie iiber das
Substitutionsverfahren

5.1.1. Bestimmung des Substitutionssystems

Wir wollen zeigen, dass es sich bei unserem Tiling in Abbildung 5.1. um ein Substitutions-
tiling nach Definition 2.1. handelt, dazu ist die Endlichkeit der Prototile-Menge sowie die
Existenz einer geeigneten Substitutionsabbildung nachzuweisen.
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Die Menge der Prototiles

Wie man aus Abbildung 5.1. ersehen kann, liegen bis auf Translation sechzehn Prototiles
vor, d.h. die Menge der Prototiles ist endlich und das Tiling ist von endlicher lokaler Kom-
plexitét. Die 16 Prototiles sind in Abbildung 5.4. (willkiirlich nummeriert) dargestellt.

gis
1D 3D F— 13D 15D
[ ] o] 32 o J] W]

Abbildung 5.4.: Prototiles des gefarbten Quadrat-Rechteck-Tilings

An dieser Stelle lisst sich bereits die Frage beantworten, ob man mit den Uberlegungen
in Abschnitt 2.4. die Prototilemenge reduzieren und die Berechnungen damit vereinfachen
kann. Die Antwort fallt negativ aus: Mindestens eine der drei in Abschnitt 2.4. dargestellten
notwendigen Bedingungen hierfiir ist stets verletzt.

Die Substitutionsabbildung

Als Néchstes haben wir eine geeignete Substitutionsabbildung zu finden. Dazu durchsuchen
wir das Tiling nach geeigneten Prototiles erster Ordnung. Die passende Zerlegung stellt
sich schliefflich dar wie in Abbildung 5.5..

-

Abbildung 5.5.: Zerlegung des QR-Tilings in Prototiles erster Ordnung
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Aus Abbildung 5.5. konnen wir dann unmittelbar die zu dieser Zerlegung gehorige Substi-
tutionsabbildung w ablesen, die sich in graphischer Form gemé&fl Abbildung 5.6. darstellen
lasst.

g i Ly
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Abbildung 5.6.: Die Substitutionsabbildung des gefarbten Quadrat-Rechteck-Tilings

Man erkennt, dass mittels der so gewahlten Substitutionsabbildung fiir jedes n € N eine
Deflation des Tilings aus Abbildung 5.1. in Supertiles n-ter Ordnung existiert. Offensicht-
lich gibt es dann zu jedem Patch im Tiling T" aus Abbildung 5.1. ein £ € N, so dass das
Patch ganz in einem Supertile k-ter Ordnung enthalten ist. Nach Definition 2.1 ist unser
Tiling also ein Substitutionstiling und der zugehodrige Raum (g enthélt alle Substitutions-
tilings, welchen dieselbe Prototilemenge mit derselben Substitutionsabbildung zugeordnet
wird.

Mittels Abbildung 5.6. sind wir in der Lage, die Substitutionsmatrix M nach Definition
2.3 aufzustellen; diese ist im Anhang angegeben. Fiir n = 4 hat M"™ ausschliellich positive
Eintrage, womit gezeigt ist, dass die Substitution primitiv ist, weswegen der Tilingraum
s nach Satz 2.9 der abgeschlossenen Hiille 27 des Orbits eines beliebigen Tilings in
Qs entspricht. Wir konnen also die in Kapitel 2 dargestellten Berechnungsmethoden fiir
Kohomologiegruppen auf {2s anwenden, indem wir im weiteren Verlauf den Raum Qr
betrachten (wobei 7" z.B. das in Abbildung 5.1 dargestellte Tiling ist).

5.1.2. Nachweis der FTB-Eigenschaft

Der erste Schritt zur Berechnung der Kohomologie besteht darin, {27 durch einen inversen
Limes darzustellen. Nach Satz 2.16 ist dazu zunéchst zu untersuchen, ob die Substitution
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den Rand erzwingt. Wir erkennen aus Abbildung 5.5., dass dies der Fall ist: Bereits die Su-
pertiles erster Ordnung weisen dieselben Prototiles in ihrer Umgebung auf. Das Erfiilltsein
der FTB-Bedingung lasst sich fiir alle Tiles aus Abbildung 5.5. ersehen, zur Verdeutli-
chung der Vorgehensweise sind die Umgebungen einer Tile-Sorte in Abbildung 5.7. grau
unterlegt.

-

Abbildung 5.7.: Zum Nachweis der FTB-Eigenschaft

Da das Tiling den Rand erzwingt, benotigen fiir die Berechnung nach Satz 2.16 lediglich
die zelluliren Kohomologiegruppen des nullten Anderson-Putnam-Komplexes H°(I'y; Z),
HY(Ty; Z) und H?*(Ty; Z) sowie die Abbildung ~;. Zur Berechnung dieser Kohomologiegrup-
pen haben wir zunéchst die Korand-Abbildungen geméafi Abschnitt B.3.2 zu bestimmen;
diese bestimmen wir wie in Beispiel B.21 aus einer Zellzerlegung des nullten Anderson-
Putnam-Komplexes.

5.1.3. Die Korand-Abbildungen 9° und 9!

Zur Berechnung der Korand-Abbildungen 9° und 9 (bzw. deren Matrizen) miissen wir
zunachst eine Zellzerlegung des nullten Anderson-Putnam-Komplexes auffinden. Dazu ha-
ben wir geméafl der Bemerkung nach Definition 2.14 alle Vertices und Kanten der Prototiles
(ohne Kragen) zu identifizieren. Wir beginnen mit einem beliebigen Vertex, dem wir eine
Zahl zuordnen. Alle anderen Vertices, die irgendwo im Tiling mit diesem Vertex modulo
Translation identisch sind, bekommen dieselbe Zahl zugeordnet. Dies wird wiederholt, bis
alle Vertices nummeriert sind, entsprechend geht man fiir die Kanten vor, wahrend eine
Nummerierung der Fléchen bereits durch die Identifizierung der Prototiles erfolgt ist (siehe
Abbildung 5.8).
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Abbildung 5.8.: Zur Identifikation der Vertices: Geben wir z.B. dem oberen grau umkreisten Ver-
tex die Bezeichnung A, so erhalten die Vertices aller Tiles, die diesen Vertex
beinhalten dieselbe Bezeichnung. Der untere grau umkreiste Vertex bekommt
auch die Bezeichnung A, da weil er im ersten der vier Prototiles rechts schon
diese Bezeichnung hat. Damit bekommen alle Tiles, die diesen Vertex haben die
Bezeichnung A usw.

Nach Identifizierung aller Kanten und Vertices (Abbildungen D.1 und D.2 im Anhang)
ergibt sich, dass das Tiling vier verschiedene Vertextypen und sechzehn Kantentypen hat.
Damit konnen wir jetzt ein Bild des nullten Anderson-Putnam-Komplexes zeichnen, indem
wir die Prototiles so zusammenkleben, dass gemeinsame Kanten an gemeinsamen Kanten
liegen und gemeinsame Vertices an gemeinsamen Vertices. Eine iibersichtliche Darstellung
ist in Abbildung 5.9. enthalten. Das Bild kann als zweidimensionales Netz verstanden wer-
den, das noch zu einem hoherdimensionalen Komplex ”zusammengeklebt” werden miisste,
indem als gleich identifizierte Vertices und gleiche Kanten aneinandergeklebt werden, so
dass am Ende ein Komplex entsteht, der nur noch 4 Vertices, 16 Kanten und 16 Flachen
enthalt.

Abbildung 5.9.: Der Komplex I'y des gefarbten Quadrat-Rechteck-Tilings

Hiermit konnen wir die zellularen Kettengruppen des Anderson-Putnam-Komplexes ange-
ben, wir haben: Cy ~ Z*, C; ~ 75, Cy ~ 716,
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Hieraus konnen wir unmittelbar die Kokettengruppen berechnen. Es gilt gemafl Abschnitt
B.3.2:

C° = Hom(CyZ @Hom (2,7) =7, (5.1)
C' = Hom(Cy;Z @Hom (2,7) = 7', (5.2)
C? = Hom(Cy:Z @Hom (Z,7) = Z'°. (5.3)

Damit sind nun geméafi Abschnitt B.3.2 die zellularen Kohomologiegruppen der folgenden
Sequenz zu bestimmen:

0 2ot 2 o2 . (5.4)

Die hierzu benétigten Korand-Matrizen 9° und 0! erhalten wir wie in Beispiel B.20, indem
wir zunachst die Randabbildungen dy und 0; der 1- und 2-Ketten aus den Abbildungen
D.1 und D.2 bestimmen. Dazu miissen wir die einzelnen Zellen mit einer Orientierung ver-
sehen, wir entscheiden uns z.B. fiir eine einheitliche Orientierung gegen den Uhrzeigersinn
(siehe die Abbildungen D.1 und D.2, dort sind die Orientierungen der 1-Ketten als Pfeile
dargestellt.)

In Matrixdarstellung sind die Rand-Abbildungen durch diejenigen Matrizen definiert deren
Eintrage a;; der Anzahl der Vertices mit der Nummer ¢, die in der Kante mit der Nummer
j enthalten sind bzw. der Anzahl der Kanten mit der Nummer ¢, die in der Flache mit der
Nummer j enthalten sind entspricht, dies folgt unmittelbar aus B.3.2 bzw. Beispiel B.20.

Die Korand-Matrizen erhalten wir dann gemafl Beispiel B.21, indem wir die Randmatri-
zen transponieren; diese sind im Anhang in Abschnitt F.1. angegeben. Zur Berechnung
der zellularen Kohomologie ziehen wir jetzt Satz B.23 heran. Wir bendtigen demnach die
Range der Kerne der Matrizen und die Smithschen Normalformen der Matrizen; eine solche
Berechnung lésst sich z.B. leicht mit der Software GAP [GAP] bewerkstelligen und wur-
de auch hier unter deren Benutzung durchgefiihrt. Die Smithschen Normalformen von 9°
und 9! sind ebenfalls in Abschnitt F.1. angegeben, aus diesen kénnen wir auch unmittel-
bar die Range der Kerne der Korand-Matrizen ablesen. Da die Korandabbildung namlich
zwischen freien Gruppen wirkt (den Kokettengruppen), erhalten wir aus Satz A.5 die Be-
ziehung Rang(Ker(9')) + Rang(Im(9")) = Rang(C"), wobei der Rang von C* der Anzahl
der Spalten in 0 entspricht.
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Die Gruppe H°(T'y;7Z)

Es gilt 07! = 0 (denn fiir ¢ < 0 stehen in der Sequenz aus Kokettengruppen nur triviale
Gruppen, dies kann man aus der Definition der zellularen bzw. relativen Kohomologie
folgern) und Rang(Ker(9°)) = 1 (denn S(8") hat eine Nullspalte). Damit gilt mit Satz
B.23:

H'Ty:Z) ~ 02870 = 7. (5.5)

Die Gruppe H'(T'y;Z)

Aus der Smithschen Normalform von d° lesen wir gemifl Satz B.18 zunichst t = 3 ab. Fiir
den Rang des Kernes von 9" lesen wir Rang(Ker(dy)) = 7 ab und erhalten damit mit Satz
B.23:

H'(To;Z) ~ (€D 2/z) & 27 = 7. (5.6)

1<kE<3

Die Gruppe H*(T'y;Z)

Aus der Smithschen Normalform von 9! im Anhang lesen wir zunichst gemifl Satz B.23 t =
9 ab. 0, ist diejenige Abbildung, die alle 2-Koketten auf 0 abbildet (da die Kokettengruppe
C3 trivial ist). Wir haben also Rang(Ker(9?)) = Rang(C?) = 16. Mit Satz B.23 erhalten

wir dann:

H*To;Z) ~ (P 2/Z) 9 2220 20 = 77 & Zy. (5.7)

1<E<8

Zusammengefasst haben wir also erhalten:

H°(Ty;Z) =7, H'(Ty;Z)=127" HTn,Z)=27"dZs. (5.8)
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Wir erkennen an dieser Stelle, dass in der zweiten Kohomologie-Gruppe von I'g Torsion
auftritt, dieses Phanomen wollen wir in Kapitel 8 weiter untersuchen. Aus Satz 3.16 folgt
zunichst, dass die Torsion durch die Abbildung 3? auftritt, dies werden wir im nichsten
Abschnitt verifizieren.

Zur Berechnung der Kohomologigruppen von 7 miissen wir nun gemafl Satz 2.16 den
direkten Limes dieser Gruppen unter der Abbildung +§ berechnen.

5.1.4. Die Abbildung ~; und die Kohomologien

Die Abbildung ~; wird durch die Matrizen A,, A; und A, reprasentiert, welche sich wie-
derum aus den Abbildungen D.1. und D.2. ablesen lassen; die Matrizen und deren Smith-
sche Normalformen sind im Anhang F.1. dargestellt. Die Tatsache, dass wir drei Matrizen
benoétigen, ist folgendermafien zu erklaren: Die Abbildung ~§ wirkt ja nicht nur auf einzelne
Kohomologiegruppen sondern auf die gesamte Kohomologie, also auf die direkte Summe
der Kohomologiegruppen (siehe Definition B.29). Wir haben also:

Vo (H*(To; Z)) = v (H*T0; Z) ® H' (To; Z) & H*(To; Z)) (5.9)
~ s O(H(To; 2)) ® v W (H' (Lo Z)) ® 74P (H*(To; Z)). (5.10)

Demzufolge kénnen wir den direkten Limes aus Satz 2.16 in die Berechnung von drei
direkten Limites aufspalten, wobei die Wirkung der Abbildung ~§ jedesmal durch eine
andere Matrix A; beschrieben wird (die Substitutionsabbildung wirkt ja auf Vertices anders
als auf Kanten und damit auf 0-Kozykel anders als auf 1-Kozykel).

Bei den Matrizen Ay, A; und A, handelt es sich also um eine Verallgemeinerung der
Substitutionsmatrix M aus Definition 2.3: Fiir M hatten wir uns lediglich angesehen, wie
w auf die 2-Zellen wirkt. Zusatzlich betrachten wir jetzt noch die Wirkung von w auf 1- und
0-Zellen. Die so erhaltenen Matrizen haben wir dann gemé&fl Satz 2.16 zu transponieren (da
wir nicht die Abbildung 7y sondern die Abbildung 7§ betrachten).

Die berechneten Matrizen sind invertierbar, wie man aus ihren Smithschen Normalformen
erkennt; diese haben vollen Rang. Daher bildet ~§ die Kohomologien isomorph aufeinander
ab und wir kénnen den direkten Limes der Kohomologie H*(T'o; Z) unmittelbar angeben
(die Kohomologie bleibt dieselbe). Damit gilt fiir die Kohomologiegruppen von ) geméif
Satz 2.16:

HYQpZ) =7, H'QpZ)=17 HQpZ)=27" ¢ Zs.
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5.2. Berechnung der Kohomologie uiber die Methode der
atomaren Hyperflachen

Zur Berechnung der Kohomologie mittels der Methode der atomaren Hyperflachen merken
wir zunachst an, dass die atomaren Hyperflachen aus Abbildung 5.3. in einem vierdimen-
sionalen, periodischen Raum angeordnet sind, damit kénnen wir Satz 3.13 zur Berechnung
der Kohomologie anwenden.

Abbildung 5.10.: Zur Bestimmung von Abbildung 5.11.: Zur Bestimmung von
rt 2

Ausgehend von der atomaren Hyperflache in Abbildung 5.3. konnen wir das Arrangement
affiner Tori A aus Satz 3.13 bestimmen. Da die Hyperflachen quadratisch sind und das
Tiling keine zusatzliche Dekoration tragt, die nicht lokal ableitbar wire !, bendtigen wir
zwei affine Tori, welche durch die folgenden Vektoren aufgespannt werden (siche Abbildung
5.10 und 5.11):

tl . (261,62—64), (511)
tz . (263,62+€4). (512)

'Die Féarbung der Vertices eines beliebigen Tiles ist lokal ableitbar, da wir aus der Farbung der Tiles in
seiner unmittelbaren Umgebung diese rekonstruieren konnen.
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Diese Tori entsprechen nun genau den Stabilisatoren aus Satz 3.12 und Satz 3.13. Wir
haben also:

Fl = <2€1, €y — 64>, (513)
I? = (2e3,er+e4). (5.14)

Wir benétigen nun fiir die weitere Berechnung die Homologie von A und hierzu die Schnitt-
zahlen der Tori. Dazu untersucht man (5.11) und (5.12) auf Schnittpunkte und erhélt das
folgende Ergebnis:

$1(0,0,0,0); S(0,1/2,0,1/2); S5(1,0,1,0); Su(1,1/2,1,1/2). (5.15)

Dieses kann man sich wie folgt plausibel machen: In [Ka] wurde gezeigt, dass sich die
Tori (e1,e2 — e4) und (eg, ez + €4) in den Punkten (0,0,0,0) und (0,1/2,0,1/2) schneiden.
In unseren Berechnungen gehen wir nun zu einem doppelt so groflen affinen Torus tber,
so dass die Punkte, die vorher identifiziert wurden, nun neue Schnittpunkte sind (siehe

Abbildung 5.12.).

a) b)

Abbildung 5.12.: Zur Bestimmung der Schnittpunkte: In Bild a) sind jeweils zwei der Schnittpunk-
te identisch. In Bild b) ist der affine Torus doppelt so grof3, d.h. die Schnittpunkte
werden nicht identifiziert und man erhéalt vier Schnittpunkte.

Mittels der so ermittelten Schnittzahl ny = 4 kénnen wir nun die Homologie des Arrange-
ments A berechnen.
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GeméB der Gleichungen (3.23) - (3.25) erhalten wir fiir die Homologiegruppen Hy(A;Z),
Hi(A;Z), Hay(A;Z):

Hy(A;Z) ~ 72, (5.16)
H\(AZ) ~ 7, (5.17)
Hy(AZ) ~ 7. (5.18)

Mit der Homologie von A konnen wir nun die Kohomologiegruppen von 2 bestimmen.
Nach Satz 3.13 haben wir dazu lediglich das Bild der Abbildung 3% zu bestimmen. Aus
Satz 3.12 folgt:

Im(B%) ~ AT /(AT ApT?). (5.19)

Das Gitter I" haben wir bereits in Beispiel 3.1 bestimmt (wir verwenden ja das Gitter des
gefiarbten oktagonalen Tilings). I', ' und I'? sind also bestimmt durch T’ = {(e; + es, €5 +
€3, €3 -+ €4,€4 — 61), Fl = <261, €y — 64>, FQ = <2€3, € + 64).

Damit erhalten wir unter Beachtung der Rechenregeln fiir das Dachprodukt (a A a =
0,a Ab= —bA a) und mit der Bezeichnung e;; :=e; A e;:

AZF = <(€1 + 62) N (62 + 63), (61 + 62) A (63 -+ 64), (61 —+ 62) A (64 — 61),
(62 + 63) A (63 + 64), (62 + 63) N (64 - 61), (63 + 64) A (64 — 61))

= (€12 + €13 + €93, €13 + €14 + €23 + €24, €14 + €24 + €12,

€23 + €24 + €34, €24 + €34 + €12 + €13, €14 + €13 + €34), (5.20)
Aoy = (261 A (e2 — eq)) = (2e12 — 2e1y), (5.21)
Ay = <263 N (62 + 64>> = <2632 + 2634>. (5.22)

Setzen wir nun
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1 0 0
0 1 0
0 0 1
€19 =: 0 , €13 =: 0 , €14 =: O s (523)
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
€93 —. 1 , €94 =: 0 , €34 = O s (524)
0 1 0
0 0 1
so lassen sich die Raume Ay, A" und AyI'? in der Form
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1
A2F - < 1 ) 1 ’ O 9 1 ) O ) 0 >7 (525)
0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 1 1
2 0
0 0
AT = < _3 > A= 0| (5.26)
0 0
0 2

darstellen. Zur Bildung des Quotienten ziehen wir Satz A.9 heran. Dazu haben wir zunéchst
eine Basis {a1,as} von (ATt AoT?) durch eine Basis {by, bo, b3, by, bs, bg} von A,I' auszu-
driicken. Hierzu sind die linearen Gleichungssysteme

B-xzy=a; und B-z9=ay (5.27)

zu 10sen, wobei die Spalten der Matrix B genau den Basisvektoren {by, bs, b3, by, b5, bg }
entsprechen. Die Matrix A, deren Zeilen aus den Losungsvektoren z; und x, besteht, ist
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dann in Smithsche Normalform zu bringen und wir konnen aus den Diagonaleintragen eine
Darstellung des Quotientenraumes ablesen. Wir erhalten zunachst

1 -1
-1 -1
0 0
Ty = 0 und xy = 0 (5.28)
1 1
-1 1
und folglich
1 -1 0 0 1 -1
-1 -1 0 0 1 1
0 00O0O0 O
A=1 0 0000 o (5.29)
0O 00O0O0 O
0 00O0O0 O
Die Smithsche Normalform von A lautet:
100 000
020000
00 0O0O0O© O
S(A) = 000000 (5.30)
00 0O0O0O
00 0O0O0O O
Damit folgt mit Satz A.9:
4
Im(B*) =Z/Z2&Z/2Z& P Z/0=00Z/2Z& 1" = 7" & L. (5.31)

=1

Jetzt konnen wir Satz 3.13 anwenden. Mit Rang(Im(3?) = 4 erhalten wir fir die erste
Kohomologiegruppe: H'(Qr;Z) = Z*7*** = Z* und fiir die zweite Kohomologiegruppe
(mit ny = 4): H2(Qp;Z) = Z* ® Ly & 2273 = Z7 @ Z, also zusammengefasst:
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HYT*\ A;Z) =7, HYT*\A;Z)=17" H(T*\AZ)=7" @ ZLs,

ein zu unseren vorherigen Berechnungen stimmiges Ergebnis.

(5.32)



6. Die Cech-Kohomologie des gefirbten
oktagonalen Tilings mit Pfeilen

Das gefarbte oktagonale Tiling mit Pfeilen, welches wir auch als "gefarbtes OP-
Tiling” bezeichnen, ist in Abbildung 6.1. dargestellt, bzw. ein groflerer Ausschnitt im An-
hang C.

Abbildung 6.1.: Das gefarbte oktagonale Tiling mit Pfeilen

Alle Tiles lassen sich durch Spiegelung oder Drehung aus einem Quadrat und einer Raute
gewinnen. Ohne Féarbung und Pfeile haben wir sechs Prototiles, durch Einfithrung der
Farbung werden es zwolf und durch Einfiihrung der Bepfeilung schliellich 24. Die Prototiles
sind in Abbildung 6.2. dargestellt.

ol sy
T1 wl] el o[ fT [0 [T i3

e e e

Abbildung 6.2.: Prototiles des gefarbten oktagonalen Tilings mit Pfeilen
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Wiederum miissen wir an dieser Stelle feststellen, dass eine Verringerung der Anzahl notiger
Prototiles unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie - wie in Abschnitt 2.4. dargestellt
- in diesem Fall nicht moglich ist, da auch hier stets eines der drei dort angegebenen
notwendigen Kriterien verletzt ist.

Wir konnen das Tiling durch Projektion gewinnen, indem wir dasselbe Hyperflichensystem
wie beim Ammann-Beenker-Tiling verwenden mit dem Unterschied, dass die Hyperflachen
jetzt gefarbt sind (Abbildung 6.3.).

Abbildung 6.3.: Das Hyperflichensystem des gefarbten oktagonalen Tilings mit Pfeilen

6.1. Berechnung der Kohomologie tiber das
Substitutionsverfahren

6.1.1. Die Substitutionsabbildung

Zunichst ist wieder zu zeigen, dass es sich bei unserem Tiling 7" in Abbildung 6.1. um ein
Substitutionstiling handelt. Wir hatten schon festgestellt, dass die Prototilemenge endlich
ist (genauer gesagt 24 Prototiles enthélt). Als néchstes ist wieder eine geeignete Substitu-
tionsabbildung aufzufinden. Dazu stellen wir zunachst fest, dass wir im Wesentlichen zwei
"Typen” von Tiles haben, namlich Quadrate und Rauten und eine Zerlegung von 7' in
Prototiles erster Ordnung sieht fiir alle Prototiles desselben " Typs” gleich aus. Es geniigt
daher, sich die Zerlegung fiir ein Quadrat und eine Raute anzusehen und diese dann auf
alle anderen Prototiles zu iibertragen (Abbildung 6.4.).

Die Substitutionsabbildung stellt sich dann graphisch wie in Abbildung 6.5. - 6.7. dar,
wobei das zugehorige Substitutionssystem jetzt (im Gegensatz zum letzten Abschnitt) ein
erweitertes Substitutionssystem nach Definition 2.8 ist.
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Abbildung 6.5.: Die Substitution des gefarbten OP-Tilings(1)

16 e

P 15 =

13 = 14

Abbildung 6.6.: Die Substitution des gefiarbten OP-Tilings(2)
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ol o oy By
G B oy -y

Abbildung 6.7.: Die Substitution des gefarbten OP-Tilings(3)

Die Substitutionsmatrix fiir diese Abbildung ist im Anhang F.2. dargestellt. Fiir n =
3 sind die Eintrage von M™ strikt positiv, daher ist die Substitution primitiv, weshalb
wir wiederum die Methoden aus Kapitel 2 fiir die Berechnung der Kohomologiegruppen
anwenden diirfen.

6.1.2. Nachweis der FTB-Eigenschaft und Darstellung von T,

Wiederum haben wir fiir die Berechnung gemafl Satz 2.16 eine Auswahl zwischen den
Komplexen T'y oder I'; zu treffen. Wir stellen fest, dass das Tiling den Rand erzwingt
und zwar fiir £ = 2. Dies lasst sich mittels Abbildung C.1. fiir ein einzelnes Prototile ve-
rifizieren, fiir eine Verifzierung fiir die anderen Prototiles wurde ein wesentlich groflerer
Ausschnitt des Tilings verwendet. Wir kénnen fiir unsere Berechnungen also nach Satz
2.16 den nullten Anderson-Putnam-Komplex heranziehen. Diesen wollen wir wiederum
graphisch darstellen, indem wir seine zweidimensionalen Netze angeben (Abbildung 6.8.),
d.h. wir "zerschneiden” den hoherdimensionalen Komplex entlang einiger Kanten und Ver-
tices, wahrend andere Kanten und Vertices verbunden bleiben, so dass eine tibersichtliche
zweidimensionale Darstellung moglich wird. Bei Abbildung 6.8. handelt es sich um eine
(willkiirlich gewéhlte) Moglichkeit dieser Darstellung.

6.1.3. Die Korand-Abbildungen und die Kohomologien von T,

Fiir die weitere Berechnung gehen wir vor wie im vorigen Kapitel. Wir identifizieren alle
Kanten und Vertices und versehen Kanten und Prototiles mit einer Orientierung; wiederum
haben wir die Orientierung gegen den Uhrzeigersinn gewahlt. Auf diese Weise kann man wie
im letzten Kapitel beschrieben die Matrizen §; und 0, erhalten, durch deren Transposition
man schlieBlich die Matrizen 0° und 9! erhalt; diese und deren Smithsche Normalformen
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16 9, 12 14

S N>

Abbildung 6.8.: Mogliches zweidimensionales Netz des nullten Anderson-Putnam-Komplex beim
gefarbten OP-Tiling

sind im Anhang in Abschnitt F.2. dargestellt. Damit berechnen wir wieder wie im vorigen
Kapitel die Kohomologiegruppen von I'.

Die Gruppe H°(T'y;Z)

Wir gehen vor wie in Kapitel 5. Zunichst stellen wir fest, dass 9~ wiederum die triviale
Abbildung, die zugehorige Matrix also die Nullmatrix ist. Weiter gilt Rang(Ker(d°)) = 1,
damit folgt unmittelbar wie in Kapitel 5: H(T'y; Z) ~ Z.

Die Gruppe H'(T'y;Z)

Aus der Smithschen Normalform von 9° lesen wir den Rang ¢t = 1 ab. Fiir den Rang des
Kernes von 9" erhalten wir Rang(Ker(9')) = 6. Damit haben wir dann nach Satz B.23:
H' Ty, Z) ~Z)7 & 76~ = 75.

Die Gruppe H*(T'y;Z)

Den Rang der Smithschen Normalform von &' bestimmen wir aus zu ¢ = 10. Weiter gilt

Rang(Ker(0')) = 24. Damit haben wir dann mit Satz B.23 H*(['y; Z) ~ Z/27.$ 74719 =
7' ® Zs.

Zusammenfassend haben wir also:

HTy;Z) =2, H'Ty;Z)=17°, H*TyZ)=27"®Zs. (6.1)
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6.1.4. Die Abbildung 7; und die Kohomologien

Die Abbildung +§ wird wiederum durch die Matrizen Ay, A; und A, repréisentiert (mit
derselben Begriindung wie in Kapitel 5), welche wir im Anhang dargestellt haben. Diese
sind invertierbar, d.h. eine Basis von H°(T'y; Z) wird durch Ay wiederum auf eine Basis von
H(Ty; Z) abgebildet, welche durch erneute Anwendung von A, wieder auf eine Basis abge-
bildet wird usw. Es gibt also keine zwei Basisvektoren, welche nach n-maliger Anwendung
von Ag auf dasselbe Element abgebildet werden, demzufolge reprasentiert jeder Basisvek-
tor von H°(Ty;Z) eine Aquivalenzklasse des direkten Limes’ welcher somit isomorph zu
H°(Ty; Z) ist. Dieselbe Argumentation gilt fir die Gruppen H!(T;Z) und H?*(T'y;Z). Es
folgt also nach Satz 2.16:

HQrZ) =7, H Qr72)=7°, H*Qp;Z)=7" 97, (6.2)

6.2. Berechnung der Kohomologie uiber die Methode der
atomaren Hyperflachen

Bei der Berechnung iiber die Methode der atomaren Hyperflichen wollen wir vorgehen wie
in Kapitel 5. Hier ergibt sich jedoch gegeniiber Kapitel 5 eine zusatzliche Komplikation:
Berechnet man die Schnittpunkte der Tori in A, so stellt man fest, dass es Punkte gibt,
in denen sich mehrere Tori schneiden. Wir miissen also gemafl zur simplizialen Resolution
iibergehen. Zunéchst wollen wir die Tori angeben, welche das Arrangement A ausmachen.
Diese bestimmen wir aus den Abbildung 6.9. (und stellen fest, dass wir dadurch auch
wieder die Stabilisatoren I'" gegeben haben).

Abbildung 6.9.: Zur Bestimmung der verbotenen Tori beim gefarbten OP-Tiling
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Wir lesen ab:

t (261, €3 — e4), (6.3)
to (2e9, €1 + €3), (6.4)
2 (2e3, €9 + €4), (6.5)
ta (2e4,e3 — €1). (6.6)

Wir haben diese Tori nun auf Schnittpunkte zu untersuchen. Dazu verwenden wir wieder
ein Ergebnis aus [Ka]. Dort waren die folgenden Schnittpunkte bestimmt worden:

tiNta Ntz Nty :(0,0,0,0),
tlﬂt32(0,1/2,0,1/2>, .
taNty:(1/2,0,1/2,0). (6.9)

Da wir nun zu Tori der doppelten Grofle iibergehen, erhalten wir fiir die neuen Schnitt-
punkte:

tiNta N3Nty (0,0,0,0) und (1,1,1,1), (6.10)
tNts:(0,1/2,0,1/2) und (0,3/2,0,3/2), (6.11)
taNty:(1/2,0,1/2,0) und  (3/2,0,3/2,0). (6.12)

Damit haben wir jetzt die Schnittzahlen ny = 4 und ny = 2 (es gibt 4 Punkte, in denen
sich jeweils zwei Tori schneiden und zwei Punkte, in denen sich jeweils 4 schneiden). Fiir
die Homologie von A® und damit auch fiir die Homologie von A erhalten wir mit den
Gleichungen (3.23) - (3.25):

Hy(AZ) ~ 74,
Zl5
Hy(A;Z) ~ 7.

;
=
S
[2
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Wir wollen nun wieder die Kohomologie-Sequenz (3.7) auswerten. Dazu haben wir nach
Satz 3.13 zunachst Im(3?) zu bestimmen. Das Gitter T, sowie die Rdume I'' und I'?
sind identisch wie diejenigen in Kapitel 5. Zusatzlich treten jetzt noch zwei weitere Un-
tergitter I'* und I' auf, gegeben durch I'® = (2ey,e; + e3) und T = (2¢e4,e3 — e1). Wir
tibernehmen die Notation aus Kapitel 5, es sei also A = {a1,as,as,as4} eine Basis von
(AoT, AoT? AoT3 AoT?) und B = {by, bo, b3, b4, bs, bs} eine Basis von I'. Aus Kapitel 5
wissen wir

2 0
0 0

AT = —2 d A2 = 0 6.13

2 = 0 un 2 —< _9 > ( )
0 0
0 2

Zusatzlich erhalten wir nun

). (6.14)

A2F3 = <

Fiir die Berechnung von Im3% = Aol /(AT Aol2) AoT'3, AoT') verwenden wir wieder Satz
A.9. Demzufolge miissen wir zunachst B durch A ausdriicken. Die ersten beiden Zeilen
der Matrix, welche dies leistet, haben wir bereits in (5.29) bestimmt. Zur Bestimmung der
dritten und vierten Zeile sind nun zusétzlich noch die Gleichungssysteme

OO OO NN
\/
e
=
(o
-
]
)1
~
Il

B-z3=a3 und B-14=uay (6.15)

zu losen. Wir erhalten

0 0
1 1
T3 = _1 und x4 = _1 (6.16)
—1 —1
0 0
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Mit z3 und x4 stellt sich A nun in der Form

1 -1 0 0 1 -1
-1 -1 0 0 1 1
o 1 -1 1 -1 0
A= o 1 1 -1 -1 0 (6.17)
o o0 o0 0 0 0
o o0 o0 0 0 0
dar. Fiir die Smithsche Normalform von A erhalten wir:
100 00O
010000
002000
S(A) = 00000 0 (6.18)
00 0O0O0O
00 0O0O0O
Mit Satz A.9 konnen wir schlieBlich Im/3? bestimmen:
3
m(B?) =Z/ZOL/ZOL/2L S P L0 =0000 L, ® Z° = Z° & Zo. (6.19)

=1

Mit Satz 3.13 erhalten wir dann:

HYT*\AZ)=Z, H\T*\AZ)=2°, H*T*\AZ)=7"®Z,

Der Vergleich mit den Ergebnissen des letzten Abschnittes zeigt wiederum, dass die Er-
gebnisse der beiden Verfahren stimmig sind.



7. Die Cech-Kohomologie von
Anderson-Putnam-Komplexen
hoherer Ordnung

7.1. Verallgemeinerte Darstellung von ()7 durch einen
inversen Limes

In Kapitel 2 hatten wir gesehen hatten, dass sich die Kohomologie H *(Qr; Z) eines Substi-
tutionssystems bei Kenntnis der Anderson-Putnam-Komplexe I'g bzw. I'y und der durch
die Substitutionsabbildung induzierten Abbildung 79 bzw. 71 bestimmen lasst. Dazu war
der Raum € darzustellen als inverser Limes eines Systems aus zu 'y bzw. I'y topolo-
gisch aquivalenter Raume, welche zusatzlich die Struktur von CW-Komplexen trugen, und
zwischen denen jeweils dieselbe Abbildung 7o bzw. v, wirkte.

In diesem Kapitel wollen wir nun einen alternativen theoretischen Ansatz fiir die Berech-
nung der Kohomologie H*(Qp;Z) mittels CW-Komplexen angeben, welcher unabhiingig
von einer Substitution ist, d.h., mit dem man theoretisch die Kohomologie beliebiger Ti-
lings berechnen kann.

In Kapitel 2 hatten wir uns iiberlegt, dass der Komplex I'y interpretiert werden kann als
Menge von Punkten, welche mit dem Ursprung eines Tilings identifiziert werden, dessen
Prototiles den Flachen von I'y entsprechen. Anders ausgedriickt: I'y ist homoomorph zu
einem Raum €, der alle Aquivalenzklassen von Tilings beztiglich Translation enthéalt, die
sich aus der vorgegebenen Menge von Prototiles zusammensetzen. Von all diesen Aquiva-
lenzklassen mochten wir aber nur diejenigen in den Raum (g ibernehmen, die Substitu-
tionstilings eines bestimmten Substitutionssystems enthalten (damit hétten wir dann die
gesamte lokale Isomorphieklasse).

Wenden wir die Substitution auf I'y an, so erhalten wir einen neuen, zu I'g topologisch
dquivalenten Komplex, welcher bereits etwas " besser” ist, da er alle Aquivalenzklassen von
Tilings enthalt, die sich aus Prototiles erster Ordnung zusammensetzen lassen. Fiithren wir
dies kontinuierlich fort und wenden auf dieses System den inversen Limes an, so erhalten
wir schliellich Q.

105
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Dieses Konzept lasst sich verallgemeinern, wenn wir nicht fordern, dass {27 notwendiger-
weise aus Substitutionstilings bestehen soll, sondern aus beliebigen Tilings bestehen kann.
In diesem Fall benotigen wir geméafl Satz 1.36 jedoch eine unendliche Anzahl von Komple-
xen K; und verbindenden Morphismen f;. Fiir die Komplexe K; wollen wir wiederum die
Anderson-Putnam-Komplexe verwenden (diese lassen sich ja unabhéngig von der Art des
Tilings konstruieren), wobei jetzt K, der nullte Anderson-Putnam-Komplex sei, K; der
erste usw. Die Komplexe sind also im Allgemeinen nicht identisch.

Die verbindenden Morphismen f; seien jetzt implizit als ” Vergiss-Abbildungen” definiert.
Fiir die Kohomologie von Q2 gilt dann wieder die Gleichung

H*(X;Z)=H (1{_.@[(1;2) = 1%%(}[ (K 7)) = 1%%(1{ (Ki; 7). (7.1)

Natiirlich ist es aussichtslos, unendlich viele Komplexe und Abbildungen zu bestimmen,
jedoch kann nach Berechnung einiger Anderson-Putnam-Komplexe eine Aussage tiber die
Tendenz des direkten Limes’ gemacht werden, womit sich die Grofle der Kohomologie
abschéatzen lasst. Dies ist z.B. niitzlich, falls die Abbildungsmatrizen ~ schwer zu bestim-
men sind. Ferner kann die Untersuchung der Anderson-Putnam-Komplexe héherer Ord-
nung moglicherweise zu einem besseren Verstandnis der Kohomologie von Tilingraumen
beitragen, weshalb wir im Folgenden fiir einige Tilings diese Kohomologiegruppen berech-
nen wollen.

7.2. Anderson-Putnam-Komplexe der Fibonacci-Kette

Fiir die Berechnung der Kohomologie der Anderson-Putnam-Komplexe eindimensionaler
Tilings (welche auch die Kodimension eins haben) lésst sich die Tatsache nutzen, dass fiir
die Kohomologiegruppen solcher Tilings keine Torsion auftreten kann, wie wir in Abschnitt
3.4. gesehen haben. In diesem Fall sind die singuldren (und damit auch die zelluldren)
Kohomologiegruppen eindeutig durch ihre Range bestimmt. Da die Berechnungen sehr
schnell sehr komplex werden, ist es fiir ausfiihrliche Berechnungen nahezu unverzichtbar,
den Berechnungsalgorithmus in geeignete Computer-Algebrasysteme zu implementieren.
Fiir den Fall ganzzahliger Moduln bietet sich hierfiir wiederum GAP an. Eine explizite
Darstellung der Anderson-Putnam-Komplexe ist nur z.B. fiir die ersten sieben Komplexe
sinnvoll.

Wir beginnen unsere Berechnungen mit der eindimensionalen Fibonacci-Kette. Hierzu ist
es niitzlich, zunéchst einen groBeren Ausschnitt aus der Kette darzustellen [AP], siehe
Abbildung 7.1.
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...01001010010010100100101001010010010100100101001010010010100101001001010._.

Abbildung 7.1.: Ausschnitt aus der Fibonacci-Kette

Die Kohomologie des Komplexes [’

Betrachten wir die Fibonacci-Kette, so stellen wir fest, dass es zwei Prototiles gibt, namlich
ein langes (0) und ein kurzes (1). Identifizierung der Vertices ergibt, dass es nur einen
Vertextyp gibt, damit ist die Kohomologie von I'y gleichbedeutend mit der Kohomologie
des Differentialkomplexes

02272 0 (7.2)

wobei 0° einfach die triviale Abbildung ist, die also jedes Element von Z auf 0 abbildet,
es gilt also Im(3°) = 0 und Ker(d") ~ Z. Man erhilt damit unmittelbar H(Ty;Z) =
Ker(d°) ~ Z und H'(To;Z) = Ker(Z* — 0)/Im(9°) ~ Z>.

Abbildung 7.2.: Der Komplex I'g der Fibonacci-Kette

Die Kohomologie des Komplexes I’

Diese Berechnung hatten wir bereits in Kapitel 2 durchgefiihrt. Wir haben jetzt 4 Kan-
tentypen und 3 Vertextypen und fiir die Kohomologiegruppen gilt H°(T';;Z) ~ Z und
HY(T'y;Z) ~ 7*. Fiir eine Darstellung sieche Abbildung 2.12.
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Die Kohomologie des Komplexes [';

Hier liegen nun 6 Kantentypen und 4 Vertextypen vor (Abbildung 7.3.).

— —_— -

- 00100 - -10100- -00101-

a b c b a d
1 2 3

—_— — —_—

+10010- +01001- 8 2

B A b o d 01010C
4 5 6

Abbildung 7.3.: Der Komplex I's der Fibonacci-Kette

Fiir das Differential 9" lesen wir aus Abbildung 7.3. ab:

_HOoO OO RO
_Oo Ok OO
|
O, OoOOCO

Damit konnen wir die Kohomologiegruppen der Sequenz

07t 2 75 0

(7.3)

(7.4)

bestimmen. Wir berechnen Im(d°) ~ Z* und Ker(d°) ~ Z und erhalten wie oben:

H(Ty;Z) ~ Z und H'(Ty; Z) ~ Z2.
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Die Kohomologie des Komplexes [';

Fiir I'; haben wir 8 Kantentypen und 7 Vertextypen (siche Abbildung 7.4.).

— — — —
a" 1001001 c:0101001-y  4-1001010-4 p-0010010-¢
1 2 3 4
% — = =
4+1010010- § g+0010100- £:010010%- ¢ f-0100100- 4
5 6 7 8

Abbildung 7.4.: Der Komplex I's der Fibonacci-Kette

Zur Bestimmung Kohomologie des Differentialkomplexes

02" %78 -0 (7.5)

haben wir wieder zunichst die Matrix 9° zu bestimmen. Wir erhalten aus Abbildung 7.4.:

oo oo Oo RO
|
cCoOoO—R OO~ O

|
O oo O~ OO

|
cCooco R, OO~
|

SO R OO kOO

—_— OO0 oo o o
— R, O, )OO0
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Wir rechnen Im(9°) ~ Z°% und Ker(9°) ~ Z und erhalten wieder wie oben: H°(I's; Z) ~ Z
HY(Ts;7) =~ 72.

Die Kohomologie des Komplexes I'4

Der Komplex I'y besteht aus 10 Kanten- und 9 Vertextypen (Abbildung 7.5.).

—

—_— — —_—
+010010010- . ¥ 5 F . 5
a b ¢ 001010010 d e010(]1(11{1'[) f b 100100101 g
1 2 3 4
— i i —
d-010100100-h d-0101(2i0101-i f-1001ll]1001-c i.1(;|1(;n[)1(]1(].e
5 6 7 8
—_— —_—
+001001010- -101001001-
g e h a
9 10
c 7 f
<
i N
2\ A3
r 6 8
4 d > >
5V . N9
h g
A4 N
4
10 - >
a b
1

Abbildung 7.5.: Der Komplex I'y der Fibonacci-Kette

Fiir die Kohomologiegruppen des Komplexes

0702 710 ¢

erhalten wir aus Abbildung 7.5. zunéchst
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OO O OO o~ Oo
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Wir bestimmen Bild und Kern von 8° zu Im(3°) ~ Z® und Ker(9°) ~ Z und erhalten wir
oben fiir die Kohomologiegruppen: H%(T'y; Z) ~ Z und HY(Ty;Z) ~ Z>.

Die Kohomologie des Komplexes [';

Fiir I's erhalten wir 12 Prototiles und 11 Vertextypen (siche Abbildung 7.6.).

Damit berechnen sich die Kohomologiegruppen des Komplexes

00—z L7 g (7.9)

wiederum iiber das Differential 9°. Es gilt:

CoOOoORrROoOOCOoOOORR~O
|

O OO OO oo+ O oo

SO R OO OO o o

80

(7.10)

SO OO OO o —~OoOOo

S OO OO R EFEOOOo

OO R O OO o oo

_ O OO OO oo oo
I
DO DO OO OO o —Oo
O R OO OO, OO o oo
|
_ OO OO O, OO oo oo

SO DO DO O OO O

Wir erhalten Im(9°) ~ Z° und Ker(9°) ~ Z und damit fiir die Kohomologiegruppen:
HO(Ts; Z) = Ker(°) ~ Z und H'(Ts; Z) = Z'?/Im(5°) ~ Z2.
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Abbildung 7.6.: Der Komplex I's der Fibonacci-Kette
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Die Kohomologie des Komplexes [';
Abschlielend werfen wir noch einen Blick auf den Komplex I'g, welcher in Abbildung 7.7.
dargestellt ist.

Hier liegen jetzt 14 Kantentypen und 13 Vertextypen vor. Damit erhalten wir zunachst fiir
9° die Matrix

COoOORrRORROO0OO0OOO RO
|

O PR OO OO oo o —OOo o

OO OO OO OO oo

SO OO DD DO DD OO OO o -

d° (7.11)

[
OO0 ORHOOOO R OO
|
|

OO OO OO OoOOoOOo oo

O RO rRr OO0 OO Rr O oo o

SO OO DD DD DD O H OO O OO
—_ OO OO OO R OO oo oo

I
—_— O OO DD OO DD oo o
DO DD DD DO O OO OO
SO OO O OO oo OO
|
[N eNeNeoNeNeoleoleoNoNel el

und konnen damit die die Kohomologiegruppen des Komplexes

02z Lzl g (7.12)

aus Im(0°) ~ Z'? und Ker(9°) ~ Z wiederum wie oben bestimmen zu H°(T'g; Z) ~ Z und
HY(T; Z) =~ 72.
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Abbildung 7.7.: Der Komplex I'g der Fibonacci-Kette
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Zusammenfassung

Die Kohomologiegruppen der Anderson-Putnam-Komplexe sind fiir die ersten sieben Kom-
plexe identisch. Fiir die Anzahl K der Kanten des n-ten Komplexes lasst sich die Formel
K, = 2-n+ 2 finden, wéahrend fiir die Anzahl der Vertices die Formel V,, =2-n + 1 und
fiir den Rang des n-ten Differentials ° die Beziehung r, = 2 - n gilt. Es ist anzunehmen,
dass diese Beziehung fiir beliebiges n € N gilt ([Sa3]).

7.3. Anderson-Putnam-Komplexe des gefarbten
Quadrat-Rechteck-Tilings

Die Kohomologie des Komplexes [’

Diese Kohomologie haben wir bereits in Kapitel 5 ausgerechnet. Die zugehorigen Diffe-
rentiale und Abbildungsmatrizen sind im Anhang F.1. dargestellt. Die Abbildung ~y* ist
ein Isomorphismus und die Kohomologiegruppen hatten wir bestimmt zu H°(Ty;Z) ~ Z,
HYTy;Z) ~ Z* und H*(Tg; Z) ~ 77 @ Zs.

Die Kohomologie des Komplexes ',

Der Vollstandigkeit halber wollen wir noch den ersten Anderson-Putnam-Komplex eines
zweidimensionalen Tilings berechnen, dabei beschrinken wir uns auf den (einfacheren)
Fall des gefarbten QR-Tilings. Eine graphische Darstellung der Tiles mit Kragen ist in den
Abbildungen E.1. - E.4. im Anhang gegeben; wegen der Komplexitit der Berechnungen
bietet sich fiir die konkrete Berechnung eine Programmierung mittels GAP an. Es liegen
jetzt 64 Prototiles, 96 Kanten und 36 Vertices vor. Fiir die Réange der Differentiale erhalten
wir

Rang(9°) = 35; Rang(0') = 57,

wobei die Smithsche Normalform von d' ein von 0 und 1 verschiedenes Element auf der
Diagonalen enthélt (ndmlich 2). Mit Satz B.23 rechnen wir:

HYT;Z) ~ Z, (7.13)
HYT';Z) ~ 7, (7.14)
HY(T;Z) ~ 77 @ Zs. (7.15)
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Auch in diesem Fall sind die Kohomologien von nulltem und erstem Anderson-Putnam-
Komplex identisch. Dies trifft allerdings im allgemeinen nicht auf alle Substitutionstilings
zu. Daher konnte ein Gegenstand weiterer Forschungsarbeiten auf diesem Gebiet die ge-
nauere Untersuchung dieses Phdnomens sein (bzw. die Frage, welche notwendigen oder
hinreichenden Bedingungen existieren, dass die Abbildung +* ein Isomorphismus ist).



8. Zur geometrischen Interpretation von
Kohomologiegruppen

In diesem Kapitel wollen wir einen Ansatz zur geometrischen Interpretation der Torsion in
der Kohomologie von Substitutionstilings aufstellen.

Wir hatten in Kapitel 3 festgestellt, dass Torsion fiir Projektionstilings der Dimension und
Kodimension 2 hochstens in der zweiten Kohomologiegruppe H?(27;Z) auftreten kann.

Sei T" nun ein quasiperiodisches Projektionstiling der Dimension und Kodimension 2,
welches auch Substitutionstiling ist und I'; der fiir die Berechnung geeignete Anderson-
Putnam-Komplex (es gilt also i = 0 oder ¢ = 1). Ist die Abbildung v* bzw. deren Anteil
72 (bezogen auf I';) nun ein Isomorphismus, so kann Torsion in der Gruppe H 2O Z)
nach Satz 2.16 genau dann auftreten, wenn diese auch in der zweiten Kohomologiegruppe
H?(T;; Z) auftritt. In unseren Rechenbeispielen ist dies der Fall, daher wollen wir uns beim
Aufstellen der notwendigen und hinreichenden Bedingungen auf diesen Fall beschrianken.
Wir halten zunachst fest:

Satz 8.1

Sei T ein Substitutionstiling der Dimension 2 derart, dass die Abbildung . zwischen dem
Anderson-Putnam-Komplex I';, i = 0 (falls T den Rand erzwingt) oder i = 1 (sonst)
bijektiv ist. Dann hat H*(Qp;Z) genau dann einen nichttrivialen Torsionsteil Zy, wenn
H?*(T;; Z) denselben nichttrivialen Torsionsteil hat. O

Es gentigt dann fiir diesen Fall also, die Torsion in der Kohomologie H*(T';; Z) der Anderson-
Putnam-Komplexe zu betrachten. Da es sich dabei um Zellkomplexe handelt (derart, dass
der Rand jeder k-Zelle aus k — 1-Zellen besteht), sind sie einer geometrischen Anschauung
zuganglich, was wir bei unseren Berechnungen ja auch immer ausgenutzt haben.

Wir tiberlegen uns zunéchst, wie die geometrische Definition von Torsion aussieht, bezogen
auf die zellulare Kohomologie:

Satz 8.2

Sei X ein CW-Raum. H*(X;Z) hat genau dann einen nichttrivialen Torsionsteil Z;, , wenn
es eine 1-Kokette gibt, deren Korand von der Form k- z ist, wobei z ein von 0 verschiedener
2-Kozyklus ist, so dass es keine 1-Kokette o gibt mit 0'c = z.

117
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Beweis. Nach den Ausfiihrungen in Abschnitt B.3.2 sind die Elemente der zweiten Koho-
mologiegruppe die Elemente des Quotientenmoduls der 2-Kozyklen modulo der 1-Korander.
Ein von null verschiedenes Element aus H?(X; Z) ist demnach ein 2-Kozyklus, welcher kein
1-Korand ist. Sei z nun ein Torsionselement in H?(X;Z). Dann gibt es nach Definition A.1
ein k € N, k # 0, so dass k- z = 0 gilt. Das bedeutet aber nichts anderes, als dass es einen
2-Kozyklus z gibt, der genau dann zu einem 1-Korand wird, wenn er k-mal durchlaufen
wird. Damit folgt dann unmittelbar die Behauptung. O

Nun haben wir jedoch keine genauen Vorstellungen davon, wie ein Kozyklus im Allgemeinen
aussehen konnte. Koketten hatten wir uns stets geometrisch so vorgestellt wie Ketten, bei
Kozykeln wird der Sachverhalt jedoch etwas komplizierter (siehe z.B.[SZ]). Etwas einfacher
stellt sich unser Problem dar, wenn wir von der Kohomologie zur Homologie iibergehen, was
nach Satz B.18 im endlich erzeugten Fall immer moglich ist. Der Torsionsteil der zweiten
Kohomologiegruppe ”verschiebt” sich dann einfach auf die erste Homologiegruppe und die
Aussage von Satz 8.2 iibertragt sich sinngemaf:

Satz 8.3

Sei X ein CW-Raum. Hat H*(X;Z) einen nichtverschwindenden Torsionsteil Zy, so hat
H(X;Z) denselben nichttrivialen Torsionsteil. Es gibt dann also eine 2-Kelte o9, deren
Rand von der Form k- z ist, wobei z ein von 0 verschiedener 1-Zyklus ist, so dass es keine
2-Kette o' gibt mit Oyo’ = z. O

Sei nun o9 eine 2-Kette wie in Satz 8.3. Diese ist von der Form o9 = aj¢q + asca + ... +
anCn, wobei die ¢, ein Erzeugendensystem der zweiten Kettengruppe darstellen und die a;
beliebige Koeffizienten aus Z sind. Wenden wir auf diese Gleichung den Randoperator 0,
an, so erhalten wir wegen dessen Linearitét:

820'2 = 82(a101 + asCo + ... + ancn) = aq - (9201 + as - (9262 + ... +a,- 82cn. (81)

Damit jetzt die Bedingung von Satz 8.3 iiberhaupt erfiillt sein kann, darf die rechte Seite der
Gleichung nicht verschwinden. Es muss also in jedem Erzeugendensystem der Kettengruppe
(3 mindestens eine erzeugende Kette ¢; geben mit Odyc; # 0. Fiir unsere Berechnungen
hatten wir die Kettengruppe Cy (bzw. C?) erzeugt, indem wir alle 2-Zellen als Erzeuger
gewahlt hatten, geometrisch gesprochen also unsere Prototiles.

Dies liefert uns eine notwendige Bedingung fiir die Torsion:

Satz 8.4

Die ganzzahlige Kohomologie des Komplexes I'; kann hochstens dann Torsion haben, wenn
es im zugehorigen Tiling mindestens ein Prototile gibt, dessen Rand von null verschieden
1st. O
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Beispiel 8.5

Betrachten wir das ungefarbte, unbepfeilte oktagonale Tiling. Orientiert man die Kanten
der Prototiles, so erhédlt man das in Abbildung 8.1. dargestellte Bild (die Pfeile stehen hier
fiir die gewdhlten Orientierungen der Kanten).

Al
4/]

c

d

N

a

Abbildung 8.1.: Die Prototiles des oktagonalen Ammann-Beenker-Tilings mit Kantenidentifizie-
rung

Wir erkennen, dass der Rand jedes einzelnen Prototiles gleich 0 ist, daher kann die zweite
Kohomologiegruppe des nullten Anderson-Putnam-Komplexes keine Torsion aufweisen.

Indem wir die Vertices des Tilings nun verschiedenartig fiarben, erzwingen wir, dass die
gegeniiberliegenden Kanten der Prototiles verschieden sind (siehe die Abbildungen D.1. -
D.5.), weshalb Torsion im Komplex I'; méglich wird.

Diese notwendige Bedingung gilt auch fiir Tilings der Dimension 3. In diesem Fall kann
man sich die Orientierung der 3-Kette als ”Schraubenlinie” vorstellen, die die Reihenfolge
des Durchlaufens durch die 2-Ketten, die den Rand ausmachen, vorgibt [SZ]. Die notwen-
dige Bedingung fiir Torsion kann in diesem Fall sowohl fiir die zweite als auch die dritte
Kohomologiegruppe erfiillt sein. Man wird also damit rechnen miissen, dass in Tilings der
Dimension groBer als zwei auch die Kohomologiegruppen H%(T';;Z), ¢ > 2 Torsion aufwei-
sen konnen.

Wir wollen uns nun ansehen, wie wir die 2-Kokette 02 aus Satz 8.2 fiir ein vorgegebenes

Tiling konkret berechnen konnen. Dazu stellen wir zunachst fest, dass es nach Satz B.23
geniigt, statt des Quotienten Ker(9")/Im(0°"') die Matrix 0! auf das Auftreten von
Elementen > 1 auf der Diagonalen der Smithschen Normalform S(9"~!) zu untersuchen.

Wir hatten nun beim Aufstellen der Matrix 9! stets die kanonischen Basen der Koketten-
gruppen C' und C? verwendet (also die Basen, deren Basiselemente stets nur aus einer
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1-Kokette bzw. 2-Kokette bestehen). Um die Auswirkung der Torsion nun zu untersuchen,
miissen wir die Matrix mittels geeigneter Basistransformationen auf Smithsche Normal-
form bringen. Mit der Transformationsformel fiir Basen (erweitert auf Z-Moduln) (siehe
z.B [Fi]) gilt dann:

SOHY=B-0'- A1, (8.2)

wobei A und B Matrizen sind, welche die kanonischen Basen A bzw. B von C! bzw. C?
auf neue Basen A’ bzw. B’ transformieren.

Im Fall eines nichttrivialen Torsionsteils gibt es nun in §(9') Diagonalelemente, welche
von 0 und 1 verschieden sind (Satz B.23). Sei k ein solches Element, dieses befinde sich
0.B.d.A. in der i-ten Zeile von S(9'). Multiplizieren wir die obige Gleichung von rechts mit
dem Einheitsvektor e;, so erhalten wir:

k-e;=B-0"- (A .e)=B-0" . (8.3)

Multiplizieren wir jetzt von links mit B~! so erhalten wir schlielich:

k-(B7le) =0"- (A -e)). (8.4)

Anders ausgedriickt: Es gibt Vektoren v und v, so dass 0' - v = k- u gilt mit &k > 1 und es
keinen Vektor w gibt mit k- w = v. Wir haben damit also genau die Aussage von Satz 8.2
verifiziert.

Mittels des universellen Koeffiziententheorems B.18 kénnen wir unsere Betrachtungen wie-
der direkt auf die Homologie iibertragen. Wir ersetzen einfach 9 durch 9, und erhalten:

k-u' =00, (8.5)

wobei wir wieder voraussetzen, dass es keinen Vektor w’ mit k - w’ = v’ gibt. Es existiert
also eine 2-Kette (mit ganzzahligen Koeffizienten), ausgedriickt durch den Vektor v'; deren
Rand in der Form £ - v/ darstellbar ist, wobei v’ die Vektordarstellung einer 1-Kette ist,



KAPITEL 8. ZUR GEOMETRISCHEN INTERPRETATION VON
KOHOMOLOGIEGRUPPEN 121

welche nicht 1-Rand ist. Nach dem Beweis von Satz B.23 ist diese jedoch auch ein 1-Zyklus,
da es sich um ein Element aus der Basis der zweiten Kettengruppe beziiglich Smithscher
Normalform handelt; wir finden hier also genau die Aussage von Satz 8.3 wieder.

Zusammengefasst gilt also:

Satz 8.6

Sei X ein CW-Raum, dessen erste Homologiegruppe Hy(X;Z) (zweite Kohomologiegruppe
H?(X;7Z)) einen nichttrivialen Torsionsteil Zy, aufweist. Dann gibt es Vektoren u,u',v,v’,
so dass gilt:

u = 0"-v und (8.6)
k-u = 0y-0, (8.7)

wobei es keine Vektoren w,w’ gibt, so dass k-w = v oder k -w' = v gilt.

Zur konkreten Berechnung des Vektors ¢’ (auf den wir uns aus Griinden der geometrischen
Anschauung beschrinken) miissen wir die Matrizen A und B berechnen, dies kann z.B. mit
GAP durchgefiihrt werden. Damit konnen wir die Vektoren v fiir unsere Rechenbeispiele
ermitteln. Beim gefarbten QR-Tiling erhalten wir:

v'=(-1 -2 -2 -101-101-1-200000).
Die Torsion wirkt hier auf die Prototiles mit den Nummern 1, 2, 3, 4, 6, 7,9, 10 und 11.
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Abbildung 8.2.: Torsion kann nur entstehen, wenn in verschiedenen Prototiles Kanten vom glei-
chen Typ in derselben Orientierung vorkommen, hier z.B. die Kante a, wenn man
die Orientierungen aller Tiles gegen den Uhrzeigersinn wahlt.
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Auch fiir das gefarbte oktagonale Tiling mit Pfeilen konnen wir den Vektor v" bestimmen.
Wir erhalten:

v"=(-1-1000000-11000000-110000200).

Die Torsion wirkt in diesem Fall auf die Prototiles Nr. 1, 2, 9, 10, 17 und 18 (Abbildung
8.3).

Abbildung 8.3.: Torsion kann nur entstehen, wenn in verschiedenen Prototiles Kanten vom glei-
chen Typ in derselben Orientierung vorkommen, hier z.B. die Kante ¢, wenn man
die Orientierungen aller Tiles gegen den Uhrzeigersinn wahlt.

Sehen wir uns die Abbildungen 8.2 und 8.3 an, so fallt uns Folgendes auf: Zunéchst tritt
jeder Kantentyp mehrfach auf, teils gleichorientiert, teils in verschiedenen Orientierungen.
Die Tatsache, dass Kanten mehrfach auftreten, ist notwendig fiir Torsion:

Satz 8.7

Sei X ein CW-Komplex. Dann hat H*(X; Z) hochstens dann Torsion, wenn es mindestens
eine 1-Zelle gibt, die zum Rand mehr als einer 2-Zelle gehort oder im Rand einer 2-Zelle
mehrfach auftritt.

Beweis. Wiirde eine 1-Zelle nur zum Rand einer einzigen 2-Zelle gehoren, so entspréache
dies in der Randmatrix einer Spalte, die nur einen einzigen von 0 verschiedenen Eintrag
hat. Torsion konnte dann nur auftreten, wenn dieser Eintrag grofler als 1 ware, damit folgt
die Behauptung. a
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Diese notwendige Bedingung hilft uns im Fall der Anderson-Putnam-Komplexe jedoch
nicht weiter, da sie dort immer erfiillt ist (es gibt im Tiling ja keine ”freien” Kanten, die
nur zu einem einzigen Tile gehéren). Wichtiger ist die Feststellung, dass es Kanten gibt,
welche in verschiedenen Tiles dieselbe Orientierung aufweisen:

Bilden wir die Summe der Kanten eines Kantentyps unter Beachtung der Koeffizienten im
Vektor v, so fallt auf, dass es Kantensummen gibt, die nicht verschwinden. Dies ist kein
Zufall und fithrt uns zu unserer zweiten notwendigen Bedingung fiir Torsion:

Satz 8.8

Sei T ein Substitutionstiling der Dimension 2. Die zweite Kohomologiegruppe des Anderson-
Putnam-Komplexes hat hochstens dann Torsion, wenn die folgende Bedingung erfillt ist:
Ordnen wir jeder Kante, welche beziiglich der Orientierung des Prototiles t;, in dem sie
auftritt, positiv (bzw. negativ) orientiert ist die Zahl k; = 1 (bzw. k; = —1) zu, so gibt es
mindestens eine Kante, so dass Y, k; # 0 gilt.

Beweis. In Satz B.23 hatten wir gesehen, dass genau dann Torsion auftritt, wenn die Smit-
hsche Normalform der Matrix 0! ein von 0 und 1 verschiedenes Diagonalelement enthélt.
Unsere notwendige Bedingung fordert, dass die Summe der Spaltenelemente fiir mindestens
eine Spalte von 0 verschieden ist; 0.B.d.A. nehmen wir an, dass die Matrix vollen Rang hat,
andernfalls streichen wir linear abhéngige Zeilen. Wére die notwendige Bedingung nicht
erfiillt, so konnte man 9' einfach durch Addition von Zeilen auf Hermitesche Normalform
bringen (wie sich z.B. mit GAP verifizieren ldsst), wobei die Hermitesche Normalform dann
keine von 0, 1 oder -1 verschiedenen Elemente enthalt. Fiihrt man an der Hermiteschen
Normalform elementare Spaltenumformungen vor, um sie auf Smithsche Normalform zu
bringen, so kann auf der Diagonalen insbesondere kein von 0 oder 1 verschiedenes Element
stehen, folglich kann die zweite Kohomologiegruppe auch keine nichttrivialen Torsionsele-
mente aufweisen. a

Was nun noch fehlt, ist eine hinreichende Bedingung fiir Torsion. Hier ergibt sich nun
die Schwierigkeit, dass nach Satz 8.3 die Kette oo durch beliebige Linearkombinationen
von 2-Ketten entsteht. Wir konnen daher keine allgemeine geometrische Aussage machen,
die iiber die notwendigen Bedingungen hinausgeht. Es geht ja nicht nur darum, durch
Zeilenumformungen in einer Zeile ein von 0, 1 und -1 verschiedenes Element zu erzeugen,
sondern es darf dann in derselben Zeile auch weder das Element 1 noch das Element -1
auftreten, da bei Spaltenumformungen dann die Torsion wieder ”verschwinden” wiirde.

Zusammenfassung

Aus unseren geometrischen Untersuchungen iiber die Torsion in der Kohomologie von Sub-
stitutionstilings der Dimension 2 haben wir Erkenntnisse tiber notwendige und hinreichende
Bedingungen gewonnen, die wir in nachfolgender Ubersicht auflisten wollen.
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Die Kohomologie eines Substitutionstilings der Dimension 2 hat hochstens dann Torsion
wenn

e nicht die Rander aller Tiles gleich 0 sind.

e es Kanten gibt, welche dieselbe relative Orientierung in verschiedenen Tiles aufweisen
und deren relative Kantensumme im Anderson-Putnam-Komplex nicht verschwindet.

Die Kohomologie eines Substitutionstilings der Dimension 2 hat genau dann Torsion,
wenn

e cs eine 2-Kette gibt, deren Rand von der Form £ - z ist mit £ € NJk > 1, wobei z ein
nichttrivialer 1-Zyklus ist, welcher nicht 2-Rand ist.



0. Ausblick auf die K-Theorie

Im letzten Kapitel wollen wir noch einen Ausblick auf eventuelle weitere Forschungsarbei-
ten auf dem Gebiet der Topologie von Tilingraumen geben. Hier wird dann auch der in der
Einleitung erwahnte Zusammenhang der topologischen Untersuchungen zur Festkorper-
physik klar. Da es sich um einen Ausblick handeln soll (und die Komplexitét des Gebietes
den Rahmen dieser Arbeit bei Weitem sprengen wiirde), werden wir nur einige grundlegen-
den Ideen und Definitionen skizzieren sowie Aussagen aus bestehenden Arbeiten zitieren,
insbesondere sind hier [Bel],[Be2] und [KP| zu nennen. Der Aufbau dieses Kapitels folgt
im Wesentlichen den Ausfithrungen in [KP].

Zunachst benotigen wir einen Begriff aus der Funktionalanalysis, den Begrift einer C*-
Algebra [Pe]:

Definition 9.1

Sei V= (V,+) ein Vektorraum tber einem Korper K (wir wdhlen hier K == C). V
sei mit einer Norm || - ||, einer Multiplikation o : V. x V +— V wund einer Involution
x: V=V :aw a* versehen, so dass fur alle a,b € V die folgenden Bedingungen erfullt
sind:

(Vo+, |l - I|) ist ein Banachraum (also ein vollstindiger, normierter Vektorraum.

(V,+,0) ist eine assoziative K-Algebra.

Ao Bl <Al -|BIl-

°
B
Il
B

°
=

Dann heifit V- (zusammen mit +,0,%) C*-Algebra (iber C).
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Betrachten wir nun den Raum € zusammen mit R? wiederum als dynamisches System (die
Elemente aus R? seien die Translationen). Wir haben nun die Moglichkeit, dem System
(Qr,RY) auf verschiedene C*-Algebren zuzuordnen. An dieser Stelle erwihnen wir zwei
dieser Algebren, welche in [KP] Erwdhnung finden:

Wir betrachten zunichst die stetigen Funktionen mit kompaktem Triger von Q7 x R? nach
C (also die Funktionen, die jedem Tiling zusammen mit einer Translation eine komplexe
Zahl zuordnen), diese fassen wir in einer Menge Cc(Qr x RY) zusammen. Wir versehen
Cc(Qr x RY) mit einem Produkt und einer Involution. Fiir alle f, g € Co(Qr xR?), x € RY,
T € Qr gelte:

(fog)(T,x) = f(Ty) x g(T —y,x — y)dy, (9.1)

yeR

f (T,z) = f(I—zx —x). (9.2)

Mit einer geeigneten Norm versehen und nach einer (nichttrivialen) Vervollstandigung (sie-
he z.B. [Pe]), wird damit Cc(Qr x RY) zu einer C*-Algebra.

Fiir die zweite Moglichkeit zur Definition einer C*-Algebra miissen wir etwas weiter ausho-
len: Zunéchst versehen wir alle Prototiles der Tilings in 27 mit einer Punktierung, d.h.
wir zeichnen in jedem Tile-Typ einen festen Punkt aus. Wir betrachten dann den Teilraum
Qp C Qp der Tilings, deren Ursprung auf einer solchen Punktierung liegt. Nun betrachten
wir spezielle Paare von Elementen aus 2p, indem wir definieren:

Rp={(T,Ty) € Qp x Qp|Fz € R : T} = T) + z}, (9.3)

dies sind also genau die Paare von Tilings, die durch eine Translation auseinander hervor-
gehen.

Den zugrundeliegenden Vektorraum fiir unsere zu konstruierende zweite C*—Algebra de-
finieren wir jetzt wie vorher zunéchst als Vektorraum der stetigen Funktionen Rp +— C.
Produkt und Involution definieren wir dann fir alle 77,7 € Qp (mit der Abkiirzung
Ry = {(Tl,T2> € Qr x QT|E|QZ S R4 T, =15 +.T}>

(f © g)(TlvTQ) = Z f(TlvT/) X g(T/>T2)7 (94>

T':(Ty,T")ERT

(1, T) = f(Ty,Th). (9.5)
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Wiederum mit einer geeigneten Norm versehen erhalten wir eine weitere C*-Algebra, welche
mit (Qr, R?) zusammenhéngt, diese wollen wir mit Ap bezeichnen.

Mit einigem mathematischen Aufwand lasst sich zeigen, dass die beiden Algebren stark
Morita-aquivalent sind. Eine genaue Definition dieses Begriffs benotigt ebenfalls einigen
mathematischen Aufwand, wir wollen dazu auf [AF] verweisen und lediglich feststellen, dass
die beiden Algebren isomorphe K-Theorien haben. Dies wollen wir jetzt etwas genauer
begriinden, dazu wollen wir eine (sehr) kurze Definition der komplexen K-Theorie von
C*-Algebren angeben: Im Wesentlichen handelt es sich dabei um Gruppen, welche gewisse
Elemente der C*-Algebra modulo geeigneter Aquivalenzrelationen enthalten. Wir skizzieren
hier die in [KP] gegebene Definition fiir die Gruppen Ky und Kj.

Sei dazu A eine C*-Algebra und M,,(A) die Menge aller n x n-Matrizen mit Eintrdgen aus
A. Wir definieren zunéchst eine Menge P(A):

P(A) == {p € M,(A)|p* = p=p* fiir irgendein n € N}. (9.6)

Seien nun p,q € P(A) und p,q € M,(A). Man kann p und ¢ nun in den M, (A) einbetten,
indem man fordert, dass die letzten n Zeilen und Spalten alle den Eintrag 0 haben. Wir
haben dann:

(Y -( Y o)

Die vorkommenden Matrizen sind hier als Blockmatrizen zu verstehen, d.h. das Nullelement
unten rechts steht z.B. fiir einen n x n-Block von Nullen. Dabei steht ~ fiir die Ahnlichkeit
von Matrizen, d.h. A ~ B, falls es eine invertierbare Matrix U gibt mit A = UBU~!. Die
Matrizen

6 6

sind nun orthogonal zueinander in dem Sinne, dass ihr Produkt 0 ergibt. Betrachten wir
jetzt statt der Matrizen P und @ ihre Aquivalenzklassen { P}, {Q} beziiglich Ahnlichkeit,
so konnen wir die folgende Addition definieren:
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{P}+1{Q} = { <€ 2) } . (9.9)

Um nun zu einer Gruppe zu gelangen, benotigen wir eine weitere Aquivalenzrelation, die
wir diesmal mit ~ bezeichnen wollen. Seien dazu wieder p, ¢ € P(A). Dann definiert man:

~n. (P OY (a0

wobei 1; die k-dimensionale Einheitsmatrix beschreibt. Die Aquivalenzklassen beziiglich
dieser neuen Relation schreiben wir diesmal mit eckigen Klammern. Setzen wir dann

Ko(A) = {[p] = [pllp, g € P(A)}, (9-11)

so erhalten wir eine abelsche Gruppe (die Subtraktion wurde eingefiihrt, damit jedes Ele-
ment invertierbar ist), diese bezeichnen wir als die nullte K-Gruppe Ky(A) der C*-
Algebra A.

Zur Definition der ersten K-Gruppe von A setzen wir zunéchst:

Up :={u € M,(A)|det(u) # 0}. (9.12)

Zwei Elemente u,v aus U, sollen jetzt aquivalent sein, wenn sie ineinander homtopierbar
sind, d.h., es eine stetige Matrix-Funktion A : [0, 1] — U, gibt, so dass A(0) = v und h(1) =
v gilt. Die Elemente aus U, lassen sich wiederum in die Menge U, einbetten, diesmal,
indem man das n + 1-te Diagonalelement gleich 1 setzt. Zusammen mit der Multiplikation
von Matrizen ist die Menge der Aquivalenzrelationen dann eine abelsche Gruppe, diese
bezeichnen wir mit K;(A).

Nun wollen wir auf die Anwendung der K-Theorie von C*-Algebren in der Festkérperphysik
eingehen. Betrachten wir dazu ein freies Teilchen in der Quantenmechanik, wobei wir dessen
Spin vernachlassigen wollen. Die zugehorigen Observablen lassen sich dann durch selbst-
adjungierte Operatoren repriasentieren, die auf die Wellenfunktion des Teilchens wirken.
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Jeder dieser Operatoren lasst sich aus Orts- und Impulsoperatoren konstruieren. Orts- und
Impulsoperatoren wiederum erzeugen nun eine Algebra, deren Abschluss eine C*-Algebra
im oben definierten Sinne ist; diese bezeichnen wir an dieser Stelle als Observablenalge-
bra.

Stellen wir uns nun vor, das Teilchen befinde sich in einem Quasikristall, welcher durch
ein Tiling modelliert wird. Dabei steht jedes Prototile fiir eine bestimmte Konfiguration
von Atomen, wobei zwei Aquivalente Prototiles dieselbe Atomkonfiguration reprasentieren
sollen. In diesem Fall kann man sich vorstellen, dass die Bewegung des Teilchens (im Tight-
Binding-Modell) ndherungsweise durch eine diskrete Bewegung dargestellt werden kann.
Die Impulsoperatoren in der Observablenalgebra miissen dann durch partielle Transla-
tionen ersetzt werden. In diesem Fall entspricht die zugehorige C*-Algebra genau unserer

Algebra Ar [Bel],[Be2],[KP].

Man kann jetzt auf der Gruppe Ky eine geeignete Ordnungsstruktur < definieren und die
Algebra Ar mit einer Spur 7 versehen. Diese induziert dann eine Abbildung 7 von K¢ (A7)
nach R.

Betrachten wir jetzt Energieliicken (Gaps) im Spektrum eines Teilchens in einem ein-
dimensionalen Quasikristall, der durch ein Tiling modelliert wird. Man kann jeder Ener-
gieliicke g ein Element [P,] € K zuordnen, wobei sich das Element P, aus dem Intervall
(—00, g) bestimmen lasst [KP]. Wenden wir jetzt die Spurabbildung 7 auf P, an, so er-
halten wir eine reelle Zahl, welche aber genau dem Wert der induzierten Abbildung 7 an
der Stelle [P,] entspricht. Nach geeigneter Wahl der Spur wenden wir die Formel von
Shubin an [Be2], welche uns gestattet, den Wert 7([F,]) mit dem Wert der integrierten
Zustandsdichte N(E) an dieser Stelle gleichzusetzen.

Eine Darstellung der Energieliicken gelingt am besten, wenn man die integrierte Zustands-
dichte iiber der Energie auftragt; in diesem Fall sind die Energieliicken genau die Plateaus
und die Gruppe Ky(A7) macht dann Aussagen iiber deren Anzahl und Anordnung, nicht
jedoch tiber ihre Position oder Breite. Neben dieser Aussage gibt es noch einige weitere
Gap-Labelling-Theoreme, siehe dazu [Bel].

Bisher haben wir noch nichts dariiber gesagt, wozu man zwei C*-Algebren benotigt bzw.
wie man die K-Theorie einer C*-Algebra iiberhaupt konkret berechnet. Zunéchst gilt hier
die folgende Isomorphiebeziehung [KP]:

K;(C*(Qp,RY)) ~ K4Qy), (9.13)

wobei i-d modulo 2 zu nehmen ist. Wegen der starken Morita-Aquivalenz gilt dann aber
auch:
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N(E) /|

—

Abbildung 9.1.: Integrierte Zustandsdichte, aufgetragen iiber der Energie. Die Werte auf der Hohe
eines Plateaus entsprechen genau dem Zahlenwert 7Kq([Fy]).

Ki(Ap) ~ K7=%Qp). (9.14)

K= beschreibt hier die topologische K-Theorie. Auf dieses Gebiet konnen wir hier
nicht ndher eingehen und verweisen auf [A] und [Hal]. Tatséchlich benétigen wir fir die
weitere Berechnung auch keine Aussagen aus der topologischen K-Theorie, wenn wir die
Kohomologiegruppen von Q7 kennen. In [AP] wurde die folgenden Isomorphiebeziehungen
gezeigt:

Ko(Ar) ~ HQp;Z) @ H*(Qp; 7Z), (9.15)
HY(Qp; Z). (9.16)

=
N
=P

2

Diese Bezichungen gelten fiir Tilings beliebiger Dimension, allerdings sind die erwahnten
Gap-Labelling-Theoreme nur fiir Tilings der Dimension eins giiltig. In unseren Rechenbei-
spiele erhalten wir fiir die K-Theorie:

o Ko(Ar) ~ 78 ® Zy und K,(Ar) ~ Z* beim gefirbten Quadrat-Rechteck-Tiling.
o Ko(Ar) ~ZY¥®Zy und K, (A7) ~ Z° beim gefarbten oktagonalen Tiling mit Pfeilen.
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Fiir Tilings hoherer Dimension lassen sich dhnliche Gap-Labelling-Theoreme formulieren
(die dann jedoch moglicherweise schwécherer Aussagen treffen als im eindimensionalen
Fall). Einige Ansétze hierzu finden z.B. in [Bel] Erwdhnung.



10. Zusammenfassung der Ergebnisse

und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit den notwendigen Formalismus zur Berechnung der ganzzah-
ligen Cech-Kohomologie von Substitutions- und Projektionstilings zusammengestellt und
das Berechnungsverfahren nach Kalugin auf den Fall ganzzahliger Koeffizienten erweitert.
Ferner haben wir die Kohomologie- und K-Gruppen zweier zweidimensionaler Tilings be-
stimmt sowie einen Ansatz zur geometrischen Interpretation der Torsion in der zweiten
Kohomologiegruppe fiir diese Tilings bzw. fiir Substitutionstilings der Dimension zwei ge-
funden. Schliellich haben wir das Berechnungsverfahren fiir die Kohomologie beliebiger
Tilings fiir einige Beispiele auf Konvergenz untersucht.

Es gibt nun eine Reihe weiterer moglicher Forschungsarbeiten auf diesem Gebiet, von denen
wir die Folgenden nennen wollen:

132

e Der Formalismus, den wir fiir zweidimensionale Tilings aufgestellt haben, sollte auf

Tilings hoherer Dimension erweitert werden. Insbesondere ist zu untersuchen, wann
in diesen Féllen Torsion in den Kohomologie- bzw. K-Gruppen auftreten kann.

Bei unseren Berechnungen von direkten Limites hatten wir in den meisten Fallen
angenommen, dass die zugehorigen Abbildungen Isomorphismen sind. Der Fall einer
allgemeinen Abbildung sollte genauer untersucht werden bzw. es sollte ein geeigneter
Berechnungsalgorithmus (eventuell fiir verschiedene Fille) aufgestellt werden.

Das allgemeine Berechnungsverfahren, das wir in Kapitel 7 aufgestellt haben, kann in
einigen Fallen ”Schwankungen” der Kohomologie beinhalten, d.h. fiir K; vergrofert
sich die Kohomologie im Vergleich zu Ky und verkleinert sich fiir Ky wieder. Dieses
Phénomen bedarf einer genaueren Untersuchung.

Analog zu den fiir eindimensionale Tilings giiltigen Gap-Labelling-Theoremen kénn-
ten sich eventuell schwachere Aussagen auch fiir die K-Theorie von Tilings hoherer
Dimension aufstellen lassen, auch dies sollte genauer untersucht werden.



A. Algebraische Grundlagen

A.1. Definitionen und Satze uiber abelsche Gruppen

Wir beschéaftigen uns in dieser Arbeit an vielen Stellen mit endlich erzeugten abelschen
Gruppen. Eine abelsche Gruppe kann bekanntlich freie Elemente und Torsionslemente ent-
halten:

Definition A.1

Sei G eine abelsche Gruppe 1. Ein Element g € G mit der Figenschaft 3m € Z,m # 0y :
m - g = 0 heifst Torsionselement. Die Torsionslemente in G bilden eine Untergruppe
von G, welche als Torsionsuntergruppe von G bezeichnet wird, diese enthalt auf jeden
Fall das neutrale Element e (bzw. 0, falls die Verkniipfung additiv geschrieben wird). Alle
Elemente in G, die nicht Torsionselement sind, heifien freie Elemente.

Endlich erzeugte abelsche Gruppen lassen sich nun folgendermaflen klassifizieren:

Satz A.2
Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gilt

GoZ" @l ®ley® ... B L, (A.1)

mitm € Ng, ¢; € Z, ¢; > 1 und ciy1|c; firi=1,2,...,n sowie der Abkirzung Z., = 7/ c37Z.
Die Zahlen m,c;, (i = 1,2,...,n) sind dabei eindeutig durch G bestimmt. Ist m = 0, so
bezeichnen wir G als Torsionsgruppe *. Gilt dagegen c¢; = 1 fiir alle i, so nennen wir
G freie Gruppe. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G lasst sich damit darstellen als
direkte Summe aus einer freien Gruppe F und einer Torsionsgruppe T: G ~ F @ T.

Fiir eine abelsche Gruppe G lasst sich deren Rang definieren als die Kardinalitat einer
maximalen Z-linear unabhangigen Teilmenge.

!Die zugehérige Verkniipfung + geben wir nur jeweils bei Bedarf explizit an.
ZDabei definieren wir Z° := {0}.
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Es gilt hier der folgende Satz:

Satz A.3
Sei T" eine endlich erzeugte abelsche Torsionsgruppe. Dann hat T den Rang null.

Beweis. Um den Rang von 7' zu bestimmen, miissen wir eine maximale Z-linear un-
abhangige Teilmenge von T bestimmen und deren Elemente abzéahlen. Da jedes Element
t; in T Torsionslement ist, gibt es ganze Zahlen n; # 0z mit n; - t; = 0, d.h. es gibt kein
Element, das von sich selbst linear unabhéngig ware und jede Z-linear unabhangige Teil-
menge von 7' ist leer, somit ist der Rang von 7" nach Definition null. a

Damit lasst sich der Rang einer endlich erzeugten abelschen Gruppe G aus der Zerlegung
in Satz A.2 bestimmen; da der Torsionsteil keinen Beitrag zum Rang liefert, handelt es
sich dabei also genau um die Zahl m.

Ein Satz, den wir oft (implizit) verwenden ist die Tatsache, dass abelsche Gruppen mit
Z-Moduln iibereinstimmen, bzw. einander bijektiv entsprechen:

Satz A.4
Sei G eine abelsche Gruppe. Dann lasst sich G mit der Verkniipfung in G als Addition als
Z-Modul auffassen. Umgekehrt ldsst sich jeder Z-Modul auch als abelsche Gruppe auffassen.

Entsprechend iibertragen sich Definition A.1 und die Satze A.2 und A.3 auf endlich erzeugte
Z-Moduln, insbesondere der Begriff der Torsion.

A.2. Satze iiber Gruppenhomomorphismen

Satz A.4 ermoglicht es uns, diejenigen Satze aus der linearen Algebra auf abelsche Gruppen
zu iibertragen, welche unabhangig von der Tatsache sind, dass ein Vektorraum tiber einem
Korper definiert ist; in diesem Fall kénnen wir den Korper K durch den Ring Z ersetzen,
ohne dass die Sitze an Giiltigkeit verlieren 3. Die wichtigsten Sitze dieser Art, die wir
in dieser Arbeit verwenden wollen, sind die folgenden: Betrachten wir Gruppen und deren
Bilder unter Gruppenhomomorphismen, 4 so gilt z.B. der aus der linearen Algebra bekannte
Rangsatz ([SZ]):

3Auch bei Kérpern, Ringen, Vektorrdumen und Moduln sehen wir im Allgemeinen davon ab, Addition
und Multiplikation explizit zu erwahnen.

4Abbildungen, die die Struktur eines Objektes erhalten, bezeichnen wir zuweilen auch als Morphismen,
fiir den Fall, dass es sich um Gruppen handelt, spricht man von Homomorphismen: Das Bild einer
Gruppe unter einen Homomorphismus ist wieder eine Gruppe.
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Satz A.5

Sei f . G — H ein Gruppenhomomorphismus. Sind G und H endlich erzeugte, freie
abelsche Gruppen, so gilt Rang(Im(f)) + Rang(Ker(f)) = Rang(G), wobei wie iblich
Im(f):={h€ H|3g: f(g) = h} und Ker(f) :={g € G|f(g9) =0u} definiert sind.

Unabhéngig davon gilt fiir beliebige Gruppen der Homomorphiesatz [Bo|:

Satz A.6
Sei f . G — H ein Gruppenhomomorphismus zwischen Gruppen G und H. Dann gilt
Im(f)~G/Ker(f).°

Schlieflich gilt speziell fiir endlich erzeugte Z-Moduln (bzw. abelsche Gruppen) noch der
folgende sehr wichtige Satz, welcher in der linearen Algebra keine Entsprechung findet:

Satz A.7

Sei A eine abelsche Gruppe mit nichttrivialem Torsionsteil und f : A — B ein Gruppen-
homomorphismus. Dann hat B ebenfalls einen nichttrivialen Torsionsteil, falls nicht alle
Torsionslemente von A im Kern von f liegen.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass das Bild eines Torsionselementes unter einem Homomor-
phismus wiederum ein Torsionselement ist. Sei a € A ein Torsionselement. Dann gibt es
ein m € Z,m # 0z, so dass m - a = 04 gilt. Bilden wir dies mittels f ab, so erhalten wir
fir das Bildelement: f(04) = f(m-a) =m - f(a) = 0p und wegen m # 0z hat damit auch
f(a) Torsion. Ein Torsionselement von kann damit entweder auf 0 abgebildet werden oder
auf ein Torsionselement # 0 in B, damit folgt die Behauptung. a

Satz A.7 sagt aus, dass Torsionselemente unter Homomorphismen wiederum auf Torsions-
elemente abgebildet werden miissen. Uber die Bilder von freien Elementen unter Homo-
morphismen sind dagegen keine allgemeinen Aussagen moglich; diese konnen sowohl auf
Torsionselemente als auch auf freie Elemente abgebildet werden.

A.3. Quotientenraume und Smithsche Normalform

Werfen wir jetzt noch einen kurzen Blick auf Quotientenrdume: In der linearen Algebra
lasst sich zeigen, dass aus einem Vektorraum V' zusammen mit einem Untervektorraum W
ein neuer Vektorraum V/W entstehen kann, dessen Elemente die Klassen v + W, v € V
beziiglich der Aquivalenzrelation v ~ v < v — v’ € W sind [Fi].

®Dieser Satz lisst sich auch fiir verschiedene andere Strukturen (z.B. Ringe) formulieren, siehe z.B.[Bo].
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Weiterhin lésst sich der folgende Satz zeigen [Fi]:

Satz A.8
Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum, welcher sich als direkte Summe zweier Un-
terraume Wy und Wy darstellen lisst. Sei V/Wy der aus V' und Wy entstehende Quotien-

tenvektorraum. Dann gibt es einen bijektiven Homomorphismus (Isomorphismus)
p: Wy — V/Ws.

Man kann also den Quotientenvektorraum einfach dadurch erhalten, dass man aus V alle
Elemente von Wy herausdividiert. Fiir den Fall von Vektorraumen stellt dies kein grofles
Problem dar, da diese tiber Korpern definiert sind. Haben wir dagegen nur Z-Moduln
vorliegen, so wird die Problemstellung etwas komplizierter; man bedient sich dann der
Smithschen Normalform und es gilt der folgende Satz ¢ [C]:

Satz A.9

Sei L ein Z-Untermodul eines freien Moduls L'. Sei ferner A diejenige Matriz, die man
erhalt, wenn man eine Basis von L' durch eine Basis von L ausdrickt. Dann lisst sich
A durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen auf eine Matriz S(A) transformie-
ren, welche hochstens auf der Diagonalen von 0 verschiedene Fintrdge enthdlt. Diese sind
eindeutig bestimmte ganze Zahlen dy,ds, ..., d, so dass gilt:

i) Fir alle i mit 1 < i <n gilt d;|d;11, falls d; # 0.
ii)
L'/L~ P (2/d;Z).

1<i<n

iii) Es gibt eine Z-Basis (vy,...,v,) von L', so dass (dyvy, ..., d,v,) eine Z-Basis von L
15t.

Die Matriz S(A) heiffit Smithsche Normalform von A.

Ersetzen wir in Satz A.9 den Ring Z durch einen Korper K, so erhalten wir natiirlich die
Aussage von Satz A.8.

A.4. Homologische Algebra

In diesem Kapitel wollen wir einige wichtige Sétze tiber exakte Sequenzen abelscher Grup-
pen zusammenfassen, die wir sowohl fiir unsere Berechnungen benétigen, als auch fiir die
spatere Definition der Homologie- und Kohomologiegruppen. Da wir hier nur abelsche

Dieser Satz gilt in derselben Form fiir endlich erzeugte Moduln {iber beliebigen Hauptidealringen [C]
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Gruppen betrachten, bezeichnen wir das neutrale Element einer Gruppe G stets mit Og.
Eine Gruppe, welche nur das neutrale Element enthalt, bezeichnen wir im Folgenden mit
0. Das neutrale Element der Gruppe Z wollen wir, um Verwechslungen zu vermeiden, mit
0z bezeichnen.

A.4.1. Lange und kurze exakte Sequenzen: Definition,
Auswertungsalgorithmus und Satze tiber Torsionsgruppen in
kurzen Sequenzen

Definition A.10
Fine Sequenz

N e N P N = S

von abelschen Gruppen Ay, A, ..., A, mit Gruppenhomomorphismen ay, s, . .., oy, heifit
lange exakte Sequenz, falls Ker(ay) = Im(ag_1) fir alle k € N gilt (diese Bedingung
nennen wir Exaktheit der Sequenz im Punkt Ay ). Ist die Sequenz von der Form

095 A, 22 A, 25 A5 94 0

und in jedem Punkt exakt, so sprechen wir von einer kurzen exakten Sequenz.

Fiir die Auswertung einer langen exakten Sequenz benutzen wir die Tatsache, dass sich
jede solche Sequenz zuriickfithren ldsst auf eine Anzahl kurzer exakter Sequenzen [Mu]:

Satz A.11
Sei

A1—>A2—>A3—>A4—>A5—>A6

ein Ausschnitt aus einer lange exakte Sequenz abelscher Gruppen und sei Cy := Ker (A —
A1) = Im(Ax_1 — Ag). Dann sind die Sequenzen auf den Diagonalen des (kommutati-
ven) Diagramms
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0 0 0 0 0 0

NS NS NS
Cy Cy Cs

A\ AN\ AR

Ay Ay Az Ay As Ag

A NS N AN
e Cy Cs ;
A / \
0 0 0 0 0 0

kurze exakte Sequenzen.

Insbesondere folgt aus Satz A.11, dass, falls Ag auf 0 abgebildet wird, die Gruppe C'; trivial
ist und falls der Homomorphismus vor der Gruppe A; die triviale Gruppe als Urbild hat,
gilt zudem C7 = 0.

Wir kénnen also die Auswertung einer langen Sequenz zuriickfithren auf die Auswertung
von kurzen exakten Sequenzen. Besonders wichtig ist hier der Fall, dass eine kurze exakte
Sequenz spaltet, es gilt der folgende Satz [SZ]:

Satz A.12
Sei

« - (0% «
05 A =5 Ay =5 A3 =50

eine kurze exakte Sequenz abelscher Gruppen. Ist As eine freie abelsche Gruppe, so spaltet
die Sequenz, d.h. es gilt Ay ~ A & As.

Bei unseren Berechnungen haben wir stets eine der folgenden Problemstellungen: Von einer
exakten Sequenz

0 A—-B—-C—=0

e sind die Gruppen B und C bekannt und die Gruppe A ist zu bestimmen.
e sind die Gruppen A und B bekannt und C' ist zu bestimmen, wobei A trivial ist.

e sind die Gruppen A und C' bekannt und B ist zu bestimmen.
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Den zweiten Fall wollen wir in Beispiel A.16 abhandeln.

Sei nun zunachst A unbekannt. Sind B und C frei, so konnen wir A unmittelbar aus Satz
A.12 bestimmen, dabei machen wir uns den folgenden Satz zunutze, welcher fiir endlich
erzeugte Gruppen gilt:

Satz A.13
In einer exakten Sequenz gilt Rang(A) + Rang(C) = Rang(B).

Beweis. Da eventuelle Torsionsteile keinen Beitrag zu den Réangen von A, B und C' lie-
fern, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Gruppen frei sind. Aus Satz A.12 folgt dann
zunéchst Rang(A® C') = Rang(B) und aus der Definition der direkten Summe von Grup-
pen schliellich Rang(A) + Rang(C) = Rang(B), die Behauptung. O

Hat C' dagegen einen nichttrivialen Torsionsteil, so konnen wir ebenso vorgehen, falls B
frei ist; es gilt der folgende Satz:

Satz A.14
Set0 - A — B — C — 0 eine kurze exakte Sequenz, C' sei eine beliebige abelsche Gruppe
und B eine freie abelsche Gruppe. Dann ist die Gruppe A frei.

Beweis. Sei a ein Torsionslement in A. Dann muss wegen Satz A.7 a auf das Nullelement
von B abgebildet werden (denn dieses ist das einzige Torsionselement in B). In diesem Fall
lage a aber im Kern der Abbildung A — B. Da die Sequenz exakt ist, ist der Kern dieser
Abbildung gleich dem Bild der Abbildung 0 — A, ist also isomorph zu 0. Daraus folgt,
dass a = 0 ist und die Gruppe A ist frei, wie behauptet. O

Schlieflich kann der Fall auftreten, dass B einen nichtverschwindenden Torsionsteil hat,
wahrend C' frei ist. In unseren Fillen ist dann C' stets die triviale Gruppe, so dass wir
wiederum Beispiel A.16 heranziehen konnen.

Es bleibt der Fall zu untersuchen, dass B zu bestimmen ist, wihrend A und C' unbekannt
sind. Ist C frei, so ist B nach Satz A.12 genau dann frei, wenn A eine freie Gruppe ist
und Rang(B) lasst sich dann aus Satz A.13 gewinnen. Ist C' frei und A beliebig, so kénnen
wir ebenfalls Satz A.12 anwenden; in diesem Fall entspricht der Torsionsteil von B dem
Torsionsteil der Gruppe A.

Dies liefert uns nun in zusammengefasster Form einen Satz, der angibt, wie wir eine kurze
exakte Sequenz in verschiedenen Fallen auswerten konnen (wir beschrénken uns hier auf
die in unseren Berechnungen relevanten Félle):

Satz A.15
Sei 0 - A — B — (' — 0 eine kurze exakte Sequenz aus beliebigen, endlich erzeugten
abelschen Gruppen.
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(a) Ist die Gruppe A unbekannt, so erhalten wir den Rang von A zu Rang(A) = Rang(B)—
Rang(C). Sind die Gruppen B und C' frei, so ist A frei und durch Rang(A) eindeu-
tig bestimmt. Ist nur die Gruppe B frei, so ist auch die Gruppe A frei und damit
wiederum eindeutig durch Rang(A) bestimmt. Ist dagegen nur die Gruppe C' frei, so
ist der Torsionsteil von A gleich dem Torsionsteil von B, wdhrend der Rang von A
wiederum zu Rang(A) = Rang(B) — Rang(C) bestimmt ist.

(b) Ist die Gruppe B unbekannt, so ist sie bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, wenn
die Gruppe C frei ist, es gilt dann B ~ A& C.

(c) Ist die Gruppe C unbekannt und die Gruppe A =0, so ist C' ~ B.
Im Folgenden wollen wir noch zwei einfache Beispiele angeben, die die das Argumentieren
mittels exakter Sequenzen erleichtern:

Beispiel A.16
Betrachten wir die exakte Sequenz

0% 4%2 B %, (A.2)

Durch a3 werden alle Elemente von B auf 0, abgebildet, es ist also Ker(az) = B und
aus der Exaktheit folgt Im(ay) = B, folglich ist ay surjektiv. Die Abbildung «; bildet
dagegen 0y auf 04 ab (da es sich bei der Abbildung um einen Homomorphismus handelt),
wir haben also Im(a;) = 04 bzw. wegen der Exaktheit auch Ker(as) = 04, damit ist as
auch injektiv, ingesamt also bijektiv und es gilt A ~ B.

Beispiel A.17
Betrachten wir nun die kurze exakte Sequenz der Form

035 42020 (A.3)

Es ist Ker(ag) = Im(ay) = A bzw. Im(ay) = Ker(as) = 04, damit folgt sofort A = 0.
Ebenso konnen wir fiir kurze exakte Sequenzen der Form

091,022, 4 2, (A.4)

argumentieren.



B. Topologische Grundlagen

In diesem Kapitel wollen wir einige wichtige topologische Definitionen und Satze darstellen
- einerseits, um die in der Arbeit verwendete Notation festzulegen (welche in der Literatur
nicht einheitlich gehandhabt wird), andererseits, um alle fiir die in der Arbeit durchgefiihr-
ten Berechnungen und Beweise relevanten Satze in zusammengefasster Form zur Verfiigung
zu haben.

B.1. Mengentheoretische Topologie

B.1.1. Grundlegende Definitionen

Die fiir alle topologischen Untersuchungen grundlegenden Begriffe entstammen der men-
gentheoretischen Topologie. Basis jeglicher topologischer Untersuchungen ist der Begriff
des topologischen Raumes bzw. der Topologie [J]:

Definition B.1
Sei X eine nichtleere Menge und T eine Menge von Teilmengen von X, so dass gilt:
i) X, 0eT.
i) ABeT =ANBeT.
i) ACT =UAeT.

Dann heifit T eine Topologie auf X und das Paar (X,T) wird als topologischer Raum
bezeichnet, wihrend X Trdgermenge des topologischen Raumes heift.

Eine Topologie auf X enthalt also wenigstens die leere Menge und X selbst, die Durch-
schnitte aller Paare von Elementen aus 7 sowie beliebige Vereinigungen von Elementen
aus 7. Die Mengen in 7 werden als offene Mengen bezeichnet. Eine Teilmenge U C X
heift Umgebung zu einem Punkt x € X, wenn es eine offene Menge V' € 7 gibt, so
dass x € V C U gilt. Eine Menge U = {U;, Uy, ...,U,} von offenen Mengen heifit offene
Uberdeckung von X, wenn X = Ui, U; gilt.

141
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Eine zusatzliche Forderung an einen topologischen Raum ist dessen Hausdorffeigenschaft,
die in den meisten praktischen Féllen erfiillt ist. Diese fordert, dass sich je zwei Punkte
z,y € X durch Umgebungen U,, U, trennen lassen [J]:

Definition B.2
Fin topologischer Raum heifst Hausdorffraum, wenn es zu allen Punkten x,y € X mat
x #y Umgebungen U, und U, von x bzw. y gibt, so dass U, N U, = 0 gilt.

Um Topologien zu charakterisieren, wird der Begriff der Basis eines topologischen Raumes
eingefiihrt [J]:

Definition B.3
Fine Teilmenge B C T heifst Bastis von T, falls gilt:

VG eT3IB CcB:UB =G.

Jede offene Menge von X lésst sich damit darstellen als Vereinigung von Elementen aus
B, wobei nattirlich 7 selbst auch eine Basis ist.

B.1.2. Durch Metriken induzierte Topologien

Ein wichtiger Spezialfall eines topologischen Raumes ist der, dass die Topologie durch eine
Metrik d induziert wird, also eine Abbildung d : X x X +— R mit den Eigenschaften
d(z,y) > 0 fir x # y, d(z,z) =0, d(z,y) = d(y,z) und d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) fir alle
x,y,2z € X. Dabei werden die offenen Mengen definiert iiber e-Umgebungen. Hier verstehen
wir unter Umgebung den "metrischen” Umgebungsbegriff: Eine Menge U heifit Umgebung
von z, wenn es ein r € R gibt, so dass U C B, := {2’ € X|d(x,2") < r} gilt. Gibt es ein
e € R, so dass U = B, gilt, so heifit U eine e-Umgebung von z (bzw. eine offene e-Kugel
um ).

Eine Teilmenge U des metrischen Raumes (X, d) sei nun genau dann offen, wenn es zu
jedem Punkt x € U ein € > 0 gibt, so dass die e-Umgebung von = ganz in U enthalten
ist; auf diese Weise erhélt man eine Topologie. Die offenen e-Kugeln bilden dann eine
Basis dieser Topologie, weshalb es zu ihrer Charakterisierung ausreicht, e-Umgebungen zu
betrachten.

B.1.3. Abbildungen zwischen topologischen Raumen

Seien XY topologische Raume. Eine Abbildung f : X +— Y heifit stetig, wenn Urbilder
offener Mengen stets offen sind [J].
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Ist f stetig und bijektiv, wobei f~! ebenfalls stetig ist, so heit f Homoomorphismus
und die Raume X und Y sind homoomorph. In diesem Fall sind X und Y weder men-
gentheoretisch unterscheidbar (sie enthalten gleich viele Elemente) noch topologisch unter-
scheidbar, d.h. sie teilen alle mengentheoretischen und topologischen Eigenschaften.

Fiir viele Anwendungen ist dieses Vergleichskriterium jedoch etwas zu streng, da man
meistens nur an den topologischen Eigenschaften interessiert ist. Hier bietet sich die Ho-
motopiedquivalenz an [SZ]:

Definition B.4

Fine stetige Abbildung f : X +— Y zwischen zwei topologischen Rdaumen X und 'Y heifst
Homotopiedquivalenz, wenn es eine Abbildung g : Y — X gibt mit f o g ~ idy und
go f ~idyx, wobei id jeweils fir die identische Abbildung steht. X und Y heiffen homo-

topieaquivalent oder vom selben Homotopietyp, wenn es eine Homotopiedquivalenz
f: X =Y gibt.

Wir bemerken hierzu, dass die Abbildungen f o g bzw. g o f nicht gleich den jeweiligen
Identitétsabbildungen sein miissen sondern lediglich homotop(dabei nennen wir zwei Ab-
bildungen f : X +— Y und g : X — Y homotop zueinander, wenn es eine Homotopie
Hy : X x[0,1] — Y gibt mit H(X,0) = f und H(X,1) = g). Wiirden wir die Gleichheit
von f o g bzw. go f mit den jeweiligen Identitaten fordern, so hatten wir genau die oben
definierte Homoomorphie von Raumen X und Y definiert.

Anschaulich bedeutet Homotopiedquivalenz beispielsweise, dass sich topologische Radume
stetig deformieren lassen (z.B. dehnen, stauchen, biegen), wodurch sich an ihrem Homo-
topietyp und damit auch an den meisten topologischen Eigenschaften nichts andert, ins-
besondere sind ihre Homotopiegruppen und (Ko-)Homologiegruppen isomorph. Sind zwei
Raume homoomorph, so sind sie immer homotopieaquivalent; die Umkehrung gilt jedoch
im Allgemeinen nicht.

Eine wichtige Anwendung der Homotopiedquivalenz ist die Eigenschaft der Kontrahierbar-
keit (bzw. Zusammenziehbarkeit): Ein topologischer Raum heiit kontrahierbar, wenn er
homotopiedquivalent zu einem Punkt ist, sich also zusammenziehen ldsst [SZ]. Dies trifft
z.B. auf Raume zu, die keine ”Locher” enthalten !. Eine Kreisscheibe ist demnach kontra-
hierbar, wahrend eine Kugeloberflache nicht kontrahierbar ist.

Ist ein Raum kontrahierbar, so ist er aus topologischer Sicht aquivalent zu einem Punkt,
was viele Berechnungen wesentlich vereinfachen kann.

!'mathematischer ausgedriickt: die co-zusammenhingend sind, siehe dazu Definition B.11
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B.2. Algebraische Topologie

B.2.1. Grundlegende Definitionen

Nachdem wir den Begriff der Topologie eingefiihrt haben, kénnen wir jetzt einige grundle-
gende Begriffe der algebraischen Topologie definieren, die bei unseren Beweisfithrungen und
Berechnungen immer wieder auftauchen. Dies sind die Begriffe des Simplizialkomplexes,
des CW-Raumes und des Nervs eines topologischen Raumes [SZ],[TD].

Definition B.5
Seien xg, 1, ..., zn, € R%. Die Punktmenge

q q
o={reRz=>) Na; mit Y A =1} CR" X\ € (0,1) (B.1)

=0 i=0

heifst offener Simplex der Dimension n (bzw. n-Simplex) mit den Ecken xq, 1, ..., Ty.
FEin Simplizialkomplex K ist eine endliche Menge von Simplices mit folgenden Figen-
schaften:

i) Ist 0 € K und 7 ein weiterer Simplex, derart, dass die Ecken von T auch Ecken von
o sind (T heifft dann eine Seite von o), so ist auch 7 € K.

ii) Aus 0,7 € K und 0 # 7 folgt c N1 = .

Die 0- bzw. 1-Simplices in K heifflen Vertices bzw. Kanten von K, die Zahl max{dimo|o €
K} heifst Dimension von K.

Einem Simplizialkomplex ist eine Homologietheorie zugeordnet (siehe z.B. [SZ]), die simpli-
ziale Homologie. Diese benotigen wir in dieser Arbeit jedoch nicht und verweisen daher auf
die Literatur. Den Begriff des Simplizialkomplexes benotigen wir hier nur in abstraktem
Kontext, ndmlich fiir die Definition des Nervs eines topologischen Raumes [Hal:

Definition B.6

Sei (X,7) ein topologischer Raum. Sei I eine Indexmenge und U = {(U;)ier} eine offe-
ne Uberdeckung der Menge X, die durch I indiziert wird. Wir betrachten alle endlichen
Mengen J C I, fur die gilt: ﬂjEJ U; # 0. Diese Teilmengen, gemeinsam mit der leeren
Menge bezeichnen wir als Nerv N von U. Der Nerv erhdlt die Struktur eines geometri-
schen Simplizialkomplezes, wenn wir jede k-elementige Menge J mit einem (k—1)—Simplex
assoziieren, insbesondere lassen sich die Elemente von U (welche den Mengen mit einem
Element entsprechen) als Vertices dieses Simplizialkomplexes auffassen.

Wichtiger fiir unsere konkreten Berechnungen ist der Begriff eines CW-Raumes, insbeson-
dere dessen (Ko-)Homologietheorie, die die Basis unserer Berechnungen darstellt.



ANHANG B. TOPOLOGISCHE GRUNDLAGEN 145

Definition B.7

FEin in Zellen zerlegter Raum (oder zelluldrer Komplex oder zelluldrer Raum) ist ein
topologischer Hausdorffraum X, der eine Zellzerlegung besitzt, d.h. es gibt eine Menge Z
von Teilrdumen von X, so dass jedes Element e € Z eine Zelle ist (d.h. es gibt ein n € N,
so dass e homdoomorph zum Inneren eines des n-dimensionalen Finheitsballes, also der
Menge {x € R"||x| < 1}) und X ist disjunkte Vereinigung aller Elemente in Z.

Ein CW-Raum (bzw. CW-Komplex) ist ein zelluldrer Raum X, bei dem jede Zelle e eine
charakteristische Abbildung hat (diese dient z.B. dazu, weitere Zellen an e ”anzukleben”)
und bei dem der Abschluss jeder Zelle nur endlich viele andere Zellen trifft. Ferner ist ein
CW-Raum mit der schwachen Topologie des Systems {e|e ist Zelle in X } versehen, fiir
genauere Ausfiihrungen siehe [SZ]. In den von uns betrachteten Féllen geniigt es, dass wir
uns einen CW-Raum als einen mit einer Topologie versehenen Zellkomplex vorstellen; in
diesem Fall ist dann namlich die fiir unsere Berechnungen fundamentale zellulare Homologie
definiert.

B.2.2. Fundamentalgruppen

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Ein Pfad(bzw. Weg) in X von z nach x; ist eine stetige
Abbildung p : [0, 1] — X mit p(0) = ¢ und p(1) = x;, wobei z( als Anfangspunkt und
als Endpunkt bezeichnet wird. Gilt zusitzlich xqg = x1, so heifit der Pfad geschlossen mit
Basispunkt z, (oder z7).

Zwei Punkte zo,7; € X heiflen verbindbar, wenn es einen Pfad von xo nach z; gibt.
Verbindbarkeit stellt eine Aquivalenzrelation auf X dar und die Aquivalenzklassen heiflen
Pfadkomponenten

Lassen sich zwei Pfade p;, ps mit denselben Anfangs- und Endpunkten zy bzw. x; stetig
ineinander tberfithren, d.h. gibt es eine stetige Abbildung h : [0,1] x [0,1] +— X mit
h(s,0) = pi(s) und h(s,1) = ps(t) bzw.h(0,t) = x¢ undh(1,t) = z1, so heiflen p; und po
homotop.

Homotopie stellt ebenfalls eine Aquivalenzrelation dar, d.h. man kann eine Unterteilung
der Menge von Pfaden in Aquivalenzklassen (Homotopieklassen) vornehmen. Betrachten
wir nun die geschlossenen Wege, die durch einen fest vorgegebenen Punkt xy € X laufen
(den Basispunkt).

Jedem solchen geschlossenen Weg lasst sich eine ganze Zahl n € Z zuordnen, die angibt, wie
oft der Weg durchlaufen wird. Die Menge der Homotopieklassen geschlossener Wege durch
xo fassen wir in einer Menge m; zusammen. Wir definieren auf m; eine Verkniipfung, die jeder
Homotopieklasse diejenige Homotopieklasse zuordnet, in der die Hintereinanderausfiihrung
beliebig gewéhlter Reprasentanten liegt (d.h. wir wéahlen beliebige geschlossene Wege aus
den beiden Aquivalenzklassen und durchlaufen diese hintereinander; dies ist moglich, da
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die geschlossenen Wege einen gemeinsamen Punkt haben.). Mit dieser Verkniipfung wird
m zu einer Gruppe, der ersten Homotopiegruppe (bzw. der Fundamentalgruppe) von
X beziiglich des Basispunktes g 2.

Definition B.8

Sei X ein topologischer Raum. Dann gibt es zu jedem Punkt xy eine bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmte Gruppe w1 (X, xg), welche aus Homotopieklassen von Abbildungen der
Form (S',s9) — (X, z0) besteht (also Abbildungen, die eine Kreislinie nach X abbilden,
wobei jede Abbildung den sy auf xy abbilden soll), zusammen mit der Hintereinander-
ausfihrung von wegen als Verknipfung (d.h. das Produkt aus zwei geschlossenen Pfaden
wird gebildet, indem man diese am Punkt xo “zusammenheftet”).

Aus jeder Homotopieklasse wahlen wir einen Reprasentanten aus. Die so ausgewahlten
Reprasentanten bilden ein Erzeugendensystem von 7y, daher ist z.B. 7 isomorph zu Z",
falls m; n Homotopieklassen enthélt.

Ist der Raum X wegzusammenhéngend (siehe die Bemerkung nach Definition B.11), so
ist die Fundamentalgruppe fiir jeden Basispunkt dieselbe (man kann dann den Basispunkt
entlang der geschlossenen Pfade stetig ”verschieben”). 3

B.2.3. Hohere Homotopiegruppen

Hohere Homotopiegruppen stellen eine direkte Verallgemeinerung der Fundamentalgruppe
dar, es gilt also das im vorigen Abschnitt Gesagte. Statt Kreislinien betrachten wir hier
jedoch Oberflichen von k-dimensionalen Kugeln (eine Kreislinie ldsst sich ja als eindimen-
sionale Kugeloberfliche auffassen).

Wir erhalten damit die zu Definition B.8 aquivalente Definition:

Definition B.9

Sei X ein topologischer Raum. Dann gibt es zu jedem Punkt xq eine bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmte Gruppe (X, x0), k € N,k > 0 welche aus Homotopieklassen von Ab-
bildungen der Form (S*, so) — (X, x0) besteht (also Abbildungen, die eine k-dimensionale
Kugeloberfliche nach X abbilden, wobei jede Abbildung den Punkt so auf x¢ abbilden soll),
zusammen mit der Hintereinanderausfihrung dieser Abbildungen als Verkniipfung (d.h. das
Produkt aus zwei geschlossenen Abbildungen wird gebildet, indem man diese am Punkt xg
"zusammenheftet” ).

2Dabei ist neben den iiblichen Gruppenaxiomen die Wohldefiniertheit der Verkniipfung zu zeigen, da wir
die Reprasentanten beliebig gewihlt hatten. Fiir einen formalen Beweis siehe z.B. [SZ].

3Eine komplett vom Basispunkt unabhingige Formulierung arbeitet mit Fundamentalgruppoiden, siehe
[TD].
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Der Fall £ = 0 wurde in Definition ausgeschlossen, weil sich auf 7wy keine Verkniipfung
definieren lasst, mit der my zu einer Gruppe werden kénnte. Die Menge 7y besteht einfach
aus den in definierten Pfadkomponenten.

Hohere Homotopiegruppen eignen sich fiir die Untersuchung von topologischen Réaumen
mit hoherdimensionaler Tragermenge X . Betrachten wir z.B. eine zweidimensionale Kuge-
loberflache, so stellen wir fest, dass die Fundamentalgruppe in diesem Fall stets trivial ist
(die eindimensionale Schleife wird sozusagen am Kugelinneren ”vorbeigezogen”).

Ein wichtiger Satz fiir Homotopiegruppen bezieht sich auf deren Grofie im Fall eines kon-
trahierbaren Raumes. Es gilt [SZ]:

Satz B.10
Sei X ein topologischer Raum, welcher kontrahierbar ist. Dann sind die Homotopiegruppen

(X, xo) fir alle k € N,k > 0 und alle Basispunkte xo € X trivial.

Mittels der Homotopiegruppen lasst sich der Begriff des n-Zusammenhangs definieren. An-
schaulich verstehen wir darunter die Tatsache, dass ein topologischer Raum keine ” Locher”
der Dimension < n enthalten darf.

Definition B.11

FEin topologischer Raum X heifit n-zusammenhdngend, falls alle Homotopiegruppen m (X, xo)
trivial sind fiir 1 < k < n und die Menge my der Pfadkomponenten ebenfalls nur das triviale
Element enthdlt.

Betrachten wir z.B. eine zweidimensionale Kugeloberfliche. Diese ist 0-zusammenhangend
(denn jeder stetige Pfad lédsst sich mit jedem anderen stetigen Pfad verbinden). Man be-
zeichnet diese Eigenschaft auch als Wegzusammenhang. Die Kugeloberflache ist auch 1-
zusammenhangend, denn sie ist O-zusammenhangend und ihre Fundamentalgruppe enthélt
nur das triviale Element. Die zweite Homotopiegruppe ist jedoch nicht mehr trivial (es gilt
mo(X) ~ 7Z), so dass die Kugeloberflache nicht 2-zusammenhéngend ist.

Ist ein topologischer Raum n-Zusammenhangend fiir alle n > 0, so heifit er co-zusammen-
hangend. X ist genau dann oo-zusammenhéangend, wenn er kontrahierbar ist.

B.2.4. Direkter Limes und inverser Limes

Um weitere topologische Invarianten zu definieren, benotigen wir eine Definition aus der
Kategorientheorie, den direkten (bzw. inversen) Limes, dessen Definition wir (angepasst auf
unsere Berechnungen, insbesondere spezialisiert auf abelsche Gruppen bzw. topologische
Réume) aus [Sa3] ibernehmen.
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Definition B.12
Gegeben sei eine durch eine Indexmenge I indizierte Sequenz von abelschen Gruppen G
sowie Gruppenhomomorphismen zwischen ihnen, d.h. fur alle i,7 € 1,1 < j gibt es einen
Homomorphismus fi; : G; — G und fir alle diese Homomorphismen gilt fir = fir © fij
miti < j<k. 4:

Go I gy L2 I g (B.2)

Der direkte Limes dieses Systems ist definiert als die disjunkte Vereinigung [ [, G; der
abelschen Gruppen modulo einer Aquivalenzrelation ~. Dabei ist © € Gy, ~ fra(x) mit
fur alle 0 < k < 1. Der so definierte direkte Limes ldsst sich dann ebenfalls mit einer
Gruppenstruktur versehen [Sa3], kann also auch als Gruppe aufgefasst werden.

Das zum direkten Limes duale Objekt bezeichnen wir als inversen Limes, diesen benotigen
wir hier fiir topologische Raume ° [Sa2]:

Definition B.13

Gegeben sei eine Sequenz von topologischen Rdaumen sowie stetige Abbildungen zwischen
ihnen, d.h. fir alle i,j € 1,7 < j gibt es eine stetige Abbildung fi; : X; — X; und fir alle
diese Homomorphismen gilt fir, = fij o fix miti < j < k. °:

b ARELLED LN

X, (B.3)

Der inverse Limes dieses Systems besteht aus den Elementen (z1,xo...x,) des direkten
Produktes [[, X; der topologischen Riume X;, fir die die Beziehung x; = fi;(x;) fir alle
i < j gilt.

4Man spricht in diesem Fall auch von einem gerichteten System abelscher Gruppen.

®Der Begriff des direkten und inversen Limes wurde urspriinglich in der Sprache der Kategorientheorie
definiert, weshalb wir problemlos von abelschen Gruppen zu topologischen Raumen iibergehen kénnen.

6Man spricht in diesem Fall auch von einem inversen System topologischer Riume.
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B.3. Homologie- und Kohomologietheorie

Neben den Homotopiegruppen treten Homologie- bzw. Kohomologiegruppen als topologi-
sche Invarianten auf. Hier gibt es nun verschiedene Homologie- bzw. Kohomologietheori-
en, welche auf eine jeweilige eventuell vorhandene zusétzliche Struktur des topologischen
Raumes zugeschnitten sind. Die in dieser Arbeit verwendeten sind:

e Singuldre (Ko-)Homologie: Diese Theorie ist fiir beliebige topologische Rédume defi-
niert.

e Zelluldre (Ko-)Homologie: Diese Theorie ist fiir topologische Rédume definiert, welche
zusatzlich die Struktur eines CW-Komplexes tragen.

° Cech—K_phomologie: Diese Theorie ist fiir topologische Raume definiert, welche eine
offene Uberdeckung (also eine Menge U von offenen Mengen U, so dass |, U; gleich
der Tragermenge des topologischen Raumes ist) besitzen.

Fiir die Cech-(Ko-)Homologie miissen wir fordern, dass X eine offene Uberdeckung besitzt
[BT]. Dies ist jedoch durch die Eigenschaft i) aus Definition B.1 stets gesichert (denn
die Menge X selbst ist eine offene Uberdeckung). Allen Theorien gemeinsam ist, dass sie
den Axiomen von Eilenberg und Steenrod geniigen [TD], die es z.B. erlauben, dass der
(Ko-)Homologie eine Mayer-Vietoris-Sequenz zugeordnet wird (siehe Abschnitt B.3.6).

Zunéchst definieren wir die allgemeinsten Theorien, die singulire Theorie und die Cech-
Theorie:

B.3.1. Singulare Homologie und Kohomologie
Singulare Homologie

Die allgemeinste Moglichkeit, eine Homologietheorie zu formulieren stellt die singulére
Homologie dar. Wir {ibernechmen hier nahezu wortlich die Definition und Notation aus
[SZ]. Zunéchst etwas zur Notation: Die Punkte ¢y = (1,0,...,0),e; = (0,1,...,0),...,e, =
(0,0, ..., 1) heiBen Einheitspunkte des R?*!. Damit konnen wir den Standard-g-Simplex
A, definieren:

q q
A, ={x € R |2 = Z)\,;ei mit 0 < \; <1 und Z)‘i =1} (B.4)
i=0 1=0

Es handelt sich dabei einfach um einen abgeschlossenen Simplex mit den Ecken e, e1, ..., €,.
Wir definieren jetzt eine Abbildung, die den ¢ — 1-dimensionalen Standardsimplex bijektiv
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und linear auf die i-te Seite (darunter verstehen wir den ¢ — 1-dimensionalen Simplex, der
der Ecke e; gegeniiberliegt) von A, abbildet :

i
Og1 2 €0 €1,y €41 F €1, €4 2 €111, vy €q1 F €. (B.5)

Als néchstes definieren wir singuliare Kettengruppen:

Definition B.14

Sei X ein topologischer Raum. Ein singularer q-Stmplex ist eine stetige Abbildung o : A, —
X. Die q-te singuldre Kettengruppe (mit Koeffizienten in Z) C,(X;Z) ist dann definiert als
die freie abelsche Gruppe, die von allen singuldren q-Simplices erzeugt wird, ihre Elemente
heiffen singuldare q-Ketten in X.

Um zu einer Homologietheorie zu gelangen, brauchen wir jetzt noch einen Randopera-
tor. Dieser ist fiir den singularen Fall mittels der oben erklarten Eckenabbildung definiert
iber

q
0y :Cy— Cyy 1 0,0 = Z(—l)i(o 08 ). (B.6)

=0

Betrachten wir jetzt eine Sequenz aus Kettengruppen mit den Differentialen als verbin-
denden Morphismen. Diese ist im Allgemeinen nicht exakt. Ein Ma$ fiir die ” Abweichung”
von der Exaktheit an einer Stelle stellt nun die zugehorige Homologiegruppe dar. Wir
definieren:

Definition B.15
Sei

a+1 0, a—l
C:=..—=Ci =/ Cy = Cy-1 = ..

ein Kettenkomplex, bestehend aus den oben beschriebenen Randoperatoren und Ketten-
gruppen. Dann heifst die Gruppe H,(X;Z) := Ker(0,)/Im(0,+1) die n-te singuldre
Kettengruppe mit Koeffizienten in Z.
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Diese Definition ist sinnvoll, da d, o J,41 = 0 fiir alle ¢ ist, somit ist Im(0,11) ein Un-
termodul von Ker(0,). Je groBer die Gruppe H,(X;Z) ist, desto weniger exakt ist der
Kettenkomplex C' an der Stelle C),. Die Elemente aus Ker(9,) sind n—Ketten, deren Rand
0 ist, man bezeichnet sie als n—Zykel. Die Elemente aus Im(0,. ) sind dagegen diejenigen
n—Ketten, welche Rand einer n + 1-Kette sind, man bezeichnet sie einfach als Rander.

Durch die abstrakte Definition der singularen Kettengruppen ist es oft schwierig, Rand-
operator und Kettengruppen explizit zu bestimmen, bzw. eine geometrische Anschauung
fiir diese Objekte zu finden. Trigt der Raum X jedoch eine zusétzliche Struktur, so kann
sich die Berechnung mafigeblich vereinfachen. In unseren Beispielen tragt X zumeist die
Struktur eines (besonders einfachen) CW-Raumes, in diesem Fall kann man dessen zelluldre
Homologiegruppen bestimmen, welche isomorph sind zu den singularen Homologiegruppen
[SZ]. Wir werden sehen, dass in diesem Fall Kettengruppen und Rénder eine sehr einfache
geometrische Anschauung finden.

Wichtig ist noch der folgende Satz iiber die nullte singuliare Homologiegruppe aus [SZ]:

Satz B.16
Sei X ein beliebiger topologischer Raum. Dann ist Ho(X;Z) eine freie abelsche Gruppe,
deren Rang n der Anzahl der Pfadkomponenten von X entspricht.

Singulare Kohomologie

Die singulare Kohomologie erhalt man durch Dualisierung der Kettengruppen, ge-
nauer gesagt wendet man den Hom-Funktor auf den Kettenkomplex C' an, siehe [SZ]:
CUX;Z) = Hom(Cy(X),Z). Die g-Koketten sind dann genau die Homomorphismen von
Cy(X;Z) nach Z.

Definiert man den Korand-Operator 99 als die duale Abbildung des Rand-Operators 99!
so kann man aus dem Kokettenkomplex C”; bestehend aus C'? und 9, die singularen Ko-
homologiegruppen bestimmen; diese sind definiert itber (X, Z) = Ker(0,,)/Im(0, )
und sind wiederum ein Maf fiir die Abweichung (diesmal des Kokettenkomplexes C”) von
der Exaktheit.

Konkret bedeutet das Folgendes: Wir betrachten jetzt den Komplex

Lot B e 2 gt 2, (B.7)

Die ¢-te Kohomologiegruppe berechnen wir aus dem Kern der Abbildung 9 modulo dem
Bild der vorhergehenden Abbildung 99! Hier ist zu beachten, dass die Differentiale ab-
steigen, wihrend sie im Fall des Kettenkomplexes aufsteigen. Auch hier lassen sich die
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Begriffe Kozykel und Korand sinngemafl definieren, allerdings fehlt im Gegenssatz zu
Homologie die geometrische Anschauung dieser Objekte.

Eine Schwierigkeit konnte sich noch bei der Bestimmung der Kokettengruppen ergeben.
Hier gilt jedoch der folgende niitzliche Satz [SZ]:

Satz B.17

Sei Hom(G,Z) die Gruppe der Homomorphismen einer endlich erzeugten, freien abelschen
Gruppe G nach Z, wobei die Addition punktweise durch die Addition in Z definiert ist, d.h.
(f + f)(a) := f(a) + f'(a). Dann gilt Hom(G,Z) ~ G. Ist G endlich erzeugt, so gibt es
nach Satz A.2 einn € Ny, so dass G ~ 7" gilt. In diesem Fall gilt

Hom(G,Z) ~ Hom(Z,Z) ® Hom(Z,Z) & ... ® Hom(Z,Z) (n-mal),

also Hom(G,Z) ~ Z™ bzw. Hom(G,Z) ~ G.

Wir kéonnen demnach statt der Kokettengruppen einfach die Kettengruppen fiir unsere
Berechnungen verwenden; diese sind in den von uns betrachteten Fallen nach Satz B.17
isomorph zu den Kettengruppen.

Zusammenhang zwischen singularer Homologie und Kohomologie

Einen Zusammenhang zwischen singuldrer Homologie und Kohomologie stellt das uni-
verselle Koeffiziententheorem dar, welches wir hier nur fiir den Fall endlich erzeugter
Homologie- bzw. Kohomologiegruppen benétigen [SZ):

Satz B.18
Sei Hy(X;Z) eine endlich erzeugte singuldre Homologiegruppe. Dann gilt nach Satz A.2:

H(X;Z) =~ TP © L) @ Ly ® . ©Zy 0 mit 1 <, < 1,00 <<,

Fur die zugehorige Kohomologiegruppe gilt dann

HUX;Z) 7P @ Zyyir) © Lpyir) D ... ®Zy v mit 1<, <, < <6,
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Abbildung B.1.: Zellzerlegung der Kleinschen Flasche

wobei r := ¢ — 1 gelte. Der Satz besagt also, dass fiir den Fall endlich erzeugter Homologie-
gruppen deren freier Teil isomorph zum freien Teil der entsprechenden Kohomologiegruppe
ist, wahrend sich der Torsionsteil um ein Element nach unten verschiebt.

Betrachten wir z.B. die singuldren Homologiegruppen der Kleinschen Flasche (Abbil-
dung B.1), so finden wir mit Beispiel B.20 und Satz B.22:

Ho(X;Z)~7, H(X;Z) 27 ® Zy und Hy(X;Z) ~ 0,
wahrend fiir die singularen Kohomologiegruppen nach Satz B.18 die Beziehungen

HY(X;7Z) ~ 7, HY(X;Z) ~ Z und H*(X;Z) ~ Z, gelten, was genau dem Ergebnis von
Beispiel B.21 (unter Anwendung von Satz B.22) entspricht.

Eine einfache Folgerung ergibt sich, wenn wir Satz B.18 auf Satz B.16 anwenden:

Satz B.19

Sei X ein beliebiger topologischer Raum, dessen nullte Homologiegruppe Ho(X;Z) eine
endlich erzeugte, freie abelsche Gruppe ist. Dann ist auch H°(X;Z) eine endlich erzeugte,
freie abelsche Gruppe, deren Rang n der Anzahl der Pfadkomponenten von X entspricht.

B.3.2. Zellulare Homologie und Kohomologie
Zellulare Homologie

Schliefflich betrachten wir noch die zellulare Homologie; diese ist fiir topologische Réaume
definiert, die auch die Struktur eines CW-Komplexes tragen, d.h. in Zellen zerlegt werden
konnen.

Dazu sei X ein CW-Raum und X sein ¢-dimensionales Geriist, d.h. die Vereinigung
aller Zellen, deren Dimension kleiner oder gleich ¢ ist. Die g-te Kettengruppe C,(X;Z)
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Abbildung B.2.: Die orientierte Zellzerlegung der Kleinschen Flasche

definieren wir jetzt iiber die g-te relative singulire Homologiegruppe H, (X%, X971, 7Z),
es gilt also Cy(X;Z) := Hy (X9, X1 7).

Dies miissen wir etwas naher erlautern. H,(X?, X% % Z) bezeichnet die Homologiegruppe
des Raumpaares © X, X971 (H, (X4 X% ';Z) wird auch als relative Homologiegruppe
bezeichnet), welche definiert ist als die singuldre Homologiegruppe, die sich ergibt, wenn
man als Kettengruppen die Faktorgruppen C,(X%7Z)/C,(X%';Z) verwendet [SZ]. Die
Elemente der g-ten zellularen Kettengruppen kann man sich damit vorstellen als ganz-
zahlige Linearkombinationen der im Komplex auftretenden (orientierten) g-Zellen. Dabei
verstehen wir unter ”Orientierung” die Tatsache, dass wir den g-Zellen eine vorgegebene
"Richtung” zuweisen miissen.

Zur Bestimmung der zellularen Homologiegruppen gehen wir demnach folgendermaflen vor:
Wir zeichnen zunéchst eine Zellzerlegung von X (was zumindest im zweidimensionalen Fall
immer moglich ist). Die auftretenden g-Zellen bilden dann eine Basis von C;, die auftre-
tenden g — 1-Zellen eine Basis von C,_; usw. Die einzelnen Zellen versehen wir dann mit
einer Orientierung und konnen damit unmittelbar die Rander bestimmen. In diesem Fall
verstehen wir unter Randern das, was man geometrisch damit assoziieren wiirde, namlich
die ¢ — 1-Zellen, die die g—Zellen beranden.

Ebenso lasst der Begriff des g—Zykels hier eine einfache geometrische Interpretation zu: Es
handelt sich dabei einfach um einen geschlossenen Zug aus g—Zellen. ®

Am Beispiel der mit Orientierungen versehenen Kleinschen Flasche (Abbildung B.2.) lassen
sich die zelluldren Kettengruppen bestimmen zu Co(X;Z) ~ Z, C1(X;Z) ~ 7%, Cy(X; Z) ~
Z. Der Randoperator 0 ist in den Fallen, dass die Rander einer g—Zelle ausschliellich aus
q—1—Zellen bestehen (das ist der ”Normalfall”) definiert wir im singulédren Fall, abgesehen
davon, dass man nun ¢-Simplices durch ¢-Zellen ersetzt. Konkret bedeutet das, dass wir,
nachdem wir die g-Zellen orientiert haben, bestimmen, aus welchen ¢ — 1-Zellen die ¢-Zelle
besteht.

“siehe Satz B.30
8Im allgemeinen Fall muss der Rand einer g-Zelle jedoch nicht ausschlieBlich aus q-1-Zellen bestehen
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Beispiel B.20

Die Differentiale 9; und 0, der Kleinschen Flasche lassen sich aus der Zellzerlegung in
Abbildung B.2 ablesen. Wir erhalten 9, = 0 und 9, = (2 0)7. Damit konnen wir die
zellularen Homologiegruppen des Komplexes 0 — Cy — C; — Cy — 0 bestimmen zu

Ho(X;Z)=7,H(X;Z) ~ Ker(0y)/Im(0y) =Z & Zo, Hy(X;Z) ~ Ker(ds)/0 = 0.

Zellulare Kohomologie

Der Ubergang von zur zelluliren Kohomologie erfolgt exakt wie im singuldren Fall. Wieder-
um ist darauf zu achten, dass der Kokettenkomplex nun aufsteigend ist. Die Differentiale
ergeben sich (wie auf &hnliche Weise wie in der linearen Algebra im Fall von Vektorrdumen

gezeigt wird) durch Transposition der Differentiale des Kettenkomplexes °.

Beispiel B.21

Die Differentiale 9° und 9! der Kleinschen Flasche lassen sich aus Beispiel B.20 bestimmen.
Wir erhalten 8° = 0 und ' = (2 0). Damit konnen wir die zelluliren Kohomologiegrup-
pen des Komplexes 0 — C° — C' — (C? — 0 bestimmen zu H°(X;Z) ~ Z, H'(X) ~
Ker(6Y)/Im(8°) = Z, HX(X;Z) ~ Ker(8y)/Im(§') = Zs.

Noch ein Wort zur geometrischen Anschauung: Im vorigen Abschnitt hatten wir gesehen,
dass wir uns die zellularen ¢-Ketten als ganzzahlige Linearkombination der ¢-Zellen vorstel-
len konnen. Ahnliches gilt auch fiir die zelluldren g-Koketten, weshalb wir zur Berechnung
der Homologie und der Kohomologie dieselbe Zellzerlegung verwenden kénnen (was wir ja
in Beispiel B.21 auch bereits stillschweigend getan haben).

Zusammenhang zwischen singularer und zellularer Theorie

Die zellulare Homologie bzw. Kohomologie erlaubt die Berechnung von Homologiegruppen
eines Zellkomplexes. Ist dieser zusatzlich ein topologischer Raum, so sind singulare und
zelluldre Homologie- bzw. Kohomologiegruppen isomorph [SZ]:

Satz B.22
Set X ein topologischer Raum, der auch die Struktur eines CW-Komplexes tragt. Dann gilt
H(zell)*(X; Z) = H(szng)*(X7 Z)

9Dies gilt, weil die Kettengruppen freie abelsche Gruppen sind und somit mit freien Z-Moduln assoziiert
werden konnen, so dass die Beweise dhnlich wie fiir Vektorraume gefithrt werden kénnen.



156 ANHANG B. TOPOLOGISCHE GRUNDLAGEN

B.3.3. Berechnungsalgorithmus der zellularen Kohomologiegruppen
mittels Smithscher Normalform

Wir hatten in den Beispielen B.20 und B.21 gesehen, dass wir zur Berechnung der zellularen
Kohomologiegruppen einen Quotienten aus zwei endlich erzeugten Z-Moduln zu bilden
haben. Kennt man die Matrizen der Differentiale, so kann man so vorgehen, dass man
deren Kerne und Bilder berechnet und den Quotienten dann mittels Satz A.9 bestimmt.

Eine andere (etwas schnellere) Moglichkeit umgeht die Berechnung des Bildes und lésst eine
Berechnung der zellularen Kohomologie direkt aus dem Differential zu. Die Idee zu dem
folgenden Satz stammt aus [D], wo der Satz fiir (simpliziale) Homologiegruppen bewiesen
wurde. Eine Umarbeitung auf (zelluldre) Kohomologiegruppen ergibt dann den folgenden
Satz:

Satz B.23

Sei X ein CW-Raum. Seien dy,ds, ..., d; die von null verschiedenen Diagonaleintrdage der
Smithschen Normalform der zelluldren Korandmatriz 1° 0°=1 und r der Rang von Kerd'.
Dann gilt fir die i-te Kohomologiegruppe von X :

H'(X,Z)= @ (z/dz) & 7"

1<k<t
Beweis. Sei
dy 0 0 O 0
0 dy :
SO =0 .. .. 4 0 -0
0 «++ - 0 0 --- 0
0 0 O 0

die Smithsche Normalform der Korandmatrix 0°~!. Da die Abbildung 9"~ die i — 1-te
Kokettengruppe auf die 1 — te Kokettengruppe abbildet, gibt es eine Basis ey, €3, ...¢5 von
C1 sodass dy-e1,dy-eq, ..., d, €, eine Basis von Im(9°~1) ist. Wegen 0°cd"~! = 0 und der

10Wir benutzen die Bezeichnung ”9” des Ofteren synonym fiir den Operator, die Abbildung und die
Matrixdarstellung der Abbildung.
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Tatsache, dass 9°~! Z-linear ist, ist ey, 9, ..., ¢, € Ker(9") und es gibt Vektoren e, 1, ..., €,
so dass €1, s, ..., €n, €nt1, -, €, eine Basis von Ker(d%) bildet, wobei r = Rang(Ker(9"))
gilt. Die ¢ — te Kohomologiegruppe ist dann von der Form H? = Ker(9")/Im(0"') =
(€1, €2, s €ny Cnp1y s &) [{di - €1, dy €2, dn €0, 00 €np1..0 0 €0) = D (Z/diZ) © 7t
nach Satz A.9. O

B.3.4. Cech-Kohomologie

Fiir den Fall der Cech-Theorie beschriinken wir uns auf die Definition der Kohomolo-
gietheorie, da nur diese ein fiir unsere Berechnungen geeignetes Verhalten unter direkten
Limites aufweist. Eine formale Definition der Cech-Kohomologiegruppen von offenen Uber-
deckungen mittels Pragarben findet sich in [BT]. Wir benétigen hier nur den Fall, dass die
Cech-Kohomologie Koeffizienten aus Z (bzw. Q oder R) hat '*. Es gilt dann [Ha], [Sa3]:

Definition B.24

Sei X ein topologischer Raum und U eine offene Uberdeckung von X. Dann ist die Cech-
Kohomologie der offenen Uberdeckung definiert als die simpliziale (bzw. singuldre) Koho-
mologie des Nervs von U, also

H*(U;7) = H*(N(U; 7).

Diese Definition ist noch nicht hinreichend, um die Cech-Kohomologie des Raumes X zu
bestimmen, da die Gruppe H*(U; Z) von der Wahl der Uberdeckung ¢ abhéngt (man kann
z.B. eine Kreislinie durch eine, zwei oder drei offene Mengen iiberdecken, wobei der Nerv
der Uberdeckung jedesmal anders aussieht).

Betrachten wir nun eine Verfeinerung von U, die wir mit V bezeichnen wollen (darunter
verstehen wir eine neue Uberdeckung von X derart, dass jede Menge V,, in V in irgendeiner
Menge Ug von U enthalten ist), dann gilt der folgende Satz [BT],[Sa3]:

Satz B.25
Sei U offene Uberdeckung eines topologischen Raumes X und 'V eine Verfeinerung von U.
Dann existiert eine kanonische Abbildung H*(U;Z) — H*(V;Z).

Die offenen Uberdeckungen des Raumes, welche Verfeinerungen voneinander darstellen,
bilden demnach ein direktes System abelscher Gruppen (d.h. eine Folge (A); von
abelschen Gruppen mit verbindenden Morphismen f;; : A; — A; fiir alle ¢ < j, so dass
fie = firo fij fur alle ¢ > 5 > k gilt). Der direkte Limes dieses Systems wird nun als
Cech-Kohomologie des Raumes X bezeichnet [Hal.

Hgiehe dazu Kapitel 4
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Definition B.26

Sei X ein topologischer Raum. Der direkte Limes des direkten Systems, bestehend aus den
gemap Definition B.24 definierten Cech-Kohomologien von cofinalen Verfeinerungen von
Uberdeckungen von X, gemeinsam mit den kanonischen Abbildungen p; zwischen diesen
Kohomologien, die nach Satz existieren, heifit Cech-Kohomologie von X :

H*(X;Z) = im(H* (U Z)).

Py

Aus Definition B.26 kénnen wir nun einen niitzlichen Korollar ziehen: Gibt es fiir einen to-
pologischen Raum eine gute offene ﬂ’berdeckung U (d.h. eine Uberdeckung, in der jedes
Element kontrahierbar ist und jede Schnittmenge von endlich vielen Elementen ebenfalls
kontrahierbar ist), so konnen wir eine Verfeinerung folgendermafien konstruieren:

In jeder offenen Menge in U wahlen wir einen Punkt. Da alle Mengen kontrahierbar sind,
gibt es eine Verfeinerung V von U, die aus denselben offenen Mengen wie U besteht, welche
lediglich jeweils um ein "kleines Stiick” beziiglich des gewahlten Punktes zusammengezo-
gen wurden. Diese Uberdeckung kann weiter verfeinert werden, indem man die Mengen
wieder ein Stiick zusammenzieht usw. bis man schlieBlich eine Uberdeckung W erhélt, fiir
die keine echte Verfeinerung auf die genannte Weise mehr moglich ist (da sonst X nicht
mehr vollsténdig iiberdeckt wiirde). An dieser Stelle wird der direkte Limes angenommen,
da jetzt alle nachfolgenden Kohomologiegruppen isomorph sind und die zugehorigen Ho-
momorphismen p; Isomorphismen sind. Es gilt dann also, den Nerv von W zu bestimmen.
Dabei stellen wir fest, dass durch unsere urspriinglichen Kontraktionen nichts am Nerv
der urspriinglichen Uberdeckung U gedndert wurde; es gilt also N'(W) = N(U). Anders
ausgedriickt, es gilt der folgende Korollar [Sa3]:

Korollar B.27 )
Sei X ein topologischer Raum und U eine gute offene Uberdeckung von X. Dann gilt:

H*(X;Z) = H*(U;Z) = H*(N(U; 7).

Auch fiir die nullte Cech-Kohomologiegruppe gibt es eine einfache geometrische Veran-
schauung [BT],[Sa3]:

Satz B.28 )
Sei X ein topologischer Raum. Dann ist HY(X;Z) eine freie abelsche Gruppe, deren Rang
n der Anzahl der Zusammenhangskomponenten von X entspricht.
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B.3.5. Graduierte Kohomologieringe

Aus Kohomologiegruppen lésst sich mit Hilfe des cup-Produktes (siche dazu z.B. [SZ])
ein graduierter Ring konstruieren, der Kohomologiering. Dies erklart den Begriff der Ko-
homologie, der desofteren verwendet wird; damit ist einfach die direkte Summe aller
Kohomologiegruppen gemeint. Die Kohomologie eines Kokettenkomplexes wird mit einem
hochgestellten * bezeichnet. Der Vollstdndigkeit halber wollen wir hier die Definition des
Kohomologieringes angeben, welcher beispielsweise in [Ka] Erwédhnung findet.

Definition B.29
Wir betrachten die direkte Summe der Kohomolgiegruppen mit Koeffizienten in einer abel-
schen Gruppe G 12:

H'(X;G)=H(X;G) 0 H(X;G) & ... = P H*(X;G).

Die Elemente (o, v, ...) € H*(X; G) wollen wir als formale Summen der Form o+ oy +
... mit a, € HP(X; G) darstellen, wobei nur endlich viele Summanden von Null verschieden
sein sollen. Dann ist (H*(X;G),+,U) ein unitirer Ring, der Kohomologiering von X
mit Koeffizienten in G. Sind zwei Raume X,X" vom selben Homotopietyp, so sind ihre
Kohomologieringe isomorph.

B.3.6. Die exakte Kohomologiesequenz fiir Raumpaare und die
Mayer-Vietoris-Sequenz fiir Homologiegruppen

In dieser Arbeit benotigen wir im Wesentlichen zwei spezielle lange exakte Sequenzen: Die
lange exakte Kohomologiesequenz und die Mayer-Vietoris-Sequenz fiir Homologiegruppen
13 diese wollen wir jetzt definieren [SZ):

Satz B.30

Sei (A, X) ein Raumpaar, d.h. X ist ein topologischer Raum, es gilt A C X und A ist
ebenfalls topologischer Raum (mit der von X induzierten Topologie). Dann gibt es eine
lange exakte Kohomologiesequenz der Form

. — HY(X, A7) — H(X;Z) — HY(A;Z) — H""N (X, A, Z) — ...,

wobei H1(X, A;7Z) die zur in B.3.2 definierten Homologiegruppe des Raumpaares duale
Kohomologiegruppe ist.

127ur Kohomologie mit Koeffizienten siche Abschnitt B.3.8
13Wegen der Dualitéit von Homologie und Kohomologie gibt es natiirlich auch eine lange exakte Homolo-
giesequenz und eine Mayer-Vietoris-Sequenz fiir Kohomologiegruppen [SZ].
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Satz B.31
Sei X ein topologischer Raum und A,B zwei Teilrdume von X mit AUB = X. Dann gibt
es eine lange exakte Sequenz der Form

..~ H(ANB;Z) — H(A;Z)® H(B;Z) — H(X;Z) — H,_1(ANB;Z) — ...,

welche als (homologische) Mayer- Vietoris-Sequenz von X bezeichnet wird.

B.3.7. Homologie von Raumen aus mehr als zwei Komponenten:
Spektrale Sequenzen und der Mayer-Vietoris-Bikomplex

Wie in [BT] gezeigt wird, lasst sich die Mayer-Vietoris-Sequenz auf den Fall erweitern, dass
der Raum X Schnitte von abzéhlbar vielen Elementen enthélt. Diese Verallgemeinerung
geschieht mittels spektraler Sequenzen. Dabei handelt es sich um ein sehr elegantes,
jedoch konzeptionell schwieriges Werkzeug der algebraischen Topologie. Eine grundlegende
Einfithrung in dieses Gebiet findet sich beispielsweise in [Mc|, bzw. in knapperer Form auch
in [BT]. Wir benétigen hier nur einige grundséatzliche Aussagen aus [BT].

Betrachten wir einen Raum X, welcher Vereinigung abzahlbar vieler Raume A;, A,, ... A,
ist. Wir konnen nun Kettengruppen C,, , definieren, welche definiert sind tiber

wobei Agga,..q, definiert ist als p + 1-facher Schnitt, also mf:o A;. Konkret berechnen wir
die Kettengruppen C, , also folgendermafien: Wir bestimmen zunéchst alle Schnittman-
nigfaltigkeiten der Elemente A;. Die Gruppe Cj, besteht dann aus der direkten Summe
der g-Kettengruppen der Raume A;, jeweils einzeln betrachtet. Die Gruppen C} , ist die
direkte Summe der g-Kettengruppen der Raume, die durch die Schnitte von jeweils zwei
Elementen A;, A;,7 # j entstehen usw.. Die Kettengruppen C,, bilden einen sogenann-
ten Mayer-Vietoris-Bikomplex, der in nachfolgender Abbildung dargestellt ist, dabei
beschrianken wir uns auf den Fall, dass sich die Raume A; nur paarweise schneiden.
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0 0

| |

0<Cog=——Cig=0

v v

! !
0< Coo=—Ci2<0
' '

0< Copi=—0Ci11<0

| |

0< Coo=——Cipo=0

| |

0 0

Wir sehen, dass es hier im Gegensatz zu den vorher betrachteten Kettenkomplexen zwei ver-
schiedene Differentiale gibt (die horizontalen Pfeile stehen fiir die Differentiale ¢, wihrend
die vertikalen Pfeile fiir die Differentiale 0 stehen). Die 0-Differentiale sind dabei genau die
in B.3.1. definierten Differentiale der singularen Kettengruppen.

Wir konnen jetzt, wie gewohnt, die Homologiegruppen der Zeilen bzw. Spalten des Dia-
gramms berechnen. Wir berechnen dazu zunéchst die Homologiegruppen der Spalten (also
beziiglich 0), diese wollen wir mit E;’q bezeichnen . Diese Homologiegruppen lassen sich
wieder zu einem Bikomplex zusammenfassen:

0 0

| |

0-6E&q<;E11’q-e0

v ¥

v ¥
OeEé,Q <;E%,2 =0

v v
OeEé,l -~ E11,1 =0

v v

OGE(%,()(;E%,OGO

| |

0 0.

“Man kénnte auch zunichst damit beginnen, die Homologiegruppen der Zeilen zu berechnen [BT].
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Der Komplex wird auch oft durch ein Koordinatensystem nach p und ¢ dargestellt. Fiir
zweidimensionale Projektionstilings sihe so ein Schema folgendermaflen aus:

q
1 <— 3
0,2 9
: |
Y 0,1
1 1
/EOD E1,0

Abbildung B.3.: Der Spektralkomplex E' fiir zweidimensionale Tilings

Fiir diesen speziellen Fall erkennt man unmittelbar, dass das einzige nichttriviale Diffe-
rential das Differential 0 : Ej, — E}, ist. Alle anderen ¢-Differentiale sind trivial, da
jeweils nur eine Spalte im Komplex auftritt, d.h. entweder wird die 0 auf ein E;q abge-
bildet, damit ist das Differential trivial (denn 0 ist das einzige Urbild und 0 wird durch
einen Homomorphismus immer auf 0 abgebildet, damit bildet das Differential jedes Ele-
ment der Urbildmenge auf 0 ab) oder das Differential bildet £ = auf 0 ab, auch dann ist
das Differential trivial. Die 0-Differentiale sind trivial, da ja die Gruppen Ep},q genau die
Homologiegruppen beziiglich 0 sind, also Kerd;/Imd;,, folglich werden sie unter 0 auf 0
abgebildet (denn die Urbildmenge ist Teilmenge des Kerns von 0).

Berechnen wir jetzt noch die Homologiegruppen der Gruppen E'1 g unter dem Differential
0, so erhalten wir die Homologiegruppen E’2 Wollten wir jetzt noch E3q berechnen, so
wéren weitere Differentiale notwendig, dles benotlgen wir an dieser Stelle jedoch nicht.
Wir erhalten damit eine spektrale Sequenz, die auch als spektrale Mayer-Vietoris-
Homologiesequenz bezeichnet wird. Ist die Sequenz konvergent, so erhalten wir die
Homologiegruppen des Raumes X durch Bildung der direkten Summe. Im Fall unserer
Berechnungen gilt der folgende Satz [BT]:

Satz B.32

Sei X ein topologischer Raum, der sich darstellen lasst als Vereinigung endlich wvieler
Teilrdume A;, welche sich hdchstens paarweise schneiden. Dann ist die Homologie von
X gleich der Homologie des Mayer-Vietoris-Doppelkomplexes K = @p,qzo Cp.q, wobei die
Gruppen C, , definiert sind uber
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und die spektrale Sequenz Ej , konvergiert gegen einen Grenzwert EJS, welcher fir r = 2
angenommen wird. Fir die Homologiegruppen von X gilt dann

H,(X) = EB E=.

pt+q=n

B.3.8. (Ko-)Homologie mit Koeffizienten

Wir hatten bisher angenommen, dass die Elemente der Ketten- bzw. Kokettengruppen sich
als ganzzahlige Linearkombinationen der Erzeuger darstellen lassen. Es gibt jedoch keinen
Grund, warum man nicht auch Koeffizienten aus anderen Gruppen als Z zulassen sollte.
Tatsichlich kann man (Ko-)Homologie fiir Koeffizienten aus einer beliebigen abelschen
Gruppe definieren.

Wir werden uns hier neben G = Z nur fiir die Falle G = Q und G = R interessieren °. Die
Definition erfolgt analog zum Fall G = Z, jedoch sind die (Ko-)Homologiegruppen im Allge-
meinen fiir verschiedene Koeffizienten nicht gleich. Uns interessiert dann, wie die Homolo-
giegruppen bzw. Kohomologiegruppen mit verschiedenen Koeffizienten zusammenhéngen.
Hier gilt der folgende Satz (den wir speziell fiir singulidre Homologie definieren, welcher
jedoch fiir jede beliebige Homologietheorie gilt):

Satz B.33

Sei H,(X;Z) (HY(X;Z)) die g-te singuldre Homologiegruppe (Kohomologiegruppe) des
Raumes X mit Koeffizienten in Z. Dann erhdlt man die entsprechende Homologiegruppe
(Kohomologiegruppe) mit Koeffizienten in einer beliebigen abelschen Gruppe durch Ten-
sorierung des zugehdrigen Kettenkomplexes (Kokettenkomplexes) mit G. Es existieren
ferner Isomorphismen

5siehe Kapitel 4
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wobei Tor das Torsionsprodukt (siehe Definition B.36) bezeichnet.

Eine genaue Definition des Tensorproduktes abelscher Gruppen findet sich in [SZ].

Wir bendétigen hier hauptséchlich den Fall, dass die Gruppe A in A ® G endlich erzeugt
und frei abelsch ist (da wir Homologiegruppen mit Koeffizienten in A = Z bestimmen). In
diesem Fall gilt der folgende Satz :

Satz B.34
Sei A eine endlich erzeugte, freie abelsche Gruppe vom Rang o und G eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe. Dann gilt fiir das Tensorprodukt A ® G die Isomorphiebeziehung

ARG~GEBGES ... » G(a-mal).

Beweis. Da A endlich erzeugt ist, konnen wir eine Basis {a1, as, ... a,} von A bestimmen.
Sei A; C A der von a; erzeugte Untermodul. Da A frei ist, ist A; ~ Z. Wir definieren nun
eine Abbildung ¢ : G — Z ® G durch g — k® g; k € Z fir ein vorgegebenes k € Z. Wegen
Og+9)=k®(@g+¢)=(kxg)+ (k®¢)=0(9) + &(¢) ist ¢ ein Homomorphismus. ¢
ist zudem invertierbar; die inverse Abbildung ist durch ¢! : k ® g — g gegeben. Daher ist
¢ ein Isomorphismus und es ist G ~ Z ® G, in unserem Fall also G ~ A; ® G. Damit gilt
dann: AQ G~ (P A)G>2P_ (ARG ~2GeGE®...&G (n-mal G). O

Man sagt in diesem Fall auch: A wird mit G tensoriert.

Ferner kann der Fall auftreten, dass G zusatzlich die Eigenschaft eines Korpers tragt, z.B.
G = Q oder G = R, wahrend A eine Torsionsgruppe ist. In diesem Fall gilt:

Satz B.35
Sei A eine Torsionsgruppe und K = Q oder K =R. Dann ist A® K = 0.

Beweis. Sei a ® k ein Element aus A ® K und n die Ordnung des Elementes a € A. Dann
gilt: a @ k = a®@n - k/n (diese Erweiterung ist erlaubt, da K ein Korper ist und n € K
gilt) = (n-a) ® (k/n) (dies folgt aus der Definition des Tensorproduktes) = 0® (k/n) = 0.
O

Definition B.36

Sei 0 - R — F — A — 0 eine kurze exakte Sequenz abelscher Gruppen. Ist F eine
freie abelsche Gruppe, so heifit die Sequenz freie Aufliosung von A. Tensoriert man die
Sequenz mit einer abelschen Gruppe G, so erhdlt man 0 — RRG — FRG — ARG — 0.
Der Kern der Abbildung R® G — F ® G heifst dann Torsionsprodukt von A und G. 1°

16Dabei miissen natiirlich auch die Homomorphismen in der ersten Sequenz tensoriert werden, fiir eine
Definition des Torsionsproduktes von Homomorphismen siche [SZ].
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Satz B.37

Fiir das Torsionsprodukt Tor(A, G), wobei A, G beliebige endlich erzeugte abelsche Gruppen
sind, gelten folgende Beziehungen:

(a) Ist A frei abelsch, so ist Tor(A,G) = 0.

(b) Firn >1 ist Tor(Z,,G) ~{g € G|ng = 0}.
(c) Ist G eine freie Gruppe, so ist Tor(Z,,G) = 0.
(d) Tor(Zy, L) ~ Zq, wobei d = ggT'(n,m) gilt.
(e) Tor(Ay & Ay, G) ~ Tor(A;,G) @ Tor(As, G).



C. Graphische Darstellung des
gefarbten OP-Tilings
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Abbildung C.1.: Ausschnitt aus dem gefarbten oktagonalen Tiling mit Pfeilen
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D. Graphische Darstellung der
Substitutionsregeln

D.1. Das gefarbte QR-Tiling
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Abbildung D.1.: Die Substitutionsabbildung des gefarbten QR-Tilings (mit Vertex- und Kante-
nidentifkation) im Detail.
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Abbildung D.2.: Die Substitutionsabbildung des gefarbten QR-Tilings (mit Vertex- und Kante-
nidentifkation) im Detail.
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D.2. Das gefarbte OP-Tiling
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Abbildung D.3.: Die Substitutionsabbildung des gefarbten OP-Tilings (mit Vertex- und Kante-
nidentifkation) im Detail.
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Abbildung D .4.:

Die Substitutionsabbildung des gefarbten OP-Tilings (mit Vertex- und Kante-
nidentifkation) im Detail.
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Abbildung D.5.: Die Substitutionsabbildung des gefirbten OP-Tilings (mit Vertex- und Kante-
nidentifkation) im Detail.




E. Graphische Darstellung der Tiles mit
einem Kragen beim GQR-Tiling
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Abbildung E.1.: Prototiles mit einem Kragen beim gefarbten QR-Tiling: Der jeweilige Kragen ist
grau schattiert.
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Abbildung E.2.: Prototiles mit einem Kragen beim gefirbten QR-Tiling: Der jeweilige Kragen ist
grau schattiert.
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174 KRAGEN BEIM GQR-TILING
% %
% % & S

Abbildung E.3.: Prototiles mit einem Kragen beim gefarbten QR-Tiling: Der jeweilige Kragen ist
grau schattiert.
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Abbildung E.4.: Prototiles mit einem Kragen beim gefarbten QR-Tiling: Der jeweilige Kragen ist
grau schattiert.
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F. Matrizen zur Berechnung nach dem
Substitutionsverfahren

Die nachfolgenden Matrizen wurden anhand der Abbildungen aufgestellt. Je nach Wahl
der Orientierung der 2-Zellen bzw. der Nummerierung der Prototiles kann man natiirlich
verschiedene Matrizen erhalten. M bezeichne jeweils die Substitutionsmatrix. Die Diffe-
rentiale werden mit 0° bzw. 9! bezeichnet, wihrend wir fiir die Smithschen Normalformen
der Differentiale die Bezeichnungen S(9°) bzw. S(9') verwenden. Die Matrizen, welche die
Abbildung ~ bestimmen, bezeichnen wir mit Ag, A; bzw. A,.

F.1. Das gefarbte Quadrat-Rechteck-Tiling
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F.2. Das gefarbte oktagonale Tiling mit Pfeilen
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