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4 ZUSAMMENFASSUNG

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit gehort zum Gebiet der metrischen Geometrie. Nach dem Vorbild der
Vorlesung ”Synthetische Geometrie” von Hahl [6], welche die euklidische Geometrie (genauer
gesagt, die Geometrie der priaeuklidischen Ebenen im Sinne von Degen-Profke [4]) aus einem
sehr einfachen Axiomensystem entwickelt, wird hier ein dhnliches Axiomensystem fiir die ebe-
nen hyperbolischen Geometrien aufgestellt und gezeigt, dass die Modelle dieses Axiomensystems
genau die hyperbolischen Ebenen iiber euklidischen Kérpern sind.

Zugrunde liegt ein linearer Raum, bestehend aus einer Punktmenge H und einer Geradenmenge
G, zwischen denen eine Inzidenzrelation mit eindeutiger Verbindbarkeit herrscht. Als weiterer
Grundbegriff ist eine Streckenkongruenz gegeben. Ein entscheidendes Axiom, das schon von
Baer [2] fiir die euklidische Geometrie vorgeschlagen wurde, fithrt zum Begriff der Mittellinie.

Zunéchst werden die absoluten Ebenen mit Mittellinien axiomatisch fundiert und ein Stiick
weit entwickelt, insbesondere im Hinblick auf die Bewegungen. Dann wird die Existenz von
unverbindbaren Geraden, d.h. Geraden, die weder einen Punkt noch ein Lot gemeinsam haben,
axiomatisch gefordert. Der Begriff des Geradenbiischels wird eingefiihrt und néher untersucht.
Dabei stellen sich die Geradenbiischel als wichtig heraus, deren Geraden paarweise unverbindbar
sind. Diese Biischel werden nach Hilbert [7] Enden genannt. Durch Einfithrung einer Additi-
on und einer Multiplikation auf der Menge K dieser Enden gelangt man zur ”Hilbert’schen
Endenrechnung”. Dabei ergibt sich mit Hilfe der Gruppe der Bewegungen, dass die Menge K
der Enden, reduziert um ein Element, welches oo genannt wird, einen Kérper K bildet. Dieser
Korper erweist sich als euklidischer Korper; mit seiner Hilfe lassen sich die Ebenen koordina-
tisieren. Unter anderem stellt sich heraus, dass die Bewegungsgruppe isomorph ist zur Gruppe
der Mobiustransformationen auf K.

Im Anschluss folgt ein Abschnitt iiber Winkel und deren Kongruenz. Das zentrale Ergebnis
ist dort der Kongruenzsatz (www), nach dem zwei Dreiecke schon dann kongruent sind, wenn
sie in den Winkeln iibereinstimmen.

Den Abschluss der Arbeit bildet ein Abschnitt iiber die Bestimmung aller Kollineationen der
hyperbolischen Ebenen. Dabei zeigt sich, dass ein nichtidentischer Kérperautomorphismus von
K eine Kollineation definiert, und sich jede beliebige Kollineation als Produkt einer Bewegung
und einer solchen, durch einen Kérperautomorphismus definierten, Kollineation darstellen lésst.
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Summary

The present thesis belongs to the field of metric geometry. In the spirit of the lecture ”Synthetic
Geometry” by Héhl [6], in which a simple axiomatisation of pre-euclidean planes in the sense of
Degen-Profke [4] is presented, axioms for plane hyperbolic geometry will be proposed. It will be
shown that the models of this axiom system are precisely the hyperbolic planes over euclidean
fields.

One considers an incidence structure, consisting of a set of points H, a set of lines G and
an incidence relation among them such that every two points are incident with a unique line.
Furthermore, one assumes a congruence relation in the following sense:

Definition:
A line segment congruence is an equivalence relation = on the set of point pairs (a,b) € H x H
with the following properties:

(1) (a,b) = (b,a) for all a,b € H,
(2) If (a,b) = (¢, ), then a = b.

This structure will be assumed to satisfy the following axioms:

”Mirror point”
For two points z,a with a # z there is a point b # a with (a,z) = (z,b) and a,b, z collinear.

”Midline”
For a # b the set {p € H | (a,p) = (p,b)} is the set of points of a line M(a,b) which intersects
aVb.

Remark: The intersection point is the unique point m on the line a V b with the property
(a,m) = (m,b). This point is called midpoint of a and b and is denoted by m(a, b).

”Parallelogram”
Let a,b,c,d be four points with a # ¢,b # d,m(a,c) = m(b,d). Then (a,d) = (b,¢), (a,b) =
(¢,d). The quadrangle (a,b,c,d) is called a parallelogram.

o
Qe
S
e

"Kite”
For three non-collinear points a,b,p there is a point p' # p with (a,p) = (a,p’), (b,p) = (b, p’).
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74
Such a structure is called an absolute plane with midlines.

Starting from the axioms, reflections in a point, translations and reflections in a line are con-
structed and shown to be motions. For reflections in a line, one uses an orthogonality relation for
lines which can be defined using midlines. This relation turns out to be invariant under motions.

The proof that the translations along a fixed line form a group is much more difficult than
in the pre-euclidean case. (Note that the set of all translations is not a group in the non-
euclidean case.)

After the proof, following Bachmann [1], that every motion can be expressed as compositi-
on of at most three line reflections, the term pencil of lines is introduced and closely examined.
We say that three lines G, H and K lie in a pencil, if the product of the reflections in these
three lines is a line reflection again. The set of all lines K which lie in a pencil with two given
lines G, H is denoted as the pencil determined by G, H.

If G and H have a common point, we realise that this point also lies on all other lines of
the pencil. When there is a common perpendicular L of G and H we see that L is also ortho-
gonal to all other lines of the pencil.

As a basis for further developments there follow three sections about rotations, semi-rotations
and rectangles.

The results up to this point still are valid both for euclidean and hyperbolic planes. In or-
der to distinguish these two types of planes, a further axiom is introduced:

”Hyperbolic axiom”
There are lines which cannot be joined, i.e. which do not have a point or a perpendicular in
common. For a line G and a point p not lying on G, there are at most two lines through p which
cannot be joined to G.

An absolute plane with midlines satisfying this axiom is called a hyperbolic plane.

As an immediate consequence of this axiom rectangles cannot exist in a hyperbolic plane.
A further conclusion is the existence of pencils of lines determined by lines which cannot be
joined; these pencils are called ends by Hilbert [7]. As we shall see, two ends can be joined, i.e.

there is a unique line that belongs to both ends.

The calculus of ends shows that the set of ends can be considered as the projective line KU{oo}
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where K is a field whose addition and multiplication are defined geometrically. As we shall see,
K is a euclidean field.

Following Szasz [13], projective coordinates can be assigned to every point and every line of the
hyperbolic plane. By means of a symmetric bilinear form, the Minkowski form, and the corre-
sponding quadratic form it is then possible to express incidence, congruence and orthogonality
algebraically and to describe the motions in the following way:

Theorem:

(a) Let K be a commutative euclidean field. Let u be the symmetric bilinear form on K3 and g
be the corresponding quadratic form defined by

,u(x, y) = ZoYo — T1Y1 — T2Y2,
Q(x) = M(JZ,ZL‘),

for x = (xo,1,22),y = (Yo, %1, y2) € K3. Then we can construct a hyperbolic plane (H,G, €) as
follows:

(1) The set H of points consists of the vectors x = (xg, x1,72) € K> with the property q(z) =
1,29 > 0 (a sheet of a two-sheeted hyperboloid).

(2) The set G of lines consists of the two-dimensional linear subspaces u™,u € K> with the
property q(u) < 0.

(3) The congruence relation is given as follows: for four points x,y, z,w € H one has
(2,9) = (2,w) & w(z,y) = p(z,w).

(4) The orthogonality relation is given as follows: for lines ut,vt € G one has

ut Lot < u(u,v) = 0.

(5) The incidence relation is given as follows: a point x € H lies on a line vt € G if, and
only if v € ut, i.e. p(u,x) = 0.

(6) The motions are the transformations

H— H,z+— Az

with a matriv A = (a;j); j—01,.2 belonging to the group of Lorentz matrices satisfying agy > 0.
(b) Conversely, every hyperbolic plane can be described in that way.

Thus, the theory of hyperbolic planes has been developed axiomatically. In order to characte-

rize the hyperbolic planes over the real numbers a further axiom would have to be introduced
enforcing the completeness of the field of ends.
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In a section about angles and their congruence we prove a congruence lemma according to
which two triangles are congruent if their angles are congruent.

The thesis ends with a section about collineations of hyperbolic planes. We first realize that a
non-identical automorphism of the field of ends defines a collineation which is not a motion.
Then we show that a collineation maps ends to ends. The result is that every collineation of
the hyperbolic plane can be expressed as the product of a motion and a collineation defined by
an automorphism of the field of ends.
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1 Einleitung

Ausgangspunkt fiir diese Arbeit ist die Vorlesung ”Synthetische Geometrie” von Héhl [6], die
im SS 2003 an der Universitdt Stuttgart gehalten wurde. In dieser Vorlesung werden auf ele-
mentargeometrische Weise die sogenannten praeuklidischen Ebenen im Sinne von Degen-Profke
[4] axiomatisiert. Als Grundlage dient dabei der Begriff der Inzidenzstruktur, unter dem man
folgendes versteht:

Definition:
Fine Inzidenzstruktur ist ein Tripel (X, G, 1), wobei X und G Mengen sind, und I eine Relation
zwischen Elementen von X und Elementen von G ist.

Fir x € X, G € G schreibt man meist z I G statt (z,G) € 1

Diese allgemeine Definition wird konkretisiert, indem man die Menge X als Punktmenge und
die Menge G als Geradenmenge einer Ebene betrachtet. Die Relation x I G bedeutet dann,
dass der Punkt = auf der Geraden G liegt. Durch eine zusétzliche Eigenschaft erhilt man den
Begrift des linearen Raumes:

Definition:
FEin linearer Raum ist eine Inzidenzstruktur (X, G, I) mit folgender Figenschaft:

Zu je zwei verschiedenen Punkten x,y € X existiert genau ein G € G mit x [ G, y I G.

Man schreibt dann G = x V y und nennt G die eindeutige Verbindungsgerade der Punkte
x und y. Eine Teilmenge M C X von Punkten heif3t kollinear, wenn sie alle auf einer gemein-
samen Geraden liegen.

Aus dieser Definition ergibt sich, dass zwei verschiedene Geraden G, H hochstens einen ge-
meinsamen Punkt haben kénnen. Denn gébe es zwei verschiedene Punkte x,y mit x,y I G, H,
so wiirde aus der Definition G =z V y = H folgen.

Haben zwei Geraden G und H einen gemeinsamen Punkt p, so heifit er Schnittpunkt von G und
H, und man schreibt p = G A H. Falls die beiden Geraden keinen Punkt gemeinsam haben oder
gleich sind, so heien sie parallel, und wir schreiben G|/ H. Nach dem Vorbild Baers [2] wird ein
weiterer fiir diese Arbeit wichtiger Begriff eingefiihrt, die sogenannte Streckenkongruenz:

Definition:
Fine Streckenkongruenz ist eine Aquivalenzrelation = auf der Menge der Punktepaare
(x,y) € X x X mit den folgenden Eigenschaften:

y)z(y x) fir alle z,y € X,
alls (z,y) = (2, 2), so gilt © = y.

/\
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Der Parallelitatsbegriff ermoglicht die Definition einer affinen Ebene:

Definition:
FEine affine Ebene ist ein linearer Raum (A, G, 1), der dem folgenden Aziom geniigt:

”EKuklidisches Parallelenaxiom”
Zu jedem Punkt p € A und jeder Geraden G € G existiert genau eine Gerade G’ durch p mit
G|G.

Mit Hilfe der Streckenkongruenz wird nun der Begriff einer praieuklidischen Ebene definiert:
Definition:

FEine praieuklidische Ebene ist eine affine Ebene (A, G, I) mit einer Streckenkongruenz =, die
folgende Axiome erfiillt:

(PD) ”Parallele Dreiecke”
Fiir je zwei nicht-ausgeartete Dreiecke (a,b,c), (a',¥/,c') € A> mitaVb | o' VV,aVcl| a VvV,
bVel bV gilt: (a,b) = (d,b) = (a, )E( d), ( c)=,d);

(ML) ”Mittellinie”
Fiir je zwei verschiedene Punkte a # b ist {p € A | (a,p) = (p,b)} die volle Punktreihe einer
Geraden M(a,b), die nicht parallel zu a V' b ist.

Dabei heilen zwei Dreiecke (ay,as,as), (b1, ba,b3) € A® kongruent, wenn (a;, a;) = (b;,b;) gilt
fir d,j € {1,2,3).

Letztendlich lassen sich die préeuklidischen Ebenen algebraisieren:
Algebraisierungssatz fiir priaeuklidischen Ebenen:

Es sei A ein kommutativer Kiorper der Charakteristik # 2 mit einem involutorischen Korper-
automorphismus

A—A: x+— T,

und L = {x € A | T = x} ihr Fizkorper. Dann lisst sich folgendermaflen eine prieuklidische
Ebene konstruieren:

(1) die Punkte sind die Elemente von A,
(2) die Geraden sind die Teilmengen der Form a- L + b mit a,b € L,a # 0,
(3) die Streckenkongruenz ist folgendermafen gegeben: fir p,q,u,v € A gilt:

(p,q) = (u,0) & (¢ =p)(g—p) = (v—uw)(v—u).
Umgekehrt ist jede praeuklidische Ebene (bis auf Isomorphie) so darstellbar.

Wie sich aus dem Algebraisierungssatz ergibt, aber auch schon rein inzidenzgeometrisch aus

10
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dem Axiomensystem herleiten lasst, ist die hier gegebene Definition einer praeuklidischen Ebene
dquivalent zu der bei Degen-Profke [4]. Fordert man zusétzlich, dass der Fixkorper L angeord-
net und vollsténdig ist, so ist er isomorph zu R, und A ist isomorph zu C. Es ergibt sich also
dann die gewohnliche euklidische Ebene in ihrer Beschreibung als komplexe Zahlenebene.

Die vorliegende Arbeit entwickelt eine entsprechende Theorie fiir die hyperbolische Geome-
trie. Zugrunde gelegt wird hier ein linearer Raum mit einer Streckenkongruenz, der ebenfalls
gewissen wenigen Axiomen (s. Abschnitt 2.1 iiber absolute Ebenen mit Mittellinien) geniigen
soll. Es folgt nun ein kurzer Uberblick iiber den Aufbau und Inhalt der Arbeit.

In den Abschnitten 2.2 - 2.6 wird zunéchst der Begriff der Bewegung definiert. Ausgehend
von dem, was die Axiome hergeben, wird erarbeitet, was man unter einer Punktspiegelung und
einer Translation versteht, und diese werden als Bewegungen identifiziert. Dann wird der Begriff
der Orthogonalitat zweier Geraden eingefiihrt; er erweist sich als invariant unter Bewegungen.
Mit dessen Hilfe lasst sich eine Geradenspiegelung einfiithren, die sich ebenfalls als Bewegung
herausstellt. Die Beweise sind oft, aber nicht immer, Adaptionen von Beweisen aus [6].

Viel schwieriger als im préaeuklidischen Fall ist in Abschnitt 2.8 der Beweis der Tatsache, dass
die Translationen entlang einer festen Geraden eine Gruppe bilden. (Fiir die Gesamtheit aller
Translationen trifft dies im nichteuklidischen Fall nicht zu, wie man aus der hyperbolischen
Geometrie weif.)

Anschlieend folgt nach dem Vorbild Bachmanns [1] der Abschnitt 2.9, der sich insbesondere mit
den Geradenspiegelungen beschéftigt. Nachdem sich jede Bewegung als Komposition héchstens
dreier Geradenspiegelungen erwiesen hat, wird der Begriff des Geradenbiischels entwickelt. Thm
zufolge liegen drei Geraden GG, H, K im Biischel, wenn das Produkt der Spiegelungen an diesen
drei Geraden selbst wieder eine Geradenspiegelung ist. Die Gesamtheit aller Geraden K, die
mit zwei Geraden GG, H im Biischel liegen, werden das durch G, H bestimmte Geradenbiischel
genannt. Wenn G und H einen gemeinsamen Punkt haben, so stellt sich heraus, dass auch
alle anderen Geraden des Biischels durch diesen Punkt gehen. Haben G und H ein gemein-
sames Lot, so ist dies auch ein Lot fiir alle anderen Geraden des Biischels. Interessanterweise
erweist sich die Relation, im Biischel zu liegen, als ternire Aquivalenzrelation. Dabei sind in-
zidenzgeometrische Versionen von Argumenten von Bachmann, die ja oft in der Sprache von
Inzidenzgruppen formuliert sind, sehr hilfreich.

Es folgen drei weitere Abschnitte (2.10 - 2.12) iiber Drehungen, Halbdrehungen und Rechtecke;
diese dienen als Sammlung weiterer Grundlagen fiir spétere Betrachtungen und Entwicklungen.

Die bis zu diesem Punkt erzielten Ergebnisse haben noch so allgemeinen Charakter, dass sie
sowohl fiir die hyperbolische Geometrie als auch fiir die euklidische Geometrie gelten. Um zu
einer Differenzierung zu kommen, folgt nun in Abschnitt 3.1 ein weiteres Axiom, das hyperboli-
sches Axiom genannt wird. Eine absolute Ebene mit Mittellinien, welche dieses Axiom erfiillt,
nennen wir hyperbolische Ebene. Das hyperbolische Axiom gewéahrt unter anderem die Exis-
tenz von unverbindbaren Geraden, d.h. von Geraden, die weder einen gemeinsamen Punkt
noch ein gemeinsames Lot besitzen. Eine unmittelbare Auswirkung besteht ferner darin, dass
es keine Rechtecke geben kann. Als weitere wichtige Folgerung stellt sich die Existenz von

11
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Geradenbiischeln heraus, die durch zwei unverbindbare Geraden bestimmt sind. Diese Biischel,
sie werden nach Hilbert [7] Enden genannt, erweisen sich als Tréger fiir die Koordinatisierung
der hyperbolischen Ebenen.

In Abschnitt 3.3 wird gezeigt, dass zwei verschiedene Enden verbindbar sind, d.h. dass es
eine eindeutige Gerade gibt, die zu beiden Enden gehort.

Der erste Schritt zur Koordinatisierung der hyperbolischen Ebenen wird im darauf folgen-
den Abschnitt 3.4 iiber die Endenrechnung vollzogen. Die Menge der Enden erweist sich als
projektive Gerade KU {oo} zu einem Koérper K, dessen Addition und Multiplikation geome-
trisch definiert sind, dem sog. Endenkdrper K. Dieser stellt sich im Laufe der Betrachtungen
als euklidisch heraus.

In Anlehnung an Szdsz [13] werden nun in den Abschnitten 3.5 und 3.6 den Punkten und
Geraden der hyperbolischen Ebene projektive Koordinaten zugeordnet. Durch diese wird es
dann moglich, in den Abschnitten 3.7 - 3.9 mit Hilfe einer symmetrischen Bilinearform, der
Minkowski-Form p(x,y) = ToYo — 191 — Toyo fiir = (20, 21, 22),y = (Yo, y1,v2) € K3, die
Begriffe Inzidenz, Kongruenz und Orthogonalitit ebenso wie die Bewegungen rechnerisch zu
erfassen.

Zunichst gilt: zwei Vektoren x,y € K® sind orthogonal, wenn p(z,y) = 0 gilt. Die Punkt-
menge H der hyperbolischen Ebene besteht aus den Vektoren z = (xg, 21, 79) € K3 mit der
Eigenschaft ¢(z) = u(z,x) = 1,29 > 0; die Geradenmenge G besteht aus den zweidimensiona-
len Untervektorriumen u® mit u € K3, g(u) < 0; dabei ist u der Orthogonalraum des Vektors
u in Bezug auf die Minkowski-Form. Ein Punkt z € H inzidiert mit einer Geraden u* € G,
wenn x € ut, d.h. pu(u,r) = 0 gilt. Anschaulich bildet die Punktmenge H eine Schale eines
zweischaligen Hyperboloids im Vektorraum K?*, withrend die Punktreihe einer Geraden u* den
Schnitt dieser Geraden mit dem Hyperboloid bildet. Ferner gilt (z,y) = (z,w) genau dann,
wenn p(z,y) = p(z,w). Eine Bewegung entsteht durch eine Transformation der Koordinaten
mit einer speziellen Matrix, einer sog. Lorentz-Matriz. Umgekehrt stellt jede so definierte Struk-
tur eine hyperbolische Ebene dar.

Somit ist es gelungen, die Theorie der hyperbolischen Ebenen aus diesen Axiomen zu ent-
wickeln; um die reelle hyperbolische Ebene zu erhalten, miisste nur noch durch ein zusétzliches
Axiom gewiéhrleistet werden, dass der zugrunde liegende Korper vollstandig ist.

In Abschnitt 3.11 iiber Winkel und deren Kongruenz wird der Kongruenzsatz (www) bewiesen,
demzufolge zwei Dreiecke schon dann kongruent sind, wenn ihre Winkel kongruent sind.

Die Arbeit schliet mit dem Abschnitt 3.12 {iber die Kollineationen der hyperbolischen Ebe-
nen. Zunichst wird gezeigt, dass ein nichtidentischer Automorphismus des Endenkorpers eine
Kollineation definiert, die keine Bewegung ist. Nachdem sich herausgestellt hat, dass Kolli-
neationen Enden auf Enden abbilden, folgt der Nachweis, dass sich jede beliebige Kollinea-
tion der hyperbolischen Ebene als Produkt einer Bewegung und einer solchen, durch einen
Korperautomorphismus definierten, Kollineation darstellen lasst.

12
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2 Absolute Ebenen mit Mittellinien

Unter einer absoluten Ebene mit Mittellinien verstehen wir im Folgenden einen linearen Raum
(H, G, €) mit einer Streckenkongruenz im Sinne der Definition in der Einleitung, der den Axio-
men im Abschnitt 2.1 geniigt. Dabei sei ‘H die Punktmenge und G die Menge der Geraden,
wobei wir die Geraden als Teilmenge der Punktmenge betrachten. Aus diesem Grund ist die
Inzidenzrelation die Elementrelation.

2.1 Axiome

(VP) ”Verdopplungspunkt”
Zu zwei Punkten z,a mit a # z existiert ein Punkt b # a mit (a,z) = (z,b) und a, b, z kollinear.

(ML) ”Mittellinie”
Fira#bist{p € H | (a,p) = (p,b)} eine Gerade M (a,b), die a Vb schneidet.

Bemerkung: Der Schnittpunkt in (ML) ist der eindeutige Punkt m auf der Geraden a V b
mit der Eigenschaft (a,m) = (m,b). Dieser Punkt heifit Mittelpunkt von a und b und wird mit
m(a, b) bezeichnet.

(PG) ”Parallelogramm?”
Seien Punkte a,b,c,d gegeben mit a # ¢,b # d,m(a,c) = m(b,d). Dann gilt: (a,d) = (b,c),
(a,b) = (¢,d). Das Viereck (a,b,c,d) heifit Parallelogramm.

d e

L ]

o
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e

(DR) ”Drachen”
Zu drei nichtkollinearen Punkten a,b,p existiert ein Punkt p' # p mit (a,p) = (a,p'),

(b,p) = (b,p).

13



14 2 ABSOLUTE EBENEN MIT MITTELLINIEN

Satz 2.1.1:
Der Punkt b in (VP) ist eindeutig.

Beweis:

Angenommen, es existieren b, b’ mit b # V', b’ # a, b # a, die beide die Eigenschaft (VP) haben.
Dann wire (a,z) = (z,b) sowie (a,2) = (2,V), somit (z,b) = (z,), also z = m(b,b") wegen
b # . Nun gilt aber auch z = m(a,b), nach (PG) folgen (a,b) = (b,0') und (a,b’) = ( b), also
b = a. Widerspruch! O

Bezeichnung: Der Punkt b wird Verdopplungspunkt von a bzgl. z genannt.

Satz 2.1.2:
Wenn a,b,c,d kollinear sind, a # ¢,b # d, dann gilt in (PG) auch die Umkehrung.

Beweis:
Es gelte (a,d) = (b,¢), (a,b) = (¢,d). Seien my = m(a, c), my = m(b,d). Wir zeigen: m; = ms.

Sei a’ der Verdopplungspunkt von ¢ bzgl. ms. Es geniigt zu zeigen: o’ = a (dann folgt m; = my
wegen der Eindeutigkeit des Mittelpunktes). Angenommen, es wire a’ # a. Dann wire my =
m(a’,c) = m(b,d). Nach (PG) gilt (¢’,b) = (¢,d) = (a,b) sowie (a’,d) = (b,¢) = (a,d) nach
Voraussetzung. Dies bedeutet b = m(a’,a),d = m(a’,a) (weil alle Punkte auf einer Geraden
liegen), d.h. b = d. Widerspruch! OJ

2.2 Bewegungen

Definition 2.2.1:
Fine Bewegung ist eine Bijektion §: H — H mit der Eigenschaft (B(a), 3(b)) = (a,b).

Bemerkung: Die Bewegungen bilden eine Gruppe.

Satz 2.2.2:
Fiir Punkte a,b,x mit a # b und eine Bewegung [ gilt: © € M (a,b) < ((z) € M(B(a), B(D)).

Beweis:

Es gelte x € M(a,b). Dann folgt (5(a),l(z)) = (a,z)
B(x) € M(B(a),[(b)). Nun gelte umgekehrt G(x) € M(5(a),
auch eine Bewegung ist, z = 3~ o f(z) € M (8710 B(a), 371 0 3(b)) =

(B(x), B(b)), also

ann folgt, weil 37!

Il
—~
8
—_ O~
. N~——
Il

So
£
=
U

Satz 2.2.3:
Es seien a # b zwei Punkte. Weiter sei ¢ # m(a,b) ein Punkt auf M(a,b), und d der Verdopp-
lungspunkt von ¢ bzgl. m(a,b). Dann gilt: M(c,d) = a \V/ b.

Beweis: Nach (PG) gilt (b,¢) = (a,d) = (b,d), weil d € M(a,b). Also folgt b € M(c,d).
Auf die gleiche Weise folgt a € M(c,d). Somit ist M(c,d) =aV b. O

14



2.3 Punktspiegelungen 15

Mfa,b)

L 2~
o

de

Satz 2.2.4:
Bewegungen sind Kollineationen.

Beweis:

Sei (3 eine Bewegung, G eine beliebige Gerade, und seien a,b € G mit a # b. Weiter sei d ein
Punkt auf M (a,b) mit d ¢ G, und ¢ # d der Verdopplungspunkt von d bzgl. m(a,b). Nach
2.2.3 ist dann G = M (¢, d) und nach 2.2.2 gilt 5(G) = M(B(c), B(d)), also ist B(G) wieder eine
Gerade. O

Satz 2.2.5:
Fiir eine beliebige Bewegung (8 gilt 5(m(a,b)) = m(B(a), 5(b)).

Beweis:
Fiir m = m(a,b) ist (B(a)

,B(m))
nach 2.2.4, also g(m) € §(a

E/ 0o ( ,m) = (m,b) = (8(m),(b)) und B eine Kollineation

g
)

|||

Satz 2.2.6:
Sei 3 eine Bewegung. Fualls ein Punkt p existiert mit 3%(p) = p, so hat 3 einen Fixpunkt.

Beweis:
Falls 5(p ) p gilt, ist nichts zu zeigen. Sei also B(p) # p. Nach 2.2.5 gilt B(m(p, B(p))) =

m(B(p), 3(p)) = m(B(p),p), also ist m(B(p), p) Fixpunkt von 3. [

2.3 Punktspiegelungen

Definition 2.3.1: Sei z ein Punkt. Nach (VP) und 2.1.1 gibt es zu einem weiteren Punkt a # z
genau einen Verdopplungspunkt b # a bzgl. z mit den in (VP) genannten Eigenschaften. Diese
Zuordnung, die bei festem Punkt z jedem Punkt a # z seinen eindeutigen Verdopplungspunkt
zuordnet, heifst Punktspiegelung v, an z. Man setzt diese Abbildung auf z fort durch v,(z) = z,
d.h. der Punkt z ist einziger Fixpunkt.

Bemerkung: Zu Punkten a, b gibt es genau einen Punkt z mit ¢,(a) = b, ndmlich z = m(a,b),

falls a # b, und z = a, falls a = .

Satz 2.3.2:
Die Punktspiegelung ¢, ist eine Bewegung.

Beweis: Zu drei Punkten a,b, z betrachte ' = ¢.(a), V/ = ¢,(b). Fiir a = z oder b = z ist

die Behauptung klar. Fiir a,b # z ist z = m(a,a’) = m(b,b'). Aus (PG) folgt (a,b) = (a’, V') =
(¢z(a), (). O

15



16 2 ABSOLUTE EBENEN MIT MITTELLINIEN

Bemerkung: (a, b, d’,b’) ist dann ein Parallelogramm.

Satz 2.3.3:
Die Punktspiegelung v, ist involutorisch, d.h. 1*(a) = a.

Beweis:
Fir a = z ist das klar. Sei nun a # z. Dann ist ¢,(a) # z und es gilt z = m(a,¢,(a)), also
t.(t,(a)) =a. O

Satz 2.3.4:
Sei 3 eine Bewegung, z ein Punkt. Dann gilt: 15,y = Bo 037 .

Beweis:

Sei a ein beliebiger Punkt, b = 37!(a). Wenn b = z gilt, so ist b = ¢,(b) = ¢, o 7 (a) und
es folgt o, 037 a) = B(b) = a = ta(a) = tgp)(a) = tg(a). Wenn b # z gilt, so ist
z=m(b,1,(b)) =m(B7(a), .08 (a)), und aus 2.2.5 folgt 3(2) = m(a,Bor, 0B (a)), woraus
sich die Behauptung ergibt. [

2.4 Translationen

Definition 2.4.1: Es seien z und w zwei Punkte. Dann heifst die Abbildung T = 1, 0 t,
Translation.

Bemerkung: Gilt z # w, so sei G = 2z V w, und wir sagen 7 ist eine Translation entlang G.
Die Gerade G ist Fixgerade der Translation 7, denn es gilt 7(p) € G fur alle p € G.

Satz 2.4.2:
Eine Translation hat keinen Fizpunkt, aufler sie ist die Identitdt.

Beweis:
Sei 7 = 1y, © t,. Angenommen, es gibt einen Punkt p mit 7(p) = p.

Fall 1: p = 2. Dann ist p = 7(p) = ty © t2(p) = tw(p). Dies wiederum bedeutet p = w, al-
SO z = w, somit ist 7 = 1, 0 1, = id.

Fall 2: p = w. Sei p’ = ,(p). Dann ist p = 7(p) = 1ty © t:(p) = tuw(p)) = 1,(p'). Das heifit
p' = p, also ¢,(p) = p. Dies bedeutet p = z, also wiederum z = w und 7 = id.

Fall 3: p # w und p # z. Dann folgt aus p = ¢, o ¢,(p) durch beidseitiges Anwenden von
Ly von links ¢, (p) = t.(p) =: p’. Weil nun p’ # p gilt, ist z = m(p,p’) und ebenso w = m(p,p’),
daher ist z = w wegen der Eindeutigkeit des Mittelpunktes, also 7 = id. [J

Bemerkungen:
(a) Eine Translation ist als Produkt von Punktspiegelungen eine Bewegung.

(b) Zu T = 1, 01, ist 771 =1, o1, ebenfalls eine Translation.

Satz 2.4.3:
Fiir eine Translation T # id hat auch 7 keinen Fizpunkt. Insbesondere ist 771 # 1.

16



2.5 Orthogonalitét 17

Beweis:
Angenommen, es gibt einen Punkt p mit 72(p) = p. Dann hat 7 nach 2.2.6 einen Fixpunkt, was
nach 2.4.2 nicht sein kann. Insbesondere kann somit 72 nicht die Identitéit sein. [J

Satz 2.4.4:
Zu zwei Punkten a # b existiert eine Translation entlang a V' b, die a auf b abbildet.

Beweis:
Es seien m = m(a,b) und 7 = 1, 0 t,. Man priift leicht: 7(a) = b. O

Satz 2.4.5:
Seien m = m(a,b) und T eine Translation entlang a\V'b mit 7(a) = m. Dann ist auch T(m) = b.

Beweis:
Es ist (a,m) = (7(a),7(m)) = (m,7(m)). Nach 2.4.3 ist 7(m) = 7%(a) # a, damit folgt
7(m) = b wegen der Eindeutigkeit der Streckenverdopplung. [J

Satz 2.4.6:
Sei T eine Translation entlang einer Geraden G. Dann ist T(a) = m(a,7*(a)) fira € G.

Beweis:
Es ist (a,7(a)) = (7(a),7%(a)). Nach 2.4.3 ist 72(a) # a, auBlerdem gilt 7(G) = G, somit folgt
die Behauptung. [

2.5 Orthogonalitit
Konstruktion und Satz 2.5.1:

Man definiert eine Relation 1L auf der Menge der Geraden mit Hilfe der Streckenkongruenz =
durch

Hl1G:=3a#beG:H=M(ab).

Behauptung: die Relation 1 ist eine Orthogonalititsrelation, d.h. eine Relation auf der Menge
der Geraden mit den Eigenschaften

(O1) Zu einer Geraden G gibt es eine Gerade H mit H LG,
(02) HLG = GLH.

Beweis:
(O1) ist klar wegen der Existenz der Mittellinie, (O2) folgt sofort aus 2.2.3. O

Satz 2.5.2:

Es seien a # b zwei Punkte, G = a V' b. Weiter sei p ein Punkt, der nicht auf G liegt, und p'
der Punkt, der a,p,b gemdfS (DR) zu einem Drachen erginzt. Dann gilt: G Lp V p'.

Beweis:

Esist G=aVb= M(p,p). O

17



18 2 ABSOLUTE EBENEN MIT MITTELLINIEN

Satz 2.5.3 (Existenz und Eindeutigkeit des Lots):
Zu einer Geraden G und einem Punkt p gibt es genau eine Gerade H durch p mit H 1 G.

Beweis:
Fall 1: p € G (Errichten eines Lots)

Sei a € G beliebig, a # p, b = 1,(a). Dann ist M(a,b) LG ein Lot durch p.

Ma,b)
c

a’ a P
-

.o
o=

od

Eindeutigkeit: Sei H' LG ein Lot durch p, und seien o’ # b’ Punkte auf G mit H' = M(d',V').
Dann ist m(a’,b") = p = m(a,b). Sei nun ¢ € M(a,b) und d der Verdopplungspunkt von ¢ bzgl.
p. Durch zweimalige Anwendung von 2.2.3 folgt M (a,b) = cV d = M(d', V).

Fall 2: p ¢ G (Féllen eines Lots)

Seien a # b € G, und p’ der Punkt, der a,p,b geméf (DR) zu einem Drachen ergénzt. Nach
2.5.2 ist dann p V p' LG.

wp

L B~

b G

op'

Eindeutigkeit: Es sei H1G mit p € H. Seien o/,b' € G mit H = M (d’,V'). Zeige: H = pV p'.
Wegen o',V € G = M(p,p') gilt (p/,d') = (p,d') = (p,b) = (p/,V), also p' € M(d',b') = H.
Weil auch p € M(a',V) = H gilt, folgt H =pV p'. O

Korollar 2.5.3’:
Es seien a,b,p drei Punkte mit p ¢ a NV b. Der Punkt p', der a,b,p gemdfi (DR) zu einem
Drachen ergdnzt, ist eindeutig bestimmd.

Beweis:

Angenommen, es gibt zwei solche Punkte p/, py. Dann sind p V p},p V p, Lote auf a V b durch
p, somit sind p, p, py kollinear wegen der Eindeutigkeit des Lotes nach 2.5.3. Zusétzlich gilt
aVb= M(p,p)) = M(p,p,), daraus folgt p| = p, wegen der Eindeutigkeit des Verdopplungs-
punktes. [

Satz 2.5.4:
Eine Bewegung st orthogonalititserhaltend.

18



2.6 Geradenspiegelungen 19

Beweis:
Sei ¢ eine Bewegung, H 1 G, d.h. es gibt Punkte a,b € G mit H = M(a,b). Nach 2.2.2 gilt fiir
jeden Punkt p € H dann auch o(p) € M(p(a), ( )). Weil ¢ nach 2.2.4 eine Kollineation ist,

gilt o(H) = M(p(a), (b)), also p(H) Lp(a) V p(b) = ¢(G). O

2.6 Geradenspiegelungen

Es sei G eine Gerade. Zu einem Punkt p wird auf folgende Weise ein Punkt p’ konstruiert:
114

q

op'
L

L=1(p,G),q=LANG,p =1,(p). Die Abbildung p — p' nennt man Geradenspiegelung og an
G. Offensichtlich gilt 02 = id, und die Fixpunkte von o¢ sind genau die Punkte von G.

Satz 2.6.1:

Es seien G # H Geraden mit GLL, H1L. Weiter seien a = G AN L,b=H AN L,M = M(a,b).
Auflerdem seien Punkte o', b’ gegeben mit o' € G,0 € H,d' # a,b # b,(a,a’) = (b)b),m =
m(a,b) # m(a’,b'). Dann gilt auch M = M (a', V).

Beweis:

Es sei @ = 1,,(V'). Dann folgt wegen ¢,,,(H) = G auch @ € G. Wegen (,,(b) = a gilt (a,a) =
(0',b) = (¢, a) nach Voraussetzung. Aus m(a,b) # m(a’, ') folgt @ # @’ und daher a = m(d’, ).
Weiter sei 7 die Translation entlang L mit 7(b) = m. Dann ist nach 2.4.5 auch 7(m) = a, und
nach 2.5.4 gilt 7(H) = M, 7(M) = G. Somit ist m' := 7(b') € M, m’ # m.

Nun wird 7(m’) = d gezeigt. Es gilt (a,d') = (b,0) = (7(b),7(V))) = (m,m') =
(t(m), 7(m')) = (a,7(m’)). Dies bedeutet 7(m') € {da',a}. Wére 7(m’) = 7 () ') = @, dann

wire m' = 7(V/) = m(a,b') = m nach 2.4.6. Widerspruch! Also ist 7(m/) = 72(b') = d'.
Wegen (m/, b’) = (t(m/), (b)) = (a/,m') ist also m’ € M(d',0'). Auerdem ist (b',m) =
(m,a) = (m,d), letzteres weil L = 1(a,G) = M(d',@). Somit folgt m € M(d',l), also

M(d', b)) =m' \/m M. O

19



20 2 ABSOLUTE EBENEN MIT MITTELLINIEN

Satz 2.6.2:
Seien G, H Geraden, GLH, m = G A H. Dann ist oy o 0g = L, (Punktspiegelung an m).

Beweis:
Sei a ein beliebiger Punkt. Falls @ € G, dann ist oy o og(a) = og(a) = ty,(a), weil GLH. Falls
a € H,soist og(a) = tm(a) € H weil GLH, also o o og(a) = oy o ty(a) = ty(a).

Im Weiteren gelte also a ¢ G und a ¢ H. Es seien L = 1(a,H),q=LANH,L' = 1,,(L),q =
tm(q). Dann gilt wegen der Eindeutigkeit des Lotes G = M (q, ¢’). Seien aulerdem ¢ = ¢,,(a),b =
(¢) =ty © tm(a). Wegen LLH ist nach 2.5.4 auch L' L H, weil ¢, eine Bewegung ist. Es gilt
b,¢') = (a,q), und aus 2.6.1 folgt G = M(a,b)La VvV b. Also ist b € 1(a,G), und damit

Q

b q' o
m G
a q I
H

Auflerdem ist nach dieser Konstruktion H = M(b,¢) und somit gilt ¢,,(a) = ¢ = oy(b) =
Oy © Ug(a). [l

Satz 2.6.3:
Fiir Geraden G # H qilt: G1H < ogoog =og oog.

Beweis:
7=": Es sei GLH. Aus 2.6.2 folgt oy 0o 0g ooy oog =12, = id mit m = G A H, und daraus
ogooy =0[00qg.

7<": Es gelte og ooy = o 0 0g. Sei p € G ein Punkt mit p # G A H. Dann gilt g oog(p) =
o oog(p) = ou(p), also oy(p) € G. Wegen p ¢ H bedeutet dies GLH. [

Satz 2.6.4:
Seien p,q € L, so dass T = 4 0 1, eine Translation entlang L ist. Auferdem seien G =

1(p,L),H = 1(q,L). Dann gilt T = oy 0 0¢.

Beweis:
Unter Verwendung von 2.6.2 ergibt sich ogoog = ogoid o 0 = ogoopoopooq = 1401, = 7. 0

Satz 2.6.5:
Geradenspiegelungen sind Bewegungen (und somit Kollineationen).

Beweis:
Wir betrachten das Bild (o, b) einer Strecke (a, b) bei der Spiegelung o an der Geraden G.

20



2.7 Kreise 21

Fall 1: a,b € G. Dann sind a und b Fixpunkte, d.h. die Strecke (a, b) bleibt invariant.

Fall 2: Genau einer der Punkte a,b liegt auf G, z.B. a € G. Dann ist ¢’ = a,G = M(b, V'),
also (a,b) = (a,b') = (a’, V).

ob

b
Fall 3: a, b liegen beide nicht auf G.

Angenommen, ¢ V b LG. Dann ist 1(a,G) = L(b,G) und ¢ := L(a,G) A G ist gemeinsa-
me Mitte von @’ = o(a) und a sowie von O’ = o(b) und b. Aus (PG) folgt (a,b) = (a', V).

Nun sei a Vb nicht orthogonal zu G. Seien L = 1 (a,G),m = LAG, d’, b’ die Bildpunkte von a, b
unter 0. Nach 2.6.2 ist ¢,,, = ogooy, also gilt o = t,,00r. Daa € L, folgt (or(a),or(b)) = (a,b)
nach Fall 2, also insgesamt (weil ¢, eine Bewegung ist) (a/, ') = (0g(a),o¢(b)) = (a,b). O

L
b
a /

m

a'
\h’
Satz 2.6.6:

Es gelte (p,q) = (p',q'). Dann ezistiert eine Bewegung 3 mit 3(p) =, 5(q) = ¢ .

G

Beweis:

Zunéchst existiert nach 2.4.4 eine Translation 7, die p auf p’ abbildet. Wenn 7(¢) = ¢’ ist, sind
wir fertig. Sei also 7(¢') # q. Weil 7 eine Bewegung ist, gilt (p',7(q)) = (7(p),7(q)) = (p,q) =
(¥, q), dh. p' € M(q',7(q)) =@ M. Dann gilt oa(7(p)) = om(p') = p',om(7(q)) = ¢'- Da oy
nach 2.6.5 eine Bewegung ist, folgt die Behauptung. [J

2.7 Kreise

Definition 2.7.1:
Der Kreis um z € 'H durch den Punkt a # z ist

O(s:0) = {z € H| (2,2) = (2, )},
Bemerkung: Fiir p,q € ©(z;a),p # ¢, ist z € M(p, q).

21



22 2 ABSOLUTE EBENEN MIT MITTELLINIEN

Satz 2.7.2:
Sei G eine Gerade, K ein Kreis. Dann haben G und K hdéchstens zwei gemeinsame Punkte.

Beweis:

Angenommen, es gibt drei Punkte ai,as,a3 € G N K, die paarweise verschieden sind. Sei
H; := M(a;,a;41),7 = 1,2. Es gilt Hy, Hy L a3 V as = ay V ag, auflerdem gilt z € Hy,z € H,,
insgesamt also H, = H, wegen der Eindeutigkeit des Lotes nach 2.5.3.

Nun ist m(ay, az) = M (a1, a2) A (a1 V az) = M(ag,a3) A (ag V asz) = m(az, as) (weil H; = Hy
und a1 V as = as V ag = G). Wegen der Eindeutigkeit der Streckenverdopplung folgt a; = as.
Widerspruch! [J

Satz 2.7.3 (Existenz und Eindeutigkeit der Tangente):
Durch jeden Punkt p € &(z;a) =: K geht genau eine Gerade T mit T N K = {p}, namlich
T=L(ppV2).

,
\\

N,
b
\

Beweis:
Existenz: sei G = pV z. Das Lot T = L (p, G) ist eine Tangente, denn p ist der einzige gemein-
same Punkt von T und K:

Angenommen, es existiere x € T mit © € K,z # p. Dann ist M (p,z) L pva =T. Esist z € G,
aber auch z € M(p,z), weil z € K, somit M(p,z) = L(2,7) = G. Nun ist G A (pV z) = p,
jedoch M(p,z) A (pV x) = m(p,x) # p. Widerspruch!

Eindeutigkeit: sei T” eine weitere Gerade durch p, T" # T, dann ist 7" nicht orthogonal zu
G. Sei L = 1(z,T"); dann ist L # G. Ferner sei ¢ ein beliebiger Punkt auf L mit ¢ # z. Nach
(DR) gibt es einen eindeutigen Punkt p’ # p mit (p',q) = (p,q) und (p', z) = (p, 2) (*). Gemif
2.5.3 gilt dabei p’ € T, weil p’ V pLL, somit p’ V p = T’. Nun ist auch p’ € K wegen (*), und
T’ ist keine Tangente. [
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2.8 Weiteres zu Translationen 23

2.8 Weiteres zu Translationen

Satz 2.8.1:
Fir a,b € L, a # b, und eine Translation T entlang L gilt: (a,7(a)) = (b, 7()).

Beweis:
Seien a’ = 7(a),b’ = 7(b) € L. Dann ist auch a’ # V.

Fall 1: @' = b. Dann ist (a,d’) = (a,b) = (¢, V) :
Fall 2: ¢ = V. Dann ist (a,d’) = (V/,a") = (b,a) = (b, V).
Fall 3: @’ 2bund a # V.

Il
—~
<

o
—

Sei p = m(a,b). Dann ist p’ := 7(p) = m(da’, V'), weil (d',p") = (a,p) = (b,p) = (V,p'). Sei
m =m(p,p’),m' = T1(m) # m.

Es gilt p' = m(m,m’), weil (p/,m’) = (p,m) = (p/,m). Somit ist m(m,m’) = p' = m(a, V)
und nach (PG) gilt (a’,m) = ( ,m') = ( m), also m = m(a’,b), weil a’ # b, auflerdem gilt
(b',m) = (a',m') = (a,m), also m = m(a,b'), weil a # b'. Wiederum nach (PG) folgt somit u.a.
(d';a) = (,0). O

Satz 2.8.2:
Es seien T eine Translation entlang einer Geraden L und v die Punktspiegelung an q € L. Dann

gilt LoTor =771,

Beweis:
Es wird gezeigt, dass 7 o1 o7 = ¢ gilt. Sei p ein beliebiger Punkt.

Fall 1: p € L.

- - fi’ - - L
P t1ot(p) tlp) torort(p

Fall 1.1: 7(p) = ¢. Dann ist Toro7(p) = 7o 1(q) = 7(q) = 7%(p). Nach 2.4.6 ist ¢ = 7(p) =
m(p, 7%(p)). Somit gilt 7 oo 7(p) = 1(p).

Fall 1.2: ¢ = m(p,7(p)). Dann ist 7(p) = ¢(p), also to7(p) =p, Toro7(p) = 7(p) = t(p).
Fall 1.3: 7(p) # q und q # m(p, 7(p)).

Fall 1.3.1: p = 7ovor(p). Dann gilt (p,co7(p)) = (7(p), Toro(p)) = (7(p), p). Wegen 7(p) 74
ist c o 7(p) # 7(p), somit ist p = m(c o 7(p), 7(p)) = q. Es folgt damit 7 or o 7(p) =p = 1(p).
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Fall 1.3.2: p # 7ot o 7(p). Dann gilt (p,¢ o 7(p)) = (7(p),7 o o 7(p)), weil eine Transla-
tion eine Bewegung ist; auflerdem gilt (p,7(p)) = (¢ o 7(p),7 0 L o 7(p)) nach 2.8.1. Wegen
toT(p) # 7(p),ToroT(p) # p sind die Voraussetzungen der Umkehrung von (PG) gegeben,
d.h. nach 2.1.2 gilt m(p, 7oro7(p)) = m(to7(p),7(p)) = q. Also ist auch hier Toro7(p) = ¢(p).

Fall2: p ¢ L. Es sei L1 = L(p,L),a = Ly AN L, Ly = L(7(p),L),b = Ly A L. Dann ist
7(a) = b, weil 7(Ly) = Ly nach 2.5.3 gilt und 7(L) = L. Auflerdem seien o' = t(a),b’ =
t(b),p’ = u(p), Ly = o(L1), L}y = 1(Ls). Weil ¢ orthogonalitétserhaltend ist, gilt L}, L, LL. Es
wird 7 o 1o 7(p) = p' gezeigt:

P t7(p)

b’ a (} a' b

107T(p)s p'Y

Fall 2.1: ¢ # b, d.h. b’ # b. Nach 2.8.1ist (b/, 7(b')) = (a,7(a)) = (a,b) = (d’, V') (letzteres, weil ¢
eine Bewegung ist). Somit folgt 7(V') € {d’, 1y (a’)}. Angenommen, 7(V') # o/, also 7(V') = vy (a’).
Dann ist ¥ = m(a’,7(b')). Andererseits ist (7(0'),b) = (7(V'),7(a)) = (V/,a) = (d,b), also
b=m(a',7(b')). Wegen der Eindeutigkeit des Mittelpunktes gilt b = &'. Widerspruch! Also ist
T(b') =d.

Fall 2.2: ¢ = b, d.h. &/ = b. Aus 2.4.3 und 2.4.5 folgt (V') = 7(q) = &, weil ¢ = m(a,d’).

In beiden Fillen folgt 7(L,) = L, weil 7 orthogonalititserhaltend ist. Es ist ¢ o 7(p) € L),
also T ovo7(p) € L. Wegen (v o 7(p),t/) = (tovo7(p),7(t))) = (1t oro7(p),a) und
(L o7(p),t) = (1(p),b) = (p,a) = (p/,d’) folgt T orvo7(p) € {P,ta(p)}. Angenommen,
To1o7(p) =ty (p). Dann wire ' = m(7 ovo7(p),p’) und es wiirde L = M (7 oo 7(p),p)
folgen, weil L1L}. Nun ist aber (p',7(p)) = (p,t o 7(p)) = (7(p),7 0 L o 7(p)), somit wiirde

/

T(p) € M(TowroT7(p),p) = L gelten, also p € L. Widerspruch! Also ist 7ovo7(p) =p'.
Insgesamt ist damit 7 ot o 7 = 1 gezeigt, woraus die Behauptung folgt. [J
Folgerung 2.8.2’:

Sei T =140y, L =t flir a,b,c € L. Die BeziehungtoTot=171"
also L, 0Ly O Ly = L. 0Ly O L.

U ergibt 1.0 140150 Le = L3 O Lg,

Satz 2.8.3:
Sei T eine Translation entlang L. Seien a,b € L undu = 7(a),v = 7(b). Dann gilt 1,0ty = 14,0Ly.

Beweis:

Nach 2.3.4 gilt 1y, 0Ly = ty(q) O lr) =T O L 0T toTop 0T P =T0,007 1. Mit T =1, 04,
fiir Punkte x,y € L ergibt sich ¢, 04, = 1,01, 01401y 0 1y 0Ly = 1401y 0Ly O Ly OLyO Ly =140y
(unter Beachtung von 2.8.2%). O
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2.8 Weiteres zu Translationen 25

Satz 2.8.4:
Die Translationen entlang einer Geraden L bilden eine abelsche Gruppe.

Beweis:
Seien p = ¢, 01y, T = L, 0 L, Translationen entlang L mit z,y,u,v € L.

Fall 1: y = u. Dann ist po 7 = 15, 014 01, 0Ly = Lz O 1y O Ly O Ly = Ly O Ly, also wieder eine
Translation.

Fall 2: y # wu. Betrachte die Translation ¢,, o ¢, mit m = m(u,y). Letztere bildet u auf y
ab, z sei das Bild von v.

m b

Unter Verwendung von 2.8.3 ergibt sich dann po 7 =1, 01,010,010, =13 01,01, 0L, = 130y,
also wieder eine Translation.

AuBerdem gilt po T = 1, 01,01, 0ty = L3 0Ly 0Ly Oly = L, O Ly O Ly 0L, = T o p aufgrund
von 2.8.2". O

Satz 2.8.5:
Translationen entlang einer Geraden L sind durch das Bild eines Punktes eindeutig bestimmt.

Beweis:
Seien 7, p Translationen entlang L. Wenn 7(z) = p(z), dann ist 70 p~'(z) = z, also To p~! =
id nach 2.4.2, weil 7 o p~! nach 2.8.4 eine Translation ist. [J

Korollar 2.8.6:
Sei 7 eine Translation entlang L. Dann existiert eine eindeutige Translation p entlang L mit

T =pop.

Beweis:

Fiir einen Punkt a € L sei m = m(a,7(a)). Nach 2.4.4 gibt es eine Translation p entlang L
mit p(a) = m, fir die nach 2.4.5 auch p(m) = 7(a) gilt. Somit ergibt sich p o p(a) = 7(a) und
damit p o p = 7 nach 2.8.5. Gilt nun auch 6 o § = 7 fiir eine Translation 6 entlang L, so folgt
pol~t =plofh Mit 284 ergibt sich pof' =60opt = (pof1)". Aus 2.4.3 folgt nun
pof~!=id und damit p = 6. O

Korollar 2.8.7:
Das Produkt einer Punktspiegelung an einem Punkt auf einer Geraden L und einer Translation
entlang L ist eine Punktspiegelung an einem Punkt auf L.

Beweis:

Fiir 7 = id ist das klar. Seien nun a, b, ¢ € L mit a # b, 7 = 1,01, eine Translation entlang L, und
t. eine Punktspiegelung. Sei ¢ = 1,04(c), d = m(c, ). Dann gilt tgot.(c) = tq(c) = ¢ = ta0u(c).
Nach 2.8.5 folgt tgo0te = tq0tp, also TOo L. = 15010t = 1q. O
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26 2 ABSOLUTE EBENEN MIT MITTELLINIEN

2.9 Kompositionen von Geradenspiegelungen

Die Sachverhalte dieses Abschnittes ergeben sich hiufig auf analoge Weise wie bei Hahl [6] bzw.
wie bei Bachmann [1] (§ 3,4 - 3,7 bzw. § 44 - 4,5).

Satz 2.9.1:
Fiir eine Bewegung (3 mit zwei Fizpunkten a # b gilt: 5 € {id, 040}

Beweis:

Die Gerade a V b ist Achse von (3, denn fiir einen Punkt p € a Vb gilt (a, 5(p)) = (6(a), B(p)) =
(a,p), entsprechend (b, 5(p)) = (b, p). Wére (3(p) # p, so hieBe dies a = m(p, f(p)) = b. Wider-
spruch!

Falls 8 einen Fixpunkt ¢ ¢ a V b besitzt, so gilt § = id. Denn dann wéren auch a V ¢ und
bV ¢ Achsen von 3. Angenommen, fiir einen Punkt d, der nicht auf einer der Geraden aVb,aVc
und bV ¢ liegt, wire 5(d) # d. Dann wére (¢, 5(d)) = (6(c), B(d)) = (¢, d), also ¢ € M(d, 5(d)).
Ebenso wéren a,b € M(d, 3(d)), d.h. a,b, ¢ wiren kollinear. Widerspruch!

Falls 8 # id, so ist also ((c) # c fiir alle Punkte ¢, die nicht auf a V b liegen. Es gilt
(a,B(c)) = (a,c), (b, B(c)) = (b,c) wie oben, also a,b € M(c,3(c)),a Vb= M(c,(c)). Daraus
folgt B(c) = gavs(c). O

Folgerung 2.9.1:
Fine Bewegung 3 ist durch das Bild dreier nichtkollinearer Punkte eindeutig bestimmit.

Beweis:

Es seien aq, as, ag drei nichtkollineare Punkte. Angenommen, es existieren Bewegungen  und
(' mit der Eigenschaft 3(a;) = ' (a;),i = 1,2,3. Dann hat die Bewegung 3’ o 37! die drei
nichtkollinearen Fixpunkte ai, as, as. Aus 2.9.1 folgt ' o 371 = id. O

Satz 2.9.2:
Jede Bewegung ist Produkt von hdchstens drei Geradenspiegelungen.

Beweis:

Es sei B die Gruppe der Bewegungen, > die Menge der Geradenspiegelungen. Fiir Punkte a # b
seien

B, ={B8 € B | B(a) = a},
Bupy={B € B | f(a) = a,B(b) = b} = {id, 04vs} nach 2.9.1.

Es wird gezeigt:

(1) BC (Su{id}) o B,
(2) Ba g (E U {ld}> © Ba,b

Daraus folgt die Behauptung.
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2.9 Kompositionen von Geradenspiegelungen 27

Zu (1): Sei § € B. Falls 3(a) = a, so 8 € B, = id o B,. Falls 3(a) # a, so sei M = M(a, 3(a)).
Dann gilt oy 0 f(a) =a,dh. opyoB € B, B=0pyo00opyof € XoB,.

Zu (2): Sei 8 € B,. Falls 8(b) = b, so B € B, = id o B,y. Falls §(b) # b, so (a, (b))
(B(a),B(b)) = (a,b), d.h. a € M(b,5(b)) =: M. Dann ist oy 0 3(a) = op(a) = a,op05(b) =
also opp 08 € Bap,B=0poonyofB€XoByy, U

b,

Satz 2.9.3:
Fiir eine Bewegung (3 und eine Gerade G gilt 3 o o¢ o 71 = ogc).

Beweis:

Es seien p,q zwei Punkte auf G mit p # ¢, p’ = B(p),qd = B(g). Dann ist auch p’ # ¢ und
s ist B(G) = B(pV q) = P V ¢ Bs gilt Boogo () = o, ebenso foog o A1) = ¢,
d.h. 80050 37! hat mindestens zwei Fixpunkte. Nach 2.9.1 gilt nun S o og o 37! = id oder
foogof ™t =0yvy = 0. Angenommen, o ogo 7! = id. Dann wére o o = 3, d.h.
og = id. Widerspruch! [J

Folgerungen aus Satz 2.9.3:
Seien G, H Geraden, 3 eine Bewegung. Dann gilt:

(a) oy 0 oG o oy ist eine Geradenspiegelung.
(b) Wenn og o o0 eine Geradenspiegelung ist, so ist 3 auch eine Geradenspiegelung.

Satz 2.9.4:
Wenn ogoogooy eine Geradenspiegelung ist, so ist ogoop ooy auch eine Geradenspiegelung.

Beweis:

Es gelte g ooy ooy, = ok fiir eine Gerade K. Weil o involutorisch ist, gilt o = o 00y 00og
und somit o5 0 0, 0o oy = 0g 0 0k © 0g, was nach den Folgerungen aus Satz 2.9.3 auch eine
Geradenspiegelung ist. [

Vorbemerkung zu Satz 2.9.5:
Seien G, H zwei Geraden, p ein Punkt. Wenn oy (p) = og(p) gilt, dann folgt entweder p = GAH
oder G = H.

Beweis der Vorbemerkung:
Fall 1: p liegt auf einer der beiden Geraden, z.B. p € G. Dann ist oy (p) = og(p) = p nach
Voraussetzung, d.h. p € H und somit p =G A H.

Fall 2: p liegt weder auf G noch auf H. Fiir p’ := oy(p) = o¢(p) gilt dann p’ # p. Damit
ist H= M(p,p'), ebenso G = M (p,p’), also G = H. O

Satz 2.9.5:
Das Produkt zweier Geradenspiegelungen ist nie eine Geradenspiegelung.

Beweis:
Seien G, H Geraden. Angenommen oy o o = oy, fiir eine Gerade L. Fiir alle Punkte p € L
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28 2 ABSOLUTE EBENEN MIT MITTELLINIEN

wire dann oy o og(p) = p, d.h. og(p) = o¢(p). Angenommen, G # H. Dann wire nach der
Vorbemerkung p = G A H fiir alle Punkte p € L, was unmoglich ist. Also ist G = H, d.h. o, =
id. Widerspruch! [J

Satz 2.9.6:
Fiir einen Punkt z und eine Gerade G sind dquivalent:

(1) Die Punktspiegelung ¢, an z kommutiert mit der Geradenspiegelung og an G.

(2) z € G.

Beweis:
(1) = (2): Es gelte ¢, 0o 0g = ¢ o t,. Dann folgt ¢,(0¢(2)) = 06(t.(2)) = 06(2), also ist og(z)
Fixpunkt von ¢,. Dies heifit og(z) = 2, somit z € G.

(2) = (1): Sei z € G, H := 1(G,z2). Nach 2.6.2 und 2.6.3 gilt 1, = 0g ooy = og o og,
also L, 00 =0cgoogoog =0y =0g00g00H = 0q 0L, U]

Satz 2.9.7:
Fine involutorische Bewegung ist eine Punkt- oder Geradenspiegelung.

Beweis:
Sei 3 eine Bewegung mit 3% = id # 3. Nach 2.2.6 hat 3 mindestens einen Fixpunkt.

Fall 1: 8 hat genau einen Fixpunkt z. Dann ist z = m(z, (x)) fir alle x # z, d.h. f(x) = ,(x).

Fall 2: # hat mindestens zwei Fixpunkte. Dann folgt aus 2.9.1, dass 3 eine Geradenspiege-
lung ist. [J

Satz 2.9.8 (Dreispiegelungssatz fiir kopunktale Geraden):
Seien G1,Gq, Gs drer Geraden durch denselben Punkt z. Dann gilt 0g, 0 0g, 0 0g, = og fir
eine geeignete Gerade H durch z.

Beweis:
Sei B = 0g, 00, ©0g,. Wenn Gy = G3, so ist § = o0g,. Im Folgenden sei also Gy # G3
vorausgesetzt.

Fir z € Gy mit x # z gilt f(z) = 0g, 0 0g, © 0¢,(x) = 0g, © 0g,(x) # x. Denn sonst
hétte og, 0 0, zwei verschiedene Fixpunkte z, z. Nach 2.9.1 wére entweder o¢, o0, = id, also
G2 = (5 im Widerspruch zur Annahme, oder es wire og,00q, = 0¢,, im Widerspruch zu 2.9.5.

Somit existiert H := M(z, 3(x)). Da Gy, G, G3 durch z gehen, ist z Fixpunkt von o¢,, 0¢,, 0¢,
und damit von [, also gilt (z,z) = (6(2), 5(z)) = (2, 8(z)), d.h. z € H. Die Bewegung oy o
lasst somit die Punkte x und z fest, d.h. nach 2.9.1 gilt oy o f = id oder o 0 f = 0,y = 0¢,.
Letzteres ergibe 0, = oyofl = ogoog,006,00¢,,d.h. ogoog,00a, = id, somit 0,004, = op,
im Widerspruch zu 2.9.5. Also gilt oy 0o 8 =1id, d.h. § =0og. I
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2.9 Kompositionen von Geradenspiegelungen 29

Satz 2.9.8’:
Es seien Gg,G3 verschiedene Geraden durch einen Punkt p. Wenn og, 0 0g, 0 0g, = oy fir
Geraden Gy und H ist, dann gilt p € G1 (und insbesondere p € H.)

Beweis:

Angenommen, p ¢ Gy. Es seien L = 1(p,G1),p' = LAG;. Dann ist 0g, 006,00 = ok fiir eine
Gerade K durch p nach 2.9.8. Es folgt 0¢, 0 0, = 0k 0 o, und damit oy = 0¢g, 0 0g, 0 0, =
0K 0000, . Dies wiederum fiithrt (unter Berticksichtigung von 2.6.2) zu oxooy = 0,006, = ty.

Es gilt somit insbesondere o o oy (p') = p/, also ok (p') = ou(p'). Nach der Vorbemerkung zu
Satz 2.9.5 folgt nun K = H oder p’ = K AH. Ersteres ist jedoch wegen o ooy = 1,y ausgeschlos-
sen. Somit folgt p’ € K. Dies wiederum bedeutet K = pV p' = L. Wegen o¢, 0 0g, = 0k © 0,
folgt G3 = G5. Widerspruch! [J

Satz 2.9.9:
Es seien L,G Geraden, GLL. Weiter sei T eine Translation entlang L und H := 7(G)LL.
Dann qgilt cpyoog=T1oT.

Beweis:

Seien p = LAG,q=LAH,m=m(p,q). Dann ist 7 = ¢, 0 4, = 1, 0 1, nach 2.8.5, da sowohl
Lq © Ly als auch ¢y, 0 ¢, den Punkt p auf ¢ abbilden. Es gilt dann oy cog =ogoop oo 006 =
LgOlp =1lgOlyOlyOtl,=To0T. ]

Satz 2.9.10 (Dreispiegelungssatz fiir Geraden mit gemeinsamem Lot):
Sei L eine Gerade, und seien G1,Gs, Gz drei Geraden mit G; LL fir i = 1,2,3. Dann gilt
0G, 00, ©0g, = o fir eine geeignete Gerade H mit H LL.

/4
Py G
Iz G,
————————————— 4}5——————————————————————————————- H
2 Gy

Beweis:

Wenn Gy = Gs, so ist og, 0 0g, 0 0g, = 0¢,. Im Folgenden gelte also Gy # G35. Es seien
pi = G; A L;i=1,2,3 und 7 die Translation entlang L mit 7(py) = p3. Dann ist 7(G3) = G3.
Weiter seien H := 7(G4),p := 7(p1). Nach 2.9.9 gilt 0,004, = ToT, ebenso gilt cyoog, = ToT,
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30 2 ABSOLUTE EBENEN MIT MITTELLINIEN

somit also og, 0 0g, = ogoog,, d.h. oy =05, 00¢, 00g,. U

Satz 2.9.10’:
Seien G, Gs LL, Gy # G5. Fir eine weitere Gerade G gelte, dass og, 0 0g, 0 0, eine Gera-
denspiegelung an einer Geraden H ist. Dann ist auch G LL (und insbesondere H LL).

Beweis:
Angenommen, (G ist nicht orthogonal zu L. Es sei p € G; ein Punkt mit p ¢ L, und
Gi:=L(p L)

3
G3 G, G G,

Dann ist g, 0 0g, © 0g, = o' mit H '1L, also g, 00G, = opr © oy . Andererseits gilt nach
Voraussetzung og, 0 0g, = 0p ©0g,, somit oy 0oy = oy oog, (*), dh. ogoog ocog, =oy.
Wegen p € Gy, G folgt p € H' nach 2.9.8’, da nach unserer Annahme G # G ist. Wegen der
Eindeutigkeit des Lotes folgt H' = G} und wegen (*) H = Gy, d.h. G2 = G3. Widerspruch! [J

Bemerkung: Mit 2.9.8 und 2.9.10 ergibt sich, dass die zugrunde liegende Ebene das Axio-
mensystem der metrischen Geometrie im Sinne von Bachmann [1] (§ 3.1) erfiillt. Einige der
folgenden Sétze sind Adaptionen seiner Aussagen, die hier inzidenzgeometrisch formuliert sind,
wéihrend Bachmann diese in der Sprache der Inzidenzgruppen darstellt.

Satz 2.9.11:
Fiir eine Gerade K und zwei Punkte a,b sind dquivalent:

(1) tg 0 0k 0 1y ist eine Geradenspiegelung
(2) be L(a, K).

Zusatz: in diesem Fall ist dann 1, 0 0 o 1, die Spiegelung an einer Geraden K', die senk-
recht auf 1 (a, K) steht.

Beweis:
Fall 1: @ = b. Dann ist (2) erfiillt. Auerdem gilt 1, 0 0 014 = o mit K’ := 1,(K) nach 2.9.3.
Dies zeigt (1) und den Zusatz.

Fall 2: a #b. Es seilen L=aV b,A= 1(a,L),B= 1(b,L).

(2) = (1): Unter der Voraussetzung (2) ist dann L = 1 (a, K), und folglich ist ¢, 0 ok 0 ¢, =
0AO00[LOO0KOCOL,00R =0400 00 00KO0R=0400K00p = 0k fur eine Gerade K’. Aus
2.9.10 folgt K’ LL.
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2.9 Kompositionen von Geradenspiegelungen 31

4 K iB
a ‘ ?b L
(1) = (2): Es gelte ¢, 0 0k 01, = ok fiir eine Gerade K’. Dann ist o/ = 1,0 0 0 1 =

opoo0400k oopo o Unter Verwendung von 2.9.3 folgt 04 0 0 0 0 = 0,, (k7). Mit 2.9.4
folgt, dass 04 o op 0 0k auch eine Geradenspiegelung ist. Unter Beriicksichtigung von 2.9.10°
folgt K1 L.

Satz 2.9.12:
Fiir einen Punkt p und zwei Geraden A, B sind dquivalent:

(1) 0401y 00p ist eine Punktspiegelung
(2) Es existiert eine Gerade L mit p € L und A, BLL.

Zusatz: in diesem Fall ist dann o4 0 1, 0 op die Spiegelung an einem Punkt von L.
Beweis:

(2) = (1): Es seien A,BLL,p € L. Weiter seien a = AN L,b = BAL,P := 1(p,L). Nach
2.9.10 gilt 04 0 op 0 o = ok fiir eine Gerade K L L.

b L

A —

Damit ist 0 401,005 = 0400p00 005 = 0p00p00OR0O0, = 000y, = L, fiir ¢ = K AL nach 2.6.2.
(1) = (2): Es gelte 04 01, 0 05 = ¢, fiir einen Punkt q.

Fall1: p = ¢q. Es sei L = 1L(p,A),P = L(p,L). Wegen op ooy, = 1, = 0401,00p =
gpo0p,00poog=o0p00400poopfolgt cpoopoop=op00pooy =0, p) = op. Falls

A = P ist, gilt somit B = P, also BLL. Andernfalls folgt BLL aus 2.9.10’.

Fall 2: p # ¢q. Sei L = pV q. Wegen o4 = 1,0 0p 0, folgt BLL aus 2.9.11. Auflerdem ist
op = 130040, und aus 2.9.11 folgt wiederum AL L.

In beiden Féllen gilt ¢ € L, was den Zusatz zeigt. [

Satz 2.9.13:

Fiir Geraden G, L, H und eine Gerade K gelte cqoop ooy = ox. Weiter seien Geraden G', H'
gegeben mit G' LG, H' L H, und es seien a = G NG, b= H N H'. Dann gilt sind dquivalent:
(1) ogr oo 0o = ok fiir eine Gerade K’

2) be L(a,K).
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32 2 ABSOLUTE EBENEN MIT MITTELLINIEN

Insbesondere gilt dann auch b € L(a, K').

Beweis:

Es gilt ogr oo, 00y = 0gr ©0G 0 0G0 0L 00 OO0y OO0 = Lg O 0k ©ty. Nach 2.9.11 ist
Lo © 0k o 1, genau dann eine Geradenspiegelung an einer Geraden K’ wenn b € L(a, K) gilt.
Unter Vertauschung der Rollen von G und H folgt dann auch b € L(a, K'). O

Bemerkung: Insbesondere ist im Hinblick auf 2.9.15 unter anderem die spezielle Situation in-
teressant, dass G, L, H bzw. G', L, H' jeweils kopunktal sind, und dass G A G’ # H A H' gilt.

Nach dem Dreispiegelungssatz 2.9.8 ist 0g o 0, 0o 0y = og und og o 0, 0 o = ok fiir
Geraden K, K'; somit folgt K, K’ La Vb aus 2.9.13.

Satz 2.9.14:
Fs seien G # H Geraden und p ein Punkt, der auf keiner der beiden Geraden liegt. Dann
existiert genau eine Gerade K durch p so, dass og o o o oy eine Geradenspiegelung ist.

Beweis:
Seien Ly = L(p,H),u =L ANH, Ly = 1(p,G),v =Ly NG. Es ist u # v; sei Ly = L(p,uVv).

Nach dem Dreispiegelungssatz 2.9.8 gilt o7, o 07, 0 0, = ok fiir eine Gerade K durch p,
also o, = 01, 00K 0 0p,. Aus 2.9.13 folgt nun, dass og o o 0 o eine Spiegelung an einer
Geraden K ist.

Seien nun K, K’ zwei solche Geraden durch p, so dass og 0 o 0 o bzw. g 0 o 0 oy Gera-
denspiegelungen sind. Dann gibt es umgekehrt Geraden L, L' durch p mit o, = 07, o 0g 0 0,
bzw. 01 = 01, 00k 00, die nach 2.9.13 orthogonal zu v V v sind. Mit der Eindeutigkeit des
Lotes folgt L = L' und daraus K = K'. [J
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Satz 2.9.15:
Es seien G, H, K, L paarweise verschiedene Geraden, und es seien oy oogoog und ogoogoaoy,
Geradenspiegelungen. Dann ist auch op 0 og o o eine Geradenspiegelung.

Beweis:
Es seien X, Y Geraden mit

(1) oyoogoog =ox,
(2) OgO0g OO0 =0y.

Von einem Punkt g € G aus seien H', K', L’ die Lote auf H, K, L, die Lotfupunkte seien
h', k' l'. Diese sind dann auch paarweise verschieden.

L K G H

“H

Mit 2.9.13 und den Beziehungen (1) und (2), sowie aus dem Dreispiegelungssatz 2.9.8 folgen,
weil H', G, K’ bzw. H', G, L’ jeweils kopunktal sind,

(1’) o oogoog = oy mit L' LK Vv h’,g S L//,
(2’) o oogoor =ogr mit K" 11"V h’,g e K",

Esseien!” := L"A(K'VI), k" := K"N(I'VR'). Zusétzlich sei H" := 1(g,I'VK'),h" .= H'AN(I'VE').
Mit dem Dreispiegelungssatz 2.9.8 und 2.9.13 folgen weiter:
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34 2 ABSOLUTE EBENEN MIT MITTELLINIEN

(a) O'L// (e} O'H/ (@] O'K// = O'X/ mlt X/J_l” \/ k”,
(b) O'H// (e} O'L/ (e} O'K// = O’y/ mlt Y/J_h” \/ k”,
(C) Ofgn OOKr OO0n = Oy mit 7' 11"V h”,

mit g € X', Y", 7.

Aus (17) und (2’) folgt nun opn 0 o1 = ogn 0 o, also o 0 o = o1 0 ogn. Beriicksichtigt
man dies in (b) und (c), so folgt Y' = Z’, d.h. h” k”,1"” sind kollinear! Dies wiederum fiihrt
wegen g € X'\ Y. Z' zu X' =Y’ = Z'. Aus (a) und (b) folgt nun o o o = oyr 0 ops, d.h.
o = ogr o op o ogr. Setzt man diesen Ausdruck in (17) ein, so ergibt sich oy 0 0g 0 oxr =
o © 0p ooy, also opr 0 0g oo = ogr. Weil H" LI vV k' gilt, folgt erneut mit 2.9.13 die
Behauptung. [J

Definition 2.9.16:
Es seien G, H, K drei Geraden. Man sagt, (G, H, K) liegen im Biischel, wenn cgooy ook eine
Geradenspiegelung ist.

Definition 2.9.17:
Die Gesamtheit aller Geraden K, fir die ogo oy o o eine Geradenspiegelung ist, nennt man
das durch G und H bestimmte Geradenbiischel B(G, H).

Bemerkung 2.9.18:
Es seien G, H, K drei Geraden, die im Biischel liegen. Dann gilt cgoog oo = 0 o0y 0 0g.

Beweis:
Nach Voraussetzung ist og o oy o o eine Geradenpiegelung. Diese ist gleich ihrer Inversen.
Daher folgt 0g ooy ook = (0gooy o O'K)_l = 0[}1 o 0;11 o (7&1 =oggoogoog. U

Satz 2.9.19:
Die terndre Relation, im Biischel zu liegen, ist

(a) symmetrisch, d.h. liegen (G, H,K) im Bischel, so auch (G,K,H),(H,G,K),(H,K,G)
(K, H,G),(K,G, H);

(b) reﬂexw d.h. (G,G,Q),(G,G,H),(G,H,G),(H,G,Q) liegen im Biischel;

(¢) transitiv, d.h. lzegen (G, H, K) und (G,H,L) im Buschel so auch (G, K, L).

Beweis:

Mit Hilfe von 2.9.18 und 2.9.4 ergeben sich alle Félle von (a). Ferner gilt og o 0g 0 06 =
0G,0G00G00 = 0,0 00G00g =0y und 0g o0y 00 = 04,y Dach 2.9.3; dies zeigt (b).
Die Transitivitat folgt unter Verwendung von (a),(b) und 2.9.15. O

Satz 2.9.20:
Es seien G # H und G' # H' Geraden mit G, H € B(G', H'). Dann g¢ilt B(G',H') = B(G, H).

Beweis:

Aufgrund der Symmetrie der Biischelrelation ist B(G, H) € B(H,G) und somit B(G, H) =
B(H,G). Falls {G,H} = {G', H'} gilt, so ist nichts zu zeigen. Somit kann 0.B.d.A. G # H’
angenommen werden, sonst benennt man die Geraden um. Mit der Transitivitdt folgt aus
G € B(G',H'"), dass B(G',H') C B(G,H'"). Ist zudem H € B(G’', H'), also insbesondere H €
B(G,H') = B(H',G), so liefert derselbe Schluss B(G,H') = B(H',G) € B(H,G) = B(G, H)
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2.10 Drehungen 35

und insgesamt B(G',H') C B(G,H). Wegen der Reflexivitét sind G', H' € B(G', H'), also
G',H' € B(G,H), so dass mit vertauschten Rollen von G und G’ sowie H und H’ sich die
umgekehrte Inklusion B(G, H) C B(G', H') ergibt. O

Ein Geradenbiischel ist also durch zwei Geraden des Biischels eindeutig bestimmt.

Folgerung 2.9.21:
Zwer verschiedene Geradenbiischel haben hichstens eine Gerade gemeinsam.

Beweis:
Fiir Geraden G # H,G' # H',G" # H" gelte G, H € B(G', H') N B(G", H"). Nach 2.9.20 ist
B(G', H') = B(G, H) = B(G", H"). O

2.10 Drehungen

Konstruktion und Satz 2.10.1:
Fiir einen festen Punkt z seien

Y, :={o¢ | G Gerade durch z}
A, :={ogoog | G,H Geraden durch z}

Die Elemente von A, heifien (eigentliche) Drehungen um z. Es gilt:

(1) Fiir je zwei Punkte p,q auf einem Kreis um z ezistiert eine Drehung 6 € A, mit 6(p) = q.
Fiir jede feste Gerade K durch z ist

A, =0k o, =X,00x und folglich
Y,=ogoA,=A,o00k

(2) Fiir die Gruppe B, aller Bewegungen mit Fixpunkt z ist
B. = A, U X, (disjunkte Vereinigung).

(3) A, ist ein kommutativer Normalteiler von B, vom Index 2. Genauer gilt fir 6 € A, und
eine Gerade K durch z die Beziehung ox 0§ o o = 671

(4) Die Drehung in (1) ist eindeutig bestimmt. Insbesondere hat kein Element von A,\{id}
neben z noch einen weiteren Fizpunkt.

Der Punkt (3) besagt, dass B, eine sog. Diedergruppe ist.

Beweis:
(1) Firp=gsei d =id € A,. Im Falle p # ¢ gilt z € M(p,q) =: M. Mit 6 ;== op 0 0.y, € A,
ist 0(p) = oar 0 02vp(p) = o (p) = q.

Nach Definition gilt o 0 X, C A,, ¥, 00 C A,. Nun sei d € A,,d = oy o o mit Geraden

G, H durch z. Nach 2.9.8 gilt 000 = ogoogoog € 3., ebenso oo = ogoogook € X,. Es
folgt 6 = ogoo K00 € 0K0,, 0 = dookook € Y, 00k. Also gilt auch A, C ogod,, A, C ¥, o0k.
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36 2 ABSOLUTE EBENEN MIT MITTELLINIEN

(2) Fir § € B, und einen Punkt p # z ist (p,z) = (6(p),B(z)) = ( (p), ), also p,B(p) €
@(Z;p) Nach (1) existiert eine Drehung 6 € A, mit S(p) = d(p),d~ ﬁ( ) = p. Aufler p
hat 67! o 8 auch noch den Fixpunkt z. Nach 2.9.1 gilt 6 o 3 = id oder 67! 0 3 = 0,,, also
B =6 ¢€ A,oder B =0do00,, € X, nach (1). Es folgt B, C A, UX,. Offensichtlich gilt
umgekehrt auch A,UY, C B, Nach 295ist A,NnX, = 0.

(3) A, ist eine Untergruppe von B,: fiir eine feste Gerade K durch z gilt nach Punkt (1)
A,oA,=(X,00k)0o(0go0,)=3,0%, =A,.Seid € A,,0 =0y oog fiir Geraden G, H

durch 2. Dann gilt 6! = (ogo0g) ' =05 ooy =0goon € A..

A, ist kommutativ: seien 01,99 € A,, G, Go, Hy, Hy Geraden durch z mit §; = op, 0 0g,, 02 =
o, ©0q,. Unter Verwendung von 2.9.18 ergibt sich 6, 09y = oy, 00g, 0oop, 00, = 0p, 00¢, ©
Oy ©0G, = OH, ©0G, © O, 006, = 02001,

A, ist Normalteiler: fiir 3 € B, ist S0 A, o371 = A, (*) zu zeigen. Fiir 3 € B, gilt nach (2)
B € A, oder = ok fiir eine Gerade K durch z. Fiir § € A, ist die Aussage (*) klar, weil A,
eine Untergruppe ist. Sei also § = ok. Ein Element § € A, lisst sich nach (1) schreiben als § =
o ooy fiir eine Gerade H durch z. Damit gilt UKO(SOJI_{l = 0go(0go0y)o0K = OpooK =0 L.

A, hat Index 2 in B,: fiir eine Gerade K durch z gilt nach den Punkten (1) und (2) B, =
A, UX, =A,UogoA,, es existieren also genau zwei Nebenklassen von A, in B,.

(4) Seien 4,0 € A, zwei Drehungen mit 6(p) = ¢'(p) = ¢. Dann ist §~! 0 §'(p) = p. Dies heifit,
dass 67! o0 ¢’ eine Bewegung mit Fixpunkten z und p ist, nach 2.9.1 folgt entweder 1 0§’ = id
oder 671 0 ¢’ = 0,,. Der zweite Fall scheidet aber nach 2.9.5 aus, da 6! o ¢’ nach (3) wieder
eine Drehung, also das Produkt zweier Geradenspiegelungen ist. Somit ist 6 = ¢’. [J

Satz 2.10.2:
Sei § € A, eine Drehung um z und K eine Gerade durch z. Wenn 6(K) = K ist, so gilt
entweder 6 = 1, oder 6 = id.

Beweis:

Nach 2.10.1 (1) ldsst sich 0 in der Form § = o4 o o schreiben. K ist dann auch Fixgerade von
0g, so dass K = G oder K LG gilt. Im ersten Fall ist § = id, im zweiten Fall 6 = ¢, nach 2.6.2.
O

2.11 Halbdrehungen

Nach dem Vorbild Bachmanns [1] (§ 6,1) wird der Begriff der Halbdrehung eingefiihrt. Das zen-
trale Ergebnis dieses Abschnitts wird die Tatsache sein, dass das Bild eines Geradenbiischels
bei einer solchen Halbdrehung wieder ein Geradenbiischel ist.

Konstruktion 2.11.1:

Es seien z ein fester Punkt und A, A* zwei feste, nicht orthogonale Geraden durch z. Zu einer
Geraden G seien stets Lg = L(z,G) das Lot von z auf G und pg = Lg AN G der Lotfufipunkt.
Finer Geraden G wird auf die folgende Art eine Gerade G* zugeordnet:

Fall 1: z € G. Nach 2.9.8 ist dann og o 04 0 04+ auch eine Spiegelung an einer Geraden
G* durch z. Fs gilt somit cgoog = g4004+, d.h. G und G* erzeugen die gleiche Drehung wie
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2.11 Halbdrehungen 37

A und A*.
Fall 2: z ¢ G. Dann sei L}, das Bild von Lg gemdf Fall 1, und G* := L(pg, L).

Die Abbildung G — G* heifit die von A, A* erzeugte Halbdrehung um z. Der Geraden A wird
dabei gemdfs Fall 1 die Gerade A* zugeordnet.

)
’(G

G*

Satz 2.11.2:
Fiir Geraden G, H durch z ist og ooy = og+ o og+ und folglich G* # H*, falls G # H.

Beweis:
Es ist ogoog« = 04 0 04« = 0 0 0+, daraus folgt die Behauptung. [

Satz 2.11.3:
Es gilt stets G* = L(pg, L), d.h. L = L.

Beweis:
Fiir den Fall, dass z ¢ G gilt, ist nach Definition G* = L(pg, L§;). Sei also z € G. Nach 2.11.2
gilt dann ¢, = og 001, = 0g- 0oy, d.h. G*LLg nach 2.6.3, also G* = 1(pg, L) O

Satz 2.11.4:
FEs gelte z € G. Aus GLH folgt G* 1L H*.

Beweis:
Nach Voraussetzung gilt G = L. Aus 2.11.3 folgt nun G* = L}; = Ly~, d.h. G* LH*. U

Satz 2.11.5:
Es qgilt stets G* # Lg.

Beweis:
Angenommen, G* = Lg. Wegen L LG* ist dann Lg; LLg, also or, o or;, = (., und mit
OLG O0Ly, = 04004 folgt AL A*. Widerspruch! [J

Satz 2.11.6:
Aus G # H folgt G* # H*.

Beweis:

Es wird gezeigt: G* = H* = G = H. Nach 2.11.3 gilt L}; = Ly~ = Lg- = L{, und mit 2.11.2
folgt L = Ly. Nach 2.11.5 gilt G* # Lg und damit po = G* AN Lg = H* A Ly = py, also
G = L(pg, Lc) = L(pu, L) = H. O
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Satz 2.11.7:
Aus pg € G folgt py~ € G*.

Beweis:

Laut Konstruktion 2.11.1 gilt o1, 0oy, = 01, 00y, Unter Verwendung von 2.11.3 folgt dann
OLge = OLg 00, 00r,,.. Nach 2.11.5 gilt Ly # H*; ist nun py € G, so gilt nach dem Dreispie-
gelungssatz 2.9.8 wegen py € Ly, H*, dass 0g 00, 00« = tp, 0 (0L, 0 0L, ©0L,.) O lpye =
Lpe © OLge © Lp,. €ine Geradenspiegelung ist. Mit 2.9.11 folgt py» € L(pe, L) = G*. O

Satz 2.11.8:
Gilt z € H, so ist (L(pa, H))" = L(pg+, H").

Beweis:
Sei K = 1(pg, H). Aus pg € K und K 1 H und 2.11.7 bzw. 2.11.4 folgt pg+ € K* und K* L H*,
also gilt K* = 1 (pg+, H*). O

Satz 2.11.9:
Es seien G, H, K drei Geraden durch z. Weiter sei B die vierte Spiegelungsgerade mit og =
ogoogook. Dann gilt og« = oG« 0 O« 0 Ofc=.

Beweis:
Unter Verwendung von 2.11.2 ergibt sich og« 0o« = ogpoox = 0googookx ooy = ogooy =
og+ o o+, daraus folgt die Behauptung. [J

Satz 2.11.10:
Es seien G, H, K drei Geraden mit z € H. Wenn v,, o oy o 1, eine Geradenspiegelung ist,
dann ist auch . © Og+ © Ly, eine Geradenspiegelunyg.

Beweis:
Nach 2.9.11 gilt px € L(pe, H). Mit 2.11.7 und 2.11.8 folgt px+ € (L(pg, H))* = L(pg-, H*).
Wieder mit 2.9.11 folgt die Behauptung. [J

Satz 2.11.11 (Biischeltreue bei Halbdrehungen):
Es seien G, H, K Geraden und es gelte z € H. Liegen G, H, K im Biischel, so liegen auch
G*, H*, K* im Biischel.

Beweis:

Nach Voraussetzung ist cgooy ook = t,,0(0L, 0000, )Olp, = lp,00BOL,, (mit einer geeig-
neten Geraden B) eine Geradenspiegelung. Mit 2.11.10 und 2.11.9 folgt, dass tp.. 00p+ 0 tp,. =
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lpge © (OLge ©OH* 00, ) O lp,.. =0+ 0 0p= 00k~ auch eine Geradenspiegelung ist. [J

2.12 Rechtecke

Definition 2.12.1:
Es seien Gy # Go, Hy # Hs vier Geraden mit der Figenschaft G111 Hy, Hy und Go L Hy, Hs.
Dann nennt man (G1, G, H1, Hy) ein Rechteck.

Satz 2.12.2:
Es seien G1,Gq, Hy, Hy Geraden, die ein Reckteck bilden. Weiter sei L eine Gerade mit L1 G,.
Dann gilt auch L1Gj.

Beweis:
Die Gerade G ist gemeinsames Lot von L, H; und H,. Aus 2.9.10 folgt, dass oy, o o, 0 0,
eine Geradenspiegelung ist.

H, L H,

Nun gilt auch Hy, Hy L G;. Aus 2.9.10” folgt L1G,. I

Bemerkung: Haben zwei Geraden zwei verschiedene gemeinsame Lote, so ist also jedes Lot
der einen Geraden auch Lot der anderen Geraden. Wir nennen solche Geraden lotgleich oder
parallel.

Satz 2.12.3:
Es seien a # b zwei Punkte, G = aV b. Fiir zwei weitere Punkte ¢ ¢ G und d gilt 1,050 L. = Lg
genau dann, wenn es durch c eine zu G lotgleiche Gerade gibt.

Beweis:
7=": Es sei 14 0t 0 L, = tq. Weiter seien H =cV d, L1 = 1(d,H),Ly = 1(c, H).

G

= 3
SR8 F——

L] [.2

Dann gilt (0t 0t. 005 = tgo 0y und damit ¢, 01,00, = op,,. Es folgt 1,00, = 01, 00p,. Seien
nun A = 1(a,G), B = 1(b,G). Damit ergibt sich 0,00, = 1,01, = 0a00g00c00 = 04005,
also opoopooyr, =o0r,. Aus 2.9.10" folgt nun Ly, L, L G, also sind G und H lotgleich.
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7<": Es sei H eine zu G lotgleiche Gerade durch c¢. Weiter sei Ly = L (¢, H). Dann gilt auch
LQLG, sei P2 = L2 ANG.

d s
H
3 } P P
a b G
L] [.2

Wir betrachten nun die Translation 7 entlang G mit 7(b) = po. Es seien p; = 7(a), L, =
1(p1,G). Nach Voraussetzung gilt auch L; L H; sei d = L; A H. Aus 2.8.3 folgt nun ¢, 0 1, =

lp, Olpy, = 0L, 00GO00GO0L, = 0L, 00L, = 0L, OO OO0 00, = L4 O Lc, alSO 14 01 0 L = tg. [

Es folgt ein Satz von Bachmann [1] (§ 6,8), der zeigt, dass sich aus der Existenz eines Rechtecks
die Existenz von Rechtecken in beliebiger Lage ergibt.

Satz 2.12.4:
FEs existiere ein Rechteck (G, GYy, Hi, H)). Fir paarweise verschiedene Geraden Gy,Go, Hy, Ho
mit Hi 1 Gy, Gy und Hy LG ist dann auch Hy LG, also (G1, G, Hy, Hy) ebenfalls ein Rechteck.

Beweis:

Seien a # b zwei Punkte auf Gy, L1 = 1(a,G)), Ly = L(b,G}). Man kann a,b so wihlen, dass
Ly # Lo gilt, zur Not bezeichnet man das Rechteck (G, Gh, Hy, H)) um. Es gilt Ly, Ly L GY,
weil die Geraden G} und G lotgleich sind; somit folgt auch, dass L; und Ly lotgleich sind.

Gy
Gy
L
L L
H a
1 ‘d\“b\
H, \i\
G3
G, B )
H\ H,

Sei nun ¢ € Ly, ¢ # b. Aus 2.12.3 folgt ¢, 0 1y 0 1y = tq mit d € Ly. Weil ¢4 involutorisch ist,
gilt 14 0 1y 0 L. = g, und wieder nach 2.12.3 gibt es eine Gerade L durch ¢, so dass L und G,
lotgleich sind. Wegen Hy, Hy 1 G, folgt daher Hy, Hy L L, also sind L und G; gemeinsame Lote
von H; und H,. Dies heifit, dass H; und H, lotgleich sind, daher folgt G, 1 H,. [
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3 HYPERBOLISCHE EBENEN 41

3 Hyperbolische Ebenen

3.1 Das hyperbolische Axiom

Definition 3.1.1:
Zwei Geraden G, H heiflen verbindbar, wenn sie einen gemeinsamen Punkt oder ein gemeinsa-
mes Lot besitzen.

Unter einer hyperbolischen Ebene verstehen wir im Folgenden eine absolute Ebene mit Mit-
tellinien gem&f Abschnitt 2, die zusétzlich zu den Axiomen in 2.1 dem folgenden Axiom geniigt:

”Hyperbolisches Axiom” (HA):
Es gibt Geraden, die nicht verbindbar sind. Zu einer Geraden G und einem Punkt p, der nicht
auf G liegt, gibt es hochstens zwei Geraden durch p, die nicht mit G verbindbar sind.

Bemerkung: Mit diesem Axiom ist die Bewegungsgruppe der zugrunde liegenden Ebene ei-
ne hyperbolische Bewegungsgruppe im Sinne Bachmanns [1] (§ 14.1). In den Abschnitten 3.1,
3.3 und 3.4 folgen nun u.a. Sitze, die in [1] wieder gruppentheoretisch formuliert sind, hier aber
inzidenzgeometrisch dargestellt werden.

Satz 3.1.2:
Unter Voraussetzung der Giltigkeit von (HA) gibt es keine Rechtecke.

Beweis:

Es seien G, H zwei unverbindbare Geraden, weiter seien p # ¢ zwei Punkte auf H, L; =
1(p,G), Ly = 1(q,G),Ls = L(p,L1). Angenommen, es gibt ein Rechteck. Nach 2.12.4 gilt
dann L3l Lo, es sei s = Ly A Ls.

H,

Weiter seien Hy = o, (H), Hy = o1,(H). Dann sind H; und Hs nicht mit G verbindbar, denn
angenommen, es gibe z.B. einen gemeinsamen Punkt ¢ von G und H;. Dann wire oz, (a) ein
gemeinsamer Punkt von o, (G) = G und oy, (H;) = H. Widerspruch! Eine &hnliche Argumen-
tation schliefit ein gemeinsames Lot von G und H; aus. Das gleiche gilt fiir G und Hs.

Es gllt H2 =0, OULl(Hl) = 0], OOL3OOL300L1(H1) = LSOLP(Hl) = Ls(Hl). Sei L := L(S,Hl).

Dann ist L = 15(L) = L(s,15(Hy)) = L(s, Hy), also ist L ein gemeinsames Lot von H; und Hs,
d.h. H; und H, sind verbindbar.

41



42 3 HYPERBOLISCHE EBENEN

Aus der Eindeutigkeit des Lotes folgt nun, dass H; und Hsy keinen Punkt gemeinsam haben.
Wegen p € Hp gilt daher p ¢ Hs. Nach 2.9.14 gibt es nun eine Gerade K durch p so, dass
om, © 0k 0 0g eine Geradenspiegelung ist. Die Gerade K ist weder mit Hy noch mit G ver-
bindbar, denn sonst wiirde aus 2.9.8” bzw. 2.9.10" unter Einbeziehung von 2.9.4 folgen, dass Ho
mit G verbindbar ist. Insbesondere ist K # Hy, denn H; ist mit H, verbindbar. Auflerdem gilt
K # H, denn wegen q € H, H, sind H und H, verbindbar.

Insgesamt gébe es durch p also die drei paarweise verschiedenen Geraden H, Hy, K, die jeweils
mit G unverbindbar sind. Dies steht im Widerspruch zur Forderung in (HA), dass hochstens
zwei solche Geraden existieren. [

Folgerung 3.1.3:
Zwer Geraden G, H haben hichstens ein gemeinsames Lot.

Beweis:
Angenommen, es gibe zwei gemeinsame Lote von G und H. Aus der Eindeutigkeit des errich-
teten Lotes wiirde die Existenz eines Rechtecks folgen, was nach 3.1.2 nicht méglich ist. [J

Bezeichnungen: Sei B(G, H) das durch G # H bestimmte Geradenbiischel. Nach 2.9.14 exis-
tiert zu einem Punkt p, der weder auf G noch auf H liegt, eine Gerade K durch p, die zum
Biischel B(G, H) gehort. Wir unterscheiden drei Fille:

(1) G und H haben einen Punkt ¢ gemeinsam. Nach 2.9.8” geht dann auch K durch ¢, d.h. ¢
ist gemeinsamer Punkt aller Geraden des Biischels. Solch ein Biischel heifit Punktbiischel.

(2) G und H haben ein gemeinsames Lot L. Dann gilt nach 2.9.10" auch K LL, d.h. L ist
gemeinsames Lot aller Geraden im Biischel. Solch ein Biischel wird Lotbiischel genannt.

(3) G und H sind unverbindbar. Aus 2.9.8” und 2.9.10” folgt, dass auch K mit G und H jeweils
unverbindbar ist, d.h. alle Geraden des Biischels sind paarweise unverbindbar. Ein Biischel die-
ser Art heifit singulires Biischel oder auch, nach Hilbert [7], ein Ende.

Definition 3.1.4:
Es seien G, H zwei unverbindbare Geraden, die einem Ende B(L,K) angehiren. Dann heifit
die Abbildung o o oy Drehung um das Ende B(L, K).

Satz 3.1.5:
Die Drehungen um ein festes Ende B(L, K) bilden eine abelsche Gruppe.

Beweis:

Fiir § = ogooy mit G, H € B(L,K) ist ! = o 00 wieder eine Drehung um B(L, K). Seien
nun §; = 0g, 00y, 0y = 0g, 0oy, mit G1, Go, Hy, Hy € B(L, K) zwei Drehungen um das Ende
B(L,K). Dann ist §; 00 = 0, 00, 00, © 0y, = 0g © oy, fiir eine Gerade G € B(L, K) auch
eine Drehung um B(L, K). Unter Verwendung von 2.9.18 ergibt sich analog zu 2.10.1 auflerdem
01009 =0p,00G, 00, 00G, =0H,00G, OO, 00G, =0, 000G, 00, 00g, = 000;. IJ

Satz 3.1.6:
Eine Drehung um ein festes Ende ist durch das Bild einer zu dem Ende gehdérenden Geraden
emndeutig bestimmit.
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Beweis:

Seien dy, 02 zwei Drehungen um ein Ende B(L, K) mit 6,(G) = 02(G) = H fiir eine Gera-
de G € B(L,K). Dann ist 6, o 6, nach 3.1.5 wieder eine Drehung um B(L, K), d.h. es ist
§106," = oaoop mit A,B € B(L,K), und sie lisst H fest, so dass H = o4 0 0p(H) =
oaoopooy(H). Weil nun H auch in B(L, K) liegt, ist 04 0 0p 0 0 = oy mit einer Geraden
H' € B(L,K). Diese Geradenspiegelung lasst also H fest. Weil H und H’ demselben Ende
angehoren, ergibt sich H' = H. Daraus folgt 04 = op, also §; = d,. [

3.2 Eine Alternative zum hyperbolischen Axiom

In diesem Abschnitt wird ein Kontrast zum Axiom (HA) beleuchtet. Es gelte voriibergehend
statt dem Axiom (HA) das folgende

”Rechteckaxiom” (RE):
Zwei Geraden sind stets verbindbar, und es existiert ein Rechteck.

Satz 3.2.1
Fir Geraden G # H sind dquivalent:

(1) G und H haben ein gemeinsames Lot,
(2) G und H sind lotgleich (d.h. parallel),
(3) G und H sind punktfremd.

Beweis:
(1) = (2) gilt wegen der Existenz eines Rechtecks aus 2.12.2 und 2.12.4, (2) = (3) wegen der
Eindeutigkeit des Lots, (3) = (1) wegen der Verbindbarkeit von G und H. [

Satz 3.2.2: (Existenz und Eindeutigkeit der Parallelen)
Zu einer Geraden G und einem Punkt p ¢ G existiert genau eine Gerade H durch p, die parallel
zu G ist.

Beweis:

Sei L := 1(p,G). Die Gerade H := 1(p, L) hat ein gemeinsames Lot mit G, ist also parallel
zu G. Sei H' eine weitere zu G parallele Gerade mit p € H’. Dann sind G und H' lotgleich, so
dass H' L L. Aus p € H, H' folgt mit der Eindeutigkeit des Lots H' = H. [J

Also gilt das euklidische Parallelenaxiom; somit liegt eine affine Ebene vor.

Satz 3.2.3:

Es seien (a,b,c) und (a',0',c) zwei nicht-ausgeartete Dreiecke derart, dass a Vb || o VU,
aVel|dvd,bvel bV gt Ist dann (a,b) = (a',V), so gilt auch (a,c¢) = (a’, ) und
(b,c) = (U, ).

Beweis:
Seien G =aVbH=0bVc,K =aVcund entsprechend G' =d' VUV, H =0V, K' =d V<.
Fiir a # o' sei m := m(a,ad’), sonst sei m = a. Aus 3.2.1 ergibt sich ¢,,(G) = G, 1,,(K) = K'.
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44 3 HYPERBOLISCHE EBENEN

Es ist (@', 1, (b)) = (tm(a), tm(b)) = (a,b), daher folgt ¢, (b) € {V, 1o (V) }, da 1,,(b) € G'.

Fall 1: ¢,,(b) = /. Dann folgt wie oben t,(H) = H’, und wegen ¢ = H A K gilt t,,(c) =
H' N K' = ¢, also geht das Dreieck (a,b,c) durch die Punktspiegelung ¢, in das Dreieck
(a',V, ) tber.

Fall 2: ¢,,(b) = 1o (V). Fiir die Translation 7 = ¢y 0 ¢y, gilt 7(a) = o', 7(b) = b'. Mit 3.2.1
ergibt sich 7(G) = G',7(K) = K',7(H) = H'. Wegen ¢ = H A K folgt 7(c) = H N K' = ¢,
also geht das Dreieck (a, b, c) durch die Translation 7 in das Dreieck (o, ¥, ¢) iiber.

Fall 1: Fall 2:

a’ b'\ G'

Somit gehen die Dreiecke durch eine Bewegung ineinander iiber, entsprechende Seiten sind da-
her kongruent. [

Satz 3.2.3 besagt, dass das Axiom (PD) gilt, das in der Einleitung vorgestellt wurde. Das
Rechteckaxiom (RE) statt des hyperbolischen Axioms (HA) fiihrt also zu den dort vorgestell-
ten préaeuklidischen Ebenen.

Im Folgenden gelte statt (RE) wieder das hyperbolische Axiom (HA).

3.3 Verbindbarkeit von Enden

Satz 3.3.1:
Das Bild eines Biischels unter einer Bewegung 3 ist wieder ein Biischel gleicher Art.

Beweis:

Fiir ein Lotbiischel und ein Punktbiischel ist die Behauptung klar. Nun seien ein Ende und
eine Bewegung (3 gegeben. Die Geraden des Endes sind paarweise unverbindbar. Dies gilt dann
natiirlich auch fiir die Bilder der Geraden unter der Bewegung 3. Seien nun ferner G, H, L drei
Geraden des Endes. Dann gilt og ooy oo, = o fiir eine Gerade K des Endes. Mit 2.9.3 ergibt
sich o) © oy © 0Ly = Boogoflofoogoftofoo,oft =Foogof = ok
Somit liegen auch die Bilder von G, H, L im Biischel. [
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3.3  Verbindbarkeit von Enden 45

Die folgenden Sétze dieses Abschnitts gehen teilweise wieder auf Bachmann [1] (§ 3,9 bzw.
§ 14,2 - 14,4) zuriick; die Beweisfithrung ist den hier vorliegenden Umsténden angepasst. Ins-
besondere sind die Sétze 3.3.11 und 3.3.12 zu wiirdigen, aus denen sich eine wichtige Aussage
fiir die folgenden Betrachtungen ergibt, ndmlich die Verbindbarkeit von Enden.

Satz 3.3.2:
Es seien Geraden G, H,K,L,G'  H', K', L gegeben mit cqooy = o o0 und G' LG, H 1L H,
K'1K,L'1Lp:=GANG €L',q.=KNK'e H' Dann gilt: aus G' LH' folgt K' L L.

Hi’
q K

Beweis:

Nach 2.6.4 ist 0¢ o oy eine Translation entlang H'. Aus 2.8.7 folgt, dass og 0 oy 01y =
0 00go(0googook)ooy = 1,00 00k eine Punktspiegelung ist. Nun sei A := L(p, L').
Dann ist 100,00k = 0q00 00,00k =0401,00k mit u=LAL'. Aus 2.9.12 folgt, dass
es eine Gerade B gibt mit u € B und B1L A, K’'. Mit der Eindeutigkeit des Lotes folgt B = L/,
somit gilt also L' L K'. [

Satz 3.3.3:
FEin Punktbiischel wird durch eine Halbdrehung auf ein Punktbiischel abgebildet.

Beweis:

Es sei ¢ gemeinsamer Punkt des Biischels B(G, H) und * die Halbdrehung um z. Aus B(G, H)
wéhle Geraden L und K mit z € L und LLK. Nach 2.11.11 ist das Bild des Punktbiischels
B(G,H) = B(L, K) wieder ein Biischel, und nach 2.11.4 gilt dann auch L*LK*, d.h. es gibt
einen Schnittpunkt ¢* von L* und K*. Dieser Punkt ist nach 2.9.8" gemeinsamer Punkt aller
Geraden des Bildbiischels, welches somit auch ein Punktbiischel ist. []

Satz 3.3.4:
Fin Ende geht bei Spiegelung an einer Geraden H, die senkrecht auf einer Geraden G des Endes
steht, in ein anderes Ende tiber, dem die Gerade G angehort.

Beweis:

Sei p ein Punkt von H. Nach 2.9.14 gibt es eine Gerade L durch p, die dem Ende angehort.
Insbesondere ist L # H. Weil L und G unverbindbar sind, ist L nicht orthogonal zu H. Daher
wird die Gerade L bei der Spiegelung an der Geraden H auf eine Gerade L' # L abgebildet,
und auch L' und oy (G) = G sind unverbindbar. Wegen p € H, L, L’ liegen L', L und H im
Biischel. Wiirde L’ auch mit L und G im Biischel liegen, so wiirde aus 2.9.19 (Transitivitét)
folgen, dass auch G, H und L im Biischel liegen, was nicht der Fall ist. Dies bedeutet aber, dass
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46 3 HYPERBOLISCHE EBENEN

G und L' ein anderes Ende definieren als G und L. OJ

Satz 3.3.5:
FEs seien K, L zwei Geraden. Dann liegen K, L und or,(K) im Bischel.

Beweis:
Nach 2.9.3 gilt oy 0 o 0 0 = 04, (k) und damit ox 0 0 0 04, (k) = 0. U

Folgerung 3.3.6:
Genau dann, wenn ein Ende B(G,H) durch Spiegelung an einer Geraden L auf sich selbst
abgebildet wird, ¢gilt L € B(G, H).

Beweis:
Es sei L € B(G, H). Fiir jede von L verschiedene Gerade K € B(G, H) gilt nach 3.3.5, dass
K':=0(K),K und L im Biischel liegen, d.h. K’ € B(K, L) = B(G, H).

Fiir jede Gerade K € B(G, H) gelte umgekehrt K’ := o (K) € B(G, H). Zuerst ergibt sich
aus 3.3.4, dass L nicht orthogonal zu K sein kann. Falls K # K, liegen nach 3.3.5 die Geraden
K, L und K’ im Biischel, also L € B(K, K') = B(G, H). Im Falle K = K’ bleibt nur K = L. [J

Satz 3.3.7:
Es sei G eine Gerade, die einem Ende angehért, und p ein Punkt von G. Dann geht dieses
Ende bei der Spiegelung an p in ein anderes Ende tiber, dem die Gerade G angehdirt.

Beweis:
Es sei H := L(p,G). Dann ist ¢, = oy o 0g. Weil bei der Spiegelung an G das besagte Ende
nach 3.3.6 in sich abgebildet wird, folgt die Behauptung aus 3.3.4. [J

Folgerung 3.3.8:

Gehort emne Gerade G einem Ende an, so gehort sie genau noch einem zweiten Ende an. Das
Ende wird durch die Aufeinanderfolge von Spiegelungen an zwei zu G orthogonalen Geraden,
zwei Punkten von G oder einer zu G orthogonalen Geraden und einem Punkt von G auf sich
abgebildet.

Beweis:

Angenommen, die Gerade GG gehort drei verschiedenen Enden an. Dann gidbe es nach 2.9.14
von jedem Punkt p ¢ G aus von G verschiedene Geraden durch p, die zu den jeweiligen Enden
gehoren, also paarweise verschieden und mit G unverbindbar sind. Dies steht im Widerspruch
zum hyperbolischen Axiom (HA). Die restlichen Behauptungen ergeben sich aus 3.3.4 und 3.3.7.
O

Definition 3.3.9:
Es seien G, H, A, B,C, L sechs Geraden mit folgenden Eigenschaften:

A#L; GLAL; LI1B; LANBe H; HLC; A, B,C kopunktal.

Dann sagt man, die Geraden G, H, A, B,C, L bilden eine Endenfigur.
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Satz 3.3.10 (Lemma von Bergau):
Die Geraden G,H,A,B,C,L mdgen eine Endenfigur bilden, und es sei K die Gerade mit

ocpo0pgooc = ok. Dann gilt: bestimmen zwei von den drei Geraden G, H und K ein Ende, so
gehort auch die dritte Gerade diesem Ende an.

Beweis:

Zuerst wird der Fall betrachtet, dass G und H ein Ende B(G, H) bilden. Nach 3.3.8 wird
B(G, H) durch die Abbildungen o4 o o, sowie tpap © 0 = 01, 0 0p 0 ¢ jeweils auf sich abge-
bildet. Die Komposition 04 0 o1, 0 07, 0 05 0 0¢ ist nach Voraussetzung gleich ok, d.h. B(G, H)
wird durch o auf sich abgebildet. Dies bedeutet nach 3.3.6, dass K € B(G, H).

Nun wird gezeigt: falls G und H verbindbar sind, so sind G, K sowie H, K verbindbar. Daraus
folgt dann die Behauptung.

Wir behandeln zunéchst den Fall, dass G und H einen gemeinsamen Punkt p haben. Es seien
D := 1(LAB,H),u:= HAC. Nach 2.6.4 ist 04 o o, eine Translation entlang G. Mit 2.8.7
ergibt sich, dass 04 o o, 0 ¢, eine Punktspiegelung ¢, an einem Punkt ¢ € G ist. AuBlerdem ist
LpOOLOORO0C =1lpOLLABOOC =1, 00D 00K O0c = LlpO0pO L, =0c nach 2.9.11 mit einer
Geraden C' LH. Es folgt 1y0 00 = 04005000 = 0k, also 1, = 0k 0 ocr. Das bedeutet K LC’
nach 2.6.3 und ¢ € K. Somit ist C’ gemeinsames Lot von K und H und ¢ gemeinsamer Punkt
von K und G.

Nun behandeln wir den Fall, dass G und H ein gemeinsames Lot F haben. Nach 2.9.10 ist
oapoop00p = op mit einer Geraden F' 1L G. Aulerdem gilt cpoooog00c = OpoLLABOTC = Ly
fiir einen Punkt v € H nach 2.9.12. Es folgt opot, = ok, also 1, = opook. Das bedeutet wieder
K1 F nach 2.6.3 und v € K. Somit ist F' gemeinsames Lot von K und G und v gemeinsamer
Punkt von K und H. [J

Satz 3.3.11:
Es sei B(Ky, K») ein Ende und N eine Gerade mit N ¢ B(Ky, Ks). Dann existiert eine ein-
deutige Gerade K mit K € B(Ky, K») und K LN.

Beweis:

Es sei z € K ein Punkt mit z ¢ N und A* = L(z,N). Nach 2.9.14 gibt es durch den Punkt
p:= A* AN # z eine Gerade G mit G € B(K;, K3). Falls G = K ist, so gilt z,p € G = K,
und somit A* = zV p = G, und G hat die gewiinschten Eigenschaften. In Folgenden sei also
G # Ky; dann ist B(K,, Ky) = B(G, K;), und es gilt z ¢ G, denn sonst waren G und K,
verbindbar.

Es sei A = L(z,G). Weil N ¢ B(K;, K,) ist, gilt G # N und daher A # A*. Auflerdem
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48 3 HYPERBOLISCHE EBENEN

sind A und A* nicht orthogonal, sonst wire wegen p € A* G und A*, GLA, sowie der Ein-
deutigkeit des Lotes G = A* und somit, weil dann z € G, K; gilt, G = K; (andernfalls
wire B(K,, Ky) = B(G, K) ein Punktbiischel). Daher existiert die von A, A* erzeugte Halb-
drehung * um z.

Es wird gezeigt: die Geraden N und K haben ein gemeinsames Lot, welches zu dem Ende
B(G, K1) gehort. Dazu werden den Geraden G, A, K weitere Geraden folgendermafien hinzu-
gefiigt: es sei L ein von A verschiedenes Lot auf G, und B = 1(z, L). Wegen z € B gilt dann
B # G. Weiter seien C' die Gerade mit o, o 04 005 = o¢, und H = 1L (L A B,C). Dabei gilt
H # Ky, denn sonst wére K7 1 C und damit A1 B und wir hdtten ein Rechteck. Damit bilden
G,H,L, A, B, C eine Endenfigur, und wegen o4 0 op 0 0¢ = 0k, gehort H nach 3.3.10 zu dem
Ende B(G, K3).

Diese Endenfigur wird nun der Halbdrehung * unterzogen. Dann bilden die Geraden N, H*, L*,
A*, B*,C* auch eine Endenfigur. Unter Beriicksichtigung von 2.11.2, 2.11.4, 2.11.6 und 2.11.7
gilt namlich A* # B*, L* # A*, L* 1 B*, L* A B* € H* und H*1.C”*. Aulerdem ist N L A* nach
Definition. Ferner gilt 0g 0 04 = op« 0 04« nach 2.11.2. Fiir die Geraden B, A, A*, B* sowie
L,G, N, L* sind die Voraussetzungen von 3.3.2 erfiillt, und wegen LG gilt somit auch N_LL*.

A
* -
Py A* I Z
/ C >
B
N A A
G DEEAY ia
K, // L*
H
N G* KT H*

Da G, K, H im Biischel liegen und z € K; gilt, liegen nach 2.11.11 (Biischeltreue bei Halbdre-
hungen) auch die Geraden G*, K, H* im Biischel (wegen K; # H gilt dabei auch K} # H*).
Ligen die Geraden N, K}, H* auch im Biischel, so wiirden nach 2.9.19 (Transitivitéit) auch
N, G*, K7 im Biischel liegen. Dabei gilt N # G* wegen A* # A. Dies hiefle aber wegen N, G* L A*
auch K71 A* nach 2.9.10". Wegen z € K;, A ergébe dies nach 2.11.2 unter Beriicksichtigung von
2.6.2 die Beziehung ok, 004 = oz 004« = 1. Aus 2.6.3 wiirde dann K, L A folgen, also hdtten
G und K; das gemeinsame Lot A. Dies steht im Widerspruch dazu, dass B(G, K1) = B(K1, K>)
ein Ende bilden.

Weil die Geraden N, H*, L*, A*, B*, C* eine Endenfigur bilden, kénnen N und K7 daher nicht
unverbindbar sein, denn nach 3.3.10 wéren sonst N, K7 und H* im Biischel. Angenommen, N
und K7 sind kopunktal. Dann ist B(N, K7) ein Punktbiischel. Sei nun ° die von A*, A erzeug-
te Halbdrehung um z. Gemif der Konstruktion 2.11.1 gilt dann N°= G und K;°= K, und
B(G, K3) ist als Bild von B(N, K;) unter ° nach 3.3.3 auch ein Punktbiischel. Widerspruch!
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3.3  Verbindbarkeit von Enden 49

Somit existiert ein gemeinsames Lot K von N und K7. Die Geraden K, G, K7, A*, A, N bilden
dann eine Endenfigur mit OK: 0000 = Ok, gemaf} 2.11.2. Nach 3.3.10 gehort damit K zu
dem Ende B(G, K;) = B(K1, K3), und hat die gewiinschte Eigenschaft.

A*
¢ 7 2
,__&r_rff/l
B :

Angenommen, es gibe zwei Geraden K # K' mit K, K’ € B(K;, K;) und K, K’ L N. Dann wére
N ein gemeinsames Lot von K und K’. Andererseits sind K, K’ unverbindbar. Widerspruch! (]

Satz 3.3.12 (Verbindbarkeit von Enden):
Je zwei verschiedene Enden sind verbindbar, d.h. es existiert eine eindeutige Gerade K, die zu
beiden Enden gehort.

Beweis:

Es seien B(Gy,Gs), B(H1, H) zwei Enden. Falls Gy oder Gy zu B(Hy, Hy) gehort, ist nichts
zu zeigen. Andernfalls existieren nach 3.3.11 Geraden K, Ky € B(Hy, Hy) mit K; L G;,i=1,2.
Wegen G # G4 gilt dabei K7 # K5, denn sonst wire K; = K, gemeinsames Lot von GG und
GQ. Somit ist B(Hl,HQ) = B(Kl,KQ).

Seien p; = G; A K;,i = 1,2. Dann gilt p; # po; sei H = p1 V pe. Wegen 2.9.8" ist H ¢ B(G1, G2).
Erneut nach 3.3.11 gibt es eine Gerade G € B(G1, G2) mit GLH. Dann gilt 0, 0c0go0og, = 0k
fiir eine Gerade K € B(G1,Gs), d.h. 0g, o 0 0 0g, = 0. Somit gelten die Voraussetzungen

von 2.9.13. Demzufolge ist auch ok, o o 0 0k, eine Geradenspiegelung, also K € B(K;, K3) =
B(H,, H,). Die Eindeutigkeit ergibt sich aus 2.9.21. OJ

Nach 2.9.2 ist jede Bewegung als Produkt von hochstens drei Geradenspiegelungen darstellbar;
geméB Bachmann [1] (§ 3, Satz 16) ist jedes Produkt einer ungeraden Anzahl von Geradenspie-
gelungen darstellbar als Produkt einer Punktspiegelung und einer Geradenspiegelung. Zusam-
men mit den Ergebnissen dieses Abschnittes ergibt sich nun, auch geméfl den Ausfithrungen in
[1], § 14.5, dass die zugrunde liegende Bewegungsgruppe eine H-Gruppe im Sinne Bachmanns
ist (s. [1], § 11.1).
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50 3 HYPERBOLISCHE EBENEN

3.4 Endenrechnung

Satz 3.4.1:
Zu jeder Geraden K gibt es eine mit K unverbindbare Gerade. Jede Gerade gehirt genau zwei
Enden an.

Beweis:

Es seien G und H zwei unverbindbare Geraden. Diese beiden Geraden bestimmen ein Ende.
Da G, H diesem Ende angehoren, gehoren sie nach 3.3.8 auch jeweils einem weiteren Ende an.
Sei nun K eine beliebige Gerade. Dann sind folgende Fille moglich:

Fall 1: G und K sind unverbindbar. Dann ist nichts zu zeigen.

Fall 2: G und K haben ein gemeinsames Lot L. Seien p = LA G,q = L AN K,m = m(p,q).
Dann gilt ¢,,,(G) = K, somit gehort K den Bildenden der Enden von G an. Die Bildgerade von
H ist dann mit K unverbindbar, weil G mit H unverbindbar ist.

Fall 3: G und K schneiden sich im Punkt ¢. Sei L = 1 (g, K). Dann kann man 0.B.d.A. G # L
annehmen. Denn falls G = L ist, so nehme man H statt G. Fiir H tritt entweder Fall 1, Fall
2 oder Fall 3 ein mit einem Schnittpunkt ¢’ # ¢ mit K. Weiter gilt dann L(¢’, K) # H, denn
sonst hitten G und H ein gemeinsames Lot. Gemé&f 3.3.11 wird nun von einem beliebigen Ende
von G das Lot G’ auf L gefillt. Dann ist Fall 2 anwendbar mit G’ statt mit G.

Aus 3.3.8 ergibt sich, dass die Gerade K noch einem weiteren Ende angehort. [

Wir betrachten im Folgenden die Menge K der Enden, dabei seien drei verschiedene Enden
w, e und oo ausgezeichnet; alle weiteren Enden werden in Zukunft mit griechischen Buchstaben
bezeichnet. Es sei K die Menge der Enden # oco. Die Enden w und oo werden geméfl 3.3.12
durch die Gerade U verbunden, vom Ende ¢ aus wird geméf 3.3.11 auf U das Lot E gefallt.
Der Schnittpunkt der beiden ” Achsen” U und E sei der ”Ursprung” o.

&

(0] /(:\U

E /
K kann nun mit der Struktur eines angeordneten Korpers versehen werden, des sog. En-
denkdrpers. Diese Thematik wurde schon in Hilbert [7] (Anhang III, § 2 und 3), Bachmann
[1] (§ 11) und Nobeling [10] (V, § 5) behandelt, wobei die dort dargestellten Vorgehensweisen
hier nur als Anregungen dienen. Beispielsweise stofit ein direkter Anschluss an Hilbert bzw.
Nobeling auf die Schwierigkeit, dass wir hier (noch) keinen Winkelbegriff haben. Ferner werden
wir uns an dieser Stelle auch nicht nur damit begniigen, den Anschluss an bestehende Literatur
herzustellen und Ergebnisse zu zitieren; vielmehr soll die Konstruktion des Endenkoérpers und

die darauf folgende Koordinatisierung der hyperbolischen Ebene hier in einer dem vorliegenden
Kontext angepassten Form vollstéindig durchgefiihrt werden. Dabei wird auch deutlich werden,

o0
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3.4  Endenrechnung 51

dass sich die Ergebnisse alle sehr natiirlich aus dem bisherigen Aufbau ergeben.

Sei zunéchst « ein beliebiges Ende # w, 0o, e. Man nennt « positiv, wenn die Verbindung € V «
mit U keinen Punkt gemeinsam hat; € selbst wird auch als positiv definiert. Andernfalls nennt
man « negativ. Im Folgenden seien mit K™ bzw. K~ die Mengen der positiven bzw. negativen
Enden bezeichnet.

Zu einem Ende o # w,00 sei A = a V co. Dann gehoren A und U dem Ende oo an. An-
genommen, es wire oy (A) = A. Nach 2.9.3 gilt dann 04 = 0,,(4) = oy 004 00y. Dies bedeutet
AU nach 2.6.3, d.h. A und U sind verbindbar. Widerspruch! Also ist oy (A) # A. Die Gerade
oy (A) gehort nach 3.3.5 einerseits dem Ende oo an, andererseits nach 3.4.1 noch einem zweiten
Ende, das wegen oy (A) # A nach 2.9.21 von « verschieden ist; es wird mit oy(a) =: —«
bezeichnet. Fiir a = w gilt w = —w. Weil die Verbindungsgerade von o # w und —« Fixgerade
bei der Spiegelung an U ist, gilt wie eben aufgrund dieser Konstruktion oV —a LU. Aulerdem
ist —(—a) = a.

o0

Satz 3.4.2:

(a) Seip ein beliebiger Punkt auf U. Dann ist 1,(€) negativ.

(b) Sei a # w, 00 ein Ende. Dann gilt: genau eines der beiden Enden o, —a ist positiv, das an-
dere negativ. Ferner gilt fir alle p € U: wenn o positiv ist, so ist v,() negativ und umgekehrt.

Beweis:

(a) Mit Hilfe von 3.3.7 ergibt sich zunéchst ¢,(¢) # €. Die Verbindungsgerade € V ¢,(¢) ist Fix-
gerade von ¢,, geht also durch p. Somit ist p ein gemeinsamer Punkt von U und der Verbindung
£V p(e), d.h. 1,(e) ist negativ.

(b) Fiir & = ¢ ist die Behauptung klar, denn dann ist —a = —&, und wegen ¢ V —¢ LU hat
diese Verbindung mit U einen Punkt gemeinsam. Sei also a # ¢, weiter sei G = aV —a LU und
a=GAU; wegen a # ¢ ist 0 # a; sei m = m(o,a). Dann gilt ¢,,,(E) = G; somit gehért G dem
Ende ¢,,(¢) an. Da nach 3.4.1 jede Gerade genau zwei Enden angehort, folgt ¢, (¢) € {a, —a};
0.B.d.A. sei ¢,,(¢) = —a. Nach (a) ist dann —a negativ.

Wiére nun « auch negativ, so hitte die Verbindung L = ¢ V « ebenfalls mit U einen Punkt
g gemeinsam. Die Gerade L' = —¢ V —q ist die Bildgerade von L bei Spiegelung an U und
wiirde dann auch durch diesen Punkt g gehen. Nach 3.3.7 wiirden letztendlich ¢,(¢) = o sowie
ty(—¢e) = —a folgen, d.h. ¢,(F) = G. Weil ¢ € U gilt, wiirde ¢ = m und daraus o = —a folgen.
Widerspruch! Somit ist « positiv.

Sei nun p € U; aus t,(¢) = —a ergibt sich ¢, 0 1,,(¢) = a mit Hilfe von 3.3.7, daraus folgt
Lp(@) =1 01 0ty (€) = 14(€) fiir einen Punkt ¢ € U nach 2.8.7. Nach (a) ist dies negativ.
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Ist andererseits o negativ, so ist ¢,(a) positiv. Denn wire ¢, () auch negativ, so wére oy ot,()
positiv und somit nach dem eben Geschilderten ¢, o oy o 1,(a) = 0, @w)(a) = op(a) = —«
negativ. Widerspruch! [J

Korollar 3.4.3:
Sei T eine Translation entlang U. Dann gilt:

(a) 7 bildet positive auf positive und negative auf negative Enden ab,
(b) 7(w) = w, 7(c0) = o0.

Insbesondere gilt fir zwei Enden o, # w,o00: wenn « positiv ist und oV 5 mit U keinen
Punkt gemeinsam hat, so ist auch 3 positiv.

Beweis:

Eine Translation 7 entlang U ist eine Hintereinanderausfithrung zweier Punktspiegelungen an
Punkten auf U. Daher ergibt sich die Behauptung (a) aus 3.4.2 und die Behauptung (b) aus
3.3.8.

Nun seien «, 3 zwei Enden, und « sei positiv. Wenn eines der beiden Enden gleich ¢ ist, so ist
nichts zu zeigen. Seien also «, 3 # €. Dann hat £ V o mit U keinen gemeinsamen Punkt, ist
aber mit U auch nicht unverbindbar. Somit gibt es ein gemeinsames Lot L; zwischen ¢V a und
U. Nun hat oV § nach Voraussetzung auch ein gemeinsames Lot Lo mit U. Mit Hilfe von 3.3.4
folgt o7, o op,(¢) = (. Nach 2.6.4 ist o, o o, eine Translation entlang U. Weil ¢ positiv ist,
ist nach (a) somit auch [ positiv. O

Konstruktion 3.4.4 (Addition in K):

Es seien a, # zwei Enden aus K; die Verbindungen mit oo seien A = a V oo, B =V oco. Dann
liegen A, B und U im Biischel, und es gibt eine Gerade C' mit o¢ = 04 0 oy 0 0. Diese Gerade
C gehort auch dem Ende oo an, aulerdem einem weiteren Ende . Dieses Ende v wird die
Summe der Enden o und 8 genannt: v = a + f3.

iR
i
A
w o U o0
E
Sei nun A" = oy (A). Dann gilt A’ = —a V oo und weiter o4 0 0y 004 = T4y a)0 Oy 004 =

oyooso00yooyoas=oy. Dies bedeutet a + (—a) = w.

Satz 3.4.5:

Zu einem Ende o # w, 00 existiert genau ein Ende § mit der Eigenschaft § +

2:Oé.

Beweis:

Sei « ein beliebiges Ende # w, oo. Féllt man geméf 3.3.11 von oo aus das Lot L auf die Ver-
bindung w V «, so gehort L aufler dem Ende oo noch einem weiteren Ende an. Dieses weitere
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3.4  Endenrechnung 53

Ende sei mit % bezeichnet.

Es sei A = a V oco. Aus 3.3.4 folgt, dass bei der Spiegelung an L die Enden w und « ver-
tauscht werden; das Ende oo bleibt hingegen nach 3.3.6 fest. Es ergibt sich o, (U) = A. Nun ist
04 = 04 ) = 0r 00y oog nach 2.9.3. Somit folgt § + § = a.

s o U
E
Angenommen, es gibe noch eine weitere Gerade L' = A\ V oo, fiir deren Ende X auch A+ \ = «
gilt. Dann wiére o 0 oy 0o oy = 04 = or 0 oy o 0, nach 2.9.3 also 0,,,w) = 05, (), d.h.

o/ (U) = or(U). Dies ist nur moglich, wenn L = L' gilt, weil L, L’ beide dem Ende oo an-
gehoren. [J

2[R
™~
W
8

Mit den Bezeichnungen wie eben ist die Abbildung 6 = o o oy geméifl 3.1.4 eine Drehung
um das Ende oo mit §(U) = A. Diese Drehung ist nach 3.1.6 eindeutig. Weil sowohl A als auch
U zum Ende oo gehoren, folgt d(w) = a. Fiir a = w ist 6 = id. Es ergibt sich die

Folgerung 3.4.6:
Jedes Ende o aus K lisst sich eindeutig in der Form 6,(w) schreiben mit einer Drehung 6, um
das Ende oo, d.h. die Gruppe der Drehungen um oo ist scharf transitiv auf K. Fir zwei Enden

a = 04(w), B =0p(w) gilt 0p(w) +0g(w) = a+ = 04(8) = 4 0 I5(w).

Beweis:

Es seien A, B die Verbindungen von «, f mit co. Dann gilt A = 6,(U), B = d3(U). Sei nun
C' die Gerade mit o¢ = 04 0 oy o op. Nach 2.9.3 gilt 04 = 05, (1r) = da 00y © 6.1, also o¢ =
(5a00U05;1 ooy oopg. Die Bewegung oy oo ist auch eine Drehung um oo; da nach 3.1.5 die Dre-
hungen um ein festes Ende kommutieren, folgt o¢ = d,00p00p00500,1 = §,00500, " = O5,(B)-

Also ergibt sich C'= 0,(B) = 0, 0 d3(U) und somit o + 5 = §,(0) = d 0 d5(w). O
Aus 3.4.6 folgt unmittelbar:
Bemerkung 3.4.7:

Sei (A, 0) die Gruppe der Drehungen um das Ende oo mit der Komposition als Verkniipfung.
Die bijektive Zuordnung

K — Ag,at— d,
ist ein Isomorphismus der algebraischen Struktur (K, +) der Enden # oo mit der eingefiihrten

Addition als Verkniipfung auf die Gruppe (Ao, o) der Drehungen um oo. Die Umkehrabbildung
151

A = K, — d(w).
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Aus 2.9.7 folgt, dass die Gruppe der Drehungen um das Ende oo keine Involutionen besitzt. Da
die Drehungen um ein festes Ende nach 3.1.5 eine abelsche Gruppe bilden, ergibt sich die

Folgerung 3.4.8:
Mit der soeben eingefiihrten Addition ist (K, +) eine abelsche Gruppe. Das Ende w ist das Null-
element der Addition. Fiir ein Ende o # w, 00 gilt a + a # w.

Die Addition wird auf K fortgesetzt gemiB oo + o = o 4+ 0o = oo fiir ein beliebiges Ende
a e K.

Konstruktion 3.4.9 (Multiplikation in K):

Es seien p, 0 # w, 0o zwei Enden. Von beiden Enden aus werden geméaf; 3.3.11 die Lote R und
T auf die Gerade U gefillt. Dann bilden R,7T und E ein Lotbiischel, und nach 2.9.10 existiert
eine Gerade X 1L.U mit der Eigenschaft cx = oroogoor.

£ p
M
/ \ﬁg\
(7)) o [ee)
& Rl T|x
E =

Die Gerade X gehort nach 3.4.1 wieder zwei Enden &, ¢" an. Wegen X LU gilt oy (§Voo) = £'Voo
nach 3.3.4; dies bedeutet & = —¢£. Nach 3.4.2 ist genau eines der beiden Enden positiv. Dieses
Ende sei mit £ bezeichnet; das Ende —¢ ist dann das negative Ende.

Man legt nun das Produkt der Enden p und 6 folgendermaflen fest: es sei p- 60 = &, wenn p
und € beide positiv oder beide negativ sind; andernfalls sei p - § = —£.

Zu einem Ende p # w,00 sei p~! := og(p). Dann gilt: ist p positiv (bzw. negativ), so ist
p~! auch positiv (bzw. negativ). Dies ergibt sich aus og = 1, 0 oy unter Verwendung von 3.4.2.
Ferner ist (p~')~! = p.

Sei nun R’ = op(R). Dann gilt R = p~' V —p~! und weiter og 0 05 0 0r = 04, (r)© OE 0 OR =
OpOOROOE 00 O0R = 0. Dies bedeutet p- p~! = &.

Wir betrachten nun ein beliebiges positives Ende p. Es sei R das von p aus auf U gefillte
Lot, r = R A U. Dann existiert nach 2.4.4 eine Translation 7 entlang U mit 7(o) = r, fiir die
ebenso 7(F) = R gilt. Diese Translation ist nach 2.8.5 eindeutig bestimmt. Weil 7 nach 3.4.3
positive Enden auf positive Enden abbildet, folgt 7(¢) = p. Es ergibt sich die

Folgerung 3.4.10:

Jedes positive Ende p lisst sich eindeutig in der Form 7,(c) schreiben mit einer Translation T,
entlang U, d.h. die Gruppe der Translationen entlang U ist scharf transitiv auf der Menge KT
der positiven Enden. Fir zwei positive Enden p = 7,(¢),0 = 1y(e) gilt 7,(¢) - 19(¢) = p- 0 =
Tp(0) = 7 0 Ty(e).

Beweis:
Es seien p = 7,(¢),0 = 1(e), R, T die von p,0 aus auf U gefillten Lote. Dann gilt R =
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7,(E),T = 19(E). Sei X die Gerade mit ox = og o og o or. Nach 2.9.3 ist op = 0., () =
T,00E 07;1, also folgt ox = 1,008 07;1 oogoor. Nach 2.6.4 ist 05 o o auch eine Translation
entlang U. Nach 2.8.4 bilden die Translationen entlang einer Geraden eine kommutative Grup-
pe. Daher gilt ox = 7'[,00]5anoaTOT;1 = TpOO'TOT;I = 0,(1)- Also folgt X = 7,(T") = 7,079(E)
und somit p -0 = 7,(0) =7, 07h(e). O

Aus 3.4.10 folgt unmittelbar:

Bemerkung 3.4.11:

Sei (Ty, o) die Gruppe der Translationen entlang der Geraden U mit der Komposition als Ver-
kniipfung, und KT die Menge der positiven Enden. Die bijektive Zuordnung

K+_>TU7p'_>Tp

ist ein Isomorphismus der algebraischen Struktur (K*,-) mit der eingefihrten Multiplikation
als Verknipfung auf die Translationsgruppe (T, o). Die Umkehrabbildung ist

Ty — Kt 17— 7(e).

GeméB 2.8.4 bilden die Translationen entlang U eine abelsche Gruppe; nach 2.4.3 besitzt diese
Gruppe keine Involutionen. Nach 2.8.6 existiert zu jeder Translation 7 entlang U eine eindeutige
Translation € entlang U mit 7 = 6 o . Somit ergibt sich die

Folgerung 3.4.12:

Mit der soeben eingefiihrten Multiplikation ist (KT, -) eine abelsche Gruppe. Das Ende ¢ ist das
Einselement der Multiplikation. Fir Enden p,a # oo ergibt sich aufgrund der Vorzeichenkon-
vention (—a)-p=—a-p=a-(=p). Gilt p # € so ist p-p # . Zu einem positiven Ende p
existiert genau ein positives Ende \/p mit der Eigenschaft \/p-\/p = p.

Bemerkung: Aufgrund der Vorzeichenregeln ergibt sich nun auch, dass die algebraische Struktur
(K\{w},-) (also ohne die Einschrinkung auf positive Enden) eine abelsche Gruppe ist, da sie
isomorph ist zur Gruppe (K*,-) x {—1,1}.

Bemerkung 3.4.13:
Fiir ein Ende o # w, 00 und eine Translation T entlang U gilt:

(1) T(—a)_: —7(a)

(2) (@) = 7(¢e) - .

Beweis:

(1) Sei A = aV —a L U. Dann ist auch 7(A) = 7(a) V 7(—a) L U. Andererseits gilt
7(a) V —7(a) L U. Aus der Eindeutigkeit des von einem Ende aus auf eine Gerade gefillten

)
Lots nach 3.3.11 folgt 7(—a) = —7(a).

(2) Sei zunéchst « positiv. Dann gilt a = 7/(¢) fiir eine Translation 7’ entlang U. Aus 3.4.10
ergibt sich 7(a) = 707'(e) =7(e) - 7'(e) = 7(¢) - .

Ist nun « negativ, so ist —« positiv, und es ist —a = 7/(¢) fiir eine Translation 7’ entlang U.

Dann ist @ = —7'(¢), und mit (1) ergibt sich 7(«a) = 7(—7'(¢)) = =170 7'(c) = —7(¢) - 7'(¢) =
7(€) - a unter Beachtung von 3.4.10 und 3.4.12. [
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Die Multiplikation wird auf K x K\{(w, 00), (co,w)} fortgesetzt gemifl w-p = p-w = w fiir
p # 00, 00:p = p-00 = oo fiir p # w. Wir setzen co™! = og(00) = wund w™! = og(w) = oo, ent-
sprechend der geometrischen Beschreibung von multiplikativen Inversen. Statt p=! bzw. § - p~1
schreiben wir in Zukunft auch /l) bzw. %.

Satz 3.4.14:

Fiir eine Drehung 6 € Ay und eine Translation T entlang U gilt Todo 77! € Ay, d.h. die

Drehgruppe Ay normalisiert die Translationen entlang U.

Beweis:
Es sei § = 0g o oy mit Geraden G, H, die dem Ende oo angehoéren. Mit Hilfe von 2.9.3 ergibt
sich todor ' =700g00go7 ' =700q07 'oToogor ! = 0-G) © 0. Nach 3.4.3 gilt

7(00) = 00. Somit gehoren 7(G), 7(H) auch dem Ende oo an, woraus die Behauptung folgt. [

Satz 3.4.15:
Fiir die Addition und Multiplikation in K gilt das Distributivgesetz.

Beweis:

Fiir drei Enden p,a, (3 ist p- (o« + ) = p-a+ p- [ zu zeigen. Wenn eines dieser Enden
gleich w ist, ist die Aussage klar. Es gelte also p,a, 3 # w. Sei zunéchst p positiv und 7,
die Translation geméfl 3.4.10 mit p = 7,(¢). Seien weiter d,,ds die Drehungen um oo mit
a = 0y(w), B = dg(w). Man erhélt p - (a+ §) = 1,(a + 5) = 7,(6a(8)) = 7,(dq 0 Ip(w)) =
Tp00,00307, (W) =17,00,07, 07,00507, " (w) unter Verwendung von 3.4.3. Geméf 3.4.14

sind 7,00,07, Lund 7,005 oT, ! Drehungen um das Ende oo, somit ergibt sich mit 3.4.6 weiter

p-(a+p) = TpodocoT;l(w)+TpoéﬁoT;1(W) = Tp(da(w))‘{'Tp((sﬁ(W)) = Tp(a)‘i‘Tp(ﬁ) =p-atp-f.

Sei nun p negativ. Nach 3.4.12 gilt dann p-(0+() = —((—p)-(0+C)) = —(—p-0—p-C) = p-0+p-C.
[

Damit ist K ein Korper. Im Folgenden wird nun gezeigt, dass K ein angeordneter Korper
ist.

Satz 3.4.16:
Das Ende % ist positiv.

Beweis:
Es seien H := eV w,L := 1(oco,H),q = H A L. Dann gehort L aufler dem Ende oo geméf

3.4.5 dem Ende § an. Angenommen, es gibt einen gemeinsamen Punkt p von ¢V § und U.

Dann ist p # ¢, denn sonst wire p = ¢ gemeinsamer Punkt von H und U. Auflerdem gilt
3

tp(5) = €,1p(00) = w. Insgesamt ist somit 1,(L) = 1,(5 Voo) = eVw = H, dh. ¢ # p ist
Fixpunkt von ¢,. Widerspruch! OJ

Korollar 3.4.17:
Ein Ende o 1st positiv genau dann, wenn § positiv ist.

Beweis:
Mit dem Distributivgesetz gilt « = a-e = a- (5 +5) = a- 5 + - 5. Daraus folgt - § = §
nach 3.4.5, und mit 3.4.16 und der Vorzeichenkonvention die Behauptung. [
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Satz 3.4.18:
Fiir zwei positive Enden o, 3 ist auch o + (3 positiv.

Beweis:

Fira=pfist a = ‘”ﬂ , daher gilt dann die Aussage nach 3.4.17. Sei also a # 3. Es seien A, B
die Verbindungen von a, B mit oo, G das Lot von oo aus auf die Verbindung oV 3, und das
von oo verschiedene Ende von G. Weiter sei C' die Gerade mit o = 04 00y oop, d.h. das von
oo verschiedene Ende von C' ist o + . Nun gilt 0g(A) = B und daher o¢ = 0400y 00 =
0400y O04,4) = 0400y 00g00400g nach 2.9.3. Weil A, G und U im Biischel liegen, folgt
aus 2.9.18 und 2.9.3 weiter 0¢ = 04004 00g00y 00G = 0G0 0y 00 = O, w). Daraus ergibt
sich zunéchst C' = o¢(U); ferner bedeutet dies v = a—;rﬁ Es wird gezeigt, dass a%ﬁ positiv ist;
die Behauptung folgt dann aus 3.4.17. Wegen C' = (o + ) V oo = 0¢(U) ist og(w) = a + (.
Da ferner og(a) = [ gilt, ist G gemeinsames Lot der Geraden oV  und w V (a0 + 3); die
Lotfupunkte seien l1,l,. Wegen oV 5 # w V (a + () ist I3 # ls; sei ¢ := m(ly,l3). Dann

gilt ty(aV ) = wV (o + (), und somit insbesondere ¢,(8) € {w,a+ B}. Wegen ¢ € G ist
o+

Lq(T) = Q.

Falls ¢,(8) = w gilt, so folgt ¢,(5 V O‘TJ“B) = wV oo = U. Das Lot von ¢ auf 5V O‘TJ“B ist
Fixgerade von ¢, und daher auch senkrecht auf U; also haben 3V “Tw und U keinen Punkt
gemeinsam. Weil § positiv ist, folgt aus 3.4.3, dass auch O‘Qﬂ positiv ist.

Falls ¢,(8) = a + ( gilt, so folgt ¢,(8 Vv a—;ﬂ) = (o + () V oo, und durch Anwenden von
o¢ auf beiden Seiten o¢ o (5 V M) =o0¢((a+ ) Voo) =U. Nach 2.9.6 kann man ¢, und og
vertauschen. Dann ergibt sich daraus ¢,(a V O‘w ) =1t4006(8V aw ) = U. Dies bedeutet wie

im vorherigen Abschnitt, dass die Gerade oV aw mit U keinen Punkt gemeinsam hat. Weil «

positiv ist, folgt daraus auch hier mit Hilfe von 3 3.4, dass aw

positiv ist. [

Aus der Beziehung (—¢) - p = —p fiir ein positives Ende p gemif 3.4.12 folgt —e - KT = K.
Mit 3.4.18 ergibt sich nun, dass der Endenkorper K angeordnet werden kann, da die Teilmenge
K* der positiven Enden einen Positivbereich bildet. Auch in [1] (§ 15.1) ergibt sich die Anord-
nungsfahigkeit des Endenkorpers, und zwar wieder mit einem gruppentheoretischen Zugang,
wéhrend man sie hier auf rein geometrische Weise erhélt.

Feststellung 3.4.19:

Die Menge K der von oo verschiedenen Enden bildet somit, versehen mit der oben dargestellten
Addition und Multiplikation, einen angeordneten Kdérper, den sogenannten Endenkérper. We-
gen der Existenz von Wurzeln aus positiven Elementen handelt es sich um einen euklidischen
Korper.

Wir fithren an dieser Stelle, angelehnt an Szdsz [13], eine neue Schreibweise fiir die positi-
ven Enden ein.

Neue Notation 3.4.20:

Im Folgenden wird die Verkniipfung der Gruppe Ty der Translationen entlang U additiv ge-
schrieben. Aufgrund von 2.8.6 gilt, dass es zu einer Translation T € Ty eine eindeutig bestimmte
Translation 6 € Ty gibt mit o0 = 7; wir schreiben T fiir 6. Das Ende 7(¢) wird als (1) notiert;
die Enden w, e werden mit 0 bzw. 1 bezeichnet, entsprechend der Bedeutung dieser Elemente im
Endenkorper K.
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Mit dieser neuen Notation lisst sich die Multiplikation zweier positiver Enden (1) und £(72)
gemdf$ 3.4.10 schreiben als e(my) - €(12) = (11 + T2). Auflerdem gilt () - e(—7) = e(id) =
Die nach 8.4.10 existierende positive Quadratwurzel von (1) ist £(5).

3.5 Einfiihrung von Koordinaten fiir einen Punkt

Es sei p ein Punkt. Dann kann dieser Punkt durch zwei Daten gekennzeichnet werden. Sei P

die nach 2.9.14 existierende eindeutige Verbindungsgerade von p und oo. Diese Gerade gehort

aufler co noch einem weiteren Ende o an. Weiter sei A die Verbindungsgerade von § und oc.

Dann gilt 04(P) = U und daher p’ := 04(p) € U, und es gibt eine eindeutige Translation 7

/

entlang U mit 7(0) = p'.

%
~ S
™

8

[

E

Durch die beiden Angaben 7, a ist der Punkt p eindeutig bestimmt. Weil diese aus einer Bewe-
gung und einem Ende bestehen, nennen wir sie gemischte Koordinaten von p.

Satz 3.5.1:
Die Abbildung

K+XK—>{(x0,x1,x2) K?’]xo—x%—% 1,29 > 0}
(€, a) ,_><£+£ +1a2§1§£ + a2t ae 1)

1st eine Bijektion. Die Umkehrabbildung ist

1 X2
<‘T0’ L1s ‘IQ) = (IO*Z‘I’ :1?0*901) ’

Beweis:
Die genannten Tatsachen ergeben sich durch unmittelbare Rechnung Dass bei der Umkehrab-
bildung tatséchlich —— € K* gilt, ergibt sich aus 23 = 1 + 2% 4+ 23 > 27 und mit =y > 0. O

Nach 3.4.11 ist die Abbildung
Ty — Kt 17— e(7)

bijektiv. Dies bedeutet, dass es zu jedem Element £ € K eine eindeutige Translation 7 entlang
U gibt, so dass & = ¢(7) gilt.

Uber die gemischten Koordinaten von Punkten ergibt sich damit und mit 3.5.1 eine bijek-
tive Entsprechung zwischen den Punkten aus H und den Vektoren (xg,z1,72) € K® mit
x3 — 23 — 12 = 1,79 > 0; einem Punkt x € H mit den gemischten Koordinaten (7, ) ent-
spricht dabei der Vektor mit den Koordinaten
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wy = S 4 SaPe(r) oy = SIS 4 gl () = as(n) T, (5)

und umgekehrt ist

e(r) = -1, a= -2 (5.2).

xo—x1’ xro—T1 "

Das Tripel (z¢, x1, 2) nennt man die Weierstraf’schen Koordinaten des Punktes x. In Zukunft
identifizieren wir x mit (o, x1, x2) und schreiben z = (¢, x1, z2). Mit dieser Identifikation wird
die Punktmenge also

H = {(zo, 71,72) EK3 | 23 — 22 — 23 = 1,20 > 0}
Es handelt sich um eine Schale eines zweischaligen Hyperboloids.

Feststellung 3.5.2:
Ein Punkt auf U hat x die Gestalt x = (x9,21,0), und es ist 1,(z) = (xo, —x1,0). Ferner gilt
o=(1,0,0).

Beweis:
Ein Punkt x € U hat die gemischten Koordinaten (7,0), wobei 7 die Translation ist, die
o auf x abbildet. Sei ¢ = &(7); nach (5.1) gilt =y = £+§71,£L‘1 = g_gfl,xg = 0 fiir die

Weierstra’schen Koordinaten von x. Damit hat = die angegebene Gestalt. Nach 2.8.2 gilt
T 0 1(x) = 1, 0 T (x) = 0; daraus folgt 1,(x) = 77(0), und 1,(x) hat die gemischten Koor-
dinaten (—7,0). Nun ist e(—7) = ¢! gemiB 3.4.20; wieder aus (5.1) ergeben sich damit die

Weierstrafi’schen Koordinaten von ¢,(z) als (@Tﬁ’ g7IT_§,O> = (zg, —21,0). Fir x = o gilt
zusitzlich 7 = id, und mit 3.4.20 folgt 0o = (1,0,0). O

3.6 Einfiihrung von Koordinaten fiir eine Gerade

Zunichst folgen zwei Hilfssitze nach Hilbert [7] (Anhang III, § 2 und 3):

Satz 3.6.1:
Es seien o, 3 # oo zwei Enden. Weiter seien A = aV oo, B = 3V oo. Dann gehirt og(A)
aufler dem Ende oo noch dem Ende 23 — a an.

Beweis:

Es sei C = op(A). Nach 3.3.5 gehort C' auch dem Ende oo an; das von oo verschiede-
ne Ende von C sei 7. Es wird v + a = 20 gezeigt, woraus die Behauptung folgt. Es gilt
A0 0y 000 = 0400y 0 05,4 = 0400y 00p00400g nach 2.9.3. Weil A, B,U im Biischel
liegen, ist oy o og 0 04 geméafl 2.9.18 involutorisch, und es folgt 04 o oy 0o 0 = og ooy 0 op.
Dies bedeutet a +~v =g+ 4. U

Satz 3.6.2:
Sei G eine Gerade durch o. Fiir die beiden Enden o, 3 von G gilt a- = —1.

Beweis:
GeméaB den Festlegungen von Inversen bei der Addition bzw. Multiplikation in 3.4 gilt g =
to(a) =opoop(a) =0y()=-1.0

(e}
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Nun wird nach dem Vorbild von Szdsz [13] die Gleichung einer Geraden entwickelt. Dazu be-
trachten wir zunéchst eine Gerade G, deren Enden &,7 von oo verschieden sind. Sei p ein
beliebiger Punkt von G, dessen gemischte Koordinaten durch 7 und « gegeben sind. Geméf
Abschnitt 3.5 geht dieser Punkt p durch die Spiegelung an der Geraden § V oo und anschlie-
Bende Anwendung der Translation —7 in den Ursprung o iiber. Unterzieht man die Gerade G
dieser Transformation, so erhélt man eine Gerade G’, die dann durch den Ursprung geht.

Die Enden £, n werden durch die Spiegelung an § V oo nach 3.6.1 auf die Enden oo — §, a0 —
abgebildet. Unter der Translation —7 gehen diese Enden dann geméfl 3.4.13 (2) in die Enden
e(—7)(a—=¢§),e(—7)(a—mn) iiber. Dies sind dann die Enden von G’; weil G’ durch den Ursprung
geht, gilt nach 3.6.2 die Beziehung

e(=27)(a—&)(a—n) =—1. (6.1)

Diese Gleichung gilt also fiir jeden Punkt p € G = £ V 1 mit den gemischten Koordinaten
7, und stellt somit die Gleichung dieser Geraden in gemischten Koordinaten dar. Umgekehrt
ist klar, dass jeder Punkt, dessen gemischte Koordinaten diese Gleichung erfiillen, auf der Ge-
raden liegt. Wegen (o —&)(a—n) = &n— (£ +n)a+ o? wird aus (6.1) durch Multiplikation mit
e(7) die Gleichung

Ene(=7) = (€ +mae(=7) + a’e(=7) +&(r) =0.  (62)

Verwendet man die Gleichungen (5.2), welche den Zusammenhang zwischen den gemisch-
ten Koordinaten und den Weierstrafi’schen Koordinaten darstellen, so wird aus (6.2) mit

e(—1) =e(r)™!
577(130 - 4171) — (é + 'r])xg + 29+ 21 =0.

Durch Umformen erhélt man: eine Gerade G mit den von oo verschiedenen Enden &, 7 kann in
Weierstra’schen Koordinaten durch die Gleichung

(En+1Dzo — (En — Dy — (+n)z2 =0 (6.3)
dargestellt werden.
Sei nun G eine Gerade, die dem Ende oo angehort; das zweite Ende sei 7. Die Gleichung fiir die

gemischten Koordinaten der Punkte auf G lautet offensichtlich n = o bzw. (o — n)e(—7) = 0.
Wieder mit den Gleichungen (5.2) ergibt diese Bezichung

xy — n(zg — x1) = 0.

Durch Umformen ergibt sich: eine Gerade G, die das Ende 1 mit dem Ende co verbindet,
kann in Weierstraf3’schen Koordinaten durch die Gleichung

nNrg —nry —xe =0 (6.4)

dargestellt werden. Mit

. &ntl . &n—1 &+
Uy ‘= %,ul = %,UQ = g—_:]z (65)
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3.7 Das Minkowski-Produkt; Lorentzmatrizen 61

falls G = £V n, &, n # oo, bzw.
Ug i=1,uy =1, U =1 (6.6)

falls G = nV oo, ergeben die Gleichungen (6.3) bzw. (6.4): eine Gerade G ist in Weierstraf’schen
Koordinaten in der ”"Normalform”

UgTo — UL T, — Uy = 0 (6.7)

darstellbar. Fiir die Koeffizienten ug, uq, us gilt, wie man leicht nachrechnet,

ud —ud —ud = —1. (6.8)

Umgekehrt stellt jede Gleichung der Form (6.7) mit der Eigenschaft (6.8) eine Gerade dar.

Denn fiir gegebene Koordinaten (ug,u;,us) € K* mit der Eigenschaft (6.8) ergeben sich aus
den Gleichungen (6.5) und (6.6)

5 _ us+1 ug—1 (69)

up—u1’ n= up—u1’

wenn ug # up gilt. Im Falle ug = uy ergibt sich uy = +1 aus (6.8). Dann folgt
& = 00,1 = ug, (6.10)

wenn uy = 1. Fiir up = —1 folgt

£ = —up,n = o0. (6.11)

Aus dem Tripel (ug,u;,us) € K3 ergeben sich also wieder die Enden &7, womit man die
obigen Rechnungen in umgekehrter Reihenfolge vollziehen kann. Die Gleichung (6.7) stellt so-
mit die Gerade £ V 1 dar, deren Enden £, 7 sich gemifl (6.9) - (6.11) unter Einbeziehung von
(6.8) ergeben.

Das Tripel (ug,u1,us) € K3 nennen wir die Weierstrafi’schen Koordinaten der Geraden G,
und wir schreiben G = [u] = [ug, u1, us]. Diese Koordinaten sind bis auf das Vorzeichen be-
stimmt; vertauscht man die Enden &, 7, so ergibt sich das Tripel (—ug, —ui, —us) € K3, welches
jedoch die gleiche Gerade darstellt.

3.7 Das Minkowski-Produkt; Lorentzmatrizen

Definition 3.7.1:
Wir definieren auf K3 eine symmetrische Bilinearform u sowie die zugehérige quadratische
Form q auf folgende Weise: zu x = (xg, 21, 72),y = (Yo, y1, y2) € K> sei

p(z,y) == xoYo — T1Y1 — T2Yya,
q(z) == p(z,z).

Die Bilinearform p(x,y) wird Minkowski-Produkt genannt.

Bemerkung: Das Minkowski-Produkt lasst sich mit Hilfe des Standard-Skalarprodukts < x,y > =
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62 3 HYPERBOLISCHE EBENEN

z'y in der Form p(z,y) = < x, Jy > darstellen mit der Matrix

1 0 O
J=10 -1 0
0 0 -1

Fiir einen Punkt z = (g, x1, 22) € H gilt ¢(x) = 1,29 > 0; fiir eine Gerade G = [u] = [ug, u1, us]
lasst sich die Gleichung (6.8) in der Form ¢(u) = —1 schreiben. Liegt der Punkt € ‘H auf der
Geraden G = [u], so gilt p(u,z) = 0 geméf Gleichung (6.7).

Es folgt eine Definition, die sich als wichtig herausstellt in Zusammenhang mit den Bewe-
gungen der hyperbolischen Ebene.

Definition 3.7.2:
Eine 3 x 3-Matriz A = (a;5); j—0,1,2 tber K mit der Eigenschaft

w(Ax, Ay) = u(z,y) fiir alle z,y € K3

heifst Lorentz-Matrix.

Feststellung 3.7.3:
A ist eine Lorentz-Matriz genau dann, wenn A'JA = J. Insbesondere gilt det(A) = +1.

Beweis:

A ist eine Lorentz-Matrix

SVr,y: < Az, JAy > =<z, Jy >

SVr,y: <z, AJAy > =<z, Jy >

eVry: <z, (AW JA-J)y>=0

& A'JA — J =0, da das Standard-Skalarprodukt < , > nicht-ausgeartet ist.

Weiter gilt 1 = det(J) = det(A'JA) = det(A?)det(J)det(A) = (det(A))?, und deshalb
det(A) = £1. 0

Durch Umformung ergibt sich aus 3.7.3 die

Folgerung 3.7.4:
Fiir eine Lorentz-Matriz A ist A~ = JAYJ und AJA' = J.

Die Lorentz-Matrizen bilden offensichtlich eine Gruppe, die sog. Lorentzgruppe.

Satz 3.7.5:
Es seien x = (xo,71,72),y = (Yo, y1,y2) € K> zwei Vektoren mit q(z) = q(y) = 1,x0,90 > 0.
Dann ist < z,y > positiv.

Beweis:
Die Beweisfithrung erfolgt angelehnt an Beardon [3] (§ 3.7). Nach Voraussetzung ist

zo =1+ +x3,y0 =1+ 47+ 3. (7.1)

Ferner ist < x,y > = xoyo + T1y1 + Tayo > Toyo — |T101 + T2y2| > Toyo — \/I% + 953\/?/% + 3,
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3.8 Mobiustransformationen; Transformation von Geraden 63

letzteres nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung. Mit (7.1) ergibt sich die Behauptung. [J

Satz 3.7.6:
Die Lorentz-Matrizen mit der Figenschaft agg > 0 bilden eine Untergruppe der Lorentzgruppe.

Beweis:

Es seien A = (aij)i,jzo,m,B = (bz’j)i,j:O,l,2 zwei Lorentz-Matrizen mit agg > O,boo > 0. Sei
a = (ago, a1, apz) der erste Zeilenvektor von A, b = (bgo, b1g, bag) der erste Spaltenvektor von
B. Nach 3.7.4 ist auch A’ eine Lorentz-Matrix, daher gilt g(a) = q(A'(e1)) = q(e1) = 1,q(b) =
q(B(el)) = q(€1) =1FirC=A-B= (Cij)i,j:O,l,Q gllt nun copyg = < a,b >. Mit 3.7.5 fOlgt
coo > 0, und C hat ebenfalls die gewiinschte Eigenschaft. Wegen A™! = JA!J nach 3.7.4 gilt
dies auch fiir die inverse Matrix. [J

3.8 Mobiustransformationen; Transformation von Geraden

Fiir oq, oo, a3, aq € K mit oo — aarg # 0 ist die Abbildung 7' : K — K, die durch

T(C) ::%ﬁirg%ooundagé—i—cu#o,
T(¢) := oo fiir ¢ # oo und a3 + ay =0,
T'(c0) = ¢ fiir a3 # 0,

~

(00) 1= oo fiir a3 = 0.

definiert wird, eine Bijektion. Die so definierten Bijektionen werden gebrochen lineare Trans-
formationen von K oder auch Mdbiustransformationen genannt. Auch in den Sonderféllen wird

in Zukunft, wie allgemein iiblich, einfach % statt T'(¢) geschrieben.

Wir bezeichnen die Menge aller Mobiustransformationen mit M. Die Abbildung

GL,K — M : < a1 @2 ) s Qulton

Q3 Oy a3Ctou

ist ein Homomorphismus, wovon man sich leicht iiberzeugt; damit ergibt sich, dass die M&bius-
transformationen mit der Komposition als Verkniipfung eine Gruppe bilden, die sog. Mdbius-
gruppe. Wir werden nun den Zusammenhang zwischen den Bewegungen der hyperbolischen
Ebene und den Mobiustransformationen studieren.

Vorbemerkung zu Satz 3.8.1:
Zwei Bewegungen, welche drer Enden gleich abbilden, sind gleich.

Beweis der Vorbemerkung:
Es seien (1, (2, (3 drei Enden und 3, ¢ zwei Bewegungen mit 3(¢;) = ¢(() =: ¢/ fur i € {1,2,3}.

Sei a der LotfuBSpunkt des von (3 aus auf (; V (5 geféllten Lotes; entsprechend sei o’ der Lot-
fuBpunkt des von (4 aus auf ¢} V ¢} geféllten Lotes. Durch zyklische Vertauschung der Indizes
1,2,3 erhalten wir auch die Punkte b,0 sowie ¢,¢. Dann sind a, b, ¢ nichtkollinear, denn bei
Spiegelung an a V (3 wird b auf ¢ abgebildet und umgekehrt; ldgen a, b, ¢ auf einer Geraden H,
so hiefle dies H La V (3, d.h. H = (; V (, und somit wére z.B. b € (; V (5. Dies ist unmoglich.
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64 3 HYPERBOLISCHE EBENEN

Es folgt f(a) = a' = p(a),B(b) =V = ¢(b),[(c) = ¢ = ¢(c), d.h. die Bilder dreier nicht-
kollinearer Punkte unter § und ¢ stimmen {iberein. Nach 2.9.1" gilt § = ¢.

Satz 3.8.1:
Eine Bewegung induziert auf der Menge K der Enden eine Mobiustransformation, und die Ab-
bildung

B—M:3— Bl
1st ein Isomorphismus der Bewegungsgruppe B auf die Gruppe M der Mobiustransformationen.

Beweis:

Zunéchst sei T eine gebrochen lineare Transformation von K. Es wird gezeigt, dass eine ein-
deutige Bewegung [ existiert mit S|lg = 7. Da jede solche Transformation 7" sich aus endlich
vielen Transformationen der Gestalt ( — k-(,( — (+ X, ( — % mit k, A # 0, 0o erzeugen lésst,

wird die Existenz von f3 fiir diese drei Arten von Transformationen gezeigt.

Sei zunéchst  ein positives Ende. Dann geht das Ende ¢ geméfl 3.4.10, 3.4.13 und der Vorzei-
chenkonvention der Multiplikation durch eine Translation 7 in das Ende x - ¢ iiber. Dabei ist
7 die Translation, die den Ursprung o in den Lotfulpunkt des von x aus auf U gefillten Lotes
iiberfithrt. Wenn s negativ ist, so vollzieht die Bewegung oy o 7 das Erwiinschte.

Zu einem Ende A # oo gibt es nach 3.4.6 eine Drehung ), um oo mit 6,(0) = A; diese bil-
det das Ende ( auf das Ende ¢ + A ab.

Nach 3.4.9 bildet die Spiegelung o das Ende ¢ auf das Ende % ab.

Somit ist die Existenz einer Bewegung (3 nachgewiesen, die auf den Enden die Transforma-
tion T" induziert. Diese Bewegung /3 ist nach der Vorbemerkung eindeutig bestimmt.

Nun ist noch zu zeigen, dass jede beliebige Bewegung ¢ auf K eine gebrochen lineare Trans-
formation induziert. Da die Gruppe der Mobiustransformationen bekanntlich dreifach transitiv
ist, existiert eine Mobiustransformation 7" mit 7°(0) = ¢(0),7(1) = (1), T(c0) = p(c0). Wie
oben gezeigt, existiert eine Bewegung  mit |z = T'. Insbesondere werden die Enden 0, 1, co
durch 3 und ¢ gleich abgebildet. Aus der Vorbemerkung folgt ¢ = 5. [

Bemerkung: Der in 3.8.1 gezeigte Sachverhalt, dass die Bewegungsgruppe B der hyperboli-
schen Ebene isomorph zur Gruppe M der Mobiustransformationen ist, wird auch dhnlich in
Noébeling [10] (V, § 5 und 6) und auch in Karzel/Sorensen/Windelberg [8] (VI, § 27 und 28)
bewiesen.

Nun sei G = [u] = [ug,u1,us] eine Gerade mit den Enden &, n; zunichst gelte £,n # oo.
Wir betrachten das Bild dieser Geraden unter einer Bewegung; diese induziert geméfl 3.8.1 eine
gebrochen lineare Transformation, welche auf den Enden der Geraden G wirkt. Wir beschréanken
uns im Folgenden wieder auf die Transformationen der Gestalt ( — k- (,(+— (+ A\, ( — %

Bei der Transformation { +— % sind %,% die Enden der Bildgeraden G'. Fiir £&,n # 0,00

ergibt sich unter Verwendung der Gleichungen (6.5) fiir die Weierstrafi’schen Koordinaten
[u] = [ug, v}, uh] der Bildgeraden dann
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;o 1/&n+l _ 14en

to = 11//55—1/177 = - = “Uo
r n—1 _ 1-¢n __

uy = —%?};n = nf = Uy, (8.1)
ro_ st/ on+€

Yo = Tje=im = n—¢ U2,

d.h. v = A v mit der Matrix

-1 0 O
A= 0 1 0
0 0 -1

Dies ist offensichtlich eine Lorentz-Matrix.

Falls eines der beiden Enden &, 7 gleich 0 oder oo ist, so gelten die Gleichungen (8.1) auch.
Sei z.B. £ = oo. Dann sind 0, % die Enden der Bildgeraden G’. Nach den Gleichungen (6.6) ist
up = nm,u; = n,uy = 1. Unter Verwendung der Gleichungen (6.5) erhélt man dann ebenfalls

ro_ 1 ;o =1 _ A V. I

Im Falle £ = 0 sind oo,% die Enden der Bildgeraden G’. Nach den Gleichungen (6.5) ist

ug = =, u; = L uy = —1. Aus den Gleichungen (6.6) ergibt sich dann auch hier uj, = 1 =

0 -’ n’ 0 n
r__ 1 _ I 1 —

—Ug, Uy = = U, Uy = 1 = —us.

Nun gelte wieder &, 7 # 0, co. Unter der Transformation ¢ — x-( sind & - &, k-1 die Enden der

Bildgeraden G'. Fiir die Weierstraf’schen Koordinaten [u] = [uy, ), u)] der Bildgeraden gilt
dann
u = /@2§g+1
0 ro(&=n)?
1 Kk%én—1
U= ey
UIQ = KeEth) = &t = U2,

K§—=km €=

Aus den Gleichungen (6.5) ergeben sich durch Umformen

—n= 2o =100 g pp= 20 (32)

Verwendet man dies hier, so erhélt man

2 ugtuy
T +1 K2 (uodur)tuo—u1 _ kH1/K + k—1/Kk
UO — P — oK — D) UO B ul.

Analog ergibt sich

n—l/nu + ﬁ+1/ﬁu1.

r_
Uy = —5 o 2

Insgesamt gilt hier somit v’ = A -« mit der Matrix

k+1/k  Kk—1/k 0
2 2
A= k—1/k  k+1/k 0

2
0 1

on
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Dies ist ebenfalls eine Lorentz-Matrix, wovon man sich leicht iiberzeugt. Wie oben kann man
zeigen, dass sich auch in der Situation, dass eines der Enden &, 7 gleich 0 oder oo ist, die For-
meln unter Einbeziehung der Gleichungen (6.5) bzw. (6.6) als richtig erweisen.

Nun betrachten wir noch die Transformation ¢ — ¢+ A. Fiir £, 7 # 0, 00 sind dann £ + X\, n+ A
die Enden der Bildgeraden G’, und fiir die Weierstrafi’schen Koordinaten [uf, v/, u5] der Bild-
geraden ergibt sich

;o EnFM(En) AT

UO — — 3
§-n

1 XA -1
u; = — ,

1 EEnE2)
Uy = 22,

2 £E—n

Wieder mit den Umformungen (8.2) ergibt sich

ug+ug 2u9 2
— AT A AT+ 2 2
Uy = g = (1 + %) Ug — %m + Aug,
7J.0—11.1
ug+uq 2uo 2
Yotul yy_2up_ 452 g 2 2
I — - A A
Uy = R = S Up + (1 - 7) u; + )\Ug,

upg—ul
uh = g — Auy + ug,

d.h. v = A - u mit der Matrix

A2 A
1 —;3 2, A
A - 1

Auch hier liegt eine Lorentz-Matrix vor. Wieder kann man zeigen, dass die Gleichungen auch
dann gelten, wenn eines der Enden &, 7 gleich 0 oder oo ist.

Durch Transformationen der Gestalt ( — k- (,( — ¢+ A\, — % wird also eine Gerade
G = [u] = [ug,u1,us] in eine Gerade G’ = [u'] = [ugy, u}, uy| iibergefiithrt, deren Koordinaten
darstellbar sind durch

u =cAu (8.3)

mit einer Lorentz-Matrix A. Wegen [ug, ui, us] = [—ug, —u, —us] ist dabei ¢ = +1 zuléssig.
Da jede gebrochen lineare Transformation eine Komposition obiger Transformationen ist, er-
gibt sich insgesamt die

Feststellung 3.8.2:

Sei G = [u] = [ug, u1, us) eine Gerade und G' = [u'] = [ug, u}, uy] das Bild der Geraden G unter
einer Bewegung. Dann ergeben sich die Koordinaten von G' gemdajf$ Gleichung (8.3) mit einer
Lorentz-Matrixz A.

Mit 3.7.2 ergibt sich die

Folgerung 3.8.3:
Es seien G = [u], H = [v] zwei Geraden, und G' = [u'|, H' = [V'] ihre Bildgeraden unter einer
Bewegung. Dann gilt pu(u',v") = £pu(u,v).
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Satz 3.8.4:
Es seien G = [u|, H = [v] zwei verschiedene Geraden. Dann gilt GLH genau dann, wenn

p(u,v) = 0.

Voriiberlegung 1: Geméfi den Gleichungen (6.5) und (6.6) ist U = [0, 0, £1], £ = [0, £1,0].

L = [w] mit w = (wp, wy, ws) € K3 g(w) = -1 eine Gerade Genau dann ist p((0,0,1),w) =0,
wenn wy = 0, d.h. wenn [w] = [wg, wy, 0] mit wi — w? = —1. Dann hat L mit U = [0,0, 1] den
Punkt (w1, wp,0) gemeinsam.

Voriiberlegung 2: Falls L durch o = (1,0,0) geht, so gilt wy = 0; damit ist x((0,0,1),w) =0
gleichbedeutend mit wy = wy =0, d.h. L =1[0,4+1,0] = ELU.

Beweis von Satz 3.8.4:

Sei [ eine Bewegung mit §(G) = U. Sei H' = f(H) = [¢']. Mit 3.8.3 ergibt sich zunéchst
0 = p(u,v) = £u((0,0,1),2"). Dies bedeutet nach Voriiberlegung 1, dass U, H' (und somit
G, H) einen gemeinsamen Punkt haben.

Dann kann 0.B.d.A. (G A H) = 0 angenommen werden; dies bedeutet, dass H' durch o geht.
Aus der Voriiberlegung 2 ergibt sich nun p(u,v) =0« ULH < GLH. O

3.9 Transformation von Punkten

Satz 3.9.1:
Es seien x = (29, 71,%2),y = (Yo, y1,v2) € K® zwei Vektoren mit q(x) = q(y) = 1. Dann gilt
p(z,y) > 1, und p(z,y) =1z =y.

Beweis:

Wegen xg,yo > 0 gibt es Enden &,1 > 0, so dass {xg — nyp = 0 gilt. Fir w := £z — ny ist dann
g(w) < 0. Dabei gilt Gleichheit nur fiir w = 0; dies bedeutet, dass x und y linear abhingig
sind. Aus der Bedingung ¢(x) = ¢(y) = 1 folgt dann = = y.

Nun gilt £ — 28nu(z,y) +7° = q(€x —ny) = qlw) < 0 < (£ —n)? = &€ =2 + 17
daraus folgt die Behauptung. [J

Im Folgenden wird ermittelt, wie bei einer Bewegung 3 die Weierstra3’schen Koordinaten eines
Punktes « € H transformiert werden. Eine dhnliche Vorgehensweise ist in Szdsz [13] dargestellt.
Es sei 2’ der Bildpunkt unter der Bewegung [3; ferner sei G = [u] eine beliebige Gerade durch
x. Nach Gleichung (6.7) gilt dann

p(u, x) = 0.

Die Gerade G wird durch § auf die Gerade G' = [u/] abgebildet. Geméf Gleichung (8.3) gilt
u' = e Au mit einer Lorentz-Matrix A, wobei ¢ = +1 zuléssig ist. Da 2’ auf G’ liegt, gilt einerseits

p(u',x') = 0.
Andererseits gilt aufgrund der Definition einer Lorentz-Matrix

p(u' eArx) = pu(eAu, e Ax) = p(u,z) = 0.
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Wegen q(eAz) = q(z) = 1 bedeutet dies, dass der Vektor e Az bei richtiger Wahl des Vor-
zeichens ¢ einen Punkt aus H darstellt, der auf der Geraden G’ liegt. Da G eine beliebige
Gerade durch z darstellt, folgt, dass 2’ und eAx {ibereinstimmen miissen, d.h.

1 =ecAx, (9.1)
mit einer Lorentz-Matrix A.

Satz 3.9.2:
Es seien © = (xg,21,%2),y = (Yo,Y1,Y2),2 = (20,21, 22), w = (wo, w1, ws) € H vier Punkte.
Dann gilt:

(1) (z,y) = (z,w) & plz,y) = p(z,w)
(2) Zu jeder Lorentz-Matriz A, die gemdf$ (9.1) einen Punkt in seinen Bildpunkt transformiert,
gehort ein festes Vorzeichen ¢, das fir alle Punkte gilt.

Beweis:
(1) ”=": Es sei (z,y) = (z,w). Nach 2.6.6 existiert eine Bewegung § mit G(z) = z, 5(y) = w.
Somit gilt, wie oben gesehen,

z=¢e,Ax,
mit €, € {1, —1} und einer Lorentz-Matrix A. Ebenso gilt mit ¢, € {1, -1}
w = g,Ay.

Die Werte fiir ¢,,¢,, sind bestimmt durch die Bedingung zg,wo > 0. Weil A eine Lorentz-
Matrix ist, ergibt sich u(z,w) = e,enpu(Az, Ay) = e u(x,y); weil aber sowohl p(z,w) als
auch p(z,y) nach 3.9.1 positiv sind, folgt €,e,, = 1, dies zeigt €, = &, und somit (2). Also gilt
p(z,y) = p(z,w), d.h. der Ausdruck p(z,y) ist invariant unter Bewegungen.

(1) 7<": Es seien G; = =V y,Gy = z V w; die beiden Enden von G; seien mit &, n;(i =
1,2) bezeichnet. Weiter seien L; = L(z,G1), Ly = L(z,Gs); eines der beiden Enden von L
sei A1, und eines der beiden Enden von L, sei \g. Es gibt nun Mobiustransformationen 7T;
mit 7;(&) = 0,Ty(N\) = 1, T;(n;) = oo (i = 1,2) aufgrund der dreifachen Transitivitdt der
Moébiusgruppe; geméaf 3.8.1 existiert zu jeder Transformation 7; eine Bewegung [3;. Dann gilt
Bi(z) = B2(2) = o, und weiter y' := Bi(y) € U, v’ := [o(w) € U. Fiir die Weierstrafi’schen
Koordinaten von ', w’ ergibt sich aus 3.5.2 dann y' = (v, y;,0), w’ = (wy, w},0).

Da die Ausdriicke p(x,y) sowie p(z,w) invariant sind unter Bewegungen, und unter Beachtung
von o = (1,0,0) nach 3.5.2 ergibt sich u(z,y) = y; sowie u(z,w) = wj. Nach Voraussetzung
gilt dann y = w}). Aus ¢(y') = q(w') = 1 folgt zudem yZ — yi> = 1 sowie wiZ — w? = 1; daraus
ergibt sich y? = w?, d.h. y| = twy].

Fall 1: ¢, = w}. Dann ist ' = w’, und die Bewegung 3,' o 3, fithrt = in den Punkt z und
y in den Punkt w iiber; damit gilt (z,y) = (z,w).

Fall 2: ¢} = —w). Nach 3.5.2 ist dann 3 = 1,(w’), und die Bewegung ;"' o ¢, o 4; bildet
auf z und y auf w ab. O
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3.10 Algebraisierung der hyperbolischen Ebenen 69

Zusatz 3.9.3:

Es sei A = (a;;); =012 eine Lorentz-Matriz, mit der gemdf$ der Gleichung (9.1) die Koordinaten
eines Punktes x = (xg,x1,22) € H auf die Koordinaten des Bildpunktes x' = (xp, x', z4) € H bei
einer Bewegung transformiert werden. Dann ist das Vorzeichen € so zu wdhlen, dass eagy > 0
qgilt.

Beweis:

Nach 3.9.2 (2) gilt das Vorzeichen ¢ fiir alle Punkte, somit unter anderem fiir den Punkt
0= (1,0,0). Der Bildpunkt von o unter der Bewegung hat dann nach Gleichung (9.1) die Ko-
ordinaten (gag, £ag, cagp). Weil die erste Koordinate des Bildpunktes auch positiv sein muss,
folgt die Behauptung. [J

Zusammenfassend ergibt sich die

Feststellung 3.9.4:
Set x € H ein Punkt, und x' das Bild des Punktes x unter einer Bewegung. Dann ergeben sich
die Koordinaten von z’ durch

2 = Ax
mit einer Lorentz-Matriz A = (aij)i j=01,2, n der agy > 0 gilt.
Umgekehrt gilt der

Satz 3.9.5:
Es sei A = (a;j)ij=012 eine Lorentz-Matriz mit agy > 0. Fir einen Punkt x € H gilt dann auch
Ax € H, und die Abbildung x — Ax ist eine Bewegung.

Beweis:

Es seien z,y € H zwei Punkte. Weiter seien o’ = Az = (z(, 2, x4) sowie v’ = Ay = (v}, ¥}, Y5)-
Dann gilt zunéchst ¢(z') = q(y') = 1, weil A eine Lorentz-Matrix ist. Fiir den Zeilenvektor
a = (ago, ao1,apz) der Matrix A ergibt sich q(a) = q(A'(e1)) = ¢(e1) = 1, weil A" nach 3.7.4
auch eine Lorentz-Matrix ist. Mit ¢(z) = 1,29 > 0 und 3.7.5 folgt, das 2, = < a,z > positiv
ist. Der Schluss gilt analog fiir y. Somit gilt 2/, y’ € H.

Weil die Matrix A das Minkowski-Produkt invariant lasst, gilt pu(2’,y') = u(x,y), und mit
3.9.2 folgt (x,y) = (2/,y). Damit hat man eine Bewegung. [J

3.10 Algebraisierung der hyperbolischen Ebenen

Es sei z € K3 ein Vektor. Im Folgenden bezeichnen wir mit 2+ := {y € K® | p(z,y) = 0} den
Orthogonalraum von x bzgl. . Da das Minkowski-Produkt nicht-ausgeartet ist, hat 2 im Falle
x # 0 die Dimension 2.

GeméB Abschnitt 3.6 kann eine Gerade G = [u] mit ¢(u) = —1 aufgefasst werden als die

Menge der Punkte x € H, welche die Bedingung p(u, z) = 0 erfiillen, d.h. die im Orthogonal-

raum u® liegen. Sei umgekehrt v+ mit ¢(v) < 0 ein Orthogonalraum; ferner sei v* := ﬁ
0

Dann ist v+ = (v*)" und ¢(v*) = —1.
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70 3 HYPERBOLISCHE EBENEN

Jede Gerade der hyperbolischen Ebene entspricht also genau einem zweidimensionalen Un-
tervektorraum u®,u € K3, g(u) < 0 von K3 Wir identifizieren von nun an die Menge dieser
Untervektorrdume mit der Geradenmenge G und schreiben in Zukunft G = u* € G fiir eine
Gerade G der hyperbolischen Ebene.

Satz 3.10.1 (Algebraisierungssatz fiir hyperbolische Ebenen):

(a) Es sei K ein kommutativer euklidischer Kérper. Auf K3 sei eine symmetrische Bilinearform
w und die zugehdrige quadratische Form q definiert durch

M(QZ ?J) = ZoYo — T1Y1 — T2Y2,
q(l‘) = M(JZ,:L‘),

fir v = (wo, 71, 22),y = (Yo,%1,%2) € K>. Dann lisst sich folgendermafSen eine hyperbolische
Ebene (H,G, €) konstruieren:

(1) Die Punktmenge H wird gebildet von den Vektoren x = (zo,x1,72) € K* mit der Ei-
genschaft q(x) = 1,9 > 0.

(2) Die Geradenmenge G wird gebildet von den zweidimensionalen Untervektorriumen u”,

u € K3 mit der Eigenschaft q(u) < 0.

(3) Die Kongruenzrelation ist folgendermafen gegeben: fir vier Punkte x,y, z,w € H gilt
(2,9) = (2,w) & u(z,y) = p(z,w).

(4) Die Orthogonalititsrelation ist folgendermaflen gegeben: fiir Geraden u*,vt € G gilt
ut Lot & p(u,v) = 0.

(5) Die Inzidenzrelation ist die Elementrelation: ein Punkt x € H inzidiert mit einer Gera-
den ut € G genau dann, wenn x € u*, d.h. p(u,z) = 0.

(6) Bewegungen sind die Transformationen

H—H,x— Ax

mit einer Matriv A = (a;j); j—012 aus der Gruppe der Lorentz-Matrizen mit agy > 0.

(b) Umgekehrt ist jede hyperbolische Ebene wie in (a) darstellbar.

Die Uberlegungen in den Abschnitten 2.1 - 3.9 zeigen (b). In diesem Abschnitt wird umgekehrt
gezeigt, dass unter den Voraussetzungen (a) ein linearer Raum vorliegt, in dem die Axiome

(VP), (ML), (PG), (DR) und (HA) gelten.

Hilfssatz 3.10.2:
Es sei w € K3, Gilt q(w) > 0, so ist wb negativ definit bzgl. q.

Beweis:
Angenommen, es gibt ein Element v € w* mit ¢(v) > 0. Dann ist v # w, und es gilt einerseits
q > 0 auf dem zweidimensionalen Untervektorraum Kv + Kw. Andererseits ist ¢ negativ defi-
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3.10 Algebraisierung der hyperbolischen Ebenen 71

nit auf dem zweidimensionalen Untervektorraum K(0,0, 1) + K(0, 1,0), der aber mit Kv + Kw
mindestens eindimensionalen Schnitt hat. Widerspruch! [J

Es seien nun a,b € 'H zwei verschiedene Punkte. Wir zeigen zunéchst, dass die beiden Punkte
eine eindeutige Verbindungsgerade haben. Es gilt a* N b+ = Ku fiir einen von Null verschie-
denen Vektor u € K2, der nach 3.10.2 die Bedingung g(u) < 0 erfiillt. Damit ist u’ eine
Verbindungsgerade von a und b, und sie ist eindeutig bestimmt.

Feststellung 3.10.3:
Die Punkte a,b € 'H haben eine eindeutige Verbindungsgerade, nimlich

aVb=ut
fiir einen Vektor u € K3\{0} mit a* N b+ = Ku. Es liegt somit ein linearer Raum vor.

Wir zeigen nun, dass das Axiom (ML) gilt. Es seien a,b € H zwei Punkte; nach Definition
gilt fiir einen Punkt p € 'H

(a,p) = (p,b) & pla,p) = u(p,b) < pla—b,p) =0.  (*)

Nach 3.9.1 ist g(a — b) = g(a) — 2u(a,b) + q(b) = 2 — 2u(a,b) < 0; der Vektor v = a — b
erfiillt also q(v) < 0, und M(a,b) := vt ist eine Gerade, deren Punkte genau die Punkte mit
den in (*) genannten dquivalenten Eigenschaften sind.

Es wird noch gezeigt, dass M(a,b) die Verbindungsgerade a V b schneidet. Es ist g(a + b) =

q(a) + 2u(a,b) + q(b) = 2 + 2u(a,b) > 0 geméB 3.9.1; also ist m = ﬁ ein Punkt,
pla,

der offensichtlich orthogonal zu a* N b+ ist, also entsprechend 3.10.3 auf a V b liegt. Wegen
p(a+b,a —b) =qla) — q(b) =0 liegt er auch auf M (a,b). Damit ist gezeigt:

Feststellung 3.10.4:
Es seien a,b € 'H zwei verschiedene Punkte. Die Menge der Punkte p € 'H mit der Figenschaft
(a,p) = (p,b) bildet die volle Punktreihe einer Geraden

M(a,b) = vt mitv=a—0b.

Diese Gerade schneidet die Verbindungsgerade a VvV b im Punkt

= h) = ——atb
m=m(e,b) = enmy’
dem Mittelpunkt von a und b. Es gilt somit das Aziom (ML).
Nun seien a = (ag, a1, az2), z = (20, 21, 22) € H zwei verschiedene Punkte. Es wird die Existenz
des Verdopplungspunktes b = (bg, b1,b2) € H von a bzgl. z mit b # a gezeigt. Dies bedeutet,
dass das Axiom (VP) gilt.
Wenn der Verdopplungspunkt b existiert, so gilt a + b = Az fiir ein Element A # 0 aus K
nach 3.10.4, also b = Az — a. Die Normierungsbedingung ¢(b) = 1 liefert A\* — 2\p(a, z) = 0 und
somit A = 2u(a, z). Es ergibt sich

b=2u(a,z)z—a.
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72 3 HYPERBOLISCHE EBENEN

Wir nehmen dies nun als Ansatz fiir b und haben by > 0 zu zeigen. Aus dem Ansatz ergibt sich
aobo = 2u(a, 2)zpag — a; ferner gilt
2u(a, 2)z0a0 = 2a322 — 2apa12021 — 2a9a92922.

2

Ergénzt man dies mit —2ajas2122 + 2a1a22122 und beachtet man aj = 1 + a% + a% bzw.
22 =1+ 2} + 22, so ergibt sich

2u(a, z)z0a0 = a3z — 2apa12021 — 2a0asz0z2 — 2a1a92129 + 2a1a22129 + 1 + a3 + a3 + 23 +
2.2, 2.2 | 2 0 2.2 2.2 2 2 2. .2 .2
aizi + a3zi + 25 + ajzd + a3z3 = (apz0 — a121 — a229) + (a120 — agz1)* + aj + 21 + 3.

Damit folgt agby = 2u(a, z)20a9 — a2 > 0, und daraus wegen ag > 0 auch by > 0. Somit
ist die Existenz eines Verdopplungspunktes gewéhrleistet.

Feststellung 3.10.5:
Fiir zwer verschiedene Punkte a,z € H ist der Punkt

b=2u(a,z)z—a
der Verdopplungspunkt von a bzgl. z; somit gilt das Axiom (VP).

Nun seien a,b,c¢,d € ‘H vier Punkte mit der Eigenschaft a # ¢,b # d,m(a,c) = m(b,d) = m,
d.h. es gelten

Es wird die Giiltigkeit des Axioms (PG) nachgewiesen, d.h. es werden (a,b) = (c¢,d) und
(a,d) = (b, c) gezeigt. Nach 3.10.4 gilt

3 — a+c
( ) m v/ 2(u(a,c)+1)’
(4) m = b+d

V2(ub,d)+1)
Einsetzen von (4) in (1) liefert u(a,b + d) = p(c, b+ d) bzw.

(1’) :u(a7 b) - ”(67 d) = /j’(b’ C) - M(av d)

Einsetzen von (3) in (2) liefert u(b, a + ¢) = u(d, a + ¢) bzw.

(2)) p(a,b) — ple, d) = pla,d) — p(d, c).

Die rechten Seiten von (1’) und (2’) miissen somit gleich 0 sein; damit folgen

Nach 3.9.2 heifit dies (a,b) = (¢, d), (a,d) = (b, ¢).

Weiter seien a = (ag,ai,a2),b = (bo,b1,b2),p = (po,p1,p2) € H drei nichtkollineare Punk-
te. Es wird das Axiom (DR), d.h. die Existenz eines Punktes p' = (p),p},p5) € H,p' # p
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3.10 Algebraisierung der hyperbolischen Ebenen 73

nachgewiesen mit der Eigenschaft (a,p) = (a,p’), (b,p) = (b, p').

Die beiden Kongruenzen bedeuten pu(a,p’) = u(a,p),u(b,p’) = wp(b,p), dh. pla,p’ —p) =
0 = (b, p’ — p). Den Fall p' = p wollen wir ausschlielen; es ergibt sich p’ —p € at N b+ = Ku
mit g(u) < 0 nach 3.10.2. Daraus folgt p’ = p+ Au, A # 0. Die Normierungsbedingung ¢(p’) = 1

liefert 2Ap(p, u) + A2q(u) =0, d.h. X = —% und damit

==
Wir nehmen dies als Ansatz fiir p’ und zeigen nun noch pj > 0. Aus dem Ansatz ergibt
sich popy = pf — 255"
Verdopplungspunktes gemifl 3.10.5 fiihrt unter Beriicksichtigung von p2 = 1 + p? + p2 bzw.
ud = q(u) + u? + u3 zu

Pouo; eine analoge Rechnung wie beim Nachweis der Existenz des

20(p, u)poro = (potto — prug — Pauz)? + (Prug — paur)? + q(u)pf + ui + u3.

Unter Beriicksichtigung von ¢(u) < 0 folgt damit popy > 0, und wegen py > 0 auch pj > 0.
Ferner gilt pu(p,u) # 0, weil a, b, p nichtkollinear sind, und damit p # p'.

Feststellung 3.10.6:
Zu drei nichtkollinearen Punkten a,b,p € H existiert ein Punkt p’ € H,p' # p mit der Figen-
schaft (a,p) = (a,p’), (b,p) = (b,p'), ndmlich

/o _ 2#(177“)
p=p q(u)

mit u € at Nb\{0}. Es gilt somit das Aziom (DR).

Nun wird allgemein die gegenseitige Lage zweier Geraden untersucht. Bei deren Beschreibung
spielt insbesondere das Minkowski-Produkt eine bedeutende Rolle. Weil dieses Produkt nicht
invariant ist gegeniiber der Multiplikation eines Vektors mit einem Element aus K, ist es fiir die
beiden folgenden Feststellungen 3.10.7 und 3.10.8 notwendig, die auftretenden Vektoren, mit
denen Geraden beschrieben werden, zu normieren.

Es seien also ut,vt € G zwei verschiedene Geraden fiir u,v € K® mit q(u) = ¢q(v) = —1.
Sei z € K3\{0} mit ut N vt = Kz. Wir unterscheiden drei Fiille:

Fall 1: ¢(z) > 0. Dann haben u* und v' den gemeinsamen Punkt 4 \/% Dabei ist das
q(z

Vorzeichen so zu wéhlen, dass die erste Koordinate positiv ist.

Aus p(u,z) = 0 = p(v,x) folgt insbesondere p(u — v,x) = 0 = p(u + v, x). Mit 3.10.2 er-
gibt sich g(u —v) < 0, ¢(u +v) < 0. Durch Umformung erhélt man —1 < p(u,v) < 1.

Fall 2: ¢(x) < 0. Dann haben u* und v* das gemeinsame Lot z*.
Wieder gilt p(u —v,2) =0 = p(u+v,x). AuBerdem gilt p(u —v,u+v) = q(u) —q(v) =0, d.h.
u + v,u — v und z bilden eine Orthogonalbasis von K?. Wiren ¢(u + v), g(u — v) beide < 0, so

wére ¢ negativ semidefinit. Somit folgt g(u + v) > 0 oder ¢(u — v) > 0, und durch Umformung
p(u,v) > 1 oder p(u,v) < —1.
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Fall 3: ¢(x) = 0. Dann gibt es keinen gemeinsamen Punkt und kein gemeinsames Lot von
ut und v, d.h. vt und vt sind unverbindbar. Es gilt x,u € z*; wegen dimz* = 2 folgt
rt = Ku + Kz. Weil v in 2t liegt, lisst sich somit v darstellen als v = {u 4+ nz mit &, € K,
die nicht beide gleich 0 sind. Damit ist —1 = q(v) = &2q(u) + u(&u, nz) = —€ wegen u € x+,
also & = £1. Daraus ergibt sich p(u,v) = p(u, £u + nr) = £q(u) = F1.

Feststellung 3.10.7:

Es seien ut, vt € G 2wei verschiedene Geraden; 0.B.d.A. gelte q(u) = q(v) = —1. Ferner sei
z € ut Nvt\{0}. Dann gibt es drei Fille:

(1) Gilt —1 < p(u,v) < 1, so haben ut und v+ den gemeinsamen Punkt i\/%. Dabei ist
q(z

das Vorzeichen so zu wdhlen, dass die erste Koordinate von x positiv ist.
(2) Gilt p(u,v) < =1 oder pu(u,v) > 1, so haben u* und v+ das gemeinsame Lot z=.

(3) Gilt p(u,v) = 1 oder —1, so ist q(x) = 0. Dann haben u* und v+ weder ein gemeinsa-
mes Lot noch einen gemeinsamen Punkt, d.h. sie sind unverbindbar.

Weiterhin gelte q(u) = —1. Sei p € H ein Punkt, der nicht auf der Geraden u* liegt. Es wird
gezeigt, dass es hochstens zwei Geraden durch p gibt, die mit u* unverbindbar sind. Sei u/*
eine solche Gerade mit g(u’) = —1. Dann gilt v’ € p*, u(u,v') = +1; 0.B.d.A. sei p(u,u’) =1,
andernfalls wird v’ durch —u’ ersetzt.

Wegen K3 = Kp + p* lisst sich v darstellen als v = &p 4+ v, mit v, € pt, & € K. Es ist
dann 1 = p(u, ) = p(uy,u’), da v’ € pt.

Sei v+ mit q(u”) = —1 eine weitere Gerade mit den genannten Eigenschaften; 0.B.d.A. gelte
auch p(u,u”) = 1. Dann gilt wie oben p(u,,u”) = p(u,uv”) =1 und damit p(u,,u” —u') =0,
dh. v’ —u' = X fiir 0 # v € ut Npt, X € K. Aus 3.10.2 folgt ¢(v) < 0, weil p- negativ definit
bzgl. q ist.

Somit gilt v’ = « 4+ Av. Die Normierungsbedingung ¢(u”) = —1 fithrt zu —1 = ¢(v') +
22 p(v,v) + A%q(v) und damit zu A\(2u(v’,v) — Ag(v)) = 0. Die Losung A = 0 fiithrt zu v” = «/;

als zweite Losung ergibt sich A = 2 q((uvl)’v)~

Da es keine weiteren Losungen gibt, gibt es also hochstens zwei Geraden durch p, die mit

ut unverbindbar sind. Die Existenz unverbindbarer Geraden wird nach 3.10.7 belegt durch die

Geraden (0,0,1)* und (1,1,1)*+.

Feststellung 3.10.8:

Es gibt unverbindbare Geraden; zu einer Geraden u™ € G und einem Punkt p € H, der nicht
auf ut liegt, gibt es hichstens zwei Geraden durch p, die mit u™ unverbindbar sind. Es gilt
somit das Aziom (HA).

Bemerkung: Man kann sich fragen, welche Eigenschaften verloren gehen, wenn die Konstruk-
tion einer Inzidenzstruktur entsprechend dem Algebraisierungssatz 3.10.1 iiber einem Koérper
durchgefiihrt wird, der kein euklidischer ist. Zwar existiert die Verbindungsgerade zweier Punk-
te weiterhin; auch ist der Verdopplungspunkt geméf (VP) gewihrleistet sowie der Punkt, der
geméfB (DR) drei Punkte zu einem Drachen ergénzt. Auch die Parallelogrammeigenschaft (PG)
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ist nach wie vor erfiillt.

Im Allgemeinen ist jedoch nicht mehr gewéhrleistet, dass ein eindimensionaler Untervektor-
raum aus dem positiven Kegel von ¢ von einem Punkt x mit g(z) = 1 aufgespannt wird. Dies
fithrt dazu, dass es durch einen Punkt p auflerhalb einer Geraden G mehr als zwei mit G
unverbindbare Geraden geben kann, was dem hyperbolischen Axiom (HA) widerspricht. Aus
demselben Grund ist in 3.10.4 die Existenz des Mittelpunktes und damit das Axiom (ML) in
Frage gestellt.

3.11 Winkel

Definition 3.11.1:
Fine Bewegung, die sich aus einer geraden Anzahl von Geradenspiegelungen zusammensetzt,
nennen wir orientierungserhaltend.

Satz 3.11.2:
Die orientierungserhaltenden Bewegungen bilden eine Untergruppe der Bewegungsgruppe. Eine
Punktspiegelung ., ist eine orientierungserhaltende Bewegung.

Beweis:
Die erste Behauptung ist klar. Seien G, H zwei beliebige orthogonale Geraden durch m. Nach
2.6.2 gilt ¢, = 0 0 oy, damit folgt die Behauptung. [

Definition 3.11.3:
Es seien G,H zwei Geraden durch den Punkt p. Das geordnete Geradenpaar (G,H) heifit
Winkel. Der Punkt p heifst Scheitel von (G, H).

Weiter seien (G, H) bzw. (G', H') zwei Winkel mit den Scheiteln p bzw. p’. Dann heiflen die
beiden Winkel kongruent, wenn o)y © 0ga) = o © oy gilt fiir eine orientierungserhaltende

Bewegung 3 mit 3(p) = p'. Schreibweise: (G, H) = (G, H').

Bemerkung: Die Definition der Kongruenz von Winkeln ist unabhéngig von der Wahl von
(3. Denn sei (7’ eine weitere orientierungserhaltende Bewegung mit ('(p) = p/. Fiir die Be-
wegung ¢ = [ o 7! gilt dann p(F'(G)) = B(G),o(F'(H)) = B(H). Weil ¢ ebenfalls eine
orientierungserhaltende Bewegung ist und den Fixpunkt p’ hat, folgt aus 2.10.1 (2), dass ¢
eine Drehung um p’ ist. Somit gilt #° = 0 o 8 mit § € Ay und damit og(q) o ogH) =
05(8(@)) © O§(B(H)) = d o 08(G) © 08(H) © (571 nach 2.9.3. Weil die Drehungen um einen festen
Punkt nach 2.10.1 (3) kommutieren, kann man § und og) o og(m) vertauschen, und es folgt

O'g/(G) O U,@’(H) = 0'5((;) @) Uﬁ(H) =og oog.

Korollar 3.11.4: )
Die Winkelkongruenz ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:

Die Reflexivitét (G, H) = (G, H) folgt sofort aus 3.11.3 mit § = id. Nun gelte (G, H) = (G', H'),
d.h. 03(G)00sH) = 0g o o fiir eine orientierungserhaltende Bewegung 5. Mit 2.9.3 ergibt sich
foogoogoft =og ooy, alsoogooy =3 oog ooy off =010 0s-1(mr). Damit folgt
(G' H') = (G,H). Gilt (G,H) = (G',H') und (G',H') = (G", H"), so kann man auf analoge
Weise zeigen, dass (G, H) = (G",H"). O
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Satz 3.11.5:
Sei (G, H) ein Winkel mit dem Scheitel p. Dann existiert eine Gerade W durch p mit ow (G) =
H. Fir eine Gerade W' durch p gilt ow:(G) = H genau dann, wenn W = W oder W' LW gilt.

Beweis:

Fir G = H kann man W = G wéhlen. Im Folgenden sei G # H. Es seien &g, ng bzw. {g,ng
die Enden von G bzw. H. Dann existiert nach 3.3.12 eine Verbindungsgerade L von &g und &y.
Weiter sei W = L(p, L). Mit Hilfe von 2.9.14 ergibt sich oy (G) = H.

Sei nun W’ eine Gerade mit oy (G) = H. Fiir die Drehung oy ooy gilt dann oy ooy (G) = G.
Aus 2.10.2 folgt ow o oy € {id, ¢, }, d.h. W/ =W oder W_LW' mit 2.6.3. O

Satz 3.11.6:
Es gelte og ooy = ogr o oy fiir Geraden G, H,G', H' durch p. Dann existiert eine Drehung §
um p mit §(G) =G, 6(H) = H'.

Beweis:

Nach 3.11.5 existiert eine Gerade L durch p mit o7 (G) = G'. Fiir die Drehung 6 = o o o¢g
gilt dann 6(G) = G'; mit Hilfe von 2.9.3 und 2.9.18 erhélt man auerdem os5p) = 05, o) =
0L00GOO0FO0GO0L = 0L00G00L00GO00H = 04y (c)© 0 © 0. Wegen 07(G) = G’ un
oG ooy = 0¢ © oy nach Voraussetzung ergibt sich o5y = oy, d.h. 6(H) = H'. O

Korollar 3.11.7:

Es seien (G, H) bzw. (G',H') zwei Winkel mit den Scheiteln p bzw. p'. Genau dann, wenn
(G,H) = (G, H') gilt, existiert eine orientierungserhaltende Bewegung 3 mit (G) = G', B(H) =
H'.

Beweis:

Zunichst gelte (G, H) = (G, H'). Sei ¢ eine orientierungserhaltende Bewegung mit ¢(p) = p/
und seien Gy = ¢(G), H; = ¢(H). Dann gilt p’ € Gy, H; und nach 3.11.3 und der anschlie-
Benden Bemerkung og, o o, = 0¢ o 0. Nach 3.11.6 gibt es nun eine Drehung § um p’ mit
d(Gy) = G',0(Hy) = H'. Da 6 eine orientierungserhaltende Bewegung ist, gilt dies auch fur
B :=d o p, und offensichtlich ist 3(G) = G',B(H) = H'.

Die umgekehrte Aussage gilt nach Definition 3.11.3. [J

Korollar 3.11.8:
Seien Gy, Gy, H Geraden durch p. Gilt (G1,H) = (Gy, H), so folgt G1 = Gj.

Beweis:

Dies folgt unmittelbar aus der Definition 3.11.3 und der anschliefenden Bemerkung mit § =
id. O

Satz 3.11.9 ("Kongruenzsatz (www)”):

FEs seien (a,b,c) und (a',V, ) zwei Dreiecke, A=bVc¢,B=aVe¢,C=aVbA=bVd B =
aVvd,C"=ad V. Ferner gelte (A,B) = (A", B'),(A,C) = (A, C"),(B,C) = (B',C"). Dann
kann man die beiden Dreiecke durch eine orientierungserhaltende Bewegqung zur Deckung brin-
gen.
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Beweis:

Wegen (B,C) = (B',(") existiert nach 3.11.7 eine orientierungserhaltende Bewegung £ mit
B(B') = B,B3(C") = C; dann ist auch 3(a’) = a. Wir betrachten nun G(A’) =: A;. Es ist
(A1,B) = (B(A),B(B )) (A’, B); mit der Voraussetzung (A, B') = (A, B) ergibt sich
(A1, B) = (A, B) aufgrund der Transitivitdt der Winkelkongruenz nach 3.11.4, und analog
(41,C) = (4, 0).

Nun seien b; := (V') € C,e¢; := ((¢) € B; es ist dann A; = by V ¢;. Falls by = b oder
c; = ¢, so gilt Ay = A nach 3.11.10, und die orientierungserhaltende Bewegung 3 bildet das
Dreieck (a/,V, ") auf das Dreieck (a, b, c) ab. Es sei also b; # b und ¢; # ¢; dann gilt A; # A.
Wir setzen m; = m(by,b), me = m(cy,c). Nach 3.11.2 sind die Bewegungen ¢y, , t,n, orientie-
rungserhaltend.

Nach 3.11.3 gilt (¢, (A),C) = (tm,(A),tm,(C)) = (A, C) = (A1,C), und aus 3.11.8 folgt
tmy (A) = Ay wegen by € 1, (A). Analog ergibt sich ¢,,,(A) = A;. Sei Ly = L(my, A). Dann ist
Ly = tyn, (L1) Liy, (A) = Ay, also ist Ly ein gemeinsames Lot von A und A;. Analog ergibt sich,
dass Ly = 1(my, A) gemeinsames Lot von A und A; ist.

Wiére L; # Lo, so hitten wir ein Rechteck. Also gilt Ly = Lo, d.h. m; = msy. Wegen
my; € C und my € B folgt my = my = a und B(A) = A = 1,(A); letzteres bedeutet

B() =1 = t4(c), b)) = b = La(b). Wegen [(a') = a = 1,(a) wird also das Dreieck (a/,¥, )
durch die orientierungserhaltende Bewegung ¢, o § auf das Dreieck (a, b, ¢) abgebildet. O

3.12 Kollineationen

In diesem Kapitel werden alle Kollineationen einer hyperbolischen Ebene bestimmt. Sei K ein
euklidischer Korper; wir betrachten die zugehorige hyperbolische Ebene geméfl dem Algebraisie-
rungssatz 3.10.1. Da K im Allgemeinen Automorphismen zulésst, betrachten wir diese zunéchst.

Satz 3.12.1:
Ein nichtidentischer Kdérperautomorphismus ¢ von K definiert eine orthogonalititserhaltende
Kollineation mit der Punktabbildung

H— H,z = (z0, 21, 22) — @(x) := (p(z0), p(z1), p(x2)),

sowie der Geradenabbildung

G — G, ut = (ug, ur, up)™ = ((u)) " = (p(uo), p(u1), (uz))*,
die keine Bewegung ist.

Beweis:

Zuniichst ergibt sich u(o(x), o(y)) = e(u(z,y)) fir alle z,y € K aufgrund der Eigenschaften
von . Sei nun u* eine Gerade. Fiir Punkte z € u't gilt dann u(u,r) = 0. Daraus ergibt sich
p(e(u), p(x)) = ¢(0) = 0. Dies bedeutet, dass ¢ eine Kollineation ist.

Sind zwei Geraden u! und vt orthogonal, so gilt u(u,v) = 0 und dann auch u(e(u), p(v)) =
©(0) = 0. Die Bildgeraden sind somit auch orthogonal zueinander.
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78 3 HYPERBOLISCHE EBENEN

Ist nun ¢ nichtidentisch, so gibt es ein Element A € K mit ¢(\) # A. Dann gilt zunéchst A # 1.
Man kann 0.B.d.A. A > 1 annehmen; denn im Fall 0 < A\ < 1 wiirde man \ durch A\~! ersetzen;
wére A negativ, so wiirde man —\ nehmen. Fiir die Punkte x = (1,0,0) und y = (A, 0, VA? — 1)
ergibt sich p(z,y) = A # p(A) = p(e(x), p(y)), d.h. es gibt eine Strecke, die nicht kongruent
zur Bildstrecke ist. [J

Bemerkung: Aus den eben ausgefiithrten Betrachtungen folgt, dass zueinander kongruente Stre-
cken auf zueinander kongruente Strecken abgebildet werden.

Unser Ziel ist nun zu zeigen, dass sich jede Kollineation als Produkt einer Bewegung und
einer Kollineation darstellen lésst, die geméafl 3.12.1 durch einen Automorphismus von K defi-
niert wird. Dies wird auf zwei unterschiedliche Arten geschehen. Der erste Nachweis verwendet
gangige Ergebnisse aus der Literatur. Alternativ dazu wird ein Weg aufgezeigt, wie sich der
Nachweis ausschliellich mit Ergebnissen aus vergangenen Kapiteln dieser Arbeit ergibt.

Fiir den ersten Nachweis betrachten wir das Biindelmodell der projektiven Ebene (P, Gp) zum
Vektorraum K2, d.h. die Punkte sind die eindimensionalen Untervektorriaume von K3, die Ge-
raden sind die zweidimensionalen Untervektorrdaume, oder dquivalent die Orthogonalrdume von
Vektoren # 0 (beziiglich des in 3.7.1 eingefithrten Minkowski-Produkts p).

Der angeordnete Korper K ist bekanntlich in natiirlicher Weise ein topologischer Korper (siehe
z.B. Salzmann et al. [11], ch. 13, Bemerkung nach Bsp. 13.2). Nach Salzmann et al. [12] (ch. 1,
Theorem 14.4 und anschlieBende Bemerkung) ist (P, Gp) eine topologische projektive Ebene.

Durch folgende kanonische Abbildung lisst sich nun die zu K gehérige hyperbolische Ebene
in die projektive Ebene einbetten: ein Punkt x € H wird auf den Punkt Kz abgebildet, und
eine Gerade u* der hyperbolischen Ebene wird mit der entsprechenden Geraden u* der pro-
jektiven Ebene identifiziert.

Die Punkte der hyperbolischen Ebene werden dabei bijektiv auf die Punkte der projektiven
Ebene abgebildet, die sich im ”Innern” der Quadrik @ := {Kz | ¢(z) = 0} befinden, d.h. auf
die Punkte Kz € P mit der (offenen) Eigenschaft ¢(x) > 0. Denn umgekehrt gibt es zu jedem
Punkt Kz € P mit ¢(z) = € > 0 den Punkt £—2— in H, wobei das Vorzeichen so gewihlt

v a(@)

werden muss, dass die erste Koordinate des Punktes positiv ist. Die Menge Q" der inneren
Punkte bildet eine offene Menge; ihr Abschluss Q7 ist Q+ = Q* U Q. Die Punkte einer hyper-
bolischen Geraden werden injektiv, aber nicht surjektiv auf Punkte einer projektiven Geraden
abgebildet. Da die projektive Ebene eine topologische Ebene ist, ist auch auf jeder Geraden der
Ebene eine Topologie gegeben. Ferner ist der Schnitt jeder Geraden von Gp mit Q" eine offene
Menge ihrer Punktreihe.

Die Kollineationen der hyperbolischen Ebene kénnen damit aufgefasst werden als bijektive Ab-
bildungen von Q% auf sich, die Kollinearitét in der projektiven Ebene erhalten. Mit den oben
genannten Tatsachen sind die Voraussetzungen des Fortsetzungssatzes von Frank [5] erfiillt,
gemafl dem diese Kollineationen sich auf die ganze projektive Ebene erweitern lassen.

Nach dem Fundamentalsatz der projektiven Geometrie werden Kollineationen der projekti-
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ven Ebene durch semilineare Abbildungen induziert. Es folgt, dass jede Kollineation « der
hyperbolischen Ebene die Gestalt Kk = Ap besitzt mit einer linearen Abbildung A und einem
Automorphismus ¢ des Korpers K, der geméafl 3.12.1 eine orthogonalitéitserhaltende Kollinea-
tion induziert. Der Automorphismus ¢ ist ordnungserhaltend, weil K euklidisch ist; dies folgt

aus (&) = p(VEVE) = p(v/E)p(VE) > 0 fiir alle £ > 0. Somit ist ¢ monoton und daher stetig,
und damit auch die Kollineation x.

Aufgrund der Stetigkeit von & folgt nun x(Q+) = QT; da weiter x(Q1) = Q7 gilt, folgt
k(Q) = @, d.h. k ldsst die Quadrik @ invariant. Geometrisch bedeutet dies nach 3.10.7 (3),
dass eine Kollineation der hyperbolischen Ebene Enden auf Enden abbildet. Nach Lester [9]
(Lemma 3.6) ist damit » eine projektive Ahnlichkeit, d.h. es existiert ein Faktor k& € K\{0}
mit p(k(z), k(y)) = k- o(u(z,y)) = k- ule(z), o(y)) fir alle z,y € K3 Mit k = Ap folgt
1(Ap(z), Ap(y)) = k - p(e(z), o(y)), also

Az, Ay) = k- p(z,y)

fir alle x,y € K3 und somit A'"JA = k - J analog zu 3.7.3. Aus det(A'JA) = k3det(J)
folgt det(A)? = k* und daraus k > 0. Durch die Matrix B := vk~1A wird nun die gleiche
Kollineation wie durch die Matrix A induziert, so dass Kk = Byp. Wegen B'JB = J ist B eine
Lorentz-Matrix, und die Kollineation s stellt sich heraus als das Produkt einer Bewegung und
einer Kollineation, die durch den Kérperautomorphismus ¢ induziert wird.

Nun folgt der alternative Nachweis dieser Tatsache, der sich nur auf Ergebnisse dieser Ar-
beit stiitzt. Zunédchst wird ein Kriterium erarbeitet, aus dem sich ermitteln lasst, wann sich
zwei durch ihre Enden definierte Geraden der hyperbolischen Ebene schneiden. Dazu brauchen
wir die folgenden Hilfssétze.

Hilfssatz 3.12.2:
FEs seien a,  zwei positive Enden, B = [V oco. Dann gilt: o > 203 < op(a) < 0.

Beweis:
Sei A = aV oo. Nach 3.6.1 gehort op(A) aufler dem Ende oo noch dem Ende 25 — v an. Somit
ist op(a) = 20 — o, woraus die Behauptung folgt. O

Hilfssatz 3.12.3:
Es seien o, 3 zwei Enden, a < 0,3 > 0,B =0V . Dann gilt op(a) > 0.

Beweis:

Nach 3.4.9 ist ™! = og(a) und 87! = og(B); ferner ist op(0) = co nach 3.3.4, weil ELU =
0 V oo. Damit ist B’ = og(B) = 7'V oo, und nach 3.6.1 ist og/(a) = 267" — a~!. Nun
ergibt sich op(a) = opumy(a) = opoop o op(a) = opoop(a™) = op(267' —a™t) =
(261 —a 1)L > 0.0

Hilfssatz 3.12.4:
Es seien o > (3 zwei positive Enden, B = 'V oo und a,b € B. Fiir die Translation T = 1,0 1}
entlang B gilt 7(a)) > 0.
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30 3 HYPERBOLISCHE EBENEN

Beweis:
Es sei L = g V 00. Analog zum Beweis von 3.4.5 ergibt sich o (U) = B bzw. o,(B) = U.
Mit o' = op(a),b = op(b) ist dann 7/ = 1, o 1y eine Translation entlang U, und es gilt

T = 1q0ly = Loy (a/)Oloy () = OLOLaOly 00, = 00T 00, Angenommen, 0 > 7(a) = 007’00 ().
Aus 3.12.2 folgt dann 7/ o o7 (a) > 3. Nach 3.4.3 bildet 77! positive Enden auf positive En-
den ab und es gilt 771(0) = 0. Daraus ergibt sich o7 («) > 0. Dies ist gleichbedeutend mit
0<opooy(—a)=1d3(—a) =0 — a, also a < §. Widerspruch! OJ

Hilfssatz 3.12.5:
Es seien o < 3 zwei positive Enden, B =0V (8 und a,b € B. Fiir die Translation T = 1, 0 1y
entlang B gilt 7(a)) > 0.

Beweis:
Es seien a’ = og(a),b = og(b). Dann ist 7/ = 1y o1y eine Translation entlang ox(B) = 87!V oo,
und es gilt 7 = 15, () © L,,E(b/) = 0ROy OLb/ oop =ogoT oop. Esfolgt 7(a) = ogor’oog(a) =

opot(a™t) = (7(a1))"t. Wegen a=! > 37! ergibt sich 7/(a™!) > 0 nach 3.12.4 und damit
die Behauptung. [J

Es seien nun G = aV f und H = vV 0 zwei Geraden mit den vier paarweise verschiede-
nen Enden a, 3,7,d. Dabei kann 0.B.d.A. v, # oo angenommen werden, sonst benennt man
die Enden und die Geraden um. Es gilt der folgende

Satz 3.12.6:
Genau dann schneiden sich die Geraden G und H in einem Punkt, wenn genau ein Ende von
G zwischen v und § liegt.

Beweis:

Zunéchst gelte 0.B.d.A. § < . Man kann a # oo annehmen, denn nicht beide Enden «, (3
kénnen gleich oo sein. Aulerdem sei 0.B.d.A. a = 0, denn im Falle o # 0 kann man die An-
ordnung der Addition von —a unterziehen, was einer Drehung um oo entspricht, also einer
Bewegung.

Nun gelte, dass genau ein Ende von G zwischen v und 9§ liegt. Falls § = oo ist, so gilt G = U,
und nach Voraussetzung 6 < a = 0 < . Dann ergibt sich aus 3.4.3, dass die Gerade H = yV §
mit G = U einen Punkt gemeinsam hat.

Im Folgenden gelte also auch 3 # oo, und zwar gelte 0.B.d.A. § > 0, denn sonst unterzieht
man die Anordnung der Bewegung oy und vertauscht die Enden v und 6. Nach Voraussetzung
sind dann die beiden Fille d < a =0< v < fbzw. 0 = a < § < f < v moglich; 0.B.d.A.
kann man 0 < a = 0 < v < # annehmen, denn andernfalls unterzieht man die Anordnung der
Addition von —0 und tauscht danach o mit § und § mit v aus (was zunéchst einer Drehung,
also einer Bewegung entspricht, und danach einem Austauschen der Geraden). Es seien L., Ls
die Lote von 7,0 aus auf G, a = L, AG,b = Ls A G die Lotfuipunkte. Falls L, = Ls, so ist
H = L,1G, und wir sind fertig. Im Folgenden sei also a # b, und es sei m = m(a,b) € G.
Dann gilt ¢, (L) = Ls, d.h. t;,(7) € {J,0¢(5)}. Nach 3.12.3 erhélt man o(6) > 0.

Die Translation ¢, o ¢,, bildet L., auf Ls ab; dabei gilt ¢, 0 ty,(7) > 0 nach 3.12.5, und da-
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mit ¢, 0 4y, (7) = 0¢(d). Nach 3.3.7 kann dies nicht gleich ¢,,(7y) sein. Somit ist ¢,,(y) = 0, also
m € H, d.h. m ist gemeinsamer Punkt von G und H.

Nun liege nicht genau ein Ende von G zwischen v und 9. Beispielsweise sei a < § < v < 4.
Nach den gerade ausgefiihrten Betrachtungen haben dann die beiden Geraden G’ = 'V «y und
H' = [V § einen gemeinsamen Punkt p, und es gilt ¢,(G) = H. Fiir das Lot L von p auf G
hat man L = 1,(L)L:,(G) = H. Dies bedeutet, dass G und H das gemeinsame Lot L haben,
somit haben sie keinen gemeinsamen Punkt. Die weiteren moglichen Fille, sowie der Fall, dass
ein Ende gleich oo ist, konnen analog behandelt werden. [

Folgerung 3.12.7:
Fine Kollineation bildet Enden auf Enden ab.

Beweis:

Es seien G, H zwei Geraden, die einem Ende £ angehoéren, und sei K die Verbindungsgerade
der von £ verschiedenen Enden von G und H. Weiter sei p ein beliebiger Punkt auf K. Die
nach 2.9.14 existierende Gerade, die p mit ¢ verbindet, hat nach 3.4.1 ein weiteres Ende &.
Verbindet man nun die Enden von K mit &, so erhilt man die Geraden G, H. Es ist dann
1,(G) = G,1,(H) = H. In dem Punktbiischel durch p gibt es zwei Geraden, die mit keiner
der Geraden G, H, G, H einen Punkt gemeinsam haben. Alle anderen Geraden schneiden nach
3.12.6 entweder G und G oder H und H.

A

Wir betrachten nun das Bild dieser Anordnung unter einer Kollineation x. Es seien G/ =
k(G),G" = Kk(G),H = k(H),H = k(H). Dann kann 0.B.d.A. folgendes angenommen werden:
k(p) = o, und die Enden von H’ sind v > 0 und oco. Sonst wird die Anordnung einer Be-
wegung unterzogen, die dies bewirkt. Das Punktbiischel durch p wird somit unter x auf das
Punktbiischel durch o abgebildet; dies bedeutet nach 3.6.2, dass die Enden 7,7 der Bildgeraden
einer jeden Geraden durch p die Beziehung 77 = —n~* erfiillen.

Die Geraden durch p, die H und H schneiden, werden nun auf Geraden durch o abgebildet, die
dann H’ und H’ schneiden. Daraus folgt unter Verwendung von 3.12.6, dass die Gerade H' als
Bild von H unter x die Enden 0 und —~~! verbindet.
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Es seien nun o < (3 die Enden von G’. Die Geraden durch p, die G und G schneiden, werden
auf Geraden durch o abgebildet, die G’ und G’ schneiden; damit ergeben sich die Enden von
G’ zu —a ', — 371 Diese Geraden haben keinen gemeinsamen Punkt mit H’ und H’. Weil nun
auch die Gerade G’ keinen Punkt mit H’, H' gemeinsam hat, ergeben sich fiir die Lage von G’
unter Zuhilfenahme von 3.12.6 die folgenden drei méglichen Félle:

Fall 1: a, 8 > v,d.h. =y ! < —a™!, =371 < 0 (oder analog —y ! < o, 3 < 0,d.h. —a~t, -7 >
7). Ist dann 7 ein Ende mit o« < 1 < f3, so ergibt sich mit Hilfe von 3.12.6, dass die Verbin-
dungsgerade o V n mit G’ und H' einen Punkt gemeinsam hat. Das kann nicht sein.

Fall 2: @ < —y71,0 < B < ~. Aus 3.12.6 folgt, dass jede Gerade durch o, die H' mit H’
verbindet, auch G’ trifft, was nicht sein kann.

Fall 3:0 < o, <7,dh. —a™!, =37 < —y7" (oder analog o, f < =y, dh. 0 < —a™!, =371 <
7). Dies ist die einzige mogliche Lage der Geraden G’ (und somit auch von G’).

ﬁ‘}f

1 -8

Nimmt man nun an, dass 3 echt kleiner als «y ist (d.h. auch —3~! < —y71), so existieren viele
Geraden 0 V —6~! durch o mit 3 < § < ~, die dann mit keiner der vier Geraden G’, H',G', H'
einen gemeinsamen Punkt haben. Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass es nur zwei solche
Geraden geben kann. [J

Satz 3.12.8:
Eine Kollineation k ist durch ihre Wirkung auf den Enden eindeutig bestimmi.

82



3.12 Kollineationen 83

Beweis:

Zunichst sei G eine Gerade. Die beiden Enden &,n von G werden nach 3.12.7 durch x wie-
der auf zwei Enden £, 1’ abgebildet, wobei k(G) diesen Enden angehort. Mit 3.3.12 ist x(G)
eindeutig bestimmt. Nun sei p ein Punkt; weiter seien G, H zwei Geraden durch p. Dann ist
k(p) = k(GA H) = k(G) N k(H). Gibt es nun eine weitere Kollineation x’ mit der Eigenschaft
K'(a) = a fiir alle Enden o € K, so folgt #'(p) = k(p) fiir alle Punkte p, d.h. ' = k. O

Satz 3.12.9:
Sei r eine Kollineation, p ein Punkt. Dann gilt 1) = Koty 0 KL

Beweis:
Sei « ein beliebiges Ende, G = p V a und § das andere Ende von G. Dann gilt 8 = 1,(a).
Weiter seien p’ = k(p),G' = k(G),d/ = k(a), = k(). Dann gilt auch ' = vy (a’), d.h.
KO Lp(a) = ty(p) © k(). Es folgt K 01 = ty(p) o k mit Hilfe von 3.12.8, und damit die Behaup-
tung. U

Korollar 3.12.10:
Sei T eine Translation entlang einer Geraden G, und sei k eine Kollineation. Dann ist KoTok™
eine Translation entlang der Geraden k(G).

1

Beweis:
Sei 7 = 1p01, mit p,q € G. Nach 3.12.9 gilt dann KoTok™
Dies ist eine Translation entlang x(G) = k(p) V k(q). O

1 _ -1 -1 _
= ROLlpOK "OROLGOR = Lk(p) Clr(q)-

Satz 3.12.11:
Es sei k eine Kollineation, die 0,1, 00 festldsst. Dann gilt:

(1) Fiir beliebige Enden «, 8 # oo ist k(«) - k(B) = k(a - B);
(2) kK(E) =E.

Beweis:

Zunichst gilt offensichtlich x(U) = U. Zu positiven Enden «, 8 seien 7,, 73 die Translationen
entlang U gemif} 3.4.10 mit 7,(1) = o, 75(1) = 3. Nach 3.12.10 ist ko7, 0k~ wieder eine Trans-
lation entlang U, und es gilt Ko, 0k (1) = KoT,(1) = K(a) = Ty (1). GemiB 3.4.10 ist diese
Translation eindeutig bestimmt. Daher folgt Ko7,0x™" = 7,,(4). Ebenso folgt KoTgok 1 = T (B)-
Wieder mit 3.4.10 ergibt sich somit k(@) - £(3) = Ty(a) 0 Tw(s) (1) = KoTa 0k T okoTg0K (1) =

koT,o13(1) = k(a- ).
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Nun sei ™! = og(a) das inverse Ende. Die Gerade G = a V o' ist dann orthogonal zu

E; sei p = E' A G. Fiir den Mittelpunkt m = m(o,p) € E hat man ¢,,(G) = U. Verbindet man
durch zwei Geraden G, Gy den Punkt m mit den beiden Enden von G, so gehoren G, G auch
jeweils einem Ende von U an.

1

Aus 1 = k(1) = k(a-a™t) = k(a) - kla™?) folgt k(a™!) = (k(a))™t = og(k(a)). Daraus ergibt
sich, dass die Gerade G’ = k(G) = k(a)V k(a™!) wieder orthogonal zu E ist, d.h. F ist gemein-
sames Lot von U und G’. Mit m/ = k(m) gilt 1,/ (G') = k0 t,, 0 K 1(G") = U nach 3.12.9. Die
Gerade L = L(m/,G’) ist dann wegen L = (L) = L(m/, 1,y (G')) = L(m/,U) gemeinsames
Lot von G’ und U. Da nach 3.1.3 zwei Geraden hiochstens ein gemeinsames Lot haben konnen,
ergibt sich L = E und somit m’ € E. Daraus folgt k(E) = k(mV1) =m'V1 = E und somit (2).

Damit gilt nun auch (o) = o, und mit Hilfe von 3.12.9 ergibt sich ko ¢, = ¢, o k. Fiir ein
positives Ende a hat man damit k(—a) = k(to(a™)) = to(k(a™)) = t,((k(a))™) = —k(a).
Dieser Zusammenhang gilt dann auch fiir @ < 0, wenn man ihn umgekehrt betrachtet. Es folgt
nun (1) unabhingig vom Vorzeichen von a und [, denn seien z.B. « < 0,5 > 0. Dann ist
—a >0, und es gilt (a - 3) = k(=((—a) - B)) = —r((=a) - §) = —k(—a) - £(B) = K(a) - K(f).

Die anderen Fille ergeben sich analog. [

Satz 3.12.12:
Fine Kollineation ist orthogonalititserhaltend.

Beweis:

Seien x eine Kollineation, G, H zwei Geraden mit H 1 G. Die Enden von G seien 71,7, ein
Ende von H sei 3. Weiter seien k(7;) =~ fur i = 1,2,3, G' = k(G). Aufgrund der dreifachen
Transitivitit der Bewegungsgruppe gibt es nun eine Bewegung (51 mit 31(y)) = v,i = 1,2,3,
d.h. 81(G") = G. Die Kollineation (3; o k ldsst somit die Enden ~; fest.

Weiter sei 35 eine Bewegung mit 5(y1) = 0, 52(72) = 00, f2(y3) = 1. Dann gilt 52(G) = U und
B2(H) = E, weil 8 orthogonalititserhaltend ist. Die Kollineation 3,03, 0r03; * lisst die Enden
0,1, 0o fest. Aus 3.12.11 folgt 303,003, ' (E)LU. Daraus ergibt sich Si0r08; *(E) LBy H(U) =
G, und weiter ko 8y (E) LB H(G) = G'. Wegen 3, 1(E) = H heifit dies x(H) LG = x(G). O

Satz 3.12.13:
Sei k eine Kollineation, G eine Gerade. Dann gilt o) = ko ogo kL.

Beweis:
Sei a ein Ende, H das Lot von a auf G und f das andere Ende von H. Dann gilt § = o¢(a).
Weiter seien G' = k(G), H' = k(H),d' = k(«), #' = k(). Dann gilt auch H’' 1 G’ nach 3.12.12,
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und somit 3" = o¢/(a'), d.h. Ko og(a) = o4 0 k(). Es folgt ko o = o) © x mit Hilfe von
3.12.8, und damit die Behauptung. [

Korollar 3.12.14:
Sei 6 eine Drehung um ein Ende «, und sei k eine Kollineation. Dann ist K 0 0 o K~
Drehung um das Ende k().

L eine

Beweis:

Sei 6 = 0g o oy mit Geraden G, H, die das gemeinsame Ende a haben. Aus 3.12.7 ergibt sich,
dass die Bilder von G, H unter x wieder ein gemeinsames Ende x(«) haben. Nach 3.12.13 gilt
kodok ' =kKoogok Tokooy okt = 0yq © 0w, und dies ist eine Drehung um das
gemeinsame Ende k(a). O

Satz 3.12.15:
Es sei k eine Kollineation, die 0,1,00 festlisst. Fiir beliebige Enden o, # oo gilt dann
k(o) + k(B) = k(a+ ), d.-h. k induziert einen Automorphismus des Endenkirpers.

Beweis:

Zu den Enden «, f # oo seien d,, g die Drehungen um oo geméf 3.4.6 mit d,(0) = a, d5(0) = .
Nach 3.12.14 ist k o 0, 0 k! wieder eine Drehung um oo, und es gilt k o d, 0 k7 1(0) =
K0 0q(0) = K(a) = 0(a)(0). Nach 3.1.6 ist eine Drehung um oo durch das Bild einer zu dem
Ende gehorenden Geraden eindeutig bestimmt. Daher folgt £ 0 0, 0 K1 = 0,(a), und ebenso
k0050 KT = dyp). Somit ist k(&) + K(B) = Gu(a) © 0k3)(0) =Ko da 0kt okodzgorH0) =
K004 005(0) = k(o + ).

Unter Einbeziehung von 3.12.11 ergibt sich somit, dass s einen Automorphismus des FEn-
denkorpers induziert. [

Satz 3.12.16:
Sei k eine Kollineation, welche die Enden 0,1, 00 festlisst, und sei ¢ der von ihr induzierte
Automorphismus des Endenkiorpers K. Wenn wir entsprechend der Algebraisierung der hyper-

bolischen Ebenen die Ebene auffassen als die zu K gehdrige hyperbolische Ebene, so ist k genau
die Kollineation aus 3.12.1.

Beweis:
Es geniigt zu zeigen, dass k die Geraden abbildet wie diese Kollineation. Sei G eine Gerade,
G = (ug, u1, us)* mit u2 —u? —u3 = —1. Im Fall ug # u; sind die Enden ¢ und 7 von G von oo

verschieden, und bis auf Vertauschung von £ und n lassen sich die Koordinaten durch die Enden

ausdriicken als vy = %,ul = %,1@ = gf—z, siehe (6.5) in 3.6. Die Bildgerade x(G) hat die

Enden ¢(£), ¢(n), also die Koordinaten uf, = % = (5511_+771> = ¢(up) und entsprechend
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/

uy = p(uq), uh = @(ug). Also ist k(G) die Bildgerade von G unter der Kollineation aus 3.12.1.

Im Fall ug = uq ist 0.B.d.A. us = 1, und oo ist eines der Enden von G; das andere Ende ist dann

n = up = u;. Da nach Voraussetzung p(o0) = oo ist, hat die Bildgerade x(G) die Enden oo und

p(n) = @(un) = ¢(us), so dass auch hier £(G) = (p(uo), p(u1), 1) = (p(uo), p(u1), p(uz))*

gilt, wie in 3.12.1. O

Satz 3.12.17:
Jede Kollineation ist das Produkt einer Bewegung und einer durch einen Automorphismus des
Korpers K gemdfs 3.12.1 definierten Kollineation.

Beweis:

Es seien A eine beliebige Kollineation und v, = A(0),72 = A(1), 73 = A(oo) die Bilder der Enden
0,1,00 unter \. Wegen 3.8.1 und der dreifachen Transitivitdt der M&biusgruppe existiert eine
Bewegung (§ mit 5(y1) = 0,08(72) = 1,8(73) = oo. Die Kollineation k = 3 o A ldsst nun die
Enden 0,1, oo fest. Es folgt A = 87! o k, und mit 3.12.16 die Behauptung. [J
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