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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein auf D. Hilbert zurückgehen-
des und von M. Stroppel systematisch untersuchtes Konstrukti-
onsprinzip zur Realisierung nichtklassischer affiner Ebenen ver-
folgt und erweitert. Ein sogenanntes Hilbertsches Liniensystem
entsteht, indem eine desarguessche affine Ebene im Innern einer
streng konvexen geschlossenen Kurve modifiziert wird. Anstelle
des ursprünglichen Innengebiets der Kurve wird eine flach oder
räumlich realisierte Inzidenzstruktur ”eingeklebt“, welche die von
Stroppel stammenden Axiome einer Compact Disk (CD) erfüllt und
sich vermöge einer stetigen injektiven Lineation λ in die reelle
affine Ebene einbetten lässt. Im Falle von CDs etwa, die durch
Flächenstücke konstanter Gauß-Krümmung in R3 realisiert wer-
den, sind derartige Lineationen durch (lokale) geodätische Abbil-
dungen in die reelle euklidische Ebene gegeben.

Als zentrales Resultat dieser Arbeit wird gezeigt, dass ein Hil-
bertsches Liniensystem genau dann desarguessch ist, wenn die
Randkurve C der zur Konstruktion des Hilbertsystems eingesetz-
ten CD punktweise projektiv äquivalent zum Bild von C unter der
Lineation λ ist. Zur Prüfung der projektiven Äquivalenz für je
zwei vorgelegte Kurven werden Techniken aus der Projektiven
Differentialgeometrie eingesetzt.

Mit diesen Methoden wird zunächst die Klasse der Ebenen unter-
sucht, die wie das von Hilbert im Jahre 1899 vorgestellten Beispiel
auf CDs basieren, deren Randkurven Ellipsen sind. Weiterhin
wird eine räumliche Realisierung eines Hilbertschen Liniensys-
tems studiert, dessen Konstruktion eine spezielle Drehfläche, die
sogenannten Spindelfläche, verwendet. Es wird explizit gezeigt,
dass die Hilbertebenen und die betrachtete Spindelflächenebene
nicht desarguessch sind. Wird die Spindelfläche in der räumli-
chen Konstruktion jedoch durch eine Sphäre in R3 ersetzt, so re-
sultiert eine desarguessche affine Ebene. Im Falle der Hilbertebe-
nen ergibt sich eine desarguessche Struktur genau dann, wenn
als Randkurve der CD eine rotationssymmetrische Ellipse, d.h.
ein Kreis gewählt wird.
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Einleitung

In der Mathematik und in vielen anderen wissenschaftlichen Dis-
ziplinen gehören Methoden der analytischen Geometrie seit Jahr-
hunderten zum unverzichtbaren Grundwerkzeug. Deren prakti-
sche Handhabbarkeit (und Akzeptanz bis in den Schulunterricht
und – mitunter implizit – auch in den Alltag hinein) liegt nicht zu-
letzt an den ”überschaubaren“ Rechengesetzen der algebraischen
Strukturen, die zur Beschreibung (Koordinatisierung) der geome-
trischen Objekte verwendet werden, welche etwa in Anwendun-
gen von Interesse sind. Darunter fallen selbstverständlich Ebenen
und eine Vielzahl von Teilmengen derselben (Punkte, Geraden,
Polygone, usw.). Nach einem von Hilbert in [23] veröffentlich-
ten Resultat besitzen genau diejenigen Ebenen, die sich mit Hilfe
von Körpern1 koordinatisieren lassen, die sogenannte Desargues-
Eigenschaft (vgl. Abschnitt 1.1.2). Also sind alle Ebenen, in denen
der desarguessche Schließungssatz gilt, der Beschreibung durch
Körper zugänglich und können in diesem Sinne als ”gut verstan-
den“ betrachtet werden.2

In der vorliegenden Arbeit wird ein bestimmter Bereich aus der
immens großen Gesamtheit nicht desarguesscher Ebenen beleuch-
tet. Neben flachen Realisierungen nicht desarguesscher Geometri-
en werden auch Realisierungen im dreidimensionalen Raum ins
Blickfeld genommen. Das hier verfolgte Konstruktionsprinzip be-
steht darin, Geradensysteme affiner Ebenen, deren Punkträume

1 Bekanntlich gilt im Falle kommutativer Körper zudem der Satz von Pappus (vgl.
etwa [14], Kapitel 3).

2 Jüngere Publikationen aus der theoretischen Physik (vgl. [21], [44]) dokumen-
tieren, dass die Desargues-Eigenschaft auch über den Bereich innermathemati-
scher Grundlagenfragen hinaus von Interesse und Bedeutung ist.
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Einleitung

homöomorph zu R2 sind, lokal zu stören. Genauer wird die Stö-
rung für eine gegebene affine Ebene auf das Innere einer kon-
vexen geschlossenen Kurve in der Ebene beschränkt. Anstel-
le des ursprünglichen Innengebiets der Kurve wird eine flach
oder räumlich realisierte Inzidenzstruktur ”eingeklebt“, die den
von Stroppel formulierten Anforderungen an Compact Disks (s.u.)
genügt. Bei räumlichen Realisierungen wird das Innere I der Kur-
ve durch ein passendes Flächenstück ersetzt, und für jede Gerade
der Ebene, die den Rand der Kurve in zwei Punkten trifft, tritt
das die beiden Randpunkte verbindende Geodätensegment des
Flächenstücks an die Stelle des ursprünglich in I verlaufenden
Geradenstücks. Hierbei wird nicht gefordert, dass die so modifi-
zierten Geraden an den Anschlussstellen glatt sein sollen.3

Es mag zunächst überraschen, dass solcherart konstruierte Inzi-
denzstrukturen durchaus isomorph zur gewöhnlichen reellen af-
finen Ebene und damit insbesondere desarguessch4 sein können.
Als notwendige Bedingungen hierfür muss sowohl der Innenbe-
reich als auch der Außenbereich mit den jeweiligen Liniensyste-
men desarguessch sein. Diese Bedingung ist jedoch nicht hinrei-
chend für die Desargues-Eigenschaft der Ebene insgesamt, und
wir interessieren uns gerade für diejenigen Fälle, bei denen das
Einkleben eines desarguesschen Innenbereichs in eine desargues-
sche Ebene zu einer nicht desarguesschen Struktur führt.

Die vorliegende Arbeit setzt eine Entwicklungslinie fort, die ihren
Ausgangspunkt bei David Hilberts Monographie Grundlagen der
Geometrie [23] genommen hat. Um die Arbeit für den Leser chro-
nologisch und inhaltlich verortbar zu machen, wollen wir den hier
relevanten Strang der insgesamt weit verzweigten Entwicklung
kurz skizzieren.

Im Jahre 1899 stellt David Hilbert in seinen Grundlagen der Geome-
trie ein Beispiel einer nicht desarguesschen affinen Ebene vor. 5 Im

3 Dass Systeme geknickter Linien keineswegs ”unnatürlich“ sind, zeigt etwa ein
Blick auf die Brechung von Lichtstrahlen in der Strahlenoptik.

4 Vgl. Definition 1.1.41.
5 Für die vorliegende Arbeit wurde die 6. (unveränderte) Auflage [24] von Hil-

berts Grundlagen der Geometrie herangezogen.
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Rahmen einer Begründung seiner Axiomatisierung der Geometrie
weist Hilbert anhand dieses Beispiels nach, dass der desargues-
sche Schließungssatz nicht allein aus den von ihm vorgelegten
ebenen Inzidenz- und Anordnungsaxiomen folgt.6 Hilbert ersetzt
sein Beispiel, das wir in Kapitel 4 ausführlich vorstellen werden,
ab der 7. Auflage [25] seiner Grundlagen durch die von Moulton
in [42] vorgestellte Ebene.

Die Hilbertsche Ebene von 1899 wird jedoch in der Folge Gegen-
stand der Forschung: So nimmt Mohrmann [41] Hilberts Kon-
struktion zum Anlass, den Begriff Hilbertsches Liniensystem zu prä-
gen, und er schlägt Verallgemeinerungen vor, die insbesondere
auch räumliche Liniensysteme umfassen (vgl. die Bemerkungen
gegen Ende von Abschnitt 2.1). Stroppel greift in [55] die Mohr-
mannsche Begriffsbildung auf und schafft eine Axiomatik für das
von Hilbert in [23] verwandte und von Mohrmann als solches the-
matisierte Konstruktionsprinzip, indem er zunächst sogenannte
Compact Disks bzw. CDs definiert und dann das ”Einkleben“ von
CDs in eine gegebene affine Ebene präzise fasst. Wir bezeichnen
solcherart konstruierte Geometrien als Stroppel-Mohrmann-Hilbert-
Liniensysteme bzw. kurz als SMH-Systeme (vgl. Definition 2.1.11).
Auch der Begriff des Hilbertschen Liniensystems erfährt in [55] ei-
ne inzidenzgeometrische Präzisierung. Stroppel fordert nämlich,
dass die zur Konstruktion eines Hilbertschen Liniensystems ver-
wandte CD lokal desarguessch sein soll.

Eine Untersuchung der Automorphismengruppe der Hilbertschen
Ebene von 1899 wird von Anisov [4] veröffentlicht. In [53] werden
die dort offen gebliebenen Fragen geklärt, insbesondere wird be-
wiesen, dass diese Automorphismengruppe, abgesehen von Spe-
zialfällen, die in [53] explizit benannt werden, trivial ist.7

6 Eine ausführliche Erörterung der Hilbertschen Monographie und der von Hil-
bert vorgelegten Axiomatisierung der Geometrie findet sich in [60]. Im Manu-
skript einer Vorlesung, die Hilbert im Wintersemester 1898/99 gehalten hat,
finden sich noch frühere, nicht von Hilbert selbst veröffentlichte Beispiele nicht
desarguesscher Ebenen (vgl. [22]). Eine dieser Ebenen wurde von Stroppel [54]
eingehend untersucht.

7 Siehe [53], Theorem 6.2 und Korollar 6.3.
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Für die vorliegende Arbeit ist Stroppels Publikation [55] von fun-
damentaler Bedeutung nicht zuletzt deshalb, weil sie Hilbertsche
Liniensysteme in den Kontext der von Salzmann begründeten
Topologischen Geometrie8 stellt. Aus der Tatsache, dass der offene
Kern jeder CD eine R2-Ebene9 ist10, folgt zusammen mit Resul-
taten von Busemann und Polley, dass sich das Innere jeder lokal
desarguesschen CD in die reelle affine Ebene einbetten lässt.11

Dieses Faktum nehmen wir zum Anlass, in der vorliegenden Ar-
beit genau solche Hilbertsche Liniensysteme zu betrachten, deren
CDs sich (als ganze) vermöge einer Lineation λ in die reelle affi-
ne Ebene einbetten lassen.12 Im Falle der Hilbertebene von 1899
stellt die Inversionsabbildung eine derartige Lineation dar (siehe
Kapitel 4, insbesondere Lemma 4.2.2). Stroppel zeigt in [55], dass
SMH-Systeme und damit insbesondere Hilbertsche Liniensyste-
me stets affine R2-Ebenen sind. Nach einem tiefliegenden Resultat
der Topologischen Geometrie sind desarguessche affine R2-Ebenen
als topologische Inzidenzstrukturen isomorph zur reellen affinen
Ebene.13

Zur Identifikation nichtklassischer Ebenen der von uns betrachte-
ten Bauart stellt sich somit die Frage nach Kriterien zur Charakte-
risierung desarguesscher Hilbertscher Liniensysteme. Als zentra-
le Resultate der vorliegenden Arbeit werden solche Kriterien in
Abschnitt 2.2 vorgestellt. Es konnte nämlich gezeigt werden, dass
Hilbertsche Liniensysteme genau dann desarguessch sind, wenn
die Randkurve C der zur Konstruktion eingesetzten CD punktwei-
se projektiv äquivalent14 zum Bild von C unter der Lineation λ ist,

8 Salzmanns sechzigseitige Publikation [52] kann wohl als Beginn der Topologi-
schen Geometrie angesehen werden.

9 In frühen Beiträgen zur Topologischen Geometrie werden R2-Ebenen (vgl. Defi-
nition 1.2.24) als Salzmann-Ebenen bezeichnet, so etwa in [48].

10 Siehe [55].
11 Einzelheit hierzu finden sich in Abschnitt 2.1.
12 Vgl. die Definitionen 1.1.10, 1.1.12 und 1.2.8.
13 Dieses Resultat folgt mit der im Beweis von Satz 1.2.27 angegebenen Überlegung

unmittelbar aus Proposition 32.8 von [50].
14 Unsere Definition von punktweiser projektiver Äquivalenz findet sich in Ab-

schnitt 3.3.
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vgl. Satz 2.2.3 und Satz 2.2.4. Um diese Kriterien auf konkrete Bei-
spiele anwenden zu können, bedarf es einer Methode, die es er-
laubt, zwei vorgelegte Kurven auf punktweise projektive Äquiva-
lenz zu überprüfen. Für hinreichend oft differenzierbare Kurven
können hierzu Techniken herangezogen werden, die dem Gebiet
der Projektiven Differentialgeometrie zuzurechnen sind. In Kapitel 3
haben wir die zur Fundierung und zum Verständnis dieser Tech-
niken benötigte Theorie15 entfaltet.

In Kapitel 4 wenden wir die im vorigen Absatz genannten Resul-
tate aus den Kapiteln 2 und 3 auf die Hilbertsche Ebene von 1899
an. Für deren Konstruktion wird eine von einer Elllipse berandete
CD mit einem System von Kreisbögen, die alle durch einen festen,
außerhalb der Ellipse liegenden Punkt verlaufen, in die relle Ebe-
ne eingeklebt. In Abschnitt 4.3 untersuchen wir zunächst die Ge-
samtheit derjenigen Ellipsen, die mit ihrem jeweiligen System von
Kreisbögen den CD-Axiomen genügen. Eine Ellipse gehört genau
dann dieser Gesamtheit an, wenn ihr Inversionsbild geschlossen
und konvex bezüglich des Geradensystems der rellen affinen Ebe-
ne ist. In Abschnitt 4.4 weisen wir explizit nach, dass das entste-
hende Hilbertsche Liniensystem die Desargues-Eigenschaft genau
für den Speziallfall besitzt, in dem die Ellipse ein Kreis ist. Für
diesen Spezialfall geben wir die die projektive Äquivalenz ver-
mittelnde Abbildung konkret an (vgl. Abschnitt 4.5).

Andere Beispiele flacher Realisierungen von Hilbertschen Linien-
systemen können auf analoge Weise untersucht werden. Zur Kon-
struktion räumlicher Realisierungen dient der in Abschnitt 2.3
eingeführte Begriff der räumlich mit ebenem Rand realisierten CD.
Derartige CDs werden auf geeigneten Flächenstücken in R3 ab-
gegrenzt, die Spuren der Geodätischen16 des Flächenstücks auf
der CD, genauer Bilder von Einschränkungen parametrisierter

15 In den einführenden Bemerkungen zu Kapitel 3 legen wir die Gründe dar, aus
denen wir eine ausführliche Darstellung für notwendig erachten.

16 Der von uns verwendete Geodätenbegriff wird in Abschnitt 1.3.2 spezifiziert.
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Geodätischer auf geeignete Intervalle, bilden das Geradensys-
tem.17 Wir erhalten insbesondere räumliche Verallgemeinerungen
der bislang betrachteten Hilbertschen Liniensysteme, indem wir
Flächenstücke heranziehen, die (lokale) geodätische Abbildungen
(vgl. Abschnitt 1.3.3) in die relle affine bzw. euklidische Ebene zu-
lassen. Nach einem klassischen Resultat von Beltrami [6] besitzen
derartige Flächenstücke notwendig konstante Gauß-Krümmung.
Die für den flachen Fall bereits zur Verfügung gestellten Kriteri-
en zur Prüfung der Desargues-Eigenschaft übertragen wir in Ab-
schnitt 2.3 auf den Fall räumlicher Hilbertsysteme.

Damit ist der Boden bereitet für die explizite Konstruktion und
Analyse eines räumlich realisierten Hilbertschen Liniensystems
in Kapitel 5. Wir wählen hierzu CDs, die auf einer Drehfläche
konstanter Gauß-Krümmung, nämlich der sogenannten Spindel-
fläche, realisiert werden. In Abschnitt 5.1 verschaffen wir uns zu-
nächst explizite Parametrisierungen der Geodätischen dieser Flä-
che. Im darauffolgenden Abschnitt 5.2 stellen wir sicher, dass
geeignet gewählte ebene Abschnitte der Spindelfläche tatsäch-
lich CDs liefern. Schließlich wenden wir die in den Kapiteln 2
und 3 bereitgestellten Methoden an, um nachzuweisen, dass das
mithilfe der Spindelfläche konstruierte Hilbertsystem nicht de-
sarguessch ist. Ferner zeigen wir, dass eine desarguessche affi-
ne Ebene resultiert, wenn die Spindelfläche in der Konstruktion
durch eine Sphäre in R3 ersetzt wird. Für die Ausführung der
hierzu notwendigen Rechnungen setzen wir ein Computeralge-
brasystem ein, da die zur Analyse verwandten Methoden aus der
Projektiven Differentialgeometrie in diesem Fall die Handhabung
und Umformung sehr umfänglicher Ausdrücke erfordern, vgl.
Bemerkung 5.3.1. Im Abschnitt 5.4 schließlich wird ein konkretes
Beispiel einer Spindelflächenebene mitsamt einer nicht schließen-
den Desargues-Figur dargestellt.

17 Damit werden Ideen, die bereits von Klein angedeutet wurden (vgl. [28], S. 135f.)
und die Mohrmann in [41] expliziert, so umgesetzt, dass sie sich mit dem be-
reitgestellten Instrumentarium analysieren lassen.
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stellung der für die vorliegende Arbeit grundlegenden Begriffe
und Resultate aus der Inzidenzgeometrie, der Topologischen Geo-
metrie und der Differentialgeometrie enthält.
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Summary

In Mathematics and many other scientific discplines, methods
from Analytic Geometry have been indispensable tools for cen-
turies. We venture the conjecture that the universal acceptance of
these methods is not least due to the relative simplicity of the
underlying algebraic structures that are used to describe (coor-
dinatize) those objects that are of interest in typical applications.
The range of such objects includes planes and a variety of sub-
sets of planes (e.g. points, straight lines, polgons, etc.). By a well-
known result that David Hilbert published in [23], planes can
be coordinatized by skew fields if and only if they have the so-
called Desargues property. Therefore, to the extent that one mas-
ters (skew) fields, Desarguesian planes can be considered as “well
understood.”

The present thesis aims at shedding light onto one particular sub-
set of the immensely large variety of non-Desarguesian planes. To
this end, flat realizations of non-Desarguesian geometries as well
as models in three-dimensional space have been studied. The con-
struction principle pursued here uses local perturbations of the
line systems of existing affine planes whose point spaces are ho-
meomorphic to R2. More precisely, for a given affine plane, the
perturbation of the line system will be restricted to the interior of
a convex closed curve C. To construct models in 3-space, the inte-
rior I of C is replaced by a suitable surface. For each line meeting C

in two points, the original line segment in I is replaced by the geo-
desic arc on that surface that joins the two points. It is not required
that the lines modified in this way be everywhere smooth.18

18 Keeping in mind, for instance, light ray models of optical refraction phenomena,
we consider systems in which some or all lines have kinks to be quite natural.
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It may come as a surprise at first that incidence structures con-
structed as described above may well be isomorphic to the classic-
al affine plane and hence Desarguesian. As a necessary condition
for such a situation, both the interior of the curve C and its exte-
rior with the respective line systems must possess the Desargues
property. This condition is, however, far from being sufficient. In
fact we are interested in precisely those non-Desarguesian planes
that arise from “gluing” some Desarguesian patch into a given
Desarguesian affine plane.

The present dissertation takes up a thread of research emerg-
ing from Hilbert’s monograph entitled Grundlagen der Geometrie
(Foundations of Geometry). In order to place our work into context,
both chronologically and in terms of the subject matter, we briefly
outline that research strand. In 1899, Hilbert presents in his Grund-
lagen der Geometrie an example of a non-Desarguesian plane and
uses it as part of a detailed motivation of the set of axioms that he
proposes in his monograph. For the 7th edition of the Grundlagen,
Hilbert replaces this example with the non-Desarguesian plane
that was presented by Moulton in 1902 (cf. [42]).

Hilbert’s original example, which we will analyze in Chapter 4,
does, however, not fall into oblivion. Mohrmann refers to it in [41]
and coins the term Hilbertsches Liniensystem (Hilbert line system) for
constructions that are similar to Hilbert’s example in a sense yet to
be made rigorous. This is achieved by Stroppel who adopts Mohr-
mann’s terminology in [55], and presents an axiomatic foundation
of Hilbert-like constructions by defining so-called Compact Disks
(CDs) and by making precise the procedure of gluing CDs into
affine planes. Stroppel shows that the resulting structures are al-
ways affine R2 planes, a notion from Topological Geometry, which
field has taken a rapid and fruitful development in the wake of
Salzmann’s seminal paper [52].19 It is useful to note that, by con-
struction, the interior of any Compact Disk is an R2-plane.

19 R2 planes are referred to as Salzmann planes in early publications on topics from
Topological Geometry, e.g. in [48].
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Definition (Stroppel [55], cf. also Definition 2.1.6). Let D be a to-
pological space and D a family of subsets of D. The incidence
structure (D, D,∈) is called a Compact Disk or CD, if the following
conditions are satisfied:

(a) (D, D) is a linear space, i.e. each line l in D contains at least
two points, and to any two distinct points there is exactly
one line containing them;

(b) the point set D is homeomorphic to the closed unit disk;

(c) each line l ∈ D is homeomorphic to the closed interval [0, 1];
moreover, the boundary ∂l is contained in ∂D, and lr∂D is
connected.

For the purposes of this thesis, we require in addition that CDs
be strictly convex, by which we mean that l ∩ ∂D = ∂l holds for
each line l ∈ D. A CD (or any linear space, for that matter) is
called locally Desarguesian if, to each of its points, there exists a
neighborhood that is a Desarguesian partial linear space (cf. De-
finitions 1.1.40 and 2.1.9).

Definition (Stroppel [55], see also Definition 2.1.11). Let A =

(R2, A) be an affine R2 place, D = (D, D) a stricly convex CD,
E a A-convex subset of R2 and γ : D → E a homeomorphism. For
each line l ∈ D we put l̂ = γ(l)∪ (krE), where k ∈ A is to denote
the line that connects the endpoints (in ∂E) of γ(l). We obtain a
(new) line system AD

γ =
{
l ∈ A

∣∣ |l ∩ E| 6 1
}
∪
{
l̂
∣∣ l ∈ D

}
and

a (new) incidence structure AD
γ =

(
R2, AD

γ

)
. We call AD

γ a Stroppel-
Mohrmann-Hilbert line system or an SMH system for short.

Following Stroppel, we define Hilbert line systems as SMH sys-
tems involving CDs that are locally Desarguesian. Results by Bu-
semann and Polley imply that the interior of a locally Desarguesi-
an CD can be embedded into the real affine plane (cf. Section 2.1).
We consider CDs only that are embeddable as a whole into the
real affine plane via some continuous injective lineation λ.
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By a signifcant result from Topological Geometry (cf. Propositi-
on 32.8 of [50]), affine R2 planes having the Desargues proper-
ty are isomorphic to the real affine plane. In order to construct
non-classical planes, we must hence develop criteria to ascertain
whether a given Hilbert line system is Desarguesian or not. Such
criteria are presented in Chapter 2 as central results of this disser-
tation. To wit, we show that a Hilbert line system is Desarguesian
if and only if the curve C bounding the CD is pointwise projec-
tively equivalent to the image of C under the lineation λ. To make
this statement precise, some definitions are in order. Let π denote
the point map inducing the standard embedding of the real affine
plane into the real projective plane, i.e. π(x1, x2) := 〈(x1, x2, 1)〉 for
all (x1, x2) ∈ R2.

Definition. Two plane curves x : I → R2 and y : I → R2 are
pointwise projectively equivalent if there exists a projective mapping
µ ∈ PGL3R such that (µ ◦ π ◦ x) (t) = (π ◦ y) (t) holds for all t ∈ I.

We are now in a position two summarize the results proven as
Satz 2.2.3 and Satz 2.2.4 of this dissertation:

Theorem. Let D = (D, D) be a strictly convex CD, γ : D → E a ho-
meomorphism onto a strictly aff1R2-convex subset E of R2. Let moreover
λ : D→ R2 be a continuous injective lineation (inducing an embedding
λ : D→ A2R of the CD into the real affine plane).

(a) If the SMH line system AD
γ is Desarguesian then there exists a

uniquely determined projective mapping µ ∈ PGL3R such that

(µ ◦ π) (x) =
(
π ◦ λ ◦ γ−1) (x) for all x ∈ ∂E. (♠)

(b) If there exists a projective map µ ∈ PGL3R such that ♠ holds,
then the mapping

Λ : R2 −→ P2R, x 7→
{ (

π ◦ λ ◦ γ−1
)
(x) for x ∈ E,

(µ ◦ π)(x) for x ∈ R2 r E◦

is an injective, continuous, and open lineation from AD
γ into the

real projective plane P2R, which induces an open embedding (of
incidence structures) Λ : AD

γ → P2R. Thus AD
γ is Desarguesian.
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In order to be able to apply this criterion to concrete examples, a
method is needed that allows one to test two given curves, which
are defined on the same parameter domain, for projective equiva-
lence. For sufficiently smooth curves, techniques from Projective
Differential Geometry can be used to this end. We elaborate the
theory underlying these techniques in Chapter 3, from which we
now quote the salient points.

Definition (Cf. Definition 3.2.1). Let x : I→ R2 be a parameterized
curve that is at least thrice continuously differentiable. Any C3-
map X : I→ R3, t 7→ X(t) having the property that〈 X1(t)

X2(t)

X3(t)

〉 = (π ◦ x) (t) for all t ∈ I

will be called a projective representation of x.

Definition (Cf. Definition 3.2.10). Given a parameterized curve
x : I→ R2 and a projective representation X of x we call the equa-
tion

X ′′′(t) = α(t)X(t) + β(t)X ′(t) + γ(t)X ′′(t)

the general fundamental equation of X. In case γ(t) = 0 for all t ∈ I,
we say that the fundamental equation of X is of special form.

In Chapter 3 we demonstrate for any plane curve x the existence
of a projective representation X whose fundamental equation is
of special form, and we elaborate how to construct such a repre-
sentation for a given curve x. Moreover, we show that the special
fundamental equation is uniquely determined by the plane cur-
ve x. That is, uniquely determined coefficient functions αx and
βx are associated to each plane curve x. Based on these results,
we proceed to state the following theorem, which is of pivotal
importance for our intents.

Theorem (Cf. Satz 3.3.2). Two parameterized curves x : I → R2 and
y : I → R2 are pointwise projectively equivalent if and only if the re-
spective associated functions αx, βx, αy, and βy fulfill the conditions
αx = αy and βx = βy.
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In Chapter 4, we apply the methods outlined here to the original
example presented by Hilbert in 1899, and close relatives thereof.
Each of those planes employs a CD which is bounded by an ellipse
and whose line system consists of circular arcs all passing through
one fixed point in the exterior of the ellipse. In Section 4.3, we stu-
dy the set of those CDs with elliptic boundaries (and line systems
as just described) that satisfy the CD axioms. To this end, we use
the fact that an ellipse bounds a CD precisely if its image under
inversion is a closed and convex curve. In Section 4.4, we prove
that the planes resulting from this construction are Desarguesian
precisely for the special cases in which the ellipse is a circle. Sec-
tion 4.5 is dedicated to this special Desarguesian case. We analy-
ze and interpret geometrically the projective mapping which, for
each circle point embedded projectively, yields the same image
point as the inversion map.

In order to be able to construct and analyze models of SMH sys-
tems in three-dimensional space, we present a non-flat variant of
the notion of CDs (cf. Section 2.3). Such CDs are construed on
suitable surfaces, and the systems of geodesics constitute their
line systems. One obtains generalizations of the Hilbert planes
considered so far by using surfaces that permit (local) geodesic
mappings into the Euclidean plane. According to a classical result
by Beltrami [6], such surfaces have, of necessity, constant Gaussi-
an curvature. The criteria for Desarguesian Hilbert systems carry
over to the case of non-flat models (cf. Satz 2.3.8 and Satz 2.3.9).

Thus, we have laid the cornerstones for the explicit constructi-
on and analysis of non-flat Hilbert line systems. We use CDs
on a particular surface of revolution of positive Gaussian cur-
vature K, the so-called spindle surface. For values of K and the
radius a of the equator that satisfy 0 < a2 K < 1, a covering
map of this surface is given by f̃ :

(
π

2
√
K

, − π
2
√
K

)
× R → R3,

f̃(u, v) =
(
a cos

(√
Ku
)

cos v,a cos
(√
Ku
)

sin v, E(u)
)

with the
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elliptic integral

E(u) =

∫u
0

√
1 − a2 K sin2

(√
Kx
)
dx.

In Section 5.1 we study the local and global behavior of the geode-
sics on the spindle surface and procure explicit parameterizations
of these geodesics. We then ensure that suitable sections of the
spindle surface with planes that are parallel to the axis of rotation
do actually yield realizations of CDs in 3-space. Any such CD can
be embedded into the real affine plane via a local geodesic map-
pings that the spindle surface (as any constant-curvature surface)
permits. For a given point on the surface with azimuthal angle v0,
a local geodesic mapping λv0 is given by λv0 ◦ f−1

v0
, where

fv0 : Dv0 → R3, (u, v) 7→ f̃(u, v)

is the restriction of f̃ to a suitably chosen domain Dv0 (cf. Defini-
tion 5.1.1), and

λv0 : Dv0 → R2, (u, v) 7→

 tan
(
a
√
K (v− v0)

)
tan
(√
Ku
)

sec
(
a
√
K (v− v0)

)


is a geodesic parameter transformation (cf. Definition 1.3.42 and
Proposition 5.1.5).

In the final two sections of this thesis, we apply the methods esta-
blished in Chapters 2 and 3 to show that the Hilbert line system
construed by means of a concrete spindle surface is not Desargue-
sian. In order to do so, we demonstrate that the curve bounding
the CD on the surface and its image under λv0 are not pointwise
projectively equivalent (cf. Ergebnis 5.3.7). The situation is quite
different, however, when the spindle surface is replaced with a
sphere, in which case a Desarguesian line system is obtained. To
handle the rather voluminous terms and lengthy calculations re-
quired to test the (transcendental) curves occurring here for pro-
jective equivalence, programs were written for and run within a
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computer algebra system. Listings of the computer programs are
shown in the appendix.

We conclude this summary by depicting the spindle surface plane
that we have analyzed. The figure below shows how three lines
that are confluent in the plane are modified by means of geo-
desic arcs on the surface. The three geodesics and, consequently,
the modified lines are not confluent. When placing the vertices of
two triangles with pairwise parallel sides onto the lines in the flat
part of the plane, we obtain a configuration of triangles that have
the ideal line as axis but do not lie centrally. Consequently, this
Hilbert line system is a realization of a non-Desarguesian affine
plane in three-dimensional space.

xx



1 Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir die für die vorliegende Arbeit
grundlegenden Begriffe und Resultate zusammen. Da wir Struk-
turen der Topologischen Geometrie mit für uns interessanten in-
zidenzgeometrischen Eigenschaften aus Teilstrukturen konstruie-
ren, die wir differentialgeometrisch beschreiben, benötigen wir
eine gewisse Auswahl von Grundlagen aus der Inzidenzgeome-
trie, der Topologischen Geometrie und der klassischen Differen-
tialgeometrie. Wir haben für unsere Darstellung einen Grad an
Ausführlichkeit gewählt, der sicherstellen soll, dass alle wesent-
lichen Grundtatsachen und Begründungszusammenhänge inner-
halb dieser Arbeit zur Verfügung stehen. Über die zitierte Litera-
tur sind die von uns nicht ausgeführten Beweise und technischen
Einzelheiten sowie weiterführende Resultate zugänglich.

1.1 Inzidenzgeometrische Grundlagen

1.1.1 Inzidenzstrukturen und Morphismen

Wir geben zunächst einige grundlegende Definitionen inzidenz-
geometrischer Strukturen an.

1.1.1 Definition. (a) Es seien P und L Mengen und F ⊆ P × L.
Dann heißt das Tripel (P,L, F) Inzidenzstruktur. Wir nennen
ein Paar (p, l) ∈ P × L inzident, falls (p, l) ∈ F gilt. Die Ele-
mente von P heißen Punkte, die Elemente von L heißen Blöcke
(bzw. Geraden, s.u.), die Elemente von F heißen Fahnen oder
Inzidenzen.

1



1 Grundlagen

(b) Für ein Element l ∈ L heißt Pl := {p ∈ P
∣∣ (p, l) ∈ F} die

Punktreihe von l.

(c) Für einen Punkt p ∈ P heißt Lp := {l ∈ L
∣∣ (p, l) ∈ F} das

Büschel des Punktes p.

1.1.2 Definition. Eine Inzidenzstruktur (P,L, F) heißt partieller li-
nearer Raum, wenn es zu je zwei voneinander verschiedenen Punk-
ten p,q ∈ P höchstens ein Element l ∈ L mit {p,q} ⊆ Pl gibt.

1.1.3 Definition. Eine Inzidenzstruktur (P,L, F) wird als linearer
Raum bezeichnet, wenn die Punktreihe Pl jedes Blocks l ∈ L min-
destens zweielementig ist und es zu je zwei voneinander verschie-
denen Punkten p,q ∈ P genau einen Block l ∈ L mit {p,q} ⊆ Pl
gibt.

Insbesondere, wenn (P,L, F) ein linearer Raum ist, werden die Ele-
mente von L Geraden genannt, das Büschel Lp eines Punktes p ∈ P
wird dann als Geradenbüschel bezeichnet. In Fällen, in denen bei
gegebener Punktmenge P und Geradenmenge L unterschiedliche
Fahnenmengen F und G zu behandeln sind, verwenden wir zur
Verdeutlichung auch Bezeichnungen wie F-Geradenbüschel eines
Punktes von p ∈ P bzw. F-Punktreihe einer Geraden l ∈ L.

1.1.4 Bemerkung. Es sei S = (P,L, F) ein linearer Raum. Dann ist
jede Unterinzidenzstruktur U = (Q,M,G) mit Q ⊆ P, M ⊆ L und
G ⊆ F ∩ (Q×M) ein partieller linearer Raum.

1.1.5 Definition. Es sei (P,L, F) ein linearer Raum.

(a) Eine Menge von Punkten A ⊆ P heißt kollinear in (P,L, F),
wenn eine Gerade l ∈ L mit A ⊆ Pl existiert.

(b) Eine Menge von Geraden B ⊆ L heißt konfluent in (P,L, F),
wenn ein Punkt p ∈ P derart existiert, dass für alle l ∈ B die
Beziehung p ∈ Pl gilt.

(c) Für zwei voneinander verschiedene Punkte p und q von P
bezeichne p∨q die (in Definition 1.1.3 postulierte) eindeutig
bestimmte Gerade l ∈ L mit {p,q} ⊆ Pl. Diese heiße Verbin-
dungsgerade der Punkte p und q.
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1.1 Inzidenzgeometrische Grundlagen

1.1.6 Lemma. In einem linearen Raum (P,L, F) ist die Schnittmenge
der Punktreihen je zweier voneinander verschiedener Geraden höchstens
einelementig.

Beweis durch Kontraposition. Falls für zwei Geraden l,m ∈ L zwei
voneinander verschiedene Punkte p,q ∈ Pl ∩ Pm existieren, so
gilt wegen der Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden p ∨ q die
Identität l = m.

Nachdem wir die Bezeichnungen inzidenzgeometrischer Objekte
fixiert haben, führen wir die zugehörigen Morphismen ein.

1.1.7 Definition. Es seien (P,L, F) und (Q,M,G) Inzidenzstruktu-
ren und α : P → Q, β : L→M Abbildungen.

(a) Es heißt (α,β) : (P,L, F) → (Q,M,G) Morphismus (von In-
zidenzstrukturen), falls für die Abbildung α × β : P × L →
Q ×M, (p, l) 7→

(
α(p),β(l)

)
die Inklusion (α× β) (F) ⊆ G

gilt.

(b) Ein Morphismus (α,β) : (P,L, F) → (Q,M,G) heißt Mono-
morphismus (von Inzidenzstrukturen), falls α und β beide in-
jektiv sind.

(c) Ein Morphismus (α,β) : (P,L, F) → (Q,M,G) heißt Isomor-
phismus (von Inzidenzstrukturen), falls α und β beide bijektiv
sind und

(
α−1,β−1

)
: (Q,M,G)→ (P,L, F) Morphismus ist.

(d) Ein Isomorphismus (α,β) : (P,L, F) → (P,L, F) heißt Auto-
morphismus der Inzidenzstruktur (P,L, F).

Blöcke von Inzidenzstrukturen sind im Allgemeinen nicht durch
ihre Punktreihen festgelegt. Das folgende Lemma beschreibt einen
kanonischen Isomorphismus für diejenigen Inzidenzstrukturen,
in denen sich Blöcke mit ihren Punktreihen identifizieren las-
sen.
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1 Grundlagen

1.1.8 Lemma. Es sei (P,B, F) eine Inzidenzstruktur mit der Eigen-
schaft, dass für alle b, c ∈ B aus der Gleichung Pb = Pc die Identität
b = c folgt. Dann gelten die beiden folgenden Aussagen:

(a) Die Abbildungen

ϕB : B→
{
Pb | b ∈ B

}
, b 7→ Pb und

ϕF : F→
{
(a, Pb) | (a,b) ∈ F

}
, (p,b) 7→ (p, Pb)

sind bijektiv.

(b) Es ist (idP,ϕB) : (P,B, F) →
(
P,
{
Pb | b ∈ B

}
,∈
)

ein Isomor-
phismus von Inzidenzstrukturen.

1.1.9 Bemerkung. Die Voraussetzungen von Lemma 1.1.8 sind
insbesondere für lineare Räume erfüllt.

1.1.10 Definition. Es seien (P,L, F) und (Q,M,G) lineare Räume,
und es seien α : P → Q und β : L→M injektive Abbildungen der-
art, dass (p, l) ∈ F genau dann zutrifft, wenn (α(p),β(l)) ∈ G gilt.
In diesem Falle heißt (α,β) Einbettung von (P,L, F) in (Q,M,G).

1.1.11 Bemerkungen. (a) Für eine Einbettung (α,β) ist ausge-
schlossen, dass ein Bildpunkt α(p) inzident mit einer Bild-
geraden β(l) ist, wenn nicht bereits p und l inzident sind.

(b) Eine Einbettung (α,β) ist insbesondere ein Monomorphis-
mus von Inzidenzstrukturen. Dagegen braucht ein Mono-
morphismus noch keine Einbettung zu sein, vgl. Bemer-
kung 1.1.18.

(c) Für eine Einbettung (α,β) : (P,L, F) → (Q,M,G) sei α
∣∣α(P)

die Korestriktion von α auf α(P) und β
∣∣β(L) die Korestrik-

tion von β auf β(L). Dann ist
(
α
∣∣α(P),β

∣∣β(L)
)

: (P,L, F) →(
α(P),β(L), (α × β)(F)

)
ein Isomorphismus von Inzidenz-

strukturen.
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1.1 Inzidenzgeometrische Grundlagen

Wir wollen im Folgenden näher beleuchten, welche Anforde-
rungen an die Abbildungen zwischen den Punktmengen linea-
rer Räume zu stellen sind, damit sich Morphismen (Monomor-
phismen, Isomorphismen) ergeben, und so in formaler Hinsicht
die Verbindung zu den Literaturstellen herstellen, an denen mit
Punktabbildungen gearbeitet wird, ohne dass die zugehörigen
Geradenabbildungen explizit erwähnt werden.1

1.1.12 Definition. Für lineare Räume (P,L, F) und (Q,M,G) heißt
eine Abbildung α : P → Q Lineation von (P,L, F) nach (Q,M,G),
wenn es zu jedem l ∈ L ein m ∈M mit α (Pl) ⊆ Pm gibt.

1.1.13 Lemma. Es sei A ⊆ P eine in (P,L, F) kollineare Menge von
Punkten und α : P → Q eine Lineation von (P,L, F) nach (Q,M,G).
Dann ist die Menge α(A) kollinear in (Q,M,G).

Beweis. Falls A ⊆ P eine in (P,L, F) kollineare Menge von Punkten
ist, so existiert eine Gerade l mit A ⊆ Pl. Für eine Lineation α
von (P,L, F) nach (Q,M,G) existiert nach Definition eine Gerade
m ∈M mit α (Pl) ⊆ Pm. Insgesamt gilt also α(A) ⊆ α (Pl) ⊆ Pm,
d.h. die Menge α(A) der Bildpunkte ist kollinear in (Q,M,G).

Jede Lineation erhält also die Kollinearität von Punkten. Wir wol-
len nun insbesondere injektive Lineationen charakterisieren.

1.1.14 Lemma. Es seien (P,L, F) und (Q,M,G) lineare Räume, und
es sei α : P → Q eine injektive Abbildung. Dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

(a) Falls p, q und r drei voneinander verschiedene, in (P,L, F) kolli-
neare Punkte sind, so ist die Menge

{
α(p),α(q),α(r)

}
der Bild-

punkte kollinear in (Q,M,G).

(b) α ist Lineation von (P,L, F) nach (Q,M,G).

1 Vgl. Abschnitt 1.2.2.
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Beweis. (a)⇒ (b): Es gelte die Aussage, dass die Bilder dreier von-
einander verschiedener kollinearer Punkte kollinear sind, und es
sei l ∈ L. Da (P,L, F) ein linearer Raum ist, enthält Pl mindes-
tens zwei Punkte p und q, die unter der injektiven Abbildung
α auf voneinander verschiedene Punkte α(p) und α(q) abgebil-
det werden. Diese Bildpunkte liegen, da (Q,M,G) ein linearer
Raum ist, auf einer eindeutig bestimmten Verbindungsgeraden
m := α(p) ∨ α(q). Falls Pl zweielementig ist, so gilt α

(
Pl
)
⊆ Pm,

und wir sind fertig. Im Falle |Pl| > 2 folgern wir für jeden weite-
ren Punkt r ∈ Pl r {p,q} durch Anwendung von Aussage (a) auf
die Menge {p,q, r}, dass α(r) ∈ Pm gilt. Somit ist auch in diesem
Fall α

(
Pl
)

inPm enthalten, d.h. α ist eine Lineation von (P,L, F)
nach (Q,M,G).

Die Implikation (b)⇒ (a) folgt unmittelbar aus Lemma 1.1.13.

1.1.15 Lemma. Es seien (P,L, F) und (Q,M,G) lineare Räume. Dann
ist durch jede injektive Lineation α : P → Q eine Geradenabbildung
βα : L → M eindeutig bestimmt, und es ist (α,βα) : (P,L, F) →
(Q,M,G) ein Morphismus von Inzidenzstrukturen.

Beweis. Es sei l ∈ L. Da α Lineation ist, existiert eine Gerade
m ∈ M mit α(Pl) ⊆ Pm. Es bleibt zu zeigen, dass m eindeu-
tig bestimmt ist. Sei m ′ ∈ M und α(Pl) ⊆ Pm ′ . Dann haben
Pm und Pm ′ die Punkte in α(Pl) gemein. Da mit der Geraden l
in dem linearen Raum (P,L, F) mindestens zwei Punkte inzident
sind, ist α(Pl) wegen der Injektivität von α mindestens zweiele-
mentig. Aus der Eigenschaft von (Q,M,G) als linearer Raum folgt
somit m = m ′. Mit βα(l) := m folgt für alle p ∈ Pl, mithin für
alle (p, l) ∈ F, die Beziehung

(
α(p),βα(l)

)
∈ G.

1.1.16 Bemerkungen.

(a) In der Situation von Lemma 1.1.15 nennen wir βα die von α
induzierte Geradenabbildung und (α,βα) den von α induzierten
Morphismus.
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1.1 Inzidenzgeometrische Grundlagen

(b) Die Aussage von Lemma 1.1.15 gilt auch unter den schwä-
cheren Voraussetzungen, dass (Q,M,G) ein partieller linea-
rer Raum und (P,L, F) eine Inzidenzstruktur ist, in der die
Punktreihe jeder Geraden mindestens zwei Punkte enthält.

(c) Eine injektive Lineation garantiert noch keine injektive Ge-
radenabbildung, wie aus Lemma 1.1.17 deutlich wird, vgl.
auch Bemerkung 1.1.28 (b).

1.1.17 Lemma. Für lineare Räume (P,L, F) und (Q,M,G) sei α : P →
Q eine injektive Lineation von (P,L, F) nach (Q,M,G) und β : L→M

die von α induzierte Geradenabbildung.

(a) Falls ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (p, l) /∈ F existiert,
das auf ein inzidentes Paar

(
α(p),β(l)

)
∈ G abgebildet wird, so

ist β nicht injektiv.

(b) Falls β injektiv ist, so ist (α,β) : (P,L, F)→ (Q,M,G) eine Ein-
bettung.

Beweis. (a) Es sei l ∈ L und p ∈ P r Pl, dann existieren vonein-
ander (und von p) verschiedene Punkte q,q ′ ∈ Pl. Wir be-
trachten nun die (eindeutig bestimmte) Gerade m := p ∨ q.
Es ist m 6= l, denn sonst gälte Pl = Pm nach Bemerkung
1.1.9, im Widerspruch zur Voraussetzung. Wegen der In-
jektivität von α sind α(p), α(q) und α(q ′) paarweise ver-
schieden. Die Abbildung β ordnet m die Gerade β(m) :=

α(p) ∨ α(q) und l = q∨ q ′ die Gerade β(l) := α(q) ∨ α(q ′)
zu. Der Punkt α(q) inzidiert also mit den Geraden β(l)

und β(m), und der Punkt α(p) ist inzident mit β(m). Da
(Q,M,G) ein linearer Raum ist, kann es zu den beiden
Punkten α(p) und α(q) nur eine Gerade α(p) ∨ α(q) ge-
ben. Falls also α(p) mit β(l) inzidiert, so gilt notwendig
β(l) = β(m), und es folgt, dass die Abbildung β nicht injek-
tiv ist.

(b) Die Aussage folgt nach Kontraposition von Aussage (a) di-
rekt aus Definition 1.1.10.
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1.1.18 Bemerkung. Wir weisen darauf hin, dass die Aussage (a)
von Lemma 1.1.17 im Allgemeinen nicht gilt, wenn (P,L, F) ledig-
lich ein partieller linearer Raum ist. So gibt es etwa Monomor-
phismen der (abstrakten) Desargueskonfiguration (vgl. Definiti-
on 1.1.40) in die reelle projektive Ebene, bei denen in der Bildkon-
figuration zusätzliche Inzidenzen bestehen, so etwa in der Situa-
tion des ”kleinen Satzes von Desargues“ (vgl. Definition 1.1.46).

Wenngleich injektive Lineationen, wie eben beobachtet, nicht in
jedem Fall Einbettungen liefern, so sind umgekehrt die Punktab-
bildungen von Einbettungen auch im Falle allgemeiner Inzidenz-
strukturen stets injektive Lineationen.

1.1.19 Lemma. Es seien (P,L, F) und (Q,M,G) Inzidenzstrukturen,
und es sei (α,β) eine Einbettung von (P,L, F) in (Q,M,G). Dann ist
die Abbildung α eine injektive Lineation von (P,L, F) nach (Q,M,G).

Beweis. Die Injektivität von α folgt direkt aus der Definition von
Einbettungen. Für jede Gerade l ∈ L und jeden Punkt p ∈ Pl
gilt nach Voraussetzung

(
α(p),β(l)

)
∈ G, also ist α(Pl) ⊆ Pβ(l),

somit ist α eine Lineation von (P,L, F) nach (Q,M,G).

1.1.20 Bemerkung. Falls (P,L, F) ein linearer Raum ist, so besitzt
auch die von (α,β) als Unterstruktur von (Q,M,G) induzierte In-
zidenzstruktur

(
α(P),β(L), (α×β)(F)

)
diese Eigenschaft. Auch in

diesem Fall kann es jedoch außerhalb von (α × β)(F) weitere Inzi-
denzen geben. So lassen sich Einbettungen denken, bei denen die
Schnittmenge der G-Punktreihen der β-Bilder zweier sich nicht
schneidender Geraden aus L nicht leer ist, oder bei denen gar die
G-Geradenbüschel zweier voneinander verschiedener Punkte aus
α(P) mehr als eine Gerade gemein haben.

Der letztere Fall kann nur eintreten, wenn Verbindungsgeraden
in der Zielstruktur (Q,M,G) nicht eindeutig sind, und aufgrund
dieser Mehrdeutigkeit lässt sich eine solche Einbettung nicht durch
Vorgabe einer injektiven Lineation gewinnen. Im Folgenden wol-
len wir derlei Komplikationen aus dem Weg gehen und uns für

8



1.1 Inzidenzgeometrische Grundlagen

solche Einbettungen interessieren, bei denen die Ausgangs- und
Zielstrukturen lineare Räume sind.

1.1.21 Lemma. Es seien (P,L, F) und (Q,M,G) lineare Räume, und
es sei α : P → Q eine injektive Lineation von (P,L, F) nach (Q,M,G).
Dann sind die beiden folgenden Aussagen äquivalent:

(a) Die von α nach Lemma 1.1.15 induzierte Geradenabbildung
β : L→M ist injektiv.

(b) Drei voneinander verschiedene Punkte p, q und r in P sind kolli-
near in (P,L, F), wenn ihre Bilder α(p), α(q) und α(r) kollinear
in (Q,M,G) sind.

Beweis. (a) ⇒ (b): Es sei die Geradenabbildung β injektiv. Wir
zeigen, dass die Kontraposition der Aussage (b) gilt. Es seien
also p, q und r drei voneinander verschiedene, nicht kollinea-
re Punkte. Dann sind die Geraden l := p ∨ q und l ′ := q ∨ r

voneinander verschieden, also sind auch β(l) = α(p) ∨ α(q) und
β(l ′) = α(q)∨α(r) wegen der Injektivität von β voneinander ver-
schieden. Dann kann aber α(r) ∈ Pβ(l) nicht gelten, das heißt, die
Menge

{
α(p),α(q),α(r)

}
ist nicht kollinear in (Q,M,G).

(b) ⇒ (a): Es gelte Aussage (b), und es seien l und l ′ zwei von-
einander verschiedene Geraden in L. Dann existieren wenigstens
zwei voneinander verschiedene Punkte p und q in Pl sowie min-
destens ein von p und q verschiedener Punkt r in Pl ′ . Denn gäbe
es letzteren nicht, so wäre die Menge der zwei Punkte in Pl ′ , de-
ren Existenz durch die Definition des linearen Raums gesichert
ist, identisch mit {p,q}, und es gälte l = l ′, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Nach Aussage (b) ist die Menge

{
α(p),α(q),α(r)

}
nicht kollinear. Die Bildgeraden β(l) = α(p)∨α(q) und β(l ′) sind
also nicht identisch, denn sonst gälte Pβ(l) = Pβ(l ′), also insbe-
sondere α(r) ∈ Pβ(l), ein Widerspruch. Damit ist β injektiv.

Wir fassen die bislang diskutierten Zusammenhänge im folgen-
den Korollar zusammen.

9
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1.1.22 Korollar. Es seien (P,L, F) und (Q,M,G) lineare Räume, und
es sei α : P → Q eine injektive Abbildung mit der Eigenschaft, dass drei
voneinander verschiedene Punkte p, q und r in P genau dann kollinear
in (P,L, F) sind, wenn ihre Bilder α(p), α(q) und α(r) kollinear in
(Q,M,G) sind. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es ist α eine Lineation von (P,L, F) nach (Q,M,G).

(b) Die von α induzierte Geradenabbildung β : L→M ist injektiv.

(c) Der Monomorphismus (α,β) : (P,L, F) → (Q,M,G) ist eine
Einbettung von (P,L, F) in (Q,M,G).

Beweis. Aussage (a) folgt direkt aus 1.1.14, (b) ist eine direkte Kon-
sequenz von Lemma 1.1.21, und (c) ist unmittelbare Folge von
Lemma 1.1.17.

Für eine direkte Anwendung in Kapitel 2, nämlich den Beweis von
Satz 2.2.4, wenden wir die Formulierung noch einmal anders:

1.1.23 Lemma. Es seien (P,L, F) und (Q,M,G) lineare Räume, und es
sei α : P → Q eine injektive Lineation. Dann sind die folgenden Aussa-
gen äquivalent:

(a) Die von α induzierte Geradenabbildung β : L→M ist injektiv.

(b) Der Monomorphismus (α,β) : (P,L, F) → (Q,M,G) ist eine
Einbettung.

(c) Drei voneinander verschiedene Punkte p, q und r in P sind genau
dann kollinear in (P,L, F), wenn ihre Bilder α(p), α(q) und α(r)

kollinear in (Q,M,G) sind.

Beweis. Die Implikation (b) ⇒ (a) ist klar, die Umkehrung wur-
de in Lemma 1.1.17 bewiesen. Die Implikation (c) ⇒ (a) folgt aus
Lemma 1.1.21, die Umkehrung aus der Kombination von Lem-
ma 1.1.14 und Lemma 1.1.21.

10
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Wir greifen nun den zuvor geknüpften Faden wieder auf und
konstatieren, dass sich im Falle bijektiver Lineationen sogar die
Surjektivität der Geradenabbildung ergibt.

1.1.24 Lemma. Für lineare Räume (P,L, F) und (Q,M,G) sei α : P →
Q eine bijektive Lineation von (P,L, F) nach (Q,M,G). Dann ist die
von α induzierte Geradenabbildung β : L→M surjektiv.

Beweis. Es seim ∈M. Dann existieren zwei voneinander verschie-
dene Punkte q,q ′ ∈ Q mit {q,q ′} ⊆ Pm, die durch α−1 auf die
voneinander verschiedenen Punkte α−1(q) und α−1(q ′) abgebil-
det werden. Da (P,L, F) ein linearer Raum ist, existiert genau eine
Gerade l ∈ L mit {α−1(q),α−1(q ′)} ⊆ Pl. Es folgt m = β(l), denn
q,q ′ legen (wegen der Wohldefiniertheit von β) einerseits die Ge-
rade β(l) und andererseits (nach Voraussetzung) die Gerade m
fest. Wir folgern, dass zu jedem m ∈ M ein Urbild unter β exis-
tiert, also ist β surjektiv.

Wir nehmen Korollar 1.1.22 und Lemma 1.1.24 zum Anlass für
die folgende Definition.

1.1.25 Definition. Es seien (P,L, F) und (Q,M,G) lineare Räume.
Eine bijektive Abbildung α : P → Q heißt Kollineation von (P,L, F)
nach (Q,M,G), falls drei voneinander verschiedene Punkte p,q, r
von P genau dann kollinear in (P,L, F) sind, wenn α(p), α(q), α(q)

kollinear in (Q,M,G) sind.

1.1.26 Lemma. Es seien (P,L, F) und (Q,M,G) lineare Räume, und es
sei α eine Kollineation von (P,L, F) nach (Q,M,G). Dann ist der von
α induzierte Morphismus ein Isomorphismus von Inzidenzstrukturen.

Beweis. Die von α induzierte Geradenabbildung β : L → M ist
nach Korollar 1.1.22 injektiv und nach Lemma 1.1.24 surjektiv. Es
bleibt noch zu zeigen, dass

(
α−1,β−1

)
ein Morphismus ist: Für

(q,m) ∈ G setzen wir p := α−1(q) und l := β−1(m). Nach Lemma
1.1.17 folgt aus (α(p),β(l)) = (q,m) ∈ G, dass (p, l) ∈ F gilt. Somit
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besteht die Inklusion
(
α−1 × β−1

)
(G) ⊆ F, mithin ist

(
α−1,β−1

)
ein Morphismus.

In Kapitel 2 werden wir die Punktmenge einer gegebenen Inzi-
denzstruktur vermöge einer injektiven Abbildung, an die noch
topologische Anforderungen gestellt werden, in eine vorgelegte
Zielmenge ”transportieren“. Mit dem folgenden Lemma verge-
wissern wir uns der Tatsache, dass die inzidenzgeometrischen Ei-
genschaften hierbei korrekt übertragen werden.

1.1.27 Lemma. Es sei D eine Menge und D ⊆ P(D) ein System von
Teilmengen von D derart, dass S := (D, D,∈) ein linearer Raum ist.
Ferner sei A eine Menge und γ : D → A eine injektive Abbildung.
Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Die Abbildung γ ′, die jeder Geraden l ∈ D die Teilmenge γ(l) ={
γ(p) | p ∈ l

}
von A zuordnet, ist injektiv.

(b) Die Inzidenzstruktur T :=
(
γ(D),γ ′(D),∈

)
ist ein linearer

Raum.

(c) Die Punktabbildung γ ist eine Lineation von S nach T, und die
von dieser injektiven Lineation nach Lemma 1.1.15 induzierte Ge-
radenabbildung βγ stimmt auf D mit γ ′ überein.

(d) Die Korestriktion γ
∣∣γ(D)

: D → γ(D) ist eine Kollineation, und

das Paar
(
γ
∣∣γ(D), γ ′

∣∣γ ′(D)
)

: S → T ist ein Isomorphismus
von Inzidenzstrukturen.

Beweis. (a) Es seien l,m ∈ D mit γ ′(l) = γ ′(m), d.h. γ(l) =

γ(m). Wegen der Injektivität von γ gilt l =
(
γ−1 ◦ γ

)
(l) und(

γ−1 ◦ γ
)
(m) = m, aus der Voraussetzung γ(l) = γ(m) folgt

somit l = m, also ist γ ′ injektiv.

(b) Da S nach Voraussetzung ein linearer Raum ist, besitzt jede
Gerade aus D mindestens zwei voneinander verschiedene
Punkte; wegen der Injektivität von γ ist daher auch jede Ge-
rade in γ ′(D) mindestens zweipunktig.

12
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Ferner existiert zu je zwei voneinander verschiedene Punk-
ten p und q in γ(D) genau eine Gerade aus γ ′(D), die
{p,q} enthält, und zwar das Bild der Verbindungsgeraden
γ−1(p) ∨ γ−1(q) ∈ D unter γ ′.

(c) ist klar.

(d) Die Abbildung γ
∣∣γ(D) ist bijektiv. Es seien drei Punkte p,

q, r kollinear in T. Dann existiert eine Gerade l ∈ D mit
{p,q, r} ⊂ γ ′(l), folglich sind die Urbilder der drei Punkte
in l = γ ′−1 (γ ′(l)) enthalten. Damit ist γ

∣∣γ(D) Kollineation.

Mit Aussage c), der Feststellung βγ = γ ′
∣∣γ ′(D) sowie Lem-

ma 1.1.26 folgt, dass
(
γ
∣∣γ(D), γ ′

∣∣γ ′(D)
)

ein Isomorphismus
ist.

Im Hinblick auf die Untersuchungen in Kapitel 2 wollen wir noch
die Fälle betrachten, in denen auf der Menge A bereits ein Men-
gensystem A so ausgezeichnet ist, dass sich ein linearer Raum
ergibt.

1.1.28 Bemerkungen. Es seien A und D Mengen und D ⊆ P(D)

bzw. A ⊆ P(A) Systeme von Teilmengen derart, dass S =

(D, D,∈) und A := (A, A,∈) lineare Räume sind. Ferner sei
γ : D → A injektiv, und es sei γ ′ die Abbildung, die jeder Ge-
raden l ∈ D die Teilmenge γ(l) =

{
γ(p) | p ∈ l

}
von A zuordnet.

(a) Im Allgemeinen ist die zu S isomorphe Inzidenzstruktur(
γ(D),γ ′(D),∈

)
völlig unabhängig von A. Die folgenden

Bemerkungen beziehen sich auf Fälle, in denen γ eine (in-
jektive) Lineation von S nach A ist, in denen also zu jedem
Element l ′ ∈ γ ′(D) ein Element m ∈ A mit l ′ ⊆ m existiert.

(b) Wie bereits erwähnt (vgl. Lemma 1.1.17), ist die von der
injektiven Lineation γ induzierte Geradenabbildung βγ im
Allgemeinen nicht injektiv. Zur Veranschaulichung betrach-
te man etwa die linearen Räume S :=

(
4,
(4

2

)
,∈
)

und A :=

13
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(
4,
{
{0, 1}, {0, 2}, {0, 3}, {1, 2, 3}

}
,∈
)

sowie die Lineation γ =

id.2 Es gilt hier βγ
(
{1, 2}

)
= βγ

(
{2, 3}

)
) = {1, 2, 3}.

(c) Am vorigen Beispiel sieht man ferner, dass sich γ ′ sehr wohl
von βγ unterscheiden kann. So gilt etwa γ ′

(
{1, 2}

)
= {1, 2} 6=

{1, 2, 3} = βγ
(
{1, 2}

)
).

In Kapitel 2 werden wir unser Augenmerk jedoch auf Inzidenz-
strukturen und Lineationen richten, bei denen die Nichtinjekti-
vität der Geradenabbildung ausgeschlossen werden kann, vgl.
Lemma 2.1.13.

1.1.29 Lemma. Es seien S = (D, D,∈) und A = (A, A,∈) lineare
Räume, und es sei γ : D → A eine injektive Lineation von S nach A.
Ferner sei γ ′ die Abbildung, die jeder Geraden l ∈ D die Teilmenge γ(l)

von A zuordnet. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) Die von γ induzierte Geradenabbildung βγ : D → A ist injektiv
(und der Morphismus (γ,βγ) : S→ A ist eine Einbettung).

(b) Für jede Gerade l ∈ D gilt γ ′(l) = βγ(l) ∩ γ(D).

Beweis. (a) ⇒ (b): Es sei βγ injektiv und es sei l ∈ D. Dass
γ ′(l) ⊆ βγ(l) ∩ γ(D) gilt, ist klar, wir weisen die umgekehrte In-
klusion nach. Es sei also y ∈ βγ(l) ∩ γ(D), und es sei x der Punkt
aus D mit γ(x) = y. Mit der Absicht, einen Widerspruch her-
beizuführen, nehmen wir an, dass y nicht auf γ ′(l) und x somit
nicht auf l liegt. Für einen beliebigen Punkt p ∈ l ist die Gera-
de g := p ∨ x dann von l verschieden. Die Punkte γ(p) und γ(x)

sind wegen der Injektivität von γ voneinander verschieden, ihre
Verbindungsgerade ist βγ(g). Da andererseits nach Konstruktion
γ(p) und γ(x) = y auf βγ(l) liegen, gilt βγ(g) = βγ(l) im Wider-
spruch zur Voraussetzung der Injektivität von βγ.

(b) ⇒ (a): Es sei Bedingung (b) erfüllt und es gelte βγ(l) =

βγ(m) für zwei Geraden l und m aus D. Unter Verwendung von

2 Hierbei ist 4 := {0, 1, 2, 3} und
(4

2

)
:=
{
M ⊂ 4

∣∣ |M| = 2
}

, vgl. Definition 1.1.40.
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γ ′(l) = βγ(l) ∩ γ(D) bzw. γ ′(m) = βγ(m) ∩ γ(D) folgt hieraus
γ ′(m) = γ ′(l), wegen der Injektivität von γ und damit von γ ′

(vgl. Lemma 1.1.27) gilt somit m = l, also ist βγ injektiv.

1.1.30 Lemma. Wenn eine der beiden in Lemma 1.1.29 genannten Be-
dingungen erfüllt ist, so sind die Inzidenzstrukturen

(
γ(D),γ ′(D),∈

)
und

(
γ(D),βγ(D),∈

)
isomorph.

Beweis. Wir zeigen, dass die Behauptung aus Aussage (b) des vor-
stehenden Lemmas folgt: Es gelte für jede Gerade l ∈ D die Iden-
tität γ ′(l) = βγ(l) ∩ γ(D). Die Punktabbildung id : γ(D) → γ(D)

ist bijektiv, ebenso die (wegen der Injektivität von γ ′ wohldefi-
nierte) Geradenabbildung, die jeder Geraden γ ′(l) ∈ γ ′(D) die
Gerade βγ(l) ∈ βγ(D) zuweist: Deren Surjektivität ist klar, die
Injektivität sieht man so ein: Falls βγ(l) = βγ(m) gilt, so folgt
γ ′(l) = βγ(l) ∩ γ(D) = βγ(m) ∩ ∩γ(D) = γ ′(m).

Wir haben schließlich zu zeigen, dass ein Punkt γ(p) genau dann
auf einer Geraden γ ′(l) liegt, wenn γ(p) mit βγ(l) inzidiert. Es
sei also γ(p) ∈ γ ′(l), dann liegt p nach Lemma 1.1.27 und Lem-
ma 1.1.17 auf l. Nach Definition von βγ gilt auch γ(p) ∈ βγ(l).
Es sei umgekehrt γ(p) ∈ βγ(l) ∩ γ(D), dann folgt mit Teil (a)
von Lemma 1.1.29 die Beziehung p ∈ l ∩ D und somit auch
γ(p) ∈ γ ′(l).

1.1.31 Bemerkung. Aufgrund der durch das vorstehenden Lem-
ma gesicherten Isomorphie dürfen wir uns Formulierungen er-
lauben, in denen von der bisherigen strengen Unterscheidung der
Geradenmengen γ ′(D) und βγ(D) abgewichen wird. Wir werden
allerdings bei der Definition induzierter Unterebenen eine ana-
loge Unterscheidung beachten, vgl. Definition 1.2.13 und Bemer-
kung 1.2.14.

Damit haben wir die Erörterung der für uns relevanten Aspek-
te allgemeiner linearer Räume (vgl. Bemerkung 1.1.9) und ihrer
Morphismen abgeschlossen. Zu Ende dieses Abschnitts erinnern
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wir an die Definitionen zweier spezieller Klassen von Inzidenz-
strukturen, die für alles Weitere wesentlich sind, nämlich die der
affinen bzw. projektiven Ebenen. Hierzu benötigen wir zunächst
den Begriff der Parallelität.

1.1.32 Definition. Zwei Geraden l und m eines linearen Raums
heißen parallel, falls (entweder) l = m oder Pl ∩ Pm = ∅ gilt. In
diesem Fall schreiben wir l ‖ m.

1.1.33 Definition. Ein linearer Raum A = (P,L, F) heißt affine
Ebene, falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(a) Die Geradenmenge L ist nicht leer, und es sind nicht alle
Punkte von P kollinear in A.

(b) Zu jedem Punkt p ∈ P und zu jeder Geraden l ∈ L existiert
genau eine zu l parallele Gerade l ′ ∈ Lp.

1.1.34 Definition. Ein linearer Raum P := (P,L, F) mit nichtleerer
Punktmenge P wird projektive Ebene genannt, falls die folgenden
Bedingungen erfüllt sind:

(a) Das Geradenbüschel Lp jedes Punktes p ∈ P enthält min-
destens drei Geraden, und die Punktreihe Pl jeder Geraden
l ∈ L enthält mindestens drei Punkte.

(b) Zu je zwei Geraden l und m in L existiert genau ein Punkt
p, welcher sowohl mit l als auch mit m inzident ist.

1.1.35 Bemerkung. In jeder projektiven Ebene existiert ein Vier-
eck in allgemeiner Lage, d.h. eine vierelementige Teilmenge V ⊂ P
mit der Eigenschaft, dass keine dreielementige Teilmenge von V
kollinear ist. Man kann dies bei der Definition projektiver Ebe-
nen zugrundelegen und zeigen, dass dann die Eigenschaft (a) aus
Definition 1.1.34 folgt, vgl. etwa [45].

Wir beschreiben nun noch die (engen) Beziehungen zwischen af-
finen und projektiven Ebenen.
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1.1.36 Definition. Es sei A = (P,L, F) eine affine Ebene. Dann ist ‖
eine Äquivalenzrelation auf L. Für l ∈ L bezeichne [l]‖ die Klasse
der zu l parallelen Geraden. Ferner sei L/ ‖:=

{
[l]‖
∣∣ l ∈ L} die

Menge aller Parallelklassen in L. Wir setzen

P := P ∪̇ L/‖,
L := L ∪ {L},

F := F ∪
{(

[l]‖, l
) ∣∣ l ∈ L} ∪ {([l]‖, {L}) ∣∣ l ∈ L}

und nennen A :=
(
P,L, F

)
den projektiven Abschluss oder die pro-

jektive Hülle von A.

Die eben eingeführte Bezeichnung wird durch den folgenden Satz
gerechtfertigt.

1.1.37 Satz. Es seien A und B affine Ebenen.

(a) Die nach Definition 1.1.36 konstruierte projektive Hülle A von A
ist eine projektive Ebene.

(b) Zu jedem Isomorphismus (von Inzidenzstrukturen) Φ : A → B
existiert genau ein Isomorphismus Φ : A → B, welcher Φ fort-
setzt.

Beweis. Dieser Satz gehört zur inzidenzgeometrischen Folklore,
ein detailierter Beweis wird zum Beispiel in [57] vorgeführt.

1.1.38 Lemma und Definition. Es sei P = (P,L, F) eine projekti-
ve Ebene, und es sei w ∈ L. Dann ist die Inzidenzstruktur Pw :=(
P r Pw,Lr {w}, Fr

{
(p,w) | p ∈ F

})
eine affine Ebene. Diese be-

zeichnen wir als affine Ableitung von P an der Geraden w.

1.1.39 Bemerkungen. (a) In der Situation von Lemma 1.1.38
wird w häufig als Ferngerade von Pw bezeichnet.
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(b) Für voneinander verschiedene Geraden v,w ∈ L sind die
affinen Ableitungen Pv und Pw im Allgemeinen nicht iso-
morph. Falls es jedoch einen Automorphismus Φ von P mit
einer Geradenabbildung Φ derart gibt, dass Φ(v) = w gilt,
so induziert Φ einen Isomorphismus von Pv nach Pw.

1.1.2 Desarguessche projektive und affine Ebenen

Wir formulieren die Desargues-Eigenschaft in der Sprache der
Morphismen von Inzidenzstrukturen und erweitern die übliche
Definition auf partielle lineare Räume. Im weiteren Verlauf die-
ses Abschnitts diskutieren wir Konsequenzen des so gewonnenen
Begriffs.

1.1.40 Definition. Es sei Ω := {0, 1, 2, 3, 4}, und für k ∈ {2, 3} sei(
Ω
k

)
:= {M ⊆ Ω

∣∣ |M| = k}. Ferner sei C die Inklusionsrelation auf(
Ω
2

)
×
(
Ω
3

)
, d.h. es gelte (M,N) ∈ C für M ∈

(
Ω
2

)
und N ∈

(
Ω
3

)
genau dann, wenn M eine Teilmenge von N ist.

(a) Die Inzidenzstruktur D :=
((
Ω
2

)
,
(
Ω
3

)
,C
)

nennen wir (ab-
strakte) Desargues-Konfiguration.

(b) Für eine Fahne f ∈ C setzen wir Df :=
((
Ω
2

)
,
(
Ω
3

)
,Cr {f}

)
.

Für den speziellen Fall fs :=
(
{2, 4}, {2, 3, 4}

)
schreiben wir

C ′ := Cr {fs} und D ′ := Dfs .

1.1.41 Definition (Desargues-Eigenschaft). Ein partieller linearer
Raum S = (P,L, F) heißt desarguessch, falls für jede Fahne f ∈ C
und für jeden Monomorphismus (α,β) : Df → S die Bedingung
(α× β)(f) ∈ F erfüllt ist.

Aus dem folgenden Lemma ergibt sich eine äquivalente, formal
schwächere Bedingung für die Desargues-Eigenschaft.

1.1.42 Lemma. Es sei Sym(5) die Gruppe der Permutationen auf Ω,
und die Abbildung ω : C × Sym(5) → C sei durch

(
(q,m),σ

)
7→

18
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(
σ(q),σ(m)

)
gegeben. Dann istω eine transitive Wirkung auf der Fah-

nenmenge C von D.

1.1.43 Korollar. Ein partieller linearer Raum S ist genau dann desar-
guessch, wenn für jeden Monomorphismus (α,β) : D ′ → S die Bedin-
gung α

(
{2, 4}

)
∈ Pβ({2,3,4}) erfüllt ist.

1.1.44 Bemerkungen.

(a) Wir werden die Desargues-Eigenschaft überwiegend im Fal-
le linearer Räume betrachten. Falls ein linearer Raum die
Desargues-Eigenschaft nach Definition 1.1.41 bzw. Korol-
lar 1.1.43 besitzt, so wird er desarguesscher linearer Raum hei-
ßen.

(b) Die abstrakte Desargues-Konfiguration D ist ein partieller
linearer Raum mit zehn Punkten, zehn Geraden und 30 In-
zidenzen.

(c) Jeder Monomorphismus µ : D ′ → S erzeugt eine Unter-
struktur von S mit zehn Punkten, zehn Geraden und min-
destens 29 Inzidenzen.

(d) Falls S desarguessch ist, so lässt sich jeder Monomorphis-
mus µ : D ′ → S auf D fortsetzen. Es ist dann µ(D) eine
Unterstruktur von S mit zehn Punkten, zehn Geraden und
mindestens 30 Inzidenzen. Es ist nicht ausgeschlossen, dass
µ(D) mehr als 30 Inzidenzen aufweist.

(e) Eine Konsequenz unserer Definition der Desargues-Eigen-
schaft ist, dass lineare Räume mit sehr wenigen Punkten
und Geraden automatisch desarguessch sind, dann nämlich,
wenn sie als Zielbereiche von Monomorphismen gar nicht in
Frage kommen.

Das folgende einfache Lemma über Unterstrukturen desargues-
scher linearer Räume wird sich später (zum Beweis von Satz 1.1.50)
als nützlich erweisen, vgl. Abbildung 1.4.
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1.1.45 Lemma. Es sei S = (P,L, F) ein desarguesscher linearer Raum.
Dann ist jede Unterinzidenzstruktur U = (Q,M,G) mit Q ⊆ P, M ⊆
L und G = F ∩ (Q×M) ein desarguesscher partieller linearer Raum.

Beweis. Nach Bemerkung 1.1.4 ist jede Unterstruktur U eines li-
nearen Raums S ein partieller linearer Raum. Falls die Bedin-
gung von Korollar 1.1.43 für jeden Monomorphismus µ : D ′ → S
erfüllt ist, so gilt dies a forteriori für jeden Monomorphismus
µ : D ′ → U.

Wir wollen nun den Anschluss an die übliche (geometrische)
Sicht- und Sprechweise im Zusammenhang mit der Desargues-
Eigenschaft herstellen. Hierzu demonstrieren wir, dass sich im
Falle eines desarguesschen linearen Raums S für einen Mono-
morphismus µ := (α,β) : D → S die Inzidenzstruktur (α,β)(D)

als Desargues-Figur mit dem Punkt α
(
{0, 1}

)
als Zentrum und der

Geraden β
(
{2, 3, 4}

)
als Achse interpretieren lässt:

Durch die Punkte α
(
{0, 2}

)
, α
(
{0, 3}

)
und α

(
{0, 4}

)
bzw. α

(
{1, 2}

)
,

α
(
{1, 3}

)
und α

(
{1, 4}

)
sind zwei Dreiecke festgelegt. Für jedes der

Dreiecke gilt, dass je eine Ecke auf einer der in α
(
0, 1
)

konfluenten
Geraden β

(
{0, 1, 2}

)
, β
(
{0, 1, 3}

)
bzw. β

(
{0, 1, 4}

)
liegt. Die beiden

Dreiecke sind somit in zentraler Lage mit Zentrum α(0, 1
)
. Die drei

Schnittpunkte der drei Geradenpaare β
(
{0, 2, 3}

)
und β

(
{1, 2, 3}

)
,

β
(
{0, 2, 4}

)
und β

(
{1, 2, 4}

)
sowie β

(
{0, 3, 4}

)
und β

(
{1, 3, 4}

)
liegen

auf einer Geraden, nämlich β
(
2, 3, 4

)
. Die beiden Dreiecke sind

somit in axialer Lage mit Achse β
(
2, 3, 4

)
.

Eine alternative Interpretation ergibt sich, wenn man die Drei-
ecke mit Ecken α

(
{0, 2}

)
, α
(
{1, 2}

)
und α

(
{2, 3}

)
bzw. α

(
{0, 4}

)
,

α
(
{1, 4}

)
und α

(
{3, 4}

)
betrachtet. Es liegen die drei Schnittpunk-

te der drei Geradenpaare β
(
{0, 1, 2}

)
und β

(
{0, 1, 4}

)
, β
(
{0, 2, 3}

)
und β

(
{0, 3, 4}

)
sowie β

(
{1, 2, 3}

)
und β

(
{1, 3, 4}

)
auf der Geraden

β
(
{0, 1, 3}

)
, die somit Achse ist. Die drei Verbindungsgeraden der

drei Punktepaare α
(
{0, 2}

)
und α

(
{0, 4}

)
, α
(
{1, 2}

)
und α

(
{1, 4}

)
so-

wie α
(
{2, 3}

)
und α

(
{3, 4}

)
sind in einem Punkt, dem Zentrum

α
(
{2, 4}

)
konfluent.
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1.1 Inzidenzgeometrische Grundlagen

Wenn von einer Inzidenzstruktur die Desargues-Eigenschaft erst
noch nachzuweisen ist, so betrachten wir für jeden Monomorphis-
mus µ := (α,β) : D ′ → S die Struktur µ(D ′). Es kann entweder
β
(
{2, 3, 4}

)
als Kandidat für die Achse interpretiert werden, dann

ergibt sich zwingend α
(
{0, 1}

)
als Zentrum der Figur. Interpretiert

man α
(
{2, 4}

)
als Kandidat für das Zentrum der Figur, ergibt sich

zwingend β
(
{0, 1, 3}

)
als Achse der Figur.

Ist die Desargues-Bedingung α
(
{2, 4}

)
∈ Pβ({2,3,4}) erfüllt, so be-

deutet dies in der ersteren Interpretation, dass β
(
{2, 3, 4} tatsächlich

Achse der Figur ist, in der letzteren Interpretation, dass die Ge-
raden β

(
{0, 2, 4}

)
, β
(
{1, 2, 4}

)
und β

(
{2, 3, 4}

)
im Punkte α

(
{2, 4}

)
konfluent sind, dass also α

(
{2, 4}

)
tatsächlich Zentrum der Figur

ist. Wir werden uns zumeist der ersten Interpretation anschlie-
ßen.

Im Falle affiner Ebenen konkurriert die von uns verwandte De-
finition der Desargues-Eigenschaft mit der folgenden, gemeinhin
üblichen (vgl. etwa [36]).

1.1.46 Definition. Es sei A eine affine Ebene.

(a) A heißt desarguessch, wenn folgende Aussage gilt: Liegen die
entsprechenden Ecken zweier Dreiecke jeweils auf genau ei-
ner von drei in A konfluenten Geraden, (den sogenannten
Trägergeraden), und sind zwei Paare entsprechender Drei-
ecksseiten parallel, so ist auch das dritte Paar entsprechen-
der Dreiecksseiten parallel.

(b) Falls die Aussage in (a) für den Fall paralleler Trägergeraden
zutrifft, so sagt man, dass in A der kleine (affine) Satz von
Desargues gilt.

1.1.47 Lemma. Für jede (im Sinne von Definition 1.1.46) desarguessche
affine Ebene gilt der kleine affine Satz von Desargues.

Beweis. Siehe etwa Satz 3.1 in [14] oder §2 von [36].
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Die Umkehrung von Lemma 1.1.47 ist nicht richtig, es gibt affine
Ebenen, in denen zwar der kleine affine Satz von Desargues gilt,
die aber die Desargues-Eigenschaft gemäß Definition 1.1.46 (a)
nicht besitzen (vgl. die Bemerkungen 1.1.67). Als Konsequenz von
Lemma 1.1.47 ergibt sich der wichtige, von uns als Satz 1.1.66
festgehaltene Sachverhalt, dass jede desarguessche affine Ebene
eine Translationsebene ist.

Unter Verwendung des projektiven Abschlusses übersetzen wir
die Bedingung in Definition 1.1.46 (a) so, dass Desargues-Figuren,
bei denen das Zentrum in A liegt und die Achse die Ferngera-
de ist, schließen (vgl. Definition 1.1.48). Entsprechend bedeutet
die Bedingung (b), dass Desargues-Figuren schließen, deren Ach-
se die Ferngerade ist und deren Zentrum auf der Ferngeraden
liegt.

1.1.48 Definition. Es sei A eine affine Ebene, A ihr nach Definition
1.1.36 konstruierter projektiver Abschluss und l die Ferngerade,
d.h. die Gerade von A, für die Al = A gilt. Falls für jeden Mo-
nomorphismus (α,β) : D ′ → A mit β({2, 3, 4}) = l die Relation
α
(
{2, 4}) ∈ Pl gilt, so wird A als desarguessche affine Ebene bezeich-

net.

Auf den im folgenden Lemma ausgedrückten Sachverhalt werden
wir in Kapitel 4 wieder zurückkommen.

1.1.49 Lemma. Eine affine Ebene A ist genau dann desarguessch, wenn
die folgende Aussage gilt: Sind die Seiten zweier Dreiecke paarweise pa-
rallel, so liegen die beiden Dreiecke zentral. 3

Beweis. Es sei A eine desarguessche Ebene, und es seien zwei
Dreiecke mit Eckpunkten p, q, r bzw. p ′, q ′, r ′ so gewählt, dass
entsprechende Seiten parallel sind. Wir betrachten zunächst den

3 Gemäß Definition 1.1.48 bezieht sich die zentrale Lage der beiden Dreiecke auf
den projektiven Abschluss A der affinen Ebene: Falls die Trägergeraden parallel
sind, so liegt das Zentrum auf der Ferngeraden.
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Z
p

q

r

r’

p’

q’

s

g

Abbildung 1.1: Zu Lemma 1.1.49 – der Fall konfluenter Geraden.

Fall, in dem sich die Geraden q∨ q ′ und r∨ r ′ in einem Punkt Z
treffen, wie in Abbildung 1.1 veranschaulicht. Zu zeigen ist, dass
auch die Gerade p ∨ p ′ durch den Punkt Z verläuft. Es bezeich-
ne g die Verbindungsgerade der Punkte Z und p, ferner sei s der
Schnittpunkt der Geraden g und p ′ ∨ r ′.

Da A nach Voraussetzung desarguessch ist, folgt aus der zentralen
Lage der Dreiecke mit Eckpunkten p, q, r bzw. s, q ′, r ′, dass die
Seiten pq und sq ′ (bzw. die Geraden p∨q und s∨q ′) parallel sind.
Da in der affinen Ebene A die Parallele zur Geraden pq durch
den Punkt q ′ eindeutig bestimmt ist, gilt sq ′ = p ′q ′. Aus der
Eindeutigkeit des Schnittpunkts der Geraden p ′ ∨ q ′ und p ′ ∨ r ′

folgt p ′ = s. Folglich liegt p ′ auf der Geraden g, d.h. p ∨ p ′ = g,
und damit ist gezeigt, dass die beiden Dreiecke zentral liegen.

Für den Fall, dass die Geraden q∨q ′ und r∨r ′ parallel sind, ist zu
zeigen, dass die Gerade p∨ p ′ derselben Parallelklasse angehört.
In diesem Fall bezeichne g die Parallele zur Geraden q∨q ′ durch
den Punkt p, ferner sei s der Schnittpunkt der Geraden g und
p ′∨ r ′, vgl. Abbildung 1.2. Da in A nach Lemma 1.1.47 der kleine
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p

q

r

p’

q’

r’

g:= ps || qq’

s

Abbildung 1.2: Zu Lemma 1.1.49 – der Fall paralleler Geraden.

desarguessche Satz gilt, ist die Gerade s ∨ q ′ parallel zu p ∨ q.
Wiederum folgt aus der Eindeutigkeit der Parallele zu p∨q durch
den Punkt q ′, dass s = p ′ gilt. Somit ist p ′ ∨ p = p ∨ s = g, also
gehört p ∨ p ′ derselben Parallelklasse an wie q ∨ q ′ und r ∨ r ′,
d.h. die beiden Dreiecke sind zentral, und das Zentrum liegt auf
der Ferngeraden.

Es habe A umgekehrt die Eigenschaft, dass zwei Dreiecke mit
paarweise parallen Seiten zentral liegen. Wir haben zu zeigen,
dass A eine desarguessche affine Ebene ist. Es seien also Dreiecke
mit Eckpunkten p, q und r bzw. p ′, q ′ und r ′ derart gegeben, dass
die drei Geraden p∨p ′, q∨q ′ und r∨r ′ in einem Punkt Z konflu-
ent und die Geradenpaare q∨ r und q ′∨ r ′ bzw. p∨ r und p ′∨ r ′

jeweils parallel sind, wie in Abbildung 1.3 veranschaulicht. Ferner
bezeichne h die zu p∨q parallele Gerade durch den Punkt q ′ und
s deren Schnittpunkt mit p ′ ∨ r ′. Die Dreiecke mit Eckpunkten p,
q, r und s, q ′, r ′ besitzen paarweise parallele Seiten, liegen also
nach Voraussetzung zentral, und das Zentrum ist notwendig der
Punkt Z. Mithin liegt s auf der Geraden Zp, woraus s = p ′ folgt.
Damit ist p ′∨q ′ = s∨q ′ = h, also ist p ′∨q ′ parallel zu p∨q.
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Z
p

q

r

r’

p’

q’

s

h:= sq’  || pq

Abbildung 1.3: Zu Lemma 1.1.49 – Nachweis der Desargues-
Eigenschaft.

Die Beziehung zwischen desarguesschen affinen Ebenen (im Sin-
ne von Definition 1.1.46 (a) bzw. Definition 1.1.48) und affinen
Ebenen, die desarguessche lineare Räume (im Sinne von Definiti-
on 1.1.41 bzw. Korollar 1.1.43) sind, ist bislang teilweise geklärt.

1.1.50 Satz. Jede desarguessche affine Ebene ist ein desarguesscher li-
nearer Raum.

1.1.51 Vermutung. Falls eine affine Ebene A ein desarguesscher linea-
rer Raum ist, so ist A eine desarguessche affine Ebene.

Der Beweis von Satz 1.1.50 bedarf einiger Vorbereitungsschrit-
te, die der klassischen Theorie affiner und projektiver Ebenen
entstammen. Im Folgenden bezeichne K einen (nicht notwendig
kommutativen) Körper.

1.1.52 Satz (Dimensionssatz). Es sei V ein endlichdimensionaler Vek-
torraum über einem Körper K. Dann gilt für Untervektorräume A und
B von V die Identität

dimK(A + B) = dimK A + dimK B − dimK(A ∩ B).
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Beweis. Siehe etwa Abschnitt 2.2 von [32].

Für einen mindestens dreidimensionalen Vektorraum V über ei-
nem Körper K bezeichne u1V die Menge aller eindimensionalen
Untervektorräume und u2V die Menge aller zweidimensionalen
Untervektorräume von V.

1.1.53 Korollar. Es sei V ein Vektorraum der Dimension 3 über einem
Körper K.

(a) Zwei zweidimensionale Untervektorräume A und B von V sind
entweder identisch oder ihr Schnitt A∩B ist ein Untervektorraum
der Dimension 1 von V.

(b) Zwei eindimensionale Untervektorräume A und B von V sind ent-
weder identisch oder ihr Aufspann A+B ist ein Untervektorraum
der Dimension 2 von V.

(c) Die Inzidenzstruktur P2(V) :=
(
u1V,u2V,<

)
mit der Unter-

raumrelation < ist eine projektive Ebene.

1.1.54 Definition. Es sei V ein Vektorraum über einem Körper K
und v ∈ V nicht der Nullvektor in V. Falls V ein K-Linksvektor-
raum ist, so gelte 〈v〉 := K v :=

{
k v | k ∈ K

}
, falls V ein K-Rechts-

vektorraum ist, so gelte 〈v〉 :=
{
v k | k ∈ K

}
.

1.1.55 Lemma. Es sei V ein Vektorraum über einem Körper K mit
dimK V = 3. In der projektiven Ebene P2(V) sind drei Punkte P1,
P2, P3 aus u1(V) genau dann kollinear, wenn für eine (und dann jede)
Wahl von Vektoren p1,p2,p3 ∈ V mit 〈pi〉 = Pi gilt, dass die Menge
{p1,p2,p3} linear abhängig ist.

Wir weisen nun explizit nach, dass jede in einem dreidimensiona-
len Vektorraum realisierte projektive Ebene die Desargues-Eigen-
schaft besitzt.

1.1.56 Satz. Es sei V Vektorraum der Dimension 3 über einem Körper
K. Dann ist die projektive Ebene P2(V) desarguessch.
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Beweis. Wir führen den Beweis für den Fall, dass V ein K-Links-
vektorraum ist. Wähle vier Punkte Z, P1, P2, P3 derart, dass keine
drei Punkte kollinear sind, sowie Repräsentanten z, p1, p2, p3 mit
Z = 〈z〉 sowie 〈pi〉 = Pi für alle i ∈ {1, 2, 3}. Wähle ferner Punkte
Q1 ∈ Z ∨ P1, Q2 ∈ Z ∨ P1,Q3 ∈ Z ∨ P3 mit Z 6= Qi 6= Pi für
alle i ∈ {1, 2, 3}. Dann existieren Repräsentanten q1, q2, q3 mit
〈qi〉 = Qi sowie αi,βi ∈ K derart, dass

qi = αi pi + βi z

und
αi 6= 0 6= βi für alle i ∈ {1, 2, 3}.

Nach Konstruktion sind die Dreiecke P1, P2, P3 und Q1, Q2, Q3
in zentraler Lage. Wir berechnen nun die Schnittpunkte entspre-
chender Dreiecksseiten. Für alle {i, j} ⊂ {1, 2, 3} gilt:

Sij = (Pi ∨ Pj) ∧ (Qi ∨Qj)

=
{
si pi + sj pj

∣∣ si, sj ∈ K
}
∩
{
ti qi + tj qj

∣∣ ti, tj ∈ K
}

=
{
si pi + sj pj

∣∣ si, sj ∈ K
}
∩{

ti (αi pi + βi z) + tj (αj pj + βj z)
∣∣ ti, tj ∈ K

}
.

Für den Punkt Sij muss also gelten:

si pi + sj pj = ti (αi pi + βi z) + tj (αj pj + βj z),

d.h.

(si − ti αi)pi + (sj − tj αj)pj − (ti βi + tj βj) z = 0.

Da nach Voraussetzung {pi,pj, z} linear unabhängig ist, folgt:

(si − ti αi) = 0, d.h. si = ti αi,

(sj − tj αj) = 0, d.h. sj = tj αj

sowie
ti βi + tj βj = 0, d.h. tj = −ti βi (βj)

−1.
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Es gilt also

Sij =
{
si pi + sj pj

∣∣ si, sj ∈ K
}
∩
{
ti αi pi + tj αj pj

∣∣ ti, tj ∈ K
}

=
{
ti αi pi − (ti βi (βj)

−1)αj pj
∣∣ ti ∈ K

}
=
{
ti (αi pi − βi (βj)

−1 αj pj)
∣∣ ti ∈ K

}
.

Daher gilt

S12 =
{
t1 (α1 p1 − β1 (β2)

−1 α2 p2)
∣∣ t1 ∈ K

}
,

S13 =
{
t1
′ (α1 p1 − β1 (β3)

−1 α3 p3)
∣∣ t1
′ ∈ K

}
,

S23 =
{
t2 (α2 p2 − β2 (β3)

−1 α3 p3)
∣∣ t2 ∈ K

}
.

Wir wählen Repräsentanten sij von Sij:

s12 = α1 p1 − β1 (β2)
−1 α2 p2,

s13 = α1 p1 − β1 (β3)
−1 α3 p3,

s23 = α2 p2 − β2 (β3)
−1 α3 p3.

Wir weisen nach, dass die beiden Dreiecke P1, P2, P3 und Q1, Q2,
Q3 axial liegen, d.h., dass die Punkte S12,S13 und S23 kollinear
sind. Hierfür genügt es zu zeigen, dass die Menge {s12, s13, s23}

linear abhängig ist. Es sei also

t1 s12 + t1
′ s13 + t2 s23 = 0.

Das heißt,

t1 (α1 p1 − β1 (β2)
−1 α2 p2) + t1

′ (α1 p1 − β1 (β3)
−1 α3 p3)

+ t2 (α2 p2 − β2 (β3)
−1 α3 p3) = 0

und somit

(t1 α1 + t1
′ α1)p1 + (−t1 β1 (β2)

−1 α2 + t2 α2)p2

− (t1
′ β1 (β3)

−1 α3 + t2 β2 (β3)
−1 α3)p3 = 0.
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Aus der linearen Unabhängigkeit von {p1,p2,p3} folgt

t1 α1 + t1
′ α1 = 0,

−t1 β1 (β2)
−1 α2 + t2 α2 = 0,

t1
′ β1 (β3)

−1 α3 + t2 β2 (β3)
−1 α3 = 0.

Wegen α1 6= 0, α2 6= 0, α3 6= 0 gilt also

t1 + t1
′ = 0,

t1 β1 (β2)
−1 + t2 = 0,

t1
′ β1 (β3)

−1 + t2 β2 (β3)
−1 = 0.

Rechtsmultiplikation der zweiten Gleichung mit β2 und der drit-
ten Gleichung mit β3 liefert

t1 + t1
′ = 0,

−t1 β1 + t2 β2 = 0,

t1
′ β1 + t2 β2 = 0.

Es folgt also
t1 + t1

′ = 0,

−t1 β1 + t2 β2 = 0,

−t1 β1 + t2 β2 = 0.

und
t1 + t1

′ = 0,

t1 β1 + t2 β2 = 0,

0 = 0.

Die Lösungsmenge dieses Gleichungssystems besteht aus allen
Tripeln (t1, t ′1, t2) der Form

(−t β2 (β1)
−1, t β2 (β1)

−1, t)

mit t ∈ K. Also ist {s12, s13, s23} linear abhängig, und die Punkte
S12,S13 und S23 sind nach Lemma 1.1.55 kollinear.
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Wir fassen im Folgenden K2 und K3 als K-Linksvektorräume auf
und schreiben die Elemente als Zeilenvektoren.

1.1.57 Definition und Lemma. Es sei K ein Körper und

aff1K2 :=
{
a+ 〈v〉

∣∣ v ∈ K2 r {(0, 0)},a ∈ K2}
die Menge aller (eindimensionalen) affinen Unterräume von K2.
Dann ist die Inzidenzstruktur A2K :=

(
K2, aff1K2,∈

)
eine affine

Ebene.

Für die projektive Ebene P2
(
K3
)

verwenden wir im Folgenden
die kürzere Bezeichnung P2K.

1.1.58 Lemma. Die Abbildung

π : K2 → u1K3, (x1, x2) 7→ 〈(x1, x2, 1)〉

ist eine injektive Lineation, und der von π induzierte Morphismus π ist
eine Einbettung von A2K in P2K.

Beweis. Die Injektivität von π ist klar. Es sei l eine Gerade von
A2K, dann existieren nach Definition 1.1.57 Vektoren a ∈ K2 und
v ∈ K2 r {(0, 0)} mit l = a + 〈v〉. Man überlegt sich leicht, dass
die Vektoren (a1,a2, 1) und (a1 + v1,a2 + v2, 1) linear unabhängig
sind und somit den zweidimensionalen Unterraum π(a)+π(v+a)

von K3, d.h. eine Gerade von P2K aufspannen. Zu jedem Punkt p
in l existiert k ∈ K mit p = a + k v. Wir weisen nun nach, dass
π(p) < π(a) + π(v+ a) gilt. Es ist

(a1 + k v1,a2 + k v2, 1)

= (1 − k) (a1,a2, 1) + k (a1 + v1,a2 + v2, 1).

Also ist (a1 + k v1,a2 + k v2, 1) ∈ π(a) + π(v + a), und es folgt
π(p) < π(a) + π(v+ a). Also ist π eine Lineation.

Wir haben noch zu zeigen, dass die von π induzierte Geradenab-
bildung injektiv ist. Es seien π(a), π(b) und π(c) voneinander
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verschiedene kollineare Punkte der projektiven Ebene P2K. Nach
Lemma 1.1.55 existiert ein Tripel (r, s, t) ∈ K3 r {(0, 0, 0)} derart,
dass die Gleichung

r (a1,a2, 1) + s (b1,b2, 1) + t (c1, c2, 1) = 0

erfüllt ist. Daraus folgt r+ s+ t = 0 und weiter

r (a1,a2) + s (b1,b2) − (r+ s) (c1, c2) = 0.

Ohne Einschränkung können wir annehmen, dass r 6= 0 gilt. Dann
folgt

a =
(
1 + r−1 s

)
c−

(
r−1 s

)
b

= c+
(
r−1 s

)
(c− b).

Wegen der Injektivität von π sind die Punkte a, b, und c der affi-
nen Ebene A2K voneinander verschieden, also ist c − b nicht der
Nullvektor, und die Punkte a, b und c sind kollinear in A2K. Mit
Lemma 1.1.21 folgt, dass die von π induzierte Geradenabbildung
injektiv ist. Nach Lemma 1.1.17 ist der von π induzierte Mono-
morphismus eine Einbettung.

1.1.59 Lemma. Die Inzidenzstruktur A2K ist ein desarguesscher linea-
rer Raum.

Beweis. Nach dem eben bewiesenen Lemma in Verbindung mit
Bemerkung 1.1.11 ist A2K isomorph zu der Unterebene π (A2K)

von P2K. Da P2K nach Satz 1.1.56 ein desarguesscher linearer
Raum ist, folgt mit Lemma 1.1.45, dass π (A2K) und somit auch
A2K selbst desarguessche lineare Räume sind.

1.1.60 Satz. Es sei A eine desarguessche affine Ebene. Dann existiert
ein (nicht notwendig kommutativer) Körper K und ein Isomorphismus
Φ : A→ A2K.

Beweis. Ein Beweis dieses klassischen Resultats findet sich bei-
spielsweise in [36].
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A // π◦Φ // // P2K

A
?�

OO

// Φ // // A2K // π // π (A2K)
?�

OO

Abbildung 1.4: Diagramm zum Beweis von Satz 1.1.50.

Wir sind nun in der Lage, den Beweis von Satz 1.1.50 zu führen.
Es sei A eine desarguessche affine Ebene. Nach Satz 1.1.60 exis-
tiert ein Körper K und ein Isomorphismus Φ : A → A2K. Die
Korestriktion der Einbettung π auf ihr Bild π (A2K) ist ein Iso-
morphismus, also ist (bei Verzicht auf die ausdrückliche Kenn-
zeichnung der Korestriktion in der Notation) π ◦Φ ein Isomor-
phismus. Vermöge der Fortsetzung π ◦Φ gemäß Satz 1.1.37 ist
der projektive Abschluss A von A isomorph zu P2K, also nach
Satz 1.1.56 insbesondere desarguessch. Nach Lemma 1.1.45 ist A
als Unterstruktur von A ein desarguesscher linearer Raum. Das
kommutierende Diagramm in Abbildung 1.4 veranschaulicht die
Zusammenhänge.

Wir beschließen diesen Abschnitt mit einer (sehr knappen) Er-
wähnung der Beziehung zwischen desarguesschen affinen Ebe-
nen und Translationsebenen.

1.1.61 Definition. Es sei P = (P,L, F) eine projektive Ebene, und
es sei α ein Automorphismus von P.

(a) Eine Punkt z ∈ P heißt Zentrum von α, falls jede Gerade
l ∈ Lp unter α auf sich selbst abgebildet wird.

(b) Eine Gerade l ∈ L heißt Achse von α, falls α jeden Punkt
p ∈ Pl fixiert.

1.1.62 Satz (Vgl. etwa [26], Theorem 4.9.). Falls ein Automorphismus
α einer projektiven Ebene ein Zentrum besitzt, so besitzt α auch eine
Achse.
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1.1.63 Definition. Es sei P eine projektive Ebene, und es sei α ein
Automorphismus von P.

(a) Falls α ein Zentrum besitzt, wird α Zentralkollineation ge-
nannt.

(b) Eine Zentralkollination mit Zentrum p und Achse l heißt
Elation, falls p ∈ Pl gilt.

1.1.64 Definition. Es sei A eine affine Ebene mit Ferngerade w.

(a) Eine Elation heißt Translation, falls ihre Achse die Ferngera-
de w ist.

(b) A heißt (affine) Translationsebene, falls die Gruppe der Trans-
lationen transitiv auf den Punkten von A wirkt.

1.1.65 Lemma. Eine affine Ebene A ist genau dann Translationsebene,
wenn in A der kleine Satz von Desargues (vgl. Def. 1.1.46) gilt.

Beweis. Ein Beweis dieses Resultats findet sich z.B. in Abschnitt
2.1 von [14].

Als Konsequenz ergibt sich die folgende wichtige Aussage.

1.1.66 Satz. Jede desarguessche affine Ebene ist eine Translationsebene.

1.1.67 Bemerkungen. (a) Eine frühe Übersichtsdarstellung der
Theorie von Translationsebenen wurde von André in [3]
vorgelegt, darin finden sich Hinweise auf grundlegende
Vorgängerarbeiten, wie etwa die von Moufang und M. Hall.
Unter der Vielzahl jüngerer Publikationen über Translations-
ebenen seien die in [50] zitierten Arbeiten von Hähl (u.a.
zur Klassifikation 8- und 16-dimensionaler lokalkompakter
Translationsebenen, vgl. [20]) sowie die Monographien von
Knarr [30] und von Lüneburg [38] genannt.

(b) Affine Translationsebenen lassen sich durch Quasikörper
koordinatisieren, siehe etwa Abschnitt 25 in [50].
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(c) Es gibt (viele) Translationsebenen, welche die Desargues-
Eigenschaft nicht besitzen, diese werden durch Quasikörper
koordinatisiert, welche keine Schiefkörper sind.

(d) Eine Studie des interessanten Phänomens nicht isomorpher
Quasikörper, welche dieselbe Ebene koordinatisieren, findet
sich etwa in [58].

1.1.3 Reelle projektive Ebene und Projektivitäten

In diesem Abschnitt spezialisieren wir zunächst einige in Ab-
schnitt 1.1.2 eingeführte Bezeichnungsweisen und Resultate auf
den Fall der reellen projektiven Ebene und diskutieren in Vor-
bereitung der Kapitel 3 und 4 deren Automorphismen. Wir be-
trachten R3 als R-Linksvektorraum und identifizieren die Ele-
mente von R3 mit den Koordinatenspalten bezüglich der Stan-
dardbasis. Der typographischen Vereinfachung halber verwen-
den wir auch (zu transponierende) Zeilenvektoren und setzen

(v1, v2, v3)
T :=

 v1
v2
v3

. Die Menge u1R3 der eindimensionalen

Untervektorräume von R3 bezeichnen wir auch mit P2R.

1.1.68 Definition. Die Inzidenzstruktur P2R :=
(
u1R3, u2R3,<

)
mit der Unterraumrelation als Inzidenzrelation heißt reelle projek-
tive Ebene. Die Elemente von u1R3 heißen (projektive) Punkte, die
Elemente von u2R3 (projektive) Geraden.

1.1.69 Bemerkung. Jede Gerade l ∈ u2R3 lässt sich bequem als
Kern einer durch einen Zeilenvektor gegebenen Linearform aus-
drücken.

1.1.70 Definition. Für einen Punkt p ∈ P2R heißen (a1,a2,a3)

homogene Koordinaten von p, falls p =

〈 a1
a2
a3

〉 gilt.
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1.1.71 Bemerkung. Zwei Tripel (a1,a2,a3) und (a ′1,a ′2,a ′3) sind
genau dann homogene Koordinaten desselben projektiven Punk-
tes, wenn r ∈ R∗ := R r {0} derart existiert, dass (a ′1,a ′2,a ′3) =

(r a1, r a2, r a3) gilt.

Wir spezialisieren die in Lemma 1.1.58 eingeführte Abbildung auf
den Fall der reellen affinen Ebene A2R =

(
R2, aff1R2,∈

)
und ord-

nen durch

π : R2 → P2R, (x1, x2) 7→
〈
(x1, x2, 1)T

〉
jedem Punkt x von A2R den projektiven Punkt π(x) zu. Ersicht-
lich sind (x1, x2, 1) spezielle homogene Koordinaten von π(x), und
die homogenen Koordinaten aller Punkte in π

(
R2
)

haben von
Null verschiedene dritte Komponenten. Dies entspricht der Tat-
sache, dass Punkte, deren homogenen Koordinaten von der Form
(a1,a2, 0) sind, auf der Ferngeraden liegen. Genauer erhalten wir
vermöge der durch π induzierten Einbettung π die affine Untere-
bene A := π(A2R) von P2R. Diese ist affine Ableitung von P2R an
der Geraden w := Ker (0, 0, 1), und die homogenen Koordinaten
jedes Punktes auf der Geraden w sind von der Form (a1,a2, 0).

Wir wenden uns nun den Automorphismen von P2R zu. Wie
üblich, bezeichne GL3R die Gruppe aller bijektiven Selbstabbil-
dungen von R3. Wir identifizieren GL3R mit der Menge der in-
vertierbaren 3× 3-Matrizen mit reellen Einträgen und bezeichnen
das Bild eines Vektors v ∈ R3 unter der Abbildung A ∈ GL3R
durch das Matrixprodukt4 Av. Die Verknüpfung zweier Abbil-
dungen A,B ∈ GL3R bezeichnen wir mit AB. Für r ∈ R sei die
Abbildung (rA) : R3 → R3 durch v 7→ r (Av) gegeben.

1.1.72 Lemma. Es sei A ∈ GL3R. Ordnet man jedem Punkt 〈v〉 der
projektiven Ebene den Punkt

〈
Av
〉

zu, so erhält man eine wohldefinierte
Abbildung µA : P2R → P2R. Die Abbildung µA ist eine Kollineation,
und der von µA induzierte Morphismus µA ist ein Automorphismus
von P2R.

4 Da R ein kommutativer Körper ist, verträgt sich diese Multiplikation mit der
Auffassung von R3 als Linksvektorraum.
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Beweis. Wir zeigen die Wohldefiniertheit von µA. Falls u ∈ 〈v〉 r
{(0, 0, 0)}, so existiert l ∈ R∗ mit u = l v. Also ist Au = l (Av) und
es gilt 〈

Au
〉

=
{
k (Au)

∣∣ k ∈ R
}

=
{
k (lAv)

∣∣ k ∈ R
}

=
{
(k l) (Av)

∣∣ k ∈ R
}

=
〈
Av
〉
.

Damit ist µA : P2R → P2R, 〈v〉 7→
〈
Av
〉

wohldefiniert. Die Injek-
tivität und Surjektivität von µA sind klar. Wir zeigen, dass µA
eine Kollineation ist: Es seien 〈u〉, 〈v〉 und 〈w〉 drei voneinander
verschiedene Punkte. Diese sind nach Lemma 1.1.55 genau dann
kollinear, wenn (r, s, t) 6= (0, 0, 0) derart existiert, dass die Glei-
chung r u + s v + tw = 0 erfüllt ist. Dies ist aber genau dann der
Fall, wenn die Gleichung rAu + sAv + tAw = 0 erfüllt ist. Da-
mit sind die Punkte 〈u〉, 〈v〉 und 〈w〉 genau dann kollinear, wenn
dies für 〈Au〉, 〈Av〉 und 〈Aw〉 gilt. Nach Lemma 1.1.26 ist der von
µA induzierte Morphismus µA ein Isomorphismus und somit ein
Automorphismus von P2R.

Wir bezeichnen jeden gemäß Lemma 1.1.72 durch eine lineare Ab-
bildung induzierten Automorphismus von P2R auch als projektive
Abbildung oder als Projektivität. Da der Körper der reellen Zahlen
keine nichttrivialen Automorphismen zulässt, wird jeder Auto-
morphismus von P2R nach dem Fundamentalsatz der projektiven
Geometrie durch eine lineare Abbildung induziert. Näheres hier-
zu findet sich etwa in [50] (vgl. u.a. Bemerkung 13.7) und in [51]
(vgl. Theorem 6.4).

1.1.73 Satz. Zwei lineare Abbildungen A und B in GL3R liefern genau
dann dieselbe Projektivität, wenn r ∈ R∗ mit A = r B existiert.

Beweis. Siehe z.B. Abschnitt 8.5 von [32].

1.1.74 Korollar. Die Gruppe PGL3R der Projektivitäten der reellen
projektiven Ebene ist isomorph zu GL3R/Z(GL3R) mit Z(GL3R) :={
r idR3 | r ∈ R∗

}
.
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1.2 Aus der Topologischen Geometrie

Wir stellen in diesem Abschnitt die von uns benötigten Grund-
lagen zu topologischen Inzidenzstrukturen zusammen. Für die
hierbei verwandten Begriffe der mengentheoretischen Topologie
verweisen wir generell auf den Text von Querenburg [49]. Un-
serer Auswahl von topologisch-geometrischen Fakten wollen wir
zwei Hilfssätze der allgemeinen Topologie voranstellen, die wir
in den Beweisen der Sätze 2.2.2 bzw. 2.2.4 von Kapitel 2 anwen-
den werden.

1.2.1 Lemma. Es seien X und Y Hausdorffräume. Falls f : X → Y

und g : X → Y stetige Abbildungen sind, so ist die Menge G :={
x ∈ X | f(x) = g(x)

}
abgeschlossen in X.

Beweis. Die Menge XrG ist trivialerweise offen, falls XrG leer ist.
Falls aber x ∈ XrG existiert, so ist f(x) 6= g(x), und es existieren
in Y offene, disjunkte Mengen U und V mit f(x) ∈ U und g(x) ∈
V . Wegen der Stetigkeit von f und g ist W := f−1(U) ∩ g−1(V)

eine offene Umgebung von x. Für alle w ∈ W ist f(w) ∈ U und
g(w) ∈ V , also gilt wegen U ∩ V = ∅, dass f(w) 6= g(w). Somit
liegt W ganz in XrG, und es folgt die Behauptung.

1.2.2 Lemma. Es seien X und Y topologische Räume. Ferner sei-
en A1 und A2 abgeschlossene Teilmengen von X mit X = A1 ∪ A2
und f1 : A1 → Y und f2 : A2 → Y stetige Abbildungen derart, dass
f1(x) = f2(x) für alle x ∈ A1 ∩A2 gilt. Dann ist die Abbildung

f : X −→ Y, x 7→
{
f1(x) für x ∈ A1,
f2(x) für x ∈ A2

wohldefiniert und stetig.

Beweis. Ein Beweis wird etwa in [59] unter 1.6 vorgeführt.
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1.2.1 Topologische Ebenen und Morphismen

In linearen Räumen (P,L, F) existieren zu je zwei voneinander ver-
schiedenen Punkten eindeutig bestimmte Verbindungsgeraden.
Dagegen brauchen zwei voneinander verschiedene Geraden kei-
nen gemeinsamen Punkt zu besitzen. Andererseits ist die Schnitt-
menge der Punktreihen zweier voneinander verschiedener Gera-
den höchstens einelementig. Bei geeigneter Wahl der Definitions-
bereiche lassen sich die genannten Zuordnungen somit als Abbil-
dungen formulieren. Wir setzen

diagP :=
{
(p,q) ∈ P2 ∣∣ p = q

}
,

diagL :=
{
(l,m) ∈ L2 ∣∣ l = m

}
,

S :=
{
(l,m) ∈ L2 r diagL

∣∣ Pl ∩ Pm 6= ∅
}

.

1.2.3 Definition. Es sei (P,L, F) ein linearer Raum.

(a) Die Abbildung ∨ : P2 r diagP → L, (p,q) 7→ p ∨ q heiße
Verbinden (von Punkten) oder Verbinde-Abbildung.

(b) Die Abbildung ∧ : S→ P, (l,m) 7→ Pl ∩Pm heiße Schneiden
(von Geraden) oder Schneide-Abbildung.

Im Falle projektiver Ebenen ist die Schneide-Abbildung für jedes
Paar voneinander verschiedener Geraden definiert.

1.2.4 Definition. Es seien P und L nicht diskrete Hausdorff-
Räume, die Mengen P2 und L2 seien mit den jeweiligen Produkt-
topologien versehen, und es sei F ⊂ P × L. Die Inzidenzstruktur
(P,L, F) heißt topologische projektive Ebene, wenn gilt:

(a) (P,L, F) ist eine projektive Ebene.
(b) Die Verbinde-Abbildung ∨ : P2 r diagP → L ist stetig.
(c) Die Schneide-Abbildung ∧ : L2 r diagL → P ist stetig.
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In affinen Ebenen lässt sich jedem Punkt-Geradenpaar eine ein-
deutig bestimmte parallele Gerade zuordnen. Im Kontext der To-
pologischen Geometrie wird auch von dieser Abbildung Stetigkeit
verlangt.

1.2.5 Definition. Es seien A und L nicht diskrete Hausdorff-
Räume, die Mengen A2, L2 und A × L seien mit den jeweiligen
Produkttopologien versehen, und es sei F ⊂ A× L. Die Inzidenz-
struktur (A,L, F) heißt topologische affine Ebene, wenn gilt:

(a) (A,L, F) ist eine affine Ebene.
(b) Die Verbinde-Abbildung ∨ : A2 r diagA → L ist stetig.
(c) Die Schneide-Abbildung ∧ : S→ A ist stetig.
(d) Die Abbildung A × L → L, die jedem Punkt-Geradenpaar

(p, l) die zu l parallele Gerade aus dem Büschel Lp von p
zuordnet, ist stetig.

Wir benötigen schließlich noch den Begriff der stabilen Ebene.

1.2.6 Definition. Es seien P und L nicht diskrete Hausdorff-
Räume, und die Mengen P2 und L2 seien mit den jeweiligen Pro-
dukttopologien versehen. Die Inzidenzstruktur (P,L, F) heißt sta-
bile Ebene, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(a) (P,L, F) ist ein linearer Raum.
(b) Es gibt ein Viereck in allgemeiner Lage in P.
(c) Die Verbinde-Abbildung ∨ : P2 r diagP → L ist stetig.
(d) Die Menge S ist offen in L2.
(e) Die Schneide-Abbildung ∧ : S→ P ist stetig.

1.2.7 Bemerkung. Nach Bemerkung 1.1.35 enthält die Punktmen-
ge jeder projektiven Ebene ein Viereck in allgemeiner Lage. Um
einzusehen, dass jede topologische projektive Ebene eine stabile
Ebene ist, überzeugt man sich noch davon, dass S = L2rdiagL of-
fen in L2 ist: Da L nach Voraussetzung die Hausdorff-Eigenschaft
besitzt, ist diagL abgeschlossen in L2 (vgl. etwa [59], Lemma 1.16).
Also ist S als Komplement von diagL offen in L2.
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Nach Lemma 1.1.8 ist es keine Einschränkung, wenn wir linea-
re Räume bzw. stabile Ebenen betrachten, bei denen jede Gerade
eine Teilmenge der Punktmenge ist. Weiterhin wollen wir uns an-
stelle von (P,L,∈) auch die Notation (P,L) gestatten. Wir wenden
uns nun den Morphismen topologischer Ebenen zu.

1.2.8 Definition. Es seien (P,L) und (P ′,L ′) stabile Ebenen, und
es seien α : P → P ′ und β : L→ L ′ stetige Abbildungen.

(a) Falls α(p) ∈ β(l) für alle (p, l) ∈ P×L mit p ∈ l gilt, so heißt
(α,β) Morphismus (stabiler Ebenen).

(b) Falls α und β Homöomorphismen mit der Eigenschaft sind,
dass α(p) ∈ β(l) genau dann gilt, wenn p ∈ l ist, so heißt
(α,β) Isomorphismus (stabiler Ebenen) oder Isomorphismus (to-
pologischer Ebenen).

(c) Falls α und β injektive (und stetige) Abbildungen derart
sind, dass (α,β) eine Einbettung linearer Räume (im Sin-
ne von Definition 1.1.10) und α(P) offen in P ′ ist, so heißt
(α,β) offene Einbettung von (P,L) in (P ′,L ′).

Nach Lemma 1.1.15 induzieren injektive Lineationen Geradenab-
bildungen (und Morphismen) linearer Räume. Im Falle von Linea-
tionen stabiler Ebenen erweisen sich die folgenden Eigenschaf-
ten als Injektivitäts-Hindernisse, vgl. die Lemmata 1.2.10 und
1.2.11:

1.2.9 Definition. Es seien (P,L,∈) und (P ′,L ′,∈) lineare Räume,
wobei zumindest P mit einer Topologie versehen ist. Eine Linea-
tion α : P → P ′ heißt

(a) kollabierend, wenn eine Gerade l ′ ∈ L ′ mit α(P) ⊆ l ′ existiert,
(b) lokal konstant, wenn es zu jedem Punkt p ∈ P eine Umge-

bung U und einen Wert w ∈ P ′ derart gibt, dass α(u) = w

für alle u ∈ U gilt.
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1.2.10 Lemma (Stroppel [56]). Es seien (P,L) und (P ′,L ′) stabile Ebe-
nen. Ferner sei α : P → P ′ eine injektive Lineation von (P,L) nach
(P ′,L ′). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung β : L → L ′ derart,
dass α(l) ⊆ β(l) für alle l ∈ L gilt.

(b) Falls α nicht kollabierend ist, so ist β injektiv.
(c) Wenn α stetig ist, so ist auch β stetig.

1.2.11 Lemma (Stroppel [56]). Es seien (P,L) und (P ′,L ′) stabile Ebe-
nen. Dann ist jede stetige Lineation von (P,L) nach (P ′,L ′), die nicht
injektiv ist, kollabierend oder lokal konstant.

Wir notieren eine nützliche Folgerung aus Lemma 1.2.10.

1.2.12 Lemma. Es seien (P,L) und (P ′,L ′) stabile Ebenen mit Abbil-
dungen α : P → P ′ und β : L → L ′ derart, dass (α,β) ein Isomorphis-
mus von Inzidenzstrukturen ist. Falls α ein Homöomorphismus ist, so
ist auch β ein Homöomorphismus.

Beweis. Da (α,β) inzidenzgeometrischer Morphismus ist, ist α ei-
ne Lineation von (P,L) nach (P ′,L ′). Die von der injektiven Linea-
tion α induzierte Geradenabbildung βα ist nach Lemma 1.2.10
eindeutig bestimmt, also gilt βα = β. Aus der Stetigkeit von α
folgt nach Lemma 1.2.10 somit die Stetigkeit von β. Ebenso folgt
die Stetigkeit von β−1 aus der von α−1.

Im nächsten Abschnitt betrachten wir Unterstrukturen der reellen
projektiven Ebene. Wir nehmen dies zum Anlass für die folgende
Definition.

1.2.13 Definition. Es sei (P,L) eine stabile Ebene, und es seiU eine
nicht leere Teilmenge von P, die ein nicht ausgeartetes Viereck
enthält. Ferner sei U :=

{
l ∈ L | |l ∩U| > 2

}
die Menge all jener

Geraden in L, die mit mindestens zwei Punkten in U inzident
sind. Dann heißt die Inzidenzstruktur U := (U, U) die von (P,L)
auf U induzierte Unterebene. Falls U offen in P ist, so heißt U offene
Unterebene von (P,L).
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1.2.14 Bemerkung. Eine offene Unterebene einer stabilen Ebe-
ne ist eine stabile Ebene. Wir haben der hier getroffene Fest-
legung von U und nicht der prinzipiell möglichen Alternative
U ∩ U :=

{
l ∩U | l ∈ L und |l ∩U| > 2

}
zur Definition von U den

Vorzug gegeben, vgl. hierzu auch Bemerkung 1.1.31. Denn im All-
gemeinen ist U∩U keine Teilmenge von L, was sich für die nun zu
betrachtenden Fortsetzungen von Isomorphismen topologischer
Ebenen als ungünstig erwiesen hätte.

1.2.15 Definition. Es seien P = (P,L) und P ′ = (P ′,L ′) topolo-
gische projektive Ebenen, U ⊆ P und U ′ ⊆ P ′ seien offene Teil-
mengen, und U = (U, U) bzw. U ′ seien die durch P bzw. P ′ indu-
zierten offenen Unterebenen. Ferner seien Φ := (Φp,Φl) : P→ P ′
und ϕ := (ϕp,ϕl) : U → U ′ Isomorphismen topologischer Ebe-
nen. Falls Φp

∣∣
U

= ϕp und Φl
∣∣
U

= ϕp gilt, so heißt Φ Fortsetzung
von ϕ.

1.2.16 Satz. Es seien P = (P,L) und P ′ = (P ′,L ′) topologische pro-
jektive Ebenen, U ⊆ P und U ′ ⊆ P ′ seien offene Teilmengen, auf de-
nen durch P bzw. P ′ offene Unterebenen U bzw. U ′ induziert werden.
Ferner sei ϕ : U → U ′ ein Homoöomorphismus mit der Eigenschaft,
dass drei Punkte x,y, z ∈ U genau dann kollinear in P sind, wenn
ϕ(x),ϕ(y),ϕ(z) kollinear in P ′ sind. Schließlich sei ϕ : U → U ′ der
von ϕ induzierte Isomorphismus topologischer Ebenen. Falls U dicht
in P liegt, so besitzt ϕ eine eindeutig bestimmte Fortsetzung zu einem
Isomorphismus ϕ topologischer Ebenen.

Beweis. Wir bemerken, dass ϕ nach Lemma 1.1.26 eine bijektive
Geradenabbildung sowie nach Lemma 1.2.12 ein Homöomorphis-
mus ist und somit einen Isomorphismus topologischer Ebenen in-
duziert. Für den Hauptteil des Beweises verweisen wir auf [50],
Proposition 44.9.
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1.2.2 Lokaler Fundamentalsatz für P2R

Für die Untersuchungen Hilbertscher Liniensysteme in Kapitel 2
spielt der folgende Satz5 von R. Löwen eine zentrale Rolle.

1.2.17 Satz (Lokaler Fundamentalsatz, Löwen [37]). Es sei U eine
offene Teilmenge von P2R, und es sei U = (U, U) die gemäß Definiti-
on 1.2.13 von P2R auf U induzierte offene Unterebene. Dann lässt sich
jede stetige und injektive Lineation ϕ : U → P2R in eindeutiger Weise
zu einem Homöomorphismus ϕ : P2R→ P2R fortsetzen, der Kollinea-
rität von Punkten erhält.

Unter den Voraussetzungen von Satz 1.2.17 induziert die Abbil-
dung ϕ eine offene Einbettung:

1.2.18 Lemma. Es sei U eine offene Teilmenge von P2R, und es sei U =

(U, U) die von P2R auf U induzierte offene Unterebene. Falls α : U →
P2R eine stetige und injektive Lineation von U nach P2R ist, so gelten
die folgenden Aussagen:

(a) Die Abbildung α ist offen und nicht kollabierend.
(b) Die von α induzierte Geradenabbildung β : U→ u2R3 ist injektiv

und stetig.
(c) Drei voneinander verschiedene Punkte sind genau dann kollinear

in P2R, wenn ihre Bilder unter α kollinear in U sind.
(d) Es ist (α,β) eine offene Einbettung von U in die reelle projektive

Ebene.

Beweis. (a) Nach dem Satz über die Gebietsinvarianz, (vgl. etwa
[50], 51.18), ist α eine offene Abbildung. Insbesondere ist die Men-
ge α(U) offen in P2R und daher nicht in einer Geraden enthalten,
(vgl. etwa [50], Korollar 13.7). Also ist α nicht kollabierend. Aus-
sage (b) folgt unmittelbar aus (a) und Lemma 1.2.10, Teil (c) ist
eine direkte Konsequenz von (b) und Lemma 1.1.21. Somit sind
alle Bedingungen von Definition 1.2.8 erfüllt.

5 Der Vollständigkeit halber weisen wir auf die von R. Frank in [18] vorgelegte
Verallgemeinerung des Löwenschen Resultats hin.
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Wir stellen sicher, dass eine stetige, bijektive Lineation von P2R
nach P2R einen Automorphismus induziert.

1.2.19 Lemma. Falls α : P2R → P2R eine stetige, bijektive Lineation
von P2R nach P2R ist, so ist α eine Kollineation im Sinne von Defini-
tion 1.1.25.

Beweis. Mit der Absicht, einen Widerspruch herbeizuführen neh-
men wir an, es gibt drei nicht kollineare Punkte p,q, r in P2R,
deren Bilder unter α kollinear sind. Nach Lemma 1.1.21 ist die
von α induzierte Geradenabbildung dann nicht injektiv, d.h. α
ist nach Lemma 1.2.10 kollabierend und damit nicht surjektiv, im
Widerspruch zur Voraussetzung.

1.2.20 Bemerkung. Die Aussage des Lemmas lässt sich für pro-
jektive Ebenen auch rein inzidenzgeometrisch beweisen, also ins-
besondere ohne Stetigkeitsanforderungen an α.

1.2.21 Korollar. Es sei α : P2R → P2R ein Homöomorphismus und
eine Lineation von P2R nach P2R, und es sei β die von α induzier-
te Geradenabbildung. Dann ist (α,β) ein Automorphismus der reellen
projektiven Ebene.

Wir sind nun in der Lage, zwei alternative Formulierungen des
Löwenschen Fundamentalsatzes unter Verwendung der im vori-
gen Abschnitt bereitgestellten Begriffe anzugeben.

1.2.22 Satz. Es seiU eine offene Teilmenge von P2R und U = (U, U) die
von P2R auf U induzierte offene Unterebene. Ferner sei ϕ : U → P2R
eine stetige und injektive Lineation. Dann lässt sich die von ϕ indu-
zierte offene Einbettung ϕ : U → P2R auf eindeutige Weise zu einem
Automorphismus ϕ von P2R fortsetzen.

1.2.23 Satz. Es sei U eine offene Unterebene von P2R. Dann lässt sich
jede offene Einbettung ϕ von U in die reelle projektive Ebene auf ein-
deutige Weise zu einem Automorphismus ϕ von P2R fortsetzen.
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1.2.3 Affine R2-Ebenen

1.2.24 Definition. Es sei P eine mit einer Topologie versehene
Punktmenge und es sei L ⊂ P(P). Die Inzidenzstruktur (P,L,∈)

heißt R2-Ebene, falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(a) (P,L,∈) ist ein linearer Raum;
(b) die Punktmenge P ist homöomorph zu R2, d.h. es existiert

ein Homöomorphismus ϕ : P → R2;
(c) jede Gerade l ∈ L ist homöomorph zu R;
(d) das Bild ϕ(l) jeder Geraden l ∈ L ist abgeschlossen in R2.

1.2.25 Bemerkungen. (a) Jede R2-Ebene ist eine stabile Ebene,
vgl. [50], 31.26.

(b) Zwei affine R2-Ebenen sind genau dann isomorph, wenn es
einen Isomorphismus stabiler Ebenen (im Sinne von Defi-
nition 1.2.8) zwischen ihnen gibt, denn Kollineationen zwi-
schen affinen R2-Ebenen sind stetig, vgl. etwa Theorem 32.9
in [50].

1.2.26 Satz. Falls eine affine R2-Ebene eine Translationsebene ist, so ist
sie isomorph zu A2R.

Beweis. Die Aussage folgt aus Proposition 32.8 in [50].

1.2.27 Satz. Jede desarguessche affine R2-Ebene ist isomorph zur reellen
affinen Ebene A2R.

Beweis. Nach Satz 1.1.66 ist jede desarguessche affine Ebene eine
(affine) Translationsebene. Die Behauptung folgt mit Satz 1.2.26.
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1.3 Differentialgeometrische Grundlagen

Für die differentialgeometrischen Belange dieser Arbeit halten
wir es für zweckmäßig, den Begriff des Flächenstücks zugrundezu-
legen, wie ihn etwa Laugwitz in [34] oder Kühnel in [33] verwen-
det haben, insbesondere, weil wir so Überlagerungen von Dreh-
flächen mit erfassen können. Im Unterschied zu (zweidimensio-
nalen) Untermannigfaltigkeiten von R3 bzw. eingebetteten Flächen,
die im Allgemeinen durch eine Familie von Kartenabbildungen
bzw. Parametrisierungen beschrieben werden, genügt zur Para-
metrisierung eines Flächenstücks eine Immersion in den Raum
R3, die allerdings nicht injektiv zu sein braucht. Wir wollen im
Folgenden an den Stellen, an denen sich aus der Verwendung
des Flächenstückbegriffs Wohldefiniertheitsfragen ergeben oder
Definitionen notwendig auf Parametrierungen bezogen werden
müssen, die gebotene Sorgfalt walten lassen.

1.3.1 Flächenstücke in R3

Für eine nicht leere, offene Teilmenge U von R2 und eine stetig
differenzierbare Abbildung f : U→ R3, (u1,u2) 7→ f(u1,u2) setzen
wir

∂1f(u) :=
∂f

∂u1
(u1,u2), ∂2f(u) :=

∂f

∂u2
(u1,u2),

und wir schreibenDf(u) für die (aus drei Zeilen und zwei Spalten
bestehende) Jacobimatrix

(
∂1f(u),∂2f(u)

)
. Anstelle der Parameter

(u1,u2) werden wir, wo es sich zur Vermeidung der Indexnotation
anbietet, auch (u, v) verwenden.

1.3.1 Definition. (a) Es sei U eine nicht leere, einfach zusam-
menhängende6 offene Teilmenge von R2, und es sei f : U →
R3 eine mindestens viermal stetig differenzierbare Abbil-
dung mit der Eigenschaft, dass die Menge

{
∂1f (u),∂2f (u)

}
6 Wir bemerken, dass eine einfach zusammenhängende Teilmenge von R2 wegzu-

sammenhängend und somit zusammenhängend ist.
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für jedes u ∈ U linear unabhängig ist. Dann nennen wir f
ein parametrisiertes Flächenstück oder eine Parametrisierung.

(b) Zwei parametrisierte Flächenstücke f : U → R3 und f̃ : Ũ →
R3 sollen äquivalent heißen, wenn ein C4-Diffeomorphismus
ϕ : Ũ→ U derart existiert, dass f̃ = f ◦ϕ gilt.

(c) Eine Äquivalenzklasse parametrisierter Flächenstücke be-
züglich der in (b) definierten Äquivalenzrelation nennen wir
unparametrisiertes Flächenstück oder einfach Flächenstück.

1.3.2 Bemerkungen.

(a) Parametrisierte Flächenstücke brauchen nicht injektiv zu
sein, jedoch ist jede Parametrisierung f : U → R3 lokal in-
jektiv, d.h. es gibt zu jedem u ∈ U eine offene Umgebung
O ⊆ U derart, dass die Restriktion f

∣∣
O

von f auf O injektiv
ist.

(b) Zwei äquivalente parametrisierte Flächenstücke überstrei-
chen dieselbe Bildmenge. Falls ein Flächenstück S die Pa-
rametrisierung f : U→ R3 enthält, so sagen wir, dass S durch
f parametrisiert wird. In diesem Fall soll das Symbol S auch
die Punktmenge f(U) bezeichnen; somit ist die Schreibweise
f : U→ S für eine Parametrisierung von S erklärt.

Falls ein Flächenstück S eine injektive Parametrisierung enthält,
so sind alle Parametrisierungen in S injektiv. In diesem Falle nen-
nen wir S ein injektives Flächenstück.

1.3.3 Definition. Es sei f : U → R3 ein parametrisiertes Flächen-
stück.

(a) Für p ∈ R3 heißt TpR3 := {p}×R3 mit den Vektorraumopera-
tionen k

(
p,X

)
:=
(
p,kX

)
für k ∈ R sowie

(
p,X

)
+
(
p, Y

)
:=(

p,X+ Y
)

Tangentialraum an R3 in p.

(b) Für u ∈ U wird der von
{(
f(u),∂1f (u)

)
,
(
f(u),∂2f (u)

)}
er-

zeugte Unterraum Tuf von Tf(u)R3 als Tangentialebene an f
in u bezeichnet.
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(c) Wir nennen
((
f(u),∂1f(u)

)
,
(
f(u),∂2f(u)

))
die zu f assoziier-

te Basis von Tuf.

(d) Für jedes u ∈ U nennen wir

nf(u) :=

(
f(u),

∂1f (u)× ∂1f (u)

‖∂1f (u)× ∂1f (u)‖

)
∈ Tf(u)R3

die Normale an f in u.

(e) Der von nf(u) erzeugte Unterraum ⊥uf von Tf(u)R3 heißt
Normalenraum an f in u.

1.3.4 Bemerkung. Für jedes u ∈ U ist ⊥uf das orthogonale Komple-
ment von Tuf in Tf(u)R3. Damit besitzt jeder Vektor w ∈ Tf(u)R3

eine eindeutige Darstellung w = wt + wn mit wt ∈ Tuf und
wn ∈⊥uf. Wir nennen wt den Tangentialanteil und wn den Nor-
malanteil von w.

1.3.5 Definition. Es sei f : U → R3 ein parametrisiertes Flächen-
stück. Für jedes u ∈ U bezeichne

Πf,u : Tf(u)R3 → Tuf, w 7→ w−wn

die orthogonale Projektion auf die Tangentialebene Tuf.

1.3.6 Bemerkung. Für Parametrisierungen f : U → S, die nicht
injektiv sind, können voneinander verschiedene u und v in U der-
art existieren, dass f(u) = f(v), aber Tuf 6= Tvf gilt. Aus diesem
Grund haben wir den eben eingeführte Projektionsoperator mit
dem Parameter u indiziert.

1.3.7 Lemma. Es seien f : U → S und f̃ : Ũ → S (äquivalente) Para-
metrisierungen eines Flächenstücks S, und es sei ϕ : U→ Ũ ein Diffeo-
morphismus mit f = f̃ ◦ϕ. Dann gilt:

(a) T(f̃◦ϕ)(u)R3 = Tf(u)R3 für alle u ∈ U,

(b) Tϕ(u)f̃ = Tuf für alle u ∈ U,

(c) ⊥ϕ(u)f̃ =⊥uf für alle u ∈ U,
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(d) Πf̃,ϕ(u)w = Πf,uw für alle u ∈ U und alle w ∈ Tf(u)R3.

Beweis. (a) ist klar.

(b) Aus f(u) = f̃ (ϕ(u)) und Df(u) = Df̃ (ϕ(u)) Dϕ(u) folgt,
dass der Aufspann von{(

f(u),∂1f (u)
)
,
(
f(u),∂2f (u)

)}
im Aufspann von{(

f̃(ϕ(u)),∂1f̃(ϕ(u))
)
,
(
f̃(ϕ(u)),∂2f̃(ϕ(u))

)}
enthalten ist. Die umgekehrte Inklusion erhalten wir, in-
dem wir die Identitäten f̃(ũ) = f

(
ϕ−1(ũ)

)
und Df̃(ũ) =

Df
(
ϕ−1(ũ)

)
Dϕ−1(ũ) an der Stelle ũ = ϕ(u) auswerten.

(c) folgt aus (a) und (b) sowie Bemerkung 1.3.4.

(d) folgt aus (b) und (c) sowie der Eindeutigkeit der Zerlegung
von w in einen Tangentialanteil und einen Normalanteil
(vgl. Bemerkung 1.3.4).

Bei gegebenem parametrisiertem Flächenstück f : U→ S induziert
das euklidische Skalarprodukt 〈 · | ·〉 des R3 für jedes u ∈ U eine
positiv definite Bilinearform Iu : Tuf × Tuf → R, die sogenannte
erste Fundamentalform:

Iu
(
(f(u),X), (f(u), Y)

)
:= 〈X |Y〉

Die Gram-Matrix

gu =

(
E(u) F(u)

F(u) G(u)

)

von Iu bezüglich der zu f assoziierten Basis von Tuf ist gege-
ben durch E(u) = 〈∂1f (u) |∂1f (u)〉, F(u) = 〈∂1f (u) |∂2f (u)〉 und
G(u) = 〈∂2f (u) |∂2f (u)〉.
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Für eine Parametrisierung f : U→ S liefern die Christoffel-Symbole
Γkij : U → R für jedes u ∈ U die Komponenten des Tangentialan-
teils von ∂i∂jf (u) bezüglich der zu f assoziierten Basis von Tuf:

∂i∂jf (u) = Γ 1
ij(u)∂1f (u) + Γ 2

ij(u)∂2f (u) + lij(u)nf(u) (1.1)

Aus dem folgenden Lemma können wir die Differenzierbarkeits-
klasse der Christoffelsymbole ablesen (vgl. Bemerkung 1.3.9).

1.3.8 Lemma. Für jede Parametrisierung lassen sich die Christoffel-
Symbole Γkij durch die Komponenten (der Gram-Matrix) der ersten Fun-
damentalform sowie ihrer ersten partiellen Ableitungen ausdrücken:(

Γ 1
11

Γ 2
11

)
=

(
E F

F G

)−1( 1
2 ∂1E

∂1F− 1
2 ∂2E

)
(
Γ 1

12

Γ 2
12

)
=

(
E F

F G

)−1( 1
2 ∂2E

1
2 ∂1G

)
(
Γ 1

22

Γ 2
22

)
=

(
E F

F G

)−1(
∂2F− 1

2 ∂1G

1
2 ∂2G

)

Beweis. Der Beweis findet sich etwa in [15], Abschnitt 4.3 oder in
[39], Kapitel 10.

1.3.9 Bemerkung. In Definition 1.3.1 haben wir festgelegt, dass
parametrisierte Flächenstücke mindestens viermal stetig differen-
zierbar sind. Daraus folgt, dass die Funktionen E, F und G jeweils
mindestens dreimal stetig differenzierbar und alle Christoffelsym-
bole nach dem vorstehenden Lemma mindestens zweimal stetig
differenzierbar sind.

Für die Definitionen der zweiten Fundamentalform, der mittle-
ren Krümmung und der Gauß-Krümmung verweisen wir auf die
Lehrbuchliteratur, vgl. etwa [15], [29], [33] und [39].
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1.3.10 Definition. Es sei I ⊆ R ein Intervall, es seien k > 1 und
n > 1 natürliche Zahlen, und es sei O eine offene Teilmenge von
Rn. Eine Ck-Abbildung γ : I → O heißt regulär Ck-parametrisierte
Kurve in O, wenn γ ′(t) 6= 0 für alle t ∈ I gilt. Im Falle k = 1 heißt
γ auch einfach regulär parametrisierte Kurve in O.

1.3.11 Bemerkung. Wir wählen für den Tangentenvektor einer
Kurve γ an einer Stelle t die Bezeichnung γ ′(t), unabhängig da-
von, ob γ durch die Bogenlänge parametrisiert ist oder nicht.

1.3.12 Lemma. Es seien f : U → S und f̃ : Ũ → S (äquivalente) Pa-
rametrisierungen eines Flächenstücks S, und es sei ϕ : U → Ũ der
nach Definition 1.3.1 existierende Diffeomorphismus mit f = f̃ ◦ ϕ.
Falls γ : I → U eine regulär parametrisierte Kurve in U ist, so ist
γ̃ := ϕ ◦ γ : I → U eine regulär parametrisierte Kurve in Ũ. Ferner ist
f ◦ γ = f̃ ◦ γ̃ : I→ R3 eine regulär parametrisierte Kurve in R3.

1.3.13 Definition. Es sei S ein Flächenstück, und es sei k ∈ N
mit 1 6 k 6 4. Eine Abbildung γ : I → S heißt regulär Ck-
parametrisierte Kurve auf S, wenn es zu einer (und dann zu jeder)
Parametrisierung f : U→ S von S eine regulär Ck-parametrisierte
Kurve γ : I → U derart gibt, dass γ = f ◦ γ gilt.7 Im Falle k = 1
bezeichnen wir γ auch einfach als regulär parametrisierte Kurve auf
S.

1.3.14 Bemerkungen. (a) Wir weisen darauf hin, dass eine in
R3 regulär parametrisierte Kurve, deren Bildpunkte auf S
liegen, die Bedingung von Definition 1.3.13 im Allgemei-
nen noch nicht erfüllt. Als Gegenbeispiel betrachte man ei-
ne nicht geschlossene Kurve, die über die ”Nahtstelle“ eines

”leicht überlappend parametrisierten“ Zylinders verläuft.

(b) Für eine (injektive) Parametrisierung f : U→ S eines injekti-
ven Flächenstücks S und eine regulär parametrisierte Kurve
γ auf S ist die Kurve γ durch γ = f ◦ γ eindeutig bestimmt.

7 Wir werden, wo dies angezeigt ist, parametrisierte Kurven auf Flächen mit fett
gedruckten Symbolen und ihre Urbilder mit normal gedruckten Symbolen be-
zeichnen.
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(c) Die Beschränkung der Differenzierbarkeitsordnung in De-
finition 1.3.13 (ebenso wie in der nachfolgenden Definiti-
on 1.3.15) ist der Tatsache geschuldet, dass wir für parame-
trisierte Flächenstücke lediglich die Zugehörigkeit zur Dif-
ferenzierbarkeitsklasse C4 gefordert haben.

Wir betrachten nun Vektorfelder auf Flächenstücken, die längs pa-
rametrisierter Kurven definiert sind.

1.3.15 Definition. Es sei S ein Flächenstück, es sei γ : I → S eine
regulär parametrisierte Kurve auf S, und es sei 1 6 k 6 4.

(a) Es heißt (γ,X) : I → TR3 ein Ck-Vektorfeld auf S entlang γ,
wenn es zu einer (und dann jeder) Parametrisierung f : U→
S eine parametrisierten Kurve γ : I → U mit γ = f ◦ γ und
eine Ck-Funktion X : I→ R3 derart gibt, dass

X(t) = X1(t)∂1f
(
γ(t)

)
+ X2(t)∂2f

(
γ(t)

)
+ X3(t)nf

(
γ(t)

)
für alle t ∈ I gilt.

(b) Wir nennen (γ,X) : I → TR3 ein tangentiales Ck-Vektorfeld
auf S entlang γ, wenn es zu einer (und dann jeder) Parame-
trisierung f : U → S eine parametrisierte Kurve γ : I → U

mit γ = f ◦ γ und eine Ck-Funktion X : I → R2 derart gibt,
dass

X(t) = X1(t)∂1f
(
γ(t)

)
+ X2(t)∂2f

(
γ(t)

)
für alle t ∈ I.

(c) In der unter (a) bzw. (b) beschriebenen Situation nennen wir
das Tripel (f,γ,X) eine Darstellung des Vektorfeldes (γ,X).

Wenn nichts anderes gesagt wird, soll ein Vektorfeld immer als
mindestens einmal stetig differenzierbar vorausgesetzt werden.
Wir wollen begründen, dass die Definition 1.3.15 in der Tat un-
abhängig von der Wahl der Parametrisierung des Flächenstücks
ist und führen dies für den Fall tangentialer Vektorfelder aus; der
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allgemein Fall kann analog betrachtet werden. Es sei also (f,γ,X)

eine Darstellung eines tangentialen Ck-Vektorfeldes (γ,X) ent-
lang einer Kurve γ, d.h. es gilt

X(t) = X1(t)∂1f
(
γ(t)

)
+ X2(t)∂2f

(
γ(t)

)
= Df(γ(t))X(t)

Für jede weitere Parametrisierung f̃ : Ũ → S von S existiert ein
Diffeomorphismus ϕ mit f = f̃ ◦ ϕ, und es ist γ̃ := ϕ ◦ γ eine
parametrisierte Kurve in Ũ mit γ = f̃ ◦ γ̃. Aus der Kettenregel
Df(u) = Df̃

(
ϕ(u)

)
Dϕ(u) folgt

X(t) = Df̃
(
γ(t)

)
Dϕ

(
γ(t)

)
X(t)

Mit X̃(t) := Dϕ
(
γ(t)

)
X(t), ausgeschrieben

X̃1(t) := X1(t)∂1ϕ1
(
γ(t)

)
+ X2(t)∂2ϕ1

(
γ(t)

)
,

X̃2(t) := X1(t)∂1ϕ2
(
γ(t)

)
+ X2(t)∂2ϕ2

(
γ(t)

)
,

gilt somit

X(t) = X̃1(t)∂1f̃
(
γ̃(t)

)
+ X̃2(t)∂2f̃

(
γ̃(t)

)
.

Da X nach Voraussetzung k-mal stetig differenzierbar ist und ϕ
in der Klasse C4 liegt, sind X̃1 und X̃2 k-mal stetig differenzierbar,
also ist

(
f̃, γ̃, X̃

)
eine Darstellung des Vektorfelds (γ,X).

1.3.16 Definition. Wir wollen zwei Darstellungen
(
f,γ,X

)
und(

f̃, γ̃, X̃
)

von Vektorfeldern äquivalent nennen, wenn es einen C4-
Diffeomorphismus ϕ : U→ Ũ derart gibt, dass f = f̃◦ϕ, γ̃ = ϕ◦γ
sowie X̃(t) = Dϕ

(
γ(t)

)
X(t) für alle t ∈ I gilt.

1.3.17 Lemma. Es sei (γ,X) ein tangentiales C1-Vektorfeld entlang
einer Kurve γ auf einem Flächenstück S. Dann gilt für jede Darstellung
(X, f,γ) des Vektorfeldes mit den Bezeichnungen von Gleichung 1.1 die
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folgende Identität:

d

dt
X(t) =

X ′1(t) +

2∑
i=1

2∑
j=1

Xi(t)γ
′
j(t) Γ

1
ij

(
γ(t)

)∂1f
(
γ(t)

)

+

X ′2(t) +

2∑
i=1

2∑
j=1

Xi(t)γ
′
j(t) Γ

2
ij

(
γ(t)

)∂2f
(
γ(t)

)

+

 2∑
i=1

2∑
j=1

Xi(t)γ
′
j(t) lij

(
γ(t)

) nf
(
γ(t)

)
1.3.18 Korollar. Es sei (γ,X) ein tangentiales Vektorfeld entlang ei-
ner Kurve γ auf einem Flächenstück S. Dann gilt für jede Darstellung
(X, f,γ) des Vektorfeldes die Identität

Πf,γ(t)

(
γ(t),

d

dt
X(t)

)

=

γ(t),

X ′1(t) +

2∑
i=1

2∑
j=1

Xi(t)γ
′
j(t) Γ

1
ij

(
γ(t)

)∂1f
(
γ(t)

)
+

γ(t),

X ′2(t) +

2∑
i=1

2∑
j=1

Xi(t)γ
′
j(t) Γ

2
ij

(
γ(t)

)∂2f
(
γ(t)

)
1.3.19 Satz. Es seien (X, f,γ) und (X̃, f̃, γ̃) zwei äquivalente Darstel-
lungen eines tangentialen Vektorfeldes (γ,X) entlang der Kurve γ.
Dann gilt

Πf,γ(t)

(
γ(t),

d

dt
X(t)

)
= Πf̃,γ̃(t)

(
γ(t),

d

dt
X(t)

)
für alle t ∈ I.

Beweis. Wie aus Lemma 1.3.17 ersichtlich ist, liegt
(
γ(t), ddtX(t)

)
für jedes t ∈ I in Tγ(t)R3. Die Aussage des Satzes folgt direkt aus
Teil (d) von Lemma 1.3.7.
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Nachdem die im Raume stehenden Wohldefiniertheitsfragen ge-
klärt sind, können wir die kovariante Ableitung definieren.

1.3.20 Definition. Es sei (γ,X) ein tangentiales C1-Vektorfeld ent-
lang einer Kurve γ auf einem Flächenstück S mit einer beliebigen
Darstellung (X, f,γ). Dann ist(

γ(t),
∇
dt
X(t)

)
:= Πf,γ(t)

(
γ(t),

d

dt
X(t)

)
die kovariante Ableitung von (γ,X) an der Stelle γ(t).

Für eine regulär C2-parametrisierte Kurve γ : I → S auf einem
Flächenstück S liefert die Ableitung γ ′ ein tangentiales C1-Vek-
torfeld (γ,γ ′) entlang γ. Wir werden im folgenden Abschnitt der-
artige Vektorfelder und ihre kovarianten Ableitungen betrachten.
Zur Vereinfachung der Notation werden wir im Folgenden Ele-
mente von Tangentialräumen und Vektorfelder ohne Angabe der
Aufpunkte schreiben.

1.3.2 Geodätische auf Drehflächen

1.3.21 Definition. Es sei S ein Flächenstück, und es sei γ : I →
S eine regulär C2-parametrisierte, Kurve auf S. Falls eine stetige
Funktion h : I→ R derart existiert, dass

∇
dt
γ ′(t) = h(t)γ ′(t) für alle t ∈ I

gilt, so heißt γ parametrisierte Geodätische auf S.

1.3.22 Bemerkung. Wir wollen den von uns verwendeten Geo-
dätenbegriff motivieren. Auf Flächenstücken im R3 sind diejeni-
gen (nicht konstanten) parametrisierten Kurven γ ausgezeichnet,
deren geodätische Krümmung überall verschwindet. Dies ist ge-
nau dann der Fall (vgl. etwa [39] 11.3), wenn der Tangentenvektor
γ ′(t) und die Projektion des Beschleunigungsvektors γ ′′(t) auf
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die Tangentialebene, also die kovariante Ableitung von γ ′(t), für
jeden Parameterwert t linear abhängig sind.

In der Literatur werden Geodätische oft als Lösungen der Glei-
chung ∇

dtγ
′(t) = 0 definiert, was dazu führt, dass der Kurven-

parameter zur Bogenlänge proportional ist. Wir ziehen für die
vorliegende Arbeit die allgemeinere Definition vor, die den Spe-
zialfall h = 0 natürlich zulässt.8 Im Prinzip kann man sich für
jede parametrisierte Geodätische γ eine Bogenlängenparametri-
sierung γ̃ verschaffen (vgl. etwa Bemerkung 2 in Abschnitt 1.5 von
[15]) und so ∇dt γ̃

′(t) = 0 erreichen (vgl. auch Korollar 1.3.31). Für
unsere Zwecke wäre es jedoch hinderlich, zu jeder konkret vor-
liegenden Kurve zunächst eine Umparametrisierung auf die Bo-
genlänge vorzunehmen. Außerdem erhalten die von uns benötig-
ten geodätische Abbildungen (siehe Abschnitt 1.3.3) den Bogenlän-
genparameter im Allgemeinen nicht (vgl. hierzu auch [19], Ab-
schnitt I.3).

Wir drücken die Bedingung aus Definition 1.3.21 mit Hilfe von
Parametrisierungen aus. Es sei also f : U → S eine Parametrisie-
rung eines Flächenstücks S, und es sei γ : I → U, t 7→

(
u(t), v(t)

)
eine regulär parametrisierte Kurve. Für γ := f ◦ γ gilt

γ ′(t) = u ′(t)∂1f
(
u(t), v(t)

)
+ v ′(t)∂2f

(
u(t), v(t)

)
.

Somit ist die Gleichung ∇
dtγ

′(t) = h(t)γ ′(t) nach Korollar 1.3.18
äquivalent zu dem folgenden System von Differentialgleichun-
gen:

u ′′(t) +
(
u ′(t)

)2
Γ 1

11
(
γ(t)

)
+ 2u ′(t) v ′(t) Γ 1

12
(
γ(t)

)
+
(
v ′(t)

)2
Γ 1

22
(
γ(t)

)
= h(t)u ′(t),

v ′′(t) +
(
u ′(t)

)2
Γ 2

11
(
γ(t)

)
+ 2u ′(t) v ′(t) Γ 2

12
(
γ(t)

)
+
(
v ′(t)

)2
Γ 2

22
(
γ(t)

)
= h(t) v ′(t).

8 Wir verwenden das Symbol 0 für Funktionen, die den konstanten Funktionswert
0 annehmen.
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Dieses System können wir bei Unterdrückung der Argumente
platzsparender notieren:(

u ′′ + (u ′)2
Γ 1

11 + 2u ′ v ′ Γ 1
12 + (v ′)2

Γ 1
22

v ′′ + (u ′)2
Γ 2

11 + 2u ′ v ′ Γ 2
12 + (v ′)2

Γ 2
22

)
= h

(
u ′

v ′

)
. (1.2)

In Vorbereitung des nächsten Lemmas setzen wir

U :=
(
u ′′ +

(
u ′
)2
Γ 1

11 + 2u ′ v ′ Γ 1
12 +

(
v ′
)2
Γ 1

22

)
sowie

V :=
(
v ′′ +

(
u ′
)2
Γ 2

11 + 2u ′ v ′ Γ 2
12 +

(
v ′
)2
Γ 2

22

)
und bezeichnen zur Vermeidung von Bezeichnungskonflikten den
Definitionsbereich eines Flächenstücks bis auf Weiteres mit D.

1.3.23 Lemma. Zu einer C2-Abbildung γ : I → D, t 7→
(
u(t), v(t)

)
mit γ ′(t) 6= (0, 0) für alle t ∈ I existiert genau dann eine stetige Funk-
tion h : I→ R mit(

U(t)

V(t)

)
= h(t)

(
u ′(t)
v ′(t)

)
für alle t ∈ I, (1.3)

wenn

U(t) v ′(t) = V(t)u ′(t) für alle t ∈ I gilt. (1.4)

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass γ die Gleichung 1.4 jedenfalls
dann erfüllt, wenn h ∈ C0(I) derart existiert, dass Gleichung 1.3
erfüllt ist. Nach Voraussetzung gilt für jedes t ∈ I, dass u ′(t) 6= 0
oder v ′(t) 6= 0. Falls u ′(t) 6= 0, so folgt h(t) =

U(t)
u ′(t) und damit

V(t) =
v ′(t)
u ′(t) U(t). Der Fall v ′(t) 6= 0 führt in analoger Weise auf

die Gleichung u ′(t)V(t) = v ′(t)U(t), deren Gültigkeit damit für
alle t ∈ I nachgewiesen ist.

Falls umgekehrt Gleichung 1.4 erfüllt ist, so definieren wir eine
Abbildung h : I→ R wie folgt:

h(t) =

{
U(t)
u ′(t) für alle t ∈ I mit u ′(t) 6= 0,
V(t)
v ′(t) für alle t ∈ I mit v ′(t) 6= 0.
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Diese Zuordnung ist eindeutig, denn im Falle u ′(t) 6= 0 folgt aus
Gleichung 1.4, dass U(t)v ′(t)

u ′(t) = V(t); falls gleichzeitig v ′(t) 6= 0

gilt, so ist U(t)
u ′(t) =

V(t)
v ′(t) . Weiter gilt im Falle u ′(t) 6= 0, dass U(t) =

h(t)u ′(t), woraus zusammen mit Gleichung 1.4 die Beziehung
V(t) =

U(t)
u ′(t) v

′(t) = h(t) v ′(t) folgt. Im Falle v ′(t) 6= 0 ergibt sich
V(t) = h(t) v ′(t) unmittelbar aus der Definition von h, während
U(t) = h(t)u ′(t) aus Gleichung 1.4 folgt. Es gilt also(

U(t)

V(t)

)
= h(t)

(
u ′(t)
v ′(t)

)
für alle t ∈ I. (1.5)

Es bleibt zu zeigen, dass die so definierte Abbildung h stetig auf
I ist. Wir halten zunächst fest, dass u ′ und v ′ sowie u ′′ und v ′′

stetig auf I sind. Da alle Christoffelsymbole C2-Funktionen sind
(vgl. Bemerkung 1.3.9), hängen auch U und V stetig von t ab. Aus
Gleichung 1.5 folgt mit dem Standard-Skalarprodukt 〈 · | ·〉 in R2,
dass 〈(

U(t)

V(t)

) ∣∣∣∣ ( u ′(t)
v ′(t)

)〉
〈(

u ′(t)
v ′(t)

) ∣∣∣∣ ( u ′(t)
v ′(t)

)〉 = h(t) für alle t ∈ I gilt.

Also ist h in der Tat stetig auf I.

1.3.24 Definition. Für jede Parametrisierung f eines Flächenstücks
bezeichnen wir die (implizite) Differentialgleichung 1.4 als die zu
f gehörige Geodätendifferentialgleichung oder auch als die Geodäten-
differentialgleichung von f̃.

1.3.25 Lemma. Es seien f : D→ S und f̃ : D̃→ S Parametrisierungen
eines Flächenstückes S, und es sei ϕ : D→ D̃ ein C4-Diffeomorphismus
mit f = f̃◦ϕ. Falls eine regulär C2-parametrisierte Kurve γ : I→ D eine
Lösung der zu f gehörigen Geodätendifferentialgleichung ist, so erfüllt
γ̃ := ϕ ◦ γ die Geodätendifferentialgleichung von f̃.
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Beweis. Unter den Voraussetzungen des Lemmas gilt f ◦ γ = f̃ ◦ γ̃
und für γ := f◦γ sind

(
f,γ,γ ′

)
und

(
f̃, γ̃, γ̃ ′

)
äquivalente Darstel-

lungen des Vektorfeldes (γ,γ ′). Nach Satz 1.3.19 ist die kovarian-
te Ableitung unabhängig von der Wahl der Parametrisierung bzw.
Darstellung, woraus mit Lemma 1.3.23 die Behauptung folgt.

1.3.26 Korollar. Es sei S ein Flächenstück, und es sei γ : I → S ei-
ne regulär C2-parametrisierte Kurve auf S. Genau dann ist γ eine pa-
rametrisierte Geodätische auf S, wenn für eine (und dann jede) Para-
metrisierung f : D → R3 von S eine regulär parametrisierte Kurve
γ : I → D, t 7→

(
u(t), v(t)

)
mit γ = f ◦ γ derart existiert, dass die

Differentialgleichung 1.4 erfüllt ist.

Wir untersuchen die Lösungsmengen von Geodätendifferential-
gleichungen bzw. der zugehörigen Anfangswertprobleme. Zu-
nächst erinnern wir an die folgende wichtige Existenz- und Ein-
deutigkeitsaussage.

1.3.27 Satz. Es sei h : R → R eine stetige Funktion, (u0, v0) ∈ D und
w ∈ Tγ(t0)(D). Das durch das Gleichungssystem 1.2 zusammen mit
der Forderung γ(t0) = (u0, v0), γ ′(t0) = w gegebene Anfangswert-
problem besitzt eine maximal definierte Lösung γ : J → D mit offenem
Definitionsintervall J, und für jede andere Lösung δ : I→ D dieses An-
fangswertproblems gilt I ⊂ J sowie δ(t) = γ(t) für alle t ∈ I.

Beweis. Mit den Setzungen y1 := u, y2 := v, y3 := u ′ und
y4 := v ′ lässt sich das Gleichungssystem 1.2 in die (explizite) Form
y ′ = F(t,y) bringen, auf die sich der Existenz- und Eindeutig-
keitssatzes nach Picard und Lindelöf bei geeigneten Vorausset-
zungen an die rechte Seite F anwenden lässt, vgl. etwa [17], §2.
Da f ∈ C4(D) gilt und h stetig ist, folgt mit Lemma 1.3.8 bzw. Be-
merkung 1.3.9, dass die in [17], §2, 3.1 genannten Voraussetzun-
gen (Stetigkeit von F sowie Stetigkeit aller partiellen Ableitungen
∂Fi/∂yj) erfüllt sind. Die Behauptung ergibt sich somit direkt dem
Existenz- und Eindeutigkeitssatz, siehe [17], §2, 5.1.
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Wir untersuchen das Verhalten von Lösungen des Systems 1.2 un-
ter Umparametrisierungen.

1.3.28 Lemma. Für ein parametrisiertes Flächenstück f : D → S und
eine stetige Funktion h : I → R sei γ : I → D,γ(t) =

(
u(t), v(t)

)
eine

Lösung der Geodätendifferentialgleichung 1.2, und es sei φ : J → I ein
C2-Diffeomorphismus. Dann existiert eine Funktion h̃ : J → R derart,
dass γ̃ := γ ◦ φ : J → R2, s 7→

(
ũ(s), ṽ(s)

)
eine Lösung des folgenden

Systems ist:(
ũ ′′ + (ũ ′)2

Γ 1
11 + 2 ũ ′ ṽ ′ Γ 1

12 + (ṽ ′)2
Γ 1

22
ṽ ′′ + (ũ ′)2

Γ 2
11 + 2 ũ ′ ṽ ′ Γ 2

12 + (ṽ ′)2
Γ 2

22

)
= h̃ γ̃ ′.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass die Umparametrisierung φ
die Eigenschaft besitzt, dass φ ′(s) 6= 0 für alle s ∈ J gilt. Ferner
gelten für alle s ∈ J die Identitäten(

ũ ′(s)
ṽ ′(s)

)
= φ ′(s)

(
u ′
(
φ(s)

)
v ′
(
φ(s)

) ) und

(
ũ ′′(s)
ṽ ′′(s)

)
=
(
φ ′(s)

)2
(
u ′′
(
φ(s)

)
v ′′
(
φ(s)

) )+ φ ′′(s)

(
u ′
(
φ(s)

)
v ′
(
φ(s)

) ) .

Wir schreiben im Folgenden kurz φ ′ für φ ′(s), ũ ′ für ũ ′(s), Γ 1
11

für Γ 1
11 (ũ(s), ṽ(s)), u ′ für u ′

(
φ(s)

)
, usw. Der Ausdruck(

ũ ′′ + (ũ ′)2
Γ 1

11 + 2 ũ ′ ṽ ′ Γ 1
12 + (ṽ ′)2

Γ 1
22

ṽ ′′ + (ũ ′)2
Γ 2

11 + 2 ũ ′ ṽ ′ Γ 2
12 + (ṽ ′)2

Γ 2
22

)
ist damit gleich

(
φ ′
)2

(
u ′′ + (u ′)2

Γ 1
11 + 2u ′ v ′ Γ 1

12 + (v ′)2
Γ 1

22
v ′′ + (u ′)2

Γ 2
11 + 2u ′ v ′ Γ 2

12 + (v ′)2
Γ 2

22

)
+ φ ′′

(
u ′

v ′

)
.

Nach Voraussetzung ist der erste Term gleich(
φ ′(s)

)2
h
(
φ(s)

) ( u ′
(
φ(s)

)
v ′
(
φ(s)

) ) = φ ′(s)h
(
φ(s)

) ( ũ ′(s)
ṽ ′(s)

)
,
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der zweite Ausdruck ist gleich φ ′′(s)
φ ′(s)

(
ũ ′(s)
ṽ ′(s)

)
. Mit

h̃(s) := φ ′(s)h
(
φ(s)

)
+
φ ′′(s)

φ ′(s)

ist die Summe beider Terme gleich h̃(s) γ̃ ′(s), und es folgt die
Behauptung.

1.3.29 Bemerkung. Da φ nach Voraussetzung bijektiv ist, existiert
zu jedem t0 ∈ I ein s0 ∈ J mit φ(s0) = t0. Angenommen, mit
den Bezeichnungen des vorstehenden Satzes gelte γ(t0) = γ0 und
γ ′(t0) = w0. Dann ist γ̃(s0) = γ

(
φ(s0)

)
= γ(t0) sowie γ̃ ′(s0) =

φ ′(s0)γ
′(φ(s0)

)
= φ ′(s0)w0.

Wir zeigen, dass bei Vorgabe verschiedener Funktionen auf der
rechten Seite des Systems 1.2 die zugehörigen Anfangswertpro-
bleme Lösungen besitzen, die durch Umparametrisierung inein-
ander übergeführt werden können.

1.3.30 Satz. Es sei f : D → S ein parametrisiertes Flächenstück, und
es seien h : R → R und k : R → R stetige Funktionen. Ferner seien
γ : I → D und δ : J → D Lösungen der sich aus ∇dtγ

′(t) = h(t)γ ′(t)
bzw. ∇dtδ

′(t) = k(t)δ ′(t) ergebenden Differentialgleichungen, und es
seien t0 ∈ I, s0 ∈ J und l 6= 0 derart, dass γ(t0) = δ(s0) und δ ′(s0) =

l γ ′(t0) gilt. Dann existiert ein offenes Intervall J ′ ⊆ J mit s0 ∈ J ′ und
ein C2-Diffeomorphismus φ : J ′ → I ′ mit

φ ′(s) 6= 0 und δ(s) = (γ ◦ φ)(s) für alle s ∈ J ′.

Beweis. Nach Voraussetzung sind die Gleichungen

γ ′′ +
(
γ ′1
)2
(
Γ 1

11
Γ 2

11

)
+ 2γ ′1 γ

′
2

(
Γ 1

12
Γ 2

12

)
+
(
γ ′2
)2
(
Γ 1

22
Γ 2

22

)
= hγ ′

und

δ ′′ +
(
δ ′1
)2
(
Γ 1

11
Γ 2

11

)
+ 2 δ ′1 δ

′
2

(
Γ 1

12
Γ 2

12

)
+
(
δ ′2
)2
(
Γ 1

22
Γ 2

22

)
= k δ ′

erfüllt. Wir betrachten das Anfangswertproblem

61



1 Grundlagen

(i) φ ′′ + h (φ ′)2
− kφ = 0,

(ii) φ(s0) = t0, φ ′(s0) = l

Dieses besitzt nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz eine
eindeutig bestimmte C2-Lösung φ. Insbesondere ist φ ′ stetig. Da
nach Voraussetzung l 6= 0 gilt, existiert eine offene Umgebung J ′

von s0, in der φ ′ nicht verschwindet; mit I ′ := φ(J ′) ist φ
∣∣I ′
J ′

somit
ein C2-Diffeomorphismus.

Wir setzen nun γ̃ := γ◦φ : J ′ → D. Mit dem im Beweis von Lemma
1.3.28 erhaltenen Ausdruck für h̃ und der Differentialgleichung,
deren Lösung φ ist, folgt

γ̃ ′′ +
(
γ̃ ′1
)2
(
Γ 1

11
Γ 2

11

)
+ 2 γ̃ ′1 γ̃

′
2

(
Γ 1

12
Γ 2

12

)
+
(
γ̃ ′2
)2
(
Γ 1

22
Γ 2

22

)
=
(
h
(
φ ′
)2

+ φ ′′
)
γ ′ = kφ ′ γ ′ = k γ̃ ′.

Ferner ist γ̃(s0) = γ
(
φ(s0)

)
= γ(t0) = δ(s0) und

γ̃ ′(s0) = φ ′(s0)γ
′(φ(s0)

)
= l γ ′(t0) = δ ′(s0)

Das bedeutet, dass γ̃ das gleiche Anfangswertproblem wie δ löst.
Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz stellt sicher, dass γ̃mit δ auf
der Schnittmenge J ′ der Definitionsbereiche übereinstimmt.

1.3.31 Korollar. (a) Mit Lemma 1.3.23 folgt aus Satz 1.3.30, dass
das Anfangswertproblem, das aus der (impliziten) Differential-
gleichung 1.4 sowie den Bedingungen

(
u(t0), v(t0)

)
= (u0, v0)

und
(
u ′(t0), v ′(t0)

)
= w besteht, eine ganze Klasse von Lösun-

gen besitzt, die jeweils durch Umparametrisierungen auseinander
hervorgehen.

(b) Aus Satz 1.3.30 folgt ferner, dass parametrisierte Geodätische auf
einem Flächenstück, die durch einen gegebenen Punkt und in
eine gegebene Richtung (aber möglicherweise mit verschiedenen
Geschwindigkeiten) laufen, dieselben Punkte des Flächenstücks
durchlaufen.
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In Abschnitt 5.1.3 werden wir Geodätische auf speziellen Flächen-
stücken, den sogenannten Spindelflächen, untersuchen. Zur Vor-
bereitung stellen wir im Folgenden einige allgemeine Resultate
über Geodätische auf Drehflächen bereit.

1.3.32 Definition. Es sei J ein offenes Intervall und µ : J→ R2, s 7→(
r(s), z(s)

)
eine viermal stetig differenzierbare Kurve derart, dass

r(s) > 0 und z ′(s) > 0 sowie
(
r ′(s)

)2
+
(
z ′(s)

)2
= 1 für alle s ∈ J

gilt. Dann wird das Bild des parametrisierten Flächenstücks

f : J× R→ R3, (u, v) 7→

 r(u) cos v
r(u) sin v
z(u)


als Drehfläche oder Rotationsfläche bezeichnet, die Parametrisie-
rung f heißt Standardüberlagerung der Drehfläche.

1.3.33 Lemma. Für eine Drehfläche S mit Standardüberlagerung f ist
jede zu zu f äquivalente Parametrisierung, insbesondere f selbst, eine
(unverzweigte) topologische Überlagerung (vgl. etwa [31], Definition
127 oder [27], Kapitel IX, §2).

Beweis. Es genügt, den Beweis für f zu führen. Für p ∈ S wählen
wir

U =

{
f
(
J× (−π,π)

)
, falls p /∈ f

(
J× {π}

)
,

f
(
J× (0, 2π)

)
sonst.

Die Menge U ist offene Umgebung von p, und es ist

f−1(U) =


⋃̇
n∈Z

J×
(
(2n− 1)π, (2n+ 1)π

)
, p /∈ f

(
J× {π}

)
,⋃̇

n∈Z
J×

(
2nπ, 2 (n+ 1)π

)
sonst.

Es ist somit f−1(U) disjunkte Vereinigung von Mengen, deren jede
durch f homöomorph auf U abgebildet wird.
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1.3.34 Bemerkung. Für jeden festen Wert v0 ∈ R ist die parame-
trisierte Kurve µv0 : J → S,u 7→ f(u, v0) durch die Bogenlänge
parametrisiert. Wir nennen die Bildmenge von µv0 eine Meridian-
linie oder einen Meridian von S.

1.3.35 Satz (von Clairaut für Drehflächen). Es sei

f : J× R→ R3, (u, v) 7→

 r(u) cos v
r(u) sin v
z(u)


die Standardüberlagerung einer Drehfläche S und

γ : I→ S, t 7→ f
(
u(t), v(t)

)
eine parametrisierte Geodätische. Ferner bezeichneϕ(t) den Winkel zwi-
schen γ ′(t) und dem Tangentenvektor ∂uf

(
u(t), v(t)

)
der Meridianli-

nie an der Stelle
(
u(t), v(t)

)
. Dann ist die Funktion

c : I→ R, c(t) = r
(
u(t)

)
sinϕ(t)

konstant.

Die Aussage des Satzes ist nicht nur für Drehflächen sondern
auch für den etwas allgemeineren Fall sogenannter Clairaut-Para-
metrisierungen von Flächen richtig. In der Literatur wird er ande-
rerseits oft nur für bogenlängenparametrisierte Geodätische for-
muliert, vgl. etwa [15], Abschnitt 4.4. Wir beweisen die Aussage
in der hier gegebenen Fassung für (nichtkonstante) Geodätische
mit beliebiger Parametrisierung.

Beweis. Wir verschaffen uns zunächst die differentialgeometri-
schen Grunddaten. Es ist

∂uf (u, v) =

 r ′(u) cos v
r ′(u) sin v
z ′(u)

 , ∂vf (u, v) =

 −r(u) sin v
r(u) cos v

0

 ;
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1.3 Differentialgeometrische Grundlagen

E(u, v) = 1, F(u, v) = 0, G(u, v) =
(
r(u)

)2;

∂uuf (u, v) =

 r ′′(u) cos v
r ′′(u) sin v
z ′′(u)

 , ∂uvf (u, v) =

 −r ′(u) sin v
r ′(u) cos v

0

 ,

∂vvf (u, v) =

 −r(u) cos v
−r(u) sin v

0

 ;

Γ 1
11 (u, v) = Γ 2

11 (u, v) = Γ 1
12 (u, v) = Γ 2

22 (u, v) = 0,

Γ 2
12 (u, v) =

r ′(u)

r(u)
, Γ 1

22 (u, v) = −r(u) r ′(u);

Mit den soeben berechneten Ausdrücken für die Christoffelsym-
bole nimmt die Geodätendifferentialgleichung(

u ′′ +
(
u ′
)2
Γ 1

11 + 2u ′ v ′ Γ 1
12 +

(
v ′
)2
Γ 1

22

)
v ′

=
(
v ′′ +

(
u ′
)2
Γ 2

11 + 2u ′ v ′ Γ 2
12 +

(
v ′
)2
Γ 2

22

)
u ′

nach Umsortierung die folgende Gestalt9 an:

0 =
(
u ′′ v ′ − v ′′ u ′

)
r(u)

− 2
dr

du
(u)

(
u ′
)2
v ′ − r(u)2 dr

du
(u)

(
v ′
)3 . (1.6)

Wir leiten nun einen Ausdruck für den Winkel ϕ(t) her. Es be-
zeichne ψ(t) den Winkel zwischen ∂vf

(
u(t), v(t)

)
und γ ′(t). Wie

wie oben gesehen haben, gilt F(u(t), v(t)) = 0, also stehen die Vek-
toren ∂uf

(
u(t), v(t)

)
und ∂vf

(
u(t), v(t)

)
senkrecht aufeinander. Es

folgt ϕ = π
2 −ψ oder ϕ = π

2 +ψ. Mit sin
(
π
2 −ψ

)
= sin

(
π
2 +ψ

)
=

cosψ ergibt sich cosψ = sinϕ. Somit ist〈
∂vf

(
u(t), v(t)

)
, γ ′(t)

〉
=
∥∥∥∂vf (u(t), v(t)

)∥∥∥ ∥∥∥γ ′(t)∥∥∥ sinϕ(t),

9 Wir schreiben an dieser Stelle dr
du

anstelle von r ′, da u ′ und v ′ für die jeweiligen
Ableitungen nach dem Parameter t stehen
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das heißt

v ′(t) r
(
u(t)

)2
= r
(
u(t)

)√(
u ′(t)

)2
+ r
(
u(t)

)2 (
v ′(t)

)2 sinϕ(t),

und es folgt schließlich

c(t) = r
(
u(t)

)
sinϕ(t) =

r
(
u(t)

)2
v ′(t)√(

u ′(t)
)2

+ r
(
u(t)

)2 (
v ′(t)

)2
.

Wir vereinfachen die Notation nun wieder durch Fortlassen der
Argumente10.

c =
r2 v ′√

(u ′)2 + r2 (v ′)2
. (1.7)

Ziel ist es nun nachzuweisen, dass die Ableitung von c identisch
verschwindet. Nach einigen Umformungen erhalten wir

c ′ = −r u ′
(u ′′ v ′ − v ′′ u ′) r− 2 drdu (u ′)2

v ′ − r2 dr
du (v ′)3(

(u ′)2 + r2 (v ′)2
) 3

2
.

Mit Gleichung 1.6 folgt c ′ = 0, also ist c : I→ R konstant.

1.3.36 Korollar. Es sei S eine Drehfläche mit Standardüberlagerung f.
Zu jeder parametrisierten Geodätischen γ : I → S, t 7→ f

(
u(t), v(t)

)
existiert eine Konstante c ∈ R mit r

(
u(t)

)
sinϕ(t) = c für alle t ∈ I.

Wir wollen die Konstante c als Neigungskonstante (englisch: slant)
der parametrisierten Geodätischen bezeichnen.

1.3.37 Satz (Clairaut-Parametrisierung für Drehflächen). Es sei f
die Standardüberlagerung einer Drehfläche S, f(u0, v0) ein Punkt auf S,

10 Zur Sicherheit halten wir fest, dass beim Differenzieren von r nach dem Para-
meter t die Kettenregel anzuwenden ist: d

dt
r
(
u(t)

)
= u ′(t) · dr

du

(
u ′(t)

)
.
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I ein Intervall mit u0 ∈ I, c eine reelle Zahl, und es gelte r(t)2 > c2 für
alle t ∈ I. Dann ist γ : I→ S, t 7→ f

(
t, v(t)

)
mit

v(t) = v0 +

t∫
u0

c

r(u)
√
r(u)2 − c2

du

eine parametrisierte Geodätische auf S mit Neigungskonstante c.

Beweis. Wir zeigen, dass die Funktion t 7→
(
u(t), v(t)

)
=
(
t, v(t)

)
mit dem angegebenen Ausdruck für v(t) die Differentialgleichung
1.6 erfüllt. Es ist

u ′(t) = 1, u ′′(t) = 0,

v ′(t) =
c

r(t)
√
r(t)2 − c2

, v ′′(t) = −
c r ′(t)

(
2 r(t)2 − c2

)
r(t)2

(
r(t)2 − c2

) 3
2

.

Somit gilt (
u ′′ v ′ − v ′′ u ′

)
r− 2 r ′

(
u ′
)2
v ′ − r2 r ′

(
v ′
)3

=
c r r ′

(
2 r2 − c2

)
− 2 c r r ′

(
r2 − c2

)
− c3 r r ′

r2
(
r2 − c2

) 3
2

= 0.

Um nachzuweisen, dass die Geodätische die Neigungskonstante
c besitzt, verwenden wir die Identität 1.7 sowie die eben abgelei-
teten Ausdrücke für u ′ und v ′.

r sinϕ =
r2 v ′√

(u ′)2 + r2 (v ′)2
=

r2 c
r
√
r2−c2√

1 + r2 c2

r2 (r2−c2)

=
r c√

r2−c2√
r2

(r2−c2)

= c.

1.3.38 Bemerkungen. Es sei γ : I→ S, t 7→
(
u(t), v(t)

)
eine (nicht-

konstante) parametrisierte Geodätische mit Neigungskonstante c
auf einer Drehfläche S mit Standardüberlagerung f.
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(a) Wegen |sinϕ(t)| 6 1 gilt r
(
u(t)

)
> |c| für alle t ∈ I. Ins-

besondere verlaufen durch einen Punkt f(u0, v0) auf S nur
solche Geodätische, für deren Neigungskonstante die Un-
gleichung |c| 6 r

(
u0
)

erfüllt ist. Je kleiner der Wert von |c|

ist, desto steiler verläuft die Geodätische mit Neigungskon-
stante c.

(b) Es sind γ ′(t0) und ∂vf
(
u(t0), v(t0)

)
genau dann linear ab-

hängig, wenn r
(
u(t0)

)
= |c|. In diesem Fall ist u ′(t0) = 0,

d.h. der Tangentenvektor γ ′(t0) ist horizontal.

(c) Falls c = 0, so gilt wegen r > 0, dass sinϕ(t) = 0 für alle
t ∈ I, d.h. das Bild von γ liegt auf einem Meridian.

(d) Wie aus Gleichung 1.7 ersichtlich, ist v ′(t) > 0 für alle t ∈ I,
falls c > 0, und v ′(t) < 0, falls c < 0. Insbesondere wech-
seln v ′(t) und sinϕ(t) im Falle c 6= 0 das Vorzeichen nicht.
Sonst gäbe es ein t0 mit sinϕ(t0) = 0. Da aber genau ei-
ne parametrisierte Geodätische durch den Punkt γ(t0) und
den Richtungsvektor γ ′(t0) existiert, wäre γ eine Parametri-
sierung (eines Teils) der Meridianlinie, im Widerspruch zur
Annahme c 6= 0.

Für c > 0 liegen die Werte von ϕ(t) im Intervall (0,π), im
Falle c < 0 gilt ϕ(t) ∈ (−π, 0) für alle t ∈ I. Anschaulich
gesprochen verlaufen parametrisierte Geodätische mit c > 0
im Gegenuhrzeigersinn (in Bezug auf die e3-Achse), diejeni-
gen mit c < 0 im Uhrzeigersinn.

Mit Hilfe von Satz 1.3.37 erhält man zu gegebenem Punkt f(u0, v0)

und gegebener Neigungskonstante c eine parametrisierte Geodäti-
sche durch Integration. Da der Integrand an den Stellen uS, für
die r(uS) = |c| gilt, nicht definiert ist, lassen sich durch Clairaut-
Parametrisierungen lediglich Teile von Geodäten beschreiben.
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1.3.3 Geodätische Abbildungen

Wir wollen nun das differentialgeometrische Analogon des inzi-
denzgeometrischen Begriffs der Lineation, nämlich den Begriff der
geodätischen Abbildung bzw. der lokalen geodätischen Abbildung defi-
nieren. Die in der Literatur üblichen Definitionen (vgl. etwa [15],
Abschnitt 4.6 oder [39], Kapitel 15) beziehen sich auf eingebet-
tete Flächen bzw. auf Untermannigfaltigkeiten von R3. In diesen
Fällen sind Abbildungen zwischen zwei Flächen, nachdem für je-
de der Flächen eine feste Familie von Parametrisierungen gewählt
wird, eindeutig durch Abbildungen zwischen den Parameterbe-
reichen bestimmt und umgekehrt. Im Gegensatz hierzu können
im Fall nicht injektiver parametrisierter Flächenstücke zwei von-
einander verschiedene Abbildungen zwischen den Parameterbe-
reichen in derselben Abbildung zwischen den Flächenstücken re-
sultieren. Wir haben diesen Sachverhalt im Folgenden zu berück-
sichtigen.

1.3.39 Definition. Es sei 1 6 k 6 4. Für zwei injektive Flächen-
stücke S1 und S2 bezeichnen wir eine bijektive Abbildungϕ : S1 →
S2 als Ck-Diffeomorphismus, wenn zu einem (und dann jedem)
Paar (injektiver) Parametrisierungen f1 : U1 → S1 und f2 : U2 →
S2 ein Ck-Diffeomorphismus ϕ : U1 → U2 derart existiert, dass
ϕ ◦ f1 = f2 ◦ϕ gilt.

1.3.40 Definition. Es seien S1 und S2 zwei injektive Flächenstücke.
Einen C2-Diffeomorphismus λ : S1 → S2 nennen wir geodätische
Abbildung (von S1 nach S2), wenn für jede parametrisierte Geodäti-
sche γ : I→ S1 auf S1 die Kurve λ◦γ eine parametrisierte Geodäti-
sche auf S2 ist.

1.3.41 Definition. Es seien S1 und S2 zwei injektive Flächenstücke,
und es sei V1 ⊆ S1 eine offene Umgebung eines Punktes p ∈ S1.
Eine injektive Abbildung λ : V1 → S2 heißt lokale geodätische Abbil-
dung bei p, wenn es eine Umgebung V2 von ϕ(p) in S2 derart gibt,
dass die Korestriktion λ

∣∣V2 : V1 → V2 von λ auf V2 eine geodäti-
sche Abbildung ist.
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1.3.42 Definition. Es seien f1 : U1 → S1 bzw. f2 : U2 → S2 pa-
rametrisierte Flächenstücke, und es sei λ : U1 → U2 ein C2-Dif-
feomorphismus derart, dass für jede Lösung γ : I → U1 der
Geodätendifferentialgleichung von f1 die Abbildung λ◦γ : I→ U2
eine Lösung der Geodätendifferentialgleichung von f2 ist. Dann
nennen wir λ eine geodätische Parameterabbildung oder eine geodäti-
sche Parametertransformation (von U1 nach U2).

1.3.43 Definition. Es seien f1 : U1 → S1 bzw. f2 : U2 → S2 para-
metrisierte Flächenstücke, und es sei O1 eine offene Umgebung
eines Punktes u ∈ U1. Eine injektive Abbildung λ : O1 → U2 heißt
lokale geodätische Parameterabbildung oder lokale geodätische Parame-
tertransformation bei u, wenn es eine Umgebung O2 von λ(u) in
U2 derart gibt, dass die Korestriktion λ

∣∣O2 : O1 → O2 von λ auf
O2 eine geodätische Parametertransformation ist.

Wir stellen für den Fall unparametrisierter Flächenstücke den Zu-
sammenhang zwischen geodätischen Abbildungen und geodäti-
schen Parametertransformationen dar. Zunächst machen wir uns
klar, dass die Existenz einer geodätischen Parametertransformati-
on sich von einem gegeben Paar von Parametrisierungen auf jedes
andere Paar jeweils äquivalenter Parametrisierungen (vgl. Defini-
tion 1.3.1) überträgt.

1.3.44 Lemma. Es seien S1 und S2 zwei Flächenstücke. Für ein Paar
von Parametrisierungen f1 : U1 → S1 und f2 : U2 → S2 sei λ : U1 → U2
eine geodätische Parametertransformation. Dann ist für je zwei Pa-
rametrisierungen f̃1 : Ũ1 → S1 und f̃2 : Ũ2 → S2 von S1 bzw. S2
mit C4-Diffeomorphismen ϕ1 : Ũ1 → U1 und ϕ2 : Ũ2 → U2, für die
f̃1 = f1 ◦ ϕ1 und f̃2 = f2 ◦ ϕ2 gilt, die Abbildung ϕ−1

2 ◦ λ ◦ ϕ1 eine
geodätische Parametertransformation von Ũ1 nach Ũ2.

Beweis. Eine Lösung γ der Geodätendifferentialgleichung von f̃1
wird durch ϕ−1

2 ◦ λ ◦ ϕ1 auf eine Lösung der zu f̃2 gehörigen
Differentialgleichung abgebildet, vgl. Lemma 1.3.25.
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Auf der Grundlage des vorstehenden Lemmas formulieren wir
nun ein Kriterium, mit dem unter Verwendung beliebig gegebe-
ner Parametrisierungen festgestellt werden kann, ob ein vorge-
legter C2-Diffeomorphismus eine geodätische Abbildung darstellt
oder nicht.

1.3.45 Lemma. Es seien S1 und S2 zwei injektive Flächenstücke. Ein
C2-Diffeomorphismus λ : S1 → S2 ist genau dann eine geodätische Ab-
bildung, wenn für ein (und dann jedes) Paar (injektiver) Parametrierun-
gen f1 : U1 → S1 von S1 bzw. f2 : U2 → S2 von S2 die Abbildung

λ := f−1
2 ◦ λ ◦ f1

eine geodätische Parametertransformation ist.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass die genannte Bedingung hin-
reichend ist. Es sei also γ eine parametrierte Geodätische auf S1.
Nach Korollar 1.3.26 existiert für jede Parametrisierung f1 von S1
eine Lösung γ : I → U1 der zu f1 gehörigen Geodätendifferen-
tialgleichung mit γ = f1 ◦ γ. Da f1 injektiv ist, gilt γ := f−1

1 ◦ γ.
Für jede Parametrisierung f2 von S2 gilt nach Voraussetzung, dass
f−1

2 ◦ λ ◦ γ = f−1
2 ◦ λ ◦ f1 ◦ f−1

1 ◦ γ eine Lösung der zu f2 gehörigen
Geodätendifferentialgleichung ist. Damit ist λ ◦γ = f2 ◦ f−1

2 ◦ λ ◦γ
nach Korollar 1.3.26 eine parametrisierte Geodätische auf S2, folg-
lich ist λ eine geodätische Abbildung.

Es sei umgekehrt λ eine geodätische Abbildung, es seien f1 und f2
beliebige Parametrisierungen von S1 bzw. S2, und es sei γ : I→ U1
eine Lösung der Geodätendifferentialgleichung von f1. Dann ist
f1 ◦ γ eine parametrisierte Geodätische auf S1, und λ ◦ f1 ◦ γ nach
Voraussetzung eine parametrisierte Geodätische auf S2. Es folgt,
dass f−1

2 ◦λ◦f1 ◦γ eine Lösung der Geodätendifferentialgleichung
von f2 ist, somit ist f−1

2 ◦ λ ◦ f1 eine geodätische Parametertrans-
formation.

1.3.46 Korollar. Es seien f1 : U1 → S1 und f2 : U2 → S2 injektive
Parametrisierungen von Flächenstücken S1 und S2, und es sei λ : U1 →
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S1
λ // S2

U1

f1

OO

λ // U2

f2

OO

Abbildung 1.5: Geodätische Parametertransformation λ und geo-
dätische Abbildung λ für zwei Flächenstücke mit
injektiven Parametrisierungen.

U2 eine geodätische Parametertransformation. Dann ist

λ := f2 ◦ λ ◦ f−1
1 : S1 → S2

eine geodätische Abbildung von S1 nach S2.

Das Diagramm in Abbildung 1.5 veranschaulicht den Sachverhalt.
Wir überzeugen uns nun davon, dass die sich die definierende Ei-
genschaft geodätischer Parametertransformationen bzw. geodäti-
scher Abbildungen auf deren Inverse überträgt.

1.3.47 Satz. Es seien f1 : U1 → S1 und f2 : U2 → S2 parametrisierte
Flächenstücke, und es sei λ : U1 → U2 eine geodätische Parametertrans-
formation. Dann ist auch λ−1

: U2 → U1 eine geodätische Parameter-
transformation.

Beweis. Es sei γ : I → U2 eine Lösung der Geodätendifferential-
gleichung von f2. Wir weisen nach, dass δ := λ

−1 ◦γ : I→ U1 eine
Lösung der Geodätendifferentialgleichung von f1 ist.

Für ein zunächst fest gewähltes t0 ∈ I setzen wir u0 := δ(t0) und
X0 := δ ′(t0) = D

(
λ

−1
) (
γ(t0)

)
· γ ′(t0) =

(
Dλ
)−1 (

δ(t0)
)
· γ ′(t0).

Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz gibt es ε > 0 und eine
eindeutig bestimmte Lösung η : (−ε, ε)→ U1 der zu f1 gehörigen
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Geodätendifferentialgleichung, welche die Bedingungen η(0) =

u0 und η ′(0) = X0 erfüllt.

Da λ nach Voraussetzung eine geodätische Parametertransforma-
tion ist, erfüllt λ ◦ η : (−ε, ε) → U2 die Geodätendifferentialglei-
chung von f2. Weiterhin gilt(

λ ◦ η
)
(0) = λ(u0) = λ

(
δ(t0)

)
= γ(t0)

sowie(
λ ◦ η

) ′
(0) = Dλ

(
η(0)

)
· η ′(0) = Dλ

(
η(0)

)
· X0

= Dλ
(
η(0)

)
·
(
Dλ
)−1 (

δ(t0)
)
· γ ′(t0)

= Dλ
(
η(0)

)
·
(
Dλ
)−1 (

η(0)
)
· γ ′(t0) = γ ′(t0).

Nach Satz 1.3.30 existieren offene Intervalle I ′ ⊆ I und J ⊆ (−ε, ε)
und ein Diffeomorphismus Φ : J→ I ′ derart, dass(

λ ◦ η
)
(s) = (γ ◦Φ) (s) und damit auch(

λ
−1 ◦ λ ◦ η

)
(s) =

(
λ

−1 ◦ γ ◦Φ
)

(s) für alle s ∈ J gilt.

Da zu jedem s ∈ J genau ein t ∈ I ′ mit s = Φ−1(t) existiert, folgt(
η ◦Φ−1) (t) =

(
λ

−1 ◦ γ
)

(t), also
(
η ◦Φ−1) (t) = δ(t)

für alle t ∈ I ′. Das bedeutet, dass die Einschränkung von δ auf
I ′ mit η ◦Φ−1 übereinstimmt und somit nach Lemma 1.3.28 eine
Lösung der Geodätendifferentialgleichung von f1 ist. Da t0 ∈ I be-
liebig gewählt werden kann, folgt, dass die parametrisierte Kur-
ve δ auf ihrem vollen Definitionsbereich I die zu f1 gehörende
Geodätendifferentialgleichung erfüllt.

1.3.48 Korollar. Es seien S1 und S2 zwei injektive Flächenstücke. Falls
λ : S1 → S2 eine geodätische Abbildung von S1 nach S2 ist, so ist
λ−1 : S2 → S1 eine geodätische Abbildung von S2 nach S1.
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1 Grundlagen

Wir wollen noch den Anschluss an die Literaturstellen herstellen,
in denen Geodäten (auch) als Punktmengen aufgefasst werden,
siehe etwa [15], Abschnitt 4.4. sowie die Bemerkungen auf S. 10
von [7].

1.3.49 Definition (Geodätische Punktmengen). Es sei S ein Flä-
chenstück und C ⊂ S eine Teilmenge von S. Wir nennen C eine
Geodäte oder eine geodätische Punktmenge (auf S), falls eine para-
metrisierte Geodätische γ : I→ S mit γ(I) = C existiert.

1.3.50 Bemerkung. Im Falle von Flächenstücken, die nicht injek-
tiv parametrisiert sind, können geodätische Punktmengen auftre-
ten, denen ihre ”Herkunft“ als Bild parametrisierter Geodätischer
schwer anzusehen ist. So werden wir in Kapitel 5 ein Flächenstück
S betrachten, auf welchem geodätische Punktmengen existieren,
die jeweils dicht in einer nichtleeren abgeschlossenen Teilmenge
von S liegen.

Wir beschließen dieses Grundlagenkapitel mit einem fundamen-
talen klassischen Resultat, das von E. Beltrami in [6] bewiesen
wurde.

1.3.51 Satz (Beltrami, 1865). Es sei f : U → R3 ein parametrisiertes
Flächenstück mit der Eigenschaft, dass zu jedem Punkt u ∈ U eine lokale
geodätische Parameterabbildung in die reelle euklidische Ebene existiert.
Dann ist die Gauß-Krümmung K : U→ R konstant.

Beweis. Die Originalarbeit [6] von Beltrami ist nicht zuletzt we-
gen einer Reihe von (äußerst ingeniösen) Transformationen, die in

”klassischer“ Notation ausgedrückt sind, nicht ganz leicht nach-
zuvollziehen. Ein Beweis in heute gebräuchlicher Notation findet
sich zum Beispiel in [39].

1.3.52 Korollar. Es sei S eine zusammenhängende reguläre Fläche mit
der Eigenschaft, dass zu jedem Punkt p ∈ S eine lokale geodätische
Abbildung in die reelle euklidische Ebene existiert. Dann besitzt S not-
wendig konstante Gauß-Krümmung.
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2 Hilbertsche Liniensysteme

In seiner Arbeit A Note on Hilbert and Beltrami Systems definiert
M. Stroppel [55] sogenannte Compact Disks (CDs) und konstruiert
affine R2-Ebenen durch ”Einkleben“ von CDs in die reelle affine
Ebene (oder allgemeiner in beliebige affine R2-Ebenen). Bei einer
solchen Konstruktion werden diejenigen Geraden der zugrunde-
liegenden affinen Ebene, welche die (konvexe) Punktmenge der
eingeklebten CD in mehr als einem Punkt treffen, modifiziert,
indem man jedes im Innern der CD verlaufende Geradenstück
durch ein Element des Liniensystems der CD ersetzt. Die auf die-
se Weise konstruierten affinen Ebenen sind Verallgemeinerungen
der von H. Mohrmann in [41] so benannten Hilbertschen bzw. Bel-
tramischen Liniensysteme, die ihrerseits auf dem in unserem Ein-
leitungskapitel bereits erwähnten ersten veröffentlichten Beispiel
einer nicht desarguesschen affinen Ebene von David Hilbert ba-
sieren, vgl. [23] bzw. [24], S. 66-71.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels stellen wir die Konstrukti-
on affiner Ebenen nach Hilbert bzw. Mohrmann in der Fassung
von Stroppel vor. Nach einer kurzen Erörterung der Mohrmann-
schen Begriffsbildung legen wir dar, inwiefern sich eine CD für
die Zwecke der vorliegenden Arbeit gerade dann eignet, wenn
eine topologische Lineation λ zur Verfügung steht, vermöge de-
rer sie sich in die reelle affine Ebene einbetten lässt. Im zweiten
Abschnitt geben wir Bedingungen an die Randkurve der CD und
ihr Bild unter λ an, mit deren Hilfe sich entscheiden lässt, ob ein
mit einer derartigen CD konstruiertes Hilbertsches Liniensystem
die Desargues-Eigenschaft besitzt. Im dritten Abschnitt betrach-
ten wir räumliche Realisierungen von CDs, die sich unmittelbar
in konkret gegebene affine R2-Ebenen in R3 einkleben lassen.
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2 Hilbertsche Liniensysteme

2.1 Affine R2-Ebenen mit eingeklebten CDs

Die Konstruktion affiner R2-Ebenen mit eingeklebten CDs, die
wir in diesem Abschnitt vorstellen, erfordert verschiedene Kon-
vexitätsbegriffe. Wir erinnern zunächst an die Definitionen von
Konvexität und strenger Konvexität in der reellen affinen Ebe-
ne (R2, aff1R2) und verallgemeinern diese Definitionen auf affine
R2-Ebenen mit Geradensystemen, die von aff1R2 verschieden sein
können.

Für zwei voneinander verschiedene Punkte p,q der reellen affi-
nen Ebene bezeichne pq deren Verbindungsstrecke. Wir wollen
Strecken mitunter auch Geradensegmente nennen.

2.1.1 Definition. Eine Teilmenge E ⊆ R2 heißt konvex (bezüglich
des Geradensystems aff1R2) oder aff1R2-konvex, wenn E mit je zwei
Punkten auch deren Verbindungsstrecke enthält.

Alternativ zu den in der Definition verwandten Formulierungen
werden wir abkürzend auch von einer konvexen Menge E ⊆ A2R
sprechen. Wir betrachten nun R2 mit der Standardtopologie und
erinnern daran, dass der offene Kern E0 einer Menge E die Vereini-
gung aller offenen Mengen ist, die in E enthalten sind.

2.1.2 Definition (vgl. etwa Leichtweiß [35], §10). Eine konvexe
Teilmenge E ⊆ A2R heißt streng konvex, wenn jeder von p und
q verschiedene Punkt einer beliebigen in E liegenden Strecke pq
zum offenen Kern von E gehört.

2.1.3 Lemma. Es sei K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge der re-
ellen affinen Ebene. Genau dann ist K streng konvex, wenn der Rand
∂K von K kein Geradensegment enthält, d.h. wenn es zu zwei von-
einander verschiedenen Punkten p,q ∈ ∂K wenigstens einen Punkt
z ∈ pqr {p,q} gibt, der nicht auf ∂K liegt.

Beweis. Falls K streng konvex ist, so gehört nach Definition 2.1.2
jeder von p und q verschiedene Punkt einer beliebigen in K lie-
genden Strecke pq zum offenen Kern K0 von K. Insbesondere gilt
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2.1 Affine R2-Ebenen mit eingeklebten CDs

dies für Punkte p und q, die auf ∂K liegen, dann enthält das Ge-
radensegment pq (viele) Punkte, die nicht auf ∂K liegen.

Besitzt K umgekehrt die Eigenschaft, dass ∂K kein Geradenseg-
ment enthält, so unterscheiden wir drei Fälle. Für zwei in K0 lie-
gende Punkte p und q ist die Verbindungsstrecke ganz in K0 ent-
halten, da der offene Kern einer konvexen Menge konvex ist (vgl.
[35], Satz 1.6). Falls einer der beiden Punkte, etwa p, auf ∂K liegt,
während q ∈ K0 gilt, so ist die Menge pq r {p} in K0 enthalten
(vgl. [35], Lemma 1.1). Es seien schließlich p,q zwei voneinan-
der verschiedene auf ∂K liegende Punkte. Nach Voraussetzung ist
ausgeschlossen, dass pq ganz in ∂K liegt, also existiert mindes-
tens ein Punkt z ∈ pqr {p,q} mit z ∈ K0. Nach dem eben zitierten
Resultat liegen dann aber pz r {p} sowie qz r {q} und folglich
auch pq r {p,q} in K0. In jedem der drei Fälle ist K somit streng
konvex.

2.1.4 Definition. Es sei A = (R2, A) eine affine R2- Ebene.

(a) E ⊆ R2 heißt konvex bezüglich A oder A-konvex, wenn für je
zwei Punkte p,q ∈ E die Spur E ∩ (p∨ q) der Verbindungs-
geraden p∨ q in E zusammenhängend ist.

(b) Eine A-konvexe Teilmenge E ⊆ R2 heißt streng konvex (be-
züglich A), falls gilt: Für je zwei voneinander verschiedene
Punkte p,q ∈ E ist E ∩ (p∨ q) r {p,q} ⊆ E0.

2.1.5 Bemerkung. Man macht sich leicht klar, dass eine Teilmenge
von A2R genau dann konvex nach Definition 2.1.1 ist, wenn sie im
Sinne von Definition 2.1.4 aff1R2-konvex ist.

Der folgende Begriff ist für die von uns konstruierten affinen Ebe-
nen mit speziellen lokalen Störungen des jeweiligen Geradensys-
tems von fundamentaler Bedeutung.

2.1.6 Definition (Stroppel [55], 1993). Es sei D eine mit einer To-
pologie versehene Menge und D ⊆ P(D). Die Inzidenzstruktur
(D, D,∈) heißt Compact Disk bzw. kurz CD, falls die folgenden
Kriterien erfüllt sind:

77



2 Hilbertsche Liniensysteme

(a) (D, D) ist ein linearer Raum;1

(b) die Punktmenge D ist homöomorph zur abgeschlossenen
Einheitskreisscheibe in R2;

(c) jede Gerade g ∈ D ist homöomorph zum abgeschlossenen
Einheitsintervall [0, 1]. Ferner ist der Rand ∂g in ∂D enthal-
ten, und gr ∂D ist zusammenhängend.

2.1.7 Bemerkungen. (a) Durch die CD-Axiome werden Gera-
den ausgeschlossen, deren Endpunkte (genauer: Randpunk-
te) im Innern der CD liegen; ferner wird sichergestellt, dass
eine Gerade entweder ganz im Rand der CD verläuft oder
außer ihren Endpunkten keine weiteren Punkte auf dem
Rand besitzt.

(b) Das dritte CD-Axiom kann als Konvexitätsbedingung inter-
pretiert werden. Dies wird deutlich, wenn man sich Korol-
lar (3) in [55] vor Augen hält. Dieses besagt, dass zu jeder
CD D := (D, D) ein Homöomorphismus γ : D → E auf eine
kompakte aff1R2-konvexe Teilmenge E von R2 derart exis-
tiert, dass γ einen Isomorphismus der Inzidenzstrukturen
induziert, welche durch D auf ∂D bzw. durch A2R auf ∂E
induziert werden.

(c) Im Allgemeinen wird das Bild des Liniensystem D unter
der Abbildung γ ein System von Kurven in E sein, die
nicht notwendig Geradensegmente sind. Falls jedoch ein
Homöomorphismus λ : D → K auf eine kompakte aff1R2-
konvexe Teilmenge K von R2 existiert, der Lineation2 ist, so
liefert λ eine Einbettung der CD in die reelle affine Ebene,
vgl. Lemma 2.1.13. Genau solche CDs werden für uns von
besonderem Interesse sein.

1 Nach den Definitionen 1.1.2 und 1.1.3 erfordert dies, dass jede Gerade mindes-
tens zweielementig ist.

2 Nach Definition 1.1.12 existiert in diesem Fall zu jedem Element g ∈ D eine
affine Gerade l ∈ aff1R2 mit λ(g) ⊂ l.
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2.1 Affine R2-Ebenen mit eingeklebten CDs

Als Beispiel sei die von Hilbert in [23] verwandte CD genannt,
die wir in Kapitel 4 ausführlich behandeln werden. Deren Punkt-
menge ist eine von einer Ellipse berandete Teilmenge von R2;
Kreisbögen durch einen außerhalb der Ellipse gelegenen und hin-
reichend weit entfernten Punkt Z liefern das Geradensystem der
CD. Die Inversion am Kreis mit Zentrum Z stellt eine Lineation
von der CD nach A2R dar, ihr Bild ist eine aff1R2-konvexe, kom-
pakte Teilmenge von R2.

2.1.8 Definition (Streng konvexe CD). Eine CD D = (D, D) heißt
streng konvex, falls für jede Gerade l ∈ D gilt: l ∩ ∂D = ∂l.

2.1.9 Definition (Desarguessche CD).

(a) Eine CD D = (D, D) heißt lokal desarguessch, wenn zu jedem
Punkt p eine Umgebung U existiert, die mit dem System der
Spurgeraden U =

{
l ∩U | l ∈ D

}
ein desarguesscher parti-

eller linearer Raum3 ist.

(b) Eine CD D heißt desarguessch, wenn D ein desarguesscher
linearer Raum ist.

2.1.10 Lemma. Eine desarguessche CD ist lokal desarguessch.

Beweis. Es sei D = (D, D) eine desarguessche CD, p ein Punkt in
D und U eine Umgebung von p in D. Nach Definition 1.1.40 ist
für jeden Monomorphismus von Inzidenzstrukturen4

(α,β) :

((
Ω

2

)
,
(
Ω

3

)
,Cr

{(
{2, 4}, {2, 3, 4}

)})
→ AD

γ

die Bedingung α
(
{2, 4}

)
∈ β

(
{2, 3, 4}

)
erfüllt. Dies gilt insbesonde-

re für diejenigen Monomorphismen (α,β) mit Im (α) ⊂ U. Mit
Lemma 1.1.43 folgt, dass U ein desarguesscher partieller linearer
Raum ist.

3 Vgl. Definition 1.1.40.
4 Vgl. Definition 1.1.7.
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2 Hilbertsche Liniensysteme

Nach diesen Vorbereitungen können wir (homöomorphe Bilder
von) CDs in die reelle affine Ebene bzw. allgemeiner in eine affine
R2-Ebene einkleben.

2.1.11 Definition. Es sei A = (R2, A) eine affine R2-Ebene, D =

(D, D) eine streng konvexe CD, E eine streng A-konvexe Teilmen-
ge von R2 und γ : D→ E ein Homöomorphismus. Für jede Gerade
l ∈ D setzen wir l̂ = γ(l) ∪ (k r E), wobei k ∈ A die Gerade ist,
welche die (auf ∂E liegenden) Endpunkte von γ(l) verbindet. Mit
der Geradenmenge

AD
γ =

{
l ∈ A

∣∣ |l ∩ E| 6 1
}
∪
{
l̂
∣∣ l ∈ D

}
erhalten wir die Inzidenzstruktur AD

γ =
(
R2, AD

γ

)
. Wir nennen AD

γ

ein Stroppel-Mohrmann-Hilbert-Liniensystem oder kurz ein SMH-
System.

Wir verwenden die eben eingeführte Bezeichnungsweise für die
Formulierung des folgenden Resultats von Stroppel [55].

2.1.12 Satz. Jedes SMH-System ist eine affine R2-Ebene.

Wir betrachten nun auch Einbettungen von CDs in die reelle affine
Ebene, die wir mit stetigen injektiven Lineationen erhalten.

2.1.13 Lemma. Es sei D = (D, D) eine streng konvexe CD und
λ : D → R2 eine stetige injektive Lineation von D nach A2R. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Korestriktion der Abbildung λ auf ihr Bild K := λ(D) ist ein
Homöomorphismus.

(b) Die von λ induzierte Geradenabbildung βλ : D → aff1R2 ist in-
jektiv.

(c) Der Morphismus (λ,βλ) : D→ A2R ist eine Einbettung von In-
zidenzstrukturen.

(d) Die Menge K = λ(D) ist streng konvex bezüglich aff1R2.
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2.1 Affine R2-Ebenen mit eingeklebten CDs

Beweis. (a) DaD kompakt ist und R2 die Hausdorff-Eigenschaft
besitzt, ist λ eine abgeschlossene Abbildung, somit ist die
(bijektive) Korestriktion von λ auf K := λ(D) ein Homöomor-
phismus, vgl. etwa [49], Satz 8.11.

(b) Wir stellen zunächst fest, dass die auf dem Inneren von
D induzierte Inzidenzstruktur D0 :=

(
D0, D ∩D0

)
eine R2-

Ebene, also insbesondere eine stabile Ebene ist, vgl. [55]
sowie [50], 31.26. Wir betrachten nun die Einschränkung
λ0 : D0 → R2 von λ und konstatieren, dass λ0 eine stetige
injektive Lineation von D0 nach A2R ist. Mit Lemma 1.2.10
folgt, dass die von λ0 induzierte Geradenabbildung βλ0 in-
jektiv ist, denn λ0 ist nicht kollabiert: Angenommen es gibt
eine Gerade l ∈ aff1R2 mit λ0(D) ⊆ l. Für einen beliebigen
Punkt p ∈ D ist D r {p} und somit auch λ0 (Dr {p}) zu-
sammenhängend. Dies steht im Widerspruch dazu, dass die
Menge λ0 (Dr {p}) durch Wegnahme von λ(p) aus λ0(D)

entsteht und somit nicht zusammenhängend sein kann.

Aus der Injektivität von βλ0 folgt nun, dass auch βλ in-
jektiv ist, denn für jede Gerade l ∈ D gilt βλ0

(
l ∩D0

)
=

βλ0 (lr ∂l) = βλ(l).

(c) Mit Lemma 1.1.17 folgt unmittelbar, dass (λ,βλ) eine Ein-
bettung ist.

(d) Wir zeigen zunächst, dass K konvex ist: Es seien p und q

voneinander verschiedene Punkte in K. Dann existiert genau
eine Gerade g ∈ aff1R2, die p und q verbindet. Wir nehmen
an, es gibt einen auf der Verbindungsstrecke pq zwischen
p und q gelegenen Punkt z /∈ K. Nach Bemerkung 2.1.5 ist
dann g ∩ K und somit auch λ−1(g ∩ K) ∈ D nicht zusam-
menhängend, im Widerspruch zu den für D gültigen CD-
Axiomen. Also kann kein außerhalb von K gelegener Punkt
zwischen p und q existieren, d.h. K ist konvex.

Zum Nachweis der strengen Konvexität von K nehmen wir
an, dass der Rand ∂K = λ(∂D) eine Strecke p ′q ′ enthält, die
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2 Hilbertsche Liniensysteme

Teilmenge einer Geraden l ∈ aff1R2 ist. Die Urbilder p von
p ′ bzw. q von q ′ unter λ liegen in ∂D, es sei g := p∨ q ihre
Verbindungsgerade in D. Wir wählen zwei voneinander ver-
schiedene Punkte r und s auf ∂D, die echt zwischen p und q
liegen, und setzen h := r∨ s. Aus der Stetigkeit von λ folgt,
dass die Punkte r und s auf Punkte in p ′q ′ ⊂ l abgebildet
werden. Es ist somit βλ(g) = l = βλ(h), im Widerspruch
zur Injektivität von βλ. Also ist die Annahme zu verwerfen,
und es folgt, dass K = γ(D) streng konvex ist.

Damit ist die folgende Definition gerechtfertigt.

2.1.14 Definition. Es sei D = (D, D) eine streng konvexe CD und
λ : D→ R2 eine stetige injektive Lineation von D nach A2R. Dann
bezeichne λ : D→ A2R die von λ induzierte Einbettung.

In den nachfolgenden Bemerkungen tragen wir die bislang er-
arbeiteten Fakten zu Einbettungen von CDs in die reelle affine
Ebene zusammen.

2.1.15 Bemerkungen. Eine CD D = (D, D) lasse sich vermöge
einer stetigen injektiven Lineation λ : D → R2 in die reelle affine
Ebene einbetten. Es sei βλ : D → aff1R2 die von λ induzierte
Geradenabbildung. Wir setzen ferner K = λ(D) und K := λ(D).
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) βλ(D) =
{
p∨ q ∈ aff1R2

∣∣ {p,q} ∈ K und p 6= q
}

;

(b) βλ(D) =
{
g ∈ aff1R2

∣∣ |g ∩ K| > 2
}

;

(c) K = βλ(D)∩K =
{
g ∩ K

∣∣ g ∈ aff1R2, |g ∩ K| > 2
}

, vgl. Lem-
ma 1.1.29;

(d)
(
K, K

)
ist isomorph zu D, vgl. Lemma 1.1.27;

(e)
(
K,βλ(D)

)
ist zu

(
K, K

)
isomorph, vgl. Lemma 1.1.30;

(f)
(
K,βλ(D)

)
ist gleich der im Sinne von Definition 1.2.13 von

A2R auf K induzierten Unterebene.
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2.1 Affine R2-Ebenen mit eingeklebten CDs

Die Existenz einer Einbettung einer CD in die reelle affine Ebene
zieht deren Desargues-Eigenschaft nach sich.

2.1.16 Lemma. Es sei D = (D, D) eine CD und λ : D → A2R ei-
ne Einbettung mit Punktabbildung λ. Dann ist D ein desarguesscher
linearer Raum.

Beweis. Die Punktabbildung λ : D → R2 ist eine injektive Linea-
tion von D nach A2R, vgl. Lemma 1.1.19. Wir setzen wieder
K := λ(D) und K := λ(D). Nach Satz 1.1.50 ist die desargues-
sche affine Ebene A2R ein desarguesscher linearer Raum im Sinne
von Definition 1.1.41 bzw. Korollar 1.1.43. Damit ist für jeden Mo-
nomorphismus von Inzidenzstrukturen5

(α,β) :

((
Ω

2

)
,
(
Ω

3

)
,Cr

{(
{2, 4}, {2, 3, 4}

)})
→ A2R

die Bedingung α
(
{2, 4}

)
∈ β

(
{2, 3, 4}

)
erfüllt. Dies gilt insbesonde-

re für diejenigen Monomorphismen (α,β) mit Im (α) ⊂ K, (für
die notwendig jede Gerade aus Im (β) nichtleeren Schnitt mit K
besitzt). Mit Lemma 1.1.43 folgt, dass (K, K) als Unterstruktur von
A2R ein desarguesscher linearer Raum ist. Diese Eigenschaft be-
sitzt damit auch D als zu (K, K) isomorphe Inzidenzstruktur.

Wir müssen an dieser Stelle die Frage offenlassen, ob sich jede
lokal desarguessche CD D = (D, D) in die reelle affine Ebene ein-
betten lässt, ob es also eine (stetige oder unstetige) injektive Li-
neation λ von (D, D) nach A2R derart gibt, dass drei Punkte in D
genau dann kollinear in D sind, wenn dies für deren Bilder unter
λ gilt.

Für den offenen Kern einer lokal desarguesschen CD D = (D, D)

lässt sich dies mit Hilfe der Resultate von Busemann zeigen: Nach
[55] ist der offene Kern D0 :=

(
D0, D ∩D0

)
der CD eine R2-

Ebene, die wir (nach Definition 1.2.24) nötigenfalls vermöge eines

5 Vgl. Definition 1.1.7.
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2 Hilbertsche Liniensysteme

Homömorphismus ϕ auf eine hierzu isomorphe Ebene (R2, G) ab-
bilden können. Diese erfüllt die Voraussetzungen von Theorem
11.2 in [12], es gibt also eine Abstandsmetrik d : R2 → R+

0 , der-
art, dass die Geodäten (Kürzesten) bezüglich d genau das System
G liefern. In der (Übertragung der englischen) Terminologie von
Busemann ist S := (R2,d, G) ein stracker G-Raum. Mit [48] erhal-
ten wir die Desargues-Eigenschaft von S. Nach Theorem 13.2 von
[12] existiert eine offene konvexe Teilmenge C der reellen affinen
Ebene und ein Homöomorphismus ψ : R2 → C derart, dass jedes
Element g von G auf ψ(g) = l ∩ C mit l ∈ aff1R2 abgebildet wird.
Die Komposition ψ ◦ ϕ stellt eine (stetige und injektive) Lineati-
on von D0 nach A2R dar. Wir wenden uns nun desarguesschen
SMH-Systemen zu.

2.1.17 Satz. Es sei A = (R2, A) eine affine R2-Ebene, D = (D, D)

eine streng konvexe CD, E eine streng A-konvexe Teilmenge von R2

und γ : D → E ein Homöomorphismus so, dass die affine R2-Ebene AD
γ

desarguessch ist. Dann existiert eine stetige injektive Lineation λ : D→
R2, welche eine Einbettung λ : D→ A2R induziert.

Beweis. Nach Satz 1.2.27 existiert für eine desarguessche R2-Ebene
AD
γ ein Isomorphismus6 ϕ : AD

γ → A2R mit Punktabbildung ϕ.
Das Bild von E = γ(D) unter ϕ ist eine kompakte Teilmenge von
R2, die wir mit K bezeichnen wollen. Die Abbildung λ := ϕ ◦
γ : D→ K ist ein Homöomorphismus.

Für jedes Element l des Geradensystems D von D existiert eine
Gerade g ∈ aff1R2 mit λ(l) = g ∩ K, also ist λ eine Lineation:
Es sei l ∈ D. Dann existiert nach Konstruktion l̂ ∈ AD

γ mit l̂ =

γ(l) ∪ (mr E), wobei m die Gerade in A ist, welche die beiden
Randpunkte von γ(l) in E verbindet. Es ist l̂ ∩ E = γ(l), und
nach (a) existiert g ∈ aff1R2 mit ϕ(l̂) = g. Da ϕ injektiv ist, gilt
ϕ
(
l̂ ∩ E

)
= ϕ(l̂) ∩ϕ(E), somit gilt λ(l) = ϕ

(
l̂ ∩ E

)
= g ∩ K.

Nach Lemma 2.1.13 induziert die stetige injektive Lineation λ eine
Einbettung von D in A2R.

6 Vgl. Definition 1.2.8.

84



2.1 Affine R2-Ebenen mit eingeklebten CDs

2.1.18 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.17 ist D ein
desarguesscher linearer Raum.

Beweis. Nach Satz 1.1.50 ist die desarguessche affine Ebene AD
γ

ein desarguesscher linearer Raum. Mit Lemma 1.1.43 folgt, dass(
E,γ(D)

)
als Unterstruktur von AD

γ ebenfalls ein desarguesscher
linearer Raum ist. Dies gilt dann auch für die nach Lemma 1.1.27
zu
(
E,γ(D)

)
isomorphe Inzidenzstruktur D.

Mohrmann führte in [41] die Bezeichnung Hilbertsches Linien-
system ein. Zur genauen Bestimmung der Teilklasse von SMH-
Systemen, die wir mit diesem Begriff bezeichnen wollen, folgen
wir Stroppels Präzisierung, vgl. [55].

2.1.19 Definition. Es sei D = (D, D) eine streng konvexe CD,
E eine streng aff1R2-konvexe Teilmenge von R2, γ : D → E ein
Homöomorphismus, A = A2R und AD

γ =
(
R2,
(
aff1R2

)D
γ

)
das re-

sultierende SMH-System. Falls D lokal desarguessch ist, so heißt
AD
γ ein Hilbertsches Liniensystem oder kurz ein Hilbertsystem.

Selbstverständlich ist bei einem Hilbertschen Liniensystem AD
γ die

nach Lemma 1.1.27 zu D isomorphe Inzidenzstruktur (E,γ(D))

ebenfalls lokal desarguessch.

Wir ziehen eine wichtige Schlussfolgerung aus den Lemmata
2.1.10 und 2.1.16.

2.1.20 Proposition. Es sei D = (D, D) eine streng konvexe CD, E eine
streng aff1R2-konvexe Teilmenge von R2, γ : D → E ein Homöomor-
phismus, A = A2R und AD

γ =
(
R2,
(
aff1R2

)D
γ

)
das resultierende

SMH-System. Falls eine Einbettung λ : D → A2R existiert, so ist AD
γ

ein Hilbertsches Liniensystem.

Wir verwenden für die in der vorliegenden Arbeit untersuchten
Realisierungen Hilbertscher Liniensysteme ausschließlich solche
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CDs D = (D, D), die sich vermöge einer stetigen injektiven Li-
neation λ : D → R2 in die reelle affine Ebene einbetten lassen.
Im Mittelpunkt unseres Interesses steht jeweils die Frage, ob ein
mit einer gegebenen CD konstruiertes Hilbertsches Liniensystem
die Desargues-Eigenschaft besitzt oder nicht. Die Antwort hier-
auf wird maßgeblich von der jeweils verwendeten ”einklebenden“
Abbildung γ abhängen. Wählt man etwa γ = λ, so liefert die re-
sultierende Ebene AD

λ eine Kopie von A2R und ist somit offen-
sichtlich desarguessch. Beispiele nicht desarguescher Hilbertsys-
teme ergeben sich etwa aus der in Kapitel 4 ausführlich diskutier-
ten Hilbertschen Konstruktion von 1899. Hier liefert die Inversi-
onsabbildung ι eine Einbettung der CD in die reelle affine Ebene,
während für die Einklebeabbildung γ = id genommen wird, vgl.
u.a. Proposition 4.1.6.

Die Konstruktion von SMH-Systemen kann iteriert werden, d.h.
eine CD kann in eine durch Einkleben einer anderen CD erhalte-
ne Ebene eingesetzt werden, usw. Diesen Aspekt wollen wir nicht
weiter verfolgen, sondern lediglich auf die Untersuchungen von
C. Ackermann in [1] hinweisen, der hierfür den Begriff ”Mehr-
facheinpassungen“ verwendet. Wir betrachten ausschließlich sol-
che Liniensysteme, die durch Einkleben einer CD in A2R (oder in
eine Kopie von A2R im Raum, vgl. Abschnitt 2.3) entstehen. Wir
beschränken uns also insbesondere auf Konstruktionen, für wel-
che das Komplement der eingeklebten CD (ebenso wie die CD
selbst) lokal desarguessch ist.

2.1.21 Bemerkungen.

• Durch Einsetzen einer (lokal desarguesschen) CD in eine af-
fine R2-Ebene A = (R2, A), deren Geradensystem nicht not-
wendig gleich aff1R2 ist, erhält man ein SMH-System AD

γ.

• Falls A die Desargues-Eigenschaft besitzt, so ist dieses SMH-
System AD

γ zu einem Hilbertschen Liniensystem isomorph.

• Falls A die Desargues-Eigenschaft nicht besitzt, ist auch das
SMH-System AD

γ nicht desarguessch.
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2.1 Affine R2-Ebenen mit eingeklebten CDs

• Falls das SMH-System AD
γ desarguessch ist, so gilt:

(i) Es existiert nach Satz 2.1.17 eine Einbettung λ von D in
A2R;

(ii) D ist ein desarguesscher linearer Raum und somit nach
Lemma 2.1.10 lokal desarguessch;

(iii) Die affine Ebene AD
γ ist isomorph zu einem Hilbert-

schen Liniensystem.

Zu Ende dieses Abschnitts gehen wir noch auf den zweiten von
Mohrmann in [41] ausgezeichneten Typus von SMH-Systemen
ein, den des Beltramischen Liniensystems. Wiederum folgen wir
der von Stroppel in [55] vorgeschlagenen Präzisierung.

2.1.22 Definition. Es sei D = (D, D) eine streng konvexe CD,
E eine streng aff1R2-konvexe Teilmenge von R2, γ : D → E ein
Homöomorphismus, A = AR und AD

γ =
(
R2,
(
aff1R2

)D
γ

)
das re-

sultierende SMH-System. Falls kein Punkt von D eine Umgebung
in D besitzt, die ein desarguesscher partieller linearer Raum ist,
so heißt AD

γ ein Beltramisches Liniensystem.

2.1.23 Bemerkung. Mit den Lemmata 2.1.18 und 2.1.10 folgt, dass
Beltramische Liniensysteme nicht desarguessch sind.

Wir merken an dieser Stelle an, dass Mohrmann zwei extreme Si-
tuationen ausgezeichnet hat: zum einen Liniensysteme mit CDs,
für die jeder Punkt eine desarguessche Umgebung besitzt, und
zum anderen Liniensysteme mit CDs, für die kein Punkt eine
desarguessche Umgebung besitzt. Selbstverständlich könnte man
Mohrmanns Einteilung um Typen erweitern, die zwischen die-
sen beiden Extremen liegen und zum Beispiel Liniensysteme mit
solchen CDs zusammenfassen, für die endlich viele Punkte eine
desarguessche (bzw. eine nicht desarguessche) Umgebung besit-
zen. Mohrmann motiviert den Begriff Beltramisches Liniensystem
in seiner Arbeit [41] anhand einer CD, die auf einer Fläche nicht-
konstanter Gauß-Krümmung mit dem System der Geodätischen
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2 Hilbertsche Liniensysteme

auf dieser Fläche realisiert ist. Er führt das klassische Resultat
von E. Beltrami [6] an, nach dem es Abbildungen, unter denen
Geodäten auf Geraden der reellen affinen bzw. euklidischen Ebe-
ne übergehen, nur für Flächen konstanter Krümmung gibt. In
diesem Zusammenhang weisen wir auf die folgende Vermutung7

hin:

2.1.24 Vermutung. Es sei M eine zweidimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeit (z.B. ein reguläres Flächenstück in R3), V eine offe-
ne Teilmenge von M, U eine offene Teilmenge von R2, und λ : V → U

ein Homöomorphismus, der parametrisierte Geodätische von M ∩ V auf
parametrisierte Geradenstücke in U abbildet. Dann ist λ notwendig ein
Diffeomorphismus.8

Wir betrachten nun, Mohrmann folgend, eine Fläche M, eine
kompakte Teilmenge D von M sowie das System D der Teil-
mengen g von D, für die eine parametrisierte Kurve γ : I → D

existiert, die Geodätische von M ist und für die γ(I) = g und
|g ∩ ∂D| = 2 gilt. Falls D = (D, D) eine CD und die Vermu-
tung 2.1.24 richtig ist, so folgt mit dem oben erwähnten Beltrami-
schen Resultat (vgl. Satz 1.3.51), dass sich D nur dann in die reelle
affine Ebene einbetten lässt, wenn die Gaußkrümmung der Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit (wenigstens für alle Punkte von D)
konstant ist. Falls ferner die Umkehrung der in Lemma 2.1.16 ge-
machten Aussage zutrifft, so sind CDs, die auf einer Fläche nicht
konstanter Gaußkrümmung realisiert werden, jedenfalls nicht de-
sarguessch.

7 Unseres Wissens ist noch offen, ob diese Vermutung zutrifft. Es scheinen ne-
ben Mohrmann verschiedene Autoren wie etwa Klein, (vgl. [28], S. 135f.) oder
Busemann, (vgl. [12], Abschnitt 15), von der Richtigkeit dieser Vermutung über-
zeugt gewesen zu sein, ohne aber Beweise anzugeben. Pogorelov beweist in [47]
eine Verschärfung des Beltramischen Resultats für Mannigfaltigkeiten mit steti-
ger (nicht notwendig differenzierbarer) Riemannscher Metrik. Auch mit diesem
Resultat konnten wir jedoch die Richtigkeit der in Vermutung 2.1.24 ausgespro-
chenen Aussage nicht entscheiden.

8 Für die uns bekannten Beweise des Beltramischen Satzes (vgl. Satz 1.3.51) ist
darüber hinaus mindestens die Differentiationsklasse C3 erforderlich.
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Wir können die hier erwähnten Fragen zur Realisierung von ”nir-
gends desarguesschen“ CDs im Rahmen der vorliegenden Arbeit
nicht weiter verfolgen, es sei lediglich noch auf die Möglichkeit
hingewiesen, derartige CDs in Shift-Ebenen zu realisieren. Kein
Punkt einer nicht-desarguesschen Shift-Ebene9 kann eine desar-
guessche Umgebung besitzen, andernfalls gälte dies wegen der
Homogenität für alle Punkte der Ebene. Nach einem Resultat von
Polley [48] wäre die Ebene dann aber ingesamt desarguessch, im
Widerspruch zur Voraussetzung.

Wir konzentrieren uns, wie erwähnt, auf Hilbertsche Liniensys-
teme, weil es in dieser Klasse, im Gegensatz zu der der Beltra-
mischen Liniensysteme, sowohl desarguessche als auch nicht de-
sarguessche Ebenen gibt. Bei der Unterscheidung dieser beiden
Fälle, die wir im folgenden Abschnitt diskutieren, werden die Ein-
bettungen λ der von uns verwandten CDs in die reelle affine Ebe-
ne bzw. deren Punktabbildungen λ einerseits und die jeweiligen
Einklebeabbildungen γ andererseits wesentliche Rollen spielen.

2.2 Desarguessche Hilbertsysteme

Wir geben in diesem für die gesamte Arbeit zentralen Abschnitt
Kriterien an, mit deren Hilfe sich entscheiden lässt, ob ein gege-
benes Hilbertsches Liniensystem AD

γ desarguessch ist oder nicht.
Diese Kriterien betreffen die Randkurve der mit γ in die reelle
affine Ebene eingeklebten CD. Genauer geht es um die Existenz
einer projektiven Abbildung, welche auf der Randkurve der CD
mit der Lineation λ übereinstimmt, vermöge derer sich die CD in
die reelle affine Ebene einbetten lässt. Um projektive Abbildungen
anwenden zu können, verwenden wir die injektive Lineation

π : R2 → P2R, (x1, x2) 7→
〈
(x1, x2, 1)

〉
,

9 Vgl. etwa [50], Beispiele 31.2 (b) und 31.25 (c) sowie Abschnitt 36.
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welche die Standardeinbettung π von A2R in P2R induziert, vgl.
Lemma 1.1.58.

2.2.1 Lemma. (a) Die Abbildung π ist stetig.

(b) Die Menge π(R2) ist offen in u1R3.

(c) Die Korestriktion von π auf π(R2) ist ein Homöomorphismus.

Beweis. Siehe [50], 14.1 und 14.3.

Falls ein SMH-System AD
γ desarguessch ist, so ist, da AD

γ eine affi-
ne R2-Ebene ist, Satz 1.2.27 anwendbar, nach dem ein Isomorphis-
mus topologischer Ebenen ϕ : AD

γ → A2R existiert.

2.2.2 Satz. Es sei D = (D, D) eine streng konvexe CD und γ : D → E

ein Homöomorphismus auf eine streng aff1R2-konvexe Teilmenge E von
R2 derart, dass die affine Ebene AD

γ =
(
R2,
(
aff1R2

)D
γ

)
die Desargues-

Eigenschaft besitzt. Dann existiert zu jedem Isomorphismus topologi-
scher Ebenen ϕ : AD

γ → A2R (mit zugehöriger Punktabbildung ϕ) eine
eindeutig bestimmte projektive Abbildung µϕ ∈ PGL3R mit der Eigen-
schaft, dass

(µϕ ◦ π)(x) = (π ◦ϕ)(x)

für alle x ∈ ∂E gilt.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Punktmenge D der CD ho-
möomorph zur Einheitskreisscheibe. Somit ist E ⊂ R2 als Bild
einer kompakten Menge unter dem Homöomorphismus γ : D →
E kompakt, also insbesondere abgeschlossen. Das Komplement
Ec von E in R2 ist demnach offen in R2. Der Rand ∂E von E ist
homöomorph zu S1, E0 ist das Innere der Jordankurve ∂E, das
Äußere ist Ec, mithin gilt E = E0 ∪̇ ∂E sowie Ec = Ec ∪̇ ∂E.

Da ϕ nach Voraussetzung ein Homöomorphismus ist, ist mit Ec

auch ϕ(Ec) offen in R2. Aus Lemma 2.2.1 folgt, dass die Mengen
U := π(Ec) und (π ◦ϕ)(Ec) offen in P2R sind. Somit ist π ′ := π

∣∣U
Ec
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P2R
µϕ // P2R

U
?�

OO

) 	
π◦ϕ◦(π ′)−1

77nnnnnnnnnnnnnn

Ec

π ′

OO

ϕ // ϕ(Ec)
?�

π

OO

Abbildung 2.1: Diagramm zur Anwendung des Lokalen Funda-
mentalsatzes im Beweis von Satz 2.2.2.

ein Homöomorphismus, und π ◦ ϕ ◦ (π ′)−1 : U → P2R induziert
eine Einbettung von

(
U,π

(
aff1R2 ∩ Ec

))
in die reelle projektive

Ebene. Nach dem lokalen Fundamentalsatz 1.2.17 existiert eine
eindeutig bestimmte Abbildung µϕ ∈ PGL3R mit π ◦ϕ ◦ (π ′)−1 =

µϕ
∣∣
U

, wie in dem kommutierenden Diagramm in Abbildung 2.1
veranschaulicht. Es gilt also π ◦ ϕ = µϕ ◦ π ′, d.h. (µϕ ◦ π)(x) =

(π ◦ϕ)(x) für alle x ∈ Ec.

Die MengeG :=
{
x ∈ R2

∣∣ (µϕ ◦ π)(x) = (π ◦ϕ)(x)
}

ist nach Lem-
ma 1.2.1 abgeschlossen in R2. Mit Ec ⊆ G folgt Ec ⊆ G = G, d.h.
Ec ∪ ∂E ⊆ G, inbesondere gilt damit

(µϕ ◦ π)(x) = (π ◦ϕ)(x) für alle x ∈ ∂E.

Im Beweis von Satz 2.2.2 haben wir den lokalen Fundamentalsatz
auf den ”Außenraum“ der eingeklebten CD angewandt. Falls eine
Einbettung λ der CD in die reelle affine Ebene existiert, können
wir den Fundamentalsatz auch auf das Bild der CD unter λ an-
wenden. Nach Proposition 2.1.17 existiert zu einem desargues-
sches Hilbertsystem AD

γ eine solche Einbettung, die von einer ste-
tigen injektiven Lineation induziert wird.
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2.2.3 Satz. Es sei D = (D, D) eine streng konvexe CD, γ : D→ E ein
Homöomorphismus auf eine streng aff1R2-konvexe Teilmenge E von R2

so, dass AD
γ desarguessch ist. Ferner sei λ : D→ R2 eine stetige injektive

Lineation von D nach A2R. Dann existiert eine eindeutig bestimmte
projektive Abbildung µ ∈ PGL3R derart, dass

(µ ◦ π) (x) =
(
π ◦ λ ◦ γ−1) (x) für alle x ∈ ∂E gilt.

Beweis. Nach den Sätzen 1.2.27 bzw. 2.2.2 existiert ein Isomorphis-
mus ϕ : AD

γ → A2R mit zugehöriger Punktabbildung ϕ und eine
projektive Abbildung µϕ mit

(µϕ ◦ π)(x) = (π ◦ϕ)(x) für alle x ∈ ∂E. (♣)

Wir bemerken
(
λ ◦ γ−1

)
(E) = λ(D), setzen U := (π◦λ)

(
D0
)
, V :=

(π ◦ ϕ)
(
E0
)
, π ′ := π

∣∣U
λ(D0)

sowie π ′′ := π
∣∣V
ϕ(E0)

, und stellen fest,
dass die (injektive, stetige und offene) Abbildung

π ′′ ◦ϕ ◦ γ ◦
(
λ
∣∣λ(D0)

)−1

◦ (π ′)−1 : U −→ V

eine Lineation ist, welche die (in P2R) offene Menge U auf die (in
P2R) offene Menge V abbildet, also eine Einbettung von U in die
reelle projektive Ebene induziert. Nach dem lokalen Fundamen-
talsatz existiert eine projektive Abbildung µ̃ mit

µ̃(x) =

(
π ′′ ◦ϕ ◦ γ ◦

(
λ
∣∣λ(D0)

)−1

◦ (π ′)−1

)
(x) für alle x ∈ U.

Es folgt

µ̃ ◦ π ′ ◦ λ ◦ γ−1 = π ′′ ◦ϕ auf E0.

Nach Fortsetzung auf den Abschluss E = E0 ∩ ∂E von E0 analog
zum vorstehenden Beweis von Satz 2.2.2 erhalten wir(

µ̃ ◦ π ◦ λ ◦ γ−1) (x) = (π ◦ϕ) (x) für alle x ∈ ∂E.
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P2R
µ̃ // P2R

U
2 R

ccHHHHHHHHHH π ′′◦ϕ◦γ◦λ−1◦(π ′)−1
//
V

, �

;;vvvvvvvvvv

A2R
?�

π

OO

A2R
?�

π

OO

λ
(
D0
)1 Q

bbFFFFFFFF

π ′= π
∣∣U
λ(D0)

OO

E0
λ◦γ−1
oo ϕ // ϕ

(
E0
)

π ′′= π
∣∣V
ϕ(E0)

OO

- 

<<xxxxxxxxx

D0

λ
bbFFFFFFFF

γ

OO

Abbildung 2.2: Diagramm zur Anwendung des Lokalen Funda-
mentalsatzes im Beweis von Satz 2.2.3.

Zusammen mit der Identität ♣ folgt

(µϕ ◦ π) =
(
µ̃ ◦ π ◦ λ ◦ γ−1) auf ∂E.

Wir setzen µ := µ̃−1 ◦ µϕ und erhalten

(µ ◦ π) (x) =
(
π ◦ λ ◦ γ−1) (x) für alle x ∈ ∂E.

Das kommutierende Diagramm10 in Abbildung 2.2 veranschau-
licht die Anwendung des lokalen Fundamentalsatzes im Beweis
von Satz 2.2.3. Mit diesem Satz haben wir ein Kriterium zur Verfü-
gung, anhand dessen wir entscheiden können, ob ein gegebenes
Hilbertsches Liniensystem AD

γ nicht desarguessch ist. Wir geben
nun eine hinreichende Bedingung für die Desargues-Eigenschaft
von AD

γ an.

10 Zur Betonung der geometrischen Zusammenhänge ist der Punktraum der reel-
len affinen Ebene in dem Diagramm mit A2R anstatt mit R2 bezeichnet.
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2.2.4 Satz. Es sei D = (D, D) eine streng konvexe CD und γ : D→ E

ein Homöomorphismus auf eine streng aff1R2-konvexe Teilmenge E von
R2. Ferner sei λ : D → R2 eine stetige injektive Lineation von D nach
A2R sowie µ ∈ PGL3R derart, dass(

π ◦ λ ◦ γ−1) (x) = (µ ◦ π)(x) für alle x ∈ ∂E gilt.

(a) Dann ist die Punktabbildung

Λ : R2 → P2R, x 7→
{ (

π ◦ λ ◦ γ−1
)
(x) für x ∈ E,

(µ ◦ π)(x) für x ∈ R2 r E0

eine injektive, stetige und offene Lineation von AD
γ in die reelle

projektive Ebene P2R.

(b) Durch Λ wird eine offene Einbettung Λ : AD
γ → P2R induziert.

(c) Es existiert eine eindeutig bestimmte Fortsetzung Λ : AD
γ → P2R

von Λ auf den projektiven Abschluss AD
γ von AD

γ, d.h. es gilt
Λ
∣∣
AD
γ
= Λ.

(d) AD
γ ist desarguessch.

Beweis. (a) Zum Nachweise der Stetigkeit von Λ bemerken wir
zunächst, dass µ◦π und π◦λ◦γ−1 jeweils als Kompositionen
stetiger Abbildungen stetig sind. Da diese beiden Abbildun-
gen auf der Schnittmenge ihrer Definitionsbereiche überein-
stimmen, ist Λ nach Lemma 1.2.2 wohldefiniert und stetig.

Wir zeigen nun, dass Λ eine Lineation ist und unterschei-
den hierzu zwei Fälle. Es sei l ∈ ADγ . Falls |l ∩ E| 6 1 gilt,
so ist l ∈ aff1R2 und Λ(p) = (µ ◦ π)(p) für alle p ∈ l. Nach
Lemma 2.2.1 erhält π Kollinearität, ferner ist µ ein Auto-
morphismus von P2R, somit werden die Punkte von l un-
ter µ ◦ π auf projektive Punkte abgebildet, welche mit ein
und derselben projektiven Geraden aus u2R3 inzident sind.
Falls andererseits |l ∩ E| > 2 gilt, so ist |l ∩ ∂E| = 2, da E
nach Voraussetzung streng konvex bzgl. aff1R2 ist. Wir be-
zeichnen mit p,q die Punkte in l ∩ ∂E. Es gibt eine eindeu-
tig bestimmte Kurve g ∈ γ(D) mit p,q ∈ g, und es gilt
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l = g ∪̇ (mr E) = g ∪
(
mr E0

)
, wobei m ∈ aff1R2 die

eindeutig bestimmte Gerade ist, welche p und q verbindet.
Es existiert eine Gerade k ∈ aff1R2 mit

(
λ ◦ γ−1

)
(g) ⊂ k.

Alle Punkte von k werden unter π auf projektive Punk-
te abgebildet, die mit ein und derselben projektiven Ge-
raden l ′ inzident sind. Insbesondere sind

(
π ◦ λ ◦ γ−1

)
(p)

und
(
π ◦ λ ◦ γ−1

)
(q) mit l ′ inzident. Andererseits sind die

Bilder aller Punkte in l r E0 unter µ ◦ π, also insbesonde-
re (µ ◦ π)(p) und (µ ◦ π)(q), mit einer projektiven Gera-
den l ′′ inzident. Wegen (µ ◦ π)(p) =

(
π ◦ λ ◦ γ−1

)
(p) und

(µ◦π)(q) =
(
π ◦ λ ◦ γ−1

)
(q) und der Tatsache, dass P2R ein

linearer Raum ist, folgt l ′ = l ′′. Damit sind die Bilder aller
Punkte von l unter Λ mit l ′ inzident. Es folgt, dass Λ eine
Lineation ist.

Zum Nachweis der Injektivität von Λ stellen wir zunächst
fest, dass die reelle projektive Ebene P2R eine stabile Ebene
ist, vgl. die Definitionen 1.2.6 und 1.2.4 in Verbindung mit
[50], 14.4 und 14.9. Die Abbildung Λ ist nicht kollabierend
und nicht lokal konstant, weil nach dem Satz über offene
Abbildungen (vgl. etwa [50], 51.19) die Einschränkung von
Λ auf E0 offen und Λ(E0) somit in keiner projektiven Gera-
den enthalten ist. Nach Lemma 1.2.11 ist Λ daher injektiv,
und es folgt wiederum aus dem Satz über offene Abbildun-
gen, dass Λ offen ist.

(b) Nach Lemma 1.2.10 induziert die injektive Lineation Λ eine
injektive Geradenabbildung βΛ und nach Lemma 1.1.23 ist
Λ := (Λ,βΛ) : AD

γ → P2R somit eine Einbettung.

(c) Es sei AD
γ =

(
P̂, L̂

)
der projektive Abschluss von AD

γ. Nach
Theorem 32.2 von [50] ist AD

γ mit den dort angegebenen To-
pologien PI und Ĥ für P̂ bzw. L̂ eine (kompakte) topologi-
sche projektive Ebene, und PI induziert auf der Punktmenge
R2 von AD

γ deren natürliche Topologie. Die Menge R2 ist of-
fen in P̂, vgl. Abschnitt 1 im Beweis von [50], Theorem 32.2.
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2 Hilbertsche Liniensysteme

Wir zeigen, dass R2 dicht in P̂ liegt. Es bezeichne L das Ge-
radensystem von AD

γ. Falls p ∈ P̂rR2 gilt, so existieren l ∈ L

und l̂ ∈ L̂ mit p = [l]‖ und l̂ = l∪ {p}. Nach Proposition 32.3
von [50] ist die Punktreihe Pl̂ homöomorph zum Einheits-
kreis in R2. Da dieser keine isolierten Punkte besitzt, ist ins-
besondere p kein isolierter Punkt von Pl̂. Also existiert eine
gegen p konvergente Folge (pn)n∈N mit Werten in Pl̂ r {p}.

Die offene Abbildung Λ bildet die in P̂ offene Menge R2

auf die in P2R offene Menge Λ(R2) ab. Die Korestriktion
Λ : R2 → Λ(R2) ist ein Homöomorphismus. Dieser hat als
Einbettung nach Lemma 1.1.23 die Eigenschaft, dass drei
Punkte x,y, z ∈ R2 genau dann kollinear sind, wenn ihre
Bilder Λ(x),Λ(y),Λ(z) kollinear sind. Damit sind alle Vor-
aussetzungen von Satz 1.2.16 bzw. Proposition 44.9 in [50]
erfüllt, und es folgt, dass Λ eine eindeutige Fortsetzung Λ
zu einem geometrischen und topologischen Isomorphismus
von AD

γ auf P2R besitzt.

(d) Da wir die Umkehrung von Satz 1.1.50 nicht zur Verfügung
haben, genügt es nicht festzustellen, dassΛ

(
AD
γ

)
(als Unter-

struktur von P2R) und damit auch AD
γ desarguessche lineare

Räume sind. Es ist jedoch AD
γ nach (c) vermöge Λ isomorph

zu P2R. Es sei l die Gerade von AD
γ mit der Eigenschaft,

dass die affine Ableitung von AD
γ bei l gleich AD

γ ist. Dann
ist AD

γ isomorph zur affinen Ableitung von P2R bei Λ(l).
Die Automorphismengruppe der reellen projektiven Ebene
wirkt transitiv auf deren Geradenmenge, also existiert ein
Automorphismus, welcher Λ(l) auf ker(0, 0, 1) abbildet. Die
affine Ableitung von P2R bei Λ(l) ist somit isomorph zur
affinen Ableitung von P2R bei ker(0, 0, 1), d.h. zu unserer
Standardeinbettung von A2R in die reelle projektive Ebene.
Wir schließen hieraus, dass AD

γ als zu A2R isomorphe affine
Ebene desarguessch ist.
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2.3 Liniensysteme in R3

In Abschnitt 2.2 haben wir angegeben, wie sich homöomorphe Bilder
beliebiger (abstrakt gegebener oder konkret realisierter) CDs in ei-
ne affine R2-Ebene einkleben lassen. Der Zielsetzung dieser Arbeit
entsprechend wollen wir nun räumliche Realisierungen von CDs
derart einführen, dass diese unmittelbar in eine in R3 realisierte
affine R2-Ebene eingeklebt werden können.

2.3.1 Definition (Räumlich mit ebenem Rand realisierte CD).
Es sei X ein zweidimensionaler affiner Unterraum von R3 mit ei-
nem Geradensystem X derart, dass X = (X, X) eine affine R2-
Ebene ist. Ferner sei S ( R3 eine reguläre Fläche und D ( S ein
einfach zusammenhängendes Kompaktum derart, dass gilt:

(a) C := D ∩ X ist eine einfach geschlossene Kurve und C = ∂D,

(b) die von C in X berandete Teilmenge D ′ ist streng X-konvex,

(c) D := (D, D) ist eine streng konvexe CD, wobei die Elemen-
te von D diejenigen Teilmengen g von D seien, für die eine
Geodätische γ : I→ S mit |γ(I) ∩ ∂D| > 2 und γ(I) ∩D0 6= ∅
sowie ein nichtleeres Teilintervall J ⊆ I derart existieren,
dass J eine Zusammenhangskomponente von γ−1(D) ist
und g = γ(J) gilt.

Dann nennen wir (D, X) eine (streng konvexe) räumlich mit ebenem
Rand realisierte CD.

2.3.2 Definition. Es sei (D, X) =
(
(D, D), (X, X)

)
eine räumlich mit

ebenem Rand realisierte CD. Zu jedem Geodätensegment g ∈ D

bilden wir ĝ = g ∪ (l r D ′), wobei l ∈ X die Gerade ist, wel-
che die (auf ∂D = ∂D ′ liegenden) Endpunkte von g verbindet.
Mit der Punktmenge XD := (XrD ′)∪D und der Geradenmenge
XD =

{
l ∈ X | |l ∩D ′| 6 1

}
∪
{
ĝ | g ∈ D

}
erhalten wir die Inzi-

denzstruktur AD
X =

(
XD, XD

)
. Wir nennen AD

X ein im Raum reali-
siertes Stroppel-Mohrmann-Hilbert-Liniensystem oder kurz ein räum-
liches SMH-System.
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2.3.3 Bemerkung. Bei der eben eingeführte Konstruktion haben
wir unter anderem den Fall X = (X, aff1X) im Blick. Der allge-
meinere Fall erweist sich wie bei ebenen CDs etwa für Iterationen
der Konstruktion als erforderlich, wenn also mehrere CDs in eine
affine Unterebene des R3 eingeklebt werden.

2.3.4 Satz. Es sei (D, X) eine räumlich mit ebenem Rand realisierte CD.
Dann ist die Inzidenzstruktur AD

X eine affine R2-Ebene.

Beweis. Es existiert ein Homöomorphismus γ : D → D ′, denn
D ist nach Voraussetzung homöomomorph zur abgeschlossenen
Einheitskreisscheibe, und für D ′ gilt dies nach dem Jordanschen
Kurvensatz ebenfalls. Ohne Einschränkung können wir anneh-
men, dass jeder Punkt auf ∂D = ∂D ′ Fixpunkt von γ ist, nöti-
genfalls machen wir mit einem geeigneten Hömoomorphismus11

aufD ′ die von γ auf ∂D induzierte Abbildung wieder rückgängig.
Wir definieren nun eine Punktabbildung ϕ : XD → X durch

ϕ(x) =

{
x für x ∈ Xr (D ′)0,
γ(x) für x ∈ D.

Die Abbildung ϕ ist stetig und bijektiv mit stetiger Umkehrabbil-
dung (siehe z.B. [59], Lemma 1.6) und induziert eine umkehrbare
Geradenabbildung φ. Man verifiziert leicht, dass (ϕ,φ) und ihre
Umkehrung alle Inzidenzen erhalten. Somit ist AD

X isomorph zu
AD
γ und nach Satz 2.1.12 demnach eine affine R2-Ebene.

Wir wollen nun auch unter räumlichen SMH-Systemen diejeni-
gen auszeichnen, bei deren Konstruktion eine in A2R einbettbare
räumliche CD in eine zu A2R isomorphe Ebene eingeklebt wird.

2.3.5 Definition. Für X = (X, aff1X) sei (D, X) eine räumlich mit
ebenem Rand realisierte CD mit einer Einbettung λ : D → A2R.
Dann nennen wir AD

X ein räumlich realisiertes Hilbertsches Liniensys-
tem oder kurz ein räumliches Hilbertsystem.

11 Wenn wir auf dem Rand der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe einen belie-
bigen Homöomorphismus definieren, so setzt sich dieser vermittelst Polarkoor-
dinaten zu einem Homöomorphismus der ganzen Scheibe fort.
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2.3.6 Bemerkung. Für ein räumlich realisiertes Hilbertsches Li-
niensystem liefert die Komposition λ ◦ γ−1 : D ′ → A2R (mit den
Bezeichnungen von Satz 2.3.4) eine Einbettung der ebenen CD(
D ′,γ(D)

)
in die reelle affine Ebene. Somit ist AD

γ ein (ebenes)
Hilbertsches Liniensystem, das nach Satz 2.3.4 isomorph zu AD

X
ist.

Um auch für räumliche Hilbertsysteme notwendige und hinrei-
chende Bedingungen für die Desargues-Eigenschaft formulieren
zu können, verschaffen wir uns zunächst durch Verwendung von
Koordinatenabbildungen für affine Ebenen in R3 die Möglichkeit
der Einbettung in die reelle projektive Ebene. Für eine affine Ebe-
ne X = (X, aff1X) in R3 sei ein Koordinatenursprung o sowie ei-
ne Basis (b1,b2) des zugrundeliegenden Vektorraumes gegeben.
Dann existiert zu jedem x ∈ X ein eindeutig bestimmtes Element
(s1, s2) ∈ R2 mit x = o + s1 b1 + s2 b2. Wir nennen (o;b1,b2) ein
Koordinatensystem für X.

2.3.7 Definition. Es sei X = (X, aff1X) eine affine Ebene in R3 und
(o;b1,b2) sei ein Koordinatensystem für X. Dann ist β : X → R2

die durch die Zuordnung β(x) = (s1, s2) mit x = o + s1 b1 + s2 b2
definierte Koordinatenabbildung.

Wir sind nun in der Lage, den zu Satz 2.2.3 analogen Satz für den
Fall räumlicher Hilbertsysteme zu formulieren.

2.3.8 Satz. Es sei X = (X, aff1X) eine affine Ebene in R3 und (D, X)

eine räumlich mit ebenem Rand realisierte CD derart, dass AD
X desar-

guessch ist. Ferner sei λ : D→ A2R eine Einbettung der CD in die reel-
le affine Ebene, welche durch eine stetige injektive Lineation λ induziert
wird, und β : X→ R2 eine Koordinatenabbildung für X. Dann existiert
eine eindeutig bestimmte projektive Abbildung µ ∈ PGL3R derart, dass

(µ ◦ π ◦ β) (x) = (π ◦ λ) (x) für alle x ∈ ∂D gilt.

Beweis. Mit den Bezeichnungen der Definition 2.3.1 und des Be-
weises von Satz 2.3.4 bemerken wir, dass (β ◦ γ) (D) = β(D ′) gilt.
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Die Koordinatenabbildung β erhält alle (inzidenz-)geometrischen,
topologischen und Konvexitätseigenschaften. Daher ist die Inzi-
denzstruktur

(
β(D ′), (β ◦ γ) (D)

)
eine CD, und AD

β◦γ ist als affine
R2-Ebene isomorph zu AD

X und damit nach Voraussetzung desar-
guessch. Wir wenden Satz 2.2.3 auf AD

β◦γ an und erhalten (nach
Ersetzung von γ durch β ◦ γ) die Beziehung

(µ ◦ π) (y) =
(
π ◦ λ ◦ γ−1 ◦ β−1) (y) für alle y ∈ ∂β

(
D ′
)

.

Zu jedem y ∈ ∂β (D ′) existiert genau ein x ∈ ∂D ′ mit y = β(x),
somit gilt

(µ ◦ π ◦ β) (x) =
(
π ◦ λ ◦ γ−1) (x) für alle x ∈ ∂D ′.

Da ∂D ′ = ∂D und γ−1(x) = x für x ∈ ∂D ′ gilt, folgt(
µ ◦ π ◦ β)(x) = (π ◦ λ) (x) für alle x ∈ ∂D.

2.3.9 Satz. Es sei X = (X, aff1X) und (D, X) eine räumlich mit ebenem
Rand realisierte CD. Ferner sei λ : D → A2R eine Einbettung der CD
in die reelle affine Ebene, welche durch eine stetige injektive Lineation
λ induziert wird, β : X → R2 eine Koordinatenabbildung für X und
µ ∈ PGL3R eine projektive Abbildung derart, dass

(π ◦ λ) (x) = (µ ◦ π ◦ β)(x) für alle x ∈ ∂D

gilt. Dann induziert die Punktabbildung

Λ : R2 → P2R, x 7→
{

(π ◦ λ) (x) für x ∈ D,
(µ ◦ π ◦ β)(x) für x ∈ Dc = X rD0

eine offene Einbettung von AD
X in die reelle projektive Ebene P2R, d.h.

AD
X ist desarguessch.

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 2.2.4 mit den gleichen Erset-
zungen wie im Beweis von Satz 2.3.8.
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Differentialgeometrie

In diesem Kapitel stellen wir Methoden bereit, mit deren Hilfe wir
die in Kapitel 2 vorgestellten Kriterien auf konkrete Modelle Hil-
bertscher Liniensysteme anwenden können. Da sich die Ränder
der eingeklebten CDs bei den von uns betrachteten Hilbertsyste-
men durch differenzierbare Parametrisierungen beschreiben las-
sen, können wir auf differentialgeometrische Techniken zurück-
greifen, wie sie etwa in der Monographie von Gerrit Bol (vgl. [10],
Abschnitt I, §1) skizziert sind.

Die von uns benötigten grundlegenden Sachverhalte der Projek-
tiven Differentialgeometrie sind aber nicht direkt aus Bols Text
zitierbar. So können wir anders als Bol (vgl. [10], S. 5) nicht vor-
aussetzen, dass projektive Darstellungen ebener Kurven von vor-
neherein die sogenannte (spezielle) Grundgleichung (vgl. [10],
S. 8 sowie Definition 3.2.10 der vorliegenden Arbeit) erfüllen,
vielmehr müssen wir uns zu einer gegebenen parametrisierten
ebenen Kurve zunächst eine derartive projektive Darstellung ver-
schaffen.1 Da wir ausführlichere Quellen zu den von uns benötig-
ten Grundlagen, insbesondere zur Eindeutigkeit der speziellen
Grundgleichung und zu dem in [10] lediglich angedeuteten Be-
weis der Invarianz der Koeffizientenfunktionen einer speziellen
Grundgleichung unter projektiven Transformationen nicht aus-
findig machen konnten, haben wir uns entschlossen, die Theorie
in dem von uns benötigten Umfang komplett selbst zu entfalten.

1 Wir danken Herrn Prof. W. Degen für wertvolle Hinweise hierzu.
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Dies geschieht in den Abschnitten 3.2 und 3.3; die hierzu benötig-
ten Grundtatsachen zu ebenen Kurven sind im ersten Abschnitt
des Kapitels zusammengestellt.

3.1 Ebene Kurven und Konvexität

3.1.1 Definition. Es sei I ein Intervall, n eine natürliche Zahl und
x : I → R2 eine n-mal stetig differenzierbare Abbildung. Dann
nennen wir x eine Cn-parametrisierte ebene Kurve. Diese heiße

(a) regulär, falls x ′(t) 6= 0 für alle t ∈ I gilt,
(b) geschlossen, falls es a,b ∈ R mit a < b und [a,b] ⊆ I der-

art gibt, dass x(a) = x(b) sowie x(k)(a) = x(k)(b) für alle
Ableitungen der Ordnungen k 6 n gilt,

(c) einfach geschlossen, falls es ein Intervall [a,b] ⊆ I derart gibt,
dass x : [a,b]→ R2 geschlossen und die Einschränkung von
x auf [a,b) injektiv ist.

3.1.2 Bemerkung. Falls X ein zweidimensionaler affiner Unter-
raum von R3 ist, so soll die hier gegebene Definition in analoger
Weise für Kurven x : I→ X gelten, vgl. Abschnitt 5.2.

Zur Klärung von Konvexitätsfragen, wie wir sie in den Abschnit-
ten 4.3 und 5.2 untersuchen werden, benötigen wir die (vor-
zeichenbehaftete) Krümmungsfunktion für regulär C2-parametri-
sierte ebene Kurven. Wir betrachten zunächst Kurven x : I →
R2, die durch die Bogenlänge parametrisiert sind, für die also
‖x ′(s)‖ = 1 für alle s ∈ I gilt. Wir setzen e1(s) := x ′(s) und

e2(s) :=

(
cos π2 − sin π2
sin π2 cos π2

)
e1(s)

=

(
0 −1
1 0

)(
x ′1(s)
x ′2(s)

)
=

(
−x ′2(s)
x ′1(s)

)
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Aus der Voraussetzung der Konstanz von ‖x ′‖ folgt

0 =
d

ds

〈
x ′(s)

∣∣ x ′(s)〉 = 2
〈
x ′′(s)

∣∣ x ′(s)〉 ,

das heißt, dass die Vektoren x ′′(s) und e2(s) für alle s ∈ I linear
abhängig sind. Also existiert zu jedem s ∈ I eine Zahl κ(s) ∈ R
mit x ′′(s) = κ(s) e2(s). Wegen 〈e2(s) | e2(s)〉 = 1 folgt somit〈

x ′′(s)
∣∣ e2(s)

〉
= κ(s) 〈e2(s) | e2(s)〉 = κ(s).

3.1.3 Definition. Es sei x : I → R2 eine regulär C2-parametrisierte
ebene Kurve mit ‖x ′(s)‖ = 1 für alle s ∈ I. Dann heißt

κ : I→ R, κ(s) = x ′1(s) x
′′
2 (s) − x ′′1 (s) x ′2(s)

die Krümmungsfunktion von x und κ(s) die Krümmung der Kurve
am Punkte x(s).

3.1.4 Bemerkung. Ersichtlich gilt |κ(s)| = ‖x ′′(s)‖ für alle s ∈ I.

Das nachfolgende Lemma liefert einen Ausdruck für die Krüm-
mung von Kurven, die nicht notwendig durch die Bogenlänge
parametrisiert sind.

3.1.5 Lemma. Für eine regulär C2-parametrisierte ebene Kurve x : I→
R2 ist die Krümmung am Punkte x(t) durch

κ(t) :=
x ′1(t) x

′′
2 (t) − x ′′1 (t) x ′2(t)((

x ′1(t)
)2

+
(
x ′2(t)

)2
) 3

2

gegeben.

Beweis. Der rein rechnerische Beweis findet sich beispielsweise in
[39], Proposition 6.7.

3.1.6 Lemma. Es sei x : I → R2 eine regulär parametrisierte Kurve so,
dass x(I) Teilmenge einer Geraden von A2R ist. Dann gilt κ(t) = 0 für
alle t ∈ I.
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Beweis. Da alle Punkte von x(I) nach Voraussetzung auf einer Ge-
raden der reellen affinen Ebene liegen, existieren reelle Zahlen
a,b, c mit (a,b) 6= (0, 0) derart, dass

ax1(t) + bx2(t) + c = 0 für alle t ∈ I gilt.

Für die ersten bzw. zweiten Ableitungen folgt(
x ′1(t) x ′2(t)
x ′′1 (t) x ′′2 (t)

) (
a

b

)
=

(
0
0

)
für alle t ∈ I.

Diese homogene Gleichung besitzt nach Voraussetzung eine nicht-
triviale Lösung, somit hat die Koeffizientenmatrix nicht den vol-
len Rang, und ihre Determinante verschwindet. Mit Lemma 3.1.5
folgt κ(t) = 0 für alle t ∈ I. (Wegen der Regularität von x ist
der Ausdruck

(
x ′1(t)

)2
+
(
x ′2(t)

)2 im Nenner von Null verschie-
den).

3.1.7 Bemerkung. In Abschnitt 5.2 werden wir die Krümmung
einer (durch die Bogenlänge parametrisierten) Kurve c untersu-
chen, deren Punkte in einer affinen Unterebene X des R3 liegen.
Wir orientieren die Ebene X durch die Wahl eines Normalenvek-
tors und ordnen jedem Kurvenpunkt analog zu dem zuvor be-
schriebenen Vorgehen ein Zweibein zu. Zu jedem Tangentenvek-
tor e1(s) := c ′(s) der Kurve wählen wir e2(s) durch Drehung von
e1(s) um den Winkel π2 im positiven Sinne um die Normalenrich-
tung. Da die Menge {c ′′(s), e2(s)} linear abhängig ist, existiert zu
jedem s ∈ I eine Zahl κ(s) mit

c ′′(s) = κ(s) e2(s), (3.1)

und es gilt wiederum κ(s) = 〈x ′′(s) | e2(s)〉.

Mit Blick auf die in Abschnitt 3.2 behandelte projektive Theorie
wollen wir Kurven auszeichnen, welche die Eigenschaft besitzen,
dass an jeder Stelle der Tangenten- und der Beschleunigungsvek-
tor linear unabhängig sind.
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3.1.8 Definition. Eine C2-parametrisierte Kurve x : I→ R2 mit der
Eigenschaft, dass

{
x ′(t), x ′′(t)

}
für jedes t ∈ I linear unabhängig

ist, nennen wir eine zweifach regulär parametrisierte Kurve.

3.1.9 Bemerkungen. (a) Aus der Klasse zweifach regulär para-
metrisierter Kurven sind Geraden(segmente) und Kurven
mit Wendepunkten sowie solche Kurven ausgeschlossen, für
die tc ∈ I mit x ′(tc) = 0 oder x ′′(tc) = 0 existiert. Das be-
deutet, dass zweifach regulär parametrisierte Kurven insbe-
sondere regulär (parametrisiert) sind.

(b) Wir wollen den in Definition 3.1.8 eingeführte Begriff ge-
gen den der Frenet-Kurve im R2 abgrenzen (vgl. etwa [33],
Kapitel 2). Ersterer liefert für Kurven, die nicht notwendig
durch die Bogenlänge parametrisiert sind, ein Kriterium für
die Existenz eines Zweibeins an jedem Punkt. Andererseits
ist jede bogenlängenparametrisierte ebene Kurve im R2 au-
tomatisch eine Frenet-Kurve, (vgl. die Vorbemerkungen zu
Definition 3.1.3), jedoch nicht notwendig zweifach regulär,
wie man am Beispiel bogenlängenparametrisierter Geraden
sieht.

Wir richten unser Augenmerk nun auf geschlossene Kurven und
die von diesen berandeten Mengen.

3.1.10 Satz (über differenzierbare Jordankurven).
Es sei x : [a,b] → R2 eine einfach geschlossene regulär parametrisierte
ebene Kurve. Dann besitzt die Menge R2 r x

(
[a,b]

)
genau zwei Zu-

sammenhangskomponenten Ix und Ex mit folgenden Eigenschaften:

(a) x
(
[a,b]

)
= ∂Ix = ∂Ex,

(b) Ex ist unbeschränkt,
(c) Ix ist beschränkt.

Beweis. Der Satz wird z.B. in Abschnitt 5-7 von [15] bewiesen.

3.1.11 Bemerkung. Aus dem Satz von Schoenflies (vgl. etwa Theo-
rem 5.D.9 in [13]) folgt, dass Ix einfach zusammenhängend ist.
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Wir nennen Ex das Äußere und Ix das Innere der Kurve x. Das
Innere werden wir auch als das von x

(
[a,b]

)
berandete Gebiet be-

zeichnen.

3.1.12 Definition. Eine geschlossene regulär parametrisierte ebe-
ne Kurve x : [a,b]→ R2 heißt konvex, wenn für jedes t ∈ [a,b] die
Spur x

(
[a,b]

)
der Kurve ganz in einer der abgeschlossenen Halb-

ebenen liegt, welche durch die Tangente der Kurve am Punkt x(t)
bestimmt sind.

3.1.13 Satz (nach Do Carmo [15], Abschnitt 5-7, Proposition 1).
Eine einfach geschlossene regulär C2-parametrisierte ebene Kurve
x : [a,b] → R2 ist genau dann konvex, wenn ihre Krümmungsfunktion
κ : [a,b]→ R ihr Vorzeichen nicht wechselt.

3.1.14 Satz. Es sei x : [a,b] → R2 eine einfach geschlossene regulär
C2-parametrisierte ebene Kurve, deren Krümmungsfunktion κ die Ei-
genschaft besitzt, dass κ(t) 6= 0 für alle t ∈ [a,b]. Dann ist

(a) die Kurve x konvex im Sinne von Definition 3.1.12,
(b) das von x ([a,b]) berandete (einfach zusammenhängende) Gebiet

Ix konvex,
(c) die (abgeschlossene) Menge Ix = Ix ∪ x

(
[a,b]

)
streng konvex.

Beweis. Wir halten zunächst fest, dass κ wegen x ∈ C2
(
[a,b]

)
ste-

tig ist und daher das Vorzeichen nicht wechselt, andernfalls müss-
te κ im Widerspruch zur Voraussetzung eine Nullstelle in [a,b]
besitzen. Also ist die Kurve x nach Satz 3.1.13 konvex.

Man macht sich leicht klar, dass jede Tangente an die Kurve ei-
ne Stützgerade von Ix ist. Daraus folgt, dass die abgeschlossene
Menge Ix konvex ist (vgl. [35], Satz 3.3). Damit ist auch der offene
Kern Ix von Ix konvex (vgl. [35], Satz 1.6).

Es bleibt zu zeigen, dass Ix streng konvex ist. Der Rand x
(
[a,b]

)
von Ix kann nach Lemma 3.1.6 kein Geradensegment enthalten,
da die Krümmung der Randkurve nach Voraussetzung überall
von Null verschieden ist. Mit Lemma 2.1.3 folgt nun die strenge
Konvexität von Ix.
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3.1.15 Bemerkung.
Die Aussagen von Satz 3.1.13 und Satz 3.1.14 gelten auch für
jede zur Kreislinie homöomorphe C2-Untermannigfaltigkeit von
R2, deren Krümmung nirgendwo verschwindet. Für eine sol-
che Mannigfaltigkeit C existiert ein System

(
xj : Ij → Cj

)
j∈J lo-

kaler Parametrisierungen derart, dass alle Parameterwechsel C2-
Abbildungen sind. Damit ist die für jede lokale Parametrisierung
xj nach Lemma 3.1.5 zu berechnende Krümmung κ für jeden
Punkt von C definiert.

3.2 Projektive Darstellungen ebener Kurven

Vermöge der Abbildung π, welche die Standardeinbettung von
A2R in P2R induziert (vgl. Lemma 2.2.1), erhalten wir zu einer
gegebenen parametrisierten Kurve x : I → R2 eine Parametrisie-
rung

(π ◦ x) : I→ u1R3, t 7→

〈 x1(t)

x2(t)

1

〉

mit Werten im Punktraum P2R = u1R3 der reellen projektiven
Ebene. Wir betrachten im Folgenden Kurven, die mindestens drei-
mal stetig differenzierbar sind.

3.2.1 Definition. Es sei x : I → R2 eine C3-parametrisierte Kurve.
Wir nennen eine C3-Abbildung X : I→ R3, t 7→ X(t) derart, dass〈 X1(t)

X2(t)

X3(t)

〉 = (π ◦ x) (t) für alle t ∈ I gilt,

eine projektive Darstellung von x. Die durch

t 7→ (x1(t), x2(t), 1)T :=

 x1(t)

x2(t)

1
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gegebene Abbildung nennen wir die projektive Standarddarstellung
von x.

3.2.2 Lemma. Es sei x : I → R2 eine C3-parametrisierte Kurve. Ge-
nau dann ist X : I → R3 eine (dreimal stetig differenzierbare) projektive
Darstellung von x, wenn eine C3-Funktion ρ : I → R∗ derart existiert,
dass

X(t) = ρ(t) (x1(t), x2(t), 1)T für alle t ∈ I gilt.

Beweis. Es sei ρ ∈ C3(I), und es gelte X(t) = ρ(t)
(
x1(t), x2(t), 1

)T
für alle t ∈ I. Dann ist X ∈ C3(I). Ferner gilt für jede Funktion
σ : I→ R∗ und alle t ∈ I die Beziehung

σ(t)X(t) = σ(t) ρ(t)
(
x1(t), x2(t), 1

)T ,

woraus σ(t)X(t) ∈ (π ◦ x) (t) und 〈X(t)〉 ⊆ (π ◦ x) (t) für alle
t ∈ I folgt. Andererseits gilt für jede Funktion σ̃ : I → R∗ und
alle t ∈ I die Identität σ̃(t)

(
x1(t), x2(t), 1

)T
=
σ̃(t)
ρ(t) X(t), somit ist

(π ◦ x) (t) ⊆ 〈X(t)〉 für alle t ∈ I.

Umgekehrt sei X : I → R3 in C3(I) mit 〈X(t)〉 = (π ◦ x) (t) für alle
t ∈ I. Dann existiert zu jeder Funktion σ : I → R∗ eine Funk-
tion σ̃ : I → R∗ derart, dass σ(t)X(t) = σ̃(t)

(
x1(t), x2(t), 1

)T ,
insbesondere σ(t)X3(t) = σ̃(t) · 1 für alle t ∈ I gilt. Wegen
X3 ∈ C3(I) ist auch σ̃

σ ∈ C
3(I). Mit ρ := σ̃

σ gilt also ρ ∈ C3(I)

und X(t) = ρ(t)
(
x1(t), x2(t), 1

)T für alle t ∈ I.

3.2.3 Bemerkung. Dass die dritte Komponente X3 jeder wie oben
definierten projektiven Darstellung X für alle t ∈ I von Null ver-
schieden ist, spiegelt unsere Wahl der Einbettung von A2R in die
reelle projektive Ebene und die Tatsache wider, dass kein Punkt
der eingebetten Kurve die Ferngerade treffen kann.

3.2.4 Definition. Es sei x : I → R2 eine C3-parametrisierte Kurve.
Dann bezeichnen wir mit K(x) die Menge aller Parametrisierun-
gen X : I→ R3, für die eine C3-Funktion ρ : I→ R∗ derart existiert,
dass X(t) = ρ(t)

(
x1(t), x2(t), 1

)T für alle t ∈ I gilt.
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Nach Lemma 3.2.2 besteht die Menge K(x) genau aus den projek-
tiven C3-Darstellungen von x.

3.2.5 Bemerkungen. (a) Bol bezeichnet in [10] die Multiplika-
tion einer projektiven Darstellung mit einer nirgends ver-
schwindenden skalaren Funktion als Renormierung.

(b) Auch wenn wir später ebene Kurven x : I → R2 mit x ∈
C5(I) betrachten, fordern wir (aus gutem Grund) nicht, dass
alle X ∈ K(x) der Klasse C5(I) angehören sollen. Denn wir
werden Renormierungen mit Funktionen ρ durchzuführen
haben (vgl. Lemma 3.2.16 und Bemerkung 3.2.18), für die
lediglich die Zugehörigkeit zu C3(I) sichergestellt werden
kann.

Im Folgenden notieren wir Eigenschaften der projektiven Darstel-
lungen zweifach regulär parametrisierter Kurven.

3.2.6 Lemma. Es sei x : I → R2 eine regulär C3-parametrisierte ebene
Kurve, X : I→ R3, X(t) = (x1(t), x2(t), 1)T deren projektive Standard-
darstellung und X̂ := ρX eine Renormierung von X mit einer C3-
Funktion ρ : I→ R∗. Dann sind äquivalent:

(a) Für alle t ∈ I gilt κ(t) 6= 0.

(b) Für alle t ∈ I sind x ′(t) und x ′′(t) linear unabhängig.

(c) Für alle t ∈ I sind X(t),X ′(t),X ′′(t) linear unabhängig.

(d) Für alle t ∈ I sind X̂(t), X̂ ′(t), X̂ ′′(t) linear unabhängig.

(e) Für alle t ∈ I ist die Determinante der (3× 3)-Matrix mit den
Spalten X̂(t), X̂ ′(t) und X̂ ′′(t) von Null verschieden.

Beweis. (a) ⇔ (b): Der Zähler des Ausdrucks für κ(t), (vgl. De-
finition 3.1.3 bzw. Lemma 3.1.5) ist gleich der Determinante der
(2× 2)-Matrix mit Spalten x ′(t) und x ′′(t). Diese Determinante ist
genau dann gleich Null, wenn die Vektoren x ′(t) und x ′′(t) linear
abhängig sind.
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(b)⇔ (c): Diese Äquivalenz folgt direkt aus

det

 x1(t) x ′1(t) x ′′1 (t)

x2(t) x ′2(t) x ′′2 (t)

1 0 0

 = det
(
x ′1(t) x ′′1 (t)

x ′2(t) x ′′2 (t)

)
.

(c)⇔ (d): Wir berechnen die Determinante der (3× 3)-Matrix mit
den Spalten X̂(t), X̂ ′(t) und X̂ ′′(t) und verwenden die Eigenschaf-
ten der Determinante als alternierender Multilinearform. Es gilt

det
[
X̂(t), X̂ ′(t), X̂ ′′(t)

]
= det

[
ρ(t)X(t), (ρX) ′(t), (ρX) ′′(t)

]
.

Dieser Ausdruck ist wegen (ρX) ′ = ρ ′ X+ ρX ′ gleich

det
[
ρ(t)X(t), ρ ′(t)X(t), (ρX) ′′(t)

]
+ det

[
ρ(t)X(t), ρ(t)X ′(t), (ρX) ′′(t)

]
= 0 + det

[
ρ(t)X(t), ρ(t)X ′(t), (ρX) ′′(t)

]
Mit (ρX) ′′ = ρ ′′ X+ 2ρ ′ X ′ + X ′′ folgt weiter

det
[
X̂(t), X̂ ′(t), X̂ ′′(t)

]
= det

[
ρ(t)X(t), ρ(t)X ′(t), ρ ′′(t)X(t)

]
+ det

[
ρ(t)X(t), ρ(t)X ′(t), 2 ρ ′(t)X ′(t)

]
+ det

[
ρ(t)X(t), ρ(t)X ′(t), ρ(t)X ′′(t)

]
= 0 + 0 + det

[
ρ(t)X(t), ρ(t)X ′(t), ρ(t)X ′′(t)

]
.

Es ergibt sich somit

det
[
X̂(t), X̂ ′(t), X̂ ′′(t)

]
= ρ3(t) det

[
X(t),X ′(t),X ′′(t)

]
.

Da ρ nach Voraussetzung keine Nullstellen besitzt, verschwindet
die Determinante links genau dann, wenn die Determinante auf
der rechten Seite gleich Null ist. Mithin sind die Vektoren X̂(t),
X̂ ′(t) und X̂ ′′(t) genau dann linear unabhängig, wenn dies für
X(t), X ′(t), und X ′′(t) gilt.

(d)⇔ (e): klar.
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3.2.7 Satz. Es sei x : I→ R2 eine einfach geschlossene regulär C3-para-
metrisierte ebene Kurve, X : I → R2 × {1}, X(t) := (x1(t), x2(t), 1)T

deren projektive Standarddarstellung und X̂ := ρX eine Renormierung
von Xmit einer nirgends verschwindenen C3-Funktion ρ : I→ R∗. Falls
für alle t ∈ I die Determinante der (3× 3)-Matrix mit den Spalten X̂(t),
X̂ ′(t) und X̂ ′′(t) von Null verschieden ist, so ist

(a) die Kurve x konvex im Sinne von Definition 3.1.12,

(b) das von x ([a,b]) berandete Gebiet Ix konvex,

(c) die (abgeschlossene) Menge Ix = Ix ∪ x(I) streng konvex.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Lemma 3.2.6
in Verbindung mit Satz 3.1.14.

3.2.8 Lemma. Es sei x : I → R2 eine zweifach regulär C3-parametri-
sierte ebene Kurve. Dann gilt für jede projektive Darstellung X ∈ K(x):

(a) Die Menge
{
X1,X2,X3

}
der Komponentenfunktionen X1 : I→ R,

X2 : I→ R, X3 : I→ R von X ist linear unabhängig.

(b) Für jedes t ∈ I ist die Menge
{
X(t),X ′(t),X ′′(t)

}
linear un-

abhängig.

Beweis. (a) Es genügt zu zeigen, dass die Funktionen2

x1 : I→ R, t 7→ x1(t),
x2 : I→ R, t 7→ x2(t),
1 : I→ R, t 7→ 1

linear unabhängig sind. Denn nach Definition existiert zu jeder
Darstellung X ∈ K(x) eine Funktion ρ : I → R∗ derart, dass
X = (ρ x1, ρ x2, ρ 1)T gilt. Und für alle t ∈ I ist wegen ρ(t) 6= 0
die Gleichung ax1(t) + bx2(t) + c = 0 genau dann erfüllt, wenn
aρ(t) x1(t) + bρ(t) x2(t) + c ρ(t) = 0 gilt. Also sind für jedes X ∈

2 Für Funktionen f, die einen konstanten Wert 0 oder 1 annehmen, verwenden
wir die Bezeichnungen f(t) ≡ 0 bzw. f(t) ≡ 1 oder f = 0 bzw. f = 1.
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K(x) die Funktionen X1,X2,X3 genau dann linear unabhängig,
wenn die Menge {x1, x2, 1} linear unabhängig ist.

Falls die Funktionalgleichung ax1 + bx2 + c 1 = 0 erfüllt ist, so
gilt ax1(t) + bx2(t) + c = 0 für alle t ∈ I. Durch Ableiten ergibt
sich

ax ′1(t) + bx ′2(t) = 0

und
ax ′′1 (t) + bx ′′2 (t) = 0

für alle t ∈ I. Nach Voraussetzung sind die Zeilen der Koeffizien-
tenmatrix des homogenen Gleichungssystems(

x ′1(t) x ′2(t)
x ′′1 (t) x ′′2 (t)

)(
a

b

)
=

(
0
0

)
für jedes t ∈ I linear unabhängig, also ist die Koeffizientenma-
trix regulär, und das Gleichungssystem besitzt für jedes t ∈ I

nur die Lösung a = b = 0, woraus unmittelbar c = 0 folgt. Al-
so ist die Menge {x1, x2, 1} linear unabhängig, und mit der ein-
gangs angestellten Überlegung folgt die lineare Unabhängigkeit
von
{
X1,X2,X3

}
.

(b) Es sei X ∈ K(x) eine projektive Darstellung von x. Dann exis-
tiert eine C3-Funktion ρ : I → R∗ derart, dass X = ρ X̂ mit X̂(t) =(
x1(t), x2(t), 1

)T . Für jedes t ∈ I sind die Vektoren X(t),X ′(t),X ′′(t)
genau dann linear unabhängig, wenn dies für X̂(t), X̂ ′(t) und
X̂ ′′(t) gilt. Dies ergibt sich (bei Vertauschung der Rollen von X
und X̂) aus der im im Beweis von Lemma 3.2.6 hergeleiteten Be-
ziehung

det
[
X(t),X ′(t),X ′′(t)

]
= ρ3(t) det

[
X̂(t), X̂ ′(t), X̂ ′′(t)

]
.

Es sei nun also t ∈ I und a X̂(t) + b X̂ ′(t) + c X̂ ′′(t) = 0. Aus der
Darstellung x1(t) x ′1(t) x ′′2 (t)

x2(t) x ′2(t) x ′′2 (t)

1 0 0

 a

b

c

 =

 0
0
0
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ist sofort ersichtlich, dass a = 0. Wie im Beweis von Teil (a) folgt,
dass das verbleibende System(

x ′1(t) x ′′2 (t)

x ′2(t) x ′′2 (t)

)(
b

c

)
=

(
0
0

)
für jedes t nur die Lösung b = c = 0 besitzt. Also sind die Vek-
toren X̂(t), X̂ ′(t) und X̂ ′′(t) für alle t ∈ I linear unabhängig, und
daraus folgt die behauptete lineare Unabhängigkeit der Menge{
X(t),X ′(t),X ′′(t)

}
.

3.2.9 Korollar. Es sei x : I → R2 eine zweifach regulär C3-parametri-
sierte Kurve. Dann ist für alle X ∈ K(x) und alle t ∈ I das Vektoren-
Tripel

(
X(t),X ′(t),X ′′(t)

)
eine Basis von R3. Somit existieren eindeutig

bestimmte Funktionen α : I→ R, β : I→ R, und γ : I→ R derart, dass
X ′′′(t) = α(t)X(t) + β(t)X ′(t) + γ(t)X ′′(t) für alle t ∈ I gilt.

Ab jetzt betrachten wir ebene Kurven aus der Differenzierbar-
keitsklasse C5, vgl. die Bemerkungen 3.2.5, 3.2.11 sowie 3.2.18.

3.2.10 Definition. Es sei x : I→ R2 eine zweifach regulär C5-para-
metrisierte Kurve und X ∈ K(x). Dann nennen wir die Gleichung

X ′′′(t) = α(t)X(t) + β(t)X ′(t) + γ(t)X ′′(t)

allgemeine Grundgleichung von X. Für den Fall γ = 0 sagen wir,
dass die Darstellung X einer speziellen Grundgleichung genügt oder
dass die Grundgleichung der Darstellung X von spezieller Form ist.

3.2.11 Bemerkung. Für x ∈ C5(I) und X := (x1, x2, 1) gilt X ′′′ ∈
C2(I). Mit der Cramerschen Regel folgt, dass auch die Koeffizien-
tenfunktionen α,β,γ in C2(I) liegen.

Wir zeigen nun, dass es zu einer gegebenen ebenen Kurve x eine
eindeutig bestimmte spezielle Grundgleichung gibt, deren Lösun-
gen (projektive Darstellungen von x) bis auf einen konstanten
Faktor eindeutig bestimmt sind.

113



3 Werkzeuge der Projektiven Differentialgeometrie

3.2.12 Lemma. Es sei x : I → R2 eine zweifach regulär C5-parametri-
sierte ebene Kurve, und es seien X, X̃ ∈ K(x) projektive Darstellungen
von x. Die Darstellung X genüge der speziellen Grundgleichung X ′′′ =
αX+ βX ′.

(a) Falls τ0 ∈ R∗ existiert mit X̃(t) = τ0 X(t) für alle t ∈ I, so gilt
X̃ ′′′ = α X̃+ β X̃ ′.

(b) Falls X̃ einer speziellen Grundgleichung X̃ ′′′ = α̃ X̃ + β̃ X̃ ′ mit
zunächst beliebigen Koeffizientenfunktionen α̃ und β̃ genügt, so
existiert τ0 ∈ R∗ mit X̃(t) = τ0 X(t) für alle t ∈ I, und es gilt
α = α̃ und β = β̃.

Beweis. (a) ist klar.
(b) Da X, X̃ ∈ K(x), existieren C3-Funktionen ρ : I → R∗ und

ρ̃ : I→ R∗ mit

X = ρ
(
x1, x2, 1

)T und X̃ = ρ̃
(
x1, x2, 1

)T .

Wir setzen τ := ρ̃
ρ und erhalten X̃ = τX. Es ist nun einerseits

X̃ ′′′ = τ ′′′ X+ 3 τ ′′ X ′ + 3 τ ′ X ′′ + τX ′′′,

woraus mit X ′′′ = αX+ βX ′ die Beziehung

X̃ ′′′ = (τ ′′′ + τα)X+ (3 τ ′′ + τβ)X ′ + 3 τ ′ X ′′

folgt. Andererseits gilt wegen X̃ ′′′ = α̃ X̃+ β̃ X̃ ′, dass

X̃ ′′′ = (α̃ τ+ β̃ τ ′)X+ β̃ τ X ′.

Ingesamt ergibt sich die Gleichung(
τ ′′′− β̃ τ ′+τ (α− α̃)

)
X+

(
3 τ ′′+τ (β− β̃)

)
X ′+3 τ ′ X ′′ = 0,

die an jeder Stelle t ∈ I gilt. Unter Ausnutzung der linearen
Unabhängigkeit der Vektoren {X(t),X ′(t),X ′′(t)} für alle t ∈
I erhalten wir

3 τ ′(t) = 0 für alle t ∈ I.

114



3.2 Projektive Darstellungen ebener Kurven

Da τ ∈ C3(I), ist τ konstant, das heißt, es existiert τ0 ∈ R∗
mit X̃ = τ0 X. Damit gilt τ ′′′ = τ ′′ = τ ′ = 0, und wir erhalten
die Gleichungen

τ0 (α− α̃) = 0 sowie τ0 (β− β̃) = 0.

Es folgt α = α̃ und β = β̃.

Wir können nun konstatieren, dass zwei projektive Darstellun-
gen einer ebenen Kurve auf dieselbe spezielle Grundgleichung
führen, falls jeweils geeignete Renormierungen existieren.

3.2.13 Korollar. Es sei x : I→ R2 eine zweifach regulär C5-parametri-
sierte ebene Kurve, und es seien X, X̃ ∈ K(x) projektive Darstellungen
von x. Ferner seien Funktionen ρ : I → R∗ und ρ̃ : I → R∗ mit der
Eigenschaft gegeben, dass die Grundgleichungen für die jeweils renor-
mierten Darstellungen X̂ := ρX bzw. ˆ̃X := ρ̃ X̃ in spezieller Form sind:

X̂ ′′′ = α X̂+ β X̂ ′,
ˆ̃X ′′′ = α̃ ˆ̃X+ β̃ ˆ̃X ′.

Dann gilt α = α̃ und β = β̃.

3.2.14 Definition. Es sei x ∈ C5(I) eine zweifach regulär para-
metrisierte ebene Kurve. Die nach dem obigen Lemma eindeu-
tig bestimmten Koeffizientenfunktionen der speziellen Grundglei-
chung bezeichnen wir mit αx bzw. βx. Ferner bezeichnen wir die
Klasse aller C3-Funktionen ρ : I → R∗, für welche die Renormie-
rungen X̂ = ρ

(
x1, x2, 1

)
der projektiven Standarddarstellung von

x der speziellen Grundgleichung X̂ ′′′ = αx X̂+βx X̂
′ genügen, mit

[ρx].

3.2.15 Bemerkung. Abweichend von der obigen Vereinbarung
verwenden wir für die Koeffizientenfunktionen der speziellen
Grundgleichung einer Kurve x die Symbole α̂x bzw. β̂x, wenn,
wie in Abschnitt 5.3, Koeffizientenfunktionen von allgemeinen
und speziellen Grundgleichungen mehrerer Kurven nebeneinan-
der verwaltet werden müssen.
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Wir verfolgen nun das Ziel, zu einer gegebenen Kurve x mit (zu-
nächst beliebiger) projektiver Darstellung X ∈ K(x) ∩ C5(I) eine
Funktion ρ : I → R∗ derart zu finden, dass die Grundgleichung
der renormierten Darstellung X̂ := ρX von spezieller Form ist.
Damit zeigen wir insbesondere, dass [ρx] nicht leer ist (vgl. Be-
merkung 3.2.18).

3.2.16 Lemma. Es sei x : I → R2 eine zweifach regulär C5-para-
metrisierte Kurve und X ∈ K(x) ∩ C5(I) eine projektive Darstellung
mit der allgemeinen Grundgleichung

X ′′′(t) = α(t)X(t) + β(t)X ′(t) + γ(t)X ′′(t).

Ferner sei Γ eine Stammfunktion von γ, die Funktion ρ : I → R∗ sei
gegeben durch ρ(t) := exp(− 1

3Γ(t)), und es sei

X̂ ′′′(t) = α̂(t) X̂(t) + β̂(t) X̂ ′(t) + γ̂(t) X̂ ′′(t)

die Grundgleichung der Darstellung X̂ := ρX. Dann gilt

α̂ = α+
1
3
βγ+

2
27
γ3 −

1
3
γ ′′,

β̂ = β+
1
3
γ2 − γ ′,

γ̂ = 0.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass die Funktion γ nach Bemer-
kung 3.2.11 in C2(I) liegt, folglich gilt Γ ∈ C3(I) und ρ ∈ C3(I).
Aus ρ(t) = exp

(
−1

3 Γ(t)
)

folgt

ρ ′(t) = −
1
3

exp
(

−
1
3
Γ(t)

)
γ(t) = −

1
3
γ(t) ρ(t). (3.2)

Wir verzichten im Folgenden darauf, die Argumente mitzuführen.

ρ ′′ = −
1
3
(
γ ′ ρ+ γρ ′

)
= −

1
3
ρ

(
γ ′ −

1
3
γ2
)

. (3.3)
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3.2 Projektive Darstellungen ebener Kurven

ρ ′′′ = −
1
3
d

dt

[
ρ

(
γ ′ −

1
3
γ2
)]

= −
1
3
ρ ′
(
γ ′ −

1
3
γ2
)

−
1
3
ρ

(
γ ′′ −

2
3
γγ ′

)
= −

1
3

(
−

1
3
γρ

) (
γ ′ −

1
3
γ2
)

−
1
3
ρ

(
γ ′′ −

2
3
γγ ′

)
= −

1
3
ρ

(
−

1
3
γγ ′ +

1
9
γ3 + γ ′′ −

2
3
γγ ′

)
= −

1
3
ρ

(
1
9
γ3 − γγ ′ + γ ′′

)
. (3.4)

Mit X̂ = ρX folgt sukzessive

X̂ ′ = ρ ′ X+ ρX ′,

X̂ ′′ = ρ ′′ X+ 2 ρ ′ X ′ + ρX ′′,

X̂ ′′′ = ρ ′′′ X+ 3 ρ ′′ X ′ + 3 ρ ′ X ′′ + ρX ′′′.

Um aus der letzten Gleichung die Form X̂ ′′′ = α̂ X̂(t)+β̂ X̂ ′+ γ̂ X̂ ′′

zu erhalten, ersetzen wir die Funktionen X, X ′ und X ′′ durch die
entsprechenden Ausdrücke in X̂ und verwenden die Grundglei-
chung

X ′′′ = αX+ βX ′ + γX ′′.

Wir benötigen hierzu

X =
1
ρ
X̂,

X ′ = −
ρ ′

ρ2 X̂+
1
ρ
X̂ ′,

X ′′ =
2 ρ ′2 − ρ ′′ ρ

ρ3 X̂−
ρ ′

ρ2 X̂
′ +

1
ρ
X̂ ′′.

Aus der Gleichung

X̂ ′′′ = ρ ′′′ X+ 3 ρ ′′ X ′ + 3 ρ ′ X ′′ + ρX ′′′
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3 Werkzeuge der Projektiven Differentialgeometrie

ergibt sich somit

X̂ ′′′ =
ρ ′′′

ρ
X̂+ 3 ρ ′′

(
−
ρ ′

ρ2 X̂+
1
ρ
X̂ ′
)

+ 3 ρ ′
(

2 ρ ′2 − ρ ′′ ρ

ρ3 X̂−
ρ ′

ρ2 X̂
′ +

1
ρ
X̂ ′′
)

+ ρ
(
αX+ βX ′ + γX ′′

)

Umformungen liefern

X̂ ′′′ =
ρ ′′′

ρ
X̂+ 3 ρ ′′

(
−
ρ ′

ρ2 X̂+
1
ρ
X̂ ′
)

+ 3 ρ ′
(

2 ρ ′2 − ρ ′′ ρ

ρ3 X̂−
ρ ′

ρ2 X̂
′ +

1
ρ
X̂ ′′
)

+ α X̂+ β

(
−
ρ ′

ρ
X̂+ X̂ ′

)
+ γ

(
2 ρ ′2 − ρ ′′ ρ

ρ2 X̂−
ρ ′

ρ
X̂ ′ + X̂ ′′

)
und schließlich

X̂ ′′′ =

(
ρ ′′′

ρ
− 3

ρ ′ ρ ′′

ρ2 +

(
3
ρ ′

ρ
+ γ

)
2 ρ ′2 − ρ ′′ ρ

ρ2 + α− β
ρ ′

ρ

)
X̂

+

(
3
ρ ′′

ρ
− 3

ρ ′2

ρ2 + β− γ
ρ ′

ρ

)
X̂ ′

+

(
3
ρ ′

ρ
+ γ

)
X̂ ′′. (3.5)

Wir entnehmen der Gleichung 3.5 unmittelbar

α̂ =
ρ ′′′

ρ
− 3

ρ ′ ρ ′′

ρ2 +

(
3
ρ ′

ρ
+ γ

)
2 ρ ′2 − ρ ′′ ρ

ρ2 + α− β
ρ ′

ρ

β̂ = 3
ρ ′′

ρ
− 3

ρ ′2

ρ2 + β− γ
ρ ′

ρ

γ̂ = 3
ρ ′

ρ
+ γ.
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3.2 Projektive Darstellungen ebener Kurven

Aus Gleichung 3.2 folgt 3 ρ
′

ρ + γ = 0, also γ̂ = 0, wie behauptet.
Ferner gilt

α̂ =
ρ ′′′

ρ
+ γ

ρ ′′

ρ
+ α+

1
3
βγ und

β̂ = 3
ρ ′′

ρ
−

1
3
γ2 + β+

1
3
γ2

= 3
ρ ′′

ρ
+ β.

Mit den Gleichungen 3.3 und 3.4 folgt

α̂ = −
1
3

(
1
9
γ3 − γγ ′ + γ ′′

)
−
γ

3

(
γ ′ −

1
3
γ2
)

+ α+
1
3
βγ

= α+
1
3
βγ+

2
27
γ3 −

1
3
γ ′′.

Schließlich erhalten wir

β̂ = β+ 3
ρ ′′

ρ
= β−

(
γ ′ −

1
3
γ2
)

= β+
1
3
γ2 − γ ′.

Wir fassen die bislang erzielten Ergebnisse zusammen.

3.2.17 Korollar. Wählt man zu einer zweifach regulär C5-parametri-
sierten ebenen Kurve x : I→ R2 eine projektive Darstellung X ∈ K(x) ∩
C5(I) mit allgemeiner Grundgleichung

X ′′′(t) = α(t)X(t) + β(t)X ′(t) + γ(t)X ′′(t),

so gelten folgende Aussagen:

(a) Die Funktionen α̂, β̂ aus Lemma 3.2.16 sind gerade die nach Lem-
ma 3.2.12 eindeutig durch x bestimmten Koeffizientenfunktionen
der speziellen Grundgleichung.

119



3 Werkzeuge der Projektiven Differentialgeometrie

(b) Man erhält eine Darstellung, welche die spezielle Grundgleichung
erfüllt, durch Renormierung von X mit einer Funktion der Form

ρ : I→ R∗, ρ(t) = C exp

−
1
3

t∫
t0

γ(τ)dτ

 ,

wobei t0 ∈ I und C ∈ R∗ beliebig gewählt werden können.

(c) Da γ ∈ C2(I) gilt, liegt jede Stammfunktion von γ in C3(I).
Damit ist jede Funktion ρ der in (b) beschriebenen Form von der
Differenzierbarkeitsordnung C3.

Beweis. Es ist lediglich noch Teil (b) zu zeigen. Aus dem Beweis
von Lemma 3.2.16 ist ersichtlich, dass ρX genau dann einer spe-
ziellen Grundgleichung genügt, wenn ρ Lösung der Differential-
gleichung 3 ρ

′

ρ + γ = 0, d.h. ρ ′ = −1
3 γρ ist. Mit der bekannten

durch Variation der Konstanten erhaltenen Formel ergibt sich als
Lösung dieser Differentialgleichung mit beliebigem Anfangswert

ρ(t0) ∈ R∗: ρ(t) = ρ(t0) exp

(
−1

3

t∫
t0

γ(τ)dτ

)
.

3.2.18 Bemerkungen.

(a) Die in Lemma 3.2.16 bzw. Korollar 3.2.17 angegebene Renor-
mierung ist jedenfalls auf die projektive Standarddarstellung
X := (x1, x2, 1) einer gegebenen ebenen C5-parametrisierten
Kurve x anwendbar, weil in diesem Fall gewährleistet ist,
dass X ∈ C5(I) und somit X ′′′ ∈ C2(I) sowie γ ∈ C2(I) und
ρ ∈ C3(I) gelten. Also ist [ρx] nicht leer, und mit ρX ∈ C3(I)

folgt ρX ∈ K(x).

(b) Zur Bestimmung der speziellen Grundgleichung einer ge-
gebenen ebenen C5-parametrisierten Kurve x : I → R2 kann
man jede Renormierung X̂ = ρ (X1,X2, 1) ∈ Kx ∩ C5(I) der
projektiven Standarddarstellung von x heranziehen. Nach
Berechnung der Koeffizientenfunktionen der entsprechen-
den allgemeinen Grundgleichung ergeben sich aus den in
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3.3 Projektive Äquivalenz ebener Kurven

Lemma 3.2.16 angegebenen Formeln nach Lemma 3.2.12
stets dieselben Funktionen α̂x und β̂x.

(c) Die Iteration des hier geschilderten Verfahrens liefert in fol-
gendem Sinne nichts Neues: Jede Darstellung X̂, die durch
Renormierung einer gegebenen Darstellung auf die in Lem-
ma 3.2.16 bzw. Korollar 3.2.17 angegebene Weise erhalten
wurde (und somit einer speziellen Grundgleichung genügt),
kann wieder renormiert werden. Wegen γ̂ = 0 ist dann je-
de Stammfunktion Γ̂ von γ̂ ebenso wie die Funktion ρ̂ =

exp
(
−1

3 Γ̂
)

konstant und somit beliebig oft differenzierbar.
Damit ist auch die Darstellung ρ̂ X̂ Element von K(x) und
erfüllt nach Lemma 3.2.12 dieselbe Grundgleichung wie X̂.

(d) Da für projektive Darstellungen X ∈ K(x) lediglich die Dif-
ferenzierbarkeitsklasse C3(I) gefordert wird, ist im Allge-
meinen nur X ′′′ ∈ C0(I) und mithin α,β,γ ∈ C0(I) ge-
währleistet. Damit existiert zwar noch die Renormierung
ρ = exp

(
−1

3 Γ
)
, aber die Koeffizientenfunktionen sind im

Allgemeinen nicht durch die in Lemma 3.2.16 angegebenen
Ausdrücke berechenbar. Da wir diese Möglichkeit der Be-
rechnung insbesondere im Hinblick auf die in den Abschnit-
ten 4.4 und 5.3 durchgeführten konkreten Rechnungen nicht
entbehren wollen, verlangen wir von projektiven Darstellun-
gen mindestens die Zugehörigkeit zu C5(I).

3.3 Projektive Äquivalenz ebener Kurven

Wir entwickeln in diesem Abschnitt ein Kriterium, das es ermög-
licht zu entscheiden, ob zwei gegebene parametrisierte ebene Kur-
ven x : I → R2 und y : I → R2 mit gleichem Parameterbereich I
projektiv äquivalent sind. Dabei soll projektive Äquivalenz bedeu-
ten, dass es eine Abbildung µ ∈ PGL3R derart gibt, dass

(π ◦ y)(t) = (µ ◦ π ◦ x)(t)
für alle t ∈ I gilt. Wo es sich aus Gründen der Klarheit anbietet,
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3 Werkzeuge der Projektiven Differentialgeometrie

werden wir in diesem Fall auch von punktweiser projektiver Äqui-
valenz3 der beiden Kurven sprechen. Das folgende Lemma bringt
uns zu einem ersten Etappenziel.

3.3.1 Lemma. Es seien x : I → R2 und y : I → R2 je zweifach regulär
C5-parametrisierte Kurven und X ∈ K(x) bzw. Y ∈ K(y) zugehöri-
ge projektive Darstellungen, die jeweils speziellen Grundgleichungen
genügen; d.h. es existieren auf I definierte reellwertige C2-Funktionen
αx,βx,αy,βy mit X ′′′ = αx X + βx X

′ und Y ′′′ = αy Y + βy Y
′.

Genau dann existiert eine Matrix A ∈ GL3R mit

Y(t) = AX(t) für alle t ∈ I,

wenn

αx(t) = αy(t) und βx(t) = βy(t) für alle t ∈ I.

Beweis. (a) Wir zeigen zunächst, dass die genannte Bedingung
hinreichend ist: Es gelte αy = αx =: α und βy = βx =: β. Wir
betrachten zunächst die Gleichung X ′′′ = αX + βX ′. Jede der
Komponentenfunktionen Xi ist Lösung der homogenen linearen
Differentialgleichung

u ′′′ = αu+ βu ′.

Die Lösungsmenge L ⊂ C3(I) dieser Differentialgleichung ist
ein dreidimensionaler R-Vektorraum4. Wir wählen eine Basis (ein
Fundamentalsystem) für L, d.h. ein Tripel (f1, f2, f3) linear un-
abhängiger C3(I)-Funktionen. Dann gibt es für jedes i ∈ {1, 2, 3}

reelle Zahlen mi1,mi2,mi3 mit Xi =
3∑
j=1
mij fj. Also ist

X = f1

 m11
m21
m31

+ f2

 m12
m22
m32

+ f3

 m13
m23
m33

 .

3 Ein alternativer, die Punktmengen betreffender Begriff projektiver Äquivalenz
wäre etwa durch x ∼ y⇔ ∃µ ∈ PGL3R : µ

(
Im (π ◦ x)

)
=
(
Im (π ◦ y)

)
gegeben.

4 Eine schöne Darstellung der Theorie linearer Differentialgleichungen findet sich
z.B. in [17], Kapitel II, §3.
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3.3 Projektive Äquivalenz ebener Kurven

Es sei M die durch (M)ij := mij gegebene Matrix und f der Spal-
tenvektor mit den Einträgen fi. Dann gilt X = Mf. Wir führen
die Annahme, dass die Zeilen Zi von M linear abhängig sind,
zum Widerspruch: Angenommen, es gibt (a,b, c) 6= (0, 0, 0) der-
art, dass Z := aZ1 + bZ2 + cZ3 = (0, 0, 0). Dann gilt für alle t ∈ I,
dass das Matrixprodukt Z · f(t), (welches wir zur Verdeutlichung
vorübergehend mit einem Punkt kennzeichnen), der Zeile Z mit
der Spalte f(t) gleich 0 ∈ R ist. Damit gilt

0 = Z · f(t) = aZ1 · f(t) + bZ2 · f(t) + cZ3 · f(t)
= aX1(t) + bX2(t) + cX3(t)

für alle t ∈ I, d.h.

aX1 + bX2 + cX3 = 0 ∈ C3(I).

Dies steht aber im Widerspruch zu der in Lemma 3.2.8 konsta-
tierten linearen Unabhängigkeit der Komponentenfunktion von
X. Also sind die Zeilen von M linear unabhängig, und es gilt M ∈
GL3R. In analoger Weise folgt aus Y ′′′ = αY + βY ′ die Existenz
einer Matrix L ∈ GL3R mit Y = L f. Damit ist Y = L f = LM−1 X,
und für A := LM−1 gilt A ∈ GL3R und Y = AX.

Falls umgekehrt A ∈ GL3R derart existiert, dass Y(t) = AX(t)

für alle t ∈ I gilt, dann ist Y ′(t) = AX ′(t), Y ′′(t = AX ′′(t) und
Y ′′′(t) = AX ′′′(t) für alle t ∈ I. Nach Voraussetzung ist X ′′′(t) =

αx(t)X(t) + βx(t)X
′(t) für alle t ∈ I, daher gilt

Y ′′′(t) = A
(
αx(t)X(t) + βx(t)X

′(t)
)

= αx(t)AX(t) + βx(t)AX
′(t)

= αx(t) Y(t) + βx(t) Y
′(t) für alle t ∈ I.

Andererseits ist nach Voraussetzung

Y ′′′(t) = αy(t) Y(t) + βy(t) Y
′(t) für alle t ∈ I,

somit folgt(
αx(t) − αy(t)

)
Y(t) +

(
βx(t) − βy(t)

)
Y ′(t) = 0.
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3 Werkzeuge der Projektiven Differentialgeometrie

Da Y(t) und Y ′(t) nach Lemma 3.2.8 für alle t ∈ I linear un-
abhängig sind, gilt αx(t) = αy(t) und βx(t) = βy(t) für alle
t ∈ I.

3.3.2 Satz. Es seien x : I → R2 und y : I → R2 je zweifach regulär C5-
parametrisierte Kurven. Genau dann existiert eine projektive Abbildung
µ ∈ PGL3R mit

(µ ◦ π ◦ x) (t) = (π ◦ y) (t) für alle t ∈ I,

wenn für die Koeffizientenfunktionen der speziellen Grundgleichungen
αx = αy und βx = βy gilt.

Beweis. Es sei X die projektive Standarddarstellung von x und Y
die projektive Standarddarstellung von y. Wir schreiben

〈
X(t)

〉
für (π ◦ x) (t) und

〈
Y(t)

〉
für (π ◦ y) (t) und zeigen zunächst, dass

die angegebene Bedingung hinreichend ist. Es sei also αx = αy :=

α und βx = βy := β. Nach Lemma 3.2.16 und Korollar 3.2.17
existieren ρ ∈ [ρx] und σ ∈ [ρy] so, dass X̂ := ρX und Ŷ := σY den
speziellen Grundgleichungen

X̂ ′′′(t) = α(t) X̂(t) + β(t) X̂ ′(t) für alle t ∈ I
bzw. Ŷ ′′′(t) = α(t) Ŷ(t) + β(t) Ŷ ′(t) für alle t ∈ I

genügen. Nach Lemma 3.3.1 gibt es eine Abbildung A ∈ GL3R
mit Ŷ(t) = A X̂(t) für alle t ∈ I. Es gilt nun für jedes t ∈ I ers-
tens

〈
Y(t)

〉
=
〈
Ŷ(t)

〉
, zweitens

〈
Ŷ(t)

〉
=
〈
A X̂(t)

〉
und drittens〈

A X̂(t)
〉

=
〈
AX(t)

〉
, insgesamt also

〈
Y(t)

〉
=
〈
AX(t)

〉
. Gemäß

Definition 1.1.72 setzen wir nun

µA : P2R −→ P2R, 〈v〉 7→
〈
Av
〉

und erhalten
〈
Y(t)

〉
= µA

(〈
X(t)

〉)
für alle t ∈ I.

Falls umgekehrt eine projektive Abbildung µ ∈ PGL3R derart
existiert, dass µ

(〈
X(t)

〉)
=
〈
Y(t)

〉
für alle t ∈ I gilt, so gibt es
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3.3 Projektive Äquivalenz ebener Kurven

nach Definition 1.1.72 eine Matrix A ∈ GL3R mit µ = µA, und es
folgt

∀t ∈ I :
〈
AX(t)

〉
=
〈
Y(t)

〉
.

Es seien ρ ∈ [ρx] und σ ∈ [ρy] Funktionen derart, dass die re-
normierten Darstellungen X̂ := ρX bzw. Ŷ := σY den speziellen
Grundgleichungen

X̂ ′′′(t) = αx(t) X̂(t) + βx(t) X̂
′(t) für alle t ∈ I

bzw. Ŷ ′′′(t) = αy(t) Ŷ(t) + βy(t) Ŷ
′(t) für alle t ∈ I

genügen. Dann gilt für alle t ∈ I, dass〈
A X̂(t)

〉
=
〈
Aρ(t)X(t)

〉
=
〈
AX(t)

〉
=
〈
Y(t)

〉
=
〈
σ(t) Y(t)

〉
=
〈
Ŷ(t)

〉
.

Insbesondere gilt
〈
A X̂(t)

〉
⊆
〈
Ŷ(t)

〉
für alle t ∈ I, also existiert

eine Funktion ω : I→ R∗ mit A X̂ = ωŶ. Um nachzuweisen, dass
ω ∈ C3(I) gilt, erinnern wir zunächst daran, dass die dritte Kom-
ponente von Ŷ nach Bemerkung 3.2.3 für alle t ∈ I von Null ver-
schieden ist. Da X̂ und Ŷ nach Lemma 3.2.2 und Korollar 3.2.17
dreimal stetig differenzierbar sind, folgt aus

ω(t) =

(
A X̂

)
3 (t)(

Ŷ
)

3 (t)
für alle t ∈ I,

dass ω in C3(I) liegt. Wir haben uns also eine dreimal stetig dif-
ferenzierbare Funktion ω : I→ R∗ mit der Eigenschaft verschafft,
dass

A X̂(t) = ω(t) Ŷ(t) für alle t ∈ I gilt.

Wir zeigen nun, dass ω konstant ist. Zu diesem Zweck bemerken
wir, dass A X̂ der speziellen Grundgleichung mit den Koeffizien-
tenfunktionen αx und βx genügt. Denn(

A X̂
) ′′′

= A X̂ ′′′ = A
(
αx X̂+ βx X̂

′) = αxA X̂+ βxA X̂
′

= αx
(
A X̂

)
+ βx

(
A X̂

) ′.
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Also genügt auch ωŶ dieser Grundgleichung, d.h.(
ωŶ

) ′′′
= αx

(
ωŶ

)
+ βx

(
ωŶ

) ′.
Auswertung der Ableitungen liefert

ω ′′′ Ŷ + 3ω ′′ Ŷ ′ + 3ω ′ Ŷ ′′ +ωŶ ′′′

= αxωŶ + βxω
′ Ŷ + βxωŶ

′,

somit gilt

Ŷ ′′′ =

(
αx + βx

ω ′

ω
−
ω ′′′

ω

)
Ŷ +

(
βx − 3

ω ′′

ω

)
Ŷ ′ − 3

ω ′

ω
Ŷ ′′.

Nach Voraussetzung genügt Ŷ andererseits der speziellen Grund-
gleichung Ŷ ′′′ = αy Ŷ + βy Ŷ

′, also gilt 0

0

0

 =

(
αx + βx

ω ′

ω
−
ω ′′′

ω
− αy

)
Ŷ

+

(
βx − 3

ω ′′

ω
− βy

)
Ŷ ′ − 3

ω ′

ω
Ŷ ′′.

Da {Ŷ, Ŷ ′, Ŷ ′′} nach Lemma 3.2.8 linear unabhängig ist, folgt

αx + βx
ω ′

ω
−
ω ′′′

ω
− αy = 0, (3.6)

βx − 3
ω ′′

ω
− βy = 0, (3.7)

−3
ω ′

ω
= 0. (3.8)

Die Identität 3.8 impliziert unmittelbar ω ′ = 0. Wegen ω ∈ C3(I)

folgt, dass ω für alle t ∈ I denselben Wert in R∗ annimmt, den
wir mit ω0 bezeichnen wollen. Es gilt also Ŷ(t) = 1

ω0
A X̂(t). Da

die Ableitungen aller Ordnungen von ω verschwinden, folgt aus
den Gleichungen 3.6 bzw. 3.7, dass αx = αy und βx = βy gilt.
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4 Die Hilbert-Ebene von 1899

Wir untersuchen in diesem Kapitel die erste nicht desarguessche
Ebene, die David Hilbert in seinen Grundlagen der Geometrie [23]
veröffentlicht hat, und unmittelbar naheliegende Verallgemeine-
rungen mit den in den vorigen Kapiteln entwickelten Metho-
den.

4.1 Überblick

Hilbert verwendet zur Konstruktion seiner Ebene eine im Koordi-
natenursprung zentrierte achsenparallele Ellipse mit Halbachsen
A = 1 und B = 1

2 und modifiziert das Geradensystem der reel-
len affinen Ebene im Innern der Ellipse durch Kreisbögen, welche
durch einen gemeinsamen Punkt, nämlich den im Abstand 3

2 vom
Mittelpunkt auf der langen Achse der Ellipse gelegenen Punkt,
verlaufen. Geraden, welche die Ellipse nicht in zwei Punkten tref-
fen, bleiben unverändert. Abbildung 4.1 veranschaulicht das auf
diese Weise entstehende Liniensystem.

In Verallgemeinerung von Hilberts Konstruktion betrachten wir
Ellipsen mit Mittelpunkten (x0,y0) und Halbachsen1 A > B > 0
und wählen als gemeinsamen Punkt der Kreisbögen einen Punkt
(xZ,yZ) ∈ R2. Diesen Punkt werden wir im Folgenden auch als
Zentrum einer Inversionsabbildung ansehen. Bevor wir auf die-
sen Aspekt näher eingehen, legen wir einige Bezeichnungen fest.

1 Die Voraussetzung A > B > 0 soll im gesamten Kapitel gelten, es bezeichnet A
also stets die Länge der großen und B die Länge der kleinen Halbachse.
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4 Die Hilbert-Ebene von 1899

Abbildung 4.1: Darstellung einiger Repräsentanten des Geraden-
systems der Hilbertschen Ebene von 1899. Die (im
Innern der Ellipse durch Kreisbögen modifizier-
ten) Geraden und die Ellipse sind durch Fettdruck
hervorgehoben.
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4.1 Überblick

Für jede positive reelle Zahl R bezeichne KR(xZ,yZ) ⊂ R2 den
Kreis mit Mittelpunkt (xZ,yZ) und Radius R und EA,B(x0,y0) die
Ellipse, deren Punkte (x,y) die Gleichung

(x− x0)
2

A2 +
(y− y0)

2

B2 = 1 erfüllen.

Somit besitzt die Ellipse EA,B(x0,y0) den Mittelpunkt (x0,y0), die
große Halbachse der Länge A parallel zu x-Koordinatenachse und
die kleine Halbachse der Länge B parallel zur y-Koordinatenachse.

4.1.1 Definition. Es sei D
[
(x0,y0),A,B, (xZ,yZ)

]
die Inzidenz-

struktur mit Punktmenge D und Geradenmenge D, die wie folgt
erklärt sind:

D :=

{
(x,y) ∈ R2

∣∣∣∣ (x− x0)
2

A2 +
(y− y0)

2

B2 6 1
}

,

D :=
{
D ∩ KR(xZ,yZ) | R > 0 und |KR(xZ,yZ) ∩D| > 2

}
.

Für alles Weitere ist wesentlich, dass Kreise, die durch den Punkt
(xZ,yZ) verlaufen, durch die Inversion an KR(xZ,yZ) auf Gera-
den abgebildet werden, welche das Inversionszentrum (xZ,yZ)

nicht treffen, und umgekehrt, vgl. Abschnitt 4.2 dieses Kapitels.
Abbildung 4.2 zeigt drei Geraden einer Hilbertsche Ebene zu-
sammen mit den Inversionsbildern jener durch das Inversionszen-
trum verlaufenden Kreise, die für die Modifikation der Geraden
im Innern der Ellipse gebraucht werden.

Hilbert stellt in seiner Konstruktion durch explizite Wahl der Lage
der Ellipse in hinreichend großem Abstand vom Inversionszen-
trum sicher, dass die Ellipse von keinem durch das Inversions-
zentrum verlaufenden Kreis mehr als zweimal getroffen wird. Da
derartige Kreise unter der Inversion auf Geraden abgebildet wer-
den, ist diese Bedingung äquivalent zu der Forderung, dass das
Inversionsbild der Ellipse konvex bezgl. des Systems der gewöhn-
lichen affinen Geraden ist, vgl. Proposition 4.1.3. In Abbildung 4.3
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4 Die Hilbert-Ebene von 1899

Abbildung 4.2: Ellipse E mit Mittelpunkt (−2, 0) und Halbachsen
A = 1 und B = 0.5 sowie drei (modifizierte) Ge-
raden der Hilbertebene (fett gedruckt); rot dar-
gestellt: Inversionskreis mit Zentrum (0, 0); grün
dargestellt: Inversionsbild der Ellipse und der drei
zur Modifizierung der Geraden verwandten Krei-
se; die im Innern von E verlaufenden Teile der
drei Kreisbögen und deren Inversionsbilder (Ge-
radensegmente im Innern von ι(E)) sind durch
Fettdruck hervorgehoben.
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4.1 Überblick

Abbildung 4.3: Ellipse E mit Mittelpunkt (x0,y0) = (−1.4, 1.4)

und Halbachsen A = 2, B = 0.5, Gerade mit Pa-
rametrisierung t 7→ (0.3, 1.4) + t (−1, 2); der durch
das Inversionszentrum und die Schnittpunkte der
Geraden mit E bestimmte Kreis K schneidet E in 4
Punkten; grün dargestellt: das Inversionsbild von
K ist eine Gerade, die das (nicht konvexe) Inversi-
onsbild ι(E) der Ellipse in vier Punkten trifft; rot
dargestellt: Inversionskreis.
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4 Die Hilbert-Ebene von 1899

ist eine nichtkonvexe Situation dargestellt. Wir stellen den Zusam-
menhang zu den in Abschnitt 2.1 diskutierten CDs her. Aus den
Definitionen 2.1.6 und 2.1.8 ergibt sich unmittelbar die folgende
Aussage.

4.1.2 Proposition. Eine nach Definition 4.1.1 konstruierte Inzidenz-
struktur D

[
(x0,y0),A,B, (xZ,yZ)

]
ist genau dann eine streng konvexe

CD, wenn für alle R > 0 die Schnittmenge KR(xZ,yZ) ∩ EA,B(x0,y0)

höchstens zweielementig ist.

Aus dem bereits Gesagten ergibt sich, dass die Inzidenzstruktur
D
[
(x0,y0),A,B, (xZ,yZ)

]
die in der vorstehenden Proposition ge-

nannte Eigenschaft jedenfalls dann besitzt, wenn die Parameter
(x0,y0), A, B und (xZ,yZ) so gewählt werden, dass das Inversions-
bild der Ellipse streng konvex bezüglich des Systems der gewöhn-
lichen Geraden von A2R ist.

4.1.3 Proposition. Die Inzidenzstruktur D
[
(x0,y0),A,B, (xZ,yZ)

]
ist

eine streng konvexe CD, wenn eine der folgenden Bedingungen erfüllt
ist:

(a) Das Bild der Menge D unter der Inversionsabbildung ι(xZ,yZ) ist
streng aff1R2-konvex.

(b) Für jede reguläre C2-Parametrisierung ξ der Ellipse EA,B(x0,y0)

sind alle Werte der Krümmungsfunktion κ von ι ◦ ξ von Null
verschieden.

(c) Für die Standardparametrisierung

ξ : [0, 2π]→ R2, t 7→ (x0 +A cos t,y0 + Bsint)

der Ellipse EA,B(x0,y0) sind alle Werte der Krümmungsfunktion
κ von ι ◦ ξ von Null verschieden.

4.1.4 Bemerkung. Bedingung (c) ist äquivalent zu Bedingung (b),
diese ist wiederum hinreichend für (a). Dagegen sind (c) oder (b)
nicht notwendig für die strenge Konvexität der CD, denn auch in
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4.1 Überblick

denjenigen Fällen, in denen die Krümmungsfunktion von ι◦ξ iso-
lierte Nullstellen besitzt, ohne dort das Vorzeichen zu wechseln,
berandet ι ◦ ξ eine streng konvexe Teilmenge von R2.

Wir werden in Abschnitt 4.3 hinreichende Bedingungen an die Pa-
rameterA,B, (x0,y0) und (xZ,yZ) formulieren, welche die strenge
Konvexität des Inversionsbildes der Menge D gewährleisten.

4.1.5 Lemma. Es seien eine Ellipse EA,B(x0,y0) und ein Inversions-
zentrum (xZ,yZ) so gewählt, dass die in Definition 4.1.1 erklärte Inzi-
denzstruktur D := D

[
(x0,y0),A,B, (xZ,yZ)

]
eine streng konvexe CD

darstellt. Dann ist die Inversionsabbildung ι(xZ,yZ) eine stetige, injekti-
ve Lineation von D nach A2R und induziert eine Einbettung von D in
die reelle affine Ebene.

Beweis. Aus den in Lemma 4.2.2 zusammengestellten Eigenschaf-
ten der Inversionsabbildung folgt, dass diese eine stetige, injektive
Lineation von D nach A2R ist. Diese induziert nach Lemma 2.1.13
eine Einbettung.

Wir können unsere Verallgemeinerungen der Ebenen von Hilbert-
scher Bauart mithilfe der in Kapitel 2 getroffenen Definitionen
präzise fassen.

4.1.6 Proposition. Es seien eine Ellipse EA,B(x0,y0) und ein Inver-
sionszentrum (xZ,yZ) so gewählt, dass die Inzidenzstruktur D :=

D
[
(x0,y0),A,B, (xZ,yZ)

]
eine streng konvexe CD darstellt. Dann ist

das SMH-System2 AD
id :=

(
R2,
(
aff1R2

)D
id

)
ein Hilbertsches Liniensys-

tem.3

2 Die Konstruktion erfolgt gemäß Definition 2.1.11 mit der einklebenden Abbil-
dung γ = id.

3 Vgl. Definition 2.1.19 und Proposition 2.1.20.
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4 Die Hilbert-Ebene von 1899

Abbildung 4.4: Drei in A2R konfluente Geraden und die entspre-
chenden, sich durch die Hilbertsche Modifizie-
rung ergebenden nicht konfluenten Geraden; grün
dargestellt: Inversionsbild der Ellipse und Inversi-
onsbilder der drei zur Geradenmodifizierung ver-
wandten Kreisbögen, letztere sind nicht konflu-
ente Geradenstücke.

Hilbert zeigt in [23], dass die von ihm konstruierte affine Ebe-
ne nicht desarguessch ist, genauer, dass der affine Desargues-
sche Satz nicht erfüllt ist, indem er die Existenz zweier Drei-
ecke nachweist, deren Seiten paarweise parallel sind, die aber
nicht zentral liegen, weil die drei Verbindungsgeraden entspre-
chender Punkte der beiden Dreiecke nicht konfluent sind, vgl.
hierzu Lemma 1.1.49. In Abbildung 4.4 ist eine analoge Situati-
on dargestellt: Drei konfluente Geraden der reellen affinen Ebe-
ne sind nach der Verbiegung im Innern der Ellipse nicht mehr
konfluent. Dementsprechend sind auch die Inversionsbilder der
drei modifizierten Geraden nicht konfluent. Das Auseinanderfal-
len der Schnittpunkte dreier geeignet gewählter Geraden bzw. ih-
rer Inversionsbilder wird deutlicher, wenn die Ellipse näher am
Inversionszentrum liegt, dann allerdings überlappen sich die El-
lipse und ihr Inversionsbild, vgl. Abbildung 4.5.

Wir verwenden die in Abschnitt 2.2 bewiesenen Resultate über
Hilbertsche Liniensysteme sowie die in Kapitel 3 erörterten Me-
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4.1 Überblick

Abbildung 4.5: Die Ellipse E mit Mittelpunkt (−1.5, 0) über-
lappt mit ihrem (grün dargestellten) Inversions-
bild. Drei in A2R konfluente Geraden werden
durch die Hilbertsche Modifizierung im Innern
von E zu nicht konfluenten Geraden. Dementspre-
chend sind auch die Inversionsbilder der zur Mo-
difizierung verwandten Kreisbögen nicht konflu-
ente Geraden; deren im Innern von ι(E) verlaufen-
den Teile sind grün dargestellt.
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4 Die Hilbert-Ebene von 1899

thoden aus der Projektiven Differentialgeometrie um zu zeigen,
dass Ebenen der Hilbertschen Bauart (mit Ellipsen in allgemei-
ner Lage) genau dann desarguessch sind, wenn die beranden-
de Ellipse ein Kreis ist. Dieses Resultat als solches konnte be-
reits von Stroppel [55] bewiesen werden, es folgt auch aus den
weitergehenden Ergebnissen, die in [53] mit Methoden der alge-
braischen Geometrie erzielt wurden (vgl. [53], Theorem 6.4). Die
in der vorliegenden Arbeit eingesetzten Methoden haben jedoch
den Vorzug, grundsätzlich auch auf nicht algebraische Kurven
anwendbar und damit universeller einsetzbar zu sein. Am Ende
des Kapitels geben wir für den desarguesschen Spezialfall projek-
tive Abbildungen explizit an, welche nach Komposition mit der
Standardeinbettung der affinen in die reelle projektive Ebene auf
den Punkten des Kreises mit der Inversionsabbildung überein-
stimmt.

Insgesamt werden im vorliegenden Kapitel alle Aspekte der ur-
sprünglichen Hilbertschen Ebene und der von uns betrachte-
ten Verallgemeinerungen diskutiert, die für ebene und räumliche
Realisierungen Hilbertscher Liniensysteme, wie in Kapitel 2 aus-
geführt, wesentlich sind:

• Gewinnung einer CD und Gewährleistung der strengen
Konvexität dieser CD bezüglich des ”inneren“ Liniensys-
tems,

• strenge Konvexität der CD bezüglich des ”äußeren“ Gera-
densystems der reellen affinen Ebene,

• explizite Angabe einer Lineation λ, welche die Elemente des
inneren Linienssystems der CD auf Geradenstücke der reel-
len affinen Ebene abbildet,

• Diskussion der projektiven Äquivalenz der Randkurve und
ihres Bildes unter λ,

• Kriterien für die Desargues-Eigenschaft des Hilbertsystems,
das durch Einklebung der CD in die reelle affine Ebene ent-
steht.
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4.2 Inversion am Kreis

4.2 Inversion am Kreis

Die Inversion am Kreis spielt für das Verständnis der Ebenen Hil-
bertscher Bauart eine zentrale Rolle, denn das System von Kreis-
bögen im Innern einer (auf ihre Eignung für die Konstruktion
zu prüfende Ellipse) liefert genau dann eine CD, wenn das In-
versionsbild der Ellipse konvex bezüglich des Systems der gewöhn-
lichen affinen Geraden ist. Diese Tatsache ergibt sich unmittel-
bar aus den Abbildungseigenschaften der Inversionsabbildung,
die in der Literatur zum Teil ausführlich beschrieben sind (siehe
etwa [11]). Wir geben in diesem Abschnitt explizite Koordinaten-
darstellungen der Inversionsbilder von Geraden bzw. Kreisen an
und können hieraus Invarianzobjekte der Inversion auf einfache
Weise bestimmen (vgl. Korollar 4.2.3) sowie weitere, insbesonde-
re für die Erörterungen in Abschnitt 4.5 relevante Eigenschaften
ablesen.

4.2.1 Definition. Die Abbildung

ι(xZ,yZ) : R2 r {(xZ,yZ)} −→ R2 r {(0, 0)},

(x,y) 7→
(

x− xZ
(x− xZ)2 + (y− yZ)2 ,

y− yZ
(x− xZ)2 + (y− yZ)2

)
heißt Inversion am Einheitskreis mit Zentrum (xZ,yZ).

Wir vereinbaren, dass die Inversion, deren Zentrum im Ursprung
liegt, auch mit dem Symbol ι, also ohne explizite Angabe des In-
versionszentrums bezeichnet werden kann. Im Folgenden unter-
suchen wir Eigenschaften von ι := ι(0,0), was keine Beschränkung
der Allgemeinheit darstellt, da sich die Eigenschaften mutatis mu-
tandis auf Inversionsabbildungen mit beliebig gelegenem Zen-
trum übertragen.

4.2.2 Lemma. Für die Inversion ι : R2 r {(0, 0)} → R2 r {(0, 0)} mit
Zentrum (0, 0) gelten die folgenden Aussagen:

(a) ι ist ein involutorischer Homöomorphismus und besitzt Ableitun-
gen beliebig hoher Ordnung.
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4 Die Hilbert-Ebene von 1899

(b) ι bildet jede im Ursprung punktierte Ursprungsgerade auf sich
selbst ab.

(c) ι bildet jede Gerade, die nicht durch den Ursprung verläuft, (sur-
jektiv) auf einen im Ursprung punktierten Kreis ab; genauer wird
die Gerade g :=

{
(x,y) ∈ R2

∣∣ ax+ by+ c = 0
}

für den Fall
c 6= 0 auf den Kreis mit Mittelpunkt

(
− a

2c , − b
2c

)
und Radius

R =
√
a2+b2

2 |c| ohne den Ursprung abgebildet.

(d) ι bildet jeden im Ursprung punktierten Kreis (surjektiv) auf eine
Gerade ab, die nicht durch den Ursprung verläuft; genauer wird
der Kreis C =

{
(x,y) ∈ R2

∣∣ (x− x0)
2 + (y− y0)

2 = R2
}

für
den Fall x2

0 + y2
0 = R auf die Gerade mit der Gleichung 2 x0 u +

2y0 v− 1 = 0 abgebildet.

(e) ι bildet jeden Kreis, der den Ursprung nicht enthält, (surjektiv)
auf einen Kreis mit derselben Eigenschaft ab; genauer wird der
Kreis C =

{
(x,y) ∈ R2

∣∣ (x− x0)
2 + (y− y0)

2 = R2
}

für den
Fall x2

0 + y2
0 6= R auf den Kreis mit Radius R

|R2−x2
0−y

2
0|

und Mit-

telpunkt
(

x0
x2

0+y
2
0−R

2 , y0
x2

0+y
2
0−R

2

)
abgebildet.

Beweis. (a) ist klar.
[G] Wir untersuchen zunächst, wie Geraden unter ι abgebildet
werden: Es sei (a,b) 6= (0, 0), g :=

{
(x,y) ∈ R2

∣∣ ax+ by+ c = 0
}

eine Gerade und g ′ := gr {(0, 0)} gegebenenfalls die im Ursprung
punktierte Gerade. Wir zeigen, dass ι(g ′) = g ′, falls c = 0 und
ι(g ′) ein im Ursprung punktierter Kreis, falls c 6= 0. Es sei (u, v) ∈
ι(g ′), dann existiert (x,y) ∈ R2 r {(0, 0)} mit (u, v) = ι(x,y) und
ax+ by+ c = 0. Da ι Involution ist, gilt auch

ι(u, v) = ι2(x,y) = (x,y).

Mithin folgt
a

u

u2 + v2 + b
v

u2 + v2 + c = 0,

das heißt
au+ b v+ c

(
u2 + v2) = 0.
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Falls nun c = 0, so ist (u, v) ∈ g ′, und es folgen ι(g ′) ⊆ g ′ sowie
g ′ = ι2(g ′) ⊆ ι(g ′), also ι(g ′) = g ′. Damit ist (b) gezeigt. Falls
c 6= 0, so folgt ι(g ′) ⊆ K ′, wobei K ′ = Kr {(0, 0)} mit

K =

{
(u, v) ∈ R2

∣∣∣∣ u2 +
a

c
u+ v2 +

b

c
v = 0

}
=

{
(u, v) ∈ R2

∣∣∣∣∣ (u+
a

2 c

)2
+

(
v+

b

2 c

)2

=
a2 + b2

4 c2

}

Die Menge K ist ein Kreis mit Mittelpunkt
(
− a

2c , − b
2c

)
und Radius

R =
√
a2+b2

2 |c| > 0, und es gilt (0, 0) ∈ K. Der für den Beweis von
(c) noch fehlende Nachweis von ι(g ′) ⊇ K ′ wird sich aus dem
folgenden Beweisteil [K] ergeben.

[K] Wir untersuchen nun, wie ι Kreise abbildet. Es sei also

C =
{
(x,y) ∈ R2 ∣∣ (x− x0)

2 + (y− y0)
2 = R2}

mit R > 0 sowie C ′ := C r {(0, 0)}. Falls (u, v) ∈ ι(C ′), so existiert
(x,y) ∈ R2 r {(0, 0)} mit (u, v) = ι(x,y) und (x,y) ∈ C. Es folgt
(x,y) = ι(u, v) und damit(

u

u2 + v2 − x0

)2

+

(
v

u2 + v2 − y0

)2

= R2.

Wir erhalten sukzessive durch Umformungen(
u− x0

(
u2 + v2))2

+
(
v− y0

(
u2 + v2))2

= R2 (u2 + v2)2
,

u2 − 2ux0
(
u2 + v2)+ x2

0
(
u2 + v2)2

+ v2 − 2 v y0
(
u2 + v2)+ y2

0
(
u2 + v2)2

= R2 (u2 + v2)2
,

(1 − 2 x0 − 2y0)
(
u2 + v2) =

(
R2 − x2

0 − y2
0
) (
u2 + v2)2

,
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und schließlich

(1 − 2ux0 − 2 v y0) =
(
R2 − x2

0 − y2
0
) (
u2 + v2) . (4.1)

Falls nun R2 − x2
0 − y2

0 = 0, d.h. (0, 0) ∈ C, so gilt mit der Vor-
aussetzung R > 0, dass (x0,y0) 6= (0, 0), und es erfüllt (u, v) die
Gleichung

1 − 2ux0 − 2 v y0 = 0.

Hieraus folgt, dass ι(C ′) ⊆ h, wobei

h :=
{
(u, v) ∈ R2 ∣∣ 2 x0 u+ 2y0 v− 1 = 0

}
eine nicht durch den Ursprung verlaufende Gerade ist. Mit [G]

folgt ι(h) ⊆ K, wobei K der Kreis mit Mittelpunkt(
−

2 x0

−2
, −

2y0

−2

)
= (x0,y0)

und Radius √
(2 x2

0) + (2y2
0)

2
=

√
x2

0 + 2y2
0 = R

ist. Es ist somit K = C, und wegen ι(h) ⊆ K und (0, 0) /∈ h folgt
h = ι2(h) ⊆ ι(C ′). Insgesamt gilt daher ι(C ′) = h, womit Behaup-
tung (d) bewiesen ist.

Zur Vervollständigung des Beweises von (c) stellen wir fest, dass
der im Ursprung punktierte Kreis K ′ mit Mittelpunkt

(
− a

2c , − b
2c

)
und Radius R =

√
a2+b2

2 |c| > 0 auf die Gerade g abgebildet wird,
die der Gleichung

−2
a

2 c
u− 2

b

2 c
v− 1 = 0⇔ au+ b v+ c = 0

genügt. Damit gilt ι(K ′) ⊆ g, und es folgt K ′ = ι2(K ′) ⊆ ι(g) sowie
ι(K) = g.
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Falls andererseits x2
0 + y2

0 6= R2, so ist C ′ = C, und es erfüllt jeder
Punkt (u, v) ∈ ι(C) die zu Gleichung 4.1 äquivalente Gleichung

u2 +
2ux0

R2 − x2
0 − y2

0
+ v2 +

2 v y0

R2 − x2
0 − y2

0
=

1
R2 − x2

0 − y2
0

,

d.h. (
u+

x0

R2 − x2
0 − y2

0

)2

−
x2

0(
R2 − x2

0 − y2
0

)2

+

(
v+

y0

R2 − x2
0 − y2

0

)2

−
y2

0(
R2 − x2

0 − y2
0

)2

=
R2 − x2

0 − y2
0(

R2 − x2
0 − y2

0

)2

und somit(
u+

x0

R2 − x2
0 − y2

0

)2

+

(
v+

y0

R2 − x2
0 − y2

0

)2

=
R2(

R2 − x2
0 − y2

0

)2 .

Es ist also ι(C) Teilmenge eines Kreises D mit Mittelpunkt(
x0

x2
0 + y2

0 − R2 ,
y0

x2
0 + y2

0 − R2

)
und Radius R

|R2−x2
0−y

2
0|

. Der Kreis D enthält den Ursprung nicht,

denn aus x2
0 + y2

0 6= R2 folgt(
x0

x2
0 + y2

0 − R2

)2

+

(
y0

x2
0 + y2

0 − R2

)2

6=

(
R∣∣R2 − x2

0 − y2
0

∣∣
)2

.

Zum Abschluss des Beweises von (e) stellen wir zunächst fest,
dass

N :=

(
x0

x2
0 + y2

0 − R2

)2

+

(
y0

x2
0 + y2

0 − R2

)2

−

(
R∣∣R2 − x2

0 − y2
0

∣∣
)2

=
1

x2
0 + y2

0 − R2 .
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Der Kreis D wird durch ι in den Kreis mit Mittelpunkt( x0
x2

0+y
2
0−R

2

N
,

x0
x2

0+y
2
0−R

2

N

)
= (x0,y0) und Radius

R

|R2−x2
0−y

2
0|

|N|
= R

abgebildet, d.h. ι(D) ⊆ C. Es folgt D = ι2(D) ⊆ ι(C) und insge-
samt ι(C) = D.

4.2.3 Korollar. Die Inversionsabbildung ι = ι(0,0) lässt genau den In-
versionskreis

{
(x,y) ∈ R2

∣∣ x2 + y2 = 1
}

sowie diejenigen Kreise mit
Mittelpunkt (x0,y0) und Radius R invariant, die der Bedingung

x2
0 + y2

0 = R2 + 1

genügen.

4.2.4 Bemerkungen. (a) Die Fixpunktmenge der Inversionsab-
bildung ι = ι(0,0) ist genau der Inversionskreis. Denn jeder
Fixpunkt (x,y) 6= (0, 0) von ι erfüllt ι(x,y) = (x,y) und so-
mit das Gleichungspaar x

x2+y2 = x und y
x2+y2 = y, woraus

unmittelbar x2 + y2 = 1 folgt. Also liegt jeder Fixpunkt von
ι auf dem Einheitskreis. Umgekehrt ist jeder Punkt des Ein-
heitskreises Fixpunkt von ι.

(b) Für den Fall R2 − x2
0 − y2

0 = 1 ist die Bildmenge ι(C) gleich
dem Spiegelbild von C an einer Achse, welche die Schnitt-
punkte des Inversionskreises und des Kreises C verbindet.

4.2.5 Proposition. Falls α : I→ R2 r {(xZ,yZ)} eine stetige geschlos-
sene Kurve ist, so ist auch ι(xZ,yZ) ◦ α : I→ R2 r {(0, 0)} geschlossen.

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Tatsache, dass die Inver-
sionsabbildung ι(xZ,yZ) ein Homöomorphismus ist, vgl. Lem-
ma 4.2.2.

4.2.6 Proposition. Es sei α : I → R2 eine regulär C1-parametrisierte
Kurve, für die ein Parameterwert t0 ∈ I derart existiert, dass α(t0) =

(0, 0) gilt.
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4.2 Inversion am Kreis

(a) Mit dem Standard-Skalarprodukt 〈 | 〉 in R2 gelten die Beziehun-
gen

lim
t→t+0

〈
(ι ◦ α)(t)

∣∣α ′(t0)
〉

= +∞ und

lim
t→t−0

〈
(ι ◦ α)(t)

∣∣α ′(t0)
〉

= −∞.

(b) Zu jeder Zahl N > 0 existiert eine Zahl δ > 0 so, dass für zwei
beliebige Punkte t+ ∈ ]t0, t0 + δ[ und t− ∈ ]t0 − δ, t0[ die Bezie-
hung ‖(ι ◦ α) (t+) − (ι ◦ α) (t−)‖ > N gilt.

Beweis. (a) Wir bemerken zunächst (ι ◦ α)(t) =
α(t)

‖α(t)‖2 , setzen

v := α ′(t0) und zeigen, dass zu jeder Zahl M > 0 eine Zahl δ > 0
derart existiert, dass 〈α(t) |v〉

‖α(t)‖2 > M für alle t ∈ ]t0, t0 + δ[ sowie
〈α(t) |v〉
‖α(t)‖2 < −M für alle t ∈ ]t0 − δ, t0[ gilt:

Es sei alsoM > 0. Da α an der Stelle t0 differenzierbar ist, existiert
zu jeder Zahl ε > 0 eine Zahl δ̃ > 0 derart, dass aus |t− t0| < δ̃ die
Ungleichung

∥∥∥α(t)−α(t0)
t−t0

− α ′(t0)
∥∥∥ < ε, d.h.

∥∥∥α(t)
t−t0

− v
∥∥∥ < ε folgt.

Wir wählen (aus Gründen, die im weiteren Beweisgang einsichtig
werden) ε so, dass ε2 < ‖v‖2 gilt. Dann existiert δ̃ > 0 derart, dass

‖α(t)‖2

(t− t0)2 + ‖v‖2 − 2
〈α(t) | v〉
t− t0

< ε2

für alle t ∈
]
t0 − δ̃, t0 + δ̃

[
gilt.

Es sind nun Fälle zu unterscheiden. Falls t im Intervall
]
t0, t0 + δ̃

[
liegt, so folgt

2 〈α(t) | v〉 >
(
‖v‖2 − ε2) (t− t0) +

‖α(t)‖2

(t− t0)

und hieraus wegen ε2 < ‖v‖2 und t− t0 > 0 die Ungleichung

2 〈α(t) | v〉 > ‖α(t)‖2

(t− t0)
.
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Wir setzen nun δ := min
{
δ̃, 1

2M

}
und bemerken, dass aus 0 <

t − t0 < δ die Beziehungen 0 < t − t0 < δ̃ und 1
t−t0

> 1
δ > 2M

sowie

〈α(t) | v〉
‖α(t)‖2 >

1
2 (t− t0)

>
1
2

2M = M

folgen. Auf analoge Weise sieht man ein, dass

〈α(t) | v〉
‖α(t)‖2 < −M

für alle t ∈ ]t0 − δ, t0[ gilt.

(b) Es sei N > 0. Wir setzen M :=
N‖v‖

2 und wählen einen Wert
für δ wie im Beweis von Aussage (a). Dann gelten für alle Werte
t+ ∈ ]t0, t0 + δ[ und t− ∈ ]t0 − δ, t0[ die folgenden Beziehungen:∥∥(ι ◦ α)(t+) − (ι ◦ α)(t−)

∥∥
=

∥∥∥∥ α(t+)

‖α(t+)‖2 −
α(t−)

‖α(t−)‖2

∥∥∥∥
>

1
‖v‖

〈
α(t+)

‖α(t+)‖2 −
α(t−)

‖α(t−)‖2

∣∣∣∣ v〉 (Cauchy-Schwarz)

=
1
‖v‖

〈
α(t+)

‖α(t+)‖2

∣∣∣∣ v〉−
1
‖v‖

〈
α(t−)

‖α(t−)‖2

∣∣∣∣ v〉
>
M

‖v‖
+
M

‖v‖
= 2

N ‖v‖
2 ‖v‖

= N.

4.2.7 Korollar. (a) Es sei α : I → R2 eine regulär C1-parametrisier-
te Kurve α : I → R2, für die ein Parameterwert t0 ∈ I derart
existiert, dass α(t0) = (0, 0) gilt. Dann ist die Kurve ι ◦ α : I r
{t0} → R2 nicht geschlossen und lässt sich auch nicht zu einer
geschlossenen Kurve fortsetzen.

(b) Das Inversionsbild einer regulär C1-parametrisierten Kurve, die
durch das Inversionszentrum verläuft, ist nicht geschlossen und
lässt sich auch nicht zu einer geschlossenen Kurve fortsetzen.
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4.2 Inversion am Kreis

Abbildung 4.6: Beispiel einer Kurve (Ellipse), die den Ursprung
enthält und deren Inversionsbild daher nicht ge-
schlossen ist.

Abbildung 4.6 illustriert die Aussage des vorstehenden Korollars.
Wir beschließen diesen Abschnitt mit einem Lemma, das uns bei
der Untersuchung der Konvexität von Inversionsbildern von El-
lipse von Nutzen sein wird.

4.2.8 Lemma. Für jede Kurve α : I → R2 und alle k > 0 ist
ι (kα(t)) = 1

k ι (α(t)).

4.2.9 Bemerkung. Insbesondere gilt für die parametrisierte Ellip-
se ξ : [0, 2π] → R2, ξ(t) = (x0 +A cos t,y0 + B sin t) die Identität
ι
( 1
A ξ(t)

)
= A ι (ξ(t)). Somit entsteht das Inversionsbild der ”nor-

mierten“ Ellipse 1
A ξ mit großer Halbachse 1 aus dem Inversions-

bild von ξ durch zentrische Streckung mit Streckfaktor A.
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4 Die Hilbert-Ebene von 1899

4.3 Inversionsbilder von Ellipsen

Nach Proposition 4.1.3 ist die von der Ellipse EA,B(x0,y0) be-
randete in Definition 4.1.1 erklärte Inzidenzstruktur jedenfalls
dann eine (streng konvexe) CD, wenn das Inversionsbild der
von EA,B(x0,y0) berandeten Menge (streng) konvex bezüglich des
gewöhnlichen Geradensystems der reellen affine Ebene ist. In die-
sem Abschnitt untersuchen wir daher Inversionsbilder der El-
lipsen EA,B(x0,y0) und erarbeiten hinreichende Kriterien für die
strenge Konvexität der von ι

(
EA,B(x0,y0)

)
berandeten Teilmen-

gen.

4.3.1 Definition. Es sei A > B > 0 und (x0,y0) ∈ R2. Wir bezeich-
nen ξA,B,x0,y0 : [0, 2π] → R2, ξ(t) = (x0 +A cos t,y0 + B sin t) als
die Parametrisierung der Ellipse EA,B(x0,y0) und verwenden auch
die Kurzbezeichnung ξ anstelle von ξA,B,x0,y0 .

4.3.2 Proposition. Für das Bild der Ellipse E := EA,B(x0,y0) unter
der Inversionsabbildung ergeben sich die folgenden Fälle:

(a) Für A 6= B und (0, 0) /∈ E ist ι(E) eine Kurve4 vom Grad 4.
(b) Für A 6= B und (0, 0) ∈ E ist ι (E r {(0, 0)}) eine Kurve5 vom

Grad 3.
(c) Falls A = B und (0, 0) /∈ E gilt, so ist ι (E) ein Kreis.
(d) Für A = B und (0, 0) ∈ E ist ι (E r {(0, 0)}) eine Gerade.

Beweis. Der Beweis wird in [53] mit Methoden der algebraischen
Geometrie geführt, vgl. Lemma 3.1 und Theorem 3.2. von [53].

4.3.3 Definition. Es seien A und B reelle Zahlen mit A > B > 0.

(a) 0A,B sei die Menge aller Punkte (x0,y0), für welche das
Bild ι(D) der von der Ellipse EA,B(x0,y0) im Innern be-
randeten Menge D unter der Inversionsabbildung ι = ι(0,0)

4 Nach Proposition 4.2.5 ist ι ◦ ξ in diesem Fall geschlossen.
5 Nach Korollar 4.2.7 ist (die den Ursprung vermeidende Einschränkung von) ι◦ξ

in diesem Fall nicht geschlossen und kann auch nicht zu einer geschlossenen
Kurve fortgesetzt werden, vgl. Abbildung 4.6.
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4.3 Inversionsbilder von Ellipsen

homöomorph zur Einheitskreisscheibe und streng konvex
ist.

(b) 0̃A,B sei die Menge aller Punkte (x0,y0), für welche die Kur-
ve ι ◦ ξA,B,x0,y0 geschlossen ist und alle Werte der Krüm-
mungsfunktion κ der Kurve ι ◦ ξA,B,x0,y0 von Null verschie-
den sind.

(c) ΩA,B,ext sei die Menge aller Punkte (x0,y0), für welche die
folgenden Bedingungen erfüllt sind:

0 < B 6 A und

B
(
x2

0 + y2
0
)

− 2
A2 − B2

A
·
√
B2 x2

0 + A2 y2
0 > 2A2 B− B3.

(d) ΩA,B,int sei die Menge aller Punkte (x0,y0), für welche die
folgenden Bedingungen erfüllt sind:

A2

2
6 B2 6 A2 und

B
(
x2

0 + y2
0
)

+ 2
A2 − B2

A
·
√
B2 x2

0 + A2 y2
0 < 2B3 −A2 B.

(e) ΩA,B := ΩA,B,ext ∪ ΩA,B,int

Die Mengen ΩA,B,int und ΩA,B,ext sind stets disjunkt, vgl. Er-
gebnis 4.3.12. Für B2 < A2

2 ist ΩA,B,int leer. In den Fällen, in
denen die Menge ΩA,B,int nicht leer ist, enthält sie den Koordi-
natenursprung. Wir bezeichnen ΩA,B,int als Innenkomponente von
ΩA,B oder kurz als Innenbereich und ΩA,B,ext als Außenkomponen-
te von ΩA,B bzw. als Außenbereich. Es wird sich im Folgenden
zeigen, dass auch 0A,B in zwei (disjunkte) Zusammenhangskom-
ponenten 0A,B, int und 0A,B, ext zerfällt, wobei die Inklusionen
ΩA,B,ext ⊆ 0A,B, ext und ΩA,B,int ⊆ 0A,B, int gelten. Wir bezeich-
nen dementsprechend 0A,B, int als Innenkomponente von 0A,B und
0A,B, ext als Außenkomponente von 0A,B und erlauben uns, wenn
Verwechslungen ausgeschlossen sind, auch hier die Kurzbezeich-
nungen Innenbereich bzw. Außenbereich.

147
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4.3.4 Proposition. Falls (x0,y0) in ΩA,B liegt, so enthält die Ellipse
EA,B(x0,y0) den Koordinatenursprung nicht.

Beweis durch Kontraposition. Falls die Ellipse EA,B(x0,y0) den Ko-

ordinatenursprung enthält, so gilt x2
0
A2 +

y2
0
B2 = 1, also x2

0 = A2 −
A2

B2 y
2
0. Damit ergibt sich für die linke Seite Lext der Ungleichung

für ΩA,B,ext:

Lext = B

(
A2 −

A2

B2 y
2
0 + y2

0

)
− 2

A2 − B2

A
·
√
B2A2

= − BA2 −
A2

B
y2

0 + By2
0 + 2B3

= 2B3 − BA2 +

(
B−

A2

B

)
y2

0.

Aus B 6 A folgt
(
B− A2

B

)
6 0, somit gilt Lext 6 2B3−BA2. Wegen

0 > 3B (B2 −A2) = 3B3 − 3B A2 ist 2B3 −BA2 6 2BA2 −B3, also
gilt insgesamt Lext 6 2A2 B− B3, die Ungleichung für ΩA,B,ext ist
somit nicht erfüllt.

Andererseits gilt y2
0 = B2 − B2

A2 x
2
0, falls der Koordinatenursprung

auf der Ellipse EA,B(x0,y0) liegt. Die linke Seite Lint der Unglei-
chung für ΩA,B,int nimmt dann folgende Gestalt an:

Lint = B

(
x2

0 + B2 −
B2

A2 x
2
0

)
+ 2

A2 − B2

A
·
√
A2 B2

= Bx2
0 − B3 −

B3

A2 x
2
0 + 2A2 B

=

(
1 −

B2

A2

)
Bx2

0 − B3 + 2A2 B

Aus B 6 A folgt
(

1 − B2

A2

)
> 0, somit gilt Lint > −B3 + 2A2 B.

Wegen 0 6 3B (A2 − B2) = 3BA2 − 3B3 ist −B3 + 2A2 B > 2B3 −

A2 B, also gilt insgesamt Lint 6 2B3 − A2 B, die Ungleichung für
ΩA,B,int ist somit nicht erfüllt.
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4.3 Inversionsbilder von Ellipsen

Zusammen mit Proposition 4.2.5 ergibt sich hieraus eine wichtige
Folgerung.

4.3.5 Korollar. Für (x0,y0) ∈ ΩA,B

(a) ist die Kurve ι0,0 ◦ ξA,B,x0,y0 eine geschlossene Jordankurve,

(b) ist das Inversionsbild ι(E) der Ellipse E = EA,B(x0,y0) zur Kreis-
linie homöomorph,

(c) berandet ι(E) im Innern eine zur Einheitskreisscheibe homöomor-
phe Teilmenge von R2.

Wir kommen nun zur zentralen Aussage dieses Abschnitts, die
wir mit den in Definition 4.3.3 eingeführten Bezeichnungen for-
mulieren.

4.3.6 Proposition. Für alle A,B ∈ R mit A > B > 0 gelten die
Inklusionen ΩA,B ⊆ 0̃A,B ⊆ 0A,B.

Beweis, erster Teil. Die Beziehung 0̃A,B ⊆ 0A,B folgt direkt aus
Satz 3.1.14.

Zum Beweis der Inklusion ΩA,B ⊆ 0̃A,B benötigen wir einige
Vorbereitungen.

4.3.7 Definition. Es sei S eine Teilmenge von R2 und A > 0 eine
reelle Zahl. Dann bezeichne A · S :=

{
(Ax, Ay) | (x,y) ∈ S

}
das

Bild von S unter der zentrischen Streckung mit Streckfaktor A.

4.3.8 Lemma. Es sei 0 < B 6 A und 0 < b 6 1. Dann gelten die
folgenden Beziehungen:

(a) 0̃A,Ab = A · 0̃1,b ,
(b) ΩA,Ab,int = A ·Ω1,b,int ,
(c) ΩA,Ab,ext = A ·Ω1,b,ext ,
(d) ΩA,Ab = A ·Ω1,b ,
(e) 0̃A,B = A · 0̃1,B/A ,
(f) ΩA,B = A ·Ω1,B/A .
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Beweis. (a) Wir prüfen zunächst die Inklusion 0̃A,Ab ⊆ A · 0̃1,b
nach. Es sei (x0,y0) ∈ 0̃A,Ab. Dann besitzt die Krümmungsfunk-
tion κ der Kurve ι ◦ ξA,Ab,x0,y0 keine Nullstellen, gleiches gilt für
die Kurve A · ι ◦ ξA,Ab,x0,y0 , denn die Krümmungswerte der mit
A zentrisch gestreckten Kurve sind durch κ(t)

A gegeben. Da nach
Lemma 4.2.8 bzw. Bemerkung 4.2.9 die Identität

A · ι (x0 +A cos t,y0 +Ab sin t) = ι
(x0

A
+ cos t,

y0

A
+ b sin t

)
gilt, folgen die Beziehungen

(
x0
A , y0

A

)
∈ 0̃1,b sowie (x0,y0) ∈ A ·

0̃1,b und hieraus 0̃A,Ab ⊆ A · 0̃1,b.

Es sei umgekehrt (x0,y0) ∈ A ·0̃1,b, dann gilt
(
x0
A , y0

A

)
∈ 0̃1,b. Also

besitzt die Krümmung der parametrisierten Kurve

t 7→ ι
(x0

A
+ cos t,

y0

A
+ b sin t

)
nirgendwo Nullstellen. Wegen der oben mit Bezug auf Lem-
ma 4.2.8 angegebenen Identität gilt dies auch für die Kurve

t 7→ A · ι (x0 +A cos t,y0 +Ab sin t) ,

also liegt (x0,y0) in 0̃A,Ab, und es folgt 0̃1,b ⊆ 0̃A,Ab.

(b) Es sei (x0,y0) ∈ ΩA,Ab,int. Dann ist A
2

2 6 A2 b2 6 A2 und

Ab
(
x2

0 + y2
0
)

+ 2
A2 −A2 b2

A
·
√
A2 b2 x2

0 +A2 y2
0 < 2A3 b3 −A3 b.

Nach Division der ersten Ungleichung durch A2 und der zweiten
durch A3 folgt 1

2 6 b2 6 1 und

b

(
x2

0
A2 +

y2
0
A2

)
+ 2

(
1 − b2) ·

√
b2 x

2
0
A2 +

y2
0
A2 < 2b3 − b.

Damit gilt
(
x0
A , y0

A

)
∈ Ω1,b,int, woraus (x0,y0) ∈ A · Ω1,b,int und

somit ΩA,Ab,int ⊆ A · Ω1,b,int folgt. Die Inklusion A · Ω1,b,int ⊆
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4.3 Inversionsbilder von Ellipsen

ΩA,Ab,int ergibt sich durch Umkehrung der eben vorgeführten Be-
weischritte.

(c) Es sei (x0,y0) ∈ ΩA,Ab,ext. Dann ist 0 < Ab 6 A und

Ab
(
x2

0 + y2
0
)

− 2
A2 −A2 b2

A
·
√
A2 b2 x2

0 +A2 y2
0 > 2A3 b−A3 b3.

Nach Division der ersten Ungleichung durch A und der zweiten
Ungleichung durch A3 folgt 0 < Ab 6 A und

b

(
x2

0
A2 +

y2
0
A2

)
− 2

(
1 − b2) ·

√
b2 x

2
0
A2 +

y2
0
A2 > 2b− b3

Damit gilt
(
x0
A , y0

A

)
∈ Ω1,b,ext, woraus (x0,y0) ∈ A · Ω1,b,ext und

schließlich ΩA,Ab,ext ⊆ A ·Ω1,b,ext folgt. Der Nachweis der umge-
kehrten Inklusion ist nun wieder offensichtlich.

Nach Definition gilt ΩA,Ab = ΩA,Ab,ext ∪ ΩA,Ab,int, damit folgt
Behauptung (d) unmittelbar aus (b) und (c). Mit den Äquivalen-
zen (a) ⇔ (e) und (d) ⇔ (f) ergibt sich die Gültigkeit der übrigen
Aussagen.

4.3.9 Bemerkungen. (a) Wir merken ohne Beweis an, dass auch
die Beziehungen 0A,Ab = A · 01,b und 0A,B = A · 01,B/A
gelten.

(b) Da ΩA,B ⊆ 0̃A,B zu Ω1,B/A ⊆ 0̃1,B/A äquivalent ist, genügt
es, wenn wir zur Vervollständigung des Beweises der Propo-
sition 4.3.6 zeigen, dass Ω1,b ⊆ 0̃1,b für alle b mit 0 < b 6 1
gilt.

Es genügt somit, die Inversionsbilder ”normierter“ Ellipsen zu
betrachten, deren große Halbachsen Einheitslänge besitzen. Wenn
eine solche Ellipse mit kleiner Halbachse b und Mittelpunkt (x,y)
durch zentrische Streckung mit dem Faktor 1/A aus einer Ellipse
EA,B(x0,y0) hervorgeht, so gilt

x :=
x0

A
, y :=

y0

A
, b =

B

A
.
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Wir formulieren nun die Aussage, die zu dem noch zu beweisen-
den Teil von Proposition 4.3.6 äquivalent ist:

4.3.10 Proposition. Für 0 < b 6 1 und ξ(t) = (x+ cos t, y+ b sin t)
besitzt die Krümmungsfunktion der Kurve ι◦ξ : [0, 2π]→ R2 jedenfalls
dann keine Nullstellen, wenn eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist:

(a) 0 < b 6 1 und

b
(
x2 + y2)− 2

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 > 2b− b3 (E)

(b) 1
2 6 b2 6 1 und

b
(
x2 + y2)+ 2

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 < 2b3 − b. (I)

Vor dem Beweis der Proposition 4.3.10 treffen wir noch einige
Vereinbarungen: Für b mit 0 < b 6 1 bezeichne Ωb,ext die Menge
aller (x,y) ∈ R2, welche die Ungleichung (E) in Proposition 4.3.10
erfüllen, und Ωb,int die Menge aller (x,y) ∈ R2, welche die Un-
gleichung (I) erfüllen. Ferner sei Ωb := Ωb,ext ∪ Ωb,int. Wir nen-
nen Ωb,int wieder den Innenbereich und Ωb,ext den Außenbereich.
Schließlich wollen wir 0b anstelle von 01,b und 0̃b anstelle von
0̃1,b schreiben.

Wir führen nun den Beweis der Proposition 4.3.10 in mehre-
ren Schritten unter Verwendung von Lemma 3.2.6, welches den
Zusammenhang zwischen der Krümmungsfunktion einer Kur-
ve und deren projektiven Darstellungen herstellt. Im Folgenden
gelte stets 0 < b 6 1 und es sei E := E1,b(x,y) die Ellip-
se, die von der Parametrisierung ξ := ξ1,b,x,y : [0, 2π] → R2,
t 7→ (x+ cos t, y+ b sin t) überstrichen wird.

Wir betrachten zunächst projektive Darstellungen nicht normier-
ter Ellipsen

ξA,B,x0,y0 : [0, 2π]→ R2, t 7→ (x0 +A cos t,y0 + B sin t) ,
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da wir diese auch im nächsten Abschnitt benötigen werden. Da-
nach spezialisieren wir auf den Fall normierter Ellipsen. Wir re-
normieren die projektive Standarddarstellung von

θ : [0, 2π]→ R2, t 7→ ι (x0 +A cos t,y0 + B sin t)

mit der Funktion

ρ : [0, 2π]→ R : ρ(t) = (x0 +A cos t)2 + (y0 + B sin t)2

und erhalten

Θ : [0, 2π]→ R3 : Θ(t) =

 x0 +A cos t
y0 + B sin t

(x0 +A cos t)2 + (y0 + B sin t)2

 .

Die ersten und zweiten Ableitungen von Θ ergeben sich zu

Θ ′(t) =

 −A sin t
B cos t
Θ ′3(t)


mit Θ ′3(t) = −2A (x0 +A cos t) sin t+ 2B cos t (y0 + B sin t)

und Θ ′′(t) =

 −A cos t
−B sin t
Θ ′′3 (t)

 mit

Θ ′′3 (t) = 2B2 cos2 t− 2A cos t (x0 +A cos t)

+ 2A2 sin2 t− 2B sin t (y0 + B sin t) .

Um für die hier anzustellende Konvexitätsuntersuchung das Lem-
ma 3.2.6 anwenden zu können, berechnen wir die Determinante
D(t) der Matrix [Θ(t),Θ ′(t),Θ ′′(t)]. Es gilt

D(t) = −ABx0
2 cos2 t−ABy0

2 cos2 t− 2A2 Bx0 cos3 t

+ 2B3 x0 cos3 t−A3 B cos4 t+ 2AB3 cos4 t

−ABx0
2 sin2 t−ABy0

2 sin2 t+A3 B cos2 t sin2 t

+AB3 cos2 t sin2 t+ 2A3 y0 sin3 t

− 2AB2 y0 sin3 t+ 2A3 B sin4 t−AB3 sin4 t.
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Trigonometrische Umformungen liefern

D(t) =
1
2
(
A3 B+AB3 − 2ABx0

2 − 2ABy0
2

+3B
(
−A2 + B2) x0 cos t− 3AB

(
A2 − B2) cos(2 t)

−A2 Bx0 cos(3 t) + B3 x0 cos(3 t) + 3A3 y0 sin t

−3AB2 y0 sin t−A3 y0 sin(3 t) +AB2 y0 sin(3 t)
)

=
1
2
(
A3 B+AB3 − 2AB

(
x0

2 + y0
2)

+3B
(
−A2 + B2) x0 cos t− 3AB

(
A2 − B2) cos(2 t)

+
(
−A2 Bx0 + B3 x0

)
cos(3 t) +

(
3A3 y0 − 3AB2 y0

)
sin t

+
(
−A3 y0 +AB2 y0

)
sin(3 t)

)
.

Für den Spezialfall A = 1, B = b, x0 = x und y0 = y bezeichnen
wir den Ausdruck für die Determinante mit d(t) und erhalten
nach Division durch 1/2 die Identität

2d(t) = b+ b3 − 2b
(
x2 + y2)+ 3b

(
−1 + b2) x cos t

+ 3b
(
−1 + b2) cos(2 t) +

(
−(bx) + b3 x

)
cos(3 t)

+
(
3y− 3b2 y

)
sin t+

(
−y+ b2 y

)
sin(3 t)

= b+ b3 − 2b
(
x2 + y2)+ 3b

(
−1 + b2) x cos t

+ 3b
(
−1 + b2) cos(2 t) + bx

(
−1 + b2) cos(3 t)

− 3y
(
−1 + b2) sin t+ y

(
−1 + b2) sin(3 t).

Um zu ersehen, für welche b, x,y die Funktion
(
t 7→ d(t)

)
Null-

stellen besitzen kann, formen wir weiter um:

2d(t) = b+ b3 − 2b
(
x2 + y2)

−
(
1 − b2) · (3b x cos t− 3y sin t+ 3b cos(2 t))

−
(
1 − b2) · (bx cos(3 t) + y sin(3 t))

Für den Fall b = 1 (Kreis), besitzt d genau dann keine Nullstellen,
wenn 2 − 2

(
x2 + y2

)
6= 0, d.h., wenn x2 + y2 6= 1 gilt. Damit ist

der Unterfall b = 1 von Proposition 4.3.10 bereits bewiesen.
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Für die Untersuchung des Falls 0 < b < 1 setzen wir

2d(t) = c− g(t)

mit
c := b+ b3 − 2b

(
x2 + y2)

und

g(t) :=

3∑
k=1

(ak cos(kt) + bk sin(kt)),

wobei die Koeffizienten durch

a1 = 3bx (1 − b2), b1 = −3y (1 − b2),

a2 = 3b (1 − b2), b2 = 0,

a3 = bx (1 − b2), b3 = y (1 − b2).

gegeben sind.

Mit der sogenannten Dreiecksungleichung nach unten folgt∣∣2d(t)∣∣ = ∣∣c− g(t)
∣∣ > ∣∣|c| − |g(t)|

∣∣.
Falls nun sichergestellt werden kann, dass |g(t)| < |c| gilt, so fol-
gen nacheinander ∣∣|c| − |g(t)|

∣∣ > 0,∣∣2d(t)∣∣ = ∣∣c− g(t)
∣∣ > 0

und mithin
2d(t) = c− g(t) 6= 0.

Es ist also d(t) 6= 0, wenn |g(t)| < |c|. Diese Bedingung ist insbe-
sondere dann erfüllt, wenn

3∑
k=1

√
a2
k + b2

k < |c|,

denn es gilt die
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4.3.11 Proposition (Abschätzung).

|g(t)| =

∣∣∣∣∣
3∑
k=1

(ak cos(kt) + bk sin(kt))

∣∣∣∣∣ 6
3∑
k=1

√
a2
k + b2

k

für alle ak,bk, t ∈ R.

Beweis der Abschätzung. Wir setzen zk(t) := ak e
ikt − i bke

ikt.
Dann gilt

zk(t) = ak (cos(k t) + i sin(k t)) + bk (sin(k t) − i cos(k t))
= ak cos(k t) + bk sin(k t) + i (ak sin(k t) − bk cos(k t)) .

Also ist
< (zk(t)) = ak cos(k t) + bk sin(k t),

= (zk(t)) = ak sin(k t) − bk cos(k t)

und

|zk(t)|
2 = (ak cos(k t) + bk sin(k t))2 + (ak sin(k t) − bk cos(k t))2

= a2
k + b2

k.

Es ist dann

|g(t)| =

∣∣∣∣∣
3∑
k=1

(ak cos(k t) + bk sin(k t))

∣∣∣∣∣
= |< (z1(t) + z2(t) + z3(t))| 6 |z1(t) + z2(t) + z3(t)|

6 |z1(t)| + |z2(t)| + |z3(t)|

=

3∑
k=1

√
a2
k + b2

k.

Wir werten nun die Bedingung
∑3
k=1

√
a2
k + b2

k < |c| aus. Es ist

3∑
k=1

√
a2
k + b2

k =
(
1 − b2) · (√9b2 x2 + 9y2 + 3b+

√
b2 x2 + y2

)
=
(
1 − b2) · (4

√
b2 x2 + y2 + 3b

)
.
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Die Bedingung
∑3
k=1

√
a2
k + b2

k < |c| ist also äquivalent zu

(
1 − b2) · (4

√
b2 x2 + y2 + 3b

)
<
∣∣b+ b3 − 2b

(
x2 + y2)∣∣

Für c = 0 kann die Bedingung nicht erfüllt werden, da die lin-
ke Seite positiv ist. Der Ausdruck für c ist genau dann positiv,
wenn

b+ b3 > 2b
(
x2 + y2) ,

das heißt, wenn

x2 + y2 <
1
2
(
1 + b2) gilt. (4.2)

In diesem Fall ist die Ungleichung(
1 − b2) · (4

√
b2 x2 + y2 + 3b

)
<
∣∣b+ b3 − 2b

(
x2 + y2)∣∣

äquivalent zu(
1 − b2) · (4

√
b2 x2 + y2 + 3b

)
< b+ b3 − 2b

(
x2 + y2) .

Wir formen weiter um und erhalten nacheinander(
1 − b2) · (4

√
b2 x2 + y2

)
< 4b3 − 2b− 2b

(
x2 + y2) ,

(
1 − b2) · (4

√
b2 x2 + y2

)
< 2b

(
2b2 − 1 −

(
x2 + y2)) ,

2
(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 < b

(
2b2 − 1 −

(
x2 + y2))

und

b
(
x2 + y2)+ 2

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 < b (2b2 − 1).

Die Lösungsmenge L1 dieser letzten Ungleichung ist ersichtlich
nur dann nicht leer, wenn

b2 >
1
2

,
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denn andernfalls nimmt die rechte Seite nichtpositive Werte an,
während die linke Seite nichtnegativ ist. Wir erwarten also Lösun-

gen der Ungleichung
∑3
k=1

√
a2
k + b2

k < |c| in der Nähe des Ur-
sprungs, falls die Ellipse nicht zu flach ist.

Wir zeigen nun, dass L1 in der Lösungsmenge L2 der Unglei-
chung 4.2 enthalten ist. Es sei (x,y) ∈ L1, dann gilt

b
(
x2 + y2)+ 2

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 < b (2b2 − 1).

Umformungen liefern nacheinander

x2 + y2 < 2b2 − 1 −
2
b

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2,

x2 + y2 <
1
2
(
1 + b2)−

3
2
(
1 − b2)−

2
b

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2,

x2 + y2 <
1
2
(
1 + b2)−

(
1 − b2) · (3

2
+

2
b
·
√
b2 x2 + y2

)
.

Wegen −
(
1 − b2

)
·
(

3
2 + 2

b ·
√
b2 x2 + y2

)
< 0 folgt schließlich

x2 + y2 <
1
2
(
1 + b2) , d.h. (x,y) ∈ L2.

Damit gilt Ωb,int = L1 ∩ L2 = L1.

Im Fall c < 0, d.h. x2 + y2 > 1
2

(
1 + b2

)
, wird die Bedingung∑3

k=1

√
a2
k + b2

k < |c| zu(
1 − b2) · (4

√
b2 x2 + y2 + 3b

)
< 2b

(
x2 + y2)− b− b3.

Umformungen liefern sukzessive

4
(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 < 2b

(
x2 + y2)− 4b+ 2b3,

2
(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 < b

(
x2 + y2)− 2b+ b3,

b
(
x2 + y2)− 2

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 > 2b− b3.
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Wir zeigen, dass die Lösungsmenge L3 der letzten Ungleichung
in der Lösungsmenge L4 der Ungleichung x2 + y2 > 1

2

(
1 + b2

)
enthalten ist. Es sei also (x,y) ∈ L3, dann gilt

b
(
x2 + y2)− 2

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 > 2b− b3.

Umformungen liefern nacheinander

x2 + y2 > 2 − b2 +
2
b

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2,

x2 + y2 >
1
2
(
1 + b2)+

3
2
(
1 − b2)+

2
b

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2,

x2 + y2 >
1
2
(
1 + b2)+

(
1 − b2) · (3

2
+

2
b
·
√
b2 x2 + y2

)
.

Wegen
(
1 − b2

)
·
(

3
2 + 2

b ·
√
b2 x2 + y2

)
> 0 folgt schließlich

x2 + y2 >
1
2
(
1 + b2) , d.h. (x,y) ∈ L4.

Damit gilt Ωb,ext = L3 ∩ L4 = L3. Wir fassen zusammen:

4.3.12 Ergebnis. (a) Falls die Bedingung

b
(
x2 + y2)+ 2

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 < 2b3 − b

erfüllt ist, was 1
2 < b

2 6 1 erfordert, so besitzt die Krümmungs-
funktion der Kurve ι◦ξx,y,1,b nach Lemma 3.2.6 keine Nullstellen,
und es gilt x2 + y2 < 1

2

(
1 + b2

)
.

(b) Falls die Bedingung

b
(
x2 + y2)− 2

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 > 2b− b3

erfüllt ist, was für alle b ∈ (0, 1] möglich ist, so so besitzt die
Krümmungsfunktion der Kurve ι◦ξx,y,1,b nach Lemma 3.2.6 kei-
ne Nullstellen, und es gilt x2 + y2 > 1

2

(
1 + b2

)
.

159



4 Die Hilbert-Ebene von 1899

Hiermit ist der Beweis von Proposition 4.3.10 erbracht.

4.3.13 Korollar. Für alle b mit 0 < b 6 1 gilt Ω1,b ⊆ 0̃1,b.

Wir erinnern an die Bemerkung 4.3.9 und konstatieren, dass somit
auch Proposition 4.3.6 bewiesen ist.

Zur qualitativen Analyse der Konvexität des Inversionsbilds ist
die folgende alternative Sichtweise nützlich. Anstatt die Menge 0

derjenigen Ellipsenmittelpunkte (x0,y0) zu betrachten, für die das
Bild von ξA,B,x0,y0 unter der Inversion ι = ι(0,0) geschlossen und
konvex ist, kann man die Menge 0 ′ derjenigen Inversionszentren
(xZ,yZ) betrachten, für die das Bild der im Ursprung zentrierten
Ellipse unter der Inversion ι(xz,yZ) diese Eigenschaft besitzt.

4.3.14 Definition. Es seien A und B reelle Zahlen mit A > B > 0.
0 ′A,B sei die Menge derjenigen Punkte (xZ,yZ) ∈ R2, für welche
die Kurve ι(xZ,yZ) ◦ ξA,B,0,0 geschlossen und konvex ist.

4.3.15 Lemma. Mit den Bezeichnungen der Definitionen 4.3.3 und
4.3.14 gilt 0A,B = 0 ′A,B .

Beweis. Wir setzen zur Abkürzung 0 := 0A,B und 0 ′ := 0 ′A,B.
Falls (x0,y0) in 0 liegt, so ist

ι(0,0) ◦ ξA,B,x0,y0 : t 7→
(x0 +A cos t, y0 + B sin t)

(x0 +A, cos t)2 + (y0 + B sin t)2

geschlossen und berandet ein streng konvexes Inneres. Dann gilt
dies auch für die Kurve

α : t 7→ −
(x0 +A cos(t+ π), y0 + B sin(t+ π))

(x0 +A cos(t+ π))2 + (y0 + B sin(t+ π))2 ,

da α aus ι(0,0)◦ξA,B,x0,y0 durch Parameterverschiebung und nach-
folgende Punktspiegelung hervorgeht. Es gilt nun aber

α(t) =
(A cos t− x0, B sin t− y0)

(cos t− x0)2 + (B sin t− y0)2 = (ιx0,y0 ◦ ξA,B,0,0) (t).

160



4.3 Inversionsbilder von Ellipsen

Mithin ist die Kurve ιx0,y0 ◦ ξA,B,0,0 geschlossen und berandet ein
streng konvexes Inneres, also liegt (x0,y0) in 0 ′, und es folgt 0 ⊆
0 ′. Indem man den Beweisgang rückwärts verfolgt, weist man die
Inklusion 0 ′ ⊆ 0 nach, insgesamt gilt also 0 = 0 ′.

4.3.16 Korollar (zu Proposition 4.3.4). Falls (xZ,yZ) ∈ Ω ′A,B gilt,
so enthält die Ellipse EA,B(0, 0) den Punkt (xZ,yZ) nicht.

4.3.17 Bemerkungen. (a) Die in Proposition 4.3.10 bzw. in Defi-
nition 4.3.3 zur Bestimmung von ΩA,B angegebenen Bedin-
gungen sind hinreichend aber nicht in jedem Fall notwendig
für die Konvexität des Inversionsbildes. Mit den hier einge-
setzten Methoden sind scharfe Abschätzungen im Allgemei-
nen nicht zu haben. Typischerweise gilt somitΩb ( 0b bzw.
ΩA,B ( 0A,B.

(b) Für b = 1 ist E der Einheitskreis, und die in Propositi-
on 4.3.10 angegebenen Ungleichungen (E) bzw (I) verein-
fachen sich zu x2 + y2 > 1 bzw. x2 + y2 < 1. Damit ist
ausgeschlossen, dass das Inversionszentrum auf C liegt. Der
Innenbereich ist die offene Einheitskreisscheibe, der Außen-
bereich das Äußere des Einheitskreises.

Für Ellipsen E, deren Exzentrizität e =
√

1 − b2 von Null
verschieden ist, sind zwei Fälle zu unterscheiden: Für b2 < 1

2
gilt, wie oben bemerkt, Ωb = Ωb,ext. Hierbei ist Ωb,ext die
Menge der Punkte, die außerhalb der geschlossenen Kurve
(vierter Ordnung) liegen, die durch die Gleichung

b
(
x2 + y2)− 2

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 = 2b− b3

beschrieben wird. Für Ellipsen mit b2 > 1
2 ist der Innenbe-

reich nicht leer und es ist Ωb,int das Gebiet im Inneren der
geschlossenen Kurve (vierter Ordnung), die durch die Glei-
chung

b
(
x2 + y2)+ 2

(
1 − b2) ·√b2 x2 + y2 = 2b3 − b

gegeben ist. In diesem Fall liegt (0, 0) ∈ Ωb.
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(c) Für alle b ∈ (0, 1] gilt für die Menge

C :=
{
(x,y ∈ R2)

∣∣ ∃ t ∈ I : (x+ cos t,y+ b sin t) = (0, 0)
}

von Punkten, für welche die Kurve E das Inversionszentrum
enthält, die Beziehung C * Ω. Für b = 1 ist C ein Kreis,
der sowohl das Innengebiet Ωb,int als auch das Außengebiet
Ωb,ext berandet. Im elliptischen Fall mit kleiner Exzentrizität
liegt (die Ellipse) C in R2 r Ωb zwischen dem Innen- und
dem Außenbereich. Für wachsende Exzentrizität schrumpft
Ωb,int bis hin zu der für e2 > 0.5 bzw. b2 6 0.5 eintretenden
Situation6 Ωb,int = ∅.

(d) Wir begründen qualitativ, warum es im Fall hinreichend fla-
cher Ellipsen keinen Innenbereich 0int geben kann und neh-
men hierzu an, dass 0 ′int für eine eine flache, im Ursprung
zentrierte Ellipse E nicht leer ist. Dann enthält 0 ′int aus Sym-
metriegründen den Ellipsenmittelpunkt (0, 0). Nun gibt es
aber bei hinreichend flachen Ellipsen einen durch (0, 0) ver-
laufenden Kreisbogen, welcher die Ellipse in vier verschie-
denen Punkten trifft. Durch Anwenden der Inversion erhal-
ten wir eine Gerade, welche das Inversionsbild der Ellipse
in vier verschiedenen Punkten schneidet, ein Widerspruch
zur angenommenen Konvexität des Inversionsbilds.

(e) Für den Grenzfall b2 = 0.5 gilt 0int = {(0, 0)}. Denn die
Krümmungsfunktion der durch (t 7→ (cos t,b sin t)) para-
metrisierten Ellipse ist durch

κ(t) =
b(

sin2 t+ b2 cos2 t
)3

gegeben, mithin gilt κ(0) = 1/b2. Das bedeutet, dass der
Krümmungskreis am Punkt (1, 0) der Ellipse den Radius

6 Das Gebiet Ωb,int ist durch die Ungleichung (I) bestimmt und daher offen. Der
Fall Ωb,int = {(0, 0)} tritt somit nicht ein. (Für e2 = b2 = 0.5 hat die Ungleichung
(I) keine Lösung). Wie später ausgeführt wird, gilt für b2 = 0.5 jedoch 0b =

{(0, 0)}.
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b2 = 0.5 besitzt und damit durch den Ursprung verläuft.
Durch Anwenden der Inversion ergibt sich eine Gerade,
welche das Inversionsbild ι(E) der Ellipse im Punkt (1, 0)

berührt. Da es sich um eine Berührung von zweiter Ord-
nung handelt, verschwindet die Krümmung von ι ◦ ξ an
diesem Punkt, (wir erinnern uns, dass (0, 0) /∈ Ω gilt). Es
ist jedoch das von ι(E) berandete Innere streng konvex, da
es sich um einen isolierte Nullstelle der Krümmung handelt
in dessen Umgebung das Vorzeichen der Krümmung nicht
wechselt. Damit ist gezeigt, dass (0, 0) in 0 ′ und somit nach
Lemma 4.3.15 auch in 0 liegt.

Jeder Kreis, dessen Radius r der Bedingung 0.5 < r < 1
genügt und der die Ellipse im Punkte (1, 0) berührt, trifft die
Ellipse in drei verschiedenen Punkten. Andererseits existiert
zu jedem Punkt im Innern der Ellipse ein Radius r derart,
dass der Kreis durch (1, 0) bzw. (−1, 0) mit Radius r die-
sen Punkt trifft. Folglich existiert innerhalb der Ellipse kein
weiterer Punkt in 0, und es folgt die Behauptung.

Zur Veranschaulichung unserer Ergebnisse stellen wir einige kon-
krete Beispiele graphisch dar. Wir nehmen hier die Sichtweise
ein, die zur Definition 4.3.14 führte und stellen jeweils die im
Ursprung zentrierte Menge Ω ′b dar. Je nachdem, ob das Inver-
sionszentrums (xZ,yZ) in Ω ′b liegt oder nicht ist, die vom Inver-
sionsbild der Ellipse berandete Menge konxex oder nicht. In den
Abbildungen 4.7 bis 4.14 wird jeweils die Lage des Inversionszen-
trums relativ zur Ellipse und zuΩ ′b, das Bild der Ellipse unter der
Inversionsabbildung sowie der Graph der Funktion d dargestellt.
Nach Lemma 3.2.6 gibt d das Verhalten der Krümmungsfunkti-
on von ι ◦ ξ bezüglich Nullstellen und Vorzeichenwechsel wieder.
In allen Bildunterschriften verwenden wir vereinfachte Bezeich-
nungen und schreiben ι anstelle von ι(xZ,yZ), ξ für ξ1,b,x,y, Ω ′ für
Ω ′1,b, Ω ′int anstelle von Ω ′1,b,int, Ω

′
ext für Ω ′1,b,ext und 0 ′ anstelle

von 0 ′1,b.
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Abbildung 4.7: Für die Ellipse mit b = 4
5 gilt b2 = 16

25 >
1
2 , es gibt

also neben einem Außenbereich Ω ′ext auch einen
Innenbereich Ω ′int. Die Ränder von Ω ′ext und Ω ′int
sind blau dargestellt. Das (rot dargestellte) Inver-
sionszentrum (1.3, 1.3) liegt inΩ ′ext, das (grün dar-
gestellte) Inversionsbild der Ellipse ist konvex. Die
Funktion d nimmt ausschließlich negative Werte
an, d.h. die Krümmungsfunktion der Kurve ι ◦ ξ
wechselt ihr Vorzeichen nicht.
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1 2 3 4 5 6

0.5

1

1.5

2

Abbildung 4.8: Ellipse mit b = 4
5 . Das (rot dargestellte) Inversi-

onszentrum (0.2, 0.1) liegt im Innenbereich Ω ′int,
dessen Rand durch die innerhalb der Ellipse lie-
gende blau dargestellte Kurve gegeben ist; das
Inversionsbild (grün) der Ellipse ist konvex, die
Funktion d nimmt ausschließlich positive Werte
an, die Krümmungsfunktion der Kurve ι◦ξ wech-
selt ihr Vorzeichen nicht.
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1 2 3 4 5 6

-1

-0.5

0.5

1

1.5

Abbildung 4.9: Ellipse mit b = 4
5 . Das (rot dargestellte) Inversi-

onszentrum (0.6, 0.3) liegt zwischen den beiden
blau dargestellten Kurven und damit weder im In-
nenbereich Ω ′int noch im Außenbereich Ω ′ext; das
Inversionsbild (grün) der Ellipse ist nicht konvex,
die Funktion d und damit auch die Krümmungs-
funktion der Kurve ι ◦ ξ wechselt ihr Vorzeichen.
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1 2 3 4 5 6

-6

-4

-2

2

Abbildung 4.10: Ellipse mit b = 1
3 . Da b2 = 1

9 <
1
2 gilt, gibt es nur

den (außerhalb der blau dargestellten Kurve lie-
genden) Außenbereich Ω ′ext. Das (rot dargestell-
te) Inversionszentrum (1.5, 1.5) liegt nicht inΩ ′ext,
das Inversionsbild der Ellipse ist nicht konvex,
die Funktion d und damit auch die Krümmungs-
funktion der Kurve ι ◦ ξ wechselt ihr Vorzeichen.
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1 2 3 4 5 6
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Abbildung 4.11: Ellipse mit b = 1
3 . Das (rot dargestellte) Inver-

sionszentrum (1.04, 0) liegt nicht in dem (außer-
halb der blau dargestellten Kurve liegenden) Au-
ßenbereichΩ ′ext, das Inversionsbild (grün) der El-
lipse ist nicht konvex, die Funktion d und damit
auch die Krümmungsfunktion der Kurve ι ◦ ξ
wechselt ihr Vorzeichen. Der Ellipsenmittelpunkt
liegt hier knapp außerhalb des Inversionskreises.
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1 2 3 4 5 6

-2

-1.5

-1

-0.5

0.5

Abbildung 4.12: Ellipse mit b = 1
3 . Das (rot dargestellte) Inversi-

onszentrum (0.9, 0) liegt nicht in dem (außerhalb
der blau dargestellten Kurve liegenden) Außen-
bereich Ω ′ext, das Inversionsbild (grün) der Ellip-
se ist nicht konvex, die Funktion d und damit
auch die Krümmungsfunktion der Kurve ι ◦ ξ
wechselt ihr Vorzeichen. Der Ellipsenmittelpunkt
liegt hier innerhalb des Inversionskreises.

169



4 Die Hilbert-Ebene von 1899

1 2 3 4 5 6

-0.5

0.5

1

1.5

Abbildung 4.13: Ellipse mit b = 1
2 . Das Inversionszentrum (0, 0)

liegt im Mittelpunkt der Ellipse, das (grün dar-
gestellte) Inversionsbild der Ellipse ist nicht
konvex, die Funktion d und damit auch die
Krümmungsfunktion der Kurve ι◦ξ wechselt ihr
Vorzeichen.
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1 2 3 4 5 6

0.5

1

1.5

2

Abbildung 4.14: Ellipse mit b = 1√
2
, d.h. b2 = 1

2 . Das Inversions-
zentrum liegt auf dem Mittelpunkt der Ellipse. In
diesem Grenzfall besitzt die Krümmungsfunkti-
on Nullstellen, ohne ihr Vorzeichen zu wechseln,
das (grün dargestellte) Inversionsbild der Ellipse
ist konvex. Der tatsächliche Konvexitätsbereich
0 ′ ist eine echte Obermenge von Ω ′, vgl. die Be-
merkung 4.3.17 e).
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4.3.18 Bemerkung. Wie bereits in Bemerkung 4.3.17 (a) erwähnt,
sind die in Proposition 4.3.10 angegebenen Bedingungen nicht in
allen Fällen scharf. Zum Beispiel existieren Werte für b und Punk-
te auf der x-Achse, die innerhalb des Außengebietes Ωb,ext liegen
und für die das Inversionsbild der Ellipse (dennoch) konvex ist.
Wir werden uns für den Fall y = 0 eine scharfe Beschreibung
des Außengebiets verschaffen (vgl. Proposition 4.3.22). Dagegen
ist für y = 0 und alle b mit 1

2 6 b2 < 1 die sich aus Proposition
4.3.10 (b) ergebende Bedingung für das Innengebiet Ωb,int scharf,
d.h. es gilt Ωb,int ∪ R × {0} = 01,b,int ∪ R × {0}, wie in Propositi-
on 4.3.21 ausgeführt wird.

4.3.19 Proposition. Für (x,y) = (0, 0), d.h. für den Fall, dass der
Ellipsenmittelpunkt und das Inversionszentrum zusammenfallen, ist das
Inversionsbild der Ellipse dann konvex, wenn b2 > 1

2 gilt.

Beweis. Für x = y = 0 gilt

a2 = 3b (1 − b2), a1 = a3 = b1 = b2 = b3 = 0

und die Bedingung 2d(t) 6= 0 ist äquivalent zu

b+ b3 − 3b (1 − b2) cos(2 t) 6= 0,

1 + b2

3 (1 − b2)
6= cos(2 t),

1 + b2

3 (1 − b2)
> 1,

d.h. für den Fall, dass der Ellipsenmittelpunkt im Inversionszen-
trum liegt, gilt d(t) 6= 0 genau dann, wenn b2 > 1

2 . Dass das
Inversionsbild der Ellipse auch im Grenzfall b2 = 1

2 konvex ist,
wurde in Bemerkung 4.3.17 (e) diskutiert und in Abbbildung 4.14
illustriert.

Wir stellen einige Fakten bereit, die in der Folge zur Untersu-
chung von d(t) für den Fall y = 0 benötigt werden, vgl. Proposi-
tion 4.3.22.
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4.3.20 Lemma. (a) Falls die Funktion

fx : [0, 2π]→ R, fx(t) = 3 x cos t+ 3 cos(2 t) + x cos(3 t)

ein lokales Extremum an der Stelle t annimmt, so gilt

t ∈
{

0,
π

2
,π,

3π
2

}
∪ T

mit T = {ts, 2π−ts}, ts = arccos
(
− 1
x

)
, falls |x| > 1, und T = ∅

sonst.

(b) Es ist fx(0) = 4 x+3, fx
(
π
2

)
= −3, fx(π) = −4 x+3, fx

(3π
2

)
=

−3, fx(ts) = f(2π− ts) = −3 + 2
x2 .

(c) Für |x| < 3
2 gilt

min
{
fx(t) | t ∈ [0, 2π]

}
= −3,

und für 3
2 < |x| ist

min
{
fx(t) | t ∈ [0, 2π]

}
= −4 |x| + 3.

(d) Für alle x ∈ R gilt

max
{
fx(t) | t ∈ [0, 2π]

}
= 4 |x| + 3.

Beweis. (a) Notwendige Bedingung, dafür, dass die Funktion fx
an der Stelle t ein Extremum annimmt, ist

0 = f ′x(t) = −3 (x sin t+ 2 sin(2 t) + x sin(3 t)) .

Division durch −3 und trigonometrische Umformungen er-
geben sukzessive

0 = x sin t+ 2 (2 sin t cos t) + x (sin(2 t) cos t+ cos(2 t) sin t) ,

= sin t (x+ 4 cos t) + x
(
2 sin t cos2 t+ cos2 t sin t− sin3 t

)
= sin t

(
x+ 4 cos t+ x

(
3 cos2 t− sin2 t

))
= sin t

(
x+ 4 cos t+ x

(
3 cos2 t− (1 − cos2 t)

))
= sin t

(
x+ 4 cos t+ x

(
4 cos2 t− 1

))
= 4 sin t cos t (1 + x cos t)
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Die Nullstellenmenge von f ′x umfasst also
{

0, π2 ,π, 3π
2

}
und

die Nullstellen von 1 + x cos t; letztere gibt es aber nur für
den Fall, dass |x| > 1.

(b) Es sei |x| > 1. Wir setzen ts := arccos
(
− 1
x

)
. Zur Berechnung

von fx(ts) sind wiederum trigonometrische Umformungen
nötig:

fx(t) = 3 x cos t+ 3 cos(2 t) + x cos(3 t)

= 3 x cos t+ 3 cos2 t− 3 sin2 t

+ x cos(2 t) cos t− x sin(2 t) sin t

= 3 x cos t+ 3
(
cos2 t− sin2 t

)
+ x cos3 t− x sin2 t cos t− 2 x sin2 t cos t

= 3 x cos t+ 6 cos2 t− 3

+ x cos3 t− 3 x sin2 t cos t

= 3 x cos t
(
1 − sin2 t

)
+ 6 cos2 t− 3 + x cos3 t

= 4 x cos3 t+ 6 cos2 t− 3

Damit ist

fx(ts) = 4 x
(

−
1
x

)3

+ 6
(

−
1
x

)2

− 3 =
2
x2 − 3

und wegen cos(2π− ts) = − 1
x folgt

fx(2π− ts) = fx(ts).

(c) Das Minimum wird an einer der kritischen Stellen ange-
nommen. Es gilt −3 < 2

x2 − 3 für alle x, also scheidet 2
x2 − 3

als Kandidat für das Minimum aus. Für |x| < 3
2 ist

−3 < 4 x+ 3 < 9 sowie 9 > −4 x+ 3 > −3.

Daher ist für |x| < 3
2 das Minimum von fx gleich −3.
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Falls |x| > 3
2 , so ist x > 3

2 oder x < 3
2 . Im ersten Fall folgt

−4 x+ 3 < −3,

im zweiten Fall folgt

4 x+ 3 < −3.

In beiden Fällen gilt also

−4 |x| + 3 < −3,

und das Minimum von fx ist −4 |x| + 3.

(d) Der Wert −3 scheidet als Kandidat für ein Maximum von fx
aus. Wir untersuchen die Ausdrücke 4 x+ 3 und 2

x2 − 3 und
beachten hierbei, dass der Ausdruck 2

x2 − 3 nur für |x| > 1
als Extremalstelle in Frage kommt:

Falls x > 1
2 , so gilt

(
x− 1

2

)
> 0, mithin

4
(
x−

1
2

)
(x+ 1)2

> 0.

Sukzessive Umformungen ergeben

4
(
x−

1
2

)(
x2 + 2 x+ 1

)
> 0

4 x3 + 6 x2 > 2,

4 x+ 6 >
2
x2 ,

4 x+ 3 >
2
x2 − 3,

4 |x| + 3 >
2
x2 − 3.

Falls x < −1
2 , so gilt

(
x+ 1

2

)
< 0, damit

4
(
x+

1
2

)
(x− 1)2

< 0.
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Damit folgen nacheinander

−4 x3 + 6 x2 > 2,

−4 x+ 6 >
2
x2 ,

4 |x| + 3 >
2
x2 − 3.

Für |x| 6 1
2 tritt ts nach Teil (a) nicht als Extremalstelle auf,

also ist das Maximum von fx für alle x gleich 4 x+ 3.

Wir kommen nun auf die am Ende von Bemerkung 4.3.18 getrof-
fene Feststellung zurück.

4.3.21 Proposition. Für y = 0 ist die sich aus Proposition 4.3.10 (b)
ergebende Bedingung

2b3 − b > bx2 + 2
(
1 − b2) √b2 x2

für das Innengebiet Ωb,int scharf.

Beweis. Für y = 0 gilt

a1 = 3bx (1 − b2), a2 = 3b (1 − b2), a3 = bx (1 − b2),
b1 = b2 = b3 = 0,

d.h. g(t) = b (1 − b2) fx(t) mit

fx(t) = 3 x cos t+ 3 cos(2 t) + x cos(3 t).

Aus max
{
fx(t) | t ∈ [0, 2π]

}
= 4 |x| + 3 folgt, dass für alle x gilt

b+ b3 − 2bx2 − b
(
1 − b2) (3 x cos t+ 3 cos(2 t) + x cos(3 t)

)
>b+ b3 − 2bx2 − b

(
1 − b2) (4 |x| + 3) ,

wobei der Ausruck für 2d(t) in der oberen Zeile die in der unte-
ren Zeile gegebene untere Schranke tatsächlich annimmt. Das be-
deutet aber, dass 2d(t) > 0 genau dann gilt, wenn b+b3−2bx2 >

0 und
b+ b3 − 2bx2 − b

(
1 − b2) (4 |x| + 3) > 0.
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Umformungen liefern sukzessive

−2b+ 4b3 > 2bx2 + 4 |x|b
(
1 − b2) ,

2b3 − b > bx2 + 2
(
1 − b2) b |x|,

2b3 − b > bx2 + 2
(
1 − b2) √b2 x2.

Zur Behandlung des von Hilbert betrachteten Falles b = 1
2 , für

den Hilbert die Konvexitätsfrage mit rein geometrischen Über-
legungen erledigen konnte, benötigen wir die folgenden, das Au-
ßengebiet betreffenden Abschätzungen (vgl. Bemerkung 4.3.23).

4.3.22 Proposition. Für y = 0, 0 < b < 1 und |x| >
√

2 − b2 gilt mit
der in Lemma 4.3.20 eingeführten Funktion fx

(a) x2 > 1
2

(
1 + b2

)
und daher c = b+ b3 − 2bx2 < 0, wir befinden

uns also im Außenbereich,

(b) 2d(t) = b+ b3 − 2bx2 − b
(
1 − b2

)
fx(t) < 0.

Beweis. (a) Für 0 < b < 1 ist 1
2

(
1 + b2

)
< 1 <

√
2 − b2 <

√
2.

Also folgt aus |x| >
√

2 − b2, dass x2 > 1 > 1
2

(
1 + b2

)
gilt.

(b) Wir verwenden im Folgenden die in Lemma 4.3.20 zusam-
mengestellten Abschätzungen. Für den Fall

√
2 − b2 < x 6 3

2
bemerken wir, dass diese Ungleichung wegen

√
2 − b2 <√

2 < 3
2 eine nichtleere Lösungsmenge besitzt. Falls also x

der Bedingung
√

2 − b2 < x 6 3
2 genügt, so ist

min
{
fx(t) | t ∈ [0, 2π]

}
= −3

und damit

2d(t) 6 b+ b3 − 2bx2 + 3b
(
1 − b2)

= 2b
(
2 − b2 − x2)

< 0,

da nach Voraussetzung 2 − b2 − x2 < 0 gilt.
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Wir zeigen nun, dass 2d(t) < 0 auch für den Fall 3
2 < x gilt.

In diesem Fall ist

min
{
fx(t) | t ∈ [0, 2π]

}
= −4 x+ 3 < −3.

Damit gilt

max (2d(t)) = b+ b3 − 2bx2 − b
(
1 − b2) (−4 x+ 3)

= − 2bx2 + 4 xb
(
1 − b2)+ 4b3 − 2b.

Für x > 3
2 ist 2d(t) < 0 also genau dann, wenn

x2 − 2
(
1 − b2) x+ 1 − 2b2 > 0.

Dies ist genau dann der Fall, wenn

x >
(
1 − b2)+

√
(1 − b2)

2
− 1 + 2b2 = 1

oder

x <
(
1 − b2)−

√
(1 − b2)

2
− 1 + 2b2 = 1 − 2b2,

d.h. wenn x > 1 oder x < 1 − 2b2. Diese Bedingung ist
wegen der Voraussetzung x > 3

2 in jedem Fall erfüllt. Der
Nachweis für x < −

√
2 − b2 verläuft völlig analog.

4.3.23 Bemerkung. Durch Anwendung von Proposition 4.3.22 auf
den Fall b = 1

2 erhalten wir die in der Originalarbeit von Hilbert
angegebene untere Schranke für den Abstand des auf der posi-
tiven x-Achse gelegenen Inversionszentrums vom Ursprung. Das
Inversionsbild der Ellipse t 7→

(
cos t, 1

2 sin t
)

ist in diesem Fall
genau dann konvex, wenn für die Koordinaten (xZ,yZ) des In-
versionszentrums die Bedingung

x >
√

2 − b2 =

√
7

2

erfüllt ist. Im Grenzfall x =
√

7
2 besitzt die Funktion d zwei iso-

lierte Nullstellen ohne Vorzeichenwechsel, das Inversionsbild der
Ellipse ist daher auch in diesem Fall konvex. Abbildung 4.15 ver-
anschaulicht diesen Fall.
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1 2 3 4 5 6

-4

-3

-2

-1

Abbildung 4.15: Ellipse mit b = 1
2 . Das (rot dargestellte) Inversi-

onszentrum
(√

7
2 , 0

)
liegt innerhalb der blau dar-

gestellten, den AußenbereichΩ ′b,ext berandenden
Kurve und somit nicht in Ω ′b = Ω ′b,ext, das Inver-
sionsbild der Ellipse ist jedoch konvex. Wie in
der scharfen Abschätzung für den Fall b = 0.5
und y = 0 gezeigt, berandet der Punkt

(√
7

2 , 0
)

die Menge 0b ∩ R+ × {0}.
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4.3.24 Bemerkung. Wir haben die Konvexität der Inversionsbilder
von Ellipsen bzw. der von diesen im Innern berandeten Menge
bislang anhand der folgenden Spezialfälle diskutiert:

• Das Zentrum der Inversion liegt im Koordinatenursprung,
für die Lage des Mittelpunktes der Ellipse EA,B(x0,y0) gibt
es (hinreichende) Bedingungen, welche die Konvexität des
Inversionsbildes gewährleisten. 7

• Der Mittelpunkt der Ellipse liegt im Koordinatenursprung,
die Bedingungen zur Gewährleistung der Konvexität des In-
versionbildes schränken die möglichen Lagen des Inversi-
onszentrums (xZ,yZ) ein.

Bei Betrachtung der definierenden Ungleichungen für ΩA,B (vgl.
Definition 4.3.3) wird jedoch klar, dass es bei gegebenen Werten
für A und B lediglich auf die Abstände |x0 − xZ| und |y0 − yZ|

ankommt.

Unter Berücksichtigung der vorstehenden Bemerkung fassen wir
die bislang erzielten Ergebnisse zusammen.

4.3.25 Zusammenfassung. (a) Die in Definition 4.1.1 erklärte
Inzidenzstruktur D

[
(x0,y0),A,B, (xZ,yZ)

]
ist genau dann

ein linearer Raum und eine streng konvexe CD, wenn das
Bild von D unter der Inversionsabbildung ι(xZ,yZ) streng
aff1R2-konvex ist.

(b) Dies gilt jedenfalls dann, wenn die Parameter (x0,y0), A, B,
und (xZ,yZ) eine der folgenden Bedingungen erfüllen:

0 < B 6 A und

B
(
(x0 − xZ)2 + (y0 − yZ)2)

− 2
A2 − B2

A
·
√
B2 (x0 − xZ)2 + A2 (y0 − yZ)2

> 2A2 B− B3

7 Vgl. Definition 4.3.3 und Proposition 4.3.6.
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oder

A2

2
6 B2 6 A2 und

B
(
(x0 − xZ)2 + (y0 − yZ)2)

+ 2
A2 − B2

A
·
√
B2 (x0 − xZ)2 + A2 (y0 − yZ)2

< 2B3 −A2 B.

(c) Dann kann die CD D
[
(x0,y0),A,B, (xZ,yZ)

]
zur Konstrukti-

on eines Hilbertschen Liniensystems (vgl. Definition 2.1.19)
verwendet werden. Die resultierenden Inzidenzstrukturen
sind nach Satz 2.1.12 affine R2-Ebenen.

4.4 Kriterien für die Desargues-Eigenschaft

In diesem Abschnitt untersuchen wir, in welchen Fällen die affi-
nen Ebenen Hilbertscher Bauart die Desargues-Eigenschaft besit-
zen. Wir wenden hierzu die in Kapitel 2 vorgestellten Kriterien
für Desarguessche Hilbertsche Liniensysteme und die in Kapi-
tel 3 bereitgestellten Werkzeuge aus der Projektiven Differential-
geometrie auf die Hilbert-Ebene an.

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit (vgl. Bemerkung 4.3.24)
betrachten wir solche Ebenen von Hilbertscher Bauart, die durch
Einkleben von CDs8 der Form D

[
(x0,y0),A,B, (0, 0)

]
vermöge der

Identität in die reelle affine Ebene entstehen. Hierbei induziert,
wie gesehen, die Inversionsabbildung ι = ι(0,0) eine Einbettung
der CD in die reelle affine Ebene. Mit Bezug auf die Bezeich-
nungen von Satz 2.2.3 und Abschnitt 4.2 gilt γ = id und λ = ι.
Falls eine solche Hilbert-Ebene desarguessch ist, so existiert nach
Satz 2.2.3 eine projektive Abbildung µ ∈ PGL3R derart, dass

(µ ◦ π) (p) = (π ◦ ι) (p) für alle p ∈ EA,B(x0,y0) gilt.
8 Vgl. Definition 4.1.1.
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Wir betrachten im Folgenden stets die Parametrisierung

ξ := ξA,B,x0,y0 : I→ R2, t 7→ (x0 +A cos t,y0 + B sin t)

von EA,B(x0,y0) und die entsprechenden Parametrisierungen ι◦ξ
des Inversionsbildes und untersuchen, wann es eine projektive
Abbildung µ derart gibt, dass

(µ ◦ π ◦ ξ)(t) = (π ◦ ι ◦ ξ)(t) für alle t ∈ I gilt.

Für die praktische Durchführung dieser Untersuchungen wer-
den wir Satz 3.3.2 heranziehen. Indem wir die Parameter von
EA,B(x0,y0) so wählen, dass die die Werte der Krümmungsfunk-
tion von ι ◦ ξ und damit die Werte der in Abschnitt 4.3 eingeführ-
ten Determinanten D(t) für alle t ∈ I von Null verschieden sind,
stellen wir die strenge Konvexität der CD sicher.9 Wir stellen der
weiteren Darstellung der Untersuchungen das Ergebnis voran.

4.4.1 Proposition. Die Parameter der Ellipse EA,B(x0,y0) seien so
gewählt, dass (x0,y0) in 0̃A,B liegt10 und die von EA,B(x0,y0) beran-
dete Inzidenzstruktur D := D

[
(x0,y0),A,B, (0, 0)

]
somit eine streng

konvexe CD ist. Das Hilbertsche Liniensystem AD
id :=

(
R2,
(
aff1R2

)D
id

)
ist genau dann eine desarguessche affine Ebene, wenn A = B gilt.

Wir führen nun den längeren Beweis der Proposition durch.

Der Standardrepräsentant von K(ξ) ist

Ξ : I→ R3, Ξ(t) = (x0 +A cos t,y0 + B sin t, 1)T

mit den Ableitungen

Ξ ′(t) = (−A sin t,B cos t, 0)T

Ξ ′′(t) = (−A cos t, −B sin t, 0)T

Ξ ′′′(t) = (A sin t, −B cos t, 0)T .

9 Vgl. Satz 3.1.14, Proposition 4.3.6 und Zusammenfassung 4.3.25.
10 Vgl. Definition 4.3.3.
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Offensichtlich ist die Menge {Ξ(t),Ξ ′(t),Ξ ′′(t)} für alle t ∈ I linear
unabhängig. Die allgemeine (und zugleich spezielle) Grundglei-
chung ergibt sich zu

Ξ ′′′(t) = 0 · Ξ(t) − 1 · Ξ ′(t) + 0 · Ξ ′′(t),

mit der in Definition 3.2.14 eingeführten Notation gilt somit

αξ = 0 und βξ = −1.

Zur Bestimmung der entsprechenden Koeffizientenfunktionen für
die Parametrisierung θ := ι ◦ ξ des Inversionsbildes der Ellipse
betrachten wir die Darstellung

Θ : I→ R3, Θ(t) =

 x0 +A cos t
y0 + B sin t

(x0 +A cos t)2 + (y0 + B sin t)2

 .

Wir erhalten die Koeffizientenfunktionen δ,η, ζ in der allgemei-
nen Grundgleichung

Θ ′′′(t) = δ(t)Θ(t) + η(t)Θ ′(t) + ζ(t)Θ ′′(t)

durch Anwendung der Cramerschen Regel mit der Determinan-
te

D(t) = −ABx0
2 cos2 t−ABy0

2 cos2 t− 2A2 Bx0 cos3 t

+ 2B3 x0 cos3 t−A3 B cos4 t+ 2AB3 cos4 t

−ABx0
2 sin2 t−ABy0

2 sin2 t+A3 B cos2 t sin2 t

+AB3 cos2 t sin2 t+ 2A3 y0 sin3 t

− 2AB2 y0 sin3 t+ 2A3 B sin4 t−AB3 sin4 t :

Es ist

D(t) · δ(t) = 6A3 B cos3 t sin t− 6AB3 cos3 t sin t

+ 6A3 B cos t sin3 t− 6AB3 cos t sin3 t,
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D(t) · η(t) = ABx0
2 cos2 t+ABy0

2 cos2 t+ 2A2 Bx0 cos3 t

− 2B3 x0 cos3 t+A3 B cos4 t− 2AB3 cos4 t

− 6A3 y0 cos2 t sin t+ 6AB2 y0 cos2 t sin t

+ABx0
2 sin2 t+ABy0

2 sin2 t

+ 6A2 Bx0 cos t sin2 t− 6B3 x0 cos t sin2 t

−A3 B cos2 t sin2 t−AB3 cos2 t sin2 t

− 2A3 y0 sin3 t+ 2AB2 y0 sin3 t

− 2A3 B sin4 t+AB3 sin4 t

sowie

D(t) · ζ(t) = 6A2 Bx0 cos2 t sin t− 6B3 x0 cos2 t sin t

+ 6A3 B cos3 t sin t− 6AB3 cos3 t sin t

+ 6A3 y0 cos t sin2 t− 6AB2 y0 cos t sin2 t

+ 6A3 B cos t sin3 t− 6AB3 cos t sin3 t.

Mit ρ(t) := exp

(
−1

3

t∫
0
ζ(τ)dτ

)
und der Renormierung

Θ̂(t) := ρ(t)Θ(t)

ergibt sich nach Lemma 3.2.16 die spezielle Grundgleichung.

Θ̂ ′′′(t) = δ̂(t) Θ̂(t) + η̂(t) Θ̂ ′(t) + ζ̂(t) Θ̂ ′′(t) mit

δ̂(t) =
1
27
(
27 δ(t) + 9η(t) ζ(t) + 2 ζ3(t) − 9 ζ ′′(t)

)
,

η̂(t) =
1
3
(
3η(t) + ζ2(t) − 3 ζ ′(t)

)
,

ζ̂(t) ≡ 0.

Wir schreiben im Folgenden kurz c0 für c0(A,B, x0,y0, t), ai für
ai(A,B, x0,y0), bi für bi(A,B, x0,y0), āi für āi(A,B, x0,y0) und
b̄i für b̄i(A,B, x0,y0). Ferner setzen wir αθ := δ̂ sowie βθ := η̂ im
Anschluss an die in Definition 3.2.14 verwendete Notation.
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4.4.2 Proposition. Für die spezielle Grundgleichung

Θ̂ ′′′(t) = αθ(t) Θ̂(t) + βθ(t) Θ̂
′(t)

der ebenen Kurve θ : I→ R2, θ(t) = (ι ◦ ξ) (t) gilt

αθ(t) =
A2 − B2

f(t)

(
c0 +

7∑
n=1

(an cos(n t) + bn sin(n t))

)
,

βθ(t) =
1
f̄(t)

(
c̄0 +

6∑
n=1

(
ān cos(n t) + b̄n sin(n t)

))

mit folgenden Funktionen:

f(t) = (−2D(t))3 = −8D3(t),

c0 = 336A2 B2 (A2 − B2)2 x0 y0,

a1 = 0 für y0 = 0 sowie
a1

3A (A2 − B2) y0

= − 61B4 x2
0 + 5A4 (11B2 + y2

0
)

+A2 B2 (−95B2 + 101 x2
0 + 35y2

0
)

für y0 6= 0,

a2 = − 72A2 B2 (A2 − B2) (A2 + B2 − 2
(
x2

0 + y2
0
))
x0 y0,

a3 = − 139A7 B2 y0 + 322A5 B4 y0 − 151A3 B6 y0

− 51A5 B2 x2
0 y0 − 6A3 B4 x2

0 y0 − 7AB6 x2
0 y0

+ 32A3 B2 x4
0 y0 − 27A7 y3

0 + 10A5 B2 y3
0

− 47A3 B4 y3
0 + 64A3 B2 x2

0 y
3
0 + 32A3 B2 y5

0,

a4 = 144
(
−A6 B2 x0 y0 + 2A4 B4 x0 y0 − A2 B6 x0 y0

)
= 144

(
−A6 B2 + 2A4 B4 − A2 B6 ) x0 y0.
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Ferner

a5 = 3A7 B2 y0 + 6A5 B4 y0 − 9A3 B6 y0

− 57A5 B2 x2
0 y0 + 102A3 B4 x2

0 y0 − 45AB6 x2
0 y0

+ 15A7 y3
0 − 42A5 B2 y3

0 + 27A3 B4 y3
0,

a6 = 8A6 B2 x0 y0 − 8A2 B6 x0 y0 − 16A4 B2 x3
0 y0

+ 16A2 B4 x3
0 y0 − 16A4 B2 x0 y

3
0 + 16A2 B4 x0 y

3
0,

a7 = 3A7 B2 y0 − 6A5 B4 y0 + 3A3 B6 y0

− 3A5 B2 x2
0 y0 + 6A3 B4 x2

0 y0 − 3AB6 x2
0 y0

− 3A7 y3
0 + 6A5 B2 y3

0 − 3A3 B4 y3
0;

b1 = 285A6 B3 x0 − 450A4 B5 x0 + 165A2 B7 x0

− 105A4 B3 x3
0 + 90A2 B5 x3

0 + 15B7 x3
0

+ 183A6 Bx0 y
2
0 − 486A4 B3 x0 y

2
0 + 303A2 B5 x0 y

2
0,

b2 = 111A7 B3 − 270A5 B5 + 111A3 B7 + 219A5 B3 x2
0

− 246A3 B5 x2
0 + 123AB7 x2

0 − 96A3 B3 x4
0

+ 48AB5 x4
0 + 123A7 By2

0 − 246A5 B3 y2
0

+ 219A3 B5 y2
0 + 48A5 Bx2

0 y
2
0 − 192A3 B3 x2

0 y
2
0

+ 48AB5 x2
0 y

2
0 + 48A5 By4

0 − 96A3 B3 y4
0,

b3 = 151A6 B3 x0 − 322A4 B5 x0 + 139A2 B7 x0

+ 47A4 B3 x3
0 − 10A2 B5 x3

0 + 27B7 x3
0

− 32A2 B3 x5
0 + 7A6 Bx0 y

2
0 + 6A4 B3 x0 y

2
0

+ 51A2 B5 x0 y
2
0 − 64A2 B3 x3

0 y
2
0 − 32A2 B3 x0 y

4
0,

b4 = 84A5 B3 x2
0 − 156A3 B5 x2

0 + 72AB7 x2
0 − 12A3 B3 x4

0

+ 12AB5 x4
0 − 72A7 By2

0 + 156A5 B3 y2
0 − 84A3 B5 y2

0

− 12A5 Bx2
0 y

2
0 + 12AB5 x2

0 y
2
0 − 12A5 By4

0 + 12A3 B3 y4
0,

b5 = − 9A6 B3 x0 + 6A4 B5 x0 + 3A2 B7 x0

+ 27A4 B3 x3
0 − 42A2 B5 x3

0 + 15B7 x3
0

− 45A6 Bx0 y
2
0 + 102A4 B3 x0 y

2
0 − 57A2 B5 x0 y

2
0,
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b6 = − 5A7 B3 + 10A5 B5 − 5A3 B7 −A5 B3 x2
0

− 6A3 B5 x2
0 + 7AB7 x2

0 + 8A3 B3 x4
0 − 8AB5 x4

0

+ 7A7 By2
0 − 6A5 B3 y2

0 −A3 B5 y2
0 − 8A5 Bx2

0 y
2
0

+ 16A3 B3 x2
0 y

2
0 − 8AB5 x2

0 y
2
0 − 8A5 By4

0 + 8A3 B3 y4
0,

b7 = − 3A6 B3 x0 + 6A4 B5 x0 − 3A2 B7 x0

+ 3A4 B3 x3
0 − 6A2 B5 x3

0 + 3B7 x3
0

+ 3A6 Bx0 y
2
0 − 6A4 B3 x0 y

2
0 + 3A2 B5 x0 y

2
0;

f̄(t) = 8D2(t)

= 2
(
A3 B+AB3 − 2ABx2

0 − 2ABy2
0

+3B
(
−A2 + B2) x0 cos(t) − 3AB

(
A2 − B2) cos(2 t)

−A2 Bx0 cos(3 t) + B3 x0 cos(3 t) + 3A3 y0 sin(t)

−3AB2 y0 sin(t) −A3 y0 sin(3 t) +AB2 y0 sin(3 t)
)2

;

c̄0 = 73A6 B2 − 154A4 B4 + 73A2 B6 + 34A4 B2 x2
0 − 44A2 B4 x2

0

+ 26B6 x2
0 − 8A2 B2 x4

0 + 26A6 y2
0 − 44A4 B2 y2

0

+ 34A2 B4 y2
0 − 16A2 B2 x2

0 y
2
0 − 8A2 B2 y4

0;

ā1 = 24AB2 (A2 − B2) x0 ·
(
7A2 − 6B2 − x2

0 − y2
0
)

,

ā2 = 3
(
A2 − B2)

·
[
11B4 x2

0 +A4 (4B2 + 11y2
0
)

+A2 B2 (4B2 − 19
(
x2

0 + y2
0
))]

,

ā3 = − 50A5 B2 x0 + 60A3 B4 x0 − 10AB6 x0

+ 40A3 B2 x3
0 − 40AB4 x3

0

+ 40A3 B2 x0 y
2
0 − 40AB4 x0 y

2
0,

ā4 = − 21A6 B2 + 42A4 B4 − 21A2 B6 + 6A4 B2 x2
0

− 12A2 B4 x2
0 + 6B6 x2

0 + 6A6 y2
0 − 12A4 B2 y2

0 + 6A2 B4 y2
0,

ā5 = − 6A5 B2 x0 + 12A3 B4 x0 − 6AB6 x0

= − 6AB2 (A2 − B2)2
x0,
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ā6 = −A4 B2 x2
0 + 2A2 B4 x2

0 − B6 x2
0 +A6 y2

0

− 2A4 B2 y2
0 +A2 B4 y2

0 =
(
A2 − B2)2 (

A2 y2
0 − B2 x2

0
)

;

b̄1 = 144A6 By0 − 312A4 B3 y0 + 168A2 B5 y0 + 24A4 Bx2
0 y0

− 24A2 B3 x2
0 y0 + 24A4 By3

0 − 24A2 B3 y3
0,

b̄2 = 150A5 Bx0 y0 − 300A3 B3 x0 y0 + 150AB5 x0 y0,

b̄3 = 10A6 By0 − 60A4 B3 y0 + 50A2 B5 y0 + 40A4 Bx2
0 y0

− 40A2 B3 x2
0 y0 + 40A4 By3

0 − 40A2 B3 y3
0,

b̄4 = 0,

b̄5 = − 6A6 By0 + 12A4 B3 y0 − 6A2 B5 y0

= − 6A2 B
(
A2 − B2)2

y0,

b̄6 = − 2A5 Bx0 y0 + 4A3 B3 x0 y0 − 2AB5 x0 y0

= − 2AB
(
A2 − B2)2

x0 y0.

Beweis. Der rein rechnerische Beweis erfordert es, Ausdrücke von
erheblichem Umfang zu bearbeiten und umzuformen. Wir haben
zu diesem Zweck die Computeralgebra-Software Mathematica [62]
verwendet.

Für spätere Zwecke stellen wir fest, dass sich −f̄ als abbrechende
Fourierreihe darstellen lässt:

−f̄(t) = c ′0 +

6∑
n=1

(
a ′n cos(n t) + b ′n sin(n t)

)
.

Die Fourierkoeffizienten berechnen11 sich mittels

a ′n = − 1
π

2π∫
0
f̄(t) cos(n t)dt, b ′n = − 1

π

2π∫
0
f̄(t) sin(n t)dt sowie

c ′0 = − 1
2π

2π∫
0
f̄(t)dt:

11 Auch diese Routineberechnungen wurden mit Hilfe von Mathematica aus-
geführt.
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c ′0 = − 11A6 B2 + 14A4 B4 − 11A2 B6 − 2A4 B2 x2
0 + 28A2 B4 x2

0

− 10B6 x2
0 − 8A2 B2 x4

0 − 10A6 y2
0 + 28A4 B2 y2

0

− 2A2 B4 y2
0 − 16A2 B2 x2

0 y
2
0 − 8A2 B2 y4

0;

a ′1 = − 12AB2 (A2 − B2) x0
(
A2 − 3B2 + 2

(
x2

0 + y2
0
))

,

a ′2 = 3 (A2 − B2)

·
[
5B4 x2

0 +A4 (4B2 + 5y2
0
)

+A2 B2 (4B2 − 13 (x2
0 + y2

0))
]

,

a ′3 = − 2AB2 (A2 − B2) x0
(
7A2 − 11B2 + 4 (x2

0 + y2
0)
)

,

a ′4 = − 3
(
A2 − B2)2 (

2B2 x2
0 +A2 (3B2 + 2y2

0
))

,

a ′5 = − 6AB2 (A2 − B2)2
x0 = ā5,

a ′6 =
(
A2 − B2)2 (

A2 y2
0 − B2 x2

0
)

= ā6;

b ′1 = − 12A2 B
(
A2 − B2) y0

(
3A2 − B2 − 2

(
x2

0 + y2
0
))

,

b ′2 = 6AB
(
A2 − B2)2

x0 y0,

b ′3 = 2A2 B
(
A2 − B2) y0

(
11A2 − 7B2 − 4

(
x2

0 + y2
0
))

,
b ′4 = 0,

b ′5 = − 6A2 B
(
A2 − B2)2

y0 = b̄5,

b ′6 = − 2AB
(
A2 − B2)2

x0 y0 = b̄6.

4.4.3 Proposition. Es sei A > B > 0 und es sei (x0,y0) ∈ 0̃A,B.
Dann gelten mit den Bezeichnungen von Proposition 4.4.2 die folgenden
Aussagen:

(a) Für alle t ∈ I gilt D(t) 6= 0 und somit f(t) 6= 0 sowie f̄(t) 6= 0.

(b) Für A = B gilt αθ = 0 und βθ = −1.

(c) Für A > B > 0 gilt αθ 6= 0 jedenfalls dann, wenn die Unglei-
chungen x0 6= 0 und y0 6= 0 erfüllt sind.

(d) Für A > B gilt βθ 6= −1 jedenfalls dann, wenn entweder x0 = 0
oder y0 = 0 oder (x0,y0) = (0, 0) erfüllt ist.
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Beweis. (a) folgt direkt aus Proposition 4.4.2.

(b) Im Falle A = B folgt wegen des Faktors
(
A2 − B2

)
im Aus-

druck für αθ(t) sofort, dass αθ(t) ≡ 0 gilt. Um zu zeigen,
das βθ im Falle A = B den konstanten Wert −1 annimmt,
berechnen wir

c̄0 = 73A8 − 154A8 + 73A8 + 34A6 x2
0 − 44A6 x2

0

+ 26A6 x2
0 − 8A4 x4

0 + 26A6 y2
0 − 44A6 y2

0

+ 34A6 y2
0 − 16A4 x2

0 y
2
0 − 8A4 y4

0

= − 8A8 + 16A6 x2
0 − 8A4 x4

0 + 16A6 y2
0 − 16A4 x2

0 y
2
0 − 8A4 y4

0

= 8A4 (−A4 + 2A2 x2
0 − x4

0 + 2A2 y2
0 − 2 x2

0 y
2
0 − y4

0
)

= 8A4
(
−
(
A2 − x2

0
)2

+ 2A2 y2
0 − 2 x2

0 y
2
0 − y4

0

)
= 8A4

(
−
(
A2 − x2

0
)2

+ 2
(
A2 − x2

0
)
y2

0 − y4
0

)
= − 8A4

((
A2 − x2

0
)2

− 2
(
A2 − x2

0
)
y2

0 + y4
0

)
= − 8A4 ((A2 − x2

0
)

− y2
0
)2

,

f̄(t) = 2
(
A4 +A4 − 2A2 x2

0 − 2A2 y2
0

+3A
(
−A2 +A2) x0 cos(t) − 3A2 (A2 −A2) cos(2 t)

−A3 x0 cos(3 t) +A3 x0 cos(3 t) + 3A3 y0 sin(t)

−3A3 y0 sin(t) −A3 y0 sin(3 t) +A3 y0 sin(3 t)
)2

= 2
(
2A2 (A2 − x2

0 − y2
0
))2

= 8A4 (A2 − x2
0 − y2

0
)2

sowie

ā1 = ā2 = ā3 = ā4 = ā5 = ā6 = 0,
b̄1 = b̄2 = b̄3 = b̄4 = b̄5 = b̄6 = 0.

Aus Proposition 4.4.2 folgt nun die Identität βθ = −1.
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(c) Es seien A,B mit A > B > 0 gegeben. Angenommen, es gilt

αθ(t) = c0 +

7∑
1

(an cos(n t) + bn sin(n t)) ≡ 0.

Dann folgen aus der linearen Unabhängigkeit der Menge

{1, cos t, cos(2 t), . . . , cos(7 t), sin t, sin(2 t), . . . , sin(7 t)},

die Identitäten an = bn = 0 für alle n mit 1 6 n 6 7 sowie

c0 = 336A2 B2 (A2 − B2)2
x0 y0 = 0.

Falls nun x0 6= 0 und y0 6= 0 gilt, so folgt A = B, im Wi-
derspruch zur Voraussetzung A > B. Also kann αθ = 0 im
Falle x0 6= 0 und y0 6= 0 nicht gelten.

(d) Es seien A,B mit A > B > 0 gegeben. Angenommen, es sei

βθ(t) =
1
f̄(t)

(
c̄0 +

6∑
1

(
ān cos(n t) + b̄n sin(n t)

))
≡ −1,

d.h. c̄0 +

6∑
1

(
ān cos(n t) + b̄n sin(n t)

)
≡ −f̄(t)

und somit c̄0 +

6∑
1

(
ān cos(n t) + b̄n sin(n t)

)
≡ c ′0 +

6∑
1

(
a ′n cos(n t) + b ′n sin(n t)

)
.

Dann folgt aus der linearen Unabhängigkeit der Funktionen

{1, cos t, cos(2 t), . . . , cos(6 t), sin t, sin(2 t), . . . , sin(6 t)},

dass ān = a ′n und b̄n = b ′n für alle n mit 1 6 n 6 6 sowie
c̄0 = c ′0 gilt. Wir unterscheiden drei Fälle:
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Im Falle x0 = y0 = 0 folgt aus c̄0 = c ′0 die Identität

73A6 B2 − 154A4 B4 + 73A2 B6

= − 11A6 B2 + 14A4 B4 − 11A2 B6,

bzw.
84A6 B2 − 168A4 B4 + 84A2 B6 = 0.

Nach Division durch 84A2 B2 ergibt sich (A2 − B2)2 = 0 im
Widerspruch zur Voraussetzung A > B > 0.

Für x0 = 0,y 6= 0 folgt aus ā2 = a ′2, dass

A4 (4B2 + 11y2
0
)

+A2 B2 (4B2 − 19y2
0
)

= A4 (4B2 + 5y2
0
)

+A2 B2 (4B2 − 13y2
0)

und aus ā4 = a ′4, dass

− 21A6 B2 + 42A4 B4 − 21A2 B6

+ 6A6 y2
0 − 12A4 B2 y2

0 + 6A2 B4 y2
0

= − 3
(
A2 − B2)2 (

A2 (3B2 + 2y2
0
))

gilt. Nach Subtraktion der beiden Gleichungen und kurzer
Rechnung ergibt sich

A2 (A2 − B2)2 (
y2

0 − B2) = 0.

Wegen A > B > 0 folgt daraus |y0| = B. Damit und wegen
der Voraussetzung x0 = 0 verläuft die Ellipse durch den
Ursprung, im Widerspruch zur Voraussetzung (x0,y0) ∈

˜mhoA,B, vgl.

Schließlich folgt für x0 6= 0,y0 = 0 aus ā1 = a ′1, dass

2
(
7A2 − 6B2 − x2

0
)

= −
(
A2 − 3B2 + 2 x2

0
)

,

d.h. 15A2 − 15B2 = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung
A > B > 0.

Damit ist gezeigt, dass in den genannten Fällen βθ 6= −1

gilt.
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4.5 Der desarguessche Spezialfall

Wir merken an, dass das eben erhaltene Resultat, das auf der li-
nearen Unabhängigkeit bzw. Abhängigkeit bestimmter Mengen
reellwertiger Funktionen basiert, nicht nur für diejenigen Fälle
gilt, in denen die Krümmungsfunktion von ι ◦ ξ ausschließlich
von Null verschiedene Werte annimmt, sondern auch für diejeni-
gen Lagen der Ellipse relativ zum Inversionszentrum, in denen
die Krümmung isolierte Nullstellen (mit oder ohne Vorzeichen-
wechsel) besitzt.

4.4.4 Korollar. (a) Für die Koeffizientenfunktionen αξ, αθ, βξ und
βθ der speziellen Grundgleichungen von

ξ : I→ R2, ξ(t) = (x0 +A cos t, y0 + B sin t)

und θ = ι ◦ ξ gilt genau dann

αξ = αθ und βξ = βθ,

wenn A = B und x2
0 + y2

0 6= A2 ist.

(b) Nach Satz 3.3.2 existiert genau für diesen Fall eine projektive Ab-
bildung µ ∈ PGL3R derart, dass

(µ ◦ π ◦ ξ)(t) = (π ◦ ι ◦ ξ)(t) für alle t ∈ I.

(c) Mit den Sätzen 2.2.3 und 2.2.4 folgt, dass die Hilbertsche Ebene
genau dann desarguessch ist, wennA = B ist, d.h. wenn der Rand
der CD ein Kreis ist.

4.5 Der desarguessche Spezialfall

Wir betrachten nun den Fall, in dem die berandende Ellipse ein

Kreis K mit Mittelpunkt (x0,y0) und Radius R 6=
√
x2

0 + y2
0 ist.

In diesem Fall bildet die Inversion den Kreis K nach Lemma 4.2.2
auf den Kreis C = ι(K) mit Mittelpunkt

(
x0

x2
0+y

2
0−R

2 , y0
x2

0+y
2
0−R

2

)
und
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4 Die Hilbert-Ebene von 1899

Radius ρ = R

|R2−x2
0−y

2
0|

ab, die Kreisbögen des Liniensystems in-

nerhalb des berandenden Kreises werden auf Geradensegmente
innerhalb C abbgebildet. In diesem Fall existiert eine projekti-
ve Abbildung, die auf K mit ι (punktweise) übereinstimmt. Zur
präzisen Formulierung verwenden wir die die Standardeinbet-
tung π der reellen affinen in die reelle projektive Ebene induzie-
rende Abbildung12

π : R2 → u1R3, (x,y) 7→ 〈(x,y, 1)〉

sowie die Abkürzung ρ0 :=
√
x2

0 + y2
0.

4.5.1 Satz. Es sei K ⊂ R2 der Kreis mit Radius R und Mittelpunkt
(x0,y0), und es gelte ρ0 6= R. Dann existiert eine eindeutig bestimmte
projektive Abbildung µ ∈ PGL3R mit der Eigenschaft, dass

(µ ◦ π) (p) = (π ◦ ι) (p) für alle p ∈ K.

Die Matrixdarstellungen von µ bezüglich der Standardbasis sind genau
die Elemente von

{
rM | r ∈ R∗

}
mit

M =

 1 0 0
0 1 0

2 x0 2y0 R2 − ρ2
0

 .

Beweis. Wir zeigen, dass die Bedingung

(µ ◦ π) (p) = (π ◦ ι) (p)

für alle p ∈ K erfüllt ist. Hierzu betrachten wir eine Parametrisie-
rung von K:

ξ : [0, 2π]→ R2, ξ(t) = (x0 + R cos t,y0 + R sin t) .

12 Vgl. Lemma 1.1.58.
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4.5 Der desarguessche Spezialfall

Wir bezeichnen den Standarderzeuger (die projektive Standard-
darstellung) von

(
π ◦ ξ

)
(t) mit Ξ(t), d.h.

Ξ(t) =

 x0 + R cos t
y0 + R sin t

1

 ,

und den Standarderzeuger von
(
π ◦ ι ◦ ξ

)
(t) mit Θ(t), d.h.

Θ(t) =


x0+R cos t

(x0+R cos t)2+(y0+R cos t)2

x0+R cos t
(x0+R cos t)2+(y0+R cos t)2

1

 .

Es genügt zu zeigen, dass zu jedem t ∈ [0, 2π] eine Zahl λ(t) ∈
R derart existiert, dass MΞ(t) = λ(t)Θ(t) gilt, denn dann folgt
〈MΞ(t)〉 = 〈Θ(t)〉 und damit

(
µ ◦ π ◦ ξ

)
(t) =

(
π ◦ ι ◦ ξ

)
(t).

Mit

λ(t) = 2 x0 (x0 + R cos t) + 2y0 (y0 + R sin t) + R2 − ρ2
0

= (x0 + R cos t)2 + (y0 + R sin t)2

gilt in der Tat 1 0 0
0 1 0

2 x0 2y0 R2 − ρ2
0

  x0 + R cos t
y0 + R sin t

1



= λ(t)


x0+R cos t

(x0+R cos t)2+(y0+R cos t)2

y0+R sin t
(x0+R cos t)2+(y0+R cos t)2

1

 .

4.5.2 Bemerkung. Wird bei der Konstruktion einer Hilbert-Ebene
als Berandung der CD ein Kreis K mit Radius R und Mittelpunkt

(x0,y0) derart gewählt, dass
√
x2

0 + y2
0 6= R gilt, so ist das resul-

tierende Hilbertsche Liniensystem AD
id nach Definition 4.3.3, Pro-

position 4.3.6, Proposition 4.4.1 und Satz 2.2.4 isomorph zur re-
ellen affinen Ebene und besitzt somit die Desargues-Eigenschaft.
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4 Die Hilbert-Ebene von 1899

Der Isomorphismus wird auf die in Satz 2.2.4 dargestellte Weise
vermittelt. Wir beschreiben diesen Isomorphismus aus anschau-
lichem (affinem) Blickwinkel: Für jede (gewöhnliche) Gerade g,
die mit K zwei Schnittpunkte p und q gemein hat, ist ein Kreis-
bogen im Innern von K festgelegt. Durch die Inversionsabbildung
wird dieser Kreisbogen auf ein Geradensegment abgebildet. Die
Inversionsbilder p ′ := ι(p) und q ′ := ι(q) dieser Schnittpunkte lie-
gen nun einerseits auf dem Geradensegment p ′q ′ im Innern des
Bildkreises ι(K), andererseits gilt ι(p) = µ ′(p) und ι(q) = µ ′(q),
wobei µ ′ die affine Einschränkung der oben angegebenen pro-
jektiven Abbildung µ bezeichnen soll. Damit liegen ι(p) und ι(q)

auch auf der affinen Geraden µ ′(g), und es gilt p ′q ′ ⊂ µ ′(g). Es
folgt, dass das gesamte Geradensystem von AD

id bijektiv auf das
Geradensystem der reellen affinen Ebene abgebildet wird.

Wir wollen den Gedankengang zur Auffindung von µ kurz skiz-
zieren. Eine projektive Abbildung µ mit der Eigenschaft

(µ ◦ π) (p) = (π ◦ ι) (p) für alle p ∈ K

besitzt ein Zentrum π(0, 0), wie man durch Betrachtung dreier
durch K verlaufender Geraden zeigen kann, und folglich nach
Satz 1.1.62 auch eine Achse, d.h. eine Fixpunktgerade. Diese Fix-
punktgerade lässt sich (außer im Fall ρ0 = 0, vgl. die Bemerkun-
gen 4.5.3) aus den (im Allgemeinen komplexen) Schnittpunkten
des Inversionskreises mit K berechnen, denn diese Punkte sind
Fixpunkte der Inversion und damit Fixpunkte der Komposition
mit (der komplexen Fortsetzung von) π, nach Voraussetzung sind
sie daher auch Fixpunkte der Kollineation µ. Der Schnitt A der
(komplexen) Verbindungsgerade dieser Schnittpunkte mit der re-
ellen Ebene ist demnach Fixgerade. Die affine Geradengleichung
ergibt sich aus dem Gleichungssystem

x2 + y2 = 1 (4.3)

(x− x0)
2 + (y− y0)

2 = R2 (4.4)
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4.5 Der desarguessche Spezialfall

zu
2 x0 x+ 2y0 y+ R2 − ρ2

0 − 1 = 0.

In den Fällen, in denen sich der Inversionskreis und der Kreis
K berühren, ist die Fixgerade die gemeinsame Tangente der bei-
den Kreise am Berührpunkt. In Bemerkung 4.5.3 (b) wird explizit
ausgeführt, dass diese Fixgerade stets Fixpunktgerade und da-
mit die Achse A von µ ist. Eine Zentralkollineation ist durch das
Zentrum, die Achse sowie ein weiteres Punkt-Bildpunkt-Paar ein-
deutig bestimmt. Zur Bestimmung der Abbildung µ wählt man
etwa das Paar

(
π(p), (π ◦ ι) (p)

)
mit p =

(
1 + R

ρ

)
(x0,y0). In den

folgenden Bemerkungen interpretieren wir die Abbildung µ für
eine Reihe von Spezialfällen.

4.5.3 Bemerkungen. (a) Für ρ0 = 0, d.h. x0 = y0 = 0 ist
µ eine zentrische Streckung, deren Achse die Ferngerade
Ker (0, 0, 1) ist.

(b) Für ρ0 6= 0 ist die Gerade A := Ker (2 x0, 2y0,R2 − ρ2
0 − 1)

die Achse der Zentralkollination. Es ist leicht zu sehen, dass
die Linearform (2 x0, 2y0,R2 − ρ2

0 − 1) invariant unter der
durch µ∗ : λ 7→ λM gegebenen Abbildung ist. Also ist A

Fixgerade. Für die Fälle, in denen A das Zentrum nicht trifft,
ist hierdurch bereits klar, dass A Fixpunktgerade und damit
Achse von µ ist. Wir wollen dies durch explizite Rechnung
(auch für die Fälle mit R2 − ρ2

0 − 1 = 0) nachweisen und
setzen hierzu γ := R2 − ρ2

0 − 1. Die Punkte P von A sind
Vielfache von Vektoren der Form

vP = s

 −2y0
2 x0

0

+ t

 −γ

0
2 x0

 mit s, t ∈ R.

Wegen

2 x0 (−2 s y0 − tγ) + 2y0 2s x0 + (R2 − ρ2
0) 2t x0 = 2 t x0.
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4 Die Hilbert-Ebene von 1899

gilt

MvP =

 1 0 0
0 1 0

2 x0 2y0 R2 − ρ2
0

  −2 s y0 − tγ

2 s x0
2 t x0

 = vP.

Daher ist µ(P) = P für alle Punkte der Achse.

(c) Für ρ0 6= 0 und R2 − ρ2
0 − 1 = 0 hat die Matrix M die Form

M =

 1 0 0
0 1 0

2 x0 2y0 1

 .

Die Achse von µ verläuft in diesem Fall durch das Zentrum
π(0, 0). Obwohl die Menge ι(K) in diesem Fall gleich dem
Spiegelbild von K ist (vgl. Bemerkung 4.2.4 (b)), stellt µ keine
Spiegelung an der Achse dar.

(d) Falls ρ0 + R = 1, so berühren sich K, der Inversionskreis
sowie ι(K) in einem Punkt B, und die Achse ist Tangente an
jeden dieser Kreise im Berührpunkt B. Zur Sicherheit sei an
dieser Stelle wiederholt, dass generell R > 0 und ρ0 6= R gilt.

(e) Für ρ2
0 = R2 + 1 ist der Kreis K invariant unter ι (vgl. Ko-

rollar 4.2.3), und π(K) ist invariant unter µ. In diesem Fall
nimmt die Matrix M die Gestalt

M =

 1 0 0
0 1 0

2 x0 2y0 −1


an.
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5 Räumliche Realisierungen
nichtklassischer Ebenen

In diesem Kapitel ziehen wir eine Klasse von Flächen konstanter
positiver Gauß-Krümmung, die sogenannten Spindelflächen, mit
ihren Geodäten zur Realisierung Hilbertscher Liniensysteme her-
an, die wir Spindelflächenebenen nennen wollen. Nach einer Dar-
stellung der differentialgeometrischen Daten von Spindelflächen
beschreiben wir im ersten Abschnitt dieses Kapitels das lokale
und globale Verhalten ihrer Geodätischen. Geeignete ebene Ab-
schnitte dieser Flächen liefern räumlich mit ebenem Rand rea-
lisierte CDs, vgl. Definition 2.3.1. In Abschnitt 5.2 wenden wir
die in Kapitel 3 bereitgestellten Werkzeuge aus der projektiven
Differentialgeometrie auf ein Beispiel einer solchen CD an und
konstatieren, dass die Randkurve dieser CD nicht projektiv äqui-
valent zu ihrem Bild unter der entsprechenden lokalen geodäti-
schen Abbildung in die reelle euklidische Ebene ist. Zur Über-
prüfung der Konsistenz der hierzu durchgeführten computeral-
gebraischen Rechnungen überzeugen wir uns, dass im sphäri-
schen Grenzfall projektive Äquivalenz vorliegt. Im letzten Ab-
schnitt stellen wir ein explizites Beispiel einer nicht desargues-
schen Spindelflächenebene vor.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

5.1 Die Spindelfläche SK,a

5.1.1 Differentialgeometrische Grunddaten

Spindelflächen sind Drehflächen (vgl. Definition 1.3.32) mit kon-
stanter positiver Gauß-Krümmung K. Sie sind nach Wahl der
Drehachse durch die Konstante K und den Äquatorialradius a > 0
mit 0 < a2K < 1 bestimmt.1 Für eine allgemeine Erörterung von
Drehflächen konstanter (positiver) Krümmung einschließlich der
sogenannten Wulstflächen verweisen wir auf [33]. Wir wählen die
e3-Achse als Drehachse und die Profilkurve

µ : Ju → R2, u 7→
(
r(u), z(u)

)
:=
(
a cos

(√
Ku
)

, E(u)
)

mit Ju := Ju(K) :=
(
− π

2
√
K

, π
2
√
K

)
und dem elliptischen Integral

E(u) =

∫u
0

√
1 − a2 K sin2

(√
Kx
)
dx.

Es ist

r ′(u) = − a
√
K sin

(√
Ku
)

sowie (5.1)

z ′(u) =

√
1 − a2 K sin2

(√
Ku
)

. (5.2)

Damit gilt
(
r ′(u)

)2
+
(
z ′(u)

)2
= 1 für alle u ∈ Ju, also ist die

Profilkurve µ durch die Bogenlänge parametrisiert.

Das durch

f̃ : Ju × R→ R3, f̃(u, v) =


a cos

(√
Ku
)

cos v

a cos
(√
Ku
)

sin v
E(u)


1 Die Bedingungen K > 0, a > 0, 0 < a2K < 1 seien in diesem Kapitel stets erfüllt,

auch wenn dies nicht explizit wiederholt wird.
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5.1 Die Spindelfläche SK,a

parametrisierte Flächenstück bezeichnen wir als Spindelfläche (vom
Typ) SK,a, die Parametrisierung f̃ ist die Standardüberlagerung
von SK,a, vgl. Definition 1.3.32.

Für alle v0 ∈ R nennen wir

µv0 : Ju → SK,a, t 7→ f̃(t, v0)

ebenso wie die Bildmenge von µv0 einen Meridian oder eine Meri-
dianlinie der Spindelfläche, vgl. Bemerkung 1.3.34.

Wir geben nun die wichtigsten differentialgeometrische Daten der
Spindelfläche SK,a an, zunächst die zu f̃ assoziierten Basisvekto-
ren der Tangentialebenen T(u,v)f̃:

∂u f̃(u, v) =


−a
√
K sin

(√
Ku
)

cos v

−a
√
K sin

(√
Ku
)

sin v√
1 − a2K sin2

(√
Ku
)
 ,

∂v f̃(u, v) =


−a cos

(√
Ku
)

sin v

a cos
(√
Ku
)

cos v
0

 ;

die Komponenten der ersten Fundamentalform:

E(u, v) = 1, F(u, v) = 0, G(u, v) = a2 cos2
(√
Ku
)

; (5.3)

den (nicht normierten) Normalenvektor:

Ñf̃(u, v) = ∂u f̃(u, v)× ∂v f̃(u, v)

=


−a cos

(√
Ku
)

cos v
√

1 − a2K sin2
(√
Ku
)

−a cos
(√
Ku
)

sin v
√

1 − a2K sin2
(√
Ku
)

−a2
√
K sin

(√
Ku
)

cos
(√
Ku
)

 ; (5.4)
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

die Komponenten der kovarianten Ableitung:

Γ 1
11(u, v) = 0,

Γ 2
11(u, v) = 0,

Γ 1
12(u, v) = 0,

Γ 2
12(u, v) = −

√
K tan

(√
Ku
)

,

Γ 1
22(u, v) = a2

√
K cos

(√
Ku
)

sin
(√
Ku
)

,

Γ 2
22(u, v) = 0.

Eine parametrisierte Kurve γ : I → Ju(K) × R, γ(t) =
(
u(t), v(t)

)
ist demnach Lösung der Geodätendifferentialgleichung von f̃,
wenn(

u ′′(t) + a2
√
K cos

(√
Ku(t)

)
sin
(√
Ku(t)

) (
v ′(t)

)2
)
v ′(t)

=
(
v ′′(t) − 2

√
K tan

(√
Ku(t)

)
u ′(t) v ′(t)

)
u ′(t)

für alle t ∈ I gilt, vgl. die Gleichungen 1.4 bzw. 1.6 aus Ab-
schnitt 1.3.2. Nach Umsortierung ergibt sich die Geodätendiffe-
rentialgleichung von f̃ wie folgt:

2
√
K tan

(√
Ku(t)

) (
u ′(t)

)2
v ′(t)

+ a2
√
K cos

(√
Ku(t)

)
sin
(√
Ku(t)

) (
v ′(t)

)3

+ v ′(t)u ′′(t) − u ′(t) v ′′(t) = 0. (5.5)

5.1.2 Geodätische Abbildungen von SK,a auf A2R

Wir verwenden die Bezeichung A2R sowohl für die reelle affine
Ebene als auch für die (mit dem Standardskalarprodukt versehe-
ne) reelle euklidische Ebene. Als Zielbereich geodätischer Abbil-
dungen im Sinne der Definition 1.3.40 müssten wir eigentlich die
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reelle euklidische Ebene zugrundelegen, weil wir zur Beschrei-
bung von Geodätischen eine Metrik bzw. zumindest eine kovari-
ante Ableitung benötigen. Dennoch verzichten wir darauf, in der
Bezeichnungsweise zwischen den beiden genannten Strukturen
zu unterscheiden.

Durch geeignete Einschränkungen von f̃ lassen sich lokale Parame-
trisierungen von SK,a, d.h. injektive Parametrisierungen von Teil-
mengen von SK,a gewinnen. Wir zeichnen unter diesen die Pa-
rametrisierungen mit maximalen Definitionsbereichen aus und
kennzeichnen in der Notation den Mittelpunkt des v-Bereichs wie
folgt: Für v0 ∈ R setzen wir

fv0 := f̃
∣∣
Ju×(v0−π,v0+π)

und insbesondere

f := f0 := f̃
∣∣
Ju×(−π,π)

. (5.6)

Wir weisen in diesem Abschnitt nach, dass es zu jeder lokalen Pa-
rametrisierung fv0 der Spindelfläche eine lokale geodätische Ab-
bildung in die reelle euklidische Ebene im Sinne von Definition
1.3.41 gibt. Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass es keine globale
geodätische Abbildung der Spindelfläche auf die reelle euklidi-
sche Ebene oder eine offene Teilmenge derselben geben kann, da
die Spindelfläche mit dem System ihrer Geodäten keinen linearen
Raum darstellt, im Gegensatz zur reellen euklidischen Ebene.

Wir stellen zunächst eine heuristische Überlegung zur Konstruk-
tion einer Abbildung an, die lokal Geodätische der Spindelfläche
SK,a auf Geraden(segmente) der Ebene abbildet. In einem ersten
Schritt bilden wir Punkte der Spindelfläche SK,a vermittelst einer
lokalen Isometrie ι auf die Sphäre gleicher Gaußscher Krümmung
K, d.h. mit Radius 1√

K
ab, in einem zweiten Schritt verwenden wir

die Zentralprojektion ζ aus dem Ursprung jener Sphäre auf eine
Ebene, welche den Mittelpunkt der Späre nicht enthält, etwa eine
Tangentialebene. Die Geodäten der Sphäre sind Großkreise, diese
werden lokal durch die Zentralprojektion ζ auf Geraden in der
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

Tangentialebene abgebildet. Da ι als lokale Isometrie ebenfalls ei-
ne lokale geodätische Abbildung ist, wie man mit Lemma 1.3.8
einsieht, erwarten wir, dass ζ ◦ ι Punkte, die auf Geodäten der
Spindelfläche liegen, auf Punkte der Ebene abbildet, die in A2R
kollinear sind.

Es sei also ι die Abbildung, welche jeden (im Bild der Parametri-
sierung f liegenden) Punkt

a cos
(√
Ku
)

cos v

a cos
(√
Ku
)

sin v
E(u)


von SK,a auf den Punkt

1√
K

cos
(√
Ku
)

cos
(
a
√
Kv
)

1√
K

cos
(√
Ku
)

sin
(
a
√
Kv
)

1√
K

sin
(√
Ku
)


der im Ursprung zentrierten Sphäre mit Radius 1√

K
abbildet. Um

einzusehen, dass ι eine lokale Isometrie ist, berechnen wir die
Komponenten der ersten Fundamentalform von ι ◦ f. Es ist

∂u(ι ◦ f)(u, v) =


− sin

(√
Ku
)

cos
(
a
√
Kv
)

− sin
(√
Ku
)

sin
(
a
√
Kv
)

cos
(√
Ku
)

 ,

∂v(ι ◦ f)(u, v) =


−a cos

(√
Ku
)

sin
(
a
√
Kv
)

a cos
(√
Ku
)

cos
(
a
√
Kv
)

0

 .
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Die Komponenten der ersten Fundamentalform

〈∂u(ι ◦ f)(u, v),∂u(ι ◦ f)(u, v)〉 = 1,
〈∂u(ι ◦ f)(u, v),∂v(ι ◦ f)(u, v)〉 = 0,

〈∂v(ι ◦ f)(u, v),∂v(ι ◦ f)(u, v)〉 = a2 cos2
(√
Ku
)

sind somit identisch zu den in den Gleichungen 5.3 angegebenen
Komponenten der zu f̃ gehörigen Metrik, folglich ist ι eine lokale
Isometrie.2

Die Zentralprojektion ζ von der im Ursprung zentrierten offenen
Halkugel mit Radius 1/

√
K und x > 0 auf die durch x = 1/

√
K be-

stimmte Ebene ist für (θ,ϕ) ∈ (−π2 , π2 )×(−π2 , π2 ) gegeben durch
1√
K

cos θ cosϕ
1√
K

cos θ sinϕ
1√
K

sin θ

 7→


1√
K

1√
K

tanϕ
1√
K

tanθ
cosϕ

 .

Die Abbildung ζ ◦ ι bildet somit jeden Punkt
a cos

(√
Ku
)

cos v

a cos
(√
Ku
)

sin v
E(u)

 ∈ Im f

auf den Punkt 
1√
K

1√
K

tan
(
a
√
Kv
)

1√
K

tan(
√
Ku)

cos(a
√
Kv)


der Ebene

{
1√
K

}
× R2 ab.

2 Vgl. hierzu etwa [15], Abschnitt 4.2, Proposition 1.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

Geleitet von den hier angestellten geometrisch-heuristischen Über-
legungen könnten wir die Abbildung

λ : D −→ R2, (u, v) 7→

 tan
(
a
√
Kv
)

tan(
√
Ku)

cos(a
√
Kv)

 (5.7)

mit einem noch zu spezifizierenden Definitionsbereich D und ei-
ne Parametrisierung ϕ : R2 →

{
1√
K

}
× R2, (x,y) 7→ 1√

K
(1, x,y)

der Bildebene einführen und so ζ ◦ ι = ϕ ◦ λ ◦
(
f
∣∣
D

)−1 errei-
chen. Wir wollen uns jedoch einerseits dieser speziellen Wahl
der Bildebene entledigen und Punkte der Spindelfläche direkt auf
Punkte von R2 abbilden, andererseits wollen wir einen bezüglich
der Wahl des ”Mittelmeridians“ allgemeineren Ansatz verfolgen.
Zur Vereinfachung der Notation verwenden wir im Folgenden die
Funktion sec mit sec x = 1

cosx .

5.1.1 Definition. Für jeden Wert v0 ∈ R seien die Definitionsbe-
reiche der Abbildungen

fv0 : Dfv0
→ R3, (u, v) 7→ f̃(u, v) und

λv0 : Dλv0
→ R2, (u, v) 7→

 tan
(
a
√
K (v− v0)

)
tan
(√
Ku
)

sec
(
a
√
K (v− v0)

)


gegeben durch

Dfv0
:= Dfv0

(K,a) := Ju(K)×
(
−π+ v0,π+ v0

)
bzw.

Dλv0
:= Dλv0

(K,a) := Ju(K)×
(

−
π

2a
√
K

+ v0,
π

2a
√
K

+ v0

)
.

Wir setzen ferner Sv0 := f
(
Dfv0

)
sowie Dv0 := Dfv0

∩Dλv0
.

Für v0 = 0 behalten wir die Bezeichnungen f anstelle von f0 sowie
λ anstelle von λ0 bei.
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5.1 Die Spindelfläche SK,a

SK,a ⊃ Sv0

λv0 // R2

Dv0

fv0

∣∣
Dv0

OO

λv0 // R2

id

OO

Abbildung 5.1: (Lokale) geodätische Abbildung von Sv0 nach R2.

5.1.2 Bemerkungen. (a) Die Menge Sv0 besteht aus den Punk-
ten der Spindelfläche, die nicht auf der durch f̃(0,π + v0)

verlaufenden Meridianlinie liegen.

(b) Es ist fv0 eine injektive Parametrisierung von Sv0 .

(c) Die Abbildung λv0 ist bijektiv.

(d) Die durch Einschränkung erhaltenen Abbildungen fv0

∣∣
Dv0

und λv0

∣∣
Dv0

sind jeweils injektiv.

Das Diagramm in Abbildung 5.1 veranschaulicht die Situation.
Zur Untersuchung der Wertemengen von fv0 (Dv0) bzw. λv0 (Dv0)

unterscheiden wir drei Fälle, die sich anschaulich durch die jewei-
ligen Formen der Spindelflächen charakterisieren lassen: Im Fall
(b) der folgenden Proposition 5.1.3 liegen gestauchte, im Fall (c)
langgestreckte Spindeln vor, Fall (a) stellt den trennenden Mittel-
fall dar. 3

5.1.3 Proposition. Es sei v0 ∈ R.

(a) Für a
√
K = 1

2 ist Dv0 = Ju(K) ×
(
−π + v0,π + v0

)
und

λv0 (Dv0) = R2, d.h. fv0

∣∣
Dv0

und λv0

∣∣
Dv0

sind bijektiv.

3 Vgl. hierzu die Abbildungen 5.4 bis 5.7.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

(b) Falls 1
2 < a

√
K < 1 gilt, so ist Dv0 eine echte Teilmenge von(

−π + v0,π + v0
)
, es gilt wiederum λ (Dv0) = R2, jedoch ist

fv0 (Dv0) eine echte Teilmenge von Sv0 , die durch Rotation der
Profilkurve um einen Winkel erzeugt wird, der echt zwischen π
und 2π liegt.

(c) Im Falle 0 < a
√
K < 1

2 ist Dv0 = Ju(K) × (−π,π), und es ist
λ (Dv0) eine echte Teilmenge von R2.

5.1.4 Bemerkungen. (a) Für alle zulässigen a und K ist die
Menge Ju ×

[
−π2 + v0, π2 + v0

]
in Dv0 enthalten, d.h. f (Dv0)

umfasst die Halbspindel mit Mittelmeridian µv0 .

(b) Im Falle 0 < a
√
K < 1

2 wird die Menge fv0

(
Dλv0

)
durch

eine Rotation der Profilkurve um einen Winkel erzeugt, der
größer als 2π ist.

Wir weisen nun nach, dass λv0 eine (lokale) geodätische Parame-
tertransformation ist. Da die Komponenten der kovarianten Ab-
leitung für die Parametrisierung id : R2 → R2 der reellen euklidi-
schen Ebene identisch verschwinden, ist eine parametrisierte Kur-
ve δ : I → R2 genau dann Lösung der entsprechenden Geodäten-
differentialgleichung 1.4, wenn

δ ′′1 (t) δ ′2(t) − δ ′′2 (t) δ ′1(t) = 0 (5.8)

für alle t ∈ I gilt.

5.1.5 Proposition. Es sei v0 ∈ R, und es sei γ : I → Dv0 eine Lösung
der Geodätendifferentialgleichung 5.5 von fv0 . Dann erfüllt δ := λv0 ◦γ
die Geodätendifferentialgleichung 5.8 der reellen euklidischen Ebene, das
heißt λv0 ist eine geodätische Parametertransformation im Sinne von
Definition 1.3.42.

Beweis. Es sei γ : I → Dv0 , γ(t) =
(
u(t), v(t)

)
eine Lösung der

Geodätendifferentialgleichung 5.5 von fv0 , dann ist δ := λv0 ◦ γ
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5.1 Die Spindelfläche SK,a

durch

δ(t) =

 tan
(
a
√
K
(
v(t) − v0

))
tan
(√
Ku(t)

)
sec
(
a
√
K
(
v(t) − v0

))
 (5.9)

gegeben. Zur Abkürzung der Ausdrücke in den folgenden Rech-
nungen setzen wir

Υ(t) :=
√
Ku(t), Φ(t) := a

√
K
(
v(t) − v0

)
.

Wir benötigen die ersten und zweiten Ableitungen der Kompo-
nenten von δ:

δ ′1(t) =a
√
K sec2(Φ(t)

)
v ′(t),

δ ′′1 (t) =a
√
K sec2(Φ(t)

) (
2a
√
K tan

(
Φ(t)

)
v ′(t)2 + v ′′(t)

)
,

δ ′2(t) =
√
K sec

(
Φ(t)

)
sec2(Υ(t)

)
u ′(t)

+ a
√
K sec

(
Φ(t)

)
tan
(
Φ(t)

)
tan
(
Υ(t)

)
v ′(t),

δ ′′2 (t) = 2K sec2(Υ(t)
)

tan
(
Υ(t)

)
sec
(
Φ(t)

) (
u ′(t)

)2

+ 2aK sec2(Υ(t)
)

sec
(
Φ(t)

)
tan
(
Φ(t)

)
u ′(t) v ′t(t)

+ a2 K tan
(
Υ(t)

) (
1 + sin2(Φ(t)

))
sec3(Φ(t)

) (
v ′(t)

)2

+
√
K sec2(Υ(t)

)
sec
(
Φ(t)

)
u ′′(t)

+ a
√
K tan

(
Υ(t)

)
sec
(
Φ(t)

)
tan
(
Φ(t)

)
v ′′(t).

Wir werten die Gleichung 5.8 für die gegebene Parametrisierung
δ aus und erhalten nach einigen Rechenschritten und Umsortie-
rung:

0 = − 2a
√
K sec2(Υ(t)

)
sec3(Φ(t)

)
tan
(
Υ(t)

) (
u ′(t)

)2
v ′(t)

+ a3
√
K tan

(
Υ(t)

)
sec3(Φ(t)

)
tan2(Φ(t)

) (
v ′(t)

)3

− a3
√
K tan

(
Υ(t)

)
sec5(Φ(t)

) (
v ′(t)

)3

− a sec2(Υ(t)
)

sec3(Φ(t)
)
v ′(t)u ′′(t)

+ a sec2(Υ(t)
)

sec3(Φ(t)
)
u ′(t) v ′′(t). (5.10)
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

Wir betrachten die Koeffizientenfunktion von (v ′(t))3:

a3
√
K sec3(Φ(t)

)
tan
(
Υ(t)

) [
tan2(Φ(t)

)
− sec2(Φ(t)

)]
Vermöge tan2

(
Φ(t)

)
− sec2

(
Φ(t)

)
= −1 sowie

tan
(
Υ(t)

)
= cos

(
Υ(t)

)
sin
(
Υ(t)

)
sec2(Υ(t)

)
ergibt sich diese zu

−a3
√
K sec2(Υ(t)

)
sec3(Φ(t)

)
cos
(
Υ(t)

)
sin
(
Υ(t)

)
.

Ingesamt sind die Gleichungen 5.8 und 5.10 also äquivalent zu

−a sec2(Υ(t)
)

sec3(Φ(t)
)
· F(t) = 0 (5.11)

mit F(t) = 2
√
K tan

(
Υ(t)

) (
u ′(t)

)2
v ′(t)

+ a2
√
K cos

(
Υ(t)

)
sin
(
Υ(t)

) (
v ′(t)

)3

+ v ′(t)u ′′(t) − u ′(t) v ′′(t).

Falls γ(t) =
(
u(t), v(t)

)
für jedes t ∈ I die Gleichung 5.5 erfüllt,

so ist F(t) = 0 für alle t ∈ I, und es ist δ = λv0 ◦ γ eine Lösung der
Gleichungen 5.11 bzw. 5.8.

5.1.6 Proposition. Für 1
2 6 a

√
K < 1 ist λv0 eine geodätische Pa-

rameterabbildung von Dv0 nach R2. Für 0 < a
√
K 6 1

2 ist λv0 eine
lokale geodätische Parameterabbildung bei (0, v0) im Sinne von Defini-
tion 1.3.43.

Wegen der Injektivität von fv0 ist durch λv0 eine Abbildung
λv0 : Sv0 → R2 bestimmt, vgl. Korollar 1.3.46, Diagramm 1.5 so-
wie Diagramm 5.1.

5.1.7 Korollar. Für alle v0 ∈ R ist die Abbildung

λv0 := id ◦ λv0 ◦
(
fv0

∣∣
Dv0

)−1
: Sv0 → R2

eine geodätische Abbildung von Sv0 nach R2.
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5.1 Die Spindelfläche SK,a

Die Umkehrabbildung von λv0 wird im Folgenden eine wichtige
Rolle spielen.

5.1.8 Proposition. Für v0 ∈ R ist

(
λv0

)−1
: R2 → Dλv0

, (x1, x2) 7→


1√
K

arctan
(

x2√
1+x2

1

)
v0 + 1

a
√
K

arctan x1


die Umkehrabbildung von λv0 . Für jedes parametrisierte Geradenstück
x : I → R2 ist γ :=

(
λv0

)−1 ◦ x eine Lösung der Geodätendifferential-
gleichungen von f̃.

Beweis. Nach Satz 1.3.47 ist die Inverse einer geodätischen Para-
metertransformation ebenfalls eine geodätische Parametertrans-
formation.

5.1.3 Geodäten auf der Spindelfläche

In diesem Abschnitt behandeln wir das lokale und globale Verhal-
ten der Geodätischen auf der Spindelfläche. Unter anderem stel-
len wir dar, für welche Kombinationen von a und K die Geodäti-
schen von SK,a (außer den Meridianen) periodisch sind, vgl. De-
finition 5.1.21. Aus der Vielzahl der Untersuchungen zu Flächen
mit periodischen Geodätischen wollen wir die Arbeiten von Zoll
[63], Weinstein [61] und Michel [40] sowie die Monographie von
Besse [8] nennen, die den uns interessierenden Fall der Spindel-
fläche mehr oder weniger explizit enthalten; ein Überblick über
die Entwicklung der Forschung in diesem Bereich findet sich in
Kapitel 10 von Berger [7].

Unsere Studie der Geodätischen auf der Spindelfläche erhebt so-
mit keinen Anspruch auf Originalität, ergänzt vielmehr die in
den genannten Quellen enthaltenen qualitativen Beschreibungen
durch die Angabe expliziter Parametrisierungen der Geodätischen
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

und die Ableitung des globalen Verhaltens aus denselben. Hier-
bei erweisen sich die im vorigen Abschnitt behandelten lokalen
geodätischen Abbildungen in Verbindung mit dem Clairautschen
Satz als nützliche Werkzeuge.

5.1.9 Proposition. Es sei γ : I→ R2, γ(t) =
(
u(t), v(t)

)
eine Lösung

der Geodätendifferentialgleichung von f̃. Dann ist für jede Zahl v0 ∈
R auch γv0 : I → R2, γv0(t) =

(
u(t), v(t) + v0

)
eine Lösung der

Geodätendifferentialgleichung von f̃.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der Geodätendifferenti-
algleichung 5.5 und beruht auf der Tatsache, dass die Christoffel-
symbole von f̃ nicht von dem Parameter v abhängen.

Für jedes parametrisierte Geradenstück x : I→ R2 ist die parame-
trisierte Kurve γ :=

(
λv0

)−1 ◦x nach Proposition 5.1.8 eine Lösung
der Geodätendifferentialgleichung von f̃. Wir wählen v0 = 0,
schreiben wieder λ für λ0 (vgl. Definition 5.1.1) und betrachten
spezielle Parametrisierungen von Geradenstücken, die mit Stei-
gungskonstante m ∈ R durch den Ursprung verlaufen. Als Defi-
nitionsbereich wählen wir zunächst J0 :=

(
− π

2a
√
K

, π
2a
√
K

)
:

x : J0 → R2, x(t) = tan
(
a
√
K t
) ( 1

m

)
.

Für γ : J0 → R2, γ(t) =
(
u(t), v(t)

)
:=
(
λ

−1 ◦ x
)

(t) folgen mit
Proposition 5.1.8 die Identitäten

u(t) =
1√
K

arctan
(
m tan

(
a
√
K t
)
·
∣∣∣cos

(
a
√
K t
)∣∣∣ ) (5.12)

sowie v(t) = t. Für t ∈ J0 ist cos
(
a
√
K t
)
> 0, also gilt

u(t) =
1√
K

arctan
(
m sin

(
a
√
K t
) )

.
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5.1 Die Spindelfläche SK,a

Es ist ferner u ′(t) =
am cos

(
a
√
K t
)

1 +m2 sin2
(
a
√
K t
) und v ′(t) = 1.

Zur Berechnung der Neigungskonstanten c werten wir die Glei-
chung 1.7

c =
r
(
u(t)

)2
v ′(t)√(

u ′(t)
)2

+ r
(
u(t)

)2 (
v ′(t)

)2

an der Stelle t = 0 aus. Mit u(0) = 0, u ′(0) = am, v ′(0) = 1 sowie
r
(
u(0)

)
= a (vgl. Abschnitt 5.1.1) folgt

c =
a2√

(am)2 + a2
=

a√
1 +m2

und (5.13)

|m| =

√
a2 − c2

c
=

√
a2

c2 − 1. (5.14)

5.1.10 Bemerkungen.

(a) Aus Gleichung 5.13 wird deutlich, dass c > 0 gilt und dass
die Steigungskonstanten m und −m auf dieselbe Neigungs-
konstante c führen.

(b) Für m = 0 gilt c = a, in Übereinstimmmung mit der Tat-
sache, dass die Bildpunkte von f̃ ◦ γ für x2(t) ≡ 0 auf dem
Äquator der Spindelfläche liegen.

Für t ∈ J0 und m > 0 ist also

u(t) =
1√
K

arctan

( √
a2 − c2

c
sin
(
a
√
K t
))

,

im Falle m < 0 gilt

u(t) = −
1√
K

arctan

( √
a2 − c2

c
sin
(
a
√
K t
))

,
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

wobei jeweils c durch a√
1+m2 gegeben ist. Die hier abgeleiteten

Ausdrücke für u(t) sind selbstverständlich für alle t ∈ R defi-
niert. Wir nehmen nun eine Unterteilung der Zahlengeraden vor,
die an die in der Parametrisierung x verwandte Tangensfunktion
angepasst ist. Für jedes z ∈ Z sei das Intervall Jz definiert durch

Jz :=

(
(z− 1/2)

π

a
√
K

, (z+ 1/2)
π

a
√
K

)
.

Falls z gerade ist, so gilt cos
(
a
√
K t
)
> 0 für alle t ∈ Jz, bei un-

geraden z gilt cos
(
a
√
K t
)
< 0 für alle t ∈ Jz. Aus Gleichung 5.12

ergibt sich somit

u(t) =
1√
K

arctan
(
m sin

(
a
√
K t
))

für alle t ∈
⋃
z∈Z

Jz ⊂ R, wenn

x : Jz → R2, x(t) = tan
(
a
√
K t
) ( 1

m

)
für gerade z und

x : Jz → R2, x(t) = tan
(
a
√
K t
) ( 1

−m

)
für ungerade z gewählt wird. Wir setzen

Λ : Ju ×
⋃
z∈Z

Jz → R2, (u, v) 7→

 tan
(
a
√
Kv
)

tan
(√
Ku
)

sec
(
a
√
Kv
)
 .

Dann ist

x̃ : J0 → R2, t 7→

(
1√
K

arctan
(
m sin

(
a
√
K t
) )

t

)
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Ju × R

f̃

��

R

x̃

<<zzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
Ju ×

⋃
z∈Z

Jz

?�

OO

Λ

��

Ju × J0λ

��

3 S

eeKKKKKKKKK

f̃

##GGGGGGGGG

J0

?�

OO

x̃

??~~~~~~~~~~~~~~~~~~~
x // R2 (λ)

−1

DD

SK,a

Abbildung 5.2: Diagramm zur Illustration der Hochhebung x̃ der
parametrisierten Geraden x unter Λ sowie der
Fortsetzung x̃ von x̃ auf R. Die Kurve f̃ ◦ x̃ ist eine
maximale parametrisierte Geodätische auf SK,a.

eine Hochhebung von x unter Λ, d.h. es gilt Λ ◦ x̃ = x. Die Fort-
setzung x̃ von x̃ auf (ganz) R liefert nach Komposition mit der
Überlagerung f̃ von SK,a die Parametrisierung einer maximalen4

Geodätischen auf SK,a. Nach Korollar 1.3.26 ist f̃ ◦ x̃ eine parame-
trisierte Geodätische auf SK,a. Diese verläuft für t = 0 durch den
auf dem Äquator und dem Nullmeridian liegenden Punkt. Das
Diagramm in Abbildung 5.2 veranschaulicht den Sachverhalt.

Mit Proposition 5.1.9 ergeben sich Parametrisierungen von Geo-
dätischen, die für t = 0 den Äquator in einem Punkt mit Azimut-
zwinkel v0 schneiden. Durch Ersetzen von t durch −t erhält man
Parametrisierungen von Geodätischen, die negative Neigungs-
konstante besitzen. Wir fassen die bislang erzielten Ergebnisse
zusammen:

4 Vgl. Bemerkung 5.1.18.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

5.1.11 Proposition. Es sei v0 ∈ R und es sei c ∈ R mit 0 < |c| 6 a.
Dann ist jede der folgenden auf R definierten parametrisierten Kurven
in Ju×R eine Lösung der zu f̃ gehörigen Geodätendifferentialgleichung:

γc,v0,++(t) =

(
1√
K

arctan
(√

a2−c2

|c| sin
(
a
√
K t
))

v0 + t

)
,

γc,v0,+−(t) =

(
− 1√

K
arctan

(√
a2−c2

|c| sin
(
a
√
K t
))

v0 + t

)
,

γc,v0,−+(t) =

(
1√
K

arctan
(√

a2−c2

|c| sin
(
a
√
K t
))

v0 − t

)
,

γc,v0,−−(t) =

(
− 1√

K
arctan

(√
a2−c2

|c| sin
(
a
√
K t
))

v0 − t

)
.

5.1.12 Bemerkungen. (a) Die Parametrisierungen γc,v0,++ und
γc,v0,+− liefern Geodätische mit positiver Neigungskonstante
c, die (für wachsende Werte von t) im Gegenuhrzeigersinn um
die Spindelfläche (bzw. um die e3-Achse) umlaufen.

(b) Die Parametrisierungen γc,v0,−+ und γc,v0,−− liefern Geo-
dätische mit negativer Neigungskonstante c, die (für wach-
sende Werte von t) im Uhrzeigersinn um die Spindelfläche
umlaufen.

(c) Für alle t ∈ R gilt

(i) γc,v0,++(−t) = γc,v0,−−(t),
(ii) γc,v0,+−(−t) = γc,v0,−+(t),

(iii) γc,v0,++

(
t+ π

a
√
K

)
= γc,v0+

π
a
√
K

,−+(t),

(iv) γc,v0,−+

(
t+ π

a
√
K

)
= γc,v0−

π
a
√
K

,−−(t).

Es genügt also, die Typen γc,v0,++ für die positiv drehenden Para-
metrisierungen und die Typen γc,v0,−− für die negativ drehenden
Parametrisierungen zu betrachten.
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5.1.13 Definition. Für alle c ∈ R mit 0 < |c| 6 a und alle v0 ∈ R
setzen wir

γc,v0 :=

{
γc,v0,++ für c > 0
γc,v0,−− für c < 0

Aus Proposition 5.1.11 folgt mit Korollar 1.3.26 unmittelbar die
folgende Aussage.

5.1.14 Proposition. Für jedes c ∈ R mit 0 < |c| 6 a und für jedes
v0 ∈ R ist γc,v0 := f̃ ◦ γc,v0 eine parametrisierte Geodätische auf SK,a
mit der Neigungskonstanten c.

Im Folgenden bezeichnen r und zwieder die Komponenten der in
Abschnitt 5.1.1 eingeführten Profil- bzw. Meridankurve der Spin-
delfläche.

5.1.15 Proposition. Es sei c ∈ R mit 0 < |c| 6 a und v0 ∈ R, und
es sei γc,v0 : R → Ju × R, t 7→

(
u(t), v(t)

)
. Die Funktionen u : R →

Ju und z ◦ u : R → R, t 7→ E
(
u(t)

)
besitzen lokale Maxima an den

(kritischen) Stellen

tmax ∈ C+ :=

{
1

a
√
K

(π
2

+ 2π z
) ∣∣∣∣ z ∈ Z

}
und lokale Minima an den (kritischen) Stellen

tmin ∈ C− :=

{
1

a
√
K

(
−
π

2
+ 2π z

) ∣∣∣∣ z ∈ Z
}

Für jede kritische Stelle tm gilt r
(
u(tm)

)
= a cos

(√
Ku(tm)

)
= |c|.

Beweis. Wir beginnen mit der letztgenannten Behauptung. Für al-
le tm ∈ C := C+ ∪ C− gilt

r
(
u(tm)

)
= a cos

(√
Ku(tm)

)
= a cos

(
arctan±

√
a2 − c2

|c|

)
=

a√
1 + a2−c2

|c|2

= |c|.
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Die erste Ableitung u ′ von u ist gegeben durch

u ′(t) =
a cos

(
a
√
K t
)

1 + a2−c2

|c|2
sin2

(
a
√
K t
) .

Ferner gilt

d

dt
z
(
u(t)

)
= u ′(t)

√
1 − a2 K sin2

(√
Ku(t)

)
.

Mit der Generalvoraussetzung 0 < a2 K < 1 folgt, dass der Radi-
kand positiv ist. Also also gilt u ′(tm) = 0 und (z◦u) ′(tm) = 0 für
alle tm ∈ C.

Wir bestimmen nun u ′′(tm) und halten hierzu fest, dass aus der
Voraussetzung |c| > 0 zusammen mit Gleichung 1.7 die Aussage
v ′(tm) 6= 0 folgt. Damit lesen wir aus der Geodätendifferential-
gleichung 5.5 unmittelbar die folgende Beziehung ab:

u ′′(tm) = −a2
√
K cos

(√
Ku(tm)

)
sin
(√
Ku(tm)

) (
v ′(tm)

)2.

Für tm ∈ C+ ist der Wert von sin
(√
Ku(tm)

)
positiv, und es gilt

u ′′(tm) < 0. In diesem Fall besitzt u an der Stelle tm ein lokales
Maximum. Für tm ∈ C− liegt ein lokales Minimum von u vor.
Eine kurze Rechnung liefert die Identität

d2

dt2 z(u(t))
∣∣∣
t=tm

= u ′′(tm)

√
1 − K (a2 − c2),

somit nimmt z ◦u an denselben Stellen wie u lokale Minima bzw.
Maxima an.

5.1.16 Bemerkungen. Es seien v0 und c in R mit 0 < |c| 6 a, und
es sei γc,v0 : R → Ju × R, t 7→

(
u(t), v(t)

)
wie in Definition 5.1.13

angegeben.
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5.1 Die Spindelfläche SK,a

(a) Die Werte der Maxima bzw. Minima von u sind gegeben
durch u± := u±(K,a, c) := ± 1√

K
arccos |c|

a .5

(b) Die Funktion u besitzt die Periode 2π
a
√
K

.

(c) Für alle Schnittpunkte (0, v) von γc,v0 mit der u-Achse gilt
a
√
K (v− v0) ∈ π+ 2πZ.

(d) Ist ϕ(v0) der Schnittwinkel von γ mit der u-Achse im Punkt
(0, v0), so gilt für den Schnittwinkel an den übrigen Schnitt-
punkten

ϕ

(
v0 + z

π

a
√
K

)
=

{
ϕ(v0) für alle z ∈ 2 Z,

π−ϕ(v0) für alle z ∈ 2 Z + 1.

An dieser Stelle treffen wir die Vereinbarung, dass wir die durch
v 7→ f̃

(
u+(K,a, c), v

)
bzw. v 7→ f̃

(
u−(K,a, c), v

)
parametrisier-

ten Breitenkreise von SK,a, zwischen denen alle Geodätischen mit
Neigungskonstanten c 6= 0 oszillieren, in Anlehnung an die Geo-
graphie Wendekreise für diese Geodätischen nennen, vgl. Bemer-
kung 5.1.26 am Ende dieses Abschnitts.

Wir betrachten nun diejenigen Lösungen der Geodätendifferenti-
algleichung, die unter f̃ auf Meridiane von SK,a abgebildet wer-
den.

5.1.17 Proposition. Für jedes v0 ∈ R ist

µv0 : Ju → R, µv0(t) :=
(
u(t), v(t)

)
:= (t, v0)

eine Lösung der Geodätendifferentialgleichung von f̃, und die parame-
trisierte Geodätische µv0 := f̃◦µv0 besitzt die Neigungskonstante c = 0.

Beweis. Da v ′(t) ≡ 0 gilt, ist Gleichung 5.5 erfüllt, und aus Glei-
chung 1.7 folgt unmittelbar c = 0.

5 Es bezeichne arccos stets die Umkehrfunktion von cos : [0,π]→ [−1, 1].
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

5.1.18 Bemerkung. Auf der Grundlage von Satz 1.3.27 zusammen
mit Lemma 1.3.28 und Satz 1.3.30 kann man sich überlegen, dass
zu jeder Lösung δ : I→ Ju ×R der Geodätendifferentialgleichung
von f̃ eine Zahl v0, eine Neigungskonstante c mit 0 6 |c| 6 a

sowie eine Umparametrisierung Φ : I → R derart existiert, dass
entweder δ = γc,v0 ◦Φ oder δ = µv0 ◦Φ gilt. Jede der Abbildun-
gen γc,v0 und µv0 besitzt somit eine Bildmenge, die maximal ist
unter (den Bildmengen der) Lösungen der Geodätendifferential-
gleichung 5.5.

Nachdem wir uns Klarheit über die Gesamtheit der Lösungen von
Gleichung 5.5 verschafft haben, wenden wir uns deren Bildern
unter f̃, mithin den parametrisierten Geodätischen auf SK,a zu.

5.1.19 Proposition. Es sei v0 ∈ R. .

(a) Die Länge der Meridianlinie

µv0 :

(
−

π

2
√
K

,
π

2
√
K

)
→ SK,a ,

t 7→


a cos

(√
K t
)

cos v0

a cos
(√
K t
)

sin v0

E(t)


ist durch π√

K
nach oben beschränkt.

(b) Falls sich v0 und v ′0 um ein Vielfaches von 2π unterscheiden, so
stimmen die parametrisierten Geodätischen6 µv0 und µv ′0 überein.

Beweis. Behauptung (a) folgt aus der Tatsache, dass µv0 durch die
Bogenlänge parametrisiert ist und (b) ist klar.

Aus Bemerkung 5.1.18, der vorstehenden Proposition sowie dem
Satz von Hopf-Rhinow (vgl. etwa [39], Theorem 11.15) ergibt sich,
dass die Spindelfläche keine vollständige Fläche ist.

6 Vgl. Proposition 5.1.17.
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5.1 Die Spindelfläche SK,a

Die Abbildung 5.3 zeigt eine Auswahl von Geodätensegmenten
auf der Spindelfläche mit K = 1 und a = 0.4, die alle durch den
Punkt f̃(0, 0) verlaufen. Wir werden S1, 0.4 im Abschnitt 5.4 zur
Konstruktion eines nicht desarguesschen Hilbertsystems heran-
ziehen.

5.1.20 Proposition. Es sei v0 ∈ R und c ∈ R mit 0 < |c| 6 a, und es
sei γc,v0 : R→ Ju ×R, t 7→

(
u(t), v(t)

)
wie in Definition 5.1.13 ange-

geben. Falls sich v0 und v ′0 um ein Vielfaches von 2π
a
√
K

unterscheiden,
so stimmen f̃ ◦ γc,v0 und f̃ ◦ γc,v ′0

überein.

Beweis. Diese Aussage folgt unmittelbar aus der 2π
a
√
K

-Periodizität
der Funktion u, vgl. die Bemerkungen 5.1.16.

Wir wollen nun das Verhalten der (maximalen) parametrisier-
ten Geodätischen auf SK,a mit von Null verschiedener Neigungs-
konstante weiter untersuchen und interessieren uns insbesonde-
re, wie zu Beginn des Abschnitts angekündigt, für periodische
Geodätische auf der Spindelfläche.

5.1.21 Definition. Eine parametrisierte Geodätische γ : R → SK,a
heißt periodisch, wenn eine positive reelle Zahl τ derart existiert,
dass γ(t+ τ) = γ(t) für alle t ∈ R gilt. In diesem Fall nennen wir
die kleinste7 Zahl τ mit dieser Eigenschaft die Periode von γ.

5.1.22 Bemerkung. Für eine C2-parametrisierte periodische Geo-
dätische mit Periode τ sind die Gleichungen γ ′(t+τ) = γ ′(t) und
γ ′′(t+ τ) = γ ′′(t) für alle t ∈ R erfüllt.

5.1.23 Satz. Es sei v0 ∈ R und c ∈ R mit 0 < |c| 6 a, und es sei
γc,v0 : R → Ju × R, t 7→

(
u(t), v(t)

)
wie in Definition 5.1.13 angege-

ben.
7 Eine solche existiert im periodischen Fall, denn gäbe es beliebig kleine positive
τ mit γ(t + τ) = γ(t), so gälte γ ′(t) = lim

τ→0

γ(t+τ)−γ(t)
τ

= 0 für alle t ∈ R, im

Widerspruch zu unserer Voraussetzung, nach der γ regulär parametrisiert ist.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

Abbildung 5.3: Spindelfläche mit K = 1, a = 0.4 und eine
Auswahl von Geodätensegmenten, die durch den
Punkt f̃(0, 0) verlaufen.
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5.1 Die Spindelfläche SK,a

(a) Die parametrisierte Geodätische γc,v0 := f̃ ◦ γc,v0 ist genau dann
periodisch, wenn a

√
K eine rationale Zahl ist.

(b) Falls a
√
K rational ist, so seien p und q die teilerfremden natürli-

chen Zahlen8 mit 0 < p < q sowie a
√
K = p

q . Die Geodätische
γc,v0 besitzt die Periode τ := p · 2π

a
√
K

= q · 2π.

Beweis. (a) Falls γ := γc,v0 periodisch ist, so existiert nach Defi-
nition 5.1.21 eine positive reelle Zahl τ mit γ(t + τ) = γ(t)

für alle t ∈ R. Insbesondere gilt γ(τ) = γ(0), d.h. a cos
(
u(τ)

)
cos (v0 + τ)

a cos
(
u(τ)

)
sin (v0 + τ)

E
(
u(τ)

)
 =

 a cos
(
u(0)

)
cos v0

a cos
(
u(0)

)
sin v0

E
(
u(0)

)
 .

Aus der Gleichheit der dritten Komponenten folgt u(τ) = 0,
denn es gilt u(0) = 0, und die Funktion E besitzt wegen
des positiven Integranden in dem elliptischen Integral nur
die eine Nullstelle bei u = 0. Mit u(τ) = 0 erhalten wir die
Gleichung (

cos (v0 + τ)

sin (v0 + τ)

)
=

(
cos v0
sin v0

)
,

welche genau für τ ∈ 2πZ erfüllt ist. Andererseits besitzt
die Funktion u nach Bemerkung 5.1.16 die Periode 2π

a
√
K

,

d.h. aus u(τ) = 0 folgt notwendig τ ∈ 2π
a
√
K

Z. Es existieren

also ganze Zahlen z und z ′ mit τ = 2π z = 2π
a
√
K
z ′. Da τ

nach Voraussetzung positiv ist, gilt z > 0 und z ′ > 0 sowie
a
√
K = z ′

z , d.h. es gilt a
√
K ∈ Q.

Es sei nun umgekehrt a
√
K ∈ Q, dann existieren teilerfrem-

de natürliche Zahlen p und q mit 0 < p < q und a
√
K = p

q .
Wir setzen T := 2π

a
√
K

für die Periode der Funktion u und

8 Wir erinnern daran, dass (nach Generalvoraussetzung) 0 < a
√
K < 1 gilt.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

erhalten p T = q 2π. Für alle t ∈ R gilt u(t+p T) = u(t) und
damit

γ (t+ p T) =

 a cos
(
u(t+ p T)

)
cos (v0 + t+ q 2π)

a cos
(
u(t+ p T)

)
sin (v0 + t+ q 2π)

E
(
u(t+ p T)

)


=

 a cos
(
u(t)

)
cos (v0 + t)

a cos
(
u(t)

)
sin (v0 + t)

E
(
u(t)

)
 = γ(t).

Also ist γ in der Tat periodisch.

(b) Wir zeigen, dass p T die kleinste positive Zahl τ derart ist,
dass γ (t+ τ) = γ(t) für alle t ∈ R gilt. Mit der Absicht,
einen Widerspruch herbeizuführen, nehmen wir an, es gibt
eine positive Zahl τ < p T , die diese Gleichung für alle t ∈ R
erfüllt. Wie im Beweis von (a) ausgeführt, existieren dann
positive ganze Zahlen l,m derart, dass τ = l 2π = mT gilt.
Es folgt a

√
K l = m, d.h.pq l = m und schließlich l p = mq.

Weiterhin impliziert die Widerspruchsannahme τ < p T ,
dassm < p gilt. Da p und q nach Voraussetzung teilerfremd
sind, folgt aus l p = mq, dass m von p geteilt wird, d.h. es
existiert eine ganze Zahl x mit m = xp. Da m und p posi-
tiv sind, folgt zunächst x > 0 und daraus x > 1. Somit gilt
m > p, im Widerspruch zur eben abgeleiteten Ungleichung
m < p.

5.1.24 Korollar. Die Geodätische γc,v0 durchschneidet den Äquator
zum Zeitpunkt t = 0 im Punkte f̃(0, v0) und durchläuft diesen Punkt
nach q vollen Umläufen um die Spindelfläche zum ersten Mal wieder
mit derselben Steigung.

5.1.25 Proposition. Es gelte 0 < |c| < a sowie a
√
K = p

q mit teiler-
fremden natürlichen Zahlen p und q.

(a) Falls q ungerade ist, so besitzt die Geodätische γc,v0 genau 2p
Schnittpunkte mit dem Äquator, und der Azimutwinkelabstand
benachbarter Schnittpunkte beträgt ∆v = π

p .
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5.1 Die Spindelfläche SK,a

(b) Falls q gerade ist, so besitzt die Geodätische γc,v0 genau p Schnitt-
punkte mit dem Äquator, und der Azimutwinkelabstand benach-
barter Schnittpunkte beträgt ∆v = 2π

p .

Beweis. Die Geodätische γc,v0 durchschneidet zu jedem Zeitpunkt,
der ein Vielfaches von T = q 2π

p ist, den Äquator mit derselben
Steigung wie zum Zeitpunkt t = 0. Ferner durchschneidet die
Geodätische den Äquator zu den Zeitpunkten

(
n+ 1

2

)
T für al-

le n ∈ N. Es gibt somit 2p Kandidaten für Schnittpunke der
Geodätischen mit dem Äquator. Wir setzen z := ei

2π
p , dann ist

z eine Lösung der Gleichung zp = 1 und erzeugt die zykli-
sche Gruppe Cp :=

{
zk
∣∣ 1 6 k 6 p

}
. Da q und p nach Voraus-

setzung teilerfremd sind, ist auch zq ein Erzeuger von Cp (ei-
ne primitive p-te Einheitswurzel). Folglich sind alle Punkte in{
(zq)k

∣∣ 1 6 k 6 p
}

voneinander verschieden. Der Polarwinkel
jedes dieser Punkt ist ein Vielfaches von q 2π

p modulo 2π. Wir

bezeichnen die zyklische Gruppe, die von der Zahl w := ei
π
p er-

zeugt, wird mit C2p.

(a) Falls q ungerade ist, so sind q und 2p teilerfremd, somit ist
auch mit w auch wq ein Erzeuger von C2p. Also sind alle
2p Schnittpunkte der Geodätischen γc,v0 mit dem Äquator
voneinander verschieden. Der Winkelabstand benachbarter
Schnittpunkte beträgt 2π

2p = π
p .

(b) Falls q gerade ist, so gilt q = 2d mit einer natürlichen Zahl
d > 0, die zu p teilerfremd ist. Wir betrachten die Abbildung
Q : C2p → C2p, x 7→ xq. Deren Kern ist gleich {1,wp}, denn
aus wkq = 1 folgt, dass 2p ein Teiler von kq = 2kd und so-
mit p ein Teiler von kd ist. Damit wird k von p geteilt, und
es folgt k = 0 oder k = p. Mit dem Isomorphiesatz ergibt
sich, dass die Bildmenge von Q eine Untergruppe von C2p
der Ordnung p und somit gleich Cp ist. Damit besitzt die
Geodätische γc,v0 für gerade Werte von q genau p Schnitt-
punkte mit dem Äquator, wobei der Winkelabstand benach-
barter Schnittpunkte 2π

p beträgt.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

Die Abbildungen 5.4a bis 5.4d zeigen die Spindelfläche mit K = 1
und a = 1/2 sowie die durch den Punkt f̃(0, 0) verlaufende
Geodätische mit Neigungskonstante c = 0.4. Da für die gegebene
Kombination von K und a (mit den Bezeichnungen von Satz 5.1.23
und Proposition 5.1.25) p = 1 und q = 2 gilt, existiert ein Schnitt-
punkt der Geodätischen mit dem Äquator, und die Geodätische
benötigt zwei volle Umläufe um die Spindelfläche, bis sie zum ers-
ten Mal wieder mit derselben Steigung durch den Punkt f̃(0, 0)

läuft.

Die Abbildungen 5.5a bis 5.5d zeigen die Spindelfläche S1, 1/3 und
die durch den Punkt f̃(0, 0) verlaufende Geodätische mit Nei-
gungskonstante c = 0.2. Wegen p = 1 und q = 3 existieren
nach Proposition5.1.25 zwei Schnittpunkt der Geodätischen mit
dem Äquator, und die Geodätische benötigt drei volle Umläufe
um die Spindelfläche bis zur glatten Rückkehr zum Punkt f̃(0, 0).

Die Abbildungen 5.6a bis 5.6d zeigen die Spindelfläche S1, 2/3 und
die durch den Punkt f̃(0, 0) verlaufende Geodätische mit Nei-
gungskonstante c = 0.5. Wegen p = 2 und q = 3 existieren
vier Schnittpunkt der Geodätischen mit dem Äquator, und die
Geodätische benötigt drei volle Umläufe um die Spindelfläche bis
zur glatten Rückkehr zum Punkt f̃(0, 0).

5.1.26 Bemerkung. Die Geodätischen auf SK,a verhalten sich für
den Fall, dass a

√
K eine irrationale Zahl ist, gänzlich anders als im

rationalen Fall. Für a
√
K ∈ (0, 1) r Q liegt das Bild jeder parame-

trischen Geodätischen γc,v0 mit 0 < |c| < a dicht in der Teilmenge
der Spindelfläche, die durch die beiden Wendekreise der Geodäti-
schen berandet wird, vgl. etwa [7], Kapitel 10.

Die Abbildungen 5.7a bis 5.7d zeigen die Spindelfläche mit K = 1
und a = 1√

2
sowie Teilen der am Punkt f̃(0, 0) ”startenden“

Geodätischen mit Neigungskonstante c = 0.6. Ein Zyklus ent-
spricht einem Parameterintervall der Länge 2π

a
√
K

= 2
√

2π. Für
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5.1 Die Spindelfläche SK,a

(a) Ansicht von vorne (b) Ansicht aus 90 Grad

(c) Ansicht aus 180 Grad (d) Ansicht aus 270 Grad

Abbildung 5.4: Spindelfläche mit K = 1, a = 1/2 und Geodätische
mit Neigungskonstante c = 0.4 durch f̃(0, 0).
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

(a) Ansicht von vorne (b) Ansicht aus 90 Grad

(c) Ansicht aus 180 Grad (d) Ansicht aus 270 Grad

Abbildung 5.5: Spindelfläche mit K = 1, a = 1/3 und Geodätische
mit Neigungskonstante c = 0.2 durch f̃(0, 0).
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5.1 Die Spindelfläche SK,a

(a) Ansicht von vorne (b) Ansicht aus 90 Grad

(c) Ansicht aus 180 Grad (d) Ansicht aus 270 Grad

Abbildung 5.6: Spindelfläche mit K = 1, a = 2/3 und Geodätische
mit Neigungskonstante c = 0.5 durch f̃(0, 0).
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

(a) 10 Zyklen (b) 20 Zyklen

(c) 50 Zyklen (d) 100 Zyklen

Abbildung 5.7: Spindelfläche mit K = 1, a = 1/
√

2 und Geodäti-
sche mit Neigungskonstante c = 0.6.
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5.2 Ebene Abschnitte von SK,a als CDs

wachsende Zyklenanzahl wird der Gürtel zwischen den beiden
Wendekreisen der Geodätischen zunehmend ausgefüllt.

In Vorbereitung des folgenden Abschnitts führen wir Bezeichnun-
gen für die Systeme (maximaler) geodätischer Punktmengen der
Spindelfläche ein, vgl. Definition 1.3.49 sowie Bemerkung 5.1.18.
Es bezeichne

M :=
{
g ⊂ Sa,K | ∃ v0 ∈ R : g = Im µv0

}
das System der Meridiane,

N :=
{
g ⊂ Sa,K | ∃ v0, c ∈ R : 0 < |c| 6 a und g = Im γc,v0

}
das System aller maximalen geodätischen Punktmengen, welche
von parametrisierten Geodätischen mit von Null verschiedener
Neigungskonstante c herkommen und G := M ∪ N das System
aller geodätischen Punktmengen der Spindelfläche.

5.2 Ebene Abschnitte von SK,a als CDs

In Abschnitt 2.3 haben wir räumliche Realisierungen von CDs
eingeführt und gezeigt, wie durch Einkleben derselben in affine
Ebenen räumliche SMH-Systeme konstruiert werden können. Wir
konkretisieren diese Konstruktion nun mit Hilfe ebener Abschnit-
te der Spindelfläche. Diese werden wir stets so wählen, dass sie
in der Teilmenge

S+ :=
{
(x1, x2, x3) ∈ Sa,K | x1 > 0

}
von Sa,K liegen. Wir spezifizieren das Liniensystem, das auf S+

vom System der Geodätischen der Spindelfläche induziert wird:
Hierzu bezeichne MS+

die Menge der in S+ verlaufenden Me-
ridiane. Das System NS+

bestehe aus denjenigen Teilmengen
g ⊂ S+, für die eine parametrisierte Geodätische γc,v0 und ein
Teilintervall I ⊆ R derart existieren, dass I eine Zusammenhangs-
komponente des Urbildes von S+ unter γc,v0 ist und g = γc,v0(I)

gilt. Schließlich sei GS+
:= MS+

∪NS+
.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

5.2.1 Lemma. Für alle a,K mit 0 < a
√
K < 1 ist die Inzidenzstruk-

tur mit der Punktmenge S+ und dem Geradensystem GS+
ein linearer

Raum.

Beweis. Zum Beweis verwenden wir eine der in Abschnitt 5.1.2
eingeführten geodätischen Abbildungen (siehe Definition 5.1.1)
und die übrigen dort eingeführten Bezeichnungen. Wir betrachten
das Bild von S+ unter der geodätischen Abbildung λ := λ0, vgl.
Korollar 5.1.7. Mit λ = λ ◦ f−1 und

λ : D→ R2, (u, v) 7→

 tan
(
a
√
Kv
)

tan
(√
Ku
)

sec
(
a
√
Kv
)


sowie Proposition 5.1.3 folgt

λ (S+) = λ
(
Ju ×

(
−
π

2
,
π

2

))
=
(
− tan

(
a
√
K
π

2

)
, tan

(
a
√
K
π

2

))
× R.

Die λ-Bilder der durch v = −π2 bzw. v = π
2 gegebenen Meridia-

ne sind jeweils vertikale Geraden, die den offenen Parallelstrei-
fen λ (S+) seitlich begrenzen. Dieser Parallelstreifen ist konvex
bezüglich aff1R2, also ist λ (S+) mit dem System aff1R2 ∩ λ (S+)

ein linearer Raum. Diese inzidenzgeometrische Eigenschaft wird
durch den von λ−1 induzierten Isomorphimus von Inzidenzstruk-
turen auf S+ mit dem System GS+

übertragen.

5.2.2 Bemerkung. Im Falle a
√
K = 1

2 ist λ (S+) gleich dem Paral-
lelstreifen (−1, 1) × R. Für 1

2 < a
√
K < 1 ist der Parallelstreifen

breiter, für 0 < a
√
K < 1

2 schmaler.

Zur Begrenzung unserer Spindelflächenabschnitte betrachten wir
Kurven, die durch Schnitt der Spindelfläche mit Ebenen entste-
hen, die zur Drehachse parallel sind, diese jedoch nicht enthalten.
Der Abschnitt soll dann diejenige Teilmenge der Spindelfläche
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5.2 Ebene Abschnitte von SK,a als CDs

sein, die in demjenigen von der Ebene abgetrennten Halbraum
liegt, welcher die Drehachse nicht enthält. Wegen der Rotations-
symmetrie von SK,a können wir uns auf Ebenen mit einer festen,
zur Drehachse senkrechten Normalenrichtung beschränken. Wir
wählen hierfür die x1-Richtung und setzen für 0 < x0 < a

X := Xx0 :=
{
(x0, x2, x3) | x2, x3 ∈ R

}
sowie

C := Cx0 := X ∩ Sa,K.

5.2.3 Proposition. Die Menge C ist eine zur Kreislinie homöomorphe
C2-Untermannigfaltigkeit von R2.

Beweis. Mit Ju =
(
− π

2
√
K

, π
2
√
K

)
ist f := f̃ |Ju×(−π

2 ,π2 ) eine bijektive
Parametrisierung von S+. Für 0 < x0 < a und

C =
{

(u, v) ∈ Ju ×
(
−
π

2
,
π

2

) ∣∣∣ a cos
(√
Ku
)

cos v = x0

}
ergibt sich C = f

(
C
)
. Für alle (u, v) ∈ C ist wegen cos

(√
Ku
)

6 1
die Beziehung cos v > x0

a > 0, d.h. |v| 6 arccos x0
a < π

2 erfüllt.
Ferner gilt für alle (u, v) ∈ C, dass∣∣∣√Ku∣∣∣ = arccos

( x0

a cos v

)
.

Wir setzen nun vm := arccos x0
a und führen Funktionen g1 und g2

derart ein, dass C die Vereinigung der Graphen von g1 und g2 ist:

g1 : [−vm, vm]→ R, v 7→ +
1√
K

arccos
( x0

a cos v

)
,

g2 : [−vm, vm]→ R, v 7→ −
1√
K

arccos
( x0

a cos v

)
.

Eine Parametrisierung von C ist durch

c : [−vm, 3 vm]→ R2,

c(t) =

{ (
g1(−t), −t

)
, −vm 6 t 6 vm ,(

g2(t− 2 vm), t− 2 vm
)
, vm 6 t 6 3 vm
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

gegeben. Es gilt g1(−vm) = 0 = g2(−vm), also ist c auch an
der Stelle t = vm wohldefiniert und nach Lemma 1.2.2 ist c ste-
tig. Es gilt c(−vm) = c(3 vm), und die Einschränkung von c auf
[−vm, 3 vm) ist injektiv. Nach Definition 3.1.1 ist c somit eine C0-
parametrisierte einfach geschlossene Kurve in R2, und C ist als
Bildmenge von c homömomorph zur Kreislinie. Das Bild f

(
C
)

= C

von C unter dem Homöomorphismus f ist somit ebenfalls eine ge-
schlossene Jordankurve. Aus dem Satz vom regulären Wert (vgl.
etwa Theorem 9.3. in [2]) folgt, dass C eine eindimensionale C2-
Untermannigfaltigkeit von R2 und somit C eine eindimensionale
C2-Untermannigfaltigkeit von X ist. Die Parametrisierung c := f◦c
von C ist außer an den Stellen t = −vm bzw. t = 3 vm sowie
t = vm beliebig oft differenzierbar. Man kann aber auch in den
Umgebungen der Punkte c(±vm) lokale differenzierbare Parame-
trisierungen von C erhalten, indem man die Gleichung

a cos
(√
Ku
)

cos v = x0

nach v auflöst und sich analog zum obigen Verfahren Funktio-
nen h1 und h2 in der unabhängigen Variablen u verschafft, vgl.
Abschnitt 5.3.

5.2.4 Bemerkung. Zu jedem Punkt p von C existiert eine (mo-
dulo 2π eindeutige) Polardarstellung

(
x0, ρ(φ) cosφ, ρ(φ) sinφ

)
bezüglich des Zentrums (x0, 0, 0), und man kann sich überlegen,
dass durch

φ 7→
(
x0, ρ(φ) cosφ, ρ(φ) sinφ

)
eine globale C2-Parametrisierung von C definiert ist. Durch Um-
parametrisieren kann hieraus eine Bogenlängenparametrisierung
c : I→ C gewonnen werden.9

Wir führen nun die Bezeichnungen D für die von C auf S+ be-
randete Menge und D ′ für die von C auf der Ebene X berandete

9 Vgl. etwa Abschnitt 1-5 von [15].
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Menge ein:

D := Dx0 :=
{
x ∈ S+ | x1 > x0

}
,

D ′ :=
{
(x0, x2, x3) ∈ X | x ∈ D

}
.

5.2.5 Lemma. Die Parallelprojektion Π := ΠX : R3 → X, die je-
dem Punkt (x1, x2, x3) ∈ R3 den Punkt (x0, x2, x3) ∈ X zuordnet,
lässt C punktweise fest und realisiert nach Einschränkung auf D einen
Homöomorphismus von D nach D ′.

Mit Proposition 5.2.3 und den eben getroffenen Feststellungen
sind wir nun in der Lage, Satz 3.1.14 anzuwenden.

5.2.6 Korollar. Die Menge D ist eine kompakte und einfach zusam-
menhängende Teilmenge von S+. Als homöomorphes Bild von D ist D ′

eine kompakte und einfach zusammenhängende Teilmenge von X.

Wir haben somit bereits einige der Zutaten zu einer räumlich mit
ebenem Rand realisierten CD und zeigen im Folgenden, dass D
mit dem System

D :=
{
g ∩D

∣∣ g ∈ GS+
, |g ∩D| > 2

}
eine CD in Sinne von Definition 2.1.6 ist. Aus Korollar 5.2.6 folgt,
dass D homöomorph zur abgeschlossenen Einheitskreisscheibe
ist. Da (D, D) vermöge der geodätischen Abbildung λ0 als Inzi-
denzstruktur isomorph zu einer kompakten Teilmenge von A2(R)

ist, sind die Anforderungen an einen linearen Raum erfüllt. Es
bleibt noch nachzuweisen, dass das dritte Axiom von Definition
2.1.6 erfüllt ist. Wir erledigen dies, indem wir zeigen, dass jede
Geodäte in S+ den Rand C von D in höchstens zwei Punkten
trifft. Damit ist (D, D) sogar eine streng konvexe CD.

Als Werkzeuge verwenden wir einige Resultate der klassischen
Kurventheorie und verweisen hierfür auf [33]. Wie in Abschnitt 3.1
erläutert, orientieren wir die Ebene X durch die Wahl von x̂1 =

(1, 0, 0) als Normalenvektor und wählen eine Bogenlängenpara-
metrisierung c : I→ C derart, dass die Punkte c(s) für wachsendes

235



5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

s in dem bezüglich der gewählten Orientiertung positiven Sinne
um die x1-Achse umlaufen, vgl. Bemerkung 5.2.4. Zu jedem Tan-
gentenvektor e1(s) := c ′(s) der Kurve c wählen wir e2(s) durch
Drehung von e1(s) um den Winkel π2 im positiven Sinne um die
Normalenrichtung. Die Krümmungsfunktion κ : I→ R der Kurve
ist dann durch Gleichung 3.1 gegeben, an die wir hier erinnern:
c ′′(s) = κ(s) e2(s) bzw. κ(s) = 〈x ′′(s) | e2(s)〉.

Wir betrachten das sogenannte Darboux-Dreibein (E1,E2,E3).
Hierzu machen wir uns die Tatsache zunutze, dass S+ im Bild
der (bei v = 0 zentrierten) Parametrisierung10 f liegt, verwenden
den normierten Flächennormalenvektor N := Nf mit

N(u, v) :=
∂uf(u, v) × ∂vf(u, v)
‖∂uf(u, v) × ∂vf(u, v)‖

und setzen

E1(s) := c ′(s),

E3(s) :=
(
N ◦ x−1 ◦ c

)
(s),

E2(s) := E3(s)× E1(s).

Es gilt dann

c ′′(s) = κg(s)E2(s) + κN(s)E3(s) (5.15)

mit κg(s) = 〈c ′′(s) |E2(s)〉 sowie κN(s) = II
(
c ′(s), c ′(s)

)
, wobei II

für die zweite Fundamentalform steht, vgl. etwa [33], Kapitel 3.
Die Funktion κg heißt geodätische Krümmung, κN wird Normal-
krümmung genannt.

5.2.7 Lemma. Es sei S ein Flächenstück mit Gauß-Krümmung K > 0
und c : I → S eine durch die Bogenlänge parametrisierte Kurve auf S.
Dann gilt κN(s) 6= 0 für alle s ∈ I.

10 Vgl. die definierende Gleichung 5.6.
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5.2 Ebene Abschnitte von SK,a als CDs

Beweis. Es sei k1 der maximale und k2 der minimale Eigenwert
der Weingartenabbildung, X1 und X2 seien die zugehörigen nor-
mierten Eigenvektoren. Ohne Einschränkung11 können wir an-
nehmen, dass X1 und X2 senkrecht aufeinander stehen und stellen
c ′ als Linearkombination c ′ = l1 X1 + l2 X2 dar. Es ist dann

κN = II(c ′, c ′) = l21 k1 + l22 k2

Es gilt k1 k2 = K (vgl. etwa [33], Definition 3.13), damit folgt aus
der Vorausetzung K > 0, dass die beiden Eigenwerte entweder
beide positiv oder beide negativ sind, also gilt κN 6= 0.

Wir kehren zurück zum konkreten Fall der Schnittkurve C und
kombinieren die Gleichungen 3.1 und 5.15:

κ e2 = κg E2 + κN E3. (5.16)

5.2.8 Proposition. Es sei κN(s) 6= 0 für alle s ∈ I. Dann gilt 0 /∈
κ(I), und für s ∈ I ist κg(s) 6= 0 genau dann erfüllt, wenn die Menge
{e2(s),E3(s)} linear abhängig ist.

Beweis. Es sei κN(s) 6= 0 für alle s ∈ I. Dann gilt κ(s) 6= 0 für alle
s ∈ I. Denn gäbe es s ∈ I mit κ(s) = 0, so wären E2(s) und E3(s)

linear abhängig, im Widerspruch zu deren Orthogonalität, vgl.
die Bemerkung hierzu im Beweis von Lemma 5.2.7). Wenn nun
κg(s) = 0 für ein s ∈ I gilt, so folgt κ(s) e2(s) = κN(s)E3(s) 6= 0.
Da nach Voraussetzung κN(s) 6= 0 gilt, ist {e2(s),E3(s)} linear
abhängig. Falls umgekehrt die beiden Vektoren e2(s) und E3(s)

für ein s ∈ I linear abhängig sind, so existiert, da keiner der bei-
den der Nullvektor ist, ein Skalar l 6= 0 mit e2(s) = l E3(s), und es
gilt

κg(s)E2(s) = (κ(s) l− κN(s)) E3(s).

Wegen E2(s) ⊥ E3(s) gilt notwendig κg(s) = 0 (und κ(s) l =

κN(s)).
11 Für k1 6= k2 folgt aus der Selbstadjungiertheit der Weingartenabbildung, dass
X1 ⊥ X2 gilt. Für k1 = k2 lässt sich eine Orthonormalbasis des zweidimensiona-
len Eigenraums wählen.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

5.2.9 Proposition. Für jede Bogenlängenparametrisierung c : I → C

von C gilt κg(s) 6= 0 für alle s ∈ I.

Beweis. Da die Spindelfläche SK,a positive Gauß-Krümmung K

besitzt, gilt κN(s) 6= 0 für alle s ∈ I nach Proposition 5.2.7 und
κ(s) 6= 0 für alle s ∈ I nach Proposition 5.2.8. Da c in einer zur x1-
Achse senkrechten Ebene verläuft, ist die Komponente von e2(s)

in x1-Richtung gleich Null. Der Flächennormalenvektor N(u, v)
dagegen hat für v ∈

(
−π2 , π2

)
eine von Null verschiedene x1-

Komponente (vgl. den Ausdruck 5.4). Also sind e2(s) und E3(s)

für kein s ∈ I linear abhängig. Nach Proposition 5.2.8 gilt damit
κg(s) 6= 0 für alle s ∈ I.

5.2.10 Proposition. Die von C berandete TeilmengeD ′ von X ist streng
aff1X-konvex.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Proposition 5.2.8 in Verbindung
mit Satz 3.1.13 und Satz 3.1.14

5.2.11 Proposition. Das von der Kurve C auf S+ berandete Gebiet D
ist konvex bezüglich des Systems GS+

.

Beweis. Durch Kombination von [9] mit einem Resultat von Ban-
gert (vgl. [5], Satz 2.8 und die nachfolgenden Bemerkung) folgt12

aus Proposition 5.2.9, dass zu je zwei Punkten p,q ∈ D eine
Geodätische γpq : J → D von p nach q existiert, die ganz in D
verläuft.

Durch die Untersuchungen der Geodäten auf der Spindelfläche
im vorigen Abschnitt wissen wir, dass jede Geodäte in D im Bild
einer parametrisierten Geodätischen γ : J̄ → S+ liegt, die den
Rand C von D in mindestens zwei Punkten schneidet. Wir zei-
gen nun, dass keine Geodäte auf S+ mehr als zwei Punkte mit
der Randkurve C gemein hat.

12 Wir danken Herrn Prof. R. Walter aus Dortmund für den Hinweis auf diese
Literaturstellen.
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Es sei also g eine Geodäte, die C in den Punkten p und q schnei-
det. Es kann zwischen p und q keinen Punkt z ∈ S+ r D auf g
geben. Denn sonst existierten von p und q verschiedene Punkte
p ′,q ′ ∈ C ∩ g, und g wäre eine Verbindungsgeodäte von p ′ und
q ′. Da nach der obigen Proposition andererseits eine in D gelege-
ne Geodäte existiert, die p ′ und q ′ verbindet, ergibt sich ein Wi-
derspruch zur Eindeutigkeit der Verbindungsgeodäten. Weiterhin
ist ausgeschlossen, dass ein Intervall J ′ ⊆ J̄ derart existiert, dass
γ(J ′) ⊂ C gilt, denn sonst wäre die geodätische Krümmung auf
γ(J ′) ∩ C gleich Null, im Widerspruch zu Proposition 5.2.9.

Wir haben nun noch den Fall auszuschließen, dass zwischen p

und q ein Punkt z ∈ g existiert, an dem die Tangenten von g

und C übereinstimmen. Widrigenfalls gäbe es p ′ echt zwischen p
und z und q ′ echt zwischen z und q. Die in D gelegene Verbin-
dungsgeodäte γp ′q ′ kann g nicht in zwei Punkten schneiden, weil
ansonsten ein Zweieck entstünde. Also verläuft die eindeutig be-
stimmte Verbindung von p ′ und q ′ durch den Punkt z, und ihre
Tangente stimmt dort mit der Tangente von g überein; durch eine
Punktes und die Steigung in diesem Punkt ist aber eine geodäti-
sche Punktmenge eindeutig bestimmt (vgl. Satz 1.3.30 zusammen
mit Bemerkung 5.1.18), also muss p = p ′ und q = q ′ gelten, im
Widerspruch zur Annahme. Mit Blick auf Definition 2.1.6 fassen
wir zusammen:

5.2.12 Proposition. (a) Für jede Geodäte g ∈ GS+
gilt |g ∩ C| 6 2.

(b) Es ist D =
{
g ∩D | |g ∩ C| = 2

}
.

(c) Jede Geodäte g ∈ D ist homöomorph zu einem abgeschlossenen
Intervall. Ferner ist für jede Geodäte g die Menge g r C zusam-
menhängend, und es gilt g ∩ C = ∂g.

5.2.13 Korollar.

(a) Die Inzidenzstruktur D := (D, D) ist eine streng konvexe CD.

(b) Mit X := (X, aff1X) ist (D, X) eine räumlich mit ebenem Rand
realisierte CD im Sinne von Definition 2.3.1.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

5.2.14 Bemerkung. Die Einschränkung der Parallelprojektion

Π : R3 → X, (x1, x2, x3) 7→ (x0, x2, x3)

auf D induziert einen Isomorphismus der Inzidenzstrukturen
(D, D) und (D ′,Π(D)), siehe auch Satz 2.3.4 und Lemma 5.2.5.

5.3 Prüfung projektiver Äquivalenz

Es sei 0 < x0 < a. Wir verschaffen uns lokale Parametrisierungen
der Kurve C, die sich als Schnittmenge der Ebene Xx0 und der
Spindelfläche SK,a ergibt (vgl. den Beweis von Proposition 5.2.3
und die dort eingeführten Bezeichnungen). Wir betrachten zu-
nächst eine Umgebung des (von einem hinreichend weit vom Ur-
sprung entfernten Punkt auf der positiven x-Achse aus gesehen)

”rechten“ Scheitels f
(
0, arccos x0

a

)
der Kurve C. Dort lässt sich die

Gleichung
a cos

(√
Ku
)

cos v = x0

nach v auflösen, und erhalten wir v = h(u) mit

h :

(
−

1√
K

arccos
x0

a
,

1√
K

arccos
x0

a

)
→ R,

h(t) = arccos

 x0

a cos
(√
K t
)
 .

Die Parametrisierung ξ der Schnittkurve in der Umgebung des
rechten Scheitels ergibt sich durch Einsetzen von h(t) in die (bei
v0 = 0 zentrierte) Parametrisierung f der Spindelfläche: ξ(t) =

f(t,h(t)). Mit der Wahl arccos : [−1, 1] → [0,π] und der Identität
sin(arccos s) =

√
1 − s2 erhalten wir

ξ(t) =


x0√

a2 cos2
(√
K t
)

− x2
0

E(t)

 .
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Vermöge der Koordinatenabbildung (vgl. Definition 2.3.7)

β : X −→ R2, β(x0, x2, x3) = (x2, x3)

verschaffen wir uns eine parametrisierte Kurve in R2:

(β ◦ ξ)(t) =

 √
a2 cos2

(√
K t
)

− x2
0

E(t)

 .

Die projektive Standarddarstellung Ξ von β◦ξ ist gegeben durch

Ξ(t) =


√
a2 cos2

(√
K t
)

− x2
0

E(t)

1

 .

Wir haben die spezielle Grundgleichung von K(β ◦ ξ) zu verglei-
chen mit der speziellen Grundgleichung von K(θ), wobei θ := λ◦ξ
die Parametrisierung der Bildkurve unter der geodätischen Abbil-
dung λ ist. Mit λ = λ ◦ f−1 (vgl. Korollar 5.1.7) erhalten wir

θ(t) =
(
λ ◦ f−1 ◦ ξ

)
(t) = λ(t,h(t)).

Zusammen mit Definition 5.1.1 folgt somit, dass die projektive
Standarddarstellung Θ von K(θ) durch

Θ(t) =


tan
(
a
√
Kh(t)

)
tan
(√
K t
)

sec
(
a
√
Kh(t)

)
1


gegeben ist. Nach Bemerkung 3.2.18 können wir zur Berechnung
der Koeffizientenfunktionen der speziellen Grundgleichung von
K(θ) auch eine renormierte Darstellung ρΘ von Θ verwenden
(siehe auch Lemma 3.2.12 sowie Korollar 3.2.13). Zur Vereinfa-
chung der Differentiationen ist es im vorliegenden Fall von Vor-
teil, den Ausdruck Θ(t) mit cos

(
a
√
Kh(t)

)
zu multiplizieren
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und so die Darstellung

Θ : t 7→


sin
(
a
√
Kh(t)

)
tan
(√
K t
)

cos
(
a
√
Kh(t)

)
 zu erhalten.

Nach Ausführung der ersten bis dritten Ableitungen von Ξ und Θ
lassen sich die Koeffizientenfunktionen13 der allgemeinen Grund-
gleichungen

Ξ ′′′(t) = αξ(t)Ξ(t) + βξ(t)Ξ
′(t) + γξ(t)Ξ

′′(t)

bzw. Θ ′′′(t) = αθ(t)Θ(t) + βθ(t)Θ
′(t) + γθ(t)Θ

′′(t)

mit Hilfe der Cramerschen Regel berechnen.

Wir erhalten eine lokale Parametrisierung von C in der Umge-
bung des linken Scheitels f

(
0, − arccos x0

a

)
sowie projektive Dar-

stellungen der entsprechenden Kurven, indem wir in den obigen
Ausdrücken h(t) durch −h(t) ersetzen.

Wir verfahren analog mit der lokalen Parametrisierung von C in
der Umgebung des oberen Scheitels f

(
1√
K

arccos
(
x0
a

)
, 0
)

. Dort

lässt sich die Gleichung a cos
(√
Ku
)

cos v = x0 nach u auflösen
und wir erhalten, wie im Beweis von Proposition 5.2.3) ausgeführt
wurde, die Beziehung u = g1(v) mit

g1 :
(
− arccos

x0

a
, arccos

x0

a

)
→ R,

g1(t) =
1√
K

arccos
(

x0

a cos ( t)

)
.

13 In diesem Abschnitt bezeichnen wir die Koeffizientenfunktionen in allgemeinen
Grundgleichungen mit den Symbolen αξ, βξ, γξ, usw. und verwenden für die
speziellen Grundgleichungen die Bezeichnungen α̂ξ, β̂ξ, γ̂ξ, etc.. Der Kürze hal-
ber verwenden wir den Index ξ anstelle von β ◦ ξ und υ anstelle von β ◦ υ.
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5.3 Prüfung projektiver Äquivalenz

Wir setzen υ : t 7→ f
(
g1(t), t

)
und erhalten nach Komposition mit

der Koordinatenabbildung β die Parametrisierung

(β ◦ υ)(t) =

(
a cos

(√
Kg1(t)

)
sin t

E
(
g1(t)

)
)

sowie deren projektive Darstellung

Υ(t) =


a cos

(√
Kg1(t)

)
sin t

E
(
g1(t)

)
1

 .

Eine (bereits renormierte) projektive Darstellung der Parametri-
sierung ω := λ ◦ υ ist gegeben durch

Ω(t) =


sin
(
a
√
K t
)

tan
(√
Kg1(t)

)
cos
(
a
√
K t
)
 .

Nach Ausführung der ersten bis dritten Ableitungen von Υ undΩ
lassen sich die Koeffizientenfunktionen der allgemeinen Grund-
gleichungen

Υ ′′′(t) = αυ(t)Υ(t) + βυ(t)Υ
′(t) + γυ(t)Υ

′′(t)

bzw. Ω ′′′(t) = αω(t)Ω(t) + βω(t)Ω ′(t) + γω(t)Ω ′′(t)

mit Hilfe der Cramerschen Regel berechnen.

Wir erhalten eine lokale Parametrisierung von C in der Umge-
bung des unteren Scheitels f

(
− 1
K arccos x0

a , 0
)

sowie projektive
Darstellungen der entsprechenden Kurven, indem wir in den
Ausdrücken für (β ◦ υ)(t), Υ(t) und Ω(t) den Funktionsausdruck
g1(t) durch g2(t) ersetzen.
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Mit Lemma 3.2.16 erhalten wir für K(β ◦ ξ) und K(θ) sowie für
K(β ◦ υ) und K(ω) die Koeffizientenfunktionen der jeweiligen
speziellen Grundgleichungen:

α̂(t) = α(t) +
1
3
β(t) +

2
27
γ(t)3 −

1
9
γ ′′(t),

β̂(t) = β(t) +
1
3
γ(t)2 − γ ′(t),

γ̂(t) = 0.

5.3.1 Bemerkung. Die praktische Durchführung dieser Rechnun-
gen ist wegen der eskalierenden Komplexität der vorkommen-
den Ausdrücke (Ableitungen bis zur dritten Ordnung, Quotienten
von Determinanten und Ableitungen derselben) manuell kaum
zu bewältigen. Aus diesem Grund haben wir die Computeral-
gebra-Software Mathematica [62] für diese Rechnungen herange-
zogen und von deren Fähigkeit Gebrauch gemacht, symbolische
(algebraische und differentialalgebraische) Operationen durchzu-
führen und die entsprechenden Resultat (so weit wie möglich und
sinnvoll) algebraisch auszuwerten. Der Programmcode ist in An-
hang A.1 abgedruckt.

Für Kombinationen von K und a mit a2 K = 1, dem sphärischen
Grenzfall, geht die Teilmenge S+ der Spindelfläche in die Hemi-
sphäre mit Radius a über, die von uns betrachtete Schnittkurve C

wird ein Kleinkreis auf dieser Hemisphäre. In diesem Fall ist die
geodätische Abbildung λ durch die Zentralprojektion auf eine zur
Kurve C parallele Ebene gegeben, vgl. Abschnitt 5.1.2. Daher ist
λ(C) ebenfalls ein Kreis und somit projektiv äquivalent zu C, also
stimmen für jede Parametrisierung c von C die entsprechenden
Koeffizientenfunktionen der speziellen Grundgleichungen von c
und λ ◦ c nach Satz 3.3.2 überein. Im Einklang hiermit stehen
die Resultate der von uns durchgeführten computeralgebraischen
Rechnungen (vgl. Anhang A.1) für den sphärischen Grenzfall, die
wir im Folgenden aufführen.

5.3.2 Ergebnis. Für die Koeffizientenfunktionen der speziellen Grund-
gleichungen der parametrisierten Kurven ξ (bzw. β◦ξ), θ, υ (bzw. β◦υ)
und ω gelten im Falle a2 K = 1 die folgenden Aussagen:
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5.3 Prüfung projektiver Äquivalenz

(a) Es ist α̂ξ = α̂θ, und für den Funktionsausdruck α̂ξ(t) gilt14

4
(
a3 − 2ax2

0 + a3 cos
(2 t
a

))3

3 x2
0 sec2

(
t
a

)
tan
(
t
a

) α̂ξ(t)

= − 38a4 + 60a2 x2
0 − 32 x4

0 +
(
−49a4 + 64a2 x2

0
)

cos
(

2 t
a

)
+
(
−10a4 + 4a2 x2

0
)

cos
(

4 t
a

)
+ a4 cos

(
6 t
a

)
.

(b) Es ist β̂ξ = β̂θ, und für den Funktionsausdruck β̂ξ(t) gilt

−
8
(
a3 − 2ax2

0 + a3 cos
(2 t
a

))2

sec2
(
t
a

) β̂ξ(t)

= 10a4 + 36a2 x2
0 − 80 x4

0

+
(
15a4 + 16a2 x2

0 + 16x4
0
)

cos
(

2 t
a

)
+
(
6a4 − 20a2 x2

0
)

cos
(

4 t
a

)
+ a4 cos

(
6 t
a

)
.

(c) Es ist α̂υ = α̂ω, und es gilt

α̂υ(t) = −
24a2 x2

0
(
a2 − x2

0
)

sin (2 t)(
a2 − 2 x2

0 + a2 cos (2 t)
)3 .

(d) Es ist β̂υ = β̂ω, und für den Funktionsausdruck β̂υ(t) gilt

−
1
2
(
a2 − 2 x2

0 + a2 cos (2 t)
)2
β̂υ(t) =

3a4 − 2a2 x2
0 + 2 x4

0 + 4a2 (a2 − 2 x2
0
)

cos (2 t) + a4 cos (4 t) .

14 Wo der Funktionsausdruck aus Platzgründen nicht auf einer Gleichungsseite
isoliert werden konnte, dient der Fettdruck der typographischen Hervorhebung.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

5.3.3 Korollar. Nach Satz 3.3.2 sind die Kurven β◦ξ und λ◦ξ im Falle
a2 K = 1 punktweise projektiv äquivalent (in dem zu Beginn von Ab-
schnitt 3.3 spezifizierten Sinne), ebenso sind β ◦υ und λ ◦υ punktweise
projektiv äquivalent.

5.3.4 Bemerkung. Die lokalen Parametrisierungen um den linken
bzw. unteren Scheitelpunkt von C sind ebenfalls punktweise pro-
jektiv äquivalent zu den jeweiligen Bildkurven unter der geodäti-
schen Abbildung λ. Es lässt sich also eine stückweise definierte
globale Parametrisierung der ganzen Schnittkurve C angeben, die
projektiv äquivalent zu ihrem Bild unter λ ist.

Wegen der Komplexität der Ausdrücke, die sich für α̂ξ(t,K,a, x0),
α̂θ(t,K,a, x0) usw. ergeben, haben wir auf den Versuch verzichtet,
mit algebraischen oder funktionalanalytischen Methoden15 nach-
zuweisen, dass punktweise projektive Äquivalenz der Kurven C

und λ(C) genau für den Fall a2 K = 1 vorliegt. Jedoch lassen sich
die Werte der Differenzfunktionen α̂ξ − α̂θ und β̂ξ − β̂θ bzw.
α̂υ − α̂ω und β̂υ − β̂ω für jede gewünschte Kombination von a,
K und x0, die den Bedingungen 0 < a2K < 1 sowie 0 < x0 < a

genügt, etwa mit Hilfe von Mathematica numerisch berechnen und
graphisch darstellen. Das hierfür erstellte Programm-Modul ha-
ben wir in Anhang A.2 wiedergegeben. In den Schaubildern 5.8
bis 5.11 sind die genannten Differenzfunktionen für die Wahl
K = 1, a = 0.4 und x0 = 0.1 dargestellt. Ersichtlich ist keine der
Funktionen gleich der Nullfunktion.

5.3.5 Bemerkung. Die mit Mathematica erzeugten Funktionsgra-
phen basieren auf Berechnungen, die mit der Maschinengenau-
igkeit von 16 Stellen durchgeführt wurden. Es ist nun nicht von
vorneherein auszuschließen, wenn auch höchst unwahrscheinlich,
dass die hier gezeigten Graphen nur aufgrund von (durch vie-
le Rechenschritte propagierten) Abbruch- bzw. Rundungsfehlern
von dem Graphen der Nullfunktion abweichen. Laut Handbuch

15 In Abschnitt 4.4 konnte die entsprechende Fragestellung bei der Hilbert-Ebene
durch die Untersuchung abbrechender Fourierreihen behandelt werden.
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5.3 Prüfung projektiver Äquivalenz

[62] bietet Mathematica einen Rechenmodus, in dem die Ergebnis-
se numerischer Berechnungen mit beliebig hoher, vom Benutzer
einstellbarer Genauigkeit ausgegeben werden. Um also numerisch
streng nachzuweisen, dass eine der hier betrachteten Differenz-
funktionen nicht verschwindet, wäre unter Ausnutzung dieses
Modus ein ε > 0 und t derart aufzufinden, dass der Wert der Dif-
ferenzfunktion für dieses t außerhalb der ε-Umgebung der Null
liegt.

5.3.6 Ergebnis. Es bezeichne I den Definitionsbereich von ξ und I ′

den Definitionsbereich von υ. Nach Satz 3.3.2 existiert (jedenfalls im
Falle K = 1, a = 0.4, x0 = 0.1) keine projektive Abbildung µ mit
der Eigenschaft, dass (µ ◦ π ◦ β ◦ ξ) (t) = (π ◦ λ ◦ ξ) (t) für alle t ∈
I gilt. Ebensowenig existiert eine projektive Abbildung µ ′ derart, das
(µ ′ ◦ π ◦ β ◦ υ) (t) = (π ◦ λ ◦ υ) (t) für alle t ∈ I erfüllt ist.

5.3.7 Ergebnis. Die Kurven C und λ(C) sind (jedenfalls im Falle K = 1,
a = 0.4, x0 = 0.1) nicht punktweise projektiv äquivalent, unabhängig
von der Parametrisierung für C.

Beweis. Es sei c : J → C eine Parametrisierung von C und es sei
ξ : I → C die zuvor verwandte lokale Parametrisierung. Dann
existiert ein Teilintervall J ′ ⊂ J und eine Umparametrisierung
Φ : I → J ′ mit c

(
Φ(t)

)
= ξ(t) für alle t ∈ I. Angenommen, es

gibt eine projektive Abbildung µ derart, dass

(µ ◦ π ◦ β ◦ c)(s) = (π ◦ λ ◦ c)(s) für alle s ∈ J gilt.

Dann ist insbesondere

(µ ◦ π ◦ β ◦ c)(Φ(t)) = (π ◦ λ ◦ c)
(
Φ(t)

)
für alle t ∈ I,

und somit

(µ ◦ π ◦ β ◦ ξ)(t) = (π ◦ λ ◦ ξ)(t) für alle t ∈ I,

im Widerspruch zu Ergebnis 5.3.6.

247
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Abbildung 5.8: Graph der Differenzfunktion α̂ξ − α̂θ
für K = 1, a = 0.4, x0 = 0.1
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Abbildung 5.9: Graph der Differenzfunktion β̂ξ − β̂θ
für K = 1, a = 0.4, x0 = 0.1

248
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Abbildung 5.10: Graph der Differenzfunktion α̂υ − α̂ω
für K = 1, a = 0.4, x0 = 0.1
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Abbildung 5.11: Graph der Differenzfunktion β̂υ − β̂ω
für K = 1, a = 0.4, x0 = 0.1
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

5.4 Eine Spindelflächenebene

Wir verwenden die im vorigen Abschnitt näher untersuchte Spin-
delfläche S1,0.4 für die explizite Konstruktion eines nicht desar-
guesschen Hilbertsystems im Raum. Hierzu betrachten wir die
Ebene X :=

{
(0.1, x2, x3) | x2, x3 ∈ R

}
mit dem System aff1X, ferner

die durch C := S+∩X berandete räumlich mit ebenem Rand reali-
sierte CD (X, D) (vgl. Proposition 5.2.12 und Korollar 5.2.13) sowie
das zugehörige SMH-System AD

X (vgl. Definition 2.3.2). Letzteres
ist nach Satz 2.3.4 eine affine R2-Ebene.

5.4.1 Proposition. Die geodätische Abbildung λ := λ0 ist eine stetige,
injektive Lineation von D nach A2R und induziert eine Einbettung von
D in die reelle affine Ebene.

Beweis. Nach Korollar 5.1.7 ist λ geodätische Abbildung (vgl. De-
finition 1.3.40) und somit eine stetige, injektive Lineation von D
nach A2R. Aus Lemma 2.1.13 folgt unmittelbar, dass λ eine Ein-
bettung von D in A2R induziert.

5.4.2 Korollar. Die affine R2-Ebene AD
X ist ein räumliches Hilbertsys-

tem im Sinne von Definition 2.3.5.

5.4.3 Ergebnis. Das räumliche Hilbertsystem AD
X ist eine nicht desar-

guessche affine Ebene.

Beweis. Auf der Grundlage der Ergebnisse 5.3.6 und 5.3.7 folgt die
Behauptung aus Satz 2.3.8.

Als Ergänzung zu dem eben formulierten Ergebnis veranschauli-
chen wir anhand einer konkreten Konfiguration, dass AD

X die affi-
ne Desargues-Eigenschaft nicht besitzt (vgl. Definition 1.1.46 und
Lemma 1.1.49). Wir wählen drei Geraden in X, die in einem Punkt
Z konfluent sind. Die Abbildung 5.12 zeigt eine Situation mit der
konkreten Wahl Z = (0.1, 0, 0.7). Da der affine Satz von Desargues
für den zweidimensionalen affinen Unterraum X von R3 gültig ist,
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5.4 Eine Spindelflächenebene

können wir uns im Außengebiet von C zwei bezüglich des Punk-
tes Z zentral gelegene Dreiecke mit paarweise parallelen Seiten
denken, vgl. Definition 1.1.46.

Wir betrachten nun die modifizierten Geraden aus XD (vgl. Defi-
nition 2.3.5), die durch Ersetzen derjenigen Teile der Geraden, die
im Inneren von C verlaufen, durch passende Geodätensegmente
auf der Spindelfläche konstruiert werden. Wie aus Abbildung 5.13
ersichtlich ist, sind diese modifizierten Geraden nicht (in einem
Punkt) konfluent. Damit liegen die Dreiecke nicht zentral in AD

X ,
und nach Lemma 1.1.49 folgt, dass AD

X die Desargues-Eigenschaft
nicht besitzt. Ergänzend hierzu zeigt die Abbildung 5.14 die Bil-
der von C und der drei Geodätensegmente unter der geodätischen
Abbildung λ. Die Bilder der Geodätensegmente sind (nicht kon-
fluente) Geradenstücke.

5.4.4 Bemerkung. Aufgrund von Ergebnis 5.3.2 ist klar, dass die
Spindelflächenebene für Werte von a und K, die die Beziehung
a2 K = 1 erfüllen, also in den Fällen, die wir als ”sphärischen
Grenzfall“ bezeichnet haben, in eine desarguessche Ebene über-
geht. Wir vermuten, dass alle anderen zulässigen Kombinationen
von K, a und x0 in Spindelflächenebenen resultieren, welche die
Desargues-Eigenschaft nicht besitzen. Aus den gegen Ende von
Abschnitt 5.3 geschilderten Gründen ist ein Beweis dieser Vermu-
tung, sofern sie denn zutrifft, mit den hier vorgestellten Metho-
den schwer zu erbringen. Jedoch kann für jede interessierende
Kombination von K, a und x0 eine numerische Überprüfung bzw.
ein Vergleich der entsprechenden Koeffizientenfunktionen durch-
geführt werden, wie in Abschnitt 5.3 für den Spezialfall K = 1,
a = 0.4, x0 = 0.1 dargelegt wurde. Wir haben so ein Verfahren
entwickelt, das es erlaubt, Kombinationen von K, a und x0 zu
identifizieren, die zu einer nicht desarguesschen Spindelflächen-
ebene führen.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

Abbildung 5.12: Darstellung der Kurve C, die sich als Schnitt-
menge der Spindelfläche S1,0.4 und der Ebene
Xx0=0.1 ergibt, sowie dreier konfluenter Geraden
aus aff1Xx0=0.1.
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5.4 Eine Spindelflächenebene

Abbildung 5.13: Spindelflächenebene mit den Scharparameter-
werten K = 1, a = 0.4 und x0 = 0.1 und drei
(modifizierte) Geraden, die durch Fortsetzung
der (gewöhnlichen) Geraden der Ebene durch
Geodätensegmente auf der Spindelfläche entste-
hen. Ersichtlich sind die drei modifizierten Gera-
den nicht konfluent.
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5 Räumliche Realisierungen nichtklassischer Ebenen

Abbildung 5.14: Bilder der Schnittkurve C und der in Abbil-
dung 5.13 dargestellten Geodätensegmente auf
S1,0.4 unter der geodätischen Abbildung λ. Die
drei Geodätensegmente werden unter λ auf drei
(nicht konfluente) Geradenstücke abgebildet.
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6 Ausblick

In der vorliegenden Arbeit haben wir ebene und räumliche Reali-
sierungen Hilbertscher Liniensysteme betrachtet, Kriterien dafür
angegeben, wann solche Ebenen klassisch sind und diese Kriteri-
en insbesondere auf eine konkrete Drehfläche konstanter positiver
Gauß-Krümmung angewandt. Wir wollen nun noch einen Aus-
blick auf weiterführende Ideen und auf offene Fragen im Umkreis
dieser Arbeit geben.

Für die Untersuchung geometrischer Strukturen sind in vielen
Fällen Informationen über die jeweiligen Automorphismengrup-
pen hilfreich, manche Autoren betrachten die Automorphismen-
gruppe neben der Inzidenzstruktur als konstituierend für eine
Geometrie, vgl. etwa [57]. Die von uns betrachteten Ebenen lassen
im Allgemeinen nur wenige Kollineationen zu. So enthält die Au-
tomorphismengruppe der Hilbertschen Ebene von 1899 außer der
Identität nur für spezielle Lagen des Inversionszentrums ein wei-
teres Element, vgl. [4] und [53]. Für die in der vorliegenden Arbeit
diskutierte Spindelflächenebene besteht die Vermutung, dass die
Automorphismengruppe isomorph zur Kleinschen Vierergruppe
ist. Es ist jedoch noch offen, ob und ggf. wie sich die in [53] ver-
wandten Methoden aus der algebraischen Geometrie für den Be-
weis dieser Vermutung verallgemeinern bzw. ersetzen lassen.

Die von uns mithilfe der Spindelfläche realisierte Ebene stellt kein
singuläres Beispiel dar, vielmehr sind alle Flächen konstanter po-
sitiver1 Gauß-Krümmung K Kandidaten für räumliche Realisie-

1 Auch Flächen konstanter negativer Gauß-Krümmung lassen lokal geodätische
Abbildungen auf die Ebene zu, sie besitzen aber nicht die zur Konstruktion
räumlicher CDs notwendigen lokalen Konvexitätseigenschaften.
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rungen von desarguesschen CDs bzw. von Hilbertschen Linien-
systemen: Jede derartige Fläche ist ja nach dem Satz von Minding
lokal isometrisch zur Sphäre mit Radius 1√

K
, wobei die lokale Iso-

metrie durch Transformation auf geodätische Polarkoordinaten
(vgl. z.B. [15], Abschnitt 4.6) oder Gaußsche (geodätische) Paral-
lelkoordinaten (vgl. etwa [29], 3.3.10 oder [33], Abschnitt 4E) ver-
mittelt wird. Die Komposition einer solchen lokalen Isometrie mit
der Zentralprojektion von der Sphäre liefert eine lokale geodäti-
sche Abbildung der Fläche auf die euklidische Ebene.

Ausgehend von unseren in Kapitel 5 angestellten Untersuchun-
gen liegt die Betrachtung von Wulstflächen nahe, also von Dreh-
flächen mit konstanter positiver Gauß-Krümmung K und Äqua-
torialradius a mit a2 K > 1 (vgl. etwa [29], 2.5.5 oder [33], Ab-
schnitt 3C). Es ist zu erwarten, dass die mit Wulstflächen kon-
struierten Hilbertsysteme analog zur Spindelflächenebene nur im
sphärischen Grenzfall mit a2 K = 1 desarguessch sind. Weiterhin
ergibt sich ein ganzes Reservoir potentieller Beispiele aus den Un-
tersuchungen von Flächen konstanter mittlerer Krümmung, wie
sie unter anderem von U. Pinkall und I. Sterling ([46]) unter-
nommen wurden (vgl. auch [16] und die dort enthaltenen Lite-
raturhinweise): Bekanntlich besitzt für ein Flächenstück (f,N) mit
konstanter mittlerer Krümmung H0 6= 0 und Normalenfeld N die
Parallelfläche

(
f+ 1

2H0
,N
)

konstante Gauß-Krümmung 4H2
0, wo-

bei durch geeignete Zusatzannahmen ausgeartete Fälle vermie-
den werden müssen, vgl. etwa [43], Abschnitt 5.3.

Bei der Betrachtung der hier genannten Flächen S stellt sich in
unserem Kontext zunächst die Frage, ob sich jeweils räumliche
CDs mit ebenem Rand realisieren lassen. Zwar existiert wegen der
positiven Gauß-Krümmung zu jedem2 Punkt eine Ebene X ⊆ R3

derart, dass die Schnittkurve C := S ∩ X einfach geschlossen und
bezüglich aff1X konvex ist. Allerdings ist nicht garantiert, dass
der von C auf S berandete Bereich konvex bezüglich des Systems

2 Gegebenenfalls muss man sich auf Punkte beschränken, die abseits von Selbst-
durchdringungen der Fläche liegen.
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der Geodätischen auf S ist. Umgekehrt ist zwar für jeden Punkt
auf S die Existenz einer bezüglich des Geodätensystems von S

konvexen Umgebung Up gesichert, (vgl. etwa [15], Abschnitt 4.7,
Proposition 4), es ist aber a priori nicht klar, ob Punkte p ∈ S,
Umgebungen Up und Ebenen X derart existieren, dass der ebene
Schnitt Up∩X eine bezüglich des Geodätensystems von S konvexe
Teilmenge von S berandet.

Die übergeordnete Frage ist, ob es in der Klasse der Flächen,
auf denen sich desarguessche CDs abgrenzen lassen, außer der
Sphäre weitere Beispiele gibt, die desarguessche Hilbertsysteme
liefern, für welche also die jeweilige geodätische Abbildung auf
der Randkurve der für die Konstruktion gewählten CD mit ei-
ner projektiven Abbildung übereinstimmt. Als reizvolles analo-
ges Problem hierzu wäre für den Fall der Hilbertschen Ebene zu
klären, ob der Kreis die einzige Kurve C ⊂ R2 mit der Eigen-
schaft ist, dass C und das Bild ι(C) unter der Inversionsabbildung
projektiv äquivalent sind.

Man kann sich auf den Standpunkt stellen, dass Flächen im R3 le-
diglich Vehikel zur Generierung interessanter Liniensysteme dar-
stellen. Wenn man dieser Sichtweise folgt, so legt die Tatsache,
dass für eine Flächenparametrisierung f : U → R3 durch das
kanonische Skalarprodukt des R3 eine Riemannsche Metrik auf
U ⊆ R2 induziert wird, das folgende Konstruktionsprinzip na-
he: Die Punktmenge R2 wird mit der üblichen differenzierba-
ren Struktur sowie mit einer Riemannschen Metrik g1 versehen.
Der Riemannschen Mannigfaltigkeit

(
R2,g1

)
ist eine eindeutig

bestimmte kovariante Ableitung ∇1, der sogenannte Levi-Civita-
Zusammenhang, zugeordnet (vgl. etwa [33], Satz 5.16). Um si-
cherzustellen, dass R2 mit dem System G1 der Geodäten bzgl. ∇1
eine desarguessche Ebene ergibt, wird g1 so gewählt, dass die zu-
gehörige innere Krümmung K1 konstant ist. Innerhalb einer kom-
pakten TeilmengeDmit nichtleerem offenen Kern, die streng kon-
vex bezüglich des Geodätensystems G1 von

(
R2,∇1

)
ist, wird eine

andere Metrik g2 gewählt und zwar so, dass D mit dem System
der Geodätischen bezüglich g2 eine desarguessche CD ist. Insbe-
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sondere soll auch g2 die Eigenschaft besitzen, dass die zugehörige
innere Krümmung K2 konstant ist.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass sich die Hilbertsche Ebene
von 1899 auf genau diese Weise interpretieren lässt. Der Außen-
raum der berandenden Ellipse trägt die Standard-Metrik δij, der
Innenraum der Ellipse mit Zentrum (x0,y0) 6= (0, 0) die Metrik g
mit den Komponenten

gij(x,y) =
1

(x2 + y2)
2 δij. (6.1)

Setzt man U := B := R2 r {(0, 0)} und fasst man die die Inver-
sionsabbildung ι : U → B als Parametrisierung der im Ursprung
gelochten euklidischen Ebene

(
B, δij

)
auf, so wird vermöge ι auf

U die Metrik induziert, deren Komponenten wir in Gleichung 6.1
angegeben haben.

In ähnlicher Weise induziert jeder Diffeomorphismus ϕ zwi-
schen offenen Teilmengen U und B von R2 eine Metrik gϕ mit
Krümmung K = 0 auf U, sofern B die euklidische Standardmetrik
δij trägt. Die Abbildungϕ ist in dieser Situation trivialerweise iso-
metrisch, und somit ist für jedes (parametrisierte) Geodätenseg-
ment l in (B, δij) die Menge ϕ−1(l) (bzw. die Abbildung ϕ−1 ◦ l)
eine (parametrisierte) Geodätische von (U,gϕ). Das Hilbertsche
Beispiel zeigt, dass auch dann inzidenzgeometrisch interessante
Strukturen (Hilbertsysteme) entstehen, wenn der Innenraum und
der Außenraum der CD lokal isometrische Riemannsche Mannig-
faltigkeiten sind.

Eine andere Stoßrichtung ergibt sich, wie in Abschnitt 2.1 ange-
deutet, aus der Iteration der von uns beschriebenen Methode zur
Konstruktion klassischer und nicht klassischer Ebenen: Linien-
systeme, die durch Einkleben endlich vieler CDs in die reelle af-
fine Ebene entstehen, können jedenfalls dann, wenn sich die CDs
nicht überlappen, im Wesentlichen gleich behandelt werden wie
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diejenigen Hilbertsysteme, die sich durch Einkleben einer einzi-
gen CD ergeben. Auch das Einsetzen abzählbar vieler nicht über-
lappender CDs sollte keine Schwierigkeiten bereiten. Man könn-
te so beispielsweise zweidimensionale desarguessche Strukturen
mit periodisch oder auch quasiperiodisch angeordneten lokalen
Störungen der Metrik konstruieren. Existierende Untersuchungen
der Desargues-Eigenschaft in physikalischen Kontexten wie etwa
[21] und [44] geben Anlass zur Reflexion über mögliche physika-
lische Anwendungen bzw. Analoga solcher Strukturen.

Für alle hier erörteten Konstruktionen stellt sich das (vermutlich
sehr schwierige) Isomorphieproblem, also die Frage nach Krite-
rien, anhand derer sich für zwei vorgelegte (insbesondere nicht
desarguessche) Hilbertsche Liniensysteme entscheiden lässt, ob
sie als affine R2-Ebenen isomorph sind oder nicht.

Wir wollen mit einer uns wichtig erscheinenden Frage schließen,
die wir in Kapitel 2 bereits erwähnt hatten: Nach dem Satz von
Beltrami aus [6] (vgl. Satz 1.3.51 und Korollar 1.3.52) besitzt ei-
ne (zusammenhängende) reguläre Fläche S, die in der Umgebung
eines jeden ihrer Punkte einen Diffeomorphismus auf ein offe-
nes Gebiet von R2 zulässt, der (parametrisierte) Geodätische von
S auf (parametrisierte) Geradenstücke abbildet, notwendig kon-
stante Gauß-Krümmung. Wir wissen andererseits aus der Topo-
logischen Geometrie, dass jede desarguessche affine R2-Ebene als
topologische Ebene isomorph zu A2R ist, vgl. Satz 1.2.27. Um auf der
Grundlage dieses Resultats beweisen zu können, dass nur diejeni-
gen regulären Flächen desarguessche Geodätensysteme zulassen,
die konstante Gauß-Krümmung besitzen, ist die Klärung der Ver-
mutung 2.1.24 notwendig, die wir an dieser Stelle noch einmal
wiedergeben:

Vermutung. Es sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche, V eine offene Teil-
menge von S und φ : V → E ein Homöomorphismus von V auf ein
offenes Gebiet E in R2, der (parametrisierte) Geodätische in S ∩ V auf
(parametrisierte) Geraden(stücke) in E abbildet. Dann ist φ ein Diffeo-
morphismus.
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Beim Versuch, diese Vermutung zu beweisen, falls sie denn zu-
trifft, könnten Methoden von Nutzen sein, die Pogorelov in [47]
auf ein verwandtes Problem angewandt hat, nämlich eine Vari-
ante des Beltramischen Satzes für Mannigfaltigkeiten mit einer
positiv definiten Metrik, von der im Gegensatz zu Riemannschen
Mannigfaltigkeiten lediglich stetige, nicht aber notwendigerweise
differenzierbare Abhängigkeit von den Punkten der Mannigfal-
tigkeit gefordert wird.
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A Anhang

A.1 Programm für computeralgebraische
Berechnungen

(* ********************************************************************

ProjektiveAequivalenz.m

Mathematica-Programm zur Ueberpruefung der punktweisen projektiven

Aequivalenz einer xo-Niveaukurve auf der Spindelflaeche und ihres

Bildes unter der geodaetischen Abbildung auf die reelle affine Ebene

Autor: Thomas Schneider Version vom 29.03.2008

******************************************************************** *)

Off[General::spell];

Off[General::spell1];

Off[ParametricPlot::ppcom];

(* Fuer den Aequatorialradius a und die Gauss-Kruemmung K der

Spindelflaeche gilt 0 < a^2 K < 1 *)

(* Elliptisches Integral *)

Ell[u_, a_, K_] :=

Integrate[ Sqrt[ 1 - a^2 * K * ( Sin[ Sqrt[K] * x ] )^2 ], {x, 0, u}];

(* Parametrisierung der Spindelfl"ache *)

f[u_, v_, a_, K_] :=

{ a * Cos[ Sqrt[K]*u ] * Cos[v],

a * Cos[ Sqrt[K]*u ] * Sin[v],

Ell[u, a, K] };

(* Fuer 0 < xo < a liefert der Schnitt der Spindelflaeche mit

der Ebene x = xo eine Kurve, deren Punkte der Gleichung

a * Cos[ Sqrt[K]*u ] * Cos[v] = xo genuegen *)

(* In der Umgebung des (auf dem Aequator liegenden) rechten

Scheitelpunktes erhalten wir v = g (u) mit der Funktion: *)
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g[u_, a_, K_, xo_] := ArcCos[xo/(a* Cos[Sqrt[K]* u ]) ];

(* Obere Schranke und untere Schranke fuer die Argumente der

Funktion g(u) in der Umgebung des rechten Scheitels *)

obReS[ a_, K_, xo_ ] := (1/Sqrt[K]) * ArcCos[xo/a];

unReS[ a_, K_, xo_ ] := -(1/Sqrt[K]) * ArcCos[xo/a];

(* In der Umgebung des oberen Scheitelpunktes erhalten wir

u = h(v) mit der Funktion *)

h[ v_, a_, K_, xo_ ] := (1/Sqrt[K]) * ArcCos[ xo / ( a * Cos[v] ) ];

(* Obere Schranke und untere Schranke fuer die Argumente der

Funktion h(v) in der Umgebung des oberen Scheitels *)

obObS[ a_, K_, xo_ ] := ArcCos[ xo/a ];

unObS[ a_, K_, xo_ ] := -ArcCos[ xo/a ];

(* Notiz: Mathematica verwendet fuer den ArcCos die Funktion

Cos: [0,Pi] -> [ -1, 1], d.h. ArcCos liefert stets positive Winkel. *)

(* Parametrisierung der Schnittkurve in der Umgebung des rechten

Scheitels *)

xiBar[ t_, a_, K_, xo_ ] := f[ t, g[t, a, K, xo], a, K];

(* Parametrisierung der Schnittkurve in der Umgebung

des oberen Scheitels *)

upsilonBar[ s_, a_, K_, xo_ ] := f[ h[s, a, K, xo], s, a, K];

(* Projektion von xiBar auf die y-z-Ebene und Abbildung nach R^2 *)

xi[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

{ xiBar[t, a, K, xo][[2]], xiBar[t, a, K, xo][[3]] };

(* Projektion von upsilonBar auf die y-z-Ebene

und Abbildung nach R^2 *)

upsilon[ s_, a_, K_, xo_ ] :=

{ upsilonBar[s, a, K, xo][[2]], upsilonBar[s, a, K, xo][[3]] };

(* Projektive Standarddarstellung von xi: *)

Xi[t_, a_, K_, xo_] :=

{ xi[t, a, K, xo][[1]], xi[t, a, K, xo][[2]], 1 };

(* Ableitungen: *)

XiPrime[ t_, a_, K_, xo_] :=

D[ Xi[ s, a, K, xo], s ] /. {s -> t };
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XiTwoprime[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

D[ XiPrime[s, a, K, xo ], s ] /. {s -> t };

XiThreeprime[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

D[ XiTwoprime[s, a, K, xo], s ] /. {s -> t };

(* Wir verwenden die Cramersche Regel, um die Funktionen alphaXi,

betaXi und gammaXi der allg. Grundgleichung von Xi zu berechnen *)

XiMatrix[ t_, a_, K_, xo_ ] := Transpose[ { Xi[t, a, K, xo],

XiPrime[t, a, K, xo], XiTwoprime[t, a, K, xo]} ];

alphaXi[ t_, a_, K_, xo_ ] := Det[ { XiThreeprime[t, a, K, xo],

XiPrime[t, a, K, xo], XiTwoprime[t, a, K, xo] } ] /

Det[ XiMatrix[t,a, K, xo] ];

betaXi[ t_, a_, K_, xo_ ] := Det[ { Xi[t, a, K, xo],

XiThreeprime[t, a, K, xo], XiTwoprime[t, a, K, xo]} ] /

Det[ XiMatrix[t, a, K, xo] ];

gammaXi[ t_, a_, K_, xo_ ] := Det[ { Xi[t,a, K, xo],

XiPrime[t, a, K, xo], XiThreeprime[t, a, K, xo]} ] /

Det[XiMatrix[t, a, K, xo] ];

(* Es werden nun die Koeffizientenfunktionen der

speziellen Grundgleichung von xi berechnet *)

alphaXiHat[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

(1/27) * ( 27 * alphaXi[t, a, K, xo]

+ 9 * betaXi[t, a, K, xo] * gammaXi[t, a, K,xo]

+ 2 * ( gammaXi[t, a, K, xo] )^3

- 9 * ( D[ gammaXi[s, a, K,xo], {s, 2}] /. {s -> t } ));

betaXiHat[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

(1/3) * ( 3 * betaXi[t, a, K, xo] + ( gammaXi[t, a, K, xo] )^2

- 3 * ( D[gammaXi[s, a, K, xo], s ] /. {s -> t } ));

gammaXiHat[ t_, a_, K_, xo_ ] :=0;

(* Projektive Standarddarstellung von upsilon: *)

Upsilon[ s_, a_, K_, xo_ ] :=

{ upsilon[s, a, K, xo][[1]], upsilon[s, a, K, xo][[2]], 1};
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(* Ableitungen: *)

UpsilonPrime[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

D[ Upsilon[s, a, K, xo], s ] /. {s -> t};

UpsilonTwoprime[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

D[ UpsilonPrime[s, a, K, xo], s ] /. {s -> t};

UpsilonThreeprime[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

D[UpsilonTwoprime[s, a, K, xo], s] /. {s -> t};

(* Wir verwenden die Cramersche Regel, um die Funktionen

alphaUpsilon, betaUpsilon und gammaUpsilon der allg. Grundgleichung

von Upsilon zu berechnen *)

UpsilonMatrix[ t_, a_, K_, xo_ ] := Transpose[{Upsilon[t, a, K, xo],

UpsilonPrime[t, a, K, xo], UpsilonTwoprime[t, a, K, xo]}];

alphaUpsilon[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

Det[ { UpsilonThreeprime[t, a, K, xo], UpsilonPrime[t, a, K, xo],

UpsilonTwoprime[t, a, K, xo] } ] / Det[ UpsilonMatrix[t, a, K, xo]];

betaUpsilon[ t_, a_, K_, xo_ ] := Det[ { Upsilon[t, a, K, xo],

UpsilonThreeprime[t, a, K, xo], UpsilonTwoprime[t, a, K, xo] } ] /

Det[ UpsilonMatrix[t, a, K, xo] ];

gammaUpsilon[ t_, a_, K_, xo_ ]:= Det[ { Upsilon[t, a, K, xo],

UpsilonPrime[t, a, K, xo], UpsilonThreeprime[t, a, K, xo] } ] /

Det[ UpsilonMatrix[t, a, K, xo] ];

(* Es werden nun die Koeffizientenfunktionen der speziellen

Grundgleichung von upsilon berechnet *)

alphaUpsilonHat[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

(1/27) * ( 27 * alphaUpsilon[t, a, K, xo]

+ 9 * betaUpsilon[t, a, K, xo] * gammaUpsilon[t, a, K, xo]

+ 2 * (gammaUpsilon[t, a, K, xo] )^3

- 9 * ( D[ gammaUpsilon[s, a, K, xo], {s, 2}] /. {s -> t }) );

betaUpsilonHat[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

(1/3) * (3 *betaUpsilon[t, a, K, xo] + ( gammaUpsilon[t, a, K, xo] )^2

-3 * ( D[ gammaUpsilon[s, a, K, xo], s] /. {s -> t } ));

gammaUpsilonHat[ t_, a_, K_, xo_ ] := 0;
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(* Wir betrachten das Bild thetaBar der Kurve xiBar unter der

lokalen geodaetischen Abbildung lambda und renormieren die projektive

Standarddarstellung ThetaBar von thetaBar durch Multiplikation mit

Cos[ a* Sqrt[K]* g[t, a, K, xo]] *)

Theta[t_, a_, K_, xo_] :=

{ Sin[ a * Sqrt[K]* g[t, a, K, xo] ],

Tan[ Sqrt[K] * t],

Cos[ a * Sqrt[K]* g[t, a, K, xo] ]};

theta[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

{ Sin[a*Sqrt[K]* g[t, a, K, xo] ], Tan[Sqrt[K]*t] };

(* Ableitungen: *)

ThetaPrime[ t_, a_, K_, xo_] :=

D[ Theta[s, a, K, xo], s ] /. {s -> t };

ThetaTwoprime[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

D[ ThetaPrime[s, a, K, xo], s ] /. {s -> t };

ThetaThreeprime[t_, a_,K_, xo_] :=

D[ThetaTwoprime[s, a, K, xo], s] /. {s -> t };

(* Wir verwenden die Cramersche Regel, um die Funktionen

alphaTheta, betaTheta, und gammaTheta der allg. Grundgleichung

von theta zu berechnen *)

ThetaMatrix[ t_, a_, K_, xo_ ] := Transpose[ {Theta[t, a, K, xo],

ThetaPrime[t, a, K, xo], ThetaTwoprime[t, a, K, xo]} ];

alphaTheta[t_, a_, K_, xo_ ] := Det[ { ThetaThreeprime[t, a, K, xo],

ThetaPrime[t, a, K, xo], ThetaTwoprime[t, a, K, xo]} ] /

Det[ ThetaMatrix[t, a, K, xo] ];

betaTheta[ t_, a_, K_, xo_ ] := Det[ { Theta[t, a, K, xo],

ThetaThreeprime[t, a, K, xo], ThetaTwoprime[t, a, K, xo]} ] /

Det[ ThetaMatrix[t, a, K, xo] ] ;

gammaTheta[t_, a_, K_, xo_] := Det[ { Theta[t, a, K, xo],

ThetaPrime[t, a, K, xo], ThetaThreeprime[t, a, K, xo]} ] /

Det[ ThetaMatrix[t, a, K, xo] ];
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(* Berechnung der Koeffizientenfunktionen der speziellen

Grundgleichung von theta *)

alphaThetaHat[ t_, a_, K_, xo_] :=

(1/27) * ( 27 * alphaTheta[t, a, K, xo]

+ 9 * betaTheta[t, a, K, xo]* gammaTheta[t, a, K, xo]

+ 2 * ( gammaTheta[t, a, K, xo] )^3

- 9 * ( D[ gammaTheta[s, a, K, xo], {s, 2}] /. {s -> t } ) );

betaThetaHat[ t_, a_, K_, xo_] :=

(1/ 3) * (3 * betaTheta[t, a, K, xo] +

( gammaTheta[t, a, K, xo] )^2

- 3 * ( D[ gammaTheta[s, a, K, xo], s] /. {s -> t } ) );

gammaThetaHat[ t_, a_, K_, xo_ ] := 0;

(* Projektive Darstellung der mit lambda abgebildeten Kurve

upsilonBar, renormiert mit dem Faktor Cos[ a*Sqrt[K]* t ] *)

Omega[ t_, a_, K_, xo_ ] :=

{ Sin[ a*Sqrt[K]* t ],

Tan[ Sqrt[K] * h[t, a, K, xo] ],

Cos[ a*Sqrt[K]* t] };

(* Ableitungen: *)

OmegaPrime[t_, a_, K_, xo_] :=

D[ Omega[s, a, K, xo], s ] /. {s -> t};

OmegaTwoprime[t_, a_, K_, xo_] :=

D[ OmegaPrime[s, a, K, xo], s ] /.{s -> t };

OmegaThreeprime[t_, a_, K_, xo_] :=

D[ OmegaTwoprime[s, a, K, xo], s] /. {s -> t};

(* Wir verwenden die Cramersche Regel, um die Koeffizientenfunktionen

alphaOmega, betaOmega und gammaOmega der allg. Grundgleichung

von Omega zu berechnen *)

OmegaMatrix[t_, a_, K_, xo_ ] := Transpose[ {Omega[t, a, K, xo],

OmegaPrime[t,a, K, xo], OmegaTwoprime[t, a, K, xo]} ];

alphaOmega[ t_, a_, K_,xo_ ] := Det[ { OmegaThreeprime[t, a, K, xo],
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OmegaPrime[t, a, K, xo], OmegaTwoprime[t, a, K, xo]} ] /

Det[ OmegaMatrix[t, a, K, xo] ];

betaOmega[ t_, a_, K_, xo_ ] := Det[ { Omega[t, a, K, xo],

OmegaThreeprime[t, a, K, xo], OmegaTwoprime[t, a, K, xo]} ] /

Det[ OmegaMatrix[t, a, K, xo] ];

gammaOmega[ t_, a_, K_, xo_ ] := Det[ { Omega[t, a, K, xo],

OmegaPrime[t, a, K, xo], OmegaThreeprime[t, a, K, xo]} ] /

Det[ OmegaMatrix[t, a, K, xo] ];

(* Berechnung der Koeffizientenfunktionen der speziellen

Grundgleichung von omega *)

alphaOmegaHat[ t_, a_, K_, xo_] :=

(1/27) * ( 27 * alphaOmega[t, a, K, xo]

+ 9* betaOmega[t, a, K, xo] * gammaOmega[t, a, K, xo]

+ 2 * ( gammaOmega[t, a, K, xo])^3

- 9 * ( D[gammaOmega[s, a, K, xo], {s, 2}] /. {s -> t } ) );

betaOmegaHat[ t_,a_, K_, xo_] := (1/3) * ( 3 * betaOmega[t, a, K, xo]

+ (gammaOmega[t, a, K, xo] )^2

- 3 * ( D[ gammaOmega[s, a, K, xo], s] /. {s -> t } ) );

gammaOmegaHat[ t_, a_, K_, xo_ ] := 0;

SphaerischerGrenzFall :=

Module[{},

Print["Fuer den Fall K = 1/(a^2) werden nun diejenigen

Koeffizientenfunktionen der speziellen Grundgleichungen

von xi und theta direkt nacheinander ausgegeben,

die jeweils miteinander verglichen werden sollen." ];

Print["Die Berechnungen koennen einige Zeit in Anspruch nehmen."];

Print["alphaXiHat[t, a, 1/(a^2), xo] = ",

Simplify[alphaXiHat[t, a, 1/(a^2), xo], a > 0,

TimeConstraint -> 900] ];

Print["alphaThetaHat[t, a, 1/(a^2), xo] = ",

Simplify[ alphaThetaHat[t, a, 1/(a^2), xo], a > 0,

TimeConstraint -> 900] ];
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Print["betaXiHat[t, a, 1/(a^2), xo] = ",

Simplify[ betaXiHat[t, a, 1/(a^2), xo], a > 0,

TimeConstraint -> 900] ];

Print["betaThetaHat[t, a, 1/(a^2), xo] = ",

Simplify[ betaThetaHat[t, a, 1/(a^2), xo], a > 0,

TimeConstraint -> 900] ];

Print["Fuer den Fall K=1/(a^2) werden nun diejenigen

Koeffizientenfunktionen der speziellen Grundgleichungen von

upsilon und omega direkt nacheinander ausgegeben,

die jeweils miteinander verglichen werden sollen."];

Print["Die Berechnungen koennen einige Zeit in Anspruch nehmen."];

Print["alphaUpsilonHat[t, a, 1/(a^2), xo] = ",

Simplify[ alphaUpsilonHat[t, a, 1/(a^2), xo], a > 0,

TimeConstraint -> 900] ];

Print["alphaOmegaHat[t, a, 1/(a^2), xo] = ",

Simplify[ alphaOmegaHat[t, a, 1/(a^2), xo], a > 0,

TimeConstraint -> 900] ];

Print["betaUpsilonHat[t, a, 1/(a^2), xo] = ",

Simplify[ betaUpsilonHat[t, a, 1/(a^2), xo], a > 0,

TimeConstraint -> 900] ];

Print[ "betaOmegaHat[t, a, 1/(a^2), xo] = ",

Simplify[ betaOmegaHat[t, a, 1/(a^2), xo], a > 0,

TimeConstraint -> 900] ];

Print[ "Mathematica prueft, ob sich die berechneten Ausdruecke der

speziellen Grundgleichungen von xi und theta im Falle K = 1/(a^2)

mit den ueblichen algebraischen und trigonometrischen Rechenregeln

ineinander ueberfuehren lassen." ];

Print[ "Die Berechnungen koennen einige Zeit in Anspruch nehmen." ];

Print[ "Simplify[ alphaXiHat[t, a, 1/(a^2), xo] ==

alphaThetaHat[t, a, 1/(a^2), xo] ]: ",

Simplify[ alphaXiHat[t, a, 1/(a^2), xo] ==

alphaThetaHat[t, a, 1/(a^2), xo], a > 0, TimeConstraint -> 900 ] ];
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Print[ "Simplify[ betaXiHat[t, a, 1/(a^2), xo] ==

betaThetaHat[t, a, 1/(a^2), xo] ]: ",

Simplify[ betaXiHat[t, a, 1/(a^2), xo] ==

betaThetaHat[t, a, 1/(a^2) , xo], a > 0, TimeConstraint -> 900 ] ];

Print[ "Mathematica prueft, ob sich die berechneten Ausdruecke der

speziellen Grundgleichungen von upsilon und omega im Falle K = 1/(a^2)

mit den ueblichen algebraischen und trigonometrischen Rechenregeln

ineinander ueberfuehren lassen." ];

Print[ "Die Berechnungen koennen einige Zeit in Anspruch nehmen." ];

Print[ "Simplify[ alphaUpsilonHat[t, a, 1/(a^2), xo] ==

alphaOmegaHat[t, a, 1/(a^2), xo] ]: ",

Simplify[ alphaUpsilonHat[t, a, 1/(a^2), xo] ==

alphaOmegaHat[t, a, 1/(a^2), xo], a > 0, TimeConstraint -> 900 ] ];

Print[ "Simplify[ betaUpsilonHat[t, a, 1/(a^2), xo] ==

betaOmegaHat[t, a, 1/(a^2), xo] ]: ",

Simplify[ betaUpsilonHat[t, a, 1/(a^2), xo] ==

betaOmegaHat[t, a, 1/(a^2), xo], a > 0, TimeConstraint -> 900 ] ];

]; (* Ende Modul SphaerischerGrenzFall *)

SpezielleGrundGleichungen :=

Module[{},

Print["Es werden nun die Koeffizientenfunktionen der

speziellen Grundgleichung von xi angegeben." ];

Print["alphaXiHat[t,a,K,xo] = ", alphaXiHat[t, a, K, xo] ];

Print["betaXiHat[t,a,K,xo] = ", betaXiHat[t, a, K, xo] ];

Print["gammaXiHat[t,a,K,xo] = ", gammaXiHat[t, a, K, xo] ];

Print["Es werden nun die Koeffizientenfunktionen der speziellen

Grundgleichung von theta (Bild von xiBar unter lambda) angegeben:"];

Print["alphaThetaHat[t,a,K,xo] = ", alphaThetaHat[t,a, K, xo] ];

Print["betaThetaHat[t,a,K,xo] = ", betaThetaHat[t, a, K, xo] ];

Print["gammaThetaHat[t,a,K,xo] = ", gammaThetaHat[t, a, K, xo] ];
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Print["Es werden nun die Koeffizientenfunktionen der

speziellen Grundgleichung von upsilon angegeben." ];

Print["alphaUpsilonHat[t,a,K,xo] = ", alphaUpsilonHat[t, a, K, xo]];

Print["betaUpsilonHat[t,a,K,xo] = ", betaUpsilonHat[t, a, K, xo] ];

Print["gammaUpsilonHat[t,a,K,xo] = ", gammaUpsilonHat[t, a, K, xo]];

Print["Es werden nun die Koeffizientenfunktionen der speziellen

Grundgleichung von omega (Bild von upsilonBar unter lambda)

angegeben:"];

Print["alphaOmegaHat[t,a,K,xo] = ", alphaOmegaHat[t, a, K, xo] ];

Print["betaOmegaHat[t,a,K,xo] = ", betaOmegaHat[t, a, K, xo] ];

Print["gammaOmegaHat[t,a,K,xo] = ", gammaOmegaHat[t, a, K, xo] ];

];(* Ende Modul SpezielleGrundGleichungen *)

Bemerkung. Das Programm ProjektiveAequivalenz.m wurde unter
der Mathematica-Version 4.1 erstellt und ausgeführt. Bei der Er-
stellung des Programms in der hier dokumentierten Form lag der
Schwerpunkt auf einer durchsichtigen und leicht nachvollziehba-
ren Struktur, Aspekte der Programmlaufzeit spielten (ersichtlich)
eine gänzlich untergeordnete Rolle. Zum Programm gehört ein
weiteres Modul, das der numerischen bzw. graphischen Auswer-
tung der Differenzen der Koeffizientenfunktionen dient, dieses
Modul ist in Abschnitt A.2 wiedergegeben.
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A.2 Programm-Modul zur numerischen
Auswertung

(* ********************************************************************

Mathematica-Modul zur numerischen Auswertung und graphischen

Darstellung von Differenzen der Koeffizientenfunktionen, die im

Programm ProjektiveAequivalenz.m berechnet werden.

Autor: Thomas Schneider Version vom 29.03.2008

******************************************************************** *)

DifferenzFunktionen := Module[ {a, K, xo},

(* Benutzer-Dialog *)

Print[ "Eingabe der Parameter a und K der Flaeche." ];

Print[ "Beachten Sie, dass 0 < a^2 K < 1 gelten muss" ];

Print[ "Bitte geben Sie den Aequatorialradius a der Spindelflaeche ein." ];

Print[ "Beachten Sie, dass dieser groesser als 0 sein muss." ];

Print[ "Der voreingestellte Wert ist a = ", 0.5];

aStringVar = InputString[ "a= "];

If[ aStringVar == "", a = 0.5, a = ToExpression[aStringVar] ];

Print[ "Der gewaehlte Wert von a ist: ", a];

Print[ "Bitte geben Sie die Gauss-Kruemmung K der Spindelflaeche ein." ];

Print[ "Denken Sie daran, dass 0 < a^2 K < 1 gelten muss."] ;

Print[ "Der voreingestellte Wert ist K = ", 1];

KStringVar = InputString[ "K=" ];

If[ KStringVar == "", K = 1, K = ToExpression[KStringVar] ];

Print[ "Der gewaehlte Wert von K ist: ", K];

Print[ "Bitte geben Sie den Parameter xo der Ebene ein."];

Print[ "Beachten Sie, dass 0 < xo < ", a, " gelten muss."];

Print[ "Der voreingestellte Wert ist xo = ", a/2] ;

xoStringVar = InputString["xo= "];

If[ xoStringVar == "", xo = a/2, xo = ToExpression[xoStringVar] ];

Print[ "Der gewaehlte Wert von xo ist: ", xo];

Print[ "Bitte waehlen Sie den Anzeigeparameter fuer den Definitions-

bereich der anzuzeigenden Funktionen an. Geben Sie hierzu eine Zahl

zwischen 0 und 1 ein." ];

Print[ "Der voreingestellte Wert ist AP = ", 0.5];

APStringVar = InputString["AP= "];

If[ APStringVar == "", AP = 0.5, AP = ToExpression[APStringVar] ];

Print[ "Der gewaehlte Wert von AP ist: ", AP ];
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A Anhang

UnPwReS = AP*unReS[ a, K, xo ] + 0.001;

ObPwReS = AP*obReS[ a, K, xo ] - 0.001;

UnPwObS = AP*unObS[ a, K, xo ] + 0.001;

ObPwObS = AP*obObS[ a, K, xo ] - 0.001;

Print[ "Vergleich der Koeffizientenfunktionen von xi und theta:" ];

Print[ "alphaXiHat - alphaThetaHat: "];

Show[

Plot[ alphaXiHat[t, a, K, xo] -

alphaThetaHat[t, a, K, xo], {t, UnPwReS, ObPwReS},

PlotStyle -> {AbsoluteThickness[2], RGBColor[1, 0, 0]},

DisplayFunction -> Identity ],

Plot[ 0, {x, UnPwReS, ObPwReS}, DisplayFunction -> Identity ],

AspectRatio -> Automatic, DisplayFunction -> $DisplayFunction ];

Print[ "betaXiHat - betaThetaHat: " ];

Show[

Plot[ betaXiHat[t, a, K, xo] -

betaThetaHat[t, a, K, xo], {t, UnPwReS, ObPwReS},

PlotStyle -> {AbsoluteThickness[2], RGBColor[1, 0, 0]},

DisplayFunction -> Identity ],

Plot[0, {x, UnPwReS, ObPwReS}, DisplayFunction -> Identity ],

AspectRatio -> Automatic, DisplayFunction -> $DisplayFunction ];

Print[ "Vergleich der Koeffizientenfunktionen von upsilon und omega" ];

Print[ "alphaUpsilonHat - alphaOmegaHat: " ];

Show[

Plot[ alphaUpsilonHat[t, a, K, xo] -

alphaOmegaHat[t, a, K, xo], {t, UnPwObS, ObPwObS},

PlotStyle -> {AbsoluteThickness[2], RGBColor[0, 1, 0]},

DisplayFunction -> Identity],

Plot[0, {x, UnPwObS, ObPwObS}, DisplayFunction -> Identity],

AspectRatio -> Automatic, DisplayFunction -> $DisplayFunction ];

Print[ "betaUpsilonHat - betaOmegaHat: "];

Show[

Plot[betaUpsilonHat[t, a, K, xo] -

betaOmegaHat[t, a, K, xo], {t, UnPwObS, ObPwObS},

PlotStyle -> {AbsoluteThickness[2], RGBColor[0, 1, 0]},

DisplayFunction -> Identity],

Plot[0, {x, UnPwObS, ObPwObS}, DisplayFunction -> Identity],

AspectRatio -> Automatic, DisplayFunction -> $DisplayFunction ];

]; (* Ende Modul DifferenzFunktionen *)
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[37] R. Löwen, A local “fundamental theorem” for classical topological
projective spaces, Arch. Math. (Basel), 38 (1982), no. 3, 286–288.
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und Äquatorialradius a 203
S+ =

{
(x1, x2, x3) ∈ Sa,K | x1 > 0

}
233

∨ Verbinde-Abbildung 38

X zweidimensionaler affiner Unterraum von R3 98
X projektive Darstellung einer ebenen Kurve 109
X̂ = ρX Renormierung (mit ρ) der Darstellung X 113
X := Xx0 die durch x = x0 gegebene Ebene in R3 235

280



Sachverzeichnis

Abbildung
–, geodätische 69
–, lokale geodätische 69
–, projektive 36
Achse
– einer Desargues-Figur 20
– einer Kollineation 32
affine Ableitung 17
affine Ebene 16
–, desarguessche 21
–, topologische 39
Automorphismus 3

Beltrami
–, Satz von 74
– -sches Liniensystem 89
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–, räumlich realisiertes 99
Spindelfläche 203
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