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Abstrat

The development of new experimental tehniques, like optial tweezers in the early

1970's or atomi fore mirosopy in the mid 1980's, was ruial for a deeper un-

derstanding of soft matter. Preipitously, sientists beame able to investigate and

manipulate biologial and most notably olloidal systems on their intrinsi length sa-

les. That marked the beginning of a revitalization of bio- and olloidal physis. Sine

both systems share a number of properties it soon emerged, that the interplay bet-

ween both �elds is partiularly promising. First of all, they possess length sales in

the range of one nanometer to one mirometer. Seond, they exhange energy of the

order of k

B

T with the surrounding heat bath. And third, they generally have a small

number of degrees of freedom, so that energy �utuations must not be negleted.

Aordingly, olloidal systems seem to be tailor-made to study the features of bio-

logial systems in a ontrolled manner, espeially sine their phase spae is diretly

aessible by optial mirosopy. Following this interdisiplinary approah, important

progress in the pereption of moleular motors and maromoleules has been made.

Owing to the natural environment these small systems are embedded in, most of

them are driven out of thermal equilibrium. Therefore, their behavior annot be de-

sribed by the Gibbs-Boltzmann statistis. Although, theoretial preditions whih

are valid beyond thermal equilibrium have beome apparent, a omprehensive theory

for small systems driven into non-equilibrium is still laking. One promising andidate

bridging this gap is stohasti energetis or more preisely stohasti thermodynamis.

Within its framework, beause of the ubiquitous �utuations, familiar and well-de�ned

thermodynami quantities like inner energy, work, heat, and entropy have to be repla-

ed by their stohasti ounterparts. Consistent with lassial thermodynamis, these

quantities permit the formulation of the laws of energy onversation and mean entro-

py inrease on a mesosopi sale. For non-equilibrium steady states, a speial lass

of non-equilibrium situations, even stronger relations originate from the onepts of

stohasti thermodynamis. The following experiments attend to olloidal partiles

driven into non-equilibrium steady states (NESS). As paradigmati model systems

they open the possibility for fundamental studies of small driven systems and tests of

the onepts of stohasti thermodynamis.

The thesis onsists of two main parts. In the �rst part, we fous on a system whih

onsists of one olloidal partile whih is driven along a ring by means of sanning

laser tweezers. The sanning frequeny of the tweezers is adjusted to a regime where

a onstant driving fore ats on the partile. The magnitude of the driving fore de-

15



Abstrat

pends on the laser intensity. In addition, the intensity is sinusoidally modulated along

the ring by the use of an eletro optial modulator. In ombination, the partile moves

in a tilted periodi potential whih orresponds to a one-dimensional non-equilibrium

steady state. The non-equilibrium �utuations of the partile an be reorded by digi-

tal video mirosopy with high auray. Sine we do not have an a priori knowledge of

the tilted periodi potential, it must be reonstruted from the measured trajetories.

In the �rst experiment we examine the relaxation of a single olloidal partile into

a NESS. Therefore, we drive the partile between two well-de�ned NESS by instan-

taneously hanging the driving fore and the phase of the potential aording to a

step-like protool. To quantify the relaxation time that is needed for the probability

distribution to reah its stationary form we alulate the mean partile veloity. It

is the atual partile veloity averaged over several hundred periods of the protool.

We show that as in the ase of thermal equilibrium the relaxation time of a NESS is

an intrinsi quantity that is independent of the initial onditions the relaxation starts

from. Moreover, the relaxation time is idential to the deay time of the veloity

autoorrelation funtion of the NESS. We use this fat to show that in agreement

with numerial alulations the relaxation time monotonially inreases with the dri-

ving fore, i.e., strongly depends on how far the partile is driven out of thermal

equilibrium.

In the seond experiment we onentrate on the �utuation-dissipation theorem

(FDT). In simple words, the FDT states that the reation of a system in equilibri-

um to an external perturbation is equal to the reation to an internal �utuation.

More preisely, it relates the time-dependent response of any observable to a small

external perturbation to the orrelation of this observable and another one whih is

onjugate with respet to energy. Certainly the most known, but time-integrated va-

riant of the FDT is the Stokes-Einstein relations whih onnets the mobility with

the di�usion. For systems driven out of thermal equilibrium the FDT breaks down.

Reently, stohasti thermodynamis proposed that the FDT an be generalized to

NESS when the onjugate observable is hosen with respet to stohasti entropy. So

far, time resolved studies of this generalized variant of the FDT failed due to the tiny

quantities to measure. To test the generalized variant we perturb the partile of the

one-ring system by varying the driving fore step-like over a small regime. We analyze

the response funtion of a harateristi observable and ompare it to the assoiated

orrelation funtion. The generalized FDT is on�rmed over a large time range (two

relaxation times). In addition, we prove that the onjugate observable involving sto-

hasti entropy is not unique. An earlier derived generalized variant of the FDT holds

for NESS as well. However, our measurements demonstrate, that one variant should

be experimentally preferred sine it allows for a more aurate determination of the

response funtion via the orrelation funtion.

In the seond part we extend the one-ring to a two-ring system to study more realisti

onditions of small driven systems. Therefore, the laser tweezers is time-shared to two
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non-overlapping rings whose tilted periodi potentials then an be ontrolled indepen-

dently. Eah ring ontains a paramagneti olloidal partile whih is driven into NESS.

A oupling between the two partiles is implemented by an external magneti �eld

whih indues magneti moments. Due to the resulting magneti dipole-dipole inter-

ation the partiles repel eah other in an adjustable way. In �rst tests of the two-ring

system we hek if the distanes between the rings are large enough to exlude other

partile interations like hydrodynamis and optial binding. After that, we introdue

a dimensionless plasma parameter whih allows for a well-de�ned haraterization of

the oupling strength. Beause of the variety of parameters in the two-ring system

di�erent movement modi of the partiles exists. We explore them systematially.

A problem of small systems is that due to their omplexity the dynamis often

is oarse-grained. Therefore, it is of great interest to understand how suh oarse-

graining in�uenes the onepts of stohasti thermodynamis. For example, the

validity of the �utuation theorem of stohasti entropy (FT) rests on the knowledge

of all slow degrees of freedom. It is unknown whether the FT holds, is replaed or

totally spoiled when only parts of a system are aessible. Sine the two-ring system

enables us to study only one degree of freedom in the presene of another one, we an

prove the in�uene of hidden slow degrees of freedom to the FT. Thus, in this third

experiment the entropy prodution based on the observation of the non-equilibrium

�utuations of only one partile beomes an apparent one. We demonstrate that

for the prevailing majority of experimental ases the FT of the apparent entropy

prodution ful�lls an e�etive �utuation theorem, i.e., only linear orretion terms

ontribute to the ordinary FT. A simple theoretial argumentation on�rms an ef-

fetive FT for small and large apparent entropy produtions but not neessarily in

the intermediate regime. And indeed, the preparation of extreme oupling onditions

for the two-ring system results in strong deviations from an e�etive FT, i.e., higher

order terms beome dominant. Besides this study, we explore the e�etive di�usion

oe�ient of the partiles. Theoretially and experimentally it is well known that the

e�etive di�usion oe�ient of a olloidal partile in a NESS depends strongly on

the driving fore and exhibits a maximum for a ritial value whih is one order of

magnitude larger the orresponding free di�usion oe�ient. It turns out that suh

a behavior an be as well indued by oupling of the partiles. We argue that this

feature annot be attributed to an e�etive one-ring system.

In the fourth and last experiment we develop a simple onditional average proedure

to quantify the mean heat prodution rate of a olloidal system in NESS. This quantity

is of great importane sine it distinguishes an equilibrium from a non-equilibrium

system. Furthermore and in ontrast to di�erent tehniques, the method o�ers the

possibility to measure the fores ating on the system and the probability distribution

of heat prodution in a non-invasive way, i.e., only trajetories of the partiles have to

be reorded. We test the method by simulating the dynamis of the two-ring system

and apply it to the similar experimental system. It turns out, that the average heat

prodution is non-monotoni in the plasma parameter. Moreover, even if only less
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Abstrat

trajetories are available the method yields quite robust results.
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1 Einleitung

Die Entwiklung neuer Experimentaltehniken, wie der optishen Pinzette Anfang der

1970er und der Kraftmikroskopie Mitte der 1980er, hatte für das Forshungsgebiet

der weihen Materie erheblihe Konsequenzen. Insbesondere biologishe und kolloi-

dale Systeme

1

konnten von nun an auf ihren intrinsishen Längenskalen untersuht

und manipuliert werden. Infolgedessen rükten diese, bis dahin eher den Biologen und

Chemikern vorbehaltenen Domänen, in den Fokus der Forshung vieler physikalisher

Arbeitsgruppen. Als ungemein fruhtbar stellte sih dabei das interdisziplinäre Zusam-

menspiel der Bio-und Kolloidphysik heraus, denn biologishe und kolloidale Systeme

teilen sih etlihe harakteristishe Merkmale. Allen voran erstrekt sih ihre Län-

genskala über den mesoskopishen Bereih und damit von einem Nanometer bis zu

einem Mikrometer. Darüber hinaus ist ihr Energieaustaush mit dem sie umgebenden

Wärmebad von der Gröÿenordnung der thermishen Energie, sodass wegen ihrer im

Allgemeinen geringen Anzahl an Freiheitsgraden Fluktuationen beobahtbar sind. Auf-

grund dessen werden beide Arten von Systemen auh der Klasse der kleinen Systeme

zugeordnet [1℄. Kolloidale Systeme erweisen sih somit als ideale Kandidaten, um ge-

zielt die Eigenshaften von biologishen Systemen zu studieren, zumal ihr Phasenraum

mittels optisher Mikroskopie direkt zugänglih ist. In den letzten zwei Jahrzehnten

konnten somit vor allem groÿe Fortshritte im Verständnis über die Besha�enheit

von molekularen Motoren und Makromolekülen errungen werden. Besonders hervor-

zuheben sind hier die Studien über die Motilität der Adenintriphosphat (ATP) hy-

drolysierenden Motoren Kinesin [2℄ und F

1

-ATPase [3℄, sowie die Arbeiten zu den

mehanishen Eigenshaften der Moleküle Titin [4℄, Desoxyribonukleinsäure [5℄ und

Ribonukleinsäure [6℄.

(a) (b)
Abbildung 1.1: (a) Der F

0

F

1

-Komplex

besteht aus zwei Untereinheiten. Wäh-

rend die F

0

-ATPase in die Zellmembran

eingelagert ist, ragen der -Shaft und

der Ring der F

1

-ATPase in das Zellinnere

hinein. (b) Die Rotation des -Shafts

kann über ein kolloidales Dimer beob-

ahtet werden. Aus [7℄, abgeändert.

1

Kolloidale Systeme sind im weitesten Sinne heterogene Sto�gemishe, bei denen mesoskopishe

Teilhen mit einem Durhmesser von 10 nm bis 10µm in einer Flüssigkeit dispergiert sind.
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1 Einleitung

Der Prototyp eines molekularen Motors/Katalysators ist die F

1

-ATPase. Sie ist Teil

eines Transmembranproteins, das in praktish allen lebenden Organismen vorkommt

und hemishe Freie Energie in mehanishe Arbeit umwandelt und vie versa [7℄.

Im Wesentlihen besteht das Protein aus zwei Untereinheiten: Die F

0

-ATPase stellt

die Verbindung zur Zellmembran her und ist in diese eingelagert. Der durh das elek-

trohemishe Potential der Zellmembran hervorgerufene Protonen�uss durh sie hin-

durh führt dazu, dass sie im Uhrzeigersinn rotiert. Die F

1

-ATPase ist über einen

Shaft mit der F

0

-ATPase verbunden und ragt in das Zellinnere hinein. Da der Shaft

die Rotation der F

0

-ATPase mitvollzieht, kommt es zu einer Konformationsänderung

ihres Ringes, worüber letztlih Adenosindiphosphat (ADP) und Phosphat zu ATP syn-

thetisiert werden, s. Abb. 1.1: (a). In diesem Fall wirkt die F

1

-ATPase als Katalysator.

Wegen ihrer geringen Gröÿe von wenigen Nanometern ist die Dynamik des Shaftes

niht direkt zu beobahten. Hier lassen kolloidale Teilhen eine besonders elegante Art

der Observierung zu. Wird die F

1

-ATPase an einer Substratober�ähe befestigt und

einem ATP-Übershuss ausgesetzt, kommt es ebenfalls zu einer Konformationsände-

rung ihres Ringes, wobei nun aber ATP in ADP und Phosphat hydrolysiert wird und der

Shaft entgegen dem Uhrzeigersinn zu rotieren beginnt. Die F

1

-ATPase arbeitet nun

als Motor (wie auh als Katalysator) fernab des thermodynamishen Gleihgewihts

(TGG). Wird ein kolloidales Dimer über ein Polymer an ihren Shaft angeheftet, kann

die Rotation auf dieses übersetzt werden, s. Abb. 1.1: (b). Die Bewegung des Di-

mers kann durh optishe Mikroskopie beobahtet und somit die Rotation sihtbar

gemaht werden. Wie sih zeigt, �uktuiert der Shaft in 120

Æ

-Shritten (bestehend

aus zwei Untershritten von 40

Æ

und 80

Æ

), wobei die Rotationsgeshwindigkeit von der

ATP-Konzentration abhängt. Das Dimer ermögliht darüber hinaus auh die gezielte

Manipulation des Motors. Durh Anlegen eines externen Drehmoments, das entgegen

der Rotationsrihtung wirkt, kann beispielsweise das Drehmoment des Shaftes be-

stimmt werden oder aber die Drehrihtung und dadurh die Hydrolyse in eine Synthese

umgekehrt werden [7℄.

Das Experiment zur F

1

-ATPase zeigt beispielhaft, dass kleine Systeme oft shon

durh ihre natürlihe Umgebung, spätestens aber durh eine externe Manipulation

aus dem TGG in ein Nihtgleihgewiht (NGG) getrieben werden. Im Gegensatz zur

Gibbs-Boltzmann-Statistik, die eine vollständige Beshreibung von Gleihgewihts-

systemen ermögliht, mangelt es bislang an einer umfassenden Theorie für Niht-

gleihgewihtssysteme [8℄. Parallel zu der aufkommenden Vielzahl an bahnbrehen-

den Experimenten [9℄ wurden deshalb in den letzten zwei Jahrzehnten vermehrt An-

strengungen unternommen, einen beshreibenden Formalismus für getriebene kleine

Systeme zu entwikeln. Als besonders vielversprehender Anwärter gilt dabei die sto-

hastishe Energetik [10℄ oder vielmehr die stohastishe Thermodynamik [11, 12℄.

Innerhalb dieser werden Notationen wie die innere Energie, Arbeit und Wärme auf-

grund der omnipräsenten Fluktuationen zu stohastishen Gröÿen [13, 14℄. Obwohl

nun durh eine Verteilung mit endliher Breite beshrieben, erfüllen sie äquivalent

zur klassishen Thermodynamik den ersten Hauptsatz [15℄. Auh die Entropie, vor-
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Abbildung 1.2: (a) Winkel-Trajektorie � des an die F

1

-ATPase angehefteten kolloi-

dalen Dimers. (b) Links: Verteilung der Winkeldi�erenz �� für untershiedlihe Zeiten

(von rot zu türkis nimmt die Zeit zu). Die Trajektorienabshnitte zur Bildung der Win-

keldi�erenz stammen aus den roten Kästhen von (a). Rehts: Zu den Verteilungen

zugehörige Symmetriefunktionen des FT. Die Steigungen der Geraden ermöglihen die

Berehnung des Drehmoments. Es ist von der Gröÿe 30 pN nm. Aus [26℄, abgeändert.

mals von Boltzmann als Maÿ für die Gröÿe des zugänglihen Phasenraums eines im

TGG verweilenden oder in ein NGG getriebenen Systems de�niert [16℄, kann in die-

sen Formalismus shlüssig eingebettet werden [17℄. Als stohastishe Gröÿe kann sie

negative und positive Werte annehmen [18℄, erfüllt im Mittel aber immer den zweiten

Hauptsatz

2

.

Eine spezielle Klasse von Nihtgleihgewihtssystemen bilden die zeitlih statio-

nären. Systeme dieser Klasse zeihnen sih dadurh aus, dass sie trotz einer permanen-

ten Wärmedissipation in das umgebende Wärmebad eine zeitlih stationäre Verteilung

besitzen. Für diese Klasse weist die stohastishe Thermodynamik über das Konzept

der stohastishen Entropie zwei besonders starke Gesetzmäÿigkeiten aus [20℄. Zum

einen das Fluktuations-Dissipations-Theorem (FDT) [21℄, welhes die Antwort eines

Systems auf eine externe Störung harakterisiert und beispielsweise die Bestimmung

der Mobilität eines Teilhens über dessen Di�usionskoe�zienten ermögliht [22℄. Und

zum anderen das Fluktuationstheorem (FT), nah welhem Entropie vernihtende

Ereignisse gegenüber Entropie erzeugenden exponentiell unterdrükt sind. Abgewan-

delte Formen davon, allen voran die Jarzynski- [23℄ und Crooks-Relation [24℄, wurden

bereits früher formuliert und zur Rekonstruktion der Freien Energie-Landshaft der

Ribonukleinsäure verwendet [6, 25℄. In neueren Studien wurde mithilfe des FT das

Drehmoment der F

1

-ATPase vermessen [26℄. Dafür wurde über den zeitlihen Verlauf

des Rotationswinkels des kolloidalen Dimers die Verteilung der Winkeldi�erenz für

2

�Boltzmann betonte [...℄ in seinen Arbeiten immer wieder, dass der zweite Hauptsatz ein Wahrshein-

lihkeitssatz ist: Eine Abnahme der Entropie ist möglih, aber für Systeme sehr vieler Teilhen sehr

unwahrsheinlih [...℄. Für kleinere Teilhenzahlen sind Shwankungen beobahtbar, und Boltzmann

erwähnte bereits 1896, dass sie die Brownshen Bewegung erklären. Er führte diese Idee jedoh

nie quantitativ durh; dies tat erst Einstein im Jahr 1905.� Aus [19℄.
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1 Einleitung

untershiedlihe Zeiten bestimmt, s. Abb. 1.2: (a) und (b). Die Verteilungen erfüllen

eine vereinfahte Form des FT aus dessen Steigung das Drehmoment berehnet wer-

den kann.

All diese Studien verdeutlihen in überzeugender Weise die Stärke der stohastishen

Thermodynamik bei der Beshreibung kleiner Systeme. Im Zuge der Auseinanderset-

zung mit dieser bilden kolloidale Teilhen den Mittelpunkt dieser Arbeit. Im Sinne

eines reduktionistishen Ansatzes eignen sie sih im Besonderen, um die Eigenshaf-

ten kleiner Systeme zu studieren, gegebene Gesetzmäÿigkeiten zu überprüfen und

neue Denkanstöÿe zu liefern.

In Kapitel 2 wird ein kurzer Überblik über die theoretishen Grundlagen von ge-

triebenen kolloidalen Systemen gegeben. Ausgehend von der Langevin-Gleihung wer-

den wir uns mit der Smoluhowski-Gleihung und den Konzepten der stohastishen

Dynamik vertraut mahen. Daran anknüpfend wird das Gebäude der stohastishen

Thermodynamik aufgebaut. Im Zentrum steht dabei die axiomatishe Einführung der

Gröÿen Energie, Arbeit und Wärme sowie die De�nition der Entropie, verbunden mit

der Formulierung des zweiten Hauptsatzes. Nah der Charakterisierung des statio-

nären Nihtgleihgewihts (SNGG) folgt die Formulierung des FT. Zuerst im Allge-

meinen, danah für die Entropie im Speziellen. Das Kapitel endet mit einem Abriss

über wegweisende Experimente der vergangenen zwei Jahrzehnte.

Die Experimente widmen sih zwei Systemen. Mit den experimentellen Methoden

zur Realisierung des bereits etablierten Einring-Systems befassen wir uns in Kapitel 3.

Dieses einfahste aller SNGG besteht aus einem kolloidalen Teilhen, das mithilfe ei-

ner rotierenden optishe Pinzette entlang eines Rings getrieben wird. Eine mit der

Umlau�requenz synhronisierte Modulation der Laserintensität erlaubt zusätzlih ein

periodishes Potential zu erzeugen. In Kombination bewegt sih das Teilhen längs ei-

nes eindimensionalen, gekippten periodishen Potentials, korrespondierend mit einem

eindimensionalen SNGG. Die entsheidenden Systemparameter, nämlih die treibende

Kraft, Potentialamplitude und -phase, lassen sih wohlde�niert über die Wahl der La-

serintensität, Modulationsamplitude und -phase einstellen. Da die Fluktuationen des

Teilhens mittels digitaler Videomikroskopie mit hoher zeitliher und räumliher Au�ö-

sung verfolgt werden können, ist dessen komplette Phasenraumtrajektorie zugänglih.

Dies befähigt uns dazu, die stationäre Wahrsheinlihkeitsverteilung und den statio-

nären Wahrsheinlihkeitsstrom zu bestimmen und darüber das gekippte periodishe

Potential zu rekonstruieren.

Den Übergang eines Systems zurük in einen stationären Zustand nah einer Stö-

rung bezeihnet man als Relaxation. Endet die Relaxation im TGG, dann ist die

harakteristishe Zeitspanne oder Relaxationszeit des Prozesses unabhängig von den

Anfangsbedingungen. Ob diese Universalität auh für SNGG gültig ist und inwieweit

sih deren Relaxation von der in das TGG untersheidet, werden wir in Kapitel 4

untersuhen. Dazu werden innerhalb des Einring-Systems die treibende Kraft und
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die Potentialphase gleihzeitig nah einem stufenförmigen Protokoll gestört. Mehre-

re hundert Wiederholungen des Protokolls erlauben es, den Übergang zwishen zwei

SNGG zu beobahten. Eine qualitative Analyse der Relaxation erfolgt über den zeit-

lihen Verlauf der Verteilung nah der Störung. Die mittlere Teilhengeshwindigkeit

bietet die Möglihkeit zur quantitativen Analyse, sodass die Relaxationszeit bereh-

net werden kann. Die Frage ob diese auh für SNGG unabhängig von den Anfangs-

bedingungen ist, soll durh untershiedlihe Höhen des Stufenprotokolls beantwortet

werden. Der Umstand, dass die Systemparameter nur über einen begrenzten Bereih

variiert werden können, erfordert parallel die numerishe Auswertung der zugehörigen

Smoluhowski-Gleihung. Dies erö�net die Möglihkeit, die Abhängigkeit der Relaxa-

tionszeit von der treibenden Kraft und der Potentialamplitude systematish aufzuzei-

gen. Dabei wird auÿerdem dargelegt, dass Aussagen über den Verlauf der Relaxation

gemaht werden können, ohne diese jemals direkt beobahtet zu haben.

Das FDT bildet eine Brüke zwishen der Nihtgleihgewihts- und Gleihgewihts-

statistik. Zweifellos am bekanntesten ist die Stokes-Einstein-Relation, welhe als zei-

tintegrierte Variante die Mobilität eines Teilhens mit dessen Di�usionskoe�zienten

verknüpft. Ihre Verallgemeinerung auf SNGG erfolgte im Formalismus der stohasti-

shen Thermodynamik [27℄ und wurde für das Einring-System bereits experimentell

bestätigt [22℄. In weiterführenden theoretishen Arbeiten konnte das FDT in seiner

allgemeinsten Form über das Konzept der stohastishen Entropie elegant auf SNGG

erweitert werden [21℄. Zeitaufgelöste Studien dessen sheiterten bislang an den un-

gemein kleinen zu messenden Observablen. Nah der Vorstellung dieser und einer

anderen verallgemeinerten Variante zu Beginn von Kapitel 5 werden diese für das

Einring-System getestet. Hierfür wird nah einem stufenförmigen Protokoll die trei-

bende Kraft gestört und die Antwortfunktion einer systembeshreibenden Observablen

über mehrere tausend Wiederholungen des Protokolls ermittelt. Anshlieÿend erfolgt

der Vergleih mit den Korrelationsfunktionen der beiden verallgemeinerten Varianten

des FDT. Obwohl beide Varianten von einem theoretishen Standpunkt aus äquiva-

lent sind, gilt es im weiteren Verlauf zu überprüfen, ob unter einem experimentellen

Blikwinkel eine der beiden Variante ausgezeihnet ist.

Das Einring-System der vorherigen drei Kapiteln ermögliht die Untersuhung des

einfahsten aller kolloidaler Systeme im SNGG. Im Kontext eines reduktionistishen

Ansatzes für das Studium kleiner Systeme ist das darauf aufbauende Zweiring-System

die naheliegende und konsequente Erweiterung. Bei diesem handelt es sih um zwei

entlang zweier Ringe getriebene kolloidale Teilhen, die durh eine wohlde�nierte

Wehselwirkung gekoppelt sind. Unsere Aufmerksamkeit wendet sih in den folgen-

den drei Kapiteln diesem System zu. Zunähst werden wir in Kapitel 6 die nötigen

Erweiterungen der experimentellen Methoden besprehen. Vertieft wird dabei auf die

Kopplung paramagnetisher kolloidaler Teilhen eingegangen. Die Kopplung wird über

ein externes Magnetfeld erzeugt, das in den Teilhen magnetishe Momente induziert,

welhe dann über ein repulsives Dipol-Dipol-Potential in Wehselwirkung treten. Im

Vordergrund steht dabei die Erzeugung und Eihung des Magnetfeldes, sowie die
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1 Einleitung

Charakterisierung der paramagnetishen Teilhen und der induzierten Kopplung. Aber

auh die Relevanz unwillkürlih auftretender Wehselwirkungen, wie die hydrodyna-

mishe Kopplung und das optial binding, soll für die Dynamik des Zweiring-Systems

diskutiert werden. Wegen der Vielzahl an Systemparametern existiert eine Vielzahl

an untershiedlihen Bewegungsmodi. Auf diese wird am Ende des Kapitels detailliert

eingegangen.

Ein Problem kleiner Systeme ist, dass mit einer steigenden Anzahl an Freiheitsgra-

den auh ihre Komplexität zunimmt. Um ein System als groÿes Ganzes verstehen zu

können, muss die Dynamik von jedem seiner Freiheitsgrade bekannt sein. Vor allem

in komplexen biologishen Systemen kann zumeist aber ein groÿer Teil der Freiheits-

grade niht beobahtet werden und die Beshreibung der Systeme muss auf einer

vergröberten Ebene erfolgen. Dies zeigt sih shon in den bereits vorgestellten Expe-

rimenten zur F

1

-ATPase. Shlieÿlih wird niht der Motor selbst, sondern das mit ihm

verbundene kolloidale Dimer observiert. Das eigentlihe System wird demnah nah

dem Shema Motor+Polymer+Dimer ! Dimer vergröbert. Da der Formalismus der

stohastishen Thermodynamik trotzdem Anwendung �ndet, ist es wihtig zu verste-

hen, wie sih solh eine Vergröberung auswirkt. Die Gültigkeit des FT erfordert inter

alia die Beobahtung aller Freiheitsgrade. In Kapitel 7 werden wir den Ein�uss von

niht beobahteten Freiheitsgraden auf das FT für das Zweiring-System überprüfen.

Dabei steht die Frage im Mittelpunkt, ob an die Stelle des ordentlihen FT ein e�ek-

tives tritt oder ob sogar jeglihe Gesetzmäÿigkeit verloren geht. Des Weiteren werden

wir auf das Phänomen der erhöhten Di�usion eingehen. Sowohl theoretishe als auh

experimentelle Studien belegen, dass der Di�usionskoe�zient eines SNGG als Funkti-

on der treibenden Kraft seinen Gleihgewihtswert um mehr als eine Gröÿenordnung

übersteigen kann. Die Antwort auf die Frage, ob dieses Phänomen auh durh eine

Kopplung induziert werden kann, markiert das Ende des Kapitels.

Das Phänomen der Dissipation trennt das NGG vom TGG. Im Gegensatz zu makro-

skopishen Systemen, bei denen die produzierte Wärme entweder über kalometrishe

Messungen oder unmittelbar über die angelegten Kräfte bestimmt werden kann, ist

dies in kolloidalen Systemen niht möglih. Im Rahmen einer neuen Arbeit wurde ei-

ne Relation gefunden, welhe die mittlere Wärmeproduktionsrate als Verletzung der

Gleihgewihtsform des FDT identi�ziert [28℄. In beeindrukender Art und Weise kam

sie bereits bei Bestimmung der Energiebilanz der F

1

-ATPase zur Anwendung [29℄. Die

groÿe Shwähe dieser Methode ist allerdings, dass sie invasiv erfolgt. Das System

muss gestört werden, um die Verletzung der Gleihgewihtsform des FDT zu messen.

Insbesondere in den Studien zur F

1

-ATPase o�enbarte sih die groÿe experimentel-

le Herausforderung dieses Verfahrens. Im letzten Teil dieser Arbeit, Kapitel 8, wird

deshalb eine einfahe konditionale Mittelungs-Methode entwikelt, die es ermögliht,

die produzierte Wärme aus den Teilhen-Trajektorien eines kolloidalen Systems niht-

invasiv zu rekonstruieren. Anhand der Simulation der stohastishen Dynamik des

Zweiring-Systems wird die Methode überprüft. Shlieÿlih werden experimentell ge-

wonnene Teilhen-Trajektorien des Zweiring-Systems verwendet, um den Ein�uss der
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Kopplung auf die mittlere Wärmeproduktionsrate darzulegen.
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030401(R) (2012).
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2 Theorie und experimentelle

Perspektiven

Kolloidale Systeme zeihnen sih unter anderem dadurh aus, dass ihr Dispersionsme-

dium als kontinuierlihes Wärmebad mit wohlde�nierter Temperatur T behandelt wer-

den kann. Da es sih bei ihnen typisherweise um mesoskopishe Systeme handelt und

sie somit eine geringe Anzahl an inneren Freiheitsgraden aufweisen, wird ihr Verhalten

aufgrund der Kopplung an das Wärmebad von thermishen Fluktuationen dominiert.

Zustandsgröÿen wie die innere Energie, Arbeit oder Wärme bekommen dann einen

stohastishen Charakter. Solange das kolloidale System aber im thermodynamishen

Gleihgewiht verweilt, ist sein Zustand durh die Gibbs-Boltzmann-Statistik gege-

ben. Wird das System ins Nihtgleihgewiht getrieben, liegt der entsheidende Unter-

shied gegenüber einem System im thermodynamishen Gleihgewiht nun in dessen

dynamisher Entwiklung. Für solhe Systeme ist die Gibbs-Boltzmann-Statistik in-

adäquat und eine einheitlihe Beshreibung dieser Nihtgleihgewihtssysteme steht

immer noh aus. Jedoh kann die stohastishe Dynamik und Thermodynamik einen

konzeptionellen Rahmen hierfür bilden.

Dieses Kapitel soll und kann lediglih einen Überblik über die Konzepte der stohas-

tishen Dynamik und Thermodynamik geben, wobei die für diese Arbeit relevanten

Punkte im Vordergrund stehen. Als weiterführende Literatur sei neben [1℄ und [9℄ vor

allem auf [20℄ und [8℄ verwiesen.

2.1 Stohastishe Dynamik

2.1.1 Phasenraum

Im Folgenden bestehe ein kolloidales System aus n Teilhen gleiher Masse m. Jedem

Teilhen werden zwei kontinuierlihe, dreidimensionale Freiheitsgrade zugeordnet: der

Ort r

i

(t) und der Impuls p

i

(t) mit Teilhenindex i = 1; : : : ; n. Diese spannen den

Phasenraum � auf, in dem jeder Punkt einem Mikrozustand fx; x

p

g � ffr

i

g; fp

i

gg

entspriht, welher eindeutig die makroskopishen Zustandsgröÿen des Systems fest-

legt [30℄. Entwikelt sih das System stohastish dynamish, dann kommt es allen

zugänglihen Mikrozuständen beliebig nahe. Die Menge aller Punkte

X � ffx(t); x

p

(t)g : 0 6 t 6 �g ;

die es dann in der Zeit � durhläuft, heiÿt Phasenraumkurve oder Trajektorie.
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2 Theorie und experimentelle Perspektiven

2.1.2 Langevin-Gleihung

Eine heuristishe Möglihkeit, die stohastish dynamishe Entwiklung der Teilhen-

freiheitsgrade zu beshreiben, ist die Langevin-Gleihung [31℄. Den Newtonshen Ge-

setzen nah sind die zeitlihen Änderungen der Orte und Impulse durh

_r

i

= p

i

=m ; _p

i

= F

ges

i

(2.1)

gegeben

1

, wobei F

ges

i

(x; t) die auf ein Teilhen wirkende Gesamtkraft ist. Sie setzt

sih aus direkten und indirekten Kräften zusammen.

Die direkte Komponente kann aus einer niht-konservativen Kraft f

i

(x; t) und einer

Potentialkraft �r

i

U(x) bestehen, F

i

= f

i

� r

i

U. Dabei lässt sih das Potential U

immer in einen internen Anteil, hervorgerufen durh Interaktion der Teilhen unterein-

ander, und einen externen Anteil zerlegen. Die indirekte Komponente begründet sih

in der Kopplung der Teilhen an das Wärmebad. Aufgrund der molekularen Bewegung

stoÿen Wärmebadmoleküle mit den Teilhen. Diese Stöÿe führen zur Brownshen Be-

wegung, welhe durh die stohastishe Kraft �

�

�

i

(t) modelliert wird. Für diese fordern

wir einen vershwindenden Mittelwert sowie zeitlih kurzreihweitige Korrelationen,

h�

�

�

i

(t)i = 0 ;

〈

�

�

�

i

(t)�

�

�

T

j

(�)

〉

= 2g

0

Æ

i j

Æ(t � �) : (2.2)

Die zunähst unbekannten Amplituden g

0

harakterisieren die Stärke der stohasti-

shen Kraft.

Allerdings kommt es auh aufgrund der Bewegung der Teilhen selbst zu stohas-

tishen Stöÿen mit den Wärmebadmolekülen. Diese bedingen eine resistive oder hy-

drodynamsihe Kraft h

i

(x; t), welhe die Bewegung der Teilhen hemmt.

Hydrodynamishe Zeitskala und Kraft

Die Bewegung eines Teilhens führt zu einem Geshwindigkeitsfeld u(x; t), welhes

durh das Bad propagiert und an die anderen Teilhen koppelt, s. Abb. 2.1.

Für ein inkompressibles Wärmebad sind die Grundgleihungen von u die Kontinui-

tätsgleihung und die Navier-Stokes-Gleihung

� (�

t

+ u � r)u = �rp + �r

2

u

mit dem Druk p und der Viskosität � des Wärmebads [34℄. Welhe Terme in der

Navier-Stokes-Gleihung dominierend sind und damit die Form von u festlegen, lässt

sih über die Reynolds- und Strouhal-Zahl,

Re � �u

0

l

0

=� ; St � l

0

=(u

0

t

0

) ;

1

In den Newtonshen Gesetzen muss die reale Masse m der Teilhen um die virtuelle Masse M

erweitert werden, m ! m + M. Diese berüksihtigt die Arbeit die aufzubringen ist, um das

das Teilhen umgebende Dispersionsmedium mitzubeshleunigen. Für ein Teilhen mit Volumen

V = 4=3�(d=2)

3

ergibt sih M = �V=2 [32℄, worin � die Massendihte des Dispersionsmediums

ist.
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2.1 Stohastishe Dynamik

f i

hj

Abbildung 2.1: Die Bewegung des iten (rehten) Teil-

hens führt zu stohastishen Stöÿen mit den Wärmebad-

molekülen, wodurh ein dipolartiges Geshwindigkeitsfeld

entsteht. Dieses koppelt an das jte (linke) Teilhen [33℄.

abshätzen. Sie messen Länge, Zeit und Geshwindigkeit in systeminternen Einhei-

ten, l

0

, t

0

und u

0

, und überführen die Navier-Stokes-Gleihung in ihre dimensionslose

Form [35℄

Re (St �

^

t

+ û �

^

r)û = �

^

rp̂ +

^

r

2

û :

Für kolloidale Systeme gelten die Grenzfälle: Re ! 0 sowie Re St = O(1) [36℄. Da-

mit sind alle Terme auÿer dem nihtlinearen von der Ordnung O(1). Der nihtlineare

Term, welher das Turbulenzverhalten festlegt, ist um die Ordnung O(Re) kleiner

und somit vernahlässigbar. Die Navier-Stokes-Gleihung geht damit in die transien-

te Stokes-Gleihung über, ReSt �

^

t

û = �

^

rp̂ +

^

r

2

û, welhe ausshlieÿlih laminare

Geshwindigkeitsfelder als Lösungen zulässt.

Generell kann der Zeitableitungsterm in der transienten Stokes-Gleihung niht weg-

diskutiert werden. Allerdings können wir abshätzen, auf welher Zeitskala er relevant

ist. Unter Vernahlässigung des Drukgradienten ist für ein bewegtes Teilhen eine

Sherwelle eine approximierte Lösung. Eine typishe Distanz, auf der hydrodynami-

she Interaktionen auftreten, ist der Teilhendurhmesser d . Die Sherwelle überquert

diesen auf der hydrodynamishen Zeitskala �

H

= �d

2

=(4�) [37℄. Für Zeiten oberhalb

dieser spielt der Zeitableitungsterm keine Rolle, was die lineare Stokes-Gleihung

0 = �rp + �r

2

u

nah sih zieht. Alle Lösungen sind dann stationär und die Kopplung von u(x) an

die anderen Teilhen kann als instantan in der Zeit angenommen werden. Die in-

duzierte hydrodynamishe Kraft ist demnah eine lineare Funktion der momentanen

Teilhenimpulse,

h

i

= ��

�1

i j

(p

j

=m) ; (2.3)

welhe aufgrund der Reibung (Stöÿe) entgegen der Bewegungsrihtung wirken muss

2

.

Die proportionale Zuordnung in der hydrodynamishen Kraft erfolgt über die sym-

metrishen Mobilitätsmatrizen �

i j

(x). Diese sind positiv de�nit und invertierbar,

r

i

� �

i j

r

j

> 0 ; �

�1

i j

�

jk

= Æ

ik

:

2

Es gilt die Einsteinshe Summenkonvention, nah der über doppelt auftretende, freie Indizes sum-

miert wird.
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2 Theorie und experimentelle Perspektiven

Für groÿe Abstände zwishen den Teilhen, kann die hydrodynamishe Kopplung ver-

nahlässigt werden. Die Mobilitätsmatrizen reduzieren sih dann auf �

i j

= �

0

Æ

i j

mit

der Mobilität �

�1

0

= 3��d eines Teilhens [38℄. Solange niht anders erwähnt, ver-

nahlässigen wir ab jetzt die hydrodynamishe Kopplung, sodass �

i j

! �

0

Æ

i j

gilt.

Überdämpfte Langevin-Gleihung

Die Newtonshen Gesetze (2.1) mit der Gesamtkraft F

ges

i

= F

i

+ h

i

+ �

�

�

i

werden als

gekoppelte Langevin-Gleihungen bezeihnet. Aufgrund der kurzreihweitgen Korre-

lationen (2.2) beshreiben sie einen Markovprozess, der die Eigenshaft besitzt, dass

sein zukünftiger Zustand nur vom aktuellen und niht vom vergangenen Zustand ab-

hängt. Für eine Vielzahl kolloidaler Systeme ist dieser Prozess ein gutes Modell.

Im Experiment bestimmt die zugänglihe Zeitskala �

E

das Intervall, über welhes

die zeitlihen Änderungen der Teilhenfreiheitsgrade gemittelt werden. Der Vergleih

von �

E

mit der intrinsishen Zeitskala des Systems legt die beobahtbare Dynamik,

d.h. die konkrete Form der gekoppelten Langevin-Gleihungen fest. Wir reskalieren

Zeit und Ort bezüglih der experimentell zugänglihen Skalen,

^

t � t=�

E

; r̂ � r=l

E

;

und transformieren, unter Ausnutzung der Gl. (2.3), die gekoppelten Langevin-Gleihungen

in

_

r̂

i

= p̂

i

=m ; (m�

0

=�

E

)

_

p̂

j

=

^

F

i

� p̂

i

+

^

�

�

�

i

: (2.4)

Letzterer entnehmen wir unmittelbar, dass für die zeitlihen Änderungen der Impulse

die Fokker-Plank-Zeitskala �

FP

� m�

0

entsheidend ist. Im Fall �

FP

� �

E

können

diese vernahlässigt werden. Die Dynamik des Systems ist überdämpft, d.h. ohne

Kraft gibt es auh keine Bewegung.

tFP tH tR

10 Zeit (s)
-3

10
-6

Abbildung 2.2: Charakteristishe Zeit-

skalen eines optish gefangenen Teil-

hens [39℄. Unterhalb von �

FP

bzw. �

H

ist dessen Bewegung ballistish bzw. hy-

drodynamishe Kopplung zeitabhängig.

Die experimentelle Zeitskala (gestrihel-

te Linie) liegt über diesen, aber unter der

Relaxationszeit �

R

des Teilhens in einer

optishen Pinzette.

Für eine Abshätzung der Skalen berehnen wir mit der virtuellen Masse eines Teil-

hens �

FP

= (�

T

+�)d

2

=(18�); �

T

ist die Massendihte des Teilhens. Für ein in Was-

ser suspendiertes Silika-Teilhen mit Durhmesser d = 2µm ergibt sih �

FP

= 0:7µs
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2.1 Stohastishe Dynamik

sowie �

H

= 1:0µs. Beide liegen weit unterhalb der in dieser Arbeit experimentell ma-

ximal zugänglihen Zeitskala von �

E

= 10ms, weswegen wir ab jetzt die Annahmen

einer instantanen Kopplung sowie einer überdämpften Dynamik tre�en, s. Abb. 2.2.

Unter Vernahlässigung der zeitlihen Änderung der Impulse entkoppelen die Langevin-

Gleihungen (2.4) in die überdämpfte Langevin-Gleihung

_r

i

= �

0

F

i

+ �

�

�

i

(2.5)

mit den stohastishen Geshwindigkeiten �

�

�

i

� �

0

�

�

�

i

. Weiterhin sind die Korrelationen

zeitlih kurzreihweitig,

〈

�

�

�

i

(t)�

�

�

T

j

(�)

〉

= 2 g

0

�

2

0

Æ(t � �); (2.6)

allerdings mit neuen Amplituden.

Im Fall einer überdämpften Dynamik vermindert sih der Phasenraum �. Ein Mikro-

zustand x � fr

i

g ist dann alleine durh die Menge der Teilhenorte gegeben, sodass

X = fx(t) : 0 6 t 6 �g

die Trajektorie ist.

2.1.3 Smoluhowski-Gleihung

Generell durhlaufen makroskopish identish präparierte Systeme vershiedene Mi-

krozustände. Deswegen kann im Allgemeinen niht, wie bei der überdämpften Langevin-

Gleihung, die Entwiklung eines einzelnen Systems, sondern nur die Entwiklung eines

Ensembles von Kopien des Systems analysiert werden. Die Verteilung p(x; t) gibt dann

die Wahrsheinlihkeit an, eine Kopie zur Zeit t in der Umgebung von x vorzu�nden.

Sie ist stets positiv und normiert [30℄. Nah [8℄ kann die zeitlihe Entwiklung der

Verteilung über die Identität

p(x; t) =

∫

dx

0

P (x; tjx

0

; t

0

) p (x

0

; t

0

) (2.7)

bestimmt werden. Die bedingte Verteilung P gibt die Wahrsheinlihkeit an, eine

Kopie, gestartet zur Zeit t

0

in x

0

, nah der Zeit t bei x vorzu�nden und ist de�niert

über

P (x; tjx

0

; t

0

) � hÆ(x � x(t))i j

x

0

:

Die Mittelung erfolgt dabei über alle in x

0

gestarteten Trajektorien. Entwikeln wir P

in einer Taylor-Reihe um x

0

, erhalten wir in zweiter Ordnung

P (x; tjx

0

; t

0

) = Æ(x � x

0

)� t

[

m

i

� r

i

Æ(x � x

0

) +D

i j

r

i

r

T

j

Æ(x � x

0

)

]
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2 Theorie und experimentelle Perspektiven

mit den Momenten,

m

i

(x) � h[r

i

(t)� r

i

(t

0

)℄i =t ;

D

i j

(x) �

〈

[r

i

(t)� r

i

(t

0

)℄[r

j

(t)� r

j

(t

0

)℄

T

〉

=2t :

Anhand der überdämpften Langevin-Gleihung (2.5) können diese identi�ziert wer-

den [8, 40, 41℄,

m

i

= �

0

F

i

; D

i j

= g

0

�

2

0

Æ

i j

: (2.8)

Das erste Moment beshreibt die deterministishe Drift, das zweite Moment die Dif-

fusion des Systems.

Setzen wir die Taylor-Entwiklung von P mit den Momenten (2.8) in die Iden-

tität (2.7) ein und bilden die Zeitableitung, dann erhalten wir die Smoluhowski-

Gleihung

�

t

p = �r

i

� j

i

: (2.9)

Als Kontinuitätsgleihung verknüpft sie die Divergenz des Wahrsheinlihkeitsstroms

j

i

(x; t) � �

0

F

i

(x; t)p(x; t) � g

0

�

2

0

r

i

p(x; t) mit der lokalen Änderung der Erhal-

tungsgröÿe p [8, 42, 43℄. Für vershwindende niht-konservative Kräfte und zeitun-

abhängige Potentiale äquilibriert das System und wir wissen, dass j

i

null werden und

die Verteilung der Gibbs-Boltzmann-Statistik p

eq

(x) = e

�U(x)=T

=Z mit Zustands-

funktion Z �

∫

dx e

�U(x)=T

und k

B

� 1 genügen muss [44℄. Beides zusammen

maht g

0

= T�

�1

0

erkenntlih und damit bleibt nah Gl. (2.8) die Stokes-Einstein-

Relation [45℄,

D

0

= T�

0

; (2.10)

welhe den Di�usionskoe�zienten D

0

mit der Mobilität �

0

verknüpft. Die Stokes-

Einstein-Relation zeigt in sehr allgemeiner Weise, dass die stohastishen und resi-

sitiven Kräfte denselben Ursprung besitzen, nämlih die Stöÿe der Teilhen mit den

Wärmebadmolekülen, und verbindet somit die mikroskopishen mit den mesoskopi-

shen Eigenshaften eines kolloidalen Systems [46℄. Über den Strom

j

i

= �

0

(F

i

� Tr

i

ln p) p � �

�

�

i

p (2.11)

wird nun eine weitere Gröÿe ersihtlih: die mittlere lokale Geshwindigkeit �

�

�

i

(x; t) [47℄.

Sie ist die über alle Trajektorien, die zur Zeit t durh den Mikrozustand x gehen, ge-

mittelte Teilhengeshwindigkeit, s. Abb. 2.3. Ihr Ensemble-Mittelwert de�niert die

mittlere Geshwindigkeit v

i

(t) � h�

�

�

i

(x; t)i =

∫

dx j

i

(x; t).

2.2 Stohastishe Thermodynamik

Basierend auf ihren drei Hauptsätzen beshreibt die klassishe Thermodynamik die

Änderung der makroskopishen Zustandsgröÿen eines Systems im thermodynamishen
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2.2 Stohastishe Thermodynamik

Abbildung 2.3: Die mittlere lokale Geshwindig-

keit �

�

�

i

wird durh Mittelung über alle stohas-

tishen Geshwindigkeiten der Trajektorien, die

zur Zeit t durh den Mikrozustand x gehen, ge-

wonnen [48℄.

Gleihgewiht (TGG). Beispielsweise bilanziert der 1. Hauptsatz die Änderung der

inneren Energie als Summe aus geleisteter Arbeit und dissipierter Wärme.

Im Kontext einer phänomenologishen Theorie wandten Oono und Panioni erst-

mals die Konzepte der klassishen Thermodynamik auf getriebene Systeme an [49℄.

Das Axiom, dass auh für mesoskopishe, getriebene Systeme die Energiebilanz des

1. Hauptsatzes entlang einer einzelnen Trajektorie gültig bleibt, formulierte darau�ol-

gend Sekimoto [13℄. Über die überdämpfte Langevin-Gleihung indenti�zierte er innere

Energie, Arbeit und Wärme als stohastishe Gröÿen [14℄ und begründete damit die

Theorie der stohastishen Energetik [10℄. Die Erweiterung zu einer der klassishen

Thermodynamik verwandten, stohastishen Thermodynamik [11℄ erfolgte letztlih

mit der De�nition der stohastishen Entropie eines mesoskopishen Systems [17℄

und der damit verbundenen Formulierung des 2. Hauptsatzes.

2.2.1 Arbeit und Wärme

Um Arbeit und Wärme entlang einer einzelnen Trajektorie exakt de�nieren zu können,

beginnen wir mit zwei Axiomen [8℄:

(i) Arbeit an einem System leisten allein die externen Kräfte.

(ii) Entlang einer einzelnen Trajektorie bleibt die Gesamtenergie erhalten.

Wirkt auf ein System die niht-konservative Kraft f

i

und das über den Parameter �

kontrollierte externe Potential U(x; �), dann ist nah Axiom (i) die geleistete Arbeit

über

�w � f

i

� dr

i

+ �

�

U d� (2.12)

gegeben. Das unvollständige Di�erential �w hängt vom zeitlihen Verlauf des Kon-

trollparameters und der Trajektorie ab.

Wir ziehen nun die Identität

F

i

� dr

i

= (f

i

�r

i

U) � dr

i
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externes
System

totales Wärmebad

kolloidales
System

Wärmebad
Tdq

dw

dU

Abbildung 2.4: Energiebilanz eines kolloidalen Systems: Die innere Energie dU setzt

sih aus der geleisteten Arbeit �w und der dissipierten Wärme �q zusammen. Im

Formalismus der stohastishen Thermodynamik werden das kolloidale System und

das Wärmebad zusätzlih in ein totales Wärmebad eingebettet.

heran und erweitern über die De�nition der geleisteten Arbeit (2.12) in

F

i

� dr

i

= �w � (r

i

U � dr

i

+ �

�

U d�) = �w � dU :

Auf dem Niveau einer einzelnen Trajektorie entwikelt sih das System gemäÿ der

überdämpften Langevin-Gleihung (2.5), beshrieben durh F

i

�dr

i

= �

�1

i j

( _r

j

��

�

�

j

) �dr

i

.

Nah Axiom (ii) bleibt aber die Energie entlang einer Trajektorie erhalten. Akzeptieren

wir den 1. Hauptsatz, so muss

�q � �w � dU = F

i

� dr

i

(2.13)

die disspierte Wärme sein, s. Abb 2.4. Ihr Vorzeihen ist Konvention. Es sei hier so

gewählt, dass �q positiv (negativ) wird, wenn Energie in das (aus dem) Wärmebad

�ieÿt. Wirken keine direkten Kräfte auf das System, dann ist �q null.

2.2.2 Entropie

Der Anshluss der statistishen an die klassishe Thermodynamik ist eng mit dem

Begri� der Entropie verbunden. Für die kanonishe Gesamtheit, respektive für Sys-

teme die an ein Wärmebad gekoppelt sind, ist nah Gibbs die Entropie über den

Ensemble-Mittelwert

S = �

∫

dx p(x) ln p(x)

de�niert [50℄. Sie ist ein Maÿ für die Gröÿe des zugänglihen Phasenraums und bleibt

auh für Systeme bestehen, die sih fernab dem TGG be�nden.

Kolloidale Systeme sind Repräsentanten der kanonishen Gesamtheit und da sih

der 1. Hauptsatz entlang einer einzelnen Trajektorie formulieren lässt, ist es nur kon-

sequent auh die Entropie entlang einer einzelnen Trajektorie auszulegen [17℄,

s

sys

(t) � � ln p(x; t) : (2.14)
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2.3 Stationäres Nihtgleihgewiht

In dieser De�nition der Systementropie ist die Verteilung p Lösung der Smoluhowski-

Gleihung (2.9). Leiten wir s

sys

nah t ab, erhalten wir die momentane Entropiepro-

duktionsrate

_s

sys

= �

�

s

sys

� _r

i

� r

i

ln p :

Für den zweiten Term substituieren wir den Strom (2.11) und �nden

_s

sys

= �

t

s

sys

� _r

i

� (F

i

� �

�1

0

�

�

�

i

)=T : (2.15)

Nah Clausius können wir die dissipierte Wärme (2.13) mit der Änderung der Entropie

des Wärmebads in Verbindungs bringen [51℄, sodass _s

bad

� _q=T = _r

i

� F

i

=T . Hierbei

muss die Annahmen erfüllt sein, dass das Wärmebad stets im TGG bleibt und damit

die wohlde�nierte Temperatur T behält.

Betten wir das System und das Wärmebad in ein totales Wärmebad ein, s. Abb. 2.4,

können wir über die Gl. (2.10) und (2.15) die Rate der totalen Entropiepdroduktion

_s

tot

� _s

sys

+ _s

bad

= �

t

s

sys

+ _r

i

� �

�

�

i

=D

0

(2.16)

einführen. Im TGG ist sie null, da �

�

s

sys

= 0 und �

�

�

i

= 0. Ansonsten beshreibt sie

die aufzubringende Energie um ein System ins Nihtgleihgewiht (NGG) zu treiben

und kann sowohl positive als auh negative Werte annehmen. Oft wird letzteres als

Verletzung des zweiten Hauptsatzes gedeutet [18℄.

2. Hauptsatz

Diese Deutung lässt sih widerlegen indem wir die im Mittel produzierte totale Entro-

pie abshätzen. Da diese entlang einer einzelnen Trajektorie de�niert ist, mitteln wir

in zwei Shritten: Zuerst über alle Trajektorien, die zur Zeit t durh den Mikrozustand

x laufen, s. Abb. 2.3, und anshlieÿend über die Verteilung p (Ensemblemittelwert).

Es bleibt

〈

_s

tot

〉

= h _r

i

� �

�

�

i

i =D

0

= h�

�

�

i

� �

�

�

i

i =D

0

> 0 : (2.17)

Das Gleihheitszeihen hält alleine im Gleihgewiht. ImMittel wähst damit die totale

Entropie, wie auh in der klassishen Thermodynamik, für Systeme im NGG immer

an [11, 52℄.

2.3 Stationäres Nihtgleihgewiht

Wirken niht-konservative aber zeitunabhängige Kräfte f

i

(x) auf ein System, dann

wird dieses in ein stationäres Nihtgleihgewiht (SNGG) getrieben [20℄. Solh ein

System wird harakterisiert durh eine stationäre Verteilung p

s

(x), welhe die nun

stationäre Smoluhowski-Gleihung

0 = �r

i

� j

s

i

(2.18)
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Abbildung 2.5: Vor- X und Rüktrajektorie

~

X. Für die Start- und Endpunkte gelten die

Beziehungen: x

0

= ~x

�

bzw. x

�

= ~x

0

. Inspi-

riert von [53℄.

mit stationärem Strom j

s

i

= �

0

F

i

p

s

�D

0

r

i

p

s

� �

�

�

s

i

p

s

löst. Wir können diese auh als

Operator-Gleihung 0 = L

s

p

s

mit Smoluhowski-Operator L

s

� �r

i

� (�

0

F

i

�D

0

r

i

)

formulieren.

Der Strom bestimmt zwei Charakteristika eines SNGG: die ständige Wärmedissipa-

tion [49, 54℄ und die totale Entropieproduktion

�s

tot

�

∫

�

0

dt _s

tot

(t) =

∫

�

0

dt _r

i

(t) � �

�

�

s

i

(x(t))=D

0

:

Für letztere kann eine besonders starke Gesetzmäÿigkeit gewonnen werden [20℄.

2.4 Fluktuationstheoreme

Fluktuationstheoreme sind einige der wenigen bekannten Relationen, welhe für alle

SNGG gültig sind. Sie bringen die Wahrsheinlihkeiten von Entropie erzeugenden

und vernihtenden Trajektorien zueinander in Beziehung und begrenzen damit deren

Verteilungen.

Für ihre Herleitung, die sih stark an [8℄ orientiert, benötigen wir den Pfadintegral-

Formalismus, welher der Langevin- bzw. Smoluhowski-Gleihung gleihwertig ist [55,

56℄. Sei P [X℄ die Wahrsheinlihkeitsdihte einer Trajektorie X, dann ist das Pfadge-

wiht DX über die Norm

∫

DX P [X℄ = 1

bestimmt.

2.4.1 Zeitumkehr

Nahezu alle Fluktuationstheoreme lassen sih über das Konzept der Zeitumkehr her-

leiten [57, 58℄. Eine Rüktrajektorie

~

X ist über die selbstinverse Abblidung

~

X � fx(� � t) : 0 6 t 6 �g
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R

p(R)

ln
[p

(R
)/

p
(-

R
)]

R

(a) (b)

aR

Abbildung 2.6: (a) In der Verteilung p(R) sind negative Werte (�) gegenüber posi-

tiven Werten (�) exponentiell unterdrükt. (b) Gemäÿ dem Fluktuationstheorem ist

der Logarithmus des Verteilungsverhältnisses p(R)=p(�R) eine Geraden mit Steigung

� gleih.

de�niert, s. Abb.2.5.

Über das Verhältnis der beiden Wahrsheinlihkeitsdihten

P [X℄

P [

~

X℄

= e

�R[X℄

(2.19)

führen wir das shiefsymmetrishe Funktional R[X℄ = �R[

~

X℄ mit � 2 R ein. Für eine

beliebige Funktion g(R) berehnen wir damit

hg(R)i =

∫

DX g(R)P [X℄ =

∫

DX g(R) e

�R[X℄

P [

~

X℄ : (2.20)

Die Eigenshaften von R und die Erhaltung von DX unter Zeitumkehr führen letztlih

auf

hg(R)i =

〈

g(�R) e

��R

〉

:

Über diese allgemeine Gleihung lassen sih durh die Wahl von g zwei Klassen von

Fluktuationstheoreme ableiten. Das integrierte Fluktuationstheorem

〈

e

��R

〉

= 1

für g(R) = 1 und das detaillierte Fluktuationstheorem

p(R)

p(�R)

= e

�R

für g(R) = Æ(R � R[X℄). Das Fluktuationstheorem stellt eine starke Restriktion an

die Verteilung dar, denn es unterdrükt negative Werte von R gegenüber positiven

exponentiell, s. Abb. 2.6.
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Detailliertes Gleihgewihtsprinzip

Bislang gibt das Funktional R nur das Verhältnis zweier Wahrsheinlihkeitsdihten

wieder. Ihm kommt aber auh eine konkrete physikalishe Bedeutung zu. Es ist be-

kannt, dass im Gleihgewiht die Wahrsheinlihkeitsdihten einer Vor- und Rüktra-

jektorie gleih groÿ sind [59℄,

P

eq

[X℄ = P

eq

[

~

X℄ :

Nah Gl. (2.19) bedingt dies aber R[X℄ = 0. Für ein SNGG ist R[X℄ 6= 0 also ein

Charakteristikum und es liegt nahe, dieses in Verbindung mit der Wärmeproduktion

zu bringen [8℄.

Dissipation

Immer haben wir die Freiheit P [X℄ = P [Xjx

0

℄ p

0

(x

0

) in eine bedingte Wahrsheinlih-

keitsdihte zu zerlegen. Darin ist p

0

die Anfangsverteilung aller in x

0

gestarteten Tra-

jektorien. Ebenso können wir für die Rüktrajektorien P [

~

X℄ = P [

~

Xj~x

0

℄ p

1

(~x

0

) mit einer

anderen Anfangsverteilung p

1

(~x

0

) shreiben. Damit faktorisiert das Verhältnis (2.19)

in

e

�R

=

P [Xjx

0

℄

P [

~

Xj~x

0

℄

p

0

(x

0

)

p

1

(~x

0

)

: (2.21)

Prinzipiell sind die beiden Anfangsverteilungen frei wählbar. Um aber der ersten Zeile

in Gl. (2.20) die Bedeutung eines Mittelwerts zukommen zu lassen, sei p

0

verbindlih

und nur p

1

beliebig.

Es lässt sih zeigen, dass für x

0

= x

0

und ~x

0

= ~x

0

der erste Quotient in Gl. (2.21) der

Dissipation ins Wärmebad entspriht [60℄, P [Xjx

0

℄=P [

~

Xj~x

0

℄ = e

�s

bad

. Damit shreiben

wir für das Funktional

e

�R

= e

�s

bad

p

0

(x

0

)

p

1

(~x

0

)

(2.22)

mit weiterhin beliebiger Anfangsverteilung p

1

. Damit sind praktish beliebig viele

Fluktuationstheorem konstruierbar. Siherlih das bekannteste unter ihnen ist die

Jarzynski-Relation (JR)

〈

e

�W=T

〉

= e

��F=T

, welhe die Freie Energiedi�erenz �F

als GG-Gröÿe mit der geleisteten Arbeit W als NGG-Gröÿe verbindet [23℄.

2.4.2 Fluktuations-Theorem der totalen Entropieproduktion

Für ein SNGG, beshrieben durh die stationäre Smoluhowski-Gleihung (2.18), ist

p

0

(x

0

) = p

s

(x

0

). Wählen wir p

1

(~x

0

) = p

s

(x

�

), s. Abb. 2.5, dann folgt über die De�ni-

tion der Systementropie (2.14) direkt

p

s

(x

0

)

p

s

(x

�

)

= e

�s

sys
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und mit Gl. (2.22) erhalten wir die Beziehung �R = (�s

sys

+ �s

bad

). Für � = 1 ist

R = �s

tot

, woraus das Fluktuationstheorem

p(�s

tot

)

p(��s

tot

)

= e

�s

tot

(2.23)

der totalen Entropieproduktion (FT) hervorgeht [17℄. Das zugehörige integrierte FT

〈

e

��s

tot

〉

= 1 kann anhand der Jensen-Ungleihung auh als erweiterter 2. Hauptsatz

betrahtet werden, denn es gilt immer

〈

e

�s

tot

〉

> e

h

�s

tot

i

und folglih ist h�s

tot

i > 0.

In abgewandelter Form wurde das FT (2.23) erstmals in numerishen Simulatio-

nen zweidimensionaler Flüssigkeiten unter Sherung beobahtet [61℄, worauf mehrere

theoretishe Arbeiten folgten [62�64℄. In all diesen bezieht sih das FT aber auf die

Entropieproduktion �s

bad

und hält ausshlieÿlih asymptotish im Limes langer Zei-

ten. Durh die Erweiterung auf die totale Entropieproduktion �s

tot

gilt das FT für

endlihe Zeiten und damit beliebig lange Trajektorien eines SNGG.

2.5 Experimentelle Perspektiven

Eine Theorie muss immer daran gemessen werden, wie gut sie experimentelle Ergeb-

nisse voraussagen und interpretieren kann. Die Konzepte der stohastishen Dynamik

und Thermodynamik geben in vielerlei Hinsiht tiefe Einblike in die Gesetzmäÿig-

keiten, denen Systeme im NGG unterworfen sind. Vor allem in der letzten Dekade

bestätigten und erweiterten Experimente diese Konzepte, warfen aber auh neue, in-

teressante und komplexe Fragestellungen auf. Nahfolgend werden wegweisende Ex-

perimente besprohen.

Hydrodynamishe Zeitskala und Langevin-Gleihung

Mehr als 100 Jahre nah der Formulierung der Langevin-Gleihung [31℄ konnten Fra-

nosh et al. erstmals die Dynamik eines kolloidalen Teilhens unterhalb der hydrodyna-

mishen Zeitskala au�ösen [39℄. Dazu wurde ein Melamin-Teilhen in Aeton suspen-

diert und in einer dreidimensionalen, optishen Pinzette festgehalten. Die zugehörige

hydrodynamishe Zeitskala von �

H

= 2:3µs lag oberhalb der zeitlihen Au�ösung

des Experiments von �

E

= 1:0µs, sodass das Geshwindigkeitsfeldes u des �uktu-

ierenden Teilhens niht mehr als instantan in der Zeit angenommen werden kann.

Vielmehr koppelte u an das Teilhen über die nun zeitlih korrelierte, stohastishe Ge-

shwindigkeit �

�

� rük. Die Stärke k der optishen Pinzette mit harmonishen Potential

U = kr

2

=2 legt nun die Relaxationszeit �

R

� (�

0

k)

�1

, also die harakteristishe Zeit,

in welher das Teilhen in das Zentrum der Pinzette relaxiert, fest. Franosh et al.

brahten durh die Wahl von k die Relaxationszeit nahe an die hydrodynamishe Zeits-

kala heran, �

R

� �

H

, sodass das Teilhen sensitiv auf die Korrelationen reagierte. Für

diesen Fall folgt aus der Langevin-Gleihung, dass die Orts-Autokorrelationsfunktion

PAF(t) � hr(t)r(0)i = (�

0

�

R

)

2

h�(t)�(0)i direkt die Autokorrelationsfunktion der
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ball. Bewegung Fluss opt. Pinzette

hydrodyn. Regime

Antikorrelationen

Zeit, t (s)
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)|
)/

(a) (b)

t=20ms t=200ms t=1000ms
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Abbildung 2.7: (a) Oben: Charakteristishe Zeitskalen eines kolloidalen Teilhens.

Unten: Laterale Trajektorie eines Melamin-Teilhens innerhalb der dreidimensiona-

len optishen Pinzette für drei untershiedlihe Messzeiten. (b) Normalisierte Orts-

Autokorrelationsfunktion PAF(t) für untershiedlihe Verhältnisse der Zeitskalen:

�

R

=�

H

= 7:5 und �

R

=�

H

= 60. Entgegen einem exponentiellen Abfall, folgt die PAF(t)

einem �

�3=2

-Potenzgesetz. Aus [39℄, abgeändert.

stohastishen Geshwindigkeit sondiert. Es konnten ausgeprägte Antikorrelationen

in der PAF gezeigten werden, welhe im Gegensatz zu einem exponentiellen Abfall

im unkorrelierten Fall standen, s. Abb. 2.7. Da die Stärke der Antikorrelationen von

den Verhältnissen der Zeitskalen untereinander, �

R

=�

H

und �

R

=�

FP

, abhängt, kann das

Teilhen damit als Sensor, sensitiv auf die Dynamik der näheren Umgebung, gesehen

werden.

Stohastishe Thermodynamik

Übergänge zwishen TGG sind restringiert durh die Clausius-Ungleihung,

∫

2

1

�Q=T 6

�S. Je irreversibler ein Übergang abläuft, desto gröÿer ist die Di�erenz zwishen den

beiden Seiten der Clausius-Ungleihung [65℄. Hatano und Sasa zeigten, dass es auh

für Übergange zwishen zwei SNGG eine Gröÿe (den Y -Wert) gibt, welhe diese Di�e-

renz misst. Sie zeigten weiterhin, dass der Y -Wert

〈

e

�Y

〉

= 1 und damit auh hY i > 0

erfüllt [54℄. Trepagnier et al. testen die Vorhersagen von Hatano und Sasa für ein ge-

triebenes Teilhen [65℄. Dafür wurde ein Polysytrol-Teilhen in einer dreidimensionalen

optishen Pinzette festgehalten. Durh anshlieÿendes Verfahren der Pinzette nah

untershiedlihen Geshwindigkeitsprotokollen v(t) konnte der Übergang zwishen

zwei SNGG beobahtet werden, s. Abb. 2.8: (a) und (b). Im mitbewegten Bezugs-

system erfüllte die Verteilung von Y für alle Protokolle die Vorhersagen von Hatano

und Sasa, s. Abb. 2.8: (), was Trepagnier et al. zu der Vermutung veranlasste, dass

SNGG und TGG ähnlihen Gesetzmäÿigkeiten unterworfen sind.

Diese Vermutung sollte sih in den darau�olgenden Jahren bestätigen. Blikle et

al. untersuhten erstmals die Fluktuationen eines kolloidalen Teilhens in einem an-
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Abbildung 2.8: (a) Kolloidales Teilhen in einer dreidimensionalen optishen Pinzet-

te. Wird diese mit der Geshwindigkeit v(t) bewegt, dann wird das Teilhen um die

Distanz x gegenüber der GG-Position (Zentrum) ausgelenkt. (b) Protokolle A, B, und

C der Pinzetten-Geshwindigkeit v(t). () Verteilungen des Y -Werts für die Protokol-

le A, B, und C. Der grüne (shwarze) Balken entspriht � ln

〈

e

�Y

〉

(hY i). Aus [65℄,

abgeändert.

harmonishen Potential [15℄. Hierzu drükten sie ein Polystyrol-Teilhen periodish

gegen ein repulsives Substrat. Sie bestätigten die Erhaltung des 1. Hauptsatzes auf

dem Niveau einer einzelnen Trajektorie. Und obwohl die Verteilung der Arbeit hoh-

gradig von einer Gauÿ-Verteilung abwih, erfüllte sie trotzdem die JR und das FT

nah Crooks [24℄. Kurz darauf verglihen Imparato et al. experimentell bestimmte

Verteilungen der Arbeit und Wärme eines kolloidalen Teilhens in einer bewegten op-

tishen Pinzette mit den analytish exakten und zeigten deren Übereinstimmung [66℄.

Noh im selben Jahr überprüften Spek et al. das FT der totalen Entropieproduktion

für ein kolloidales Teilhen, dessen Bewegung durh eine rotierende optishe Pinzette

auf einen Ring eingeshränkt war [67℄. Die zusätzlih periodishe Modulation der Pin-

zettenstärke führte dazu, dass das Teilhen in ein SNGG getrieben wurde. Die totale

Entropieproduktion erfüllte für untershiedlihe Messzeiten das FT, womit auh der

2. Hauptsatz h�s

tot

i > 0 bestätigt wurde.

Die Gültigkeit von FT erwies sih auh für eine Vielzahl anderer Systeme: Für Span-

nungs�uktuationen in einfahen elektrishen Shaltkreisen [68℄, Übergangsraten�uk-

tuationen in athermalen Zwei-Niveau-Systemen an Fehlstellen im Diamant [69℄, sowie

Winkel�uktuationen getriebener, mehanisher Torsionspendel [70℄. Weiter wurde für

die Energie�uktuationen eines kolloidalen Teilhens, suspendiert in einem aus dem

TGG gebrahten Wärmebad, ein zeitabhängiges FT nahgewiesen [71℄.
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Abbildung 2.9: (a) Oben: RNA-Molekül, befestigt an zwei Polystyrol-Teilhen. Das

Auseinander- und Zusammenfahren der optishen Pinzetten entfaltet die Haarna-

del des RNA-Moleküls entlang der Ausdehnungskoordinate x(t). Unten: Trajektorie

(links) und die daraus bestimmte Verteilung bzw. Freie Energie (rehts). (b) Freie

Energie-Landshaft, gewonnen aus Gleihgewihtsmessungen und der abgewandelten

JR (Symbole). Aus [73℄, abgeändert.

Biomolekulare Systeme und thermodynamishe Mashinen

Auh in biomolekularen Systemen kommen FT zur Anwendung. Liphardt et al. konn-

ten zeigen, dass die aufzubringende Arbeit zum Entfalten eines RNA-Moleküls, unab-

hängig von der Geshwindigkeit des Entfaltungsprozesses, die JR erfüllt [25℄. Harris et

al. nutzten dies aus, um die Freie Energie-Landshaft des Proteins zu bestimmen [72℄.

Allerdings zeigte sih, dass die Konvergenz der JR experimentell unzureihend war.

Collin et al. wandten deshalb das FT nah Crooks an um die Freie Energiedi�e-

renz zu erhalten [6℄. Shlieÿlih verglihen Gupta et al. die Freie Energie-Landshaft,

gewonnen aus einer abgewandelten Form der JR [73, 74℄ mit Gleihgewihtsmessun-

gen [75℄. Hierzu brahten sie die Enden des RNA-Moleküls an zwei Polystyrol-Teilhen

an, welhe in optishen Pinzetten festgehalten wurden. Das Auseinanderfahren der

Pinzetten erlaubte, anhand der Auslenkung der Teilhen aus den Zentren, die auf das

Molekül wirkende Kraft und durh Integration die benötigte Arbeit entlang der Aus-

dehnungskoordinate x(t) zu berehnen, s. Abb. 2.9: (a). Es konnte gezeigt werden,

dass die abgewandelte Form der JR mit den Gleihgewihtsmessungen übereinstimm-

te, s. Abb. 2.9: (b). Weiter wies die Freie Energie-Landshaft die ausgeprägten Minima

des ge- (F) und entfalteten (U) Zustands der Haarnadel auf, beide getrennt durh

eine Barriere von rund 8 kJ=mol, s. Abb. 2.9: (b).

Proteine sind fundamentale Bestandteile molekularer Motoren bzw. Mashinen. Sol-

he molekularen Mashinen arbeiten fern ab des TGG und können in der Regel als

SNGG, getrieben durh eine zeitabhängige Randbedingung, gesehen werden. Blikle et

al. realisierten erstmals eine Stirling-Mashine auf der Mikrometerskala [76℄. Sie ver-
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2.5 Experimentelle Perspektiven

wendeten ein Melamin-Teilhen, gefangen in einer zeitabhängigen, optishen Pinzette,

welhes periodish an zwei untershiedlihe Wärmebäder gekoppelt wurde. In Analo-

gie zum Stirling-Motor kann das Teilhen als Arbeitsgas und die optishe Pinzette

als Zylinder gesehen werden [77℄. Durh zeitabhängiges Verändern der Pinzettenstär-

ke (Kolben) zum einen und der Wärmebadtemperatur zum anderen o�enbarten sih

starke Fluktuationen der Arbeit. Es zeigte sih, dass die E�zienz der Mashine stark

von der Zyklendauer abhängt, sie im quasistatishen Limes aber die Stirling-E�zienz

erreiht. Inwieweit diese Fluktuationen genutzt werden können, um durh eine aktive

Rükkopplung die E�zienz zu erhöhen, ist eine o�ene Frage. Allerdings zeigten Toya-

be et al., dass ein System unter isothermalen Bedingungen, in Verträglihkeit mit dem

2. Hauptsatz der Thermodynamik [78℄, mehr Freie Energie gewinnen kann als Arbeit

an ihm verrihtet wird [79℄.

Aktive Rükkopplung ist auh in vielen biomolekularen Systemen von groÿer Wih-

tigkeit. Beispielsweise bei der Adaption. Adaption ist die Eigenshaft eines Systems,

seinen Zustand zurükzustezen, wenn es einer neuen Umgebung ausgesetzt wird [80℄.

Lan et al. simulierten ein minimales, stohastishes Netzwerk und zeigten, dass die

abshwähende Rükkopplung das detaillierte Gleihgewihtsprinzip verletzt und so-

mit das Netzwerk in ein SNGG getrieben wird. Weiter konnten sie folgende Aussagen

tre�en: Je akkurater und/oder shneller der Adaptionsprozesses ablaufen soll, umso

gröÿer muss die Rate der dissipierten Energie sein [81℄. Diese Aussagen konnten sie

in Experimenten an E. oli Bakterien bestätigen.
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3 Experimentelle Methoden

3.1 Optishe Pinzetten

Die internen und externen Wehselwirkungen von kolloidalen Systemen können zur

gezielten Manipulation derselben benutzt werden. Den internen Wehselwirkungen

liegen im Wesentlihen die Prinzipien der Hydrodynamik und Elektro- bzw. Magne-

tostatik zugrunde. Externe Wehselwirkungen, auf welhe wir uns in diesem Kapitel

beshränken wollen, �nden vor allem mit Lihtfeldern statt.

f
g

(b)(a)

f l

f l

f
g

z

r

ω0 g

Abbildung 3.1: (a) Links: Gauÿ-Strahl eines Lasers mit Strahltaille !

0

. Rehts: Wir-

kungsweise einer optishen Pinzette. Aufgrund der Wehselwirkung mit dem Lihtfeld,

wirken auf das Teilhen zwei Kräfte: der Lihtdruk f

l

und die Gradientenkraft f

g

.

(b) Für kleine Strahltaillen kann die Gradientenkraft den Lihtdruk überkompensie-

ren und die Bewegung des Teilhens wird in allen drei Raumrihtung eingeshränkt.

Aus [53℄, abgeändert.

Erstmals von Ashkin et al. vorgeshlagen und angewandt [82�84℄, beruht das Wir-

kungsprinzip von optishen Pinzetten in der Polarisation von Dielektrika durh Liht-

felder. Bei der Untersuhung von kolloidalen [85℄, aber auh biologishen [86℄ und

atomaren Systemen [87, 88℄ sind optishe Pinzetten inzwishen Standard.

Ein Lihtfeld induziert in einem polarisierbaren Teilhen ein Dipolmoment. Ist das

Feld inhomogen, erfährt das Teilhen aufgrund der Dipol-Wehselwirkung W die Gra-

dientenkraft f

g

= �rW . Über den Maxwellshen Spannungstensor kannW berehnet

werden [89℄. Für ein stark fokussiertes Lihtfeld und ein shwah polarisiertes Teil-

hen ergibt sih die Wehselwirkung letztlih durh Integration der Energiedihte I
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3 Experimentelle Methoden

des Feldes über das Teilhenvolumen

W = ��

∫

V

dr I(r) (3.1)

mit � = (n

T

=n)

2

� 1 [90℄. Hierin ist n der Brehungsindex des Dispersionsmediums

und n

T

der des Teilhens.

Für einen Laser mit Gauÿ-Strahl I(�; z) = I

0

e

�r

2

=(2!

2

0

)

und Strahltaille !

0

(s.

Abb. 3.1: (a); r

2

= �

2

+ z

2

), lässt sih W und darüber die Gradientenkraft f

g

be-

rehnen. Es stellt sih heraus, dass für kleine r der Betrag f

g

� �r ist und f

g

somit

als lineare Rükstellkraft das Teilhen in den Ursprung zurükzieht, s. Abb 3.1. Der

maximale Betrag f

g;m

ergibt sih für (!

0

; 0). Er hängt explizit von dem Verhältnis

von Teilhendurhmesser d zu Strahltaille !

0

ab [90℄,

d � !

0

: f

g;m

� �I

0

(d

3

=!

0

) ;

d � !

0

: f

g;m

� �I

0

!

2

0

:

Das Teilhen erfährt aufgrund von Photonenimpulsabsorption aber auh einen Strah-

lungsdruk. Daraus resultiert die Kraft f

l

, auh als Lihtdruk bezeihnet, welhe das

Teilhen entlang der Strahlahse vershiebt. Ihr Betrag in der Fokusebene hängt von

dem Verhältnis zwishen d und Wellenlänge � des Lasers ab [89℄,

d � � : f

l

� �

2

I

0

(d

6

=�

4

) ;

d � � : f

l

� �

2

I

0

�

2

:

Dreidimensionale optishe Pinzetten

Ein kolloidales Teilhen kann nun in seiner Bewegung in allen drei Raumrihtun-

gen eingeshränkt werden, wenn die Gradientenkraft den Lihtdruk überwiegt, s.

Abb. 3.1: (b). Für eine Abshätzung bilden wir den Quotienten der maximalen Beträ-

ge und ziehen kleine Strahltaillen in Betraht, !

0

= �. Es folgt

d � !

0

: f

l

=f

g

� � (d=!

0

)

2

;

d � !

0

: f

l

=f

g

� � :

Folglih werden kleine Teilhen stark festgehalten, denn in aller Regel gilt immer

(d=!

0

)

2

� �

�1

. Für groÿe Teilhen müssen die Brehungsindizes n und n

T

so an-

gepasst werden, dass � � 1 ist. Zusätzlih kann man hier die Gravitation nutzen,

indem der Laser von unten an das Teilhen gekoppelt wird. Die Gravitationskraft g

kompensiert dann einen Teil des Lihtdruks f

l

, s. Abb. 3.1: (b). Insgesamt be�ndet

sih damit die stabile GG-Lage des Teilhens etwas oberhalb der Fokusebene des La-

sers.

Die lineare Rükstellkraft gehört zu einem harmonishen Potential um den Ursprung
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3.2 Stationäres Nihtgleihgewiht in einer Dimension

und das Teilhen be�ndet sih vermeintlih im TGG [91, 92℄. Roihman et al. unter-

suhten anhand holographisher Videomikroskopie die Trajektorie eines Silika-Teilhen

in einer dreidimensionalen optishen Pinzette [93℄. Sie beobahteten eine stationäre

Zirkulation des Teilhens in der (�; z)-Ebene, entsprehend einem SNGG mit mittlerer

Geshwindigkeit v

s

= 0:15µm=s, s. Abb. 3.2.

0-0.2 0.2

0

0.4

-0.4

z m)(m

r(t)

r(t+ )t

x
y

r

f

(a) (b)

r m( m)

Abbildung 3.2: (a) Silika-Teilhen in ei-

ner dreidimensionalen optishen Pinzet-

te. Der Laserstrahl breitet sih entlang

der z-Rihtung aus. Der Pfeil veran-

shauliht eine Trajektorie. (b) Strom-

linien des Geshwindigkeitsfelds. Der

Punkt markiert das Zentrum der Pinzet-

te. Aus [93℄, abgeändert.

Ihre Erklärung des E�ekts erfolgte über den Lihtdruk [93℄: Da der Lihtdruk stärker

wird, je näher das Teilhen dem Ursprung kommt, beein�usst dieser die Fluktuationen

in die Vorwärtsrihtung. Demnah ist das detaillierte Gleihgewihtsprinzip gebrohen

und das Teilhen wird in ein SNGG getrieben. Pese et al. shlugen anshlieÿend ein

Verfahren vor, das die quantitative Analyse der konservativen und niht-konservativen

Komponenten zulässt und als Erweiterung der Standardkalibrierung von optishen

Pinzetten gesehen werden kann [94℄.

Wie weit dieser E�ekt das Teilhen aus dem TGG treibt, können wir über die

mittlere Wärmeproduktionsrate h _qi abshätzen. Für die treibende Kraft entlang einer

geshlossenen Bahn berehnen wir für [93℄ einen Betrag von f = 5k

B

T=µm. Nah

Gl. (2.13) ist h _qi = v

s

f und wir sehen, dass Wärme mit einer mittleren Rate von h _qi =

0:75 k

B

T=s produziert wird. Wie sih zeigen wird, sind Raten dieser Gröÿenordnung

für die vorgestellten Experimente irrelevant.

3.2 Stationäres Nihtgleihgewiht in einer Dimension

Unter der groÿen Vielfalt von NGG sind SNGG die denkbar einfahsten, denn trotz

einer konstanten Wärmedissipation können sie durh eine stationäre Verteilung be-

shrieben werden. Unter der groÿen Vielfalt der SNGG wiederum ist ein eindimen-

sionales SNGG das am einfahsten realisierbare. In einem System mit periodishem

Potential, V (x) = V (x + L), briht eine konstante Kraft f die Symmetrie und treibt

es in ein SNGG mit dem gekippten periodishen Potential [95℄

U = V � f x : (3.2)
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3 Experimentelle Methoden

Im Fall eines Sinuspotentials V (x) = V

0

sin x erniedrigt f die Potentialbarriere V

0

.

Aufgrund der Periodizität existiert kein globales Minimum, weswegen das System

auh niht mehr äquilibrieren kann, s. Abb. 3.3. Ab der kritishen Kraft f

k

= V

0

=R

vershwindet das Minimum vollends und U besitzt nur noh einen Wendepunkt. Im

weiteren Verlauf bezeihnen wir solhe gekippten periodishen Potentiale als unter-

kritish, wenn f < f

k

und überkritish, wenn f > f

k

.

x

U(x)

Abbildung 3.3: Ein Teilhen im gekippten peri-

odishen Potential U(x) wird in ein SNGG ge-

trieben. Über eine Periodenlänge L dissipiert es

die Wärme �q = f L. Aus [53℄, abgeändert.

3.3 Aufbau

Eine e�ektive Möglihkeit ein kolloidales Teilhen entlang dem Potential (3.2) in ein

SNGG zu treiben, besteht in einer bewegten, dreidimensionalen optishen Pinzette.

Von Fauheux et al. vorgeshlagen, tastet hierbei ein Laserstrahl mit der Rotationsfre-

quenz � einen Ring mit Radius R ab [96℄. Abhängig von � können drei untershiedlihe

Bewegungsmodi des Teilhens auftreten:

(i) Für kleine Rotationsfrequenzen überwiegt die Gradientenkraft f

g

die resisitive

Stokes-Kraft h = ��

0

r und das Teilhens bleibt in der Pinzette gefangen. Es

bewegt sih mit der Umlau�requenz �

T

= � entlang des Rings, s. Abb. 3.4: (a).

(ii) Ab einer kritishen Frequenz � = �

k

beginnt die Stokes-Kraft h die Gradienten-

kraft f

g

überzukompensieren und das Teilhen kann niht mehr in der Pinzette

festgehalten werden. Jedesmal wenn die Pinzette das Teilhen passiert, wird die-

ses aber ein Stük weiter gestoÿen. Zwishen diesen Stöÿen kann das Teilhen

frei entlang des Rings di�undieren. Im Mittel bewegt es sih mit einer konstanten

Umlau�requenz �

T

. Da mit zunehmender Rotationsfrequenz � das Teilhen die

Gradientenkraft f

g

kürzer erfährt, sind � und �

T

antiproportional zueinander, s.

Abb. 3.4: (b).

(iii) Für sehr groÿe Rotationsfrequenzen reiÿt die geführte Bewegung des Teilhens

entlang des Rings ab, �

T

! 0. Allerdings bleibt seine freie Di�usion auf den Ring

beshränkt, s. Abb. 3.4: ()
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Abbildung 3.4: (a) Umlau�requenz �

T

eines Polystyrol-Teilhens in Abhängigkeit von

der Rotationsfrequenz � der optishen Pinzette; Laserleistungen: I

0

(�), 2I

0

(M)

und 4:7I

0

(�). Aus [96℄, abgeändert. (b) Normierte mittlere lokale Geshwindigkeit

�

s

(x)=v

s

mit v

s

= 9:5µm=s. Inspiriert von [53℄.

Für kolloidale Systeme erwiesen sih bewegte optishe Pinzetten als bahnbrehen-

de Neuerungen: Fauheux et al. realisierten erstmals eine thermishe Ratshe durh

die zeitlihe Modulation eines räumlih periodishen aber asymmetrishen Potenti-

als [97℄. Damit konnten sie die gerihtete Bewegung eines Polystyrol-Teilhens erzeu-

gen [95, 98℄. Von Verma et al. wurden die entropishen Kräfte zwishen zwei Silika-

Teilhen beobahtet, deren Bewegungen durh eine bewegte optishe Pinzette auf

eine Linie eingeshränkt waren [99℄. Babi£ et al. untersuhten innerhalb eines kolloi-

dalen Systems das Phänomen der stohastishen Resonanz [100℄. Dass die an diesen

Systemen verrihtete Arbeit ebenfalls ein FT erfüllt, wurde anshlieÿend von Jop et

al. demonstriert [101℄. Mithilfe der entlang eines Rings bewegten optishen Pinzette

studierten Lutz et al. das di�usive Verhalten von Polystyrol-Teilhen in einem eindi-

mensionalen Kanal und zeigten, dass das erwartete

p

t-Zeit-Gesetz erfüllt wird [102℄.

Für das gleihe System wurde in [103℄ das kollektive Verhalten der Teilhen, hervor-

gerufen durh ihre hydrodynamishen Kopplung aneinander, harakterisiert.

Die Realisierung einer solhen gesannten Pinzette erfolgt über den Aufbau nah

Abb. 3.5. Dieser wurde in [53℄ erstmals beshrieben, weswegen sih dieser und nahfol-

gende Abshnitte stark daran orientieren. Über ein Ölimmersionsobjektiv (Nikon, Plan

Fluor, 100x, 1.3) wird der Strahl eines Nd:YAG-Lasers (Coherent, Verdi, � = 532 nm,

2W) in eine Messzelle fokussiert. Mithilfe eines passenden Immersionsöls (Cargille, Se-

ries A, n = 1:57) kann die Strahltaille klein genug eingestellt werden (!

0

6 �), um

eine dreidimensionale optishe Pinzette zu erzeugen. Der Fokus be�ndet sih etwa

50µm über der Unterseite der Messzelle, weswegen hydrodynamishe Rande�ekte

vernahlässigt werden können [103,104℄. Die Messzelle besteht aus einem Objektträ-
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Beleuchtung

CCD

f + f3 4

Scangine

EOM

f + f1 2

Verdi

Messzelle

λ = 532 nm

100x
1.3

63x
0.95

f + f5 6

Abbildung 3.5: Experimenteller Aufbau. Aus [105℄, abgeändert.

ger (Paul Marienfeld KG) mit eingeshli�ener Vertiefung (Durhmesser: 5mm, Tie-

fe: 0:8mm), s. Abb. 3.5 links oben. Diese ist mit einer wässrigen, stark verdünnten

kolloidalen Suspension (Miro Partiles GmbH, Si0

2

-Forshungsteilhen, n

T

= 1:42,

d = 1:3µm) befüllt und mit einem Glasplätthen (Präzessions Glas & Optik GmbH,

22x22mm, Dike: 0:1mm) abgedekt. Die Ränder des Glasplätthens werden an-

shlieÿend mit einem Epoxidharz-Kleber (R&G Faserverbundwerksto�e GmbH, 5min:

Epoxy, Harz:Härter - 1:1) versiegelt.

Um die Pinzette entlang eines Rings zu fahren, wird der Laser durh zwei galva-

nometrishe Spiegel (Sanlab, Sangine 10) abgelenkt. Die Ansteuerung der beiden

Spiegel erfolgt über eine Software (National Instruments, LabView 8.6). Die Projekti-

on des Drehpunkts der beiden Spiegel auf die Rükapertur des Ölimmersionsobjektivs

ermögliht, dass der Fokus des Laserstrahls innerhalb der Messzelle beliebig in ei-

ner Ebene verfahren werden kann. Für die hier vorgestellten Experimente ist (ii) das

relevante Regime. Typishe Rotationsfrequenzen liegen im Bereih � 6 300Hz und
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3.4 Digitale Videomikroskopie

V(x)

t = 0.0s

t = 0.4s t = 0.5s

t = 0.6s(a) (b)

0

fx

R

Abbildung 3.6: (a) Shematishe Darstellung des Einring-Systems: Ein kolloidales

Teilhen wird mit einer konstanten Kraft f über ein sinusförmiges Potential V ge-

trieben. (b) Aufnahmen eines Silika-Teilhens, getrieben auf einem Ring mit Radius

R = 1:15µm für I

0

= 40mW und I

m

= 8mW. Das Potentialminimum be�ndet

sih im Ursprung, deutlih in den untershiedlih zurükgelegten Bogenlängen für

0:0 s! 0:4 s und 0:4 s! 0:6 s zu erkennen.

führen zu Umlau�requenzen von �

T

6 3Hz. Ein Teilhen bewegt sih somit entlang

des Potentials U = �f x , wobei die Koordinate ��R < x 6 +�R in Einheiten der

Bogenlänge in mathematish positiver Rihtung gemessen wird. Bei fester Rotati-

onsfrequenz � lässt sih die Kraft f durh die Wahl der Laserleistung I

0

6 350mW

einstellen. In Abb. 3.4: (b) ist die normierte mittlere lokale Geshwindigkeit �

s

=v

s

für eine Laserleistung von 250mW dargestellt. Die mittlere Umlaufgeshwindigkeit

des Teilhens beträgt v

s

= 9:5µm=s. Die Variation von �

s

=v

s

entlang des Rings ist

6 15%. Die Abweihung werden durh optishe Abbildungsfehler und einen geringen

Astigmatismus des Laserfokus hervorgerufen.

Über einen elektrooptishen Modulator (EOM; Linos AG, LM 0202P mit Span-

nungsverstärker LAV 400) wird nun zusätzlih die Laserintensität entlang des Rings

moduliert. Dazu wird die Modulationsfrequenz mit der Rotationsfrequenz synhroni-

siert und auf den Ring eine stationäre Intensitätverteilung I(x) = I

0

+ I

m

sin(x=R)

aufgeprägt. Die Integration über ein Teilhenvolumen gemäÿ Gl. (3.1) führt dann

nah [90℄ zu dem periodishen Potential

V = V

0

sin(x=R) :

Über die relative Phasendi�erenz zwishen der gesannten Pinzette und der modu-

lierten Intensität kann zusätzlih eine Phase � eingestellt werden, sodass V (x) !

V (x + �). E�ektiv bewegt sih das Teilhen damit in dem gekippten periodishen

Potential U = V � f x und wir bezeihnen dieses als Einring-System, s. Abb. 3.6.
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Abbildung 3.7: (a) Trajektorien eines Silika-Teilhens bei einer Laserintensität von

I

0

= 40mW. (b) Zugehöriger Radius R und seine Verteilung. () Trajektorien eines

Teilhens bei einer Laserinstensität von I

0

= 40mW und einer Modulationsamplitude

von I

m

= 8mW. (d) Zugehöriger Radius R und seine Verteilung.

3.4 Digitale Videomikroskopie

Die Detektion der Trajektorie eines Teilhens erfolgt durh digitale Videomikrosko-

pie. Dazu wird die Messzelle durh eine Kaltlihtquelle (Shott, KL 1500) beleuhtet.

Das Mikroskopobjektiv (Zeiss, LD Plan-NEOFLUAR 63x, NA 0.75) erzeugt ein Bild

des Teilhens auf dem Chip einer CCD-Kamera (IDS Imaging Development Systems

GmbH, GigE uEye SE). Die digitalisierten Bilder werden mit einer Messfrequenz von

bis zu 100Hz abgespeihert. Um die Position des Teilhens zu bestimmen, wird ei-

ne Bildanalyse-Software verwendet. Dabei wird jedem Bildpixel (Au�ösung eines Bil-

des: 640x840Pixel) ein Graustufenwert zugeordnet. Durh Festlegen eines unteren

Shwellwerts kann das Teilhen als heller Punkt erfasst, s. Abb. (3.6): (b), und der

Shwerpunkt berehnet werden. Das theoretishe Au�ösungsvermögen �x lässt sih

nah [106℄ über �x = m

pix

=

p

n

pix

abshätzen. Hierin ist m

pix

= 125 nm=Pixel die

Au�ösung der CCD-Kamera und n

pix

= 70Pixel die Anzahl der detektierten Pixel pro

Teilhen, sodass �x = 15 nm. Das tatsählihe Au�ösungsvermögen liegt siherlih

darüber und wird mit �x = 25 nm abgeshätzt.

Weder das räumlihe, �x = 25 nm, noh das zeitlihe Au�ösungsvermögen, �

E

=

52



3.5 Potentialrekonstruktion für das Einring-System

10ms, ermöglihen die Erfassung der einzelnen Shritte des Teilhens (10 nm in 5ms),

weswegen dessen Bewegung als kontinuierlih entlang x angesehen werden kann.

Abb. 3.7 zeigt die detektierten Trajektorien eines Teilhens bei einer Rotationsfre-

quenz von � = 200Hz und einer Laserintensität von I

0

= 40mW (a) ohne und ()

mit modulierter Amplitude I

m

= 8mW. Deutlih zu erkennen ist, dass die Bewegung

in Abb. 3.7: (a) nahezu deterministish in mathematish positiver Rihtung verläuft,

analog der Bewegung in einem gekippten Potential U = �f x . Die zeitlihen Abstände

zwishen den Umläufen sind äquidistant und entsprehen einer mittleren Umlau�re-

quenz des Teilhens von �

T

= 2:3Hz. In Abb. 3.7: () führt die Amplitudenmodulation

zu dem gekippten periodishen Potential U = V � f x . Die Trajektorien weisen starke

Fluktuationen um den Ursprung auf, korrespondierend mit der �ahsten Stelle in U.

Die Umlau�requenz variiert stark und liegt im Mittel bei � = 1:2Hz. In beiden Fäl-

len betragen die radialen Fluktuationen etwa �100 nm, s. Abb. 3.7: (b) und (). Sie

sind deutlih geringer als der Radius R = 1:15µm (Mittelwert der Verteilung), womit

sih die Annahme einer eindimensionalen Bewegung innerhalb des Einring-Systems

rehtfertigen lässt.

Das Teilhen wird somit in ein SNGG getrieben. Da die Zeitskalen �

FP

= 0:3µs

und �

H

= 0:4µs unterhalb des zeitlihen Au�ösungsvermögens �

E

= 10ms liegen,

kann nah Unterabshnitt 2.1.2 die zugehörige stationäre Verteilung p

s

durh die

Smoluhowski-Gleihung (2.18) mit stationärem Strom

j

s

= �

0

Fp

s

�D

0

�

x

p

s

(3.3)

beshrieben werden.

3.5 Potentialrekonstruktion für das Einring-System

Das gekippte periodishe Potential U = V � f x kann aus der Verteilung p

s

, bestimmt

aus den Trajektorien, und dem Strom j

s

, bestimmt über die mittlere Geshwindigkeit

j

s

= v

s

=(2�R), rekonstruiert werden [107℄. Für die Gesamtkraft F = ��

x

U = �V

0

+f

�nden wir über Gl. (3.3) mit der Stokes-Einstein-Relation (2.10) die Beziehung

F =

j

s

�

0

p

s

+ T�

x

ln p

s

: (3.4)

Integrieren wir diese über eine Periode, gewinnen wir die niht-konservative Kraft

f =

j

s

�

0

L

∫

2�R

0

dx

0

p

s

(x

0

)

�1

: (3.5)

Wegen der Priodizität von p

s

vershwindet der zweite Term. Integrieren wir Gl. (3.4)

entlang x , erhalten wir bis auf eine irrelevante Konstante das Potential

V = f x � T ln p

s

�

j

s

�

0

∫

x

0

dx

0

p

s

(x

0

)

�1

; (3.6)
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3 Experimentelle Methoden
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Abbildung 3.8: (a) Stationäre Verteilung p

s

(�) und mittlere lokale Geshwindigkeit

�

s

(- -). (b) Die für (a) rekonstruierten Potentiale V (�) und U (�) mit V

0

= 50 k

B

T

und f = 53 k

B

T=µm. () Kraft f als Funktion der Laserleistung I

0

. (d) Potentialam-

plitude V

0

als Funktion der Modulationsamplitude I

m

.

das dann zusammen mit Gl. (3.5) festgelegt ist. Diese Methode ist allerdings auf

eindimensionale Systeme beshränkt. Für mehrdimensionale Systeme ist der Strom

in der Regel keine Konstante und die Rekonstruktion muss über die Integration von

j

s

=p

s

in Gl. (3.6) erfolgen. Wenngleih dies formal möglih ist, liegt im Fall eines

vergröÿerten Phasenraums die experimentelle Shwierigkeit in der Messung von j

s

.

Die zu den Trajektorien aus Abb. 3.7: () gehörige Verteilung p

s

besitzt ihr Maxi-

mum im Ursprung, in Übereinstimmung mit der �ahsten Stelle des rekonstruierten

gekippten periodishen Potentials U, s. Abb. 3.8: (a) und (b). Die Standardabwei-

hung der Methode beträgt �f = �1 k

B

T=µm und �V

0

= �2 k

B

T. Die geringen

Abweihungen des periodishen Potentials V von einer reinen Sinusform stammen

von optishen Justagefehlern, wozu maÿgeblih die imperfekte Einkopplung des La-

serstrahls in das Ölimmersionsobjektiv beiträgt. Entsprehend des Verlaufs von U wird

die mittlere lokale Geshwindigkeit �

s

im Ursprung minimal, s. Abb. 3.8: (a). Ihr Mit-

telwert h�

s

i = v

s

= 8:4µm=s, die mittlere Umlaufgeshwindigkeit des Teilhens, ent-

spriht einer mittleren Umlau�requenz von � = 1:2Hz, vgl. Abshnitt 3.4. Hiernah

liegt, gegenüber dem kleinen Wert aus Abshnitt 3.1, die mittlere Produktionsrate

der Wärme bei h _qi = 445 k

B

T=s.

Der quadratishe Zusammenhang zwishen f und I

0

[96℄ und der lineare Zusam-

menhang zwishen V

0

und I

m

[107℄ verdeutlihen, dass beide Systemparameter über
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3.5 Potentialrekonstruktion für das Einring-System

einen breiten Bereih wohlde�niert variiert werden können, s. Abb. 3.8: () und (d).

Grundsätzlih ist f damit frei einstellbar. Um aber bei gegebenem V

0

das Potential

rekonstruieren zu können, muss die stationäre Verteilung p

s

mit ausreihender Genau-

igkeit gemessen werden. Wenn f kleiner als die kritishe Kraft wird, f � f

k

, bleibt in

U eine Barriere �U stehen, welhe das Teilhen nur sehr selten überwinden wird. Für

eine Abshätzung können wir über die Kramers-Rate [42℄ die mittlere Wartezeit �

K

für einen Umlauf berehnen [108℄, �

K

= �U=(6�

2

�dR

2

) e

��U=k

B

T

. Für �U = 5k

B

T

ergibt sih bereits �

K

= 700 s. Eine ausreihende Statistik für p

s

ist dann experimentell

kaum noh erhältlih. Für f � f

k

wird p

s

�ah und strebt gegen die Gleihverteilung

1=(2�R). Das Teilhen erkundet den Phasenraum dann rein di�usiv, was mit einer

extrem langen Messzeit verbunden ist und somit ebenfalls die Potentialrekonstruktion

ershwert.
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4 Relaxation in ein stationäres

Nihtgleihgewiht

Das Phänomen der Dissipation untersheidet Nihtgleihgewihts- von Gleihgewihts-

systemen. Prominente Beispiele sind molekulare Motoren, welhe weit entfernt dem

TGG arbeitend kontinuierlih Energie dissipieren, und dabei von einem in den nähsten

stationären Zustand relaxieren [9℄.

In diesem Kapitel wird die Relaxation in ein SNGG untersuht. Mittels einer be-

wegten optishen Pinzette wird ein kolloidales Teilhen entlang eines gekippten pe-

riodishen Potentials getrieben. Durh Variation der Potentialparameter kann gezielt

der Übergang zwishen zwei SNGG studiert werden, s. Abb. 4.1. Es wird gezeigt,

dass die Relaxationszeit, d. h. die harakteristishe Zeitskala auf der die Relaxati-

on in das SNGG abläuft, unabhängig von den Anfangsbedingungen ist. Weiter wird

in quantitativer Übereinstimmung mit numerishen Berehnung dargelegt, dass die

Relaxationszeit mit zunehmender Entfernung vom TGG anwähst. Shlieÿlih wird

demonstriert, dass durh Kenntnis des SNGG Aussagen über den Verlauf der Relaxa-

tion gemaht werden können, ohne diese jemals direkt beobahtet zu haben.

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1

+1

t (s)

x
(p

R
)

0 1 2

p
s

Abbildung 4.1: Links: Trajektorien (�) und Verteilung (in Graustufen skaliert) des

Übergangs zwishen zwei SNGG. Rehts: Zugehörige stationäre Verteilungen.
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4 Relaxation in ein stationäres Nihtgleihgewiht

4.1 Übergang zwishen zwei stationären

Nihtgleihgewihten

Den Übergang eines Systems zurük in das TGG nah einer Störung bezeihnet man

gemeinhin als Relaxationsprozess oder kurz Relaxation. Solange die Dynamik des Sys-

tems überdämpft ist, strebt das System zeitlih exponentiell gegen den Endzustand.

Die Relaxationszeit ist dann die harakteristishe Zeitspanne dieses Prozesses. Ihr ist

inhärent, dass sie weder von der Stärke noh der Form der Störung (Anfangsbedin-

gungen) sondern ausshlieÿlih von den Eigenshaften des Endzustands abhängt.

U(x)

df

p(x,t)

p  (x)
eq

(a) (b) (c)

Abbildung 4.2: Shematishe Darstellung des Ornstein-Uhlenbek-Prozesses.

(a) Ein kolloidales Teilhen im harmonishen Potential U(x) wird durh die Kraft

Æf aus dem Minimum ausgelenkt. (b) Anshlieÿend relaxiert es wieder in dieses

zurük. () Der Relaxationsprozess endet in der Gibbs-Boltzmann-Verteilung

p

eq

(x) � e

�U(x)=T

.

4.1.1 Ornstein-Uhlenbek-Prozess

Das Paradigma eines Relaxationsprozesses ist der Ornstein-Uhlenbek-Prozess im har-

monishem Potential U(x) = k x

2

=2 [109, 110℄. Dabei handelt es sih um das Stre-

ben eines kolloidalen Teilhens zurük in das Minimum von U nah einer Auslenkung

aus diesem, s. Abb. 4.2. Die Verteilung p(x; t) des Relaxationsprozesses genügt der

Smoluhowski-Gleihung (2.9). Mit D

0

= T�

0

lautet diese

�

t

p = �

0

k �

x

(x + T�

x

=k)p

Ihre Lösung ist eine zeitabhängige Gauÿ-Verteilung, die exponentiell in die Gibbs-

Boltzmann-Verteilung, p

eq

� e

�U=T

, relaxiert [43℄. Der Form der Smoluhowski-Glei-

hung entnehmen wir, dass �

0

k die Zeitskala des Relaxationsprozesses vorgibt und mit

der Mobilität �

�1

0

= 3��d de�nieren wir die Ornstein-Uhlenbek-Relaxationszeit [43℄

�

eq

R

� 3��d=k : (4.1)
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4.1 Übergang zwishen zwei stationären Nihtgleihgewihten

Sie ist alleine durh die Eigenshaften des stationären Endzustands bestimmt und ist

unabhängig von der Störung.

Da in Analogie zum TGG auh ein SNGG eine stationäre Verteilung besitzt, sind

zwei Fragen naheliegend: Untersheidet sih die Relaxation in ein SNGG von der in

das TGG? Und bleibt die Relaxationszeit universell?

U(x)

Relaxation

p
II

S

p
I

S

f

f

fII

fI

f
II

I
f

tI

(a) (b)

t

t

0 t +I tII

Abbildung 4.3: (a) Protokoll der treibenden Kraft f und Phase �. (b) Shematishe

Darstellung des Relaxationsprozesseses: Die Änderung von f und � führt zu einer

Neuordnung der Verteilung, p

s

II

! p

s

I

.

4.1.2 Kraftstörung eines stationären Nihtgleihgewihts

Das Gegenstük zum Ornstein-Uhlenbek-Prozess im harmonishen Potential ist die

Störung eines kolloidalen Teilhens im gekippten periodishen Potential U = V � f x .

Dazu kann die treibende Kraft f nah einem gegebenen Protokoll verändert werden. In

U führt dies dazu, dass (i) ein vorliegendes Minimum entweder an Tiefe verliert bzw.

ganz vershwindet, oder (ii) ein ohnehin shon steiler Verlauf (ohne Minimum) sih

noh steiler vollzieht. Im Fall (i) ist mit einem groÿen Messsignal zu rehnen, da es zu

einer dramatishen Neuordnung der stationären Verteilung kommen muss. Im Fall (ii)

wird das Messsignal shwah ausfallen, denn der Untershied zwishen den stationären

Verteilungen zweier Zustände, in denen das kolloidale Teilhen des Einring-Systems

zirkuliert, ist eher gering. Da aber auh der Übergang zwishen solhen Zuständen

beobahtet werden soll, muss, damit das Messsignal stark genug ausfällt, neben f ein

zweiter Systemparameter variiert werden. Ein geeigneter Parameter ist die Phase �,

deren Wahl maÿgeblih bestimmt, an welher Position in U sih das Minimum oder

die �ahste Stelle be�ndet. Beispielsweise zieht ein maximaler Phasensprung von �
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4 Relaxation in ein stationäres Nihtgleihgewiht

einen völlig anderen Verlauf von U und damit auh von der stationären Verteilung

nah sih. Deshalb wird periodish zwishen zwei untershiedlihen Potentialen hin-

und hergeshaltet, wobei die treibende Kraft f und die Phase � simultan nah dem

periodish fortgesetzten Protokoll

0 6 t 6 �

I

: f

I

= 53 k

B

T=µm; �
I

= 0 (SNGG I) ;

�

I

< t 6 �

I

+ �

II

: f

II

; �

II

(SNGG II) ;

verändert werden, s. Abb. 4.3: (a). Die Amplitude V

0

= 50 k

B

T bleibt währenddes-

sen unverändert, sodass das SNGG I fest ist, harakterisiert durh die Abb. 3.8: (a)

und (b). Entsheidend für die Untersuhung des Relaxationsprozesses ist, dass die

Zeiten �

I

und �

II

groÿ genug gewählt werden, damit das System die zugehörigen

stationären Verteilungen p

s

I

und p

s

II

erreihen kann. Groÿ genug bedeutet gröÿer als

die zu den Zuständen zugehörigen Relaxationszeiten. Betrahten wir die Ornstein-

Uhlenbek-Relaxationszeit �

eq

R

, ist es naheliegend anzunehmen, dass zwei Längens-

kalen des Einring-Systems den Relaxationsprozess maÿgeblih beein�ussen werden:

der Ringradius R und der Teilhendurhmesser d . Wie sih im weiteren Verlauf zeigen

wird, skaliert die Relaxationszeit mit dR

2

. Insofern ist es von Vorteil, kleine Ringradien

und kleine Teilhen zu wählen; in den Experimenten ist R = 1:15µm und d = 1:3µm.

Dadurh kann die Periodendauer des Protokolls �

I

+ �

II

signi�kant verkürzt und die

für hinreihend genaue Messwerte benötigte Statistik erhöht werden.

Um das Prinzip des Experiments zu illustrieren, wählen wir eine Situation in der das

SNGG II nahe dem TGG ist. Für eine treibende Kraft von f

II

= 4k

B

T=µm besitzt

das gekippte periodishe Potential U

II

noh ein Minimum, um welhes das Teilhen

stark lokalisiert ist

1

, s. Abb. 4.3: (b). Dieser arretierte Zustand gleiht dem Ornstein-

Uhlenbek-Prozess im harmonishen Potential, was deutlih in den Trajektorien von

Abb. 4.4: (a) zu erkennen ist. Aufgrund des eingeshränkten Phasenraums �uktuiert

das Teilhen nur über einen kleinen Bereih von x . Im Gegensatz dazu besitzt U

I

kein

Minimum mehr und das Teilhen wird entlang des Rings in einen laufenden Zustand

(SNGG I) getrieben.

Nihtübereinstimmung mit dem TGG

Der Relaxationsprozess manifestiert sih in der Verteilung p(x; t). Abb. 4.4: (a) zeigt

diese, berehnet über 800 Wiederholungen des Protokolls, in Graustufen skaliert:

� Für Zeiten �1 6 t < 0 s be�ndet sih das Teilhen im SNGG II, stark lokalisiert

um das Potentialminimum. Die zugehörige stationäre Verteilung p

s

II

besitzt ein

sharfes Maximum, s. Abb. 4.4: (b).

1

Die Barriere beträgt 80 k

B

T und das Potential U

II

kann niht mehr direkt aus den Trajektorien

rekonstruiert werden. Nah der Bestimmung der treibenden Kraft f

II

(ohne periodishes Potential)

muss deshalb anshlieÿend aus dem bekannten Potential U

I

das unbekannte Potential U

II

= U

I

�

(f

I

+ f

II

)x berehnet werden.
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4.1 Übergang zwishen zwei stationären Nihtgleihgewihten
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Abbildung 4.4: Trajektorien (�) und Verteilung p(x; t) in Graustufen skaliert. Die

gestrihelten Linien kennzeihnen die Übergänge zwishen den beiden SNGG, wobei in

(a) ein arretierter Zustand und in () ein laufender Zustand für das SNGG II präpariert

wurde. (b), (d) Zugehörige stationäre Verteilungen p

s

I

und p

s

II

.

� Nah dem Umshalten auf das SNGG I zur Zeit 0 6 t 6 5 s beginnt das Teilhen

entlang des Rings zu zirkulieren, was zu einer Verbreiterung und Vershiebung

des Maximums von p führt, bis diese in die stationäre Verteilung p

s

I

relaxiert ist,

s. Abb. 4.4: (b).

� Wenn das Protokoll zurük in die TGG ähnlihen Bedingungen des SNGG II

geändert wird, 5 < t 6 7 s, strebt p umgehend in die stationäre Verteilung p

s

II

zurük.

Die Oszillationen in p(x = onst:; t), begründet in der Periodizität des Systems, sind

bezeihnend für den Relaxationsprozess des SNGG I und stehen im Gegensatz zu der
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4 Relaxation in ein stationäres Nihtgleihgewiht
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Abbildung 4.5: (a), () Mittlere Teilhengeshwindigkeit h _x(t)i nah dem Umshal-

ten von dem SNGG II auf das SNGG I und vie versa. Die Parameter des SNGG II sind

in Tab. 4.1 aufgelistet: (a), (i) und (), (iv). Der Verlauf kann durh eine exponentiell

gedämpfte Sinusfunktion (�) beshrieben werden. (b), (d) Zugehörige stationäre

Verteilung p

s

I

und Potentiale U

I

und U

II

.

Situation, wenn das Protkoll zurük in die TGG ähnlihen Bedingungen des SNGG

II geändert wird und p(x = onst:; t) exponentiell gegen die stationäre Verteilung p

s

II

strebt.

Dieser Gegensatz wird besonders in Abb. 4.4: () ersihtlih. Hier be�ndet sih das

Teilhen für �1 6 t < 0 s in einem laufenden Zustand (f

II

= 38 k

B

T=µm und �

II

= �).

Innerhalb von 0 6 t 6 5 s erfolgt die Relaxation von p in die stationäre Verteilung p

s

I

.

Anshlieÿend, 5 < t 6 9 s, kommt es zur Rükrelaxation in p

s

II

, s. Abb. 4.4: (d). Für

dieses Protokoll laufen beide Prozesse stark oszillierend ab

2

.

Vergleihen wir die Abb. 4.4: (a) und (), dann liegt neben dem oszillierenden

Verhalten der wesentlihe Untershied in der Länge der Relaxationsprozesse. O�en-

sihtlih läuft die Relaxation in das TGG erheblih shneller als die in das SNGG ab,

was sih auf die Messdauer und die statistishe Genauigkeit auswirkt.

2

Vergleihen wir die Abb.4.4: (a), (b) und (), (d) miteinander, dann sehen wir in der Lage der

stationären Endverteilungen sehr eindringlih den Phasensprung von �, der nur im Protokoll von

(), (d) vorliegt. Dadurh wird das Messsignal dramatish verstärkt. Der Versatz der beiden statio-

nären Endverteilungen in (a), (b) stammt daher, dass das Teilhen von einem arretierten in einen

laufenden Zustand wehselt und die Lage des Minimums bzw. der �ahsten Stelle sih durh die

Änderung von f vershiebt.
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4.1 Übergang zwishen zwei stationären Nihtgleihgewihten

f

II

�

II

v

s

II

�

R

( k

B

T=µm) (µm=s) ( s)

(i) 4 � 0 1:4� 0:2

(ii) 4 0 0 1:6� 0:3

(iii) 38 � 3:4 1:6� 0:3

(iv) 52 � 9:7 1:9� 0:3

(v) 99 � 21 1:6� 0:3

Tabelle 4.1: Gemessene Relaxationszeit �

R

des SNGG I für untershiedlihe System-

parameter des SNGG II.

Übereinstimmung mit dem TGG

Um den Relaxationsprozess quantitativ untersuhen und damit die Frage, ob die Rela-

xationszeit universell ist, beantworten zu können, konzentrieren wir uns auf die mittlere

Teilhengeshwindigkeit

h _x(t)i =

〈

x(t + �

E

)� x(t � �

E

)

2�

E

〉

:

Die Mittelung erfolgt über die 800 Zyklen des Protokolls. Abb. 4.5: (a) zeigt die zu

dem Protokoll von Abb. 4.4: (a) zugehörige mittlere Teilhengeshwindigkeit. Nah

dem Umshalten in das SNGG I zerfällt h _xi oszillierend auf die mittlere Umlaufge-

shwindigkeit v

s

I

= 8:4µs. Für Zeiten t > 1 s kann h _xi durh eine gedämpfte Sinus-

funktion mit Relaxationszeit �

R

= 1:4�0:2 s und Oszillationsperiode T

R

= 0:8�0:1 s

beshrieben werden. Hier und nahfolgend entsprehen die Fehlerbalken der Standard-

abweihung bestimmt aus der halbierten Statistik.

Um zu überprüfen, ob die Relaxationszeit �

R

unabhängig von den Anfangsbedingun-

gen ist, kann nun systematish der Anfangszustand SNGG II über f

II

und �

II

variiert

und die Relaxation in den Endzustand SNGG I beobahtet werden. Exemplarish zeigt

Abb. 4.5: (b) den Verlauf von h _xi für f

II

= 52 k

B

T=µm und �

II

= �. Obwohl die An-

fangsverteilungen in Abb. 4.5: (b) und (d) völlig untershiedlih sind, ist der Zerfall

von h _xi trotzdem identish. Dieser Befund wird anhand Tab. 4.1 konstatiert, in der

fünf Relaxationsprozesse für untershiedlihe Parameter des Anfangszustands SNGG

II zusammengefasst sind. Innerhalb der experimentellen Genauigkeit ergibt sih eine

Relaxationszeit von �

R

= 1:6 � 0:3 s, die wie im Fall des TGG unabhängig von den

gewählten Anfangsbedingungen ist.
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4 Relaxation in ein stationäres Nihtgleihgewiht

4.2 Zeitskalen

Die experimentelle Herausforderung bei der Untersuhung der Relaxationsprozesse von

Systemen wie molekularen Motoren [29, 111℄ oder Polymeren [112�114℄ bzw. Vesi-

keln [115℄ im Sher�uss, liegt zum einen in der shwierigen Manipulation derselben

und zum anderen in der für eine ausreihende Statistik aufzubringenden Messdau-

er. Die 800 Zyklen des Protokolls entsprehen bei einer Protokolllänge von 9 s, vgl.

Abb. 4.4: (), shon einer Messdauer von 7200 s also 2 h. Da sih unter realen Bedin-

gungen obige Systeme weit entfernt vom TGG be�nden, ist nah unseren bisherigen

Erkenntnissen von langen Relaxationszeiten, d.h. langen Messdauern auszugehen.

Ein groÿer experimenteller Mehrgewinn läge deshalb in der Vorhersage des Relaxa-

tionsprozesses eines Systems, ohne das System jemals gestört zu haben. Dass dies

prinzipiell möglih ist, zeigt das Fluktuations-Dissipations-Theorem (FDT), welhes

wir in Kapitel 5 ausführlih besprehen werden. Kurz gefasst verbindet es die Antwort-

funktion einer Observablen nah einer Störung mit der Korrelationsfunktion der ther-

modynamish konjugierten Gröÿe [116�118℄. Für uns heiÿt das, dass die dynamishe

Messung des Relaxationsprozesses durh die stationäre Messungen der entsprehen-

den Korrelationsfunktion ersetzt werden kann. Allerdings gilt das FDT ausshlieÿlih

für kleine Störungen um das TGG. Das Teilhen im gekippten periodishen Potential

be�ndet sih aber weder im TGG, noh ist die angelegte Störung klein. Insofern ist

niht a priori klar, dass wir diese Ersatzmessung mahen können.

Nah dem FDT ist für eine Kraftstörung die zu h _xi zugehörige Korrelationsfunktion

die Geshwindigkeits-Autokorrelationsfunktion [118℄

C(t) = h _x(t) _x(0)i :

Für groÿe Zeiten sind die Geshwindigkeiten unkorreliert und C strebt gegen (v

s

)

2

.

Erstaunliherweise lässt sih für kleine Zeiten, t > 0:5 s, die Geshwindigkeits-Auto-

korrelationsfunktion des SNGG I, wie h _xi, durh eine gedämpfte Sinusfunktion mit

Zerfallszeit �

C

= 1:2� 0:2 s und Oszillationsperiode T

C

= 0:8 � 0:1 s beshreiben, s.

Abb. 4.6: (a). Innerhalb der experimentellen Genauigkeit �nden wir demnah �

R

= �

C

sowie T

R

= T

C

. Um diese Aussage allgemeiner gültig zu formulieren, können in zu-

sätzlihen Experimenten die Zeitskalen für untershiedlihe Werte von f und V

0

ver-

glihen werden. In Abb. 4.6: (b) ist �

R

gegen �

C

für 40 6 f 6 80 k

B

T=µm bei

V

0

= 50 und 63 k

B

T aufgetragen. Zwar nehmen für gröÿer werdende �

R

die Fehler-

balken zu (für �

R

> 2:2 s beträgt die benötigte Messdauer etwa 3 h; die Messpunkte

der Datensätze (�) und (M) müssen deshalb mit untershiedlihen Teilhen an unter-

shiedlihen Messtagen bestimmt werden), jedoh fallen alle Punkte im Rahmen der

Messgenauigkeit auf eine Gerade mit Steigung 1. Folglih hält �

R

= �

C

und die Be-

stimmung der Relaxationszeit kann über die stationäre Messung der Geshwindigkeits-

Autokorrelationsfunktion erfolgen. Damit muss das System niht nur niht mehr ge-

stört werden, sondern es reduziert sih auh die Messdauer dramatish. Typisherweise

erhält man eine aussagekräftige Statistik für C nah einer Messdauer von etwa 600 s,

d.h. eine Gröÿenordnung kleiner als im Fall der dynamishen Messung (7200 s).
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4.3 Relaxationszeit aus der Smoluhowski-Gleihung
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Abbildung 4.6: (a) Geshwindigkeits-Autokorrelationsfunktion C(t) des SNGG I. Der

Verlauf kann durh eine exponentiell gedämpfte Sinusfunktion (�) mit Zerfallszeit �

C

beshrieben werden. C(t) zerfällt auf (v

s

I

)

2

= 71µm
2

=s

2

(�). (b) Relaxationszeit �

R

gegen �

C

für untershiedlihe SNGG: treibende Kräfte f zwishen 40 und 80 k

B

T=µm

bei V

0

= 50 k

B

T (�) und V

0

= 63 k

B

T (M).

4.3 Relaxationszeit aus der Smoluhowski-Gleihung

Wir formulierten die Vermutung, dass ein Untershied zwishen der Relaxation in das

TGG und der in ein SNGG die untershiedlihe Zeitskala ist. O�enbar ist �

eq

R

< �

R

.

Die Gleihheit von �

R

und �

C

, verbunden mit der kurzen Messdauer zur Bestimmung

von �

C

, erlaubt diese Ungleihung systematish zu untersuhen. Da im Experiment

der Parameterbereih der treibenden Kraft und der Potentialamplitude begrenzt ist,

vgl. Abshnitt 3.5, maht hier eine zusätzlihe Auswertung über die Smoluhowski-

Gleihung Sinn.

Wie der Ornstein-Uhlenbek-Prozess sollte auh die Relaxation des Teilhens im

gekippten periodishen Potential durh die Smoluhowski-Gleihung

�

t

p = ��

x

(�

0

F �D

0

�

x

)p (4.2)

wiedergegeben werden. Für die Gesamtkraft F = f �V

0

os(x=R) �nden wir allerdings

keine analytish Lösung für p(x; t). Für eine numerishe Bestimmung transformieren

wir in dimensionslose Einheiten,

x ! R x̂ ; t ! �

0

^

t ; F ! (T=R)

^

F :

Hierin ist �� < x̂ 6 +� die Winkelkoordinate und �

0

� R

2

=D

0

die harakteris-

tishe Zeitskala des Systems. Die Smoluhowski-Gleihung (4.2) geht damit in die

dimensionslose Form

�

^

t

p̂ = ��

x̂

(

^

F � �

x̂

)

p̂ �

^

L

s

p̂
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4 Relaxation in ein stationäres Nihtgleihgewiht

über. Da der Smoluhowski-Operator

^

L

s

niht explizit von der Zeit abhängt, können

wir über einen Separationsansatz p̂(x̂ ;

^

t) =

∑

n

e

��

n

^

t

'

n

(x̂) in die Eigenwertgleihung

��

n

'

n

=

^

L

s

'

n

(4.3)

mit sortierten Eigenwerten �

0

< �

1

6 �

2

6 : : : wehseln. Der niedrigste Eigenwert

�

0

= 0 gehört zur stationären Verteilung. Die höheren Eigenwerte können komplex

sein. Ihre positiven Realteile R�

n

legen das asymptotishe Zeitverhalten "

n

� jR�

n

j

�1

des Relaxationsprozesses fest.

Nah [108℄ können wir die Eigenwertgleihung (4.3) in einer passenden Basis lösen.

Dabei untersheiden wir linke hk j von rehten jli Basisfunktionen, wobei die Basis

vollständig und orthogonal sein muss, hk; li = Æ

kl

. Die Eigenfunktionen sind durh

'

n

=

∑

l



n

l

jli gegeben. Setzen wir die Reihe in die Eigenwertgleihung (4.3) ein und

multiplizieren von links mit hk j, bleibt

��

n



n

k

= L

kl



n

l

; (L

kl

) �

〈

k;

^

L

s

l

〉

: (4.4)

Aufgrund der Periodizität des Systems, wählen wir als Basisfunktion die komplexe

Exponentialfunktion,

hk; x̂i = e

�ikx̂

=

p

2� ; hx̂ ; li = e

i l x̂

=

p

2� ;

∫

2�

0

dx̂ jx̂i hx̂ j = 1 :

Die Darstellung der Gesamtkraft in der gewählten Basis ist dann

^

F (x̂) =

∑

k

[

^

f Æ

k;0

� k

^

V

0

2

(Æ

k;+1

� Æ

k;�1

)

]

e

ikx̂

:

Aufgrund des periodishen Potentials ist die Matrix (L

kl

) tridiagonal und die Integra-

tion liefert die Matrixelemente

L

kk

= �k(k + i

^

f ) ; L

kk�1

= �ik

^

V

0

=2 : (4.5)

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen können über Standardalgorithmen gefunden wer-

den, wobei die Anzahl der Matrixeinträge auf eine endlihe Zahl festgelegt werden

muss. Hier konvergieren die Eigenwerte ab etwa 30 Einträgen. In Abb. 4.7: (a) wird

die stationäre Verteilung p

s

I

(x) des SNGG I mit dem zugehörigen Eigenwert '

0

(x̂R)

verglihen. Die Übereinstimmung rehtfertigt a posteriori die Beshreibung durh die

Smoluhowski-Gleihung mit der Temperatur T des Wärmebads

3

.

Der komplette Satz an Eigenwerten und Eigenfunktionen beshreibt den Relaxati-

onsprozess in ein SNGG. Im Grenzfall langer Zeiten ist jedoh nur der niedrigste, von

3

Dass die beiden Verteilungen niht exakt übereinstimmen, begründet sih in den Korrugationen des

experimentellen Potentials, hervorgerufen durh optishe Abbildungsfehler, vgl. Abshnitt 3.3. Für

einen exakten Vergleih müsste das analytishe Potential den genauen Verlauf des experimentellen

Potentials wiedergeben.
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4.3 Relaxationszeit aus der Smoluhowski-Gleihung
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Abbildung 4.7: (a) Stationäre Verteilung p

s

I

(x) (�) und numerishe Lösung der

Smoluhowski-Gleihung '

0

(x̂R) (�) für f = 53 k

B

T=µm, V

0

= 50 k

B

T und

R = 1:15µm. (SNGG I). Im Grenzfall groÿer treibender Kräfte f = 500 k

B

T=µm

strebt '

0

(x̂R) gegen die Gleihverteilung 1=(2�R) (- -). (b) Zerfallszeiten �

C

der

Geshwindigkeits-Autokorrelationsfunktion C (�: 19 k

B

T=µm, Æ: 31 k

B

T=µm) und nu-

merish bestimmte Relaxationszeiten "

1

�

0

(�, �).

Null vershiedene Eigenwert �

1

relevant und die Relaxationszeit liegt über "

1

�

0

fest.

In Abb. 4.7: (b) sind für zwei feste treibende Kräfte f die experimentell bestimmten

Zerfallszeiten �

C

der Geshwindigkeits-Autokorrelationsfunktion C und die numerish

berehneten Relaxationszeiten "

1

�

0

als Funkion der Potentialamplitude V

0

gegenüber-

gestellt. Die Übereinstimmung ist evident und unterstreiht, dass die Antwortfunktion

und die Korrelationsfunktion dasselbe Zeitverhalten teilen und die Bestimmung der

Relaxationszeit über die stationäre Messung der Korrelationsfunktion erfolgen kann.

Die monoton verlaufenden Funktionen der Abb. 4.7: (b) teilen o�ensihtlih zwei

Grenzfälle, die unabhängig von der treibenden Kraft f sind. Für kleine Potentialam-

plituden V

0

vereinfaht sih die Smoluhowski-Gleihung (4.2) zu

�

t

p = D

0

�

2

x

p ;

denn F � f und somit �

x

F � 0. In diesem Fall wird die Matrix (L

kl

) diagonal, vgl.

Gl. (4.5), sodass wir unmittelbar die Realteile der Eigenwerte R�

n

= �n

2

und darüber

die Relaxationszeit "

1

�

0

= R

2

=D

0

ablesen können. O�enkundig ist der Relaxations-

prozess über die Zeitskala festgelegt, die das Teilhen benötigt um entlang des Rings

zu di�undieren und über die Stokes-Einstein-Relation (2.10) bleibt �

R

= 5:1 s. Für

groÿe Potentialamplituden ist das Teilhen stark um das Potentialminimum lokalisiert.

Bei solh einem arretierten Zustand nahe dem TGG könne wir f vernahlässigen, wes-

wegen (L

kl

) reell wird, vgl. Gl. (4.5). Infolgedessen läuft der Relaxationsprozess ohne

Oszillationen und rein exponentiell ab. Entwikeln wir das Potential in einer Taylor-
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4 Relaxation in ein stationäres Nihtgleihgewiht

Reihe um das Minimum, erhalten wir in 2. Ordnung U = V

0

(x=R� �=2)

2

� 1. Diese

Näherung dekt sih mit dem Ornstein-Uhlenbek-Prozess im harmonishen Potenti-

al, vgl. Gl. (4.2), und die Relaxationszeit strebt gegen �

R

= 3��dR

2

=(2V

0

) = 0:04 s.

In quantitativer Übereinstimmung mit den experimentellen Daten zeigen somit die

numerishen Lösungen der Smoluhowski-Gleihung, dass die Relaxationszeit des Sys-

tems mit zunehmender Entfernung vom TGG stark (um zwei Gröÿenordnungen) an-

wähst und somit, zumindest für das Einring-System, �

eq

R

< �

R

gilt.
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5 Fluktuations-Dissipations-Theorem

im stationären Nihtgleihgewiht

Das FDT kann als Brüke zwishen der Nihtgleihgewihts- und Gleihgewihts-

statistik gesehen werden, da es die Bestimmung von Nihtgleihgewihtsgröÿen wie

Mobilitäten oder Suszeptibilitäten über Gleihgewihtsgröÿen wie Difussionskoe�zi-

enten oder Leistungsspektren und vie versa ermögliht. Innerhalb untershiedliher

wissenshaftliher Gebiete wie beispielsweise der Thermostatistik, Elektrodynamik,

Festkörper- und Biophysik oder physikalishen Chemie �ndet es deshalb weitläu�g

Anwendung [119℄. In seiner originalen Herleitung gilt das FDT ausshlieÿlih nahe

dem TGG, weswegen seine Verletzung ein eindeutiges Kennzeihen eines Systems im

Nihtgleihgewiht ist.

In diesem Kapitel wird das FDT für ein SNGG untersuht. Dabei werden zwei für

das SNGG verallgemeinerte Varianten validiert, s. Abb. 5.1. Obwohl beide Varianten

theoretish äquivalent sind, weisen sie experimentell signi�kante Abweihungen in ihrer

statistishen Genauigkeit voneinander auf.
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Abbildung 5.1: Vergleih zwishen der integrierten Antwortfunktion (Æ) und der Kor-

relationsfunktion (�) einer der beiden verallgemeinerten Variante des FDT.
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5 Fluktuations-Dissipations-Theorem im stationären Nihtgleihgewiht

5.1 Fluktuations-Dissipations-Theorem

Die Antwort eines Systems auf eine externe Störung ist niht nur in der Elektrody-

namik, verankert in den Kramers-Kronig-Relationen, sondern auh in der Thermo-

statistik von zentraler Rolle. Nah dem Onsagershen Regressionsprinzip hängt die

lineare Antwort eines Systems auf Abweihungen gegenüber den statistishen Mit-

telwerten niht davon ab, ob diese Abweihungen durh eine spontane Fluktuation

oder durh eine externe, in�nitesimale Störung verursaht werden [116, 117℄. Oder

anders formuliert: Die Antwort des Systems auf eine externe, in�nitesimale Störung

ist ununtersheidbar von dem Zerfall einer internen Fluktuation.

5.1.1 Ursprünglihe Form

Die Störung durh ein externes Feld bedeutet für ein System im TGG in der Regel

die Änderung der Erwartungswerte seiner Observablen. Die Antwortfunktion einer

Observablen a zur Zeit t auf ein in�nitesimales Feld h, angelegt zu einer früheren

Zeit t

0

, ist die Funktionalableitung

R

a;h

(t � t

0

) �

Æ ha(t)i

Æh(t

0

)

: (5.1)

Sie folgt aus der Taylor-Entwiklung

ha(t)i = hai

eq

+

∫

t

�1

dt

0

R

a;h

(t � t

0

) h(t

0

) +O(h

2

) (5.2)

des gestörten Mittelwerts ha(t)i um den Gleihgewihtsmittelwert hai

eq

. Dabei be-

dingt die kausale Verknüpfung zwishen Antwort und Störung, dass die Antwortfunk-

tion R

a;h

(t � t

0

) nur von der Zeitdi�erenz abhängt und null für t < t

0

ist.

Das FDT in seiner allgemeinsten Form

TR

a;h

(t � t

0

) = ha(t)b(t

0

)i

eq

(5.3)

setzt nun über die Temperatur des Wärmebads die Antwortfunktion zu der Gleih-

gewihts-Korrelationsfunktion der Observablen a und b in Beziehung. Hierin ist b die

zu h konjugierte Observable, d.h. sie ist die Ableitung der Energieproduktionsrate nah

der Störung [118℄, b = �

h

_

U. Damit drükt das FDT unmittelbar das Onsagershe

Regressionsprinzip aus. Dieses Prinzip ersheint völlig plausibel, denn das System

kann niht zwishen externen und internen Fluktuationen untersheiden und wird nah

beiden wieder in das TGG zurük relaxieren. Der groÿe experimenteller Mehrgewinn

liegt damit in der Vorhersage der Antwort des Systems auf eine Störung, ohne diese

jemals direkt beobahten zu müssen [20℄.
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5.1 Fluktuations-Dissipations-Theorem

5.1.2 Fluktuations-Dissipations-Theorem im Nihtgleihgewiht

Das FDT in seiner bisherigen Form ist ausshlieÿlih für Systeme nahe dem TGG

gültig. Für SNGG wurde in [28℄ erstmals die Verletzung der Gleihgewihtsform des

FDT in Bezug zu der Rate der dissipierten Wärme gebraht. Daran anshlieÿend

konnte in [27℄ und [120℄ gezeigt werden, dass die Gleihgewihtsform des FDT für

ins SNGG getriebene Systeme erhalten bleibt, wenn man in das mitbewegte Bezugs-

system wehselt. Jedoh verallgemeinerte Agarwal shon früher, ausgehend von der

Smoluhowski-Gleihung, die Gleihgewihtsform des FDT auf getriebene Systeme

mit stohastisher Dynamik [121℄.

Auf ein System, welhes durh das zeitlih konstante Feld h

0

in ein SNGG getrieben

und durh die Smoluhowski-Gleihung 0 = L

s

p

s

beshrieben wird, wenden wir ein in-

�nitesimales, zeitabhängiges Störfeld h(t) an, s. Abb. 5.2. Die folgenden Herleitungen

orientiert sih an [21℄ und [48℄.

h

TGG SNGG

h(t)h0

Abbildung 5.2: Durh das konstante Feld h

0

wird das System aus dem TGG in ein SNGG

getrieben. Durh Anlegen eines in�nitesimalen

Störfeldes h(t) wird das System dann aus die-

sem ausgelenkt. Aus [48℄, abgeändert.

Das Feld h stört den Smoluhowki-Operator gemäÿ L

s

(x) ! L

s

(x) + hL

h

(x). Wir

entwikeln die Verteilung p(x; t) = p

s

(x) + p

h

(x; t) + O(h

2

) in Potenzen von h und

erhalten damit die Smoluhowski-Gleihung

�

t

p

h

= L

s

p

h

+ h L

h

p

s

(5.4)

des gestörten Zustandes [119℄. Die formale Lösung dieser ist

p

h

(x; t) =

∫

t

�1

dt

0

e

L

s

(t�t

0

)

h(t

0

)L

h

p

s

: (5.5)

Um die Antwortfunktion R

a;h

der Observablen a zu berehnen, teilen wir den zeitab-

hängigen Mittelwert des gestörten Zustands über die Entwiklung von p in

ha(t)i =

∫

dx a(x)p(x; t) = hai

s

+

∫

dx a(x) p

h

(x; t)

auf. Hierin ist hai

s

der zeitunabhängige Mittelwert des ungestörten, stationären Zu-

stands. Durh Einsetzen der formalen Lösung (5.5) erhalten wir

ha(t)i = hai

s

+

∫∫

dt

0

dx a(x) e

L

s

(x)(t�t

0

)

h(t

0

)L

h

(x)p

s

(x)
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5 Fluktuations-Dissipations-Theorem im stationären Nihtgleihgewiht

und der Vergleih mit Gl. (5.2) liefert die Antwortfunktion

R

a;h

(t � t

0

) =

∫

dx a(x) e

L

s

(x)(t�t

0

)

L

h

(x)p

s

(x) : (5.6)

Diese können wir durh De�nition der Observablen

b

A

� T (L

h

p

s

)=p

s

(5.7)

in die Form einer Korrelationsfunktion

TR

a;h

(t � t

0

) =

〈

a(t)b

A

(t

0

)

〉

(5.8)

bringen. Damit haben wir eine zum TGG äquivalente Darstellung des FDT gewonnen,

worin nah Agarwal [121℄ die Observable b

A

die zum Störfeld h konjugierte Gröÿe ist.

5.1.3 Konjugierte Observable - Stohastishe Entropie

Wenn die vorherige Herleitung eine Shwähe besitzt, dann dass sie keine physikalishe

Interpretation zulässt. Eine Diskussion des verallgemeinerten FDT erfolgte in [122℄

und [123℄. In [21℄ gelang dann über das Konzept der stohastishen Entropie eine

transparente Interpretation.

Für eine Einordnung konzentrieren wir uns auf zwei Systeme die sih im SNGG be-

�nden und durh das Feld h getrennt sind. Die Smoluhowski-Gleihung (5.4) verliert

dann ihren Zeitableitungsterm und geht in die stationäre Form

h L

h

p

s

= �L

s

p

h

über. Damit überführen wir R

a;h

nah Gl. (5.6) mit p

h

= h(t)�

h

p(x; t)j

h=0

in

R

a;h

(t � t

0

) =

∫

dx a(x)

[

�e

L

s

(x)(t�t

0

)

L

s

(x)

]

�

h

p(x; t)j

h=0

:

Nutzen wir die Eigenshaft e

L

s

(t�t

0

)

L

s

= ��

t

0

e

L

s

(t�t

0

)

aus, dann können wir mit der

stationären Verteilung p

s

in

R

a;h

(t � t

0

) = �

t

0

∫

dx a(x) e

L

s

(x)(t�t

0

)

�

h

p(x; t)j

h=0

p

s

(x)

p

s

(x) (5.9)

erweitern. Die De�nition der Systementropie (2.14) legt die Einführung der Observa-

blen

b

E

� T �

t

�

h

p(x; t)j

h=0

p

s

(x)

= T �

t

�

h

ln p(x; t)j

h=0

= �T �

h

_s

sys

(5.10)

nahe. Anhand dieser kann R

a;h

nah Gl. (5.9) wieder in die Form einer Korrelations-

funktion

TR

a;h

(t � t

0

) =

〈

a(t)b

E

(t

0

)

〉

(5.11)

gebraht werden [21℄. Wir sehen nun den Zusammenhang zum FDT eines Systems im

TGG. Die Rolle der hinsihtlih zur Energieproduktionsrate konjugierten Observablen

b übernimmt die hinsihtlih zur Entropieproduktionsrate konjugierte Observable b

E

.
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Abbildung 5.3: (a) Stationäre Verteilung des ungestörten (�) und gestörten Zu-

stands (- -). (b) Zugehörige Potentiale mit V

0

= 29 k

B

T und f = 30 k

B

T=µm (�)

bzw. f = 30 k

B

T=µm��f (- -). () Linearer Zusammenhang zwishen der Observa-

blen a = hsin(x=R)i und der treibenden Kraft f .

5.2 Teilhen im gekippten periodishen Potential

Die bekannteste Form des FDT ist siherlih die Stokes-Einstein-Relation (2.10). Über

die Temperatur des Wärmebads verknüpft sie die Mobilität, de�niert als Antwort der

mittleren Geshwindigkeit eines Teilhens auf eine externe, in�nitesimale Kraftstö-

rung, mit dessen Di�usionskoe�zienten [45℄, D

0

= T�

0

. Blikle et al. untersuhten

für ein Teilhen im gekippten periodishen Potential diese Relation und zeigten, dass

die Erweiterung auf SNGG durh einen additiven Verletzungsterm erfolgt [22, 27℄,

D

0

= T�

0

+ I. Damit konnte erstmals ein verallgemeinertes FDT validiert werden,

allerdings nur in einer zeitunabhängigen Form.

Insofern liegt es nahe, das Einring-System als paradigmatishes System zu nutzen,

um die beiden verallgemeinerten, zeitabhängigen Varianten (5.8) und (5.11) des FDT

zu testen. Die experimentelle Methoden entsprehen damit denjenigen aus den beiden

vorherigen Kapiteln und zur detaillierten Beshreibung sei auf diese verwiesen.

5.2.1 In�nitesimale Störung im Experiment

Nah ihrer De�nition (5.1) ist die Antwortfunktion die Funktionalableitung von ha(t)i

nah der Störung h im Grenzfall h ! 0: R

a;h

(t) � Æ ha(t)i =Æh(0). Experimentell

ist solh eine Funktionalableitung allerdings niht zugänglih. Hingegen kann für eine
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5 Fluktuations-Dissipations-Theorem im stationären Nihtgleihgewiht

stufenförmige Störung der Höhe �h die integrierte Antwortfunktion

R(t) �

∫

t

0

d� R

a;h

(�) =

ha(t)i

u

� hai

g

��h

; (5.12)

gemessen werden. Hierin ist ha(t)i

u

der Mittelwert des ungestörten Zustands, be-

stimmt nahdem die Störung abgeshaltet wurde und hai

g

ist der Mittelwert des

gestörten Zustands, gewonnen über eine separate stationäre Messung. Im Prinzip er-

laubt das FDT die freie Wahl von a und �h. Aufgrund der Symmetrie des System

bietet sih aber die glatte Variable sin(x=R) an und wir legen a � sin(x=R) fest.

Sie kann direkt aus der Koordinate ��R < x 6 +�R mit R = 1:18µm, welhe

in Einheiten der Bogenlänge in mathematish positiver Rihtung gemessen wird, be-

stimmt werden. Die Störung des SNGG mit V

0

= 29 k

B

T und f = 30 k

B

T=µm, s.

Abb. 5.3: (a), erfolgt nahe dem Experiment zur Untersuhung der Relaxation durh

eine stufenförmige Änderung der treibenden Kraft, �h = �f . Dazu wird mit einer

Periode von 6 s a. 4000mal zwishen dem ungestörten und gestörten SNGG hin- und

hergeshaltet, wobei die treibende Kraft um �f = �4:3 k

B

T=µm reduziert wird

1

, s.

eingebettete Abbildung in Abb. 5.3: (a) und Abb. 5.3: (b). Alle anderen Systempara-

meter bleiben währenddessen unverändert.

Tatsählih gilt das FDT nur für eine in�nitesimale Störung. Experimentell ist dies

aber niht umsetzbar. Um innerhalb des linearen Antwortbereihs zu bleiben, muss des-

halb gesihert sein, dass der Mittelwert von a linear von �f abhängt. In Abb. 5.3: ()

sind die Mittelwerte hai für den ungestörten und gestörten Zustand über der trei-

benden Kraft f aufgetragen. Die zusätzlihen Messwerte zwishen diesen (f = 28:8

und 27:3 k

B

T=µm) bestätigen, dass für eine Störung von �f =f = 4:3=30 ' 14% die

erforderlihe lineare Abhängigkeit vorliegt und somit �f hinreihend klein ist.

Stabilität der Potentialamplitude

Die Störung der treibenden Kraft f von lediglih 14% ist äuÿerst gering. Damit ver-

bunden sind kleine Messsignale, die hoh emp�ndlih auf die Variation von anderen

Systemparametern sind. Als problematish stellt sih hier die Potentialamplitude V

0

heraus. Das periodishe Potential des Einring-Systems wird über einen EOM erzeugt,

s. Abshnitt 3.3, der aus einer Pokels-Zelle und einem vor- und nahgeshalteten Po-

larisations�lter besteht. Die Pokels-Zelle dreht abhängig von der an ihr angelegten

Spannung die Polarisation des Laserstrahls. Der Verlauf der Laserintensität nah den

Polarisations�ltern erfolgt nah Abb. 5.4. Innerhalb der gestrihelten Linien in Abb. 5.4

wird eine Spannungsmodulation (grau shattierter Bereih) um eine O�set-Spannung

(shwarze Linie) linear in eine Intensitätmodulation um eine O�set-Intensität über-

setzt. Der Wehsel von dem ungestörten und in den gestörten Zustand erfolgt durh

1

Um den Messaufwand zu minimieren, muss die Zeitskala des Systems so gewählt werden, dass die

Messgröÿen zügig konvergieren. Entsheidend ist dabei die Relaxationszeit �

R

. Aus Abshnitt 4.3

ist bekannt, dass die Skala von �

R

durh die Wahl des Radius R des Einring-Systems und des

Teilhendurhmessers d beein�usst werden kann, �

R

� dR

2

. Für die Experimente werden deshalb

kleine Teilhen d = 1:3µm und ein kleiner Radius R = 1:18µm verwendet.
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5.3 Verletzung der Gleihgewihtsform
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Abbildung 5.4: Kennlinie des EOM. In-

nerhalb der gestrihelten Linien wird eine

Spannungsmodulation (grau shattier-

ter Bereih) um eine O�set-Spannung

(shwarze Linie) linear in eine Intensi-

tätsmodulation übersetzt. Auÿerhalb da-

von (blaue Linie und blau shattierter

Bereih) erfolgt die Übersetzung niht

mehr linear.

die Störung der treibenden Kraft, d.h. durh Änderung der O�set-Spannung am EOM.

Ist dieser nun niht exakt auf den linearen Bereih eingestellt und die Amplitudenmo-

dulation groÿ (im Experiment etwa 0:8V), dann führt eine höhere O�set-Spannung

dazu, dass die Spannungsmodulation niht mehr linear übersetzt wird und folglih die

Amplituden der periodishen Potentiale des ungestörten und gestörten Zustands niht

dieselben sind (überspitzt in Abb. 5.4 durh die blaue Linie und den blau shattier-

ten Bereih dargestellt). Shon eine Abweihung von wenigen Prozent maht aber

die Messung des FDT unmöglih. Der entsheidende Maÿstab ist letztlih die Abwei-

hung der Potentialamplituden des ungestörten und gestörten Zustands voneinander.

Deshalb wurde die Grundspannung des EOM in separaten Experimenten so eingestellt,

dass über die Störung von �f = 4:3 k

B

T=µm die Abweihungen in den Potentialam-

plituden 6 1% sind.

5.3 Verletzung der Gleihgewihtsform

Zur Veranshaulihung betrahten wir zuerst die Verletzung der Gleihgewihtsform

(5.3) des FDT. Da b = �

�f

_

U = _x die konjugierte Observable zu �f bezüglih

_

U ist,

lautet diese

T R

a;�f

(t) = ha(t) _x(0)i : (5.13)

De�nieren wir nun für eine Observable b die zu a zugehörige, integrierte Korrelations-

funktion über C

b

�

∫

t

0

d� ha(�)b(0)i, dann ist

T R(t) = C

_x

(t) (5.14)

die integrierte Version von Gl. (5.13). In Abb. 5.5: (a) wird die Antwortfunktion R

der dynamishen Messung über die stufenförmige Störung mit der integrierten, nor-

malisierten Korrelationsfunktion

~

C

_x

, bestimmt über die stationäre Messung des unge-

störten Zustands, verglihen. Beide Funktionen oszillieren mit einer Periode von 1 s
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Abbildung 5.5: (a) Integrierte Antwortfunktion R(t) (Æ) und normalisierte, integrier-

te Korrelationsfunktion

~

C

_x

(t) � C

_x

(t) � hai h _xi t (�) entsprehend der integrierten

Gleihgewihtsform (5.13) des FDT. (b) Integrierte Antwortfunktion R(t) (Æ) und

integrierte Korrelationsfunktion C

_x��

s

(t) (�) entsprehend der integrierten, verallge-

meinerten Variante (5.15) des FDT.

entsprehend einer mittleren Umlaufgeshwindigkeit von v

s

= 7:4µm=s des Teilhens.

Wie shon in den Experimenten zur Relaxation zeigt sih auh hier das oszillieren-

de Verhalten als inhärentes Merkmal des Einring-Systems. Im Gegensatz dazu fällt

die Antwortfunktion eines SNGG nahe dem TGG immer exponentiell ab, vgl. Un-

terabshnitt 4.1.2. Dies und die Tatsahe, dass die Antwortfunktion mehr als eine

Gröÿenordnung kleiner als die Korrelationsfunktion ist, lässt erkennen, dass das Sys-

tem weit entfernt dem TGG ist.

Datenanalyse

Da die Fokker-Plank-Zeit �

FP

= 0:3µs des Teilhens erheblih geringer als das zeit-

lihe Au�ösungsvermögen �

E

= 10ms ist, müssen wir uns im Klaren sein, dass wir im

Experiment nur die gemittelte Teilhengeshwindigkeit

�

_x(t) !

∫

t+�

E

t��

E

dt

0

_x(t

0

)=(2�

E

)

messen werden. Wir müssen deshalb den Ein�uss von �

E

auf die Korrelationsfunktion
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) Abbildung 5.6: Stationäre Vertei-

lung p

s

(x) und Observable sin(x=R)

(- -) des ungestörten Zustands für

untershiedlih Orientierungen des

Koordinatensystems. Die zugehörigen

Mittelwerte hsin(x=R)i betragen 0:05

(�), �0:29 (�) und �0:47 (�).

von Gl. (5.13) untersuhen. Als Zeitintegral ist diese über

ha(t

0

+ t) _x(t

0

)i =

∫

+1

�1

dt

0

a(t

0

+ t) _x(t

0

)

gegeben. Wir zerlegen das Integral in eine Summe aus Integralen der Länge 2�

E

,

ha(t

0

+ t) _x(t

0

)i =

∑

t

i

∫

t

i

+�

E

t

i

��

E

dt

0

a(t

0

+ t) _x(t

0

) :

Greifen wir vorweg, dass die Observable a = sin(x=R) auf dem Zeitintervall 2�

E

, im

Gegensatz zu

�

_x und damit insbesondere zu _x , gering �uktuiert, s. Abb. 5.9: (a) und

(b), können wir a aus dem Integral herausziehen und _x durh

�

_x ersetzen,

ha(t

0

+ t) _x(t

0

)i = 2�

E

∑

t

i

a(t

i

+ t)

�

_x(t

i

) :

Die Korrelationsfunktion kann nun über diese Gleihung bestimmt werden, zwangs-

läu�g ist aber die Messgenauigkeit über die Gröÿe von �

E

begrenzt

2

. Wir bezeihnen

ab jetzt

�

_x wieder als _x .

Neben der Glattheit ist eine weitere experimentell vorteilhafte Eigenshaft der Ob-

servablen sin(x=R), dass ihr Mittelwert und darüber die Amplitude und der Fehler

des Messsignals durh die Lage des Koordinatensystems beein�usst werden können.

Wir können dies anhand von Abb. 5.6 veranshaulihen: Der Mittelwert von sin(x=R)

variiert mit der stationären Verteilung p

s

. Er wird maximal/minimal, wenn das Maxi-

mum der stationären Verteilung p

s

auf das Maximum/Minimum von sin(x=R) fällt;

der Untershied zwishen den untershiedlihen Mittelwerten beträgt fast eine Grö-

ÿenordnung. Dies reduziert auh den Messfehler, denn das geringe Signal-Raush-

Verhältnis für das Maximum von p

s

wird dann mit einem betragsmäÿig groÿem Wert

2

Für eine ordentlihe Bestimmung der Korrelationsfunktion darf die momentane Teilhengeshwindig-

keit

�

_x ausshlieÿlih von der Drift und Di�usion entlang des Rings abhängen. Minimale Fluktuatio-

nen des Teilhens aus der Ringebene heraus lassen sih aber niht vollständig unterdrüken [91�94℄.

Nah Abshnitt 3.1 kann dies, aufgrund der veränderten Laserintensität die das Teilhen dann spürt,

�

_x beein�ussen. Die Wahl eines passendes Immersionsöls (Cargille, Series A, n = 1:54) kann diesen

E�ekt minimieren.
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von sin(x=R) gewihtet. Nah Gl. (5.12) fällt die integrierte Antwortfunktion R für

groÿe Zeiten auf (hai

u

� hai

g

)=(��f ) ab. Die Di�erenz Æ � hai

u

� hai

g

berehnet

sih über

Æ =

∫

dx sin(x=R+ ') [p

s

u

(x)� p

s

g

(x)℄ :

wobei ' eine Drehung des Koordinatensystems beshreibt. Die Bestimmung von R

ist optimal, wenn Æ groÿ wird. Wir drehen deshalb dementsprehend das Koordina-

tensystem.

5.4 Untershiedlihe Varianten

Wir haben bereits gesehen, dass das FDT auf SNGG verallgemeinert werden kann,

wenn die konjugierte Variable zu �f bezüglih der Entropieproduktionsrate _s

sys

ge-

wählt wird, b

E

= �T�

�f

_s

sys

. Nah Gl. (2.15) ist _s

sys

für ein SNGG

_s

sys

= � _x �

x

ln p

s

:

Mit der mittleren lokalen Geshwindigkeit �

s

= �

0

F �D

0

�

x

ln p

s

können wir diese in

_s

sys

= _x(�

s

� �

0

F )=T

umformen. Über die hohgradig nihttriviale Beziehung _x(�

�f

�

s

)=(�

0

T ) = �

s

[21℄ und

die Gesamtkraft F = f � V

0

�nden wir für die konjugierte Observable b

E

= _x � �

s

.

Die verallgemeinerte Variante des FDT ist demnah

T R

a;�f

(t) = ha(t) _x(0)i � ha(t)�

s

(0)i

und mit der De�nition der integrierten Korrelationsfunktion erhalten wir die integrierte

Form

T R(t) = C

_x

(t)� C

�

s

(t) � C

_x��

s

(t) : (5.15)

Wie wir sehen, tauht hier ebenfalls die Korrelationsfunktion aus der integrierten

Gleihgewihtsform (5.13) auf, jetzt aber ausgewertet unter Nihtgleihgewihtsbe-

dingungen. Der zweite, additive Term berüksihtigt die Verletzung des detaillierten

Gleihgewihtsprinzips und damit die Wärmedissipation des SNGG. Er vershwindet

wenn sih das System dem TGG nähert, da für diesen Fall �

s

! 0 gilt, vgl. Unterab-

shnitt 2.1.3.

Die Messungen bestätigen die verallgemeinerte Variante (5.15) des FDT, da inner-

halb der statistishen Fehler die Antwort- und Korrelationsfunktion übereinstimmen,

s. Abb. 5.5: (b). Gemäÿ der De�nition (5.12) streben für groÿe Zeiten beide Funktio-

nen gegen hai

g

� hai

u

=�f = 0:023µm=T. Im Gegensatz zu [124℄ konnte Gl. (5.15)

erstmals entlang der vollen, gedämpften Oszillationen von R beobahtet werden. Dies

wird durh den geringen Ringradius und Teilhendurhmesser ermögliht, da die Re-

laxationszeit �

R

mit dR

2

skaliert. Für das ungestörte SNGG beträgt �

R

lediglih 1:4 s

und die Oszillationen von R umfassen zwei volle Relaxationszeiten.
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Abbildung 5.7: (a) Bedingte Geshwindigkeitsverteilungen p( _x jx

0

) an der �ahsten

x

0

= ��R=4 (�; �

s

(x

0

) = 3µm=s; F (x

0

) = 8 k

B

T=µm) und steilsten x

0

= ��R (�;

�

s

(x

0

) = 20µm=s; F (x

0

) = 55 k

B

T=µm) Stelle im gekippten periodishen Potential

des ungestörten Zustands. (b) Mittelwert h _x jx

0

i (Æ) und mittlere lokale Geshwindig-

keit �

s

(x) = j

s

=p

s

(x) (�). () Varianz h( _x � �

s

)

2

jx

0

i (M) und D

0

=�

E

(�).

5.4.1 Restaurierung der Gleihgewihtsform

Die verallgemeinerte Variante (5.15) kann durh Einführung der Geshwindigkeit

v(t) � _x(t) � �

s

(x(t)) in eine stärker an die Gleihgewihtsform (5.13) des FDT

erinnernde Form gebraht werden. Fluktuationen werden dann bezüglih der mitt-

leren lokalen Geshwindigkeit gemessen, d. h. es erfolgt der Wehsel in das lokal

mitbewegte Bezugssystem und T R(t) = C

v

(t). Das physikalishe Bild hinter dieser

Restaurierung der Gleihgewihtsform ist, dass obwohl die lokalen Geshwindigkeitsf-

luktuationen eines Systems im SNGG auh im mitbewegten Bezugssystem nihttrivial

sind, sie innerhalb diesem trotzdem ununtersheidbar von denen des TGG sind. Dies

wird über die Messung der bedingte Geshwindigkeitsverteilungen p( _x jx

0

) verdeutliht.

Ihre Formen sind an jeder Stelle x

0

im gekippten periodishen Potential des ungestör-

ten SNGG gleih, wie in Abb. 5.7: (a) exemplarish für die �ahste und steilste Stelle

gezeigt. Nehmen wir die Restaurierung ernst, dann besitzen die Vershiebungen �x

um x

0

eine Gauÿ-Verteilung, p(�x jx

0

) � e

��x

2

=(4D

0

�t)

. Da im Experiment die mo-

mentane Teilhengeshwindigkeiten über _x � �x=�t = �x=2�

E

bestimmt werden,

liefert die Substitution für p( _x jx

0

) ebenfalls eine Gauÿ-Verteilung mit Mittelwert und
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Abbildung 5.8: (a) Integrierte Korrelationsfunktionen C

_x��

s

(t) (- -) und C

�

s

��

0

F

(t)

(�). (b) Integrierte Antwortfunktion R(t) (Æ) und Korrelationsfunktion C

�

s

��

0

F

(t)

(�) entsprehend der integrierten, verallgemeinerten Variante (5.17) des FDT.

Varianz

h _x jx

0

i = �

s

(x

0

) ;

〈

( _x � �

s

)

2

jx

0

〉

= D

0

=�

E

: (5.16)

Abb. 5.7: (b) zeigt die Übereinstimmung von h _x jx

0

i mit der mittleren lokalen Ge-

shwindigkeit bestimmt über �

s

(x) = j

s

=p

s

(x). Unter Standardbedingungen (D

0

=

0:34µm
2

=s) erwarten wir bei einer zeitlihen Au�ösung von �

E

= 10ms eine Va-

rianz von 34µm
2

=s

2

, in Übereinstimmung mit den experimentell gewonnen Werten

h( _x � �

s

)

2

jx

0

i, s. Abb. 5.7: ().

5.4.2 Agarwal-Variante des Fluktuations-Dissipations-Theorems

In Unterabshnitt 5.1.2 haben wir gezeigt, dass die konjugierte Observable b

E

niht

einzigartig ist. Ihr theoretish äquivalent ist die Observable b

A

. Aus der Herleitung der

Smoluhowski-Gleihung (2.9) wissen wir, das die treibende Kraft f im Smoluhowski-

Operator den Term ��

0

�

x

bedingt. Demzufolge gehört zu einer Kraftstörung �f der

Störoperator L

h

= ��

0

�

x

. Setzen wir diesen in die De�nition (5.7) der Observablen
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b

A

ein, erhalten wir

b

A

= ��

0

T (�

x

p

s

)=p

s

= ��

0

T�

x

ln p

s

:

Erneut substituieren wir die mittlere lokale Geshwindigkeit �

s

= �

0

(F � T�

x

ln p

s

)

und �nden

b

A

= �

s

� �

0

F :

Fügen wir diese in die verallgemeinerte Variante (5.8) ein und integrieren über die

Zeit, dann gewinnen wir die integrierte Form

T R(t) = C

�

s

(t)� C

�

0

F

(t) � C

�

s

��

0

F

(t) : (5.17)

Da beide verallgemeinerten Varianten (5.15) und (5.17) des FDT für jedes SNGG

gültig sind, müssen ihre Korrelationsfunktionen identish sein. Obwohl ihre Argumen-

te völlig untershiedlih sind, stimmen die beiden Funktionen überein, s. Abb. 5.8: (a).

Die Abweihungen, welhe deutlih ab 1:5 s auftreten, können den statistishen Feh-

lern zugewiesen werden, welhe infolge der Integration mit zunehmender Zeit anwah-

sen. Wir werden dies noh im folgenden Kapitel detailliert besprehen. Im Vergleih

zur vorherig gezeigten Korrelationsfunktion C

_x��

s

, s. Abb. 5.5: (b), fallen C

�

s

��

0

F

und

R besser aufeinander. Dies wird am o�ensihtlihsten im Zeitintervall zwishen 1:5

und 3 s, in welhem die Phase und die Amplitude der Oszillationen von R exakter

durh C

�

s

��

0

F

wiedergegeben werden.

5.5 Experimentell zugänglihe Observablen

Um zu verstehen, warum C

�

s

��

0

F

den Verlauf von R akkurater als C

_x��

s

wiedergibt,

konzentrieren wir uns auf die Observablen innerhalb der Korrelationsfunktionen. In den

Abb. 5.9: (a) und (b) sind deren zeitlihe Entwiklungen über ein Intervall von 4 s dar-

gestellt. Obwohl sie zum gleihen Verlauf der Korrelationsfunktionen führen, wenn sie

mit a = sin(x(t)=R) korreliert werden, weihen die Trajektorien �

s

(x(t))��

0

F (x(t))

und _x(t) � �

s

(x(t)) stark voneinander ab. Während der Verlauf der ersten Trajek-

torie relativ glatt ist, treten aufgrund der momentanen Teilhengeshwindigkeit _x in

der zweiten groÿe Fluktuationen auf. Tatsählih liegt die Amplitude mehr als ei-

ne Gröÿenordnung über den Geshwindigkeitsvariationen in �

s

� �

0

F . Da für einen

zuverlässigen Mittelwert viele Realisationen erfasst werden müssen, ist es o�enkun-

dig, dass C

_x��

s

niht mit der gleihen Exaktheit wie C

�

s

��

0

F

bestimmt werden kann.

Dieser Befund steht auh im Einklang mit den Feststellungen des Abshnitts über

die Datenanalyse. Demnah hängt die Genauigkeit mit der die Korrelationsfunktion

bestimmt werden kann direkt vom zeitlihen Au�ösungsvermögen �

E

ab. Damit o�en-

bart sih aber eine experimentelle Sakgasse: Wollen wir genau messen, dann müssen

wir �

E

klein mahen. Dafür müssen wir aber einen groÿen statistishen Aufwand in
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Abbildung 5.9: (a), (b) Observablen der Korrelationsfunktionen: a = sin(x(t)=R)

(�), �

s

(x(t))� �

0

F (x(t)) (�) und _x(t)� �

s

(x(t)) (�). Integrierte Korrelations-

funktion C

_x��

s

(t) in Abhängigkeit von () dem zeitlihen Au�ösungsvermögen �

E

:

10ms (�), 20ms (- -) und 40ms (- � -) sowie (d) der Anzahl der Umläufe des

Teilhens: 3000 (�), 1500 (- -) und 750 (- � -).

Kauf nehmen, denn je kleiner �

E

ist, umso gröÿer sind die Fluktuationen in _x . Wollen

wir den statistishen Aufwand gering halten, müssen wir �

E

groÿ mahen, worunter

dann aber wiederum die Messgenauigkeit leidet. Diese Überlegungen werden durh die

Abb. 5.9: () und (d) gestützt, für welhe, um den Ein�uss des zeitlihen Au�ösungs-

vermögens und der Statistik zu überprüfen, nur Teile der Trajektorien ausgewertet

wurden. Die shwarze Linie in Abb. 5.9: () zeigt den Verlauf von C

_x��

s

bestimmt

aus der vollen Statistik, entsprehend 3000 Umläufen des Teilhens (3000 s), bei ei-
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5.5 Experimentell zugänglihe Observablen

nem zeitlihen Au�ösungsvermögen von �

E

= 10ms. Für die blaue bzw. rote Kurve

wurde das zeitlihe Au�ösungsvermögen um den Faktor zwei bzw. vier reduziert. Für

�

E

= 40ms zeigen sih deutlihe Abweihungen gegenüber der shwarzen Kurve. Der

Ein�uss der Statistik ist noh o�ensihtliher. In Abb. 5.9: (d) wurde die Anzahl der

Umläufe um den Faktor zwei bzw. vier reduziert. Für die rote Kurve o�enbaren sih

nun sehr starke Abweihungen gegenüber der shwarzen Kurve. Zwar ist auh der

Verlauf von C

�

s

��

0

F

abhängig von �

E

, im Gegensatz zu C

_x��

s

aber gegenüber einer

Reduktion der Statistik robust. E�ektiv kann die Anzahl der Umläufe auf 300, d. h.

um eine Gröÿenordnung vermindert werden, ohne dass sih der Verlauf von C

�

s

��

0

F

merklih ändert.

Die in diesem einfahen System gewonnene Erkenntnis kann auf andere Systeme

übertragen werden: Wenn im Experiment die Antwortfunktion eines SNGG durh die

Messung der zugehörigen Korrelationsfunktion erfolgen soll, muss die Variante des ver-

allgemeinerten FDT gewählt werden, welhe keine zeitlihen Ableitungen beinhaltet.

Anders ist die Situation bei der Simulationen von Systemen, denn die Linearkom-

bination der beiden Korrelationen liefert T R = C

_x��

0

F

=2. Nah der überdämpften

Langevin-Gleihung (2.5) entspriht dies der Korrelationsfunktion mit der stohasti-

shen Geshwindigkeit und es bleibt

TR(t) =

1

2

C

�

(t) : (5.18)

Da die stohastishe Geshwindigkeit in einer Simulation unmittelbar vorgegeben wird,

reduziert sih damit der Aufwand zur Berehnung der Antwortfunktion über die Kor-

relationsfunktion erheblih.
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6 Zweiring-System

In den vorherigen Kapiteln konnten anhand eines einzelnen ins SNGG getriebenen

kolloidalen Teilhens wesentlihe Einsihten in die stohastishe Thermodynamik ge-

wonnen werden. Es liegt daher auf der Hand nun den nähsten Shritt zu einem

breiteren Verständnis zu mahen und gezielt gekoppelte ins SNGG getriebene kolloi-

dale Teilhen zu untersuhen. Naheliegend und konsequent ist daher die Erweiterung

des Einring-Systems auf ein Zweiring-System, d. h. zwei entlang zweier Ringe getrie-

bene Teilhen, die durh eine wohlde�nierte interne Wehselwirkung gekoppelt sind,

s. Abb. 6.1.

In diesem Kapitel werden die zur Realisierung des Zweiring-Systems nötigen expe-

rimentellen Methoden vorgestellt. Vertieft wird dabei auf die Kopplung paramagne-

tisher kolloidaler Teilhen eingegangen. Die Kopplung wird über ein externes Ma-

gnetfeld erzeugt, das in den Teilhen magnetishe Momente induziert, welhe dann

über ein repulsives Dipol-Dipol-Potential in Wehselwirkung treten. Im Vordergrund

steht dabei die Erzeugung und Eihung des Magnetfelds, die Charakterisierung der

paramagnetishen Teilhen und der zwishen diesen willkürlih induzierten Kopplung.

Der Ausshluss anderer unwillkürlih auftretender Wehselwirkungen wird ebenfalls

diskutiert.

Auf den ersten Blik ersheint das Zweiring-System trivial, jedoh besteht aufgrund

der Vielzahl an Systemparametern eine Vielzahl an untershiedlihen Bewegungsmodi.

Auf diese wird am Ende dieses Kapitels detailliert eingegangen.

f1
f2

M

x

x

2

1

M

Abbildung 6.1: Shematishe Darstellung des Zweiring-Systems: Zwei paramagne-

tishe kolloidale Teilhen werden entlang zweier Ringe getrieben. Die magnetishen

Momente wehselwirken über ein repulsives Dipol-Dipol-Potential.
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W

0

x2

f1

f2

0

1x

R

(a)

R

0

0

(b)

B

Abbildung 6.2: (a) Shematishe Darstellung des Zweiring-Systems: Zwei kolloidale

paramagnetishe Teilhen mit Teilhenindex i = 1; 2 werden durh die treibenden

Kräfte f

i

entlang zweier Ringe mit Radien R getrieben. Der Abstand zwishen den

Zentren der Ringe beträgt 2R +D. Das Magnetfeld, senkreht zu den Ringen ange-

legt, induziert in jedem der beiden Teilhen das magnetishe Moment M (�). Daraus

resultiert das repulsive Dipol-Dipol-Potential W . (b) Anhand digitaler Videomikrosko-

pie werden die Trajektorien der Teilhen detektiert.

6.1 Gekoppelte kolloidale Teilhen im stationären

Nihtgleihgewiht

Die denkbar einfahste Realisierung eines komplexeren ins SNGG getriebenen Systems

ist die Erweiterung des Einring-Systems auf zwei kolloidale Teilhen, jedes anhand ei-

ner bewegten optishen Pinzette entlang eines Rings mit Radius R getrieben, die

einer internen Wehselwirkung unterliegen. Um dieses Zweiring-System weiterhin ef-

fektiv harakterisieren zu können, muss die Wehselwirkung wohlde�niert erfolgen.

Dafür bieten sih paramagnetishe Teilhen an, denen durh ein externes Magnetfeld

B, senkreht zu den Ringen angelegt, ein magnetishes Moment M aufgeprägt wird.

Das damit induzierte repulsive Dipol-Dipol-Potential (DDP)W (x) erlaubt die gezielte

Kopplung der beiden Teilhen, s. Abb. 6.2: (a).

Um die bewegten optishen Pinzetten zu erzeugen, wird der Laser

1

mithilfe der

1

Da die paramagnetishen Teilhen eingelagerte Eisenoxid-Domänen besitzen, welhe für sihtbares

Liht einen erhöhten Absorptionskoe�zienten aufweisen [125℄, treten unerwünshte thermishe

E�ekte auf. Zusätzlih führt die stärkere Absorption zu einem erhöhten Lihtdruk. Überwiegt

dieser die Gradientenkraft des Lihtfeldes, können die Teilhen niht mehr in einer dreidimensionalen

optishen Pinzette festgehalten werden, vgl. Abshnitt 3.1. Um beides zu vermeiden, wird der

Versuhsaufbau von Abshnitt 3.3 so modi�ziert, dass beide Laserpinzetten mit einem Yb-Faser-
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galvanometrishen Spiegel zeitlih verzahnt entlang zwei Ringen verfahren. Die mit

den Umlaufgeshwindigkeiten der optishen Pinzetten (� = 41Hz; Regime (ii) nah

Abshnitt 3.3) synhronisierte Modulation der Laserintensität

2

führt letztlih dazu,

dass sih jedes Teilhen entlang des Potentials

U

i

(x) = V

0

i

sin(x

i

=R+ �

i

) +W (x)� f

i

x

i

bewegt, worin die Koordinaten x = (x

i

)mit Teilhenindex i = 1; 2 in Einheiten der Bo-

genlänge in mathematish positiver Rihtung gemessen werden, ��R < x

i

6 +�R.

Da die Amplituden V

0

i

und treibenden Kräfte f

i

unabhängig voneinander eingestellt

werden können, können die Teilhen gezielt in ein SNGG getrieben und ihr Verhalten

unter dem Ein�uss der repulsiven DDP studiert werden. Ihre Trajektorien x

i

(t) werden

mittels digitaler Videomikroskopie aufgenommen

3

, s. Abshnitt. 3.4 und Abb. 6.2 (b).

ImWesentlihen entsprehen die experimentellen Methoden, insbesondere die Herstel-

lung der Messzelle, denen aus Kapitel 3. Im Folgenden soll deswegen die Erzeugung

der Kopplung und deren Charakterisierung im Vordergrund stehen, wobei sih die

folgenden Abshnitte stark an [105℄ orientieren.

6.2 Experimentelle Methoden

6.2.1 Erzeugung des Magnetfeldes

Um das für die Kopplung der paramagnetishen Teilhen nötige externe Magnetfeld

B zu erzeugen, werden unterhalb und oberhalb der Messzelle zwei Spulen angebraht,

s. Abb. 6.3: (a). Erfahrungsgemäÿ werden zur Kopplung der Teilhen relativ starke

Magnetfelder benötigt [53℄, 0 6 B 6 60mT. Das Feld einer Spule für einen Aufpunkt

auf der Symmetrieahse z ist durh

B(z) = �(z) Ie

z

(6.1)

gegeben [126℄, vgl. Abb. 6.3: (a). Der Faktor �(z) beinhaltet unter anderem die

magnetishe Feldkonstante � und die Windungszahl n. Für starke Magnetfelder be-

nötigen wir also eine hohe Stromstärke I und Windungszahl n. Letzteres bedingt

einen dünnen Draht; hier wird ein Kupferdraht mit Durhmesser 0:5mm verwendet.

Bei Stromstärken bis zu 2A generieren wir folglih ein hohe ohmshe Leistung, wel-

he in Form von Wärme an die Umgebung abgegeben wird. Da sih die Messzelle

in unmittelbarer Nähe zu den Spulen be�ndet, verliert das Wärmebad damit seine

Laser (IPG Photonis, YLM, 5W), der Liht mit einer Wellenlänge von 1070 nm emittiert, erzeugt

werden. Bei dieser Wellenlänge ist der Absorptionskoe�zient von Eisenoxid deutlih erniedrigt.

2

Um eine höhere Strahlqualität zu erhalten, wird der elektrooptishe Modulator durh einen akusto-

optishen Modulator (Crystal Tehnology In., CTI 3080) ersetzt.

3

Das zeitlihe Au�ösungsvermögen liegt bei �

E

= 25ms; das räumlihe Au�ösungsvermögen bei

�x = 25 nm.
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100x
1.3

63x
0.95

(a) (b)

x
y

z

Abbildung 6.3: (a) Spulen unterhalb und oberhalb der Messzelle. Das Ölimmersions-

objektiv (unten) und das Mikroskopobjektiv (oben) be�nden sih zwishen diesen.

Das Zweiring-Systems liegt in der Ebene z = 0. (b) Quershnitt einer Spule: für

die Wasserkühlung sind kleine Kanäle in den Aluminiumkörper eingelassen. Aus [105℄,

abgeändert.

wohlde�nierte Temperatur T . Da weiter die Viskosität � nah der Andrade-Gleihung

exponentiell mit T skaliert, beein�usst dies über die Mobilität �

�1

0

= 3��d maÿgeb-

lih die Teilhenbewegung. Um dies zu unterbinden, sind in die Aluminiumkörper der

Spulen kleine Kanäle eingefräst, durh welhe das Wasser eines regelbaren Durh-

laufkühlers geleitet wird, s. Abb. 6.3: (b). Zur Kontrolle der Temperatur dient ein an

der Messzelle angebrahter temperaturabhängiger Widerstand (pT100). Durh die

konstant gehaltene Temperatur wird auÿerdem gewährleistet, dass es niht zu me-

hanishen Spannungen innerhalb des Ölimmersionsobjektivs kommt, was maÿgeblih

die Qualität der dreidimensionalen optishen Pinzetten beein�ussen würde.

6.2.2 Charakterisierung des Magnetfeldes

Damit die Kopplung der Teilhen wohlde�niert erfolgt, muss das Magnetfeld in der

Ebene des Zweiring-Systems, z = 0, bekannt und gradientenfrei sein. Um dies zu

gewährleisten wird zuerst über eine Hall-Sonde der Betrag des Magnetfeldes B(0)

u;o

der unteren (u) und oberen Spule (o) in Abhängigkeit von der Stromstärke I

u;o

be-

stimmt. Gemäÿ Gl. (6.1) ergibt sih für beide Spulen B

u;o

(0) = �

u;o

(0)I

u;o

(0), s.

Abb. 6.4: (a), mit den Faktoren �

u

(0) = 22:2mT=A und �

o

(0) = 17:8mT=A. Diese

sind untershiedlih, da sih die Spulen niht in einer Helmholtz-Geometrie be�nden

(Radius der unteren bzw. oberen Spule: 34mm bzw. 36mm; Abstand der Spulen:

71mm). Das Gesamtmagnetfeld B lässt sih dann additiv aus den Einzelfeldern be-

rehnen, B = B

u

+ B

o

.

Um B

u;o

(z) zu erfassen, wird bei einer Stromstärke von I

u;o

= 1A die Hall-Sonde

entlang der Symmetrieahse verfahren, s. Abb. 6.4: (b). Darüber können wir die ma-
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Abbildung 6.4: (a) Magnetfeld B

u

(0) (N) bzw. B

o

(0) (Æ) gegen die Stromstärke I

u

bzw. I

o

. Die linearen Regressionen B

u;o

(0) = �

u;o

(0)I

u;o

liefern �

u

(0) = 22:2mT=A

(�) und �

o

(0) = 17:8mT=A (�). (b) Faktoren �

u

(z) (N) und �

o

(z) (Æ) bei ei-

ner Stromstärke von I

u;o

= 1A. () Gradient von B

u

(�) und B

0

(�) entlang der

Symmetrieahse bei einer Stromstärke von I

u;o

= 1A. (d) Neben dem Lihtdruk f

l

,

der Gradientenkraft f

g

des Lihtfeldes und der Gravitationskraft g wirkt auf ein Teil-

hen noh die Gradientenkraft f

u;o

, hervorgerufen durh das Magnetfeld B

u;o

. Ohne

f

u;o

würde sih das Teilhen auf Höhe der gestrihelten Linie be�nden. Aus [105℄,

abgeändert.

gnetishen Gradientenkräfte

f

u;o

= (M � r)B

u;o

= M �

z

B

u;o

e

z

= M I

u;o

�

z

�

u;o

e

z

; (6.2)

die auf ein paramagnetishes Teilhen mit magnetishem Moment M wirken, bereh-

nen [127℄. Abb. 6.4: () zeigt den aus Abb. 6.4: (b) berehneten Verlauf des Ma-

gnetfeldgradienten der unteren und oberen Spule. Bei beiden wird ein Teilhen zum

Zentrum der Spule gezogen. In Kapitel 3 haben wir bereits diskutiert, dass sih inner-

halb einer dreidimensionalen optishen Pinzette der Lihtdruk f

l

, die Gradientenkraft

f

g

des Lihtfeldes und die Gravitationskraft g so ausgleihen, dass die GG-Lage eines
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6 Zweiring-System
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Abbildung 6.5: (a) Normierte mittlere Geshwindigkeit mit Magnetfeld der unte-

ren v

s

(I

u

; 0)=v

s

(0; 0) (-N-), der oberen v

s

(0; I

o

)=v

s

(0; 0) (-Æ-) und beiden Spulen

v

s

(I

u

; I

o

)=v

s

(0; 0) (-�-). (b) Für I

u

=I

o

= 1:52 heben sih die Gradientenkräfte f

u

und f

o

auf und die GG-Lage des Teilhens ist der ohne Magnetfeld (- -) identish.

Aus [105℄, abgeändert.

Teilhens etwas oberhalb der Fokusebene liegt, vgl. Abb. 3.1: (). Die magnetishen

Gradientenkräfte f

u;o

vershieben die GG-Lage nun entsprehend Abb. 6.4: (d), wor-

über sih massiv die Laserintensität, die ein Teilhen innerhalb der optishen Pinzette

spürt, verändert, vgl. Abshnitt 3.1. Da f

u;o

nah Gl. (6.2) abhängig von I

u;o

ist,

bedeutet dies für ein durh eine bewegte optishe Pinzette getriebenes Teilhen, dass

auh die treibende Kraft f von I

u;o

abhängig wird, f ! f (I

u

; I

o

).

Um diesen E�ekt zu unterbinden, müssen wir die Stromstärke I

u;o

so wählen, dass

sih die Gradientenkräfte kompensieren, f

u

= �f

o

. Nah Gl. (6.2) folgt daraus für

das Verhältnis der Stromstärken

I

u

I

o

=

�

z

B

o

�

z

B

u

und nah Abb. 6.4: (b) erhalten wir I

u

=I

o

= 1:58. Um dieses Verhältnis zu überprüfen,

treiben wir ein paramagnetishes Silika-Teilhen entlang eines gekippten periodishen

Potentials U = V � f x . Ohne Magnetfeld beträgt bei einer treibenden Kraft von

f = 188 k

B

T=µm und einer Amplitude von V

0

= 256 k

B

T die mittlere Umlaufge-

shwindigkeit v

s

= 15:2µm=s. Mit Magnetfeld variiert diese mit der Stromstärke,

v

s

! v

s

(I

u

; I

o

), s. Abb. 6.5: (a). Bilden wir das Verhältnis der Geshwindigkeiten,

v

s

(I

u

; 0)=v

s

(0; I

o

), erhalten wir die Zuordnung I

u

=I

o

= 1:52, welhe konsistent mit

dem vorherigen Ergebnis ist. Tatsählih ist v

s

(I

u

; I

o

) für dieses Verhältnis immer na-

he v

s

(0; 0), sodass v

s

(I

u

; I

o

)=v

s

(0; 0) ' 1, s. Abb. 6.5: (a). Demnah gleihen sih

die Gradientenkräfte aus und die GG-Lage des Teilhens in der optishen Pinzette
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6.3 Paramagnetishe Teilhen

entspriht der ohne Magnetfeld, s. Abb. 6.5: (b).

6.3 Paramagnetishe Teilhen

Im Untershied zu den vorherigen Kapiteln 4 und 5 werden in den folgenden Experi-

menten paramagnetishe Silika-Teilhen (Miro Partiles GmbH, SiO

2

-MAG-COOH)

mit einem Durhmesser von d = 5:2µm verwendet. Ihre magnetishen Eigenshaften

stammen von Eisenoxid-Domänen, welhe in die Silika-Matrix eingelagert sind. Oh-

ne externes Magnetfeld sind die magnetishen Momente m der n Domänen isotrop

verteilt, d. h. das magnetishe Moment eines Teilhens ist null. Wird ein externes

Magnetfeld angelegt, ist sein induziertes magnetishes Moment durh

M(�) = n L(�)m (6.3)

gegeben, worin die Langevin-Funktion L(�) � oth(�)� 1=(�) mit � � mB=(k

B

T )

die Orientierung zwishen m und B berüksihtigt [127℄. Da wir weder die Anzahl

n der Eisenoxid-Domänen noh deren magnetishe Momente m kennen, müssen wir

für eine wohlde�nierte Kopplung der Teilhen zuerst deren magnetishe Momente M

bestimmen.

Repulsives Dipol-Dipol-Potential

Hierfür nutzen wir das repulsive DDP zwishen zwei paramagnetishen Teilhen aus.

Wir gehen davon aus, dass

(i) die induzierten magnetishen Momente M der Teilhen in Rihtung und Betrag

identish sind, M � M

1

= M

2

, und

(ii) der Relativvektor r(t) � r

2

(t) � r

1

(t) der Teilhen immer senkreht auf M

steht, r ? M, d. h. die Teilhen be�nden sih in der xy -Ebene und wir können

die Bildung von Ketten vernahlässigen [128, 129℄.

Unter diesen Annahmen ist das magnetishe Dipolfeld eines Teilhens durh B

D

(r) =

�M=(4�r

3

) gegeben, worüber sih das repulsive DDP [127℄

W (r) = �M �B

D

=

�M

2

4�r

3

: (6.4)

zwishen den Teilhen ausprägt. Folglih ergibt sih die repulsive Kraft

F

D

(r) = ��

r

W = �

3�M

2

4�r

5

r ; (6.5)

welhe beide Teilhen auseinander drükt.

Zur Bestimmung von F

D

werden zwei Teilhen separat in zwei optishen Pinzetten,

welhe sih knapp über der Unterseite der Messzelle be�nden, festgehalten. Shalten
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6 Zweiring-System

B

-F
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F
D
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Abbildung 6.6: Zwei paramagnetishe

Teilhen be�nden sih in zwei optishen

Pinzetten knapp über der Unterseite der

Messzelle. Werden simultan die Pinzet-

ten aus- und das Magnetfeld B einge-

shaltet, erfahren die Teilhen aufgrund

ihrer induzierten magnetishen Momen-

te M die repulsive Kraft F

D

und sto-

ÿen sih voneinander ab. Aus [105℄,

abgeändert.

wir die Pinzetten aus, können sih die Teilhen frei in der xy -Ebene bewegen, aber

niht in z-Rihtung sedimentieren. Gleihzeitig wird nun das Magnetfeld eingeshaltet,

sodass die Teilhen beginnen sih aufgrund von F

D

voneinander weg zu bewegen,

s. Abb. 6.6. Der überdämpften Langevin-Gleihung (2.5) nah ist die Dynamik der

Teilhen durh

_r

1

= ��

e�

F

D

+ �

�

�

1

; _r

2

= �

e�

F

D

+ �

�

�

2

; (6.6)

gegeben. Hierin müssen wir die Mobilität �

0

durh die e�ektive Mobilität �

e�

ersetzen,

da sih die Teilhen niht mehr weit entfernt von der Unterseite der Messzelle be�nden

und deswegen hydrodynamishe Rande�ekte berüksihtigt werden müssen. Weiterhin

gilt aber die Stokes-Einstein-Relation, D

e�

= T�

e�

. Subtrahieren wir beide Gl. (6.6)

voneinander, erhalten wir die Bewegungsgleihung des Relativvektors,

_r = 2�

e�

F

D

+ �

�

�

r

:

Die Korrelationen der stohastishe Geshwindigkeit �

�

�

r

(t) � �

�

�

2

(t) � �

�

�

1

(t) ergeben

〈

�

�

�

r

(t)�

�

�

T

r

(t

0

)

〉

= 4D

e�

1

1

1 Æ(t � t

0

) mit Einheitsmatrix 1

1

1. Wiederholen wir die Messung

der Repulsion der Teilhen und mitteln _r über alle Realisierungen, dann können wir

wegen h�

�

�

r

i = 0 die repulsive Kraft über

F

D

=

h _ri

2TD

e�

(6.7)

bestimmen, sofern D

e�

bekannt ist. Diesen shätzen wir über die freie Di�usion eines

der beiden Teilhen in der xy -Ebene ab, denn nah Unterabshnitt 2.1.3 ist

D

e�

=

〈

[r

1

(t)� r

1

(0)℄

2

〉

=(4t)

der Di�usionskoe�zient dieses Prozesses. Über die Trajektorie r

1

(t) erhalten wir

D

e�

= 0:02µm
2

=s.

In Abb. 6.7: (a) ist beispielhaft die zeitlihe Entwiklung von r(t) für mehrere

Wiederholung der Repulsion der beiden Teilhen gezeigt. Aufgrund des starken Ma-

gnetfeldes werden erst mit zunehmendem Abstand der Teilhen (etwa ab r = 15µm)
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6.4 Hydrodynamishe Kopplung und optial binding
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Abbildung 6.7: (a) Trajektorien des Relativvektors r(t) für mehrere Messungen der

Repulsion der Teilhen. (b) Aus den Trajektorien über Gl. (6.7) rekonstruierte repulsive

Kraft F

D

(r) für untershiedlihe Magnetfelder (Symbole). Der Verlauf von F

D

(r)

skaliert mit 1=r

4

(Linien). Aus [105℄, abgeändert.

Fluktuationen sihtbar. Leiten wir aus den Trajektorien die Geshwindigkeit ab, mit-

teln über alle Realisierungen und verwenden Gl. (6.7), erhalten wir für untershiedlihe

Magnetfeldstärken die in Abb. 6.7: (b) gezeigten Verläufe von F

D

. Wie erwartet ska-

liert diese mit 1=r

4

.

Approximieren wir F

D

nah Gl. (6.7), erhalten wir das magnetishe Moment M(�)

zu den jeweiligen Magnetfeldern B. Die Kurve kann anhand der Langevin-Funktion

L(�) durh M(�) = M

0

L(�) mit M

0

= (5:9� 0:5)� 10

�13

Am

2

und �=B = 0:03 �

0:001T

�1

beshrieben werden, s. Abb. 6.8. Die Abshätzung der Fehlergrenzen erfolgt

durh Wiederholung der Experimente mit anderen Teilhen. Nähern wir für kleine

Argumente den Kotangens Hyperbolius in der Langevin-Funkion, bleibt L(�) � �=3

und damit M(�) � M

0

�=3. Nah Abb. 6.8 genügt das magnetishe Moment wie

erwartet bis � 6 1 entsprehend B 6 30mT dieser Linearität.

6.4 Hydrodynamishe Kopplung und optial binding

Neben der willkürlih induzierten magnetishen Kopplung können innerhalb des Zwei-

ring-Systems auh unwillkürlihe Kopplungsarten auftreten, die es zu unterbinden gilt.

Hierbei handelt es sih um die hydrodynamishe Kopplung (HK) und das optial bin-

ding (OB).

Hydrodynamishe Kopplung

Nah Unterabshnitt 2.1.2 erzeugt in einem kolloidalen System die Bewegung eines

Teilhens ein Geshwindigkeitsfeld, welhes durh das Bad propagiert und an die an-
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Abbildung 6.8: Gemessenes (�) und

approximiertes magnetishes Moment

M(�) = M

0

L(�) (�) mit M

0

= 5:9 �

10

�13

Am

2

und �=B = 0:03T

�1

. Für

� 6 1 kann das magnetishe Moment

überM(�) � M

0

�=3 (- -) genähert wer-

den. Aus [105℄, abgeändert.

deren Teilhen koppelt und vie versa. Die dadurh hervorgerufene resistive Kraft

h

i

= ��

�1

i j

_r

j

auf ein Teilhen wird durh die Mobilitätsmatrizen �

i j

beshrieben. Für

das Zweiring-System ergibt sih für diese in der Oseen-Näherung [37℄

�

i j

= �

0

Æ

i j

+

1

8��r

(1

1

1� Æ

i j

)

(

Æ

i j

+

r r

T

r

2

)

(6.8)

mit dem Teilhenabstand r . Mir ihrem 1=r -Verhalten ist die HK langreihweitig und

kann daher signi�kant die Dynamik des Zweiring-Systems beein�ussen.

Optial binding

Das OB, erstmals in [130℄ theoretish beshrieben, beruht auf dem E�ekt, dass

das elektrishe Feld eines Lasers attraktive und repulsive Wehselwirkungsbeiträge

zwishen dielektrishen Teilhen hervorruft, wodurh sih die Teilhen bevorzugt in

Abständen ganzzahliger Vielfaher der Wellenlänge des Lasers zueinander anordnen.

Burns et al. konnten erstmals anhand der Bewegung zweier Polystyrol-Teilhen ent-

lang des Linienfokus eines Lasers die laterale OB beobahten [131,132℄. Anshlieÿend

wiesen Tatarkova et. al mithilfe von entgegengesetzten, inkohärenten Gauÿ-Strahlen

die longitudinale OB zwishen mehreren Polystyrol-Teilhen nah [133℄. Nah weiteren

Studien [134℄ erfolgte in [135℄ und [136℄ die systematishe, experimentelle Untersu-

hung der OB, s. Abb. 6.9. Als weiterführende Literatur sei auf [137℄ verwiesen.

Vereinfaht kann der E�ekt des OB wie folgt erklärt werden: Das elektrishe Feld

E mit Wellenvektor k des Lasers induziert in einem Teilhen das oszillierende Dipol-

moment p, wodurh es zur Mie-Streuung des Feldes kommt [135,138�140℄. Ähnlih

der magnetishen Kopplung aus Abshnitt 6.3 kommt es zur Kopplung zwishen dem

nun elektrishen Dipolmoment p des einen Teilhens und dem gestreuten elektrishen

Feld des anderen Teilhens und umgekehrt. Unter der Annahme, dass die Polarisation

von E senkreht auf r steht, kann das Wehselwirkungspotential

W (r) = �

1

2

�

2

E

2

k

2

os(k � r)

r
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6.4 Hydrodynamishe Kopplung und optial binding

mit der Polarisierbarkeit � eines Teilhen aus den gekoppelten Maxwell-Gleihungen

der beiden Oszillatoren abgeleitet werden [131℄. Der Form des Potentials sehen wir

an, dass die beiden Teilhen abhängig von r alternierend attraktive und repulsive Kräf-

te erfahren. Wie die HK ist auh das OB langreihweitig. Ist die Polarisation von E

parallel zu r , ist der E�ekt des OB ungleih geringer [135℄, da der oszillierende Dipol

niht mehr in Rihtung von r streut.

r (d)

W
 (

k
T

)
B

1.0 2.01.5

0

4

6

-2

2

Abbildung 6.9: Wehselwirkungspotential W (r) zwishen

zwei Polystyrol-Teilhen (d = 1:58µm) unter dem Ein�uss

eines starken Lihtfelds. Die Laserleistung beträgt 0:2W (�),

0:4W () und 0:8W (�). Der Abstand r der Teilhen ist in

Einheiten von d angegeben. Aus [135℄, abgeändert.

Wir können jedoh niht uneingeshränkt den eben diskutierten E�ekt des OB auf

das Zweiring-Systems projizieren. Der gravierende Untershied besteht darin, dass die

Dipole p der beiden Teilhen aufgrund der bewegten optishen Pinzetten niht kohä-

rent shwingen. Trotzdem tritt auh in diesem System eine Art OB auf [133, 141℄,

deren genaue Skalierung mit dem Abstand der Teilhen aber unbekannt ist. Nah

Abb. 6.9 sollten wir annehmen, dass das OB in den folgenden Experimenten ver-

nahlässigbar ist, denn die Potentialbarrieren von wenigen k

B

T (bei ähnliher La-

serleistungen) sind gegenüber den gewählten Potentialamplituden von über 100 k

B

T

vernahlässigbar. Da aber das Wehselwirkungspotential W quadratish mit � ska-

liert, beein�usst � massiv den Verlauf von W . Nah der Clausius-Mossotti-Gleihung

hängt die Polarisierbarkeit

� � d

3

n

2

T

� 1

n

2

T

+ 2

eines Teilhens von dessen Brehungsindex n

T

und Teilhendurhmesser d ab [126℄.

Die Potentialbarrieren aus [135℄ (Polystyrol-Teilhen mit d = 1:58µm und n

T

= 1:59)

wären demnah für die hier verwendeten paramagnetishen Teilhen (Silika-Teilhen

mit d = 5:2µm und n

T

= 1:42) um mehr als eine Gröÿenordnung gröÿer

4

.

4

Tatsählih sollte der E�ekt noh stärker sein, da der wahre Brehungsindex eines paramagnetishen

Teilhens auf Grund der eingelagerten Eisenoxid-Domänen siherlih gröÿer als 1:42 ist.
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6 Zweiring-System

Hydrodynamishe Kopplung und optial binding innerhalb des Zweiring-Systems

Um sihergehen zu können, dass sowohl die HK als auh das OB keinen oder nur

einen geringen Ein�uss auf die Dynamik des Zweiring-Systems haben, dient folgen-

des Experiment: Ein Teilhen wird durh eine treibende Kraft von f = 160 k

B

T=µm

entlang eines Rings mit Radius R = 3:5µm getrieben. Wieder wird die Koordinate

��R < x 6 +�R in Einheiten der Bogenlängen in mathematish positiver Rihtung

gemessen. Systematish verringern wir nun den Abstand D zwishen einem zweiten

Teilhen, das in einer stationären optishen Pinzette festgehalten wird, und dem ers-

ten entlang des Rings getriebenen, s. Abb. 6.10. Ab einem kritishen Abstand ist dann

ein Ein�uss der HK und des OB auf die Dynamik des getriebenen Teilhens zu erwar-

ten, welher sih in einer Abhängigkeit der stationären Verteilung sowie der mittleren

Umlaufgeshwindigkeit bezüglih D äuÿern muss, p

s

! p

s

(D) und v

s

! v

s

(D).

f
x

0 pRm
D

Abbildung 6.10: Shematishe Darstellung

des Experiments: In Gegenwart eines zweiten

Teilhens, festgehalten in einer stationären

optishen Pinzette, wird das erste Teilhen

entlang eines Rings mit Radius R getrieben.

Um den Ein�uss der HK und des OB auf

die Dynamik des getriebenen Teilhens zu

untersuhen, wird das zweite Teilhen sys-

tematish dem Ring angenähert. Aus [105℄,

abgeändert.

Für die stationäre Verteilung p

s

würden wir im Fall eines konstant getriebenen Teil-

hens, U = �f x , eine Gleihverteilung erwarten. In Abshnitt 3.3 haben wir bereits

diskutiert, dass aber aufgrund optisher Abbildungsfehler der Drehpunkte der gal-

vanometrishen Spiegel und eines minimalen Astigmatismus des Laserfokus immer

Korrugationen im Potential U = �f x zu beobahten sind, weswegen sih nie eine

exakte Gleihverteilung einstellen kann. Allerdings sehen wir in Abb. 6.11: (a), dass

p

s

für genügend groÿe Abstände, D = 2:5d , der Annahme einer Gleihverteilung

genügt. Verringern wir D, ist für D = 1:1d eine deutlihe Veränderung in p

s

be-

obahtbar. Bewegt sih das getriebene Teilhen auf das festgehaltene Teilhen zu,

+3�R=4 6 x 6 +�R, ist p

s

erniedrigt: Das Teilhen wird beshleunigt. Hat das

getriebene Teilhen den Ort des geringsten Abstands passiert und bewegt sih von

dem festgehaltenen Teilhen weg, ��R < x 6 �3�R=4, ist p

s

stark erhöht: Das

Teilhen wird verzögert. Dieser E�ekt muss durh eine attraktive Wehselwirkung

zwishen den beiden Teilhen hervorgerufen werden, denn nur eine stetig in Rihtung

des festgehaltenen Teilhens zeigende Kraft kann diese Änderung in der Dynamik des

getriebenen Teilhens hervorrufen, s. eingebettete Abbildung in Abb. 6.11: (a).

Die HK können wir als Ursahe dafür ausshlieÿen, denn dagegen spriht folgendes

gedanklihes Argument: Würde sih das getriebene Teilhen auf ein freies Teilhen
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Abbildung 6.11: (a) Stationäre Verteilung p

s

für untershiedlihe Abstände D (in

Einheiten von d) des festgehaltenen Teilhens. Ab D > 1:4d sind nur noh geringe

Abweihungen gegenüber p

s

bei D = 2:5d sihtbar. Eingebettete Abbildung: Zwi-

shem dem getrieben und festgehaltenen Teilhen wirkt eine attraktive Kraft (!).

(b) Normierte mittlere Geshwindigkeit v

s

(D)=v

s

(D ! 1). Ab D > 1:6d sind die

Abweihungen kleiner gleih 5% (�). Aus [105℄, abgeändert.

zubewegen, dann würde das freie Teilhen von dem erzeugten Geshwindigkeitsfeld

verdrängt werden [35℄, vgl. Abb. 2.1. Ersetzen wir nun das freie durh das festge-

haltene Teilhen, stört dieses das Geshwindigkeitsfeld des getriebenen Teilhens (die

Flüssigkeit vor dem Teilhen kann niht mehr widerstandsfrei verdrängt werden) was

e�ektiv zu einer Verzögerung des Teilhens führt. Diese Tatsahe steht aber im Wi-

derspruh zu dem beobahteten E�ekt, sodass wir davon ausgehen können, dass hier

das OB zwishen den beiden Teilhen die dominierenden Wehselwirkung ist.

Nah Abb. 6.11: (a) ist ab einem Abstand von D > 1:4d die Dynamik des ge-

triebenen Teilhens nahezu unabhängig von d und daher auh von der HK und dem

OB. Letztlih ist p

s

wegen der Korrugationen und mögliher Binning-E�ekte aber

kein eindeutiger Quanti�kator, um Rande�ekte auszushlieÿen. Wir konzentrieren uns

deshalb auf die normierte mittlere Umlaufgeshwindigkeit v

s

(D)=v

s

(D ! 1) mit

v

s

(D ! 1) = 13:2µm=s. Nah Abb. 6.11: (b) weiht diese ab einem Abstand von

D > 1:6d nur noh um 5% gegenüber v

s

(D)=v

s

(D ! 1) = 1 ab, was in Einklang

mit den vorherigen Ergebnissen steht. In weiteren Experimenten zeigt sih allerdings,

dass eine geringe Abhängigkeit bezüglih der Gröÿe der treibenden Kraft f besteht: Je

kleiner die treibende Kraft, desto gröÿer der Ein�uss der HK und des OB. Da die fol-

genden Experimente teils mit geringeren Werten von f durhgeführt werden, wird der

Abstand der zwei Ringe auf D ' 2d ' 10µm festgelegt. Die magnetishe Kopplung

steht somit als Wehselwirkung zwishen den beiden Teilhen im Vordergrund und

die Dynamik des Zweiring-Systems kann gezielt manipuliert werden. Des Weiteren
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6 Zweiring-System

sei darauf hingewiesen, dass innerhalb des Zweiring-Systems aufgrund des repulsiven

magnetishen DDP die Konstellation beide Teilhen gleihzeitig bei x

1

= ��R=2 und

x

2

= +�R=2 anzutre�en, ihr Abstand also r = D beträgt, äuÿerst unwahrsheinlih

ist.

6.5 Kopplungsparameter

Da das Magnetfeld B in keinerlei Bezug zu den anderen systemrelevanten Parametern

wie den treibenden Kräften f

i

oder den Potentialamplituden V

0

i

steht, ist es keine

adäquate Gröÿe, um die Kopplung innerhalb des Zweiring-Systems wohlde�niert zu

harakterisieren. Wir führen deshalb den dimensionslosen Plasmaparameter � ein, der

das DDP (6.4) in Verhältnis zur thermishen Energie setzt [142℄,

� �

W (r)j

D

k

B

T

: (6.9)

Für Magnetfelder B 6 30mT gilt für das magnetishe Moment eines Teilhens M �

B und damit W � B

2

, s. Abshnitt 6.3. Für diesen Bereih gilt demnah � � B

2

, s.

Abb. 6.12. Die in den folgenden Experimenten verwendeten Magnetfelder 0 6 B 6

55mT führen zu Plasmaparametern zwishen 0 6 � 6 1880.
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Abbildung 6.12: Plasmaparameter

�(B) (�). Für B 6 30mT gilt � � B

2

(- -). Eingebettete Abbildung: � ist

über den gröÿtmöglihen Betrag des

DDP, d.h. beide Teilhen mit magne-

tishen Moment M (�) be�nden sih

im Abstand D voneinander, de�niert.

Über einen halben Ringumfang ist die

Di�erenz �W des DDP von der gleihen

Gröÿenordnung wie �U = �f �x .

Typishe treibende Kräfte betragen um die 100 k

B

T=µm. Läuft das eine Teilhen

über einen halben Ringumfang, R = 3:5µm, verliert es daher die potentielle Energie

�U = �f �R = �1100 k

B

T. Für mittlere Plasmaparameter � ist diese vergleihbar mit

der Änderung �W des DDP auf derselben Streke, während das andere Teilhen an

der Position des geringsten Abstands verweilt, s. eingebettete Abbildung in Abb. 6.12.

6.6 Bewegungsmodi des Zweiring-Systems

Welhen Bewegungsmodus das Zweiring-System annimmt, hängt neben den treiben-

den Kräfte f

i

, Amplituden V

0

i

, Phasen �

i

vor allem von dem Plasmaparameter �
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Abbildung 6.13: Stationäre Verteilung p

s

(x

1

; x

2

) als farbkodierter Hintergrund für

untershiedlihe Plasmaparameter (a) � = 0, (b) � = 860, () � = 1080 und

(d) � = 1880. Die weiÿen Kreise kennzeihnen jeweils eine exemplarishe Trajektorie

x(t); die weiÿen Pfeile geben die Umlaufrihtung an.

ab. Intuitiv erwarten wir, dass sih aufgrund des repulsiven Charakters des magne-

tishen DDP für groÿe � die Bewegung der beiden Teilhen synhronisiert. Um zu

untersuhen, ob der Übergang in diesen Grenzfall kontinuierlih statt�ndet oder ob

Zwishenmodi existieren, ist es von Vorteil, jedes Teilhen entlang des gekippten Po-

tentials U

i

= �f

i

x

i

zu treiben, d. h. wir verzihten zunähst auf die periodishen

Anteile V

i

.

6.6.1 Zweiring-System ohne periodishe Potentiale

Gleihsinnig umlaufende Teilhen

Für die treibenden Kräfte f

1

= 100 k

B

T=µm und f

2

= 110 k

B

T=µm laufen beide Teil-

hen mit mittleren Umlaufgeshwindigkeiten von v

s

1

= 8:0µm=s und v

s

2

= 8:6µm=s

gleihsinnig, in mathematish positiver Rihtung, entlang ihres Rings. Wir können den

Ein�uss der Kopplung anhand der stationären Verteilung p

s

(x

1

; x

2

) o�enlegen. In den
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6 Zweiring-System

0 5 10 15 20 25
0

10

20

r
(m

m
)

t (s)

(a)

f2

0

f1

0

(b)

0 1 2
0.0

0.5

1.0

V
e
rt

e
ilu

n
g

Dx/R (p)

G = 0

G = 110

G = 860

G = 1080

G = 1880

Abbildung 6.14: (a) Für � = 1880 stellt sih der SH-Modus innerhalb des Zweiring-

Systems ein (eingebettete Abbildung) und der relative Abstand r(t) (�) der Teilhen

liegt im Mittel bei 2R+D = 17µm (- -). (b) Phasendi�erenz �x=R der gleihsinnig

laufenden Teilhen für untershiedlihe Plasmaparameter �; treibende Kräfte: f

1

. f

2

.

Abb. 6.13: (a)-(d) sehen wir p

s

als farbkodierten Hintergrund und jeweils eine exem-

plarishe Trajektorie x(t) = (x

1

(t); x

2

(t)); die Zeitdi�erenz zwishen zwei Kreisen

beträgt �

E

= 50ms und die Pfeile geben die Umlaufrihtung an. In Abwesenheit der

Kopplung, � = 0, sind die Koordinaten x

1

und x

2

der Teilhen unkorreliert und p

s

genügt einer Gleihverteilung, s. Abb. 6.13: (a). Unter starken Kopplungsbedingun-

gen, � = 1880, unterdrükt das repulsive DDP die Annäherung der Teilhen. Der

relative Abstand r(t) � x

2

(t)� x

1

(t) zwishen ihnen wird maximiert und beträgt im

Mittel r = 2R+D = 17µm, s. Abb. 6.14: (a). Die Teilhen synhronisieren ihre Um-

läufe und der Bewegungsmodus gleiht einer kreisenden starren Hantel (SH-Modus;

v

s

1

= v

s

2

= 10:1µm=s). Da x

1

und x

2

folglih stark korreliert sind, weist die Trajektorie

x eine feste Steigung auf; der Verlauf nahezu aller Trajektorien in diesem Modus ist

identish und es zeihnet sih eine klare Struktur in p

s

ab, s. Abb. 6.13: (d). Der

geringfügige Untershied in den mittleren Umlaufgeshwindigkeiten für � = 0 führt

im SH-Modus allerdings noh dazu, dass das zweite Teilhen das erste die meiste Zeit

vor sih her shiebt, s. eingebettete Abbildung in Abb. 6.14: (a), und es ab und an

überholt. Die Trajektorie und das Maximum in p

s

liegen deswegen niht auf der ersten

Winkelhalbierenden, sondern sind parallel nah rehts vershoben. Der Übergang in

den SH-Modus erfolgt kontinuierlih und ohne das Auftreten eines Zwishenmodus,

s. Abb. 6.13: (b) und (). Die Kontinuität des Übergangs wird besonders deutlih,

wenn die Phasendi�erenz

�x=R � (x

1

� x

2

)=R mod (2�)
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6.6 Bewegungsmodi des Zweiring-Systems

betrahtet wird. Abb. 6.14: (b) zeigt die Verteilung von �x=R für untershiedlihe

Plasmaparameter �. Für � = 0, bedingt die Unkorreliertheit zwishen x

1

und x

2

eine

Gleihverteilung. Mit zunehmendem � stellt sih ein Maximum ein, dass für � = 1880

shlieÿlih bei �x=R = �=10 liegt und von dem leihten Versatz zwishen dem ersten

und dem zweiten Teilhen stammt, s. eingebettete Abbildung in Abb. 6.14: (a).
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Abbildung 6.15: Phasendi�erenz

�x=R der gleihsinnig laufenden

Teilhen für untershiedlihe Plasma-

parameter �; treibende Kräfte: f

1

= f

2

.

Eingebettete Abbildung: Für mittlere

Plasmaparameter, � = 110, blokieren

sih die Teilhen gegenseitig.

Werden die treibenden Kräfte, f

1

= f

2

= 130 k

B

T=µm, und darüber die mittleren Um-

laufgeshwindigkeiten angeglihen, v

s

1

= v

s

2

= 10µm=s, ist die Struktur in p

s

für � = 0

und � = 1880 ähnlih denen aus Abb. 6.13: (a)-(d). Nur zieht sih das Maximum

in p

s

entlang der Winkelhalbierenden, sodass das Maximum der Verteilung von �x=R

nahe um Null liegt, s. Abb. 6.15. Tatsählih stellt sih der SH-Modus hier shon ab

� > 400 ein. Für kleinere Plasmaparameter, � = 110, ergibt sih ein Zwishenmodus,

nahdem sih die Teilhen synhronisiert gemäÿ (0 ! +�R;��R ! 0) gefolgt von

(��R ! 0; 0! +�R) bewegen. Dabei können sie sih, wenn sie auf die Positionen

des geringsten Abstands zulaufen, gegenseitig blokieren, s. eingebettete Abbildung

in Abb. 6.15. Die Blokade äuÿert sih als zusätzlihes Maximum in der Verteilung

von �x=R bei �, s. Abb. 6.15.

Gegensinnig umlaufende Teilhen

Für die treibenden Kräfte f

1

= �f

2

= 90 k

B

T=µm zirkuliert das erste Teilhen mit

v

s

1

= 7:1µm=s in mathematish positiver und das zweite Teilhen mit v

s

2

= �7:1µm=s

in mathematish negativer Rihtung entlang seines Rings. Die Abb. 6.16: (a)-(d) zei-

gen erneut die stationäre Verteilung p

s

für untershiedlihe �. Auh jetzt ist p

s

für

� = 0 gleihverteilt. Anders als im vorherigen Fall kann aber für � = 1880 der relative

Abstand r aufgrund des gegensinnigen Umlaufsinns der beiden Teilhen niht immer

2R + D betragen. Bedingt dadurh bildet sih ein oszillierender SH-Modus aus und

die Teilhen nehmen zeitlih versetzt die Positionen (0! +�R=2;+�R ! +�R=2),

(+�R=2! +�R;+�R=2! 0), usw. ein, s. eingebettete Abbildung in Abb. 6.17: (a).

Der relative Abstand r oszilliert periodish mit der Umlaufdauer T

1

= T

2

= 2:7 s

der Teilhen (v

1

= �v

2

= 8:2µm=s) zwishen den Werten 2R + D = 17µm und
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Abbildung 6.16: Stationäre Verteilung p

s

(x

1

; x

2

) als farbkodierter Hintergrund für

untershiedlihe Plasmaparameter (a) � = 0, (b) � = 410, () � = 860 und

(d) � = 1880. Die weiÿen Kreise kennzeihnen jeweils eine exemplarishe Trajektorie

x(t); die weiÿen Pfeile geben die Umlaufrihtung an.

√

(D=2 + R)

2

+ R

2

= 18:5µm hin und her, s. Abb. 6.17: (a). Die Koordinaten x

1

und x

2

sind stark korreliert und die Trajektorie x in Abb. 6.16: (d) fällt kontinuier-

lih ab. Die Oszillationen des Modus äuÿern sih als Änderung der Steigung in x bei

x

1

= x

2

= ��R=2 und x

1

= x

2

= +�R=2; an desselben Positionen sind Abweihun-

gen in p

s

ersihtlih. Auh der Übergang in den oszillierenden SH-Modus vollzieht sih

kontinuierlih und ohne Zwishenmodi, s. Abb. 6.16: (b) und (). Die Phasendi�erenz,

die jetzt aufgrund der gegensinnigen Umlaufrihtungen über

�x=R � (x

1

+ x

2

)=R mod (2�)

de�niert werden muss, bestätigt dies, s. Abb. 6.17: (b).

Werden die treibenden Kräfte der gegensinnig laufenden Teilhen untershiedlih

gewählt, f

1

6' �f

2

, bleibt das Verhalten für groÿe Plasmaparameter � dasselbe und

die mittleren Umlaufgeshwindigkeiten gleihen sih an, v

s

1

= v

s

2

. Für mittlere Werte

von � kann es allerdings zu subtilen Änderungen von v

s

1

und v

s

2

kommen: Während das
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Abbildung 6.17: (a) Für � = 1880 stellt sih der oszillierende SH-Modus ein (ein-

gebettete Abbildung) und der relative Abstand r(t) variiert periodish zwishen

2R + D = 17µm (- -) und

√

(D=2 + R)

2

+ R

2

= 18:5µm (- -).(b) Phasendi�e-

renz �x=R der gegensinnig laufenden Teilhen für untershiedlihe Plasmaparameter

�; treibende Kräfte: f

1

= �f

2

.

von vornherein shnellere Teilhen weiter beshleunigt wird, wird das von vornherein

langsamere Teilhen weiter verzögert. Ab einem bestimmten Wert für � kehrt sih

dieser E�ekt um und shlieÿlih sättigen v

s

1

und v

s

2

auf einen fest Wert (oszillierender

SH-Modus).

Ausgenommen für den blokierenden Zustand, in welhem die Teilhen gleihsinnig

laufen und die Geometrie des Zweiring-Systems entsheidend ist, zeihnet sih für

alle anderen Fälle ein kontinuierliher Übergang in den entsprehenden, vollständig

synhronisierten Modus ab. Um zu verhindern, dass die geometrishen Gegebenhei-

ten einen entsheidenden Ein�uss auf die Bewegung der Teilhen nehmen, werden

deshalb im Weiteren gegensinnig laufende Zustände präferiert.

6.6.2 Zweiring-System mit periodishen Potentialen

Ohne periodishes Potential überführt eine treibende Kraft ein Teilhen auf einem

Ring lediglih in ein Pseudo-SNGG, denn immer ist der Wehsel in das mitbewegte

Bezugssystem möglih und die Dynamik kann in die eines Systems im TGG restauriert

werden. Für das Zweiring-System bedeutet dies, dass in den bisherigen Experimenten

erst durh die Kopplung der beiden Teilhen das Gesamtsystem in ein SNGG getrieben

wurde. Um aber shon den Teilsystemen alleine, d. h. jedem der beiden Teilhen

separat, den Charakter eines Systems im SNGG zu geben, wird fortan auf jeden Ring
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Abbildung 6.18: Stationäre Verteilung p

s

(x

1

; x

2

) als farbkodierter Hintergrund für

untershiedlihe Plasmaparameter (a) � = 0, (b) � = 300, () � = 1080. Die

weiÿen Kreise kennzeihnen jeweils eine exemplarishe Trajektorie x(t); die weiÿen

Pfeile geben die Umlaufrihtung an. (d) Potentiale U

1

(x

1

) (�) und U

2

(x

2

) (�) mit

f

1

= �f

2

= 57 k

B

T=µm und V

0

1

= V

0

2

= 181 k

B

T.

das Potential

V

i

(x

i

) = V

0

i

sin(x

i

=R + �

i

)

aufgeprägt. Die Wahl der Phase �

i

legt fest, wo sih das Minimum in V

i

auf dem

Ring be�ndet. Für �

1

= 0 und �

2

= +� liegen die Minima bei x

1

= ��R=2 und

x

2

= +�R=2, respektive, und besitzen den Abstand D voneinander, vgl. Abb. 6.2: (a).

Für den weiteren Verlauf legen wir uns auf diese Wahl fest.

Wir analysieren den Ein�uss der Kopplung auf die Dynamik des Zweiring-Systems

für gegensinnig laufende Teilhen bei betragsmäÿig gleihen treibenden Kräften, f

1

=

�f

2

= 57 k

B

T=µm, und Amplituden, V

0

1

= V

0

2

= 181 k

B

T. Für diese Wahl der Pa-

rameter verlaufen die gekippten periodishen Potentiale U

1

und U

2

überkritish, s.

Abb. 6.18: (d), und die Teilhen zirkulieren mit mittleren Umlaufgeshwindigkeiten

von v

s

1

= �v

s

2

= 2:2µm=s entlang ihres Rings. In den Abb. 6.18: (a)-() ist die
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6.6 Bewegungsmodi des Zweiring-Systems

stationäre Verteilung p

s

(x

1

; x

2

) und jeweils eine exemplarishe Trajektorie x(t) =

(x

1

(t); x

2

(t)) für untershiedlihe Plasmaparameter � gezeigt. Ohne Kopplung, � = 0,

besitzt p

s

ein stark ausgeprägtes Maximum bei (��R=2;+�R=2), s. Abb 6.18: (a).

Es gehört zu den �ahsten Stellen in U

1

und U

2

, an welhen die Teilhen ihre Bewe-

gung verlangsamen und deswegen am häu�gsten anzutre�en sind; dies ist ebenfalls

in der Trajekorie x ersihtlih, in welher an dieser Position die gröÿte Anzahl an

überlappenden Kreisen auftritt und Rük�uktuationen in den Vordergrund treten. Für

starke Kopplungen, � = 1150, verhindert die Repulsion der Teilhen, dass sih die-

se nahe kommen. Das Maximum in p

s

vershwindet und die Bewegung der Teilhen

synhronisiert sih zu einem Bewegungsmodus, der an eine Newton-Wiege erinnert

(NW-Modus): Komplettiert das erste Teilhen einen vollen Umlauf, nähert es sih

dem zweiten Teilhen an der Position des geringsten Abstands an und drükt dieses

über die �ahste Stelle in U

2

hinweg. Nun beginnt das zweite Teilhen umzulaufen.

Beendet es einen vollen Umlauf shiebt es anshlieÿend das erste über die �ahste

Stelle in U

1

und das Ganze beginnt von vorne, s. Abb. 6.19: (a) und (b). Die sta-

tionäre Verteilung p

s

und die Trajektorie x spalten in zwei Äste auf, die symmetrish

um die zweite Winkelhalbierende liegen, s. Abb. 6.18: (). Augensheinlih werden

im NW-Modus Fluktuationen unterdrükt: Das repulsive DDP ist dominant und die

Überlappung der Kreise ist gering, d. h. Fluktuationen entgegen der Umlaufrihtung

sind selten. Dementsprehend erhöhen sih die mittleren Umlaufgeshwindigkeiten

auf v

s

1

= v

s

2

= 2:7µm=s. Für kleinere Plasmaparameter zeihnet sih ein kontinuierli-

her Übergang in den NW-Modus ab, s. Abb. 6.18: (b). Dieses Verhalten ändert sih

niht grundsätzlih, wenn von vornherein untershiedlihe treibende Kräfte auf die

Teilhen wirken, oder die Phasen der periodishen Potentiale anders eingestellt wer-

den. Im letzten Fall ist der NW-Modus lediglih hin zu gröÿeren Plasmaparametern �

vershoben.

x

U (x )

i

i i

f2

f1

(a)

(b) 0

Abbildung 6.19: (a), (b) Shematishe Darstellung

des NW-Modus: Nah einem vollen Umlauf nähert

sih das zweite Teilhen dem ersten an und drükt

dieses über die Barriere. Dieses beginnt nun einen

Umlauf. Kehrt es an die Position des geringsten Ab-

stands zurük, drükt es jetzt das zweite über die

Barriere und das Ganze beginnt von vorne. Aus [105℄,

abgeändert.
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6 Zweiring-System

Alternativ können die Potentiale U

1

und U

2

auh unterkritish gewählt werden.

Die Barrieren führen dann dazu, dass die mittleren Umlaufgeshwindigkeiten nur ge-

ringfügig gröÿer als Null sind, v

s

1

= �v

s

2

& 0µm=s. Die Teilhen be�nden sih in

einem arretierten Zustand. Nah Einbringen der Kopplung beginnen die Teilhen sih

auseinander zu drüken. Vorerst verweilen sie aber immer noh in ihren Minima. Über-

shreitet der Plasmaparameter � einen kritishen Wert, überwinden die Teilhen ihre

Barrieren und wehseln in einen laufenden Zustand, der shlieÿlih für sehr groÿe �

im NW-Modus endet.

Mit seiner klaren Geometrie und den über einen weiten Bereih wohlde�niert vari-

ierbaren Systemparametern ersheint das Zweiring-System als Paradigma, um gezielt

gekoppelte in ein SNGG getriebene kolloidale Teilhen zu untersuhen.
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7 E�ektives Fluktuations-Theorem

und erhöhte Di�usion

Um ein System als Ganzes verstehen zu können, muss die Dynamik von jedem sei-

ner Freiheitsgrade bekannt sein. Vor allem in komplexen biologishen Systemen kann

aber in der Regel ein groÿer Teil der Freiheitsgrade niht beobahtet werden und die

Beshreibung der Systeme muss auf einer vergröberten Ebene erfolgen. Es ist des-

halb von groÿem Interesse, wie sih solh eine Vergröberung auf den Formalismus der

stohastishen Thermodynamik auswirkt.

In diesem Kapitel wird das Konzept der totalen Entropieproduktion untersuht. Die

Gültigkeit des FT erfordert die Beobahtung aller Freiheitsgrade eines Systems. Wir

überprüfen deshalb anhand des Zweiring-Systems den Ein�uss von niht beobahteten

Freiheitsgraden auf das FT. Es zeigt sih, dass in der Mehrzahl aller experimentellen

Fälle die aus der Observierung von lediglih einem der beiden Teilhen gewonnene

sheinbare totale Entropieproduktion ein e�ektives FT erfüllt. Darüber hinaus gibt es

aber Zustände, in denen die Symmetrie eines e�ektiven FT verletzt wird, s. Abb. 7.1.

Shlieÿlih wird noh auf das Phänomen der erhöhten Di�usion eingegangen. Wie

sih herausstellt hängen die e�ektiven Di�usionskoe�zienten der beiden Teilhen von

der Kopplung ab.
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Abbildung 7.1: (a) E�ektives FT und (b) seine Verletzung innerhalb des Zweiring-

Systems.
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7 E�ektives Fluktuations-Theorem und erhöhte Di�usion

7.1 E�ektives Fluktuationstheorem

Die Beshreibung von stohastishen Systemen beruht implizit auf der Zeitskalen-

separation aller Freiheitsgrade [20, 143℄. Beispielsweise ist die Wärmeproduktion mit

den unzähligen, shnellen, zeitlih niht au�ösbaren Freiheitsgraden verbunden [10℄.

Da diese immer im TGG sind, kann ihnen eine wohlde�nierte Temperatur zugeord-

net werden und sie bilden das Wärmebad. Die Arbeit hingegen ist typisherweise mit

einigen wenigen, extern kontrollierten Freiheitsgraden verbunden. In Systemen ohne

klare Zeitskalenseparation können Untershiede und Inkonsistenzen auftreten, wer-

den dieselben Konzepte für Arbeit und Wärme naiverweise trotzdem angewandt. Dies

tritt insbesondere bei der Modellierung von biologishen Systemen [144℄ zutage, bei

denen sih unter der gewählten Beshreibungsebene meist weitere komplexe Ebenen

be�nden [145,146℄, wie beispielhaft von Korobkova et al. für den rotierenden Flagel-

lenmotor von E. oli gezeigt [147℄. Selbst wenn die Freiheitsgrade dieser Unterebenen

shneller als die der Betrahtungsebene sind, be�nden sie sih fast immer im SNGG

und können somit niht als weiteres Wärmebad abgetan werden. In der Regel handelt

es sih bei ihnen aber um langsame Freiheitsgrade und alle langsamen Freiheitsgrade

des Systems spalten sih in sihtbare (messbare) und unsihtbare (niht messba-

re) Freiheitsgrade auf. Es ist deshalb wihtig zu verstehen, wie der Formalismus der

stohastishen Thermodynamik auf einer solhen vergröberten Ebene neu ausgelegt

werden muss. Theoretishe Anstrengungen solhe Vergröberungen im Allgemeinen zu

beshreiben, reduzieren sih bislang auf Systeme in denen eine klare Zeitskalensepa-

ration vorliegt [143,148,149℄ und auf die Frage wie die untere Grenze der dissipierten

Arbeit eines ins SNGG getriebenen Systems dadurh beein�usst wird [150℄.

7.1.1 Sheinbare totale Entropieproduktion

Eines der relevanten Konzepte der stohastishen Thermodynamik ist das der totalen

Entropieproduktion �s

tot

. Über sie weist das FT

ln[p(�s

tot

)=p(��s

tot

)℄ = ��s

tot

(7.1)

mit � = 1 eine bemerkenswerte Symmetrie für Systeme im SNGG auf, s. Unterab-

shnitt 2.4.2. Das FT wurde für zwei Arten von dynamishen Systemen überprüft. Im

Fall einer deterministishen Dynamik fuÿt der Beweis auf der haotishen Hypothese,

welhe die Zeitumkehr und Phasenraumkontraktion des Systems, assoziiert mit der

Wärmeproduktion, beinhaltet. Im Fall einer stohastishen Dynamik kann das FT über

das Konzept der Entropie entlang einer einzelnen Trajektorie für Markov-Systeme

gezeigt werden. Für letztere Systeme wurde das FT für ein kolloidales Teilhen in

einer bewegten optishen Pinzette [18, 67℄ und einen an ein Wärmebad gekoppel-

ten harmonishen Oszillator [70℄ bestätigt. Experimentelle Studien von FT-ähnlihen

Symmetrien umfassen Systeme, in denen Rayleigh-Bérnard Konvektionen [151℄ oder

turbulente Flüsse [152℄ auftreten sowie granulare Materie [153℄ und selbst angetriebe-

ne Teilhen [154℄. Allerdings ist die für diese Systeme geeignete Art der dynamishen
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7.2 Zweiring-System - E�ektives Fluktuationstheorem

Beshreibung niht o�ensihtlih und damit ist niht a priori klar, ob die benötigten

Annahmen zur Herleitung des FT für diese überhaupt gelten. Weiterhin handelt es

sih niht bei allen darin gemessenen Observablen um �s

tot

, sondern um Gröÿen wie

die eingebrahte Arbeit oder dissipierte Wärme [153�155℄, weswegen die Temperatur

des Systems bekannt sein muss, um diese Gröÿen auf die Entropieproduktion trans-

formieren zu können. Denn streng genommen gilt das FT nur, wenn die Temperatur

unabhängig bestimmt werden kann und dies zu � = 1 führt. Komplementär dazu

wurde in neueren Studien zur F

1

-ATPase [26℄, eines molekularen Motors der Adeno-

sintriphosphat hydrolysiert, und zu selbst angetriebenen Teilhen [156℄ die Rihtigkeit

des FT mit � = 1 vorausgesetzt und verwendet, um Informationen über die Entropie-

produktion zu erhalten und darüber das Drehmoment des Motors bzw. der Teilhen

zu berehnen.

Die totale Entropieproduktion eines Systems im SNGG ist über

�s

tot

=

∫

�

0

dt _r

i

(t) � �

�

�

s

i

(x(t))=D

0

(7.2)

festgelegt, wobei die Summe über alle i = 1; : : : ; n langsamen Freiheitsgrade läuft, s.

Abshnitt 2.3. Wenn nur ~n dieser n Freiheitsgrade sihtbar sind, wird der Beobahter

dazu gezwungen, alle Informationen aus der Trajektorie

~

X � f~x(t) : 0 6 t 6

�g der sihtbaren Freiheitsgrade ~x � f~r

i

g mit i = 1; : : : ; ~n zu ermitteln. Während

die momentanen Teilhengeshwindigkeiten nah wie vor korrekt gemessen werden

können,

_

~r

i

= _r

i

, muss die mittlere lokale Geshwindigkeit über

~

�

�

�

s

i

(~x) =

∫

dx̂ �

�

�

s

i

(x)p

s

(x̂ j~x)

bestimmt werden. Darin ist p

s

(x̂ j~x) die bedingte stationäre Verteilung der verbleiben-

den unsihtbaren Freiheitsgrade x̂ � fr̂

i

g mit i = ~n + 1; : : : ; n, d. h. wir mitteln �

�

�

s

i

über die unsihtbare Dynamik. Folglih ist

�~s

tot

=

∫

�

0

dt _r

i

(t) �

~

�

�

�

s

i

(~x(t))=D

0

(7.3)

die sheinbare totale Entropieproduktion, wobei die Summe ausshlieÿlih die ~n siht-

baren aller n langsamen Freiheitsgrade beinhaltet. Es ist daher naheliegend zu fragen,

ob und unter welhen Bedingungen �~s

tot

ein e�ektives FT erfüllt.

7.2 Zweiring-System - E�ektives Fluktuationstheorem

Zur Beantwortung dieser Frage, dient das Zweiring-System. Prinzipiell sind in die-

sem System alle langsamen Freiheitsgrade sihtbar und können zudem wohlde�niert

gekoppelt werden. Werten wir aber bewusst nur die Dynamik eines der beiden Teil-

hen aus, können wir gezielt die sheinbare totale Entropieproduktion dieses einen,
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7 E�ektives Fluktuations-Theorem und erhöhte Di�usion
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Abbildung 7.2: (a) Unter dem Ein�uss des unsihtbaren Teilhens (unten; i = 2)

kann die Dynamik des sihtbaren Teilhens (oben; i = 1) gezielt untersuht werden.

(b) Potentiale U

1

(x

1

) (�) und U

2

(x

2

) (�) mit f

1

= �f

2

= 57 k

B

T=µm und V

0

1

=

V

0

2

= 181 k

B

T.

sihtbaren Teilhens (i = 1) unter dem Ein�uss des anderen, unsihtbaren Teilhens

(i = 2) untersuhen, s. Abb. 7.2: (a). Hierzu treiben wir die beiden Teilhen entlang

den gekippten periodishen Potentialen nah Unterabshnitt 6.6.2, s. Abb. 7.2: (b),

deren �ahste Stellen sih im Abstand D gegenüber liegen. Ohne Kopplung, � = 0,

zirkulieren beide Teilhen mit v

s

1

= �v

s

2

= 2:2µm=s, unabhängig voneinander, entlang

ihres Rings mit Radius R; das sihtbare in mathematish positiver, das unsihtbare

in mathematish negativer Rihtung. Die Koordinaten werden in Einheiten der Bo-

genlänge in mathematish positiver Rihtung gemessen, ��R < x

i

6 +�R. Mit

zunehmendem Plasmaparameter � koppeln die Teilhen aneinander, wobei sih im

Grenzfall groÿer � der NW-Modus einstellt. Für mittlere Plasmaparameter ist die Än-

derung �W des repulsiven DDP vergleihbar mit �U

1

, wenn das sihtbare Teilhen

über einen halben Ringumfang läuft, vgl. Abshnitt 6.5. In der Dynamik kommt dann

das volle Wehselspiel zwishen Drift, Di�usion und Wehselwirkung zum Tragen und

es ist zu erwarten, dass der Ein�uss des unsihtbaren Teilhens auf die sheinbare

totale Entropieproduktion des sihtbaren Teilhens äuÿerst groÿ ist. Wir konzentrie-

ren uns deswegen auf �~s

tot

des sihtbaren Teilhens für Plasmaparameter im Bereih

0 6 � 6 300, wobei für �! 0 die sheinbare in die wahre totale Entropieproduktion

übergeht, �~s

tot

! �s

tot

.

Datenanalyse

In den Integranden von �~s

tot

geht die momentane Teilhengeshwindigkeit _x

1

ein,

�~s

tot

=

∫

�

0

dt _x

1

(t) ~�

s

1

(~x(t))=D

0

: (7.4)
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Abbildung 7.3: Verteilung (�) der Di�e-

renz Æ von Gl. (7.5) und (7.6). Die Vertei-

lung genügt einer Gauÿ-Verteilung (- -) mit

Mittelwert Null und Varianz 20 k

B

.

Da die Fokker-Plank-Zeit �

FP

= 4:5µs des Teilhens deutlih geringer als das zeitli-

he Au�ösungsvermögen �

E

= 25ms ist, können wir im Experiment nur die gemittelte

Geshwindigkeit

�

_x

1

(t) =

∫

t+�

E

t��

E

dt

0

_x

1

(t

0

)=(2�

E

) messen und müssen uns darüber Ge-

danken mahen, inwiefern die Messungen von �~s

tot

dadurh beein�usst wird. Dazu

zerlegen wir das Integral aus Gl. (7.4) in eine Summe aus Integralen der Länge 2�

E

,

�~s

tot

=

∑

t

i

∫

t

i

+�

E

t

i

��

E

dt _x

1

(t) ~�

s

1

(~x(t))=D

0

;

d. h. wir zerlegen die gemessene Trajektorie in t

i

zufällige Trajektorienteile. Für eine

Abshätzung der beiden Terme innerhalb des Integranden nutzen wir Abb. 5.9: (a) und

(b). Über das Intervall der Länge 2�

E

sind die Fluktuationen in ~�

s

1

gegenüber denen

in

�

_x

1

und damit insbesondere gegenüber denen in _x

1

vernahlässigbar. Wir können

deshalb ~�

s

1

aus dem Integral herausziehen und _x

1

durh

�

_x

1

ersetzen, sodass �~s

tot

über

�~s

tot

= 2�

E

∑

t

i

�

_x

1

(t

i

) ~�

s

1

(~x(t

i

))=D

0

: (7.5)

bestimmt werden kann

1

. Ab jetzt bezeihnen wir

�

_x

1

wieder als _x

1

.

Weiter entspriht nah Unterabshnitt 2.2.2 die wahre totale Entropieproduktion

der Summe aus der Entropieprokuktion im System und im Wärmebad, �s

tot

= �s

sys

+

1

Für eine ordentlihe Bestimmung der sheinbaren totalen Entropieproduktion über Gl. (7.5) darf die

momentane Teilhengeshwindigkeit

�

_x

1

ausshlieÿlih von der Drift und Di�usion entlang des Rings

beein�usst werden. Minimale Fluktuationen des Teilhens aus der Ringebene heraus (in z-Rihtung)

lassen sih aber niht vollständig unterdrüken [91�94℄; insbesondere bei paramagnetishen Teil-

hen, da deren Lihtabsorption groÿ ist. Bereits in Unterabshnitt 6.2.2 haben wir diskutiert, dass

dies aufgrund der veränderten Laserintensität die das Teilhen dann spürt

�

_x

1

beein�ussen kann. Um

diesen E�ekt zu minimieren, wehseln wir auf Ethanol als Dispersionsmedium. Da es einen höheren

Brehungsindex als Wasser besitzt, werden die Teilhen stärker in der dreidimensionalen optishen

Pinzette festgehalten und Fluktuationen in z-Rihutng unterdrükt, vgl. Abshnitt 3.1. Die Wahl

eines passendes Immersionsöls (Cargille, Series A, n = 1:52) kann den E�ekt weiter minimieren.
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Abbildung 7.4: Verteilung p(�~s

tot

) der sheinbaren totalen Entropieproduktion für

untershiedlihe Trajektorienlängen � bei Plasmaparametern von (a) � = 0 und

(b) � = 300. Eingebettete Abbildung: Wird das sihtbare Teilhen in seiner Bewegung

gehindert, kann es zurük �uktuieren. Dabei wird Entropie vernihtet.

�s

bad

. Mit den De�nitionen von �s

sys

und �s

bad

gewinnen wir

�s

tot

=

�q

T

+ ln

p

s

(x

1

(0))

p

s

(x

1

(�))

: (7.6)

Nah der De�nition (2.13) ist die produzierte Wärme gleih der Energiedi�erenz im

gekippten periodishen Potential, �q = f �x ��V . Für �! 0 gilt �~s

tot

! �s

tot

und

wir können die Di�erenz Æ der Gl. (7.5) und (7.6), ausgewertet über die bekannten

Parameter V

0

1

und f

1

, in diesem Limes vergleihen. Abb. 7.3 zeigt die Verteilung von

Æ für Trajektorien der Länge � = 10 s. Die Standardabweihung von 20 k

B

der um

Null zentrierten Gauÿ-Verteilung führt bei einem Mittelwert von h�s

tot

i = 1250 k

B

zu

einem relativen Fehler von etwa 2% bei der Bestimmung über Gl. (7.5).
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Abbildung 7.5: (a) Aushnitt der Verteilungen der Abb. 7.4: (a) und (b) für

die Trajektorienlänge � = 1:75 s. (b) Zugehöriger Logarithmus des Verhältnisses

p(�~s

tot

)=p(��~s

tot

) als Funktion von �~s

tot

. Die gestrihelte Linie besitzt die theo-

retish vorhergesagte Steigung 1; die rote Linie entspriht einer linearen Regression

mit � = 0:65

E�ektives Fluktuationstheorem

Die shwarzen Histogramme in Abb. 7.4: (a) zeigen die Verteilung p(�~s

tot

) der

sheinbaren totalen Entropieproduktion in Abwesenheit der Kopplung, � = 0, für

untershiedlih lange Trajektorien. Für kurze Zeiten, wenn das Teilhen sih nahezu

noh niht bewegt hat, ist die Verteilung um Null lokalisiert. Mit zunehmender Zeit,

� = 1:75 s, gewinnt das Teilhen an Streke. Die Verteilung beginnt sih nah rehts

zu vershieben und shmiert aus. Für � = 10 s, entsprehend der Umlaufzeit des Teil-

hens, besitzt die Verteilung ein ausgeprägtes Maximum bei 1250 k

B

, verbunden mit

der während eines vollen Umlaufs des Teilhens produzierten Wärme �q = 2�Rf

1

=T .

Die roten Histogramme in Abb. 7.4: (b) demonstrieren die Situation in Anwesenheit

der Kopplung, � = 300. Auf den ersten Blik ändert sih die grobe Struktur der Ver-

teilung nur gering. Die Kopplung führt dazu, dass das sihtbare Teilhen im Mittel

langsamer ist, v

s

1

= 2µm=s, da es häu�g auf das unsihtbare Teilhen au�äuft und

dadurh abgebremst wird, s. eingebettete Abbildung in Abb. 7.4: (b). Für � = 11 s,

was mit der neuen Umlaufzeit des Teilhens korrespondiert, liegt das Maximum der

Verteilung deshalb bei dem geringeren Wert von 1150 k

B

.

Um die für das FT zwingend notwendigen negativen Entropieproduktionen zu er-

halten, werden die raren Rük�uktuationen des Teilhens benötigt

2

. Für groÿe Zeiten

sind diese aber niht mehr beobahtbar, da die Drift die Di�usion überwiegt und das

2

Für Plasmaparameter � > 300 ist das Teilhen im Mittel shneller als für � = 0. Rük�uktuationen

und die damit verbundenen negativen Entropieproduktionen sind dann äuÿerst selten, sodass die

experimentelle Überprüfung des e�ektiven FT niht möglih ist.

113



7 E�ektives Fluktuations-Theorem und erhöhte Di�usion

0 100 200 300
0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

S
te

ig
u

n
g

a

G

0.5 1.0 1.5 2.0

t (s)

(a) (b)

Abbildung 7.6: (a) Steigung � gegen den Plasmaparamter � bei einer Trajektori-

enlänge von � = 1:75 s. (b) Steigung � gegen die Trajektorienlänge � für die zwei

untershiedlihen Plasmaparameter (�) � = 0 und (�) � = 300.

Teilhen bereits entlang des gekippten periodishen Potentials läuft. Dies beshränkt

die maximale Trajektorienlänge � auf ungefähr 2 s und damit den Bereih über den

das FT getestet werden kann auf �3 k

B

. In Abb. 7.5: (a) sehen wir einen vergröÿer-

ten Ausshnitt der beiden Verteilungen der Abb. 7.4: (a) und (b) um �~s

tot

= 0k

B

.

Nun o�enbart sih ein signi�kanter Untershied zwishen den beiden Verteilungen und

während ln[p(�~s

tot

)=p(��~s

tot

)℄ für � = 0 mit der Geraden mit Steigung � = 1 über-

einstimmt und damit die Rihtigkeit des FT demonstriert, tri�t dies für � = 300 niht

zu, s. Abb. 7.5: (b). Bemerkenswerterweise erfüllt die Verteilung aber ein e�ektives

FT, dass der Symmetrie von Gl. (7.1) mit � = 0:65 genügt

3

.

Weitere Experimente bestätigen das e�ektive FT nah Gl. (7.1) mit untershiedli-

hen Werten für �. Dabei stellt sih heraus, dass � von zwei Parametern abhängt:

(i) von dem Plasmaparameter �. Die Verzögerung des sihtbaren Teilhens zwishen

��R < x

1

6 ��R=2, s. eingebettete Abbildung in Abb. 7.4: (a), führt dazu,

dass die Rük�uktuationen des Teilhens und darüber die negativen Entropiepro-

duktionen übergewihtet werden, s. Abb. 7.5: (a). Natürlih werden auh posi-

tive Entropieproduktionen umverteilt. Entsheidend ist aber, dass aufgrund des

Bewegungsmodus des Zweiring-Systems die relativen Änderungen in p(��~s

tot

)

gröÿer sind als die in p(�~s

tot

), was letztlih zu einem Wert kleiner 1 für �

führt. Für � ! 0 geht das e�ektive FT wieder in das FT mit � ! 1 über, s.

Abb. 7.6: (a).

3

In zusätzlihen Experimenten wurden die Teilhen entlang untershiedliher gekippter periodisher

Potentialen getrieben. Auh hierfür konnten e�ektive FT mit untershiedlihen � beobahtet wer-

den. Die Symmetrie des Zweiring-Systems kann somit als einziger Grund für dieses Verhalten

ausgeshlossen werden.
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(ii) von der Trajektorienlänge � . Für � = 300 zerfällt die Steigung � mit zunehmen-

dem � exponentiell mit einer Zerfallszeit von 1:5 s von 1 auf 0:65, s. Abb. 7.6: (b).

Eine ähnlihe Zeitabhängigkeit wurde auh bei der Anwendung des FT für den

molekularen Motor F

1

-ATPase in [26℄ beobahtet. Dieser Zeitabhängigkeit steht

eine zeitlih konstante Steigung von 1 für � = 0 gegenüber, s. Abb. 7.6: (b).

Es sollte sih somit um ein inhärentes Merkmal eines Systems im SNGG mit

unsihtbaren Freiheitsgraden handeln.

Im Rahmen der theoretishen und experimentellen Untersuhung zur full ounting sta-

tistis von einzelnen tunnelnden Elektronen im Elektronentransistor konnten ebenfalls

e�ektive FT mit zeitabhängigen Steigungen nahgewiesen werden [157�159℄.

Theoretishe Erklärung

Warum für � ! 0 o�ensihtlih �! 1 gilt, können wir nah [160℄ wie folgt erklären:

Bestimmen wir die sheinbare totale Entropieproduktion über Gl. (7.3) müssen wir

uns entsheiden, welhem Punkt im Messintervall 2�

E

wir die momentane Telhenge-

shwindigkeit zuordnen. In der Stratonovih-Konvention wird über den Anfangs- und

Endpunkt des Intervalls gemittelt [42, 43℄, d. h. der Mittelpunkt ist der Zuordnungs-

punkt. Dies entspriht unserer bisherigen Wahl und wir shreiben �~s

tot

in der Form

eines Stratonovih-Integrals [42, 43℄

�~s

tot

=

∫

�

0

~

�

s

(x

1

(t)) Æ dx

1

(t) :

Indes wird in der Îto-Konvention der Integrand stets am Anfang des Messintervalls

ausgewertet. Wir können nun das Stratonovih-Integral in ein Îto-Integral gemäÿ der

Vorshrift

∫

�

0

~

�

s

(x

1

(t)) Æ dx

1

(t) =

∫

�

0

~

�

s

(x

1

(t)) � dx

1

(t) +

1

2

∫

�

0

~

�

s

0

(x

1

(t)) � dt

überführen. Für einen Îto-Prozess erfüllt x

1

(t) die stohastishe Di�erentialgleihung

dx

1

(t) = �

0

F

1

(x

1

(t); x

2

(t)) dt +

√

2D

0

dW

1

(t) :

worin dW

1

(t) einen Wiener-Prozess beshreibt [43℄. Zwei wihtige Punkte gilt es nun

zu realisieren: (i) ist der Wiener-Prozess, im Gegensatz zum Term der F

1

beinhaltet,

von der Ordnung O(

p

dt) und (ii) hängt die auf das sihtbare Teilhen wirkende

Kraft F

1

von der Position des unsihtbaren Teilhens ab. Über die letzten beiden

Gleihungen gewinnen wir für die sheinbare totale Entropieproduktion den Ausdruk

d~s

tot

=

~

�

s

dW

1

+ (

~

�

s

�

0

F

1

+

~

�

s

0

=2)dt

und können nah [160℄ anhand der beiden Punkte folgende Bilanz ziehen: Aufgrund

von (i) muss die sheinbare totale Entropieproduktion in der Ordnung O(

p

dt) das

115



7 E�ektives Fluktuations-Theorem und erhöhte Di�usion

FT mit � = 1 erfüllen, da es einen Ersatzprozess gibt, der ein e�ektives Einring-

System mit der mittleren lokalen Geshwindigkeit

~

�

s

beshreibt. Wegen (ii) gilt dies

aber in der Ordnung O(dt) niht mehr, da dann über die Kraft F

1

die Bewegung des

unsihtbaren Teilhens mit ein�ieÿt. Die Korrelationen führen dazu, dass die Kraft

niht zu dem Ersatzprozess mit

~

�

s

gehören kann und das FT mit � = 1 wird verletzt.

Die bisherigen Argumente erklären zwar qualitativ den zeitlihen Abfall der Steigung

ausgehend von 1, allerdings bleibt der Grund für die Form und den Sättigungswert

der Kurve o�en. Insofern ist es noh erstaunliher, dass in allen bislang präsentierten

Experimente nur die Steigung des e�ektiven FT beein�usst wird während die Sym-

metrie der Gl. (7.1) erhalten bleibt. Um dieser Tatsahe nahzugehen, de�nieren wir

die Funktion

f (�~s

tot

) � ln[p(�~s

tot

)=p(��~s

tot

)℄ ; (7.7)

welhe wir als analytish voraussetzen. Als erstes beahten wir, dass f ihrer De�nition

nah antisymmetrish ist und wir sie immer als Summe f (�~s

tot

) =

∑

i



i

(�~s

tot

)

2i+1

mit Koe�zienten 

i

darstellen können. Für kleine sheinbare totale Entropieproduk-

tionen, �~s

tot

� 1 k

B

, muss f dann trivialerweise bis auf Korrekturterme dritter oder

höherer Ordnung linear in �~s

tot

sein [161℄. Für groÿe sheinbare totale Entropiepro-

duktionen, �~s

tot

� 1 k

B

, können wir wie folgt argumentieren. Ist p(�~s

tot

) normiert,

gilt auh immer

∫

+1

�1

d�~s

tot

p(��~s

tot

) = 1. Lösen wir Gl. (7.7) nah p(��~s

tot

) auf

und ersetzen dies in dem Normierungsintegral, bleibt

∫

+1

�1

d�~s

tot

p(�~s

tot

) e

�f (�~s

tot

)

= 1 : (7.8)

Wir nehmen nun an, dass p(�~s

tot

) niht shneller als eine Gauÿ-Verteilung abfällt; dies

zeigen alle bisherigen Messungen und wir werden später genauer auf diesen Punkt ein-

gehen. Diese Annahme wird durh den zentralen Grenzwertsatz gestützt, nahdem die

Summe einer groÿen Zahl von unkorrelierten Zufallsvariablen normalverteilt ist [162℄.

Jede Korrelation zwishen den Zufallsvariablen führt typisherweise zu einem langsa-

meren Abfall. Soll das Integral in Gl. (7.8) unter diesen Bedingungen konvergieren,

müssen wir f (�~s

tot

) = O((�~s

tot

)

2

) fordern. Da f zusätzlih antisymmetrish ist, kön-

nen wir für ihr asymptotishes Verhalten f (�~s

tot

) � �~s

tot

annehmen, allerdings mit

einer anderen Steigung als für kleine �~s

tot

.

Fassen wir alle Argumente zusammen, erwarten wir für ln[p(�~s

tot

)=p(��~s

tot

)℄ ein

lineares Verhalten für kleine und groÿe �~s

tot

aber niht zwangsläu�g dazwishen. Der

Grenzfall groÿer �~s

tot

ist in unseren Experimenten niht zugänglih. Die Gegebenheit,

dass wir in allen bisherigen Messungen über den gesamten zugänglihen Bereih von

�~s

tot

einen linearen Verlauf von ln[p(�~s

tot

)=p(��~s

tot

)℄ beobahtet haben, lässt zwei

Interpretationen zu: Entweder sind die Amplituden 

i

für alle i > 1 null, oder sie sind

so klein, dass wir die Abweihungen, die ab �~s

tot

= 1k

B

auftreten müssen, niht

au�ösen konnten.
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Abbildung 7.7: (a) Typishe Trajektorien des sihtbaren x

1

(t) (�) und unsihtbaren

Teilhens x

2

(t) (�). Eingebettete Abbildung: Zugehörige Potentiale U

1

(x

1

) (�) und

U

2

(x

2

) (�). (b) Logarithmus des Verhältnisses p(�~s

tot

)=p(��~s

tot

) als Funktion von

�~s

tot

für � = 3 s. Das jeweilige asymptotishe Verhalten ist über die grauen gestri-

helten Linien angedeutet. Eingebettete Abbildung: Im Grenzfall einer kurzen Tra-

jektorienlänge, � = 0:25 s, verringern sih die Oszillationen in ln[p(�~s

tot

)=p(��~s

tot

)℄

und es stellt sih die Symmetrie des e�ektiven FT mit � = 1 ein.

7.2.1 Verletzung des e�ektiven Fluktuationstheorems

Um zu überprüfen, welhe der beiden Interpretationen die wahrsheinlihere ist, prä-

parieren wir einen Zustand innerhalb des Zweiring-Systems für den die Dynamik des

sihtbaren Teilhens massiv durh das unsihtbare Teilhen beein�usst wird. Hierzu

werden die beiden Teilhen zwei völlig untershiedlihen periodishen Potentialen aus-

gesetzt während die treibenden Kräfte gleih bleiben, f

1

= �f

2

= 57 k

B

T=µm. Das Po-

tential des unsihtbaren Teilhens wird so eingestellt, V

0

2

= 71 k

B

T, dass das Teilhen

mit einer mittleren Umlaufgeshwindigkeit von v

s

2

= �4:5µm=s zügig entlang seines

Rings läuft. Hingegen bleibt im Potential des sihtbaren Teilhens, V

0

1

= 262 k

B

T,

ein tiefes Minimum stehen, s. eingebettete Abbildung in Abb. 7.7: (a). Ohne Kopp-

lung, � = 0, kann das Teilhen die Barriere von etwa 70 k

B

T niht überwinden und

seine mittlere Umlaufgeshwindigkeit ist null. Es fängt erst dann an zu zirkulieren,

v

s

1

= 0:5µm=s, wenn das unsihtbare Teilhen über das repulsive DDP, � = 300, die

zu überwindende Barriere erniedrigt. Das Verhalten der Teilhen ist deutlihen in den

Trajektorien x

1

(t) und x

2

(t) in Abb. 7.7: (a) zu erkennen. Das unsihtbare Teilhen

läuft mit nahezu unveränderter mittlerer Umlaufgeshwindigkeit, v

s

2

= �4:3µm=s,

entlang seines Rings. Lediglih bei x

2

= +3�R=4 wird es leiht abgebremst, da dort

die repulsive Kraft am gröÿten ist. Die Reaktion des sihtbaren Teilhens auf die
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Bewegung des unsihtbaren Teilhens ist deutlih ausgeprägter. Gefangen im Po-

tentialminimum bei x

1

= ��R=4 ist die repulsive Kraft auf das sihtbare Teilhen

dominant, weshalb es in mathematish positiver Rihtung vershoben wird. Die auf-

tretenden Oszillationen in x

1

kommen daher, dass niht jede Vershiebung ausreiht

um die Potentialbarriere zu überwinden und das Teilhen dann einfah zurük in das

Minimum gleitet. Die Periode der Oszillationen shwankt zwishen 3 und 6 s und kor-

respondiert mit der mittleren Umlaufzeit des unsihtbaren Teilhens. Die Vermutung

liegt nahe, dass diese Zeitspanne in der Dynamik des sihtbaren Teilhens ausge-

zeihnet ist und wir testen den Logarithmus des Verhältnisses p(�~s

tot

)=p(��~s

tot

)

deshalb für � = 3 s. Tatsählih �nden wir ein o�ensihtlih nihtlineares Verhalten

von ln[p(�~s

tot

)=p(��~s

tot

)℄, s. Abb. 7.7: (a), das ab �~s

tot

= 1k

B

einsetzt. So wird

niht nur der Korrekturterm dritter Ordnung, sondern auh der Korrekturterm fünfter

Ordnung sihtbar, da ln[p(�~s

tot

)=p(��~s

tot

)℄ o�ensihtlih drei Wendepunkte besitzt.

Dieses Ergebnis lässt erahnen, dass in den vorherigen Experimenten die Untershiede

in den Koe�zienten der höheren Ordnungen wohl eher niht messbar als niht exis-

tent sind und streng genommen nie ein e�ektives FT innerhalb des Zweiring-Systems

erfüllt ist.

Die Verletzungen eines e�ektiven FT konnte auh bei der Untersuhung eines asym-

metrishen Rotors, eingebettet in ein granulares Wärmebad, beobahtet werden [163℄.

Die Art der Dynamik des Systems hängt stark von den Systemparametern wie der

Anzahl der Teilhen des granularen Wärmebads oder der Amplitude ihrer Vibrationen

ab [164℄. So kann sih für den asymmetrishen Rotor sowohl eine stohastishe Dy-

namik (Zustand I) als auh eine Dynamik einstellen, für welhe es kein thermishes

Analogon gibt (Zustand II). Im Zustand I erfüllt die Verteilung der in das System

injizierten Arbeit ein e�ektives FT, dessen Steigung � von der Trajektorienlänge �

abhängt: Während für kleine � die Steigung � > 1 ist, strebt sie für groÿe � exponen-

tiell gegen 1. Auh die Verteilung der totalen Entropieproduktion erfüllt ein e�ektives

FT mit Steigung �: Äquivalent zu den in dieser Arbeit präsentierten Resultaten be-

stätigt sih �! 1 für � ! 0. Für groÿe � o�enbaren sih allerdings Abweihungen.

Im Zustand II entwikeln sih spontan Konvektionsrollen innerhalb des granularen

Wärmebads. Erstaunliherweise erfüllt die Verteilung der injizierte Arbeit dennoh im

Grenzfall kleiner und groÿer � ein e�ektives FT jeweils mit untershiedlihen Steigun-

gen. Für mittlere Trajektorienlängen treten dann aber ebenfalls Korrekturterme auf.

Symmetrie und Abfall der Verteilung

Eine andere Art, ein e�ektives FT darzustellen, bietet die Funktion

g(�~s

tot

) � p(�~s

tot

) e

���~s

tot

=2

; (7.9)

welhe über p(�~s

tot

) und � de�niert ist. Erfüllt p(�~s

tot

) ein e�ektives FT, dann muss

es ein � geben, für welhes g der Symmetrie

g(�~s

tot

) = g(��~s

tot

) (7.10)
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Abbildung 7.8: Funktion g(�~s

tot

) ausgewertet für die Verteilung die das e�ektive FT

(a) erfüllt, vgl. Abb. 7.5: (b), und (b) verletzt, vgl. Abb. 7.7: (b). Die grauen Kurven

sind genäherte Gauÿ-Äste.

genügt. In den Abb. 7.8: (a) und (b) ist g jeweils für die Verteilung die das e�ektive

FT erfüllt, vgl. Abb. 7.5: (b), und verletzt, vgl. Abb. 7.7: (b), gezeigt. Während im

ersten Fall g mit � = 0:65 der Symmetrie (7.10) genügt, verletzt im zweiten Fall g

mit � = 0:6 diese (� wird über der linearen Regression an alle Datenpunkte bestimmt,

s. Abb. 7.7: (b); es kann aber auh ein anderer Wert für � genommen werden). Inter-

essanterweise nimmt die Asymmetrie in Abb. 7.8: (b) mit gröÿer werdenden �~s

tot

ab.

Dies liegt daran, dass die Datenpunkte für gröÿere �~s

tot

dieselbe Steigung besitzen

wie die Ausgleihsgerades, s. Abb. 7.7: (b). Die Frage ob diese dann auh die Sät-

tigungsgerade für sehr groÿe �~s

tot

darstellt, lässt sih aufgrund des eingeshränkten

Bereihs für �~s

tot

niht beantworten.

Über die Funktion g kann das Abfallverhalten der Verteilung p(�~s

tot

) untersuht

werden. Fällt diese wie eine Gauÿ-Verteilung ab, dann muss dies auh g tun. Die

grauen Kurven in den Abb. 7.8: (a) und (b) sind an g angenäherte Gauÿ-Äste. Die

Übereinstimmung bestätigt, dass in beiden Fällen die Verteilung niht stärker als ei-

ne Gauÿ-Verteilung abfällt, was die Abshnitt 7.2 getro�ene Annahme a posteriori

rehtfertigt.

7.3 Kopplungsinduzierte erhöhte Di�usion

Die di�usive Bewegung eines kolloidalen Teilhens im TGG, harakterisiert durh den

Di�usionskoe�zienten D

0

[45℄, wird durh ein Potential eingeshränkt [165, 166℄.

Anders ist die Situation für ein ins SNGG getriebenes System. So prognostizieren die

theoretishen Arbeiten von Reimann et al. das Phänomen der erhöhten Di�usion von

kolloidalen Teilhen in gekippten periodishen Potentialen [165,167℄. Demnah ist der
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7 E�ektives Fluktuations-Theorem und erhöhte Di�usion

e�ektive Di�usionskoe�zient D

e�

eines Teilhens eine Funktion der treibenden Kraft

f und kann um ein Vielfahes höher als der Gleihgewihtswert sein. Erstmals von

Lee et al. für ein in einer modulierten optishen Vortex-Falle getriebenes Polystyrol-

Teilhen bestätigt [168℄, konnten in [107,169℄ präzise Angaben über die Abhängigkeit

von D

e�

von der Potentiallandshaft gemaht werden.

7.3.1 E�ektiver Di�usionskoe�zient und anshaulihe Erklärung

In Anlehnung an die Einführung der Momente in der Herleitung der Smoluhowski-

Gleihung nah Unterabshnitt 2.1.3 de�nieren wir den e�ektiven Di�usionskoe�zi-

enten in einer Dimension über

D

e�

� lim

t!1

h�x

2

i � h�xi

2

2t

� lim

t!1

D(t) : (7.11)

mit �x � x(t)�x(0). Er spiegelt die Varianz des Propagators im Limes langer Zeiten

wieder. Zwei Grenzfälle lassen eine analytishe Lösung der De�nition (7.11) zu. Oh-

ne periodishes Potential lässt sih in Anwesenheit einer beliebigen konstanten Kraft

rundheraus zeigen, dass D

e�

= D

0

. In Abwesenheit einer konstanten Kraft erniedrigt

ein periodishes Potential denn e�ektiven Di�usionskoe�zienten da der Phasenraum

eingeshränkt ist [166℄, D

e�

= D

0

=(

∫

L

0

dxe

V (x)=T

=L

∫

L

0

dye

�V (y)=T

=L) < D

0

.

Weshalb D

e�

für ein kolloidales Teilhen im gekippten periodishen Potential U(x) =

V

0

sin(x=R) � f x abhängig von der treibenden Kraft ist, D

e�

= D

e�

(f ), lässt sih

shnell einsehen. Nah Abshnitt 3.2 stellen sih für das Teilhen, abhängig von f ,

drei Bewegungsmodi ein: (i) Für Kräfte weit unterhalb der kritishen Kraft, f � f

k

,

enthält U ein tiefes Minimum, sodass D

e�

< D

0

sein muss. (ii) An der kritishen

Kraft, f

k

= V

0

=R, vershwindet das Minimum in U, aber es liegt ein Sattelpunkt vor.

Be�ndet sih das Teilhen an diesem, erfährt es keine Kraft. Di�undiert es aber ein

Stük und entfernt sih von diesem, transportiert es die Potentialkraft unmittelbar

zum nähsten Sattelpunkt; das System ist periodish. Die Verteilung läuft deswegen

auseinander und die Varianz wähst an. Im Grenzfall groÿer Zeiten wird die Verteilung

stationär und die Varianz skaliert mit D

e�

> D

0

. (iii) Für Kräfte weit oberhalb der

kritishen Kraft, f � f

k

, ist das periodishe Potential vernahlässigbar. Wir wehseln

in das mitbewegte Bezugssystem in dem für das Teilhen eine rein di�usive Bewegung

vorliegt, sodass D

e�

= D

0

gilt.

Wir erwarten somit einen kontinuierlihen Verlauf von D

e�

mit einem Maximum bei

f

k

. Die in Abb. 7.9 eingebetteten Abbildung zeigt D

e�

1

(f ) für das erste Teilhen des

Zweiring-Systems bei einer Potentialamplitude von V

0

1

= 313 k

B

T in Abwesenheit der

Kopplung, � = 0. Für f < f

k

= 89 k

B

T=µm ist der e�ektive Di�usionskoe�zient nahe

Null. Im leiht unterkritishen Bereih wähst D

e�

1

an und besitzt an der kritishen

Kraft ein Maximum von D

e�

1

(f

k

) = 43D

0

4

. Im überkritishen Bereih fällt D

e�

wieder

4

Für ein rein sinusförmiges Potential mit groÿer Amplitude kann D

e�

1

(f

k

) über eine Sattelpunktnä-
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Abbildung 7.9: E�ektive Di�usionskoe�zienten D

e�

1

(�) (�) und D

e�

2

(�) (�). Ein-

gebettete Abbildung: E�ektiver Di�usionskoe�ziente D

e�

1

(f ) des ersten Teilhens für

� = 0. Die Pfeile verdeutlihen an welhen Stellen sih die Teilhen jeweils be�nden.

Aus [105℄, abgeändert.

ab, wobei die zugänglihen Werte von f niht ausreihen um den Grenzfall D

e�

1

! D

0

aufzulösen.

7.3.2 E�ektiver Di�usionskoe�zient im Zweiring-System

Tierno et al. untersuhten die transversale Bewegung von paramagnetishen Polystyrol-

Teilhen auf einem uniaxialen Eisen-Granat-Film, der unter dem Ein�uss eines oszil-

lierenden Magnetfeldes ein longitudinales oszillierendes Potential, analog einer ther-

mishen Ratshe, ausprägt [170℄. Ohne Magnetfeld entspriht der thermishe Di�u-

sionskoe�zient der Teilhen D

0

. Mit Magnetfeld übersteigt die transversalen Di�usi-

onskomponente den Wert von D

0

um weit mehr als eine Gröÿenordnung und besitzt

ein ausgeprägtes Maximum, das von der Treibfrequenz des oszillierenden Magnetfel-

des abhängt.

Die Experimente von Tierno et al. zeigen, dass prinzipiell auh eine magnetishe

Wehselwirkung eine erhöhte Di�usion induzieren kann. Es liegt daher auf der Hand

nah einer kopplungsinduzierten erhöhten Di�usion D

e�

(�) innerhalb des Zweiring-

herung abgeshätzt werden [167℄, D

e�

1

(f

k

) = 0:0696(4V

1

0

�

3

=3)

2=3

D

0

= 39D

0

. Die Abweihungen

zwishen dem analytishen und experimentellen Wert begründen sih vor allem in den Korrugatio-

nen des Potentials. Aber auh die Bestimmung des Sättigungswertes von D

1

(t) ist fehlerbehaftet.

Aufgrund von unvermeidlihen Verzerrungen innerhalb des experimentellen Aufbaus kommt es zu

leihten Oszillationen des Sättigungswertes die einen Fehler verursahen.
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7 E�ektives Fluktuations-Theorem und erhöhte Di�usion

Systems zu suhen. Wir präparieren dazu ähnlihe gekippte periodishe Potentiale U

1

und U

2

(f

1

= 85 k

B

T=µm, V

0

1

= 385 k

B

T und f

2

= �91 k

B

T=µm, V

0

2

= 380 k

B

T). Da

f

1

und f

2

unterhalb der jeweiligen kritishen Kraft f

k

1

und f

k

2

liegen, stellt sih für die

Teilhen ein arretierter Zustand ein. Ohne Kopplung, � = 0, be�nden sie sih damit

anshaulih an den Positionen 1 und 2 in der in Abb. 7.9 eingebetteten Abbildung. Für

kleine Plasmaparameter � reiht die repuslive Kraft zwishen den Teilhen noh niht

aus, um diese über die Barrieren von etwa 90 k

B

T in U

1

und U

2

zu drüken und D

e�

1

(�)

und D

e�

2

(�) bleiben unverändert klein, s. Abb. 7.9. Ab einem bestimmten � wehseln

beide Teilhen aus dem arretierten in einen laufenden Zustand und die e�ektiven

Di�usionskoe�zienten steigen an. Für die kritishen Plasmaparameter, �

k

1

= 410 und

�

k

2

= 310, weisen beide dann ein ausgeprägtes Maximum von

D

e�

1

(�

k

1

) = 34D

0

; D

e�

2

(�

k

2

) = 32D

0

auf. Wähst der Plasmaparameter � weiter an, nehmen die e�ektiven Di�usionsko-

e�zienten zwangsläu�g wieder ab, denn für � ! 1 würde das repulsive DDP dazu

führen, dass sih beide Teilhen an den äuÿersten Punkten ihrer Ringe blokieren und

der Grenzfall D

e�

1

= D

e�

2

! 0 eintritt.

Qualitativ sind die Verläufe von D

e�

1

(�) und D

e�

2

(�) der gekoppelten Teilhen dem

Verlauf von D

e�

1

(f ) des ersten Teilhens ohne Kopplung gleih und wir können von ei-

ner kopplungsinduzierten erhöhten Di�usion innerhalb des Zweiring-Systems sprehen.

In weiteren Experimenten konnte gezeigt werden, dass (i) für f

1

> f

k

1

und f

2

> f

k

2

die

e�ektiven Di�usionskoe�zienten D

e�

1

und D

e�

2

mit gröÿer werdendem � kontinuierlih

abnehmen und (ii) für f

1

. f

k

1

und f

2

> f

k

2

der e�ektive Di�usionskoe�zienten D

e�

1

ein Maximum durhläuft bevor er wie D

e�

2

für groÿe � abfällt [105℄.

7.3.3 E�ektives Potential

Eine anshaulihe Erklärung der kopplungsinduzierten erhöhten Di�usion aus Abb. 7.9

ist die, dass die Barriere in den gekippten periodishen Potentialen U

1

und U

2

durh das

repulsive DDP erniedrigt wird. Mit anderen Worten bewegen sih die Teilhen entlang

e�ektiven gekippten periodishen Potential U

e�

1

und U

e�

2

mit erniedrigten Amplitude

und erhöhten treibenden Kräften. Sollte dieses sehr einfahe Bild stimmen, dann

müssten sih gerade für die kritishen Plasmaparameter �

k

1

und �

k

2

Sattelpunkte in

U

e�

1

und U

e�

2

ausprägen, die dann zu den erhöhten e�ektiven Di�usionskoe�zienten

führen.

Um dieses Bild zu überprüfen, de�nieren wir über das repulsive DDP W das gemit-

telte Wehselwirkungspotential

W

e�

i

(x

i

) �

∫

dx

j

W (x)p

s

j

(x

j

) (7.12)

des Teilhens i , indem wir W (x) über die stationäre Verteilung p

s

j

des Teilhens j

mitteln

5

. In Abb. 7.10: (a) ist der Verlauf von W

e�

1

für die zu Abb. 7.9 zugehörigen �

5

Für die Berehnung von W (x) in der Geometrie des Zweiring-Systems sei auf Abshnitt 8.2 verwie-
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Abbildung 7.10: (a) Gemitteltes Wehselwirkungspotential W

e�

1

(x

1

) für die Plasma-

paramter � aus Abb. 7.9. (b) E�ektives Potential U

e�

1

(x

1

) für die Plasmaparamter �

aus Abb. 7.9. Die rote Kurve zeigt U

1

(x

1

) für � = 0.

gezeigt. Das e�ektive Wehselwirkungspotential besitzt ein ausgeprägtes Maximum

bei x

1

= ��R=2, das mit gröÿer werdendem � anwähst. Die Form vonW

e�

1

lässt sih

über den NW-Modus des Zweiring-Systems erklären. Das Minimum in U

1

liegt bei x

1

=

��R=2, s. Abb. 7.10: (b), und das in U

2

bei x

2

= +�R=2. Im NW-Modus sind diese

Positionen ausgezeihnet, denn zuerst wird das erste Teilhen durh das zweite aus

seinem Minimum herausgedrükt (W groÿ) und danah verweilt das zweite Teilhen in

seinem Minimum (p

s

2

groÿ), s. eingebettete Abbildung in Abb. 7.10: (b). Der Integrand

des gemittelten Wehselwirkungspotentials wird deshalb für diese Positionen groÿ,

sodass sih ein Maximum in W

e�

1

an x

1

= ��R=2 einstellen muss. Bilden wir nun das

e�ektive Potential

U

e�

1

(x

1

) = U

1

(x

1

) +W

e�

1

(x

1

) ; (7.13)

ergeben sih für die untershiedlihen Plasmaparamter die Verläufe in Abb. 7.10: (b).

Ohne Kopplung, � = 0, bleibt in U

1

ein Minimum von etwa 90 k

B

T stehen. Ab dem

kritishen Plasmaparameter, �

k

1

= 310, vershwindet das Minimum und U

e�

1

wird

mit zunehmendem � steiler. Das e�ektive Potential kann somit für den Bereih um

x

1

= ��R=2 qualitativ eine Erklärung für die erhöhte Di�usion geben, jedoh lässt

sih niht der erho�te Sattelpunkt ablesen. Zusätzlih tauht in U

e�

1

bei x

1

= �3�R=4

ein Minimum auf, das für � = 1160 etwa 50 k

B

T beträgt. Zwar ist die Bewegung

des ersten Teilhens im NW-Modus an dieser Stelle aufgrund des repulsiven DDP

verzögert, aber ein Minimum darf niht auftreten, da sonst D

e�

1

(�) erniedrigt sein

müsste. Dass sih für groÿer Zeiten die Bewegung eines der beiden Teilhen des

sen.
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Abbildung 7.11: (a) E�ektive Di�usionskoe�zienten D

e�

1

(�) (�) und D

e�

2

(�)

(�) für stark untershiedlihe gekippte periodishe Potentiale U

1

und U

2

. Einge-

bettete Abbildung: Die Pfeile verdeutlihen an welher Stelle sih die Teilhen jeweils

be�nden. (b) Vergröÿerter Ausshnitt von D

e�

1

(�) aus (a). Aus [105℄, abgeändert.

Zweiring-Systems niht durh ein e�ektives Einring-System beshreiben lässt, steht

mit den theoretishen Erklärungen des Abshnitts 7.2 im Einklang.

7.3.4 Übertragung der erhöhten Di�usion

Um herauszu�nden inwieweit sih die Fluktuationen von einem Teilhen auf das an-

dere übertragen lassen, werden die beiden Teilhen entlang zwei untershiedlihen

gekippten periodishen Potentialen getrieben. Während das erste Teilhen mit einer

mittleren Umlaufgeshwindigkeit von v

s

1

= 3:5µm=s frei entlang seines Rings zirku-

liert, f

1

= 45 k

B

T=µm und V

0

1

= 30 k

B

T, ist das zweite in einem Minimum gefangen,

f

2

= �88 k

B

T=µm und V

0

2

= 400 k

B

T. In Abb. 7.11: (a) sind D

e�

1

und D

e�

2

als Funk-

tion von � dargestellt. Da für gröÿer werdende � die Bewegung des zweiten Teilhens

einsetzt, v

s

2

= 1:6µm=s bei �

k

2

= 590, durhläuft dessen e�ektiver Di�usionskoe�-

zient ein Maximum von D

e�

2

(�

k

1

) = 56D

0

. Für den e�ektiven Di�usionskoe�zienten

des ersten Teilhens erwarten wir nah den bisherigen Experimenten keine Änderung.

Das Gegenteil ist aber der Fall, s. Abb. 7.11: (b). D

e�

1

o�enbart bei �

k

2

= 860 ein

Maximum von D

e�

2

(�

k

2

) = 3:4D

0

. Dieses kann nur dadurh entstehen, dass sih die

erhöhte Di�usion des zweiten Teilhens über Fluktuationen auf das zweite Teilhen

überträgt.

Zwar zirkuliert das erste Teilhen aufgrund der Kopplung im Mittel jetzt shneller,

v

s

1

= 6:2µm=s bei �

k

1

, allerdings bleibt es zwishen ��R < x

1

6 ��R=2 sporadish

stehen, nämlih genau dann, wenn die beiden Teilhen aufeinander zulaufen und sih

kurzfristig blokieren, s. eingebettete Abbildung in Abb. 7.11: (b). Dadurh entsteht

124
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in der Verteilung p

s

1

des ersten Teilhens ein Maximum. Die Varianz der Verteilung

wird gröÿer und darüber auh D

e�

1

. Für groÿe � synhronisiert sih die Bewegung der

Teilhen und es stellt sih der NW-Modus ein, v

s

1

= �v

s

2

= 5:7µm=s. Die Blokade

der beiden Teilhen kommt niht mehr vor und die Varianz von p

s

1

nimmt ab. Folglih

muss auh D

e�

1

wieder absinken.
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8 Wärmeproduktion im stationären

Nihtgleihgewiht

Das Phänomen der Wärmedissipation trennt Systeme im TGG von Systemen im NGG.

Für makroskopishe Systeme kann die produzierte Wärme entweder über kalometri-

she Messungen oder direkt über die angelegten Kräfte bestimmt werden. Für kolloida-

le Systeme sind beide Methoden unzugänglih, da erstens die Werte der produzierten

Wärme zu klein und zweitens in der Mehrzahl aller experimenteller Fälle, die auf das

System wirkenden Kräfte unbekannt sind.

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass über eine einfahe konditionale Mittelungs-

Methode, die im Mittel produzierte Wärme eines ins SNGG getriebenen kolloidalen

Systems direkt aus den Teilhen-Trajektorien bestimmt werden kann. Darüber hinaus

können die auf das System wirkenden Kräfte rekonstruiert werden. Die Methode wird

anhand der Simulation der Dynamik des Zweiring-Systems getestet und anshlieÿend

auf das experimentell entsprehende System angewandt, s. Abb. 8.1.
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T
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Abbildung 8.1: Mittlere Wärmeproduktionsrate h _qi des Zweiring-Systems in Abhän-

gigkeit von dem Plasmaparamter �.
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8 Wärmeproduktion im stationären Nihtgleihgewiht

8.1 Relationen für die mittlere Wärmeproduktionsrate

Gemäÿ Sekimoto produziert ein ins SNGG getriebenes kolloidales System, unter Ver-

nahlässigung hydrodynamisher Wehselwirkungen, Wärme mit der mittleren Ra-

te [14℄

h _qi = h _r

i

(t) � F

i

(x(t))i : (8.1)

Experimentell ist diese Relation jedoh niht applikabel, da sih auÿer für das pa-

radigmatishe System des kolloidalen Teilhens im harmonishen Potential [18℄ die

Bestimmung der a priori unbekannten Kräfte als shwierig erweist [15, 101℄.

8.1.1 Bestimmung über das Fluktuations-Dissipations-Theorem

Eine Möglihkeit trotz der Unkenntnis der Kräfte F

i

die im Mittel produzierte Wärme

h _qi zu bestimmen, bietet das FDT. Substituieren wir in obige Relation die überdämpf-

te Langevin-Gleihung (2.5), können wir Gl. (8.1) in

h _qi = �

�1

0

[h _r

i

(t) _r

i

(t)i � h _r

i

(t)�

�

�

i

(t)i℄

umformen. Der erste Term beshreibt die Spur der Geshwindigkeits-Autokorrelations-

matrix C

i i

, der zweite Term die Spur der Antwortmatrix R

_r

i

;Æf

i

, vgl. Gl. (5.18). Beide

Terme werden ausgewertet für die Zeitdi�erenz Null. Hierfür divergieren zwar die

Einzelterme, doh ihre Di�erenz bleibt endlih und es ist

h _qi = �

�1

0

Sp[C

i i

(0)� 2R

_r

i

;Æf

i

(0)℄ : (8.2)

Ganz augensheinlih verbindet diese exakte Relation, eine Abwandlung der Harada-

Sasa-Relation [28, 171, 172℄, die Ursprünge der Verletzung des FDT mit der mitt-

leren Wärmeproduktionsrate h _qi. Getestet wurde Gl. (8.2) für ein kolloidales Teil-

hen innerhalb eine bewegten optishen Pinzette [173℄ und anshlieÿend verwendet

um die Energiebilanz der F

1

-ATPase zu untersuhen [29℄. Weitere Verallgemeinerun-

gen und experimentelle Untersuhungen umfassen Langevin-Systeme mit farbigem

Raushen [174,175℄, Quanten-Langevin-Systeme [176℄ und Feldvariablen betre�ende

FDT-Verletzungen für Systeme im SNGG [177℄.

All diese Studien zeigen, dass h _qi über den Versatz zwishen C

i i

und R

_r

i

;Æf

i

quanti�-

ziert werden kann, solange die Elemente der Antwortmatrix experimentell zugänglih

sind. Tatsählih ist die Bestimmung dieser für kolloidale Systeme aufwändig, denn

erstens muss die Störung an jedem Teilhen separat erfolgen und zweitens muss sie

genügend klein sein, um innerhalb des linearen Antwortbereihs zu bleiben, s. Kapi-

tel 5. Der damit verbundene experimentelle und statistishe Aufwand shränken diese

invasive Methode stark ein.
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8.1 Relationen für die mittlere Wärmeproduktionsrate

8.1.2 Bestimmung über die mittlere lokale Geshwindigkeit

Nahezu immer sind in Experimenten und Simulationen die Trajektorien eines getrie-

benen kolloidalen Systems mit ausreihender Statistik zu gewinnen. Siherlih tragen

diese alle Charakteristika des Systems, wie auh die mittlere Wärmeproduktionsra-

te h _qi in sih. Damit stellt sih unmittelbar die Frage, ob h _qi niht direkt über die

Trajektorien bestimmt werden kann.

Wir wissen bereits, dass die Mittelung in Gl. (8.1) in zwei Shritte zu erfolgen

hat: Zuerst bilden wir den Mittelwert über alle Trajektorien, die zur Zeit t durh den

Mikrozustand x laufen, und anshlieÿend den Ensemblemittelwert. Der erste Shritt

bedingt

h _qi = h�

�

�

s

i

� F

i

i : (8.3)

Wird die mittlere lokale Geshwindigkeit

�

�

�

s

i

(r

i

) � lim

�

E

!0

hr

i

(t + �

E

)� r

i

(t � �

E

)jr

i

(t) = r

i

i

2�

E

(8.4)

in der Stratonovih-Konvention [40℄ ausgewertet, können wir die Beziehung

�

�

�

s

i

= j

s

i

=p

s

= �

0

F

i

�D

0

r

i

ln p

s

(8.5)

nutzen [20℄. Darüber substituieren wir F

i

in Gl. (8.3) und erhalten zusammen mit der

Stokes-Einstein-Relation (2.10) für die mittlere Wärmeproduktionsrate

h _qi = �

�1

0

∫

dx �

�

�

s

i

(x) � �

�

�

s

i

(x)p

s

(x) + T

∫

dx �

�

�

s

i

(x) � r

i

p

s

(x) :

Das zweite Integral ergibt Null, denn

∫

dx �

�

�

s

i

(x) � r

i

p

s

(x) =

∫

dx j

s

i

(x) � r

i

ln p

s

(x)

= �

∫

dx (r

i

� j

s

i

(x)) ln p

s

(x) = 0 :

Hier haben wir partiell integriert und anshlieÿend die Smoluhowski-Gleihung (2.18)

verwendet. Der Randterm vershwindet aufgrund der Periodizität von p

s

und j

s

i

. Somit

bleibt letztlih für die mittlere Wärmeproduktionsrate

h _qi = �

�1

0

∫

dx �

�

�

s

i

(x) � �

�

�

s

i

(x)p

s

(x) = �

�1

0

h�

�

�

s

i

� �

�

�

s

i

i ; (8.6)

welhe nah Gl. (2.17) über die Temperatur T des Wärmebads mit der mittleren

totalen Entropieproduktionsrate verbunden ist, h _s

tot

i = h _qi =T . Anhand einer langen

Trajektorie X kann die stationäre Verteilung p

s

und über Gl. (8.4) die mittlere lokale

Geshwindigkeit �

�

�

s

bestimmt werden. Mit beiden kann dann über Gl. (8.6) die mittlere
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8 Wärmeproduktion im stationären Nihtgleihgewiht

I II III

� 310:0 670:0 310:0

f

1

( k

B

T=µm) 50:0 56:0 25:0

f

2

( k

B

T=µm) �65:0 �54:0 �35:0

V

0

1

( k

B

T) 225:0 175:0 175:0

V

0

2

( k

B

T) 175:0 170:0 175:0

�

1

�=5 �=5 �=5

�

2

4�=5 4�=5 4�=5

R (µm) 3:5 3:5 3:5

D (µm) 10:0 10:0 10:0

Tabelle 8.1: Parametersätze I, II, III.

Wärmeproduktionsrate h _qi berehnet werden. Der groÿe Vorteil dieser Methode ist,

dass sie nihtinvasiv erfolgt. Die einfahe Aufzeihnung der Teilhen-Trajektorien ist

ausreihend.

Sind p

s

und �

�

�

s

bekannt, dann können über Gl. (8.5) auh die Kräfte F

i

rekonstru-

iert werden. In diesem Sinne ist die neue konditionale Mittelungs-Methode über die

mittlere lokale Geshwindigkeit als Erweiterung der Potentialrekonstruktion aus Ab-

shnitt 3.5 zu sehen. Allerdings kann eine noh weiter vereinfahte Rekonstruktion der

Kräfte erfolgen, wenn die mittlere lokale Geshwindigkeit in der Îto-Konvention aus-

gewertet wird, �

�

�

s

i

� lim

�

E

!0

hr

i

(t + �

E

)� r

i

(t)jr

i

(t) = r

i

i =�

E

. Anders als in Gl. (8.5)

folgt dann nämlih direkt F

i

= �

�1

0

�

�

�

s

i

. Über den Helmholtz-Satz können die Kräfte

immer in ihre konservativen und niht-konservativen Anteile zerlegt werden [127℄.

8.2 Test der konditionalen Mittelungs-Methode in der

Simulation

Der zentrale Punkt der konditionalen Mittelungs-Methode ist die Bestimmung der

stationären Verteilung p

s

und der mittleren lokalen Geshwindigkeit �

�

�

s

. Um diesen

Punkt zu überprüfen, können wir wie folgt vorgehen: Simulieren wir die Dynamik

eines getriebenen Systems, dann geben wir alle das System betre�enden Parameter

vor, d. h. wir können die Kräfte analytish berehnen. Diese können wir mit den

über Gl. (8.5) rekonstruierten Kräften vergleihen, worin wir die aus den simulierten

Teilhen-Trajektorien bestimmten Gröÿen p

s

und �

�

�

s

einsetzen.

Hierzu simulieren wir die Dynamik des Zweiring-Systems aus Kapitel 6. Das Kraft-

feld F (x) enthält neben den treibenden Kräften f = (f

1

; f

2

) die Gradientenkräfte des

Sinuspotentials V

i

= V

0

i

sin(x

i

=R+�

i

) und des magnetishen DDPW = �M

2

=(4�r

3

),

F = f �r

i

(V

i

�W ) :
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8.2 Test der konditionalen Mittelungs-Methode in der Simulation

x
2

(p
R

)

−1

1

0

x ( R)1 π

−1 10−1 10

x ( R)1 π

−1

1

0

(a) (b)
+ +

+ +

Abbildung 8.2: Vergleih der Kraftfelder F (x) des Zweiring-Systems für den Para-

metersatz I von Tabelle 8.1. Hierbei wurde (a) analytish und (b) über die Auswer-

tung der simulierten Teilhen-Trajektorien zusammen mit Gl. (8.5) bestimmt. Den

Kraftfeldern F (x) sehen wir unmittelbar an, dass die auf x

1

bzw. x

2

projizierten Kom-

ponenten um ��R=2 bzw. +�R=2 klein sind, sodass die Bewegung der Teilhen dort

verlangsamt ist. Da die Komponenten der repulsiven DDP-Kraft an diesen Positionen

vershwinden, vgl. Gl. (8.7), erwarten wir in den gekippten periodishen Potentialen

nahe diesen die �ahste Stelle bzw. ein Minimum, s. Abb. 8.4: (b).

Die Koordinate ��R < x

i

6 +�R des iten Teilhens wird in Einheiten der Bo-

genlänge in mathematish positiver Rihtung gemessen. Mit obigen Kraftbeiträgen

ist die Dynamik des Systems durh die überdämpfte Langevin-Gleihung (2.5) gege-

ben, welhe anhand des Runge-Kutta-Algorithmus [178℄ mit einem Zeitshritt von

0:0001(µm)

2

=D

0

integriert werden kann.

Für den Vergleih zwishen dem analytishen und simulierten Kraftfeld benötigen

wir die auf die Ringe projizierten Komponenten der repulsiven DDP-Kraft. Wir legen

uns darauf fest, dass beide Teilhen in mathematish positiver Rihtung entlang ihres

Rings laufen. Für die gegebene Geometrie berehnen wir dann

�r

i

W =

M

i

"

i

R

4

(

sin(x

1

=R � x

2

=R) + Æ os(x

1

=R)

sin(x

1

=R � x

2

=R) + Æ os(x

2

=R)

)

(8.7)

mit Æ � 2 +D=R und

"

i

� [2 + Æ

2

+ 2Æ[sin(x

1

=R)� sin(x

2

=R)℄� 2 os(x

1

=R � x

2

=R)℄

5=2

:

Die Konstante M

i

� (�1)

i+1

3�M

2

=(4�) beinhaltet die magnetishe Feldkonstante

� und die magnetishen Momente M = M

0

L(�) mit M

0

= 5:9 � 10

�13

Am

2

. In der

Langevin-Funkion L(�), ist �=B = 0:03T

�1

. Vorgegeben werden somit f

i

, V

0

i

, �

i

und

das Magnetfeld B, harakterisiert über den Plasmaparameter �. Abb. 8.2 zeigt die
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Abbildung 8.3: (a) Vergleih der mittleren Wärmeproduktionsraten h _qi bestimmt

über die Methoden (A) und (B) für die drei Parametersätze von Tab. 8.1. Um h _qi

eine experimentelle Skala zu verleihen, wird der Teilhendurhmesser auf d = 5:2µm

festgesetzt. Die Standardabweihung liegt bei unter 1%. (b)-(d) Zugehörige mittlere

lokale Geshwindigkeitsfelder �

�

�

s

(x). In Regionen ohne Pfeile ist das System nahezu

niht anzutre�en.

Übereinstimmung der untershiedlih gewonnenen Kraftfelder für den Parametersatz

I von Tab. 8.1, ausgewertet für die simulierten Trajektorien. Damit ist gesihert, dass

p

s

und �

�

�

s

mit hinreihender Genauigkeit bestimmt werden können.

Für die Simulation kann nun die Berehnung der mittleren Wärmeproduktionsrate

h _qi über zwei Methoden erfolgen:

(A) Wir nutzen die Trajektorien basierte konditionale Mittelungs-Methode, d. h. wir

bestimmen p

s

und �

�

�

s

aus den simulierten Teilhen-Trajektorien und benutzen

Gl. (8.6) um h _qi zu erhalten.

(B) Als Vergleih bestimmen wir h _r

i

� F

i

i, s. Gl. (8.1), entlang der gesamten Trajek-

torie eines Teilhens. Die Summe liefert dann die wahre mittlere Wärmeproduk-

tionsrate h _qi. Dies ist ausshlieÿlih in der Simulation möglih, da hier die Kräfte

analytish bekannt sind.

In Abb. 8.3: (a) werden für die drei Parametersätze von Tab. 8.1 die mittleren Wärme-

produktionsraten h _qi der Methoden (A) und (B) verglihen. Die Trajektorienlängen

betragen 10 h. Die Übereinstimmung unterstützt die Konsistenz zwishen der konditio-
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Abbildung 8.4: Potentiale U

1

(x

1

) (�,�,�) und U

2

(x

2

) (- -,- -,- -) entsprehend

den Parametersätzen (a) I, (b) II und () III von Tab. 8.1.

nalen Mittelungs-Methode (A) und dem Referenzergebnis (B). Ein weiterer kritisher

Punkt in (A) ist die Bestimmung von �

�

�

s

in den Regionen des Phasenraums, in denen

das System nur mit geringer Wahrsheinlihkeit anzutre�en ist. Allerdings wird h _qi

über ein Integral bestimmt in welhes �

�

�

s

quadratish eingeht und mit p

s

gewihtet

wird, s. Gl. (8.6). Da die Gewihte der selten aufgesuhten Regionen im Phasenraum

jedoh klein sind, ist deren Beitrag zu h _qi gering, vorausgesetzt dass �

�

�

s

endlih bleibt.

Deshalb müssen zur Bestimmung von gemittelten Gröÿen wie h _qi ausshlieÿlih sol-

he Regionen des Phasenraums akkurat vermessen werden, welhe einen wesentlihen

Beitrag liefern.

Dieser Befund wird durh die Abb. 8.3: (b)-(d) bestätigt, welhe die zu Abb. 8.3: (a)

zugehörigen mittleren lokalen Geshwindigkeitsfelder �

�

�

s

zeigen. Für den Parameter-

satz I ist das Potential U

1

mit einer Barriere von 45 k

B

T weit unterkritish, das Poten-

tial U

2

hingegen weit überkritish eingestellt, s. Abb 8.4: (a). Ohne Kopplung, � = 0,

weihen die Umlaufgeshwindigkeiten der beiden Teilhen deshalb stark voneinander

ab, v

s

1

& 0µm=s und v

s

2

= �3:5µm=s. Die repulsive Wehselwirkung, � = 310, sorgt

nun dafür, dass das erste von dem zweiten Teilhen über die Barriere gedrükt wird und

entlang seines Rings zu zirkulieren beginnt, v

s

1

= 3:2µm=s (�

s

2

bleibt nahezu unverän-

dert). Da weiterhin �

s

1

< �

s

2

gilt, kann das zweite das erste Teilhen noh überrunden.

Für genügend lange Teilhen-Trajektorien können deshalb viele untershiedlihe Kon-

stellationen an Teilhenpositionen auftreten und das Zweiring-System exploriert seinen

gesamten Phasenraum, s. Abb. 8.3: (b). Gänzlih anders ist die Situation für die Pa-

rametersätze II und III. Bei II sind U

1

und U

2

überkritish gewählt und beide Teilhen

be�nden sih auh für � = 0 in einem laufenden Zustand, v

s

1

= �v

s

2

= 2:1µm=s. Bei

III sind beide Potentiale mit Barrieren von 55 k

B

T unterkritish gewählt, sodass für

� = 0 beide Teilhen in einem arretierten Zustand verweilen, v

s

1

= �v

s

2

& 0µm=s. In

beiden Fällen führt die Kopplung, � = 670 bei II und � = 310 bei III, zur synhro-

nisierten Bewegung der Teilhen, v

s

1

= �v

s

2

= 3:9µm=s und v

s

1

= �v

s

2

= 1:0µm=s

respektive. Der damit verbundene NW-Modus führt dazu, dass das Zweiring-System
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8 Wärmeproduktion im stationären Nihtgleihgewiht

in vielen Regionen des Phasenraums kaum anzutre�en ist, s. Abb. 8.3: (b) und ().

Trotzdem stimmt für beide Parametersätze die über (A) gewonnene mittlere Wärme-

produktionsrate h _qi exakt mit dem Referenzergebnis (B) überein, s. Abb. 8.3: () und

(d). Dies bekräftigt die vorherige Argumentation und es ist zu erwarten, dass sih die

konditionale Mittelungs-Methode auh auf Vielteilhensysteme anwenden lässt. Tat-

sählih sollte die Präzision der Methode umso gröÿer sein, je eingeshränkter der

Phasenraum, d.h. je stärker die Kopplung der Teilhen ist.

8.3 Mittlere Wärmeproduktionsraten im Experiment

Im vorherigen Kapitel haben wir die Gültigkeit der konditionalen Mittelungs-Methode

demonstriert. Nun wenden wir diese auf das Zweiring-System im Experiment an. Die

experimentellen Methoden entsprehen damit denjenigen aus Kapitel 6: Über bewegte,

dreidimensionale optishe Pinzetten werden zwei in Wasser suspendierte, paramagne-

tishe Silika-Teilhen mit Durhmesser d = 5:2µm entlang zweier Ringe mit Radien

R = 3:5µm und Abstand D = 10µm getrieben, s. Abb. 6.2. Die Teilhen-Trajektorien

x

1

(t) und x

2

(t) werden anhand digitaler Videomikroskopie mit einer zeitlihen Au�ö-

sung von 25ms und einer räumlihen Au�ösung von 25 nm verfolgt. Aus diesen wird

dann die mittlere Wärmeproduktionsrate h _qi für untershiedlih groÿe Magnetfelder

0 6 B 6 40mT, d. h. für Plasmaparameter im Bereih 0 6 � 6 1150 bestimmt.

Ohne Kopplung laufen die Teilhen mit mittleren Umlaufgeshwindigkeiten von

v

s

1

= 2:1µm=s und v

s

2

= �1:6µm=s entlang ihrer gekippten periodishen Poten-

tiale. Die voneinander unabhängige Bewegung der Teilhen führt im Mittel zu einer

mittleren Wärmeproduktionsrate von h _qi = �

�1

0

h(�

s

i

)

2

i = 199 k

B

T=s, wobei die Mo-

bilität nah Stokes über �

�1

0

= 3��d festgelegt ist. Für den ungekoppelten Fall

kennen wir die Kräfte. Die Potentialrekonstruktion nah Abshnitt 3.5 liefert hier-

für f

1

= 56 k

B

T=µm, V

0

1

= 175 k

B

T sowie f

2

= �51 k

B

T=µm, V

0

2

= 164 k

B

T und

die Verläufe der gekippten periodishen Potentiale sind denen des Parametersatzes

II von Tab. 8.1 ähnlih, vgl. Abb. 8.4: (b); aufgrund einer anderen Phasenlage be-

�nden sih die �ahsten Stellen allerdings an anderen Positionen: x

1

= ��R=3 und

x

2

= +�R=3. Über die bekannten Kräfte können wir das Ergebnis der konditiona-

len Mittelungs-Methode mit dem Referenzergebnis h�

s

i

F

i

i vergleihen. Aufgrund der

Periodizität von V

i

und der konstanten treibenden Kraft f

i

vereinfaht sih dieses zu

h _qi = h�

s

i

i f

i

= v

s

i

f

i

:

Mit den obigen Werten erhalten wir ebenfalls 199 k

B

T=s, als weitere Bestätigung der

neuen Methode.

Sind die Teilhen stark gekoppelt, nimmt h _qi gröÿere Werte an, s. Abb. 8.5: (a).

Diese Tatsahe wird o�ensihtlih, wenn die zugehörigen mittleren lokalen Geshwin-

digkeitsfelder �

�

�

s

betrahtet werden. Für � = 0 zeigt �

�

�

s

eine groÿe Region mit kleinen

Geshwindigkeiten, s. Abb. 8.5: (b), welhe von den �ahsten Stellen in den gekippten
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Abbildung 8.5: (a) Mittlere Wärmeproduktionsraten h _qi für untershiedlihe Plas-

maparameter �. Die Fehlerbalken entsprehen der Standardabweihung bestimmt aus

der halbierten Statistik. (b), () Zugehörige mittlere lokale Geshwindigkeitsfelder

�

�

�

s

(x) bestimmt aus den Teilhen-Trajektorien für Plasmaparamter (b) � = 0 und

() � = 1150.

periodishen Potentiale stammen. Für � > 480 synhronisiert sih die Bewegung der

Teilhen und es stellt sih der NW-Modus ein, s. Abb. 8.5: (). Die Teilhen passieren

die �ahste Stelle in ihrem Potential dann shneller als zuvor, da das eine von dem

anderen weggedrükt wird. Aus diesem E�ekt resultiert für beide Teilhen eine im

Mittel shnellere Umlaufgeshwindigkeit, v

s

1

= �v

s

2

= 2:6µm, und damit eine gröÿere

mittlere Wärmeproduktionsrate h _qi als im ungekoppelten Fall; h _qi = 245 k

B

T=s für

� = 1150. Im Bereih zwishen den Grenzfällen überhaupt keiner und sehr starker

Kopplung können sih die Teilhen noh überholen. Während des Überholvorgangs

verhindert das shnellere Teilhen, dass das andere die �ahste Stelle in seinem Po-

tential passieren kann, weswegen es seine Bewegung verlangsamt. Im Mittel sind
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8 Wärmeproduktion im stationären Nihtgleihgewiht

damit beide Teilhen langsamer, v

s

1

= 1:3µm=s und v

s

2

= �1:1µm=s, und konse-

quenterweise ist h _qi geringer und weist einen nihtmonotonen Verlauf gegenüber �

auf

1

, s. Abb. 8.5: (a). Bemerkenswert ist, dass die konditionale Mittelungs-Methode

shon für Trajektorien der Länge 1800 s, entsprehend 150 Umläufen der Teilhen,

robuste Resultate liefert. Die Vermutung, dass die Methode umso präziser ist, desto

synhronisierter die Bewegung des Zweiring-Systems abläuft, wird durh die abneh-

mende Gröÿe der Fehlerbalken für gröÿere Plasmaparameter bestätigt.

Abshlieÿend bleibt zu bemerken, dass die bestehende Methode auh auf zeitabhän-

gige und relaxierende Systeme erweiterbar ist. Dazu müssen die stationäre Verteilung

p

s

und die mittlere lokale Geshwindigkeit �

�

�

s

i

durh ihre zeitabhängigen Gegenstüke

ersetzt werden. Ist die Zeitabhängigkeit des Systems über einen externen Protokoll-

parameter �(t) gegeben, dann muss, wie von Trepagnier et al. anderweitig durh-

geführt [65℄, die Messung des Systems für mehrere Wiederholungen des Protokolls

erfolgen, immer aus denselben Anfangsbedingungen startend. Anshlieÿend kann di-

rekt aus den Trajektorien für jeden Zeitpunkt des Protokolls die Verteilung p(x; t)

und die mittlere lokale Geshwindigkeit �

�

�

s

i

(x; t) und darüber die zeitabhängige mitt-

lere Wärmeproduktionsrate h _q(t)i bestimmt werden.

1

Es ist niht möglih die experimentell gewonnenen Daten quantitativ mit den simulierten zu verglei-

hen. Dies liegt vor allem daran, dass der Verlauf der gekippten periodishen Potentiale U

1

und

U

2

, d. h. die Positionen der �ahsten Stellen und die Glattheit der Kurven darüber entsheiden,

was sih für ein Bewegungsmodus innerhalb des Zweiring-Systems einstellt. Für einen quantitativen

Vergleih müssten deshalb die exakten experimentellen Verläufe von U

1

und U

2

abgebildet werden.
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9 Zusammenfassung und Ausblik

Im Fokus dieser Arbeit stehen getriebene kolloidale Teilhen. Als paradigmatishe

Modelle für kleine Systeme ermöglihen sie die Gesetzmäÿigkeiten der stohastishen

Thermodynamik zu überprüfen. Dabei lassen sih die vorgestellten Experimente im

Hinblik auf die Komplexität des Systems und des Experiments entsprehend der

Abb. 9.1 einordnen. Zentrale Hilfsmittel, um die kolloidalen Teilhen in ein SNGG zu

treiben, sind bewegte optishe Pinzetten. Die Aufzeihnung der Teilhen-Trajektorien

erfolgt anhand digitaler Videomikroskopie.
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Abbildung 9.1: Shematishe Einordnung der in dieser Arbeit vorgestellten Experi-

mente (�) im Hinblik auf die Komplexität des Systems (Anzahl der Freiheitsgrade)

und des Experiments. In dieser Hierarhie liegen die im Ausblik skizzierten Experimen-

te über denen dieser Arbeit: Wärmeproduktion im externen Fluss (�); Wärmeproduk-

tion unter hydrodynamisher Kopplung (�); Stohastishe Thermodynamik aktiver

Shwimmer (�); Aktive Rükkopplung über eine optishe Pinzette (�). Inspiriert

von [179℄ und [53℄.
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9 Zusammenfassung und Ausblik

Zusammenfassung

Das erste Experiment befasste sih mit der Relaxation eines kolloidalen Teilhens, das

periodish zwishen zwei SNGG hin- und hergetrieben wurde. Dazu wurde das Teilhen

mithilfe einer bewegten Laserpinzette entlang eines Rings getrieben (Einring-System).

Die Modulation der Laserintensität erzeugte zusätzlih ein periodishes Potential,

dessen Amplitude und Phase nah einem stufenförmigen Protokoll gestört wurde. Es

zeigte sih, dass wie auh im Fall des TGG die Relaxationszeit, nah der die Vertei-

lung stationär wird, unabhängig von den Anfangsbedingungen ist. Darüber hinaus ist

sie identish mit der Zerfallszeit der Geshwindigkeits-Autokorrelationsfunktion des

stationären Zustands. Demnah können Aussagen über die Relaxation eines SNGG

gemaht werden, ohne diese jemals direkt beobahtet zu haben. Diese Feststellung

lieÿ sih ausnutzen, um in quantitativer Übereinstimmung mit numerishen Bereh-

nungen zu belegen, dass die Relaxationszeit mit zunehmender Entfernung vom TGG

anwähst.

Bis zu einem gewissen Grad folgen die Erkenntnisse des ersten Experiments aus

dem FDT, welhes die Antwortfunktion einer Observablen nah einer Störung mit der

Korrelationsfunktion der zur Störung konjugierten Gröÿe verbindet. Bislang allerdings

nur für das TGG validiert, widmete sih das zweite Experiment der Untersuhung

zweier auf das SNGG verallgemeinerter Varianten des FDT. Hierfür wurde die Ant-

wortfunktion einer Observablen des Einring-Systems unter einer stufenförmigen Stö-

rung der treibenden Kraft vermessen und mit der entsprehenden Korrelationsfunktion

verglihen. Beide Varianten konnten bestätigt werden. Obwohl sie damit von einem

theoretishen Standpunkt aus äquivalent sind, o�enbarte eine tiefere Analyse, dass sie

sih in Hinsiht auf die statistishe Genauigkeit und zeitlihe Au�ösung untersheiden.

Im dritten Experiment wurde die Erweiterung des Einring-Systems auf ein Zweiring-

System vollzogen. Dabei handelt es sih um zwei entlang zweier Ringe getriebene kol-

loidale Teilhen, die durh eine wohlde�nierte Wehselwirkung gekoppelt sind. Erst-

mals wurde darüber die Untersuhung eines komplexeren SNGG möglih. Nah der

Charakterisierung der Dynamik des Systems wendeten wir uns dem FT der totalen

Entropieproduktion zu. Die Gültigkeit des FT erfordert die Beobahtung aller Frei-

heitsgrade eines Systems. Wir überprüften deshalb anhand des Zweiring-Systems den

Ein�uss von niht beobahteten Freiheitsgraden. Es zeigte sih, dass in der Mehrzahl

aller experimentellen Fälle die aus der Observierung von lediglih einem der beiden

Teilhen gewonnene sheinbare totale Entropieproduktion ein e�ektives FT erfüllt.

Theoretish konnten wir argumentieren, weswegen dies im Allgemeinen für kleine und

groÿe Entropieproduktionen zu erwarten ist. Für mittlere Entropieproduktionen muss

dieses niht notwendigerweise erfüllt sein. Von diesen Überlegungen ausgehend wur-

den Zustände innerhalb des Zweiring-Systems präpariert, welhe die Symmetrie des

e�ektiven FT verletzten.

Der Di�usionskoe�zient eines getriebenen kolloidalen Teilhens untersheidet sih

fundamental von dem eines kolloidalen Teilhens im TGG. Im Einring-System durh-

138



läuft der Di�usionskoe�zient als Funktion der treibenden Kraft ein Maximum und

übersteigt dabei seinen Gleihgewihtswert um mehr als eine Gröÿenordnung. Die-

ser als überhöhte Di�usion bezeihnete E�ekt wurde für die Teilhen des Zweiring-

Systems reproduziert. Allerdings niht als Funktion der treibenden Kräfte, sondern als

Funktion der Kopplung. Dabei wurde ersihtlih, dass die Fluktuationen von einem auf

das andere Teilhen übertragen werden. Genau aus diesem Grund kann die Dynamik

eines der beiden Teilhen niht durh die eines e�ektiven Einring-Systems beshrieben

werden.

Das Phänomen der Dissipation untersheidet SNGG vom TGG. Im Gegensatz zu

makroskopishen Systemen ist in kolloidalen Systemen die produzierte Wärme aller-

dings niht direkt messbar. Im vierten und letzten Experiment entwikelten wir eine

einfahe konditionale Mittelungs-Methode, die es ermögliht, die mittlere Wärme-

produktionsrate aus den Teilhen-Trajektorien eines getriebenen kolloidalen Systems

zu rekonstruieren. Nah der Bestätigung der Methode über die Simulation der sto-

hastishen Dynamik des Zweiring-Systems, wurde diese auf experimentell gewonnene

Teilhen-Trajektorien angewandt. Wie sih herausstellte, ist die mittlere Wärmepro-

duktionsrate eine nihtmonotone Funktion der Kopplung und kann umso präzise be-

stimmt werden, je stärker die Kopplung der Teilhen ist. Abshlieÿend diskutierten wir

die Erweiterung der Methode auf zeitabhängige NGG.

Von einem gröÿeren Abstand betrahtet, lassen die Experimente dieser Arbeit im

Kontext eines reduktionistishen Ansatzes erkennen, dass kolloidale Systeme äuÿerst

geeignet sind, um das Fundament der stohastishen Thermodynamik experimentell

zu festigen und darüber ein breites Verständnis für getriebene kleine Systeme zu ent-

wikeln.

Ausblik

Zwar gibt es auh für das Einring-System weiterhin interessante Fragestellungen, die

in dieser Arbeit vorgestellten Experimente und entwikelten Methoden stellen aber vor

allem Studien über komplexere Systeme in Ausblik.

Wärmeproduktion im externen Fluss

Für getriebene kolloidale Teilhen in einem externen Fluss u muss die mittlere Wär-

meproduktionsrate modi�ziert werden [180℄,

h _qi = h( _r

i

� u) � F

i

i ; (9.1)

denn solange sih die Teilhen mit dem Fluss mitbewegen, darf keine Wärme pro-

duziert werden. Die mittlere lokale Geshwindigkeit muss für diesen Fall auf �

�

�

s

i

=

u + �

i j

F

j

� D

i j

r

j

ln p

s

erweitert werden. Ist der Fluss divergenzfrei, r � u = 0, und

sind hydrodynamishe Wehselwirkungen vernahlässigbar, dann können wir h _qi in die
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9 Zusammenfassung und Ausblik

Form

h _qi = �

�1

0

〈

(�

�

�

s

i

� u)

2

〉

(9.2)

bringen. Diese Relation kann beispielsweise dafür verwendet werden, um h _qi von kol-

loidalen Teilhen in porösen Medien unter der Einwirkung der Gravitation zu unter-

suhen. Dazu muss zuerst mit den Teilhen das Flussfeld vermessen werden (ohne

externe Kräfte reduziert sih in der Îto-Konvention die mittlere lokale Geshwindigkeit

auf �

�

�

s

= u), s. Abb. 9.2: (a). Anshlieÿend kann das poröse Medium verkippt werden,

sodass die Teilhen eine projizierte Komponente G

i

der Gravitationskraft spüren. Über

Gl. (9.2) kann dann mit �

�

�

s

i

= u+�

0

G

i

�D

0

r

i

ln p

s

die mittlere Wärmeproduktionsrate

h _qi bestimmt werden. Interessant wäre siherlih die Abhängigkeit von h _qi von der

Porosität, d. h. dem Verhältnis von Hohlraumvolumen zu Gesamtvolumen des porösen

Mediums, zu untersuhen.

Wärmeproduktion unter hydrodynamisher Kopplung

Innerhalb des Zweiring-Systems hängt die Verteilung der produzierten Wärme von

der Synhronisation der beiden Teilhen ab, s. Abb. 9.2: (b). Auh die hydrodyna-

mishe Kopplung kann in kolloidalen Systemen zu synhronisierten Bewegungen füh-

ren. Beste Beispiele sind das kollektive Verhalten von drei kolloidalen Teilhen, die

entlang eines gekippten periodishen Potentials getrieben werden [103℄ oder die Syn-

hronisation von kolloidalen Oszillatoren, welhe die Bewegung einer Flagelle nahbil-

den [182,183℄. Inwieweit die hydrodynamishe Kopplung die Dynamik und darüber die

Verteilung der produzierten Wärme des Zweiring-Systems beein�usst, ist eine o�ene

Frage. Für die mittlere Wärmeproduktionsrate wurden in [184℄ folgende Überlegun-

gen angestellt: Das eine Teilhen induziert am Ort des anderen den hydrodynamishen

Fluss u

i

= �

i j

F

j

��

0

F

i

. Wärme wird auh jetzt genau dann produziert, wenn die Teil-

hengeshwindigkeit von u

i

abweiht und es ist

h _qi = �

�1

0

h( _r

i

� u

i

) � F

i

i = h( _r

i

� �

i j

F

j

+ �

0

F

i

) � F

i

i : (9.3)

Mit der mittleren lokalen Geshwindigkeit �

�
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in
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umformen. Wir sehen, dass der erste Term bereits aus Unterabshnitt 8.1.2 bekannt

ist. Die drei verbleibenden Terme werden über die hydrodynamishe Kopplung ein-

gebraht. Für die Geometrie des Zweiring-Systems können in der Oseen-Näherung,

s. Abshnitt 6.4, die Mobilitätsmatrizen �

i j

berehnet werden. Zusammen mit der

stationären Verteilung p

s

und der mittleren lokalen Geshwindigkeit �

�

�

s

i

, die beide aus

langen Teilhen-Trajektorien rekonstruiert werden können, kann h _qi damit bestimmt
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Abbildung 9.2: (a) Teilhen-Trajektorien in einem porösen Medium [181℄. (b) Ver-

teilung der Wärmeproduktion p(�q) des Zweiring-Systems für untershiedlihe Plas-

maparameter �. Ohne Kopplung, � = 0, laufen die beiden Teilhen mit ähnliher

mittleren Umlaufgeshwindigkeiten, v

s

1

' �v

s

2

, unabhängig voneinander entlang ihrer

Ringe. Liegt die Trajektorienlänge zur Berehnung von �q nahe den mittleren Um-

laufzeiten, o�enbaren sih in p(�q) zwei Maxima: Eines bei �q ' 2�Rf

1

' 2�Rf

2

(-�-; Umlauf eines Teilhens alleine) und eines bei �q ' 2�R(f

1

+ f

2

) (- -; Umläufe

beider Teilhen zusammen). Für kleine Kopplungsstärken, � = 80, hindern sih die

Teilhen in ihrer Bewegung und sind im Mittel langsamer. Es wird weniger Wärme

produziert und die Maxima werden hin zu kleineren Werten vershoben und umverteilt.

Für mittlere Kopplungsstärken, � = 310, setzt der NW-Modus ein und die Teilhen

sind im Mittel wieder shneller. Da nun aber ein einzelner Umlauf eines Teilhens

sehr unwahrsheinlih ist, wird das zweite Maximum stark über- und das erste stark

untergewihtet.

werden. Der hydrodynamishe Fluss ist abhängig von den treibenden Kräften und dem

Abstand der beiden Ringe. Insofern kann h _qi als Funktion dieser Parameter observiert

und beispielsweise auh mit der Auswertung unter Vernahlässigung der hydrodyna-

mishen Kopplung verglihen werden.

Stohastishe Thermodynamik aktiver Shwimmer

Ein relativ neues Forshungsfeld ist das der aktiven Shwimmer. Das motile, stäbhen-

förmige Bakterium E. oli, das zu Forshungszweken wahrsheinlih am häu�gsten

eingesetzte Bakterium überhaupt, ist ein paradigmatishes Beispiel dafür. Es bewegt

sih durh peritrihe Begeiÿelung [185℄, d. h. seine Flagellen drehen sih gleihsinnig

und shieben es dadurh vorwärts. Die Trajektorie von E. oli entspriht im Wesent-

lihen einer Abfolge aus geraden Zügen (shwimmen) und einer daran anshlieÿen-
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9 Zusammenfassung und Ausblik

den Di�usion (taumeln). E. oli shwimmt, taumelt, shwimmt, taumelt, et. und

be�ndet sih dabei ständig im NGG, da es Freie Energie in direkte Bewegung um-

wandelt. Es wurde auf untershiedlihe Art und Weise versuht, solh einen aktiven

Shwimmer nahzubilden. Inzwishen etabliert haben sih Janus-Teilhen. Dabei han-

delt es sih um sphärishe Teilhen, deren Hemisphären untershiedlihe hemishe

oder physikalishe Eigenshaften besitzen und darüber eigen-phoretishe Kräfte ent-

wikeln [186,187℄. Einen anderen Ansatz verfolgen die Arbeiten in [189℄ und [190℄, in

denen die Bewegung der Teilhen auf der lokalen Entmishung einer binären Flüssig-

keit beruht. Dafür wird eine der beiden Hemisphären der Teilhen mit Gold beshihtet

und einem Lihtfeld ausgesetzt. Die Absorption des Lihts führt zur Erwärmung der

Goldkappe und dadurh zur Entmishung der binären Flüssigkeit, was letztlih die

Bewegung des Teilhens bedingt (der genaue Mehanismus ist noh niht verstan-

den). Auh diese Teilhen be�nden sih im NGG. Die Konzepte der stohastishen

Thermodynamik auf aktive Shwimmer anzuwenden, wurde auÿer in [191℄ bislang

kaum verfolgt. Ein Problem ist siherlih, dass die wirkenden Kräfte niht bekannt

sind. Interessant wäre es zu versuhen, die Kräfte, wenn auh nur e�ektive, aus den

Trajektorien zu rekonstruieren und darüber beispielsweise die mittlere Wärmeproduk-

tionsrate eines solhen Shwimmers zu untersuhen.

Aktive Rükkopplung über eine optishe Pinzette

Im Prinzip kann Information in Energie umgewandelt werden. So wurde für ein kol-

loidales Teilhen in dem harmonishen Potential V (x) = k(x � �(t))

2

=2 einer nah

einem Protokoll �(t) bewegten optishen Pinzette gezeigt, dass über die aktive Rük-

kopplung bezüglih der Mitte der Pinzette, Arbeit aus dem umgebenden Wärmebad

extrahiert werden kann [192℄. Wir können uns dies wie folgt veranshaulihen: Fluk-

tuiert das Teilhen aus der Mitte des harmonishen Potentials heraus, ändert es sei-

ne potentielle Energie. Verfahren wir die Mitte der Falle unmittelbar (das bedeutet

shneller als die Relaxationszeit �

�1

R

= �

0

k) zur Position des Teilhens, können wir

diese Energiedi�erenz und damit Arbeit aus dem Wärmebad extrahieren. Im Mit-

tel können wir dabei hwi = �k

B

T=2 gewinnen. Tatsählih wird dieser Wert aber

von der Genauigkeit �x der Messung abhängen. In [192℄ konnte gezeigt werden, dass

hwi = �k

B

T=[2(1+�x

2

k=k

B

T )℄ ist. Je ungenauer wir messen, umso geringer ist hwi.

Die Tatsahe, dass wir Arbeit extrahieren, verletzt dabei niht den zweiten Hauptsatz.

Dieser hält weiterhin in einer verallgemeinerten Variante, welhe die aufzubringende

Information berüksihtigt. Diese Informationsmashine in einem Experiment umzu-

setzen, ist siherlih eine groÿe Herausforderung. Zweidimensionale optishe Pinzetten

müssen dafür ausgeshlossen werden, da dann das Experiment in der Nähe einer Wand

erfolgen muss und damit die Fluktuationen des Teilhens stark unterdrükt sind. Für

dreidimensionale optishe Pinzetten liegt die Herausforderung siherlih in der Stabi-

lität der Pinzettenstärke und der wohlde�nierten Bewegung der Pinzettenmitte. Dass

die aktive Rükkopplung auh mit dreidimensionalen optishen Pinzetten aber prinzi-

piell möglih ist, konnte anhand der in [182,183℄ durhgeführten Experimente bereits
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gezeigt werden.
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