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Symbolverzeichnis

Schreibweise

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird die Konvention (z,y) = (27, y”)T fiir Vektoren
x und y verwendet. Die i. Komponente eines Vektors x wird mit x; bezeichnet. Inner-
halb eines iterativen Verfahrens werden bei Skalaren und Matrizen die Iterationsindizes
tiefgestellt (z.B. ay, Ay), bei Vektoren jedoch hochgestellt (z.B. 2*). Fiir Anlagenkompo-
nenten sowie deren Modelle wird der Index hochgestellt in runden Klammern angegeben,
z.B. UV,

Relationen der Art x > 0 gelten grundsétzlich komponentenweise. Mehrmals wird mit
grokem Buchstaben X = diag(x) € R™*" eine Diagonalmatrix bezeichnet, deren Eintra-
ge auf der Diagonalen die Komponenten des Vektors mit dem entsprechenden kleinen
Buchstaben z € R™ sind. e = (1,...,1)T ist ein Vektor in der jeweils benétigten Dimen-
sion, dessen Koordinaten alle 1 sind.

Falls nicht genauer bezeichnet, so ist || - || eine feste Vektornorm und fiir Matrizen ihre
kompatible Matrixnorm.

Fiir eine Matrix A € R™™ wird mit range(A) das Bild der Abbildung, die durch R™ —
R™: x +— Az definiert ist, bezeichnet. Des Weiteren ist o;(A) der i. grofte Singuldrwert
der Matrix A. 0,,;,(A) bezeichnet den kleinsten und 0,4, (A) den grofsten Singuldrwert
von A. Fiir eine quadratische, symmetrische und positiv definite Matrix A bezeichnet
Amin(A) den kleinsten Eigenwert.

Bezeichnungen
A transponierte Jacobimatrix der Gleichungsnebenbedingungen
A° gestorte transponierte Jacobimatrix der Gleichungsnebenbedingungen
A Indexmenge der aktiven Ungleichungsnebenbedingungen
Q primale Schrittweite im Innere-Punkte-Verfahren
o duale Schrittweite im Innere-Punkte-Verfahren
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maximale primale Schrittweite im Innere-Punkte-Verfahren

minimale primale Schrittweite im Innere-Punkte-Verfahren (bei Unter-
schreitung wird die Feasibility Restoration Phase gestartet)
Schrittweite, die von der Second-Order Correction berechnet wird
Schranken an die Schrittweite fiir die Giiltigkeit des Konvergenzbewei-
ses der Filter-Liniensuche fiir gestorte Gleichungsnebenbedingungen

Barrierefunktion

(reelle) Nebenbedingungen des Optimierungsproblems

gestorte (Gleichungs-)Nebenbedingungen des Optimierungsproblems
Nebenbedingungen mit ganzzahligen Werten
Gleichungsnebenbedingungen

Ungleichungsnebenbedingungen

untere Schranke fiir ¢
obere Schranke fiir ¢
untere Schranke fiir ¢

obere Schranke fiir ¢

offene Menge im Konvergenzbeweis der Filter-Liniensuche
Konstanten in der Taylorabschatzung fiir f bzw.
Wegkosten in einem Graphen

Storung der Jacobimatrix der Gleichungsnebenbedingungen

Storung der Gleichungsnebenbedingungen

Kroneckersymbol

Suchrichtungen der dualen Variablen wéihrend des Innere-Punkte-
Verfahrens

Suchrichtung der primalen Variablen wéahrend des Innere-Punkte-
Verfahrens

Vektoren zur Berechnung der Suchrichtung der primalen Variablen
durch den reduzierten Ansatz

Vektoren zur Berechnung der Suchrichtung fiir das gestorte Optimie-
rungsproblem durch den reduzierten Ansatz

korrigierte Suchrichtung, die von der Second-Order Correction berech-
net wird

Vektor, dessen Komponenten alle 1 sind

1. kanonischer Einheitsvektor

Fehler in den Optimalitatsbedingungen des Barriereproblems
Abbruchtoleranz im Innere-Punkte-Verfahren
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Beschrankung der Iterierten im Konvergenzbeweis der Filter-
Liniensuche fiir Innere-Punkte-Verfahren
Abschétzungen im Konvergenzbeweis der Filter-Liniensuche fiir gestor-

te Gleichungsnebenbedingungen

Konstante fiir die Armijo-artige Bedingung in der Filter-Liniensuche

des Innere-Punkte-Verfahrens

Zielfunktion des Optimierungsproblems

Modellfunktion einer Unit U

Modellfunktion des gesamten Anlagenmodells

Filter bei der Filter-Liniensuche des Innere-Punkte-Verfahrens

Wegkosten vom Startpunkt aus in einem Graphen

Konstante fiir die Schaltbedingung in der Filter-Liniensuche
Konstante zur Bestimmung von a™"

Konstanten fiir die Erweiterung des Filters bzw. die Akzeptanz eines

neuen Punktes durch den Filter

Hessematrix (oder deren Approximation) der Lagrange-Funktion
Projektionsmatrix fiir die Ausgangsgrofen einer Unit U
maximale Anzahl der Iterationen der Second-Order Correction
Heuristikfunktion auf einem Graphen

Einheitsmatrix, Identitét

Koppelmatrix der Ein- und Ausgangsstrome von Unit UY) bzw. U®
des Anlagenmodells
Iterationsindex ab dem die Voraussetzungen an die Storungen gelten

Faktor um den die Verletzung der Nebenbedingungen durch die Feasi-
bility Restoration Phase verringert werden soll

Faktor um den die Verletzung der Nebenbedingungen durch die Second-
Order Correction verringert werden soll

Konstante zur Berechnung der Abbruchtoleranz der inneren Schleife
des Innere-Punkte-Verfahrens

Konstante zur Berechnung des néchsten Barriereparameters

Faktor zur Anpassung der dualen Variablen

Konstanten zur Berechnung des Filterrandes ¥

Lagrange-Funktion

Lagrangemultiplikatoren
Kurzform von A + A\
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Anzahl der Nebenbedingungen des Optimierungsproblems

Schranke fiir ||Az|| im Konvergenzbeweis der Filter-Liniensuche
Schranke fiir ||\ || im Konvergenzbeweis der Filter-Liniensuche
Schranke fiir den Betrag des Abstiegs der Zielfunktion im Konvergenz-
beweis der Filter-Liniensuche

Abschéitzung fir 0,,;,(A) im Konvergenzbeweis der Filter-Liniensuche
Abschiitzung fiir o,,:,(A%) im Konvergenzbeweis der Filter-Liniensuche
Abschétzung fiir die Hessematrix im Konvergenzbeweis der Filter-
Liniensuche

Abschétzung fiir die Hessematrix des gestorten Optimierungsproblems

im Konvergenzbeweis der Filter-Liniensuche
Barriereparameter

Anzahl der Optimierungsvariablen

Anzahl der Designvariablen des Anlagenmodells

Anzahl der ganzzahligen Designvariablen des Anlagenmodells
Anzahl der Eingangsgrofen einer Unit U7)

Anzahl der Ausgangsgroken einer Unit U0)

Konstanten zur Bestimmung der néchsten Schrittweite in der

Liniensuche
Landausymbole

Designvariablen eines Anlagenmodells
ganzzahlige Designvariablen

untere Schranke fiir p
obere Schranke fiir p
untere Schranke fiir p™*

obere Schranke fiir p™

Startvektor der Designvariablen fiir eine Optimierung in OPTISIM®

Menge der Startvektoren pp,; fir die globale Optimierung in
OPTISIM®

Schaltfunktionen eines Anlagenmodells

Menge der Iterationsindizes der Iterationen, in denen die Feasibility
Restoration Phase aufgerufen wurde

Menge der Iterationsindizes der Iterationen, in denen die Feasibility Re-
storation Phase wihrend der Berechnung der Suchrichtung aufgerufen
wurde
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Anzahl der Zustandsvariablen des Anlagenmodells
Konstanten fiir die Schaltbedingung in der Filter-Liniensuche

Index der Modellfunktion fiir die Parameterquelle der Designvariable
pi
duale Hessematrizen

Abstandsfaktor zum Rand bei der Innere-Punkte-Methode
minimaler Abstandsfaktor

Mafs fiir die Verletzung der Gleichungsnebenbedingungen

Maf fiir die Verletzung der gestorten Gleichungsnebenbedingungen
Schranke fiir #(z) im Konvergenzbeweis der Filter-Liniensuche
obere Schranke fiir f(x) zur Initialisierung des Filters

Schranke fiir #(x) wiahrend der Filter-Liniensuche

Konstante zur Berechnung des nédchsten Barriereparameters

minimaler Wert von 0 im Filter F

Eingangsgrofen einer Unit U)

Kanten eines Graphen

J. Unit einer verfahrenstechnischen Anlage
Kantenmenge eines Graphen

Knoten eines Graphen
Knotenmenge eines Graphen

Optimierungsvariablen, primale Variablen
untere Schranke fiir

obere Schranke fiir

untere Schranke fiir x

obere Schranke fiir

Testpunkt wihrend der Second-Order Correction

Zustandsvariablen
die zur Designvariable p; zugehorige Zustandsvariable
untere Schranke fiir £

obere Schranke fiir £

Ausgangsgrofen einer Unit U)

Matrix zur Berechnung der Suchrichtung der primalen Variablen durch
den reduzierten Ansatz

Matrix zur Berechnung der Suchrichtung durch den reduzierten Ansatz

fiir das gestorte Optimierungsproblem

11



SYMBOLVERZEICHNIS

duale Variable bzw. Lagrangemultiplikatoren der unteren Beschran-
kung der Optimierungsvariablen x

duale Variable bzw. Lagrangemultiplikatoren der oberen Beschrankung
der Optimierungsvariablen x

Matrix zur Berechnung der Suchrichtung durch den reduzierten Ansatz
Matrix zur Berechnung der Suchrichtung durch den reduzierten Ansatz
fiir das gestorte Optimierungsproblem

Schranken fiir §(z) bzw. x im Konvergenzbeweis der Filter-Liniensuche
Schranken fiir die ,fast aktiven Nebenbedingungen im Konvergenzbe-

weis der Filter-Liniensuche
Zielfunktion des Optimierungsproblems in OPTISIM®

Optimalitdtsmafs

gestortes Optimalitatsmals

Faktoren zur Anpassung der Matrix des zu l6senden Gleichungssystems
im Innere-Punkte-Verfahren, sodass die Matrix nicht singular wird.

Filterrand im adaptiven Algorithmus des Innere-Punkte-Verfahrens
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Zusammenfassung

Die Verfahrenstechnik beschéftigt sich mit der Trennung, Umwandlung oder Verfliissi-
gung chemischer Stoffe, wie zum Beispiel die Zerlegung von Luft in ihre Hauptbestand-
teile Sauerstoff, Stickstoff und Argon oder die Reinigung und Verfliissigung von Erdgas.
Mit Hilfe von Prozesssimulatoren konnen verfahrenstechnische Anlagen, oder Teile da-
von, modelliert, simuliert und anschlieffend optimiert werden.

Die Engineering Division der Linde AG, eines der weltweit fiihrenden Unternehmen fiir
die Planung und den Bau von verfahrenstechnischen Anlagen, betreibt und entwickelt
den hauseigenen Prozesssimulator OPTISIM®. Steigende Anforderungen an die Optimie-
rung im Bezug auf Problemgrofie, Effizienz und Robustheit, insbesondere bei aufretenden
Unstetigkeiten und der Verwendung von Approximationen wiahrend der Simulation und
Optimierung, erfordern den Einsatz neuer Optimierungsverfahren.

In dieser Arbeit wurde ein simultaner Optimierungsansatz implementiert, bei dem die
Modellgleichungen als Gleichungsnebenbedingungen zu dem Optimierungsproblem hin-
zugefiigt werden. Zur Losung dieser komplexen Optimierungsaufgaben wurde der Opti-
mierer IPOPT in OPTISIM® ecingebunden. Hierbei wurde die globale Konvergenz der
Filter-Liniensuche von Biegler und Wiéchter, die in IPOPT verwendet wird, unter der
Annahme von Storungen in den Gleichungsnebenbedingungen und deren Ableitungen
untersucht. Die Storungen modellieren hierbei die verwendeten Approximationen sowie
bis zu einem gewissen Mafte auch auftretende Unstetigkeiten.

Des Weiteren wurde ein globaler Optimierungsalgorithmus mit einer Methode des mehr-
fachen Starts umgesetzt. Hierzu wurde eine spezielle Behandlung der Startwerte ent-
wickelt, sodass die Optimierung von unterschiedlichen Punkten aus gestartet werden

kann.
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Abstract

Chemical Engineering deals with separation, chemical reactions and liquefaction of dif-
ferent chemical compounds, for example separation of air into its main components
oxygen, nitrogen and argon or cleaning and liquefying of natural gas. Entire Chemical
plants or parts of them can be modelled, simulated and also optimized with the help of
process simulation tools.

The Engineering Division of The Linde Group, one of the world leading companies for
plant engineering and construction, has been developing the in-house process simulation
program OPTISIM®. Increasing demands on the optimizer concerning problem size,
efficiency and robustness, especially with the occurance of discontinuities and the use of
approximations during simulation and optimization, give rise to a closer look towards
new optimization methods.

In this thesis a simultaneous optimization approach was implemented where the model
equations are added to the optimization problem as equality constraints. For this large-
scaled problem the optimizer IPOPT was included into OPTISIM®. In this context the
global convergence of the filter line search of Biegler and Wéchter, used in the optimizer
IPOPT, was investigated under the assumption of perturbed equality constraints and
derivatives, which models their approximate evaluation as well as the discontinuities to
some extent.

In addition a global optimization approach with a multiple start method was adopted.
Therefore a special handling of the starting points was developed in order to facilitate
the start of the optimization from different points.
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Kapitel 1
Einfiihrung

Prozesssimulatoren sind ein wichtiges Werkzeug der Verfahrenstechnik und aus der
téglichen Arbeit von Chemieingenieuren nicht mehr wegzudenken. Sie werden zur Pla-
nung, Auslegung oder auch wihrend des Betriebs von verfahrenstechnischen Anlagen
verwendet. Heute steht eine Vielzahl kommerzieller Softwarepakete zur Verfiigung,
die auf die jeweiligen Bediirfnisse zugeschnitten sind. Wéhrend manche Simulato-
ren ganze chemische Produktionsanlagen abbilden koénnen, sind andere auf einzelne
Apparatetypen wie z.B. Destillationskolonnen zur Stofftrennung oder Reaktoren zur
Stoffumwandlung spezialisiert. Die Modellierung und stationédre Simulation zéhlen
zur Grundfunktionalitit aller verfahrenstechnischen Simulatoren. Sie unterscheiden
sich in Funktionen wie stationdre Optimierung, dynamische Simulation, dynamische

Optimierung oder auch Betriebsoptimierung.

Die Engineering Division der Linde AG plant und baut schliisselfertige verfahrens-
technische Anlagen und z&hlt mit iiber 1000 verfahrenstechnischen Patenten und
4000 abgeschlossenen Projekten zu den weltweit fiihrenden Anbietern von Anlagen
zur Wasserstoff- und Synthesegaserzeugung, Petrochemie, Erdgasverfliissigung und
Luftzerlegung. Neben der optimalen Auslegung dieser Anlagen entsprechend der
geforderten Prozessbedingungen, spielen Effizienz und Reduzierung der Energiekosten
eine immer grokere Rolle. Hierfiir sind in der Planung robuste Simulationswerkzeuge

und Optimierungsverfahren notwendig.

Seit iiber 25 Jahren kommt in der Engineering Division der Linde AG der hauseigene
Prozesssimulator OPTISIM® zum Einsatz. In einem kontinuierlichen Weiterent-
wicklungsprozess wird er an die stdndig wachsenden Anforderungen angepasst [25].
OPTISIM® ist ein gleichungsorientierter Prozesssimulator zur stationdren und dy-
namischen Simulation sowie zur Optimierung von verfahrenstechnischen Anlagen. Er

17



1.1. MODELLIERUNG

wird sowohl zur Planung und Auslegung von neuen Anlagen, als auch zur Analyse
bestehender Produktionsanlagen verwendet.

In dieser Arbeit werden neue Ansétze zur Optimierung von verfahrenstechnischen An-
lagen fiir den Prozesssimulator OPTISIM® untersucht und getestet. In den folgenden
Abschnitten dieses Kapitels wird die Modellierung und stationére Simulation verfahrens-
technischer Prozesse in OPTISIM® skizziert und der seitherige Stand der Optimierung
erlautert. Anschliefend werden in Kapitel 2 die Anforderungen der Verfahrenstechnik
an die Optimierung beschrieben und die in dieser Arbeit untersuchten Moglichkeiten er-
lautert. In Kapitel 3 wird die Innere-Punkte-Methode mit Filter-Liniensuche vorgestellt,
sowie einige Konvergenzresultate fiir dieses Optimierungsverfahren aus der Literatur
zusammengefasst. Anschliefend wird der Beweis der globalen Konvergenz des Filterver-
fahrens fiir Innere-Punkte-Verfahren bei Storungen in den Gleichungsnebenbedingungen
und deren Ableitungen betrachtet. In Kapitel 4 wird auf die Anbindung des Softwarepa-
kets IPOPT an den Prozesssimulator OPTISIM® eingegangen, sowie numerische Ergeb-
nisse prasentiert. Kapitel 5 zeigt die Ergebnisse zweier Bachelorarbeiten, die im Rahmen
dieses Promotionsvorhabens durchgefiihrt wurden. Dabei wurde in OPTISIM® erstmals
ein Ansatz zur globalen Optimierung implementiert und getestet.

1.1 Modellierung

Modelle von verfahrenstechnischen Anlagen oder Teilprozessen werden in Flowsheets
beschrieben. Darin werden fiir alle relevanten Komponenten (Units) der Anlage Simu-
lationsmodelle benannt und spezifiziert [24]. Units sind Apparate wie z.B. Warmetau-
scher, Pumpen oder Ventile, aber auch Prozessschritte wie Phasentrennung oder ein-
zelne thermodynamische Vorgénge. Im Flowsheet werden zudem Verbindungsstrome
fiir Material, Energie, Impuls und Information zwischen einzelnen Units angegeben und
benannt, als auch Startwerte fiir die stationédre Simulation gesetzt. Durch die Definition
der Verbindungsstrome wird auch die Anordnung (Topologie) der Units im Flowsheet
festgelegt.

1.1.1 Unitmodelle

Fir jede Art von Unit ist ein verallgemeinertes Modell in der OPTISIM®-
Modellbibliothek hinterlegt. Das Modell einer Unit UY) besteht aus

- den EingangsgroBen u) € R™ mit nf) € N,

- den internen Zustandsgrofen €9 € R*” mit s¥) € N und

18



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

- den Ausgangsgrofen yU) € R’ mit n{) € N, sowie

- der Modellfunktion f\) : RsV+n _, Rs9

Die Modellgleichungen

F9 (€9, ) = o, (1.1)

formulieren die Massen-, Impuls- und Energiebilanzen sowie thermodynamische Gleich-
gewichte. Um die Modellgleichungen mit einem Newtonverfahren losen zu konnen, muss
das Gleichungssystem quadratisch sein. Das heifst die Anzahl der Gleichungen muss mit

der der internen Zustandsvariablen iibereinstimmen.

Die Ausgangsgrofen 39 sind ein Teil der internen Zustandsvariablen £¢). Die-
ser Zusammenhang ldsst sich auch mit Hilfe einer geeigneten Projektionsmatrix
HY € %" formulieren (vel. [35]).

- () = HWEW
D [0 (0 yy =g | =

Abbildung 1.1 Aufbau des Modells der Unit U

Die Eingangsgrofien u'/) bestehen aus Eingangsstromen, Spezifikationen, konstanten
Parametern und Designvariablen:

Spezifikationen sind Auswahlparameter von Modellvarianten, beispielsweise ob eine
Unit durch Vorgabe des Austrittsdrucks oder des Druckverlusts spezifiziert wird. Je
nachdem werden die Modellgleichungen dann entsprechend ausgewahlt.

Konstante Parameter sind beispielsweise die Anzahl an Kolonnenbéden oder die An-
zahl der Diskretisierungspunkte in einem Warmetauschermodell. Die konstanten Para-
meter und die Spezifikationen beeinflussen die Struktur der Modellgleichungen, d.h. so-
wohl die Anzahl der Gleichungen als auch die Funktionsvorschriften der Modellfunktion.
Beide sind wéihrend der Simulation konstant.

Designvariablen sind Anlagenparameter wie Wérmetauscherfliche, Enddruck eines
Verdichters oder Behéltervolumen, die wéahrend der Laufzeit durch externe Berechnungs-
vorschriften oder Optimierungsverfahren veréandert werden kénnen, wahrend der Aus-
wertung der Modellfunktion jedoch konstant bleiben.

19



1.1. MODELLIERUNG

1.1.2 Stoffdaten

Fiir die Formulierung sowie die Wahl der geeigneten Modellgleichungen in einem Pro-
zesssimulator werden Stoffdaten bendtigt. Damit bezeichnet man thermodynamische Zu-
standsgroften und Eigenschaften chemischer Stoffe wie z.B. Enthalpie, Molekulargewicht,
Dichte, Siedepunkt, Viskositdat, Dampfanteil oder Entropie. Zur Berechnung solcher Gro-
fen wird in OPTISIM® das Linde-eigene Stoffdatenprogramm GMPS (General Multi-
phase Property System) verwendet. GMPS ist ein Stoffwertberechnungssystem, das seit
ca. 1978 fiir die Anwendungen der Linde AG mafgeschneidert und stdndig weiterentwi-
ckelt wird [36]. Das Programm enthélt eine Vielzahl von Berechnungsmethoden zur Be-
stimmung von Phasengleichgewichten, Reinstoff- und Gemischeigenschaften, sowie Da-
tenbanken, in denen Stoffwerte und Parameter fiir die einzelnen Berechnungsmethoden
hinterlegt sind. Fiir jede Stoffeigenschaft stehen unterschiedliche Berechnungsmethoden
zur Verfiigung, die anwendungsspezifisch verwendet werden.

Bei mehrphasigen Gemischen muss zunéchst das Phasengleichgewicht berechnet werden.
Dieses besteht dann, wenn alle Phasen die gleiche Temperatur und den gleichen Druck
haben und fiir jede Komponente die chemischen Potenziale in allen Phasen {ibereinstim-
men [13|. Dabei ist in jeder Komponente das gesamte chemische Potenzial minimal. Das
Phasengleichgewicht liefert fiir jede Komponente die Verteilung in die einzelnen Phasen.
Fiir bestimmte Bedingungen formulieren Zustandsgleichungen den funktionalen Zusam-
menhang zwischen den thermodynamischen Zustandsgrofen. Aus der Losung dieser
meist nichtlinearen Gleichungen kénnen dann die einzelnen Stoffwerte bestimmt wer-

den.

1.1.3 Anlagenmodelle

Anhand der Topologie des Flowsheets sind die Verbindungsstrome zwischen den ein-
zelnen Units bekannt. Daraus ldsst sich die Zuordnung von Ein- und Ausgangsstromen
formal mit Hilfe von Koppelmatrizen K" ausdriicken (vgl. [35]):

W9 R 0 = gD g0 (1.2)

stream

Die Verkniipfung der entsprechenden Strome kann auf unterschiedliche Arten realisiert
werden: Beispielsweise werden in Dymola [5] sogenannte Koppelgleichungen erzeugt, die
dann zusammen mit den Modellgleichungen gelost werden [41].

In OPTISIM® hingegen werden die Eingangsstréme einer Unit durch die Ausgangsstro-
me der topologisch vorgeschalteten Unit(s) substituiert. Fiir Eingangsstrome, die von
auferhalb der Modellgrenzen kommen (z.B. Feedstrome fiir Energie und Material), gibt
es in der OPTISIM®-Modellbibliothek eigene Quellunits [24].
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Damit koénnen die Eingangsstrome aller Units durch Ausgangsstrome einer jeweils
anderen Unit und somit als Zustandsvariablen ausgedriickt werden.

Die Modellfunktion f) einer Unit UY) kann in OPTISIM® folglich allein in Abhin-
gigkeit von internen Zustandsgroken €W ¢O usw. und den Designvariablen, die im
Folgenden mit p¥) € R™ (nY) € IN) bezeichnet werden, ausgedriickt werden.

Fasst man nun die Zustandsvariablen aller Units in £ € R®, die Designvariablen aller
Units in p € R™ und die Modellfunktionen aller Units in der Anlagenmodellfunktion
F:R*xR™ — R mit s = 3. s% und n, = 3 nY zusammen, so erhilt man aus den

j j
einzelnen Unit-Modellgleichungen (1.1) das Modellgleichungssystem

F& p =0 (1.3)

fiir das gesamte Anlagenmodell. Dieses Gleichungssystem ist in der Regel nichtlinear und
besitzt stets genauso viele Gleichungen wie Zustandsvariablen. Fiir jede Zustandsvaria-
ble gibt es also eine Modellgleichung, die ihr iiber eine Adressverwaltung o zugeordnet
werden kann. Um spéter, beispielsweise fiir die Optimierung, die Abhéngigkeit der Mo-
dellfunktion von den Designvariablen p bestimmen zu konnen, wird (dhnlich wie fiir die
Feedstrome) fiir jede Designvariable p; in einer Quellunit eine Zustandsvariable &,; sowie
die dazugehorige Modellgleichung

Foy = &i—pi = 0 (1.4)

erzeugt. In den iibrigen Modellgleichungen, die von dieser Designvariable abhédngen, wird
anstelle von p; dann &, verwendet, sodass jede Designvariable nur genau einmal im

Modellgleichungssystem vorkommt.

1.2 Stationare Simulation

Wiéhrend der stationdren Simulation werden die Modellgleichungen fiir fest gewéhlte
Designvariablen p nach den Zustandsvariablen & gelost. Hierfiir gibt es hauptséchlich

zwei Strategien:

1.2.1 Gleichungsorientierte Prozesssimulatoren

In einem gleichungsorientierten Prozesssimulator wie z.B. OPTISIM®, DIVA [35], Dy-
mola [5] oder gPROMS |[7] wird das gesamte nichtlineare Anlagengleichungssystem (1.3)
als Ganzes nach den Zustandsvariablen & gelost.
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Die Berechnung erfolgt in OPTISIM® durch ein inexaktes Newtonverfahren, wobei in
jeder Iteration ein Newtonschritt A¢ durch Losen des linearen Gleichungssystems

%ﬁ’p) AL = = F(p) (1.5)
berechnet wird [24|. Die analytischen Ableitungen der Modellfunktion nach den
Zustandsvariablen sind, soweit moglich, in den einzelnen Units hinterlegt. Die Jaco-
bimatrix ist diinn besetzt, da die Modellgleichungen einer Unit nur von den internen
Zustandsvariablen und den Eingangsstromen dieser Unit abhéngen. Daher kénnen zur
Losung von (1.5) effiziente Losungsverfahren fiir Systeme mit diinnbesetzte Matrizen

wie z.B. GMRES oder BiCG eingesetzt werden [24].

Die Modellfunktion F' und folglich auch die Losung & des Gleichungssystems (1.3) héngen
von der Wahl der Designvariablen p ab. Die Zustandsvariablen, die die Modellgleichungen
erfiillen, kénnen daher auch als Parametrisierung £(p) aufgefasst werden.

1.2.2 Sequentiell-modulare Prozesssimulatoren

Bei sequentiell-modularen Prozesssimulatoren wie zB. UNISIM® Design [11],
ProSimPlus® [10], Aspen Plus® [2], Aspen HYSYS® [1], CHEMCAD 3| oder
Pro/II [9] werden die Modellgleichungen (1.1) jeder Unit einzeln gelost. In manchen
Féllen werden auch hier die Modellgleichungen mehrerer Units zu einem Subflowsheet
zusammengefasst und gemeinsam gelost, der Gesamtansatz bleibt jedoch sequentiell.
Die Reihenfolge, in der die Modellgleichungen der einzelnen Units gelost werden,
entspricht bei der Mehrzahl der Simulatoren der Stromrichtung. Dadurch kénnen die
berechneten Ausgangsgrofsen einer Unit entsprechend der Flowsheettopologie wie in

(1.2) direkt als Eingangsgrofen an die néchste Unit weitergegeben werden.

Vorteil der sequentiell-modularen Methode ist zum einen, dass durch die Ergebnisse der
vorhergehenden Unit stets Startwerte zur Losung der Modellgleichungen der betrach-
teten Unit gegeben sind. Bei der gleichungsorientierten Methode hingegen miissen zu
Beginn der Simulation erst geeigneten Startwerte gesucht werden. Zum anderen kénnen
fiir jeden Modelltyp die Eigenschaften der zugehdrigen Modellgleichungen ausgenutzt
und speziell angepasste Losungsverfahren verwendet werden (z.B. [45]).

Nachteil des sequentiellen Ansatzes ist jedoch, dass Stromriickfithrungen (Recycles) ite-
rativ berechnet werden miissen, was besonders bei groffen Anlagen mit groften Recycles
sehr aufwendig ist und enorme Rechenzeiten zur Folge hat.
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Zudem konnen bei der gleichungsorientierten Methode analytische Ableitungen der
Designvariablen nach den Zustandsvariablen berechnet werden (vgl. Abschnitt 1.3.1).

OPTISIM® ist ein gleichungsorientierter Simulator, da er fiir groke Flowsheets mit
vielen Units und grofen Kreisldufen entwickelt wurde. Fiir spezielle Aufgabenstellun-
gen ist jedoch auch ein Verfahren zur sequentiellen stationdren Simulation implementiert.

1.3 Stationdre Optimierung in OPTISIM®

Nachdem in der stationdren Simulation die Zustandsvariablen £ fiir fest gewéhltes p ge-
16st wurden, kénnen nun innerhalb einer stationdren Optimierung die Designvariablen
p freigegeben werden. Diese Freiheitsgrade werden dann so bestimmt, dass eine Ziel-
funktion ® minimiert und gegebene Nebenbedingungen erfiillt werden. Die Zielfunktion
kann beispielsweise die Gesamtenergie oder den spezifischen Verbrauch einer Anlage,
Investitionskosten oder auch eine Fehlerquadratsumme zur Anpassung eines Modells an
Messdaten enthalten. Nebenbedingungen sind z.B. Produktreinheiten, ein Mindestab-
stand zwischen der kalten und der warmen Summenkurve eines Wérmetauschers zur
Einhaltung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik, oder die Begrenzung von Tem-
peratur und Druck, um Feststoffausfall oder das Durchlaufen des kritischen Punktes zu

verhindern.

1.3.1 Reelle Optimierung

Wihrend einer reellen (kontinuierlichen) Optimierung werden Probleme der Form

min - ®(¢(p))

p
UdN Pmin S p S Pmax (1 6)
gmin S 5] (p) S gmax
Cmin S C(f(p)) S Cmax

mit ¢ : R™ — R, ¢: R™ — R™2, betrachtet.

Die Auswertung von Zielfunktion und Nebenbedingungen erfolgt nur fiir stationére
Zusténde, die die Modellgleichungen (1.3) erfiillen, daher wird ¢ in Abhéngigkeit von p
angegeben.

AuRer den Zustands- und Designvariablen werden in OPTISIM® withrend der Optimie-
rung noch Zwischengrofien verwendet, die meist Kenngrofsen eines Warmetauschers
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wie z.B. seine Ubertragungsfiahigkeit reprisentieren. Diese Groken hingen von den Zu-
standsvariablen £(p) fiir einen bestimmten Wert von p ab und werden erst nach erfolg-
reicher Losung des Anlagengleichungssystems (1.3) berechnet.

Die Zielfunktion ® wird in Abhéngigkeit von den Zustandsvariablen ¢ und evtl. den eben
beschriebenen Zwischengrofen formuliert. Selbst wenn die Zielfunktion eine Designva-
riable p; enthalten soll, so wird die zugehorige Zustandsvariable &,; aus (1.4) verwendet.
Die Nebenbedingungen sind Beschriankungen einerseits der Optimierungsvariablen
p durch ppi, und pp.x € R™ und einzelner Zustandsvariablen £; = (&)ics mit
J C {1,..,s}, |J| = mq durch & und &pax € R™!. Zudem kénnen die oben be-
schriebenen Zwischengréfien oder auch Summen aus Zustandsvariablen als zusétzliche
Nebenbedingungen, die hier mit ¢ bezeichnet werden, durch cp;, und cp.e € R™
beschrankt werden.

Die Losung solcher Optimierungsprobleme erfolgt in OPTISIM® bislang durch SQP-
oder SLP-Verfahren. Diese iterativen Verfahren bendtigen in jeder Iteration die Aus-
wertung von Zielfunktion und Nebenbedingungen sowie deren Ableitungen nach den
Optimierungsvariablen p. Dadurch ist in jeder Iteration das Losen des Anlagenglei-
chungssystems (1.3) erforderlich. Aus dem Ergebnis dieser stationdren Rechnung fiir
einen aktuellen Wert der Optimierungsvariablen lassen sich dann die aktuellen Werte
der Funktionen ® und ¢ sowie deren Ableitungen bestimmen.

Die Ableitungen konnen tiber den impliziten Funktionensatz berechnet werden. Dieser
besagt, dass die Gleichung F'(¢,p) = 0 in einer Umgebung von (¢, p) die Zustandsvaria-
blen £ als eindeutige, stetig differenzierbare Funktion von den Designvariablen p definiert.
Die Abhéngigkeit der Zustandsvariablen von p wurde bereits in Abschnitt 1.2 erwéhnt
und in der Formulierung des Optimierungsproblems verwendet. Fiir die Ableitungen
folgt aus Gleichung (1.3)

OF(§,p) d§  OF(Sp)
o e ) (1)

Die partiellen Ableitungen der Modellfunktionen nach den Designvariablen sind bekannt,
da p; nur in der ihr zugeordneten Gleichung (1.4) enthalten ist, daher gilt mit dem
Kroneckersymbol d;;

OF(&,p)
8pj

= —dio(j): (1.8)

Die partiellen Ableitungen der Modellfunktionen nach den Zustandsvariablen sind be-
reits aus Gleichung (1.5) bekannt. Folglich lassen sich die Ableitungen der Zustandsva-
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riablen nach einer Optimierungsvariablen p; aus folgendem linearen Gleichungssystem
berechnen, wobei mit e; der i. kanonische Einheitsvektor bezeichnet wird:

oF(&p) d& _
8§ dpj = Co(y) (19)

Dieses System muss fiir jede Optimierungsvariable p; gelost werden. Hierbei kann die
Matrix und v.a. ihre LU-Zerlegung aus der Berechnung des letzten Newtonschrittes der

vorangegangenen stationdren Simulation (1.5) weiter verwendet werden.

Die Ableitung der Zielfunktion ® nach den Designvariablen erhélt man durch die Ket-
tenregel als

d<I> od(¢ afi
Z 3& 8p : (1.10)

Die Ableitungen der Nebenbedingungen ¢ nach den Optimierungsvariablen ergeben sich
genauso aus den partiellen Ableitungen nach den Zustandsvariablen und den Ableitungen
der Zustandsvariablen nach den Designvariablen.

dg;
Z 551 dp (1.11)

Die in OPTISIM® implementierten SQP-Verfahren enthalten Regularisierungsverfahren
nach Powell [42], Tone [49] und Spellucci [47]. Diese Verfahren ermoglichen das Losen
des Optimierungsproblems, auch wenn die Nebenbedingungen anfangs verletzt sind oder
durch die Linearisierung der Nebenbedingungen kein zuldssiger Punkt mehr gefunden
werden kann.

Aufserdem ist eine Schrittweitenbeschrankung implementiert. Damit soll verhindert wer-
den, dass die Auswertungspunkte fiir die stationdre Simulation zu weit vom aktuellen
Punkt entfernt sind, was aufgrund der lokalen Konvergenz des Newtonverfahrens zu
Konvergenzproblemen fithren kann. Darauf wird in Kapitel 2 weiter eingegangen.

1.3.2 Gemischt-ganzzahlige Optimierung

In manchen Fillen sollen auch ganzzahlige Designvariablen p™ € 72, wie z.B. die Bo-
dennummer eines Zulaufs oder Abzugs an einer Destillationskolonne, sowie ganzzahlige
Nebenbedingungen, z.B. der Mindestbodenabstand zwischen zwei Kolonnenzuldufen, in
die Optimierung einbezogen werden. In diesem Fall liegt dann folgendes nichtlineares
gemischt-ganzzahliges Problem (MINLP) vor:
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min  O(¢(p,p™))

(p.p™*)
wd N puin < p < Pmax
pi’ﬁ?n < pint < pimn;x (1.12)
bmin < E1(00™) < Emax
min < c€(Pp™)) < Cmax
Cmm < ED ™) <
wobei nun die Zielfunktion ® : R™ x Z™? — R, die reellen Nebenbedingun-

gen ¢ : R™ x Z"™ — R™ und zusitzlich die ganzzahligen Nebenbedingungen
o R™ x ZM? — 7™ sowie die ganzzahligen Schranken p™f pint € Z™2 und
cmt Lt € 7™ (nyy, ms € IN) gegeben sind.

Solche Optimierungsprobleme werden in OPTISIM® durch ein Outer-Approximation
Verfahren nach Grossmann et al. [22, 50| gelost. Aufgrund von Stabilitétsproblemen beim
Umschalten zwischen verschiedenen Konfigurationen einer Destillationskolonne wurden
spezielle Stabilisierungsmafnahmen entwickelt [48]. In diesem Outer-Approximation
Verfahren wird abwechselnd ein reelles Optimierungsproblem der Form (1.6) fiir feste
Werte in den ganzzahligen Parametern p™ und ein linearisiertes gemischt-ganzzahliges
Problem (MILP) gelost.

Die Ableitungen der Zielfunktion und der Nebenbedingungen nach den ganzzahligen
Optimierungsvariablen p™ lassen sich genauso bestimmen wie fiir die reellen Optimie-
rungsvariablen p (sieche Abschnitt 1.3.1).

Die Losung der linearen gemischt-ganzzahligen Probleme erfolgt iiber den GNU-Solver

glpk [6].

26



Kapitel 2

Aufgabenstellung

2.1 Verfahrenstechnische Herausforderungen in der
Optimierung

Viele Prozesssimulatoren betrachten nur einzelne Bauteile bzw. chemische Teilprozesse
einer Anlage. Die Besonderheit von OPTISIM® ist, dass hiermit ganze Anlagen mit
vielen unterschiedlichen Apparaten modelliert, simuliert und optimiert werden kénnen.
Dabei entstehen sehr grofe Systeme mit mehreren tausend Gleichungen und Zustands-
variablen. Die Losung dieser Systeme beinhaltet aufgrund der Eigenschaften der Mo-
dellfunktionen Herausforderungen, welche sich oftmals als Konvergenzprobleme bei der
stationdren Simulation dufern. Kénnen die Modellgleichungen (1.3) wihrend einer Op-
timierung nicht gelost werden, so kann die Optimierung, wie sie in Abschnitt 1.3 be-
schrieben wurde, nicht fortgefiihrt werden, da die aktuellen Werte fiir die Zielfunktion,
die Nebenbedingungen sowie deren Ableitungen nicht vorliegen.

Im Folgenden werden mdgliche Griinde fiir die Konvergenzprobleme bei der Berechnung
des stationdren Modells betrachtet:

2.1.1 Nichtlinearitat

Die Modellfunktion F'ist hochgradig nichtlinear und das Newtonverfahren besitzt nur lo-
kale Konvergenzeigenschaften. Der Erfolg einer stationdren Simulation héngt daher sehr
stark von der Wahl des Startwerts ab. Aus diesem Grund wurden in OPTISIM® an eini-
gen Stellen Homotopieverfahren (vgl. z.B. [20, Abschnitt 4.4.2]) implementiert. Bei einer
Anderung der Designvariablen p beispielsweise wird diese Anderung in mehrere Schritte
unterteilt und das Modellgleichungssystem so nur langsam verédndert. Die Simulation
wird in jedem Schritt durchgefiihrt, wobei die Losung einer Simulation als Startwert fiir
die néchste verwendet wird, solange bis man schliefslich zur Losung des Systems fiir die
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gewiinschten Designvariablen gelangt. Ahnlich wirkt die Schrittweitenbeschrinkung in
der Optimierung (vgl. Seite 25). Dabei wird die maximale Schrittweite in der Linien-
suche beschrinkt, um die Auswertung der Zielfunktion und Nebenbedingungen in den

Testpunkten der Liniensuche zu erreichen.

2.1.2 Unstetigkeiten

Die Struktur und Funktionsvorschrift der Modellfunktion F' hdngt nicht nur, wie in Ab-
schnitt 1.1.1 beschrieben, von einigen Konstanten ab, sondern auch von den Vorzeichen
der Werte ¢(&, p) sogenannter Schaltfunktionen ¢ : R**"» — R [24]. Die Schaltfunktio-
nen dienen dazu Grofen, die nicht iiber die gesamte Rechnung hinweg konstant sind, zu
beriicksichtigen und zwischen unterschiedlichen Zusténden des Systems, die durch un-
terschiedliche Gleichungen modelliert werden, zu wechseln. Damit konnen beispielsweise

e unstetige Kennlinien eines Reglers,

e das Auftreten oder Verschwinden einer Phase (z.B. wenn beim Erhitzen der Sie-
depunkt eines Gemisches erreicht wird und das Gemisch nicht mehr nur fliissig,
sondern teilweise fliissig und teilweise gasformig ist),

e abschnittsweise stetige physikalische Stoffeigenschaften (z.B. die Dichte an Pha-
sengrenzflichen mehrphasiger Strémungen oder die Enthalpie eines Reinstoffs als
Funktion in der Temperatur am Tau- oder Siedepunkt, wie in den Abbildungen
2.1 und 2.2 dargestellt),

e die geometrische Beschrinkung eines Simulationsmodells (z.B. beim Uberlaufen
oder Leerlaufen eines Behélters) oder

e der Ubergang von laminarer in turbulente Rohrstrémung beim Uberschreiten der
kritischen Reynoldszahl

modelliert werden.

Jedes Mal wenn eine Schaltfunktion ihr Vorzeichen wechselt, d.h. eine Modellfunktion
ausgetauscht wird, entsteht eine Unstetigkeit. Die Unstetigkeitsstellen kénnen jedoch
nicht a priori bestimmt werden. Die Unstetigkeiten in den Modellfunktionen fiithren

meist auch zu Unstetigkeiten in den Ableitungen.

In OPTISIM® wird zwischen folgenden Arten von Unstetigkeiten unterschieden [24]:

1. Anderungen in der Modellfunktion F ohne Auswirkung auf die Jacobimatrix

OF(§,p)
o3

2. Anderungen in den Werten der diinnbesetzten Jacobimatrix der Modellfunktion
unter Beibehaltung ihrer Belegungsstruktur
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T ——

-777 =335 0°C

T 10
of D B
K ,,,;',-z R keal mol! > ——
8 0 760 906 °C 14011535
b a0 f 80— = — 20/ .
AH, kJmol Ty Iy [, 4,|kealmo
5 v 6 3 b e Y A L 1
Ry — X
20 b S50t I ! ,’5;_ ?
: B 2 40} dyHy G FI
= ! = L a0l ! Lol *
L. Q |
NHyis)  AFH ) Nrslg) |2 < 20} ! SRR
i . 101 w-fFe 1 p-Fe SRl
0 ! ! L 0
4 100 . 200 K 300 0 500 7000 500 K 2000
— y

Abbildung 2.1 Molare Enthalpiezunahme
von Ammoniak in Abhéngigkeit von der Tem-
peratur, aus: [37, S.107]

Abbildung 2.2 Molare Enthalpiezunahme
von Eisen in Abhéngigkeit von der Tempera-
tur, aus: [37, S.107]

3. Anderungen in den Abhingigkeiten der Modellfunktion und damit in der Bele-
gungsstruktur der Jacobimatrix der Modellfunktion

4. Anderungen in der Anzahl der Gleichungen und Zustandsvariablen

Beispiel 2.1 (Phasenwechsel innerhalb eines Wirmetauschers)

warmer Strom

-

>

kalter Strom

flissig zweiphasig gasférmig

Abbildung 2.3 Modell eines Warmetauschers

Betrachtet wird das detaillierte Modell eines Gegenstromwérmetauschers mit zwei Stro-
men (siche Abb. 2.3). Die Eintrittstemperaturen der beiden Stréme seien vorgegeben,
wobei der kalte Strom am Eintritt fliissig und am Austritt gasféormig sei. Die Diskretisie-
rung des Warmetauscher erfolgt entlang seiner Lénge [24]. An einem dieser Diskretisie-
rungspunkte tiberschreitet die Temperatur des kalten Stroms erstmals die Siedetempera-
tur und an einem Punkt die Tautemperatur. Vor dem ersten Phasenwechselpunkt wird
der kalte Strom mit den Eigenschaften eines fliissigen Stroms behandelt, zwischen den
beiden Punkten (falls diese nicht zusammenfallen) als zweiphasiger Strom und danach
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als gasformiger Strom. Verandert man nun die Strommenge des warmen Stroms, so ver-
schieben sich diese Phasenwechselpunkte. Dadurch dndert sich dann auch die Struktur
der Jacobimatrix der Modellfunktion.

2.1.3 Approximation von Ableitungen

Wie in Abschnitt 1.1.2 erwéhnt, beschreiben Zustandsgleichungen den funktionalen Zu-
sammenhang von Stoffeigenschaften unter bestimmten Bedingungen. Fiir manche Stoff-
werte steht jedoch unter gewissen Bedingungen keine Zustandsgleichung in geschlossener
Form zur Verfiigung. In diesem Fall miissen die Stoffwerte heuristisch bestimmt werden.
Dadurch liegen keine analytischen Ableitungen vor. Diese werden dann beispielsweise
durch finite Differenzen approximiert.

2.1.4 Singularitaten

In manchen Fillen kann eine Anderung der Designvariablen p dazu fithren, dass die
Jacobimatrix der Modellfunktion singuldr wird. Dann ist die Losung des linearen Glei-
chungssystems (1.5) nicht mehr moglich.

Beispiel 2.2 (Druck spezifizierter Kreislauf)

S1 . p3 = min {p1, p2}
——— | Mix 1
» S3
S2 Ap1>0
Mix 2 |« s
Ap2 <0

Abbildung 2.4 Beispiel fiir Singularitét

Der Kreislauf aus Abbildung 2.4 kann in der Designrechnung iiber Druckangaben spezi-
fiziert werden. Der Feedstrom S1 wird in der ersten Mixunit mit dem Strom S2, der aus
einer zweiten Mixunit stammt, gemischt. S1 habe den Druck pl und S2 den Druck p2.
Der erste Mix sei so spezifiziert, dass der Austrittsstrom S3 den Druck p3 = min{p1, p2}
hat. Der Verdichter erhéht den Druck anschliefsend auf p4 = p3 4+ Apl mit Apl > 0 und
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der zweite Mix verringert den Druck wieder auf p2 = p4+ Ap2 mit Ap2 < 0. Dazwischen
kénnen noch weitere Prozessschritte liegen, die den Druck jedoch nicht verdndern. Eine
typische Optimierungsaufgabe lautet dann, die Verdichterleistung Apl unter Freigabe
des Drucks pl zu minimieren. Wird dabei der Druck pl so stark erhéht bzw. Apl so
stark verringert, dass p2 < pl ist, so gilt p3 = p2 und das System ist unterbestimmt, d.h.
die Jacobimatrix der Modellgleichungen ist singulér und pl hat keinen Einfluss mehr auf
das System.

2.1.5 Grenzen des Modells

Ein gegebenes Modell ist nur innerhalb bestimmter Grenzen giiltig. Daher gibt es nicht
zu jeder Wahl der Designvariablen p Zustandsvariablen &, die die entsprechenden Mo-
dellgleichungen 16sen.

Beispiel 2.3 (Uberlaufender Kreislauf)

S6
Mix —————»{ Split Flash

is3

S5

Abbildung 2.5 Beispiel fiir Grenze der Modellierung

In den Kreislauf, der in Abbildung 2.5 dargestellt ist, wird ein Strom S1 mit zwei Kom-
ponenten z; und x5 eingespeist. Der Mix mischt den Feedstrom mit dem Riickfluss S5
eines Flashs. Im Split kann iiberschiissiges Material bis zu einer bestimmten Menge ab-
fliefsen. Der Reststrom S4 wird in den Flash, der auf Druck und Dampfanteil spezifiziert
wurde, geleitet. Dort wird oben der Strom S6 abgezogen, wihrend der untere Strom
S5 in den ersten Mix zuriickgefiihrt wird. Nun kann es passieren, dass aufgrund der
gegebenen Temperatur und des Drucks, Strom S6 nur die Komponente x; enthélt. Ist
nun der Ausfluss S3 im Split zu klein, so ,lauft der Kreislauf iber”, d.h. der Anteil an
der Komponente x5 wird grof, der Strom S6 wird klein und die Materialbilanz kann
fiir Komponente x, nicht mehr erfiillt werden. Dem System wird dann mehr Material
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zugefiihrt als entnommen. Die thermodynamische Formulierung der Austrittsmenge der
zweiten Komponente im oberen Strom des Flashs 25(56) = f(z1, 22, p,T) kann den zur
Erfiillung der Materialbilanz notwendigen Wert dann nicht mehr erreichen.

2.1.6 Physikalische Grenzen

Werden physikalische Grenzen iiberschritten, so kann die Modellfunktion F' nicht mehr
ausgewertet werden. Beispielsweise konnen die Stoffdatenfunktionen fiir negative Werte
des Drucks nicht ausgewertet werden. Das Anlagengleichungssystem (1.3) kann an einem
solchen Punkt nicht gelost werden.

2.2 Neue Ansatze fiir die Optimierung

2.2.1 Simultane Optimierung

Um wéhrend einer Optimierung die aktuellen Werte der Zielfunktion und der Nebenbe-
dingungen fiir einen bestimmten Wert der Designvariablen p zu erhalten, miissen, wie
in Abschnitt 1.3 beschrieben, jedes Mal das stationdre Modellgleichungssystem (1.3)
nach den Zustandsvariablen £ gelost, sowie die bendtigten Zwischengrofen berechnet
werden. Folglich wird bei diesem Ansatz, der auch als sequentielle (oder verschachtelte
[18]) Optimierung bezeichnet wird, in jeder Iteration des Optimierungsverfahrens das
Gleichungssystem mindestens einmal gelost. Falls die Anderungen in p zu grof sind,
muss das Gleichungssystem iiber das in Abschnitt 2.1.1 vorgestellte Homotopieverfah-
ren mehrfach gelost werden. Ebenso sind wéahrend einer Liniensuche meist mehrere
Auswertungen fiir verschiedene Schrittweiten innerhalb einer Optimierungsiteration
notig. Dies fiihrt einerseits zu einem grofsen Rechenaufwand, andererseits kann die
Optimierung nur fortgefithrt werden, wenn die stationédre Simulation ein Ergebnis liefert.

Um die Konvergenzprobleme der stationdren Simulation wihrend der Optimierung zu
umgehen, wird in dieser Arbeit der simultane Ansatz fiir die in Abschnitt 1.3 vorge-
stellte Optimierungsaufgabe betrachtet. Bei der simultanen Optimierung werden die
Modellgleichungen (1.3) nicht in jeder Optimierungsiteration vollstindig gelost, sondern
als Nebenbedingungen in die Optimierung mit eingebunden. Die Optimierungsvariablen
bestehen dann aus den Zustandsvariablen £ und den Designvariablen p. Lésst man nun
fiir unbeschrénkte Variablen die Grenzen 400 zu, so erhélt man anstelle des in Abschnitt
1.3.1 beschriebenen Optimierungsproblems (1.6) folgendes, ungleich groferes Optimie-
rungsproblem:
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wmin (¢, p)
WAN. poin < P < Pmax
fmin < € < Emax (2.1)
Cmin < ¢(§,0) < Cmax
F(¢p) =0

Hierbei sind wihrend der Optimierung nur Funktionsauswertungen von F'(£,p) sowie
deren Ableitungen notwendig, die Gleichungen (1.3) miissen jedoch erst am Ende der
Rechnung erfiillt sein. Die Zielfunktion ® und die Nebenbedingungen c¢ sind nun in
Abhéngigkeit von £ und p formuliert, da der Zusammenhang &(p) nicht mehr gegeben ist.

Die in Abschnitt 1.3.1 beschriebenen Zwischengrofen werden bei der sequentiellen Op-
timierung erst nach Losung des stationdren Gleichungssystems (1.3) berechnet. Dies ist
wahrend einer simultanen Optimierung nicht moglich, da die Modellgleichungen nicht
in jeder Iteration erfiillt sind. Allerdings steht in der OPTISIM®-Modellbibliothek eine
Unit zur Verfiigung, die die meisten dieser in der Optimierung verwendeten Grofsen be-
rechnet und als Ausgangsgrofien bereit stellt. Damit sind diese Gréfsen Zustandsvariablen
und miissen nicht langer separat betrachtet werden.

Die Zielfunktion ® ist entweder eine gewichtete Summe von Zustandsvariablen oder eine
gewichtete Fehlerquadratsumme aus Zustandsvariablen und Konstanten. Als zusétzliche
Nebenbedingungen ¢ kénnen zudem Summen aus Zustandsvariablen beschrinkt werden.

In diesem Abschnitt sowie auch den beiden folgenden Kapiteln wird nur das konti-
nuierliche nichtlineare Problem aus Abschnitt 1.3.1 mit reellen Optimierungsvariablen
betrachtet. Liegt ein gemischt-ganzzahliges Optimierungsproblem vor, so wird weiterhin
das Outer-Approximation Verfahren verwendet, wahrenddessen fiir verschiedene Werte
der ganzzahligen Variablen wiederum reelle Probleme gelost werden. Damit kénnen

auch in diesem Fall die hier gemachten Uberlegungen eingesetzt werden.

Fasst man nun die Optimierungsvariablen zu z = zusammen und setzt entspre-
p

chend zi, = (fmin) und Tpax = <§max), so erhalt man das Optimierungsproblem

Pmin Pmax
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min  ¢(z)

(2.2)
Cmin S C(ZL’) S Cmax
F(x) =0

Der simultane Optimierungsansatz wurde bereits unter verschiedenen Bezeichnungen in
unterschiedlichen Bereichen angewendet: Biegler und Hughes [14] nutzten ihn beispiels-
weise unter der Bezeichnung ,infeasible path® fiir sequentiell-modulare Prozesssimula-
toren, Schmid und Biegler [45] in Verbindung mit dem Prozesssimulator SEPSIM [12],
Haftka [32] fiir die Optimierung von Modellen zur Fachwerk- und Strukturberechnung,
Biegler, Cervantes und Wéichter [15] fiir die dynamische Optimierung einzelner verfah-
renstechnischer Prozesse oder Biegler und Wéchter [18] unter der Bezeichnung ,SAND*
ebenfalls fiir verfahrenstechnische Anwendungen.

Bei der Optimierung mit partiellen Differentialgleichungen als Nebenbedingungen wird
dieser Ansatz auch als ,one-shot Methode bezeichnet.

Zur Losung des Optimierungsproblems (2.2) ist ein robustes und v.a. fiir groke Systeme
und diinnbesetzte Matrizen geeignetes Optimierungsverfahren notwendig. Biegler ver-
wendete hierfiir in [45, 18] das rSQP-Verfahren. Dies eignet sich besonders bei bestehen-
den Simulatoren, die zur Losung der Modellgleichungen das Newtonverfahren verwenden,
da die vorhandenen Routinen zur Berechnung eines Newtonschritts weiterverwendet wer-
den koénnen. Dieses Verfahren wurde spéter durch die Innere-Punkte-Methode und ihre
Implementierung IPOPT abgelost (vgl. [18, 15]). Dadurch muss kein quadratisches Teil-
problem gelost werden, das mit seiner Strategie der aktiven Menge besonders bei vielen
Ungleichungsnebenbedingungen doch sehr rechenzeitaufwéndig werden kann.

Die Innere-Punkte-Methode soll nun auch bei der simultanen Optimierung in
OPTISIM® zum Einsatz kommen.

Betrachtet man die Formulierung des Optimierungsproblems des simultanen Ansatzes
(2.2) unter den in Abschnitt 2.1.2 und 2.1.3 beschriebenen Unstetigkeiten und Appro-
ximationen, so erhélt man folgende Eigenschaften: In der Modellfunktion F(£,p) und
folglich auch in ihren Ableitungen %—? treten an manchen Stellen Unstetigkeiten bzw.
Storungen auf. Dies hat zur Folge, dass im hier betrachteten Optimierungsproblem die
beschreibende Funktion der Gleichungsnebenbedingung sowie deren Ableitungen nicht
iiberall exakt auswertbar sind. Die Zielfunktion hingegen kann immer exakt bestimmt

werden, da sie eine Summe oder Fehlerquadratsumme von Optimierungsvariablen ist.
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In Kapitel 3 werden zunéchst die Innere-Punkte-Methode sowie einige Konvergenzresul-
tate dieses Verfahrens, wie es in IPOPT implementiert wurde, vorgestellt. Anschlieftend
wird die Konvergenz der dort verwendeten Filter-Liniensuche fiir gestorte Gleichungs-
nebenbedingungen untersucht. Dabei werden bestimmte Forderungen an die Stérungen
in den Nebenbedingungen und deren Ableitungen gestellt, damit die Konvergenz noch
gezeigt werden kann. Diese Stérungen sollen einen Teil der Unstetigkeiten sowie den
durch die Approximationen verursachten Fehler modellieren, wie sie sich zum Beispiel
durch Spriinge in der Modellfunktion oder auch nur in deren Ableitungen beim Wechsel

einer Modellfunktion ergeben.

2.2.2 Globaler Ansatz

Bei der optimalen Auslegung einer verfahrenstechnischen Anlage ist es wichtig, das
globale Minimum des betrachteten Optimierungsproblems (1.6) bzw. (1.12) zu finden.
Die giangigen Verfahren zur Optimierung unter Nebenbedingungen, wie z.B. das SQP-
oder das Innere-Punkte-Verfahren, liefern unter bestimmten Voraussetzungen globale
Konvergenz gegen Kandidaten fiir optimale Punkte. Ob eine gefundene Losung jedoch
wirklich die globale Losung unter allen zulédssigen Punkten ist, wird dabei nicht gepriift
[40, Kapitel 1]. Da die globale Konvergenz zudem nicht fiir alle in Abschnitt 2.1.2
beschriebenen Unstetigkeiten erwartet werden kann, ist es sinnvoll, einen globalen
Ansatz zu betrachten.

Im Ubersichtsartikel von Neumaier [38] werden verschiedene globale Optimierungs-
verfahren vorgestellt. Die Gittermethode ist die einfachste Form der vollstandigen
globalen Suche (vgl. [38, Abschnitt 1|, das heifst bei exakter Rechnung wird das globale
Minimum sicher gefunden. Dabei wird der zuldssige Bereich der Optimierungsvariablen
durch ein Gitter unterteilt, dessen Zellen wiederum in ein feineres Gitter unterteilt
werden. In jedem Punkt des feinen Gitters wird die Zielfunktion ausgewertet und der
Punkt mit dem besten Wert der Zielfunktion innerhalb einer groben Zelle bestimmt.
In diesen Punkten wird dann jeweils eine lokale Optimierung gestartet. Das globale
Minimum wird zwar so garantiert gefunden, die Rechenzeit wichst jedoch exponentiell
mit der Anzahl der Optimierungsvariablen und ist daher nur fiir ein oder zwei Variablen
sinnvoll einsetzbar [38]. Beschleunigt wird dieses Verfahren beispielsweise durch wenige,
zufillig gewéhlte Startpunkte. Dadurch wird das Verfahren, das in [38, Abschnitt 7] als
,mnultiple random start“ bezeichnet wurde, zwar unvollstindig, das heifit es ist nicht
sichergestellt, dass wirklich das globale Minimum gefunden wird. Dennoch ist diese

Vorgehensweise bei Optimierungen in der Prozesssimulation durchaus géngig [23].
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Anstelle der zufillig gewahlten Startwerte wurde es hier als sinnvoll erachtet, die Kennt-
nisse der Anwender iiber die Zusammenhdnge der Optimierungsparameter innerhalb
der Anlage auszunutzen und vorgegebene Startwerte zu verwenden. Auf die Umsetzung

dieses Verfahrens wird in Kapitel 5 eingegangen.
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Kapitel 3

Innere-Punkte-Methode und IPOPT

3.1 Einige Definitionen vorab

Bevor in den néchsten Abschnitten das Innere-Punkte-Verfahren vorgestellt wird, werden
der Vollstandigkeit halber hier noch einige Grundwerkzeuge der Optimierung definiert,
wie sie beispielweise in [29, 40| eingefiihrt werden.

Fiir ein restringiertes nichtlineares Optimierungsproblem der Form

min  f(z)
wdN. £(z) = 0 (3.1)
Ax) >0

mit f: R” — R, ¢ : R" — R™¢ und ¢ : R"” — R™7, werden folgende Funktionen und
Bedingungen definiert:

Definition 3.1 (Lagrange-Funktion)
Die Funktion L : R"™ x R™ x R™* — R,

mz

L XN = f@) + Y X @) = > M)

i=1
heifit Lagrange-Funktion des restringierten Optimierungsproblems (3.1). Die Komponen-
ten von \¢ und XT heifien Lagrange-Multiplikatoren.

Definition 3.2 (Logarithmische Barrierefunktion)
Die Funktion B : R" x (0,00) — R,

Bla,p) = f@) = p ) mc(z) (3.2)
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heif$t logarithmische Barrierefunktion des ungleichungsrestringierten Optimierungspro-
blems (3.1) mit dem Barriereparameter p > 0.

Eine Barrierefunktion ist nur im zuléssigen Bereich der Ungleichungsbedingungen defi-
niert. Ein rein ungleichungsrestringiertes Optimierungsproblem lésst sich als unrestrin-
giertes Problem mit einer Barrierefunktion B(x, 1) als Zielfunktion ausdriicken. Genauso
lasst sich ein ungleichungs- und gleichungsrestringiertes Problem als rein gleichungsre-

stringiertes Problem formulieren:

Definition 3.3 (Barriereproblem)

Sind eine Barrierefunktion B(x,p), die die Ungleichungsrestriktionen c& beriicksichtigt,
und ein Barriereparameter pn > 0 gegeben, so lautet das zu (3.1) gehérige Barrierepro-
blem

min  B(x, u)
reR" (33)
wdN. (z) = 0.

Definition 3.4 (KKT-Bedingungen und KKT-Punkt)
Die K(arush-)K(uhn-)T (ucker)-Bedingungen des Optimierungsproblems (3.1) lauten

(1) VoL(@ X N) = V() + SN V(@) — S A V() = 0
=1 =1

(i) E(z) =

(43i)  Viz1, my M>0 A d@)>0 A MdE) =o.

2 K3 — 3

o

(3.4)

Jeder Vektor (z,\¢,\) € R*tmet™mz  der die KKT-Bedingungen erfiillt, heifit KKT-
Punkt.

Definition 3.5 (Regularititsbedingung von Mangasarian-Fromovitz)

Sei x € R™ ein zuldssiger Punkt von (3.1), d.h. alle Nebenbedingungen sind erfillt, und
sei A= {i|ct(x) = 0} die Indezmenge der aktiven Ungleichungsnebenbedingungen. Der
Punkt x geniigt den Regularitdtsbedingung von Mangasarian-Fromovitz (MFCQ), wenn
qgilt:

(i) Die Gradienten der Gleichungsrestriktionen V& (x), i € {1,..,me} in x sind linear

unabhdngig.
(ii) Es existiert ein Vektor d € R™ mit

Ve (2)'d=0 fir i€ {l,..me} und Vci(z)'d>0 fir iec A
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Zwischen den KKT-Bedingungen und den MFCQ-Bedingungen lésst sich folgender Zu-
sammenhang herleiten (vgl. z.B. [29, Satz 2.39]):

Satz 3.1 Sei z* ein lokales Minimum von (3.1), das die MFCQ-Bedingungen er-
fiilllt. Dann ewistieren Lagrange-Multiplikatoren \* € R™¢ und N\* € R™ sodass
(2%, \&*  NT*) ein KK T-Punkt von (3.1) ist.

3.2 Das Innere-Punkte-Verfahren

Die Innere-Punkte-Methode erzielte in den 1980er Jahren ihren Durchbruch, nachdem
der indische Mathematiker Narendra Karmarkar in [33] die polynomiale Laufzeit fir
lineare Probleme bewiesen hatte. Das Verfahren wurde dann fiir nichtlineare Probleme
erweitert. Hierbei sei auf den Artikel von Forsgren, Gill und Wright [27] verwiesen,
in dem die historische Entwicklung, sowie verschiedene Ansétze fiir die Innere-Punkte-
Methode und die Konvergenz des Barriere-Verfahrens zusammengefasst wurden. In den
letzten Jahren wurden verschiedene Optimierungssoftwarepakete, die ein Innere-Punkte-
Verfahren enthalten, entwickelt. Das wohl bekannteste und erfolgreichste ist IPOPT
[8, 54|, das von Wichter und Biegler entwickelt wurde. Dieses Paket ist im Internet
iiber COIN-OR [4] unter der ,Eclipse Public License* (EPL) auch fiir kommerzielle
Anwendungen frei verfiighar und wurde fiir unzéhligen Problemstellungen verwendet.
Eine Liste der Anwendungen ist unter der genannten Homepage verfiighar. Man kann
das Innere-Punkte-Verfahren daher als ,state of the art® Losungsmethode fiir reelle,

nichtlineare Optimierungsprobleme bezeichnen.

Im Folgenden wird die Innere-Punkte-Methode, insbesondere wie sie in IPOPT imple-
mentiert wurde, an Hand von |27, 40, 51, 52, 53, 54| vorgestellt.

Gegeben sei ein Optimierungsproblem der Form

min - f(z)
wdN. zF < z < Y (3.5)
cl< c(x) < Y

mit f: R* - R, c: R" - R™, 2l € [~00,00)", 2V € (—o00,00]", c& € [—00,00)™,

v € (—o0,00|™, das durch die Setzung von ¢ = ¢V auch Gleichungsnebenbedingun-
gen enthalten kann. Da Ungleichungsnebenbedingungen mit Hilfe von Schlupfvariablen
durch Gleichungsnebenbedingungen unter Beschrankung der Schlupfvariablen auf nicht-

negative Werte ersetzt werden konnen, wird im Folgenden das Optimierungsproblem
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min - f(z)
wdN. zF < o < 2V (3.6)

betrachtet. Des Weiteren werden I, = {i | ¥ # —oo} und Iy = {i | 2V # oo} mit
I, Iy € {1,..,n} als die Indexmengen der beschriankten Optimierungsvariablen bezeich-

net.
Alx) = (Vey (), ., Ven(@)) = (

chungsnebenbedingungen c¢(z).

Oc;i(x)

8—) ist die transponierte Jacobimatrix der Glei-
Li /i

3.2.1 Motivation

Die Innere-Punkte-Methode kann auf zwei verschiedene Arten motiviert werden
(vgl. |27, 40, 51]): zum einen durch das Losen einer Folge von Barriereproblemen
mit kleiner werdendem Barriereparameter, zum anderen durch wiederholtes Losen
von gestorten KKT-Bedingungen fiir kleiner werdende Stérung in der primal-dualen

Formulierung.

Mit der Barrierefunktion

Bla,p) = f(z) — p Y In(i—af) —p Y @l — ) (3.7)

iely, iEIU
und einem Barriereparameter p > 0 erhélt man aus (3.6) das Barriereproblem
min  B(x, p)

veR” (3.8)
wd.N. ¢(z) =0

Die KKT-Bedingungen dieses Barriereproblems lauten dann:

V.B(z,u) +A(x)A = 0

o) — 0 (3.9)

Das System (3.9) ist jedoch nicht wohldefiniert, da der Gradient der Barrierefunktion
an der Losung x* nicht definiert ist, falls dort eine Beschrinkung von z, beispielsweise
xf = xl) aktiv ist (vgl. z.B. [51]).
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Definiert man

; P falsiel, C fallsie I

=3 T und  z7 = ¢ L Tl (3.10)
0, sonst 0, sonst,

so erhélt man den Gradienten der Barrierefunktion V,B(z, u) = V f(z) — 2% + 2Y.

Betrachtet man nun die primalen Variablen x und die dualen Variablen A, z* und

2V als voneinander unabhiingig, so ergibt sich die primal-duale Formulierung der
KKT-Bedingungen (3.9) als

Vi) +Al@)\ —2F+2V =0
clx) =0
3.11
Glwi—af)—p =0, i€l 310)
XV —x)—p =0, icly.

Andererseits lautet die Lagrangefunktion von (3.6)

L(x, A\ 2520 = f(z) + ZAiCi(x> =D A wi—al) = YA (@] —w) (3.12)

el i€ly

mit den Lagrange-Multiplikatoren )\, 2% und zY, wobei zur Vervollstindigung z* = 0 fiir
i ¢ I, und 2 = 0 fiir ¢ ¢ Iy gesetzt wird.

Betrachtet man dann die mit dem Faktor p > 0 gestorten KKT-Bedingungen fiir (3.6),
so erhdlt man ebenfalls das Gleichungssystem (3.11).

Die Bedingungen in (3.11) werden auch gestorte Optimalitdtsbedingungen des
Problems (3.6) genannt.

Fiir 4 — 0 wird der Einfluss des Barriereterms bzw. die Storung der KKT-Bedingungen
immer kleiner. Das Innere-Punkte-Verfahren besteht nun darin, das lineare Gleichungs-
system (3.11) fiir eine Folge von Barriereparametern {s;}; mit s, I7%, 0 zu lésen.
Das Verfahren gliedert sich folglich in eine &ufsere und eine innere Schleife: die innere
Schleife 16st die primal-dualen Gleichungen fiir einen festen Barriereparameter pu,
die aukere Schleife priift den Fehler in den Optimalitdatsbedingungen und passt den

Barriereparameter geeignet an.
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Die Bezeichnung Innere-Punkte-Methode leitet sich daraus ab, dass die Ungleichungen

xi—xiLzO und  2F>0 fir el sowie

3.13
x?—xiZO und V>0 fir iely ( )

fiir 1 > 0 stets strikt erfiillt sein miissen [51].

3.2.2 Fehler in den Optimalitatsbedingungen

Um den Fortschritt des Verfahrens beurteilen zu kénnen, werden die primale und dua-
le Unzuléssigkeit sowie der Komplementaritétsfehler der Optimalitdtsbedingungen be-

stimmt.

Epr(2) = le(2)]ls
Eg(z, A, 2" 27) = ||Vf(z) + A(z)A — 2" + zUHOO (3.14)
Eeom(z,2",2Y) = max {||(X — X*)z" - /L@HOO, (XY = X)zY — ,ueHOO}

Der Fehler in den Optimalitdtsbedingungen des Barriereproblems ist dann
Egu(z,\, 2%, 2Y)

ECOm L? U
Eu(a:,)\,zL,zU) = max{ . Ey(z), (2,27, 2 )},
Sd Se

(3.15)

wobei die Wahl der Skalierungsfaktoren s, s. > 1 in |54] beschrieben wurde.

Das Innere-Punkte-Verfahren wird dann beendet, wenn ein Punkt (z, A\ 2L ZV) gefunden
wurde, fiir den der Fehler in den ungestorten Optimalitdtsbedingungen klein ist, d.h.

Eo(z, )25 2Y) < el (3.16)

3.2.3 'Wahl des Barriereparameters

In TPOPT wurden sowohl eine monotone als auch eine adaptive Strategie zur Wahl des
Barriereparameters p implementiert, die adaptive Strategie wird jedoch erst spéter in
Abschnitt 3.2.8 behandelt.

Die monotone Strategie nach Fiacco und McCormick wurde in [54] beschrieben. Das
Barriereproblem (3.8) wird fiir ein fest gewéhltes 11, gelost und anschliefend der Barrie-
reparameter verringert. Der neue Barriereparameter wird mit x, € (0,1) und 6, € (1, 2)
folgendermafien berechnet:
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Etol . 0
[t = max{ 1t_0 min{r,p;, p;"} } (3.17)

Um die Konvergenz zu beschleunigen, wird jedoch nicht jedes Barriereproblem fiir y; bis
zur Toleranz &4, gelost, sondern nur solange bis eine Néherungslosung (77, N, ZLid ZU3)
gefunden wurde, fiir die mit k. > 0 gilt

E, (#7,M, 559 3U99) < g, (3.18)

3.2.4 Losen der primal-dualen Gleichungen
Zur Vereinfachung der Notation seien im Folgenden alle primalen Variablen x be-

schrankt, d.h. I, = Iy = {1,..,n}.

Das System der primal-dualen Gleichungen (3.11) soll durch ein Newtonverfahren itera-
tiv nach den primalen und dualen Variablen gelost werden. Dazu wird in jeder Iteration
im aktuellen Punkt (2%, \¥, 21k 2Uk) das lineare Gleichungssystem

H, Az —Id Id AxF Vf(ak)+ A(zF) I\ — 2Bk 4 LUk
AEMT 0 0 0 AN c(z")
ZE 0 X,—X*t 0 Azlk | T ZE(ah — 2l) — pje
—zZY 0 0 XU—X;, ) \AUF ZT(2Y — a*) — pje

nach dem Newtonschritt (Az*, AN AzL* AzZU*) gelost. Hierbei bezeichnet Hj die
exakte oder approximierte Hessematrix der Lagrangefunktion.

Dieses lineare Gleichungssystem ldsst sich mithilfe von 3f = (X, —X%)™' ZF sowie
YU = (XV-X;)™' ZY und Xy = BE + 2 schreiben als

H,+%, A@@®) 0 0 Azk V. B(xk, ;) + A(x®) N\
AT 0 0 0 AN L c(z")

»L 0 Id 0| |AZLrk] | 2hF— (X — XE) e

—Y 0 0 Id) \AU* 200 — i (XY — X)) e

Anstatt dieses grofsen Systems geniigt es, das wesentlich kleinere Teilsystem mit sym-

metrischer Matrix

Hy+ 3y A(zh) [AzF) Vo B(xF, ;) + A(xF)\F
AT o ) \an) T o(a*) (3.19)
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nach (Axz*, AX¥) zu 16sen und anschliekend die entsprechenden Anderungen in den
Lagrange-Multiplikatoren zu berechnen

Ak — Lk ,uj(Xk—XL)_le — 2F AF
(3.20)
AVF = Uk Mj(XU_Xk)ile + Ellc] Az",

Um spéater bestimmte Eigenschaften der Filter-Liniensuche zu garantieren, ist es not-
wendig, dass die Projektion des oberen linken Blocks der Matrix aus (3.19) auf dem
Nullraum von A(2*)T positiv definit ist. Auferdem wird die ganze Matrix singulér, falls
A(z*)T nicht vollen Rang hat. Daher wird die Matrix mithilfe von ,,,%. > 0, die in
jeder Tteration geeignet gewéhlt werden (vgl. [54, Abschnitt 3.1]), leicht modifiziert und
das folgende System gelost (vgl. [51], [54]):

(Hk+2k+¢w]d A(x’“)) (Ax’“) B (VxB@k,uj)—l—A(xk))\k)
= - (3.21)

AP —pdd ] \ ANF c(z)

Wichtig fiir die Verwendung in OPTISIM® ist, dass eine Suchrichtung auch dann
berechnet werden kann, wenn die Jacobimatrix der Nebenbedingungen numerisch

singular wird.

Zur Losung des Teilproblems (3.19) der primal-dualen Gleichungen wird laut [51] ein
reduzierter Losungsansatz verwendet. Dieser Ansatz war der wesentliche Bestandteil der
reduzierten SQP-Verfahren, die in [16], [17], [45], etc. vorgestellt wurden.

Dafiir werden Matrizen Y € R™™ und Z;, € R™*(m—m) gewihlt, sodass die Spalten von
(Yk Zk> eine Orthonormalbasis von R™ bilden und auBerdem A(xk)TZk = 0 gilt, d.h.

die Spalten von Z, sind eine Basis des Nullraums von A(z*).

Die Suchrichtung Az* wird dann zerlegt in
Azk =Y, Azt + Z, Axh, (3.22)

Aus Gleichung (3.19) erhélt man dann

-1
Axk = — <A(xk)TYk> c(x®)

k ~T =\ or k v k (3.23)
Azl = — (Zk (H,, + Zk)Zk> Z;, <VxB(93 )+ (He + 28) Yy Aﬂ?y)
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3.2.5 Liniensuche

Nachdem fiir den aktuellen Punkt (2% \f 2Lk 2UF) eine  Suchrichtung
(Azk ANF AzBEAZUF) berechnet wurde, muss zur Bestimmung der néchsten
Iterierten (xF*1 M\b+1 pLk+1 SURHD) eine Schrittweite a bestimmt werden.

Bei dem in IPOPT implementierten Innere-Punkte-Verfahren wird zunéchst zwischen
der primalen Schrittweite a;, € (0, 1] fiir die primalen Variablen x sowie die Lagran-
gemultiplikatoren der Gleichungsnebenbedingungen A und der dualen Schrittweite
ai € (0,1] fiir die Lagrangemultiplikatoren der Ungleichungsnebenbedingungen 2%, 2V

unterschieden (vgl.[54]). Die néchste Iterierte ergibt sich dann als

o - xk+akAl,k

ML = A ANF 3,20
3.24

Skl zL’k+(1zAzL’k

ZU,k+1 _ zU,k_l_aZAZU,k

Fiir die Berechnung der dualen Schrittweite sowie der maximalen primalen Schrittweite
wird in [POPT der Abstandsfaktor

7; = max {Tmin, 1 — i} mit T € (0,1) (3.25)

verwendet. Durch die Anwendung der sog. Fraction-to-the-boundary Regel (dt.:
Randabstandsregel) wird verhindert, dass die Zielfunktion und die Nebenbedingungen
Y]

an Stellen auRerhalb des Intervalls [z%, 2Y] ausgewertet werden, in denen die Funktionen

eventuell gar nicht definiert sind.

Damit erhélt man unter Beriicksichtigung der beidseitigen Beschrankungen von x analog
zu [54, G1.(15)] die duale Schrittweite als

af = max { a € (0,1] | 227+ aAzMF > (1—75)20% A
Uk Uk Uk (3.26)
200 4+ a2 > (1—15) 277 1.
Fiir die primale Schrittweite ist das Maximum durch
A" = max { a € (0,1] | 2* + aAz* — 2% > (1 — 7)) (2" —2¥) A (3.27)

o — (e +ada®) > (1-m)E! —at) )

gegeben. Der genaue Wert fiir a, wird nun in einer Filter-Liniensuche bestimmt.
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3.2.5.1 Filter-Liniensuche

Die Filter-Liniensuche wurde von Wachter [51] bzw. Wichter und Biegler [53, 54| vor-
gestellt.
Bei einer herkdmmlichen Liniensuche (siehe z.B. [28, 29]) wird eine Meritfunktion der
Art

My(a) = B(z" +a A", pj) +p |c(a® + o AzY))|

mit Penaltyparameter p betrachtet und die Schrittweite « sukzessive verringert, bis
eine hinreichende Verbesserung der Meritfunktion, beispielsweise durch die Erfiillung
der Armijo-Bedingung

My(a) < M,(0) + na M)(0) mit 7€ (0,=),

gewihrleistet ist. Um diese Bedingung zu erfiillen, miissen sowohl der Wert der
Barrierefunktion als auch die Verletzung der Gleichungsnebenbedingungen zeitgleich
verringert werden. Der Penaltyparameter p nimmt hierbei entscheidenden Einfluss
darauf, ob die Bedingung erfiillt werden kann oder nicht, und damit auch auf das
Verhalten des Optimierungsverfahrens. Der Penaltyparameter muss in jeder Iteration
geeignet angepasst werden, wofiir es verschiedene Heuristiken, aber keine beste Wahl
gibt.

Um die Schwierigkeit der Wahl von p zu umgehen, wurden Filtermethoden entwickelt
[53]. Dabei wird das gleichungsrestringierte Problem (3.8) als Optimierungsproblem mit
zwei Zielfunktionen betrachtet. Einerseits soll der Wert der Barrierefunktion B(z, 1)
und damit auch der Wert der urspriinglichen Zielfunktion f(z) minimiert werden, ande-
rerseits die Verletzung der Gleichungsnebenbedingungen, die im folgenden mit

0(z) = |lc(2)] (3.28)
bezeichnet wird.

Definition 3.6 (Filter)
FEin Filter Fj, C [0,00) x R ist die Menge aller Paare (0,b), die in der k. Iteration
verboten sind. Ein neuer Punkt x heif$t durch den Filter akzeptabel, falls gilt

(0(x), B(x, 115)) & Fi

Der Filter wird so gefiillt, dass die Paare (6(z"), B(z*, 1;)) einiger vorangegangener

Iterierten z*

sowie alle Paare mit groferen Werten in beiden Komponenten, im Filter
enthalten sind. Damit sind nur Punkte akzeptabel, fiir die sich mindestens eines der

beiden Mafse gegeniiber dem Filter verbessert.
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Beim Innere-Punkte-Verfahren mit Filter-Liniensuche wird der Filter zu Beginn der Op-
timierung am Startpunkt z° als

Fo = {(0,b) € [0,00) xR | 0 > ™7} (3.29)

mit 6™ > 0(2) initialisiert. In bestimmten Iterationen wird der Filter dann durch die
Vorschrift

Fror1 = FrU{(0,0) €R* [ 0> (1 —)0(z") A b> B(a*, puy) — (") } (3.30)

erweitert, wobei vy, v, € (0, 1) klein gewahlt werden. In den restlichen Iterationen bleibt
der Filter Fj 1 = Fj unveréndert.

Die Filter-Liniensuche erfolgt iiber eine sukzessive Verkleinerung der Testschrittweite
oy, so lange bis der Testpunkt

xk,l _ .Z'k + U A.Z‘k

k?

als neue Iterierte akzeptiert wird. Letzteres erfolgt dann, wenn z®! erstens durch den

Filter Fj akzeptabel ist und zweitens eine von zwei Bedingungen zur hinreichenden
Verringerung von B(z, u;) oder 6(x) erfiillt ist. Welche der beiden Bedingungen erfiillt
werden soll, hingt von der Schaltbedingung

VoB(@" p)TAxE < 0 A apy [—VIB(xk,uj)TAxk]sb > I'p [9(3:’“)}89 (3.31)

mit den Konstanten I'g > 0, sy > 1 und s, > 1 ab.
Ist (3.31) erfiillt und #(z*) < ™" mit ™" > 0, so muss die Armijo-artige Bedingung

B(z" ;) < B(a®, ;) + np agg Vo B(2*, py)" Ax® (3.32)

mit 7, € (0, 1) erfiillt sein, um eine hinreichende Verbesserung der Barrierefunktion zu

erhalten.
Ist (3.31) hingegen nicht erfiillt oder 6(z*) > 6™ so muss die Bedingung

0(a") < (1 —)0(") v B(a™, ) < B(a*, ;) — wb(a") (3.33)
erfiillt sein, d.h. mindestens ein Wert muss sich hinreichend verbessern.
Wird die Testschrittweite ay; akzeptiert, so wird o, = oy, gesetzt. Falls die Schaltbedin-

gung (3.31) erfiillt ist, heifit die Schrittweite b-Schrittweite. Wird die Testschrittweite
oy, jedoch nicht akzeptiert, so wird eine neue Testschrittweite
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Qi1 € [V1ang, Vaog) mit 0 <y <1y <1 (3.34)

max

gewahlt. Die initiale Testschrittweite ist stets a0 = o]

Falls eine Testschrittweite oy kleiner wird als

(min Yo P)/be(xk) FB [e(xk)]&; } (*)
| VL Bk, 1) T A [=V, Bk, ;) TATT [
" =% 9 min {797 02" } , ()
—V.B(xF, p)T Ak
Yo, sonst, (3.35)

\
wobei (x) & VB pu)TAF <0 A 0(zF) <o
(k%) & VB ) Azb <0 A 0(2F) > omim

und v, € (0,1] ist, so wird die Liniensuche verlassen und die Feasibility Restoration
Phase (siehe Abschnitt 3.2.6) gestartet.

Die Erweiterung des Filters erfolgt nach der Formel (3.30), falls oy, keine b-Schrittweite
ist oder Bedingung (3.32) nicht erfiillt wurde [53, Abschnitt 2.5, Remark 4|, ansonsten
wird der Filter beibehalten. Durch dieses Vorgehen konnen Zyklen in den Iterierten

verhindert werden [53].

Anmerkung 3.1 In [53], [51], [54], etc. wird die Vorschrift zur Filtererweiterung durch

Fin = FeU{ (0.0) €R [0 (1—3)0(") A b2 Bla*,u) —ub) ) (3.30)

angegeben. Um die fiir den Konvergenzbeweis (siehe [53] und Abschnitt 3.4) notwendige
Forderung z**! ¢ F;,, fiir alle k € IN zu erfiillen, miissen meines Erachtens jedoch in
dieser Vorschrift beide ">’ durch strikte ">’ ersetzt werden (vgl. Gleichung (3.30)).
Eine neue Iterierte 2**! ¢ F, kann dadurch akzeptiert werden, dass sie nur eine der
Ungleichungen in Bedingung (3.33) mit Gleichheit erfiillt. Aufgrund der obigen Regelung
wird daraufhin der Filter erweitert. Geschieht dies nach der Vorschrift (3.36), so liegt
2¥1 jedoch im neuen Filter F 1.

Ein Beispiel hierfiir wurde in Abbildung 3.1 veranschaulicht. Sei Fy = [0(2°), 00) X R, im
Bild als rot schraffierte Flache einschlieflich der roten Linie gekennzeichnet. Im ersten
Fall erfiillt 2! die erste Ungleichung aus (3.33) mit Gleichheit und die zweite Ungleichung
nicht. Im zweiten Fall ist es genau umgekehrt. Beide Male liegt der Punkt (6(z), B(z!))
auf dem Rand des neuen Filters Fi, der im Bild als blaue Linie dargestellt ist. Nach Vor-

48



KAPITEL 3. INNERE-PUNKTE-METHODE UND IPOPT

Or)

B(x")-y 6(x°) - —é

i @

(147,)00¢)  6(x°) W/
e v

Abbildung 3.1 Beispiel fiir eine Filtererweiterung

o3

schrift (3.36) gehort der Rand zum neuen Filter F, nach der hier verwendeten Vorschrift
(3.30) jedoch nicht.

Anmerkung 3.2 In den Konvergenzbeweisen fiir das Filterverfahren (siehe Abschnitt
3.3.2 und 3.4) spielt die Logik, nach welchen Kriterien ein Punkt 2* withrend der Lini-
ensuche akzeptiert bzw. wann der Filter erweitert wird, eine entscheidende Rolle. Daher
wird sie hier nochmals zusammengefasst:

e Ist die Schaltbedingung (3.31) erfiillt und gilt §(2*) < ™" so muss die Armijo-
artige Bedingung (3.32) erfiillt und 2! durch den Filter F, akzeptabel sein, damit
2P als neue Iterierte akzeptiert wird.

e Ist die Schaltbedingung (3.31) nicht erfiillt oder gilt 0(z*) > 6™, so muss Bedin-
gung (3.33) erfiillt und %! durch den Filter F; akzeptabel sein, damit 2% als neue
[terierte akzeptiert wird.

e Sind die Schaltbedingung (3.31) und die Armijo-artige Bedingung (3.32) bei der
Akzeptanz der neuen Iterierten erfiillt, so wird der Filter nicht erweitert.

e Ist die Schaltbedingung (3.31) oder die Armijo-artige Bedingung (3.32) bei der
Akzeptanz der neuen Iterierten nicht erfiillt, so wird der Filter erweitert.

3.2.5.2 Second-Order Correction

Auch bei der Filter-Liniensuche kann es zum sog. Maratos-Effekt kommen, d.h. in
der Nihe der Losung z* wird der volle Schritt Az* nicht akzeptiert, da sich die
Barrierefunktion und die Verletzung der Nebenbedingungen verschlechtern, obwohl der
Schritt eigentlich in die richtige Richtung geht [52]. Um dies zu verhindern, wurde in
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I[POPT eine Second-Order Correction (dt.: Korrektur zweiter Ordnung) implementiert,
die in [54] vorgestellt wurde. Bei der Second-Order Correction wird eine Korrektur-
richtung berechnet und zu der Suchrichtung Az* addiert. Die Korrekturrichtung wird
so bestimmt, dass die Verletzung der Nebenbedingungen verringert wird und dadurch
die Akzeptanz dieser neuen Suchrichtung vereinfacht wird. Fiir die Filter-Liniensuche
mit Second-Order Correction wurde in [52] unter bestimmten Voraussetzungen lokale

superlineare Konvergenz bewiesen.

Wird nun die erste Testschrittweite ay, o nicht akzeptiert, so wird eine korrigierte primale
Suchrichtung Az" mit Hilfe von

9C = apoc(a®) + c(z + apoAxt) (3.37)

aus dem folgenden Gleichungssystem berechnet

Hy+ Zi + pold A@®) | (Ac VaB(a", ) + A(z")A*
A(a®)T o dd) \ AN T (500 (3.38)

Um keine weitere Matrixzerlegung vornehmen zu miissen, wird hierbei die Matrix aus

cor

dem System in Gleichung (3.21) verwendet. Dadurch erhdlt man mit Az“" bereits die

Summe aus erster Suchrichtung und Korrekturrichtung.

Anschliefsend wird wie in (3.27) die Fraction-to-the-boundary Regel angewandt und

%Y = max { a € (0,1] | 2" + a Az®" — 2 > (1 —7)(@" —2%) A
3.39
¥ —2F —a Az > (1-1)(2Y —2") } (3.39)
bestimmt. Falls der neue Testpunkt
xSOC — .’L‘k + aSOCAxcor
die entsprechenden Bedingungen der Filter-Liniensuche erfiillt, wird z*+! = 25°¢ und

= o°9C¢ gesetzt. Falls nicht, konnen bis zu h™** weitere Korrekturen berechnet wer-

Qg
den, wobei die Verletzung der Nebenbedingungen jedes Mal mindestens um den Faktor
k99¢ € (0,1) verringert werden soll. Falls die Second-Order Correction dann immer

cor verworfen und die Filter-

noch nicht erfolgreich ist, wird die Korrekturrichtung Az
Liniensuche mit der urspriinglichen Suchrichtung Az* und der nichstkleineren Test-

schrittweite oy, fortgesetzt.
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3.2.5.3 Anpassen der dualen Variablen

Um die Vorraussetzungen fiir die globale Konvergenz der Filter-Liniensuche (siehe Ab-

schnitt 3.3.2) zu erfiillen, sollte die primal-duale Hessematrix
Hpy +Yp = Hy+ (X — X5 ZE (XY - X))t 2V
nicht zu stark von der primalen Hessematrix
Ve L(a®, N8 288 208 (X, = X5) 72 4 1y (XY = X)) 72

abweichen. Um dies zu erreichen werden die aus (3.24) neu berechneten dualen Variablen
2Lk und 2YFEHL geeignet angepasst [54, GL.(16)], [53, Abschnitt 4.3]. Die Komponenten

Lk+1 Uk+1 e )
z" ™ und 2" werden dabei fiir ein kx> 1 in das Intervall
[ Hj Hjks } baw { Hj Hjiks ]
k+1 _ L\’ k+1 L ' U _ k+1\' U k+1
re(r; —xf) o — re(ry — o) @y — @
projiziert
Lk+1 . Lk+1 My Ky M
M max{mm {zi A k+]1 L}, k+f T
L T re(@; ™ — xy) (3.40)
Uk+1 : Uk+1 Hj ks i :
z; «— Imaxqmin< z o (¢ T (
Ly — & r(ry — i)

wodurch gilt

1 h - —

gﬂj (xf+1 _ xf) 2 < (If+1 _ xf) 1 zf’k+1 < K (xf—&-l o xf) 2
i ; (xU — xk+1)—2 < (xU _ a:kH)_l LUk (ZL‘U B xkﬂ)_Q (3.41)
P Hj T3 i = (& i i < kspj(z; i

3.2.6 Feasibility Restoration Phase

Die Feasibility Restoration Phase (dt.: Zuldssigkeits-Wiederherstellungs-Phase) wird ge-
startet, wenn die primale Schrittweite aj; wahrend der Liniensuche in Iteration k klei-
ner als o™ wird oder falls die Matrix in Gleichung (3.21) sehr schlecht konditioniert
ist und keine neue Suchrichtung berechnet werden kann. Wahrend der Feasibility Re-

gl \EFL oLk Uk herechnet werden, die

storation Phase soll eine neue Iterierte (
vom Filter F,, akzeptiert wird und die Verletzung der Nebenbedingungen hinreichend

verringert.
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Die Feasibility Restoration Phase, die in IPOPT implementiert wurde, besteht aus zwei
Teilen. In Teil A soll die Verletzung der Nebenbedingungen minimiert werden. Dazu
wird fiir einen Referenzpunkt z¥ mit Hilfe der Matrix

1
Dp = diag (min {1, @})

und dem Gewichtungsfaktor ¢ > 0 das Optimierungsproblem

min £ HDR(f — :BR)Hz + mei

zeR" p,neR™ 2

wdN. ¢(z)—p+n=0 (3.42)
U

wiederum durch die Innere-Punkte-Methode mit Filter-Liniensuche gelost. Der Iterati-
onsindex fiir 7 sei t. Die Matrix des zu loésenden Systems hat dieselbe Struktur wie die
Matrix in (3.21) mit 1, = 0.

Eine Second-Order Correction wurde fiir die Feasibility Restoration Phase nicht imple-
mentiert. Falls die Filter-Liniensuche, angewendet auf Problem (3.42), selbst eine Fea-
sibility Restoration Phase starten mochte, so wird das Optimierungsproblem (3.42) fiir
fixes T = 7' nur in p und 7 gelost und dieses Ergebnis als Losung der Feasibility Resto-
ration Phase innerhalb der Feasibility Restoration Phase verwendet.

Teil A der Feasibility Restoration Phase wird dann verlassen, wenn die aktuelle Iterierte
7' vom Filter Fyy; akzeptiert wird und die Verletzung der Nebenbedingungen 6(z)

mindestens um den Faktor k.q, € (0,1) verringert wurde. Dann werden 21 = 7 und

AzP = 21 — 2% gesetzt und die dualen Variablen zL**! und 2YF+1 aus (3.20) und

(3.40) berechnet, wiahrend A reinitialisiert wird.

Teil B der Feasibility Restoration Phase versucht einen neuen Punkt zu berechnen, der
den KKT-Fehler ||G,(z, A, 2", 2Y)||; um einen Faktor kg € (0,1) verringert und vom
Filter .1 akzeptiert wird, wobei G, (z, A, z¥, z¥) hier die linke Seite der primal-dualen
Gleichungen (3.11) bezeichnet. Dabei werden Punkte (z*, \*, 21, 2U%) generiert, wobei

auch hier ¢ der Iterationsindex ist.

Wenn die Feasibility Restoration Phase von der Liniensuche aus gestartet wird, so beginnt
diese zuniichst mit Teil B. Verlduft dies erfolgreich, so wird (zF+1 M+l ZLk+l SURL) —
(zt, N\, 2Bt Z2U) gesetzt und zur reguliren Methode zuriickgekehrt. Verlduft Teil B hin-
gegen nicht erfolgreich, so wird Teil A der Feasibility Restoration Phase mit z! als Refe-
renzpunkt gestartet.
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Wird die Feasibility Restoration Phase hingegen gestartet, weil keine Suchrichtung be-
rechnet werden konnte, so wird gleich Teil A mit der aktuellen Iterierten z* als Refe-
renzpunkt ausgefiihrt.

Ist die Verletzung der Nebenbedingungen zu Beginn einer Feasibility Restoration Phase
sehr klein, so wird ein Fehler zuriickgegeben, da davon ausgegangen werden kann, dass
das Optimierungsproblem (3.6) gar keinen zulédssigen Punkt hat [54].

3.2.7 Algorithmus

Das Innere-Punkte-Verfahren IPOPT lésst sich schematisch durch den folgenden Algo-
rithmus darstellen (vgl. [54]):

Algorithmus 3.1 Innere-Punkte-Verfahren

SO Wiihle Startwerte (29, A%, 220, 2V9) mit 20, 219 2U0 > 0 und o > 0, sowie g4y > 0,
K € (0,1), 8, € (1,2), ke > 0, Topan, € (0,1), 6™ > 0(2°), 79,7 € (0,1), I'p > 0,
s9> 1,8 > 1, 0™ >0, € (0,1),0 <1y <wn<l,q € (0,1], " € N,
k390 € (0,1), kg > 1 und Kpeso € (0,1).

S1 Setze j < 0, k < 0, initialisiere Fy wie in Gleichung (3.29) und 7y aus (3.25).
S2 Falls Eo(af, Nk, 2Bk 2URY < g0 STOP

S3 Falls B, (z*, \F, 210 2UF) < k. pj, dann

S3.1 Berechne ;41 und 7;4; aus (3.17), (3.25) und setze j « j + 1.
S3.2 Reinitialisiere Filter F;, = Fy
S3.3 Falls k=0, gehe zu S3.

S4 Berechne eine Suchrichtung (Az*, AN* AzEk AZUF) aus den Gleichungen (3.19)
und (3.20).
Falls das System jedoch zu schlecht konditioniert ist, gehe zu S9.

S5 Liniensuche

S5.1 Initialisierung: Setze ay o = a**® aus Gleichung (3.27) und [ < 0.
S5.2 Berechne Testpunkt 2! = 2% + ay; Ax*.
S5.3 Falls 2% nicht akzeptabel durch den Filter Fj, ist, gehe zu S5.5.

S5.4 Fall I: (z*) < ™" und Bedingung (3.31) erfiillt:
Falls Bedingung (3.32) gilt, setze 2**! = %! oy = a4, und gehe zu S6.
Sonst gehe zu S5.5.
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Fall IT: 0(2*) > 0™ oder Bedingung (3.31) nicht erfiillt:
Falls Bedingung (3.33) gilt, setze ¥t = %!, ay = a4, und gehe zu S6.
Sonst gehe zu S5.5.

S5.5 Falls [ > 0 oder 6(z*°) < 6(z*), gehe zu S5.10.
Sonst initialisiere SOC: Setze h « 1, 059¢ = §(x*) und ¢5°¢ aus Gl. (3.37).

S5.6 Berechne (Az“" ANF) aus Gleichung (3.38), a®9¢ aus Gleichung (3.39) und

:L.SOC _ ZL’k + aSOCchor,h'

S5.7 Falls 25°¢ vom Filter F, nicht akzeptiert wird, verwerfe 2°°¢ und gehe zu
S5.10.

S5.8 Fall I: f(z*) < ™™ und Bedingung (3.31) erfiillt:
Falls Bedingung (3.32) mit 2°9C statt 2% gilt, setze zF+1 = 250C,

oy = a50C

und gehe zu S6.
Sonst gehe zu S5.9.
Fall II: §(z*) > ™™ oder Bedingung (3.31) nicht erfiillt:
Falls Bedingung (3.33) mit x°9¢ statt %! gilt, setze x*T! = 259¢

_ pSoc

ap und gehe zu S6.

Sonst gehe zu S5.9.
S5.9 Falls h = h™® oder §(x°9¢) > k99C959C  gehe zu S5.10.
Sonst setze h «— h + 1, ¢59¢ « 909500 4 ¢(150C) 950C — 9(259¢)
und gehe zu S5.6.
S5.10 Wihle Q11 = %Osz, [ —1+1.
Falls oy, < "™, gehe zu S9.
Sonst gehe zu S5.2.

S6 Berechne o* aus Gleichung (3.26) und M\*+1 ZLA+L 0 Uk aug Gleichung (3.24)

und korrigiere mit Gleichung (3.40).

S7 Falls Bedingung (3.31) oder (3.32) fiir oy nicht erfiillt ist, erweitere Filter Fj,
nach Formel (3.30).
Sonst setze Fy1 = Fk.

S8 Setze k «— k + 1, gehe zu S2.

S9 Feasibility Restoration Phase: Erweitere Filter Fr,; wie in Gleichung (3.30) und
berechne x*!, sodass §(x) um Faktor ks, verringert und x**! von F,,; akzep-
tiert wird, gehe zu S8.
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3.2.8 Adaptive Wahl des Barriereparameters

Wie bereits in Abschnitt 3.2.3 erwadhnt, wurde in IPOPT neben der monotonen
Strategie nach Fiacco und McCormick auch eine adaptive Strategie zur Wahl des
Barriereparameters p implementiert. Die zweite Strategie wurde von Nocedal, Wéchter
und Waltz in [39] vorgestellt. Dabei wird die Struktur der inneren und &ufteren Schleife
aufgehoben. Anstatt den Barriereparameter konstant zu halten, bis das Barriereproblem
bis zu einer bestimmten Genauigkeit gelst wurde, kann er hier wihrend der Losung des
Barriereproblems verindert werden. Das Verfahren wird so robuster, da auf Anderungen
in der Skalierung des Problems sofort reagiert und eine zu schnelle Verkleinerung von p
verhindert werden kann [39].

Zur Berechnung eines neuen Barriereparameters px, 1 innerhalb der adaptiven Strategie
wurden in [39] verschiedene Methoden vorgestellt. Dabei kénnen feste Formeln wie die
von Fiacco und McCormick (vgl. (3.17)), Formeln, die von dem Wert der Komplemen-
taritit (v — 2%)T2F + (2¥ — 2)T2Y abhiingen, oder eine Berechnungsmethode mit Hilfe
einer sog. quality function angewendet werden. Die quality function, die beispielsweise
dem nach dem Barriereparameter linearisierten Fehler der Optimalitdtsbedingung
entspricht, soll durch den neuen Barriereparameter minimiert werden.

In TPOPT wurde die adaptive Strategie fiir das globalisierte Filter-Verfahren imple-
mentiert, welche in [39, Algorithmus B| vorgestellt wurde. Dieser Algorithmus kann
folgendermafsen skizziert werden:

Algorithmus 3.2 Innere-Punkte-Verfahren mit adaptiver Strategie

SO Wiihle (2%, X%, 250 2U0) mit 20, 250 2U0 > 0, k1, ke > 0, setze k « 0 und initiali-

siere JFq.
S1 Freier Modus:

S1.1 Wahle ;. nach beliebiger Regel.

S1.2 Berechne eine Suchrichtung (Az* AN¥ AzEkE AZUF) im aktuellen Punkt
(2% \F 2Dk 2UR) aus Gleichung (3.11) bzw. (3.19) und (3.20).

S1.3 Berechne eine primale Schrittweite ay mit Hilfe der Filter-Liniensuche und
eine duale Schrittweite .

S1.4 Berechne daraus den neuen Testpunkt (z, ), &, 2¥).

S1.5 Berechne den Filterrand W, = k; min{xy, Eo(z*, \¥, 25 2Uk) )
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S1.6 Falls (B(Z, ) + Vi, 0(2) + Vi) & Fi,
setze (zF Tl M1 pLk+l UKLy — (3 X 2L 2V), erweitere Filter Fj,; nach
Formel (3.30), setze k < k + 1 und gehe zu S1.1.
Sonst gehe zu S2.

S2 Monotoner Modus:

S2.1 Setze Startwert (z°, \0, 210 2U0) = (z, X\, 2F, 2Y), t «— 0 und wiihle ein geeig-

netes [g.

S2.2 Berechne eine Suchrichtung (AZ!, AN, Azl AZU%) im aktuellen Punkt
(zt, \t, 2Bt ZU%) aus Gleichung (3.11) bzw. (3.19) und (3.20).

S2.3 Berechne eine primale Schrittweite @; mit Hilfe der Filter-Liniensuche und
eine duale Schrittweite &;.

S2.4 Berechne daraus den neuen Testpunkt (z!, \F1, ght+l U

S2.5 Falls (B(z'*, jiy) + Wy, 6(z'Y) + 0y) € Fi,
setze (pFH1, NWHL gLkl JUREL) — (i1 N+ sLi+l sUH) - oryeitere Filter
Fi+1 nach Formel (3.30), setze k < k + 1 und gehe zu S1.1.
Sonst: Falls Ej, (z!+!, MNFL Lt sUH) Klein genug,
berechne neuen Barriereparameter fi;11 < jit, setze ¢t «+ ¢ + 1 und
gehe zu S2.2.
Sonst setze fig1 = ji, t < t 4+ 1 und gehe zu S2.2.
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KAPITEL 3. INNERE-PUNKTE-METHODE UND IPOPT

3.3 Konvergenz der Innere-Punkte-Verfahren
In diesem Abschnitt werden einige Ergebnisse des Konvergenzverhaltens der Innere-

Punkte-Methode anhand von [27, 39, 53| zusammengefasst.

3.3.1 Gesamtkonvergenz des Innere-Punkte-Verfahrens

In Forsgren, Gill und Wright [27, Theorem 3.12| wird fiir ungleichungsrestringierte Op-
timierungsprobleme der Form

min f(z) wdN. ¢(z)>0 (3.43)

zeR"?

mit f: R® — R und ¢ : R" — R™ folgendes gezeigt: Die unrestringierten Minimierer
der zu (3.43) gehorenden Barrierefunktion

Bla.p) = f(z) =Y Inci(a)

konvergieren fiir 4 — 0 gegen ein Minimum von (3.43). Zur Formulierung des Satzes

werden folgende Definitionen benéttigt:
Definition 3.7 (restringierte und unrestringierte Minimierer)

a) Sei F ={x € R" | c¢(x) > 0} die Menge der zuldssigen Punkte und
strict(F) = {x € R" | ¢(z) > 0} die Menge der strikt zulissigen Punkte.

b) x* € R™ heifst lokal restringierter Minimierer des Optimierungsproblems (3.43)

& € F AN Fscrr, kompakt T € int(S) A f(z¥) = min_ f(x).
xeSNF

c) x* € R"™ heift lokal unrestringierter Minimierer von f

& Jscrn, kompart 7 € nt(S) A f(z¥) = 1;16151 f(z).

Satz 3.2 (Zentraler Pfad) Seien f und ¢;, i =1,..,m zweifach stetig differenzierbar,
strict(F) # 0 und x* ein lokal restringierter Minimierer von (3.43), fir den gilt:

a) x* ist KKT-Punkt, d.h. es existiert eine nichtleere Menge My von Lagrangemulti-
plikatoren \, die die KKT-Bedingungen von (3.43) erfillen,

b) in x* gelten die MFCQ-Bedingungen und
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c) es existiert ein W > 0 sodass fiir alle A\ € My und fir alle w € R"\{0} mait
Vf(x*)Tw =0 und Vey(x*)Tw >0 gilt

wh H(a", Nw = W w3,

wobei H die Hessematriz der Lagrangefunktion von (3.43) und c4 die in x* aktiven

Nebenbedingungen sind.

Weiter sei {ux}r eine Folge von positiven Barriereparametern, die fir k — oo mo-

noton gegen 0 konvergiert und x* sei jeweils der unrestringierte Minimierer von B(-, uy,).

Dann gilt:

(i) Es existiert mindestens eine Teilfolge {x*}y, von {x*}y, die gegen x* konvergiert.

Hk;

- (x kj) 18t

(i) Die entsprechende Folge von Lagrangemultiplikatoren {)\kf}kj mit )\fj =

beschrankt.

(iii) lim A¥ = \* € M.

Jj—00
Gilt zudem strikte Komplementaritdit, d.h. existiert ein A € My mit Ay > 0, so gilt
aufferdem.:

(iv) Ny > 0.
(v) Fir j grof genug ist die Hessematriz V2, B(x*, py,) positiv definit.

(vi) Es existiert eine eindeutige, stetig differenzierbare Funktion, die in einer Umgebung
von p = 0 jedem positiven p den unrestringierten Minimierer x(u) von B(-, 1)

zuordnet.

(vii) lim x(p) = x*.

p—04
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KAPITEL 3. INNERE-PUNKTE-METHODE UND IPOPT

3.3.2 Globale Konvergenz des Filter-Verfahrens

Wiéchter und Biegler zeigten in [53] die globale Konvergenz des Innere-Punkte-Verfahrens
mit Filter-Liniensuche. Der Beweis gliedert sich in mehrere Abschnitte:

3.3.2.1 Globale Konvergenz fiir gleichungsrestringierte Probleme

In [53, Abschnitt 3] wird die Konvergenz des Filter-Verfahrens zunéchst fiir rein glei-
chungsrestringierte Probleme der Form

min f(z) wdN. ¢(z)=0 (3.44)

zeR™

mit f: R" — R und ¢: R" — R™ bewiesen.

Wihrend des Verfahrens wird in jeder Iteration die Gleichung

( H, A(a:k)> (Amk> _ (Vf(a:k)> A
Az 0 A c(z") (3.45)

gelost, wobei die Hessematrix der zu (3.44) gehorigen Lagrangefunktion durch Hy ~
V2f(xF) + 3 AV2c;(2) approximiert wird. Die Losung von (3.45) erfolgt durch den
i=1
reduzierten Ansatz, der in Abschnitt 3.2.4 vorgestellt wurde, hier jedoch mit der Matrix
H anstelle von H + ¥ und der Zielfunktion f(z) statt B(x, ). Das Gleichungssystem
in (3.45) wurde mit Hilfe von A¥ = AN + M* formuliert, da so der Einfluss von A
besser abgeschétzt werden kann (vgl. [53, Lemma 1]). Die Filter-Liniensuche erfolgt wie
in Abschnitt 3.2.5.1 beschrieben, jedoch mit der Zielfunktion f aus (3.44) anstelle der
Barrierefunktion B, der maximalen Schrittweite a]'** = 1, da fiir x keine Schranken

gegeben sind, sowie ohne Second-Order Correction.

Definition 3.8 (Iterationen mit Feasibility Restoration Phase)

Mit R C IN wird die Menge aller Iterationsindices der Iterationen bezeichnet, in denen
die Feasibility Restoration Phase aufgerufen wird.

Mit Rine C R wird die Menge aller Iterationsindices der Iterationen bezeichnet, in denen
die Feasibility Restoration Phase wdhrend der Suche nach einer neuen Suchrichtung
aufgerufen wird.

Um die globale Konvergenz dieses Filter-Verfahrens fiir gleichungsrestringierte Probleme

zu erhalten, werden folgende Voraussetzungen angenommen:

Voraussetzungen 3.1 Sei {*}, die von dem eben beschriebenen Filter-Verfahren er-
zeugte Folge, x° der Startpunkt und s, > 1. Die Feasibility Restoration Phase werde
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stets erfolgreich beendet und der Algorithmus ende nicht an einem KKT-Punkt. Aufler-
dem seien folgende Bedingungen erfillt:

(V1) Es existiere eine offene Menge C' C R™ mit [2*, 2% + Az*] C C' Vjgr,,. sodass
f und c differenzierbar sind auf C' und f, Vf, ¢ sowie Ve auf C beschrinkt und
Lipschitz-stetig sind.

(V2) Die Approzimationen Hy der Hessematriz der zu (3.44) gehirigen Lagrangefunk-
tion seien fir alle k ¢ Rine gleichmdflig beschrinkt.

(V3) Die Matrizen Hy, seien aufferdem gleichmdfig positiv definit auf dem Nullraum von
A(z®)T, d.h. es existiert eine Konstante My > 0 sodass fiir alle k ¢ Ripe gilt

(V4) Es existiere eine Konstante M > 0 sodass fir alle k ¢ Ripe gilt

Omin (A(xk)) > My.

(V5) Die Iterierten, fir die die Feasibility Restoration Phase wihrend der Berechnung
einer neuen Suchrichtung gestartet wird, seien nicht beliebig nahe am zuldssigen
Bereich, d.h. es gibt eine Konstante 0;,. > 0 sodass k & Ripe ist, wenn 0(z*) < Oy,
qgilt.

Folgende Zuordnung wird in [53] definiert und deren Eigenschaft als Optimalitdtsmals
erster Ordnung gezeigt:

Definition 3.9 (Optimalitidtsmafs)

|AZE s = | ZxAxk s,  falls k & Rine

00, sonst,

v oM = [0,00], x(a¥) = (3.46)

wobet ZkAxlg ein Teil der Suchrichtung, der sich aus dem reduzierten Ansatz (vgl. (3.22)
bzw. (3.23)) ergibt, ist.

Lemma 3.1 (Optimalitdtsmaf)

Seien die Voraussetzungen 3.1 erfillt. Dann ist x ein Maf$ fir die Optimalitdt erster
Ordnung, d.h. falls eine Teilfolge {x*}; der Iterierten {x*}; mit x(z*) — 0 gegen
einen zuldssigen Hdaufungspunkt x* konvergiert, dann ist x* ein KKT-Punkt von (3.44).

Der Beweis aus [53] wird hier etwas detaillierter wiedergegeben, da spéter nochmals
darauf eingegangen wird.
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Beweis: Man betrachtet eine Teilfolge {z%}; mit lim x(z%) = 0 und lim 2% = z*,
j—oo

j—oo
wobei x* zuldssig ist. Aus x(z¥) = oo fiir k € Rip. folgt dann, dass k; ¢ Rin. fiir j
grofs genug. Aus der Stetigkeit von ¢, Voraussetzung 3.1 (V4) und der Konstruktion
von Azy folgt lim Ax’;/j = 0. Aus lim y(z%) = 0, Voraussetzung 3.1 (V3) und der
=00 =00
Konstruktion von Az (siehe Gleichung (3.23)) folgt dann lim Z V f(z%) = 0. Daraus
j—oo
folgt wiederum V f(x*) € range(A(z*)). Damit existiert ein A* mit V f(z*) = —A(z*)\*.
Auferdem ist z* zuldssig, sodass die KKT-Bedingungen des Problems (3.44) erfiillt
sind. O

Als néchstes wird der folgende Satz [53, Theorem 1] gezeigt.

Satz 3.3 (Zulassigkeit) Seien die Voraussetzungen 3.1 erfillt. Dann gilt

lim 6(z*) = 0,

k—o00

d.h. alle Hiufungspunkte der Folge {x*},. sind zulissig.

Der Beweis dieses Satzes verwendet die Voraussetzung, dass die Folge {f(z*)}x nach
unten beschriankt ist, sowie die Aussagen von [53, Lemma 5| und [53, Lemma 6]. Der
Beweis von [53, Lemma 6] benutzt wiederum die Beschrinkung der Folge { f(z*)} nach
unten, sowie die Beschrankung der Nebenbedingungen. Hierbei spielt der in Gleichung
(3.31) benétigte Parameter s, eine entscheidende Rolle: Fiir den Fall s, = 1 kann [53,
Lemma 5| direkt aus der Konstruktion des Algorithmus und der Beschriankung von
{f(z*)}1 nach unten gefolgert werden. Fiir den Fall s, > 1 wird |53, Lemma 1] benutzt,
welches jedoch die beidseitige Beschrankung von Zielfunktion und deren Gradienten
voraussetzt.

Wie in [53, Anmerkung 6| beschrieben, gilt dieses erste Theorem also fiir den Fall s, = 1
auch dann, wenn die Folgen {f(z*)}; und {||V f(z*)|}x nach oben unbeschrinkt sind.

Anschlieftend wird der zweite Satz [53, Theorem 1] mit Hilfe verschiedener Lemmata
bewiesen.

Satz 3.4 (Optimalitit) Seien die Voraussetzungen 3.1 erfillt. Dann gilt

liminf x(2*) = 0,

k—o0

d.h. wenn die Folge der Iterierten {x*}; beschrinkt ist, so gibt es einen Hiufungspunkt
dieser Folge, der KKT-Punkt des betrachteten Optimierungsproblems (3.44) ist.
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3.3.2.2 Globale Konvergenz fiir zusitzlich ungleichungsrestringierte Proble-

me

In [53, Abschnitt 4.3] wird die Konvergenz der Filter-Liniensuche dann auf Innere-
Punkte-Verfahren erweitert. Gleichungsrestringierten und beschréankten Problemen der

Form

min f(z) wdN. ¢x)=0, >0 (3.47)

zeR"

werden (gleichungsrestringierte) Barriereprobleme der Form

min B(z, u) = f(z) — ,uZln(a:i) wd.N. ¢(z)=0 (3.48)

zeR”

zugeordnet. Darauf wird wieder das in Abschnitt 3.2.5.1 beschriebene Filter-Verfahren
ohne Second-Order Correction angewandt. Im Vergleich zum vorhergehenden Abschnitt
wird nun wieder die Barrierefunktion B anstelle der Zielfunktion f minimiert und als

T aqus der Fraction-to-

initiale primale Schrittweite wiahrend der Filter-Liniensuche o™
the-boundary Regel (vgl. Gleichung (3.27)) verwendet. Allerdings sind die Barrierefunk-
tion sowie die Fraction-to-the-boundary Regel hier nur fiir einseitige Beschrénkungen

formuliert. In jeder Iteration wird die Gleichung

Hy+% A(2h))\ (A" (V.B(z" p)
I AR )T o(z*) (3.49)
gelost. Dieses lineare Gleichungssystem entspricht Gleichung (3.19), allerdings ist, wie-

derum aufgrund der einseitigen Beschrankung, ¥, ~ pX, 2

Fiir den Konvergenzbeweis wird statt (3.49) die Gleichung

Hy+ pX, 2 A(F)\ [(AzF) B V. B(z*, i)
AT 0 AT c(a*) (3.50)

mit der ,primalen Hessematrix* Hj, + puX, % der zum Barriereproblem (3.48) gehdrigen
Lagrangefunktion betrachtet. Die Argumentation gilt jedoch auch fiir das Verfahren
mit der ,primal-dualen Hessematrix“ Hj + ¥, wenn die Abweichung nicht zu grofs wird.
Dies wird erreicht, indem ¥ analog zu der in Abschnitt 3.2.5.3 beschrieben Korrektur
angepasst wird [53, S.26].

Durch die Verwendung der Barrierefunktion anstelle der Zielfunktion ergibt sich fiir
den globalen Konvergenzbeweis folgende Problematik: Erstens ist die Funktion selbst,
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wie auch ihr Gradient, nur dann definiert, wenn x in der strikt zulédssigen Menge liegt.
Zweitens werden die Werte von Funktion und Ableitung unbeschrinkt, sobald sich
x der Grenze, also dem Rand des zuldssigen Bereichs, beliebig néhert. Aus diesem
Grund wurde in [53| gezeigt, dass die Folge der Iterierten {z*}; unter bestimmten
Voraussetzungen von 0 weg beschrankt ist. Hierbei wurde p fest gewahlt und so eine
feste Schranke fiir 2% gefunden.

Die Voraussetzungen 3.1 aus dem vorherigen Abschnitt werden nun fiir ungleichungsre-
stringierte Probleme erweitert:

Voraussetzungen 3.2 Sei {z"*},, die Folge, die von dem auf (3.47) angewandten Filter-

Verfahren erzeugt wurde, der Startpunkt 2° > 0 und s, = 1. Die Feasibility Restoration

k+1

Phase werde stets erfolgreich mit x** > 0 beendet und der Algorithmus ende nicht an

einem KKT-Punkt. Auflerdem seien folgende Bedingungen erfillt:

(V1) Es existiere eine offene Menge C' C R™ mit [zF, 2% 4+ o/ Axk] C C' Vigr,,.
sodass f und c differenzierbar sind auf C und f, Vf, ¢ sowie Ve auf C beschrinkt
und Lipschitz-stetig sind.

(V2) Die Approzimationen Hy der Hessematriz der zu (3.47) gehorigen Lagrangefunk-
tion seien fir alle k ¢ Rine gleichmdflig beschrinkt.

(V3) Die Matrizen Hy, + pnX, > seien gleichmdpig positiv definit auf dem Nullraum von
A(z®)T, d.h. es existiert eine Konstante My > 0 sodass fiir alle k ¢ Rip. gilt

(V4) Es existiere eine Konstante My > 0 sodass fiir alle k & Rin. gilt
T min (A(xk)) > May.

(V5) Die Iterierten, fir die die Feasibility Restoration Phase wihrend der Berechnung
einer neuen Suchrichtung gestartet wird, seien nicht beliebig nahe am zuldssigen
Bereich, d.h. es gibt eine Konstante 0;,. > 0 sodass k & Rine ist, wenn 0(z*) < O,
qilt.

(V6) Die Iterierten {x*}, seien beschrinkt.

(V7) An allen zulissigen Hiufungspunkten T von {x*}, seien die Gradienten der aktiven

Nebenbedingungen
Ve (z), ..., Ve (Z) und {e; | z; =0}

linear unabhdangig.
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(V8) Es exstieren Konstanten (p,(, > 0 sodass in allen Iterationen, in denen die Fea-
sibility Restoration Phase mit 0(z*) < (y gestartet wird, eine neue Iterierte %+

berechnet wird, fir die gelte

oeF > 2% fir alle i mit 2% < ¢,

Die Voraussetzungen 3.2 (V1) - (V5) entsprechen den Voraussetzungen 3.1. Wahrend
sich Voraussetzung 3.2 (V1) und (V2) auf die Funktionen des eigentlichen Optimierungs-
problems (3.47) beziehen, betrachtet 3.2 (V3) die Hessematrix der Lagrangefunktion des
Barriereproblems (3.48). Aus Voraussetzung (V3) und der Korrektur der Matrix ¥, folgt
die Beschranktheit des minimalen Eigenwerts von Hj + Y.

Aus Voraussetzung 3.2 (V6) folgt, dass die Folge { B(z*, it) }x nach unten beschriinkt ist,
eine Beschrankung nach oben ist jedoch nicht moglich.

In [53] wird empfohlen, die Feasibility Restoration Phase aufzurufen, sobald
Omin(A(2F)) < b3f(x*)) fiir ein fixes b3 > 0 gilt. Voraussetzung 3.2 (V7) impliziert
in diesem Fall (V4) und (V5).

In [53, S. 27| wird auch gezeigt, dass die Forderung von Voraussetzung 3.2 (V8) durchaus
erfiillbar ist. Durch die Bedingung an den Startvektor x°, die Fraction-to-the-boundary
Regel und die Voraussetzung 3.2 (V8) liegen alle Iterierten im strikt zuléssigen Bereich.
Zusatzlich werden hier im Vergleich zu den Voraussetzungen fiir rein gleichungsrestrin-

k+1

gierte Probleme s, = 1 sowie """ > 0 fiir die Ergebnisse einer Feasibility Restoration

Phase gefordert.

Satz 3.5 (Beschrankung der Iterierten)

Seien die Voraussetzungen 3.2 erfillt. Dann existiert eine Konstante £, > 0 sodass

2" > ep€

fur alle Iterationen k gilt.

Der Beweis dieses Satzes [53, Theorem 3| verwendet neben einem Lemma [53, Lemma
11], das aus den Voraussetzungen 3.2 folgt, auch Satz 3.3 aus dem vorangehenden
Abschnitt. Da die Beschrinkung der Werte der Barrierefunktion nach unten bereits
bekannt ist und in den Voraussetzungen 3.2 s, = 1 gefordert wurde, ist die Verwendung
von Satz 3.3 hier ohne einen Zirkelschluss moglich.

Aus Satz 3.5 folgt die Beschrankung der Barrierefunktion und deren Ableitung in den

Punkten z*

, wodurch die Voraussetzungen 3.1 fiir das Barriereproblem (3.48) erfiillt
sind. Damit gilt die zuvor gezeigte globale Konvergenz auch fiir die Filter-Liniensuche

innerhalb des Innere-Punkte-Verfahrens mit festem Barriereparameter.
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In der Praxis wird das Verfahren, wie in Abschnitt 3.2 beschrieben, mit unterschiedlichen
Barriereparametern p; verwendet. Das in Satz 3.5 verwendete ¢, ist jedoch proportional
zu (1 — 7). Nach Gleichung (3.25) gilt 7 e 1, sodass die Konvergenz zu moglichen
Losungen am Rand des Zuléssigkeitsbereichs gewahrleistet ist.

3.3.3 Globale Konvergenz der adaptiven Strategie

In [39] wurde die globale Konvergenz des Innere-Punkte-Verfahren mit Filter-Liniensuche
und adaptiver Strategie fiir die Wahl des Barriereparameters (siche Algorithmus 3.2)
gezeigt. Fiir den Fall, dass der monotone Modus stets wieder verlassen wird, wurde
folgender Satz bewiesen:

Satz 3.6 (Konvergenz des adaptiven Filter-Verfahrens)

Sei { (%, \F, 2Lk UYL die von Algorithmus 3.2 erzeugte Folge, der monotone Modus
werde stets erfolgreich verlassen, {B(x*, uy)}x sei nach unten und {0(x*)}, nach oben
beschrankt.

Dann konvergiert der KK'T-Fehler gegen 0, d.h. ]}erolo Eo(a*, Mk, 2Lk Uk = 0.

Verbleibt der Algorithmus jedoch im monotonen Modus, so gilt die Aussage nach Fiacco
und McCormick auch.
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3.4 Konvergenz des Filter-Verfahrens bei Storungen in

den Nebenbedingungen

Wie in Abschnitt 2.2.1 beschrieben, kénnen die Nebenbedingungen eines Optimierungs-
problems sowie deren Ableitungen Stérungen unterliegen. Dabei ist es interessant, zu
untersuchen, welche Voraussetzungen diese Stérungen erfiillen miissen, um die globa-
le Konvergenz des Innere-Punkte-Verfahrens mit Filter-Liniensuche noch beweisen zu
kénnen.

In den Gleichungssystemen und Funktionsvorschriften des Algorithmus des Innere-
Punkte-Verfahrens werden nun alle Auswertungen der Funktion ¢ : R® — R™ an einer
Stelle z durch ¢’(z) und die Auswertung der transponierten Jacobimatrix A an einer
Stelle # durch A°(z) ersetzt.

Fiir die Stérungen in den Nebenbedingungen ¢ und deren Ableitungen A soll folgende

Fehlerabschéatzungen gelten:

le"(@®) —e@@M)l < o¢ und [|A°(a*) — A" < 0% mit 67,05 >0 (3.51)

Da die Zielfunktion f nicht von Stérungen betroffen ist (vgl. Abschnitt 2.2.1), gilt dies
auch fiir die Barrierefunktion B.

Die Verletzung der Nebenbedingungen ist dann 6°(x) := ||¢? ()|, wobei gilt
[0°(z") = 0(2")| = [’ @)l = lle@@")I] < [Ie°(z*) — e < & (3.52)

Im Folgenden wird nun die globale Konvergenz des Innere-Punkte-Verfahrens mit Filter-
Liniensuche fiir gestérte Nebenbedingungen bewiesen. Dies geschieht entlang des Bewei-
ses in [53|, dessen Ergebnisse in Abschnitt 3.3.2 zusammengefasst wurden. Auch hier
wird wieder zuerst die Konvergenz fiir rein gleichungsrestringierte Probleme gezeigt und
dann fiir Probleme mit Beschrénkung der Optimierungsvariablen erweitert.

3.4.1 Globale Konvergenz fiir gleichungsrestringierte Probleme

mit gestorten Gleichungsnebenbedingungen

Betrachtet werden Probleme der Form
min f(z) wdN. (z)=0 (3.53)

zeR™

mit den Funktionen f : R® — R und ¢’ : R® — R™. Es wird das in Abschnitt 3.3.2.1
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beschriebene Filter-Verfahren angewendet und dabei in jeder Iteration das lineare Glei-

H, AR [A*) (V)
AS (zF)T 0 AR - (2% (3.54)

mit Hilfe des reduzierten Ansatzes, wie in Abschnitt 3.2.4 beschrieben, gelost. Dabei
werden Matrizen Y? € R™™ und Z° € R™(n—m) gewihlt, deren Spalten eine Ortho-
normalbasis des R™ bilden und aulerdem A‘s(:c)TZ‘; = 0 gilt. Daraus werden dann wie
in (3.22) und (3.23) Az*, Az$¥ und Az} berechnet.

chungssystem

Definition 3.10 (Optimalititsmafi des gestorten Problems)
Es sei die folgende Abbildung definiert:

|aa], = |2 as]

) falls k ¢ Rine

X" = [0,00],  X(a") = (3.55)

00, sonst

Aufgrund der Stoérungen in den Nebenbedingungen miissen die Voraussetzungen 3.1 fiir
die globale Konvergenz des Filterverfahrens nun erweitert werden. Fiir den ersten Teil
des Beweises lauten sie:

Voraussetzungen 3.3 Sei {z"*}, die Folge, die von dem auf (3.53) angewandten Filter-
Verfahren erzeugt wurde, x° der Startvektor und s, > 1. Die Feasibility Restoration
Phase werde stets erfolgreich beendet und der Algorithmus ende nicht an einem KKT-
Punkt. Auflerdem seien folgende Bedingungen erfiillt:

(V1) Es existiere eine offene Menge C' C R™ mit [2*, 2% + Az*] C C' Vigr,,. sodass
f und c differenzierbar sind auf C und f, Vf, ¢ sowie Ve auf C beschrinkt und
Lipschitz-stetig sind.

(V2) Die Approzimationen Hy der Hessematriz der zu (3.53) gehorigen Lagrangefunk-
tion seien fir alle k ¢ Rine gleichmdflig beschrankt.

(V8) Die Matrizen Hy, seien gleichmdfig positiv definit auf dem Nullraum von A°(x*)T,
d.h. es existiert eine Konstante Ml‘f[ > 0 sodass fir alle k ¢ Rin. gilt

Amin (ZETHGZE) = M,
(V4) Es existiere eine Konstante M4 > 0 sodass fiir alle k & Ry, gilt

Omin (A’ (2F)) > MJ.
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(V5) Die Iterierten, fir die die Feasibility Restoration Phase wihrend der Berechnung
einer neuen Suchrichtung gestartet wird, seien nicht beliebig nahe am zuldssigen
Bereich, d.h. es gibt eine Konstante 0;,. > 0 sodass k ¢ R, ist, wenn 95(95"7) < bine
qgilt.

(V9) Fiir die Storung der Nebenbedingungen gelte Gleichung (3.51) und auflerdem exis-
tiere eine Schranke Cs sodass fiir alle k € N gilt
0 < 8 6% < G5 < .
Analog zur Vorgehensweise in [53] werden zunéchst die vorbereitenden Lemmata (vgl.
[53, Lemma 1-4]), sowie die Zuléssigkeit der Haufungspunkte der Iterierten (vgl. [53,

Theorem 1]) bewiesen. Sind bestimmte Voraussetzungen an die Stérungen erfiillt, so
bleiben die Aussagen grofstenteils erhalten.

Als erstes wird [53, Lemma 1] betrachtet:

Lemma 3.2 Seien die Voraussetzungen 3.3 erfillt. Dann existieren Konstanten My,
My, M,, > 0 sodass fir alle k ¢ Rine gilt

[AZF|| < My, ||)\i” < My, IV f(2M)T Az*| < M,,.

Der Beweis verlduft analog zu dem aus [53, Lemma 1|, die Aussagen folgen direkt aus
den Voraussetzungen 3.3 (V1)-(V/4), (V9) und der Gleichung (3.54).

Lemma 3.3 Seien die Voraussetzungen 3.3 erfiillt und {x*'}; eine Teilfolge der Iterier-
ten, wobei x°(x*) > ¢ fiir ein € > 0 unabhdngig von i gilt.
Dann gibt es Konstanten €1, €2 > 0 sodass fiir alle © gilt

(") < e = VfE)TAzF < —e.

Dieses Lemma entspricht [53, Lemma 2| und folgt aus den Voraussetzungen 3.3
(V1)-(V3) und den Berechnungsvorschriften fiir Az*.

Die Abschétzung aus [53, Lemma 3| wird ersetzt durch

Lemma 3.4 FEs gelte Voraussetzung 3.3 (V1). Dann ezistieren Konstanten Cy,Cy > 0
sodass fir alle k & Rine und o < 1 gilt

|f(a" + alAa) — f(2¥) —a V(") A" < Cra?|| A2k (3.56)

|95(xk +aAr*) — (1 - a) Hd(xk)‘ < 0F 4 ||c(5(xk + aAz®) — c(z* + ozAmk)H
+ S al|AxF|| + Cpa?||AxF|? (3.57)
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Beweis: Die Abschitzung fiir die Zielfunktion &ndert sich gegeniiber [53, Lemma 3]
nicht, da diese keiner Stérung unterliegt. Fiir die gestorten Nebenbedingungen hingegen

gilt:

A(F + aArk) = O(2F + aArh) — c(zF + aAL®) + c(z* + aAzF)
= (2% + aAz?) — c(z¥ + aAZ®) + c(2¥) + a AT AL
1
+ /Oz[A(:Ek + taAz®) — A(z®))T Ax” dt
0
= O(a* + aAz®) — c(a® + aAak) + c(aF) + a[A(xF) — A% (2P T AR + a A’ (F) T Axk
1
+ /&[A(xk + taAz®) — A(2™))F Ax” dt
0
(854 A (2P + aAzh) — c(aF + aAz®) + c(2¥) — E(2) + L (2F)
1
+ afA(z?) = A2 (2T Azr — ac® () + / aA(z" + taAz®) — A(2M))T A" dt

0
Damit gilt
Hc‘s(xk + alAz®) — (1 - a)c‘s(xk)H < Hc‘s(xk + aAz®) — c(z* + aAz")||

+ Hc‘s(xk) — c(xk)H + « HA‘s(xk) — A(xk)]H HAka
—l—/a A" + tadat) — A(H)]| || At de

und damit
‘95@’“ + alAz®) — (1 - a)@‘s(xk)‘ < Hc‘s(xk + aAz®) — (1 — oz)c‘s(a:k)H
< Hc‘s(xk + alAz®) — c(zF + ank)H +6F +a 6k HAmkH + Cy o? HAkaQ

O

Lemma 3.5 Seien die Voraussetzungen 3.3 erfillt und der Filter werde nur endlich oft

erweitert. Dann gilt klim 0°(z*) = 0.

Dieses Lemma folgt aus der Konstruktion des Verfahrens, der Voraussetzung 3.3 (V1),
sowie Lemma 3.2. Der Beweis lauft analog zu [53, Lemma 5].
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Lemma 3.6 Sei {z"};, eine Teilfolge der Iterierten, wobei der Filter in jeder Iteration
k; erweitert wurde. Auferdem existieren Konstanten ¢y € R und cy > 0 sodass fiir alle
i € N gilt f(zF) > c¢; und 0°(z%) < cp (2.B. durch Voraussetzung 3.3 (V1)). Dann
folgt
leglo 0°(z*) = 0.

Diese Lemma entspricht [53, Lemma 6]. Dieses wurde in [26] aus der Konstruktion des
Filters sowie der Beschrankung der Zielfunktion und der Verletzung der Nebenbedingun-
gen nach unten bewiesen. Dieser Beweis kann genauso fiir gestorte Nebenbedingungen
gefithrt werden.

Satz 3.7 Seien die Voraussetzungen 3.3 erfillt. Dann gilt

klim 0° (z*) = 0.
Dieser Satz folgt aus Lemma 3.5, Lemma 3.6, der Beschrinkung von {f(x*)}, nach
unten sowie der Konstruktion des Verfahrens. Der Beweis verlauft genauso wie der von
[53, Theorem 1]. Auch Anmerkung [53, Remark 6| bleibt fiir gestorte Nebenbedingungen

bestehen: Satz 3.7 gilt fiir den Fall s, = 1 auch dann, wenn {f(2%)}, und {||V.f(z*)| }x
nach oben unbeschriankt sind.

Mit den nun bekannten Abschitzungen kénnen die Forderungen an die Stérungen 9§, und
04, die fiir die globale Konvergenz des Filter-Verfahrens nétig sind, formuliert werden:

Voraussetzungen 3.4 Es existiere ein K5 € IN, sodass fir die Storungen der Neben-
bedingungen und deren Ableitungen fir alle k > Ky gelte

(V10) Fir alle o € [0,1] sei || (a* + aAa®) — c(a® + aAa®)|| < 6F.

96(1.1'@)2

(V11) Falls 6°(z*) > 0 ist, dann gelte 6F < SCy M2 ;

falls 6°(2*) = 0 ist, dann gelte 6% = 0.

(V12) Falls 6°(z*) > 0 ist, dann gelte

O (. ok
52 < GJE/Z) —\/80955, d.h. Qé(l‘k)—éiMd > \/80955]\43;

falls 6°(z*) = 0 ist, dann gelte 6% = 0.
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(V13) Falls
0° () — K My > o™ 6°(2F)

min

mit o aus Gleichung (3.35) - hier jedoch mit der Zielfunktion f anstelle von

B - gilt, dann sei auch
8CyM2oF < (o™ 6°(a*))”
erfillt.

Lemma 3.7 Gelten beide Voraussetzungen 3.3 und 3.4, so ist

klim F =0 und khm 5k =0.

Beweis: Aus der Voraussetzung 3.3 (V9) und Voraussetzung 3.4 (V11) folgt

5 (kN2
0<5k<m
- C_8CQM3

und daraus mit Satz 3.7 die erste Aussage. Aus Voraussetzung 3.3 (V9) und Vorausset-
zung 3.4 (V12) folgt

und mit lim 6% = 0 und Satz 3.7 die zweite Aussage. O

k—o0

Aus Lemma 3.4 und Voraussetzung 3.4 (V10) folgt dann:

Lemma 3.8 FEs gelten die Voraussetzungen 3.3 (V1) und 3.4 (V10). Dann existieren
Konstanten Cy,Cy > 0 sodass fiir alle k ¢ Rine und oo < 1 gilt

|f(a" + ala®) = f(2*) —a V(") A" < Cra?|| Azt (3.56)
|95($1c + aAzF) — (1 - a) 9‘5(93]‘7)‘ < 208 + hallAt|| + Coa?||Ax|* (3.58)

Unter den Voraussetzungen 3.4 lisst sich nun zeigen, das die Abbildung x° ein Optima-
litdtsmak fiir das gestorte Problem (3.53) ist:

Lemma 3.9 (gestortes Optimalitdtsmaf)

Seien die Voraussetzungen 3.8 und 3.4 erfillt. Dann ist x° ein Optimalititsmaf erster

Ordnung fir (3.53).
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Beweis: Der Beweis erfolgt parallel zu dem von Lemma 3.1:

Sei {z*7}; die Teilfolge mit lim x°(2*) = 0 und lim 2% = 2*, wobei z* zulissig bzgl.
j—o0 j—o0

& ist. Da klim 6k = 0 ist, gilt ?(2*) = c(x*) und damit ist 2* auch zuliissig bzgl. c.

Aus X°(2*) = oo fiir k € Ryp. folgt, dass k; ¢ R, fiir j grof genug.
Aus der Stetigkeit von ¢ und Voraussetzung 3.3 (V9) folgt aukerdem

" @) = 1le"(@") = (@) < [l (@) = e(@)]| + fle(@™) = e(a)]

j—00

< 0+ le(@®) —e(@)|| — 0.

Wegen Voraussetzung 3.3 (V4) und der Konstruktion von Az$ gilt dann lim Axg,kj = 0.

j—o0

Aus lim x°(2%) = 0, Voraussetzung 3.3 (V3) und der Konstruktion von Az’ folgt dann
j—00

lim Z9TV f(a%) = 0.

Jj—oo Y

Da klim 6k = 0, ist in 2* keine Stérung vorhanden und damit Z° = Z, und

A%(z*) = A(z*). Damit gilt wie in Lemma 3.1 ZTVf(2z*) = 0, woraus folgt, dass z*

die KKT-Bedingungen des inzwischen ungestorten, gleichungsrestringierten Problems

(3.53) und damit auch von (3.44) erfiillt. O

Damit kann nun der Beweis der globalen Konvergenz mit Hilfe von x? fortgesetzt werden.

Lemma 3.10 Seien die Voraussetzungen 3.3 und 3.4 erfillt. Dann gilt fir alle k
) =0 = Vfa"TAzF < 0

und

Or := min{0](0,f)e F.} > 0.

Die Aussage folgt analog wie bei [53, Lemma 4] aus den Vorrausetzungen 3.3, der Kon-
struktion des Verfahrens, sowie der Eigenschaft von x° als Optimalititsmaf.

Lemma 3.11 Seien die Voraussetzungen 3.3 erfiillt, {z*}; eine Teilfolge der Iterierten
mit ki & Rine und V f(z)T Axki < —ey fiir ein o > 0 unabhingig von k;.
(1—m)es

CyMg

flh + aAxk) — f(2) < ny o V(@) Az

Dann gilt mit n, aus Gleichung (3.32) fir alle k; und alle o« < & =

Dieses Lemma folgt aus Lemma 3.2 und Lemma 3.4. Der Beweis lauft genauso wie in
[53, Lemma 7|, da von Lemma 3.4 nur die erste Aussage tiber die Zielfunktion verwendet
wird.

Lemma 3.12 Seien die Voraussetzungen 3.3 und 3.4 erfillt und der Filter werde nur
endlich oft erweitert. Dann gilt klim X2 (2F) = 0.
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Beweis: Analog zu [53, Lemma 8| wird wieder die Gegenannahme, dass eine Teilfolge
{x*}; mit x°(x*) > € existiert, getroffen. Aus Lemma 3.5 folgt klg& 0°(z*) = 0. Sei
K € N so gewahlt, dass fiir alle k; > K der Filter nicht mehr erweitert werde und
0°(z*) < &, gilt. Damit folgt aus Lemma 3.3 V f(2*)TAx* < —ey < 0. Da der Filter
nicht erweitert wird, miissen fiir alle k£ > K die Schaltbedingung (3.31) und die Armijo-
artige Bedingung (3.32), jedoch mit f anstelle von B, erfiillt sein(sieche Anmerkung 3.2).
Damit ergibt sich (dhnlich wie im Beweis von [53, Lemma 5]|)

K+j—1

@) = f@F)+ 3 (FE) = f@h)

- K+j—1 K+4j-1
= fEN+ Y (T @)+ Y (e - f@h)
1=K I=K
z! aus Teilfolge x! nicht aus Teilfolge
(3.32) - K+j—1 K+4j—-1
< fEN+ D maViE) A + Y maViEh A
1=K 1=K
z! aus Teilfolge x! nicht aus Teilfolge
(3.31) N K+j—1
< fla®)+ Z myay V f(2H) T Az!
1=K
z! aus Teilfolge
K+j-1
Lemma 3.3 ~
< f@®)+ Z =1 Qv €2
1=K

z!

aus Teilfolge
Da f (xf( *7) nach unten beschrénkt ist fiir j — 0o, so muss die Reihe auf der rechten Seite
ebenfalls beschrinkt sein, woraus lim ay, = 0 folgt. Fiir alle k; > K > max{K, Ks}

k;—o0
sei oy, < 1, d.h. die erste Testschrittweite oy, o = 1 wurde nicht akzeptiert. Sei ay,;, €
{7120‘1%7 V%
akzeptierte Testschrittweite. Da in der Iteration k; der Filter nicht mehr erweitert wird,
muss die Schaltbedingung (3.31) mit f statt B erfiillt sein. Folglich muss der Testpunkt

die Armijo-artige Bedingung (3.32) verletzen, d.h.

ag,| mit vy, vy aus der Berechnung der Testschrittweiten (3.34), die letzte nicht

P+ i A7) = F) >y g,V F(a)T A (3.59)

oder er wird vom Filter nicht akzeptiert, d.h.

(«95(Il€Z -+ Oéki’liALUki), f(l’kl + Oéki’liAl’ki)) - Fki = .7:}(. (360)
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Aus lim o, = 0 und Lemma 3.11 folgt jedoch, dass (3.59) irgendwann fiir k; grof genug

71— 00

nicht mehr erfiillt sein kann.
Sei Ok = min{0|(0, f) € Fk} fiir das aus Lemma 3.10 O > 0 folgt. Aus Lemma 3.2
und 3.8 gilt dann

96({13]% + Oéki,liAl’ki) < (1 — Oéki’l) 05(9[;’“1) + 255’ + (Sff‘i()éki’liMd + Cgazhlng.

Aus lim ay,,;, = 0, lim 6°(2%) = 0 und lim 6% = 0 folgt dann 6°(z%i 4 ay, ;, Azk) < Ok

fiir i grof genug, was (3.60) widerspricht.
Damit muss die Gegenannahme falsch gewesen sein und das Lemma ist bewiesen. [

Entsprechend [53, Lemma 9] wird folgendes Lemma, jedoch nur fiir den Fall #°(x) > 0

fiir welchen dieses Lemma spéter verwendet wird, formuliert:

Lemma 3.13 Seien die Voraussetzungen 3.3 und 3.4 erfiillt, {x*}; eine Teilfolge der
Iterierten mit k; & Rine, 0°(z%) > 0 und V f(2%)T Ax* < —ey fiir ein g5 > 0 unabhingig
von k;.
Dann existieren ein K € N und ay,ay € [0, 1] mit &y > as, sodass fir alle k; > K und
a € [ag, aq] gilt

(0°(z% + ala®), f(a" + ala®)) ¢ F.

Beweis: Aus der Konstruktion des Filters folgt (6°(z*), f(z")) ¢ Fi,. Nun gilt es
Grenzen fiir « zu finden, sodass gilt

f(z" +aAzk) <
0° (% 4+ aAzh) < 0°(2"). (3.62)

Aus den Lemmata 3.2 und 3.4 folgt

f(@¥ + aAzh) — f(2¥) < a V") A% + Cp o M

und damit ist (3.61) fir @ < min {1, } erfiillt.

€2
MGCy
Fiir alle k; > Kj folgt aus Lemma 3.2 und 3.8 fiir die Verletzung der Nebenbedingungen
0° (2% + alxk) — 0°(a*) < —a@®(at) + 205 + shaMy + Cha®M3.

Die Ungleichung (3.62) ist folglich fiir alle k; > K5 und ay < o < g mit

1
2Cy M2

Q12 =

(95(3:’%) — 0% My + \/ (69 (k) — 6% M) — 8Cy M5k )
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erfiillt.
Sei K € N so gewéhlt, dass K > K und fiir alle k; > K gilt

. : €209
0°(2*) < min {ZC’er, Qé—f} : (3.63)

Die Existenz von K folgt aus Satz 3.7. Da 6°(x*1) > 0 ist, folgt aus den Voraussetzungen
3.4(V11)und (V12) fir a; und as

o (6°(zh) — ok Md)2 —8CyM?26k > 0, d.h. oy und «y existieren und sind nicht gleich.

1 o/ k; k; ) k. 2 ks
— iy — SN (ki) — §% M _ M2 i
e 20 (? (x );rOéA d+\\/(9 (xk:) (5Avd) 8Cy dé}) > 0
=z >0
o an = oo (09(a%) — My — /(00 — 55 M)~ 86 ) > 0
209M3 A A jgd_c/ -
0" (™) | _
o (o < m <1, da 95(:17’“) < 209M3
5 (ki
o ay < lCap °2 da °(z%) < 25200

20, M2 = M2C;’ C;

€2

Mit a3 = min< 1, ———
it ag mm{,Mng,ozl

} und @y = ay ist die Aussage des Lemmas bewiesen. [

Lemma 3.14 Seien die Voraussetzungen 3.3 und 3.4 erfillt, {x*}y, eine Teilfolge der
Tterierten mit X°(z*) > ¢ fiir ein € > 0 unabhingig von k;.
Dann existiert ein K € IN sodass fiir alle Iterationen k; > K der Filter Fx nicht mehr

erweitert wird.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von [53, Lemma 10]. Aus Satz 3.7
folgt lim @°(z%) = 0, aus Lemma 3.3 folgt Jx,eneys0 Visx, V() TAzk < —ey.

(1 —mp)e2
CyMj

Damit erhédlt man aus Lemma 3.11, dass fiir alle k; und alle o« < & = gilt

f +ala®) — f(zM) < g VER)TAL,
d.h. die Armijo-artige Bedingung (3.32) mit f statt B ist erfiillt.

Fiir den Fall §°(z*)) = 0 ist die Schaltbedingung (3.31) stets erfiillt, d.h. der Filter wird
nicht erweitert.
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Im Fall §°(z*)) > 0 erhiilt man aus Lemma 3.13 ein K, € IN sodass fiir alle k; > K, und
fir alle Qly S «Q S Qan

(0° (2% + aAz™), f(2¥ + aAa™)) ¢ F,.
Wiéhle K > min{ K;, Ky, Ky} sodass fiir alle k; > K gilt

1
S

ey 6

B

(3.64)
0°(z*)? < min{a,a,}.
Sei f, := min{a, a; } definiert, dann folgt aus den Lemmata 3.11 und 3.13 fiir den Fall
Qy < 042;”” fiir alle Testschrittweiten oy, ; < By,
F(@" o Az — f(a™) < oy gy V(¥)TAZY und

(95(:Ck, + Oéki,leki)a f(xkz + Oéki,leki)) ¢ sz

Sei oy, 1, die erste Testschrittweite, die diese Bedingungen beide erfiillt, dann gilt fiir alle

a > ay, 1 wie im Beweis von [53, Lemma 10]
a > P, = vymin{a,a;} > I'g [Hé(xk")]se €50
Daraus folgt nun ebenfalls die Schaltbedingung (3.31)
Tp [0°(2™)]" < aed = a'™(ag)™ < o' [—aVf(a")TAzM]™,

damit ist oy, 1 die akzeptierte Schrittweite und eine b-Schrittweite, weshalb der Filter

auch in diesem Fall nicht erweitert wird.

Bleibt noch zu zeigen, dass @y < o/ gilt:
Fiir den Fall §°(2%) — 6% M, < om0 (ki) lasst sich @ abschétzen durch

1 , _ _ 2 .
G2 = 5o (95(:5’%)—5’;;1\461—\/ (09 (ake) — 0% My) —809M§55l>
d
viz) 1 _ 4 0° (%) (3.64)
05 kiy klM min min
20orz 0 M) < o pmei” < ek

Fir den Fall ¢°(a%) — 6%M; > af6°(z*) gilt nach Voraussetzung 3.4 (V13)
8CyM3 0k < (ajrin 05(:10’”))2. Daraus erhélt man

(0 (™) — 6 My)° — 8CuM2SE > (0°(a™) — 65 My)” — (agim 0% (™))
= (67(x") — 5 Myg)” — 2 (00 (%)) + (a6 (a*))
> (0°(zF) — 52"]\/[(1)2 — 2 (0° (k) — 0% My) o™ 07 (2) + (™ 6°(2™))
= (B7(a) — 8% My — im0 ()

2
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und damit

\/ (65(xhe) — 68 M) " — 8Cy M2k > 6°(a*) — 6% My — o % (2*7)

Daraus erhilt man mit den Bedingungen (3.64) an 6°(x%)

0° (z*) — 6% My — \/ (0 (xke) — 64 My)* — 8C,M26E < ™ 0°(a*) < 2CpM2 aj™

und damit @, < o™ O

Satz 3.8 Seien die Voraussetzungen 3.3 und 3.4 erfillt. Dann gilt lilgn inf y?(2*) = 0,

d.h. wenn die Folge der Iterierten {x*}, beschrinkt ist, so gibt es einen Hiufungspunkt
dieser Folge, der KK'T-Punkt des inzwischen ungestorten, gleichungsrestringierten Pro-
blems (3.53) und damit auch von (3.44) ist.

Der Beweis verlduft wie der fiir [53, Theorem 2|, nun aber mit Hilfe von Satz 3.7 und
Lemma 3.14.

3.4.2 Globale Konvergenz fiir zusitzlich ungleichungsrestrin-
gierte Probleme bei gestorten Gleichungsnebenbedingun-
gen

Im zweiten Teil wird das Innere-Punkte-Verfahren fiir Probleme mit Beschrénkung der

Optimierungsvariablen betrachtet. Um den Beweis nicht zu technisch werden zu lassen,

werden hier wie in [53| nur einseitige Beschrankungen behandelt.

min f(z) wdN. (z)=0, >0 (3.65)

zeR"”

Auf das Problem (3.65) wird das in Abschnitt 3.3.2.2 beschriebene Verfahren angewen-
det. Fiir den Konvergenzbeweis wird das Gleichungssystem

Hy +pX; 2 A(a%)\ [AzF) VF(ak) — uX, e
Ad(z%)T 0 )‘i - A (z%) (3.66)

mit der ,primalen Hessematrix* Hjy + pX,? betrachtet, das Gleichung (3.50) mit
gestorten Nebenbedingungen entspricht. Auch hier bleibt die Argumentation giiltig,
wenn im Verfahren ein Gleichungssystem mit der ,primal-dualen Hessematrix* Hj + X,

gelost wird, solange die Abweichung zwischen den beiden Matrizen klein gehalten wird.
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Fiir den Beweis des Verfahrens miissen die Voraussetzungen 3.2, die fiir den Beweis ohne

Storungen notwendig waren, um Forderungen an die Storungen erweitert werden:

Voraussetzungen 3.5 Sei{z*}, die Folge, die von dem auf (3.65) angewandten Filter-
Verfahren erzeugt wurde, der Startpunkt 2° > 0 und s, = 1. Die Feasibility Restoration
Phase werde stets erfolgreich mit x**' > 0 beendet und der Algorithmus ende nicht an

einem KKT-Punkt. Auflerdem seien folgende Bedingungen erfillt:

(V1) Es existiere eine offene Menge C C R™ mit [2*, 2% + o Aa*] C C' Vigr,,.
sodass f und c differenzierbar sind auf C und f, Vf, ¢ sowie Ve auf C beschrdnkt
und Lipschitz-stetig sind.

(V2) Die Approzimationen Hy der Hessematriz der zu (3.65) gehirigen Lagrangefunk-
tion seien fir alle k & Rine gleichmdflig beschrankt.

(V3) Die Matrizen Hy, + X, * seien gleichmdfig positiv definit auf dem Nullraum von
A%(x¥)T | d.h. es existiert eine Konstante M% > 0 sodass fiir alle k & Rine gilt

Amin (Z,ﬁT(Hk+uX,;2)Z,‘j> > MY,

(V4) Es existiere eine Konstante M > 0 sodass fiir alle k & Rine gilt

(V5) Die Iterierten, fir die die Feasibility Restoration Phase wihrend der Berechnung
einer neuen Suchrichtung gestartet wird, seien nicht beliebig nahe am zuldssigen
Bereich, d.h. es gibt eine Konstante 0, > 0 sodass k & R ist, wenn 62 (2%) < Oine
qgilt.

(V6) Die Iterierten {x*}, seien beschrinkt.

(V7) Es existiere ein (s > 0, sodass fiir alle v € X = {a*}rgr die Gradienten der

aktiven und fast aktiven Nebenbedingungen
Ve (), .., Ve () und {ei | z; < @}
linear unabhdngig sind.

(V8) Es exstieren Konstanten (g, (, > 0 sodass in allen Iterationen, in denen die Fea-

sibility Restoration Phase mit 0°(x*) < (p gestartet wird, eine neue Iterierte %+

berechnet wird, fir die gelte

xf“ > xf fiir alle i mit xf <,
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(V9) Fir die Storung der Nebenbedingungen gelte Gleichung (3.51) und auflerdem exis-
tiere eine Schranke Cs sodass fir alle k € N gilt

Seien Cy, My > 0 Konstanten, sodass mit den Voraussetzungen (V1)-(V/4) die Lem-
mata 3.2 und 3.4 erfillt sind. Es existiere ein K5 € IN, sodass fiir die Storungen der
Nebenbedingungen und deren Ableitungen fir alle k > Ks gelte

(V10) Fir alle o € [0,1] sei || (a" + aAa®) — c(a® + aAa®)|| < 6F.

06<xk)2 '
8Cy M2’

(V11) Falls 6°(2*) > 0 ist, dann gelte 68 <
falls 0°(x*) = 0 ist, dann gelte 6% = 0.

(V12) Falls °(z*) > 0 ist, dann gelte

96 k
ok < 154—13)—\/80965, d.h. 0°(zF) — My > 1/8Cy ok M?;

d

falls 6°(z*) = 0 ist, dann gelte 6% = 0.
(V13) Falls
0° () — K My > o™ 6°(2F)
mit o™ aus Gleichung (3.35) - hier jedoch mit der Zielfunktion f anstelle von
B - gilt, dann sei auch

8CyM3oF < (o™ 6°(a*))”
erfillt.

(V14) Es existiere ein q € (0,1), sodass fiir alle % der erzeugten Folge mit k ¢ R und
alle ¢, < C gilt

Omaz (A?<xk) - Al(xk)) < q Umin(Al(xk))v

wobei Aj(x*) aus der Matriz A(x*) durch Streichung der Zeilen mit dem Indez,
fiir den z¥ < ¢, gilt, entsteht.

Die Voraussetzungen 3.5 (V1) - (V6) und (V8) entsprechen den Voraussetzungen 3.2
(V1) - (V6) und (V8), hier jedoch fiir den Fall mit gestorten Gleichungsnebenbedin-
gungen. (V7) muss hier strenger formuliert werden, sodass die lineare Abhéngigkeit der
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Gradienten sowohl fiir alle Haufungspunkte der erzeugten Folge, als auch fiir Iterierte
mit fast aktiven Ungleichungsnebenbedingungen gefordert wurde.

Voraussetzungen 3.5 (V9) - (V13) stimmen mit den Forderungen an die Stérungen
aus Voraussetzung 3.3 und 3.4 iiberein, wéhrend Voraussetzung 3.5 (V14) fiir den
ungleichungsrestringierten Fall hinzugefiigt wurde.

Um die Aussage von [53, Lemma 11| auch fiir gestorte Nebenbedingungen beweisen
zu konnen, bendtigt man einige Voriiberlegungen. Dazu seien zunéchst zwei Normen
fiir Matrizen definiert und ihr Zusammenhang mit dem maximalen Singularwert einer

Matrix erwdhnt. Dies findet sich beispielsweise in [30, 43].

Definition 3.11 (Frobeniusnorm und Spektralnorm)

Fiir Matrizen B = (B;;)1<i<ny € RN*M st die Frobeniusnorm durch
1<j<M

N M
225

I1Bllr =
i=1 j=1
und die Spektralnorm durch
Bz 2
Bl = sup 14l
20 ||zl
definiert, wobei die Vektornorm || - ||o die euklidischen Norm in RN bzw. RM bezeichnet.

Lemma 3.15 (Frobeniusnorm und Spektralnorm)
Sei B € RVM ynd r € IN der Rang der Matriz B. Dann gilt

1Bl = max(B) (3.67)
1Bl < [IBllr < vr [IBll2 (3.68)

Fiir die Abschétzung der Storung von Singuldrwerten gestorter Matrizen ist in |30, Ko-
rollar 8.3.2] folgende Aussage gegeben:

Lemma 3.16 Fiir BB+ E € RYVM mit N > M gqilt fir die Singulirwerte mit
I<K<M
ok (B+ E) —ox(B)| < 0maa(E) = [|E]]2.

Anmerkung 3.3 Aus diesem Lemma erhélt man die Stetigkeit der Singuldrwerte einer

Matrix in den Eintrédgen. Betrachtet man unter den Voraussetzungen 3.5 die im Innere-
Punkte-Verfahren verwendete, ungestorte Matrix A(x) = (Ve (2), .., Ve (z)) € R™™
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in den Punkten x und y mit ||z—y|| < & mit €; > 0, so erhdlt man aufgrund der Stetigkeit
aus Voraussetzung 3.5 (V1) ein €, > 0 sodass fiir alle 1 <i <nund 1 < j < m gilt

Jci(x) B dci(y)

|Az‘j(95) - Az’j(@)’ = 3xj axj

Damit folgt mit Lemma 3.16 und Lemma 3.15
ok (A(z)) —ox(AlY)] < [[A(z) = AWl < [[A(2) = AY)llr < vim é&.

Das folgende Lemma zeigt nun analog zu [53, Lemma 11|, dass an hinreichend zuléssigen

Punkten die Suchrichtungen von fast aktiven Beschrankungen wegzeigen.

Lemma 3.17 Seien die Voraussetzungen 3.5 erfillt. Sei S C {1,..,n} und ¢, > 0 gege-
ben. Dann existieren (g, Cp > 0 sodass gilt Ax¥ > 0 fiir alle i € S, wenn in Iteration k

keine Feasibility Restoration Phase gestartet wird und fiir % gilt

el ={z>0|5,<GVIiES, 5 >GVid S, 0°(x) <)

Beweis: Wie im Beweis von [53, Lemma 11| erfolgt zunéchst die Zerlegung der prima-
len Variablen x. Seien in z; die Komponenten von z enthalten, deren Indizes in S liegen,
wahrend x; die restlichen Komponenten von z beinhalte. OBdA setzt man nun voraus,

T . Az, Vsf(z)
dass x = ilt. Zerlegt man nun analog Az = , Vf(x) = ,
(:m) g g g (Aa:l> f(x) (Wf(x))

0 58 sl
Ad(x) = A§<x> und Hy, = H];S H’Z , so erhélt man aus Gleichungssystem (3.66)
A} () Hy> Hy

nach Umformung

XPHEXp+pld  XpHY XANah)\ (XAl
HEX  HP (XD A Auf
X AT 0 A

— XV f(2F) — pes
= | =Vif(a¥) — u(X}) e | (3.69)
—c* (")

Sei # € X N L fiir anfinglich gewihlte ¢, und ¢ mit 0 < ¢, < { und ¢y > 0. Aus
Voraussetzung 3.5 (V7) folgt, dass die Matrix

Ag(x) Id
s e R (m+lS)
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linear unabhéngige Spalten hat. Damit hat auch A4;(z) linear unabhéngige Spalten. Dar-
aus folgt einerseits, dass m < n — | S| gelten muss, und andererseits gilt

Omin(A)(z)) > 0.

X N L ist abgeschlossen und nach Voraussetzung 3.5 (V6) beschriinkt, also kompakt.
Aus der Stetigkeit der Singularwerte (Anmerkung 3.3) folgt, dass

inf {opin(A(z))} = my > 0

xEXNL

ist. Damit gilt fiir alle z € X N L

Omin(A1(7)) = om(Al(T)) > My

Fiir alle Elemente der erzeugten Folge {z*}, gilt {2*|2* € L A 2% € X} = {a*]2* € L}.
Aus Voraussetzung 3.5 (V14) und Lemma 3.16 folgt dann fiir alle z* € L

Tmin(Ar(2%)) = Omin(A) (2%)) = o (Ai(2")) — o (A} (2%))
\am (Ai(a")) — o (A7 ()]

Oimaa(Ar(a*) — A7 (%))

q Omin(Ai(2%)).

IN

VAN VAN

Daraus erhilt man mit
Umin(A?<xk)) > (1 _q> Umm(Al(xk)) > (1 _q) me > 0

eine Abschitzung fiir den kleinsten Singuldrwert von A9(z*) fiir alle 2% € L N X.

Der restliche Beweis verlauft wie der von [53, Lemma 11]. Aus den Voraussetzungen 3.5
(V3) und (V5) folgt, nachdem (y eventuell noch verringert wurde, dass die Projektion
von HY + pu(X})~2 auf den Nullraum von A?(x*)T fiir alle 2% € L gleichmiRig positiv
definit ist.

Zusammen mit Voraussetzung 3.5 (V1) und (V2) sieht man, dass Gleichung (3.69)

pld 0 0 (X5 1Ak
0 HY+p(Xp)™2 Aa®) | +0(C) A}
0 A (k)T 0 A
—pues
= — | Vif(@") = u(Xp) e | +O(G)
A (x*)
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fiir alle 2% € L erfiillt. Zudem sind in dieser Gleichung sowohl die Inverse der Matrix als
auch die rechte Seite gleichméfig beschrankt fiir (s klein genug.

Damit ist (X7)"'Axk = e + O((,) fiir alle 2% € L. Folglich gilt (X3) tAz* > 0 fiir klein
genug gewihltes ¢, und damit Az* > 0. O

Satz 3.9 Seien die Voraussetzungen 3.5 erfiillt.
Dann existiert ein €, > 0 sodass fiir alle k gilt 2% > € e.

Der Beweis funktioniert genauso wie fiir Satz 3.5 bzw. [53, Theorem 3| ohne Storung.
Die Aussage folgt hier aus Satz 3.7, Lemma 3.17, Voraussetzung 3.5 (V8) sowie der
Fraction-to-the-boundary Regel und der Einschrankung auf s, = 1.
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Kapitel 4

Numerische Ergebnisse

4.1 Einbinden von IPOPT in OPTISIM®

Das Programmpaket IPOPT (Version 3.10.2) wurde unter Windows® 7 (32-bit) mit
OPTISIM® Version 10.8.0 gelinkt. Hierfiir wurden die Compiler Microsoft Visual C-++
2008 (Version 9.0) und Intel® Visual Fortran Compiler (Version 11.0.074) verwendet.

Die fiir IPOPT notwendigen Pakete BLAS und LAPACK sind iiber die MKL (Math
Kernel Library) von Intel® bereits vorhanden. Zur Lésung der linearen Gleichungs-
systeme mit diinnbesetzten Matrizen innerhalb von IPOPT wurde versuchsweise
einerseits der Loser MA27 aus dem Harwell Subroutine Library (HSL) Archiv mit dem
Vorkonditionierer MC19 eingebunden, andererseits die public domain Software MUMPS
(MUltifrontal Massively Parallel sparse direct Solver - Version 4.9.2) zusammen mit
dem Vorkonditionierer METIS (Version 4.0.1).

OPTISIM® ist zu grofen Teilen in Fortran programmiert, wihrend IPOPT seit Ver-
sion 3.0.0 in C++ implementiert wird. Im Programmpaket von IPOPT werden einige
Schnittstellen in verschiedenen Programmiersprachen (C-++, C und Fortran, aber auch
AMPL, R, etc.) zur Anbindung an bestehenden Code mitgeliefert [34]. Diese Schnitt-
stellen enthalten verschiedene Funktionsaufrufe zur Ubermittlung von

e Problemgrofe und -struktur,

e den Schranken der Optimierungsvariablen und der Nebenbedingungen,

e dem Startwert,

den Funktionsauswertungen der Zielfunktion und der Nebenbedingungen,

den Funktionsauswertungen der Ableitungen von Zielfunktion und Nebenbedin-

gungen, sowie

der Hessematrix der Lagrangefunktion, sofern zweite Ableitungen vorhanden sind.
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Sind keine zweiten Ableitungen bekannt, so wird die Hessematrix von IPOPT intern mit
Hilfe einer Quasi-Newton Updateregel approximiert.

Da in OPTISIM® in den meisten Fillen keine zweiten Ableitungen gegeben sind,
wird die Hessematrix hier durch eine Approximation nach der limited-memory BFGS-
Updateregel (vgl. hierzu [28]) ersetzt.

4.1.1 Sequentieller Ansatz

Um das Verhalten des Innere-Punkte-Verfahrens mit den seitherigen Optimierungsalgo-
rithmen vergleichen zu konnen, wurde IPOPT zunéchst fiir den sequentiellen Optimie-
rungsansatz in OPTISIM® angeschlossen. Dabei wird das Optimierungsproblem (1.6)
aus Abschnitt 1.3.1 betrachtet:

min - ®(£(p))

P

IN

u.d.N. Pmin > Pmax
Smin gmax

Cmin S C(f(p)) S Cmax

p

IA A
a3
<
S
AN

Fiir diesen Ansatz wurde die von IPOPT mitgelieferte Fortran Schnittstelle verwendet.
Darin wird bei den Funktionsauswertungen von Zielfunktion und Nebenbedingungen
sowie deren Ableitungen angegeben, ob die entsprechende Funktion an einem neuen
Punkt ausgewertet werden soll, oder ob an diesem Punkt bereits eine andere Funk-
tion berechnet wurde. Dadurch muss das Modellgleichungssystem (1.3) nur fiir neue
Werte der Optimierungsvariablen, die hier den Designvariablen p entsprechen, gelost
werden. Bei allen weiteren Funktionsaufrufen am selben Punkt wird dann nur die
jeweils benotigte Funktion ausgewertet. Die Jacobimatrix der Nebenbedingungen muss
fiir IPOPT in der Form einer diinnbesetzten Matrix im sogenannten triplet format
gespeichert werden [34]. Die Speicherung einer Matrix in diesem Format besteht aus
zwei ganzzahligen Feldern (Zeilenfeld und Spaltenfeld), einem reellwertigen Feld, sowie
der Anzahl an Eintridgen. Jedem Matrixeintrag, der nicht null ist, entspricht ein Eintrag
in jedem der drei Felder. Die Position des Eintrags in der Matrix wird im Zeilen- und
Spaltenfeld gespeichert, der Wert des Eintrags in dem reellwertigen Feld.

Eine Schrittweitenbeschrankung (vgl. Abschnitt 2.1.1) wurde in dieser Implementierung
ermoglicht, indem bei zu grofer Anderung in den Optimierungsvariablen die Auswer-

tung der Funktionen (Zielfunktion und Nebenbedingungen) nicht erlaubt wird.
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IPOPT besitzt eine Vielzahl von Optionen, die steuern, wie das Innere-Punkte-Verfahren
durchgefiihrt werden soll. Folgende Optionen kénnen von OPTISIM® aus vor dem Start
der Optimierung ausgewihlt werden:

1. Skalierung der Zielfunktion mit dem Wert der Zielfunktion am Startpunkt zuséatz-

lich zur gradientenbasierten, internen Skalierung,

2. Initialisierung der dualen Variablen z* und 2V in Abhingigkeit vom Barrierepara-
meter ;o oder mit konstanten Werten,

3. Anpassen des Barriereparameters nach der adaptiven oder der monotonen Strate-
gie,

4. Zulassen der Second-Order Correction oder nicht.

4.1.2 Simultane Optimierung
Nun wird das Optimierungsproblem (2.2) aus Abschnitt 2.2.1

min  $(z)

Cmin S C(I) S Cmax
F(z) =0

mit x = (f), Tnin = <€min> und Zpax = <§max> betrachtet.
p Pmin max

Da die im Flowsheet angegebenen Optimierungsvariablen p und die Zustandsvariablen
¢ wahrend der Optimierung nun gleichzeitig verdandert werden diirfen, sind die Parame-
terquellgleichungen (1.4), fiir diese Designvariablen eigentlich {iberfliissig. Da das Aus-
sortieren dieser Gleichungen jedoch sehr aufwindig wére, werden sie beibehalten. Diese
Tatsache wird dann bei der Initialisierung der simultanen Optimierung beriicksichtigt.
Die Implementierung des simultanen Ansatzes wurde unabhéngig vom Optimierungs-

verfahren vorgenommen. Dabei wurden folgende Punkte beriicksichtigt:

Setzen der Grenzen

Fiir eine Designvariable p;, die auch Optimierungsvariable ist, sind einerseits die Gren-
ZeN Prin; UNd pmay;, andererseits die Grenzen der zugehorige Zustandsvariable §,; mit
Emingi und §maxm gegeben. Die entsprechenden Grenzen in x,;, und z,., werden dann
so gesetzt, dass in beiden Komponenten, also fiir p; und &,;, jeweils die engeren Grenzen
gelten.
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,freie Variablen

Eine Designvariable p;, deren zugehorige Zustandsvariable &, nur in der Gleichung fiir
die Parameterquelle (1.4), jedoch weder in anderen Modellfunktionen noch in der Ziel-

funktion verwendet wird, wird als ,frei“ bezeichnet. In diesem Fall gilt

Die beiden Variablen p; und &, konnen theoretisch vom Optimierer beliebig gesetzt
werden, solange sie beide denselben Wert haben. Um zu verhindern, dass diese Variablen
verdndert werden und so dem Anwender eine Abhéngigkeit des Optimierungsproblems
von der Designvariablen p; vorgespiegelt wird, werden in diesem Fall die Grenzen fiir p;
und &,; auf den aktuellen Wert gesetzt, sodass dieser beibehalten wird.

Auswertung der Funktionen und Ableitungen

Die Auswertung der Zielfunktion ® und ihres Gradienten

do(r) a@éic’ )
dx 0

erfolgt direkt mit den aktuellen Werten von &.
Die Werte der Nebenbedingungen ergeben sich aus den Werten von &, p, ¢(&,p) und
F(&,p). Die Ableitungen der Gleichungsnebenbedingungen

dF(z) _ <3F(§7p) 3F(§,p)>
dx oc 7 Op

OF(§,p)

sind durch die aktuellen Werte der Jacobimatrix der Modellfunktion ——=>% und die

73
. OF(¢,p) : : .
konstanten Werte fiir 5, aus Gleichung (1.8) gegeben. Die Ungleichungsnebenbe-

dingungen ¢(§, p) bestehen aus Summen von Zustandsvariablen, sodass deren Ableitun-
gen konstant sind:

i) _ (acgfém, 8c<a£];p>> _ (dd_f) o>

4.1.2.1 Schnittstelle zu IPOPT

Fiir die simultane Optimierung wurde eine Schnittstelle zwischen OPTISIM® und
IPOPT programmiert. Dazu wurde eine C++-Klasse erzeugt, die von der abstrakten
Klasse Ipopt::TNLP abgeleitet wurde.
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oF
Die Auswertung der Modellfunktion F' sowie ihrer Jacobimatrix 8_§ erfolgt immer ge-

meinsam und fiir jeden Wert der Optimierungsvariablen z nur einmal.

IPOPT erwartet die Ableitungen der Nebenbedingungen in der Form einer diinnbesetz-
ten Matrix mit konstanter Struktur. Wird wiahrend der Optimierung eine Unstetigkeits-
stelle erreicht bzw. passiert, die zur Anderung der Belegungsstruktur der Matrix %—lg fiithrt
(Punkt 3 in Abschnitt 2.1.2), so wird dies wihrend der Berechnung der Modellfunktion
F und deren Ableitungen ersichtlich.

Tritt diese Anderung der Matrixstruktur bei der Auswertung der Ableitungen der Neben-
bedingungen auf, so muss der aktuelle Optimierungslauf beendet und eine neue Rechnung
mit der neuen Matrixstruktur begonnen werden. Hierfiir wird die Warmstartmdoglichkeit
von IPOPT genutzt. Dabei kénnen die dualen Variablen 2z, z¥ und A mit den Werten
aus der gerade beendeten Rechnung initialisiert werden. Die neue Rechnung wird dann
iiber den Aufruf ReOptimizeTNLP gestartet.

Tritt diese Anderung der Matrixstruktur hingegen bei der Auswertung der Zielfunktion,
des Gradienten der Zielfunktion oder der Nebenbedingungen auf, so wird die Rechnung
zunachst fortgesetzt, da diese Werte weiterhin berechnet werden kénnen. Wahrend der
Filter-Liniensuche werden von IPOPT nur die Werte von Zielfunktion und Nebenbe-
dingungen ausgewertet. Es kann daher sein, dass wiahrend der Liniensuche eine solche
Unstetigkeitsstelle passiert wird. Dann werden diese Funktionen in einem Testpunkt 2%
ausgewertet, an dem die Matrixstruktur nicht mit der Struktur am Punkt z* iiberein-
stimmt. Falls die Jacobimatrix an dem von der Liniensuche schlussendlich akzeptierten
Punkt z**! dieselbe Struktur besitzt wie in 2*, kann so ein voreiliges Abbrechen der
Optimierung verhindert werden. Sonst bestiinde die Gefahr wiederholt hin und her zu
pendeln.

Erst nachdem der neue Punkt 2**! akzeptiert wurde, werden die Ableitungen der Ne-
benbedingungen an diesem Punkt ausgewertet. Hat sich die Struktur der Jacobimatrix
gegeniiber der Jacobimatrix in #* gedndert, so wird die Optimierung neu gestartet.

Bei Unstetigkeiten, in denen sich nur die Modellfunktion, nicht aber die Struktur der
Jacobimatrix éndert (Punkt 1 und 2 in Abschnitt 2.1.2), wird der Optimierungslauf
nicht unterbrochen.

Die Approximation der Hessematrix der Lagrangefunktion wird beim simultanen Ansatz
wieder durch ein limited-memory BFGS-Verfahren berechnet, die Initialisierung der
Matrix ist dabei konstant, also ein Vielfaches der Einheitsmatrix.

Folgende Optionen von IPOPT konnen in OPTISIM® vor dem Start der Optimierung
ausgewahlt werden:
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1. Skalierung der Zielfunktion mit dem Wert der Zielfunktion am Startpunkt oder
einem festen Wert zusétzlich zur gradientenbasierten, internen Skalierung,

2. Initialisierung der dualen Variablen z” und zV in Abhéngigkeit vom Barrierepara-
meter p oder mit konstanten Werten,

3. Anpassen des Barriereparameters nach der adaptiven oder der monotonen Strate-

gle,
4. Zulassen der Second-Order Correction oder nicht,

5. Behandlung von fixierten Optimierungsvariablen (untere gleich obere Schranke)

als Nebenbedingung oder Aussortieren dieser Variablen zu Beginn der Rechnung,

6. Skalierung der zusétzlichen Ungleichungsnebenbedingung c.

4.2 Testergebnisse

Die verschiedenen Optimierungsverfahren und -ansédtze wurden im Rahmen eines
Tests verglichen. Die sequentielle Optimierung wurde mit den beiden bisherigen
SQP-Verfahren sowie mit IPOPT durchgefiihrt. Die simultane Optimierung hingegen
kann nur mit [POPT durchgefiihrt werden.

Die getesteten Verfahren wurden folgendermafien bezeichnet:

e SQP1

SQP?2

IPOPT(HSL) - nutzt den linearen Gleichungsloser MA27 mit dem Vorkonditionie-
rer MC19 aus dem Harwell Subroutine Library (HSL) Archiv

IPOPT(MUMPS) - nutzt den linearen Gleichungsléser MUMPS und den Vorkon-
ditionierer METIS

Beim Einsatz von IPOPT wurden neben unterschiedliche Routinen zur Lésung des inter-
nen linearen Gleichungssystems auch verschiedene Optionen, die in der Implementierung
von IPOPT gegeben sind, getestet. Die Auswahl dieser Optionen wurde durch den Pa-
rameter MOPT ermoglicht. Die Bedeutung der einzelnen Werte fiir MOPT sind in Tabelle
4.1 fiir die sequentielle und die simultane Optimierung erlautert.
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’ MOPT ‘ sequentielle Optimierung | simultane Optimierung
1 die Zielfunktion wird zusdtz- | die Zielfunktion wird bei verletzen Nebenbe-
lich mit |®(z%)| skaliert dingungen mit |®(z%)|, sonst mit 10° zusitz-
lich skaliert
2 die Initialisierung der Multiplikatoren 2z und 2% erfolgt in Abhéngig-
keit des Barriereparameters p
3 1+ 2
4 fiir die Wahl des Barriereparameters p wird die adaptive Strategie
verwendet
5 1+ 4
8 die Second-Order Correction wird zugelassen
9 1+8
16 - Optimierungsvariablen, bei denen obere und
untere Schranke tibereinstimmen, werden aus-
sortiert, anstatt sie als Gleichungsnebenbedin-
gungen zu betrachten
17 - 1+ 16

Tabelle 4.1 Liste der durch MOPT zusétzlich auswéhlbaren Optionen fiir IPOPT

Fiir die Tests wurde das in Abbildung 4.1 dargestellte Flowsheet betrachtet:

T3 F1
S3

44_ > 510 1
. y p

s2 Warmetauscher _

T2, p2 sS4 ”

c(&,p)
AT(1:20)

Abbildung 4.1 Diagramm des Testflowsheets

SO ist ein warmer Luftstrom mit konstanter Menge. Der Parameter F'1 beschreibt den
Anteil von S0, der in den Design-Wéarmetauscher als Strom S1 eintritt. Temperatur und
Druck sind fest vorgegeben. Der Luftstrom wird im Warmetauscher durch einen kalten
Strom aus reinem Stickstoff abgekiihlt. Der Strom S2 ist fliissig, wobei Menge, Druck
und Temperatur fest vorgegeben sind.
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Der Warmetauscher wurde so spezifiziert, dass die Austrittstemperatur von S3 durch
den Parameter T3 vorgegeben ist und die vom Luftstrom abgegebene Warme vollstéan-
dig vom kalten Strom aufgenommen wird. Daraus berechnet sich die Temperatur des
Austrittstroms S4.

In der Optimierung sollen nun die Austrittstemperatur 73 und das Mengenverhéltnis
F1 so bestimmt werden, dass moglichst viel Luft auf moglichst niedrige Temperatur
abgekiihlt wird. Um die thermische Beanspruchung im Wéarmetauscher gering zu hal-
ten, sollte die Temperaturdifferenz zwischen warmem und kaltem Strom nicht zu grofs
werden. Dazu wird das Temperaturprofil der Strome entlang der iibertragenen Wéarme-
menge betrachtet und daraus das Temperaturdifferenzprofil AT berechnet. Dieses wird
nach oben mit 200K beschrankt. Andererseits muss AT nach unten mit einem positi-
ven Wert, hier 2K, beschriankt werden, um den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
nicht zu verletzen. Wiirden sich die beiden Temperaturprofile iiberschneiden, so miisste
die Warme vom kalten zum warmen Strom geleitet werden. Lagen die beiden Profile
{ibereinander, so miisste der Wirmetauscher eine unendlich groke Ubertragungsfliche
besitzen. Das betrachtete Optimierungsproblem lautet:

min T3 — F1
ud.N. 0.05 < F1 < 1.0
51.0 < T3 < 300.0

2.0 < AT(1:20)0 < 200.0

(4.1)

Die Ergebnisse aller Tests sind in den Tabellen 4.2 und 4.3 fiir jede Methode und die

entsprechenden Optionen zusammengefasst.

Mit Ende wird die Endmeldung des Optimierers bezeichnet. OK bedeutet, dass die Opti-
mierung erfolgreich beendet wurde und alle Nebenbedingungen erfiillt sind. MAXITER
bedeutet, dass die maximale Anzahl an Iterationen des Optimierers (in diesem Fall 500)
erreicht wurde, bevor die Optimierung erfolgreich beendet werden konnte.

Fiir die Zielfunktion wird jeweils der Wert am Ende der Optimierung angegeben.
Opt-Iter bezeichnet die Anzahl der benotigten Optimierungsiterationen, wiahrend unter
SS-Tter fiir die sequentielle Optimierung die Anzahl der benétigten Iterationen bei der

stationdren Simulation angegeben werden.

Das Ergebnis zeigt einerseits, dass die simultane Optimierung nur bei zusétzlicher
Skalierung der Zielfunktion erfolgreich ist. Es ist bekannt, dass der Optimierer IPOPT
nur schwer konvergiert, wenn die zweiten Ableitungen der Lagrangefunktion nur als
Approximation vorliegen. Dies wird auch in dem obigen Beispiel deutlich. Wird die
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Zielfunktion des Optimierungsproblems jedoch mit einem entsprechend groffen Faktor
multipliziert, so wird die Konvergenz um ein Vielfaches beschleunigt. In diesem Beispiel
wurde als Faktor bei verletzten Nebenbedingungen der Betrag der Zielfunktion am
Startpunkt und bei erfiillten Nebenbedingungen der Faktor 10° verwendet (vgl. Tabelle
4.1).

Alle Testlaufe, in denen das Optimierungsverfahren erfolgreich beendet wurde, lieferten
dasselbe Ergebnis fiir die Optimierungsvariablen und damit auch fiir die Zielfunktion
und die Nebenbedingungen:

Zielfunktion: 199.0000 — 81.6729

T3: 200.0000 — 82.0000

F1: 1.0000 — 0.3271

min(AT): 102.3472 — 2.0000
sequentielle Optimierung:
Methode MOPT ‘ Ende Zielfunktion Opt-Iter SS-Iter Zeit (s)
SQP1 OK 81.6729 13 175 7.566
SQP2 OK 81.6729 13 175 7.597
I[POPT (HSL) 0 OK 81.6729 32 181 8.065
IPOPT (HSL) 1 OK 81.6729 23 207 9.095
IPOPT (HSL) 2 | OK 81.6729 82 780  29.437
IPOPT (HSL) 3 OK 81.6729 25 117 5.382
IPOPT (HSL) 4 OK 81.6729 32 181 8.096
IPOPT (HSL) ) OK 81.6729 23 207 9.079
IPOPT (HSL) 8 OK 81.6729 31 161 7.129
IPOPT (HSL) 9 | OK 81.6729 23 207 9.064
IPOPT (MUMPS) 0 OK 81.6729 32 181 8.206
IPOPT (MUMPS) 1 OK 81.6729 23 207 9.220
IPOPT (MUMPS) 2 OK 81.6729 82 780  29.859
IPOPT (MUMPS) 3 OK 81.6729 25 117 5.507
IPOPT (MUMPS) 4 OK 81.6729 32 181 8.268
[POPT (MUMPS) ) OK 81.6729 23 207 9.157
IPOPT (MUMPS) 8 OK 81.6729 31 161 7.301
IPOPT (MUMPS) 9 OK 81.6729 23 207 9.282

Tabelle 4.2 FErgebnisse des Tests mit sequentielle Optimierung
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simultane Optimierung:

Methode MOPT | Ende Zielfunktion Opt-Iter SS-Iter Zeit (s)
[POPT (HSL) 0 MAXITER 147.7681 501 0 17.145
[POPT (HSL) 1 OK 81.6729 29 0 2.480
[POPT (HSL) 2 MAXITER 180.1192 501 0 18.112
[POPT (HSL) 3 OK 81.6729 28 0 2.496
[POPT (HSL) 4 MAXITER 147.7681 501 0 17.129
[POPT (HSL) 5) OK 81.6729 29 0 2.496
[POPT (HSL) 8 MAXITER 147.7681 501 0 17.051
[POPT (HSL) 9 OK 81.6729 29 0 2.652
[POPT (HSL) 16 | MAXITER 147.7681 501 0 17.082
[POPT (HSL) 17 | OK 81.6729 29 0 2.574
[POPT (MUMPS) 0 MAXITER 147.7681 501 0 82.337
[POPT (MUMPS) 1 OK 81.6729 29 0 8.658
[POPT (MUMPS) 2 MAXITER 180.1192 501 0 104.427
[POPT (MUMPS) 3 OK 81.6729 28 0 8.408
[POPT (MUMPS) 4 MAXITER 147.7681 501 0 81.823
[POPT (MUMPS) 5) OK 81.6729 29 0 9.079
[POPT (MUMPS) 8 MAXITER 147.7681 501 0 82.759
[POPT (MUMPS) 9 OK 81.6729 29 0 9.500
[POPT (MUMPS) 16 | MAXITER 147.7681 501 0 82.759
[POPT (MUMPS) 17 | OK 81.6729 29 0 8.674

Tabelle 4.3 Ergebnisse des Tests mit simultane Optimierung

Die Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen die Temperaturprofile des Design-Warmetauschers
vor und nach der Optimierung. Der Luftstrom ist hier schwarz und der Stickstoffstrom
blau dargestellt. Der Luftstrom wird wihrend der Optimierung so verdndert, dass er
schlussendlich vollstandig verdampft. Dadurch erhalten die Nebenbedingungen zwei zu-
sdtzliche , Knickstellen®, an denen sie beziiglich der Enthalpie nicht stetig differenzierbar
sind.

Dennoch kann das Optimierungsproblem durch die simultane Optimierung rasch gelost
werden. Hierbei konnen im Vergleich zur sequentiellen Optimierung viele Iterationen
gespart werden. Sind beim bisherigen SQP-Verfahren beispielsweise 175 Iterationen fiir
die stationdre Simulation notig, so sind bei der simultanen Optimierung im besten Fall
nur 28 Optimierungsiterationen erforderlich. Im Zeitvergleich stellt man fest, dass die
simultane Optimierung bis zu einem Faktor drei schneller als der bisherige sequentielle
Ansatz ist.
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Abbildung 4.2 Temperaturprofile vor der Optimierung
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Abbildung 4.3 Temperaturprofile nach erfolgreicher Optimierung
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Kapitel 5
(Globale Optimierung

Wie bereits in Kapitel 2 erwéihnt, ist es fiir die Prozessrechnung interessant, das glo-
bale Minimum des betrachteten Optimierungsproblems zu finden. Im Rahmen zweier
aufeinander aufbauender Bachelorarbeiten [46] und [44] wurde die in Abschnitt 2.2.2
beschriebene Methode des mehrfachen Starts der lokalen, sequentiellen Optimierung in
OPTISIM® umgesetzt. Dazu wurde zunéchst ein Wegfindungsalgorithmus zur Bestim-
mung der zu den einzelnen Startwerten pr,; gehorenden stationédren Losungen &(pryit)
implementiert, bevor dieser dann zusammen mit dem bestehenden Optimierungsverfah-

ren in OPTISIM® zu einem globalen Optimierungsalgorithmus gekoppelt werden konnte.

5.1 Wegfindung

Aufgrund der lokalen Konvergenz des Newtonverfahrens, kann die stationére Losung
&(p) fiir neue Werte der Designvariablen p nicht immer ohne weiteres berechnet werden.
Wie bereits in Abschnitt 2.1.1 beschrieben, ist in OPTISIM® ein Homotopieverfahren
implementiert, das die Anderungen in den Designvariablen von p,; nach py., entlang
der direkten Verbindungsstrecke unterteilt. Gibt es entlang dieser Verbindungsstrecke
jedoch Stellen, an denen das Modellgleichungssystem (1.3) aufgrund von Unstetigkeiten
oder Singularitdten (vgl. Abschnitt 2.1.2 und 2.1.4) nicht gelost werden kann, so wird

der neue Punkt in den Designvariablen p,,., nicht erreicht.

In [46] wurde ein Auswertungsalgorithmus entwickelt, der ausgehend von einem Punkt
Pair im Raum der betrachteten Designvariablen mit bekannter stationdrer Losung &(pa)
die Zustandsvariablen &(ppe,) fiir einen neuen Punkt p,., berechnet und dabei einzelne
Punkte der Designvariablen, zu denen keine stationdre Losung berechnet werden kann,
umgeht. Anstatt die Auswertung der stationdren Modellgleichungen nur auf der direkten
Verbindungsstrecke vorzunehmen, werden jetzt verschiedene ,,Umwege” zugelassen.
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5.1.1 Gitter und Graphen

Betrachtet man in jeder Komponente die Werte von p,; und ppe,, so lésst sich
zwischen den beiden Punkten ein n,-dimensionaler Quader im Raum der betrachteten
Designvariablen aufspannen. Erlaubt man in den Komponenten, in denen sich die Werte
von Pgi und pye,, unterscheiden, zusatzliche Stiitzstellen zwischen den beiden gegebenen
Werten, so erhilt man ein Gitter. Die Knoten dieses Gitters repréasentieren jeweils eine
Kombination aus je einem der erlaubten Werte in den einzelnen Komponenten. Die
Kanten des Gitters verlaufen parallel zu den Koordinatenachsen. Die Nachbarn eines
Knotens sind all die Knoten, die iiber eine Kante mit dem ersten Knoten verbunden
sind. Die Koordinaten zweier Nachbarn unterscheiden sich daher immer nur in einer
Komponente.

Ein Gitter kann als Graph aufgefasst und darauf Algorithmen aus der Graphentheo-
rie angewendet werden. Dazu seien zunéchst einige grundlegende Begriffe fiir Graphen
definiert (vgl. z.B. [55, 21]).

Definition 5.1 (Graphen)

Fin Graph st ein Tripel, das aus einer Knotenmenge V, einer Kantenmenge U und
einer Relation, die jeder Kante aus der Kantenmenge zwer Knoten aus der Kno-
tenmenge zuordnet, besteht. Zwei Knoten heiffen Nachbarn, falls sie die Endpunkte
einer Kante aus U sind. Ein Graph heifst endlich, wenn die Knotenmenge U und die
Kantenmenge K endlich sind.

Fine Schlinge ist eine Kante, deren Endpunkte gleich sind. Gibt es zwischen zwei
Punkten mehrere Kanten, so nennt man diese Mehrfachkanten. FEin Graph heifst
einfach, falls er keine Schlingen und keine Mehrfachkanten besitzt.

FEin Pfad ist eine Liste v, uy, v1, ..., u, v (k € N) von Knoten v; € V' und Kanten
u; € U, wobei fiir alle 1 < i < k die Kante u; die beiden Knoten v;_1 und v; verbindet.
FEin Pfad, in dem alle auftretenden Knoten paarweise verschieden sind, heifit Weg.
Fin Graph heifit z7usammenhingend, falls zu jedem Paar an Knoten aus V' ein Pfad
existiert, zu dem beide Knoten gehdren.

FEin gerichteter Graph besteht aus einer Knotenmenge V', einer Kantenmenge U und
einer Relation, die jeder Kante aus der Kantenmenge ein geordnetes Paar von Knoten

aus der Knotenmenge zuordnet.
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Ein gewichteter Graph ist ein Graph, fir den eine zusdtzliche Funktion kg : U — Rgﬂ
existiert, die jeder Kante ein (nicht negatives) Gewicht zuordnet. Die Wegkosten
cg(v,v2) eines Weges von v1 € V nach vy € V ergeben sich hierbei als Summe der
Kantengewichte kg der im Weg enthalten Kanten.

5.1.2 Der A*-Algorithmus

Der A*-Algorithmus ist ein Verfahren zur Bestimmung des kiirzesten Weges zwischen
zwei Knoten eines Graphen mit positiven Kantengewichten, das beispielsweise in [31] und
[19] vorgestellt wird. Der A*-Algorithmus ist mit dem Dijkstra-Algorithmus |55, 19] ver-
wandt. Wahrend der Dijkstra-Algorithmus nur die bisherigen Wegkosten beriicksichtigt
und dabei gleichméfig in alle Richtungen sucht, werden beim A*-Algorithmus zusétzlich
zu den Wegkosten auch die (geschétzten) Kosten zum Ziel betrachtet [19].

Die Bewertungsfunktion fg : V' — Ry des A*-Algorithmus setzt sich aus den bisherigen
Wegkosten vom Startpunkt vy aus gg(-) = c¢g(vo, ) und einer heuristischen Funktion
hg : V — Ry, die die Kosten bis zum Ziel schiitzt, zusammen. Fiir die Bewertung eines
Knotens v € V' gilt dann fg(v) = ga(v) + ha(v).

Der Ablauf des A*-Algorithmus wird in Algorithmus 5.1 dargestellt und kann folgender-
mafen zusammengefasst werden [31, 46]: Der A*-Algorithmus verwendet zwei Listen.
Liste 1 enthélt bereits besuchte Knoten, Liste 2 enthélt bereits bewertete Knoten, die
noch zur Uberpriifung (ob sie Zielknoten sind) anstehen. Zuniichst wird der Startknoten
in Liste 1 aufgenommen und expandiert, d.h. seine Nachbarn werden bestimmt und
bewertet. Die Nachbarn werden in Liste 2 aufgenommen und nach ihrer Bewertung sor-
tiert. Nun wird immer der Knoten aus Liste 2 mit der geringsten (besten) Bewertung in
Liste 1 verschoben. Ist dieser Knoten bereits der Zielknoten, so wird die Suche beendet.
Andernfalls wird dieser Knoten expandiert und alle Nachbarn werden in Liste 2 aufge-
nommen, falls sie dort noch nicht enthalten sind. Wird ein Nachbar bereits in Liste 2 mit
einer groferen (schlechteren) Bewertung gefiihrt, so wird seine Bewertung iiberschrieben.

Die Wahl der Heuristik hg beeinflusst sowohl die Eigenschaften als auch die Geschwin-
digkeit des A*-Algorithmus (vgl. [31] und [19]).

Definition 5.2 (zuléssige und monotone Heuristik)

Die Heuristik hg : V. — R{ heift zuldssig, wenn sie die exvakten Kosten hf nicht
tiberschitzt, d.h. Vv € V hg(v) < h§(v).

Die Heuristik hg : V — R§ heifst monoton, wenn fiir alle Knoten v € V und fiir jeden
Nachbarn v' € V von v gilt ha(v) < cg(v,v') + hg(v').
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Algorithmus 5.1 Der A*-Algorithmus
Setze Startknoten mit Bewertung 0 in Liste 2.

while Liste 2 nicht leer do
Verschiebe Knoten mit der geringsten Bewertung aus Liste 2 in Liste 1.
if Knoten ist Zielknoten then
Fertig. Ziel gefunden.
end if
for Jeden Nachbarn des Knotens do
if Nachbar noch nicht in Liste 2 then
Fiige Nachbarn aus Liste 2 mit Bewertung iiber den aktuellen Knoten ein.

Sortiere Liste 2 anhand der Bewertungen.
else
if Bewertung iiber aktuellen Knoten zu diesem Nachbarn kleiner als Bewertung
des Nachbarn aus Liste 2 then
Aktualisiere Bewertung des Nachbarn.
Sortiere Liste 2 anhand der Bewertungen.
end if
end if
end for
end while

Man sieht leicht, dass eine monotone Heuristik auch immer zuléssig ist.

Fiir den A*-Algorithmus gelten folgende Eigenschaften:
e Der A*-Algorithmus terminiert auf endlichen Graphen.

e Ist die Heuristik hg zuléssig, so findet der A*-Algorithmus immer einen kosten-
optimalen Pfad

e Ist die Heuristik hg monoton, so ist der A*-Algorithmus optimal effizient, d.h.
es gibt keinen anderen Algorithmus, der fiir die gegebene Heuristik schneller eine
Losung findet.

5.1.3 Der Wegfindungsalgorithmus in OPTISIM®

Das oben beschriebene Gitter, das die Wegfindung zwischen p,;; und py.,, ermoglichen
soll, ist ein einfacher, zusammenhéngender, endlicher, ungewichteter und ungerichteter
Graph. Aufgrund der Schwierigkeiten bei der Berechnung der stationdren Losung
kann es jedoch sein, dass nicht alle Knoten des Gitters besucht und nicht alle Kanten
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begangen werden konnen. Dadurch kann es passieren, dass der Algorithmus in eine
Sackgasse lduft und wieder zuriick muss. Um in diesem Fall nicht wieder von vorn
beginnen zu miissen, soll an geeigneten Knoten des Gitters die zu den entsprechenden
Designvariablen gehorende stationdre Losung gespeichert werden. Diese kann dann
bei Bedarf wieder geladen werden, um die stationdre Simulation fiir die dem né#chsten
Knoten entsprechenden Designvariablen zu ermoglichen. War die letzte Berechnung
erfolgreich, so stehen die Ergebnisse dieser Rechnung in der OPTISIM®-Datenbank zur

Verfiigung und miissen nicht geladen werden.

Der Wegfindungsalgorithmus, der in OPTISIM® implementiert wurde, beruht auf dem
A*-Algorithmus und ist in Abbildung 5.1 schematisch dargestellt. Er wird in [46] folgen-
dermafsen vorgestellt:

Das Gitter wird nicht vollstdndig angelegt, da der Speicherplatz fiir das gesamte Git-
ter sehr schnell zu grofs werden wiirde (Zahl der Knoten wéchst exponentiell mit der
Dimension des Gitters) und wéhrend der Wegfindung meist nur ein Teil des Gitters
durchlaufen wird. Die Knoten werden daher dynamisch erzeugt. Jeder Knoten besitzt
folgende Attribute:

1. die Koordinaten; diese entsprechen nicht den exakten Werten der entsprechenden
Designvariablen, sondern einer internen, ganzzahligen Nummerierung der Stiitz-
stellen

2. den Status, ob der Konten bereits besucht wurde oder nicht,
3. die Bewertung des Knotens und
4. die Liste seiner Nachbarn.

Wird ein Knoten wéhrend der Suche expandiert, so werden alle Nachbarn, die noch nicht
angelegt wurden, erzeugt. Dazu muss gepriift werden, ob und welcher Nachbar bereits
existiert.

Ein Knoten wird dann als besucht markiert, wenn die stationdre Losung fiir die entspre-
chenden Designvariablen berechnet werden konnte. Kann die Kante von einem Knoten
zu seinem Nachbarn nicht begangen werden, so wird dieser Nachbar aus der Liste der
Nachbarn geloscht. Wurde ein Nachbar bereits besucht, so wird dieser Nachbar ebenfalls
aus der Liste der Nachbarn geloscht, um Endlosschleifen zu verhindern.

Alle angelegten Knoten, die noch nicht untersuchte Nachbarn haben, werden in einer
Knotenliste gespeichert. Diese Knoten versprechen noch einen moglichen Weg, die
Bewertung kann jedoch schlechter werden. Fiir jeden Knoten in der Knotenliste wird
der zu den entsprechenden Designvariablen gehérende Zustandsvektor gespeichert. Wird
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Abbildung 5.1 Schematische Darstellung des Wegfindungsalgorithmus in OPTISIM® aus:
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zu diesem Knoten spater zuriickgekehrt, wird der entsprechende Zustandsvektor wieder
geladen. Sowohl die Knotenliste als auch die Listen der Nachbarn der einzelnen Kno-
ten werden nach der Bewertung der in der Liste befindlichen Knoten aufsteigend sortiert.

Bei der hier gewdhlten Bewertung der einzelnen Knoten fg(v) = gg(v) + hg(v)
werden die bisherigen Kosten vernachlassigt, d.h. g = 0, und die geschétzten Kosten
werden gleich dem quadrierten Abstand des Knotens vom Zielknoten gesetzt, d.h.
fa(v) = hg(v) = ||v — vziq||3. Zur Berechnung des Abstands zweier Knoten werden die

internen, ganzzahligen Koordinaten verwendet.

Der Algorithmus beginnt mit dem Startknoten, der in die Knotenliste aufgenommen
und expandiert wird. Dabei werden alle seine Nachbarn angelegt und bewertet. Es wird
immer der Nachbar mit der besten Bewertung ausgewéhlt und es ergeben sich folgende
Moglichkeiten:

e Ist dieser Nachbar noch nicht besucht worden, kann vom aktuellen Knoten aus
besucht werden und hat einen geringeren Abstand zum Ziel, also eine bessere Be-
wertung, als der aktuelle Knoten, so wird dieser Nachbar als néchstes expandiert.
Falls der Knoten noch weitere Nachbarn besitzt, so wird der Knoten in die Kno-
tenliste aufgenommen.

e Kann der Nachbar zwar besucht werden und ist auch noch nicht besucht worden,
hat jedoch eine schlechtere Bewertung als der aktuelle Knoten, so wird der aktuelle
Knoten in die Knotenliste aufgenommen. Als néchster aktueller Knoten wird dar-
aufhin der beste Knoten aus der Knotenliste genommen und aus der Liste entfernt.
Der néchste Nachbar, der besucht werden kann, darf in diesem Fall auch dann als
néchster aktueller Knoten gesetzt werden, wenn dieser eine schlechtere Bewertung
als der aktuelle Knoten hat.

e Wurde der Nachbar schon besucht oder kann er nicht besucht werden, dann wird
dieser Nachbar aus der Liste der Nachbarn des aktuellen Knotens geldscht. An-
schlieffend wird mit dem néchsten Nachbarn fortgefahren. Falls der aktuelle Kno-
ten keinen Nachbarn mehr hat, wird wieder der beste Knoten aus der Knotenliste
genommen und aus der Liste entfernt. In diesem Fall wurde eine Sackgasse erreicht.

Falls ein Knoten aus der leeren Knotenliste gewahlt werden soll, bricht der Algorithmus
ab, da er den Zielknoten nicht erreichen kann. Anderenfalls endet der Algorithmus mit

dem gefunden Zielknoten.

Der hier vorgestellte Algorithmus hat folgende Eigenschaften: Erstens lauft der Algorith-
mus im Optimalfall, d.h. wenn alle Kanten begangen werden koénnen, auf dem schnells-
ten Weg zum Ziel, da er dann immer den Nachbarn mit der besten Bewertung auswéhlt.

103



5.1. WEGFINDUNG

Zweitens wurde das Begehen einer Kante iiber das Homotopieverfahren realisiert. Da-
durch steigt die Wahrscheinlichkeit, dass die Kante erfolgreich begangen werden kann.
Und drittens wird bevorzugt von dem Knoten, der gerade erreicht wurde, weitergegan-
gen. Dies bedeutet, dass im Falle einer erfolgreichen stationdren Simulation fiir die dem
Knoten entsprechenden Designvariablen das Ergebnis als Startwert fiir die néchste Be-
rechnung direkt aus der OPTISIM®-Datenbank verwendet werden kann. Das aufwiindige
Lesen der durch den Wegalgorithmus gespeicherten Werte entfallt so in vielen Fiéllen.

5.1.4 Test des Wegfindungsalgorithmus

Abbildung 5.2 Wegfindung durch ein Abbildung 5.3 Wegfindung durch ein
dreidimensionales Gitter, bei dem alle dreidimensionales Gitter, bei dem nicht al-
Kanten begehbar sind, aus: [46] le Kanten begehbar sind, aus: [46]

Um den Wegfindungsalgorithmus unabhiingig von OPTISIM® testen zu kénnen, wurde
in [46] eine Testroutine entwickelt, die die Konvergenzprobleme bei der stationéren
Simulation in OPTISIM® simuliert. Eine Funktion liefert in Abhingigkeit von den
Koordinaten der Gitterpunkte, ob eine Kante von einem Knoten zu einem anderen
Knoten begehbar ist oder nicht. Diese Funktion summiert zunéchst die Koordinaten
des ersten Knotens und addiert dazu die doppelte Summe der Koordinaten des zweiten
Punktes. Ist diese Summe modulo einer vorgegebene Zahl M & IN ungleich 0, so
ist die Kante begehbar, andernfalls nicht. Die Wahrscheinlichkeit der simulierten
Konvergenzschwierigkeiten kann durch die Wahl der Zahl M beeinflusst werden.
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Die Abbildungen 5.2 und 5.3 zeigen die Ergebnisse der Wegfindung fiir ein dreidimensio-
nales Gitter von einem Eckknoten aus zum diagonal gegeniiberliegenden Eckknoten. Im
ersten Fall sind alle Kanten begehbar und der Algorithmus findet ohne Probleme einen
kiirzesten Weg. Im zweiten Fall konnen jedoch einige Kanten nicht begangen werden. Die
nicht begehbaren Kanten, die der Algorithmus versucht zu begehen, sind in Abbildung
5.3 hell eingezeichnet. An diesem Beispiel lésst sich die Arbeitsweise der Wegfindung gut
erkennen. An den ersten beiden Knoten, an denen die bevorzugte Kante nicht begangen
werden kann, wird eine andere Kante gefunden, an deren Endknoten der Abstand zum
Ziel dennoch kleiner ist als an dem vorherigen Knoten. Beim dritten problematischen
Knoten, wird nach den ersten beiden Misserfolgen die dritte Kante versucht. Allerdings
wird der Abstand zum Ziel dabei grofser als der Abstand des letzten Knotens, der noch
unbesuchte Nachbarn besitzt. Daher springt der Algorithmus zu diesem Knoten zuriick

und findet dann von dort aus zum Ziel.
5.2 Globaler Ansatz in OPTISIM®

( Start )

Y

Wahl des nachsten

urden alle

Startpunkts fir - Startwerte
. . Nein
die Optimierung verwendet?
Y A
Wegfindung von Misserfolg

aktuellem Punkt zu >

nachstem Startpunkt

Erfolg

\

. . . S a h b |
Optimierung mit peichere bislang

\

bestes Optimie-
gewahltem Startpunkt .

rungsergebnis

Abbildung 5.4 Schematische Darstellung des globalen Ansatzes in OPTISIM®

In [44] wurde ein Algorithmus implementiert, der das lokale, sequentielle Optimie-
rungsverfahren mehrfach hintereinander von unterschiedlichen Startwerten fiir die
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Designvariablen p aus startet. Der schematische Ablauf dieses globalen Algorithmus ist
in Abbildung 5.4 dargestellt.

Zu Beginn der lokalen Optimierung muss die stationére Losung fiir den Startwert in den
Designvariablen vorliegen. Diese kann mit Hilfe des Wegfindungsalgorithmus vom aktu-
ellen Wert der Designvariablen aus berechnet werden. Ist das Erreichen des Startwertes
jedoch nicht mdglich, so wird der Optimierungslauf ausgelassen.

Die in [44] beschriebenen Details des Verfahrens werden in den folgenden Abschnitten
erlautert.

5.2.1 Die Reihenfolge der Startwerte

Die verschiedenen Startwert pr,;; seien durch die Menge Pr,;; gegeben. Die Reihenfolge,
in der diese Startwerte abgearbeitet werden, wird nicht im Vorhinein festgelegt, son-
dern abhéngig vom Ergebnis der vorhergehenden Rechnung bestimmt. Es wird immer
der Startwert aus Pr,;; gewdhlt, der den geringsten Abstand zum aktuellen Wert der
Designvariablen hat. Durch diese dynamische Wahl der Reihenfolge konnen unnotige
,Durchquerungen® des Raums der Designvariablen verhindert und so Rechenzeit bei der
Wegfindung gespart werden. Wurde die Optimierung von einem Startwert aus gestartet,
so wird dieser Startwert aus Pr,; entfernt. Das Verfahren lauft solange, bis die Menge
Prnic leer ist.

Abbildung 5.5 zeigt den Vergleich der Wege und ihrer Linge fiir ein zweidimensionales
Beispiel mit zwei Minima. Verwendet man die Startwerte 1-4 in der Reihenfolge ihrer
Nummerierung (Version A), werden Wege mit einer Gesamtldnge von 36.1 Langenein-
heiten zurtickgelegt. Wird immer der néchstliegende Startwert verwendet (Version B),
so betrdgt die Gesamtlédnge der Wege nur 21.3 Langeneinheiten [44].

5.2.2 Checkpoints

Verlauft eine Optimierung oder eine Wegfindung nicht erfolgreich, so kann es sein, dass
sie an einem Punkt der Designvariablen endet, fiir den keine stationére Losung gefunden
wurde. Von diesem Punkt aus kann dann weder eine Wegfindung noch eine Optimierung
gestartet werden. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, wie bereits beim Wegfindungsal-
gorithmus, an bestimmten Punkten, sogenannten checkpoints, die Designvariablen mit
zugehorigen Zustandsvariablen zwischenzuspeichern.

Wurde ein Startpunkt pp,; erfolgreich durch die Wegfindung erreicht, so wird dieser
Zustand immer als checkpoint gespeichert. Wurde eine Optimierung erfolgreich beendet,
so wird dieser Zustand (§(popt), Popt) dann als checkpoint gespeichert, falls die kleinste
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Abbildung 5.5 Vergleich der zuriickgelegten Wege mit und ohne dynamische Wahl der Start-
punkte, aus: [44]
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Distanz von po,: zu den verbleibenden Startwerten in Py, kleiner ist als von dem gerade

verwendeten Startwert pr,;;, also wenn gilt

Jin {|p—popl| < min {Ip = prae]|
Wurde eine Optimierung erfolgreich beendet und deren Ergebnis als checkpoint gespei-
chert, so startet die néchste Wegfindung direkt von po,: aus. Wurde das Ergebnis nicht
gespeichert oder konnte die Optimierung nicht erfolgreich beendet werden, so wird der
Zustand des gerade verwendeten Startwert pr,; geladen und die Wegfindung beginnt
dort.

Endet eine Wegfindung nicht erfolgreich, so wird die Optimierung nicht gestartet, der
entsprechende Optimierungsstartwert aus Pr,;; geloscht und der letzte checkpoint, d.h.

der aktuelle Startpunkt der Wegfindung, geladen.

5.2.3 Gitterverfeinerung

Um Rechenzeit wahrend der Wegfindung zu sparen, werden so wenig Stiitzstellen wie
moglich verwendet. Der Algorithmus beginnt daher immer mit einer Stiitzstelle pro
Designvariable. Kann das Ziel so nicht erreicht werden, dann wird der checkpoint des
Startpunktes der Wegfindung geladen, die Anzahl der Stiitzstellen verdoppelt und die
Wegfindung erneut aufgerufen. Das Gitter wird so lange verfeinert, bis entweder die
maximale Anzahl an Stiitzstellen {iberschritten oder das Ziel der Wegfindung erreicht

wurde.

5.2.4 FErgebnisse

Der eben beschriebene Algorithmus wurde in [44] unter anderem an Hand des Modells ei-
ner Erdgasverfliissigungsanlage gestestet. Dabei soll der Energieverbrauch der Verdichter
minimiert werden, indem der Druck und die Zusammensetzung des Kiihlmittels variiert
werden. Das stationdre Modell besteht aus 2538 Gleichungen und Zustandsvariablen.
Das Optimierungsproblem besitzt 13 Optimierungsvariablen und 108 Ungleichungsne-
benbedingungen mit oberer und unterer Schranke. Es wurden fiinf Startpunkte gewahlt,
die im Folgenden S1 - S5 genannt werden.

Das globale Verfahren wurde sowohl mit der festen Reihenfolge als auch mit der in
Abschnitt 5.2.1 beschriebenen dynamischen Wahl der Reihenfolge der Startpunkte ge-
startet.

In Tabelle 5.1 sind die Rechenzeiten allein fiir die Wegfindungen, ohne die der Optimie-
rungen, aufgelistet. Der Startpunkt S4 kann nicht erreicht werden. Der Versuch diesen
Punkt mit Hilfe der Gitterverfeinerung doch noch zu erreichen, benotigt die meiste Zeit.
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Feste Reihenfolge:

Ziel der Wegfindung S1 S2 S3 S4 S5

Zeit fir Wegfindung [s] 44 24 37 15632 35

Ergebnis der Wegfindung | erreicht erreicht | erreicht | nicht erreicht | erreicht
Gesamtzeit [s] | 15771
Gesamtzeit ohne S4 |s| 139

Dynamische Reihenfolge:

Ziel der Wegfindung S2 S4 S5 S3 S1

Zeit fiir Wegfindung |[s] 33 2751 38 16 12

Ergebnis der Wegfindung | erreicht | nicht erreicht | erreicht erreicht | erreicht
Gesamtzeit [s] 2849
Gesamtzeit ohne S4 s 99

Tabelle 5.1 Vergleich der Rechenzeiten fiir die Wegfindung bei fester und dynamischer Rei-

henfolge der Startwerte

In beiden Fallen wird nach dem erfolglosen Versuch, S4 zu erreichen, der checkpoint

des letzten Optimierungsergebnisses geladen und von dort aus die néchste Wegfindung

gestartet. Sowohl mit als auch ohne den Versuch, S4 zu erreichen, ist die benstigte

Rechenzeit bei der dynamischen Reihenfolge geringer als bei der festen Reihenfolge.

S2 S5 S3 S1
Startwerte
Variable 1 4.0 6.0 8.0 10.0
Variable 2 25.0 50.0 75.0 100.0
Variable 3 25.0 50.0 75.0 100.0
Variable 4 25.0 50.0 75.0 100.0
Ergebnisse
Variable 1 5.3624 | 5.5431 | 5.4833 | 5.3479
Variable 2 5.3144 | 5.4929 | 8.6043 | 9.7579
Variable 3 24.6705 | 25.2744 | 39.0933 | 44.9314
Variable 4 22.9122 | 22.1174 | 36.9378 | 43.0971
Zielfunktion | 1.5715 | 1.5756 | 1.5708 | 1.5700
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Die Ergebnisse der Optimierungen von den erreichten Startpunkten S1, S2, S3 und S5
aus sind in Tabelle 5.2 dargestellt.
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