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Summary

This work studied the dynamics of phason flips in quasicrystals using both one-dimensional
model systems and statistical model systems for decagonal AICuCo based on a structure
proposed by G. Zeger.

One objective was developing a better theoretical understanding of experimental results
obtained by Prof. K. Edagawa of Tokyo University:

e Edagawa observed an anomalous high specific heat in quasicrystals, exceeding the
Dulong-Petit value.

e HRTEM experiments by Edagawa et al. showed an interesting time development in
decagonal quasicrystals: White spots could be observed which appeared and disap-
peared at vertices of an imaginary tiling in a stochastic manner. The time scales of
these flips of white spots were in the second or minute regime which is in striking
contrast to the time scales of atomic flips which take place in picoseconds, according
to neutron scattering experiments.

As a first step, systems of lower dimensions were examined in order to gain a basic under-
standing of phason flips and for studying the behaviour of the heat capacity: Calculations
regarding the anharmonic oscillator with a potential V(z) = az* + bx® were performed
in order to prepare the construction of more complex model systems. On this basis, two
one-dimensional chains of particles exhibiting the above interaction potential were studied:

e Simulation results regarding the periodic LS chain in real-space were presented:
Phonons were not the only basic excitations of the system. Also localised modes
as breathers and kink solitons occurred. As these modes could only be seen at high
energies, they had no influence on the observed quantities in further simulations.

e The thermodynamic properties of the quasiperiodic dynamic Fibonacci chain were
examined:

— Simulations in real-space showed that particles must overcome an energy threshold
to perform flips, leading to an Arrhenius law of the flip frequencies.
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— Also localised modes of lower energies were found. Simulations showed that they
could trigger flips during propagation by increasing particle energies beyond the
energy threshold.

— It was demonstrated that the configuration of the systems had no significant
effect on their thermodynamic properties. These are found to be determined
by the interaction potential: The temperature dependence of the examined
thermodynamic averages in the dynamic Fibonacci chain is the same as the one
for non-interacting particles in an external double-well potential.

Accordingly, the complicated calculation of the specific heat of the dynamic
Fibonacci chain could be reduced to an easier analytical treatment of particles
in the double well. It could be shown that an anomalous high specific heat
exceed the Dulong-Petit value can be solely explained as a consequence of the
anharmonic interaction potential.

In the second part, statistical models for decagonal AlICuCo were constructed: Based on
a structure model by Zeger et al., a part of a quasicrystal is modelled as a set of stacked
rhombs which possess a number of discrete states and can interact. Different criteria for
the visibility of mesoscopic white spots were defined, connecting the states of the rhombs
and Edagawa’s observations.

Time evolution in the models is based on the kinetic Monte Carlo method: The states of
the rhombs change according to a stepwise stochastic process depending on local flip rates
which are determined by the states of the neighbouring rhombs.

These models were analysed by analytical calculations and Monte Carlo simulations in
order to reproduce Edagawa’s findings and to study the underlying mechanisms.

Following closely the Zeger model, the decagonal quasicrystal is subdivided into double
layers in the initial model system. Simulations in this system reproduce the slow flips of the
white spots Edagawa observed. Nevertheless, this model is hard to treat analytically: Only
probabilities of visibility states for a few special cases could be calculated. Furthermore,
subdividing the system in a arbitrary manner appears to be unphysical and is therefore
unsatisfying.

For this reason an enhanced symmetric model was created. It avoids this subdivision into
double layers and allows for less complex analytical calculations. Analytical treatment
showed that regions of equal states spanning several layers, so called clusters, form in the
system. These clusters turned out to play an important role regarding the mesoscopic
visibility of white spots.

The distribution of cluster sizes for which the expectation value of the change of the cluster
size distribution vanishes could be determined. This equilibrium distribution or equilibrium
state depends on the coupling between the layers and can be described as an exponentially
decreasing number of clusters for increasing cluster sizes.

Clusters are created or annihilated or do propagate by flips. These processes change the



Summary 9

number of layers of a given state, affecting the visibility of white spots. In equilibrium state,
cluster dynamics resemble a linear symmetric random walk; however, beyond equilibrium,
flip probabilities are not constant but proportional to the deviation from the equilibrium
state. This stochastic process, which stabilises the equilibrium state, the “harmonic random
walk”, was studied by analytical and numerical calculations. The results of this analysis
could be applied to the statistical models.

Based on these results, analytical approximations for both the flip frequencies and the
probabilities of the visibility states of white spots could be established. Simulations and
analytical calculations showed that also this enhanced symmetric model can explain the
long flip times observed in the experiment. Contrary to the double layer model, the basic
mechanisms behind the dynamics of the white spots are comprehensible and can be treated
analytically in the improved model.

In order to compare experimental findings with the above results, numeric data was ex-
tracted from videos of these HRTEM experiments kindly provided by Edagawa et al. The
objective was to determine flip frequencies and the probabilities of the visibility states. A
continuous numeric analysis was possible for a part of these observations, even though an
evaluation of more data comprising longer periods of time would have been desirable in
order to gain values characterising the material in a more comprehensive way.

Comparison of simulation results and experimental data suggests that the determined
probabilities of the visibility states and the long flip times match most closely a double
layer model with strong interaction inside the double layer and little interaction between
neighbouring double layers. For further and more specific conclusions regarding the choice
of a suitable model system, more experimental and numerical data is needed:

e Flip frequencies and probabilities of the visibility states must be determined for longer
periods of time.

e In this process, a larger number of white spots must be examined in order to review
if more than two white spots show correlated intensity fluctuations.

e The exact thickness of the specimen must be determined.

e An examination of the influence of neighbouring layers on the heights of energy
barriers would allow for an estimation of the interlayer coupling.
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Einleitung

Die erst 1982 von Shechtman et al. entdeckte [1] Stoftklasse der Quasikristalle ist noch im-
mer in vielerlei Hinsicht unverstanden. Einerseits sind viele theoretische Werkzeuge, die die
Behandlung periodischer Kristalle erleichtern (Bloch-Wellen, Reziprokes Gitter, Brillouin-
Zone), nicht auf quasikristalline Strukturen anwendbar, andererseits besitzen Quasikristalle
Eigenschaften, die bei periodischen Kristallen nicht zu beobachten sind.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem fiir Quasikristalle typischen zusétzlichen phasoni-
schen Freiheitsgrad: Neben der kontinuierlichen thermischen oder phononischen Bewegung
der Atome um eine Ruhelage wird eine diskrete Bewegung zwischen verschiedenen ener-
getisch dquivalenten Positionen beobachtet. Erfolgen diese phasonischen Flips kollektiv,
konnen sich ganze Gruppen von Atomen, sogenannte Cluster, verschieben.

Die Spriinge auf atomarer Ebene lassen sich mit Hilfe der Neutronenbeugung beobachten |2]
und erfolgen auf einer Zeitskala von Pikosekunden. Edagawa et al. haben dagegen auf
HRTEM-Aufnahmen Spriinge groferer Strukturen beobachtet [3], die innerhalb mehrerer
Sekunden erfolgen.

Desweiteren haben Edagawa et al. [4, 5| bei Quasikristallen eine anomale spezifische Warme
von bis zu 5R gemessen, die vom Dulong-Petit-Wert 3R abweicht und dem System eine
hohere Dimension zuzuschreiben scheint. Tatséchlich werden quasikristalline Strukturen
durch Projektion hoherdimensionaler Kristalle gewonnen, womit iibrigens auch die Existenz
der Phasonen erklart wird.

In dieser Arbeit werden die von Edagawa beobachteten Clusterspriinge und ihre Zeitskala
auf korrelierte atomare Phasonenspriinge und die anomale Warmekapazitéit auf anharmo-
nische Wechselwirkungen zwischen den Atomen zuriickgefiihrt.

Zum grundlegenden Verstdndnis der Phasonen und zur Berechnung der spezifischen Warme
werden dazu zuerst Partikel in einem Doppelmuldenpotential und dann eindimensionale
Ketten von Atomen mit darauf basierenden anharmonischen Wechselwirkungspotentialen
untersucht.

Zur Interpretation der HRTEM-Beobachtungen werden ausgehend von einem Struktur-
modell von Zeger et al. [6] fiir dekagonales AlCuCo statistische Modelle erstellt. An-
hand dieser Modelle erfolgen dann analytische Rechnungen und kinetische Monte-Carlo-
Simulationen |7], die Edagawas Beobachtungen nachvollziehen sollen.
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Anschliefsend wird exemplarisch ein von Edagawa bereitgestellter Film eines seiner Ex-
perimente analysiert, so dass die Simulationsergebnisse auch quantitativ beurteilt werden
koénnen.

Entsprechend gliedert sich die Arbeit in folgende Teile:

e In Kapitel 1 werden zunéchst grundlegende Informationen zu aperiodischen Struktu-
ren vermittelt: Was unterscheidet Quasikristalle von periodischen Kristallen? Welche
besonderen Eigenschaften besitzen sie? Welche neuartigen Konzepte treten bei der
Behandlung der Quasikristalle auf?

e Kapitel 2 behandelt das Verhalten von Teilchen in einem festen anharmonischen Po-
tential des Typs V (x) = az* + bxr?: Hierzu werden sowohl analytische als auch nume-
rische Rechnungen angestellt. Fiir verschiedene Potentialtypen und Energiebereiche
werden die Trajektorien bestimmt; aus diesen werden wiederum thermodynamische
Eigenschaften des Systems berechnet.

e Darauf aufbauend werden in Kapitel 3 eindimensionale Ketten von Partikeln unter-
sucht, deren Wechselwirkungspotential auf dem zuvor behandelten anharmonischen
Potential V(z) = az* + bx? beruht. Dabei werden analytische Rechnungen sowie
Molekulardynamik-Simulationen durchgefiihrt.

Zuerst erfolgen grundlegende Uberlegungen zum Wechselwirkungspotential und zur
Konfiguration: Sowohl periodische Systeme (LS-Kette) als auch aperiodische Systeme
(Dynamische Fibonaccikette) sind hier von Interesse.

Durch das anharmonische Potential sind lokalisierte Bewegungsmoden in der Kette zu
erwarten. Daher lohnt sich auch eine Untersuchung der Systeme im Realraum: Gibt
es Solitonen? Welche Bedeutung haben lokalisierte Moden fiir den Energietransport?

Abschliefsend werden thermodynamische Eigenschaften des Systems betrachtet. Hier
ist insbesondere die spezifische Warme von Interesse, deren ungewohnliches Verhalten
Edagawa et al. im Experiment beobachtet haben.

e In Kapitel 4 wird basierend auf einem atomaren Strukturmodell [6] ein einfaches
statistisches Modell fiir dekagonales AlICuCo konstruiert, das der Untersuchung der
von Edagawa et al. angestellten HRTEM-Experimente dienen soll:

Das Modell beschreibt den Quasikristall als Folge iibereinanderliegender quasiperi-
odischer Schichten. Fiir jede dieser Schichten werden mogliche Atompositionen in
einem begrenzten Gebiet der quasiperiodischen Ebene definiert. Atome koénnen in-
nerhalb der Schicht, aber auch in schichtiibergreifenden Saulen kollektiv springen und
so makroskopisch sichtbare Flecken entstehen oder verschwinden lassen.

Zu diesem Modell werden in analytischer Rechnung Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten
der im HRTEM-Experiment beobachteten Flecken bestimmt.

Abschliefsend werden mit Hilfe von kinetischen Monte-Carlo-Simulationen Flipfre-
quenzen dieser Flecken berechnet: In welchem Verhéltnis stehen die Zeitspannen der
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Sichtbarkeit eines Flecks zur mikroskopischen Flipfrequenz? Kann das Modell die im
Experiment beobachtete Diskrepanz von atomarer Flipfrequenz und der Frequenz der
Sichtbarkeit der Flecken erklaren?

e Darauf aufbauend wird das statistische Modell in Kapitel 5 so erweitert, dass einer-
seits die Wechselwirkung realistischer behandelt werden kann und andererseits eine
tiefergehende analytische Behandlung ermoglicht wird.

Sowohl mit kinetischen Monte-Carlo-Simulationen als auch mit analytischer Rech-
nung wird zunéchst das grundlegende Verhalten des Systems untersucht: Wie beein-
flussen sich Nachbarschichten? Welchen Einfluss hat die Kopplungsstérke der Schich-
ten? Bilden sich schichtiibergreifende Strukturen?

Es wird sich zeigen, dass sich iiber mehrere Schichten erstreckende Gebiete gleichen
Zustands — sogenannte Cluster — auftreten, die das Verhalten des Systems bestimmen.
Hierzu werden thermodynamische Mittelwerte wie mittlere Clustergrofsen oder die
Verteilung der Clustergréften bestimmt. Es wird ein Gleichgewichtszustand bestimmt
und darauf aufbauend die Dynamik abseits dieses Gleichgewichts untersucht.

Daraufhin stellt sich die Frage, welche Moglichkeiten es gibt, die Sichtbarkeit der Fle-
cken in den HRTEM-Bildern zu modellieren. Dazu werden zwei Ansétze diskutiert,
mit deren Hilfe weitere Fragestellungen behandelt werden kénnen: Wie grofs sind
die Wahrscheinlichkeiten, Kombinationen der Flecken beobachten zu kénnen? Re-
produziert das Modell die enormen Unterschiede der atomaren und mesoskopischen
Flipfrequenzen?

e In Kapitel 6 werden von Edagawa et al. bereitgestellte Filme der HRTEM-Experimente
numerisch analysiert: Es wird der Versuch unternommen, konkrete Zahlenwerte zu
extrahieren:

Wie ist der zeitliche Verlauf der Sichtbarkeit der Flecken? Was sind die typischen
Frequenzen?

Auch hier ist die Frage interessant, welche Kombinationen der Sichtbarkeit verschie-
dener Flecken auftreten und wie wahrscheinlich diese sind.

Zuletzt wird der Vergleich mit den in den Kapiteln 4 und 5 gewonnenen Ergebnis-
sen angestellt: Fiir welche Parameterbereiche der Modelle ergeben Experiment und
Rechnung vergleichbare Werte?

e Der umfangreiche Anhang beschreibt detailliert die im Hauptteil verwendeten ma-
thematischen Funktionen. Auch lingere Rechnungen und Tabellen zu numerischen
Beobachtungen wurden hierhin ausgelagert, um die vorhergehenden Kapitel lesbarer
zu gestalten.






15

Kapitel 1

(Quasikristalle

1.1 Von periodischen Kristallen zu Quasikristallen

1.1.1 Periodische Kristalle

Urspriinglich wurden Kristalle {iber die Translationssymmetrie definiert. Demnach lasst
sich ein Kristall durch periodisches aneinanderfiigen identischer Einheitszellen konstruieren:

Es existiert ein sogenanntes Raumgitter mit den Gitterpunkten

d
Rnl,...,nd - Zniai (11)
=1

an denen die Einheitszellen angeheftet sind. Hierbei sind a; die linear unabhéngigen Gitter-
vektoren. Die n;, die beliebig aus Z gewahlt werden konnen, ,adressieren” die Einheitszelle.
Die Dimension des Gitters ist mit d gegeben.

Ist eine Einheitszelle nun mit N Atomen an den Positionen r; (j = 1,..., N) ,dekoriert,
so kann die Position jedes Atoms angegeben werden:

d
Tjing,..ng = Tj + E nid, (1.2)
=1

Nun lasst sich fiir solche periodisch konstruierten Gitter zeigen, dass die Einheitszellen
zwingend bestimmte Symmetrie-Eigenschaften aufweisen miissen, damit eine vollstandige
iiberlappungsfreie Bedeckung des Raums moglich ist: Es gibt eine endliche Zahl sogenannter
Bravais-Gitter, die jeden periodischen Kristall beschreiben (im zweidimensionalen Raum
gibt es 5 Bravais-Gitter, im dreidimensionalen 14).
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r [
k
N
einfallender Strahl
r
Probe Detektor

Abbildung 1.1: Berechnung der Weg- und Phasendifferenz eines Strahls, der an einem Streuzen-
trum am Ort r gestreut wird

1.1.2 Beugung und der reziproke Raum

Beugungsexperimente sind ein wichtiges Werkzeug zur Strukturbestimmung von Festkor-
pern. Wichtig sind hier beispielsweise Rontgen-, Elektronen- oder Neutronenbeugung. Bei
einem solchen Experiment trifft ein entsprechender Strahl auf die Probe und wird dort
gestreut. Die Intensitit des gestreuten Strahls wird dann abhéngig vom Ort gemessen.

Im einfachsten Fall sind Strahlenquelle und Detektor von der Probe weit entfernt gegen
die Wellenldnge, eingehender und gebeugter Strahl konnen also als ebene Wellen aufgefasst
werden. Aufserdem soll Mehrfachstreuung vernachlissigt werden. In diesem Fall zeigt sich,
dass sich die rdumliche Verteilung der Amplitude des gestreuten Strahls aus der Fourier-
Transformierten der Streudichteverteilung ergibt:

A(k) = / p(r)e kKol qy (1.3)

Hierbei bezeichnen k und kq die Wellenvektoren des eingehenden und des gebeugten Strahls
sowie p(r) die Streudichte am Ort r (die je nach Typ des Experiments von verschiedenen
Grofken abhéngt, wie beispielsweise der Elektronenverteilung).

Diesen Zusammenhang kann man sich leicht folgendermafen erkléren [8]: Wenn der ein-
fallende Strahl mit Amplitude A(t) o< e”i@=koT) auf das Volumenelement dV trifft, geht
von diesem Streuzentrum eine Kugelwelle aus, die am Detektor, dessen Entfernung vom
Streuzentrum Rp betrdgt, die Amplitude

A |
AA(r, ) = fp(r)e Dy (1.4)
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aufweist. Dabei ist geméf Abbildung 1.1 die aus der Wegdifferenz r-k/k—r-ko/k berechnete
Phasendifferenz r-k—r-kq berticksichtigt. Integration iiber das gesamte Volumen der Probe
fiihrt dann zu der in Gleichung 1.3 gegebenen Streuamplitude multipliziert mit einem von
der Probe unabhéngigen aber zeitabhédngigen Phasenfaktor. Hierbei wird vorausgesetzt,
dass die Ausdehnung der Probe klein gegen den Abstand zum Detektor ist und somit Rp
als konstant angesehen werden kann.

Ist der zu untersuchende Korper nun periodisch aufgebaut, so kann man p(r) in eine Fourier-
Reihe entwickeln:

p(r) = D praac™ S (15)

h,k,l

Dabei sind die Fourier-Koeffizienten gegeben durch

1 .
/ p(r)e’lr'GWdV (1.6)
Venz Jeuz

Ph.k,l =

Die Vektoren Gy, mit h, k,l € Z bilden das sogenannte reziproke Gitter mit den Basis-
vektoren

2
bj=—-—— 1.7
1 a1~(a2><a3)a2xa3 (1.7)
2
by=——— 1.8
2 ag-(agxal)agxal (1.8)
2
by = — " 1.9
3 a3~(a1><a2)a1><a2 (1.9)
auf:
thl = hbl —|— ka —|— lbg (110)
Hierbei sind die b; so definiert, dass
gilt.
Setzt man nun 1.5 in 1.3 ein, so erhélt man mit fiir den Streuvektor K := k — kg die
Streuamplitude

A(K) = Z Phkl/ eir.(thliK)dV (112)

h,k’l VProbc

Nach [8] verschwindet nun fiir grofe Volumina das Integral fiir G — K # 0 (physikalisch
interferieren die betreffenden Wellen destruktiv). Nur an Streuvektoren, die die Streube-
dingung

K=G (1.13)
erfiillen, kann also ein gestreuter Strahl beobachtet werden. Dabei ist die Intensitét pro-
portional zu |Ph,k,l|2~
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Abbildung 1.2: Definition des Streuquerschnitts bei der Neutronenstreuung [9]

1.1.3 Der Strukturfaktor

Bei der Untersuchung phasonischer Flips auf atomarer Ebene spielt die Bestimmung des
Strukturfaktors mit Hilfe der Neutronenbeugung [10, 11, 2, 12| eine grofe Rolle. Daher soll
im Folgenden kurz auf die Grundlagen der Neutronenbeugung und die damit verbundene
Bestimmung des Strukturfaktors S(¢,w) eingegangen werden.

Der Versuchsaufbau wird schematisch in Abbildung 1.2 gezeigt: Ein sich auf der z-Achse
befindlicher Strahl von Neutronen wird an der Probe (Target) gestreut. Ein Teil dieser
Neutronen bewegt sich nach dem Streuvorgang innerhalb eines kleinen Raumwinkels d{?2
um die durch die Winkel # und ¢ festgelegte Achse und durchdringt im Abstand r die
Fliche dS = r2df2, wo er von einem Detektor erfasst werden kann.

Hierbei wird der differentielle Streuquerschnitt d‘};‘i’E bestimmt, der angibt, wie viele Neu-

tronen eines Energieintervalls der Breite dE pro Zeiteinheit im Raumwinkelbereich d{? in
eine bestimmte Richtung gestreut werden.

Der Streuvorgang kann hier quantenmechanisch als Ubergang des Systems vom Zustand
|k, A\) mit der Energie E in den Zustand |k’, \') mit der Energie E’ betrachtet werden. Dabei
ist k = hAp nach de Broglie der Wellenvektor des einfallenden Neutrons und k/ = Ap’ der
des gestreuten. A und N bezeichnen Anderungen am System selbst. Mit Fermis Goldener
Regel kann nun daraus die Ubergangsrate und damit die Streuintensitéit bestimmt werden
9, 13, 14]:

d20' ‘k,‘ m 2 2
= — K NVIk, V| 6(Ey\—Eyv+E—FE 1.14

(deE’)/\_ﬁ\, k| (27rh2> [k, XV, Mo X+ ) ( )
Die Zustandsdichte fiir k' wurde dabei mit der bekannten Methode der Box Normalization
im k-Raum gewonnen, bei der zulassige k’ in einer Kugelschale liegen, deren Radien durch
E" und E'+dFE’ bestimmt werden. Hierbei beziehen sich die Energien auf den Endzustand,
der im Streuexperiment bestimmt wird.
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Wihlt man als Ansatz fiir V' Fermis Pseudopotential V(r) = %bé(r) mit b > 0 und
erlaubt man die Streuung an mehreren Streuzentren an den Orten R;, so ergibt sich nach
Ubergang in den Fourierraum mit dem Streuvektor q := k — k’ die Beziehung

2

d*o k']
= b (N R\ Ex—Ev+E—-FE) (11
(deE’)A_W K] <27Th2 ‘Z lexp(ia - R;)[A)| 0(Ex — Ev + ) (1.15)

In einem Streuexperiment ist nun der urspriingliche Zustand A der Probe ebensowenig
bekannt und relevant wie der Systemzustand A nach dem Beugungsereignis. Daher muss
nun iiber alle Endzustinde N zu summiert werden, die gleichermafen zum Endzustand
k' bzw. E’ beitragen, und anschliefend iiber die moglichen Anfangszustiande A gemittelt
werden. Geht man von einer Boltzmannverteilung der Anfangszustdnde A aus, so erhélt
man nach langer Rechnung [9] die Gleichung

0 [ &% L (Lo (1.16)
ddEr  \dede' ), \dedE' ). . |
mit
d’o Ocon |K'| o - ; o R,
— dte @t (e aRy (0)glaR;(t) 1.17
(am) -2 =D [ e (amogamoy
sowie
d?o oine |K| 1 o ; - i
_ Oinc B ] + dt e~ iwt —ig'R;(0) jia-R;(¢) 1.1
<deE’>mc dm k| Wi;/_m e ’ ) )

Die Koeffizienten hiangen dabei von den b-Werten der Streuzentren ab: oo, ist propor-
tional zum Quadrat ihres Mittelwerts, oy, dagegen proportional zu deren Varianz. Der
Streuquerschnitt ldsst sich also als Summe von kohdrentem Streuquerschnitt und inkoha-
rentem Streuquerschnitt darstellen.

Die beiden im Streuquerschnitt enthaltenen Grofen

1 o0 . . .
Seon(Aw) = 5z > / dt et (71 Ry (O giaR; (1) (1.19)
gigt " T
und
Sine(@,w) = - hNZ/ dte ! (em 1R (O)giaR; (1)) (1.20)

héngen dabei nur von der Struktur der Probe ab und werden als kohérenter bzw. in-
kohérenter Anteil des dynamischen Strukturfaktors bezeichnet (N ist hier die Zahl der
Streuzentren).
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In Kristallen ist der kohérente Anteil des dynamischen Strukturfaktors nach |9
iq-R; —iw vu.v
Seon(q, w =5 hZeq / dte vt <e e > (1.21)

mit U = —iq - up(0) und V' = iq - u;(t) sowie den Gittervektoren R; und der Auslenkung
des j-ten Teilchens u,(t). Bei harmonischer Wechselwirkung erhélt man daraus

Scon(a, w) QM eV ZelqR / dte ! eWV) (1.22)

Hier kann man nun exp((UV)) in eine Reihe entwickeln:

UV = 1+ (UV) + —(UV)? + (1.23)

2'<
Der fithrende Term exp((U?)) (meist als exp(—2W) mit W = —1(U?) oder in der fiir
dreidimensionale kubische Kristalle giiltigen Form W = —1 g*(u?) dargestellt) ist der so-
genannte Debye-Waller-Faktor, der die Abnahme der Streuintensitéit bei wachsende Wel-
lenzahlen und Temperaturen beschreibt.

Der Term nullter Ordnung in der Reihenentwicklung beschreibt die elastische Streuung
(Bragg-Beugung). Der Term (UV') beschreibt einen Streuprozess, bei dem ein Phonon
auf ein benachbartes Energieniveau gelangt (,,Einphononenterm®), und zeichnet sich durch
Peaks entlang der Bogen der Phononendispersionsrelation aus, die bei den reziproken Git-
tervektoren (und damit bei den Bragg-Peaks) die g-Achse erreichen. Analog beschreiben die
Terme hoherer Ordnung (,n-Phononenterme”) Streuprozesse, bei denen n Phononen ihren
Zustand dndern. Die den n-Phononentermen entsprechenden Bogen im S(q, w)-Schaubild
werden allerdings im Gegensatz zu denen des Einphononenterms nicht durch scharfe Peaks
gebildet.

1.1.4 Bedeutung der Periodizitat von Kristallen

Durch die Periodizitat herkommlicher Kristalle erhélt man iiber die Fourier-Transformation,
den reziproken Raum und das reziproke Gitter méchtige Werkzeuge zur Untersuchung und
Beschreibung mechanischer und elektronischer Eigenschaften.

Gitterschwingungen lassen sich einfach als Uberlagerung ebener Wellen mit iiber die Phono-
nendispersionsrelation verkniipfter Schwingungsfrequenz w und Wellenzahl g beschreiben.
Diesen ebenen Wellen kann quantenmechanisch der Impuls A¢ und die Energie hw zuge-
ordnet werden. Sie zeigen in ihren Wechselwirkungen Teilchencharakter, man nennt sie
Phononen.

In aperiodischen Kristallen ist schon die Strukturaufkldrung wesentlich schwieriger als in
einem periodischen Kristall mit nicht allzu grofer Einheitszelle: Der Zugang {iber den
reziproken Raum ist hier nur eingeschrankt moéglich, ebenso wie bei der Beschreibung der
Elektronenstruktur und mechanischer Schwingungszusténde.
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Abbildung 1.3: AlMng: Beugungsmuster [1]

1.1.5 Entdeckung der Quasikristalle durch Shechtman et al.

Die oben beschriebenen periodischen Kristallgitter erlauben nur eine 1-, 2-, 3-, 4- oder 6-
zahlige Rotations-Symmetrie der Beugungsbilder. Im April 1982 untersuchte Dan Shecht-
man mit Hilfe von Elektronenbeugungs-Experimenten Aluminium-Mangan-Legierungen.
Entgegen aller Erwartungen wiesen die resultierenden Beugungsbilder eine zehnzahlige
Symmetrie auf (Abbildung 1.3). Auch zeigten die Bilder dicht aneinanderliegende Peaks
unterschiedlicher Intensitét. Berechnet man Verhéltnisse von Abstdnden der Beugungsma-
xima dieser Messungen, so taucht immer wieder die Zahl des Goldenen Schnitts

r= % (1 + \/5) (1.24)

auf.

Eine mogliche Erklarung im Rahmen der bisherigen kristallographischen Theorie war Ver-
zwilligung: Uberlagern sich die Beugungsmuster von fiinf Zwillingen, so kann sich auch eine
scheinbare flinfzahlige Symmetrie im Beugungsbild ausbilden. Shechtman schloss dies un-
ter anderem durch Convergent Beam Diffraction aus, durch die sichergestellt wurde, dass
der Strahl-Durchmesser beim Auftreffen auf die Probe nur etwa 40 nm betrug; wenn hier
weiterhin Zwillinge die Ursache der fiinfzéhligen Symmetrie wéren, diirften sie gemeinsam
héchstens in dieser Grofenskala liegen, um noch von diesem diinnen Strahl erfasst werden
zu konnen.

Daher schlug Shechtman in einem gemeinsam mit Blech eingereichten Artikel eine neue,
nicht periodische ikosaedrische Phase vor. Da dies der kristallographischen Lehrmeinung
aber diametral widersprach, wurde der Artikel abgelehnt. Erst im Oktober 1984 wurde ein
gemeinsam mit Gratias und Cahn iiberarbeiteter Artikel zur Verdffentlichung angenom-
men [1].

Dennoch stiefsen Shechtmans Schlussfolgerungen lange auf Ablehnung. Linus Pauling lehnte
das Konzept von nicht periodischen Kristallen gar bis zu seinem Tod im Jahre 1994 vehe-
ment ab. Nach und nach entwickelte sich aber aus diesen Messungen ein neues Forschungs-



22

Quasikristalle

\'O‘

;w
sy

f \‘4
\1'5\\ i
.\\ﬁ!\
~-w-.~w
nn!\

’01\\4|‘0

04 \‘

‘

0

A

n!\uu i\‘u ! ':\‘u )
\ "N

X
’ l
Rasias

L X

o

l’.

B

K
L

n! \‘n”:' <
XS f
u\\./;u\.
4\‘-5-‘?.'4,\ T
SSALSALL

\

%

e

Abbildung 1.4: Pen

e-Mus

Abbildung 1.5: Die Vektoren a,, = (cos(2mn

/5);

sin(27n

/5)) un

da; + ay [15/



1.1 Von periodischen Kristallen zu Quasikristallen 23

Abbildung 1.6: Reziprokes Gitter bet zehnzdhliger Symmetrie, gewonnen durch Summation ganz-
zahliger Vielfacher der Vektoren a,, [15]

feld; eine neue Stoffklasse mit interessanten Eigenschaften war entdeckt, die Quasikristalle.
Daher erhielt Dan Shechtman im Jahr 2011 den Nobelpreis fiir Chemie.

Zuerst wurde als Gegenstiick zu den (periodischen) Kristallen der Begriff der Quasikristalle
(als Einfiihrung ist beispielsweise [16] geeignet) eingefiihrt: Sie wurden definiert als trans-
lationsgeordnete Strukturen (d.h. die Streuamplitude kann als Summe von 0-Peaks darge-
stellt werden) mit nichtkristallographischer Symmetrie. Mittlerweile ist man einen Schritt
weiter gegangen: Man spricht von periodischen Kristallen und aperiodischen Kristallen.
Die herausragende Eigenschaft eines Kristalls nach dieser Definition ist ein Beugungsbild,
das diskrete Maxima aufweist [17].

Das bekannteste quasiperiodisches Muster ist wohl das sogenannte Penrose-Pattern, das
eine fiinfzédhlige Symmetrie aufweist, wie Abbildung 1.4 zeigt. Es besteht aus nur zwei
Grundbausteinen: einer schmalen Raute mit Innenwinkeln von 36° und 144° sowie einer
breiteren Raute mit 72° und 108°. Es lasst sich zeigen, dass bei geeigneter Anordnung die-
ser Rauten die gesamte euklidische Ebene liickenlos und iiberlappungsfrei bedeckt werden
kann. Eine solche Struktur, die aus einer endlichen Zahl von Polygon-Typen — den soge-
nannten Tiles — besteht und den Raum ohne Uberlappung vollstindig ausfiillt, nennt man
ein Tiling (dies gilt analog auch fiir Rdume héherer Dimension).

Warum das Beugungsbild eines Quasikristalls (wie beispielsweise Abbildung 1.3) eine so
hohe Zahl von Maxima zeigt, kann am Beispiel eines Quasikristalls fiinfzéhliger Symmetrie
folgendermafen plausibel gemacht werden: Die Einheitsvektoren a;, die ein gleichseitiges



24 Quasikristalle

Abbildung 1.7: Periodisches Muster bestehend aus den beiden Rauten des Penrose-Patterns.

Fiinfeck aufspannen, sind, wie auch Abbildung 1.5 zeigt, nicht linear unabhéngig. Durch
Addition ganzzahliger Vielfacher dieser Vektoren kann man Vektoren beliebig kleinen Be-
trags konstruieren, die zu einem der Einheitsvektoren parallel sind. Die Langen dieser
Vektoren sind hierbei irrational. So ist etwa a; + a; = 7 'ay. Trigt man nun simtliche
Vektoren des reziproken Gitters G = > A,a, mit A, € {—2,—-1,0,1,2} und |G| <4 als
Punkte auf, so erhédlt man Abbildung 1.6, die das Beugungsbild gut wiedergibt.

1.2 Konstruktion quasiperiodischer Strukturen

1.2.1 Matching rules

Zur Konstruktion des im vorigen Abschnitt erwihnten Penrose-Patterns (Abbildung 1.4)
ist es nicht ausreichend, die beiden Grundbausteine (schmale und breite Raute) zu kennen.
Wie beispielsweise aus Abbildung (1.7) ersichtlich ist, kann die Ebene mit diesen Bausteinen
natiirlich auf vielfaltige Weise bedeckt werden, auch in einem periodischen Muster. Man
kann aber lokale Regeln festlegen, die bestimmen, welche Kanten der Rauten in welcher
Orientierung aneinanderstofsen diirfen und auf diese Weise ein aperiodisches Muster, eben
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Abbildung 1.8: Matching rules im Penrose-Pattern, dargestellt durch Pfeile, die angeben, an
welchen Kanten und in welcher Orientierung die Rauten aneinanderstofien kinnen.

das Penrose-Pattern erhalten. Grafisch werden diese Regeln hdufig durch Pfeile an den
Kanten oder durch Kreisbogen auf den Rauten dargestellt (Abbildung 1.8).

1.2.2 Substitution, Inflation und Deflation

Fiir ein vorliegendes Tiling kann man Substitutionsregeln definieren, nach denen die ur-
spriinglichen Tiles durch komplexe Muster ersetzen werden. Es lasst sich beispielsweise fiir
das Penrose Pattern zeigen, dass bei geeigneter Wahl der Substitutionsregeln wieder ein
Penrose-Pattern entsteht. Dieser Prozess kann in zwei Richtungen stattfinden: ,Verfeinert*
man die Struktur durch Ersetzung einfacher Strukturen (hier: Rauten) durch komplexe-
re Muster und skaliert anschliefsend geeignet, so nennt man diesen Prozess Deflation; die
Umkehrung dieses Prozesses nennt man dagegen Inflation.

Wendet man nun auf einen der Grundbausteine wiederholt die Substitutionsregeln an (De-
flation), so erhélt man einen mit jedem Substitutionsschritt komplexer werdenden Teil
des betreffenden Tilings. Ein etwas komplexerer Algorithmus, die sogenannte updown-
Methode, die Inflations- und Deflationsschritte anwendet, ist in [19] beschrieben.

Besonders instruktiv kann dieser Sachverhalt am Penrose-Pattern gezeigt werden, wenn
man als Grundbausteine halbierte Rauten verwendet: Durch fortgesetzte Anwendung der in
Abbildung 1.9 dargestellten Substitutionsregeln erhélt man das in Abbildung 1.10 gezeigte,
immer feiner werdende Muster.

1.2.3 Projektion eines hoherdimensionalen periodischen Gitters

Wie in Abschnitt 1.3 am Beispiel der Fibonaccikette ausfiihrlicher dargestellt wird, koén-
nen quasiperiodische Strukturen (wie auch inkommensurable Strukturen) als periodische
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v - '
Abbildung 1.9: Penrose Pattern: Substitutionsregeln nach Zerleqgung der Rauten in Dreiecke

Strukturen in einem Raum hoherer Dimension betrachtet werden, die auf einen niedriger-
dimensionalen Raum abgebildet werden. Die Dimensionen des hoherdimensionalen Raum
werden dabei auf diesen niedrigerdimensionalen physikalischen Raum (oder Parallelraum)
und den dazu senkrechten Orthogonalraum aufgeteilt.

Schneidet der physikalische Raum das héherdimensionale Gitter rational, so ergibt die Pro-
jektion des Gitters auf den physikalischen Raum wiederum ein periodisches Gitter. Ist der
Schnitt dagegen irrational, so liegen die projizierten Punkte dicht im physikalischen Raum.
Um ein quasiperiodisches Gitter zu erhalten muss die Zahl der projizierten Gitterpunkte
eingeschréankt werden. Dazu gibt es zwei gidngige Verfahren:

e Streifenprojektionsformalismus: Projiziert man eine Gitterzelle des héherdimen-
sionalen Gitters auf den Orthogonalraum, so erhélt man den sogenannten Akzep-
tanzbereich. Die anschliefsende Projektion aller Gitterpunkte, deren Projektion auf
den Orthogonalraum im Akzeptanzbereich liegt, auf den Parallelraum ergibt das ge-
wiinschte quasiperiodische Gitter.

e Formalismus der atomaren Hyperflichen: Heftet man an jeden Punkt des ho-
herdimensionalen Gitters ein Polytop der Dimension des Orthogonalraums, das or-
thogonal zum physikalischen Raum ist (eine atomare Hyperflache), so kann man die
Schnittpunkte der Polytope (atomaren Hyperflachen) mit dem physikalischen Raum
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(a) N =0 (b) N =1
() N=5 d N=7

Abbildung 1.10: Durch fortgesetzte Anwendung der Substitutionsregeln entsteht aus den Teil-
dreiecken einer breiten Raute ein immer grofierer werdender Teil eines Penrose-Patterns. Erstellt
basierend auf [18].

DA AD‘ ‘A. .A
‘DADA .A.Ay
y” 4 D R

Abbildung 1.11: Atomare Hyperflichen fir das Burkov-Zeger-Modell fiir dekagonales AlCuCo
nach [20, 21]
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Abbildung 1.12: Fibonaccikette im Streifenprojektionsformalismus [22]

bestimmen. Diese Schnittpunkte bilden das gesuchte quasiperiodische Gitter. Abbil-
dung 1.11 zeigt zur Veranschaulichung atomare Hyperflichen fiir ein Strukturmodell
fiir dekagonales AlCuCo. Die Symbole geben dabei das bei einem Schnitt in der
betreffenden Region fiir den Gitterpunkt zu wahlende chemische Element an.

1.3 Die Fibonaccikette

Eine der einfachsten quasiperiodischen Strukturen ist die eindimensionale Fibonaccikette.
Sie ist eine unendliche lineare Anordnung gleichartiger Teilchen, die sich dadurch aus-
zeichnet, dass benachbarte Teilchen zwei mogliche Abstdnde haben konnen: Es treten aus-
schlieflich die Absténde L (long) und S (short) auf, deren Quotient die Zahl des Goldenen
Schnitts 7 ist. Die Abfolge von L- und S-Segmenten ist dabei eben nicht periodisch, sondern
lasst sich wie im Folgenden gezeigt auf verschiedene Arten konstruieren.

1.3.1 Substitution

Wendet man auf L. wiederholt die Substitutionsregel

L — LS (1.25a)
S L (1.25b)



1.3 Die Fibonaccikette 29

an, so erhélt man einen wachsenden Teil der Fibonaccikette:

Iteration Kette Segmente
L

LS

LSL
LSLLS
LSLLSLSL

U s W N =
oo Ut W N

Man sieht hier, dass ab dem dritten Schritt jeweils die in den beiden vorhergehenden
Iterationen bestimmten Teilketten zusammengesetzt werden. Da die Anzahl der Segmente
der beiden ersten Iterationen jeweils Fibonaccizahlen sind, folgt daraus unmittelbar, dass
die Léngen der so gewonnen Teilketten der Fibonaccikette Fibonaccizahlen sind.

1.3.2 Projektion

Die Fibonaccikette lédsst sich auch iiber den Streifenprojektionsformalismus definieren, wie
Abbildung 1.12 zeigt: Das hoherdimensionale Gitter ist hier der Z?, der durch Kreise an-
gedeutet ist. Der physikalische Raum oder Parallelraum ist die mit Eﬁ bezeichnete Gerade,
der dazu senkrechte Orthogonalraum ist mit E! bezeichnet. Den hellgrau dargestellten
Akzeptanzbereich A erhilt man durch Projektion der mit W2 bezeichneten Einheitszelle
auf den Orthogonalraum.

Werden nun alle im Akzeptanzbereich liegenden Punkte des Gitters auf den Parallelraum
projiziert, so erhélt man eine Folge von langen L und kurzen S Segmenten. Wéhlt man
als Steigung des Parallelraums eine rationale Zahl, so ist diese Folge periodisch. Ist die
Steigung dagegen gleich 771, ergibt diese Projektion die quasiperiodische Fibonaccikette.

1.3.3 Teilchenpositionen

Fiir die Simulation der Fibonaccikette in Kapitel 3 werden konkrete Teilchenpositionen
benotigt. Bemerkenswerterweise existiert die einfache Vorschrift

Tn=nS+(L—8)- PJ (1.26)
T
zur Berechnung der Orte x,, der Teilchen mit den Indizes n = 0,1,2,.... Die hier auftre-

tende Gaufsklammer |r| ordnet dabei der reellen Zahl r die grofte ganze Zahl [r] < r
zZu.

Diese Gleichung folgt unmittelbar aus dem Formalismus der atomaren Hyperflichen (Ab-
bildung 1.13): Setzt man die Partikel auf ein diskretes Gitter (k,1) mit k,! € Z und heftet
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Abbildung 1.13: Flip in der Fibonaccikette im Formalismus der atomaren Hyperflichen nach [23]

daran als Hyperflachen Strecken vom Punkt (k,1) zu (k,[) + %(1, —7), und wihlt man
als Parallelraum die Ursprungsgerade y = 7'z, so kann man aus den Hyperflichen der
Atome bei (k,l) mit [ = n — k einen Linienzug bilden. Jeder auf diese Weise konstruierte
Linienzug schneidet den Parallelraum genau einmal und entspricht so dem n-ten Teilchen

der Fibonaccikette.

Man kann leicht nachrechnen, dass genau die Hyperfliche dieses Linienzugs den Parallel-
raum schneidet, fiir die & = HJ gilt. Beriicksichtigt man nun, dass der Vektor (1,0) im
Gitter einem L-Segment im Parallelraum entspricht und analog der Vektor (0,1) einem
S-Segment, so erhilt man als Position des n-ten Teilchens der Kette:

T, = kL +1S
=kL+ (n—k)S
= nS + k(L - S) (1.27)

—nS + H (L—8)

1.3.4 Reziproker Raum

Die Eigenschaft der Quasikristalle, im Beugungsbild eine Vielzahl von Bragg-Peaks unter-
schiedlicher Intensitit zu zeigen, konnte in meiner Diplomarbeit [24] auch fiir die Fibo-
naccikette nachgewiesen werden: Der reziproke Raum wird hier von zwei Basisvektoren @)
und 7¢) aufgespannt. Die Orte der Bragg-Peaks sind alle Linearkombinationen daraus und
damit diskret, aber dicht. Wahrend man bei der Auftragung des Strukturfaktors iiber die
Wellenzahl ¢ und die Frequenz w fiir eine periodische Kette (Abbildung 1.14) die typischen,
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Abbildung 1.14: Periodische Kette: Numerische Berechnung des kohdrenten Anteils des Struk-
turfaktors bei (E) = 0,01 nach [24]

periodischen Bégen der Phononendispersionsrelation erhélt, zeigt ein entsprechendes Dia-
gramm fiir eine Fibonaccikette (Abbildung 1.15) daher eine grofe Zahl von Bogen, die
an den verschiedenen auf der ¢g-Achse liegenden Bragg-Peaks angeheftet sind. Dieses Phé-
nomen wurde fiir verschiedene Wechselwirkungspotentiale detailliert in Steffen Sonntags
Arbeit 25| untersucht.

1.4 Approximanten

Wendet man eines dieser Projektionsverfahren an, so hingt die Periodizitdt der resul-
tierenden Struktur empfindlich von der Steigung des Schnitts ab: Nur bei irrationalem
Schnitt erhélt man ein aperiodisches Gitter; bei rationalem Schnitt erhélt man dagegen
eine periodische Struktur, die der gewiinschten aperiodischen Anordnung nur dhnelt, einen
sogenannten Approximanten. Die Grofe der Einheitszelle des Approximanten kann dabei
sehr klein sein (wéahlt man in Abbildung 1.12 als Parallelraum die erste Winkelhalbierende,
so erhalt man beispielsweise eine periodische Folge, die ausschliefslich aus Segmenten iden-
tischer Lange besteht) aber auch beliebig grof gewéhlt werden: Wahlt man als Steigung
des Parallelraums in der Abbildung statt 77! den Quotienten zweier aufeinanderfolgender
Fibonaccizahlen (1/1, 1/2, 2/3, 3/5, ...), so wéchst die Einheitszelle iiber alle Grenzen, die
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Abbildung 1.15: Dynamische Fibonaccikette: Numerische Berechnung des kohdrenten Anteils
des Strukturfaktors bei (E) = 0,01 nach [24]

resultierende Struktur dhnelt mehr und mehr der Fibonaccikette (der man eine ,unendlich
grofse Einheitszelle* zuordnen kann).

Approximanten sind niitzlich zur theoretischen Modellierung und zur numerischen Simula-
tion von Quasikristallen, da unendlich grofse Systeme naturgeméfs problematisch zu behan-
deln sind. Diese Strukturen sind auch aus dem Experiment bekannt; weicht die Stochiome-
trie geringfiigig von der des Quasikristalls ab, so bilden sich periodische Phasen, die aber
grofe Einheitszellen aufweisen und schon viele Eigenschaften der Quasikristalle zeigen; ein
bekanntes Beispiel sind hier die als Approximanten des ikosaedrischen Al-Pd-Mn geltenden
¢-Phasen.

1.5 Der phasonische Freiheitsgrad

Bei unverdnderter Steigung des Parallelraums gibt es noch die translatorischen Freiheits-
grade. Verschiebt man den physikalischen Raum im hoherdimensionalen Gitter, so sind
zwei Komponenten zu unterscheiden: Die Verschiebung parallel zum physikalischen Raum
entspricht einfach einer gleichzeitigen Parallelverschiebung aller Atome, wie sie als trans-
latorischer Freiheitsgrad bei jedem Korper moglich ist. Verschiebt man den physikalischen
Raum dagegen senkrecht, so bleiben viele Gitterpunkte unverdndert, da sich die projizierte
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Abbildung 1.16: Flip in einem dreidimensionalen Tiling nach [26]

Position nicht &ndert (bzw. die Position des Schnitts gleich bleibt). Allerdings fallen Punk-
te weg, wenn die entsprechenden Gitterpunkte des héherdimensionalen Gitters nicht mehr
im Akzeptanzbereich liegen (oder der Parallelraum die atomare Hyperfliche nicht mehr
schneidet). Fiir jeden dieser weggefallenen Gitterpunkte entsteht aber ein anderer Git-
terpunkt. Durch eine Verschiebung entlang des Orthogonalraums vollziehen Gitterpunkte
einer quasiperiodischen Struktur also diskrete Spriinge, sogenannte Flips. Diese fiir Qua-
sikristalle typische Bewegungsmoden bezeichnet man im Gegensatz zur kontinuierlichen
phononischen Bewegung als ,,Phasonen®.

Anschaulich lésst sich dies fiir die Fibonaccikette in Abbildung 1.13 nachvollziehen: Die
untere (griine) Linie stellt den Parallelraum in der Ausgangsposition dar. Verschiebt man
nun diese Linie um den zum Orthogonalraum parallelen Vektor w, so springen nacheinander
zwei Atome (also Schnittpunkte der atomaren Hyperflichen mit dem Parallelraum) in
diesem Bildausschnitt auf eine benachbarte Position. Hierbei d&ndern sich LS-Sequenzen
zu SL-Sequenzen (oder umgekehrt). Dass die Teilchenzahl hierbei erhalten bleibt, wird
schon aus der Tatsache ersichtlich, dass jeder der dargestellten aus verbundenen atomaren
Hyperflachen bestehende Linienziige den Parallelraum genau einmal schneidet.

Bemerkenswert hierbei ist, dass ein Flip ein lokales Phédnomen ist, im Eindimensionalen
wird also beispielsweise eine LS-Umgebung zu einer SL-Umgebung. Dies ist auch in hoher-
dimensionalen quasiperiodischen Strukturen der Fall: Wie Abbildung 1.16 zeigt, bleiben
auch in einem dreidimensionalen Tiling die meisten Vertexpositionen erhalten, nur wenige
Tiles andern sich durch den Flip eines Punktes.

1.6 Strukturmodelle

Seit den ersten Experimenten Shechtmans wurde eine Fiille von quasikristallinen Substan-
zen beobachtet. Es handelt sich dabei praktisch ausschliefslich um im Labor hergestellte
Metalllegierungen. Bisher wurde lediglich ein natiirlich vorkommendes quasikristallines Ma-
terial entdeckt, eine Verbindung aus Aluminium, Kupfer und Eisen [27|, die ikosaedrische
Symmetrie aufweist.
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Abbildung 1.17: Hierarchischer Aufbau eines Clusters in einer Mg-Al-Zn-Legierung nach [30]

Die Strukturaufklarung dieser Materialien ist schwierig, da die iiblichen Beugungsmetho-
den bei einer aperiodischen Struktur nicht mehr zur Verfiigung stehen (,\Where are the
atoms? [28]). Dieses Problem wird einerseits von der experimentellen Seite angegangen,
sei es mit elektronenmikroskopischen Methoden oder aber durch die Analyse tausender
Peaks in Beugungsbildern. Andererseits ist auch der Zugang iiber die Simulation moglich,
indem mittels Monte-Carlo-Methoden die Energie einer Ausgangsstruktur geeigneter Sto-
chiometrie minimiert wird [29]. Zusitzlich lassen sich aus rein geometrischen Uberlegungen
Strukturmodelle gewinnen, deren Vorhersagen mit dem Experiment verglichen werden kon-
nen. Auf letzterer Methode beruht das Modell fiir dekagonales AlICuCo von Zeger et al.
(Abbildung 4.1, [6]), auf dem das in Abschnitt 4.1 vorgestellte statistische Modell aufbauen
wird.

1.7 Eigenschaften der Quasikristalle

Grundsatzlich lassen sich zwei Typen von Quasikristallen unterscheiden: Der eine ist be-
ziiglich sdmtlicher Raumrichtungen aperiodisch (ikosaedrische Phasen), der andere besitzt
eine periodische Richtung, entlang der Ebenen quasiperiodischer Symmetrie angeordnet
sind (beispielsweise dekagonale Phasen).

Trotz der Aperiodizitét fallen in den quasiperiodischen Systemen wiederkehrende Struktu-
ren — sogenannte Cluster — auf: In den dekagonalen Phasen kommen beispielsweise ring-
formige Strukturen vor, wihrend ikosaedrische Phasen oder deren oben erwdhnten Appro-
ximanten [31] ineinandergeschachtelte Polyeder aufweisen (Abbildung 1.17); bekannt sind
hier beispielsweise Mackay- und Bergman-Cluster. Diese Cluster spielen unter anderem
bei mechanischer Belastung eine Rolle, so verlaufen beispielsweise Risse um diese Cluster
herum [32].

Aufgrund der Aperiodizitat der Quasikristalle und der groften Einheitszellen der Approxi-
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manten verhalten sich diese Materialien bei mechanischer Belastung grundlegend anders
als kristalline Festkorper: Die einfache Erklarung von Verformungen durch die Propaga-
tion von Versetzungen, ausgehend von Korngrenzen oder Gitterfehlern, gentigt hier nicht
mehr zur vollstandigen Beschreibung: Bei Quasikristallen gibt es eben kein periodisches
Gitter niedriger Dimension, und bei den Approximanten wére die kollektive Bewegung
aller Atome einer Einheitszelle energetisch ungiinstig. Stattdessen beobachtet man hier so-
genannte Metaversetzungen |33, 34]; sie fiihren zu neuen lokalen Umgebungen, deretwegen
eine Umordnung nach dem Durchlaufen erforderlich wird: durch phasonische Flips wandern
Cluster und es bildet sich wieder ein Tiling. Dieser Vorgang, beobachtbar als sogenannte
Phasonwénde, ist — insbesondere bei niedrigen Temperaturen — langsam gegen die Propa-
gationsgeschwindigkeit, so dass diese Materialien bei niedrigen Temperaturen sehr sprode
sind.

Weitere Eigenschaften, die mit der aperiodischen Struktur beziehungsweise den grofsen
Einheitszellen oder aber dem Auftreten der Cluster erklart werden — wenn auch noch
unvollstandig verstanden —, sind die geringe elektrische Leitfahigkeit sowie die niedrige
Wirmeleitfahigkeit bei niedrigen Temperaturen, die vollig atypisch fiir Metallverbindungen
sind [35].

Fiir das Auftreten von Quasikristallen scheint eine komplexe Energielandschaft mit vie-
len lokalen Minima typisch zu sein. Solche Potentiale prigen dem System konkurrierende
Langenskalen auf, was die Bildung von quasiperiodischen Strukturen begiinstigt, wie bei-
spielsweise das zweidimensionale monoatomare Lennard-Jones-Gauss-System zeigt [36, 37].
Zwischen diesen Minima sind nun leicht Spriinge mdglich, was zu verhaltnisméafig hohen
Diffusionsraten fiithrt [38, 39].

1.8 HRTEM-Beobachtungen

Bei HRTEM-Experimenten (siehe beispielsweise [41] fiir Grundlegendes zur Elektronenmi-
kroskopie) beobachteten Edagawa et al. (Abbildung 1.18, [3]), dass Aufnahmen bestimmter
dekagonaler quasikristalliner Phasen Flecken zeigen, die auf den Vertices eines Tilings lie-
gen. Der Abstand der Flecken (und damit die Lénge der Basisvektoren im Tiling) liegt
bei etwa 2 nm. Diese Grofsenskala legt nahe, dass den in der Abbildung sichtbaren Flecken
nicht einzelne Atome sondern grofiere Strukturen zugrunde liegen.

Bemerkenswert an diesen Aufnahmen ist die Zeitentwicklung: Man sieht, dass helle Flecken
verschwinden oder aber entstehen kénnen. Bildet man aus den Flecken ein Tiling (Abbil-
dung 1.19), so liegt die Vermutung nahe, dass hier ein phasonischer Flip beobachtet werden
kann, bei dem ein Fleck an Position A verschwindet und an Position B wieder auftaucht
(und spater umgekehrt). Edagawa et al. belegen dies zusétzlich, indem sie das Tiling auch
im Orthogonalraum betrachten und dabei feststellen, dass die betroffenen Vertices dort am
Rand einer atomaren Hyperfliche liegen, wie es fiir Phasonen zu erwarten ist.

Es ist interessant festzustellen, dass dieser Prozess mehrere Sekunden oder sogar Minuten
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Abbildung 1.18: Beobachtungen eines Flips in einem HRTEM-FEzperiment durch Edagawa et al.
[40, 3]: Bei 1123 K wurde dekagonales AlCuCo untersucht. Die hellen Flecken sind etwa 2 nm von-

einander entfernt. Die Bilder sind 0, 5, 8, 110, 113 und 115 Sekunden nach dem Referenzzeitpunkt
entstanden.

Abbildung 1.19: Schematische Darstellung des in Abbildung 1.18 dargestellten Flips [3]
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bendtigt: Bestimmt man die Zeitskalen atomarer Flips in Neutronenstreuungs-Experimenten
[2] aus den Schultern um die Peaks des Strukturfaktors, so muss man von Zeitskalen im
Pikosekunden-Bereich ausgehen. Desweiteren wird beobachtet, dass diese Flips nicht et-
wa periodisch erfolgen, sondern sehr unregelmifig auftreten; der Ubergang zwischen den
Zustéinden A und B liegt im Bereich von 10 Sekunden bis 10 Minuten.

Es ist eines der Ziele der vorliegenden Arbeit, diese Erscheinung anhand eines von einem
quasikristallinen atomaren Modell abgeleiteten statistischen Modells zu erklaren.
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Kapitel 2

Anharmonischer Oszillator

Eine wesentliche Eigenschaft von Quasikristallen ist das Auftreten von Teilchenflips. In
Kapitel 3 werden daher eindimensionale Modellsysteme konstruiert, in denen der Einfluss
atomarer Spriinge auf thermodynamische Gréfsen untersucht werden kann. Besonderes Au-
genmerk liegt dabei auf der von Edagawa et al. gemessenen anomalen Warmekapazitéat bei
hohen Temperaturen.
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Abbildung 2.1: Potential des anharmonischen Oszillators: Variation des Koeffizienten b des har-
monischen Terms
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Hierbei werden fiir verschiedene Systeme mit Hilfe von Molekulardynamik-Simulationen
die Newtonschen Bewegungsgleichungen gelost, wozu die Kenntnis eines Wechselwirkungs-
potentials notwendig ist. Da dieses Potential Spriinge von Teilchen zwischen verschiede-
nen Gleichgewichtspositionen zulassen muss, bietet es sich als erster Ansatz an, ein einfa-
ches anharmonisches Doppelmuldenpotential zu wéahlen, das zwei energetisch dquivalente
Grundzusténde und eine dazwischen liegende Energiebarriere aufweist [42, 43].

Da die Dynamik der Ketten entscheidend auf diesem anharmonischen Potential beruht
und weil sich viele thermodynamische Eigenschaften dieser Systeme schon alleine aus dem
Doppelmuldenpotential ablesen lassen, wird der anharmonische Oszillator in diesem Ka-
pitel angelehnt an meine Diplomarbeit [24] ausfiihrlich eingefiihrt. Dieses Kapitel sowie
das folgende dritte reproduziert weitgehend Abschnitte aus meiner Diplomarbeit, ist aber
erforderlich zum Versténdnis der zentralen Aussagen iiber die spezifische Wérme in Qua-
sikristallen in Abschnitt 3.2.3.

2.1 Potential und verallgemeinerte Koordinaten

Es wird zuerst die Bewegung eines Teilchens der Masse M im Potential
Byt = ax® + ba? (2.1)

mit a > 0 betrachtet. Hier sind drei Félle zu unterscheiden (siehe dazu auch Abbildung
2.1):

e b < 0: Dieser Fall beschreibt ein Doppelmuldenpotential: Im Ursprung befindet sich

ein lokales Maximum. An den Stellen z. = 44/ % treten dagegen zwei globale
Minima auf. Die Hohe der Energiebarriere betragt dabei

b2

EO = _Epot($:|:) = E

(2.2)

e b = (: Hier verschwindet das Maximum.

e b > 0: Auch hier ist kein Maximum vorhanden. Die Kombination des anharmonischen
Terms mit dem harmonischen Term lédsst — ebenso wie bei der Doppelmulde — ein
komplexes Wechselspiel erwarten: Bei niedrigen Energien und Auslenkungen wird
der harmonische Term groften Einfluss auf das Verhalten des Systems haben; steigert
man aber die Energie, so wird der harmonische Term in den Hintergrund riicken uns
sich das System dem rein anharmonischen Fall b = 0 annéhern.

Potential mit harmonischem Anteil

Fiir die beiden Félle b < 0 und b > 0 bietet sich die Einfiihrung folgender Koordinaten an:
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Ort: u= % X
Zeit: T = % -t
Energie: €= Eﬂo = 2—3 - B
Temperatur: ¢ = % = é—g kT

Mit X' := a% X erhalt die Gesamtenergie folgende Form:

e =u?+ut £ 20 (2.3)

Hieraus folgt die hamiltonsche Bewegungsgleichung

u’ = —2(u’ £+ u) (2.4)

mit der Losung
u = tcn(P|m) (2.5a)
v = —uwsn®dnd (2.5b)

mit
0 = 2 (2.5¢)
Wt =xF1 (2.5d)
»F1
=" 2.5

m . (2.5¢)

wobei cn, sn und dn Jacobische Elliptische Funktionen bezeichnen (siche dazu Anhang A)
und folgende Groften verwendet werden:

b =wr+ P (2.6)
wi=+Ve+1 (2.7)

In diesen Gleichungen steht jeweils das obere Vorzeichen fiir den Fall b > 0 und das untere
fiir b < 0.

Rein anharmonisches Potential

Im Fall b = 0 ist diese Koordinatentransformation nicht zuléssig. Allerdings sind die Be-
wegungsgleichungen in diesem Fall auch in den urspriinglichen Koordinaten hinreichend
einfach:
Fiir

1

E = §M9'c2 + ax? (2.8)
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Abbildung 2.2: Abhdngigkeit des Parameters m von der Energie nach [24]. Fir den Fall e < 0
(Energie geringer als Barrierenhohe) ist hier der Parameter m der dn-Losung aufgetragen, fir
€ > 0 dagegen der der cn-Losung. Liefle man m > 1 zu, so wdre die cn-Lisung fir alle ¢ > 1
giiltig und die rote Kurve wiirde sich ohne Knick nach links fortsetzen.

bzw.

Mi = —4az® (2.9)

erhélt man mit @ := 2t + @, als Losung der Bewegungsgleichung

r = Acn(P|m) (2.10a)
t=—-ANRsnPdn P (2.10Db)
mit
, 4
P = _"Ea (2.10¢)
M
E
A% == (2.10d)
a
m = L (2.10e)
=3 :



2.2 Diskussion der Teilchenbahnen 43

Qi Q_J/Z

0 ; ; ; ;
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000
e+1

Abbildung 2.3: Abhingigkeit der Schwingungsfrequenz ' = =2— von der Energie in der Dop-

T eriode
pelmulde mit a = 1 und b = —2 nach [24] rened

2.2 Diskussion der Teilchenbahnen

2.2.1 Fall b < 0 (Doppelmulde)

Fiir das Doppelmuldenpotential sind drei Félle zu unterscheiden: Liegt die Energie des
Teilchens unter der Energiebarriere bei £ = 0, so ist es in einer der Mulden gebunden,
wahrend es sich bei groferer Energie durch beide Mulden bewegt. Als dritter Fall ist ein
Teilchen der Schwellenergie zu diskutieren.

Ungebundenes Teilchen (£ > 0)

Hier kann die Losung aus Gleichung 2.5 direkt iibernommen werden, die Zeitabhéngigkeit
des Ortes wird also durch eine cn-Funktion beschrieben (siche dazu Anhang A.3). Es han-
delt sich hierbei um eine periodische Schwingung, deren Frequenz f anders, als man es vom

harmonischen Oszillator kennt, energieabhéngig ist: Es gilt f = \/% . ﬁ wobei K das
in Gleichung A.9 definierte vollstdndige elliptische Integral erster Art ist. Die Schwingungs-
frequenz steigt hier mit wachsender Energie ausgehend von 0 (aperiodischer Grenzfall, siche
Fall E = 0) monoton iiber alle Grenzen. Zur Visualisierung dieses Zusammenhangs und

zur besseren Vergleichbarkeit mit der harmonischen Néherung ist in Abbildung 2.3 eine
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Kreisfrequenz 2" = —2— mit der Periodendauer Tpeioqe fiir das Potential 2% — 222 iiber

die Energie aufgetragzeﬁ?deuCh der Parameter m, der, wie in Anhang A.8 genauer erklért
wird, als Maf fiir die Anharmonizitit des Systems angesehen werden kann, variiert mit der
Energie: Mit steigender Energie sinkt er ausgehend von m =& 1 (aperiodischer Grenzfall)
und nahert sich dann m ~ %, was dem rein anharmonischen Oszillator ohne harmonische
Komponente entspricht (Abbildung 2.2). Schwingende Teilchen iiberschreiten in diesem
Fall zwei mal in jeder Periode die Energiebarriere, sie sind nicht an eine der beiden Mulden

gebunden.

Gebundenes Teilchen (F < 0)

Bei Energien unterhalb der Barrierenhéhe (—FEy < E < 0 oder —1 < e < 0) sind die Teil-
chen dagegen an eine der beiden Mulden gebunden. In diesem Fall wird der Parameter m
grofser als 1. Unter Verwendung der in Gleichung A.22c angegebenen Transformation, die
den Parameter in das fiir Jacobische Elliptische Funktionen tibliche Intervall [0;1) trans-
formiert, erhdlt man als alternative Schreibweise der Losung der Bewegungsgleichungen:

u = udn(Plm’) (2.11a)
v = —uwm’ sn(®|m’) en(P|m’) (2.11Db)
mit

O =x+1 (2.11c)

W=+ 1 (2.11d)

2t
= — 2.11
" x+1 (2.11¢)

Die Bewegung wird nun also durch die dn-Funktion beschrieben. Auch hier schwingt das
Teilchen um eine Ruhelage, allerdings nicht um den Ursprung, sondern um eines der Po-
tentialminima bei u = +1; desweiteren ist die Schwingung nun nicht mehr symmetrisch.

Die Schwingungsfrequenz \/_Mb . m ist weiterhin Energieabhéngig. Der transformierte
Parameter m’ kann abhéngig von der Energie im gesamten Intervall [0; 1) liegen: Bei nied-

rigen Energien ist m’ ~ 0 und die Bewegung daher annéhernd harmonisch (dn(z|m’) =~

1—m'sinr ~1— %l sinfz = 1— mT,(l—cos 2x)). Steigt die Energie, néhert sich m’ der 1,

die Bewegung wird zunehmend anharmonisch und geht vor Erreichen der Schwellenenergie
(e =~ 0) bei steigenden Periodendauern in den im Folgenden beschriebenen aperiodischen
Grenzfall {iber.

Der Verlauf von m(e) bzw. m/(¢) sowie der Schwingungsfrequenz ist den Abbildungen 2.2
und 2.3 zu entnehmen. Die Frequenz liegt bei niedriger Energie annédhernd konstant beim
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Wert der spiter diskutierten harmonischen Niherungslosung (v/8 beim in der Abbildung
zugrunde gelegten Potential). Bei hoheren Energien sinkt die Frequenz und strebt bei
Anndherung an den aperiodischen Grenzfall gegen 0.

Der zeitliche Verlauf der Schwingung (dn-Funktion) ist in Abbildung A.3 dargestellt, die
Bedeutung des Parameters m’ in Anhang A.8 beschrieben.

Teilchen der Grenzenergie (£ = 0)

Fiir ¢ = 0 geht die cn-Losung mit m = 1 in eine Hyperbelfunktion iiber (siehe auch dazu
die in Gleichung A.22c¢ angegebene Transformation):

u = tsech @ (2.12a)
u' = —uw tanh @ sech @ (2.12b)
mit
0* =2 (2.12¢)
i =2 (2.12d)

Die Bewegung ist also nicht mehr periodisch. Ein Teilchen dieser Energie néhert sich mit
abnehmender Geschwindigkeit dem lokalen Maximum, erreicht es aber nicht in endlicher
Zeit.

222 Fallb>0

Hier ist keine Fallunterscheidung beziiglich der Energie notwendig, der Parameter m liegt
hier fiir alle Energien im fiir den cn iiblicherweise verwendeten Intervall [0;1). Auch hier
ist die Schwingungsfrequenz abhéngig von der Energie. Der Parameter m steigt ausgehend
von 0 bei ¢ = 0 (harmonischer Grenzfall) monoton und néhert asymptotisch an m = %,
dem rein anharmonischen Hochenergiefall, in dem der harmonische Anteil des Potentials
vernachléssigbar ist.

223 Fallb=0

Hier liegt m konstant bei %, die Bewegung entspricht also den obigen Loésungen bei hoher
Energie. Die Teilchen schwingen periodisch mit energieabhangiger Frequenz symmetrisch
um x = 0. Die Abweichung des Parameters m vom rein anharmonischen Wert % kann also
als Maf fiir den Einfluss des harmonischen Terms aufgefasst werden.
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2.3 Kleine Energien: harmonische Naherung

Bei kleinen Energien lédsst sich das Potential in der Néhe der Potentialminima fiir b #
0 aufgrund des harmonischen Anteils durch Parabeln approximieren, in denen Teilchen
anndhernd harmonisch schwingen. Es sind wiederum zwei Félle zu unterscheiden:

Fall b < 0 (Doppelmulde)

Aus der Taylorentwicklung des Potentials um x.
Eoot(2) = a(x — 22)* +2v/=2ab (x — 22)® — 2b (x — 21)* — Ey (2.13)

folgt als harmonische Naherung das Potential

1
Fham(x) = §M(2ﬁarm (x — xi)Q — Ey (2.14)
mit
Onarm = 24/ = (2.15)
harm — M .
Fallb >0

Aus E,o(z) = ax* + bx? ist direkt abzulesen, dass man fiir # ~ 0 durch Vernachlissigen
von az* das Niherungspotential

1
Eharm (2) = QMQﬁarme (2.16)
mit
b
Dnarm = V21/ 7 (2.17)
erhalt.

2.4 Phasenraum und thermodynamische Mittelwerte

Mit der Bestimmung der Teilchenbahnen sind die Grundlagen zur Betrachtung des Phasen-
raums des anharmonischen Oszillators gelegt. Nun kénnen das Phasenraumvolumenelement
und damit die thermodynamischen Mittelwerte eines Systems aus nicht wechselwirkenden
Teilchen, die dem anharmonischen Potential E,q(z) = ax* + bxz? unterworfen sind, berech-
net werden.

Hier sind insbesondere die mittlere potentielle Energie und das Verhéltnis der mittleren
potentiellen Energie und der mittleren kinetischen Energie von Interesse: Die Berechnung
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Abbildung 2.4: Trajektorien im Phasenraum fira=1,b=—2 und M =1

der mittleren potentiellen Energie bereitet die Behandlung der spezifischen Warmekapa-
zitdt Oy pot = % fiir die eindimensionalen Modellsysteme vor. Das Verhéltnis der
beiden Energiebeitrdage ist interessant, da der Virialsatz nur fiir die beiden Spezialfille
Epot(7) = az* und Fpe(2) = bz? anwendbar ist, und daher eine nichttriviale Temperatur-

abhéngigkeit zu erwarten ist.

Zur Berechnung thermodynamischer Mittelwerte sind die betrachteten Grofien iiber den
gesamten Phasenraum zu integrieren. Dabei sind fiir die Doppelmulde (b < 0) zwei Ener-
giebereiche zu beachten: Abbildung 2.4 kann man entnehmen, dass die Phasenraumtra-
jektorie fiir F = 0 den Phasenraum in drei Gebiete teilt: Bei niedrigen Energien (E < 0,
dn-Losung) sind Teilchen in einer der Mulden gebunden, die Phasenraumtrajektorien um-
schliefen ein Energieminimum. Hoéherenergetische Teilchen (F > 0, cn-Losung) bewegen
sich tiber beide Mulden hinweg, die Trajektorien umschlieften nun beide Minima und das
dazwischenliegende lokale Maximum (Energiebarriere).

Fiir b > 0 gibt es dagegen fiir alle Energien nur die cn-Lésung, so dass diese Fallunterschei-
dung hier nicht notwendig ist.
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2.4.1 Volumenelement

Das zur Mittelwertbildung benétigte Phasenraumvolumenelement fiir b # 0 berechnet sich

mit p = v/2M Eyu’ zu
M
dpdz = 2Eq, | mdu du’ (2.18)

Fiir den Bereich mit £ > 0 folgen aus Gleichung 2.5 mit v = tcn® := t4cnOT = Ucos
und @? =2, W2 =2 F 1, m= }‘Qi%l,gp = am @ diese alternativen Schreibweisen!:

I __

du du 2dnd dsedy (2.19a)
- gd% A (2.19b)
= sdsdr (2.19¢)

1
= dedr (2.19d)

1
=5 de d® (2.19¢)

Fiir £ < 0 gelten dagegen wegen Gleichung 2.11 mit v = @ dn® := 4 dn @7 = @y/1 — msin® ¢
und @? =+ 1,02 =x+1,m= %,@ = am @ folgende Beziehungen:

dudu’ = 27:;@ dsedy (2.20a)
- % dse ddp (2.20b)
= xdsxdr (2.20c)
1
= S dedr (2.20d)
1
— - d=do (2.20¢)

2.4.2 Mittlere Energien

Nun lassen sich die zur Berechnung der Warmekapazitat nétigen mittleren Energien be-
stimmen. Hierbei wird nur das anharmonische Hintergrundpotential zugrunde gelegt, die
Mittelwerte beziehen sich also auf nicht wechselwirkende Teilchen im Potential az* 4 bx?
(kanonisches Ensemble).

!Die Berechnung der ersten Variante (2.19a) ist trivial aber miihselig: Am einfachsten ist es wohl, die

Funktionaldeterminante zu Beginn der Rechnung mit dn® = /1 — msin® ¢ zu multiplizieren, um Briiche
zu vermeiden.



2.4 Phasenraum und thermodynamische Mittelwerte 49

Der thermodynamische Mittelwert einer von x und p bzw. v und u' abhingigen Groke X
lautet dann zu
1
:E//®mxﬁ£ (2.21)

1 e
= E//dudu'X-e_ﬁ (2.22)

mit den kanonischen Zustandssummen

://dpdq;e_kET (2.23)
M -
- QEO\/’;' -7 (2:24)

//MMeﬁ (2.25)

— Vi - AT (9) (2.26)

mit dem Integral A(jf aus Gleichung B.2.

und

Fiir die kinetische Energie gilt:

4
u +u :t2u
Ekln — / / du dul 2.

== / due” o / du'u?e —
oo 9 - (2.27)
— Ai(ﬁ) AT - o)

HN

wl:zm

L.

Es gilt also der bekannte Zusammenhang Fii, = 5

Fiir die potentielle Energie erhilt man dagegen:

1 ulQ u4 u2
<€pot> = E//du du/ (U4 + 211,2) e + ﬁi2

1 0 ’ w2 o0 4 2 u4i2u2
= —=- du'e o - du(u :|:2u)e_ 9
—0o0 —00

(2.28)
— — Val - (AE(9) £ 245 (9))

Z
AT (9) £ 247 (V)
A5 ()
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Abbildung 2.5: Energieaufteilung fiir V(x) = x* — 222 nach [24]

Der Anteil der potentiellen Energie (um 1 verschoben, damit £ > 0) an der Gesamtenergie
betragt also

(€pot + 1) o 1
. - < in>
<5pot + ]-> + <5k1n> 1+ (ES}TI)
. (2.29)
T L A5 ()
L oAz
Dieses Verhéltnis strebt fir ¥ — 0 gegen %, was nach dem Virialsatz fiir ein Potential

V(x) o 2% zu erwarten ist. Fiir ¥ — oo nihert sich dieser Anteil dagegen dem fiir ein
Potential V(z) o< z* zu erwartenden Wert %

Diese Werte werden wie der gesamte Kurvenverlauf gut durch eine numerische Mittelwert-
bildung (siehe dazu Anhang C.1) bestétigt, wie Abbildung 2.5 entnommen werden kann.

Es zeigt sich also bei der mittleren potentiellen Energie ein interessanter Ubergang zwi-
schen harmonischem Verhalten bei niedrigen Temperaturen und Eigenschaften eines z*-
Potentials bei hohen Temperaturen. Dabei ist insbesondere bemerkenswert, dass dieser
Ubergang nicht monoton ist. Vielmehr ist ein Uberschwingen iiber das z*-Verhalten und
auch den harmonischen Bereich hinaus zu beobachten. Dies ldsst eine interessante Tem-
peraturabhéngigkeit der Warmekapazitéit in den mit Hilfe dieses Potentials konstruierten
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eindimensionalen Modellsystemen vermuten.
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Kapitel 3

Eindimensionale Ketten

Als néchster Schritt zur Modellierung von Quasikristallen und zur Berechnung thermo-
dynamischer Grofen wie der Warmekapazitdt wird das Doppelmuldenpotential nun als
Wechselwirkungspotential in eindimensionalen Ketten gleichartiger Partikel betrachtet.

Die potentielle Energie ist hierbei gegeben durch Vyes = > V(zpi1 — 2, — A,) mit
V(z) = az* + bx?, wobei A, einen Gleichgewichtsabstand definiert. Durch diese Wahl des
Potentials soll es Teilchen in den Ketten mdglich sein, Spriinge durchzufiithren. Auf diese
Weise kann in Molekulardynamik-Simulationen der Einfluss der Phasonen auf die physika-
lischen Eigenschaften von Quasikristallen und deren Approximanten untersucht werden.

3.1 Das Doppelmuldenpotential als Wechselwirkungs-
potential

3.1.1 Betrachtung eines Teilchens

Wie verhélt sich nun ein einzelnes Teilchen in einer solchen Kette? Die Krafte hdngen nur
von der Position der nachsten Nachbarn relativ zur eigenen Position ab:

Addiert man die um :I:g zentrierten Potentiale zweier Teilchen, erhélt man

omn2) (G e () ()
=2. (a,x4+ <b+ ;acﬂ) z® + (a (§)4+b (§)2>) (3.1)

:2-<ax4+l~?a:2+A)
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V(x-1)
V(x+1)
V(x-1) + V(x+1)

Abbildung 3.1: Uberlagerung zweier Doppelmuldenpotentiale nach [24]
mit
b:=b+ —ad? (3.2)

und

seal?) (2) o

Bei zugrundeliegendem Doppelmuldenpotential mit b < 0 gibt es einen kritischen Abstand
derit, bei dem b das Vorzeichen wechselt:

21|

T (3.4)

dcrit =

Selbst fiir b < 0 ist das resultierende Potential abhéngig vom Abstand der Teilchen, also
nicht notwendigerweise eine Doppelmulde, wie auch Abbildung 3.1 zeigt.

Auf ein Teilchen am Ort z wirkt damit die Kraft

Fre = —4 <2aa:3 + Bx> (3.5)
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3.1.2 Dynamische Fibonaccikette

Die Fibonaccikette (siehe auch Abschnitt 1.3) als einfaches eindimensionales quasiperi-
odisches System zeichnet sich nun dadurch aus, dass LS-Umgebungen durch phasonische
Flips in SL-Umgebungen iibergehen kénnen (und umgekehrt). Dies legt nahe, als Wech-
selwirkungsmodell fiir diesen Fall ein Doppelmuldenpotential anzunehmen. Dagegen sollen
Teilchen in LL-Umgebung keine Flips durchfiihren kénnen. Dies motiviert die Verwendung
der obigen Wechselwirkung V' =" V(2,41 —x, — A,), die je nach Umgebung effektiv ein
Doppelmuldenpotential darstellt oder aber ein Potential, das nur ein Minimum aufweist.

Geht man von sehr geringen Temperaturen aus, so liegen die Partikel dabei exakt in den
Mulden. Die Minima miissen also im Abstand S oder L vom néchsten Nachbarn liegen.
Setzt man S := 27 und L := 272 = 27+ 2, so verschiebt ein Flip ein Partikel um L —S = 2
Langeneinheiten, weshalb die einzelnen Mulden 2 Langeneinheiten voneinander entfernt
sein miissen. Hiermit liegt das b im Potential fest, es gilt V(z) = a(z* — 22?). Mit a = 1
und A, = A := (L + S) erhélt man so das Modellpotential

V = Z V(zpe1 — xn — A) (3.6)
mit
V(z) = 2* — 247 (3.7)

Somit betragt in einer LS-Umgebung der Abstand der beiden Nachbarteilchen eines Atoms
L+S =2A, was in der Tat ein resultierendes Doppelmuldenpotential ermoglicht. Dagegen
resultieren die Abstdnde 2L = 2A + 2 und 25 = 2A — 2 der LL- bezichungsweise SS-
Umgebung (letztere kommt allerdings in der idealen Fibonaccikette nicht vor) wie gefordert
in einem effektiven Potential, das nur ein Minimum aufweist, da sich hier jeweils die linke
und die rechte Mulde der beteiligten Doppelmuldenpotentiale addieren, so dass hier keine
Flips méglich sind.

3.1.3 Periodische LS-Kette

Als weiteres Modellsystem dient die periodische LS-Kette. Sie ist im Grunde eine stark
vereinfachte Variante (ein Approximant) der dynamischen Fibonaccikette: Die Partikel
unterliegen derselben Wechselwirkung, die Anfangspositionen sind aber so gewéhlt, dass
alternierend L- und S-Absténde auftreten. Die Konfiguration besteht zu Simulationsbeginn
ausschlieklich aus LS-Umgebungen, weshalb jedes Teilchen in einem Doppelmuldenpoten-
tial liegt und somit springen kann.

Sieht man dieses System als grundlegend an, so ist die dynamische Fibonaccikette eine
Weiterentwicklung der periodischen LS-Kette mit zusétzlichen Umgebungen, die als Fehl-
stellen aufgefasst werden kénnen. Die Einfachheit dieses Systems und die Tatsache, dass
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alle Teilchen in LS-Umgebung springen kénnen, macht die periodische LS-Kette zu einem
Modellsystem, das sich gut zur Beobachtung propagierender Flips und zur Untersuchung
des Einflusses lokaler Storungen eignet.

3.1.4 Molekulardynamik

Zur genauen numerischen Bestimmung der Teilchenbahnen auf atomarer Ebene ist es im
Prinzip nétig, die Schrédingergleichung des Systems zu losen, da auf dieser Skala Quan-
teneffekte auftreten. Derartige Ab-initio-Verfahren sind allerdings sehr rechenaufwendig,
so dass sie sich fiir die Simulation grofser Systeme oder langer Zeitrdume nicht eignen.

Wenn die elektronischen Eigenschaften des Systems nicht betrachtet werden sollen, bietet
es sich daher an, die Quantennatur der Teilchen zu vernachlassigen und viel mehr deren
Wechselwirkung tiber ein effektives Wechselwirkungspotential zu modellieren. Hierdurch
sind nur noch die Newtonschen Bewegungsgleichungen zu losen, was sich numerisch we-
sentlich effektiver umsetzen lésst.

Daher wurden zur Simulation der Ketten Molekulardynamik-Methoden eingesetzt, die in
diesen Abschnitt kurz vorgestellt werden sollen. Fiir detailliertere Informationen sei auf die
Literatur [44, 45| verwiesen.

Im allgemeinen Fall kann das zu simulierende System aus N Teilchen der Masse m; be-
schrieben werden durch

e die Start-Positionen r;(0) der Partikel sowie die Geschwindigkeiten r;(0) (Konfigura-
tion),

e Wechselwirkungskrifte bzw. ein effektives Potential, das von den Teilchenpositionen,
-geschwindigkeiten, der Zeit und &duferen Einfliissen abhéngen kann (Wechselwir-
kung),

e das thermodynamische Ensemble, das angibt, wie das System an die Umgebung kop-
pelt. Der einfachste Fall ist hier das NV E-Ensemble, in dem Teilchenzahl, Energie
und Volumen konstant sind. Es kann aber auch eine konstante Temperatur vorge-
geben sein (NVT-Ensemble), was anschaulich der Kopplung an ein Wérmebad ent-
spricht und mit Hilfe eines sogenannten Thermostaten implementiert wird. Soll nicht
das Volumen, sondern der Druck konstant sein, kommt ein sogenannter Barostat zum
Einsatz.

Bewegungsgleichungen

Bei gegebenem Potential V(ry(t),...,1(¢),...,t,...) berechnet sich die Kraft auf das i-te
Teilchen als Gradient:
F,(t)=-V., V(... (3.8)
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Somit ist das System folgender Differentialgleichungen zu l6sen:

(1) = vilt) (3.9)
wl(t)= - Filt) (3.10)

Diskretisierung und Integrationsverfahren

Die gingigen Verfahren zur numerischen Losung dieses Systems beruhen auf der Idee, die
Zeit in diskrete Zeitintervalle zu unterteilen. Das Gleichungssystem wird nicht mehr fiir
jede beliebige Zeit gelost, es werden nur noch diskrete Zeitpunkte betrachtet: Aus den
Teilchenpositionen r; und -geschwindigkeiten v; der vorherigen Zeitschritte werden dabei
naherungsweise die Werte fiir den aktuellen Schritt berechnet.

Solche Verfahren sollen dabei moglichst grofie Zeitschritte zwischen den betrachteten Zeit-
punkten ermoglichen, damit die Simulation vieler Teilchen iiber lange Zeitraume in akzep-
tabler Rechenzeit erfolgen kann; ist der Zeitschritt allerdings zu grofs, werden die Verfahren
ungenauer. Je nach System kann der Zeitschritt konstant sein oder aber an die zur simulier-
ten Zeit gegebenen Bedingungen angepasst werden: treten etwa hohe Geschwindigkeiten
oder grofe Kréfte auf, so ist ein kleiner Zeitschritt von Vorteil.

Kriterien zur Auswahl des Algorithmus sind unter anderem der Speicherbedarf (ist nur
der Zustand des vergangenen Zeitschritts relevant oder miissen auch vorhergehende Zu-
stdnde gespeichert werden?), die Abhéngigkeit des zu erwarteten Fehlers vom Zeitschritt,
die Erfiilllung von Energie- und Impulserhaltungssatz (im mikrokanonischen Ensemble).
Desweiteren ist auch die benotigte Rechenzeit je Schritt zu beriicksichtigen: Ist etwa die
Berechnung der Kréifte aufwendig, so sind Verfahren von Vorteil, die moglichst wenige
Kraftberechnungen pro Zeitschritt benétigen. Bei grofseren Systemen muss der Algorith-
mus aufserdem gut parallelisierbar sein.

In der vorliegenden Arbeit wurde zur Simulation der Ketten wegen seiner Robustheit (hier
ist insbesondere die Energie erhalten) der Leap-Frog-Algorithmus verwendet:

a(t + At) = —%vrivm(t), L en(D) (3.11)
vilt + %At) vt — %At) + Atag(t + At) (3.12)
xilt + At) = x4() + At vilt + %At) (3.13)

Temperatur

Soll eine bestimmte Temperatur vorgegeben werden, verwendet man im Allgemeinen einen
sogenannten Thermostaten. Der einfachste Ansatz ist die Skalierung der Geschwindigkeit
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in jedem Zeitschritt, wodurch die numerisch ermittelte mittlere kinetische Energie der Soll-
Temperatur entsprechend angepasst werden kann.

Da dieser Ansatz die Trajektorien verfilscht, sind komplexere Verfahren, die einen zu-
sdtzlichen Freiheitsgrad und eine entsprechend modifizierte Hamilton-Funktion einfiihren,
vorteilhaft; bekannt ist hier der Nosé-Hoover-Thermostat [46, 47].

Allerdings waren bei der Simulation der Ketten die gewéhlten Temperaturen ohnehin will-
kiirlich, so dass es sich anbot, auf einen die Ergebnisse moglicherweise verfalschenden Ther-
mostaten zu verzichten und statt der Temperatur die mittlere Energie vorzugeben. Da bei
einem komplexen anharmonischen System die Aufteilung der Energie in kinetische und
potentielle Energie nicht im Voraus bekannt ist (es gilt hier nicht wie im harmonischen
Fall (Epot) = (Ewin) = 3kT), kann die dieser Energie entsprechende Temperatur dann
allerdings im Allgemeinen nur numerisch bestimmt werden. Aufgrund der unbekannten
Energie-Aufteilung wurde die vorgegebene Energie bei der Initialisierung der Ketten aus-
schlielich als kinetische Energie auf die Partikel verteilt: Die Positionen entsprachen einem
Grundzustand, die Partikel befanden sich also in Potentialminima. Lediglich die Geschwin-
digkeiten wurden abhéngig von der gewiinschten Energie mit gaufverteilten Zufallszahlen
initialisiert. Da das System sich so nicht im thermischen Gleichgewicht befindet, ist es
notwendig, vor der Untersuchung des Systems einige Molekulardynamikschritte durchzu-
fiihren, bis sich die mittlere kinetische Energie nicht mehr &ndert.

Simulation der dynamischen Fibonaccikette

Bei der Simulation der dynamischen Fibonaccikette sind neben dem oben gegebenen Wech-
selwirkungspotential die Anfangspositionen und -geschwindigkeiten der Partikel vorzuge-
ben. Wie oben beschrieben, werden dabei die Geschwindigkeiten zuféllig gewéhlt, so dass
eine vorgegebene mittlere Energie erreicht wird.

Die Orte z,(0) mit n = 0,1,...,N — 1 der N Teilchen werden dagegen entsprechend
Gleichung 1.26 so gewahlt, dass ein Grundzustand vorliegt. Da das Wechselwirkungs-
potential der Kette verschiedene energetisch dquivalente Teilchenabstédnde zuldsst, muss
dabei die Kettenlédnge iiber die Randbedingungen vorgegeben werden. Um Reflexionen
am Kettenende zu vermeiden kamen hierbei periodische Randbedingungen zum Einsatz:
Bei N Teilchen wurden also geméals Gleichung 1.26 Teilchen 0 bei zy mit Teilchen N bei
zo+ NS+ (L —S)- || identifiziert. Die Kettenlénge betriigt also

Ly:=NS+(L—-25)- PJ (3.14)

T



3.2 Simulation der Ketten 59

F A FA AL

i

P(E)
w

Abbildung 3.2: Verteilung der Flipenergien in der dynamischen Fibonaccikette [48]
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Abbildung 3.3: Fir niedrige Energien folgt die mittlere Flipfrequenz in der dynamischen Fibo-
naccikette fiir alle Fliptypen einem Arrhenius-Gesetz. [48]



60 Eindimensionale Ketten

3.2 Simulation der Ketten

3.2.1 Flip-Energien

Aus der Simulation der dynamischen Fibonaccikette ergeben sich einige interessante Beob-
achtungen zu den fiir einen Flip benotigten Energien: Wertet man zu jedem festgestellten
Flip die aktuelle Gesamtenergie des betreffenden Teilchens aus, so ergibt sich nach [48] das
in Abbildung 3.2 dargestellte Schaubild.

Die Energien wurden dabei jeweils zum Zeitpunkt bestimmt, zu dem sich das Teilchen erst-
mals in der anderen Mulde befand. Dies kann durch zwei Mechanismen erfolgen: Einerseits
kann sich die Energiebarriere durch die Bewegungen der benachbarten Partikel kurzzeitig
zuriickbilden, so dass das zentrale Teilchen sich durch niederenergetische Schwingungen
fortbewegen kann. Bildet sich nun wieder die Energiebarriere, so kann das Teilchen in die
andere Mulde gelangt sein, ohne die Energiebarriere tiberschritten zu haben (,induzierter
Flip*). Andererseits kann sich ein Teilchen hoherer Energie direkt iiber die Energiebarriere
in die andere Mulde bewegen (autonomer Flip“).

Das Schaubild zeigt zwei interessante Eigenschaften: Einerseits gibt es eine untere Ener-
gieschwelle, unter der keine Flips moglich sind. Sie betragt S, was genau der potentiellen
Energie entspricht, die ein in der Mitte zwischen den Nachbarn befindliches Teilchen be-
sitzt, wenn diese den kritischen Abstand haben, ab dem das resultierende Potential ein
Doppelmuldenpotential ist (Gleichung 3.4).

Desweiteren féllt ein Peak bei F = 2 auf, der aus der Besetzungszahldichte in der Dop-
pelmulde resultiert: Da die Ableitung von E(x) hier klein ist, besitzt ein grofer Teil der
Partikel Energien in genau diesem Bereich.

Die Existenz der Energieschwelle legt nahe, dass die mittlere Flipfrequenz einem Arrhenius-
Gesetz gehorcht. Abbildung 3.3 bestétigt dies gut, aus den Steigungen der gefitteten Ge-
raden ergeben sich die Aktivierungsenergien 0,96, 1,05, 0,98 fiir induzierte, autonome, alle
Flips, was recht gut mit der genannten kritischen Energie iibereinstimmt.

3.2.2 Energietransport

In |24, 48] konnten in der Simulation der periodischen LS-Kette solitdre Moden nachgewie-
sen werden: Es wurde sowohl stationdre Breathers als auch propagierende Kink-Solitonen
beobachtet. Abbildung 3.4 zeigt exemplarisch zwei sich durchdringende Kinks. Es stellte
sich allerdings heraus, dass diese Moden nur bei ausgesprochen hohen Energien existie-
ren konnen und bei niedrigen Energien nicht stabil sind: Kink-Solitonen sind intrinsisch
instabil, da sie aufgrund des diskreten Gitters bei der Propagation Phononen abstrahlen.
Breathers konnen dagegen in isolierter Umgebung langfristig stabil sein, zerfallen aber bei
Wechselwirkung mit Phononen. Diese Moden spielen daher beziiglich der thermodynami-
schen Eigenschaften bei niedrigen Energien keine Rolle.
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Abbildung 3.4: Kollision zweier Kink-Solitonen: Die Kinks durchdringen einander anndhernd
ungestort: Jede der roten Kurven im Ort-Zeit-Diagramm steht fir ein Teilchen der periodischen
LS-Kette.[48]

Untersucht man die dynamische Fibonaccikette bei niedrigen Anregungsenergien, so sind
diesen Beobachtungen zu Folge keine Solitonen zu erwarten. Abbildung 3.5 zeigt aber, dass
bei der Simulation der Kette bei geringer Temperatur ((£) = 0.2) im 2z-t-Schaubild Linien
konstanter Steigung auftreten, entlang derer Energie transportiert wird. Zusétzlich sind
im Diagramm die aufgetretenen Partikel-Flips eingezeichnet. Wie zu erwarten treten sie
gehéauft entlang dieser Linien auf, haufig in Kaskaden.

Der Energietransport erfolgt also in lokalisierten Moden, die keine phasonische Flips be-
notigen. Vielmehr tragen diese lokalisierten Moden zur Entstehung von Flips bei.

3.2.3 Spezifische Warme

Wegen des entarteten Grundzustands tragen Flips nicht zur Entropie und damit zur War-
mekapazitit bei; sie wird, wie im Folgenden belegt wird, ausschlieflich durch das Wechsel-
wirkungspotential bestimmt.

Abbildung 3.6 zeigt am Beispiel des Verhéltnisses (Epot)/(E) dass die thermodynamischen
Eigenschaften der dynamischen Fibonaccikette sehr gut mit denen nicht-wechselwirkender
Partikel in einem Doppelmuldenpotential iibereinstimmen. Desweiteren sieht man den
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Abbildung 3.5: Teilchenenergien in der dynamischen Fibonaccikette bei (E) = 0.2 aufgetragen
tber Zeit und Teilchenindex. Der Energietransport erfolgt lokalisiert, Regionen hoher Energie be-
wegen sich mit konstanter Geschwindigkeit. Wird dabei die Energieschwelle fir Flips erreicht, so
sind sowohl induzierte Flips (©) als auch autonome Flips (+) maglich. [48]

Ubergang vom harmonischen ((Epo) &~ 3(E)) zum biquadratischen Regime ((E,o) =

3(E)) deutlich. Im fiir die Simulationen der dynamischen Fibonaccikette relevanten Tem-
peraturbereich 0.1 < 7' 5 1 ist harmonisches Verhalten zu erwarten, das aber schon begin-

nende anharmonische Effekte aufweisen sollte.

Aufgrund der vergleichbaren thermodynamischen Eigenschaften kann die spezifische Wér-
mekapazitit also im System nicht-wechselwirkender Partikel im Doppelmuldenpotential
analytisch berechnet werden: Der Beitrag der potentiellen Energie kann mit

CV pot = % (3.15)
= 5 (L) — (Bl (3.16)
unter Verwendung von
(Epot) = Eo A 091)40_ (129‘;11_(79) (3.17)
PREPENUS OB a8
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Abbildung 3.6: Das Verhdltnis der mittleren potentiellen FEnergie und der mittleren Ge-
samtenergie in der dynamischen Fibonaccikette stimmt mit dem FEnergieverhdltnis fir nicht-
wechselwirkende Partikel in einem Doppelmuldenpotential tberein. Die thermodynamischen Fi-
genschaften der Kette werden durch das anharmonische Potential bestimmt. [48]
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Abbildung 3.7: Temperaturabhdingigkeit der spezifischen Wirmekapazitit nicht-wechselwirkender
Partikel in einem Doppelmuldenpotential (analytische Rechnung) [48]
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mit ¥ := kT/Ey und den Integralen

Ax(a) = 7w2ne_ S (3.19)

—0o0

ORI (ni\/?> (3.20)

bestimmt werden. Dabei ist U eine parabolische Zylinderfunktion [49].

Das Schaubild dieser Funktion (Abbildung 3.7) weist einen interessanten Ubergang zwi-
schen harmonischem und biquadratischem Verhalten auf: Mit steigender Temperatur wachst
Cv pot vom parabolischen %kz und néhert sich dem biquadratischen Grenzwert %k, der
bereits in der Literatur diskutiert wurde [50]. Da der Beitrag der kinetischen Energie
Cvxin = %k konstant ist, steigt die gesamte spezifische Warmekapazitat vom paraboli-
schen Wert k& um dann abzufallen und sich dann letztlich dem biquadratischen Wert %k

von unten anzunahern.

Edagawa et al. [4, 5| beobachteten, dass fiir hohe Temperaturen Cy von AlgzCugsFe;s liber
den Wert 3k ansteigt, der nach Dulong Petit zu erwarten wére. Schon fiir dieses einfache
Modell der dynamischen Fibonaccikette kann ein Anstieg der spezifischen Warme um 14%
beobachtet werden, allein verursacht durch das anharmonische Wechselwirkungspotential.
Das Ergebnis stimmt gut mit den Resultaten von Grabowki et al. [51] iiberein, die nahe-
legen, dass anharmonische Wechselwirkungspotentiale selbst bei elementaren fce-Metallen
wie Aluminium eine hohe spezifische Warme verursachen koénnen.

Walti et al. konnten auch eine erhohte Warmekapazitat bei niedrigen Temperaturen mes-
sen, deren Ursache sie in nicht propagierenden Gitteranregungen sehen [52]. Wie oben dar-
gelegt, kann in der dynamischen Fibonaccikette bei hohen Temperaturen kein Beitrag der
Phasonen zur spezifischen Warme festgestellt werden. Auch bei niedrigen Temperaturen
ist aufgrund der Energieschwelle fiir phasonische Flips (Abbildung 3.2) kein entsprechender
Beitrag zu erwarten.
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Kapitel 4

Statistisches Modell fur dekagonales
AlCuCo

4.1 Konstruktion des statistischen Modells

Um die Ursachen der von Edagawa et al. beobachteten langen Zeitskalen zu untersuchen,
ist aufgrund der Systemgrofe und insbesondere wegen der benotigten langen Simulations-

Abbildung 4.1: Strukturmodell fir dekagonales AlCuCo von Zeger et al. [6]: Durch Flips in zwei
kleinen Rauten, an denen je zwei Atome beteiligt sind, verschiebt sich ein in einer groffen Raute
gelegener Ring von zehn Atomen in einer Doppelschicht.

Der Fillungsgrad der Symbole gibt die Schicht an. Atomsymbole: A Cu m Co e Al
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Abbildung 4.2: Die Uberlagerung der HRTEM-Aufnahmen von Edagawa et al. [3] mit dem Struk-
turmodell von Zeger et al. [6] identifiziert die im Experiment beobachteten hellen Flecken mit den
Zehn-Ringen im Strukturmodell.

dauer bei der numerischen Analyse die Rechnung in atomarer Auflésung nicht zielfiihrend.
Vielmehr muss das System auf ein statistisches Modell reduziert werden, was analytische
Rechnungen und insbesondere auch Monte-Carlo-Simulationen erméglicht.

In ersten Erklarungsansitzen modellierten Edagawa et al. [53] das System als eine Folge
von Zwei-Niveau-Systemen, in denen den Zustdnden A und B in jeweils einer dekagonalen
Schicht (siehe Abbildung 1.19) verschiedene Energien zugeordnet wurden. Auf diese Weise
konnte das System mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen untersucht werden. Die Diskre-
panz der Zeitskalen wurde dabei iiber die geringe Wahrscheinlichkeit kollektiver Bewegung
iiber die gesamte Probendicke erklart.

Allerdings ware ein Modell wiinschenswert, in dem die Zustdnde dquivalent sind und das
die Untersuchung der Zeitentwicklung ermoglicht. Um ein solches Modell zu schaffen, gin-
gen wir von einem Strukturmodell von Zeger et al. [6] aus. Dieses beschreibt dekagonales
AlCuCo als periodische Folge von Doppelschichten (Abbildung 4.1). Die Doppelschichten
bilden jeweils ein dekoriertes Tiling und enthalten grofe Rauten, in denen sich jeweils ein
Ring von zehn Atomen befindet. Ein Zehn-Ring kann dabei an zwei Positionen in der Raute
vorliegen; ein Phasonenflip ist in diesem Modell die Verlagerung eines solchen Zehn-Rings
innerhalb einer groffen Raute. Fiir einen solchen Flip ist nicht die Bewegung aller Ato-
me eines Rings erforderlich, vielmehr geniigt es, dass sich je zwei Atome innerhalb zweier
kleiner Rauten kollektiv bewegen, um den Zehn-Ring an anderer Stelle neu entstehen zu
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Abbildung 4.3: Mdgliche Zustinde in einer Doppelschicht

lassen.

Uberlagert man die HRTEM-Aufnahmen von Edagawa et al. [3] mit dem Strukturmodell
(Abbildung 4.2), so zeigt sich, dass man die im Experiment beobachteten hellen Flecken mit
den Zehn-Ringen des Strukturmodells identifizieren kann. Daher bietet es sich an, dieses
Strukturmodell als Grundlage des benétigten statistischen Modells zu wéahlen.

4.1.1 Modell in einer Doppelschicht

Es liegt also nahe, eine solche grofe Raute aus dem Strukturmodell
als Grundbaustein fiir ein statistisches Modell zu verwenden. Eine Y. A
groke Raute enthilt dabei zwei kleine Rauten (k € {0,1}), die 47 ®, !az"
jeweils zwei Zustande ap € {0,1} aufweisen koénnen (Abbildung |
4.4). :

|

Grofse Rauten haben dann binér die Zusténde 00, 01, 10, 11 oder =~ r
dezimal die Zustédnde 0, 1, 2, 3: A € {0,1,2,3}, wobei A als die Abbildung r
binére Zahl ajay aufgefasst werden kann. Von diesen vier in Abbil- Mégliche Tustinde
dung 4.3 gezeigten Zustédnden wird ,00“ sowie ,11“ (vollstdndiger ciper kieinen Raute
Zehn-Ring) als sichtbarer Fleck interpretiert (,links* oder ,rechts*

bzw. erster Fleck“ oder ,zweiter Fleck), wihrend die beiden anderen Zustdnde als un-
sichtbare Zwischenzustéinde angesehen werden.

4.1.2 Modell mehrerer Doppelschichten

Der Zustand bei N Doppelschichten ergibt sich aus den Zustédnden A, € {0,1,2,3} der
grofen Rauten mit n € {1,2,..., N}, die wiederum aus den Zusténden a, der kleinen
Rauten mit & € {0, 1} resultieren. Am einfachsten modelliert man die Sichtbarkeit eines
Flecks, indem man einen Schwellenwert fiir die Anzahl der Rauten gleichen Zustands ein-
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fiihrt: Um einen Fleck zu beobachten miissen M := [aN] (mit a € (0; 1]) Doppelschichten
einen Zehn-Ring auf derselben Seite aufweisen. Hierbei bezeichnet die Gauk-Klammer [r]
die kleinste ganze Zahl > r.

Ist n; die Anzahl der Doppelschichten bzw. grofen
Rauten in Zustand j (mit j € {0,1,2,3}), so ist der )
“linke” Fleck sichtbar falls ng > M gilt und analog
der “rechte” Fleck fiir ng > M. Somit gibt es folgende N
Zustéande im System (siehe auch Abbildung 4.5, die

die Zustande fiir ng + ny + no + ng = N und damit

ng +n3 < N zeigt):

S0, Sp: no > M (“linker Fleck sichtbar”)

e s1,8p: ng > M (“rechter Fleck sichtbar”)

e sp:ng > M,ng > M (“beide Flecken sichtbar”) S,

o s,:ny < M,ng < M (“kein Fleck sichtbar”) 0 M N n,

e 50:ng > M,ng < M (“nur linker Fleck sicht- Abbildung 4.5: Zustinde bei N Dop-
bar”) pelschichten

e s1:ng < M,ng > M (“nur rechter Fleck sicht-
bar”)

Da auf den HRTEM-Bildern auch beide Flecken zugleich beobachtet werden konnen, muss
a < % erfiillt sein.

4.1.3 Dynamik und Kopplung

Die Dynamik ist durch in der Simulation fest vorgegebene Sprungwahrscheinlichkeiten bzw.

-raten 7, mit k € {0,1} und n € {1,2,..., N} bestimmt: In einem Simulationsschritt er-
folgt fiir die Partikel der kleinen Raute k in der Doppelschicht n mit der Wahrscheinlichkeit

T'n
P = u (4.1)

31 Do Ttk

ein Flip: a,,, wechselt also von 0 nach 1 oder umgekehrt.!

Es sind dabei folgende Raten zu unterscheiden, die von den Zusténden A,, der betroffenen
Doppelschicht und der benachbarten Doppelschichten abhéngen:

Die Anderung von A, ist komplizierter, da hier auch der Zustand der nicht vom Flip betroffenen
kleinen Raute beriicksichtigt werden muss: Fiir £ = 0 wechselt A,, zwischen 0 und 1 oder zwischen 2 und
3; findet der Flip dagegen in der zweiten kleinen Raute statt (k = 1), so treten Ubergiéinge zwischen 0 und
2 oder aber zwischen 1 und 3 auf.
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e 7's: Randschicht, Zustand der betroffenen Doppelschicht und der benachbarten Dop-
pelschicht verschieden

e 75o: Randschicht, Zustand der betroffenen Doppelschicht und der benachbarten Dop-
pelschicht gleich

e 7p—: Inneres, Zustédnde der benachbarten Doppelschichten gleich, aber abweichend
vom Zustand der betroffenen Doppelschicht

e 7 : Inneres, Zustidnde der benachbarten Doppelschichten verschieden, Zustand der
betroffenen Doppelschicht beliebig

e 7po: Inneres, Zustdnde der benachbarten Doppelschichten und der betroffenen Dop-
pelschicht gleich

Zusatzlich kann man diesen Parametersatz noch in zwei Sétze aufteilen: Zusténde innerhalb
derselben Doppelschicht gleich (A,, € {0,3}) oder verschieden (A,, € {1,2}). Geht man von
einer festen Rate 7p o aus, so kann man daraus iiber einzufithrende Kopplungskonstanten
~ die anderen Raten definieren:

TA’S’;A = 72]3’0’75,75 (42&)
s = 7B,07S,0 (4.2b)
TB,—= = TB,0YB,= (4.2¢)
7B, = TB,0YB,~ (4.2d)
B = B - 1 (4.2¢)

Vorerst reduzieren wir diese Kopplungsparameter zu einer Kopplungskonstanten v > 1 mit
Y84 =7, YB= =", V8,0 := 1, 782 = /7. Es werden also bevorzugt Flips ausgefiihrt, die
zu einem Ausgleich zwischen den Doppelschichten fithren. Anschaulicher formuliert sind
die Sprungraten bei benachbarten Doppelschichten identischen Zustands um den Faktor
grofer, wenn die betroffene Doppelschicht einen anderen Zustand aufweist.

E.
Geht man davon aus, dass diese Raten einem Arrheniusgesetz 7; = 7pe ¥ folgen, so kann

man mit
721‘ = foe_% (4 3)
= TB,0i (4 4)
. _FBo

= Fge” *T (4.5)

. _EBo Ei-Epp
= foe” kT e KT (4.6)
(4.7)

. _PFBo _AE
=:T9e kT e KT

die Raten mit Aktivierungsenergien identifizieren bzw. die Kopplungen v; mit Anderungen
AF; der Aktivierungsenergie. Fiir den vereinfachten Parametersatz gilt dann

AEs = AEg_ = —kTlny =: AE (4.8)
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Abbildung 4.6: Schematische Darstellung der Kopplung der Doppelschichten: Die Kreise auf den
dret tiberetnanderliegenden Ebenen symbolisieren kleine Rauten in drei benachbarten Doppelschich-
ten, die jeweils zwei Zustinde annehmen konnen. Die Konfiguration der Nachbarschichten (blaw)
beeinflusst die Ubergangsrate der betrachteten Raute (rot): Die Energiebarriere AE; ist dann hoch,
wenn der Zustand in einer Doppelschicht dem der Nachbarschichten gleicht (rechts). In diesem
Fall ist die betreffende Sprungrate und damit der Kopplungsparameter ~y; klein. Ist der Zustand
der betrachteten Schicht dagegen verschieden von beiden benachbarten Doppelschichten (links), so
wird eine niedrige Energiebarriere und somit eine hohe Sprungrate und ein grofles ~; angesetzt,
damit dieser als ungiinstig betrachtete Zustand rasch verlassen wird.

und AR
sowie
AES@ == AEB,O - O (410)

Abbildung 4.6 veranschaulicht diesen Sachverhalt.

4.2 Analytische Betrachtung des einfachen Modells

4.2.1 Keine Kopplung

Ohne Kopplung (es gilt also v = 1, so dass der Zustand der benachbarten Doppelschichten
keinen Einfluss auf die Sprungraten hat) sind die Zustédnde der A, gleich wahrscheinlich.
Man erhélt die Wahrscheinlichkeit des Mikrozustands (ng, n1, ne, ng)

N! 1

= 4.11
p(n07n17n27n3) no!nl!'rLQ!ng! 4]\/‘ ( )
und damit
N—ng—ns
p(no, ng) = Z p(no,n1, N — ng — nz — ni,n3) (4.12)
n1=0
N—ng—ns
N! 1 1
_ . 4.13
TL()!’II3!4N Z nl'(N—no—ng—nl)! ( )
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linker Fleck ———
kein Fleck ———

4.2 Analytische Betrachtung des einfachen Modells
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st identisch mit der abgebildeten Sichtbarkeitswahrscheinlichkeit des ,linken Flecks“ und wurde

Sichtbarkeitsparameter und der Zahl der Doppelschichten im Doppelschichtsystem fir den Fall
ohne Kopplung. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ausschlieflich der ,rechte Fleck® sichtbar ist,
daher der Ubersichtlichkeit halber hier und in den folgenden Schaubildern weggelassen.

Abbildung 4.7: Wahrscheinlichkeiten der Sichtbarkeitszustinde der Flecken in Abhdngigkeit vom

ergeben sich durch Summation der entsprechenden Mikrozustéande:
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OéN] 1 N—-ng
Z Z no, n3 (420)
no=0 nz=[aN]
C!N-| 1 N-— ns
= Y ) plno,ns) (4.21)
n3=0 no=[aN]
N—ng

Z Z TLQ, Tl3 (422)

no=[aN]| nz3=[aN]

Diese Doppelsummen lassen sich leider nur zu Einfachsummen iiber hypergeometrische
Funktionen bzw. Betafunktionen vereinfachen; es ist also eine numerische (aber exakt
durchfithrbare) Auswertung geboten (Abbildung 4.7).

Die wesentlichen Eigenschaften sind:

e o~ %: Die Wahrscheinlichkeit p, dafiir, dass beide Flecken unsichtbar sind, ist
maximal.

e o = i: Die Wahrscheinlichkeiten p; = py dafiir, genau einen Fleck zu beobachten,
sind maximal.

e a ~ 0: Die Wahrscheinlichkeit p, dafiir, dass beide Flecken zugleich erscheinen, ist
maximal.

4.2.2 Kopplung in der Doppelschicht

Auch der Fall sehr starker Kopplung innerhalb der Doppelschicht, aber vernachlissigha-
rer Kopplung der Schichten untereinander ist analytisch behandelbar. Ist die Kopplung
innerhalb der Doppelschicht so stark, dass in jeder der N Doppelschichten nur die beiden
Zustéande 00 und 11 auftreten kénnen, so ist das System durch die Anzahl ngy der Doppel-
schichten in Zustand 00 beschrieben. Die Zahl ny; der Doppelschichten in Zustand 11 ist
so durch die Beziehung

ny = N — Moo (423)

gegeben.
Anstatt der Multinomialverteilung des Falls ohne Kopplung liegt hier beziiglich ngy eine
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Abbildung 4.8: Wahrscheinlichkeiten der Sichtbarkeitszustinde der Flecken in Abhdngigkeit vom
Sichtbarkeitsparameter und der Zahl der Doppelschichten fiir den Fall starker Kopplung innerhalb
der Doppelschichten und vernachldssigbarer Kopplung der Schichten untereinander.

Binomialverteilung vor:

P(noo)

Diese kann fiir grofse N durch eine Normalverteilung der Breite

N

um 5 approximiert werden.

_B (noo; N, %) (4.24)
IO
Oy
(4.27)
(4.28)

Sollen nun beide Flecken sichtbar sein, so miissen die Bedingungen ngg > M sowie ny; > M
mit M = [aN] erfiillt sein. Beriicksichtigt man Gleichung 4.23, so muss also

M<npw<N-M (4.29)
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gelten. Dies kann nur erfiillt sein, falls
M<N-M (4.30)

gilt, also fiir a < %

Dagegen sind fiir den Fall, dass keiner der Flecken beobachtet werden kann, die Bedingun-
gen ngg < M und nyy; < M zu erfiillen. Dies entspricht nun

M >ngpg>N-—-M (431)

was nur moglich ist, wenn

M>N-—-M (4.32)
gilt, also fiir a > %
Das Fehlen der ,gemischten Zustdnde* 01 und 10 fithrt also dazu, dass von den beiden Fallen
wkein Fleck sichtbar und ,beide Flecken sichtbar” bei gegebenem Sichtbarkeitsparameter o«

nur einer im System beobachtet werden kann. Da im Folgenden der Fall zweier sichtbarer
Flecken vorkommen soll, wird hier a < % angenommen.

Fiir den Fall, dass ausschlieflich der ,erste Fleck® sichtbar ist, sind die Ungleichungen
ngo > M und ny; < M zu erfiillen. Unter Beriicksichtigung vom Gleichung 4.23 entspricht
das der Bedingung

ngg > M Angg >N — M (433)

Fir a < % ist die Erfiilllung der zweiten Bedingung ngg > N — M hinreichend, die erste
Bedingung ist dann auch erfiillt.

Soll abschlieffend nur der ,zweite Fleck zu beobachten sein, muss ngy < M und ny;; > M
gelten. Das ist nun dquivalent zu

ngo < M Angg < N —M (434)

Hier gilt nun, dass fiir a < % die erste Bedingung ngy < M relevant ist.

Die Wahrscheinlichkeit, nur den ,ersten Fleck® zu sehen, die aus Symmetriegriinden gleich
der Wahrscheinlichkeit fiir die Sichtbarkeit ausschliefslich des ,zweiten Flecks* ist, ldsst sich
damit als Summe iiber die in Gleichung 4.24 gegebene Binomialverteilung oder Naherungs-
weise als Integral iiber die entsprechende Normalverteilung berechnen.

Fir den ersten Fall erhélt man

pN.a)= 3 plno) (135)
=1L,(N — M +1,M) (4.36)
— L, ([N — aN + 1], [aN]) (4.37)
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mit der regularisierten unvollstindigen Betafunktion I. Daraus lassen sich die weiteren
Wahrscheinlichkeiten

po(N, ) = p1(N, ) (4.38)
po(N,a) =1 —2p(N, a) (4.39)

bestimmen.

Das entsprechende Integral tiber die Normalverteilung resultiert dagegen in

1 N
PG (1 + erf (\ / 3(2a - 1))) fiir grofse V (4.40)

— %@ (oz - %) fir N — o0 (4.41)

mit der Fehlerfunktion erf sowie der Stufenfunktion ©.

Abbildung 4.8 zeigt das Ergebnis der exakten Summation der Wahrscheinlichkeiten. Im Ge-
gensatz zum Fall ohne Kopplung ist hier durch die Abwesenheit der , gemischten Zustéande*

01 und 10 die Maximalstelle von pi (N, a) = po(N, @) von a = 1 zu a = £ verschoben.

4.3 Simulationen im einfachen Modell

4.3.1 Kinetisches Monte Carlo

Die Zeitrdume, in denen die weifen Flecken auf den HRTEM-Bildern von Edagawa et
al. [3| springen, liegen im Sekunden- oder gar Minuten-Bereich. Sind so lange Zeitraume
zu simulieren, so ist die Molekulardynamik nicht mehr sinnvoll einsetzbar.

Fiir die Untersuchung des Systems bieten sich daher Kinetische-Monte-Carlo-Simulationen [7]
an: Bei diesem Verfahren wird die Zeitentwicklung eines Systems simuliert, das aus einem
Anfangszustand in eine endliche Zahl diskreter Folgezustdnde iibergehen kann, wobei diese
Folgezustéinde mit unterschiedlichen Ubergangs-Wahrscheinlichkeiten oder -Raten erreicht
werden. Etwaige Zwischenzusténde treten hier nicht auf, in jedem Simulationsschritt erfolgt
genau ein solcher Ubergang.

Der grundlegende Algorithmus fiir einen Zeitschritt lautet allgemein folgendermafien:

e Bestimme fiir alle N moglichen Ubergéinge j die Ubergangsrate T

e Bilde die Summen Q; = Y%, 7.

j=1

e Berechne eine in (0; Q] gleichverteilte Zufallszahl R.
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e Suche den Ubergang i, fiir den Q;_; < R < Q; erfiillt ist mit Qy = 0, und fiihre ihn
durch. Hierbei kénnen sich die moglichen Uberginge und die Raten verdndern, was
im néchsten Zeitschritt zu berticksichtigen ist.

e Berechne eine in (0;1] gleichverteilte Zufallszahl R’ und erhthe die simulierte Zeit
um At = —Qy' In R’

Im hier vorliegenden Fall kommt nur eine geringe Zahl verschiedener Raten vor. Aufser-
dem ist fiir jedes Partikel genau ein Ubergang moglich. Daher wurde der Algorithmus
folgendermaken implementiert:

e Bestimme die Zahl n; der Partikel, die zu Beginn die Ubergangsrate r; mit j =
1,..., N, aufweisen.

e Setze die Zeit t :=0

N

e Bestimme die Summe Qy, = > ;") n;r; der Raten.

e Zeitschritt:

Bestimme zwei in (0; 1] gleichverteilte Zufallszahlen 1 und 7.

Erhohe die Zeit t um At = —Q]_Vrl In 7.

— Berechne aus der Zufallszahl R = nQy;.

— Fiir alle 5 =1,..., Ng mit n; # 0:

* Gilt R < rjn;, ist das (T,E}te Partikel mit zugeordneter Rate r; das Teilchen,

J
das in diesem Zeitschritt einen Ubergang durchfiihren wird. Beim Ausfiihren
dieses Ubergangs sind fiir dieses sowie die betroffenen Nachbarteilchen die
den urspriinglichen Raten r; entsprechenden n; zu verringern und die den
nach dem Ubergang vorliegenden Raten 7, entsprechenden n; zu erhéhen.
AnschlieRend ist die Summe Q. der Raten entsprechend der Anderung der

Raten anzupassen.

* Setze anderenfalls R := R —r;jn;

Auf diese Weise ist im Zeitschritt bei der Suche nach dem Teilchen, das einen Flip ausfiihrt,
nur iiber alle moglichen Raten und nicht mehr iiber alle méglichen Ubergénge zu iterieren.
Zusétzlich kann so auf die Bildung der Summe @)y, in der inneren Schleife verzichtet werden.

4.3.2 Simulationsergebnisse

Die Abbildungen 4.9 bis 4.12 zeigen Simulationsergebnisse im Doppelschicht-System bei
verschwindender Kopplung innerhalb der Doppelschichten fiir verschiedene Sichtbarkeit-
sparameter «. Die Sprungraten sind also in diesem Falle unabhéngig vom Zustand der
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2500

Abbildung 4.9: Relative Flip-Frequenzen in Abhdngigkeit von Kopplung und Anzahl der Schichten
im Doppelschicht-System fiir o = 0,2 bei verschwindender Kopplung innerhalb der Doppelschichten

Nachbarschichten: In Gleichung 4.2 ist damit fiir alle Kopplungskonstanten v; = 1 anzu-
setzen.

Dargestellt ist der Quotient aus der elementaren Flipfrequenz und der Frequenz der Sicht-
barkeit eines Flecks und damit die mittlere Flip-Dauer eines Flecks bezogen auf einen
elementaren Flip in Abhéngigkeit vom Kopplungsparameter v und der Anzahl der Dop-
pelschichten N. Die griinen Bereiche sind dabei Untergrenzen fiir Flipzeiten, die in der
Simulation nicht bestimmt werden konnten, da innerhalb der gesamten Simulationszeit
kein Flip erfolgte. Diese Untergrenze wird in der Annahme berechnet, dass im Rechen-
schritt, der dem letzten Schritt vor Abbruch der Simulation gefolgt wiére, ein Flip des
betrachteten Flecks beobachtet worden wire.

Einerseits zeigt sich, dass in der Tat sehr lange Flipzeiten auftreten, das Modell also die Be-
obachtungen Edagawas erkldren kann. Dies ist insbesondere fiir grofse Systeme bei geringer
Kopplung der Fall. Andererseits konnten trotz enormer Rechenzeit nur wenige Datenpunk-
te berechnet werden, so dass dariiber hinausgehende Aussagen kaum moglich sind. Dies legt
nahe, dass das Modell so modifiziert werden sollte, dass iiber theoretische Uberlegungen
detailliertere Aussagen getroffen werden konnen.

Dies trifft auch auf den Fall starker Kopplung innerhalb der Doppelschichten zu: In den
Abbildungen 4.13 und 4.14 treten wie im vorigen Fall die erwiinschten langen Flipzeiten
insbesondere bei groffem N und kleinem ~ auf.
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Abbildung 4.10: Relative Flip-Frequenzen in Abhdngigkeit von Kopplung und Anzahl der Schich-
ten 1m Doppelschicht-System fiir a = 0,23 bei verschwindender Kopplung innerhalb der Doppel-
schichten

1
fat/ fef'f

2500

0T000

Abbildung 4.11: Relative Flip-Frequenzen in Abhdngigkeit von Kopplung und Anzahl der Schich-
ten im Doppelschicht-System fir o = 0,3 bei verschwindender Kopplung innerhalb der Doppel-
schichten
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Abbildung 4.12: Relative Flip-Frequenzen in Abhdngigkeit von Kopplung und Anzahl der Schich-
ten im Doppelschicht-System fir o = 0,4 bei verschwindender Kopplung innerhalb der Doppel-
schichten. Die grin dargestellten Knotenpunkte symbolisieren hier und in den folgenden Schaubil-
dern Parameterbereiche, fir die im Laufe der gesamten Simulation kein Flip festgestellt werden
konnte; als Frequenzverhdltnis ist hier die in der Simulation ermittelte Untergrenze aufgetragen.

Abbildung 4.13: Relative Flip-Frequenzen in Abhdngigkeit von Kopplung und Anzahl der Schich-
ten im Doppelschicht-System fiir « = 0,3 bei starker Kopplung innerhalb der Doppelschichten
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Abbildung 4.14: Relative Flip-Frequenzen in Abhdngigkeit von Kopplung und Anzahl der Schich-
ten im Doppelschicht-System fiir « = 0,4 bei starker Kopplung innerhalb der Doppelschichten
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Kapitel 5

Erweitertes Modell fiur dekagonales
AlCuCo

Das bisher betrachtete Modell hat den Nachteil, dass die Wechselwirkung durch das will-
kiirliche Herausgreifen von Doppelschichten nicht symmetrisch ist (Abbildung 5.1(a)). Um
den Einfluss dieser Asymmetrie zu untersuchen, konstruieren wir daher ausgehend von
obigem Modell ein verallgemeinertes Modell.

Hierzu soll der Zustand einer Raute in einer Schicht (nicht Doppelschicht) betrachtet wer-
den. Zur Unterscheidung vom alten Modell und zur leichteren Rechnung bezeichnet nun
xn, € {—1;+1} den Zustand in Schicht n (fiir Randschichten kann gegebenenfalls auch
x, = 0 sinnvoll sein). Es ist also 2, = 2a,0 — 1 und z9,41 = 2a,1 — 1 (vergleiche Ab-
schnitte 4.1.1 und 4.1.2).

a1

a-1,0 A, X2
Y1 X_1
V / o
ao;o YO ‘A/lr xO ‘/Ar
X
Y Y1 o +1
a4 10 X2 A,
(a) Einfaches Modell mit Doppelschich- (b) Erweitertes, symmetrisches Modell (n; =0)

ten

Abbildung 5.1: Schematischer Vergleich der Wechselwirkungsmodelle
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Es sollen nun zuerst der Zustand xo und die Zustén- A
de der beiden k-ten nachsten Nachbarn zy; betrach- £

tet werden. Bei symmetrischer Wechselwirkung soll R
die Energiebarriere bei iibereinstimmenden Zustéan- 7 % $ 2
den am hochsten sein, da dieser Zustand stabilisiert
werden soll. Sind die beiden Nachbarzustdande zwar
gleich, aber ungleich x, soll dagegen ein Flip in der Xy1=Xp
betrachteten Schicht 0 begiinstigt werden, die Ener-
giebarriere soll also minimal werden. Sind dagegen

die beiden Nachbarzustédnde verschieden, sollte eine o X, X - Ay
mittlere Barrierenhéhe vorliegen. Dies wird erfiillt
durch
xi];t XO
Ak Typ + Tk
EO;k = Egrund;k + —— -2 o (51) L

2 2 g

Diese Beitrage zur Hohe der Energiebarriere sind —

schematisch in Abbildung 5.2 dargestellt.

Soll das neue Modell zusétzlich noch das alte ein- Abbildung 5.2: Beitrige zur Hohe
schliefsen, was die Uberpriifung der Korrektheit der der Energiebarriere durch die néichsten
Simulationen durch Vergleich mit den Resultaten aus wund uberndchsten Nachbarschichten im
Kapitel 4 erlaubt, so ist zu dieser Energiebarriere symmetrischen erweiterten Modell

fiir gerade n (Jinks*) zusétzlich S - 2 - S5 7y

addieren; fiir ungerade n (,rechts”) ist dieser Term

dagegen zu subtrahieren. Mit dem Asymmetrieparameter n, € [0;1] ergibt sich dann als
Energiebarriere

A [Ty + T Ttk — Tn—k
E, = Eoun n — | —— - — 5.2
gdm;Q( Ik (e 52)
Das alte Modell entspricht hier den Parametern 7, = 1, 73 = 0, 4 =
—kT 1n’yDOppelschichta A? = —kTIn “YNachbarschicht s A3,4,... = 0. Ein SymmetriSCheS MOdeH)

in dem ausschlieflich benachbarte Schichten wechselwirken, ist dagegen gegeben durch
e =0, A3 =04 =—kTIn~.

5.1 Dynamik und Cluster im symmetrischen System

Im symmetrischen System mit A; = —kT Iny ist zu erwarten, dass sich im Laufe der Zeit
Folgen von Schichten gleichen Zustands ausbilden, die im Folgenden ,Cluster genannt
werden. Dabei sollte die Verteilung der Clustergréften im System stark vom Kopplungspa-
rameter v abhéngen: Bei starker Kopplung sind ,Cluster der Lange 1 unterdriickt, da in
solchen Schichten die Flip-Wahrscheinlichkeit proportional zu « ist. Durch einen solchen
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5.1 Dynamik und Cluster im symmetrischen System

Simulation
Rechnung
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Abbildung 5.3: Anzahl der Cluster verschiedener Lingen n in Abhdngigkeit von Kopplung v und

Anzahl der Schichten N im FEinzelschicht-System.
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linker Fleck
kein Fleck
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Abbildung 5.4: Wahrscheinlichkeiten der Zustdnde ,linker Fleck sichtbar® und ,kein Fleck sicht-
bar” im Finzelschicht-System in Abhdngigkeit vom Sichtbarkeitsparameter o und von der Anzahl
der Schichten N als Ergebnis der Simulationen: Durch Variation der Kopplung v kann der Ort averi
des Maximums der Wahrscheinlichkeitsverteilung zwischen 1/4 (keine Kopplung) und 1/2 (starke
Kopplung) verschoben werden.
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Flip wird die betroffene Einzelschicht mit den beiden benachbarten Clustern zu einem gro-
feren Cluster verbunden. Andererseits sind unabhéngig von der Kopplung grofte Cluster
unwahrscheinlich, da die Wahrscheinlichkeit fiir einen Flip in einer zum Cluster gehorigen
Schicht proportional zur Lénge des Clusters ist. Ein solcher Flip, der nicht eine der beiden
,Randschichten betrifft, teilt den groflen Cluster in drei Teile, wobei in der Schicht, in
der der Flip auftritt, ein Cluster der Lange 1 entsteht. Durch dieses Wechselspiel ist also
eine fiir die jeweilige Kopplung typische Verteilung der Cluster zu erwarten: Diese Annah-
me, dass grofere Cluster bevorzugt bei starker Kopplung zu beobachten sind, wird, wie
Abbildung 5.3 zeigt, von ersten kinetischen Monte-Carlo-Simulationen bestétigt.

Es ist anzunehmen, dass die Dynamik der Cluster wesentlichen Einfluss auf die Sichtbarkeit
der Flecken hat. Die Beschreibung dieser Dynamik sowie deren analytische Untersuchung
soll damit in konkreten Berechnungen zu den Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten miinden,
die auch in den Monte-Carlo-Simulationen bestimmt werden kénnen: Abbildung 5.4 zeigt
die Wahrscheinlichkeiten fiir die Zusténde ,kein Fleck sichtbar sowie ,erster Fleck sichtbar
in Abhéngigkeit von der Anzahl der Schichten N sowie vom Sichtbarkeitsparameter « bei
wachsendem Kopplungsparameter . Die Ursache fiir die geringe Auflésung der Schaubilder
ist die ausgesprochen lange Rechenzeit fiir die einzelnen Datenpunkte bei der Monte-Carlo-
Simulation. Dennoch erkennt man recht gut, dass es eine kritische Sichtbarkeit a..;; gibt, bei
der die Wahrscheinlichkeit, genau einen Fleck zu sehen, maximal ist. Bei verschwindender
Kopplung (7 = 1) ist aui, = i, wie es schon im Doppelschichtsystem bei verschwindender
Kopplung der Fall war (Abbildung 4.7). Mit wachsender Kopplung erhéht sich nun o
und strebt gegen i = %, was an das Doppelschichtsystem mit (Abbildung 4.8) starker
Kopplung innerhalb der Doppelschicht erinnert: Das Verhalten dieses Systems lasst sich al-
so iiber den Kopplungsparameter v kontinuierlich zwischen diesen Extremféllen einstellen.
Qerip 18t dabei ein Mafs fiir die Abhéngigkeit benachbarter Einzelschichten.

Zu Beginn der Rechnung sollen an einer beispielhaften Konfiguration die Sprungraten ge-
zeigt werden, die sich aus der obigen allgemeinen Gleichung fiir E,, ergeben, insbesondere
die resultierende Bedeutung der Clusterrander auf die Dynamik.



86 Erweitertes Modell fiir dekagonales Al1CuCo

Schicht ¢ Zustand x; Ratenfaktor v; > 1

1 —1 1
2 -1 VY
3 +1 Nai
4 +1 1
5 +1 VY
6 —1 NG
7 —1 1
8 —1 1
9 —1 N4
10 +1 vy
11 —1 N4
12 —1 1
13 —1 VY
14 +1 07
15 —1 v
16 +1 N4
17 +1 Nal
18 —1 VY
19 —1 1
20 —1 1

Man sieht, dass im System Einzelschichten durch hohe Sprungraten vermieden werden und
die Propagation der Clustergrenzen durch die dort erhohten Sprungraten gegeniiber der
Aufteilung von Clustern bevorzugt wird.

Zuerst wird im Folgenden fiir verschiedene Systeme die Anzahl ¢,(NV,7) der Cluster der
Lange n bestimmt und diskutiert. Dabei wird die Beziehung

> noco(Ny)=N (5.3)

sowie die Definition

Se(N.7) =) _ea(N,7) (5.4)

n

fiir die Gesamtzahl der Cluster und die daraus resultierende mittlere Clustergrofie

N

(Netwst) (N 7) = 75—y

(5.5)

verwendet.

Bei der Berechnung der Werte wurde auf verschiedene Weise gemittelt: Das einfachere
Verfahren summiert die Zustdnde M aufeinanderfolgender Simulationsschritte (also die
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Abbildung 5.5: Mittlere Cluster-Grifie in Abhdngigkeit von Kopplung und Anzahl der Schichten
im Finzelschicht-System

Ungewichtete Mittelwertbildung
Zeitmittel

Abbildung 5.6: Mittlere Cluster-Grofie in Abhdngigkeit von Kopplung und Anzahl der Schichten
im Finzelschicht-System: Vergleich der Werte bei unterschiedlicher Mittelwertbildung. Lediglich bei
einer kleinen Anzahl N wvon Schichten weicht das Zeitmittel vom ungewichteten Mittel iiber alle
aufgetretenen Zustinde ab. Dies gilt auch fir andere iberprifte Gréflen.
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Abbildung 5.7: Mittlere Cluster-Grifie in Abhdngigkeit von Kopplung und Anzahl der Schichten
im FEinzelschicht-System: Vergleich der Werte bei unterschiedlicher Ausgangskonfiguration. Das
System aus Schichten alternierender Zustinde und ein System aus drei grofien Clustern liefern
dieselben Resultate.
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Abbildung 5.8: Mittlere Cluster-Grifie in Abhdngigkeit von Kopplung und Anzahl der Schichten
im Finzelschicht-System: Vergleich der Werte bei unterschiedlicher Ausgangskonfiguration. Auch
unter Verwendung des Zeitmittels gibt es keinen signifikanten Unterschied zwischen den Systemen
mit unterschiedlicher Clustergrofie zum Simulationsbeginn.
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Zusténde nach jeweils einem Flip):

(e} = % > el (5.6)

Genauer ist die Bildung des Zeitmittels unter Beriicksichtigung des variablen Zeitschritts
der Simulation (siehe Abschnitt 4.3.1):

_ S i)l
T A o

Vor der Anwendung des ersten Verfahrens muss zumindest iiberpriift werden, ob die Er-
gebnisse der beiden Methoden iibereinstimmen und somit die einfachere Mittelwertbildung
zuléssig ist. Abbildung 5.6 zeigt gut, dass beide Arten der Mittelwertbildung dquivalent
sind.

Desweiteren miissen vor der Bestimmung der Werte ausreichend viele Simulationsschritte
gerechnet werden, damit die Wahl der Ausgangskonfiguration keinen Einfluss auf das Er-
gebnis hat. Dies kann durch Vergleich der Werte aus Simulationen mit unterschiedlichen
Anfangsbedingungen sichergestellt werden: Hier wurde ein System aus drei grofsen Clustern
und eines gewihlt, das von Schicht zu Schicht den Zustand wechselt. Die in den Abbildung
5.7 und 5.8 dargestellten Simulationen verdeutlichen gut, dass die Ausgangskonfiguration
keinen signifikanten Einfluss auf das Resultat hat.

5.1.1 Clusterstruktur und Sprungwahrscheinlichkeiten

Erste Simulationen des Systems zeigen interessante Gesetzmaéfigkeiten beziiglich der Clus-
terverteilung im System: In Abbildung 5.9 ist die Verteilung der Clustergrofsen (normiert
auf die Systemgrofe) im System ohne Kopplung (y = 1) tber die Clustergrofe n und
die Systemgrofse N logarithmisch aufgetragen. Man kann unmittelbar den analytischen
Zusammenhang

(eaN, 1)) = SN2 (5.8)

ablesen; die in der Simulation berechneten Werte stimmen ausgezeichnet mit dieser postu-
lierten Kurve tiberein.

Auch bei vorhandener Kopplung sprechen die Simulationsergebnisse (Abbildungen 5.10(a)
bis 5.10(f)) fiir einen exponentiellen Zusammenhang. Um diesen analytischen Zusammen-
hang zu ermitteln, soll im Folgenden ausgehend von den Sprungwahrscheinlichkeiten in
den einzelnen Schichten die Dynamik der Cluster betrachtet werden.

In jeder Einzelschicht ist die Wahrscheinlichkeit eines Flips proportional zur Kopplung,
die von der Umgebung abhéngt: Bei Clustern der Lange eins betrigt diese 7, := v, an
den Réndern grofserer Cluster v := /7 und in deren Innerem -y, := 1. Zusétzlich ist die
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Simulation
Rechnung

€, (N, )0/ N

Abbildung 5.9: Verteilung der Clustergrofsen im System ohne Kopplung (v = 1): Simulation und
analytischer Zusammenhang.

Wahrscheinlichkeit eines Flips in einem Cluster der Lange n proportional zur Anzahl ¢,
dieser Cluster. Daraus folgt fiir die Wahrscheinlichkeit

pr(n;k) = SLF “Cn (s k) (5.9)

fiir einen Flip in der k-ten Schicht eines Clusters der Lange n folgende abschlieflende
Aufstellung moglicher Flips:

Grofe n Schicht & Wahrscheinlichkeit Ausgangs- Resultierende
pr(n; k) Konfiguration Konfiguration
1 1 %-01-7 n_,l,ng no+1+4+nyg
2 1 SRRV n_,2 n_+1,1
2 2 é'CQ'ﬁ 2,n+ 1,n++1
n>2 1 5= " Cn /Y n_,n n.+1,n—-1
n > 2 n %Cnﬁ n,ny n—1ny+1
n > 2 2<k<n-1 3Gl n k—1,1,n—k

(n — 2 Elemente)

Hierbei dient Sg der Normierung der Wahrscheinlichkeit: Die Summe aller pg(n; k) muss
eins ergeben; Sy ist also die Summe iiber diese Tabellenspalte, wenn dort der Faktor é
weggelassen wird:
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Abbildung 5.11: Auf die Systemgrifie normierte Verteilung der ClustergrofSen % gemittelt iiber
alle simulierten Systemgréfien in Abhdngigkeit von der Clustergrifie n und dem Kopplungspara-
meter 7.

SF(N,’}/) = Cl’}/—F 2(02 +-- )ﬁ—i‘ (3 — 2)03 + (4 — 2)64 + - (510)
=ca(y=2/y+1)+25 -(V-1)+N (5.11)
=c(yy—-1%+2S.-(y7—1)+N (5.12)

Hierbei kamen die Gleichungen 5.3 und 5.4 zur Anwendung. Im Fall ohne Kopplung (v = 1)
gilt somit Sp(N,1) = N.

Zusétzlich zu den Sprungwahrscheinlichkeiten sind in der Tabelle auch die Ausgangskonfi-
guration sowie die resultierende Konfiguration als Tupel von Clustergréfsen angegeben: n_
und n, bezeichnen dabei die Grofen des vorangehenden und des folgenden Clusters.

Zur Bestimmung der Cluster-Verteilung soll nun der Erwartungswert (Ac,,) fiir die An-
derung von ¢,, mit ng > 2 in einem Simulationsschritt berechnet werden. Hierzu ist es
erforderlich, alle Prozesse zu beriicksichtigen, die einen Cluster der Grofe ng zerstéren
oder entstehen lassen konnen. Dies sind:
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Vernichtung eines Clusters:

— Ein Flip im Inneren eines Clusters der Grofe ng teilt den Cluster in drei kleinere
Cluster.

Ein Flip am Rand eines Clusters der Grofse ng verschiebt die Clustergrenze und
verringert die Clustergrofe auf ng — 1.

Ein Flip in der Randschicht eines Nachbarclusters verschiebt die Clustergrenze
und erhoht die Clustergrofse von ng auf ng + 1.

— FEin Flip in einem Nachbarcluster der Grofe 1 fiihrt zum Verschmelzen dreier
Cluster.
Erzeugung eines Clusters:
— Ein Flip eines Clusters der Grofe 1 fiihrt zum Verschmelzen dreier Cluster zu
einem Cluster der Lange ny.

— Ein Flip im Inneren eines Clusters teilt diesen in drei kleinere Cluster, von denen
einer oder zwei die Lange ng besitzen.

— Ein Flip am Rand eines Clusters der Grofse ng + 1 verschiebt die Clustergrenze
und verringert die Clustergrofe auf nyg.

— Ein Flip in der Randschicht eines Nachbarclusters verschiebt die Clustergrenze
und erhoht die Clustergrofse von ng — 1 auf ng.

Detailliert sind diese Prozesse (insbesondere deren mogliche Kombinationen) in Anhang
D.1.1 aufgefiihrt.

Weitere Annahmen in den folgenden Rechnungen sind:

N ist so grofs, dass die Randschichten nicht berticksichtigt werden miissen.
Ein einzelner Flip dndert ¢,, nicht wesentlich.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Cluster, mit einem Cluster der Grofe n_ benachbart
zu sein, ist unabhéngig von seiner eigenen Grofe n.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Cluster, mit einem Cluster der Grofe n_ benachbart
zu sein, ist unabhéngig von der Gréfse n, des anderen Nachbar-Clusters.

Die Wahrscheinlichkeit, einen Cluster einer bestimmten Grofte anzutreffen, ist unab-
héngig von der Position des Clusters.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig gewéhlter Cluster die Gréfte n besitzt, ist dann

Py =3 (5.13)
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und die Wahrscheinlichkeit dafiir, die Umgebung n_,n,n, anzutreffen

p(n_,n,ny) = p(n_)p(n)p(ny) (5.14)
= ; gn S”j (5.15)

Dagegen gilt fiir die Wahrscheinlichkeit eines Flips der k-ten Schicht eines Clusters der
Grofe n mit Nachbar-Clustern der Gréfsen n_ und n, die Beziehung

pr(n—,n,ni; k) =p(n-) - p(ni) - pr(n; k) (5.16)
_ G Gy L
=5 5 S cny(n, k). (5.17)

Hiermit ist dann der Zusammenhang

ZZZZW%Mw=ZWJZWJZZMM) (5.18)
—ch_ Cn—+ ZZ— cny(n, k) (5.19)

S S, SF
1 (5.21)

erfiillt.

Mit Hilfe dieser Beziehungen lésst sich aus den in Anhang D.1.1 aufgefiihrten Flip-Prozessen
nach langerer Rechnung (Anhang D.1.2) der Erwartungswert

(Acoy) =D ke (5.22)

fiir die Anderung von Cny Mit ng > 2 in einem Simulationsschritt berechnen. Dabei bezeich-
nen die pg,y, die Wahrscheinlichkeiten fiir Flip-Prozesse bei denen |k| zusétzliche Cluster
der Grofe ng entstehen (k > 0) oder verschwinden (k < 0).
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Das Resultat der Rechnung ist
1
<Acn0> = _S_F ’ Cn0<2’78 + (nO - 2)71))
1
+ S_F : 2<Cn0—1 - Cnoh/s
1 2
- S_F ’ ?(Cno—l - Cno)cl/}/s
1 2
- S_F §0n001’71
11 = (5.23)
+ = 5 1M1 Z Cn_Cpnog—n_—1
2
Sp 52 S
+ ! 25
SF b
1 no+1
— .9 .
Sy b ; c
1
+ S_F ' 26n0+1ﬁ>/s

mit den Kopplungsparametern ~,, vs, 71
in Clustern der Lange 1.

Setzt man nun geméf Abbildung 5.9

im Cluster-Inneren, an den Cluster-Rédndern und

Ys=m=n=1 (5.24)
und den dafiir vermuteten Gleichgewichtswert
9 = %NQ” (5.25)
ein, so erhalt man mit
SO — %N (5.26)
(Né&herung als geometrische Reihe) sowie
Sp=N (5.27)
das Resultat
(Acy,,) = 0. (5.28)

Es liegt also ein dynamisches Gleichgewicht vor, diese Cluster-Verteilung ist in der Tat

stabil.

Es kann also in hinreichend groften Systemen unter der Voraussetzung, dass die Wahrschein-
lichkeit des Auftretens bestimmter Clustergrofien positions- und umgebungsunabhéngig ist,
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im Falle verschwindender Kopplung (y; = 1) eine Verteilung der Clustergrofen angegeben
werden, fiir welche der Erwartungswert der Anderung der Verteilung der Clustergréfen
verschwindet. Diese Situation nennen wir einen Gleichgewichtszustand. Grofen, die diesen
Gleichgewichtszustand betreffen, werden wir — wie oben bereits vorweggenommen — mit
einem hochgestellten ,,(0)“ kennzeichnen.

Fiir den Fall vorhandener Kopplung ist ein Ansatz fiir ' nicht so leicht abzulesen. Daher

wird hier motiviert durch die Abbildungen 5.10(a) bis 5.10(f) ein allgemeiner Ansatz

O =pNp™ (5.29)
gewdhlt, aus dem die Beziehungen
SO — BNL (5.30)
c M _ 1
und
(SO) " = (- 1= (5.31)
(& /BN
folgen.

Setzt man dies in Gleichung 5.23 ein, so ergibt sich

(Acyy) = +(no — 2)u ™ (= + (1 — 1)°m1)
+ IYS . O
1

+ QF/f(nOH) (7o — (1 —1)°n).

(5.32)

Es ist bemerkenswert, dass sich die Terme, die auf an den Clusterrdndern stattfindenden
Prozessen beruhen, gegenseitig aufheben. Es tragen ausschlieflich Flips im Clusterinneren
sowie in Einzelschichten zu (Ac,,) bei. Soll nun auch hier ein dynamisches Gleichgewicht
herrschen, so muss (Ac,,) = 0 gesetzt werden. Es gilt dann

Yo =71 (p— 1) (5.33)

v = % —(u—1)"" (5.34)
1

p=1+—. (5.35)

V7

Um [ zu berechnen, kann dieser Ausdruck in eine Summe iiber die Clustergrofsen 0 =
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BNpu~™ eingesetzt werden:

N=> ncl (5.36)

= ﬁ?\f > np (5.37)
- ﬁN(;_LDQ (5.38)
8= (TTD (5.39)
= 1’_” 1 (5.40)
REiE" (5.41)
_ L1 ! (5.42)

Setzt man nun 5 und g in Gleichung 5.29 ein, erhélt man

1

A= N— (5.43)
TH
1
=N-—p ! (5.44)
g

)

Somit konnte auch fiir den Fall nicht verschwindender Kopplung (7 > 1) ein Gleichge-
wichtszustand gefunden werden, der sich dadurch auszeichnet, dass der Erwartungswert
der Anderung der Grofenverteilung der Cluster verschwindet. Auch in diesem Fall kann
die Verteilung als exponentieller Abfall bei steigender Clustergrofe beschrieben werden.

Dieses Ergebnis ist in den Schaubildern 5.3, 5.9 und 5.10 dargestellt und stimmt ausge-
zeichnet mit den Resultaten der Simulation iiberein. Besonders gut zeigt dies Abbildung
5.11, in der iiber die Simulationsergebnisse fiir mehrere Systemgréfien gemittelt wurde,
wodurch eine verbesserte Statistik erreicht werden konnte.

Damit gilt fiir die im Folgenden oft auftretende Anzahl von Einzelschichten
(0) N

c = m (5.46)
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und fiir die als geometrische Reihe gendherte Anzahl der Cluster

1
N—— 5.47
=N (5.47
= BN~ (5.48)

N

= : 5.49
L+ (5.49)

Fir die mittlere Clustergrofie gilt damit wiederum

N

(Nepust) := @ =1+7 (5.50)

Damit léasst sich nun das Wandern der Maximalstelle yp,ax von C(O)(N ,7) (Abbildung 5.3)
nachvollziehen: Aus dem Ansatz

(0)
G ) _ L+ (551)
=0 . (5.52)
folgt
(7 + 1) vAmax = (7 = 1)(\/Ymax + 1) (5.53)
ZZL 1 =1+ = 1(Ymax) (5.54)
=/ Ymax n; ! (5.55)
Tmax = (n ; 1) (556)
und somit
DN, Yimax) — ()" (5.57)
n+1
(n_1> (n—l) (5.58)
(n — 1)
( )n+1 (559)

Entsprechend der Abbildung wandert die Maximalstelle fiir grofser werdende Cluster also
rasch in Richtung wachsender ~.
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5.1.2 Sprungwahrscheinlichkeiten im Gleichgewichtsfall
Die Kenntnis der Clusterstruktur im Gleichgewicht kann nun zur Berechnung der in Ab-
schnitt 5.1.1 ab Gleichung 5.9 eingefiihrten Sprungwahrscheinlichkeiten genutzt werden.

Hierzu wird der Wert des Normierungsfaktors Slgo) benotigt. Setzt man Gleichung 5.12 in
Gleichung 5.45 ein, so erhélt man

%sg”(zv, )= ST~ 17 + 2%56@ (A—1)+1 (5.60)
) PR AL (5.61)

(4
(Y oo
!

(5.63)

m)

(5.64)
(f + 1

Damit lassen sich nun die Sprungwahrscheinlichkeiten im Gleichgewichtsfall bestimmen:
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass durch einen Flip die Zahl der Cluster sinkt, ist die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Flip in einer Einzelschicht: In diesem Fall verschmelzen die
beiden benachbarten Cluster mit der betroffenen Schicht zu einem grofen Cluster:

p” = pr(1;1) (5.65)
_ éyc?) (5.66)
—2
_ é% (1+ ) (5.67)
1
= (5.69)

Der gegenteilige Prozess, die Cluster-Entstehung durch einen Flip, basiert auf einem Flip im
Inneren eines Clusters der Grofse n > 3, durch den im Cluster eine Einzelschicht entsteht,
so dass ein Zerfall in drei Cluster erfolgt. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Prozess
betrégt

=33 pr(ns k) (5.70)
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n—1 1
— —.1.49
= EQ l-c, (5.71)
n>3 k=2 OF
1
n>3 SF
1
= —m ( nel® — 1c§°> — 20&0) -2 Z O 4 2050) + 26%0)> (5.73)
Sk \nz1 n>1
1
- (N 0 25§0>> (5.74)
F
N 1 +1\7? 2
- 1+_<\/7 ) — (5.75)
Sp TN VY L+

:%<1_2'1+1ﬁ+(1+1ﬂ)2> (5.76)
(
(

N 1\’

= [(1- 5.77
S 1+ ﬁ) 10
N 1\’

= [(1- 5.78
S 1+ ﬁ) >7%)
N gl

5.79

SO+ A (579)
1

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Flip die Zahl der Cluster im System &ndert, betragt
also im Gleichgewicht pr+p, = 1. Im Umkehrschluss bleibt S, wihrend der Hélfte aller auf-
tretenden Flip-Prozesse unverdndert. In diesen Prozessen verschieben sich Cluster-Rénder
durch Flips in den Randschichten von Clustern der Grofe n > 2.

Im Gleichgewicht miissen die Wahrscheinlichkeiten der Vernichtung oder aber der Erzeu-
gung von Clustern identisch sein. Dass diese Bedingung hier offensichtlich erfiillt ist, ist
ein Hinweis auf die Richtigkeit der bisherigen Rechnung.

Geben diese Beziehungen schon Hinweise auf die Dynamik des Systems? Charakterisiert
die Gesamtzahl der Cluster S. den Zustand des Systems, so erhdht ein Flip, der nicht die
Randschicht eines Cluster der Grofse n > 2 betrifft, diese Grofe mit der Wahrscheinlichkeit
% um 2 oder verringert sie mit derselben Wahrscheinlichkeit % um 2. Dies erinnert an einen
eindimensionalen, symmetrischen Random Walk, wie er in Abschnitt 5.3.1 beschrieben

wird.

Die Tatsache, dass sich S, im Falle eines beliebigen Flips mit der Wahrscheinlichkeit %
nicht veréindert, ist fiir diese Uberlegung nicht relevant; sie bewirkt lediglich eine Verdopp-
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lung der Zeitskala. Es ist allerdings zu beachten, dass diese Uberlegungen nur fiir den
Gleichgewichtsfall gelten; wére dieser Random Walk tatsachlich das zutreffende Modell fiir
das System, so miisste sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung pg, fiir das Auftreten des
Zustands S, mit wachsender Simulationszeit immer weiter verbreitern, was offensichtlich
unrealistisch ist.

5.1.3 Clusterdynamik abseits des Gleichgewichts

Wie kann dieser Ansatz auf Nichtgleichgewichtszusténde verallgemeinert werden? Es hat
sich oben herausgestellt, dass die ¢; Einzelschichten im System eine wichtige Rolle spielen:
Das Vernichten von Einzelschichten kombiniert drei Cluster, wiahrend beim Zerfall eines
groften Clusters in drei kleinere immer auch mindestens eine Einzelschicht entsteht. Fiir
das Verstindnis der Verdnderung von S, ist es also wichtig, zu untersuchen, wie sich ¢;
verdndert.

Dabei sind diese beiden Prozesse zu unterscheiden:

e Verschmelzen mehrerer Cluster
Tritt ein Flip in einer Einzelschicht auf, so wird zumindest diese Einzelschicht ver-
nichtet, indem sie sich mit den beiden Nachbarclustern verbindet, wodurch aus drei
Clustern ein groferen Cluster entsteht. Letztere Aussage lasst sich Zusammenfassen
zum Erwartungswert der Verdnderung von S, fiir diesen Prozess:

(AS,)_ = —2 (5.81)

Bei der Berechnung des analogen Erwartungswerts fiir die Veréinderung von ¢; muss
zusétzlich beriicksichtigt werden, dass nicht nur die zentrale Einzelschicht, in der der
Flip stattfindet, zerstort wird, sondern dass auch die zerstorten Nachbarcluster die
Grofe n = 1 besitzen konnen:

(Acy)- = —1 — 1 p(1 Nachbarcluster der Linge 1) (5.82)

— 2 - p(2 Nachbarcluster der Linge 1) '
= —1— 1 2p(1)(1 - p(1) — 2 p(1)? (583)
=—1-2p(1) (5.84)

€1
=—-1-2— 5.85
= (5.55)
Demzufolge gilt fiir die Differenz dieser beiden Erwartungswerte

<A02+>_ = <ASC>_ — <ACl>_ (586)
= —1+25 (5.87)

Se
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e Zerfall eines Clusters

Der umgekehrte Prozess ist etwas aufwendiger zu behandeln: Ein im Inneren eines
Clusters auftretender Flip teilt den urspriinglichen Cluster in drei kleinere Cluster.
Es gilt hier also

(AS.), = +2. (5.88)

Die Schicht, in der der Flip stattfindet, wird dabei zu einer Einzelschicht; die ande-
ren beiden Clusterteile konnen aber je nach urspriinglicher Clustergréfte und Flip-
Position auch Einzelschichten sein.

Der Erwartungswert der Verdnderung von c; in diesem Fall ist somit

(Act)y =1+2-5r(3;2) +1- > (r(n:2) + pr(n;n — 1) (5.89)
=142 pr(n;2), _ (5.90)

wobei pr(n; k) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass ein Flip ein einem Cluster der
Lange n an Position k auftritt, unter der Nebenbedingung, dass ein Flip im Inneren
irgendeines Clusters erfolgt. Der erste Summand steht hier fiir die sicher entstehende
zentrale Einzelschicht an der Flipposition, der zweite fiir einen Cluster der Lénge 3,
der in drei Einzelschichten zerfallt und der dritte fiir einen groferen Cluster, der beim
Flip in zwei Einzelschichten und einen grofseren Teilcluster zerlegt wird.

Mit der Wahrscheinlichkeit

- pr(n;2)
12) = 5.91
Pre(n:2) p(Flip in Cluster-Innerem) ( )
;2

- Pr(n;2) (5.92)

anzz pes PF(1; k)

pr(n;2)
= 5.93
5 oaln — Dpe(n:2 %
erhédlt man aus obiger Beziehung
D _nz3 Pr(0;2)
Acy)y =142 = 5.94
(Aers Zn'23(n/ —2)pp(n’;2) ( )
1 1- Cn
=142 2onzi 5o . (5.95)
ZnZ?;(n - 2)% 1-cp
SC — C1 — Cg
=14+2—. 5.96
+ N — QSC + ( )
Die Differenz dieser beiden Erwartungswerte ist hier
(Acy )+ = (ASe) 1 — (Act)+ (5.97)
Se—c1 —

S e " (5.98)

N—2SC+01'
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Es zeigt sich also, dass diese Prozesse nicht exakt symmetrisch sind. Weitere Uberlegungen
wiirden stark vereinfacht, wenn die Ndherung

(Act) ~ + (1 + 2%) (5.99)

fiir beide Fille giiltig ware. Insbesondere gibe es dann einen einfachen Zusammenhang
zwischen ¢; und S., und der Zustand des Systems wére unabhéngig von der Reihenfolge
des Auftretens von Flips beider Typen.

Die dazu notwendige Naherung

(Act)y ~ 1+ 2% (5.100)
ist giiltig fiir
C1 SC — C1 — C2

—_—~ 5.101
SC N—258+C1 ( )

Diese Bedingung ist im Gleichgewichtsfall exakt erfiillt. Desweiteren ist sie erfiillt fiir

cy =G (5.102)
mit
N — 28,

C; = Sc —CL —C1- T_{—Cl (5103)

N —S.
T Sk (5.104)

Se

N
=S.4c—c - ;Cl. (5.105)

Ist diese Naherung zuléssig, so gelten fiir die beiden Prozesse folgende vereinfachten Be-
ziehungen:

(Act) = + (1 + 2%) (5.106)

(Acy,) = + (1 - 2%) (5.107)
(AS.) = +2 (5.108)

Der Zustand dieses Systems lasst sich durch die Zahl F' der Flips beschreiben, die notwendig
sind, um vom Gleichgewichtszustand in den betrachteten Zustand zu wechseln. Diese Zahl
ist vorzeichenbehaftet und kann als Differenz der nichtnegativen Zahlen F_ und F, aufge-
fasst werden, die das Auftreten der beiden oben behandelten Fliptypen quantifizieren. Im
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Folgenden ist wichtig, dass nach obiger Naherung weder die Reihenfolge dieser Flips noch
die Werte F_ und F'; bei der Beschreibung des Zustands des Systems eine Rolle spielen,
sondern lediglich die Differenz F' = F, — F_ betrachtet werden muss. Zur Vereinfachung
spaterer Rechnungen ist es hilfreich, zusétzlich die Grofe

W= (5.109)

=

zu definieren.

Hiermit lisst sich der Zustand X ) des Systems nach F = WN Flips ausgehend vom
Gleichgewichtszustand X (© bestimmen. Dies ist trivial fiir S, da bei den ¥ N Flips einfach
zusdtzlich 20N Cluster entstehen. Die Berechnung der Zahl ¢; der Cluster der Lénge 1
ist dagegen komplizierter, da der Erwartungswert ihrer Anderung vom aktuellen Wert von
c1 und S, abhéngt: Man muss also Gleichung 5.106 ausgehend vom Gleichgewichtszustand
iterativ anwenden:

A0

=" +142 17 (5.110)
O
! =cd” 4242 IT (5.111)
B 0 JFD)
cg ) —c1 )4 F 42 IT §1 H+—SI(F71) (5.112)

Setzt man die so erhaltenen Werte von S, und ¢; in Gleichung 5.105 ein, so erhélt man eine
Abschitzung fiir ¢5. Abbildung 5.12 zeigt den Wert von SQ also dem Anteil der benotigten
Cluster der Lénge 2 an der Gesamt-Clusterzahl in Abhéngigkeit vom Kopplungsparameter
~v und von der Anzahl F' von Flips ausgehend vom Gleichgewichtszustand. Es zeigt sich,
dass dieser Anteil zumindest bei geringer Kopplung oder kleinem F' anndhernd konstant ist.
Die Néherung & ~ %ﬁfi ist also nicht nur im Gleichgewichtszustand exakt, sondern
auch abseits davon zumindest plausibel.

Bei geringer Verédnderung von ¢ gilt die Néherung

A9

(F) “
a O+ F+ 2FS(0)

(0)
4+ F. (1 + 2%) . (5.114)

(5.113)
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Abbildung 5.12: Uberprifung der Zulissigkeit der Bedingung g—lc = ]&%ﬁ Der Quotient aus

dem zur Erfillung dieser Bedingung bendtigten c5 und S. dndert sich fir kleine Kopplungen ~y
kaum. Da bei stirkerer Kopplung nur sehr kleine |F| = W N| relevant sind, ist die Niherung auch
hier zu rechitfertigen.

In der Kurzschreibweise ¢; = ch) und S, = SLF) gilt somit Ndherungsweise

(0)
o= +wN. (1 + 2%) (5.115)

Se=8" +wN .2 (5.116)

Dieselbe Uberlegung gilt analog fiir Flip-Prozesse, bei denen Cluster verschwinden. Die
obigen Gleichungen sind also fiir positive und negative F' = ¥ N giiltig.

Wie gut ist diese lineare Approximation bei der Berechnung von ¢;? Abbildung 5.13 zeigt
die Abhéngigkeit der Zahl der Einzelschichten ¢ in einem System aus N = 10000 Schichten
in Abhéngigkeit von der Kopplungsstidrke v und von F'. Hierbei wurde ¢; sowohl nach
Gleichung 5.112 iterativ berechnet als auch ndherungsweise nach Gleichung 5.115 bestimmt.
Man sieht, dass die Abweichungen insbesondere fiir kleine v oder kleine F' gering sind.

Hiermit sind die Grundlagen fiir die Berechnung der folgenden Wahrscheinlichkeiten gelegt:

Pty i=pr Dy (5.117)
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Exakte Summation
Naherung ———

000

106-1000

Abbildung 5.13: Uberpriifung der geniherten Summation bei der Berechnung von ¢, bei N =
10000: Insbesondere bei niedrigen |F| = |WN| und geringer Kopplung ~ ist die Ubereinstimmung
qut.

ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Flip die Zahl der Cluster verdndert,

po:=1—py (5.118)

ist dagegen die Beharrungswahrscheinlichkeit des Systems, also die Wahrscheinlichkeit da-
fiir, dass ein Flip lediglich die Clustergrenzen verschiebt.

pro= 20 (5.119)
o
und
py = (5.120)
o
(5.121)

sind dagegen die bedingten Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass sich die Anzahl der Cluster
erhoht oder verringert, sofern ein Flip erfolgt, der nicht nur die Clustergrenzen betrifft.

Fasst man das System als Random Walk auf, dessen Zustand sich in jedem Schritt mit
den Wahrscheinlichkeiten py oder p; erhoht bzw. verringert, so ist auch der symmetrische
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Erwartungswert fiir die Wegdifferenz im néchsten Schritt

(AX) = +1ps — 15, (5.122)
N (5.123)
pr+Dpy
—1-2p, (5.124)
=2 — 1 (5.125)

eine interessante Grofe.

Die Berechnung dieser Wahrscheinlichkeiten kann nun analog zum Vorgehen in den Glei-
chungen 5.74 und 5.66 erfolgen, wobei hier nicht mehr die Gleichgewichtswerte von ¢; und
S. zu verwenden sind, sondern eben die tatsdchlichen oder aber die gendherten Nicht-
Gleichgewichtswerte aus den Gleichungen 5.115 sowie 5.116.

Auf diese Weise erhalt man

Pty =P+ Dy (5.126)
g‘; (N = 2S.+ (y+ D)er) (5.127)

_ N =25+ (y+1)c
a2 +28.(7 - 1)+ N (5.128)

N—2SC—|— ("}/—l- 1)01

- 5.129
N =28, +ci(y+1) = 2y/qc1 + 2,75, (5.129)
1
= — (5.130)
AVl o rowwy ey
1
- 5.131)
Sc/cl 1 (
]_ +2ﬁN QSC+( +1)
und
5= Lk (5.132)
prt+py
Sfl
- (c1) S — (5.133)
(N +c1 —25.+ 1) S
gl
5.134
T+ EE o430

C1

In den Abbildungen 5.14 und 5.15 sind diese Wahrscheinlichkeiten fiir ein System der Grofe
N = 10000 iiber v und F' aufgetragen, wobei die exakte Summation gemafs Gleichung 5.112
verwendet wurde:

Es zeigt sich, dass py; bei kleiner Kopplung eine sehr geringe parabolische Abhéngigkeit von
I zeigt, die bei wachsender Kopplungsstérke in eine lineare Abhéngigkeit iibergeht. Nimmt
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Abbildung 5.14: Der Quotient Zi;ﬁi hdngt tiber weite Bereiche, insbesondere fiir kleine v sowie
|F| = |¢N]| linear von F ab.
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Abbildung 5.15: Die Wahrscheinlichkeit py + py fiir einen Flip liegt insbesondere fiir kleine -y
sowie |F| = |WN| bei . Fiir kleine ~ scheint eine parabolische Abhingigkeit von F vorzuliegen,
die bei wachsender Kopplung in einen linearen Zusammenhang tibergeht.
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man an, dass bei starker Kopplung nur geringe Abweichungen vom Gleichgewichtszustand
moglich sind, so sind fiir diese Wahrscheinlichkeit keine allzu starken Abweichungen vom
Gleichgewichtswert % zu erwarten.

Die Grofe % (und somit auch die Wahrscheinlichkeit p;) weist dagegen in guter Ndhe-

rung fiir die untersuchten Kopplungsstérken eine lineare Abhangigkeit von F auf.

Somit dhnelt das Verhalten des Systems, das bei der Untersuchung des Gleichgewichtszu-
stands an einen klassischen symmetrischen Random Walk erinnerte, im Ungleichgewicht
beziiglich der Zustandsvariable F' (und damit letztlich tiber die Gleichungen 5.116 und
5.109 auch beziiglich der Anzahl der Cluster S.) dem in Abschnitt 5.3.2 vorgestellten
harmonischen Random Walk, dessen wesentliche Eigenschaften hier sehr kurz dargestellt
werden. Falls Interesse an Details besteht, sei jetzt schon auf Abschnitt 5.3 verwiesen, der
unabhéngig von den weiteren Ausfithrungen zum statistischen Modell verstéandlich ist.

Der harmonische Random Walk zeichnet sich dadurch aus, dass zwischen den Wahrschein-
lichkeiten der Anderung der Zustandsvariable und der Abweichung der Zustandsvariable
vom Gleichgewichtszustand ein linearer Zusammenhang besteht: Beschreibt man den Zu-
stand des Systems mit F', also der Anzahl von Flips, die das System vom Gleichgewichtszu-
stand entfernt ist, so gibt py| =~ % die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein Flip den Zustand
des Systems verandert, wahrend p; und p; die bedingten Wahrscheinlichkeiten dafiir sind,
dass sich F' bei einem solchen Flip um den Wert eins verringert oder erhéht. Die Ahn-
lichkeit mit dem harmonischen Random Walk beschréankt sich aber nicht alleine auf den
linearen Zusammenhang der Wahrscheinlichkeiten zur Verdanderung des Zustands F' vom
Zustand F selbst; auch der zugrundeliegende Mechanismus weist Parallelen auf:

In Abschnitt 5.3.2 wird der harmonischen Random Walk durch fortgesetztes Umdrehen ein-
zelner zufallig gewéhlter Exemplare einer festen Anzahl von Miinzen veranschaulicht. Die
lineare Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeit einer Zunahme der Zahl der eine bestimmte
Seite zeigenden Miinzen von der Anzahl der Miinzen, die diese Seite schon zeigt, riithrt ein-
fach daher, dass jeder fiir diese Seite ,yvorteilhafte Flip den Vorrat an Miinzen verringert,
die in Zukunft diesen Flip ausfiihren konnen.

Im Falle des statistischen Modells fiir den Quasikristall spielen die Cluster eine dhnliche
Rolle: Liegen viele grofere Cluster vor, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir grofs, dass ein
Flip die Zahl der Cluster durch das Zerlegen eines gréfseren Clusters in Einzelschichten und
kleine Cluster erhoht. Ist dagegen die Zahl der Einzelschichten hoch, so ist es wahrschein-
lich, dass sich die Zahl der Cluster durch einen Flip in einer solchen Schicht verringert,
durch den eine Einzelschicht mit kleinen Clustern zu einem grofien Cluster verschmilzt. Je
stirker die Clusterverteilung vom Gleichgewichtszustand abweicht, desto wahrscheinlicher
ist also ein Flip, der das System wieder dem Gleichgewichtszustand annéhert.

Damit die Uberlegungen zum harmonischen Random Walk auf das statistischen Modell an-
gewandt werden kénnen, miissen obige Wahrscheinlichkeiten geméafs den Gleichungen 5.265
und 5.259 linear approximiert werden. Hierzu bietet es sich an, die Wahrscheinlichkeiten
um den Gleichgewichtsfall (F' = 0 oder ¥ = 0) herum zu entwickeln.
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Fir FF = ¥UN erhélt man mit der linearen Néherung von ¢; nach Gleichung 5.115 die
Ableitungen

(7 +1)*

o,

=v:' 7 5.135
W |y_o 4y ( )
und
0 +1)%(y—1
| WAHD-1) 5.156)
M s 8y
Daraus folgt die lineare Naherung
1 +1)*
PRVEN N (5.137)

2 4y

Aus obiger Gleichung erhélt man durch Nullsetzen (p (—Fmax) = 0) unter Berticksichtigung
von ' = ¥ N den Maximalzustand des harmonischen Random Walks
27N
Frax = ——- 5.138
(V7 +1)! (5135

Hiermit kann nun die Eigenschaft des harmonischen Random Walks verwendet werden, dass
die Zustandsvariable (hier also F') binomialverteilt ist. Diese Binomialverteilung lésst sich
durch eine Normalverteilung approximieren, deren Breite im Gegensatz zum gewohnlichen
symmetrischen Random Walk nicht von der Simulationsdauer sondern von der Anzahl der
moglichen Zustande abhéngt.

Dies ist insbesondere deshalb zuldssig, weil die Steigung von

1 (A1)
~-—+U. 5.139
Pry 5 + 3+ ( )
und damit auch die der Beharrungswahrscheinlichkeit
1 (VY +1D*(y—1)
~-—U. 5.140
Po 5 8 ( )
kleiner als die in Gleichung 5.137 ist:
% +1
El
_a‘” v=o _o V1T : (5.141)
p J—
|y VI

Hieraus folgt ndmlich, dass der Einfluss von py auf die Verteilung vernachlassigbar ist: In
der Diskussion zur Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeitsverteilung von der Beharrungs-
wahrscheinlichkeit py im Abschnitt 5.3.2 zum harmonischen Random Walk (Abbildung
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5.61) wird gezeigt, dass nur wesentlich grofere Steigungen eine leichte Verbreiterung und
Verschiebung der Verteilung bewirken konnen.

Mit Fiax kann somit nach Gleichung 5.260 die symmetrische Binomialverteilung

1 2Fmax 1 F+Fmax 1 Fmax*F
B <F+Fmax;2Fmaxa §> = (F+ F ) <§) (5) (5142)

2F pax 1) 2Fme
() () 1

fiir I’ angesetzt werden. Diese kann man wiederum durch eine Normalverteilung der Breite

1 1
== (1=2=) -2F, .. 5.144
or \/2 ( 2) (5.144)

=1/ =Flhax 5.145
; (5.145)
approximieren.
Da nun aber
Se=S.+2UN (5.146)
=S.+2F (5.147)

gilt, liegt fiir S. eine bei S zentrierte Normalverteilung der Breite

o5, = 20p (5.148)
= \/2Fn (5.149)
VAN
—o Y (5.150)
(V7 +1)

vor. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass S, im Intervall [S; S! + dS!] liegt, betridgt somit

(Sg—sﬁo)f

1 S
e & 49 (5.151)

o5,V 2w .

oder bei ganzzahligem S’ (Diskretisierung mit ,,dS, = 1%)

dps.(S;) =

s,—st0)?
1 *(2572)

e Se . 5.152
05,V 2 ( )

ps.(S) ~

Ist diese Wahrscheinlichkeitsverteilung auch in der Simulation zu beobachten? Zuerst soll
die Abhéngigkeit von der Systemgrofie N betrachtet werden: In Abbildung 5.16 wurde
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Abbildung 5.16: Wahrscheinlichkeitsverteilung von S bei verschiedenen Kopplungsparametern
~v: Auch fir die in der Simulation ermittelten Werte gelten die in der Rechnung bestimmten Ab-
hingigkeiten von der Systemgréfie N, so dass die Kurven bei entsprechender Skalierung zusam-
menfallen.



5.1 Dynamik und Cluster im symmetrischen System 113

100 — —

Simulation  +
Angepasste Funktion
Lineare Naherung

Og
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Y

Abbildung 5.17: Breite og, der Wahrscheinlichkeitsverteilung von S, in Abhdngigkeit vom Kopp-
lungsparameter ~v: Vergleich von Simulation und Rechnung fiir N = 4000. Die erheblichen Unter-
schiede zur linearen Niherung werden sich in den weiteren Rechnungen als irrelevant herausstellen.

10000 T —————— - ————

[ Simulation +

Rechnung
.
.
e 1000 | * i
"
+
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-
+
100 1 L
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Y

Abbildung 5.18: Maximalstelle Sﬁo) der Wahrscheinlichkeitsverteilung von S in Abhdngigkeit
vom Kopplungsparameter v: Vergleich von Simulation und Rechnung fir N = 4000.
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ps.(SL) um S verschoben und so mit dem Faktor /N skaliert aufgetragen, dass die
Kurven nach Gleichung 5.152 fiir verschiedene N zusammenfallen sollten. Es zeigt sich, dass
dies in der Tat fiir verschiedene Kopplungsparameter ~ zutrifft. Die leichte Verschiebung
der Maximalstellen lésst sich dabei gut durch die diskrete Natur der Simulation erkléren.

Passt man diesen aus der Simulation gewonnenen Kurven mit Hilfe der Methode der kleins-
ten Fehlerquadrate Normalverteilungen an, so kann man sowohl die Maximalstelle Séo) als
auch die Breite og, fiir verschiedene Simulationsparameter bestimmen. Abbildung 5.18
zeigt die Abhéngigkeit der Maximalstelle S vom Kopplungsparameter v. Es zeigt sich,
dass der analytisch gewonnene Zusammenhang die Ergebnisse der Simulation ausgezeichnet
wiedergibt.

Trégt man die Breite og, gegen den Kopplungsparameter v auf (Abbildung 5.17), so zeigt
sich, dass die in der analytischen Ndherung gewonnene Abhéngigkeit fiir kleine Kopplungs-
stiarken gut mit den Simulationsergebnissen iibereinstimmt, wéhrend es bei grofserem v zu
Abweichungen kommt. Der in der Simulation gefundene Zusammenhang liegt etwa bei

o5 A 2@%, (5.153)

die Verteilung wird also bei wachsender Kopplung nicht so schnell schmaler, wie die Nahe-
rungsrechnung vermuten lasst. Es wird sich allerdings herausstellen, dass diese Abweichung
in den weiteren Rechnungen keinen bedeutenden Einfluss haben wird, da die Verteilung
ohnehin so schmal ist, dass deren Breite die Flipfrequenzen und Sichtbarkeitswahrschein-
lichkeiten kaum beeinflusst.

Mit Hilfe der Abschitzung der Verteilung der Clusteranzahl und damit der Abweichung
F vom Gleichgewichtszustand kann nun genauer untersucht werden, wie gut sich die oben
eingesetzten Nédherungen rechtfertigen lassen. Abbildung 5.19 zeigt das bereits in Abbil-
dung 5.12 gezeigte Verhaltnis g—%; allerdings ist nun F' auf einen Bereich der Breite 20p
beschrankt. Es zeigt sich, dass die Forderung co = ¢} bei geringer Kopplung auch abseits
des Gleichgewichtszustand plausibel ist, bei grofsen v ist dagegen mit Abweichungen zu

rechnen.

Abbildung 5.20, in der ¢; in der linearen Approximation und als exakte Summe nach
Gleichung 5.112 aufgetragen ist, zeigt dagegen eine sehr gute Ubereinstimmung in einem
Bereich der Breite 4of, in dem sich das System mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa
99,994 % befindet.

Auch die Wahrscheinlichkeiten py| sowie p|, die in den Abbildungen 5.21 und 5.22 darge-
stellt sind, konnen in diesem Bereich bedenkenlos mit Hilfe der linearen Approximation
berechnet werden.
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Schrinkt man den

Se—c1—ca .
Se = N-—-2Sc.+c1”

1

untersuchten Bereich von F' auf die erwarteten Breite op der Wahrscheinlichkeitsverteilung von
F ein, so ist der Quotient aus dem zur Erfillung dieser Bedingung bendtigten c5 und S, fiir kleine

Abbildung 5.19: Uberprifung der Zulissigkeit der Bedingung

Kopplungen v praktisch Konstant. Bei sehr starker Kopplung ist die Giltigkeit dieser Ndiherung

dagegen fir grofiere |F)|

| N| nicht auf diese Weise zu rechifertigen.
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Naherung ———
Exakte Summation
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Abbildung 5.20: Uberprifung der geniherten Summation bei der Berechnung von ¢, bei N =
10000: Schrinkt man den untersuchten Bereich von F auf das vierfache der erwarteten Brei-
te op der Wahrscheinlichkeitsverteilung von F ein (entsprechend einer Wahrscheinlichkeit von
99,994%), so sind kaum Unterschiede zu erkennen.

5.2 Makroskopische Sichtbarkeit

Es gibt zwei naheliegende Moglichkeiten, das Modell der makroskopischen Sichtbarkeit der
Flecken aus Abschnitt 4.1.2 auf das erweiterte Modell zu iibertragen:

e Doppelschichten: Zum einen kann das System genau wie im einfachen Modell in

Doppelschichten zerlegt werden. Diese Unterteilung wére zwar bei der Definition der
Wechselwirkung aus Symmetriegriinden fragwiirdig, ist aber beziiglich der Sichtbar-
keit physikalisch plausibel, da durch die Festlegung der Blickrichtung bzw. durch den
Elektronenstrahl die Symmetrie gebrochen ist.

Es sind also beginnend mit der ersten Schicht aufeinanderfolgende Schichten zu-

sammenzufassen und entsprechend der Zusténde (w91, To) mit (k’ =1... Lﬂj) zu

2
klassifizieren. Von besonderem Interesse sind dabei doppelt auftretende Zusténde:
Weisen beide Schichten den Zustand —1 auf, so soll der Zustand der Doppelschicht
mit , 00 bezeichnet werden; zweimaliges Auftreten von +1 wird dagegen als ,11“

beschrieben. Die Notation fiir die entsprechenden Mischzustéande ist ,,01“ sowie ,,10.

Zur Behandlung der Sichtbarkeit ist nun die Anzahl der Doppelschichten, die diese
Zusténde aufweisen, von Bedeutung, die im Folgenden mit ngg, ngi, nio oder mniy
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Naherung ——
Exakte Summation
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Abbildung 5.21: Uberprifung der geniherten Summation zur Bestimmung der Wahrscheinlich-
keit pyy: Schrinkt man den untersuchten Bereich von F' auf das vierfache der erwarteten Brei-
te op der Wahrscheinlichkeitsverteilung von F ein (entsprechend einer Wahrscheinlichkeit von
99,994%), so sind kaum Unterschiede zur linearen Néherung erkennen.

bezeichnet wird. Die Summe dieser Werte ist dabei die Anzahl der Doppelschichten

im System:
N
Noo + No1 + N + N = 5 (5.154)
Die makroskopische Sichtbarkeit des ersten Flecks ist damit durch das Erfiillen der
Bedingung
N
Ngp = | 5 (5.155)

mit dem Sichtbarkeitsparameter o gegeben. Analog muss

N
n112 (0% 5 (5156)

erfiillt sein, damit der zweite Fleck als sichtbar gilt.

Bei Systemen mit periodischen Randbedingungen gelten dieselben Uberlegungen:
allerdings ist hier eine Beschrankung auf Systeme mit einer geraden Anzahl von
Schichten geboten.
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Uberpriifung der gendherten Summation zur Bestimmung der Wahrscheinlich-
,11° bezeichnet.

keit p): Schrinkt man den untersuchten Bereich von F' auf das vierfache der erwarteten Brei-

wie oben beschrieben klassifiziert. Auch hier werden die Zusténde der Paare mit ,,00%,
Damit gilt fiir die makroskopische Sichtbarkeit des ersten Flecks die Bedingung

unterteilen: Es werden also die Paare von Zusténden (zy, g1
Die Anzahl der Paare in diese Zustanden ist nun

Paares von Schichten nach obiger Methode

und fiir den zweiten Fleck
wobei fiir grofse N die Ndherungen

e Einzelschichten: Eine mathematisch einfachere Methode ist die Auswertung jedes
01, ,10% und

te op der Wahrscheinlichkeitsverteilung von F ein (entsprechend einer Wahrscheinlichkeit von

99,994%), so sind kaum Unterschiede zur linearen Néiherung zu erkennen.

Abbildung 5.22
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und

naheliegen. Setzt man dagegen einen modifizierten Sichtbarkeitsparameter

N -1

Q= N @ (5.162)
an, so gelten die Beziehungen
oo > [aNV] (5.163)
und
Ny > [aN] (5.164)
exakt.

In Systemen mit periodischen Randbedingungen bilden die Randschichten 1 und N
ein weiteres auszuwertendes Wertepaar x, x1, so dass

noo + o1 + 1o + 111 = N (5.165)

gilt.
Entsprechend gelten hier die Bedingungen

Ngo > [V (5.166)

und

1 > [alN] (5.167)
fiir die Sichtbarkeit der beiden Flecken.

Beispielhaft soll diese Auswertung an einem System mit den Clusterzahlen ¢; = 5, co = 2
sowie c3 = 1 verdeutlicht werden. Dabei gilt N = 12 und S. = 8:

T

i | | | | [T

] | | 11 | 00 | 11 \

BT 1 [ 41 41 +1 ]

Mas | | | | | TR

Die letzte Zeile ist dabei die Auswertung durch Doppelschichten, es ergibt sich ngy = 0
und ny; = 1. Die Das Abzéhlen aller Paare resultiert dagegen in ngy = 1 sowie ny; = 3.

Ordnet man dagegen dieselben Cluster um (c,, N, S. bleiben also unveréndert), so kann
sich ein vollig anderes Bild ergeben:



120 Erweitertes Modell fiir dekagonales Al1CuCo

Lo [ 00 [ | |
T [0 | | | |

e | -1 -1 [ 41 ] -1 -1 -1 [ 41 ] -l [ 1]
naw [ 00| [ o0 [a | |

Hier erhélt man fiir die Doppelschichten ngg = 2 und nq; = 1, fiir die paarweise Auswertung
aber ﬁoo = 3 und ’flll =1.

Bei periodischen Randbedingungen ist in beiden Beispielen zusétzlich das Wertepaar (12, 21) =
(+1; —1) zu berticksichtigen, so dass 719 um 1 erhoht ist.

5.2.1 Mittelwerte

Wieviele dieser Paare tragen nun im Mittel zur Sichtbarkeit bei?

Am einfachsten ist diese Frage bei der Einzelschicht-Auswertung zu beantworten:
Ng = Moo + N1 (5.168)
Paare von Schichten sind fiir die Sichtbarkeit der jeweiligen Flecken relevant,
N —1—ng=np + Mo (5.169)
Paare tragen dagegen nicht bei. Nun sind durch die Paare (xy,2x1) = (—1,+1) und
(g, zg+1) = (+1,—1) aber genau die Clustergrenzen definiert, von denen es im System
S. — 1 gibt. Es gilt also
Se—1=N—-1-—n4 (5.170)
und damit

fio =N — S, (5.171)

Bei periodischen Randbedingungen gilt fast dieselbe Rechnung, es gibt lediglich ein weiteres
Wertepaar (zy, ;) und eine weitere Clustergrenze: Mit

N — ng = ng1 + N (5.172)
gilt somit

S, =N — i (5.173)
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mit demselben Resultat
ne =N —8S.. (5.174)

Bei der Doppelschicht-Auswertung sind dagegen Cluster aus einer geraden Anzahl von
Schichten von aus einer ungeraden Zahl von Schichten aufgebauten Clustern zu unterschei-
den:

e Bei einer ungeraden Anzahl n von Schichten ist die Position des Clusters unerheblich
fiir die Auswertung: Entweder liegt die erste oder aber die letzte Schicht in einer
separaten Doppelschicht des Typs ,,01“ oder ,,10°. Die anderen Schichten bilden "T’l
Doppelschichten des Typs ,00¢ oder ,11% die zur Sichtbarkeit beitragen.

e [st die Zahl n der Schichten im Cluster dagegen gerade, so sind wiederum zwei Félle
zu unterscheiden:

— Ist die Anzahl der vor dem betreffenden Cluster liegenden Schichten gerade (un-
gerade Clusterposition), so bilden alle Schichten des Clusters § Doppelschichten
des Typs ,,00¢ oder , 11

— Ist diese Zahl jedoch ungerade (gerade Clusterposition), so liegen die erste und
die letzte Schicht des Clusters in separaten Doppelschichten der Typen ,01* und
»10%. Somit gibt es nur § — 1 Doppelschichten des Typs ,,00° oder ,11% die zur

Sichtbarkeit beitragen.

Unter der Annahme, dass gerade und ungerade Clusterpositionen gleich wahrschein-

lich sind, tragen also im Mittel 5 —% Doppelschichten zur Sichtbarkeit bei, was genau

dem Wert fiir ungerade n entspricht.

Setzt man also voraus, dass im Mittel jeder Cluster der Grofse n mit § — % Doppelschichten
des Typs ,,00 oder ,,11“ zur Sichtbarkeit beitragt, so gilt fiir

Ng := Ngo + N11 (5175)

die Abschétzung

W&——z;cn<g-—%> (5.176)
(Z ne, — Z cn> (5.177)

(N —S.). (5.178)

|
N~ N~

Man erhélt also die Hélfte des Ergebnisses der Einzelschicht-Auswertung, was wegen der
etwa halben Anzahl von ausgewerteten Schichtpaaren plausibel ist. Allerdings ist der Wert
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ns bei der Einzelschicht-Auswertung exakt und konstant, wiéhrend hier zu erwarten ist,
dass ng geméf einer Wahrscheinlichkeitsverteilung um (ng) herum variieren kann.

Dies ist auch gut an den obigen Beispielsystemen abzulesen: 7 ist in beiden Fallen N —S, =
4 wihrend sich fiir ny die Werte 1 sowie 3 ergeben, die um (N — S.) = 2 liegen.

Unter der Annahme, dass die Zustédnde ,00¢ und ,,11“ gleich wahrscheinlich sind und auch
Schichtpaare des Typs ,,01¢ im Mittel gleich oft vorkommen wie die des Typs ,,10%, lassen sich
damit die mittleren Wahrscheinlichkeiten fiir das Antreffen eines solchen Paars angeben:

13(N —5S.)
Poo = P11 = 5 (5.179)
2 3]
1 13(N-=25)
Po1 =P =5~ 5 (5.180)
2 2 |3]
oder
1IN —S.
T S 181
Poo = P11 ON 1 (5.181)
1 1IN-S,
Do1 = P10 = = — = 5.182
Po1 = P1o 5 9 N1 ( )
oder bei periodischen Randbedingungen
1N =S,
Doo = D11 = — 5.183
Poo = P11 5T N ( )
1 1N-S5,
D = D = - — — . 1 4
Por = P1o 59 2 N (5.184)

Wihlt man das Doppelschichtsystem mit einer geraden Anzahl von Schichten oder die
Einzelschichtauswertung bei periodischen Randbedingungen oder groffem N, so gilt also

1 Se
D —n = — = — 1 _ — 51 5
Poo = P11 = Poo = P11 = 3 < N> (5.185)
15,
D p— N pr— p— —_ —-——— .1
Por = P10 = Po1 = P10 = 5% (5.186)

oder im Gleichgewichtsfall nach Gleichung 5.49

- . IVl

Poo = P11 = Poo = P11 21+ ( )
o1 = 1o = Pot = Pro = ——— (5.188)
p01—p10—p01—p10—21+ﬁ. .

Diese Beziehungen sind in Abbildung 5.23 aufgetragen. Sowohl pgg als auch pg; liegen bei
verschwindender Kopplung (y = 1) bei ;. Mit steigender Kopplung steigt aber die mittlere
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Abbildung 5.23: Verteilung der Zustinde im Gleichgewichtsfall: Fiir die Anteile der Zustinde
der Doppelschichten gilt pgg = p11 = % —Ppo1 = % — P1o-

Clustergrofe, so dass immer weniger Cluster und somit Clustergrenzen vorkommen. Daher
tragen mehr und mehr Schichtpaare oder Doppelschichten zur Sichtbarkeit der Flecken bei,

so dass sich pgg asymptotisch an % annahert, wihrend py; gegen 0 strebt.

Abbildung 5.24 zeigt sowohl p;; als auch pq; als Ergebnis von Monte-Carlo-Simulationen im
Vergleich mit dem analytischen Resultat. Es zeigt sich, dass p;; und p1; in der Tat praktisch
identisch sind. Desweiteren stimmt die Rechnung mit der Simulation gut iiberein.

5.2.2 Dynamik

Wie verdndern sich nun die Grofen S, sowie ngg, ni1, ns oder ngg, n11, s bei einem Flip?
Welche Ubergéinge sind erlaubt, wie wahrscheinlich sind sie in Abhéngigkeit vom Zustand
des Systems?

Um dies zu untersuchen werden im Folgenden Simulationsldufe verschiedener Systeme der
Grofken N = 250, 1000, 4000 mit Kopplungsparameter v = 1,2,4,...,512 ausgewertet. Es
wurden jeweils 100000000 Simulationsschritte und damit Flips berechnet, wobei die ersten
50000 Schritte nicht in die Auswertung eingingen, sondern der Einstellung eines Gleich-
gewichtszustands dienten. Die Anfangskonfiguration bestand aus drei Clustern anndhernd
gleicher Grofe.
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Abbildung 5.24: Zur Genauigkeit der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen
Sichtbarkeitszustinde: Vergleich beider Arten der Auswertung mit der analytischen Rechnung. Die
simulierten Kurven liegen praktisch aufeinander und reproduzieren insbesondere fir kleine v den
analytischen Zusammenhang gut.

Endliche Systemgrofie

Bei endlicher Systemgrofte und gleitender Paar-Auswertung ergaben sich die in den fol-
genden Tabellen aufgefithrten ,yerbotenen Ubergéinge®. Dabei traten die mit 0 markierten
Ubergiinge nie auf, wihrend die mit dem Punkt ., markierten Uberginge zwar auftraten,
allerdings nur selten.

s, Ao | 40| 41 —1 |42 —2
10| 0 0 00
1 0O -]0 00
1 0ol 0 o010
) 0 0] 0 0
—9 0 0 010
0] 0 0]0 010
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" A | gl 41 —1 |42 —2
oo
0| 0 0
11 0 0 0 |0
1 0l 0 00
) 0 0] 0 010
—9 0 0|0 o010
00 00 010
s, Als | 40| 41 —1 |42 —2
10 0 0] 0 00
1l o]0 -]0 00
1] 0 010 o010
200 010 0
2100 o0 010
0] 0 0]0 00
A Ao | 40| 41 —1 |42 —2
Ng
10| 0 0 0 |0
11 00 010
1 o -0 o010
3 0 0 0 |0
9 0 0] 0 0
0] 0 0]0 010

Hierbei tiberrascht auf den ersten Blick insbesondere das — wenn auch seltene — Auftreten
von AS. = +1, was in Widerspruch zu Gleichung 5.116 steht. Dagegen ist sehr schén der
fiir die Paarauswertung aus Gleichung 5.171 folgende zu erwartende Zusammenhang

Afig = —AS, (5.189)

erfillt.

Wie ist nun das unerwartete Verhalten von S. zu erkldren? Abbildung 5.25 gibt einen
ersten Hinweis: in den Systemen mit v = 1 liegt die mit der Systemgrofe N multiplizierte
Wahrscheinlichkeit fiir die beiden Ubergéinge AS, = 41 bei 2. Dies zeigt einerseits, dass
dieses Phéanomen — insbesondere bei groferen Systemen — sehr selten auftritt und weist
andererseits darauf hin, dass die Ursache in den Randschichten zu suchen sein konnte: Bei
v = 1 ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Flip in einer der beiden Randschichten 2/N.
Wertet man die Flip-Positionen bei den Flips mit AS. = +1 aus, so bestétigt sich diese
Annahme: solche Flips treten nie im Inneren des Systems auf.
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Abbildung 5.25: Die skalierte Wahrscheinlichkeit Npjas, =1 im Einzelschicht-System mit N =
250 und Kopplungsparameter v =1 liegt gut beim zu erwartenden Wert 2.

Dies erklart auch den Widerspruch zu Gleichung 5.171: Bei der Herleitung dieser Beziehung
wurden die Randschichten explizit vernachlassigt. Was geschieht nun bei einem solchen
Flip? Befindet sich am betreffenden Rand vor dem Flip ein Cluster der Grofe n > 1, so
entstehen daraus zwei Cluster: einer der Grofe 1 und einer der Grofke n — 1. Es gilt also
AS. = +1. Befindet sich hier dagegen ein Cluster der Grofe 1, der mit einem Cluster
beliebiger Grofe n benachbart ist, so verschmelzen diese beiden Cluster zu einem Cluster
der Grofte n + 1. Hier erhdlt man damit AS,. = —1.

Fasst man nun all diese Tabellen zusammen, so erhélt man folgende Zusammenstellung

beobachteter Ubergéinge:
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AS. | Ay | Afig | Ay
40 | 40 j ﬁ
1] -1 i) ;é
-1 |
2| =2 ﬂ_tg ;g
2|2 5| i

Die folgenden Tabellen zeigen die Ergebnisse analoger Auswertungen mit der Auswertung
in Doppelschichten:

s, Anoo | 40| 41 —1 |42 —2
+0 0 00
+1 0 . 0 0 0
—1 0 0 0 0
+2 0 0 0 0
—9 010 o010
0 0 0 0 0 0

Dass auch hier vereinzelt der Ubergang AS, = +1 auftritt, ist zu erwarten, da die Cluster-
Dynamik in beiden Systemen identisch ist. Die beiden grofsen Unterschiede zur paarweisen
Auswertung sind hier die erlaubte Kombination AS. = 0 A Angg = 0 sowie das zu er-
wartende Fehlen von Angg = +2. Diese Unterschiede machen sich auch beim Gréfenpaar
Angg, Anq1; bemerkbar:

A Ami | 4ol 41 —1 |42 —2
100
0| 0 0 00
11 0O 0,0 010
1 0O 010 010
2100 00 0]0
2l 0l0o o0]0 o0]o0
010 0,0 010
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Ang
AS, 0| +1 -1 |42 -2

0| O 0 0|0

+1, 0 0 . 0 0 [0

-1 0 . 0 0 0|0

+2 | 0 0 0 0 [0

210 0 0 0|0
0 0 0 0 0 [0

Hier féllt insbesondere auf, dass bei der Doppelschichtauswertung weder Ang = 0 noch
Ang = £2 erlaubt ist, was auch der Hauptunterschied in der Tabelle zu Ang und Any ist:

A Anoo | 4o | 41 —1 |42 —2
Ng
0] 00 0]0 010
11 0,0 010
1 0 0 00
2 0]0 0]0 010
2l 0]0o olo o]0
0] 0 0]0 010

Zusammengefasst werden also im endlichen System bei paarweiser Auswertung folgende
Ubergénge beobachtet:

AS. | Ang | Angg | Angy
R

—1 | +0

+0 RIS
+1 | +0

10 | —1

i e S R
+0 | +1

R R ER
10 | —1

+2 | -1 2| L
+0 | +1

R IR R

Wie kann das System gestaltet werden, um den unerwiinschten Ubergang AS, = +1 zu
vermeiden? Als erster Ansatz bietet sich die Einfithrung periodischer Randbedingungen
an. Eine Analyse der verbotenen Ubergéinge wie im endlichen System (die Rohdaten sind
der Ubersichtlichkeit halber in den Anhang D.2 ausgelagert) ergibt die folgende Auflistung
beobachteter Ubergéinge im System mit paarweiser Auswertung:
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AS. | Ay | Afig | Ay
40 | 40 i ﬁ
1] -2 fg ;g
12 5| i
2| =2 ﬂ_tg ;g
2|2 5| i

Die entsprechende Tabelle fiir das System mit Doppelschicht-Auswertung ist dagegen:

ASC Ans Anog ATLH
1 +0 -1

-1 +0

+0 41 +0 +1
+1 +0

+0 —1

+1 -1 1 10
+0 +1

B I I ity
+0 -1

+2 | -1 1 10
+0 +1

B R R ety

Es zeigt sich, dass die Einfiihrung periodischer Randbedingungen alleine kaum Unterschiede
bewirkt: Der Ubergang AS, = +1 tritt noch immer auf. Der einzige Unterschied zum
endlichen System ist, dass die Anderung von 75 (und damit entsprechend fgg, 7211) bei
paarweiser Auswertung in diesem Fall +2 betragt, was noch widerspriichlicher zu den
bisherigen Uberlegungen zu sein scheint.

Unter welchen Umsténden tritt dieser Ubergang auf? Es stellt sich heraus, dass dieses
Verhalten nur bei kleinen Systemen und starker Kopplung auftritt. Dies weist zusammen
mit dem Abweichen von der Beziehung Angy = —AS, auf die Ursache dieses Verhaltens hin:
Bei hohen Kopplungskonstanten treten vermehrt grofte Cluster auf, die sich bei kleinen
System iiber alle Schichten erstrecken kénnen. Man beobachtet also einen Ubergang von
S. =2 auf S, = 1 und umgekehrt.

Es bietet sich also an, bei periodischen Randbedingungen einfach auf die Auswertung
kleiner Systeme bei starker Kopplung zu verzichten. Damit ergibt sich dann die folgende
Zusammenstellung erlaubter Ubergénge bei paarweiser Auswertung;:



130 Erweitertes Modell fiir dekagonales Al1CuCo

AS, | A, | Afigo | Afiny
=
A
NINELE:

Wertet man das System in Doppelschichten aus, erhélt man dagegen:

ASC ATLS A?”LOO ATLH
EINE

—1 +0

+0 41 +0 +1
+1 +0

+0 -1

+2 | -1 1 10
+0 +1

B R R R )

Die Dynamik ist hiermit nun in der Tat wesentlich vereinfacht: Der Ubergang AS, = +1
kommt nicht mehr vor, S, kann sich also in jedem Schritt nur noch um —2, 0 oder +2
verandern. Demzufolge sind nur noch gerade Werte von S, zu erwarten. Abbildung 5.26
zeigt die betreffende Wahrscheinlichkeit in entsprechenden Beispielsystemen:

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das endliche System entspricht Gleichung 5.152. Die
Wahrscheinlichkeiten im System mit periodischen Randbedingungen folgen dagegen ge-
nauer der dazugehorigen Herleitung: Entsprechend Gleichung 5.147 entspricht diese Ver-
teilung der um den Faktor zwei skalierten Binomialverteilung fiir den Abstand F' in Flips
des Systems vom Gleichgewichtszustand, wie er in Gleichung 5.143 gegeben ist: Die Wahr-
scheinlichkeit fiir ungerade S, ist 0, die fiir gerade Werte ist dagegen doppelt so hoch wie
bei den endlichen Systemen.

Clusterdynamik in der Simulation

Wie im Folgenden genauer ausgefiihrt werden wird, sind bei fester Kopplung ~ nur be-
stimmte Werte S., ng, Ns, Ngo, Moo, --- 1M System zu beobachten: Abbildung 5.27 zeigt
beispielhaft die Wahrscheinlichkeitsverteilung dafiir, bestimmte Kombinationen von S, und
figo vorzufinden. In die analytische Kurve ging dabei im Ubrigen beziiglich S, die Beziehung
5.153 ein. Dies ist auch der Grund fiir die Form des Schaubilds 5.25 und die schlechtere
Statistik am Rand der ,Scheibe“. Daher konnen die Eigenschaften der oben untersuch-
ten Ubergéinge oder anderer Zustinde des Systems nur fiir bestimmte Parameterbereiche
bestimmt werden.
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Abbildung 5.26: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ps, tm System mit N = 1000 und Kopp-
lungsparameter v = 1 im endlichen System und bei periodischen Randbedingungen im Vergleich:
Bei periodischen Randbedingungen tritt eine ungerade Anzahl von Clustern nicht auf, die Wahr-
scheinlichkeiten gerader Clusterzahlen sind dementsprechend doppelt so hoch.

So zeigen die Abbildungen 5.29 sowie 5.28, dass die aus den Uberlegungen zum harmoni-
schen Random Walk gewonnenen Wahrscheinlichkeiten p; sowie pg, also die Wahrschein-
lichkeit fiir das Abnehmen von S, und die Beharrungswahrscheinlichkeit, in der Simulation
bestatigt werden.

Allerdings ist dies jeweils nur fiir den rot dargestellten Parameterbereich der Fall. Au-
Kerhalb dieser Bereiche kénnen keine aussagekriftige Werte angegeben werden, da hier
in den Simulationslédufen zu wenige Flip-Ereignisse stattfanden. Eine Moglichkeit, grofere
Bereiche zu untersuchen, besteht darin, mehrere Simulationsldufe mit unterschiedlichen
Parametern auszuwerten.

Bei den im Folgenden vorkommenden Wahrscheinlichkeiten von Flip-Ereignissen wird die
Notation

Pa—a1,y=y: (@, D) (5.190)
fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses © = x; Ay = y; in Abhéngigkeit von den
Parametern a und b verwendet.

Pey(a,b) (5.191)

bezeichnet dagegen die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Grofen z und y in Abhéngigkeit
von den Parametern.
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Abbildung 5.27: Wahrscheinlichkeitsverteilung pg, 7, tm Einzelschicht-System mit N = 1000

und dem Kopplungsparameter v = 2: Vergleich des numerischen Resultats mit dem Ndaherungswert.
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o

Abbildung 5.28: Die Wahrscheinlichkeit pas.—o im Einzelschicht-System mit N = 4000 und

Kopplungsparameter v = 1 liegt gut betm zu erwartenden Wert %
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Abbildung 5.29: Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir py(Se, ns) und damit fiir pas,=—2/p|As,|=2 im
Einzelschicht-System mit N = 1000 und v = 1 bei periodischen Randbedingungen. Die analytische
Rechnung stimmt bei kleiner Kopplung ausgezeichnet mit der Simulation tberein.

Haufigkeiten der Schicht-Paare

Bei periodischen Randbedingungen gibt es im System der Grofe N mit S, Clustern N
auszuwertende Schicht-Paare oder Schichtgrenzen, von denen S, mit Cluster-Grenzen zu-
sammenfallen. Es gibt daher wie bereits berechnet ng = N — S, Paare der Typen , 00 oder
114

Sind nun die ,erste“ und die ,letzte” Schicht verschieden, so liegt direkt an der Stelle der
periodischen Fortsetzung eine Clustergrenze und S. ist offensichtlich eine gerade Zahl. Sind
die ,,Randschichten” dagegen identisch, so kann das System entweder aus einem einzigen
grofsen Cluster bestehen (S, := 1) oder aber aus mehreren Clustern, von denen einer {iber
die Rénder fortzusetzen ist. Durch die periodische Fortsetzung und den Zusammenfall der
beiden Teilcluster reduziert sich auch in diesem Fall die Zahl der Cluster S, auf eine gerade
Zahl.

Unter Vernachlassigung des Falls S, := 1 treten daher genau so viele Cluster mit z; = —1
wie mit x; = +1 auf. Es gilt also grundsétzlich

_ . Se
oL = Mo = 5 (5.192)

Im Falle endlicher Systemgrofen sind dagegen S. — 1 Cluster-Grenzen unter den N — 1
Schichtgrenzen. Es gibt also auch ng = N —.S, Paare der Typen ,,00“ oder , 11“. Im Gegensatz
zu vorigem Fall treten nun aber auch ungerade S, auf.
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Bei ungeradem S, sind die Randschichten gleich und die Cluster-Grenzen symmetrisch. Es

gilt also
S.—1
no1 = N1g = 5 (5.193)

Ist S. dagegen gerade, so gilt die Uberlegung des Falles unterschiedlicher Randschichten
bei periodischen Randbedingungen, wenn man das Paar aus letzter und erster Schicht
weglésst:

Gilt xny = +1, 21 = —1, so gilt also nyg = ng; — 1 und damit
Npp = % (5.194)
Ny = % -1 (5.195)
Im Fall zy = —1,z; = 41 ist dagegen ng; = n1g — 1 und damit
i = % (5.196)
gy = % -1 (5.197)

Wie grofs ist nun die bei gegebenem S, und damit ns die Wahrscheinlichkeit dafiir, einen
bestimmten Wert 7y zu beobachten? Ein naiver Ansatz ist eine Binomialverteilung: Die
Ns = Ngo + n11 Schichtpaare sind mit der Wahrscheinlichkeit % vom Typ ,00“ und mit
derselben Wahrscheinlichkeit vom Typ ,11%. Dies entspriche genédhert einer Normalver-
teilung der Breite %\/ﬁ_s Nun wird bei diesem Ansatz aber nicht beriicksichtigt, dass im
System Cluster vorkommen, wodurch der Typ benachbarter Schichtpaare oft gleich ist,
die Schichtpaare also nicht unabhéngig sind. Mit wachsender Kopplung und Clustergrofe
muss diese Verteilung breiter werden, 1 muss also noch mit der mittleren Clustergrofie Sﬂc
multipliziert werden. Damit ist der Zusammenhang

oy — % . Sﬁ (5.198)

zu erwarten.

Bei gegebenem n. = N — S betrigt damit die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein bestimmtes
nge vorzufinden, oder — in der kontinuierlichen N&herung — dafiir, dass 7oy im Intervall
[70; oo + ditge) liegt,

1 B
dps (M) = ———— e o0 dn) 5.199
p 00( 00) Uﬁoo\/ﬂ 00 ( )

oder

Piigo (flgg) & ——==-e  Tho . (5.200)
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Abbildung 5.31: Wahrscheinlichkeitsverteilung fir ngg im Einzelschicht-System mit N = 1000
bei unterschiedlichen Kopplungsparametern v im Vergleich mit der postulierten Verteilung fir ps, -
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Abbildung 5.32: Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir nog tm Einzelschicht-System mit N = 250 bet
unterschiedlichen Kopplungsparametern v im Vergleich mit der postulierten Verteilung fir pp, -

Die entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilung ist in den Abbildungen 5.30, 5.31 und
5.32 aufgetragen. Zusatzlich sind dort die in verschiedenen Monte-Carlo-Simulationen be-
rechneten Werte dargestellt, die bei verschiedenen Kopplungskonstanten v unterschiedliche
Bereiche der Se-figo-Ebene abdecken. Es zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung von Si-
mulation und analytischem Zusammenhang, auch in der Detailansicht (Abbildung 5.33).

Ubergangswahrscheinlichkeiten bei paarweiser Auswertung

Wiéhrend sich die Summe ng = ngg + 117 als ng = N — S, angeben ldsst, liegen die tat-
séchlichen Werte von ngy und ny; im Gegensatz zu denen von ng; und nig nicht fest: Zwar
sind die Anzahlen der Cluster aus Schichten im Zustand x; = —1 oder aber x; = +1 iden-
tisch oder bei ungerader Clusterzahl S, um 1 verschieden; da die Cluster aber verschiedene
Grofsen aufweisen, kdnnen 7y und 7111 unter Beriicksichtigung von ng = ngg+nq; variieren.

Es stellt sich also die Frage, wie sich diese beiden Grofen im Laufe der Zeit dndern: Wie
héngt im Falle eines Flips die Wahrscheinlichkeit fiir eine Erh6hung oder Verminderung
der Grofen ngg oder 1117 von eben diesen Grofen ab?

Um diese Frage zu beantworten, gehen wir von einem System der Grofe N aus, das S.
Cluster aufweist und dabei kK N Schichten in Zustand z; = —1 zeigt. Setzt man zur Vereinfa-



137

5.2 Makroskopische Sichtbarkeit
Simulation
Rechnung ———
0.03
0.025
& 002
S 0.015
e
«»  0.01
o
0.005
0
470
480
490
SC
Simulation
Rechnung ——
0.018
0.016
. 0014
o X
& 0.012 | NN
~_ o001 | \\\\\j}\\\\\\\
£ 0.008 MR
5 0006 - QU
0.004 \\\\‘3‘\)\%\\‘"&\‘
0.002 | \\\‘s\\\g\\\\«;\\\;\
MR
NMTRT
N
A\
230
240
250
Se 260
ﬁ00
(c)y=38
Simulation
Rechnung ———
0.01
0.009
., 0.008
« 0.007
2 0.006
g 0.005
', 0.004
& 0.003
0.002
0.001
0
100
105
110
S,

(e) v =064

Simulation
Rechnung ———

4
77

/7

_

7

e

Z

\!

_

7

7

7
7%

7

77

F 7
_

Z =
77
7

7

77

77
77
iV

7

7
7/
77
7

GA
(;4

Simulation
Rechnung ———
0.012
0.01
o
& 0.008
"2 0.006
e
o 0.004
o

0.002

Simulation
Rechnung ———

&5

<L XESX
SO
e

Ps_ g, ! Ps,
o
o
o
Y
T

(f) v = 256

Abbildung 5.33: Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir igg im Einzelschicht-System mit N = 1000
bei unterschiedlichen Kopplungsparametern ~v: Das numerisch bestimmte Verhdltnis der Wahr-
scheinlichkeiten pg, io, und ps, stimmt gut mit der postulierten Verteilung fir ps,, tberein.
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Abbildung 5.34: Die Wahrscheinlichkeit pangg=—1,48.=0/PAS.=0 tm Einzelschicht-System mit
N = 1000, Kopplungsparameter v = 1 und periodischen Randbedingungen liegt gut beim zu erwar-
tenden Wert fig/Ts.

chung voraus, dass sich diese Schichten gleichméfig {iber simtliche Clustergréfen verteilen,
so folgt, dass sich von den nc, Schichten in Clustern der Lénge n etwa knc, ebenso in die-
sem Zustand befinden. Da jeder dieser Cluster mit n > 2 genau n — 1 auszuwertende
Schicht-Paare besitzt, gilt

figo = Y _ Kcy(n — 1) (5.201)

= rea(n—1) (5.202)

= k(N —S.) (5.203)
= Kilg. (5.204)
Man erhélt also unter dieser Ndherung
)
p— _—. .2
K 7 (5.205)

Diese Néaherung ist umso besser, je grofer die betreffenden Cluster sind; es sind daher
insbesondere bei starker Kopplung im System gute Resultate zu erwarten.

Als weitere Néherung wird im Folgenden fiir die Anzahl der Cluster der Grofe n der
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Abbildung 5.35: Die Wahrscheinlichkeit pangy=—1,A8.=0/PAS.=0 im Einzelschicht-System mit
N = 1000 fiir verschiedene Kopplungsparameter v bei periodischen Randbedingungen liegt gut
beim zu erwartenden Wert ngo /.

Ausdruck

N N

verwendet, der aus den Gleichungen 5.49 und 5.45 fiir den Gleichgewichtsfall folgt und die
Abhéngigkeit von v durch die Abhéngigkeit von S, ersetzt.

2 n—1
Cp = % (1 - 5) (5.206)

Hiermit koénnen nun die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir folgende Prozesse bestimmt
werden:

o AS, = +2 A AR, = —2

Dieser Fall entspricht dem Zerfall eines Clusters durch einen Flip im Cluster-Inneren.
Die Zahl der der Schichten in Zustand z; = —1 im Inneren der Cluster betrégt

Voo = Y Kcn(n —2) (5.207)
— Z Kep(n —2) (5.208)
= Kea(n —2) + Koy (5.209)

= k(N — 25, + 1) (5.210)
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Abbildung 5.36: Die Wahrscheinlichkeit p angy=+2,A8,=—2/PAS.=—2 im Einzelschicht-System mit
N = 1000, Kopplungsparameter v = 1 und periodischen Randbedingungen liegt gut beim zu erwar-

tenden Wert fig/Ts.

= g2t o ;VQECSJ: = (5.211)
2
= ﬁoo%ﬁ (5.212)
_ %m _A?S_C];f S (5.213)
- ﬁoo%&. (5.214)
Analog gilt fiir die Schichten in Zustand z; = 41
vy = ﬁHN%SC. (5.215)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nun ein Cluster aus Schichten des Zustands x; =
—1 durch einen solchen Flip zerstort wird, betragt damit

Voo
PArgg=—2 — ——— 5.216
Afoo==2 Voo + v ( )
oo
= —. 5.217
- (5.217)

Dies ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich ngy um 2 verringert, wenn ein Flip
einen Cluster teilt (AS, = +2).
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Abbildung 5.37: Die Wahrscheinlichkeit p Asigy=+2,A8,=—2/DAS,=—2 im Einzelschicht-System mit
N = 1000 fiir verschiedene Kopplungsparameter ~ bei periodischen Randbedingungen liegt gut beim
zu erwartenden Wert figo/Tus.

o AS.= -2\ Ang =42
In diesem Fall finden dagegen Flips in Einzelschichten statt, so dass drei Cluster zu
einem verschmelzen. Verbinden sich zwei Cluster aus Schichten des Zustands x; = —1
durch einen Flip in einer Einzelschicht des Zustands x; = 41, so entstehen aus den
beiden Clustergrenzen der zerstorten Einzelschicht zwei Schichtpaare des Typs ,,00,

es gilt also Angy = +2.

Dieser Vorgang ist komplementér zu obigem Clusterzerfall und wiederum umso wahr-

scheinlicher, je mehr grofse Cluster aus Schichten des Typs z; = —1 vorkommen. Es
wird also in der Néahe des Gleichgewichts ebenso wie im obigen Fall eine Wahrschein-
lichkeit
Voo
Rgo=42 = T 5.218
PAngo=+2 Voo + 11 ( )
100
= —. 5.219
o (5219)
vorliegen.

e AS.=0ANAng =0
Findet der Flip dagegen in einer der Randschichten eines Clusters der Grofe n > 2
aus Schichten des Zustands x; = —1 statt, so verandert sich die Anzahl der Cluster S,
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Abbildung 5.38: Die Wahrscheinlichkeit p Afigy=—2,A8,=+2/DAS,=+2 im Einzelschicht-System mit
N = 1000 fiir verschiedene Kopplungsparameter ~ bei periodischen Randbedingungen liegt gut beim

zu erwartenden Wert figo/Tus.

nicht; stattdessen verkleinert sich der betroffene Cluster auf die Grofe n— 1, wahrend
der an die betreffende Schicht angrenzende Cluster um eine Schicht anwéchst.

Die Anzahl dieser Randschichten betragt

Voo — E 2:‘€Cn
2

n=
= 2K g Cp — 2KCy
n=1

= QH(SC - Cl)
=205 ).

S

Die analoge Beziehung fiir Schichten des Typs ,11° lautet

v = 2@(50 — ).
n

S

(5.220)

(5.221)

(5.222)
(5.223)

(5.224)

Damit ergibt sich auch hier als Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Flip in einer
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Schicht des Typs ,,00¢

Yoo
=1 = ————— 5.225
PAn =+1 Voo + 11 ( )
oo
= ) 5.226
- (5.226)

Durch die Verschiebung der Clustergrenze gilt hier Any; = +1 und Angg = —1.

Die Abbildungen 5.34 sowie 5.35 zeigen, dass diese Rechnungen das Verhalten fiir pas 0——1
qualitativ gut wiedergeben, wenn auch die Abhéngigkeit von ngg in der Simulation etwas
geringer ist. Eine genauere Betrachtung, die dies verbessern konnte, miisste berticksichtigen,
dass bei gegebener Anzahl von Clustern S, ein grofses ngg durch eine Vielzahl grofser Cluster
aus Schichten des Typs x; = —1 begriindet ist, die mit einer entsprechend grofen Zahl von
Einzelschichten des Typs z; = +1 einhergeht.

Wichtiger in der spéteren Rechnung ist das Verhalten von pas,0—+2, das in den Abbildungen
5.36 sowie 5.37 dargestellt ist. Es zeigt sich, dass die berechneten Werte mit den Simula-
tionsergebnissen sehr gut iibereinstimmen. Auch der Fall paz,,——2 zeigt geméf Abbildung
5.38 das zu erwartende Verhalten.

Zustands- und Ubergangswahrscheinlichkeiten der Doppelschichten

Im Falle der Auswertung in Doppelschichten sind diese Uberlegungen komplizierter: Im
Gegensatz zur paarweisen Auswertung wird nun jedes zweite Schichtpaar nicht berticksich-
tigt. Da der Zustand der von der Auswertung ausgenommenen Paare zuféllig ist und ng
(und damit n;;) von der konkreten Position der S. Cluster abhéngig ist, kénnen hier keine
konkreten Werte sondern nur Wahrscheinlichkeitsverteilungen angegeben werden.

Abbildung 5.39 zeigt die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines bestimmten Wertes ng
in Abhéngigkeit von S, und n; als Ergebnis von Monte-Carlo-Simulationen bei verschiede-
nen Kopplungsstarken . Die Ergebnisse der verschiedenen Simulationen bilden gemeinsam
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber der Maximalstelle %(N —S.), die, anders als es bei
der paarweisen Auswertung der Fall war, eine gewisse Breite aufweist, die von S, abhéngt.

Kann diese Verteilung alleine durch die Positionen von Clustern, deren Grofen entspre-

chend Gleichung 5.45 Verteilt sind, erklart werden? Hierzu wurde ein System aus 5 +]\:ﬁ
val

55 eine gerade Anzahl von Schichten aufwies (konkret
wurde hier mit ,Clustern® der Langen 0 und 1 gerechnet) konstruiert. Dieses Verhéltnis
ergibt sich aus dem Zusammenhang

Clustern, von denen ein Anteil

N
el e = T (L ) (5.227)
N 1
Yl —p

(5.228)

-2
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Abbildung 5.39: Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir ng im Einzelschicht-System mit N = 4000 bei
unterschiedlichen Kopplungsparametern v im Vergleich mit dem mittels Permutation von Clustern
berechneten Wert.
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Abbildung 5.40: Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir ng im Einzelschicht-System mit N = 4000 bei
unterschiedlichen Kopplungsparametern v im Vergleich mit dem analytischen Ausdruck.
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Abbildung 5.41: Die Wahrscheinlichkeit p Angy=+1,A8,=—2/PAS,=—2 im Einzelschicht-System mit
N = 1000, Kopplungsparameter v = 1 und periodischen Randbedingungen liegt gut beim zu erwar-
tenden Wert nog/ns.

N 1

,-)/

Bei der Berechnung von ng ist nun ausschliefslich relevant, wieviele Clustergrenzen mit den
Doppelschichtgrenzen zusammenfallen. Cluster ungerader Grofie tragen hier grundséatzlich
mit einer der beiden Grenzen bei. Nur Cluster mit einer geraden Anzahl von Schichten
haben einen positionsabhéngigen Beitrag: An ungerader Position sind beide Clustergrenzen
auch Doppelschichtgrenzen, an gerader Position liegen dagegen beide Clustergrenzen im
Inneren zweier Doppelschichten. Dementsprechend wurde fiir zuféllige Permutationen des
Ausgangssystems aus der Anzahl der Cluster gerader Grofe an ungerader oder gerader
Position der Wert von ng bestimmt. In Schaubild 5.39 sieht man, dass das Ergebnis dieser
Rechnung ausgezeichnet mit den Simulationsergebnissen iibereinstimmt.

Da fiir das Ergebnis der Permutationsrechnung kein einfacher analytischer Zusammenhang
gefunden wurde, die Wahrscheinlichkeit p,  aber in den folgenden Rechnungen benétigt
wird, wurde desweiteren eine analytische Naherung

VS. Se
Ons ™ s (N— 5) (5.231)
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Abbildung 5.42: Die Wahrscheinlichkeit p Angy=+1,A8,=—2/PAS,=—2 im Einzelschicht-System mit
N = 1000 fiir verschiedene Kopplungsparameter ~ bei periodischen Randbedingungen liegt gut beim
zu erwartenden Wert noo/ns.

fiir die Breite dieser Verteilung gefunden, die um die Maximalstelle %(N — S.) aufgetragen
in Schaubild 5.40 dargestellt ist.

Mit der Kenntnis von ng ist nun die Grundlage dafiir gelegt, die Ubergangswahrscheinlich-
keiten auch im Falle der Doppelschicht-Auswertung zu berechnen: Als erster Ansatz bietet
es sich an, analog zur paarweisen Auswertung die Zusammenhénge

PAngy=—1,AS.=+2 oo
0o =222 (5.232)
bAasS.=+2 N
PAngy=+1,AS.=—2 oo
noo=—t == (5.233)
PAS.=—2 Ng
Ango=0,Ans=+1,A8.=0 Moo
PAnoo=0,Ang=+ = o (5.234)
PAng=+1,A8.=0 Ng

zu postulieren.

Auch hier sieht man in den Abbildungen 5.43 sowie 5.44, dass diese Beziehungen fiir den
Fall sich verschiebender Clusterrdnder qualitativ korrekt sind, die Abhéngigkeit von ng
aber etwas iiberschatzt wird. Im fiir die weitere Rechnung interessanten Fall entstehender
oder zerfallender Cluster reproduzieren die Gleichungen jedoch die Simulationsergebnisse
sehr gut, wie beispielhaft den Abbildungen 5.41 und 5.42 zu entnehmen ist. Letzteres gilt
entsprechend der Abbildung auch fiir verschiedene S,: dies muss bei der Doppelschichtaus-
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Abbildung 5.43: Die Wahrscheinlichkeit p Angy=0,Ans=+1,A8,=0/PAns=+1,AS.=0 im Finzelschicht-
System mit N = 1000, Kopplungsparameter v = 1 und periodischen Randbedingungen liegt gut
beim zu erwartenden Wert noy/ns.

wertung explizit gepriift werden, da im Gegensatz zur paarweisen Auswertung kein fester
Zusammenhang von S, und ng besteht.

Auch fiir die Wahrscheinlichkeit, bei gegebenem ng ein bestimmtes ngy vorzufinden, wird
analog zu Gleichung 5.198 eine Normalverteilung der Breite

(5.235)

angenommen.
Bei gegebenem n/ lautet also die Wahrscheinlichkeit dafiir, ein bestimmtes n, vorzufinden
— oder bei kontinuierlicher Betrachtung dafiir, dass ngo im Intervall [ng,; ng, + dng,] liegt,

2
A 1./
1 ("00‘7%)

dp, (nh) = ———— e R0 dn! 5.236
p 00( 00) - \/ﬂ 00 ( )

oder

) 1 ("60‘%"@2
oo (T _ 27no0 5.237
p 00( 00) O'noo\/% ( )

Q
o
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Abbildung 5.44: Die Wahrscheinlichkeit p Angy=0,Ans=+1,AS,=0/PAns=+1,AS.=0 im Einzelschicht-
System mit N = 1000 fiir verschiedene Kopplungsparameter v bei periodischen Randbedingungen
liegt gut beim zu erwartenden Wert ngo/ns.

Da im Falle der Doppelschichtauswertung kein direkter Zusammenhang zwischen S, und
ns besteht, ist interessant, dass auch hier eine zu Abbildung 5.33 analoges Schaubild er-
stellt werden kann. In Abbildung 5.45 wurde als Ndherung in der Normalverteilung fiir p,,,
flir ng ~ %(N — S.) gesetzt. Es zeigt sich, dass die Ubereinstimmung trotz dieser Unge-
nauigkeit recht gut ist, insbesondere fiir grofsere Kopplungen. Dies ist ein Hinweis darauf,
dass die Verteilung von p,,_ sehr schmal ist. Daher wird im Folgenden ng immer wieder als
naherungsweise konstant angesehen werden.

5.2.3 Berechnung der Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten

Nun sind alle Grundlagen zur Berechnung der Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten der weifsen
Flecken geschaffen. Der Fall der gleitenden paarweisen Auswertung ist dabei einfacher zu
behandeln, da n¢ direkt aus S, berechenbar ist, gewissermafen also p; (S, ;) = dn—s1,a
gilt.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorliegen des Tupels (57, 7i(,,) mit den Intervallbreiten d.5
und dny, lautet also mit den Gleichungen 5.152 und 5.200

d*ps, ine = Aps, (St - APrgy (72yy) (5.238)
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Abbildung 5.45: Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir ngy im Einzelschicht-System mit N = 1000
bei unterschiedlichen Kopplungsparametern ~v: Das numerisch bestimmte Verhdltnis der Wahr-
scheinlichkeiten ps, no, und ps, stimmt gut mit der postulierten Verteilung fir pr,, tberein.
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Abbildung 5.46: Wahrscheinlichkeiten fir die Zustande ,kein Fleck sichtbar® (p,) und ,erster
Fleck sichtbar (pg) im erweiterten Modell bei Doppelschicht-Auswertung (DS) in Abhdngigkeit
vom Sichtbarkeitsparameter o und von der Anzahl der Schichten N mit festem Kopplungsparame-
ter v: Vergleich von Simulation und Rechnung.
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Abbildung 5.47: Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten fiir die Zustinde kein Fleck sichtbar® und
Lerster Fleck sichtbar® im erweiterten Modell bei paarweiser Auswertung in Abhdngigkeit vom
Sichtbarkeitsparameter o und von der Anzahl der Schichten N mit festem Kopplungsparameter -y:
Vergleich von Simulation und Rechnung bei paarweiser Auswertung.
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Abbildung 5.48: Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten fiir die Zustinde ,kein Fleck sichtbar® und
nerster Fleck sichtbar” im erweiterten Modell in Abhdngigkeit vom Sichtbarkeitsparameter o und
von der Anzahl der Schichten N mit festem Kopplungsparameter ~v: Vergleich verschiedener Rech-
nungen. Die mit & gekennzeichneten Kurven stehen fiir Rechnungen, in denen die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen fiir S. und ng durch ein Kronecker-Delta ersetzt wurden.
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Abbildung 5.49: Wahrscheinlichkeit der Zustinde im Finzelschichit-System in Abhdngigkeit vom
Sichtbarkeitsparameter o und von der Anzahl der Schichten N als Ergebnis analytischer Rechnung:
Auch hier sieht man das Wandern der Mazimalstelle acrit zwischen 1/4 (keine Kopplung) und 1/2
(starke Kopplung) und insbesondere die Anderung der Gestalt der Fliche bei wachsender Kopplung

v deutlich.
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Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten ist nun zweimal zu integrieren, wobei in die
Integrationsgrenzen der Sichtbarkeitsparameter o eingeht. Im Wesentlichen erhilt man
also Integrale von Fehlerfunktionen, was an die Summation iiber Betafunktionen in Ab-
schnitt 4.2 erinnert. Hier st6fst man nun an die Grenzen der analytischen Untersuchung
des Problems, allerdings sind die Wahrscheinlichkeiten der Zustdnde nun trivial numerisch
berechenbar: In einer Doppelschleife {iber alle moglichen S’ und davon abhéngig 7, kann
nun unter Verwendung von n}; = 7, — 7, gepriift werden, welche Flecken fiir die gege-
benen Parameter sichtbar sind, und darauf eine diesem Zustand zugeordnete Variable um
d%ps, 7 €rhoht werden. Nach Durchlaufen der Schleife sind so die Wahrscheinlichkeiten
der Zustande ,kein Fleck sichtbar”, ,nur erster Fleck sichtbar®, ,nur zweiter Fleck sichtbar*,
,beide Flecken sichtbar® bestimmt.

Das Vorgehen zu Berechnung der Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten bei der Doppelschicht-
Auswertung ist prinzipiell dasselbe, es ist aber zusétzlich die Wahrscheinlichkeitsverteilung
fiir ng zu berticksichtigen. Man erhélt somit als Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des
Tupels (5., n., nj,) mit den Intervallbreiten d.S, dn. und dng,

dgpsc,ns,noo = dpSc(Sé) - dpp, (n;> ) dpnoo (anO) (5240)
1 _ (”60—%’%)2
= ——-.¢ 2o700
Ongo V2T
(né—%(N—Sé))Q
L e (5.241)

. On V2T

1
. os. V2

Hieriiber ist nun drei mal zu integrieren, was natiirlich analytisch ebenso wenig moglich ist,
wie die geschlossene Berechnung des obigen Doppelintegrals. Die numerische Auswertung
als Dreifachsumme analog zur oben genannten doppelten Summation ist allerdings leicht
durchzufithren. Der Algorithmus lautet vereinfacht folgendermafien:

(st=st?)’
T 202 P10 3]
e Se dS.dngdny,.

e Berechne M = (%O&N—‘.

e Berechne Séo) =7 +]\:ﬁ zur spateren Bestimmung von pg, .

e Sctze
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* pp =10
* po =0
* pp:=0
* pp =0

e Iteriere iiber alle moglichen Tupel (5., n), nj):

— Berechne die Wahrscheinlichkeit p’ des Auftretens dieser Werte nach Gleichung
5.241.

— Berechne nf; = n/ — ny,.

— Erhohe
« pp um p/, falls ngg < M Anfy <M
x po um p/, falls njg > M Anjy <M
« prum p/, falls njg < M Anjy > M
* pp um p', falls ngg > M Anjy > M

e Entnehme p,, po, p1, p» das Endresultat.

Die Abbildungen 5.46(a) bis 5.46(d) zeigen die Wahrscheinlichkeiten fiir die Zusténde ,kein
Fleck sichtbar” sowie ,erster Fleck sichtbar* bei Doppelschicht-Auswertung sowohl als Si-
mulationsergebnis als auch als Resultat der obigen Rechnung. Die Ubereinstimmung ist
ausgezeichnet. Auch die Rechnungen zur paarweisen Auswertung geben die entsprechen-
den Simulationsergebnisse gut wieder, wie den Abbildungen 5.47(a) bis 5.47(d) entnommen
werden kann. Der wesentliche Unterschied der beiden Auswertungsmethoden ist die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung fiir ng oder ng: Im ersteren Fall liegt eine Binomialverteilung vor,
wahrend bei der paarweisen Auswertung nur ein bestimmtes ng auftritt, die ,Verteilung* al-
so einem Kronecker-Delta entspricht. Dass sich die Ergebnisse trotzdem sehr dhneln, spricht
dafiir, dass die genaue Form der Verteilung nicht relevant ist, solange sie nur hinreichend
schmal ist.

Dies wirft die Frage auf, ob auch die Kenntnis der genauen Verteilung fiir S. fiir die
makroskopischen Eigenschaften des Systems unwichtig ist. Daher wurde die Rechnung
ein weiteres Mal durchgefiihrt, wobei nun sowohl die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir
S, als auch die fiir ng durch ein Kronecker-Delta ersetzt wurde. Das Ergebnis ist in den
Abbildungen 5.48(a) bis 5.48(d) dargestellt. Es zeigen sich zwar geringe Unterschiede im
Detail, qualitativ verhalten die Systeme sich aber praktisch gleich.

Da diese Rechnung im Gegensatz zu den Monte-Carlo-Simulationen kaum Rechenzeit bend-
tigt, sind damit auch hoher aufgeloste Schaubilder berechenbar: Abbildung 5.49 ist das auf
diese Weise direkt berechnete Pendant zum aus der Simulation resultierenden Schaubild
5.4. Es ist auch hier sehr schon zu sehen, wie die kritische Sichtbarkeit oy, bei wachsender
Kopplung vom Wert }L, der dem einfachen Doppelschichtsystem ohne Kopplung entspricht,
zum Wert % strebt, der auch im System mit unendlicher Kopplung innerhalb der Doppel-
schichten auftritt.
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Abbildung 5.50: Verhiltnis der Flipfrequenz in den Schichten zur Frequenz der Sichtbarkeits-
dnderung fir verschiedene Sichtbarkeitsparameter o in Abhdngigkeit von der Zahl der Schichten
N und dem Kopplungsparameter ~v: Vergleich der Simulation bei paarweiser Auswertung und ver-
schiedenen Rechnungen. Weder die diskrete Auswertung der Binomialverteilung noch die Bertick-
sichtigung der Abhdngigkeit der Beharrungswahrscheinlichkeit von F beeinflussen das Ergebnis
signifikant.

5.2.4 Berechnung der Flipfrequenzen

Die Berechnung der Flipfrequenzen soll im Folgenden auf die Berechnung von Flip-Wahr-
scheinlichkeiten reduziert werden: Eine Anderung der Sichtbarkeit des ersten Flecks vom
Zustand ,unsichtbar” zum Zustand ,sichtbar” tritt in der Doppelschicht-Auswertung immer
dann auf, wenn die Zahl ngy der Doppelschichten im Zustand ,00¢ von M = (%N al —1
auf M + 1 anwéchst, wenn man annimmt, dass sich ngy bei einem Flip hochstens um eins
andern kann. Dies kann bei einem Flip stattfinden, bei dem sich .S, nicht &ndert, oder aber
bei einem, bei dem sich S! um zwei verringert. Geméf Gleichung 5.116 muss sich in diesem
Fall F' also um eins verringern.
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Abbildung 5.51: Verhdltnis der Flipfrequenz in den Schichten zur Frequenz der Sichtbarkeitsin-
derung fiir verschiedene Sichtbarkeitsparameter o in Abhdngigkeit von der Zahl der Schichten N
und dem Kopplungsparameter v: Vergleich der Simulation bei paarweiser, gleitender Auswertung
und der Simulation bei Doppelschicht-Auswertung mit der analytischen Ndherungslésung.
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Abbildung 5.52: Verhdltnis der Flipfrequenz in den Schichten zur Frequenz der Sichtbarkeits-
dnderung fiir verschiedene Sichtbarkeitsparameter o in Abhdngigkeit von der Zahl der Schichten
N und dem Kopplungsparameter ~v: Vergleich der Simulation bei paarweiser, gleitender Auswer-
tung und der Simulation bei Doppelschicht-Auswertung mit verschiedenen Rechnungen. Auch die
Verwendung der genaueren Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilung von S, aus Gleichung 5.153
und die Beriicksichtigung von Flip-Prozessen, bet denen sich S, nicht dndert, lassen das Ergebnis
weitgehend unverdndert.
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Abbildung 5.53: Verhdltnis der Flipfrequenz in den Schichten zur Frequenz der Sichtbarkeitsdin-
derung fiir verschiedene Sichtbarkeitsparameter o in Abhdngigkeit von der Zahl der Schichten N
und dem Kopplungsparameter ~v: Vergleich von Stmulation und Rechnung bei paarweiser, gleitender

Auswertung sowie bei Doppelschicht-Auswertung.
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Abbildung 5.54: Verhdltnis der Flipfrequenz in den Schichten zur Frequenz der Sichtbarkeitsdin-
derung in Abhdngigkeit von der Zahl der Schichten N und dem Kopplungsparameter v: Rechnung
fiir verschiedene Sichtbarkeitsparameter .
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Abbildung 5.55: Verhdltnis der Flipfrequenz in den Schichten zur Frequenz der Sichtbarkeitsinde-
rung in Abhdngigkeit von der Zahl der Schichten N und dem Sichtbarkeitsparameter «: Rechnung
fiir verschiedene Kopplungsparameter -y.
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Wie oft tritt nun ein solcher Prozess auf? Bei gegebenem S/, (und damit F” = 1(S. — Séo)))

sowie n’ ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ngy = M gilt und ein Flip stattfindet, bei dem
sich F' um eins verringert und ngy um eins erhoht, das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit,
den Ausgangszustand vorzufinden (Gleichung 5.237), und der Wahrscheinlichkeit fiir eine
Verringerung von F' und Erhohung von ng (Gleichungen 5.257b, 5.137, 5.139, 5.234):

pmakro;Part<Sé> név M) = Pnoo (né? M>pN(FI)ﬁ¢(FI>pAn00=+1 (n;, M) (5'242)

Bei beliebigem S’ der in Gleichung 5.152 gegebenen Wahrscheinlichkeit und einem nl, das
der Normalverteilung p,_ der in Gleichung 5.231 gegebenen Breite folgt, gilt somit

Prateo (1) = 37 2, (S)p (51 0 (2 N p1y (F )y () ptmagia (0, W) (5.243)
S’.nl

Solche Summen sind fiir alle Prozesse, bei denen sich ngy erhéhen kann, aufzustellen und
zur Gesamtwahrscheinlichkeit pmakro:tor €ines makroskopischen Flips aufzuaddieren.

Wird nun in 7.« Rechenschritten der Zeitraum 7' simuliert, so sind im Mittel

nmakro(M) = TmaxPmakro;tot (M) (5244)

solche Anderungen der Sichtbarkeit zu erwarten. Somit ergibt sich als Flipfrequenz beziig-
lich der Sichtbarkeit

Fup = Tmaxpmal;io;tot(M) (5‘245)
und als elementare Flipfrequenz
Fo = TI;?". (5.246)
Das Verhéltnis
Jat 1

S — (5.247)
f eff pmakro;tot (M )

dieser Frequenzen héangt wie schon beim harmonischen Random Walk nur von den Wahr-
scheinlichkeiten ab.

Auch fiir die hier auftretenden Summen kann kein einfacher analytischer Ausdruck gewon-
nen werden. Die numerische Berechnung der Flipfrequenz ist dagegen einfacher als die der
Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten, da nicht iiber nfy, iteriert werden muss, da nj, = M gilt.
Entsprechend trivial ist dann auch der Algorithmus:

e Berechne M = (%od\ﬂ—l.

e Berechne Séo) =7 +A:ﬁ zur spateren Bestimmung von pg, .
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e Setze pio := 0.
e Iteriere iiber alle moglichen Tupel (S.,nl):

— Berechne fiir den Zustand (S, n) die Wahrscheinlichkeit p’ fiir einen Flip, der
noo von M auf M + 1 erhoht.

— Erhohe pyo um p'.

e Entnehme pi; das Endresultat.

Auf diese Weise lassen sich nun die Flipfrequenzen, die aufgrund der langen Rechenzeiten
in den Simulationen nur sehr grob aufgelost berechnet werden kénnen, rasch bestimmen.
Die Abbildungen 5.54 sowie in anderer Auftragung 5.55 zeigen die Ergebnisse derarti-
ger Rechnungen. Auch hier ist zu beachten, dass der dargestellte Quotient aus atomarer
Flipfrequenz und der Frequenz der Sichtbarkeit eines Flecks ein Maf fiir die mittlere Zeit-
spanne ist, iber welche ein Fleck beobachtet werden kann, gemessen in Zeiteinheiten eines
atomaren Flips. Es ist gut zu sehen, dass in der Tat auch hier sehr langsame Flip-Vorgénge
auftreten.

In der Auftragung iber v und N zeigt sich ein interessantes Verhalten mit steigendem «:
Bis zum Wert a = % schiebt sich ein flaches Maximum in Richtung wachsender ~. Steigt
a weiter an, so wandert ein Minimum in dieselbe Richtung. Mit wachsendem « steigen die

Flip-Zeiten dann fiir v = 1 rapide an.

Wie gut stimmen diese Ergebnisse nun mit den Simulationen {iberein? Die Abbildungen
5.53(a) bis 5.53(d) zeigen die so ermittelten Flipfrequenzen sowohl bei Doppelschicht-
Auswertung als auch bei paarweiser Auswertung im Vergleich mit den entsprechenden
Simulationsergebnissen. Es zeigt sich, dass die Rechnung die Simulationsergebnisse quali-
tativ gut wiedergibt.

Die leichten Unterschiede werfen allerdings die Frage auf, ob sich das Ergebnis bei Ver-
meidung einer der vorgenommenen Naherungen noch verbessern liasst. In den Abbildungen
5.50(a) bis 5.50(d) sowie von 5.52(a) bis 5.52(d) wurde die Rechnung an einigen Punkten
genauer durchgefiihrt:

e Es wurden Binomialverteilungen statt Normalverteilungen eingesetzt.
e Die Beharrungswahrscheinlichkeit p, ist Variabel, hingt also von F' ab.

e Bei der Doppelschicht-Auswertung wurde die genauere Wahrscheinlichkeitsverteilung
ps, mit der in Gleichung 5.153 gegebenen Breite verwendet.

e Es wurden Flipprozesse beriicksichtigt, bei denen sich S, nicht &ndert, ngy aber trotz-
dem ansteigt.
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Die Abbildungen zeigen, dass auch drastische Anderungen der Grundannahmen — ebenso,

wie es schon bei den Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten der Fall war — keinen grofsen Ein-

fluss auf die makroskopischen Eigenschaften des Systems haben. Daher liegt nahe, auch

hier zu versuchen, die Rechnung drastisch zu vereinfachen. Wéhlt man in obiger Rechnung
1

Pango=+1(nl, M) ~ 1, p(F') =~ 5 und py (F') = & sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilun-

. . 0
gen pg,(S.) = 552759) sowie pp (SL,nl) = 5n;,%(N—Sé) mit o,,, = i\/(N — st )> -%, SO

vereinfacht sich unter der Annahme, dass nur ein Flip-Prozess vorkommt, die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass der erste Fleck sichtbar wird, zu

~ 1 1 ~
pmakro;tot(M) = anoo (5 (N - SC(O)) 7M> (5248)
11 (314 (v-s))"
T 202
noo Vv
2
1 (4 = L(v = 5
- Texp | == N v (5.250)
Jo=s®) v\ )
N | o[- )
1 1
T mrr el ] e
(5.251)
2
ﬁ
. 1 <20¢ — 1+ﬂ>

=N "——————=-exp | —
VIENLA | T N

Diese einfache Form ist nun abschliefend in den Schaubildern 5.51(a) bis 5.51(d) darge-
stellt. Es stellt sich also heraus, dass die Flip-Frequenzen trotz dieser groben Néherungen
recht genau mit dieser Beziehung berechenbar sind.

5.3 Harmonischer Random Walk

In den Abschnitten 5.1.2 sowie 5.1.3 wurde die Flipdynamik durch Zufallsprozesse beschrie-
ben. In der Néhe des Gleichgewichtszustands erinnerte das System an einen gewohnlichen
eindimensionalen Random Walk. Abseits vom Gleichgewicht trat dagegen ein neuartiger
Zufallsprozess auf, der sich dadurch auszeichnet, dass die Sprungwahrscheinlichkeiten ab-
hangig vom Abstand zum Gleichgewichtszustand sind, wodurch der Gleichgewichtszustand
stabilisiert wird. Aufgrund des proportionalen Zusammenhangs zwischen den Sprungwahr-
scheinlichkeiten und der Abweichung vom Gleichgewicht bezeichne ich diesen Prozess im
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Folgenden als ,harmonischen Random Walk“. In den folgenden Abschnitten sollen die Ei-
genschaften dieses Systems detaillierter untersucht werden.

5.3.1 Einfacher eindimensionaler Random Walk

Als grundlegender Zufallsprozess soll hier zuerst ein einfacher eindimensionaler Random
Walk vorgestellt werden. Dabei werden die Konzepte eingefiihrt, die bei der Untersuchung
des harmonischen Random Walks wichtig sind. Fiir detailliertere Informationen sei bei-
spielsweise auf [54] verwiesen.

Der Zustand des Systems wird durch die Position des Walkers auf der xz-Achse beschrieben.
Der Walker bewegt sich schrittweise auf der Achse mit konstanter Schrittlange. Dabei wahlt
er in jedem Schritt zufillig die Richtung, unabhéngig von seiner Position und unabhéngig
von der unmittelbaren Vorgeschichte: Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schritt in Richtung
wachsender z ist eine Konstante p, die fiir einen Schritt in die Gegenrichtung 1 — p.

Startet der Walker bei x = 0 und fiihrt dann n dieser Schritte aus, so kann man zeigen,
dass die Wahrscheinlichkeit p(k) dafiir, dass k Schritte in Richtung wachsender z und n—k
Schritte in die Gegenrichtung ausgefiithrt wurden, einer Binomialverteilung entspricht:

p(k) = B (k;n,p) (5.253)
- <Z) PFa—p)t (5.254)

Die Verteilung von k£ und damit auch der erreichten Position x = 2k — n wird also mit
einer wachsenden Zahl n von Schritten immer breiter. Fiir den symmetrischen Fall p = %
liegt das Zentrum der Verteilung bei z = 0, im asymmetrischen Fall wandert es dagegen.

Fiir grofle n kann die Binomialverteilung durch eine Normalverteilung angenéhert werden.
Hier ergibt sich fiir das Zentrum

ro=2p—1)-n (5.255)

ein linearer Zusammenhang mit der Simulationsdauer und fiir die Breite der Verteilung die

Beziehung
o =2vn\/p(1 —p) (5.256)

und damit eine Proportionalitit zu /n.

5.3.2 Eindimensionaler harmonischer Random Walk

Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten der Zusténde in dekagonalem AlCuCo in
Abschnitt 5.1.3 trat dagegen ein eindimensionaler Zufallsprozess auf, bei dem zwar auch
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Abbildung 5.56: Harmonischer Random Walk der Systemgrifie Tmarz = 1000 bei unterschiedli-
cher Simulationsdauer: Im Gegensatz zum gewdhnlichen Random Walk ist die Breite der Vertei-
lung nicht abhdngig von der Zahl der Schritte, lediglich die Statistik verbessert sich bei lingerer
Simulationszeit.

Spriinge konstanter Distanz (hier: 1) vorkommen, bei dem aber die Sprungwahrschein-
lichkeiten nicht konstant, sondern ortsabhéngig (aber fiir jeden Ort unverdnderlich) sind.
Damit spielt auch hier die Vorgeschichte eines Sprungs keine Rolle.

Der Zustand des Walks ist mit der Position = vollstdndig beschrieben, wobei x = 0 sein
Zentrum bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeiten py und p; fiir einen Schritt nach ,rechts®
bzw. ,links“ auf der z-Achse (z erh6ht bzw. verringert sich also um 1) in einem Zeitschritt
setzt sich aus zwei ortsabhéngigen Beitrdgen zusammen:

e Die Flip-Wahrscheinlichkeit p;; und die Beharrungswahrscheinlichkeit pg = 1 — py
geben die Wahrscheinlichkeit an, ob im betreffenden Zeitschritt iiberhaupt ein Sprung
stattfindet.

e Die Wahrscheinlichkeiten py und p; = 1 —py, die bei stattfindendem Sprung beschrei-
ben, in welche Richtung der Sprung erfolgen soll.

Es gelten also folgende Zusammenhéange:

Py = Pbr (5.257a)
Py = Pby (5.257b)
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Abbildung 5.57: Harmonischer Random Walk bei unterschiedlichen Systemgrifien und fester
Simulationsdaver Timaz = 108: Die Breite der Verteilung ist eine Funktion der Systemgrofie.

P+ P =Dy (5.257c)

Essentiell am betrachteten Walk ist nun, dass die Beitrége p;; und p; nicht konstant sind,
sondern sich linear mit  d&ndern. Insbesondere soll gelten

1
pr(z) = 5~ za (5.258a)
1

mit einer positiven Konstanten a. Im Ursprung ist also die Wahrscheinlichkeit fiir Spriinge
in beide Richtungen gleich grofs; bewegt sich das System jedoch vom Ursprung weg, erhoht
sich die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sprung zuriick in Richtung des Ursprungs. Da dies
an die zur Auslenkung proportionale Riickstellkraft des harmonischen Oszillators erinnert,
wird dieser Walk im Folgenden als ,harmonischer Random Walk® bezeichnet.

Bemerkenswert an diesem Walk ist nun, dass er begrenzt ist: Es gibt eine kritische Ent-
fernung ., vom Ursprung, bei der die Wahrscheinlichkeit, sich weiter vom Ursprung zu
entfernen, auf 0 sinkt. Demzufolge lasst sich Gleichung 5.258 zu

1 1 =«
D = - — — .2
pr(x) 5 dm (5.259a)
1 1 =z
D = — 4 = 5.259b
Pule) = 5+ 5 (5.259)
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Abbildung 5.58: Harmonischer Random Walk der Systemgrifie maqr = 1000 mit der Simulations-
dauer Tmaee = 108: Die analytisch berechnete Gaufs-Kurve gibt die aus der Simulation resultierende
Verteilungsfunktion ausgezeichnet wieder.

umformulieren.

Ist nun die Beharrungswahrscheinlichkeit py = 1 — p;; konstant, so kann diese insofern
vernachléssigt werden, als sie lediglich eine Skalierung der Zeit bewirkt.

Anschaulich kann man sich diesen Walk als den Wurf von 2x,,.« Miinzen vorstellen. Aller-
dings werden hier nicht alle Miinzen zugleich geworfen, sondern immer wieder eine zuféllig
gewahlte Miinze umgedreht. In diesem Bild ist x die iiber x,,., hinausgehende Anzahl von
Miinzen, die ,Kopf* zeigen. Gilt x = 0, zeigen also ., Miinzen ,Kopf*“ und die iibrigen
Tmax Miinzen ,Zahl‘. Somit betrigt die Wahrscheinlichkeit dafiir, im néchsten Schritt ei-
ne Miinze umzudrehen, die ,Kopf* zeigt, % Ist x jedoch positiv, zeigen also bereits viele
Miinzen , Kopf“, so ist es wahrscheinlicher, eine Miinze umzudrehen, die ,Kopf* zeigt, da
die Wahrscheinlichkeit, eine solche Miinze zu wéhlen, proportional zu der Anzahl dieser
Miinzen ist. Im Extremfall ist bei allen Miinzen die ,Kopf“-Seite sichtbar; dann ist die
Wahrscheinlichkeit, eine solche Miinze umzudrehen natiirlich eins und x wird im néchsten
Schritt sicher abnehmen.

Diese Beschreibung legt nahe, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Gegensatz zum
symmetrischen Random Walk nicht mit der Zahl der Schritte immer breiter wird, sondern
dass ganz analog zum klassischen Miinzwurf-Experiment eine symmetrische Binomialver-
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Abbildung 5.59: Fit der Gauf$-Funktion Cy - exp(—%) an die sich aus verschiedenen Random
Walks ergebenden Verteilungsfunktionen: Die so ermittelten Vorfaktoren Cy liegen gut auf der

Funktion (\/TTmaz) .
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Abbildung 5.60: Fit der Gauf$-Funktion Cj - exp(—%) an die sich aus verschiedenen Random
Walks ergebenden Verteilungsfunktionen: Die so ermittelte Breite o der Verteilung liegt gut auf

der Funktion ,/ %azmux.
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Abbildung 5.61: Harmonischer Random Walk der Systemgrifie xmar = 1000 und Simulations-
daver Tmee = 10° bei verschiedenen Beharrungswahrscheinlichkeiten py = % + Apo(Tmaz) - r—
Augenscheinlich liegt auch bei py # 0 eine Normalverteilung vor. Mit wachsendem Apo(Zpaz) ver-
schiebt sich die das Mazximum in Richtung héherer x. Auflerdem wird die Verteilung umso breiter
(bzw. die Hohe der Verteilung geringer), je mehr Apo(Zmaz) von 0 abweicht.

teilung

1
p(l’) =B ([L’ + Lmax; meam 5) (5260)

2xmax 1 T+Tmax 1 Tmax —T

()G 6) o201
Qmmax 1 2Tmax

() (1) -

vorliegt. Diese Verteilung wiederum strebt fiir grofse Systemgrofen z,., gegen eine Nor-

malverteilung der Breite
1 1
g = \/5 . (1 - §> . 2'Tmax (5263)

5 Fmax (5.264)

Die numerische Auswertung (Abbildungen 5.56 und 5.57) zeigt dann auch sehr schon, dass
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Abbildung 5.62: Harmonischer Random Walk verschiedener Systemgrifien Tq. mit Simulati-
onsdauer Tmaz = 10° bei verschiedenen Beharrungswahrscheinlichkeiten py = %—i—Apo(xm,w) T
Die Verschiebung des mittels der Methode der kleinsten Fehlerquadrate ermittelten Maximums der
Verteilungsfunktion liegt sowohl fir xme, = 1000 als auch Ty = 8000 etwa auf einer Ursprungs-
geraden der Steigung 1.
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Abbildung 5.63: Harmonischer Random Walk verschiedener Systemgrifien xpq: mit Simulati-
onsdauer Tmaz = 10° bei verschiedenen Beharrungswahrscheinlichkeiten py = %—Fﬂpo(:ﬂmaz) S
Die Verdnderung der mittels der Methode der kleinsten Fehlerquadrate ermittelten Breite der
Verteilungsfunktion multipliziert mit dem Faktor \/Tmaz liegt sowohl fiir xm,q, = 1000 als auch
Tmae = 8000 ungefihr auf einer Parabel. An diesem Schaubild erkennt man auch gut, dass die
Statistik durch hohe 4, sowie hohe py schlecht wird.
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die Zahl der Schritte zwar die Statistik verbessert, die Breite der Verteilung aber nur von
der Systemgrofie xy. abhéngt. In Abbildung 5.58 sind die Verteilungsfunktion des Walks
sowie die Normalverteilung der in Gleichung 5.263 berechneten Breite dargestellt; die Uber-
einstimmung ist ausgezeichnet. Ermittelt man die Parameter der Verteilungskurven aus si-
mulierten Systemen verschiedener Grofen mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate,
so zeigt sich sowohl fiir die Breite (Abbildung 5.60) als auch fiir die Hohe (Abbildung 5.59)
der vorhergesagte Zusammenhang.

Bedeutung der Beharrungswahrscheinlichkeit

Erlaubt man — motiviert durch das statistische Modell fiir dekagonales AlCuCo, in dem
Flips auftreten, die lediglich Clustergrenzen verschieben (siehe Gleichung 5.140) — nun
zusétzlich die ortliche Verdnderung der Beharrungswahrscheinlichkeit durch die Definition

1 x
pﬂ(x) =-+ ApO(fL‘max) : 5 (5265)

2 max

so ergibt sich die Schwierigkeit, dass bei zu geringen Steigungen (und somit | Apg(Zmax)]),
abgesehen von der Zeitskalierung und somit schlechteren Statistik durch den konstanten
Term kaum Anderungen erkennbar sind.

Um dennoch die Anderungen qualitativ graphisch darstellen zu kénnen, werden daher
im Folgenden sehr grofe |Apo(2max)| gewdhlt. Dabei ist nun wiederum zu beachten, dass
nun die Beharrungswahrscheinlichkeit innerhalb des Systems auf 1 steigen kann, wodurch
sich das System ab einer gewissen Zahl von Zeitschritten nicht mehr verdndern wiirde.
Um dies zu vermeiden, wird zusétzlich die Beharrungswahrscheinlichkeit auf ein festes
Intervall beschrinkt (hier: py € [0,05;0,95]). Diese Uberlegungen flossen in die in Abbildung
5.61 dargestellten numerischen Experimente ein: Es zeigt sich, dass sich mit wachsender
Steigung sowohl die Position als auch die Hohe (und damit, allerdings weniger deutlich
sichtbar, die Breite) der Verteilung verschiebt.

Passt man an die so gewonnenen Verteilungskurven mit der Methode der kleinsten Fehler-
quadrate Gauf-Kurven an, so kann sowohl die Verschiebung der Maximalstelle als auch die
Verdanderung der Breite der Verteilung iiber die Steigung der Beharrungswahrscheinlichkeit
aufgetragen werden (Abbildungen 5.62 und 5.63).

Es zeigt sich, dass die Verschiebung der Maximalstelle unabhéngig von der Systemgrofe
und proportional zu Apg(Tyay) ist. Zwischen der Breite der Verteilung und der Steigung
der Beharrungswahrscheinlichkeit scheint dagegen ein quadratischer Zusammenhang zu
bestehen. Beriicksichtigt man jedoch, dass ,yverniinftige Werte von [Apo(2max)| unter 3
liegen (wodurch py im gesamten erreichbaren Bereich weder 0 noch 1 werden kann), so sind
diese Effekte im Gegensatz zur Zeitskalierung sehr klein.
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Dynamik des Walks

Die Dynamik des Systems mit Beharrungswahrscheinlichkeit
po = 0 sei mit Hilfe der Abbildung 5.64 erlautert: Betrachtet x+1
man zuerst nur den Ort x (schwarze Pfeile), so treten vier i
Prozesse auf: Es gibt Spriinge vom Ort x weg nach ,unten”
oder nach ,oben“ und Spriinge zum Ort z hin, ebenso nach »/(x+1)| (n(x) n(x)| |n(x+1)
yunten und nach ,oben”. Betrachtet man nun einen Walk der
Simulationsdauer 7y,,, und zahlt, wie oft diese Prozesse beziig- N
lich des Ortes z stattfinden, so erhdlt man die Gréfsen n(z),
ny(z), 0| (z) und ni(z).

Davon sind allerdings die beiden letztgenannten GroRen — X[ |m(x=1f nix=1) jn(x)

(Spriinge zum Ort x hin) redundant, wenn man analoge Aus-
wertungen auch fiir die Orte x + 1 sowie  — 1 vornimmt, da |x-1
die Identitaten

n|(z) =ny(z+1) (5:2662)  Appitdung 5.64: Dynamik
n’T(:L’) =n4(z —1) (5.266b) des Systems
gelten.
Zuséatzlich muss
ny(x) = n(z) (5.267a)
und damit
ny(z) =ny(z+1) (5.267b)

erfiillt sein, sofern Start- und End-Position des Walks auf derselben Seite des betrachteten
x liegen; anderenfalls unterscheiden sich die Werte um 1.

Wie kénnen nun die Werte n(z) und n4(z) berechnet werden? Mit der in Gleichung 5.260
angegebenen Wahrscheinlichkeit, den Zustand = vorzufinden, wird im betrachteten Walk
der Zustand = im Mittel n(x) := p(x) - Tmax mal erreicht. Da nun py; = 1 gilt, wird dieser
Zustand im néchsten Schritt mit der Wahrscheinlichkeit p;(x) nach ,unten* oder mit der
Wabhrscheinlichkeit p(x) nach ,oben” verlassen. Im Mittel gelten also die Beziehungen

1y(2) = Tons (7)1 () (5.2684)
1 (2) = TenasD (&)1 (1) (5.268D)
oder nach Einsetzen der Gleichungen 5.260 und 5.259

2% max 1 2Fmextt x

T 1 ) I () B
2 max 1 2Tmax+1

ny(2) = Tanax (x fx ) (5) (1 + xx ) . (5.269D)
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Abbildung 5.65: Harmonischer Random Walk der Systemgrifie x4 = 1000 mit Simulations-
daver Tmaz = 10°: Das Verhdiltnis der Hiufigkeit, den Zustand x in Richtung kleiner x zu verlassen,
zur Haufigkeit, den Zustand x anzutreffen, liegt gut auf der erwarteten Geraden.
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Abbildung 5.66: Harmonischer Random Walk der Systemgrifie Tmae = 8000 mit Simulations-
daver Tpae = 107 Das Verhiltnis der Héiufigkeit, den Zustand  in Richtung kleiner x zu verlassen,
zur Haufigkeit, den Zustand x anzutreffen, liegt gut auf der erwarteten Geraden.
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Die Abbildungen 5.65 und 5.66 zeigen die Giiltigkeit dieser Uberlegungen: Das in Simula-
tionen gewonnene Verhéltnis n|(x)/n(x) liegt gut auf der Geraden, die das in Gleichung
5.259 gegebene p (x) darstellt.

Setzt man diese Beziehung nun in Gleichung 5.267b ein, so kann iiberpriift werden, ob die
Annahme gerechtfertigt ist, dass hier eine Binomialverteilung vorliegt:

ni(zr) =ny(r +1) (5.270)

2% o 1 Zrmaxtl T 2% o 1 Zemaxtl LTt 1
Tmax = = Tmax =
T+ Tmax/) \ 2 " Zmax T+ 1+ Tmax/) \2 aﬁmax

(5.271)

2 max 2 max ]_
( T )< v ):( v ><1+x+ ) (5.272)
T + Tmax Lmax r+1+ Lmax Lmax

2x
max max 1
it) o b (5:273)
(x+1+:rmax) Lmax — L
Fiir die linke Seite dieser Gleichung gilt nun
( 2Tmax ) ( (zx)I'n(aX)! )'
LTTmax T+Tmax ) (Tmax—T)!
( s ) = (2mar)! (5.274)
Z+14+-Tmax ($+1+$max)!(xmax*x*1)!
1 max ' max - 1 '
_ @ F T T (T — 2 — 1) (5.275)
(T + Tmax)! (Tmax — )!
T+ 14 Thax 1
— 5.276
1 Toax — T ( )

was mit der rechten Seite der Gleichung iibereinstimmt. Es ldsst sich also zeigen, dass die in
Gleichung 5.260 gegebene Binomialverteilung das durch die in Gleichung 5.259 gegebenen
Sprungwahrscheinlichkeiten definierte System beschreibt.

Was ist nun die Bedeutung von Gréfen wie n4(x)? Definiert man in Anlehnung an Ab-
schnitt 4.1.2 zwei ,,makroskopische Zustéande", beispielsweise bezeichnet als ,sichtbar” und
yunsichtbar”, die im System des Walks durch das Erfiillen der Bedingung

Z < Tlim (5.277)

unterschieden werden, so beschreibt n4(zpm), wie oft das System durch Uberschreiten von
ZTiim Nach oben in den Zustand ,unsichtbar gewechselt ist. Ist T" die in den 7,,,, Rechen-
schritten simulierte Zeit, so ist

Tmax
fwalk = T (5278)

die elementare Flipfrequenz des Walks und

T4\ Llim
fmakro = T(Tl ) (5279)
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die makroskopische Flipfrequenz zwischen den Zustédnden ,sichtbar* und ,,unsichtbar®. Ins-
besondere ist in Abschnitt 5.2.4 das Verhéltnis

f walk _ Tmax
fmakro nT (Qzlim)

(5.280)

beider Frequenzen von Interesse: Setzt man hier ndmlich Gleichung 5.268b ein, so zeigt
sich, dass man dieses Verhéltnis einfach aus verschiedenen Wahrscheinlichkeiten berechnen

kann:
fuwalk _ 1

fmakro p(xlim)ﬁ'l‘ (xlim)

(5.281)

5.4 Zusammenfassung

Mit dem erweiterten statistischen Modell ist somit die Konstruktion eines Modells gelun-
gen, das einerseits das im vorherigen Kapitel eingesetzte Modell einschliefst und andererseits
ein beziiglich der Wechselwirkung symmetrisches System umfasst, das eine tiefgehende ana-
lytische Behandlung erlaubt. Hierdurch wird nicht nur ein umfassenderes Verstédndnis des
Systems ermoglicht, sondern auch die Moglichkeit erdffnet, langwierige Simulationslaufe
durch schneller durchfiihrbare Rechnungen zu ersetzen und so die Sichtbarkeitswahrschein-
lichkeiten der Flecken sowie die Flip-Frequenzen detaillierter zu bestimmen.

Am Anfang standen hierbei Beobachtungen der Struktur des Systems bei kinetischen
Monte-Carlo-Simulationen: Im System treten aufeinanderfolgende Schichten gleichen Zu-
stands auf, die als Cluster bezeichnet werden. Bei steigender Kopplungsstirke v kamen
dabei vermehrt grofiere Cluster vor. Zum besseren Verstindnis des Systems war daher die
Berechnung der Anzahl ¢, der Cluster der Lénge n in Abhéngigkeit vom Kopplungspara-
meter v und der Systemgrofe N notig.

Hierzu wurden die moglichen Flipprozesse im System betrachtet und die Wahrscheinlich-
keiten ihres Auftretens bestimmt. Aus den Wahrscheinlichkeiten der Erzeugung und der
Vernichtung von Clustern durch Flipprozesse konnte wiederum der Erwartungswert der
Anderung der Anzahl Cn, der Cluster der Groke ng > 3 berechnet werden. Postuliert man
ein dynamisches Gleichgewicht, so kann durch Nullsetzen dieses Ausdrucks eine Gleichge-
wichtsverteilung der Clustergréfien c%o) bestimmt werden.

So stellte sich heraus, dass eine exponentielle Verteilung der Clustergréften vorliegt: Es gilt

= N1 (1 + i) o : (5.282)
v VY

Addiert man alle ¢! und niihert die Summe als geometrische Reihe, erhélt man die Ge-
samtzahl der Cluster

(5.283)
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Geht man nun davon aus, dass die Sichtbarkeit der Flecken von der Anzahl aufeinan-
derfolgender Schichten gleichen Zustands abhéngt, so besteht ein Zusammenhang dieser
Sichtbarkeit mit der Anzahl der Cluster. Dies motivierte die Untersuchung der Frage, mit
welchen Wahrscheinlichkeiten ein Flip die Anzahl der Cluster erhoht oder verringert.

Es zeigte sich, dass im Gleichgewichtszustand nur jeder zweite Flip die Clusterzahl &ndert;
die andere Halfte der Flips verschiebt lediglich die Clustergrenzen. Andert sich aber die
Zahl der Cluster, so besteht offensichtlich eine Wahrscheinlichkeit von jeweils % fiir eine
Erhéhung oder Verringerung von S,. Es ist bemerkenswert, dass hier Ahnlichkeiten zu
einem Random Walk vorliegen.

Stellt man dieselben Uberlegungen abseits des Gleichgewichts an, so erhilt man von S,
abhéngige Wahrscheinlichkeiten py fiir den Erhalt der Clusterzahl und p; sowie p, fiir die
Erzeugung oder Vernichtung von Clustern. Fiir diese Wahrscheinlichkeiten besteht — ins-
besondere bei geringer Kopplungsstéirke v — ndherungsweise ein linearer Zusammenhang
mit der Anzahl der Cluster S.. Es liegt also angendhert ein Zufallsprozess mit der Zu-
standsvariable S, vor, bei dem die Wahrscheinlichkeit der Anderung der Zustandsvariable
proportional zur Abweichung der Zustandsvariable vom Gleichgewichtszustand ist. In der
detaillierten Behandlung dieses den Gleichgewichtszustand stabilisierenden Zufallsprozes-
ses, des ,harmonischen Random Walks®, ergab sich fiir die Zustandsvariable eine Binomi-
alverteilung, die durch eine Normalverteilung approximiert werden konnte.

Daraufhin wurden zwei Modelle der Sichtbarkeit von Flecken diskutiert:

e Einerseits kann das System wie im einfachen statistischen Modell des vorigen Kapi-
tels in Doppelschichten unterteilt und dann ausgewertet werden. Dabei wird jeweils
die Zahl ngg, nio, no; sowie ny; der Doppelschichten mit den Zusténden (—1,—1),
(+1,-1), (—=1,41) und (+1,41) bestimmt. Damit wird der erste Fleck als sichtbar

N

definiert, wenn ngy einen Schwellenwert M = (Oz L?H erreicht, wihrend zur Sicht-

barkeit des zweiten Flecks ny; > M erfiillt sein muss.

e Andererseits kann auch beziiglich der Sichtbarkeit die willkiirliche Unterteilung des
Systems in Doppelschichten vermieden werden, indem das Auftreten der Zustén-
de (—1,-1), (+1,—1), (—=1,41) und (+1,+1) fiir jedes Paar aufeinanderfolgender
Schichten gezéhlt wird. So erhélt man die die Werte ngg, 119, no1 und nqq, fiir die
wiederum ein Schwellenwert M’ = [aN] besteht, der erreicht werden muss, damit
ein Fleck als sichtbar gilt.

Nun lasst sich zwischen der Anzahl der Cluster und den Summen ngy = ngy + ny; sowie
Ns = Np+711 ein Zusammenhang herstellen, der darauf beruht, dass die Zusténde (+1, —1)
und (—1,+1) nur an Clustergrenzen vorkommen. Wihrend fiir die paarweise Auswertung
der exakte Zusammenhang ng = N — S, gilt, kann fiir die Doppelschicht-Auswertung nur
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung angegeben werden, weil nur jedes zweite Schichtpaar
ausgewertet wird und es dem Zufall iiberlassen ist, ob eine Clustergrenze zu niy + ng;
beitréigt.
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Damit folgte eine Analyse der moglichen Anderungen von ngg, n11 und ng sowie ngg, 711 und
ns bei einem Flip. Mit analytischen Rechnungen und kinetischen Monte-Carlo-Simulationen
konnten die Wahrscheinlichkeiten moglicher Ubergénge bestimmt werden.

Mit Hilfe der Zustands- und Ubergangswahrscheinlichkeiten konnten die Sichtbarkeitswahr-
scheinlichkeiten wesentlich effektiver und somit detaillierter als mit den zuvor ausgefiihrten
Monte-Carlo-Simulationen berechnet werden. In der resultierenden Abbildung 5.49 ist gut
zu sehen, dass sich das Verhalten des symmetrischen erweiterten Systems durch Verédnde-
rung der Kopplungsstirke v erheblich variieren lasst: Bei geringen Kopplungen liegt die
kritische Sichtbarkeit o bei %, wie es auch beim einfachen Doppelschichtsystem ohne
Kopplung innerhalb der Doppelschicht der Fall ist. Mit wachsender Kopplung néhert sich
Qi aber dem Wert %, der im System mit starker Kopplung innerhalb der Doppelschicht

zu beobachten war.

Desweiteren konnte aus den Zustands- und Ubergangswahrscheinlichkeiten die Frequenz
der Sichtbarkeitsinderung berechnet werden. Es war sogar moglich, eine einfache ana-
lytische Ndaherung zu bestimmen. Die aus der etwas genaueren numerischen Auswertung
resultierenden Schaubilder 5.54 und 5.55 zeigen, dass auch in diesem System sehr langsame
Flipprozesse auftreten konnen. Bei geringen Kopplungsstiarken ~ ist dies insbesondere fiir
grofte Sichtbarkeitsparameter v der Fall. Bei niedrigem Sichtbarkeitsparameter zeigt sich
eine Region langsamer Flips, die mit wachsendem « in Richtung wachsender Kopplung
wandert.
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Kapitel 6

Analyse von HRTEM-Aufnahmen
dekagonaler Quasikristalle

Aus den vorgestellten Simulationen ergeben sich fiir die verschiedenen Parameterbereiche
konkrete Werte wie Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten und Flipfrequenzen, die sich experi-
mentell tiberpriifen lassen. Dagegen sind die den Modellen zugrunde liegenden Annahmen
wie die Art der Kopplung der Schichten oder Doppelschichten sowie die Modellparameter
wie v und « nicht einfach aus experimentellen Daten herleitbar. Somit liegt es nahe, expe-
rimentell bestimmte Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten und Flipfrequenzen mit den Simu-
lationsergebnissen zu vergleichen und so die Giiltigkeit der verschiedenen Modellvarianten
zu tberpriifen und deren Parameterbereiche einzuschréanken.

Leider existieren keine Veroffentlichungen, die die HRTEM-Bilder beziiglich dieser Gro-
Ken quantitativ auswerten. Grofziigigerweise stellte Edagawa aber einen Film eines seiner
Experimente zur Verfiigung, wodurch sich die Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten erstmals
quantitativ abschéitzen lassen.

6.1 Eigenschaften der Daten

Der Film zeigt HRTEM-Aufnahmen von einem dekagonalen Quasikristall bei 930 °C, auf
dem sich helle Flecken bewegen, helle Flecken bilden oder helle Flecken verschwinden.

Die Daten liegen urspriinglich als MPEG-Datei vor, die 29,97 Einzelbilder (Frames) je
Sekunde aufweist. In den Einzelbildern wiederum liegen die Intensitéten als Pixel in 256
Graustufen vor.

Bei der quantitativen Auswertung dieser Daten sind folgende Schwierigkeiten zu beachten:

e Samtliche sichtbaren Strukturen bewegen sich in geringer Amplitude standig relativ
zueinander. Man kann sich die Bewegung der weifien Flecken anschaulich wie Rosinen
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in einem Pudding vorstellen. Hierbei handelt es sich um thermische Fluktuationen.

e Das Bild als Ganzes schwankt, verkippt, rotiert mit grofser Amplitude unregelméafig in
der Zeit. Als wahrscheinlichste Ursache dieser Bewegung sieht Edagawa Vibrationen,
die sich durch den Wasserfluss ergeben, der fiir die Heiz-Vorrichtung notig ist. Auch
Klimaanlagen, Pumpen oder Stimmen konnen Vibrationen verursachen, allerdings
nicht in den hier relevanten Amplituden und Zeitskalen.

e Aufgrund der MPEG-Kompression ergeben sich aufierdem sehr schnelle Fluktuatio-
nen der Helligkeitswerte, die beim direkten Ansehen der Filme nicht stark auffallen,
beim Auswerten von Einzelbildern aber stérend sind.

e Natiirlich muss der Algorithmus damit zurecht kommen, dass die auszuwertenden
Flecken verschwinden und an etwas anderer Stelle wieder auftauchen konnen.

e Die Intensitiat des Hintergrunds variiert raumlich und zeitlich.

6.2 Verfahren zur numerischen Auswertung

Somit sind bei der numerischen Auswertung eines solchen Films folgende Aufgaben zu
16sen:

e Aus den Pixeldaten z(x,y) der einzelnen Frames sind die Positionen und Intensitéten
von Flecken zu extrahieren.

e Mit den so bestimmten Positionen p;(n) von Referenz-Flecken muss fiir jeden be-
trachteten Frame n eine Koordinatentransformation ermittelt werden, die es erlaubt,
die Bewegung des Versuchsaufbaus zu kompensieren.

e Im transformierten System kann nun fiir jeden betrachteten Frame an bestimmten
Orten q;(n) die Intensitdt bestimmt werden. Aus diesen Intensititen kann der zeit-
liche Verlauf der Sichtbarkeit bestimmt werden, wobei das Rauschen zu beriicksich-
tigen ist. Als Endergebnis erhélt man daraus die Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten
und Flipfrequenzen bestimmter Flecken.

6.2.1 Fitten eines Flecks

Fiir den im Folgenden skizzierten Algorithmus benétigt man also fiir bestimmte Flecken
in der Ndhe gegebener Startpositionen rg; = (204, yo,:) die tatséchlichen Positionen r; =
(x;,1y;) sowie die Intensitat A; der jeweiligen Flecken.

Hierzu bietet es sich an, eine Gauf-Funktion

_(-rp?

J; A, Biy205,05) = 205 + Ai e 25 (6.1)
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Abbildung 6.1: Fit einer Gauflfunktion an einen Peak; die Intensitdt ist der auf das Intervall
[0; 1] normierte Helligkeits-Wert des jeweiligen Pizels.

an die Intensitdt z(r) zu fitten, wobei r = (x,y) die Pixel im Frame beschreiben und
z(r) die auf das Intervall [0; 1] normierte Helligkeit an der entsprechenden Stelle ist. Der
Parameter B; beschreibt die Peak-Breite und 2y, die ,Hintergrund-Intensitat®, also die
Helligkeit der Umgebungspixel. Letzterer Parameter ist aufgrund der stark schwankenden
Hintergrund-Helligkeit unbedingt notig.

Zur Bestimmung der Parameter lasst sich fiir alle Umgebungspixel der Fehler
AZZ(I') = f(r7 Ai7 Bi7 20,15 ri) - Z(I’) (62)

ansetzen, woraus sich nach Quadrieren und Summation iiber alle betrachteten Pixel ein
numerisch behandelbares Optimierungsproblem ergibt.

Hierzu wird der bewéhrte Levenberg-Marquardt-Algorithmus [56, 57| eingesetzt. Damit
die Gaufs-Funktionen bei den gegebenen schwierig zu behandelnden Daten auch wirklich
an helle Flecken angepasst werden, werden dabei fiir sémtliche Parameter relativ strikte
Unter- und Obergrenzen angegeben; es ist also unabdingbar, schon grob die Positionen
und die Peak-Breite zu kennen.

6.2.2 Koordinatentransformation

Um die Bewegung des Bildes zu beriicksichtigen, ist es notwendig, die Positionen ausgewahl-
ter Flecken p;(n) zu verfolgen. Dazu wird fiir jeden Frame ausgehend von den Positionen
im vorhergehenden Frame p;(n — 1) wie oben erlautert eine Gauk-Funktion angepasst,
wobei sich hier die Peak-Position relativ weit verschieben darf. Damit p;(n) im Falle des
Verschwindens eines Flecks nicht zu einem anderen Peak wandert, ist aber auch hier eine
Beschrankung notwendig.
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930°C

930°C

(b) Spdaterer Frame

Abbildung 6.2: Diese FEinzelbilder zeigen HRTEM-Aufnahmen zu verschiedenen Zeitpunkten.
Dabei wurde das untere Bild so transformiert, dass die Peakpositionen méglichst den Ausgangspo-
sitionen entsprechen. Die roten Kreise markieren hierbei Referenz-Peaks an den transformier-
ten Positionen M(n)p;(n) + v(n) wdhrend die blauen Kreise die auszuwertenden Peaks bei
M(n)q;(n)+v(n) kennzeichnen. Die Notwendigkeit der Transformation erkennt man insbesondere
am stark verschobenen Rahmen sowie am leicht verkippten linken Bildrand. Die Bilder basieren
auf von K. Edagawa bereitgestellten Filmen [55].
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Ausgehend von der Start-Konfiguration p;(0) ldsst sich nun eine Koordinatentransforma-
tion (M(n),v(n)) bestimmen, so dass

pi(0) = M(n)pi(n) + v(n) (6.3)
beziehungsweise

pi(n) ® M~ (n) (pi(0) — v(n)). (6.4)

Als erster Ansatz zur Bestimmung der Koordinatentransformation wurden fiir Frame n
nach Bestimmen von p;(n) die ,besten* drei Fits i1, 19,13 ausgewahlt, woraus sich bei li-
nearer Unabhéngigkeit die Transformation analytisch bestimmen lasst: Aus den vier Glei-
chungen

M(n) (pi,(n) — pi,(n)) = P, (0) — pi, (0) (6.5)
M(n) (pis(n) — pi,(n)) = Pi; (0) — P, (0) (6.6)
kann M(n) bestimmt werden und daraus v(n) = p;,(0) — M(n)p;, (n).

Problematisch an diesem Ansatz ist die Auswahl der drei Referenz-Peaks: Einerseits soll-
ten hier die Peaks ausgewahlt werden, die mit geringem Fehler gefittet werden konnten.
Andererseits ist fiir die Genauigkeit der Transformation wichtig, dass die Punkte weit aus-
einander liegen und keine lineare Abhéngigkeit auftritt; ideal ist ein grofses gleichseitiges
Dreieck. Damit die Transformation représentativ ist fiir den Bereich der Probe, in dem
sich die auszuwertenden Positionen q;(n) befinden, sollten sich diese aufserdem innerhalb
dieses Dreiecks befinden.

Ein weiteres Problem ist die schlechte Statistik: Fluktuiert die Position eines der drei Punk-
te stark, dndert sich entsprechend die daraus bestimmte Transformation, was wiederum zu
stark fluktuierenden Auswertungspositionen q;(n) fiihrt.

Dieses Problem lésst sich beheben, indem wesentlich mehr als drei Referenz-Flecken ge-
wahlt werden, die gleichméfig um die Auswertungspositionen verteilt sein sollten. Selbst
nach Ausschluss der schlecht zu fittenden Peaks (beispielsweise Flecken, die gerade ver-
schwunden sind) erhédlt man so ein tiberbestimmtes System zur Bestimmung der Transfor-
mation.

Bei gegebener Transformation (M(n), v(n)) lasst sich der Fehler
Api(n) =M™ (p;(0) = v(n)) — pi(n) (6.7)

angeben, womit sich die Bestimmung der Transformation wiederum zu einem Optimie-
rungsproblem der Fehlerquadratsumme reduzieren léasst: Bei k gefitteten Positionen p;(n)

ergeben sich hiermit 2k Gleichungen zur Bestimmung der sechs Parameter Ny, (n), Ny (n),
Nyx(n), Nyy(n), we(n), wy(n) mit N := M~H w:= —M~1v.

Auch hier werden die Parameter sinnvollerweise beschrankt, damit ein Frame schlechter
Qualitat die Transformation nicht soweit verschlechtern kann, dass in den folgenden Frames
Fits scheitern. Bei Frames schlechter Qualitdt, bei denen nur wenige Peaks gefittet werden
konnen, bietet es sich auch an, die Koordinatentransformation doch analytisch zu ermitteln.
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6.2.3 Auswerten der Daten

Mit dieser Transformation (M(n),v(n)) kann fiir die auszuwertenden Positionen (zu An-
fang q;(0)) als Startpositionen fiir die Fits q;(n) = M~!(n) (q;(0) — v(n)) gewihlt werden.

Da nach der Transformation die Schwankungen grofler Amplitude eliminiert sind, miissen
nur noch die kleineren thermischen Fluktuationen beriicksichtigt werden, so dass beim Fit
der auszuwertenden Peaks eine wesentlich geringere Abweichung der Position zugelassen
werden sollte, was insbesondere bei verschwindendem Fleck wichtig ist, da so verhindert
werden kann, dass letztlich ein benachbarter Fleck ausgewertet wird.

6.2.4 Zusammenfassung des Algorithmus

Es sind also bei gegebenen Peak-Positionen p;(n — 1) im vorhergehenden Frame folgende
Schritte bei der Auswertung des néchsten Frames nétig:

e Ausgehend von p;(n — 1) wird eine Gauf-Funktion an die Intensitéts-Verteilung an-
gepasst. Fiir die Referenz-Flecken i,, fiir die das gelingt, erhdlt man so die neuen
Positionen p;, (n).

e Aus diesen neuen Positionen bestimmt man nun durch Minimierung der Fehlerqua-
dratsumme die neue Transformation (M(n), v(n)).

o Als Position der Referenz-Peaks, fiir die keine neuen Positionen bestimmt werden
konnten, kann nun p;z;, (n) = M~ (n) (p;(0) — v(n)) gesetzt werden.

e Zur Auswertung von Peaks werden nun ausgehend von q;j(n) = M~ (n) (q;(0) — v(n))
Gauk-Funktionen an die Intensitits-Verteilung gefittet, wobei diesmal die Parame-
terbereiche stérker eingeschrinkt sind. Aus dieser Optimierung ergeben sich nun die
zu bestimmenden Werte wie Intensitiat und Breite des Peaks.

6.2.5 Rauschen

Bei der Auswertung (Abbildung 6.3 zeigt den Intensitdtsverlauf zweier benachbarter Fle-
cken) stellte sich heraus, dass bedingt durch die MPEG-Kompression das ohnehin schon
starke Rauschen des Hintergrunds nochmals verstérkt wird. Das Rauschen dufert sich ei-
nerseits in hochfrequenten Schwankungen der Intensitat und andererseits darin, dass kurz-
fristig auftretende Artefakte beim Fit-Prozess als schwache Peaks identifiziert werden, die
nur iiber wenige Frames vorliegen.

Um dieses Problem abzuschwachen, bietet es sich an, beim Fit-Prozess eine iiber dem
Grundrauschen liegende Mindestintensitat anzugeben und zusétzlich die Peak-Breite ent-
sprechend einzuschrianken. Desweiteren werden in der Nachbearbeitung der Daten Peaks
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Abbildung 6.3: Die Intensititen zweier Peaks tiber der Frame-Nummer aufgetragen vor der Re-
duktion des Rauschens. Schon hier ist klar erkennbar, dass die Intensititsschwankungen der Fle-

cken korreliert sind.
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Abbildung 6.4: Die Intensititen zweier Peaks iber der Frame-Nummer aufgetragen nach der
Reduktion des Rauschens. Um Frame 1700 herum erkennt man einen korrelierten Sprung.
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Abbildung 6.5: Dieses Schaubild zeigt die Wahrscheinlichkeiten der Zustinde sowie die mittlere
Flipfrequenz in Abhdngigkeit von der Abschneide-Intensitdt.

verworfen, wenn sie nur iiber wenige Frames zu beobachten sind. Das hochfrequente Rau-
schen kann durch Verwenden eines gewichteten gleitenden Mittelwerts abgemildert werden.
Wie man Abbildung 6.4 entnehmen kann, ist so eine wesentliche Verbesserung des Rausch-
verhaltens moglich.

6.3 Resultierende Werte

Abbildung 6.5 zeigt die Auswertung fiir den Bereich zwischen Frames 1100 und 2300, in dem
die Datenqualitit ausreichend war, um die Referenzpositionen auf den Flecken zu halten.
Abhéngig von der Abschneide-Intensitit, unter der ein Fleck als nicht vom Rauschen zu
trennen und damit als unsichtbar angesehen wird, sind hier die Wahrscheinlichkeiten der
verschiedenen Zustéande sowie die mittlere Flip-Frequenz angegeben. Die Frequenzen liegen
hier knapp iiber 0,8 Hz, die Wahrscheinlichkeit, einen der beiden Flecken zu sehen zwischen
40 % und 45 %. Diese Werte variieren bei verschiedenen Abschneide-Intensititen kaum; es
ist also auf diese Weise gelungen, sowohl die Flipfrequenz als auch die Wahrscheinlichkeiten
po und p; fiir die betrachteten Flecken dieser Probe zu bestimmen.

Die Wahrscheinlichkeit, keinen hellen Fleck zu sehen, liegt mit etwa 10 % iiber der Wahr-
scheinlichkeit, das beide Flecken zugleich sichtbar sind. Insbesondere letzter Wert ist aber
stark von der Abschneide-Intensitat abhéngig, so dass es nicht sinnvoll erscheint, hier einen
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genauen Wert anzugeben.

Insgesamt muss leider festgestellt werden, dass es aufgrund der Auswahl und Eigenschaf-
ten der Daten fraglich ist, inwieweit diese Ergebnisse représentativ fiir die untersuchte
Probe oder gar das Material an sich sind. Einerseits konnte der Fit-Prozess nur fiir eine
sehr kurze Zeitspanne angewandt werden, die nicht repriasentativ fiir die gesamte Beob-
achtungsdauer sein muss, und andererseits konnen die Ergebnisse bei der Reduktion des
Rauschens verfilscht worden sein — dies ist insbesondere aufgrund der wegen des star-
ken Hintergrundrauschens notwendigerweise sehr hoch gewéhlten Abschneideintensitét der
Fall. Desweiteren scheint der im untersuchten Film ablaufende Prozess nicht genau dem
in [3| beschriebenen Flip zwischen zwei Positionen zu entsprechen. Vielmehr scheint es
mindestens einen weiteren Fleck zu geben, dessen Helligkeitsschwankungen mit denen der
beiden beobachteten Flecken korreliert ist. Insofern ist insbesondere die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass ,beide* Flecken gleichzeitig sichtbar sind, nicht aussagekriftig. Aus demselben
Grund besteht die Mdoglichkeit, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ausschlieflich ein
bestimmter Fleck beobachtet wird, tatsachlich kleiner ist als die hier ermittelten Werte.

6.4 Vergleich des Experiments mit der Simulation

Aufgrund der oben diskutierten Probleme bei der Auswahl und Auswertung der Daten
ist es fraglich, inwieweit der quantitative Vergleich der so gewonnenen Werte mit den
Simulationsergebnissen sinnvoll ist. Auch fehlen genaue Angaben zu den experimentellen
Details: So konnte Edagawa beispielsweise zur Probendicke keine definitive Aussage treffen;
als groben Schétzwert nannte er einen Bereich zwischen 20 nm und 30 nm, was 100 bis 150
Schichten entsprechen wiirde.

Daher sollen hier eher qualitative Uberlegungen angestellt werden. Sollten die so ermittel-
ten Daten einigermafen représentativ fiir das Material sein, so fallt auf, dass die Wahr-
scheinlichkeiten dafiir, dass beide Flecken zugleich sichtbar sind, sehr gering ist. Zudem
ist es sehr unwahrscheinlich, dass keine Flecken beobachtet werden kénnen. Unter der An-
nahme, dass erstere Beobachtung nicht darauf zuriickzufiihren ist, dass weitere Flecken
an der kollektiven Bewegung beteiligt sind, konnen die experimentellen Beobachtungen
am ehesten mit den Modellsystemen in der Nahe der kritischen Sichtbarkeit ag.; in Ein-
klang gebracht werden. Allerdings sind im erweiterten Modell selbst in diesem Bereich
die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass beide Flecken sichtbar sind, hoher. Hier erfillt das
Doppelschicht-Modell mit starker Kopplung innerhalb der Doppelschicht die Erwartungen
bei grokem « wesentlich besser (Abbildung 4.8). Hier sind, wie Abbildung 4.14 entnommen
werden kann, bei einer geringen Kopplung v zwischen den Doppelschichten durchaus hohe
Flip-Zeiten zu erwarten.

Als weitere physikalische Befunde, die die Parameterwahl einschranken, konnten die typi-
schen Hohen der Energiebarrieren in Quasikristallen herangezogen werden. Simulationen
[38, 39] dazu ergeben allerdings aufgrund des eingesetzten Verfahrens nur eine Obergrenze
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von 0,9 eV fiir Aluminiumatome, der tatsdchliche Wert wird deutlich darunter liegen. Expe-
rimente [58] ergeben fiir Mangan 0,20 eV und fiir Palladium 0,64 eV als Aktivierungsenergie
bei Diffusionsvorgédngen in Quasikristallen; die Energiebarrieren fiir Aluminium bzw. das
in Edagawas System vorkommende Kupfer und Kobalt wurden leider nicht bestimmt. Geht
man davon aus, dass von Vorgangen in den Nachbarschichten verursachte Veranderungen
A der Hohe der Energiebarrieren wesentlich kleiner sind als die urspriingliche Barrierenhd-
hen, so kann man diese Aktivierungsenergien als sehr grofsziigige Schétzung einer oberen
Grenze fiir diese Verdnderungen ansehen. Damit ergibt sich als grofziigige Abschitzung
des Wertebereichs von ~ die Obergrenze v, = et

Fiir den Palladium-Wert erhélt man so v, = 745, fiir das Mangan dagegen i, = 7,9.
Einerseits zeigt dies, dass der im letzten Kapitel behandelte Wertebereich von ~ ausreichend
war, andererseits weist die Tatsache, dass sich trotz des exponentiellen Zusammenhangs
und des Einsetzens einer sehr grofsziigigen Schiatzung moderate Werte ergeben, darauf hin,
dass kleine Werte von ~ realistisch sind.

Fiir genauere Aussagen werden mehr experimentelle Daten benotigt: Neben den Hohen der
Energiebarrieren sind dies insbesondere die genaue Beschreibung der Positionen und Sicht-
barkeitswahrscheinlichkeiten aller Flecken, die korrelierte Helligkeitsschwankungen aufwei-
sen, iiber langere Zeitrdume und in grofseren Gebieten auf der Probe. Zusétzlich ware
die genaue Kenntnis der Probendicke von Vorteil; die Abhéngigkeit der Flipfrequenz und
Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten von der Zahl der Schichten und der Temperatur konnte
Hinweise auf die Wahl des geeigneten Modells geben.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersuchte die Dynamik von Flips in Quasikristallen. Dies erfolgte
einerseits in eindimensionalen Modellsystemen und andererseits in statistischen Modellsys-
temen fiir dekagonales AlICuCo, basierend auf einem Strukturmodell von G. Zeger.

Eines der Ziele war dabei, verschiedene experimentelle Beobachtungen von K. Edagawa
theoretisch nachzuvollziehen: Einerseits stellte Edagawa in Quasikristallen eine ungewdhn-
lich hohe Warmekapazitat fest, die den nach Dulong-Petit zu erwartenden Wert iibertraf.
Andererseits stellte er HRTEM-Beobachtungen von dekagonalen Quasikristallen an, bei
denen er eine bemerkenswerte zeitliche Entwicklung feststellen konnte: Helle Flecken, die
an den Vertices eines gedachten Tilings lagen, verschwanden und erschienen an anderen
Vertices des Tilings. Diese Flips von weifen Flecken erfolgten auf Zeitskalen von Sekunden
oder gar Minuten, was einen eklatanten Gegensatz zu den atomaren Flips darstellt, die
gemaf Neutronenbeugungsexperimenten in Zeitskalen von Pikosekunden erfolgen.

Zum grundlegenden Verstdndnis phasonischer Flips und fiir die Betrachtungen zur Wérme-
kapazitdt wurden zuerst niedrigdimensionale Modellsysteme untersucht: Als Grundlage fiir
die folgenden Modelle wurden Rechnungen und Simulationen zum anharmonische Oszilla-
tor der Form V(z) = ax? + bx?® angestellt. Darauf aufbauend wurden zwei eindimensionale
Ketten von Teilchen mit dem Interaktionspotential V (z) = az* + bx? untersucht:

e Es wurden Simulationsergebnisse zur periodischen LS-Kette im Ortsraum beschrie-
ben: Als Anregungen treten nicht nur Phononen auf, es werden auch lokalisierte
Moden beobachtet: Breathers und Kink-Solitonen. Allerdings treten diese nur bei
sehr hohen Energien auf, so dass sie bei den weiteren Simulationen keinen Einfluss
auf die beobachteten Grofen haben konnten.

e Die quasiperiodische dynamische Fibonaccikette wurde beziiglich ihrer thermischen
Eigenschaften im Ortsraum untersucht. Die Simulationen ergaben, dass zur Auslo-
sung eines Flips eine Energieschwelle iiberschritten werden muss und dementspre-
chend bei der Fliphdufigkeit ein Arrheniusgesetz vorliegt.

Auflerdem gibt es niederenergetische lokalisierte Moden, die bei der Propagation Flips
auslosen konnen, da sie die Energie der betroffenen Teilchen tiber obige Energieschwel-
le hinaus anheben kénnen.

Desweiteren zeigte sich, dass die thermodynamischen Eigenschaften des Systems nicht
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wesentlich von der Konfiguration bestimmt werden, sondern hauptséchlich durch das
Wechselwirkungspotential: Die Temperaturabhéangigkeit der Mittelwerte der unter-
suchten Grofsen ist in der dynamischen Fibonaccikette dieselbe wie die fiir nicht
wechselwirkende Teilchen in einem externen Doppelmuldenpotential.

Damit lieft sich nun die Berechnung der spezifischen Warmekapazitiat der dynami-
schen Fibonaccikette auf die analytisch leicht durchfiihrbare Berechnung fiir Teilchen
in der Doppelmulde reduzieren. Es zeigte sich damit, dass das Auftreten von Werten,
die {iber das nach Dulong-Petit zu erwartende hinausgehen, durch das Vorliegen eines
anharmonischen Potentials erklart werden kann.

Daraufthin wurden statistische Modelle fiir dekagonales AlCuCo aufgestellt: Basierend auf
einem Strukturmodell von Zeger et al. wurde ein Ausschnitt eines Quasikristalls durch
iibereinanderliegende Rauten modelliert, die verschiedene Zustdnde annehmen kénnen und
miteinander wechselwirken:

Die Dynamik in diesen Modellen wurde angelehnt an das Verfahren kinetischer Monte-
Carlo-Simulation definiert: Im System verdndert sich in einem schrittweise vollzogenen
Zufallsprozess der Zustand der Rauten geméf einer durch die Nachbarrauten bestimmten
Sprungrate.

Zusétzlich wurden verschiedene dufsere Sichtbarkeitskriterien definiert, die das Auftreten
der weifsen Flecken in Edagawas Experimenten modellieren.

Zu diesen Modellen wurden dann analytische Rechnungen angestellt und Monte-Carlo-
Simulationen durchgefiihrt, um die experimentellen Befunde Edagawas zu reproduzieren
und die hinter den Beobachtungen stehenden Mechanismen zu studieren.

Als erstes Modell wurde das System in starker Anlehnung an das Strukturmodell in Dop-
pelschichten aufgeteilt. Das daraus resultierende statistische Modell reproduziert in Si-
mulationen in der Tat die langsame Evolution der weifsen Flecken. Allerdings hat dieses
Modell den Nachteil, analytisch nicht leicht behandelbar zu sein: Nur fiir einige Sonder-
falle konnten die Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten der hellen Flecken genauer untersucht
werden. Auferdem ist die willkiirliche Unterteilung des Systems in Doppelschichten unbe-
friedigend.

Daher wurde ein erweitertes, symmetrisches Modell geschaffen, das diese Unterteilung ver-
meidet und in der analytischen Behandlung weniger komplex ist. In der analytischen Be-
handlung stellte sich heraus, dass sich im System schichtiibergreifende Regionen gleichen
Zustands, sogenannte Cluster bilden, die fiir die Sichtbarkeit der Flecken von herausragen-
der Wichtigkeit sind.

Es konnte eine kopplungsabhéngige Verteilung der Clustergréften bestimmt werden, fiir
die der Erwartungswert der Anderung ebendieser Verteilung verschwindet. Dieser Gleich-
gewichtszustand lésst sich durch eine mit zunehmender Clustergréfte exponentiell abneh-
mende Clusterzahl beschreiben.

Die Cluster wandern, entstehen und zerfallen durch Flips. Dadurch &ndert sich die Zahl der
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Schichten gleichen Zustands und somit die Sichtbarkeit der weifsen Flecken. Die Dynamik
der Cluster erinnert an einen Random Walk; allerdings sind die Sprungwahrscheinlichkeiten
hier nicht konstant, sondern zur Abweichung vom Gleichgewichtszustand proportional.
Dieser den Gleichgewichtszustand stabilisierende Zufallsprozess, der ,,harmonische Random
Walk wurde in analytischer und numerischer Rechnung untersucht und die Ergebnisse
wurden auf das statistische Modell iibertragen.

Auf diese Weise konnten analytische Ndherungen sowohl fiir die Sichtbarkeitswahrschein-
lichkeiten der weifsen Flecken als auch fiir deren Flipfrequenzen bestimmt werden. Es zeig-
te sich in Simulation und direkter Rechnung, dass auch dieses statistische Modell die im
Experiment beobachteten langen Flipdauern erkldren kann. Im Gegensatz zum Doppel-
schichtmodell sind hier aber die der Flipdynamik zugrundeliegenden Mechanismen nach-
vollziehbar.

Um diese Ergebnisse mit experimentellen Befunden vergleichen zu kénnen, wurden darauf-
hin von Edagawa zur Verfiigung gestellte Beobachtungsdaten eines HRTEM-Experiments
analysiert. Ziel war es, Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten und Flipfrequenzen zu bestim-
men. Allerdings zeigte sich, dass nur kurze Ausschnitte dieser Beobachtungen zur kontinu-
ierlichen numerischen Auswertung geeignet waren, so dass nicht klar ist, ob die Ergebnisse
reprasentativ fiir das Material sind.

Vergleicht man dennoch die Simulationsergebnisse mit dem Experiment, so zeigt sich, dass
den ermittelten Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten und den hohen Flipzeiten am ehesten
ein Modell aus Doppelschichten entspricht, das eine geringe Kopplung der Doppelschichten
untereinander aufweist, aber eine starke Kopplung innerhalb der Doppelschicht. Fiir wei-
tergehende Aussagen zur Wahl eines geeigneten Modells sind mehr Daten aus Experiment
und Simulation notwendig:

e Die Sichtbarkeitswahrscheinlichkeiten und Flipfrequenzen sollten fiir lingere Beob-
achtungszeitraume bestimmt werden.

e Dabei muss bestimmt werden, ob mehr als zwei Flecken korrelierte Helligkeitsschwan-
kungen aufweisen.

e Die Kenntnis der Probendicke ist notwendig.

e Die Untersuchung des Einflusses der Nachbarschichten auf die Hohen der Energie-
barrieren ermdglicht die Abschatzung der Kopplungsstarke zwischen den Schichten.
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Anhang A

Jacobische elliptische Funktionen

A.1 Einfiihrung

In den Rechnungen zur Doppelmulde und zu den kurzen Ketten treten jacobische elliptische
Funktionen auf. Daher sollen diese hier geméf meiner Diplomarbeit [24] eingefiihrt werden.
Es handelt sich nur um einen kurzen Uberblick iiber die wichtigsten Eigenschaften und
Rechenregeln, Details konnen [49] sowie besonders [59] entnommen werden. Zu numerischen
Verfahren sei auf [24| sowie [60] verwiesen.

Als physikalischer Einstieg bietet sich die Losung der Bewegungsgleichung eines Teilchens
im Doppelmuldenpotential im Fall hoher Energien an. Nach Abschnitt 2.2.1 gilt der Ener-
giesatz

ou\’ 4 9
e=\3; +u” —2u”. (A.1)

Daraus folgt die Beziehung

= i/ du (A.2)
Ve —ut 4+ 2u?

Durch Substitution von u = /1 + 3 cos ¢ mit s := /e + 1 ldsst sich dies unter Ausnutzung
von cos? ¢ = 1 — sin? ¢ zu folgendem Ausdruck vereinfachen:

T

1 / de
. (A.3)
V2% \/1—1;—%”~sin290

Das Integral ist — bis auf die im Folgenden mit B bezeichnete Integrationskonstante — das
elliptische Integral erster Art

(A4)

® dy
F(plm) = /0 V1 —m -sin® 19'
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Damit ergibt sich fiir 7
1

T= i\/ﬂ (F(¢|lm) — B) (A.5)
mit dem Parameter m = 1;—%”, der bei hohen Energien (3 > 1) im tblicherweise vorge-
schriebenen Intervall [0;1] liegt. Um nun u in Abhéngigkeit von 7 berechnen zu konnen,
muss die Umkehrfunktion von F bestimmt werden. Da der Integrand positiv ist, wéchst
F monoton, weshalb die Umkehrfunktion existiert. Sie heiftt , Jacobi-Amplitude” und wird
mit am(z|m) oder am x bezeichnet.

Lost man damit nach ¢ auf, so erhalt man schliefslich
u=1+/1+4 3 cosam <i\/2%7’—|—B|m> . (A.6)

Diese Funktion cosam, auch als ,,cosinus amplitudinis“ bezeichnet, ist eine der jacobischen
elliptischen Funktionen und wird ,,cn* genannt.

A.2 Definition iiber elliptische Integrale

Ebenso wie der cn lassen sich weitere Funktionen definieren, die beim Losen elliptischer
Integrale auftreten. Die drei grundlegenden jacobischen elliptischen Funktionen sind dabei
gegeben durch

sn(z|m) = sinam(z|m) (A.7a)
cn(xz|m) = cosam(z|m) (A.7h)
dn(z|m) = \/1 —m - sin® am(z|m). (A.7c)

Daraus lassen sich nun sdmtliche 16 (12) jacobischen elliptischen Funktionen folgenderma-
fen symbolisch durch Quotientenbildung definieren:

pa(zlm) = % (A 8a)
nq(z|m) = m (A.8b)
pp(zlm) =1, (A.8c)

wobei p und q aus s, ¢, d oder n gewéhlt werden miissen

A.3 Notation

Der Umgang mit elliptischen Integralen und Funktionen wird dadurch nicht leichter, dass
es eine reiche Fiille von Notationen und Konventionen gibt. So gab es im Rahmen dieser
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Arbeit beim Rechnen mit einer dlteren Version des Computeralgebraprogramms ,maple*
das Problem, dass bei der numerischen Auswertung des elliptischen Integrals erster Art
eine andere Form verwendet wurde als beim Losen des Integrals, das es auszuwerten galt.

Um keine Unklarheiten zu provozieren, wird in dieser Arbeit fiir elliptische Integrale aus-
schliefslich die in Gleichung A.4 angegebene Legendre-Form verwendet, die von der ,kano-

nischen Form* N &t
Fron(x|lm ::/
kan(|m) 0 \/(1—t2)(1—mt2)

zu unterscheiden ist.

Fiir den zuvor mit m bezeichneten Parameter der elliptischen Integrale und Funktionen
gibt es folgende Schreibweisen:

o f(x|m)

o f(x, k) mit k> = m. k wird auch als ,elliptischer Modul* bezeichnet.

e f(z) oder f z, wenn der Parameter aus dem Kontext hervorgeht.
(

o f(z\a) mit sina =m

Im einzigen in dieser Arbeit vorkommenden Fall, in dem der Typ des Parameters nicht aus

der Schreibweise der Funktion hervorgeht, dem vollstdndigen elliptischen Integral erster
Art
K(k) := F(x/2, k) = F(r/al?), (A.9)

wird der in der Literatur iiblichere Parameter k bzw. m? verwendet.

A.4 Differentiation

Da die Jacobiamplitude ¢ = am(z|m) die Umkehrfunktion des elliptischen Integrals erster
Art z = F(p|m) ist, ist ihre Ableitung gleich dem Kehrwert der Ableitung dieses Integrals
und somit der Kehrwert des Integranden:

(o
~

o(x
dz

)

=4/1 —msin® ¢

— am(z|m) =

dx

R

(A.10)

:

= \/1 — msin? am(x|m)

= dn(z|m)
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Daraus kann man mit der Kettenregel unter anderem folgende Beziehungen gewinnen:

% sn(z|m) = cn(x|m) dn(z|m) (A.11a)
% en(xz|m) = —sn(x|m) dn(z|m) (A.11b)
L anafm) = ~m sn(alm) en(zfm) (A110)

Damit ldsst sich zeigen, dass sn, cn und dn die Losungen folgender Differentialgleichungen
sind, wobei letztere den Bewegungsgleichungen des anharmonischen Oszillators entspre-
chen:

y' = —(1+m)y + 2my* (A.12a)
y' = —(1-2m)y — 2my* (A.12b)
y' = (2—-m)y — 2¢° (A.12¢)

A.5 Definition iiber Thetafunktionen

Zur numerischen Auswertung und dem Versténdnis ihres Verhaltens im Komplexen ist die
Definition der jacobischen elliptischen Funktionen mit Hilfe der jacobischen Thetafunktio-
nen hilfreich. Dazu sollen zundchst die Thetafunktionen als Potenzreihen definiert werden:

01 (2, q) = f: (—1)"2gta)e2n iz (A.13a)
Oo(2,q) = i gt etz (A.13Db)
Os(z,q) = f: g e (A.13¢)
O4(z,q) = i (—1)ng™ e (A.13d)

Die in der englischsprachigen Literatur ,nome* genannte Groéfse ¢ ist dabei durch
qg:=e"K (A.14)

definiert, mit den vollstdndigen elliptischen Integralen K := K(k) und K’ := K(k’) sowie
dem zu k komplementéren elliptischen Modul ¥’ = v/1 — k2 (im Folgenden auch mit m; =
1 —m bezeichnet). Fiir |¢| < 1 (und damit m # 1) konvergieren diese Folgen rasch.
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Damit gilt die Definition

~ 93(0) 91 (udd3(0)?) a

snu = 7,(0) J4 (ad5(0)2) (A.15a)
. 194(0) 192(1“93(0)_2)

cnu = 2(0) T (ud5(0)2) (A.15b)
. 194(0) 193(’&’(93(0)72)

dnu = T5(0) J1 (ud5(0)2) (A.15¢)

wobei ¢ der Ubersichtlichkeit halber weggelassen wurde.

A.6 Rechenregeln

Ahnlich wie bei den trigonometrischen Funktionen gibt es auch fiir die jacobischen ellipti-
schen Funktionen algebraische Bezichungen der Quadrate. So folgen aus sin? ¢ +cos? p = 1
sowie mit den Definitionen in Gleichung A.7 die Beziehungen

sn?(x|m) + cn®(z|m) = 1 (A.16)
dn?(z|m) + msn®(z|m) = 1 (A.17)

Desweiteren lassen sich mit den Thetafunktionen folgende Additionstheoreme beweisen:

snucnvdnv +snvenudnu

- A.18
snfu + ) 1 —msn?2usn?v ( 2)
cnucnv —snusnvdnudnov
— A.18b
en(u +v) 1 —msn2usnv (A.18b)
dn(u+v):dnudnv—msnusnvcnucnv (A.18¢)

1 —msn2usnwv

Aus der Definition durch Thetafunktionen folgen auch folgende Funktionswerte fiir imagi-
niare Argumente:

sn(iujm) = isc(ulmy) (A.19a)
en(iujm) = ne(ulmy) (A.19D)
dn(iu|m) = dec(u|my) (A.19¢)

mit dem komplementéren Parameter m; := 1 —m bzw. k' = v/1 — k? (,Jacobi’s Imaginary
Transformation®).

Damit und mit den Additionstheoremen lassen sich einfach Funktionswerte mit beliebigem
komplexen Argument z = u + iv berechnen.
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N
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3 -2
2 -3
1 arg(cn(z))
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Abbildung A.1: Betrag des cn im Komplexen bei m = 0,8. Die Fdarbung kodiert das Argument
dieses cn. [24]

Re z

Abbildung A.2: Periodizitat des cn im Komplexen bei m = 0,8 [24]
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A.7 Periodizitat

Im Reellen folgt unmittelbar aus der Definition nach Gleichung A.7, dass sn, cn und dn die
Perioden 4K, 4K und 2K mit dem vollsténdigen elliptischen Integral K := K(k) haben.

Wie sich am einfachsten mit den Thetafunktionen zeigen lasst, ist das Verhalten im Kom-
plexen aber weitaus interessanter. Abbildung A.1 zeigt |cn(z + iy|0,8)| wobei die Farbe
zusitzlich — sozusagen als vierte Dimension — argcn(x + iy|0,8) kodiert. Hier sicht man
schon, dass der cn nicht nur auf der reellen Achse periodisch ist.

Diese Periodizitéat soll nun am Beispiel von Abbildung A.2, die dieselbe Funktion in Aufsicht
zeigt, ndher beschrieben werden. Zusétzlich sind dort die Punkte a K +i-bK' mit a,b € Z
mit 4, * und X markiert. Dabei sind Nullstellen mit x und Pole mit % gekennzeichnet, da
hier der Betrag nicht dargestellt ist. Bezeichnet man diese Gitterpunkte noch so mit s, c,
d und n, wie es in der Abbildung zu sehen ist, ergeben sich folgende fiir alle jacobischen
elliptischen Funktionen pq giiltigen Zusammenhénge:

e pqu hat an jeder Stelle p (und nur dort) eine einfache Nullstelle.
e pqu hat an jeder Stelle q (und nur dort) eine Pol (erster Ordnung).

e Die Strecke pq ist eine Halbperiode (roter Pfeil), die davon verschiedenen Strecken
K, iK’ und K +iK’ sind Viertelperioden (griine Pfeile). Man kann die Funktion also
durch periodisches vervielfachen einer Zelle, wie sie durch blaue Linien angedeutet
ist, konstruieren.

o Jede Zelle enthéalt zwel Pole und zwei Nullstellen.

Genau diese Figenschaft der Doppelperiodizitdt macht diese Funktionen zu elliptischen
Funktionen, die durch folgende Eigenschaften definiert sind:

e Doppelperiodizitit: f(z +2wi) = f(2) und f(z + 2ws) = f(z) mit 22 ¢ R.

e FElliptische Funktionen sind meromorph, also abgesehen von isolierte Polstellen ana-
lytisch.

Die jacobischen elliptischen Funktionen pq lassen sich sogar eindeutig durch Forderung der
oben angegebenen Eigenschaften beziiglich der Pole, Nullstellen und Periodizitét definieren,
wenn man zusatzlich noch den fiihrenden Term der Reihenentwicklung um v = 0 zu eins
festlegt.
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Jacobische elliptische Funktionen
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(d) liegen dabei cn und dn tbereinander. [24]

Abbildung A.3: Verlauf des sn, cn und dn im Reellen fiir verschiedene Parameter m € [0;1]. I
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A.8 Bedeutung des Parameters

Normalerweise erlaubt man fiir den Parameter m jeden Wert aus dem Intervall [0; 1]. Fiir
m = 0 ergibt sich mit F(x|0) = 2 unmittelbar aus den Definitionen in Gleichung A.7

sn(z|0) = sinz (A.20a)
cn(z]0) = cosx (A.20D)
dn(z]0) =1 (A.20c)

Fiir m = 1 folgt dagegen mit F(z|1) = In 11+s—ir'u;2> und den Beziehungen der Quadrate der
—sin® ¢

Funktionen nach den Gleichungen A.16 und A.17

sn(z|l) = tanhz (A.21a)
cn(z|l) = sechx (A.21Db)
dn(x|1) = sechx (A.21c)

Mit von 0 nach 1 wachsendem m erhoht sich K von 7 bis ,unendlich®, so dass die Periode
im Reellen wéchst, wie man auch Abbildung A.3 entnehmen kann. Da K’ dagegen genau
entgegengesetzt abféllt, verformen sich im Komplexen die den Zellen zugrundeliegenden
Rechtecke der Groke K mal K’ fiir wachsende m zu langgezogenen Streifen in Richtung
der reellen Achse, fiir abnehmende m dagegen zu ebensolchen in Richtung der imaginéren

Achse.

Bezogen auf die Doppelmulde bzw. den anharmonischen Oszillator als physikalisches Sys-
tem heifit das, dass m ein Maf fiir die Anharmonizitét ist: Bei kleinen Energien und damit
kleinen m verhalt sich das System anndhernd harmonisch, und schwingt um das bei 1
(b < 0, dn-Losung) oder 0 (b > 0, cn-Losung) liegende Minimum. Bei grofen Energien
nahern sich beide Systeme mit m — % dem Verhalten des reinen x*-Potentials. Fiir b > 0
ist dabei stets m < %, bei der Doppelmulde ist dagegen der Zwischenwert m = 1 moglich:
Dies ist der aperiodische Grenzfall, in dem sich mit cn — sech und dn — sech die Losung
hoher Energie der niedriger Energie angleicht. Man erkennt in der Abbildung auferdem
gut, dass die Kurven des cn fiir hohe m beim Nulldurchgang flach verlaufen, was einem
Abbremsen beim Uberschreiten des Maximums entspricht (im Doppelmuldenpotential gilt
ja fiir die cn-Lésung m > 1).

Die Festlegung von m auf [0; 1] ist sehr willkiirlich, insbesondere wenn man die Definiti-
on der jacobischen elliptischen Funktionen durch Thetafunktionen betrachtet. Lasst man
andere m zu, so stellt sich heraus, dass man insbesondere negative m und m > 1 durch
Transformationen in den Bereich [0; 1] abbilden kann. Da letztere Transformation (,Jaco-
bi’s real transformation®) bei der Doppelmulde zum Einsatz kommt, soll diese hier explizit
aufgefithrt werden:



202 Jacobische elliptische Funktionen

1

Mit m >0, p=m " und v = um?z gilt:

sn(ulm) = p2 sn(v|p) (A.22a)
en(ulm) = dn(v|p) (A.22b)
dn(u|m) = en(v|p) (A.22¢)
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Anhang B

Integrale

Folgende [24] entnommene Integrale sind bei den Berechnungen zur Doppelmulde wichtig:

4
A%(a) = /xQ"e_a dz (B.1a)
1 2n+1 2 1
= §aT+ r ( n; ) a>0,n>0(]61],3.478 1.) (B.1b)
7 z4 242
A (a) = / r¥e” o dx (B.2a)
= 2/952"6 o da
0
r 1 y2£2y dy
= [ y" 2 T« dy mit r = /y und do = ——
/ v 2\/y

2n4+1 1 1 2
= (% T <n + 5) €2 D _snpn <:t\/j> a>0und n >0 ([61], 3.462 1.)
2 a
1 2
) el (n i\ﬁ> ([49], 19.3.7)
a

[y (2l 11 4 i [y (3.3, 1
- (BfE - (4) B0k )

2n+1 1
. (Z) L (n+ )\/7; (149], 19.12.3 mit 1 F} = M)
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B.1 Hypergeometrische Funktionen

Die in Gleichung B.2 vorkommenden hypergeometrischen Funktionen lassen sich nach [62]
durch Besselfunktionen ausdriicken:

kE k1 - E4+2\ 1 k- 1
1F1 (Za 57 a) — 2k22 r (T) 921aak42]k—2 <_) ([62] 27]‘) (B?))
k+2 k1 ket (R 1 ke
1F1 (T’i’a) =22 F(Z) €2aq 4

(%)) ([62]: 2.7.3) (B.4)

2a

i %k_ A (i> Lk ; e (i) ) (162]: 2.7.4)  (B.5)
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Anhang C

Algorithmen

C.1 Mittelwerte fiir Teilchen im Doppelmuldenpotenti-
al

Bei der numerischen Berechnung der Mittelwerte im Doppelmuldenpotential wurde nach
[24] folgende Methode eingesetzt:

Der naheliegende Ansatz zur numerischen Berechnung von Mittelwerten (X)) einer Grofse
X(x,p) besteht in der Approximation des Integrals

Y Al b %—kaw‘l%—bﬁ
(X) = 7 /_OO /_OodpdxX(x,p) - exp (— T (C.1)

durch die Zerlegung des Phasenraums in ein diskretes Gitter:

QAL % + az* + ba?
(X) ~ 7 Z Z 0,0, X (x,p) - exp | — T (C.2)

j=—Np i=—N,

mit & = 0z, p = J0p, 0y = ﬁ—z und 9, = ﬁ—z, wobei A, und A, die halbe Breite bzw. Hohe
des rechteckigen zu diskretisierenden Ausschnitts des Phasenraums sind, und N, bzw. N,
die halbe Zahl der Teilintervalle angibt.

Dieses Verfahren hat aber zwei Probleme: erstens werden Teilchen auferhalb des Rechtecks
nicht beriicksichtigt, was insbesondere bei hohen Temperaturen zu Ungenauigkeiten fiihrt,
und zweitens werden einerseits Werte berechnet, die aufgrund eines sehr kleinen Boltz-
mannfaktors kaum zum Ergebnis beitragen, wihrend Bereiche mit hohem Boltzmannfak-
tor bei praktikablen Systemgrofien nicht ausreichend oft in das Ergebnis eingehen, was zu
einer schlechten Statistik fiihrt.

Letzterem Problem kann dadurch begegnet werden, dass der Boltzmannfaktor zunéchst in
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je einen ortsabhéngigen und einen impulsabhingigen Teil aufgespalten und dem Volumen-
element dxdp zugeordnet wird:

Vil 44 py? P 4 2
dpdx exp (— M +(z? o > = <dp exp (—%)) . (dx exp (—%)) (C.3)

Die Modifikation von dp kann dabei als Streckung bzw. Stauchung der p-Koordinate auf-
gefasst werden — oder auch als Variation von 9, im diskreten Fall bzw. als Variation der
Dichte der auszuwertenden Punkte. Fiir den zuséatzlichen Term bei dz gilt das analog.

Die Beschrankung auf den rechteckigen Bereich kann man dadurch umgehen, dass nicht
mehr Punkte in einem festen Gitter verwendet werden, sondern zuféllige Punkte per Zu-
fallsgenerator ausgewéhlt werden. Um auch hier die Dichte der auszuwertenden Punkte
entsprechend dem Boltzmannfaktor zu wahlen, wird dabei fiir p ein Generator verwendet,
der gaukverteilte Zufallszahlen zuriickgibt!, und fiir z ein Generator, der Zahlen der Ver-
teilung p,(z) o exp(—d (2" + cz?)) mit d = L und ¢ = 2 generiert. Die Berechnung des
Mittelwerts reduziert sich dann mit den N Paaren von Zufallszahlen (z;, p;) wegen

()~ =3 X (@) (C.4)
mit

Z=Y1 (C.5)
= 1\7 (C.6)

auf die Berechnung des arithmetischen Mittels.

Zur Erzeugung der p,-Verteilten Zufallszahlen musste, da es nicht gelang, einen speziell
dieser Verteilung angepassten Zufallsgenerator zu entwickeln, da [ dz p,(x) nicht geschlos-
sen darstellbar ist, das in [63] als ,rejection method* beschriebene Verfahren eingesetzt
werden:

Da die Methode nur auf Verteilungen mit beschrénktem Definitionsbereich angewandt
werden kann, wird p,(z) zunéchst in x Richtung auf das Intervall [—u; u] mit

c [ c?

begrenzt. D gibt dabei an, auf welchen Wert pp., - e die Verteilung pz(x) bel z = tu
mindestens abgefallen sein muss, wobei

Pmax = rgggm(w) (C.8)

'Hier kommt die iibliche Methode der Umwandlung eines Paares gleichverteilter Zufallszahlen in ein
Paar gaufiverteilter Zahlen {iber Polarkoordinaten zum Einsatz. Siehe auch [63].
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ist (u liegt dabei fiir ¢ < 0 sicher aufserhalb der Mulde um = 0). Nun kann man Paare von
gleichverteilten Zufallszahlen (z;,v;) mit @ € [—u;u] und y € (0; pmax] generieren. Verwirft
man nun alle Paare mit y; > p,(x;), so sind die tibriggebliebenen x; p,-verteilt.

Berechnet man nun py,., und beriicksichtigt man, dass der Vorfaktor der Exponentialfunk-
tion von p,(z) unerheblich ist, da p,(z) nur mit pp.x = p.(C) (mit der Extremstelle C')
verglichen wird, erhélt man folgenden Algorithmus:

e Generiere die in (0; 1] gleichverteilten Zufallszahlen (1, 7s).
e Setze x := (2m — 1)u.
e Wiederhole solange, bis 2% + cz2 + C' < —dIn 7)o ist, mit
& — dC = falls ¢ < 0
0  sonst.

e Gebe x als p,-verteilte Zufallszahl zuriick.

&%
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Anhang D

Berechnungen und Simulationen zum
statistischen Modell

D.1 Berechnung der Clusterverteilung

D.1.1 Prozesse

In diesen Anhang sind die Auflistung von méglichen Flip-Prozessen und Rechnungen zur
Clusterverteilung aus Abschnitt 5.1 ausgelagert. Zuerst werden separat fiir drei Prozessty-
pen alle moglichen Flip-Prozessen aufgelistet. Anschliefsend wird daraus der Erwartungs-
wert fiir die Anderung von c,, fiir Prozesse des betrachteten Typs berechnet.
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Vernichtung von Clustern der Grofie ng > 2

Ausgangs- Schicht & Bedingungen Resultierende Veranderung
Konfiguration Konfiguration von Cp,
n_,ng, Ny 1 n_ # ng, n_+1,n—1,n, -1

n_#mng—1
n_,ng, N ng ny # ng, n_,ng—1ln,+1 —1

ny #ng—1
1o, 1o, Nt 1 no+1,no—1,ny =2
n_, Ny, 1o ng n_,ng—L,ng+1 =2
n_,ng, N 2<k<ng—1 k—1,1,ng—k —1
ng, n, Ny 1 n > 2,n # ng, ng+1,n—1n, —1

ny # no+1
n_,n,ng n n > 2,n # no, n_,n—1ng+1 —1

ny #mno+1
g, 2, Ny 1 no+1,1,ny —1
n_,2,ng 2 n_,l,ng+1 —1
ng, 1,ny 1 ny # ng ng+1+ny -1
n_,1,ng 1 n_ # ng n_.+1+ng -1
TLQ,]_,TLO 1 2TLO—|— 1 —2

A ==1 3 S peln i 1) (.1)

n_#ng N4
n_#ng—1

—12 Z pr(n_,ng,ny;ng) (D.2)

n—  niFng

ny#no—1
—2pr(n0,n0,n+;1) (D.3)
N4
— ZZpF(n_,no,no;no) (D.4)
) ng—1

-1 ZZ Z pr(n_,ng,ny; k) (D.5)

T'max

—IZ Z pr(ng,n,ny; 1) (D.6)

o
n#np+1
Tmax
—12 Z pr(n_,n,ng;n) (D.7)
_ n=3

n#ng
n#ng+1
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- 12PF(”0,2,H+;1) (D.8)
n+
— 1) pr(n_,2,n0;2) (D.9)
—1 ) pr(no, 1,n451) (D.10)
n4#no
—1 ) pr(n_,1,m:1) (D.11)
n_#ng
— 2pr(ng, 1,m0; 1) (D.12)
Erzeugung von Clustern der Grofie ng > 2
Ausgangs- Schicht & Bedingungen Resultierende Verdanderung
Konfiguration Konfiguration von Cp,
n_,l,ng—n_—1 1 1<n_<nyg—2 nyg 1
no—1,2,ny 1 ng, 1,n 1
n_,2,ng—1 2 n_,1,ng 1
nog— 1l,n,ny 1 n> 2, ng,n — 1,ny 1
n # no,
n#nyg+1
ng—1l,ng+1,ny 1 N0, 1o, Nt 2
n_,n,ng—1 n n > 2, n_,n—1,ng 1
n # no,
n#mng+1
n_,ng+1,ng—1 mng+1 n_,ng, No 2
n ng + 1 n > ng+ 2, ng,L,m—mng—1 1
n # 2ng + 1
n n — Ng n > ng+ 2, n—ng—1,1,ng 1
n # 2ng + 1
2n0+1 n0+1 no,l,no 2
n_,ng+1,n, 1 n_#mng—1, n_+1,ng,ny 1
n_ # ng
n_,ng+1,ny ng + 1 ny #ng—1, n_,ng,ny +1 1
ny # ng
ng—2
(Acng)r =+1 ) pr(n_,1,n0—n_ —1;1) (D.13)
n_=1
(D.14)

+1 ZPF(nO - 1,2,7L+; 1)
4
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+1) pr(n_,2,m0 — 1;2) (D.15)

Mmax

ny n=3

n#ngo
n#ng+1
+QZPF(HO—1,TL0+1,”+;1) (D.17)
N
—1—12 Z pr(n_,n,ng — 1;n) (D.18)
~
n#ng+1
+22PF(”—7”0+L”0_1§”0+1) (D.19)

+1ZZ Z pr(n_,n,ni;ng+ 1) (D.20)

n— ny n=npg+2
n#2np+1

Mmax

+1ZZ Z pr(n_,n,ny;n —ng) (D.21)

n— ny n=ng+2
n#2no+1

—|—2ZZpF(n_,2no+1,n+;no—|—1) (D.22)

n— n4

+1 Z pr(n_,no+1,n+;1) (D.23)

n_#ng N4
n_#ng—1

+1Z Z pr(n_,ng+ 1,n4;n0+ 1) (D.24)

n—  nyFEng
ny#ng—1

Erzeugung und Vernichtung je eines Clusters der Grofe ny > 2

Ausgangs- Schicht & Bedingungen Resultierende Verédnderung
Konfiguration Konfiguration von Cp,
no — 1,ng, ny 1 no, Mo — 1, n4 0
n_,ng,Ng — 1 g n_,ng— 1L,ng 0
ng, o + 1,14 1 no + 1, ng, Ny 0
n_,ng+1,ng ng+1 n_,ng,Ng+ 1 0

(Acng)o :—i—OZpF(ng —1,n9,n4;1) (D.25)

N4



D.1 Berechnung der Clusterverteilung 213

+ OZpF(n_, ng, o — 1;m0) (D.26)

+OZPF(no,no+1,n+;1) (D.27)
n+

+OZPF(H7,HO+1,no;no+1) (D.28)

n—

D.1.2 Zusammengefasster Erwartungswert

Den Gesamt-Erwartungswert fiir die Anderung von c,, erhilt man durch Addition der
Erwartungswerte der drei betrachteten Prozesstypen. Dabei ist es in der Rechnung hilfreich,
die Koeffizienten 0 und 2 durch (1 —1) und (14 1) zu ersetzen, weil sich so Terme autheben
oder weil Terme durch Anpassung der Indizes in Summen eingebunden werden kénnen.

(Acw) == 32 Y pelnng,ni 1) (D.29)

n_#ng N4
n_#ng—1

—Z Z pr(n_,ng,ny;ng) (D.30)

n—  ny#ng

n4#no—1
- ZPF(WJ;”O,TM& 1) (D.31)
ny
- ZPF(n(]?nOan—i-;l) <D32>
Nt
- ZPF(n—7n07n0;n0) (D33)
- ZPF(TL—’”OanO;nO) (D.34)
no—1

=330 penoino,naik) (D.35)

T'max

—Z Z pr(no,n,ny; 1) (D.36)
ny  n=3

n#no
n#nop+1

T'max

—Z Z pr(n_,n,ng;n) (D.37)

n#ng
n#nop+1



214 Berechnungen und Simulationen zum statistischen Modell

n
ny#no
n_#ng
— pr(no, 1,no; 1) (D.42)
- pF(nOa ]-7 no; ]-) (D43)
— “pr(ng — 1,m0,m4:1) (D.44)
n
- ZPF(TL—, no, o — 1;10) (D.45)
- ZpF(/H'O?nO + 17n+; 1) (D46)
n
—ZPF(H—,n0+17no;no+ 1) (D.47)
no—2
+ 3 pr(n_,1,ng —n_ — 1;1) (D.48)
n_=1
n4
+ ZPF(TL—, 2,n0 — 1;2) (D.50)
ny n=3
n#ng
n#ng+1
+3 pp(no —1,m0 + 1,n451) (D.52)
n4
+> pr(no — 1,ng+ 1,n45 1) (D.53)
n
+ Z Z pr(n—,n,no — 1;n) (D.54)
" ”n?ézso
n#ng+1

+Y pr(n_,ng+1,n0 — Ling + 1) (D.55)

n—



D.1 Berechnung der Clusterverteilung 215

+ZpF(n_,n0+1,n0— I;mg+1) (D.56)

Mmax

—l—ZZ Z pr(n_,n,ni;ng + 1) (D.57)

n— n4 n=ng+2
n#2no+1

Mmax

+Y.D . > pe(nonngin —ng) (D.58)

n_ ng n=np+2

n#2no+1
+3°3 pr(ne, 20+ 1,50 + 1) (D.59)
n— n4
+3°3 pe(n-, 200+ 1,n45m0 + 1) (D.60)
n_ ng
+ Y Y pr(nong+ 1ny1) (D.61)
n_#ng N4
n_#np—1
+Z Z pF(n—7n0+ 17n+;n0+1) (D62)
n—  nyFng
ny#no—1
+ ZPF(TLO - 17 No, N4, 1) (D63)
N+
+ ZPFmﬂno, ng — 1;n) (D.64)
+ ZPF<n07 no+1,m431) (D.65)
n
+3 " pr(n,ng+1,n0;m9 + 1) (D.66)
=— Y > pr(no,ne.ngil) (D.67)
n_#ng N4
n_#no—1
- ZPF(n(]?nOan-i-;l) (D68)
n4
— ZPF(nO —1,np,my51) (D.69)
n4
- Z Z pF<n—7n0an+;nO) (D?O)
n—  nyFEng
ny#ng—1

- ZpF(n—aTLOvnO;nO) (D.71)

n—
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- ZpF(n—an()vnO - 1,77,[))

no—1

— Z Z Z pr(n_,ng,ny; k)
n_ ny k=2

T'max

— Z Z pr(ng,n,ny; 1)

n n=3
+ n#ng
n#no+1

- ZPF(no,no +1,n431)
n4

- ZPF(nO7n07n+; 1)
n4

- ZPF(TLO»Q;TL—HD
n

- Z pr(no, 1,n451)

n+#no

- pF(n07 17 no; 1)

Mmax

—Z Z pr(n_,n,ng;n)
n_ n=3

n#ng
n#np+1

— ZpF(n,,no +1,n9;m0 + 1)
- ZpF<n*7 no, No; nO)
- ZpF<n77 27”0; 2)

- Z pF(n—7 17”0; 1)

n_#ngo
- pF(nOa 17 no; 1)
ng—2
+ > pr(n_, 1ng —n_ —1;1)
n_=1
+ Z Z pr(no — 1,n,n4;1)
ny n=3
n#ng
n#no+1

+ pr(ﬂo —1,n0+1,n4;1)

n4

(D.72)

(D.73)

(D.74)

(D.75)
(D.76)
(D.77)

(D.78)

(D.79)

(D.80)

(D.81)
(D.82)
(D.83)

(D.84)
(D.85)

(D.86)

(D.87)

(D.88)
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+ ZPF(TLO —1,n9,m4;1) (D.89)
N4
n
+ Z Z pr(n—,n,no — 1;n) (D.91)
" ”n#:T?o
n#ng+1
+Y pr(n_,ng+1,n0 — Ling + 1) (D.92)
"‘ZPF(”—,TLO,”O - 17”0) (D93)
+ ZPF(“—7 2,m9 — 1;2) (D.94)

T'max

+3°5 N pe(ne,nynging +1) (D.95)

n_ ng n=ng+2
n#2ng+1

+ 3D pr(no, 200 + 1,nng + 1) (D.96)

n_ nig

Mmax

+ZZ Z pp(n_,n,n+;n—n0) (D97)

n_ ng n=no+2

n#2no+1
+ 33 pr(no, 200 + 1,nng + 1) (D.98)
n_ ng
+ 3 D pe(noino+1,n451) (D.99)
n_#ng N4
n_#ng—1
+ZPF(710— Lng+1,n451) (D.100)
N+
+3 pr(no,no + 1,m4;1) (D.101)
N+
+3° > pe(nono+ Lngng +1) (D.102)
n—  niFno
n4#no—1
+pr(n_,no+1,no— L;ing +1) (D.103)

n_—

+pr(n_,n0+1,n0;n0+1) (D.104)

n_
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= _ZZZpF(n,,no,n+;k) (D.105)

n— ni k:1

Mmax

>N pelno,n,ngs 1) (D.106)
ny n=1

=3 prln_,n,nein) (D.107)
n_ n=1
ng—2

+ > pr(no,1ng —n_ —1;1) (D.108)
n_=1

+3°N pr(no — 1,m,n431) (D.109)
ny n=2
n_ n=2

Mmax

+ZZ Z pr(n—,n,ny;ng + 1) (D.111)

n_ ng n=ng+2

Mmax

+>.> . > pe(no,nngsn—no) (D.112)

n_ ng n=ng+2

+ZZPF(nﬂno+1,n+;1) (D.113)
n— n4

+ZZPF<H*7RO+177L+;”0+1> (D114)
n— n4

o

= _ZZZpF(n_,no,n+;k) (D.115)

n— n4 k=1

Mmax

>N prlne,n,ngs 1) (D.116)
ny n=1
n_ n=1
ng—2

+ > pr(n_,1,ng —n_ — 1;1) (D.118)
n_=1

ny n=2
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+3° pr(n,n,mg — 1in) (D.120)
n_ n=2
+3°5° S pelne,nonasng + 1) (D.121)
n_ ng n=ng+1
+ZZ Z pr(n—,n,ny;n —ng) (D.122)
n_ ng n=ng+1
no
== pr(no; k) (D.123)
k=1
—p(no) Y pr(n;1) (D.124)
n=1
—p(no) Y _ pr(nin) (D.125)
n=1
ng—2
+pr(131) Y p(no)p(ng — n_ — 1) (D.126)
n_=1
+p(no—1) Y pr(n; 1) (D.127)
n=2
+p(ng—1) Y pr(n;n) (D.128)
n=2
+ Z pr(n;ng +1) (D.129)
n=ng-+1
+ > pr(nin —no) (D.130)
n=ng+1
no
==Y pr(no; k) (D.131)
k=1
+2(p(no — 1) = p(no)) Y _ pr(n; 1) (D.132)
n=1
ng—2
+pr(1;1) Z p(n_)p(ng —n_ —1) (D.133)
n_=1
—2p(no — 1)pp(1;1) (D.134)
+2 3 pr(ning + 1) (D.135)

n=ngp+1
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5

[\

' E

no
: Z CnoV(no; k)
k=1

2 Mmax

'S (Cng—1 — Cny) ch’yn 1)

n=1

1 no—2

'5261’71 1 ch Cnog—n_—1

n_=1

2
_CnO—ICI’Y(l; 1)

Mmax

-2 Z cny(nyng + 1)

n=ng+1

“ Cnp (275 + (n0 — 2)1)

Nmax

Cng 1 Cno § CnYs

S.

2
g(cnofl — cno)cws
CnoC1M

ng—2

Cl’Yl E Cp_ Cno n_—1

n_=1

Mmax

-2 Z Cn7b

n=ng+2

' 20710-‘,-1’75

" Cny (2'75 + (nO - 2)’7b)

T'max

2
: §(0n0—1 - Cno)/ys Z Cn
¢ n=1
2
E(cnofl — Cnp)C1Ys
2
: gcnocl”h
C

ng—2

1
: S2 51N Z Cn_Cng—n_—1

n_=1

(D.136)

(D.137)

(D.138)
(D.139)
(D.140)
(D.141)
(D.142)

(D.143)

(D.144)

(D.145)

(D.146)

(D.147)

(D.148)
(D.149)

(D.150)

(D.151)

(D.152)
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1 Mmax
+ &= 27 Z cn (D.153)
n=1
— — 2 Cn (D.154)
SF n=1
1
+ S_F 26n0+1’75 (D155)
1
=5 Cno (29 + (o — 2) M) (D.156)
1
+ S_F . 2(Cn0—1 — Cno)’)/s (D157)
1 2
-z —(Cng—1 — Cng)C17s (D.158)
1 2
-z < CroC1 (D.159)
+— - —=cm Cn_Cng—n_—1 (D.160)
Sy S? —
1
Sk
1 no+1
— .9 . D.162
5, 2m ; c (D.162)
1
+ 5 2not17Ys (D.163)
(D.164)
D.1.3 Clusterverteilung ohne Kopplung
Setzt man hier motiviert durch die Simulationsergebnisse die Werte
Ys=mw=n=1 (D.165)
1
¢ =GN2™" (D.166)
1
Sp=N (D.168)
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ein, so erhalt man mit

N __
. —2 ”Ono
- N27"0

27"no

+

—ng
2 U

N2

+

2N

— 9270

+ 0+ o+

+

+ 4+ o+
e R e e e e R e e R e e e R e e e

(D.169)
(D.170)
(D.171)
(D.172)
(D.173)
(D.174)
(D.175)
(D.176)
(D.177)
(D.178)
(D.179)
(D.180)
(D.181)
(D.182)
(D.183)
(D.184)
(D.185)

(D.186)
(D.187)

die Bestatigung, dass mit dieser Verteilung in der Tat ein dynamisches Gleichgewicht mog-

lich ist.



D.1 Berechnung der Clusterverteilung 223
D.1.4 Clusterverteilung mit Kopplung
Setzt man dagegen fiir eine allgemeine Kopplung die Werte
= BNu™" (D.188)
S, — AN— (D.189)
= T .
St = (u— 1)i (D.190)
ein, so erhalt man
1
(Acy,) = 5 Cno (27 + (1o — 2)1) (D.191)
1
+ S_F . 2((3”071 — Cng)Vs (D192)
1 2
- S_F : g(cngfl - Cno)clfys (D193)
1 2
-5 < CnC1 1 (D.194)
+ 5 1M1 Cn_Cpng—n_—1 (D195)
Sgp 5?2 —
1
—— 2 Cn (D.197)
SF n=1
1
+ 5 2ngs17Ys (D.198)
1
=~ ONET(2 + (0 = 2)) (D-199)
1
b o 2N (D.200)
1 - —(no— —(n
5 52N2 Ly~ o=t — yy=(mody, (D.201)
1 2
s — BNy (ot ), (D.202)
11 =
+ S_F 63N3,}/1 Z /~L n +ng— n_—l-'rl) (D203)
n_=1
1
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2(p—1)

28N

26N

no+1

29 Y BN

n=1

S 2BNpm oty
BN (29 + (no — 2)7)

C2BN (0T — )

1

3 NI T (T = )

1 —(n
9~ 1) BN o,

BN
1

no—2

(- 1)262N2 BNy >

n_=1

1
uw—1

7o

- 27,8N (Z RN u‘”)
n=0

n=ngp+2

S 2BNpm oty

BN (29 + (no — 2)m)

28N (pm 0T — o)

22— DBNp (o — o))
+2(n = BN~y

(= 1)?BNyp " (ng — 2)

1
pw—1

7o

27BN (—1 +(1- u("OH))L)

w—1

S 2BNp oty

- = = " (27 + (no — 2)m)

+ 2D ),

(D.205)

(D.206)
(D.207)
(D.208)
(D.209)

(D.210)
(D.211)
(D.212)
(D.213)

(D.214)
(D.215)
(D.216)
(D.217)
(D.218)
(D.219)

(D.220)
(D.221)
(D.222)

(D.223)

(D.224)



D.2 Kinetisches Monte-Carlo 225

— 2 — D (o) — o)) (D.225)

—2(p— 1)~y (D.226)

+ (u = 1)*mp " (ng — 2) (D.227)
1

2 D.22
T2 (D.228)
— 2, <—1 +(1 - u<"0+2>)L1) (D.229)
=

+ 2p~ (oD (D.230)

= +(no = 2)u™" (= + (1 — 1)*n) (D.231)

+75(0) (D.232)
1

+ QFM_(HOH) (v — (e = 1)*m) (D.233)

(D.234)

Nullsetzen dieses Ausdrucks ergibt dann

Yo =7 (p—1)° (D.235)
yi= = (1) (D.236)
b
1
p=1+— (D.237)

Nal
(D.238)

Dies kann nun in eine Summe iiber die Clustergrofen 0 = BNp~™™ eingesetzt werden, so
dass man [ erhélt. Wie in Abschnitt 5.1.1 ndher ausgefiihrt ist, ist damit die Verteilung
der Clustergrofen im Gleichgewichtsfall bestimmt.

D.2 Kinetisches Monte-Carlo

Dieser Anhang enthélt die aus kinetischen Monte-Carlos-Simulationen erhaltenen Rohda-
ten zur Ermittlung der zuléssigen Ubergédnge in Abschnitt 5.2.2.

Es wurden Systeme mit den Kopplungsparametern v = 1,2,4,...,512 und den System-
grofen N = 250, 1000, 4000 simuliert. Es wurde eine Startkonfiguration aus drei Clustern
gewahlt, wobei bei periodischen Randbedingungen die beiden dufleren Cluster zu einem
Cluster zusammengefasst werden.

Wie in Abschnitt 5.2.2 erldutert wird, sind Uberginge, die nie auftraten mit der Ziffer 0
markiert. Sehr selten beobachtete Ereignisse sind dagegen mit einen Punkt gekennzeichnet.
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D.2.1 System ohne periodische Randbedingungen

Gleitende Auswertung

AR
As, Wl 40| +1 —-1|4+2 =2
10| 0 0 00
11 0O - 10 00
1 0/ 0 o010
) 0 00 0
—9 0 0 010
010 00 010
" A g | 41 —1 |42 —2
oo
0| 0 0
T 0 0 00
1 0,0 010
) 0O 0,0 010
—9 0O 0/l0 010
0,0 0,0 010
Ang
s, 10|41 —1]+2 —2
10 0O 0,0 00
1100 -0 010
110 0/0 o010
2100 010 0
2100 o0 010
010 00 010
A Ao | 4o | 41 —1 |42 —2
Tis
10| 0 0 00
11 00 o010
1 0O - 10 010
i) 0 0 0|0
—9 0 00 0
010 0,0 010
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Doppelschichten
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D.2.2 Periodische Randbedingungen

Gleitende Auswertung

AR
As, Wl 40| +1 —-1|4+2 =2
10| 0 0 00
1l - [0 010 0
1 0 0 010
) 0 00 0
—9 0 0 010
010 00 010
" A g | 41 —1 |42 —2
oo
0,0 | 0 0 0
100 0 00
1] 0 0,0 010
) 0O 0,0 010
—9 0O 0/l0 010
0,0 0,0 010
Ang
s, 10|41 —1]+2 —2
10 0O 0,0 00
100 010 0
1100 o - o010
2100 010 0
2100 o0 010
010 00 010
A Ao | 4o | 41 —1 |42 —2
Tis
10| 0 0 00
10,0 0,0 010
110 lo o]0 o]0
i) 0 0 0|0
—9 0 00 0
010 0,0 010
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Doppelschichten
s, Anoo | 4| 41 —1 |42 -2
+0 0 0 [0
+1 0 . 0 0 [0
-1 . 0 0 0 [0
+2 0 0 0 [0
-2 0 0 0 [0
0 0 0 0 0 [0
o A0 41 1 42 2
00
+0| 0 0 0|0
+1 0 0 0 0|0
-1 0 0 0 0 |0
+2 1 0 0 0 0 0 |0
-2 0 0 0 0 0|0
0 0 0 0 0|0
s, Ans 1o 41 —1] 42 —2
+0 ] 0 0 0 |0
+11 0 0 . 0 0 |0
-1 0 . 0 0 0 |0
+2 1 0 0 0 0 |0
-2 0 0 0 0 |0
0 0 0 0 0 [0
A 0 41 1 42 2
N
+0| 0 0 0 0 0 |0
+1 0 0 0|0
-1 0 0 0|0
+2 1 0 0 0 0 0|0
210 0 0 0 0 |0
0 0 0 0 0|0

D.2.3 Grofie Systeme mit periodischen Randbedingungen

Hier wurde das System mit N = 250 nicht beriicksichtigt, da hier bei starker Kopplung die
Clustergrofe teilweise an die Systemgrofie heranreichte.
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230
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Doppelschichten
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