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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein Konzept zur Parallelisierung des nicht-linearen Finite-
Elemente Paketes FEPS auf Parallelrechnern mit verteiltem Speicher entwickelt. Mit dem
Ziel, eine weitgehende Automatisierung der parallelen Berechnungen zu ermoglichen, werden

dabei alle Teilschritte der Simulation in das Konzept mit einbezogen.

Die wichtigsten Bausteine des Gesamtsystems — ein paralleler Netzgenerierungsalgorithmus,
parallele FE-Module und eine Kommunikationsbibliothek — werden implementiert und an-

hand von Test- und Praxisbeispielen erprobt.

Der parallele Netzgenerierungsalgorithmus basiert auf der rekursiven Zweiteilung der das Re-
chengebiet definierenden geometrischen Struktur vor der eigentlichen Generierung der Git-
terpunkte. Dieses Vorgehen beschleunigt die Netzgenerierung und erlaubt vor allem die Er-
stellung von Teilgebieten, die ein besseres Lastgleichgewicht der spéteren FE-Berechnungen

gewahrleisten als dies mit konventionellen Netzaufteilungsalgorithmen moglich ist.

Bei der Parallelisierung der Finite-Elemente-Module von FEPS steht das Modul zur Simu-
lation von Umformvorgéngen im Vordergrund. Wihrend die Berechnung der Elementmatri-
zen und Vektoren inhérent parallel ist, war fiir die Parallelisierung der Gleichungsloser die
Erweiterung von zwei existierenden Algorithmen notwendig. Dabei zeigt sich der paralle-
le Unterstrukturalgorithmus in Beispielrechnungen dem parallelen Cholesky-Loser eindeutig
iiberlegen, da dieser aufgrund des hohen Kommunikationsaufwandes bei steigender Prozes-

sorzahl nur fiir moderat parallele Anwendungen geeignet ist.

Die Kommunikationsbhibliothek stellt eine Reihe spezifischer Unterprogramme zum Aus-
tausch von Daten zwischen Prozessoren zur Verfiigung, die speziell auf die besonderen An-
forderungen raumlicher Diskretisierungsverfahren ausgerichtet sind. Diese Routinen ermégli-
chen die schnelle Parallelisierung neuer Berechnungsmodule und verringern gleichzeitig den
Aufwand bei der Portierung des parallelen Gesamtsystems auf neue Hardware-Plattformen,

da die Anzahl der maschinenabhéngigen Aufrufe auf einen kleinen Kern beschréankt wird.

Weitergehende Konzepte, wie die Einbeziehung adaptiver Netzanpassungen oder die Ver-



wendung iterativer Losungsverfahren konnten zwar im Rahmen dieser Arbeit noch nicht
implementiert werden. Moglichkeiten der Parallelisierung dieser Methoden im Rahmen des

hier entwickelten Gesamtkonzeptes werden aber detailliert aufgezeigt.
Eine Reihe von Beispielanwendungen demonstriert die korrekte Implementierung der be-

schriebenen Verfahren anhand einfacher Testprobleme und die Anwendbarkeit auf komplexe

Problemstellungen anhand einiger industrieller Beispiele.
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Kapitel 1

Einfiihrung

Computer sind heute aus den Natur- und Ingenieurwissenschaften nicht mehr wegzuden-
ken. Die Modellierung und Simulation komplexer physikalischer Systeme mit Hilfe von lei-
stungsfiahigen Rechnern zur Analyse, Vorhersage oder Steuerung verschiedenartigster Vor-
génge, zur Auslegung und Optimierung von Bauteilen und zur Erforschung noch unbekannter
Phénomene sind heute ein essentieller Bestandteil jeder wissenschaftlichen Arbeit. Auch in
der industriellen Produktion halten rechner-unterstiitzte Methoden immer stiarker Einzug
und 16sen aufwendige experimentelle Untersuchungen oder Verfahren nach dem System “tri-

al and error” ab.

Die Entwicklung der Leistungsféhikeit elektronischer Rechner in den zuriickliegenden Jahr-
zehnten war rasant. Computer, die in den fiinfziger und frithen sechziger Jahren noch ganze
Ré&ume fiillten, finden heute in einer Handfliche Platz. Die Entwicklung von Computern
stand und steht dabei in stdndiger Wechselwirkung mit den Problemen, die mit ihrer Hilfe
gelost werden sollen. Einerseits haben die technologischen Fortschritte in der Herstellung der
einzelnen Bauteile den Bau von Rechnern erméglicht, die immer gréflere Probleme immer
schneller 16sen konnen. Andererseits hat der Drang zur Losung immer komplexerer Probleme
die Entwicklung von Computern stdndig in bestimmte Richtungen gesteuert und vorange-
trieben. Heute ist allerdings abzusehen, dafl die Leistungsentwicklung einzelner Prozessoren
mit dem weiter wachsenden Bedarf an Rechenleistung nicht wie bisher Schritt halten kénnen
wird. Bereits heute néhert sich die Technologie den durch die Lichtgeschwindigkeit und quan-
tenmechanische Effekte gesetzten physikalischen Grenzen [47]. Zwar sind weitere Fortschrit-
te, etwa durch den Einsatz neuer Materialien bei der Chip-Herstellung, durchaus mdoglich
und sogar zu erwarten, jedoch werden die Kosten zur Realisierung dieser Verbesserungen
immer grofler. Es ist daher heute allgemein anerkannt, dafl die auch weiterhin notwendige

Leistungssteigerung von Computern bei Einsatz endlicher Finanzbudgets nur durch zuneh-

11



12 1. FEinfiihrung

mende Einfiihrung von paraller Verarbeitung in die Rechnerarchitektur erreichbar sein wird.

Parallele Verarbeitung sei hier definiert als die gleichzeitige Bearbeitung mehrerer von ein-
ander weitgehend unabhéngiger Teile eines Gesamtproblems zum Zwecke der Reduzierung
der fiir die vollstdndige Bearbeitung des Gesamtproblems bendétigten Zeit. In diesem Sinne
enthielten Computer schon sehr frith Elemente der Parallelitit, etwa durch Uberlappung
von Berechnungen und Ein- und Ausgabe, oder durch Verwendung mehrerer Funktions-
einheiten fiir arithmetische Operationen [82]. Allerdings waren diese Arten der Parallelitét
immer unterhalb der Anweisungsebene angesiedelt, sodafl der Anschein einer sequentiellen

Verarbeitung erhalten blieb.

Erst im Laufe des vergangenen Jahrzehnts traten mit dem Aufkommen der sogenannten
Vektor-Supercomputer auch fiir den Programmierer und Anwender sichtbarere Formen der
Parallelverarbeitung stédrker in den Vordergrund, zum einen durch die Einfithrung der Vek-
torverarbeitung, zum anderen durch die Verwendung mehrerer Prozessoren (CPU’s), die auf
der Ebene von Programm-Schleifen Daten parallel bearbeiten kénnen. Die Vektor-Super-
computer haben den Markt der Hochleistungsrechner fiir wissenschaftlich-technische Anwen-
dungen in den vergangenen Jahren eindeutig beherrscht, da sie in allen relevanten Aspekten
numerisch intensiver Berechnungen, wie Prozessorleistung, Speicherkapazitdt und Zugriff,
Ein- und Ausgabeleistung, etc., die hochste verfiigbare Leistungsfiahigkeit bieten. Thren Er-
folg verdanken die Supercomputer aber auch der Tatsache, dafl existierende sequentielle
Programme relativ problemlos auf sie iibertragen werden kénnen. Durch Befolgung eini-
ger einfacher Regeln und ggf. das Umordnen von Programm-Schleifen (Vektorisierung), bzw.
durch Compiler-Anweisungen (Parallelisierung) lassen sich dabei Geschwindigkeitssteigerun-
gen um ein bis zwei Groflenordnungen realisieren [20], ohne das eine Neuprogrammierung

oder gar die Entwicklung neuer Programmierkonzepte notwendig wére.

Supercomputer sind aber hinsichtlich ihrer Parallelitit offensichtlich nicht beliebig skalierbar.
Besonders der auf diesen Maschinen im Allgemeinen vorhandene gemeinsame Hauptspeicher,
auf den alle Prozessoren gleichberechtigt Zugriff haben, fiihrt bei steigender Prozessorzahl
zu Zugriffskonflikten bzw. zu einer Verlangsamung des Speicherzugriffs der der durch die

Erhohung der Prozessorzahl ja erwiinschten Beschleunigung entgegenwirkt.

An dieser Stelle setzen die in vergangenen Jahren immer stéirker auf den Markt dréngen-
den Parallelrechner mit verteiltem Hauptspeicher an, bei denen jeder Prozessor iiber einen
eigenen, lokalen Hauptspeicher verfiigt und iiber ein fest oder variabel verdrahtetes Kom-
munikationsnetz mit anderen Prozessoren kommunizieren und Daten austauschen kann. Die
modernsten Rechner dieser Bauart verfiigen iiber sehr leistungsfédhige Finzelprozessoren mit
groffem lokalem Speicher sind fast beliebig bis auf mehrere tausend Prozessoren skalierbar
und scheinen somit die Losung fiir alle Leistungsprobleme bei Hochleistungsrechnern anzu-

bieten.
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Doch leider sagt die theoretische Leistungsfihigkeit noch nichts iiber die in Anwendungen
mit praktischer Relevanz tatsichlich erreichbare Leistungsfahigkeit aus. Die Diskrepanz zwi-
schen beiden ist bei MIMD-Rechnern heute noch sehr betréchtlich, was hauptséchlich in
der Schwierigkeit bei der Programmierung derartiger Rechner begriindet liegt. Eine direkte
Ubertragung sequentieller Programmstrukturen ohne grofere Anderungen ist nur in den sel-
tensten Féllen moglich. Zumeist sind massive Anderungen oder sogar der vollige Neuentwurf
von Algorithmen notwendig, um eine effiziente parallele Berechnung zu ermdoglichen. Dieser
Aufwand ist bei industriell verwendeten Programmsystemen, die zumeist iiber viele Jahre

gewachsen und dementsprechend sehr umfangreich sind, kaum zu vertreten.

Die vorliegende Arbeit beschreibt die Parallelisierung eines Finite-Elemente Programmsy-
stem fiir Parallelrechner mit verteiltem Hauptspeicher. Das Programmsystem FEPS (Finite
Element Programming System) wurde an der Universitat Stuttgart entwickelt und ist seit
vielen Jahren fiir eine Vielzahl von industriellen Problemen - von der nichtlenearen Struk-

turanalyse bis zur Stromungssimulation - im Einsatz [32, 31, 7, 110].

Programmsysteme zur Simulation physikalischer Feldprobleme mit Hilfe der Finite-Elemen-
te-Methode gehoren sicherlich zu den Anwendungen, bei denen fiir eine effiziente Nutzung der
enormen Fahigkeiten moderner Parallelrechner ein besonderer Bedarf besteht. Die Finite-
Elemente-Methode, deren Einsatz sich in ihren Anfangsjahren hauptséchlich auf das Gebiet
der Strukturmechanik beschriankte, ist heute als Verfahren zur Losung beliebiger partieller
Differentialgleichungen allgemein anerkannt und hat in fast allen Gebieten der Natur- und In-
genieurwissenschaften Einzug gehalten. Die Anwendungsmoglichkeiten fiir Finite-Elemente-
Systeme sind so vielfiltig wie die physikalischen Prozesse, die sie modellieren sollen. Sie rei-
chen heute von der klassischen Anwendung der linearen und nichtlinearen Strukturanalyse
iitber die Simulation verschiedenartigster Stromungsvorgéange bis zur Modellierung thermi-
scher, chemischer oder kernphysikalischer Prozesse. Ausfiihrliche Beschreibungen der FE-
Methode und ihrer Anwendungen sind in einer grofien Anzahl von Biichern zu finden, so
z.B. in den Standardwerken von Argyris [11, 12, 13] und Zienkiewicz [115].

Trotz der enormen Leistungssteigerungen konventioneller Supercomputer in den vergange-
nen Jahren besteht bei vielen dieser Anwendungen nach wie vor grofler Bedarf an schnelleren
Rechnern. Die Losung von Feldproblemen auf diskretisierten Gebieten mit 10° bis 10® Frei-
heitsgraden ist in Anwendungen wie der Simulation von Stromungsvorgingen um komplette
Flugzeuge, der Modellierung komplexer dreidimensionaler Umformprozesse oder der Berech-

nung globaler Wettervorhersagen gleichermaflen notwendig [48].

Probleme dieser Grofenordnung kénnen nur auf massiv parallelen Rechnerarchitekturen in
akzeptablen Rechenzeiten berechnet werden. Mit der Implementierung von Finite-Elemente-
Programmsystemen auf Parallelrechnern hat sich in den vergangenen 5-10 Jahren eine Viel-

zahl von Verdffentlichungen befafit, die allerdings bisher noch nicht zu einer nennenswerten
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Verbreitung paralleler FE-Anwendungen iiber den akademischen Bereich hinaus gefiihrt hat.
Dies liegt zum einen in der weiter oben schon angesprochenen Tatsache begriindet, daf3 die im
kommerziellen Bereich verwendeten Finite-Elemente-Pakete zumeist sehr umfangreich sind
und eine Parallelisierung dementsprechend sehr aufwendig wére. Zum anderen haben sich
die im akademischen Bereich durchgefiihrten Untersuchungen aber héufig nur mit einzelnen
Schritten des gesamten Ablaufes einer FE-Simulation befafit, insbesondere mit der Losung
des linearen bzw. linearisierten Gleichungssystems. Dabei wurde dann oft auch noch eine be-
stimmte Struktur und Art der Aufteilung des diskretisierten Gebietes vorausgesetzt, so dafl
die Ergebnisse solcher Untersuchungen fiir praktisch relevante Anwendungen nur bedingt

aussagekraftig waren.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Konzept entwickelt und umgesetzt, welches samtliche
Teilschritte einer Finite-Elemente-Simulation umfait und eine parallele Bearbeitung die-
ser Schritte ermdglicht, wo immer dieses sinnvoll ist und dabei die gleichméfig effiziente
Auslastung des Parallelrechner bei der Losung verschiedener industriell relevanter Probleme

gewdhrleistet.

Die Neuentwicklungen im Rahmen dieser Arbeit, die die bekannten Konzepte der Paralle-
lisierung von Finite-Elemente-Algorithmen erweitern, sind im wesentlichen drei Bereichen

zuzuordnen:

e Aufteilung des Berechnungsgebietes auf die Prozessoren.

Hier wird ein neuer Ansatz vorgestellt, der die Aufteilung der Berechnungsgeometrie

vor der eigentlichen Netzgenerierung erlaubt.
e Datenaustausch zwischen den Prozessoren.

Eine Reihe von auf Finite-Elemente-Berechnungen zugeschnittene Kommunikations-
routinen wurden entwickeln, die auf der bei der Aufteilung der Geometrie entstehenden

Datenstruktur basieren.
e Losung des linearisierten Gleichungssystems

Hier wurden existierende Algorithmen zur parallelen Losung von Gleichungssystemen

erweitert, um die parallele Datenstruktur optimal nutzen zu kénnen.

Der Ablauf der parallelen Berechnungen verlduft derart, daff zundchst die Geometrie des
Berechnungsgebietes in Form einer Blockstruktur definiert wird, die sich aus beliebigen
drei- und vierseitigen Blocken (bzw. sechsseitigen Wiirfeln in 3D) zusammensetzt. Diese
Blockstruktur wird dann durch rekursive Zweiteilung unterteilt, bis die erforderliche An-
zahl von Teilgebieten erstellt ist. Dabei entsteht eine geometrische Baumstruktur, die die
Grundlage der Kommunikationsroutinen bildet. Die eigentliche Netzgenerierung kann somit
bereits parallel erfolgen, und auflerdem konnen wichtige Faktoren, die das Lastgleichgewicht

der spéteren FE-Berechnungen bestimmen, bei der Aufteilung besser beriicksichtigt werden.
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Fiir die parallele Losung des linearisierten Gleichungssystems, den aufwendigsten Teilschritt
der FE-Berechnung, werden zwei bekannte direkte Verfahren, ein paralleles Cholesky-Verfahren
und ein paralleles Unterstrukturverfahren, dem neuen Ansatz bei der Gebietsaufteilung ent-

sprechend erweitert und auf ihre Tauglichkeit im Rahmen des Gesamtsystems untersucht.

Die Implementierung des parallelen FE-Konzeptes wird im Rahmen dieser Arbeit anhand des
FEPS-Algorithmus zur Simulation von Umformprozessen entwickelt und dort implementiert.
Der iiberwiegende Teil dieser Konzeptes ist aber ohne Anderung auf andere Anwendungen

iibertraghar, was in Kap. 9 auch anhand einiger Anwendungsbeispiele demonstriert wird.

In den beiden folgenden Kapiteln dieser Arbeit wird zunéchst ein vertiefter Uberblick iiber die
Charakteristika und Klassifikation von Parallelrechnern sowie die Grundlagen ihrer Program-
mierung gegeben. In Kap. 5 wird die parallele Programmarchitektur fiir Finite-Elemente-
Anwendungen im Uberblick vorgestellt. Die wichtigsten neuentwickelten Elemente des par-
allelen FE-Systems werden dann in den Kapiteln 6 bis 8 eingehend beschrieben: die Kommu-
nikationsbibliothek, die Generierung und Aufteilung des Berechnungsnetzes und die parallele
Losung des linearisierten Gleichungssystems. In Kap. 9 wird schliellich die Anwendbarkeit

der wesentlichen Teile des Verfahrens auf verschiedene industrielle Probleme demonstriert.



Kapitel 2

Klassifizierung von Parallelrechnern

In diesem Abschnitt werden zunéchst die verschiedenen Moglichkeiten der Klassifizierung von
Parallelrechnern besprochen, um dann die im Rahmen dieser Arbeit benutzten Rechnertypen

einzuordnen und naher zu beschreiben.

Parallelrechner unterscheiden sich voneinander hinsichtlich einer Vielzahl von Eigenschaften
wie z.B. der Speicherorganisation, der Prozessorgroie oder der Topologie des Verbindungs-
netzwerkes. Die bekannteste und am weitesten verbreitete Klassifikation geht auf Flynn
zuriick [45] und soll trotz gewisser Méngel auch hier als Grundlage benutzt werden. Flynn
betrachtet die Parallelitéit des Instruktionsstromes (Single oder Multiple Instruction) sowie
dir Parallelitit des Datenstroms (Single oder Multiple Data). Aus dieser Unterscheidung
ergeben sich theoretisch vier Klassen von Parallelrechnern: SISD, SIMD, MISD und MIMD,
wobei der Klasse MISD allerdings weder theoretisch noch praktisch eine Architektur zu-
geordnet werden kann [78]. Die verbleibenden drei Gruppen sind in Abb. 2.1 dargestellt,
wobei die Klasse SISD der traditionellen von-Neumann Architektur entspricht, sodafl die
eigentlichen Parallelrechner in den Klassen SIMD und MIMD zu finden sind.

2.1 SIMD-Rechner

SIMD-Rechner sind dadurch gekennzeichnet, dafl auf einer Vielzahl von Daten jeweils die
gleichen Operationen ausgefiihrt werden. Ordnet man Parallelrechner nach ihrer Prozessor-
grofle, so sind die beiden Extreme auf dieser Skala in der Klasse der SIMD-Rechner enthalten:
zum einen die sehr leistungsstarken Vektor-Supercomputer, bei denen alle Elemente eines
Vektors “gleichzeitig”, d.h. in einer sogenannten Pipeline, bearbeitet werden, und zum an-
deren Prozessorarrays, die aus einer sehr groffen Anzahl von kleinen Prozessoren, die oft nur

eine Wortbreite von 1 bit aufweisen, aufgebaut sind. Letztere haben, nachdem sie Anfang der

16



2.1. SIMD-Rechner 17

Sequentiell Parallel
SISD SIMD MIMD
Single Instruction Single Instruction Multiple Instruction

Single Data Multiple Data Multiple Data
Vector— Prozessor— gemeinsamer verteilter
rechner Arrays Speicher Speicher

VAX 11/785 Cray 2 CM-2 SG Paragon
ETA-10 CM-5

Abbildung 2.1: Klassifizierung von Parallelrechnern nach Flynn

Neunziger Jahre vor allem durch die Rechner der inzwischen nicht mehr bestehenden Firmen
Thinking Machines [67] und MasPar [78] einige Markterfolge verbuchen konnten, in letzter
Zeit insbesondere im Bereich der numerisch intensiven Anwendungen stark an Bedeutung

verloren und werden hier nicht weiter behandelt.

Das in den Vektorrechnern verwendete Pipelining beruht auf den zwei wesentlichen An-
nahmen, dal bestimmte Operationen auf viele Operanden angewendet werden miissen, und
dal diese Operation in mehrere Unteroperationen eingeteilt werden kann, die die gleiche
Ausfithrungszeit aufweisen [15]. Durch Uberlappung der Ausfithrung der Unteroperatio-
nen aud verschiedene Operanden ist so eine deutliche Beschleunigung der Ausfithrungszeit
moglich.

Vektorrechner weisen heute zumeist mehrere (4-16) Vektorprozessoren auf, wobei fiir den
Programmierer jedoch weitgehend die Sicht eines SIMD-Rechners erhalten bleibt, da die Par-
allelisierung hauptséchlich auf Schleifenebene stattfindet. Aulerdem wird diese Moglichkeit
in der weitaus iiberwiegenden Anzahl der Anwendungen gar nicht genutzt, da die Rechner
zumeist mit einer Viehlzahl von Benutzern betrieben wird, die auf die einzelnen Prozessoren

verteilt werden konnen.

Die Technik der Vektorrechner ist sowohl von der Hardware als auch von der Software relativ
ausgereift. Die Programmierung ist, auch dank vieler unterstiitzender Compiler, relativ pro-
blemlos. Eine weitere Leistungssteigerung, zumindest der Vektorleistung, ist grundsétzlich

moglich. Die technischen Probleme und damit die Kosten wachsen dabei allerdings erheblich.
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Auch ist es fraglich, ob solche Rechner fiir die Losung der relevanten, zumeist hochgradig
nichtlinearen und nichthomogenen, Probleme aus dem technisch-wissenschaftlichen Bereich

dann noch effizient eingesetzt werden konnen [105].

2.2 MIMD-Rechner

MIMD-Rechner bestehen aus einer Anzahl von untereinander verbundenen Prozessoren, die
alle unabhéngig voneinander programmiert werden und ihre eigenen Instruktionen ausfiihren
konnen. In dieser Klasse ist die iiberwiegende Anzahl der heute auf dem Markt befindli-
chen Parallelrechner anzusiedeln. Hinsichtlich der Prozessorgrofie sind praktisch alle MIMD-
Rechner im mittleren Bereich zwischen den einfachen Prozessoren der massiv-parallelen
SIMD-Rechner auf der einen Seite und den leistungsstarken Vektorprozessoren der Vektor-
Supercomputer auf der anderen Seite, einzuordnen. Die Abgrenzung nach unten ist dabei
leicht einsehbar durch die beschréinkte Leistungsfahigkeit der einfachen Prozessoren. Die Ab-
grenzung nach oben ist dadurch zu erklaren, daf MIMD-Rechner eben gerade die Moglichkeit
bieten, bei Verwendung etablierter, preiswerterer Prozessortechnologie durch Vergréferung
der Anzahl der verwendeten Prozessoren auf sehr viel billigere Art und Weise die gleiche
oder groflere theoretische Gesamtleistungsfahigkeit zu erreichen als die sehr teuren Vektor-
Supercomputer. Die meisten MIMD-Rechner sind heute bis zu 1000 oder mehr Prozessoren
ausbaubar, wobei diese Begrenzung weniger durch technologische als vielmehr durch finan-

zielle und software-technische Griinde bedingt ist.

Um eine genauere Klassifizierung von MIMD-Rechnern zu erlauben, ist eine Erweiterung
der Flynn’schen Taxonomie erforderlich. Neben der Topologie des Vebindungsnetzwerkes
der Prozessoren untereinander kommt hier insbesondere die Art der Speicherorganisation als
Kriterium in Betracht. Man kann zwischen Parallelrechnern mit gemeinsamem und verteil-

tem Hauptspeicher, sowie Mischformen unterscheiden [52].

2.2.1 MIMD-Rechner mit gemeinsamem Hauptspeicher

Parallelrechner in dieser Klasse sind grundsétzlich den Vektor-Supercomputern mit mehreren
Prozessoren dhnlich. Anders als diese werden Sie jedoch zumeist wirklich parallel verwendet,
d.h. mehrere oder alle Prozessoren werden fiir die Bearbeitung einer einzelnen Anwendung
genutzt. Diese Rechner besitzen einen gemeinsamen Addressraum, d.h. alle Daten sind fiir
alle Prozessoren gleichberechtigt verfiigbar. Wenn mehrere Prozessoren schreibend auf das
gleiche Datum zugreifen wollen, fiithrt dieses zu Zugriffskonflikten, die sequentiell aufgelost
werden miissen. Der durch diese Zugriffskonflikte entstehende Overhead steigt mit zuneh-

mender Anzahl von Prozessoren drastisch an.



2.2. MIMD-Rechner 19

Schalter

lokale
Speicher

Abbildung 2.2: Parallelrechner mit gemeinsamem Hauptspeicher

Bild 2.2 zeigt die zwei am meisten verbreiteten Typen von MIMD-Rechnern mit gemein-
samem Hauptspeicher, die sich durch die Art der Verbindung zwischen Prozessoren und
Hauptspeicher unterscheiden. Die einfachste Moglichkeit ist dabei die Verwendung eines
gemeinsamen Busses (Bild 2.2.a), iiber den alle Speicherzugriffe abgewickelt werden. Die-
ses Design ist nur geeignet fiir eine geringe Anzahl von Prozessoren, da die effektive Bus-
Kommunikationszeit proportional zur Anzahl der Prozessoren N ansteigt, wihrend die mei-
sten relevanten Algorithmen zur effizienten Ausfithrung eine von N unabhéngige Kommu-
nikationsbandbreite erfordern [47]. Eine Alternative bietet die in Bild 2.2.b gezeigte Verbin-
dung durch ein mehrstufiges Netzwerk von Schaltern, das eine Verbindung zwischen allen
Prozessoren und Speicherbereichen herstellen kann und dabei typischerweise eine bei stei-
gender Prozessorzahl mit log N ansteigende Kommunikationszeit aufweist [52]. Weitere
Alternativen sind die Verwendung sogenannter Crossbar Switches, bei denen Prozessoren
und Speicher durch ein Netz von Schaltern verbunden sind, und die sogenannte Multiport

Memory, bei dem jeder Prozessor direkt mit jedem Speichermodul verbunden ist [15].

MIMD-Rechner mit gemeinsamem Speicher sind aufgrund der angesprochenen Zugriffskon-

flikte und der begrenzten Speicherbandbreite allgemein nur begrenzt ausbaufihig [29].

2.2.2 MIMD-Rechner mit verteiltem Hauptspeicher

Rechner diesen Typs bilden die logische Alternative, um die Speicherprobleme beim gemein-

samen Hauptspeicher zu vermeiden: Jeder Prozessor erhélt einen eigenen Hauptspeicher
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mit lokalem Addressraum, auf den nur er Zugriff hat. Synchronisation und Kommunikation
mit anderen Prozessoren erfolgt durch Datenaustausch (message passing). Die wesentlichste
Design-Entscheidung bei Rechnern dieser Klasse ist die Wahl des Verbindungsnetzwerkes,
iiber das die Prozessoren miteinander kommunizieren. Bild 2.3 zeigt die wichtigsten Moglich-
keiten. Dabei kann das Netzwerk fest verdrahtet oder variabel vom Benutzer konfigurierbar
sein. Hypercube-Topologien (Bild 2.3 links) schienen eine Zeitlang die vielversprechendste
Alternative darzustellen (z.B. iPSC/860, nCube). Die Tatsache, dafl dabei die Anzahl der
Prozessoren N immer gleich 2" sein muf}, und daf bei jeder Verdoppelung von N ein weiterer
Kommunikationskanal benotigt wird, wodurch die Skalierbarkeit des Rechners begrenzt wird,
haben in letzter Zeit eher zu einer Hinwendung zu ein-, zwei- und dreidimensionalen Netzen
(Bild 2.3 Mitte und rechts) gefithrt (z.B. Intel Paragon, Parsytec MC und GC, Cray-T3E).
Rechner dieses Typs sind theoretisch beliebig ausbaufihig.

Abbildung 2.3: Parallelrechner mit verteiltem Hauptspeicher

Das Problem von MIMD-Rechnern mit verteiltem Speicher liegt, wie schon angesprochen, in
der Erstellung von Software, die eine Ausnutzung der theoretischen Leistungsfahigkeit dieser
Rechner in praktisch relevanten Anwendungen ermoglicht. Diesem Problem ist der Hauptteil

dieser Arbeit gewidmet.

Die Schwierigkeiten bei der Erstellung effizienter Software liegen zu einem grofien Teil in
dem durch den Datenaustausch zwischen den Prozessoren verursachten Zusatzaufwand be-
griindet. Eine der wesentlichen Forderungen an die Hardware von MIMD-Rechnern dieser
Klasse ist deshalb die nach einem schnellen und flexiblen Verbindungsnetz fiir die Kom-
munikation sowohl zwischen unmittelbar benachbarten als auch zwischen in der Hardware-
Topologie weiter voneinander entfernten Prozessoren. Der Kommunikationsaufwand wird
hardwareseitig bestimmt durch zwei Merkmale: die fiir den Aufbau einer Verbindung benétig-
te Zeit, auch Latenzzeit gennant (angegeben zumeist in ps), und die Geschwindigkeit der

eigentlichen Dateniibertragung (angegeben zumeist in Mbit/s).

Modernere MIMD-Rechner sind heute auf jedem Prozessorknoten mit einem zusétzlichen,

nur fiir die Kommunikation verantwortlichen Prozessor bestiickt. Dies ist insbesondere wich-
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tig bei der Kommunikation zwischen nicht unmittelbar benachbarten Prozessoren, wobei die
Leistungsfihigkeit der zwischen den kommunizierenden Prozessoren liegenden und fiir die

Weiterleitung der Daten verantwortlichen Prozessoren nicht beintréchtigt werden sollte.

2.2.3 MIMD-Rechner mit hybrider Speicherorganisation

Neben den MIMD-Rechnern mit verteiltem und gemeinsamem Hauptspeicher gibt es auch
einige Beispiele fiir Parallelrechner mit einer Mischform hinsichtlich der Speicherorganisation.
Einige Konzepte sehen z.B. eine Gruppierung von Prozessoren in sogenannte Cluster vor,
von denen jeder einen lokalen gemeinsamen Hauptspeicher aufweist, auf den alle Prozessoren
innerhalb des Clusters zugreifen kénnen. Der eigentliche Parallelrechner wird dann aus vielen

dieser Cluster zusammengesetzt, die durch Datenaustausch kommunizieren konnen [81].

Eine interessante Alternative bildet auflerdem das sogenannte Distributed-Shared-Memory-
-Modell [52]. Bei Parallelrechnern dieses Typs ist der Hauptspeicher zwar verteilt, bildet
aber einen globalen logischen Adressraum. Wird auf nicht-lokale Daten zugegriffen, werden
diese durch einen Kommunikationsvorgang bereitgestellt, der dem Benutzer aber weitgehend
verborgen bleibt. Allerdings ist dieser nicht-lokale Speicherzugriff typischerweise um bis zu
eine Groflenordnung langsamer als der lokale [54]. Die theoretischen Vorteile dieses Modell
liegen auf der Hand: es verbindet die Skalierbarkeit von Architekturen mit verteiltem Speicher
mit der einfachen Parallelisierung bei Beibehaltung des gemeinsamen Hauptspeichers, wobei
ein sequentielles Programm meist sofort parallel lauffahig ist, dann aber noch optimiert

werden mulf3.

Ein interessantes Beispiel fiir Parallelrechner dieser Kategorie waren die von der Kendall
Square Research Corporation entwickelten Rechner KSR-1 und KSR-2, bei dem der Speicher
aus lokalen, Cache-artigen Segmenten bestand, die iiber hierarchisch angeordnete, sogennan-
te ALLCACHE Engines verwaltet werden [53]. Testergebnisse dieser Rechner deuteten auf
sehr hohe Leistungsfahigkeit hin [25], die sich fiir praktisch relevante Probleme aber leider
nicht mehr bestétigen lassen wird, da die Firma KSR inzwischen ihre Produktion einstellen

mufte.

2.3 In dieser Arbeit verwendete Parallelrechner

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Konzepte und Programme wurden fiir MIMD-
Rechner mit verteiltem Hauptspeicher entwickelt und auf drei Maschinen dieses Typs im-
plementiert und getestet: Intels iPSC/2 und Paragon sowie dem transputer-basierten Multi-

Cluster-3 von Parsytec.
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2.3.1 Intel iPSC/2

Der iPSC/2, als Nachfolger des iPSC/1 der zweite von Intels Personal Supercomputer Di-
vision entwickelte Parallelrechner [30], war einer der ersten auch kommerziell erfolgreichen
Rechner, auch wenn der Kreis der Benutzer hauptséichlich aus dem akademischen Bereich

kam.

Der iPSC/2 besteht aus einem Netzwerk von 4 — 128 Prozessoren, die durch eine Hypercube-
Topologie verbunden sind. Jeder Prozessor ist ein unabhéngiger, 32-bit Microcomputer auf
einem einzelnen Board, bestiickt mit Intels 80386 Prozessor mit 80387 oder Weitek Coprozes-
sor, 1-16 MB lokalem Hauptspeicher sowie dem sogenannten DCM (Direct Connect Module).
Dieses ist fiir das Verschicken, Empfangen und Weiterleiten von Daten verantwortlich. Bei
letzterem wird der Prozessor selbst nicht beteiligt, so dafl die Latenzzeit beim Verschicken
einer Nachricht fast einheitlich fiir das gesamte Netzwerk ist. Dem Hypercube vorgeschaltet
ist der System Resource Manager (SRM), ein eigenstandiger, ebenfalls mit einem 80386-
Prozessor ausgeriisteter Computer, der den Zugang zum Cube kontrolliert und den Kontakt
mit anderen Rechnern herstellt. Ist der Parallelrechner nicht mit einem Concurrent File Sy-
stem ausgestattet, auf das die Prozessoren des Cubes direkt zugreifen kénnen, erfolgt auch
der Zugriftf auf Festplatten und andere sekundire Speichermedien iiber den SRM.

Auf dem SRM léduft ein vollstédndiges Unix-Betriebssystem, wiahrend auf jedem Prozessor das
Multitasking-Betriebssystem NX lauft. Dieses stellt iiber Unterprogrammbibliotheken fiir die
Programmiersprachen C und FORTRAN auch Kommunikationsroutinen zur Verfiigung, mit
deren Hilfe Daten verschickt und empfangen sowie eine Reihe von globalen Operationen
durchgefiihrt werden koénnen. Dabei kénnen Nachrichten nicht nur an benachbarte, son-
dern an alle Prozessoren verschickt werden, wodurch sich der Hypercube aus der Sicht des
Programmierers, auch wegen der erwiahnten einheitlichen Latenzzeit, wie ein vollsténdig ver-

bundenes Netzwerk darstellt.

Fiir diese Arbeit stand ein iPSC/2 mit 16 Prozessoren mit jeweils 4AMB Hauptspeicher zur
Verfiigung. Dieser Rechner wurde hauptséchlich zur Entwicklung der hier priasentierten Kon-
zepte verwendet, ist aber wegen der geringen Prozessorzahl natiirlich wenig geeignet, Aus-

sagen iiber massiv-parallele Anwendungen zu treffen.

2.3.2 Intel Paragon

Der Paragon-Parallelrechner ist das letzte und dementsprechend leistungstiahigste Mitglied
der Familie von MIMD-Rechnern mit verteiltem Speicher der Firma Intel. Er kann bis zu 2000
Knoten enthalten, von denen jeder wiederum ein im Prinzip eigenstandiger Computer ist, der

mit zwei Prozessoren des Typs i860 und mindestens 16 MB lokalem Hauptspeicher ausgeriistet
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ist. Die Knoten sind durch ein Netzwerk verbunden, iiber das diese durch Austausch von
Nachrichten kommunizieren kénnen und das die Topologie eines zweidimensionalen Gitters
aufweist. Einer der beiden Prozessoren auf jedem Knoten ist dabei nur fiir das Message-
Handling zustéindig. *. Dabei werden Nachrichten, die fiir andere Knoten bestimmt sind,
weitergeleitet, ohne die Leistung des Rechenprozessors zu beeinflussen. Die resultierende
Latenzzeit ist fiir unmittelbare Nachbarn deutlich geringer, ist aber dariiberhinaus von der
Entfernung der Prozessoren voneinander unabhéngig (siehe Tabelle 2.2). Einige Knoten sind
mit einer SCSI Schnittstelle, einer Ethernet oder FDDI-Verbindung und anderen Ein- und
Ausgabegeriten ausgestattet. Diese Knoten verwalten die Festplatten, Bandlaufwerke und
Netzwerkverbindungen des Systems. Zugriffe auf diese Medien ist transparent fiir alle Knoten

des Systems moglich.

Auf den Knoten lauft das Paragon OSF/1 Betriebssystem, eine um Elemente aus der par-
allelen Datenverarbeitung erweiterte Version des Betriebssytems der Open Software Foun-
dation. Diese stellen ein single system image des Netzwerks zur Verfiigung, die dieses wie
ein einzelnes System erscheinen lassen. So haben alle Knoten ein einheitliches Filesystem
und gleichberechtigten Zugang zu den Ein- und Ausgabegeriten des Systems. Auch sind
die Prozefl-Kennungen eindeutig und einheitlich fiir das gesamte System. Allerdings werden
die lokalen Speicher der Knoten nicht zu einem einheitlichen Addrefiraum zusammengefafit.
Jeder Knoten kann direkt nur auf seinen eigenen lokalen Speicher zugreifen (allerdings steht
virtueller Speicher zur Verfiigung, bei dem nicht in den Hauptspeicher passende Seiten auf
die Festplatte ausgelagert werden). Daten, die auf anderen Prozessoren liegen, sind wie beim

iPSC/2 durch Message Passing zugénglich.

Anwendungen auf der Paragon laufen in sogenannten Partitionen, die eine Gruppe von Kno-
ten umfassen. Einer Partition sind eine Reihe von Parametern zugeordnet, die die Lauf-
zeiteigenschaften der Anwendung kontrollieren. Vom Benutzer kénnen Partitionen gebildet,
modifiziert und wieder geloscht werden. Partitionen verschiedener Benutzer konnen sich ganz
oder teilweise iiberlappen, wobei das sogenannte gang-scheduling verwendet wird, d.h. zu ei-
nem gegeben Zeitpunkt sind die Knoten einer Partition entweder alle aktiv oder alle nicht

aktiv.

Eine besondere Partition, die service partition, steht fiir alle interaktiven Betriebssytemauf-
rufe und andere nicht parallele Programme zur Verfiigung. In ihr laufen die Benutzer-shells
und alle Prozesse, die auf dem iPSC/2 vom Hostrechner iibernommen wurden. Physikalisch
unterscheiden sich die Knoten der Service-Partition aber nicht von den restlichen Knoten.

Bei der Paragon handelt es sich also um einen hostfreien Rechner.

!Der fiir die Kommunikation zustindige Prozessor konnte allerdings software-bedingt fiir die im Rahmen

dieser Arbeit durchgefiihrten Berechnungen noch nicht angesprochen werden
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2.3.3 Parsytec MC-3

Das MultiCluster-3 DE ist eines von mehreren von der Firma Parsytec entwickelten Trans-
puternetzwerken. Es basiert auf dem T805 Transputer, einem 32-bit Microprozessor, der
hauptséchlich fiir parallele Anwendungen entwickelt wurde. Dafiir qualifizieren den Trans-
puter insbesondere vier auf dem Chip integrierte bidirektionale Kommunikationslinks. Aufler-
dem weist der T805 Speicher auf dem Chip und eine Floating-Point-Unit auf und hat eine
theoretische Leistungsfahigkeit von 1.8 MFlops [58].

Der MultiCluster-3 hat eine fest verdrahtetes, zweidimensionales Gitter als Topologie. Ge-
geniiber dem Austausch zwischen direkten Nachbarn entsteht bei der Kommunikation mit
nicht direkt benachbarten Prozessoren ein deutlicher Geschwindigkeitsverlust, da Messages
von den dazwischenliegenden Knoten “weitergereicht” werden miissen und diese dafiir ihre

eigenen Berechnungen unterbrechen miissen.

Das Transputer-Netzwerk ist iiber eine vorgelagerte Unix-Workstation zugénglich, die auch
fiir den Zugang zu sekundéren Speichermedien und die Verbindung mit anderen Computern
verantwortlich ist. Aulerdem laufen alle interaktiven Betriebssytemprozesse und Werkzeu-
ge zur Programmentwicklung auf dem Host, der somit die gesamte Entwicklungsumgebung
zur Verfiigung stellt. Die fiir den Zugang zum Transputernetzwerk notwendigen Erweite-
rungen werden durch das von Parsytec entwickelte Parix (PARallel Extensions to UnIX)
zur Verfiigung gestellt, welches auf allen Transputern lduft und Spracherweiterungen zum
Message Passing, numerische Bibliotheken und parallele Programmiermodelle zur Verfiigung
stellt.

Beim parallelen Programmablauf unter Parix wird zunéchst ein einheitliches Hauptpro-
gramm auf alle Knoten des Netzwerks geladen. Jeder Knoten kann dann seine Position
innerhalb des Netzwerks identifizieren, und das Hauptprogramm kann sich davon abhéngig
verzweigen. Kommunikation erfolgt iiber sogenannte virtual links, die in virtuellen Topo-
logien zusammengefafit sind. Diese sind zum Teil vordefiniert (z.B. 2D-Grid), kénnen aber
auch vom Benutzer dynamisch definiert werden. Dabei konnen virtuelle Verbindungen zu
allen Knoten des Netzwerks aufgebaut werden. Virtuelle Topologien konnen sich auflerdem

beliebig iiberlappen.

Fiir diese Arbeit stand der MC-3 des Instituts fiir Computer-Anwendungen mit insgesamt
44 Prozessoren zur Verfiigung.
2.3.4 Leistungsmessungen

Um die Leistungsfihigkeit der hier benutzten Systeme zu kennzeichnen und eine theoretische

Abschétzung der erreichbaren Effizienzen bestimmter Algorithmen zu ermdoglichen, wurden
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die Rechenleistungen und Kommunikationgeschwindigkeiten anhand einiger einfacher Test-

programme gemessen.

Um die Rechenleistung der Prozessoren einordnen zu kénnen, wird hier der Parameter ¢ f,q¢
eingefiihrt, der als die Summe einer Addition und einer Multiplikation zwischen einfach ge-
nauen FlieBkomma-Operanden definiert wird. Er wurde gemessen anhand eines FORTRAN-
Unterprogramms fiir eine Vektor-Vektor-Multiplikation, welches in dem in den folgenden
Kapiteln beschriebenen Finite Elemente System enthalten ist und dort, insbesondere in den
in Kapitel 8 beschriebenen Gleichungslosern, fiir einen wesentlichen Teil der anfallenden
Rechenzeit verantwortlich ist. Das Unterprogramm wurde soweit als moglich fiir die ver-
schiedenen Prozessoren optimiert. Die Ergebnisse fiir jeweils einen einzelnen Prozessor der
drei beschriebenen Parallelrechner sind in Tabelle 2.1 zusammengefafit. Die gemessenen Zei-

ten liegen in allen Féllen deutlich unter den fiir die Prozessoren angegebenen maximalen

Leistungen.
tfioat|ts] | MFlops
iPSC/2 4.19 0.477
Paragon | 0.102 19.6
MC-3 4.28 0.467

Tabelle 2.1: Rechenleitung eines Prozessors von iPSC/2, Paragon und MC-3

Die Leistungsfahigkeit bei der Kommunikation wird im Wesentlichen durch zwei Werte
gekennzeichnet: Die Latenzzeit tyqp10p, also die Zeit die zum Aufbauen einer Verbindung
benotigt wird, und die Zeit 4,4, die dann zum Verschicken eines Wortes benotigt wird.
Diese Werte sind aufler von der Hardware unter anderem auch abhéingig von der Lange der
Message und der Entfernung zwischen schickendem und empfangendem Prozessor, d.h. von
der Anzahl der Knoten, die innerhalb des Netzwerks zwischen diesen liegen.

Die in Tabelle 2.2 gezeigten Werte wurden bei der Punkt-zu-Punkt-Kommunikation sowohl
zwischen direkten als auch nicht-direkten Nachbarn gemessen. Um den sendenden und emp-
fangenden Prozessor zu synchronisieren, wurde die Nachricht verschickt und vom empfangen-
den Prozessor unmittelbar zuriickgeschickt. Die dabei vergangene Zeit auf dem sendenden
Prozessor wurde gemessen und ergab, durch zwei geteilt, die fiir einen Sendevorgang benotig-
te Zeit.

Auf dem iPSC/2 muf hinsichtlich der Message-Lénge im Wesentlichen unterschieden werden
zwischen Datenfeldern mit einer Lénge unter 100 Byte, die direkt verschickt werden, und

solchen mit Langen von iiber 100 Byte, bei denen zunéchst iberpriift wird, ob der empfan-
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Lange [byte] | Entfernung | tstartuplits] | tsenaltts]
1 365 1.15
< 100 2 373 1.17
iPSC/2 '

1 610 1.45

> 100
2 625 1.49
1 25 0.27

< 100
5 63 0.33

Paragon

1 29 0.29

> 100
5 73 0.38
1 72 1.25
2 85 1.55

< 16
5 122 1.65
10 163 1.69

MC-3

1 65 2.99
2 72 5.03

> 128
288 5.11
10 675 5.20

Tabelle 2.2: Kommunikationsleistung

gende Prozessor ausreichend Speicherplatz zur Verfiigung hat, wodurch sich insbesondere
die Latenzzeit vergroflert. Aufgrund der begrenzten Prozessorzahl des hier zur Verfiigung
stehenden iPSC/2 konnte der Mehraufwand bei der Kommunikation zwischen weiter ent-
fernten Prozessoren nicht gemessen werden. In [24] wurde iiber entsprechende Messungen
auf einem iPSC/2 mit 32 Prozessoren berichtet. Bei der Kommunikation zwischen den zwei
am weitesten voneinander entfernten Prozessoren ergab sich dabei ein Anstieg gegeniiber der
Kommunikation zwischen direkten Nachbarn von bis zu 15% fiir kurze Messages, der aber
fiir lange Nachrichten gegen Null tendierte, da er hauptséchlich auf lingere Latenzzeiten

zurtickzufithren war.

Die Meflwerte des Parsytec MC-3 zeigen neben der Abhéngigkeit von der Message-Léinge
auch eine deutliche Abhéngigkeit von der Anzahl der zwischen sendendem und empfangen-
dem Prozessor liegenden Knoten, was aufgrund der beschriebenen Eigenschaften von Trans-
putern, die es nicht erlauben, den Kanal fiir einen Sendevorgang “durchzuschalten”, nicht
iiberraschen kann. Es zeigt sich insbesondere ein fast linearer Anstieg der Latenzzeiten. Die
Zeit tsnq zeigte, bei Messages iiber ca. 128 byte, ebenfalls einen deutlichen Sprung zwischen
direkter und nicht-direkter Kommunikation, wobei allerdings die Zahl der zu iiberspringen-

den Knoten nur einen relativ geringen Einflu} hatte. Fiir Message-Léngen, die zwischen 4
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und 128 byte liegen, konnte ein ungefihr linearer Anstieg zwischen den in Tabelle 2.2 ge-
zeigten Werten gemessen werden. Im Vergleich zum iPSC/2 kann fiir das MC-3 die Aussage
gemacht werden, dafl die Leistungsfahigkeit bei der Kommunikation kurzer Messages auf-
grund der in diesem Fall sehr geringen Latenzzeiten besser ist, wihrend der iPSC/2 bei

langen Nachrichten iiberlegen ist.

Entfernung | Lange [byte] | Bandbreite [Mbit/s] | tcomm/teaic
1 0.011 173.8
iPSC/2 1 100 0.83 3.60
10000 2.65 0.72
1 1.54 204.3
Paragon 1 100 35.7 8.94
10000 44.8 6.73
1 0.054 34.23
MC-3 1 100 1.10 1.71
10000 1.33 1.40

Tabelle 2.3: Bandbreite und Verhéltnis Rechen- zu Kommunikationsleistung

Aus den gemessenen Werten in Tabelle 2.2 ergeben sich die in Tabelle 2.3 gezeigten Parame-
ter, die hdufig zur Charakterisierung von Parallelrechnern verwendet werden. Die Bandbreite
mift die Datenmenge, die effektiv pro Zeiteinheit iibertragen werden kann. Aufgrund der im
Vergleich zu t.,q hohen Latenzzeit, ist die Bandbreite von der Lénge der Message abhéngig
und wird mit steigender Lénge gréfler. Das Verhéltnis von Rechenzeit zu Kommunikati-
onszeit ist ein wichtiges Maf}, dafl in theoretischen Effizienzberechnungen héaufig verwendet
wird. Dabei wird jeweils die Bearbeitung eines einzelnen Datums zu Grunde gelegt (d.h.
teate = tfioat/2 hier) und die Zeit, die benétigt wird eine FlieBkomma-Operation durch-
zufithren, verglichen mit der Zeit, die ben6tigt wird, um dieses Datum zu verschicken. Fiir

diese Grofle wird im Allgemeinen ein Wert in der Néhe von 1.0 angestrebt.



Kapitel 3

Grundlagen der Parallelen
Programmierung

Obwohl die im vorangegangenen Kapitel beschriebenen Parallelrechner von der theoretischen
Leistungsfihigkeit her die Losung fiir alle Kapazitats- und Leistungsprobleme bei der Losung
grofler numerischer Anwendungen sind, bereitet die Ausnutzung dieser theoretischen Lei-
stungsfahigkeit in realistischen Anwendungen fiir viele verschiedene Problemstellungen noch
erhebliche Probleme. Hier stellt sich zunédchst die Frage, ob und mit welchen Programmier-
modellen diese theoretische Leistungsfiahigkeit effizient und konsistent ausgenutzt werden
kann. In diesem Abschnitt werden zunéchst die wichtigsten parallelen Programmiermodel-
le erldutert, wobei die fiir MIMD-Rechner mit verteiltem Speicher relevanten Konzepte im
Vordergrund stehen. Der zweite Teil dieses Kapitels ist der Effizienz paralleler Programme,

bzw. den wichtigsten Faktoren, die diese reduzieren und begrenzen, gewidmet.

Bei der Auswahl eines geeigneten Programmiermodells fiir ein gegebenes Problem und eine
gegebene Hardware stellt sich im wesentlichen die Frage, welcher Grad von Automatisie-
rung beim Ubergang vom seriellen zum parallelen Programm noch sinnvoll einsetzbar ist.
Automatisch parallelisierende Compiler, die ein existierendes sequentielles Programm ohne
weiteres Eingreifen des Programmierers effizient auf einen gegebenen Parallelrechner iibert-
ragen, wiren die bevorzugte Losung, sind in der ndheren Zukunft aber wohl nicht zu erwarten
[88]. Halbautomatische Parallelisierung kommt heute im Bereich der Vektorrechner durchaus
zum Einsatz (sieche Abschnitt 3.1.1). Im Bereich der MIMD-Rechner geht die Entwicklung
eher dahin, daf die Parallelisierung erleichtert wird durch den Einsatz unterstiitzender Werk-
zeuge, die mehr oder weniger standardisiert fiir verschiedene Rechnertypen angeboten wer-
den konnen, und die dem Programmierer die wichtigsten Aufgaben bei der Parallelisierung,
wie z.B. die gleichméfige Verteilung von Daten oder den Austausch von Daten abnehmen

[87]. Dies kann entweder durch Bibliotheken mit parallelen Implementierungen wichtiger

28
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Operatoren, die von konventionellen Programmiersprachen aus aufgerufen werden kénnen,
realisiert werden, oder durch die Einbettung existierender sequentieller Programme in solche
Werkzeuge, wobei dann einzelne Unterprogramme oder Programmsegmente durch parallele

Operatoren ersetzt werden.

3.1 Parallele Programmiermodelle

Die Klassifizierung paralleler Programmiermodelle lehnt sich stark an die Klassifizierung
der parallelen Hardware an. Im wesentlichen wird wiederum zwischen SIMD- und MIMD-

Modellen unterschieden.

3.1.1 Das SIMD-Programmiermodell

Dieses Modell geht davon aus, dafl auf jedem Prozessor das gleiche Programm synchron
ausgefithrt wird, wobei jeder Prozessor Instruktionen auf seinen lokalen Daten ausfiihrt.
Parallelitdt wird also durch Verteilung der Daten auf die Prozessoren eingefiihrt, wobei
die Effizienz im wesentlichen davon abhéngt, wie gleichméfig diese Verteilung durchgefiihrt

werden kann.

Dieses Programmiermodell findet, wie der Name schon sagt, bei SIMD-Rechnern Anwen-
dung. Die Vektorrechner kann man dabei als einen Spezialfall von SIMD-Rechnern betrach-
ten, bei denen die Vektorregister den Prozessoren eines massiv parallelen Rechners entspre-

chen.

Der grofle Vorteil des SIMD-Modells liegt in seiner einfachen Anwendung fiir den Program-
mierer, da der sequentielle Programmablauf im wesentlichen erhalten bleibt. Der Program-
mierer muf} seine sequentiellen Programme im wesentlichen auf Schleifenebene modifizieren,
durch Umordnen der Schleifen (ldngste Schleifen nach innen) und/oder durch Einfiigen ent-
sprechender Compilerdirektiven. Moderne Programmiersprachen wie z.B. High Performance
FORTRAN [46] unterstiitzen den Programmierer bei der Programmierung nach dem SIMD-
Modell, die vielfach auch als halbautomatische Parallelisierung bezeichnet wird [57]. Zusétz-
lich gibt es heute eine Reihe von unterstiitzenden Werkzeugen, die den Programmierer bei
der Analyse von Datenabhéngigkeiten unterstiitzen [73, 69, 116]. Insgesamt erfordert die

Programmierung nach dem SIMD-Modell also nur in geringem Mafle neue Konzepte [87].

Dem steht allerdings der gewichtige Nachteil gegeniiber, daf3 die erreichbare Effizienz un-
mittelbar von der Art und Gréfle des Problems abhéngt. Wenn der Indexbereich eines zu
bearbeitenden Vektors klein ist, aber auch wenn er knapp groéffer ist als die Anzahl der zur
Verfiigung stehenden Prozessoren, reduziert sich die Effizienz betréchtlich [54]. Schleifen mit

Bedingungen kénnen zwar realisiert werden, fithren aber zu einer Stillegung der Prozessoren,
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deren Daten die Bedingung nicht erfiillen, und damit wiederum zu einer Verringerung der
Effizienz.

Das rein datenparallele SIMD-Programmiermodell wird in dieser Arbeit nicht weiter behan-
delt, zum einen weil hier kein Bedarf und keine Moglichkeit zur Entwicklung neuer Konzepte
vorliegt, zum anderen aber auch, weil dieses Modell und die entsprechenden Rechner fiir die
kommenden Generationen von Hochleistungsrechnern zumindest im Bereich der technisch-

wissenschaftlichen Anwendungen wenig geeignet sein diirfte.

3.1.2 MIMD Programmiermodelle

Programmiermodelle dieses Typs gehen von parallelen Prozessen aus, die unabhéngig von-
einander verschiedene Instruktionen bearbeiten konnen. Analog zur Klassifizierung der ent-
sprechenden Hardware kénnen auch die Programmiermodelle mit Bezug auf die Speicheror-

ganisation eingeordnet werden.

3.1.2.1 Das Shared-Memory-Modell

Hier greifen die Prozesse auf einen gemeinsamen Hauptspeicher mit globalem Addressraum
zu. Die Parallelisierung erfolgt dabei auf Anweisungsebene durch Compileranweisungen oder
durch Erweiterung von Programmiersprachen um Konstrukte, die unabhéngig voneinander
ausfithrbare Programmteile und Datenparallelitit kennzeichnen und sicherstellen, dafl ver-

schiedene Prozessoren nicht gleichzeitig versuchen, das gleiche Datum zu verdndern.

In der Praxis wird dieses Programmiermodell zumeist auf parallelen Vektorsupercompu-
tern, d.h. in Verbindung mit Vektorisierung, angewendet. Dabei {iberwiegen datenparallele
Anwendungen, bei denen zum Beispiel dulere Schleifen parallelisiert und innere Schleifen
vektorisiert werden. Bei einzelnen Schleifen kann die Parallelisierung durch Aufteilen des
Indexbereichs erfolgen, was allerdings zu einer Verringerung der Vektorléinge und damit der

Effizienz bei der Vektorisierung fiihrt.

3.1.2.2 Das Virtual-Shared-Memory Modell

Rechner, auf denen dieses Programmiermodell zur Anwendung kommt (z.B. KSR, BBN),
haben zwar einen auf die einzelnen Prozessoren verteilten Hauptspeicher, dieser bildet aber
einen globalen Addressraum. Aus der Sicht des Programmierers unterscheidet sich dieses Mo-
dell auf den ersten Blick kaum vom Shared-Memory-Modell. Sequentielle Programme laufen
auf diesen Rechnern im allgemeinen sofort. Allerdings muf3 beachtet werden, dafl beim Zugriff
auf nichtlokale Daten mit Verzogerungen um bis zu eine Groflenordnung gerechnet werden

muf [54]. Obwohl sich der Programmierer also nicht explizit um eine giinstige Verteilung sei-
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ner Daten auf die lokalen Speicher kiimmern muf}; wird ihm diese Aufgabe zur Vermeidung
von Effizienzeinbufien bei realen Anwendungen nicht erspart bleiben. Die dafiir notwendigen
Eingriffe in ein bestehendes Programm kénnen durchaus erheblich sein, wodurch der oben

erwahnte scheinbare Vorteil einer einfachen Portierung etwas ins rechte Licht geriickt wird.

Eine Reihe von neueren Entwicklungen auf dem Gebit der Virtual-Shared-Memory Konzep-
te sind aber durchaus erwéhnenswert. Das von der Firma KSR verwendete ALLCACHE-
Konzept hat z.B. zur Folge, dafl Daten keine feste, statische Addresse haben, sondern jeweils
in den lokalen Speicher des Prozessors wandern, von dem sie zuletzt modifiziert wurden. Dies
soll dann zur Folge haben, dafl Daten zur Laufzeit automatisch zu den Prozessoren hingezo-
gen werden, auf denen sie benttigt werden. Eine explizite Verteilung der Daten durch den
Programmierer oder Anwender wére damit nicht mehr notwendig. Fiir die PARAGON von
Intel ist ein dhnliches Konzept geplant, dal auf einer Erweiterung des Paging-Mechanismus
beruht [54].

Ob diese Konzepte die in sie gesteckten (sehr hohen) Erwartungen auch erfiillen werden
koénnen, erscheint zumindest noch fraglich. Der Erfolg der “automatischen” Gebietsauftei-
lung wird mit Sicherheit stark von der jeweiligen Anwendung abhéngen. Und ob das Haupt-
problem der reinen Shared-Memory-Rechner, ndmlich die fehlende Skalierbarkeit, d.h. Ef-
fizienzeinbuflen bei Erhchung der Prozessorzahl, iiberwunden werden kann, muf} erst noch

gezeigt werden.

3.1.2.3 Das Message-Passing Programmiermodell

Dieses Programmiermodell bildet heute die Grundlage fiir die grofie Mehrzahl von Anwen-
dungen auf Parallelrechnern mit verteiltem Speicher. Dies liegt allerdings weniger in der
Uberlegenheit dieses Konzepts aus der Sicht des Programmierers begriindet, sondern viel-
mehr in der Einfachheit, mit der es auf MIMD-Rechnern implementiert und verfiighar ge-

macht werden kann.

Eine Anwendung besteht beim Message-Passing-Modell aus einer Reihe von unabhéngigen
Prozessen mit eigenen Addressrdumen. Ein Prozel kann direkt nur auf seine eigenen lokalen
Daten zugreifen. Bei gegenseitiger Datenabhéngigkeit miissen die Prozesse durch Austausch
von Nachrichten miteinander kommunizieren. Diese Kommunikation kann dabei synchron
oder asynchron erfolgen. Bei synchroner Kommunikation wartet der sendende Prozef, bis
der empfangende Prozef die Nachricht vollstdndig angenommen hat. Bei asynchroner Kom-
munikation wird der sendende Prozef§ dagegen nicht blockiert, sondern liefert die Nachricht
in einer Art Mailbox des empfangenden Prozesses ab und arbeitet sofort weiter. Asynchrone
Kommunikation fithrt zumeist zu einer schnelleren Abarbeitung des Gesamtproblems und

vermeidet dabei eher sogenannte Deadlocks, d.h. die Blockierung zweier oder mehr Prozessen,



32 3. Parallele Programmierung

die sich zur gleichen Zeit gegenseitig Daten zuschicken wollen. Diese Vorteile miissen aber

durch den Mehraufwand der zusétzlichen Kopiervorgiange in der Mailbox erkauft werden.

Aus der Sicht des Programmierers besteht eine Anwendung also aus Prozessen und Kom-
munikation. Auf dieser Basis lassen sich Programme relativ portabel gestalten. Wirkliche
Portabilitdat zwischen verschiedenen Hardware-Plattformen ist aber aufgrund des Fehlens ei-
nes Standards fiir die Spracherweiterungen fiir Kommunikationsaufrufe noch nicht gegeben.
Jeder Hersteller verwendet seine eigenen Konstrukte, die zwar alle durchaus dhnlich sind,
aber doch verschieden genug, um ein drgerliches Hindernis darzustellen. Von verschiedener
Seite wird hier Abhilfe geschaffen durch Produkte, die fiir Kommunikationsvorgénge eine her-
stellerunabhéngige Schicht zwischen die Anwenderprogramme und die herstellerspezifischen
Konstrukte zur Verfiigung stellen, und die auf verschieden Plattformen installiert werden
konnen. Die bekanntesten dieser Produkte sind PARMACS (GMD/Argonne National La-
boratories), [23], PVM (Oak Ridge National Laboratories) [80], Linda (Cogent Research)
[59] und Express [77] und MPI (Message Passing Interface). Bei PVM handelt es sich eine
frei verfiigbare Bibliothek von Message Passing Unterprogrammen, mit deren Hilfe auch ein
heterogenes Netz von Workstations als ein einzelner Parallelrechner simuliert werden kann.
PVM ist inzwischen aufler unter UNIX auch unter Windows verfiighar. PARMACS war ur-
spriinglich in Form von Fortran 77 Makros implementiert war und ist inzwischen auch fiir
C und C++ Programme verfiighar. MPI, das dhnliche Funktionalitit wie PVM und PAR-
MACS bietet, hat sich in den letzten Jahren zu einem Quasistandard entwickelt, der von

den meisten Hardwareherstellern unterstiitzt wird.

Alle herstellerspezifischen und herstellerunabhéngigen Kommunikationsbibliotheken enthal-
ten neben den verschiedenen Sende- und Empfangsroutinen zumindest Aufrufe zur Generie-
rung von Prozessen und zum Abfragen einiger Charakteristika des eigenen Prozesses, sowie

héufig eine Reihe von globalen Operationen, z.B. die globale Aufsummierung eines Datums.

Eine komplette auf dem MIMD-Modell beruhende Anwendung besteht im allgemeinen aus
einem Hostprozefl und einer Reihe von parallelen Unterprozessen. Der Hostprozef3 1auft dabei
zumeist auf einem dem eigentlichen Parallelrechner vorgeschalteten Host, meistens einer
Workstation. Kommunikation mit der Auenwelt (I/O) war auf frithen MIMD-Rechnern nur
iitber den Host moglich. Heute konnen die Knotenprozesse dagegen im Allgemeinen direkt
auf schnelle Plattensysteme zugreifen. Gleichzeitig ist ein Trend zu hostfreien Rechnern und

Programmierumgebungen zu beobachten (z.B. Intel Paragon).

Bei Anwendungen, die im wesentlichen datenparalleler Natur sind (z.B. auf rdumlichen Dis-
kretisierungen beruhende Berechnungen) kommt, insbesondere auf massiv-parallelen MIMD-
Rechnern, unter dem Dach des Message-Passing Modells hdufig ein SPMD-(Single-Program-
Multiple-Data)-Programmiermodell zur Anwendung, bei dem auf allen Prozessoren das glei-

che Programm abléduft. Dieses ist nicht mit dem SIMD-Modell zu verwechseln, da die Prozesse
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nicht synchronisiert ablaufen und sich auflerdem beliebig verschieden verzweigen konnen, so-
daf} sie sich zu einem bestimmten Zeitpunkt auf jedem Prozessor in einem anderen Status
befinden kénnen. Synchronisation findet nach wie vor nur explizit durch Nachrichtenaus-
tausch statt. Dieses Modell hat den Vorteil, daf§ die Struktur des sequentiellen Programms

im Prinzip erhalten bleibt und eine Portierung auf Parallelrechner somit erleichtert wird.

Die Erstellung effizienter, skalierbarer Parallelprogramme auf der Basis des Message-Passing-
Modells stellt an den Programmierer in jedem Fall grole Anforderungen. Neben einer guten
Lastverteilung, die natiirlich bei allen parallelen Programmiermodellen von Bedeutung ist,
muB er sich insbesondere um eine moglichst weitgehende Reduzierung der Kommunikation
kiimmern, da diese gegeniiber sequentiellen Programmen einen reinen Zusatzaufwand (Over-
head) darstellt. In diesem Zusammenhang sind die Begriffe Granularitdt und Lokalitédt von
Bedeutung [61]. Granularitidt kann als Maf fiir die Unabhéngigkeit der einzelnen Prozesse
voneinander verstanden werden, die zum Beispiel durch die Anzahl der Rechenoperationen
zwischen Kommunikationsschritten gemessen werden kann. Ein hohes Mafl an Granularitat
ist also wiinschenswert. Das jeweils noch vertretbare Maf ist dabei hardwareabhéingig: bei
Rechnern mit im Verhiltnis zur Rechenleistung sehr hoher Kommunikationsgeschwindigkeit
sind Anwendungen mit feinerer Granularitit eher moglich als bei Rechnern, bei denen die
Kommunikationsgeschwindigkeit nicht mit der Rechenleistung mithalten kann. Lokalitét be-
zieht sich auf die Entfernung der Daten von den Prozessen, die diese Daten bendtigen. Je
hoher die Lokalitét, je mehr bendtigte Daten also im lokalen Speicher eines jeden Prozessors

liegen, desto geringer die Anzahl der erforderlichen Kommunikationsaufrufe.

Der Aufwand fiir die Kommunikation selbst ist im wesentlichen durch zwei Parameter ge-
kennzeichnet: die fiir die Initialisierung des Kommunikationsweges zwischen zwei Prozessen
bendtigte Zeit (latency), sowie die Zeit, die dann fiir das eigentliche Senden eines Datums
erforderlich ist (bandwidth). Aus der Tatsache, dafl die Latenzzeit zumeist um mindestens
zwei Groflenordnungen iiber der Sendezeit fiir ein Datum liegt, ergibt sich die Forderung,
die Dateniibertragung nach Moglichkeit in wenigen langen anstatt in vielen kurzen Blécken

Zu organisieren.

Lastverteilung, Granularitdt und Lokalitdt sind alle ganz wesentlich von der Verteilung der
Daten auf die lokalen Speicher der einzelnen Prozessoren abhéngig. Bei der Optimierung
diser Verteilung ist der Programmierer heute zumeist noch auf sich selbst angewiesen. Hier
sind Werkzeuge, die den Programmierer bei der optimalen Zuordnung von Prozessen und

Daten zu den eigentlichen Prozessoren unterstiitzen, von grofier Wichtigkeit.
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3.2 Theoretische Abschitzung von Speedup und Effi-

zienz

Die Diskussion um die Programmierung von Parallelrechnern wird in hohem Mafle beherrscht
durch die Begriffe Speedup und Effizienz. Wiirde man nur die in zahllosen Veroffentlichungen
dargelegten Erfolgsberichte hinsichtlich dieser Mefigrofien zugrunde legen, miiiten Parallel-
rechner ldangst in groflem Umfang kommerziell im Einsatz sein. Dafl dies nicht der Fall ist
belegt, dal diese Sichtweise unzureichend ist. Fiir fast jedes parallele Programm 148t sich
grundsétzlich ein Anwendungsbeispiel finden, fiir das dieses sehr effizient arbeitet. Von Wich-
tigkeit ist aber vielmehr die zuverldssige Erlangung akzeptabler Effizienzen fiir eine grofle
Anzahl praktisch relevanter Beispiele. Auflerdem werden bei der Berechnung der Mefgréfien
héufig wichtige Teilschritte der Gesamtberechnung nicht mit einbezogen, wie z.B. die Vorbe-
reitung der Daten, die die parallele Berechnung {iberhaupt erst ermoglichen, oder der Zugriff
auf externe Speichermedien. Trotz dieser Einschrankungen darf aber eine genaue Analyse der
Effizienz der behandelten Algorithmen in dieser Arbeit natiirlich nicht fehlen. Im folgenden

Abschnitt werden diese Begriffe zundchst etwas eingehender diskutiert.

3.2.1 Speedup, Effizienz und Scaleup

Zunéchst miissen die relevanten Begriffe sorgfiltig definiert werden. Bezeichnet man mit
t; die Ausfithrungszeit eines bestimmten seriellen Algorithmus auf einem einzelnen Pro-
zessor eines Parallelrechners (wobei vorausgesetzt wird, dafl es sich dabei um den besten,
d.h. schnellsten, seriellen Algorithmus handelt), und ¢, die Ausfiihrungszeit eines analogen
parallelen Algorithmus auf dem Parallelrechner mit p Prozessoren (wobei der parallele Al-
gorithmus nicht identisch sein mufl mit dem seriellen, aber die gleichen Ergebnisse liefern

muf}), so ist der Speedup gegeben durch:

S(p) = — (3.1)

Der maximal erzielbare Speedup ist im Allgemeinen gleich der Anzahl der Prozessoren p.

Die Effizienz E der parallelen Berechnungen wird dann definiert als:

In der Literatur wird mitunter von Féllen sogenannten super-linearen Speedups berichtet, also einem
Speedup, der grofler als die Zahl der verwendeten Prozessoren ist. Wenn wirklich die korrekte Definition des
Speedups verwendet wird, konnen solche Félle nur dann auftreten, wenn bei der parallelen Verarbeitung
durch die im Vergleich zum seriellen Programm kleinere Problemgrofe pro Prozessor bestimmte Eigenschaf-

ten der Hardware, die die Leistungsfihigkeit optimieren, besser ausgenutzt werden.
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E =2 (3.2)

Die Effizienz kann maximal den Wert 1.0 annehmen und beschreibt den Ausnutzungsgrad
des Parallelrechners, wihrend der Speedup den Faktor angibt, um den die zur Lésung eines

gegebenen Problems benotigte Zeit durch den Einsatz eines Parallelrechners verringert wird.

Es ist intuitiv einsichtig, dafl die Effizienz bei der parallelen Berechnung eines gegebenen Pro-
blems bei steigender Prozessorzahl abnehmen wird, wenn die Problemgrofie nicht veréndert
wird. Die Granularitdt der Teilprobleme wird abnehmen und der Kommunikationsaufwand
wird steigen. Zudem werden nicht-parallelisierbare Segmente des Algorithmus die Berech-
nung mehr und mehr beherrschen. Dieser Umstand wird durch das vielzitierte “Gesetz” von
Amdahl [2] verdeutlicht. Es geht davon aus, daf sich ein gegebenes serielles Programm in
einen parallelisierbaren Teil oy, und einen nicht parallelisierbaren Teil o, aufteilen 1a83t, wo-
bei im folgenden angenommen wird, daf§ a;, und «a normiert sind, d.h. o, + a5 = 1. Geht
man nun davon aus, daf§ die fiir die Bearbeitung des seriellen Anteils « benstigte Zeit
tser bei der parallelen Berechnung unabhéngig von der Anzahl der verwendeten Prozessoren
unverdndert bleibt, und nur die fiir die Bearbeitung des parallelen Teils benétigte Zeit ¢,
reduziert wird, so ergibt sich das in Bild 3.1 dargestellte Verhalten. Dort ist die normalisierte
parallele Ausfithrungszeit eines Programms mit einem seriellen Anteil von 10% gezeigt. Es
wird deutlich, dal der serielle Anteil die Gesamtausfithrungszeit bei steigender Prozessorzahl

zunehmend beherrscht.

Berechnet man basierend auf diesen Betrachtungen den Speedup in Abhéngigkeit von der

Anzahl der Prozessoren, erhilt man

ap + O

S(p) = a/p o

(3.3)
Als Obergrenze fiir den Speedup bei unendlich groflen Prozessorzahlen erhélt man somit

o, + o 1
Spsinf = £ = (3.4)

oF A

Ein Programm mit einem seriellen Anteil von nur 1% koénnte also héchstens um den Faktor
100 beschleunigt werden. In Bild 3.2.a ist der jeweils maximal erreichbare Speedup iiber der
Prozessorzahl fiir verschiedene serielle Anteil des Programms aufgetragen. Bild 3.2.b zeigt
die entsprechenden Werte fiir die Effizienz. Es wird deutlich, dafl der parallele Anteil mit der

Anzahl der Prozessoren wachsen mufl, um eine gleichbleibende Effizienz zu erreichen.

Amdahl’s Gesetz beinhaltet natiirlich eine Reihe von Annahmen und Vereinfachungen. So
wird z.B. der fiir die Kommunikation notwendige Zusatzaufwand vernachlassigt, d.h. der
Verlauf des Speedups in Bild 3.2 stellt noch nicht einmal den schlechtesten Fall dar. Vor
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T
1.04 M
serieller Programmanteil
0.8 —
parallelisierbarer Programmanteil

0.6 —

0.4 —

0.2 —
Tp—>inf
0.0
1 2 4 8 16
Prozessoren

Abbildung 3.1:  Ausfithrungszeit eines parallelen Programms bei steigender Prozessorzahl
(Amdahl’s Gesetz), Beispiel oz = 0.1

allem aber geht Amdahl davon aus, daf§ die Problemgrofie bei steigender Prozessorzahl un-
verandert bleibt. Dies ist, wie oben schon erwéhnt, ein durchaus erwdhnenswerter Fall. Die
Rechtfertigung fiir den Einsatz von Parallelrechnern liegt aber in entscheidendem Mafle ge-
rade in der Hoffnung, gréflere Probleme in vertretbarer Zeit bearbeiten zu kénnen. Wenn
die Problemgrofie aber mit der Anzahl der Prozessoren wéchst, wenn also die Granularitéit
des Gesamtproblems unverédndert bleibt, kann man davon ausgehen, dafl der parallelisierba-
re Teil des Problems mit der Problemgriéfie wichst, wihrend der serielle Teil, der zumeist
aus Vorgéangen wie Laden und Initialisieren des Programms, Ein/Ausgabe etc. besteht, dies
nicht oder zumindest nicht in gleichem Mafle tut. Der sequentielle Anteil an der Gesamt-
ausfithrungszeit sinkt also. Gustafson [60] hat versucht, diese Betrachtungsweise zu formali-
sieren. Ausgehend von einem parallelen Programm, bei dessen Ausfithrung jeder Prozessor
einen seriellen Teil o und einen parallelen Teil oy = 1 — o bearbeiten muf}, berechnet er
die Zeit, die dieses Programm auf einem einzelnen Prozessor bendtigen wiirde als o + pay.

Hieraus ergibt sich der skalierte Speedup:
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Speedup Effizienz
250 — 1.0
200 1 as=0001 g a, = 0.001
150 0.6
100 — 0.4 —

ay = 0.01 Qg = 0.01
50 — 0.2 —
as, =0.1 a, =0.1
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250
Prozessoren Prozessoren

Abbildung 3.2: Maximaler Speedup eines parallelen Programms mit seriellem Anteil a;
(Amdahl’s Gesetz)

ol + pa .
Sskat(p) = ——F = p+(1—-pj (3.5)

* *
g+ ay

Die in Bild 3.3 dargestellten Verldufe von Speedup und Effizienz sind weitaus ermutigender
als die durch das Amdahl’sche Gesetz vorausgesagten. Natiirlich wurde auch hier eine Reihe
vereinfachender Annahmen gemacht, sodafl die gezeigten Verldufe eine Obergrenze darstel-
len. Der Kommunikationsaufwand ist z.B. nicht beriicksichtigt worden (obwohl dieser nicht
unbedingt mit der Zahl der Prozessoren ansteigen muf}), und auch die Annahme, daf§ der
serielle Programmteil bei steigender Prozessorzahl iiberhaupt nicht wéchst, ist nur selten
zutreffend. Die sogenannten Sandia Experimente [19] haben aber gezeigt, daf fast linearer

Speedup bis zu 1024 Prozessoren durchaus erreichbar ist.

Da in den Gleichungen 3.3 und 3.5 der Begriff des Speedup aus zwei sehr unterschiedlichen
Blickwinkeln definiert wird, ist alternativ der Begriff des Scaleup vorgeschlagen worden, um
die Leistung von Parallelrechnern und Anwendungen fiir den Fall mit der Prozessorzahl
wachsender Probleme zu beschreiben [87]. Ausgehend von der Ausfiihrungszeit fiir ein be-
stimmtes Problem auf einem einzelnen Prozessor, gibt er an, ein um wieviel gréf8eres Problem

auf p Prozessoren in der gleichen Zeit gelost werden kann:

Se(p) = —,  ti(m)=1t,(n), n>m (3.6)

wobei t(n) die fiir die Losung eines Problems der GroBe n benétigte Zeit ist. Bild 3.4 ver-
deutlicht das Verhalten des Scaleup fiir den idealen Fall des Gustafson’schen Gesetzes: Bleibt

der serielle Programmteil unverédndert, steigt die Ausfithrungszeit bei linear mit der Prozes-
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Speedup Effizienz
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Abbildung 3.3: Maximaler Speedup eines parallelen Programms mit seriellem Anteil a;
(Gustafson’s Gesetz)

sorzahl wachsender Problemgréfie nicht an.

T
1.0 M M

0.8 —

0.6 —

0.4 —

0.2 —

0.0 {
1 2 4 8 16

Prozessoren

Abbildung 3.4:  Ausfiihrungszeit eines parallelen Programms mit seriellem Anteil o, (Gu-

stafson’s Gesetz)

3.2.2 Parallele Overheads

Der serielle Programmanteil ist im allgemeinen nicht der einzige Faktor, der die Effizienz
paralleler Programme beeinflufit, obwohl in der Literatur haufig alle Faktoren unter diesem
Begriff zusammengefait werden. Im folgenden sollen alle diese Overheads (Zusatzaufwéinde)

etwas detaillierter betrachtet werden. Aufler dem seriellen Overhead sind hier vor allem
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die durch Kommunikation und ungleichméfige Lastverteilung verursachten Overheads zu

nennen.

tpa'r,ma:c 9 ¢
¢ Upar

: } tser

Abbildung 3.5: Parallele Overheads

Bild 3.5 zeigt in anschaulicher Weise, aus welchen Teilen sich die Gesamtausfithrungszeit
eines parallelen Programmes zusammensetzt. Jeder Balken entspricht dabei einem Prozessor.
Der serielle Programmteil 4., mufl von jedem Prozessor abgearbeitet werden (fiir den Fall,
dafl nur ein Prozessor diesen Teil ausfithren muf, ist hier angenommen, dafl die anderen
Prozessoren wihrend dieser Zeit warten miissen). Die bei der Ausfithrung der parallelen

Programmteile durch schlechte Lastverteilung zusétzlich benotigte Zeit ¢, wird definiert als

ﬁ:l tgar
py = tpar,maz_ D (37)

Bei der Erfassung der Kommunikationszeit t.,,, liegt hier die Annahme zugrunde, daf} alle
Prozessoren zur gleichen Zeit kommunizieren, d.h. dafl vor und nach jedem Kommunikati-
onsvorgang eine globale Synchronisation der Prozesse stattfindet. Dies ist im Allgemeinen
sicherlich nicht zutreffend, kann aber fiir alle im Rahmen dieser Arbeit besprochenen An-

wendungen vorausgesetzt werden.

Wird die Ausfithrungszeit t;, die das parallele Programm auf einem einzelnen Prozessor

benotigen wiirde, definiert als

tl = Zfser + ptpara (38)

ergibt sich die parallele Ausfithrungszeit zu

t _tser
t, = —< e oo+ (3.9)
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Durch Einsetzen dieser Gleichungen in Gl. 3.1 lassen sich, nach einigem Umformen, Bezie-
hungen fiir Speedup und Effizienz in Abhéngigkeit von den Overheads f, (Kommunikation),
fs (seriell) und f;, load balancing) herleiten:

S(p, fer s f) = 1+fcffs+fu, (3.10)
E(fe, for fu) = 1+fc+1fs+flb (3.11)
o= = (3.12)

o= 2=t iy, (3.13)

Jw = pti”’ = pap (3.14)

wobei die Programmanteile o, und oy, analog zum seriellen Programmanteil oy = ts,/t

definiert wurden. Fafit man diese Overheads zusammen:

ftot - fc+fs+flb
= pa.+(p—1as+pap =~ p (3.15)

so ergibt sich die Grundregel des effizienten parallelen Programmierens: Wenn die Effizienz
bei steigender Prozessorzahl konstant bleiben soll, muf3 der relative Anteil der fiir nicht
parallelisierbare Programmabschnitte, Kommunikation und Lastungleichgewicht benétigten
Zeit an der seriellen Gesamtaustiihrungszeit sinken. Diese Regel stimmt natiirlich mit den

Beobachtungen iiberein, auf denen die “Gesetze” von Amdahl und Gustafson beruhen.



Kapitel 4

FEPS: Beschreibung des Seriellen
FE-Algorithmus

Die in dieser Arbeit vorgestellten Konzepte zur Parallelisierung von FE-Algorithmen wur-
den mit Hilfe des Finite-Elemente Programmsystems FEPS implementiert, welches in der
seriellen Version am Institut fiir Computer-Anwendungen im Laufe der letzten zehn Jahre
entwickelt wurde [111]. FEPS ist ein modernes Softwarepaket zur Entwicklung von Algorith-
men fiir die Simulation von nichtlinearen, dreidimensionalen Problemen, das am ICA konzi-
piert und implementiert wurde. Die Liste der moglichen Anwendungen umfafit zur Zeit unter
anderem die statische und dynamische Strukturanalyse [4, 32], Warmeiibertragung, thermo-
mechanisch gekoppelte Umformprobleme mit groen Verformungen [8], sowie eine Reihe von
Anwendungen aus dem Bereich der Stromungsmechanik, wie z.B. die Simulation thermisch
gekoppelter viskoser inkompressibler Stromungen und kompressibler Hyperschallstromungen
mit chemischen Reaktionen [7]. Das Modul fiir die Simulation von Umformprozessen bildete

die Grundlage fiir die hier beschriebenen Untersuchungen.

4.1 Serieller Algorithmus fiir die Simulation von Um-

formprozessen

Das verwendete Verfahren zur Simulation industrieller Umformprozesse und die zugrunde
liegenden physikalischen und numerischen Betrachtungen sind in einer Reihe von Veroffent-
lichungen eingehend diskutiert worden [4, 32, 31]. Im folgenden werden diese Ausfithrungen
kurz zusammengefaflt und nur insoweit ndher erldutert, als es fiir das Verstdndnis der Par-

allelisierung des Algorithmus erforderlich ist.

Fiir die FE-Analyse eines Werkstiickes, das groflen Verformungen ausgesetzt ist, wird die-

41
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ses in diskretisierter Form in einem Finite-Elemente-Netz dargestellt, wobei die Geometrie
des Werkstiickes durch die Koordinaten der Netzknotenpunkte beschrieben wird, die in dem
Vektor X zusammengefaflt sind. Die von auflen auf die Struktur einwirkenden Lasten, die
von der Zeit und vom Verformungszustand abhéngen kénnen, werden in Knotenpunktslasten
umgerechnet und in dem Vektor R dargestellt. Die dufleren Lasten werden den im Verlauf
der Verformung entstehenden inneren Spannungen o gegeniibergestellt, die elementweise als
aquivalente Knotenpunktskrifte berechnet und im Vektor S fiir die gesamte Struktur zusam-
mengefalit werden. Somit ergibt sich fiir die quasistatischen Verformungen des Werkstiickes

zum Zeitpunkt ¢ die folgende Gleichgewichtsbeziehung in Matrixform:

R(t, X) = S(o, X) (4.1)

Die Berechnung wird in inkrementeller Vorgehensweise durchgefiihrt, bei der, ausgehend
jeweils von einem bekannten Gleichgewichtszustand zum Zeitpunkt “¢, ein neuer Gleichge-
wichtszustand zum Zeitpunkt °¢ = % 4 7 mit Hilfe eines iterativen Verfahrens so ermittelt,

daf3 der neue Zustand wiederum Gl. 4.1 erfiillt.

Die Spannungen o werden durch ein konstitutives Gesetz mit den kinematischen Grofien
des Umformprozesses in Beziehung gesetzt. Dabei wird in der vorliegenden Anwendung das
Modell einer nicht-linear viskosen Fliissigkeit verwendet, d.h. eines Materials, bei dem die
deviatorischen Spannungen im bewegungslosen Zustand verschwinden. Dieser Ansatz ist fiir
starr-plastische und superplastische Materialgesetze gut geeignet [5, 114]. Dabei wird eine
Beziehung zwischen den Cauchy’schen Spannungen o, dargestellt in einem 6x1-Vektor, der
die sechs unterschiedlichen Komponenten des Spannungstensors enthélt, und den entspre-
chenden Dehngeschwindigkeiten 4, die sich aus dem symmetrischen Teil des Geschwindig-

keitsgradienten im Material ergeben, aufgestellt:
o= pud (4.2)

wobei p als Viskositédtsmatrix bezeichnet wird und von den akkumulierten Dehnungen, der

Temperatur und der Dehngeschwindigkeit selbst abhédngen kann:

p = pn(e 6,7) (4.3)

Fiir isotrope Materialien kann der Spannungstensor in deviatorische und hydrostatische An-

teile aufgeteilt werden:

o=o0p-+ox (4.4)

Die deviatorischen Anteile konnen nun durch einen skalaren Viskositétsfaktor in Beziehung

gesetzt werden:
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Op :0'D+2,LL(5D (45)

wéhrend fiir die hydrostatischen Anteile die Beziehung gilt:

OHg — 0H €309 — KJ§H€3,0 (46)

mit

1
ow = 5(511+522+533)
eso = {1,1,1,0,0,0} (4.7)

Bei den hier betrachteten Umformvorgéingen kann in guter Ndherung Inkompressibilitit

vorausgesetzt werden, d.h.,

S =0 (4.8)

Diese Bedingung kann in der Berechnung durch ein Penaltyverfahren erzwungen werden,
wobei der volumetrische Viskositétsfaktor «, der in diesem Fall keine physikalische Relevanz
besitzt, als Penaltyfaktor mit einem nach numerischen Gesichtspunkten ausgewihlten Wert
verwendet werden kann. Der skalare deviatorische Viskositédtsfaktor p ist somit die einzi-
ge Grofle, die in das viskose Materialgesetz unter isotropen, inkompressiblen Bedingungen

eingeht.

Die Verwendung des viskosen Materialgesetz fithrt dazu, daff die Knotenpunktsspannungen
S in der Finite-Elemente Formulierung als Funktion der Knotenpunktsgeschwindigkeiten V'

eingehen

S=D(V,X)V (4.9)
wobei D die Viskositédtsmatrix darstellt, deren Abhéingigkeit von den Geschwindigkeiten die
Nichtlinearitdat der Berechnung verdeutlicht. Die Gleichgewichtsbeziehung fiir quasistatische
Verformungen ist somit durch die folgende Matrixgleichung gegeben:

R(t,X)=S(V,X)=D(V,X)V (4.10)
Die Geschwindigkeiten und die Geometrie der verformten Struktur héingen durch die Bezie-

hung

PX = *X 4+ (1-)7V +(7°V (4.11)
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zusammen, die eine numerische Integration der Geschwindigkeiten im Zeitintervall 7 = t— %¢
durchfiihrt, wobei der Parameter ( bestimmt, ob es sich um ein explizites (( = 0) oder ein
implizites Verfahren (0 < ¢ < 1) handelt.

Die nichtlineare Gleichung 4.10 wird durch ein iteratives, quasi-Newton Verfahren fiir die

Geschwindigkeiten gelost:

Viti = Vi + H;[R; — S;] (4.12)

Die Matrix H;, die in einem reinen Newton-Verfahren einer Tangentenmatrix entsprechen
wiirde, wird hier nach numerischen Gesichtspunkten ausgewiéhlt. Im allgemeinen erweist sich

dabei die Verwendung der Viskositdtsmatrix D; als die giinstigste Variante.

4.1.1 Thermomechanisch gekoppelte Probleme

Eine Vielzahl technologischer Prozesse weist eine Kopplung grundsétzlich verschiedener phy-
sikalischer Phénomene innerhalb eines Materials bzw. innerhalb eines einheitlichen rdumli-
chen Gebietes auf. Die Moglichkeit zur numerischen Simulation derartiger Probleme wird in

der Zukunft ein notwendiger Bestandteil komplexer FE-Pakete sein miissen [66].

Im Zusammenhang mit den hier vorrangig behandelten Umformprozessen ist hiufig eine
Kopplung zwischen mechanischen und thermischen Phdnomenen zu beobachten. Diese ent-
steht einerseits durch eine Temperaturabhéngigkeit der relevanten mechanischen Material-
gesetze, andererseits durch dissipative Warmeeffekte aufgrund mechanischer Verformung. In
FEPS ist ein Algorithmus zur Behandlung thermomechanisch gekoppelter Umformprozesse
enthalten, der an anderer Stelle ausfiihrlich beschrieben wurde (siehe z.B. [4, 32]) und hier

wiederum nur kurz zusammengefafit werden soll.

Die Bestimmungsgleichung fiir das Temperaturfeld leitet sich aus der Energiebilanz her,
welche in der Finite-Elemente-Formulierung zu der Matrixgleichung
Q - CT —-LT = 0 (4.13)

fithrt, wobei Q den Vektor der Wirmefliisse, C die Wirmekapazititsmatrix und L die
Wiirmeleitungsmatrix bezeichnet. T und T héngen, dhnlich wie die analogen GréBen V' und
X im mechanischen Teilproblem durch die numerische Integration im Zeitintervall 7 = ¢t —¢

zusaminen:

T = T + (1 — 7T + (1T (4.14)

Die Losungsstrategie fiir das thermomechanisch gekoppelte Problem in FEPS basiert auf
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der wiederholten sequentiellen Behandlung der Teilprobleme. Dabei wird in jedem Zeit-
schritt zunédchst mit der augenblicklichen, konstant gehaltenen Temperaturverteilung eine
mechanische Berechnung durchgefiihrt. Die resultierende verformte Geometrie wird dann
“eingefroren” und in einer thermischen Berechnung verwendet. Die sich dabei ergebende
neue Temperaturverteilung wird wiederum an den mechanischen Algorithmus iibergeben
und dort bei der Berechnung einer verbesserten Abschétzung der verformten Geometrie ver-
wendet. Dieser Vorgang wird wiederholt, bis das Gesamtproblem konvergiert, bis also sowohl
Temperatur- als auch Geschwindigkeitsfeld von einer gekoppelten Iteration zur nédchsten nur
noch vernachlassigbare Verdnderungen aufweisen. Die Behandlung des gekoppelten Problems
in der beschriebenen Art und Weise erlaubt es, die vorhandenen ungekoppelten thermischen
und mechanischen Algorithmen praktisch unveréndert zu iibernehmen und sie lediglich durch
eine iibergeordnete Routine zu koppeln, die beide Teilschritte nacheinander aufruft, den Aus-

tausch der relevanten Daten durchfiithrt und die Konvergenz des Gesamtproblems iiberpriift.

4.1.2 Kontakt und Reibung

Ein essentieller Bestandteil bei der Simulation von Umformvorgingen ist die Modellierung
der Einwirkung von Werkzeugen, wie z.B. Walzen, Stempeln oder Gesenkblocken. Dazu
steht in FEPS ein Kontaktalgorithmus zur Verfiigung, der die Einbeziehung von starren, be-
weglichen Kontaktflichen in diskretisierter Form erlaubt [32]. Dabei werden vom Benutzer
diejenigen Knotenpunkte der Werkstiickstruktur markiert, die im Laufe der Rechnung in
Kontakt treten konnen. Fiir diese Punkte wird in jedem Zeitschritt iiberpriift, ob es durch
die Verformung des Werkstiickes zu einer Durchdringung der Kontaktfliche gekommen ist,
welche dann gegegebenenfalls im nédchsten Zeitschritt korrigiert wird. Im weiteren Verlauf der
Rechnung wird die Bewegung in Kontakt befindlicher Punkte dann entsprechend der Kon-
taktfliche eingeschrinkt, wobei Haften, reibungsfreier Kontakt oder Kontakt mit Reibung
angenommen werden kann. Der Kontakt-Algorithmus verwendet dazu ein Penaltyverfahren,
welches den Vorteil hat, dafl es das globale Gleichungssystem zwar modifiziert, aber des-
sen Struktur nicht veréndert. Allerdings verschlechtert sich durch das Penalty-Verfahren im
Allgemeinen die Konditionierung des Systems, was mitunter zu numerischen Problemen im

Verlauf der Rechnung fithren kann.

4.1.3 Serieller Programmablauf

Der Ablauf der Simulation ist in Bild 4.1 schematisch dargestellt. Es ist zunéchst die Unter-
teilung in drei Segmente zu erkennen, die hier bewufit getrennt und unabhingig voneinander
dargestellt sind. Die Vorbereitung des Finite-Elemente-Netzes erfolgt im Allgemeinen mit

Hilfe eines eigenen Netzgenerierungsprogrammes, welches die fiir die Berechnung benotigten
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Geometrie—/Dateneingabe

§ —

Berechnung

Auswertung

Abbildung 4.1: Serieller Ablauf einer FE-Simulation

Daten auf ein sekundéres Speichermedium hinausschreibt. Von dort werden die Daten dann
von der FE-Software wieder eingelesen, welches die Berechnungen durchfiihrt und danach
die fiir die Auswertung und Darstellung der Ergebnisse notwendigen Daten abspeichert. Ein
im Allgemeinen wiederum eigensténdiges Programm iibernimmt dann die graphische Aus-

wertung.
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Ein vereinfachtes Flufldiagramm des seriellen Berechnungsalgorithmus ist in Abb. 4.2 dar-
gestellt. Nach der Initialisierungsphase und dem Einlesen der Problemdaten wird eine Zeit-
schritt-Schleife durchlaufen. In jedem Zeitschritt werden zunéchst neue Werte fiir Knoten-
punktgeschwindigkeiten und Verschiebungen abgeschétzt (Pradiktor-Schritt). Diese werden
dann in einer Korrektor-Schleife iterativ verbessert um die Geschwindigkeiten am Ende des

jeweiligen Zeitschrittes zu bestimmen.

| Initialisierung |
’ Dateneingabe ‘
Zeitschritt-
schleife
Préadiktor
Geschwindigkeiten, Verschiebungen
Iterations-
schleife

’ Aufbau der Elementmatrizen ‘
I

‘ Akkummulierung der Elementmatrizen‘

Uberpriifung der Kontaktbedingungen

’Lésung des linearisierten Gleichungssystems‘

I
’ Berechnung der Residuen ‘

t

Konvergenz?

Update Geschwindigkeiten, Verschiebungen

|

Abbildung 4.2: Serieller Algorithmus fiir die Simulation von Umformprozessen

Innerhalb der Korrektor-Schleife wird zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems das
Newton-Raphson-dhnliche Verfahren entsprechend GIl. 4.12 verwendet. Dabei werden zu-
néchst elementweise die Viskositatsmatrix D; = 3,0 di,e1 und der Residuumsvektor (R; —
Si) = Y net(Tiel — Sier) aufgebaut und assembliert. Das resultierende globale Gleichungs-
system wird dann, nachdem es ggf. entsprechend der Kontaktbedingungen mit Hilfe des
Penalty-Verfahrens modifiziert wurde, mit Hilfe eines direkten Losungsverfahrens gelost,
wodurch ein neues Inkrement des Vektors der Knotenpunktsgeschwindigkeiten bestimmt
wird. Wenn Konvergenz sowohl in den Geschwindigkeiten als auch im Residuum innerhalb

des jeweiligen Zeitschritts erreicht ist, kann der néchste Zeitschritt begonnen werden. Zuvor



48 4. FEPS: Beschreibung des Seriellen FE-Algorithmus

kénnen noch die Knotenpunktspannungen bestimmt werden. Da diese fiir die Weiterrech-
nung nicht benotigt werden, erfolgt ihre Berechnung nur an den vom Benutzer bestimmten

Zeitpunkten, an denen eine Ausgabe der Spannungen erfolgen soll.



Kapitel 5

Parallelisierung von FEPS im
Uberblick

In diesem Abschnitt wird zunichst ein Uberblick iiber die relevante Literatur gegeben, die
sich mit der Parallelisierung von auf rdumlicher Diskretisierung beruhenden Programmsys-

temen befaf3t.

Der Hauptteil dises Abschnitts stellt die Konzepte fiir die Parallelisierung von FEPS im
Uberblick dar. Dabei werden die wesentlichen im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Ele-
mente - paralleler Netzgenerator, parallele Losungsverfahren und Kommunikationsbiblio-
thek - ebenso beschrieben wie die Teile des parallelen Gesamtsystems, die zwar hier noch
nicht implementiert werden konnten, aber beim Entwurf fiir das Gesamtsystem bereits mit
beriicksichtigt wurden, um eine spétere Implementierung ohne grundsitzliche Anderungen
zu ermoglichen. Hier ist insbesondere das in Abschnitt 5.2.4 beschriebene Konzept fiir die

Einbeziehung adaptiver Netzanpassungen in das parallele Gesamtsystem zu nennen.

Die Implementierung des Parallelisierungskonzeptes wird anhand des im vorangegangenen
Kapitel beschriebenen Algorithmus zur Simulation von Umformprozessen gezeigt. Der {iber-
wiegende Teil dieses Konzeptes ist aber ohne Anderung auf andere Anwendungen iibertrag-
bar und, im Falle der expliziten Berechnung von Stromungsvorgéangen, auch schon iibertragen

worden (siche das entsprechende Anwendungsbeispiel in Kapitel 9).

5.1 Parallelisierung von FE-Systemen: Ein Literatur-
iiberblick

Auf der Methode der Finiten Elemente beruhende Programmsysteme zur Simulation komple-

xer physikalischer Vorgénge gehoren zu den Anwendungen, bei denen der groite Bedarf fiir

49
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die praktische Nutzung der enormen theoretischen Leistungsfihigkeit moderner Parallelrech-
ner besteht. Folgerichtig hat sich eine Vielzahl von Verdffentlichungen in den letzten Jahren
mit der Parallelisierung der Finite-Elemente-Methode auf Parallelrechnern mit verteiltem
Speicher befafit.

Grundsétzlich legen Verfahren, die auf der rdumlichen Diskretisierung eines Berechnungsge-
bietes beruhen, einen zumindest im Konzept sehr einfachen Weg der Parallelisierung nahe,
der nur eingeschrénkte Anderungen bestehender sequentieller Programme erfordert: die Auf-
teilung des diskretisierten Gebietes auf die einzelnen Prozessoren. Die iiberwiegende Anzahl

von Veroffentlichungen in diesem Gebiet beruht auf diesem Ansatz.

Dabei wurde zunéchst hauptsichlich die Parallelisierung der eigentlichen Berechnungen in
den Mittelpunkt gestellt und die automatische Erstellung der dafiir notwendigen Daten-
strukturen, also die Aufteilung des Berechnungsnetzes auf die einzelnen Prozessoren, aufler
acht gelassen bzw. die Anwendung der parallelen Algorithmen auf einfache, regulidre Ge-
biete beschrénkt. Beispielhaft seien hier die Arbeiten von Wilson [107], Farhat [42, 41],
Nour-Omid und Park [84], Fox et al [49] und Doltsinis und Nolting [34] genannt. Diese Ar-
beiten beschéftigten sich vorwiegend mit Verfahren zur parallelen Losung grofler linearer
Gleichungssysteme, da diese den grofiten Rechenaufwand innerhalb einer Finite-Elemente-
Simulation erfordern und auflerdem die meisten Probleme bei der Parallelisierung aufwer-
fen. Gleichzeitig beschéftigten sich eine Reihe von Verdffentlichungen mit dem Problem der
automatischen Gebietszerlegung zur Erstellung der fiir die parallelen Berechnungen erfor-
derlichen Datenstrukturen [36, 39, 44, 50]. Weitere Literaturstellen zu diesem Gebiet sind in
diesem Kapitel bei der Behandlung der Netzaufteilung im Rahmen dieser Arbeit aufgefiihrt
(Abschnitt 5.2.1.1). Auch hinsichtlich von Randproblemen wie der parallelen Datenein- und
ausgabe gibt es eine Reihe von Beitragen (siehe z.B. [40]).

Dariiberhinaus sind in den letzten Jahren auch eine Reihe von Programmsystemen entwickelt
worden, die auf der Basis vielseitig verwendbarer Parallelisierungswerkzeuge die Erstellung
mehrerer paralleler Anwendungen ermoglichen. Beispielhaft seien hier die Projekte UG [17],
SEMPA [76] und GRIDS [57] erwéhnt.

UG, eine Abkiirzung fiir Unstructured Grids, stellt eine Anzahl von wiederverwendbaren
Software-Werkzeugen zur Verfiigung, die die Implementierung paralleler Multigridverfahren
fiir unstrukturierte Netze mit adaptiver Netzverfeinerung fiir komplexe Ingenieuranwendun-
gen ermoglichen. Derartige Multigridverfahren sind im Bereich der Stromungssimulation
bereits erfolgreich im FEinsatz [62]. Allerdings bereitet die Anwendung auf Probleme der
nichtlinearen Strukturmechanik noch Probleme [16]. Bisher wurde im Rahmen von UG eine
Finite-Elemente Bibliothek mit Anwendungen aus dem Bereich der linearen Strukturmecha-

nik [16] und der Stromungen in pordsen Medien [17] erstellt.

Das vom Bundesministerium fiir Bildung und Forschung finanzierte Projekt SEMPA (Soft-
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ware Engineering Methods for Parallel Scientific Applications) verfolgt das Ziel, neue Werk-
zeuge fiir die Programmierung von Parallelrechnern mit verteiltem Speicher und Netzwerken
von Workstations fiir den Bereich der Ingenieuranwendungen zu entwickeln. Dabei dient das
industrielle Stromungssimulationsprogramm TASCflow als Testfall fiir die Definition und
Evaluierung der Parallelisierungswerkzeuge [75]. Besondere Bedeutung wird dabei der Por-
tabilitdt zwischen verschieden Rechnerarchitekturen, von heterogenen Parallelrechnern bis
zu den im allgemeinen nicht heterogenen Workstation-Netzen, beigemessen. Wie in der vor-
liegenden Arbeit wird auch im SEMPA-Projekt den Fragen der korrekten Netzaufteilung
besondere Aufmerksamkeit geschenkt [106].

Noch etwas weiter gefafit ist die Zielsetzung des GRIDS-Projektes [55], in dem eine Program-
mierumgebung fiir gitterbasierte technisch-wissenschaftliche Anwendungen auf Parallelrech-
nern erstellt wird. Gitterbasierte Anwendungen kénnen neben den Simulationproblemen der
Struktur- und Strémungsmechanik auch den Bereich der Halbleitertechnik sowie des Schalt-
kreisentwurfs umfassen. Unter einem Gitter wird dabei nicht nur ein System von Punkten
und Elementen verstanden, wie in numerischen Simulationsverfahren, sondern allgemeiner
eine Datenstruktur aus unterschiedlichen Elementen, die iiber Nachbarschaftsbeziehungen
zusammenhéngen, denen numerische Daten zugeordnet sind und fiir die iterative Berech-
nungen ausgefiihrt werden. Dabei werden in jedem Iterationsschritt neue Werte unter Ver-
wendung sowohl lokaler Werte als auch den jeweiligen Nachbarn zugeordnete Werte aus
dem vorhergehenden Zeitschritt verwendet [57]. Der Benutzer mufl die Topologie definieren
und die lokal auszufithrenden, problemspezifischen Iterationsprozeduren sowie ein Script zur
Verfiigung stellen, das definiert, welche Routinen auf welchen Elementen zu welchen Zeit-
punkten ausgefiihrt werden. Der Anwendungsprogrammierer wird durch GRIDS also von den
meisten parallelisierungs-spezifischen Aufgaben wie Datenaufteilung, Lastausgleich, Message
Passing usw. befreit. Eine der mit GRIDS parallelisierten Anwendungen ist ein Euler-Loser

fiir reibungsfreie Stromungsvorgénge [56].

Im Bereich der Parallelisierung industriell eingesetzter Programme sind in den vergange-
nen Jahren durch das ambitionierte Europort-Projekt der Européischen Gemeinschaft ei-
nige Fortschritte erzielt worden. Die Ergebnisse der ersten beiden Phasen dieses Projekts,

Europort-1 [79] und Europort-2 [28] liegen bereits vor.

Im Rahmen des Europort-Projekts wird der Versuch gemacht, durch gezielte Zusammen-
arbeit von Hardware-Hersteller, Software-Entwicklern, Parallelisierungsexperten und End-
benutzern den Teufelskreis zu durchbrechen, der einerseits durch die geringen Verkaufszah-
len von Parallelrechnern aufgrund der mangelnden Verfiighbarkeit von industriell einsetzba-
ren Programmen entsteht, und andererseits durch die fehlende Bereitschaft der Software-
Hersteller, ihre Programme fiir einen derart limitierten Markt zu parallelisieren. Im Rahmen

des Projekts werden 38 in der seriellen Version industriell eingesetzte Programmsysteme auf
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eine Anzahl verschiedener Parallelsysteme portiert. Ein betrachtlicher Teil der Teilprojekte
fallt in den Bereich der numerischen Simulation. Insgesamt wurden 14 Programme aus dem

Gebiet der Stromungs- und Strukturmechanik parallelisiert [95].

Alle Teilprojekte verwenden das Message-Passing-Modell, das mit Hilfe der weiter oben
schon angesprochenen Bibliotheken PVM, PARMACS und MPI implementiert wurde. Die-
ses Vorgehen erwies sich im allgemeinen auch auf den Parallelrechnern mit gemeinsamem
Hauptspeicher als das Vorteilhafteste [38].

Im Bereich der strukturmechanischen Programme wurde fiir das Paket SAMCEF von Sam-
tech der einfachste Ansatz verwendet [92]. Fiir einen bestimmten Typ von axial- und zyklisch-
symmetrischen Problemen 148t sich eine Berechnung in diesem Fall in mehrere unabhéngige
Teilrechnungen zerlegen, die einfach auf die verschiedenen Prozessoren verteilt werden. Den
Vorteilen des geringen Aufwands bei der Parallelisierung und des geringen Kommunikations-
aufkommens stehen aber die offensichtlichen Nachteile gegeniiber, dafl die Anzahl der sinnvoll
einsetzbaren Prozessoren auf die Anzahl der Teilberechnungen beschrankt ist und dafl diese

Art der Parallelisierung nur auf wenige Félle anwendbar ist.

Das Programm PERMAS fiir lineare Strukturanalyse verwendet bei der Parallelisierung ein
Konzept, das nicht auf der sonst {iblichen rdumlichen Aufteilung des Berechnungsgitters,
sondern auf der funktionalen Aufteilung des Berechnungsalgorithmus beruht. Aufgrund der
Datenstruktur in PERMAS, die eine Vielzahl kleiner Untermatrizen verwendet, ist dieses
Verfahren eine interessante Alternative, die zu durchaus ansprechenden Ergebnissen fiihrt
[96].

Das im Anwendungsbereich zu PERMAS sehr &hnliche Programm MSC/NASTRAN ver-
wendet dagegen die traditionelle Methode der Gebietsaufteilung [95] und konzentriert sich

dabei fast ausschliefllich auf die Losung des linearen Gleichungssystem.

Bei der Parallelisierung des Simulationswerkzeugs FORGES fiir Massivumformprozesse wur-
de ebenso Gitteraufteilung verwendet [94]. Zusétzlich wurde ein iterativer Loser entwickelt,
der schon in der seriellen Version eine Beschleunigung erméglicht und auflerdem einfacher
zu parallelisieren ist als direkte Losungsverfahren. Ein dhnliches Vorgehen wurde auch im
Rahmen dieser Arbeit erwogen, aber aus Griinden der Stabilitdt und Konvergenz iterativer

Loser nicht weiter verfolgt. Diese Punkte werden in [94] allerdings nicht angesprochen.

Neben den erwéhnten Programmen aus dem Bereich der linearen und nicht-linearen Struk-
turmechanik wurden im Rahmen von Europort auch die Programme LS-DYNA3D [98] und
PAMCRASH [95] zur Crash-Simulation parallelisiert. Hierbei wurde wiederum der Ansatz
der Gebietszerlegung verwendet, wobei bei der Parallelisierung neben den Lésungsalgorith-
men zusétzlich noch die Probleme der Kontaktalgorithmen zur Berechnung des instationéren

zwischen Fahrzeug und Hindernis beriicksichtigt werden mu8f.
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Den zahlenmaéssig grofiten Anteil aus dem Bereich der numerischen Simulation an den im
Rahmen von Europort parallelisierten Programmen haben die Stromungssimulationspro-
gramme. Im einzelnen wurden die Pakete Star-CD [100], PHOENICS [91], Polyflow [99],
NS3 von Simulog [93], CEX-4 [97], sowie zwei Codes aus dem Bereich der Luftfahrtindustrie

portiert.

Insgesamt ist anzumerken, dafl alle Europort-Teilprojekte anhand industriell relevanter Test-
falle entwickelt wurden. Allerdings wurde in keinem der Projekte die Frage der Gebietszer-
legung angesprochen, sondern offensichtlich von vorliegenden Zerlegungen fiir die kleine An-
zahl von Testfillen ausgegangen wurde. Dies stellt die Ubertragbarkeit der Ergebnisse auf
die in der Praxis auftretenden sehr viel vielfiltigeren Probleme in Frage. Auch gehen die
veroffentlichten Testrechnungen nur in Ausnahmefillen iiber Prozessorzahlen von 8-32 hin-
aus, wobei auch in diesen Féllen bei Prozessorzahlen iiber 8 ein starkes Abfallen der Effizienz

festzustellen ist.

5.2 Entwurf eines parallelen FE-Algorithmus

Wie aus der obigen Literaturiibersicht ersichtlich ist, ist die Gebietszerlegung der dominante
Ansatz bei der Parallelisierung von numerischen Simulationsverfahren. Dieser Ansatz wird

auch hier verwendet. Zwei wesentliche Anspriiche dieser Arbeit sind dabei die folgenden:
e die Einbeziehung sdmtlicher Teilschritte einer Finite-Elemente-Simulation und eine
parallele Bearbeitung dieser Schritte, wo immer dieses sinnvoll ist;
e die Anwendbarkeit des parallelen Verfahrens auf verschiedenste Beispiele mit gleich-
bleibend guter Effizienz.

Die wesentlichen Schritte des parallelen Unform- Algorithmus sind nun im folgenden zusam-
mengefaflt, wobei dieser Ablauf grundsitzlich auf praktisch allen FE-Anwendungen iiber-

tragbar ist:

e Eingabe der Geometrie des Berechnungsgebietes in Form von drei- oder vierseitigen
Blocken (bzw. sechseitigen Wiirfeln in 3D). Diese Blécke werden ausschlielich nach

geometrischen Gesichtspunkten definiert.
e Eingabe von Randbedingungen, Materialdaten etc.

e Zerlegung der Blockstruktur durch rekursive Zweiteilung entsprechend der zur Verfiigung

stehenden Anzahl von Prozessoren.
e Parallele Netzgenerierung auf der zerlegten Blockstruktur
e Parallele Finite-Elemente Berechnungen

— Aufbau von Elementmatrizen und Vektoren
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— Akkumulierung auf globale Matrizen und Vektoren
— Losung des linearen bzw. linearisierten Gleichungssystems

— Adaptive Anpassung der Netzstruktur entsprechend der physikalischen Erforder-

nisse, und Wiederholung bzw. Weiterfithrung der Berechnung

e Auswertung und Darstellung der Ergebnisse

Dieses Grundkonzept ist in Bild 5.1 zusammengefafit. Die Dreiteilung des Gesamtverfahrens
in Netzgenerierung, Berechnung und Auswertung bleibt grundsétzlich erhalten. Es erfolgt

aber eine engere Kopplung dieser drei Hauptphasen als in der seriellen Anwendung.

Die Eingabe der Geometrie der zu diskretisierenden Struktur(en) sowie Randbedingungen,
Materialdaten etc. ist nicht parallelisierbar, was allerdings auch nicht sinnvoll wére, da in die-
sem Schritt keine rechenintensiven Ablédufe enthalten und die Bearbeitungsgeschwindigkeit
im wesentlichen von der Geschwindigkeit der Eingaben des Benutzers abhéngt. Die Eingabe
kann entweder iiber eine dem Parallelrechner vorgelagerte Graphik-Workstation oder iiber
einen der Prozessoren des Parallelrechners, der ein Graphik-Terminal direkt ansprechen kann

(z.B. iiber Remote Procedure Calls), erfolgen.

Bei der Zerlegung der Blockstruktur werden auch alle Informationen erstellt, die bei der
spateren Berechnung zum Datenaustausch zwischen den Prozessoren benotigt werden. Dieser
Austausch erfolgt iiber eine Reihe von im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Kommunika-
tionsroutinen, die in der ComLib zusammengefafit sind und in Kapitel 6 ndher beschrieben

sind.

Bei der parallelen FE-Berechnung fiihrt jeder Prozessor die Berechnungen soweit wie moglich
auf seinem Teilgebiet durch. Die fiir die Losung des Gesamtproblems notwendigen Informa-
tionen werden dann durch Datenaustausch mit anderen Prozessoren bereitgestellt, wodurch

das Gesamtgebiet gleichsam wieder zusammengefiigt wird.

In der endgiiltigen Implementierung dieses Konzepts sollten alle Teilalgorithmen, also Netz-
generierung, Berechnung und graphische Auswertung, auf eine gemeinsame Datenbasis in
einem einheitlichen Format zuriickgreifen, so dafl sowohl das Verschicken von Daten als auch
der Zugriff auf sekundére Speichermedien zwischen den Teilschritten vermieden wird. Dieses
konnte allerdings im Rahmen dieser Arbeit noch nicht vollstéandig verwirklicht werden. Statt-
dessen werden Daten hier, wo dies erforderlich ist, in die fiir die jeweiligen Teilalgorithmen

erforderlichen Formate umgewandelt und {iber sekundére Speichermedien ausgetauscht.

Die Parallelisierung der graphischen Auswertung wird im Rahmen dieser Arbeit nicht im
Detail beschrieben. Arbeiten, die sich mit diesem Thema befassen und die spéter in das hier

vorgestellte Konzept eingebunden werden koénnten, sind in [9] zu finden.

Im folgenden Abschnitt wird das Verfahren zur parallelen Netzgenerierung im Uberblick

vorgestellt und in Kapitel 7 dann im Detail beschrieben. Die Konzepte fiir die Parallelisierung
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der eigentlichen FE-Berechnungen, unter Beriicksichtigung gekoppelter Probleme und mit
Einbeziehung von Verfahren zur adaptiven Netzanpassung, werden dann in Abschnitt 5.2.2

prasentiert und in Kap. 8 eingehender behandelt.
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Abbildung 5.1: Grundkonzept fiir die Parallelisierung von FE-Simulationen
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5.2.1 Gebietsaufteilung und parallele Netzgenerierung

Ein Verfahren zur Zerlegung und Verteilung eines Finite-Elemente-Netzes sollte zunéchst die

folgenden Forderungen erfiillen:

e Es sollte automatisch ablaufen.
e Es sollte auf beliebige Geometrien und Netze anwendbar sein.

e Die Zerlegung sollte in einer gleichméfligen Verteilung der Rechenzeit auf die Prozes-

soren resultieren.

e Der innere Rand, also die Beriihrungsflichen der Teilgebiete untereinander, und damit
der Kommunikationsaufwand beim Datenaustausch zwischen Teilgebieten, sollte so

klein wie moglich sein.

5.2.1.1 Elementweise Gebietsaufteilung

Bei den meisten heute géngigen Verfahren wird das Gesamtnetz auf einem einzelnen Pro-
zessor generiert (oder es wird ein bereits generiertes Netz iitbernommen) und dieses Netz
dann von dem gleichen Prozessor zerlegt und auf die anderen Prozessoren verteilt. Eine
Vielzahl von Veroffentlichungen hat sich in den letzten Jahren mit derartigen Algorithmen,
die im folgenden als elementweise Algorithmen bezeichnet werden, und der Optimierung der
daraus resultierenden Aufteilungen beschéftigt. Eine analytische Optimierungsmethode, die
zuerst in [72] vorgeschlagen wurde und als simulated annealing bezeichnet wird, ist von einer
Reihe von Autoren auf dieses Problem angewendet worden [51, 44]. Dabei wird eine Ener-
giefunktion minimiert, die sich zumeist aus Beitrigen zusammensetzt, die die Rechenlast
eines Teilgebietes und den Kommunikationsaufwand beriicksichtigen. Diese Methode fiihrt
zwar im allgemeinen zu sehr guten Ergebnissen, ist aber besonders bei grofien Netzen zu

rechenzeitaufwendig [106].

Deterministische Algorithmen, die ihren theoretischen Ursprung in der Graphentheorie ha-
ben, erfreuen sich ebenfalls grofler Beliebtheit. In ihrer einfachsten Form werden diese durch
einen Algorithmus implementiert, bei dem, ausgehend von einem Anfangselement, einem
Teilgebiet sukzessive Nachbarelemente hinzugefiigt werden, bis die erforderliche Anzahl von
Elementen fiir ein Teilgebiet erreicht ist und das néchste Teilgebiet nach dem gleichen Prinzip
aufgebaut werden kann [39]. Dieser Ansatz ist zwar hinsichtlich des Rechenaufwandes sehr
giinstig, aber die dabei generierten Aufteilungen sind im allgemeinen nicht von ausreichender
Qualitédt. Verbesserungen dieses Ansatzes fithren zum sogenannten recursive bisection algo-
rithm [50, 90], bei dem ein gegebenes Netz rekursiv immer wieder in zwei Teile geteilt wird.
Verschiedene Versionen dieses Algorithmus, oft in Verbindung mit heuristischen Methoden
[70] haben heute auf Grund ihrer Robustheit groie Verbreitung [65, 104].
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Sogenannte Spektralmethoden [50, 90] sind ebenfalls beliebt und erzeugen qualitativ gute
Aufteilungen. Bei dieser Methode wird der dem Gitter entsprechende Graph durch Berech-
nung des Eigenvektors der entsprechenden Matrix analysiert und dann zweigeteilt. Dieser
Vorgang wird wiederholt, bis die erforderliche Anzahl von Teilgebieten erreicht ist [106].
Allerdings ist die erforderliche Rechenzeit fiir dieses Verfahren ebenfalls sehr hoch. Eine
Verringerung des Berechnungsaufwandes kann durch mehrstufige Verfahren erreicht werden,
bei denen die Eigenvektorberechnung durch Verwendung eines mehrstufigen Eigenlsers be-
schleunigt wird. Der Graph wird zunédchst um mehrere Stufen vergrébert, ein Eigenvektor
wird auf dem groben Gitter berechnet und dann auf das Ausgangsgitter zuriickprojiziert

[14]. Durch dieses Verfahren wird die insgesamt bendétigte Rechenzeit stark reduziert [106].

Elementweise Algorithmen haben zwar den Vorteil, daf sie den Vorgang der Netzgenerierung
selbst nicht beriihren und dafl die bekannten, zumeist sehr komplexen und umfangreichen se-
riellen Netzgenerierungspakete weiter verwendet werden konnen. Dem stehen aber eine Reihe
von Nachteilen gegeniiber, insbesondere der, daf§ die Netzgenerierung und Aufteilung nicht
parallel ablaufen kann. Dies mag zwar, angesichts der sehr langen Zeit, die bei den heute
verwendeten Netzgenerierungspaketen fiir die Vorbereitung der Geometrie fiir die Netzerstel-
lung benétigt wird, eher unwichtig erscheinen. Auch ist die fiir die Netzgenerierung benotigte
Rechenzeit im Vergleich zu der fiir die eigentliche FE-Berechnung bendtigten Rechenzeit zu-
meist gering. Beim Ubergang auf sehr grofie Netze und hohe Prozessorzahlen dndert sich das
Bild jedoch. Wenn die Netzgenerieung rein seriell ablduft und die Netzgrofie mit der Anzahl
der Prozessoren wichst, dann verringert sich dieser serielle Anteil nicht mit der Problem-
grofe und Amdahl’s Gesetz wird relevant (siche Abschnitt 3.2.1). Zusétzlich kommt noch
die Rechenzeit fiir die Zerlegung des Netzes hinzu, die bei grolen Netzen erheblich sein kann

und bei groflen Prozessorzahlen auch grofien Kommunikationsaufwand nach sich zieht.

Ein weiterer Nachteil der elementweisen Vorgehensweise bei der Netzaufteilung ist weniger
offensichtlich. Er ergibt sich aus der Tatsache, daf} sich die mit einem Teilgebiet assozierte,
fiir die spatere FE-Berechnung erforderliche Rechenzeit nicht allein aus der Anzahl der Ele-
mente in einem Teilgebiet bestimmt. So wirkt sich z.B. bei der in Abschnitt 8.2 beschriebenen
Unterstrukturtechnik die Form des Teilgebietes (bzw. die sich daraus ergebende Bandbrei-
te des aus den FE-Berechnungen resultierenden Gleichungssystems) entscheidend auf die
Rechenzeit aus. Kriterien dieser Art konnen aber bei elementweisen Algorithmen nicht in
sinnvoller Weise beriicksichtigt werden. Ebenso 148t sich die Grole des inneren Randes nur

unter groBem Aufwand kontrollieren bzw. minimieren.
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5.2.1.2 Blockweise Gebietsaufteilung

Aufgrund der beschriebenen Nachteile des elementweisen Vorgehens bei der Gebietsauftei-
lung wurde in der vorliegenden Arbeit ein neuer, alternativer Weg verfolgt, bei dem die
Gebietsaufteilung in den Netzgenerierungsvorgang integriert bzw. diesem vorangestellt wird.
Dies erfordert allerdings die sehr aufwendige Entwicklung eines Verfahrens zur parallelen

Netzgenerierung, die dementsprechend einen groffen Teil dieser Arbeit in Anspruch nimmt.

Dabei steht nicht nur die Beschleunigung der fiir die Erstellung des Netzes notwendigen
Berechnungen im Vordergrund. Von gréflerer Bedeutung ist die enstehende stérkere lokale

Kopplung zwischen den Phasen der Netzgenerierung und der FE-Berechnungen.

Das hier vorgestellte Verfahren beruht auf einem block-strukturierten Netzgenerator [33]. Da-
bei wird die das Berechnungsgebiet umfassende Geometrie mit Hilfe von vierseitigen Blocken
(bei zwei-dimensionalen Gebieten) beschrieben. Jeder Block wird durch seine vier Randkur-
ven definiert. Fiir die Erstellung von Kurven stehen eine Vielzahl von Moglichkeiten zur
Verfiigung, unter anderem Geraden, Kreissegmente, Splines und auch Teilsegmente ande-
rer Kurven sowie zusammengesetzte Kurven, so dafl Blocke nicht direkt aneinander stoflen
miissen (siehe Bild 5.2.a). Auf jedem Block wird ein strukturiertes, den Randkurven ange-
paBtes Netz generiert (Bild 5.2.b). Dazu wird zunéchst berechnet, wieviele Knotenpunkte
auf den Randkurven jedes Blocks generiert werden miissen, wodurch die Struktur und Grofle
des Finite-Elemente-Netzes vollstdndig und eindeutig bestimmt ist, bevor es erstellt wird.
Die gleichméafige Aufteilung des Netzes kann nun ebenfalls vor der Generierung erfolgen, und
zwar auf der Basis der Blocke. Im folgenden wird daher von einem blockweisen Algorithmus

die Rede sein.
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Abbildung 5.2: Beschreibung der Geometrie und strukturierte Netzgenerierung

Das Grundprinzip bei der blockweisen Aufteilung ist, in Anlehnung an einen der weiter oben
angesprochenen elementweisen Algorithmen, eine rekursive Zweiteilung der Blockstruktur.

In jedem Teilungsschritt entstehen dabei zwei, im allgemeinen gleich grofle Unterstrukturen,
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die wiederum jeweils aus einer Anzahl von Blécken aufgebaut sind und somit die gleiche
Datenstruktur aufweisen wie die Ausgangsstruktur. Somit kann die gleiche Teilungsroutine
rekursiv immer wieder auf die Unterstrukturen angewendet werden, bis die erforderliche An-
zahl von Unterstrukturen erstellt ist. Sollte sich, was zumeist der Fall ist, eine Blockstruktur
nicht exakt halbieren lassen, kénnen auch einzelne Blocke an beliebigen Stellen in zwei neue
Blocke zerlegt werden, von denen dann jeweils einer den beiden Unterstrukturen zugeordnet

wird.

In Bild 5.3 ist die blockstrukturierte Gebietsaufteilung und die aus der rekursiven Zweitei-
lung resultierende Baumstruktur dargestellt. Jedem Knoten des Baumes entspricht dabei eine
Unterstruktur, wobei die Ausgangsstruktur an der Wurzel und die fiir die FE-Berechnung
benotigten Teilstrukturen and den Bléttern des Baumes zu finden sind. Die jedem Knoten des
Baumes zugeordnete Ziffer deutet auf die Plazierung der Unterstrukturen in den Prozessoren
des Parallelrechners hin. Es ist zu erkennen, dafl die Teilstrukturen oberhalb der untersten
Ebene keinem “eigenen” Prozessor zugeordnet sind. Dies wére wenig sinnvoll, da die spéteren
Berechnungen nur auf den Teilstrukturen der untersten Ebene durchgefithrt werden. Viel-
mehr behélt jeder Prozessor, der einen Teilungsschritt durchfiihrt, die erste Teilstruktur und
fithrt weitere Teilungen bzw. Berechnungen auf dieser durch, und schickt lediglich die zweite

Teilstruktur an einen Nachbarprozessor weiter.

Da die Blocke aller Teilstrukturen die fiir die Generierung der Teilnetze erforderlichen Infor-
mationen, insbesondere die Anzahl der Knotenpunkte auf den Randkurven, schon enthalten,

kann die Netzgenerierung nun parallel ohne weitere Kommunikation durchgefiihrt werden.

Die beschriebene Prozedur ist auch auf dreidimensionale Strukturen anwendbar, wobei der
“Grundbaustein” zur Beschreibung der Geomtrie dann ein Kubus ist, also ein durch sechs
zwei-dimensionale Blocke beschriebenes Volumenelement. Da sich jede beliebige Struktur,
unabhéngig von ihrer Dimension und Geometrie, in zwei Teile aufspalten la8t, ist die re-
kursive Aufteilung in jedem Fall anwendbar. Dabei entsteht immer die gleiche logische
Baumstruktur, die auch die Basis fiir alle Kommunikationsvorgénge zwischen den Prozes-
soren wihrend der Aufteilung und bei der spateren FE-Berechnung bildet. Die in Kapitel
6 beschriebene Kommunikationsbibliothek entélt auch die Abbildung der Baumstruktur auf
verschieden Hardware-Topologien. Die Vereinheitlichung der Kommunikationsstruktur fiir
beliebige Netze ist ein weiterer Vorteil der blockweisen Aufteilung gegeniiber der element-
weisen Aufteilung, bei der die Konnektivitat der Teilgebiete nicht gesteuert werden kann
und bei der deswegen fiir jedes Netz eine neue Abbildung der Teilgebiete auf die Prozessoren

gefunden werden muf.

Heterogenen Parallelrechnern, die Prozessoren unterschiedlicher Leistungsfahigkeit enthalten
(wie z.B. auch Workstation-Cluster) kann bei der blockstrukturierten Aufteilung durch die

Moglichkeit Rechnung getragen werden, eine gegebene Struktur oder Unterstruktur in zwei
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Abbildung 5.3: Blockstrukturierte Gebietsaufteilung und parallele Netzgenerierung

ungleich grofle Teile aufzuteilen. Ebenso kann eine Anzahl von Unterstrukturen, die nicht
gleich einer Potenz von zwei ist, erstellt werden, indem die Tiefe des Baumes an verschiedenen

Stellen unterschiedlich ausgelegt wird.

Der neben der Moglichkeit zur parallelen Netzgenerierung gréfite Vorteil der blockstruktu-
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rierten gegeniiber der elementweisen Aufteilung liegt aber in der besseren Moglichkeit zur
Optimierung des Lastausgleichs nach verschiedensten Kriterien. Wie erwéhnt, kann bei der
elementweisen Aufteilung sinnvoll nur die Anzahl der Elemente pro Unterstruktur ausgegli-
chen werden. Da sich das Netz bei der blockweisen Aufteilung aus den innerhalb jedes Blocks
zu generierenden strukturierten Teilnetzen zusammensetzt, konnen dabei auch andere Fakto-
ren beriicksichtigt werden. Die oben erwidhnte Matrixbandbreite z.B., die einen wesentlichen
Einflu} auf die zur Losung des Gleichungssystems bei FE-Berechnungen hat, ergibt sich
bei strukturierten Netzen direkt aus der Anzahl der Randknoten. Sie kann somit a-priori,
d.h. zum Zeitpunkt der Aufteilung, zur Sicherstellung einer gleichméafligen Lastverteilung
beriicksichtigt werden. Die fiir die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Losungsverfahren
bendtigten Kriterien und die Art und Weise, wie diese bei der Gebietsaufteilung eingehen
sind in Abschnitt 8.2 und 8.1 beschrieben.

5.2.2 Parallelisierung der Finite Elemente Berechnungen

Wenn ein akzeptables Netz erstellt worden ist, kann unmittelbar mit den eigentlichen FE-
Berechnungen begonnen werden. Bei der beschriebenen Vorgehensweise ist, wenn sie voll-
stindig implementiert ist, beim Ubergang von der Netzgenerierungsphase auf die Berech-
nungsphase keine Kommunikation oder Zwischenspeicherung auf sekundéren Speichermedien
erforderlich. Da die erforderlichen Daten des Finite-Elemente-Netzes bereits an den “richti-
gen” Prozessoren vorliegen (bzw. dort {iberhaupt erst erstellt wurden), brauchen diese nur
prozessor-intern in das fiir die FE-Berechnungen notwendige Format gebracht werden, um

die Berechnungen beginnen zu koénnen.

Abb. 5.4 illustriert den Ablauf der parallelen Berechnungen. Es ist zu erkennen, daf3 die Par-
allelisierung des FE-Algorithmus nach dem SPMD-(Single-Program-Multiple-Data)-Prinzip
erfolgte: auf allen Prozessoren ldauft das gleiche Programm ab. Da jeder Prozessor seine An-
weisungen nach dem MIMD-Prinzip aber natiirlich unabhéngig ausfiihrt und es eine Vielzahl
von Verzweigungsmoglichkeiten innerhalb des Programmes gibt, befinden sich die Prozesso-
ren zu jedem beliebigen Zeitpunkt im allgemeinen in verschiedenen Zusténden. Die Synchro-
nisationspunkte bzw. die Punkte, an denen Datenaustauch erforderlich ist, sind in Bild 5.4

durch seitlich wegzeigende Pfeile gekennzeichnet.

Ein Vergleich des in Bild 5.4 dargestellten Ablaufs mit dem mittleren Teil von Bild 4.2 macht
die Ahnlichkeit der seriellen und parallelen Algorithmen deutlich. Der prinzipielle Ablauf mit
einer Zeitschrittschleife und einem Prédiktorschritt sowie einer Korrektorschleife innerhalb
jedes Zeitschritts bleibt unverdndert erhalten. Grofle Teile des seriellen Programmes, insbe-
sondere all jene, die Operationen auf Element-Ebene betreffen, konnten direkt in die parallele

Programmversion iibernommen werden. Die wesentlichen Anderungen betreffen die Initiali-
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Abbildung 5.4: Paralleler Algorithmus fiir die Simulation von Umformprozessen

sierungsphase sowie die Phase der Losung des linearisierten Gleichungssystems, fiir die zwei

alternative Verfahren vollig neu geschrieben werden mufiten (siche Kap. 8).

Bei der Eingabe der Netzdaten in das parallele Berechnungsprogramm liegt die offensichtlich-
ste Abweichung vom seriellen Algorithmus vor: wihrend bei letzterem die Eingabe durch Ein-
lesen der Daten von Dateien geschah, werden im parallelen Algorithmus die Daten direkt vom
Netzgenerator geliefert und von einem Schnittstellenprogramm in die fiir das FE-Programm
benotigte Struktur umgewandelt. Dabei sind auch alle Informationen enthalten, die die Kon-
nektivitdt der Teilgebiete festlegen. In der Initialisierungsphase des FE-Programms mufite
lediglich die Berechnung einiger Felder, die die Speicherplatzbelegung fiir den Gleichungsloser
und die Positionierung der einzelnen Freiheitsgrade innerhalb der Matrix festlegen, an die je-
weiligen parallelen Losungsalgorithmen angepafit werden. Im Anschlufl an die Initialisierung

erfolgt ein Synchronisationsschritt, um den korrekten Anfangszustand aller Teilgebietspro-
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zesse sicherzustellen.

Der zunéchst anschliefende Pradiktorschritt umfafit lediglich Operationen auf Knotenpunkts-
ebene, insbesondere die Abschitzung neuer Knotenpunktsgeschwindigkeiten aus den Werten
des vorangegangenen Zeitschritts, und konnte somit unverédndert vom seriellen Programm
iitbernommen werden. Gleiches gilt fiir die Berechnung und Assemblierung der Elementma-
trizen und Vektoren innerhalb der Korrektorschleife. Dabei werden in einer Schleife iiber
allen Elementen innerhalb des jeweiligen Teilgebiets zunéchst die Element-Viskositatsmatrix
sowie der Vektor der inneren Knotenpunktspannungen aufgebaut und dann in ein lokales
(weil nur das Teilgebiet umfassendes) Gleichungssystem assembliert. Dieses, wie auch die
anschlieBende Modifizierung des Gleichungssystems durch die Kontaktbedingungen, erfor-
dert keine Kommunikation zwischen den Prozessen. Im Anschluff an die Elementschleife
wird zur Uberpriifung der Konvergenz das Residuum des globalen Vektors der inneren Span-
nungen ermittelt, wozu die Berechnung des Betrags eines globalen Vektors erforderlich ist
(siehe Kapitel 6).

Fiir die Losung des sich aus den Teilgebiets-Gleichungssystemen ergebenden globalen Glei-
chungssystems wurden zwei verschiedene Verfahren implementiert: ein paralleler Cholesky-
Loser sowie ein paralleles Unterstrukturverfahren. Beide sind in Kap. 8 detailliert beschrie-
ben. Der Cholesky-Loser erfordert zundchst den expliziten Aufbau des globalen Gleichungs-
system, das dabei gleichméfig auf die Prozessoren verteilt wird. Im Gegensatz dazu erfolgt
die Kopplung der Teilgebiete innerhalb des parallelen Unterstrukturverfahrens eher implizit
und fiithrt zu geringerem Kommunikationsaufwand. Eine vergleichende Bewertung der bei-
den Verfahren ist in Kap. 9 zu finden. Im Anschlufl an die Losung ist wiederum ein globaler
Vektorbetrag zu berechnen, um das Residuum des Geschwindigkeitsvektors zu ermitteln.
Schliefflich kénnen, wenn erforderlich, noch die Elementspannungen berechnet werden, wozu

lediglich die lokal in jedem Prozessor vorliegenden Knotenpunktsresultate erforderlich sind.

5.2.3 Parallelisierung gekoppelter Berechnungen

Bei der Parallelisierung der in Abschnitt 4.1.1 beschriebenen Berechnung gekoppelter Proble-
me sind zwei Anséitze denkbar [35]. Die erste Moglichkeit, die im folgenden als physikalische
Aufteilung bezeichnet werden soll, sieht ein Verteilung der beiden Teilprobleme, die ja vollig
getrennt voneinander behandelt werden konnen, auf verschiedene Gruppen von Prozesso-
ren vor. Innerhalb jeder Prozessorgruppe wird das jeweilige Teilproblem durch rdaumliche

Zerlegung parallelisiert. Dieses Vorgehen ist in Bild 5.5 veranschaulicht.

Die physikalische Aufteilung ist aus einer Reihe von Griinden problematisch. Zunéchst fiihrt
sie zu einem nicht unbetrachtlichen Kommunikationsaufwand beim Verschicken des Verschie-

bungsfeldes von den “thermischen” an die “mechanischen” Prozessoren nach jeder thermi-
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Abbildung 5.5: Physikalische Aufteilung gekoppelter Probleme

schen Teilrechnung, bzw. des Temperaturfeldes in der umgekehrten Richtung nach jeder me-
chanischen Teilrechnung. Auflerdem werden die beiden gekoppelten physikalischen Phanome-
ne bei der numerischen Simulation im allgemeinen zu verschiedenem Rechenaufwand fiihren.
Im vorliegenden Fall liegen im mechanischen Teilproblem z.B. mindestens zwei und bis zu
sechs Freiheitsgrade an jedem Knotenpunkt vor, im thermischen Teilproblem jedoch nur
ein einzelner. Hieraus ergibt sich zur Vermeidung starker Lastungleichgewichte die Notwen-
digkeit, den beiden Teilproblemen unterschiedliche Prozessorzahlen zuzuweisen. Dies kann,
insbesondere wenn die insgesamt zur Verfiigung stehende Anzahl von Prozessoren klein ist,
das Problem des Lastausgleichs mitunter nur unzureichend 16sen. Dariiberhinaus fiihrt dieses
Vorgehen zu sehr komplexen Kommunikationsstrukturen beim Datenaustausch zwischen den
Teilproblemen und damit zu stark erhohtem Programmieraufwand bei der Parallelisierung.
Ein weiteres Problem im Zusammenhang mit der physikalischen Aufteilung ist numerischer
Natur. Im seriellen Fall wird die gekoppelte Iteration nach einem GaufB-Seidel-Muster durch-
gefiithrt: bei jeder mechanischen Berechnung wird immer die neueste, zuletzt berechnete
Temperaturverteilung verwendet, und bei jeder thermischen Berechnung jeweils die aktuelle
Geometrie. Die parallele Berechnung der Teilprobleme erfordert nun einen Ubergang auf ein
Jacobi-Muster: beide Teilprobleme konnen jeweils nur auf die Ergebnisse des anderen Teil-
problems aus der vorhergehenden Iteration zuriickgreifen. Es ist allgemein bekannt, dafl ein
iteratives Verfahren nach Jacobi schlechter konvergiert als eines nach Gauf-Seidel, und die
resultierende Verlangsamung der gekoppelten Berechnung wirkt der bei der Parallelisierung

natiirlich erwiinschten Beschleunigung entgegen [35].

Eine alternative und im allgemeinen bessere Moglichkeit bei der Parallelisierung gekoppel-
ter Probleme ist in Abb. 5.6 schematisch abgebildet. Dabei wird die im seriellen Ablauf
verwendete sequentielle Abarbeitung der Teilprobleme beibehalten und beide Teilprobleme
jeweils auf alle zur Verfiigung stehenden Prozessoren verteilt. Werden fiir den thermischen
und mechanischen Teil identische Diskretisierungen und Netzaufteilungen verwendet, erfor-

dert dieses Vorgehen keine zusétzliche Kommunikation, da alle benétigten Daten lokal in



5.2. Entwurf eines parallelen FE-Algorithmus 65

Feld 1
Prozessor

l Rechenzeit

Abbildung 5.6: Rein raumliche Aufteilung gekoppelter Probleme

der jeweiligen Unterstruktur fiir beide Teilprobleme vorliegen. Auch hinsichtlich der nume-
rischen Eigenschaften tritt keine Verschlechterung im Vergleich zum seriellen Ablauf ein, da
die Iteration nach dem GauB-Seidel-Prinzip beibehalten werden kann. Auflerdem erfordert
diese rein rdumliche Aufteilung keinerlei zusétzlichen Programmieraufwand bei der Paralle-
lisierung des gekoppelten Algorithmus. Sind die beiden Einzelprobleme entsprechend der im
Rest dieses Kapitels beschriebenen Methoden parallelisiert, konnen auch gekoppelte Proble-
me parallel berechnet werden, da die {ibergeordnete Routine, die die beiden Teilprobleme

koppelt, bei der Parallelisierung nicht verédndert werden mu$.

Aus den gezeigten Griinden war es also naheliegend, fiir die parallele Berechnung gekoppelter
Probleme im Rahmen dieser Arbeit die Vorgehensweise der rein rdumlichen Aufteilung zu

verfolgen.

5.2.4 Konzept fiir parallele adaptive Netzanpassungen

In diesem Abschnitt wird ein Entwurf fiir die Integrierung adaptiver Netzanpassungen in
das parallele Gesamtkonzept vorgestellt. Dieser konnte zwar im Rahmen dieser Arbeit noch
nicht implementiert werden, sollte aber wegen der Bedeutung adaptiver Algorithmen schon

beim Entwurf des Gesamtkonzeptes mit einbezogen werden.

Die Moglichkeit, ein gegebenes Finite Elemente Netz im Laufe der Berechnung zur Verbes-
serung der Qualitit der Losung adaptiv zu modifizieren oder gar durch ein vollstdndig neues
Netz zu ersetzen, ist ein integraler Bestandteil moderner FE-Software. Bei den in dieser
Arbeit im Mittelpunkt stehenden instationdren Umformprozessen, bei denen eine sich mit
dem verformenden Material mitbewegende Diskretisierung verwendet wird, kénnen grofle
Verformungen zu Verzerrungen des Netzes fithren, die eine Weiterrechnung ohne adaptive
Netzanpassung im besten Fall unzuverldssig und im schlechtesten Fall unmoglich machen

wiirden. Ebenso kann es, z.B. bei Blechumformungen, in Gebieten, in denen das Werkstiick
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mit dem Werkzeug oder der Form in Beriithrung kommt, zu lokal begrenzten starken Verfor-

mungen kommen, die eine Verringerung der Elementgrofie erforderlich machen.

Die Netzanpassungen werden im allgemeinen durch elementbezogene Fehlerindikatoren ge-
steuert, die aufgrund numerischer (d.h. durch Abschitzung des Diskretisierungsfehlers be-
stimmter), geometrischer oder spezifisch problembezogener Gesichtspunkte berechnet werden
konnen. In [74] ist eine Ubersicht der Fehlerindikatoren bei der Simulation von Umform-
prozessen zu finden. Bei der Anpassung des Netzes aufgrund der Fehlerindikatoren werden
allgemein drei verschiedene Methoden unterschieden, die als r-, h-, und p-Methode bezeich-
net werden. In dem im vorigen Abschnitt beschriebenen Netzgenerator sind Moéglichkeiten
zur Verfeinerung sowohl nach der r-Methode als auch nach der h-Methode enthalten. Die
Auswirkungen dieser beiden Methoden auf die parallelen Berechnungen werden im folgenden

kurz erlautert.

5.2.4.1 r-Methode: Strukturierte Netzanpassung

Bei der Netzanpassung nach der r-Methode werden Verfeinerungen und Vergréberungen
durch Verschieben von Knotenpunkten eingefiihrt. Ein entsprechendes Verfahren ist in Kap.
7 beschrieben. Die bestehende Netz-Topologie bleibt dabei erhalten, weshalb diese Art der
Anpassung hier auch als strukturierte Netzanpassung bezeichnet werden soll. Der Rechen-

aufwand und die erforderlichen Anderungen der Datenstrukturen sind dabei relativ gering.

Es gibt eine Reihe von Verfahren, durch die die Verschiebung der Knotenpunkte auf Grund
der relevanten Fehlerindikatoren durchgefiihrt werden kann, auf die hier nur hinsichtlich ihrer
Bedeutung fiir die parallelen Berechnungen eingegangen werden soll. Allgemein kann man
zwischen globalen und lokalen Verfahren unterscheiden. Globale Verfahren veréndern das
Netz als Ganzes und erfordern i.A. die Losung eines globalen Gleichungssystems. Zu nennen
sind hier z.B. Verfahren, die die Netzlinien als Potentiallinien der Laplacegleichung bei vorge-
gebenen Randpunkten betrachten [109], sowie Verfahren, bei denen ein globales Gleichungs-
system zur Bestimmung der neuen Knotenpunktlagen durch Vergleich der tatséchlichen mit
einer optimalen (z.B. quadratischen) Elementform aufgebaut und gelést wird [89]. Globale
Verfahren sind im Rahmen des vorgestellten Parallelkonzepts aufgrund der Notwendigkeit
der Losung eines globalen Gleichungssystems sehr aufwendig und werden deshalb hier nicht

weiter verfolgt.

Bei lokalen Verfahren der Knotenpunktverschiebung wird eine Art gewichteter Glattung
durchgefiihrt, wobei jeder Knotenpunkt in den Mittelpunkt der durch die relevanten Feh-
lerindikatoren gewichteten Schwerpunkte der an den Knotenpunkt anstoflenden Elemente
verschoben wird. Dieser Vorgang wird iterativ mehrmals wiederholt und entspricht einer gro-

ben numerischen Approximation der Laplace-Gleichung [71]. Erforderlich sind dabei lediglich
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knotenpunktbezogene, lokale Berechnungen. Beim parallelen Programmablauf kénnen diese
Berechnungen auf jedem Teilgebiet fiir alle inneren Knotenpunkte lokal auf dem jeweiligen
Prozessor durchgefiihrt werden. Lediglich fiir die Berechnung der neuen Koordinaten der
Knotenpunkte auf dem inneren Rand ist in jedem Iterationsschritt ein einmaliger Randaus-
tausch erforderlich, der mit Hilfe der entsprechenden in Kapitel 6 beschriebenen Kommuni-

kationsroutine BdrySum durchgefiihrt werden kann.

Im AnschluB an die Verschiebung der Knotenpunkte miissen noch alle relevanten Feldda-
ten (z.B. die an den Element-Integrationspunkten vorliegenden Dehnungen, Temperaturen
etc.) von der alten auf die neue Diskretisierung iibertragen werden. Dazu wird fiir jeden
Knotenpunkt das Element der alten Diskretisierung gesucht, innerhalb dessen sich die neu-
en Koordinaten des Punktes befinden. Die entprechenden Felddaten werden dann durch
Interpolation innerhalb des alten Elementes ermittelt. Im parallelen Fall wird dieser Vor-
gang dadurch erschwert, dafl bei der Netzverschiebung aus jedem Teilgebiet immer einzelne
Knoten in Gebiete gezogen werden, fiir die zuvor andere Prozessoren verantwortlich waren.
Fiir solche Knotenpunkte miissen die Interpolationen also von diesen anderen Teilgebieten
durchgefiihrt werden. Zu diesem Zweck miissen innerhalb jedes Teilgebiets zunéchst all Kno-
tenpunkte gesammelt werden, deren neue Koordinaten nicht mehr innerhalb des Teilgebiets
liegen, und zwar geordnet nach den Teilgebieten, auf deren Gebiet ihre neuen Koordinaten
liegen. Dann werden die Koordinaten dieser Knotenpunkte den entsprechenden Prozessoren
geschickt, und diese berechnen die neuen Felddaten und schicken sie zuriick. Der mit diesem
Datenaustausch verbundene Kommunikationsoverhead kann, je nach Grad der Verschiebung,
erheblich sein und ist ein wesentlicher Nachteil der r-Methode bei parallen Berechnungen.
Dem steht der Vorteil gegeniiber, dafl die Netzanpassung keine Verénderung des Lastgleich-
gewichts bewirkt, da sich die Anzahl von Knotenpunkten und Elementen auf den Teilgebieten

sowie die Struktur der Teilgebietsnetze nicht dndert.

5.2.4.2 h-Methode: Unstrukturierte Netzanpassung

Bei der adaptiven Netzanpassung mit Hilfe der h-Methode werden Verfeinerungen durch
Einfiigen neuer, kleinerer Elemente in das bestehende Netz realisiert. Ein entsprechendes
Verfahren ist in dem hier présentierten Netzgenerator enthalten und in Bild 5.7 dargestellt.
Eine detailliertere Beschreibung ist in Kap. 7 zu finden, wihrend an dieser Stelle die hin-

sichtlich der parallelen Berechnungen relevanten Gesichtspunkte erortert werden sollen.

Bei dem Verfahren, das hier als Subblock-Verfahren bezeichnet werden soll, werden die auf-
grund der Fehlerindikatoren zur Verfeinerung vorgesehenen Elemente zu Verfeinerungsgebie-
ten zusammengefafit, die innerhalb jedes betroffenen Blocks durch Polygonziige beschrieben

werden (Bild 5.7, links). Das Subblock-Verfahren erlaubt nun die Generierung eines entspre-
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Abbildung 5.7: Unstrukturierte Verfeinerung eines FE-Netzes

chend den Verfeinerungsgebieten lokal verdichteten Netzes. Das resultierende Netz (Bild 5.7,
rechts) ist nicht mehr strukturiert, besteht aber nach wie vor ausschlieflich aus Vierecks-
elementen (die natiirlich im Bedarfsfall in jeweils zwei Dreieckselemente unterteilt werden

konnen).

Im parallelen Fall kénnen die unstrukturierten Netzanpassungen lokal auf jedem Prozessor
durchgefiihrt werden. Da sich die Lage der Teilgebiete innerhalb des Gesamtgebiets nicht
andert, und auch keine Knotenpunkte aus einem Teilgebiet “herauswandern” koénnen, kann
auch die Ubertragung der Netzdaten von der alten auf die neue Diskretisierung lokal erfolgen.
Kommunikation ist lediglich erforderlich, wenn der Ubergangsbereich von verfeinerten zu

unverfeinerten Bereichen bis in benachbarte Teilgebiete hineinreicht.

Diesem Vorteil steht allerdings wiederum ein Nachteil entgegen: Da die Verfeinerungsgebiete
im allgemeinen lokal relativ begrenzt sind und sich nicht auf alle Teilgebiete erstrecken,
fithrt die unstrukturierte Gebietsanpassung zu einer Storung des Lastgleichgewichts, das

ausgeglichen werden muf}, um eine effiziente Weiterrechnung zu ermaoglichen.

Verfahren zum Lastausgleich. Die blockstrukturierte Gebietsaufteilung und die da-
durch entstehende logische Baumstruktur bieten eine Moglichkeit, im Laufe der Rechnung
entstehende Lastungleichgewichte (z.B. durch unstrukturierte Netzanpassungen) in systema-
tischer und auf beliebige Netze anwendbarer Form durchzufiihren. Die Vorgehensweise ist in
Bild 5.8 illustriert, wobei die Anzahl der Prozessoren der besseren Ubersichtlichkeit wegen
auf acht beschrankt ist. Bild 5.8.a zeigt die urspriingliche Aufteilung fiir die Berechnung der
superplastischen Verformung eines Bleches, die in Kapitel 9 noch nédher beschrieben wird.
Aufgrund des Kontaktes des Bleches mit der Form kommt es lokal zu groflen Verformungen,
die eine Netzanpassung erforderlich machen. Zunéchst werden die aufgrund der Fehlerin-

dikatoren zur Verfeinerung vorgesehenen Elemente innerhalb jedes Teilgebiets zu Bereichen
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1 e

i

b. Fehlerindikatoren und Netzanpassung (unstrukturiert)

1. Ebene: kein Austausch notwendig

2. Ebene

c. Rekursiver Lastausgleich
Abbildung 5.8: Lastausgleich bei adaptiver Netz-Verfeinerung

zusammengefafit, die durch Polygonziige definiert sind. Nun kénnen, wiederum lokal fiir jedes
Teilgebiet, die Subblocke und verfeinerten Teilnetze erstellt werden (Bild 5.8.b).
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Der erforderliche Lastausgleich wird jetzt anhand der der urspriinglichen Aufteilung entspre-
chenden Baumstruktur durchgefiihrt. Beginnend mit der ersten Zweiteilung an der Wurzel
des Baumes, wird die Last sukzessive fiir jede Ebene des Baumes zwischen den bei der je-
weiligen Teilung enstehenden zwei Unterstrukturen ausgeglichen, und zwar durch Austausch
von Blocken bzw. Teilen von Blocken (mitsamt des dazugehorigen Netzes). Dieser Vorgang
ist in Bild 5.8.c dargestellt. Zunéchst werden die beiden Teilstrukturen auf der obersten
Verzweigungsebene des Baumes, die bei der ersten Teilung enstanden sind, verglichen, wo-
bei fiir das vorliegende Beispiel ersichtlich wird, dafl auf dieser Ebene kein Lastausgleich
notwendig ist. Auf der ndchsten Ebene ist ein Ausgleich zwischen den Prozessoren 0 und
2 sowie 1 und 3 notwendig. Dabei schicken die Prozessoren 0 und 2 jeweils einen Teil der
ihnen zugeordneten Teilblocke an ihre Nachbarn. Die hieraus resultierenden Verdnderungen
der Teilgebiete werden dann an die nichste Verzweigungsebene weitergegeben und bei dem
dort notwendigen Ausgleich beriicksichtigt. Alle Austauschprozesse auf einer Ebene kénnen

dabei jeweils parallel durchgefiihrt werden.

Dieses Verfahren ermoglicht also einen dynamischen Lastausgleich, der konsistent mit der
urpriinglichen Aufteilung ist, da er auf der gleichen Baumstruktur basiert. Auf diese Wei-
se wird der Lastausgleich auf sehr einheitliche und systematische Weise und auflerdem so
lokal wie moglich durchgefiihrt, wenn, wie in dem gezeigten Beispiel, obere Verzweigungs-
ebenen von den Ausgleichsoperationen unberiihrt bleiben. Dies steht im Gegensatz zu der
Vorgehensweise, die zum dynamischen Lastausgleich zwischen Teilgebieten notwendig ist,
die mit Hilfe der oben erwdahnten elementbasierten Aufteilungsalgorithmen erstellt wurden.
Insbesondere bei starken adaptiven Modifikationen ist dabei zumeist ein vollstéandiger Wie-
derzusammenbau des Gesamtnetzes auf einem Prozessor sowie die serielle Neugenerierung

und Neuaufteilung des Netzes erforderlich.



Kapitel 6

Kommunikationsbibliothek

Nachdem im vorangegangenen Kapitel das Gesamtkonzept fiir die Parallelisierung von Finite-
Elemente-Berechnungen im Uberblick beschrieben wurde, sollen in diesem und in den beiden
folgenden Abschnitten die drei wesentlichen Teile dieses Konzeptes im Detail beschrieben
werden: die Kommunikationsbibliothek, die parallele Netzgenerierung und Aufteilung, sowie

die parallele Gleichungslosung.

Beim Entwurf der parallelen FE-Programmstruktur im Rahmen dieser Arbeit war eine weit-
gehende Portabilitéit zwischen verschiedenen Hardware Plattformen wichtiges Kriterium. An-
gesichts der in den Kapiteln 2 und 3 beschriebenen Unsicherheiten und Unwégbarkeiten
hinsichtlich der zukiinftigen Entwicklung der Hardware und der entsprechenden Program-
miermodelle massiv-paralleler Rechner, verbat sich eine zu starke Anlehnung an hersteller-
abhingige Kommunikationsbibliotheken von selbst. Da sich auch unter den sich abzeichnen-
den Quasi-Standards (ParMacs, PVS, Express, ...) noch kein eindeutiger Trend ausmachen
148t, wurde die Entscheidung getroffen, eine eigene Schnittstelle zwischen Anwendungspro-
gramm und den hardwarespezifischen Prozeduren zum Datenaustausch zu schaffen. Dieser
Weg hat zusétzlich den Vorteil, dafl dabei FE-spezifischen Gesichtspunkten und Erfordernis-

sen speziell Rechnung getragen werden konnte.

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Kommunikationsbibliothek folgt im Prinzip dem Mes-
sage-Passing-Programmiermodell. Obwohl sich in jiingerer Vergangenheit auch andere Para-
digmen in den Vordergrund geschoben haben (z.B. Virtual Shared Memory), bedeutet diese
Tatsache keine entscheidende Einschrénkung, da die hier vorgestellten Konzepte grundsétz-
lich auch unter anderen Paradigmen implementiert werden konnten. Zudem ist der wichtigste
Aspekt des parallelen FE-Konzepts die Datenverteilung, die bei allen Parallelrechnern der
Zukunft (die nach allgemein vorherrschender Meinung einen verteilten Speicher haben wer-

den, auch wenn sie nach dem Virtual-Shared-Memory Modell programmiert werden) eine

71
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entscheidende Rolle spielen wird.

Die Kommunikationsbibliothek sollte, neben der selbstverstéandlichen Forderung nach hoher
Effizienz (d.h. geringem Overhead), vor allem drei Anforderungen gerecht werden: sie sollte
eine vollstindig hardware-unabhéngige Programmierschnittstelle zur Verfiigung stellen; die
vom Programmierer verdeckten, hardwareabhéngigen Teile sollten in einem moglichst kleinen
Kern zusammengefafit werden um die Portierung auf neue Architekturen zu erleichtern; und
schliellich sollte die Programmierschnittstelle, also die dem Programmierer zur Verfiigung
gestellten Kommunikationsaufrufe, moglichst klein gehalten werden und den spezifischen

Anforderungen von Finite-Elemente-Rechnungen gerecht werden.

Das sich aus diesen Uberlegungen ergebende, aus verschiedenen Schichten aufgebaute Kon-
zept ist in Abb. 6.1 im Uberblick gezeigt. Grundsétzlich kénnen dabei die in einer Schicht
enthaltenen Routinen lediglich Unterprogramme der unmittelbar darunter liegenden Schicht
verwenden. In der obersten, Application-Layer genannten Schicht sind alle Aufrufe enthalten,
die dem Programmierer zur Parallelisierung seiner jeweiligen Anwendung zur Verfiigung ste-
hen. Diese Aufrufe kénnen in zwei Gruppen unterteilt werden: die prozessor-bezogenen Kom-
munikationsroutinen, die Aufrufe zum direkten Austausch beliebiger Datenfelder zwischen
Prozessoren und globale Operationen auf Datenfeldern, die auf allen Prozessoren vorliegen,
enthalten, sowie die netz-bezogenen Aufrufe. Bei diesen handelt es sich um FE-spezifische
Kommunikationsroutinen, die mit Datenfeldern operieren, die sich auf die Knotenpunkte des
FE-Netzes beziehen, d.h., die eine oder mehrere Komponenten fiir jeden Knotenpunkt des

Netzes beinhalten.

Die prozessor-bezogenen Kommunikationsroutinen greifen direkt auf die sogenannte Hard-
ware-Layer zu, die die Schnittstelle zu den herstellerabhéngigen Kommunikationsbibliothe-
ken darstellt. Die netz-bezogenen Kommunikationsroutinen bauen dagegen auf der oben
beschriebenen Baumstruktur auf, die die Konnektivitdt der Teilnetze definiert. Um die
(hardwareabhéingige) Abbildung dieser Baumstruktur auf die tatséchliche Prozessortopolo-
gie von der Applikations-Schicht zu trennen, sind zwei weiter Zwischenschichten notwendig.
Die Topology-Layer enthéalt Routinen zum Verschicken von Daten zwischen benachbarten
Prozessoren auf einer Ebene der Baumstruktur (siehe Abb. 5.3). Auflerdem stehen noch
Routinen zur Verfiigung, die die Gesamttiefe des Baumes (TDepth) und die Ebene des Bau-

mes, auf der der eigene Prozessor zum ersten Mal erscheint (TMylInitlevel), beschreiben.

Die Abbildung der Baumstruktur auf die Hardware-Topologie erfolgt in der nidchsten Schicht
der Kommunikationsbibliothek, dem Interface-Layer. Diese Abbildung wird bei der Initia-
lisierung der Kommunikationsbibliothek durch MapTree erstellt. Dabei wird ein Feld gene-
riert, das auf jedem Prozessor fiir jede Ebene des Baumes den Nachbarprozessor angibt. Die
Art und Weise, wie dieser Nachbarprozessor spezifiziert wird, ist hardwareabhéngig: auf den

Rechnern von Intel wird die Nummer des Prozessors in der Hardware-Topologie angegeben,
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Application-Layer

I
Prozessor-bezogene Kommunikation : Netz-bezogene Kommunikation

|
I

- Gsum ! - BdrySum

- GMin/Max | - BdryMin/Max

- GCollect ! - GAbsValue

- Broadcast/RecvBCast | - MyVProc

- GExchange I

- Send/Receive Topology-Layer

-M

yproe - T'Send/TReceive
- NumProcs

- TDepth, TMylnitLevel

Interface-Layer

- IntSend/ IntReceive
- MapTree
Hardware-Layer
- HSend/HReceive - HMapTree
- HGSum, HGMin/Max
- HGCollect
- HMyProc, HNumPRocs

Abbildung 6.1: COMLIB-Schichtmodell

wahrend auf der Parsytec ein Zeiger auf den sogennanten Kanal, iiber den mit dem Nach-
barprozessor kommuniziert wird, verwendet wird. Beim Aufruf von IntSend bzw. IntRecv
wird die Baumebene, auf der der Aufruf erfolgt, mit iibergeben und somit zur Bestimmung
des Nachbarprozessors verwendet werden. Soll also innerhalb einer der netz-bezogenen Kom-
munikationsroutinen ein Datenpaket zu einem virtuellen Baumnachbarn verschickt werden,
wird zunéchst TSend aufgerufen, welches IntSend aufruft. Dort wird aus der virtuellen die
reale Prozessornummer (bzw. der Verbindungskanal) bestimmt und mit dieser die jeweilige

Senderoutine in der Hardware-Schicht aufgerufen.

Dieser Aufbau der Kommunikationsbibliothek erlaubt eine grofitmogliche Trennung der Pro-
grammierschnittstelle von den herstellerabhéngigen Kommunikationsroutinen und gleichzei-
tig eine moglichst weitgehende Verwendung von vom Hersteller zur Verfiigung gestellter und
optimierter globaler Kommunikationsaufrufe. Bei der Portierung der Kommunikationsbiblio-

thek (und damit aller in dieser Arbeit enthaltenen Programme) auf neue Hardwareplattfor-
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men ist lediglich der Austausch der Hardware- und Interface-Schicht erforderlich.

Nachdem der grundsétzliche Aufbau der Kommunikationsbibliothek nun beschrieben wur-
de, soll im folgenden die Programmierschnittstelle in der Application-Layer noch genauer
definiert und erldutert sowie Besonderheiten der im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Im-

plementationen unter NX (Intel) sowie PARIX (Parsytec) beschrieben werden.

6.1 Prozessor-bezogene Kommunikation

Tabelle 6.1 gibt einen Uberblick iiber Funktion und Ubergabeparameter der prozessor-

bezogenen Kommunikationsroutinen.

Aufruf Parameter | Beschreibung

GSum x,len Globale Aufsummierung eines Vektors x der Lange len,

der auf jedem Prozessor vorliegt

GMax/GMin x,len Berechnung des globalen Maximums/Minimums fiir je-
des Element des Vektors x
GCollect x,len,y Einsammeln der Beitrdge aus dem Vektor x von allen

Prozessoren in den Vektor y der Lange len x NumProcs
GExchange x,len,y Austausch eines Vektors x, der auf allen Prozessoren
vorliegt und in n,, Teilbereiche unterteilt ist, wobei jeder
Teilbereich fiir einen Prozessor im Netzwerk bestimmte
Werte enthélt. Nach Aufruf von GExchange liegen in
dem Vektor y (Lénge len/n,) die Summe der fiir den
eigenen Prozessor bestimmten Kontributionen von allen
anderen Prozessoren vor.

Broadcast x,len,iorig | Verschicken des Vektors = von Prozessor iorig (in der

virtuellen Topologie) zu allen anderen Prozessoren

RecvBCast x,len,iorig | Komplementaraufruf zu Broadcast auf allen Prozessoren
mit Myid # iorig

Send x,len,vdest | Verschicken einer Nachricht zu Prozessor idest

Receive x,len,idest | Empfangen einer Nachricht von Prozessor idest

Myld - Nummer des eigenen Prozessors in der Hardware-Topo-
logie

NumProcs - Gesamtanzahl der Prozessoren

Tabelle 6.1: COMLIB: Prozessor-bezogene Kommunikationsroutinen
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Implementation auf iPSC/2 und Paragon. Das auf den Knoten des iPSC/2 laufende
Betriebssystem NX stellt eine grofle Zahl allgemeiner und globaler Kommunikationsroutinen
als Erweiterungen von Programmiersprachen zur Verfiigung, die auch auf der Paragon unter
der dortigen Version von OSF/1 genutzt werden konnen. Diese Routinen decken die obigen
Anforderungen beziiglich der prozessor-bezogenen Kommunikation bereits fast vollstiandig
ab, sodafl diese in der Hardware-Schicht der COMLIB direkt verwendet werden kénnen. So
stehen Aufrufe zur globalen Aufsummierung eines auf allen Prozessen vorliegenden Vektors
in ebenso optimierter Form zur Verfiigung wie die entsprechenden Aufrufe zur Bildung glo-
baler Minima und Maxima. Zur direkten Prozessorkommunikation werden die synchronen
Routinen CSend und CRecv verwendet, die durch eine entsprechende Parametereinstellung
auch fiir die COMLIB-Routinen BroadCast und RecvBCast genutzt werden koénnen.

Lediglich die Implementierung von GExchange erfordert etwas Programmieraufwand. Diese
Routine wird benétigt, wenn im Laufe der Berechnungen auf allen Prozessoren globale Daten
anfallen, die auf die anderen Prozessoren verteilt werden miissen. Dazu wird ein Vektor
angelegt, der gleichméBig in n, Teile entsprechend der Anzahl der Prozessoren aufgeteilt
ist. In jedem Teilbereich werden nun zunéchst die fiir die anderen Prozessoren bestimmten
Daten abgelegt. Der Austausch der Daten erfolgt nun in n, —1 Kommunikationsschritten. Im
ersten Schritt tauschen die Prozessoren 0 und 1, 2 und 3, 4 und 5 usw. ihre entsprechenden
Teilbereiche durch synchrones Verschicken und Empfangen aus. Im néchsten Schritt tauschen
die Prozessoren 0 und 2, 1 und 3, 4 und 6 usw. ihre Daten aus, und dieser Vorgang wird
insgesamt n, — 1-mal wiederholt, d.h., bis jeder Prozessor mit jedem anderen Prozessor

kommuniziert hat.

Implementation unter PARIX. Parsytec stellt fiir PARIX keine globalen Kommunika-
tionsroutinen zur Verfiigung, sodafl diese hier implementiert werden muften. Daten werden
unter PARIX immer durch direkte Prozessor-zu-Prozessor Kommunikation auf der Grundla-
ge sogenannter virtueller Topologien ausgetauscht. Diese konnen vom Benutzer in beliebiger
Form und Anzahl definiert werden, wobei allerdings die in Abschnitt 2.3.3 gezeigten Mes-
sungen beriicksichtigt werden sollten, die ein deutliches Abfallen der Kommunikationleistung
aufzeigen, wenn die kommunizierenden Prozessoren in der Hardware-Topologie nicht benach-
bart sind. Aus diesem Grund wurde hier fiir die Implementierung der globalen Kommuni-
kationsroutinen fiir die virtuelle Topologie ein zwei-dimensionales Gitter gewéahlt, welches

genau der Prozessor-Topologie des MC-3 entspricht.
Abb. 6.2 zeigt den Ablauf der globalen Aufsummierung auf einem 2D-Gitter. Dabei werden

Daten zunéchst von den dufleren Prozessoren in Richtung des Mittelpunktes des Gitters
bzw. des Prozessors, der diesem Mittelpunkt am néchsten liegt, verschickt, wobei nach je-

dem Kommunikationschritt die empfangenden Prozessoren die empfangenen Daten zu ihren
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Abbildung 6.2: Kommunikationsschritte bei GSum in 2D-Gitter-Topologie

eigenen hinzuaddieren und die Summe weiterschicken. Zunéchst wird dabei in Richtung der
langeren Kante des Gitters geschickt. In dem gezeigten Beispiel liegt die gewiinschte globale
Summe nach dem vierten Kommunikationsschritt auf dem “mittleren” Prozessor vor. Diese
Summe muf} anschlieend auf gleichem Weg, aber in umgekehrter Richtung, an alle anderen
Prozessoren weitergegeben werden. In analoger Weise werden globale Minima und Maxima
berechnet, wobei die Aufsummierung der Daten jeweils durch einen Vergleich der numeri-
schen Werte der Daten ersetzt wird. Beim “Einsammeln” von Daten auf einem bestimmten
Prozessor durch GCollect wird einfach das Verteilen der Daten (Schritt 5 — 8 im gezeigten
Beispiel) weggelassen, wobei allerdings zu beachten ist, da§ der Zielprozessor nicht der im
Mittelpunkt liegende sein mufl. Umgekehrt entspricht ein Broadcast den Schritten 5 — 8 unter

Weglassen der ersten vier Schritte.

In neueren Veroffentlichungen (z.B. [86]) wird bei der Durchfithrung globaler Operationen auf
2D-Gittern die Verwendung eines sogenannte minimum spanning tree empfohlen, der genau
der im vorigen Kapitel prisentierten Baumstruktur entspricht, da die Anzahl der Kommu-
nikationsschritte dabei u.U. (abhéngig von der Anzahl der Prozessoren) verringert werden
kann. Dieser Vorteil wird auf der Parsytec MC-3 allerdings durch die hoheren Aufwand bei
der Kommunikation zwischen nicht benachbarten Prozessoren wieder wettgamacht, sodaf in

dieser Arbeit auf eine virtuelle 2D-Gitter-Topologie zuriickgegriffen wurde.

Die Implementierung von GExchange auf dem MC-3 konnte nicht effizient auf der Grundlage
des 2D-Gitters durchgefithrt werden. Stattdessen werden zu diesem Zweck insgesamt n, — 1
virtuelle Topologien erstellt, wobei jede Topologie einem der Schritte des oben fiir iPSC/2
und Paragon beschriebenen Vorgehens entspricht. Die erste Topologie verbindet also die Pro-
zessoren O und 1, 2 und 3, 4 und 5, usw. Diese Topologien miissen lediglich einmal aufgebaut

werden und koénnen dann bei jedem Aufruf von GExchange wiederverwendet werden.
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6.2 Netz-bezogene Kommunikation

Die Implementierung dieser Kommunikationsroutinen unterscheidet sich grundsétzlich von
den bisher beschriebenen, da sie auf bei der Netzgenerierung erstellte Informationen und
Datenfelder zuriickgreifen und keinerlei Gebrauch von etwa vorhandenen globalen Routinen

gemacht werden kann. Tabelle 6.2 gibt einen Uberblick iiber Aufrufparameter und Funktion.

Aufruf Parameter | Beschreibung

BdrySum x Globale Akkumulierung des knotenpunktbe-
zogenen Vektors = (enthélt inneren Rand ei-
ner Unterstruktur)

BdryMin/Max x Globales Minimum/Maximum jedes Ele-

ments des knotenpunktbezogenen Vektors x

AbsValue x Globaler Betrag des knotenpunktbezogenen
Vektors z

InitTree - Initialisierung der virtuellen Baum-Topolo-
gie

MyVId - Nummer des eigenen Prozessors in der virtu-

ellen Topologie

Tabelle 6.2: COMLIB: Netz-bezogene Kommunikationsroutinen

Der Aufruf BdrySum bewirkt den Austausch bzw. die Aufsummierung der Komponenten
eines knotenpunktsbezogenen Vektors, die den Knotenpunkten auf dem inneren Rand der
Unterstruktur entsprechen. Dieses ist im Zusammenhang mit Finite-Elemente-Berechnungen
immer dann erforderlich, wenn elementweise berechnete Werte in einen globalen, alle Kno-
tenpunkte umfassenden Vektor akkumuliert werden sollen. Der Aufruf AbsValue bewirkt die
Berechnung des Absolutwertes eines solchen globalen Vektors, was z.B. bei der Berechnung

von Residuen erforderlich ist.

Die Implementierung dieser Routinen erfolgt, wie schon erwédhnt, auf der Grundlage der vir-
tuellen Baumstruktur. Die Implementierung unter NX und PARIX ist im Prinzip identisch.
Allerdings muf} die virtuelle Baumstruktur unter PARIX explizit vom Benutzer definiert

werden, wihrend dies unter NX nicht erforderlich ist.

Zur Erlduterung der Vorgehensweise bei den netz-bezogenen Kommunikationsroutinen sind
zundchst zwei Definitionen erforderlich. Bei der Teilung einer gegebenen Unterstruktur in
zwei neue Unterstrukturen entsteht ein neues Stiick inneren Randes, das im folgenden als der
“Neurand” der neu entstandenen Unterstrukturen bezeichnet werden soll. Der restliche Teil

des inneren Randes der Unterstruktur soll dagegen als “Altrand” bezeichnet werden (der
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auf einer hoheren Ebene des Baumes natiirlich gleich dem Neurand der dort angesiedelten
Unterstruktur entspricht). Der innere Rand jeder Unterstruktur setzt sich also aus Alt- und

Neurand zusammen, wobei der Altrand auch die Lange 0 haben kann.

1. Teilung

2

TTITTITTIO T e

3

2. Teilung

S R
-
-
-

3. Teilung

Prozessor(Q) :

Prozessor(1) : & OO OO
Prozessor(2) : I EE oo
Prozessor(3) : T
Prozessor(4) :

Prozessor(5) :

Prozessor(6) :

Prozessor(7) : & R

Abbildung 6.3: Globale Randvektoren beim Austausch des inneren Randes

Das weitere Vorgehen sei hier exemplarisch an der Routine BdrySum erlautert. Beim Aufruf
muf} jeder Prozessor Speicherplatz fiir einen Vektor bereitstellen, der den inneren Rand aller
auf diesem Prozessor abgelegten Unterstrukturen auf den verschiedenen Ebenen des Baumes
enthélt. Fiir die Zerlegung eines einfachen rechteckigen Gebietes auf acht Prozessoren ist
dies in Abb. 6.3 dargestellt. Die eingefirbten Streifen stellen den inneren Rand dar, wobei

noch nach der Reihenfolge der Entstehung des Randes unterschieden wird.

Der innere Rand wird nun zwischen den jeweils beteiligten Prozessoren ausgetauscht bzw.
akkumuliert durch Durchlaufen der Baumstruktur zunéchst von unten nach oben und dann
wieder zuriick nach unten, was in Abb. 6.4 graphisch dargestellt ist. Beginnend auf der un-
tersten Ebene des Baumes wird jeweils der Neurand vom linken zum rechten Prozessor und
der Altrand vom rechten zum linken Prozessor geschickt und jeweils in den globalen Rand-
vektor (siehe Abb. 6.3) akkumuliert. Dieser Vorgang wird dann auf jeder Ebene des Baums

wiederholt. Wenn die oberste Ebene erreicht ist, ist der Rand vollstdndig akkumuliert und



6.2. Netz-bezogene Kommunikation 79

s> Altrand
Neurand

Abbildung 6.4: Kommunikationsschritte bei der Aufsummierung des inneren Randes

muf} nun noch auf die Prozessoren zuriickverteilt werden und dann aus den globalen Rand-
vektoren in die entsprechenden lokalen Vektoren herausgezogen werden. Das entsprechende
rekursive Code-Fragment ist, stark vereinfacht, in Abb. 6.5 dargestellt.

Hier ist als BoundaryVector der den inneren Randknoten entsprechende Datenvektor be-
zeichnet, der aufsummiert werden soll, wiahrend GlobalBoundary jeweils dem in Abb. 6.3
gezeigten globalen Randvektor entspricht. Auf jeder Ebene des Baumes 1&8t sich der Boun-
dary Vector jeweils in den Alt- und Neurand unterteilen, was hier als OldBoundary und New-
Boundary bezeichnet ist. Accumulate und Extract beschreiben den Vorgang des Einbauens

bzw. Herausziehens eines Randsegmentes in den GlobalVector.

Um den beschriebenen Ablauf durchfithren zu kénnen, miissen bei der Netzaufteilung eine
Reihe von Indexfeldern erstellt werden. Jede Unterstruktur benotigt zunédchst zwei Felder,
die die Position der einzelnen Elemente des eigenen Neu- und Altrandes im jeweiligen glo-
balen Randvektor angibt. Die jeweils “linken” Unterstrukturen auf jeder Ebene benotigen
dariiber hinaus ein Feld mit den entsprechenden Positionen des Altrandes der benachbar-
ten Unterstruktur. Diese Indexfelder werden bei der parallelen Netzgenerierung automatisch
erstellt.

Zur Berechnung des Absolutwertes eines globalen Vektors (Routine AbsValue) mufl der inne-
re Rand zwischen den Unterstrukturen auf der untersten Ebene des Zerlegungsbaumes jeweils
einer Unterstruktur eindeutig zugeordnet werden. Dann kann der Absolutwert berechnet wer-
den, indem zunéchst jeder Prozessor parallel das Skalarprodukt des Vektors bildet, der alle
Werte enthélt, die inneren Knotenpunkten entsprechen sowie die Werte derjenigen inneren
Randknoten, die der Unterstruktur zugeordnet sind. Der resultierende skalare Wert wird

itber GSum aufsummiert und ist dann gleich dem Quadrat des gesuchten Absolutwertes.

Um den inneren Rand der Unterstrukturen auf der untersten Baumebene eindeutig zuordnen

zu konnen, wird wiederum von der Unterscheidung zwischen Alt- und Neurand Gebrauch
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PROCEDURE BdrySum (BoundaryVector) IS
BEGIN

Accumulate (BoundaryVector, GlobalBoundary)
RecursBdrySum (GlobalBoundary, TDepth)

Extract (BoundaryVector, GlobalBoundary)
END BdrySum

PROCEDURE RecursBdrySum (GlobalBoundary, Level) IS
BEGIN
IF' Level > TMylInitLevel THEN

TSend (NewBoundary, Level)
TReceive (OldNeighborBoundary, Level)

Accumulate (OldNeighborBoundary, GlobalBoundary)
RecursBdrySum (GlobalBoundary, Level-1)

TSend (OldNeighborBoundary, Level)
TReceive (NewBoundary, Level)

Accumulate (NewBoundary, GlobalBoundary)
ELSE

TSend (OldBoundary, Level)
TReceive (NewBoundary, Level)

Accumulate (NewBoundary, GlobalBoundary)

TSend (NewBoundary, Level)
TReceive (OldBoundary, Level)

END IF

END RecursBdrySum

Abbildung 6.5: Vorgehensweise beim Aufruf von BdrySum

gemacht. Zunéchst wird der Neurand jeweils der “rechten” Unterstruktur zugeordnet. Aufler-
dem wird ein Stiick Altrand einer Unterstruktur dann zugeordnet, wenn die direkt iiber dieser
Unterstruktur liegende Unterstruktur, fiir die dieses Randstiick ein Teil des Neurandes ist,

eine rechte Unterstuktur ist. Diese Zuordnung ermoglicht es, alle fiir die Berechnung eines
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globalen Absolutwertes bendtigten Rechenschritte vollstéindig lokal durchzufithren und die

erforderliche Kommunikation auf ein einmaliges GSum eines skalaren Wertes zu beschrénken.

Alle hier beschriebenen Kommunikationsroutinen wurden auf den drei im Rahmen dieser Ar-
beit verwendeten Zielrechnern implementiert und bei der Parallelisierung der verschiedenen
Algorithmen verwendet. Auf diese Weise konnten alle maschinenabhéngigen Teile von den
eigentlichen Finite Elemente Modulen ferngehalten werden. In diesen erscheinen lediglich
Aufrufe aus der Application-Layer, die ja maschinenunabhéngig ist. Auch eine Portierung
des gesamten Konzepts auf neue Zielrechner vom MIMD-Typ ist so relativ schnell moglich,
da jeweils nur die Hardware- und die Interface-Layers neu erstellt werden miissen. Eingriffe

in Module des Netzgenerators oder der Finite Elemente Programme sind nicht erforderlich.



Kapitel 7

Parallele Netzgenerierung und
Aufteilung

Einen guten Einblick in allgemeine Apsekte und Moglichkeiten der automatischen Netzgene-
rierung fiir serielle Anwendungen geben die Artikel von Thompson et al [102], Eiseman [37]
und Thacker [101], sowie das Buch von Thompson [103]. Der in diesen Veréffentlichungen
und auch in den meisten kommerziell verwendeten Netzgenerierungspaketen zu erkennende
Trend zu sogenannten Multiblock-Verfahren bestétigt die Auswahl einer derartigen Metho-
de im Rahmen dieser Arbeit. Die allgemeinen Vorteile von Multiblock-Verfahren liegen in
ihrer Flexibilitdt sowohl hinsichtlich der zu modellierenden Struktur als auch der Wahl der
Elementform (hier ist man bei unstrukturierten Netzen zumeist auf Dreieckselemente ange-
wiesen). Auflerdem ergeben sich aus der Tatsache, dal die Netze zumindest lokal strukturiert
sind, numerische Vorteile. Zusétzlich zu diesen allgemeinen Aspekten waren in dieser Arbeit
die in Abschnitt 5.2.1 erlduterten Vorteile bei der Netzaufteilung und Parallelisierung aus-
schlaggebend fiir die Wahl eines Multiblock-Verfahrens.

Das im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Programmpaket trigt den Namen Page (Parallel
Generator). Vor der Einbindung in das im vorangegangenen Kapitel beschriebene Gesamt-
konzept wurde es zunéchst als eigenstindiges Programmpaket entwickelt, als welches es im

folgenden detailliert beschrieben wird.

7.1 Page: Uberblick und Datenstrukturen

Page ist ein interaktives, befehlsgesteuertes Programmsystem zur parallelen Generierung von
Netzen fiir parallele FE-Berechnungen. Es wurde in der seriellen Version in der Programmier-

sprache Ada geschrieben, welche gegeniiber dem in Ingenieurkreisen zumeist verwendeten

82



7.1. Page: Uberblick und Datenstrukturen 83

FORTRAN grofe Vorteile u.a. hinsichtlich der Vielfalt an Datenstrukturen und der Program-
miersicherheit bietet [27, 1]. Leider hat die Ada auch innewohnende sehr grofie Komplexitét
zur Folge, dal Compilerversionen fiir die hier verwendeten Parallelrechner bisher nicht oder
nur zu unerschwinglich hohen Preisen verfiigbar sind. Daher konnte im Rahmen dieser Arbeit
lediglich ein den parallelen Ablauf simulierender Algorithmus implementiert werden. Dabei
wurde das Message Passing durch Kopieren der entsprechenden Speichersegmente in getrenn-
te Bereiche ersetzt, sodafl die “parallelen” Prozesse zwar seriell ablaufen, aber vollstiandig
unabhéngig voneinander und ohne Zugriff auf globale Daten. Da die Effizienz der parallelen
Netzgenerierung aus den in Kap. 5 genannten Griinden nicht im Vordergrund steht, bot die-
se serielle Programmversion ausreichend Gelegenheit zur experimentellen Uberpriifung der

Umsetzbarkeit der hier priasentierten Konzepte.

Bei der Realisierung von Page wurden viele Konzepte des objektorientierten Programmierens
verwendet (wobei allerdings wesentliche Elemente, wie z.B. Vererbung, nicht zur Anwendung
kamen, und daher sicherlich nicht von einem objektorientiertes System die Rede sein kann).
Alle Objekte sind in verbundenen Listen “verpackt”, die aus Containern bestehen, die wie-
derum Zeiger auf die eigentlichen Objekte enthalten. Die Verwendung dieser Datenstruktur
stellt sicher, dafl von jedem Objekt immer nur eine physikalische Kopie existiert, auf die aber
von beliebig vielen Listen-Containern gezeigt werden kann. Auflerdem ist das Wiederverwen-
den nicht mehr benétigter Objekte problemlos méglich. Erstellen, Loschen und Modifikation
der Listen sowie Zugriff auf einzelne Listenelemente ist fiir alle Objekttypen auf gleichartige

Weise durch eine kleine Anzahl spezieller Routinen méglich.
Die wichtigsten Objekte innerhalb des Page sind Structures, Cubes, Blocks, Curves, Grids,
Meshes, Elements, und Nodes:
e Grids
Grids sind geometrische Punkte der Struktur, definiert durch ihre Koordinaten im

dreidimensionalen Raum. Sie werden vom Benutzer mit Hilfe einer Maus direkt iiber

den Bildschirm oder durch Eingabe der Koordinaten definiert.
e Curves

Hierbei handelt es sich um die Linien zur Beschreibung des Randes einer Struktur.
Sie werden vom Benutzer eingegeben durch Spezifizierung eines Linientyps sowie einer
Liste von zwei oder mehr Grids, die den Verlauf der Kurve festlegen. Als Linientypen
stehen zur Verfiigung (Abb. 7.1):

- Straight: eine Gerade zwischen zwei Grids

- Cubic Spline: eine gekriimmte, stetige Linie durch mindestens drei Grids, die aus

Spline-Segmenten dritter Ordnung zwischen jeweils zwei Punkten besteht.

- Arc: ein Kreisbogensegment, definiert durch Mittelpunkt, Anfangspunkt und Bo-
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Grids ) Blocks Cubes

Curves

- straight «~——

. /V/ Structure
- spline
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- segment et

— parameter \ .

Abbildung 7.1: Eingabe von Gebieten verfeinerter Diskretisierung

genlénge
- Merged: eine aus zwei oder mehr Kurven zusammengesetzte Kurve, die vom Be-

nutzer dann wie eine einzelne Kurve weiterverwendet werden kann, z.B. als Rand-

kurve eines Blocks

- Extracted: ein aus einer anderen Kurve “herausgezogenes” Teilsegment, das defi-
niert wird durch den Wert des Laufparameters s der iibergeordeten Kurve (0.0 <
s < 1.0) des Anfangs- und Endwerts des Segmentes, und das wiederum wie eine

eigenstandige Kurve weiterverwendet werden kann.

- Parameterkurve: eine auf einem Block (s.u.) verlaufende Kurve, die durch die

Werte des Parameterpaares (u,v) des Anfangs- und Endpunktes definiert ist.
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e Blocks/Cubes

Dieses sind die eigentlichen “Bausteine” zur Beschreibung zwei- und dreidimensionaler
Strukturen. Blocks sind Flidchen, die durch ihre Randkurven definiert werden. Es stehen
drei- und vierseitige Blocke zur Verfiigung, wobei die dreiseitigen Blocke, wie in Abb.
7.1 zu erkennen ist, automatisch in drei vierseitige Blocke unterteilt werden, wodurch
intern immer nur vierseitige Blocke behandelt werden. Cubes sind dreidimensionale
Hexaeder, die durch ihre Seitenflichen (Blocke) definiert sind.

e Structures

In einer Struktur sind Listen aller geometrischen Objekte (Grids, Curves, Blocks, Cu-
bes) enthalten, die das zu diskretisierende Gebiet beschreiben. Alle geometrischen Ob-
jekte werden bei ihrer Erstellung automatisch zur CurrentStructure hinzugefiigt. Es
kénnen mehrere Strukturen nebeneinander existieren (z.B. bei gekoppelten Proble-
men). Die Netzgenerierung erfolgt immer auf einer gesamten Struktur (wobei aber
jedem Block oder Cube in der Struktur unterschiedliche Charakteristika, z.B. hinsicht-
lich Elementform oder -typ zugeordnet werden koénnen). Jeder Structure kénnen ein
oder auch mehrere Netze zugeordnet werden. Auflerdem enthélt jede Structure Infor-
mationen, die fiir die jeweilige Finite-Elemente-Berechnung erforderlich sind: Randbe-

dingungen, Materialdaten, Elementgrofie, problemspezifische Eingabedaten etc.
e Nodes

Hierbei handelt es sich um die Knotenpunkte des FE-Netzes. Sie werden automa-
tisch generiert und sind durch ihre Koordinaten definiert. Auflerdem sind jedem Kno-
tenpunkt FE-spezifische Daten zugeordnet, z.B. Art und Anzahl der Freiheitsgrade,
Knotenpunktslasten, verformte Koordinaten, etc. Jedem Netz (mesh) ist eine Liste
von Knotenpunkten zugeordnet. Auflerdem enthalten auch alle geometrischen Objekte
Knotenpunktslisten. So ist jeder Kurve z.B. eine Liste mit allen auf dieser Kurve liegen-
den Knotenpunkten zugeordnet. Uber die oben beschriebenen Listen-Konstrukte wird
sichergestellt, daf} jeder Knotenpunkt trotzdem nur einmal physikalisch abgespeichert

wird.
e Elements

Dies sind die Finiten Elemente. Jedes Element ist durch eine Knotenpunktsliste de-
finiert. Zur Zeit sind lediglich lineare Elemente verfiigbar, eine Erweiterung auf Ele-
mente hoherer Ordnung ist aber problemlos moglich. Bei der Netzgenerierung werden
zunéchst immer viereckige (bzw. hexaeder-formige) Elemente erzeugt, die dann bei

Bedarf in Dreickselemente (Tetraeder) unterteilt werden koénnen.
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e Meshes
Ein Mesh ist das eigentliche FE-Netz, bestehend aus einer Knotenliste (Node-List) und

einer Elementliste.

Neben der Eingabe der geometrischen Objekte und der Generierung eines oder mehrerer
Netze hat der Benutzer die Moglichkeit, den Ablauf der Berechnungen und die Ausgabe der
Ergebnisse iiber eine Reihe von Schaltern zu steuern. Ebenso besteht die Mdoglichkeit, die

generierten Netze zu glatten.

7.2 Automatische Netzgenerierung

Im diesem Abschnitt soll zunéchst der Ablauf einer seriellen Netzgenerierung, d.h. der Ge-
nerierung eines unzerlegten Netzes, detailliert beschrieben werden, da auf diese Weise einige
grundlegende Konzepte besser erlautert werden kénnen, die bei der parallelen Netzgenerie-

rung dann unveréndert angewendet werden.

7.2.1 Serielle Netzgenerierung

Ziel der Netzgenerierung ist es allgemein, ein auf allen Blocks (bzw. Cubes bei dreidimen-
sionalen Strukturen) strukturiertes und iiber die gesamte Struktur hinsichtlich der Element-
grofe und Qualitdt moglichst gleichméBiges Netz automatisch zu generieren. Vor dem Beginn
der Netzgenerierung mufl der Benutzer dazu zunéchst eine typische Elementseitenlange [,
fiir die gesamte Struktur festlegen. Diese legt die Seitenlénge fest, die fiir alle unverfeinerten

Elemente bei der automatischen Generierung des Netzes angestrebt wird.

7.2.1.1 Berechnung und Abgleich der Elementanzahl auf Kurven

Im ersten Schritt der Netzgenerierung muf8 nun die Anzahl der Knotenpunkte auf allen
Kurven der Struktur bestimmt werden. Diese ergibt sich zunéchst aus dem Verhéltnis von
Kurvenlange [. und typischer Elementseitenldnge. Zuséatzlich mufi noch ein eventueller Verfei-
nerungsfaktor r. beriicksichtigt werden, der vom Benutzer fiir eine Kurve eingegeben werden
kann, wobei z.B. ein Faktor von 2.0 bedeutet, dafl fiir die Elemente auf dieser Kurve ei-
ne Elementseitengrofie entsprechend der Hélfte der typischen Elementseitengrofie angestrebt
wird. Alternativ kann vom Benutzer auch nur ein Teilbereich der Kurve verfeinert werden. In
diesem Fall ergibt sich 7. dann iiber eine sogenannten Dichtekurve (siche Abschnitt 7.2.1.3).

Die Anzahl von Elementen (bzw. Elementseiten) auf einer Kurve berechnet sich also aus
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l
nd = *le (7.1)

¢ les

wobei die hochgestellte 0 andeutet, dal dieser Wert noch iterativ abgeglichen werden muf.
Diese Notwendigkeit ergibt sich aus der Tatsache, dal auf jedem Block ein strukturiertes
Netz generiert werden soll (Abb. 7.2). Im zweidimensionalen Fall erfordert dies, dafl die
auf einem Block sich jeweils gegeniiberliegenden Kurven die gleiche Anzahl von Elementen
aufweisen (Kurven 1 und 3 bzw. 2 und 4 in Abb 7.2).

Ry — A
e e e as st

]
Rreih =

Abbildung 7.2: Strukturiertes Netz auf einem Block

Im dreidimensionalen Fall miissen die zweidimensionalen Gitter auf gegeniiberliegenden Sei-
ten eines Cubes strukturiert sein und sich entsprechen. In jedem Fall ergibt sich also fiir jede
Kurve der Struktur die Forderung nach iibereinstimmender Elementanzahl mit der jeweili-
gen gegeniiberliegenden Kurve auf allen Blocks, deren Randkurve sie ist. Diese Forderung

wird nun durch die folgende Iterationsvorschrift erfiillt

i+l _ S he Mk
¢ N
wobei N gleich der Anzahl der Nachbarn (d.h der gegeniiberliegenden Kurven) ist und n’,, die

n (7.2)

Anzahl der Elemente auf diesen Kurven aus der vorhergehenden Iteration bezeichnet. Gl. 7.2
wird nacheinander fiir alle Kurven der Struktur ausgefiihrt, und zwar solange, bis Konvergenz

erreicht ist, d.h. bis alle Elementanzahlen auf gegeniiberliegenden Kurven {ibereinstimmen.

Aus der oben beschriebenen Moéglichkeit, eine Teilkurve aus einer anderen Kurve “herauszu-

ziehen” und diese dann gleichberechtigt weiterzuverwenden (z.B. als Randkurve eines Blocks)
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ergibt sich in diesem Zusammenhang eine zusétzliche Komplexitét, die die Einfiithrung so-
genannter segments auf jeder Kurve notwendig macht. Dies ist in Abb. 7.3 illustriert. Eine
der Randkurven des dreiseitigen Blocks 3 wurde aus einer der Randkurven des benachbarten
Blocks 2 extrahiert. Diese Kurve wurde dann bei der automatischen Generierung von drei
vierseitigen Blocks auf Block 3 noch in zwei Teilkurven geteilt. Um die in Gl. 7.2 beschriebe-
nen Iteration zu ermoéglichen miissen diese Teilkurven nun mit einem Teilbereich der ihnen
auf Block 2 gegeniiberliegenden Kurve abgeglichen werden. Zu diesem Zweck werden die Seg-
mente auf jeder Kurve eingefiihrt, die einfach einen Teilbereich auf dieser Kurve markieren,
definiert durch den Anfangs- und Endpunkt des Segments. Zunéchst wird auf jeder Kurve
ein Default-Segment generiert, welches die gesamte Kurve abdeckt. Ein Segment wird dann
jeweils dort in zwei neue Segmente unterteilt, wo eine herausgezogene Kurve anfingt oder
endet, oder wo zwei Kurven zu einer merged curve zusammengefiigt sind. Die so generierten
Segmente miissen nun auf die ihnen jeweils gegeniiberliegenden Kurven iibertragen werden,
was in Abb. 7.3 durch die gestrichelten Linien angedeutet ist.

Abbildung 7.3: Unterteilung von Kurven in Segmente

Jedem Segment wird dann eine Elementanzahl n? zugewiesen, welcher sich aus dem in GI.
7.1 berechneten Wert n? fiir die Kurve, auf dem das Segment liegt, und dem Anfangs- und

Endpunkt des Segments (ss und s.) berechnet:

ng =ng * (Se — Ss) (7.3)

Der Ausgleich der Elementanzahlen fiir gegeniiberliegende Kurven wird nun analog zu GI. 7.2
durchgefiihrt, aber unter Verwendung der Elementanzahlen n, auf den Segmenten anstatt

der Werte auf den Kurven selbst:
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N
it > k1M,
s N

Die Anzahl der Elemente auf einer Kurve ergibt sich dann als die Summe der Werte aller

(7.4)

n

Segmente, die auf der Kurve liegen:

S
e =) M (7.5)
k=1

7.2.1.2 Netzgenerierung auf Curves, Blocks und Cubes

Nachdem die Anzahl von Knotenpunkten auf allen Kurven nun bekannt ist, kénnen die
Koordinaten der Knotenpunkte auf diesen Kurven berechnet werden. Liegt keine Verfei-
nerung eines Teilbereiches einer Kurve vor, werden die Knotenpunkte gleichméfig auf der
Kurve verteilt. Handelt es sich um eine zusammengesetzte Kurve und liegt am Ubergang
zwischen den Unterkurven eine Unstetigkeit (Knick) vor, mufl zusétzlich beachtet werden,
dafl genau in dieser Unstetigkeit ein Knotenpunkt vorliegt. Die Knotenpunktskoordinaten
werden direkt aus den geometrischen Definitionen der Kurven berechnet, also aus einer linea-
ren Interpolation zwischen Anfangs- und Endpunkt bei Geraden, aus den Spline-Polynomen
bei Spline-Kurven, und durch trigonometrische Berechnungen bei Kreissegmenten. Bei zwei-
dimensionalen Strukturen kann vom Benutzer festgelegt werden, dal auf einer Kurve ein
Oberflachennetz aus eindimensionalen Randelementen generiert wird, was zur Einfiithrung
bestimmter Randbedingungen bei FE-Rechnungen erforderlich sein kann. Diese Elemente

werden gleichzeitig mit der Generierung der Knotenpunkte auf den Kurven gebildet.

Im néchsten Schritt werden die Knotenpunkte im Innern der Blocks generiert. Hierzu gibt es
eine Reihe von Moglichkeiten [64], von denen hier die sogenannten Coons Patches ausgewihlt
wurden, da diese bei der Interpolation den exakten Verlauf der Randkurven beriicksichtigen
und somit die groBtmogliche Ausnutzung der durch die Randkurven gegebenen graphischen
Information erlauben. Dabei wird eine in einem rechtwinkligen v — v—Koordinatensystem
im Wertebereich (0.0 < u < 1.0,0.0 < v < 1.0) definierte Punktmenge auf ein durch die vier
Randkurven des Blocks beschriebenes krummliniges Koordinatensystem durch die folgende
Vorschrift abgebildet [68]:

1

P(i,v)La(u) + > P(u,j)Lj(v)

1
i=0 j=0

~

P(u,v) =



90 7. Parallele Netzgenerierung und Aufteilung

= [La(w) Ln(w)] [iﬁ‘f; + 1P P ]| ]
P(0,0)P(0,1) | | Loi(v)
— [Loi(u) L1 (u)] [ P(1,0)P(1,1) Ly (v) ] 0

Abb. 7.4 verdeutlicht die Bedeutung der verwendeten Variablen. P(u, v) ist der Vektor der
interpolierten Koordinaten im Innern des Blocks, wahrend P (u,v) mit u oder v gleich 0 oder
1 den Koordinaten eines Punktes auf einer der Randkurven entspricht. L, (z) sind Wich-
tungsfunktionen, die jeweils linear von 0.0 bis 1.0 ansteigen. Die Koordinaten eines Punktes
im Innern eines Blocks werden also bestimmt durch Aufsummierung der entsprechenden
Punkte auf den Randkurven, gewichtet durch den Abstand des zu interpolierenden Punktes
von dem jeweiligen Rand, und anschlieBende Subtraktion der Koordinaten der Eckpunkte.
Fiir die Interpolation eines Punktes im Innern eines Cubes im dreidimensionalen Fall 1483t
sich eine entsprechende Gleichung aufstellen, wobei sich die interpolierten Koordinaten aus
der Aufsummierung der entsprechenden Punkte auf den sechs Seiten des Cubes ergeben, die
sich wiederum aus den Punkten auf den insgesamt 12 Randkurven eines Kubus ergeben. Die
Aufstellung dieser Gleichung mochte ich dem Leser ersparen, da sie eine direkte Erweiterung
von Gl. 7.6 darstellt.

Abbildung 7.4: Flacheninterpolation durch Coons-Patches

Im zweidimensionalen Fall werden gleichzeitig mit der Generierung der Knotenpunkte die
Elemente erstellt. Dabei entstehen zunéchst viereckige Elemente, die, wenn vom Benutzer

entsprechend verlangt, dann in jeweils zwei Dreieckselemente unterteilt werden kénnen. Die-
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ses kann, wiederum benutzergesteuert, entweder fiir jeden Block einheitlich in einer von zwei
moglichen Richtungen geschehen, oder aber fiir jedes Element individuell entlang der jeweils

kiirzeren Diagonale des Viereckelements.

Im dreidimensionalen Fall werden zweidimensionale Elemente auf den Blocks nur dort gene-
riert, wo es vom Benutzer ausdriicklich verlangt wird. Bei der Generierung der Knotenpunkte
im Inneren werden dann gleichzeitig hexaeder-férmige Elemente gebildet, die bei Bedarf wie-

derum in jeweils 6 Tetraederelemente unterteilt werden konnen.

7.2.1.3 Netzverfeinerungen

Die Beibehaltung einer gleichméfligen Elementgrofie iiber das gesamte FE-Netz ist im All-
gemeinen nicht optimal. Héufig ist in vielen Bereichen einer Struktur eine relativ grobe
Diskretisierung ausreichend, die in wichtigen Teilbereichen dann aber nicht fein genug ist,
um die relevanten physikalischen Phanomene gut aufzulésen oder iiberhaupt zu erkennen. Ei-
ne sehr feine Diskretisierung auf der Gesamtstruktur fithrt andererseits besonders bei grofien

Problemen zu einem zu hohen Bedarf an Speicherplatz und Rechenzeit.

Eine einfache Moglichkeit, Teilbereiche der Struktur zu verfeinern, wurde weiter oben bereits
angedeutet: die Eingabe eines Verfeinerungsfaktors fiir ein gesamtes geometrische Objekt,
also Kurve, Block oder Cube. Da dieses Vorgehen aber nicht immer ausreicht und haufig zu
unflexibel ist, und da dabei auBerdem kein gradueller Ubergang von verfeinerten zu unver-
feinerten Gebieten gewéhrleistet ist, wurden in PAGE zwei alternative Methoden entwickelt.
Beide sind bisher lediglich fiir zweidimensionale Probleme implementiert, konnen aber oh-
ne grundlegende konzeptionelle Verdnderungen auch auf drei-dimensionale Anwendungen

iibertragen werden.

In beiden Fillen werden vom Benutzer auf einem oder mehreren Blocken Gebiete verfeiner-
ter Diskretisierung definiert, indem Punktlisten eingegeben werden, die, zu Polygonziigen
verbunden, die Umrandung des Gebietes festlegen (siche Abb. 5.7.a). Fiir jedes Gebiet wird
dann ein Verfeinerungsfaktor eingegeben, der das Verhéltnis der Elementgréfie in diesem

Gebiet zur normalen Elementgrofie innerhalb der Struktur festlegt.

Bei Netzverfeinerungen gibt es, wie schon in Kap. 5.2.4 hinsichtlich adaptiver Anpassungen

ausgefithrt, zwei unterschiedliche Moglichkeiten: strukturierte und unstrukturierte Verfahren.

Strukturierte Netzverfeinerung durch Dichtekurven. Sollen auf einer Kurve oder
einem Linienelement innerhalb eines Blocks gleichverteilt Knotenpunkte generiert werden,
berechnet man die Koordinaten als Funktion einer Laufvariable u, die in gleichméfigen
Schritten den Wertebereich von 0.0 bis 1.0 durchlauft:
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z = x(u), 0.0<u<1.0 (7.7)

Sollen die Knotenpunkte auf der Kurve nich dquidistant plaziert werden, kann dies durch

die folgende Substitution erreicht werden:

r = x(2) = (), 0.0<u, <10 (7.8)

£(u) = /0 " D(s)ds (7.9)

und die Dichtekurve die in Abb. 7.5.c gezeigte Form eines Polygonzuges hat. Dabei entspre-
chen Bereiche, in denen r = 1.0 ist, Segmenten auf der Kurve mit normalem (unverfeinertem)
Punktabstand, Bereiche mit 1/r < 1.0 Segmenten mit kleinerem und Bereiche mit 1/r > 1.0

Segmenten mit vergrofertem Punktabstand.

Um zu erlautern, wie der genaue Verlauf dieses Polygonzuges aus Benutzereingaben bestimmt
wird, sei angenommen, dafl der Benutzer fiir die fragliche Kurve im Bereich 0.4 < u < 0.5
einen Verfeinerungsfaktor von r» = 3.0 eingegeben. Wie in 7.5.a gezeigt, wird zunéchst der
Kehrwert des Verfeinerungsfaktors im entsprechenden Bereich von u** eingetragen. Um einen
graduellen Ubergang von unverfeinerten zu verfeinerten Bereichen zu gewéhrleisten, werden
die abgeschrigten Linien mit einer vom Benutzer steuerbaren Steigung hinzugefiigt. Um
sicherzustellen, daf} die verfeinerten Punkte den vom Benutzer eingegebenen Bereich in «
(und nicht u**) abdecken, muB} die Dichtekurve nun noch verzerrt werden. Dazu werden die

Wertepaare (u**, ¢**) entsprechend den folgenden Anweisungen modifiziert (Abb. 7.5.b):

u; = 0.0
.00y — ui)

u:‘:Z

= (G +ary)

(7.10)

Der dem Endpunkt der Kurve entsprechende Wert . ist nun gleich dem Verfeinerungsfaktor
r. fir die gesamte Kurve, der beim Abgleich der Elementanzahlen in GIl. 7.1 verwendet
werden muf, d.h. im vorliegenden Beispiel mufl die Anzahl der Elemente um den Faktor
1.4 vergrofert werden um die vom Benutzer geforderte bereichsweise Verfeinerung mit dem
korrekten Faktor und unter Beibehaltung der normalen Elementgréfle in den unverfeinerten

Bereichen zu gewéhrleisten.

Um sicherzustellen, daf§ der Wertebereich von v immer zwischen 0.0 und 1.0 liegt, mufl die
Dichtekurve schlielich noch skaliert werden (Abb. 7.5.c):
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¢ =1/r

1.0

a) 0.333

1.0

0.333
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Abbildung 7.5: Erzeugung von Dichtekurven zur Kontrolle der Punkteverteilung auf ei-

ner Kurve

G = g XTe

u¥
o= 7.11
u - (7.11)

Abb. 7.5.d zeigt die resultierende Punktverteilung auf der Kurve, die den vom Benutzer

eingegebenen Bereich korrekt verfeinert.

Der Ubergang auf zweidimensionale Verfeinerungsbereiche wird nun durch Modifizierung
von Gl. 7.6 erreicht, und zwar durch Substitution der Ausdriicke P(u,7) und P(i,v) durch
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Abbildung 7.6: Kontrolle der Punkteverteilung auf einem Block durch Dichtekurven

P(&(u),i) und P(i,&(v)), wobei die daftir bendtigten Dichtekurven durch Bildung von Schnit-
ten durch den Verfeinerungsbereich entlang der Koordinatenlinien, auf denen der zu gene-
rierende Punkt liegt, gebildet wird(Abb. 7.6). Ein Beispiel ist in Abb. 7.7 gezeigt.
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b. Verfeinertes Netz

Abbildung 7.7: Strukturierte Verfeinerung eines Netzes

Unstrukturierte Netzverfeinerung: Subblock-Verfahren. Mit strukturierter Netz-

verfeinerung konnen zwar durchaus beindruckende Ergebnisse erzielt werden, sie ist aber

nicht in jedem Fall geeignet und ausreichend. Starke Verfeinerungen auf einer Kurve oder

einem Block koénnen sich, iiber jeweils gegeniiberliegende Kurven, durch grofie Teile der

Struktur “fortpflanzen”, in denen eine grobere Diskretisierung ausreichend wére. Ebenso

kann, insbesondere auch im Hinblick auf adaptive Netzanpassungen, die bei Beibehaltung

des strukturierten Netzes erzielbare lokale Verfeinerung nicht ausreichend sein.

Aus diesen Griinden wurde im Rahmen dieser Arbeit auch ein Verfahren zur unstrukturierten

Netzverfeinerung entwickelt, dafl auf der oben beschriebenen Blockstruktur zur Beschreibung

zweidimensionaler Geometrien aufbaut, und im folgenden als Subblock-Verfahren bezeichnet
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wird. Die Vorgehensweise ist in Abb. 7.8 illustriert. Im ersten Schritt werden alle Blocke, die
von einem vom Benutzer eingegebenen Verfeinerungsgebiet (Abb. 7.8.a) beriihrt werden, mit
sogenannten Subblécken belegt. Dabei handelt es sich um ann&hernd quadratische Blocke mit
einer im unverfeinerten Zustand konstanten Anzahl von Elementen. Diese kann vom Benutzer
durch Eingabe der Kantenlénge eines Subblocks gesteuert werden, die mit 4 voreingestellt
ist, woraus sich die Anzahl der Elemente pro Subblock zu 4 x 4 = 16 ergibt.

L ”::—|—

a. Verfeinerungsgebiet b. Unterblécke c. Verfeinertes Netz

Abbildung 7.8: Unstrukturierte Verfeinerung eines FE-Netzes

Jeder Subblock wird dann in den zu verfeinernden Bereichen rekursiv in jeweils vier wei-
ter Subblocke unterteilt, bis der erforderliche Grad der Verfeinerung erreicht ist, wobei die
Form des Verfeinerungsbereichs so gut wie moglich angenshert wird (Abb. 7.8.b). Der Uber-
gang von verfeinerten zu unverfeinerten Gebieten wird durch spezielle Ubergangssubblocke
ermoglicht. Das resultierende verfeinerte Netz (Abb. 7.8.c) ist nicht mehr strukturiert, be-
steht aber nach wie vor ausschlieBlich aus Viereckselementen (die natiirlich im Bedarfsfall
wiederum in jeweils zwei Dreieckselemente unterteilt werden kénnen). In Abb. 7.9 sind die bei
der unstrukturierten Netzverfeinerung benotigten “Bausteine” fiir eine Kantenldnge von 4
nochmals gezeigt. Die Wahl einer grofleren Kantenldnge verringert die Anzahl der benétigten

Subblocke, verschlechtert aber im Allgemeinen die Annédherung der Verfeinerungsgebietes.

Abbildung 7.9: Verschiedene Arten von Unterblécken zur Generierung unstrukturiert

verfeinerter Netze
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In jedem Fall ermoglicht diese Methode eine lokale Begrenzung der Gebiete verfeinerter Dis-
kretisierung, da fiir Blocke mit internen Subblocks die Forderung, daf§ auf sich gegeniiber-
liegenden Randkurven die gleiche Anzahl von Elementen liegen muf3, nicht mehr gilt. Somit
wird ein Ausbreiten der Verfeinerungen in Gebiete, wo dieses nicht erforderlich sind, ver-
hindert. Beim Abgleich der Elementanzahlen nach Gl. 7.1 und 7.2 muf fiir alle Randkurven
eines verfeinerten Blocks lediglich die zusétzliche Randbedingung eingefiithrt werden, dafl die

Elementanzahl gleich einem Vielfachen der Kantenlénge eines Subblocks ist.

Mit den beiden hier beschriebenen Methoden der Netzverfeinerung ist ein Mafl an Flexi-
bilitdt bei der Netzgenerierung gewéhrleistet, dafl fiir fast alle praktisch relevanten FE-

Anwendungen ausreichen sollte.

7.2.1.4 Glattung des Netzes

Insbesondere bei komplexen Geometrien ist eine Glattung des Netzes zum Ausgleich von
zu krassen Groflenunterschieden unmittelbar benachbarter Elemente und zur Entspannung
zu stark verzerrter Elemente oft unerldflich. In PAGE wird dazu ein schon in Abschnitt
5.2.4.1 angesprochenes Verfahren verwendet: Die Verschiebung der Knotenpunkte in den

Schwerpunkt der an ihn angrenzenden Elemente [71]:

N —i
ritl — D k=1 Wk Ty,
= N

Zk:l Wi

wobei &, den Schwerpunkt des k—ten Nachbarelements und w; den Wichtungsfaktor des

(7.12)

Elements bezeichnet. Letzterer ist fiir unverfeinerte Elemente mit 1.0 voreingestellt und
wird in Gebieten verfeinerter Diskretisierung gleich dem fiir das Gebiet geltenden Verfei-
nerungsfaktor gesetzt, um den in diesem Fall unerwiinschten Ausgleich der Elementgrofien
zu verhindern. Gl. 7.12 wird fiir jeden Knotenpunkt des Netzes ausgefiithrt und so oft wie-
derholt, bis eine vom Benutzer eingegebene maximale Anzahl von Iterationen erreicht ist
oder bis die maximale Knotenpunktsverschiebung unter einen Schwellenwert gefallen ist. Im
Anschlufl miissen Punkte, die auf dem Rand der Struktur liegen, noch auf diesen zuriick-
gefithrt werden. Abb. 7.10 illustriert dir Auswirkung der Netzgldttung fiir eine auch in Kap.

9 verwendete industrielle Anwendung.

7.3 Strukturaufteilung und parallele Netzgenerierung

Die Parallelisierung des hier beschriebenen Netzgenerators erfolgt, wie bereits mehrfach an-
gedeutet, durch Zerlegung der geometrischen Struktur vor der eigentlichen Netzgenerierung.
Dies wird durch Verteilen der Blocke (Cubes), die die Struktur definieren, auf die vorhan-
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Abbildung 7.10: FE-Netz fiir ein superplastisches Blech vor und nach der Glattung

denen Prozessoren erreicht. Sind mehr Prozessoren als Blocke vorhanden, kénnen einzelne
Blocke in zwei oder mehr neue Blocke zerlegt werden. Umgekehrt konnen einem einzelnen
Prozessor mehrere Blocke zugeordnet werden, wenn weniger Prozessoren als Blocke vorhan-

den sind.

Damit ein lokales Netz auf einem Block generiert werden kann, werden die Informationen
iiber die Verteilung der Randpunkte auf den Randkurven des Blocks benétigt. Liegen diese
Informationen vor, kann das Netz auf diesem Block unabhéngig von anderen Prozessoren
und ohne weitere Kommunikation erstellt werden. Dementsprechend werden die in den Ab-
schnitten 7.1 und 7.2.1.1 fiir die serielle Netzgenerierung beschriebenen Vorgénge Geometrie-
Eingabe und Berechnung der Elementanzahlen bei der parallelen Ausfithrung unveréndert
iitbernommen. Da diese einen relativ geringen Rechenaufwand verursachen, kénnen sie oh-
ne grofie Effizienzeinbuflen auf einem einzelnen Prozessor (bei hostfreien Parallelrechnern)

oder auf einer dem Parallelrechner vorgelagerten Workstation (insbesondere die Eingabe der
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Geometrie) durchgefiihrt werden.

Der interaktive Ablauf des Netzgenerierungsprogramms, bei dem dieses sténdig auf Benut-
zereingaben reagiert, mufl beim parallelen Ablauf natiirlich erhalten bleiben. Die Eingabe
von Befehlen und Ausgabe von Riickmeldungen und Ergebnissen erfolgt iiber den Hostrech-
ner oder iiber den Prozessor, auf dem der entsprechende Server lduft (der Prozessor mit der
virtuellen Nummer 0, siehe Abb. 5.3). Zur Weitergabe der Befehle, die eine Parallelverar-
beitung nach sich ziehen, an die restlichen Prozessoren, lduft nun auf jedem der Prozessoren
ein Hauptprogramm, welches das in Abb. 7.11 in stark vereinfachtem Ada-Code dargestellte
Aussehen hat. Wie am Anfang dieses Kapitels bereits ausgefiihrt, wird das Message Passing
in der gegenwértigen, den parallelen Ablauf nur simulierenden Version, durch Kopieren der

entsprechenden Speichersegmente in getrennte Bereiche ersetzt.

PROCEDURE Generator IS

LOOP
TReceive (Command, Package_Length);

CASE Command IS

WHEN GenerateMesh

=> TReceive (Structure(Package Length));
Unpack_Structure (Structure);
Generate_Mesh (Structure, Level => 0);

WHEN SmoothMesh

WHEN Stop
=> EXIT;
END CASE;

END LOOP;
END Generator;

Abbildung 7.11: Weitergabe von interaktiven Befehlseingaben bei der parallelen Netzge-

nerierung

Jeder Prozessor steht also durch Aufruf der COMLIB-Prozedur TReceive (blockierendes
Empfangen, siche Abschnitt 6) in Wartestellung zum Empfang eines Befehls. Dieses Emp-
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fangen lduft dann immer in zwei Schritten ab. Zunéchst wird eine Message empfangen, die
den auszufithrenden Befehl spezifiziert und die Lénge der nachfolgenden Message angibt.

Diese enthélt dann alle Daten, die fiir die Ausfithrung des Befehls benttigt werden.

Die Ausfithrung aller Befehle erfolgt durch den Aufruf rekursiver Unterprogramme. So wird
die eigentliche Netzgenerierung durch die Aufteilung der Blocke auf die Prozessoren anhand
der rekursiven Zweiteilung der Struktur eingeleitet, die so oft wiederholt wird, bis die erfor-
derliche Anzahl von Unterstrukturen erstellt ist. Dabei entsteht die schon in Abb. 5.3 gezeigte
Baumstruktur. An jedem Knoten des Baumes wird also die dort vorliegende Struktur (bzw.
Unterstruktur) in zwei Teile zerlegt. Der erste Teil verbleibt bei dem teilenden Prozessor und
wird auf der néchsten Ebene des Baumes weiterbearbeitet. Die zweite Unterstruktur wird an
den auf der nichsten Ebene benachbarten Prozessor verschickt und dort weiterbearbeitet.

Das entsprechende Unterprogramm ist in Abb. 7.12 in vereinfachter Form dargestellt.

PROCEDURE Generate_Mesh (Structure : Structure_Type;
TLevel : Integer)

IS

BEGIN
IF TLevel = Depth
THEN

— Generate the mesh on this Structure or Substructure

Split_Structure_in_Half (Structure, Substructurel, Substructure2);
TLevel := TLevel + 1;

TSend (Substructure2);

Generate_Mesh (Substructurel, TLevel);

END IF;

END Generate_Mesh;

Abbildung 7.12: Rekursive Teilung von Strukturen und Unterstrukturen bei der parallelen

Netzgenerierung

Die bei der Teilung einer gegebenen Struktur entstehenden zwei Unterstrukturen sind in
ihrer Datenstruktur vollkommen identisch mit der Augangsstruktur. So sind alle Unterpro-

grammaufrufe, die die eigentliche Generierung des Netzes durchfiihren (und die in Abb.
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7.12 in der oberen Hélfte der If-Anweisung enthalten wéren), identisch mit denen in Ab-
schnitt 7.2.1.2 und 7.2.1.3 beschriebenen Aufrufen beim seriellen Programmablauf, nur dafl
diese jetzt auf jedem Prozessor lediglich ein lokales Teilnetz generieren. Um die Verbindung
der Unterstrukturen bzw. der Teilnetze untereinander festzuhalten, werden lediglich eini-
ge zusétzliche Indexfelder generiert, die z.B. bei der Durchfithrung eines Randaustausches
(ComLib-Aufrufe Bdry_Sum, Bdry_High und Bdry_Low, sieche Abschnitt 6) oder bei der

Berechnung der globalen Knotennummerierung benétigt werden.

Bei der Glattung des Netzes kann der serielle Code wiederum vollstindig iibernommen wer-
den, d.h. Gl. 7.12 wird zunéchst lokal fiir alle in einem Teilnetz enthaltenen Knotenpunkte
durchgefiihrt. Im Anschlufl daran miissen fiir alle Knotenpunkte auf dem inneren Rand noch
die Beitrage der Elemente der benachbarten Teilnetze zu diesen Knotenpunkten hinzuaddiert
werden, was durch einen Aufruf von Bdry_Sum fiir den Vektor der Knotenpunktkoordinaten

x erreicht wird.

Die Tatsache, dafl bei der rekursiven Zweiteilung der Struktur viele Prozessoren zunéchst
in Wartestellung verbleiben und erst nach und nach zum Einsatz kommen, fiithrt natiirlich
zu einer Verschlechterung der Effizienz bei der parallelen Netzgenerierung. Dieser Umstand
wird allerdings durch zwei Anmerkungen relativiert: Erstens steht nicht die Effizienz bei der
Netzgenerierung im Vordergrund, sondern die moglichst gleichméfige Verteilung des Netzes,
die bei den anschliefenden FE-Berechnungen, die ja im Allgemeinen viel rechenzeitaufwen-
diger sind, eine hohe Effizienz ermoglichen. Aulerdem soll durch die frithzeitige Aufteilung
der Struktur vermieden werden, daf§ ein einzelner Prozessor die groen Datenmengen des Ge-
samtnetzes verwalten muf}, was bei sehr groflen Problemen zu Speicherplatzanforderungen
fithren kann, die nicht mehr bewéltigt werden konnen. Zweitens verbessert sich die Effizi-
enz bei der parallelen Netzgenerierung, wenn dieses an Wichtigkeit zunimmt, insbesondere
beim Ubergang auf sehr groBe Netze. Die Ausfithrungszeit der seriellen bzw. nur teilwei-
se parallelen Anteile des Algorithmus, also Berechnung der Elementanzahlen und rekursive
Strukturaufteilung, vergroflern sich nédmlich bei der VergroBlerung des Netzes nicht. Ledig-
lich die eigentliche Netzgenerierung, also die Berechnung der Knotenpunktkoordinaten, wird

aufwendiger, und die lduft vollstéandig parallel ab.

Nachdem nun die Vorgehensweise bei der parallelen Netzgenerierung im Uberblick beschrie-
ben ist, mufl die Vorgehensweise bei der Zweiteilung einer gegebenen Struktur noch detail-
lierter beschrieben werden. Zunéchst mochte ich dazu anmerken, dafl zur Zeit noch ein sehr
einfacher, heuristischer Algorithmus in Page benutzt wird, der im Ansatz den in Kap. 5.2.1
beschriebenen recursive-bisection-Methoden &hnelt. Diese entsprechen in ihrem Ablauf der
hier beschriebenen rekursiven Zweiteilung, mit dem Unterschied, daf} sie dort auf bereits
generierte Netze (und somit auf Element-Ebene) angewendet werden, wihrend sie hier auf

der Ebene der Blockstruktur genutzt werden.
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Zur Vorbereitung der Aufteilung wird fiir alle Blocke einer gegebenen Struktur zunéchst die
Last berechnet, die jeder Block bei der spéteren FE-Berechnung “verursacht”. Diese Last ist
abhéngig von der Art der Anwendung und vor allem von der Art des bei der Berechnung
verwendeten Gleichungslosers. Auf die Berechnung der Last fiir die im Rahmen dieser Ar-
beit verwendeten Loser wird in Kap. 8 eingegangen. Neben der Last wird fiir jeden Block
auflerdem ein Schwerpunkt berechnet, der sich aus der Geometrie des Blocks ergibt, wobei
auch eventuell vorhandene Regionen beriicksichtigt werden, in denen ein verfeinertes Netz

entstehen soll.

Im ersten Schritt der Zerlegung wird aus den Schwerpunkten der Blocke der Schwerpunkt
der Gesamtstruktur berechnet, wobei die Blockschwerpunkte durch die Anzahl der auf dem
Block zu generierenden Elemente gewichtet werden. Nun wird derjenige Block als erster
Block der ersten Unterstruktur ausgewihlt, dessen Schwerpunkt am weitesten vom Struk-
turschwerpunkt entfernt liegt. Als néchstes wird der Block der ersten Unterstruktur hinzu-
gefiigt, dessen Schwerpunkt dem des ersten Blocks am néchsten liegt, dann der Block, der
dem gemeinsamen Schwerpunkt der ersten beiden Blocke am néchsten liegt, usw. Dabei wird
standig die Rechenzeitlast der Teilstruktur neu berechnet, und zwar als Summe der Block-
lasten. Wird die Halfte der Last der Ausgangsstruktur erreicht, wird die zweite Teilstruktur
aufgebaut. Dabei wird, um eine genaue Teilung der Last gewéhrleisten zu konnen, in den

meisten Féllen ein einzelner Block in zwei neue Blocks zerlegt werden miissen (Abb. 7.13).

Abbildung 7.13: Zerlegung eines Blockes in zwei Unterblocke

Bei der Zerlegung eines einzelnen Blocks mufl zunéchst die Richtung festgelegt werden, ent-
lang der die Teilung erfolgen soll. Von den beiden Moglichkeiten, die dabei zur Auswahl
stehen, wird die ausgewihlt, die den kiirzeren inneren Gesamtrand zwischen den beiden

Teilstrukturen zur Folge hat. Dann wird der genaue Punkt berechnet, an der der Block
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geteilt werden mufl, um ein exaktes Lastgleichgewicht herzustellen. Um zu gewéhrleisten,
daf} das zerlegte Netz mit einem auf der gleichen Struktur seriell generiertem Netz iiberein-
stimmt, muf} dieser Punkt dann noch auf die néchstliegende Koordinatenlinie verlegt werden
(im oberen Teil von Abb. 7.13 angedeutet durch die gestrichelte Linie). Diese Koordinaten-
linie ist zwar zum Zeitpunkt des Zerlegens noch eine hypothetische, da die Knotenpunkte
erst nach dem Zerlegen generiert werden, aber ihre Position ist schon bekannt. Entlang der
Koordinatenlinie wird nun eine Parameterkurve und auf den beiden Randkurven des Blocks,
die senkrecht zur Teilungsrichtung verlaufen, jeweils zwei extracted curves generiert, aus

denen dann zwei neue Blocks gebildet werden.

Abbildung 7.14: Blockweise Zerlegung einer Struktur in zwei Teile

Abb. 7.14 zeigt beispielhaft die Zerlegung der in 5.2 gezeigten Struktur in zwei gleich grofe
Teile, wobei als Ma$8 fiir die Rechenzeitlast in diesem Fall einfach die Anzahl der Elemente
in der Struktur verwendet wurde. Die Zahlen innerhalb der Blocke der rechten Teilstruktur,
die in diesem Fall die “erste” Teilstruktur ist, markieren die Reihenfolge, in der die Blocks
dieser Teilstruktur entsprechend dem oben beschriebenen Algorithmus hinzugefiigt wurden.
Zerlegungen von Strukturen fiir realistische industrielle Probleme fiir verschiedene Prozes-
sorzahlen sind in Kap. 9 dargestellt, wo auch die aus den Zerlegungen jeweils resultierende

Effizienz der parallelen Berechnungen gezeigt wird.



Kapitel 8

Parallele Gleichungsloser

Bei der Auswahl eines Verfahrens zur Losung grofler Gleichungssysteme mufl man sich
zunachst zwischen direkten und iterativen Losern entscheiden. Im Rahmen dieser Arbeit
werden lediglich direkte Verfahren im Detail vorgestellt. Dies liegt hauptséchlich in der
Tatsache begriindet, daf iterative Verfahren fiir Anwendungen aus der Umformtechnik, die
Ausgangspunkt fiir diese Arbeit waren, noch nicht zuverlissig genug sind. Die dort haufig
vorkommenden schlecht konditionierten Gleichungssysteme fiithren bei iterativen Losern zu
Konvergenzproblemen, die in industriellen Anwendungen nicht akzeptablel sind. Anderer-
seits hat sich in den letzten Jahren eine grofie Anzahl von Autoren mit dieser Problematik
befait (siche z.B. die Konferenz-Proceedings [22, 26]). Ergebnisse dieser Arbeiten kénnten
durchaus zu einer Beseitigung der Konvergenzprobleme beitragen. Auflerdem gelten iterative
Loser bei sehr grofien Problemen schon im seriellen Fall als schneller [112] und sind zudem
einfacher und effizienter parallelisierbar. Aus diesen Griinden werden am Ende dieses Ka-
pitels auch kurz iterative Losungsverfahren vorgestellt und Wege zu deren Parallelisierung

aufgezeigt, obwohl diese noch nicht implementiert oder gar getestet wurden.

Wie in Kap. 5 bereits angesprochen wurde, wurden im Rahmen dieser Arbeit zwei direkte
Losungsverfahren parallelisiert: ein Cholesky-Algorithmus und ein Unterstrukturverfahren.
Bei letzterem handelt es sich um eine mehr oder weniger direkte Parallelisierung eines ver-
breiteten seriellen Algorithmus. Auch fiir das Unterstrukturverfahren gibt es eine serielle
Version. Bei der vorliegenden Implementierung handelt es sich um eine den Besonderheiten

von Parallelrechnern mit verteiltem Speicher angepafite Weiterentwicklung.

103
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8.1 Paralleles Cholesky-Verfahren

Das in jedem Iterationsschritt zu losende linearisierte Gleichungssystem hat die allgemeine

Form

Ax = f (8.1)

wobei A der symmetrischen n*xn Systembandmatrix,  dem Vektor der gesuchten Freiheits-

grade und f dem Vektor der generalisierten Kréfte entspricht.

Eine allgemeine Cholesky-Losung wird in drei Schritten durchgefiihrt:

Faktorisierung A = LL (8.2)
Vorwiértssubstitution Lu = f —u (8.3)
Riickwirtssubstitution L'r = u —=z (8.4)

L ist eine untere Dreiecksmatrix und wird an der gleichen Stelle wie A abgespeichert.

Die hier verwendete serielle Version des Cholesky-Algorithmus basiert auf der zeilenweisen
Abarbeitung der Systemmatrix. Bei der Faktorisierung wird in jeder Zeile zunéchst das

Diagonalelement L;; berechnet:

1—1
Li = (Ay — Y L)' (8.5)
k=q

wobei b die Bandbreite des Gleichungssystems und ¢ = 7 — b den Zeilenindex des ersten
von Null verschiedenen Elements in Spalte i bezeichnet. Im néichsten Schritt werden die

nebendiagonalen Elemente von L in Zeile ¢ entsprechend der folgenden Vorschrift berechnet:

i+1

k=q

Die nun vollsténdig berechnete untere Dreiecksmatrix L wird dann bei der Vorwértssubsti-

tution zur Berechnung des Vektors w verwendet:

Entsprechend wird bei der Riickwértssubstitution, beginnend mit dem letzten Element von

x ein oberes Dreieckssystem geldst.
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8.1.1 Beschreibung des parallelen Algorithmus

Zur Parallelisierung dieses Algorithmus muf zunéchst die Systemmatrix A auf die Prozes-
soren verteilt werden. Da die zeilenweise Abarbeitung der Systemmatrix beibehalten werden
soll, miissen zur Gewihrleistung einer guten Lastverteilung bei der parallelen Berechnung die
Elemente einer Matrixzeile moglichst gleichméfBig auf die Prozessoren verteilt werden. Dieses

wird durch die in Abb. 8.1 fiir vier Prozessoren gezeigte spaltenweise Aufteilung erreicht [43].

3 L

Immm
s
Immm

Abbildung 8.1: Verteilung der Systemmatrix beim parallelen Cholesky-Verfahren

Da die Matrix jedes einzelnen Finiten Elements in einem bestimmten Prozessor berechnet
wird, ist ein Kommunikationvorgang notig, um diese Verteilung zu erzielen. Die in Abschnitt
6 beschriebene Kommunikationsroutine GExchange stellt das dafiir bendtigte Werkzeug zur
Verfiigung. Zunéchst sammelt jeder Prozessor in der Elementschleife des FE-Algorithmus
die fiir die anderen Prozessoren bestimmten Daten in einem Puffer, der gleichméfig in p — 1
Teilbereiche (ein Teilbereich fiir jeden Prozessor) unterteilt ist. Ist einer dieser Teilberei-
che in einem Prozessor gefiillt, ruft dieser GExchange auf und kann mit der Abarbeitung
der Elementschleife fortfahren, sobald auch alle anderen Prozessoren GExchange aufgerufen
haben. Der Puffer kann mit Hilfe der in FEPS zur Verfiigung stehenden Speicherverwal-
tungsroutinen [111] dynamisch allokiert und zuriickgegeben werden und kann somit so grof§
gewihlt werden wie es der insgesamt zur Verfiigung stehende Speicherplatz erlaubt. Dadurch
wird vermieden, dafl GExchange hiufig aufgerufen wird und dabei kurze Messages verschickt

werden miissen. Bei den meisten Anwendungen ist sogar nur ein einziger Aufruf notig.

Die Faktorisierung und Vorwéartssubstitution kénnen in einem Schritt durchgefiithrt werden,
um iiberfliissige Kommunikation zu vermeiden. Die Felder L und uw werden zeilenweise be-
rechnet, wobei fiir jede Zeile zunéchst das Diagonalelement in einem seriellen Schritt von
dem Prozessor berechnet wird, der es gespeichert hélt. Danach werden die restlichen Terme
parallel verarbeitet. Der Algorithmus kann wie folgt beschrieben werden, wobei ¢ wieder-
um jeweils den Zeilenindex des ersten von Null verschiedenen Elements der aktuellen Spalte

bezeichnet:
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FAKTORISIERUNG UND VORWARTS-SUBSTITUTION

loop 1= 1n

Prozessor, der Spalte ¢ von A speichert:
Li = (Ay — X2, La)'?
up = fi / Ly;

schicke Lk, (k=m,) und u; zu allen anderen Prozessoren

alle Prozessoren :

empfange L.
loop j = 1+1,1+b-1
L = (Aji — Z;;lq Lix L)/ Lii
uj = fj — Ljiu
end loop
end loop

RUCKWARTS-SUBSTITUTION
loop 1 =mn,1,-1

alle Prozessoren :

tmp = sz‘ U ] = i+1, 1+b-1
schicke tmp zum Prozessor, der x; berechnet und speichert
Prozessor, der x;speichert :

empfange tmp von allen Prozessoren

Tmp = Z tmp

nproc

end loop

Wihrend der Ausfithrung der parallelen Abschnitte des Algorithmus bearbeitet jeder Pro-
zessor nur die Elemente, die er gespeichert hélt. Somit wird, bedingt durch die spaltenweise
Aufteilung der Daten, eine gute Lastverteilung erreicht, wenn die Bandbreite der Matrix
grof} ist im Verhéltnis zur Zahl der Prozessoren.

Aufgrund der volligen Neuverteilung der Daten vor der Gleichungslosung, hat die Auftei-
lung in Unterstrukturen bei der parallelen Netzgenerierung in diesem Fall also keinen Einflufl
auf das Lastgleichgewicht. Diese Aufteilung ist lediglich innerhalb der Elementschleife von
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Bedeutung. Aus diesem Grund muf} bei der Strukturaufteilung fiir Anwendungen, die den
parallelen Cholesky-Loser verwenden, also lediglich sichergestellt werden, dafi alle Unter-

strukturen die gleiche Anzahl von Elementen aufweisen.

8.1.2 Theoretische Leistungsabschéitzung

Um eine gute Vorstellung von den durch Parallelisierung moglichen Beschleunigungen zu
bekommen, ist es im allgemeinen empfehlenswert, den bei den parallelen Berechnungen ent-
stehenden Zusatzaufwand (Overhead) vor der eigentlichen Implementierung abzuschétzen.
Dies ist zur Aufdeckung eventueller Schwachstellen bei der Implementierung eines Algo-
rithmus durch Vergleich der vorhergesagten mit der tatsédchlichen Performance ebenso von

Nutzen wie zur Abschétzung der Leistungsfahigkeit fiir hohe Prozessorzahlen.

Der theoretisch mogliche Speedup hédngt neben dem Algorithmus natiirlich auch von den
Charakteristika der verwendeten Hardware ab. Fiir die Abschétzungen in diesem Abschnitt
wurden die in Abschnitt 2.3 aufgefiihrten Werte des iPSC/2 verwendet. Die Ausfithrungen
in diesem Abschnitt werden deutlich machen, daf§ das Verhéltnis von Rechenleistung zu
Kommunikationsleistung entscheidend ist fiir das Verhalten eines gegebenen Algorithmus
auf einem gegebenen Rechner. Dieses Verhiltnis ist dem Parsytec MC-3 etwas giinstiger
und auf der Intel Paragon etwas ungiinstiger als auf dem iPSC/2 und dementsprechend
unterscheiden sich die theoretischen Abschétzungen fiir diese Rechner von den hier gezeigten
Berechnungen. Qualitativ konnen diese Berechnungen aber auch auf die anderen Rechner

iibertragen werden.

Um die moglichen Beschleunigungen und Effizienzen fiir den parallelen Cholesky-Algorith-
mus zu bestimmen, mufl zunéchst die Ausfithrungszeit auf einem einzelnen Prozessor ab-

geschéitzt werden. Eine Abzéhlung der benétigten FlieBpunkt-Operationen aus Gl. 8.5 — 8.8

ergibt:
.. . n b?
Faktorisierung und Vorwértssubst. : 71 p =~ Ttﬂoat (8.9)
Riickwértssubstitution : Th g~ 1 btfin (8.10)
n : Anzahl Freiheitsgrade
b : Bandbreite von A
trioat : Ausfiihrungszeit fiir eine “+” und eine “x” Operation

Die Anzahl von Rechenoperationen ist fiir die serielle und die parallele Version des Cholesky-
Algorithmus gleich. Bei der parallelen Version fallen allerdings n * b serielle Rechenopera-

tionen an, die
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Tser = nbtfloat (811)

bendtigen. Somit kann der serielle Zusatzaufwand abgeschétzt werden durch Einsetzen von
Gleichung (8.11) fiir Ts., und 77 = T1r + 71 p aus den Gleichungen (8.9) und (8.10) in
Gleichung (3.13):

2(p—1)

Is b+ 2

(8.12)

Zur Abschétzung des Kommunikations-Aufwandes mufl zunéchst das Verschicken einer Ma-
trixspalte (Lénge b — 1) von einem zu allen anderen Prozessoren (Broadcast) berticksichtigt
werden, welches im Verlauf der Faktorisierungsphase n-mal durchgefithrt werden muf}. Die

erforderliche Kommunikationszeit wéhrend dieser Phase kann wie folgt abgeschétzt werden:

TCom,F =N tbroadcast(pab - 1) (813)

Im Verlauf der Riickwértssubstitution muf fiir jeden Freiheitsgrad ein Prozessor einen ein-

zelnen Wert von allen anderen Prozessoren empfangen (GCollect):

TC’om7B = n tgcollect(p> 1) (814)

Messungen ergaben, daf auf dem iPSC/2 die Zeiten sowohl fiir ein Broadcast als auch fiir ein
GCollect der Zeit fiir ein direktes Verschicken einer Message mal der Dimension des Hyper-
cubes deype = log?p entspricht. Der Kommunikations-Aufwand fiir den gesamten parallelen
Cholesky-Algorithmus kann nun nach Gleichung (3.12) abgeschéitzt werden:

2pdcube (tsmrt + tStart,l + b tSend)
t float (0% + 20)
Durch Einsetzen der Gleichungen (8.12) und (8.15) in Gleichung (3.10) erhélt man die theo-

retische Beschleunigung. Es zeigt sich, daf dieser fiir eine gegebene Hardware-Konfiguration

fe = (8.15)

ausschliefflich eine Funktion der Bandbreite b der Systemmatrix ist. Die Effizienz der paralle-
len Berechnungen steigt mit steigendem b und féllt mit steigender Prozessorzahl, verursacht

hauptséchlich durch steigenden Kommunikationsaufwand.

Um den Speedup als Funktion der Netzgrofie, d.h. der Anzahl der Elemente n.;, zeigen zu
konnen, miissen Annahmen iiber die Netztopologie und die Anzahl der Freiheitsgrade pro
Knoten gemacht werden. Zu diesem Zweck wurden hier die einfachen, in Abb. 8.2 gezeigten
Netze verwendet. Fiir diese ergibt sich fiir die Bandbreiten im zwei- und dreidimensionalen
Fall als Funktion der Netzgrofie und Anzahl der Freiheitsgrade pro Knoten:
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bgd = l (\/nel + 3)
bsg = 1 (\3/71@[2 + /N + 2) (816)

a. zweidimensional b. dreidimensional

Abbildung 8.2: FE-Netze fiir die theoretische Leistungsabschitzung

In Abb. 8.3 — 8.5 ist die Entwicklung des Speedups entsprechend der obigen Abschéatzungen
fiir verschiedene Problemklassen dargestellt. Dabei ist in jeder der abgebildeten Kurven
die Entwicklung der Beschleunigung fiir eine bestimmte Gesamtproblemgrofie (ng: Anzahl
der Elemente) dargestellt, wenn die Anzahl der Prozessoren erhoht wird. Unterschieden
wird zwischen drei Problemklassen. Zweidimensionale Probleme mit zwei Freiheitsgraden
pro Knoten umfassen Anwendungen mit ebenem Dehnungs- oder Spannungszustand sowie

axialsymmetrische Anwendungen (Abb. 8.3).

Speedup
60.0 —
50.0 ne = 0000
40.0 —
S0 10000
_| Nel =
%88 - nty = 5000
: — N — 1000/500
[ [ [ [ [ [ [ ]
2 4 8 16 32 64 128 256
Prozessoren

Abbildung 8.3: Theoretischer Speedup des Parallelen Cholesky-Algorithmus fiir 2D-

Probleme
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Speedup
ne = 50000
120.0 6 FG. pro Knoten
————— 3 FG. pro Knoten
100.0 —
80.0 — ne = 50000
60.0 —
ne = 5000
40.0 —
I . = nel = 5000
200 ~ ne = 1000
——————————————————————— ne = 1000
| | | | | | | |
2 4 8 16 32 64 128 256
Prozessoren

Abbildung 8.4: Theoretischer Speedup des Parallelen Cholesky-Algorithmus fiir riumli-
che 2D-Probleme

Speedup
220.0 — ne = 100000
200.0 — ne = 50000
180.0
160.0
140.0 ne = 10000
120.0
ne = 5000
100.0
0.0 —
60.0 —
40.0 - ne = 1000
20.0 —
[ [ [ [ [ [ [ [
2 4 8 16 32 64 128 256
Prozessoren

Abbildung 8.5: Theoretischer Speedup des Parallelen Cholesky-Algorithmus fiir 3D-

Probleme
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Die néchste Problemklasse betrifft zweidimensionale Strukturen, die sich im dreidimensio-
nalen Raum verformen, wie sie z.B. in der Blechumformung anzutreffen sind. Werden bei
der Berechnung Membranelemente verwendet, hat jeder Knotenpunkt drei Freiheitsgrade,
wéahrend sich dieser Wert bei der Verwendung von Schalenelementen durch Einfithrung von
Rotationsfreiheitsgraden auf sechs erhoht (Abb. 8.4). Die dritte Problemklasse schliefilich
umfafit echt dreidimensionale Anwendungen, wie sie z.B. bei der Massivumformung auftre-

ten, mit drei Freiheitsgraden pro Knoten.

Effizienz
1.0
0.8 — Nep = n;l
0.6 —
0.4 — nep = 1000
0.2 Nep = 100
Nep = 10
[ [ [ [ [ [ [ [
2 4 8 16 32 64 128 256
Prozessoren

Abbildung 8.6: Theoretische Effizienz des Parallelen Cholesky-Algorithmus fiir 2D-

Probleme

0.2 - — 6 FQ. pro Knoten === Nep = 100
———-3 FG. pro Knoten
| | | | | | | |
2 4 8 16 32 64 128 256
Prozessoren

Abbildung 8.7: Theoretische Effizienz des Parallelen Cholesky-Algorithmus fiir réumliche
2D-Probleme

Es ist zu erkennen, daf} fiir zweidimensionale Probleme die effiziente Einsatzfahigkeit des par-
allelen Cholesky-Algorithmus auf relativ geringe Prozessorzahlen beschrénkt ist. Dies ist fast
ausschliefllich auf den hohen Kommunikationsaufwand zuriickzufiihren. Fiir voll dreidimen-
sionale Probleme ergibt sich ein giinstigeres Bild (Abb. 8.5), vor allem wegen der grofleren

Bandbreite der Systemmatrix im Vergleich zu zweidimensionalen Problemen der gleichen
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Effizienz
1.0 —
nep = 1000
0.8 —
Nep = 100
0.6
0.4 —
Nep = 10
0.2
[ [ [ [ [ [ [ [
2 4 8 16 32 64 128 256
Prozessoren

Abbildung 8.8: Theoretische Effizienz des Parallelen Cholesky-Algorithmus fiir 3D-

Probleme

GrofBle. Es mufl allerdings erwédhnt werden, dafl der Speicherplatzbedart fiir dreidimensionale
Berechnungen sehr hoch ist. Fiir die Lésung eines Problems mit 100000 Elementen auf 256
Prozessoren miifite jeder Prozessor z.B. iiber ca. 35MByte lokalen Speicher verfiigen. Die
Beschleunigungen fiir rdumlich zweidimensionale Probleme, dargestellt in Abb. 8.4, liegen

zwischen denen fiir rein zweidimensionale und dreidimensionale Probleme.

In praktischen Anwendungen ist es eher zu erwarten, dafl die Problemgrofle mit der Anzahl
der verwendeten Prozessoren ansteigt. Ein idealer Algorithmus wiirde bei solchem Vorge-
hen eine gleichbleibende Effizienz erzielen, wie in Abschnitt 3.2.1 schon ausgefiihrt wurde.
Das Verhalten des parallelen Cholesky-Algorithmus fiir den Fall, daf§ die Grofle der Teil-
bereiche, die von jeweils einem Prozessor bearbeitet wird, bei steigender Gesamtzahl von
Prozessoren konstant bleibt, ist in Abb. 8.6 fiir den zweidimensionalen Fall, in Abb. 8.7 fiir
rdumliche Flachen mit Membranen bzw. Schalen und in Abb. 8.8 fiir den dreidimensionalen
Fall illustriert. Wiederum zeigt sich, dafl die Effizienz der Berechnungen fiir zweidimensio-
nale Probleme auch bei relativ grofien Teilbereichsgréfien bei steigender Prozessorzahl stark

abfillt, wihrend dieser Effekt bei 3-D-Problemen weniger ausgeprégt ist.

8.2 Paralleles Unterstrukturverfahren

Das Unterstrukturverfahren ist eine Losungsmethode, die seit vielen Jahren in Finite Ele-
mente Anwendungen genutzt wird [3]. Das Grundprinzip dieses Verfahrens besteht darin,
eine gegebene Struktur in eine Reihe von Unterstrukturen zu unterteilen, diese getrennt zu
bearbeiten und dann durch Losen eines reduzierten Gleichungssystems, welches nur noch die
Kopplungsfreiheitsgrade enthélt, wieder “zusammenzufiigen”. Urspriinglich motiviert war

dieses Vorgehen einerseits durch das Bestreben, verschiedenen Personen oder Gruppen die
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Moglichkeit zu geben, gleichzeitig und parallel an der Weiterentwicklung der verschiedenen
Komponenten einer Struktur zu arbeiten, andererseits aber auch durch die Notwendigkeit,
aufgrund begrenzter Speicherkapazititen die Gréfle der zu losenden Gleichungssysteme klein

zu halten.

Im Umfeld der parallelen Datenverarbeitung hat das Unterstrukturverfahren erneut an Be-
deutung gewonnen, da die notwendige Strukturaufteilung auf ideale Weise den Datenstruk-
turen entsprechen, die im Kontext der rdumlichen Zerlegung entstehen. Allerdings besteht
natiirlich ein konzeptioneller Unterschied: wéhrend bei der “klassischen” Unterstrukturtech-
nik die Aufteilung der Struktur nach rein physikalischen Gesichtspunkten erfolgt, also z.B.
die Aufteilung eines Flugzeugs in die Bauteile Rumpf, Tragflachen, etc., wird bei der paral-
lelen Unterstrukturtechnik nach numerischen Gesichtspunkten mit dem Ziel aufgeteilt, eine

moglichst gleichverteilte, effiziente parallele Berechnung zu erlauben.

8.2.1 Beschreibung des parallelen Algorithmus

Das Unterstrukturverfahren erfordert eine Trennung von inneren und Rand-Freiheitsgraden.
Innere Freiheitsgrade sind dabei mit den Knotenpunkten assoziiert, die keine Beriihrung mit
anderen Unterstrukturen haben (die aber durchaus auch auf dem Rand der Gesamtstruktur
liegen kénnen), wihrend Randfreiheitsgrade solchen Knotenpunkten zugeordnet sind, die Teil
von mindestens zwei Unterstrukturen sind. Bei einer Trennung dieser Freiheitsgrade ergibt

sich fiir das globale Gleichungssystem einer Struktur mit & Unterstrukturen das folgende

Aussehen:
_AS) A | _wé”_ _f§1)-
AP AP || e 7
= : (8.17)
N
Ay AR AR A, ) 1y

Auf der Diagonalen der Systemmatrix befinden sich entkoppelte Matrizen A;;, die die in-
neren Freiheitsgrade der einzelnen Unterstrukturen enthalten. Die Kopplungsmatrizen A;,

zwischen inneren und Randfreiheitsgraden befinden sich entlang des rechten und unteren
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Randes (wobei aufgrund der Symmetrie des Gesamtsystems gilt Ay = A%). Die Matrix Ay,
der Randfreiheitsgrade liegt demzufolge in der rechten unteren Ecke der Systemmatrix.

Bei der parallelen Implementierung der Unterstrukturtechnik wird die Systemmatrix auf
die Prozessoren verteilt und somit zu keinem Zeitpunkt in der in Gl. 8.17 gezeigten globalen

Form aufgebaut. Vielmehr speichert jeder Prozessor den seiner Unterstruktur entsprechenden

Beitrag in der folgenden Form:
Ay Aib] [ wz] [ fi] . t

wobei Ay = A’ 8.18

[ Ap; App Lp f b ’ b ( )

Zunéchst werden nun aus diesem Gleichungssystem die inneren Freiheitsgrade a; durch Ein-

setzen des oberen in den unteren Teil der Gleichung eliminiert:

[App, — AL A Az = [fy, — ALALF] (8.19)

(k)x (k)x
Abb b

Die dabei notwendigen Rechenoperationen, die einen grofien Teil des Gesamtaufwandes bei
der Gleichungslosung darstellen, konnen parallel ohne Kommunikation zwischen den Prozes-

soren durchgefiihrt werden.

Durch Aufsummierung der reduzierten Matrizen A,(,’Z)* und der entsprechenden Rechthand-

seiten erhédlt man das globale reduzierte Gleichungssytem:

S AP e = Y " (8.20)
k

k

Die reduzierte Systemmatrix wird dann mittels eines konventionellen Verfahrens gelost, im
vorliegenden Fall durch den oben beschriebenen parallen Cholesky Algorithmus. Die dafiir
notwendige Verteilung der Matrix auf die Prozessoren, um die in 8.1 spaltenweise Anord-
nung zu erreichen, wird, dhnlich dem fiir den reinen Cholesky-Algorithmus beschriebenen
Verfahren, durch einen oder mehrere Aufrufe von GExchange durchgefiihrt. Dazu wird bei
der Berechnung der einzelnen Elemente von Af,’;)* jeweils bestimmt, in welchem Prozessor
dieses Element bei der Losung der reduzierten Matrix gespeichert werden muf. Die fiir GEx-
change bereitgestellten Puffer werden dementsprechend gefiillt und verschickt, wenn einer

der Teilbereiche des Puffers voll ist.

Nach der Losung des reduzierten Gleichungssytems sind Werte des Vektors xp bekannt. Die

Losung fiir die inneren Freiheitsgrade x; kann nun durch Riicksubstitution ermittelt werden:

(33
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Dieser Schritt kann wiederum auf Unterstrukturebene parallel von allen Prozessoren durch-

gefiithrt werden kann.

Die in Gl. 8.19 enthaltene Eliminierung der inneren Freiheitsgrade ist sowohl der rechen-
aufwendigste, als auch der fiir das Erreichen oder Nichterreichen eines Lastgleichgewichtes
bestimmende Schritt bei der parallelen Unterstrukturtechnik, und soll deswegen im folgenden
noch etwas eingehender betrachtet werden. Es miissen dabei zwei Arten von Unterstrukturen
unterschieden werden, die sich aus dem blockstrukturierten Aufteilungsalgorithmus ergeben:
Unterstrukturen, die aus einem einzelnen Block bzw. Cube bestehen und solche, die sich
aus mehr als einem Block oder Cube zusammensetzen. Der erste, einfachere Fall wird hier
zunachst behandelt, da er auch der wichtigere fiir massiv parallele Anwendungen ist, bei
denen die Anzahl der Prozessoren die Anzahl der Blocke, aus denen sich die Struktur zu-

sammensetzt, im Allgemeinen iibertrifft.

In diesem Fall hat die lokale, in jedem Prozessor gespeicherte Teilmatrix aus Gl. 8.19 die in
Abb. 8.9 gezeigte Struktur, wobei auch die Art und Weise der Speicherung angedeutet ist.
b
/—/\—\

E
S

/\

2 Tp

Abbildung 8.9: Struktur der Teilgebietsmatrix bei Unterstrukturen mit einem Block oder
Cube

n; ist gleich der Anzahl der inneren Freiheitsgrade und ny; gleich der Anzahl der Randfrei-
heitsgrade auf dem Block. Es ist zu erkennen, dafi die Matrix A;; spaltenweise mit konstanter
Bandbreite b; abgespeichert wird. Dieses ist fiir ein strukturiertes Teilnetz, wie es auf einem
einzelnen Block vorhanden ist, naheliegend und effizient, wobei die Bandbreite ungefdhr
gleich der Anzahl der Freiheitsgrade entlang der kiirzeren Seite des Blocks ist. Die Matrix

A;p ist dagegen zeilenweise abgespeichert. Dabei werden nur die Zeilen gespeichert, die einem
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inneren Freiheitsgrad entsprechen, der direkte Verbindung mit einem Randfreiheitsgrad hat
(d.h., der zu einem Randelement gehort), und in jeder dieser Zeilen auch nur ein Band kon-
stanter Léange, die sich aus der Netztopologie ergibt und im allgemeinen sehr viel kleiner als

ny ist. Die Matrix App wird wiederum spaltenweise gespeichert, allerdings als volle Matrix.

Zur Berechnung von Ay, und f7 mufl zundchst eine Cholesky-Zerlegung der Matrix As;

durchgefiihrt werden:

Ay = LyLy, (8.22)

Durch Einfithrung eines Feldes M ; mit der Dimension n; * ny,

ApAy' A = AL (LiLy;) ™ Aw
(A% L") (L Aw)
= M M; (8.23)

kann die Matrix Ay, mit Hilfe der folgenden zwei Schritte berechnet werden:

LiMp = Ap (8.24)
Af, Ay, — M, My, (8.25)

wobei die in Abb. 8.9 gezeigte Art und Weise der Speicherung es erméglicht, Operatio-
nen weitgehend auf die von Null verschiedenen Elemente der betroffenen Matrizen zu be-

schrénken. Auf &dhnliche Weise wird fj berechnet:

Lju; = f;
L:zz, = U,
L= f- Al (5.20)

Betrachtet man nun Unterstrukturen, die mehr als nur einen einzelnen Block oder Cube
enthalten, so gehen auf den ersten Blick einige der Vorteile verloren, die ein strukturier-
tes Einzelnetz aufweisen: die einheitliche Bandbreite vonn A;;, die kurzen Béander mit von
Null verschiedenen Elementen in Aj, etc. Aus diesem Grunde wurde in dieser Arbeit ein
zweistufiges Verfahren entwickelt, bei dem im ersten Schritt blockweise die Freiheitsgrade
eliminiert werden, die weder zum Rand einer anderen Unterstruktur noch zum Rand eines
anderen Blocks auf dieser Unterstruktur gehoren. Im zweiten Schritt werden dann die inneren
Freiheitsgrade eliminiert, die auf den Blockrandern liegen (siche Abb. 8.10).
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| % innere FG (im 1. Teilschritt eliminiert)
bl

f///i 1 Blockrand (im 2. Teilschritt eliminiert)

Eig mmm Unterstrukturrand

Abbildung 8.10: Zweistufige Eliminierung innerer Freiheitsgrade

Bei diesem zweistufigen Verfahren wird die Teilgebietsmatrix entsprechend dem in Abb. 8.11

gezeigten Schema abgespeichert.

n;
A

ol

—

1u_ﬂ“ﬂmm“ﬂﬂ

Abbildung 8.11: Struktur der Teilgebietsmatrix bei Unterstrukturen mit mehreren Blocks
oder Cubes

|
n® \

b np

Es ist zu erkennen, dafl die den einzelnen Blocken der Unterstruktur entsprechenden Ele-
mente der Matrix so weit wie moglich entkoppelt werden. Jeder Block hat sein “eigenes”
A;; und A;p mit den angestrebten Eigenschaften wie z.B. einer einheitlichen und kurzen
Bandbreite. In einer Schleife iiber alle £ Blocke der Unterstruktur werden nun, mit Hilfe
der in den GI. 8.22 bis 8.26 beschriebenen Schritte, zunéchst die inneren Freiheitsgrade ngl)
bis ngk) eliminiert, wobei die im rechten Teil von Abb. 8.11 gezeigte Matrix entsteht, die
sich aus den Blockrand-Freiheitsgraden n; und den Unterstrukturrand-Freiheitsgraden n,,
zusammensetzt. Im zweiten Schritt des zweistufigen Verfahrens wird dann ny, eliminiert,

wiederum mit Hilfe des Verfahrens aus GIl. 8.22 bis 8.26.
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8.2.2 Abschitzung des Rechenaufwandes fiir eine Unterstruktur

Anders als beim parallelen Cholesky-Algorithmus findet vor der Ausfithrung der wesentli-
chen Schritte des parallelen Unterstrukturverfahrens keine Neuverteilung des Systemmatrix
statt. Die urspriingliche, vor der parallelen Netzgenerierung erstellte Aufteilung der Struktur,
hat deswegen entscheidenden Einflufl auf das Lastgleichgewicht zwischen den Prozessoren.
Es mufl daher ein Mafl fiir die bei der Berechnung durch einen Block oder Cube gegebe-
ner GroBe (d.h. mit einer festgelegten Anzahl von Knotenpunkten auf den Randkurven)
verursachte Rechenlast gefunden werden, die bei der Strukturaufteilung entsprechend dem
in Abschnitt 7.3 geschilderten Vorgehen beriicksichtigt werden kann. Im folgenden wird ein
entsprechendes Berechnungsverfahren aus Griinden der besseren Verstdndlichkeit wiederum
nur fiir zweidimensionale Blocke im Detail beschrieben. Das Verfahren fiir dreidimensionale

Cubes stellt eine direkte Erweiterung des zweidimensionalen Vorgehens dar.

ﬁ s E E ¢ ® Synchronisationspunkt
A ™ [

h ™ My .

E % % Elementschleife

SR R

J b < Reduktion

% g 1 [

= = Losung des reduz. Systems
sl [

ZEER A Riicksubstituti

=1 ] ] & ucksubstitution

Abbildung 8.12: Beriicksichtigung verschiedener Berechnungsschritte bei der Erstellung

von Unterstrukturen mit gleichverteilter Last

Abb. 8.12 veranschaulicht, welche Teilschritte bei der Berechnung der Rechenlast einer Un-
terstruktur, die aus einem Block besteht, beriicksichtigt werden miissen. In jedem Itera-
tionsschritt wird zunéchst die Elementschleife durchlaufen und dann, ohne dafl eine Syn-
chronisation zwischen den Prozessoren stattfindet, die Reduktion des Gleichungssystems
durchgefiihrt (Gl. 8.22 - 8.26). Synchronisation und Kommunikation sind erst wieder bei
der Choleskylosung des reduzierten Gleichungssystems notwendig. Da diese aufgrund der
Neuverteilung der Daten nicht zu Lastungleichgewichten fiihrt, kann sie hier unberiicksich-
tigt bleiben. Da am Ende des Iterationsschrittes, also nach der Riicksubstitution (Gl. 8.21),



8.2. Paralleles Unterstrukturverfahren 119

wiederum eine Synchronisation notwendig ist, mufl diese ebenso unberiicksichtigt bleiben,
was aber wegen der relativ geringen durch die Riicksubstitution verursachten Rechenzeit
vertretbar ist.

Die fiir einen Block bei der Strukturaufteilung zu berechnende Rechenlast setzt sich also
zusammen aus den Berechnungen in der Elementschleife und dem Reduktionsteil des Glei-

chungslosers:

Tblock = Tele + Tsol,red (827)

Die Zeit in der Elementschleife ergibt sich einfach als die Anzahl der Elemente auf dem Block

und der fiir ein Element benétigten Zeit:

Tele = n x tele (828)

wobei .. von der Art des verwendeten Elements abhéngig ist und in einfachen Testrech-
nungen fiir alle im FE-System vorhandenen Elemente fiir die jeweilige Hardware bestimmt

wurde.

Die Rechenzeit fiir die Reduktion des Gleichungssystems setzt sich zusammen aus den Zeiten
T fur die Faktorisierung von A;; (Gl. 8.22) und Tpg; und Trgo fir die beiden wesentlichen
Schritte der Vorwértssubstitution entsprechend GIl. 8.24 und 8.25.

Tsol,red = Tp + TFS,l + TFS,Q (829)

Bei der Berechnung dieser Zeiten ist nun nicht mehr die Anzahl der Elemente auf dem
Block ausschlaggebend. Tr kann unter der Annahme, daf§ n >> b ist, noch relativ einfach

abgeschétzt werden:

b2
Tp = "T (8.30)

Diese Zeit ist also abhéngig von der Anzahl der inneren Freiheitsgrade auf dem Block und der
Bandbreite von A;;, die sich aus der “Form” des Blocks, d.h. dem Verhéltnis der Anzahl der
Knotenpunkte in den beiden Koordinatenrichtungen, ergibt. Trg; und Trg2 sind aulerdem
noch von der Art des Randes des Blocks abhéngig, d.h. davon, welche seiner vier Randkurven
an einen anderen Block bzw. eine andere Unterstruktur stoflen (wobei eine Randkurve, die
nur teilweise an einen anderen Block st6f8t so behandelt wird wie eine, fiir die das auf der
ganzen Linge der Fall ist). In dieser Hinsicht konnen fiinf verschiedene Typen von Blocks
unterschieden werden, wie es in Abb. 8.13 dargestellt ist. Fiir jede dieser Blockformen lassen

sich nun die benotigten Rechenzeiten Tr, Trg1 und Trgo in Abhéngigkeit von der Anzahl
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Innerer Rand
Abbildung 8.13: Unterscheidung verschiedener Block-Typen zur Rechenzeitabschéitzung

der Knotenpunkte in den beiden Koordinatenrichtungen des Blocks berechnen. Dies ist im
Detail in Anhang A beschrieben.

Durch Einsetzen der dort aufgefithrten Beziehungen in die Gleichungen 8.27 bzw. 8.29 kann
nun bei der Strukturaufteilung die durch einen Block bei Verwendung des parallelen Unter-

strukturverfahrens verursachte Last bestimmt werden.

Die Notwendigkeit und Korrektheit dieser Vorgehensweise wird in Abb. 8.14 demonstriert.
Es zeigt fiir ein Testproblem, das in Kap 9 noch nidher behandelt wird (Siehe Abb. 9.1) die
Rechenzeiten auf acht Prozessoren fiir drei verschiedene Netzaufteilungen. Die erste wurde
mit einem einfachen elementbasierten Algorithmus [39] erstellt und ist schon bei oberflachli-
cher Inspektion als nicht optimal zu erkennen. Die Rechenzeiten sind entsprechend schlecht
ausbalanciert. Bei der mittleren Aufteilung handelt es sich um eine Aufteilung, die mit dem
hier beschriebenen Aufteilungsalgorithmus, aber lediglich nach dem Kriterium der gleichen
Elementanzahl pro Unterstruktur, erstellt wurde. Das Ergebnis ist zwar verbessert, aber kei-
neswegs optimal, obwohl dieses Kriterium zu einer intuitiv sinnvollen Aufteilung fithrt. Erst
die nach dem in diesem Abschnitt vorgestellten Kriterium erstellte Aufteilung erméoglicht ei-
ne gleichméfige Auslastung der Prozessoren und damit eine verbesserte Effizienz, obwohl die
Anzahl der Elemente pro Unterstruktur nicht gleich ist. Dieser Umstand wird aber dadurch
ausgeglichen, daf fiir die im Inneren der Struktur liegenden, kleineren Teilgebiete aufgrund

ihres ldngeren inneren Randes mehr Rechenzeit benotigt wird.
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Abbildung 8.14: Lastgleichgewicht beim parallelen Unterstrukturverfahren fiir verschiede-

ne Netzaufteilungen

8.2.3 Theoretische Leistungsabschitzung

Wie fiir den parallelen Cholesky-Algorithmus sollen nun auch fiir das parallele Unterstruktur-
verfahren die zu erwartenden Beschleunigungen theoretisch abgeschétzt werden. Zu diesem
Zweck wird zunéchst die Annahme getroffen, daf§ die Gesamtzahl der Rechenoperationen
fiir dieses Verfahren gleich der fiir eine Cholesky-Losung ist. Dies ist zwar eine relativ gro-
be Vereinfachung, die viele der weiter oben beschriebenen Optimierungen des parallelen
Unterstrukturverfahrens nicht beriicksichtigt, die aber aufgrund der Komplexitdat der Be-

rechnungen unumgénglich ist.

Bei der Abschéitzung des parallelen Zusatzaufwandes ist nun zu beachten, dafi die Redukti-
onsphase (Gl. 8.22 - 8.26) und die Losung fiir die inneren Freiheitsgrade (Gl. 8.21) vollstandig
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Abbildung 8.15: Theoretischer Speedup des parallelen Unterstruktur-Algorithmus fiir 2D-

Probleme
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Abbildung 8.16: Theoretischer Speedup des parallelen Unterstruktur-Algorithmus fiir

raumliche 2D-Probleme

parallel ausgefiihrt werden. Serieller Aufwand und Kommunikations-Aufwand entstehen so-
mit ausschlieBllich durch die Losung des reduzierten System, welche hier durch den parallelen

Cholesky-Algorithmus ausgefiihrt wird. Dieser Zusatzaufwand kann entsprechend der im vor-
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hergehenden Abschnitt fiir den reinen Cholesky-Algorithmus beschriebenen Vorgehensweise

hergeleitet werden. Dabei ergeben sich die folgenden Beziehungen:

2 nyp dcube (tStart + tSmrt 1 + br tSend)
= d 8.31
Je t f10ar 1 (D% + 2b) (8:31)
2(p—1)

b + 2

s (8.32)

wobei n, und b, der Gréfle bzw. der Bandbreite des reduzierten Systems entsprechen.

Die sich aus diesen Abschétzungen ergebende Entwicklung der Beschleunigung bei steigender
Prozessorzahl mit konstanter Gesamtproblemgrofle ist in Abb. 8.15 bis 8.17 fiir zwei- bzw.
dreidimensionale Beispielprobleme (sieche Abb. 8.2) dargestellt. Die Effizienzen bei konstant
gehaltener Unterstrukturgrofle sind in den Abb. 8.18 und 8.20 gezeigt.

Speedup /
240.0 - ) ne = 100000
4 ne = 50000
220.0 —
200.0 —
ne = 10000
180.0 —
16007 ne = 5000
140.0 —
120.0 —
100.0 —
80.0
ne = 1000
60.0 —
40.0
20.0
I I I I I I I I
2 4 8 16 32 64 128 256
Prozessoren

Abbildung 8.17: Theoretischer Speedup des parallelen Unterstruktur-Algorithmus fiir 3D-

Probleme

Es ist deutlich zu erkennen, daf§ das parallele Unterstrukturverfahren dem parallelen Choles-

ky-Verfahren allgemein iiberlegen ist. Die Tatsache, dafl das reduzierte System wiederum mit
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Abbildung 8.18: Theoretische Effizienz des parallelen Unterstruktur-Algorithmus fiir 2D-

Probleme
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Abbildung 8.19: Theoretische Effizienz des parallelen Unterstruktur-Algorithmus fiir

raumliche 2D-Probleme

dem parallelen Cholesky-Algorithmus gelost wird, fiihrt jedoch bei steigender Prozessorzahl
auch hier zu einer deutlichen Abnahme der Effizienzen. Trotzdem lassen sich mit diesem
Verfahren mit ausreichend grofien Unterstrukturen auch fiir hohe Prozessorzahlen noch re-
spektable Beschleunigungen erzielen, wobei allerdings wiederum der hohe Speicherbedarf fiir

dreidimensionale Probleme zu erwahnen ist.

8.3 Parallele Loser: Weiterfithrende Konzepte

Die bisherigen Betrachtungen iiber parallele Losungsverfahren auf Parallelrechnern haben fiir
das Unterstrukturverfahrens zwar eine eindeutige Uberlegenheit gegeniiber dem Cholesky-

Algorithmus angedeutet, jedoch auch Schwichen beim Ubergang auf wirklich massiv paral-
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Abbildung 8.20: Theoretische Effizienz des parallelen Unterstruktur-Algorithmus fiir 3D-

Probleme

lele Architekturen aufgezeigt. Testrechnungen im folgenden Kapitel bestéitigen die generelle
Korrektheit der theoretischen Abschétzungen. In diesem Abschnitt sollen daher einige Kon-
zepte prisentiert werden, die zwar im Rahmen dieser Arbeit noch nicht implementiert werden

konnten, aber Wege aufzeigen, die angesprochenen Probleme zu beseitigen.

8.3.1 Paralleler Skyline-Léser

Eine relativ einfache Erweiterung des beim Unterstrukturverfahren mehrfach zum Einsatz
kommenden Losers mit konstanter Bandbreite ist ein sogenannter Skyline-Loser (siehe z.B.
[18]). Dieses Verfahren entspricht im wesentlichen dem in Abschnitt 8.1.1 beschriebenen, mit
dem Unterschied dafl bei der Faktorisierung der Matrix nicht Spalten konstanter Bandbreite
gespeichert und bearbeitet werden, sondern immer nur ein Band vom Diagonalelement bis

zum obersten von Null verschiedenen Element in der jeweiligen Spalte.

Im Rahmen des Unterstrukturverfahrens kann ein Skyline-Léser vor allem bei der Losung
des reduzierten Gleichungssytems (Gl. 8.20) zum Einsatz kommen. Die Notwendigkeit da-
zu ergibt sich aus den Resultaten des vorangegangenen Abschnitts. Die dort aufgetretenen
schlechten Effizienzen lassen sich unter anderem auf die Annahme zuriickfithren, daf die re-
duzierte Systemmatrix vollbesetzt ist, was bei Verwendung sehr vieler Unterstrukturen nicht
mehr zutreffend ist. Zur Optimierung des Losungsvorganges kann nun die globale Numme-
rierung der Randknoten so optimiert werden, daf sich fiir die Systemmatrix eine moglichst
kurze Bandbreite ergibt. Die Erstellung dieser optimierten Nummerierung, die im Laufe
der parallelen Netzgenerierung erfolgen miifite, wire allerdings duflerst komplex und sehr
kommunikationsintensiv. Bei der hier vorgeschlagenen Alternative kann hingegen die in Ab-
schnitt 6 beschriebene Nummerierung der Randknoten {ibernommen werden. Dabei nimmt

die “Skyline” der reduzierten Systemmatrix das in Abb. 8.21 gezeigte Aussehen an. Die bei
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Abbildung 8.21: “Skyline” der reduzierten Systemmatrix bei rekursiver Bisektion

der Losung benétigten Informationen, d.h. im wesentlichen die Position des obersten Ma-
trixelements in jeder Spalte, konnen bereits wiahrend der Netzgenerierung erstellt und allen
Prozessoren zur Verfiigung gestellt werden. Auflerdem sollte ein Indexfeld generiert werden,
welches fiir jede Zeile die Bereiche markiert, die von Null verschiedene Elemente enthélt, und
zwar durch Berechnung des Spaltenindex des ersten und letzten Elementes des Bereichs. Auf
diese Art und Weise kann die Faktorisierung effizienter gestaltet werden, da die Anzahl der
benotigten if-Abfragen zur Erkennung der von Null verschiedenen Matrixelemente drastisch

verringert werden kann.

8.3.2 [Iterative Losungsverfahren

Die Verwendung eines Skyline-Verfahrens verringert zwar die Anzahl der bei der Losung des
reduzierten Gleichungssytems notwendigen Rechenoperationen. Da aber unveréndert nach
der Bearbeitung jeder Zeile ein globaler Kommunikationsschritt notwendig ist, bleibt der
Kommunikationsoverhead und die Tatsache, dafl dieser bei steigender Prozessorzahl wéchst,

unverandert.

Iterative Losungsverfahren bieten hier den fiir die Zukunft vielleicht vielversprechendsten
Ansatz. Dabei ist insbesondere der explizite Aufbau und die Speicherung der globalen Sy-
stemmatrix im allgemeinen nicht notwendig, und die zur Losung notwendigen globalen Ope-

rationen erfordern lediglich die Assemblierung lokaler Element- oder Teilbereichs-Vektoren
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auf globale Struktur-Vektoren sowie die Berechnung globaler Residuen.

Diesem gerade im Hinblick auf Parallelisierungsmoglichkeiten wesentlichen Vorteil stehen
einige Nachteile gegeniiber, die die verbreitete Anwendung iterativer Loser in praktisch rele-
vanten und industriellen Problemen bisher verhindert haben. So ist die Anzahl der benétigten
[terationen haufig abhéngig von der Geometrie der diskretisierten Struktur, von der Unifor-
mitdt des FE-Netzes oder von den jeweils verwendeten Elementen. Schlecht konditionierte
Probleme, wie sie gerade in der Umformtechnik vielfach wegen stark inhomogener Verfor-

mungen auftreten konnen, verschlechtern das Konvergenzverhalten betrachtlich.

Im folgenden wird ein essentieller Uberblick iiber Entwicklungen im Bereich iterativer Liser
in den letzten Jahren gegeben, um dann Wege zu deren Parallelisierung im Rahmen des in

dieser Arbeit entwickelten Gesamtkonzeptes aufzuzeigen.

8.3.2.1 Grundlagen

Linear stationére iterative Methoden erster Ordnung zur Losung von Gl. (8.1) lassen sich

allgemein wie folgt formulieren [112]:

Ln+1 — Ga:n + k, (833)

wobei die Iterationsmatrix G durch eine Zerlegung der Systemmatrix A definiert werden

kann:

A= Q-(Q-4) (8.34)
G = I-Q'A, kE=Q'b (8.35)
Die bekannten Standard-Iterationsmethoden, wie die Verfahren nach Richardson, Jacobi und

GauB-Seidel, oder Relaxationsverfahren, lassen sich mit Hilfe der folgenden Summenzerle-
gung der Matrix A definieren [108]:

A=L+D+U (8.36)

wobei die Matrix D eine Diagonalmatrix und L und U untere bzw. obere Dreiecksmatrizen
mit einer Null-Diagonalen sind. Die Standard-Iterationsverfahren lassen sich nun wie folgt

definieren:

Richardson Q=1 (8.37)
Jacobi Q=D (8.38)
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GauB-Seidel Q=D-1L (8.39)
1
SOR Q=-D—-1L (8.40)
w
w 1 4 (1
SSOR = —-D—-L|D —D-U (8.41)
2 —wl\w w

8.3.2.2 Methode der konjugierten Gradienten

Die Methode der konjugierten Gradienten, die in den letzten Jahren immer stérker in den

Vordergrund tritt, basiert auf der Minimierung der quadratischen Form:

F(x,) = 3(xn, Azy) — (b, @y) (8.42)

Wenn das Minimum von F' an der Stelle x,, auftritt, ist ,, auch die Losung des Gleichungs-
systems (8.1).
Die Methode der konjugierten Gradienten wird im allgemeinen auf das vorkonditionierte

Gleichungssystem

B 'Ax = B™'b, (8.43)

angewendet. Die Matrix B sollte dabei eine Approximation von A darstellen. Wenn eine
der oben beschriebenen, den Standard-Iterationsverfahren entsprechenden Zerlegungsmatri-
zen zur Vorkonditionierung verwendet wird, kann die Methode der konjugierten Gradienten
als ein Beschleunigungsverfahren fiir das jeweilige Iterationsverfahren interpretiert werden
[113]. Dabei entspricht die Variante ohne Vorkonditionierung der iterativen Methode nach

Richardson, bei der die Zerlegung durch die Identitdtsmatrix definiert ist.

Das vorkonditionierte Verfahren der konjugierten Gradienten 148t sich wie folgt darstellen
[108]:

Gegeben:x

Initialisierung: k£ =0

To = b— Awo (844)
dy = B 'rg (8.45)
Py = do (8.46)
Iteration
’l"}cdk
ar = 8.47
‘ PLAp; ( )

Tpi1 = Tk + Py (8.48)
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Tr+1 = Tk — @ ADy (8.49)

dpy1 = B 'rn (8.50)
1Dt

=% 8.51

Br+1 rid, (8.51)

Pry1 = i1 + Bes1Dy, (8.52)

k=k+1

bis Konvergenz erreicht ist

Die folgenden Abschnitte befassen sich zunédchst mit der Parallelisierung des Verfahrens
der konjugierten Gradienten ohne Vorkonditionierung und dann vorwiegend mit der Be-
schreibung von geeigneten Vorkonditionierern, insbesondere im Hinblick auf massiv parallele

Systeme.

Parallelisierung: Die Methode der konjugierten Gradienten ohne Vorkonditionierung ent-
spricht dem in den G1.(8.44 - 8.52) gezeigten Algorithmus mit B = I, d.h. der Invertierungs-
schritt (8.45 bzw. 8.50) entfillt. Eine genaue Betrachtung des gezeigten Algorithmus zeigt,

da dabei im wesentlichen zwei Arten von Matrix-Vektor-Operationen auftreten:

Produkt Vektor-Vektor: u = viw
Produkt Matrix-Vektor: u = Mv

Aufgrund der Tatsache, dal die globalen Matrizen und Vektoren bei Finite-Elemente-Rech-
nungen aus Elementbeitriagen akkumuliert werden, kann die Matrix-Vektor-Multiplikation
auf Element-Ebene durchgefithrt werden. Dabei wird das Produkt aus Element-Matrix und
Vektor lokal berechnet und der resultierende Element-Vektor dann in den globalen Vektor
akkumuliert. Somit miissen auf globaler Ebene lediglich Vektoroperationen durchgefiihrt

werden.

Bei der Parallelisierung dieser Operationen im Rahmen des hier prisentierten Gesamtkon-
zepts sollte die fiir die Abarbeitung der Elementschleife verwendete Gebietsaufteilung in
Unterstrukturen so weit wie moglich verwendet werden. Dies kann realisiert werden, indem
jeder Prozessor von jedem globalen Vektor den Teil speichert, der alle in der jeweiligen Un-
terstruktur enthaltenen Freiheitsgrade enthélt. Die diesen Freiheitsgraden entsprechenden
Werte werden bei der parallelen Netzgenerierung so geordnet, dafl zunéchst die inneren und

dann Randfreiheitsgrade gespeichert werden.

Eine Matrix-Vektor-Multiplikation kann nun zunéchst parallel durchgefiihrt werden, indem
jeder Prozessor elementweise die Produkte bildet und seinen Teil des globalen Vektors akku-

muliert. Im Anschlufl miissen dann noch die den Freiheitsgraden auf dem Rand zwischen den
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Unterstrukturen entsprechenden Werte aufsummiert werden. Dieses kann einfach durch einen
Aufruf der in der Kommunikationsbibliothek (Abschnitt 6) enthaltenen Routine bdry_sum
erfolgen, der somit in jedem Iterationsschritt einmal aufgerufen werden mufl. Der dabei
entstehende Overhead ist im wesentlichen eine Funktion der Léange des inneren Randes zwi-
schen den Unterstrukturen. Um ihn zu reduzieren, mufl bei der automatischen Aufteilung
des Netzes, zusitzlich zu der Forderung nach gleichméfliger Auslastung der Prozessoren, al-
so das Kriterium beriicksichtigt werden, bei jeder Zweiteilung den dabei entstehenden Rand
moglichst gering zu halten. Diese ist auf den oberen Ebenen des Baumes (Abb. 5.3) beson-
ders wichtig, da bei der Kommunikation auf diesen Ebenen beim Aufruf von bdry_sum die

weiter unten im Baum angesiedelten Prozessoren untétig sind.

Vorkonditionierung: Die Matrix B fiir die Vorkonditionierung des zu lésenden Glei-
chungssystems sollte im wesentlichen zwei Bedingungen erfiillen: B sollte eine Approximati-
on von A darstellen in dem Sinne, da8 die Konditionszahl von B~t A nicht grof§ sein sollte;

und das System

Bx =b (8.53)

sollte leicht zu l6sen sein. Im Zusammenhang mit parallelen Algorithmen kommt noch die

Forderung dazu, dafl B effizient parallel invertierbar sein mufl.

Die einfachste Methode der Vorkonditionierung ist die diagonale Skalierung von A, d.h. B
entspricht einer Matrix mit den Diagonalelmenten von A. Diese Methode ist besonders im
Hinblick auf die Parallelisierung attraktiv, da keine zusétzlichen Kommunikationsschritte
erforderlich werden. Dies ist ebenso der Fall bei der sogenannten Elementweisen Methode
(Element-by-Element-Method) [108]. Beide genannten Methoden haben allerdings bei An-
wendungen auf schlecht konditionierte Probleme im Bereich der Umformtechnik teilweise
schlechtes Konvergenzverhalten gezeigt [110]. Eine weitere Methode, die sich einiger Be-
liebtheit erfreut hat, ist die Approximation von A durch die Approximation der Cholesky-
Faktoren. Allerdings 148t diese Methoden keine gute Effizienz bei der Parallelisierung erwar-

ten und wird deswegen hier nicht weiter behandelt.

Die in diesem Zusammenhang vielleicht interessanteste Methode ist eine Kombination von
Unterstruktur- und iterativen Verfahren, was in der Literatur im Allgemeinen als Domain De-
composition Verfahren bezeichnet wird [85]. Bei diesen Verfahren werden die oben beschrie-
benen iterativen Methoden auf das reduzierte Gleichungssystem (Gl. 8.20) angewendet, oder,
andersherum betrachtet, die Systemmatrix wird mit Hilfe von GI. 8.19 vorkonditioniert, was
auch als substructure-by-substructure-Vorkonditionierung bezeichnet wird [85, 83]. Die redu-
zierte Matrix mufl dabei wiederum nicht explizit aufgebaut werden. Es kann im allgemeinen

erwartet werden, dafl das reduzierte System besser konditioniert ist als das Ausgangssystem
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[21, 83].
Diese Art der Vorkonditionierung ist vollstéindig parallel ausfithrbar und 1&8t sich iiberdies

in sehr einfacher Weise in das Gesamtkonzept integrieren.



Kapitel 9

Beispielrechnungen

In diesem abschliefenden Kapitel werden die Ergebnisse einiger Beispielrechnungen darge-
stellt, die sowohl die korrekte Implementation der einzelnen Elemente des Gesamtsystems
sicherstellen als auch die Anbwendbarkeit des Gesamtsystems auf industrielle Probleme zei-

gen sollen.

Ein geometrisch einfaches Testbeispiel dient zunéchst der genauen Analyse des Laufzeit-
verhaltens der beiden in Kapitel 8 beschriebenen direkten Losungsverfahren. Ein weite-
res einfaches Beispiel aus dem Bereich der Stromungsmechanik, dessen einfaches Vektor-
Iterationsverfahren mit Hilfe der in der Kommunikationsbibliothek (Abschnitt 6) enthalte-
nen Aufrufe parallelisiert wurde, zeigt die prinzipielle Anwendbarkeit des Gesamtsystems auf
Anwendungen auflerhalb der Strukturmechanik.

Eine Reihe industrieller Anwendungen mit geometrisch komplexeren Rechengebieten schlief3-

lich demonstriert die grundsétzliche Anwendbarkeit des in dieser Arbeit entworfenen Systems

auf reale Probleme.

9.1 Testbeispiele

9.1.1 Stauchen eines Hohlzylinders

Um die Implementierung der in Kapitel 8 beschriebenen Losungsalgorithmen zu testen und
die Korrektheit der in den Abschnitten 8.2.3 und 8.1.2 entwickelten Ansétze zur Leistungs-
abschétzung zu tiberpriifen, wurde dieses Beispiel verwendet. Abb. 9.1 zeigt das verwendete
axialsymmetrische Testproblem. Ein dickwandiger Zylinder wird im Verlauf eines Stauch-
prozesses auf ca. 50% seiner Ausgangshohe gestaucht. Die achsensymmetrische Form des

Zylinders erlaubt die Verwendung einer zweidimensionalen Diskretisierung, die aufgrund von

132
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Symmetriebetrachtungen nur ein Viertel der Struktur erfassen mufl. Ein anndhernd quadra-
tisches Netz mit 3230 Elementen mit jeweils vier Knotenpunkten wurde in den Berechnun-
gen verwendet. Fiir die vollstdndige Berechnung des Stauchvorganges wurden 30 Zeitschritte
mit jeweils 4-5 Iterationen bendtigt. Alle Berechnungen wurden auf einem iPSC/2-Rechner
durchgefiihrt.

7

Abbildung 9.1: Stauchen eines Hohlzylinders

9.1.1.1 Berechnung mit parallelem Cholesky-Algorithmus

Bild 9.2 zeigt die normalisierte Gesamtlaufzeit der Simulation bei Verwendung des par-
allelen Cholesky-Algorithmus mit allen Teilschritten der Berechnung mit Ausnahme der
Ein/Ausgabe-Operationen. Auf dem verwendeten Rechner (iPSC/2) war die fiir diese Opera-
tionen bendtigte Zeit von einigen nicht mit den parallelen Algorithmen zusammenhéngenden

Faktoren abhéngig und wurde daher nicht beriicksichtigt.

Es ist zu erkennen, das fiir dieses Beispiel bei konstant gehaltener Gesamtproblemgrofie
schon beim Ubergang von 8 auf 16 Prozessoren nur noch eine geringe Beschleunigung zu
erzielen ist. Abb. 9.3 zeigt die Griinde fiir dieses Verhalten auf. Dort sind die Rechen- und
Kommunikationzeiten fiir die zwei wichtigsten Teilschritte der Gesamtberechnung aufgetra-
gen. Es ist zu erkennen, dafl in der Elementschleife die zu erwartende Beschleunigung erzielt
werden konnte und der Komunikationsaufwand, der bei der Umverteilung der Systemmatrix
durch GExchange entsteht, gering bleibt. Dagegen fiihrt bei der Gleichungslésung selbst der
ansteigende Kommunikationsaufwand zu einer stark nachlassenden und schliefilich sich um-
kehrenden Beschleunigung. Abb. 9.4 zeigt allerdings, dafl dieses durchaus mit dem vorherge-
sagten Verhalten iibereinstimmt. Hier wird der sich aus Abb. 9.3 ergebende Speedup fiir den
Losungsalgorithmus verglichen mit den theoretischen Werten. Die gute Ubereinstimmung

bestétigt die korrekte Implementierung und weist darauf hin, dafl fiir andere Problemklas-
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CPU-Zeit [normalisiert]

1.00 —

0.75 —

0.50

0.25

0.00
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Abbildung 9.2: Stauchen eines Hohlzylinders: Normierte Rechenzeit mit parallelem Cho-
lesky-Verfahren

sen und groflere Netze die vorhergesagten sehr viel héheren Beschleunigungen erzielt werden

konnen.

9.1.1.2 Berechnung mit parallelem Unterstruktur-Algorithmus

Abb. 9.5 faBlt die Ergebnisse der Testrechnungen bei Verwendung des parallelen Unterstruk-
turverfahrens zusammen. Zunéchst kann angemerkt werden, dafl die erzielten Laufzeiten
eindeutig unter denen des Cholesky-Verfahrens liegen (die zur Berechnung des Speedups
herangezogene serielle Rechnung ist auch hier ein serieller Cholesky-Loser, da es sich dabei
um den schnellsten verfiigbaren seriellen Algorithmus handelt). Allerdings zeigt sich auch
hier wiederum ein Abfall der Effizienz bei ansteigender Prozessorzahl, die bei 16 Prozessoren
sogar zu einer Umkehrung des Speedups fithrt. Abb. 9.6 zeigt die Griinde fiir dieses Verhal-
ten auf. Zunéchst ist dort wiederum die bei der Abarbeitung der Elementschleife benotigte
Zeit dargestellt. Diese zeigt ein dhnliches Verhalten wie beim Cholesky-Algorithmus. Aller-
dings ist keine Kommunikation erforderlich, weil die Umverteilung der Systemmatrix nicht
notwendig ist. Das leichte Lastungleichgewicht ergibt sich aus der Verwendung der fiir das

Unterstruktur-Verfahren optimierten Gebietsaufteilung (siehe Abb. 8.14.c), die zu unglei-
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Abbildung 9.3: Rechenzeiten fiir verschiedene Teilschritte der Berechnung mit parallelem
Cholesky-Verfahren

chen Elementanzahlen pro Unterstruktur fithrt. Abb. 9.6.b zeigt die bei der Reduzierung
der Systemmatrix (Gl. 8.22 — 8.26) benétigte Rechen- und Kommunikationszeit. In dieser
Phase sind die Berechnungen relativ ausbalanciert und erfordern nur ein geringes Mafl an
Kommunikation, welche im wesentlichen bei der Assemblierung der reduzierten Systemma-
trix anfillt. Abb. 9.6.c zeigt die Rechenzeiten bei der Losung des reduzierten Gleichungs-
sytems und verdeutlicht die Griinde fiir das Abfallen der Effizienzen beim Ubergang auf
grofere Prozessorzahlen. Der parallele Cholesky-Algorithmus, der ja in dieser Phase des

Unterstuktur-Verfahrens eingesetzt wird, fithrt wiederum zu einem starken Ansteigen des
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Abbildung 9.4: Vergleich von theoretischer und tatséchlicher Effizienz des parallelen
Cholesky-Verfahrens
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Abbildung 9.5: Stauchen eines Hohlzylinders: Normalisierte Rechenzeit mit parallelem

Unterstruktur-Verfahren
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Abbildung 9.6: Rechenzeiten fiir verschiedene Teilschritte der Berechnung mit parallelem
Unterstruktur-Verfahren

Kommunikationsaufwandes. Ansétze zur Losung dieser Problematik wurden in Abschnitt

8.3 vorgestellt.

Abb. 9.7 zeigt wiederum einen Vergleich von vorhergesagtem und tatséchlich erzieltem Spee-
dup bei der Berechnung des Testbeispiels mit verschiedenen Prozessorzahlen. Die Uber-

einstimmung ist etwas schlechter als beim parallelen Cholesky-Algorithmus, was allerdings
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Abbildung 9.7: Vergleich von theoretischer und tatsichlicher Effizienz des parallelen

Unterstruktur-Verfahrens

wegen der stark vereinfachenden Annahmen bei der theoretischen Abschéitzung nicht iiber-
raschen kann. Insgesamt wird aber wiederum der theoretisch vorhergesagte Verlauf des Spee-
dups bei konstant gehaltener Problemgrofle bestétigt.

9.1.2 Umstromung eines Zylinders

Dieses Beispiel wurde hier aufgenommen, da es die prinzipielle Anwendbarkeit des beschrie-
benen Gesamtsystems auf Probleme jenseits der strukturmechanischen Anwendungen auf-
zeigt, die im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen.

Bei dem Beispiel handelt es sich um die hypersonische Umstromung eines Zylinders durch
ein kompressibles, reagierendes Gasgemisch [63]. Der Zylinder weist einen Durchmesser von
2.54 cm auf, die Machzahl betrigt 6.13 bei einer Temperatur des Gasgemischs von 1833 K.
Aus den Stromungsbedingungen und dem Koérperdurchmesser ergibt sich eine Reynoldszahl
von 24000.

Die verwendete Blockstruktur und das darauf generierte Berechnungsnetz ist in Abb. 9.8
gezeigt. Die serielle Form des fiir die Berechnung verwendete Algorithmus ist ebenfalls in
FEPS enthalten und in [7] ausfiihrlich beschrieben. Einige Parallelisierungsansitze sind in
[10] beschrieben, wobei allerdings noch andere Methoden der Gebietsaufteilung und Kom-

munikation verwendet wurden.
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Abbildung 9.8: Blockstruktur und Netz fiir die Simulation der Umstrémung eines Zylin-

ders

An dieser Stelle sollen nur kurz einige Aspekte dargelegt werden, die fiir die Parallelisie-
rung im Rahmen des in dieser Arbeit beschriebenen Gesamtkonzepts relevant sind. Bei dem
verwendeten Verfahren handelt es sich um ein explizites Vektoriterationsverfahren, dessen
wesentlicher Rechenschritt aus dem wiederholten Assemblieren von Elementvektoren in glo-
bale Vektoren, die Eintréage fiir alle Freiheitsgrade aller Knotenpunkte des Gebietes enthalten,
besteht. Die Elementvektoren werden jeweils in einer Schleife iiber alle Elemente des Rechen-
gebietes ermittelt. Auf diese Art und Weise wird innerhalb jedes Zeitschritts zunéichst eine
Zeitintegration mit Hilfe eines Taylor-Galerkin-Algorithmus durchgefiihrt, dann eine Itera-
tionsschleife mit konstanter Massenmatrix zur Bestimmung der Knotenpunktswerte durch-

laufen, und schliellich die kiinstliche Viskositét in einer weiteren Elementschleife berechnet.
Die Parallelisierung dieses Algorithmus erfolgt nun wiederum auf der Grundlage der rdum-

lichen Zerlegung des Rechengebietes. Auf diese Weise konnen alle Operationen auf Elemen-

tebene unverédndert vom seriellen Algorithmus iibernommen werden. Jeder Prozessor berech-
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net in jeder der oben beschriebenen Elementschleifen zunéchst die Beitrédge aller in seinem
Teilgebiet enthaltenen Elemente und assembliert diese in einen lokalen Vektor, der Eintrige
fiir alle im Teilgebiet enthalten Freiheitsgrade enthélt. Zu diesen Eintrédgen miissen nun noch
die Beitrdge der an den inneren Rand anstoflenden Elemente aus benachbarten Teilgebie-
ten hinzuaddiert werden. Die in Abschnitt 6 beschriebene Routine BdrySum fiihrt genau
diese Operation durch. Der hier verwendete explizite hypersonische Stromungsalgorithmus
konnte also im wesentlichen durch Einfiigen des Aufrufs BdrySum an drei Stellen des Pro-
grammcodes parallelisiert werden. Dieses Beispiel zeigt also nicht nur die Anwendbarkeit der
Parallelisierungskonzepte auf stromungsmechanische Probleme, sondern auch die Eignung
der beschriebenen Werkzeuge, insbesondere der in der Kommunikationsbibliothek enthal-
tenen Routinen, als Parallelisierungs-Tools, die auch in der parallelen Datenverarbeitung

unerfahrenen Programmierern die Parallelisierung ihrer Programme ermoglicht.

DagaNVa
& S

P ST

Abbildung 9.9: Strukturaufteilungen fiir 4, 8, 16 und 64 Prozessoren

In Abb. 9.9 sind einige der fiir die parallelen Rechnungen verwendeten Netzaufteilungen
abgebildet. !

Die Ergebnisse der parallelen Berechnungen sind in Abb. 9.10 und 9.11 sowie in den Tabellen
9.1 und 9.2 dargestellt. Zundchst wurde der Speedup bei konstant gehaltener Gesamtpro-
blemgrofle fiir verschiedene Prozessorzahlen ermittelt. Das Berechnungsnetz enthielt jeweils
8385 Dreieckselemente. Die Berechnungen wurden sowohl auf der Parsytec als auch auf
der Intel Paragon durchgefiihrt. Die Ergebnisse (Abb. 9.10) verdeutlichen zunéchst, dafl der
Kommunikationsaufwand auf beiden Maschinen vergleichsweise gering ist. Bis zu vier Prozes-

soren liegt er jeweils unter 1%. Auf der Parsytec, die ein giinstigeres Verhéltnis von Rechen-

!Die Parallelisierung des hier verwendeten strémungsmechanischen FEPS-Moduls sowie alle fiir dieses

Problem durchgefiihrten Berechnungen und Netzzerlegungen wurden von Jiirgen Urban durchgefiihrt.
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und Kommunikationsgeschwindigkeit aufweist, liegt der Kommunikationsoverhead selbst mit
32 Prozessoren noch unter 10%, obwohl eine einzelne Unterstruktur in diesem Fall nur noch
etwas mehr als 200 Elemente enthélt. Bei groflen Prozessorzahlen wird die Reduzierung
der Beschleunigung iiberwiegend durch ungleichméflige Elementanzahlen pro Unterstruktur
verursacht. Diese entstehen, da die Teilung eines gegebenen Blocks oder Subblocks jeweils
vollstdndig parallel zu einer Kante des Blocks durchgefiihrt wird, d.h. es kénnen nicht ein-
zelne Elemente dem einen oder anderen Subblock zugeordnet werden, sondern immer nur
ein “Elementstreifen”. Die so entstehenden Ungleichgewichte wirken sich umso stérker aus,
je kleiner die Unterstrukturen werden. Hier liegen noch Ansatzpunkte fiir eine Verbesserung

des Aufteilungsalgorithmus.

Paragon Parsytec

Prozessoren tp teom | Speedup tp teom | Speedup
1 793.4 | 0.07 1.00 9018.1 | 0.38 1.00
2 399.2 | 1.19 1.99 4536.4 | 8.00 1.99
4 203.4 | 2.38 3.90 2287.7 | 14.37 3.94
8 107.2 | 3.47 7.40 1198.8 | 20.78 7.53
16 57.7 | 4.75 13.75 648.7 | 26.71 13.90
32 33.2 | 5.61 23.90 414.3 | 33.19 21.77
64 22.1 | 6.58 35.90

Tabelle 9.1: Speedup auf Parsytec und Paragon (Zylinderumstromung)

Speedup
50.0 —

40.0 —
Paragon

30.0 —

20.0 Parsytec

10.0 —

[ | | |
2 8 16 32 64

Prozessoren

Abbildung 9.10: Speedup auf Parsytec und Paragon (Zylinderumstrémung)



142 9. Beispielrechnungen

Um den Scalup (siehe Abschnitt 3.2.1) fiir die parallelen Berechnungen zu ermitteln, wurde
in einer zweiten Testreihe die Gesamtproblemgriéfie bei steigender Prozessorzahl so gestei-
gert, dafl die Bearbeitungszeit auf dem Parallelrechner anndhernd konstant blieb. Abb. 9.11
zeigt die entsprechenden Ergebnisse der Berechnungen auf der Paragon. Dargestellt ist dort
die Gesamtproblemgrofie sowie der daraus berechnete Scaleup, der Faktor also, um den ein
gegebenes Problem vergroflert werden kann, ohne die Gesamtbearbeitungszeit auf dem Paral-
lelrechner zu verlingern. Wie zu erwarten, sind die Ergebnisse hier giinstiger als bei konstant
gehaltener Gesamtproblemgrofle. Bei Nutzung von 64 Prozessoren liegt der Scaleup noch bei
83% des theoretisch erreichbaren Werts. Der Kommunikationsoverhead f;, berechnet hier
als das Verhéltnis von Kommunikationszeit zur Summe der Laufzeiten auf allen Prozesso-
ren, liegt immer unter 1% und nimmt mit steigender Prozessorzahl ab. Dieses Verhalten
entspricht, wie erwartet, eher den Vorraussagen des Gesetzes von Gustafson als denen des

Gesetzes von Amdahl.

Prozessoren | Elementanzahl | ¢, | teom | Scaleup | fs[%]
1 1170 111.0 | 0.0 1.0 0.0
2 2292 111.0 | 1.41 1.96 0.64
4 4393 110.4 | 2.27 | 3.79 0.60
8 8385 107.5 | 3.39 7.43 0.39
16 16575 109.3 | 4.94 | 14.44 0.28
32 32760 107.1 | 7.21 | 29.12 0.21
64 65130 116.1 | 8.50 | 53.41 0.18

Tabelle 9.2: Scaleup auf Paragon (Zylinderumstromung)

Zum Abschluf3 dieser Betrachtungen soll die Anmerkung nicht unterlassen werden, dafl der
hier verwendete explizite Algorithmus zwar sehr einfach zu parallelisieren ist, in der seri-
ellen Version aber gegeniiber impliziten Algorithmen deutliche Effizienznachteile aufweist.
Implizite Algorithmen erfordern aber im allgemeinen die iterative Losung eines Gleichungssy-
stems und sind daher sehr viel schwieriger zu parallelisieren (siche Abschnitt 8.3.2). Die hier
gemachten Betrachtungen iiber die Parallelisierung strémungsmechanischer Finite-Elemente-

Algorithmen koénnen also keinerlei Anspruch auf Vollsténdigkeit erheben.

9.2 Industrielle Anwendungen

Eine der wesentlichen Zielsetzungen dieser Arbeit war die benutzerfreundliche Anwendbar-

keit des Gesamtsystems fiir industriell relevante Probleme. Diese Probleme zeichnen sich
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Abbildung 9.11: Scaleup auf Paragon (Zylinderumstrémung)

zumeist vor allem durch geometrische Komplexitét aus. Im folgenden sind drei dieser Pro-
bleme dargestellt: die superplastische Umformung eines Bleches, die Berechnung der ther-
momechanischen Belastungen eines keramisch beschichteten Turbinenschaufelprofils und die

Simulation der Verbrennungsprozesse in einem Olbrenner.

Wiéhrend fiir die ersten beiden Beispiele sowohl Gebietszerlegungen als auch ausfiihrliche Be-
rechnungen auf der Intel Paragon durchgefithrt wurden, konnte fiir das Olbrenner-Problem
lediglich die Gebietszerlegung behandelt werden, da die fiir die Berechnung notwendigen
FEPS-Algorithmen im Rahmen dieser Arbeit noch nicht parallelisiert werden konnten. Da
sich die geometrische Komplexitét vor allem bei der Gebietszerlegung auf den Ablauf der par-
allelen Simulation auswirkt, erlauben aber auch die hier gemachten Betrachtungen wichtige

und interessante Aufschliisse.

9.2.1 Superplastische Umformung eines Bleches

Dieses Beispiel beschreibt die Herstellung einer Flugzeugkomponente durch superplastische
Umformung. Dabei wird ein anfianglich ebenes Blech durch Druck bei konstant hoher Tem-
peratur geformt, bis es in vollstindigen Kontakt mit einer Form kommt. Eine detaillierte

Beschreibung dieser Anwendung ist in [32] zu finden.

Aufgrund von Symmetriebedingungen mufl nur eine Hélfte des Bleches diskretisiert werden.
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~

Abbildung 9.12: Blockstruktur und Diskretisierung des Bleches fiir die superplastische

Blechumformung
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Abbildung 9.13: Diskretisierung der Form fiir die superplastische Blechumformung
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Abbildung 9.14: Stadien der superplastischen Umformung eines Bleches

Abb. 9.12 zeigt die der Diskretisierung zugrunde liegende Blockstruktur sowie das mit PAGE
auf dieser Blockstruktur generierte Netz. Die die Verformung des Bleches begrenzende Form
ist in diskretisierter Darstellung in Abb. 9.13 gezeigt. Abb. 9.14 zeigt verschiedene Stadien
der Simulation des Umformprozesses.

Die parallelen Berechnungen wurden ausschlieSlich mit dem Unterstrukturverfahren durch-
gefithrt, dessen Uberlegenheit im Vergleich mit dem parallelen Cholesky-Verfahren ja sowohl
theoretisch als auch praktisch schon belegt wurde. Abbildung 9.16 und Tabelle 9.16 fassen
die Berechnungszeiten auf der Paragon zusammen und vergleichen diese mit den benotigten
Rechenzeiten auf Rechnerarten, die heute bei industriellen Anwendungen noch am verbreitet-
sten sind: einem Vektorrechner (Cray-C90) sowie einer Workstation (Sun Sparcstation-10).
Dargestellt ist jeweils die Gesamtrechenzeit der Simulation mit allen Teilschritten, die Zeit
also, die fiir einen Berechnungsingenieur letztlich relevant ist. Die Zeiten sind in Stunden

angegeben und verdeutlichen die Komplexitédt und Grofle dieses Problems.
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Abbildung 9.15: Zerlegungen des superplastischen Bleches fiir 2, 4, 8 und 16 Prozessoren

Rechner Prozessoren | tgesamt [h:min] | Speedup (ber.) | Speedup (theor.)
1 83:21 - -
2 44:06 1.89 1.96
Paragon 4 24:27 3.41 3.68
8 13:03 6.39 7.21
16 6:57 11.98 14.02
32 3:47 22.02 26.87
Cray-C90 1 2:15 - -
Sun Sparcl0 1 33:37 - -

Tabelle 9.3: Berechnungszeiten Superplastische Blechumformung auf verschiedenen
Rechnern

Bei dem gegebenen Umformproblem handelt es sich um eine rdumliche 2D-Anwendung mit
sechs Freiheitsgraden pro Knotenpunkt. Ein Vergleich mit Abb. 8.16 zeigt zunéchst eine
grundsétzliche Ubereinstimmung der Ergebnisse mit der theoretisch vorrausgesagten Ten-
denz. Die benétigten Rechenzeiten liegen allerdings bei hoheren Prozessorzahlen bis zu ca.
20% iiber den theoretischen Werten. Diese Abweichung ist zum einen durch einen héheren
Kommunikationsaufwand aufgrund der im Vergleich mit dem den theoretischen Betrachtun-
gen zugrundeliegenden Testfalles grofleren Komplexitéit zu erkldren, zum anderen wiederum
durch nicht vollstandig gleichméfiige Zerlegungen, die sich in einem leichten Lastungleich-

gewicht auswirken. Dieses Ungleichgewicht wird im vorliegenden Fall zusétzlich dadurch
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Abbildung 9.16: Berechnungszeiten Superplastische Blechumformung auf verschiedenen

Rechnern

verursacht, da3 das Blech nicht gleichméfig iiber die Fldache verteilt in Kontakt mit der
Form tritt. In den Teilbereichen, die in der Nédhe des Zentrums des kreisférmigen Blechs
liegen, ergibt sich durch das frithere Aufrufen des Kontaktalgorithmus ein etwas groferer

Rechenaufwand.

Insgesamt unterstreicht dieses Beispiel aber die grundsétzliche Anwendbarkeit des Gesamt-

konzeptes auf komplexe, industrielle Probleme.

9.2.2 Berechnung eines Turbinenschaufel-Profils

Die Details der seriellen Berechnungen dieses Problems sind in [6] nachzulesen. Es handelt
sich um die Berechnungen einer Turbinenschaufel, deren Kern durch eine keramische Be-
schichtung (TBC: Thermal Barrier Coating) geschiitzt wird. Die hier gezeigten Ergebnisse
beziehen sich auf die Berechnung der Temperaturverteilung bei zyklischer thermischer Bela-

stung der Turbinenschaufel.

Die Geometrie der Turbinenschaufel sowie die Blockaufteilung sind in Abb. 9.17 dargestellt.
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Abbildung 9.17: Geometrie mit Blockstruktur einer Turbinenschaufel mit keramischer
Schutzschicht

Die dufleren Schichten stellen die keramische Schutzschicht sowie eine Verbindungsschicht
dar. Die kreisformigen Locher werden von einer Kiihlfliissigkeit durchstromt. Aufgrund der
Komplexitat dieser Geometrie ist die Anzahl der Blocke, die zur Beschreibung des Problems
fiir den Netzgenerator erforderlich ist, sehr viel héher als bei den bisher gezeigten Beispielen.

Die Gesamtzahl der Blocke betréagt 66, wobei die Grofle der einzelnen Blocke stark variiert.

In Abb. 9.18 sind Zerlegungen dieser Blockstruktur dargestellt. Abb 9.19 zeigt das jeweils

generierte Berechnungsnetz, das 1400 Knotenpunkte und 1200 Viereckselemente enthélt.

Die Zerlegungen decken ein Problem auf, das die in Abschnitt 7.3 schon angesprochene Not-
wendigkeit der Erweiterung des heuristischen Aufteilungsalgorithmus belegt. Es ist zu erken-
nen, daf} es schon bei vier Prozessoren zur Zersplitterung eines der Teilgebiete kommt. Dieses
liegt darin begriindet, dafl bei der Zweiteilung einer gegebenen Struktur oder Unterstruktur
Blocke zunéchst der ersten Unterstruktur zugewiesen werden, wobei das Zusammenhéngen
der Blocke immer gewéhrleistet ist. In den meisten Féllen fiihrt dieses Vorgehen dazu, dafl
auch die zweite Unterstruktur, die sich aus den “{ibriggebliebenen” Blécken zusammensetzt,
eine zusammenhéngende Blockstruktur enthélt. Das vorliegende Beispiel der Turbinenschau-

fel demonstriert einen Fall, in dem dies nicht gegeben ist.

Abb. 9.20 zeigt die Ergebnisse der Berechnungen der Temperaturverteilungen auf der Tur-
binenschaufel. Da bei Temperaturfeldberechnungen lediglich ein Freiheitsgrad pro Knoten
vorliegt, liegt der in diesem Beispiel zu erwartende Speedup noch unterhalb der Werte fiir
das Beispielproblem aus Abschnitt 9.1.1. Zusétzlich ergibt sich ein Lastungleichgewicht durch
die ungiinstige Aufteilung. Die gezeigten unbefriedigenden Ergebnisse sind also nicht iiber-
raschend, zeigen aber eindeutig noch Verbesserungsbedarf bei dem Zerlegungsalgorithmus

auf.
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Abbildung 9.18: Zerlegungen der Turbinenschaufel-Blockstruktur fiir 2 und 4 Prozessoren

9.2.3 Gebietszerlegung eines Brenners

Bei diesem Problem handelt es sich um das Berechnungsnetz fiir die Simulation der Verbren-
nungsprozesse in einem Gasbrenner. Der dreidimensionale Brenner kann durch eine axial-
symmetrische Berechnung modelliert werden. Abb. 9.21 zeigt die entsprechende zweidimen-
sionale Geometrie. Das Luft-Gas-Gemisch strémt auf der linken Seite der Struktur ein, wird
in einer Diise beschleunigt und entziindet und verbrennt in der Brennkammer. Eine Ab-
gasriickfithrung erhéht sowohl die Effizienz der Verbrennung als auch die Komplexitédt der
Geometrie. Die fiir die Netzgenerierung erstellte Blockstruktur enthélt insgesamt 11 Blocke
(Abb. 9.22). Hier ist zu beachten, dafl einige der geometrisch benachbarten Blécke topolo-

gisch nicht verbunden sind, da sie durch Wande getrennt sind, die in der Berechnung aber
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Abbildung 9.19: FE-Netz zur Berechnung der Turbinenschaufel
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Abbildung 9.20: Normalisierte Rechenzeiten bei der Temperaturberechnung in einer Tur-

binenschaufel

keine Dicke zugewiesen bekommen.

Abbildung 9.21: Geometrie eines Gasbrenners
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Abbildung 9.22: Blockstruktur zur Diskretisierung des Brenners

Fiir dieses Beispiel wurde lediglich der Aufteilungsalgorithmus getestet, da der fiir die Be-
rechnung der turbulenten Verbrennungsvorgéinge verwendete implizite Stromungsalgorith-

mus bisher noch nicht parallelisiert wurde.

Abbildung 9.23: FE-Netz zur axialsymmetrischen Berechnung der Verbrennungsvorgéinge
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Abbildung 9.24: Zerlegungen der Brenner-Blockstruktur fiir 4, 8, 16 und 32 Prozessoren

Das Berechnungsnetz, dargestellt in Abb. 9.23, enthélt insgesamt 12143 Knotenpunkte und
11,776 Elemente. In den Abb. 9.24 sind die Zerlegungen dieses Netzes bzw. der entsprechen-
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den Blockstruktur zusammengefaf3t. Es wird deutlich, dafl die heuristischen Zerlegungsalgo-
rithmen in diesem Fall gut funktionieren und Zerlegungen erstellen, die hinsichtlich Ausge-

glichenheit und Lénge des inneren Randes dem optimalen Ergebnis sehr nahe kommen.



Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein Konzept fiir die Parallelisierung komplexer Finite-Elemente Be-
rechnungen entwickelt, das alle wesentlichen Teilschritte solcher Berechnungen umfafit. Ziel
war es, den gesamten Ablauf einer Simulation auf einem Parallelrechner mit verteiltem Spei-
cher soweit zu automatisieren, daf eine effiziente Nutzung auch fiir geometrisch komplexe,

industrielle Probleme zuverlassig moglich wird.

Die wesentlichen neuentwickelten Elemente des parallelen Finite-Elemente-Gesamtsystems
sind ein Netzgenerierungspaket zur Aufteilung des Berechnungsgebietes und anschlieffen-
den parallelen Netzgenerierung, zwei Algorithmen zur parallelen Losung des linearisierten
Gleichungssystems, sowie eine Kommunikationsbibliothek, die Funktionen zum Austausch
von Nachrichten zur Verfiigung stellt, die speziell auf die Anforderungen von numerischen

Simulationsalgorithmen ausgerichtet sind.

Die Grundidee des parallelen Netzgenerators ist die Zerlegung der Blockstruktur, die die
Geometrie des Berechnungsgebietes beschreibt vor der Generierung des eigentlichen Netzes.
Dieses Verfahren, das sich grundsétzlich von dem sonst iiblichen Vorgehen unterscheidet,
ein seriell erstelltes Netz auf Elementebene zu zerlegen, bietet zwei grundlegende Vorteile:
der rechenintensivste Teil der Netzgenerierung, die Berechnung der Knotenpunktskoordina-
ten, kann vollstdndig parallel ablaufen; und bei der Zerlegung der Blockstruktur kénnen
Faktoren, die das Lastgleichgewicht bei der spéteren FE-Berechnung bestimmen, wesent-
lich besser kontrolliert und gesteuert werden. Zur Implementierung dieses Verfahrens wurde
ein neues Netzgenerierungspaket entwickelt, das nach einem Multiblockverfahren arbeitet
und eine Reihe von Konzepten enthélt, die die Generierung komplexer Netze vereinfachen.
Die Aufteilung der geometrischen Blockstruktur, die das Berechnungsgebiet definiert, erfolgt
durch wiederholte rekursive Zweiteilung der Struktur. Die resultierende Baumstruktur von

Teilgebieten bildet eine wesentliche Grundlage des Gesamtkonzepts, auf die insbesondere in

153
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globalen Kommunikationsvorgédngen immer wieder zuriickgegriffen wird.

Hinsichtlich der Parallelisierung der Losungsalgorithmen wurden in dieser Arbeit ausschlief3-
lich direkte Verfahren eingehender betrachtet. Das parallele Choleskyverfahren, algorith-
misch identisch mit dem entsprechenden seriellen Verfahren, beruht auf der spaltenweisen
Aufteilung der Systemmatrix. Die Art der Aufteilung des Netzes hat in diesem Fall keinen
Einflu} auf die Effizienz der Berechnungen. Allerdings steigt der Kommunikationsaufwand
bei steigender Prozessorzahl stark an, so dafl bei dem verwendeten Testproblem schon bei 16
Prozessoren eine Umkehr des Speedups zu beobachten war. Bei Vergroflerung des Gesamt-
problems mit steigender Prozessorzahl ist dieser Effekt zwar weniger ausgepragt, doch der
parallele Choleskyalgorithmus ist aufgrund des hohen Kommunikationsoverheads fiir massiv-

parallele Anwendungen wenig geeignet.

Das parallele Unterstrukturverfahren, das im Rahmen dieser Arbeit neu entwickelt wurde,
ermoglicht eine stdrkere Entkopplung der Unterstrukturen bei der Losung des Gleichungssy-
stems. Der Kommunikationsoverhead bleibt so deutlich geringer als beim Choleskyverfahren.
Dieses kommt allerdings auch beim Unterstrukturverfahren zum Einsatz, und zwar bei der
Losung des reduzierten Gleichungssystems, wodurch bei steigender Prozessorzahl wieder-
um ein steigender Kommunikationsaufwand zu verzeichnen war. Hier versprechen iterative

Losungsverfahren verbesserte Ansétze.

Eine der wesentlichen Vorteile der blockstrukturierten Gebietsaufteilung vor der eigentlichen
Netzgenerierung wurde durch ein einfaches Testbeispiel bei Verwendung des parallelen Un-
terstrukturlosers verdeutlicht. Hier war es moglich, eine Reihe durch die Besonderheiten des
Unterstrukturlosers bedingter Faktoren bei der Aufteilung der Blockstruktur zu beriicksich-
tigen, die zwar — hinsichtlich der Anzahl der Elemente — ungleich groflien Unterstrukturen
resultierten, aber bei der FE-Berechnung, insbesondere bei der Gleichungslosung, zuverlissig
eine sehr gute Lastverteilung gewéhrleistete. In einem Testbeispiel fithrte dieses Vorgehen zu
einer Laufzeitreduzierung von ca. 30%. Ein industrielles Beispiel bestétigte die Korrektheit

dieses Vorgehens auch bei komplexeren Problemen.

Die Kommunikationsbibliothek enthélt einerseits sogenannte prozessor-bezogene Funktionen,
die Aufrufe zum direkten Austausch beliebiger Datenfelder zwischen Prozessoren und globale
Operationen auf Datenfeldern, die auf allen Prozessoren vorliegen, enthalten, und anderer-
seits netz-bezogene Funktionen. Bei diesen handelt es sich um FE-spezifische Kommunika-
tionsroutinen, die mit Datenfeldern operieren, die sich auf die Knotenpunkte des FE-Netzes
beziehen, d.h., die eine oder mehrere Komponenten fiir jeden Knotenpunkt des Netzes bein-
halten. Mit Hilfe dieser netzbezogenen Funktionen kénnen z.B. Knotenpunktswerte auf dem
inneren (d.h. an andere Unterstrukturen angrenzenden) Rand aller Unterstrukturen durch
einen einzigen, synchron auf allen Prozessoren abgesetzten, Aufruf ausgetauscht werden.
Mit Hilfe der Kommunikationsbibliothek war es z.B. moglich, einen expliziten Stromungsal-
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gorithmus durch das Einfiigen von lediglich drei Aufrufen dieser Randaustauschfunktion zu

parallelisieren.

Eine Reihe von Komponenten, die in einem modernen Simulationspaket nicht fehlen diirfen,
wie z.B. iterative Gleichungsloser oder Moglichkeiten das Netz im Verlauf der Berechnungen
adaptiv anzupassen, konnten im Rahmen dieser Arbeit noch nicht parallelisiert werden. Es
wurden aber Konzepte préisentiert, die eine Einbeziehung solcher Komponenten in das hier
entworfene Gesamtkonzept ermoglichen. So wurden adaptive Netzanpassungen ausfiihrlich
behandelt und eine Moglichkeit aufgezeigt, diese unter Ausnutzung der bei der rekursiven
Aufteilung entstehenden Baumstruktur in das Gesamtsystem zu integrieren. Die Implemen-
tierung dieses Verfahrens wird nachfolgenden Wissenschaftlern vorbehalten bleiben. Ebenso
sollte der Algorithmus zur Zweiteilung der Blockstruktur, der bei der Gebietsaufteilung re-

kursiv aufgerufen wird, noch verbessert werden.

Insgesamt aber haben die Ergebnisse dieser Arbeit gezeigt, dafl eine weitgehende Automa-
tisierung paralleler FE-Berechnungen mit zuverléssiger Effizienz moglich ist. Der Anwender
muB lediglich eine sein Berechnungsgebiet definierende Blockstruktur entwerfen und einen
parallelen Losungsalgorithmus auswéhlen. Die Aufteilung der Struktur, die parallele Netzge-
nerierung und die parallelen FE-Berechnungen konnen dann ohne die Notwendigkeit weiterer

Benutzereingriffe durchgefiihrt werden.



Anhang A

Berechnung der Rechenzeiten fiir
einen Block

In diesem Abschnitt wird die Vorgehensweise bei der Abschétzung der Rechenzeiten, die ein
Block von gegebener Gréfle und Form bei der Reduktion der Systemmatrix im Verlauf des

parallelen Unterstrukturverfahrens benotigt, detailliert beschrieben. (Abschnitt 8.2)

Die schon in Bild 8.13 gezeigten verschiedenen Typen von Blocks, die bei der rekursiven
Zerlegung der Struktur entstehen konnen, sind in Abb. A.1 nochmals dargestellt, wobei fiir
jeden Blocktyp noch nach der Nummerierungsrichtung der inneren Knoten unterschieden
wird. Im unteren Teil der Abbildung ist die “Form” der Matrix A;, dargestellt, die sich aus
dem jeweiligen Blocktyp ergibt, wobei die schraffierten Fldchen den Positionen der Matri-
xelemente entsprechen, die anfinglich oder im Lauf der Rechnung durch Fill-in von Null

verschieden sind.

Zunéchst soll hier die Abschitzung der Rechenzeit Trg; fiir Vorwértssubstitution nach GI.
8.24 behandelt werden. Wenn die Bandbreite der unteren Dreiecksmatrix L;; als b; bezeichnet
wird und die Hohe einer gegebenen Spalte der Matrix Aj;, gleich m ist, so wird fiir die
Abarbeitung dieser Spalte die Zeit

bQ
T ~ tfloat (h — 2) (Al)
benétigt, wenn h > b ist, und
b2
T =~ tfloat <2> s (AQ)

wenn h < b ist. Ausschlaggebend fiir die Zeit, die ein bestimmter Block fiir die Vorwérts-

substitution benotigt ist dementsprechend die Form des Bereiches in der Matrix A;p der im
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<

<o

Abbildung A.1: Verschiedene Blocktypen und entsprechende Form und Unterteilung der
Matrix

Laufe der Reduktion mit von Null verschiedenen Elementen gefiillt wird.

Fiir einen Bereich, der, wie in Abb. A.2 gezeigt, durch die Parameter m, ni, ny und, daraus

hergeleitet, a und d, charakterisiert wird, ergibt sich fiir den Fall, dafl n; und ny < b:

m +]_
Trsia = tfioat ; y(y2)

m (az + d)?
N o [ d
float 0 9 Y

t 2,3
= 3 la ;n + am?d + mdzl (A.3)

dy , y=axr+d

Ist ny > b, ergibt sich:

m b2
Trsiy = tioat /o (yb - 2) dy , y=ax+d
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2

b
+ dbm + mT (A.4)

abm?

<

\ J

\J

Abbildung A.2: “Baustein” zur Beschreibung der von Null verschiedenen Bereiche von A,

Setzt man fiir jeden der in Abb. A.1 gezeigten Blocktypen das entsprechende A;;, aus einem
oder mehreren solcher Bereiche zusammen, wobei sich die Parameter n;, no und m aus den
Seitenléingen des Blocks M und N herleiten, so ergeben sich die in den Tabellen A.1 und
A2 fur Trg; dargestellten Ausdriicke. Die hochgestellten Indizes beziehen sich dabei auf die

Nummerierung der einzelnen Bereiche in Abb.A.1, aus denen sich A;, zusammensetzt.

Bei der Berechnung von Trgo mufl zundchst wieder die zugrunde liegende Gleichung be-
trachtet werden (Gl. 8.25). Dabei handelt es sich um eine Multiplikation einer Matrix mit
sich selbst. Die Matrix M, hat die Dimension n; * n, (Anzahl der inneren % Anzahl der
Randfreiheitsgrade), und ihre Besetzung mit von Null verschiedenen Elementen ist gleich
der Form von A, fiir die verschiedenen Blocktypen. M, wird zeilenweise abgespeichert.

Fiir jede Zeile wird, bei Beriicksichtigung der Symmetrie der resultierenden Matrix, die Zeit

(A.5)

2

n(n+1
T = tfloat [H] )

bendtigt. Stellt man sich nun, wie es oben analog fiir A;;, gemacht wurde, M ;, aus einzelnen
Bereichen mit der in Abb. A.2 gezeigten Grundform zusammengesetzt vor, so 148t sich Trg o
berechnen, wobei die einzelnen Bereiche allerdings gegeniiber Abb. A.2 um 90° gedreht sind,
wie dies im unteren Teil von Abb. A.1 dargestellt ist. Die Herleitung der Rechenzeit fiir die
dort gezeigten Bereiche entspricht der Herleitung von Gl. A .4:

t [a?*m?

2 3

Die sich aus dieser Herleitung ergebenden Ausdriicke fiir die verschiedenen Blocktypen sind
ebenfalls in den Tabellen A.1 und A.2 aufgelistet.

+ am?d + md? (A.6)

Fiir dreidimensionale Cubes lassen sich entsprechende Uberlegungen durchfiihren, die zu

dhnlichen (allerdings ldangeren) Beziehungen fiihren.
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Blocktype Trs
I, Trsy = Trsa(a, d,m)
a:%, d=2l, m= Ml
Trs2 = Trs2(a,b,d,m)
a:%, d=2l, m= Ml
I, Trsy = Trsv(a, b, d,m)
= (1\7—1)(1‘1/VII+1)+27 b=(N+1l, d=(N-1), m= Ml
Trso = Trsa(a,d,m)
a= —(Nfl)(]}\ﬁ+1)+2’ d=2l, m=[(N—-1)(M—-1)+1] I
L Trsi = Trsip(ar, bidi, my) + Trsia(asz, da, ms)
ay = %, by=(M+1)I, d=Ml, my=(N-=1)I
&2:%, d2:2l, mgle
Trso = Trsa(ar,di,my) + Trsa(asz, da, ms)
i = e d =20, my = (N = 3)(M — 1)]1
&2:%, dQZ(N+1)l, mgle
H, Trsy = Trsap(ar, b1, di,mi) + Tpsaa(asz, da, mo)
ap =S5 by = (M +2)l, dy=[(N=3)M+1]1, my =Ml
0,2:%, d2:2l, mgle
Trso = Trsa(ar, di,my) + Trsa(as, da, me) + Trgo(as, ds, ms)
alzﬁ, d1:2l, mlz(M—l)l
a9 :O, dg = Ml, mo = (N—4)Ml
&3:%, ngMl, mzle
H, Trs1 = Trs(a,b,d,m)

az%j b:]\[l7 dlle, m1:2Ml

Trs2 = Trso(as, d2, ms)

Tabelle A.1: Rechenzeiten Trg 1 und Trgp fiir verschieden Blocktypen
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Blocktype Trsa
U, Trsi = Trsiv(ar, bi, di,m1) + Trsia(az, da, ms)
a1 =2 by =NI, di=(N-1), m=2(M—1)l
a9 = 10, dgzl, TTLQINZ
Trs2 = Trs2(az, d2,ma) + Trs2(as, da, ms)
alzﬁ, d1:2l, m1:<M—2>(N—2)l
g — 10, d2 = 2(M — 1)[, mo = (N — 2)l
U, Trsy = Trsp(ar, by, di,mi) + Tpsap(ag, be, da, ma) + Trsia(as, ds, ms)

a1 =10, by=(M+1)l, di=(M-1)(N-3), m=(M-1)
ag = WMD) — (M 4+ 1)1, dy = (M — 1), my= (N —1)I

a3:1.0, dgzl, mQ:Ml

Tpso = Tpsa(ar,di,m1) + Trsa(as, d2, me) + Trso(as, ds, ms)
a; =10, dy =21, m; = (M —2)l
ag = Njover(N —4)(M — 1)+ 1, do=(M — 1), my=[N—-6)(M —1)+1]l
a3 =1.0, d3=(M+ N —2)l, my= (M —1)l

TFS,l = TFS,lb(ala by, dy, m1) + TFS,lb(a2> by, ds, m2) + TFS,la(a3> ds, mg)
a1 = 0, bl = Ml, d1 = (M+3)l, my = (N-Q)(M—2>l

ay = WD) p) = M, dy = (M — 1), ma = (2N — 7)1

03:1.0, dgzl, TTLQ:MZ

Trsa = Trsp(ar, di,m1) + Trsa(as, da, ma) + Trsa(as, ds, ms)
4 =0, dy=(M+3)l, m=(M-—2)
as = 2N — T/over(N —4)(M —2), dy = (M +3)l, mg= (N —4)(M —2)]
a5 = 1.0, dy = (M +2N — 4)1, mg = (M — 2)I

Tabelle A.2: Rechenzeiten Trg; und Trg fiir verschieden Blocktypen (Fortsetzung)
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