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§ 1. Wir werden hier das folgende Theorem iiber Flédchen in E3 bewel~
sen., Ee wird angenommen, die Flichen besifien Normalen bestimmter Rich-

tung.

Theorem 1. 5 sel eine analytische Fliche vom Typ einer Sphére*l

und 8% sei eine gleiche Fliche mit einer iiberall po-
gitiven Kriimmung, folglich konvex. Es wird behauptet,

' daB S entweder gleich und parallel zu $° 18t oder sol-
che Punkte x & 8 , x° € 5% mit parallelen Normalen
existieven, daB die Kriimmung eines beliebigen Normal-
schnitts in x sich von der Krimmung des perallelen
Normslechnitte in x° unterscheidet.

Aus dem Theorem 1 folgt die folgende Behauptung.

© seien solche Flichen wie in Theorem 1 und

Theorem 2, 8 8
klzkg,k§zkg
Punkten =x € 8, x
£ (§,42;M ) sei eine solche Funktion der numerischen
Variablen {, » und des Einheitsvektors n , daB bei
f>5' und o>y’ mmer £ ([, ;0 )> F(fi7]
ist. Wenn dann in Jedem Punkt x € 8 '

ihre Hauptkriimmungen in den

° € s° mit parallelen Normalen.

(1)

%  Darunter kann man die Pasrmenge (x, ; ) verstehen, wobei x ¢ E,, j
ein Punkt einer beliebigen Sphére S ist, der genz 2 durch-”
liuft und x eine {(die) analytische Funktion des entsprechenden f
ist, d.h. wenn beispielsweise u, v die Breite und Lénge sind, dann
wird der Vektor x (w, v) des Punktes x in die Potenzreihe nach
(v =u), (v- Vb) in der Umgebung u_, v_ entwickelt.
Die Fliche s istim Sinne dieser Defifitidn hombomorph zu einer Sphi-
re. In genau dem gleichen Sinne wird in § 8 die Fliche verstanden,
die einem Bereich { Gebiet ) auf der Sphiire homBomoxrph ist. Unter einem
Flidchenpunkt wird streng genommen das Paar (x, f{ ) verstanden, obwohl
iiblicherweise explizit nur von x gesprochen wird. Bine solche Defini-
tien sohlieBt belspielsweise nicht aus, da8 die Fliéche auf einen Punkt
zuriickzufithren ist, d.he. x = const, Im Theorem wird jedoch angenommen,

daB die Flichen glatt sind, d.h. x X x £ 0.



ist, wobel n die Normale in x ist, dann iast
“die Fliche S gleich und parallel zu s°.

Tatséehlich folgt aus (1) - aufgrund der Monotonie von f - daB in

: 2 o . & ) . £ Q 29

jedem x € 8 eptwe&er kl kl y kz k2 oder ﬁl ki s k2- kz
Dzher gibt es in den entsprechenden Punkten x, x ilmmexr ein Paar paral-

leler Normalschnitte mit gleichen Krilmmungem; und dann ist nach dem

ist.

Theorem 1 S gleieh und parallel zu s?,

Das einfachste Belgpiel hekommén wir, wenn £ = kl + k2 und s° eine
Sphire ist. Entsprechend folgt aus dem Theorem 2 das Theorem von H. Hopf
[l}z“Eine Fliche vom Typ einer Sphire, die eine konstante mittlere Kriim-
mung asufweist, ist selbst eine Sphire. (In fl] wird auch eine allgemeinere
Behauptung bewiesen). Man braucht hier die Analytizitét von 8 nicht voraus-
zusetzen, da sie fiir eine Fliche mit konstanter mittlerer Krimmung ganz
von selbst durch die Analytizitit und strenge HElliptizitét der entspre~
chenden Differentialgleichung gewihrleistet ist [2] « Aug genau dem glei-
chen Grund gilt dies immer wenn s® analytisch ist und £ symmetrisch be-~

zliglich [, 4 , snalytisch beziiglich aller Argumente ist und df af

— e > 00

af av
In tibrigen ist es, wenn S selbst als konvex vorausgesetzt wird, hinrei~
chend, die Funktion f als bel {, n > 0 definiert anzunehmen.

Ein zu dem Theorem 2 analoges Theorem wurde vom Autor unter den Vorsus-
setzuhgen bewlesen [3]9 daB 8 selbst eine iiberall positive Kriimmung hat
und f solchermaBen ist, daB £ ({,%,»n ) > f (}{,QGW ) » sobald f> §',

g 2 nf Coder f2f' 3 p>y' . Es gelingt 8 , 8° von der Analy-
tizitét zu befreien [4], wenn man df 4f o Voraussetzt oder eine
— — > &
af dn

bestimmte Differenzenbedingung filr die Krimmungen kl - kz 0 k2 - kg in
der Nihe der Punkte, wo kl - k; s k2 = kz ,einfﬁhrt.

Es muf hierzu bemerkt werden, daBf in den Theoremen 1 , 2 zum mine-
desten eine zweimalige (wiederholte) Differenzierbarkeit ndtig ist.
Das zeigt das Beispiel eines Zylinders, der an beiden Enden mit Halb-
kugeln verschlossen ist. suf eilner solchen Flédche ist kl = const .



§ 2. wir formulieren jetzt das Theorem 1 in der Form , in der wir
es bewelsen werden. Die Fléche So sei so beschaffen wie im Theorem 1 ¢
Sie sel geschlossen, konvex mit einexr iiberall positiven Krimmung und
analytiseh. Naeh den bekannten Definitionen der relativen Differential-
geometrie [5] nehmen wir 5, als "bedingte Finheitssphiire" (Eichfliche)
an. Den Punkten x der Fliche S werden die Punkte y € Se nach der Parasl-
lelitét der Normalen gegeniibergestellt, Die Richitungen dx im Punkt x,
fiir die kdx = dy, werden dle Hauptrichitungen hinsichtlich 80 genannt
und die entsprechenden Werte k - die relativen Hauptkriimmungen. Dabel
gibt es entweder nur zwei Hauptrichtungen und ihnen entsprechen ver-
schiedene Werte k, oder alle Richtungen sind Hauptrichtungen und ihnen ent-
spricht ein k . ‘

Theorem l-a. & seli eine analytische Fliche vom Typ einer
Sphére und kl(x).z kz(x)? x € § ihre Haupt-

kriimmungen in bezug auf irgendeine bedingte

Sphire So . Wenn es eine solche Zahl ko gibt,
daB iberall auf $ kl(x) 2k 2 kz(x) ist,
dann ist 8 zu 30 ghnlich, so daB kl = k2 = kQ;
der Ahnlichkeitskoeffigient ist offensicht~
lich kgl . (ko « 0 ist ausgeschlossen, da
gonst {iberall k1k2 < 0 wire; und das ist un~
moglich, well das Vorzeichen von klkz das

gleiche ist wie bei der GauBschen Krimmung.)

Die Behauptung dieses Theorems ist gleichbedeutend mit der, daB wenn
8 zu Se nicht éhnlieh'ist, gich bei Jedenm ko auf ihr ein Punkt x be-
findet, wo entweder ka > kl.Z k2 oder k0<1 k2 & kl ist. In einem solchen
Punkt sind die Krimmungen aller Normalschnitite der Fliche § griBer oder
- umgekehrt - kleiner als die Kriimmungen der parallelen Schnitte der
Fliche s9 in dem Punkt Y mit einer parallelen Normalen. Umgekehrt ist,
5 oder ko f kg & kl .
(Das Gesagte wird ganz klar, wenn man feststellt, daB die Definition

wenn letzteres zutrifft, sntweder kg>> kl 2 k

der relativen Hauptkrimmungen invariant hinsichtlich einer gemeinsamen
affinen Abbildung der Flichen B, So ist, Wenn man jedooh durch eine
solche Abbildung die Eupinsche Indikatrix in dem jeweiligen Punkt der

Fléche Se in einen Krelis verwandelt, so werden in dem entsprechenden



Punkt auf § die relativen Hauptrichtungen und ~krimmungen zu gewBhn-

lichenlﬁiehtungén und Krimmungen.

Aus dem Gesagten wird klar, daf das Theorsm l-a gleichbedeutend mit

dem Theorem 1 ist, wenn man in letzterem g° durch kglse ersetzt.

Wir bemerken hierzu ncoch, daB das Theorem l-a offensichilioh gleich-
bedeutend mit der folgenden Behsuptung ist. Wenn 5 der bedingten Sphire
5, nicht &hnlioh ist, denn ist min kl(x) < max kz(x) .

Endlich kann man feststellen, da8 man in dem Theorem 2 die Hauptkriim-
mungen hinsichtlich irgendeiner bedingten Sphiire im Auge haben kenn. Dann
folgt aus ihm beispielsweise, daB eine Flédche vom Typ einer Sphire, die
eine kenatantarmittlere Krtimmung in bezug auf SQ hat, zu So ghnlich ist.
Hier ist die Bedingung der Analytizitéit von S wiederum von selbst ere
£illt, da Se als analytisch vorausgesetzt wird.

Am Ende des Artikels werden wir eine Verallgemelnerung unserer Theore-

me fiy Fldchen mit Rand aufzeigen.

§ 3. Wir beweisen das Theorem l-a, Auf S sei kl(x) > k2 kz(x). Wir
beweisen, daf dann in Jedem Punkt mindestens eine der Gleichungen kl - kg,

k2 = kg gilt. Wir nehmen jedoch an, daB dies nicht so ist.

Wir bezeichnen mit x und y die Radiusvektoren der Punkte auf S und SQ,
ordnen Punkte mit parallelen Normalen einsnder zu und konstruieren so
die Fliche 8', die durch den Vektor

(2)

bestimmt wird.

Unter den Hauptrichtungen und -kriimmungen werden wir diese Begriffe
in bezug auf SQ verstehen, Wenn dx die Heauptrichtung auf S ist, dann

ist k;dx = dy und aus (2) folgt, daB

Nach der in der FuBnote zu § 1 gegebenen Definition wird §' eine
analytische Fldche vom Typ einer Sphire, und (2) legt die Hombo-
morphie von 8 auf 8' fegt., 8' kann jJjedoch Singularititen haben.
Darliber hinsus besteht die Behauptung des Theorems 1 gerade darin,
daf S' auf einen Punkt zmuriickgefihrt wird, wihrend beli der Voraus-
setzung, daB irgendwo k; # ks k, # k s das nicht so ist.



d.h. die entsprechende Richtung dx' auf 8' ist sbenfalls die Haupt-
richtung und ihr entspricht die Kriimmung ki » Bine Ausnahme bilden
singulidre Punkte, wo kl = ko odexr kg = kg + In den iibrigen Punkten
ist 5' reguliir; ibre Hauptrichtungen sind parallel zu jenen auf §j
dariiber hinaus ist ihre Tangentialebene parallel zur Tangentialebene
von 5. Daher wird fir jede beliebige Menge reguiarer Punkte die
sphidrische Abbildung die gleiche sein, wie fiir die entsprechende Men-
ge auf S (vielleicht genau bis auf die Symmetrie beziiglich der Sphi-
renmitte,; was der Umkebrung der Normalen entsprichi; das ist je&och

fiir uns nicht wesentlich. ).

zugleieh ist - da kl'z k 2 kg und in den regulaien Punktén.
ky ;éx , K, ;ék ist, in 1hnen (k, = %) (kg - k,) < 0. Daher folgt
aua (3), daﬁ in solchen Punkten die Produkt@ kyk, und kik} entgegen~

gesetzte Vorzeichen aufweisen, oder wenn k. k. = 0 ist, dann ist auch

kiké = 0, Das Vorzeichen des Produkts der iefativen Kriimmungen ist
das gleiche wie bel der GauBschen Kriimmung. Daher folgt aus dem Ange=-
fihrten in Verbindung mit dem Vorhergehenden; wenn M eine Punkimenge
sguf 8 ist, wo kj_> ko > kg und M' die entsprechende Menge auf S' ist,
dann haben wir fiir die Integralkrimmungen

§ 4. N sei eine Menge jener Punkte auf 8, wo (k - k } (k - kg)
= 0 ist. Sie ist nichtleer. Sonst wire §' reguldr ané nash (4) wire
ihre Totalkrimmung - w (8) = = 47 , was nicht mSglich ist. Im
iibrigen ist das gleiche aus der Existenz von (relativen) Nabelpunkten

x4 P ' 3 2 . >
klars in ihnen ist nobtwendig kl = kz ko’ wenn iibherall kl ke 2 kg
ist,

Wir unterscheiden die Punkte x € N dreier Typens (I) Punkte, die
auf den Linien der Krimmung ko liegen, d.h. auf den FEinhiillenden der
Bauptrichtungen, fiir die k dx = dy; (X1) Punkte, die nicht zu den er-
wihnten Linien geh8ren, aber sc beschaffen sind, da8 in ihnen ki ="

=k, =k ; (III) alle iibrigen Punktes in ihnen ist entweder k, # k

» (3)

. (4)



oder k, # k, und sie liegen nicht auf den Linien der Krilwmung k_ .

Wir beweisen, daf in den Punkten x' ¢ &', die den Punkten vom
Typ (III) entsprechen, die Fliche §' glatt ist. Es sei z.B. in dem
Punkt x vom Typ (II1I) ky =k, K, # k. Durch ihn verliuft die Kriim-
, entspricht, und sie wird geschnitten von den

2

mungslinie L2 , die k
Krimmungelinien L1 s die kl entsprechen. In der Umgebung von x ist
keine einzige davon eine Linie der Kriimmung keu Daher ist auf jeder

von ihnen kl

(infolge der Analytizitét von §).

= ke das Maximum in elher endlichen Anzahl von Punkten

Léngs der Krimmungslinien ist k dx = dy. Daher folgt aus (2), daB

entlang der entsprechenden Linien auf 8!

(5)
ist.
Da k2 % kg ist, folgt von daher, daB die Kurve Lé s die L2 entspricht,
glatt ist. Welter ist k1=2 ka und kl » kO nur in einer endlichen An-
zahl von Punkten auf jeder Li, d.h, tberall auf Ll - mit Ausnahme die-
ser Punkte - ist k, -k, < 0. Daher folgt sus (5), da8 entlang L,
. {a)

Das bedeutet, daf die Kurven Li ebenfalls glatt sind und lhre Tangen-

ten parsllel zu den Tangenten der Kurven Ll gind. Polglich wird in
der Umgebung des Punktes x' die Fliche 8' dureh dle glatten Kurven
L, die
daB S8' in der Umgebung von x' glatt ist,.

die die glatte Kurve L, schnelden, gebildet. Von daher ist klax,

Da §' € C' in den Punkten x', die den Punkten vom Typ (III) entw.
gprechen, folgt hieraus, daf die Hinzufligung solcher Punkite zu den
reguléren nicht die Gleichung (4) stért,

* Die hier - wie auch in § 5 - angestellte Betrachtung der singuli-
ren Punkte enthidlt genau genommen nichts neuess derartige SchluB-
folgerungen kann man beispielsweise bei Kohn-Vossen [6] finden.



§ 5. Bs sei jetszt x, ein Punkt vom Typ (I1) und x! - der ent-
spreahende Punkt auf 5'. Wir bewelsmen, daB S? in xé eine Tangen-
tialebene Pé hat, die parsllel zur‘Tangential?bene PQ von 8 in dem
Punkt % ist. (Das ist dem Sinn zu verstehen, daB die{Kontingenz)>
["relative Tangentialebene"? ] der Fliche 8' in x die Ebene P! ist.
‘Die Prejektipn der Umgebung des Pungtgs xé auf Pé braucht jedoch
nicht schlicht zu sein.)

Wir bemerken, dafl es erstens in der lEhs von X, keine snderen
Punkte vom Typ (II) gibt. Sonst ghbe es - nach der Analytizitit ven
8 - eine Kurve solcher Punkte, die X, enthalt. Die Kurve, auf der
kl - k2 = ko ist, ist jedoch eine Linie der Krﬁmmungrkg, 80 daB X,
ein Punkt vom Typ (I) wire. Hieraus und aus dem in § 4 Bewiesenen
folgt, dal in einer g@wiasenvﬁmgebung Ut dog Punkies xé die Fliche
5t glatt ists xé selbst isc Gabel asuspeschlossen, Die Tangentialebe-
nen in den Punkten x' € U' - (x!) sind parallel zu den Tangential-
ebenen von 8 in den entsprechenden Punkten x . Daher sind sie der Rich-
tung nech der libene F_ ﬁhnliah,VVQn daher ist die zu bewelsende Be-
hsuptung schon hinreichend klaw,

Angenommen, U zei tatsiéichlich die Umgebung von X . Man kann sie mo
klein wihlen, daB sie weder andere Punkte vom Typ (I1), noch solche
Punkte enthilt, deren Bilder auf 8' auf den Punkt xé fallen. Hs sei
h die Abbildung von 5 auf 8% und p - die Projektion auf die Ebens Pé,
Innerhald der kleinen Umgebung Ut des Punkiles xé ist p lokal homBo-
morph infolge der oben angefiihrten Bigenschaft der Tangentialebenen.
Folglich ist die Abkildung ph von U auf Pé ebenfalls lokal homBomorph.
Duher unfaft -wenn der Kreis (Kontur) ¢ in U X, elnschlieft ~ der
Kreis (Kontur) C'' = ph(C) x|, und das Bild ph(U) der Umgebung U bil-
det elne Umgebung des Punktes xé, Wenn durch die ﬂarmale zur Ebene Pé
im Punkt xé die Halbebene § gelegt wird, so schneidet sie U'. Wir wih-
len die Punkbte x' auf dem Schnittpunkt Q MUY als gegen xé konvergl e~
rend., Die Tangentialebenen in ihnen konvergieren gegen Pé. Yon daher
ist es einfach zu sehlieBen, daf dle Strahlen xéx' zum Strahl @ N Pé
konvergleren., Damit ist bewiesen, daf die Lbene Pé eine Tangential-
ebene der Fliche 5' in dem Punkt x! ist. (Die Abbildung ph ist die
{"iberdeckung"), das Bild U - (xe) fiberdeckt die Umgebung von x! in



34 mehrmals, )

Jetet ist offensichilich, daB der auf S’gemesseﬁe volle Winkel um
den Punkt x! herum nichi klein@; als 27 ist. Die Krﬁmmung<w~(xé) ist
jedoch 27 minus diesen Winkel. Daher ist (xé) ¢ Q. Daraus folgt,
daB die Hinzufiigung der Punkte vom Typ (II) zu den reguliren die Glei-
chung (4) in die Ungleichung | '

(6)

verwandelt, ,

Nach dem in § 4 Bewiesenen ist diese Ungleichung auch dann giltig, wenn
M Punkte vom Typ (III) enth#lt. Daher hitte - wenn die singuléren Punk-
te nur vom Typ (II), (III) wiren - die Fliéche S' die Kriimmung w-(8') <
¢ -« w(S) =~ 4% , was nicht m8glich ist. Folglich gibt es auf §
Punkte vom Typ (I), d.h. es gibt Linien der Krimmung k.

§ 6, Somit existieren auf & notwendig Linien der Xrimmung ko. Aus
(5) folgt, deB léngs einer solchen Kurve dx' = 0 ist, d.h. auf der Flé-
ghe 3' entspricht ihr ein Punkt.

Nach der Analytizltit von 8 bilden diese Kurven ein Netz aus einer
endlichen Anzahl topologischer Strecken (Abschnitte) ohne freie lInden,
des 8 in eine endliche Anzahl von Bereichen (Gebieten) untergliedert.

Es seli ¢ ein solcher Bereich und ¢' der entsprechende Bereich auf
5'. Jeder zusammenhingenden (Grenzkomponente des Bereichs G entspricht
i hinzufdgt, damn erhal-
ten wir eine Fliche vom @yp einer Sphive. beher ist w- (G') + & w-(x{) =

anf 8' ein Punkt., Wenn man zu G diese Punkte %

= 477 . Die Krﬁmmung gines Punkies ist jedoch immer nicht gréBer als
2T , 80 daB X a&-(xi) £ 27 my, wobeli m die Anzahl der Grenz-
komponenten des Bereichs O ist. AuBerdem ist infolge von (6) -w-(G')2

> o (6). A1l dies zusammen liefert

P q, . <b>

¥ Hier wie auch weiter benutzen wir den Begriff der Krimmung im Sinne der
allgemeinen Theorie [73¢‘Man kann Jedoch mit dem iiblichen Begriff auskom-
men, wenn man das (Gauss - Bonnet - Theorem benutzt, was die Darlegung nur
erschwert. Wir bemerken hierzu, daB < (x') = 27 (1 - m) ist, wobei m
die Hiufigkeit der'Uberdeckung der Umgebung des Punktes xfin der Ebene P!
bei der Abbildung ph ist.



Sumpiert men alle Bereiche und wendet man an, daf 2 w (G) =4 77,
gewinnt man daraus 47T ¢ 27 S me 4T f, wobei £ die Anzahl
dexr Bereiche isty d.h.

. (7

Wie wir uns jetzt jedoch iiberzeugen konnen, gilt fiir jedes Netz auf
einer (der) Sphire die Ungleichung

. (8)

“Angenommen wir haben ein Netz, das aus k zussmmenhBngenden Kompo-
nenten bestehl, wobel - wie auch oben - f die Anzahl der Bereiche ist,
n= 2 m - die Summe der Zahl zusammenhiingender Grenzkomponenten der
Bereiche ist. ¢ sei eine:der zusammenhingenden Komponenten des Nebzes
und G ¢
solches Gebiet ist der Teil seiner Grenze , der zu C gehdrt, eine zusam-

- jene Bereiche, deren Grenzen Teile von  enthalten. Fir Jedes

menhéingende Grenzkomponente (da es sich um ein Netz auf einer Sphire
handelt).

Wenn wir ¢ ausschlieBen, dann verschmelzen die Berelche Gi zu einem,
Daher wird - wenn 1 die Anzshl dieser Bersiche ist - die Anzahl der Be-
reiche nach Ausschluff von € fﬂ =f «1+4 , Und (Aber) da mit jedem
Bereich Gi eine zu ¢ gehBrende zusammenh&hgenderKomponente seiner Gren-
ze ausgeschlossen wird, wird die Gesamizaehli der Grenzkomponenten der

Bereiche B =1 - 1 . Folglich ist ﬁi - 1, m.f’« n+1.

Schliefen wir folgerichtig nacheinander alle k der zusammenhingenden
Komponenten des Netzes sus, erhalten wirs fk - 0k fen+k . Und
(aber) da f, =1, m =0, ist £ -n+ k= 4., d.h,

- (9)

Offensichtlich ist k £ £ « 1 , und dsher folgt aus (9) (8). Gleich-
zeitig widersprieht (8) (7). Dies beweist die Unmdglichkeit der zu

Beginn gufgestellten Behauptung, daB nieht iberall auf § kl = ko ist

ader kz = kG ®



- 10 -

§ 7. Somit haben wir bewiesen, da8 auf der Fliche S, auf der

k) 2 kori k. ist, zwangsléufig in jedem Punkt entweder ky =k

2
oder k, = kg ist. Und dasnn ist § entweder eine bedingte Sphire

k;lsa gder ist die Einhillende einer einparsmetrigen Schar solcher
bedingten Sphdren. Dies 148t sich ganz genauso beweisen, wie im
Falle gewBhnlicher Hauptkrimmungen, wenn die Fliche die Kinhiillen-
de einer Bohar gleicher gewShnlicher Sphiren ist. Es ist nicht er-
forderlich, diesen Beweis (Herleitung) zu wiederholen (s. auch

[e]).

Nach der Analytizitdt von § muB die Sphiirenschar analytisch sein.
Der Bereich der Paranmeterwerte der Schar muB deher ein toposlogischer
Kreis sein. Dann wire 5 elne Fliche vom topologischen Typ eines Torus.
Nach Vorausseizung ist das nichi sa)und folglieh bleibt eine NBglich-
keits § ist eine bedingte Sphire. {Genau die gleiche SchluBfolgerung
kann man siehen bel einer hheren (mweimaligen, wiederholtem) Dif-
ferenzierbarkeit durch ein direkteres Verfahren, ) Somit ist unéer
Theorem l-a bewlesen und gleichzeitig mit ihm die Theoreme 1, 2. %

§ 8. Das Theorem l-a liBt folgende Verallgemeinerung zu.

Theorem 3. Die analytische Fliche 5 sei homBomorph einem

Bereich auf einer Sphire, der durch (die durch)
p Kreige begrenzt ist, und auf ihr sel - gensu
wie im Theorem l-a =~ k, (x) 2 k 2k, {x),

k, # O und ihr Rand besteht ous Linien der Kriim-
ming ko. Dann glbt es nur die folgenden drel Mig-
lichkeitens (1) 8 ist gleich und parallel einem
miglicherweise nicht schlichtem Bereich auf der
Fliche kglﬁeg (2) 8 ist ein m¥glicherweise nicht
schlichier Bereich suf der FHinhiillenden einer
ein{gleich)parametrigen Schar von Fléchen, die

gleich und parsllel zu k;ls sinds (3) w(8)<¢

o)

#  H.P, Munzner teilie dem Autor auf dem Internationelen KongreB fir
Mathematik (Moskau 1966) mit, daB er das Theorem 1 auf anderem We-
ge bewiesen habe (mittels der Index-Methode) und daB seine Arbeit

in der Mathematischen Zeitschrift verdffentlicht wixd.
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£2 ¥ (p - 2) Dabei ist - wenn p = 1, d.h.
§ honmdomorph einer Kreisscheibe ist, die zwei-
te Mbgllchkeit ausgeschlossen, s0 dall wenn noch
w-(8) > - 2W ist, S gleich und parallel

einem (schlichten) Bereich suf kZlS~ist.

Dieses Theorem enthiilt das Theorem l-a: es ist hinreichénd, in ihnm
p = O angunehmen. Man kann ihm such eine dem Theorem 1 analoge Form ge-
ben. |

Aus dem Theorem 3 geht offensichtlich ein Theorem liber die Gleichheit
und Parallelitét einer zu einem Kreis homBomorphen Fliche § zu einem
Stiick der Fliche k;lse hervor, das ginzlich analog zum Theorem 2 ist.
Man braucht lediglich dle Bedingung einzufiihren, dafl der Rand von 8

eine Linie der Kriimmung k_ ist und dad w(8) > = 2T iste

Dexr Beweis fiir das Theorem 3 ist vdllig analog dem durchgefithrien Be-
weis fiir das Theorem l-s. Seine letzte Etappe (Stadium) wird ebenfalls -
wenn man die Kurven einschlieBt, die 8 begrenzen - in das dort unter-

suchte Netz gebracht.
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A. . Anrexcauapos

O KPUBU3HE NMOBEPXHOCTENM

§ 1. MBl gOoKaXeM 31eCh CACAYIOULYIO TeOpEeMy O NMOBEPXHOCTAX B Ej.
T1oBEpXHOCTH TPEAIOJATAIOTC OCHAIEHHBIMH HOPMAaJsiMH ONPe/e/IeHHOrOo
HanpaBJienud. . ' :

Teopema 1. [Tycms S — anarumuieckas nosepxrocms muna cgepor™
1 S®— maras sce noBEPXHOCML €O BCIO0Y NOAOICUMEAbHOR KPUBU3HOW,
cae008amensro, — 6unyKaas. Ymsepacoaemcs, wmo aubo S pasHa u
napasrsessua S, aubo cymecmsyiom maxue mouxn x ¢S, x" €S ¢ napas-
ACABHBLME HOPMAASAMIL, YO KPUSU3HA 100020 HOPMAALHO0 CELEHUSA

"8 X OMAUYLHGA ONl KPUBU3HLL NAPAAAEALHOZ0 HOPMAALLHOZO CEYEHULS 8 x°.

M3 teopemnl 1 BHITEKaeT C/eLYIOIIEE YTBEPKACHHE.

Teopema 2. [Tycms S, S° — maxue nosepxrocmu, xarx 8 meopene 1,
u by ky, B> kS ux enasnbie kpususns 6 moskax x G S, x" € SY ¢ napan-
nenvroimn Hopmarani. [ycme f(E, 0, n)y— maxas GYHKYUSL HUCAEHHBLX
nepemennsx §, M U eOuHutH o020 exmopa n, wmo npu (> uw m>7
scezda f(E, m; n) > f (¥, 7; n). Toeda ecan 80 scakol moure x €S

ke m)= £k, k5 n), (1)
2de 1 — HOpMaAb 6 X, MmO nosepxnocms S pasna u naparsessia.S°.

JefictBurenbHO, 13 (1), BCJACACTBHE MOHOTOHHOCTH f, BHITEKAET, 4TO
B KaXaoH x €S Juubo k&, > kY, k2\<kg, JN60 klgkﬁ), Ry > k9. Tloatomy
B COOTBETCTBYIOIMX TOUKAX X, X’ BCerja ectb napa napasjesbHbIX HOP-
MaJbLHBIX CEUeHHH ¢ PABHHMHM KDHBH3HAMHU; 4 TOrja 1o teopeme 1 S pasHa
u napajijenbHa S°.

Ilpocrefimuit npumep noayuaem, xorna f=k,+k, u S°—chepa.
COOTBETCTBEHHO, 3 TeopeMb 2 BhiTekaer teopema X. Xonda [1]: nosepx-
HOCTh Tuna cdepsl, UMeiomas NOCTOSHHYIO CPeAHIOI0 KPHBHU3HY, caMa eCTb
chepa. (B [1] noxaswiBaercs u Gosee oOwiee yTBEPHAeHHE). AHAIHTHY-
HOCTb S 3jeCh NpeAnonaraTh HE HYXHO, TaK KaK JJIsl NOBEPXHOCTH IO~
CTOSIHHO} cpeaHel KpWBH3HBI OHAa obecneueHa cama co00I0 BBHAY aHalU-
THYHOCTH M CTPOTOH SJJHITHUHOCTH COOTBETCTBYIOMEro AudepeHunansb-
noro ypaeuenusi [2]. Ilo To#l e npuumHe 3TO BepHO, BoOOILE, eciu S°

* [Tox STHM MOXHO IOHHMAaThL MHOXecTso nap (x, £), rze X € Eg, & — Touka Kakoii-
au60 cdepnl ¥, npoberaonas BCO I, 1 X €CThb aHanutHyeckas Qyukumus COOTBET-
cTylowei £, T. €. eciu, HanpHMEp, i, U — WUPOTA ¥ JNOATOTA, TO BEKTOP X (X, U) TOUKH X
pasnaraeTcs B CTeNerHoil psa nmo (u — ug), (U — Up) B OKPeCTHOCTH iy, Vg

MomepxHocTh S B cMuicle STOrO onpejesenns romeomophua cdepe. B Tom e
cMbiCAe TOHHMaeTCs B § 8 nosepxHocTh, romeomopduas oGaacri ma cepe. [Mon Toukon
1IOBEPXHOCTH NMOHHMAETCH, CTPOrG POBOPS, 1apa (X, §), X0Ta, KaK 06LIYHO, SBHO FOBOPHTCH
aumb o6 x, Takoe onpeleienne He MCKJIIOUAET, HANPHMEP, YTO. MOBEPXHOCTL CBOANTCH
K Touxe, T. €. x=const. I o B TeopeMe NOBEPXHOCTH NPEINOAATAIOTCA THALKHMH, T. €.

xuxxWﬁéO.
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6 e A. 1. Anexcandpos

AHAJMTHYHA, a f CUMMETpuyHa mo &, v, aHaJ¥THUHA 1O BCEM apryMeHnTaM

0
%%73{—>0. Mexay mpounM, ecad S cama IpeAnoJaraercs BLIIYKJIOH,
10 GyHKUHIO f HOCTaTOYHO CUHTATH onpenesennoit npu &, 1 >0.

Teopema, aHajoriunas Teopeme 2, 6uia joxaszaHa MHOI0 [3] B mpen-

IOJOJKEeHHAX, uTo S cama HMEeeT BCIOAY THOJOXHTeNbHYIO KDHBU3HY,
a f raxosa, uto f(t, n; m) >f(, w'; n), xak Toabko £ >E, > i
£S5 ¢/, m>1. VaGasuteca or amajutHunocrn S, S° yaaerca [4], npex-
noJsarast —dfé—g%>0 WK BBOJS HEKOTOpPOE YCJIOBHE HA PAa3HOCTH KPHUBH3H
kl—k?, ko — kS B6aM3H TOUEK, Tie fey = kS, IaZ:kg.

Hano 3ameTuTh, 4TO B Teopemax 1, 2, no kpafinefl Mmepe, ABYKpaTHAf
audbepeniupyemMocts Heobxoauma. ITO TOKA3RIBAET NPUMEp LHJMHIDA,
8aKJEEHHOr0 C O6OMX KOHLOB Hoaychepamu. Ha Takol MOBEPXHOCTH
k, = const. - ' C o

§ 2. dopmyaupyem Tenepb tTeopemy 1 B TOM BHAE, B KaKOM MBI
6ynem ee AOKa3pBaTh. I1yCcTh MOBEPXHOCTH S, Taxas, xak B Teopeme 1:
3aMKHYTasi, BRIMyKJas CO BCIOAY HOMOKHTENbHOM KPUBH3HOM M aHAJIHUTH-

yeckas. COTJIACHO K3BECTHHIM OIDEJe/NEeHUAM OTHOCHTENLHOH nuddepen-
LHaALIOf reoMeTpun [b], mpuMeM Sp 8a ,YCIOBHYIO €AMHMYHYIO chepy”.
TouKAM X TOBEPXHOCTH S COMOCTABJAIOTCS TOUKH Y € S 110 Napas/ebHOCTH
nopmasiefi. Hanpapienuss dx B TOUKE X, AJIs KOTOPHX kdx =dy, naspi-
BAIOTCS T/IABHBIMH OTHOCHTEJAbHO Sp, @ COOTBETCTBYIOILHE 3HAYCHUSA k—
OTHOCHTENbHBLIMH TJABHLIMH KpuBu3HaMM. IIpu 3TOM JHOO €CTb TOJLKO
7Ba TVIABHBIX HANpPaBJeHHs M MM OTBEYAIOT PA3HbpIE 3HAHUCHHA k, nubo Bce
HampaBJAEHUs IJIaBHBIE M MM OTBeYaeT OAHO k.

Teopema l-a. [lycms S — anaiumutieckas nO8EPXHOCNy MU
cgpepo. u ky(x) > ky(x), x€S, ee z2rasnble KpUBUSHOL OMHOCUINEABHO
Karoli-aubo ycao8Hol cgepbr Sy Ecan cywecmsyem markoe quca0 Ry,
ymo 6ciody Ha S R, (x) > ky> ky(x), mo S zomomemuina S, MaK 4wmo
ky = ky = Ry, KOIGPuyUERM nodobus ecms, 04€8UOHO, ko' (k,=0 uckio-
yeHo, TAK KaK MHaue ObLIO OB BCIOAY K1k, <0, a 5TO HEBO3MOXHO, NOTOMY
yro 3uax k,k, TOT Xe, 4TO y rayCcoBO# KPUBH3HBI.)

V1Bepa/eHHe 5TOH TEOPEMBI DAaBHOCHIbHO TOMYy, HYTO eC/H S He
rOMOTETHUYHA Sy, TO IIpH BCAKOM K, Ha Hef pafigercs Todka X, rjae Jubo
ko> by > ky, amb0 Ry < ky< k. B raxoll TouKe KpUBH3HH BCEX HOpMA/b-
HLIX CceueHMH moBepxHOCTH S 6oJblue HIH, 1a000POT, MeHbllle KPHBU3H
napajyieJbHbEX CEYeHHH IOBEPXHOCTH S, B TOuKe ¥y, C napamienbHOR
sHopmaapo. O6parHo, ec/y Nocjelsee uMeeT Mecro, TO au60 Ry > ky > ks,
JH60 By < Ry <. k,. (CxasanHoe cTaHOBAWTCH a6COJIOTHO OUYEBMIHBEIM, E€CIH
3aMETHTh, YTO ONpeAeJeHHe OTHOCHTENbHBIX [ABHBIX KPHBH3H HHBAPHAHTHO
OTHOCHTE/bLHO coBmecTHOro adduHHOTO npeobpa3oBaHHA nosepxuocreit S,
S,. Ecan xe takuM npeobpasoBaHHeM IPEBPATHTL HHAMKATPUCY Jlonena
B aHHOI TOUKE NOBEPXHOCTH So B OKPYXKHOCTb, TO B cooTBeTCTBY oL e

TOUKEe Ha S oTHOCHWTEJLHBEIE TIVIABHLIE HaNpaBaeHHs H KPHBH3HBL. CTAHYT -

OOBIYHBIMH. ) ,

M3 cka3anuoro SiCHO, uTo TeopeMa l-a paBHOCHJbHA Teopeme 1, ecau
B mocaenuel samenuts SO Ha ko 'S, : ,

OTmertuM ewe, 4to teopeMa l-a, oueBHAHBIM 00pPa3oM, PaBHOCHJILHA
caeayoleMy yTeepiennio. Ecau S He ToMOTeTHYHA ycaosHolt chepe S,
to min k, (x) < max Ry(x). "

Haxonel, MOXHO 3aMETHTb, UTO B TEOPEME 2 MONHO HMETh B BULY
rABHBE KPHBH3HB OTHOCHTEILHO KaKOH-1HOO ycaosno#t cgepn. Torua

43 Hee CaAeAyeT, HAIPHMEp, YTO IOBEPXHOCTh THIA chepsl, uMewIAd
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O KpuBH3HE IOBepXHOCTEH

HOCTOSIHHYIO CPEAHIOI0 KPUBH3HY OTHOCHTENLHO So, FOMOTETH'HA S,. 3neck
ONATb-TAKH TPeOOBAHHE AHANMTHYHOCTH S BHOOJHAETCH CAMO coboit,
T0CKOABKY S, MpeAnonaraeTcs anajuTHIecKou.

B KOHIE CTATbH MBI yKaxeMm 00OOLIeHHE HAIINX TEOPEM MO IMOBEPX-
HOCTH C KpaeM. : ,

§ 3. Jloxaxcem reopemy 1-a. Ilycrb Ha S k(%)= ky> ke (x). DokaxeM,
4TO TOTJA B KAXAOf TOUKe BePHO XOTs Obl OJIHO U3 PABCHCTB: ky = ky,
ky = Ry. JlOmyCTHM, OLHAKO, YTO 3TO HE TaK.

OGo3Hauas uepes X W Y PafuyCH-BeKTOPHI TOUEK HA S u S, u cono-
CTABJSA TOUKH C MApA/LIe bHBIMH HOPMAJNMH, HOCTPOUM NOBEPXHOCTH S,
onpejenseMyio BeKTOpoM® ' ‘

' ' % =x — ki''y. @ -

[lox IABHLIME HANpaBJeHHSIMH M KpuBH3HAMH OyJeM NOHEMATh 3TH ;
OHATHS OTHOCHTéALHO S, Ecam dx-—rjapnoe HalpasicHue Ha S, To
kdx =dy u us (2) crepyer, 4to )

hidx' =dy, he=—p D, =12 (3)

T. e. COOTBETCTBYIOIIEe HaNpaBJIeHue dx’ na S TOXe raaBHOE H €My
cooTBeTcTBYeT KpUBH3HA K. VCKmOueREE COCTABIAIOT ocobwle TOUKH, TIe
k, =k, nan k,==Fk, B ocTasbHBHX TOUKAX S’ peryaspHa, ee TIJaBHHE
HANPABAEHHS T1apaJJeNbHbl TAKOBBIM Ha S; Tem 6osee ee KacaresbHAS
[IOCKOCTh MapaJjJeqbHa KacaTenbHof MIOCKOCTH K S. TTostomy nJs a1000r0
MHOMECTBA PEry/siDHHX Touek chepuueckoe usobpaxenue GyneT TO' XK€, -
4TO JUIi COOTBETCTBYIOIIErO MHOXeCTBA Ha S (MOXET GMTb, C TOYHOCTLIO
10 CHMMETpUH B -LeHTPe chepsl, UTO COOTBETCTBYET 0GPALIEHHIO HOPMATH, !
HO 3TO AJsl HAC HE CYLIECTBEHHO). '

BmecTe ¢ TeM, NOCKOAbKY Ry> Ry> Kk, B B PeryJspHbiX TOUKaX ki Ry,
ky#ky, 10 B HEUX (R — k1) (ko — k3) < 0. TlosTomy u3 (38) cuenyer, uTO
B TakuX TOUKAX NPOH3BENEHHs Rk, M RiR2 OKa3wBAIOTCS NPOTHBOTOLOMK-

HBIX 3HAKOB, AuG0 ecan kR,=0, To u kiky=0. 3nax npousBeieHusd OT
HOCHTeNLHLIX KPHBH3H TOT XK€, 4TO y rayCCOBOH KDHBH3HBL [losromy H3
CKABAHIOTO B COEJHHEHHH ¢ NPEAbULYLIHM caenyeT: ecan M-— MHOXECTBO
rouex Ha S, Tjie By > ko> kg, 1 M’ — COOTBETCTBYIOUIEE MHOKECTBO Ha S/,
70 AJS MHTETPaNbHBIX KPHBUZH © HMEEM -

o(M)=—0v (M) 4)

§ 4. Tycrtb /N — MHOXECTBO TeX TOUEK Ha S, rae (ky—ky) (Ry—Fky)=0.
Ono me nycro. Muaue S’ Gpia Gnl peryaspHa d CONMACHO (4) ee moanas
KPYBH3HA PABHANACH OBl — © (S)=—4=, ur0 HEBO3MOXHO. Bnpouem, T0 Xe
SICHO M3 CyIleCTBOBaHUs (OTHOCHTEJBLHBIX) TOUEK OKPYJICHHS: B HUX He-
06X0iM0 k, = ky==k,, pas Be3ie k> ko> k.

Byjiem pasiuuarh TOukm X €N Tpex THIOB: (I) Toukwy, Jexamue Ha
JIMHUSIX KDUBHBHBL Ry, T. €. HA Orubaiomux I/aBHbX HanpasJleHult, s
KoTophX Rodx ==dy; (Il) TouKH, HE NPHHALJICKAILUE YKa3aHHBIM JHHHAM,
HO Takue, uTO B HHX K, ==Fky,= ko (II) Bce ocranpubie TOUKH, B HEX
60 B, = ky, au60 Ry~ k, n OHH HE JIEKAT HA JHHUAX KPHUBUSHBL Ry,

TNoxaxem, uto B Toukax x' €S’, COOTBETCTBYIOIMX TOUKAM THIIA (1,
nosepxsoctTh S’ raankas.** [1yCTb, HANPUMEp, B TOUKE, X THIA (111) k= ky,

* [lo onpegneneHuio, ,ualmomy\B npumevanin k § 1, & 6y11eT\aHanmnqecxcoﬁ NOBEPX- o
nocTbio THHA cdepsl M (2) yCcTaHABNMBAET romeomopduam S na §'. Onuaxo S’ MOXer S

uMeTh ocobenHocTd, Bojiee TOro, yIBepuJjieHne TeOpeMbl 1 COCTOWT WMEHHO B TOM, uTO &/ .
CROJMTCH K TOUKE, HO TMPH CLENAHHOM NPEINIIONONEHUH, 4TG XOTh rne-10 ky # ko, ko F ko,

3T0 He TaK.
#* [IpoBoanMOe 3JeCh, Kax H B § 5, paccMoTpenHe OcoGblx TOUEK He COREPMHT,

€0BCTBEHHO, HHUErO HOBOTO: TAKHE BLIBOLBI MOXHO naiith, nanpumep, y Kon-Poccena [6].




8 " A. . Anexcandpos

ky == ky. Uepes Hee NPOXOJHMT JIHHHA KPUBHSHHL L,, oTBeuaomas &, u ee
nepecexalT JHHEHM KPUBH3HH Ly, orBeudiowue R;. B oxpecrnocru x um
OJlHa M3 HHX HE eCTb JIHHHA KPHBHU3HH K, IT03TOMY mHa Kaxao# u3 mux
k,=ky, MaKCHMYM, B KOHEUHOM UHC/E TOUEK (BCAENCTBHE AHAJNHTHYHOCTH S).

Bronb sauHufi KpuBU3HH R;dx:==dy. TlostoMy u3 (2) caeayer, uro
BJI0Jb COOTBETCTBYIOUIMX JiHHE Ha S’ .

kydx' = (k,— k) dx, i=1, 2. ®)

Tax xax k, = ky, T0 orciona csaenyer, uTO Junus Lg, orseuaomas L, ..

raanka. Jlanee, By > ky, u R =k, JUlIL B KOHEYHOM YHCJE TOUYEK Ha
wkaxoft L,, T. e. Be3jne Ha LI’, KpoMme 3THX Touek, ky— k< 0. Mostomy
u3 (5) crepyer, uto BIOML Lj

dx' - dx

[dx| =~ x| - I
D10 3maunt, uto muuuH Li TaKKe TIAAAKHE W HX KacaTeJbHHE Napas-
JIEJIBHB KacaTeNbHbIM K uHuAM L. C/e10BATEABHO, B OKPECTHOCTH TOUKM X'
noBepxHocTh S’ 06pa3oBaHa TAAAKHMH KPHBHIMH Lj, mepecexamolluMH
raagkylo xpusyio L, Orciopa sicno, uro S’ — raajaxas B oxpecTHocra x’,

W3 raagkoctn S’ B rtoukax X/, oreuaiomux rouxam rtuma (III),
CMeNyeT, YTO NPUCOEJHHEHHE TAKMX TOYEK K PEryJaspHbM He HApPYINHT
pasenctsa (4). '

§ 5. Ilycry Temeps X,-—Touxa tHna (IlI) m x; — coorsércrayomas
touxa Ha S’. Jloxaxem, uto S’ nMeeT B X, KacaTeAbHYIO Iiockoctb Py
napajJespHyl KkacateabHo#l miockocth Py x S B TOuke X, (DTO NMOHH-
MaeTcsi B TOM CMHCJE, YTO KOHTHHTEHLMsi noBepxHoctn S’ B X, €CTb
naockocts Pg. Tlpoexuus e OKPeCTHOCTH TOUKH X, HAa P, MOxer ObTb

HEOJHOJHMCTHOM.)

3aMeTuM, BO-NEpPBBIX, uTO BGJAHM3M X, HeT apyrux Touex tuma (II).
Wuaue, no asHaauTHYHOCTH S, uMesach Obl JIMHHA TAKMX TOYEK, COLEPKa-
mas X, Ho xpuBas Ha KorTOopo# kR, = k,=R, ecTb JHHUA KPHUBH3HH K,
TaK 4YTO X, OKashBasach Gbl Toukoi Tuma (I). Orciona ¥ M3 JOKa3aHHOTO

B § 4 caenyer, 4T0 B HexoTOPOH okpectnoctd U’ Touku X, noBepxsocTs S’

rJajKas; caMma X, IpPH 3TOM HCkJiouaercsd. KacaTesbuple IJIOCKOCTH B TOY«
kax x' € U’ —(x,) napaijenbHl KacaTeJbHBM K S 8 COOTBETCTBYIOL(MX
Touxax Xx.IlosToMy oHM 6JM3KM 1O HANpaBJeHHIo K maockoctn Py Orciona
JIOKA3bIBaeMOe yTBEPXKACHHUE yKe NOCTATOYHO OUeBHAHO.

B camom jene, myctb U — oxpecTHOCTb X, Ee MOXHO B3ATL CTOJb

Masiolf, 4TOGB OHA He couepxana Hu Apyrux Touek tuna (I), nu Takux
Toyek, o6passl KOTOPHIX Ha S’ nomapjalor B Touky X,. Ilycts 4 — oroGpa-

xenpe S Ha S’ W p — npoekTHpOBaHME Ha IJIoCKoCTb P, B npenpenax
majoit okpectHoctn U’ TOukM X, p OKas3bBaeTcs JOKAJIbHO FOMEOMOpPQ-

HBIM BBHJy OTMEUEHHOIO BHIIE CBOMCTBA KacaTe]bHHX miockocted. Cie-
JLOBaTeAbHO, oTo6paxenue ph us U B P, taxike JOKalbHO roMeomMopdhuo.

IMosromy, ecin xonutyp C B U oxsarbiBaer X, 70 komryp C”==ph(C)
oxBaThiBaeT X, u o6pas ph(U) oxpecrnoctn U obpasyer OKPeCTHOCTDb

TOuKH X, EcAM uepes HOpMatb K IJIOCKOCTH Py B TOYKe Xy NPOBECTH

nonymiockocts Q, To ona mepecekaer U'. Bepem Touxu x' Ha nepeceye-
mun QN U, cxonsmmecss k X, KacarenbHble INOCKOCTH B HMX CXOAATCHA

K P, Otciofa JMerKko 3aKJI0UUTh, UTO JyUH XX CXOAATCA K JyHqy QN A,
DTHM JOKA3aHO, UTO NAOCKOCTH A eCTh KacaTeabHas K mosepxmoctn S’
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O xpusH3He nosepxzocTeil

B Touke Xo. (OroGpaxenne ph ectb naxpurue; o6pas U — (X,) moxpuaer
OKPECTHOCTb Xy B Py, BOOOWE TOBOPS, HEOJIHOKPATHO.)

Teneps OYEBHIHO, YTO H3MEpPeHHH Ha S’ noJEEH yroa BOKPYT
TOUKH X, He MeHbme 2n. Kpuusna xe o(xy) ecrb 2% MHHYC 3TOT yro.a.*
ITosTomy m(x('))QO. Otrciona caenyer, yto npucoesuuenue touex tuna (II)
K PeryJsipHbIM NpeBpauiaeT paBeHCTBO (4) B HePaBeHCTBO

o (M) — o (M). ‘ (6)

Ilo noxasanHomy B § 4 5TO HepaBeHCTBO BEePHO M TOrjaa, Korma M copep-
xut touku THna ([II). ITosTomy ecau O 0cOBBIE TOUKHM GBI TOMBKO
tanos (1), (1), To nosepxnocrs S’ umena OH  KPUBH3HY o (S) <<
<K — 0 (8)==—4x, yro HeBo3MOxHO. C/eLOBaTENbHO, HA S €CTh TOUKH
tuna (I), T. e. ecTb JMHMM KPUBH3HHL K. '

§ 6. Mrak, ma S HeoGXOANMO CYIECTBYIOT JHHHH KPHBHSHEL k,. M3 (5)
cienyer, 4To BAOAL TaKoh JannuM dx'=0, T. e. Ha nmosepxHocTH S’ eii
OTBeYaeT OJHA TOUKa. :

ITo ananuruyHOCTH .S 3TH JHMHHM 06PA3yIOT CeTh M3 KOHEUHOrO UHCAA
TOINOJIOTHUECKHX OTPe3KOB 0e3 CBOOOJHEIX KOHIOB, pasbuBamomylo S Ha
KOHEUHoe uucjao obaacrefl, A

. Ilycrs G — raxas obsacts . G — coorBercTBylomas o6aacts Ha S
Kaxno#t cBs3noll xommouenTe rpanuusl obsactn G cooTBeTcTByeT Ha S’
opHa Touka. Ecnu npucoepunnts Kk G' 3TM TOUKH X, TO HOJYUHM MOBEpPX-

Hoctb rthna cheprt. Ilostomy o(G')+ 3 o(x;)=4r. Ho xpnBusHa onHOM
TOYKH BCerpga He OGoJsblie 2m, Tak 4TO Zw(x;)<27:m, Tae M — Yyucao
KOMIIOHEHT rpanuns obaactu G. Kpome Toro, B cuny (6) — w(G') > o (G).

Bce ato BMecTte paer
o (Q) < 2rm — 4=,

CymMmupys 110 BCeM 06JAaCTAM M MOJB3YSCE TeM, 4To %o (G) = 4w, noayuum
orcloaa, uto 4w < 2ntm — 4xnf, rpe f — uucao obsacreli; T. e.

2(/+ 1)< Em. : (7)

Onnako, xax Mbl cefiyac ybemumcs, AJsf BCAKOH ceTtd Ha cdepe BepHO
HEDaBEHCTBO

' 2(f —1)> Im. (8)

Ilycre MBI MMeeM CeTb, COCTOALLYIO H3 R CBSI3HHIX KOMIIOHEHT, IIPHUYEM,
KaK ¥ BhWe, f— unciao obsacredl, #=Xm — CyMMa UYHCJAA CBA3HBIX KOM-
noHent rpanui obaacrefi. ITyetb € — onnHa M3 CBSI3HBIX KOMIOHEHT CETH
u G,—Te 006/1aCTH, rpaHUIbl KOTOPHIX comepxar uacrtd C. Jlas xaxmoll
TaKOH 06/1aCTH uacTh €€ rpaHuns, Bxoasiuuas B C, aBIseTCs CBA3HOR
KOMIIOHEHTO/l rpaHuubl (NOTOMY YTO pedb HAET O ceTH Ha chepe).

Ecan Mer nckarounm C, 10 06aacti G, coapiorest B oauy. [losrtomy,
ecid [ — 4yueao sTHX ob6aacTell, TO umcao obgacTell N0 HCKJOYeHHH C
craner fy=/f-—I[-1. A tax kak c xaxno# o6nacreio G, HCKJIIOYAETCH
CBfI3HAas KOMIIOHEHTA ee TpaHuubl, BXoAsauas B C, TO obliee YHCIO KOM-
IIOHEHT IrpanuL o6aacrefi craner n,=n—[. CaefoBaTenbuo fi—n,=f—n-+1.

Hckiiouass nocnenoBaTesqbHO OIHY 3a APYroit BCE & CBA3HBIX KOMIIO-
HEeHT CeTH, MBI MOAYy4YHMM: f — i, =f—n-k. A rtax xax f,—=1, n,=0,

— k=1, 1. e.
o foat e n=Ym=f-+4+k—1. 9

# 3jech M Ranblie Mbl IOAL3YEMCs MOHATHEM KPHBH3HLI B CMbicae obwel teopun [7].
Ho moxumio o6ofiTuch 06bIUHLIM IOHATHEM, ECIH BOCROAL30BaTLCs Teopemoli Maycca—bBouns,

r
YTO JHIIL OTSOKENUT H3NoXeHHe, 3aMeTHM, 4TO (xo) =2n(l —m), rne m — KpaTHOCTDL
N . r r
NOKPLITH OKPECTHOCTH TOUKH X, B NAOCKOCTH Py npn oro6paxeHnn ph.




A, lZ.-Aﬂelccanapos

Ouesuano, kK< f— 1 u noromy u3 (9) caenyer (8). Bmecre ¢ Tem (8)
npotupopeuut (7). DTO LOKA3HLIBAET, HEBO3MOXHOCTL CAENAHHOrO BHaHaje
NPEANOIONKEHHUs], YTO He Be3je Ha S k= kg, niu ko= R,.

§ 7. Wrax, MB J0Ka3aiH, UTO HA TOBEPXHOCTH S, Ha KOTOPOH
by > ko> k,, HeH3beNHO B Kaxaol Touke au60 k ==k, aAu60 k,=k,.
A Torpa S ectn anbo ycnosnas cdepa ko'S,, aM60 sBAsieTca orubaloreit
OJ(HOIIAPAMETPHUECKOTO CeMefdCcTBa TaKMX YCAOBHBIX Cdep. DTo LoKasH-
BAeTCs] COBEPLIEHHO TAK )K€, KaK B CAyuae OOBIYHBIX TJIABHBIX KDHBH3H,
KOT/Ji4 MOBEPXHOCTh OKA3LIBAETCA Orubaioulel ceMe#CTBA PABHBIX OOLIUHBIX
cdep. HeT HeoGXOAMMOCTH BOCTIPOH3BOAHTL 3TOT BHBOA (cM. Takxe [6]).

Mo amanutuanocty S cemeiicTBo cdep AOMKHO ObITh AHANHTHUECKHM.
O6sacTh 3HaueHuli mapaMerpa cemeficTBa JIOMXKHA OBITh MO3TOMY TOIOJO-
riueckoll oxpyxuocrbio. Torxa S Oblia 6bl° MOBEPXHOCTHIO TONOJOTHYE-
ckoro tuma Topa. ITo YCAOBMIO 3TO He TaK M, CJACJOBATEJLHO, OCTALTCH
oHa BO3MOXHOCTh: S ectb ycaoBHasg cdepa. (ToT ke BHIBOL MOXHO
cllesaTh NpH OAHOH AByKpaTHo#l audepeHuupyeMocTH Gojee NPSMBIM
meronoM.) Takum o6pasom, naiua teopema 1-a, a BMecTe ¢ Helwo Teopemst 1,
2 joxasaubL.*

§ 8. Teopema l-a jomyckaer caenylomee o6oOlLieHHE.

Teopema 3. /Tycmb QHAAUMULECKAS NOBEPXHOCHLL S 2omeomopPra
obaacmu Ha cghepe, 0ZPAHULEHHON P KORMYPAMU, U NYCMb HA Hel max
ace, Kax 8 meopeme 1-a, k,(x) > ky> ky(x), ky#0, a ee xpati cocmoum
u3 aunull kpususnsl ky. Tozda ecmb moabKo CACOYIOUUE MPU 803MOIC-
nocmu: (1) S pasna u napasLesbHa, 603MOXCHO HEOOHOAUCMHKOL, 00 acmU

Ha nosepxuocmu ko 1S0; (2) S ecmb, 603#01CHO HEOOROAUCTIHAS, 00AACHLY
Ha ozubanweil 0OHORapAMEMPULECK020 CEMEACMEA NOBEPXHOCMEL, PABHbLX
U napasLesbHblx ki 'Sy () w(S) < 2n(p—2). [lpu amox, ecau p=I,
m. e. S 2omeomopra Kpyey, mo 8mopas 803MONCHOCMb UCKAIOLACMCA,
max umo ecai ewe o(S)>—2x, mo S paswa u napasrsesvra obracmu

(00noaucmnoi) na ky'S.

dTa Teopema COAEPKHUT Teopemy 1-a: AOCTATOUHO IOJOXHUTH B Hell
p=0. Eii Taroke MOXHO npuaarb (Gopmy, aHaJOIHUHYIO TeopeMme 1.

M3 Teopembl 3 OueBHIHO BbiTEKaeT Te€OpeMa O PaBeHCTBE W fapai-
JeILHOCTH TOMEOMOPMHOH KpyT'y OBEPXHOCTH S KYCKY NIOBEPXHOCTH ko'S,,
BIIOJHE aHAJIOrHuHAs TeopeMe 2. HyKHO JMIIbL BBECTH yCJAOBHE, YTO Kpah S
ecTh JMHUS KPHBH3HB By H uTO 0(S) > —2m.. :

JloxasaTeabCTBO TEOPEMbl 3 BIOJHE aHAJOTHYHO NPOBEACHHOMY JHOKa-
3aTenbCTBY Teopembl 1-a. INocaennnii ero sran NPOBOAMTCS TaKxe, €CIH
BKJIOYHTL KDHBBIE, OTpaHHymBapollue S, B PaCCMATPUBAEMYIO TaM CETb.

Summary

We prove the following thearem on surfaces in & Let S, S, be
oriented analytic closed surfaces of genre 0, S, being convex with every-
where positive curvature. Then ejther S is equal and parallel to §, or
there exist such points x €S, X,€S, with parallel normals that the cur-
vatures of any two parallel normal sections of S and S, at x and x, are

different, Corollary. Let k, > k,, k) >>k3 be the principal curvatures at

the points x €S, x,€ S, with parallel normals, and f (&, m; n) such-a fun-

* T, &. Monuep (H. F. Munzner) wa Mexaysapoanom MaTeMaTHYCCKOM cBesje
(Mockna, 1966 r.) coolmua mie, 4TO OH JOKa3al Teopemy 1 apyrum myteM (METONOM HH-
IEKCOB) M uTo ero paGora Gyaer onyGukxopana B Mathematische Zeitschrift.
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> and of a unit vector n that f(§, w; ) >f(£’, M n),

if £> ¢, m>m'. Then, if for each x €S f(k,, ky; 1) :f(k(l’, k3: n),.n being
the normal vector at x, the surface S is congruent and parallel to S,..
Analogous results are valid for an S homeomorphic to a circle provided S
is tangent to S, along its boundary and its integral curvature o(S) > — 2=,

then if f(ky, ky; n)=f (K3, k; n), S is a part of S,.
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