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UBER OFFNUNGEN UND NEIGUNGEN VON UNTERRAUMEN EINES BANACHRAUMES

In der vorliegenden Arbeit wird eine Reihe von Charakteristiken der
wechselseltigen Anordnung von Unterriumen eines Banachraumes unter-
sucht und es werden einige Anwendungen in der Geometrie von Banachrédu-
men angefihrt.

§ 1. Yerschiedene Definitionen fiir die Uffnung von Unterriumen

M.G. Krejn, M.A, Krosnosel'skij und D.P. Mil*man filhrten [1] folgen-
de Definition fir die Offnung zweier Unterriume P und ¢ eines Banach-

raumes B eins

(&)

Ein bedeutender Teil der Anwendungen dieses Begriffs basiert auf
folgendem Theorem, das in [1] bewiesen ist:

Theorem 1. Wenn die Dimensionen * der Unterriume

P und @ des Banachraumes E untereinander nicht gleich
sind, denn ist @ (P, Q);?*% s wenn dabei mindestens
einer der Unterriume P und ¢ endlich dimensional oder

E ein Hilbertscher Raum ist, dann ist 6 (P, Q) = 1.

I.C. Gochberg und A.5. Markus [2] modifizierten die Definition der
Offnung wie folgts

’ (b)

# Dile Dimension des Banachraumes B wird hier als Michtigkelt der kleinsten
Menge (minimale Michtigkeit einer Menge}-verstanaen, deren lineare Hillle
in B dicht ist, Offensichtlich ist, wenn E unendlich dimensional 1st,
dim B gleich der Hichtigkeit einer iiberall dichten minimslen Menge
(... der minimslen Michtigkeit einer iiberall dichten Menge ...) in E.



(wobei 5, - die (eine) Hinheltssphiire in P ist, d.h. die Menge der
Elemente x C P 3 || x || = 15 enalog wird SQ definiert) und stellten
folgenden Satz aufs

TIheorem 2. Die Menge der Unterriume eineg Banach-
raumes E , in der der Abstand zwischen zwel Unter-
riumen P und Q als Offnung & (P, Q) definiert ist,
ist ein vollstindiger metyrischer Raum.

Es ist nicht schwer zu sehen, daB @ (P, Q) < 1 wund daB die Unglei-
chung

(o)

gilt.

Dag Theorem 1 und -~ entsprechend - das Theorem 2 gelten nicht, wenn
man die ﬁffnung‘g bzw. die Offnung @ betrachtet. Wir filhren eine Defi-
nition der Offnung sn, bei der die Behsuptungen der Theoreme 1 und 2

gelten.

Definition.,. VWir nennen die GréBe
(&)

die Uffnung der Unterriume P und ¢, wobei
T, - die {eine) Hinheitskugel in P ist, d.h.
die Menge der Elemente x 6" Pfxl £ 1.

Analog wird TQ definliert,

Es ist leicht, die Ungleichungen

nechzuprifen, wobei ¢, 3> O und ¢, 0 - absolute Konstanten sind
(die exakten Werite dieser Konstanten sind uns nicht bekannt). AuBer-
dem ist im Hilbertraum & (P, Q) =8 (P, Q)a



Theorem _3, Pir die Offnung 6 (P, Q) gelten die Be- /
“hauptungen der Theoreme 1 und 2. g

Beweds. Aus (1) und dem Theorem 1 folgt, daB fiir die (ffnung

6 (P, @) die Behauptung des Theorems 1 gilt., Auf der

Grundlage von (2) und Theorem 2 gentigt es zu zeigen, &aﬁ fir die §ff-
nung §. (P, Q) die Dreiecksungleichung

(3)

gllt. (3) ist jedoch ein Spezialfall des folgenden Lenmas [3].

L enna. (F. Hanedorff). Wenn in einem metrischen Raum R die Ent-
fernung zwischen den Mengen A C R und
BC R wie folgt definiert ist:

» (8)

dann gilt fur die beliebigen Mangen A, © By A, C E,‘&ﬁci R die Un-

1 2
glaichung

Hieraus folgt die Behauptung.

Es ist nicht bekannt, ob eine absolute Kongtante ¢ existiert;
24941 ist so beschaffen, dsB wenn in einem Banachrsum die Di-
mengionen zweier Unterrdume P und Q nichi untereinander gleieh slné,

dann & (P, Q) 7q gilt.

Die analoge Frage fir die Offnung @ (P, @) ist bisher nicht geldsts
ihre Klirung diirfte jedoch fiir die Offnung & (P, @) - formel gesproochen -
infolge (1) auf weniger Schwierigkeiten stoBen. Moglicherweise folgt
bel hinreichend starken Beschrinkungen auf P und @ aus der Beziehung
8 (P, Q) £t bei elnem hestimmten of » 0 die Isomorphie der Unter-
réuvme P und Q. Einige Grinde fiir einen derartigen Vermutung liefert
das folgende

Theorem 4. Wenn in einem separablen Banachraum fir
die Unterriume P und § 6 (P, Q) <1 ist und P iso-



metrigch 1, (*), denn ist Q isomorph zu P.

Bewedi s, Wir brouchen das folgende, unlingst von V.D. Miltman %%
gewonnene Lemma, das wir in einer etwas abg@schwachtan Form anfihren.

L emma. Wenn ein separabler Banachrsum E niocht isomorph g 1
ist, dann existiert filr ein beliebiges normiertes System { iii 1 in
E und die Zahl £ 0 ein in B vollstindiges System {y&§i - s das
80 beschaffen ist; 4al ” Xi d yi ” éi (C: e i = 1; 2’ sv e

 Wir nehmen an, daf die Behauptung des Theorems 4 nicht gilt. Es
sei { i}(w eine natiirliche Basis in 1,. Da bei einem bestimmten
ay 0, ot (Py Q)< & ¢1, folgt sus dem Lemna, deB sich in Q ein
vollsténdiges System {_gigi . 1 [findet, fir das I ai - g |« &l

ist. Offensichtlich ist | g | £ 1 + a. Wir haben

. &)

Andggrseite gilds

- {n)

Bomit erhalten wips
. (1)

Folglich ist der llneare Operator T, der auf der Menge aller endlichen
linearen Kombinationen ED «; €, in P durch die Formel T (}L}i ) \‘f
definiert ist, besehrénk% und beschrﬁnk% umkehrbar., Brweitert man ihn

auf gong P, dann erhslten wir den gesuchten Isamorphismua von P auf
Qe
‘Hieraus folgt die Beghuptung.

* 1. (p71) - ist der Reun der Zshlenfolgen {éﬁi _q » fur die
: _

die Reihe "2: 18,4 konverglert, mit den natiirlich bestimmten Vek-
- &% y] i,_
toroperationen und der Ncrm}p@ 1. 1“ . sz 1) z)x? )

#* Dieses Resultat von V.D, Mil'man ist in einem Artikel dargelegt, der
slch gegenwirtig in Druck befindet.



§ 2.

Daefinition.

Die Neigung

Eg seien P und § Unterrdume eines Banachraumes
E. Wir bezeichnen als Neigung P gegen Q die
Grifs

Als Nelgung des Uniterraumes P gegen das Klee
ment x(EE bezeichnen wir die Neigung von P
gegen elnen eindimensionalen Unterrsum, der
durch dieses Blement erzeugt lst: Analog de-
finleren wir die Neigung eidns Elements gegen
einen Unterrsum und eines Elemenis gegen sin
Element.

Die Anwendung dieses Begriffs (s. z.B. {41)in der Basistheorie (%)
bagiert auf folgendem, von M.M. Grinbljum [5] in elner zu der angefiihrien

Form #quivalenten Kriterium., Wir kommen iberein, fiir eine {(die) gegebene
Folge (e,1 . y dureh Py, 1§ die lineare Hille tiber den Ele-

menten e

ez

%

X = 2,« e, . Wenn

iy ei'{‘l § ocuawg @J

wu heszelchnen.

Theorem %5, Damit die vollstsndige Folge { il :1 .1

im Basnachraum B die Baeis in B wird, ist es notwendig

und hinreichend, daB die Bedingung

1

erfiillt ist, wobel @ nicht von 1 und J abhiingt

(die obere Grenze ganomman fiber alle ﬁ wird Index

der Basis &eij 4 -1 @enennt und im wgitgrem mit

(&%3 1=

Man kann unsehwer sehen, da8 (P, Q) =

Eine Falge e,

> bezeichnet)‘

ist,; wobel A der Pro-
HAH ?

im Banaohraum E wird eine Basis in E genannt,

wenn Jjedes hl%&e%t“xl( B dia eindeutige Darstellung

{ eig i = 1 eine Basls in ihrer abgeschlossenen
lineaYen Hiille ist, dann wird sie Basisfolge (%) in E genemnt.



jektionsoperator ans P 4+ § auf P ist, wobei P parallel zu  ist.
Tatséichlich gilts '

Der Begriff der Nsiguug ist nj/.ghtaymm@trisahs im allgémeinen

. o A~ , |
Fall gilt filr einige P und @ (P, Q) # (Qy P)s das folgende Theorem

gibt Auskunft iiber den “Grad der Asymmetrie™.

Theoren 6, Wenn (P, Q) = § , dann ist (Q, P)» spetea

1
Diese Ungleichung ist exakt bel beliebigem § ,
€] ~i & é: 1. ) ’ '

Bewed s . Angenommen, es sel y(C @ |¥y)| =1, xCPy wir schitzen

|y + x| ab. Wir betrachten die folgenden zwel Filles

1. x”éﬁ*gm , dann gllt

2e “ x])}'i@:%m* , dann gilt

Da die BElemente x Q P und y E Q beliebig gewidhlt sind, erhalten
wir

Un festzustellen, wann das Glelchheltezeichen gilt, uwntersuchen
wir die zwei (folgenden) Funktionen im c[o, 1] s x(%) = 1,
y(8) = (1 =% + 25t. He kenn uvomittelbar liberprift werden, daf

gilt.

(n)

(o)

)

(@



Hisrsus folgt die Behaupiung.

Theorem T, Damit in einem Banachraum B, dim E > 2,
fiir swel beliebige Unterziume P und § dle Bezishung

(4)

erfillt ist, it es nmobtwendig und hinreichend, daB
E ein Resum mit elnem Skaelarprodukt ist.

Notwendighkedit. Bs sel fir swel beliebige Unter-
riume in E (4) erfillt und E ) gel ein dreidimensionaler Unterraum
in B und P « eln belieblger zweldimensionsler Unterrasum in E(3). Of«
fensichtlich gibt es ein derartiges Zlement x L E(3) y GaBl (xf\P) =
= 13 dann ist jedooh (P:\x) = 1. Wie unschwer zu sehen lst,bedeutet
dies, daB die Zylinderfliche mit der Leltlinie Sp (Sp - igt der
(eine) Einheitskreis (Ginheitssphire) in P) und der lrzeugenden x
die Btiitwfliche zur Hinhel ishugel T(B) in E(i) ist. Da der Unterraum
P in B3 beliebig gewihlt ist, folgt hieraus, dad der Kirper 700
ein Ellipsoid [6] und folglich E(B) - ein euklidischer Reum ist. Da
Jedoeh jedar'baliebige dreidimengionale Unterrsum in § ein euklidischer
Raum ist, iet B ein Raum mit einem skalaren Produkt [7], was auch die
Notwendigkelt bewelst.

Bs gt nicht bekannt, ob die Behauptung der Notwandigkait bei
dim B » 2 giit,
Binlingliochkeidt PFir einen zweidimensidanlen
euklidischen Reum gilt (4) offensichtlich. Es seien P und Q Unter-
riume eines Reaumes mit einem skalaren Produkt. Offensliehtlich gibt es
Z0% v@rgegébeﬂem £ 7 0 elndimensionale Unterriume P, <P und
Ql o @ s0 daB

(5)

gilt.
Da offensichtlich (P,, Ql) = {ng ?) 7 (@ P), haben wir aus



und inielgeﬁasen, da € bellebig gewihlt ist, erhalten wir
(P, Q) 7 (@ P). Damit ist aber die umgekehrte Ungleiochung (Q,F) >
7 (P, Q) bewiesen, woraus auch (4) folgt.

Pas Theorem izt bewlesgen.

Theoxen 8. {ei sel eine vollstindige Fol-
) i = 1 P
- ge in einem Banachr&um B und es sei (P TN 1) = Py
Wenn “ (5 7 0 isty d.ann igt Lei) -1
sine Pasis in E, wobed ¥ ( { i"g i 1) 7 ‘% igte
i
Bewedls, Kssel x€P1 i’ y ¢ Pil, §’ y =) o,€, 3 denn ha=

ben wir k= A44

N

Das bedeutet, dad (Pl 10 P ,j) 7 {5 1ist, und aufgrund des Theo-
4 R ¥

rems 5 ist die Falg@{ei'g Ei{) -1 eine Bssis in E.

Pefinition., Ene normierte Folge {911) i -1 -im Banachraum
neipt & - Minimalfolge ( § » ©), wenn
O (ogp Py g o1 %P, ) 78

i = l, 2, seun

J T =1 mit dem

2
index { ist eine (S ~ Minimalfelge, wobei 6 - T j 5
3

fheorem 9. Die Basis {e

ist.
Bewed s, 8z sel x Q)&’l’ 3«17 7 & :E'i + 1, O@; unter Anwendung

des Theorvems 6 haben wirs



w
P
o
N

was anch bedeutet, daf é den HMinimsleigenschaftcharakiter der

o ; ¥
Folge {eils Pe1 angibt, § - _7T{M_w .

P

"Folgeran g Venn {&il) i gine normierte Basisfolge mit dem

W 1

Index 3 ist, dann gelten in der Zerlegung des
&>

normierten Elements x « 5 o,e.  die Unglei-

chungen . A

p
Ihgorem 10. Es sei {e} ?" .1 eine nomier%e Bo-
sisfolge mit dem Index ¥ und die Folge {g{ i =1
erfitlle die Bedingung || o, = @,i} L Ey »d =1y 2 auny

[~

Y .
beid \\ £ L al O 1. D iat d
wobed Lﬁ/_{ L& T § { a1, Dann igt der

Opera‘sor T, der auf der Nenge der Llnearkombinationen

Ld;ﬁ; durch die Formel T (LOL €. > ) o C&

definiert ist, beschrinkt und beschrinkt umk;ehrbar,

wobel max &!3T%3 » “ f*l;i7 £ 1 1 a

a2

Bewed s, Wir setzen e - & = hi und nehmen an; X =
— n
2 . N _
- AR,y Tx = ) A cj < = ¥ Aufgrund der Fol=-

A=4 A=A

gorung ans dem Theorem 9 haben wir

daher ist

(w)

und fulglich



- 10 -

wag auch das Theorem 10 beweist.
AN
AbschlieBend michten wir bemerken, daf die Neigung (P, Q) mit

dem Minimalwinkel % (P, Q) der in [2] eingefithrt warde, wie folgt
verbunden ists

. W

§ 3. Dver die Varbin&ung,zwischen,fonung@n ynd Neisungen
Bs gilt offensichtlich die Ungleichung
. (6)

Im Hilbertraum gilt in trivislen Fillen, wenn P und @ " orthogonal
sind oder in (6) zusammenfallen,das Gl@iehh@lt&d&lﬁhenz im ersten Fall
(P, Q) =@ (P, Q) = 13 im zwelten Fall (P, Q) = @ (P, @) = 0. fuBerdem
gilt - wenn P und ¢ eindimensional sind - im Falle des Hilbertraumes

in (6) ebenfalls das Gleichheitszeichen. La zeigt sich, daB bel beliebi-
gom p, 04 p £.1 Tir einige nicht—eindimenaionala Unterriume P und @
im Hilbertraum die Gleichung (P, Q) =0 (P, Q) = p mbglich igt. Dieser
Satz lst ein Spezialfall des folgenden Theoreus,

Theoyem _11. Im Hilbertraum H existieven fiir ein be-

liebiges natirliches (fiir eine beliebige natiirliche
Zehl) n > 1 und die Zshlen p, g, 0 < p L g <1 die
n-dimensidgpnlen Unterriume P und §, fir die

(z)
gilt.

Bewed s, {eizi“” 1 sel ein orthonormiertes System in H. Wir

nehmen ans

(1



- 1l =

(die Zahlen a; werden spiiter gewihlt)s P, und ¢ - sind eindimensionale
Unterrdume, die jeweils von den Elementen Xy und Yy erneugt werden,
iﬂls 23 eseg I Wirs@tzem?ﬂplilgg“;goa *{"Pn, Q?Qi%%'f'o'ﬁg

s

ses * Qﬂ « Wonn x = od; X. 5 dann ist - wie man leicht sehen kann -
. /

A

~

>

. {aa)
Die unmittelbare Rechnung ergibis

. {ab)

Unter Beriicksichtigzung, daB t%x}}m \/ EEGC}(4*‘X1> s haben wir
Az

Wir nehmen an, daf
- (9)

Dann wird offensichtlich das Minimum oder Maximum in (8) erreiecht,

wenn alle A, auBer A,  oder - entsprechend - A, gleich

| &)
Null sind. DPa das Hininum oder Maxlmum des Ausdrucks . :
\jTI'Z

gleiech O bzw. %- isty, kann man von Anfang an {aiani -1 B5© wilhlen,
daB (9) und die Gleichung

A W
1+a? 2 '1+8f2 %
L + 1

erfiillt sind. Dann erhalten wir aus (8)

R (ac)



vl -

dus (7) ist jedoeh ersichtlich, daB

. {ad)

Dag Theorem 1st bewlesen.

Wir nehmen im Theorem 11 p = q an und gewinnen:

Folgerunge Im Hilbertraum exlstieren fir eine beliebige Zahl
Ps 0« p ¢ 1 die nedimensionalen Unterriume P

¢ (xs Q)
und ¢, die so beschaffen sind, daﬁ‘“migﬁhwﬂ =

_ mgi_v(y’r P) = P bei beliebigen x (P, y C &
P | |

inf dle gleiche Welse kann das Theorem 11 such fiir den PFall unendlich-

dimengionaler Unterrdume P und § bewiesen werden.

§ 4. Bedingungen fir die Abgeschlossenheit der direkten Summe von Unter-
rédumen

Defindit ion, Als Summe (Gruppensumme) P + ¢ der Unterriume
¥ und Q eines Banachraumes B wird die Menge
aller HKlemente der Form x + ¥, X G;P, ¥y { Q
bezeichnet. Wenn P (1 4Q = @, dann wird P + @
die dirckte Summe genannt und mit P + Q be-
selchnet,

Offensichtlich ist - wenn P oder Q endlichdimensional st - P +
abgeschlossen. Fir wnendlichdimensionale P und § gilt die Abgeschlos-
gsenheit von P + ¢ nicht immer. Die bekannten geometrischen Kriterien
filr die Abgeachlossenheit einer direkten Summe vonm Unterriumen (s. z.B.
[8]) knnen unter Verwendung des Begriffs Nelgung auf folgende VWeise
unformuliert werden:



Theorem 12. Die direkte Summe zweier Unterriume P
und @ eines ?@Qaehraumes ist genaw dann abegeschlos-
gen, wenn (P, Q) Yy 0 ist.

Bevor wir die Hauptergemisse dieses Paragraphen formullerem, schike

ken wir einige Hilfseiitze voraus.

Lenma 1. 8z gelen P und § Unterriume elnes Banschraumes, ferner

P = Pl + PQ, G = Ql + QE’ fernaer
. {ae)
So gilt

. (10)

Bewed s, Esseixgl?,ygc;g, Nz =1y X = X+ Xy

Jo= ot Ype Xy CPiooyg € 9o d =1, 2. Vir cohdtzen |x + yj ab
und betrachten die zwel folgenden Fille: '

Lo %0 + ¥y » & (e bestimmen wir spiter).
Diesen Fall untertellen wir wiederum in zwel Unterfilles
a) {ix) ... af) , dann ist ‘

. ag)
b) \xl]) {ah) , dann ist  (al) und wir haben
(ak)
wnd sopit im Falle 1ls

. {al)

2. (am)y denn gilt (an) und wir erhalten



. {a0)

Nun bestimmen wir a als Wurzel der Gleichung (ap) )
d.he 8 o= {aq) und erhalten in beiden Fil-
len

, {ar)

woreus auch (10) folgt.

Offensichtlich gilt dag folgende Lemmas

PN
Lemma 2. Wenn PV Q=0 und dim P L oo , dann ist (P, Q) > 0.

Lemma 3%, Ks seien B und 5 Unterrfiume endliecher Kodimenslo-
nen in den Unterriumen gfggw. q eines Banschraumes
und PNQ = @ . Damit (R, 8) = 0 ist, ist es notwen-
dig und hinreichend, daB (P:SQ) = 0 ist.

/foenbar brauchen wir nur die Hinldnglichkeit zu beweisen. Es sel
(P, §) = 0 und es seien R' und 8' direkte Komplemente von R und § be-
ziiglich P bazw. Qs offensichtlich ist dim R' £ oo und dim §* £ =» .
DaPNnQ=® und B N R =86, 89N 5 =0, gilt R*' N (Q+ R) = & und

. ST, T
5N (P + 8) = 0. Setzen wir (R'y Q+ R) = o , (8", P+ 8) = 5 ,

N -

(R, S)~m ¥ , dann ist aufgrund des Lemmas 2 c%j} 4 ﬁ 7 O
dann folgt jedoch aug dem Lemma 1 j* = Oy, was zu bewelsen war.

Lemma 4. %e sel P ein endlichdimensionaler Unterrsum eines

Banachreumes E. Dann gibt se zu beliebig vorgegebenem
f) L. 1 einen Unterfggg Qg mit sndlicher Ko-
dimension in B, so daB (¥, @ ) v ﬁy .

Dieses Lemma ist in impliziter Form in [9] enthalten (s. auch [4]).

Definiltion De unendlichdimensionalen Banachriume P und §
heiBen "tellwelseisometrisch" (teilweiseiso~
morph), wenn fiir ein beliebiges > 1 (bzw.
fiir ein gewlsses Y]/ o#) die unendlichdimensio-



- 15 -

nalen Unterriume PW < P ound Qn< Q
und der Isomorphismus T von P, euf Q, exi-
stieren derart, deff mex {|)T1 , |17 “Kéhﬁ .
Werm P und Q nicht teilweiseisometrisch (teil~
weiselsomorph) sind, nennen wir sle wesentlich
nichtisometrisch (wesentlich nichtieomorph).
Wenn beispielsweise B elner der Riume c , lp, 1 &pdowo* st
sowie El und E2 unendlichdimensionale Unterrfume von ¥ sind,; so kann
unschwer gezeigt werden, dab El und Eg teilweliselsonetrisch mind. Als
Beispiele webéntlich nichtisometrischer (wesentlich nichbisomorpher)
Ridume k#nnen IF und o273 vr7% 1 # r sowle 1? s P 77 und

¢ dienen,
o

Theorem 13. Die direkte Summe zweler wesentlich nichi-
isonmetrischer Unterrdume eines Banachraumes ist abge-

schloasen.

Bewed s, Wr nehmen an, daf die direkte Summe der Unterriume

P und @, wobed P und Q@ wegentlich nichticometrisch sind, nicht ahgee
o

schlossen ist. Dann ist nach dem Theorem 12 (P, ¢) = 0. Es seien {ﬁi{i w1

und {gk};yg , bositive Folgen derart, dad

(11)

gilt,/A\

Da (P, Q) = O ist, zibt e¢s zwei Elemente e, und g , e C Py 8 E @

I e | =1, derart, das || e - & || £ €, ist. Nach dem Lemma 4

gibt es einen Untervaum R, der endlichen Kedimension in P mit dey
N1 B AN

HEigenschaft, dal (el, Rl) /e ﬁA s+ da abexr nach dem Lemma 3 (Rl’ Q) =0

ist, gibt es zweli Elemente e, und g, : &, ¢ R, und g, € @

| e, || =1 so daB Je, ~ g, || ( £, gilt. Offensichtlich gilt

#* o, igt der Raum aller gegen Null konvergierender Zshlenfolgen {gngfﬂ

mit den natirlichen Vektorraum-Operationen und der Norm | {£;1, )= max 1%
A

A
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(&1, ez) 7 (el, Rl) @,gﬁqa s sed Plg o die lineare Bille der Hle~

mente 31 wnd g0 Hach Lemma 4 gibt eslfggén Unterrvsum Hz mit endlie
cher Kodimension in §ﬁ§erart, daf (Fl 2 Rg):y #a isds da jedoch
¥ ?

nach dem Lemma 3 (Rgg Q) = 0 ist, gibt es zwei Hlemente es und 80
ey Q_RQ, &5 4 Q,i\egn s l/jgii]}ei . gEE {) £, . O?fensicht—
lich ist (Pl9 o 63> 7 (Flg o ﬁg),~§ B, Wenn wir diesen ?razeﬁ
ad infinitum fortsetmen, erhalten wir die HExistensz der Folgen

¥ # P 1 ; -
‘{ei’)) i w1l und {gi?} i o= 17 ei& P, %\fﬁi%}’ Eﬂ.; gi EQ, i= l, 2, T
wobel

(12)

gilt, (3?1 4 - ist die lineare Hillle der Elemente e,, ..., ei),
Ly

T e g 3 Yoes " ap B
P, und Q; seien die linesren Hiillen von {eig i . 1 PzW. von
) @ 3 ) 3 ¥ . . - -
{&) ., - Offensiohtlich gilt dim P; = o und dim q = ¥ .

Aufgrund von (11), (12) sowie Theorem 10 existiert ein Isomorphisme

T von Py auf @ mit max ey, IiTﬂl}j}%)l %“E“ . Da €

beliebig klein gewidhlt werden kann, sind die Unterrdume P und @

teilwel seisometrigch, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Dawmit ist das Theorem bewlesen.

Folgerung. Die direkte Bumme eines reflexiven und eines we-
sentlich nichtreflexiven * Unterraumes eines Ba-

nachraumes lst abgeschlossen.

Theorem _14. Die Summe {Cruppensumme) P + § aweler
wesentlich nichtisometrischer Unterriume P und Q eines

Banaohraumes ist abgeschlossen.

Bewedas. Eseeli PN Q=R Aus der Bedingung des Theorems
lﬁi P ound

@ < Qmit der Higenschaft R + P, =P R + G = Q. Da offensichtlich
P, N @ = 0 ist, ist nach Theorem 13 Py + @, abgeschlossen. Berticksich-

folgt, daB dim B 4 ow. Dann gibt es jedoeh Unterrdume P

#* Wesentlich nichtrefelxiv helBt ein unendlichdimensionaler Banachraum,
dessen reflexive Unterriume alle endlichdimensional sind,



tigt man, daB R endlichdimensional ist, so ergibt sich, daf dis Sum-

mne

(as)

abgesehlossen ist.

Damit ist das Theorem bewlesen.

Folgerungs l. Die {Gruppen)Summe eines reflexiven und eines
wesentlich nichitrveflexiven Unterrauvmes sines

Banschraumes ist abgeschlossen. -

Folgerung 2. Die direkte Summe oder die (Grappen ) Sunmne we-
sentlich nichtisomorpher Unterrdume eines Ra-

nachraumnes ist abgeschlossen.
Aus Theorem 12 uvnd 1% folgts
Theorem 15. Wenn die Unterriiume P und § eines Banach-
raumes wesentlich nichtisonetrisch sind

und PN Q = @ ist, dann bilden diese Unter-

riume einen positiven minimalen Winkel.

o T e i A SR i U P R A M R e O S S YT A
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142 « 143
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(L950), 74T = 7152
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0 PACTBOPAX H HAKJIOHAX NOJANPOCTPAHCTB
GAHAXOBA MPOCTPAHCTBA

B. H. I'ypapui
B HaCTOS{lILCﬁ paéore paccma'rpnsae'rcn psia xapaxvrepnc*rux B3AaHMHOTO
pBCﬂOJlO}KCHHSl [IO,’lﬂpOCTpﬂHCTB GaluaxoBa I'IPOCT[)ZIHCTBH u II[)HBO,’J,S}TCSI HCKO-

TOpBLIG HX Hpil.\lCHCHl{ﬂ B reoMeTpiu 6AaHaxoOBbIX HDOCTPZHCTB,

~ § 1. Paamiuuble onpeAefctiis pacTeopa HOANPOCTPRHCTE

M. T. Kpeiia, M. A Kpacuoceascknit n I TL Misnan Bsean [11

caeyoree onpeiedetiie pacToopa ABYX noanpoctpancrs P u Q Ganaxona
npoctpancrea E:
@ (P, Q) == max {supp(x, Q), supp (y, P
xEP.lxl =1 yeQ. tivli=1

3paunTebnas YacTh npiMeHeHni 9TOro NOHsITHR OCHOBAHA Ha caeayomelt
teopeve, joxasantolt B [1].

Teopema 1. Ecau pagsepiocmu™ nodnpocmpancms P u Q Ganaxosa npo-
cmpancmea E He pasHul stescdy cobod, mo Q(P, Q) > &, ecan npu INOM

no kpadisell sepe 00HO u3 nodnpocnpatcme P u Q xoueurosepro uau E—
2u2o0epmogo. NPOCMPAHcgo, no 6P Q=L .

1. 1L Tox6epr u A. C. Mapxyc [2] caenyoltid 06pa30M BHIOH3MENMIIH
onpejesielue pacTsopa:l _ ,
(P, Q) = max{supa(x, Sa) supe W, Se)}

""" xgSp 2€5Q

{rae Sp— exumnuuas chepa B P, 7. e. MHOXECTBO 3.1eMeHTOB X € P || xlj=1;
anasorHuHo onpeleasercs Sg) H yCTAHOBHJM Celyloilee Npeiomkerie:

Teopema 2. Muozcecneo nodnpocmpancms 6araxosa npocmpancmea E,
8 KOMOPOM PACCIIONHILE MedNc0y noonpocmpancmeanue P u Q on pedenrneica
xax pacmeop © (P, Q), ecniv noanoe Mempuueckoe npocmparcntso.

Herpyano Bujers, uto 0 (P, Q) <1 1 4TO MMCET MeCTO HepaBeHCTRO

/

5 e(P, Q) <8P, Q<20(P, Q).

Teopema | u, COOTBETCTBEHHO, TeopeMa 2 CTAHOBATCH HeCT paBe Bl

M, CCJIIf HMeThb B BHAY pacTsop O w/iiH, COOTB@TCTBEHHO, pacTBOP 9. Mut npu-
BOJUIM ONpeC/ICHNE PACTBOPA, IIPH KOTOPOM HMEKT . MECTO yTBEpACICHH: TEO-
peM L u 2. -

A

* PajvepHocTb Ganaxosa npoctpancrsa E NOHEMAETCH 37ECh KAK MHHHMAALHAT MOUHOCTh
MEOKECTBA, Jueiinan ofeouka xotoporo naotia B E. Ouesimio, ecau £ GeCKOHEUHOMEPHO,
vo dim E pasHa MEHUMAABLHOH BON{HOCTH BCIOJY MJOTHOrO MHOMECTEA B E. .
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Onpeaeaenne. Pacmsopos nodnpormpancme P u Q Gydest Hazvieanie
eCAUMURY - '

AP, Q) == max {supp (x, To), supp(y, Tr),
_ veTp veTy

200 T —eQununnptti wap ¢ P, m. e. mnoncecmeo aaeseumos x ¢ P el 1l -

~Anaaceutno onpedeasemcy T .
N

Jlerko nposepsioTesi HepaseHcTBas o
L8P, Q)< B(P, Q) < 1, (h
CiE (P, Q)<< O (P, Q) < C0 P, Q), 2)
riae €, >0 un C, > 0—abcomnoTnnie MocTOSHNLIC (TOYHbIE 2NAUCHIS  STHX
HOCTORHHBIX HaM Henssectdst). Kpoyme Toro, B rininGepTonont npocrpaticrse
(P, Q) =0(P, Q).

Teopema 3. Hdasg pacmenpa © (P, Q) wneom stecmo ymeepiucdenud meo-
/ 2 Y
pest I u 2. ;

Hdorkasarteancrso. 13 (1) 4 teopenur 1 Boitexaer, 4ro Aas pacTsopa
O (P, Q) cnparennizo yroepacienne teopesint L Ha ocnosamiin (2) w reopennr 2
B JI0KA3aTCIBCTBA CHPABCAJHBOCTH Y TECPAIEHIEA Teopedbl 2 OTHOCHTEALHO
pacTsopa O (P, Q) nocrarouro 1okazaTh HECPABEHCTBO TPEYrobiHKAa:

O (P, Po) < € (Py, P) -8 (Py, Py). NG))

Ho (3) sBasercst wacTubiM cayuaen caeayiomeii el [3].
Aearara (P, Naycaopd). Lcau 6 mempuneckos npocmparicinge R onpe-
deaeno paccmosinue seacdy suoncecmeany AR u B R

r (A, B) = max {supp (x, B),  sups(y, A)},
1ga HED

TO AJs Npon3BoiLibX Mioxkects A, R, A, < R, A, <o R nveer mecto He-
PABELCTBO v

r(A;, A) <r(An A) (A, Ay,

Teope.\za AoKasasa.

7 <4q <1,
Taxast, YTO ecJ B GanaxoBoM MPOCTPANCTBE PA3MEPHOCTI ABYX HOAN POCTPAHCTH
Py Q ue pasHb Mexay codoli, To & (P, Q) > q. ’
Anacioriunelit Bonpoc jaast pacteopa ¥ (P, Q) 10 cHX nop He peel;
BRIACHCHIE JKe €70 15t pactsopa 6 (P, Q), Gopyaibo rosopst, MOTJ10 GLL-BCTPETHTL
MeHbuilie TpyAHOCTH B cuay (1). Bosuokio, 4To nmpH A0CTATOUHO KECTKHX

— - 1
I‘ICII3B_CCTHO, CylecTsyeT il abcomoTaa  1oCTosAHIan q,

“orpannuennax Ha £ u Q n3 cootnourenist O (P, Q) < o upn HEKOTOPoOM 2 >0

BuITCKaeT n3oMophuan nogupocrparcts P o Q. Hexoropuwe ocnosauust st

TAKOTO NPEHNONONEHHT JAeT CAeAyIdiLas &= : oo
Teopema'4. Ecau e cenapaGeavron Gaxaxoeom npocmparcmee 04 nod-

apocmparicms Pu Q O (P, Q) < Yu P usosempusno 1, (*), mo Q usosoppro P.

- -~ kad
* 1,0 > 1) — npocTpasncTBo  qHCIOBhIX nocretopateasnocteli {5}y, 299 woTOPMX

oa .
- Y . . o
CXo,Tes pan \ . }E, ,'U. C CCTCCTECHHO OPEIeICHHbIMII BEKTOPHLIMH  ONepanuaMy i HOPMOH

i=1
- 1. '
ledz = 5)al)s L L
A3 413 - - . ,
¥ . ) 3 N
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NoxaszateanbcTso. Hav nonagoGures Caelyiouias JeMya, HEABHO
noayuernias B, J. Muabmanoy ™, KOTOpYIo Ml TIDHDCACM B HECKOJILKO
ocaabaenuoit dopxe.

Jestsa. Ec.au cenapabeavroe 6anaxogo npocmpancinieo E ne usomopipro 1,
mo 042 NpPou3oALHOL HOPMUPOBAHHOL cucmeml x)ier 6 E u uucia = >0
cyujecmayent NOAHAaL 8 E cucmesa {_1/,},“;1, maxasumo || x; —y, N <z, i=12, ..

[1pe;inosioItN, YTO Y TBePIKACHHE TCOPCMbI 4 ne wumeer mecta. Ilycrs
{edr __ectecTnensul Gasne B {,. Tak Kak npu nexoropom a >0, (P, Q)<
< a< |, TO N3 JeMMLI BLITEKACT, 4TO B Q HAiiileTcsl noJHAs CHCTENA g iey
pas kotopoit |, — g lf < a < 1. Ouesnauo, | gl <1+ a Hyeen

n . n
sl <0+ aXlsl=t+al el

C Apyroii CTOPOHbI,

H q‘llgl i :: '.“::; 1,64 _;_‘_\"‘ %y (gl - L"-) ” >

i=1 =1

el = g e > 1 —a)l| Sael)

i

Takum ¢0Opa30M [oay4aen

~

n : 1 n

] n .- |

(1 —aiYael< [ Yag ] <+l el
. = =

g= i

1t

C.1eopateanto, cueininiit onepatop T, onpeac/eHubil Ha MIOWMKCCTBE « BCex

T il ’
o~ - " A " Al 1
KOHCUBRBIX JIHHBCIHLIX KOMOHHAUIHE }__ 2,6, B P (bOPM)’.’}OKl T ()_ l‘C‘) = }__ 2.4,
8 Font

=1 Il =
OrpaniieIl H Orpaniuciino o0paTHM. Mpojodkaa efo una eee P, noayuin
TpeGyensi usomopduan £ oia Q.
Teopesma joxaszaua, oo

§ 2. Haxuaon

re

Onpexcaeune. Tycmo P 1 Q nodnpocmparncme 6aHaxosa npocimpa-
smea L. Bydem naswsamo waxaonosn P« Q eeauquny :

o | (P, Q) = infy (x, Q)

xg P eli=1

Hakaonon nodnpocmpancniea P gaesenay x € E Gydeat Ha3016amb HAKA0/

P & 0OnoMePROSY NOORPOCIPaH MY, NOFEINCUCHROMY JMUM IACMEHILOM. Ana-

A0PUHAE ()II,’)L’OL’.’Z{I,UY HAKAQH 33eNCHINA K Il(JOIZ]1(?(‘_]”/)0%1(’/)1(?!/ U 3 2CHMCHIMA K a4e-

AMeHImny.
TIpuaeneiitst 5TOFO ORsTIsL (CM., nanpuep, [4]) B Teopun Gasicon (*¥)
CCHOBAUB! 1A CAELYIOULEM KpiTepi, aatioa M. M. Ipuubmosox {5] B oprie,
\

# Dot -peavavrar B. [l Miabuana gasomen B CTaThe, KQTOpan B HACTORUICE Bpens
HAXOTHICS B DeqatTs. )

5 [ {oc e OB TEAEIOCTL ;) .y B GANAXOROM NPOCTPAHCTBE F uassinactcs Gasncom B L

A Wi =1 )

ecait suoGoil aaeneHT & € E momeT OulTh eAuuCTECHubM  00pa3oN ApEACTaniCH B Bhae ¥ =

© :
A - . o 4 . - -
= N ae; Eean fe;}., anisercs GasncoM s cuocit 3avknyToit anueltion o6o101Ke, TO 0HAa

eed
i=1 ) . .
naspipaercs Gasncuoi B L, ) . : -
/ a
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SKBHBAJdCHTHON npuBo MO, YeaoBiMes 1as AaHnoil 10c/e108ateabHoCTH
{e,}., oGo3nauats uepes P,y § <7 j auHeiinyo 00OJOYKY HAX 3JICMCHTAMH
L€ Cipps v ny €

Teope.\m 5. Hdaa. moeo, umobnt noanas nocaedosameavrocms {e, ), a0a-

naxosos npocmparemae E 6uaa 6asucom 8 E, neobGxoduso u ()mmmnolmn
#modbl 8HINOINIAOCH JCA0BUE

' N\, o
(Pl.t'.r i+1, /) 23>0, l_<], h R

Y

ede 3 He sasucum om Lw j (mounaq eepxnaq 2pans marux 3 wasvieaernca
undercost Oasuca {e;} u obosnauacmey 6 datvneriwes 1 ({e,) ).

—~ 1 . .
Herpyano misiers, uro (P, Q) = A rie A—oneparop npoeKTHpoBa-

Hua M3 P Q wna P, napaasessno Q. [HelicTauTenHo,

Xl 1 1

1Al = s L3N, = -

AN = 0 eyl ™ o I Al Q)
, xgPovee vl '

[TounsiTie HAK.IOHA HCCHMMETPHUHO! B oluge Caydae 1 Ts0 HEKOTOPLIX

~ ~
PuQ (P,Q)+(Q,P); creiryoutas teopema laet OLCHKY «CTEeNeHH HCeCHM-
MCTPHUHOCTHY. ) -

R N R N .
Teopema 6. Ecau (P, Q) =38, mo (Q,P) > l—;——? Imo  HepaseHemaeo
-0
mounoe npuw aodom &, 078 <7 1,
HJorxazareavcrno. Ilyetb gy Q, [jyfl =1, x ¢ P, oucunn iy - xil.
Pacmorpu\x ABa caydas
1
L jjx] < 7 TorAa
. 1 5
i - I | _ —
g+ xil =yl ;xl]’/ I+a 148

2. f!xﬂ_>l z» Toraa
-+l 000 Q3 (PUQ x> s

~Tak ‘xax adementst x €P n ye¢ Q BLIGPAME! TPON3BOALHO, - TO [10J1Yy4aeM

@P)y= ini Jlyrfis—. -
yER. :

Ilast yCTaHOBJICHHA TOMHOCTH 3TOFO LICPABLICTBA PACCMOTPHM jiBe (yHK-
w3 C{0, 1 x (=1, y(¢) = (1 —8) -+ 234, Henoupc,umemxo nposepsiercsl,

4TO
(¥, L J) =3, (g, ) = i
Teopema 6 joxasana.

13 .
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Teopema 7. Haa nioeo, ool 6 Ganaxosom npocmparcmee E, dim E>2
dasn aroberx dsyx NOJRFOCHIPARHCING P 1t Q auinoanAA0ch COONMHOUEHUE

(P.Q)=(Q.P) (4)

. i
neoGxoduno w docmaniouno, unoovt E Getao RPOCHLPAHCINGOM CO EKAATPHOLM

npoussedeniueM.

JlokaszaTeAbCTBO. . .

Heobxodusocmy. TlycTb Anst JoObX ABYX UOANPOCTPAHCTE B E Bwinod-
neno (4) 1 nycts £ —TpexyepHoe NOANPOCTPALCTBO B E, a P—upo-
H3BOJALHOE | ABYMEpHOE  MOANPOCTPAHCTBO B E& Ouesnauo,  Hafiaercs

Ly N N

saevenT x € BE®  rakoii, uro (x,P)=1, no Toria (P, x) = 1. Kax ne-
TPYAHO BRIETL, 9TO O3MIUICT, UTO WH/INHAPHUCCRAI NOBEPNHOCTL € HAnpas-
asoweli Sp (Sp— eauunnunas cdepa B P) 1 00pa3yIoUIHM BACMEHTOM X 5iB-
JdeTest oHopHOIl K CAHNUUHOMY 1Hapy T g £6) . Tak Kak noAnpocTpancTno
P puiGpano B E® 1mpoy3poislio, TO OTCIOAd BLITEKAET, HTO rerto ' TE ecTw
samuncon1 6] W, caeioBarTedbLiio, L&) — sprangono npoctpancrso. Ho rax
KaKk moGoe TpexMepioe HoANpOoCTPaucTBo B E spranaobo, 10 E —mpocT-
PAICTBO CO CKAMAPHLIM 1TPOH3BEICHIICM [7], 4TO M J0KA3LIBAET HEOOXOjH-
MOCT L.

IlewanecTHO, CIPABEATIBO M YTBCP/K elHe neobxomnsocti npu dim E=2.

Jlocmamounoems.  Ilas  ABYNCPHOro  3BKNLOBA  MpoOCTpancTsa (4)
ouentyio. Ilyers P Q noanpocrpanctsa  TpocTpancrsa co CKADSIPHBIM
nponspeiciiient, OuepiHo, /1131 AAHHOTO & > 0 Haliayrca ojAHOMEpHbE NOA-
npocTpanctsa Py P on Q¢ Q, Takne uro

~ 2N : ;
(P, Q)y> (P, Q) —=. : 5)
_ N\ N\ ~ ‘
Tak xax, ouesnano, (P, Q) = (QuP)) > (Q, P), = ) umeen

(P Q)> Q. Py —=

.- -~ ~
W B CHJAY TIPOH3BOJLIIOETI & M0.1yHacM (P,Q) > (Q, P). Taxum e o0pazoM

JLOKA3bIBACTCA 00pATHOC 1ePABEHCTRO (@, P) = (P, Q), oTKyja it BLITEKaeT 4)-

Teopesa nokasaua. ~
Teopema 8. Hycmo e}, — noanas 10cAe00BAMEALHOCINb 6 GaHAx0G0M

npocmpancnise E w nycms (P peq) = B,. Ecau 118, =3>0, mo e},
g 1=1 -

sasgemes 6a3ucon 6 E, npuues 7 (le)r) >0

: A
Hoxasateavcrtno. [lyctsx€Py yy€Py j ¥y= N age, mMeeM
i1

' k=i
. /7‘1 N j—1 .
- ‘
fx+yll= | x “3‘] ),H ae, + el > |l x “f“’ ,\.44 lU-A@k e (PI.//i-17 ) >
fo = 1] . R=i4-1 | .

iz ' /S .
> x “*”, );_;Hak% e (P, =20 €11) (Py, 11, 8) >

=

> ool B Bai e B> xR
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Oro oznauaer, uto (P, , P, ) >3 una OCHOBAHIH TCOpC\!b( 5 noc.ejona-

TeabHocTh e}, abasiercs Gasicom B E. o
Onpeneaenne. Hopsuposannas nociedosameasHocms {e,} ., 6 bana-

X060SL  RPOCIPAHCMGE  HA3LIBAeMCA  C-Munusaionol (8 >0), ecau p(e,

T ) hy I3 .
Py _*—11-}-1.m)>0| i==1, 2, ... : R ' o
Teopema 9. Basuc {e,} |, le,|| =1 ¢ undercoss 1 ecmv S-sunumaivras
- . 2
nocaedosameavrocmn, ede & = 5 el

HoxasuareascTno. [lyers x € Py ., y€ P, .; NpHMCHsIS TeopeMy
6, meeM .

n 1 P~ / » 1 1 1
0e, ~}‘.&‘—;—i.1/]l - “6’ ” e, l,i—l)'(pl.iv Pz'+].m)> i]ei“ TS T T

. Cob P
i=1, 2
& ‘ o3 by 12
YTO H O3HAUYACT 3 — MHHHMAJILHOCThL HOCJCNOBATEILIOCTH e} 1, § = .

Caexcrpue. Ecau {el” | Hopymuposannas GazucHad nocacdosame.o-

HOCIbL € UHOCKCOM Ty MO 8 PA3AONCCHUL HODAUPOBAHHOSO JreMeHma - X =

o

]
= _\__ a8, WAeont MeCin0 HepaseHcmeoa

1==1]
l“i!‘gl_j:;‘l' i=12 ...

Teopema 10. [Tycme {e,)= | — nopuuposannas Gasucuas nocaedoswne.o-
HOCING € WHOCKCOM UL Nycinb nnc..zcaoa(une;zz;fmcmb (g7, ydosacmeopsen

ycaosuw e, — g

, . Y .oay?
ib<<e, =12 ..., ede‘\.s,s; 1—,’ — 0 < a< L. Toeda
ey T
=1
n

—d
1=

- . . 1
onepaniop T, 0/1[)(30(3/’18HH()1U HA  MHONCECIBE AUHEUHDIX I\'().‘.’GNH(H(UN A a.e;

143 n
1 o Al AJ —
Propagaoit T (N ae) =N a,g, oepanunen u oepanutenno obpamus, nputes
f=] =1 .

max{UTH 1T ) < g -

l—a’

N n
c;(—g,=h, n nyct x=> 1

Hoxk a_3aTe.nbc TBO. O003HauHM
K i=1

€;

&

.‘ . ) .
Tx =Y, a,g, = y. Ha ocnomauitit caejicrnus 13 TeopeMil 9 nMeeM

i==1
o < 2 e, i=12

NO3ITOMY ‘

| A
e leg < *;‘”'”\ < allx]

1——! (=1

L=y = | E/z

, C.'IQ}LOBB'J‘GJH)HO,V
1——a)H—CH\\IlNH (I +ayflxl,

YTO K joxasbiBaet Teopemy 10,

f

g
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N ~
B 3aksoucHHe OTMeTHM, 4TO HaK/1IoH (P,Q) cBs3al € MHHHMAALHBIM Y I

oM ¢ (P, Q), pBeACHHBIM B [2], caeaylouiuyM o0pasoM:

sing (P, Q) = min {(P/,\Q), (QT\"P)}.

§ 3. O casn3u Memay PpacTBopoM H HaKJIOHOM

QOuesiiano, HMeeT MeCTO HECpaBeHCTBO

PTQ) < 0(P, Q).

cayuae (P/,\Q) — O (P, Q)==1, B0 BTOpPOM C.yuac (P.Qy=19

(6)

-3 ruan0epToBOM NMPOCTPANCTBE B TPHBHAILHLIX  CIydasx, KOrAd P u-Q op-
TOroHALHLL WL COBUAAAIOT B (6), HMCET MECTO 3HAK PABEHCTBA: B NCPBOM

(P,‘Q) = 0. Kpo- " —_

g TOro, ec.’ Pu Q oHoMepHbl, TO B C.ayuae I‘H.'lb6L‘PTOB3 npoc;rpancrsa

B (6) TakyKe IHM2CT MCTO 3HUK pABSHCTRA. Oxazplzaetest,

0= p -7 1 st HeROTOPLIN HEOLHOMEPIHLIX O/ UIPOCTPAlCTB

npu modom p,
P u Q 8 i

~
GEPTOBOM TTPOCTPANCTBE BOIMOKHO pascictso (P, Q) = (P, Q)= p. 10
NPCATOZKEHIE SABISCTCH MACTHLINM CAYHAC cledyIouLeil TeopeMbi.

Teopema 11, B euaszpmososl 1 pOCIPAHCILSE H dag wodoco Hamypato-

woeo n> 1o wacea p, g 0 <0 p<lq << cygecmayiont n-ate
parncmea P u Q, 012 KOMOpbiX

PLQ) = p, O(P, Q) =q.

‘
an

pHete nodnpocin-

Toxasateavcrso. Hyer {e,}, OpTOHOPMIPOBAHHAN CHCTEMA B H.

floaomin
Xp = Cajun J A,y Y, == Cojy — Al == l, 2:

(mic1a @, OyayT BLOpannl mosme); P, u Q,— o1uoMepHbe Nl

LN 7

O:1IPoCTpatcTna,

HOPOACICHHC COOTBETCTRENID DIeMeHTaMIL Xy 1 U, = L2, ..., n Oovo-
snauy PPy Py oo P Q=0 Q,+ ... +Q, Ecm x=

. 2,X;, TO, KA4K JIeI'KO BIACTD,

4y
o(x, Q) = ] lg_:{,a (x5 Q).
HenocpeACTBeHHbIT TI01CURT AAeT!
’ 2a; R
P(xn Qx): : 121,2,...,71.

Viva

7t . .
Yunrpisas, uto x|l = i/}_‘_ a? (1 -}- @3), useem
=1

-~ % ,Hi |+a?
(P. Q) =min2 =
. ) x af(l»—l—afv)_ .

1=

@
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Y 2,4
bed ] 1 aj
e H
max‘ }t E) = max 2 —n-'—'~——-—— . 8)
AP - 9 -
€ N Nt +a)
1=
Tpunten, uro
1 P B < n 9)
Vfa d-as 5 T ay (

TOI',’lZl SOUERNAHO, MHHHMVM HITH M \CH\I}\! B (8) JlOCTHIFACTC S, KOr1a BCe 4,

KpoMe 2, LI, CcOOTBETCTHBCHHO, 2, l)chN HYTIO. Tax xax MHEHMYM HH

ja . 1
MAKCHMYM BRIPAYKCHHA l__lLZL— papsn coorseTeTenno T 5, TO MOKIO
A+ ou
¢ canmoro navaaa spopats {a,}’ | TaK, 9100LL BLIIOINSIOCH (9) i papencrpbo
a £ o a - .
b= L e 7 Torza uz (8) noayui
14 u; 27 1=,
. 0 Q)
(7 Q) = p, max
oy _n o
Ho u3 (7) BmiaHo, uvto
s (X, u, P
max - ) . max Y '( L (P Q).
,\EP |l'\ “ ~GQ “

Teopena Jo0Kazana.

Tloaaras 8 teopese 1l p =g, noayuaex

Caencraiue. B ecuwbzpmosos apocmpancmiee 013 00020 wncaa p,
0-: 1, < 1 cyugecmeyiom n-atzpHot ROINPOCMPAHCINGA P u Q mawee, «mo
p'(’\'\ T -’-H—~- P onpu .H()Julk xeP, yeQ.

Taxrat e MeTO10M ‘reopma il MomeT OblTh JORasada 4t 1 ¢1yqas
GeckoneatioMepupX  nonpoctpancts P Q.

8§ 4, Yca0BUS 3aMKHYTOCTH HPSIMOIL CyMMBbl NOANPGCTPAHCTS

On pe neaenwe. Ipynnosoit cysaoti P-4 Q nodnpocmparcms Puq@
Ganaxesa apocmpancmsa E Has)lanemcq uHovacnwo geex 3aesenmog suda
X4y, ¢ P yeQ. Ecau PNQ =0, mo P+ Q Hazvieae: nm npasold cyat-
a0t w obosnaqacmca P~ Q. . -

Quesiito, ecaan Py Q KOHEYHOMEPHO, TO P - @ samxuyta. as Gec-
Koneunoyepupx P n Q zamxmyrocts P - Q ne Bcerna IfMeer MeCTO. Ma-
BecTHLIE reoMeTpHUeCKHe KPHTEpPHI 3aMKHYTOCTH NpPsiMOfl CyMMbLl 11041pocT-
paHcTB (M., Hanpuvep, [8]) MoxHO lepedOpMyInpoBaTh B TCPMHRAX HAKJ10-
HOB CJEAYIOULHM 0GPa3oM:

Teopema 12, [as moeo, 4moOst npanad cyama deyx noaf’pocmpchms
PuqQ oaﬁmosa 1pOCIM PAHCITSA Ooraa 3CURHYMA, Hcoo,xoc)u MO U JoCmamoiHo,

ymobot (P Q) >0. K
[lepes (opMyTPOBKOIT OCHOBHOrO PesysTatd 31010 naparpada ycraxo-
AHM HECKOJIbKO BCTIOMOTraTesibHbIX npe;mrm(emm. ‘

¢
H
i
1
3
¢
i

i
i
{
|




RN R TS

'~

202 ‘ B.H. Typapui

“Jlestaa 1. [Tyems Pou Q nodnpocmparncmea Ganaxosa npocmpancmsa,
[):Pl-;—Pg) Q:(2]+Q2¥ ’ ’ ‘
N\ 7N\ N\
. (Plapg _AL Q):a’ (erQg_}—P) :3) (P“:’ Qg): 1-
Toz0a : ’ ‘

P, Q) > i (10)

Lol M VI
Hoxasatenncrno. Tlyeth x€P, yeQ, Lxll=1, x=ux +x,, y=
=Y+ Yy X, €P, Yy €Q, i=1,2. Ouenusas i|x - yl, paccMoTpHM ABa
cayuan: _ ;
Lo+ ]Iﬂy, [l > a (a suGepex nosxe).
Irot cayuail B cBOIO Ouepeib NORPA3AETNCM HA jBA:

- a3
a) g fl = ~» Toraa
3
bl =1x + Co b o F ol > fnlla > 55,
- ' a3 | 1 oa
6 llxil<; ——3, Toraa {ly, N>a—}{xl> T 1ML Hveen

. az3

1%y = o - ) 1 > 2
H, TakuM obpazony B cayuae I:

a»3

-t H ~- -
e o> 8
2oilx gl <a roraa x> 1 —lx 1l = 1—a i nveen

N toll =1y -ty 4 x F o> lx g =0l 4+ llnl) >
llly—a>(l—a)y—a :

753

ST az; .
Butipas a kax kopenn ypaBueHis iz ={l—a)1—a, 1 e a=

. "‘ b
- 1 (24 5) . e Tar
= T T -, Mbl B 000X CayHasx OTYUHM
a-i-B 4 ap - ay 5y

aiy

w1 N i

, “*“_y}l>a+ﬁ+lﬁ—%a'{+fi‘r’

oTKya u surekaer (10).
Ouernaua caenyiouiast . ,

-~

Jdesrma 2. Ecau PNQ =0 u dim P < o, mo (P, Q)>0.
Aemma 3. IMycms R w S noonpocmparcmea ronetrols ropassmeprocner

& nodnpocmpancmeax  coomeememeenno Pou Q  Gamaxcea npocmpancmea,

<\ .
uw PNQ=90. daa moeo, umotu (R, 8) =0, neobxoduso u docmamonno, umo- -

3
Gor (P, Q) =0.
OueBnno, B 0Ka3aTEILCTEE HVIKAACTCS TOJBKO JA0CTATOUHOCTD. MTyern ™
~ . h
(P,Q) =0 u nyers R u S" — upavvie gonoamenssi. k R u S 8 P n @ co-
orsercTpento; oueBino, dimR <=0 u dimS <. Taxk xax PiQ =90
HRAR=0, 8NS=06, To R'NQ + Ry=0u P+ 8 =06. Ecan
. - N o . .
obosnaunts (R, Q - R)=a, (§,P1-8) =23 (R,S) = f, TO Ha OCHOBAHHH
Jesmbt 2 o> 0, 8> 0, Ho Torja u3 JeMmybl | BHITCKACT: 1=0, uro u Tpe-
00BAJIOCHL HOKA3aTh. ; . f
Hemara 4. ITycmo P xonewnostepnoe’ nodnpocmparcmeo a 6anaxoson
npocmparcmee L. [ npouseoavrozo, naneped sadannoeo § << 1 cygecmsyent
N -~

noonpocmpancmso Qs Koweuwoti kopasmeprocmu 8 E, maxoe wmo (P, Qp) > 8.
DTa JieMMa B HedBHOM BHjle conepxurcst B {9], {eM. Takme [4]).
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Onpeaeaenne. Becrkoneunosteprse Garaxos npocmpancmea P u Q

Oydes Hasvioamo HACMUMHO UBOMEI PUHHBLIL (vacmuuno usomopuniiue), ecau

048 moGoeo 1> 1 (coomsemcmeenno 0.4 HEKOMOPO2o 4 < o0) cyujecmeyiont
Geckoneuroseprsle nodnpocm pancmea P,cP u Q, < Q u usomoppusm T P,

na Qq maxue, wmo max {i{ T ||, T <n. Ecau P u Q ne wsawomen wa-

CIMUARO L30MeM PUtHLLME (4ACINUNHO U30M0PPHbLMN ), MO Gydes Hasmeams 1ux
CYUECINBEHHD HEUSOMEMPUUHLLIL ( CYI{CCEEHHO HEUSOMOPGIHbLIILL). '
Herpyano nokasats, nanpusep, uto ecat £ ect OHO H3 NPOCTPAHCTR

[ Cop Ly T<ip<oo® E u [, = Geckouednonepitble noinpocrpancrea ok,
10 E; nt E, 4acTiino uzoneTpuu. Ipisepaz cyuecTsento HeH3oMopdUBIX
{a 3RAUHT i cyunrecTBeHNO HEH30METPHUNDBIX) 1TPOCTPAHCTB MOFYT CJAYIMKNHTH l,

Ui, p> 1, r=1, p+r, a Takie {,, p=1 1 c, ’ '
Teopema 13. [Tpanaa cysna Qoyx CYULECTNBEHHO  HEUSOMEMN PUMHOIX NOO-

hpocmpariems 6anaxosa npocmpancniea saMkHyma. :
Horaszareabctro. TMpenodosny, uro IpAMas  CyMMa  nognpoct-
pancte P u Q, rae P u Q cvueetnenno Hen3eMeTpHInb, nesamkHyTa, Torja

-~
no reopeme 12 (P, Q)= 0. Iycrs {31, {z).-, noaoknTeanuuie nocae-
ZIOBATEJALHOCTH, TakHe, yTo

5 7 A #
[[e.=8>0 Ve < (11
) f=1 =z . .
~ . - . ’ .
Tax kax (P, Q) = 0, 10 waii;1vrea 1pa sa0MenTa epngLeeP, geQ, e =1,

Taxie, 4TO {le, — g, ||'< ;. [o Jevne 4 naitieres HOUPOCTPANCTRO R, KOHeUNoii
: ) ~~
Kopasnepyocti B P, taxoe, uto (e, R)> %, mo Tak Kaxk no Jewve 3
'~ .
(R, Q) =0, to wafigyrcs asa saeventa e, g, e, e R g,eQ, e, =1,
. N\ N
Taiue, uro |le, — g, || <s,. Ouesiano, (e, e,) == (e, R) > 21 Tvers Py, —
JHHEIHAN 000J04Kd  3J1CMEHTOR e u e, o emse 4 naiilercs noanpo-

CTPaHCTBO R, Komeunoit Kopa3svepnoctn s P taxoe, uro (P, R,})> 3, no
TaK KaKk no Jaeie 3 (R, Q) =10, 10 Haliayrest ABA DICMEHTA €3 B gy, ;€ R,

, . _ VAN
2 €0, lley]| = 1 Taxue, urg {l¢,—g, ey, Oueniano, (P, €,)>(P; ,, R)> 3.
Hpogomxas neorpamientio stot npouece, vl LOJIYWIM CYHIeCTBOBANHE MOC.Ie-

Aosarenvrocredt e} w (g, )y, €€ P, fle| =1, g,¢Q, i = 1,2, ... Taxux,
uTO , L : o .

/\ s 1 . ' - S

(PL. i ci‘H) > :ji H li € g, ll < i == ]’ 2! sen . (12)

(P,,,— nnuelinast oGoxouka HAL 3JeMCHTAMKH ey, ..., e). Ilyets P, it 0, —
Jmuelinble  ofosaousu max {e), 1 cooTsercTBeHNo nay {g)_,. Ouenpio
dim P, = <o u dim Q= co. Ha ocronanuy (1), (12) 1 reopemut 10 cyuie-
. - o ey [
croyer wsoMopdusm T Py ona Q, rtaxofi, urto max (| T}, T} < [
M TAK 'KAK & MOMEO GblIO C CAMOTO Hayada EBsIGPATh CKOb YIOAUO  MAIbIM,
TTTTTUTO nognpocTpanetsa Pou Q uacTtiuio H3OMETPHUHDI, YTO NPOTHBOPEUHT Yc.10-
BHIO TCO[LEMEL,
Teopema aoxasana.

Co -~ NPOCTPANCTBO  CXOANMINKCE K HYJIO UHCIOBHIX  10CICIOBATEILIOCTEN {Ct,~}:=l

C eCIeCTBEHHO Oonpe/lesie LMY BEXTOPHBIMI onepaussvi n Hopyoil || {5 ;l |l = max Wl
, i

i
i
i

i
i
!
i
H
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Caeacreue. [Ipanas cysmsa pedaekcusnozo W clyueCMeeH o Hepedaess
cuaH»20* nodnpocmparncing 6aHaxosa NPOCHPAHCINGA SAMKRYNMA.

Teopema 14. Ipynnosas cymma P 4+ Q dsyx cyuiecniceHHo HeuzoMempu-
Hotx nodnpocmpanems P ou Q Ganaxosa /zpmnzp(mcmea 3aMKHYyma.
P Hoxasateasctno. Ilyers P1Q = R. M3 ycaosna teopemnl ci1e ayer,
yto dim R < . Ho roraa cymectsyior noxnpoctpaucrsa P, <P uQcQ
Takie, uro R 4 P, =P, R 4+ Q,=0. Tax xak, ouesiuuo, P,NQ, =10, 10
: no teopesme 13 P, -~ Q, samxuyra. Ho Toria, yunrtsiBas, 4ro R xoneuio-
v MCPHO, NOJYyyYaeMm, UTO CyMMa .
S ) ) P’}'Q,:R’{'(Pl'}‘Ql)“
. 3aMKHyTa.

. Teopema jokazana. . . .
Caeactsue 1. Ipynnosaa cysma peghieKciuenoco u cyulecmaeHno He-

: pehaercusHoco nodnpocm Parcme BAHAXOEa NPOCM PAHCINGA 3AMKHYMA.
v Cacacrsie 2. flpanaa win epyanonas CysmMa cyuiCccingerno Helso-
' MopihHbx uor)npocm/)uu"'m 0aHaxeaa NpocmpPaHcnea SaAKHYMA.

Hz 1eopem {2 1 13 suiresaer

hopema 15. Ecauw nodapocmpanciiaa P ouw § Ganaxosa  npocmpanciiga
‘CuecnBeHHo Houdosempiiant 4 P Q =9, mo smu nodnpocmpancmsa obpa-
SYIONL NOJOXCUINCALHLIL MURWSAI0HOUL Yoo,
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