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FORMEN DER SYMMETRIE VON HERMITESCHEN QUASINICHTEUKLIDISCHEN QUA-
TERNIONEN- UND ANTIQUATERNIONEN-RAUMEN UND EINES REELLEN (UASISYM-
PLEKTISCHEN RAUMES

In der vorliegenden Arbeit sind alle Formen der Symmetrie hermite~
scher gquasielliptischer und guasihyperbolischer Guaternionen- und Anti-
quaternionenriume: zu finden sowie eines reellen quasisymplektischen
Reumes, dessen Fundamentalgruppe isomorph zur Bewegungsgruppe eines
{des) hermiteschen Antiquaternionenraumes ist. Die §§ 1 und 2 wurden
von T.M. Boguslavekaja, der § 3 von L.P. Andreeva verfaSt.

§ 1. quasielliptische guaternionenrfiume

Die Definition eines hermiteschen guasielliptischen (paternionen-
reumes §£m(i, i) [l} unterscheidet man von der Definition eines reellen
Raumes Snm [2] dadurch, daB in dieser Definition der reelle projek-
tive Reum P durch einen projektiven Quaternionenraum Pn(i, 3)

({3], 8. 578) und die guadratischen Formen

1)

in den Gleichungen des Kegels Qo und der Quadrik Ql durch die her-
miteschen Formen

ersetzt werden, wodurch der Kegel QO und die Guadrik Ql hier ein
hermi tescher Kegel und eine hermitesche Quadrik sind. Daher wird man
den Abstend O zwischen den Punkbten x und y  des Raumes §Qm(i, 3,

g o
deren Koordinsten durch dle Bedingung 2;4 P XQTXO = 1 nor-

miert sind, durch die Besziehung oA

(3)



bestimmen, und wenn & = 0 ist, wird der Abstend d zwischen den

Punkten x und y ermittelt:

. (4)
Wenn é % 0 ist, dann heift die Gerade xy elliptisch, wenn abexr
= Q0 ist -~ parabolisch.
Die Bewegungen des Raumes ER’) (i, j) , die ebengo wie im Falle
des Raumes Smn bestimmt werden , und bei n = 2m + 1 die Kobewe-
gungen dieses Raumes, die ebenso bestimmi werden wie im Raume 82m+1
{4}, kann man jeweils in der folgenden Form
(5)
und -
(6)
schreiben, wobei UO und U, - unitére Matrizen jeweils der
(m + 1)-ten bzw. (n = m)-ten Ordnung sind (bei n = 2m + 1 fallen
ihre Ordnungen zusammen).
Die Formen der Symmetrie und Kosymmetrie werden durch involutori-
sche Bewsgungen und Kobewegungén ebenso bestimmt wie im Raume - Snm s
wobei die Matrizen der involutorischen Bewegungen des Raumes
énm (i, i) ouf eine der folgenden Formen gebracht werdens
(7)
(8)

(9)



, (10)

wobei I =~ und I, Einheitsmatrizen jeweils der (m + 1)-ten bzw.

1 o o
(n - m)-ten Ordnung sind; und E, und E, - Diagonalmatrizen der

gleichen Ordnungen mit den Diagonglelementen + 1 sind.

Es zeigt sich - ebenso wie im Falle des Reumes shm [2] -, das
die involutorischen Bewegungen (5) mit diesen Matrizen jeweils Spie-
gelungen an einer singuliren m-Ebene, die eine elliptische m-Ebene
ist, an einer ellliptischen p-Ebene kleinerer (kleiner) Dimension
(p ¢ m) vnd ihrer gquasiellipiischen (n ~ p - 1)-Ebene, die durch die
Ebene AO verlduft, an einer quasielliptischen p-Ebene grtferer
(groBer) Dimension (p y m) und ihrer elliptischen (n - p - 1)-Ebene,
die in dér Ebene Ag liegt, und an einerx poiarisierten parabolischen
p-Ebene und ibrer parabolischen (n ~ p - 1)-Pclarebene{n§i§ fich mit

der Ebene A  schneiden und die Riume %%k(i, j) und Sn-p-l (&s 3)

gind, darstellen.

Im Falle des Raumes §gm(i, J) sind involutorische Bewegungen (5)
auch Bewegungen, die auf die ¥Form

(11)

gebracht werden konnen, die in der Form

(12)

geschrieben werden kinnen.

Diese involutorische Bewegung ist die Spiegelung an einer
komplexen normaelen n-Kette , die isometrisch
zum Raum §;m(i) ist.

Die involutorischen Kobewegungen (6) werden auf die Form
(23)
(14)

gebracht.



Diese Kobewegungen heiBen Pelartrensformation besziiglich einer m e -
trdsechen herniteschen Qusasdrik bzw. sines
Nulleystems, das (den) einen me t ri s chen hermiteschen
RKomypl ex bestimnt, Men kann zeigen, daB die siationidren Unter-
gruppen der Formen der Kosymmetrie, die durch die Kobewegungen (13)

und (14) bestimmbar sind, jeweils isomorph zu einer (der) Bewe-
gungsgruppe des Duoquaternionenraumes fg% (i, j, € ) und den

direkten Produkt asus der Bewegungsgruppe des Duoquaternionenrsumes

S
gn—l (i, J, &) mit der Bewegungsgruppe der Geraden R, sind; der

2
von N.D. Pecko [5] bestimmte Raum é;(i, j» © ) und der analoge
Raum §n(i, ds € ) bilden den projektiven Raum P (i, J, ¢ )
(unter) der Duoguaternionenalgebra (unter der Algebra der Dual-(ua-
ternicnen), in dem die projektiven Metriken mit Hilfe der hermiteschen
Guadriken vorgegeben gind:

’ <a>

wobei x — %  der Ubergang zu einer (der) konjugierten (maternion
ist; und x “m9§\ ~ der Ersatz der Dualkoordinaten der Duoquaternion
durch konjugierte Dualzshlen.

Wir filhren eine vollstindige Liste der Symmetrie~ und Kosymmetrie-
formen des Raumes §nm(ig j) en. In der ersten Spalte filhren wir die
kanonische Form der involutorischen Bewegung oder Kobewegung ani in
der zweiten - den Namen der Symmetrie~ oder Kosymmetrieform; in der
dritten ~ den Raum, dessen PFundamentalgruppe die stationire Unter-
gruppe der Form ist. Hierbel dst a = 05 1y suypPp U = P + 1, ovey B3
ol durchliduft p beliebige Indizes 0, 1, coe.y N, die sich von
0; 1, ¢..y m unterscheidens C? durchliuft die tibrigen Indigzes
Oy 1y eeey B,



.
5 "(1, 1)

1)} Elliptische p-Ebene kleinerer
(kleiner) Dimengion

2) Flliptische m-Ebene

3) uasielliptische p-Ebene griferer
(grofier) Dimension

' 4) Polarisierte parsbolische p-Kbene
5) Normsle komlexe n-Kette
6) Metrische hermitesche Quadrik

7) Metrischer hermitescher Komplex |

Wir stellen fest, daB die Gerade ﬁi(i, j) isomorph zum Reum R
([3], 8. 576) ist und die Gruppe der Bewegungen der Geraden ﬁi(i, i),
die sich als Quaternionen~Transformationen 'x = axb + o (la| ={b| =1)
darstellen, isomorph zur Bewegungsgruppe des Raumes R4 ([3], 8. 497)
ist. Wir fiihren eine Vergleichstabelle der Symmetrie- und Kosymmetrie-
formen der Geraden Ei(i? j) und der Symmetrieformen des Raumes 34
mit isomorphen stationfiren Untergruppen an. In der ersten Spalte dieser
Tebelle wird die kanonische Form der involutorischen Bewegung oder Kobe-
wegung eufgezeigt; in der zwelten - die Beweichnung (der Name) der
gymmetrie- oder Kosymmetrieform der Geraden ‘ﬁ;(i, )3 in der dritten
- die Bezeichnung der entsprechenden Symmetrieform des Reumes 34;
in der vierten - der Raum, dessen Fundamentalgruppe die stationéiren

Untergruppen dieser Formen sind.



Tabelle 2
E}_(i’i J) ' 334

1) Punkt 1} Punkt
2} Metrischer hermite- 2) Gerade

scher Komplex
3) Normale komplexe 3) 2-Ebene

Kette
4) Metrische hermite- 4) 3-Ebene

gsohe (uadrik

§ 2. Quasihyperbolische (unaternionenrfume

Die Definition eines gquasihyperbolischen hermiteschen Guaternionen-
~n~Raumes klsnm (i, j) unterscheidet sich von der Definition eines
reellen Raumes klsﬂm [2] dadurch, de8 in dieser Definition der
Raun vP# durch den ﬁrejekﬁiven guaternionenraum Pn(i, j) ersetat
ist und die quadratischen Formen (B) uné (e)

: | 'in den Gleichungen des Kegels Qb und der Qnadrik Qi
hier durch die hermiteschen Formen {a) und (a)

‘ ersetzt werdens infolgedessen sind der‘Kagﬂl Qb und die
tmadrik Qi hier ein hermifescher Kegel und eine hermitesc@e madrik.
Wenn man die Koordinaten x~ der Punkte, die nicht auf der Ebene Ay

liegen, durch die Bedingung
(15)
normiert,; wird der Abstand é\ zwischen den Punkten x wund y ,

fiir die in der Pormel (1%) das Vorzeichen das gleiche ist, nach der
Formel

(16)



bestinnt.

Falls sich die Gerade =xy mit dem Kegel Qb in imeginiren oder
reellen Punkten schneidet, die nichit zur fhene AB gehdren, dann 7
heift sie elliptisch buw. hyperbolischs in diesem Fall ist § # 0.
Falls sich die Qerade xy mit der Ebene A schneidet, helﬁt sie
paraholisch; in diesem Fall ist ¢ = O, und zwischen den Punkten
x und y wird der Abstand 4 definlerts

. (a7)
Die Bewegungen des Raumes kl n (i, j) s die ebenso w1ehm Raum
lg ™ bestimnt werden sowio bei mowom+l1 uad k =1 die Kobe-
wegungen dieses Raumes, die ebenso wie im Raum elsm [5] be-

2m4+
stimmt werden, kann man in der Form (5) bzw. (6) schreiben, wobei

die Matrizen vo und 81 posudounitire Matrizen sind, im ersten
Foell der Indizes k und 1 , und im zweiten Pall des Indexes 1 .

Die Symmetrie~ und Kosymmetrieformen werden sbenso wie beim Raum

klsnm bestimnt, wobel die Matrizen der invelutorischen Bewegungen

des Reumes Lg ® (i, J) wie auch im Fall des Reuumes 5, (i, 3)

auf eine der Fcrmen (7 -~ 10) sowie auf die Form (12) gebracht werden.
Bei n=2m+4 und k =1 existieren - wenn der Reunm kl o, i)

nach dem Dualitiéitesprinzip sich selbst entspricht, - in ihm invnlup

torische Kobewegungen, die suf die Form (13) und (14) gebracht wer-

den kdnnen.

Wir fihren eine vollsténdige Liste der Symmetrie- und Kosymmetrie-
formen des Raumes kl m (15 j) 4in einer Tabelle der gleichen Art

wie in §1 (8. 49) sm.



Isbelle 3
Bl m o,
Sﬂ (i; J)

1) hyperbolische oder elliptische
p-Ebene kleinerer (kleiner)
Dimension

2) hyperbolische oder elliptische
m-Ebene

3) gquasihyperbolische oder quasi~
elliptische p-Kbene griferer
{groBer) Dimension

4) polarisierte parabolische
p-Ebene

5) komplexe normale n-Kette
6) metrische hermitesche Guadrik

7) metrischer hernitescher Komplex

§ 3. Ein reeller guasisymplektischer und quasielliptischer Antigusternionen-

raum
BRI  Y

Die Definition eines quasielliptischen hermiteschen Antiquaternionen-
’raumes_‘fg;m(i, e) [6] unterscheidet sich von der Definition des Rau-
mes Snm(i, j) dadurch, daB der Raum P, (i, J) durech den Antiqua-
ternionenraum P (i, ©) ersetzt wird ([523 S 578)._Die Absténde d
und d zwischen den Punkten des Raumes Snm(i, e) werden nach den
Formeln (3) und (4) bestimmt, und die Bewegungen und Kobewegungen ha-
ben die Form (5) und (6). Die Symmetrie~ und Kosymmetrieformen des
Reumes ‘é;m(i, ) werden ebenso wie im Raume g;m (1, J) ermittelt.

r S .

Die Rdume g;(i, ey, ¢ ) und g;(i, e, £ ) <(liber) der Algebra der
Duoantiquaternionsn (der Dual-Antigquaternionen) werden genauso besbimmt,
wie die analogen Riume {iber) der Algebra der Duoquaternionen.



Wir fiéhren eine vollstﬁgaigs Liste der Symmetrie- und Kosymme-
trieformen des Raumes '§£ (i, @) in Form eimer Tabelle der glei-
chen Art wie auch in § 1 an (8. 50).

Tabelle 4
snm(ig e)
1) elliptieche p-Ebene kleinerer
Ulmension
2) elliptische m-Ebene

3) quasiglliptische p-Ebene
gréiferer Dimension

4) polarisierte parsbolische
p=~Ebens

5) normale komplexe n-Kette
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Wir filhren eine vollstﬁgdigu Liete der Symmetrie- und Kosymme-
trieformen des Raumes E; (i, @) in Form einer Tabelle der glei-
chen Art wie auch in § 1 en (s. 50).

4)

5)
6)

7)

9)

Tabelle 4
Snm(i: e)
elliptische p-Ebene kleinerer
Dimension

elliptische m~Ebene

quasielliptische p-Ebene
gréBerer Dimension

polarisierte parabolisahe
p-Ebene

normale komplexe n-Kette
normale komplexe n-Pseudokette
normale Doppel-n-Kette

metrische hermitesche Qua-
drik

metrischer hermitescher Kom-
rlex

Wir fiihren eine Vergleichstabelle der Symmetrie- und Kosymmetrie-

formen des Raumes -gnm(i, e) und des reellen quasisymplektischen

Raumes

38 2m+l
Ponsl

Raumes ist - wie in [6] gezeigt wird - isomorph zur Bewegungsgruppe

des Raumes

sn“ (1, e) (5. 51).

any die Gruppe symplektischer Transformationen dieses



k%
Sp2n+1

1) nicht-triviale (2p+l1)-
~FEbene kleinerer Dimen-
sion

2) nicht-triviale(2m+l )~
-Bbene

3)nicht-triviale (2p+l )~
-Ebene griferer Dlmen-
slon

4) parabolische (2p+lgm
Ebene und (2n-2p=-1
Ebene, die in einen
absoluten Nullsysten
einander entsprechen

e

5) symplektische Kongruenw
zen

6) symplektischer linearer
Kemplex

7) symplektische (uadrik

= 10 =

4)

5)

6)

9)

Tabelle 5

Snm(is 3)

elliptische p-~Lbene klei-
nerer Dimension

elliptiasche n-Ebene

quasielliptische p-Hbene
gyéBerer Dimensgion

polarigierte paraboligche
p-Ebene -

normale komlexe n-Kette

normale komlexe n-Psoudo-
kette ;
normale Doppel-n=Kette
metrische hermitesche
madrik

metrischer hermitescher
Komplex

Wir stellen fest, daB die Gerade R,(i, e) disometrisch zum Raum

2

—

rR4 ist ([3], 8. 576) und die (ruppe der Bewegungen der Geraden

R, (1, 1) , die Antiquaternionen-Transformationen eind 'x =

= axb + o lal = |b|

Raumes 234

= 4 oder 1) isomorph zur Bewegungsgruppe des
i1t ([3], 8. 497). Wir fiilhren eine Vergleichstabelle der

Symmetrie- und Kosymmetrieformen der Geraden ﬁ&(i, e) und des Rau-

mes Spéi

wnd der Symmetrieformen des Raumes 234

mit isomorphen

stationfiren Untergruppen an (8. 52).



3)
4)

4
Sp 3

Nicht-triviale
Gerade

Symplektische (ua-
drik

Symplaktiéche Kongruenznen

Symplekfischer linearexr
Komplex

-1l =

%(ie o)

1)

2)

3)

4)
5)

Punkt

Metrischer hermibe-~
gocher Komplex
Normale komlexe
Kette

Normale Doppelkatte

Metrische hermite-
sche Quadrik

td
P

4)
- 5)

Tabelle &

Punkt
Gerade

Iuklidische
2=Thene

Pgeudosuklidi-
sche 2-Lbene

3=Ehene
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