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Kongruéncii i uslovija besprepjatstvennogo dvizenija
zven'ev prostranstvennych sterznevych mechanizmov,
robotov i manipuljatorov.

Es wurde eine Methode erarbeitet, mit der die Kon-
gruenzen der Glieder von rdumlichen Mechanismen, Robo-
tern und Manipulatoren bestimmt werden konnen; mit ihr
kann sichergestellt werden, daB sich ihre Glieder hinde-
rungsfrei bewegen oder, umgekehrt, begegnen konnen. Diese
Methode ist fiir eine rationale Synthese von rdumlichen
Systemen gedacht.

EINLEITUNG

Bei der Losung der Aufgaben zur Synthese von rdumlichen

Hebelwerken, Robotern und Manipulatoren und ihres Einsatzes
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ist..es notwendig, dal sichergesfiellt ist, dab sich ihre:.Glieder
gegenseitig ohne Behinderung bewegun kdnnen.

Fragestellung und mathematische LOsung einer derartigen Auf-
gabe sind in Artikel [1] dargelegt, wobei die Querabmessungen der
Glieder vernachlidssigt wurden, wenn die Bewegung des ridumlichen
Systems durch eine unabhingige Koordinate bestimmt wird. In die-
sem Artikel werden die Gleichungen fiir die zylindrische, konische
und prismatische Kongruenz der Glieder von rdumlichen Hebelwerken
aufgefiihrt; es wurden ebenfalls die analytischen Bedingungen aus-
gearbeitet, nach denen sich die beweglichen Glieder hinderungs-
frei bewegen kOnnen, aber auch daB sie sich ohne Behinderung

durch die unbeweglichen Hindernisse frei bewegen konnen.

1. Zwei Probleme der Theorie der Kongruenzen von Gliedern

Bei der Konstruktion und dem Einsatz von rdumlichen beweg-
lichen mechanischen Systemen in Maschinen, Robetern und Manipu-
latoren konnen zwei Probleme erodrtert werden, welche die An-
wendung der Methoden der Kongruenzentheorie erfordern: dall es
ausgeschlossen ist, daB sich die Glieder bei ihren Einzelbe-
wegungen begegnen, oder das Gegenteil davon, n8mlich daB sicher-
gestellt wird, daB die Glieder miteinander Kontakt haben. Das
zwelte Problem hesteht darin, die Form und Abmessungen des
Raumes zu bestimmen, in dem die Glieder ihre Bewegungen durch-
fiihren konnen, mit der Absicht, den restlichen Raum rationell
zu verwerten und die Bereiche zu benennen, in denen die unbe-
weglichen Gerdte aufgestellt werden konnen; die Bedingung hier-
bei ist, dab §ehinderungen in den Bewegungsmdglichketen der
Glieder von seiten dieser QGerdte ausgeschlossen sind.

Zur Losung des ersten Problems ist es notwendig, Gleichungen
der Oberflidchen, welche die Glieder begrenzen, wie auch die Funk-
tionen der unabhingigen Koordinaten aufzustellen, und danach das
Problem der Losbarkeit:oder Nichtlosbarkeit dieser Gleichungen
bei moglichen Werten der verallgemeinerten Koordinaten zu ldsen.

Wenn man die Querabmessungen der Glieder kennt, dann kann man
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sich auf den Aufbau der Kongruenz von diesen beschrinken und
ihre paarweise LOsbarkeit oder Nichtlosbarkeit analysieren,
oder die L8sbarkeit einer jeden von den Kongruenzen mit den
unbeweglichen Objekten, die das untersuchte bewegliche System
umgeben, falls diese ihre Bewegungsmdglichkeiten storen kOnnen.
Filr die analytische Losung der zweiten Aufgabe zur Bestim-
mung der Form und der Abmessungen des Raumes, der von den sich
bewegenden Gliedern eingenommen wird, mull eine Oberfl&dche kon-
struiert werden, welche die Enveloppe der Schar der Grenzober-
flédchen der sich bewegenden Glieder ist. Wenn die Approximation
der von den Gliedern eingenommenen Flichen mit Hilfe der Kon-
gruenzen durchgefiihrt ist, dann konnen die besagten Enveloppen
der Oberflidchen auch wie die Kongruenzen, welche die die Schar

der Gliederkongruenzen einhiillen, konstruiert werden.

2. Gleichungen der zylindrischen Kongruenz

Vorab losen wir die folgende Aufgabe. Im Raum Oxyz seil
die Richtung des begrenzten geraden Abschnittes P mit der
Lénge 1 TDbestimmt durch den Einheitsvektor m; die Gleichung::
der zylindrischen Kongruenz mit der Breite 1 und einer eine
Kreislinie mit Radius dﬂ darstellende Leitkurve, welche in einer
zum Abschnitt PQ. senkrechten Ebene liegt, ist aufzustellen
(Abb. 1).

Der Punkt M gehdre zur Sphérd:

- - 2 2
Zur Bestimmung der Kreislinie erginzen wir Gleichung (1)

durch die Gleichung der Ebene, die senkrecht ist zum Einheits~

vektor m (mx, m s mz) und durch den Punkt P verlduft:

(p;‘:- {BP) m=0 (2)

in dieser Gleichung ersetzen wir den flieRenden Vektor durch
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den Radiusvektor des Punktes M:

Im flieBenden Punkt M der Kreislinie (1) - (3) konstruieren

wir den Vektor

p=pM+ﬁla. (&)
Das Gleichungssystem (1), (2) und (4) stellt die zylindri-

sche Kongruenz dar, wobei der skalare Parameter untergeordnet

ist unter die Bedingung

o £ F £ 1. (5)

Um das ermittelte Vektorgleichungssystem l&sen zu kdnnen,
vergleichen wir die Einheitsvektoren i, j und k mit den Koor-
dinatenachsen und stellen die Gleichungen (1), (3) und (4) in

Koordinatenform dar:

2304522 &2, (6)

»
fi

Xy + /Jklmx ;Y = ¥yt .J?lmy ;0% 0= Zy + é?lmz, (8)

mit x = Xy ~Xp 5 ¥ =¥y -~ Vp's %= Zy " Zpe
Aus Gleichung (7) erhalten wir:

M

wenn wir diese in (6) einsetzen, erhalten wir eine quadratische

Zy = Zp - (;cmX + §my? m;l (9)

Gleichung, aus der wir unter Beriicksichtigung der Gleichung
mi + m2 + mi = 1 die Gleichung

\

=yp + k™% (xm_m + mivcsakz - ),

n y (10)




bestimmen.

In Projektion auf die Koordinatenachsen stellt Gleichung (8)
unter Beriicksichtigung der Gleichungen (9) und (10) die zylindri-
sche Kongruenz in Parameterform dar, mit den unabhingigen Variab-
len x und A konnen sie auch durch Einfiihrung eines zweiten

M
dimensionslosen Parameters in eine geeignetere Form gebracht werden.

Abb., 1

Abb. 2

Abb. 3

Wir stellen Grenzwerte auf, innerhalb derer die Variable

Xy verdndert werden kann. Es ist er-sichtlich, daB der tat-

sédchliche Wert«der Koordinate aus (10) durch die Bedingung

Iy

Ub?“:ﬁ;'&fwrwmw«qy
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kZJZ - }-22 2 0 bestimmt wird, aus welcher

- <
x5 kS < stxP+kJ (11)
folgt. Die Variable Xy ist als dimensionslose Variable/AL
darstellbar:
' =1af-2 a2
XM-xPik/u,{_xPi/ucrl 1° -"x , (12)
i < < -
wobeli O % /4 ﬁ; y X = XQ Xp

Wenn wir in Betracht 21ehen, daB 1m “'fQ fP’ dapn erhalten
wir iiber die Bezeichnungen y = yQ - Ypr 2 = ZQ - ZP

-1~ -1 T
mX—l X; my-l y; mZ_l~z. (13)
Nachdem wir die Werte (12) und (13) in (8) eingesetzt haben,
bringen wir die Gleichung der zylindrischen Kongruenz auf fol-

gende Parameterform:

=xPi/ul.’rl_lU+3?c/;y= +é‘l U(IEVL
—/,o.“)fﬁr’)+,3~; z = zp ;J(lz) [/M,Ux+ (14)

+ U y(z‘l/ +/A,xy)J+A92 ;

wobei U =‘7€2 - (xQ - xP) und als dimensionslose Parameter

/A.und A?'gewéhlt wardens.Dabel Bt vorausgesetzt, daBl der Punkt
P fest ist. Wenn sich die Lage von Punkt P im Raum &ndert,
dann gibt Gleichung (14) eine Schar zylindrischer Kongruenzen

wieder.

3. Gleichungen der konischen Kongruenz

Durch den Einheitsvektor m sei im Raum Oxyz die Richtung
der geraden Strecke PQ mit der konstanten Linge 1 Dbestimmt
(Abb. 2). Es ist notwendig, die Gleichung der konischen Kongruenz

aufzustellen, wenn die Kreislinie des Radius 6.nﬁt Mittelpunkt
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im Punkt P, deren Fl&dche senkrecht ist zur Strecke PQ, Leit-
kurve ist, und die Streckey welche mit der Strecke PQ den
Winkel ©OC bildet und mit der letzteren komplanar ist, Erzeugende
ist.

Wenn der Punkt M zur Kreislinie gehort, dann sind die
Gleichungen (1) und (3) richtig. Der Vektor ddr Kongruenzerzeu-
genden muB zum Einheitsvektor m im Winkel & stehen, und des-
halb ist die L&énge der Erzeugenden gleich L = lcos_léc. Unter
Binfihrung des dimensionslosen Parameters ()5§ﬁj}sgil bilddn
wir die Gleichung der gesuchten Kongruenz in der Vektorform

6 =0yt D . (15)

Der Einheitsvektor p ist variabel bezliglich der Richtung,
infolgedessen miissen wir zu seiner Bestimmung eine zmsdtzliche
Gleichung aufstellen, die die Komplanaritidt der Vektoren dar-
stellt:

(PM-fP)ﬁa =0 . (16)

Das System der Vektorgleichungen (1), (3), (15) und (16)
ist die allgemeine LOsung der gestellten Aufgabe. Zur numeri-
schen LOsung des Gleichungssystems gehen wir zur entsprechenden
skalaren Form iiber. Dabei erhalten wir das Gleichungssystem

(6), (7), wie auch

X = Xy + J?pr ;Y = Uyt A}pr ;%= Zy + Af?Lpz ; (17)

. (18)

il
e}

Py Py b,
m m
Das Gleichungssystem (6), (7), (17) und (18) muB unbe-

dingt durch Gleichungen erginzt werden, die die Orthogona-
litdt der Projektionen des Einheitsvektors p auf der
Koordinatenachse darstellen

2 2 2

Py * Py + P, =1 (19)
und die GroBe des Winkels, dér durch die Einheitsvektoren

pund m gebildet wird:

Ubas
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pm_ + p_ymy + p,m, = cos & (20)

Der Anschreibkiirze wegen bezeichnen wir sie mit

X o= Xy - Xp Y=y - Ip o 2 =z - Zp s (21)
und erhalten aus (20):
-1
p, = (cos e&x - pm. - pymy)mZ (22)
und aus (18):
p, = - pr(ymz - zmy) + py(zmX . xmz)](xmy - ymx). (23)

Wenn wir die rechten Teile von (22):und (23) gleichsetzen, erhal-
ten wir

-1 - - -
p, = X [yp, - (ymZ + xmy)COSO(]. (24)

Wir setzen (24) in (23) ein und erhalten
p. = (xm )_l{ém p. o+ [x(1 + mz) + ym_m ]cos&(v . (25)
z Z z¥x Ng Xy

Wir setzen (24) und (25) in (19) ein und gehen zur quadrati-

schen Gleichung heziliglich P iiber:

2

Ajp. - 2A + A, = 0, (26)

2px 3
aus der der Wert
=1 2
P, = A (A2 i-VAz - AlA3 ). (27)
bestimmt wird, mit A, = 62‘% ,

A2

it

- - = 2 e - -
{(ymx + xmy)ymz - z[x + (ymX + xmy)my]mzicos X ;

- - 2. 2 2 - =t 2 2 2-2
(ymx + xmy) m_cos & + [x + (ymx + xmy)my] cos & - m x" .

e
il

4. Gleichung der prismatischen Kongruenz

Die Glieder realer Mechanismen, Roboter und Manipulatoren
konnen die Form eines geraden Prismas haben, dem ein beliebiges
n-Eck zugrundeliegt (Abb. 3). Wir verbinden das rdumliche recht-

winklige Kosrdinatensystem Pg 7?{ , indem wir die Achse 7 lings
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der Achse PQ des Gliedes ausrichten und die Achse a an irgend-
einem bestimmten Bild entsprechend den baulichen Besonderheiten
des Gliedes orientieren, mit dem Glied. In der Koordinatenfliche
IPQQR s0ll das zugrundeliegende n-Eck die Eckpunkte Sl’ 82, oo
e §, haben, dif durch die komplanaren Vektoren- 21(2;1,4§1),
22(&2, 52) voey ‘zn( &n’ E‘»n) bestimmt werden, und der Tensor

T , der das Koordinatensystem PE;q@L in das Koordinatensystenm
Oxyz verwandelt, bekannt sein. In einem solchen Fall werden die
Radiusvektoren ~Fl’ ‘Pz, ooy .ﬁn der Eckpunkte des n-lcks im

Koordinatensystem Oxyz nach den Gleichungen

Pl =12 Po=Tl, 5 oo .(Sn = T2, : (32)
bestimmt. Wir stellen jetzt die Vektorgleichung der Kontur des
n-Ecks im Basiskoordinatensystem Oxyz auf. Mit m bezeichnen
wir den Einheitsvektor der Strecke PQ mit der Lidnge 1 und
den Projektionen mx, my, mZ auf der Koordinatenachse. Jede
Seite 8:85 .1 des n-Ecks liegt in Fldchen, von denen eine gzur
x-Achse perpendikular ist und die andere parallel dazu und durch
zwel benachbarte Eckpunkte des n-EBcks verlduft. Die direkten
Linien, auf dénen die Seiten des dem Prisma zugrundeliegenden
n-Ecks liegen, werden folglich durch die Systeme der beiden

Vektorgleichungen der Flichen bestimmt:

(P = Pp)i = O ; (33)

Piy = PIRGs,0 - P30 = 0 (34)

von denen die erste die Orthogonalitidt von zwei Vektoren wieder-
gibt und die zweite die Komplanaritdt der drei Vektoren.
Zur Aufstellung einer einzigen Vektorgleichung der Grund-

kontur des Prismas filhren wir den Operator

A -1 ol 18 Pinl sign (WP, . -¢@.) =
i 2 (f - ‘fi L{J—- Lpi+l ) & t1¢>1+l (Fl)

0 (W(LPO) sign (Lfi-l—l - )

Lpcypgy, ) sien (p, 0 1)

0 (f; <y;,,) sign (P; 5 -1p)

(35)
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ein, der uns die MOglichkeit gibt, die Gleichung der Grundkontur’

des Prismas in der Form
Lu ‘i A; Pin (36)
i=1

zu erzielen, mit (f - fliellender Argumentwert der untersuchten
Vektorfunktionen j’i’ ?% und.g&fl - Werte dieses Arguments, die
die entsprechenden Eckpunkte der Grundkontur bestimmen.
Die Gleichung der prismatischen Kongruenz nimmt die Gestalt
P=pyr J1m  oder
— n -— —
p- Z AiFiM + oZ1m (37)
i=1
an.

Die ihr entsprechende skalare Form sieht folgendermaBen aus:

n
x =Z~=’1\1X1M * "%XQ - %xp)
i=1 ’
n
i=1

n
z = E ékiZiM + ;?KZQ - zp).
i=1

5. Bedingungen der Freiheit beziiglich der Bewegung der Glieder

im Raum

Wir untersuchen diese Bedingungen in dem Fall, wenn die
Glieder zylindrische Form haben. Die dafiir erarbeitete Methode
wenden wir auch bei anderen Gliederformen unter Verwendung der
Gleichungen der jeweiligen Kongruenzen an.

Die zwel Glieder AB wund CD mit zylindr#scher Form
sollen eine Bewegung im Raum wllziehen. Thre Kongruenzen werden
durch die Gleichungssysteme der Art (14) wiedergegeben, in
denen die Indices P wund @ gegen die entsprechenden Indices

A,B und C,D ausgetauscht werden miissen. Der weilteren An-
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schreibkiirze wegen filhren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

X T ¥y T X5 Jg T Yy

Xp = Xg = Xp 3 Yp " Yo = Ip i Fpy 7 Fg B Fp o 29

Entsprechend der Bezeichnung der Glieder AB und CD
werden wir den Parametern 1, 5} /M. und AT den Index 1
oder 2 azuschreiben.

Wir schreiben die Gleichungen der Kongruenzen der beiden
Glieder um:

(l)
(1,20 3

X = + U 1 logfbl + A}ixl ; = + dm[l

A.._

- /Alxlyl) + A9iyl ;o zo=z, & éZ(llzl)ﬁl[/ullel + (40)

- (1)
* ¥,V (1113 /"‘11%”*"9’Z ;
-1 (2)
x = x5 x Usly 2/“2*"92"25 V=3 2 Cy(lU) 152,03

- -1
..#42x2y2) + 47éy2 ; Z = 2z, é;(lzzz) E/AZUZXZ + (41)7

+ ¥,05 (122211;2) i/"z"zya)] * "}2"2

mit Ul =Y17 - x

Bei der Untersuchung oder Synthese rdumlicher Gliedersysteme
werden die Koordinaten der Grenzpunkte A, B, C und D der
geraden Achsabschnitte mit Liéngssymmetrie der entsprechenden
Glieder als Funktionen einer oder mehrerer unabhingiger Koor-
dipaten (f, W, se. dargestellt.

A. R&umliche Gliedersysteme mit einem einzigen Bewegungs-
freiheitsgrad. Wenn die Koordinaten der Punkte Funktionen einer
variablen verallgemeinerten Koordinate, z.B. (f (t), sind, welche
die Verlagerung des Fihrungsgliedes als Funktionen des Zeitkenn-
wertes t bestimmt, dann gibt jede der drei Gleichungen (40)

und (41) die Lage des entsprechenden Gliedes im Raum bei festem

hdbn 5 20s 0l o ey o o g
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Wert von (( oder die kontinuierliche Menge derartiger Lagen beil
kontinuierlicher Veridnderung des Kennwertes (f wieder. Die
hinderungsfreie relative Bewegung von zwei Gliedern wird ge-
widhrleistet sein, wenn die Gleichungssysteme (40) und (41) bei
beliebigen moglichen Werten der Variable 4? in ihrem Varia-
tionsausschnitt und bel beliebigen Werten der Kennwerte /%i,

/¢&2, 49i und 492 im Ausschnitt [o0,1] nicht l6sbar sind. Anders
ausgedriickt: die Gleichungssysteme (40) und (41) diirfen bei die-
sen Werten der aufgezdhlten GrofBen keine. gemeinsamen Wurzeln
haben. Wenn wir die rechten Seiten der entsprechenden Gleichungen
von (40) und (41) gleichsetzen, erhalten wir ein System aus

drei Gleichungen:

-1 -1
X, * /«l JlUlll + /9’1)(1 = Xyt /MZ 52U212 + A?’EXE ; (h2)
-1 (1) -
-1 (2) _ .
+ (5;(12U2) (lZZZU3 - /Léxzya) + A9éy2 ; (43)

- -1 -1 (1)
Zy ¥ 51<11Z1) CpqUyxy * yq Uy (g2 U377 yxyyy )

_ - -1 -1 (2)
i)z = B T 52(1222) LJA 0%, + ¥pUp (15250570 &

x Mpxp¥p)l V2, (k)

mit den fiinf Unbekannten ((, /Ml, /42, 31 und ,9;. Das System
kann folglich eine unendliche Anzahl von L3sungen haben. Fiir
praktische Ziele interessieren nur ihre tatsichlichen Ldsungen.

Es ist ersichtlich, daB zwei der gesuchten GrodBen durch belie-
bige Werte vorgegeben sein miissen, und die drei restlichen durch
gemeinsame LOsung des Gleichungssystems (42 - 44) bestimmt werden,
damit man die LOsungen dieses Systems erh#lt. In diese Gleichungen
gehen die Werte A9i und A?é linear ein, die iibrigen nicht-
linear. Die Variable geht am schwierigsten in das System

(42 - L4h) ein. Deshalb ist es zweckmiBig, die Werte der Variable

der Universititshl’

Lieg?




- 13 -

?’, die bei zyklisch bewegten Sysfemen im Ausschnitt [({1, ?92]
variiert, vorzugeben und die von einem der Kennwerte /Ml oder
/UZ’ Z.B. /b(l' Wenn man die Segmente [CFl’ (fa] und < [0,1] in

eine -bestimmte Menge von Teilen zerlegt hat, z.B. m und n,
dann miissen danach fiir jeden der Werte /&Ll = 0y i i, cee; 1

alle Glieder der Gleichungen (17 - 19) ausgefechnet ‘werden, die

die Variable (f bei allen Werten (/ = 0; Y2 "Y1 2 ‘102 Y1)

. , b
Z(m - 1) o
- ((f2 lf'l) enthalten, und man erhdlt m(n + l)

Gleichungssysteme der Art (42 - 4k4) mit zahlreichen Koeffizienten
beziiglich der drei Unbekannten ,AAZ’ ¢91 und fﬁg. Wenn im Er-
gebnis der Losung dieser Systeme die gesuchten Werte von auch

nur einem dieser Systeme auBerhalb des Ausschnittes [0,1] liegen,
dann kann man den SchluB ziehen, daB die Gleichungen nicht ldsbar
sind und die relative Bewegung der beiden unterslichten Glieder
hinderungsfrei ist. Wenn dagegen die gesuchten GrtBen /0(2, A91
und A}é gleichzeitig Werte erhalien; die ins Segment [8,1]
eingebettet sind, dinn ist der SchlufBl zu ziehen, daB die Glei-~
chungen iiber die Kongruenz der Glieder lSsbar sind und ihre
hinderungsfreie relative Bewegung unmdglich ist. Dabei bestim-
men die konkreten Werte Cf, /Al, /32, 491 und n9} die Lage
der Glieder im Raum und die Beriihrungspunkte an jedem der
Glieder.

B. Rdumliche Gliedersysteme mit mehreren Bewegungsfrei-
heitsgraden.

Wenn -die Koordinaten der Punkte A, B, C und D Funktionen
von zwel oder mehreren Variablen Hp, QV sy eees sSind, dann sind
sie nach Festsétzung der Variationsbreiten eines jeden in Teile
zu zerlegen und zwar auf dieselbe Weise, wie im vorhergehenden
Fall, und danach sind die diskreten Werte der GroBen 99 und
y/, ese gleich anzusetzen wie der Wert 5/11. Die Systeme der
drei Gleichungen bezliglich der Kennwerte /%_2, A9" und ASL
sind ebenfalls so zu 1ldsen wie oben, obwohl die Menge der Kom-
binationen der Werte und folglich die Menge der losbaren Glei-
chungen entsprechend zunimmt, was die Notwendigkeit aufbringt,

fiir diese Rechnungen moderne Computer einzusetzen. Wenn z.B. die

o
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Werte ((l’ ((2, ceas ‘(i unabhédngige Lagrange-Koordinaten des
beweglichen r&umlichen Systems sind und ihre Variationssegmente
entsprechend [al,bl], [az,b2], eess [ai’bi]’ so sind nach Zer-
legung der letzteren in die entsprechenden Mengen der Teile
Myy Mgy eeey M filr jede der (ml + l)(m2 + 1) ... (mt + 1)
*(n + 1) mdglichen Kombinationen der Werte 1 der Variablen
=a; (b, ~ admit, 2(b, - a,)mt, (m, - 1)(b, - a )mi®; b,
\fl 13 Y1 1771 1 SR R R B | 1 1771 P
-1 -1 -1

Lfa = a2; (b2 - a2)m ; 2(b2 - 23.2)1112 3 eany (m2 - l)(b2 - az)ma ; b2;
Y = a4: (b, ~ a )m_l- 2(by, - a )m"l' eeay (my = 1)(b, - a )m_l- b, :

1 s AN R A T i N LI 1 177 T

und der Variable /ul = 0, n—l; 2n—l; eoef (n - 1)n_l; 1y

die Werte der ihre Koeffiziehten enthaltenden Gleichungen (42 - 44)
zu errechnen und die auf diese Weise erzielten (ml + l)(m2 + 1) e
cee (mL + 1)(n + 1) Systeme dieser Gleichungen beziiglich der
Variablen /ua, A9i und /9‘2 zu lOsen.

Die Analyse der erzielten Ergebnisse und die entsprechenden
Folgerungen miissen ebenso aufgehen, wie im Fall A der Gliedersysteme

mit einer unabhingigen variablen Koordinate.

N

6. Die Liosungsfolge des Gleichungssystems besziiglich M 1
{

N

und AL&L

Nach Errechnung der Koeffizienten bei den Unbekannten nimmt
dieses System folgende Gestalt an:
xl.&l - 'XE'&Z n J’/Az + Vo 9o = 0; (45)
yl"?l'ya“?zi 3’1/"‘2:'gl”“/“i-fi\)l+ v° =0 (46)

0 "f 2 - o _
SN A (Yo 2 Yooz ENL - ps + Vv N, = 0, (47)
wobel zusdtzlich zu den bereits eingefilhrten Abkiirzungen folgende

Bezeichnungen angenommen wurden:

& §0,150 Ve g d it Ve -

ok
-1 -1 o/ 2
V1= 800 £ = Sty v = 6 e M-

e
Ubsreetzunsnnt-14
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-1 2 -1 o)
- pxy) (400 T Y, = Szxayz(lzzaUa) i V=3, - v
o 1o 2 =
f2- do0,,(1,2)7 V3 - 2y = 2 /"’151’“13/1(”111%) ;
-1 2 -1
Vo CY1</“1le1 MRERS RS L A “ 0z T
-1

£, = ‘SzyaUz .

H

Das Gleichungssystem (45 - 47) besitzt eine algebraische LOsung,
die man zweckmiBig mit der Bestimmung der GroBe nﬁ; aus Glei-
chung (45) beginnt:
A = x kW3 VLN (48)
2 =X My v [ 2
Wir setzen (48) in (46) ein und erhalten:

-1 5 _
R (ryxp = x0¥p) "Gy py = ENL - 7 s v, *

PV ypps - V- V] (49)
Nachdem wir die gewonnenen Werte n9i und A?; in Gleichung

(47) eingesetzt haben, bringen wir sie auf.die quadratische

Gleichung (A2 + Bz)/bg + 2AC/¢2 +C% - B2 =.0, aus der bestimmt

wird:

1
M = (4% + B%) Y (-ac i-\E + B® - ¢° B) (50)

. _ -1,
mit A = + (le2 - Xlzz)[x2(ylx2 - xlyz)] (XByl + ¥ ) -

¥ zzl}/’xél Y o f‘;); B=x (6,0~ o</52)[/3(o<]/3-
S wPDITES 2 £y 0= (Kyp - oc/:}am/a(«% -
- aBDTIAG V- V) - AV 2 V)T

C ATV V) - WD Ty,

Nachdem wir nach Gleichung (50) die Werte /002 errechnet haben,
udd danch a?i nach (49) und Aﬁ; nach (48), fiir alle mdgli-
chen Varianten der Koeffizientenwerte, sind die Ergebnisse und
SchluBfolgerungen nach den in Abschnitt 5A beschriebenen Empfeh-

lungen zu analysieren.

7. Algorithmus der Aufstellung einer Gleichung der Kongruenz,

die die Kongruenz der Glieder umfalBt
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Einen derartigen Algorithmus untersuchen wir am Beispiel
der zylindrischen Kongruenz eines Gliedes. Wir schreiben die
Gleichung der zylindrischen Kongruenz (8) um, indem wir die

Werte von (9) und (10) unter Beriicksichtigung der Bezeichnungen

(21) einsetzen:
X = X, + X??g ; y = y. + k C" mom o+ V E?dr2 - X Aa

! p Y ,—-—-—«—-—--—mw ' (51)

- -1 - A9,

Z = 2z, - Xm m +m (k m ) (xm m + zZ

P X Z y Z
und nehmen an, dall die Koordinaten der Punkte P und @
Funktionen der einen unabhingigen Variable Xp sind. Zur
Losung der zweiten Aufgabe oder fiir die Aufstellung der Ein-
hiillenden der Kongruenz fiir die Kongruenz (51) differenzieren
wir dann Gleichung (51) nach der Variablen Xp e Dabei mul be-
achtet werden, daB mx, my und ., Variablen sind, die von
X, abhingen (siehe Gleichung (13)), wie auch Xqr Ypr ¥gr Zpo
ZQ - die Abhidngigkeit dieser fiinfletzten GrdBen ist bedingt
durch die kinematische Analyse des untersuchten mechanischen
Systems unter Beriicksichtigung seiner geometrischen und struk-

turellen Besonderheiten. Es sei

g = %lxp) 5 ¥ = elxp) 5 yp = yplap)
- (52)
Zp = ZP(XP) ;g = ZQ(XP) .
Die Parameter XM und A% , Wwie auch die flieBenden Kopr-

dinaten der Kongruenz wdhrend des Differenzierens der Gleichungen
(51) nach =x
(52) nach Xp differenziert und die gewonnenen Werte in die

abgeleiteten zweil letztenl) Gleichungen (51) eingesetzt wurden,

sind als konstant anzusehen. Nachdem die Gleichung

g

erhalten wir ein System von zwei Gleichungen beziiglich Xy und

Xpe Nach ihrer gemeinsamen LOsung sind die gefundenen Werte Xy

und X5 unter Berilicksichtigung von (52) in die Gleichungen (51)
einzusetzen, die auch Gleichungen der unbeweglichen Kongruenz
darstellen sowie der Einhiillenden der Schar der beweglichen Kon-

gruenzen (8).

l>Die Ableitung der ersten Gleichung (51) hat die Gestalt xé = 1,

d.h. sie enth#lt die GrodBen Xy und Xp nicht.
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Khnliche Algorithmen miissen bei der Aufstellung von Kon-
gruenzen auftreten, welche die Schar der beweglichen Kongruenzen
von konischemn, prismatischen und anderen Formen einhiillen, sowie
in den Fdllen, in denen die Bewegung des mechanischen Systems
mit mehreren Lagrange-Koordinaten bestimmt wird. Im Unterschied
zu Systemen mit einem einzigen Bewegungsfreiheitsgrad der Glieder,
wo die unbeweglichen Kongruenzen die einzigen sind, muB Jjedoch
beachtet werden, daB bei Systemen mit mehreren Freiheitsgraden
die unbeweglichen Kongruenzen eine gewisse Anzahl darstellen
werden, deren Dimension durch die Menge der {iberschiissigen Be-
wegungsfreiheitsgrade der Systeme gegeniiber der Einheit bestimmt
wird.

Zur Aufstellung der Bedingungen iiber die hinderungsfreie
Bewegung der Glieder bezliglich unbeweglicher Objekte miissen die
Gleichungen dieser Objekte im Basiskoordinatensystem aufgestellt
werden, wonach man das Problem ihrer Vertrdglichkeit oder Un-
vertréglichkeit mit den Gleichungen der unbeweglichen Kongruen-
zen zusammen mit dem in Abschnitt 6 beschriebenen Algorithmus

l0sen kann.
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