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ZUR FLACHENTHEORIE IM ZENTROAFFINEN (VEKTOR~-)RAUM

Ubersetzung aus:
Doklady Akademii Nauk SSSR. Moskva, 85 (1952),
Nr 1, S. 37 - Lo.

Russ.: TFGPK/H/‘ JIOBEPXHOCTE B HEHTPAJH)HO‘A(D(DI/IHHOM :
’ (BEKTOPHOM) INPOCTPAHCTBE

K teorll poverchnostej v central'no-affinnom
(vektornom) prostranstve.

l. Den n-dimensionalen Vektorraum Bn kann man als einen geo-
metrischen n-Raum mit der Fundamentalgruppe GL(n) betrachten, die
die Automorphismengruppe des Raumes Bn ist; dieser geometrische
Raum ist isomorph zum zentroaffinen n-~Raum En' Die Begriffe m-Fli-
che; m-Ebene usw. werden auf den n-Vektorraum iibertragen; insbe-
sondere entspricht einer durch das Zentrum von En verlaufenden
m-Ebene ein m-dimensionaler Unterraum Bm des Raumes Bn’ Die Unter-
suchung der geometrischen Formen im Bn ist in jener Hinsicht ge-
eignet, daB die ermittelten Ergebnisse gleichzeitig fiir Punkt- und
fiir Hyperebenenformen im zentroaffinen n-Raum interpretiert wer-
den konnen.

Eine m-dimensionale Flidche 8 (m-Fliche) im B ist durch eine
Abbildung i(vY) (@ b,cd,e=1,...,m) eines Bereiches des arith-
metischen m-Raumes auf den Vektorraum Bn bestimmt, wobei ange-
nommen wird, daf die Komponenten 1(4¢) beziiglich einer bestimmten
konstanten Basis Funktionen von 7% der Klasse CN sind, und die
Vektoren |,=0dal (da=0/0v")  bei jeder Wahl von <% linear unab-
héngig sind. Unter der Voraussetzung der Regularitiét der Transfor-
mationen 7%= f(v’) assoziieren wir mit der m-Fliche S den geo-
metrischen m-Raum Xm. Den Unterraum Bm s der von den Vektoren 1,

aufgespannt wird, nennen wir Tangentialraum der m-Fliche S im

Punkt ¢ ; der tangentiale Bm ist isomorph zum lokalen tan-

gentialen ..F, (v?) des assoziierten Raumes Xm, deshalb steht
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der m-Fldche S die tangentiale zusammengesetzte Mannigfaltig=-

keit FE, (X.)|gegeniiber [3].

Wir werden sagen, daB ein Zusatzsz zur Nor ~
malisierun gl) der m-Fliche S gegeben ist, wenn von
jedem Punkt +«* die Zerlegung von Bn in die direkte Summe
Bn = Bm + B

tialraum, B

1t Bn-m~1 gegeniibergestellt wird, wobei Bm Tangen-

1

spannt wird, und Bn-m-l zusdtzlich normali -~

sierender Unterraum ist. Der Zusatz zur Normalisierung

radialer Unterraum, der von dem Vektor 1 aufge-

existiert nur fiir die Flichen, die nicht "zentrokonisch" sind,
d.h. fiir die der radiale Bl nicht zum tangentialen Bm gehdrt.
Da alle zus#dtzlich normalisierten Unterréume Bnmm-l zu einem
bestimmten zentroaffinen En-m-l isomorph sind, wird einem je-
den Punkt des assoziierten Xm ein bestimmter En-m-l gegeniiber-
gestellt, was zu der zus&dtzlich normalisier -
ten zusammengesetzten Mannigfaltigkeit En~m-l (Xm) fihrt,
die mit der m-Fliche S assoziiert ist. Genauso werden wir auch
sagen, daf eine Normalisierung der m-Fliche S gegeben ist, wenn
von jedem Punkt % die Zerlegung von Bn in die direkte Summe:
Bn = Bm + Bn-m gegeniibergestellt wird, wobei Bm Tangentialraum
und Bn-m normalisierender Unterraum ist; analog zum vorhergehen-
den bestimmen wir die normalisierende zusam=-
mengesetzte Mannigfaltigkeit Bn-m(xm)’ die mit der m-Fliiche 8
assoziiert wird. Es ist offensichtlich, daB der Zusatz zur Nor-
malisierung ein Sonderfall der Normalisierung ist. Im weiteren
Verlauf gehen wir von der Voraussetzung aus, daB l<m<ni—1, .
da die Fdllem = n - 1 und m = 1 ausfiihrlich untersucht sind
L2].

2. Bs sei m, (py q = 1y eesy n=m=1lj Pyy a4y = 1, cevy n-m)
nem-1" dann bilden

1, 1z, 1, eine Basis des Raumes Bn’ die Koeffizienten ~ I'4b bei

Basis des zusﬁtziich normalisierenden B

‘ L;\in der Zerlegung der Vektoren.dal, nach der besagten Basis

bilden die Komponenten eines affinen Zusammenhangs in der tan-

1) .. s
)wortlich {ibersetzt: Ausstattung. Dieser Ausdruck, friiher ge-

bréuchlich, wurde wie ander heute iiberholte Termini durch die
heute gebrduchlichen ersetzt.- Anm. d. Ubers.

ssiclia

B a iy
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gentialen zusammengesetzten Mannigfaltigkeit Em(Xm) und analog

dazu bilden die Koeffizienten T}

bei n, in der Zerlegung der

Vektoren 0dan, nach der besagten Basis die Komponenten eines

affinen Zusammenhangs in der zusdtzlich normalisierten zusammen-

gesetzten Mannigfaltigkeit E (x ) [3]; wir verwenden diese

n-m=-1""m

Komponenten zur Operation der kovarianten Differentiation in den

entsprechenden zusammengesetzten Mannigfaltigkeiten und erhalten

die Derivationsformeln fiir die zusdtzlich normalisierte Fldche

in folgender Form:

Da lb = halﬁ np —‘L gabi’ : Danp = h’npblb + wdpli N (h[ab]{) = O: g[;,b] = O) (1)

Wir verwenden die kovariante Differentiation dieses Zusammen-

hangs und erhalten die Integrierbarkeitsbedingungen des Systems

(1):

i ! 1 d__osd : _ _
R =2 by = 208y D P =0, Dy &y.= i Wyp

[a'%) ¢

Ryt = 25ty 80 Dyl =88y Dy, = Iy 8y

(22

[a™ 8lp

)

wobei R,% und R, KrimmungsgriBen der besagten Komponenten des

affinen Zusammenhangs sind. Hieraus folgt: die

t e Fag; Pag und

, b
s en h’(llﬁ’ /lgp’ ga!)’ w(lﬂ’

(2) er fiillen
auf d ie Aut
raume s 41ie

m-~FI1lHche im

’ b
omo
Zus

n -

0Ob jJ

die verbindenen

die die Bedingungen

estimmen genanu b
Vektor-

rphismen des

e k -

Gr 6es -

is

H#tzlich normalisierte
Deshalb bilden

Vektorraun Bn

die aufgezidhlten Objekte das Fundamentalsystem der Objekte der zu-

gitzlich normalisierten m-FlHche im Bn.

Genauso konnen auch die Derivationsformeln, die Integrier-

barkeitsbedingungen und das Grundtheorem fiir die normalis

ierte

m-Fliche ermittelt werden. Formal kénnen die Derivationsformeln

der normalisierten m-Fliche aus den Gleichungen (1) ermittelt

::O,w@p::O annimmt und die Indizes P, 4

werden, wenn man g,

durch Py 9y ersetzt und die endlichen Relationen: 1= v, -

-

’Uﬂ‘npl

hinzufiigt. Entsprechende Iinderungen sind in den Gleichungen (2)
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vorzunehmen, demit man aus ihnen die Integrierbarkeitsbedingun-

gen der normalisierten Fliche erhdlt; ihnen miissen die Relationen

b — b o ; 3
D b 4 I, por = 8, Do+ b, o =0 (3)

hinzugefiigt werden. Auf diese Weise ermitteln wir: durch

die Objekte .6, Ta2 und die verbin-

denden GrdbBen b’ hapl % 0, aie die be-
sagten Bedingungen er fillen, wird
die normalisierte m - Hche im Bn
genaau bis auwf die Automorphismen
des Vektorraumes bestimmt.

Die m-Fliche § wird reguldr genannt, wenn die Menge ihrer tan-
gentialen Ebenen von m Parametern abhéngt, anderenfalls wird die
m-Fliche singulédr genannt. Man kann zeigen, daf die m-Fldche dann
und nur dann singuldr sein wird, wenn es im assoziierten Xm ein
solches Vektorfeld wv* gibt, daB I, Pot =0, g,,0°= 0.

3, Zur Konstruktion der Geometrie der nichtnormalisierten
m-Fléche im Bn ist es notwendig, an dieser Stelle eine invariante
Zusatznormalisierung oder Normalisierung zu bezeichnen, d.h. eine
solche Zusatznormalisierung oder Normalisierung, die durch die
m-Fliche selbst bestimmt wird. Bn-m«l sei ein bestimmtef beliebig
ausgewdhlter susitzlich normalisierender Unterraum und itBn—m—l
ein bestimmter anderer zusitzlich normalisierender Unterraum
und fn¢§ sei seine Basis, die der Basis T ‘in B .1 entspricht;

dann. ist

"y =ty 4+ Tolo+-Spl B )

Die verbindenden GréBen 7p, S, bestimmen den tbergang von
einer zusdtzlichen Normalisierung zur anderen eindeutig. Bei
Transformation der Zusatznormalisierung werden, allgemein gesagt,
die fundamentalen geometrischen Ob jekte der zusttzlich normali-
sierten m-Fldche transformiert. Man kann leicht zeigen, dab
jedem invarianten 7usatz zur Normalisierung auf einer beliebig

zushtzlich normalisierten m-Fliche die verbindenden Gréfen P, Qp

e
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entsprechen, die bei Transformation von (4) transformiert werden
nach dem Gesetz fEﬁ:;Pﬂ-FYﬁ,%LJ==Qp-F5}« Umgekehrt bestimmen
alle beiden verbindenden GrdBen P;, Q, die auf einer beliebig
zusitzlich normalisierten m-Fl&che béstimmt sind und die bei
Transformation von (4) nach dem oben genannten Gesetz transfor-
miert werden, den invarianten Zusatz zur Nomalisierung, ndmlich
den,fiir den Pp=0, Qp=0.

Wir wollen eine Menge relativer Invarianten der verbindenden
GréBe /¢ untersuchen und nehmen dafiir an, daB irgendeine gol=~
che von Null verschiedene Invarianté I mit dem Gewicht Kl be-
ziiglich des tangentialen Em und dem Gewicht ka beziiglich des
zusitzlich normalisierten En—m-l existiert, wobeil klk2 £ 0. In
die Betrachtung fithren wir dann die verbindenden GroRen ein:

ahab . ‘
ab a]n[' 7 /Laggd:__g_%; (5)
hcd-

Mann kann zeigen, daB die Bedingungen

a) pp..—k Zk {/ bz;lla+ o — h q[L p} D[;had =0, 6) Qp_:.—'* I pbal)MO (6)

den invarianten Zusatz zur Normalisierung der m-Fléche im Bn be-
stimmen.
Da die Transformation der Normalisierung nach dem Gesetz

*npf=1b1+-fﬁjm durchgefiilhrt wird, so ist das analoge Verfahren auch

fiir die invariante Bestimmung der Normalisierung geeignet; formal
wird sie durch die Bedingungen (6,a) bestimmt, in denen p, q durch
Py a zu ersetzen sind. Diese Brgebnisse sind unmittelbar fiir die
Flichen und Hyperflichenscharen im zentroaffinen n-Raum und fiir
die Flichen im affinen m-Raum anwendbar (vgl. [4]). Das besagte
Bestimmungsverfahren der invarianten Zusatznormalisierung (oder

' Normalisierung) mit Hilfe der Bedingungen (6) sind nicht fiir alle
m-Fléchen bei m®+ 3m< 2% — 2 (oder bei m2-3m < 9n ) geeignete.
Tn einem solchen Fall sind filr die Konstruktion der verbindenden
Gr8Ren Py Q, die die invariante Zusatznormalisierung (Norma-

lisierung) bestimmen, die Differentialfortsetzungen (1] der fun-
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damentalen Objekte htherer Ordnung zu verwenden. Angemerkt sei,
daB man _sz=7%(Mw?~—LhPﬁ—~hmﬂFﬂFﬁ) annehmen kann, wenn die
verbindende GroBe P, konstruiert ist.

L, Fiir eine bestimmte Klasse m-Fldchen im B kann man (bei 2m<n)
den invarianten Zusatz zur Normalisierung auf folgende Weise er-
mitteln. Wir untersuchen im Bn die m~lineare symmetrische skalare
Funktion aus m Vektorargumenten @ (Xqy -+ +» Xm)- Die Menge der
Vektoren x, fiir die o(X,...,X)==1 1ist, nennen wir Tensorhyper-
fliche der m~-ten Ordnung im Bn. Nach Auswahl einer bestimmten Basis

im Bn nimmt die Gleichung der Tensorhyperfléiche der m-ten Ordnung

in Koordinatenform folgende Gestalt an: Ao X0 X = 15
folglich wird die Tensorhyperfléche durch Vorgabe der Komponenten
Qa...ap (0,8, 7 0y «o. =1,..., 1) s Tensors der m-ten Wertigkeit im Bn

bestimmt. 1(7%) sei eine bestimmte m-Fléche § im B . Wir sagen,
dap die Tensorhyperfliche der m~-ten Ordnung mit der m-Fléiche 8 im
Punkt %% Beriihrung hat in mindestens (n-1)-ter Ordnung, wenn

o(n9) =1, [9a,...0a0], ,=0

17T sV a

() =¢{(®),....,1(09)), s=1,...,n—=1 (7)

Das Gleichungssystem (7) ist ein lineares System aus
+am—1
(n nﬁfi_) Gleichungen beziiglich (””;ffzi) Koeffizienten . %a,...c,,

namlich (siehe [1], S. 179):

S oyl . L =1,

e N 1 e "
Z k! (?al'.“,zk 2‘) ’ z:'—”;;r l(‘]ij."'“il. : 'laf—ik'f'lu.l-’:s) = O;'
s=1,..., n—1, ' . (8)
wo der Kiirze halber bezeichnet ist

'uco =0 Dbei m<k;

‘al‘->ak

L GROR  Ogyy

=m{m-—1)...,(m—k+1)a, {4+ ["m bei m> k.
. £ 1 [

@
Loy ap

H sel Determinante des Systems (8). Wenn /=0 (was nur bei
2m <1 méglich ist), dann hat das System (8) eine einzige Losung,
die eindeutig die berithrende Tensorhyperfléche der m-ten Ordnung

im Punkt 7 bestimmt. Wir untersuchen ein Stiick der m-Fldche S,
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ldngs dessen ' {/+0 ist, und @ .., sel ein invariant durch das
System (8) bestimmbarer Tensor. Wir benutzen diesen Tensor und
konstruieren in jedem Punkt des untersuchten Stiicks ‘der m-FlHche
S die quadratisch Form: ¢ (X X)=0da...a, d™ .. [*2xPx" hinsicht-
lich dieser bestimmen wir die Orthogonalit&t (Kontingenz) der
Richtungen und konstruieren einen Unterraum, der zum Tangential-

raum Bm und radialen Unterraum B. orthogonal ist. Wenn der so

konstruierte Unterraum zusétzlici normalisiert ist, dann nennen

wir das untersuchte Stiick der m-Fliéche reguldr . Man

kann leicht zeigen, daB die Regularititsbedingung in der Nicht-

entartetheit des Tensors Cp = (m—1) 0 L) enthalten ist.
Die Hyperfldchenschar O, x) =1 bestimmt lidngs der regu-

léren m-Fldche die reguldre Hyperzone [5], denn es kann ohne

Schwierigkeiten gezeigt werden, daB der oben bestimmte Tensor g,

Regularitdtstensor [5] der besagten Hyperzone ist. Hieraus kann

die weitere Konstruktion der Geometrie der reguliren m-Fl&che im

B, nach der von V.V. Vagner [5] vorgeschlagenen Untersuchungsmetho-

de der reguldren Hyperzone im Bn durchgefiihrt werden.

Eingereicht am 20.11.1951
vorgeschlagen am 30.4.1952
von I.G. Petrovskij,
Mitglied der Akademie der
Wissenschaften der U4SSR
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