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ERUNGSPROBLEME MIT IOSUNGSFUNKTIONEN

Ubersetzung aus:
Teaduste. Eesti NSV Akadeemia Toimetised. Fiilisika. Matemsatika / Tzvestiia,
Akademija nauk Estonskoj SSR. Fizika., Matematika. Tallinn, 21 (1972),

Nr 3, 8. 258 = 263,
Russe: g 3AIJAYAX CTOXACTHYECKOIO MPOIPAMMMPOBAHUSY
C PELIAIOUIMMYU SYHKUMAMHU

0 zadatach stochastifeskogo programmirovaniia
s refaiublimi funkcijami

The optimal solution function in the stochastic progranuning problem is found.
The conditions for the existence of the optimal solution function in the spaces L, and
C are given.

le VWir untersuchen das Minimierungsproblem nach dem k-dimensionalen
Vektor x des Erwartungswertes der reellen Funktion [(x,E), die von
dem Zufallsvektor & abhingt, mit den Werten aus dem 1=dimensionalen

Raum 8

min Ef (x, £) (1)
X
bei den Beschrankungen
Egi(x, &) <<yi, i=1,...,m, _ {2)
gi (%) <vyi, [==m--1, ..., N, (3)

wobel vi vorgegebene Zahlen sind.

Die Iosungen finden wir innerhalb siner bestimmten Klasse von Funktionen
von 8, dehe wir finden die Idsungsfunktion x(s). Das Auffinden der
Iosung in Form einer deterministischen Funktion ist vBllig gerechtfertigt,
wenn alle Funktionen f(x,»), g.(x,), gi(x) in x konvex sind. Einer-
seits ist der Wert der Minimierungsfunktion (1) bei der Funktion x(s)

in einem konvexen Problem fiir eine beliebige VersuchslBsung i(ﬂ mit

dem Brwartungswert E(&)::lﬁi(s),geringer als bei x($), andererseits aber,
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wenn die Versuchsldsung i(s) alle Beschrinkungen (2), (3) erfiillt, er-
fiillt aufgrund der Konvexitit der Funktionen gi(x,s), gi(x) diese
Beschrinkungen auch der Erwartungswert x(8). Fir ein nichtkonvexes Pro-
blem kann das Auffinden der ISsung irn Form einer deterministischen
Idsvngsfunktion durch die technischen Wahrscheinlichkeitsbedingungen

des Problems bedingt sein. Tm Allgemeinfall kann man die optimale 1o
sungsfunktion als eine Niherungslisung des Problems (1) - (3) betrachten.

Sie ist selbstverstindlich leichter zu finden als die optimale Versuchs-

18sunge

Wir ddentifizieren die Klasse der I8sungsfunktionen mit einem bestimmten
Funktionenraum., Gerade dadurch erhalten wir eine sehr groBe Klasse von
Losungsfunktionen und kdnnen sinen geeigneten, sut ausgearbeiteteten
Funktionalanalysisapparat verwenden. Insbesondere ist die Mense der I8=

sungsmethoden von Extremalproblemen in Funktionenridumen grof.
Fiir das Problem (1) = (3) nimmt man zweckmiBigerweise an, daB x(s) e
e Ly(S,2,u), wobei 1<<p<Coo wund 2 Borelsche 0 =Algebra. Dadurch

wird das Problem (1) ~ (3) in das folgende Problem transformiert,

Problemn T

nnn_[f s)du(s) (4)

bei den Beschrinkungen
Jgi(x(s),s)dp(s) <<yi, i=1,...,m, (5

g
x(s})=<y: fiir beinahe alle s, i=m31, ..., n (6)

In Problemen wirtschaftlichen Gehalts hat ein Teil der Bedingunesen (6)

die konkrete Gestalt x; =0, i=m-+1, ..., m+k

Fir die MeBbarkeit der Subintegralfunktionen nehmen wir an, daB sie die
Caratheodory=Bedingung erfiillen, d.h. f(x,s) und alle gi(xgs) sind

in x filr fast alle s stetis und in 8 fir alle x meBbar.

Wir leiten die Bedingungen fiir die Existenz der I8sung her, indem wir
die Untersuchung iiber Integralfunktionale in [1] verwenden. Die Norm in

o . . ca . . .. .
R°y B Dbezeichnen wir mit [v/ und die Norm in den REumen Ln’ C mit
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Theorem 1. Es seien die Bedingungen
F(x, 5) =ao(s) --Bolxi7, (D)
gi(x,s)=a;(s)--px|p, i=1,..., m,
erfillt, wobei ai{s)e L (S, Z,w), p: (i=0,1, ..., m) reelle Zahlen
sind, unter denen wenigstens eine positiv ist. Die Funktionen

g.(x)y 1 =m+ lyseeg n seine nach unten halbstetig und quasi-

Dann existiert die I8sung von Problem I in den Riumen

»L;)(S,}:,U), 1</7<OO

Bewe ise Die Bedingungen (7) (siehe Theorem 1 [1]) garantieren die
schwache Halbstetigkeit nach unten der Funktionale aus {4) und (5).
Gerade dadurch ergeben die Beschrinkungen (5) im Raum L% schwach ab=

geschlossene Mengen.

Die Beschrinkungen gi(x(s)) <Cvyy, i=m-1, ..., n erzeugen im k-dimensionalen
Raum die abgeschlossenen konvexen Mengen., Diese Beschrinkungen ergeben
ebenfalls im Raum LD abgeschlossene und konvexe Mengen. Aufgrund der
Reflexitdt des Raumeé L sind diese Mengen auch schwach abgeschlossens.
Die Durchschnittsmenge ﬂer schwach abgeschlossenen Mengen ist ebenfalls

schwach abgeschlossen,

Wir nehmen zunichst an, dal B; >0 ist. Nach den Ungleichungen (5) und (7)
erhalten wir
= [gu(x(s), s)du(s) = [ay(s)du(s)-p [ |x(s dﬂ(s)“" .
== [ai(s)du(s)--pdlxl?,

oder _\Ei__ﬁ.é?f ag(s)dp(sy = llxl»

Die durch dieses Funktional vorgegebene Menge ist beschrinkt, Wenn alle

Pi, 1 = l,eeey m nicht positiv sind und Po >0, dann kann man formal

die Beschrinkung

STx(s),sydu(s) = [[(x(s),s)du(s), (8)

D
Yl
bl
—_
1951
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~
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hinzufiigen, wobe

Die I8sung des w rlichen Problems und das Problem mit der zusBEtze

lichen Beschrinkung (8

) stimmen iiberein. Weil aber die durch Bedingung



(8) vorsgegebene Menge beschrinkt ist, existiert bekanntliich ein Minimum
eines schwach nach unten halbstetigen Funktionals auf der schwach abe

geschlossenen beschrinkten Menge des reflexiven Raumes. Das Theorem

hewiesen,

mmtes P (== 0, T,.0s,

nositiv sei, kann men durch die Forderung ersetzen, dal die Bedincuncen

i) < vy, i=m-+1, ..., n im Raunm Ek eine beschrinkte Menve erzeugen,

Theorem 2, Die Funktion f(x, s) sei in x fiir fast alle s
stark konvex, die Funktionen gi(x§ 8), 1 = l,0es, m seien in x
fir fest alle & konvex und die Funktionen ﬁi(x)g i=m* Tieee.
ssey N Selen quasikonveX, Bxistiert dann eine Idsunc von Problem T,
s0 ist sie eindeutig,

- T,

B.ewe isges s ergibt sich die starke Konvex

imierbaren
Funktionals [[(x(s),s)du(s) und die Konvexitst der Funktionale der Be-
schrinkungen [ gi(x(s).s)du(s) und gerade dadurch auch eine Konvexitst

der Mengen Q== {x(s): fgi(x(s),s)du(s) <vyi}, i=1, ..., m. Konvex sind

Jk

i

ehenfalls die Mengen Qz—~{k (s) 1 gi(x(s)) < vy } m+ 1ees, n und die

Durchschnittsmence Q:=(]Qu Das stark k@nﬁexe Funktionzal auf der kone
fet
vexen Menge kann jedoch nur in einem einzigen Punkt ein Minimum annehmen.

Das Theorem ist bewiesen,

Wir geben einice notwendige und hinreichende Fxtremumsbedinsungen fiir
das Problem T an, Ansenommen, die Funktionen f(x, s) und ?i{xg ),
i=1,eeey, m seien in x konvex und giix)g i=m+ l,eeey n konvex.
Man kann leicht die Mengen der Stiitzfunktionen fiir das Problem I kon=
struieren:

= {l"s(x(s), syeLy,  f(x, 5)—[(x(s), 5) =
‘2B(f%(x(5)»5)>~”*“x(5)% xe=Rr}, (9
Mi={g"i:(x(s5), s)=Lq, gi(x, s)—g:i(¥(35), 5) =
S (2 (5), 5) 5 —x(s)). ¥ERM),

L+-}(]_:1, i=1, ..., m. (10)

Diese Schreibweise bedeutet, dal die Stiitzfunktionale zu den Funktionalen
aus (&) und (5) solche Funktionen des Raumes L, sind, bei denen fiir

beliebipe feste s die Vektoren f’y(x(s}i s)  Stiitzvekitoren zu den
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Funktionen f(x, s) sind. Die Mence

Qs={x(s). gi(x(5))<<ys, i=m-+1, ..., n} (rn
hat die Gestalt
M={() =Ly 1(5)= X U+(5)g"w(x(5))),
}‘-2’,(5) (gl(x(s) ) 'T‘ 'Yéf) ::» 1 }\-i (S) go}) (12)

wobei g',y(x(s)} die Stiitzvektoren zu den Funktionen gi(X(s}) bei

3

s

festen s sind. Die Schreibweise (12) gilt unter der Annahme, daB die

Q= {x, gi(x) <0, i=m-+1,..., n} (13)

einen inneren Punkt besitzt. Tn den Ausdriicken (9), (10) und (12)

die Stiitzfunktionen Gatheau= oder Fréchet-Ableitungen, wenn die ent=
sprechenden Funktionen oder Funktionale Gatheau oder Fréchet differen=
zierbar sind. Fir die Integralfunktionale sind die Differenzierbarkeits—
bedingungen in den Réumen L~ in der Arbeit [2] angegeben,
Wir schreiben detzt die notwendigen und hinreichenden Extremumsbedingungen
fiir das Problem T in der Form der ?uler~£agrange~@1@ichung ans

- . ”1 ~

7"V(A(3),S)+ /zbz(X(S z 2i(s) g (x(s)) =0,

i==m-t

ri [ gi(x(s), s)du(s)~0 i=1,..., m,
i(s) (@i(x(8))—vi) =0, i=m+l, ..., n

2e Wenn in einem Problem der stochastischen nichtlinearen Programmie-
rung neben dem Erwartungswert Wahrscheinlichkeits- oder Quantil-Funke
tionen beteilist sind, dann hat es keinen Sinn mehr, die ISsungsfunktion

%(s) unter den Hlementen des Raumes L,(S,Z,n) zu suchen. Und zwar des-

halb, well die Idgenschaften des Wahrseheinlichkeits= und Quantil-Funke-
tionals im Raum ?% schlecht sind [3]. So ist z.Be. das Funktional

v(x)::P[x(s)s;y]—~‘~[ du(s) in Ep weder nach oben noch nach unten

1

schwach haibstetiﬁ Au%erdem ist die Menge der Unstetigkeitspunkte
dieses Funktionals in den Riumen L, | <l p < oo iberall dicht, BEs ist
interessant, daB die Menge der Unstetigkeitspunkte des Funktionals v(x)

in den REumen Lp, | << p < oo ebenfalls iiberall dicht ist.

Gefordert sei, daB die Idsunesfunktion x(s) zum Banach~Rsum der stetigen

Funktionen C(8) gehdre, wenn S Dbeschrinkt ist, oder zum metrischen



Raum der stetigen Funktionen C(,(S), venn S eine beliebige Menge ist,
Die Metrik im Raum Co(S) bestimmen wir durch die Formel
H J”n
X, y) = 572 e
el 9= 2T Ty
N (14)
s)—y(s)].

| — yll, == max |[x(s
[sj<n

S

Wir fiicen dem Problem (1) = (3) die Wahrscheinlichkeitsbeschrinkungen

Plg:(x,s)<vil=ai, O0<<ui<<l, i=n-l, (15)
hinzu und ersetzen {wenn notwendig) die Minimierungsfunktion (1) durch
die Funktion

Plg(x, s) <<yl (15')
Wir schreiben die Beschrinkungen (15) in Form eines Tntegrals um, wo=

bei wir gleichzeitig beriicksichtigen, dal wir die ISsunesfunktion =x(s)

suchen,
. d.u(S)/>,,(Li, 0<7as<71, i:fl+l, (16)
FRNOSEQY
Fiir die MeBbarkeit der Superpositionen gi{x(s)@ s) fordern wir, daf
die Funktionen g(x, 8) und g.(x, 8)y, i =n + 1l,00e, r in x fiir

fast 2lle s und in s Tir alle x meRbar sind.

Problenmn Ir

min /'f c(s), $)du(s) (17)

oder
min  f
lx(s),8) <y

du(s) (17)

bel den Beschrénkungen

fg (s), sydu(s) <vi, (18)

i=m-+1, ..., n,

gi(x{s)) <y, (19)
J du(s) =a, O0<<ai<<l, i=n-1, (20}

gx(sh,9)<v,

Die Ungleichungen (19) miissen fiir alle s

timmtes se S, wenn x(s) & Co(S).

erfiillt sein, wenn x(s) e C(S),

und nur fir ein bes

Theorem 3. 1) Fir beliebige 2 >0, 4 = 0, 1,000, m und fiir

i = l,eess m die Ungleichungen

Hx sy =an(s),

Ix] << A erfiillen, wobei

Q={x:

by
o
"3

gi(x(s

e Funktionen

)) <vs

gi(x, 8) =, (s)

i::m—H,

f(x, s)

und

as(s), a,(s)&Ly sinds

n}

r‘?i{X% s) s

(21y

2) die Menge

(22}



sei beschrinkt; 3) die Funktionen g.(x), i =m+ 1,ee., 1

i
seien nach unten halbstetigs; 4) die Idsungsfunktionen x(s)
sollen die Bedingung

[x(s)—x(s")|<Kmax(]s’"—s"|, |s"—s"F), £>0, p=1 (23}
rfiillen. Dann gibt es eine ILdsung von Problem TIT in den

Riumen C(8) wund Cu(S).

Bewe is. Nach dem in [1] bewiesenen Theorem 1 sind die Integral-~
T

ok

nktionale (17), (18) im Raum C(8) nach unten halbstetiz, Dieser

¥

Beweis ist auch fiir den Raum C,(S) anwendbar, wenn bemerkt wird, dab

aus der Konvergenz im Raum C,u(S) die Konvergenz iiberall folgt. Die
Funktionale (17'), (20) sind nach Theorem 3 [3] in den Réumen C(S8) und
Co(S) mach unten halbstetig. Folglich sind die durch die Beschrinkungen

(18) und (20) vorgegebenen Mengen abgeschlossen.

Infolge der Halbstetigkeit der Funktionen gl( x), i=m+ l,0eey, n ist
die Menge @ im Fuklidischen Raum abgeschlossen. Dann sind aber auch
die durch die Beschrinkungen (19) vorgegebenen Mengen in den RBumen
C(8) und Cu(S) abgeschlossen., Bédingung (23) erzeugt ebenfalls die abe-
geschlossene Menge in C(8) und Co(S). Die Durchschnittsmenge der abge-

schlossenen Mengen ist abgeschlossen.

Die Bedingungen 2) und 4) des Theorems gewdhrleisten, daf die Mengen,
die die Bedingungen (19) und (23) erfiillen, kompakt sind. Im Raum C(3)
folgt dies aus dem Arzela=Ascolli=Kriterium, und im Raum Co(S) erfiillen
die Bedingungen (19) und (23) das Kompasktheitskriterium, das in Arbeit
[3] angegeben iste. Die Bestdtigunz des Theorems folgt aus der bekannten
Tatsache, dal das nach unten halbstetige Funktional in der abpeschloge-

senen kompakten Menge ein Minimum erreicht. Das Theorem ist bewiesen,

Dis Differentialformel des Wahrscheinlichkeitsfunktionals (17') im Raum
C{8) wird genau so und unter denselben Annahmen hergeleitet wie in

k . . . .
Arh 4] fiir den Raum R, Das Differential im Raum C(8) wird durch

eit
das Integral

f (@(3(9), ). X)) 6148, (s) | (24)

qsw B]

aussedriickt; dabei ist die Oberfliche S.= {s:g(x(s),Ss) =vy}; &x(x(s), s)

v (s)
der Vektor der partiellen Ableituncen nach x: g! (x(s), 8) der Vektor



- B
der partiellen Ableitungen nach s3 x(s) eine Richtunz von x(s) aus:
(g‘x(x(s)§ s), x(s8)) das Skalarprodukt; p(s) die Dichtefunktion;

dgx(s} das FlHchenslement der Oberfliche 8§,

Das Differential des TIntegralfunktionals (17) im Raum C(8) wird durch

ausgedriickt, unter der

sind,

Auch wenn wir die Aunsdriicke der Differentiale (24), (25) fiir die Funk-
tionale hahen, ist ess dennoch schwierie, Problem TI zu 18sén, da die
Wahrscheinlichkeitsfunktionale in den R¥umen C(8) und Co(S) ailgemein

cesprochen

jod

icht guasikonvex sind. Als EBreebnis stellt sich hersus, daf
Problem 1T polyextremal ist.

Man kann es wereinfachen, wenn man die Klasse der ILosungsfunktionen

durch lineare Kombhinationen der hekannten Funktionen
N .
x(s)= E Yix;(s). (26)
=
einengt. Hier werden die Vektorfunkiionen xé(s) a priori vorgegeben,
und die Matrixkoeffizienten Vi werden durch Unbekannte erechnet. Die
Emsetzuns von (26) ist eine Verallegemeineruns des in Arbeit [5] vorpe~
schlagenen Verfahrens, wo Formel (26) die Gestalt x(s) = Ves hat und
¥  eine unbekannte Matrix ist. Wir engen die Klasse der Idsunesfunktionen
durch Ersetzen von (26) ein und erhalten ein Problem, dessen aualitative

Analvse in Arbeit [4] durcheefithrt wurde, Fiir dieses endlichdimensionale

Problem kann man dann bereits hinreichende Quasikonvexitdtsbedi

sungen

der Wahrscheinlichkeitsfunktion v(x) = P[f(x,s) <<y] anfiihren. Gerade

wenn die Funktion f(x, s) in der Gestalt f(x, s) = f.(x)f (s) + £, (=)

darstellbar ist, wobei £, (x) quasikonkav und f_.(s) nicht negat
(oder £ (x) nua%iFOﬁwem und 1, ( ) nicht vosit
(%)

Zum Schlufl méchte der Verfasser den Herren 1. Petersen und T, Tobias

filr ihre Bemerkungen danken.
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