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Russ.: TecTH [Jid OPOBEPKU DPASHOCTHHX METOINOB CKBO3HOTO CueTa

Pas3pPHBHHX peleHud ypaBHEeHU# Ta30BOWl NVUHAMUKYA

Testy dlja proverki raznostnych metodov skoznogo sceta
razryvnych reSenij uravnenij gazovoj dinamiki

1. Einleitung

Zur Berechnung unstetiger LOsungen der gasdynamischen Gleichungen gibt

es eine groBe Anzahl von Differenzenverfahren, in denen die Unstetig-

keiten wdhrend des Rechenvorgangs nicht festlegbar sind; auBerdem tre-

ten sie als Bereiche mit groBen Gradienten der gasdynamischen Funk-

tionen auf, und die Unstetigkeitslinien oder -fldchen sind iber einige

Gittermaschen '"verschmiert".

Um die Eigenschaft derartiger Differenzenverfahren iberpriifen zu kdnnen,

testet man sie gewdhnlich an einfachen, bekannten Modellen, z.B. Uber

eine StoBwelle hinweg, die sich liber einen konstanten Untergrund aus-

breitet, oder liber den Zerfall einer Unstetigkeit. Im einen wie im an-

deren Fall besteht die LOsung in der Umgebung der Unstetigkeit aus

einer Treppenfunktion, die auf beiden Seiten der Unstetigkeit konstant

ist.

In realen Problemen hingegen sind gasdynamische Funktionen norma-
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lerweise in der Umgebung der Unstetigkeit nicht konstant; und dies

kann sich sehr stark auf die Qualitdt der durchlaufenden Berechnung
auswirken, Die Schemata fir solche Fdlle werden gewohnlich getestet,
indem man sie untereinander und nicht mit einer genauen Ldsung ver-
gleicht, was natiirlich kein vollstidndiges Bild von der Qualitédt des

einzelnen Schemas wiedergibt.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Prinzip zur Aufstellung von Tests
vorgestellt, mit dem eindimensionale Differenzenschemata iliberpriift
werden konnen; dieses Prinzip beruht auf dem Modell einer isocentro-
pischen Gasstromung mit dem Adiabatenindex k = 3. Bekanntlich zer-
fallen in diesem Fall die Gleichungen der Gasdynamik im Stetigkeits-
bereich, und deshalb kann man leicht die genaue LOsung der Gleichungen
in dem Bereich finden, in welchem die Werte der gasdynamischen Funktio-

nen nicht konstant sind.

2. Gleichungen im Stetigkeitsbereich der Losung

Wir untersuchen ein System, das aus den Stetigkeitsgleichungen der in-

stationdren eindimensionalen Stromung gebildet wird:

$t " (pu)z = 0
, (1)
(pu), + (p +pu), =0,
mit u Geschwindigkeit, ¢ Dichte, p statischem Druck und den unab-
hdngigen Variablen 2z, t, wobel die Indizes 2z, t die Differentiation
nach den entsprechenden Variablen bezeichnen. Désweiteren nehmen wir
an, dal p = Ayk und A = const 1ist, woraus folgt, daB die Entropie
im gesamten Stromungsbereich konstant ist (nomentrope Stromung). In-
folgedessen konnen wir die Energiegleichung weglassen und das System

(1) schlieBen.

Nach einfachen Transformationen des Systems (1) kommen wir zu folgender

charakteristischer Form:

0

cle, + (u+ec)e ]+ oflu, + (u+cu ]
9t fz4 + PLuy 2 (2)

0,

i

olpy + (u - 0)g,] = plu, + (u = o)u,]

wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit bezeichnet, die nach der Formel



o = (ap/ag), _

bestimmt wird.

Als neue unabhidngige Variable fithren wir die Riemannschen Invarianten

7 =u+2/(k-1), A=u-2c/(k -1)

ein und schreiben die charakteristischen Gleichungen folgendermafBen

an:

|
(@)

2, * {[(k + DT+ 3 - x)8)/4}e =
(3)

]
o

A+ {[G =0T+ (k+ 1)2])/438,

Bei k = 3%, A = 1/3 erhdlt das System (1) die Gestalt:

ft " (?u)z =9

(4)
(pu), + (pu’ + yS/B)Z = 0. ;

Im Stetigkeitsbereich der Losung entspricht das System (4) dem zer-
fallenden System

Ty * 77, =0 A + AR =0
T=u+g A=u-p¢ (5)
u = (T +A)/2 ¢ =c=(t-A/2.

Da die Schallgeschwindigkeit ¢ numerisch gleich der Dichte ‘9 ist,
verwenden wir im folgenden nur noch die Bezeichnung g, und zwar un-

abhidngig von der Bedeutung des Werts in der Formel.

Anmerkungen:
a) Da s nach physikalischen Vorstellungen ein positiver
Wert ist, untersuchen wir nur jene Ldsungen (5), bei

denen iiberall 7 > erfiillt ist.

b) Auf den Charakteristiken des Systems (5), die Geraden
sind, sind die GrdBen 42 und A konstant. Wenn also im
Punkt (zo, to), 7 = 70,,% =,{b, dann ist
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7 =z, auf der Geraden (z - zo) - Qb(t - to) = 0
(6)
A = Ab auf der Geraden (z - ZO) —,&O(t - to) =0 .,

Dieser Umstand erleichtert die Berechnung der genauen LGsung wesentlich;

darauf beruht auch die Aufstellung der vorgeschlagenen Tests.

%, Beziehungen auf der StoBwelle

Aufgrund der Annahme A = const sind die"StoBwellen" in unserem Modell
keine wirklichen gasdynamischen StoBwellen, sondern einfachere isocen-
tropische Unstetigkeiten der Funktionen wu, ¢. Dennoch bleiben die we-
sentlichsten Besonderheiten der gasdynamischen Unstetigkeiten erhalten,
wodurch eine realistische Grundlage zur Untersuchung der Rechenmethoden

gewdhrleistet ist.

Die Beziehungen zwischen den Unstetigkeiten ddr Funktionen u, f und
der Unstetigkeitsgeschwindigkeit D erhdlt man auf bekannte Weise aus
dem System (4), das in konservativer Form angeschrieben ist. Bekannt-
lich besitzt das System (4) eine unendliche Menge konservativer Formen,
und die Art der Beziehungen auf der StoBwelle hidngt hauptsdchlich von
der gewdhlten Form ab. So kann z.B. das System (5) leicht in konserva-

tiver Form angeschrieben werden:

7, v (1%/2), =0 b+ (5/2), - 0. (7)

In stetigen Losungen sind die Systeme (4) und (7) &dquivalent; wenn man
jedoch Unstetigkeiten in die Untersuchung miteinbezieht, dann wird

diese Aquivalenz verletzt. Insbesondere zerfallen die Beziehungen an

der Unstetigkeit beim System (7) in zwei unabhédngige: fiir 7 und A; das
gleiche gilt auch fiir die Gleichungen von (7). Beim System (4) zerfallen
die Beziehungen an der Unstetigkeit nicht nach 7 und A, und deshalb
fiihren die unstetigen Ldsungen des Systems (4) nicht zu Ldsungen von
zwei unabhéngigen Systemen bezliglich der Invarianten 7 und 5. Im
weiteren Verlauf werden nur Unstetigkeiten untersucht, die vom System
(4) erzeugt wurden, da sie dem physikalischen Zweck dieser Arbeit mehr

entsprechen.
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D sei die Geschwindigkeit der StoBwelle; mit dem Index 1 Tbezeichnen
wir den Zustand vor der Wellenfront und mit dem Index 2 danach. D.h.
wir vereinbaren, daB das Gas aus dem Bereich 1 in den Bereich 2
stromt., Die Beziehungen auf der StoBwelle fiir das in konservativer

Form geschriebene System (4) haben die Gestalt:
£2V2 = 111
g,vo + 92/3 = gve + 03/3,

mit T = By = D, k =1, 2.

Entsprechend der Bezeichnung ist vi:>'0, wenn der Bereich 1 1links

(8)

vom Berech 2 liegt, und vi<C:O im entgegeypygesetzten Fall,

Wir messen die Starke der StoBwelle durch das Dichteverhdltnis x:
§a/91 = v1/vp = %, i l/g =1 x=1,2.
Dann erhalten wir aus (8)
2 2 i 2
(vl/?l) =x(x“ +x+1)/3= By(x)] "
Wenn u1,~fl und x bekannt mind, dann gilt
o0 T XP Uy =uy ¥ 5’1‘f’<"> , vy = Vp/x

Doy T o) . = Inl/g - ) )
M, = Ml/x2 g tf(x) = (x - 1)"/(x + x + 1)/(3x)' .

Wir untersuchen zwei Grundfédlle:
1) Mi-<11: die Stromungsgeschwindigkeit vor der Welle

liegt unter der Schallgeschwindigkeit, dann ist

x = p/e <1, vl
M271! |v2l=lu2—D(>92

]

’ul —ID|<:?1 (10)

Dieser Fall-entspricht einer Verdiinnungswelle und ist instabil. In

tatsdchlichen Gasstrdmungen kommt er nicht vor.

2) M2:>’1: die Stromungsgeschwindigkeit vor der Welle

liegt iiber der Schallgeschwindigkeit, dann ist

li

x = gofey <1, vyl
M, <1, | vl

lay - 2|>gy

{11)
[u, - Dl< 9, .

]
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Je nach Wahl des Vorzeichens in den Gleichungen (9) und (11) kénnen
zweli Unterfdlle zur Anwendung kommen:

a) v, 57170 und b) vl< -9 <0

Im Unterfall a) nennen wir die Unstetigkeit der StoBwelle vom Typ "A"

und im Fall b) der StoBwelle vom Typ "%". Es gelten die Gleichungen:

a) Welle vom Typ "A" b) Welle vom Typ "g"

v, > §, 70 v < - ¢ <0
D<Luy - ¢ =4 D>u, + ¢ =72

M =i/ M= - /%

D =u - ?l(f/(x) D =u + 9lty(x) (12)
v, = op(x)/x v, = = p1y(x)/x

uy = u = Pp(x) <uy uy = ug Qo plx) > uy

T, = uy + [x - ?(x)]?l 7, =u + [x +lf(X>}f1
Ay =y =[x+ p()lp) Ay =y =[x -p(x)]g

Es gelten die folgenden Ungleichungen:
bei 1<x$xo
= T
Ay LD LB =T <7 A <H[LL <0 <Y

bei x0$x<+ oo

= L., s ‘4 AH <L <
/52<D 2_b1< 4 4 3 /;>2<D.422 ,
wobeil ZD die Sprungstédrke in der Grenzsituation der Charakteristiken

/51 = ZQ (a) oder Zl =.52 (b) ist. In diesem wie im anderen Unterfall
erfillt x die Gleichung 1 + Xy = ?(xo); hieraus folgt

0
-1 +VY3 +7¥3 + 213 = 5.274510...

s

Hinzugefiigt sei, daB der Typ der Welle ("4" oder "A") nicht mit der
Richtung zusammenhdngt, in der sie sich fortpflanzt; diese wird durch
D Dbestimmt (die Welle l&uft "nach rechts", wenn D 3> 0, und "nach
links", wenn D& 0),
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4. Berechnung der StoBwellentrajektorie

Die StoBwellentrajektorie werde durch die Gleichung z = Z(t) be-
schrieben, und die Welle sei vom Typ "2". Wir betrachten einen be-
stimmten Punkt P auf der Welle und berechnen in diesem Punkt die
Ableitung dZ/dt. Die Werte der Invarianten 71, Al, 72 setzen wir

als bekannt voraus, da sie bei t <1tP durch die Werte Z, 2 be-

stimmt werden. Aus den Gleichungen (12b) erhalten wir uqy =~[x + F(x)]fl =

= 22. Wir ersetzen in dieser Gleichung den Ausdruck uy durch fl’
Zl und erhalten
_ Vi !
)= (x-1)Q + V(" +x+1)/(3x) ) = (13)

= (1, - ’7,1)/f1 «

Nach Bestimmung von x aus Gleichung (13%) erhalten wir D und /52

nach den Gleichungen (12):

D = dz/dt = uy + fl%Kx) g &b = u; - (% = ?(x)]f& .(14)

Die Funktion 4J(x), die auf der rechten Seite von Gleichung (13) steht,

ist monoton und positiv bei x> 1.

Der beschriebene Algorithmus zur Berechnung von dZ/dt gibt uns die
Moglichkeit, die StoBwellentrajektorie durch numerische Integration
der Differentialgleichung fiir Z(t) zu ermitteln. Wesentlich ist dabei,
daB die Charakteristiken des Systems (1) Geraden sind, was das Auf-
finden von 7., Zﬁ und Z, im Punkt P sehr vereinfacht.

Der Ausgangspunkt der StoBwellentrajektorie bei ihrer Entstehung aus
der Druckwelle bestimmt sich aus der Bedingung, daB in diesem Punkt
(zeitlich) zum ersten Mal die Ableitung az%az = oo ist (fiir die
Welle vom Typ "~4").

5. Verdiinnunggwellen

Um die Gleichungen, die die zentrierte Verdiinnungswelle beschreiben,

ermitteln zu kdnnen, nehmen wir in (5) an:
7 ='L(§), AH=A(E), mit §= (z - zo)/(t - to), der Punkt (zo, to)

ist das Wellenzentrum. Dann ist

(g—z)2§=o (@—b)béw.
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Es sind zwei F&dlle moglich:

a) Welle vom Typ "a": b) Welle vom Typ "72":
/’;)_—.a, 7w = const ‘L=~§, » = const
5,1< 2, §,<E, 1,>%,, §,>5, .

Wenn man die Stérke der Verdiinnungswelle x = F/?l hinzunimmt, die

sich lédngs der Trajektorie von 1 ©bis 92/?1 =X, = 1 wveréndert,

erhdlt man:

1

u=ul-5>1(x—1) u ul+§’1(x—l)

£ = xg, 0 = Xyl (15)
B e ? = u - (2x - 1)9& E; =u + ? = uy + (2x - 1)5&

V!
1

6. Zerfall einer beliebigen Unstetigkeit

Fir das System (5) sei die unstetige Anfangswertaufgabe von Cauchy ge-
stellt mit den Werten

u=u,\,f=§,\ bei z<zo;u=un,?=gn bei z7zo.

Aus der allgemeinen Theorie iber quasilineare Gleichungen ist bekannt,
daB eine solche Unstetigkeit instabil ist und zerfdllt, wobei sie zwei
Wellen bildet, die nach rechts (Typ Z) und nach links (Typ &) laufen:
StoBwellen bzw. Verdiinnungswellen (deméntsprechend sind 4 Arten des
Zerfalls der Unstetigkeit mdglich). Im Endergebnis bilden sich drei

Bereiche mit konstanten Werten: ein linker (uA, fA), ein zentraler

(uo, fO) und ein rechter (uﬂ"?n)'

Wir fihren die Bezeichnungen x = YO/S\ y Yy = fb/fn ein. Die GroBen
x und Yy Dbeschreiben vollstédndig den Zerfall der Unstetigkeit. Dabei
gilt: wenn x> 1, dann verlduft im linken Bereich die StoBwelle, und
bei x<<1 die Verdinnungswelle; die analogen Werte y Dbestimmen die

Art der Welle im rechten Bereich.

Die Berechnung des Zerfalls der Unstetigkeit wird in zwei Schritten

durchgefihrt.
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I. Wir ermitteln x wund vy, Ugs fo aus den Gleichungen:
§o = *S5a | $o = Y%y
uy =y - ) uy = ¥y PG

wobei die Funktion c#(aQ durch die Gleichungen

(16)

i

0@ = - V" + o+ 1)/Gs] & =1
“lo -1 o <Ll

% (c°)

bestimmt wird.

II. Wir errechnen D, (oder‘?AO) und Dﬂ (oder gno) nach den Glei-
chungen

X

N

1: D =u,- ?I\L}KX); y21: Dp=up+ quy)

x$1:§,\0=uo—fo ;yél::§n0=uo+?o.

Die Besonderheit des untersuchten Modells liegt darin, daB in ihm
keine Kontaktunstetigkeiten vorkommen, was die Berechnung des Zerfalls

der Unstetigkeit wesentlich vereinfacht.

7. Aufstellung der Tests zur Uberpriifung der Differenzenschemata

Im Intervall [2Z., Z2] seien fiir das System (4) stetige Anfangswerte

u = uo(z), ‘fz ? (z) gegeben, und an den Ridndern 2z = Z1 und 2z = Z2
die entsprechenden Randbedingungen (mdglicherweise zeitabhingig). In-
folge der Nichtlinearitdt des Systems hédngt die Anzahl der Randbedin-
gungen 1links und rechts von den Werten u, ?, (7, A) ab, und sie k&nnen
sich, allgemein gesprochen, zeitlich verédndern. Wir widhlen die Funktio-
nen uo(z), ?O(z), (bzw. (Zo(z), EP(Z)) und die Randbedingungen derart,
daB mit wachsender Zeit innerhalb des Intervalls [Zl’ Z2] die gewlinsch-
ten Wirkungen eintreten (Entstehung von StoBwellen, von Verdinnungs-—
wellen, Wechselwirkung derselben usw); dann kann man mit Hilfe von
Gleichung (10) die Werte ‘2, 5 im gesamten Bereich [Zl, 22],'t;;()
ermitteln, wenn man vorher die Lage aller StoBwellen bis zu dem uns

interessierenden Zeitpunkt berechnet hat.

Somit besteht die Testinformation aus einigen Funktionen (Anfangs- und
Randbedingungen, Wellentrajektorien und den Werten %, A, u,§> auf der

Welle) einer einzigen Variablen, mit deren Hilfe man mit Leichtigkeit
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7,4 und folglich auch wu, g in jedem beliebigen Punkt des Bereiches

les zZz, toag‘t < T ermitteln kann. Das konkrete Verfahren zur Be-

rechnung der genannten Funktionen héngt vom gewdhlten Fall ab.
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