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Invariante Konstruktion der Geometrie einer Hyperfliche in
einem konformen Raum

M. A. Akivis (Moskau)

Die Konstruktion der Flichengeometrie im konformen Raum, die nicht von der
Wahl des beweglichen Bezugssystems abhéngig ist, gehort zu den schwierigsten Auf-
gaben der konformen Differentialgeometrie. In den Arbeiten von Blaschke [7], Takasu
[8], Thomsen [9], Vessiot [10] und anderen zur konformen Differentialgeometrie und
speziell in der Flachentheorie wurden nur einzelne Aufgaben {iber konforme Flachen-
geometrie gestellt und auch geldst. Die Flachentheorie wurde von den Verfassern
nur fiir denjenigen Einzelfall aufgestellt, bei dem die Fliche auf ein spezielles Netz
bezogen ist (hauptsichlich das Netz der Kriimmungslinien) und unter spezieller Pa-
rametrisierung der Flache.

Einen groBen Schritt vollbrachte A. P. Norden ([4],[5]) in der Entwicklung der
konformen Differentialgeometrie von Flichen. Bei seiner Untersuchung der parame-
trisierten Flichen eines konformen Raumes nahm er die Tensormethoden zu Hilfe.
Die Fliche wird in einem beliebigen Netz untersucht, nur ihre Parametrisierung ist
festgelegt. Die dabei ermittelten Ergebnisse aus der konformen Fléchentheorie ste-
hen jedoch im allgemeinen nicht nur mit der Fliche selbst in Zusammenhang, sondern
auch mit ihrer Parametrisierung, und folglich sind sie nicht invariant hinsichtlich der
Wahl des beweglichen Koordinatensystems.

Von G. F. Laptev wurde in den Arbeiten [1] - [3] eine neue invariante Methode fiir
differentialgeometrische Untersuchungen von eingebetteten Mannigfaltigkeiten ent-
wickelt. Diese Methode kann auf die Untersuchungen von Mannigfaltigkeiten in diffe-
rentialgeometrischen Raumen mit beliebiger Struktur angewandt werden. Sie stiitzt
sich auf die Berechnung der &ufBeren Differentialformen und die allgemeine Theorie
{iber die Darstellungen von endlichen Lie-Gruppen. Ihr liegt das allgemeine Prinzip
zugrunde, die differentialgeometrische Untersuchung einer Mannigfaltigkeit auf die
Betrachtung von Feldern gewisser geometrischer Objekte zu reduzieren.

In unserer Arbeit wird die Methode von G. F. Laptev auf die Untersuchung der
Hyperflichengeometrie eines konformen Raumes angewandt. Mit dieser Methode
konnten wir die Grundlagen der invarianten Hyperflachentheorie aufstellen und einige
neue geometrische Ergebnisse erzielen.

Die ersten drei Abschnitte unserer Arbeit sind einleitender Art. Sie enthalten im
wesentlichen Hilfsmaterialien, auf die wir im weiteren Verlauf zuriickgreifen. Hier im
ersten Absatz werden vor allem die Grundbegriffe der Geometrie des n—dimensionalen
konformen Raumes C, in der Form, wie wir ihn spiter benutzen, dargelegt. Danach
wird im zweiten Absatz eine Untergruppe der Gruppe der konformen Transformatio-
nen hergeleitet, die ein ebenes Element des Raumes invariant 1afit; und im dritten



Absatz werden die verschiedenen Darstellungen dieser Untergruppe mit den damit
verbundenen geometrischen Objekten gegeben.

Die Absitze 4-8 umfassen das wesentliche unserer Arbeit. Hierin werden die
Grundlagen der Hyperflichentheorie des konformen Raumes invariant konstruiert.
Im ersten Teil wird das mit der Hyperfliche (S) des konformen Raumes C, zusam-
menhingende Feld der stationiren Untergruppen untersucht und der Begriff des dif-
ferentialgeometrischen Objekts auf dieser Hyperfliche hergeleitet.

Im 5. Absatz wird die Folge der fundamentalen differentialgeometrischen Objekte
der Hyperfliche (S) konstruiert. Im 6. Abschnitt werden mittels der fundamentalen
geometrischen Objekte die einfacheren differentialgeometrischen Objekte kostruiert,
unter denen die Tensoren a;, b;jx, ¢;; besonders wichtig sind; sie sind entsprechend mit
den Umgebungen zweiter, dritter und vierter Ordnung auf der Hyperfliche verbunden.

Im 7. Absatz behandeln wir die einfachsten geometrischen Gebilde, verbunden mit
den im vorhergehenden Absatz hergeleiteten differentialgeometrischen Objekten. Dies
sind in erster Linie die Schar der zentralen Hypersphiren der Hyperfliche (S) und
die Hyperfliche (S’), die der zweite Mantel der Einhiillenden der Schar der zentralen
Hypersphéren ist. In diesem Abschnitt wird auch die spezielle nur von der Wahl des
Netzes auf der Hyperfliche und von der Normierung ihrer Punkte abhéngige Beinschar
konstruiert. Mit dieser Beinschar 1a8t sich auf der Hyperfliche die konforminvariante
Differentiation herleiten.

Der darauffolgende Absatz enthilt den Beweis fiir das Fundamentaltheorem der
Hyperflichentheorie, analog zum klassischen Theorem iiber die Vorgabe einer Fliche
im euklidischen Raum durch ihre erste und zweite quadratische Form. Gerade da-
durch wird bewiesen, da§ der die Winkelmetrik auf der Flache bestimmende Tensor
gi; und die Tensoren a;j,c;; und By = b;jkaij mit a¥ als der zum Tensor a;; inversen
Tensor bis auf eine konforme Transformation genau eine Hyperfliche im Raum C,
bestimmen.

In den Abséitzen 9-12.wird der aufgestellte analytische Apparat zur Erdrterung
einiger spezieller Fragen {iber die Hyperflichengeometrie des konformen Raumes an-
gewandt. So wird die Hyperfliche im 9. Abschnitt mit dem entarteten Ten-
sor a;; behandelt. Wenn der Rang m des Tensors «;; kleiner als n — 2 ist, dann
zeigt sich, daB die Schar der zentralen Hyperspharen der Hyperfliche nur von m
Parametern abhéngt, die Hyperfliche selbst durch eine m-parametrige Schar von
(n — 1 — m)-dimensionalen Sphéren gebildet wird; wobei die Hyperfliche lings ei-
ner jeden (n— 1 —m)-dimensionalen sphérischen Erzeugenden eine konstante zentrale
Hypersphare besitzt. Ist jedoch m = n—2, dann héngt die Schar der zentralen Hyper-
sphiren der untersuchten Hyperfliche im allgemeinen von n — 1 Parametern ab, aber
beide Mantel der Einhiillenden dieser Hyperspharenschar sind mit der Hyperfliche
(S) kongruent.

Die Absitze 10 und 11 befassen sich mit Fragen, die mit dem Tensor b;;; zusam-
menhéngen. Im ersten Teil werden die Zykliden behandelt, deren Beriihrordnung
mit der Hyperfliche groB ist. Es zeigt sich, dal im allgemeinen keine Zyklide vor-
kommt, die mit der Hyperfliche eine Berithrung dritter Ordnung besitzt; es gibt nur
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Zykliden, die mit ihr eine Beriihrung zweiter Ordnung haben. Hat jedoch der Tensor
bi;x der Hyperfliche eine spezielle Form, dann gibt es auch Zykliden, die mit dieser
Hyperfliche eine Beriihrung dritter Ordnung besitzen. Da sich zeigt, daf der Tensor
bi;x fiir n = 3 immer die ausgepragte Spezialform besitzt, so 148t eine beliebige Fliche
des dreidimensionalen konformen Raumes in jedem ihrer Punkte Zykliden zu, die mit
ihr in diesem Punkt eine Berithrung dritter Ordnung besitzen.

Und schlieBlich setzen wir uns im 12. Absatz mit Fragen auseinander, die mit dem
Tensor ¢;; zusammenhéngen. Hier werden die verschiedenen Einzelfélle der Struk-
tur dieses Tensors behandelt, die zu isothermen Hyperflichen, zu Hyperflichen, bei
denen der Mantel der Einhiillenden der Schar der zentralen Hyperflichen konform
zugeordnet ist, und zu konformminimalen Hyperflichen fiihren.

Die Ergebnisse dieser Arbeit kénnen ohne grofie Schwierigkeiten auf die Hyper-
flichengeometrie pseudokonformer Réume ‘C,, iibertragen werden. Bei n = 4 und

= 2 ergibt dies unmittelbar die Theorie der Geradenkomplexe des dreidimensionalen

projektiven Raumes, bei n = 4 und [ = 1 die Theorie der Sphérenkomplexe in der
Geometrie der Lie-Sphéren, usw.

Die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit sind in der Kurzmitteilung [11] dargelegt.

§1: Allgemeine Bemerkungen zum Bein des konformen Raumes,
zur stationaren Untergruppe eines ebenen Elememts
und ihrer Darstellungen

1. Wir fithren polysphérische Koordinaten im n—dimensionalen euklidischen Raum
ein. Mit den polysphéarischen Koordinaten der Hypersphére
S, deren Gleichung im kartesischen Koordinatensystem die Gestalt

n

n
s° E (2)? -2 E szt — 25" = ()
=1

=1

hat, bezeichnen wir das Zahlensystem s°, s*, s"*!. Diese Koordinaten sind offensicht-
lich genau bis auf einen beliebigen Faktor bestimmt. Die Raumpunkte identifizieren
wir mit den Hypersphéren mit Radius 0. Man kann sich leicht iberzeugen, dafl die
polysphérischen Koordinaten der Punkte die Gleichung

n

(S,8) = () +25%" =0 (1)

1=1

erfiillen miissen. Der Winkel zwischen zwei Hypersphiren P und ) mit nichtver-
schwindendem Radius, deren polysphirische Koordinaten die Zahlen p°, p*, ..., p"*!



und ¢°, ¢!, ..., q""! sind, wird bestimmt durch die Relation

cos?p = — L@

(PP)(QQ)’

wobei mit der Bilinearform (PQ) die polare quadratische Form von (1) bezeichnet
wird:

(PQ) = Zpiqi + qun+1 + pn+lq0
=1

Wir nennen den Ausdruck (PQ) das Skalarprodukt der Hypersphi-
ren P und @Q . Dieser Ausdruck ist auch dann sinnvoll, wenn eine oder alle
beide Hypersphiaren Punkte sind. Die Gleichung (PX) = 0 erfiillen alle zur Hyper-
sphire P gehorenden Punkte X.

Lineare Transformationen der polysphéirischen Koordinaten, die die Gleichung
(1) invariant lassen, fithren die Punkte in Punkte und die Hypersphéren in Hyper-
sphiren iiber. Diese Transformationen lassen offensichtlich den Ausdruck fiir cos? ¢
unverandert, d. h. sie behalten den Winkel zwischen den Hypersphéren bei. Deshalb
nennen wir die untersuchten Transformationen konforme Raumtransformatio-
nen. Es ist leicht zu sehen, daB diese Transformationen eine Gruppe bilden, die
Gruppe €, der konformen Raumtransformationen. Der Raum, in dem diese Gruppe
Strukturgruppe ist, nennen wir den konformen Raum C,.

Bemerkt sei, daB die analytische Bestimmung der Gruppe der konformen Trans-
formationen vollig dquivalent ist mit der Bestimmung der Gruppe der projektiv—
metrischen Transformationen im (n + 1)— dimensionalen projektiven Raum, die eine
Hyperfliche zweiter Ordnung (QQ) = 0 in sich {iberfiithren.

Nehmen wir als Beispiel eines Beins des konformen Raumes zwei Punkte Ao
und A, 41 sowie n beliebige durch sie verlaufende, linear unabhéngige Hyperspharen
A; (1=1,2,...,n). Offensichtlich ist in diesem Fall

(ApAo) = (Ans14ns1) = (AcAi) = (Anp14i) =0, (21)
Weiter bezeichnen wir
(AiA;) = gij (22)
und wihlen die Normierung der Punkte Ag und A, 4y so, dafl
(AoAntr) = 1. (25)

Eine beliebige Hypersphire S kann man als Linearkombination der Beinelemente
darstellen, da sie linear unabhéngig sind.

Wir nehmen das Bein { A}, A, A’ 1}, das dem urspriinglichen Bein {Ao, A, Ant1}
unendlich nahe ist und zerlegen es beziiglich dem urspriiglichen Bein in seine Ele-
mente. Die wichtigsten Teile dieser Zerlegung haben die Gestalt

dAE:ngn (677]:0,1,,72""1), (3)



wobei wg die Differentialformen der Parameter der Gruppe &, sind. Dabei ist die
Zahl der linear unabhéngigen Formen w; gerade gleich der Zahl der Parameter der
Gruppe. Wir differenzieren die Relation (2) und erhalten alle linearen Abhangigkei-
ten, die die Formen wg erfiillen miissen.

n+l _ 0 .0 n+l __
Wy =Wy =Wy twhpiy = (41)

w; +gjwn+1 ) w; + 9i;Wp ) } (i,j,k — 1,2,,,,,71). (42)

dgi; = girw! + grjwf,

Falls alle Formen w; in den Gleichungen (3) linear unabhéngig sind, sind diese auch
die Gleichungen infinitesimaler Transformation der Beine im (n + 1)—dimensionalen
projektiven Raum. Deshalb diirfen wir annehmen, daB die Gleichungen (4) die
Gruppe &, der konformen Transformationen des n—dimensionalen Raumes aus der
Gruppe der projektiven Transformationen des (n + 1)—dimensionalen Raumes aus-
zeichnen.

Wir benutzen die Strukturgleichungen der Gruppe der projektiven Transforma-
tionen und die Relationen (4) und ermitteln die Strukturgleichungen der Gruppe der
konformen Transformationen €,:

Do) = [wiwi],

Dwé = [wgwa]-l-[wgw;-], | (5)
Dw! = [wlw] + [whei] + [wWit'wl 4],

Duf = [wdud]+ [wfw?.

2. A sei ein beliebiger Punkt des Raumes und S eine durch ihn verlaufende Hy-
persphire mit (SS) # 0. Alle Hypersphéren des Biischels AA 4 S verlaufen durch den
Punkt A und beriihren sich gegenseitig in diesem Punkt. Wir untersuchen die Unter-
gruppe der Gruppe der konformen Transformationen des n—dimensionalen Raumes,
die den Punkt A invariant 18t und jede Hypersphére des Biischels AA+ S in eine Hy-
persphire desselben Biischels umwandelt. Diese Untergruppe der Gruppe €, ist die
stationiire Untergruppe des ebenen Elements, das durch das Spharenbiischel AA + S
bestimmt wird, wir bezeichnen sie mit €2. Die Untergruppe €2 ist von grundlegender
Bedeutung fiir alle weiteren Ausfiihrungen.

Wir verlagern den Punkt Ao des allgemeinen konformen Beins in den Punkt A
und machen seine Hypersphire A, mit einer beliebigen Hypersphéire des invarianten

Biischels AA + S kongruent. Da (SS) # 0, kann die Sphére A, durch die Bedingung

normiert werden. Weil (A,A,) # 0 ist, gibt es n—1 linear unabhangige Hypersphéren,
die durch den Punkt Ay verlaufen und orthogonal zur Hypersphére A, sind, wobei
keine von ihnen mit A, zusammenfillt. Diese Hypersphiren nehmen wir als die



Hypersphiren Ay, As, ..., An—1 des Beins. Dann gilt

(AZAn):gm:O (221,2,,71—1) (62)
Dabei sei die Matrix der Skalarprodukte
(Aidy) =gi;  (,7=1,2,...,n—1) (63)

nicht entartet und die mit ihr verkniipfte quadratische Form positiv definit.

Eine beliebige Transformation der Untergruppe €2 wandelt das konstruierte Bein
in ein Bein mit denselben Eigenschaften um. Wir nennen dieses Bein allgemeines
Bein der stationaren Untergruppe €2. Mit Hilfe der Relation (6)
kann man Gleichung (4;) in diesem Bein folgendermafien schreiben:

0 J _ 0 n S
Wy +gijwn+1 - 07 Wy +wn+1 - 07

Wi+ gijw = 0,0 4+ wf =0, (45)
2
dgij = giw?t + grjw!,
W + gijwi =0, Wi =0,

mit 7,7 und & hier und im folgenden fir die Werte 1,2,...,n — 1.

Weil der Punkt Ay bei den Transformationen der Untergruppe €2 fest bleibt und

die Hypersphire A, lediglich in eine Hypersphare der Gestalt AAq + A, iibergehen
kann, ist

6140 = u)ng 5 (SAn = ngo,

wobei mit dem Buchstaben § die Differentiation nach den Parametern der Unter-
gruppe & bezeichnet wird. Folglich werden auf der Untergruppe €0 die Gleichungen

erfiillt.

Man kann leicht erkennen, daf diese Gleichungen auch umgekehrt in der Gruppe
¢, eine Untergruppe mit den oben genannten Eigenschaften bestimmt, dies ist die
Gruppe €2. Wir bezeichnen mit #} den Wert der Form w{ auf der Untergruppe &0,
Die Matrix der Komponenten der Infinitesimalverschiebung des Beins der Unter-

gruppe €° bekommt bei diesen Bezeichnungen die Gestalt

0 0 0 0

0 0 0
=T, | (™)

0 —ging —70 -7

dabei sind die Formen 7/ durch das Relationensystem
8gi; = gk} + g7 (72)
verkniipft.



3. Wir untersuchen die Darstellung der stationiren Untergruppe €2 im Raum der
Variablen z! (I = 1,2,..., N). Diese Darstellung 148t sich véllig durch das vollsténdig
integrierbare Pfaffsche Gleichungssystem

bzl + & (2)rt =0 (8)

bestimmen, wobei 74 nacheinander die Werte aller Elemente der Matrix (7;) an-

nimmt. Das System der GréBen z!, das das Geichungsystem (8) erfiillt, nennen wir
geometrisches Objekt der stationdren Untergruppe.

Die das geometrische Objekt bestimmende Grundbedingung ist seine Invarianz
gegeniiber der Wahl des zuldssigen Koordinatensystems, in unserem Fall gegeniiber
der Wahl des allgemeinen Beins der Untergruppe €°. Diese Bedingung ist auch im
wesentlichen im Gleichungssystem (8) enthalten.

Die Darstellung der Untergruppe €° im Raum der Variablen z
Einhiillende dieser Untergruppe, wenn die Differentialformen 74, die die Un-
tergruppe €° bestimmen, als Differentialformen der Variablen z! ausgedriickt werden
kénnen, d. h. falls die entsprechenden Gleichungen von (8) beziiglich der Formen n#

I nennen wir die

gelost werden konnen.

Wir betrachten einige Beispiele fiir Darstellungen der Gruppe €2, welche uns im
folgenden weiterhelfen.

Wir konzentrieren uns vor allem auf die Darstellungen der Gruppe €° in der
Menge der Punkte des Raumes C,. Den beliebigen Punkt X des Raumes stellen wir
als Linearkombination der Elemente des allgemeinen Beins der Untergruppe €2 dar:

X =2Ag+ ' Ai + 2" A + 2" Ay

Die Koordinaten des Punktes X miissen die Relation (1) erfiillen, die im untersuchten
Bein die Gestalt

(XX) = 22%"! + gatal + (2™)? =0 (1)

erhilt. Wir schreiben nun die Invarianzbedingung des Punktes X bei Transforma-
tion des Beins der stationiren Untergruppe an. Da dieser Punkt bei einer solchen
Transformation nur mit einem gewissen Faktor multipliziert werden kann, hat seine
Invarianzbedingung die Gestalt X = 9 X. Hieraus erhalten wir folgendes Gleichungs-
system

6z° = —z%xd —9I) — z'x? — 2"x2
i (i £59Y _ ol i
b = —zl(7:—60)—z""im,, (9)
§a* = g™+ 8=l ,
g7l = g™i(d 4wl ,

wobei 6; das Kronecker—Symbol ist. Da die Koordinaten des Punktes X die Glei-
chung (1') erfiillen miissen und die quadratische Form g;;z‘z? + (2™)? positiv definit
ist, kann die GréBe ™! nicht gleich 0 sein. Deshalb kénnen wir den Punkt X durch
die Bedingung z"*! = 1 normieren. In diesem Fall liefert uns die letzte Gleichung des
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Systems (9) den Wert der Differentialform ¢ : ¢ = —=J, und die iibrigen Gleichungen
des Systems haben die Gestalt

6z° = —22%) — 2'7? — z"7? |

i (i §i0Y i '
éz' = —al(wi+46img) — Thpa s (9")
dz" = —z"rd+ 2.

Die erste dieser Gleichungen ist mittels Gleichung (1’) und den ibrigen Gleichungen
des Systems identisch erfiillt. Somit wird die Darstellung der Gruppe €2 im Punkt-
raum C, bestimmt durch die folgenden n Gleichungen:

Sof = i Bin) — iy -
bz = —z"mQ+ 7.

Wir untersuchen nun die Darstellungen der Gruppe €° in verschiedenen Untermen-
gen der Hypersphirenmenge des Raumes C,. Bezeichnen wir mit den Buchsta-
ben z° 2%, z" und 2™t die Zerlegungskoeffizienten einer beliebigen Hypersphire X
beziiglich den Elementen des Beins der stationdren Gruppe und setzen wir die In-
varianz dieser Hypersphéare bei Transformationen des Beins voraus, dann erhalten
wir wiederum das Gleichungssystem (9). Wir untersuchen zuerst alle Hypersphéren
des Raumes, die nicht durch den Punkt Aq verlaufen. Bei diesen Hypersphéren ist
2™ = 0 und ihre Normierung ist durch die Bedingung "' = 1 moglich. Wir benut-
zen diese Bedingung und erhalten aus dem Gleichungssystem (9) das Gleichungssy-
stem (9'), das die Koordinaten der invarianten nicht durch den Punkt A verlaufenden
Hypersphére erfiillen. Deshalb bestimmt das Gleichungssystem (9’) die Darstellung
der Gruppe €° in der Menge aller Hypersphiren des Raumes C,,, die nicht durch den
Punkt Ag verlaufen.

Wenden wir uns nun den durch den Punkt Aq verlaufenden Hypersphiren zu.
Bei diesen Hypersphéren ist 2”1 = 0 und die Invarianzgleichungen (9) erhalten die
Gestalt:

§2° = —2%nd —9) — z'x? — 27l |
St = —a:j(7r; _ 5;19) , (9///)
bz = z™J.

Wir untersuchen zuerst die Hyperspharen, bei denen z™ # 0 ist. Dies sind die
Hypersphiren, die zu den Hypersphéaren des Biischels AAg + A, nicht senkrecht sind.
Normieren wir solche Hypersphiren durch die Bedingung z” = 1 , dann wird die
Differentialform 9 zu 0 und die Gleichungen (9"”) bekommen die Gestalt:

o _ 0.0 _ i 0 __ 0
0w = —xwo—wwi—ﬂn,}

¢
-

(9////)

S = —air

Die Gleichungen bestimmen die Darstellung der Gruppe €2 in der Menge der durch



den Punkt Ay verlaufenden und nicht senkrecht auf den Hypersphéaren des Biischels
AAg + A, stehenden Hypersphéren.

Nehmen wir in Gleichung (9””) insbesondere z* = 0 an, dann erhalten wir die
einzige Gleichung

§20 = _xoﬂ.g _ 71'2 ) (9/////)

die die Darstellung der Gruppe €° im Biischel der Hypersphiren AAg+ A, bestimmt.

SchlieBllich erfiillt die Menge der zu den Sphéaren des Biischels AAo+ A, senkrechten
Hypersphiren die Bedingung z" = 0 daraus folgt, dafi die Gleichungen (9") nach
Normierung der Hypersphire X durch die Bedingung z° = 1 zum Gleichungssystem

0

i (i i 0 i
bz' = —a’ (7} — &imy) + 'l w;

fithren, das die Darstellung der Untergruppe €° in der Menge der zu den Sphéren
des Buschels AAg + A,, senkrechten Hypersphéaren bestimmt.

Wir untersuchen desweiteren die Darstellung der Gruppe €° in der Menge der
Zykliden des konformen Raumes. Bekanntlich nennt man eine Hyperfliche, deren
Gleichung in polysphérischen Koordinaten die Gestalt

P(XX) = pegpata"=0 (&, =0,1,...,n+1) (10)

hat, eine Z y k1lide. Offensichtlich kann man diese Zyklide auch durch eine beliebige
Gleichung der Art:

pP(XX) + 0(XX) = ppena’a” + oggz‘a” =0
vorgeben. Folglich sieht die Invarianzbedingung der Zykliden folgendermafien aus:
§(penzta™) = D1penzta” + 9agenaztz” .

Hieraus erhalten wir das folgende Gleichungssystem, das die Koeflizienten pe, erfiillen
miissen:
8pen = pecms + Poﬂfg + Y1pen + Pagen -

Wir schreiben dieses System fiir die verschiedenen Werte £ und 7 an und erhalten:

0poo = Poo(Qﬂ’g + %),

opo;i = Pojﬂg + Poi(Wg +91) + 17007TzQ )
6p0n = pOn(ﬂ'g + '191) + 17007"'2L )
_ 1 0
5Po,n+1 = Po,n+1191 g PoiT 1 — PonTy + 7,

§pi; = Py + Primr + pijd1 + piomy + pjomy + gijva
§pin = Djnl + Pind1 + PioTY + ProTy

6pint1 Pj,n+17ff - pi,n+1(7r8 =)< Piﬂfiﬁ + Pn+1,077? - Pnﬂg )
6Prn = PanV1 + 2pnomy + Y2,

0
6pn,n+1

Pn,n+1 (191 - 770) - (pnn - pn+1,0)7r2 o pm'T(';+1 )
8pntimtt = Prtine1(P1 — 27T8) + 2pn11,i%p 01 — 2pn+l,n7r2 .
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Wie oben kénnten wir auch hieraus wie bei der Darstellung der Gruppe €2 in der
Menge der Hypersphéren eine Darstellung dieser Gruppe in verschiedenen Zykliden-
mengen des Raumes C, ermitteln. Wir untersuchen jedoch nur eine einzige: die
Darstellung der Gruppe €0 in der Menge der durch den Punkt Ag verlaufenden und
alle Hypersphiren des invarianten Biischels AAg + A, beriihrenden Zykliden. Man
kann leicht sehen, daB bei derartigen Zykliden poo = 0, po; = 0 ist. Angenommen,
der Koeffizient pg, sei verschieden von 0, dann normieren wir die Gleichung der Zy-
kliden durch die Bedingung po, = 1. Weiter wihlen wir auf eine entprechende Weise
die Faktoren p und o und bringen den Koeffizienten pg 41 der Zyklidengleichung auf
Null. Diese zwei Bedingungen liefern uns demnach: ¥, = —x3, ¥, = 72, und unser
Gleichungssystem hat folgendes Aussehen:

\

_ k k 0 0
6pij = PikT; + Pri T — PijTo + Gi Ty 5
_ J 0 0
6pm = PinT; — PinTy + T
J 0 J 0
OPint1 = Pin+1T; — 2Pin4170 + PijTpiq1 — PriTy
. o (11)
0Ppn = —PnaTq + 37, ,
0 0 ;
6pn,n+1 == —2pn,n+17‘-0 — PanT,, + pniﬂ-;+1 3
0 0 1
OPntintt = —3Pnt1nt1Mg — 2Pn1,nTp + 2Pnt1,ilTpgy -

Dieses Gleichungssystem bestimmt auch die Darstellung der Gruppe €2 in der
Menge der durch den Punkt Ag verlaufenden und alle Hypersphéren des Biischels
AAp + A,, beriihrenden Zykliden.

Bemerkt sei, daf§ der vernachlassigte Fall po, = 0 zu einer Entartung der Zyklide
(10) fithrt. Wir werden dies nicht untersuchen.

Wir untersuchen noch ein einziges wichtiges Beispiel der Darstellung der Gruppe
€0, die Darstellung in der Menge der Punkte A’, die dem Punkt A unendlich nahe
sind und die genau bis auf die Infinitesimalen zweiter Ordnung zu allen Sphéren des
invarianten Biischels AAg + A, gehéren. Man kann leicht erkennen, da der Punkt A’
folgendermaBen durch die Elemente des Beins ausgedriickt wird:

A =(1+a% A+ o' A; + o(a) ,

wobei a® und o infinitesimale GroBen sind. Vernachlissigt man die Infinitesimalen
hoher als von zweiter Ordnung, fithrt die Invarianzbedingung des Punktes A’ zu der

Form:
5a0 = —O[i’ﬂ'? y (12)
bot = —ol(ri—é6ixp).

Dieses Gleichungssystem ist auch fiir die untersuchte Darstellung bestimmend. Das
geometrische Objekt of nennen wir kontravarianter Vektor.
Mit dieser Darstellung sind die sogenannten Tensordarstellungen der Gruppe €
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verbunden. Es sei o
d = Tij...k a’ﬂ] v ws ’yk
die invariante Multilinearform der Variablen of, f7,...,~*, die das Gleichungssystem

(12) erfiillen. Die Invarianzbedingung der Form @ hat die Gestalt 6® = 0. Hieraus
erhalten wir ein Gleichungssystem, das die Koeffizienten der Form @ erfiillen:

6Tk = Tij x(mt — 8i7d) + Ty, k( 5l N+ oo+ Tija(m — 6

Insbesondere erfiillen die Koeffizienten der invarianten linearen Form \;of das Glei-
chungssystem

§hi = \j(nl — 8ixY) . (13)

Das geometrische Objekt A\; nennen wir kovarianter Vektor. Wir untersu-
chen nunmehr die invariante Multilinearform

Y = Sij"'k /\iﬂj N 22

der Variablen X;, ;,..., vk, die das Gleichungssystem (13) erfiillen. Die Invarianz-
bedingung der Form U liefert ein Gleichungssystem, das ihre Koeffizienten erfiillen
miissen:

(SSUk Sl] k( 5 ) Szl k( 6] ) ) Sz] l(ﬂ_l 51 7T0) )

Im..n

Analog dazu ermitteln wir das Gleichungssystem, welches die Koeffizienten R;;. x

der invarianten Multilinearform der Variablen o , 35, ..., vk, A, ..., ™, v" erfiillen.
Die ermittelten vollstindig integrierbaren Gleichungssysteme bestimmen die Dar-

stellungen der Gruppe €2, die wir T en s o r darstellungen nennen. Die mit diesen

Darstellungen zusammenhangenden geometrischen Objekte T3;. Kigesk Rijmklm'“"

nennen wir Tensoren. Man kann leicht beweisen, da} die von uns bestimmten

Tensoren alle die auf gewohnliche Weise bestimmten Tensoreigenschaften besitzen.
Bezeichnet man mit 5Rij,,,klm'“” den Ausdruck

lm... Ilm..n/_p ?,_0 m..n( 1 1.0
OB b " — B (7F — &Pmg) ...+ Rij a"™ " (7, — 6,7g) - - -

dann nimmt das Gleichungssystem, welches der Tensor Rij_,klm'“” erfillt und die Ver-
allgemeinerung der Gleichungssysteme ist, die die Tensoren Tj;. x und Sii-k erfiillen,
die Gestalt _

6Rij...klmmn —

an.

Im weiteren Verlauf wollen wir auch die relativ invarianten Multilinearformen der
Variablen untersuchen, die die Gleichungen (12) und (13) erfiillen, d. h. die For-
men, welche die Bedingung §& = ©® erfiillen. Man kann leicht das Gleichungssy-
stem ermitteln, das die Koeffizienten T;; /™™ der relativ invarianten Multilinearform
erfiillen miissen:

6Ty ™™ = OT;; 4™
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Das geometrische Objekt T,-J-_“klm'"” nennen wir relativer Tensor vom Ge-
wicht 7?—0.

Als 0Beispiel fiir den relativen Tensor vom Gewicht 2 kann das oben eingefiihrte
geometrische Objekt g;; dienen, das das Gleichungssystem (7;) erfiillt und folgender-
maflen umgeschrieben werden kann:

5g,'j = 292']'7'(8 .

Dieser Tensor bestimmt die Winkelmetrik in der Umgebung des Punktes Aq fiir die
die Hypersphéren des invarianten Biischels AAg + A, berlihrenden Richtungen.

§2. Invariante Konstruktion der Grundlagen der
Hyperflichentheorie

4. Wir untersuchen die nichtisotrope Hyperfliche (S) im konformen Raum C,,
bezogen auf das krummlinige Koordinatensystem u!,u?, ... ,u""'. Mit jedem Punkt
dieser Hyperfliche ist eine stationire Untergruppe €° der Gruppe €, verbunden,
die diesen Punkt und das Biischel der die Hyperflache in diesem Punkt beriihrenden
Hypersphiren invariant 148t. Somit erhalten wir ein Feld von Untergruppen €°. Wir
verbinden mit jedem Punkt der Hyperflaiche die Menge der Beine der entsprechenden
Untergruppe €2. Man kann leicht sehen, daB sich die ermittelte Beinschar von der

allgemeinen Beinschar der Gruppe &, durch die Pfaffsche Gleichung
™ =0 (14)
unterscheidet, die somit die Differentialgleichung der Hyperflache (S) ist. Aufgrund

dieser Gleichung sowie der Relationen (4;) und (4}) bekommt die Matrix der Kom-
ponenten der Infinitesimalverschiebung des Beins auf der Hyperfliche (.S) die Gestalt

W w? 0 0
w? wf W —ggw*
= ; (151)
w, —g¢"wy 0 0
0 -l —uf
dabei sind die Formen wf durch das Gleichungssystem
dgi; = giw! + grswf (152)

verkniipft.

Fixieren wir den Punkt Ay, dann wird aus der allgemeinen Schar der mit der
Hyperflache (S) verbundenen Beine die Beinschar der Untergruppe €0 ausgesondert.
Die Matrix (15;) geht dabei in die Matrix (7;) der Komponenten der Infinitesimal-
verschiebung des Beins der Untergruppe €2 {iber. Analytisch unterscheidet sich die
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Beinschar der stationdren Untergruppe aus der allgemeinen Schar der mit der Flache
(S) verbundenen Beine durch das Gleichungssystem

Ww=0 (i=1,...,n—1),

das die Unbeweglichkeitsbedingung von Aq verkorpert.

Das System der Funktionen z!(ul,u?,... u™™1) (I =1,2,...,N), vorgegeben auf
der Hyperfliche (S) und geometrisches Objekt der stationdren Untergruppe bei be-
liebigem fiziertem Wert der Variablen u',u?,...,u™"!, nennen wir differentialgeo-
metrisches Objekt. Aus dieser Definition geht hervor, dafl bei fixierten Werten u?,
d. h. bei w' =0 (¢ =1,2,...,n — 1), die Komponenten des differentialgeometrischen
Objekts das vollstindig integrierbare Gleichungssystem vom Typ (8) erfiillen. Bei
sich verdndernden u' erfiillen folglich die Komponenten des differentialgeometrischen

Objekts das Gleichungssystem vom Typ
dz! + ¢ (2)w? = V',

A 0 0 0

wobei die Form w” nacheinander die Werte der Formen wg,w?, w?, w2
die dufleren Differentiale dieses Gleichungssystems haben die Gestalt

[AY;'Ia wi] =0,

annimmt, und

wobei AY/ gewisse Pfaffsche Formen sind.

Das differentialgeometrische Objekt = bestimmt auf der Hyperfliche (S) das Feld
der Darstellungen der stationiren Untergruppe €. Ist das differentialgeometrische
Objekt Tij“_klm'“"(ul, u?,...,u™ 1) Tensor bei beliebig fixiertem Wert der Variablen

ul,u?, ..., u"" !, dann erfiillen seine Komponenten das Pfaffsche Gleichungssystem

o Im... Im... Im...
dg. 56" = O ™"+ St "t

wobei der Operator d zum Operator ganalog ist, jedoch bestimmt bei beliebiger Ver-
schiebung in der Schar der mit der Hyperfliche (S) verbundenen Beine. Das Objekt
Ti;. ™ ™ nennen wir den auf der Hyperfliche (S) vorgegebenen
Tensor oder einfach Tensor.

Als Beispiel fiir einen auf der Hyperfliche (S) vorgegebenen Tensor kann das
geometrische Objekt g;; dienen, welches das Gleichungssytem (15;) erfiillt und fol-
gendermaflen geschrieben werden kann:

dg;; = 2gijwy .

Aufgrund des am Ende des vorhergehenden Absatzes Bewiesenen bestimmt dieser
Tensor die Winkelmetrik auf der Hyperflache (S).

5. Wir wollen die Geometrie der Hyperflache (5) untersuchen, indem wir die mit
ihr verbundenen Felder von Darstellungen der Gruppe €2 konstruieren und die geo-
metrische Bedeutung der dabei ermittelten geometrischen Objekte aufzeigen. Haupt-
quelle, aus der die mit der Hyperflache verbundenen geometrischen Objekte hervor-
gehen, sind die Differentialerweiterungen der Hyperflichengleichung (Gleichung(14)).
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Untersuchen wir Gleichung (14), so konnen wir uns leicht davon iiberzeugen, daf
es eine Losung dieser Gleichung gibt, die von einer einzigen Funktion mit n — 1 Va-
riablen abhingt. Nach der allgemeinen Theorie der Pfaffschen Formen [6] existiert
eine Folge von Differentialerweiterungen der Gleichung (14), die aus ihr durch sukzes-
sive duflere Differentiation und Entwicklung nach den linear unabhéngigen Formen
wh w?, ..., w" ! resultieren. Jede Erweiterung von Gleichung (14) stellt ein l6sbares
System Pfaffscher Gleichungen dar, und das System ihrer dufleren Differentiale hat
die Gestalt [ Aiwi] = 0, wobei der Index A der Differentialform ¢4; die Werte eines
gewissen bestimmten Indexsystems durchlauft.

Wir fithren nacheinander die duflere Differentiation und Entwicklung nach den
linear unabhingigen Formen w!,w?,...,w" ! durch und erhalten aus der Gleichung
(14) folgende Gesamtheit von Systemen Pfaffscher Gleichungen:

W, = ozijwj 3 (16)

doyj = aiwh — giwl + Bijsw® (17)
dBijk = Bijrwd + 3(aigeyn — 9ok whyy + (=397 g K00 + Yisrr)! (18)

usw., wobei a;, Bijx und 7;; Grofen sind, die in allen Indizes symmetrisch sind, und
die runden Klammern bei den Indizes zyklische Vertauschung bedeuten.

Die Gleichungen (14) und (16) bilden die erste Differentialerweiterung von Glei-
chung (14), die Gleichungen (14), (16) und (17) die zweite, die Gleichungen (14),
(16), (17) und (18) die dritte Erweiterung usw. Jede Differentialerweiterung von
Gleichung (14) fithrt ein neues Groflensystem ein. So fithrt die erste Erweiterung das
Groflensystem «;;, die zweite Bk, die dritte ;1 ein, usw.

Das bei der ersten Erweiterung eingefithrte Groflensystem «;; erfiillt die Gleichung

(17), bei w' =0 (: = 1,2,...,n — 1) die Gleichung
gaij = aiﬂrg - giﬂg, (18')

und stellt folglich an sich kein geometrisches Objekt dar. Untersuchen wir dieses
GroBensystem jedoch zusammen mit dem Tensor g¢;;, dann erhalten wir ein geometri-
sches Objekt mit (n — 1)(n — 2) Komponenten, welches das aus den Gleichungen (7;)
und (18') bestehende Gleichungssystem erfiillt. Dieses geometrische Objekt nennen
wir fundamentales geometrisches Objekt der Klasse A.

Analog dazu zeigen wir, daB das System der Groflen g;j, cij und Bij, ein geometri-
sches Objekt bildet,das fundamentale geometrische Objekt der
Klasse B. Genauso bildet das System der Grofen gij, cij, Bijx und yiju ein geo-
metrisches Objekt, das fundamentale geometrische Objekt der
Klasse C, usw.

Jedes fundamentale geometrische Objekt bestimmt das Feld der Darstellungen
der stationiren Untergruppe €°. Dabei ist bereits das durch die fundamentalen geo-
metrischen Objekte der Klasse C bestimmte Feld von Darstellungen umfassend. Fiir
die Untersuchung der Geometrie der der Flache (S) ist es deshalb hinreichend, sich
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auf die Untersuchung der Darstellungen und geometrischen Objekte der Klassen A,
B und C zu beschranken.

6. Die Struktur der fundamentalen geometrischen Objekte ist ziemlich kompli-
ziert. Deshalb ist ihre direkte geometrische Interpretation schwierig. Wir wollen einfa-
chere geometrische Objekte konstruieren, deren geometrische Bedeutung sich weitaus
leichter feststellen 148t und die insgesamt auch die Geometrie der Hyperfliche (S)
ausmachen.

Alle auf algebraische Weise aus dem fundamentalen Objekt der Klasse A er-
mittelten geometrischen Objekte nennen wir geometrische Objekte der
Klasse A. Genauso bestimmen wir die geometrischen Objekte der Klassen B und
C.

Wir untersuchen gewisse geometrische Objekte der Klasse A. Wir konstruieren
vor allem die Grofe

)

n—1

a = gijaij )

wobei ¢/ der Tensor ist, der zum Tensor g;; invers ist. Wir differenzieren diesen Aus-
druck und benutzen die Gleichung (152) und (17) und kénnen leicht eine Gleichung
ermitteln, welche die Grofle a erfiillt:

da = —awl — W + B’ . (19)

Folglich ist die Grifie a ein skalares geometrisches Objekt . Das GréBensystem Sy
wird durch die Elemente des fundamentalen geometrischen Objekts der Klasse B aus-
gedriickt:

1

n—1

B = 9" Bij - (20)

Mit dem geometrischen Objekt a 148t sich in der Klasse A der zweifach kovariante
relative Tensor
Gij = Qij — @ gij
konstruieren, der das Differentialgleichungssystem
Jaij = aing + B—i]-kwk _ (21)
erfiillt, wobei Bijk = Bk — 6ijPx ist. Der Tensor a;; ist apolar zum Tensor g;;, da
aijg” =10,

Fiir den weiteren Verlauf nehmen wir an: wenn das Gegenteil nicht besonders
vorbehalten ist, dann ist der Tensor a;; in allen Punkten des untersuchten Bereichs
der Flache (S) nicht entartet, und folglich existiert in diesem Bereich der Tensor a*,
der zum Tensor «a;; invers ist.

1
deta;; \ n—1 . .
P konstruieren. Wir ver-
et gij

Mit dem Tensor a;; 1Bt sich die GréBe ap =

wenden die Determinantenableitungsregel und ermitteln die Differentialgleichung, die
diese Grofle erfillt:
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dag = ao(—wg + Ewk) , (22)

wobei B = ﬁaijﬁﬁk ist. Folglich ist die Grofle ag relativer Skalar vom Gewicht —1.

Wir untersuchen das oben ermittelte Grofiensystem fB;. Das Differentialglei-
chungssystem, das es erfiillt, kénnten wir finden, indem wir die Relation (20) diffe-
renzieren. In diesem Fall ist es jedoch einfacher, die auflere Ableitung der Gleichung
(19) zu berechnen und die dabei ermittelte quadratische Gleichung nach den Basis-
formen w!,w?,...,w™ ! zu entwickeln. So oder anders kommen wir zum System der

Pfaffschen Gleichungen
dB; = —Pwy — aijwi+l %+ Vijwj s Yis = Yji s (23)

das zeigt, dafl das einzeln genommene Groflensystem f; kein geometrisches Objekt
ist. Mit diesem GréBensystem lassen sich jedoch zwei wichtige geometrische Objekte
der Klasse B konstruieren. Und zwar nehmen wir b = a¥ B; und b; = g,-jbf an. Wir
differenzieren diese Relationen und erhalten zwei Systeme Pfaffscher Gleichungen:

db = —20w —wi,, + e, (24)
db; = w + ’)’ijwj - (25)

Hieraus folgt, daB die Grofen b und b; tatsichlich geometrische Objekte sind. Die
in den Gleichungssystemen (23), (24) und (25) enthaltenen Gréfien ¥,;,v; und ;
kénnen algebraisch durch die Komponenten des fundamentalen geometrischen Ob-
jekts der Klasse C ausgedriickt werden. Bemerkt sei, dafl die Gréfe +;; allgemein
nicht symmetrisch ist, dafl jedoch ihre Komponenten durch gﬂ——l)i("—_zl algebraische
Relationen verkniipft sind.

Mit dem geometrischen Objekt b* 148t sich in der Klasse B ein dreiwertiger Tensor
konstruieren: Wir vergleichen die Gleichungssysteme (18) und (24) und kénnen leicht

feststellen, dafl die Grofle
bijk = Bk + 3 {agigrn — gijary ) b
ein Tensor ist, der das Pfaffsche Gleichungssystem
Jbijk = bijrwp + 7¢jk1wl

erfiillt, wobei die Gréfle 7, algebraisch durch die Komponenten des fundamentalen
geometrischen Objekts der Klasse C ausgedriickt wird. Leicht zu erkennen ist, dafl
der Tensor byji symmetrisch und apolar zum Tensor g;; ist.

Wir konstruieren schliefilich den zweiwertigen Tensor in der Klasse C. Wir berech-
nen die duflere Ableitung des Gleichungssystems (25), entwickeln die dabei resultie-
renden quadratischen Gleichungen nach den linear unabhéngigen Formen w!,w?,. ..,

w™ ! und erhalten ein Gleichungssystem, das die Grofe ;5 erfillt:

g%‘j = aijwo — bzw? — bjw? + g,-jbkwg - (Si]'kwk ; (26)

n

16



wobei §;; eine zur Klasse D gehdrende Grofle ist. Wir vergleichen das ermittelte
Gleichungssystem mit den Systemen (18) und (25) und stellen fest, daB die Grife

(grib™ — a®) gi; + bib;

N —

Cij = Yij T aai; —

ein zweifach kovarianter absoluter Tensor ist, der die Gleichung
7 Tk
dcij = 5,~jkw

erfiilllt. Dieser Tensor ist bereits nicht mehr symmetrisch, obwohl man beweisen kann,
dafB er die Bedingung gklck[iaj]l = 0 erfillt.

Mit dem relativen Skalar ao lassen sich aus den Tensoren g;;,a;; und b die
absoluten Tensoren

2
Gii = ag 9i5 , Aij = o, Bijrx = aobij

konstruieren. Der Gleichférmigkeit wegen bezeichnen wir bisweilen den absoluten
Tensor mit ¢;; wie mit dem GroBbuchstaben, d. h. nehmen Cj; = ¢;; an.

Die oben konstruierten geometrischen Objekte a, b;, b* und die Tensoren g;;, a:;, b;jx
und ¢;; werden in der gesamten weiteren Darlegung eine grundlegende Rolle spielen.

7. Wir untersuchen auf der Hyperfliche (S) einige invariante geometrische For-
men, die mit den oben eingefithrten geometrischen Objekten zusammenhéangen.

Wir vergleichen Gleichung (19), die das geometrische Objekt a erfiillt, mit der im
4. Absatz eingefiihrten Gleichung der invarianten Tangentialhypersphire und kénnen
uns davon tiberzeugen, daf} die Tangentialhypersphére

Cn = CLAO + An (271)

invariant mit dem Punkt Ao der Hyperflache (S) verbunden ist. Diese Hypersphére
nennen wir zentrale Hypersphdare des Tangentialhypersphirenbiischels.
Mit den zentralen Hyperspharen hangt auch der Tensor a;; zusammen. Die aus dem
Punkt Ao hervorgehenden Richtungen, entlang denen die zentrale Hypersphéare C,
eine Beriihrung zweiter Ordnung mit der Hyperflache () besitzt, erfiillen namlich die
Gleichung a;;w'w’ = 0, weil die Beriihrbedingung (d?Ao, Cy) = 0 auf diese Gleichung
hinausliuft. .

Mit den Tensoren a;; und g;; kann man den symmetrischen Affinor a] = airg™
einfithren. Einer beliebigen aus dem Punkt Ay hervorgehenden und durch die Pa-
rameter A', A%, ..., A1 bestimmten Richtung auf der Hyperfliche () ordnet der
Affinor a! eine durch die Parameter y/ = a]A* bestimmte Richtung zu. Die aus
dem Punkt Ay hervorgehenden und beziiglich des Affinors @] invarianten Richtungen
nennen wir Hauptrichtungen auf der Hyperfliche (5). Da die Tensoren a;;
und g;; im Punkt Ag nicht entartet sind und auBerdem der Tensor g;; positiv defi-
nit ist, gibt es in diesem Punkt n — 1 zueinander orthogonale Hauptrichtungen. Die
Linien, welche die Hauptrichtungen der Hyperfliche (S) einhiillen, nennen wir ihre
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Krimmungslinien. Durch jeden Punkt der Hyperfliche verlaufen exakt n —1
Kriimmungslinien.

Wir untersuchen desweiteren die invarianten geometrischen Formen, die mit den
geometrischen Objekten der Klasse B zusammenhangen. Wir vergleichen die Rela-
tionen (19) und (24) mit dem Gleichungssystem (9”), das die Koordinaten des inva-
rianten Punktes erfiillen, und kénnen uns davon iiberzeugen, daf8 der Punkt
—% (gmbzb'] + 612) AO + bZAi == ClAn + An+1 (272)
sich nur dadurch vom Punkt Ay unterscheidet, daff er invariant mit diesem Punkt
der Hyperfliche (S) verbunden ist. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daf
(Cny1, Cr) = 0 ist und folglich dafi der Punkt C,4; zur zentralen Hypersphére
gehort. Geometrischer Ort der Punkte Cpyq ist der zweite Mantel der Einhiillen-
den der zentralen Hypersphéirenschar C,. Diese Behauptung geht aus der Gleichung
(Cry1, dCy) = 0 hervor, was durch einfache Berechnungen beweisbar ist. Wir be-
zeichnen die Hyperfliche, die geometrischer Ort der Punkte Cp4q ist, mit (.S”).

Wir beweisen desweiteren, dafi das Hypersphdrenbischel, als dessen Basis die n—1
linear unabhdingigen Hypersphdren

C; = —bjAg + A; (273)

Cn+1 —

dienen, ein invariantes Biischel ist. Differenzieren wir den Ausdruck fiir C; nach den
Parametern der stationidren Untergruppe, erhalten wir tatsichlich 6C; = #]C;. Folg-
lich gehen die Hyperspharen C; bei Transformationen der stationdren Untergruppe
€% in Hypersphiren desselben Biischels {iber. Man kann leicht sehen, daf die Hyper-
sphiren C; orthogonal zur Hyperfliche (S) sind und durch die Punkte Ag und Cryy
verlaufen.

Somit erfiillen der Punkt Ay, den wir hier der Gleichférmigkeit wegen mit Cy
bezeichnen, der Punkt C,4q und die Hypersphiren C; und C, alle Relationen (6)
und sind folglich Elemente des mit dem Punkt Ao der Hyperfliche (S) verbundenen
invarianten Beins erster Ordnung. Wir nennen dieses Bein spezielles Bein.

Wir schreiben die Gleichungen der Infinitesimalverschiebung des speziellen Beins
in der Gestalt

dCe =w{C, (&,n=0,1,...,n+1).

Wir differenzieren Relation (27) und ermitteln folgende Ausdriicke fiir die invarianten
Differentialformen @;:

T =w, wg=uwj+wbh, (28,)
. . . . 1
=i k k
@l = w] — gie(b*w? — Yw"),
w" =0, w, =0, Wy = agw’, W, = —Cijwy - (282)

Mit dem speziellen Bein 148t sich auf der Hyperfliche (.S) eine konforminvariante
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Differentiation einfithren. Wir konstruieren namlich den Operator d mit Hilfe der
Pfaffschen Formen

] =] — 6 = wl — 81§ — (87bx + 61bi — girg” br)w*
und bezeichnen ihn mit dem Symbol ;i; Die Anwendung dieses Operators auf den

absoluten Tensor fiithrt zu einem Ergebnis, das nicht von der Wahl des urspriingli-
chen Koordinatensystems abhédngt. Wenn T;; ; absoluter Tensor ist, dann zeigen

Berechnungen tatsachlich, daf N(gvTij,,,k) = 0 ist.

Wir benutzen den Operator d und kénnen die Gleichungen (15;) und (21) in der
Form

dgi; = 2g:; @3, (153)

c?a,-- = a,-w_o + bi‘kwk 21’
J 110 J

umschreiben. Bemerkt sei noch, daf wir unter Anwendung der Form @3 der Gleichung
(22) die folgende Gestalt geben:

dao = ao(—wg + Bkwk) 3 (22’)

wobeil By = nljbijkaij ist.

Wir schreiben hier auch die Kongruenzbedingungen an, die die Haupttensoren
der Hyperfliche (5) erfiillen, und daraus hervorgehen, dafl die Komponenten der
Infinitesimalverschiebung des speziellen Beins die Strukturgleichungen des konformen
Raumes erfiillen. Diese Bedingungen sehen folgendermaflen aus:

[dbijr. — biis® + 3{(965amp — a9 )9™Cat + aizanpg™ag e’ , wH =0, (20)
[(jcij 5 wj] =0.

Somit sonderten wir aus der Gesamtheit der Beine der stationdren Gruppe, verbunden
mit dem Punkt Ay, eine kleinere Gesamtheit von Beinen aus, die Gesamtheit der
speziellen Beine. Fixieren wir den Punkt Ag, d. h. nehmen wir w' = 0 an, dann
bleiben von den Komponenten @, der Infinitesimalverschiebung des speziellen Beins

nur die von Null verschiedenen Formen @) und @], deren Werte wir bei w* = 0
mit 7 und 7 bezeichnen. Hieraus folgt, daf die Schar der mit dem Punkt Ao der
Hyperfliche (S) verbundenen speziellen Beine von 1+ gn_—ilén;z)_ Parametern abhangt.

Mit der Schar der speziellen Beine ist die Gruppe —é:—z verbunden, die zur Gruppe der
Ahnlichkeitstransformationen des (n — 1)—dimensionalen euklidischen Raumes, die
nur einen einzigen Punkt dieses Raumes invariant lassen, isomorph ist.

Die weitere Kanonisierung der Schar der mit der Hyperfliche (S) verbundenen
Beine kann aufgrund der Normierung des Beins und der Wahl des Netzes auf der
Hyperfliche erfolgen. Wir beziehen z. B. die Hyperfliche (S) auf das Netz der
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Kriimmungslinien. In diesem Fall bekommen die Tensoren g;; und a;; die kanoni-
sche Gestalt:
5 a; fir ] = i,
ij = 0ij, Qij = o
9 S 0 fir jg#¢.
Die Gleichungssysteme (155) und (21’) bekommen infolgedessen die Gestalt:
@l +o =0,

1

k
o = bijrw” ,
a; — aj

—0 k
da,- = —a;W, + b,-z-kw .

Somit lassen sich die Pfaffschen Formen 5{, wenn die Hyperfliche (S) auf Kriim-
mungslinien bezogen ist, sehr einfach durch die Komponenten der Tensoren a;; und
bijx ausdriicken.

SchlieBlich zeigt Gleichung (22'), daB die Normierung des Beins durch die Bedin-
gung ag = const. dazu fiihrt, daf} die Form @) in der Gestalt

—0 k

geschrieben wird.

Bezieht man die Hyperfliche auf Kriimmungslinien und normiert man das Bein
durch die Bedingung ao = const. , so lassen sich alle Komponenten der Infinitesimal-
verschiebung des speziellen Beins durch die Komponenten der Tensoren g5, a;;, bijx
und ¢;; ausdriicken.

8. Wir beweisen nun das Fundamentaltheorem der Hyperflichentheorie.

Der Bereich D des analytischen Raumes der Variablen u!,u? ... u™! sei vorge-
geben, worin in jedem Punkt das System der linear unabhéngigen Formen

w' = K}du

vorgegeben sei; auflerdem seien im Bereich D die Systeme der analytischen Funktio-
nen G;, A;j, C;; und By, vorgegeben, die sich tensoriell bei linearen Transformationen
der Formen w' umformen und folgende Systeme von endgiiltigen Relationen erfiillen:
Glij) = Apj) = GMCirpAju = 0,
y 1 (31)
A;GY =0, Ag= (——32223) "™ = const.

Wir zeigen, wenn auferdem die vorgegebenen Funktionensysteme gewisse dufere
Differentialgleichungen erfillen, die wir in den Beweis einfihren, dann bestimmen sie
im konformen Raum C, genau eine Hyperfliche (S) bis auf eine konforme Transfor-
mation, bei der Gy, A;j und C;; jeweils erster, zweiter und vierter absoluter Funda-

mentaltensor sind, und der Tensor By Resultat der Faltung threr Tensoren b;j; und
aij 18t: Bk == bi]'kaij.
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Da sich die Hyperfliche genau bis auf eine konforme Transformation durch die
Komponenten wg der Infinitesimalverschiebung des mit der Hyperfliche verbundenen
Beins bestimmen 1ait, ist fiir uns hinreichend zu beweisen, daf3 sich mit den Tensoren
Glij, Aij, Cij und B; alle Formen wg der gesuchten Hyperfliche bestimmen lassen.

Wir nehmen zunéchst

wg = Biwi (32;)

an. Wir bestimmen dann die Formen ¢¢ = w? —6Jw3 . Da der Tensor G;; erster Funda-
mentaltensor der Hyperflache (S) sein muB, miissen auch die Relationen (A4;A4;) = Gj;
erfiillt werden, mit denen wir durch Differentiation das Gleichungssystem

dGi]' — Gikﬂf - ijﬂi? == QGUBkwk

erhalten. Dieses Gleichungssystem ist jedoch noch lange nicht hinreichend, um die
Formen ¥ bestimmen zu kénnen. Wir bestimmen diese Formen vollstdndig, wenn wir
ihm ein System duBerer quadratischer Gleichungen hinzufiigen, die sich bei dufierer
Differentiation von Gleichungssystem (30) ergeben:

. K g
[wid] = % Kj K, [ww*]

0

mit K fiir die zur Matrix K7 inverse Matrix.
Wir stellen die unbekannte Form 19;- in der Gestalt

05 = (L + M)t (32,)
dar, wobei ijk] = O,M(i].k) = 0 ist. Wir bezeichnen auflerdem mit 0xG;; die Zerle-

gungskoeflizienten der Differentiale dG;; nach den linear unabhéngigen Formen wk,

Aus dem zweiten Gleichungssystem erhalten wir nach einfachen Rechnungen

M, = 5 (8um ~ ol ) K; K, .

Das erste Gleichungssystem liefert als Ergebnis von Berechnungen den Ausdruck fiir
ik )
= 3 G*(9;Gu + Gt — DG jx)—
5= GleimM,lcm — leGimM]l-m — (5;Bk + (%B] — GilijBl) .

Wir setzen die Ausdriicke fiir L%, und M;, in Gleichung (32;) ein und erhalten die
Werte der Formen 9.
Wir nehmen weiter
w'=0, Ww?=0, Ww''=-Gyw, }

2
W = A’y W =—0yw

(323)
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an und verlangen, dafl bei allen Formen (32) die Strukturgleichungen des konfor-
men Raumes erfiillt sind. Offenbar ist die Hyperfliche (.5), bei der diese Formen
Komponenten der Infinitesimalverschiebung des mit der Hyperflaiche verbundenen
Beins Ao, Ay,..., A1 sind, die einzige Hyperfliche, bei der die Tensoren G;;, A;;
und C;; die Bedeutung eines ersten, zweiten und vierten Fundamentaltensors haben
und By = b;;za¥ ist, und folglich ist diese Hyperfliche die einzige, genau bis auf
eine konforme Transformation bestimmte, gesuchte Hyperfliche. Infolge der Glei-
chungen (31) und (32) ist das Bein Ag, Ay, ..., Ay41 das spezielle normierte Bein der
Hyperflache (5).

Die Strukturgleichungen des konformen Raumes, welche von der Form (32) erfiillt
werden miissen, fithren zu Bedingungen, welche zu den Gauf-Codazzi-Gleichungen
der klassischen Flachentheorie analog sind:

DO — [9405] = {=G* Aji Agm + Cim8} + Cimi — GaC™*Clo Y™,
[dAi; — AijBro* , wi] =0,
[dB; + Cijw! , wi] =0,
[dCs; , '] = 0,

(33)

wobei der Operator d mittels den Formen 19§ gebildet ist.

§3. Einige geometrische Fragen im Zusammenhang
mit den Tensoren a;;, b;jz und c;;.

9. Wir wenden uns dem oben erwihnten Entartungsfall zu, einem Fall, bei dem
der Rang des Tensors a;; bis auf den Wert m < n — 1 abnimmt. Der einfache-
ren Schreibweise wegen bezeichnen wir die Indizes mit den Werten 1 bis m mit den
Buchstaben a, b, c, ... , die Indizes mit den Werten von m+1 bis n —1 mit den Buch-
staben p, ¢, r,... und behalten bei den Indizes, die sich von 1 bis n — 1 verdndern, die
Bezeichnung ¢, 7, k... bei.

Weil der Rang des Tensors a;; gleich m ist, kann man das mit dem Punkt Ao
der Hyperfliche (S) verbundene Bein erster Ordnung so wéhlen, daff a;, = 0 ist.
Die Hypersphiren A, des Beins bleiben nun unverandert, und wir wéhlen die Hy-
persphiren A, so, daf} sie orthogonal zu den Hypersphéren A, sind. In diesem Fall
ist gop = (AsA,) = 0. Offensichtlich ist mit dem Punkt Ao der Hyperfliche (5)
ein ganzer Komplex von Beinen erster Ordnung verbunden, in denen die Relationen
ai;p = 0,94, = 0 erfiillt werden. Die konformen Transformationen, die ein gewisses
Bein dieser Menge in ein Bein derselben Menge {iberfiihren, bilden eine Gruppe, die

wir mit é:n bezeichnen und die eine Untergruppe der stationiren Untergruppe €2 ist.
Etwas ausfiihrlicher geschrieben erhalten die Gleichungssysteme (15;), (21) und
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(23) nun folgende Gestalt:

dgab = gacwg + gcbw; )
gabwz + gpwg =0, (152)
dgpg = Iprwy + Grqwy ;

dagh = aetf + Al — aard + Popw”
aabwzl: = Bapkwk = 07 (21”)
/quk = 0’

dﬁa == ﬁbwz - 2ﬁaw8 - a’abw?L-{‘l + 690’73 ¥ 7aiwi ¥ } (23//)
Ay = Bywl — 2Bywp + ol + T .

Hieraus folgt, daB die Differentialformen wj und w? im konstruierten Bein fir
w* = 0 Null werden, d.h. 75 = 77 = 0. Infolgedessen erhilt das Gleichungssystem
(12), das die Differentialformen w' erfiillen, die Gestalt

bu® = (g — B1Y), } (12)

bwP = —wi(wP — 6P77) .

Wir vergleichen diese Gleichung mit dem Gleichungssystem, das die Gré8en g,s, @qs,
gpg und B, erfiillen, und schlieBen daraus, daf§ diese Gréfen bei Transformationen der

Gruppe @2 Tensoren sind.
Aus dem letzteren zum System (21”) gehérenden Gleichungssubsystem folgt, dafl
Bpak = GpqaBr ist. Hieraus erhalten wir aufgrund der Symmetrie der Grofie By, :

,qur = gpqﬂT == gqrﬂp = grpﬁq .

Wir falten diese Relation mit dem zum Tensor g,, inversen Tensor g?? und ermitteln,

dafl
(n_l_m)ﬂT:ﬂr
ist. Daraus folgt, daBl der Tensor S, fiir m < n — 2 identisch verschwindet.

Um die geometrische Bedeutung dieser Relationen aufzudecken, untersuchen wir
die Schar der zentralen Hyperspharen der Hyperfliche (S). Wir differenzieren die
Relation (27;), durch die die zentrale Hypersphére bestimmt ist, und erhalten im
allgemeinen Fall:

dC, = (BiAo — aijg’* Ap)w' .

Fiir m < n — 2 wird diese Relation in der Form

dCp, = (Ba Ao — aapg™ A)w"
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geschrieben. Folglich hdingt die zentrale Hypersphdire nur von m Parametern ab. Ist
jedoch m = n—2, dann wird die Infinitesimalverschiebung der zentralen Hypersphére
in der Form

dCy = (/BaAO == ClabgbcAc)wa -+ ﬁn_lw”_le

geschrieben, aus der deutlich hervorgeht, dafl die zentrale Sphdre in diesem Fall all-
gemein von n — 1 Parametern abhdngt. Es zeigt sich, dafl in diesem Fall der zweite
Mantel (S") der Einhillenden der Schar der zentralen Hypersphdren mit der Hy-
perfliche (S) ibereinstimmt. Wenn P = z¢A¢ ein Punkt der Einhiillenden ist, dann
erfillt er tatsichlich die Gleichungen

(PP)=10, (PC,) =0, (PdC,) =0,
und wir erhalten, in Koordinaten geschrieben:

209%™ + gzt 4+ (271)° + (27)? =0,
7 =1, Baz™t —agz® =0, Bn_1z™t! =0.

Einzige Losung dieses Gleichungssystems fiir 8,-1 # 0 sind die Koordinaten des
Punktes Ag. Wenn B3,_; = 0 ist, dann hingt die Schar der zentralen Hypersphéren
der Flache von n — 2 Parametern ab.

Wir benutzen den allgemeinen Ausdruck fiir dC,, und kénnen leicht zwei reziproke
Satze beweisen: Wenn die Schar der zentralen Hypersphdren der Hyperfliche (S) von
m < n — 1 Parametern abhingt, dann hat der Tensor a;; dieser Hyperfliche den
Rang m; wenn die Schar der zentralen Hypersphdren der Hyperfliche (S) von n — 1
Parametern abhéingt, aber beide Mdntel der Finhillenden der Schar der zentralen Hy-
persphiren mit dieser Hyperfliche tbereinstimmen, dann ist der Rang thres Tensors
ai; gleich n — 2.

Wir untersuchen auf der Hyperflache (S) das Pfaffsche Gleichungssystem w? = 0.
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafi dieses System vollstdndig integrierbar
ist und folglich die von ihm bestimmten (n — m — 1)-dimensionalen Integralman-
nigfaltigkeiten von m Parametern abhidngen und einzeln durch jeden Punkt der Hy-
perfliche (9) verlaufen. Man kann beweisen, dafl diese integralen Mannigfaltigkeiten
fiir m < n — 2, aber auch fiir m = n — 2 und B,-; = 0, (n — m — 1)-dimensionale
Sphéren sind, die der Durchschnitt der zentralen Hypershiare C, mit den Hyper-
sphiaren C, = —b,Ap + A, sind, wobei b, = gapa®B. ist. Somit ist in diesem Fall
die Hyperfliche (S) durch die m—parametrige Familie von (n —m — 1)-dimensionalen
Spéren gebildet. Lings jeder (n—m—1)—dimensionalen sphdrischen Erzeugenden hat
die Hyperfliche dabei eine konstante zentrale Hypersphdre.

Es muf noch besonders auf den Fall hingewiesen weden, bei dem die Zahl m gleich
Null ist. Aus dem obigen Bewiesenen folgt, dal die Hyperfliche (S) in diesem Fall
eine Hypersphire ist. Hinzugefiigt sei auch noch: weil der Tensor a;; apolar zum
positiv definiten Tensor g;; ist, 14t sich der Fall m = 1 nicht darstellen.
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10. Wir kommen nun zur Untersuchung der geometrischen Gebilde, die mit den
Objekten der Klasse B zusammenhangen. Wir betrachten die Schar der die Hy-
perfliche im Punkt Ag berithrenden Zykliden. Aus dem im 3. Absatz Bewiesenen
folgt, daB die Koeffizienten pgo und po; der allgemeinen Zyklidengleichung (10) bei
derartigen Zykliden gleich Null ist, und die {ibrigen Koeflizienten das Gleichungssy-
stem (11) erfillen. Wir sondern aus der untersuchten Zyklidenschar diejenigen aus,
die mit der Hyperfliche (S) eine Berithrung zweiter Ordnung besitzen. Nach der
Definition einer Beriihrung zweiter Ordnung mufl die nach Einsetzen des Punktes
Ay = Ao+ dAo + 3d*Ap in die Zyklidengleichung ermittelte Gleichung beziiglich der
Pfaffschen Formen w* genau bis auf die Infinitesimalen zweiter Ordnung identisch
erfiilllt werden. Wir erhalten hieraus die bereits bekannten Relationen pgy = 0 und
poi = 0 und auerdem das Gleichungssystem

PonQij — Pont19i; + Pij =0,

die die Koeffizienten po,, pon+1 und p;; der Gleichung der beriithrenden Zyklide erfiillen.
Wie bereits im 3. Absatz bewiesen, kann die Gleichung der Tangentialzyklide durch
die Bedingungen

pon = 1, pont1 =0

normiert werden. Wir erhalten dann fiir eine Zyklide mit Beriihrung zweiter Ordnung

pij = —aij .

Wie zu erwarten war, erfiillt dieser Wert des Koeffizienten p;; die Gleichung (114).

Wir schreiben nun die Gleichungen an, die die Koeffizienten pj,, pint1 der Glei-
chung der berithrenden Zyklide erfiillen. Dafiir setzen wir die ermittelten Werte der
Koeffizienten p;; in die entsprechenden Gleichungen (11) ein. Wir gehen aufierdem in
diesen Gleichungen auf den Operator § iiber und erhalten

Spm = 7!'0 (11I2)

79

& 0 J 0
5pin+1 = —Ping1Tg — Q4T — PniTp - (113)

Wir ermitteln die allgemeine Losung dieses Gleichungssystems. Dafiir nehmen wir
Gin = Pin — b; an. Wir differenzieren diese Relation und kommen aufgrund von (115%)
zum Gleichungssystem

Sqm = 03

das die GroBle gy, erfiillt. Dieses Gleichungssystem zeigt, dal die GroBe ¢,; absoluter
kovarianter Vektor ist, den wir mit m; bezeichnen. Folglich 148t sich die allgemeine
Losung des Systems (115) in der Form

Pin = bi + m;

schreiben. Wir setzen diesen Wert der Koeffizienten p;, in die Gleichung (11%) ein
und erhalten ein Gleichungssystem, das die Koeffizienten p;,4+; erfilllen. Wir nehmen
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Qing1 = Pint1 — aijbj — am; an. Wir differenzieren diese Relation und erhalten das
Gleichungssystem 3
6int1 = —qin+17r8 J
das die GroBle ¢nqq erfillt. Wir integrieren dieses Gleichungssystem und erhalten,
daf
Jint+1 = QoN;,

wobei n; ein beliebiger absoluter kovarianter Vektor ist. Hieraus erhalten wir die
allgemeine Losung des Systems (11%) in der Form:

Pin+1 = a;;b" + am; + agn; .

Analog koénnten wir auch die iibrigen Koeffizienten der Gleichung der beriihren-
den Zyklide ermitteln. Zu diesem Zeitpunkt wiirde eine weitere Suche jedoch zu
umfangreichen Berechnungen fithren.

Wir ermitteln jene, aus dem Punkt Ag hervorgehenden Richtungen auf der Hy-
perfliche (S), lings derer die Beriihrordnung der Hyperflaiche mit der Beriihrzyklide
hoch ist; wir nennen diese Richtungen charakteristisch. Liangs dieser Rich-
tung muf die Gleichung (10), genau bis auf die Infinitesimalen dritter Ordnung ein-
schlieBlich, erfiillt werden durch den Punkt A" = Ag 4+ dAo + %dQAO + édBAo. Ver-
nachlissigt man die Komponenten mit der Ordnung gréBer als der dritten bei den
Formen w*, fithrt das Einsetzen dieses Ausdruckes in Gleichung (10) zur Gleichung

z {Bijx + 3pnraij) + 3(apage — Prs1(k)9ij) | wwiw* =0,
(¢,5,k)

die die charakteristischen Richtungen erfiillen; hier wird tiber die Kombinationen der
Indizes ¢, 7 und k summiert. Somit bilden die charakteristischen Richtungen einen
Konus dritter Ordnung mit der Spitze im Punkt A,.

Wir bezeichnen mit Zijk die Koeffizienten der Gleichung des ermittelten Konus.
Frsetzen wir im Ausdruck fiir E-jk die GroBen p,r und p,41x durch ihre oben bestimm-
ten Werte, so erhalten wir, dafl

bijk = bijk + 3{aujmi) — aognr }

ist.

Wir erkennen hieraus, dal die Gleichung des charakteristischen Konus der beriih-
renden Zyklide nur von den Vektoren mj; und nj; und nicht von den Koeffizienten
Prns Prnt1 Und phying1 dieser Zyklide abhangt. Folglich entspricht jedem fizierten
Wert der Vektoren my und ny eine dreiparametrige Schar von berihrenden Zykliden
mit ein und demselben charakteristischen Konus. Wir nennen diese Schar Bindel
von beriihrenden Zykliden, entsprechend dem vorgegebenen Wert der
Vektoren my und ny.

Wir sondern aus der Schar der berithrenden Zykliden diejenigen Zykliden aus,
bei denen der Konus der charakteristischen Richtungen mit dem invarianten Konus
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bijrwiw/w* = 0 iibereinstimmt. Bei derartigen Zykliden ist b;x = o'b;jk, woraus folgt,
daf
(o = D)bije = 3{agjmr) — aog(i;nr }

ist. Wenn o # 1 ist, kann der Tensor b;;; in der Form

by, = ;_—l{a(ijmk) — @og(i;nk)}

dargestellt werden. Die Berechnung der Parameter zeigt, daf§ diese Form des Tensors
bijr fiir n > 3 sich nicht als allgemeingiiltig erweist. Folglich haben wir es hier fiir
n > 3 mit einem Spezialfall der Hyperfliche (S) zu tun. Diesen lassen wir vorlaufig
beiseite.

Es sei 0 = 1. In diesem Fall wird die Kongruenzbedingung des charakteristischen
Konus der beriithrenden Zyklide mit dem durch den Tensor b;;; erzeugten invarianten
Konus reduziert auf die Form

ag;myy — aog(i;nk) = 0.

Diese Relationen kénnen untersucht werden als Gleichungen beziiglich der Vektoren
my und ny, die, wie man leicht beweisen kann, dann und nur dann erfiillt werden,
wenn my = ny = 0 1st.

Somit stimmt bei n > 3 und nichtsinguldrer Struktur des Tensors b, der Hy-
perfliche (S) der charakteristische Konus der berihrenden Zyklide dann und nur
dann mit dem durch den Tensor b erzeugten Konus uberein, wenn diese Zyklide
zum Biindel der bertihrenden Zykliden gehort, das dem Wert Null der Vektoren my
und ny entspricht.

11. Wir untersuchen diejenigen Hyperflichen des konformen Raumes, deren Ten-
sor b;j; eine im vorhergehenden Punkt ausgezeichnete spezielle Struktur besitzt. Wir
andern die Bezeichnungen, benutzen die Apolaritatsbedingung der Tensoren b;;; und
gi; und schreiben in diesem Fall den Tensor b;;; folgendermafien:

2
bijk =3 {mg(ijak)p - a(ijgk)p} ¥,

Wie bereits gezeigt, kann der Tensor b;jx fiir n = 3 immer so dargestellt werden,
aber fiir n > 3 sondert unsere Bedingung einige spezielle Hyperflichen aus.

Die Gleichungskoeffizienten des dem Biindel der beriihrenden Zykliden entspre-
chenden charakteristischen Konus, welcher einem gewissen Wert der Vektoren my
und ny entspricht, werden im vorliegenden Fall folgendermaflen geschrieben:

_ 2
bijk =3 {n—Hg(iﬂk)p - a(ijgk)p} I+ 3{ag;mu) — aoggijne} -

Wir ermitteln diejenigen Werte der Vektoren myj und ng, bei denen der charakte-
ristische Konus des Biindels der sich beriihrenden Zykliden tibereinstimmt mit dem
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durch den Tensor b;;; erzeugten invarianten Konus. Aus der Kongruenzbedingung
der durch die Tensoren b;;x und b;;x bestimmten Tensoren ermitteln wir die gesuchten
Werte der Vektoren mj und ny:

my = (1 —o)lg, g =

wobei o der Proportionalitatsfaktor zwischen den Tensoren Bijk und b;jx und ein in-
varianter Parameter beziiglich den Transformationen der Gruppe €20 ist.

Hieraus folgt, dafl es bei der speziellen Struktur des Tensors b;;, eine einparamet-
rige Schar von Bindeln der berihrenden Zykliden g¢ibt, als deren charakteristischer
Konus der Konus bijkw"ijk =0 dient.

Wenn dieser Konus charakteristisch ist fiur Zykliden von mehr als einem Bindel,
dann gilt umgekehrt, daf8 die Struktur des Tensors b;;i, eine spezielle ist.

Fiir n = 3 erhalten wir hieraus folgende Satze: Fir jeden Punkt einer beliebigen
Fliche des dreidimensionalen konformen Raumes gibt es eine einparametrige Schar
von Biindeln von Zykliden, die eine Berihrung zweiter Ordnung mit der Fldche in
diesem Punkt haben und bei denen der durch den Tensor b;j, erzeugte Konus cha-
rakteristisch ist.

Fir ¢ = 0 bekommt der Vektor m; dann den Wert [, und der Vektor n; den
Wert (n—_fl)a—oakplp. Diese Werte der Vektoren mj; und nj lassen die Koeflizienten Eijk
des charakteristischen Konus identisch verschwinden. Hieraus folgt, daf3 die Zykliden
des Biindels der beriihrenden Zykliden, das diesen Werten der Vektoren mj und ny
entspricht, mit der Hyperfliche eine Beriihrung dritter Ordnung besitzen.

Man kann leicht erkennen, daB auch umgekehrt, wenn es fiir jeden Punkt der
Hyperfliche (S) eine Zyklide gibt, die mit ihr eine Beriihrung dritter Ordnung in
diesem Punkt hat, die Struktur des Tensors b;j; dieser Flache dann eine spezielle ist.
Dies geht unmittelbar daraus hervor, dal der Tensor b;;x in diesem Fall bei einem
gewissen Wert der Vektoren my und nj verschwinden mufl.

Somit ist die spezielle Struktur des Tensors by der Hyperfliche (S) in jedem
Punkt der Hyperfliche eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die Fzristenz
des Biindels von Zykliden, die mit ihr eine Berihrung dritter Ordnung in diesem
Punkt haben.

Fiir n = 3 erhalten wir insbesondere, dal es fir jeden Punkt einer beliebigen
Fliche des dreidimensionalen konformen Raumes ein Bindel von Zykliden gibt, die
mit der Fliche eine Berihrung dritter Ordnung in diesem Punkt haben.

12. Wir erldutern die Bedeutung des Tensors ¢;; fiir die Hyperflache (5).

Wir untersuchen zuerst diejenigen Hyperflachen, auf denen der Tensor ¢;; symme-
trisch ist. Wir beweisen, daf} diese Hyperflichen charakteristisiert werden durch die
Ubereinstimmung der Krimmungslinien beider Mdintel der Einhiillenden der zentra-
len Hypersphirenschar, d.h. durch Ubereinstimmung der Kriimmungslinien auf den
Hyperflachen (S) und (S’). Diese Behauptung geht unmittelbar aus dem folgenden
Hilfstheorem hervor:
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Die Symmetrie des Tensors ci; der Hyperfliche (S) ist gleichbedeutend mit der
Kommutativitit ihrer Affinore al und ¢! = g'*cy;.

Tatsichlich kann die Bedingung gk’ck[,-a]-]l = 0, die der Tensor c;; einer beliebigen
Hyperflaiche (S) erfiillt, umgeschrieben werden in

l Y
a;C; = Capj .

Wir falten diese Relation mit dem Tensor ¢’* und erhalten:

alc;;g%* = claf . (34)

i
Bei Symmetrie des Tensors ¢;; ist aber

'k 1k
cg” =cug” =<,

damit erhalten wir aus der Relation (34) die Bedingung
aicf = ca

die die Kommutativitit der Affinore a! und ¢/ bedeutet. Umgekehrt fiihrt diese
Gleichung aufgrund der Relation (34) zur Symmetrie des Tensors c;;.

Die Kommutativitit der Affinore a] und ¢! bedeutet aber geometrisch, daf es in
jedem Punkt der Hyperflache (S) eine orthogonale Basis gibt, in der diese Affinore si-
multan auf Diagonalform reduziert werden. Man kann leicht erkennen, daf} diese Basis
die Basis der Hauptrichtungen sowohl der Hyperfliche (S) als auch der Hyperfliche
(S') ist, da in ihr die quadratischen Formen (dCy, dCs), (dCy, dCy) und (dCpyi1, dCrir)
gleichzeitig in Form von Quadratsummen dargestellt werden. Hieraus geht unmittel-
bar die Ubereinstimmung der Kriimmungslinien auf den Hyperflichen (S) und (S’)
hervor. Im dreidimensionalen Raum dient die Ubereinstimmung der Kriimmungs-
linien der Hyperflaichen (S) und (S’) als charakteristisches Merkmal dafiir, dafl die
Fliche (S) isotherm ist (vgl. z. B. [7]). Deshalb kann man Hyperflichen mit dem
symmetrischen Tensor ¢;; auch isotherm nennen.

Hingewiesen sei noch auf einige Eigenschaften der isothermen Hyperflaichen. Es ist
zunichst leicht zu erkennen, daB die Differentialform @) auf derartigen Hyperflichen
ein vollstandiges Differential ist, da bei ¢;; = ¢j;

D = W] = ¢ [whel] = 0

ist. Wir normieren entsprechend die Diskriminante ag des Tensors a;; und reduzieren
die Form @) auf Null. Folglich induziert die Schar der speziellen Beine auf den
isothermen Hyperflichen die Riemannsche innere Geometrie (vgl. Norden, [4]).
Auch die folgende Behauptung ist evident:
Induziert die Schar der speziellen Beine auf der Hyperfliche (S) die Riemannsche

innere Geometrie, dann ist diese Hyperfliche isotherm.
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Wir untersuchen schliefilich eine einzige geometrische Eigenschaft der isothermen
Hyperfliche: fiir eine derartige Hyperfliche ist die mit ihr verbundene Kongruenz der
Kreise

1
P=Cy—-tC, + ’2‘t20n+1

normal. Tatsichlich zeigen Berechnungen, dafl sich die Normalitdtsbedingungen der
untersuchten Kongruenz der Kreise reduzieren lassen auf die vollstindige Integrier-
barkeit der Gleichung dInt + @) = 0, die aus der Symmetrie des Tensors ¢;; folgt.

Wir untersuchen dann diejenigen Hyperflichen, auf denen der Affinor ¢ sich nur
durch einen Faktor vom orthogonalen unterscheidet, d. h. die Bedingung e *c’ = )\6]
erfiillt, wobei *c7 der zum Affinor ¢}, symmetrische Afﬁnor ist: ¥l =g *ep = gﬂckl
Wir bezeichnen i11 diesem Fall den Afﬁnor ¢l kurz als fast orthogon al .

Wir beweisen, daf8 die Fastorthogonalitit des Affinors ¢ eine notwendige und hin-
reichende Bedingung der konformen Ubereinstimmung zwischen den Hyperfliche (S)
und (S') ist, den beiden Méanteln der Einhiillenden der zentralen Hypersphérenschar.
Tatsichlich sehen die die Winkelmetrik der Hyperflichen (S) und (S”) bestimmenden
quadratischen Formen entsprechend folgendermaflen aus:

(dCo, dCo) == gijwiwj y (an-H’ an+1) = gklckicljwiwj s

Die Hyperflichen (S) und (S’) haben dann und nur dann identische Winkelmetrik,
wenn diese quadratischen Formen proportional sind, d. h. wenn g¥cyic;; = Ags; ist.
Man kann jedoch leicht erkennen, daff diese Bedingung gleichbedeutend ist mit der
Fastorthogonalititsbedingung des Affinors c].

Wir untersuchen nun diejenigen Hyperflichen, auf denen der Tensor c¢;; gleichzei-
tig symmetrisch und fast orthogonal ist. In diesem Fall kann man leicht beweisen:
Ubertragt man unsere Hyperfliche auf Kriimmungslinien, dann bekommt ihr Affinor
¢ die Gestalt ¢ = p™e!, wobei

0 fir e +#y,
€; = 1 fir z:]Sm,
—1 fir 2=)>m

ist. Wenn jedoch die Signatur n —1—m des Affinors cf von Null verschieden ist, d. h.
wenn m < n — 1 ist, dann entartet unsere Hyperflache in eine Hypersphére, und nur
bei m = n — 1 erhalten wir eine nichttriviale Klasse von Hyperflichen.

Tatséchlich fithrt die Vertriiglichkeitsbedingung (29,), die auf einer beliebigen Hy-
perfliche des konformen Raumes erfiillt ist, in diesem Fall zu der Form

J’”ej- + ™ei(dlnp + 2), W | =0. (295)

Die hieraus hervorgehenden Ausdriicke d m6§~ erhalten, wie Berechnungen zeigen, bei
verschiedenen Werten der Indizes folgende Werte:

dmet=d™el=0, dme? =207, dm=-20

30



wobei a,b,... = 1,2,...,m; p,q,... = m+1,...,n — 1 ist. Daher kann das Glei-
chungssystem (29)) folgendermaflen geschrieben werden:

[dIn p + 23, w*] —2 [w;wp] = {I;
—2[@w®] + [dInp + 2@, w?] = 0.

Dieses System der aufleren quadratischen Gleichungen fithrt aufgrund der Gleichheit
w, + wh = 0 zu dem folgenden Pfaffschen Gleichungssystem:

dlnp+2w) =0, wh=0. (35)

Die erste Gleichung ist ein vollstindiges Differential (aufgrund der Gleichheit ¢;; =
¢ji), und die duBeren Differentiale der tibrigen Gleichungen werden nach einigen ein-
fachen Umformungen in der Gestalt:

[E‘:H_lwp] + [wawﬁﬂ] + @@y =0

k

geschrieben; aber es ist Wl | = cjw* = W, T, = chw* = —wP, und dieses System

von quadratischen Gleichungen wird in das folgende umgewandelt:
[@2@7] = 0.

Aus diesem letzten Gleichungssystem geht fiir m < n — 1 die Proportionalitit aller
Formen & hervor, woraus folgt, dafi unsere Hyperfliche eine Hypersphare ist.

Wir schliefen diesen Trivialfall aus und erhalten, dafl die Hyperfliche (S) gleich-
zeitig isotherm sein und sich nur in dem Fall in konformer Ubereinstimmung mit
der Hyperfliche (S') befinden kann, wenn thr Affinor ¢! nur durch einen Faktor vom
Einheitsaffinor abweicht. Wir wollen diesen Fall etwas nédher untersuchen. So sei
¢! = pél oder ¢;; = pg;;, wobei der Faktor y die erste der Gleichungen (35) erfiillt.
Die Differentiale der Punkte Cy und C,4; sehen daher folgendermaflen aus:

dC() = 5800 + wiCi, an+1 = —wgCTH.] + pwiCi .

Hieraus folgt, dal die Hypersphare C,,41 — pCo des Hypersphérenbiischels Cp 41 —0Cy
bei Verschiebung des Beins auf der Hyperflache (.S) invariant bleibt. Tatsachlich ist

d(Cnt1 — pCo) = ~w3(Crgr — pCo) -

Da (C,Co) = (CnCpnt1) = 0 ist, sind alle zentralen Hyperspharen unsere Hy-
perfliche orthogonal zur konstanten Hypersphire D = Cp41 — pCy. Hieraus folgt,
dafB die Hyperflache (S’) aus der Hyperflaiche (S) durch eine Inversion beziiglich der
invarianten Hypersphédre D ermittelt werden kann.

Man kann umgekehrt auch leicht beweisen: Ist die Hyperfliche (S) so, dafi der
zweite Mantel (S") der Einhillenden der Schar ihrer zentralen Hypersphdren aus einer
Inversion beziiglich einer gewissen invarianten Hypersphdre D ermittelt werden kann,
dann unterscheidet sich der Tensor ¢! dieser Hyperfliche nur durch einen Faktor vom
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(D,D)

Einheitstensor. Tatsichlich ist in diesem Fall C,41 = D + pCo, wobei p = —3(DCo)

und dD = (dIn y + @)D ist; hieraus folgt, daf
dCpy1 = (dlnp + 53)00 + uwiCi

ist. Wir vergleichen diesen Ausdruck fiir dCy4; mit seinem iiblichen Ausdruck und
schliefien hieraus, daf ' _
dlnp + 2wy =0, ¢ = ué}

ist. Von uns wurde aber bereits bewiesen, daf} die erste dieser Relationen eine Folge-
rung der zweiten ist, deshalb ist unsere Behauptung véllig bewiesen.

Hyperflichen, bei denen sich der Affinor ¢! nur durch einen Faktor vom Ein-
heitsaffinor unterscheidet, kann man in drei Klassen zerlegen, je nachdem ob der
Proportionalitatsfaktor yu positiv, negativ oder gleich Null ist.

Wir beschéftigen uns zuerst mit dem Fall g = 0. In diesem Fall verschwindet der
Tensor ¢;; auf der Hyperflache (S) identisch. Wir beweisen, daf eine diese Eigenschaft
besitzende Hyperfliche (S) aus der Sicht der euklidschen Geometrie entweder minimal
ist oder durch eine konforme Transformation aus einer solchen Hyperfliche ermittell
werden kann. Wenn auf der Hyperfliche (S) ¢;; = 0 ist, dann gilt fiir sie in der Tat
©? = 0 und dChryq = —wCry1, und folglich bleibt der Punkt C, 41 bei Verschiebung
des speziellen Beins auf der Hyperflache invariant. Wir fiithren eine konforme Trans-
formation des Raumes durch, die den Punkt C,4; in einen unendlich entfernten Punkt
iiberfithrt. Mit (S;) bezeichnen wir die Hyperflache, in die die Hyperfliche (S) bei
dieser Transformation iibergeht. Die Hyperspharen C, gehen dabei in die Tangen-
tialhyperebenen der Hyperflache (S;) iiber, und die quadratische Form a;;w'w’ geht
in die zweite quadratische Form dieser Hyperflache {iber. Die Apolaritdt des Tensors
a;; zum Tensor g;; bezeichnet nun das Verschwinden der mittleren Krimmung der
Hyperfliche (S;). Folglich ist die Hyperfliche (S1) aus der Sicht der euklidischen
Geometrie minimal, und die Hyperflache (.S) ist eine konforme Transformation der
minimalen Hyperfliche.

Umgekehrt sei die Hyperfliche (.S) aus der Sicht der euklidischen Geometrie mi-
nimal. Wir beweisen, dafl ihr Tensor ¢;; identisch verschwindet. Wir konstruieren
auf dieser Hyperfliche ein derartiges System von Beinen erster Ordnung, so daf der
Punkt A,;; jedes Beins mit dem unendlich entfernten Raumpunkt iibereinstimmt.
Die quadratische Form a;;w'w?’ stimmt in diesem Fall mit der {iblichen zweiten qua-
dratischen Form der Hyperfliche iiberein. Da die Hyperfliche (.5) minimal ist, ist ihre
mittlere Kriimmung a;;¢" = 0, und folglich stimmt die Gréfle a;; im konstruierten
Bein mit dem Tensor a;; iiberein. Hieraus geht hervor, dafl die Hypersphare A, dieses
Beins die zentrale Hypersphire C,, der Hyperfliche (.5) ist. In unserem Bein ist somit
a = 0. Folglich ist w? = Brw*. Aber w? = (Any1dA,) = —(An dAntq) und, da der
Punkt A,;; invariant bleibt, ist w? = 0. Deshalb ist 8 = 0,b; = b* = 0. Folglich
stimmt der Punkt A,;; mit der Spitze C,4; des speziellen Beins iiberein. Da dieser
Punkt invariant bleibt, ist @2 = ¢;;w? = 0, woraus auch folgt, daB der Tensor c;; auf
der Hyperflache () verschwindet.
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Bei der Untersuchung der Falle g < 0 und g > 0 beweisen wir analog, dafl im
ersten Fall die Hyperfliche (S) minimale Hyperflache in der hyperbolischen Geometrie
bleibt bzw. sich aus einer solchen Hyperfliche durch eine konforme Transformation
ergibt, und im zweiten Fall minimale Hyperfliche in der elliptischen Geometrie ist
bzw. sich aus einer solchen Hyperfliche durch eine konforme Transformation ergibt.

(Redaktionseingang 8/1 1952 )
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