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Modelirovanie rosta micelial'nych kolonij
s pomo§c'ju Markovskich vetvja§cichsja processov

A stochastic model of the growth of mycelial colonies and their properties is
described. The experimental data on Trichoderma viride wre compared to the
theoretical results obtained in the study.

Bis jlngst war es nicht gelungen, mit den Hilfsmitteln einer
einzigen mathematischen Konzeption die Makroprozesse der Mycel-
Biomassenanhdufung mit den auf dem Hyphalniveau stattfindenden
Mikroprozessen in Zusammenhang zu bringen /1/. Das erste
stochastische Modell des Friihstadiums des Mycelwachstums,
basierend auf den primdren Mechanismen der Mycelkoloniebildung
(an der Apikalverldngerung der Hyphen und an der Seitenver-
zweigung) wurde von den Verfassern erstellt /2/. In Arbeit /3/
ist ein mehr allgemeineres Entwicklungsschema einer jungen
Mycelkolonie dargestellt. Wir haben ein einfacheres Modell

aufgestellt und untersucht: das Markovsche Wachstumsmodell
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der Mycelorganismen. Auch wenn dieses nicht an das oben genannte
stochastische Modell in seiner Genauigkeit hinsichtlich der
Wiedergabe gewisser Besonderheiten des Mycelwachstums heran-
reicht, ist es dadurch doch m&glich, erstens eine ausreichend
einfache mathematische Begriindung fiir viele experimentell fest-
gestellte Tatsachen zu liefern, die sich auf das frihe Entwick-
lungsstadium der Kolonie beziehen, und zweitens erlaubt es (aus
der Sicht des mathematischen Technikers) eine natiirliche Aus-
dehnung auf das spdtere Stadium, wenn sich die Kolonie in eine
ausgereifte verwandelt und vom exponentiellen Wachsen in ein
quadratisches Wachsen auf einer festen Substanz bzw. in ein

kubisches Wachsen in einem fliissigen Medium ibergeht.

Unter einem Apikalhyphensegment wollen wir den Hyphenabschnitt
von ihrem Apex bis zur ndchsten Abzweigung einer Seitenhyphe
verstehen. Die Menge der Apikalsegmente einer Kolonie im Zeit-
punkt t beschreiben wir durch den ZufallsprozeB E(f), der
von folgendem Denkschema des Mycelwachstums ausgeht. Die Hyphe
verldngert sich mit der konstanten Geschwindigkeit v. Infolge
Aufspaltung ihres Apex in zwei, zweigt in zuf&dlligen Zeitpunkten
eine reguldre Seitenhyphe von ihr ab. Dabei ist die Wahrschein-
lichkeit der Apikalverzweigung der Hyphe in dem kleinen Zeit-
intervail (¢, t4Af) gleich w~Af+o(At), wcbei o0(Af) Korrektions-
glied ist, das man bei kleinen Af{ vernachldssigen kann. Somit
ist die Wahrscheinlichkeit des: Vorkommens eines Seitenablegers
im kleinen Zeitintervall Af proportional zur Lidnge dieses
Intervalls, wobei der Proportionalitdtsfaktor v, der die
Intensitdt des Vorkommens von Seitenhyphen (Verzweigungsinten-
sitdt) bezeichnet, weder von der Menge der Apikalsegmente in
der Kolonie zum Zeitpunkt t noch von der Vorgeschichte der
Hyphe bis zu diesem Moment oder vom Moment +t selbst abhdngt.
Mit der Wahrscheinlichkeit 1—vA¢{40(Af) hat die Hyphe keinen
Seitenableger, sondern verldngert sich gleichmdfig weiter. In
diesem Fall ist die Zeit T 2zwischen zwéi aufeinanderfolgenden
Verzweigungsmomenten der Mutterhyphe exponentiell verteilt mit
der Dichte wve~¥* und dem Durchschnitt Mr=1/v, wobei M

Symbol des Erwartungswerts ist.



Die Linge der Hyphensegmente zwischen den Verzweigungen ({=ut
ist ebenfalls exponentiell verteilt mit der Dichte Ae™™,
wobei A=v/u, und dem Durchschnitt M{ =uvMrt=I1/A. Die Durch-
schnittsmenge der Apikalsegmente in einer Kolonie (in einer
fldchigen wie in einer dreidimensionalen) wdchst exponentiell
nach dem Gesetz ME(f)=e"*. Die Linge aller Hyphen und folglich
auch die Biomasse der Kolonie (wenn man als Masse des Segments

mit einer einzigen Lidnge die Masseneinheit annimmt) wird be-
1

schrieben durch den ZufallsprozeB8 n(f)=uvfE(4)du. Deshalb wichst
0

die Biomasse einer Kolonie im Durchschnitt exponentiell mit

der spezifischen Wachstumsgeschwindigkeit ~, genauer

Mn (£) -_%’ (evt—1).

Das exponentielle Anwachsen der Biomasse in Fldchen- wie auch
in submersen Kulturen wurde in den frilhen Entwicklungsstadien

hidufig experimentell erforscht /4/.

Einige Wissenschaftler /8/ haben darauf hingewiesen, daB das
Verhdltnis von Hyphengesamtldnge zur Apexzahl in der Kolonie
im Stadium des exponentiellen Wachstums trotz seines Zufalls-
charakters sich relativ schnell stabilisiert und praktisch
eine gewisse Konstante wird, die die Bezeichnung Hyphalwachs-
tumseinheit (HGU) erhielt. Diese Einheit wird in mykologischen
Untersuchungen gerne benutzt, deshalb ist es angebracht, sie
im Rahmen des vorgeschlagenen Mycelwachstums-Modells zu er-
brtern. Dafiir filhren wir das Funktional HGU (¢) =n(¢)/E(f) ein,
das gleich dem Verhdltnis der Lidnge aller Hyphen zur Apexzahl
im Zeitpunkt t ist. In der Arbeit /5/ wurde bewiesen, daB
der Erwartungswert von HGU(t) sich mit der Zeit schnell
stabilisiert und praktisch zur Konstante [/A wird. Somit
wurde im Rahmen des hier vorgeschlagenen mathematischen Mycel-
wachstums-Modells eine theoretische Begriindung filir die schnelle
Stabilisierung des Verhdltnisses der Ldnge aller Hyphen zur
Anzahl aller Apices in der Kolonie ermittelt. Die Hyphalwachs-
tumseinheit hat damit eine einfache Interpretation erhalten:
sie ist die Internodiums-Durchschnittsldnge 1/A. Hieraus

folgt, daB HGU keine kinetische, sondern eine strukturelle



(morphologische) Charakteristik der Mycelkolonie ist und deshalb
konstant bleibt bei Verdnderung der Kultivierungsbedingungen,
die die spezifische und radiale Wachstumsgeschwindigkeit so
lange beeinflussen, bis die Struktur der Kolonie unverdnderlich

geworden ist.

Aus dem vorgeschlagenen Modell folgt, daB es zwischen der
Hyphalwachstumseinheit, der linearen Wachstumsgeschwindigkeit
der Hyphe und der _spezifischen Wachstumsgeschwindigkeit der
Biomasse die Abhdngigkeit HGU=v/v gibt, die mehrmals experi-
mentell bestdtigt wurde /6 - 9/.

Wir untersuchen: den Zufallsprozef U(f{), der das Mengenwachstum
der Verzweigungen in der Kolonie beschreibt. Man kann sich
leicht davon iiberzeugen, daf ©(f)=§({)—I1, woraus M@ ({) =e"'—I
folgt. Wie wir sehen, nimmt die Menge der Apices und Verzwei-
gungen sowie die Gesamtldnge der Hyphen mit ein und derselben
spezifischen Geschwindigkeit v zu. Diese aus biologischer Sicht
wichtige Tatsache wurde experimentell festgestellt /10, 11/ und
diente als Begriindung zur Herleitung einer Analogie zwischen

der Verzweigungsinitiierung und den Mycelorganismen und der

Teilung von einzelligen Organismen /12/.

Bei weiterem Wachstum der Mycelkolonie sinkt die Zunahmege-
schwindigkeit der Apex-Menge in der Kolonie und der Biomasse
der Kolonie von exponentiell auf potentiell. Noch bis in die
jiingste Zeit gibt es flir die Potenzengesetze des Mycel-Bio-
massenwachstums keine theoretische Begriindung, die auf dem

Prinzipi Mycelorganismen - Entwicklung - Verzweigung basierte.

Wir verallgemeinern den ProzeB :({) so, daB er den Schritt des
Mycel-Potenzenwachstums erfaBt. Die Verallgemeinerung konstru-

ieren wir anhand folgender Uberlegungen.

1. Aufgrund der intrahyphalen Wechselwirkung in flachen Kolonien
verschieben sich die Apikalsegmente gleichmédBig am peripheren
Ring und in dreidimensionalen Kolonien in der &duBeren Kugel-

schicht der Kolonie.



2. In der Anfangszeit der Kolonienentwicklung, wenn die Apices
noch in einem ausreichend groBen Abstand voneinander entfernt
sind, hdngt die Intensitdt des Vorkommens von Seitenablegern
nicht (oder nur schwach) wvon der Zahl der Apikalsegmente ab
und ist gleich v. Durch diese Annahme kann man den oben be-
schriebenen VerzweigungsprozeB §(f{) als mathematisches Mycel-

Wachstumsmodell in den Friihstadien benutzen.

3. Je nach Wachstum der Kolonie wirkt sich die rdumliche Be-
grenztheit der peripheren Wachstumszone immer stdrker aus und
beeinfluBt die Verzweigungsintensitdat. Mit anderen Worten:

mit zunehmender Apex-Zahl k erweist sich die Abhdngigkeit

der Verzweigungsintensitdt (Intensitdt des Vorkommens von Seiten-
ablegern) von k als immer stdrker. Deshalb muB man die Ver-
zweigungswahrscheinlichkeit im geringen Zeitintervall (f{ (+4Af)
im verallgemeinerten ProzefB g(M in der Form v(k)N+o0(A¢)
umsetzen. Dabei wird vorausgesetzt, daB die Intensitdt des
Vorkommens von Seitenablegern in einer gewissen Richtung asymp-
totisch reziprok ist zur Anzahl der Apikalsegmente, die in
dieser Richtung liegen. Der EinfluB der Ubrigen Apikalsegmente
ist wesentlich geringer. Diese Voraussetzung fihrt zu einer
anderen Gestalt der Funktionen +v(k) bei zwei- und dreidimen-
sionalen Kolonien und entsprechend zu einem anderen Verlauf

des Prozesses 5(0. In der Flichenkolonie ist die Anzahl der
Apikalsegmente, die in jede der beiden Richtungen gehen, pro-
portional zur Menge der Apikalsegmente in der Kolonie k.

Folglich ist in diesem Fall «v(k) ~va/k, wobei a einen ge-
k—po0

wissen positiven Koeffizienten bezeichnet. Bei der kugelfdrmigen
Kolonie ist die Anzahl der Apikalsegmente, die in eine gewisse
Richtung gehen, proportional zu VE Deshalb ist die Verzweigungs-
intensitdt in dieser Richtung asymptotisch &dquivalent zur Funk-
tion zusﬁj und die Verzweigungsintensitdt in einer beliebigen
Richtung zur Funktion uvb/Jk, wobei a' und b gewisse Konstan-
ten sind. Somit lassen sich liber die Verzweigungsintensitdt

im verallgemeinerten ProzeB gU) folgende SchluBfolgerungen
ziehen: a) bei géringen Abmessungen der Koloanie dndert sich

v(k) bel Verdnderung der Apex—-Menge k kaum; b) beil gro3ea k

ist beil einer Flichenkolonie wy(k) ~va/k und bei einer kugel-

k—>c0

f&rmigan Kolonie v(k)ﬁvvb/VE
k—>»c0
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Die neuen Eigenschaften, die aur dem verallgemeinerten ProzeSB

E(t) eigen sind und bei groBen Werten von t wund k vor-

kommen, sind folgende:

1. Die Durchschnittsmenge der Apikalsegmente in einer Fldchen-

kolonie nimmt proportional zum Radius der Kolonie zu, genauer:
Mg, (¢) ~vat.
t —o00

2. Die Durchschnittsmenge der Apikalsegmente in einer drei-
dimensionalen Kolonie wdchst proportional zum Quadrat des

Kolonienradius, genauer: S () ~v20212/4 bei t—co.

3. Im Durchschnitt nimmt die Biomasse einer Fldchenkolonie bei
groBen 't proportional zum Quadrat des Kolonienradius zu,
genauer: Ninn(t)~02at2 bei {—oco. (Quadratisches Wachstums-

gesetz der Biomasse einer Fl&dchenkolonie).

4. Im Durchschnitt wdchst die Biomasse einer Kolonie in sub-
merser Kultur bei groBen t proportional zur Kubikzahl des
Kolonienradius, genauer: M;]Tp(t)~v3b213/12 bei {—oo. (Kubisches
Wachstumsgesetz der Biomasse einer Kugelkolonie). Uber das
kubische Wachstum der Biomasse von Kolonien in fliissiger Sub-

stanz liegt eine wissenschaftliche Verdffentlichung vor /13/.

5. Bezeichnet man mit {, die Ldnge des Internodiums, das sich
wdhrend dér Verdnderung der Apikalsegmentmenge in der Kolonie
von k auf k + 1 bildet, dann nimmt die Durchschnittsldnge
des sich am Kolonierand bildenden Internodiums proportional
zur Menge der Apikalsegmente in der Kolonie zu, genauer:
M0~ % bei k—oo.

In Versuchen mit Trichoderma viride stellten wir die theoretisch
vorausgesagte Verldngerung der Durchschnittsldnge des Inter-
nodiums: um anndhernd das Zehnfache innerhalb von etwa drei mal
vierundzwanzig Stunden fest. In den darauffolgenden drei Tagen
verdnderte sich die Internodiumslé&nge nicht. Aber dies wider-
spricht der These 5, da die mit der Zeit immer grdBer werdende
Menge an von der Stammhyphe abgehenden Seitenverzweigungen

einem Vergleich mit einem Substrat nicht standhdlt, atrophiert



und schlieBlich zu wachsen aufhdrt. SchlieBft man diese Verzwei-
gungen aus der Untersuchung aus, deren Beitrag zur Gesamtbio-
masse beschrdnkt ist, dann miissen die neugebildeten Internodia

offensichtlich erneut die Relationen von 5. erfiillen.

6. In einer kugelfdrmigen Kolonie wdchst die Durchschnittslénge
der am Kolonienrand gebildeten Internodia proportional zur
Quadratwurzel aus der Zahl der Apikalsegmente in der Kolonie,
d.h. MGz ~ 8V k56 bei k—>oo.

Eine zwingende Begrilindung filir die Thesen 1 - 6 ist in Arbeit

/5/ enthalten.
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