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EINLEITUNG

1. Mit dem vorliegenden Aufsatz ist eine Darlegung der we-

%)

sionalen Euklidischen Raumes und der Theorie der Einbettung

sentlichen Fakten der Theorie der Fl&dchen des mehrdimen-

der Riemannschen Mannigfaltigkeiten in Euklidische R&ume be-
absichtigt.

Diese beiden Probleme hidngen eng miteinander zusammen.

Die Mathematik brachte im 19. Jh. den Begriff der mehrdimen-

sionalen metrischen Mannigfaltigkeit auf, dabei in erster
1,...,um}, in de-
nen der Abstand zwischen den "unendlich nahen' Punkten ui,
ui + dui (Metrik) durch die positiv definite quadratische

Linie diejenigen Mannigfaltigkeiten U = {u

Form o L
ds* =g dutdw’ (i, j=1, ..., m).
vorgegeben wird. Eine solche Mannigfaltigkeit nennt man be-

kanntlich eine Riemannsche.

Das einfachste Beispiel einer Riemannschen Mannigfaltigkeit

ist die zweidimensionale Mannigfaltigkeit U2 mit der Metrik
ds*=F(u, v)du*-\-2F (u, v)dude +G(u, v)de?.

Bekanntlich wird die Metrik einer beliebigen Flé&che V2 im

dreidimensionalen Euklidischen Raum E3 durch die quadrati-

sche positiv definite Form ds?=E (v, ¢)du? +2F (u, v)dudo+G(u, ¢)de?

vorgegeben, d.h. sie ist eine Riemannsche Metrik.

Umgekehrt kann man fiir die oben genannte zweidimensionale
Riemannsche Metrik eine zweidimensionale Fladche mit dieser
Metrik finden. Eine solche Fliache bezeichnen wir als Reali-

1)

sierung der Metrik.

*) Notiz des Ubersetzers: Abweichend von der ublichen
Terminologie sind unter Flachen stets reguldre Untermannig-
faltigkeiten beliebiger Dimension zu verstehen.

1) Der Einfachheit halber sprechen wir in der Einleitung

von der Realisierung analytischer Metriken in Form von ana-



Somit wird jede beliebige zweidimensionale Metrik als Metrik
einer Fléche V2 in E3 realisiert, oder sie 1l4Bt, wie wir sa-

gen, die Einbettung in E3 ZU.

Festgehalten sei, daR einige zweidimensionale Metriken U2 die
Einbettung in E2 zulassen, d.h. daB sie absolut Euklidisch
sind. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafir
sind, daR die Gaussche Krimmung der Metrik gleich Null ist.

Es ist leicht nachzuweisen, daB auf einer beliebigen m-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit Vm eines n-dimensionalen reellen
Euklidischen Raumes eine Riemannsche Mannigfaltigkeit indu-

ziert wird.

Die Umkehrung ist jedoch weitaus schwieriger; kann eine be-
liebige m-dimensionale Riemannsche Metrik ds*=g;du'dw (i, j=
1,...,m) als m-dimensionale Fl&che Vm des Euklidischen Raumes

EN mit einer bestimmten Dimension N realisiert werden ?

Schl4afli [1] hat als erster folgendes Theorem aufgestellt

Eine beliebige m-dimensionale Riemannsche Metrik kann im

Emgm+12
2

realisiert werden.

Somit koénnen die Riemannschen Metriken als Metriken der Fla-

chen eines mehrdimensionalen Euklidischen Raumes aufgefaBt

werden.
Nach Schliflis Theorem gewdhrleistet die Dimension N = mi%ill

des Raumes EN die Einbettung einer beliebigen m-dimensionalen
Metrik in ihn. Es ist jedoch nicht ausgeschlossen, daB fir
die Jjeweilige Metrik Um auch eine Einbettung in den Raum En

mit n < mi%ill moglich ist.

Forts. von 1)

lytischen Flidchen der Euklidischen Raume. Dariiberhinaus wird
die Realisierung der Metrik detailliert besprochen.



Flir Euklidische Metriken ist z.B. m = n. Folglich kommen wir

ganz selbstverstidndlich zum Begriff der Klasse einer Metrik.

Als Klasse einer m-dimensionalen Metrik bezeichnet man die-

jenige Zahl q , so daB die Metrik die Einbettung Em+q zulédBft,

aber nicht in Em

o (p < q). Aus diesem Blickwinkel koénnen die

Euklidischen Rdume als Rdume der Klasse O eingestuft werden.

Die Bedingungen, daR die Ridume euklidisch sind (d.h. Klasse
O ), wurden ganz zu Beginn der Tensorrechnung ermittelt:
damit der Riemannsche Raum euklidisch ist, ist notwendig und

hinreichend, daf sein Krimmungstensor Ri

j,k1 verschwindet.
Das einfachste Beispiel fiir Riemannsche Rdume der Klasse 1
sind Rdume mit konstanter positiver Kriimmung, die als Hyper-
sphidren des Euklidischen Raumes realisiert werden. Es ist
selbstverstdndlich, daB zweidimensionale Metriken, die nicht

euklidisch sind, ebenfalls Klasse 1 haben.

Das Problem, alle Metriken der Klasse 1 zu klassifizieren,
konnte von den Geometern jedoch nur nach knapp einem Jahrhun-
dert Arbeit geldost werden. Dazu gehdren die Arbeiten von
Bianchi [2], Sbrana [3], Cartan [4], Weise [5], Thomas [6].

Vollig gelost werden konnte das Problem durch die Arbeiten
der sowjetischen Geometer Rozenson [7, 8, 9] und A. M.

1)

Lopéic.

1) Lopéics Ergebnisse wurden nicht veroffentlicht, aber

auf dem Seminar filir Tensor- und Differentialgeometrie an der
Staatlichen Moskauer Lomonosov-Universitit vorgetragen. Kur-
ze Zusammenfassungen derselben enthalten der Sammelband "30
let sovetskoj matematiki' (30 Jahre sowjetische Mathematik)
und ein Aufsatz in P. K. RasSevskijs Arbeit "Tenzornaja dif-

ferencial'naja geometrija" (Tensor-Differentialgeometrie).



2. Die Untersuchung der Metriken Um der Klasse 1, defini-
tionsgemdB realisierbar, als Hyperflidchen Vm des Euklidischen
Raumes Em+1 fihrt zu einigen bemerkenswerten Ergebnissen, die
die Einbettung mehrdimensionaler Metriken grundsidtzlich von

der Einbettung zweidimensionaler Metriken unterscheiden.

Bekanntlich ist die Realisierung der zweidimensionalen Metri-
ken der Klasse 1 im zugehorigen Raum E3 nicht eindeutig. Dies
bedeutet, daB die Fliche V2, die die Metrik realisiert, eine

kontinuierliche Verbiegung mit zwei beliebigen Funktionen ei-
ner einzigen Varaiblen zuldBt. Ausnahmen sind nur Flidchen mit
Flachpunkten, die zum ersten Mal von N. V. Efimov untersucht

wurden [10]. < Voss, Enzyklopidie III,3 >

Somit bestimmt die Metrik der Fladche nicht die Flidche. Im Un-
terschied dazu besitzt eine m-dimensionale Metrik (m > 3) der
Klasse 1 im allgemeinen eine eindeutige Einbettung in Em+1’
d.h. alle Realisierungen der Metrik stimmen genau bis auf Be-
wegungen liberein. Dies bedeutet, daB die Hyperflidche Vm & Em+1
im allgemeinen in Em+1 nicht verbiegbar ist. Im mehrdimensio-
nalen Fall bestimmt somit die Metrik in der Regel die Hyper-
fldche; die verbiegbaren Hyperflidchen stellen eine kleine

Klasse von Hyperfladchen dar.

Ein notwendiges, jedoch bei weitem nicht hinreichendes Merk-
mal der verbiegbaren Hyperflidchen ist folgende Forderung
(siehe [11]): der Rang der Fliche liegt nicht iiber 2 (der
Rang ist die Anzahl der Parameter, von denen die Tangential-

ebene der Flidche abhidngt).

AuBerdem kann es vorkommen, daBR die Realisierung einer Metrik
der Klasse 1 nicht eindeutig ist, weil mehrere diskrete Mog-
lichkeiten der Realisierung vorhanden sind, d.h. z.B. es gibt
genau zwei Realisierungen als Hyperfldchen, die nicht bewe-

gungskongruent sind.

Wenn beide Realisierungen einander angenidhert werden, erhal-
ten wir im Grenzfall einen Fall, wo die Einbettung eindeutig

ist, aber die realisierende Flidche 14Bt eine unendlich gerin-



ge Verbiegung zu.

SchlieBlich kann die Metrik der Klasse 1 als Schar von Hyper-
flidchen realisiert werden, die von einem Parameter oder von
einer Funktion einer Variablen oder von zwei Funktionen ei-

ner Variablen abhidngen.

Im Unterschied zum dreidimensionalen Raum 148t somit die Ein-
bettung der Metrik im mehrdimensionalen Fall eine bestimmte

Fallunterscheidung zu.

3. Die Eigenschaft der Nichtverbiegbarkeit besitzen nicht
nur die Hyperfldchen V,-1€ E,, sondern auch die Fl&dchen

Vn—pc En (p>1).

Allendorfer [12] formulierte folgendes Theorem

Die Flachen Vn-pc En des Typs t > 2 sind nicht verbiegbar.

Der Typ ist eine Invariante der Flidche, die ziemlich schwie-
rig zu bestimmen ist. Bei der Hyperflidche stimmt der Typ mit

dem Rang iliberein.

Dem Verfasser der Arbeit [13] gelang eine geometrische Cha-

rakterisierung des Typs flir Flidchen Vn-zc En (Fliachen mit

zwei Normalen). Die Fliche Vn-2c En hat den Typ t, wenn sie

die Alternative erfilillt

1) Vn—2 ist eine Fldche des Rangs 2t oder 2t + 1;

2) Vn-2 ist Untermannigfaltigkeit der Hyperflidche Vn_1 des
Rangs t.

4. Die Klassifizierung der verbiegbareb Flidchen fithrt in
fast allen Unterfidllen zu projektiv invarianten Fliachenklas-
sen. Diese bemerkenswerte Tatsache hdngt eng mit der projek-
tiven Invarianz der Klasse der nicht starren Fldchen zusam-
men (siehe [14,15]).

Angemerkt sei, daB die projektive Invarianz des Feldes einer
unendlich geringen Verbiegung im dreidimensionalen Fall be-

reits Darboux [16] bekannt war.



Die Invarianten der Fladche - Rang und Typ -, die hauptsidch-
lich die Art der Einbettung der Fldche bestimmen, sind gleich-
zeitig die metrischen und projektiven Invarianten der Flache.
Bei der Einbettung mehrdimensionaler Fldchen wirkt sich somit
noch einmal die universelle Rolle der projektiven Begriffe in

geometrischen Untersuchungen aus.

5. Ein anderer wesentlicher Unterschied bei der Einbettung
von Fldchen im mehrdimensionalen Fall besteht in der algebra-
ischen Abhadngigkeit der Bedingungen von Gauss und Peterson-

Codazzi.

Bekanntlich bestimmen die zwei quadratischen Formen [|=g;duidu,
ll=a;duide’ (i, j=1,2) | von denen die erste positiv definit ist,
die Fléache V2 in E3, fir die I, II jeweils erste und zweite
quadratische Form sind, wenn die Koeffizienten dieser Formen

die Bedingungen von Gauss und Peterson-Codazzi erfiillen.

Somit 14Bt sich die Aufgabe der Einbettung der zweidimensiona-
len Metrik g5 i du® dud in E3 auf das Auffinden der quadrati-

J . :

schen Form aij du® du’ reduzieren, deren Koeffizienten aij die

Bedingungen von Gauss und Peterson-Codazzi erfiillen.
Analog 1l4Bt sich die Aufgabe auch filir die Metriken der Klasse
1 stellen.

Die Metrik ds2 = g, du® du’ (i,j=1,...,m) Dbesitzt die Klas-

iJj
se 1, wenn man eine quadratische Form aij dut du’ (i,j =1,..
.,m) finden kann, die bestimmte Integrierbarkeitsbedingungen
erfillt, welche analog zum dreidimensionalen Fall in die Be-

dingungen von Gauss und Peterson-Codazzi unterteilt sind.

Es zeigt sich, daB fir die Metriken der Klasse 1 im Allgemein-
fall die Peterson-Codazzi-Bedingungen algebraisch aus den

Gausschen Bedingungen folgen (siehe [6]).

Somit lassen sich die Bedingungen der Einbettung einer m-di-
mensionalen Metrik in Em+1 im Allgemeinfall auf rein algebra-
ische Bedingungen filir die Komponenten des Riemann-Christoffel-

schen Tensors reduzieren.



6. In der gesamten Arbeit wird der Apparart der alternie-
renden Differentialformen benutzt. Dieser Apparat wird von
S. P. Finikovs Schule erfolgreich bei der Untersuchung ver-
schiedenster Probleme, hauptsidchlich der dreidimensionalen

Geometrie; eingesetzt.

In der mehrdimensionalen Differentialgeometrie wird bislang

noch die Tensordarlegung vorgezogen.

Der Apparat der &duBeren Formen stellt sich in keinen Gegen-
satz zum Tensorapparat, wie auch z.B. die Vektoranalysis kei-
nen Gegensatz zur Koordinatenanalysis darstellt. Verglichen
mit dem Tensorapparat besitzt er jedoch gleichzeitig einige
Vorziige. Dies ist erstens die kompaktere Schreibweise, die
man immer zur Tensorschreibweise entwickeln kann, und zwei-
tens, was bedeutender ist, die Verwendung des nichtholonomen
Beines. Die groBere Wahlmdglichkeit des Beines erleichtert in

vielem die Losung geometrischer Aufgaben. 1)

SchlieBlich ist der Apparat der duBeren Differentialformen,
der aus den Erfordernissen der Theorie der partiellen Diffe-
rentialgleichungen entstanden ist, am geeignetsten, um die
Vertrdglichkeit von partiellen Differential-Gleichungssystemen

zu untersuchen.

Die Hauptoperation dieses Apparates - das duBere Differenzie-
ren - hidngt direkt mit dem Auffinden der Integrierbarkeitsbe~

dingungen zusammen.

Der Verfasser greift niemals auf die Theorie der Involutions-—
systeme zurick, um die Differentialuntersuchung auf ein klares

Auffinden eines v6llig integrierbaren Systems zuriickzufiihren.

1 In der Tensor-Differentialgeometrie werden ebenfalls

nichtholonome Beine betrachtet (siehe z.B. [19], S. 121-174).
Jedoch ist die Verwendung des nichtholonomen Beines in der
Tensoranalysis mit betrdchtlich gréBeren algebraischen Schwie-

rigkeiten verbunden als beim Verfahren der &duBeren Formen.



§ 1. Vorlidufiges aus der Theorie der alternierenden

(schiefsymmetrischen) Formen

1. Wir untersuchen im m-dimensionalen Vektorraum Sm die
reellwertige Funktion

(1)=(b(5“ ) (1.1

von g unabhidngigen Variablen ¢, ..., & € Sm.

Definition 1. Die Funktion ®(, ..., §) heiBt g-lineare Form

- > o o - o Y = =

gen) linear abhidngt, sofern die lbrigen i (t+ s) festge-
halten werden.

Nach Definition bedeutet dies, daB gilt:

Dy ves b Mo e B =0 G, by E) DG ey e B (1.2)
Dy vy My, o B)=AD (B, .o, B (1.3)

Die Zahl q heiBt Grad oder Dimension der Form. Im Spezial-
fall q = 1 erhalten wir die lineare Form o(§).

Man kann leicht erkennen, daB die Gesamtheit aller linearen
Formen der Variablen &, ..., &% € Sm selbst einen linearen Raum
bilden. Dies folgt leicht aus der Tatsache:

Wenn @1 und &, g-lineare Formen sind, dann ist A®; + p@z

auch eine g-lineare Form.

Insbesondere kann unschwer aufgezeigt werden, daB die Ge-
samtheit aller linearen Formen einen linearen Raum &, mit

der Dimension m bildet.

Man kann leicht erkennen: wenn die g-Form @, ...,&) fir alle
Vektor-g-Tupel e, ....¢, aus Elementen einer Basis (e, ..., €y)
des Raumes Sm gegeben ist,dann ist sie im gesamten Raum be-
stimmt. Verwenden wir ndmlich die Eigenschaften (1.1),(1.2)
erhalten wir tatsdchlich:
Dy, b)=DPE e, - B0 )=

a o
=day ... A€ oL B9 Ay, o ae=1, ..., m,

(1.4)

wobei
Ee=fey =1, iy s =1, weiy WG

(1.5)

a,l_.aqztb(e“” - euq), gy o s0y Bg=1y 1ien; M



in (1.4) ist iiber alle Indizes a;, ..., a, 2ZU summieren.l)
Somit ist die gq-Form @, ..., &) linear in jeder der Variablen
g1, ..., & , d.h. der Koordinaten der Vektoren &, ..., &.
Ist umgekehrt & eine Funktion in den Variablen ¢ (s=1,...,q,
a=1, ..., m)
C=aq,..q & ... b, (1.6)

die linear beziiglich jeder Variablen & ist, so ist & eine
q-Form im oben bestimmten Sinn, wenn man die .t als Koordi-
naten von Vektoren ¢, ..., &% des Vektorraums Sm interpretiert.
Den Ausdruck (1.4) nennen wir Koordinaten-Schreibweise der
Form ®. Insbesondere 148t sich die lineare Form ¢ darstellen

als:
¢(8) =gt (1.7)

Bemerkt sei, daB die Form ¢ durch Definition 1 koordinaten-
invariant definiert wird als Funktion von g Vektoren ¢, ..., ¢§.
Folglich werden bei Transformation der Basis e, ..., ¢, des

Raumes Sm nach dem Gesetz

te=dley @ B=1, ..., m, (1.8)

die Koeffizienten a, ,, nach dem Gesetz

p 4B eq
anl — aq = Aglu,Aa_q aﬁl .. B

a, B,=1,...,m. (1.9)

q’

transformiert.

Auf diese Weise ergeben sich die Koeffizienten Gay...o, als

die Komponenten eines kovarianten Tensors.

(), ..., ¢"(f) seien m linear unabhingige Formen, die eine
Basis des Raumes &, aller linearen Formen sind. Die Koordi-
naten t* des Vektors & bestimmen die Werte der Formen

¢ (]), ..., " (5). Umgekehrt: wenn die Werte der Formen

1) Angemerkt sei, daB hier und desweiteren bei der Summa-

tion nach allen Indizes a,...,qq das Summenzeichen weggelassen
wird, bei der Summation nach Kombinationen (s, ...,qa) schreiben
wir 2 oder >

(a) a1>on.. > ag .



- 11 -

¢'(}), ..., 9™() gegeben sind, sind der Vektor § und dadurch
seine Koordinaten £ vollstidndig bestimmt. Folglich koénnen
die Formen ¢'(}), ..., ¢"(!) einer beliebigen Basis von &, als
neue unabhingige Variablen gewdhlt werden, woraus unmittel-
bar folgt, daB die g-Formen ®(, ..., %) als lineare Funktio-
nen von q-Tupeln linearer Formen ¢* (%), ..., 9°9(%) betrachtet
werden konnen. Tatsdchlich erhalten wir fiir die linearen

Formen ¢'(¢), ..., ¢"(§) einer Basis des &

?a(g).zaaepy Det]a‘;] #U, a, p:i, oeey M. (1.10)

Dann 1ldBt sich (1.4) folgendermaBen darstellen:

(D(Elv fy Eq)=bul...aqq’“] (el) o (Faq(gq)) (1.11)
wobei
bay ...a = b blaag, .. g =
-y wy v “q 1. By, a“ B.o=4, w.:, m,
bgagzal‘l), a, 8, v=1, ..., m. (1.12)

Den Ausdruck (1.1) bezeichnen wir als Koordinaten-Darstel-
lung der Form &¢(,...,%) beziiglich der Basis ¢! ...,¢" des Rau-

mes &,,.

2. Wir fiihren den Begriff der alternierenden Form ein.

-

Definition 2. Die Form &==(, ..., &) =de, .ol --- G2 heiBt

DGy voo By voni B sven B)= =B oooi By oy By onen o) (1.13)
Damit die Form & alternierend ist, ist notwendig und hinrei-
chend, daB der Tensor 4. ..., schiefsymmetrisch ist, d.h. die
Relation

dal vow Bg vus Bf wes "'q = ‘—aa.1 win BF sus By vee “q (114)

erfiillt. Zu den alternierenden Formen zihlen wir auch die
linearen Formen (Formen ersten Grades).

1)‘%§ ist das Kroneckersymbol, welches gleich O fir a8
und gleich 1 fir a =B ist. Im weiteren Verlauf kann das Kro-

neckersymbol auch mit %, bezeichnet werden.



et ..., 92(8) seien q linear unabhdngige lineare Formen.
Die Determinante

T I o

(?l(El) (Pl (22)v ] ‘Pl (E‘l)
(1.15)
(?q (El) (‘Pq (E2)r s 20y (?q (EQ)

ist offensichtlich eine alternierende g-lineare Form. Wenn
wir die Symbole

( . P - PR :
1, wenn die Substitution <‘ v eine
Bl» ---yﬁq
gerade Permutation ist.
gp = ﬁ O, wenn unter den Indizes % -.., 2, oder
veen Pg
8, ..., B, gleiche vorkommen.
; . . ay, ..., @ .
-1, wenn die Substitution (" ’ ﬂ eine
Bis ey By
. ungerade Permutation ist.
e“] ...,dq= Eﬂvl vesy &
Usi e 1 2
| Ep—
:a.l ey &, = Bay qur

einfiilhren, dann erhdlt die Koordinaten-Darstellung der De-
terminante @, ..., %) der Basis ¢ --» ¢" die Gestalt:

DEy - B = 9 () ¢"a (&) (1.16)
Die Determinante (1.16) bezeichnen wir folgendermafBen:

Oy, e )=l e 99 (1.17)

Wir filhren jetzt den wichtigen Begriff der einfachen Form

ein.
Definition 3. Die alternierende gq-Form &, ..., ¢) heiBt
einfach, wenn es g-lineare Formen ¢!, ..., ¢ gibt, so daR

DBy wnix Gi=[4 . .o @1],° (1.18)



3. Wir zeigen, daB eine beliebige alternierende g-Form
®¢ ... &) nach den einfachen g-Formen [¢“ ... ¢™] (s, > > ... >aq,
a=1, ..., m), entwickelt werden kann, wenn die ¢'(¢), ..., ¢™(¢) eine
Basis von Em sind; d.h. daB sie folgendermaBen dargestellt

werden kann

o= Nay oy [0 0 M) =D hay o [¢* ... g%0] (1.19)

a1>’*2>---'/ﬂq (a)

(ay, ooy ag=1, ..., m).

es sel ndmlich
D=, ... 2 ¢ (&) ... @ () (1.20)

die Koordinatendarstellung der Form & beziliglich der Basis
¢, ...,¢™. Aufgrund der Schief-Symmetrie des Tensors XH“JQ
kann man schreiben

D=2 har o IO ) o pP (), (1.21)
wobei die Indizes §, ..., B, bei festen a=(a, ..., a,) sdmtliche
Permutationen von a durchlaufen. Wir beachten Gleichung
(1.16) und erhalten:

&1 ouy

TN OV A VR O (1.22)

Hieraus folgt

C= M el .. g% (1.23)

ap >0 >0y

Es ist klar, daB die Menge aller alternierenden q-Formen
einen Vektorraum &y bildet. Wie bewiesen, bilden die einfa-
chen g-Formen ([¢* ... 9%], &, ---, %=1, ..., m, ein Erzeugenden-
system von &, , wobei %' ..., ¥", eine Basis von ¢~ ist. Im
weiteren Verlauf werden wir beweisen, daR dieses Erzeugen-
densystem minimal ist, d.h. die Entwicklung der Form & nach

[¢21...0%] 1ist eindeutig.

4. Wir fihren den Begriff des &duBeren Produkts alternie-

render Formen ein.



Als &duBeres Produkt 6,,,={2 ¢, zweier beliebiger alternie-
render Formen ¢, ¢, vom jeweiligen Grade p und q bezeichnen
wir eine gewisse alternierende Form vom Grad p + g, die nach
einem bestimmten Gesetz gebildet wird. Ohne dieses Gesetz
vorerst zu definieren, fordern wir von vorn herein die Dis-
tributivitdt des Produkts:

[+ ud; B] =1 [20] +u{0b],

[0 22 wd] =) [H2] +p [BD]. (1.24)

Da eine beliebige alternierende Form als Summe einfacher al-
ternierender Formen dargestellt werden kann, ist es hinrei-
chend, das Produkt fiir einfache Formen festzulegen, um dann
eineindeutig das Produkt beliebiger alternierender Formen
bestimmen zu kénnen. Per Definition bezeichnen wir als Pro-
dukt der einfachen alternierenden Formen [¢' ... ¢P] [ ... 4]

die Form

I 1 R A | el C A U (1.25)

Es ist klar, daB das Produkt der einfachen Formen die Eigen-
schaft der Assoziativitdt besitzt, d.h. wenn <, @, drei
einfache Formen sind, dann ist

[[2,2,] 2] = [2,[2:2,]]. (1.26)

Somit koénnen wir fiir das Produkt einer beliebigen Zahl ein-

facher alternierender Formen 2, ...,2, das Symbol

(20 )= o 2 ]l= =2 2 ]2, )Y, (-27)
einfihren. Im einzelnen ist [¢'...¢"] das duBere Produkt der
linearen Formen ¢',...<" ., Wir benutzen die Eigenschaft der

Distributivitdt und erkennen, daB das duBere Produkt die Ei-

genschaft der Assoziativitdt besitzt.

1) Angemerkt sei, daB es in der mathematischen Literatur

zwei Definitionen fiir das duBere Produkt gibt, die sich
durch den Normierungsfaktor unterscheiden. In den Untersu-
chungen, die die w-Symbolik (Cartansches Kalkiil) verwenden,
wird das Produkt der linearen Formen o' ....»* bestimmt als

Determinante



5. Wir stellen einige Eigenschaften &duBerer Produkte auf.
Fir die einfache Form ®=[¢'...<?] gilt offensichtlich die

Relation
(I):[,%l (‘?p] — ea~1 ..... aﬂ[’?ul '.J“)'] (]2,\;)
(nach 4, ...,2, wird nicht summiert),
wobei (a;, ..., a)) eine beliebige Permutation aus 1,...,p ist.

Gleichung (1.28) driickt die bekannte Eigenschaft der Deter-
minante aus, das Vorzeichen bei der Permutation von Zeilen
und Spalten zu wechseln. Wenn

U 1 P Qq":[':"l cee il
dann ist
[©,2,]=(—1)"+e[20,]. (1.29)

Dies geht leicht aus der obigen Eigenschaft des duBeren Pro-
dukts hervor. Aufgrund der Distributivitdt ist die Eigen-
schaft (1.29) fir das duBere Produkt beliebiger alternieren-
der Formen giltig.

Aus den bekannten Eigenschaften der Determinante folgt
weiter, daB

[# ... ¢"]=0, (1.30)
wenn die Formen ¢!, ...¢"” linear abhdngig sind.

Wir verwenden die Eigenschaft der Distributivitat des
duBeren Produkts und konnen das Multiplikationsgesetz der

Forts. von 1)

Wt (), -y 0P (3y)

[u)‘... LM’]:A:——- . N ¥
Jol (5p)y -y wP(Ep)]

In den Untersuchungen, die die ilibliche Symbolik der Tensor-

algebra verwenden wird
[w‘”.wm;,%a
angenommen., Dementsprechend &ndert sich auch die Definition

des duBeren Produkts sowie der duBeren Ableitung (siehe § 2).

Wir halten uns an die erste Definition.



alternierenden Formen unabhdngig von ihrer Entwicklung nach
den einfachen Formen bestimmen und dadurch gleichzeitig sei-

ne Wohldefiniertheit zeigen.

Q,=[¢' ... ¢, Q=[gpP+! ... oP+] geien zwei einfache Formen.
Dann ist
8p+Q(El’ RN Ep+<z)= [(I)pQQ] = [‘?1 ) ... ‘?p (Ep) '*Pp“ (Elm) cee °Pp+q (Ep+q)] =
=[¢! ... gPFe].

Wir verwenden den Laplaceschen Entwicklungssatz und erhalten:

p(p+1)
Bpsalins - bprd) =(—1) T B (—1)rtetip[@l (k) .. ¢ (5 )] X
X [(Pp-*-l (Elp+1) ¢ (‘PP'I"Q (E|p+q)] =
p(p+1) ) )
—_-.(__1) 2 2(_1)t1+...+1p(Dp(Eil, « % E,-p) QQ(Eip+1’ e Eip+q)' (1.31)

wobei die Summierung nach den komplementidren Kombinationen
(L <ig.o. <L) (g1 <lpta< ... <liyye) erfolgt. Aufgrund der Distri-
butivitdt gilt die Gleichung (1.31) auch fiir zwei beliebige

alternierende Formen & (5, ...,5), 2(Ept1 - -» Epta)-

Wenn 2, eine lineare Form ¢(€) ist, dann erhalten wir ins-

besondere nach einer Zeile entwickelt,
EPCURRENE 10) ol Y U A LGt Y (U S 1Y) W
e (PO L E) e (). (1.32)
Wir beweisen folgende wichtige Eigenschaft des duBeren Pro-
dukts der linearen Formen.

Theorem 1. Damit die linearen Formen ¢! ...,¢" 1linear unab-
hidngig sind, ist notwendig und hinreichend, daB

[e'¢® ... ¢"]=0. (1.33)

Beweis. Die Notwendigkeit ist offensichtlich (vgl. Gleichung
(1.30)). Wir beweisen, daB die Gleichung (1.33) hinreichend
ist. Wir nehmen an, daB das &duBere Produkt gewisser p-r For-
men, z.B. ¢,¢% ...,¢*7" von Null verschieden ist, und daB das
duBere Produkt von je p-r+l1l der gegebenen Formen stets
gleich Null ist. Indem wir die Determinante [¢!, ..., ¢PT@P—T+1]



nach den Elementen der letzten Spalte entwickeln (siehe
(1.32)), erhalten wir dann

(21 (1) - - @7 CGpmr) 9P+ (bp—ryr)] = [ (&) ... . P (Ep—r)] 9P~ (Epriy) —
—[*(&) - PP (Spr)] 9P (bprir) + - - .
wieH(—DP[e¥ () o oo P H1{E )] 97 (Bpepya)= 0. (1.34)

Nun widhlen wir %, ..., s, SO daB [¢'¢®...¢PT]==A, ,,, 0,
lassen f{p—r+1 beliebig und erhalten

At )+, ooy +AprpgPTHI(E) = 0. (1.35)
Damit ist die lineare Abhdngigkeit der Formen ¢',...,¢r—r+1
und damit auch der Formen ¢', :..,9" bewiesen.

Es sei noch folgende Eigenschaft des &duBeren Produkts er-

wahnt.

Wenn {¢% ..., 9%, {¢% ..., ¢y zwei Mengen linearer Formen sind,

deren lineare Hiillen ilibereinstimmen, dann ist

[¢' ... ¢9]=Det|ai|[¢* ... ¢7], (1.36)

wobei 6 g o o
¢i=aly)  (;,)=1,...,9). (1.37)

Dies folgt aus bekannten Eigenschaften der Determinante.
Hieraus folgt unmittelbar, daB sich alle alternierenden m-
Formen 9(%,...,¢,), Uber dem m-dimensionalen Raum Sm nur

durch einen Faktor unterscheiden.

6. Wir beweisen nun die Eindeutigkeit der Entwicklung ei-
ner beliebigen alternierenden gq-Form nach einfachen g-For-

men.

nierende g-Form ®(, ...,%) ist eindeutig als Linearkombina-

tion der einfachen g-Formen [¢*':..¢%] darstellbar.

Beweis. Die Moglichkeit einer solchen Darstellung wurde
oben aufgezeigt (vgl. Gleichung (1.23)). Wir beweisen die

Eindeutigkeit. Es sei

¢ (Eh . ey Eq) =u1>2,>aq)\al.”aq [‘Pal o (P“q]’ @, = 1, w & sy T, (1 .{5)



Wir fixieren eine gewisse Kombinationa, ... q; 0.y, ...,a,S€i eine
dazu komplementdre Kombination. Wir multiplizieren Gleichung
(1.38) &duBerlich mit [¢* ... ¢*m], dann verschwinden auf der
rechten Seite alle Glieder auBer

)‘ul...aq [=1 ... @*ag®esr ... ¢%m]. (1.39)

Hieraus erhalten wir:

[Dpenr ... @*m]=hay. 0, [¢ ... g% ... @7m] (1.40)
(nach o wird nicht summiert)
sy = T (1.41)
Da sich die m-Formen [P¢*! ... ¢°m], [¢* ... ¢°m] nur durch einen

Faktor unterscheiden, erhalten wir fir M,.., eine wohlbe-
stimmte Zahl. Die Eindeutigkeit ist damit bewiesen. Gleich-
zeitig liegt ein expliziter Ausdruck fir die Entwicklungsko-
effizienten der Form & nach den Formen [¢%,...,9%] mit Hilfe

duBerer Produkte der Formen @, ¢* vor.

Das Auffinden des Koeffizienten ), ., mit Hilfe des genannten
Algorithmus der duBeren Multiplikation nennen wir auch eine
Projektion der Gleichung (1.38) auf [¢* ... ¢%].

7. Wir haben nachgewiesen, daB eine beliebige g-lineare
alternierende Form ®(¢,...,5) sich nach einfachen g-Formen
[¢*r ... 9] entwickeln 1ldBt, die aus der Basis {9, ...,9™} ge-
bildet werden; sie wird dann dargestellt als

O = Mayag®®t (81) - -+ 9% (Eg) = > Nayooag [921 ... 9%4]
) (1.42)

(@, v ag=1, ..., m),
wobei A,.., ein schiefsymmetrischer Tensor ist.

Wir betrachten alle méglichen Darstellungen von (1.42), die
verschiedenen Wahlen der Basis ¢!, ...,9™ entsprechen. Im all-
gemeinen ist die Moglichkeit nicht ausgeschlossen, daB de
facto in (1.42) nur Uber die Indizes 1,...,p, p<m summiert

wird, da die lUbrigen Koeffizienten ), . verschwinden; d.h.

¢q
die Form & 1l4Bt eine Entwicklung nach den Formen ¢',...,¢*, p<m

ZU.



Definition 4. Wir betrachten alle Entwicklungen der Form &

in der Gestalt

O = S Qay...a, [bor ... %], @y, ..., 3= 1,..,p<m. (1.43)
()

Das Minimum der Zahlen p nennen wir den Rang p der Form &;
ein System ¢!, ...,¢* von Formen, fiir welche das Minimum p er-
reicht wird, nennen wir eine Basis der Form & und die Hiille

fph 2 AR

der Formen Y% ...,%* den Raum der Form &,

Die Eindeutigkeit des Raumes ¢ ist nicht offensichtlich und

wird im folgenden aufgezeigt.

Wir wollen vorher einige Begriffe einfiihren.

ner gegebenen alternierenden g-Form ©P=®(, ..., %) besteht aus

dem System der linearen Formen
¢ (8=, ..., 8 _,,¢), (1.44)

-1
wobei &, ...,& | beliebige feste Werte von §,...,%.1 sind.

Diese Definition kann man auch etwas anders formulieren.

Definition 6. Die Form & sei durch Zerlegung in einer belie-

bigen Basis ¢!, ...,¢" des Raumes &, vorgegeben:
O = N Y - (HE pé {lﬂl---aq'[(?ul o], (1.45)
()

wobei der Tensor ..., sSchiefsymmetrisch ist. Dann heift die

1

lineare Form

':Jml...r?,/<, (E) = a*lu-”’y—l» J,(A&“(E)

(1.46)
bildet das System der assoziierten Formen.

Die Aquivalenz dieser Definitionen ist leicht zu beweisen.

Wir beweisen die Eindeutigkeit der Hiille Ur des Systems der
assoziierten Formen , d.h. seine Unabhidngigkeit von der Wahl
1 m

der Basis ¢! ..., % -

Denn es seien ¢!, ...,¢", ¢, ..., %" zwei verschiedene Basen des
€., die durch die Relation

0t = @*f,  dot !
. ayb®,  detlay

#0  (a, =1, ..., m). (1.47)

verbunden sind. Die entsprechenden Zerlegungen & haben die



Gestalt

(1.48)

wobei die schiefsymmetrischen Tensoren hagoags Way..og durch die
Relationen
E Bt‘
‘U'arx...a.q = Aai % 5l Aa;Aﬁl...qu (149)
Aag=8 (x,8=1,...,m). '

verbunden sind. ¢ ,..a, " Ge.e0¥* sei eine assoziierte Form,
die der Basis Y% ..., 9" entspricht, %ei.ap1="ta..004,6%* eine asso-
ziierte Form, die der Basis ¢',...,¢" entspricht. Dann ist

leicht zu erkennen, daB

. . 4B By
- Goreag ™ Auy oo AdITigy g,y (1.50)

Somit wird eine beliebige Form ¢a..e;.; nach den assoziierten

Formen ¢..8,n. entwickelt und umgekehrt.
Wir beweisen jetzt die Eindeutigkeit des Raumes der Form &.

Theorem 3. Der Raum der Form & stimmt mit der Hiille des as-
soziierten Systems von Formen iberein und ist somit eindeu-
tig.
Beweis. ¢ ...,¢° sei eine Basis der Form ®(,...,t). Dann er-
halten wir im einzelnen:

WE, G =R b (L) e 9t (Sy), @y, e, ag=s y T (1.51)
Nach der Definition der Basis ist keine Darstellung

D(Ey, ey B) = Pagng@® () o @), @y e ag=1... 7 <p (1.52)
moéglich. Es ist klar, daB die Hiille Ur des assoziierten
Systems der Formen zum Raum Vpgehdrt, der der Basis ¢!, ..., ¢

entspricht:
v.cv, r <. (1.53)

Wir nehmen an, daB UrC:Vp’ r<p. Durch Transformation der

Formen der Basis ¢!,...,4 kann man dazu gelangen, daB ¢! ..., ¢r
Basisformen der Hille Ur sind. Die assoziierten Formen haben
die Gestalt:



l‘Pal cer Gg-1 =)‘“1 cee g1 @ "Pa’ (al’ eo ey aq—n a = 17 w28 3 P)- (154)
Aufgrund der Eindeutigkeit der Hiille Ur muB gelten
)‘Uq...a.q_laZO (a=r+ 1; ooy Py Qyyoeeey aq-_—.:'l’ sy P)' (1.55)

Aus der schiefen Symmetrie der i, ., folgt, daB ). ...=0,
wenn auch nur einer der Indizes g groBer r ist. Hieraus
folgt

N e VR 1)) iz s 5 By =2l wan p 7S

Dies ist ein Widerspruch. Somit ist
p=T eV (1.96)

8. Nunmehr kann man leicht ein Kriterium fir die Einfach-
heit der alternierenden qg-Form gufstellen. Nach der Defini-
tion kann eine einfache g-Form wg“]..,%) dargestellt werden
als Q=g ..., ¥9]. (1.57)
Hieraus ist sofort offensichtlich, daBR die Gesamtheit der
Formen ¢'...,4? Basis der Form ¢ ist. Man sieht leicht, daR
umgekehrt das duBere Produkt beliebiger q linear unabhingi-
ger Formen der Basis der einfachen q-Form & mit der Form 4
genau bis auf einen Faktor ibereinstimmt. Somit kann man die
einfache q-Form als eine q-Form erkennen, die eine g-dimen-
sionale Basis besitzt. Die notwendige und hinreichende Be-
dingung besteht also darin, daR der Rang des assoziierten
Linearformen-Systems

Puy o agoy (8) (B sva g Bg=1, us 5 m) (1.58)
gleich q ist.
Die notwendige und hinreichende Bedingung kann auch mit dem
Begriff des duBeren Produkts ausgedriickt werden. Es gilt

namlich:

Damit die g-Form einfach ist, ist notwendig und hinreichend,
daB die &duBeren Produkte verschwinden:

[(D‘?Gx &q.q] = 0.



9. Die Begriffe Raum, Basis, Rang, angeschlossenes Linear-
formen-System werden in natirlicher Weise auf den Fall eines
solchen Systems g-linearer alternierender Formen ibertragen,
bei dem die Grade der Formen unterschiedlich sein kénnen. Die
Basis (der Raum) U des Systems [®,) ist nidmlich die Vereini-
gung der Basen (Rdume) Ur der Formen ¢h des Systems; der Rang
{®,}) ist die Dimension der Basis; das angeschlossene Linear-
formen-System des Systems {®,} besteht aus denjenigen linearen

Formen, die zu irgendeiner Form @y assoziiert sind.

10. Im Falle der alternierenden 2-Form

2 (6 f) = s F1 = Dy & (@d=1....,m (1.59)
kann man leicht zeigen, daB der Rang Q(,t) gerade ist, Denn
der Rang der Form 2(t,§) ist gleich der Dimension der Hiille
der angeschlossenen Linearformen

P () = a.p 8P (¢, B=1, ..., m),

oder, was dasselbe ist, gleich dem Rang der quadratischen
schiefsymmetrischen Matrix a.; ; dieser Rang ist bekanntlich

gerade.

Bei der 2-Form ist eine weitere Vereinfachung der Basisdar-

stellung der Form & moglich.

Theorem 4. Die alternierende 2-Form vom Rang r=2p kann durch
geeignete Wahl der Basis ¢'...¢** folgende Gestalt annehmen:

(L&) =[919?]+ ... +[yPrgP] =

=P EP =P G R+ . e G - GG (4O

Eine solche Gestalt nennen wir kanonisch.

Beweis., Wir betrachten zwei Vektoren 51’ §2, so daB

Q (&, &) #0. (1.61)
Durch Normierung der Vektoren gl, gz konnen wir erreichen,
daB

Q0 )=t (1.62)
Wir untersuchen das Gleichungssystem

Q(Eh §=0, (163)
2 (t,, §=0.
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Es besitzt m -2 Losungen von &, ...,¢, (m=r=2p) , die linear
unabhdngig zu €10 &g sind. Wir wdhlen die Vektoren &, &, &, ...,

(., als neue Basis ¢, ...,e¢, des Raumes S+ Dann kann man
Jjeden Vektor g€ als Linearkombination von ey, +-., ¢, Mmit Ko-
effizienten %* schreiben:

=T (164

Die Variablen {* bilden die neue Basis ¢*=¢" des Raumes &;.
In den neuen Variablen hat die Form [ die Gestalt:

0= Da,y [¥¥) = 2 aus [9°¢*), (1.65)

wobei _ - —
a“§=9(e¢, 85). (166),

Aufgrund der Gleichungen (1.62),(1.63) erhalten wir:
Q = [¢'¢?) +§ tGop [°¢f] = [¢'¢?] + Q@1 (s, B>2), (1.67)

wobei die Form (3; nur von den Variablen ¢°...c¢™ abhédngt.
Analog transformieren wir Q4 und erhalten auf diese Weise
als Ergebnis:

Q=[¢'¢*]+ ... +[616%], (1.68)
wobei ¢, 9% ..., 027—1 622 lineare Formen sind.

g.e.d.

Aus der kanonischen Darstellung (1.60) der Form Q(§, &) geht
hervor, daB die Form [2”] eine einfache Form ist:

(9] =g! (9147 ... 271 ¢oe]. (1.69)
Gleichzeitig ist

[9’”"]—30. (1.70)

Hieraus folgt, daB der Halbrang p=v% der alternierenden
2-Form Q(%, %) eine Zahl ist, die die Forderung

1e7]  #0,
[P =o. } (1.71)
erfillt.
11. Bislang haben wir die g-Formen @, ..., &), als im ge-
samten Raum Sm der Vektoren ¢,...,% definiert angesehen.
Es ist klar, daB man die Form &@(, ..., %) auch in einem be-

liebigen Unterraum S§,CS, betrachten kann; dabei bleibt die
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gesamte Entwicklung der Theorie giltig, insbesondere das
Eindeutigkeitstheorem der Entwicklung der alternierenden

g-Form nach einfachen q-Formen.

Der Unterraum Sp kann mit Hilfe des Gleichungssystems

Pl= ... =¢"=0  (p=m—yp), (1.72)
vorgegeben werden, wobei ¢!, ..., ¢» linear unabhdngige linea-
re Formen sind.

Dies bedeutet, daB wir die Form P, ..., &) nur fiir jene
Werte der Variablen ¢j, ..., & untersuchen, auf denen die For-
men ¢, ..., ¢ verschwinden. Eine solche Betrachtung nennen
wir Betrachtung modulo der Formen ¢!, ..., 9"

Definition 7. Die Form ®(, ..., §) 1ist gleich Null modulo

¢, ..., ¢, wenn sie im Unterraum S,ZS,.(p=m—p), gleich Null
ist, der durch die Gleichungen

= ... =¢P=0.
bestimmt wird. Das Verschwinden von & modulo ¢!, ..., ¢* be-

zeichnen wir mit dem Symbol
(1.73)

®=0 mod4!, ..., ¢"
Analog kann man die lineare Abhdngigkeit der linearen For-
men modulowl’,,,,@p definieren.
Die Formen ¢, ..., y" heiBen linear abhidngig modulo ¢ ..., ¢”,

wenn es solche Koeffizienten xa gibt, die nicht alle gleich
Null sind, so daB

MY o M =0mod ¢!, ..., ¢". (1.74)
Wir leiten die algebraische Struktur der alternierenden
g-Form her, die modulo ¢! ..., ¢" verschwindet. Wir untersu-
chen zuerst den Einzelfall, wo & eine lineare Form ¢ ist.

Es gilt:

Lemma 1. ® = Omod¢', ..., ¢ dann und nur dann, wenn ¢ zur
Hille ¢%...,¢" gehdért, d.h.
=Ml 4 .o A6 (1.75)

Denn aus der Gleichung (1.75) folgt unmittelbar
¢ =0mod ¢*... P, (1.76)



- 25 =

Umgekehrt sei (1.76) erfiillt. Wir nehmen an, daB die Formen
¢, 9%, ...,¢7 linear unabhédngig sind. Dann bestimmt das Glei-

chungssystem
¢ ¢'= ... =¢?=0 (1.77)

den Unterraum Sm—p—l' Andererseits bedeutet die Gleichheit
(1.76) nach Definition, daB ¢ zusammen mit den Formen ¢, ..., ¢"
gleich Null ist im Teilraum Smp2DSm—p-1 , der durch die Glei-
chungen

pl= ... =¢P=0.

bestimmt wird. Dies ist ein Widerspruch. Folglich gilt

¢ =gl + e R (1.78)
qg.e.d.
Folgerung. Wenn ¢ ..., ¢, ¢P*!, ... o™ linear unabhidngige Formen
sind, dann sind ¢**!, ..., ¢" linear unabhidngig mod ol ..., ¢~
Denn wir nehmen an, daB ¢**!, ..., ¢" linear abhidngig mod 9% ...,
¢", sind, d.h.
? =lpp1 P4+ L. A 0" =0modg!, ..., ¢P. (1.79)
Nach dem bewiesenen Lemma sind damit die Formen ¢, ¢, ..., ¢°

linear abhdngig. Aber dies widerspricht der Annahme, daB

¢ ..., ¢"¢P, ..., ¢" linear unabhdngig sind. Folglich ist
App1= ... =A,=0. (1.80)
q.e.dl

Jetzt kann man zum Allgemeinfall der alternierenden q-Form

®(, ..., &%) Ubergehen, die modulo ¢! ..., ¢*. gleich Null ist.
Es gilt:
Theorem 5. Damit die q-Form @ (§, ..., &) gleich Null mod ¢% ...,
¢’ ist, ist notwendig und hinreichend, daf & dargestellt ist
als

Q@ =[9"]+ ... +[976,], (1.81)
wobei 0,,..., 9, alternierende Formen vom Grade g-1 sind.

Beweis. Wenn & als (1.81) dargestellt wird, dann kann man
leicht erkennen, daB

O=0modg¢?, ..., <. (1.82)
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Umgekehrt nehmen wir an, daB

® =0mod¢?, ..., ¢
Wir ergidnzen ¢l ..., ¢® zu einer Basis /¢!, ..., ¢P¢PH!, ..., 9™ des
Raumes #,, und entwickeln die Form & nach den einfachen g-For-
men (¢ .-. ¢ der Basis [¢},...,¢"

Q= Moy (6% oo 6%] (e, @g=1, ..., m). (1.83)

(@)

Wir zerlegen die Summe in zwei Teile:

O =(};’ S LR S (Z) Moy ..aq (970 -0 9], (1.84)
wobei 3’ die Summation nach den Kombinationen (a;, ..., a;) be-

deutet, die wenigstens einen Index e {1,...,p| enthalten,
und " die Summation nach allen ibrigen Kombinationen. Es
ist klar, daB man die Summe 3’ durch Transpositionen der

Formen ¢* und durch Umordnung der Klammern darstellen kann

als:

2 =le] 4+ g70,), (1.85)
wobei 0, ..., 6, gewisse alternierende Formen vom Rang g-1 sind.
Wir untersuchen die Gleichheit (1.84) mod ¢!, ..., ¢’ . Wir er-
halten

0= (QZ)” Naj..og[9%1 ... ¢ mod ¢!, ..., ¢P. (1.86)

Da es auf der rechten Seite nur Klammern gibt, die aus den

Formen ¢, ..., ¢ zusammengesetzt sind, und ¢*'%, ..., ¢™ linear
unabhdngig mod ¢1,..., ¢» sind, ist nach dem Eindeutigkeits-
theorem
).a,,_,uqu ag > p. (187)
Hieraus folgt
O =[¢¥,] -+ ... 4 [¢70,). (1.88)
q.e.d.

12, Wir haben die algebraische Struktur der alternierenden
g-Formen ®(, ...,%), die mod ¢!, ..., ¢ verschwinden, hergeleitet.
Wir wollen jetzt das endgliltige Kriterium filir das Verschwin-

den der Form mod @1,...,¢P angeben.
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Theorem 6. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

A) ®=0mod ¢!, ..., ¢7,

B) O =[]+ ... +[e70,],

C) [@e¢t...oP]=0,
wobei 6,,...,6, gewisse alternierende q-Formen vom Grade qg-1
sind.

Beweis. Die Aquivalenz A), B) wurde im vorhergehenden Theo-
rem bewiesen. Wir beweisen die Aquivalenz B) und C). Wir
nehmen an, daR B) erfiillt ist. Dann multiplizieren wir die

P

Gleichung B) &duBerlich mit [¢'...¢"], wobei wir verwenden, daRB
das alternierende Produkt gleich Null ist, wenn zwei gleiche
Linearformen vorkommen, und erhalten

[Dg? ... ¢"]=0. (1.89)

Aus B) folgt somit C). Umgekehrt sei Gleichung C) erfillt.
Wir ergidnzen ¢, ..., 9 zu einer Basis ¢4, ..., 9" und entwickeln
die Form & nach der Basis g%, ..- ¢ . Die Entwicklung hat die
Gestalt (siehe Beweis von Theorem 5)

® = [16,] + ...+[<pvop]+§)x%,,uq l¢*1...9%]," a,> p, (1.90)

wobei 6, ...,6, gewisse alternierende Formen vom Grade g-1
sind. Wir multiplizieren die Gleichung (1.90) &duBerlich mit
%!, ..., ¢, und erhalten

0=(§:_M...aq [¢* ... 9@ .. 9%], o, >p. (1.91)

Da die Formen g¢!,..., ¢?, 9%, ..., ¢*¢ linear unabhidngig sind, sind
die Klammern [¢'...9"* ...¢%] nicht gleich Null, Die Kombinatio-
nen (o, ..., ¢)) stimmen untereinander paarweise nicht iiberein,
folglich stimmen auch die Kombinationen (1,..., p, o}, ..., q) unter-
einander paarweise nicht iliberein. Deshalb stellt die Glei=-
chung (1.91) eine Entwicklung von O nach den einfachen p+q-
Formen dar, die zur Basis ¢} ..., ™ gehdren. Nach dem Eindeu-

tigkeitstheorem erhalten wir

)\a.l...a.q=0, G.s > p.
(1.92)
somit ist
O = [¢10,]+ ... 4 [¢76,] (1.93)

g.e.d.
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§ 2. Die duBeren Differentialformen

1. In der Analysis und Differentialgeometrie wird nun eine

Untersuchung von g-linearen alternierenden Formen 1 not-
wendig, deren Koeffizienten von gewissen Parametern u!, ..., u™
abhingen, und deren Variablen die Differentiale dw° ..., du®
(a=1...m) sind.
Wir bezeichnen
R(dy, -« do) =00, !ngdyu® ... dqu“q=(§; Goy..nq [du™ ... ducd], (2.1)
wobei
Gay...ap schiefsymmetrischer Tensor (2.2)
(a du* ... du*
ut ... dux]= Ay voey ag=1, ... . 2
dluqq L dqua'q ( 1 q ) y m) ( .3)
Wenn man von den Variablen dul, ..., du™ 2zu beliebigen Variab-
len o!'... 0", libergeht, wobeiw“=aEWE.." u™)dub, dann 1laBt sich
die Form () darstellen als
Q= bal...'Aqu)“l (dl) ce. W% (dq) =(E) b\*l...ﬂvq [(D"'l . wa.q]’ (2,4)
barag =0 ... bilag, g, Dlab=3F  (a0,8=1, ..., q). (2.5)

Fir alternierende Differentialformen ist die genannte Alge-
bra der schiefen Formen anwendbar. Der Bereich der Variablen
ul, ..., u™, in dem die Funktionen ay...ap (4@, ..., u™) bestimmt sind,

nennen wir Definitionsbereich der q-Form (.

Im weiteren Verlauf beschrianken wir uns auf die Betrachtung
der Formen, deren Definitionsbereiche hinreichend kleine
einfach zusammenhidngende Bereiche und die Koeffizienten
(..., ZWeimal stetig differenzierbare Funktionen der Variab-

len 4}, ..., u™ sind.

Somit besitzen alle formulierten Theoreme lokalen Charakter.

1) Die alternierenden Differentialformen werden manchmal

auch duBere Formen genannt.
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2., Flr die alternierenden Differentialformen kann man eine
Differentialoperation einfilhren, die wieder zu einer alter-
nierenden Differentialform, jedoch nun eine Stufe hoher als
die Ausgangsstufe, fihrt.

Definition 1. AuBeres Differntial D& 1) der Form ®(d,...d,)=

==gyuhﬂﬁdw‘.~rw%] heift die Form 2(dy, ..., d,d) , die aus &

nach dem folgenden Gesetz gebildet wird:
904,...0 iyt a
9=Dm=§whhwwH”quﬁggyquwmu“.uq.@m
Wenn & lineare Form ¢=ga,du* ist, dann hat das &duBere Diffe-
rential Dy im einzelnen die Gestalt

(% _on.

-—-—i>[du“duﬂ. (2.7)

R = Do = [da, du*] =
P ] % u*  odu

Das &duBere Differential der linearen Form wird auch bilinea-

re Kovariante genannt.

Das &duBere Differential der Skalarfunktion f(u!,...,u™) (einer
nulldimensionalen Form) wird wie das vollstidndige Differen-
tial df bestimmt.

Der Differentialoperator D besitzt folgende Eigenschaften,
die denen des gewdhnlichen Differentiationsoperators &dhnlich

sind:

1) D (®, 4 ®;) = DD, + Db,,
Det = DO,

wobei ¢ Konstante ist.

1) Neben der Bezeichnung D® fir das duBere Differential

verwenden wir auch das Zeichen (&)°

Bemerkt sei, daB in der Literatur auch ein anderer Ausdruck
fur das &duBere Differential der Form verwendet wird, der
sich von unserem durch einen gewissen numerischen Faktor un-
terscheidet (siehe z.B. [17]).



Somit ist D linearer Differentialoperator.

2) D[Q®] =[DQ, ©]+( —1)°[2, DD],

wobei p der Grad der Form () ist.

Da eine beliebige &duBere g-Form als Summe einfacher alter-
nierender Differentialformen (Monome) derselben Dimension
dargestellt wird (siehe 3. Abschnitt §1), geniigt es, auf-
grund der Eigenschaft 1) des &duBeren Differentials die Eigen-
schaft 2) fiir Monome zu beweisen:

Qe=aldu' ... dur),
D =b[do' ... dos].

Wir erhalten dann tatsédchlich
[2D] =ab[dut ... duPdot. .. dv],
D[20] =[d(ab); dul ... dxPdot ... don] =
=[adb+bda; du' ... duPdo! ... dv?] =

=bldadu® ... duPdot ... dvt4-a[dbdul ... duPdo! ... dv?] =
=|[[dadu® ... duP][bdo! ... do9]]+

+(—=UO[[adu! ... duP][dbdo! ... dvi]]=
=[DRD] 4-(—1)P [QDD],

q.e.d.

Wenn die Form () eine Nullform (Skalarfunktion f) ist, erhal-
ten wir insbesondere
D(f®)=[Df®|-+fDP=[df D]+ fdD. (2.8)

Die Eigenschaft 2) ist ein Analogon der bekannten Produktre-
gel der Differentialrechnung.

Wir leiten schlieBlich folgende bemerkenswerte Eigenschaft
des &duBeren Differentials her:
3) DD$ = O fiir eine beliebige duBere Form
D=3 a4, .q,[dumr ... du].
)
Aufgrund der Eigenschaft 1) des &duBeren Differentials geniigt
der Beweis fir Monome

O =aldu* ... du*].



Wir beweisen die Eigenschaft 3) zunidchst fiir den Spezialfall,

wo die Form ¢ eine Nullform ist, d.h. Skalarfunktion f(u!, ..., u").

In diesem Fall erhalten wir

Df = a, du®, aazﬁ a=1, ..., m,
du*
da da
_D s « B == -—-——B——'——-a * Bl =
DDf = [da, du*] GZ;'&(@'“ P [du* du?)
92 a2

- — {u* duf)=0.
a%ﬂ(éua du* ou* oub [”L iz ] 4

Aus der Definition 1 folgt unmittelbar, daB das &duBere Dif-
ferential des Monoms Q=|[du* ... du%]| gleich Null ist.

Wir betrachten nun DD&, verwenden die Eigenschaft 2) und er-
halten
DD® = D [dadu*r ... du*e] =D [da®Q] = [DDal) —[DaD] =0,

da DDa = D = O. Damit ist die Eigenschaft 3) bewiesen.
Damit die Form ¢ &uBeres Differential einer Form ist, ist

somit notwendig, daB ihr &duBeres Differential identisch ver-

schwindet.

Bei einem einfach zusammenhdngenden Bereich erweist sich

diese Bedingung auch als hinreichend. Es gilt ndmlich:

(1)=% Quop[dutt ... duta),  ay, ..., ag=1,..., m,

im einfach zusammenhdngenden Bereich G definiert, duBeres
Differential einer Form () vom Grade g-1 ist, ist notwendig
und hinreichend, daB das duBere Differential ¢ identisch
gleich Null im Bereich G ist

D =(§; [daa,...apdusr ... dusg)=0.

) Fir den Beweis siehe [17],5.65-67; [18],s.111.
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Definition 2. Die lineare Differentialform

qzaadu“
heift vollstédndiges Differential, wenn es eine solche Skalar-
funktion f = f(ul,...,un) gibt, daB

¢ = df
im gesamten Definitionsbereich G der Form ¢ gilt.

Wo G ein einfach zusammenhidngender Bereich ist, erhalten wir

die bekannte Bedingung fir das vollstidndige Differential.

Theorem 2. Damit die lineare Form ¢=a.(u!, ..., u")du* (a=1, ..., m),
definiert im einfach zusammenhidngenden Bereich G, ein voll-
stiandiges Differential ist, ist notwendig und hinreichend,
daB ihr &duBeres Differential D¢ im Bereich G verschwindet.

3. Wir untersuchen im Raum XN der Variablen xl,...,xN das
System der linearen Differentialformen
Qi(d)=di (2%, ..., 2N)dz* (=1, ..., p, a=1, ..., N).

Definition 3. Das Gleichungssystem

Qi (d) = asdz* =0 (2.9)

Die Funktionen ai(z',...,2z"¥) seien dabei in einem einfach zu-

sammenhdngenden Bereich des Raumes X, definiert, und ent-

N
sprechend wird das System (2.9) in diesem Bereich untersucht

(dem Definitionsbereich des Gleichungssystems (2,9)).

Definition 4. Die Fléche Vm, die durch die Parameterglei-

chungen

x“::/“(u’,...,um) (a:.:i,...,N),
ox*
dui

(2.10)

Rang =m (i=1,...,m)

(2,9), wenn die Einsetzung der Funktionen (2.10) in die linke
Seite von (2.9) zur Identitdt beziiglich u',...,u™ du!, ..., dum:
fihrt: ‘ .

Q' (d)=al [/P(ul, ..., u™]df*@, ..., um)==0, (2.11)

oder, uUbergehend zur gewdhnlichen Schreibweise mit Ableitun-
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gen, wenn (ut )
af*(ut, ..., um
a:[/l(ul' '--)um) --}/N(uly ey um)] /_Tzo

(k=1, ..., m a=1, ..., N) (2.12)

fir alle ul,...,um.

Man kann nachweisen, daB ein beliebiges Gleichungssystem in

partiellen Ableitungen auf ein Gleichungssystem in vollstdn-
digen Differentialen zuriickgefiihrt werden kann (siehe [17],

11.Kap,,S.231).

Die Untersuchung lber die Existenz der Integral-Mannigfaltig-
keiten eines Gleichungssystems in vollstidndigen Differentia-
len stellt eine schwierige Aufgabe dar. Der Nachweis, daB es
eine Ldsung filir ein Anfangswertproblem gibt, ist duBerst kom-
pliziert und verlangt, daR alle zur Gleichung gehérenden Funk-
tionen in allen Argumenten analytisch sind.

Wir beschridnken uns auf die Betrachtung des Spezialfalls der
sogenannten vollstidndig integrierbaren Systeme, wo das Exi-
stenztheorem einfach ist und keine Analytizitdt verlangt. Fiir
die Koeffizienten ai(u!,...,um) wird nur angenommen, daB sie
stetig differenzierbare Funktionen der Parameter ul,...,um

sind.
Vorher fihren wir einige neue Begriffe ein.

Wenn man in den linken Seiten von Gleichung (2.9) die Variab-
len xl,...,xN fixiert, dann stellt Gleichung (2.9) ein rein
analytisches System linearer Gleichungen beziiglich der unab-

hingigen Variablen ¢§=dz* a=1,..., N dar.
Definition 5. Ein Paar bestehend aus einem Punkt x = {xa}
und einer Richtung £ = {& '} heiBt Richtungselement des Raumes

XN' Das Element wird vollstdndig durch N Koordinaten x% des

Punktes und durch N-1 Relationen

£  dz*
Tzl

d.h. durch 2N-1 GroRBen bestimmt.

Das geometrische Element kann durch den "unendlich kleinen
Vektor" £ = {g%} = {dx%} dargestellt werden, der im Punkt
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X = {Xa} abgetragen wird, wobei zwei Elemente zusammenfallen,
wenn die Anfangspunkte x = {x“} zusammenfallen und die Vekto-

a} kollinear sind.

ren £ = {g

Da die Variablen ga = ax%

bei fixiertem x das Element (x,g) =

{x%,e%}des Raumes Xy bestimmen, bestimmt die Gleichung (2.9)
aus allen moglichen Elementen (x,£) des Raumes XN eine gewis-
se Teilmenge, die wir die zuldssigen Richtungselemente nen-

nen,

Wenn die Elemente (z, &), (2q &), .-, (Zo) &) zuldssig sind, dann
sind aufgrund der Linearitdt und Homogenitidt des Systems
(2.9) auch

(%o &) = (%0, MEy, ..., A3E).
zuldssige Elemente.

Eine Ebene, die aus zulidssigen Elementen (Xo,g) besteht, nen-

nen wir zuldssige Ebene.

Alle zuldssigen Elemente (xo,g) im gegebenen Punkt X, des

Raumes X,, fiillen die maximal zuldssige Ebene Eo aus. Die Zahl

N
p =N=- 0 stimmt mit dem Rang des Systems der linearen Glei-
chungen (2.9) im gegebenen Punkt iiberein.

Definition 6. Die Zahl r, die gleich dem Maximum der Werte p

im Bereich G ist, heiBt Rang des Systems (2.9). Der Punkt
1

x = (x

Es ist klar, daB aufgrund der Stetigkeit der Funktionen
ai(z, ...,2%) die Punkte allgemeiner Lage immer im Bereich Gc¢

liegen, der ebenfalls die Dimension N hat.

Im weiteren Verlauf werden wir das System (2.9) immer in ei-
nem einfach zusammenhidngenden Gebiet G der Punkte allgemeiner

Lage betrachten, d.h. annehmen, daf iberall p = r .

Jetzt kann man die geometrische Definition filir die Integral-
Mannigfaltigkeit Vi des Systems (2.9) geben, die &dquivalent

ist zur Definition 4.

Definition 7. Die Mannigfaltigkeit Vm heiRt Integral-Mannig-




sige Ebene des Systems (2.9) ist.

Wir geben nun die Definition fiir das vollstidndig integrier-

bare System.

Definition 8. Ein reines Gleichungssystem in Differentialen

eine Integral-Mannigfaltigkeit Vm der Dimension m = N - r
verlduft, wobei r der Rang des Systems ist.

Es ist klar, daB die Dimension m der integralen Mannigfaltig-
keit nicht groBer sein kann als N - r, da ihre Tangentialebe-
ne Em zur maximalen zulédssigen Ebene E0 gehort, deren Dimen-
sion gleich N - r ist. Die Tangentialebene Em der Integral-
Mannigfaltigkeit Vm, die durch den Punkt X verlduft, ist auf-
grund der Gleichungen (2.9) eindeutig bestimmt. Man kann
nachweisen, daB auch die Mannigfaltigkeit Vm selbst eindeutig
bestimmt ist. Somit verlduft durch jeden Punkt x des Berei-

ches G eine und nur eine Integralfliche VN-p der Dimension

N - r, wobei r der Rang des Systems ist. Mit anderen Worten:

G 1l4Bt die Bladtterung in oot Integralfldachen V zu. Eine

N=r
solche Bldtterung bezeichnen wir kurz mit

E = OOrVN_,._

4, Neben dem System der FormenQi(d)aus (2.9) betrachten wir

auch das System der bilinearen Formen
dat  adt
i = bl s *
e, = 3 (52— 20 ) (dreazt). (2.13)
[ 24}

Die Bedingungen der vollstidndigen Integrierbarkeit des Glei-
chungssystems in vollstdndigen Differentialen kénnen als al-
gebraische Bedingungen fiir das System der bilinearen Formen

DRt formuliert werden.

Definition 9. Die zuldssige Ebene ET heiBt integrales Ele-
ment, wenn fir zwei beliebige Elemente (x%,ax%), (x%,sx%)

dieser Ebene die Bedingungen erfiillt werden:
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(2.14)

9‘((1) = Qi (5)
8) (2.15)

DRi(d,
Nun kann man folgende notwendige und hinreichende Bedingung

der vollstdndigen Integrierbarkeit des Systems (2.9) formu-

lieren.

1)

integrierbar ist, ist notwendig und hinreichend, daB die ma-

Theorem 3. Damit das Gleichungssystem (2.9) vollstdndig
ximal zuldssige Ebene Em (m = N - r) integrales Element ist,
d.h. daB fir beliebige zwei lineare Richtungselemente
(x%,dx%}, {x%,5x%} die Relationen (2.14), (2.15) erfillt

werden.

Jetzt geben wir eine Reihe von Bedingungen der vollstidndigen
Integrierbarkeit an, die zu den Bedingungen (2.14), (2.15)

dquivalent sind.

Wir untersuchen das Gleichungssystem (2.14), (2.15). Da ein
beliebiges zuldssiges Element ixa,dxa} nach der Definition
die Relation (2.14) erfiillt, und umgekehrt jedes Element
{x%,ax%}, das (2.14) erfiillt, zulissig ist, bedeutet die Er-
flillung der Relationen (2.14), (2.15) fiir beliebige zwei zu-
ldissige Elemente, daB die Bedingungen (2.15) eine Folgerung
der Bedingungen (2.14) sind, d.h. daB die bilinearen Formen
DQi(d,s) fir alle Werte dxa, éxa, die die Formen Qi verschwin-
den lassen, verschwinden. Wir erinnern nur der Definition der
Gleichheit der Formen modulo ... (siehe §1, Abschnitt 11) und
konnen unsere Forderung folgendermaBen formulieren:

DO (d, 3) =0 mod Q1 ..., QP (2.16)

Dies bedeutet (siehe §1, Abschnitt 11), daB die Formen DQ
dargestellt werden konnen als:
DY (d, 3)=[210,] + ... +[970,], (2.17)

wobeif,, ..., 0, lineare Formen sind, wofiir wiederum notwendig und

i s e

1) Zum Beweis siehe [17], $.91-100, [18], S.132-136.
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hinreichend ist, daB
[DR'RQ! ... QP]=0. (2.18)

Das Kriterium (2.18) ist das rechnerisch anwendbare Kriteri-
um der vollstdndigen Integrierbarkeit des Systems (2.9), das
Kriterium (2.17) ist fir theoretische Untersuchungen geeig-

net.

5. Wir fiuhren den filir den weiteren Verlauf wichtigen Be-
griff des gemischten Systems ein. Wir betrachten das Glei-
chungssystem in vollstédndigen Differentialen:

I. Q'(d)=aldz* (i=1,...,p, a=1, ..., N)

und das System der finiten Relationen
II- fs(xl,...,$N)=O (S'—_—l,.‘.’q)_‘

Die Gleichungen II bestimmen eine gewisse Fldche ¥ der Dimen-
sion p = N - q. Das Gleichungssystem I - II heiRt gemischtes
System. Integrale Fldche des Systems I - II heiRt die Inte-
gralfldche des System I, die auf der Fladche X liegt. Es ist
klar, daB die Integralfldche des Systems I - II auch das
Systen I - II' erfilillt, wobei II' das Gleichungssystem

b dfs =L dze—o,

dz*

ist.Bei dem gemischten System I - II' ist der Basispunkt x*

des zulidssigen Elements {xa,dxa} nicht beliebig, sondern muf
auf der Fladche ¥ liegen, die zuldssige Richtung dx% im Punkt
a

|

x = {x '} muB das System I - II' erfiillen.

Beim gemischten System kann man somit das zuldssige Element
(xa,dxa) des Systems I - II definieren als zuldssige Elemente
des Systems I - II', deren Basispunkt auf der Fladche ¥ liegt.
Dann kann man die Integralfldche I - II bestimmen als Fléche,
zu der die Tangentialebene von ¥ zuldssige Ebene des Systems
I - II' ist.

In Parameterform sind die Gleichungen der Fl&dche T

Gl caeg ) By wnvy Nyp = N=q) (2.19)

wobei
Plet(et, oo ue) oo eV, ..., u)]=0 (2.20)
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identisch ist beziiglich ul,...,u™.

Da eine m-dimensionale Teilfldche S < ¥ der Flidche ¥ im ana-
lytischen Raum der Variablen ul,...,up durch Parameterglei-
chungen dargestellt werden kann:

us=ut (LY, ..., ") (s=1,...,p) (2.21)

kann eine beliebige Integralflidche des Systems I - II der
Dimension r dargestellt werden als
zr=o [u' (¢, ..., "), ..., (t, ..., )] (a=1, ..., N). (2.22)

Wir differenzieren die Relationen (2.19) und erhalten

dp (u', ..., u
dor= P20 8D gus (gt .., Nys=1, ...,p). (2.23)
Die Relationen (2.19), (2.23) stellen die eineindeutige Ent-
sprechung zwischen den Elementen {ul,dul} des analytischen
Raumes Up der Variablen ul,..,up und den Elementen {xa,dxa}

1)

des Raumes XN auf, die auf der Fldche Y liegen. Diese
Entsprechung nennen wir Projektion des Elements xa,dxOC in
das Element {ui,dui}. Wir betrachten im Raum Up das reine
Gleichungssystem in Differentialen:
I11. Q=agidus =0 (i=1,...,p s=1,...,p), (2.24)
wobei
S0

P 14
S (2.25)

ay=al[¢! (), ..., u), owwy VB <, M)

Man kann leicht erkennen, daB in der Entsprechung, die durch
die Gleichungen (2.19), (2.23) bestimmt wird, dem zulidssigen
Element von System III das zuldssige Element von System I-II
entspricht und umgekehrt. Hieraus folgt insbesondere, daB die

Dimensionen der maximal zuldssigen Ebenen von System III und

System I - II lUbereinstimmen.
1) a a . . :
Das Element {x ,dx } liegt auf der Fliche ¥, wenn sein
Ursprung, - der Punkt {xa} - auf der Fl&dche I~ liegt und der

Vektor dx“ tangential zu ¥ ist.
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Es ist unschwer zu ersehen: wenn

ut=us(tt, ..., ") (s=1,...,p)
Integral des Systems III ist, dann ist die Fléache

gt =gt (u (e, .., 0T) L uk (et L, 2] (2.26)
Integral des Systems I - II und umgekehrt: wenn die Flé&che
(2.26) Integral des Systems I - II ist, dann ist

Bl (B sey B wony BE =00 (% = 5 ¥7)

Integral des Systems III.

6. Wie im allgemeinen Fall beschrdnken wir uns auch bei den
gemischten Systemen auf die Untersuchung der vollstdndig inte-
grierbaren Systeme. Das vollstdndig integrierbare System wird

analog zum Vorhergehenden definiert.

Definition 10. Das System I - II heiBt vollstédndig integrier-

bar, wenn durch jeden Punkt der Fldche ¥ eine Integralflédche
verliuft, die dieselbe Dimension hat wie die maximale zuléds-

sige Ebene des Systems I - II.

Aus der Betrachtung in Abschnitt 5 geht leicht hervor, daB
man die Definition 10 folgendermaRen &dquivalent formulieren

kann:

Definition 11. Das System I - II heiBt vollstdndig integrier-

bar, wenn das ihm entsprechende System III vollstédndig inte-

grierbar ist.

Die Formen C©'=g'du* kann man in natiirlicher Weise Projektionen

der Formen Q!=ga'dz* auf die Fliache I nennen.

Definition 12. Die Form
¢ (d)= biy...igdau' . .. doue = (5'_)4 biy..ag [dutr ... dute], iy .. ig=1"p

heiRt Projektion der Form
O (d) = aay...0,d)2% . . . dez*0 = (2 Qay...0p[dZ* ... dz*q]
i @)

(@ .. ag=1...N) auf die Fldche I
Zr=wriul, c..,m) (@100 N (2 27)
wenn nach Substitution von



die Form &(d) identisch mit der Form &(d) iibereinstimmt.

Damit die Form Eid) Projektion von &®(d) ist, ist notwendig
und hinreichend, daB

b, 8(9“1 dp*e

950 T Gul

Es gilt folgende Behauptung:

(i o orig=1,...,p a=1,...,N). (2.29)

11, a“l &

Theorem 4. Die Projektion des duRBeren Differentials ist

gleich dem &duBeren Differential der Projektion.

Beweis. Es sei

O = a0y, [d2" . doo] = g, [d2 . ),
(@)
1, - 1 9%,
D(D:}T (day,..adz® . .. dz%d] o dane v * [dzedz® . .. dz%d],
da @
Ferv 1 sontg O¢® el atp q
T s, i AL ol i
Lo IR T [du du'r ... du'd],
0= 2 biy..iplduir . .. du‘c] = q—!bh___iq [du'r ... duld] =
1
1 ¢l 094
—m‘aal...aga—u"‘“ .o a—-|— [du‘l coe du‘ﬂ],
DT =L 1ap . b, o
=77 [dbi. i du dua]—q———i[dudul...du‘a]=
da
1 "ar.ag 9o* 9p*t 830 q i ;
= — — i
T o T o T 3l [du'dulr ... duis] +

gy 1 920%1 ‘
T Barag S T a T [du duir ... dule]+ ...
1 Op*1 9%p%¢
T g *—_ (duduhs ... du's),

ces@ - v e T
7 guhr duttdut

aber alle Summen aufBer der ersten verschwinden aufgrund der

Symmetrie der zweiten Ableitungen nach den Indizes. Hieraus

folgt " )
D L “1tg 097 ¢ 99%e ‘ s
=i i 0] —

b I'oggr dub gy "7 guig [dutdu'r ... dut¢] = DO,

q.e.d.

Man kann auch unschwer folgende Behauptung beweisen:

Theorem 5. Wenn das System I vollstdndig integrierbar ist,
dann ist das System I - II ebenfalls vollstdndig integrier-

bar.

Nach Definition 11 geniligt es, die vollstdndige Integrierbar-
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keit von System III zu beweisen. Aufgrund der vollstidndigen
Integrierbarkeit des Systems I erhalten wir

DRI=[8;Q] (i,j=1...p), (2.30)
wobei ©; gewisse lineare Formen sind.

Wir projizieren die Formen von (2.30) auf die Fldche ¥ und
erhalten o

LR =[1;2"]. (2.31)
Nach Theorem 4 erhalten wir

D2 =D =[6}%7]. (2.32)
Hieraus folgt unmittelbar die vollstidndige Integrierbarkeit

des Systems III und damit auch des Systems I - II

Theorem 6. Wenn das Gleichungssystem I - II folgende Forde-
rungen erfillt:

1) das System I ist vollstdndig integrierbar und hat ilber-
all den Rang R,

2) auf der Flache X, die durch die Gleichungen II vorgege-

S -0 Folgerungen des Sy-

ben wird, sind die Gleichungen df
stems I,

dann ist es vollstdndig integrierbar und durch jeden Punkt
der Fldche Y verlduft eine Integralfléche Vm der Dimension

m =N - R,

Beweis. Die vollstidndige Integrierbarkeit des Systems I - II
ergibt sich nach Theorem 5. Da die Gleichungen dj® = 0 auf
v Folgerungen der Gleichungen des Systems I sind, ist die
Dimension der maximalen zuldssigen Ebene des Systems III
ebenfalls gleich N - R (siehe Abschnitt 5). Da das System
III vollstdndig integrierbar ist, beweist dies die Behaup-

tung.

7. Wir betrachten das reine Gleichungssysten in Differen-
tialen von der speziellen Bauart:

L dr = w4], |
o dl =ty |
I1. Iedg=gay  (a0,B=1, ..., n),



wobei w*, v3 vorgegebene lineare Kombinationen der Differenti-

ale dul,...,dum

ul,...,um (m €< n) sind; ge(u!,...,u™) ist nichtentartete posi-

sind, deren Koeffizienten Funktionen von

tiv definite Matrix im untersuchten Bereich der Variablen
1 m . . .
U ,...,u ; r=1Iz", Ig=[Ig} sind Vektoren eines Vektorraumes En’

. . 1 m . .
die unbekannte Funktionen von u ,...,u mit Koordinaten x*

bzw. /g sind.

Wir gehen liber zur Koordinatenschreibweise und koénnen die
Gleichungen I - II schreiben als

dz* = wblf

dIy=wil% }

(1)
21 Lili=gg  (a,B,7=1...n). (2)

Im Raum X, der Variablen ul,...,um,xlu.xﬂ Tole, B=1 .55y B

der Dimension N = m + n + n? stellen die Gleichungen (1), (2)
ein gewdhnliches gemischtes System dar. Wenn man die Relati=

onen II differenziert und dabei I verwendet, erhidlt man

Al dy+ Ldly = il dg-+ il ], I
und daraus .
dgyp = “’Igyﬁ+“’gg7a- IT*
In Koordinatenschreibweise erhalten wir
NI g +dIgI, = el T§ 4+ SwgliIL (a,8,1,0=1...n). (2)
X w 7 ]
Die Bedingung II ist notwendige Vertrdglichkeitsbedingung
der Gleichungen I - II. Wir schidtzen den Rang R des Systems
(1).

Man kann leicht erkennen, daB er genau gleich n + n2 ist, da

zZu n + n2 Gleichungen (1)-(2) jede der n + n2 Unbekannten

z*, 1% einmal und nur einmal gehort.

Wenn die Funktionen g, und die Formen gy die Relatioen II*
erfiilllen, dann ist das Gleichungssystem (2') auf der Flédche
Y, die durch die Gleichungen (2) vorgegeben wird, eine Fol-

gerung der Gleichungen (1).

Somit ist die Dimension der maximal zul&dssigen Ebene des
Systems (1),(2) gleich N = R = m.
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Wir betrachten nun die Vertrdglichkeitsbedingungen des Sy-
stems I (oder,was das Gleiche ist, des Systems (1) ). Wir
bilden die bilinearen Kovarianten der rechten und linken
Seiten und erhalten

= {(w:)’ - [wfwglf o } (2.33)
H(wg) — [wpoy]] Ja
Aufgrund der Bedingungen Dct|gw| 0, sind die Vektoren Il,...,
In linear unabhidngig, woraus folgt

(w2) — [u)ﬂu);] =0,

(05) — [wfo] = 0. } 11
%

Die Relationen II , III sind die notwendigen Vertrdglich-

keitsbedingungen des Systems I - II.

Man kann leicht ersehen, daB die Bedingungen II* -~ III auch
hinreichende Vertrdglichkeitsbedingungen fiir I - II sind,
und daB das System (1) vollstdndig integrierbar ist, da sei-
ne bilinearen Kovarianten aufgrund der Gleichungen selbst

gleich Null sind.

Somit erfilillt das gemischte Gleichungssystem I - II die For-
derungen von Theorem 5, ist also im Sinne des Vorhergehenden
vollstidndig integrierbar und 148t nach Theorem 6 eine Inte-
gral-Mannigfaltigkeit der Dimension m zu.

Folglich kann man folgendes Theorem formulieren:

Theofem 7. Damit das Gleichungssystem

I dr = u*/,,
dlo= ot/ }
II. Iy ga

vollstidndig integrierbar ist, ist notwendig und hinreichend,

daB die Bedingungen

1= dgap = wigys + 0igy
I11. (%) = [wPwg],

(0)" = [wiwy].
erfiillt werden.

Dies bedeutet, daB es eine und nur eine LOosung r, IOC des Sy-
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stems I - II gibt, die durch den Punkt
ui=u8, r=70, 1,,,:]9, Igjgzg“g(ul,...,um)l
des Phasenraumes XN verliuft.
Mit anderen Worten: Es gibt ein und nur ein System der Vek-

torfunktionen ,=r(¢,”,’w37Jarjaw&..wlﬁx das das System

I - II und die Anfangsbedingungen

A UTT o T
Ia(uié, cougy=18 I} =g (U0, - ., ul).
erfillt.

§ 3. Die Methode des beweglichen n-Beines

1. Die Methode des beweglichen n-Beines in der Differenti-
algeometrie eines mehrdimensionalen Euklidischen Raumes ist
eine natiirliche Verallgemeinerung der Methode des bewegli-
chen Dreibeines, die mit groBem Erfolg in der Geometrie des
dreidimensionalen Euklidischen Raumes zur Untersuchung der
geometrischen Eigenschaften von Fldchen und Kurven ange-

1)

wandt wird.

Das Wesen dieser Methode besteht darin: der Punkt M mit dem
Ortsvektor r=r(M,.”,ém) beschreibe eine gewisse Fléche Vm
des Euklidischen Raumes En (m < n). In jedem Punkt M der
Flache Vm wird ein n-Bein konstruiert, also eine Figur, die
aus n Vektoren Il,...,In mit Ursprung im Punkt M besteht.

Dieses n-Bein bestimmt ein '"lokales" kartesisches Koordina-
tensystem im Raum En’ in dem die Eigenschaften der Flé&che Vm

1) Diese Methode kann auch in beliebigen Kleinschen Rau-

men angewandt werden, aber wir geben dafiir keine allgemeine
Beschreibung, sondern beschrdnken uns auf die Euklidischen

R&dume.



im Punkt M untersucht werden. Somit erhalten wir eine Schar
von n-Beinen, die von m Parametern ul,...,um abhdngen. Diese
n-Bein-Schar bezeichnen wir mit dem Symbol {r (v), 1. (4)} oder

(r@, ...,um), I, @, ..., u™), ..., I, (u} ...,u™)}, wobei r@@=r@u!,...,um
den Ursprung des n-Beines und I, (u!,...,u™) die Vektoren des

n-Beines bezeichnet.

Man kann aufzeigen, daB die mit der Fl&dche assoziierte
n-Bein-Schar und damit auch die Flidche selbst vollstidndig
bestimmt wird durch die Matrix gs=1/..73 der Skalarprodukte
der Vektoren IOC des n-Beines und durch das System der linea-
ren Differentialformen o*(u, du), wg(u,du), die die Verdnderung
des n-Beines r (u!,...,u"), J.(u} ..., u") bei Verschiebung vom
Punkt r(u) zum unendlich nahen Punkt r(u+du) charakterisie-

ren.

Somit ist das System der Formen v* w; und die Skalarmatrix
gocB der analytischen Apparat, mit dem die geometrischen Ei-
denschaften der Fléiche Vm untersucht werden.

Die letztgenannten Punkte werden ausfiihrlich besprochen.

2. Wir untersuchen im n=m+q-dimensionalen Euklidischen re-

ellen Raum Em+q die dreifach differenzierbare Vektorfunktion

1 m 1 m .
r =r(u,...,u) von den Parametern u ,...,u . Dabei nehmen

wir an, daB die Funktionalmatrix

ozl dxm+q
gl =T
ozl dxm+q ’ (31)

die aus Ableitungen der Koordinaten x* des Vektors r nach

den Parametern u' gebildet ist, in einem Bereich G der Para-

meter ul,....,um den Rang m besitzt. Geometrisch bezeichnet

diese Forderung die 1inearelUnabhéngigkeit der Vektoren
__or or
—‘W""’rm:m

in jedem Punkt ul,...,um des Bereiches G. Wenn ul,...,um den

Bereich G durchliuft, dann beschreibt der Punkt r = r(ul,..,

1

m . . . . .
u ) die dreifach differenzierbare Flé&che Vm c Em+q ‘
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Die zur Fléche Vm tangentiale Ebene Em(M) im gegebenen Punkt
M ist definitionsgemdB die lineare Hiille der Vektoren

or ar : : : )
=gz - ™m=7m in diesem Punkt. Man kann leicht aufzeigen,

daB diese Definition invariant ist bezliglich der Wahl der Pa-
rameter ul,...,um auf der Fldche und mit der Definition der
Tangentialebene als geometrischer Ort der zu den auf der Flia-
che liegenden und durch den Punkt M laufenden Kurven tangen-

tialen Vektoren t libereinstimmt.
Das orthogonale Komplement Eq(M) L Em(M) heiBt g-normal- oder

normal-Raum der Fl&dche Vm im Punkt M.

3. n-Bein (r, I)=(r, 1,,...,1I,) heiBt die Figur, die aus n
Vektoren Il,...,

im Punkt M mit dem Ortsvektor r haben. Somit wird das n-Bein

In besteht, welche einen gemeinsamen Ursprung

durch n+1 Vektoren r,Il,...,In vorgegeben.

Die Gesamtheit der n-Beine {r(u), {(u)}=1r(u), I,(u), ..., I, (u)} , wobei

die Vektoren r,Il,...,In Funktionen von den Parametern u ,...,

uP sind, heiBt Schar der n-Beine. Die Zahl p der wesentlichen
Parameter, von denen die Schar der n-Beine ({r(u), I (u)} (Dimen-

sion der n-Bein-Schar) abhidngt, ist gleich dem Rang der Funk-

tionalmatrix:
ozt 9zn ol aI7 oIn - oIT
dul " guldut " gt U Gur ' dut i
M = dxt dxn oI} .a]? 01111 (71:,' ’ (3'2)
Jur " dubP gub "7 oub T dub T duP

wobei xOC die Koordinaten des Vektors r und IOC die Koordinaten
des Vektors I. sind. Im weiteren Verlauf beschridnken wir uns

auf den Fall, wo die Matrix M nichtentartet ist, d.h. p = p.

Gegenstand unserer Untersuchung sind die geometrischen Eigen-
schaften der n-Bein-Scharen, d.h. die Eigenschaften, die in-
variant sind beziiglich der Bewegungsgruppe des reellen n-di-
mensionalen Raumes. Im Unterschied zu der allgemein gliltigen
Definition verstehen wir unter einer Bewegung jede einein-
deutige Abbildung des Euklidischen Raumes auf sich selbst,



die die Skalarprodukte eines beliebigen Vektorpaares invari-
ant 1ld4Rt. Bei dieser Definition ist die Spiegelung an einer

beliebigen Hyperebene Bewegung.

Zwei Figuren heiBen kongruent, wenn man sie durch eine Bewe-
gung zur Deckung bringen kann. Damit zwei n-Beine (r, 1), {r, T,}
kongruent sind, ist notwendig und hinreichend, daB die Be-
dingungen
Io-Tg=1u-Ty (a,8=1,...,n).

erfillt sind. Die zwei p-parametrigen n-Bein-Scharen

{r(@, ..., ur), Io(ul, ..., uP)}, r, ... JuP), I, (u, ..., u?)) (3.3)
heiBen kongruent, wenn man sie durch eine einzige Bewegung

zur Deckung bringen kann.

4, Wir stellen jetzt die Ableitungsgleichungen der n-Bein-
Schar auf und leiten die sogenannten Strukturgleichungen der
n-Bein-Schar her, die die Vertridglichkeitsformeln der Ablei-

tungsgleichungen darstellen.

Wir untersuchen im n-dimensionalen reellen Euklidischen Raum
E die m-parametrige n-Bein-Schar (7' ..., u™), Ja(u!, ..., u™)], m<n,

lie die Bedingungen
[W EL]FQ [Ty oond,] 50 (3.4)

a_ui LR 0LL”‘
erfiillt, wobei [ ] # O die lineare Unabhingigkeit der Vekto-

ren bezeichnet.

Dann kann ein beliebiger Vektor des Raumes En als Linearkom-

bination der Vektoren Il""’In dargestellt werden. Wir ent-
wickeln die Vektoren dr(u), dIa(u) nach den Vektoren Ia(u),

die im selben Punkt r = r(u) des Raumes En konstruiert sind,
und erhalten die sogenannten Ableitungsformeln der n-Bein-
Schar:
dr =w*l,, a=1, ..., n,

1

d[,‘:.mg[a, a’fj:_

wobei w‘=w“@hdﬂ,mizwiﬁgdu) lineare Differentialformen der



Differentialen dul,...,dum mit von ul,...,um abhidngenden Ko-

effizienten bezeichnet.

Wir bilden die Matrix der Skalarprodukte der Vektoren Ia:
c’,’a3=la15.

Es ist klar, daR sie fiir beliebige Werte u', ..., u™g(ul, ..., um
eine nichtentartete positiv definite Matrix ist. Somit be-
stimmt die n-Bein-Schar {(r, I, ..., I,} eindeutig die Gesamtheit

der Formen o*(u, du), wg (u, du) und die Matrix g.p(d!, ..., um),

Umgekehrt seien ein gewisses System von Formen @ (u,du), g (4, du)
und eine nichtentartete positiv definite Matrix & (&' ..., u™).
gegeben. In welchem Fall gibt es eine n-Bein-Schar, die die
Relationen I, II mit den jeweiligen Formen o* o;j der Matrix

gaB erfillt, und ist sie eindeutig ?

Bei den gegebenen Formen o o3 der Matrix gOcB und den unbe-

kannten Vektoren r, Ioc bilden die Relationen I, II ein ge-

mischtes System, das von uns in Abschnitt 7 von § 2 unter-

sucht wurde.

Wie bereits gezeigt, sind die notwendigen und hinreichenden
Vertrdglichkeitsbedingungen der Gleichungen I, II die Rela-

tionen

0®*) = [wf 0g],
YT (0*)" = [wF wp]

(03)" = [0 03],

1V. dguap = 0ig1p + g &ywr & B y=1...n.

Unter dieser Bedingung ist das System I, II vollstédndig in-
; . . 2 1 m
tegrierbar, da es eine und nur eine Lésung r(u ,...,u ),

Ia(ul,...,um) des Systems I, II gibt, die die Anfangsbeding-
ungen erfillt:

rg, ...,ud") = ro,

Ia(uar "'ruan) = 121

(3.5)

wobei r° I beliebige Vektoren sind, die die Bedingung erfil-

len:
1L R=g.s @i, ..., ud). (3.6)
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Die Bedingungen III, IV nennen wir Strukturgleichungen der

n-Bein-Schar.

Angemerkt sei, daB das Gleichungssystem I, II invariant ist
beziiglich Bewegungen, d.h. wenn man die n-Bein-Schar {r,1},
die die Bedingungen I, II erfillt, einer Bewegung unterwirft,
dann erfillt sie nach wie vor das System I, II mit denselben

Formen ,* oy und der Matrix gaB'

Somit sind die Formen o* oy und die Matrix By invariant mit

der n-Bein-Schar {r,I} verbunden.

Wir zeigen nun: wenn die zwei n-Bein-Scharen [r(u), [/ (u)},
{;UO,]Yuﬁ ein und dasselbe System der Formen v* ¢ und die
Matrix gaB bestimmt, dann stimmen sie umgekehrt genau bis
auf eine Bewegung iiberein. Beide Scharen {r, I;, {r, 7} erfiillen

nadmlich ein und dasselbe System I, II. Es sei

v, wosul Y= I0ud, .., wy') = 1°

. T (3.7)
r(ugy ., ug)=r% To(ud, ..., u=T"

Aufgrund der Bedingungen 13$:=79€=gw(ua...,mm sind die
n-Beine [, /%), {7, 7%, kongruent. A sei eine Bewegung, die !|r, /]
und {r° I} ubereinanderlegt. Wir setzen die Schar {r, /.} der
Bewegung A aus, und ilberfilihren sie in eine gewisse Schar

{r,Ia}, die wie vorher das System I, II erfillt. Dabei ist
rQub, o ul)=r(d, o ) =y Ta(ud, o =1, ...,y =10, (3.8)
Aufgrund des Existenz- und Eindeutigkeitstheorems, das in
Abschnitt 7 von § 2 bewiesen wurde, erhalten wir
r(ul, L umy =71 um),

5 3.0
To(u'y oo umy=1,(u, ..., um). o

Die Behauptung ist bewiesen. Somit kénnen wir folgendes

Haupttheorem formulieren:

Theorem 1. Wenn das System der Formen o*(u,du), wy(u, du) der Dif-

m

ferentiale dul,...,du und die positiv definite Matrix

(u1

,...,um) die Relationen
(UJ”')' = [wem‘é],
(0g) = [wgoy],
Iv. dgv«ﬁ = U’ngﬂ + wgé"l‘l! a, Br T

gaB
IIT.

I
-
S



= B =

erfilillen, dann ist das Gleichungssystem

Ia- d]‘::u_)“‘]u,
Ib. dl, =obls,
II. Iu.-[9=ga5) a:p:—i---n:

vollstédndig integrierbar und bestimmt die m-parametrige
Schar der n-Beine {r,I} eindeutig bis auf Bewegungen. Auf-
grund der Relationen I, II erfilillen umgekehrt die Formen

ag’?

Schar {r,I} bestimmt werden, die Bedingungen III, IV und

0*, vy und die Matrix g die durch eine jeweilige n-Bein-

sind mit dem n-Bein invariant verbunden.

Da die geometrischen Eigenschaften einer beliebigen Figur im
mehrdimensionalen Euklidischen Raum Eigenschaften sind, die
beziliglich der Bewegungsgruppe invariant sind, bestimmen das
System der Formen o* w; und die Matrix gaB’ die die Forde-
rungen III, IV erfillen, die n-Bein-Schar geometrisch voéllig
und dienen als analytisches Instrument zur Untersuchung der

n-Bein-Schar.

S. Wenn die Fliache Vm c Em+q Gegenstand der Untersuchung

ist, dann ist mit ihr eine m-parametrige Schar von n-Beinen
{r,I} mit dem Ursprung M und dem Ortsvektor r = r(ul,...,um),

welcher auf der Fliche Vm liegt, assoziiert.

Es ist klar, daB die Matrix o und die Formen % og, , die

der gegebenen n-Bein-Schar entsprechen, die n-Bein-Schar und
damit auch die Flé&che Vm vollstiandig bestimmen. Die Gleichun-
gen I heiBen in diesem Fall Ableitungsformeln der Fléiche,

die Gleichungen III Strukturgleichungen der Fléiche.

Bei der geometrischen Untersuchung von Flidchen benutzt man
gewbhnlich ein n-Bein, bei dem die ersten m Vektoren Il""’

Im tangential sind zur Flédche, die letzten q Vektoren Im+1"

...,Im+q Einheitsvektoren, paarweise orthogonal und normal

zur Fldche. Ein solches n-Bein nennen wir halborthogonal.
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Wir betrachten, wie die Gleichungen I - IV im halborthogona-
len n-Bein modifiziert werden. Nach der Definition des halb-
orthogonalen n-Beins gilt:

Bamys =1¢'J|u»x\s:*aa.m+s, a=1, ...,m+q,s=1,...,q, (310)

whttl= | =oemte=0, (3.11)
Hieraus erhalten die Ableitungsformein Ia die Form
dr=uwl;, i=1,...,m. (3.12)
Die Integrierbarkeitsbedingungen in Gleichung (3.11) ergeben
(wm+s) =0 =[wio]*’], i=1,...,m. (3.13)
Unter Anwendung des Eindeutigkeitstheorems (siehe Theorem 2

von § 1) erhalten wir hieraus:

mzn-*—.:)‘iajwj) 7\?)"‘)\;7 i’ ]= 17 ceny m, S=11 ceen q. (3.14)
Die Bedingungen IV haben die Gestalt
dgij =gy + ofgw, 47, k=1, ..., m, (3.15)
Omys= — g7 o]'T*, (3.16)
wnii= — ol (3.47)
wobei 3 ‘
g”gjh=8;“ i' ]"kzi,...,n, S,t:i, e q. (3.18)

Bemerkt sei, daB die Bedingungen (3,15) aufgrund der Gleich-

ungen (3.18) &dquivalent sind zu den Bedingungen

dgi = —(wighi4wight), 4,7 k=1,...,m. (3.19)

6. Wenn die Formen w® vollstdndige Differentiale dut sind,

dann heiBt das n-Bein 1 holonom. Ansonsten heif3t

1’.00’Im+q
das n-Bein nicht-holonom.

Im Falle des holonomen n-Beines erhalten wir

dr=du'l,, (3.20)
woraus folgt '
Ii=—. (3.21)

Somit ist das holonome n-Bein immer mit der Auswahl eines
Koordinatensystems ul,...,um auf der Fliache verbunden. Darin
besteht sein Vorteil und gleichzeitig ein Mangel. Bei geomet-
rischer Untersuchung ist ndmlich in jedem Punkt ein n-Bein
auszuwihlen, das bestimmte geometrische (algebraische) For-
derungen erfillt.
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Dabei darf man im vorhinein nicht annehmen, daB ein gewidhltes
n-Bein holonom ist. Folglich vermindert die Verwendung eines
holonomen n-Beins die Freiheit bei der Wahl des n-Beins und
engt die Anzahl der Transformationen der n-Bein-Schar, mit

der die Fl&dche ausgestattet ist, ein.

Der Vorzug des holonomen n-Beins besteht darin, daB die Vek-
toren I, ganz einfach mit dem Ortsvektor r der Fliche v, ver-
bunden sind. AuBerdem vereinfacht die holonome Basis '=du
das Aufstellen der Integrierbarkeitsbedingungen der verschie-

denen Gleichungen.

Wenn man davon absehen will, daB das n-Bein holonom sei, dann
hat man ein ganz einfaches und fir geometrische Untersuchungen
im Euklidischen Raum geeignetes n-Bein zu widhlen, das aus
paarweise orthogonalen Einheitsvektoren besteht. Ein solches

n-Bein nennen wir kurz orthogonal.

Im orthogonalen n-Bein hat die Matrix der Skalarprodukte die
besonders einfache Gestalt:
gaB=1J‘,=8“g, o,B=1,...,m+q.
Die Relationen IV bekommen die Gestalt:
o +of=0, aBf=1...,m+g,
d.h. die Formen o3 werden im oberen und unteren Index anti-

symmetrisch.

Im Unterschied zum holonomen n-Bein besteht die n-Bein-Schar
in diesem Fall aus untereinander kongruenten n-Beinen, und
die Formen oy bekommen eine besonders einfache kinematische
Bedeutung, kennzeichnend filir eine Momenten-Drehung, welche
das n-Bein Ia(u) in das unendlich nahe n-Bein Ia(u+du) liber-
fihrt.

In unserer Untersuchung verwenden wir n-Beine aller drei Ar-

ten: holonome, orthogonale und halborthogonale.

7. Bei einem halborthogonalen n-Bein unterteilen wir die

Formen in die drei Gruppen
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(innere Formen),

(l)j'- s P;h (l)h
ofF =ifol, Mj=Mn ebe.= —glaP (gemischte Formen),
m+s mt j ..
ompt= —omis=A50’, s, t=1,...,q, i, j=1... m (4duBere Formen).

Man kann leicht erkennen, daB die inneren Formen eindeutig
durch die Metrik der Fladche bestimmt werden. Wir zeigen dies .
der Einfachheit halber am holonomen n-Bein. Es gelten dann
die Relationen: @i=du2 E=1; wnay 1,

) (3.22)
T T -

b oou (3.23)
Das Linien-Element ds2 der Fldche wird ausgedriickt durch die
quadratische Form: (3.24)

ds? =drt =g  du'dul.
u

Aus den Bedingungen (3,22) folgt
(o) = (dui)’ = [of )] =T [du du’] = 0. (3.25)
Nach dem Eindeutigkeitstheorem erhalten wir
w=ly, 6L k=1, . m (3.26)
Aus den Relationen (3.15) folgt

98;; o & g
au;:=r'likglj+1-‘;hgli=11j' ih+I‘i,jh, i ]:'l")l=11 e, M. (327)

Wir setzen dies in den Ausdruck

dgi; | eni _%in (3.28)
Juk dul dul

ein, benutzen die Symmetrie der 7T, fir die unteren Indizes

und erhalten:

1 /0, 0gy; agjh>
Fi.hi=?<5‘;§+5’u;‘—‘:97 . (3.29)
Hieraus folgt . )
vi=8 Tu ki (3.30)

Die Koeffizienten I, sind somit die Zusammenhangskoeffizien-
ten, die der jeweiligen Metrik entsprechen.

Wenn die inneren Formen(g mit der Metrik invariant verbun-
den sind, bestimmen die gemischten Formentﬂ”‘;x%mj die Ein-
bettung der Flidche und entsprechen der Vorgabe des Systems

der quadratischen Formen )j;o'w/ (Einbettungstensoren). Bei
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einer Hyperfldche gibt es keine &duBeren Formen, sondern nur
gemischte Formen o!t!=)\;uw/, die die quadratische Form i wied
bestimmen, welche in der Theorie ilber die Einbettung von Hy-
perfldchen dieselbe Rolle spielt wie die zweite quadratische
Fundamentalform der Flidche im dreidimensionalen Fall (siehe
Abschnitt 10). Entsprechend der Einteilung der Formen o in
drei Gruppen werden die Integrierbarkeitsbedingungen in die

folgenden Gruppen eingeteilt:

(II1a) (@) = [ wi],
(IIIb) (™*) =[]+ =0,

(I1Ic) O‘ (u),) —-[w,w,l]~[m;"”w7‘nﬁ]
(IIId) (o) —[wle]™]=[o]™* wRt],
(II1e) (“’m+8) “[“’mi-s“’)] [“’mismmw]
(IIIf) (omfl) =[ompol"®] 4 [omiFfomts),

L k=1...m, st1=1...q.

Analog zum dreidimensionalen Fall nennen wir die Bedingungen
(IIIc) Gaussche Bedingungen und die Bedingungen (IIId),(IIIe)
und (IIIf) Bedingungen von Peterson-Codazzi.

8. Wir gehen nun zu einer detaillierteren Analyse der In-
tegrierbarkeitsbedingungen (IIIa) - (IIIf) uber.

Da die Bedingungen (IIIa) zusammen mit den Bedingungen (3.15)
zur Bestimmung der Formen 0; dienen (siehe Abschnitt 7), neh-
men wir im weiteren Verlauf die Formen m,_lm als so be-
stimmt an, daB (IIIa) - (3.15) identisch erfillt werden 1),
und die Flidchenstrukturgleichungen kénnen auf die Gleichun-

gen (IIIb) - (IIIf) zurickgefiihrt werden.

Die Bedingungen (IIIc) konnen auf eine mehr symmetrische Ge-
stalt gebracht werden. Wir multiplizieren beide Teile der

1) Wie in Abschnitt 7 gezeigt, ist dafiir im Falle des holo-
nomen n-Beins notwendig und hinreichend, daB ') Christoffel-

sche Koeffizienten der Metrik o =gijduldu sind.



= 55 =

Gleichung (IIIc) mit 8> Summieren nach i und erhalten

q
1 +8 m+s S
. QU__—:}- [w';ﬂ U)j ], L, /21, esea N, (331)
wobei s=1
I e
Qii:gihg;r L,],/C=1, ey, M. (-3 32)

Wir untersuchen nun die Gleichungen (IIId), (IIIe). Beim or-
thogonalen n-Bein stimmen die Bedingungen (IIId), (IIle) auf-
grund von Gleichung (3,23) iliberein. Beim halborthogonalen
n-Bein sind die Bedingungen (II1Id), (IIIe) ebenfalls &dquiva-
lent. Genauer: wenn die Gleichungen (IV), (3.19) erfiillt wer-
den, dann folgen aus den Bedingungen (IIId) die Bedingungen
(IITIe) und umgekehrt. Wir wollen uns nicht damit aufhalten,

diese Tatsache zu beweisen.

Vollkommen verschieden sind somit die Bedingungen (IIIb),
(I1Ic), (IIId), (IIIf).

Die Bedingungen (IIIe) konnen dargestellt werden als

Al=Tlo"on®t], s te=1, g =1, ..., m, (3.33)
wobei
A = (oY — [0l o) = N LY [0"e'], s=1, .. q; 6],k 1=1,..., m. (3.34)
(I
Die bilineare Form A} nennen wir kovariante &duBere Ablei-
tung 2) der Form of"®

Wir wollen auf das Gesetz der Transformation der Formen o, of,

eingehen, die durch die Transformation des n-Beins Il,...,Im,

I I hervorgerufen wird. Man kann leicht nachweisen:

m+1’°°°’ "m+q

D Die Bezeichnung "kovariant" ist nicht zufdllig. Geht

man zu Tensoren iliber, kann man zeigen, daB die Operation
direkt mit der kovarianten Differenzierung des Tensors 1
zusammenhdngt. Beim holonomen n-Bein ist ndmlich

Lf, kl =}‘?k, l"')‘gl. kY

wobei }),,, die kovariante Ableitung des Tensors A}, ist
(siehe Abschnitt 9, Gleichungen (3.50) - (3.51)).
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Wenn das tangentiale n-Bein Ii mit Hilfe der Matrix
1, Al (3.39)
transformiert wird, dann werden die Formen w' nach dem Kontra-

varianzgesetz transformiert:

o' =alo, (3.36)
wobei .
a:A?=8?, i, ]',k=1’ ceey M,y (3'37)
und die Formen o™, Al werden nach dem Kovarianzgesetz trans-
formiert:
ottt = Al W, AI=AlAY i =1, ...,m; s=1, ..., 4. (3.38)
Bei Transformation des normalen n-Beins Im+1""’Im+q in sei-

ner Ebene E ] mit Hilfe der orthogonalen

a [Im+1""’1m+q

Matrix Ai

Tmye=AtImy, st=1,...,q, (3.39)

werden die Formen o***, A} nach folgendem Gesetz transfor-

miert: _
“’Zn+s= 2 A:, m?’”,
t .
A=Y ala, P=dmis t=1, 0. (3.40)
t

9. Die Fliadchenstrukturgleichungen stellen algebraische Re-
lationen zwischen den bilinearen schiefen Formen (o), (0§)’, [of wf],
[leh dar. Wir entwickeln die Formen nach den Klammern
[0 wf] , wenden das Eindeutigkeitstheorem an und kommen zu Re-
lationen zwischen den Entwicklungskoeffizienten und erhalten
infolgedessen die Strukturgleichungen in Koordinaten =-(Ten-

sor=)Schreibweise.

Wir beschrinken uns auf die Betrachtung des holonomen n-Beins.

Aus den Bedingungen (IIIc) folgt:

o' =)y di, (3.41)
wobei
Mj=Xi, s=1,...,¢; ¢ 7=1,...,m. (3.42)

Wir entwickeln die Formen 2i=(o}) —[9jw.] nach den einfachen



Formen [duk du1] und erhalten:
i i Rl
o= 3 Riuld" du'], (3.43)
wobei
. ori ori - o
mn=aéb—2j?—rm at + Lt Dag, (3.44)
i, J, ko, e=d, e me

Da bereits friiher nachgewiesen wurde (siehe Abschnitt 7, Glei-
chungen (3,22) - (3.30)), daB i, die Christoffelschen Koeffi-
zienten der Fldche dst=g;;du’dv’, sind, folgt daraus, daB R,
Riemann-Christoffelscher Tensor mit dem bekannten Index ist.
Wir projizieren die Gleichungen (IIIc) auf die Klammern
[au® du'] und erhalten

Rini=2p i = Nt haws (3.45)
wobei

1

li= -—gih)\skil i, ]., kgl—'——i: ---rm; S=1" ""q' (346)

Wir projizieren die Gleichungen (3.31) auf die Klammern
[duk dul] und erhalten

q # .
RU. kRl = zi ()‘iah )‘;l—)‘:l :’h)r iv I» k; = 11 R U (347)
wobei Rij k1 Riemann-Christoffelscher Tensor der Fldche ist 1).
b
Wir projizieren die Gleichungen (IIId) und erhalten
8 67\? a)‘:' a8 b 578 . 8
ijh = E";—'— —5:,‘1— — (Tihan — Tiphly) = NjAly — N A, (3.48)
s, t=1,...,q; %, ), kya=1,...,m,
wobei . ’
omtt = Al dY!, s, t=1,...,¢;7=1,...,m. (3.49)
1)

Aus der Darstellung (3.47) folgen leicht die bekannten
algebraischen Eigenschaften des Riemann-Christoffelschen Ten-

sors:
Ry pi= Ay, g5
Bij p=—Ryi s 4
Ryj p+ Ry, 15+ By, o =0
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Bemerkt sei, daB Gleichung (3.48) dargestellt werden kann als:
Lijn = Nn,j— Mj, n =M;Al — Nn Al (3.50)
1)

wobei th kovariante Ableitung ~des Tensors }; nach der Ko-

ordinate uk ist:
Ny

gf.h‘——a—u_h'_]:‘kl j—I‘h})\’uy i; ]‘vk7a=11"'1m; S=1,...,(]- (351)
SchlieBlich projizieren wir Gleichung (IIIf) und erhalten
A% A} « .,
th U e — Mihag 1 Al A? n—'AmAd (3.52)
oul duh

Die Bedingungen (3.47), (3.48), (3.52) stellen die Bedingungen

von Gauss-Codazzi in Tensor-Form dar.

10. Im Falle einer Hyperfldche lassen sich die Strukturglei-

chungen auf die Gleichungen

[ i m+i]’_

’ (3.53)
Qj=[mm+ u);n—H], L, j=1,...,m, (3.54)
M=ty — [l =0, La=1,...,m (3.55)

zuriickfiihren.

or ,.
e (i=1,...,m),

Wenn auf der Flidche ein holonomes n-Bein /;=

ausgewdhlt ist, dann erhalten wir nach Projektion der Glei-
chungen (3.53) - (3.55) auf die Klammern [du’ du’] die Struk-

turgleichungen in gewohnlicher Tensorschreibweise:

of Tt =1, dut, N =), (3.56)
Ifi;‘, ki == Nikhji — Ntk jk, (3.57)
a)"'h a ij a a
bh,= T —a';—,i‘ — (Dihar — Tinkag) = Min, s— Mis,a =0,
i J, kya=1,...,m (3.58)

wobei )\y,» die kovariante Ableitung des Tensors Aij nach der

Koordinate uk bezeichnet.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daR
&2 - Imyy =)y dutdud, @, j=1,..,m, (3.59)

1) ‘siehe [19], S.70 - 76 &



d.h. daB die Koeffizienten Xij der Entwicklung der Formen

o"*!  nach der Basis dul,...,dum mit den Koeffizienten der

zweiten quadratischen Form iUbereinstimmen.

Aus den Ableitungsformeln
dr=du I, dI =oll; 4+ "Ly,

erhalten wir ndmlich durch Differenzieren:
dzr:duidli:duiu)?_[_” <1=1,_.'_’m+1’
d*r . ]m%-l = (.1)7,;"'+1 dui’ = )\"-f dut dllj, (‘*"UO)
q.e.d.

Somit sind die in Roordinaten- (Tensor—)form geschriebenen
Strukturgleichungen die gewdhnlichen GauB- und Petersen-Codazzi-
Bedingungen fiir die erste und zweite Grundform der Hyperfl&dchen,
und wir gelangen zum bekannten Existenztheorem einer Hyperfliche,
die durch ihre Grundformen gegeben wirds:

Theorem 2. Damit die zwei Formen Il=g, du'dd’ und =) du‘du,
von denen die erste positiv definit ist, erste und folglich
auch zweite quadratische Grundform der Hyperfléidche Vm c Em+1
sind, ist notwendig und hinreichend, daB ihre Koeffizienten
die Bedingungen von Gauss und Peterson-Codazzi (3,57), (3.58)

erfillen.

11. In dem Fall, wo die n-Bein-Schar dieselbe Dimension be-
sitzt wie der Raum Em, beschreibt der Ursprung des n-Beins

1,...,um) einen Bereich G des Raumes, und die Zahl ul,...,

r(u
u® stellt eine krummlinige Koordinate des Raumes Em im Be-=

reich G dar.
Somit ist das n-Bein I ,...,I in jedem Punkt r(ul,...,um)

des Bereiches G definiert, und wir erhalten das Feld der n-

Beine. In diesem Fall haben die Ableitungsformeln die Ge-

1) <iehe [20], S. 179-182; [21], S. 358-360.



stalt
dr = (ni]i )

dl; :u){]jr hi=t..om (3.61)

: , ; . . 1 m .
wobei i ol lineare Differentialformen von du ,...,du sind.

Aus den Gleichungen (3.61) erhalten wir leicht den Ausdruck

fliir das metrische Element des Euklidischen Raumes:

dr? = ds? == gi}»mimi, I:, ] = 1, A (362)
wobei g, =11, : (3.63)
Die Integrierbarkeitsbedingungen der Gleichung (3.61) fih-
ren zu folgenden Gleichungen (siehe Abschnitt 2):

() =[w'of], & j=1,...,m, (3.64a)
() =[ojor), &/, k=1,..., m (3.64D)

Wir differenzieren die Gleichungen (3.63), wenden die For-
meln (3.61) an und erhalten schlieBlich

dgy=olgy+9ig., i j,k=1,...,m. (3.63)
Die Gleichungen (3.64) heiBen Strukturgleichungen des Eu-
klidischen Raumes, dessen Metrik ds*:=g, 0'o’ in einem gewis-

sen krummlinigen Koordinatensystem ul,...,um vorgegeben ist.

12. Wir betrachten die beliebige Riemannsche Metrik (Rie-
mannscher Raum)
ds?=g, dutde’, i, j=1,...,m. (3.66)
Wir wdhlen beliebig m linear unabhidngige Formen
o' = ol (u, du)=aj (4!, ..., u™) de’, det|a}| 0, i, j=1,...,m, (3.67)
als neue Basis und konnen dem metrischen Element d52 des
Riemannschen Raumes die Gestalt geben
dst =g, '/, (3.68)
wobei
-{?U- - A'{Aj'gkl, A{a;l =3, 1, 7 oty B2y 4w, w (3.69)

Wir bestimmen das System der linearen Differentialformen o)

mit Hilfe der Gleichungen
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(o) = [w/w}], (3.70a)
dg;; = wign; + ©jgni. (3.70b)

Wie im Abschnitt 7 gezeigt, bestimmen die Relationen (3.70)
die Formen oj vollstdandig. Die Formen ©; nennen wir Zu-
sammenhangsformen der Metrik. Aufgrund der holonomen Basis,
WO o'=du' , haben die Relationen (3.70) die Gestalt

0 =[du'w;],
woraus wir unter Verwendung des Eindeutigkeitstheorems
(siehe § 1, Abschnitt 2) erhalten:

wh =Tl du®, T =T
Die Koeffizienten T}, sind in diesem Fall die Zusammenhangs-

koeffizienten der Riemannschen Metrik.

Wir stellen schlieBlich die bilinearen Formen
9}':(“)1]'),—[“’?”);]) i jrk'-‘ir TR (371)

auf. Wir entwickeln die Form 9} nach den Klammern [mk wl]

und erhalten

Qj'= }Z'l Rj‘kt [who!] = (wj-)' — [wfm;‘] (3,72)
Von den Formen 2! kann man zu den Formen o, mit Hilfe der
Gleichungen
] k e \1 5 I -
Riy=8uy = g R ot (3.73)

iibergehen, wobei

Rij =gk, 1,k 1Ls=1...,m. (3.74)
Die bilinearen Formen 2, (oder, was gleichbedeutend ist, ;)
nennen wir Krimmmungsformen der Metrik.
Wir projizieren die Gleichungen (3.71) auf die Klammern
[wk wl] (siehe § 1 Abschnitt 6) und erhalten im Falle der

holonomen Basis

22 ik (paT —THI),
B = = — (Cilje = i) (3.75)

Rij,hl=gl°-R:f.h’ i, f, ]C, l,a:i,...,m.

Die Koeffizienten R;,,u stimmen in diesem Fall mit den Kom-

ponenten des Riemahn—Christoffelschen Tensors iUberein.
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Bei einer nicht-holonomen Basis o'(De' #0) kann man ebenfalls
von nicht-holonomen Zusammenhangskoeffizienten Th(#Th) und
von nicht-holonomen Komponenten £#;,  des Riemann-Christof-

felschen Tensors sprechen.

Die Gleichungen
(u)':)’ = [u)"u);:], .
(0)" = [wjor] + D' R [whal], (3.76)
h<l

dgij‘:m’:glu_*_m;"ghir i’ /.’ k,l=1,...,m

nennen wir Strukturgleichungen der Riemannschen Metrik.

Wir betrachten den Fall, wo Q=0 , d.h. der Riemann-Christof-
felsche Tensor verschwindet. Dann bekommen die Strukturglei-
chungen der Riemannschen Metrik die Gestalt

(0}) = [w'wj],

(o))’ = [w]wi],

dgi)'=m’ilgk;‘+w?gki7 L k=1,...,m

und stimmen mit den Strukturgleichungen des Euklidischen Rau-
mes iiberein. Die Metrik selbst ist in diesem Fall euklidisch,
d.h. der Riemannsche Raum ist isometrisch zu einem Bereich G
des Euklidischen Raumes.

Das Gleichungssystem

dr=(nifi,
dl, =il

ist ndmlich vollstidndig integrierbar und bestimmt die Schar
der n-Beine {r,I}. Der Ursprung r des n-Beines beschreibt ei-
nen Bereich G des Euklidischen Raumes, dessen Metrik die Ge-
stalt

v i j
drt =g 0'e’,

hat, d.h. sie stimmt mit der jeweiligen Metrik des Riemann-

schen Raumes Uberein.

Wenn Rij,u=0 , dann wird somit die Riemannsche Metrik eukli-
disch. Die umgekehrte Behauptung ist offensichtlich (siehe
Abschnitt 11).
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Und folglich gilt das

Theorem 3. Damit die Riemannsche Metrik ds*=g,v'o’ euklidisch
ist, ist notwendig und hinreichend, daB der Riemann-Christof-

felsche Tensor verschwindet.

13. Bei der geometrischen Untersuchung von Fl&dchen ist es
hiufig nilitzlich, die sogenannten Tangentialgleichungen einer

Fldache anzuwenden.

Wir untersuchen die Hyperebene E -1 des Euklidischen Raumes
En’ die durch die Gleichungen

n

1. (p—,_r):a./?! Ve (1‘“—1‘8): S ‘4“1'0'_1":111-{—1 = (377)

d==q

vorgegeben wird, wobei I = {I Normalvektor der Hyperfliche;

|
1% seine Koordinaten; o ={x%} der Ortsvektor eines Punktes
der Hyperebene; x* seine Koordinaten, r der Ortsvektor eines

Punktes der Hyperfldche und

A =T A" = — Eil“xgz—(lr). «=1,...,n.

U

Somit ist die linke Seite der Gleichung der Hyperebene En—l
lineare Funktion der Koordinaten x*

P= Y A'zs L g1, (3.78)
Ge= | =
Wenn Aa, An+1 Funktionen der Variablen ul,...,um sind, dann

verstehen wir unter dem Ausdruck dP die lineare Funktion

> Bty 4 BPYL, (3.79)

a=si

n+1

deren Koeffizienten Ba, B Differentiale der entsprechen-

n+1

den Koeffizienten A“, A der Funktion P sind

B*=dA*, B""'=d4™*', (3.80)

Vmc Em+q sei eine m-dimensionale Flidche des m+g-dimensiona-
len Euklidischen Raumes, die mit einem halborthogonalen
n-Bein {r,Ia} ausgestattet ist. Wir betrachten Hyperebenen,
die durch die Gleichungen

Po=I.(p—r)=0, a=1,...,m-+q, (3.81)
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vorgegeben werden, wobei p Ortsvektor des beliebigen Punktes
der Hyperebene und r Ortsvektor von Punkten auf der Flache

V. ist.
m

Es ist klar, daB die Hyperebenen
Pm.*.j:O,..., I)m‘L.q"—:O

tangential zur Fl&dche Vm sind, da ihre Normalen Normalen der

Fliche sind. Der Schnitt der Hyperebenen
P,=P,(u!,...,um™)=0, a=1,...,m-+q

bestimmt den Punkt r = r(ul,...,um) der Fliche.

Die Gleichungen
P !, ..., um)=0, ey oo BE (3.82)

heiBen Tangentialgleichungen der Flé&che Vm'

Wir differenzieren Pa’ wenden die Ableitungsformeln der Fla-

che an
dr=uw'l;, =1, ..., m,
dl. = u)&]g, o, B=1,...,m-q, (3.83)
und erhalten
AP ==dli(p—r)—1lo-dr =l lg(p—r)—lo-dr =’ Py —u,, (3.84)
wobei
Oo=lo - dr=1IoJgub = g5 b, (3.85)
Die Gleichungen
dPy=0lly — o, a,B=1,...,mtq (3.86)
heiBen tangentiale Ableitungsformeln der Flé&che Vm‘
Beim halborthogonalen n-Bein ist
Wmyy =0, ..., Ope=0,
und die Ableitungsformeln (3.86) haben die Gestalt
dpm-{-s:wm«l-s Pm
s=1,...,¢;i=1,...,m; a=1,...,m4-q. (3.87)
dP; = o; Py, — w;,
Wir fiihren die GroRen
Pt =gt Pjy p" hs=gm+s'apa.=Pm+51 (388)
ein, wobei
gign =0 omtee=T", i k=1 ..., ma=1..,mtq s=1, ...,q.  (3.89)

Es ist leicht nachzuweisen , daB p* die Gleichungen



dPi_-: —u)ipa'_mi’

s=1 o oqi=1..,m a=1,..., m+q. (3.90)

N
dP™ P = — ™t P,
]

erfillt.

Bekanntlich heiBt projektive Transformation des Euklidischen
Raumes En eine solche eineindeutige Punkttransformation des
Raumes En in sich selbst, bei der die Koordinaten %% des
transformierten Punktes mit den Koordinaten x%* des urspring-
lichen Punktes durch die linear gebrochene Gleichung

— A‘é‘rﬁ+A:+1

—b’g:ca—}-B" ’

(3.91)
n+1

verbunden sind. Bei einer projektiven Transformation geht die
Flache Vm in eine Fléache Vﬁ Uber. Die beziglich projektiver
Transformation invarianten Eigenschaften der Fl&dche Vm heiBen

projektiv.

Die Tangentialkoordinaten sind bei der Untersuchung der pro-
jektiven Eigenschaften einer Fladche besonders nlitzlich.

14, Bei der Untersuchung der metrischen Eigenschaften von
Flachen spielen zwei arithmetische Invarianten der Flé&che
eine groBe Rolle, die gleichzeitig metrische wie auch projek-
tive Invarianten der Fladche sind. Diese fiir die weitere Unter-
suchung wichtigen Invarianten haben die Bezeichnungen Rang
und Typ der Flédche.

Wir geben zunidchst eine formal algebraische Definition von
Rang und Typ, danach gehen wir zur geometrischen Interpreta-
tion dieser Invarianten iliber, aus denen insbesondere ihre

projektive Invarianz folgt.

Angemerkt sei, daB Rang und Typ vollstidndig mit dem System
der gemischten Formen einer Flidche verbunden sind.

Definition 1. Als Rang der Fldche V in einem gegebenen

Punkt M wird der Rang des Systems der gemischten Formen o*t:
im Punkt M bezeichnet, d.h. die Zahl -der linear unabhdngigen

Formen dieses Systems.
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Bemerkt sei: Da bei Transformationen des halborthogonalen
n-Beins die gemischten Formen nach dem linearen Gesetz
transformiert werden (siehe Gleichungen (3.38) - (3.40)),
hdangt der Rang der Fldche im gegebenen Punkt nicht von der
Wahl des n-Beins ab und ist folglich eine geometrische Inva-

riante.

Klar ist: Wenn der Rang der Flache Vm im gegebenen Punkt M
gleich p ist, dann ist er in einem beliebigen Punkt einer
gewissen Umgebung des Punktes M nicht kleiner als p; wenn
der Rang im gegebenen Punkt M ein Maximum erreicht, erhdlt
er somit in einer Umgebung von M ebenfalls seinen Maximal-

wert.

Im weiteren Verlauf beschridnken wir uns auf die Betrachtung
von Flédchen, die in jedem Punkt ein und denselben Rang p ha-
ben. Die Zahl p nennen wir den Rang der Flé&che.

Angemerkt sei, daB der Rang bei einer Hyperfldche auf folgen-

de Weise definiert werden kann.

%
Definition 1€. Die Hyperfladche Vmc E 1 hat den Rang p dann

m+

und nur dann, wenn man eine solche n-Bein-Schar {r,Ia} kon-
struieren kann, daB das System der gemischtén Formen o*"!
die Relationen

[mg+1“.m?+i]#=0, iy bp=1,...,m, i, 5#FL+*...%1,
k (3.92)

[w;’;“...m;’;“mm“]zo, Tyg o s oy Bt = L ooy

1
o1

erfillt.
Wir gehen nun zur Definition des Typs iuber.
Bei Hyperfl&dchen Vmc Em+1 stimmen Typ und Rang iberein.

Bei einer beliebigen Fliache Vmc Em+q wird der Typ analog zum

*
Rang der Hyperflidche definiert (siehe Definition 1:)’ mit je-
nem Unterschied, daB die lineare Form o"+! durch die einfa-

che g-Form Pi=[o't!ymie] ersetzt wird.
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Definition 2. Die Fléache Vmc Em+ hat den Typ t dann und nur

a
dann, wenn man eine solche n-Bein-Schar {r,Ia} konstruieren
kann, daB das System der gemischten Formen

die Relationen

[Pil....p“]#:O, il,...,i,=1,...,m, I"l iﬁ...#il,} (393)
[Pil"'PiH_i]:()f iu ey L‘H.j':-i, eo ey,

invariant beziiglich der infinit. Transformationen des n-Beins
erfillt. 1) Hierbei ist

Pi=[ort!,  Lomte], =1, ... m. (3.94)

Die von uns gegebene Definition des Typs hat den Nachteil,
daB sie nicht vbllig effektiv ist und nicht zuldBt, in einem
beliebigen n-Bein den Typ der Fladche aufzustellen. Sie ist
jedoch geeignet fir die geometrische Interpretation des Typs.

Man kann leicht eine invariante Definition des Typs geben.

Wir betrachten die alternierende qg-Form

Pa=[mm:—.i..qu§q]' Ayy oo ey aq=1,'...,m, (395)

wobei (al...a ) die Symmetrierung nach al,...,aq bezeichnet
und a allgemein eine Kombination mit Wiederholungen der Indi-

zes al,...,aq ist.

Definition 3. Die Fléiche Vmc Em hat den Typ t, wenn es sol-

+q
che Kombinationen @yseeesdy gibt, daBR

[Pa, ... Pg]#0 (3.96)
und daBR gleichzeitig fiir alle Kombinationen Byseses@y g
[P,,l s e Py, [0 (3.97)

Die Definition 3 ist dquivalent zur Definition 2. Mit ihrem

Beweis halten wir uns nicht auf (siehe [13]).

1) Ein solches n-Bein bezeichnen wir als n-Bein allgemei-

ner Lage. Als n-Bein allgemeiner Lage wird im allgemeinen
jenes n-Bein bezeichnet, in dem ein endliches System von Re-
lationen invariant beziliglich aller zuldssigen ausreichend

geringen Transformationen des n-Beins erfiillt wird.
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15. Wir stellen die geometrische Struktur der Flichen Vmc

Em+q eines gegebenen Ranges p auf.

Theorem 4. Der Rang p der Fléiche Vmc Em ist gleich der

+q
Zahl der Parameter, von denen die Tangentialebene der Flédche

abhidngt.

Beweis. Man kann leicht erkennen, daB das Gleichungssystem
i+ e ), S=A wen; G a=1,...,m, (3.98)

vollkommen integrierbar ist. Bilden wir die bilinearen Kova-
rianten der Formen o* , sehen wir nidmlich, daB sie gerade
aufgrund der Gleichungen (3.98) verschwinden

(0 +e)’ = [0T wr+e] = [wh wmte] + [0+ o] =

=Omodm'ﬁn+s, Syte=ty oy By B=4; i omg =1, .o, mt g (3.99)

Hieraus folgt: Wenn das System der linearen Formen Ql,...,Qp
Basis von f{elt*] ist, dann ist das Gleichungssystem
Ol = Dl | 00 1) (3.100)

vollkommen integrierbar.

Diese Behauptung geht aus der Aquivalenz von Gleichungssystem
(3.98) und System (3.100) hervor.

Durch Transformation des tangentialen n-Beins Il""’Im kon-
nen wir die Kongruenz der Koordinatenformen wl,...,wp mit der

. 1 . .
Basis () ,...,Qp der gemischten Formen o"** erreichen. Dann

erhalten wir

o T=iiel,  i=1,..,p 0 s=1., =1 m (3.101)

1

d.h.
Ap=0 a=1,.-.,m B=p+1,...,m s=1,...,q. (3.102)

Aufgrund der Symmetrie von iy folgt hieraus

Ma=0, B=pF1,...,ma=1,...,ms=1...,4q (3.103)

d.h.
omts =0, s=1,...,¢9; a=p41,...,m (3.104)

Wir bilden die Integrierbarkeitsbedingungen fiir die Gleichun-
gen (3.104) und erhalten

(u,r: }—s)' _— [wg u,van+sl = [u,ai u,:rH-s] =0;
a=p+1,...,myi=1,...,p;5=1,...,¢;8=1,..., m+q. (3.105)
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Wir projizieren die Gleichungen (3.105) auf [wi wa], [wi wj]
(siehe § 1, Abschnitt 6) und ermitteln
Pia Aij=0,

I‘ij l:k —Pi,k )\?j = O, (3-106)
. . (3.107)
wobei angenommen ist
m:=l‘ijwf +Pi§ u)s,
u){"“:)\?/u)j, (3.108)
s=1,...,q; a,fB=p+1,...,m; Li=1,...,p.
Da der Rang des Gleichungssystems
k%?:O, S=Ysunm@l} b J=1 inesds (3.109)
gleich p ist, folgt aus den Gleichungen (3.106)
My=0, of=p+1,...,m vt i, By (3.110)
Also
o)i.:l‘i)‘wj:—-o mOdu)l.,.u)f‘, l” "=1;'-')P; a=p+1v","m' (3111)
Wie bereits gezeigt, ist das Gleichungssystem
s . o b il (3:112)

vollkommen integrierbar und bestimmt die Schichtung der Fli-
che V_ in « Flachen Vm_p (siehe § 2, Abschnitt 3)
m=f Vi, (3.113)
wobei Vm—p integrale Mannigfaltigkeiten sind, lidngs derer
wl=,..=0f=0.
Wir zeigen, daB V _ die Ebenen E _  sind. Der Einfachheit
halber verwenden wir ein orthogonales n-Bein. Wir untersuchen
die tangentialen Ableitungsformeln lidngs der Flidche Vm-

dr=w*1,,
de;f_s=w:’r:iéPm+ \
dP; = w! Pj, (3.114)
a=p+1,...,m; L7=1...,p s, t=1,...,q.

Hieraus folgt, daB léngs Vm-p der Schnitt Em_p der Hyperebe-
nen

1

Ppis=0, P. =0, it=1,...,p; s8=1,...,9, (3.115)

konstant bleibt. Da E Vv beriihrt, ist
m=p M=p

Vm—p = Em—»-p-
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Aus den Bedingungen (3.114) folgt auBerdem, daB die Tangenti-
alebene E  lédngs Em-p konstant bleibt.
qg.e.d.

Da der Begriff des Ranges aufgrund von Theorem 3 in projektiv-
invarianten Begriffen formuliert ist, kann man leicht erken-
nen, daB der Rang die projektive Invariante der Fliche ist,
d.h. die Flache Vm, die aus Vm durch eine projektive Transfor-
mation hervorgeht, hat denselben Rang.

16. Wir gehen nun zur geometrischen Charakterisierung der

Flachen Vmc Em eines gegebenen Typs t iliber. Wir beschrinken

+q
uns auf die Formulierung der Theoreme, fiir den Beweis verwei-

sen wir auf die entsprechenden Arbeiten.

Theorem 5. Die Flidchen Vmc E (Fldchen mit zwei Normalen)

m+2
eines gegebenen Typs t erfiillen die Alternative
1. Die Flache Vm ist Fldche des Ranges 2t oder 2t + 1 .
2. Die Flédche Vm liegt in einer Hyperfliche Vm+1 des Ran-
ges t.

Bei einer Fl&dche mit zwei Normalen wird somit der Typ in pro-
Jektiv-invarianten Begriffen ausgedriickt : "Zugehorigkeit",
"Rang",; hieraus geht insbesondere die projektive Invarianz
des Typs hervor. Zum Beweis siehe [13].

Im Allgemeinfall einer Fladche mit q Normalen (g>2) ist die

geometrische Interpretation etwas schwieriger.

Wir untersuchen der Einfachheit halber den Fall t = O. Wir
ziehen durch jeden Punkt M der Fladche eine tangentiale Gerade,
d.h. eine Gerade in Richtung eines Tangentialvektors I. Die
Fldche V, die durch diese Tangenten beschrieben wird, hat all-
gemein die Dimension m+l. Der Ortsvektor R dieser Flidche wird
folgendermaBen ausgedrickt:

R=r+sl,
wobei R den Ortsvektor der Ausgangsfliche Vm und s den Parame-
ter bezeichnet, der sich ldngs der Tangente veridndert.
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Wir nennen das Feld der Tangenten (oder, was dasselbe ist,
das Feld der Vektoren I) sich beriihrend, wenn lidngs der Tan-
gente r + sI (r,I sind fixiert) eine tangentiale Hyperebene

zur Fladche V die diesem Feld entspricht, unverdndert

m+1’
bleibt. Dann konnen wir folgende Charakterisierung der Fla-

chen Vmc Em des Typs t = O geben.

+q

Theorem 6. Die Flédche Vmc Em besitzt den Typ t = O, wenn

+q
ein beliebiges Tangentenfeld sich berihrend ist.

Da das sich beriihrende Feld ein projektiver Begriff ist,
folgt aus dieser Definition unmittelbar die projektive Inva-

rianz des Typs.

Angemerkt sei, daB bei einem dreidimensionalen Raum E3 fir

die Fladchen folgende Fidlle méglich sind

Die Fliache > kann vom Rang O (Ebene), Rang 1 (abwickelbare

Fldche), Rang 2 (belibige Fliache) sein.

Die "Fladchen" vy (Kurven) haben immer den Typ O und den Rang
O (Geraden) oder 1 (beliebige Kurven).

17. Die wesentlichen Invarianten der Flidche - Typ und
Rang - ©bestimmen die Art der Einbettung der Fléiche Vm in
den Euklidischen Raum Em+q‘ Bekanntlich heiBen zwei Fl&chen

V2 mit dem Ortsvektor r und Vo mit dem Ortsvektor r isomet-
risch, wenn man zwischen ihnen eine solche eindeutige Abbil-
dung aufstellen kann, daB wir in den entsprechenden Punkten
dr?=dr?
erhalten. Eine solche Abbildung nennen wir Isometrie oder
Verbiegung und bezeichnen sie mit dem Symbol
VocoV,.

Ganz analog wird auch die Verbiegung im mehrdimensionalen
Fall bestimmt. Die Verbiegung heiBt nicht-trivial, wenn die

isometrischen Fladchen nicht kongruent sind.

Im dreidimensionalen Fall 148t eine beliebige ausreichend

glatte Flidche immer eine nicht-triviale Verbiegung zu, zu-
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mindest im kleinen. Die Ausnahme stellen einige Flidchen mit
einem Flachpunkt hdherer Ordnung dar, wie von N. V. Efimov
untersucht (siehe [10]). Im Unterschied dazu ist im mehrdi-
mensionalen Fall eine Verbiegung nicht immer méglich, i.a.
fehlt sie. Richtig ist folgendes Theorem, das zum ersten Mal
von Beez [11] aufgestellt wurde.:

Theorem 7. Die Hyperfldchen Vmc Em+1 des Rangs r>2 sind nicht

verbiegbar, d.h. wenn Vm den Rang r>2 besitzt, dann ist eine
beliebige Fliache Vm ~ Vo (~ Isometrie-Zeichen) kongruent mit
Vm —
V=V, (= Kongruenz-Zeichen).

Die Eigenschaft der Nichtverbiegbarkeit ist so stark, daB sie
auch bei den Flidchen erhalten bleibt. Von Allendérfer [12]
stammt folgendes Theorem, das eine Verallgemeinerung des

Beezschen Theorems ist:

Die Flédchen Vmc Em+q des Typs t>2 sind nicht verbiegbar.

Wir beschrinken uns darauf, das Theorem fiir den Fall einer

Hyperflidche zu beweisen.
Vmc Em+1 sei eine dreifach differenzierbare Hyperflidche des

Ranges r>2, Wir statten Vm so mit der zweifach differenzier-

baren Schar orthogonaler n-Beine r,Il,...,I Im+1 aus, daB

m’
die Gleichungen

dr=w'l,, i=1, ..., m, (3.116)
dly=obly, o, B=1, ..., m--1, (3.117)
I+ 13 =244, & B=1, sis; M1, (3.118)

1
wf + 0f =0. (3.119)

erfillt werden.

Vm sei eine mit Vm isometrische Flidche. Wir statten sie mit

dem halborthogonalen n-Bein ;,fl,...,I I aus, das die

m’ "m+1

Forderung o s -
dr=ow'l,=0w'l,, i=1, ..., m, (3.120)

erfiillt, wobei r Ortsvektor der Fliche Vh und w' Formen der
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Flache Vm sind. Ein solches n-Bein gibt es und es ist eindeu-
tig bestimmt. Aufgrund der Isometrie Vm ~ Vm erhalten wir

dri=IIww =drt= 7;1']-;"(;" = Til_jm"mf.' (3.121)
Hieraus folgt

I.T,=Id=%, (3.122)

] 1

d.h. das n-Bein Il,...,Im+1 ist orthogonal und eindeutig.

Wir untersuchen die Integrierbarkeitsbedingungen der Gleichun-

gen
mi

=o', (3.123)
Wir setzen die bilinearen Kovarianten ein und erhalten
() = [wlo]] = (1)’ = [0/o] = [o/ai]. (3.124)
Hieraus folgt
[wiA]] =0, (3.125)
wobei o _
Aj=owj—wj=—AL, I, j=1, ..., m. (3.126)
Wir wenden das Eindeutigkeitstheorem ( Theorem 2 § 1) an und
leiten aus den Gleichungen (3.126) ab :

[P IN i i ]
dj=zjot,  zjh = a)H= — Th. (3.127)

Somit sind die Zerlegungskoeffizienten der GroBe xh antisym-
metrisch im unteren und oberen Index und symmetrisch in den

unteren Indizes.

Wir wenden diese Eigenschaft an und erhalten
x;’h= —zh = —x{ti=x;}i=x?j= —xfl,-= i (3.128)
Hieraus folgt
zh =0, . (3.129)

A}.—:O, Wy u)j- h. (3.130)

1) Bemerkt sei, daB dieses Ergebnis aus der allgemeinen
Behauptung in Abschnitt 7 § 3 hervorgeht. Wir haben es jedoch
noch einmal fiir den Fall des orthogonalen n-Beins bewiesen,

wo die Berechnung besonders einfach ist.
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Wir setzen die Integrierbarkeitsbedingungen der Gleichungen
(3.130) ein und erhalten

() = [wful) = (o)) = [wjui], (3.434)
woraus unmittelbar folgt
[0 oh 1] = [0 el 4] (3.132)

Verwenden wir die Antisymmetrie-Eigenschaft der Formen wg

erhalten wir —
[o" ol =[P ol (3433

Wir multiplizieren diese Gleichungen von auBen mit u"f' und

erhalten [(')TH—(;THU);"H]=(), by Pl e e e (3.134)
Die Formen o' ort! erfiillen die Alternative:

A) Wenn auch nur fir ein einziges ¢ [o!""'w/*'] 40 , d.h.
wenn die Formen o'*! mr! linear unabhidngig sind, dann be- -

i

zeichnen die Gleichungen (3.134), daB
o™ =0mod w**!, W =1, ..., m, (3.485

d.h. daB der Rang der Formen of''!, o7'*' gleich 2 ist, was unmog-

lich ist.
B) Fiir alle Indizes i und bei beliebiger Wahl des n-Beins
Il,...,Im erhalten wir
[wPHert) =0, =1, ..., m, (3.136)
und hieraus

—m+1 1 >
wy —.:.)\im'f& y L=1,

ey . (3.137)

Wir setzen (3.137) in Gleichung (3.133) ein und erhalten
(A —1) [0 ol ) = 0. (3.138)
Da der Rang der Formen "' groBer zwei ist, gilt im n-Bein
allgemeiner Lage
[0 oMt £ 0, (3.139)

Hieraus folgt
My=1, i, f,=1, ..., m. (3.140)
Aus der Gleichung (3.140) erhalten wir bei m > 3
A=+1. (3.141)
Andern wir die Richtung der Normalen an der Fléache Vm im Fall
A, = -1, erhalten wir

1
b =1 (3.142)
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Somit erhalten wir

m+1 —m-+q i -
0; =y = = Uit = — Wy,

ce, o m; @ 3=y sy b,

(3.143)

——— e ——

Die Flachen Vm’ Vm sind kongruent.

§ 4. Einbettung der Riemannschen Metrik in den Euklidischen

Raum

1. Wir betrachten die m-dimensionale Riemannsche Metrik
ds? = gwin/, 1, J=1, ..., m, (4.1)
wobei w' differenzierbare lineare Formen von dul,...,dum
sind
wi—;a;'.duf, i, Jj=1, ..., m, det,]aj.l + 0, (4.2)

1)

gij 6 sind zweimal stetig differenzierbare Funktionen von

1 m
den Parametern u ,...,Uu .

1) Die Forderungen nach zweimaliger Differenzierbarkeit
der Metrik und dreifacher Differenzierbarkeit der sie reali-
sierenden Flidche sind die minimalen Glattheitsbedingungen,
die in unserer Theorie lber die Formulierung der Theoreme
zur Realisierung der Metrik notwendig sind. Diese Forderungen
gewdhrleisten die Existenz eines Tensors der Riemann-Chris-
toffelschen Metrik. Bei vielen Behauptungen hingegen, wo die
Differenzierbarkeit des Riemann-Christoffelschen Tensors ge-
fordert wird, wird die Metrik als dreifach differenzierbar
angenommen. In einigen Fdllen, die von uns strikt ausbedungen
werden, fordern wir eine 4- oder 5-fache Differenzierbarkeit

oder sogar die Analytizitdt der Metrik.
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Definition 1. Wir sagen, daR die m-dimensionale Metrik ds? =

=ngwfuij=1,.”,nw die Einbettung in den m+g-dimensionalen
reellen Raum Em+q zuldiRt (oder im m+g-dimensionalen reellen
Euklidischen Raum realisiert wird), wenn es in Em+q eine
dreimal stetig differenzierbare Flédche Vm mit dem Ortsvektor
r = r(ul,...,um) gibt, die die gegebene Metrik besitzt

dr? = ds? = gjoiel. (4.3)

Die Fliache Vmc Em+q heiBt Realisierung der Metrik.

Wir leiten die Einbettungsbedingungen der m-dimensionalen

Metrik in Em+q her. Angenommen, die Metrik (4.1) habe die Re-

alisierung Vmc Em+q' Man kann leicht erkennen, daB es fir die
Fliche Vm bei gegebenen Formen wl,...,wm immer moéglich ist,
ein solches tangentiales n-Bein Il,...,Im zu konstruieren,

daB gilt

dr =oil;. (4.4)
Quadrieren wir (4.4), so erhalten wir
dr? =1 l0iel = gjuivl, (4.5).
Da die Gleichung (4.5) identisch ist bezilglich o' missen wir
ILli=g; t,7=1...,m. (4.6)

erhalten.

Somit kann man ein tangentiales n-Bein Il""’Im der Fléche

Vm konstruieren, das die Bedingungen
dr=uw'l,, (4.7a)
Il,=g, L, 7=1,...,m. (4.7b)
erfillt. Wir erginzen die Vektoren 11,...,Im so durch normale

Vektoren Im+1""’Im+q’ daB ein halborthogonales n-Bein Il"‘

gl 5l I gebildet wird, d.h. daB die Bedingungen

m’ m+1’°°°’ "m+q

Imes  Ii=0prgs, s=1....,q;,a=1,...,m+q. (4.8)
erfiillt werden. Die Ableitungsformeln der Fliche Vmc Em+
haben die Gestalt
dr=o'l,, i=1,...,m,
dl, = olly, a,B=1, ..., m+gq.

a

(4.9)

Die Strukturgleichungen ergeben (siehe § 3 Abschnitte 7, 8) &
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( ) [),0)] (4.10a)

[w? wm+3]-_—.0, (4.10Db)

Q= [optewmte], (4.10c)

1= (o+e) — [ofoy 2] = [op Hurty) (4.104)
(wnt?) = [o] o7+ + [“’:’:L;‘”r’;}if ’

(4.10e)

Die algebraischen Abhdngigkeiten IV zwischen den Formen oy
erhalten dann die Gestalt (siehe § 3 Abschnitt 5)

4.11a
dglj—u) gh/ +w glu’ ( )
u):n_rsz —gme'TS (4. llb)
ot = —omtt Lo k=1, ..,m; s t=1,...,q, (4.11c)

wobei gig; =ii.

Angemerkt sei, daB die inneren Formen o} der Fliche Ve

Em+q’ die die gegebene Metrik realisiert, mit den Zusammen-
hangsformen o! der Metrik {ibereinstimmen (siehe § 3 Ab-
schnitt 12). Dies folgt aus den Relationen (4.10a), (4.11a),
die von den inneren Formen erfiillt werden und die definiti-
onsgemdfB auch von den Zusammenhangsformen der Metrik er-

fliillt werden miissen.

Die bilinearen Formen Oij sind die Krimmungsformen der Met-
rik (siehe § 3 Abschnitt 12), so daB die Relationen

2y =h§‘Ri1, wi [0R0!], (4.12)
gelten, wobei Rij k1 der Krimmungstensor der Riemann-Chris-
J
toffelschen Metrik ist.

Somit kann man folgende Einbettungsbedingung der Metrik in

den Raum E formulieren :
m+q

Theorem 1. Notwendige und hinreichende Bedingung dafilir, daf
die gegebenen m-dimensionale Metrik dﬂ g jwio die Einbet-

tung in E zuldBt, ist die Existenz von Formen o't o}
m+q ! ' mts

O , die die Bedingungen (4.10b) -~ (4.10e), (4.11b),
(4.11c) erfiillen.

Beweis. Die Notwendigkeit ist offensichtlich. Wir beweisen,

daB sie hinreichend sind. Wir ergidnzen das System der For-



- TG =

5 P i ‘ . i [v}
men o', ol (i, j=1, ..., m) durch die Formen om+*=0, o'*%, o, 077,

die die Bedingungen (4.10b) - (4.10e), (4.11b), (4.11lc) er-

fiillen. Aufgrund dieser Bedingungen erfiillt das System der

Formen w*, wg (a,8=1,...,m+9) die Relationen
a)/ By

(0*) =[w (us], } (4.13)

(wé)' = [wgm;]_ .

Hieraus folgt die vollstidndige Integrierbarkeit der Gleichun-

gen _
dr =o'l ]
dl, = obly, f (4.14)
Tols = fups i=1,...,m; a B=1,...,m+4q,
wobei g5 (i,j =1,...,m) die Komponenten des metrischen Ten-
sSors gi1n+s=a;m+s (a==1, ..., m4gq; s=1,...,q) sind.

Integral-Mannigfaltigkeiten der Gleichungen sind Fl&achen Vm

c Em welche die gegebene Metrik induzieren.

+q’
qg.e.d.

2. Wir fihren nun den Begriff der Metrik-Klasse ein.

Definition 2. Metrik-Klasse heiBt diejenige Zahl q, so daf

die Metrik d82 in Em realisiert wird, aber nicht reali-

+q

siert wird in einem Raum geringerer Dimension Em+

< L]
p (P<a)
Somit kénnen wir das Theorem 1 folgendermaBen formulieren

(notwendiges und hinreichendes Kriterium der Klasse)

Damit die Metrik ds®’=g'e’ die Klasse <q hat, ist notwendig
und hinreichend, daB das System der Formen o), o, erginzt wer-
den kann durch das System der Formen

omti=0 s=1,...,4q,
w§"+8, m;n+8 = -—-g”m}"*‘s, (4:15)
m+s _— __ m+4t
Ot = t‘umis’

welche die Relationen (4.10b) - (4.10e) erfillen.

Wir fiihren schlieBlich den fir den weiteren Fortgang wichti-

gen Begriff des Metrik-Ranges ein.
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Definition 3. Rang der Metrik ds*=gvie/ (i, j=1, ...,m) heiBt

der Rang des Systems der alternierenden bilinearen Formen
(Krummungsformen der Metrik)
» Q‘LJ =k§‘RU, Rl [mkml], i, ]', k, l= 1, e ey m. (4.16)

Man kann leicht erkennen, daB der Rang der Metrik gleich dem

Rang der Matrix R, ist, wobei die Kombination (i, j,k)

ij,ka
der Matrixzeile entsprlcht, « ist Spaltennummer, i,j,k,a =

1,...,m. Klar ist, daB der Rang invariant bestimmt wird hin-
sichtlich linearen nichtentarteten Transformationen der For-

men wl der Metrik.

3. Wir betrachten die Metrik ds*=g;wiei (i,j=1,...,m). Da die
Metrik ihrem Sinn nach invariant sein muB beziglich Transfor-
mationen der Basisformen wi, werden bei Transformationen der
Formen wi nach dem Gesetz

w' = alwl, i, J=1,...,m, (4.17)
die Komponenten g.j des metrischen Tensors nach dem Gesetz
.._A Ajgni, Alab =32}, 1,7,k 1=1,...,m (4.18)

. . . i . .
transformiert. Die Variablen w~ kann man als Koordinaten ei-

nes Vektors im Euklidischen Hilfsraum E i’ betrachtén der

mit dem gegebenen Punkt ul,..., des Rlemannschen Raumes

1)

1,...,Im fixiert, das die Forderung
I - Ii=gy;, i, j=1,...,m. (4.19)

assoziiert wird.
I

Dabei wird in En das Koordinaten-n-Bein

erfiillt. Dann kénnen wir annehmen, daB umgekehrt die Trans-
formation der Variablen wl eine Transformation des n-Beins
Il”"’Im in Sm induziert. Dafiir ist notwendig, daB die
Transformation 3 '

1, =AlI, I, fe=1, cosy (4.20)
des n-Beins {I,} eine Transformation

o'=ajw, aidl =38, i, [ k=1 ...,m (4.21)

der Formen wl induziert. Beli einer derartigen Entsprechung

1) siehe Definition des tangentialen Euklidischen Raumes

in [19], s. 77-78, [22], s.86 .



w B

bleibt das Element d52 invariant, da gij als kovarianter Ten-

sor transformiert wird. Wenn wir ein solches n-Bein Il""’Im

mit gij:‘ai;y i: /'21, e, m, (/‘_22)
wdhlen, dann erhdlt d52 die Gestalt

ds?=(wl)? ... 4 (0™)2. (4.23)
Ein solches n-Bein nennen wir orthogonal.

Die Relationen
dgi;=wignjt+olgy, i, k=1, ..., m (4.24)

haben im orthogonalen n-Bein die Gestalt

oi +ot=0, I, k=1,...,m. (4.25)
Klar ist, daB die orthogonale Transformation

I,=AlI;, | 4j] orthogonale Matrix (4.26)
des orthogonalen n-Beins wieder zu einem orthogonalen n-Bein
wie vorher fihrt _ _

ds?= (o!)24 ... 4 (™),

Im orthogonalen n-Bein verlieren die Unterschiede zwischen
den oberen und unteren Indizes ihre Bedeutung, da wir z.B.
erhalten :

k__ ol
Qh— g

D ok __«»
2= Bik=i = Oyej = =, (4.27)

il
wobei

e iy kyl] Of - S pi

QU thU, u [whwl], Q; ‘"h;ilfiill[wkwl]' (4.28)

Wir fiihren den Begriff des n-Beins allgemeiner Lage ein.

Es sei ein gewisses Relationensystem
fa(ol, .., 0 =0, a=1,...,N,,
ga((l)l’...,(l)) O, 3:1,...,1\72,

m

gegeben, wobei f g3 gewisse Funktionen der Formen wl,...,w

a?
sind. Wenn dieses Relationensystem im n-Bein Il,...,Im er-

fullt wird, und dabei stabil ist beziglich aller ausreichend
geringen Transformationen des n-Beins Il"“’Im’ dann heift

das n-Bein Il""’Im n-Bein allgemeiner Lage.

4. Wir untersuchen eine Metrik ds*=g 0ivi vom Rang r<m.

Richtig ist folgendes
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Theorem 2. Durch nichtentartete Transformation des n-Beins
der Metrik mit dem Rang r<m kann man erreichen, daB die For-

men nij die Gestalt

Qu=0,1=1,..,m a=r41,...,m, }

Q"::SRI')‘,R‘ [U)hU)i], i, /., k, l=1, ey I (4'29)
k<

1)

annehmen.
. -1 —r
Beweis. W ;e6.,W

sei Basis der Form Qij' Wir schlieBen die
r

- —1r+1 —m

-1 . ; P |
Formen w ,...,w" in die neue Basis W ,...,w ,Ww seee,w als

erste r Formen ein. In der neuen Basis erhalten wir

:,=s§h’u,sz [wot], & 7=1,...,m s t=1,...,r, (4.30)
d.h.
Rij pa =10, L k=1,...,m;a=r4+1, ..., m. (4.31)
Aufgrund der Symmetrie des Tensors Rij,kl beziigli¢h der Paare
i,j,k,1 erhalten wir
R, 5= 0, (4.32)
woraus folgt
Qo= —L,p=0, Ak=1,...,m;a=r+1,...,m. (4.33)

q.e.d.

Wenn die Gleichungen (4.29) erfiillt werden, dann nennen wir
eine solche Gestalt der Metrik des Rangs r kanonisch und das
entsprechende n-Bein Il""’Im kanonisches n-Bein.,

Man kann unschwer aufzeigen, daB es ein orthogonales kanoni-
sches n-Bein gibt, filir das folglich die Gleichungen

Qi —02=0,,=0 i=1,...,ma=r+1,...,m (4.34)
gelten. Bemerkt sei, daB im kanonischen n-Bein die Ebene
B {Ir+1,...,1m} eindeutig bestimmt ist; die Vektoren
Il""’Ir sind beliebig.

Die Ebene Em-r und die Formen wl,...,wr werden durch Operatio-

nen der linearen Algebra bestimmt.

5. Wir leiten jetzt die geometrische Struktur der Metrik
des Ranges r her. Richtig ist folgende Behauptung

Theorem 3. Metriken des Rangs r lassen eine Blatterung in oot
Euklidische Metriken zu.
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Wir beweisen vorab folgendes Lemma

Lemma. Wenn Ql,...,Qr Basis der Formen (.

ij ist, dann ist das

Gleichungssystenm
Q= .. =92"=0 (4.35)
vollstidndig integrierbar.

Beweis. Il”"’Im sei ein orthogonales kanonisches n-Bein.
Dann ist nach Definition
Qi -0, i=1,...,m a=r+1,...,m. (4.36)
Wir beweisen, daB in dem von uns gewdhlten n-Bein die Glei-
chungen i " ; ..
w, =Tg0f, Top=0, i, j=1,...,ria=r+1,..., m. (4.37)
erflillt werden. Wir differenzieren die Strukturgleichungen
der Metrik ; - P ..
(0} =[wlol] + Q5 i, k=1,...,m. (4.38)
Wir verwenden die Eigenschaften 2), 3) des duBeren Differen-
tials (siehe § 2 Abschnitt 2) und erhalten
0 =[Doto}) — [0 Dui] + DQ. (4.39)
Wir setzen in (4.39) anstelle Do! den Ausdruck aus (4.38) ein
und erhalten nach Reduktion der geeigneten Glieder

DR =[ohQ}]— [0k, i,/ k=1,...,m. (4.40)
Hieraus erhalten wir bei i = 1,...,r; « = r+1,...,m
0=[w)Q], i, j=1,...,rm a=r+1,...,m (4.41)
Wir projizieren die Gleichungen (4.41) auf die Klammer [wPw'wi],
B=r+1,...,m; i, j=1,...,7, und erhalten
wi=0modo!, ...,0", i=1,...,rma=r+1,...,m (4.42)
oder :
wp=T4w, 4, j=1,..,ra=r4+1,...,m, (4.43)
q.e.d.
Wir betrachten nunmehr das Gleichungssystem
Wl=... —w =0, (4.44)

Wir setzen die bilinearen Kovarianten ein, verwenden die

Strukturgleichungen und erhalten

(o) =[wl] +[o*wl], &, j=1,...,re=r+1, ..., m (4.45)
Aufgrund der Gleichung (4.43) erhalten wir hieraus
(0}) =0mod 0!, ..., o, \ (4.46)

qg.e.d.
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Aufgrund des bewiesenen Lemmas ist die Metrik d52 in «' Met-

riken der Dimension m-r gebldttert , lidngs deren Qij = 0 ist.
Wir bezeichnen die urspriingliche m-dimensionale metrisierte
Mannigfaltigkeit mit Um und erhalten : Um =o'y , wWobei

m-r
ldngs U 0 = 0 ist.

m-x ij

Wir leiten die Struktur der Mannigfaltigkeit Up-p her. Lings

Um-r erhalten wir
ol =, :—-wr=0, (447)
ds® = gagu*ob, a,f=r-+1, ..., m, (4.48)
wobei @a Projektionen der Formen wa auf die Mannigfaltigkeit
U,y Sind (siehe § 2 Definition 12 ), Die Zusammenhangsformen
W (¢, B=r+1, ..., m) der Metrik ds? werden durch die Gleichun=-
gen Da*<=Duo*=[absl], o 8=r+1,....m,
ZIE',,; =:)Ig~rg -+ ‘-"’gé’ru: a, p, 1=r+ 1, vowy M (4.49)

bestimmt. Infolge der Gleichungen (4.42), die man jetzt in
der Gestalt

of = —wt =0, =1, ..., a=r41,...,m,
anschreiben kann, nehmen die Relationen
dgij=w‘:ghi+w;ghh Lj=r+1,...,m k=1,...,m

auf der Mannigfaltigkeit Um—r die Gestalt

d—jgi}'=;?ghj+t:}lghi’ ir]‘xk:-'r"}"i,...,m,
an, woraus folgt

~

u,;-=(_n-}, L, j=r4+1, ..., m. (4.50)

Somit sind die linearen Formen G}U,i=rﬂ-L...,m) die Zusam-
menhangsformen der Metrik ds“ und die Projektionen der Formen
wj(i,j=r+1,...,m) auf die Mannigfaltigkeit U___.

r
8i(t,j=r+1,...,m) seien die Krimmungsformen der Metrik dsz.
DefinitionsgemdB miissen sie die Relationen

8} = Duj — [0 )] = Do} — [w}u}]. (4.51)
erfillen. Gleichzeitig (siehe Theorem 4 § 2) ist
Q)= 0= Duj— [wfol] = Doj — [wjwi] =
=Doj—[ofey], i, L, k=r4+1, ..., ma=1,...,r. (4.52)
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Hieraus folgt

8=0i=0, i, j=r+1,...,m (4.53)
Somit sind die Krimmungsformen der Metrik d§2 identisch
gleich Null. Hieraus ergibt sich, daB die Mannigfaltigkeit

Um—r eine Euklidische Metrik trédgt (siehe § 3 Abschnitt 12).

qg.e.d.

Aus dem bewiesenen Theorem geht auch hervor, daB das kanoni-
sche n-Bein durch Transformation der Vektoren des n-Beins
holonom gemacht werden kann. Denn

BUY v WY =gt
seien Integrale der Gleichungen (4.44). Wir fithren auf den
Integral-Mannigfaltigkeiten Um—r der Gleichungen (4.44) das

Koordinatensystem {ur+1,...,um}

samten metrischen Mannigfaltigkeit Um das Koordinatensystem

ein und erhalten auf der ge-

Ul,...,um. Es ist klar, daB das n-Bein, welches der Basis

dul,...,dur,dur+1,...,dum entspricht, kanonisch und holonom

ist.

6. Die m-dimensionale Metrik mﬁngWw’ der Klasse 1 kann
definitionsgemdB als m-dimensionale Hyperfldche im m+1-di=

mensionalen reellen Euklidischen Raum Em+1 realisiert werden.

Nach Theorem 1 hat die Metrik &F=gUMW' dann und nur dann
die Klasse < 1, wenn das System der Formen der Metrik o, o
(i, = 1,...,m) durch das System der Formen o**! so erginzt
werden kann, daB die Strukturgleichungen erfiillt werden

[wiw;n.i. 1] - O’

s%j=£§RﬁmdeM]=[wT“mT+ﬂ (Gaussche Bedingungen)

(4.54)
Ai=(“’rin+1)' —[w{w?“]———'o Lk, l=1,...,m.
(Bedingungen von Peterson-Codazzi)
Dann ist ndmlich das Gleichungssystem
dr=u)ili,
dl, = w1y, (1)

1a13=§’up, gmﬂazanw 1,2
v=1,...,m; a,B=1, ..., m+1
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vollstédndig integrierbar und bestimmt die Flidche Vm, fliir wel-
che die Relationen (I) Ableitungsformeln sind, und das n-Bein
{Il,...,Im+1} ist halborthogonales n-Bein der Fliche.

Somit ist bei der Konstruktion des Systems der Formen w®, wg
(a,Bp = 1,...,m+l) der Realisierung immer eine Ubereinstimmung
der Formen wh o (i,/= 1,...,m) der Realisierung mit den ent-

sprechenden Formen der Metrik vorauszusetzen.
Gliltig ist folgendes Theorem (siehe [6])

Theorem 4. Wenn die Metrik der Klasse 1 den Rang r > 2 be~
sitzt, dann stimmen der Rang der Metrik und ihrer Realisierung

liberein.

Beweis. om*!'=¢;, seien gemischte Formen der Fliche Vm c Em+1’
die die gegebene Metrik d82 realisiert. Dann miissen die
Gausschen Relationen erfiillt werden:

Qi)’= H‘s%]-

Nach der Annahme ,r > 2, erhalten wir auch im n-Bein allgemei-

ner Lage S

9113[%4’;‘]:/‘0, LE L=, 00, m. (4.55)
Hieraus folgt, daB der Raum der bilinearen Formen Qij zweidi-
mensional ist und mit der Hille der Formen wi, wj Uberein-

stimmt. Entsprechend stimmen folglich der Raum des Systems
nij (i,j = 1,...,m) und die Hiille der Formen i; G =1,...,m)
iberein (siehe § 1, Abschnitt 9).

qg.e.d.

AuBerdem haben wir die Ubereinstimmung der Basis des Systems
der Formen Qij mit der Basis der Formen wi der Realisierung
bewiesen.

Wenn die Metrik der Klasse 1 den Rang r > 3 besitzt, ist de-
ren Realisierung nach Theorem 7 § 3 eineindeutig, d.h. zwei
beliebige Realisierungen Vm, Vﬁ sind kongruent. Die Formen

U; insbesondere werden genau bis auf das Vorzeichen bestimmt.

Wenn r > 4 ist, dann sind die Formen wi nicht nur aus den
Gausschen Gleichungen (die bei einer Metrik der Klasse 1 ver-
trdglich sind) eineindeutig bestimmt, sondern erfiillen auch



- 86 -

die Bedingungen von Peterson-Codazzi. Richtig ist ndmlich
(siehe [6]) das

Theorem 5. Bei Metriken der Klasse 1 und dem Rang r > 4 sind
die Bedingungen von Peterson-Codazzi Folgerungen der Gauss-

schen Bedingungen.

Beweis. Der Einfachheit halber fiihren wir den Beweis fir ein
orthogonales n-Bein der Metrik durch. Die Gausschen Gleichun-
gen haben die Gestalt:

Q= Do, —[wto, ]1=[4:4;]), Li=1, ..., m. (4.56)

Wir verwenden die Eigenschaften 2), 3) des duBeren Differen-
tials (siehe § 2 Abschnitt 2), differenzieren die &duBeren
Gleichungen (4.56) und erhalten

DQ;; = DDu;; — [ Duolwy;] + [0} Dey,;] =

= — [wloto,;] = [$;40h] + [wlojor] + (0] = (4.57)
=[D‘P1‘P;]—{“P1Dd{;]y i1 ]-y k;l=11 ey, M.
Hieraus folgt L
[Alq)]]_[l)dh]zox L)]='1r oo, m, (458)
wobei A, =Dy, —[oky,], i, k=1,...,m (4.59)

AuBerlich multipliziert mit y; erhalten wir aus (4.58)
[4:9;4;] =0. (4.60)
Im orthogonalen n-Bein allgemeiner Lage erhalten wir
(99,90l =0, i#j+k=+1 (4.61)
Nehmen wir in Gleichung (4.60) fir i nacheinander gleich 1,
..., an, so stellen wir fest, daB die 3-Form 0 =[9;4,]
gleich Null ist. Sie erfillt namlich die Gleichungen
[00.]=0, a=1,...,m. (4.62)
Nach Theorem 6 § 1 folgt aus (4.62), daB die Form © darge-
stellt wird als ,
0 =[6,4] =[029e] ="...= [0,4m]s (4.63)
wobei 91,...,9m bilineare Formen sind. Wir wenden noch ein-
mal Theorem 6 § 1 an und stellen fest, daB 6, dargestellt

wird als

1) Aufgrund der Orthogonalitdt des n-Beins kann man

schreiben : ol =wjj=—wj.
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0, = [249,] + [¢'y;] (nach i,j wird nicht summiert) (4.64)
wobei Q#, ¢if. lineare Formen sind. Folglich wird 6 dargestellt
als

0= [l 9;] (nach i,j wird nicht summiert) (4.65)
Aus den Gleichungen (4.62) ermitteln wir

[‘PU‘Pi‘Piq’h] == [‘P”‘Pi‘}’jq’l] =0;

und wegen der Annahme

P ;’e O'
folgt (¢ $iPrde] #
¢/ =0 mod $ir ),
0=0.
q.e.d.
Somit werden die Gleichungen
[Aikpi] = O’ I. = 1v s, M. (/1'66)

erfiillt.

Da diese Gleichungen in einem beliebigen n-Bein gelten, erhal-
ten wir aufgrund des kovarianten Transformationsgesetzes

A wi nach dem Index i

i’

[A.4,]+[4,3]1=0. (4.67)
Wir vergleichen mit Gleichung (4.58) und erhalten
[A4,]=0. (4.68)
Wir wenden analoge Uberlegungen an und erhalten schlieRlich
A, = Dy, — [wit;] =0. (4.60)
q.e.d.

Bemerkt sei, daB bei den durchgefiihrten Berechnungen keine
Symmetrie der Matrix Aij der Entwicklung der Formen Uy nach

der Basis wl,...,wm erforderlich war. Es zeigt sich, daB die
Symmetrie von Aij automatisch aus den Gausschen Bedingungen
im Falle einer Metrik des Ranges r > 3 folgt.

Glultig ist das

Theorem 6. Wenn der Rang der Metrik gleich r > 3 und das
Gaussche Gleichungssystem losbar ist, dann lassen sich die
Losungen wi der Gausschen Gleichungen

Q=00 Li=1 00 m,

zerlegen nach den Formen wl,...,wm mit Hilfe der symmetrischen
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Matrix

— J h= A
q)i = by, 0,k A

Beweis. Nach der bekannten Eigenschaft des Kriimmungstensors
(siehe § 3 Formel (3.47%*) erhalten wir
(Qw]=[pA]=0, i=1,...,m, (4.70)

wobei

A=[gw], J=1,...,m. (4.71)
Wenden wir Theorem 2 § 1 (das Eindeutigkeitstheorem) analog
an, wie bereits friher, so erhalten wir hieraus

A=[po]=0, i=1,...,m, (4.72)
und nach dem Eindeutigkeitstheorem

Bkl hg=hin et (4.7)

q::_e.d-

Somit ist die folgende Behauptung richtig

Theorem 7. 1) Damit die Metrik des Rangs > 4 die Klasse 1 be-
sitzt, ist notwendig und hinreichend, daB das Gaussche Glei-
chungssytem

=y Lj=1, ..., m, (4.74)
losbar ist.

2) Damit die Metrik des Rangs > 3 die Klasse 1 be-
sitzt, ist notwendig und hinreichend,daB das Gleichungssystem
(4.74) 1osbar ist und die Losungen wi die Relationen von
Peterson-Codazzi

Dy, =[w};], b 7=1,...,m

erfillen.

Beweis. Wir ergidnzen das System der Formen o, w! (i, /=1, ..., m)
durch die Formen

W™ =0, opti=y, ‘”:n.;.x =—giy;, i, j=1,...,m, (4.75)
und sehen, daB die Strukturgleichungen erfillt werden :

(02) = [whwz],

(0p) = [0fw], a/B=1, ..., m+1. (4.76)

Nach Theorem 1 besitzt die Metrik dierKlasse 1. Wie bewiesen
kann bei der Metrik des Rangs 4 die Aufgabe der Ermittlung
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der notwendigen und hinreichenden Bedingungen der Klasse 1
auf eine rein algebraische Aufgabe der Ermittlung der Vertrig-
lichkeitsbedingungen der Gausschen Gleichungen reduziert wer-

den.

7. Bevor wir an die allgemeine Aufgabe herangehen, die Kri-
terien der Klasse 1 fiir die Riemannschen Metriken ausfindig

zu machen, wollen wir auf einige Einzelprobleme eingehen.
Wir beweisen zu allererst folgendes Theorem

Theorem 8. Metriken mit einer stetig positiven Krimmung be-

sitzen die Klasse 1.

Beweis. Bekanntliech wird der Krimmungstensor von Metriken mit
konstanter Krimmung K folgendermaBen dargestellt (siehe [19],
S. 152-154)

RmM=KK&Wﬂ—&£n% Lk L=1, ..., m. (4.77)

Wir bezeichnen

V Kg;=h;=\ Lj=1,...,m, (4.78)

ji
und sehen, daB die Gausschen Gleichungen losbar sind und daB

der Tensor Ai seine LOsung ist. Wir beweisen, daB die Formen

J
by = Kij wd die Gleichungen von Peterson-Codazzi erfiillen.
Wir verifizieren dies der Einfachheit halber am orthogonalen
n-Bein.
Dann ist
Iin =8y = 3;,-,

= ]/I?g“-uﬂ' = V Ko,

Dy, =V EDoi=V K [wiwj] = [$;0]] = [wl4,].

(4.79)
(4.80)

Die Gleichungen von Peterson-Codazzi werden erfiillt, und da-

mit ist das Theorem bewiesen.

Man kann zeigen, daB Metriken mit positiv stetiger Kriimmung
bei m > 3 als Hyperfladchen des Euklidischen Raumes realisiert
werden. Aufgrund von Theorem 7 § 3 ist dabei die Realisie-

rung eineindeutig.
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Wir betrachten zweidimensionale Metriken ds*=g;duidu/ (i, j=1, 2).
Damit die Metrik die Klasse 1 hat, d.h. die Einbettung in E

3
zuldBt, ist notwendig und hinreichend, daB das Gleichungssy-
stem (siehe § 3 Abschnitt 10)

Ryz,12 =R=Mk ks —\},, l
dAiy | Ohig = T ) =12 (4.81)
—am T =Likie—1ihy, 4, 7=1,24, J .

eine Losung Ali’ x12’ A22 hat.

Bianchi [22] bewieB, daB bei einer hyperbolischen ( R < O )
vierfach differenzierbaren Metrik das Gleichungssystem (4.81)
l6sbar und eine Einbettung méglich ist (im kleinen, d.h. fir
einen ausreichend geringen Bereich der metrischen Mannigfal-
tigkeit). A. V. Pogorelov [23] gelang der Nachweis, daB bei
einer elliptischen ( R > O ) finffach differenzierbaren Met-
rok die Einbettung (im kleinen) ebenfalls méglich ist.

Wir méchten schlieBlich bemerken, daB man filir die Riemann-
schen Metriken Um die Frage nach der Einbettung in der Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit Sm+p mit stetiger Krimmung stellen
kann. Insbesondere fiir die zweidimensionale analytische Met-
rik ¢&’=g”wa ist eine derartige Einbettung in die Mannig-
faltigkeit 83 mit stetiger positiver Krimmung immer moéglich.
Die Einbettungsbedingung 14Bt sich reduzieren auf das Glei-
chungssystem

Riz,12=K34 2\ — X3, (K > O Krimmung des Raumes)l (

6)\“ 8“2

4.42)
Touwd Vo < Pgl)\iz'—l‘{z)\u, i, ]=1,2.

8. Wir gehen nun zur allgemeinen Klassifikation der Metri-
ken der Klasse 1 iiber. Nach Theorem 7 § 3 sind fir Metriken
des Ranges > 3 die Ldsungen wi der Gausschen Gleichung, wenn
es sie gibt, eineindeutig bestimmt. AuBerdem kann man in die-
sem Fall einen expliziten Ausdruck fiir wi ermitteln. Und da-
durch lassen sich wiederum die notwendigen und hinreichenden

Losbarkeitsbedingungen der Gausschen Gleichungen ermitteln.

Bei einer Metrik des Rangs r > 4 besteht nach Theorem 7 die
notwendige und hinreichende Bedingung der Klasse 1 in der Los-
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barkeit der Gausschen Gleichungen

Q= (4] (4.83)
Bei einer Metrik des Rangs r > 3 ist notwendig und hinrei-
chend, daB die aus den Gausschen Bedingungen ermittelten For-
men wi zusdtzlich die Bedingungen von Peterson-Codazzi erfil-

len.

Der Algorithmus zum Auffinden von wi wurde erstmals von Weise
[5] ermittelt.

Wir formulieren vorab folgendes Lemma
Lemma. Es seien drei linear unabhingige Formen ¢, =).t°, i=1,2,3;
« =1,...,m gegeben, fir die die paarweise schiefen Produkte

bekannt sind :
(b ,1=2,5,  &,7=1,2,3.

Dann wird das Produkt [¢1¢2¢3] folgendermaBen durch die Ab-

(4.84)

leitungen [wiwj] = Q5 ausgedriickt
(4142921 =18, (4.85)

Las (%2s &) Ras (B, 1) Lo (8, &) j

wobei

A=J Q41 (82 &) L1 85y £1) 25 (61, &) (4.86)

[ Qi (b2 &) 212 (5, &) (6, &)

Wir fixieren nidmlich beliebige Werte &, &, % der Variablen &.
Dann ist [¥;(8;) V5(E5) ¢3(§3)] definitionsgemdR gleich der

Determinante 3.0rdnung

' $1(81) 91 (%)
2 (51) '2(52)
£2)

A.87
I ¥ (51) a ( )

Nach dem bekannten Theorem der linearen Algebra ist das Qua-
drat der Determinante 3.0rdnung gleich der Determinante aus

den Minoren 2.0rdnung

ay Gy ayy P Ay A Ay
Ay Ay Az | = Aoy Ay iy | (4.88)
Ay @3z Gg; | Qg Ay Ayg
wobei | a ax
A= 20F 4.8
i ' B s (4.3%9)
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Wir wenden dieses Theorem auf die Determinante [wlwsz] an

und verwenden, daB

| P (3) Y, (m) oo
EACENC ;[ =0 @y =2, il
und erhalten
'1‘)[(51) (ll"l (E-’) ‘\"‘1(23) P Q_.l<5.’7 t) Qo (E E Q, E ¢
U tatalt=| 58 850 4R | = | S ) ennn ) o o) (4.91)
93 (51) wa (%) vs (%a) | Q10lEs, &) Qaa, by D1 (6, Ea)

Wir gehen nun zur Bestimmung der linearen Formen wi aus den
Gausschen Relationen iber und zwar fir den Fall, wo der Rang
der Metrik > 3.

Multiplizieren wir beide Teile der Gleichung (4.83) &duBerlich

mit Uy erhalten wir

[Qij 'IJJ] 0
(L 9i1=0, i+ k. (4.92)
Gleichzeitig folgt aus dem Lemma, daB
Qv =1 hp = b 9] = ]‘/Sv’)’h’ (4.93)
wobei 0.
=ji (day da) Qﬂz (dy, dy) ¢ }I((dlr dy)
D= B ey, do, de) = | @ (o do) (e, d) i (dyy ) |, (4.94)

,,(‘/z, dg) ¢ ._.((11, d,) ¢ .»(//1, dy)

Bemerkt sei, daB wir aufgrund der Bedingung r > 3 im n-Bein
allgemeiner Lage

(b9, 9] #0, 4, + 0. (4.99)
erhalten. Das System der Gleichungen (4.92) - (4.93) ist ein
System linearer Gleichungen beziiglich mi(dl), wi(dz), wi(dB)
mit der Determinante Aijk(dl’dZ’dS)‘ Ausfihrlich geschrieben
hat sie ndmlich die Gestalt

Q) (dy dy) 4, (dy)+ ;h(dardx) i (da) + 2 (dy, o) b =V 84 \
2 (da, d3) 9 (d) -+ “‘m (ds, dy) ’H; (da) -+ € ru (dy, dy) 9, ( )-* 0, (4.96)
QL) (([‘_'v d3) "':)l (dl) l_ - :/ ((137 d ) . ( ) (dl! d2) L( ) O 1 B

Die Determinante des Systems ist gleich Aijk' Hieraus erhal-

ten wir :/ S‘kl ({131 dl) pi (dy, ds) Qki (dy, dy) L (dy, dJ)
b (dy) = Uk | Qi (dy, dy) Qi5(d,, d) 1945 (ds, dy) 255 (dy, dy)
Aijh V‘-‘i)’h ((llr ‘12. ‘/3)

(4.97)
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oder nach Bezeichnung mit d1 = d, d2 = 0y, d3 = 8,
’ Qij (d: 31) Qij (d, %a)
b, (d)= Qi (d, by) Qj,, (&(1, B)| (4.98)
'/Aijh (d, Oy, 02)

Und somit hat die notwendige und hinreichende Loésbarkeitsbe-
dingung der Gausschen Gleichungen (4.83) die Gestalt
Qi (d, 3;) ij(d, 8y) | Qii(d, 83) Q4 (d, by)

Qih (d, 5,) Qih (d, 52) - |2 (d, &y) Qim (d, 54) (4 ()(,)
VAijh(d; 8y, 0g) VAilm (d, 03, 0y) l

identisch beziiglich d, 61, 62, 63, 64, i, j, k, 1, m. Die
L6sung ist genau bis aufs Vorzeichen eindeutig.

Die Bedingungen (4.99) sind die notwendigen und hinreichen-
den Bedingungen der Klasse 1 fiir Metriken des Rangs r > 4.

Bei den Metriken des Rangs r = 3 muB man den Bedingungen
(4.95) noch die Bedingungen von Peterson-Codazzi hinzufiigen
. Dq)i.=[“’{q))‘]v L J=1, seey I, (”1.1()())

wobei

t 1 . .
u)j=P;hU)h, L, 7, k=1, ..., m; (/IY'H)

» (nichtholonome) Zusammenhangskoeffizienten der gegebenen

Metrik sind.

Die Bedingungen (4.99) - (4.100) liefern die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen der Klasse 1 fiir Metriken des Rangs

r = 3.

Die Bedingungen fir die reelle Realisierung der gegebenen
Metrik haben die Gestalt
Aijn(dy doy do) >0, 4, j, k=1, ...,m; @] ik (4.102)

9. Wir gehen jetzt zur Untersuchung der Metriken des Rangs
r > 2 Uber. Der Fall, wo der Rang r = O ist, fihrt zur Metrik
der Klasse O. Denn in diesem Fall ist:
Q,=0, 1, j=1, ..., m, (4.103)
d.h. der Riemann-Christoffelsche Tensor ist gleich Null. Be-
kanntlich (siehe § 3 Abschnitt 12) ist dies die notwendige
und hinreichende Bedingung der Null-Klasse, d.h. die Metrik

ist euklidisch.
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Der Fall, wo r = 1, ist aufgrund der Geradzahligkeit des Rangs
einer bilinearen Form nicht méglich (siehe § 1 Abschnitt 10).

Somit bleibt noch die Untersuchung der Metrik des Rangs 2 iib-
rig.

Nach Theorem 2 kann man die Metrik des Rangs r durch Transfor-

mation des n-Beins Il""’Im auf eine Gestalt zuriickfiihren

0. ¢ ]
Q,,=0, t=1, ..., m; a=r 1, ..., mn,

%ﬁ1§RMM[MdL L 7, k, =1,

Dabei kann man annehmen, daB das kanonische n-Bein holonom

1)

4100
e, T '

ist, d.h. daB die Gleichungen

w*=du*, a=1, ..., m.

erfiillt werden. Somit haben die Formen Qij der Metrik des Ran-
ges 2 im holonomen kanonischen n-Bein folgende Gestalt:

Q= Ry, 12 [dut du?],

Qiu=0, L‘-'—"i, veey NG a=3’ I (41()5)
Nach Th 4 sti i is wl = gut. w2 = gu2
c eorem stimmt die Basis w™ = du”, w“ = du” des Systems
der Formen nij mit der Basis der Realisierung ¢,=o™*! iiberein.
Und hieraus folgt, daB die Formen der realisierenden Fliche
Vm = Em+1 die Bedingung
$a=0, a=3, ..., m, (4.106)
a=)‘ij du/, )‘ij=)‘)‘i1 i, =1, 22). (4.107)
1)

Dies ist moglich, da es holonome kanonische n-Beine gibt
(vgl. Bemerkung zu Theorem 3 dieses Paragraphen). Im weiteren
werden wir allgemein iiberall holonome n-Beine verwenden. Der
Ubergang vom nichtholonomen zum holonomen n-Bein kann zwar
nicht durch rein algebraische Operationen durchgefiihrt werden,
deshalb besitzen die von uns abgeleiteten notwendigen und hin-
reichenden Kriterien der Klasse 1 keinen invarianten Charak-
ter. Aber dieser Umstand ist nicht wesentlich, da wir uns die
Aufgabe gestellt haben, alle mdglichen Typen von Metriken der
Klasse 1 und ihre Einbettungen zu untersuchen.

2) Angemerkt sei, daB die Symmetrie-Bedingung des Tensors

Aij nicht automatisch aus den Gausschen Bedingungen hervor-
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erfiillen miissen. Wir untersuchen die Affinore 3}

Iy, i j=1,2 a=3, ..., m (4.108)
Aus den Integrierbarkeitsbedingungen der Gleichungen (4.106)
folgt, ng die GroBen Aij das Gleichungssystem

Ik —Candy; = 0. (4.109)
erfiillen. Das System (4.108), das wir definierend nennen, ist
das System der linearen homogenen Gleichungen beziiglich der

hauptsidchlichen Komponenten des Tensors Xij:
(4.110)

)‘lli )‘127 )‘22'

Wir folgen der Darlegung Cartans [4] und kénnen die folgenden

Fdlle betrachten :

1. Der Rang p des definierenden Systems ist gleich 2. 4)

Forts. von 2)

geht, wie dies bei den Metriken des Rangs r > 3 der Fall war.
Bei den Metriken des Rangs 2 verlangen wir deshalb die Sym-

metrie des Tensors xi d.h. gehen der Sache nach zur Tensor-

J"
untersuchung iiber und untersuchen anstelle der Formen wi den
Tensor Xi

3)

J-n
Die Werte i kann man als Affinore im Raum {I;,I,} be-
trachten, da bei Transformation der Vektorem I,, 12
Li=dll;, i, j=1,2

die GroBen Ii, transformiert werden nach dem Gesetz

_fi.j:a?A;'FLh' A; ?237', i ].r k, 1=1, 2, a=23, B (B
Bei Transformation der Vektoren Ia

7E=AEIﬁ' a, ﬁ=3, ceey, M,
werden die GroBen r1i; transformiert nach dem Gesetz
Fbill "l‘?l‘:s,l % ({1"“3, rrey My / /‘_," v,

4) Der Fall, wo p > 3 ist, fihrt zu den Gleichungen

)‘U:"Or i, j=1, 2,

und dies bedeutet, daB die untersuchte Metrik Null-Rang be-

sitzt und euklidisch ist, was der Annahme widerspricht.
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In diesem Fall kann die Einbettung der Metrik nur eineindeutig
sein. Bei p = 2 wird Kij aus den Gleichungen (4.109) nidmlich
genau bis auf den Multiplikator bestimmt, so daB wir

By B By (4.111)
erhalten, wobei All’ A12’ A22 gewisse Determinanten 2.0rdnung
sind, die aus den GréBen I'\;, bestehen. Wir setzen (4.111) in
die Gaussche Relation

1312, 12= )']1)\22 = )\fz,

ein und erhalten ,, »,, (4.112)

118y — A, "
d.h. Aij wird genau bis auf das Vorzeichen bestimmt.

Bemerkt sei, daB die Relation Aud1:—-4{,=0 ausgeschlossen ist,
da dann R12’12 = O wdre. Somit erhalten wir

Tize 1
Mi=+ 44 m,

H|2. 12
—9 e
8,89 —08%,

o H'Zvlz
= 8 )/ et

hMe= £ 8y, { (4.113)

Die ermittelten GroéRen Aij missen die Bedingungen von Peter-
son-Codazzi erfillen
($:) = [0ly;], (5.114)
oder in Tensorschreibweise
R M Dy =Thh,, 4, f=1, 2, (4.115)

dut du?
Somit haben wir in diesem Fall eine eindeutige Einbettung,

da wir zwei kongruente Realisierungen ermitteln.

Eine reelle Einbettung gibt es im Fall
R! ' 12
oty = O (4.116)

2. Der Rang des definierenden Systems ist gleich 1.

In diesem Fall erhalten wir

I“lz,z 1‘24 _ I‘(zxz—r';]

™ ___—P—%-:IT-—_—_x, a:=3, ..., m, (4.117)

wobei Il ein gewisser Affinor Q.Ordnung ist. Das definierende
System 148t sich reduzieren auf die Gleichung

Pk + (P2=T1hp + T =0.
(4.118)
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Moéglich sind folgende Unterfidlle

21. Der Affinor I} hat zwei verschiedene Wurzeln kl, Az , de-
nen zwei verschiedene invariante Richtungen Iy, I, entspre-
chen, die reell oder konjugiert komplex sind. Nimmt man Il,
1o
im neuen n-Bein

als Vektoren des kanonischen n-Beins an, dann erhdlt man
TM=12=0, Il=k, Ti=k =4, (4.119)
Dann erhalten wir aus der definierenden Gleichung
}\12"—'0. (4.12“)
Die Gaussche Bedingung 148t sich reduzieren auf die Gleichung
R=Ry5 1a=X\lus. (4.121)

Durch Beibehaltung der Richtungen der Vektoren Il’ 12 und
durch Verdnderung ihrer Lidnge kann man erreichen, daB die

Formen wl, w2 vollstdndige Differentiale werden, d.h. das

n-Bein Il,...,Im wird holonom. Dann erhalten wir : wl = dul,
w2 = du?, und die Relationen (4.119), (4.121) bleiben erhal-
ten.

Die Bedingungen von Peterson-Codazzi nehmen die Gestalt

o, .
Ihi _pry o prg
2 1211 11722
20 (4.122)
Ihag 9
Far = Dather — Uaohy,

ak 1

—_% = Fia)‘lh

o (4.123)
(7)‘22 . 1\2 A

u* Swiae

an. Wir nehmen an, daB

< R R
=S, My ==, (4.124)
1

wie

und ermitteln die Gleichungen

Js,
du?

— 9L 912 P
=2l — 2L R,

(4.125)

(4.126)
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Wir setzen die Vertrdglichkeitsbedingungen der Gleichungen
von Peterson-Codazzi ein und erhalten

Asg—}—2b’s-;~ C=0 (,5'_—_31), (/11_)7)
wobei

2/),:0-_111 R

e 8
at g — by

Jut o
(4.128)

_ 9 i N ope I 2
€ = W(T/"'“[ﬂl‘ﬁ“‘J e,
d1nT§, J1n '},
= F=T! —17% =3 vus 1.1 2
g P I , a . , e, (1.12%9)
Jin R 3 :
gl vy a1y, i == .8, .. (4.130)
du

Die Bedingungen (4.129) - (4.130) sind die direkten Bedingun-
gen fir die Metrik. Aus Gleichung (4.127) folgt unmittelbar
die Bedingung der reellen Realisierung der Metrik

B2— AC >0,
B B AC
_iiV = >0

Die letztgenannte Ungleichung muB fiir mindestens ein Vorzei-

(4.131)

(4.132)

chen gelten. Hier sind folgende Unterfille moéglich

211. Die Gleichung (4.127) hat zwei verschiedene Wurzeln

t ts 3
2 B Be 0
[1’2’:_‘;:{:1/ A2 :

Die notwendige und hinreichende Bedingung besteht darin, daB

17

(4.133)

tl oder t2 die Bedingungen von Peterson-Codazzi (4.122) =
(4.123) erfiillen, in denen die GroRen Xll’ A22 mittels Glei-
chung (4.124) durch den Parameter Sy (= ty) t2) ausgedriickt
werden.

Die Einbettung ist eineindeutig, wenn nur eine einzige Wur-
zel diese Bedingung erfiillt. Die Einbettung ist nicht einein-

deutig, wenn beide Wurzeln die

dazzi erfiillen. In diesem Fall
nichtkongruenten isometrischen

haben eine diskrete Verbiegung

212. Gleichung (4.127) besitzt

die Gleichung
B2 —AC=0.

Gleichungen von Peterson-Co-
wird die Metrik von genau zwei
Fldchen realisiert, und wir
(siehe [14], [15]).

eine mehrfache Wurzel, d.h.

(4.1424)
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wird erfuillt. Damit die Metrik realisiert wird, ist notwendig

und hinreichend, daB I
414
b= —= (4.137)

die Bedingungen von Peterson-Codazzi (4.122) - (4.123) er-
fillt. Die Einbettung ist dann eineindeutig. Dieser Fall er-
folgt als Grenziibergang aus dem Fall 211: unter Anndherung
flieBen die isometrischen Flidchen zu einer zusammen.

Man kann nachweisen, daB die Fliche Vm, die die Metrik reali-
siert, nichtverbiegbar ist, aber ein Feld unendlich kleiner
Verbiegungen zuldBt (siehe [14]).

213. Gleichung (4.127) gilt identisch, d.h.

A=D1 =C -0, (4.136)
In diesem Fall kann man das Gleichungssystem von Peterson-
Codazzi (4.122) -(4.123) auf die vollig integrierbare Pfaff-

sche Gleichung dt —aq (¢, ub)du* =0,

(4.137)

zurlickfihren, wobei
d1In R

a=2" g (ZE pe ), ]

4138
0)4‘21‘,{3[——[‘1‘1 /(, J (01{ )
Q=201 «t, t=s, a=23, mn

1,...,un) der

Somit gibt es unendlich viele Lésungen t = t(u
Gleichung von Peterson-Codazzi. Es 14Bt sich leicht aufzei-
gen, daB wir in diesem Fall eine einparametrische Schar von
Losungen t = t(ul,...,um) haben. Die Metrik 14Rt eine nicht-
eineindeutige Einbettung zu und wird durch eine einparametri-

sche Schar nichtkongruenter isometrischer Flidchen realisiert.

Wir Uberblicken den Fall 2 und kénnen bequem folgende SchluB-
folgerung ziehen

Metriken, .die zur Klasse 21 gehoren und mehr als zwei nicht-
kongruente Realisierungen zulassen, lassen « Realisierungen
zu. Somit schlieRBt die diskrete Realisierung nicht mehr als
2 realisierende Flidchen ein (siehe [14]).

22. Der Affinor Tj(j, j=1,2) habe eine einzige charakteristische
Wurzel, die notwendig reell ist. Dieser Wurzel entspricht der
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einzige reelle invariante Vektor I. Wir lassen Vektor I1 des
kanonischen n-Beins mit dem Vektor I zusammenfallen und er-
halten

I't=0, ' =T%, T} +0, (4.139)
Der Einfachheit halber nehmen wir dabei wie vorher an, daB

das n-Bein holonom ist.

Das definierende System bekommt die Gestalt
Py =0, (4.140)
und, da T}+0 , folgt hieraus
Ay =0. (4.141)
Die Gaussche Bedingung erhdlt die Gestalt

R=Ryp 1= —)3,. (4.142)
Hieraus folgt
Ma=V —R. (4.143)
Die Codazzischen Bedingungen erhalten die Gestalt
) '
'5;?‘=(F;1_sz))‘n + Ik, (4.144)
)\ 2
bﬁ_rgx)‘m:gﬁ‘*‘(riz—rga) Ma (4.145)
ok i 2
ﬁ:l",)\n, TPo=T1,=T%,, (4.146)
A\
51';72 = Tahgp = I‘ii.’-ﬁ)‘ﬂ' (4.147)

Bedingung (4.146) ist dquivalent zur Bedingung fiir die Metrik
dln }/——-ﬁ -T,.
ou (4.148)
Moglich sind zwei Unterfidlle:

221. I'2, # 0. (4.149)
Dann 1l4Bt sich A22 eineindeutig bestimmen aus der Gleichung
(4.144) als a
;ju_‘la—(rxlr-rfz) A2
gy =

I3, . (4.150)

Die notwendige und hinreichende Bedingung besteht darin, daB
K22’ das mit Hilfe von (4.150) bestimmt wird, die Gleichungen
(4.145), (4.157) erfillt.

Die Einbettung ist eineindeutig.
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20y Is, =0, (4.151)
Gleichung (4.144) geht in eine Nebenbedingung fir die Metrik
iiber. Wir setzen die Integrierbarkeitsbedingungen der Glei-
chungen (4.145) - (4.147) ein und erhalten die Bedingung
fir die Metrik

04,  JA ', A
[ W [ @ _
e e I I (4152
wobei 0V —R
‘%=‘%ﬁ—”ﬂph—Piﬂ/—Jt I'=T%,
A.=T4V —R, To=T{s=0%, a=3, ..., m (4.153

Wenn die Bedingungen (4.152) erfiillt werden, dann ist die
Gleichung

dhgy— Agdu*=01), a1=1,3, ..., m, (4.154)
vollig integrierbar und bestimmt die Lésungsschar, die von
einer einzigen beliebigen Funktion eines einzigen Arguments

abhidngt,
Die Einbettung der Metrik ist nichteineindeutig.

23. Wir untersuchen schlieBlich den Fall, wo der Rang des de-

finierenden Systems gleich Null ist. Dies ist nur dann mog-

lich, wenn
My =Tl =DP4%—Tl =0, a=8 ..., m (4.155)

Man kann leicht erkennen, daB das Gleichungssystem

w=... =" (4.156)
in diesem Fall vollstdndig integrierbar ist.

Die Relationen (4.155) bleiben nadmlich in einem beliebigen
kanonischen n-Bein erhalten. Wir widhlen das orthogonale ka-

nonische n-Bein und erhalten

T : . 415
(.)(i"— —u)t-:: —F;im‘ 1= 1, 2, a=3, vevy s ("1‘)7)

N (uber i wird nicht summiert)

L) Die Variable u2 wird als Parameter betrachtet, nach dem

keine Differentiation ausgefiihrt wird.
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Hieraus folgt

(0*) = [wPwg] = [mim?] =0modwd ... 0™, a,p=3, ..., m; 1=1, 2. (4.158)

Im weiteren Verlauf verwenden wir ein kanonisches holonomes
n-Bein, in dem die Gleichungen

Tys Boe=0, =1, 2 w=8, ca.y M (4.159)
erfiillt werden. Dies ist aufgrund der vollstdndigen Inte-
grierbarkeit des Systems (4.156) moéglich. Die Bedingungen

von Gauss und Peterson-Codazzi haben die Gestalt

) R=Rl2.12=)‘11)\22“)\%2v (4160)

— Ry Zia_ 1, —Thahg, (4.161)

T =T, (4.162)

g%:l‘ak.'z, le=T{a=T%, i, j=12 a=3 ..., m (4.163)

Wir betrachten die Strukturgleichungen der Metrik

(o) —[wforl =2, i, j=1, ..., m,

verwenden die Gleichungen (4.155) und koénnen leicht nachwei-
sen, daB die Funktionenl@l nur von den Parametern ul, u2 ab-
hidngen, und daB die Funktionen Ta nur von den Parametern

u3,...,um abhidngen und die Bedingung

or, ol
duB~ due

0, aBf=3 ...,m (4.164)

erfillen. Hieraus ergibt sich aufgrund der Gleichungen
(4.162), dai Kij dargestellt wird als
)\U="Uev(ua, ...,um), (416,',)

wobei A. . Funktionen der Parameter ul, u2, v eine Funktion

der Parameter u3,...,um ist. Aus (4.165) folgt, daR R darge-
stellt wird als

. 1
R =™ s r(ut, u?), (4.1606)
4.1066

InR=2v(ud ..., u™)+Inr(u?, u).

Damit die Relation (4.166) erfiillt wird, ist notwendig und

hinreichend, daB die Bedingungen

dln R
au®

(4.167°

= 2N (W% sy B™):

erfiillt werden. Dann 148t sich die Gaussche Bedingung zu-
riuckfihren auf die Bedingung
r(u!, u?)= 1A hes —Mi2. (4.168)
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Offensichtlich werden die Gleichungen von Peterson-Codazzi
dann und nur dann erflillt, wenn iij das System

OA; Ok; ;i o
— 7 T oot = Tithe — Tk (4.169)

erfiillt.

Man kann leicht aufzeigen, daR im Fall 23 die Aufgabe der
Einbettung der m-dimensionalen Metrik im Raum Em+1 hinaus-

lduft auf die Einbettung V, in S,.

2 3
Fixieren wir ndmlich beliebig die Werte der Parameter u3 = u
s W u™ = ug , erhalten wir die Mannigfaltigkeit V2 mit der

Metrik

3
o’

dst=g,  (u', ud, u, ..., uy)duidu,

i,j = 1,2 , und den Zusammenhangskoeffizienten Pﬁ@ﬂ,uﬂ. Es
148t sich unschwer nachweisen, daB der Krimmungstensor
Tt (ut, w2, ufy oeop U0 der zweidimensionalen Metrik dS2 mit dem
Krimmungstensor R, (u', «% u}, ..., uy) der Metrik ds® durch die
Relation .

Ris ta=R=Ry» 12—73 (4.170)

verbunden ist, wobei

m
2= 2 I(ud, ..., ud).

= (4.171)

Bekanntlich (siehe Abschnitt 7) kann eine beliebige zweidi-
mensionale Metrik d32 in die Metrik S3 mit konstanter positi-
ver Krimmung x eingebettet werden, sodaB ein’System von Funk-
tionen

My (@, w?), Ay (uty u?), by (u!, u?), (4.172)

gefunden wird, welches die Relationen

~ . . m § " .
Ryo qo—x2=Rya (o (ut, w?, ud, ..., uy')=iyhy—1i,, (4.173)
(77\iq ‘)}\il VIR %)
in _ CRin e 19 g — Tadiy g oy
dul  Jur Fithjz — il (4.174)

erfiillt.

Wir konstruieren die Funktionen
- , Aij(ut, u?) &
! pry= SiilM . MT) 14470
hij (u!, u?) G T ug) ) )

Die Funktionen Aij erfiillen die Bedingungen (4.168) - (4.169).

Dann erfiillen die Funktionen

1 2 3 my v(ud,..., u') _: 1 2
Aj(ut, ub, a?, oo, u e ki, (ul, u?) (4.170)
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die Bedingungen von Gauss (4.160) und Peterson-Codazzi (4.161)
- (4.162), und die Metrik wird als Fliche Vmc Em+1

Die Behauptung ist bewiesen. Die Realisierung ist mit zwei

realisiert.

beliebigen Funktionen von einer einzigen Variablen méglich.

231. In dem Fall, wenn Pa =0 (a= 3,...,m), kann man leicht
. . A 1 "
nachweisen, daf gij (i,j = 1,2) nur von u, u2 abhdngen.
Es gelten ndmlich die Relationen
dg; =wigi+ovlau, i, j, k=12, (4. 177}
ogii ~h 1 . . . @
df:i’-:lgagh;“*‘l?a.{.'m =0, , f, k=1, 2; 2a=3, ..., m, (4. 17%)
da in unserem Fall
Pt =Tl =0, i, 7, k=12 a=3. ..., m. (AT

In diesem Fall lduft die Aufgabe auf eine Einbettung V2 in E3
hinaus. Mit zwei beliebigen Funktionen einer einzigen Variab-

len ist die Einbettung nicht eineindeutig. 1)

10. An dieser Stelle wollen wir untersuchen, welche Typen
der Fldchen die Metrik der Klasse 1 in allen von uns aufge-
zdhlten Fédllen realisieren. Wir nehmen wie immer an, daB auf

i J

der Hyperfliche Vm c E die die Metrik d52 =g woow

m+1° ij
realisiert, ein n-Bein Il""’Im’Imll eingefihrt ist, in dem

die Gleichungen

dr = oil;, =l vou it (4.180)

erfiillt werden. Hieraus folgt unmittelbar (siehe Abschnitt 1),
daB die inneren Formen der Realisierung mit den Zusammenhangs-
formen o,=10w* der Metrik ilibereinstimmen, und daB

L Di=gy Tooo di=0, Inyi=1, (4.151)

1) Angemerkt sei, daB im Falle 23 die Aufgabe der Einbet-
tung einer mehrdimensionalen Metrik auf die Einbettung einer
zweidimensionalen Metrik in einen dreidimensionalen Raum mit
positiver (83) oder Nullkrimmung (E3) hinausliuft. Folglich
entsprechen die Forderungen nach Differenzierbarkeit der Met-

rik den letztgenannten Aufgaben (siehe Abschnitt 7).
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Somit haben wir in dem von uns gewdhlten n-Bein

b =1, (4.182)
. L by == ki, (4.183)
wmH iy ) (4. 184)
kg — Dlpi; =0, . 18]
Ga=0, & j,k=1,2; a=3,...,m (4.1%06)

Wir fiuhren den Begriff der Fokal-Richtung ein. Die Richtung
dr = wl I1 + w2 12 heiBt fokal, wenn sich die unendlich nahen
ebenen Erzeugenden Em—2(r)’ Em_z(r + dr), die durch die Punk-
te r, r +cdr gehen, in der Ebene Em-3 schneiden. Bemerkt sei,
daB die Erzeugenden Em_2(r), Em_z(r + dr) sich ganz allgemein
in Em—4 schneiden, und daR keine beliebige Fliche Vm des Rangs

2 Fokalrichtung besitzt.

Dieser Infinitesimaldefinition kann man aufgrund des folgenden

Theorems eine streng analytische Formulierung geben

Theorem 9. Damit die Richtung dr = wt Ii fokal ist, ist not-

wendig und hinreichend, daB sie invariante Richtung der Affi-

nore ist, d.h. daB fiir die GroBen wlidie Gleichungen
u)i,—_-Pf,ju)J.—:xa,u)" L’]=1,2, a._—_3,...,m. (4187)

erfillt werden miissen.

Beweis. 1) Die ebene Erzeugende Em_z(r) ist Schnittpunkt der

Hyperebenen

Ppj1=P =0,=0; (4.188)

die Erzeugende Em_2 (r + dr) ist Schnittpunkt der Ebenen
Pm+l = de+l =(), 1)1 L dPl = O, 1)2 - dl)a = (. (4'189)

Hieraus ist ersichtlich, daB der Schnittpunkt der Flidchen

Em-2(r)’ Em_z(r +:.dr) mit dem Schnittpunkt der Ebenen .
Bipige Py=s B, g=0), (4.190)

dp,,,H-:dpl':sz:-‘O.
Ubereinstimmt. Wir verwenden die tangentialen Ableitungsfor-

1) Die Berechnungen werden im orthogonalen n-Bein durchge-

fuhrt.
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meln
AP, | = omy 1 Pi = —.:S"_]1 b Py, (4.191)
dPi=owiPj—wi, i=1,...,m; j=1,...,m+1, (4.192
und erhalten j
dPpyy = —_62:1 bl
dP;=ull;— S WP, —wi, i, j=1,2. (4.193)

wi=J

Hieraus folgt, daB die Ebene E _,(r) N E _,(r + dr) Schnitt-

punkt der Hyperebenen
Poiy=P = Py=0, (4.194)

< 3 L Py wi=0. 5

| 23"’ +w (4.195)
ist. Damit die Ebene E _,(r) N E _,(r + dr) die Dimension m-3
besitzt, ist notwendig und hinreichend, daB die Ebenen (4.195)

libereinstimmen, d.h. daB sie die Gleichungen

1 a = ].‘ijmf = % 0, L i=12; a=3,...ym. (4.196)
erfillen. )

qg.e.d.

Angemerkt sei, daB der Begriff Fokalriehtung von uns in pro-
Jjektiven Begriffen formuliert wurde. Die Flidchen des Rangs 2,
die Fokalrichtung haben, bilden somit eine projektiv invari-

ante Klasse.

Wir leiten jetzt die Art der Einbettung der verschiedenen
Typen der Metriken der Klasse 1 her, die von uns bereits in
Abschnitt 2 untersucht wurden.

Metriken des Ranges > 3 werden als Fldchen des Rangs O (d.h.
als Hyperebenen) oder als Fldchen des Rangs 1 realisiert,

d.h. als abwickelbare Flidchen. Die Einbettung ist nicht ein-
eindeutig, da die abwickelbaren Hyperfldchen in eine Hyper-

1 Der Begriff Fokalebene und das formulierte Theorem wer-

den unverdndert auf den Fall r > 2 ibertragen.
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ebene verbogen werden konnen.

Metriken des Rangs 2 werden als Fldchen des Rangs 2 reali-
siert. Hier sind verschiedene Fdlle moéglich:

1. Der Fall, wo der Rang des definierenden Systems gleich 2
ist. Dann wird die Metrik eineindeutig als nichtverbiegbare
Flache des Rangs 2 realisiert.

2. Der Fall 21: nach Theorem 1 wird die Metrik als Flidche des

Rangs 2 mit zwei Fokalrichtungen realisiert.

Wir beweisen, daB in diesem Fall die realisierende Fliche Vm

c Em+1 Einhillende der zweiparametrigen Schar der Hyperebenen

n =P = O ist, die die Gleichung

m+1

2n o  , 0n
duor = %ou TPt (4.197)

erfillen.
Beweis. Wir wdhlen als Vektoren Il’ 12 die Vektoren, die in
Fokalrichtung ausgerichtet und so normiert sind, daB w' = du’

(i = 1,2). Dann erhalten wir | |
i i i : N .
w;=%3wﬂni#xi i=1,2;, a=3,...,m, Omps=9'=Ardw,
m+1 « . . . i - -t) (4106}
wg U =¢;=Ardut (iber i wird nicht summier

L" I == 1, 2
Wir betrachten die Ableitungsformeln (siehe § 3 Abschnitt 13)
deH -_—.q;iPi= -—gij)\j dul Pi = ——)7‘ duw’ pj,

) (4.199)
dl)i = w; Pj"—mh
wobei
Pi=gip;. (4.200)
Hieraus folgt
S e
on o (4.201)
m= ~—-A21J'.
Bemerkt sei, daB Pt die Gleichungen
dPi = w;Pj — q)i CT— = ——(n)i- pi ——4)‘1‘:-—-— dui. (4.202)
erfillt. Hieraus folgt
OB e —TyPh—BTLPe— N —3],  §, ) k=12, (4.203)
dr oA ap? on or .
Feioa = —oar b Mg =g TR+ (4.204)



wobei

(4.205)

qg.e.d.

Die Fldche, deren tangentiale Hyperebene die Gleichung (4.204)

erfillt, ist allgemein nichtverbiegbar.

Wir betrachten die moéglichen F&dlle der Verbiegung. Wenn wir in
Abschnitt 3 die Verbiegungsbedingungen der Realisierung (Be-
dingung der nicht eineindeutigen Realisierung der Metrik) als
Bedingungen fiir die metrischen GréBen ermittelt haben, dann
ermitteln wir diese Bedingungen jetzt als Bedingungen fiir die
Koeffizienten a,B der Gleichung (4.204). Damit die Fliche Vm
eine Verbiegung zuldBt, ist notwendig und hinreichend, daB es

die Funktionen 5 5 + Ay gibt, die die Bedingungen
M1s Mo2s Hg 1

pre o= R=Ria (Gaussche Bedingung) (4.206)
9 { ~2
Jitg 2 1 i _ i 1.9 3 (Bedingungen
ol Spug — Ioopy, u* =D, ¢=1,2, a=3, ..., m ] von Peterson-
Codazzi )
erfillen.

Wir fiihren den Parameter t mit Hilfe der Gleichungen

hq

br=ht,  pp=t, (4.208)
ein und erhalten folgende Gleichungen filir t:

o = 2B (1)<

gut T HPAETTR

9 n 4.90)¢
0:2 =2a(1—1), =18 (4.200)
at
"a—u—,;‘"—“ y k=3,...,m.

Wir setzen die Integrierbarkeitsbedingungen der Gleichungen
(4.209) ein und erhalten

da 0;'5 ‘ N\
('a‘dr—z“@"(a“ﬁ““)“a ,)‘=0' (4.210)
Wir betrachten zundchst den Fall
a3

——— ——20. # O-
FuT — 24P (4.211)
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Dann ist

da
dut
- a3
v

— 2af§

(h.24 2)

A
i

2af1:

Damit wir eine isometrische nichtkongruente Fldche bekommen,
ist notwendig, daB T, welches aus (4.212) bestimmt ist, die
Gleichungen (4.209) erfillt. In diesem Fall haben wir eine
diskret verbiegbare Flidche, die der Metrik des Typs 211 ent-
spricht.

In dem Fall, wo sich die isometrische Flé&dche Vm der Fléache Vm

anndhert, erhalten wir an der Grenze

fa _ O (4.213)

out T our”
In diesem Fall geht die diskrete Verbiegbarkeit in das Vorhan-
densein einer infinitesimalen Verbiegung ilber. Wir kommen zum

Fall 212.

SchlieBlich ist der Fall méglich, wo die beziiglich t lineare
Funktion (4.210) identisch gleich O ist, d.h. wir erhalten

da
m—Eaﬁ e O,

98 _ 948 =0.

Ju?

(4.214)

In diesem Fall sind die Gleichungen (4.209) dquivalent zu der
vollstdndig integrierbaren Gleichung
d=—28(1 —=)cdur —2a (1 —=)du? =0, (4.215)

die die einparametrige LOsungsschar T = T(ul,uz) zuldBt. Die
Flache Vm 148t somit o isometrische nichtkongruente Fl&ichen

zu, Wir haben den Fall 213.
Wir betrachten den Fall 22.

In diesem Fall ist ‘

2 =TIt =0, a=3,...,m (4.216)
Die Richtung I; ist einzige (reelle) Fokalrichtung. Wenn
2, 0 ist, dann ist die Einbettung eindeutig, die Fliche
nichtverbiegbar. Wenn TI% =0 ist, dann ist die Einbettung
nichteineindeutig. Wir untersuchen, welchen Aufbau in diesem

Fall die Fldche hat. Wir gehen auf die Gleichungen
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I'fy =0, 12, =0, \1=0, a=3,...,m, (4.217)
ein und sehen, daB die Ableitungsformeln
dE* = —wg PP —u?, (4.218)
lings der Fliche w? = du? = O die Gestalt
2 2 1
dP*= — v} P2—wmyy PP, (4.219)
dpm+t = — ot P2,

bekommen. Hieraus konnen wir erkennen, daB die Flache

pr pml__ g (4.220)
ldngs der Fléache Vm—l’ die durch die Gleichung du2 = O cha-
rakterisiert wird, stetig bleibt. Da die Vektoren 12, Im+1

orthogonal sind zu IOC (¢ = 1,3,..,m), folgt hieraus, daB die
Ebene (4.220) die Vektoren I;5I5,...,1 -enthdlt, d.h. die
Mannigfaltigkeit V, ist die Ebene Eo-1°

Im Fall 22 ist somit die Realisierung nicht eineindeutig,

die realisierende Flidche ist Fladche des Rangs 2 mit einer Fo-
kalrichtung, die eine Schichtung in Em_1 zuldBt ("Regel"-
Fldche). Man kann nachweisen, daB diese Bedingungen die Fli-

che des Typs 22 vollig charakterisieren.

2,. Wir betrachten letztendlich den Fall, wo

3
DL — T2, —0. (4.221)

Dann hat die Fliche Vi © Bp1 @ Fokalrichtungen. Die Einbet-

tung ist in diesem Fall nicht eineindeutig.

Wir leiten die Struktur der Fladche Vm und die Art der Verbie-

gung her.

Die Gleichungen (4.221) gelten in einem beliebigen kanonischen
n-Bein. Der Einfachheit halber wdhlen wir das orthogonale ka-
nonische n-Bein. Die Fliache Vm 148t eine doppelte Schichtung

zu ,
Viw=0c02Ep_,,

— —2
Vm = oo™ V2y

wobei lédngs Em_2 wl = w2 = 0, léngs V2 w3 = cee = wm = 0,
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Dabei ist V, 1 Em—z’ Durch Drehung der Vektoren 13,...,Im in

2
ihre Ebenen kann man die Werte I',=I{,=T1%, (¢=4, ..., m) annullie-
ren, sodaB wir erhalten

wy =0, i=1,2; a=4, ..., m. (4.222)
Wir untersuchen die Integrierbarkeitsbedingungen der Gleichun--
gen (4.222) und stellen fest

(wh)’ = [wfwh] = [0lw)] + [0l0}] -+ [w5wi] = 0; (4.223)
Py [0d - 0']=0, L, J=1,2; a, y=4, ..., m.
Infolgedessen, daB Iy £0, [wlw?] %0 erhalten wir
wy =0, a=4, ..., m. (4.224)
Somit gelten die Gleichungen
wte=0, i=1, 2,3 a=4, ..., m (4.225)

TR, U, ) (4.226)
Wi . =a™=0 (4.227)

vollstidndig integrierbar ist.

Somit 14Bt sich die Schichtung der Fliche Vm bestimmen

Vp=00Vy s=c3Ey_,  14DgS Huy ob= ... =", (4.228)

Vip=0om=3Vy, lidngs Vs ol=o0l=o03=0. (4.229)

Verwenden wir die tangentialen Ableitungsformeln (siehe §3
Abschnitt 13) erhalten wir auf der Fliche V3
dP; =0l P; -+ """ Ppyy— ol
dpm—H:‘”j?H-l pn (423())
dpa.:_wgpﬁy a’{j:[},...,nz,

Hieraus folgt, daB die durch die Gleichungen B, =0 (a0 = 4,.
..,m) vorgegebene vierdimensionale Ebene E4 lédngs V3 stetig
bleibt; folglich ist V3c E4. Dabei ist die Ebene E4 orthogo-
nal zur Ebene Em-l' Hieraus folgt, daR alle Ebenen E4 par-
allel sind. Desweiteren erhalten wir lings V2 ¢

dly =0l 4 02, =Ty (o', + w?ly)=1I3dr, (/5.231‘)

wobei r Ortsvektor von V2 ist.
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Wir setzen die Integrierbarkeitsbedingungen der Gleichungen
(4.231) ein und erhalten

(dl;) = 0=[dDydr] + T (dr) = [dTs dr] =[dT50") [y 4 [dT30*] T (4.232)
Hieraus folgt
[dTg0!] = [dTqw?] =0. (4.233)
Folglich ist ldngs V
2 4 b
I'y = const. (4.234)
Aus den Gleichungen (4.231) folgt
Iy=T4(r—r,). (4.235)

Da I}=1 ist, geﬁért die Fléache V2 zu einer gewissen Sphéire S3
mit dem Radius 1, . Die Flache V ~erhdlt man auf folgende
Weise: in den Punkten V,c Sq werden die Ebenen E -0 t S5 er-
richtet, die Erzeugende Vm sind. Diese Flachen kann man ko-

nisch nennen.

Da TS Verbiegungsinvariante ist, liegt die Fléche Vzc Vﬁ,
welche V2 in der Isometrie Vm ~ Vm entspricht, ebenfalls in
1

einer gewissen Sphére §3 mit demselben Radius 7=
3

Somit lduft die Verbiegung Vm auf die Verbiegung V2 in der
Sphéare S3 hinaus; jede Erzeugende Em—2 bewegt sich dabei als
starrer Korper. Man kann aufzeigen, daB die Verbiegung von

zwel beliebigen Funktionen eines einzigen Parameters abhidngt.

Wir betrachten den Fall 23. Dann erhalten wir

we=0, i=14,2 a=3..,m (4.236)

L E die Fl&dche also einen

Hieraus folgt, daB V2c E3, Em+2

3 7
zylindrischen Aufbau hat.

Die Verbiegung laduft auf eine Verbiegung der Grundflé&che V2
in E3 hinaus und hdngt folglich von zwei beliebigen Funktio-

nen eines einzigen Parameters ab.

Zum SchluB wollen wir auf folgende wichtige Besonderheiten
der stetig verbiegbaren Hyperflidchen des n-dimensionalen Eu-

klidischen Raumes E (n > 3) eingehen

1. Alle Fliachen haben den Rang < 2, d.h. sie sind Einhiillende

einer r-parametrigen Schar von Hyperebenen (r < 2).
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Somit stellen die verbiegbaren Fldchen Vn—l c En r-parametri-
ge Scharen der ebenen Erzeugenden E _1-p dar, ldngs derer die
Tangential-Hyperebene En-l der Fldche konstant bleibt. Dabei
geschieht die Verbiegung der Hyperflidche so, daB jede Erzeu-

gende sich als starrer Korper bewegt.

2. All die aufgezidhlten Unterklassen der stetig verbiegbaren
Flachen (mit Ausnahme der Unterklasse 213) sind projektiv in-

variant.

Dies hdngt eng mit der projektiven Invarianz des Feldes der

unendlich kleinen Verbiegung der Fldche zusammen.
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