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EINIGE BESONDERHEITEN DER RESONANZSCHWINGUNGSERREGUNG IN DEN RADERN
VON TURBOKOMPRESSORMASCHINEN (TKM)

Deutsche Volliibersetzung aus:

Energomasinostroenie. Moskva, 17 (1971), Nr 7,
S. 23 - 25.

Russ.: HEKOTOpble OCOOBEHHOCTH
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Nekotorye osobennosti vozbuzdenija rezonansnych
kolebanij v kolesach CKM

In den fritheren Arbeiten [1 - 3] wurde gezeigt, daB das TKM-Laufrad ein
Schwingungssystem darstellt, das aus schwach miteinander verbundenen
Féachern besteht, und daB man beim Bestimmen der Eigenfrequenzen, welche
den gefdhrlichsten Schwingungsformen entsprechen, jedes Fach der Haupt-
oder Abdeckscheibe in erster Ndgherung als isoliertes Element betrach-
ten kann. Dieses Verfahren kann auch eingesetzt werden, um aus der ge-
samten Vielfalt von Resonanzen die gefihrlichste herauszufinden. Dabei
wird die verteilte Masse der Fdcher durch die konzentrierte Masse m,

ersetzt. Die Werte des Einflusses a.

ik fiir die Querverschiebungen

werden experimentell ermittelt.




Die St&drke der Resonanzschwingung wird bestimmt durch das Verhalten der

duleren Last Ak bei den Verschiebungen der schwingenden Teile. Sie

wird ermittelt aus der Relation [27:

A, = .*rizraymMD:2 1/(0,:,)2 -+ (a;)(‘) F, _ (1)

1]

mit a' und a fiir die Koeffizienten der Fourier-Reihe der Funktion

k k
P (), die die Verteilung der unbeweglichen aerodynamischen Last um
D2 charakterisierty aYax fiir die maximale Schwingungsamplitude ei-

nes Fachesy 1r = k/zk , k fiir die Teilbarkeit der untersuchten Reso-

nanz, gleich der Nummer der Harmonischen der AuflSsung der Funktion P (8).

Beim Herleiten von Gleichung (1) wurde angenommen, daB die Form der
Zwangs-Resonanzschwingungen mit der Form der freien Schwingungen iiberein-

stimmt.

Der Faktor Bk=l/6ﬁfl%@252 hingt vom Verteilungsgesetzt der aerodynami-
schen Last und von der Teilbarkeit der Erregungsresonanz (Nummer der
Harmonischen k ) ab. Fl wird bestimmt durch die Schwingungsform des
untersuchten Faches [2] und die Teilbarkeit der Resonanz. Somitkann der
EinfluR der Schwingungsform und des Verteilungsgesetzes der dulleren

Last auf die Stirke der Schwingungen unabhingig bestimmt werden. In Ar-
beit [2] sind die Abhdngigkeiten Fl(r) fiir die 1. und 2. Schwingungs-
form der Teile von typischen Ridern sowie die Gleichungen angegeben, die
die Stirke der Schwingungen bei Einwirkung auf ein isoliertes Fach ei-
nes rotierenden Rades einer einzigen Kraft und 2 konzentrierter Krif-

te bestimmen, sowie einer Last, die die Form eines rechtwinkligen Im-

pulses besitzt.

Wir untersuchen den Fall, wo die Last aus dem Schaufeldiffusor, bei dem
die Teilung einer einzigen Schaufel um A¢ verschoben ist und die Win-
kel zwischen dieser und den verschobenen Schaufeln ;gii:AQ betragen (Abb.
1). Die auf das Fach wirkende Last kann man als Summe von zwei Krifte-
systemen darstellen: 2z der Lasten mit gleicher Teilung, die nur die
Grundresonanzen mit den Teilbarkeiten k- iz, hervorrufen, und die
zwei Lasten P' und - P' , die groBenmiBig gleich und richtungsmé&Big
entgegengesetzt sind und die voneinander um den Winkel A¢ entfernt

sind (Abb. 1). Wir verwenden die Gleichung fiir das Verhalten der kon-
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zentrierten Kraft [2] und erhalten den Ausdruck fiir die zuszdtzliche Ar-
beit AA, die die Stidrke der Schwingungen bei den Nichtgrundresonan-

zen mit & # iz charakterisiert:

.  kAg
Ap o BA Zsin =g

9 A 25 ’

@

AA:?mmmnPRQan
2

mit A Arbeit der Grundlast aus dem Schaufeldiffusor, gleich 2nraymazsPF1.
Die Amplitude der Resonanzschwingungen mit &--iz ist bei ungenauen
Einrichten der Schaufeln (Kanile) des Diffusors mit kleinem 2z (im

Kanaldiffusor) bedeutender.So erhalten wir z.B. fiir Ap=01-2% bei zy=20
2y

und k = 20 AA/A = 0,031, und bei 2z=6 und k = 12 erhalten wir
AA
5= 0,197.
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Abb. 1. Berechnungsschemata: a) Belastung des Rades
mit 2 konzentrierten Krdften (Arbeit mit dem Schau-
feldiffusor), von denen eine Kraft mit verstimmter
Teilung angebracht ist; b) elastische Linien in den
miteinander verbundenen Fidchern:

elastische Linie, die die momentane lage der
Massen charakterisiert; -« - - - - elastische Linie,
die die identischen Massen der Ficher verbindet;
1 -5 Nummern der Massen.

Analoge Werte wurden auch beim Ldsen eines Systems inhomogener Glei-

chungen [2] fir den untersuchten Fall ermittelt.

Der Umstand, daB zwischen den Fichern eine (wenn auch HuBerst schwache)
Verbindung besteht, ruft zusitzliche Eigenfrequenzen hervor, die sich
groBenmédfig nur wenig von denen fiir das isolierte Fach unterscheiden.
Diesen Eigenfrequenzen entsprechen die Formen mit verschiedenen Zusam-

mensetzungen der Schwingungsphasen der Ficher.
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Die charakteristische (Hiufigkeits-)Gleichung fiir geschlossene symmetri-
sche Systeme, darunter auch filir Systeme mit zyklischer Symmetrie (welches
die Haupt- und die Abdeckscheibe sind) hat vielfache Wurzeln, d.h. fiir
diese Systeme sind gleiche Eigenfrequenzen charakteristisch [4 - 6]. In
unserem Fall ist das Vielfache zwei, d.h. es sind paarweise gleiche Ei-
genfrequenzen vorhanden. Im Spektrum der Eigenfrequenzen gibt es gleich-

zeitig (bei zZ, gerade) zwei oder (bei z, ungerade) eine nichtviel-

fache Eigenfrequenz. Alle Ficher des rotierenden Rades sind gleichen Be-
dingungen unterworfen, und deshalb miissen die Schwingungsamplituden von
identischen Massen verschiedener Ficher gleich sein. Den Ausdruck fiir
die Verschiebung der Massen m, bei freien Schwingungen des Systems

mit der Frequenz 05 = Wg,, kann man folgendermaRen darstellen:

_l;[ =al (y?)2 -+ (yf'FW2 sin ((usl + oy -+ AB; zAa), (3)

mit Ap; fiir die Verschiebung der Schwingungsphasen der Massen inner-
halb eines jeden Faches (zwischen den Massen m, und my Abb. 1).

Fiir die untersuchten Systeme mit #ZuBerst schwacher Verbindung kann man
Ap;~0 annehmen. Aa bezeichnet die Verschiebung der Schwingungsphasen
von identischen Massen verschiedener Ficher und =z die Nummer des Faches.
ﬁ und ﬁf‘ definieren zwei linear unabhingige Eigenvektoren, die
dén Frequeﬁzen o und o5, entsprechen, und der Wert IVQEFTF@E?S?
die Konstante fiir identische.Massen verschiedener Abstidnde, charakteri-
siert die Form der Schwingungen innerhalb der Ficher. Die Berechnungen
zeigen, dal die Form der Schwingungen innerhalb eines jeden Faches kaum

von der Berechnung der Wechselbeziehung der Ficher abweicht.

Die Verschiebung der Phasen Aa ist fiir alle identischen Massen gleich-

artig und betrdgt Ada==21-P | wobei p die Anzahl der Knotenpunkte

22z
der bedingten elastischen Linie bezeichnet, die sich beim Verbinden der
identischen Massen aller Fidcher ergibt. Die Anzahl der Winkelpunkte die-
ser bedingten elastischen Linie wird bestimmt durch die Nummer s der

Eigenfrequenz: fiir z) gerade ist p = z, - 2 (s-1), und s = 13 254..;

2z, . z
_k + 1; fiir z_ ungerade ist p = z_- (28-1), und s = 1; 23 ...; k+1 .
2 | 2

Die Intensitdt des Schwingungsvorgangs im wechselbezogenen System wird
bestimmt durch die Arbeit der HuBeren Last wihrend einer vollen Radumm=

drehung. Folgt man den Angaben in [4], kann man nachweisen, daB die Ge-
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samtarbeit der unbeweglichen Last bei den Resonanzschwingungen eines
rotierenden Rades mit identischen Fichern bei den fiir jede Form der
Schwingungen vSllig bestimmten kritischen Rotationsgeschwindigkeiten

n = wp/2mk von Null abweicht, wobei k = izk b 0,5 p. Fiir die kri-
tischen Rotationsgeschwindigkeiten ist die Arbeit der unbeweglichen
Last A = ZkAk . Dieses Ergebnis kann unmittelbar aus der Untersuchung
der Schwingungserregung in jedem Fach ermittelt werden. Denn wenn sich
der Phasenwinkel ot in der Zeit, wo ein einzelnes Fach mit der Kraft

(tO = l/nzk) durchlaufen wird, um einen Wert zndert, der gleich der

Phasenverschiebung Aa==2n(it 7;*) ist, d.h. wenn —9~==2n<ii—~£—) oder
2k nzp 2zp
k = iz, & 0,5 p, dann sind die urspriinglichen Schwingungsphasen aller

k
Fdcher zum Zeitpunkt des Lastangriffs identisch. In diesem Fall ist die

durch die Kraft bei den Verschiebungen in allen Abschnitten bewiltigte
Arveit ebenfalls gleich und A = ZkAk . In Abb. 2 sind die Abhingigkei-
ten der Schwingungsamplituden der Massen des gegenseitig verbundenen
Systems von der Rotationsgeschwindigkeit (genauer: von der Teilbarkeit
der Resonanz) dargestellt, die durch Ldsen eines Systems inhomogener
Differentialgleichungen fiir den Fall der Einwirkung einer einzigen kon-
zentrierten Kraft ermittelt wurden [2]. Genaue Losungen zeigen eben-

falls, daR sich starke Resonanzschwingungen nur bei den kritischen Ro-

tationsgeschwindigkeiten einstellen konnen.

Abb. 2. Maximale Schwingungsamplituden in einem
Zehnfeldersystem bei Resonanzen verschiedener
Teilbarkeiten: a) Rotationsgeschwindigkeit omax/k
(kritische Geschwindigkeit ©max/10; b)Rotations-
geschwindigkeit ot (kritische Geschwindigkeit

‘*’min/5)5
System mit identischen Feldern; = = - - =
System mit einem verstimmten Feld (f%¥érstﬁL00
Symm

Dieser Vorgang #hnelt bis zu einem gewissen Grade der Schwingungserregung
in den Scheiben von Dampfturbinen [6] und auch in Schaufeln, die durch

einen Dimpfungsdraht zu einem einzigen System verbunden sind [4].
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In unserem Fall tritt die stehende Welle jedoch nur bei den angenommenen
elastischen Linien auf, die die indentischen Punkte eines jeden Faches
verbinden. Aber da die Schwingungsamplituden der Massen innerhalb des
Faches verschieden sind, konnen die stehenden Wellen nicht auf gewdhn-
liche Weise festgestellt werden (z.B. durch einen unbeweglichen Geber).
AuBerdem bedingt die betrichtliche Linge eines jeden Faches - das ein
Schwingungselement darstellt - in Kreisrichtung eine Abhingigkeit der
Gesamtarbeit der Zuleren Last und folglich der Intensitit des Schwin-
gungsprozesses von der erregten Schwingungsform (innerhalb des Feldes)

und von der Teilbarkeit der Resonanz [siehe Formel (1)].

Die Wechselbeziehung der Ficher driickt sich stark aus in der Verteilung
der Spannungen in den Blattquerschnitten der Deckscheibe, die an den
Schaufeln anliegen (insbesondere derer, die an den Arbeitsteilen der
Schaufeln anliegen). Der Grund dafiir ist, daB die Spannungen in die-
sen Blattquerschnitten sowohl bei Einwirkung der Last in gleichen Fach

als auch im gemischten Fach auftreten, d.h.

5, = o; sin of -—i— 0; sin (wt +- Aa).

Das erste Glied dieser Gleichung ist gleich der Spannung im Punkt i

aus den Trigheitslasten des gleichen Faches, das zweite aus den Lasten
des gemischten Faches, und die Verschiebung der Schwingungsphasen der
Ficher Aa hingt von der resonierenden Schwingungsform ab. Deshalb hingt
das Niveau der veridnderlichen Spannungen in den genannten (gefihrdetsten

[1]) Grenzquerschnitten von der Teilbarkeit der erregten Resonanz ab.

. k
Z,B. bei £ =12, ... ist der Winkel Aa=0 und beide Spannungskompo-
nenten werden addiert. Aber bei r=~05;1,5 ... und Ad=n haben die

Spannungskomponenten verschiedene Vorzeichen. Experimentell wurde mehr-

fach eine starke Spannungszunahme in den mittleren Querschnitten bei

Verdnderung der Teilbarkeit der Resonanz festgestellt.

Die Streuung der Abmessungen der einzelnen Ficher fiihrt dazu, daB die
Symmetrie des Systems zerstort wird. Die entsprechende charakteristi-
sche Hiufigkeitsgleichung hat 2, verschiedene Wurzeln (Eigenfrequen—

zen) fiir jede Schwingungsform innerhalb eines Faches.



Der EinfluB der Verstimmung auf die Amplituden der Resonanz-Zwangs-
schwingungen kann bewertet werden, indem man die Ldsungen des Systems

der inhomogenen Differentialgleichungen analysiert [2].

Die Berechnungen, die fiir einige Systeme durchgefiihrt werden, zeigen

folgendes:

1. Die stdrksten Schwingungen mit jeder Eigenfrequenz werden bei Ro-
tationsgeschwindigkeiten erregt, denen im symmetrischen System die
kritischen Geschwindigkeiten entsprechen. Am stirksten sind z.B. die
Schwingungen mit den maximalen Eigenfrequenzen .Qmm‘ bei den Resonan-
zen mit r = 1 wund mit den minimalen Eigenfrequeﬁéén ©mn bei r =

=0,5 (Abb. 2).

2. Die Hinzunahme der Verstimmung fiihrte zu einer starken Zunahme der
maximalen Schwingungsamplituden bei "kritischen'" Rotationsgeschwindig-
keiten. Besonders stark ist die Zunahme der Schwingungsamplituden (1,5
mal groBer), wenn ein verstimmtes Fach vorhanden ist. In Abb. 3 gsind
die relativVen Schwingungsamplituden der Ficher Yi/Y (wobei ¥,

symm

die maximalen Schwingungsamplituden des Faches i und stmm die
maximale Schwingungsamplitude ohne Verstimmung bezeichnen) fir zwei

Verstimmungsarten bei Resonanzen mit oma dargestellt.

3. In einem System mit verstimmten Fichern weicht (im Unterschied zu
einem symmetrischen System) die Arbeit der HuBeren Last fiir jede Schwin-
gungsform nicht nur bei den kritischen Rotationsgeschwindigkeiten von
Null ab. In solchen Systemen werden deshalb auch bei Resonanzen, die

von den kritischen Schwingungen abweichen, starke Schwingungen erregt.
Ein anschauliches Bild von der Abhingigkeit der maximalen Schwingungs-
amplituden von der Teilbarkeit der Resonanz liefern die in Abb. 2 ent-

haltenen Angaben (gestrichelte Kurve).

Die Erregung starker Schwingungen bei nichtkritischen resonanten Ro-
tationsgeschwindigkeiten fiihrt dazu, daB der gefzhrliche Drehzahlen-
bereich groBer wird. Flir derartige Rider ist charakteristisch, dal

fiir jede Teilbarkeit eine ganze Zone von Resonanzdrehzahlen anstelle

einer festen kritischen Drehzahl bei symmetrischem Rad vorhanden ist.
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L, Nimmt man die Verstimmung hinzu, fiihrt dies zu einer betridchtlichen
Streuung der Schwingungsamplituden der verschiedenen Ficher. Bei den in
Abb. 3% untersuchten Beispielen betrigt die Streuung der Schwingungs-

amplituden bis zu 300 % (siehe auch die Arbeiten [6 und 7]).
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Abb. 3. Relative Amplituden (yi/ysymm) der

Resonanzzwangsschwingungen der Massen eines
Zehnfeldersystems:

1) System mit fiinf verstimmten Féchern

(Ne 1—5), k = 10, Omax = 1000HZ: %ﬁmra_’c: 1,05;

Z S RN o ) Co i e
zi Sjsteﬁ mit einem verstlﬁyaﬂlrach'(ﬁr 29

© 1A
k=10, oy = 970z, —Lerst=10.
isymm

Ein System mit Verstimmung zerf#llt im wesentlichen in mehrere von-
einander isolierte Abschnitte. Dieses Isoliertsein tritt besonders deut-
lich bei den Resonanzen mit den minimalen und maximalen Eigenfrequenzen

zutage.

5. In Systemen mit Verstimmung beobachtet man ein Uberspringen der Ener-
gie aus den ungestimmten Fichern in das gestimmte Fach beim jeweiligen
Resonanzfach, was eine kontinuierliche Kompensierung der Reibungsver-
luste zu dem Zeitpunkt gewdhrleistet, wo die Erregungskraft in den vom
untersuchten Fach entfernten schwach vibrierenden Fichern liegt. In
symmetrischen Systemen bleibt ein solches Uberspringen der Energie prak-
tisch aus. Deshalb ist die Verringerung der Schwingungsamplitude auf
Grund der Ermiidung bei den am stirksten schwingenden Massen wesentlich
niedriger als bei den Massen eines symmetrischen Systems. Damit 1&Bt
sich auch die Zunahme, der Schwingungsamplituden der Massen im verstimm=-

ten System in Abb. 3 erkldren.



Der EinfluB der Verstimmung auf die Intensitit der Schwingungen wurde
an einem rotierenden Rad mit Zusatzmassen auch experimentell untersucht.
Diese Versuche bestdtigten die Ergebnisse der theoretischen Analyse:

die Hinzunahme einer zusidtzlichen Masse, welche die Eigenfrequenzen nur
gering verdndert (~3 - 5 %), filhrt bei bestimmten Resonanzen zu einer
betrdichtlichen Zunahme der Spannungen. AuBerdem wurden Resonanzen mit
bestimmten Teilbarkeiten nicht bei einer einzigen festen Drehzahl er-

regt, sondern bei mehreren Werten von n.

Fir ein wechselbezogenes System ist somit eine Vielzahl von Eigenfre-
quenzen charakteristisch. In einem System mit gleichen Fzchern werden
starke Resonanzschwingungen hingegen nur bei den kritischen Rotations-
geschwindigkeiten erregt, d.h. bei n= wy/2nk. Die Streuung der geometri-
schen Abmessungen der einzelnen Teile fiihrt zu einer Zunahme der maxi-
malen Schwingungsamplituden bei den nichtkritischen resonanten Rota-
tionsgeschwindigkeiten, 2zu einer Verbreiterung des gefidhrlichen Dreh-
zahlbereichs und zu einer betrichtlichen Streuung der Werte der Schwin-

gungsamplituden in den verschiedenen Fidchern.
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