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SPANNUNG DER SCHEIBEN DER HALBOFFENEN RADER VON RADIAL-
STROMUNGSMASCHINEN

Deutsche Volliibersetzung aus:

Energoma$inostroenie. Moskva, 9 (1963), Nr 11, S. 18 - 22.

Russ.: PacTAMEHME AUCKOB MONYOTHPLITHIX KONEG
paguasibHbix TypOomaluuH

Rastjazenie diskov poluotkrytych koles
radial 'nych turbomas$in

Es wird ein neues Verfahren zur Spannungs-
berechnung der Scheiben der halboffenen Rider
von radialen Gasturbinen und Radialverdich-
tern mit gebogenen oder geraden Schaufeln
aufgezeigt, wobei die Schaufeln auf der
Flanke des Rades beliebig angeordnet sind

und ihre Steifigkeit beriicksichtigt wird.

Gegenwdrtig werden die Zugspannungen in den Scheiben der halb-
offenen R&der von radiélen Gasturbinen und Radialverdichtern
mit Seitenschaufeln nach Methoden berechnet, .die fiir Scheiben
von Axialstromungsmaschinen aufgestellt wurden. Babei rechnet
man die Masse der Seitenschaufeln zur Scheibe und erhidlt eine
Scheibe von variablem spezifischem Gewicht (/1/, /2/. /3/ u.a.).
Tatsdchlich jedoch belasten die Seitenschaufeln nicht nur die

Scheibe, sondern verformen sich auch gleichzeitig mit ihr. Des-




halb muB man in den Berechnungen iber den Spannungs- und Ver-—
formungszustand von seitlich beschaufelten Scheiben die Zug-
steifigkeit der Schaufeln beriicksichtigen. Je nach Kriimmung
der Schaufeln und ihrer Abweichung von der Radialrichtung sind
sie in geringerem oder groferem MaBe an der Umverteilung der

Last auf die Scheibenabschnitte beteiligt.

Die Berechnung von Gufrddern oder von Rddern mit eingefristen
Schaufeln, wie sie in Dieselaggregaten mit Abgasturboaufladung
und dergleichen konstruierten Maschinen verwendet werden, ist
in den Arbeiten von F. Jaburek /4/, I.A. Birger /5/ u.a. ent-
halten.

In der Arbeit /4/ werden einige Differentialgleichungen fiir
eine Radscheibe mit geraden radial ausgerichteten Seitenschau-
feln angegeben. Das Temperaturgefdlle wird nicht beriicksich-
tigt. I.A. Birger arbeitete ein Verfahren aus /5/, das zur
Berechnung der Scheiben von ungleichmdBig erwdrmten Ridern

mit geraden radialen Seitenschaufeln benutzt werden kann.

Nachstehend wird ein Verfahren beschrieben, mit dem man die
Zugspannungen in ungleichmdfig erwdrmten Scheiben mit gebogenen
oder geraden Schaufeln, die beliebig auf der Radflanke ange-
ordnet sind, berechnen kann. Dieses Verfahren ist unkompliziert
und ergibt eine Rechnung mit linearen Gleichungen fiir Spannun-
gen, die zur Berechnung der Scheiben von Axialturbomaschinen

eingesetzt werden kann (/1/, /3/ u.a.).
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Abb. 1. Die auf ein Element des Rad-
volumens einwirkenden Krafte



Abb. 1 zeigt ein Rad mit Seitenschaufeln und die Krafte, die
auf sein Grundelement einwirken, mit den Abmessungen dr, b +

. zF
+ vy, rde, 1in dem y=.3

T eme Jewellige Schailifeldieke; z Zahl

der Schaufeln; F und e Querschnittsfldche und Winkel der
Schaufel am Radius r. Die Ausdriicke fir die Krdfte sind unter
der Annahme geschrieben, daB die Tangentialspannungen o, die
Ringfasern nur der Scheibe selbst belasten, die die Dicke b
hat, und daR die Radialspannungen in der Scheibe o, und in
den Schaufeln o,, durch die jeweiligen Querschnitte mit der

Dicke b und vy 1ibertragen werden.

Wir projizieren alle Krdafte auf den Radius und erhalten die
Gleichgewichtsdifferentialgleichung
obdrde=d (40, ,yr)de +

+% r*w? (b + y) dr dg - d (bo,r). ()

Die Spannung in der Schaufel in Radialrichtung o,, ersetzen
wir durch die Spannung o, die ldangs des Schaufelkreises

gerichtet ist

O, () =0, cos*a. (2)

Wir schreiben die Kompatibilitdtsbedingung der Verformungen

von Schaufel und Scheibe

ea:EE‘_z V152 (e, 0% + em® + €,n%) —
an, wobel e, &,e die linearen Hauptdehnungen sind;

1, m, n die Zentrierkecnusse ldngs der Richtung der

Schaufel.
Da e =¢; e,=¢; eg=¢,; I=cosa; m=sina; n = O, erhalten wir
eq=V1+2(e, cos?a+gsinfa)— 1.

Wir entwickeln [14-2(e cos®a+ gsin*e]/t in Reihe, vernachldssigen
die Glieder mit den Quadraten der Verformungsgrdfen und erhal-

ten
eq= (e, — &) cos?a L g

Nach Ersetzen der relativen Verformungen eg e, ¢ Schreiben

'wir nach den bekannten Spannungsgleichungen o, o, o, schlielR-



lich

o4 =0,(cos?a—psinta)4 oy (sin?a—p costa).  (3)

Wir setzen die Gleichungen (2) und (3) in (1) ein:

o drde = d[yo, (cos*a —p sin® a cos? @) r -
+ yoy(sin®a cos’a —p cost a)r]do +

+ L rtw? (b 4 ) dr do + d (boyr) de. @)

Wir zerlegen das Scheibenprofil und die jeweilige Dicke der
Schaufeln in Abschnitte mit gleichmdRiger Dicke. AuRerdem
nehmen wir den Winkel e anndherungsweise konstant an, gleich
seinem Wert im mittleren Radius des Plattenabschnitts. Dann

ist innerhalb eines jeden Scheibenabschnitts

b = const, y = const, a = const.

Wir fuhren folgende Bezeichnungen ein:
®, = costa —psinta cos?a;
®, =sin*a cos’a —p cos?a;
v,
r="p>
Ao =1+ x(P1+ pPe)
L+ ¢ (1L p) (P +Ds) .

S 1—%X(¢1+P¢z) ?

A 0w 4Py + D)) L

2 I+ (P + pd.) ’

2 (U Fp)x (P + D).
T T+ (@ +pdy) .
Ay = L+ )

L+ 3 (P +pPa) *

Hier ist p, Poissonsche Zahl.

Danach setzen wir die Spannungen in Differentialgleichung (4)
ein, dricken sie durch die Verschiebung® u aus und ihre Ablei-

tung dn/dr und die Temperaturverformung ¢.

Nach Transformieren erhalten wir eine lineare inhomogene Diffe-

rentialgleichung zweiter Ordnung mit variablen Koeffizienten
4 Ay du 1 u ad O

e s T Al L
2
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Die LOsung der Differentialgleichung (5) schreiben wir folgen-

dermalRen:
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Desweiteren bestimmen wir u/r und du/dr und setzen sie in
die Gleichungen filir die Spannungen ein. AuBerdem nehmen wir an,
daB O, =0, G= 0y und ®%=4%, im Anfangsradius r = ry bekannt

sind.

Wir verwenden die angeschriebene Grenzbedinguﬁg, approximieren
in jedem Scheibenabschnitt den Wert der Temperaturverformung
durch die Abhdngigkeit O=490,+ k(r—rg? wobei @&, gleich Null
sei, und erhalten nach einigen Transformationen die Ausdriicke

flir die Spannungen am Ende des Scheibenabschnittes mit den Sei-

tenschaufeln

0r =a,0r, -+ a0y, +a'Tc+ a'OTﬁ: M

ot =Br0ry + BiO1y + BTc +PoTo- (8)
Hier sind 7}=-§—ﬂM;T0=:Eh% a,, ..., By Koeffizienten, die in Ab-
hdngigkeit von den Kennwerten x = ré/r bestimmt werden (ro

und r Innen- und AuRBenradius des Scheibenabschnittes, % und

a.

Die ermittelten linearen Gleichungen sind identisch mit den
allgemeinbekannten (/1/, /3/ u.a.). Dementsprechend &dndert sich
die Berechnungsmethode formal nicht, auch wenn Seitenschaufeln
vorhanden sind. Der Unterschied besteht allein darin, daB die
Koeffizienten «a, ..., By nach Gleichungen berechnet werden, die
sich von den fur Scheiben fir Axialstromungsmaschinen geltenden
unterscheiden. Die Koeffizienten a, ... Bs berechnet man geeig-
neterweise zuvor: fiir einige Werte von % und a, indem man

eine Tabelle oder ein Diagramm der Koeffizienten erstellt.
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Abb. 2. a) Koeffizienten e, und B, :
b) Koeffizient « ; c) Koeffizient B: ;
d) Koeffizienten e und §. .

-In Abb. 2 sind nur die Diagramme der Koeffizienten a,, 9, a,
B, Pr. B bel 05<x<1,0,0<y<20 fiir a=0 angegeben (radial aus-
gerichtete gerade Schaufeln), da der geringe Umfang des Auf-

satzes eine ausfilhrlichere Darlegung unserer Ergebnisse nicht

gestattet.



Somit wird die Berechnung von seitlich beschaufelten Scheiben

folgendermaken durchgefihrt.

Die Schaufeln werden an der Scheibe '"angebracht'", nachdem die
Scheibe in Abschnitte mit der konstanten Dicke b wund die
Schaufeln in Abschnitte mit der konstanten Dicke y =zerlegt
sind. Fir alle Abschnitte wurden X = ro/r, y=uy/b und a Dbe-

stimmt.

Der Elastizitdtsmodul wird iiber die Scheibenabschnitte gemit-

telt. Es wird 9=198() aufgezeichnet.

Es wird eine Tabelle der Koeffizienten erstellt, in die fir
jeden Scheibenabschnitt =, % ¢ und die Werte der Koeffizienten
anvm,.“.ﬁﬁ und T, Ty eingetragen werden. Nach den Gleichungen
(7) und (8) werden danach durch Doppelberechnung die Spannungen
o, und o am Ende des Scheibenabschnittes berechnet. Der Uber-

gang von Abschnitt zu Abschnitt erfolgt nach den Formeln

¢ o= o Ty O v
.« E* L
0y = —5 (07 — 10,) + Bo,, (10)

wobei die Werte mit den Sternchen sich auf den Abschnitt be-

ziehen, der auf den vorhergehenden Abschnitt folgt.

Nachfolgend seien einige Berechnungsbeispiele nach dem darge-

legten Verfahren genannt.

Beispiel 1. Es sollen die Spannungen in der Scheibe eines

Rades berechnet werden, wie es in Abb. 3 dargestellt ist, mit

geraden radialen Schaufeln und der konstanten Dicke t = 0,3 cm.
Das spezifische Werkstoffgewicht ist y:=&lW3kg/Cm3, die Winkel-
umdrehungsgeschwindigkeit =220 1/sec, die Schaufelzahl =z =

= 19.

Das Temperaturgefdlle ist gering und braucht nicht beriicksich-

tigt zu werden.

Wir schlieRBen die Tabelle und filhren die erste Berechnung durch.



Angenommen, q;:c%zlom, erhalten wir

Ory = 0,074 + 0107y + acT = 0,5-1000 + 0,5-1000 — 89,2 ~ 911
o1, = Br0,q + Biot, + BT = 0,5-1000 + 0,5-1000 — 51,4 = 949.

7Zu Beginn des zweiten Abschnitts (x=y"=0; E=E") ist

. b . 7.0
= —— = _.9]l = 981,
(jrI b* C’r, 6.5 9

0;1 =0, +p (0, —0,) = 949 + 03 (981 —911) = 970.

Am Ende des zweiten Abschnitts ist dann
o, = 0,775-981 + 0,225-970 — 78,8 = 895;
0, = 0,225.981 4- 0,775.970 — 32,3 = 924 USW.

Unter Fortsetzung der ersten Berechnung erhalten wir

a,,, = 096-2680 + 0,044- 1904 — 672 — 1987;
,,, = 0,131-2680 + 0,844-1904 — 244 — 1715,

Abb. 3. Rechenschema eines
Turbinenrades N

Wir fihren die zweite Berechnung durch. Angenommen sei

g,, = 0;, = 400

o, = a0, T a,U,o = 05-400 - 0,5-400 = 400;

th o ﬁfofo + 5fcio = 0,5'400 + 05'400 = 400,

o = %400:431; o} = 400+ 03 (431 — 400) = 409 USW.
1 B



Nr. r " 5 a, ay ! a,
Abschn. i :
1 2,3 0,00 0.00 0.50 0,50 —0.412
2 3,1 0,742 0,00 0,775 0.225 - 0,200
3 4,0 0,776 0,070 0,802 0,188 —0,150
4 5.0 0,800 0,216 0.824 0,149 —0,170
5 G,b 0,834 0,412 0,855 0,108 —0,146
6 7.0 0,858 0,730 0,280 0,077 —0,132
7 8,0 0,875 1,235 0,898 0,050 —0.121
8 9,0 0,889 1,6C0 0,911 0,035 —0,109
9 10,0 0,900 2,580 0,926 0,024 —0,095
10 11,5 0,870 1,480 0,560 0,044 —0,124
| |
|
N ]l Tc a[Tt Br ‘ Bt ﬁc BcTc
Abschn.
1 216,5 —89,2 0,50 0,50 —0,2375 —51.,4
2 394,0 —78,8 0,235 * 0,775 —0,082 —32,3
3 655,0 —124.3 0,200 0,796 —0,074 - —48,4
4 1023 —174,0 0,182 0,806 —0,067 —68,5
5 1473 —215,0 0,156 0,828 —0,0565 —83,3
6 2005 —264,0 0,140 0,844 —0,0485 —97.4
7 2620 —317,0 0,126 0,854 —0,0435 —114,0
8 3315 —362,0 0,116 0,864 —0,039 —129,0
9 4050 —389,0 0,0855 0,878 —0,033 —135,0
10 5420 —672,0 0,131 0,844 —0,045 —244,0

Wir setzen die zweite Berechnung fort und erhalten

g, =0096-3440 + 0,044-1881 = 3383;

"10
0, =0131.3440 -+ 0,844- 1881 = 2037.

10

: LG G, [ R '
Die tatsachlichen Spannungen ¢ o, werden nach den

fd'
gen
g, =0, — (0
o g 53 "
g, =G, + (0, .
F) SRR 5T

ermittelt.

Die romischen Zahlen bezeichnen hierbei die Nummer
rechnung.
1087

An der Felge ist Gy, =10, wonach i=-—§§§==—Q%&

Gleichun-

der Be-
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Die Druckfiguren in der Scheibe, berechnet unter und ochne Be-
ricksichtigung der Schaufelsteifigkeit, sind in Abb. 4 darge-
stellt. Vergleicht man sie, stellt man fest, dal der - durch
eine genauere Berechnung ermittelte - Spannungszustand sehr
stark von dem auf gewdhnliche Weise ermittelten abweicht. Im
vorliegenden Beispiel beschrdnkt sich die Festigkeit des Rades
auf die groBRte Radialspannung, die bei genauerer Berechnung
ungefdahr zweimal geringer ist. Bei R3dern mit Mittelloch kann
sich eine Zunahme der rechnerischen Tangentialspannung an der
Bohrung jedoch &duBerst stark auswirken, wo sie normalerweise
in der Scheibe am groften ist und folglich deren Festigkeit be-

stimmt.
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Abb. 4. Spannungen in der Scheibe
eines Turbinenrades:

o6, und ¢, unter Berilicksichtigung,

9. % ohne Berlicksichtigung der
Schaufelsteifigkeit.

Man kann die Genauigkeit der Berechnung (innerhalb der ange-
nommenen Zuldssigkeiten) nach der Gleichgewichtsgleichung

Uberpriifen, die man geeigneterweise folgendermaRen darstellt:

n

cx v (1 = %)
V G,_F[:‘/ L—'—Gimz,
sl

i=l1 ! =1 &
wobeil o, mittlere Tangentialspannung des i-ten Scheibenab-
schnitts;
Fi Radialquerschnittsfldche des Abschnitts:
6; Tragheitsmoment des Abschnitts bezogen auf die Rad-

umdrehungsachse.
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Die Priifung an unserem Rechenbeispiel nach dieser Gleichung
ergab in beiden vergleichbaren Fdllen eine Ubereinstimmung
der Lasten, wie sie nach den Gleichungen der linken und rech-

ten Seite errechnet wurden.

Beispiel 2 (aus I.A. Birgers Arbeit /5/). Es soll die Tangen-

tialspannung an der Bohrung r = a des Mittellochs einer Platte
mit der Dicke ho/2 bestimmt werden, die an den Seitenfldchen
Radialrippen besitzt. Die Rippenbreite betragt hO/2; der Full-
grad der orthotropen Schicht &, =05(=1); die Relation von

Innendurchmesser der Platte zum AuBlendurchmesser x = a/b = 0, 2.

Die berippte Platte wird durch eine am AuBenkreis verteilte
Last gedehnt. Die LastgrdBe pro Ldangeneinheit bezeichnen wir

mit Nra-

Angenommen sei, daBR die Last &N, gleichmdRig iiber die Breite

der Zylinderfldche im Radius r = Db verteilt ist.

Dann ist @, = N,/h,. AuBerdem nehmen wir o,=0 an (der Innenkreis

der Platte sei frei).

Falls keine Trdgheitsfliehkrdfte vorhanden und keine ungleich-
mdpige Erwdarmung der Platte stattfindet, sieht Gleichung (7)
nach den gewdhlten Bezeichnungen im vorliegenden Beispiel fol-

gendermafRen aus:

Org = Qs0pg + Q¢0ta-

Wir setzen die Werte g,, 0, €in und erhalten fir r=102, y=1

und a; = 0,2

Hieraus folgt: mazs-%l, was mit der Losung in /4/ iberein-

0 .
stimmt.

Die ermittelte Spannung ist die groBte, festigkeitsbestimmende

Spannung der Platte.
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