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Einleitung. Die Pseudoebene $® erhalt man aus einer Ebene durch
paarweise ldentifizierung 2p verschiedener Punkte. Bekannt sind drei Formen der
Einbettung von Graphen in eine Pseudoebene:

a) die Kanten verlaufen nicht durch singulare Punkte;

b) keine Beschrankungen;

c) in den singularen Punkten gibt es keine Ecken.

In Analogie zum klassischen Heawood-Ringel-Problem [1, 2] ergeben sich

Probleme belm Auffmden des MaX|mums chromatischer Zahlen von Graphen mit

Embettung in $® im Sinne "a", "b", "c". Die Probleme "a" und "b" sind vollstandig
n [3] gel6st, das Problem "¢” in [4].

1965 flihrte Ringel [5] den Begriff der 1-Einbettbarkeit eines Graphen in eine
Flache ein, wonach jede Kante im Innern von nicht mehr als einer einzigen
anderen Kante gekreuzt werden kann. Dort zeigte Ringel auch auf, daB man
einen beliebigen Graphen mit 1-Einbettung in eine Ebene mit 7 Farben farben
kann, und auBerte die Vermutung, daB man auch mit 6 Farben auskommen kann.
Am Beispiel eines Dreieckprismas, in dem alle 6 Diagonalen auf die Seitenkanten
verlaufen, zeigte er, dafl man mit weniger als 6 Farben nicht auskommt.

Unlangst gelang dem Verfasser des vorliegenden Artikels der Beweis der
Ringelschen Vermutung [6]. Nachstehend wird eine Verallgemelnerung d:eses
Ergebnisses am Fall einer 1-Einbettung von Graphen in s® im Sinne von "a"
mitgeteilt.

THEOREM. Die kleinste Zahl von Farben, die fiir eine Fiarbung eines
beliebigen Graphen mit 1-Einbettung in s? ohne Verschiebung der Ecken

in die singuldren Punkte notwendig ist, ist gleich l‘9+\/17+16 )/2_| fiiri O
< p = 4 und gleich 8 fiir p = 4.

BEWEIS des Theorems. Zuerst fuhren wir gewisse Definitionen ein. Der Graph G
sei so in die Pseudoebene s? elngebettet daB in seinen singularen Punkten die
Ecken des Graphen nicht liegen. Die durch die singularen (doppelten) Punkte der
Pseudoebene verlaufenden Kanten nennen wir besondere, und die restlichen
unterteilen wir in einfache und gekreuzte. Infolge der Definition der 1-
Einbettbarkeit verlaufen durch einen singularen Punkt nicht mehr als zwei Kanten.
Ist v eine Ecke, dann sind f(v), g(v) und h(v) die Zahlen der einfachen, gekreuzten
und besonderen Kanten, inzident zu v, und s(v) = f(v)+g(v)+h(v) ist der Grad
(oder Valenz) der Ecke v. Mit G’ bezeichnen wir den 1-ebenen Graphen [6], den
man durch Zerlegung der singularen Punkte der Pseudosphare erhilt. Den
Graphen G” erhalt man aus G’ durch Entfernung der besonderen Kanten mit
Ecken vom Grad 1. Bei Entfernung der gekreuzten Kanten aus G” erhalt man
schlieBlich den Graphen G'”. Und wir nennen die so konstruierten Graphen erste,
zweite und dritte Ableitungen des GraphenG.

Wir besohrelben die Prozedur der Normalisierung des Graphen G mit 1-

Einbettung in s |hr Wesen besteht in der Hinzuflgung von Kanten zu G, die
nicht zum Auftreten von Zweiecken in G’ fuhren. Verlaufen in G die besonderen
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Kanten (a, b) und (c, d) durch ein und denselben singularen Punkt, wobei in G’ in
einem der Exemplare dieses singularen Punktes die Halbkanten aus a und ¢
zusammenkommen, und im anderen aus b und d, so ergibt sich in G beia = ¢
eine Kante in Form eines "ausgedehnten Dreiecks” mit Halbkanten und einem
singularen Punkt, und bei b # d ergibt sich (b, d) (siehe Abb. 1).

a _ £

Abb.1

Kreuzen sich die Kanten (a, b) und (¢, d), dann ergeben sich analog die Kanten
(a, c), (¢, b), (b, d), (d, a), die an den gekreuzten Halbkanten "anliegen” (siehe
Abb. 2).

(EO‘ZG"; Abb.2

Gibt es in der dritten Ableitung H'” des ermittelten Multigraphen H Zweiecke,
dann eliminieren wir sie alle und entfernen sukzessiv jene der hinzugefugten
Kanten, die im Moment des Entfernens in irgendein Zweieck hineingehen. Wir
fuhren die Triangulierung aller Flachensticke des Graphen H'' auBer der
Vierecke durch, die durch Entfernen der Paare gekreuzter Kanten sich ergaben,
danach sukzessiv jedes Paar Dreiecke, die zur Kante e inzident sind,
transformieren in H'”' in ein Viereck, indem wir zu H eine mit e gekreuzte Kante
hinzufagen.

Den ermittelten Multigraphen G, nennen wir Normalisierung des Graphen G.
Man kann leicht erkennen, daB G, aus G durch Hinzufigung von Kanten

resultiert, und G+ enthalt nur Drei- und Vierecke, wobei keine zwei Dreiecke
benachbart sind.

Es gelten die Gleichungen:
V(GY) - E(Gy) + F(G,) = 2,
3F3(G.) + 4F4(GYy) = 2E(G),
Fa(GL) + Fa(Gy) = F(G,),

wobei V, E, F, F; und F, die Zahlen der Ecken, Kanten, Flachen, Dreiecke und
Vierecke sind.
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Hieraus folgt
V(G ) - BE(G ;) + 8F4(G ) + BF4(G ) = 16,

OF4(G ) + 12F,(Gy ) = BE(G ).

Und schiliefilich ist
BV(G) - 2E(GL) - 4F4(G ) = Fo(Gly) + 16
oder
S (f(v) + g(v) - 8) = - 16 - F4(G ). (1)

veG

Im weiteren Verlauf brauchen wir die Ungleichungen:
D (Av) +g(v) + h(v) - 8) < - 16 - Fa(G'y) + 4p,

> (s(v) - 8) < - 16 - F4(G,) + 4p < - 16 + 4p, (2)

veG
"

2E(G,) - 8V(G,) < - 16 - F4(G ) + 4p,
E(G) < E(G,) < 4V(G,) +2p - F4(G,)/2 < 4V(G) + 2p - 8. (3)

LEMMA 1. Ist G ein Multigraph ohne Schleifen, 1-einbettbar in s\, dann
ist X(G) < 7.

BEWEIS. G sei nach der Zahl der Ecken kleinstes Gegenbeispiel zum Theorem,
und seine Einbettung in s sei fixiert. Man kann annehmen, daB es in G bei
dieser Einbettung keine Zweiecke gibt und G normalisiert ist, d.h. G = G,.

FALL 1. In G' gibt es keine trennenden 3- und 4-Zyklen.

Bemerkt sei, wenn es in G’ einen trennenden 2-Zyklus gibt, dann erhalten wir,
unter Entfernung seines AuBengebietes und danach einer seiner beiden Kanten,
eine 3, 4-Angulation. Stellt sie nur ein Dreieck oder Viereck dar, dann laBt sich in
G eine Ecke mit einem Grad unter 7 feststellen, was der Minimalitat von G
widerspricht. Das heif3t, das Innere des sich bildenden auBeren Dreiecks oder
Vierecks ist nicht leer.

Da es in G keine Ecken unter einem Grad von 7 gibt, besteht der negative Beitrag
zur linken Seite von (2) nur aus 7-valenten Ecken, folglich liegt ihre Zahl (ber
12+F53(G""). Nicht weniger als acht davon sind mit den besonderen Kanten nicht
inzident. Wir wahle einen solche 7-valente Ecke v (siehe Abb. 3). Wenn bei
Entfernung von v und Klammerung von a,c bzw. b, d keine Knoten auftreten
wurden, dann ware der ermittelte Graph infolge der Minimalitdt von G 7-farbbar,
obwohl sich seine 7-Farbung auf v ausdehnt, was der Annahme ({ber G
widerspricht. Folglich gibt es in G die Kanten (a, ¢) und (b, d). Sie kbnnen beide
nicht einfach oder gekreuzt sein, da es in G keine trennenden 3- und 4-Zyklen
gibt. D.h., sie sind beide besondere. Aber dann gibt es aufgrund der Normalitat
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des Graphen G darin die einfache Kante (¢, d), die einfachen Kanten (b, ¢) und
(a, d), was ebenfalls dazu fihrt, daB man trennende 3-Zyklen festellt.

FALL 2. In G gibt es trennende 3- oder 4-Zyklen ohne Trennung der zwei
Exemplare ein+es singuldren Punktes in G'.

DaB3 es in G eine trennende Menge von Ecken gibt, die eine Clique induziert,
widerspricht seiner Minimalitat.

FALL 3. Der Zykius C ist hinsichtlich des Einschlusses innerhalb der 3- und 4-
Zyklen in G’ minimal, wobei C die Exemplare eines singuldren Punktes abtrennt.

Wir bezeichnen mit Out(C) und Int(C) die Untergraphen des Graphen G, induziert
durch die Ecken, die sich inner- und auBerhalb des C-Zyklus befinden.

Aus (1) folgt fur den Graphen H = G” \ Ouf(C) bei C = Cj:
D (suv)-4)+ > (Su(v) - 8) < - 4 - Fy(H),
vels v elnt{Cs)

mit sy(v) > 4 bei v e C; infolge Minimalitat von C.

Bei C = C, erhalten wir:
D (suv)-B)+ Y. (Sulv) - 8) < - 4 - Fy(H),
veCsq v elnt{Cs)

wobei analog Sy(v) 2 5 beiv € C,.

Somit ist

>, (sulv) - 8) < - 4 - F4(H).

Und hieraus ist
> (s(v) - 8) < - 2 - Fy(H), (4)
velnt(C)
da nicht mehr als zwei Kanten inzident sind zu den Ecken aus /nt(C), wobei die
zweiten Kanten dieser Enden infolge des Falles 2 in Out(C) liegen.

Dies bedeutet: in Int(C) gibt es nicht weniger als 2+F;(H) Ecken vom Grad 7.

Wir behaupten, in Int(C) haben mindestens drei Ecken den Grad 7. In Wirklichkeit
sei F3(H) = 0. Bemerkt sei, daB sy(v) = 5 fur v € C4 nur dann ist, wenn v zum
Dreieck in H inzident ist, d.h.
> (s(v) - 5) >0,
v elni{C)

und in (4) gilt eine strikte Ungleichung.

Da aufgrund des Falles 2 nicht mehr als zwei Ecken aus /Int(C) mit den
besonderen Kanten inzident sind, so findet sich in Int(C) eine 7-valente Ecke v,
die mit den besonderen Kanten nicht inzident ist (siehe Abb. 3). In G gibt es keine
einfachen oder gekreuzten Kanten (a, ¢) und (b, d). In Wirklichkeit gebe es (b,
d), dann bezeichnen wir mit C’ den kleinsten flir den EinschluB unter den 3-
Zyklen der Form bvd und den 4-Zyklen der Form bldv. Nach der Definition ist C,
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C’" ¢ H. Doch ist v € Int(C), d.h. b, d ¢ C. Der Zyklus C wird durch die Ecken b,
d in die zwei Ketten L,, L, zerlegt, von denen die kirzere L, eine Lange von
hochstens 2 hat. Dann widerspricht der Zyklus L,v der Minimalitat von C.

£

W Abb.3

Es bleibt noch der Fall zu diskutieren, daB es zwei besondere Kanten (a, ¢) und
(b, d) gibt. Aber da die Ecken a, b, ¢, d benachbart sind zur Ecke v e Int(C), ist
{a, b, ¢, d} < H. Weil G normalisierter Graph ist, gibt es in ihm entweder eine
einfache Kante (b, ¢) oder (¢, d), d.h. auch die trennenden Dreiecke (b, v, ¢)
bzw. (¢, v, d). Da entweder b und ¢ oder ¢ und d mit ein und demselben
Exemplar des besonderen Punktes benachbart sind, so darf man annehmen, daf
beide Exemplare auf einer Seite des ermittelten Trenn-Dreiecks liegen, was zum
Fall 2 fGhrt.

Das Lemma 1 ist damit bewiesen.

LEMMA 2. Ist G 1-einbettbar in SP, p > 2, dann ist X(G) <

L(9+,/17+16p)/2j.

BEWEIS. Wir nehmen an p(p) = L(9+,/17+16p)/2j. G sei minimales

Gegenbeispiel zum Lemma 2, dann ist s(v) > p(p) bei allen v € V(G). Hieraus ist
IV(G)] = u(p)+1. Angemerkt sei auch, daB p(p) = 8 furp = 2.

Aus (2) erhalten wir:
(n(p) + D(pp) +1-9)< > (s(v) - 8) < - 16 +4p - F4(G ) < - 16 + 4p.

v eW(G)

Wir 16sen die Ungleichung (p(p) +1)(u(p)+1-9) < -16+4p beziglich u(p)+1 und
erhalten p(p)+1 < (9+17+16p )/2 oder, aufgrund der Ganzzahligkeit von p(p)

mp) +1< [(9+ 17T +16p)/2 = p(p).

Dieser Widerspruch beweist Lemma 2.

LEMMA 3. Fiir p = 4 gibt es eine 1-Einbettung K (p) in $¥, und es gibt
eine 1-Einbettung K, in S°.
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BEWEIS. In Abb. 4 sind die Ableitungen der minimalen (nach der Zahl der

singularen Punkte) 1-Einbettungen der Graphen Kg, Ky, Kg, Ky und K, dargestelit
sowie die Vorschriften zum Einzug der singuldren Kanten. Die Minimalitat der 1-
Einbettung von Ky wird im Lemma 4 aufgezeigt, die Minimalitat der tbrigen vier 1-
Einbettungen folgt aus (3). Die Schreibweise (a, b : ¢, d) bedeutet, daB durch
einen gemeinsamen singularen Punki die Kanten (a, ¢) und (b, d) verlaufen,
wobei eines der Exemplare des singularen Punktes an der Kante (a, b) und das
andere an der Kante (¢, d) "anliegt”. Bei "d" fuhrt der letzte Punkt nur eine
einzige Kante (1, 8).

, y {I,2:3,4)
fMllllli..
1,2:8,9
P 3,2:8,79.
1.4:9.8%
‘ Todi6.3),
& I,-«:vB.- M
£ 9
10 1
e) A 3 2.3:7,8),(2,3:8,7],
T 4,5:1&,%i . 4,5:1},103.
6.6 10 10 .{2.5:15, 13},
L L 20672123 (1,216, 9Y,
/ 1.4:8 é% (1,439,123
81800, 11), {7, 8412 iz},
v lr U 1,2:12,113,(3,10:13,9),
2P T0. 11 (6,6:7, 133,
4.4:3.8)
1%
Abb. 4

Jetzt beweisen wir, wie man aus einer Minimal-1-Einbettung des Graphen K,,, n
# 9 die Minimal-1-Einbettung des Graphen K,,, konstruiert. Es gebe im Graphen
K, das Viereck abcd. Wir legen in es das Viereck 1234 und ziehen noch die

Kanten (a, 7), (b, 2), (¢, 3) und (d, 4). In dem ermittelten Graphen sind im
Vergleich zum vorhergehenden die gekreuzten Kanten (a, ¢) und (b, d) verloren
gegangen; wir ziehen sie folgendermaBen: (a, b : ¢, d). Flr jede der Ecken x des
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Graphen K, \{a, b, ¢, d} muB die Nachbarschaft von x mit 1, 2, 3, 4 erreicht
werden. Dies gelingt durch zwei singulare Punkte: (x, x : 1, 2) und (x, x : 3, 4).
Der Vollstandigkeit des konstruierten Graphen wegen bedarf es noch der Kanten
(a, 3), (b, 4), (c, 1) und (d, 2); man kann sie folgendermaBen ziehen: (a, 1 : 3, ¢),
(b, 4 : 2, d). Die Minimalitat des konstruierten Graphen nach der Zah! der
singularen Punkte, die bei der 1-Einbettung in die Pseudosphare verwendet
werden, folgt aus (3).

Das Lemma 3 ist bewiesen.

LEMMA 4. Ist der Graph G 1-einbettbar in S, dann ist X(G) < 8.

BEWEIS. Zuerst weisen wir nach, daB es keine 1-Einbettung des Graphen Ky in
s gibt. Wir unterstellen das Entgegengesetzte, namlich daB er vorkommt, und
bezeichnen ihn mit G. Dann folgt aus (2), daB G’ Quadrangulierung ist, aber G
enthalt keine Mehrfach-Kanten. Dies bedeutet, daB in G’ keine Ecken vom Grad
2 vorkommen. Andererseits gibt es in G’ keine Ecken des Grades 5 oder hoher.
Man kann leicht aus (1) ableiten, daB in G’ eine der Ecken den Grad 4 hat und
die Ubrigen den Grad 3. Wir untersuchen die 4-valente Ecke v des Graphen G”.
Man kann leicht erkennen, daB die vier, nicht mit v benachbarten Ecken nicht mit
den zwei vorhandenen Kanten so verbunden werden kénnen, dafl es eine ebene
Quadrangulierung gabe. Widerspruch.

Jetzt beweisen wir die Behauptung des Lemmas. Der Graph G sei kleinster unter
den in $“ einbettbaren, mit 8 Farben nicht farbbaren. Dann ist s(v) > 8 fiir ein
beliebiges v € V(G), deshalb ist

Y. s(v) 2 8 |V(G)],

veG

und aus (2) folgt, daB
Y. s(v) < 8 |V(G)],

veQG
und daher G gleichartigen Grades s(v) = 8 ist. Aber dies widerspricht dem
Theorem von Brooks.

Das Lemma 4 ist damit bewiesen.

Der Beweis des Theorems folgt aus der 6-Farbbarkeit 1-ebener Graphen,
bewiesen in [6], und aus den Lemmata 1 - 4.

Der Verfasser ist Herrn V. A. Aksénov fur seine fruchtbaren Anmerkungen
wahrend der Niederschrift dieser Arbeit zu Dank verbunden.
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