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so hilt die Wirklichkeit nicht aus.
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Vorwort

Nachdem sich mittlerweile zwei internationale Konferenzen (1990 und
1993 in Senlis, Frankreich) mit den energetischen Aspekten von Kér-
perschallfeldern befafit haben, erscheint es angebracht, die theoretischen
Grundlagen dieses stetig wachsenden Teilgebiets der Akustik in einer
Monografie zusammenzufassen. Im Gegensatz zu fluiden Medien, fiir
die eine ausgereifte Intensititsmeftechnik zur Verfiigung steht, berei-
ten Fragen nach der Entstehung, Ausbreitung und Vernichtung von
Schallenergie in festen Kérpern weitaus grofiere Schwierigkeiten. Dies
liegt daran, dafd Schallfelder hier nur an der Oberfliche gemessen wer-
den kénnen und dariiber hinaus aufgrund der Schersteife des Medi-
ums von Natur aus komplizierter sind. (An die Stelle des skalaren
Schalldrucks tritt der Spannungstensor mit sechs voneinander unab-
hingigen Komponenten!) Somit besteht bei der Bestimmung von Kor-
perschallintensititen ein erthéhter Informationsbedarf bei gleichzeitig
eingeschrinkten Me8mdoglichkeiten. Diese Diskrepanz kann jedoch oft
durch theoretische Uberlegungen und durch Rechnung iiberwunden
werden. Die Theorie der Korperschallenergie steuert daher nicht nur
Wesentliches zum physikalischen Verstéindnis von Kérperschallproble-
men bei, sondern stellt auch ein unverzichtbares Werkzeug zur Entwick-
lung von Intensititsmefverfahren dar. Was in fluiden Medien durch
Messung allein erledigt werden kann, erfordert in festen Kérpern ein
sorgfiltig abgestimmtes Zusammenspiel von Messung und Rechnung.

Von einer Analyse der Korperschallenergie verspricht man sich letz-
ten Endes wesentliche Fortschritte auf allen Gebieten der Larmbekamp-
fung, bei denen Kérperschall eine Rolle spielt. Die vorliegende Mono-
grafie moge dazu beitragen, daff davon etwas wahr wird. Sie fiihrt,
ausgehend von den einfachen Grundlagen, bis an den aktuellen Stand
des Wissens heran und sollte sowohl fiir Forschung und Entwicklung
als auch fiir die Lehre von Nutzen sein. (Grundkenntnisse der Elasto-
dynamik erleichtern den Einstieg.) Das Thema wird zwar systematisch,
jedoch keineswegs erschépfend abgehandelt. Die vielen noch offenen
Fragen - jedes Kapitel lidt dazu ein, solche zu stellen - seien Anre-
gung und Ansporn, das hier Begonnene fortzufiihren und zu vertie-
fen.

Dieses Buch ist aus der Habilitationsschrift des Verfassers entstan-
den. Obwohl jene erst vor zwei Jahren eingereicht wurde, mufiten zahl-
reiche Ergdnzungen vorgenommen werden, um die aktuellen Entwick-
lungen zu berticksichtigen oder wenigstens darauf zu verweisen. Das



vl Vorwort

Literaturverzeichnis wurde dabei um die Positionen [Z.1-18] erwei-
tert; neu hinzugekommen ist auSerdem der Abschnitt 5.3.

Der Verfasser dankt allen, die zum Zustandekommen dieses Bu-
ches beigetragen haben: der Gips-Schiile-Stiftung (Herr Notar K. Schun-
ter), dem Vorstand der Fraunhofer-Gesellschaft (Herr Dr. D.-M. Pol-
ter), dem Fraunhofer-Institut fiir Bauphysik (Leiter: Herr Prof. K. A.
Gertis), den Herren Professoren F. P. Mechel, H. Ertel, M. Heckl, M.
Moser, A. D. Pierce, Hermn Dr. H. M. Fischer, Herrn Dipl.-Phys. N. Ké-
nig, Herrn K. Baier, Frau A.-C. Seitz, Frau K. Heymann und nicht zu-
letzt dem S. Hirzel-Verlag. (Hinweise auf Druckfehler oder andere

Miingel werden iibrigens gerne entgegengenommen.)
Stuttgart, im Marz 1994 W. Maysenhélder
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1 Einleitung

Im Jahre 1876 leitete Kirchhoff aus den Gleichungen der linearen Aku-
stik eine Beziehung her, die als Erhaltungssatz fiir eine bestimmte Gro-
f3e - ,akustische Energie” genannt — aufgefafft werden kann [1.1, zi-
tiert nach 1.2, S. 36]: Die zeitliche Anderung der akustischen Energie in
einem Volumenelement ist dem akustischen Energiefluf durch die
Oberfliache des Volumenelements gleich, sofern im Innern des Volu-
menelements keine akustischen Energiequellen oder -senken vorhan-
den sind. Zur mathematischen Formulierung dieses Satzes werden die
skalare Grofe ,akustische Energiedichte” und die vektorielle Groge
~akustische Energieflu8dichte” (oder ,-stromdichte”) eingefiihrt. We-
nig spdter (1884) gelang Poynting und Heaviside die Ableitung eines
entsprechenden Erhaltungssatzes fiir elektromagnetische Felder aus
den Maxwellschen Gleichungen [1.2, a.a.0.; 1.3, S. 189].

Die Energieflufldichte des elektromagnetischen Feldes wird seit
langem als Poynting-Vektor bezeichnet. Entsprechend sollte die aku-
stische EnergiefluSdichte, die bisher keinen Forschernamen verliehen
bekam, Kirchhoff-Vektor heiffen. Stattdessen wird von ,, Intensitit” oder
»~momentaner Intensitdt” (engl.: instantaneous intensity) gesprochen,
wobei der Zusatz ,,akustisch” der Kiirze wegen meistens fehlt. In der
Regel ist weniger der Kirchhoff-Vektor selbst als vielmehr sein zeitli-
cher Mittelwert von Interesse, der von manchen Autoren , mittlere In-
tensitdt” (engl.: mean intensity) genannt wird. Diese Bezeichnung be-
sitzt den Nachteil, daf aus ihr die Art der Mittelwertbildung (zeitlich,
rdaumlich, liber einen Frequenzbereich ?) nicht hervorgeht; auflerdem
wird im Verlauf eines Textes statt ,mittlere Intensitdt” oft nur noch
Jntensitit” geschrieben. Beim Literaturstudium muf jedenfalls dar-
auf geachtet werden, welche Grofe tatsichlich gemeint ist, wenn das
Wort Intensitdt vorkommt. In diesem Buch wird mit Intensitit die zeit-
lich gemittelte (akustische) Energiefluidichte oder kiirzer das Zeitmit-
tel des Kirchhoff-Vektors bezeichnet. Diese Definition ist einerseits im
Einklang mit der iiblichen Verwendung des Begriffs Intensitidtsmes-
sung, andererseits scheint sie sich auch in theoretischen Arbeiten, vor
allem auf dem Gebiet des Korperschalls, mehr und mehr durchzuset-
zen. Um kiinftig jegliche Verwirrung auszuschliefSen, sollte fiir die zeit-
abhingige Grofie das Wort Intensitit nicht mehr benutzt werden. Da-
fur gibt es die unmiflverstindliche ausfiihrliche Bezeichnung oder,
wenn man sich obigem Vorschlag anschlielt, die Abkiirzung Kirch-
hoff-Vektor.



2 1 Einleitung

Der Erhaltungssatz fiir die akustische Energie ist keine unmittelba-
re Folge des allgemein giiltigen, von Mayer (1842) und Helmholtz (1847)
entdeckten Satzes von der Erhaltung der Energie, sondern ergibt sich
aus den linearisierten Gleichungen fiir das akustische Medium. Die
gesamte mechanische Energiedichte bei einem akustischen Vorgang ist
im allgemeinen von der akustischen Energiedichte verschieden; das
gleiche gilt fiir die zeitlichen Mittelwerte dieser Gréfien. Solche Unter-
schiede sind zu beachten, wenn es um ,echte” Energiebilanzen geht,
bei denen mechanische Energie in andere Energieformen, insbesonde-
re in Wirme, umgewandelt wird. In diesem Fall ist eine sorgfiltige
thermodynamische Behandlung angezeigt. Pierce befafSt sich in seinem
Lehrbuch [1.2, S. 38] mit derartigen Fragen und gibt eine Reihe von
Literaturstellen dazu an. Im Rahmen der vorliegenden, dem unge-
dampften Karperschall gewidmeten Ausfiihrungen kann auf eine Ana-
lyse der allgemeinen Energiebilanz verzichtet werden. Hier wie beim
Thema Luftschallintensitit beruht die Bedeutung der akustischen Ener-
gie darauf, daB sie eine Erhaltungsgrofe ist. Der thermodynamische
Aspekt steht im Hintergrund und wird hier nur erwédhnt, um auf den
iibergeordneten Zusammenhang hinzuweisen und dem Entstehen all-
zu einfacher Vorstellungen vorzubeugen.

Der erste Versuch, den Transport akustischer Energie in Luftschall-
feldern zu messen, wurde von Olson 1931 unternommen [1.4, S. 5].
Bis die Technik der Luftschallintensititsmessung ausgereift war
und schlieflich auf breiter Basis und mit grolem Erfolg eingesetzt
werden konnte, verging geraume Zeit. Der Durchbruch gelang in den
siebziger Jahren mit der Kombination von hochwertigen Konden-
satormikrofonen und digitaler Signalverarbeitung (FFT-Analysatoren).
Fast 60 Jahre nach Olsons Versuch erschien Fahys Monografie ,,Sound
Intensity” [1.4], ein Standardwerk, das als Grundlage fiir weitere
Verfeinerungen der Luftschallintensititsmeftechnik zur Verfligung
steht.

Das Kérperschallkapitel in der Geschichte der akustischen Intensi-
tatsmefltechnik begann erst 1970 mit einem Artikel von Noiseux [1.5].
Weitere frithe Marksteine sind die Arbeiten von Pavié [1.6], Verheij [1.7]
und Rasmussen [1.8]. Alle genannten Autoren beschiftigen sich mit
Messungen der Korperschallintensitit in homogenen Platten, Balken
oder Rohren. Als Sensoren dienen wenigstens zwei Beschleunigungs-
aufnehmer, die in bestimmten Anordnungen auf der Oberfliche der
Korper befestigt werden. Aus den Sensorsignalen lassen sich unter
gewissen Voraussetzungen die Intensititen von Biegewellen, Longitu-
dinal- oder Torsionswellen bestimmen. Gemeint ist jeweils die iiber
die Plattendicke oder den Balkenquerschnitt integrierte Intensitit. Im
Gegensatz zur Luftschallmessung ist die Kérperschallmessung auf die
Oberfldche des akustischen Mediums beschrinkt. Das Schallfeld im



Innern des Kérpers muf aus den an der Oberfliche gewonnenen Me§-
daten erschlossen werden. Dies geschieht entweder mit Hilfe von mehr
oder weniger plausiblen Annahmen oder durch Rechnung. Bobrov-
nitskii [Z. 2] steuerte zu diesem Thema kiirzlich eine gewichtige, ma-
thematisch orientierte Abhandlung bei, in der Existenz, Eindeutigkeit
und Stabilitdt von Losungen sowie eine Reihe von Lésungsmethoden
erdrtert werden.

Je kleiner die Wellenlédngen im Verhiltnis zu den Abmessungen des
Korpers sind, desto schwieriger wird der Schlu vom oberflichlichen
aufs innere Schallfeld. Die zitierten Mefverfahren versagen deshalb
bei zu hohen Frequenzen. Zuverlissig bleibt einzig die von Pavié [1.9]
vorgeschlagene Messung der Oberflichenintensitit. Dabei miissen fiinf
Groéfien gemessen werden: die drei an der Oberfliche mefibaren Kom-
ponenten des Verzerrungstensors sowie die beiden zur Oberfliche par-
allelen Schnellekomponenten. Miflt man zusitzlich die Schnellekom-
ponente senkrecht zur Oberfliche, kann neben der potentiellen Ener-
giedichte auch die kinetische bestimmt werden. Wahrend bei der Luft-
schallmessung lediglich Schalldruck und -schnelle zu bestimmen sind,
hat man es bei der Messung von Oberflichenintensitidt und -energie-
dichten mit fiinf oder sechs Me3gréfen zu tun. Daf8 bislang kaum tiiber
derartige Messungen berichtet wurde, liegt wohl vor allem an diesem
erheblichen experimentellen Aufwand.

Das Interesse an der Messung und Berechnung von Kérperschall-
intensitdten hat in den letzten Jahren stark zugenommen. Dies ld8t sich
an der Zahl der Beitrage zu diesem Thema bei den Konferenzen tiber
Intensitdtsmefltechnik in Senlis (Frankreich) [1.10-12; Z. 1] ablesen: Bei
den ersten beiden waren es jeweils nur wenige; die dritte (1990) und
die vierte (1993) wurden dagegen ganz diesem Thema gewidmet. Zwan-
zig Jahre nach der ersten Messung durch Noiseux [1.5] wird in zahlrei-
chen Arbeitsgruppen an der weiteren Entwicklung der Kérperschall-
intensititsmefitechnik gearbeitet; erste Apparaturen zur beriihrungs-
losen Messung mit Laserlicht werden gebaut und erprobt. Der hohe
Standard, der bei der Luftschallintensitdt mittlerweile eine Selbstver-
standlichkeit ist, konnte jedoch bei weitem noch nicht erreicht werden.
Die Griinde dafiir sind vielfiltig. Die Beschrinkung der Messung auf
die Oberfliche und der zum Teil betridchtliche experimentelle Aufwand
wurden schon genannt. Hinzu kommt der Wunsch nach einer selekti-
ven Messung verschiedener Wellenarten (Biegewellen, Longitudinal-
wellen, etc.), die durch das Auftreten von héheren Moden oder Nah-
feldern erschwert werden kann. Weiter ist ein Mangel an prézisen Ana-
lysen der MeBfehler festzustellen. Dies hingt nicht zuletzt damit zu-
sammen, da8 die Theorie der Kérperschallintensitit bisher noch nicht
so weit vorangetrieben wurde, wie es fiir so manche Weiterentwick-
lung der MeBitechnik eigentlich erforderlich wire.



4 1 Einleitung

Trotz aller Unvollkommenheiten der Meftechnik ist die Kérper-
schallintensitit inzwischen fiir etliche praktische Anwendungen inter-
essant geworden. Im Konferenzband [1.12] findet man eine Reihe von
Beispielen. Zusitzlich sei auf einige Anwendungen in der Bauakustik
[1.13-17] hingewiesen. Bei der Lokalisierung von Kérperschallbriicken
in doppelschaligen Wénden stellte das entwickelte MeBverfahren [1.14-
15] seine Vorteile eindrucksvoll unter Beweis: Mit nur sieben MeSpunk-
ten konnte eine Schallbriicke auf ungefihr 10 cm genau lokalisiert wer-
den. Erfolge wie dieser sind die besten Argumente gegen die Auffas-
sung von Ffowcs Williams [1.18], der den Nutzen von akustischen In-
tensitdtsmessungen liberhaupt anzweifelt. Sie hitten keine Bedeutung
fiir die Planung akustischer MaBnahmen und wiirden zum Verstand-
nis der jeweiligen Situation nichts beitragen. Sicherlich gibt es einfache
Fille, bei denen man ohne weiteres auf eine Intensititsmessung ver-
zichten kann, und schwierige, bei denen die Ergebnisse einer Intensi-
titsmessung nicht die erhofften Hinweise zur Losung eines Lirm- oder
Schwingungsproblems liefern. Aber bei Pegelmessungen allein wer-
den die Ideen zur Verbesserung des Schallschutzes ebensowenig ,,von
selbst” freigesetzt. Diese entspringen — mit oder ohne Intensititsmes-
sung - der Intuition, der Erfahrung, dem physikalischen Verstindnis
der akustischen Verhiltnisse. Ffowcs Williams ist zu entgegnen: Wer
den Energieaspekt eines akustischen Vorgangs nicht kennt, hat diesen
Vorgang nicht vollstindig verstanden und entbehrt damit einer mogli-
cherweise nutzbringenden Informationsquelle. Weniger grundsitzlich
betrachtet und mehr auf den Anwendungsfall bezogen 14t sich der
Sinn von Kérperschallintensititsmessungen mit den Worten von Pa-
vi€ [1.9] zum Ausdruck bringen: , The usual objective of measuring the
vibratory energy propagation is to locate the vibration sources, to iden-
tify the paths of energy propagation and to discover the regions of vi-
bration absorption.”

Die MeStechnik ist dieser Aufgabe in so manchem Fall nicht in
ausreichendem Mafe gewachsen und bedarf daher der Weiterentwick-
lung. Angesichts der betrachtlichen Komplexitit der meisten Korper-
schallfelder und der Beschrinkung der Messung auf die Oberfliche
kann dies ohne breitere theoretische Grundlage und begleitende Be-
rechnungen kaum in befriedigender Weise gelingen. Der Gedanke
scheint nicht abwegig, daf in Zukunft Messung und Rechnung immer
enger miteinander verkniipft werden, um vielleicht auf diese Weise
zu schnelleren und zuverléassigeren Kérperschallanalysen zu kommen.
Liefert die Messung viel Information, kann sich die Rechnung auf
Ergdnzung, Kontrolle und Auswertung beschrianken. Umgekehrt kann
die Analyse hauptsichlich aus Rechnung bestehen - bis hin zur
Simulation von Kérperschallproblemen mit Hilfe von Schallstrahlen
oder -teilchen. MeSwerte dienen in diesem Fall als Eingabeparameter



oder als Vorgaben, die durch die Rechnung reproduziert werden miis-
sen.
Dem Umstand, da8 bislang keine systematische Darstellung der
Theorie der Korperschallintensitat vorliegt, will dieses Buch abhelfen.
Die mathematische Behandlung erfolgt im Rahmen der linearisierten
Elastodynamik fiir nicht-piezoelektrische Materialien; Materialdamp-
fung und Wechselwirkungen mit fluiden Medien wie z.B. Luftschall-
anregung oder -abstrahlung werden nicht behandelt; die Vielfalt der
Korperschallanregungen bleibt ebenfalls unberticksichtigt. In diesem
Sinne wurde keine Vollstindigkeit angestrebt. Die Schwerpunkte lie-
gen bei der Formulierung allgemeingiiltiger Gesetzmiéfigkeiten und
bei analytisch exakten Losungen fiir Energiedichte und Intensitit in
einfachen Strukturen. Um konkrete Ergebnisse und graphische Dar-
stellungen zu erhalten, miissen zum Teil auch numerische Methoden
eingesetzt werden.

Wichtige Teile dieses Buches sind in unmittelbarem Zusammen-
hang mit bauakustischen Fragestellungen entstanden:

— Der Abschnitt iiber Wellen in Platten spiegelt das Bestreben wider,
die systematischen Fehler des erwihnten Mefiverfahrens zur Lo-
kalisierung von Ké&rperschallbriicken [1.14-15] unter die Lupe zu
nehmen. Das exakte theoretische Ergebnis eréffnete schliefslich die
Moglichkeit, das MeBverfahren nach héheren Frequenzen hin zu
erweitern.

— Den Anla8, die Schallausbreitung in periodischen Medien zu be-
rechnen, gaben offene Fragen bei der Schalldimmung von gemau-
erten Winden. Im Verlauf der theoretischen Behandlung konnten
die fiir die Rechnung so wichtigen Gesetzmifigkeiten wie das Ray-
leighsche Prinzip fiir laufende Wellen und der Zusammenhang
zwischen Intensitit, Energiedichte und Gruppengeschwindigkeit
auch fiir periodische Medien bewiesen werden.

— Im Grenzfall tiefer Frequenzen kann eine gemauerte Wand als ho-
mogenes, im Prinzip aber anisotropes Medium angesehen werden;
infolgedessen darf auch ein Abschnitt liber die Akustik in anisotro-
pen Medien nicht fehlen.

Mit diesen Bemerkungen sell auf den praktischen Bezug der theoreti-
schen Ausfithrungen hingewiesen werden, der wihrend der folgen-
den Kapitel in den Hintergrund tritt und erst im Kapitel LSAnwendun-
gen” wieder ausfiihrlicher zur Sprache kommt.



2 Allgemeine Formulierungen

2.1 Grundgleichungen der Elastodynamik [2.1-8]

Ein Volumenelement im Innern eines Festkorpers befindet sich im sta-
tischen Gleichgewicht, wenn die Summe aus der Divergenz des Span-
nungstensors ¢ und der Volumdichte F der duBeren Krifte verschwin-

det:

V.g+F=0. (2.1.1)

Wir beschrinken uns hier auf elastische Medien, die einem linearen
Materialgesetz, dem verallgemeinerten Hookeschen Gesetz

ga=C-¢ (2.12)

gehorchen: Die Spannungen am Ort 7 werden von den Verzerrungen £
an eben diesem Ort und dem Tensor vierter Stufe C der elastischen
Konstanten bestimmt (Prinzip der lokalen Antwort). Bei inhomogenen
Medien ist der Tensor C ortsabhingig.

Im allgemeinen Fall enthilt C 21 voneinander unabhingige elasti-
sche Konstanten (trikline Symmetrie des Festkorpers). Beim elastisch
isotropen Material geniigen zur Charakterisierung zwei elastische Kon-
stanten, z.B. Kompressionsmodul K und Schubmodul g, Youngscher
Modul E und Poisson-Zahl o oder die Laméschen Konstanten A und p
(Umrechungstabelle siehe [2.3, S. 76]). Mit letzteren vereinfacht sich
(2.1.2) zu

o = ASp(g)l +2ug (21.3)

(I:Einheitstensor). In vielen praktischen Anwendungen darf das Ma-
terial wenigstens lokal als isotrop betrachtet werden.

In der Akustik hat man es in der Regel mit kleinen Verzerrungen
zu tun, so daf der Verzerrungstensor iiber die linearisierte Beziehung

£ = %[va +(Va)| 2.14)

aus dem Verschiebungsfeld ii gewonnen werden kann. (Das hochge-
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stellte t bedeutet Transposition des Tensors.) Mit (2.1.3) und (2.1.4) er-
hidlt man fiir die Divergenz des Spannungstensors:

V.g = (4 +p)VV-ii + uV-Vii + (VA)(V-7) + (Vp) [Vﬁ + (Vﬁ)t} (2.1.5)

Verzichtet man auf eine Beschreibung der Materialdimpfung, gelangt
man von der Kriftebilanz (2.1.1) der Elastostatik in einfacher Weise zu
den Grundgleichungen der Elastodynamik durch Addition der Volum-
dichte der Trigheitskréfte. Vernachldssigt man aulerdem dufBiere Krif-
te wie die Schwerkraft, lautet die Bewegungsgleichung fiir ein linea-
res, inhomogenes, lokal isotropes Medium:

pu = (A+p)VV-ii +puV.-Vi

(2.1.6)
+(VA)(V-&) + (Vp) - (Vi) + (Vi) - (Vi)

(p: Massendichte). Diese Gleichung wurde - in etwas anderer, aber
dquivalenter Darstellung — wohl erstmals 1916 von dem Physiker Karl
Uller abgeleitet [Z.3, Gleichung (5)]. Beim homogenen Medium, bei
welchem p, A und g nicht vom Ort abhédngen, verschwinden die Terme
in der zweiten Zeile von (2.1.6).

Die obigen Gleichungen werden iiblicherweise durch Betrachtung
eines infinitesimal kleinen Volumenelements abgeleitet. Alternativ kann
der Lagrange-Formalismus fiir kontinuierliche Systeme benutzt wer-
den. Dieser ist, obgleich weniger anschaulich, unersetzlich zur Ablei-
tung allgemeiner GesetzmiBigkeiten. Im Brennpunkt des Formalismus
stehen die Lagrange-Dichte L und das Hamiltonsche Prinzip. Unter
den oben genannten Voraussetzungen ist L gleich der Differenz von
kinetischer und potentieller Energiedichte:

L(fli,u,-d-, x') = eh,, i ewtf

" 217)

ot 1
ey =1pu.u-, ey ==0€=—u Colly
kin 2 i pot 2 % J Y v

Wie in der Feldtheorie {iblich wird hier die Schreibweise mit Indizes
vor der symbolischen bevorzugt, sobald dies vorteilhaft erscheint. (Es
gilt die Einsteinsche Summationskonvention; ein Index nach einem
Komma bedeutet raumliche Differentiation nach der entsprechenden
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Raumkoordinate; die zeitliche Differentiation wird wie bisher durch
einen Punkt dargestellt oder aber ganz ausgeschrieben.) Bei inhomo-
genen Medien hingt die Lagrange-Dichte explizit vom Ort 7 ab, weil p
und C ortsabhingig sind. Die Bewegungsgleichungen erhilt man aus
dem Hamiltonschen Prinzip, das besagt, dafl die Variation des Inte-
grals iiber die Lagrange-Dichte verschwindet:

5[L dtdx,dx,dx, =0. (2.1.8)

Dabei ist zu beachten, dafl an den Integrationsgrenzen keine Variation
stattfindet. Die Variation von L lautet unter Beriicksichtigung der in
(2.1.7) vorhandenen Abhingigkeiten

. L
oL = iaui + "9""" sui,,‘ (219)

o, ou,

und fiihrt mit Hilfe partieller Integration zu den Lagrange-Euler-Glei-
chungen (Bewegungsgleichungen, Impulsbilanz)

d (L + d [ oL -0

dt\ow, ) dx;|dy; ) (2.1.10)
Explizit erhidlt man

pil; = Gy = Ci:*'”hb * C@H.i U (2.1.11)

was sich im lokal isotropen Fall auf die Form (2.1.6) reduziert.
Der von der Relativititstheorie her bekannte Energie-Impulsten-
sor besitzt hier die Komponenten

Wap = thi au, el (2.1.12)

wobei die griechischen Indizes von 0 bis 3 laufen und die Koordinate
x, die Zeit bedeutet (§,, Kronecker-Symbol). Mit der Vierer-Divergenz
dieser Grofe lassen sich die Bilanzen fiir Energie und Impuls kompakt
ausdriicken:

Wasp = —L,. (2.1.13)
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Da die Lagrange-Dichte (2.1.7) nicht explizit von der Zeit abhingt, ver-
schwindet die rechte Seite von (2.1.13) fiir &= 0. Der Energieerhaltungs-
satz lautet daher

6y +V-5=0, (2.1.14)
wobei die gesamte Energiedichte durch

oL
it = Ein T Epy = T; o L = Wy (2.1.15)

H

und die Energiestromdichte (der Kirchhoff-Vektor) durch

oL
5 = =0yl =1 e, Woi (2.1.16)

gegeben sind (v; = ;). Bei der Impulsdichte unterscheidet man zwi-
schen der kanonischen Impulsdichte

T = 5;: = pU; (2.1.17)
und der Feldimpulsdichte
oL
I, = u;,; N u; ;= W (2.1.18)
j

Der Erhaltungssatz fiir die kanonische Impulsdichte ist mit der Bewe-
gungsgleichung (2.1.11) identisch. Folglich ist die kanonische Impuls-
stromdichte gleich dem negativen Spannungstensor. Will man wissen,
wieviel Impuls pro Zeit- und Flicheneinheit in eine bestimmte Rich-
tung transportiert wird, muf der negative Spannungstensor mit dem
Einheitsvektor der gewtiinschten Richtung multipliziert werden. Die
Bilanz fiir die Feldimpulsdichte folgt aus (2.1.13) mit @ = i:

1 1
Wio +W;,; =-L; = ) i0;0; + _z'uj,kcjklm,iul,m- (2.1.19)

Bei inhomogenen Medien ist die rechte Seite von null verschieden, d.h.
die Feldimpulsdichte ist keine Erhaltungsgrofie; Wy heifit Feldim-
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pulsstromdichte. Fithrt man die Differentiationen in (2.1.19) aus, ergibt
sich die kanonische Impulserhaltung (2.1.11). Beide Bilanzen sind of-
fenbar dquivalent. Ein praktischer Nutzen der Feldimpulsdichte fiir
die Elastodynamik ist gegenwirtig nicht erkennbar.

Die Drehimpulsbilanz soll hier nicht formuliert werden; es geniigt
zu wissen, daB der Spannungstensor in elastischen Medien ihretwe-
gen symmetrisch sein mu8. Der Schwerpunkt dieses Buchs liegt beim
Energietransport. Deshalb wird die Energietransportgeschwindigkeit

Y (2.1.20)
em

eingefiihrt. Anders ausgedriickt: Die Energiestromdichte ist gleich Ener-
giedichte mal Energieausbreitungsgeschwindigkeit. Fiir die zeitlichen
Mittelwerte definiert man entsprechend:

P |
G (2.1.21)

Der zeitliche Mittelwert I der Energiestromdichte heifit (akustische)
Intensitit. Beziechungen zu Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten
werden im folgenden ausfiihrlich untersucht.

2.2 Komplexe Darstellung monofrequenter Korperschallfelder

Schallfelder mit sinusformiger Zeitabhidngigkeit werden bevorzugt und
mit Vorteil durch komplexe Groflen beschrieben, die aus einer ortsab-
hingigen komplexen Amplitude und einem komplexen Zeitfaktor be-
stehen. Ublicherweise wird die physikalische Gréfe mit dem Realteil
der komplexen Grofle gleichgesetzt. Die im Prinzip ebenso willkiirli-
che Vorzeichenwahl beim komplexen Zeitfaktor wird dagegen leider
nicht einheitlich getroffen. Dies hat zur Folge, daf8 bei Produkten und
Verhiltnissen von SchallfeldgroSen die Imaginirteile, die man teilwei-
se auch anschaulich verstehen méchte und mit Namen versieht, bei
verschiedener Konvention unterschiedliche Vorzeichen annehmen. Hier
wird der Zeitfaktor exp(-iat) benutzt. Dies entspricht der vorherrschen-
den Tradition der theoretischen Physik auf dem Gebiet der Wellenaus-
breitung. Prominente Akustiker wie Pierce [1.2], Achenbach [2.6], Jun-
ger und Veit [2.10] haben sich dieser Tradition angeschlossen, wih-
rend andere ebenso prominente wie Rayleigh [2.11], Auld [2.4], Fahy
[2.12; 1.4], Cremer und Heckl [2.13] oder Mechel [2.14] die Form
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exp(iot) oder das in der Elektrotechnik tibliche exp(ja¥) verwenden.
Vor- und Nachteile der beiden Zeitfaktoren werden in der Literatur
nur ausnahmsweise erwédhnt, z.B. von Bouwkamp [2.15]. Die Entschei-
dung fiir eine der beiden Moglichkeiten ist in der Regel dadurch ge-
pragt, wie man’s gelernt hat und welchen Vorbildern man sich anschlie-
Ben will. Fiir die hier getroffene Wahl sprechen aber auch praktische
Griinde: es miissen weniger Minuszeichen geschrieben werden, vor
allem dann, wenn wie so oft beim Phasenfaktor einer Welle,
expli(k - 7 — ot)], der Zeitfaktor abgespalten und weggelassen wird.

Die ortsabhidngige komplexe Amplitude einer komplexen Feldgro-
e wird hier mit einem Groflbuchstaben bezeichnet:

a7, t) = UF)e™,
o(7,t) = V(F)e™, V(F) =-iolU(F),

e(F,t) = E(F)e™, a(7.t) = Z(F)e™, (2.2.1)

pE.0) = PAE™, P =-3Sp(Z()

Bei Bedarf wird in Betrige und Phasen aufgespalten und die Schreib-
weise mit Indizes benutzt, z.B.

I, = |5k, ¢, = arg{Z,} (22.2)

(Die Summationskonvention gilt in diesem Abschnitt nicht.) Alle an-
gefiihrten FeldgréBen verschwinden im zeitlichen Mittel. Eine zeitlich
konstante Vorspannung des Festkorpers wird also nicht betrachtet.

Das Verschiebungsfeld einer elastischen Welle mit dem Wellenvek-
tor k 14Bt sich bequem mit einer skalaren, reellen Amplitude A und
einer auf eins normierten komplexen Polarisation P (nicht zu verwech-
seln mit dem skalaren Schalldruck in (2.2.1)) darstellen:

(7, t) = APelE™-o1), (2.2.3)

Zur Veranschaulichung der rdumlichen Bewegung des Verschiebungs-
vektors betrachte man den Spezialfall A = 1 und 7 = 0. Dann ist
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h, cos(p, — ot)
i(t) = Re{a(0,t)} = Re{Pe"‘”'} = b, cos(p, —wt) |} B =[P}
h, cos(@, — wt)

(2.2.4)

ii(t) stellt eine Raumkurve dar, die sich mit den Mitteln der Differen-
tialgeometrie [2.16, S. 214-216] beschreiben ldft. Die Richtung der Bi-
normalen (Senkrechte auf der Schmiegungsebene)

hyh, sin(e, - ¢,)
ii X ii = —0°| hyhy sin(g, - @) (2.2.5)
h,h, sin(p, - @,)

ist unabhéngig von der Zeit, d.h. die Bewegung findet in einer Ebene
statt und beschreibt i.a. eine Ellipse. Dies kann man auch unmittelbar
daraus entnehmen, dafl die Bewegung durch die Uberlagerung der
beiden Vektoren Re{ P} und Im( P}, die eine Ebene aufspannen, zustan-
de kommt. Die Richtungen und Lingen der Halbachsen findet man als
Extremwerte von | (t)l, die zu den Zeiten t, angenommen werden. Da
sich benachbarte Zeiten t, lediglich um n/2® unterscheiden, gentigt
es, die Bestimmungsgleichung fiir ¢,,

k; sin(29,) + K sin(29,) + K sin(2¢,)
12 cos(29,) + 2 cos(29,) + 12 cos(29;) (22.6)

tan(2mt,) =

einmal zu 16sen. Die Bewegung des Verschiebungsvektors mit der Kreis-
frequenz w ist also durch sechs reelle skalare Gréfien oder durch den
komplexen Vektor AP vollstindig beschrieben. In speziellen Fillen
entartet die Ellipse zu einem Kreis oder zu einer geraden Strecke. Ist
letztere parallel zum Wellenvektor, spricht man von longitudinaler
Polarisation, falls der Wellenvektor senkrecht auf dieser Strecke oder
auf der Bewegungsebene steht, von transversaler Polarisation.

Eine geometrische Veranschaulichung der Verzerrungen und Span-
nungen als Funktion der Zeit erfordert einen wesentlich h6heren Auf-
wand. Im Fall der Verzerrungen bietet sich an, die Verformung einer
Kugel zu einem Ellipsoid darzustellen. Das lduft darauf hinaus, den
Tensor I + ¢ auf Diagonalform zu transformieren. Der Verzerrungszu-
stand wird so durch die Orientierung und die Linge der Halbachsen
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des Ellipsoids (sechs reelle Zahlen) charakterisiert. Die zeitliche Verin-
derung des Ellipsoids miifite als Bildfolge (Film) dargestellt werden.
Mit den Spannungen verfihrt man entsprechend; die Abweichungen
des Ellipsoids von der Kugel des spannungsfreien Referenzzustandes
sind dann als Spannungen zu interpretieren.

Alternativ zur Bildfolge von Ellipsoiden kénnte man separat die
Bewegung einer jeden Halbachse verfolgen und wie beim Verschie-
bungsvektor als Ellipse im Raum darstellen. In einfachen Fillen (viel-
leicht bei zweidimensionalen Problemen) mag auch auf diese Weise
eine Veranschaulichung des zeitlichen Verlaufs von Verzerrungen und
Spannungen gelingen. Ansonsten diirfte die menschliche Vorstellungs-
kraft mit dieser Art der Darstellung schnell iiberfordert sein. Die Dar-
stellung als Bildfolge ist sicherlich vorzuziehen. Eine Realisierung auf
einem Farbgrafikbildschirm, die es erlaubt, die Oberflache des Ellipso-
ids verschieden zu firben, je nachdem, ob sie innerhalb oder aufler-
halb der Referenzkugel verliuft, wire ein willkommenes Hilfsmittel
in Forschung und Lehre.

Um energetische Grofien wie Energiedichten und Intensititen zu
berechnen, miissen Produkte von Feldgréfien gebildet werden. Da sich
bei der Produktbildung komplexer Gréfien die Real- und Imaginirtei-
le der Ausgangsgrofen vermischen, darf der Realteil des Produkts nicht
gedankenlos mit der physikalischen GroBe gleichgesetzt werden. Um
zu kldren, wie die komplexe Schreibweise korrekt und sinnvoll bei Pro-
dukten zu handhaben ist, betrachten wir die beiden komplexen Varia-
blen

a = Ael*, b = Beilf-*!) (22.7)

(A, B > 0; a, Breell), das Produkt ihrer Realteile
Re{a} Re{b} = %AB[cos(a ~ B) + cos(a + B — 20t)] (2.2.8)

und das komplexe Produkt aus 2 und dem Konjugiert-Komplexen von
b, das nicht mehr von der Zeit abhingt:

ab’ = ABe'®® = AB|cos(a - p) + isin(e - B) } (2.29)

Man sieht sofort, da8 der zeitliche Mittelwert der physikalischen Gré-
Be (2.2.8) mit dem Realteil des komplexen Produkts (2.2.9) zusammen-
hingt:
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(Re{a} Re{b}), = %Re{ab'} = -;-Re{a'b}. (2.2.10)

Im Gegensatz zu den FeldgroBen (2.2.1) ist der zeitliche Mittelwert hier
i.a. von null verschieden. Um diesen Mittelwert oszilliert das Produkt
mit der Amplitude AB/2, die man ebenfalls aus ab’ ermitteln kann, wenn
man den Imaginirteil zuhilfe nimmt:

a_ﬁzarctanlg_{raf:l’AB=ie_{a_b_}_ oder_I_I_:n_E’_}—
Reab} (

cos(a - B) sin(a - B) (2.2.11)

Die Phase a + fder Oszillation kann aus dem komplexen Produkt (2.2.9)
allerdings nicht mehr festgestellt werden. Dazu miifite man etwa das
(zeitabhingige) Produkt ab mit heranziehen. Das Produkt (2.2.8) 148t
sich abgesehen von der Phasenlage vollstandig und explizit durch ab’
ausdriicken:

Re{a} Re{b} %[Re{ab’} + Re{ab'}cos[Z(a - cot)] ]

+ Im{ab'} sin[Z(a - cot)]

(2.2.11a)

%Re{ab'[l + e"i(""""] }

Es geht immer mehr Information verloren: Die beiden Variablen a und
b werden durch insgesamt vier (reelle) Parameter bestimmt (o wird
nicht mitgezihlt), das Produkt (2.2.8) ihrer Realteile durch drei Para-
meter (A und B kénnen daraus nicht mehr separiert werden) und die
komplexe Zahl ab’ durch zwei Parameter. Der Nutzen des Produkts ab’
besteht darin, dafs die zwei Parameter, nimlich Zeitmittel und Ampli-
tude der Oszillation bzw. Phasendifferenz zwischen 2 und b, gemein-
hin die wichtigsten sind. Die absolute Phase a oder B interessiert oft
nicht und kann durch entsprechende Verschiebung des Zeitnullpunk-
tes zum Verschwinden gebracht werden.

Zur Berechnung der energetischen Gréen miissen obige Beziehun-
gen auf Produkte zwischen Skalaren, Vektoren und Tensoren verallge-
meinert werden. Fiir die kinetische Energiedichte ergibt sich
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= Profs =1 - P2
u = 5Re{e} Refo} = Bl + it + wif}-

[1+ fin co8{04, - 20t)],

NZ? + N?

Vil + W + it

Prin =arctanE-,

Jan = N

2.2.12)
Z = |V sin2¢, + |V sin2¢, + |Vi[*sin2g,,

= Vi cos2g, + |V, cos2p, + [V cos2o,

(@,: Phasen der V). Sie oszilliert um den zeitlichen Mittelwert

(eem), = Wiom '—"E' = %(Wr Vi + Vil ) (2.2.13)

mit einer Amplitude, die nicht grofler ist als der Mittelwert selbst. Bei
einer zirkular polarisierten Welle (z.B. [V}| = |V,| =0, |[V;| # 0,9, = 0°,
= 90°) findet keine Oszillation statt ( f,, = 0), wahrend sie bei linea-
rer Polarisation maximal ist ( f,;,, = 1). Eine (2.2.11a) entsprechende Be-
ziehung existiert i.a. nicht. (Die Zeitunabhangigkeit von e, bei der
zirkular polarisierten Welle ist mit der Form (2.2.11a) nicht vereinbar.)
Entsprechend erhilt man fiir die potentielle Energiedichte

b = —;—Re{g} --Re{e} = wm,[l + fo COS(Q)P“ - th)],

2 2
z = 3|5|E]sin(e; + v,), (22.14)
ij

N = IZ ||E |cos( +w§),
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1 1 %
(e}m)‘ = Wy = ZRE{_E_E‘}=Z£E

(2.2.15)

E3p el - v

(@;, ¥;: Phasen der Z; bzw. E;, 0 < fw S 1). Wie bei der kinetischen
Energiedichte verschwindet der Imaginirteil des komplexen Produkts,

%Im{i 4B = %Z,I%”Efilsm(% -¥3)=0, (2.2.16)

weil der Tensor C der elastischen Konstanten im verallgemeinerten

Hookeschen Gesetz (2.1.2) reell und symmetrisch ist.
Schliefilich folgt fiir den Kirchhoff-Vektor (Energiestromdichte) und
die Intensitdt (zeitlicher Mittelwert; ¢;, ¥;: Phasen der Z; bzw. V):

S, = -z}: Re{a,.,.} Re{v’} = I[1+ f cos(p, - 20t)],

2 2 (2.2.17)
;oo dZaN
21 N,

%, = zl_:lz-‘f||vf|51“(¢’ff”’f)f

Ny, = ;Izﬁ“V;'ms(%”’i)'

(sl')t = I, = ‘%RE{Q'V.}',

1 (2.2.18)
= ‘521‘-|£ﬁ[|"i|°°5(% -¥;)

Inzwischen ist auch eine komplexe Kérperschallintensitit definiert
worden [2.17], und zwar gemag
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I =1+iQ,

1 ) 2219
Q = -3tz 7}, = -2 I|V]sin(o, - v,) .

Die Bedeutung des Imaginirteils Q ist Gegenstand des folgenden Ab-
schnitts 2.3.

Die Beziehungen werden erheblich einfacher, wenn man mit

O = —PL ; = _PL

- 2.2.20
e=P 1 E=—P 2220)
- 3pc 3pc

zum Luftschall iibergeht (@, ¥;: Phasen von P bzw. V)):

1 2 ’
p [Re{P}] = 4'1,12 [1 + cos[z(db - ot) ] ] (2.2.21)
1 ’
Wy =k = 4'1‘1 rpv: Re{PP’}, (2.2.22)

S, = Re{P}Re{V;} = L[1+ £ cos(p; - 20t) ]

1 & (2.2.23)
: = ’ i = + i’
J cos(® — ;) ‘p 3

L = 2pvjcos@-v) Q= 3PVisin(@-v)

Da die Schnelle iiber die Impulsbilanz aus der Druckverteilung voll-
stindig bestimmt werden kann,

V= v |p|e*°) [|P|V¢> -iv|P e, (2.2.24)

iwp
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lassen sich Real- und Imaginarteil der komplexen Intensitat durch die
reellen Funktionen |P| und & ausdriicken:

- |P? =  |PVIP
i Q=U—U (2.2.25)

’

20p 20p

Entsprechend (2.2.11a) reichen I und Q zur Beschreibung der zeitli-
chen Abhingigkeit der akustischen Energiestromdichte aus:

S =1+ fcos[Z(d) - a)t)] - Qsin[Z(d) - ot) ]

= Re{fc(l + exp-2i(® - at) ] ) } (2.2.26)

Die Giiltigkeit der Impulsbilanz (2.2.24) ist fiir diese Form nicht not- -
wendig; sie gilte auch fiir beliebige Phasen y; und ist folglich fiir ein
beliebiges Produkt aus einer skalaren und einer vektoriellen physikali-
schen Grofle anwendbar, sofern beide mit der Frequenz w oszillieren.
Der Beitrag [2.18] enthilt eine ansprechende grafische Darstellung der
ersten Zeile von (2.2.26).

2.3 Reaktive Korperschallintensitat

Der Imaginiirteil () der komplexen Intensitit (2.2.19) wird reaktive In-
tensitit oder Blindintensitit genannt, wihrend der Realteil, die aktive
Intensitit oder Wirkintensitit, meistens als Intensitit schlechthin be-
zeichnet wird. Diese Begriffe wurden vermutlich 1964 in die Akustik
eingefiihrt [2.19] in Anlehnung an die elektrotechnischen GréBen Blind-
leistung und Wirkleistung. Im Gegensatz zum Elektrotechniker, der
mit den , blinden Gréfien” (Blindleistung, Blindstrom, Blindwiderstand,
Blindleitwert) ganz selbstverstindlich umzugehen versteht, macht sich
der Akustiker immer wieder Gedanken dariiber, was Blindintensitit
eigentlich bedeutet und wozu man sie gebrauchen kann. Einige Zitate
sollen dies verdeutlichen.

»Analysis from complex acoustic intensity offers a complete des-
cription of acoustic fields: vectorial net (energy) flow by active intensi-
ty and transfer mechanisms by reactive intensity” schreibt Pascal in
der englischen Zusammenfassung von [2.20]. In der Tat kann man aus
den Grofen I und Q fiir Luftschall (siehe GL. (2.2.24-25)) die Schall-
schnelle (je Komponente eine Amplitude und eine Phase) vollstindig
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bestimmen, wenn man Amplitude und Phase des Schalldrucks als be-
kannt voraussetzt. Wie die Blindintensitit den Energietransportmecha-
nismus charakterisiert, wird allerdings nicht weiter ausgefiihrt.

Elko und Tichy [2.21] versuchen eine etwas ausfiihrlichere Erkli-
rung: , The reactive intensity has been shown to be useful in locating
acoustic sources and sinks in a highly reactive environments (sic!) ...
The reactive intensity is, a vector quantity and its magnitude is equal
to the wattless power per unit area stored in the sound field. It is useful
in identifying acoustic near fields, standing wave directions, and spati-
al minima and maxima of the potential energy.” Die Fliichtigkeit, die
hier in drei Sitzen fiir zwei Druckfehler verantwortlich ist, spiirt man
auch auf der begrifflichen Ebene. Sprachlich korrekt wird Leistung
abgegeben oder verbraucht oder auch bereit gestellt. Was gespeichert
wird und was fliefit, ist die Energie und nicht die Leistung, obwohl
héaufig der Ausdruck ,power flow” anstatt des korrekten ,.energy flow”
benutzt wurde und weiter benutzt wird. Immerhin nennt das Zitat zwei
Beispiele, bei denen Blindintensitit auftritt, nimlich in Nahfeldern (ins-
besondere bei Kugelwellen) und in stehenden Wellen. Die Lokalisie-
rung von Schallquellen scheint aber, um Pascal nochmals zu zitieren
[2.22], mit Schwierigkeiten verbunden zu sein: , Reactive intensity has
become a powerfull tool for the understanding of acoustic field struc-
ture but its relation with the sources are complicated.” Wie das ,mich-
tige Werkzeug” fiir das Verstindnis nutzbar gemacht werden soll, bleibt
unklar.

Auch wenn man Fahys Monografie iiber Luftschallintensitat [1.4,
S. 54] zu Rate zieht, bekommt man keine vollstindig befriedigenden
Antworten: ,In all time stationary acoustic fields, except the very spe-
cial case of the plane travelling (progressive) wave, the instantaneous
intensity may be split into two components: (i) an active component, of
which the time-average (mean) value is non-zero, corresponding to local
net transport of sound energy; and (ii) a reactive component, of which
the time-average value is zero, corresponding to local oscillatory trans-
port of energy. At any one frequency, these two intensity components
are associated with the components of particle velocity which are, re-
spectively, in phase and in quadrature with the acoustic pressure.” Die
Eigenschaft, mit welcher die reaktive Komponente charakterisiert wird,
nimlich lokaler oszillierender Energietransport, trifft ebenso auf die
aktive Komponente zu (siehe Gl. (2.2.26)), ist deshalb kein unterschei-
dendes Merkmal. Den Nutzen der Blindintensitét bei der Lokalisie-
rung von Schallquellen zieht Fahy [1.4, S. 166] in Zweifel: ,Unfortuna-
tely, it is not a very helpful indicator, because reactive intensity tends
to be most strong in the close vicinity of very inefficient radiators, and
relatively weak in regions of efficient radiation. It is also strong in re-
verberant fields in enclosures, ..., in which regions of concentration of
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reactive intensity in no way indicate the presence of active sources as
revealed by the convergence of the reactive vectors.”

Die Lektiire deutscher Literatur hilft nicht weiter. Mechel [2.14, S. 28]
gibt zwar die Definition der Blindintensitat, enthilt sich aber jeglicher
Interpretation. Vielleicht sollte man, wie in der Physik bei den Fragen
nach Energie und Materie oder nach dem Elektron, weniger fragen , Was
ist ... ?“ als ,Wie verhilt sich ... ?“. Die Grundlage dazu bilden Glei-
chungen fiir Real- und Imaginirteil der komplexen Luftschallintensi-
tit. Sie gelten auflerhalb von Schallquellen unter Vernachldssigung der
Absorption (k = @/ c):

v.i=0, V-Q = 20(w,, - w,,) = 20(L),, (2.3.1)
- kQxI =
YxI= g VxQ=0.
T Q (232)
s _ C v
Q= VP (2.3.3)

Gl. (2.3.1a) ist die differentielle Formulierung der Energieerhaltung,
(2.3.1b) geht auf [2.19], (2.3.2) auf [2.23] und (2.3.3) auf [2.24] zuriick.
Die letzte Gleichung gilt nur fiir homogene Medien, d.h. Medien mit
konstanter Schallgeschwindigkeit und konstanter mittlerer Dichte, und
folgt unmittelbar aus den Gl. (2.2.22) und (2.2.25b). Das Feld der Blind-
intensitit ist wirbelfrei und seine Quellen sind durch den zeitlichen
Mittelwert der Differenz zwischen kinetischer und potentieller Ener-
giedichte bestimmt. Aus der Wirbelfreiheit folgt, daf$ sich Q als Gradi-
ent eines Potentials darstellen 148t [2.16, S. 470]. Im homogenen Medi-
um ist dieses Potential wegen (2.3.3) proportional zur mittleren poten-
tiellen Energiedichte. Das Vektorfeld (Q ist dann orthogonal auf den
Linien konstanter Schalldruckamplitude und zeigt an jedem Ort in die
Richtung zunehmender Druckamplitude. (Wenn man mit dem Zeit-
faktor exp(+iwt) arbeitet, ergibt sich die entgegengesetzte Richtung.)

Nach (2.3.2a) 1af3t sich die Rotation der (Wirk-)Intensitit mit Hilfe
der Blindintensitidt ohne Differentiation gewinnen. Diese Rotation ist
dann von null verschieden, wenn T und () von null verschieden und
nicht parallel sind. Mit Hilfe der Formulierung (2.2.26) sieht man (die
Energiestromdichte ist beim Luftschall immer parallel zur Schallschnel-
le), daB die Teilchen nicht mehr gerade, sondern elliptische Wege zu-
riicklegen, wenn die Rotation der Intensitit ungleich null ist [2.20; 2.23].
Die Richtung der Normalen auf der Ellipsenebene ist durch den Rota-
tionsvektor gegeben.
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Wenn die Rotation der Intensitit von null verschieden ist, kann es
geschlossene Intensitdtsfeldlinien geben. Damit verbindet man die
Vorstellung, daf} Energie ,,im Kreis herum” flie8t, was aber nach Fahy
[1.4, S. 65] irrefiihrend sein kann. Ohne dies niher auszufiihren, ver-
weist er auf die Arbeit [2.25], die einen solchen , Wirbel“ (engl.: vortex)
ausfiihrlich untersucht. Die Diskussion der Bahnlinien einzelner
~Energiepakete” (siehe [2.25, Fig. 21]) 148t jedoch die wiinschenswerte
Klarheit leider vermissen. In diesem Buch werden Beispiele mit Inten-
sitdtswirbeln nur am Rande erwihnt; es wird daher an dieser Stelle auf
eine abschlieBende Klarung der Verhiltnisse verzichtet, zumal die Be-
schreibung des zeitlichen Verlaufs der Energiestromdichte im Festkér-
per i.a. wesentlich komplizierter ist als in Luft (s.u.).

Es diirfte inzwischen nicht klarer geworden sein, was Blindintensi-
tit eigentlich ist. Mit ihrer Hilfe lassen sich aber andere, physikalisch
anschauliche Gréflen ausrechnen, nimlich

- die Energiestromdichte als Funktion der Zeit (2.2.26)
- das Zeitmittel der Lagrange-Dichte
— die Rotation der Wirkintensitit

und in homogenen Medien
— der Gradient der mittleren potentiellen Energiedichte.

So gesehen kann man sich damit begntigen, die Blindintensitit als
niitzliche Hilfsgrofle zur Berechnung anderer Gréflen zu betrachten,
ohne sich den Kopf tiber Namen und Bedeutung dieser HilfsgrifSe zu
zerbrechen und sich stattdessen zur Charakterisierung eines Luftschall-
feldes der vertrauten GréfSen wie Betrag und Phase des Drucks, Schnel-
le, Energiedichten und Wirkintensitit zu bedienen. Die Schwierigkeit
(oder Unmoglichkeit?), fiir die Blindintensitit eine anschauliche Vor-
stellung zu entwickeln, diirfte darin begriindet liegen, daf$ sie zwar
eine Grofle zweiter Ordnung ist (Produkt zweier elementarer Feldgro-
Ben erster Ordnung), aber die Blindenergie, die , flieit“, selbst im schall-
quellen- und absorptionsfreien Raum nicht erhalten bleibt. Sie quillt
hervor, wo sich im Zeitmittel mehr kinetische als potentielle Energie
befindet, und versinkt, wo die potentielle Energie iiberwiegt. Fahy kom-
mentiert diese Aussage von Gl. (2.3.1b) folgendermaflen [1.4, S. 67]:
»,One physical interpretation of eqn (...) is that a local difference bet-
ween mean potential and kinetic energy densities can be likened to a
‘source’ of reactive intensity: I consider this interpretation to have little
physical justification.” Diesem subjektiven Urteil, das ohne Begriin-
dung verkiindet wird, kann sich ein Theoretiker nicht gedankenlos
anschlieffen. Immerhin ist durch Gl. (2.3.1b) die Blindintensitit in ein-
facher und direkter Weise mit der fundamentalen Gréfle Lagrange-Dich-
te, die ein dynamisches System unter Voraussetzung des Hamilton-
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schen Prinzips vollstindig beschreibt, verkniipft. Vielleicht gelingt es
doch noch, tiefere Zusammenhinge aufzudecken. Es ist jedenfalls be-
merkenswert, daf8 diese Gleichung wie die Energieerhaltung (2.3.1a)
auch fiir beliebige Korperschallfelder in homogenen wie inhomoge-
nen Medien, seien sie elastisch isotrop oder anisotrop, giiltig ist, wih-
rend die anderen Gleichungen, bei denen sich ebenfalls eine Ubertra-
qung auf Korperschallfelder anbieten wiirde, namlich (2.2.26), (232)
und (2.3.3), im Festkorper i.a. nicht erfiillt sind. Dies wird im folgen-

den bewiesen.
Ausgehend von (2.2.18-19) berechne man die Divergenz der kom-

plexen Intensitit:

-
[ ]

v_fc=_129[§..(vﬁ')+(v-_z_)-u} (2.34)

Unter der iiblichen Annahme eines symmetrischen Spannungstensors
1aBt sich der Gradient des Verschiebungsfeldes durch den Verzerrungs-
tensor ersetzen:

_;--(vu') =Z--E = 4w, (2.3.5)
Der zweite Term in (2.3.4) 148t sich mit Hilfe der Form
iwpV +V-£ =0 (2.3.6)

der Bewegungsgleichung fiir zeitharmonische Vorgidnge ohne Volumen-
krifte in die kinetische Energiedichte tiberfiihren:

V-1, = 2io(w,, - w,,) = 2ia{L),. (2.37)

Die Divergenz der komplexen Intensitit ist rein imaginir und der
Imagindrteil stimmt mit (2.3.1b) {iberein. Damit sind beide Gleichun-
gen (2.3.1) fiir allgemeine Koérperschallfelder bewiesen.

Da8 die anderen genannten Gleichungen im Festkérper i.a. nicht
gelten, wird durch méglichst einfache Gegenbeispiele bewiesen:

Gegenbeispiel 1: Zirkular polarisierte Scherwelle

Die zeitliche Abhingigkeit der Energiestromdichte kann bei einer zir-
kular polarisierten Scherwelle in einem homogenen, isotropen Medi-
um, z.B. mit
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(2.3.8)

nicht durch eine Gleichung von der Art (2.2.26) beschrieben werden,
da der Energiefluf zeitlich konstant ist. Mit dem Spannungstensor

0O 0 -1
Z=pyc, |0 0 -ile™ 239)
-1 -i 0
(¢,: Scherwellengeschwindigkeit) ergibt sich nach (2.2.18-19)
I = pvicé,, Q=0 (2.3.10)
(€,: Einheitsvektor in z-Richtung) und nach (2.2.17)
5(t) = poic, 'éz[cosz(kz - ot) + sin*(kz - wt)] = . (2.3.11)

Dieser Energieflu8 teilt sich auf in die Beitrdge der beiden linear pola-
risierten, um 90° gegeneinander verschobenen Scherwellen, die sich
zur zirkular polarisierten Welle iiberlagern. Aufgrund der Orthogona-
litidt der Teilwellen sind die Energiefliisse additiv, und die Zeitabhan-
gigkeit verschwindet wegen der 90°-Verschiebung. Dies ist mit Gl
(2.2.26) nicht vereinbar, d.h. da8 die entsprechende Gleichung in [2.17,
eq. (4)] nicht allgemein giiltig ist. Dort wird stillschweigend angenom-
men, daf3 die Phasen der Spannungskomponenten und der Schnelle-
komponenten jeweils untereinander gleich sind, was keineswegs im-
mer der Fall ist (in (2.2.17): alle ¢; sind gleich und alle ¥; sind gleich;
damit sind T und Q parallel). Eine Analyse der GL (2.2. 17—19) zeigt,
daf3 es geniigt, wenn die Phasen der Schnellekomponenten unterein-
ander gleich oder um 180° verschoben sind (lineare Polarisation), um
den Zeitverlauf des Energieflusses mit I und Q als
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S = L+ cos[2(¢p,- - a)t)] +Q, sin[2(tp, - ot) ]

I,{l + f, cos[2(p; - wt) - 7,] },

Lf = VIiz"'Q.zr tan7.=%

(2.3.12)

schreiben zu kénnen (keine Summe iiber i!). Im Unterschied zu (2.2.26)
kénnen die Phasen ¢, fiir die drei EnergiefluBkomponenten verschie-
den sein. Lokal 148t sich die gemeinsame Phase der Schnellekompo-
nenten durch eine Zeit- oder Koordinatentransformation zu null ma-
chen. Dies erlaubt die Bestimmung der ¢; aus I und Q. Die absolute
Phasenlage von S bzw. deren ortliche Verdnderung kann jedoch wie
bei (2.2.26) nicht aus T und Q berechnet werden.

Daf (2.3.12) nicht allgemein gilt, kann auch mit einem anderen ein-
fachen Beispiel gezeigt werden: Der Energiefluf einer Biegewelle ist
ebenfalls zeitlich konstant [2.13, S. 107]; die Schnellekomponenten in
Ausbreitungsrichtung und senkrecht zur Platte sind wie bei der zirku-
lar polarisierten Scherwelle um 90° gegeneinander verschoben [2.26].
Dies hitte in [2.17] erkannt werden miissen. Bei der Quasi-Longitudi-
nalwelle ist diese Phasenverschiebung zwar auch vorhanden, der En-
ergieflufd zeigt aber die sinusférmige Zeit- und Ortsabhédngigkeit wie
bei der Longitudinalwelle im unendlich ausgedehnten Medium [2.13,
S. 84].

Gegenbeispiel 2: Schwingendes Kompressionszentrum
Das Verschiebungsfeld

Y Akle '“"(‘“’]e 1 i
’ t)= . = ’

(A: Amplitude;c,: Longitudinalwellengeschwindigkeit; k, = w/c;;
r = [f|; &, = 7/r;[2.27,S.15-22; 2.6, S. 129-135]) beschreibt die Schwin-
gungen eines homogenen isotropen Mediums bei Anregung durch eine
am Koordinatenursprung befindliche Hohlkugel, deren Radius R sich
periodisch mit der Frequenz w dndert. Die Gleichungen fiir Verzerrun-
gen, Spannungen und energetische Gréfien sind im Anhang A zusam-
mengestellt. Aufgrund der Kugelsymmetrie des Problems sind samtli-
che Gréflen nur von r abhiéingig, und simtliche Vektoren zeigen in ra-
dialer Richtung. Sowohl I als auch () sind in der Regel von null ver-
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schieden; lediglich () besitzt eine Nullstelle bei einem bestimmten
Abstand r. Wegen der Kugelsymmetrie verschwinden die Rotationen
dieser beiden Vektoren: Die beiden Gl. (2.3.2) sind trivial erfiillt, weil
auflerdem | und Q parallel sind. Im Anhang A wird auch die Giiltig-
keit von (2.3.1b) bestitigt. Gl. (2.3.12) kann ebenfalls benutzt werden,
da eine lineare (radiale) Polarisation vorliegt. Es stellt sich aber heraus,
daf8 (2.3.3) nicht erfiillt ist. Erst wenn man den Schermodul bzw. die
Transversalwellengeschwindigkeit zu null gehen lagit (Kugellautspre-
cher in Luft), ist die Blindintensitit proportional zum Gradienten der
potentiellen Energiedichte.

Wie Quinlan gezeigt hat [2.28-29], gibt es ein wichtiges Kérper-
schallbeispiel, bei dem (2.3.3) erfiillt ist, nimlich eine Biegewelle. Fiir ¢
und k in (2.3.3) sind die Phasengeschwindigkeit und die Wellenzahl
der Biegewelle einzusetzen. Wie allgemein dieser Zusammenhang gilt,
ob etwa auch Biegewellennahfelder vorhanden sein diirfen, kann viel-
leicht der zugrundeliegenden Arbeit [2.30] entnhommen werden, die
hier nicht verfiigbar war.

Gegenbeispiel 3: Schwingendes Rotationszentrum
Das Verschiebungsfeld

Ak Hsinog, [ 1
= - , r2R>0
(7, t) e e o) (2.3.14)
(¢c,: Transversalwellengeschwindigkeit; k, = w/c,; r, 9, ¢ Kugelkoordi-
naten; £, : Einheitsvektor in g-Richtung; [2.27, S. 16-22 mit Druckfeh-
lemn!; 2.6, S. 160-161; 2.9, S. 68-70]) entsteht durch Drehschwingung
der Hohlkugeloberfliche um die z-Achse (¢ = 0°; Radius R bleibt kon-
stant!) und wird im Anhang B abgehandelt. Ublicherweise stellt man
sich statt der Hohlkugel eine starre Kugel vor, die fest mit dem umge-
benden Medium verbunden ist und Drehschwingungen ausfiihrt. Die
FeldgréBen sind nicht nur vom Radius 7, sondern auch vom Winkel ¢
abhingig. Dies hat zur Folge, da88 die Rotationen von I und ( nicht
mehr identisch verschwinden. Beide Gl. (2.3.2) gelten nicht mehr; (2.3.3)
ist ebenfalls nicht erfiillt. Dagegen wird der Zusammenhang (2.3.1b)
zwischen Blindintensitat und Lagrange-Dichte wiederum bestitigt. Da
wieder eine lineare (azimutale) Polarisation vorliegt, kann Gl. (2.3.12)
ebenfalls benutzt werden.

Das vorstehend Bewiesene 148t sich folgendermafien zusammen-
fassen: Die Quellen der Blindintensitit  sind sowohl fiir Luftschall
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als auch fiir Kérperschall durch den zeitlichen Mittelwert der Lagran-
ge-Dichte bestimmt, d.h. daf8 lokale Unterschiede zwischen den Zeit-
mittelwerten von kinetischer und potentieller Energiedichte Blindin-
tensitit erzeugen. Dies ist typisch fiir stehende Wellen, fiir Nahfelder,
Kugelwellen, aber auch fiir Wellen in inhomogenen Medien (siehe 5.
Kapitel). Im Gegensatz zum Luftschall isti.a. das Feld Q beim Kérper-
schall nicht wirbelfrei und kann daher nicht aus den Quellen allein
berechnet werden. Einfache allgemeine Ausdriicke fiir V xQ und
V x I sind nicht bekannt.  ist auch in homogenen Medien i.a. nicht
proportional zum Gradienten der zeitlich gemittelten potentiellen En-
ergiedichte. Im Falle linearer Polarisation (geradlinige Teilchenbewe-
gung) liBt sich die Amplitude der zeitlichen Oszillation der Energie-
stromdichte durch Wirk- und Blindintensitit ausdriicken; im allgemei-
nen Fall taugen diese Gréf8en dazu nicht.

Die reaktive Korperschallintensitit scheint also anschaulichen In-
terpretationen noch weniger zuganglich zu sein als die entsprechende
Luftschallgrofe. Wie eingangs fiir Luftschall seien einige derartige Ver-
suche zitiert:

,.The reactive intensity is defined as the standing wave power which
is not able to propagate. Therefore, the reactive intensity describes that
portion of the source energy which is stored within the structure.” [2.29]
Kommentar: Was ist die Leistung einer stehenden Welle? Die ‘gespei-
cherte’ Energie wird durch die Energiedichte beschrieben, nicht durch
die Blindintensitét!

Pavié [1.9] fiihrt eine von (2.2.19) abweichende Definition der Blind-
intensitit ein, die er aber in spiteren Arbeiten nicht weiter verfolgt:
~Reversible energy does not propagate; any orientation related to this
quantity would not be physically justifiable. This is why the expres-
sions for the reactive intensity components (...) are given in terms of
squares. ... The reactive intensity thus is not a vector quantity It de-
pends on onentatlon, however, as does the active intensity.” Kommen-
tar: Was ist reversible Energie? Es gibt reversible Prozesse, bei denen
einem thermodynamischen System reversibel Energie zugefiihrt und
entnommen werden kann. Hier ist wohl die Energie gemeint, die im
Verlauf einer Schwingungsperiode zu- und wieder abgefiihrt wird. Dies
wird durch den zeitabhéngigen Anteil des Klrchhoff-Vektors S(7,t) be-
schrieben. Die im Zitat auftretenden Widerspriiche beziiglich Orien-
tierung und Vektorcharakter machen die angegebene Definition der
Blindintensitdt im Grunde unbrauchbar.

Zur iiblichen Definition (2.2.19) zurtickgekehrt schreiben Gavri¢,
Carniel und Pavi¢ [2.17]: , The presence of reactive intensity characte-
rizes reverberance in the field (i.e. systems with a considerable reflec-
tion of the energy injected) or the presence of the wattless nearfield. ..
The reactive intensity, influenced by the modal nature of the structure,
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completes the information of its dynamical behavior, although its phy-
sical meaning is not as clear and easily understandable as that of the
active intensity. By comparing the absolute values of active and reac-
tive intensities one can find the ratio between propagative and rever-
berant components of structural vibrations.” Kommentar: Auch hier
wird mit unscharfen Begriffen wie ‘Reflexion von Energie’ oder ‘Hall-
komponente der Schwingungen’ vergeblich versucht, die Bedeutung
der Blindintensitét zu erfassen. Daf sie die Information iiber das dyna-
mische Verhalten der Struktur vervollstindige, ist mifverstindlich aus-
gedriickt: es handelt sich lediglich um eine erginzende Information.
Die Behauptung am Schluf dieses Artikels [2.17] , The absolute value
of the complex intensity ... is equal to the energy which fluctuates in
the structure, i.e. the difference between the instantaneous change of
the energy and the net energy flow” ist im allgemeinen sogar falsch,
und zwar gerade auch in dem in der Praxis wichtigsten Fall der Biege-
welle.

Analog zu [1.9] kann man einen , Feldindikator” (,.field indicator”;
in [1.9] ,,intensity factor” genannt)

1

0< N <1 (2.3.15)

einfiihren (I = [T|, Q = |O)). Fiir Biegewellen schligt Linjama [Z.4; Z.5]
einen Satz von vier ,Felddeskriptoren” vor: ebenfalls dimensionslose
Groflen, die fiir eine einzelne Biegewelle den Wert eins annehmen. (Die
zu (2.3.15) analoge Gréfie wird von Linjama ,,intensity efficiency” ge-
nannt.) Bei einer Meffehleranalyse mégen solche Indikatoren von Nut-
zen sein. Griindliche Untersuchungen tiber die Fehler der verschiede-
nen Methoden der Kérperschall-Intensitatsmefitechnik fiir zwei- und
dreidimensionale Strukturen stehen noch aus (zum aktuellen Stand sie-
he [1.12; Z.1]). Die diesbeziigliche Bedeutung der Blindintensitit mufs
daher noch offen gelassen werden.

Da die Blindintensitit aus mehreren Griinden von null verschie-
den sein kann, ist sie kein eindeutiger ,Indikator” fiir eine bestimmte
Eigenschaft eines Schallfelds. Mit Ausnahme der vielleicht tiefsinni-
gen Beziehung (2.3.1b) zur Lagrange-Dichte bleibt beim allgemeinen
Korperschallfeld keine der niitzlichen Funktionen erhalten, die die
Blindintensitdt beim Luftschallfeld noch anbieten konnte. Es ist der-
zeit kein triftiger Grund erkennbar, weshalb der reaktiven Korperschall-
intensitit besondere Beachtung geschenkt werden sollte. Sie wird des-
halb im folgenden kaum noch berticksichtigt. Stattdessen stehen ne-
ben der (Wirk-)Intensitit die kinetische und die potentielle Energie-
dichte und bei Bedarf die zeitabhéngige Energieflufidichte im Brenn-
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punkt der Betrachtung. Erginzend sei die Arbeit [Z.6] erwédhnt, die
sich mit den Zusammenhéngen zwischen Dimpfung und Wirk- bzw.
Blindintensitit befafit.

2.4 Rayleighsches Prinzip

Das Rayleighsche Prinzip besagt, daf8 die Mittelwerte der kinetischen
und potentiellen Energie eines Wellenfeldes unter gewissen Voraus-
setzungen gleich groB sind. Es geht auf eine Arbeit [2.31] von Rayleigh
aus dem Jahre 1877 zuriick und hat seither vielfache Anwendungen
erfahren, insbesondere in der Formulierung als Variationsprinzip. 1933
erschien sogar eine Monografie [2.32] zu diesem Thema. In den mei-
sten Anwendungen werden die Eigenschwingungen von endlich aus-
gedehnten Medien behandelt. Gegenstand dieses Buches sind dage-
gen Korper, die in wenigstens einer Raumdimension unendlich ausge-
dehnt sind und laufende Wellen mit kontinuierlichem Spektrum zu-
lassen. Das fiir diesen Fall formulierte Prinzip wird mit Pierce [2.33]
als Rayleighsches Prinzip fiir laufende Wellen (,Rayleigh’s principle
for progressive waves’) bezeichnet. Pierce bemerkt [2.33, Abschnitt 4.3,
dag in der Regel irgendeine Art von Mittelwertbildung vorgenommen
werden musB, bevor sich die erwdhnte Gleichheit bewahrheitet. Die
wichtigste Ausnahme stellt eine ebene Welle in einem homogenen Fluid
dar. In diesem Fall ist die Differenz zwischen kinetischer und potenti-
eller Energiedichte an jedem Ort zu jeder Zeit gleich null. Sonst gilt
dies erst nach einer Zeitmittelung (Biegewelle im Balken) oder gar erst
nach einer zusitzlichen raumlichen Mittelung (Schwerewelle im Was-
ser).

Ein Beweis des Rayleighschen Prinzips fiir laufende Wellen in ho-
mogenen Medien ist in Lighthills eindrucksvoller Arbeit {iber Grup-
pengeschwindigkeit enthalten [2.34, S. 23-25]. Im folgenden wird der
Beweis auf raumlich inhomogene Medien beliebiger elastischer Aniso-
tropie ausgedehnt. Die Inhomogenitit sei allerdings nicht beliebig, son-
dern einer Einschrankung unterworfen: sie wird als raumlich periodisch
vorausgesetzt. Diese Voraussetzung mag zunichst sehr speziell erschei-
nen; sie ist aber vermutlich notwendig fiir die exakte Giltigkeit des
Prinzips. In quasiperiodischen oder ungeordneten Medien diirfte die
Gleichheit von kinetischer und potentieller Energie nur niherungsweise
oder im Grenzfall einer Mittelung iiber ein unendlich grofles Volumen
erfiillt sein. Ein mdglicher theoretischer Zugang zu diesen Medien be-
steht darin, sie ndherungsweise als periodisch zu betrachten, wobei
die Ndherung mit wachsender Grofle der Einheitszelle besser wird. Die
Bedeutung der Theorie periodischer Medien ist daher nicht ausschlie8-
lich auf periodische Medien beschrankt. Die Erfahrung lehrt, daf8 es
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zahlreiche Fille gibt, bei denen die Einzelheiten der raumlichen Vertei-
lung der Inhomogenitit nur eine untergeordnete Rolle spielen. Dann
hat man die Moglichkeit, sich die Geometrie auszuwihlen, die sich am
besten rechnen laft.

Die Elastodynamik periodischer Medien wird in Abschnitt 5.1 aus-
fiihrlich besprochen. Fiir den angekiindigten Beweis geniigt es im we-
sentlichen zu wissen, daf als Losungen der Bewegungsgleichungen
Blochwellen von der Form

i (7,1) = Re{pi(F)e'C1] (2.4.1)

an die Stelle der ebenen Wellen im homogenen Medium treten. Die
Funktion p;() hingt vom Wellenvektor k ab und ist raumlich peri-
odisch, d.h. mit einem Gittervektor g gilt

Pe(7 + 8) = pel7). (24.2)

Das Rayleighsche Prinzip fiir laufende Wellen wird nun fiir eine sol-
che Blochwelle bewiesen. In Worten lautet es: Im raumlichen und zeit-
lichen Mittel sind kinetische und potentielle Energie einer Blochwelle
gleich grofl. Mathematisch gesprochen ist dies dquivalent zu

(L)) =0, (24.3)

wobei mit L die Lagrange-Dichte (2.1.7) gemeint ist und die doppelten
spitzen Klammern eine zeitliche Mittelung liber eine Periode T = 2n/w
und eine rdumliche Mittelung iiber eine Einheitszelle des Gitters be-
deuten. Ein Beweis von (2.4.3) ist mit elementaren Mitteln moglich,
aber ziemlich umstindlich (siehe Anhang C). Hier soll eine elegantere
Beweisflihrung dargestellt werden, die sich im Rahmen des Lagrange-
Formalismus abspielt und Lighthills Vorgehen {2.34] verallgemeinert.
Im ersten Teil wird gezeigt, dafl das Hamiltonsche Prinzip (2.1.8) auch
in der abgewandelten Form

dt (dv
5 ! = .-;Iz gL =((em) =0 (2.4.9)

verwendet werden kann (EZ: Einheitszelle; V,: Volumen derselben),
wobei eine Blochwelle # betrachtet wird und die Variation éu eben-
falls die Form einer Blochwelle besitzen soll. Dies bedeutet im Unter-
schied zum urspriinglichen Variationsprinzip (2.1.8), daff die Variati-
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on éu an den Integrationsgrenzen nicht verschwindet. Ausgeschrie-
ben und partiell integriert lautet (2.4.4)

(2.4.5)

Die letzten beiden Terme heben sich wegen der Bewegungsgleichun-
gen (2.1.10) weg, beim ersten kann die Zeitintegration ausgefiihrt, der
zweite mit Hilfe des Gauflschen Integralsatzes in ein Oberflicheninte-
gral umgewandelt werden (dF: Flichenelement):

t+T

| dV[—Bu ] j dt j dF-—su =0, (2.4.6)

t 'l

Der Ausdruck in eckigen Klammern ist das Produkt aus Impuls und
Variation der Verschiebung, die beide mit der Frequenz w oszillieren.
Das Produkt oszilliert folglich mit der Frequenz 2w, d.h. sein zeitlicher
Verlauf wiederholt sich nach der Periode T/2. Dadurch verschwindet
der erste Term von (2.4.6). Im zweiten Term muf3 iiber das Produkt aus
Spannungen und Variation der Verschiebungen integriert werden. Die-
ses Produkt oszilliert ebenfalls mit der Frequenz 2w ; die Zeitintegrati-
on ist aber noch nicht erfolgt und wird im allgemeinen auf ein von null
verschiedenes Ergebnis fiihren. Um den zweiten Term zum Verschwin-
den zu bringen, muf die raumliche Periodizitit ins Spiel gebracht wer-
den. Nun ist aber dieses Produkt wie die Blochwelle (2.4.1) selbst we-
gen der Phase k-7 nicht riumlich periodisch. Erst eine zeitliche Mitte-
lung (man benutze Gl. (2.2.10)) beseitigt die Abhingigkeit von dieser
Phase und stellt die raumliche Periodizitit her: Das Zeitmittel des Pro-
dukts nimmt auf ,gegentiberliegenden” Punkten der Oberfliche der
Einheitszelle den gleichen Wert an, denn ,,gegeniiberliegend” soll hei-
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fien, daB man vom einen Punkt mit einen Gittervektor zum anderen
gelangen kann. Die Normalen auf den zugehérigen Oberflichenele-
menten zeigen in entgegengesetzte Richtungen, so da8 sich die Beitri-
ge gegeniiberliegender Punkte aufheben. Da es zu jedem Punkt genau
einen gegeniiberliegenden gibt, verschwindet auch der zweite Term in
(2.4.6). Damit ist das abgewandelte Hamiltonsche Prinzip (2.4.4) be-
wiesen.

Im zweiten Teil des Beweises von (2.4.3) wird eine spezielle Varia-
tion betrachtet, nimlich die einfache Amplitudeninderung der Bloch-
welle

u; = au,, O<a<<l (24.7)

Da die Lagrange-Dichte (2.1.7) eine homogene Funktion zweiten Gra-
des in den Variablen #; und ¥, ; ist, folgt

SL=(1+a)’L~L = 2alL (2.4.8)
und mit (2.4.4)
(Ly=o0 oder ((ewn)) = ((ep,». (2.4.9)

Damit ist das Rayleighsche Prinzip fiir Blochwellen in einem Medium
beliebiger Anisotropie und raumlich periodischer Inhomogenitit be-
wiesen. Der Beweis wurde fiir ein allseits unendlich ausgedehntes
Medium gefiihrt. Dieses Medium ldf3t sich in Gedanken zu einer peri-
odischen Anordnung von parallelen Platten oder Stiben oder auch von
allseits begrenzten Korpern ausbilden, indem in den Zwischenrdumen
die elastischen Konstanten und die Massendichte null gesetzt werden.
Aus Symmetriegriinden muf das Rayleighsche Prinzip fiir jede Platte,
jeden Stab, jeden Korper allein gelten. Laufende Wellen sind allerdings
nur in den Richtungen unendlicher Ausdehnung der Objekte méglich.
In anderen Richtungen wird sich als monofrequente Losung der Wel-
lengleichung eine stehende Welle oder Eigenschwingung ergeben (d.h.
der Wellenvektor im Phasenfaktor der Blochwelle (2.4.1) ist gleich null),
fiir die kinetische und potentielle Energie ebenfalls gleichverteilt sind.
Allseits begrenzte Kérper werden in diesem Buch, das sich mit Ener-
gietransport ohne Dampfungsverluste befaft, nicht behandelt. Dage-
gen wird sich die Giiltigkeit von (2.4.9) fiir Platten und Stébe im fol-
genden als auflerordentlich niitzlich erweisen. Mit Symmetrieargumen-
ten kann man sich Vereinfachungen fiir Spezialfélle klar machen: Wenn
die Platte oder der Stab beziiglich der Ausbreitungsrichtung homogen
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ist, kann die entsprechende riumliche Mittelung in (2.4.9) unterblei-
ben. Wenn die Platte in ihrer Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrich-
tung homogen ist, braucht die entsprechende Mittelung ebenfalls nicht
durchgefiihrt zu werden. Die Mittelung {iber die Plattendicke ist je-
doch wie die Mittelung iiber den Stabquerschnitt immer erforderlich
fiir die Giiltigkeit des Rayleighschen Prinzips, selbst wenn die Platte in
Richtung der Normalen bzw. der Stab im Querschnitt homogen aufge-
baut ist.

2.5 Energietransport und Gruppengeschwindigkeit

Der Zusammenhang zwischen Energietransport und Gruppenge-
schwindigkeit hat wie das Rayleighsche Prinzip eine lange Geschich-
te. Wie man bei Sommerfeld [2.1, S. 168-170] nachlesen kann, sind die
Anfinge bei Stokes (Definition und Ableitung der Gruppengeschwin-
digkeit, 1876), Reynolds und Rayleigh (Verkniipfung mit dem Ener-
gietransport, beide 1877) zu suchen. Es wurde beobachtet, daf in zahl-
reichen Fillen Gruppengeschmndlgkelt C und Energietransportge-
schwindigkeit ¢, (2.1.21) einer laufenden Welle {ibereinstimmen:

T
Vio=C=¢ = —.
[0 B (25.1)

Im Jahre 1957 beschiftigte sich Biot [2.35] ausfiihrlich mit diesem The-
ma und fand die Identitit (2.5.1) in verschiedenen Systemen bestitigt:
in elektromagnetischen Systemen; in kompressiblen Fliissigkeiten; in
elastisch isotropen oder anisotropen Festkdrpern mit und ohne Vor-
spannung; sogar in inhomogenen Festkdrpern, wenn sie nur in der
Ausbreitungsrichtung der Welle homogen sind. Der Beweisfiihrung
fehlt allerdings bisweilen die notwendige Strenge und Klarheit, die ei-
nen zweifelsfrei von ihrer Schliissigkeit {iberzeugen koénnte. Besonders
irritiert, dal von stehenden Wellen (,,standing wave pattern”) die Rede
ist. Eine griindliche Auseinandersetzung mit Biots Vorgehen kann hier
unterbleiben, da wir uns wie im vorhergehenden Abschnitt 2.4 auf die
1965 erschienene Arbeit [2.34] von Lighthill (in welcher Biot iibrigens
nicht zitiert wird!) stiitzen kénnen. Dort wird (2.5.1) fiir eine ebene Welle
in einem homogenen konservativen System bewiesen, wobei sogar
nichtlineare Wellengleichungen zugelassen werden. Die Behandlung
des nichtlinearen Falls geht auf Whitham [2.36] zurtick und soll hier
nicht weiter verfolgt werden. Im Lehrbuch von Achenbach [2.6, S. 211~
215] wird die Beweisfiihrung von Lighthill am Beispiel eines homoge-
nen, isotropen Wellenleiters mit konstantem Querschnitt vorgefiihrt.



2.5 Energietransport und Gruppengeschwindigkeit 33

Lighthill (und mit ihm Achenbach) weist auf die Merkwiirdigkeit der
Beziehung (2.5.1) hin: Der Energietransport in einer Welle mit fester
Frequenz und Wellenzahl geht mit einer Geschwindigkeit vor sich, die
sich aus der Anderung von Frequenz und Wellenzahl beim Ubergang
zu einer benachbarten Wellenlésung ergibt. Dieser Zusammenhang ist
in der Tat iiberraschend und nur schwer anschaulich verstindlich. Am
ehesten 143t er sich vielleicht begreifen, wenn man die kinematischen
Uberlegungen zur Gruppengeschwindigkeit unter energetischem Blick-
winkel nachvollzieht.

Fiir eine Blochwelle in einem Medium mit beliebiger Anisotropie
und raumlich periodischer, aber sonst beliebiger Inhomogenitit wur-
de die (2.5.1) entsprechende Identitit bislang noch nicht bewiesen. Dies
wird nun in Anlehnung an Lighthill nachgeholt. Das auf Blochwellen
zugeschnittene Variationsprinzip (2.4.4) und das daraus abgeleitete
Rayleighsche Prinzip fiir Blochwellen (2.4.9) spielen dabei eine wichti-
ge Rolle.

Im Gegensatz zur ,bescheidenen” Variation der Blochwelle beim
Beweis des Rayleighschen Prinzips (Erh6hung der Amplitude) wird
nun Frequenz und Wellenvektor variiert. Die Blochwelle (2.4.1) wird
verglichen mit der variierten Blochwelle

(7, ') = Refpy(7) e!*21},

(252)
59 = Pz — Pi, sk=K-k, é0=02-o

Da beide Blochwellen definitionsgemif Losungen der Bewegungsglei-
chungen sind, ist die Frequenzanderung dw eine Funktion der Ande-
rung 8k . Der Zusammenhang wird durch die Gruppengeschwindig-
keit hergestellt:

$w = C - 5k. (2.5.3)

Aufgrund des Frequenzunterschieds sind auch die zeitlichen Perioden,
{iber die bei der Zeitmittelung integriert werden mu8, verschieden.
Durch Einfiihrung dimensionsloser Zeitvariablen

T = wl, =0 (2.5.4)

kann die Zeitmittelung fiir beide Blochwellen einheitlich formuliert
werden:
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J(j) F"... = ""'—zn e (2-5.5)

Zur Berechnung der Variation der Lagrange-Dichte nach (2.1.9) bend-
tigt man die Ableitungen

i = +olm{p e,
iy = +QImfp e},
vi; = —kIm{p; e, (2.5.6)
Viy = -Kim{pg (],

(d/dt = d/dt’ fiihrt auf 7 = @ und ¥’ = Q) bzw. deren Variation. An-
gesichts der spiter erfolgenden Zeitmittelung kann an jedem Punkt 7
die Zeitkoordinate ¢’ oder 7’ so gewdhlt werden, daf8 die Exponential-
faktoren beider Blochwellen gleich sind. Diese Mafinahme fiihrt auf
die Variationen

i

Im{(ﬁ;&co + wﬁﬁ)e‘(i"?") },

3(Va) = —Im](p:ak + kaplel*-]. (25.7)

(Hétte man beide Blochwellen zu gleichen Zeiten 7 = 1* verglichen,
wiire jeweils ein zusétzlicher Term proportional zu k-7 aufgetaucht,
der die Beweisfithrung miihsamer machen wiirde.) Nun besagt das
Hamiltonsche Prinzip in der Form (2.4.4), daf8 die Variation der Lag-
range-Dichte im Mittel verschwindet, wenn bei der Variation der Bloch-
welle Wellenvektor und Frequenz unveréandert beibehalten werden. Die
zweiten Summanden in (2.5.7) kénnen deshalb wegfallen. Nach An-
wendung von (2.5.6a) bleibt
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= B 50) = - 5’-&:
i = P— 8(Va) = il — (2.5.8)

zu beriicksichtigen. Eingesetzt in (2.1.9) erhilt man

oL aL

wdL = aﬁ— udw — a—u,,_ usdk;, (2.59)
was mit (2.1.15) und (2.1.16) zu
@8L = (e, + L)ow - S,8k; (2.5.10)

wird. Um den Beweis abzuschliefen, muf nur noch die Mittelung iiber
Raum und Zeit vorgenommen werden. Dabei verschwindet die Lag-
range-Dichte auf der rechten Seite von (2.5.10) wegen des Rayleigh-
schen Prinzips (2.4.9). Dieses gilt aber nicht nur fiir die erste Blochwel-
le, sondern auch fiir die zweite, d.h. daf Gleichung (2.4.4) auch fiir die
hier betrachtete Variation gilt, bei der Wellenvektor und Frequenz ver-
dndert wurden. Man erhilt

(€)oo = ((S')) 8k (2.5.11)

oder

e @
Vio=C= e = T (25.12)

Verglichen mit (2.5.1) ist eine zusétzliche raumliche Mittelung erfor-
derlich, um den gesuchten Zusammenhang zwischen Gruppenge-
schwindigkeit, Energiestrom und Energiedichte herzustellen. Auch der
Beweis unterscheidet sich von dem fiir homogene Medien im Grunde
nur durch diese Mittelung iiber eine Einheitszelle, ohne die das Ray-
leighsche Prinzip fiir periodisch inhomogene Medien nicht gilt. Man
darf daher annehmen, da8 eine nichtlineare Erweiterung des Giiltig-
keitsbereiches von (2.5.12), wie sie von Whitham und Lighthill fiir ho-
mogene Medien erreicht wurde, auch fiir periodisch inhomogene Me-
dien moglich ist. )

Das im vorangegangenen Abschnitt 2.4 {iber Platten und Stébe ge-
sagte gilt entsprechend fiir die Gliltigkeit von (2.5.12). Das Rayleigh-
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sche Prinzip und diese Energietransportbeziehung stellen wertvolle
Hilfen dar, die zunichst zur Berechnung von energetischen Gréfien
eingesetzt werden konnen, dartiberhinaus aber auch wichtige Kontroll-
moglichkeiten bei analytischen und numerischen Rechnungen sowie
zweckmiflige Nebenbedingungen fiir Ndherungsmethoden darstellen.

2.6 Impulstransport

Nach der allgemeinen Behandlung des Energietransports soll auch der
Impulstransport kurz beleuchtet werden. Nach (2.1.17) ist die Impuls-
dichte einer Blochwelle durch

pii = o Im{p; (7) eFr-on)} (2.6.1)

gegeben. Wie die Verschiebung und die Schnelle ist die Impulsdichte
im zeitlichen Mittel an jedem Ort null. Betrachtet man zwei Moment-
aufnahmen einer Einheitszelle im zeitlichen Abstand einer halben
Schwingungsperiode, zeigen die lokalen Impulsdichtevektoren auf
beiden Bildern in entgegengesetzter Richtung. Auch eine momentane
raumliche Mittelung iiber eine gewisse Anzahl von Einheitszellen er-
gibt null, wenn Wellenlinge und rdumliche Periodizitit zusammen-
passen. Andernfalls muf {iber den gesamten Raum gemittelt werden,
um zum gleichen Ergebnis zu gelangen. Beim homogenen Medium
(p; raumlich konstant) wandern Gebiete von der Ausdehnung einer
halben Wellenldnge mit , positivem” Impuls in k-Richtung mit der Pha-
sengeschwindigkeit o/k. Es folgen jeweils Gebiete mit ,negativem”
Impuls. Beim periodisch inhomogenen Medium sieht der Vorgang kom-
plizierter, aber doch dhnlich aus, da durch die Funktion p; die Impuls-
richtung lediglich ,,moduliert” wird. Jedenfalls wird im zeitlichen und
rdaumlichen Mittel kein Impuls transportiert. Dies folgt auch aus der
Impulsbilanz, die mit der Bewegungsgleichung (2.1.11) identisch ist:
Im Abschnitt 2.1 wurde darauf hingewiesen, daf8 die Impulsstromdichte
gleich dem negativen Spannungstensor ist. Die Zeitabhingigkeit die-
ser Gr68e wird ebenfalls durch den Exponentialfaktor in (2.6.1) beschrie-
ben, folglich findet im Zeitmittel kein Impulstransport statt.

Im Mittel transportiert eine Blochwelle also im allgemeinen Ener-
gie, aber keinen Impuls. Die physikalische Ursache liegt darin, da8
Impuls an Masse, also an die materiellen Punkte des Festkérpers, ge-
kniipft ist: Wenn sich diese Punkte im Zeitmittel nicht bewegen, wird
netto auch kein Impuls transportiert. Erst bei einer nicht wieder riick-
gdngig gemachten Bewegung vom Anfangsort weg ist am Ende Im-
puls transportiert worden. Man denke dabei an einen Nagel, der mit
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dem Hammer ins Holz getrieben wird. Der Impuls des Hammers wird
zundchst auf den Kopf des Nagels iibertragen und wandert dann mit
Schallgeschwindigkeit bis zur Nagelspitze. Bei einem Stahlnagel von
5 cm Linge dauert dies ungefahr 10 us (Geschwindigkeit fiir Quasi-
longitudinalwellen 5000 m/s). Die nachfolgenden Vorginge (teils Re-
flexion, teils Ubertragung des Impulses aufs Holz, Energieiibertrag aufs
Holz) sind im einzelnen kompliziert und sollen hier nicht weiter un-
tersucht werden. Die Anfangsphase 1d88t sich jedoch leicht als stof3for-
mige Anregung eines halbunendlichen Stabes modellieren. Die Wel-
lengleichung fiir dieses als eindimensional betrachtete Medium (x 2 0)
lautet

ii—ctu” =0 (2.6.2)

(c: Schallgeschwindigkeit) und besitzt als Losungen die in x-Richtung
laufenden Wellen

u = Asin(kx — ot + @). (2.6.3)

Bei einer Anregung am Stabende (x = 0) mit der Kraft F(f) kann mit
Hilfe der Eingangsimpedanz [2.13, S. 275]

I
i U/ (2.6.4)
u(0,1)

(p: eindimensionale Massendichte [kg/m]) die Schnelle am Ort x = 0
bestimmt werden. Die vollstindige Losung auf dem Stab erhdlt man
durch passende Uberlagerung der Wellenlosungen (2.6.3). Die sinus-
formige Kraft

F(t) = F, sin(wt) (2.6.5)
flihrt auf die Lésung
u(x,t) = - —fﬂ-cos(kx - ot), (2.6.6)
pcw o

die im Zeitmittel keinen Impuls transportiert. Simuliert man einen
Schlag auf den Stab mit dem Dirac-Stof8
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F(f) = ET,8(t) = 22 [ cos(ut)da 262)

—0

(ET,: ,KraftstoB”) ergibt sich durch entsprechende Uberlagerung die
Losung mit der Heavisideschen Sprungfunktion

u(x, t) = % o(ct - x). (2.6.8)

Zum Zeitpunkt t > 0 ist also das Stabstiick zwischen x = 0 und x = cf um
F,T, /(pc) nach rechts geriickt, wihrend der restliche Stab vom Stof8
noch nichts gespiirt hat. Die Impulsdichte

pu(x,t) = KT, 8(ct - x) (2.6.9)

ist nur an der Unstetigkeitsstelle x = ct von null verschieden. Den Ge-
samtimpuls des Stabes erhilt man durch rdumliche Integration tiber
diese Stelle zu F,T,; er ist an der Unstetigkeitsstelle konzentriert und
wandert mit der Geschwindigkeit ¢ in x-Richtung. Die zeitliche Inte-
gration iiber (2.6.9) ergibt an jedem Ort FT/c, wenn nur von ¢ = 0 bis
t > x/c integriert wird. Diese von null verschiedenen Mittelwerte sind
natiirlich dadurch verursacht, daf8 die anregende Kraft nur positive
Anteile besitzt.

Etwas realistischer kann der Hammerschlag durch eine auf den Stab
mit der Geschwindigkeit o, auftreffende Masse m dargestellt werden.
Nach dem Beginn des Stofies (¢ = 0) wird die Masse abgebremst:

—mii(0,t) = pcu(0, t). (2.6.10)

Unter Beachtung der Anfangsbedingung #(0,0) = 0 findet man die Lo-
sung

u(x,t) = Eg [1 - e";e(“")]ﬂ(ct - x) (2.6.11)
mit der Impulsdichte

pii(x, £) = pv,em®o(ct - x). (26.12)
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Aus den Verzerrungen u'(x, t) = —ii(x, t)/c kommt man mit der elasti-
schen Konstanten ¢ = pc? zur Spannung

Vb -Let-x
& (71)= ——;';—-e w(ct - x), (2.6.13)

die gleichzeitig die negative Impulsstromdichte darstellt. Eine Zeitin-
tegration von £ = 0 bis = e liefert den am Ort x insgesamt durchgelau-
fenen Impuls my,. Dividiert man die Impulsstromdichte durch die Im-
pulsdichte, siecht man, daf der Impulstransport mit der Schallgeschwin-
digkeit c erfolgt, wie dies aus der Abhingigkeit von (ct — x) zu erwar-
ten ist. Die Groen zweiter Ordnung sind ebenfalls schnell hingeschrie-
ben:

1 2 2,
O =6 =3 pUe m “g(ct — x). (2.6.14)

Das Rayleighsche Prinzip gilt hier im eindimensionalen Medium mo-
mentan und lokal. Ebenso gilt der Zusammenhang (2.5.12) zwischen
Energiedichte und Energiestromdichte momentan und lokal:

S, = -0 li=euc. (2.6.15)

Insgesamt wird die Energie mv;/2, die anfangliche Energie der auf den
Stab treffenden Masse m, transportiert. Im Grenzfall m — 0, v, — oo,
wobei mv, = FT,, entdeckt man den vorher behandelten Fall der Di-
rac-Stofi-Anregung wieder. Die Funktion

8(z) = lim ae™*6(z) . (2.6.16)

a—yoe

kann offensichtlich als eine spezielle Darstellung der &-Funktion be-
trachtet werden.

Durch Fourier-Analyse lassen sich die beschriebenen Vorgénge auf
eine Summe bzw. ein Integral iiber monofrequente Wellen zurtickfiih-
ren. Wenn der Impulsstrom im Zeitmittel nicht verschwindet, bedeu-
tet das eine endliche Amplitude der ,Welle” mit der Frequenz o = 0,
d.h. eine Verschiebung des gesamten Mediums. Dieser Fall ist charak-
teristisch fiir transiente Vorginge mit anregenden Kriéften, deren Zeit-
mittel von null verschieden ist.
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2.7 Uberlagerung von Korperschallfeldern

Im Rahmen der linearisierten Elastodynamik ist die Summe zweier
Losungen der Bewegungsgleichung wieder eine Lsung derselben.
Impulsdichte und -stromdichte der ,Summenlésung” erhilt man wie
alle anderen Feldgréfen erster Ordnung durch lineare Uberlagerung
der Feldgrofien der ,Einzellosungen”. Fiir die Groflen zweiter Ord-
nung gilt diese Additivitat im allgemeinen nicht. Dies belegt das einfa-
che Beispiel der Uberlagerung zweier identischer Losungen, bei der
sich die Energiegrofien nicht verdoppeln, sondern vervierfachen. Es
gibt allerdings wichtige Fille, in denen energetische Griflen im zeitli-
chen Mittel additiv sind. Dazu gehért die Uberlagerung zweier Lésun-
gen mit sinusformigen Zeitabhingigkeiten unterschiedlicher Frequenz.
Die , Kreuzterme” verschwinden ndmlich bei der Integration iiber eine
Zeitspanne einer gemeinsamen Schwingungsperiode bzw. iiber eine
unendlich lange Zeit bei einem irrationalen Frequenzverhiltnis. Von
den in der Regel komplmerten Uberlagerungsverhiltnissen bei insta-
tionéren Vorgidngen sehen wir ab und beschrinken uns auf die Unter-
suchung der Uberlagerung von Lésungen mit gleicher Frequenz. Dazu
wird wieder mit Vorteil die komplexe Schreibweise (siche Abschnitt
2.2) verwendet.

Uberlagert man zwei Losungen (indiziert mit 1 und 2), ergeben
sich folgende Ausdriicke fiir die mittleren Energiedichten und die In-
tensitat:

e = B[0-V + %,V + 2Re(7,- 71} ] (2.7.1)
Wo = '1‘[.2_:1 Ey+ Z, - E;] + %Re{_}-h i E;}: (2.7.2)
i = _%Re{;;,.ﬁ'+_§2-V;+_2_,-\7;+_§,-V;}. 2.7.3)

Die Bedingungen fiir eine Additivitit dieser Grofen lauten also:
Re{V,-V;} =0, (2.7.4)
Re{Z, --E;} =0, (2.7.5)

Re{Z, -V, + Z,-V;}=0. (2.7.6)
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Sie sollen nicht nur lokal, sondern im gesamten Medium gelten. Um
triviale Félle auszuschlieBen, wird angenommen, da8 jede komplexe
Vektor- bzw. Tensoramplitude mindestens eine von null verschiedene
Komponente besitzt.

Im eindimensionalen homogenen Medium 148t sich die Frage nach
der Additivitdt der energetischen GréBen leicht beantworten. Man be-
trachte die allgemeine Losung fiir Bereiche ohne dufere Krafteinwir-

kung: die Uberlagerung einer nach rechts laufenden und einer nach
links laufenden Welle.

V, = Ae”, V, = A,e7i=9), ALA, >0. (27.7)

?ﬁt dem elastischen Modul ¢ = pc? erhdlt man fiir jede Welle allein
i=1,2)

M) = P a2 6) - & a2 _
wi = AL Wl = ZC—ZA,? = Wi (2.7.8)
1 2 1 2
2
und fiir die Uberlagerung

Wy = Wiy +wd + —‘(23.:‘11142 cos(2kx + @),

(2.7.10)

W wﬁl + wﬁ,’ - -g-A,A2 cos(2kx + ¢),

I=1I+1L,. (2.7.11)

Die Zeitmittelwerte der kinetischen und potentiellen Energiedichten
sind also nicht additiv, wohl aber der Zeitmittelwert der gesamten En-
ergiedichte und die Intensitit. Nicht additiv ist auch die zeitlich gemit-
telte Lagrange-Dichte und die Blindintensitat:

Ql = Qz =0 Q= pCAl A2 Sin(ka - lp). (2.7.12)

Erst wenn eine zusitzliche raumliche Mittelung iiber wenigstens eine
halbe Wellenldnge vorgenommen wird, sind alle genannten Gréfien
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additiv. Auch das Rayleighsche Prinzip gilt fiir die Uberlagerung nicht
lokal, sondern erst nach der rdumlichen Mittelung. Die Energieaus-
breitungsgeschwindigkeit

] = ’ 0 < -2 = - -3 2 7

ist dem Betrage nach immer kleiner als die Phasen- und Gruppenge-
schwindigkeit der Teilwellen. Der Zusammenhang (2.5.1) ist nicht an-
wendbar, da man bei der Uberlagerung gegenliufiger Wellen nicht mehr
von einer Wellengruppe im tiblichen Sinne sprechen kann; eine Grup-
pengeschwindigkeit gibt es daher nicht.

Aus den eben gewonnenen Erkenntnissen darf nicht geschlossen
werden, die Energiedichte w,, und die Intensitit seien bei der Uberla-
gerung beliebiger Wellen additiv. Die Uberlagerung der stehenden
Wellen

V, = A, cos(kx), V, =iA,cos(kx + ) A, A, >0 (27.14)

ergibt zwar die Additivitit von w,,, und w,, separat,

Wy, = f—;—Af cos’(kx) + %Ag cos’(kx +¢),

(2.7.15)

g
!

£ A} sin’(kx) + -E-Ag sin’(kx + @),

aber die Intensitit stellt sich als nicht additiv heraus, wenn nicht die
raumliche Phasenverschiebung ¢ gleich 0° oder 180° ist:

1 ;
I,=1,=0, = —Ep(:AlA2 sin @. (2.7.16)
Dagegen ist die Blindintensitit in diesem Fall additiv:

Q =  pef 42 sin(2kx) + A sin(2kx + 29) } (27.17)
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Die allgemeingiiltige Beziehung (2.3.7) 18t sich fiir beide Uberlage-
rungsbeispiele leicht verifizieren.

Wiederum verkehrt wiire es zu glauben, nur bei der Uberlagerung
gegenldufiger Wellen sei die Additivitit von w,, und I gegeben. Um
dies einzusehen, betrachte man die in die gleiche Richtung laufenden,
aber um 90° gegeneinander verschobenen Wellen

Vi=Ae", V= Aze‘(*“%), ALA >0, (2.7.18)

die sich zu einer Welle mit der Phase I' und der Amplitude B zusam-

mensetzen, deren Quadrat die Summe der Quadrate der Amplituden
der Teilwellen ist:

V= ‘/1 -+ ‘/2 = (Al + ]'_Az)eik! - Bei(kx+r)’

2.7.19
B? = A + A2, F= arctan(%). ( )

Daraus folgt, daf§ simtliche Zeitmittelwerte der energetischen Grofien
additiv sind. Zur Uberlagerung (2.7.19) kann man eine weitere Welle
mit Wellenzahl +k und der Phase 1n/2 hinzufiigen, ohne dafi diese
Additivitdt verloren geht. Dieses Spielchen kann endlos fortgesetzt
werden; die resultierende Welle besitzt nach N - 1 Uberlagerungen das
Amplitudenquadrat

By =Y A (2.7.20)
j=1
und die Phase
A
ry= arctan[ z % ] (2.7.21)
N=-1

Uberlagert man die Teilwellen in anderer Reihenfolge, wird sich diese
Additivitit i.a. aber erst herausstellen, wenn alle N Teilwellen in der
Summe enthalten sind.

Die Analyse dieser drei Beispiele lehrt, da88 die Frage nach der Ad-
ditivitit der energetischen Grofen bei der Uberlagerung von Losun-
gen nicht pauschal beantwortet werden kann. Manchmal ist die Addi-
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tivitit gegeben, manchmal erst nach riumlicher Mittelung, manchmat
gar nicht wie in (2.7.16). Fiirs eindimensionale homogene Medium
merke man sich am besten, dag bei einer Zerlegung des Wellenfelds in
eine nach rechts und eine nach links laufende Teilwelle (2.7.7) die In-
tensitdt und die zeitlich gemittelte Gesamtenergiedichte additiv sind.

Zur Diskussion zwei- und dreidimensionaler Medien kehren wir
zu den Bedingungen (2.7.4-6) zuriick. Das Zeitmittel der kinetischen
Energiedichte ist additiv, wenn die Schnelleamplituden der Teillsun-
gen orthogonal aufeinander sind. Diese Orthogonalitit ist eine hinrei-
chende, jedoch keine notwendige Bedingung. Sie fordert nicht nur das
Verschwinden des Realteils vom Produkt V, - V,, sondern auch das Ver-
schwinden des Imaginirteils. Im eindimensionalen Beispiel (2.7.18-19)
ist die Additivitit gegeben, weil besagtes Produkt rein imaginar ist.
Solche Spezialfalle sollen im folgenden nicht mehr berticksichtigt wer-
den. Dies wird durch die Forderung erreicht, daf8 die Bedingungen
(2.7.4-6) fiir beliebige Phasendifferenzen zwischen den Teillssungen
erfiillt sein sollen. Durch Verinderung dieser Phasendifferenz kann ein
Produkt nach Belieben reell oder imaginidr gemacht werden. Folglich
muf3 bei den Energiedichten auch der Imaginirteil der Produkte ver-
schwinden:

- -

V,-V, =0, Z, --E,=0. (2.7.22)

Bei der Intensitit ist das Verschwinden des Imaginirteils der Summe
in (2.7.6) gleichbedeutend mit einer verschwindenden Blindintensitit.
Dies wire eine zusitzliche Forderung, die mit der Forderung der Ad-
ditivitit der Wirkintensitat nicht gekoppelt werden soll. Die Variation
@ der Phasendifferenz zwischen zwei Teillosungen wirkt sich in (2.7.6)
folgendermafien aus:

Re{Z, -V, +Z,-Ve™} =0. (2.7.23)

Fiir beliebiges ¢ ist dies nur erfiillt, wenn die Realteile der beiden Pro-
dukte in (2.7.6) sich kompensieren und die Imaginirteile gleich sind.
Diese Bedingung ldt sich bequem in der Form

2V, + %,V =0 (2.7.24)

schreiben. Die entsprechende Bedingung fiir die Blindintensitt erhalt

man durch Ersetzen des Pluszeichens durch ein Minuszeichen.
Wieviele Teillosungen mit beliebigen Phasendifferenzen unterein-

ander kénnen hochstens iiberlagert werden, wenn eine energetische
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Grofe sich additiv aus den Werten fiir die Teillssungen berechnen las-
sen soll? Die Antwort ist einfach fiir das Zeitmittel der kinetischen En-
ergiedichte: hochstens n Teillssungen im n-dimensionalen Medium,
weil es auch bei Vektoren mit komplexen Komponenten nicht mehr als
n untereinander orthogonale Vektoren gibt. Fiir den potentiellen An-
teil sind die Verhiltnisse schwieriger. Wenn sich die beteiligten Tensor-
amplituden durch ihre Eigenwerte und -vektoren darstellen lassen,
kann die Bedingung (2.7.22b) umgeformt werden zu

. laaa "ﬂ_ﬂ.’?.. aﬁ,a.ﬁz
él--Ez=(Zonn)--[28CC) =Y o¢ (ﬁ-c] =0, (2.7.25)
a.f

die zu ihrer Erfiillung mehr Freiheiten zulagt als (2.7.22a). So kénnen
sich Terme in der Summe kompensieren, und jeder einzelne Term kann
verschwinden, indem das Skalarprodukt der Eigenvektoren oder das
Produkt der Eigenwerte verschwindet. Die beliebte Form (2.7.25) ist
jedoch nicht giinstig fiir die Beantwortung der oben gestellten Frage,
denn nicht alle komplexen symmetrischen Tensoren lassen sich durch
ihre Eigenwerte und -vektoren darstellen (siche Anhang D). Aus die-
sen Griinden ist der Wechsel zur Darstellung mit symmetrischen kar-
tesischen Basistensoren ¢ angezeigt [Anhang D, dort (D.24) fiir n = 3]:

» N N *
Z,-E;, = [zaaga}“[sztp)
a=1 =1
(2.7.26)
N
= Yab=0; N =rntl)
a=1 2

Das Skalarprodukt zweier N-dimensionaler Vektoren muf verschwin-
den. Gemif der Tatsache, dal héchstens N N-dimensionale Vektoren
paarweise orthogonal zueinander sind, gibt es hochstens N Teillésun-
gen, die bei einer Uberlagerung das Zeitmittel der potentiellen Ener-
giedichte additiv sein lassen. Kann diese obere Grenze tatsichlich er-
reicht werden? Bei eindimensionalen Medien (N = 1) besteht daran kein
Zweifel; bei zwei- und dreidimensionalen Medien miifiten N = 3 bzw.
N = 6 Teilwellen gefunden werden. Dies scheint nicht moglich zu sein.
Fiir n = 2 lassen sich im homogenen und isotropen Medium eine Kom-
pressionswelle und eine Scherwelle gleicher Richtung iiberlagern, so
daf w,, additiv ist. Aber jede weitere Welle verursacht Kreuzterme.
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Fiir n = 3 ist die Kombination einer Kompressionswelle und zweier
Scherwellen gleicher Richtung

- - -

V, = v,e,e*", 7, = oEe™, V, = v,é.e™*, (2.7.27)

aber auch die Kombination dreier Scherwellen in den drei Raumrich-
tungen

- —

S i - = = i
V, = v, e™”, V, = vee™, V, = v,é.e™’ (2.7.28)

additiv beziiglich w,, und wy, (&;: Einheitsvektor in i-Richtung). Bei-
den Kombinationen 148t sich noch eine Welle hinzufiigen, so daf8 w,,
noch additiv bleibt, w,,, jedoch Kreuzterme erzeugt. Zur ersten Kom-
bination addiere man z.B. die Scherwelle

7, = vee*, (2.7.29)

zur zweiten z.B. die Kompressionswelle

—

V, = n,6,e™". (2.7.30)

Der Fall n = 2 kann aus (2.7.27-30) enthommen werden, indem bei-
spielsweise alle Terme mit z gestrichen werden.

Bei der Konstruktion dieser Beispiele wurde angenommen, daf die
Lamé-Konstante 4 und damit die Poisson-Zahl o von null verschieden
sind, wie man das bei tiblichen Materialien vorfindet. Das hat zur Fol-
ge, daB bei einer Kompressionswelle alle Diagonalkomponenten des
Spannungstensors von null verschieden sind, auch wenn nur eine Dia-
gonalkomponente des Verzerrungstensors ungleich null ist (siehe das
Hookesche Gesetz (2.1.3)). Kompressionswellen kénnen dann nicht
iiberlagert werden, ohne daf8 Kreuzterme auftreten. Nur im exotischen
Fall verschwindender Querkontraktion ist dies wieder méglich, wenn
die Ausbreitungsrichtungen aufeinander senkrecht stehen. Nun kann
die obere Grenze N tatsdchlich erreicht werden: Man addiere zur Kom-
bination (2.7.28) die drei Kompressionswellen

- —

V, = 08",  V,=vpge", V, = pé,e™. (2.7.31)

Das entsprechende Beispiel fiir n = 2 ergibt sich wieder durch Weglas-
sen der Wellen, die beispielsweise die z-Koordinate enthalten: Es blei-
ben zwei Kompressionswellen und eine Scherwelle iibrig.
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Nun zur Intensitit: Die Bedingung (2.7.24) sei - bei vorgegebe-
nem V, =V und X, =S - als homogenes Gleichungssystem fiir die
n(n + 3)/2 unbekannten Komponenten von V,* = W und £,* = T auf-
gefaft. Da wenigstens eine Komponente von $ von null verschieden
sein muf, ist der Rang der Rechteckmatrix des Gleichungssystems
gleich n. Dies wird deutlich am ausgeschriebenen Fall n = 2:

(W)
WZ

Sa S. V, Vv, o0 0
Til =

S S» 0 WV, 0 (2.7.32)
Ty
w’y

Jede Komponente von V kommt in jeder Zeile in einer anderen Spalte
vor, so daf sich wenigstens eine von null verschiedene n x n Unterde-
terminante bilden 148t, aus der sich der Rang r = n ableitet. Demnach
gibt es n(n + 1)/2 linear unabhingige Lésungen (W, T). Zihlt man
(V,S) dazu, ergibt sich

n M=nn+1)/2 + 1| 2n
1 2

2

3 7 6

Fiir n =1 und n = 2 ist M = 2n. In einer Dimension ist die Grenze M = 2
erreichbar (siehe (2.7.7-11)). Im exotischen Fall ¢ = 0 lassen sich mit
orthogonalen Paaren gegenldufiger Kompressionswellen die Werte
M=4und M = 6, also M = 2n erreichen. M = 7 ist wohl nicht zu ver-
wirklichen. Bei den sechs {iberlagerten Kompressionswellen stellt die
~fehlende” siebte Losung von (2.7.24) keine elastodynamische Welle
dar, weil von ihren neun Komponenten nur eine Nichtdiagonalkom-
ponente des Spannungstensors von null verschieden ist. Die Tatsache,
dafl die Komponenten von Spannung und Schnelle nicht vollstindig
unabhingig voneinander, sondern {iber das verallgemeinerte Hooke-
sche Gesetz und die Bewegungsgleichung miteinander verkniipft sind,
kann also dazu fiihren, daB eine Lésung des Gleichungssystems keine
Teilwelle ist. Ssymmetrieargumente sprechen dafiir, dal dies grundsétz-
lich fiir mindestens eine der sieben Losungen der Fall ist: Intuitiv wird
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man fiir die ,Maximal-Uberlagerung” eine méglichst hohe Symmetrie
erwarten. Da jede Teilwelle aufgrund ihrer Polarisation oder ihrer Aus-
breitungsrichtung eine ausgezeichnete Richtung besitzt, ist mit sechs
Teilwellen eine hohere Symmetrie erreichbar als mit sieben. Im Nor-
malfall mit o# 0 wird man sich fiir n = 2 mit einem Paar gegenldufiger
Kompressionswellen oder Scherwellen, fiir n = 3 mit zwei parallelen
Paaren gegenldufiger Scherwellen mit aufeinander senkrecht stehen-
den Polarisationen als maximaler Konfiguration mit additiver Intensi-
tat zufrieden geben miissen.

Es wird hier darauf verzichtet, weitere spezielle Beispiele zu ana-
lysieren. (Im Abschnitt 3.2 iiber Reflexionen an einer freien Oberflidche
werden Uberlagerungen zweier ebener Wellen noch ausfiihrlich be-

handelt.) Zusammenfassend kann gesagt werden, daf die Uberlage-
rungsmoglichkeiten jedenfalls sehr begrenzt sind, wenn Additivitit der
energetischen Grofen verlangt wird. Unter Umstanden sind sie grofer
fiir die Gesamtenergiedichte als fiir kinetische und potentielle Ener-
giedichte separat. Die wichtigste Methode zur Erweiterung dieser
Moglichkeiten diirfte die Bildung raumlicher Mittelwerte darstellen.
Dies kann am eindimensionalen Beispiel (2.7.7) abgelesen werden, bei
dem tiber eine halbe Wellenlinge integriert werden mufi. Im mehrdi-
mensionalen Fall konnen verschiedene Wellentypen und damit ver-
schiedene Wellenlingen auftreten und eine Integration iiber ein gréfie-
res Gebiet erforderlich machen. In anderen Fillen wird auch eine Inte-
gration iiber den ganzen Raum nicht helfen (vergleiche (2.7.16)). Ist bei
einer Uberlagerung von Wellen eine bestimmte energetische Grofle
additiv, bedeutet dies keineswegs, daf8 sich die anderen energetischen
Groflen dabei ebenfalls additiv verhalten.

Im Prinzip schrinkt die Notwendigkeit einer raumlichen Integra-
tion den gewiinschten Nutzen der Additivitit bei theoretischen oder
experimentellen Anwendungen ein. Bei Staben und Platten jedoch sind
oft nur die liber den Querschnitt integrierten energetischen Gréen von
Interesse. Die Additivitit bei der Uberlagerung von Stab- oder Platten-
moden ist daher eine eingehende Untersuchung wert. Pavié [2.37] de-
monstriert, da8 zur genauen Darstellung des Energieflusses, der zwi-
schen zwei Punktquellen auf einem diinnen Balken stattfindet, ziem-
lich viele Schwingungsmoden tiberlagert werden miissen.

Es gibt Bestrebungen, die Energieausbreitung in einem elastischen
System mit Gleichungen vom Diffusions- oder Warmeleitungstyp zu
beschreiben. Besondere Beachtung verdienen in diesem Zusammen-
hang die russischen Arbeiten [2.38-40] sowie die amerikanische Arbeit
[2.41] (wobei der Widerspruch zwischen Gl. (1) von [2.40] und GI. (38)
von [2.41] noch der Kldrung bedarf). Voraussetzung fiir eine sinnvolle
Anwendung dieser Methoden ist die Berticksichtigung der Material-
diampfung. Inder Regel ist eine riumliche Mittelung tiber eine Wellen-
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lange erforderlich; der Anwendungsbereich liegt daher besonders bei
mittleren und hohen Frequenzen. Man erhofft sich davon eine lokale
Auflésung der eher globalen Information, wie sie die Statistische Ener-
gieanalyse (SEA) liefert.

AuBlergewohnlicher Reiz ist den beiden Arbeiten von Carcaterra
und Sestieri [Z.7; Z.8] eigen, die beweisen, daB die thermische Analo-
gie im allgemeinen nicht gilt. Statt auf die gesamte Energiedichte rich-
ten sie dann ihr Augenmerk auf die kinetische Energiedichte, die -
wenigstens fiir eindimensionale Strukturen - mit Hilfe einer Hilbert-
Transformation raumlich geglattet wird. Fiir diese ,einhiillende Ener-
gie” werden bemerkenswerte Gleichungen abgeleitet. (Eine genauere
Beschreibung wiirde hier zu weit fithren.) Wenn sich diese Formulie-
rung auf zwei- und dreidimensionale Strukturen verallgemeinern lifit,
darf man auf betrachtliche Fortschritte gegeniiber SEA-Rechnungen
gespannt sein.

Andere Versuche, mit ,energetischen Formulierungen” ein dyna-
misches System elegant oder effektiv zu beschreiben, sind mit Fehlern
behaftet oder beziiglich ihrer Korrektheit und Unentbehrlichkeit zu-
mindest als zweifelhaft einzuschitzen [2.42-43]. Die erstgenannte Ar-
beit geht z.B. filschlicherweise von der Additivitit der Blindintensitat
und der Lagrange-Dichte fiir den oben behandelten Fall (2.7.7-12) aus.
Von einer ausfiihrlichen Diskussion wird an dieser Stelle abgesehen.



3 Homogene isotrope Korper
3.1 Allseitig unbegrenzte Kérper

Elastische Wellen in einem homogenen isotropen Medium, das in allen
Raumrichtungen unendlich ausgedehnt ist, sind einfach zu beschrei-
ben und werden in jedem ernst zu nehmenden Lehrbuch iiber Kérper-
schall behandelt. Gelegentlich werden dabei auch die energetischen
Verhiltnisse untersucht [2.13, S. 75-90]. Es geniigt daher, die wesentli-
chen Gleichungen ohne ausfiihrliche Erlduterungen zusammenzustel-
len.

Im elastisch isotropen Festkorper gibt es zwei Arten von ebenen
Wellen,

i(7, t) = UeilF*=), (3.1.1)

die sich durch ihre Polarisation unterscheiden. Die Kompressions- oder
Dilatationswellen sind longitudinal (U1 k), die Scherwellen transver-
sal (U L k) polarisiert. Ihre Phasengeschwindigkeiten

¢ = ' ¢ == (3.1.2)

und Wellenvektoren werden entsprechend mit / und ¢ indiziert. Das
Verschiebungsfeld (3.1.1) ist bei Longitudinalwellen wirbelfrei
(Vxu = 0; Volumen- und Formdnderungen ohne Drehungen), bei
Transversalwellen quellenfrei (V-4 = 0; volumentreue Forminderun-
gen). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann die x-Richtung als
Ausbreitungsrichtung einer Welle ausgewihlt werden. Die Schnelle-
amplituden seien durch

Vo 0
=0y =1 (3.1.3)
0 0

gegeben. Wihrend die Richtung bei longitudinaler Polarisation festge-
legt ist, gibt es bei transversaler Polarisation unendlich viele gleich-
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wertige Richtungen des Schnellevektors. Die Amplituden der Verzer-
rungs- und Spannungstensoren ergeben sich fiir die Wahl (3.1.3) zu

1 0 0 0 1 0
[4]
E, =-2|0 0 o0} E = =005 4§
; ¢ = ZC, 0l
0 0 0 0 0 0
1 00 0 1 0) 314
2 =-p0|0 a 0} Z = —%pc,vo 1 0 0f
0 0 a 0 0 0

(2 = 0 /(1 - 0)). Die Energiedichten und -stromdichten und ihre zeitli-
chen Mittelwerte besitzen fiir beide Wellenarten die gleiche Form

O = €y = -;»pvﬁ cos’(kx - ot), S = pujce, cos’(kx - wt),

(3.1.5)
pUNCE, = (w,“.,l +w )cE .

wh'n pot x

]
S
!
BN | =

pot 4900' T=

Die Wellenzahl k und die Geschwindigkeit ¢ miissen nur mit dem ge-
wiinschten Index ! oder ¢ versehen werden. Die Gleichungen zeigen,
daB die Energieausbreitungs- und Gruppengeschwindigkeit momen-
tan und im zeitlichen Mittel gleich der Phasengeschwindigkeit ist. Die
Blindintensitit einer einzelnen Welle ist immer und tiberall null.

Uberlagerungen solcher ebener Wellen wurden in den Abschnitten
2.3 (siehe GI. (2.3.8-11)) und 2.7 angesprochen und bestimmen beson-
ders die Ausfithrungen des folgenden Abschnitts iiber Reflexionen an
einer freien Oberflache. Auch Kugel- oder Zylinderwellen konnen als
Uberlagerungen ebener Wellen aufgefafit werden; sie sind aber nur
moéglich im Zusammenhang mit einer Inhomogenitit des Mediums,
die die Singularitit der Wellen vermeiden hilft (siehe Anhdnge A und
B).
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3.2 Korper mit einer kriftefreien ebenen Oberfliche

Der von einem elastischen Festkorper ausgefiillte Halbraum ist eben-
falls hiufig Gegenstand der einschlagigen Lehrbiicher. Reflexion von
ebenen Wellen an einer kriftefreien Oberflache heifit das beherrschen-
de elastodynamische Thema. Der allgemeine Fall lafit sich darstellen
als Linearkombination dreier Sonderfille:

a) einfallende Longitudinalwelle (L-Welle)

b) einfallende Transversalwelle mit Polarisation in der Einfallsebene
(T1-Welle)

¢) einfallende Transversalwelle mit Polarisation senkrecht zur Einfalls-
ebene (T2-Welle)

Die Einfallsebene wird vom Wellenvektor der einfallenden Welle und
vom Normalenvektor der Oberflache aufgespannt. Fiir die jeweils
gleichartige reflektierte Welle gilt das vertraute Reflexionsgesetz Ein-
fallswinkel = Ausfallswinkel. In den Fillen a) und b) kénnen zusatzli-
che reflektierte Wellen auftreten:

a) T1-Welle unter kleinerem Reflexionswinkel
b) L-Welle unter grofferem Reflexionswinkel

Die Amplituden der reflektierten Wellen relativ zur Amplitude der ein-
fallenden Welle kénnen bequem bei Landau-Lifschitz [2.5, S. 116] oder
sogar mit graphischer Darstellung der Abhingigkeit von der Poisson-
Zahl bei Pollard [2.8, S. 60-63] und Achenbach [2.6, S. 171-181] nachge-
schlagen werden. Auch bei den Fillen a) und b) gibt es unter Umstén-
den Winkel, bei denen nur eine reflektierte Welle auftritt, z.B. bei senk-
rechtem Einfall, bei vollstindiger ,Modenkonversion” (auch ,Wellen-
konversion” genannt) L — T1 oder T1 - L, oder wenn der Reflexi-
onswinkel fiir die L-Welle bei b) grofer als 90° wiirde. Im letzteren Fall
bildet sich zusitzlich eine erzwungene Oberflichenwelle aus, deren
Amplitude exponentiell mit dem Abstand zur Oberfliche abnimmt
[2.13, S. 147-150; 2.6, S. 179-180].

Energetische Betrachtungen finden sich bei Cremer und Heckl [2.13,
S. 146, 149] und bei Achenbach [2.6, S. 181-182]. In beiden Biichern
wird eine Energiebilanz aufgestellt, die von einer riumlichen Begren-
zung der Wellen auf jeweils einen Streifen parallel zum Wellenvektor
ausgeht. Aulerhalb dieser Streifen soll sich der Festkérper in Ruhe be-
finden. Daf auf den Begrenzungsflichen dieser Streifen die Bewegungs-
gleichungen verletzt sind, wird stillschweigend iibergangen. Wenn man
sich nun von dem Gebiet, in dem der einfallende Streifen reflektiert
wird, geniigend entfernt, findet keine Uberlappung der Streifen mehr
statt, und die Energiebilanz 148t sich ganz einfach aus den Einzelbei-
tragen nicht iiberlagerter Wellen bilden. Obwohl dieses Vorgehen streng
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genommen nicht korrekt ist, steht das Ergebnis der Energiebilanz nicht
im Widerspruch zu den aus den Randbedingungen an der Oberfliche
bestimmten Amplituden der reflektierten Wellen.

Im folgenden wird gezeigt, wie sich die Uberlagerung von einfal-
lenden und reflektierten Wellen auf Energiedichten und Intensitit aus-
wirkt. Die gewohnte Additivitit der energetischen Gré@en ergibt sich
auch ohne die fragwiirdige Streifenvorstellung, aber erst nach einer
rdumlichen Mittelung.

Abgesehen von den erzwungenen Oberflichenwellen, die hier nicht
weiter verfolgt werden, lassen sich alle bei der Reflexion an der Ober-
fliche y = 0 vorkommenden Wellen mit

i, = A f:, ei(i, -F-mt)’
En = knén; én é.z b 0'
( en L = We].len (3.2.1)
P, = {& xé, fiir T1 - Wellen
é, T2 - Wellen

beschreiben (€,: Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung;Z,: Einheits-
vektor in z-Richtung; k, ist gleich k, oder k,). Es handelt sich um linear
polarisierte ebene Wellen, deren Amplituden als reell angenommen
werden kénnen. Zwei solcher Wellen werden nun tiberlagert:

i =i + i, (3.2.2)
Die energetischen Gréfien der Uberlagerung setzen sich zusammen

aus den Beitrdgen der Teilwellen nach GI. (3.1.5) und den Kreuzter-
men:

Wi = Wy + Wiy + Wiinpas

Woy = Woy + Wy + Wepnas
(3.2.3)

e
0
H"l-i
o
.:;""l
+
g
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Die Kreuzterme ergeben sich zu
1 o R
Uiz = 5 AAp0’T, COS[ (k1 = kz) *F ],

v = Lttty cod (- ) 7

(3.2.4)
B = %AiA,mﬁu cos[ (El - l-c'z) 7 ]
mit
r, = P-P ’

Falls die Wellenvektoren der beiden Wellen nicht identisch sind, fiihrt
eine riumliche Mittelung zum Verschwinden der Kreuzterme. In Spe-
zialfillen eriibrigt sich diese Mittelung, nimlich wenn die Hilfsgréfen
(3.2.5) null sind. Mit dem Winkel & zwischen den Ausbreitungsrich-
tungen gemifs

cosa = ¢, &, sina = (¢, X &,) € (3.2.6)

lauten diese fiir die sechs wesentlich verschiedenen Kombinationen
zweier Wellenarten:
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L-Welle + L-Welle:

1-51 = é’14’ ﬁ 2 = EZI
I, = cosa, IT, = A+ 2ucos’a,
(3.2.7)
Ap = k(A +2pcosa)(E, +5,).
T1-Welle + T1-Welle:
P, =¢ xé, P, =& xE,
I, =cosa, IT,, = pcos(2a),
(3.2.8)
Ay, = kp2cosa-1)(E, +&,).
T2-Welle + T2-Welle:
Ijl = p 3= é.z'
I =1, I, = pcosa,
(3.2.9)
Ku - lﬂ(-él +-éz)'
L-Welle + T1-Welle:
131 - El " ?2 = EZ X Ez ¥
I, =sing, Il,, = psin2a,
(3.2.10)

A, = (kA + kpucosa)(é, X&)+ (Zl-c-1 + Ez)p sin a.
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L-Welle + T2-Welle:

P =¢, P, =&,
r, =0, m, =0,
(3.2.11)
A, = (kA + kpcosae,.
T1-Welle + T2-Welle:
P, =g xe, P =€,
r, =0, I, = 0,
N N (32.12)

A, = —kué, sina.

Die Bedingungen, unter welchen die Hilfsgréfien verschwinden, sind
in Tab. 3.1 zusammengestellt. Es gibt Kombinationen, bei denen eine
oder zwei der Hilfsgréfen immer oder nie gleich null sind. Manche
Bedingungen betreffen nur den Winkel zwischen den Ausbreitungs-
richtungen, andere schliefen Vorschriften fiir die Poisson-Zahl mit ein.
Als konkretes Beispiel diene der in Abb. 3.1 skizzierte Fall, bei dem
sich zwei L-Wellen und eine T1-Welle iiberlagern: Unter 40° fillt eine
L-Welle in einem isotropen Festkorper mit der Poisson-Zahl o = 0.3
ein. Der Reflexionswinkel fiir die T1-Welle betrdgt ungefihr 20.1°. Ihre
Amplitude ist fast doppelt so grof wie die der reflektierten L-Welle.

U=t + iy, + g, (3.2.13)
Die Intensitit setzt sich wie folgt zusammen:
T=T +T.+I,+1, +Iq+1.p (3.2.14)

Es stellt sich heraus, dal die Wellenvektordifferenzen, die iiber den
Kosinus in (3.2.4¢) die Ortsabhédngigkeit der Gesamtintensitit bestim-
men, nur eine y-Komponente besitzen, und zwar
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Bedingungen fiir
Kombination | I3, =0 m,=0 A, =0
2
L+L a=+90° cos® & = —2 2= B0 el Ok 0 s =<
1-2¢ 1-20
T1+T1 a=190° a=145° a=+135° a =+ 60° 180°
T2+ T2 nie erfiillt a=190° a=180°
L+T1 a=0° 180° a=0°+90° 180° o=l und o = 180°
3
2
‘ ’ 20
L+T2 immer erfiillt | immer erfiillt °°5“=V(1 )(1 2)
-ojll- 20
T1+T2 immer erfallt | immer erfiillt a=0°,180°

Tab.3.1: Bedingungen fiir das Verschwinden der Kreuzterme (3.2.5) bei der Uber-
lagerung zweier Wellen vom Typ (3.2.1). a ist der Winkel zwischen den
Ausbreitungsrichtungen, ¢ ist die Poisson-Zahl.

fl

k -k k,(+ c0s @, +/f? -sin’ @, )Ey,

k, —ky = k,(— cos 6, + B —sin’ O, Jé,; (3.2.15)

k _ [1-20
g k V2-20

6, ist der Einfalllswinkel der L-Welle (Abb. 3.1). Die Gesamtintensitit
ist also nur vom Abstand -y von der Oberfliche abhingig. Dies ist eine
Folge der Symmetrie des Problems (Translationsinvarianz beziiglich
der x-Richtung). Weiter stellt man fest, daf8 die Gesamtintensitit nur
eine x-Komponente aufweist, obwohl eine y-Komponente aufgrund der
Symmetrie durchaus zuldssig wire und nur an der Oberfliche wegen

der Randbedingungen verschwinden miifte.
Beim Einfall einer T1-Welle bzw. einer T2-Welle sind die Verhilt-
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Vakuum

Y 7,

Festkdrper

Abb.3.1:  Reflexion einer unter 8, = 40° einfallenden Longitudinalwelle an der
freien Oberfliche y = 0 eines isotropen Festkérpers mit der Poisson-Zahl
o=03.

nisse entsprechend mit den Wellenvektordifferenzen

ky -k = 2k, c0sOE,,

k,—k = k,(+cos Oy, +p* —sin’ 6y, )Ey,
(3.2.16)
ky -k = k,(—cos O, + /B - sin’ GT,)Ey.
bzw.
ky — Ky = 2k, cos O,é,. (3.2.17)

Wihrend bei einer einfallenden T2-Welle nur eine riumliche Periode,
amlich

7

ZcosO, (3.2.18)
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Abb.3.2: Intensititsprofil bei der Reflexion einer Longitudinalwelle (Einfallswin-

kel 8, an der Oberfliche y = 0 eines isotropen Festkorpers (Poisson-
Zahl g). Als Lingeneinheit wurde die Longitudinalwellenlinge gewdhlt;
die Intensititseinheit ist beliebig. Oberhalb y = 0 ist angedeutet, wie sich
die raumlich gemittelte Intensitit aus den Beitrdgen der Teilwellen zu-
sammensetzt (Bezeichnungen wie in Abb. 3.1). Der rdumliche Mittel-
wert der Intensitit ist unterhalb y = 0 durch eine vertikale Linie mar-
kiert.
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auftritt, iiberlagern sich in den anderen beiden Fillen drei raumliche
Perioden, die im allgemeinen inkommensurabel sind. Die Abhingig-
keit der Gesamtintensitdt vom Abstand zur Oberfliche zeigt dann ein
quasiperiodisches Verhalten [3.1, S. 24; 3.2], und die Kreuzterme in
(3.2.14) verschwinden erst bei einer Mittelung bis zu unendlicher ,, Tie-
fe”. Dieses Phinomen ist in der Literatur bislang anscheinend nicht
beschrieben worden. Zur Veranschaulichung seien deshalb einige ,,In-
tensitdtsprofile” in Abb. 3.2 grafisch dargestellt.

Abb. 3.2a entspricht der in Abb. 3.1 skizzierten Situation; es iiberla-
gern sich drei rdumliche Perioden (in Einheiten der Longitudinalwel-
lenldnge: 0.6527, 0.3964, 1.0092). Daf8 die Intensitit lokal auch in die
negative x-Richtung zeigen kann, ist in Abb. 3.2c und vor allem im
Grenzfall mit 6=-1 in Abb. 3.2d zu sehen. Alle drei genannten Profile
erwecken den Eindruck quasiperiodischen Verhaltens. In Abb. 3.2b
schlieflich tritt eine vollstindige Modenkonversion auf, die zu einem
periodischen Intensititsprofil fihrt.

Die Rayleighschen Oberflichenwellen werden im folgenden Ab-
schnitt 3.3 tiber Platten behandelt. Der unendlich ausgedehnte Halb-
raum ergibt sich dort als Grenzfall der unendlich dicken Platte. Es ist nur
zu beachten, daf} die Platte immer zwei Oberflichen aufweist; bei glei-
cher Amplitude ist die Intensitit der Oberflachenwelle auf dem Halb-
raum deshalb nur halb so gro8 wie auf der unendlich dicken Platte.

3.3 Platten

Die Erorterung der Intensitit von Plattenwellen bewegt sich meistens
im Rahmen der einfachen Biegewellentheorie, mit der Biegewellen auf
diinnen Platten bei tiefen Frequenzen beschrieben werden kénnen. Die
diesbeziiglichen Literaturstellen [1.5-8] wurden bereits in der Einlei-
tung genannt. Die reinen Scherwellen werden von Achenbach [2.6,
S. 209-211] behandelt. Ergebnisse zu Rayleigh-Wellen sind ebenfalls seit
einiger Zeit verfiigbar [3.3-5], aber wahrscheinlich wenig bekannt. Der
allgemeine Fall der iibrigen Plattenwellen bei beliebiger Frequenz und
Plattendicke wurde erst in der Arbeit [3.6] des Verfassers umfassend
dargestellt. Die vorliegenden Ausfiihrungen folgen im wesentlichen
dieser Arbeit.

Die Koordinatenwahl ist aus Abb. 3.3 ersichtlich. Wir betrachten

Wellen der Form

u,(y)
a7, 1) = | u,(y) | &, (33.1)
u,(y)
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A
y

777
5

Abb. 3.3:  Koordinaten zur Beschreibung einer Platte der Dicke h.
Die z-Richtung steht senkrecht auf der Zeichenebene.

die sich in x-Richtung ausbreiten. Plattenwellen werden in vier Famili-
en eingeteilt, deren einzelne Mitglieder Moden genannt werden. Die
Moden der ersten beiden Familien sind reine Scherwellen, die nur Ver-
schiebungen parallel zu den Oberflichen und senkrecht zur Ausbrei-
tungsrichtung, d.h. parallel zur z-Richtung aufweisen. Sie werden auch
SH-Wellen genannt (,,Shear-Horizontal”, ein Ausdruck aus der Seis-
mologie) und setzen sich aus den , T2-Wellen” des vorigen Abschnitts
zusammen. Nach der Symmetrie ihres Verschiebungsfeldes werden
diese Moden auf eine symmetrische Familie mit

u, = Acos(nny/h), n=0,24,... (3.32)
und eine antisymmetrische mit
u, = Asin(nry/h), n=135,... (3.3.3)

aufgeteilt (A: Amplitude). Fiir beide Familien gilt die Formel fiir die
Phasengeschwindigkeit c,

cz - Ct2|:1 + (EJZ] = Ctz ’
ok |jl =~ (_"C_r) ] (3.3.4)
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und die Beziehung zur Gruppengeschwindigkeit C:

Cc=¢ (3.3.5)

Die restlichen beiden Familien besitzen keine Verschiebungskompo-
nente in z-Richtung und werden gerne unter dem Namen Lamb-Wel-
len zusammengefafit [2.4]. Sie sind — von Ausnahmen abgesehen - kei-
ne reinen Scherwellen und daher erheblich komplizierter zu beschrei-
ben. Mit den Abkiirzungen

a, =\}1'(C/Cl)zr a, =-\I1—(C/C,)2,

o = 20,2, . = _2
’ 1+a}’ Y1+’
(3.3.6)
B sinh(c,kh/2) o cosh(a,kh/2)

*  sinh(a,kh/2)’ *  cosh(akh/2)’

lauten die x- und y-Komponenten der Verschiebungsfelder fiir die sym-
metrische Familie

u, = iA[ cosh(a,ky) - &, R, cosh(a,ky) ]’

(3.3.7)
u, = a,A[ sinh(e;ky) - @, R, sinh(a,ky) ],
und fiir die antisymmetrische
u, = iAsinh(aky) - a,R, sinh(a;ky) ]
(3.3.8)

u, = alA[ cosh(a,ky) - a,R, cosh(a;ky) ]-

y

(Die Symmetrie bezieht sich auf eine Spiegelung des Vers.chifabur}gs-
vektors an der Ebene y = 0.) Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten
der Lamb-Wellen miissen — i.a. mit numerischen Methoden - aus den
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nach Rayleigh und Lamb benannten transzendenten Gleichungen

daye, _ [tanh(azkhﬁ):lﬂ (33.9)

() | anh(akh2)

(,~Rayleigh-Lamb frequency equations”) gewonnen werden. Das Plus-
zeichen bezieht sich auf die symmetrischen Lamb-Wellen, das Minus-
zeichen auf die antisymmetrischen. Die Grundmode jeder Lamb-Fa-
milie, d.h. die Mode mit der niedrigsten Phasengeschwindigkeit, ist
von besonderer praktischer Bedeutung und wird oft nach ihrem Cha-
rakter bei tiefen Frequenzen als Quasilongitudinalmode (symmetrisch)
bzw. als Biegemode (antisymmetrisch) bezeichnet. Im Grenzfall hoher
Frequenzen gehen beide Grundmoden in Rayleighsche Oberflichen-
wellen tiber.

Wie bei der Reflexion von Wellen an der Oberfldche beschrinken
wir uns auch bei den Plattenwellen auf die zeitlichen Mittelwerte der
energetischen Groflen. Wieder ergibt sich eine y-Abhidngigkeit, iiber
die schliefSlich integriert wird. Die raumliche Mittelung wird mit spit-
zen Klammern bezeichnet, z.B.

1 +h/2
(W) = 7 II Diay (y)dy. (3.3.10)

Diese raumlich und zeitlich gemittelte kinetische Energiedichte wird
im folgenden fiir alle Plattenmoden analytisch berechnet. Die iibrigen
Raum-Zeit-Mittelwerte konnen daraus mit Hilfe des Rayleighschen
Prinzips (sieche Abschnitt 2.4)

(W) = (Wyer) (33.11)

und der Beziehung zwischen Energietransport und Gruppengeschwin-
digkeit (siehe Abschnitt 2.5) abgeleitet werden. Letztere lautet fiir die
einzige nicht verschwindende Intensititskomponente

(1,) = C(w) = C(w,u-,, + wm,>. (3.3.12)

Mit (3.3.11-12) kann man sich die im Vergleich zu (3.3.10) sehr miihsa-
me Integration von w,,(y) und I (y) ersparen.
Um die Anzahl der unabhingigen Variablen zu reduzieren und eine
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mfiglich# allgemeingiiltige grafische Darstellung zu erzielen, gehen
wir zu einer normierten Schreibweise iiber. Als Geschwindigkeitsein-
heit dient c,, als Langeneinheit die Plattendicke h, als Einheit fiir die
elastischen Konstanten der , Longitudinalwellen-Modul” A + 2u. Die
Einheiten aller iibrigen mechanischen Gréfen sind damit festgelegt.
Zur Veranschaulichung seien sie fiir eine 1 cm starke Eisenplatte mit
o=0.3, E =200 GPa, p = 7800 kg/m? angegeben:

g = 3140ms™,

c,/h = 314kHz,

h/c, = 3.18 s,

(2 +2p)/ct = 27300kgm>,

A+2u = 269GPa = 269G]m>, (3.3.13
(A+2u)K° = 269K],

(A+2p)c, = 845TWm™ =845-10“Wm™

Auf den ersten Blick erscheint die letzte Zahl astronomisch hoch und
nicht geeignet als MaS8 fiir die Intensitit elastodynamischer Wellen. Um
jedoch zu einem Zahlenwert zu kommen, wird der Amplitude einer
Welle ein Wert, und zwar im Geiste der Normierung die Lingenein-
heit, zugewiesen, was verstindlicherweise zu unrealistisch hohen In-
tensitdten fiihrt. Fiir die normierten Gréflen aber ergeben sich, wie fiir
die grafische Darstellung erwiinscht, Werte um eins herum. Um die
Einfiihrung neuer Bezeichnungen zu vermeiden, werden die im fol-
genden verwendeten normierten Gréflen mit den bisherigen Buchsta-
ben benannt. Formal kann dies durch

¢, =h=Aa+2u=1 (33.14)

ausgedriickt werden. Einige niitzliche Beziehungen zwischen so nor-
mierten Groflen sind:
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1 = - i = 1-20
1-0 2-2¢"’
P 295 pr e (3.3.15)
! 1-20" a b )

Die grafischen Darstellungen wurden alle fiir ein Material mit dem
Poisson-Verhiltnis o = 0.3 angefertigt.

3.3.1 Reine Scherwellen

Die Amplitude einer Schermode wird an der oberen Oberfliche gleich
eins gesetzt:

1

uz(y = 5) =1 (3.3.16)

Das Zeitmittel der kinetischen Energiedichte wird damit zu

Wa(y) = ®2pfuf’, (3.3.17)

entsprechend der potentielle Anteil zu

1 X
Wiy (Y) = ;;tu[kzluxl2 + Juif) (33.18)

wobei der Apostroph die Ableitung nach y bedeutet. Mit (3.3.2-3)
stellt man fest, daf bei der Frequenz f = n/+2 das Zeitmittel Wiy
iiber dem Plattenquerschnitt konstant ist. Lokal sind w,,, und w,, im
allgemeinen verschieden (aufer fiir die Grundmode n = 0, bei der sie
tiberall gleich groff und unabhingig von y sind); erst die raumliche
Mittelung fiihrt zur Gleichheit

2

(Wiin) = (w,,,,,) = -’Ez—ufz, (3.3.19)

die unabhingig von der Modennummer n ist! Im Gegensatz dazu hingt
die mittlere Intensitat
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2
(L) = RuCf? = |1~ I’}yf’ | (3.3.20)

von n ab, weil die Gruppengeschwindigkeit fiir verschiedene Moden
verschieden ist. Die Beziehung (3.3.12) kann durch Integration von

L(y) = 20y, 1- — f° (33.21)

verifiziert werden. Wie zu erwarten, tritt in allen diesen Ausdriicken
als elastische Konstante nur der Schubmodul in Erscheinung.

Die Abb. 3.4-5 zeigen die y-Abhingigkeit der energetischen Gro-
en fiir die Mode n = 3 bei zwei verschiedenen Frequenzen. Mit zu-
nehmender Frequenz kommen sich w,,, und w,,,, aber auch Intensitt
und Gesamtenergiedichte w niher. Im Grenzfall unendlicher Frequenz
ist das raumliche Mittel der Intensitit fiir alle Moden gleich (Abb. 3.6):

(1) = uf’. (3.3.22)

15

18-\

Abb.34:  Verschiebungskomponenten u (y), Energiedichten Wiin(Y) + Ppot (y)=
w(y) und Intensitit I (y) fur die Schermode 7 = 3 bei der Frequenz

f=2(o=03).
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150
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Abb. 3.5:

Mittlere Intensitit (I) der Schermoden n =0 ... 6 dividiert durch das
Quadrat der Frequenz f als Funktion der Frequenz (o = 0.3).
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3.3.2 Lamb-Wellen
Die allgemeinen Beziehungen fiir Lamb-Wellen lauten mit den Verschie-
bungsfeldern (3.3.7-8):
2 2 2
We(y) =n uf’[luxl + |u ] (33.23)

%[kﬂu,r + Iu;r + 22k Im{u,u;} +pu

Wyt (Y) u, + iku,r], (33.24)

L(y) ==f [ (qulz + p'uylz)k +2 Im{u,u;} +u Im{u;u;} } (3.3.25)

Wie im Falle der Reflexion an der kriftefreien Oberfliche eines Halb-
raums verschwindet die y-Komponente der Intensitit iiberall in der
Platte. Zum Beweis sei auf [3.6] verwiesen, wo aulerdem Angaben zur
Ableitung des Verschiebungsfeldes und zu den Verzerrungen und Span-
nungen zu finden sind. Im Prinzip kénnen alle drei energetischen Gré-
en analytisch iiber den Plattenquerschnitt gemittelt werden, da nur
hyperbolische Funktionen auftreten. Gliicklicherweise geniigt es we-
gen (3.3.11-12), nur die einfachste Integration iiber wy,(y) durchzu-
filhren. Man erhiilt fiir symmetrische Moden

2
() = - ufUAP{(S + )+l RE (S +1)

- (3.3.26)
+laf [ 15, - 11+ o [ IRF S, - 1 |- 4atas, }
und fiir antisymmetrische Moden
2
(W) = Ez_ﬂfz |A|z{ 15 - Y+l RIS, - 1
(3.327)

He [ 5+ )+l RF (5, +1) |- defas, }

mit
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Abb.35:  Wie Abb. 3.4, aber bei der Frequenz f = 5 und ohne u_(y).
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Abb.3.6:  Mittlere Intensitit (I,) der Schermoden n = 0 ... 6 dividiert durch das

Quadrat der Frequenz f als Funktion der Frequenz (o = 0.3).
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3.3.2 Lamb-Wellen
Die allgemeinen Beziehungen fiir Lamb-Wellen lauten mit den Verschie-
bungsfeldern (3.3.7-8):

wh.n(y) = nzpf [luxlz + |uy|2:|, (3.3.23)

[k’lu,,lz + Iu;r + 22k Im{u;u;} +u

Waly) = u +iku,lz], (3.3.24)

| =

Ly) =n f[ (Iu,lz + ﬂ]uylz)k + AIm{uu;} + pIm{uu;} ] (3.3.25)

Wie im Falle der Reflexion an der kriftefreien Oberfliche eines Halb-
raums verschwindet die y-Komponente der Intensitit {iberall in der
Platte. Zum Beweis sei auf [3.6] verwiesen, wo auflerdem Angaben zur
Ableitung des Verschiebungsfeldes und zu den Verzerrungen und Span-
nungen zu finden sind. Im Prinzip kénnen alle drei energetischen Gro-
Ben analytisch iiber den Plattenquerschnitt gemittelt werden, da nur
hyperbolische Funktionen auftreten. Gliicklicherweise geniigt es we-
gen (3.3.11-12), nur die einfachste Integration iiber w,,,(y) durchzu-
fiihren. Man erhalt fiir symmetrische Moden

) = A5+ 1)+ IRE (541

(3.3.26)
+lrf'[ 15, - 1)+l IRF 5, - 1]] - ey, }
und fiir antisymmetrische Moden
1'52 21 a2 2
() = uf APl -+ R, -1
(3.3.27)

Hf [ (5 D+ RS (5 +D) |- ol |
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inh(a k
5 - sinh(@yk) (m=1,2), (3.3.28)

a,k

Man beachte den kleinen Unterschied zwischen (3.3.26) und (3.3.27)
im letzten Term. Er ist wesentlich fiir imaginéres «,, d.h. fiir ¢ > ¢,. Mit
(3.3.11-12) kann nun die mittlere Intensitat fiir jede beliebige Lamb-
Mode fiir beliebige Frequenzen ohne jede Niherung berechnet wer-
den. Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit der Formeln ist lediglich
die Kenntnis der Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten, die mei-
stens mit numerischen Methoden erworben werden muf3. Die beiden
Grundmoden werden anschlieffend im einzelnen erortert.

Die Quasilongitudinalmode

Phasen- und Gruppengeschwindigkeit der symmetrischen Grundmo-
de sind in Abb. 3.7 fiir den Fall o= 0.3 dargestellt. (Das Verhalten aller
Ergebnisse ist sehr dhnlich fiir andere Zahlenwerte des Poisson-Verhilt-
nisses innerhalb des typischen Bereichs zwischen o= 0.2 und o= 0.3).
Entsprechend der Wahl (3.3.16) wird die Amplitude der Quasilon-
gitudinalmode so gewihlt, daf die bei tiefen Frequenzen dominieren-
de Verschiebungskomponente u, an der oberen Oberfliche eins ist:

u,(y = 5} =1. (3.3.29)

1.5

1.0

v ) L) l L L L] T ' L] Ll T l ¥
-

\ P
\._,’
a.s
a‘a e e | i _l i i L i 1 ' A A L (] i i L 4
e.e Q.5 1.0 1.5 2.0

f
Abb. 3.7: Phasengeschwindigkeit ¢ und Gruppengeschwindigkeit C der Quasi-
longitudinalmode als Funktion der Frequenz (o = 0.3).
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Das Verschiebungsfeld verdndert sich erheblich, wenn man von tiefen
zu hohen Frequenzen geht (Abb. 3.8). Wihrend es bei f= 0.5 dem Grenz-
fall f — 0 (konstantes u, und kleines, lineares u,) immer noch dhnlich
sieht, zeigt die longitudinale Komponente u_ an der Oberfliche und in
der Mitte der Platte bei mittleren Frequenzen in entgegengesetzte Rich-
tungen. Bei f = 10 zeigt sich das fiir eine Oberflichenwelle typische
Verhalten. An der Oberfldche ist die longitudinale Verschiebungskom-
ponente der Quasilongitudinalmode nur bei tiefen Frequenzen domi-
nant!

Die y-Abhiingigkeit der energetischen Groflen bei den vier Frequen-
zen der Abb. 3.8 kann anhand von Abb. 3.9 studiert werden. Auf8er bei
tiefen Frequenzen, wo die Variation iiber den Querschnitt klein ist, tritt
ein markantes lokales Minimum von w,, knapp unterhalb der Ober-
fliche auf; w und I, erreichen ihr Maximum an der Oberflache.

Die Werte an der Oberfliche konnen Abb. 3.10 entnommen wer-
den. Sowohl bei tiefen als auch bei hohen Frequenzen sind diese Ober-
flichengroBen offensichtlich proportional zum Quadrat der Frequenz.
Dazwischen fillt die Singularitit von w,,, bei f = /42 auf, die durch
die Vereinbarung (3.3.29) verursacht wird. Bei dieser Frequenz sind
Phasen- und Gruppengeschwindigkeit von o unabhingig () und ana-
lytisch bekannt:

&=f3, C= %ﬁ (3.3.30)
Daraus folgt
u(y) = -Acos(my), u(y) = iAsin(xy),
wa(y) = Al wly) = Al ucos’(xy)
L(y) = v2n*Af ucos’(ny), (3.3.31)

) = (o) =TlPu (L) = Toiafu

Die Forderung (3.3.29) fiihrt zu einer unendlichen Amplitude A und
damit zu unendlichem w,, (1/2), wihrend w,, und I, an der Oberfld-
che endlich bleiben. Es ist bemerkenswert, daf in (3.3.31) nur der Schub-
modul auftaucht, und in der Tat beschreiben die Verzerrungen und
Spannungen
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Verschiebungskomponen- ~ Abb.3.9:  Energiedichten w,,,(y) +

ten u,(y) und u,(y) der
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bei verschiedenen Fre-
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Wpo(¥) = w(y) und Inten-
sitit I (y) der Quasilongi-
tudinalmode bei verschie-
denen Frequenzen
f(o=0.3).
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Abb. 3.10: Oberflichenwerte der Energiedichten w,, + w,, =w und der Intensi-

titskomponente I_der Quasﬂong1tudmaln10de d1v1d1ert durch das Fre-
quenzquadrat als Funktion der Frequenz (o = 0.3).

-1 0
€ =inA cos(ﬂ:y)[ 0 J, C = 2ug (3.3.32)

eine reine Scherung! Die Singularitit in Abb. 3.10 spiegelt die Tatsache
wider, daf die Quasilongitudinalmode bei f = 1/42 nicht durch Deh-
nungsmefstreifen auf der Plattenoberflache nachgewiesen werden
kann.

Bei tiefen Frequenzen verhalten sich die raumlichen Mittelwerte
(w) und (I,) (Abb. 3.11) wie die entsprechenden Werte an der Oberfl-
che, da die Variation tiber den Querschnitt gering ist. Bei hohen Fre-
quenzen ist der Anstieg der Oberflichenwerte mit f* begleitet von ei-
ner Begrenzung der Welle auf ein immer kleiner werdendes Gebiet
unterhalb der Oberflache, so daf8 der iiber den Querschnitt gemittelte
Anstieg nur proportional zur ersten Potenz der Frequenz ist. Die Na-
herungen fiir tiefe Frequenzen lauten:
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42 [

Abb.3.11: Mittlere Energiedichte (w) und mittlere Intensitt (115 L der Quasilongi-
a

tudinalmode dividiert durch das Frequenzquadrat als Funktion der Fre-
quenz (o = 0.3).
¢ —C= __2_ _ o o l+o0
1-0’ % = g’ ? 1-0
u, =1, u, = —iaky,
v i (3.3.33)
(w) = 2w, =2w,, = 2n’uf?, (1) = (w)C.
Fiir hohe Frequenzen findet man die Niherungen
R, =R, = e(al-az)m’
1 (3.3.34)

- | = l - o,k/2 1 . a,
u‘(z) - 2A(1 ax)e ’ u’(i) = ?,A(l*a’)e m:
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(W) = %uchL‘ilz e { al + al(l - 4ay) P (alay)z [ai + aZJ },

1

(Ix) = 2Wp, )Cr

mit @, > a, > 0 und der Rayleigh-Geschwindigkeit c;. Die Amplitu-
denvereinbarung (3.3.29) fiihrt im letzten Fall zu

de %k
Aoy (3.3.35)

Al =

und damit zu einer linearen Frequenzabhingigkeit von (w) und (I, ).

Die Anwendungsbereiche dieser Ndherungen kénnen aus Abb. 3.12

abgelesen werden. Abgesehen vom Bereich um die Singularitidt ma-

chen die Ndherungen einen ziemlich guten Eindruck. Die Fehler sind

in der Tat kleiner als 20% fiir f< 0.4 und f>1.5. Die Bereiche mit Fehlern
kleiner 10% (5%) sind f< 0.3 (0.1) und = 1.9 (3.0).

1260

(1)
1898

10

2.01 2.1 1 19 ¢ 102

Abb. 3.12:  Mittlere Intensitat (I,) der Quasilongitudinalmode mit Niherungen fiir
tiefe und hohe Frequenzen (punktierte Linien; o= 0.3).
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Die Biegemode

Phasen- und Gruppengeschwindigkeit der antisymmetrischen Grund-
mode sind in Abb. 3.13 dargestellt. Thre Amplitude ist so gewihlt, dag
die y-Komponente des Verschiebungsvektors an der oberen Oberfli-
che gleich eins ist:

u,,( = -;-) =1. (3.3.36)
Das Verschiebungsfeld ist in Abb. 3.14 fiir verschiedene Frequenzen
gezeichnet. Das tieffrequente Verhalten (konstantes u, und kleines, li-
neares u, ) erstreckt sich iiber einen etwas kleineren Frequenzbereich
als bei der Quasilongitudinalmode. Der Ubergang zur Oberflichen-
welle geht ,,weicher” vonstatten als bei der symmetrischen Grundmo-
de, weil weder ¥, noch u, an der Oberfliche null werden.

Abb.3.13:  Phasengeschwindigkeit ¢ und Gruppengeschwindigkeit C der Biege-
mode als Funktion der Frequenz (o = 0.3).



3.3 Platten 77

Die y-Abhingigkeit der verschiedenen energetischen Gréflen ist in
Abb. 3.15 fiir die vier Frequenzen der Abb. 3.14 dargestellt. Bei f = 0.1
nehmen Energiedichten und Intensitit von der Mitte zur Oberfliche
der Platte zu. (Abb. 3.9, f = 0.5 zeigt das entgegengesetzte Verhalten!)
Wie zu erwarten, werden die Profile der beiden Grundmoden mit wach-
sender Frequenz immer dhnlicher.

Bei hohen Frequenzen sind Energiedichten und Intensitit an der
Oberflache proportional zur Frequenz im Quadrat (Abb. 3.16). Bei tie-
fen Frequenzen verhalten sich die genannten Grofien unterschiedlich,
da die Gruppengeschwindigkeit von Biegewellen proportional zu ,/f
ist. Dies gilt sowohl an der Oberflache als auch im raumlichen Mittel
(Abb. 3.17), denn I, und w sind ndherungsweise unabhangig von y im
Grenzfall f — 0.

Als tieffrequente Ndherung niederster Ordnung (einfache Biege-
wellentheorie) erhidlt man:

J5F

s = " C. = 2¢c,, k,=46(1-0c)-2nf,
B m B B B \/( )‘\/ f
u, = _iky’ u? =1’

(3337)
(w)y = 2wy, =2n*uf’, (I.)=w)C,.

Offensichtlich ist das Raum-Zeit-Mittel der Energiedichte fiir beide
Grundmoden gleich gro}, wenn die Frequenz gegen null geht und die
Amplituden entsprechend (3.3.29) und (3.3.36) gewihlt sind. Man be-
achte, da8 (w) nur vom Schubmodul und nicht vom Kompressions-
modul (in normierter Form: (1 + o) /[3(1 - 0)]) abhéingt, wihrend (I,)
wie die Gruppengeschwindigkeit von beiden Moduln abhéngt. In der
Niherung (3.3.37) ist die mittlere Intensitit der Biegemode proportio-
nal zu f¥.

Die Ausdriicke fiir die Hochfrequenzniherung sind mit (3.3.34)
identisch. Die Ergebnisse fiir die beiden Grundmoden sind trotzdem
verschieden, weil die Amplituden verschieden gewiahlt wurden. We-
gen (3.3.36) gilt hier

4e—alk

A" = W- (3.3.38)
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Abb. 3.14;

Verschiebungskomponen-
ten u (y) undu,(y) der
Biegemode bei verschiede-
nen Frequenzen f (o= 0.3).

Abb. 3.15:

Energiedichten w,,(y) +
Wt (¥) = w(y) und Inten-
sitat I,(y) der Biegemode
bei verschiedenen Frequen-
zen f (o= 0.3).
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a L i i | i 1 L. L ] L 1 't L i 'l 1 1 L i
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Abb. 3.16:  Oberflichenwerte der Energiedichten w,  + w,, =w und der Intensi-
titskomponente I, der Biegemode dividiert durch das Frequenzqua-
drat als Funktion der Frequenz (o = 0.3).

2.9 a.s 1.8 1.5 2.0

Abb.3.17: Mittlere Energiedichte (w) und mittlere Intensitit (I, ) der Biegemode
dividiert durch das Frequenzquadrat als Funktion der Frequenz
(o0=0.3).
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Die doppelt-logarithmische Darstellung Abb. 3.18 vermittelt einen Ein-
druck von der Genauigkeit der Niherungen fiir tiefe und hohe Fre-
quenzen. Die Liicken, in denen die Ndherungen nicht benutzt werden
kénnen, sind breiter als im quasilongitudinalen Fall, insbesondere wenn
nur kleine Fehler zugelassen werden. Der Fehler ist geringer als 20%
fiir £ < 0.13 und f 2 0.67. Die Bereiche mit Fehlern kleiner als 10% (5%)
sind < 0.065 (0.007) und f 2 0.77 (3.0).

100

()
19

8.231

9.001 -

| 1 L

2.01 a.l1 1 y 10

Abb.3.18: Mittlere Intensitit (1,) der Biegemode mit Niherungen fiir tiefe und
hohe Frequenzen (punktierte Linien; ¢ = 0.3).

3.3.3 Konventionelle Biegewellenintensitat

Die Biegewellenintensitit wird iiblicherweise mit zwei Beschleuni-
gungsaufnehmern gemessen, die lings der Ausbreitungsrichtung auf
der Platte befestigt sind. Ihr Abstand sollte klein zur Biegewellenlidnge
sein, um eine gute Anniherung an die rdumliche Ableitung der Be-
schleunigung zu erzielen, die in der bekannten Formel fiir die Biege-
wellenintensitit I; bendtigt wird:

\/Bph a,
[ =-A2P Re{ay'[-}!dt}. (3.3.39)

oh
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B = ER*/[12(1 - 6?)] bedeutet die Biegesteife und a, die Normalkom-
ponente der Beschleunigung an der Oberfliche y = 1/2. (Oft wird kI,
mit der Dimension Leistung pro Lingeneinheit als Biegewelleninten-
sitit definiert. Wir bevorzugen die Definition (3.3.39), die mit der all-
gemeinen Intensitdtsdefinition (2.2.18) konsistent ist.) Gl. (3.3.39) gilt
fiir monofrequente Biegewellen und kann zu

h Ep 1
e R
® T 2y31-0f |72

umgeformt werden, wobei

-3

Mit der Amplitudenkonvention (3.3.36) und der bisher benutzten Nor-
mierung reduziert sich (3.3.40) zu

2

(3.3.40)

2
= |Af af(l -~ ay)z cosh®(akh/2). (3.3.41)

1-20

Iy = m“’ k. (33.42)

Im Grenzfall tiefer Frequenzen stimmt dies mit (3.3.37) iiberein. Ver-
gleicht man die durch Messung auf konventionelle Art gewonnene
Intensitat I mit der exakten mittleren Intensitit (I, ), stellt man fest,
dafs I, immer grofler ist als der exakte Wert. Der relative Fehler

IB - (Ix)

(L)

ist also immer positiv. Fiir f — 0 ist er proportional zur Frequenz und
betréigt schon bei f = 0.01 einige Prozent (Abb. 3.19). Die oberen Gren-
zen fiir relative Fehler kleiner als 20%, 10%, 1% liegen bei einer Pois-
son-Zahl o= 0.3 bei f < 0.073, 0.037, 0.004.

Die einfache Biegewellentheorie wird als giiltig angesehen, wenn
die Wellenldnge sechsmal grofler als die Plattendicke ist, d.h. fiir
k < n/3 = 1.05, was Frequenzen unterhalb von f = 0.073 (¢ = 0.3) ent-
spricht. Jenseits dieser Frequenz iibersteigt der Fehler in der Geschwin-
digkeitsndherung 10% und in der Intensititsndherung (3.3.42) 20%. In
vielen Anwendungen mégen Fehler in dieser Gréflenordnung ohne

0=

(3.3.43)
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weiteres tragbar sein. Wenn eine hohere Genauigkeit erwiinscht oder
notwendig ist, kann nun der Fehler in der konventionellen Messung
der Biegewellenintensitit auf der Basis von (3.3.43) korrigiert werden.
Der Fehler kann entweder aus Abb. 3.19 abgeschitzt oder aufgrund
von (3.3.27) und (3.3.66) berechnet werden. Auf diese Weise kann die
Intensitit der Biegemode im Prinzip bei beliebigen Frequenzen mit der
konventionellen Methode gemessen werden. In der praktischen An-
wendung sollte dies wenigstens unterhalb des Auftretens héherer
Moden gelingen, d.h. unterhalb von f = 0.5, wo nur die mégliche Anre-
gung der Quasilongitudinalmode stdren kann. Ihr Anteil an der y-
Komponente der Beschleunigung kann eliminiert werden, wenn auf
beiden Seiten der Platte gemessen wird, da die Verschiebungsfelder
beider Grundmoden verschiedene Symmetrie besitzen.
Energiedichten und Intensititen h6herer Lamb-Moden kénnen mit
den allgemeinen Gleichungen (3.3.26-27) untersucht werden. Der Auf-
wand ist nicht gréfier als bei den beiden Grundmoden, wenn nur Pha-
sen- und Gruppengeschwindigkeit bekannt sind. Hinweise zur nume-
rischen Berechnung dieser Geschwindigkeiten fiir die beiden Grund-
moden sind im Anhang von [3.6] gegeben. Bei den héheren Moden
kann es vorkommen, daf8 die Gruppengeschwindigkeit bisweilen ne-
gativ wird. Dies haben 1957 Tolstoy und Usdin [Z.9] entdeckt. Der Ener-

1 ] 1
8.a1 8.1 1 f 1@

Abb.3.19: Relativer Fehler (3.3.43) der Biegewellenintensitit (3.3.42) als Funktion
der Frequenz fiir verschiedene Poisson-Zahlen.
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gietransport und die Bewegung der Flichen mit gleicher Phase erfol-
gen dann in entgegengesetzten Richtungen.

3.4 Stibe

Die Moden in einem unendlich langen, homogenen und elastisch iso-
tropen Stab lassen sich — in dhnlicher Weise wie im vorigen Abschnitt
die Plattenmoden - analytisch behandeln, sofern der Querschnitt kreis-
formig und ldngs der Stabachse konstant ist. In dem Handbuchartikel
von Meeker und Meitzler [3.7, S. 130-141] und in den Lehrbiichern
von Achenbach [2.6, S. 236-249] und Beltzer [2.9, S. 147-152] wird ge-
zeigt, wie man mit geeigneten Ansitzen fiir eine skalare und eine vek-
torielle Potentialfunktion zum Verschiebungsfeld und zu den Dis-
persionsbeziehungen gelangt. Zweckmafigerweise werden Zylinder-
koordinaten benutzt (Abb. 3.20).

Die Komponenten des Verschiebungsfeldes beziiglich der ortho-
normalen Basis lauten

A

Abb.320: Koordinaten zur Beschreibung eines Kreiszylinders mit Radius 4.
Die z-Achse steht senkrecht auf der Zeichenebene.
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=
I

+f] + % + ik fj cos(ng)e'**™",

. ;
u, = |-fi- E;f:l’ + ikf, [sin(np)e'®**",

- -

(3.4.1)

r

W [—fz"’ (n+1)j; +ikﬁj|€05(n¢)ei(h_m)

mit den Abkiirzungen

f=ALp). =Bl A=Cl) f=2L, gag

die die Amplituden A, B, C und Besselfunktionen erster Art enthalten.
Die Groen p und g im Argument sind durch die Kreisfrequenz o, die
Geschwindigkeiten ¢, und ¢, von Longitudinal- und Transversalwel-
len im unendlichen Medium und die Wellenzahl k bestimmt:

2 2
2 w 2 2 w 2
= | = —_— k " = | — p— 7
P (q] q (Q) k (3.4.3)

(Bei Meeker und Meitzler fehlt in den (3.4.1) entsprechenden Gleichun-
gen [3.7, S. 132] dreimal die imaginire Einheit; auerdem ist ein Vor-
zeichen verkehrt.) Damit die Losung beziiglich ¢ die Periode 2 be-
sitzt, mufd n eine ganze Zahl sein. Um fiir n = 0 alle méglichen Schwin-
gungsformen zu erhalten, ist auch die Lésung heranzuziehen, die sich
durch Vertauschung von Sinus und Kosinus in (3.4.1) ergibt. Alterna-
tiv kann man in (3.4.1) zum Argument n¢ einen konstanten Winkel ¢,
addieren und diesen so wihlen, da8 sich die gewiinschten Verschie-
bungsfelder einstellen.

Durch die Randbedingungen (kriftefreie Oberfliache) werden die
Phasengeschwindigkeit ¢ = #/k und die Verhiltnisse zwischen A, B
und C festgelegt. Fiir jedes n 2 0 existieren unendlich viele Moden, die
zu Familien zusammengefafit werden. Bei n = 0 unterscheidet man eine
~Jorsionsfamilie” und eine , Longitudinalfamilie”, dieModen mitn = 1
bilden die ,gewéhnliche Biegewellenfamilie”, wihrend jene mitn > 1
als , Biegewellenfamilien hoherer Ordnung” bezeichnet werden. Die
Torsionsfamilie entspricht den reinen Schermoden in der Platte, die
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Longitudinalfamilie und die gewohnliche Biegewellenfamilie entspre-
chen den symmetrischen bzw. antisymmetrischen Lamb-Wellen. Im
Gegensatz zu den Plattenmoden, bei denen kein Parameter n auftritt
und sich eine Aufteilung in vier Familien anbietet, gibt es beim Stab
unendlich viele Modenfamilien.

Die analytische Berechnung der iiber den Querschnitt gemittelten
Intensitdt einer Mode erfolgt wie im vorigen Abschnitt iiber das Zeit-
mittel der kinetischen Energiedichte:

. 2
0 = 2fif = 22 fuuf 4 + juf} (344)

Die bei der raumlichen Mittelung dieser GréRe anstehende ¢-Integra-
tion liefert einen Faktor r (dies gilt wie die folgende Gleichung fiir n > 0;
bei n = 0 ergibt sich bei den Termen mit Sinus null, bei denen mit Kosi-
nus 2r); die eigentliche Arbeit ist bei der radialen Integration zu lei-
sten:

24 , " , 2 " ’
() = 22, Irdr{k’(ff—i—ff)+ PR (A )

0

2 2 (3.4.5)
+ Z(nr+ l)fz'fz +(_’:_) (f12 +E) +(_’_1__'::'_1J z}.
Wegen
’ (4 ’ 1
JEE+fR)dr=f £ [fifdr=3F (3.46)

bereitet die Integration der entsprechenden Terme keine Schwierigkeit.
Setzt man fiir die verbleibenden Terme die Ausdriicke (3.4.2) fiir die
Hilfsfunktionen f und ihre Ableitungen ein und wandelt die Ablei-
tungen der Besselfunktionen in Besselfunktionen um, erkennt man, dafl
im allgemeinen Fall (auch bei n = 0) drei verschiedene Arten von Inte-
gralen iiber Produkte von Besselfunktionen auszuwerten sind. Dies ist
analytisch méglich. Zur Darstellung dieser Integrale und fiir die sich
anschliefenden Formeln wird auf die bei den Platten verwendete Nor-
mierung (3.3.19) zuriickgegriffen, wobei natiirlich die Plattendicke h
durch den Stabradius a zu ersetzen ist:
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c,=a=A+2u=1 (3.4.7)

Das erste Integral (1 2 0) findet man bei Spanier und Oldham (3.8, 52:14:1
mit B=aaufS. 520]:

[12(ar)dr = %{ [aT(@)] - (a? - n)2(e) } (34.8)

Fiir aist entweder p oder g einzusetzen. Das zweite Integral (n > 0) ist
ein Spezialfall des Integrals 11.3.36 bei Abramowitz und Stegun [3.9,
S. 485],

1

[r'1(ar)dr = 51';{ 1-J3(a) - ZMZ’],I Ja(@) - Ta(@) } (3.4.9)

0

wihrend das dritte (n 2 0) direkt davor steht (Nr. 11.3.36) und in etwas
anderer Form auch bei Gradshteyn und Ryzhik [3.10, S. 667] unter der
Nummer 6.152.7 aufgefiihrt ist:

1 l n

[1.(@)],(ar)dr = 5{ 1-J3a)-2) J2(a) } (3.4.10)

0 m=1
Damit ist der Nachweis erbracht, daf sich die Gesamtintensitit einer
beliebigen Stabmode wie diejenige einer Plattenmode analytisch be-
rechnen 1468t, wenn Phasen- und Gruppengeschwindigkeit der Mode
bekannt sind. Denn es gilt entsprechend zu Gl. (3.3.11-12)

(W) = (Wim), (3.4.11)

(L) = Clwy, +w,) (34.12)

Numerische Auswertungen liegen bisher nicht vor. Der einfache Fall
der Torsionsmode niedrigster Ordnung, bei der sich jeder Querschnitt
ohne Verformung um die Stabachse dreht, kann vollstindig analytisch
behandelt werden. Nur die ¢-Komponente der Verschiebung,

U, = relkz-o!) (3.4.13)
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ist von null verschieden; sie wird entsprechend (3.3.16) so normiert,
daf8 die Schwingungsamplitude an der Oberfliche (r = 1) gleich eins
ist. Sowohl Phasen- als auch Gruppengeschwindigkeit sind gleich der
Transversalwellengeschwindigkeit c,. Diese Torsionswelle besitzt also
keine Dispersion. Daraus folgt

(Wen) = g gl = =(L)- (3.4.14)

Dies ist das gleiche Ergebnis wie bei der niedrigsten Schermode der
Plattenwellen (3.3.20).

Fiir Stébe, die keinen kreisformigen oder elliptischen Querschnitt
besitzen, ist keine allgemeingiiltige analytische Form fiir das Verschie-
bungsfeld bekannt. Lediglich bei rechteckigem Querschnitt liegen ex-
akte Losungen fiir bestimmte Frequenzen und Seitenverhiltnisse vor
[3.7,S.142-144]. Aus diesem Grunde wurden Niherungslsungen ent-
wickelt, und zwar insbesondere fiir die Fundamentalmoden der Torsi-
onsfamilie, der Longitudinalfamilie sowie der gewthnlichen Biegewel-
lenfamilie im Bereich tiefer Frequenzen. Die wichtigsten werden bei
Achenbach [2.6, S. 249-254] kurz erldutert oder wenigstens zitiert.
Meistens wird angenommen, daB sich der Stabquerschnitt nicht ver-
wolbt, sondern eben bleibt, obwohl dies bei nicht kreisférmigem Quer-
schnitt nicht streng erfiillt ist. Die fundamentalen Torsions-, Quasilon-
gitudinal- und Biegemoden in Stiben mit teils rechteckigem, teils be-
liebigem, ldngs der Stabachse jedoch konstantem Querschnitt werden
ausfiihrlich bei Cremer und Heckl [2.13, S. 81-115] erértert; auch Ener-
giedichten und Intensititen sind dort beriicksichtigt. Bei tiefen Frequen-
zen verhilt sich der Stab qualitativ wie ein Kreiszylinder oder eine Plat-
te; die Abweichung des Querschnitts von der Kreisform fiihrt nur zu
anderen Werten fiir die Torsionssteife, die Biegesteife oder das Trag-
heitsmoment und somit zu anderen Werten fiir die Wellengeschwin-
digkeiten.

3.5 Schalen

Schalen spielen sowohl in der Architektur als auch im Maschinen- und
Fahrzeugbau neben Platten und Stiben eine herausragende Rolle. Scha-
len kann man als Platten mit gekriimmten Oberflichen auffassen; eine
Schale entsteht aber auch, wenn z.B. ein Rundstab zu einem Hohlzy-
linder mit ringférmigem Querschnitt aufgebohrt wird. Diese zweite
Betrachtungsweise soll hier zunichst aufgegriffen werden. Wie beim
Rundstab, dem Vollzylinder mit kreisférmigem Querschnitt, existie-
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ren fiir den Hohlzylinder analytisch exakte Ausdriicke fiir die Verschie-
bungsfelder der Schwingungsmoden [3.11]. Verglichen mit dem Stab
hingen diese Ausdriicke von einem zusétzlichen geometrischen Para-
meter, dem inneren Radius, ab und sind entsprechend umfangreicher,
weil zu den Besselfunktionen erster Art solche zweiter Art hinzutreten
miissen, damit alle Randbedingungen erfiillt werden kénnen. Dies be-
deutet keine grundsitzliche Erschwernis fiir eine analytische Berech-
nung von Energiedichten und Intensitit einer Mode mit bekannter
Phasen- und Gruppengeschwindigkeit. Den damit verbundenen erheb-
lichen Aufwand sollte man allerdings am besten einen Rechner erledi-
gen lassen. Zu den iiber den Querschnitt gemittelten Energiegrofen
gelangt man durch die wie beim Stab einfache analytische ¢-Integrati-
on und die sich anschliefende r-Integration, die wohl im allgemeinen
numerisch erfolgen mug. Derartige Anstrengungen sind offenbar bis-
her nicht unternommen worden. Ein entsprechendes Computerpro-
gramm wire jedoch ein willkommenes Hilfsmittel, um etwa den Uber-
gang von einer diinnen Schale zu einer dicken quantitativ zu untersu-
chen oder um eine Referenz zu schaffen, die zur Beurteilung approxi-
mativer Methoden herangezogen werden kann.

Die Behandlung diinner Schalen erfolgt liblicherweise nicht exakt
im Sinne der linearisierten Elastodynamik, weil Umfang und Schwie-
rigkeitsgrad der analytischen Rechnung kaum zu bewdéltigen sind. Statt-
dessen kommen zahlreiche Schalentheorien zur Anwendung, die auf
der Basis mehr oder weniger plausibler Annahmen oder mit Hilfe sy-
stematisch abgeleiteter Naherungen entwickelt worden sind. Trotz der
dabei erzielten Vereinfachungen sind Anzahl und durchschnittliche
Linge der entstandenen Formeln betrichtlich und Vergleiche zwischen
verschiedenen Theorien miihsam. Es ist nicht Sinn dieses Buches, hier
tiefer einzudringen; eine Auseinandersetzung mit der einschldgigen
Literatur (nach Pierce [3.12] ,,... vast, scattered, in many languages, and
formidable reading”) wiirde den hier gesteckten Rahmen sprengen. Es
erscheint jedoch angebracht, auf einige aktuelle Publikationen aus die-
sem Spezialgebiet hinzuweisen.

Eine moderne Einfiihrung steht mit Niordsons Lehrbuch ,,Shell
Theory” [3.13] zur Verfiigung. Zur mathematischen Beschreibung wird
die ,Sprache” der Allgemeinen Relativititstheorie, die Tensoranalysis,
benutzt. Damit konnen beliebig geformte Schalen auf elegante Weise
und ohne Beschrinkung auf ein spezielles Koordinatensystem behan-
delt werden. Niordson erdrtert fast ausschlieflich die statische Verfor-
mung einer Schale; Schwingungen werden nur bei zylinder- und ku-
gelfdrmigen Schalen betrachtet. Pierce [3.12] schlief3t sich der mathe-
matischen Darstellung von Niordson an und leitet aus den fundamen-
talen Bewegungsgleichungen fiir Schalen eine tensorielle (und damit
koordinatenunabhéngige) Formulierung des Energieerhaltungssatzes
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ab. Die so gewonnene Gleichung fiir die Intensitit in beliebig geform-
ten Schalen enthilt drei Terme. Pavié [3.14] und Williams [3.15] berech-
nen explizit den Intensitatsvektor fiir Kreiszylinderschalen. Bei Pavi¢
setzt sich die Intensitit aus drei Termen zusammen, bei Williams aus
fiinf. Beide Arbeiten vergleichen hie8e eine dritte Arbeit verfassen. Das
liegt zum einen an der Verschiedenheit der zugrunde gelegten Scha-
lentheorien, zum andern am Unterschied in den Darstellungsweisen,
die zwar beide Zylinderkoordinaten verwenden, aber dennoch erst
ineinander ,libersetzt” werden miissen. (Da die spitere Arbeit vor der
Veréffentlichung der friiheren eingereicht wurde, konnte der zweite
Autor den Vergleich nicht selbst anstellen.)

Die zur Berechnung von Schalenschwingungen erforderlichen For-
melmanipulationen sind in der Regel einfach, drohen aber schnell un-
handlich zu werden. Es ist daher abzusehen, daf man in zunehmen-
dem Mafe die Mdglichkeiten der Computer-Algebra in Anspruch neh-
men wird. Ein schénes Beispiel fiir die Effizienz dieser Methode bilden
die mit MACSYMA ,,automatisch” hergeleiteten Naherungsformeln fiir
die Eigenschwingungen verschieden geformter flacher Schalen [3.16].
Die zusitzliche Programmierung zur Bestimmung von Energiedich-
ten und Intensitédten kostet wenig Miihe.

Abgesehen von generellen Einsichten, die beim Studium der Ener-
giestromdichte gewonnen werden konnen, besteht Interesse an analy-
tischen Formulierungen fiir die Kérperschallintensitit in Schalen auch
im Hinblick auf die Entwicklung einer Schallstrahlentheorie fiir Scha-
lenschwingungen (siehe [3.12] und Zitate dort). Es spricht einiges da-
fiir, daB auf einer solchen Grundlage robuste Rechenmethoden zur
Analyse von Kérperschallproblemen im mittleren Frequenzbereich
ausgearbeitet werden kénnen.
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Zur Beschreibung der elastischen Eigenschaften eines anisotropen
Mediums benétigt man bis zu 21 elastische Konstanten. Die erforderli-
che Anzahl ist umso geringer, je hoher die Symmetrie des Mediums ist.
Entsprechende Tabellen findet man z.B. in [2.8, S. 10; 4.1, S. 67]. Mate-
rialien mit kubischer Symmetrie besitzen mit drei Konstanten nur eine
Konstante mehr als ein isotropes Material; aber die Richtungsabhin-
gigkeit der elastischen Eigenschaften bedeutet eine solche Erschwer-
nis, daBl im Gegensatz zum isotropen Fall fiir viele elastodynamische
Aufgaben eine analytische Losung nicht existiert oder bisher nicht ge-
funden wurde. Die Schwierigkeiten sind jedoch nicht ausschliellich
mathematischer Natur. So mancher Zusammenhang, der einem vom
isotropen Medium her vertraut ist, gilt nicht mehr oder nur unter be-
stimmten Bedingungen. Dafiir treten neue Phanomene auf, deren Ver-
anschaulichung in Gedanken oder auf dem Papier meistens mit erh6h-
ten Anstrengungen verbunden ist.

Die Behandlung anisotroper Medien bestimmter Symmetrie be-
schrankt sich in der Literatur normalerweise auf die einfacheren Fille
kubischer und hexagonaler Symmetrie. Letzterer entspricht auch ei-
nem Medium mit transversaler Isotropie und weist fiinf elastische Kon-
stanten auf. Fiir eine mdoglichst {ibersichtliche und anschauliche ma-
thematische Beschreibung bietet sich die Zerlegung des Hookeschen
Gesetzes (2.1.2) in Eigenwerte und Eigentensoren des Steifetensors C
an. Dies wird fiir kubische Symmetrie in [4.2, S. 121] und fiir transver-
sale Isotropie in [4.3; 4.2, S. 132] vorgefiihrt. (Fiir mathematisch orien-
tierte Ausfiihrungen zur Darstellung von Tensoren kann auf [4.4] ver-
wiesen werden.)

Analytische Losungen aus der anisotropen Elastodynamik sind in
der Regel umfangreich und kompliziert. Ihre numerische und grafi-
sche Auswertung wird man heutzutage einem Computer iibertragen.
Dies gilt in wachsendem Mage auch fiir das Auffinden analytischer
Losungen; zumindest sind die inzwischen verfiigbaren Computerpro-
gramme fiir symbolisches Rechnen dabei ein wertvolles Hilfsmittel
geworden. Ist die Losung fiir das Verschiebungsfeld und die Felder
der Verzerrungen und Spannungen im Rechner einmal vorhanden, ist
es ein leichtes, die energetischen Grolen nach den allgemeinen For-
meln aus Kapitel 2 zu berechnen. Explizite analytische Ausdrticke fiir
diese Grofien sind aber eigentlich nur dann von Interesse, wenn sie
entweder numerische Vorteile bieten oder physikalische Einsichten
vermitteln kénnen. Die folgenden Ausfiihrungen sollen einen kurzen
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Einblick in die Elastodynamik anisotroper Medien gewihren und un-
notige Scheu vor diesem oft gemiedenen Gebiet abbauen helfen.

4.1 Allseitig unbegrenzte Korper

Das einfachste Problem der anisotropen Elastodynamik, die Ausbrei-
tung ebener Wellen im unendlich ausgedehnten Medium, ist theore-
tisch vollstindig gelost. Brauchbare Darstellungen werden von ver-
schiedenen Lehrbiichern angeboten [2.6, S. 409; 2.8, S. 26; 2.9, Kap. III;
2.4, Bd. I, Kap. 7]. An élteren Darstellungen sind [4.5; 4.6, Kap. 6] und
die Originalarbeit von Synge [4.7] zu nennen. Gesucht sind Losungen
der Bewegungsgleichung (Gleichung (2.1.11) spezialisiert fiir homoge-
ne anisotrope Medien)

von der Form

u = A; exp[ i(kjr, - cot) ] (4.1.2)
Einsetzen fiihrt auf die sogenannte Christoffelsche Gleichung
(Cukik — p8;)A, = 0. (4.1.3)

Mit dem Einheitsvektor € in Ausbreitungsrichtung und den Christof-
felschen Steifen

Iy = Cyueje, (4.1.4)
ergibt sich die Darstellung mit der Phasengeschwindigkeit ¢ = w/k
(I - pc’8;)A, = 0. (4.1.5)

Die Eigenwerte dieser Gleichung erhilt man aus der Losbarkeitsbe-
dingung

det(I, - pc*5;) = 0. (4.1.6)
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Im dreidimensionalen Medium ist also eine Gleichung dritten Grades
zu l6sen. Fiir eine vorgegebene Richtung ¢ gibt es folglich drei im all-
gemeinen verschiedene Phasengeschwindigkeiten. Die Polarisation der
zugehdrigen ebenen Wellen ist durch die Eigenvektoren gegeben. Im
Gegensatz zum isotropen Fall, in dem eine longitudinale und zwei
transversale Wellen auftreten, ist die Polarisation ebener Wellen im
anisotropen Medium nur noch ausnahmsweise longitudinal oder trans-
versal, z.B. in Symmetrierichtungen. In der Regel ist die Polarisation
»schief”, und man spricht von quasilongitudinalen oder quasitrans-
versalen Wellen, je nach dem, welcher ,reinen” Polarisation die tat-
sdchliche am nichsten kommt. (In [2.9, S. 107] ist ein Beispiel behan-
delt, bei dem der Winkel zwischen reiner und tatsichlicher Polarisati-
on unter 10° bleibt.)

Bei Beltzer [2.9, S. 107-109] wird die Energietransportgeschwindig-
keit hergeleitet und bewiesen, daf8 sie mit der Gruppengeschwindig-
keit identisch ist:

C = dc _ A,-CWA,GE
1" Je. pAlc : (4.1.7)

I

Daraus folgt, da Phasen- und Gruppengeschwindigkeit verschiedene
Richtungen besitzen, wenn die Matrix

ACuA, (4.1.8)

kein Vielfaches der Einheitsmatrix ist. Die Projektion des Vektors der
Gruppengeschwindigkeit auf die Ausbreitungsrichtung ist gleich dem
Betrag der Phasengeschwindigkeit:

-

C-e=c (4.1.9)

Statt des Vektors ¢ der Phasengeschwindigkeit wird oft mit Vorteil der
~Langsamkeitsvektor” (engl.: slowness vector)

[ =¢/c=klo (4.1.10)

benutzt. Der Vektor C der Gruppengeschwindigkeit steht senkrecht
auf der durch (4.1.10) definierten ,Langsamkeitsoberfliche” (engl.:
slowness surface), die der Endpunkt des Vektors I beschreibt, wenn
die Ausbreitungsrichtung ¢ alle Raumrichtungen durchliuft.

Als Beispiel, das mit Abschnitt 5.2.3 verkniipft ist, sei ein zweidi-
mensionales Medium mit quadratischer Symmetrie angefiihrt. Es wer-
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de durch die (dimensionslosen) Werte fiir die elastischen Konstanten
in Voigtscher Schreibweise

¢, = 0.83, ¢, = 0.15, cu =026  (4.1.11)

charakterisiert (Die Normierung erfolgte nach (5.2.15) und ist hier be-
langlos). Polarisation, Phasen- und Gruppengeschwindigkeit der bei-
den méglichen Moden sollen fiir drei Ausbreitungsrichtungen (0°, 22.5°,
45° relativ zur x-Achse) bestimmt werden. Der Einheitsvektor in Aus-
breitungsrichtung lautet fiir beliebigen Winkel ¢ zur x-Achse:

_ [cose
€ = : (4.1.12)

sin @

Damit ergibt sich die Matrix der Christoffelschen Steifen nach [2.9,
S. 100] zu

I, = ¢, c05’p +c,,sin’y,
r., = r,,=(c, +c,)cospsing,
a = Tu=(cateu) (4.1.13)

I, = c,sin’@ +c, cos’p

und die Determinantenbedingung (4.1.6) liefert die Eigenwerte

1
pc’ = '2‘{011 tCu

1 " 1 - (4.1.14)
i@ (cyu — cu) (1+cosdp) + -2—(::12 +¢4) (1-cos 4¢)},

deren Abhingigkeit von ¢ die quadratische Symmetrie widerspiegelt.
Fiir die genannten Ausbreitungsrichtungen gilt
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(4.1.15)

1
2 (Cu - Clz)

p=45: pc* =144
-2-(c11 +¢;, +2¢,)

In Abb.4.1a ist die Abhingigkeit der Langsamkeiten von der Ausbrei-
tungsrichtung fiir den Fall (4.1.11) zu sehen. (Die Linge eines Vektors
vom Koordinatenursprung bis zur Kurve entspricht der Langsamkeit
fiir eine Richtung ¢ parallel zu diesem Vektor.) Zum Vergleich sind
Kreise punktiert, die einem isotropen Ausbreitungsverhalten entspre-
chen. Die Abweichung davon ist nicht besonders grof3; die fiir kubi-
sche Medien definierte Anisotropie [4.2, S. 121; 4.8],

Cn=Cp—2C, _K-§
P ’
Cn—Cp+26, W+p

a= (4.1.16)

die Werte zwischen -1 und +1 annehmen kann, ist mit 0.13 entspre-
chend niedrig. p’ und p sind die Schermoduln fiir (110)- bzw. (100)-
Scherungen:

-
= E(C“ —C) =T, (4.1.17)
Der Kompressionsmodul
T
K= 5(01: +2c;,) (4.1.18)

taucht in der Anisotropiedefinition (4.1.16) nicht auf: Die Antwort ei-
nes Mediums mit kubischer Symmetrie auf einen hydrostatischen Druck
ist namlich isotrop. (3K, 24’ und 2 ¢ sind Eigenwerte des Tensors C
der elastischen Konstanten.) Die physikalische Bedeutung der Moduln
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Abb.4.1:  Langsamkeit, Polarisation, Gruppen- und Phasengeschwindigkeit und
Intensititsrichtung der beiden Moden 1 und 2 in Abhéingigkeit von der
Ausbreitungsrichtung ¢ (¢ = 0: [10}- oder x-Richtung; ¢ = 90: [01]- oder
y-Richtung) in einem quadratisch anisotropen Medium mit elastischen

Konstanten nach (4.1.11) bzw. nach (4.1.19).

a) Langsamkeitsdiagramm (Erlauterung im Text; punktiert: isotropes

Verhalten).

b) Polarisation y (punktiert: Jongitudinale und transversale Polarisati-

on).

c) Gruppengeschwindigkeit (punktiert: Phasengeschwindigkeit; Dar-

stellung wie in a)).

d) Intensititsrichtung x (punktiert: Ausbreitungsrichtung ¢).
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K, & und p kann man sich wesentlich leichter vorstellen als die der
Voigtschen Moduln. Letztere werden deshalb im folgenden durch er-
stere ersetzt. Aus (4.1.11) wird

K =038, W =034, p=026  (41.19)

In Abb.4.1b ist die Polarisation y der beiden Moden in Abhéngigkeit
von der Ausbreitungsrichtung paufgetragen. Sie weicht von der punk-
tierten longitudinalen bzw. transversalen Polarisation nur wenig ab.
Die Mode 1 mit der hoheren Langsamkeit kann daher als quasitrans-
versal, die Mode 2 mit der niedrigeren als quasilongitudinal bezeich-
net werden. Bei festem ¢ unterscheiden sich die Polarisationen der bei-
den Moden um genau 90°; sie stehen also senkrecht aufeinander. In
den Symmetrierichtungen schneiden sich punktierte und durchgezo-
gene Linien: hier ist die Polarisation exakt longitudinal oder transver-
sal.

Abb.4.1c zeigt (in der gleichen Darstellungsart wie Abb.4.1a) die
Gruppengeschwindigkeit beider Moden im Vergleich zu den punktier-
ten Phasengeschwindigkeiten. In den Symmetrierichtungen fallen die
beiden Geschwindigkeiten einer Mode normalerweise zusammen. (Dies
trifft nicht zu, wenn Entartung vorliegt, d.h. wenn beide Moden die
gleiche Phasengeschwindigkeit besitzen. Die Gruppengeschwindigkei-
ten sind dann auch gleich, aber von der Phasengeschwindigkeit ver-
schieden.) Die Gruppengeschwindigkeit ist nie kleiner als die Phasen-
geschwindigkeit.

In Abb.4.1d schlieflich ist die Richtung y der Intensitit aufgetra-
gen (punktiert die Ausbreitungsrichtung ¢). Sie ist mit der Normalen-
richtung auf den Langsamkeitskurven identisch und weicht deutlicher
vom isotropen Verhalten ab als die Polarisation. In den Symmetrierich-
tungen fillt sie mit der Ausbreitungsrichtung zusammen.

Die Eigenheiten anisotropen Verhaltens zeigen sich insbesondere
bei schiefen Ausbreitungsrichtungen. Das wichtigste Merkmal ist si-
cherlich, daf8 die Richtungen des Energietransports und der Ausbrei-
tung der Ebenen konstanter Phase nicht zusammenfallen. Zum Ver-
gleich mit den in Abschnitt 5.2.3 vorgestellten Rechnungen seien eini-
ge Zahlenwerte fiir die schiefe Richtung ¢ = 22.5° in Tab. 4.1 zusam-
mengestellt.

Wenn der Betrag der Amplitude A der Mode (4.1.2) unabhéingig
von der Ausbreitungsrichtung ¢ gewihlt wird (z.B. auf eins normiert),
ist fiir eine feste Frequenz o die zeitlich gemittelte kinetische Energie-
dichte fiir beide Moden und alle Ausbreitungsrichtungen gleich groS.
Da die Voraussetzungen fiir das Rayleighsche Prinzip (siehe Abschnitt
2.4) erfiillt sind, ist der potentielle Anteil ebenso grofl wie der kineti-
sche (eine rdumliche Mittelung ist im homogenen und unbegrenzten
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Mode v X R
1 -72.1° 37.4° 1.035
2 12.9% 16.8° 1.005

Tab.4.1: Polarisation y, Intensitétsrichtung y und Verhaltnis R von Gruppen- zu
Phasengeschwindigkeit fiir die quasitransversale (1) und die quasilon-
gitudinale (2) Mode bei einer Ausbreitungsrichtung ¢ = 22.5° in einem
Medium mit den elastischen Konstanten nach (4.1.11).

Medium nicht erforderlich) und somit die gesamte zeitlich gemittelte
Energiedichte fiir beide Moden und alle Ausbreitungsrichtungen gleich
gro. Nach (2.5.1) ist die Intensitét gleich Zeitmittel der Energiedichte
mal Gruppengeschwindigkeit. In Formeln (A reell):

1
w, = 2w, = 5 pw’A?, (4.1.20)
m2

Folglich ist im betrachteten Fall die Gruppengeschwindigkeit ein Maf8
fiir die Intensitit. So 1Bt sich aus Abb.4.1c ablesen, wieviel Energie
jede Mode in Abhingigkeit von der Ausbreitungsrichtung ¢ transpor-
tiert, vorausgesetzt der Amplitudenbetrag ist jeweils der gleiche. Die
Richtung des Energietransports muf8 aus Abb.4.1d entnommen wer-
den.

Beim Ubergang zu einem Medium mit stark ausgeprigter Aniso-
tropie (Abb.4.2 mit a = - 0.8) entdeckt man drastische Unterschiede
zum vorigen Beispiel. Wieder ist die Mode mit der niedrigeren Pha-
sengeschwindigkeit mit 1, die mit der héheren mit 2 bezeichnet. Der
Charakter der Polarisation andert sich mit der Ausbreitungsrichtung
erheblich: Mode 1 ist bei ¢ = 0° und ¢ = 90° longitudinal, bei ¢ = 45°
transversal polarisiert. Umgekehrt ist Mode 2 bei ¢ = 0° und ¢ = 90°
transversal, bei ¢ = 45° longitudinal polarisiert. Die vom isotropen Me-
dium her vertraute Vorstellung, dafl Longitudinalwellen immer schnel-
ler als Transversalwellen sind, mufl aufgegeben werden. Sie trifft zwar
zu bei ¢ = 45° bei @ = 0° oder 90° ist aber das Gegenteil richtig. Helbig
und Schoenberg [4.9] haben erst kiirzlich in einer ausfiihrlichen Arbeit
iiber elastische Wellen in transversal isotropen Medien auf diese Er-
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Abb.4.2: . Wie Abb. 4.1, jedoch mit anderen elastischen Konstanten:
K=1, ' =1, g =9; Anisotropiea = - 0.8

scheinung hingewiesen und sie als anomale Polarisation bezeichnet.

Von quasilongitudinalen oder quasitransversalen Moden zu spre-
chen ist im Beispiel der Abb.4.2 nur in der Nihe der Symmetrierich-
tungen gerechtfertigt; eine einheitliche Kennzeichnung einer Mode fiir
alle Richtungen gist damit nicht mehr méglich. Stattdessen verwende
man die Numerierung nach der Phasengeschwindigkeit.
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Waihrend bei der Mode 2 die Geschwindigkeiten wenig richtungs-
abhéngig sind und der Energietransport ziemlich in Ausbreitungsrich-
tung erfolgt, wirkt sich die Anisotropie bei der Mode 1 in allen Teilbil-
dern von Abb.4.2 deutlich aus. Der maximale Unterschied zwischen
Intensitdtsrichtung und Ausbreitungsrichtung erreicht ungefdhr 40°.

Vertauscht man die Werte von u’ und p, kehrt sich das Vorzeichen
der Anisotropie 2 um (Abb.4.3). Die Mode 1 ist nun unter ¢=45° (trans-
versal) schneller als unter ¢ = 0° (longitudinal); vorher war es, auch
was die Polarisationen betrifft, umgekehrt. (Die Kurven in Abb.4.3 kén-
nen aber nicht durch einfache Symmetrieoperationen, z.B. durch eine
Drehung um 45°, aus denen in Abb.4.2 gewonnen werden.) Das aniso-
trope Verhalten beider Moden ist noch stirker ausgeprigt als in Abb.4.2.
Der maximale Unterschied zwischen Intensititsrichtung und Ausbrei-
tungsrichtung betragt bei der Mode 1 fast 60°.

An dem besprochenen zweidimensionalen Beispiel konnten die
wichtigsten Auswirkungen eines anisotropen Materialverhaltens auf
die Wellenausbreitung aufgezeigt werden. Die Behandlung dreidimen-
sionaler Beispiele ist, abgesehen von Spezialfillen mit Entartungen und
Singularitiaten, numerisch kein Problem. Lediglich die Ergebnisse kon-
nen vielfiltiger und komplizierter ausfallen. Explizit behandelt wer-
den in der Literatur gewdhnlich die Falle mit kubischer und hexago-
naler Symmetrie [4.5, § 12; 4.6, S. 72-78; 2.4]. In der Regel gibt es eine
quasilongitudinale Mode und zwei quasitransversale Moden. Letztere
konnen in bestimmten Richtungen entartet sein, d.h. die gleiche Pha-
sengeschwindigkeit besitzen. Sie unterscheiden sich jedoch beziiglich
der Energieausbreitung. Aufgrund der Entartung ist auch jede Linear-
kombination beider Moden wieder eine Mode. Die mit dieser Mode
verkniipfte Energieausbreitung mufl gesondert berechnet werden, da
sie sich aus den Diagrammen fiir die Gruppengeschwindigkeiten und
die Intensitdtsrichtungen nicht ablesen lafst.

Waterman [4.10] machte sich die Miihe, die Ultraschallausbreitung
in Einkristallen fiir Richtungen mit fast transversalem oder longitudi-
nalem Charakter der Moden naherungsweise zu bestimmen. Die Na-
herung geht von einer Symmetrierichtung mit rein transversaler oder
longitudinaler Polarisation aus und wurde bis zur niedrigsten Ord-
nung in der Abweichung von dieser Richtung ausgearbeitet. Obwohl
die Niherungsformeln fiir die Intensitit in kubischen Kristallen ein-
fach sind, werden sie vermutlich kaum noch verwendet werden, nach-
dem die exakte Losung, die Uberlegungen zur Genauigkeit einer N&-
herung iiberfliissig macht, heutzutage wohlfeil dem Computer tiber-
tragen werden kann.

Analytische Lésungen fiir die von einem schwingenden Kompres-
sions- oder Rotationszentrum ausgehenden Wellen (vgl. Anhinge A
und B) scheint es fiir anisotrope Medien nur ausnahmsweise zu geben
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Abb.4.3:  Wie Abb. 4.1, jedoch mit anderen elastischen Konstanten:
K=1, y’ =9, p =1; Anisotropie a = + 0.8

[4.2,S.141}. Nach allgemeinen Uberlegungen, diein [4.5,§ 7] angedeu-
tet werden, ist die Amplitude der Storung durch die Punktquelle fast im-
mer umgekehrt proportional zur Entfernung von der Quelle; in singuli-
ren Richtungen kann aber auch eine langsamere Abnahme stattfinden.

Der Vollstindigkeit halber sei noch § 11 von [4.5] erwihnt, in dem
die in der Wirklichkeit immer gegenwirtige Absorption durch ein
Hookesches Gesetz mit einem komplexen und frequenzabhingigen
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Steifetensor C beschrieben wird. Aus der bisher linearen Polarisation
der ebenen Wellen wird nun eine elliptische. Die Energieausbreitungs-
richtung bleibt in erster Niherung unbeeinfluBt von der Dampfung
der Welle.

Die bei hohen Frequenzen niitzliche Vorstellung von Schallstrah-
len oder Gaufischen Wellenpaketen 148t sich auch fiir anisotrope Me-
dien entwickeln [4.11]. (Die in [4.11] fiir Acta Mech. (1987) angekiin-
digte Arbeit , Elastic Gaussian wave packets in isotropic media“ ist bis-
her nicht erschienen.)

4.2 Begrenzte Kérper

Die Begrenzung eines urspriinglich allseitig unendlich ausgedehnten
Mediums bedeutet fiir die Theorie der Schallausbreitung, da8 es nicht
mehr gentigt, die Bewegungsgleichung zu l6sen: auch die Randbedin-
gungen auf der Begrenzungsfliache wollen erfiillt sein. Wie die in Kapi-
tel 3 behandelten Platten und Stibe aus isotropem Material belegen,
fithrt diese zweite Forderung schon bei scheinbar einfachen Fillen zu
ziemlich komplizierten analytischen Ausdriicken, sofern sich iiberhaupt
welche finden lassen. Im anisotropen Fall ist nicht nur die analytische
Rechnung schwieriger und vielfach nicht mehr in geschlossener Form
16sbar. Auch die Ergebnisse sind vielfaltiger, da sie von der Symmetrie
und der Starke der Anisotropie, schliefllich von deren Orientierung zur
Begrenzung abhingen. Es darf deshalb nicht verwundern, da8 es in
diesem Gebiet der akustischen Landkarte nicht wenige weifle Flecken
gibt, die noch ihrer Erforschung harren. Diese wird aber, so ist zu ver-
muten, angesichts der damit verbundenen Fleilarbeit weniger aus
purem Forscherdrang erfolgen, als vielmehr erzwungen werden, wenn
sie fiir praktische Anwendungen notwendig ist. Vor diesem Hinter-
grund erscheint es gerechtfertigt, sich hier auf wenige Bemerkungen
zur Reflexion an einer kriftefreien ebenen Oberfldche, zu Oberflachen-
wellen und zu Wellen in Platten zu beschranken.

Wie die Aufgabe der Reflexion ebener Wellen in einem anisotropen
Halbraum gel6st wird, ist in § 8 von [4.5] kurz und biindig beschrie-
ben; eine ausfiihrliche Darstellung mit Beispielen findet sich bei Auld
[2.4, Bd. I, Kap. 9]. Eine einfallende quasitransversale oder -longitudi-
nale ebene Welle erzeugt i.a. drei reflektierte Wellen. Die Winkel, unter
denen sie von der Oberfliche weglaufen, konnen bequem mit Hilfe
eines Langsamkeitsdiagramms bestimmt werden; die zugehdrigen
Amplituden ausfindig zu machen, kostet dagegen etwas mehr Miihe.
Unter Umstinden entstehen auch Oberflichenwellen. Was die Intensi-
titen betrifft, sind wie im Falle des isotropen Halbraums (Abschnitt
3.2) quasiperiodische Profile zu erwarten.
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Eine Welle, die sich in einem Halbraum mit kréftefreier Oberfliche
ausbreitet und deren Amplitude exponentiell mit dem Abstand zur
Oberfliche abnimmt, wird Rayleigh-Welle genannt. In einem isotro-
pen Medium kann sich eine solche Oberflachenwelle in jeder Richtung
parallel zur Oberfliche in gleicher Weise ausbreiten, da alle diese Rich-
tungen dquivalent sind. Im anisotropen Halbraum sind diese Richtun-
gen von wenigen Ausnahmen abgesehen nicht mehr dquivalent, und
Polarisation und Geschwindigkeit einer Rayleigh-Welle werden sicher-
lich richtungsabhingig sein. Ein weiterer Unterschied zum isotropen
Fall besteht darin, daff dem exponentiellen Abfall der Amplitude mit
dem Abstand von der Oberfliche (bzw. der Uberlagerung solcher ex-
ponentieller Abfille) eine sinusférmige Variation tiberlagert sein kann.
Anders ausgedriickt: der Wellenvektor ist nicht unbedingt parallel zur
Oberfliche! Die Polarisation ist elliptisch, wobei sich die Exzentrizitit
und die Orientierung der Ellipse mit dem Abstand zur Oberflache 4n-
dern kann [4.5; 4.7]. Oberflichenwellen in einem Kristall mit kubischer
Symmetrie wurden von Stoneley [4.12] untersucht; der Spezialfall der
100-Richtung ist auch in [2.9] vorgerechnet. Sogenannte Pseudo-Ober-
flichenwellen werden in [4.13; 2.4] diskutiert. Synge [4.7] und mit ihm
Musgrave [4.5] behaupten gar, daf Rayleigh-Wellen ir anisotropen
Medien nur in bestimmten Richtungen ausbreitungsfihig sind. Dem
widerspricht Farnell [4.13, S. 119]: Numerische Berechnungen mit vie-
len Beispielen hitten immer eine Rayleigh-Welle als Losung ergeben,
wenn man von isolierten Richtungen absieht, bei denen eine Entar-
tung mit einer Volumenwelle vorliegt. Da8 Synge ein Trugschlufl un-
terlaufen ist, 1aBt sich einfach und ohne die Gleichungen hinzuschrei-
ben erkléren:

Es geht um die Losung eines homogenen linearen Gleichungssy-
stems. Die Determinantenbedingung liefert die Phasengeschwindig-
keit der Rayleigh-Welle. Da die Koeffizienten des Systems komplex sein
kénnen, kann auch diese Bedingung komplex sein, was zwei reellen
Gleichungen fiir die (reelle) Phasengeschwindigkeit entspricht. Folg-
lich ist die Existenz einer Losung nicht allgemein garantiert. Synge
schlieffit den Fall der allgemeinen Lisbarkeit aus. Spaltet man jedoch
die Koeffizienten und Unbekannten des Gleichungssystems in Real-
und Imaginérteil auf, erhilt man doppelt so viele (nimlich sechs) Glei-
chungen mit doppelt so vielen Unbekannten, aber nur eine Gleichung
fiir die Phasengeschwindigkeit, da nun die Koeffizientenmatrix reell
ist. Es bleibt zu kléren, ob es tatsichlich unter allen Umstinden eine
reelle Losung fiir die Phasengeschwindigkeit gibt, wie die Ergebnisse
von Farnell vermuten lassen kénnten. Daf eine Rayleigh-Welle nur
ausnahmsweise, z.B. nur fiir bestimmte Richtungen, existieren soll, ist
jedenfalls nicht unmittelbar einleuchtend, wenn man sich von der zwei-
ten Betrachtungsweise leiten ldt. Viktorov wiederum [4.13, S. 7] be-
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hauptet, daB in Kristallen des triklinen Systems im allgemeinen keine
Rayleigh-Wellen existieren. Die Fortsetzung der Diskussion iiber sol-
che Fragen 1d$t sich anhand der Arbeit [4.15] verfolgen, in der wesent-
liche Beitrdge aus den 70er- und 80er-Jahren zitiert werden (zur Ergan-
zung siehe [4.16; Z.10; Z.11]). Trotz betrichtlicher Fortschritte, denen
ein eigenes, umfangreiches Kapitel gewidmet werden kénnte, ist die-
ses Forschungsthema immer noch nicht abgeschlossen.

Rayleigh-Wellen kann man im Grenzfall als Plattenwellen (Lamb-
Wellen) auffassen, wenn namlich die Dicke der Platte oder die Frequenz
der Welle gegen unendlich strebt. Es diirfte einleuchten, daf Wellen in
anisotropen Platten i.a. eine knifflige Herausforderung bedeuten, wenn
sich schon die Rayleighschen Oberflachenwellen beziiglich ihrer Exi-
stenz und Struktur als komplexe Gebilde erwiesen haben. Synge [4.7]
betrachtet eine Platte aus einem Material mit beliebiger Anisotropie,
deren eine Oberfldche kriftefrei und die andere einer Spannungswelle
unterworfen ist. Freie Plattenwellen erhilt man, wenn die Amplitude
der Spannungswelle null gesetzt wird. Eine Plattenwelle setzt sich aus
bis zu sechs Teilwellen zusammen, die jede fiir sich die Bewegungs-
gleichung erfiillen und deren Amplitudenvariation iiber der Platten-
dicke exponentiell oder sinusférmig verlduft. Die Linearkombination
der Teilwellen erfolgt so, daf8 die Randbedingungen erfiillt werden.
Dabei wird auch die Phasengeschwindigkeit der Plattenwelle festge-
legt. Explizite Dispersionsrelationen wie die Rayleigh-Lamb-Gleichun-
gen (3.3.9) existieren fiir beliebige Anisotropie nicht. Immerhin disku-
tiert Synge in [4.17] den Energiefluf fiir den betrachteten Fall qualita-
tiv. Der Gesamtenergiefluf ist im zeitlichen Mittel gleich der Summe
der Einzelbeitrige der Teilwellen, da die Kreuzterme zwischen den
Teilwellen verschwinden.

Es erscheint denkbar, das Problem der Wellen in anisotropen Plat-
ten in Anlehnung an [3.6] analytisch soweit aufzubereiten, dafl die
Energiedichten und Intensititen lokal und iiber die Dicke der Platte
gemittelt (analytische Integration!) in einfacher Weise vom Computer
berechnet werden kénnen. Den groften numerischen Aufwand diirfte
die Bestimmung der Langsamkeiten fiir die Teilwellen und der Pha-
sen- und Gruppengeschwindigkeit der Plattenwelle verursachen. Die
Hauptschwierigkeit beim Programmieren diirfte darin liegen, die vie-
len moglichen singuliren Fille korrekt abzufangen, beispielsweise bei
einer Entartung von Teilwellen die der Symmetrie des Problems ange-
paBlten Linearkombinationen zu bilden.

Solange die eben angedeutete Behandlung der Wellen in anisotro-
pen Platten noch Zukunftsmusik ist, wird man sich gerne vorhande-
ner Lésungen von Spezialfillen bedienen oder sich mit Ndherungen
zufrieden geben. Beide Moglichkeiten erweisen sich oft als ausreichend
fiir konkrete Anwendungen. In [2.4, Bd. II, S. 217] findet man einige
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Zitate. Der Fall einer transversal isotropen Platte wurde von Abubakar
[4.18] studiert, insbesondere fiir die Fundamentalmoden bei tiefen Fre-
quenzen. Da es sehr aufwendig erscheint, in der gleichen Weise auch
fiir niedrigere Symmetrien zu einem Ergebnis fiir tiefe Frequenzen zu
gelangen, benutzte Markus [4.19] eine Ndherungsmethode, die fiir be-
liebige Anisotropie anwendbar ist und sich auf Entwicklungen nach
Potenzen der Wellenzahl stiitzt. Als Beispiel diente ein orthotropes
Material (Magnesium-Barium-Fluorid).

In manchen Fillen mag es sogar geniigen, das anisotrope Verhal-
ten niherungsweise durch ein isotropes mit geschickt gewdhlten Mo-
duln fiir Kompression und Scherung zu ersetzen. Bei kubischer Sym-
metrie empfehlen sich die Mittelwerte nach Voigt oder Reuss [4.2,S. 125
und S. 160]. Bei vielen in der Praxis benutzten orthotropen Platten las-
sen sich Biegewellen bzw. damit verkniipfte Inpedanzen in sehr guter
Niaherung durch ein isotropes Verhalten beschreiben, wenn man als
isotrope Biegesteife das geometrische Mittel der Biegesteifen beziig-
lich der beiden Symmetrierichtungen, die in der Plattenebene liegen,
verwendet [2.13, S. 301-304].



5 Inhomogene Korper mit periodischer Struktur

Festkdrper, deren makroskopische Struktur in guter Ndherung als pe-
riodisch angesehen werden kann, treten hiufig auf. Auch die Seiten
dieses Buchs bilden eine periodische Anordnung, wenn man davon
absieht, daf8 nicht alle gleich bedruckt sind. Zu den Periodizititen, die
fiir den Akustiker interessant und fiir die Praxis von Bedeutung sind,
zdhlen die regelmiflige Anordnung von Winden und Decken, von
Tiiren und Fenstern oder Fassadenelementen in groen Gebduden, die
regelmifiige Aussteifung von Balken, Platten, Dachern, Gittermasten,
Schiffsriimpfen, die regelméfige Schichtung verschiedener Materiali-
en im Sperrholz, in faserverstiarkten Materialien oder in einer gemau-
erten Wand, die regelméfiige Anordnung von Léchern in einem Loch-
blech.

Eine theoretische Behandlung solcher periodischer Strukturen fin-
det sich in der Literatur fast nur filir eindimensionale Periodizitéten.
Cremer und Heckl widmen diesen ein Kapitel [2.13, S. 405-425], in dem
auf schon linger bekannte Analogien in der Elektrotechnik (Kaskaden,
Kettenleiter) hingewiesen wird. Im Lehrbuch von Thomson [5.1, S. 325-
330] werden Systeme aus endlich vielen identischen Elementen (,,re-
peated structures”) mit der Transfermatrix-Methode behandelt, die es
gestattet, an den Enden der Struktur Randbedingungen vorzugeben.

Mathematisch gesprochen ist bei der Wellenausbreitung in peri-
odischen Systemen eine Differentialgleichung mit einem rdaumlich pe-
riodischen Differentialoperator zu 16sen. Diese Aufgabe ist im Rahmen
der Elektronentheorie fiir kristalline Festkorper in unzihligen Varia-
tionen behandelt worden. Die durch die Periodizitit des Mediums be-
dingte fundamentale Eigenschaft der Losungen spiegelt sich im Bloch-
schen Theorem [5.2—4] wider, das den wesentlichen Schliissel zur Be-
stimmung der gesuchten Losungen darstellt. Das Blochsche Theorem
[5.5] ist eine Verallgemeinerung des Floquetschen Theorems [5.6], das
nur fiir eindimensionale Periodizitit (Mathieu-Gleichung) formuliert
wurde. Wie in Brillouins Buch [5.7] nachzulesen, gilt das Blochsche
Theorem nicht nur fiir die Losungen der Schrédinger-Gleichung in
Kristallen, sondern auch fiir elastische Wellen in raumlich periodischen
Strukturen. Diese Wellen konnen deshalb ebenfalls als (elastische) Bloch-
wellen bezeichnet werden.

Der Blochwellenansatz ist exakt im Rahmen der linearisierten
Elastodynamik. Trotzdem erfreut er sich in der Akustik keiner grofien
Beliebtheit, weil die mangelnde Vertrautheit mit den Methoden der
Elektronentheorie des kristallinen Festkorpers in der Regel eine grofie
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Hemmschwelle darstellt. Zu den wichtigen Ausnahmen zihlen die
Arbeiten von Sheng und Tao [5.8-9], die konkrete Beispiele im Grenz-
fall tiefer Frequenzen behandeln. Wie schon in den vorangegangenen
Kapiteln beschrdnken wir uns auch hier auf die (wenigstens im Prin-
zip) exakte Beschreibung und verzichten auf eine Diskussion der zahl-
reichen Niherungsmethoden. Die Ausfiihrungen folgen teilweise dem
Bericht [5.10), der auf den erwihnten Arbeiten [5.8-9] aufbaut und sich
wie diese auf den tieffrequenten Grenzfall konzentriert. Eine Berech-
nung der energetischen Gréen bei hoheren Frequenzen ist wohl bis-
lang nicht durchgefiihrt worden.

5.1 Grundgleichungen fiir lokal isotrope periodische Medien

Die Bewegungsgleichungen (2.1.6) fiir ein lokal isotropes Medium sind
in Abschnitt 2.1 angegeben worden. Sie gelten fiir beliebige raumliche
Variation der Massendichte und der elastischen Konstanten. Im Fall
periodischer Inhomogenitit folgt aus dem Blochschen Theorem, daf8
das Verschiebungsfeld aus Blochwellen

(7, 1) = p(F) e (5.1.1)

zusammengesetzt werden kann. (Die Zeitabhingigkeit wird im folgen-
den meist weggelassen.) Eine Blochwelle ist eine mit der raumlich perio-
dischen Funktion

77+ 8) = 7i(7) (5.1.2)

~modulierte” ebene Welle mit dem Wellenvektor k. Zweckmafiger-
weise nennt man p; ,Polarisationsfunktion”, da sie lokal die Schwin-
gungsrichtung angibt. Ihr raumlicher Mittelwert ist die mittlere Pola-
risation der Blochwelle. g ist ein Gittervektor, der sich als Linearkom-
bination der (linear unabhingigen) Basisvektoren ergibt:

&n = Miy + i, + nyd, (5.1.3)

Das Tripel ganzer Zahlen n,, n,, n, wird als Index zu n zusammenge-
fafst, ohne den Vektorcharakter von n durch einen Pfeil zu kennzeich-
nen. (Fiir nahere Erlduterungen zur Beschreibung periodischer Struk-
turen durch Raumgitter sei auf Kittels Buch [5.2] verwiesen.) Wie die
Polarisationsfunktion (5.1.2) ist jede Materialeigenschaft M(7) raum-
lich periodisch:
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M(7 +g) = M(7). (5.1.4)

Um die Periodizitdt auszuniitzen, wird gemeinhin eine Fourier-Trans-
formation der Bewegungsgleichungen vorgenommen. Dazu werden
die Vektoren des reziproken Gitters (,,reziproke Gittervektoren”)

G, = mA, + mA, + mA, (5.1.5)

benotigt, die Linearkombinationen der Basisvektoren des reziproken
Gitters sind:

- 2m,. - - 2m,.. - -  2n
A =—(a, xa,), A, =—|(a,%x4a), A,=-—{d xa,)
1 Vo(2 ) 2 Vo(a a,) 3 Vo(al 2) (5.1.6)

V, = 4, - 4, X @, ist das Volumen der Einheitszelle des Gitters. Es gilt
die Orthogonalititsrelation

g, -A; =2n8, (51.7)

(i,j=1,2,3; 8,: Kronecker-Symbol). Jede Funktion mit der Periodizitit
des Gitters 148t sich als Fourier-Reihe

M(7) = g, M, exp[iG, - 7] (5.1.8)

darstellen, wobei die Summe iiber simtliche Punkte des reziproken
Gitters lauft. Die Fourier-Koeffizienten M,, erhilt man aus dem Inte-
gral iiber eine Einheitszelle

M_=

: T};I M(?) exp|~iG, - F|d°r. (5.1.9)

Die Orthogonalitidt und Vollstindigkeit des Funktionensystems
exp[iG,, - 7] auf dem Gebiet einer Einheitszelle wird durch

[ expli(Ga - G.)- F|dr = Vidpm, (5.1.10)
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Y. expliG, - (F - 7)] = V, X, 8(F - 7' + 3,) (5.1.11)

ausgedriickt (8 (...): Diracsche Deltafunktion).

Da in den Bewegungsgleichungen (2.1.6) Produkte periodischer
Funktionen vorkommen, entsteht bei der Fourier-Transformation eine
Doppelsumme iiber die reziproken Gitterpunkte. Diese kann nach ei-
ner Integration iiber eine Einheitszelle auf eine einfache Summe redu-
ziert werden:

Z{wzpi—n - Kfﬂ -}f,n = 0
mit den Matrizen

¥y = l‘l-a(i‘. + CI) (E + Gn)l (5.1.12)

+).,_,,(f€ + C,)(k + G‘,,) + p,_,,(E + C,,)(E & é,).

Die partielle Differentialgleichung (2.1.6) geht also in ein unendlich-
dimensionales, homogenes lineares Gleichungssysytem tiber. Fiir ge-
gebenes k miissen zundchst @ (aus der Bedingung fiir die Wider-
spruchsfreiheit des Systems) und anschliefend die Fourier-Koeffizien-
tenp, der Polarisationsfunktion bestimmt werden. GI. (5.1.12) wurde
(erstmals?) von Sheng und Tao [5.8] in etwas abgewandelter Schreib-
weise angegeben; das Analogon fiir lokal kubische Medien ist nur we-
nig komplizierter [5.9, Gl. (9)].

Im Falle eines homogenen Mediums verschwinden alle Terme mit
l # n,

{00y - V4 }p = 0, (5.1.13)

d.h. die Koeffizienten p, sind entkoppelt und kénnen leicht angegeben
werden. Das Gleichungssystem

[m?po - uo(k + C—;,)’]ﬁ; — (4 + po)(l? + G,)(E + G,) -7, =0 (5.1.14)

besitzt zwei Scharen nichttrivialer Lésungen, nimlich mit
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fil(k+G) und  o%p, =k +G) (5.1.15)
und mit
pl(k+G) und  o?p, = (1 +2u)k +G), (5.1.16)

wobei alle p, = 0 fiir alle I # n. Fiir I = 0 ergeben sich die zu erwar-
tenden Transversal- bzw. Longitudinalwellen im unendlich ausgedehn-
ten, homogenen und isotropen Festkdrper. Die weiteren Losungen mit
I # 0 sind Kopien der Losungen mit I = 0; ihr Auftreten héngt mit der
Periodizitat der Dispersionsrelation w(k) zusammen. (Um eine Mehr-
deutigkeit der Formulierung zu vermeiden, beschrankt man sich in der
Regel auf k-Werte in der ersten Brillouin-Zone. Wihlt man wie sonst
tiblich auch beim homogenen Medium die raumliche Periode so klein
wie moglich, ergibt sich der Wert null, und die reziproken Gittervekto-
ren und somit die erste Brillouin-Zone werden unendlich grofi. Werte
! > 0 sind dann gegenstandslos.)

Die folgenden allgemeinen Symmetriebeziehungen werden im
Anhang E bewiesen. Bei einer Umkehr der Ausbreitungsrichtung bleibt
das Frequenzquadrat erhalten, die Gruppengeschwindigkeit dndert
daher lediglich ihr Vorzeichen:

w*(~k) = w?(k). (5.1.17)

Zu diesem Ergebnis kommt man auch ohne die Rechnung im Anhang,
indem man die Zeitumkehrinvarianz ausniitzt und die Welle durch
Zeitumkehr riickwirts laufen 148t. Fiir die periodische Funktion p;(7)
folgt aus der Beziehung

pu(—k) = B, (k) (5.1.18)
fiir ihre Fourier-Koeffizienten
p_i(7) = pe (7). (5.1.19)

Der Realteil von p;(7) ist also eine gerade Funktion von k, der Imagi-
nirteil eine ungerade.
In vielen Beispielen ist die Inhomogenitit inversionssymmetrisch,
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d.h. fiir die Materialeigenschaften M(7) gilt bei geeigneter Wahl des
Koordinatensystems

M(F) = M(-7), (5.1.20)
fiir die Fourier-Koeffizienten
M, =M. (5.1.21)

Wenn keine Materialdimpfung berticksichtigt wird, sind die Funktio-
nen M(F) reell. Dies bedeutet

M, =M, (5.1.22)

und wegen (5.1.21) reelle Fourier-Koeffizienten.

Daher konnen auch die Koeffizienten p, reell gewéhlt werden, wenn
man sich auf reelle @ - und k-Werte, d.h. ungedimpfte Blochwellen,
beschrinkt (siehe Gl. (5.1.12)). Insbesondere ist dann auch der Koeffi-
zient p, reell und die mittlere Polarisation der Blochwelle linear. (El-
liptisch polarisierte Blochwellen sind denkbar als Uberlagerung zwei-
er linear polarisierter Blochwellen mit gleichem wund gleichem k, also
bei Entartung.) Da bei Inversionssymmetrie der Materialeigenschaften
in (5.1.18) der Stern weggelassen werden kann, gilt

p-&(7) = Pe(=7) (5.1.23)

Kombination mit (5.1.19) ergibt, daf$ der Realteil von p;(F) eine gerade
Funktion von 7 ist, der Imaginirteil eine ungerade. Hingegen ist der
Realteil einer raumlichen Ableitung von pi(7) eine ungerade Funkti-
on, der Imaginirteil eine gerade.

Zur Bestimmung der energetischen Grofien benétigt man die Ver-
zerrungen

ion
I

%{ (V + ifc')ﬁ + [ (V + i]?);‘a]t }e‘(i';"")

(5.1.24)
2 [(V % i;)ﬁlei(z.;-ae)

(man beachte die Schreibweise des symmetrisierten dyadischen Pro-
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duktes mit einem tiefgestellten s) und die Spannungen, die sich im Fal-

le lokaler Isotropie noch explizit hinschreiben lassen, ohne unhandlich
zu werden:

= {,1(v +ik) FL+ 2] (V 4+ iE)ﬁ]s}ei(‘ o), (5.1.25)

Nach einiger Rechnung gelangt man zu folgenden Resultaten fiir die
zeitlich gemittelte Energiedichte (k* = k-k, k reell)

w = %{pwzfi-ﬁ' + ,1| (V+ik) 5 |2

+u[k2ﬁ.ﬁ- + |E-ﬁ|2:| +2u Re{ [ (V + JE)ﬁ] . (Vﬁ)s} } (5.1.26)

und die Intensitit
i = %Re{l[ (-iV +k)- p‘] 5+ 2;1[ (-iv + l'c');i:’]s : fi} (5.1.27)

(Die Giiltigkeit dieser letzten beiden Ausdriicke ist nicht auf Blochwel-
len beschrénkt, da die Periodizitidt von p bei der Ableitung nicht vor-
ausgesetzt werden brauchte.) Zur Kontrolle bilde man den Grenzfall
des homogenen Mediums, bei dem sé@mtliche V-Terme wegfallen und
p(r), p(r), A(F) und /(7) durch die mittlere Polarisation p, und die
rdumlichen Mittelwerte p,, 4, und p, ersetzt werden kénnen:

: - 2
Wnm = 5] (P2 + ki + (o + )R |, 5128

-

o %Re{yo Bonk + (A + %)(E-ﬁo)ﬁ;}. (5.1.29)

Ein komplexes 7, bedeutet im allgemeinen eine elliptische Polarisati-
on (vgl. Abschnitt 2.2). Bei einer longitudinalen Polarisation (p, paral-
lel zu k) erhilt man daraus

1. ..
Vg = 7 Do BalPo®” + (A + 210 K7}, (5.1.30)
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—

@~ -
Lg = 5 PoPolh+2m)k, (5.1.31)
bei transversaler Polarisation (7, senkrecht auf k)

1. ..
Wis = Zpo-po{pow’ + pk?}, (5.1.32)

b
I

e gﬁo'ﬁ;ﬂoi‘-‘ (5.1.33)

Diese Ergebnisse lassen sich leicht mit denen von Abschnitt 3.1 in Uber-
einstimmung bringen.

Die raumlichen Mittelwerte von Energiedichte und Intensitit ei-
ner Blochwelle lassen sich durch Entwicklung der periodischen Funk-
tionen in (5.1.26-27) in Fourier-Reihen und anschliefende Integration
tiber eine Einheitszelle gewinnen. Aufgrund der Orthogonalitit (5.1.10)
reduziert sich bei der Mittelwertbildung die urspriingliche Tripelsum-
me iiber alle Punkte des reziproken Gitters auf eine Doppelsumme:

@) = %Regp,-,,m’ﬁm-ﬁ;
+hn] (G + )£ ][(G + ) ]
+ty k2P B + (K5) (E77) (5.1.34)
+2{ (6, + 285 ] - (6.7)).

@ = FReXa..[(C,+F) ulp.

o (5.1.35)
+2ﬂ,.-...[ (G.. +k)p, P
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Gelegentlich ist es vorteilhaft, die Terme der Doppelsummen mit m = 0
oder n = 0 separat aufzufiihren:

pYSEISIED XBWED SIS Yo

= - 0 o (5.1.36)

n20

Bei Umkehr der Ausbreitungsrichtung kommt man mit (5.1.19) zu den
nicht weiter iiberraschenden Beziehungen

wi(F) = wi(F), (5.1.37)
L;F) = -L(7) (5.1.38)
Bei inversionssymmetrischer Inhomogenitit gelten zusitzlich

wy(~7) = wi(F), (5.1.39)

- —_

L(-7) = L(7). (5-1.40)

Die Periodizitit des Mediums ist keine notwendige Voraussetzung fiir
die Giiltigkeit der Beziehungen (5.1.37-40). Ein nicht-periodisches
Medium laf3t sich ndherungsweise durch ein periodisches beschreiben,
dessen Einheitszelle sehr grof8 (z.B. verglichen mit einer Blochwellen-
linge) gewihlt wird. Wenn nun die Frequenz einer Welle nicht zu tief
ist, wird der Einfluf der aufgezwungenen Periodizitit auf die Welle
gering sein. Formal gesehen gehen beim Ubergang zu einer unendlich
groflen Einheitszelle die Fourier-Reihen in Fourier-Integrale iiber; die
Beweisfiihrung bleibt dieselbe: ihre wesentlichen Stiitzen sind die Zeit-
umkehrinvarianz der Bewegungsgleichungen (2.1.6) und die Inversi-
onssymmetrie des Mediums.

5.2 Naherung fiir tiefe Frequenzen
Bei tiefen Frequenzen sind die Wellenldngen grof8 gegen die Abmes-

sungen einer Einheitszelle der periodischen Struktur. Im reziproken
Raum heifit dies

<<

! 1+ 0. (5.2.1)
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Das Medium kann in diesem Fall als ndherungsweise homogen ange-
sehen und mit effektiven Moduln beschrieben werden (Stichwort: Ho-
mogenisierung [5.11-12]). Obwohl lokale Isotropie vorausgesetzt wur-
de, ist die Wellenausbreitung im allgemeinen anisotrop, wobei die Art
der Anisotropie durch die Symmetrieeigenschaften der periodischen
Struktur bestimmt wird.

Die hier verfolgte Naherung beschrankt sich auf Blochwellen mit
frequenzunabhangiger, moglicherweise aber richtungsabhéngiger Aus-
breitungsgeschwindigkeit:

w(k) = c(?)k, k = ke (5.2.2)

(e: Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung). Biegewellen, fiir die
o~ k? gilt, treten daher nur mit dem trivialen Wert ¢ = 0 in Erscheinung.
Mit der Vernachldssigung (5.2.1) werden die Matrizen V des Glei-
chungssystems (5.1.12) zu

Ve = K[l + (2 + 1y )22,

Vou = K8 -G,I+4.¢G, +u.G a] (n#0), (523)

Ve = 1.6, -G I+ GG, +p_G,G, (nz0=1)

Angesichts der k-Abhingigkeiten dieser Matrizen kénnen die zu K
proportionalen Terme «?p,_in (5.1.12) mit der Ausnahme ! = n =0 ver-
nachléssigt werden: Im Grenzfall tiefer Frequenzen ist fiir die Polarisa-
tionsfunktion einer Blochwelle nur die mittlere Massendichte von Be-
deutung, nicht aber die rdumliche Verteilung der Masse. Das Glei-
chungssystem (5.1.12) vereinfacht sich zu

[a’zpo -V ] Po = ZZOH * Pn (1=0)

nz0

- - (5.2.4)
Vi - Po = ZZh *Pn (l # 0)'

na0
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Die Losungen p, konnen beliebig normiert werden. Diese Freiheit sei
in der Weise genutzt, daf der Betrag der mittleren Polarisation #, von
der Frequenz und damit von der Wellenzahl k unabhiingig und z.B.
auf die Langeneinheit normiert wird. Damit nun in (5.2.4) alle Terme
einer Gleichung proportional zur gleichen Potenz von k sind, miissen
diec?et;ﬁge der p, fiir n# 0 proportional zu k sein. Dies 148t sich expli-
zit dur

P = ks, - Py (n20)  (525)

ausdriicken. Nach einigen mathematischen Uberlegungen [5.10, S. 20~
21] kommt man schlieflich zu dem Gleichungssystem

[Poczl 4 ZQOn‘ §n] b0 =0, (5.2.6)

n#0

~Uip = ), Ui * S (1+0) (52.7)

n=0

dessen Losungen nur noch von der Ausbreitungsrichtung €, aber nicht
mehr von der Wellenzahl k abhéngen. Die Matrizen s,, mit denen nach
(5.2.5) die Polarisationsfunktion erzeugt werden kann, sind unabhin-
gig vom Eigenwert ¢, also fiir die im dreidimensionalen Medium zu
erwartenden drei Ausbreitungsgeschwindigkeiten und Eigenvektoren
" P, gleich. Die Gleichungen (5.2.7) werden in der Regel iterativ gelost
(siehe [5.8-10]); die anschlieende Bewiltigung der Eigenwertgleichung
(5.2.6) ist vergleichsweise einfach und erfordert , schlimmstenfalls” die
Wurzeln einer Gleichung dritten Grades.

Aufgrund der vorstehenden Ausfithrungen besitzt die tieffrequen-
te Naherung fiir die Polarisationsfunktion die Form

Be(F) = Bo(8) + ikg(&; 7) (5.2.8)

mit den von k unabhingigen Funktionen p, und 4. Letztere sei als
~Modulationsfunktion” bezeichnet, weil sie die Ortsabhéngigkeit ent-
halt, mit der die ebene Welle moduliert wird (siehe Gl. (5.1.1-2)). Wenn
wie in allen Beispielen dieses Kapitels Inversionssymmetrie vorliegt,
sind p, und die Modulationsfunktion reelle Gré8en (vgl. Gl. (5.1.19));
daher die Einfiihrung der imagindren Einheit in die Definition (5.2.8).

Die folgenden Gleichungen (5.2.9-14) gelten fiir ungeddmpfte
Blochwellen in inversionssymmetrischen periodischen Medien im
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Grenzfall tiefer Frequenzen. Aus den Symmetrien der Matrizen v, und
(5.2.7) ergibt sich

S_.n = ~Su, ﬁ—u = —ﬁu (n # 0)' (5'2'9)

wodurch der k-abhingige Teil der Polarisationsfunktion imaginar und
die Modulationsfunktion in der Tat reell wird:

§(F) = Eaii,. sin(G, - 7), P, = ki, (5.2.10)
(Die Summanden sind gerade Funktionen von ; es geniigt daher, tiber
eine Hilfte der reziproken Gitterpunkte zu summieren und das Ergeb-
nis zu verdoppeln. Man beachte, daf die Fourier-Koeffizienten von §(7)
fiir die komplexe Fourier-Reihe (5.1.8) —ig, heiflen!) Der Zeitmittelwert
der Energiedichte und die Intensitit sind gegeben durch

2

I

w kz{pczﬁ,lz + MEp, +V-§)

(5.2.11)

+u[ Lﬂo (¢ po Z(VZI. +2€p,) - (V‘?)s] }'

I = ';'kz{(;l +p) (E'ﬁo)ﬁo + ”lﬁora

(5.2.12)
+A(V-§)p, + Zp(vﬁ)' ' ﬁo}

Die raumlichen Mittelwerte iiber eine Einheitszelle lauten:
1 - o il 2
@ = 2R{oBf + (3o + ) €7 + ulpd

+22 Am(€70) (ém . qm) +2p,,(€7,) - '(Cmqm)’

ma0

A ~(Cn 7) (G0 2 (5.2.13)

n#0

+2,u,._,,,(G,..‘?m) ( ,,q,.)}
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- c 2 o Nox o
(I = Ekz{ (A0 + 1) (€50 )P0 + ”lPore

+y 2.,,,(@,,, -ﬁm)ﬁo + me(émﬁm) By b.

m=0 S

} (5.2.14

Die Gleichungen (5.2.11-14) wurden erstmals in [5.13-14] in leicht ab-
gewandelter Schreibweise veréffentlicht. Dort bedeuten die 7, (m # 0)
die durch k dividierten Werte, die hier mit §, bezeichnet werden. An-
dere Unterschiede lassen sich leicht in Einklang bringen: Es ist gleich-
giiltig, ob in den Doppelsummen g, . oder u_, _ steht. Man braucht
lediglich den Summationsindex m durch -m zu ersetzen und
G,j, = G_,j_,, zu verwenden, um die Aquivalenz der Schreibweisen
zu erkennen. Im Grenzfall des homogenen Mediums kann die Uber-
einstimmung mit (5.1.28-29) gepriift werden.

Fiir die numerische Arbeit ist es von Vorteil, zu normierten Gréen
tiberzugehen. Dies geschieht hier analog zum Abschnitt 3.3 mit

Jo + 24ty = Py =G| = 1. (5.2.15)

Geschwindigkeitseinheit ist die Longitudinalwellengeschwindigkeit
eines homogenen Mediums mit den rdumlich gemittelten Materialda-
ten des periodischen Mediums. Liangeneinheit ist der Kehrwert der
Linge des kleinsten reziproken Gittervektors in 100-Richtung (= x-Rich-
tung). In den verwendeten Computerprogrammen wird aulerdem der
Betrag der mittleren Polarisation gleich eins gesetzt:

Iﬁolz = (5.2.16)

Um eine von der Wellenzahl k unabhingige Darstellung zu bekom-
men, wird in den folgenden Unterabschnitten die Intensitét auf ck?/2
und die Energiedichte auf k*/2 normiert.

5.2.1 Allgemeine L3sung fiir eindimensionale Medien

Im eindimensionalen Fall reduzieren sich alle Vektoren und Tensoren
auf Skalare, was die wesentlichen Gleichungen betréchtlich vereinfacht.
Mit der Normierung (5.2.16) lautet die Polarisationsfunktion
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p(r) = 1+ ikq(r). (5.2.17)

Zur Beschreibung der elastischen Eigenschaften gentigt ein einziger
Modul

{=A1+2u (5.2.18)

Die raumliche Variation von ¢ soll inversionssymmetrisch sein; g ist
daher eine reelle Funktion. Die Intensitit und das Zeitmittel der Ener-
giedichte ergeben sich damit zu

I(r) =¢(r1+q()]=1 (5.2.19)

w(r) = S{pne + gL+ a0} = }i{p(r)& + %} (5:2.20)

Da keine Energiequellen oder -senken beriicksichtigt werden, muf die
Intensitit wegen des Energieerhaltungssatzes raumlich konstant sein.
Die raumliche Variation von w,,, ist proportional zur Dichteverteilung
p(r). die von w,, umgekehrt proportional zur Steifeverteilung {(r).
Wie der raumliche Mittelwert der Modulationsfunktion verschwindet
auch der Mittelwert ihrer raumlichen Ableitung, welche mit 4°(r) be-
zeichnet wurde. Mit diesen beiden Aussagen folgt aus (5.2.19) unmit-
telbar

1 -1
I'= <;;-(;5> : (5.2.21)

(w) = %{cz +1, (52.22)

Nach dem Rayleighschen Prinzip (2.4.9) sind kinetischer und potenti-
eller Anteil gleich gro8. Daraus folgt schlieflich der analytische Aus-
druck fiir die Phasengeschwindigkeit

1\2
LY -



5.2 Niherung fiir tiefe Frequenzen 119

die zugleich Gruppengeschwindigkeit ist, weil keine Frequenzabhin-
gigkeit vorliegt. In der hier vorgenommenen Normierung ist

wy=(N=1=c" (5.2.24)

Es konnte der Gedanke aufkommen, da8 die Geschwindigkeit ¢ auch
durch Mittelung der Kehrwerte der lokalen Geschwindigkeiten Nary
d.h. durch Integration iber die Laufzeiten einer Welle, zu gewinnen
sei. Dies ist aber nicht korrekt; man erhilt so lediglich eine obere Gren-
ze:

Craufucit = L) 2 C.
<73> (5.2.25)

Diese iiber die Laufzeiten bestimmte mittlere Geschwindigkeit diirfte
erst bei Beteiligung hoherer Frequenzen, z.B. bei der Wellenfront einer
impulsférmigen Anregung, in Erscheinung treten.

Die Losung fiir 4(r) 1dt sich aus der Differentialgleichung (5.2.19)
durch unbestimmte Integration gewinnen:

d ’
q(r)=1If -CT:_) ot (5.2.26)

Die Integrationskonstante wird durch die Forderung (g(r)) = 0 festge-
legt. Im Zusammenhang mit Gl. (5.1.23) wurde gezeigt, dal die Modu-
lationsfunktion eine ungerade Funktion von r ist, d.h. da8 obige For-
derung auch durch ¢(0) = 0 ersetzt werden kann, wenn man g(r) fiir die
Einheitszelle am Koordinatenursprung ausrechnet. Die analytischen
Losungen (5.2.20-24,26) wurden erstmals in [5.15] angegeben.

5.2.2 Eindimensionale Beispiele

Zur Veranschaulichung der Ergebnisse des vorigen Abschnitts seien
zwei einfache Beispiele ausgewihlt. Das erste mit stiickweise konstan-
tem elastischen Modul {(r) ist schon frither analytisch behandelt wor-
den, indem die Ansitze fiir Verschiebungen und Spannungen an den
Grenzen zwischen den in sich homogenen Materialstiicken aneinan-
der angepafit wurden (Stichwort: geschichtete Medien [5.16]). Be-
schrinkt man sich auf die periodische Aneinanderreihung von zwei
verschiedenen Materialstiicken mit einem Modulunterschied
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(=L =4>0 (5.2.27)

und einem relativen Lingenanteil w des Materials A mit der gréeren
Steife kann die Geschwindigkeit aus

:_(1-wA)[1+(1- w)4]

1+(1-2w)4A (5.2.28)
ausgerechnet werden [5.10]. Da der Mittelwert von {(r) > 0 auf eins
normiert ist, gilt die Einschrankung

1

0<A<—. (5.2.29)
w

Abb. 5.1 zeigt das ,Modulprofil” {(r) und die Modulationsfunktion
4(r) in einer Einheitszelle fiirden Fallw =2/3, 4 =6/5. Wie aus (5.2.26)
zu abzulesen, setzt sich g(r) aus Geradenstiicken zusammen. Die Ge-
schwindigkeit betrdgt ungefahr 0.683, ist also kleiner als der Wert 1,
der sich fiir ein durchgehend homogenes Medium mit der mittleren
Steife {, =1 ergibt.

Abb.5.1:  Steife {{r) und Modulationsfunktion 4(r) bei einem Anteil w = 2/3 des
steiferen Materials und einem Steifeunterschied A = 6/5.
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In Abb. 5.2 ist der rdumliche Verlauf des Verschiebungsfelds

u(r,t) = cos(kr - t) - kq(r)sin(kr - ot)

(5.2.30)
= cos[k(r +q(r)) - wt]

(phasenmodulierte Welle!) fiir zwei Zeiten, die ein Viertel der Periode
T auseinanderliegen, auf der Strecke von zehn Einheitszellen einge-
zeichnet (Wellenzahl k = 0.1). Die Welle verlduft in Bereichen geringer
Steife i.a. steiler als in Bereichen grofler Steife. Wie zu erwarten, ist also
die Verzerrung ¢ = ¥’ in den weicheren Bereichen grofler als in den
harteren. (Durchlafi- und Sperrbédnder von geschichteten Medien wer-
den in [Z.12] untersucht.)

Variiert die Steife kontinuierlich, ist die Lésungsmethode fiir stiick-
weise konstante Steife nicht mehr anwendbar, es sei denn man wiirde
im Sinne eines Grenziibergangs unendlich viele Teilstiicke betrachten.
Hingegen a3t sich mit der aligemeinen Lésung des vorigen Abschnitts
in einfachen Fillen sogar ein explizit analytisches Ergebnis erzielen.

-
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Abb.52:  Verschiebungsfeld u(r,f) nach (5.2.30) mit der Wellenzahl k = 0.1 zu ver-
schiedenen Zeiten ¢ fiir die Steifevariation {(r) aus Abb. 5.1.
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Liegt beispielsweise eine sinusformige Variation
{(r) =1+2f cosr (5.2.31)

vor, folgt fiir die Geschwindigkeit

c=41-(22) (5.2.32)

und fiir die Modulationsfunktion
— 1= 24'1 L _

Mit¢, = 0.45 (Abb. 5.3-4) wird ¢ = 0.660. Der raumliche Verlauf der L5-
sungen unterscheidet sich von den Ergebnissen des vorigen Beispiels
vor allem durch das Fehlen von ,,Ecken” (Unstetigkeiten in den rdum-
lichen Ableitungen). Ansonsten herrscht qualitative Ubereinstimmung.
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Abb.53:  Sinusformige Steife {[r) nach (5.2.31) mit {, = 0.45 und Modulations-
funktion q(r) nach (5.2.33).
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Abb.5.4:  Verschiebungsfeld u(r,t) nach (5.2.30) mit der Wellenzahl k = 0.1 zu ver-
schiedenen Zeiten ¢ fiir die Steifevariation {(r) aus Abb. 5.3.

5.2.3 Zweidimensionales Beispiel

Fiir Medien, die in zwei oder drei Dimensionen rdumlich periodisch
sind, scheint es bislang keine nicht-trivialen analytischen Lésungen zu
geben. Da die Intensitdt raumlich nicht konstant zu sein braucht, fiihrt
die Anwendung des Energieerhaltungssatzes nicht mehr auf elegante
Weise zur Losung, wie dies im eindimensionalen Medium der Fall war.
Die Divergenz der Intensitidt muf$ lokal verschwinden (siehe (2.1.14)).
Mit dieser Bedingung analytisch zu einer Losung zu gelangen, ist an-
gesichts der komplizierten Abhéngigkeit der Intensitit von der Polari-
sationsfunktion (siehe (5.1.27) und ( 5.2.12)) ziemlich schwierig, wenn
nicht hoffnungslos. Vorldufig jedenfalls ist man auf numerische Me-
thoden angewiesen, was in der Regel mit Problemen bei Konvergenz
und Rechenleistung verbunden ist.

Die von Sheng und Tao [5.8-9] entwickelte Methode konvergiert
nicht immer [5.10], stellte sich aber fiir das folgende Beispiel eines ,,Loch-
blechs” (Abb. 5.5) als brauchbar heraus. Die Seitenlinge des quadrati-
schen Lochs im Zentrum der Einheitszelle ist ein Drittel der Seitenlan-
ge der Einheitszelle. Diese Struktur wurde in [5.8] als Ausgangsstadi-
um bei der Erzeugung des fraktalen Sierpinski-Teppichs behandelt. Es
ergeben sich zwei Moden als Losungen, wobei die erste mit der niedri-
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Abb.55:  Ausschnitt aus einem zweidimensionalen Medium aus isotropem Ma-
terial mit periodisch angeordneten quadratischen Lochern (,, Lochblech”).

geren Geschwindigkeit vorwiegend transversal, die zweite vorwiegend
longitudinal polarisiert ist.

Die Rechnung wurde fiir eine Poisson-Zahl von 1/6 durchgefiihrt
und ergibt eine relativ kleine Anisotropie der Geschwindigkeiten [5.10,
Gl. (143-147)]. Die in (5.2.8) definierte Modulationsfunktion errechnet
sich als Produkt aus einer Matrizensumme und dem Vektor der mittle-
ren Polarisation:

4(r) = { Y. s sin(G, - 7) } o (5.2.34)

nz0

Entsprechend zu (5.2.30) erhilt man fiir das Verschiebungsfeld in reel-
ler Schreibweise

(7, t) = p, cos(k¥ - ot) - kj(F) sin(k 7 - ot), (5.2.35)

Eine Darstellung als phasenmodulierte Welle ist im zwei- oder dreidi-
mensionalen Fall nicht mehr méglich.
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Mit Abb. 5.6-7 wird fiir verschiedene Ausbreitungsrichtungen eine
graphische Veranschaulichung von Modulationsfunktion und Verschie-
bungsfeld versucht. Dies geschieht in Abb. 5.6 dadurch, da8 die Mo-
dulationsfunktion als Verschiebungsfeld interpretiert und die daraus
resultierende Verzerrung der Einheitszelle (Verzerrung der 2 x 4 Netz-
linien) dargestellt wird. Auf eine eingehende Erorterung dieser Ver-
zerrungen kann hier verzichtet werden. Es mag geniigen darauf hin-
zuweisen, daf} sich die rdumliche Periodizitidt der Modulationsfunkti-
on deutlich abzeichnet und ihr Einflu8 in der Ndhe des Lochs am gréf3-
ten ist. Fiir Abb. 5.7, die die tatsidchliche Verzerrung der Einheitszelle
zeigen soll, mufite eine Wellenzahl gewihlt werden, die die Vorausset-
zung (5.2.1) tiefer Frequenzen erheblich verletzt (k = 0.5), andernfalls
wiren die Unterschiede zum homogenen Medium kaum zu erkennen
gewesen. Die Abbildung kann daher lediglich eine qualitative Aussa-
ge vermitteln. Beim homogenen Medium wiren bei Mode 1 (Scher-
welle) die von oben nach unten verlaufenden Netzlinien vertikale Ge-
radenstiicke, die von links nach rechts laufenden Netzlinien sinusfér-
mig; bei Mode 2 (Kompressionswelle) wiren simtliche Netzlinien ho-
rizontale oder vertikale Geraden, nur die Abstinde zwischen den ver-
tikalen Netzlinien wiirden durch die Verzerrung verindert (t = T/4:
Dilatation; t = 3T /4: Kompression). Die Abweichungen von diesem Ver-
halten sind, wie zu erwarten, besonders in der Ndhe des Lochs zu be-
obachten; dort ist das Medium effektiv weicher und nachgiebiger.

Die folgenden Abb. 5.8-9 mit den zugehérigen Energie- und Inten-
sitdtsverteilungen aus [5.13-14] diirften die ersten dieser Art sein. In
Abb. 5.8 sind aufler den Intensititen (Pfeile) die zeitlich gemittelten
Energiedichten als Kreise dargestellt, und zwar ist der Radius des in-
neren Kreises proportional zum kinetischen Anteil, der des dufieren
Kreises proportional zur gesamten Energiedichte. Man sieht deutlich,
daB die Gesamtenergiedichte inhomogen verteilt ist, und zwar je nach
Mode in unterschiedlicher Weise. AuSerdem ist das Rayleighsche Prin-
zip lokal verletzt: Beispielsweise ist bei der Mode 2 die potentielle En-
ergiedichte am linken und rechten Rand des Lochs ziemlich klein oder
gar null, wihrend sie am oberen und unteren Rand vergleichsweise

B ist.
o Um einen besseren Eindruck vom zeitlich gemittelten Energiestrom
zu bekommen, sind in Abb. 5.9 die Intensititspfeile in hoherer raumli-
cher Auflésung und ohne die Energiedichten dargestellt. Beider ,schie-
fen” Ausbreitungsrichtung (22.5°) ist die raumlich gemittelte Intensi-
tit nicht mehr parallel zum Wellenvektor, wie dies auch bei homoge-
nen, aber anisotropen Medien der Fall ist (Abschnitt 4.1). In der Tat
148t sich bei tiefen Frequenzen dieses periodische, lokal isotrope Medi-
um durch ein homogenes, anisotropes Medium ersetzen, wenn nur
Mittelwerte iiber eine Einheitszelle verlangt werden. Mittlere Polarisa-
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¢ =45.0° ¢ =45.0°

Abb.5.6:  Verzerrung der Einheitszelle von Abb. 5.5 durch die Modulationsfunk-
tion (5.2.34) fiir verschiedene Richtungen ¢ des Wellenvektors.
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Abb.5.7:  Verzerrung der Einheitszelle von Abb. 5.5 nach (5.2.35) mit der Wellen-
zahl k = 0.5 zu verschiedenen Zeiten ¢ bei Ausbreitung in x-Richtung

(¢ =0°, d.h. nach rechts).
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Abb.5.8: Intensititen (Pfeile) und zeitlich gemittelte Energiedichten (Kreise; Ra-
dius eines inneren Kreises proportional zur kinetischen Energiedichte,
Radius eines dufleren Kreises proportional zur gesamten Energiedich-
te) in einer Einheitszelle der periodischen Struktur von Abb. 5.5.

tion, mittlere Intensitatsrichtung und Verhiltnis von Gruppen- zu Pha-
sengeschwindigkeit beider Moden stimmen in diesem Fall sehr gut mit
den in Abschnitt 4.1 berechneten Werten fiir das homogenisierte Medi-
um iiberein (siehe Tab. 4.1). Die Abweichungen betragen bei den In-
tensitédtsrichtungen hochstens 0.1°, bei den Geschwindigkeitsverhalt-
nissen weniger als 1%. Der Unterschied bei den Polarisationen von
knapp 1.4° ist wohl deshalb etwas grofler, weil bei der Rechnung fiirs
periodische Medium keine Extrapolation [5.10] vorgenommen wurde.

Die , Flulinienbilder” beider Moden sind sehr unterschiedlich:
Wihrend sich bei der vorwiegend transversalen Mode 1 der Energie-
strom ,,geschmeidig” dem Hindernis anpaft und auf geschwungenen
Pfaden um das Loch herumfliefit, ist er bei der vorwiegend longitudi-
nalen Mode 2 ziemlich ,starr”, geradlinig und dort schwicher, wo er
auf das Loch auftrifft.

Mit Bildern dieser Art kann studiert werden, wie die Energiedich-
ten verteilt sind, wie Kérperschallenergie um Locher herumfliefSt und
wie sie sich bei sonstigen Verdinderungen der lokalen Materialparame-
ter verhilt. Das ist besonders dann von Interesse, wenn es darum geht,
Schallenergie zu fokussieren, zu verteilen oder in bestimmte Richtun-
gen zu lenken. Wird zusitzlich die Materialdimpfung beriicksichtigt,
kann versucht werden, durch gezielte Materialauswahl und Struktur-
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Abb.59:  Intensititen fiir verschiedene Ausbreitungsrichtungen (Winkel des Wel-
lenvektors k:0°,22.5°,45°). Bei ,,schiefer” Ausbreitungsrichtung (22.5°)
sind k und die mittlere Intensitat (I ) nicht mehr parallel.
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gebung Kérperschall moglichst wirksam zu vernichten oder moglichst
verlustfrei von einem Ort zum andern zu leiten. Inwieweit dabei Aku-
stikertrdume verwirklicht werden kénnen, muf8 an dieser Stelle offen
gelassen werden. An dem gerechneten Beispiel allein lassen sich Mog-
lichkeiten und Grenzen der ,Schallsteuerung” durch periodisch struk-
turierte Medien nicht erkennen. Man darf aber annehmen, daf8 der Ein-
fluf der Inhomogenitit mit zunehmender Frequenz anwiichst, vor al-
lem wenn die Blochwellenlidnge schlieflich in die Gréfenordnung der
Einheitszelle kommt und Sperrbander auftreten kénnen. (Als Beispiel
fiir einen experimentellen Nachweis dieses fiir periodische Medien ty-
pischen Merkmals seien die Messungen an einer gemauerten Wand
aus Kalksand-Lochsteinen [5.17] genannt.) Die bislang noch ausstehen-
den Rechnungen bei héheren Frequenzen werden aus diesem Grunde
mit Ungeduld erwartet. Eine Ubersicht iiber die Strukturen, die der-
zeit mit einem Pascal-Programm des Verfassers im Grenzfall tiefer Fre-
quenzen berechenbar sind, findet man in [5.10, Abb. 21].

5.3 Grundgleichungen fiir beliebige Anisotropie

Ausgehend von der allgemeinen Bewegungsgleichung (2.1.11) fiir ein
beliebig inhomogenes Medium mit beliebiger lokaler Anisotropie lafit
sich das Problem der Wellenausbreitung in periodischen Medien in ein
Standard-Eigenwertproblem umwandeln. Dazu bedarf es eines klei-
nen Kunstgriffs, nimlich der Division (2.1.11) durch die Massendichte
p(7) # 0; auBerdem wird ein harmonischer Zeitverlauf mit der Fre-
quenz @ vorausgesetzt.

mzu,. + p-l[C'.’Huk',j + Ci),”,juk',] =0. (5.3.1)

Es schlie8t sich die Fourier-Transformation der rdumlich verinderli-
chen Materialeigenschaften an, wobei die Fourier-Komponenten der
reziproken Massendichte mit 5' bezeichnet werden. Die Indizierung
der Fourier-Komponenten erfolgt hier mit hochgestellten Indizes, da-
mit sie bei den Matrixelementen von C nicht mit den tiefgestellten kar-
tesischen Indizes ins Gehege kommen. Durch Fettdruck soll der Vek-
torcharakter betont und eine Verwechslung mit Exponenten vermie-
den werden:

o+ 3, expli (C' + G*)-7|#' Cafuy +iGMu] = 0. (532



5.3 Grundgleichungen fiir beliebige Anisotropie 131

Setzt man fiir den Verschiebungsvektor die Blochwelle
U =.p exp[i (£ +¢)-7| (5.3.3)

an, ergibt sich nach Multiplikation mit exp[—i(E + é"’) - F]

b {w’p," exp[ié"""’-'r’]

. , (5.3.4)
-LG‘: exp[iG””'""" -F] [a'c,;',;,(k, +Gr)(k, + c;**)p;]} =0.

Integration tiber eine Einheitszelle vereinfacht diese Gleichung zu

wzp,-'" = Z 6l+n¢+n,u' -’C:];I(kl + G;') (k] o+ GJ!'H')p:' (5.3.5)

Lom,n

Die Ausfiihrung der Summe {iber I bewirkt, daB das Kronecker-é weg-
fallt und I durchn’ — (m + n) ersetzt wird:

wpl = X P Culk + )k, + G ok (5:36)

Durch Umsummierung und Umbenennung von Indizes gelangt man
schieflich zur gewohnten Form eines Eigenwertproblems,

opf = 3, 5"Ci'(l + Gl) &+ Gk (537)

dessen Eigenwerte ®’ und Eigenvektoren p] mit Standardverfahren
bestimmt werden k&nnen.
Mit

Cpy = A"8,5, + 1™(8:8; + 8,55) (53.8)

erhilt man den lokal isotropen Fall, bei dem auf der rechten Seite nicht
mehr iiber drei kartesische Indizes, sondern nur noch tiber einen zu
summieren ist:
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o = 35 [k + G)) (K +Gr)

Lm

+u(k +G)){k, +G7)]p; (5.3.9)

+u™(k; + G}k + G)pi}-

Diese Gleichung wurde 1992 von Sigalas und Economou angegeben
und fiir periodische Einbettungen homogener Kugeln in einem homo-
genen Medium mit abweichenden Materialeigenschaften ausgewertet
[Z.13]. Untersucht wurden vor allem Bandstrukturen, insbesondere das
Auftreten von Bandliicken (Sperrbindern), jedoch keine Energiedich-
ten oder Intensitdten. Braga und Herrmann [Z.14] behandelten aus-
fiihrlich die Wellenausbreitung in periodisch geschichteten Medien, die
aus homogenen, elastisch anisotropen Schichten bestehen. Energeti-
sche Aspekte blieben aber auch hier unberticksichtigt.

Zur analytischen Behandlung des Grenzfalls tiefer Frequenzen ist
die anisotrope Verallgemeinerung von (5.1.12),

> {08, - Cli(k; + G}) (k + G} pr =, (5.3.10)

besser geeignet als die Form (5.3.7). Das weitere Vorgehen entspricht
dem in Abschnitt 5.2. Sollten bei der numerischen Durchfiihrung Kon-
vergenzprobleme auftreten, kann man moglicherweise auch durch di-
rekte numerische Lésung von (5.3.7) fiir einige geniigend kleine k-Werte
rasch zum Ziel gelangen.
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Strenggenommen ist die Struktur fast aller in Wirklichkeit vorkommen-
der fester Kérper nicht periodisch, da Periodizitit im mathematischen
Sinne eine unendliche Ausdehnung erfordert (wenn nicht ein ringfér-
miges oder sonstwie zyklisches Gebilde vorliegt). Oft ist jedoch der
Einfluf8 der Begrenzung aus verschiedenen Griinden, z.B. wegen aus-
reichend hoher Materialddimpfung, klein genug, um das fiir unendlich
ausgedehnte Medien charakteristische Verhalten auch in der Wirklich-
keit beobachten zu kénnen. Oder man ist in der Lage, durch Uberlage-
rung von Losungen fiir streng periodische Medien Lésungen fiir end-
liche Kérper zu gewinnen. Diese Méglichkeiten rechtfertigen aus der
Sicht der Anwendung die Bemiihungen des fiinften Kapitels.

In diesem sechsten Kapitel soll es nun weniger um Strukturen ge-
hen, deren Periodizitdt nur unvollkommen verwirklicht ist, sondern
vor allem um solche, bei denen eine rdumliche Wiederholung von ex-
akt gleichen Teilen iiberhaupt nicht oder nur in Grenzfillen vorkommt.
Um zu einer méglichst einfachen theoretischen Beschreibung zu ge-
langen, ist man wiederum gezwungen, die wirklichen Strukturen zu
idealisieren. Zum Studium der Wellenausbreitung unter Vernachlissi-
gung von Dampfungserscheinungen wird die Ausdehnung der Struk-
tur in wenigstens einer Raumrichtung als unendlich angenommen. Wie
im Falle periodischer Strukturen besteht in vielen Féllen die begriinde-
te Hoffnung, die theoretischen Ergebnisse im Experiment wiederzuer-
kennen. Die exemplarische Behandlung idealisierter Aufgaben besitzt
jedenfalls einen hohen wissenschaftlichen Stellenwert, selbst wenn eine
quantitative Ubereinstimmung von Theorie und Experiment nicht im-
mer gelingt und oft mit grofem Aufwand auf beiden Seiten verbun-
den ist. Da die komplexe Wirklichkeit nur sehr unvollkommen berech-
net werden kann, muf8 zunichst das grundsétzliche Versténdnis der
auftretenden Phianomene geférdert und vertieft werden, was vor al-
lem anhand einfacher Modellsituationen und mit Hilfe allgemeiner
physikalischer Gesetze, insbesondere mit dem Energieerhaltungssatz,
geschehen kann. Dabei sollte sich schliefllich herausstellen, welche
Merkmale der wirklichen Situation fiir die aktuelle Fragestellung we-
sentlich sind und welche ohne Schaden vernachléssigt oder vereinfacht
werden konnen. Auf diese Weise kann versucht werden, ein Modell
zu erstellen, das sowohl rechnerisch zu bewiltigen als auch realistisch
ist.

Entsprechend der Vielfalt akustisch relevanter Strukturen vom
Streichinstrument iiber Gebidude und Fahrzeuge bis zur Erdkruste gibt
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es inzwischen eine uniibersehbare Fiille von Literatur {iber Kérperschall
in inhomogenen und nicht-periodischen Medien. Die angewendeten
Methoden sind entsprechend vielféltig und kénnen hier nicht alle er-
wihnt oder gar besprochen werden. Eine eingehende energetische Be-
trachtung, sprich die Berechnung von Energiedichten und Intensita-
ten, ist meistens nicht erfolgt und sollte nachgeholt werden, wenn da-
von aufschluBreiche Ergebnisse zu erwarten sind.

Die Methode der Finiten Elemente (FEM) wird erst seit wenigen
Jahren zur Berechnung von akustischen Energien und Intensitéten be-
nutzt [6.1; 2.17], z.B. mit Hilfe eines Postprozessors , McPOW”, der die
Ergebnisse des bekannten FEM-Programms ,NASTRAN" verarbeitet
[6.2]. Ebenfalls fiir den Bereich tieferer Frequenzen geeignet ist die
~Wellenkopplungsmethode”, die fiir ebene Anordnungen von diinnen
Stiben von Rosenhouse programmiert [6.3-5] und vom Verfasser um
die Berechnung der energetischen GréfSen erganzt wurde [6.6]. Das Prin-
zip dieser Methode, das auch von anderen Autoren benutzt wird [6.7-
8], besteht darin, in jedem Stab hin- und herlaufende Longitudinal-
und Biegewellen (inklusive der Nahfelder) anzusetzen und ihre Am-
plituden durch Erfiillung der Randbedingungen an den Verbindungs-
punkten zwischen den Stiben zu bestimmen.

Bei hohen Frequenzen, bei denen diese beiden Methoden nicht mehr
anwendbar sind, greift man, wenn moglich, auf die Statistische Ener-
gieanalyse (SEA) zurtick [6.10; 2.13, Kap. V.8], die die Aufteilung der
gesamten Schwingungsenergie eines Systems auf die verschiedenen
Schwingungsformen und einzelnen Teile des Systems untersucht. Fahy
und White [6.11] diskutieren Giiltigkeit, Genauigkeit und Anwendbar-
keit dieser Methode im Hinblick auf die Korperschallintensitit. Ob-
wohl die SEA schon tiber dreifig Jahre lang vielfach angewendet wird,
gibt es bis heute kein allgemein anerkanntes Verfahren, um brauchba-
re statistische Vertrauensgrenzen (engl.: confidence limits) abzuschit-
zen. Es sollte deshalb verstirkt versucht werden, den Energiefluf ex-
perimentell zu bestimmen und so zuverldssigere Informationen iiber
die sogenannten Kopplungsverlustfaktoren zu gewinnen.

Die ebenfalls auf hohe Frequenzen beschrinkte Methode der Schall-
strahlverfolgung, die am Ende von Abschnitt 4.1 kurz angesprochen
wurde, gelangt auch bei inhomogenen Medien zur Anwendung, ins-
besondere wenn diese stiickweise homogen sind. Damit kénnen bei-
spielsweise Ultraschalltransmissionsverluste in polykristallinen Mate-
rialien in Abhéngigkeit von der Korngroe und Anisotropie untersucht
werden [6.53].

Die folgenden Abschnitte 6.1 und 6.2 enthalten einige Bemerkun-
gen zu inhomogenen, nicht-periodischen Medien mit Strukturen, die
jeweils in gewissem Sinne einfach und daher einer Berechnung am
ehesten zuginglich sind. Die erste Gruppe von Strukturen bilden die



6.1 Geschichtete Medien 135

~geschichteten Medien”, die aus homogenen, isotropen oder anisotro-
pen Platten konstanter Dicke und unendlicher Ausdehnung zusam-
mengefiigt sind. Die Materialeigenschaften sind also stiickweise kon-
stant und nur von der Koordinate lings der Schichtennormale abhin-
gig. Diese einfache Gesetzmifigkeit gestattet analytische Losungen in
zahlreichen Fallen. Die zweite Gruppe der sogenannten ,,ungeordne-
ten Medien” bildet einen Gegenpol zur ersten, indem die Materialei-
genschaften zwar ebenfalls stiickweise konstant sind, aber von samitli-
chen Raumkoordinaten in statistisch ungeordneter Weise abhzingen.
Die Information iiber die Materialverteilung ist also unvollstindi gund
erlaubt keine spezifischen Ergebnisse fiir den Einzelfall, sondern le-
diglich statistische Mittelwerte und Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Durch diese prinzipielle Einschrinkung wird die Berechnung unge-
ordneter Medien bis zu einem gewissen Grade einfach, insbesondere
dann, wenn die Hauptschwierigkeiten durch Mittelwertbildung besei-
tigt werden konnen. Im Gegensatz zur ersten Gruppe kommt man bei
der zweiten kaum ohne Niherungsmethoden und anspruchsvolle theo-
retische Hilfsmittel aus; sie ist daher weniger einfach in der Behand-
lung als die erste.

In beiden genannten Gruppen treten wichtige akustische Phino-
mene auf, die vom homogenen Medium her unbekannt sind. Beiden
Gruppen kommt auch in der praktischen Anwendung - sei es in der
Bau- oder Maschinenakustik, sei es in der Seismik ~ eine gro8e Bedeu-
tung zu. Die Folge ist eine groffe Anzahl von Verdffentlichungen, die
hier nicht systematisch aufgearbeitet, sondern nur stichprobenartig aus-
gewertet werden konnen. Die getroffene Auswahl spiegelt einerseits
den Stand der Forschung, andererseits die Kenntnisse und Interessen
des Verfassers wider und beansprucht keine Ausgewogenheit. Glei-
ches gilt fiir die Beschrankung auf geschichtete und ungeordnete Me-
dien. Die Akustik beispielsweise in quasikristallinen [6.12-13] oder
fraktalen [6.14; 5.8] Strukturen ist sicherlich ein reizvolles Arbeitsge-
biet, das sich mit einiger Wahrscheinlichkeit auch einmal in der prakti-
schen Anwendung auswirken wird. Die Behandlung dieser exotischen
Strukturen verbietet sich aber im Rahmen dieses Buches allein schon
wegen der dazu notwendigen umfangreichen Darstellung der mathe-
matischen Beschreibung dieser Objekte.

6.1 Geschichtete Medien

Fiigt man zwei homogene Halbrdume mit verschiedenen Materialei-
genschaften zusammen, entsteht das einfachste Beispiel eines geschich-
teten Mediums. Wie bei der freien Oberfliche eines Festkorpers treten
Reflexionen an der Diskontinuitit der Materialeigenschaften auf. Eben-
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so gibt es Wellen, deren Amplitude exponentiell mit dem Abstand von
der Grenzfliche abnimmt (Stoneley-Wellen [2.6, S. 194]). Neu im Ver-
gleich zum homogenen Medium ist das Phinomen der Brechung, das
in den Lehrbiichern meistens zusammmen mit der Reflexion behan-
delt wird. Eine einfallende ebene Welle erzeugt in der Regel mehr als
eine gebrochene Welle. Die Winkel, unter denen die gebrochenen Wel-
len von der Grenzfliche weglaufen, werden wie fiir die reflektierten
Wellen am besten mit Hilfe der Langsamkeitsdiagramme fiir beide
Medien gewonnen [2.4, Kap. 9]. Diese Methode ist auch bei anisotro-
pen Medien anwendbar. Griindliche Studien fiir beliebige Anisotropie
beider Medien stehen mit [6.15; Z.15] zur Verfiigung. Sie betonen den
energetischen Aspekt des Problems und weisen unter anderem darauf
hin, daf3 der streifende Einfall einer Welle sinnvollerweise liber die Ener-
giestromrichtung und nicht iiber den Wellenvektor definiert werden
sollte. Grundsitzliche Schwierigkeiten treten sonst eigentlich kaum auf;
es sind wohl in erster Linie die zahlreichen Sonderfille und kritischen
Winkel, die den Uberblick im konkreten Beispiel erschweren kénnen.
Beziiglich der Intensitdten der sich {iberlagernden gebrochenen Wel-
len gelten sinngemdf die Ausfithrungen des Abschnitts 3.2 fiir die
Uberlagerung von einfallender Welle und reflektierten Wellen.

Unnétige Verwirrung wird durch die verkehrte Begriffsbildung
»innere konische Brechung” (engl.: internal conical refraction) gestiftet
[4.5]. Gemeint ist damit die Ausbreitung einer reinen Transversalwelle
lings einer Richtung, in der Entartung vorliegt und die Richtung der
Transversalschwingung durch Uberlagerung der beiden entarteten
Transversalmoden beliebig vorgegeben werden kann. Variiert man die
(lineare) Polarisation, beschreibt der Intensitdtsvektor einen Kegel um
die Ausbreitungsrichtung. Als Beispiele werden genannt die 111-Rich-
tung bei kubischer Symmetrie oder die 001-Richtung bei trigonaler
Symmetrie [4.10]. Mit Brechung hat dieser Fall nichts zu tun, da er sich
vollstindig innerhalb eines homogenen Mediums abspielt. Waterman
[4.10] bemiiht sich, Energiestrom und Symmetrie in Einklang zu brin-
gen, unterliegt aber in seiner Schluweise dem Irrtum, da8 die Intensi-
titen der iiberlagerten entarteten Wellen additiv seien. Dies ist nach
Abschnitt 2.7 meistens nicht der Fall. Die der Symmetrie angepafite
Uberlagerung der beiden Moden besitzt eine elliptische oder zirkulare
Polarisation und einen Energiestrom in Ausbreitungsrichtung.

Bei der ,dufleren konischen Brechung” (engl.: external conical re-
fraction) [4.5] sind tatsdchlich zwei Medlen beteiligt: In einem aniso-
tropen Medium breite sich eine Uberlagerung von Wellen aus, deren
Wellenvektoren auf einem Kegel liegen und deren Intensititen alle
parallel zur Achse des Kegels sind. Trifft dieser Energiestrom senkrecht
auf eine Grenzflache zu einem isotropen Medium, entstehen dort zwei
Scharen von Intensitits- und Wellenvektoren, die jeweils auf einem
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Kegelmantel liegen, einer fiir die transversalen Wellen, der andere fiir
die longitudinalen.

Wenn man sich streng an die zugrundeliegende Rechnung hilt, die
ebene Wellen zum Gegenstand hat, findet weder bei der inneren noch
bei der duferen konischen Brechung tatsichlich eine kegelférmige Ener-
gieausbreitung von einem Punkt aus statt, da sich die zur jeweiligen
Kegelachse senkrechten Komponenten wegmitteln. Dies kann sich erst
dann dndern, wenn die einfallenden Wellen in ihrer seitlichen Ausdeh-
nung begrenzt sind, wenn also mit Kérperschallstrahlen gearbeitet
wird.

Als weitere einfache Struktur aus zwei verschiedenen Materialien
sei die auf einen Halbraum aufgebrachte Platte erwihnt. Falls beide
Materialien elastisch isotrop sind und die Transversalwellengeschwin-
digkeit im Halbraum gréBer als in der Platte ist, kénnen Oberflichen-
wellen auftreten, die rein transversal und horizontal (d.h. in der Plat-
tenebene) polarisiert sind. Der exponentielle Abfall mit dem Abstand
von der Oberfliche beginnt allerdings erst im Halbraum; die Platte stellt
gewissermaflen die Oberfliche des Halbraums dar. Diese Wellen, die
vor allem in der Seismik eine Rolle spielen, werden Love-Wellen [2.6,
S.218] genannt. Ahnlich den Wellen in freien Platten sind sie dispersiv,
und aufler der Grundmode gibt es auch héhere Moden. Energiedich-
ten und Intensititen von Love-Wellen lassen sich nach dem Schema
von Abschnitt 3.3 analytisch berechnen.

Bei rdumlich begrenzter Anregung der Oberfliche eines solchen
Halbraums mit einer oder mehreren plattenférmigen Schichten kén-
nen sich bemerkenswerte Energiestromlinienmuster ausbilden [Z.16;
Z.17]. Es gibt einerseits geschlossene Stromlinien, also Intensititswir-
bel, in deren Zentrum die Energiestromdichte verschwindet, anderer-
seits Stomlinien, die anndhernd parallel zur Oberfliche verlaufen und
Energie zuriick in Richtung zur Anregestelle transportieren. Letztere
werfen die Frage auf, ob die Energie aus dem Unendlichen kommt oder
ob eine solche Stromlinie Teil eines sehr groflen geschlossenen Um-
laufs ist. Die Autoren [Z.17] stellen fest, daf es wie bei einer freien Plat-
te im Vakuum Moden gibt, die bei bestimmten Frequenzen negative
Gruppengeschwindigkeiten besitzen. Resonanzartige Anregung fiihrt
zu starkem Riickwirtsfluf entlang der Grenzflichen zwischen den
Schichten. Eine iiberzeugende anschauliche Erldrung der energetischen
Vorginge steht noch aus.

Mit zunehmender Komplexitit der Strukturen verstérkt sich die
Neigung, zu numerischen Methoden zu greifen. Einen Uberblick iiber
verschiedene Ansitze zur Behandlung von geschichteten Platten und
die entsprechenden FEM-Modellierungen gibt Reddy [6.16]. Mit etwas
Geschick lassen sich aber viele solcher Strukturen noch weitgehend
analytisch bewiltigen, wie dies Nayfeh [6.17] vor kurzem bewiesen
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hat. Er betrachtet eine aus endlich vielen Schichten aufgebaute Platte,
die unterschiedlichen Randbedingungen (z.B. Kriftefreiheit an den
Oberfldachen) unterworfen oder periodisch fortgesetzt werden kann.
Jede Schicht darf sich ziemlich allgemein anisotrop, nimlich monoklin,
verhalten; die Orientierung der Symmetrieachsen ist nur dadurch be-
schrinkt, dag die nicht rechtwinkligen Seiten der Einheitszelle [5.2, S.
38] parallel zur Schichtung liegen miissen. Die Ausbreitungsrichtung
der gesuchten Wellenl6sung kann beliebig gewidhlt werden und unter-
liegt nicht der héufig anzutreffenden Einschriankung auf Richtungen
parallel oder senkrecht zur Schichtung. Nayfeh benutzt die bekannte,
auf Thomson [6.18] zuriickgehende Transfermatrix-Methode. In jeder
Schicht wird eine Uberlagerung von sechs ebenen Wellen mit unbe-
kannten Amplituden angesetzt. Die drei Komponenten des Verschie-
bungsvektors und die drei an den Grenzfldchen stetigen Komponen-
ten des Spannungstensors lassen sich zu einem sechsdimensionalen
Vektor zusammenfassen. So kann der lineare Zusammenhang zwischen
den fiir die Rechnung wesentlichen Groflen an benachbarten Grenzfla-
chen durch eine Matrix, die ,, Transfermatrix” fiir die Schicht zwischen
diesen Grenzflichen, beschrieben werden. Da der Sechser-Vektor an
den Grenzflachen stetig ist, gelangt man durch Multiplikation mit der
Transfermatrix der ndchsten Schicht zur nichsten Grenzflache. Die Ver-
kniipfung der Sechser-Vektoren an den beiden Oberflachen einer mehr-
schichtigen Platte wird somit in eleganter Weise durch das Produkt
der Transfermatrizen aller Schichten bewerkstelligt. Die Randbedin-
gungen an den Oberflichen fiihren schlieflich zu den Phasengeschwin-
digkeiten der Gesamtlosung. Alle gewiinschten Feldgréfen kénnen
dann fiir jeden Ort in der Platte berechnet werden. Dies gilt natiirlich
auch fiir Energiedichten und Intensititen.

Bei transienter punkt- oder linienférmiger Anregung des geschich-
teten Mediums, z.B. in der Seismik, ist die mit der Transfermatrix-Me-
thode gewonnene Losung nur von beschrianktem Nutzen. Im Prinzip
lassen sich durch Uberlagerung von solchen Lésungen auch Losungen
fiir die genannten Anregungsarten erzeugen. Wenn aber bei diesem
Vorgehen ein zu hoher Aufwand zu befiirchten ist, halte man besser
nach anderen Lésungsmethoden Ausschau. Eine effektive Methode zur
Berechnung des Wellenfeldes, das von einer impulsiven Punktquelle
in einem geschichteten anisotropen Medium abgestrahlt wird, hat van
der Hijden [6.19] ausgearbeitet. Die Grundgleichungen werden beziig-
lich der Zeit Laplace-transformiert und beziiglich der zur Schichtung
parallelen kartesischen Koordinaten Fourier-transformiert. Dann folgt
ein der Transfermatrix-Methode verwandter Matrixformalismus zur
Beriicksichtigung der Schichtung. Die Riicktransformation in den
Raum-Zeit-Bereich kann mit der Cagniard-de-Hoop-Methode (ge-
schickte Deformation des Integrationsweges in der komplexen Ebene;
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siehe auch [2.6, S. 298]) bewiltigt werden und liefert die Greensche
Funktion des Problems. Die Faltung mit dem Zeitverlauf der Anregung
liefert das gesuchte Wellenfeld, das sich als geeignete Uberlagerung
von verallgemeinerten Schallstrahlen auffassen 14£t.

Schallstrahlen sind eng mit dem Transport akustischer Energie ver-
kniipft und eignen sich gut fiir die Beschreibung akustischer Phino-
mene bei kurzen Wellenlingen und kurzzeitigen Stérungen. Unter
Umsténden geniigt dafiir eine ziemlich einfache Beschreibung, z.B.
wenn es um die Bestimmung von Laufzeiten geht. Lerche [6.20] be-
trachtet einen Knallsender und einen Empfinger, die sich in einigem
Abstand voneinander in gleicher Héhe iiber der Grenzfliche zwischen
zwei anisotropen Medien befinden, und untersucht die Laufzeitdiffe-
renz zwischen dem normal reflektierten Strahl und der durch das Auf-
treffen des Strahls an der Grenzfliche méglicherweise verursachten
Kopfwelle. (Zur Erzeugung von Kopfwellen siehe z.B. [2.6, S. 307].) In
giinstigen Fillen lassen sich durch solche Messungen anisotrope Schall-
geschwindigkeiten bestimmen.

Fiir andere Anwendungen wie die zerstrungsfreie Priifung von
faserverstirkten Materialien durch Ultraschallpulse wurde die in Ab-
schnitt 4.1 erwdahnte Methode von Norris [4.11] entwickelt, die auch
auf stiickweise homogene Medien anwendbar ist. Ihr Giiltigkeitsbe-
reich 14t sich sogar auf Medien mit kontinuierlich verdnderlichen Ei-
genschaften und auf schwach nichtlineare Effekte erweitern [6.21]. Der
Anwendung angepafit wird nicht mit ebenen Wellen gerechnet, son-
dern mit gaufSférmigen Wellenpaketen, die asymptotische Losungen
der Wellengleichung fiir hohe Frequenzen darstellen. Ein solches Wel-
lenpaket ist in allen drei Raumrichtungen von begrenzter Ausdehnung
und sein Zentrum bewegt sich im homogenen Material geradlinig mit
der Gruppengeschwindigkeit fort. Im Lauf der Zeit verbreitert sich das
Wellenpaket, im anisotropen Medium je nach Ausbreitungsrichtung
unterschiedlich stark. An Grenzflichen, die nicht eben zu sein brau-
chen und durch ihre lokale Tangenten und Kriimmungen charakteri-
siert werden, entstehen neue reflektierte und transmittierte Wellenpa-
kete, deren Parameter iiber die Reflexions- und Brechungsgesetze aus
denen des einfallenden Pakets berechnet werden konnen. Norris hat
den Energieinhalt eines solchen Pakets als Funktion seiner Parameter
nicht bestimmt, obwohl das nicht schwierig sein diirfte. Mit diesem
Zusammenhang konnte die Energieerhaltung bei Reflexion und Bre-
chung iiberpriift und die Energieaufteilung mit den Ergebnissen fiir
die ebenen Wellen (Abschnitte 3.2 und 4.2) verglichen werden.

Um den Lirm von Maschinen und technischen Anlagen zu verrin-
gern, werden oft mehrschichtige Platten verwendet, um Kérperschall
zu dimpfen. Die typische Ausfiihrung besteht aus einer metallischen
Grundplatte, auf die eine oder mehrere viskoelastische Schichten und
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eventuell eine wiederum metallische Deckplatte aufgebracht sind.
Hiufig sind die auftretenden Korperschallwellenldngen grof8 gegen-
iiber den Schichtdicken, so daf8 die niederfrequenten Ndherungen fiir
die Plattenwellen benutzt werden konnen. Wie man Verlustfaktoren
solcher mehrschichtiger Platten recht zuverldssig vorhersagen kann,
wird im Abschnitt I11.6 von {2.13] erldutert. Der Verlustfaktor fiir Bie-
gewellen ist typischerweise zehnmal so groff wie jener fiir Longitudi-
nalwellen.

Einige weitere Literaturhinweise mégen die Ausfiihrungen zum
Thema geschichtete Medien abschliefen. Mit den Monografien [6.22-
24] stehen kompakte Informationsquellen zur Verfiigung. Skelton und
James [6.54] berechnen das Fernfeld, das von einer ebenen Anordnung
anisotroper Schichten bei verschiedenen Arten der Anregung (Punkt-
krifte, akustische Monopole, ebene Wellen) abgestrahlt wird, sowie
Reflexions- und Transmissionskoeffizienten fiir ebene Wellen. Als Uber-
leitung zum folgenden Abschnitt {iber ungeordnete Medien sei die
Arbeit [6.25] zitiert, die sich mit der Statistik der Wellenausbreitung in
zufillig geschichteten Medien befaft: Eine analytische Untersuchung,
die sich einer Transfermatrix-Methode bedient, wird durch Computer-
Simulationen erganzt.

6.2 Ungeordnete Medien

Im Januar 1991 erschien die erste Nummer einer neuen Zeitschrift mit
dem Titel ,,Waves in Random Media”. Sie soll den interdisziplindren
Informationsaustausch zu Phinomenen und Problemen férdern, die
Wellen in ungeordneten Medien betreffen und in mehr oder minder
dhnlicher Form in den verschiedensten Forschungsgebieten auftreten.
Angesichts der mannigfachen wechselseitigen Befruchtung der klassi-
schen Gebiete Akustik, Elektrodynamik und Quantenmechanik in der
Vergangenheit kann diese Zielsetzung nur begriift werden. Die , Dif-
fusionszeit”, die eine Erkenntnis braucht, um den Weg von ihrer ur-
spriinglichen Disziplin zu einer gewinnbringenden Wirkung in einer
anderen zuriickzulegen, konnte sich dadurch wesentlich verkiirzen.
(Bis das in der Festkorperphysik entdeckte Phanomen der Anderson-
Lokalisierung in der Akustik untersucht wurde, vergingen mehr als
zwanzig Jahre)

Das Erscheinen einer neuen Zeitschrift bedeutet aber auch, daf8 ein
Wissensgebiet aktuell ist und durch eine wachsende Anzahl von Bei-
tragen bereichert zu werden verspricht. Die Biindelung von Informa-
tionen in einer Zeitschrift kann den immer schwieriger werdenden
Uberblick bewahren helfen. Die folgenden Bemerkungen versuchen
einige wichtige Stichworter aus der Akustik ungeordneter Medien ver-
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standlich zu machen, um dadurch den Zugang zu dieser manchem
Akustiker doch wenig vertrauten Materie zu erleichtern.

Als typischer Vertreter eines ungeordneten Mediums dient oft ein
Festkorper, der aus einem homogenen Medium besteht (vielfach als
Matrix bezeichnet), in das viele (homogene) , Kérner” aus einem ande-
ren Material in unregelmifliger Weise eingelagert sind, z.B. Bor in Alu-
minium [2.9, S. 210]. Die einfachste Methode, die Wellenausbreitung in
solchen inhomogenen Medien niherungsweise zu behandeln, besteht
darin, das Medium ,effektiv” als homogen mit ,effektiven Materialei-
genschaften” anzusehen, die aus den tatsichlichen Materialeigenschaf-
ten der Bestandteile (Dichte, elastische Konstanten, Dimpfungspara-
meter) bestimmt werden miissen. Zahlreiche , Theorien des effektiven
Mediums” (engl.: Effective Medium Theories) oder ~Homogenisie-
rungstechniken” wurden zu diesem Zwecke entwickelt.

Einen ersten Anhaltspunkt fiir die effektiven elastischen Moduln
eines ungeordneten Mediums gewinnt man durch obere und untere
Schranken, die sich durch eine raumliche Mittelung iiber die elasti-
schen Konstanten (Voigt-Mittelwerte) bzw. iiber die Komplianzen
(Reuss-Mittelwerte) ergeben [2.9, S. 200]. Diese Schranken sind leider
nur fiir kleinen Volumanteil der ,Kérner” und kleine Differenzen der
elastischen Eigenschaften von praktischer Bedeutung, weil sie sonst
zu weit auseinanderliegen. Demgegeniiber bieten die Hashin-Shtrik-
man-Schranken eine wesentlich engere EinschlieSung der exakten
Werte [2.9, 5. 202; 6.26-29]. Die Herleitung solcher Schranken beruht
auf der Anwendung von Variationsprinzipien.

Eines der wenigen Lehrbiicher, die sich mit Wellen in ungeordne-
ten Medien befassen, ist das von Beltzer [2.9, Kap. V). Darin wird auch
erldutert, wie man zu frequenzabhingigen Werten fiir die elastischen
Moduln gelangt. In einem linearen, kausalen und passiven Medium
zieht diese Frequenzabhingigkeit aufgrund der Kramers-Kronig-Re-
lationen einen Imagindrteil der elastischen Moduln nach sich: Selbst
wenn keine Energiedissipation angenommen wird, findet eine , Dimp-
fung”, etwa eine Amplitudenabnahme einer ebenen Welle, statt. Die
Ursache dieser Dampfung kann als Streuung der Welle an den , Kér-
nern” beschrieben werden. Energie, die nicht in Ausbreitungsrichtung
gestreut wird, geht der ebenen Welle verloren und fiihrt zur Dimp-
fung derselben.

Streutheorien mannigfacher Ausprigung stellen deswegen ein
wichtiges Handwerkszeug zur Berechnung von effektiven Moduln dar.
Von zentraler Bedeutung ist dabei der Begriff Streuquerschnitt: das
Verhiltnis zwischen am Streukérper gestreuter Intensitit und einfal-
lender Intensitit. Um zu analytischen Resultaten zu gelangen, verein-
facht man die Form des Streukorpers und betrachtet beispielsweise ein
kugelformiges ,Korn”. Die Berechnung von Energiedichten und In-
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tensititen fiir derartige idealisierte Situationen (vgl. auch Anhidnge
A und B) ist also nicht nur als Ubungsaufgabe ohne praktischen Nut-
zen einzuschitzen. Vielmehr kann mit einer ,statistischen Uberlage-
rung” solcher analytischer Losungen das schwierige Problem der Wel-
lenausbreitung in ungeordneten Medien niherungsweise behandelt
und im Hinblick auf allgemein giiltige Gesetzmifigkeiten erortert
werden.

Wie in der Optik und beim Luftschall findet man auch beim Kor-
perschall die fiir tiefe Frequenzen typische Rayleigh-Streuung und die
fiir hohe Frequenzen typische geometrische oder Mie-Streuung. Wenn
die Dichte der Streukorper gering ist, kann Mehrfachstreuung vernach-
lassigt werden. Gro8ere Dichten konnen schrittweise erzeugt werden,
indem zunichst eine geringe Dichte von Streukdrpern homgenisiert
und dann in dieses effektiv homogene Medium wiederum eine gerin-
ge Dichte von Streukorpern eingebaut wird. Bei infinitesimal kleinen
Iterationsschritten spricht man von einem differentiellen Schema [2.9,
S. 193] und gelangt zum gewtinschten Ergebnis durch Integration der
gekoppelten Differentialgleichungen fiir die effektiven Moduln als
Funktion des Volumenanteils der Streukérper.

Homogenisierungsmethoden werden nicht nur auf ungeordnete,
sondern auch auf periodisch inhomogene Medien angewendet [6.30-
31]. Dies geschieht auch deshalb, weil Medien, die in Wirklichkeit eine
vergleichsweise ungeordnete Struktur besitzen, in der Rechnung bis-
weilen durch geschickt gewihlte periodische Medien ersetzt werden
konnen, ohne daf8 sich dies schwerwiegend aufs Ergebnis auswirkt (vgl.
[6.55]). Bei fester Frequenz verringert sich der Einfluf der aufgezwun-
genen Periodizitit, wenn die Einheitszelle vergrofSert wird. Durch die-
se Mafinahme kann die Genauigkeit der Beschreibung eines ungeord-
neten Mediums mit Hilfe eines periodischen im Rahmen der verfiig-
baren Rechenkapazitit beliebig erh6ht werden.

Strukturelle Periodizitit bietet den Vorteil, da8 auch exakte Me-
thoden zur Homogenisierung herangezogen werden kénnen. Beim
~Lochblech” des Abschnitts 5.2.3 diente der Blochwellenformalismus
zur Bestimmung der effektiven Moduln eines dquivalenten homoge-
nen und anisotropen Mediums im Grenzfall tiefer Frequenzen. Alle
iiber eine Einheitszelle gemittelten Gréfen sind durch die Eigenschaf-
ten des effektiven Mediums festgelegt; lokale , Feinheiten” der Polari-
sation oder des Energiestroms um ein Loch herum sind selbstverstiand-
lich im Rahmen einer Theorie fiir effektive Medien nicht zu erfassen.

Die Tagungsbinde [5.11-12] fassen eine ganze Reihe von Beitrigen
zur Herleitung und Anwendung von Homogenisierungsmethoden
zusammen. Dabei entsteht keineswegs ein einheitliches Bild; die Fiille
der Themen und Darstellungsarten droht eher zu verwirren. Zum Gliick
gibt es Arbeiten, die sich hier um Klarung bemiihen. Vor dem Hinter-
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grund, daf$ verschiedene Theorien fiir ungeordnete Medien zu vollig
verschiedenen Ergebnissen gelangen konnen, stellt Sheng [6.32] die
Frage nach der Genauigkeit dieser Naherungen. Die Diskrepanzen seien
zum liberwiegenden Teil dadurch bedingt, da8 die Theorien von ver-
schiedenen Mikrostrukturen ausgehen. Es konnte gezeigt werden, daf8
es Theorien gibt, die fiir eine bestimmte Struktur exakte Ergebnisse
liefern. So ware eigentlich zu fragen, fiir welche Mikrostruktur eine
bestimmte Theorie exakt ist. Da die Anzahl verschiedener Theorien
begrenzt ist, kann nicht fiir jede beliebige Struktur ein exaktes Ergeb-
nis erwartet werden. Vielmehr ist zu folgern, daf bei diesen Niherun-
gen die Moglichkeiten zur Berticksichtigung wesentlicher Struktur-
merkmale unzureichend sind. Als Ausweg empfiehlt Sheng die oben
angesprochene Anndherung durch periodische Medien, die dann eine
(im Prinzip) exakte Behandlung erfahren.

An den approximativen Homogenisierungsmethoden wird jedoch
nach wie vor gearbeitet. Dafiir sprechen die bisher erzielten Erfolge
und vor allem der vergleichsweise bescheidene Rechenaufwand. Die
Frage nach der Genauigkeit, die Sheng nur unvollstindig beantwortet
hat, stellt sich dabei aufs neue. Einen Einblick in die fast leidenschaftli-
che Diskussion iiber Mingel, Anwendbarkeit und Giiltigkeitsbereiche
verschiedener Theorien gewéhren Gaunaurd und Wertman [6.33-34]
und die von ihnen zitierten Autoren. Bemerkenswert ist die Beobach-
tung (siehe die Einleitung von [6.34]), daf8 diese Theorien, die fiir den
Bereich grofser Wellenlidngen geschaffen wurden, auch noch bei héhe-
ren Frequenzen brauchbare Resultate liefern, obwohl die Vorausset-
zungen dafiir nicht mehr erfiillt sind. Dieses Phinomen der unerwar-
teten Ausdehnung des Giiltigkeitsbereichs, das auch von anderen phy-
sikalischen Theorien her bekannt ist (man denke z.B. an den Dichte-
funktionalformalismus in der Elektronentheorie), ist bis heute im ein-
zelnen nicht verstanden.

In einer Serie von drei umfangreichen Artikeln [6.35-37] betrachtet
Sornette das Thema ,, Akustische Wellen in ungeordneten Medien” ge-
wissermaflen von héherer Warte aus. Er beschrédnkt sich nicht auf die
den Homogenisierungstechniken zugénglichen Bereiche, sondern be-
handelt auch den Fall starker Unordnung. Die ,h6here Warte” findet
ihren Ausdruck auch in der theoretischen Beschreibung, die sich Green-
scher Funktionen und Diagramm-Techniken der Quantenfeldtheorie
bedient. Auf diese Weise gelingt Sornette eine einheitliche Darstellung,
aus der beispielsweise verschiedene Theorien des effektiven Mediums
als spezielle Naherungen hervorgehen. Wem Dyson-Gleichung, Bethe-
Salpeter-Gleichung und Feynman-Diagramme fremd sind, dem wird
es grofle Miihe bereiten, der formalen Entwicklung auch nur andeu-
tungsweise zu folgen. Die grundlegenden Aussagen dieser , Trilogie”
sind jedoch in durchaus verstindliche Worte gefafit.
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Sornette versucht, die Erkenntnisse iiber elektronische Transport-
vorgéinge in ungeordneten Festkorpern auf die Akustik zu iibertragen.
Als Ausgangspunkt der theoretischen Formulierung wihlt er der Ein-
fachheit halber die skalare Helmholtz-Gleichung. Nach dem ,,Univer-
salitdtskonzept” wird angenommen, dag fiir andere klassische Wellen-
gleichungen, also auch fiir den hier interessierenden Kérperschall, kein
wesentlich verschiedenes Verhalten zu erwarten ist.

Fiir die elektrische Leitfihigkeit gilt folgendes: In ein- und zweidi-
mensionalen ungeordneten Festkorpern sind alle Elektronenzustinde
lokalisiert, selbst wenn der Grad der Unordnung klein ist. Wenn die
Ausdehnung des Festkorpers geniigend grof ist, verhilt er sich daher
wie ein Isolator. Im dreidimensionalen Festkorper herrscht bei gerin-
ger Unordnung metallisches Verhalten; oberhalb eines bestimmten
Unordnungsgrades sind jedoch wiederum alle Elektronenzustinde
lokalisiert: der Festkorper ist zum Isolator geworden. Diesen durch Un-
ordnung verursachten Zusammenbruch der Leitfihigkeit nennt man
Anderson-Lokalisierung. (Andersons beriihmte theoretische Abhand-
lung [6.38] aus dem Jahre 1958 — oft zitiert, ihrer Schwierigkeit wegen
aber selten wirklich gelesen — wurde zur Keimzelle eines vielseitigen
Forschungszweiges. In einer spiteren, wesentlich leichter zuganglichen
Arbeit aus dem Jahre 1985 diskutiert Anderson auch die Moglichkeit
der Lokalisierung in klassischen Systemen, z.B. bei der Ausbreitung von
Mikrowellen, Schallwellen oder Licht in ungeordneten Medien [Z. 18].)

Dem Ladungstransport entspricht in der Akustik der Transport von
Schallenergie, einer elektronischen Wellenfunktion eine Mode des ela-
stischen Mediums. Bisher deutet alles darauf hin, daf8 die Abhangig-
keit der Leitfdhigkeit eines Mediums von dessen Dimensionalitdt und
Unordnung im wesentlichen auf den akustischen Energietransport
tibertragen werden kann. (Um keinen falschen Eindruck zu erwecken,
sei darauf hingewiesen, daf} es auf akustischer wie auf elektronischer
Seite noch zahlreiche offene Fragen gibt.) Sornette beschiftigt sich vor-
wiegend mit dem dreidimensionalen Fall und nennt drei Bereiche, die
sich beziiglich der Energieausbreitung grundsitzlich unterscheiden.
Welcher Bereich vorliegt, hangt davon ab, wie weit eine Schallwelle
von ihrer Quelle oder ihrem Eintritt ins Medium bis zum Beobachtungs-
punkt gelaufen ist. Dieser Laufweg wird verglichen mit der (elastischen)
freien Weglinge I, und der Lokalisierungslinge &, die die Anderson-
Lokalisierung charakterisiert. Die freie Wegldnge ist umgekehrt pro-
portional zur Dichte n der Streukérper und ihrem Streuquerschnitt o,

1

I, = —,
* e (6:2.1)

und beschreibt den mittleren Laufweg bis zu einem Streuvorgang.
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— Ist der Laufweg kleiner als ],, breitet sich die Welle mit nur gerin-
gen Streuverlusten wie im homogenen Medium aus. Der Energie-
transport erfolgt mit der effektiven Gruppengeschwindigkeit C und
gehorcht der bekannten Beziehung zwischen dem Zeitmittel w der
Energiedichte und der Intensitit | :

I =Cuw. (6.2.2)

In diesem Bereich sind Homogenisierungsmethoden anwendbar.

— Ist der Laufweg grofler als I, sind Mehrfachstreuungen von Be-
deutung, und die Energie breitet sich nach einem Diffusionsgesetz
aus, das einen frequenzabhingigen Diffusionskoeffizienten D(w)
enthilt:

I = -D(w) Vw. (6.2.3)
Eine Abschitzung ergibt

1
D(w) = D, = S CL. (6.2.4)

Bei einseitiger Anregung einer Platte der Dicke L nimmt die Inten-
sitit von der Anregungsseite zur andern Seite hin, wo die Energie
abgefiihrt wird, linear ab. Der Transmissionsgrad der Platte kann
mit

e e
=CL™ 3L (6.2.5)

angegeben werden. Die ,,Undurchléssigkeit” nimmt wie beim elek-
trischen Widerstand linear mit der Dicke zu.

Wenn die Wellenlidnge 4 nicht mehr klein gegen die freie Weglinge
ist, konnen Interferenzeffekte, die durch die Uberlagerung von ein-
fallender Welle und einfach oder mehrfach gestreuten Wellen zu-
stande kommen, nicht mehr vernachlissigt werden. Der Interfe-
renzeinfluf auf den Diffusionskoeffizienten wird als schwache Lo-
kalisierung bezeichnet und kann fiir D > 0 mit

D(w) ~ D({l - [%) ] (6.2.6)

beschrieben werden.
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- Wenn die Wellenlinge grofler als die freie Weglinge ist, findet star-
ke oder Anderson-Lokalisierung statt (Ioffe-Regel-Kriterium). Sie
hat nichts mit Energiedissipation zu tun, sondern beruht ausschlief3-
lich auf Interferenzeffekten. Der Diffusionskoeffizient ist null; der
Energietransport erfolgt langsamer als diffusiv. Bei dieser , genii-
gend starken Unordnung” tritt die ebenfalls frequenzabhingige Lo-
kalisierungsldnge £ in Erscheinung. Nach einer diffusionsartigen
Ausbreitung der Energie iiber eine Strecke £ ist diese Energie in
einem Gebiet von der Ausdehnung & eingeschlossen, d.h. die Ei-
genmoden besitzen eine exponentiell abfallende Gestalt. Entspre-
chend nimmt der Energietransport durch die einseitig angeregte
Platte mit ihrer Dicke L exponentiell ab; der Transmissionsgrad ist
proportional exp(-L/¢). Die Lokalisierungsmechanismen und der
Ubergang vom Diffusions- zum Lokalisierungsbereich sind im ein-
zelnen noch nicht vollstindig aufgeklart.

Die drei Bereiche kénnen nur in dreidimensionalen Medien auftreten.
Obwohl eine akustische Anderson-Lokalisierung in einem dreidimen-
sionalen Medium experimentell noch nicht zweifelsfrei nachgewiesen
wurde, erscheint es nicht abwegig, an eine praktische Bedeutung die-
ses Effekts fiir die Entwicklung neuer Absorbermaterialien zu denken.
(Um aussagekriftige Vergleiche zwischen Theorie und Experiment zu
ermoglichen, muBl der Einflufl der Energiedissipation berticksichtigt
werden. Dies wird in [6.37] erértert.)

In ein- und zweidimensionalen Medien findet bei Unordnung
grundsitzlich eine Lokalisierung statt. Dies 146t sich schon an einfa-
chen (in der Regel eindimensionalen) Beispielen durch analytische
Rechnung, Computer-Simulation oder Laborexperiment veranschau-
lichen. Der erste, der sich gut zwanzig Jahre nach Andersons Arbeit
dem Lokalisierungsphinomen in mechanischen Systemen zuwandlte,
war Hodges [6.39]. Dieser Artikel und die folgenden zusammen mit
Woodhouse verfafiten Beitrage [6.40-42] ermdglichen einen elementa-
ren Zugang zu dieser Materie anhand zweier eindimensionaler Bei-
spiele, einem System gekoppelter Oszillatoren (Pendel) und einer Sai-
te oder eines ,Biege-Balkens” mit Massen und Federn.

Da8 Lokalisierungseffekte fiir die Praxis von Bedeutung sein kén-
nen, wird schon an diesen einfachen Beispielen erkennbar. Die Anzahl
der ,Bausteine” des eindimensionalen Systems braucht dafiir nicht
besonders grof8 zu sein; schon mit zehn gekoppelten Pendeln oder zehn
Massen auf einer Saite kann die Wirkung von Unordnung drastisch
vor Augen gefiihrt werden. Bei einer Standardabweichung von 2.4%
in den unregelmifigen Abstinden zwischen den Massen auf der Saite
gelangte im vierten Durchlafband nur 1% der Energie vom einen zum
andern Ende! Ein solches Meflergebnis einer Ddmpfung (Energiedissi-
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pation) zuzuschreiben, hiefe die physikalische Situation véllig zu ver-
kennen. Nicht die Dimpfung, sondern kohirente Interferenzen bewir-
ken eine Konzentration der Energie auf die Nachbarschaft der Anre-
gungsstelle. (Durch Ankopplung eines ,, Warmebades”, das durch zu-
fallige zeitliche Fluktuationen der Saitenspannung simuliert wird, kann
die Kohérenz zerstrt und die Lokalisierung zum Verschwinden ge-
bracht werden [6.37; 6.43].)

Bei der Statistische Energieanalyse (SEA) in ihrer iiblichen Form
werden Wellenfelder inkohirent iiberlagert; das Phinomen der Loka-
lisierung bleibt deshalb unberiicksichtigt. Wenn also bei einer Anwen-
dung der Lokalisierungseffekt wichtiger als die Dampfung ist, wird
die SEA grob falsche Voraussagen liefern. Vielleicht rithrt es daher, daf}
bisher keine brauchbaren Vertrauensgrenzen fiir die Vorhersagen der
SEA angegeben werden konnten.

Die theoretische Behandlung von ungeordneten Systemen endet
oft mit der Angabe von Ensemble-Mittelwerten, denen unausgespro-
chen der Charakter des Wesentlichen anhaftet. In der praktischen An-
wendung dagegen interessiert das Verhalten eines typischen Vertre-
ters des Ensembles. Hodges [6.39] erinnert an den Hinweis von Ander-
son [6.38], daB typisches und mittleres Verhalten nicht notwendiger-
weise iibereinstimmen. Eine gentigend unsymmetrische Wahrschein-
lichkeitsdichteverteilung (z.B. mit langem , Schwanz“) kann zu erheb-
lichen Diskrepanzen fiihren. Wenige , Ausreifier” (regelmifige Struk-
turen!) mit auBlergewéhnlichen Eigenschaften sind in der Lage, das
.mittlere Verhalten der typischen Vertreter” im Ensemble-Mittelwert
vollig zu Gberdecken. So ist es moglich, daf eine bei den typischen
Vertretern auftretende Lokalisierung im Ensemble-Mittel gar nicht er-
kennbar ist! Hodges und Woodhouse [6.41] schlagen deshalb vor, statt
des linearen Mittels ein geometrisches zu verwenden, wenn das typi-
sche Verhalten charakterisiert werden soll.

In [6.44] untersucht Pierre das meistens unbeachtete Verhalten der
Eigenwerte in den beiden eindimensionalen Beispielen als Funktion
eines Unordnungsparameters. In den Eigenwertkurven konnen Beson-
derheiten beobachtet werden, die mit der Lokalisierung zusammen-
hingen: Wenn sich zwei zu verschiedenen Moden gehdrende Kurven
nihern, findet im weiteren Verlauf kein Uberkreuzen, sondern ein ,,Ab-
stoBen” oder ,,Abdrehen” beider Kurven statt (engl.: eigenvalue loci
veering).

Mit analytischen Methoden und Monte-Carlo-Rechnungen disku-
tiert Pierre in einer anderen Arbeit [6.45] die Frage nach der prakti-
schen Relevanz solcher Systeme. Er unterscheidet nach der rdumlichen
Ausdehnung der exponentiell abklingenden Schwingungsform schwa-
che und starke Lokalisierung. In diesem Sinne zeigt ein System gekop-
pelter Oszillatoren bei schwacher Unordnung und starker Kopplung
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schwache Lokalisierung (Schwingung auf ca. tausend Oszillatoren be-
schrinkt), wihrend bei schwacher Unordnung und schwacher Kopp-
lung starke Lokalisierung auftritt (Schwingung auf ca. zehn Oszillato-
ren beschrinkt). Der erste Fall wird sich in der Praxis zweifellos weni-
ger bemerkbar machen als der zweite.

Monte-Carlo-Rechnungen sind auch dazu geeignet, Theorien auf
ihren Giiltigkeitsbereich und ihre Genauigkeit zu priifen. Im Falle der
Saite mit Zusatzmassen auf zufilligen Positionen scheint eine selbst-
konsistente Theorie wie die CPA (engl.: coherent potential approxima-
tion) in den meisten Fillen gute Ergebnisse zu liefern [6.46].

Drei weitere Experimente zum Thema Lokalisierung seien kurz
erwihnt. Im ersten [6.47] wurde Luftschall durch ein Rohr geleitet, das
in unregelmiBigen Abstinden sackgassenartige Abzweigungen unter-
schiedlicher Linge besafi. Im zweiten [6.48-49] wurden Ultraschall-
Oberflichenwellen durch quasikristalline oder quasiperiodische An-
ordnungen von parallelen Rillen auf der Oberfliche eines piezoelektri-
schen Kristalls geschickt. Damit kommen Begriffe wie Selbstihnlich-
keit und Quasilokalisierung ins Spiel. Die theoretischen Vorhersagen
haben sich, so weit dies zu erwarten war, in beiden Experimenten be-
statigt. Im dritten Experiment [6.50] wurde Ultraschallausbreitung in
einer Aluminiumplatte gemessen. Eine gesicherte quantitative Uber-
einstimmung mit der Theorie konnte in diesem Fall noch nicht erzielt
werden.

Die meisten Arbeiten beschiftigen sich mit isotroper Unordnung,
oder - bei experimentellen Realisierungen von eindimensionalen Sy-
stemen — mit der Wellenausbreitung in einer Richtung. In Wirklichkeit
kann die Unordnung anisotrop sein; man denke an die aus inhomoge-
nen Schichten bestehende Erdkruste. Als einfaches Modell fiir solche
Fille kann eine Struktur dienen, deren Inhomogenitit zwischen den
Extremen isotroper dreidimensionaler Unordnung und ungeordneter
Abfolge homogener Schichten mittels eines Parameters 6 variiert wer-
den kann. In einer analytisch-numerischen Untersuchung [6.51] ergab
sich, dafl mit zunehmender Anisotropie der Struktur, d.h. je mehr sich
die Schichtung durchsetzt, eine Lokalisierung (senkrecht zur Schich-
tung) eintritt. Bemerkenswert daran ist, daf dieser Lokalisierungsiiber-
gang nicht ,allmihlich”, sondern in der Art eines Phaseniibergangs
bei einem , kritischen” Wert des Parameters 6 erfolgt. Es gibt also nicht
nur einen kritischen Unordnungsgrad, sondern auch eine kritische
Anisotropie fiir den Lokalisierungsiibergang in dreidimensionalen
Medien.

Mit dem Hinweis auf eine weitere Literaturquelle [6.52] moge die-
ser Abschnitt tiber elastische Wellen in ungeordneten Medien ein Ende
haben. Er fiihrt weit hinaus tiber die eigentlichen Grundlagen zur Be-
rechnung von Kérperschallintensititen und -energiedichten, wie sie in
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den vorangehenden Kapiteln an einfachen Strukturen erldutert wur-
den. Nachdem sich aber herausgestellt hat, daf in ungeordneten Me-
dien aufgrund komplizierter, teils inkoharenter, teils kohirenter Uber-
lagerung von ebenen Wellen bisher nicht gekannte Phinomene wie
diffusiver Energietransport und Kérperschallokalisierung in Erschei-
nung treten, ist es kaum noch zu rechtfertigen, dieses Gebiet vollig zu
{ibergehen. Die obigen Ausfiihrungen versuchen gleichsam eine Grund-
lage auf hoherer Ebene zu schaffen, die jeder Akustiker wenigstens zur
Kenntnis nehmen sollte. Die Erweiterung des akustischen Horizonts
um die kollektiven Phinomene konnte jedenfalls so manche naive Fehl-
einschitzung vermeiden helfen und Anstéfe zu neuen Entwicklungen
geben.
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Die in den vorstehenden Kapiteln behandelten Grundlagen zur Berech-
nung von Korperschallenergiedichten und -intensititen sind in mehr-
facher Hinsicht nutzbar. Zuallererst fiihrt eine eingehende Betrachtung
der energetischen Korperschallgroen zu einem vertieften Verstand-
nis der akustischen Vorgénge. Ist man mit den allgemeinen Gesetzma-
Bigkeiten (Kapitel 2) und den besonderen Merkmalen von Energiever-
teilung und -transport in verschiedenen idealisierten Strukturen (Ka-
pitel 3 bis 6) vertraut, sicht man unter Umstédnden schnell, worauf es
bei einer praktischen Anwendung ankommt. Wenigstens ist man eher
gegen Fehldeutungen gefeit und interpretiert etwa einen durch Loka-
lisierung verursachten exponentiellen Amplitudenabfall nicht arglos
als Materialdimpfung. Detaillierte Kenntnisse von Herleitungen und
Rechengingen sind zur Erlangung solcher Fihigkeiten nicht erforder-
lich.

Dies dndert sich, wenn die theoretische Grundlage zur Berechnung
von Strukturen dienen soll, die in diesem Buch nicht vorkommen oder
nur unvollstindig behandelt wurden. Zum Teil kann die zitierte Lite-
ratur herangezogen werden, in anderen Fillen muf8 die Rechenarbeit
erst geleistet werden. Das Berechnen idealisierter Strukturen darf da-
bei nicht als rein akademische Ubung abgetan werden. Beispiele wie
die Streuung einer ebenen Welle an einem kugelférmigen Hindernis
veranschaulichen die wichtige Bedeutung, die solchen Aufgaben und
insbesondere ihrer analytischen Losung zukommt: Durch vielfache
Uberlagerung idealisierter Strukturen gelangt man zu brauchbaren
Beschreibungen realistischer Strukturen mit vielen Hindernissen. Au-
Berdem konnen allgemeine Gesetzmifigkeiten und analytische Lésun-
gen bei numerischen Rechenverfahren, die bei zahlreichen praktischen
Anwendungen unumginglich sind, oft mit groffem Gewinn eingesetzt
werden: Zur Kontrolle oder zur Optimierung, als Referenz, als Iterati-
onsanfang oder als asymptotischer Grenzfall.

SchlieBlich ist das bestandige Wechselspiel zwischen Theorie und
Experiment zu nennen. Wie eine physikalische Theorie ihre praktische
Bedeutung nur durch Experimente unter Beweis stellen kann, steht und
fallt die Aussagekraft einer Messung mit der zugrundegelegten Theo-
rie. Bei der Entwicklung von Mefverfahren spielt daher die begleiten-
de theoretische Arbeit eine entscheidende Rolle.

Bei Kérperschallmessungen muf8 man sich wohl mit einer Beson-
derheit abfinden, die in fluiden Medien nicht auftritt: Bisher wenig-
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stens sind Messungen lediglich an der Oberflache eines Festkorpers
moglich. In der Mehrzahl der Fille ist jedoch nicht etwa die Oberfli-
chenintensitat an sich, sondern die gesamte iiber den Querschnitt inte-
grierte Intensitit in einer Platte oder einem Stab von Interesse. Um die-
ses Ziel zu erreichen, mifit man entweder die Oberflichenintensitiit und
versucht, auf die Gesamtintensitit umzurechnen, oder man mift an-
dere Oberflichengréfien, aus denen sich die Gesamtintensit:t moglichst
zuverlassig berechnen ldft. Auf beiden Wegen kommt man ohne Theo-
rie und ohne Annahmen tiber das Schallfeld im Innern des Festkorpers
nicht aus. Die Korperschalltheorie ist sozusagen ,,unentbehrlicher” als
die Theorie fiir fluide Medien, weil die Rechnung fiir das Innere eines
festen Mediums nicht durch Messungen ersetzt werden kann. Wie ge-
nau die Gesamtintensitit bestimmt werden kann, hiingt davon ab, wie
gut die getroffenen Annahmen erfiillt sind.

Die konventionelle Methode zur Messung der Biegewellenintensi-
tit in diinnen Platten und Stében beschreitet den zweiten Weg. Mit
zunehmender Frequenz wiachst der Mefifehler an, da das Verhiltnis
von Platten- oder Stabdicke zur Biegewellenlinge zunimmt. Wie in
Abschnitt 3.3.3 gezeigt wurde, kann dieser Fehler rechnerisch bestimmt
werden. Dies erdffnet die Moglichkeit, den Fehler zu korrigieren und
so den Anwendungsbereich des Mefverfahrens zu hoheren Frequen-
zen hin auszudehnen.

In besonderen Fillen ist es denkbar, daf8 das Korperschallfeld auf-
grund zahlreicher Messungen oder ausfiihrlicher Rechnungen so ge-
nau bekannt ist, daf} die Intensitit aus einer einfachen Amplituden-
messung (beispielsweise der Beschleunigung) gewonnen werden kann.
Um ein solches Verfahren sollte man sich dann bemiihen, wenn Inten-
sitdtsmessungen an einer Struktur oft wiederholt werden miissen, etwa
zur routinemigigen Uberpriifung der Funktion von Maschinen oder
der Sicherheit von technischen Anlagen. Es muf8 aber immer wieder
gepriift werden, ob die Voraussetzungen, die diesem , Amplitudenver-
fahren” zugrundeliegen, erfiillt sind und nicht etwa eine Anderung
von Randbedingungen eingetreten ist, die eine entsprechende Ande-
rung bei der Umrechnung der Amplitude in die Intensitit zur Folge
haben miifite.

Ein weiterer fiir die Mefitechnik wichtiger Gesichtspunkt ist die
Uberpriifung von Mefverfahren und die Eichung von Mefapparatu-
ren. Fiir Kérperschallintensititsmessungen gibt es noch keine diesbe-
ziiglichen Richtlinien. Wie in anderen Bereichen der MeBtechnik wird
es auch hier wesentlich darauf ankommen, geeignete Probekdrper zu
definieren. Sie miissen eine einfache Struktur besitzen, damit das Mef3-
ergebnis moglichst genau vorausberechnet werden kann.

Wie eine Theorie iiber den urspriinglich ins Auge gefaiten Beneic.h
hinaus giiltig oder eine gute Niherung sein kann (Beispiel: Theorie



152 7 Anwendungen

des effektiven Mediums), so kann ein Mefverfahren bessere Ergebnis-
se liefern, als man vorsichtigerweise hitte erwarten diirfen. Als Bei-
spiel sei die in der Einleitung erwédhnte Lokalisierung von Schallquel-
len durch Kérperschallintensitatsmessungen genannt. Die Methode
[1.15] wurde zum Teil empirisch entwickelt; insbesondere die Empfeh-
lungen zur Wahl des Frequenzbereichs, liber den gemittelt werden soll,
ergaben sich aus experimentellen Erfahrungen. Anschliefend wurde
versucht, diese Empfehlungen theoretisch zu begriinden, was sich in
einigen plausiblen Hypothesen erschopfte. Mit den hier umrissenen
»,Grundlagen zur Berechnungvon Energiedichten und Intensititen”
steht nun ein Handwerkszeug zur Verfiigung, mit dem ein Mefiver-
fahren griindlicher untersucht werden kann.

Weitere theoretische Anstrengungen sind notwendig, um die Kennt-
nisse iiber Intensititsverteilungen auf kompliziertere Kérperschallfel-
der auszuweiten. Dies bedeutet vor allem die Beriicksichtigung fol-
gender Gegebenheiten: Reflexionen an Inhomogenititen und Begren-
zungen einer Struktur; mehrere gleichzeitig aktive Schallquellen; Ma-
terialddmpfung. Wie werden sich Uberlagerungen von Nahfeldern und
laufenden Wellen auf die Intensitit auswirken? Welche Rolle spielt die
Phasenbeziehung zwischen zwei Quellen? Was geschieht bei einer
Mittelung tiber die Frequenz? Diese und andere offene Fragen harren
noch einer sorgfiltigen Bearbeitung. Die Antworten werden nicht im-
mer einfach ausfallen, weil sich Energiedichten und Energiestromdich-
ten bei einer Uberlagerung von Wellen nur ausnahmsweise addieren
(vgl. Abschnitt 2.7). Zwei bemerkenswerte Beispiele fiir nicht-additi-
ves Verhalten sind schon beschrieben worden: die quasiperiodische
Intensitdtsverteilung bei der Reflexion einer ebenen Welle an einer
Oberfldche (Abschnitt 3.2) und die in ungeordneten Medien mégliche
schwache oder starke Lokalisierung, die ebenfalls auf kohirente Uber-
lagerungen zuriickzufiihren ist (Abschnitt 6.2). Mit eingehenden In-
tensitdtsanalysen von klug ausgewdhlten, idealisierten Kérperschall-
problemen sind weitere Beispiele zu erarbeiten, aus denen sich auch
allgemein verwertbare Erkenntnisse gewinnen lassen sollten. Auf die-
se Weise kann das Verstindnis akustischer Wirklichkeiten gefordert
und die Korperschalltheorie um reizvolle Facetten bereichert werden.



8 Zusammenfassung

Eine erfolgversprechende Mainahme zur Analyse und Lésung von
Kérperschallproblemen ist die Bestimmung der Intensititsverteilung,
insbesondere dann, wenn die mit herkémmlichen Methoden erzielten
Ergebnisse zu keinem schliissigen Bild oder gar in die Irre fiihren. Al-
lerdings hat man bei Messung und Berechnung der Kérperschallinten-
sitdt in der Regel mit erheblich gré8eren Schwierigkeiten zu kimpfen,
als dies bei der Luftschallintensitit der Fall ist. Die vorliegende Ab-
handlung gibt einen Uberblick iiber den gegenwirtigen Stand der For-
schung auf theoretischer Seite. Gegenstand der Untersuchung ist nicht
nur die Intensitit, also die Energiestromdichte im zeitlichen Mittel,
sondern auch die zeitlich gemittelte Verteilung von potentieller und
kinetischer Energiedichte. Die Berechnungen erfolgen im Rahmen der
linearisierten Elastodynamik ohne Beriicksichtigung der Materialdimp-
fung.
Die Abhingigkeiten der genannten Energiegroflen von Schnelle-
vektor, Verzerrungs- und Spannungstensor werden in allgemeiner Form
angegeben und sind daher auch fiir Materialien mit beliebiger elasti-
scher Anisotropie giiltig. In einem homogenen, allseitig unendlich aus-
gedehnten Medium ist der Zeitmittelwert der potentiellen Energiedichte
einer ebenen Welle tiberall gleich grof8 und gleich dem Zeitmittel der
kinetischen Energiedichte (Rayleighsches Prinzip fiir laufende Wellen);
die Energietransportgeschwindigkeit ist gleich der Gruppengeschwin-
digkeit, die im anisotropen Fall von der Phasengeschwindigkeit der
ebenen Welle abweichen kann. Diese bekannten Gesetzmafiigkeiten
lassen sich auf inhomogene Medien mit periodischer Struktur verall-
gemeinern, wenn von den zeitlich gemittelten Energiegréfien die raum-
lichen Mittelwerte gebildet werden und die ebene Welle durch eine
elastische Blochwelle ersetzt wird. Zum Beweis dieser wichtigen Be-
ziehungen dient der Lagrange-Formalismus. Homogene Platten und
Stibe lassen sich als Grenzfille periodischer Strukturen auffassen; die
Beziehungen gelten entsprechend fiir die Eigenmoden der Platte oder
des Stabs bei raumlicher Mittelung tiber den Querschnitt.

Dem Imaginirteil der komplexen Korperschallintensitét, der reak-
tiven oder Blindintensitit, ist ein eigener Abschnitt gewidmet, in dem
gepriift wird, ob die Blindintensitit beim Korperschall dhnliche allge-
mein giiltige Gleichungen erfiillt, wie sie vom Luftschall her bekannt
sind. Dies bestitigt sich nur in einem einzigen Fall: Die Quellen der
Blindintensitit sind im Festkérper wie in fluiden Medien durch den
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zeitlichen Mittelwert der Lagrange-Dichte (Differenz zwischen kineti-
scher und potentieller Energiedichte) bestimmt. Diese Erkenntnis soll-
te bei der Debatte iiber die theoretische und praktische Bedeutung der
reaktiven Korperschallintensitit in Zukunft beriicksichtigt werden.

Blochwellen oder ebene Wellen mit von null verschiedener Frequenz
transportieren im zeitlichen Mittel zwar Energie, aber keinen Impuls.
Ein resultierender Impulstransport ist nur zusammen mit einem Mas-
setransport moglich und wird durch anregende Krifte mit einem nicht
verschwindenden Zeitmittel bewirkt.

Bei der Uberlagerung von Korperschallfeldern erhebt sich die Fra-
ge, ob sich die zeitlich gemittelten Energiegrofen der Uberlagerung
additiv aus jenen der Teilwellen zusammensetzen. Es wird gezeigt, daf
diese Additivitit eher die Ausnahme darstellt, wenn man nur Teilwel-
len gleicher Frequenz zuldflt und Additivitit bei beliebigen Phasendif-
ferenzen zwischen den Teilwellen fordert. Die maximale Anzahl von
ebenen Teilwellen ist dann sehr beschriankt und bewegt sich im n-di-
mensionalen Medium zwischen n und 2n. Aus der Additivitit einer
Energiegrofle darf nicht auf die Additivitit der anderen Energiegro-
Ben geschlossen werden. Beispielsweise kdnnen die Zeitmittel von ki-
netischer und potentieller Energiedichte additiv sein, wihrend die In-
tensitit nicht additiv ist. Auch der umgekehrte Fall ist moglich.

Die allgemeinen Grundgleichungen fiir Kérperschallenergiedich-
ten und -intensitidten werden fiir verschiedene einfache Strukturen
ausgewertet. Dies geschieht weitgehend analytisch, wenn auf diese
Weise mit vertretbarem Aufwand ein exaktes Resultat erzielt werden
kann; andernfalls erginzen numerische Verfahren die analytische Vor-
arbeit. Als bisher nicht beachtete Erscheinung sei das quasiperiodische
Intensititsprofil genannt, das bei der Reflexion einer ebenen Welle an
einer freien Oberflache entstehen kann. Eine ausfiihrliche Behandlung
erfahren die fiir die praktische Anwendung unentbehrlichen Wellen in
isotropen Platten. Wenn Phasen- und Gruppengeschwindigkeit einer
Mode bekannt sind, kénnen die zugehérigen Energiegrofien, insbeson-
dere auch deren Mittelwerte iiber die Plattendicke, analytisch als Funk-
tionen jener (meist numerisch zu bestimmenden) Geschwindigkeiten
angegeben werden. Diese strenge Berechnung der Intensitit von Plat-
tenwellen dient dazu, den Fehler des herkommlichen, nur fiir tiefe Fre-
quenzen giiltigen Verfahrens zur Messung der Biegewellenintensitét
zu ermitteln. Mit dieser Kenntnis kann der Fehler korrigiert und der
Giiltigkeitsbereich des Verfahrens auf hohere Frequenzen ausgedehnt
werden.

Die Berechnung der Intensitét einer ebenen Welle im unbegrenz-
ten anisotropen Medium lduft im wesentlichen auf die Bestimmung
der Gruppengeschwindigkeit hinaus. Ansonsten ist die Elastodynamik
anisotroper Korper in der Literatur bisher nicht schliissig und umfas-
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send dargestellt worden. Um einen groben Uberblick zu vermitteln,
werden die wichtigsten Arbeiten auf diesem nur liickenhaft erforsch-
ten Gebiet angesprochen. Da es gegenwirtig nur wenige exakte analy-
tische Losungen gibt, muf oft auf Niherungen und numerische Me-
thoden zuriickgegriffen werden.

Korperschall in inhomogenen Medien mit periodischer Struktur liit
sich mit Hilfe von Blochwellen beschreiben. Zur numerischen Bestim-
mung dieser Blochwellen in einem lokal isotropen Medium im Grenz-
fall tiefer Frequenzen steht ein iteratives Verfahren zur Verfiigung. Im
eindimensionalen Medium ist man darauf nicht angewiesen, da inzwi-
schen eine analytische Losung in Form eines Integrals tiber eine raum-
liche Periode vorliegt. Sie folgt aus dem Energieerhaltungssatz, der im
eindimensionalen Medium ohne Dimpfung besagt, da8 die Intensitit
raumlich konstant ist. Als zweidimensionales Beispiel dient eine Loch-
blech-Struktur mit quadratischer Symmetrie. Zwei Arten von Bloch-
wellen treten auf: eine vorwiegend transversal und eine vorwiegend
longitudinal polarisierte Mode. Die grafische Darstellung der Intensi-
titsverteilungen beider Moden veranschaulicht, in welcher Weise die
Korperschallenergie um die Locher herum flieit. Aulerdem ist zu be-
merken, daB die Zeitmittelwerte von kinetischer und potentieller Ener-
giedichte lokal im allgemeinen verschieden sind. Bei tiefen Frequen-
zen, wenn also die Blochwellenlidnge grof8 gegeniiber der raumlichen
Periode ist, kann ein periodisches Medium als ,effektiv homogen” be-
trachtet werden, falls nur raumliche Mittelwerte von Interesse sind.
Die numerischen Ergebnisse fiir mittlere Intensitidt und mittlere Pola-
risation stehen im Einklang mit den Vorhersagen der Theorie fiir ein
homogenes, aber anisotropes Medium mit geeigneten elastischen Kon-
stanten. Insbesondere bestitigt sich die Richtungsabweichung zwischen
Wellenvektor und Intensititsvektor bei ,schiefen” Ausbreitungsrich-
tungen.

Als wichtige Vertreter inhomogener Korper mit nicht-periodischer
Struktur werden die geschichteten Medien und die ungeordneten Me-
dien herausgegriffen. In beiden Gruppen sind wesentliche akustische
Phinomene zu beobachten, die in ihren Grundziigen geschildert wer-
den. (Eine quantitative mathematische Behandlung wiirde hier den Rah-
men sprengen.) An der Grenzfliche zwischen zwei unterschiedlichen
Medien tritt wie in der Optik neben der Reflexion auch Brechung von
Korperschall auf. Entsprechend den Oberflichenwellen, die sich par-
allel zu einer kriftefreien Oberfliche ausbreiten, gibt es Grenzschicht-
wellen, deren Amplitude exponentiell mit dem Abstand von der Grenz-
schicht abnimmt. Sie werden beispielsweise angeregt, wenn ein kriti-
scher Einfallswinkel iiberschritten wird und Totalreflexion eintritt. Bei
mehrfacher Schichtung macht man sich zur Berechnung der wieder-
holten Reflexions- und Brechungsvorginge einen vortrefflichen ma-
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thematischen Formalismus zunutze, der in verschiedenen Varianten
unter dem Namen Transfermatrix-Methode weit verbreitet ist. Intensi-
tits- und Energiedichteberechnungen konnen in diesen Formalismus,
der auch anisotrope Schichten bewiltigt, leicht eingebaut werden.
SchliefSlich sei noch das bei hohen Frequenzen anwendbare Schallteil-
chenkonzept erwihnt, das fiir gaufiférmige Wellenpakete ausgearbei-
tet wurde. Jedes Schallteilchen besitzt eine bestimmte Energie und be-
wegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit fort, bis es an einer Grenz-
fliche in reflektierte und transmittierte Teilchen aufgespalten wird.

Bei den ungeordneten Medien kommt die Statistik ins Spiel. Im
Grenzfall tiefer Frequenzen kann wie bei den periodisch inhomogenen
Strukturen eine Homogenisierung betrieben werden, die ,effektive”
elastische Konstanten liefern soll (Theorie des effektiven Mediums).
Durch die Streuung einer einfallenden ebenen Welle an den Inhomo-
genititen findet im Verlauf der Ausbreitung auch ohne Materialddmp-
fung eine Abschwichung der Welle statt. Zusitzlich zu diesem eigent-
lich noch vertrauten Verhalten sagt eine umfassendere, mathematisch
wesentlich anspruchsvollere Theorie der Streuung ginzlich andere
GesetzmiBigkeiten fiir die Kérperschallausbreitung voraus: Wenn in
einem dreidimensionalen Medium die Unordnung ,geniigend klein”
ist, breitet sich die Energie tiber gréfiere Entfernungen nach einem Dif-
fusionsgesetz aus, d.h. die Intensitit ist proportional zum Gradienten
der Energiedichte. Uberschreitet die Unordnung ein kritisches Ma8,
ist der Diffusionskoeffizient null und die Energie bleibt riumlich loka-
lisiert (Anderson-Lokalisierung). In ein- und zweidimensiomalen Me-
dien existiert dieser ,Phaseniibergang” vom diffusiven zum lokalisier-
ten Verhalten nicht; selbst bei beliebig kleiner Unordnung ist die Schall-
energie grundsétzlich lokalisiert. Bei diffusivem Energietransport ist
der Transmissionsgrad einer Schicht umgekehrt proportional zur Dik-
ke der Schicht, bei Lokalisierung nimmt er exponentiell mit der Schicht-
dicke ab. Die Anderson-Lokalisierung ist eine Folge der kohérenten
Uberlagerung von vielen Teilwellen, die durch Streuung an den Inho-
mogenititen des Mediums entstehen.

Die vorliegenden ,,Grundlagen zur Berechnung von Energiedich-
ten und Intensititen” sind in mannigfacher Weise nutzbar. Zum einen
gelangt man durch die energiebezogene Betrachtungsweise zu einem
tieferen Verstindnis akustischer Vorginge in festen Kérpern. Zum an-
dern kénnen diese Grundlagen als Ausgangspunkt fiir die Berechnung
von Strukturen dienen, die hier nicht oder nur qualitativ behandelt
wurden. Von besonderer Bedeutung ist der theoretische Hintergrund
fiir die Entwicklung von Mefverfahren, mit denen Korperschallener-
giedichten und -intensitidten experimentell erfaft werden sollen. Be-
stehende Verfahren kdnnen iiberpriift und verbessert werden; verlaf3-
liche neue Verfahren bediirfen bei ihrer Ausarbeitung der begleiten-
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den Rechnung. Dies hangt vor allem damit zusammen, daf das Schall-
feld im Innern des Festkérpers nur der Rechnung, nicht aber der Mes-
sung zuganglich ist. Schlieflich kommen die theoretischen Grundla-
gen der Interpretation von Meflergebnissen zugute. Eine griindliche
Kenntnis der im Einzelfall méglichen akustischen Phinomene kann
Fehlinterpretationen vermeiden helfen, z.B. wenn es darum geht, ei-
nen exponentiellen Amplitudenabfall der Materialdimpfung oder dem
Lokalisierungseffekt zuzuschreiben.

Der allgemein als niitzlich empfundenen Idee einer , Kérperschall-
Energieanalyse” steht eine eher zdgerliche Anwendung in der Praxis
gegeniiber, weil etwa Mefverfahren noch umstindlich, Auswertungen
mit Unsicherheiten behaftet sind. Zweifelsohne sind fiir eine Umset-
zung dieser Idee noch manche theoretische und experimentelle Aufga-
ben zu l6sen, bevor sich die praktische Anwendung auf breiter Basis
durchsetzt. Eine tiberzeugende Weiterentwicklung der bereits bewzhr-
ten Methode zur Lokalisierung von Schallquellen mit Hilfe von Kor-
perschallintensitédtsmessungen kénnte dafiir den Weg bereiten.



Anhang A

Schwingendes Kompressionszentrum

In den Anhingen A und B werden folgende Bezeichnungen verwen-
det:

r, 9, ¢: Kugelkoordinaten des Ortsvektors 7
€,, €,,€,: Einheitsvektoren in den Koordinatenrichtungen

0;,£;: Tensorkomponenten von Spannung und Verzerrung beziiglich
der orthonormalen Basis €,,¢,, €,

p : Massendichte
A, i: Lamésche Konstanten
o: Poisson-Zahl

c;,¢: Geschwindigkeiten von Longitudinal- bzw. Transversalwellen
im unendlich ausgedehnten, elastisch isotropen Medium

i_ g _1-2¢

ot =L = =
¢ A+2u 2-2¢

@: Kreisfrequenz
k, = w/c;,, k, = w/c,: Wellenzahlen
A: Amplitude (reell oder komplex)

Sp(T): Spur des Tensors T
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Das Verschiebungsfeld eines schwingenden Kompressio
[2.27,S.15-22; 2.6, S. 129-135], P nszentrums

i =] 1 i
ur,t) = Ugs—s—-—4,
( ) 0 {(kﬂ')z klr} r2R>0,
u _ Akfe—xm[t-é) (A'l)
’ 4mpc}

beschreibt die Schwingungen eines homogenen, elastisch isotropen
Mediums bei Anregung durch eine am Koordinatenursprung befindli-
che Hohlkugel, deren Radius R sich periodisch mit der Frequenz w in-
dert. Die nicht verschwindenden Komponenten des Verzerrungsten-
sors sind:

2 2i 1
E,, = Uk - -—3
° ’{(k,r)’ (ki) k:r}
1 i
£ = g, =+Ujk - .
o0 (14 0 ’{(klr)ﬂ (klr)z } (A.z)
Sp(e) = =2,

woraus sich fiir die nicht verschwindenden Spannungskomponenten

1 i 1
c = —pctUk,{4a? = -,
rr P fig f{ [(klf)s (klf)z:l k,r}

1 i |, 1-2d° (A-3)
Oy = Gy =+pc,2l10k,{2az[ ( - ]+ = }

k) (kr)’
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und

1 i
Vo = —pllUkid—y——
= pl 0™ {(k,r)z k,r} (A.4)

ergibt. Fiir Wirk- und Blindintensitét erhilt man

- e 1 2 k!lzkts

- P = — k U =
I Iﬂ (k!r)z 7 Io 2 a)pcl ll Ulz 32“2pc’ (A.S)
V-I=0, VxI =0, (A.6)
” .| 4a* 1-4d°

= [Le = ’
Q 0 r{(klr)S (k,r)3 } (A.7)
V-Q——Ik 12“2_1_4(12 VXQ=0 A8

0™ (k'r)s (k,f)‘ ’ ! ( . )

fiir die zeitlichen Mittelwerte von kinetischer und potentieller Ener-
giedichte

o b 1 1
" 20 (k) (kr) (A3)

o = Jo 1207 42’ = 1 A0
T2 (e () (k) L

und fiir die zeitlich gemittelte Lagrange-Dichte

_ I, J12a" 1-4d°
L), = 2, {(k'r)s o) } (A.11)
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Die Energieausbreitungsgeschwindigkeit

(A.12)

istim Gegensatz zu einer ebenen Welle ortsabhiingig, auch in Luft (d.h.
bei @’ = 0). Die zeitabhiingige Energiestromdichte (, Kirchhoff-Vektor)

w0 =T oo -
Tararl-g)

die sich unter der Annahme einer reellen Amplitude A ergibt, 1d8t sich
mit wenigen Zeilen Rechnung in die Form der Gl. (2.3.12a) bringen,
wobei der Index i die Kugelkoordinaten durchlduft und nur die r-Kom-
ponente von null verschieden ist.




Anhang B

Schwingendes Rotationszentrum (Bezeichnungen siehe Anhang A)

Das Verschiebungsfeld eines schwingenden Rotationszentrums [2.27,
S. 16-22 mit Druckfehlern!; 2.6, S. 160-161; 2.9, S. 68-70],

s waw . 1 i
u(r,t) = Uusmoe,{w——’-q—;}, r2 R>0
i g (B.1)
U = Akle™ "'E,')
’ 4rnpc?

entsteht durch Drehschwingungen einer starren Kugel vom Radius R,
die sich am Koordinatenursprung befindet und mit dem umgebenden
homogenen, elastisch isotropen Medium fest verbunden ist. Drehach-
se ist die z-Achse (¥ = 0°; Radius R bleibt konstant!). Die nicht ver-
schwindenden Komponenten des Verzerrungstensors sind:

3 3i

1 ; 1
=g, = ——Uk sind - -
srq 89? 2 0™ sin { (k‘r).'! ( k'r)z k' r}’ Sp (g) 0 (B.Z)

woraus sich fiir die nicht verschwindenden Spannungskomponenten

: 3 3i 1
0,, = 0, = —pcilUgk, sind - -
4 L pl 0™t {(k‘r):i (k‘r)z k!r} (B-3)

und

V. g = - pctz Uok,z sin ¢ E,{'—}— = I'l"} (B4)
r

(kl')z
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ergibt. Fiir Wirk- und Blindintensitit (Abb.B.1) erhilt man

I = | Si(i:;f' , I = %wPka:IUolz' = %%' (B.5)
V-I=0, VxI = -1k, iii(%‘%fa, (B.6)
Q = I,sin®» E,{ (}:;)5 + (kj)s } (B.7)
V-Q = -k sin’za{ (ki)é - (kj)4 }

VxQ = -Lk, sh’(Zﬂ)E,{(kj)é _ (k:i)‘}' (B.8)

fiir die zeitlichen Mittelwerte von kinetischer und potentieller Ener-
giedichte

Y sin®s [ 1 1 .
T T k) ) 8l
Isin?0 [ 9 3 1
= 4 + +
T e (k,r)’} e0

und fiir die zeitlich gemittelte Lagrange-Dichte

_ Isin’s| 9 2
(L), = 2, {(k!r)s 5% } (B.11)
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- sin’®
I ~ 3 — Be 3 + 2 zt’-.
(kr) Q [(k,r)s i
y=0 z=1
z F F 4 - |Y - - A Y

[ 9 2 1., 5. |3 i .
V'Q"[(k.r)“ +(k.r)‘]‘°”“ > eE [(k.r)‘ "'(k,r)‘] 200

Abb.B.1:  Schwingendes Rotationszentrum. I : Wirkintensitit, Q: Blindintensitat.
Die Darstellungsmafstibe der vier Diagramme sind willkiirlich und
unterschiedlich gewihlt. Die Radien der Kreise sind proportional zu

v-Q.
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CtEr
2 9

e 2k (B.12)

e

- I
= = =
w

ist im Gegensatz zu einer ebenen Welle ortsabhingig. Die zeitabhingi-
ge Energiestromdichte (, Kirchhoff-Vektor”)

§(7,6) =1 +1I,sin?08 [-—° 1 |cos| 20f £~ =
S(F,t) =1I+1I,sin’s ,“ (k,r)‘+(k,r)2] [2 (t Cf”

+[ (k.a;)5 ) (kif“sin[%(t - E"_) ] } (B.13)

die sich unter der Annahme einer reellen Amplitude A ergibt, 1a8t sich
mit wenigen Zeilen Rechnung in die Form der Gl. (2.3.12a) bringen,
wobei der Index i die Kugelkoordinaten durchlduft und nur die »-Kom-
ponente von null verschieden ist.




Anhang C

Elementarer Beweis des Rayleighschen Prinzips fiir Blochwellen in einem ela-
stischen Medium (Bezeichnungen wie in Kapitel 2)

Der erste Teil des Beweises verlauft wie bei der Herleitung des Virial-
satzes in der Klassischen Mechanik [C.1, S. 76-78]. Man betrachte die
Hilfsgrofle

g = pitii (C.1)
mit der zeitlichen Ableitung

g = puil + pii, (C2)
die mit Hilfe der Bewegungsgleichung

pii=V-o (C.3)
als

g§=(V-g) i+2e,, (C4)

geschrieben werden kann. Bei zeitlich periodischen Vorgingen mit der
Periode T nimmt die Hilfsgréfe g nach der Zeit T wieder den gleichen
Wert an:

+T

gt +T)-g(t)= [gdt=0. (C.5)

t

Daraus folgt fiir den zeitlichen Mittelwert der kinetischen Energiedichte

W = (ein), = =5 ((V-0) ), (C6)

Die rechte Seite dieser Gleichung entspricht dem Clausiusschen Virial.
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Im néchsten Schritt benutzen wir das verallgemeinerte Hookesche
Gesetz (2.1.2) mit £ = [Vu],

g:

e

. (C.7)

sowie

€

N: Q'__€_=

r | =

g--C--& (C.8)

N | =

Im folgenden wird die Schreibweise mit Indizes verwendet, wobei wie
in der Tensoranalysis tiblich {iber doppelt vorkommende Indizes sum-
miert wird und ein Index nach einem Komma die Differentiation nach
der entsprechenden Komponente des Ortsvektors bedeutet. Aus (C.6)
wird damit

W, = ——;—(aﬂ',u})‘ = -%( (Cvﬂeu),,-“;>t' (C9)

Wegen C, = Cyy, [2.9] gilt

1
wh.u = - "é' < (Cquu"k ),:' u’ )t
1 (C.10)
=5 (C,.]H,,u,’ku, + Cipgthy 34, )t.
Dies ist zu vergleichen mit (Cjy = Cig)
w = +—1-(C u u»-) (C.11)
pot T ) gLk f .
Fiir das Verschiebungsfeld wird eine Blochwelle angesetzt:
ﬂaﬂ=ﬂﬂa¢HPF~mH=ﬂﬂwaa (C.12)

Nach diesem Ubergang zur komplexen Darstellung kdnnen obige Glei-
chungen nach zeitlicher Mittelwertbildung (e reell) durch
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1 * .
Wy = "ZRe{Cw,iua.t“; ¥ Ciﬂdui,iku]} (C.13)

und

W + 21— Re{C,,,du,,ku;,,-} (C.14)

ersetzt werden. Die Ableitungen des Verschiebungsfeldes ergeben sich
zu

by = (Pr,t + iktPr)V’:

(C.15)
g = (Pz.ac * i[kkpl,i + k:‘pl,k] - kxkiP:)V’-
Bei reellem k ist lwl2 = 1, und man erhilt
1 ) .
Wyn = ZRe{Ciﬂd,i(pl,k 3 1]‘&}"1)?,'
(C.16)
+Ci;7d(pl,h' + i[k:pl,k s kkP:,.'] = kikkpl)p;}'
1 5 o . .
Woy = 2 Re{cijld(pl,kpj.i + l[kkplpj.i o kiPl,kPj]
(C17)

+kikkplp;) }

Bildet man die Differenz beider Gleichungen, reduziert sich die An-
zahl der Terme um vier:

1 ) "
Wy = Wiy = ZRe{Ciﬂd,i(pl.i + 1kkPl)Pj

. . (C.18)
+Ciy (Pr,uf-’; PPy + ik*[P'-ip ! + PP ] ) }
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Im letzten Schritt nehmen wir eine Fourier-Zerlegung der raumlich
periodischen Funktionen C und p vor:

Cyal7) ;c};} expliG, 7]

p(F) = T p¥ exp[ic";u-?]. (C.19)

Die Summen erstrecken sich iiber simtliche Punkte des reziproken
Gitters. Die Differentiationen in (C.18) lassen sich nun explizit ausfiih-
ren:

1 o
W = Wy = ZRe ZC,(jt)p,‘”’p} )
Apuv

{—G,WG,(“‘) - Gk, - GG + GG
(C.20)

~k,G¥ + kG }expli(G¥ + G - G¥) . 7]

(Ausfiihrlich geschrieben stiinden auf der rechten Seite dieser Gleichung
fiir den Fall eines dreidimensionalen Mediums 14 Summationszeichen:
4 Summen tiber die kartesischen Indizes (i j k,I), 3 X 3 Summen iibers
reziproke Gitter und eine Summe fiir das Skalarprodukt im Exponen-
tialfaktor!) Diese lokale Differenz der zeitlichen Mittelwerte von po-
tentieller und kinetischer Energiedichte kann durchaus von null ver-
schieden sein; sie verschwindet erst im rdumlichen Mittel. Um dies zu
zeigen, integrieren wir die Differenz tiber eine Einheitszelle der peri-
odischen Struktur. Zum Integral tragen nur solche Terme bei, fiir die

GO 4 G _EW = o (C21)
gilt (d.h. A = v - ). Wegen G*# = GV - G*™ wird die geschweifte
Klammer in (C.20) zu

{-GMG¥ + GWGH - Gk, + Gk,

(C22)
~GH¥G® + GG - kG + kG = 0.
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Damit ist bewiesen, daf8

() = (). (€23

falls das Verschiebungsfeld aus einer einzigen Blochwelle (C.12) be-
steht.



Anhang D

Komplexe symmetrische Matrizen

Im Gegensatz zu reellen symmetrischen und komplexen hermitischen
Matrizen tritt der Fall komplexer symmetrischer Matrizen seltener auf
und ist daher weniger geldufig. Wenn wie iiblich symmetrische Ver-
zerrungs- und Spannungstensoren betrachtet werden, begegnet man
diesem Fall beim Ubergang zur komplexen Darstellung von monofre-
quenten Zeitabhéngigkeiten. Die Symmetriebedingung fordert bei-
spielsweise fiir die in Abschnitt 2.2 eingefiihrte komplexe Tensoram-
plitude X der Spannungen

Iz:j| = |Eji|f Qi = arg{zr‘j} = @iis (D.1)

d.h. X ist symmetrisch und in der Regel komplex. An der allgemeinen
symmetrischen 2 x 2-Matrix

a b
M=
el ) -

c

soll beispielhaft vorgefiihrt werden, dafl Eigenwerte und Eigenvekto-
ren komplexer symmetrischer Matrizen i.a. komplex sind und daf8 aus
den Eigenvektoren nicht immer eine vollstindige Orthonormalbasis
gebildet werden kann. Der Fall b = 0 ist schnell erledigt: 2 und ¢ sind
die Eigenwerte, die komplex sein konnen, wihrend die Eigenvektoren
reell gewihlt werden kénnen als

_ 1 . 0
m= (0]1 m = 1 (D.3)

und so ein vollstindiges Orthonormalsystem bilden. Fiir b # 0 findet
man die Eigenwerte

11,2=%[a+ciJ(a—c)z+4b2]. (D.4)
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Aus der Eigenwertgleichung
a b\(x x
=t (D.5)
b cj\y y
folgt die Beziehung
1
y=3(*-ax (D-6)

zwischen den beiden Komponenten eines Eigenvektors. Falls keine
Normierung verlangt wird, kann ein Eigenvektor als

) b
1 —[).—a) {B.7)

dargestellt werden. Als konkretes Beispiel mit komplexen Eigenwer-
ten diene

i 1
M = [1 J' Aij2 = %[ii‘\[g],

i 1 ) 1 (D.8)
o} < -l

Die Eigenvektoren sind wesentlich komplex, d.h. sie kénnen nicht durch
Multiplikation mit einer komplexen Zahl reell gemacht werden. Es gilt

ﬁl : ﬁz =0, (D.9)

jedoch ist

iy 7, = -;-(1 +i4/3) # 0. (D.10)
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Die beiden' Eigenvektoren bilden eine vollstindige Basis. Die Zerle-
gung der Einheitsvektoren in x- und y-Richtung lautet:

@ = 575 (B+i)i+ (B -]

0 1. (D.11)
1= 75'[ iy~ 1, |
Wihlt man b # 0 so, daB beide Eigenwerte zusammenfallen,
i
b= ii(a -¢), (D.12)
folgt fiirs obere Vorzeichen
1 . N
=4 =7(a+q), M=m=| | (D.13)

Beide Eigenvektoren fallen zusammen: Die Basis aus den Eigenvekto-
ren ist unvollstindig. Am Beispiel

M Sl i
_—(_1 0} h=2kh=i (D.14)

kann studiert werden, wie Vektoren, die keine Eigenvektoren sind,
durch die Matrix M gedreht werden:

Q0 S0 e

Der Vektor (1,i) ist librigens zu sich selbst orthogonal! (Vektoren mit
komplexen Komponenten nennt man gelegentlich Bivektoren [Z.15,
Appendix A]. Ist ein Bivektor zu sich selbst orthogonal, wird er als
isotrop bezeichnet. Weitere Definitionen und Beziehungen im angege-
benen Zitat.)
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Als hinreichende Bedingung fiir eine vollstindige Basis aus Eigen-
vektoren wird genannt [D.1, S. 17; D.2, S. 336}, daf8 die Matrix normal
sein mug, d.h. mit ihrem Hermitisch-konjugierten vertauscht:

M-M"=M"-M. (D.16)

Bei einer symmetrischen Matrix ist dies gleichbedeutend mit

M-M=M M (D.17)

Diese Bedingung ist aber nicht notwendig, wie das Beispiel (D.8) be-
weist,

(2 ) (2 A4)
M-M = # =M - M,
M-M= l# |=M-M (D.18)

das auch zur Erinnerung dienen mége, daf8 das Produkt zweier sym-
metrischer Matrizen nicht symmetrisch sein muf. Die Vollstandigkeit
der Basis aus Eigenvektoren ist auch dann gewéhrleistet, wenn alle
Eigenwerte verschieden sind [D.1,S.7; D.2, S. 338].

Ein lehrreiches dreidimensionales Beispiel stellt der Spannungs-
tensor (2.3.9) der zirkular polarisierten Scherwelle dar. Die Eigenwerte
der Matrix

0 0 -1 i

N — -1 ; — = =0, n=\1i1 i

N={0 0 =-i, 4=4=4=0, #q=|i (D.19)
-1 -i 0 0

sind alle null, und es gibt nur einen Eigenvektor (parallel zur Schnelle-
amplitude). Spaltet man die Matrix entsprechend einer Uberlagerung
linear polarisierter Scherwellen auf

(D.20)
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findet man als Eigenwerte und -vektoren der Teilwellen:

N,: 4 =0, 4 =1, 4 = -L
0 1 1

m = (1} n, =0} m, = |0

0 -1 1

N,: 4 = 0, A = i Ay = i

(D.21)

1 0 0

n, = (0} n, = | 1]} e, = |1

0 -1 1

Die Eigenwerte sind jeweils verschieden, die zugehdrigen Sitze von
Eigenvektoren deshalb orthogonal und vollstindig. Damit kann nach
Normierung der Eigenvektoren die Darstellung

3
N, = le M0 N, = zli"iﬁi (D.22)

benutzt werden, die fiir die Summe dieser Matrizen wegen des defek-
ten Satzes von Eigenvektoren nicht méglich ist. Stattdessen kénnte man

6
N = YA, (D23)

schreiben. Diese Darstellung hat aber gegeniiber der elementaren Dar-
stellung
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N =Zajtj: a=a,=a=a,=0, o = -1, a = -i,

=1
t, = EE,, £, = &8, Ly = e, (D.24)
b, =ee, +ee Is = €6 +e8 ks = 8y T o6

mit symmetrischen Basistensoren, die nur zwei von null verschiedene
Terme aufweist, wohl kaum noch Vorteile (¢;: kartesische Einheitsvek-

toren).



Anhang E

Symmetriebezichungen bei Umkehr der Ausbreitungsrichtung

Aus der Fourier-Transformierten (5.1.12) der Bewegungsgleichung fiir
lokal isotrope, periodische Medien entnimmt man

Viu(—k) = Vs (k). ED)
(Ein Minuszeichen vor einem Index wird hier iiber dem Index geschrie-
ben, um Verwechslungen mit Differenzen von Indizes zu vermeiden.

Die Materialeigenschaften p, 4, p sowie @ und k seien als reell voraus-
gesetzt.) Aus jener Gl. (5.1.12)

Z,{ 0*(k)p,_, = Viu(K) - }ﬁ.(E) =0 (E2)

entsteht die Gleichung fiir —k,

> { 0*-K)pr.y - VulR) - }5ul-F) = 0, (E3)
die mit (E.1) in
¥ { 0*-kip., - Visk)- } () = 0 (E4)

iibergeht. Die Umbenennungen I — —I,n — —n fiihren auf

> { 0*(-k)p,.. - Vi) } (k) = 0. (ES)
Bildung des Konjugiert-Komplexen ergibt

S { 0* (K)o, - Vul®) - }a=F) = 0. (E6)

Ein Vergleich von (E.6) mit (E.2) zeigt, da8 beidesmal das gleiche Glei-
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chungssystem vorliegt, lediglich mit verschiedenen Bezeichnungen fiir
die gesuchten Eigenwerte und Eigenvektoren. Bei entsprechender
Numerierung der Eigenwerte und gleicher Normierung der Eigenvek-
toren gilt deshalb

ACIRERA()) (E7)

0’(-k) = @*(k). (E.8)
Aus (E.7) folgt

p_i(7) = p(7). (E.9)

Dies bedeutet, daf8 der Realteil von p;(7) eine gerade Funktion von k
ist, der Imagindrteil eine ungerade.
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