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LESKY, 1’. JUN. 

Resonanzeffekte bei partiellen Differantialgleiehiingen hoherar Ordniing 
in Wellenleitern 

1 .  Problemstellung 

%ur Motivation betrachten wir in einem Gebiet Q c R” das Dirichletsche Rand- iind Anfangswertprohlem fiir die 
Wellen gleic hung : 

Zir .f E C,”(9) iind w 2 Oist u E x [0, m)) gesucht mit 
$ZL - Au = f e-iajt in Q x (0, 00) , ?I = O airf OQ , 
u(:F, 0) = atu(z, 0) = 0 fur P E Q 

Tm folgenden sei 9 ein Gebiet der Form 

9 = x Q‘ mit beschranktem Q‘ c , 1 ~ l L g n - I .  (4) 
Die Falle k = 1, n = 1, 2,  ... , undk = n - 1, n = 2,  3, ... , sind bereits in [2] und [3] behandelt norden, nnd 

zwar ergibt sich fur k = 1 eine Resonanz der Ordnung t1 i2  firr diejenigen Frequenzen co, fiir die (oB  cin 12ipenncrt 
~ P R  hoinogenen Problems 

A U  + 3,TJ == 0 in Q’ , U = 0 aiif aQ‘ ( 5 ,  

w(z, t )  = w(z) e-lWt + o(1) fur t -+ 00 (6) 

ist. Ftir alle itbrigen Frequenzen gilt das Prinzip der Grenzamplitude 

mi t  geeignetem ‘10 E Cz(a). Fur k = 2 ergeben sich an den gleichen Frequenzen Resonanzen der Ordnung In f .  Fnr 
X. 2 3 gilt immer das Prinzip der Grenzamplitude. 

Nun stellt sich die Frage, oh derartige Resonanzphanomene auch bei partiellen Differential~leichilngeli 
Iioherer Ordnnng aiiftreten konnen. Wir betrachten das folgende Dirichletsche Rand- und Anfan~sn~eI.tprol,lrm : 

ZII ri) 2 0 iind f E C r ( Q )  ist u E CZm(a x [0, a)) gesucht mit 

a,2u + [(-/I,).‘ -1 ( - A , ) ~ ~ ]  u = j e - l ~ ~ ~ t  in R x (0, a), ( 7 )  

,u(x, 0)  = a,tc(r, 0) = 0 fur z E Q; 19) 
Iiierbei setzen wir il, := 3; 4- a: ... + a:, A,  := + ... + a:, und n bezeichnet den Normalenvektor anf aQ. 

2. Koiistriiktiart der Liisung 

Urn znr Konstruktion der Losung Hilbertraiimmethoden verwenden zu kbnnen, definiert man eine yeeignete selbst- 
adjungierte Erweitermg A des Operators [(-A,)q’L + (-Av)”], 1st {PA} die Spektralschar voii A ,  so gilt nach dem 
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Funktioidkalkiil fur unheschrankte selbstadjungierte Operatoren 

Ails der Formel voii Stone folgt 
1. 

wohei die Resolvente RZf fiir z i C \ R die eindeiitig bestimmte Liiaung von 

[(-4z)fif C (- 47,)''' - z ]  K , f i z )  = f ( x )  fur x E 9 (13) 
ist, die die Randbedingung (8) erfiillt 
fur  x t Q die Bezeichnung x = (x, y)  
rierreihe entmickelt werden : 

und im ?ii-ten Sobolerraum H, , (9 )  liegt. Zur Berechnung von R$ fuhren wir 
mit x E Rk, y E Q' ein. Fiir festes x E Rk kann R$(z, y) in L,(Q) in eine Fou- 

a3 > ( I  1 

, = 1  s-1 
X , f p ,  y) = 2 u l , ( x )  z.,,(y) fiir 9': 

hierbei sind vrs E L,(9')  orthonormierte Eigenfunktionen zii den Eigenaerten 1, des homogenen Problems 

/jY))" - 

(n':= Kormalenvektor auf d Q  ). Ebenso kann f(x, y) entmickelt merden. Es seien frh(z) die Fourierkoeffizienten voii 
fix, y). Zur Bestimmnng der Fourierkoeffizienten von R, f ( x ,  y) ergibt sich aus (13) die Differentialgleichung 

[ ( - & ) ? ' j  i- A, - 51 u, \ (z :  z )  = f r s ( x )  fur x E RL, (16) 
die sich elementar mit Hankelfimktionen losen lafit. Man erhalt hieraus Darstellungen fiir R,f (z )  und P~j ' (x) .  Jns- 
besondere gilt : 

( i )  PAf(2) ILangt stetig 'con A ab. Dtr  Operato? A beailzt also kpine Eigenzcwte. 

(ii) rp,(~) := d (~if)(s) i.qt f u r  / j., s tp t ig  in 1, und es gi l t  j i i r  k < 2ni 
di2 

1 lo(,a -].,I! ~ l h  -1 f I i /  a .I a, 
u i (a )  = O(l i  J I l /  I . f I , , .  

Fzir E = 2 m  brn i f - t  c f x ( i \  J u t  j&.\ J t s t e  2 E 9 C17L (lei? S te l l rw 2 = I,, rsidlitiir S p w i g p .  FC? k >, 2m ist (I&) .Tt&igf'iir 
a E w. 

3. Diskussion der Liisting 

Mit (ii) folgt atis (10) 
cx 

U(Z, t) = JgjA, t )  ~ ~ ( 1 . )  d i  . i 17) 
n 

Sach (11) ist g(A, t )  in jedem Interrall, das 02 enthalt, fur t --f 0s unbeschriinkt. Resonanzen treten auf, wenn 
p=(il) in a = ~2 unstetig ist. Durch genauere Abschatzung folgt 

S a t z :  E.s s e i  u(x, t )  die Losu?zg von (7)--(9). Gilt e? , twder  k > 2m ode?. k 5 2m uiid w2 #A,, r = 1, 2, ..., 80 

ge7,iigt u(x,  t )  dent Prinzip der Grrnzamplituude (6). In) Fall X- 5 2ni und w2 = I,$ g i l t  

in it 

[ 19) 
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Daraus ergeben sich fur das Verhalten der Losung u p ,  t )  fur t -+ 00 die folgenden Moglichkeiten (YGA : = Prin- 
zip der Grenzamplitude) : 
k = 1: Resonanzen der Ordnung f1 -1 /2nz ,  t1-3/*”f, ... , t1lZrn oder PGA. 
k = 2 :  Resonanzen der Ordnung t 1 - l Inz ,  t l -  2/rn,  ... , f ’ l n f ,  I n  f oder PGA. 

k = 2m: Resonanz der Ordnung In t oder PGA. 
I; 2 2m + 1:  PGA. 

Keben den bereits bei der Losung der Wellengleichung (m = 1) auftretenden Resonanzordnungen t 1 i 2  nnd In t 
treten weitere Ordnungen ta mit 0 <a < 1 auf. Auljerdem erhoht sich gegenuber dem Fall I N  = 1 die Anzahl der 
unbeschrankten Dimensionen k ,  fiir die Resonanzen auftreten konnen. 

Wie bereits vermerkt, besitzt der Operator A keine Eigenwerte. Es 1LBt sich jedoch zeigen, dalj die oben defi- 
nierten g,,(z) verallgemeinerte Eigenfunktionen des Dirichletschen Problems fur den Operator [ (- A,)~’L -+ ( -  O,)nl] 

zum Eigenwert w2 sind. Demnach besteht hier ein gewisser Zusammenhang zwischen Resonanzen und Eigenfunk- 
t ionen (,,stehenden Wellen“). 

Remcrkung:  Dieser Vortrag enthalt eine Zusammenfassung der Ergebnissc der Dissertation des Autors. Fur Details s. [ I ] .  
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Teilchentrajektorien niit fraktalen Dimensionen df > 2 

Einfiihrung 

I )as Tionzept der fraktalen Dimension hat sirh bei der Klassifizierung der Morphologie von st atistischen P1ianoint~- 
nen mit selbstahnlichem Charakter fur groBe Skalierungsbereiche bemahrt. Ein Beispiel hierfiir liefert die Analyse 
der Trajektorienlange L von Brownschen Teilchen in einem Fluid, Bei Messungen von I, erwarten wir, daB sieh 
diese mittels einer Mafieinheit E entsprechend 

L(&) = CE-a ( 1  1 
skaliert. Der Richardson-Koeff~zient LY ist eine positive endliche Zahl und bildet die Differenz von fraktaler (4) - und 
topologischer ( d t )  Dimension: (Y = df - dh. Fur Teilchenbahnen gilt dt = 1 und somit fur die fraktale Dimension 
df = 1 + a. d f  bestimmt sich fur ein Ensemble von N Fluidteilchen in einem Zeitintervall [ O ,  TI aus der Steigung 
vo n I, ( F )  in dop pelt logarit~hmisrher A uftragu n g 

( 2 )  d 1% [L(&)I 1 -- df = -~ 
d l o g ~  

Erste Analysen solcher Teilchenbahnen wurden von POWLES und QUIRKE [l] durchgefiihrt. Statt der fiir 
Brownsche Systeme erwarteten fraktalen Dimension d f  = 2 [2] ergab sich fur ein System besteheiid aus 108 Len- 
nard-Jones (LJ) Teilchen bei einer reduzierten Dichte und Temperatur von @ *  = 0.63 und ?‘* = 0.93 die fraktale 
Dimension df = 1.65. Auch spiitere Rechnungen von POWLES 231 zeigten diese - fur LJ-Systeine typische - Iang- 
same Annaherung an den We& df = 2 .  Dieser Sachverhalt loste eine intensive Diskussion aus [4]-[7] .SchlieBlich 
konnte TOXVAERD [8] diese Diskrepaim mit Hilfe der verallgemeinerten Langevin-Gleichung klaren. Seine Ergebnisse 
zeigen, daB fiir Zeitbereiche, in denen die stochastischen Kriifte unkorreliert sind, die Markow-Trajektoricn cin 
df = 2 erreichen. df < 2 ist demnach eine Konsequenz der dynamischen Natur von klassischen mechanisclien 
Trajektorien : durch Langzeit-Gedachtniseffekte ist ihr Charakter nicht hinreichend stochastisch. In einer spatercw 
Arbeit konnte TOXVAERD [9] eine exakte Korrektur fur df bei endlichen Beobachtungszeiten angeben. 

In  der vorliegenden Untersuchung zeigen wir nun, daB fiir spezielle Trajektorien mit besserem Ranmfullungs- 
verinogen auf Grund starkerer Ruckstreueffekte auch d f  > 2 zu erzielen ist. Auf ein Beispicl (das wind tree-Modell 
SO 2. angew. Math. Mech., Bd. 68, H. 5 


