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Resonanzeffekte bei partiellen Differentialgleichungen héherer Ordnung
in Wellenleitern

1. Problemstellung

Zur Motivation betrachten wir in einem Gebiet 2 ¢ B* das Dirichletsche Rand- und Anfangswertproblem fiir die
Wellengleichung:

Zu f e C(0) und w = O-ist u € O30 x [0, c0)) gesucht mit

fu — Au = fe~ in 0 x (0, c0), u=0 anfof2, (h, (2)

w(e, 0) = (e, 0) = 0 fir acf. (3)
Tm folgenden sei {2 ein Gebiet der Form

0 = R* x £ mit beschrinktem £’ ¢ R*~%, 1<k<a—1. (4)

DieFallek=1,n=1,2,...,undk = n — 1, » = 2, 3, ..., sind bereits in [2] und [3] behandelt worden, und
zwar ergibt sich fir k& = 1 eine Resonanz der Ordnung ¢'/2 fiir diejenigen Frequenzen e, fiir die @? ein Eigenwert
des homogenen Problems

AU + AU =0 in &, U=0 aufdf (3)
ist. Fiir alle iibrigen Frequenzen gilt das Prinzip der Grenzamplitude
w(®, t) = w(@) e~ 4 o(1) fiir t— oo , (6)

mit geeignetem w € C2(£2). Fir k == 2 ergeben sich an den gleichen Frequenzen Resonanzen der Ordnung In ¢, Fiir
k = 3 gilt immer das Prinzip der Grenzamplitude.

Nun stellt sich die Frage, ob derartige Resonanzphdnomene auch bei partiellen Differentialgleichungen
héherer Ordnung auftreten kénnen. Wir betrachten das folgende Dirichletsche Rand- und Anfangswertproblem:

Zu o = 0und f e (L) ist u € 02’”-(.{_2— X {0, 00)) gesucht mit

a?u -+ [( A )m ,’, v)m] m .__fe—uut in Q X (O’ OO) s {7)
Ou am—ly .
% = M T e T 0 aufof, (8)
(@, 0) = dau(x, 0) =0 fir xef; 9
hierbei setzen wir A, := 92 + 85 + ... + 0%, A, := 03,1 + ... + 0%, und n bezeichnet den Normalenvektor auf 90.

2, Konstruktion der Lisung

Um zur Konstruktion der Losung Hilbertraummethoden verwenden zu kénnen, definiert man eine geeignete selbst-
adjungierte Erweiterung 4 des Operators [(— d,)™ + (—A4,)™]. Ist {P;} die Spektralschar von 4, so gilt nach dem
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Funktionalkalkiil fiir unbeschriankte selbstadjungierte Operatoren

w{ar, t) = fq(/ O d(P; ) (10)
1]
mit
1 ot = ( Iy . " o
T\l st cOS )AL - }; sin At fiir A £ w?,
gty =1 . " an
— (t e~ __ “.gin wt) fir 2 =w?.
20 (23]
Aus der Formel von Stone folgt
L |
Pifir) = lim o [ [Ro-iftat) — Ry iof@)] do, (12)
Jo=
0
wobei die Resolvente R,f fiir z ¢ €'\ R die eindeutig bestimmte Ldsung von
[(—A)™ + (—A)" — 2] R.f(x) = fla) fir xc Q (13)

ist, die die Randbedingung (8) erfiillt und im sm-ten Sobolevraum H,,(£2) liegt. Zur Berechnung von R,f fithren wir
fiir & € £2 die Bezeichnung & = (x, y) mit » ¢ B¥, y € 2’ ein. Fiir festes x ¢ R* kann R.f(z, y) in L,(£2’) in eine Fou-
rierreihe entwickelt werden:

oc  s(r)
Rfix,y) = 3 2 wun(@enly) fiir ye 0o (14)
=1 §=1
hierbei sind v,; € L,(£’) orthonormierte Eigenfunktionen zu den Eigenwerten 4. des homogenen Problems
dy =0 in@, =0 U 4 auor 15
[(—,,,y — ] .= m 22, / —W*— ...—W——— au ( )

(n’ := Normalenvektor auf 8(). Ebenso kann f(z, y) entwickelt werden. Es seien f,,(x) die Fourierkoeffizienten von
fiz, y). Zur Bestimmung der Fourierkoeffizienten von R.f(x, y) ergibt sich aus (13) die Differentialgleichung

[(—A)™ 4 4y — 2wl 2) = fis(@) fur x e R*, {16)

die sich elementar mit Hankelfunktionen lésen Jafit. Man erhélt hieraus Darstellungen fiir R.f(@) und P,f(x). Ins-
besondere gilt:

(1) Pif(x) hdngt stetig von 4 ab. Der Operator A besitzt also keine Eigenwverte.

({) pg(d) 1= adx(P;_f)( ist fiir & = 2, stetig in A, und es gilt fiir k < 2m

1 o
g(d) = ]O(M 7l '/”") Jir A
l o) fiir A4,

Fiir It = 2m besitzt ¢(A) fiir jedes feste x ¢ £ an den Stellen & = Ay endliche Spriinge. Fiir k > 2m ist q,(4) stetig fiir
AcR.

3. Diskussion der Liésung
Mit (i1) folgt aus (10)
w(@, t) = {g(d, t) g:(4) dd. an
0

Nach (11) ist g(4,¢) in jedem Intervall, das w? enthalt, fiir ¢ — oo unbeschrinkt. Resonanzen treten auf, wenn
@A) in 1 = w? unstetig ist. Durch genauere Abschitzung folgt

Satz: Es sei u(x,t) die Losung von (7)—(9). Gilt entweder k > 2m oder k < 2m und w2 £ Ar, v = 1, 2, ..., s0
gendigt u(ax, t) dem Prinzip der Grenzamplitude (6). Im Fall k =< 2m und w? = A; gilt

fin — (k +1)/2) 1o btz ) )
uix, ) = X eyt et g co() Inteiot - wim)e 4 o(1) fir t-—+o0  (18)
r=0
mit
s(j)
_ Ll vie — 212 da e lyy fiir ve N
go(ir) 1= 5= 1nf i ’ ! {19)
0 fir »a N

(d, € By und geeignetem w ¢ C2m(£2),
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Daraus ergeben sich fiir das Verhalten der Losung u(a, t) fiir t — oo die folgenden Méglichkeiten (PGA := Prin-
zip der Grenzamplitude):
k == 1: Resonanzen der Ordnung 1 —1/2m (1-320 41/2m oder PGA.
k = 2: Resonanzen der Ordnung ¢1—1m ¢gl—2/m __ lim In¢ oder PGA.

k = 2m: Resonanz der Ordnung In ¢t oder PGA.
k= 2m -+ 1: PGA.

Neben den bereits bei der Losung der Wellengleichung (m = 1) auftretenden Resonanzordnungen /2 und In ¢
treten weitere Ordnungen * mit 0 < o < 1 auf. AuBlerdem erhéht sich gegeniiber dem Fall m = 1 die Anzahl der
unbeschrinkten Dimensionen k, fiir die Resonanzen auftreten kénnen.

Wie bereits vermerkt, besitzt der Operator 4 keine Eigenwerte. Es 13t sich jedoch zeigen, dafi die oben defi-
nierten g,(x) verallgemeinerte Eigenfunktionen des Dirichletschen Problems fiir den Operator [(—4,)" + (—4,)"]
zum Eigenwert o? sind. Demnach besteht hier ein gewisser Zusammenhang zwischen Resonanzen und Eigenfunk-
tionen (,,stehenden Wellen*).

Bemerkung: Dieser Vortrag enthélt eine Zusammenfassung der Ergebnisse der Dissertation des Autors. Fiir Details s. [1].
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Teilchentrajektorien mit fraktalen Dimensionen d; > 2

Eintiihrung

Das Konzept der fraktalen Dimension hat sich bei der Klassifizierung der Morphologie von statistischen Phincme-
nen mit selbstihnlichem Charakter fiir grofe Skalierungsbereiche bewihrt. Ein Beispiel hierfiir liefert die Analyse
der Trajektorienlinge I von Brownschen Teilchen in einem Fluid. Bei Messungen von L erwarten wir, daf} sich
diese mittels einer MafBeinheit ¢ entsprechend

L{g) = Ce~* (1)
skaliert. Der Richardson- Koeffizient « ist eine positive endliche Zahl und bildet die Differenz von fraktaler (df) — und
topologischer (dy) Dimension: & = dy — dg. Fiir Teilchenbahnen gilt dy = 1 und somit fiir die fraktale Dimension
de = 1 -4 . df bestimmt sich fiir ein Ensemble von N Fluidteilchen in einem Zeitintervall [0, 7] aus der Steigung
von L(e) in doppeltlogarithmischer Auftragung

| gy 3108 L] (2)

Krste Analysen solcher Teilchenbahnen wurden von Powrks und QUIRKE [1] durchgefiihrt. Statt der fiir
Brownsche Systeme erwarteten fraktalen Dimension d¢ = 2 [2] ergab sich fiir ein System bestehend aus 108 Len-
nard-Jones (LJ) Teilchen bei einer reduzierten Dichte und Temperatur von ¢* = 0.63 und 7'* = 0.93 die fraktale
Dimension dr = 1.65. Auch spitere Rechnungen von PowLEs [3] zeigten diese — fiir L.J-Systeme typische — lang-
same Anniherung an den Wert dy = 2. Dieser Sachverhalt 1oste eine intensive Diskussion aus [4]—[7] .Schlieflich
konnte ToxvAFRD [8] diese Diskrepanz mit Hilfe der verallgemeinerten Langevin-Gleichung kldren. Seine Ergebnisse
zeigen, daB fiir Zeitbereiche, in denen die stochastischen Krifte unkorreliert sind, die Markow-Trajektorien ein
de — 2 erreichen. df << 2 ist demnach eine Konsequenz der dynamischen Natur von klassischen mechanischen
Trajektorien: durch Langzeit-Gedéchtniseffekte ist ihr Charakter nicht hinreichend stochastisch. In einer spéteren
Arbeit konnte ToxvAERD [9] eine exakte Korrektur fiir dr bei endlichen Beobachtungszeiten angeben.

In der vorliegenden Untersuchung zeigen wir nun, daB fiir spezielle Trajektorien mit besserem Ranmfiillungs-
vermégen auf Grund stéirkerer Riickstreueffekte auch dy > 2 zu erzielen ist. Auf ein Beispiel (das wind tree- Modell

30 Z.angew. Math. Mech., Bd. 68, H. 5



