HERMANN HAHL

AUTOMORPHISMENGRUPPEN
VON LOKALKOMPAKTEN ZUSAMMENHANGENDEN
QUASIKORPERN UND TRANSLATIONSEBENEN

I. EINLEITUNG

Der bisher erfolgreichste Ansatz zur Klassifikation topologischer projektiver
Ebenen (bei denen Punkt- und Geradenraum so mit einer Topologie ver-
sehen werden, daBl Verbinden und Schneiden stetig sind) ist das Studium
ihrer Kollineationsgruppen als topologische Transformationsgruppen. Fiir
Ebenen mit kompaktem, zusammenhingendem und hochstens vierdimen-
sionalem Punktraum hat dieser Ansatz in den letzten 15 Jahren in Arbeiten
von H. Salzmann, D. Betten, S. Breitsprecher und K. Strambach zu abgerun-
deten Klassifikationsergebnissen gefithrt. Uber Ebenen mit Punktriumen
hoherer topologischer Dimension hingegen liegen bisher keine systematischen
Ergebnisse vor, unter anderem wohl deshalb, weil hier im Gegensatz zu den
Verhiltnissen in den unteren Dimensionen (vgl. etwa [12], [13], [15]) eine
Reihe noch vollig offener topologischer Probleme aufgeworfen ist: etwa die
Fragen, ob Punkt- und Geradenmenge stets lokaleuklidisch sind und ob die
geeignet topologisierte Kollineationsgruppe eine Liegruppe ist. Diese
Schwierigkeiten werden hier durch Einschrinkung der Untersuchung auf
Translationsebenen umgangen. Die Erfahrungen bei vierdimensionalen
Ebenen etwa aus [16] und [17] lassen hoffen, daB mit den Translationsebenen
die hinsichtlich der GroBe der Kollineationsgruppe homogensten Ebenen
schon erfafit sind.

Uber nichttransitive Wirkungen auch von Lie-Gruppen ist in hoheren
Dimensionen hiufig nur fiir den kompakten Fall Konkretes bekannt. Will
man Ergebnisse iiber Wirkungen zur Klassifikation von Ebenen heranzichen,
so erscheint es niitzlich, moglichst groBe kompakte Untergruppen der
Kollineationsgruppe zu suchen, die zudem geometrisch relevant sind. Dies
ist das Ziel der vorliegenden Arbeit.

Eine zusammenhiingende kompakte Translationsebene 148t sich nach
[12, § 7] iiber einem lokalkompakten topologischen Quasikdrper Q koordi-
natisieren, dessen additive Gruppe eine Vektorgruppe R (mit #=1,2,4,8)
ist. Die Gruppe der Automorphismen von @ 148t sich in der Kollineations-
gruppe der Ebene deuten als die Standgruppe eines geeigneten nicht aus-
gearteten Vierecks.

Eine unmittelbare Anwendung der fiir diese Arbeit zentralen Technik der
modularen Funktion von Q, die in § 2 eingefiihrt wird und von der Theorie
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der lokalkompakten K&rper inspiriert ist, filhrt schnell zu folgendem

SATZ. Die Gruppe der stetigen Automorphismen eines zusammenhingenden
lokalkompakten Quasikdrpers (mit R" als additiver Loop) ist kompakt in der
kompakt-offenen Topologie. Ihre Zusammenhangskomponente wirkt linear auf
R" und dquivalent einer Untergruppe von SO(n—1)={peS0(m) [ ¢(1)=1}. -

Fir n<2 ist entsprechendes mit anderen Methoden in [13, 2.6] schon
gezeigt worden: allgemeiner (und schérfer) besitzt jeder 2-dimensionale
lokalkompakte Terndrkorper hochstens einen nichtidentischen stetigen
Automorphismus.

§ 3 untersucht Fragen der Topologisierung der Kollineationsgruppe, deren
Zusammenhangskomponente eine lineare Gruppe wird. In Verallgemeine-
rung des eben formulierten Satzes und unter Verfeinerung der zu seinem
Beweis verwendeten Methoden gewinnen wir schlieBlich in § 4 das Haupt-
ergebnis dieser Arbeit, bei dessen Wiedergabe zunichst von gewissen
Varianten mit zusatzlicher Information abgesehen sei:

HAUPTSATZ. Die Standgruppe Q2 zweier affiner nichtparalleler Geraden
unter der Zusammenhangskomponente der affinen Kollineationsgruppe einer
kompakten zusammenhdngenden Translationsebene besitzt eine grofite kom-
pakte Untergruppe M. M ist ein Normalteiler von Q2 und Q| M ist hichstens
zweidimensional. -

Uber die mdgliche Rolle dieses Ergebnisses bei der Klassifikation kom-
pakter zusammenhéngender Transiationsebenen hier nur eine Andeutung
fiir den Fall achtdimensionaler Punktmenge: Im nichtdesargueschen Fall
188t die Kollineationsgruppe die Translationsachse invariant ([10, 8.3]), ist
also affin. Analog wie in [3] (vgl. auch [18]) 148t sich zeigen, daB sie auf der
zu S* homéomorphen Translationsachse nicht transitiv wirken kann. Die
nichttransitiven Wirkungen kompakter Lie-Gruppen auf S* sind aus [11] be-
kannt; man hat somit Informationen iber M und gelangt relativ rasch zu-
mindest zu scharfen Abschitzungen der Dimension der Kollineationsgruppe
nach oben. Ist M nicht zu klein, wird man dariiberhinaus aus der Wirkung aunf
der Translationsachse die Struktur des Geradenbiischels durch einen Punkt
und damit der ganzen Geometrie aufhellen konnen. Fiir Ebenen vom Lenz-
Typ V, wo man zudem algebraisch gut bekannte auf dem Biischel fast
transitive Scherungsgruppen zur Verfiigung hat, ist dieses Programm in
[6], [7] ausgefiihrt.
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2. DIE MODULARE FUNKTION
LOKALKOMPAKTER ZUSAMMENHANGENDER QUASIKORPER

2.1. Ein topologischer Quasikirper Q besteht bekanntlich aus einer (additiv
geschriebenen) topologischen abelschen Gruppe (0, +) zusammen mit einer
weiteren (multiplikativ geschriebenen) in beiden Variabeln stetigen Ver-
kniipfung mit Neutralelement 1 und Nullelement 0, die beziiglich der Addi-
tion linksdistributiv ist und die stets fiir b#=a+0 eindeutig bestimmte sowie
stetig von a, b, ¢ abhingende Aufldsungen x und y der Gleichungen
ax—bx=c und ya=c zuliBt. Die hier betrachteten Quasikorper sind stets
lokalkompakt und haben positive Dimension. Nach [12, 7.23 und 7.24] ist
dann die additive Gruppe von Q als topologische Gruppe isomorph zur
Vektorgruppe R” mit n=1, 2, 4, 8 und fiir n=1 ist Q stets ein Kdrper, der
Korper der recllen Zahlen. Wir betrachten daher im weiteren nur die Fille
hoherer Dimension und identifizieren (Q, +) mit R*" (m=1, 2, 4).

Infolge der Linksdistributivitit und Stetigkeit der Multiplikation ist dann
fiir alle aeQ die Linksmultiplikation

Ag t R = R?™ : x + ax

mit a linear und fiir a0 ist diese Abbildung bijektiv, also ein Element von
GL(2m, R). Thre Determinante geht in die modulare Funktion

A: Q- R:ardetd,

ein, deren relevante Eigenschaften jetzt hergeleitet werden sollen.

2.2. LEMMA. Zu kompakten, O im Innern enthaltenden Teilmengen B und C
eines lokalkompakten zusammenhdngenden Quasikérpers Q gibt es eine kom-
pakte Teilmenge A von Q derart, daff xB2C fiir alle xeQ\A.

Beweis. O.B.d.A. seien B und C abgeschlossene Kugeln von R*"=Q mit
Zentrum 0; der Rand von B werde mit dB bezeichnet. Als Bild unter der
stetigen Abbildung 0B x C—Q:(b, ) amitab=cist A={acQ/a-0BNC#0}
kompakt. Fiir x¢ 4 hat die Sphére x-0B leeren Schnitt mit C; wegen 0eC
liegt dann Cin der die 0 enthaltenden Zusammenhangskomponente x - (B\0.B)
von @\ x-0B=x-(0\éB). O

2.3. LEMMA iiber die modulare Funktion. Die modulare Funktion A eines
lokalkompakten zusammenhdngenden Quasikdrpers Q ist stetig und abgesehen
von 4(0)=0 stets positiv, falls Q mindestens zweidimensional ist. Die Mengen

W,={aeQ/4@) <1}
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bilden dann fiir r>0 eine Nullumgebungsbasis aus kompakten Mengen in Q.
Fiir jede kompakte Teilmenge D von Q gibt es andererseits einr >0 mit D= W,.

Beweis. Mit 0—GL(2m, R)u {0}:a—2, ist, wegen der Stetigkeit der
Determinantenabbildung, auch A stetig. W, ist also jedenfalls eine abge-
schlossene Nullumgebung.

Fiir 0s£aeQ ist 4,eGL(2m, R), also A(a)#0 und infolge des Zusammen-
hangs von Q\{0} sowie wegen A(1) =detA; =det id =1 sogar 4(a)>0.

Bezeichnet u das Lebesgue-MaB auf R?"=Q und B eine Kugel um 0 vom
MaB 1, so ist 4(a)=uA(B))=u(aB). Zu einer Kugel C um 0 vom MaB 2r
existiert nach 2.2 eine kompakte Teilmenge 4 von Q mit xB= C, mithin
A(x)=2r fiir xeQ\A; W, ist dann in 4 enthalten und folglich selbst kompakt.

Wire {W, | r>0} keine Nullumgebungsbasis, so gibe es eine beschrinkte
Folge a, in Q mit lim,., ,4(a,) =0, die nicht gegen 0 konvergiert. O.B.d.A.
konnte q, als konvergent gegen a0 angenommen werden; aus der Stetig-
keit von 4 wiirde dann aber A(2)=0 folgen, ein Widerspruch zur Nicht-
singularitdt der Linksmultiplikation mit a.

Fiir eine kompakte Teilmenge D von Q ist A(D) kompakt, also A(D)<r
fiir geeignetes r und dann D W,. [

Die nun folgende sehr direkte Anwendung auf die Automorphismengruppe
von Q 146t die Beweisideen auch der Untersuchungen des § 4 iiber kompakte
Kollineationsgruppen deutlich werden und mag als deren Illustration in
einer einfacheren Situation dienen.

2.4. Der Kern KerQ des lokalkompakten zusammenhidngenden Quasi-
korpers Q besteht definitionsgemif aus allen Elementen x von Q, die rechts-
distributiv und rechtsassoziativ sind, d. h. (@+b)x=ax+ bx und (eb)x =a(bx)
fiir alle a, beQ erfiillen. KerQ ist ein abgeschlossener Unterkdrper von Q,
der die rationalen Zahlen als Primk&rper und damit auch dessen AbschluB,
das lineare Erzeugnis {1>=R von 1 in @=R", als UnterkSrper enthilt.
Nach dem Satz von Pontrjagin {iber die lokalkompakten zusammenhangen-
den K&rper und aus Dimensionsgriinden ist folglich KerQ als topologischer
Korper isomorph zu

R fir dimQ =2
R oder C fir dmQ =4
R, Coder H fiir dimQ = 8§,

falls O nicht selbst schon einer der klassischen lokalkompakten Korper ist. —
Q ist in kanonischer Weise ein Rechtsvektorraum iiber KerQ.
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2.5. Insbesondere ist jeder Automorphismus von Q semilinear iiber dem
Kern. Im Fall KerQ={1)>=R ist folglich jeder Automorphismus linear
iiber R und daher stetig; dasselbe gilt fiir KerQx~H, da jeder Automorphis-
mus das Zentrum 1) von H in sich {iberfiithrt. Umgekehrt ist jeder stetige
Automorphismus von Q infolge der Additivitit linear iiber R; die Gruppe
AutQ der stetigen Automorphismen von Q kann daher aufgefaBBt werden
als abgeschlossene Untergruppe von GL(2m, R).

Im Fall KerQ= C induzieren die stetigen Automorphismen auf dem Kern
entweder die Identitdt oder die Konjugation als Begleitautomorphismus.
Die Zusammenhangskomponente Aut' Q von AutQ induziert jedenfalls die
Identitdt und kann folglich sogar als abgeschlossene Untergruppe von
GL(m, C) gedeutet werden.

2.6. SATZ. Die Gruppe AutQ der stetigen Automorphismen eines lokal-
kompakten zusammenhdngenden Quasikorpers Q=R* ist kompakt. Ihre
Zusammenhangskomponente wirkt auf R*™ (bei Einfithrung einer geeigneten
1 enthaitenden Basis und zugehiriger euklidischer Norm) als Untergruppe von
S0(2m—1)={peS0(2m) | p(1)=1}.

Im Fall von KerQ= C, Q= C™ ist sogar beziiglich einer geeigneten C-Basis
Aut' Qe U(m—1)={peU(m, C) | p(1)=1}.

Beweis. Fiir ce AutQ= GL(2m, R) und aeQ ist

faw = (@ 0:x P a(@) x =@ a"() = wolont
und folglich
A (x(a)) = det A,y = det 4, = 4(a).

AutQ 186t also die kompakten Nullumgebungen W, aus dem Lemma 2.3
iber die modulare Funktion invariant. Mit dem Lebesgue-MaB u auf
R#m =0} ist daher

et o] = OOV _ pOV) _
wWy) w(W)

2

also ist AutQ abgeschlossen nicht nur in GL(2m, R), sondern sogar im Raum
%(Q, Q) der stetigen Selbstabbildungen von @ mit der kompakt-offenen
Topologie. Die unter AutQ invarianten kompakten Mengen W, bilden fiir
r>0nach dem Lemma iiber die modulare Funktion eine Nullumgebungsbasis
in @ und schdpfen andererseits ganz Q aus; AutQ hat also relativ kompakte
Bahnen auf Q und ist, wegen der Additivitiit von Automorphismen, gleich-
gradig stetig. Anwendung des Satzes von Arzela-Ascoli ([5, XII 6.4]) zeigt
nun die Kompaktheit von AutQ.
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Da kompakt und zusammenhiingend, ist nun Aut'Q in der Zusammen-
hangskomponente GL* (2m, R) von GL(2m, R) enthalten und dort unter
geeignetem peGL* (2m, R) konjugiert zu einer Untergruppe der (beziiglich
irgendeiner Basis definierten) maximalen kompakten Untergruppe SO (2m, R)
von GL* (2m, R). Basiswechsel mit g liefert eine Basis, wie sie in der Behaup-
tung auftritt.

Die behauptete Verschirfung im Fall Ker@=C erhilt man, indem man
in den vorstehenden Argumenten GL(w, C) anstelle von GL(2m, R) und
die maximale kompakte Untergruppe U(m, C) von GL(m, C) verwendet. []

3. ZUR TOPOLOGIE VON KOLLINEATIONSGRUPPEN

3.1. Eine topologische projektive Ebene ist eine projektive Ebene, bei der
die Punktmenge P und die Geradenmenge £ so mit einer Topologie ver-
sehen sind, daB die Operationen Verbinden (v) und Schueiden (A) stetig
werden. Im folgenden bezeichne 2, sofern nichts anderes spezifiziert, stets
eine kompakte zusammenhiingende Translationsebene, d.h. eine topologische
Translationsebene mit kompaktem zusammenhingendem Punktraum.

Wir stellen sie uns meist als affine Ebene &7 vor, wobei als uneigentliche
Gerade L, stets die Translationsachse von & verwendet wird. Beziiglich
irgend zweier nichtparalleler affiner Geraden W und S als ‘waagrechte’ und
‘senkrechte’ Koordinatenachse und eines nicht auf L., W und S liegenden
Einheitspunkts e wird & durch einen lokalkompakten zusammenhéngenden
Quasikorper Q koordinatisiert ({12, § 7). Da die additive Loop von Q
gleich R* (n=1, 2, 4, 8) ist, ist P also eine kompakte Mannigfaltigkeit und
die projektiven Geraden — die wir mit der Menge der auf ihnen liegenden
Punkte identifizieren — sind hom&omorph zur n-Sphére S” (siche auch
[4, 8.1]).

Die Punktmenge A der affinen Ebene & trigt (als Produkt Ox Q) in
kanonischer Weise die Struktur eines Rechtsvektorraums fiber dem Kern
KerQ des Quasikorpers Q. Die affinen von W=0Qx {0} und S={0}xQ
verschiedenen Geraden durch den Koordinatenursprung 0=W A S sind in
dieser hier stets verwendeten Darstellung die Punktmengen {(x, mx) | xeQ}
fiir 0s£meQ. Da die Linksmultiplikation mit m linear ist, handelt es sich
um iiber KerQ lineare Unterrdume von O x Q der reellen Dimension #. Um
unnétige Fallunterscheidungen za vermeiden, betrachten wir hiufig die an-
gegebenen linearen Strukturen iiber dem zu R isomorphen Unterkorper (1)
von KerQ als Grundkorper.

Als wichtige Bezugspunkte fithren wir noch die uneigentlichen Achsen-
punkte w= WAL, und s=S AL, ein; zusammen mit Ursprung 0 und Ein-
heitspunkt e bestimmen sie das Bezugssystem der Koordinatisierung.
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3.2. IstZnichteine der klassischen Ebenen iiber R, C, H oder den Oktaven O
(d.h. nicht moufangsch, vgl. [12, 7.25 und 7.27]), so hilt die volle Kollinea-
tionsgruppe von & die Translationsachse L., fest ([10, 8.3]; [3, Lemma 3]),
ist also gleich der affinen Kollineationsgruppe G.

Die auf A transitive Gruppe T der Translationen mit Achse L., entspricht
in der Koordinatisierung gerade den Translationen im Vektorraum A=0 x Q
=R?", Die Streckungsgruppe Gy, 1.1 der Kollineationen mit Zentrum 0 und
Achse L, ergibt sich in Koordinaten als die Gruppe

Gro,.1 = {2 %2 -0 %xQ:(x,3) = (x¢,y0) [ 0 # c € Ker @}

der Streckungen iiber KerQ im {iiblichen Sinn (siehe etwa [10, 8.4.2]). Dies
zeigt bekanntlich unter anderem, dall der Kern eines koordinatisierenden
Quasikorpers von der Wahl der Bezugspunkte unabhéingig ist; in diesem
Sinn sprechen wir auch vom Kern der Ebene.

Fiir die Standgruppe G, von G im Ursprung gilt

G=Go'T=T'Go-

Nach [1, 3 Satz 9] oder [10, 8.3.8] besteht G, aus iiber KerQ semilinearen
Automorphismen von A. Anhand ihrer Begleitautomorphismen ergibt sich
wie in 2.5, daB in den Fillen Ker@={1>=R oder Kerg~H jedenfalls
Linearitdt iiber R vorliegt; insbesondere sind dann alle Kollineationen
stetig. Ist KerQ=C, so sind gerade die stetigen Kollineationen aus G,
linear fiber {1>=R, da die einzigen stectigen Automorphismen von C
(Identitdt und Konjugation) gerade diejenigen sind, die R elementweise
festlassen. —

3.3. Wir versehen nun die affine Kollineationsgruppe G mit der kompakt-
offenen Topologie; G wird so eine topologische Gruppe (vgl. [2, Theorem 47).

Da sich die Standgruppe X, der Gruppe X der stetigen Kollineationen im
Ursprung mit dieser Topologie als (selbstverstindlich abgeschlossene)
Untergruppe von GL(2n, R) auffassen 148t, ist 2 als semidirektes Produkt
2 T lokalkompaki.

3.4. Die Untergruppe X der stetigen Kollineationen ist offen in G ; insbesondere
ist auch G lokalkompakt.

Beweis. Ist der Kern der Ebene R oder H, so sind alle Kollineationen
stetig, und es ist nichts zu beweisen. Im Fall komplexen Kerns sei Q der
Koordinatenbereich der affinen Ebene fiir Bezugsviereck (0, w, s, €). Wir
identifizieren ihn mit einer Koordinatenachse und wihlen dort einen in
seinem Kern KerQ=C enthaltenen Bogen C sowie eine offene beschrinkte
Umgebung U von C in A. Eine unstetige Kollineation y kann dann nicht
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in der Basisumgebung [C, Ul={0eG | o(C)S U} enthalten sein: wird die
Ebene beziiglich des Bildvierecks ((0), y(w), 9(s), y(e)) iiber dem Quasi-
korper Q' koordinatisiert, so induziert p einen unstetigen Isomorphismus
der zu C isomorphen Kerne von Q und Q’, und nach [9] bildet dieser jeden
Bogen C in KerQ auf eine dichte Teilmenge von KerQ' ab; insbesondere
ist also y(C) unbeschriankt und daher nicht in U enthalten. [

Im iibrigen 148t sich dieser Sachverhalt allgemeiner fiir beliebige lokal-
euklidische topologische projektive Ebenen beweisen, indem man anstelle
eines Bogens eine (n—1)-Sphére C in einem zu R” homéomorphen koordi-
natisierenden Ternérkdrper K verwendet. In Verallgemeinerung des eben
benutzten Resultats gilt dann nimlich wieder, daBl das Bild von C unter
einem unstetigen Terndrkorperisomorphismus ¢ von K auf einen weiteren
zu R" homéomorphen Terndrkérper K dort iiberall dicht ist. Der fiir n=2
in [14] gegebene Beweis dieser Tatsache 146t sich unmittelbar fiir beliebige
Dimension verwenden, indem man dort J=C setzt; unter der Annahme,
daB o(C) nicht iiberall dicht und o.B.d.A. also beschrinkt ist, 148t sich in C
ein Bogen B mit ebenfalls beschrinktem Bild finden, wie er im weiteren
Bewecisverlauf in [14] benétigt wird. —

Auch die nun folgenden Uberlegungen gelten nicht nur fiir Translations-
ebenen, sondern allgemein fiir kompakte lokaleuklidische projektive Ebenen.—
Zundchst einmal haben wir bisher offen gelassen, ob die kompakt-offene
Topologie auf der Kollineationsgruppe beziiglich der Punktmenge P der
projektiven Ebene oder der Punktmenge A der affinen Ebene zu verstehen
sei. Jedoch zeigt sich:

3.5. Auf G stimmen die kompakt-offene Topologie beziiglich P und die kom-
pakt-offene Topologie beziiglich A iiberein.

Beweis. Wegen 3.4 geniigt es, die Gruppe der stetigen Kollineationen zu
betrachten. DaB die kompakt-offene Topologie beziiglich P als zugrunde-
liegendem topologischem Raum feiner ist als die beziiglich A definierte, folgt
aus der Definition. Infolgedessen geniigt es zu zeigen, daB fiir eine auf A
gegen die Identitét konvergente Folge y, stetiger Kollineationen und fiir eine
in P gegen y konvergente Punktfolge y, stets lim,_ ,y,(»,)=y gilt. Da P
kompakt ist, kann man 0.B.d.A. annehmen, daBl y,(»,) in P gegen " kon-
vergiert und hat dann y=y' zu zeigen. Fiir xe A\{y, '} und eine von L
verschiedene Gerade L mit x¢L und (xvy)ALe A ist nun (bei geniigend
groBem »)

Vv [(x v yv) A L] = [yv(x) v yv(yv)] A yv(L) eA.

Nach den Voraussetzungen konvergiert die linke Seite gegen (x v ) AL, die
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rechte gegen (x v y') AL; folglich ist y’ex v y fiir alle xe A\{y, y'}, d.h. not-
wendig y=y'. [
G ist auch eine Kollineationsgruppe der dualen Ebene #* von £. Betrachtet

man G mit der kompakt-offenen Topologie beziiglich der Punktmenge von
2P*, also der Geradenmenge % von 2, so 146t sich dhnlich wie eben zeigen:

3.6. Auf G stimmen die kompakt-offene Topologie beziiglich P und die
kompakt-offene Topologie beziiglich % iiberein. [}

Mit 2| L, bezeichnen wir die von der Gruppe 2 der stetigen (affinen)
Kollineationen auf der Fixgeraden L., induzierte Hom&omorphismengruppe,
versehen mit der kompakt-offenen Topologie beziiglich L,,. Im folgenden
werden die Bezichungen zwischen 2 und X | L, untersucht,

3.7. LEMMA. Seio,e2, cine Folge den Punkt O festlassender stetiger affiner
Kollineationen derart, daff o, | Ly, in 2| L, gegen die Identitit strebt.
Gibt es einen affinen Punkt p#0 so, daf o,(p) gegen einen affinen Punkt g#0
konvergiert, so konvergiert o, in 2, gegen eine Streckung o€ G, 1..1-
Beweis. Sei Ly =0vpund z=L, AL,. Dann ist 0(p)e0vo,z), und da
o,(2) gegen z konvergiert, ist g=1im, ., ,0,(p) €0 v z=L,. Die auf der affinen
Ebene A, =P\L, durch

oN=lgvpv)ALI)]AOvVYy

definierte Abbildung o ist ein Hom&omorphismus von A, in sich, wie man
unmittelbar verifiziert.

Die auf A, eingeschrinkten Kollineationen o,: A;—P konvergieren nun
beziiglich irgendeiner Metrik von P gleichma8ig auf kompakten Teilmengen
von A, gegen ¢. Sonst gibe es ndmlich eine kompakie Teilmenge C=4,,
ein ¢>0 und eine Folge x, in C derart, daB o(x,) immer auBerhalb der
e-Umgebung von o(x,) lige. O.B.d.A. konnten wir annehmen, daf x, gegen
xeCund o,(x,) gegen yeP konvergiert; und wegen der Stetigkeit von ¢ wire
y jedenfalls von o(x) verschieden. Da ¢, auf L., gegen die Identitit konver-
giert, hitte man fiir z,=(0vx,)AL, die Grenzbezichung lim,,,0,(z,)
=lim,..»z,=(0vx)A L, und folglich, wegen ¢,{x,)e0vo,z,)

y=limoyx,)el v x.
Fir {,=(pvx,)AL, bhitte man entsprechend lim,.,o,(f)=1lim, ¢,
=(pvx) AL, und wegen o,(x,) o (p)vo,l,)

vyeqv (p v x)ALy);

nach Definition von o insgesamt also doch y=6(x), ein Widerspruch.
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o, konvergiert also insbesondere auf allen Punkten von A; punktweise.
Indem man nun in den vorstehenden Argumenten L, durch eine davon ver-
schiedene Gerade L,30 ersetzt und statt p einen eigentlichen von 0
verschiedenen Punkt p,eL, verwendet, erhiilt man, daB o, in der affinen
Ebene A,=P\L, ebenfalls gleichmaBig auf kompakten Teilmengen gegen
einen Homoomorphismus von A, in sich konvergiert, der auf A n A,
natiirlich mit o {ibereinstimmt. Insgesamt konvergiert o, in P\{0} gleich-
mifBig auf kompakten Teilmengen gegen einen HomGomorphismus ¢, der
alle Geraden durch 0 festl48t und als Limes von Kollineationen Kollinearitit
erhiilt. Setzt man ihn durch ¢(0)=0 zu einer Streckung fort, so konvergiert
o, auf ganz P gegen o sonst gibe es eine gegen 0 konvergente Folge x, in P
mit lim, ., ,0,(x,) =y %0 und aus der Konvergenz in P\{0} von o; * gegeno~*
wiirde lim,_, ,,x, =0~ ()50 folgen, ein Widerspruch. []

Wihrend die vorstehenden Uberlegungen ohne geometrische Zusatz-
voraussetzungen auskamen, bendtigt das folgende Korollar die Existenz
einer Streckungsgruppe mit von 0 bis L, reichenden Bahnen. Der Einfach-
heit halber belassen wir die Formulierungen im Kontext von Translations-
ebenen:

3.8. KOROLLAR. Sei E eine abgeschlossene Untergruppe von Xy, die die
Gruppe R aller Streckungen aus Gy, 1.3 Wit positivem reellem Faktor enthdlt.
Dann induziert der Restriktionshomomorphismus © : 5—-5 | L, einen Isomor-
phismus topologischer Gruppen'

& 2580, L1 & | Lo

(wobei links die Quotiententopologie und rechts die kompakt-offene Topologie
in Ly, betrachtet wird). Insbesondere ist B | L, lokalkompakt.

Beweis. @ ist ein stetiger Epimorphismus mit Kern Zpo, 1 ;, also ist @
stetig und ein abstrakter Gruppenisomorphismus. Zu verifizieren bleibt die
Stetigkeit von @-! im Neutralelement. Ausgehend von einer beliebigen
Folge &, von Kollineationen aus =, deren Einschrinkungen auf L, gegen
die Identitiit konvergieren, geniigt es hierzu zu zeigen, dafl zu jeder Teil-
folge &, eine Unterfolge &, und Streckungen g,€Z|o, 1 existieren derart,
daB £,0, gegen ein Element von Sy, ;. konvergiert. Wenn man £ nach
3.2-3.3 als Untergruppe von GL(2n, R) auffaBt, enthilt nun & nach Voraus-
setzung alle Streckungen mit positiven reellen Zahlen. Zu beliebigem festem
0#pe A lassen sich folglich Streckungen g,eZi,, ;. finden derart, daB
&,0,(p) fir alle u in einer festen kompakten 0 nicht enthaltenden Teilmenge

L Eio,L 1=EN 6o, 7 ist die Gruppe der Kollineationen aus & mit Zentrum 0 und
Achse L.
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von A liegt. Fiir eine geeignete durch » indizierte Teilfolge konvergiert dann
£,0,(p) gegen einen von 0 verschiedenen Punkt g von A. Nach 3.7 konver-
giert folglich £,¢, gegen eine Streckung, die wegen der Abgeschlossenheit
von & in &y, 1.1 legt. [

Als technisches Hiifsmittel bendtigen wir in § 4 schlieBlich noch

3.9. LEMMA. Sei X ein kompakter metrischer Raum und €(X, X) der Raum
der stetigen Abbildungen von X in sich mit der kompaki-offenen Topologie.
Dann ist eine als Teilraum von € (X, X) lokalkompakte und auf X gleichgradig
stetige Gruppe H von Homdbomorphismen von X abgeschlossen in (X, X).

Beweis. Zunichst ist H wegen der Kompaktheit von X gleichmifig-
gleichgradig stetig, d.h.

Ae>0VE>0AheH:d(,x) < 8=dhx),hx) < ¢. )

Zu vorgelegtem &> 0 existiert ndmlich, wegen der gleichgradigen Stetigkeit
von H, {ir jedes xeX eine Umgebung U, von x mit A(U,) = K/, (h(x)) fiir
alle heH. Ist § eine Lebesgue-Zahl zur Uberdeckung {U, [ xeX}, so ist
Beziehung (1) erfiillt. In ihr wihle man nun & so, daB U={he H | AxcX:
d x (x, h(x))< ¢} relativkompakt in H ist. Fiir zugehdriges 6 liegt jedes feH
im AbschiuB von V={geH [ AxeX :d(f(x), g(x))<d/2}. Fir alle g, heV
ist wegen der Dreiecksungleichung d(g(x), #(x))<d und nach (1) folglich
h™logeU, d.h. h~'-V<U. Es folgt h™tofeh~toVcU<H und daraus
SfeH. O]

4. GROSSE KOMPAKTE KOLLINEATIONSGRUPPEN

Dieser Abschnitt gilt dem in der Einleitung angesprochenen Hauptsatz.
Die Bezeichnungen und Generalvoraussetzungen des §3 sind beibehalten.
Zunichst einige einfithrende Bemerkungen:

4.1. Die Zusammenhangskomponente I” der affinen Kollineationsgruppe G
einer kompakten zusammenhingenden Translationsebene 2 bestecht nach
3.4 aus stetigen Kollineationen und wirkt also als topologische Trans-
formationsgruppe auf A und P. Wegen I'==I", T=T-I'; ist auch die Stand-
gruppe I'; im eigentlichen Punkt 0 als stetiges Bild von I" zusammenhiingend.
Nach 3.2 wirkt Iy auf A =R?" als (selbstverstiindlich abgeschlossene) Unter-
gruppe von GL(2n, R). Auch im Fall komplexen Kerns sind die Koliineationen
aus I’y linear iiber dem Kern (da semilinear und da die auf dem Kern C
induzierte zusammenhéngende Gruppe stetiger Begleitautomorphismen nur
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aus der Identitdt bestehen kann). Im Fall reellen oder komplexen Kerns
liegt folglich die Streckungsgruppe 17, 1. (dic mindestens die Zusammen-
hangskomponente der Gruppe Gy, 1.y 2ller Streckungen enthilt) im Zen-
trum von I.

Denkt man sich wieder die affine Ebene A =R?2" beziiglich den Koordi-
natenachsen W und § iiber einem Quasikdrper Q=R" koordinatisiert, so
besteht die Standgruppe I, s von I" auf den Achsen aus linearen Abbildun-
gen der Form

(B,C):0x0->0x0:(x,y) = (Bx, Cy)

(B, CeGL(n, R)). Fithrt die Kollineation (B, C) die Ursprungsgerade V,,=
={(x, mx) [ xeQ} der Steigung me(Q in die Ursprungsgerade der Steigung
D g, c,(m) tiber, so gilt mit der Multiplikation in Q

C (mx) = Dg c)(m) * B(x).

Vermoége m—V,AL, (also mittels der Perspektivitit der Geraden
{(1, m) [ImeQ} auf L, vom Zentrum 0 aus) identifizieren wir im folgenden
0 mit Ly\{s}; durch coi»s 14Bt sich dies zu einer Identifikation der
Einpunktkompaktifizierung §=Qu {c0} mit L, fortsetzen. Indem man
D c(0)=00 setzt, beschreibt dann D, ¢, die Wirkung der Kollineation
(B, C) auf L,,; wir haben also die Identifikation

I'W,S [ Lo = D(Ty,s) = {@(B,C) : Q i Q./(B: C)EFW,S}

vorgenommen und haben dann in der Abbildung (B, C)—»®p, ¢, den kano-
nischen Homomorphismus

D: Iy, s> Iy s|Ls

der Einschrédnkung auf L, vor uns.

4.2, HAUPTSATZ. Sei & eine kompakte zusammenhingende Translations-
ebene und Q eine abgeschlossene Untergruppe der Kollineationsgruppe 'y s
von P, die die Einparametergruppe

R={(xy) r(ry|0<reR} < Gp,r.

der Streckungen mit reellem positivem Faktor enthalten mdge. Dann gilt:
(i) Der Normalteiler

M={BCefl[detB=detC =1}

von Q ist kompakt und ist die grofSte kompakie Untergruppe von £2. Beziiglich
Komplementen von M in Q2 bestehen zwei Mdglichkeiten:
Ist fiir jede Einparameteruntergruppe Y von 2 die auf der uneigentlichen
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Geraden L., induzierte Homdéomorphismengruppe Y | L, relativ kompakt (in
der Homéomorphismengruppe von L,), so gilt?

Q< M- R.

Ist hingegen Y eine Einparametergruppe von & derart, daf} Y| Ly, nicht
relativ kompakt ist, so gilt

(YR n M = {id}
und
Q=M-R-Y.

Y- R ist dann abgeschlossen in £2 und Y hat auf L.,\{w, s} lauter abgeschlossene
von w nach s laufende Bahnen.

(ii) Ist der Kern der Ebene reell, so wirkt M fust effektiv® auf L.

(iti) Ist der Kern der Ebene komplex und enthilt £ sogar die ganze Strek-
kungsgruppe Gy, 1...1, S0 existiert ein kompakter auf L, fast effektiver Normal-
teiler K von 2 so, daf} entsprechend

.Ql = K- G[O,Lm]
oder
Q = K' G[O,Lm]. Y.

Ist Q zusammenhingend, so kann auch K zusammenhdngend gewdhlt werden.

(iv) Ist der Kern der Ebene quaternional und ist Q zusammenhingend, so
gilt eine (iii) entsprechende Aussage immerhin mit einer zusammenhdngenden
(nicht notwendig normalen) Untergruppe K von £.

Beweis.

(a) Sei4 diein 2.1 eingefiihrte modulare Funktion eines die Ebene beziiglich
W und S als Achsen koordinatisierenden Quasikérpers Q=R". Fiir
(B, C)e Iy s folgt aus

C (mx) = D, c)(m) - B(x) 1)
unmittelbar, daB fiir alle meQ
A (D, cy(m)) = det B~ - det C - A(m). @)

Es ist nun im folgenden bequem, den klassischen Fall der reellen projektiven
Ebene, wo die Aussage des Satzes trivial wird, auller acht zu lassen und sich
also auf mindestens vierdimensionale Translationsebenen £ zu beschrinken

2 Q1! bezeichnet die Zusammenhangskomponente von £2.
3 D.h. hochstens endlich viele Kollineationen aus M induzieren auf L., die Identitit.
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([12, 7.24)). Dann ist Q\{0} zusammenhéngend, fiir 0#meQ also A(m)>0
(2.3) und daher stets

det B~'-det C > 0. 3

Infolgedessen ist die von M und R erzeugte Untergruppe von 2 gleich dem
Kern des Homomorphismus

p:2->R°:(B,C) > det B~ -det C
von (2 in die multiplikative Gruppe R® der positiven reellen Zahlen:
M- R =yp~1(1).

Mit den Identifikationen von 4.1 und nach (2) ist M| L,=(M-R)| L,
kanonisch isomorph zur Hom&omorphismengruppe

H={®gc|B C)el; AmeQ:4(Dg, c(m) = A(m)}

von § =Qu {0}. Der Kern des Restriktionshomomorphismus M—M | L,
ist genau die Gruppe S@,, 1.1 aller Streckungen in £ von Determinante 1,
im Fall reellen Kerns also gleich {1} oder {1, —1} (und dann M fast effektiv
auf L), im Fall komplexen oder quaternionalen Kerns eine abgeschlossene
Untergruppe der Gruppe der Streckungen mit den komplexen Zahlen bzw.
Quaternionen von Norm 1 (vgl. 3.2). Der Ineffektivititskern von M auf L,
ist also jedenfalls kompakt; fiir die Kompaktheit von M geniigt es daher
zu zeigen, daB M | L, oder gleichwertig H, kompakt sind. Als Kompakt-
heitskriterium soll wie in §2 der Satz von Arzeld-Ascoli herangezogen werden.

(b) Nach Definition hat die Homdomorphismengruppe H in Q relativ
kompakte Bahnen; mehr noch: sie 1dBt {aeQ | A(a)<A(m)} invariant, und
diese Mengen bilden fiir 0£meQ nach dem Lemma 2.3 {iber die modulare
Funktion ein System beliebig kleiner und beliebig grofer kompakter Null-
umgebungen in Q.

(c) H ist gleichgradig stetig auf Q beziiglich irgendeiner Metrik.

Wire dies namlich nicht der Fall, so gibe es ein meQ, ein ¢ >0, eine gegen
0eQ konvergente Folge m, und eine Folge (B,, C,) von Kollineationen aus
Q2 mit P,=Dp,,c,,H derart, dall

d(P, (m + m,), P(m)) > ¢ 4)

fiir alle yeN. Durch geeignete Wahl! von x,eKerQ und Auswahl von Teil-
folgen kann man annehmen, dafl

lim B(x,) = x # 0; lim P(m) = a (5)

V-0 Vo0
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fiir geeignete x, acQ (letzteres aufgrund von (b)). Nach Definition des Kerns
und wegen (1) ist

P, (m + m)- B(x,) = C,((m + m,) " x,)
= C, (mx, + m,x,)
= C, (mx,) + C, (m,x,)
= Py(m)- B|(x,) + P,(m,)- B(x,).  (6)

Wegen P,eH, also A(P(m,))=A4(m,), lim,_, ,m,=0 und der Stetigkeit von
A (2.3) konvergiert P,(m,) gegen 0. Die rechte Seite von (6) konvergiert
also wegen (5), folglich auch die linke und im Grenzwert ergibt sich
lim,.,  P(m+m,) - x=ax, also lim,_, , P,(m+m,)=a=lm,., , P,(m). Dieser
Widerspruch zu (4) beweist (c). — Damit zeigt sich nun

(d) H ist kompaki.

Zunéchst ist ndmlich H gleichgradig stetig auch auf der Einpunktkompak-
tifizierung §=Qu {co} beziiglich irgendeiner Metrik: In Punkten von Q
haben wir dies eben bewiesen ; und nach (b) 1Bt H beliebig groBe kompakte
Nullumgebungen in Q, also beliebig kleine Umgebungen von co invariant
und ist folglich auch in oo gleichgradig stetig. — Ferner ist nach 3.8
H=~(M-R) | L, lokalkompakt und nach 3.9 also abgeschlossen in (0, 0).
Wegen relativ kompakter Bahnen (siehe (b)) folgt (d) nun anhand des Satzes
von Arzeld-Ascoli ([5, XII 6.4]). —

Damit ist gezeigt, dall M kompakt ist.

(e) Da der eingangs eingefiihrte Homomorphismus p:2-R% wegen
W&o, 2..1)=1 (siche 3.2) durch 2/Q,, . 1= | L, faktorisiert und da R®
keine nichttrivialen kompakten Untergruppen besitzt, ist jede Untergruppe
X von , die auf L, eine relativ kompakte Untergruppe X | L, von 2 | Lo,
induziert, in p~*(1)=M"-R enthalten. Insbesondere liegt jede kompakte
Untergruppe von 2 im direkten Produkt MR und dann auch in dessen
kompaktem Faktor M; M ist also die groBte kompakte Untergruppe von .
Ist ferner fiir alle Einparameteruntergruppen Y von  die induzierte Gruppe
Y| L, relativ kompakt, so liegt folglich auch die von ihnen erzeugte Zu-
sammenhangskomponente von £ in M- R.

Gibt es hingegen eine Einparameteruntergruppe ¥ von Q mit zugehdrigem
stetigem Epimorphismus ¢: R%- ¥ derart, da8 Y | L., nicht relativ kompakt
in 2L, ist, so ist ¥ wegen der Kompaktheit von (M-R) | L~ H ins-
besondere nicht in M-R=y~!(1) enthalten. Da R°® keine nichttrivialen
zusammenhéngenden Untergruppen besitzt, sind folglich poqp: R°—R® und
damit auch 9| Y: Y-R® und ¢ Isomorphismen topologischer Gruppen.
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Insbesondere ist Y lokalkompakt und damit abgeschlossen in £ und hat
mit dem Kern M- R von v trivialen Schnitt. Sei nun %:R%—> Y die Inverse
von | Y. Fiir beliebiges wef? ist dann yp(w n(y(w)~*)=1 und folglich
o nplw) " Hep 1(1)=M R, also Q=M R-Y. - Ist %(r) die Kollineation
(B, C)eY, so ist nach (2) und wegen detB~!-detC=y(n{r))=r dann
A(Dp, oy(m)) =r-A(m) fiir alle meQ und dies strebt fiir festes ms£0 gegen 0
bzw. co, falls r gegen 0 bzw. co strebt. Nach dem Lemma 2.3 iiber die
modulare Funktion strebt dann auch @ (m) in Q gegen 0 bzw. co. Da
D p, ¢y die Wirkung von (B, C) auf L., beschreibt, zeigt dies, dafi die Bahnen
unter Y in L,\{s, w}=0\{0} abgeschlossen sind und von w nach s laufen. -
Wir beweisen schlieSlich noch, dafl ¥ R abgeschlossen in £2 ist: Y- R enthiilt
eine zu R komplementire Einparameteruntergruppe Y’ mit Y-R=Y'-R
so, daB fiir (B, C")eY’ stets det B'-detC’'=1 ist. Ansonsten kommen die
eben an Y betrachteten Eigenschaften auch Y’ zu, so daB wie gezeigt Y’
ebenfalls abgeschlossen in £ ist. Konvergiert nun fiir o, =(B,, C,)eY” und
o, =((x, Y)—>(xr,, yr,))e R(0<r,eR) die Folge w0, gegen die Kollineation
(B, ©)eR, so konvergiert r>=detB, r, detC, r, gegen detB-detC; also
konvergiert auch die Folge w, und da ¥’ abgeschlossen ist, beweist dies die
Abgeschlossenheit von Y'*R=Y-Rin Q. ~
Damit sind die Aussagen (i) und (ii) des Satzes hergeleitet.

(f) Zum Beweis von (iii) haben wir den Fall zu betrachten, daB der Kern
der Ebene isomorph zu C ist und £ die volle Streckungsgruppe Gyo, .. 3
enthélt. Entsprechend 4.1 sind die Kollineationen aus £2 linear iiber KerQ
=C; wir verwenden die komplexwertige Determinantenabbildung detc
beziiglich dieser linearen Struktur und setzen

K = {(B, C)e M| detc B~ detg C = 1}.

Mn Gy, 1 ist die grofite kompakte Untergruppe der Gruppe Gy, 1.1 aller
Streckungen mit komplexen Zahlen, also gleich der Gruppe SGyo, 1,7 der
Streckungen mit komplexen Zahlen der Norm 1. K hat nach Definition
endlichen Schnitt mit Gy, 1, d.h. ist fast effektiv auf L,,. Da M kompakt
ist, gilt fiir alle Kollineationen (B, C) aus M, daB |detc B|=1=]detc C]|.
Folglich ist M=K-SGy, .3 und Behauptung (iii) folgt nun mit G,z 1
=860, 11" R aus (i). Ist 2 zusammenhéingend, so hat — einfach aus Dimen-
sionsgriinden — die Zusammenhangskomponente von K statt K ebenfalls die
behaupteten Eigenschaften.

(g) Zum Beweis von (iv), fiir den Fall zu H isomorphen Kerns und bei zu-
sammenhingender Gruppe 2 mit £22 Gy, 1.1, schlieBt man analog: die
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Existenz eines Komplements K in M zum lie-einfachen zu Spin(3) iso-
morphen Normalteiler SGyo, 1.5 der Streckungen mit den Quaternionen der
Norm 1 folgt dabei aus bekannten Struktursdtzen iiber kompakte Liegrup-
pen (vgl. [8, IT 12.17]). O

10.
11.

12.
13.

14.
15.
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17.
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