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1. Einleitung

1.1. Die allgemeine Fragestellung, zu der die vorliegende Arbeit einen Beitrag
leistet, lautet:

Gegeben sei eine projektive Ebene 2 mit einer desarguesschen Baer-Unter-
ebene & derart, daB jede projektive Kollineation von £ sich zu einer Kolline-
ation von £ fortsetzen 1aBt. Was kann man iiber £ aussagen?

Fine allgemeine Losung dieses Problems scheint schwierig zu sein. Unter
geeigneten Zusatzvoraussetzungen wird man jedoch zu befriedigenden Antwor-
ten gelangen kOnnen. Im endlichen Fall etwa ergeben sich so genau die
Hughes-Ebenen, siehe [5].

1.2. Hier soll die Fragestellung auf topologische projektive Ebenen £ mit
kompakter, zusammenhidngender Punktmenge P beschridnkt werden, wobei wir
noch annehmen, dal die Punktmenge D der Baer-Unterebene & abgeschlossen
in P ist. 9 ist dann selbst eine kompakte, topologische Ebene. Eine affine
Unterebene von % ist homéomorph zu einer affinen Geraden von £ ([26:
§1(9)], siehe auch 2.1) und daher ebenfalls zusammenhéangend ([22]). Da nach
Annahme desarguessch, ist 2 somit die Ebene #,(IK) liber einem lokalkom-
pakten zusammenhidngenden topologischen Schiefkdrper IK, nach dem Satz
von Pontrjagin also iiber R, € oder dem Quaternionenschiefkorper H (siche
[12]). Die beiden ersten Fille wurden von Salzmann abschlieBend behandelt:
im Fall 2=2,(R) folgt 2=%,(C) (siche [25]), und im Fall 2 =2%,(C) ergibt
sich in [29], daB £ eine der dort ndher untersuchten verallgemeinerten
Hughes-Ebenen tiber den Fastkorpern von Kalscheuer-Tits [11, 35] ist.

1.3. Es bleibt der Fall 2=2,(IH). In [30] konstruiert Salzmann ausgehend von
derselben Fragestellung in diesem Fall eine Familie von Beispielen fiir 2, die
sich zum klassischen Beispiel (der Moufang-Ebene #,(D) iiber der Oktavenal-
gebra ©) dhnlich verhalten wie im Fall 2=>%,(C) die genannten verallgemei-
nerten Hughes-Ebenen zu £,(IH). Wir nennen diese Beispiele daher im folgen-
den Moufang-Hughes-Ebenen. (Es handelt sich allerdings weder um Moufang-
Ebenen noch um Hughes-Ebenen im eigentlichen Sinn, siehe 1.7).
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Hier soll nun gezeigt werden, daB diese Beispiele durch die genannten
Eigenschaften charakterisiert werden, d.h. dal die beschriebene Situation fiir
2=2,(IH) notwendig auf diese Moufang-Hughes-Ebenen fiihrt; damit ist dann
die eingangs gestellte Frage fiir kompakte, zusammenhidngende Ebenen in allen
Fillen vollstindig beantwortet.

Nur unter weiteren einschneidenden Einschrinkungen nimmt schon Salz-
mann in [30: Satz1] eine solche Charakterisierung vor, die allerdings so
angelegt ist, daB sie nur zur klassischen Moufang-Ebene %,(0) fiihrt und daB
die iibrigen Moufang-Hughes-Ebenen von vornherein ausgeschlossen bleiben.
Die dort verwendeten Ideen gehen jedoch auch hier in die Charakterisierung
der Moufang-Hughes-Ebenen ein, die infolgedessen eine natiirliche Ausweitung
und Ergidnzung von [30: Satz 1] ist.

Hier nun nochmals die genaue Formulierung unseres Hauptergebnisses:

1.4. Charakterisierungssatz. Die kompakten projektiven Ebenen, die eine zu
2,(IH) isomorphe abgeschlossene Baer-Unterebene & enthalten so, daf} jede Kol-
lineation von 9 sich zu einer Kollineation der ganzen Ebene fortsetzen lifit, sind
bis auf Isomorphie genau die Moufang-Hughes-Ebenen.

Eine Beschreibung der Moufang-Hughes-Ebenen und ihrer Kollineationen
findet man in 3.15 und §4.

Zum Beweis sei vorab bemerkt, dal Teile des Aufbaus und eine Reihe von
Argumentationsschritten sinngemiB aus den Beweisen von Salzmann ([25, 29])
fir die anderen Fille 2>~%,(R) und 2 =%,(C) iibernommen werden kdnnen.
Einige zentrale Schliisse jedoch, bei denen dort davon Gebrauch gemacht
wurde, daBl die Unterebene & pappossch ist, miissen hier fiir die nicht-pappos-
sche Unterebene 2=%,(IH) ganz anders gefiihrt werden. Umgekehrt konnte
man hingegen die anderen Fiélle ohne weiteres in die hier gefiihrte Argumenta-
tion einreihen und auf diese Weise eine einheitliche Erorterung des gesamten
Problemkreises erreichen. Es wurde darauf verzichtet, das im einzelnen auszu-
fithren.

An den Beweis von Satz 1.4 (siche §3) schlieBt sich in §4 noch die Erorte-
rung einiger Fragen beziiglich

Kollineationen von Moufang-Hughes-Ebenen an, deren Ergebnisse hier noch
kurz dargestellt seien.

1.5. In der Situation des Charakterisierungssatzes sei I die Gruppe aller steti-
gen Kollineationen von £, versehen mit der kompakt-offenen Topologie, und
sei A die Untergruppe bestehend aus denjenigen Kollineationen, die die Punkt-
menge D der Baer-Unterebene invariant lassen. A ist eine abgeschlossene
Untergruppe, und nach den Voraussetzungen induziert A auf 2 die volle
Kollineationsgruppe PSL;(IH) der Quaternionenebene. Nach [17: 1.1] ist I
eine Liegruppe.

Schon wihrend des Beweises des Charakterisierungssatzes wird sich erge-
ben (siehe 3.2, 3.6 und 3.12):

1.6. T enthilt eine zu SL;(IH) isomorphe Untergruppe %, die & invariant lift, die
Kollineationsgruppe von 9 zweifach iiberlagert und fahnentransitiv auf der dufle-
ren Geometrie P\ 9 wirkt.
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Die Fahnentransitivitit leitet sich dabei aus dem folgenden Sachverhalt her
(siehe 3.5):

1.7. Eine Moufang-Hughes-Ebene 2 ist eine Semitranslationsebene, d.h. jede
Elation von & wird von einer geeigneten Elation von & induziert.

Zum Begriff der Semitranslationsebene vergleiche man [19]. Es sei darauf
hingewiesen, dall ein entsprechender Sachverhalt fiir Homologien nicht gilt
(siche 4.4); die Moufang-Hughes-Ebenen sind also keine Hughes-Ebenen im
Sinne von [20: Theorem 2].

1.8. A ist fast-semidirektes Produkt von = mit dem Normalteiler © bestehend
aus denjenigen Kollineationen, die alle Punkte von & festlassen. Anhand [28]
148t sich nun zeigen, daBl © kompakt und hochstens eindimensional oder aber
zu Spin,(IR) isomorph ist; wir werden dies auch durch eine elementare Analyse
in den Moufang-Hughes-Ebenen bestitigen (4.2). Der erwidhnte engere Charak-
terisierungssatz von Salzmann [30: Satz 1] beschrinkt sich nun auf den Fall
©=Spin,(R):

Satz (Salzmann). Ist in der Situation des Charakterisierungssatzes 1.4 die Gruppe
© der 2 punktweise festlassenden Kollineationen dreidimensional, so ist P iso-
morph zur Oktavenebene 2,(0).

Im Rahmen unserer Uberlegungen wird sich diese Spezialisierung aus dem
Charakterisierungssatz 1.4 zusammen mit 4.2 und 4.3 ergeben.

In der allgemeinen Situation stellt sich bei der genaueren Untersuchung der
Kollineationen in §4 heraus, daB © immer einen eindimensionalen Torus
enthdlt. Damit sind schon alle Kollineationen erfalt; es zeigt sich (4.2, 4.3, 4.5):

1.9. In einer nicht zu #,(0) isomorphen Moufang-Hughes-Ebene lifit die Gruppe
" aller stetigen Kollineationen die Unterebene % invariant. T ist fastdirektes
Produkt von Z=SL;(IH) mit einem eindimensionalen Torus ©, der & punktweise
festlaft (dabei ist die zentrale Involution von % gleich der Involution von ©).

1.10. Ein Satz von Lowen und Salzmann [17:1.1] besagt, daB man unter viel
schwiicheren Voraussetzungen an die Kollineationsgruppe auf die hier behan-
delte Situation gefithrt wird, ndmlich schon unter der Annahme, daBl T eine
Untergruppe der Dimension >31 enthilt, welche eine echte abgeschlossene
Unterebene invariant 148t. In Kombination mit unserem Charakterisierungs-
satz erhdlt man so unmittelbar den folgenden

Satz. Sei 2 eine kompakte, sechzehndimensionale projektive Ebene, in welcher die
Gruppe der stetigen Kollineationen eine mindestens 32-dimensionale Untergruppe
besitzt, die eine echte abgeschlossene Unterebene invariant lifit. Dann ist P eine
Moufang-Hughes-Ebene.

Bei schirferen Annahmen iiber die Kollineationsgruppe kann man auch
noch die Existenz einer invarianten Unterebene erschlieBen, statt sie vorauszu-
setzen; dies fithrt dann zu der folgenden Charakterisierung der Moufang-
Hughes-Ebenen rein durch ihre Kollineationsgruppe (siehe 2.5):

1.11. Satz. Sei P eine kompakte, sechzehndimensionale projektive Ebene, in
welcher die Gruppe der stetigen Kollineationen eine abgeschlossene, zu SL,(IH)
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lokal isomorphe Untergruppe X besitzt. Dann lifit = eine abgeschlossene, zu
2,(IH) isomorphe Baer-Unterebene invariant, so dafj also eine Moufang-Hughes-
Ebene vorliegt.

Miindlichen Hinweisen von R. Lowen und H. Salzmann verdanke ich
einige interessante Varianten und niitzliche Vereinfachungen in den Argumen-
ten.

2. Vorbereitungen

In diesem Abschnitt werden die Hilfsmittel zum Beweis des Charakterisie-
rungssatzes 1.4 bereitgestellt; gleichzeitig wird Satz 1.11 bewiesen.

Das folgende Lemma zeigt, daB bei kompakten projektiven Ebenen die
Einbettung einer abgeschlossenen Baer-Unterebene topologisch gutartig (ndm-
lich lokal flach) ist; diese Tatsache wurde auch in [29: 3.8] bei der Behandlung
des Falles 2~%,(C) ohne Beweis verwendet. Der Beweis folgt Ideen von
Salzmann (siehe [26: 1(9)] und [27: §1(4)]).

2.1. Lemma. Sei & eine kompakte projektive Ebene, P ihre Punktmenge, und sei
9 eine abgeschlossene Baer-Unterebene mit Punktmenge D P. Ist L eine belie-
bige Gerade von 2, die auch zu & gehort, we LNnD und

0eK:=(L\{w})nD,
so gilt:

(i) L ist lokal homéomorph zu D; genauer:
Das Paar (L\{w},(L\{w})nD) ist homdomorph zu (K?,K x {0}); insbesondere ist
L\ D homéomorph zu K x (K\ {0}).

Daraus ergibt sich noch:

(i) Das Paar (P\L, D\L) ist homéomorph zu (K*, K x {0} x K x {0}).

(iii) dim P=2-dim D.
Beweis. Sei WL eine weitere Gerade durch w, die ebenfalls zu 2 gehort, und
sei aeW\D ein ,duBerer Punkt auf ihr. Wir konnen die Gerade L projizieren
auf das Biischel ¥, der Geraden durch a. Eine Gerade 4% \{W} gehort

wegen a¢D nicht zu 9; da 2 eine Baer-Unterebene ist, enthdlt 4 also genau
einen Punkt x, von 9, so daB {x,} =A4nD. Die Abbildung

@: L\{W} - D\W: Ax,

ist bijektiv; die Umkehrabbildung ergibt sich einfach durch Verbinden mit a.
Wie man anhand der Kompaktheit von D leicht sieht, ist ¢ ein Homdomor-
phismus (siche [26:1(9)]). Verknilipft man noch ¢ mit der Projektion
I\{w} »Z\{W}, so erhdlt man einen Homdomorphismus von (L\{w},
(L\{w})n D) auf (D\W, (L\{w})n D). Als Punktmenge einer affinen Ebene ist
aber D\W homoomorph zum Produkt der affinen Geraden K=(L\{w})nD
mit einer zweiten, zu K homoéomorphen Koordinatenachse. Damit ist (i) ge-
zeigt. (ii) ergibt sich durch Darstellung der affinen Ebene P\L als Produkt
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zweier punktierter Geraden von 2, auf die man (i) anwendet. (iii) folgt aus (i),
da nach [16: Theorem 1] dim P=2-dim L.

Es folgt eine Zusammenstellung bendtigter bekannter Aussagen iiber

2.2. Involutorische Kollineationen von kompakten projektiven Ebenen beliebi-
ger endlicher Dimension.

(a) Es gibt keine involutorischen Elationen, da die Punktmenge einer affi-
nen Ebene, die durch Weglassen einer Geraden entsteht, kontrahierbar ist ([23:
7.11]) und in ihr also der Fixpunktsatz von Smith [32: Theorem I] angewandt
werden kann.

(b) Eine involutorische Kollineation ist folglich entweder eine Spiegelung
oder aber eine Baer-Involution, deren Fixpunkte und Fixgeraden eine Baer-
Unterebene bilden ([9: 4.3, 4.4 S. 91f1.]).

(c) Zwei verschiedene vertauschbare Spiegelungen konnen nicht dasselbe
Zentrum oder dieselbe Achse haben; insbesondere liegt das Zentrum der einen
auf der Achse der andern ( Vertauschbarkeitsprinzip ), und es gibt hochstens drei
verschiedene paarweise vertauschbare Spiegelungen (sieche [24: 1.11], [27:
§1(2)]; der letztgenannte Beweis 148t sich direkt auch fiir hoherdimensionale
Ebenen verwenden, da man nach [16] inzwischen auch dann weil, daB die
projektiven Geraden homotopiedquivalent zu Sphéren sind).

Den folgenden Hilfssatz, der sich mit diesen Informationen ergibt, werden
wir auf Unterebenen von sechzehndimensionalen kompakten Ebenen anwen-
den:

2.3. Hilfssatz. (a) In einer vierdimensionalen kompakten projektiven Ebene enthdlt
die Gruppe der stetigen Kollineationen keine zu SO,(IR) lokal isomorphe Unter-
gruppe.

(b) In einer achtdimensionalen kompakten projektiven Ebene enthdilt die
Gruppe der stetigen Kollineationen keine zu SO.(R) isomorphe Untergruppe.

Man beachte als Unterschied von (b) zu (a), daB die zu SO (R) lokal
isomorphe Gruppe SU,(IH) durchaus als Kollineationsgruppe auftreten kann,
z.B. in der Quaternionenebene.

Beweis. (a) ist eine Spezialisierung eines Ergebnisses von R. Lowen [14:
Lemma 2.2] fiir den allgemeineren Kontext von stabilen Ebenen. Fiir den
projektiven Fall kann man etwas kiirzer etwa folgendermaBen argumentieren:

Bei vierdimensionalen Ebenen enthilt eine zusammenhingende Kollinea-
tionsgruppe auBer der Identitdt kein Element, das ein Viereck festlifit ([24:
4.17), also insbesondere keine Baer-Involution. Nach 2.2(b) wire somit
jede Involution einer zu SO,(R) lokal isomorphen zusammenhingenden
Kollineationsgruppe Z eine Spiegelung. Folglich miifite Z isomorph zu
Spin,(IR) x Spin,(IR) sein, da die iibrigen zu SO,(R) lokal isomorphen Gruppen
mindestens vier paarweise vertauschbare Involutionen enthalten, was dem
Vertauschbarkeitsprinzip 2.2(c) widerspriache. Ebenfalls nach dem Vertausch-
barkeitsprinzip wiirden die Zentren der drei zentralen Spiegelungen in
Z=Spin;(R) x Spin,(IR) ein nicht ausgeartetes Dreieck bilden, das unter Z fest-
bliebe. Eine mindestens zweidimensionale Untergruppe von Z lieBe also ein Vier-
eck fest, im Widerspruch zum eingangs erwihnten Sachverhalt.
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(b) Angenommen, K wire eine zu SO,(R) isomorphe Kollineationsgruppe
einer achtdimensionalen Ebene. Sie enthidlt dann vier paarweise vertauschbare
Involutionen, von denen jede im Zentrum einer zu SO, (R) isomorphen Unter-
gruppe liegt. Wir zeigen, daB jede solche Involution eine Spiegelung sein
miiBite; dies steht dann im Widerspruch zum Vertauschbarkeitsprinzip 2.2(c).

Nach 2.2(b) ist die Alternative dazu, daB eine solche Involution x eine
Baer-Involution ist. Die zugehorige Baer-Unterebene & der Fixelemente ist
nach 2.1(iii) eine Unterebene der halben Dimension. Eine x zentralisierende zu
SO,(R) isomorphe Untergruppe miiflite & invariant lassen; und da SO,(R)
keine 1-dimensionalen Normalteiler besitzt, miiite sie nach [27: §2(5)] sogar
fast effektiv auf & wirken. Dies steht aber im Widerspruch zu (a).

Mit ganz dhnlichen Schliissen 148t sich damit nun zeigen:

2.4. Hilfssatz. Sei K eine zu SU,(IH) isomorphe Gruppe von Kollineationen einer
sechzehndimensionalen kompakten projektiven Ebene. Dann ist die zentrale Invo-
lution x von K eine Spiegelung.

Beweis. Andernfalls wire wieder k eine Baer-Involution; sei # die zugehorige
Baer-Unterebene. 4 ist invariant unter K. Auf 4 kann K nicht trivial wirken,
denn sonst wiirde K auf den mit einer Geraden L von Z inzidenten, aber nicht
zu # gehorenden Punkten frei operieren, was wegen dim K=10>dim L nicht
angeht. Also mufl die zu SO4(R) isomorphe Faktorgruppe von K nach dem
einzigen nichttrivialen Normalteiler {id,«k} effektiv auf # wirken, im Wider-
spruch zu 2.3(b).

Mit diesen Hilfsmitteln kann nun der

2.5. Beweis von Satz 1.11 gefiihrt werden. Sei Z eine zu SL,(IH) lokal isomorphe
zusammenhingende Kollineationsgruppe einer sechzehndimensionalen kom-
pakten Ebene 2.

(a) Zur Konstruktion einer >-invarianten Unterebene & bauen wir eine in [29:
3.6] enthaltene Idee entsprechend aus:

Wir betrachten die (a priori nicht unbedingt effektive) Wirkung der univer-
sellen Uberlagerung 5= SL,(IH) auf 2, und die zu SU,(IH) isomorphen Unter-
gruppen von 2. Sei I die Menge der zentralen Involutionen dieser Untergrup-
pen. Nach 2.4 induzieren diese Involutionen Spiegelungen in £. Auch in der
gewohnlichen projektiven Wirkung von $=SL,(IH) auf der Quaternionenebene
2,(H) induzieren sie Spiegelungen, und jede Spiegelung von %,(H) ist in I
repriasentiert. Insbesondere sind die Elemente von I konjugiert. Die gesuchte
Unterebene 2 von 2 wird aus ihren Zentren und Achsen in & bestehen. =
wirkt transitiv auf der Menge D dieser Zentren und entsprechend auf der
Menge ¢ dieser Achsen. Insbesondere ist D zusammenhédngend.

Es muB gezeigt werden, daB3 2 eine abgeschlossene Unterebene ist. Dies ist
komplizierter, als es zunidchst scheinen mag. Wir verwenden stindig das Ver-
tauschbarkeitsprinzip aus 2.2(c) und die Tatsache, dal in Z,(IH) auch die
Umkehrung dieses Prinzips zur Verfiigung steht, daB also zwei quaternale
Involutionen genau dann vertauschbar sind, wenn das Zentrum der einen auf
der Achse der andern liegt. - Noch einige Bezeichnungen: Fiir kel seien z(x)
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und A(x) Zentrum und Achse von x in der Wirkung auf #,(IH), und Z(x) und
A(k) Zentrum und Achse in 2.

(b) Wir beweisen nun, daB alternativ eine der beiden folgenden Aussagen
zutrifft:

Fall 1. Alle Involutionen aus I, die in 2,(IH) dasselbe Zentrum haben, haben
auch in 2 dasselbe Zentrum.

Fall 2. Alle Involutionen aus I, die in 2,(IH) dieselbe Achse haben, haben in 2
dasselbe Zentrum.

Beweis. Angenommen, Fall 2 trifft nicht zu, d.h. fiir zwei verschiedene Involu-
tionen k;,k,el mit A(x,)=A(k,) ist Z(x,)$£Z(x,). Wegen der Viereckstransitivi-
tidt von 2 auf 2,(IH) gilt dies dann fiir alle solchen Paare von Involutionen.
Seien nun A, A, Involutionen aus I mit gleichem Zentrum z=z(A,)=z(A,)
in #,(IH), aber verschiedenen Achsen A(A,)=+ A(A,). Zu zeigen ist, daB sie auch
in 2 gleiches Zentrum haben. Seien L und L zwei verschiedene Geraden durch
z, die den Schnittpunkt A(A;)nA(A,) nicht enthalten. Fiir v=1,2 setzen wir
z, =AM)NL und z,=AQ,)n L, und wir betrachten die Involutionen x €l mit
Zentren z(x,)=z, und Achse A(x,)=L sowie die Involutionen kel mit Zentren
z(k,) =z, und Achse A(x))=L (Fig. 1). Die Involutionen «, und k, kommutieren
mit k) und «}, und A, kommutiert mit k, und «|. In £ gilt nun nach unserer
Annahme Z(x;)#Z(x,) und Z(x})=#Z(x}), und nach dem Vertauschbarkeitsprin-
zip kann man schlieBen, daB die Zentren und Achsen der betrachteten Involu-
tionen in £ eine zu Fig. 1 isomorphe Figur bilden: es folgt ndmlich
A(x,)=Z(<,) v Z(ky) = A(,) und A(x;)=Z(k,) Vv Z(x,) = A(K,), und daraus schlieBlich

zZ(A)= I‘I(Kl)m/a(‘(/1)= /I(Kz)mg(‘(lz)=z(7\z)>

was zu zeigen war.

Wir betrachten nun nur den Falll explizit weiter. Man hat dann eine
wohldefinierte stetige Abbildung

¢: P,(IH)»D mit {(z(x))=Z(x) fiir alle xel.

z4=2(ky) A 2= zlxg)
L=Alkq) = Alxy)
z=2(N)=2(XAy)
L'= Alkq) = Alky)
zy=2z(x;) 2,=2(x,)

AX,)
Fig. 1
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Wir werden zeigen, daB3 ¢ ein Isomorphismus von £,(IH) auf 2 ist. Im Fall 2
kann man dann ganz analog durch Dualisieren in £,(IH) schlieBen.

(¢) Die Abbildung { fiihrt nicht-ausgeartete Dreiecke von %,(IH) in nicht-ausge-
artete Dreiecke iiber; insbesondere ist { bijektiv.

Beweis. Die Ecken eines nicht-ausgearteten Dreiecks in £,(IH) bilden die Zen-
tren eines Tripels paarweise vertauschbarer Involutionen aus I; deren Zentren
in # bilden dann nach dem Vertauschbarkeitsprinzip ebenfalls wieder ein
nicht-ausgeartetes Dreieck. Daraus ergibt sich sofort die Injektivitdt von (; die
Surjektivitit folgt unmittelbar aus der Definition.

(d) Die Abbildung { erhdlt die Kollinearitt.

Seien z, (v=1,2,3) drei kollineare Punkte von #,(IH) auf einer Geraden A.
Man wihle in 2,(IH) einen weiteren Punkt z¢ A und drei Geraden 4, durch z
mit z,¢A,. Sei kel die Spiegelung mit Zentrum z und Achse A4, und sei x,el
die Spiegelung mit Zentrum z, und Achse 4,. Die k, sind mit k vertauschbar,
und nach dem Vertauschbarkeitsprinzip folgt, daB in & die Zentren z(x,)={(z,)
alle auf der Achse A(x) liegen miissen.

(e) Schluf. Insgesamt ist damit ¢ ein Isomorphismus von #(IH) auf 2; es
folgt auch, daB 2 eine Unterebene von 2 ist. Wegen der Kompaktheit von
2,(H) ist 9 abgeschlossen. Als Unterebene der halben Dimension ist 2 eine
Baer-Unterebene ([28: 1.4]). Da ¢ dquivariant beziiglich der Wirkung von s ist,
induziert £ auch auf 9 die volle Kollineationsgruppe; insbesondere 1iBt sich
jede Kollineation von & zu einer Kollineation von £ fortsetzen. Somit liegt
die Situation des Charakterisierungssatzes 1.4 vor.

Im Beweis des Charakterisierungssatzes 1.4 wird es erforderlich sein, be-
stimmte Untergruppen der Kollineationsgruppe der Quaternionenebene an-
hand weniger Charakteristika identifizieren zu konnen:

2.6. Lemma. Sei Y~SL,(IH)-IH* die Gruppe aller Transformationen des IH-
Rechtsvektorraums TH? der Form xt>(a-x)A mit aclH*=IH\{0} und

AeSL,(H).

Sei = eine zusammenhingende abgeschlossene Untergruppe dieser Gruppe mit
folgenden Eigenschaften:

a) dim==11

b) = hat endliche Fundamentalgruppe

c) die 3-te Homotopiegruppe (=) hat Rang 1.

Dann ist = konjugiert zu SU,(IH)- P, wo P eine nicht kompakte Einparameter-
untergruppe der multiplikativen Gruppe IH* der Form

P={'""" teR}cCcH
fiir eine geeignete Konstante o= 0 ist.

Beweis. Es geht im wesentlichen darum, den Isomorphietyp einer maximalen
kompakten Untergruppe K von = zu bestimmen.
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Zur Abschitzung der Dimension von K betrachten wir auch eine maximale
kompakte Untergruppe C der ganzen Gruppe Y. In der Liealgebra von Y
ergibt sich dann anhand der Dimensionsformel fiir Unterrdume

dimK = dimCn=Z = dim C+dim=Z—dimY¥Y =13+11-19=5.

Angesichts der Malcev-Iwasawa-Zerlegung (siehe z.B. [8: Chap. XV Theo-
rem 3.1 S.180]) sind = und K homotopiesquivalent. Die universelle Uberlage-
rung K von K ist ein direktes Produkt einfacher, kompakter Liegruppen, da
jede kompakte Liegruppe iiberlagert wird vom Produkt einer solchen Gruppe
mit einem Torus (vgl. [21: Beispiel 107 S.270]), und da hier wegen der
Endlichkeit der Fundamentalgruppe der Torusanteil trivial ist. Aus der Vor-
aussetzung rg,(=)=1 folgt nun, daB K selbst einfach ist:

Jede kompakte, einfache Liegruppe hat ndmlich verschwindende zweite
Homotopiegruppe ([1: Theorem 21.2]), aber nicht verschwindende dritte Betti-
Zahl ([2: 59 S.222], [13], siehe auch z.B. [3: Theorem 21.2] und allgemein die
Ubersicht in [31: §§11-147). Nach dem Satz von Hurewicz ([33: Theorem 7.5.5
S.398]) hat somit die dritte Homotopiegruppe eines jeden Faktors von K Rang
>1. Wegen ,(K)=1,(K)=1,(Z) kann also nur ein Faktor vorhanden sein,
und K ist einfach.

Insbesondere ist die Projektion von K auf den Faktor IH* /{1, —1} von ¥
trivial, da sie wegen dim K= 5 nicht endlichen Kern haben kann. Somit ist K bis
auf Konjugation isomorph zu einer Untergruppe der maximalen kompakten
Untergruppe SU,(IH) von SL,(IH)<'Y. Nun hat aber SU,(IH) nach der Klassi-
fikation der einfachen Liegruppen (siehe z.B. [36]) keine echten einfachen
Untergruppen einer Dimension =5 (eine zu SU,(C) lokal isomorphe 8-dimen-
sionale Untergruppe kommt nicht in Frage, da SU;(C) z.B. keine zweidimen-
sionale quaternale Darstellung hat, oder aber da eine transitiv und effektiv auf
einem homogenen Raum der Dimension 10—8=2 wirkende kompakte Lie-
gruppe nach [18: Theorem 6.25, Corollary 1 S. 243] hochstens 6-dimensional
sein kann). Bis auf Konjugation ist also K=SU,(HH) <SL,(IH).

In der adjungierten Wirkung auf der 11-dimensionalen Liealgebra von = 4Bt
K die eigene 10-dimensionale Unteralgebra invariant und folglich einen geeig-
neten dazu komplementiren 1-dimensionalen Teilraum fest, d.h. = ist direktes
Produkt von K mit einer nicht kompakten Einparameteruntergruppe P. Die
Projektion von P in den Faktor SL,(IH)/{l, —1} von Y ist trivial, da der
Zentralisator von SU,(IH) in SL,(IH) gleich {1, —1} ist (z.B. wegen der Transi-
tivitit von SU,(IH) auf den Richtungen von IH?). Also ist P eine nicht kom-
pakte Einparameteruntergruppe von IH*; eine solche ist stets konjugiert in
IH* zu einer Untergruppe der angegebenen Form.

3. Beweis der Charakterisierungssatzes

Wir legen nun die Situation des Charakterisierungssatzes 1.4 zugrunde. Sei 2
eine kompakte projektive Ebene, P ihre Punktmenge, und sei & eine zu 2,(IH)
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isomorphe Baer-Unterebene mit Punktmenge D < P derart, daB sich jede Kolli-
neation von & zu einer Kollineation von £ fortsetzen 14Bt.

3.1. Eine affine Gerade K der Quaternionenebene ist homdomorph zu H=R*;
nach 2.1 ist folglich eine affine Gerade L von 2 homdomorph zu R®, und P ist
eine 16-dimensionale Mannigfaltigkeit.

3.2. Die Gruppe der stetigen Kollineationen von 2 enthilt eine abgeschlossene,
zusammenhdngende Untergruppe Z, die D invariant lafit, auf @ die volle Kollinea-
tionsgruppe PSL;(IH) induziert und diese hochstens zweifach iiberlagert.

Um dies zu zeigen, betrachte man zunichst die Zusammenhangskomponente
A der Gruppe A aller stetigen Kollineationen, die D invariant lassen und ihre
Levizerlegung als fast-semidirektes Produkt des Radikals mit einem halbeinfa-
chen Kopf H. Wie in 1.5 schon festgestellt wurde, gilt nach Voraussetzung
A|D =~ PSL,(IH), und da dies eine einfache Liegruppe ist, wirkt das Radikal von
A' trivial auf D, so daB auch H|D = PSL,(IH). Denkt man sich H als fastdirek-
tes Produkt von einfachen Liegruppen zerlegt, so besteht die Zusammenhangs-
komponente des Kerns der Wirkung von H auf D aus dem Produkt eines Teils
der Faktoren. Das Produkt = der iibrigen Faktoren iiberlagert dann
H|D =~ PSL,(IH), und zwar hochstens zweifach, da PSL,(IH) Fundamentalgrup-
pe Z, hat (die zweifache Uberlagerung SL,(IH) hat nach der Malcev-Iwasawa-
Zerlegung [8: Chap. XV Theorem 3.1 S. 180] denselben Homotopietyp wie die
maximale kompakte Untergruppe SU;(IH), und diese ist einfach zusammen-
hidngend, siehe z.B. [10: 12.3 S. 92]).

3.3. Zur Beweisstruktur. Wie iiblich nennen wir die Punkte der Baer-Unterebe-
ne 2 innere Punkte, und die Geraden von £, die mehrere innere Punkte
enthalten, also eine Gerade von 2 induzieren, innere Geraden. Die iibrigen
Punkte und Geraden heien duflere Punkte und duflere Geraden. Dall & eine
Baer-Unterebene ist, bedeutet, daB auch jede duBere Gerade die Menge D der
inneren Punkte trifft; die 4uBeren Geraden sind also diejenigen, die genau einen
inneren Punkt enthalten. Dual geht durch jeden duBeren Punkt genau eine
innere Gerade.

Die Beweisstrategie wird darin bestehen zu zeigen, daB X transitiv auf der
Menge der dufleren Fahnen (d.h. der inzidenten Paare peA bestehend aus
einem duleren Punkt p und einer duBeren Geraden A) operiert, und die
Stabilisatoren #uBerer Punkte und #uBerer Geraden in = zu identifizieren.
Nach der Methode von Higman-McLaughlin [7] 148t sich dann die duBere
Geometrie aus der Gruppe rekonstruieren, und die duBere Geometrie legt
schlieBlich ganz & fest.

Die Transitivitdt von T auf den duBeren Fahnen kann man unter sinngema-
Ber Anwendung von Argumenten von Dembowski [4] gewinnen, wenn man
weiB, daB die Elationen von 2 durch in X enthaltene Elationen von £ indu-
ziert werden. Um dies zu erschlieBen, betrachten wir zundchst ein Paar

o¢L

bestehend aus einem inneren Punkt o und einer nicht mit o inzidenten inneren
Geraden L, und zeigen:
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3.4. X enthilt eine Spiegelung von & mit Achse L und Zentrum o.

Beweis. Wir schrdnken uns zundchst auf die Quaternionenebene % ein und
betrachten die Spiegelung von & mit Achse LnD und Zentrum o; sie ist die
zentrale Involution einer zu SU,(IH) isomorphen Untergruppe von
Z|D~PSL,(IH). Diese ist einfach zusammenhidngend ([10: 12.3 S.92]), so daB
sie nicht echt iiberlagert werden kann; die Zusammenhangskomponente K<
ihres Urbilds unter der Uberlagerung S—3|D wird also isomorph abgebildet,
d.h. K= SU,(H) wirkt effektiv auf D. Die zentrale Involution von K ist nach 2.4
eine Spiegelung von £, und sie induziert in &2 die Spiegelung, von der wir
ausgegangen sind.

Dabei sind die innere Gerade L und der innere Punkt o vollig beliebig; 3.4
besagt also in anderen Worten, dal jede Spiegelung von & induziert wird von
einer in ¥ enthaltenen Spiegelung von £. Dasselbe folgt nun fiir die Elationen
von &, denn jede Elation von & mit Achse L laBt sich darstellen als Produkt
von zwei Spiegelungen von & mit Achse L, und denkt man sich diese zu
Spiegelungen von 2 fortgesetzt, so ist deren Produkt wieder eine Elation (siche
z.B. [9: 4.21 S. 101]). Damit ist gezeigt:

3.5. Jede Elation von 9 wird induziert von einer Elation von 2 aus Z. Insbeson-
dere wirkt die Gruppe %, , der in X enthaltenen Elationen von & mit der inneren
Geraden L als Achse scharf transitiv auf D\ L.

Die letzte Aussage ist nun der Angelpunkt einer Argumentationskette von
Dembowski (Beweisschritte (2), (3), (4) des Beweises von 5.2 in [4: S. 13]), die
dort explizit nur fiir endliche Ebenen niedergelegt ist, aber ganz allgemein gilt
und folgendes zeigt:

3.6. I wirkt transitiv auf der Menge der duferen Fahnen.

3.7. Insbesondere ist Z transitiv auf der Menge P\D der duBeren Punkte. Eine
Kollineation aus 2, die einen duBeren Punkt p der inneren Geraden L wieder
in einen Punkt p’ von L iiberfiihrt, 148t L fest, da L die einzige innere Gerade
durch p ist, und dasselbe fiir p’ gilt.

Damit ergibt sich aus 3.6 noch:

3.8. Der Stabilisator 2; einer inneren Geraden L wirkt transitiv auf L\D.

3.9. Stabilisatoren dufserer Elemente. Nun sei im folgenden

p ein duBerer Punkt auf der inneren Geraden L,
und sei
A die (duBere) Gerade durch p und den inneren Punkt o¢L.

Wir betrachten die Stabilisatoren

Nach 3.7 ist T€Z; , also
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1T enthélt die Elationengruppe %, ;, als Normalteiler, der auf D\L nach 3.5
transitiv operiert. TT ist also das semidirekte Produkt

=M, , (1a)
mit dem Stabilisator
M=2,L,

Dual ist A=%,=3,  (da o der einzige innere Punkt auf A4 ist) und folglich
AL=ZA,L=ZA,0,L=Zp,0,L’ also

A =T,;
als Gegenstiick zur Zerlegung (1a) erhilt man somit
AN=T1,-%, o (1b)

wobei %, ., die Gruppe der Elationen mit Zentrum o und Achse durch o
bezeichnet.

Die Elationengruppen %, ;, und %, , sowie die Gruppe X, sind in ihrer
Wirkung jedenfalls auf D bekannt; ¥, induziert die Kollineationsgruppe der
affinen Quaternionenebene D\ L. Nach (1a) und (1b) sind somit die Stabilisato-
ren M=%, und A=3, bestimmt, wenn man die Untergruppe T1, in X, identifi-
zieren kann. Nun ist entsprechend den Zerlegungen (1a) und (1b)

2L=ZL,0'Z[L,L]’ (1¢)

und X, , induziert in der affinen Quaternionenebene D\L=IH? die Gruppe
SL,(IH)-H*. Im Hinblick auf die Anwendung von Lemma2.6 zeigen wir:

3.10. T, ist zusammenhdngend, die Fundamentalgruppe von T1, ist endlich, 14(TT,)
hat den Rang 1, und dimTT,=11.

Beweis: Wir leiten alle diese Aussagen aus der nach 3.8 transitiven Wirkung
von Z; auf L\D her; nach 2.1 kennen wir den Homdomorphietyp von L\D
und konnen die exakte Homotopiesequenz fiir Faserungen beniitzen.

Der Stabilisator der Wirkung von %, auf L\D ist ¥, ,=% =TI, nach 3.1 ist
L\D eine 8-dimensionale Mannigfaltigkeit, und die affine Quaternionengruppe
2, hat Dimension 27; also ist dimT=27—8=19. Die Translationsgruppe Z; ,,
der affinen Quaternionenebene D\L ist isomorph zu H?=~IRRS, 'und mit der
Zerlegung (1a) folgt dimTT,=dimM—8=11.

Diese Zerlegung zeigt auch, da TT denselben Homotopietyp hat wie 1T ; es
geniigt also, die iibrigen Aussagen fiir TT statt TT, zu beweisen.

Ebenso zeigt Zerlegung (1c), daB Z; denselben Homotopietyp wie der
Stabilisator 2, , hat, der in der affinen Quaternionenebene D\L eine zu
SL,(IH)-IH* isomorphe Kollineationsgruppe induziert. Diese ist (nach der
Malcev-Iwasawa-Zerlegung [8: Chap. XV Theorem 3.1 S. 180]) homotopiedqui-
valent zur maximalen kompakten Untergruppe SU,(IH)-Spins(R), die von
SU,(IH) x Spin,(R) zweifach iiberlagert wird. Nach [10: 12.3 S.92] ist letztere
einfach zusammenhidngend, so daB die Fundamentalgruppe von Z,|D und da-
mit auch der Uberlagerungsgruppe =, aus hochstens zwei Elementen besteht.
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Die hoheren Homotopiegruppen dndern sich bei Uberlagerung nicht, also ist
m3(Z) =13 (SU,(IH) x Spiny(R))>Z x Z

(siehe [10: 12.6 S. 93]). — Wir bemerken noch, daBl die zweite Homotopiegruppe
bei allen Liegruppen verschwindet (vgl. etwa [1: 6.11]).

Eine affine Gerade K der Quaternionenebene ist homdomorph zu HxR*;
nach 2.1 ist somit L\ D homéomorph zu R* x (R*\ {0}) und hat den Homoto-
pietyp der 3-Sphire §3.

Wir konnen nun die Fasersequenz der transitiven Wirkung von X; auf L\D
anwenden. Nach [18: 2.13 S.63] ist L\D homéomorph zum Faktorraum X, /T
nach dem Stabilisator M=%, . Die kanonische Projektion X, -2, /TT ist ande-
rerseits ein lokal triviales Faserbiindel ([34: Part1 7.5 S. 32]), so daB man eine
exakte Homotopiesequenz

.o, (LA\D)-> 1, (M- ,(Z) >, (L\D)>,_ (—...

erhilt ([34: PartII 17.4 S.91]). Fiir n=3 ergibt dies wegen m,($*)=2Z, ([33:
8.5.12 S. 459]) eine exakte Sequenz

Z,->t,(M->ZxZ—->Z-0,

aus der sofort folgt, daB m4(TT) keine Torsionsgruppe sein kann, also r;(IT)
mindestens Rang 1 haben muB. Die Faktorgruppe von m;(IT) nach der Tor-
sionsuntergruppe wird injektiv nach Z x Z abgebildet; hétte sie Rang =2, so
wire die Faktorgruppe von Z x Z nach dem Bild endlich, und konnte nicht Z
als homomorphes Bild haben, wie es die exakte Sequenz verlangt. Also hat
,4(TT) den Rang 1.

Fiir n=1 lautet der Abschnitt der exakten Homotopiesequenz

0-m (M-, (Z)—-0-...,
so daB also

m M=) @

ist und somit, wie oben ausgefiihrt, hochstens zwei Elemente hat.

Fiir n=0 schlieBlich ergibt sich analog, daB} TT so viele Zusammenhangs-
komponenten hat wie Z; .

Um nun zu zeigen, daB Z; und damit TT zusammenhédngend ist, kann man
ganz entsprechende Uberlegungen fiir die transitive Wirkung von £ auf dem
Raum ¢ der Geraden der Quaternionengeometrie & anstellen. Es ist (%)
=1,(%)=0 (das gilt ganz allgemein fiir die Punktriume hoherdimensionaler
kompakter Ebenen und dual auch fiir ihre Geradenrdume, sieche [26: 1(3),
1(6)]); folglich ist mit = auch Z; und damit TT zusammenhingend; ferner
konnen wir fiir spater noch notieren, daB3

@)= (R). @)

3.11. T, wirkt effektiv auf D und induziert auf D bis auf Konjugation in 2, (d.h.
bis auf geeignete Wahl des dufleren Punkts p auf L) eine Untergruppe der Form
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T,|D=SU,(H) P
von
3, ID=SL,(H)-H*

mit einer nicht kompakten Einparameteruntergruppe P von IH> wie in 2.6.

Beweis. Mit TT, hat auch die von TT, hochstens zweifach iiberlagerte Gruppe
M,D die in 3.10 bewiesenen Eigenschaften; nach 2.6 ergibt sich also fiir TT |D
eine Gruppe des angegebenen Typs. Insbesondere ist T |D einfach zusammen-
hidngend und kann nicht echt iiberlagert werden, so daBl TI, effektiv auf D
wirkt.

Mit Argumenten aus den Beweisen von 3.10 und 3.11 146t sich nun noch Z
genau gestimmen. Mit T1, ist ndmlich auch T=Tl,-%,; , einfach zusammenhin-
gend, und nach 3.10(2) und 3.10(3) folgt dasselbe fiir 2; und schlieBlich Z.
Somit ist = die universelle Uberlagerung von %|D = PSL,(IH):

312. = ist isomorph zu SL,(H), und die Einschrinkungsabbildung
3—3|D=PSL,(IH) ist eine zweifache Uberlagerung.

3.13. Damit konnen wir nun die Standgruppen duBlerer Punkte und Geraden
konkret angeben. Bei geeigneter Identifikation von X mit SL;(IH) und beziig-
lich geeigneter quaternaler homogener Koordinaten in der Unterebene
9 =%, (IH) wirkt 2= SL;(IH) auf D= P,(IH) in der gewohnten Weise als projektive
lineare Gruppe (wobei wir verabreden, Matrizen auf Zeilenvektoren wirken zu
lassen). Den inneren Punkt o und die innere Gerade L wihlen wir so, da} in
den Koordinaten von &
0=[1,0,0]
und
LAD={[0,x,,x,]; x;,x,€H}.

(m z, zz>
=410 eSL,(H),.
0o 2

Es ist dann

Die Elationengruppe X, ;; wird nach 3.5 durch Einschrinkung isomorph auf
die Gruppe aller Elationen von 2 mit Achse L abgebildet; bei unseren Identifi-
kationen ist also :

1 z, z,
2= 1 ; 21,2,€Hp.
1
Dual ergibt sich
1
Zoa=11 21 1 ; 2,2,€H;.
z, 1

Die Untergruppe T, von SL;(IH)=2, die entsprechend 3.11 in der affinen
Quaternionenebene D\L={[1,x,,x,]; x,,x,eIH} die Gruppe SU,(H)-P indu-
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ziert, ist eindeutig bestimmt als

h-2
Ho={( " C); CeSU,(H), heP}.

Nach 3.9 und 2.6 findet man somit die folgende Beschreibung fiir die Stabilisa-
toren 3,=T1,-3, ;;und 2,=TT -5, als Untergruppen von SL;(H)=%:

3.14. Zusammenfassung. Fiir einen geeigneten dufleren Punkt p und eine geeigne-
te mit ihm inzidente duffere Gerade A ist in Z=SL,(IH):

2
Zp-_-r[:{(h o 22); CeSUz(]H),hePa,zl,zze}H}

lh| C
und
h—Z
>,=N=4{ z, h| C ; CeSU,(IH), heP, z,,z,eH
Z3

mit der Spiralgruppe
P.={'""?" teR}cC<H

zu einer Konstante «=0.

3.15. Konstruktion der Moufang-Hughes-Ebenen aus ihren Kollineationsgruppen.

(a) Durch die Kenntnis der Stabilisatoren M=%, und A=Z, fiir eine feste
duBere Fahne pe A entsprechend 3.14 ist # nun eindeutig bestimmt.

Zunichst ist dadurch nach Higman-McLaughlin [7] die Geometrie der
duBeren Punkte und Geraden festgelegt: Wegen der Transitivitdt von X auf der
Menge der dulleren Fahnen (3.6) entsprechen die duBeren Punkte den Neben-
klassen Mo in = und die duBeren Geraden den Nebenklassen AT (o, 7€Z), und
wie man leicht nachrechnet (sieche [7: Lemma 1]), sind die entsprechenden
Punkte und Geraden p° und A" genau dann inzident, wenn TlonAT=+g.
Wegen 3o =0""'3,0und 2,=71""'3,7 kennt man im iibrigen alle Stabilisato-
ren der duBeren Elemente.

Nun werden noch die Punkte und Geraden der Quaternionenebene &
= #,(H) als innere Punkte und Geraden hinzugefiigt. Die Inzidenz eines duBle-
ren Punkts g mit der inneren Geraden M kann dabei ebenfalls in der Gruppe
T abgelesen werden, ndmlich daran, daB 2, ,,SZ,, und dual fir die Inzidenz
#uBerer Geraden mit inneren Punkten.

(b) Umgekehrt zeigt Salzmann in [30: Satz 2], daB sich durch diese Kon-
struktion einer Geometrie aus der Gruppe X=SL;(IH) fiir jede Wahl der
Konstante a>0 in 3.14 eine projektive Ebene ergibt, die mit der naheliegen-
den Topologie (ausgehend von P\D=23/T als homogenem Raum) zu einer
sechzehndimensionalen topologischen projektiven Ebene wird. Wir bezeichnen
diese Ebene als die Moufang-Hughes-Ebene 2, zum Parameter a.

(c) Insgesamt ist damit gezeigt, daB die Ebene 2, von der wir ausgegangen
sind, isomorph ist zu einer der Moufang-Hughes-Ebenen %,, womit eine Rich-
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tung des Charakterisierungssatzes 1.4 bewiesen ist. DaB umgekehrt jede Mou-
fang-Hughes-Ebene £, die Eigenschaft hat, die diesem Satz zugrundeliegen, ist
eine leichte Verifikation; vgl. auch den folgenden Abschnitt.

4. Kollineationen der Moufang-Hughes-Ebenen

4.1. Im folgenden betrachten wir eine Moufang-Hughes-Ebene £, wie in 3.14-3.15
konstruiert. Die duBeren Punkte und Geraden reprisentieren wir durch die
Nebenklassen der Untergruppen 1T bzw. A von SL,(IH) aus 3.14.
Einem Element TeSL,(IH) entspricht die Kollineation, die auf den duBeren
Punkten nach der Vorschrift
Moot

wirkt und auf den inneren Punkten der Quaternionenebene & in der {iblichen
Weise als projektive Abbildung operiert. Mit den Inzidenzkriterien aus 3.15
verifiziert man direkt, daB es sich tatsdchlich um eine Kollineation handelt.
Man erhilt so eine Kollineationsgruppe ==SL,(IH) in Ubereinstimmung mit
den Aussagen in §3, da sie der Ausgangssituation 3.2 entspricht.

4.2. Die Gruppe © der Kollineationen von 2, die alle inneren Punkte festlassen,
besteht genau aus den Abbildungen 3., die auf den dufleren Punkten folgenderma-

Jfen wirken:
3,.: Mo—>Tly, o;

dabei durchliuft vy, die Matrizen

Y.=| ¢ |eSL;(H)
c
fiir
ceC={1,i>cH, |c|=1 (falls a>0)
bzw.
ceH, |c|=1 (falls «=0).

Fiir «>0 ist also © ein eindimensionaler Torus, fiir «=0 isomorph zu Spin;(RR).

Beweisskizze. Die Matrizen y, normalisieren TT; damit kann man ‘entsprechend
den Inzidenzbedingungen aus 3.14 ohne weiteres zeigen, da die angegebenen
Abbildungen zu Kollineationen fiihren.

Sei umgekehrt 3€©. Da 3 auf den inneren Punkten identisch wirkt, kom-
mutiert 3 mit allen Elationen in = und damit mit allen Elementen von 2, weil
2 von den Elationen erzeugt wird. Der duBere Punkt TT geht unter S iiber in
einen Punkt TTA, der auf derselben inneren Geraden L liegt, so daB A dem
Stabilisator Z; angehort, der in 3.13 explizit angegeben ist. Nun kann man A
noch mit einem Element der Elationengruppe 2, ;; modifizieren; man kann
also annehmen, daB A die Form

=" )
Y
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hat. Wegen der Vertauschbarkeit von $ mit den Elementen von < gilt fiir well
nun ﬂ7\=ﬂ9:(ﬂn)9=(ﬁg)-rr=ﬂ7\7r, d.h. A normalisiert TT. Daraus und wegen
AeSL;(H) folgt sofort, daB Q=r-U mit UeSU,(IH) und r>0, und daB
a=r~?c mit |c|=1 ist, wobei ¢ fiir «>0 den angegebenen Einschrinkungen
unterliegt, da dann die Untergruppe P, von TT (siche 3.14) eine echte Spiral-
gruppe in €* ist. Insgesamt hat man

A=TY,

fir ein geeignetes Element Tell. Wegen der Vertauschbarkeit von 3 mit den
Kollineationen aus ¥ folgt dann allgemein (o)’ =(IT°) o =TA o= Y.o=Iy.o.

4.3. Bemerkung. Genau fiir «=0 ist %, die klassische Moufang-Ebene 2,(D).

Dies kann man etwa folgendermaBen einsehen: Wir betrachten IH als
Unterkorper von O und die dazugehorige Unterebene 2 =2,(IH) von £,(0).
Die Elationen von £,(D), deren Achsen zu &2 gehoren und die einen Punkt
von 2 wieder nach 2 abbilden, lassen £ invariant und induzieren simtliche
Elationen von £ (wegen der Transitivitdtseigenschaften von Elationengruppen
in der Moufang-Ebene £,(0)). Die Elationen von & erzeugen aber alle Kolli-
neationen von &, und somit ist #,(0) nach dem Charakterisierungssatz 1.4
eine der Moufang-Hughes-Ebenen Z,.

Nun hat O eine zu Spin;(R) isomorphe Gruppe von Automorphismen, die
den Unterkorper IH elementweise festlassen (siehe z.B. [6: 3.1(vi)]). Dem ent-
spricht eine zu Spin;(R) isomorphe Gruppe von Kollineationen von 2,(0), die
2 punktweise festlassen. Nach 4.2 kann daher £ nur fir a=0 isomorph zu
2,(0) sein.

4.4. Eine Homologie von 2 ldfit sich genau dann wiederum zu einer Homologie
von P, fortsetzen, wenn ihr Streckungsfaktor reell ist.

Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen und Konventionen von 3.13-3.15.
Eine Homologie von & mit Achse L und Zentrum o wird in SL,(IH) reprisen-
tiert von einer Matrix der Form

mit aeH, |a|=1 und s>0.

Eine Homologie ¢ von £ mit Achse L, die auf 2 diese Homologie
induziert, ist ein Element von -0 (da £ auf 2 die volle Kollineationsgruppe
induziert) und wirkt nach 4.2 auf den duBleren Punkten also folgendermaBien:

(o) =Ty op, 4)

wobei y, eine der in 4.2 spezifizierten Matrizen ist.
Fiir beliebiges beH mit |b|=1 1Bt nun

b

o= 1 |eSL,(H)
1
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die Gerade L invariant. Das Bild TTo des mit L inzidenten duBeren Punkts TT
gehort daher wieder zu L und bleibt also unter der Homologie y fest. Folglich
ist My_op=Tlo, dh. y,opo~'ell. Einsetzen der Matrizen liefert die Bedin-
gung, daB s~ 2cbab~! ein Element der Spiralgruppe P, (3.14) sein soll fiir alle
beH mit |b|=1. Dies ist nur moglich fiir reelles g, also a= + 1. Die Bedingung
wird dann +s-2ceP,, also +s 2c=e "' fiir geeignetes teR, d.h. s=e'
und ¢= +e 2'*". Wir haben dann speziell
—2iat

+e
Y= t

und

Umgekehrt kann man verifizieren, dall mit solchen Matrizen y, und p die in
(4) angegebene Kollineation y alle Punkte auf L (auch die duBeren!) festlaBt
und also eine Homologie von £ darstellt. Auf &2 induzieren diese Homologien
angesichts der Gestalt der in Frage kommenden Matrizen p genau die Homo-
logien mit reellen Streckungsfaktoren.

45. Ist >0, so ist die Unterebene 9=2,(IH) von %, invariant unter allen
stetigen Kollineationen.

Beweis. Angesichts der Transitivitdt von = auf den dufleren Fahnen (3.6) wire
sonst die Gruppe der stetigen Kollineationen transitiv auf der Menge aller
Punkte von £, und £ wire die Oktavenebene ([26], [15]), also a=0 nach 4.3.

4.6. Bemerkung. Fiir verschiedene Parameter o, x, >0 sind die Moufang-Hughes-
Ebenen Z, und %,, nicht isomorph.

Dies ergibt sich etwa folgendermaBen: Sei ¢ ein Isomorphismus zwischen
Z,, und Z, . Wegen 4.3 konnen wir von den Fillen a; =0 oder o, =0 absehen.
In den anderen Fillen fiihrt ¢ nach 4.5 die in beiden Ebenen enthaltene
Unterebene 9 =2,(IH) in sich iliber. Weiter kann man den Isomorphismus
angesichts der Transitivitdtseigenschaften von 2 so normieren, dall er den T1
entsprechenden duBeren Punkt p von £, die eindeutig bestimmte innere
Gerade L durch p, sowie den inneren Punkt o¢L auf die entsprechenden
Elemente von #,, abbildet. Konjugation mit ¢ fiihrt auBerdem die Faktoren
Z=>~SL,(IH) der Kollineationsgruppen ineinander iiber, also auch die Gruppen
M,=2, ., (vgl. 3.9) in beiden Ebenen. Auf der in beiden Ebenen enthaltenen
affinen Ebene D\L=IH? induziert ¢ eine Kollineation, die o festliBt, also ein
Element von SL,(H)-IH*. Nach der Beschreibung 3.11 der Untergruppen T1,
in beiden Ebenen (mit P=R, bzw. P=R, ) ergibt sich damit, daB die Spiral-
gruppen R und R, in IH* konjugiert sind; die “Spiralweiten” «; und «, sind
aber invariant unter Konjugation in JH* und daher gleich.
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