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Sechzehndimensionale lokalkompakte Translationsebenen
mit Spin (7) als Kollineationsgruppe

Von

HerMANN HAHL

1. Einleitung. Ziel dieser Note ist die explizite Bestimmung und Beschreibung aller
sechzehndimensionalen lokalkompakten Translationsebenen, in denen die Gruppe G
der affinen Kollineationen eine zu SO, (R) lokal isomorphe Untergruppe besitzt (Klassi-
fikationssatz 4.2).

Die in solchen Ebenen fiir die Kollineationsgruppe & bestehenden Moglichkeiten
lassen sich schon vorab leicht iiberblicken (2.3 und detaillierter dann Satz 5.2); abgesehen
von der Oktavenebene ist & eine Liegruppe der Dimension 38 oder 39. Diese Ebenen
bilden also einen wichtigen Bestandteil der in [7: S. 264] angekiindigten Klassifikation
aller sechzehndimensionalen lokalkompakten Translationsebenen mit mindestens
38-dimensionaler Kollineationsgruppe.

Bei der Untersuchung dieser Ebenen werden wir, soweit dies méglich ist, auf den
analogen Fall fir achtdimensionale Ebenen zuriickgreifen, der in [8] behandelt wurde.

2. Kollineationsgruppen. Im folgenden sei eine sechzehndimensionale lokalkompakte
Translationsebene mit einer zu SO, (R) lokal isomorphen, znsammenhidngenden Gruppe
2 von affinen Kollineationen gegeben.

2.1, Allgemeines. Die affine Punktmenge A 1i8t sich so mit dem Vektorraum R1¢
identifizieren, daB die Geraden durch den Ursprung o Untervektorriume der Dimension
8 werden, und dal} die Translationen die tiblichen Vektorraumtranslationen sind. Die
Ebene wird koordinatisiert iiber einem Quasikdrper mit additiver Gruppe IR® (siche etwa
[4: § 3]

Die zentrischen Streckungen vom Zentrum o aus, d.h. die affinen Kollineationen, die
alle Ursprungsgeraden invariant lassen und also identisch auf der uneigentlichen Gera-
den L, wirken, werden in Koordinaten iiber einem solchen Quasikdrper beschrieben
durch komponentenweise Multiplikation mit Elementen des sog. Kerns des Quasikor-
pers ([1], [11: 8.2]). Bei einem achtdimensionalen lokalkompakten Quasikorper besteht
nun der Kern immer nur aus den reellen Vielfachen des Einselements ([2: Theorem 1]).
Die Gruppe G, ,_; der zentrischen Streckungen mit Zentrum o besteht also genau aus
den reellen skalaren Streckungen von A = RS,
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Die affine Kollineationsgruppe G ist das semidirekte Produkt der zur Vektorgruppe
R'% isomorphen Translationsgruppe mit dem Stabilisator G, des Ursprungs. Die Kolli-
neationen aus G, sind semilinear iber dem Kern ([1], [11: 8.3(8)]), im vorliegenden Fall
also R-lineare Abbildungen, d. h. G, ist eine Untergruppe von GL,4(R), die im iibrigen
topologisch abgeschlossen ist.

2.2. Wirkung von 2. Durch Faktorisicrung nach der kompaktfreien Translations-
gruppe sieht man, daB mit G auch G, eine zu SO, (R) lokal isomorphe Untergruppe
enthilt. O.B.d.A. ist also

I<G,

Nach [6: 3.6] 1iBt X zwei Ursprungsgeraden S und W invariant. Wir betrachten nun die
Moglichkeiten, die fiir die Wirkung von X auf diesen zu R® isomorphen Teilrdumen
bestehen. ~ kann nicht trivial auf einer der beiden Geraden operieren, da sie sonst als
Gruppe von Achsenstreckungen frei auf der anderen Geraden wirken miiBite, was schon
aus Dimensionsgriinden nicht geht. Anhand der Informationen iiber Darstellungen ein-
facher Liegruppen (siche z B. [12]) ergibt sich ferner, daB die lineare Wirkung von 2 auf
S bzw. W entweder dquivalent zur Spindarstellung von Spin(7) ist oder zur naheliegen-
den Wirkung als SO, (R) auf R x R7 (bei der die Faktoren invariant bleiben und auf R’
die gewohnliche Wirkung vorliegt).

Dabei ist der Fall, da8 X sowohl auf S als auch auf W eine zu SO, (R) isomorphe
Transformationsgruppe induziert, ausgeschlossen, denn dann hétte X auf beiden Geraden
von o verschiedene Fixpunkte und wiirde also beschrieben durch eine Gruppe von
Automorphismen eines geeigneten koordinatisierenden Quasikérpers; ein lokalkompak-
ter Quasikdrper mit additiver Gruppe R® hat aber nie eine zu SO, (R) isomorphe
Automorphismengruppe ([5]). — Alternativ kann man auch von dem Hilfssatz in
[10: § 3] Gebrauch machen, wo direkt gezeigt wird, daB G, keine zu SO (R) isomorphe
Untergruppe und damit erst recht keine zu SO, (IR) isomorphe Untergruppe haben
kann.

Der Fall, da3 sowohl auf S als auch auf W die Spindarstellung induziert wird, kommt
nur in der klassischen Ebene iiber der Oktavenalgebra vor ([6: 3.6]).

Zu behandeln bleibt also der gemischte Fall, daBl 0.B.d. A.

S|W=S0,(R), X|S=Spin(7).

Die Wirkung von 2 auf der uneigentlichen Geraden L, 148t sich dann durch ,,Projek-
tion“ an der Wirkung auf einer Parallele zu S durch einen von o verschiedenen affinen
Fixpunkt auf W ablesen: ¥ 14Bt auf L genau die beiden uneigentlichen Punkte s und
w von S und W fest und wirkt auf L_\{s} =~ R® wie Spin(7) auf IR® in der Spin-
darstellung:

2| L, = Spin(7).
Insbesondere hat X in L\ {w, s} lauter zur 7-Sphire hom&omorphe Bahnen. (Dies kann

man etwa durch Realisierung von Spin(7) als Kollineationsgruppe der Oktavencbene
bequem einsehen, siche z.B. [6: 3.5¢] fiir ein pauschales Argument. In Abschnitt 3 der
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vorliegenden Arbeit werden hierzu genauve Ausfithrungen gemacht, die sich direkt auf die
algebraische Struktur der Oktaven stiitzen, vgl. 3.2.)

2.3. Die Zusammenhangskomponente der vollen Kollineationsgruppe.

(a) Ausgehend von diesen Informationen iiber die Bahnen von X in L, besagt der
Hauptsatz (,,Sphérensatz”) von [6: 1.2], daB s und w unter der Zusammenhangskompo-
nente I' von ganz (G festbleiben, es sei denn, die Ebene wire die Oktavenebene oder
sie hitte den Lenz-Typ V, wobei einer der beiden uneigentlichen Punkte s oder w
Zentrum einer transitiven Gruppe von Scherungen wire.

(b) Es soll nun zunichst gezeigt werden, daB3 dabei eine echte Lenz-Typ-V-Ebene
nicht auftritt. Dazu benutzen wir die Technik der Transposition und der Dualisierung
in analoger Weise, wie sie in [9:§ 5, 5.4, 5.5] bei achtdimensionalen Translationsebenen
angewandt wurde. Bis auf Vertauschung der Rollen von S und W hat man die Situation
zu betrachten, daB die Gruppe der Scherungen mit Achse S transitiv auf L  \{s} operiert.
Dabei kann man die getroffene Festlegung beibehalten, da X | W =~ SO, (IR) und
Z| S = Spin(7): ist es andersherum, so kann man zur transponierten Ebene (siehe [3])
iibergehen, in der dies wieder gilt.

Wegen der linear transitiven Scherungsgruppe konnen wir nun auch noch die duale
Ebene betrachten, die dann ebenfalls eine Translationsebene ist. Angesichts der weiteren
Annahmen wirkt X in der dualen Ebene auf zwei Ursprungsgeraden als Spin(7) (ent-
sprechend den beiden Geraden S und L, in der urspriinglichen Ebene bzw. den zugeho-
rigen Geradenbiischeln durch w und o). Wie in 2.2 schon erwihnt, ist dies aber nur in der
klassischen Oktavenebene moglich ([6: 3.6]).

(c¢) Insgesamt hat sich damit ergeben, dal abgesehen von der Oktavenebene s und w
Fixpunkte der Zusammenhangskomponente I" sind. Der Stabilisator I des Ursprungs
148t also S und Winvariant:

I, =I5 w.
Wir zeigen nun:

(d) Ist die Ebene nicht die klassische Oktavenebene, so ist X eine maximale kompakte
Untergruppe von I,.

Sei ndmlich C eine maximale kompakte Untergruppe von I, mit C 2 2. C wirkt fast
effektiv auf W = IR8 (siche [7: 2.7 (ii)]) als kompakte zusammenhingende fineare Gruppe,
die Z|W =~ SO, (R) umfait. Nun sind bekanntlich die maximalen kompakten zusam-
menhingenden Untergruppen von GLg (R) konjugiert zu SOy (IR), und die einzige echte
Untergruppe zwischen SO, (R) und SOg(R) ist isomorph zu O, (R), so daB SO, (R)
maximal unter den echten zusammenhingenden kompakten Untergruppen von SOg (R)
ist. Demnach ist entweder C| W = X | W, oder aber C| W = SOg (IR). Im letzteren Fall ist
C lokal isomorph zu SO (R), aber nach [6: 3.7] 14Bt nur die klassische Oktavenebene eine
solche Kollineationsgruppe zu. Aus C| W = X | W folgt andererseits mit Dimensions- und
Zusammenhangsargumenten C = X.
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(e) Nach dem Lemma iiber Achsenstandsgruppen ([6: 2.1]) ist nun I = I , entweder
das direkte Produkt

(Fall1) I,=X-R

der maximalen kompakten Untergruppe 2 mit der Gruppe R der positiven reellen
Streckungen, oder aber semidirektes Produkt

(Fall2) I,=%-R-Y

des Normalteilers 2 - R mit einer nichtkompakten abgeschlossenen Einparameterunter-
gruppe Y. Insbesondere ist die Dimension von I, entweder 22 oder 23, und angesichts der
16-dimensionalen Translationsgruppe also

38 imFall1

dim I' = {39 im Fall 2.

3. Spin (7) als Kollineationsgruppe der Oktavenebene. Die explizite Bestimmung aller
Ebenen der hier diskutierten Art wird durch Vergleich mit der klassischen Oktavenebene
erfolgen. Vorbereitend soll hier eine zu Spin (7) isomorphe Kollineationsgruppe X der
Oktavenebene, die den in 2.2 fiir den allgemeinen Fall geschilderten Verh&ltnissen genau
entspricht, in Koordinaten fixiert werden.

Auf der Oktavenalgebra O aufgefafit als R-Vektorraum betrachten wir das Skalarpro-
dukt (x, y) > £ (x j + y X), die zugehorige Norm mit |x{> = x % und den entsprechenden
Orthogonalititsbegriff. Mit Pu @ bezeichnen wir den Raum der reinen Oktaven, mit
SPu O die Teilmenge der reinen Oktaven der Norm 1.

3.1. Lemma. In der affinen Ebene iiber © sind die Transformationen
6, Ox0O -»>0Ox0: (x,y)>(—cxc,ye)

ur
% ceSPu®

Kollineationen; sie erzeugen eine zu Spin (7) isomorphe Kollineationsgruppe X.

Auf der ,waagrechten” Koordinatenachse W = O x {0} = O induziert X eine zu SO, (R)
isomorphe Transformationsgruppe, die 1 € © fest und Pu® = R invariant lipt und auf
PuO die Gruppe aller eigentlichen Rotationen induziert.

Auf der ,,senkrechten” Koordinatenachse S = {0} x © wirkt X effektiv (Spindarstellung).

Beweis. Fiirce SPuQist £ = — cund ¢? = — ¢c¢ = — 1. Fiir beliebige m, x € O folgt
damit aus den Moufang-Identitéten

(mey(—cxe)=mx)c.

Dies bedeutet, daB o, eine Kollineation ist, die die Ursprungsgerade der Steigung m in die
Ursprungsgerade der Steigung m ¢ iberfithrt.

Die von o, auf der waagrechten Koordinatenachse induzierte Transformation ent-
spricht der Abbildung

KO ->0: x— —cxc.
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Wegence SPuQistx, (1) = — ¢ = tund x,(c) = — ¢* - ¢ = ¢; fiir x e Pu® mit x L ¢ist
¢x = — x ¢ und daher x,(x) = — x. Insgesamt 148t x_ die 1 fest und Pu® invariant und
induziert in Pu® die orthogonale Spiegelung an ¢. Die Gesamtheit der «, fir c € SPu®©
erzeugt die Gruppe SO, (R) der eigentlichen Rotationen von Pu® =~ R (da die Menge
dieser Spiegelungen invariant unter SO, (IR) und ihr Erzeugnis damit ein Normalteiler
ist; SO, (IR) ist aber einfach).

Sei nun X die von den o, erzeugte Kollineationsgruppe der Oktavenebene; wir betrach-
ten die durch Einschrinkung gewonnene Abbildung

¢: X - X | W =S0,(R).
Die Spiegelung an der W-Achse

(% )= (x, —)
gehort zu X5 es ist ndmlich
6] 1 =02 fiiralle ceSPuO,

wie man aufgrund der Biassoziativitit von @ sofort nachrechnet. Sie liegt im Kern der
Einschriankungsabbildung, und dieser kann dariiber hinaus keine weiteren von der Iden-
titit verschiedenen Flemente enthalten, denn die Elemente von X sind normerhaltend, da
die g, es sind, und die Gruppe der Achsenstreckungen mit W als Achse in Richtung von
S besteht in der Oktavenebene nur aus den reellen Streckungen der zweiten Koordinate,
enthilt also auBer der Identitdt und : kein weiteres normerhaltendes Element. Insgesamt
ist somit Ker @ = {id, :}. Damit folgt aus der Kompaktheit von X| W = SO, (R) die
Kompaktheit von X, und & ist eine zweiblittrige Uberlagerung. Ferner ergibt sich nun,
daB} > zusammenhédngend ist, denn jede Zusammenhangskomponente enthilt mindestens
ein Element des Kerns der Uberlagerungsabbildung &, und wegen (1) liegt z in der
Zusammenhangskomponente des Neutralelements. X ist also die universelle Uber-
lagerungsgruppe Spin (7) von SO, (IR). Wegen der Einfachheit von SO, (R) ist der Kern
von @ der einzige echte Normalteiler von X, und da 1 nichttrivial auf S wirkt, ist > dort
effektiv.

3.2. Korollar. Die Gruppe Spin(7) = SO, (IR) wird erzeugt von den Transformationen
R®=0 —-»0: x—xc mit ceSPul.
3.3. Zusatz. Der Stabilisator I von X im Punkt (0, 1) € S besteht genau aus den Trans-
formationen
7 (%, Yy (a(x), 2 (y) mit aeG,
(wobei G, die Automorphismengruppe der Oktavenalgebra bezeichnet).

In der Tat wird jede Kollineation, die die Einheitspunkte (1, 0) und (0, 1) der Koordina-
tenachsen festldBt, in der angegebenen Weise durch einen Automorphismus des Koordi-
natenbereichs beschrieben. Umgekehrt ist jeder Automorphismus o normerhaltend,
146t also Pu® invariant und induziert dort eine Transformation aus SO, (R), da G,
zusammenhingend ist (siche etwa [5:1.3]). Es existiert somit ein Element ¢ € X' mit
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o|W=mn,|W, und =, o0 ! ist eine normerhaltende Achsenstreckung mit Achse W in
Richtung von S. Wie eben im Beweis von 3.1 ergibt sich daraus n,-¢ ! e {id,:} und
wegen 1€ X also 7, € 2.

4. Bestimmung der Ebenen.

4.1. Sei nun wieder eine beliebige 16-dimensionale Translationsebene # mit einer zu
SO, (IR} lokal isomorphen Kollineationsgruppe 2 gegeben. Es soll jetzt eine konkrete
Beschreibung von & hergeleitet werden.

(a) Aufgrund der Ausfithrungen in 2.2 und 3.1 konnen wir die affine Punktmenge A
von £ so mit der affinen Punktmenge © x © der klassischen Oktavenebene identifizieren,
daB 2 eine Kollineationsgruppe auch der Oktavenebene, ndmlich die in 3.1 beschriebene
Gruppe wird, und daBl W = O x {0} und S = {0} x © Geraden von # sind.

Wir betrachten nun die Ursprungsgerade L, von 2 durch den Punkt (1,7) mit
0 <reR g O. Dieser Punkt bleibt fest unter der Untergruppe IT = G, von X aus 3.3,
also ist L, invariant unter IT und hat daher als zu W und S komplementirer Teilraum
von O x O die Gestalt L, = {(x, #(x)); x € O}, wobei 5 eine R-lineare Transformation
von ® mit (1) =r ist, die G, zentralisiert. Da G, transitiv auf SPu® operiert
und da der Stabilisator in G, einer reinen Oktav a genau den von 1 und a aufge-
spannten R-Untervektorraum elementweise festlift (vgl. etwa [5:1.3, 3.5]), gilt
n(x) =r-Rex -+ o) Pux fiir alle x € ©, wobei Re x und Pu x der Realteil und der
reine Teil von x und 0 % ¢(r) € R sind. Insgesamt ist also

L,={(x,7-Rex + ¢(r)- Pux); xeO}.
Dabei kann man o0.B.d. A.
e() =1

annehmen, indem man ndtigenfalls die Identifikation von A mit ® x©® noch durch
Streckung der reinen Teile in der ersten Koordinate abindert, was die Beschreibung von
% gemdlB 3.1 nicht tangiert.

(b) Das Bild der Ursprungsgerade L, unter der Kollineation o, aus 3.1 (fiir ¢ € SPu ©)
besteht aus den Punkten

2 (—cxe,rc-Rex+9o(r)-Pux-c), xeO.
Setzt man hierin

X =—cCXcC

und beachtet, daB

Rex'=Rex
Pux'=—c¢-Pux-c,
wegen ¢ =—1 also Pux=—c-Pux'-c ist, so erhilt man in (2) fir die zweite

Koordinate rc-Rex' + ¢(r) - ¢ - Pux’. Indem man jetzt x' wieder in x umbenennt,
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b=r-cePu setzt und r = |b| beachtet, erhilt man als Bild von L, unter g, die
Ursprungsgerade

Lb={<x, b-Rex+g(|b|)-%-Pux>; xe(l)}

durch (1, b). Mittels geeigneter Wahl von r und ¢ kann darin b nun eine beliebige reine
Cayley-Zahl = 0 sein.

(c) Die Bildgerade von L, unter einer der Kollineationen ¢, (wobei nun wieder ¢ ein
beliebiges Element von SPu O unabhéngig von b ist) ergibt sich mit dhnlichen Rechnun-

gen wie eben. Sie besteht aus den Punkten mit erster Koordinate x’ = — ¢ x ¢ und zweiter
Koordinate bc-Rex' + ¢(|b]) - <|Z| (—c-Pux'- c)) c. Dies 14Bt sich mit Hilfe der

Moufang-Identitdten noch folgendermaBen umformen:
b-(—c-Pux'-¢)c=—({((bc)Pux)cjc=—(bc)Pux -c?=(bc)Pux.

Mit a = bc erhdlt man damit die Ursprungsgerade

L,= {(x, a-Rex+g(|a|)-%-Pux); xe(])}
a
durch (1,a), wobei nun a = bc durch geschickte Wahl von e Pu® und ¢ e SPu
eine vollig beliebige Cayley-Zahl # 0 sein kann. Damit sind alle Ursprungsgeraden be-
stimmt.

(d) Sei nun Q der Quasikorper, der die Ebene beziiglich W und S als Koordinaten-
achsen und den Einheitspunkten (1, 0) und (0, 1) koordinatisiert. Aufgrund der ermittel-
ten Gestalt der Ursprungsgeraden 148t sich die Multiplikation - von Q als Modifikation
der Oktavenmultiplikation folgendermaBen beschreiben: Fiir O = a ist

aox:a-<Rex+g|(1ai|D-Pux).

Da Q ein topologischer Quasikdrper ist, muB fiir festes x e ©\{0} die Abbildung
R - O: t—tox eine Einbettung sein. Wihlt man speziell x e Pu®, so ist also
t=>tox=sgn(f)-o(t]) - x, 0> 0ein Homéomorphismus von IR auf R - x. Aus Zusam-
menhangsgriinden und wegen g (1) = 1 ist folglich ¢ (r) > O fiir ¥ > O,und r — ¢(r), 0 — 0
ist ein Homdomorphismus des Intervalls [0, oo) auf sich.

Umgekehrt ergibt sich, daB fir jeden Homdomorphismus ¢ von [0, co) auf sich
mit ¢(1) =1 die angegebene Multiplikation einen topologischen Quasikorper liefert.
Dies entnimmt man [8: 2.1], wo die analoge Konstruktion iiber IH statt ©@ durchgefiihrt
wurde; das dort angegebene Argument 148t sich direkt {ibertragen.

Fiir einen beliebigen Homéomorphismus ¢ erhdlt man auch stets eine Ebene mit
einer Kollineationsgruppe X = Spin(7) der hier behandelten Art. Die in (¢) durchge-
fuhrte Rechnung, die von L, auf L, fihrte, machte ndmlich gar keinen Gebrauch
mehr davon, daB b rein war; sie zeigt also allgemein, daB3 unter der Transformation o,
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beliebige Ursprungsgeraden wieder in Ursprungsgeraden iibergehen, daB also g, eine
Kollineation ist.

Damit haben wir folgendes Ergebnis erreicht:

4.2. Klassifikationssatz. Die sechzehndimensionalen lokalkompakten Translationsebenen
mit einer zu SO, (R) lokal isomorphen Gruppe von Kollineationen sind genau die Ebenen
iiber den Quasikdrpern K, die durch Deformation der Oktavenmultiplikation mit Hilfe eines
Homdomorphismus

0:[0,00) > [0,00) mit g(1)=1

folgendermapfen gebildet werden:
Die additive Gruppe von K? ist die additive Gruppe O der Oktavenalgebra; die
Multiplikation o von K ist

a~<Rex+M-Pux>, falls a %0
1o X — Ial

0, falls a=0.
In der Ebene iiber K sind die Abbildungen
a.: (x, N (—cxc,yc) fir cePu@, |c|]=1

(x,ye© = K3) Kollineationen, die eine zu Spin(7) isomorphe Untergruppe X der
Kollineationsgruppe erzeugen.

Bemerkung. Fir ¢ =id ist K7 die Oktavenalgebra selbst.

5. Kollineationen und Isomorphismen. Ausgehend von den in 2.3(c), (d) und (e) schon
bereitgestellten Informationen iiber die Zusammenhangskomponente der Kollineations-
gruppe lassen sich nun fiir die damit beschriebenen Ebenen alle Kollineationen bestim-
men; dariiberhinaus beherrscht man auch alle moglicherweise auftretenden Isomorphis-
men zwischen zwei Ebenen dieser Art. Man kann dabei vorgehen wie in [8], wo eine
analoge Untersuchung iiber H statt O durchgefiihrt wurde (siche insbesondere die Be-
weisschritte (d), (e), (f} und (g) von [8: 3.3]). Es sollen deshalb hier nur die Ergebnisse
festgehalten werden:

5.1. Satz iiber Isomorphien. Die Ebenen iiber KS und K2 sind genau dann isomorph, wenn
mit geeignetem t, > 0 eine Beziehung der Form

(o t) = t(ty) - 0(t) fir alle tel0, )
besteht.

Insbesondere ist also fiir ¢ 4 id die Ebene iiber KJ nie isomorph zur klassischen
Oktavenebene.

5.2. Satz iiber Kollineationen. Fiir ¢ = id lift in der Ebene iiber KT die Gruppe G, der den
Ursprung festlassenden affinen Kollineationen die Koordinatenachsen W und S invariant.
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Fiir die Struktur von G, bestehen folgende Moglichkeiten:
() G, ist das direkte Produkt
G, =2 -G[O,Lw] Y
der Gruppe X = Spin(7) aus 4.2, der Gruppe G, , , der reellen Streckungen und eines

weiteren, zu R isomorphen Faktors Y.

Dies ist genau dann der Fall, wenn ¢ ein multiplikativer Isomorphismus ist. (Als zusdtz-
liche Faktor Y kann man dann die Gruppe der Achsenstreckungen

*) &G, y)—>(r-Rex+o(r)- Pux, y) fir r>0
mit Achse S gewinnen.')
(i) G, ist das direkte Produkt

G, =Gy, Z

mit einer unendlich zyklischen diskreten Gruppe Z.
Dies tritt genau dann ein, wenn ¢ zwar nicht multiplikativ ist, aber doch eine ,,Periodi-
zitdt™ der Form

ety -ty =0(ty) - 0(t) fiiralle t>0

mit festem t, > 1 aufweist. (Ist t, die kleinste Periode dieser Art, so erhdlt man als zusdtz-
lichen Faktor Z das Erzeugnis der gemdp (*) gebildeten Transformation ¢, .)

(iii} In allen anderen Fdllen ist
G, =2-G,,.

Mit den Translationen ergibt sich insbesondere fiir die Dimension der Kollineations-
gruppe

39 im Fall (i)

dim G =
m {38 sonst.
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