
H E R M A N N  HAHL 

S U 4 ( C  ) A L S  K O L L I N E A T I O N S G R U P P E  I N  
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ABSTRACT. We study 16-dimensional locally compact translation planes in which, for an affine 
point o, the stabilizer G o of the affine collineation group G contains a subgroup Z locally 
isomorphic to SU4(C ). If E has only one affine fixed point o, then it is shown that either the 
plane is the classical Moufang plane over the Cayley numbers, or else Z must be normal in the 
stabilizer G o and G has dimension at most 37. This also comprises the proof of the fact that if 
G o contains a subgroup locally isomorphic to SU4(C ) × SL2(C ) then the plane is the classical 
Cayley plane. The case that E has more affine fixed points in dealt with as well; then, except for 
a well-known family of planes admitting SpinT(9~ ) as a group of collineations, G has dimension 
at most 34. 

1. EINLEITUNG 

1.1. Gegenstand dieser Arbeit sind sechzehndimensionale lokalkompakte 
Translationsebenen, in denen die Gruppe G o der affinen Kollineationen, die 
einen affinen Punkt o festlassen, eine zusammenh~ingende, abgeschlossene 
Untergruppe Y~ enth~lt, die zu SU4(C ) lokal isomorph ist. 

Vorwiegend wird uns dabei der Fall besch~iftigen, in dem folgende 
Zusatzannahme gilt: 

E babe auJJer o keinen weiteren affinen Fixpunkt. 

Das Hauptergebnis ist tier folgende 

1.2. SU4(C)-SATZ. Unter den Annahmen aus 1.1 gilt: 

(i) Ist E nicht normal in der Zusammenhangskomponente yon Go, so ist die 
Ebene isomorph zur klassischen Ebene fiber der Oktavenalgebra O. 

(ii) Andernfalls hat die Gruppe G aller affinen Kollineationen Dimension 
~<37 

(siehe 5.2 und 6.3). 
Der alternative Fall, dab eine zu SU4(C ) lokal isomorphe Untergruppe 

von G o mehrere affine Fixpunkte hat, wird im letzten Paragraphen ebenfalls 
behandelt (Satz 7.1); er ist wesentlich einfacher zu erledigen. Es zeigt sich, 
dab dann die Kollineationsgruppe h6chstens 34-dimensional ist, es sei denn, 
G o enthielte sogar eine zu SpinT(~ ) isomorphe Untergruppe. Die Ebenen, in 
denen letzteres zutrifft, sind s~imtlich bekannt ([l 1]). 

1.3. Im Rahmen tier Klassifikation aller sechzehndimensionalen 
lokalkompakten, topologischen Translationsebenen, die eine groBe 
Kollineationsgruppe haben, kommt diesen Ergebnissen eine zentrale Rolle 
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zu. In [8] wurde diese Klassifikation angek/indigt und vorbereitet. Ihr 
Ansatz beruht auf der Erkenntnis, dab in Ebenen mit dimensionsm/igig 
groBer Kollineationsgruppe auch relativ groBe kompakte Kolline- 
ationsgruppen auftreten, die zwei Geraden S und W durch einen affinen 
Punkt o festlassen. Die dabei zu betrachtenden F/ille wurden in [8, 1.7] 
festgehalten, und zwar absteigend nach der Dimension einer maximalen 
kompakten zusammenhiingenden Untergruppe K des Stabilisators Gs, w der 
beiden Geraden. Die beiden ersten F~ille sind dabei, dab K lokal isomorph 
zu SpinT(~ ) bzw. zu U~(C) oder SU4(C ) ist. 

Die Ebenen, in denen eine zu SpinT(R ) (lokal) isomorphe Gruppe yon 
Kollineationen vorkommt, wurden bereits erw/ihnt; ihre Kollineations- 
gruppe hat Dimension 38 oder 39 (wenn man v o n d e r  klassischen 
Oktavenebene absieht). 

Die vorliegende Arbeit ist nun der Behandlung des zweitgenannten Falls 
gewidmet, dab K einen zu SU4(C ) lokal isomorphen Normalteiler Z hat. 
Das Ergebnis, dab die Ebenen dieses Typs nur relativ kleine 
Kollineationsgruppe haben und damit zur angestrebten Klassifikation 
letztendlich keinen Beitrag liefern, ist unerwartet. In der entsprechenden 
Klassifikation achtdimensionaler Translationsebenen (mit 2; ~ SU2(C)) 
erhielt man n/imlich eine Familie von nichtklassischen Ebenen mit recht 
grol3er Kollineationsgruppe, in denen G o neben 22 noch eine relativ groge 
Scherungsgruppe enthielt ([10,§2,~4]). Hier ergibt sich nun /iber- 
raschenderweise (und zwar bereits in einem frfihen Stadium der Er6r- 
terung, 3.1), dab eine analoge Situation ausschlieBlich in der klassischen Okta- 
venebene zu realisieren ist. 

Die Arbeit ist folgendermagen gegliedert: Den Abschnitten 2 bis 6 liegt 
die in 1.1 geschilderte Situation zugrunde. In Abschnitt 2 werden 
grundlegende Aussagen fiber die Wirkung yon 2 bereitgestellt. In Abschnitt 
3 wird gezeigt, dab nur in der klassischen Oktavenebene zus/itzlich zu I2 
eine groBe Scherungsgruppe auftreten kann. In Abschnitt 4 wird der Fall, 
dab das Radikal yon G o nicht yon Y~ zentralisiert wird, darauf 
zur/ickgeffihrt. In Abschnitt 5 wird komplement/ir dazu der halbeinfache 
Kopf von {30 betrachtet; es wird gezeigt, dab auBer im Fall der klassischen 
Oktavenebene 12 ein Faktor des halbeinfachen Kopfes ist. Mit dem Ergebnis 
von Abschnitt 4 folgt, dab dann Z ein Normalteiler yon ganz G o ist. In 
Abschnitt 6 wird schlieBlich die Dimension der Kollineationsgruppe 
abgesch/itzt; kritisch ist dabei der Fall, dab der Zentralisator yon X eine zu 
SL2(C ) lokal isomorphe Untergruppe enth/ilt, der aber wiederum zur 
klassischen Oktavenebene ffihrt. In Abschnitt 7 wird schlieBlich die 
alternative Situation einer zu SU~(C) isomorphen Kollineationsgruppe mit 
mehreren affinen Fixpunkten studiert; dabei gehen nur die Ergebnisse aus 
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den Abschnitten 2 und 3 nochmals ein (insbesondere der Sachverhalt, dal3 
groBe Scherungsgruppen den klassischen Fall erzwingen). 

Vorbereitend erinnern wir noch an einige 

1.4. Grundtatsachen (siehe z.B. [6, §3]). (a) Der affine Punktraum A einer 
sechzehndimensionalen lokalkompakten Translationsebene 1/~i3t sich so mit 
dem Vektorraum R 16 identifizieren, dab die Translationen genau die 
Vektorraumtranslationen sind. Die Geraden durch den Nullvektor o (als 
'Koordinatenursprung') sind dann Untervektorr/iume der halben 
Dimension; sie bilden eine Partition v o n  ~16 in paarweise komplement/ire 
Untervektorr~ume. Die fibrigen affinen Geraden ergeben sich als Bilder von 
Ursprungsgeraden unter den Translationen. Dutch Adjunktion einer 
uneigentlichen Geraden L~ erh~ilt man eine kompakte topologische 
projektive Ebene; L~ ist hom6omorph zur 8-Sphfire. 

(b) Die Gruppe G[o.L~] der zentrischen Streckungen, die alle Geraden 

durch o invariant lassen (und dementsprechend alIe Punkte yon L~ festlassen), 

besteht 9enau aus den reellen skalaren Streckungen yon A = ~ 6 .  

DaB dies so einheitlich gilt, ist eine Besonderheit der sech- 
zehndimensionalen Ebenen unter den zusammenh/~ngenden lokalkom- 
pakten topologischen Translationsebenen allgemein. In Koordinaten fiber 
einem Quasik6rper Q werden die Elemente yon G~o,L~ n/imlich 
im allgemeinen beschrieben dutch komponentenweise Multiplikation mit 
Elementen des Kerns yon Q ([1], [-14, 8.2]). Hier ist nun abet Q ein acht- 
dimensionaler lokalkompakter topologischer Quasik6rper, und der Kern 
eines solchen besteht immer nur aus den reellen Vielfachen der 1 [4, 
Theorem 1]. 

(c) Die Gruppe G der affinen Kollineationen ist das semidirekte Produkt 
der Translationsgruppe mit dem Stabilisator G o des Ursprungs. Die 
Kollineationen aus G o sind im allgemeinen semilinear fiber dem Kern, hier 
bei sechzehndimensionalen lokalkompakten Translationsebenen also R- 
lineare Transformationen von A = R ~6. Es handelt sich um diejenigen 
Elemente von GL16(R), die die Partition der Ursprungsgeraden invariant 
lassen. Da diese eine kompakte Teilmenge in der Graf3mann- 
Mannigfaltigkeit G8([~ 16) der 8-dimensionalen Teilrfiume yon R 16 bildet 
([3, S. 14 Satz 1, S. 30 Satz 1, S. 17]), ist Go eine abgeschlossene Untergruppe 
von GL16(~) und also eine Liegruppe. 

G o ist fastdirektes Produkt der Streckungsgruppe G~o.L~] mit der 
Untergruppe 

S(~o = { ~  Go; det7 = +l},  

die auf Lo~ fast effektiv wirkt. 
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F/ir Gruppen von Streckungen mit affinen Achsen hat man ein etwas 
schw/icheres Gegenstfick zu (b), das wiederum charakteristisch ist ffir 
sechzehndimensionale lokalkompakte Translationsebenen: 

(d) Fiir zwei sich schneidende affine Geraden S und W in einer 

sechzehndimensionalen lokalkompakten Translationsebene ist die 

Zusammenhangskomponente der Gruppe GEw;s aller Streckungen mit 

Achse W in Richtun 9 yon S trivial oder isomorph zu ~. 
Insbesondere ist eine kompakte Untergruppe yon GEw], s diskret und also 

endlich. 
Der Beweis erfolgt wiederum wie in (b) anhand der Eigenschaften eines 

Quasik6rpers Q, der die Ebene bezfiglich W und S als erster und zweiter 
Koordinatenachse koordinatisiert. Nach [5, 3.1.28, S. 134] ist GEw;s 
isomorph zu einem Nukleus yon Q. Bei einem achtdimensionalen 
lokalkompakten Quasik6rper ist die Zusammenhangskomponente eines 
Nukleus aber stets trivial oder isomorph zu ~ ([4, Theorem 2]). 

Zur Struktur des gesamten Stabilisators zweier sich schneidender affiner 
Geraden hat man schliel31ich die folgende allgemeingfiltige Aussage, die eine 
vereinfachte Version eines grundlegenden Ergebnisses aus [7, 2.1] ist: 

(e) LEMMA iiber Achsenstandgruppen. Sei ~ eine abgeschlossene, 

zusammenhh'ngende Untergruppe yon S Go, die zwei verschiedene uneigentliche 

Punkte s, w e L~ festliiflt. 

Dann ist ~ kompakt, oder aber semidirektes Produkt eines kompakten 
Normalteilers mit einer zu R isomorphen abgeschlossenen Einpara- 

meteruntergruppe. Im zweiten Fall hiiuft sich jede Bahn yon f~ in Lo~ \ {s, w} 

sowohl bei s als auch bei w. 
Insbesondere ist f~ kompakt, falls ~ einen dritten Fixpunkt in Lo~ hat. 

2. W I R K U N G  VON Z 

2.0. Im folgenden sei entsprechend der Situation des SU4(C)-Satzes stets 
eine sechzehndimensionale lokalkompakte Translationsebene zugrundege- 
legt, in der Go eine abgeschlossene, zusammenh~ngende, zu SU4(C) lokal 
isomorphe Untergruppe y enth/ilt, welche auger o keine weiteren affinen 
Fixpunkte hat. 

(Indem man n6tigenfalls mit einer Translation konjugiert, kann man 
dabei annehmen, dab der eindeutige affine Fixpunkt o yon Y~ in 
Obereinstimmung mit den Bezeichnungen aus 1.4 der Koordinatenursprung 
von/~ = N16 ist.) 

Die Wirkung yon ~ auf/~ ist durch diese Annahmen bereits festgelegt. 
Um sie zu beschreiben, ffihren wir auf /~ geeignete Koordinaten fiber C 
bzw. dem Quaternionenk6rper N ein. 
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2.1. Koordinatisierung. (a) Wir betrachten dazu C als Unterk6rper von 04, 
etwa als den yon 1 und i erzeugten Unterk6rper 

c = (1 ,  i 5 _ = ~ .  

Der N-Rechtsvektorraum N z ist dann in natfrlicher Weise ein 4- 

dimensionaler C-Vektorraum; man hat so eine kanonische Identifikation 

~2 = C 4. 

Es gilt nun 

(b) A ldJ3t sich als ~-Vektorraum so mit C 4 X C 4 = ~_~2 X ~_~2 

identifizieren, daJ3 Z aus den Transformationen 

C 4 x C 4 - - + C  4 x C4:  ( x , y )~ (A(x ) ,A (y ) )  

mit 

A e SU4(C) 

besteht. 

Dies folgt aus den Informationen, die man fiber die irreduziblen 

Darstellungen von SU4(C ) (etwa nach [17]) hat. Die irreduziblen ~- 
linearen Darstellungen von Dimension --< 16 haben Dimension 6, 8 oder 15; 
es handelt sich um die gew6hnliche Wirkung der Faktorgruppe SO6(R ) auf 
~6, die gew6hnliche Wirkung von SU4(C ) auf C 4 und die adjungierte 

Darstellung. Da Y auBer o keine weiteren Fixpunkte in A haben soll, muB/~ 
in zwei irreduzible Komponenten C 4 zerfallen. Dem entspricht die 
angegebene Beschreibung von Z. 

Eine entsprechende Identifikation 

, & = C  4 x C 4 = H I  z x ~ 2  

sei im folgenden stets stillschweigend zugrundegelegt. 

(c) Mit unserer Identifikation H 2 = C 4 ist 

SU2(~-~ ) c2 S U 4 ( C ) "  

In £ hat man dann die entsprechende Untergruppe 

e = {(x,y) ~+ (u(~), V(ytl; u e s u , ( e ) } .  

2.2. Die Z-invarianten Unterrdume 

{(x, x c ) ; x e C  4} f f f r c e C s o w i e { O }  x C 4 

yon ~ = C 4 x C 4 sind Ursprungsgeraden der Translationsebene, 

invariante Ursprungsgerade ist yon dieser Form. 
undjede Z- 
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Dies ist in [12, §3, Lemma] bewiesen, wo gezeigt wird, dab jeder reell 8- 
dimensionale £-invariante Unterraum von C 4 x  C 4 =  C4 ® C z zu der 

gegebenen Partition, deren Elemente die Ursprungsgeraden der 
Translationsebene sind, geh6rt; zu Beginn des Beweises werden auch alle 

diese Teilr/iume explizit angegeben. 

Gem/ig 2.2 ist das System der £-invarianten Ursprungsgeraden als 
Teilmenge der Gragmann-Mannigfaltigkeit Gs(R 16) hom6omorph zur 

Einpunktkompaktifizierung yon C, d.h. zur 2-Sph/ire. Die uneigentlichen 
Punkte dieser Geraden sind genau die Fixpunkte yon 57 in L~; durch 

Projektion auf L~ erh/ilt man also: 

2.3. Die Menge F der Fixpunkte yon £ in L~ ist hom6omorph zur 2-Sphdre. 

Im folgenden bezeichne A die Zusammenhangskomponente der Gruppe 

S (;o der Kollineationen von Determinante _ 10, 

A = (S (;o) 1. 

Offensichtlich ist 

£~<A. 

2.4. Die Zusammenhangskomponente des Stabilisators A f l , f  2 yon  zwei 
verschiedenen Fixpunkten f l ,  f2 ~ F yon £ in L~ ist entweder selbst kompakt 
oder semidirektes Produkt der grbflten kompakten Untergruppe K mit einer zu 

R isomorphen abgeschlossenen Untergruppe. 
Falls die Ebene nicht die klassische Oktavenebene ist, ist dabei K gleich £ 

oder fastdirektes Produkt yon E mit einem eindimensionalen Torus; 

insbesondere ist 

dim A f  ~, f  2 "~< 17. 

Der erste Teil der Behauptung ist einfach das Lemma fiber 
Achsenstandgruppen 1.4(e). Es mfissen noch die M6glichkeiten ffir die 

gr6gte kompakte Untergruppe K bestimmt werden. 
K wirkt fast effektiv auf den z u f  I u n d f  2 geh6rigen Ursprungsgeraden L 1 

und L2: Der Ineffektivit~tskern der Wirkung auf L~ besteht n~imlich aus 
Streckungen mit Achse L 1 in Richtung yon L 2 und ist nach 1.4(d) also 

diskret; entsprechend schliegt man ffir L 2. 
Also ist K eine Uberlagerungsgruppe der auf Li ~ R s induzierten linearen 

Gruppe K IL i. Nach 2.2 und 2.1 weiB man andererseits, wie die Li als E- 
invariante Ursprungsgeraden aussehen und wie Z auf ihnen wirkt, n~imlich 
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wie SU4(C ) auf C ~ = ~8 in der gew6hnlichen Wirkung; K I L i umfagt also 
SU4(C ). Die groBen kompakten, zusammenhgngenden Untergruppen von 
GL8(A ) sind nun bekannt (siehe etwa I-8, 2.8] f/ir eine Zusammenstellung); 
bei geeigneter Identifikation von L i mit N8 bzw. C ~ ist demnach K [L i eine 
der Gruppen SO8(R), Spin~(N) oder U4(C), falls nicht K ILl = Z  I L~ und 
dann aus Dimensions- und Zusammenhangsgrfinden K = Y~ ist. 

Ist K I L i isomorph zu SO8(R ) oder SpinT(N ), so ist die zugrundeliegende 
Ebene nach [7, 3.7, 3.6] notwendig die klassische Oktavenebene. 

Ist KIL~ isomorph zu U4(C), also fastdirektes Produkt yon 
Z I L i = SU4(C ) und einem eindimensionalen Torus, so gilt dies auch f/Jr die 
6berlagernde Gruppe K, wie behauptet. 

3 .  D E R  F AL L  G R O S S E R  S C H E R U N G S G R U P P E  

In diesem Abschnitt zeigen wir 

3.1. SATZ. Sei S eine Y-invariante Ursprungsgerade. Hat die Gruppe der 

Scherungen mit Achse S Dimension >2, so ist die Ebene die klassische 
Oktavenebene. 

Der Beweis wird dutch Vergleich mit der Oktavenebene gefiihrt werden. 
Vorbereitend dazu studieren wir entsprechende Kollineationsgruppen in der 
Oktavenebene: 

3.2. FESTSTELLUNG. In der klassischen Oktavenebene enthiih G o eine zu 

SU4(C ) isomorphe Kollineationsgruppe Z, die die Koordinatenachsen 

invariant liiflt und neben dem Koordinatenursprung keine weiteren affinen 
Fixpunkte hat, sowie eine zu ~6 isomorphe Gruppe N yon Scherungen mit der 

zweiten Koordinatenachse als Achse, die yon Z normalisiert, aber nicht 

zentralisiert wird. Jede Ursprungsgerade ist dabei Bild einer Z-invarianten 
Ursprungsgeraden unter einer Scherung aus N. 

Beweis. (a) In der klassischen Oktavenebene (mit affiner Punktmenge 
O x O) seien W und S die beiden Koordinatenachsen O x {0} und 
{0} x O, und sei ss  L~ der zu S geh6rige Fernpunkt auf der uneigentlichen 
Geraden. Wir identifizieren L ~ \  {s} mit O, indem wir jedem uneigentlichen 
Punkt die Steigung der zugeh6rigen Ursprungsgeraden zuordnen. 

(b) Die affine Oktavenebene besitzt eine kompakte Gruppe K yon 
Kollineationen, die die Koordinatenachsen festl/iBt und auf L ~ \  {s} = O 
fast effektiv als SO8(~2 ) wirkt (n/imlich als die spezielle orthogonale Gruppe 
bezfiglich der Normform der Oktavenalgebra). 

Dies ist wohlbekannt. Man kennt ja die gesamte affine Kollinea- 
tionsgruppe der Oktavenebene und ihre Wirkung als Projektivi- 
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tfitengruppe yon L~ (siehe [12, §2] Beweisteil (a) ffir einige Literaturhin- 
weise) und kann die bier gesuchte Untergruppe entnehmen. Andererseits 
erh~ilt man eine direkte Konstruktion yon K 'yon unten' durch (3bersetzung 
des Trialit~itsprinzips, wie es in [18], Theorem 1, S. 159 und Corollary 4, S. 
162 ausgeffihrt ist. Es besagt, dab ffir jedes p e SO8(~) stets Pl, P2 E SO8(R ) 
existieren mit 

(*) pc(rex) = p(m).pl(x ) ffir alle m,x~3;  

zu gegebenem p sind die Paare pl, P2 yon Transformationen mit dieser 
Eigenschaft ferner eindeutig bestimmt bis auf einen Skalarfaktor aus dem 
Zentrum der Oktavenalgebra; hier, im Fall der reellen Oktaven, wo das 
Zentrum R ist, ist dieser Skalarfaktor +1, solange man sich in der 
orthogonalen Gruppe bewegt. 

Die Beziehung (*) bedeutet nun, dab die Transformation 

~pl,p:: 0 x 0 ~ 0  x O: (x ,Y)~(pl(x) ,pa(y))  

der affinen Oktavenebene die Ursprungsgerade { (x, mx); x e O } der Steigung 
m iiberffihrt in die Ursprungsgerade der Steigung p(m); sie ist also eine 
Kollineation mit 

Kpl,p~ I Loo = P. 

Die Gesamtheit aller dieser Kollineationen bildet offensichtlich eine 
kompakte Gruppe K mit 

K IL~ = SOs(A); 

die erw~ihnte Eindeutigkeitsaussage des Trialitfitsprinzips zeigt, dab die 
Einschr~inkungsabbildung K ~ K I L~ eine zweifache 13berlagerung ist. 

Wenn man sich auf algebraische Details nicht einlassen will, kann man 
die Existenz einer solchen Kollineationsgruppe (jedenfalls ffir die hier 
betraehteten reellen Oktaven) auch aus den Transitivitgtseigenschaften der 
gesamten Kollineationsgruppe dutch ein pauschales Argument erschliel3en, 
das allerdings tiefliegende Aussagen fiber transitive Wirkungen yon 
Liegruppen auf Sph~iren verwendet, siehe z.B. [7, 3.5(a)]. 

(c) Wit identifizieren nun C mit einem Unterk6rper von ~3 und 
betrachten in der Kollineationsgruppe K aus (b) mit K J L~ = SOs(R) die 
Untergruppe derjenigen Kollineationen, die die Ursprungsgeraden einer 
Steigung aus C einzeln invariant lassen. Sei Z die Zusam- 
menhangskomponente dieser Untergruppe. 

Sei M das orthogonale Komplement yon C in ~3: 

M =  C ± ~ O ;  M ~  6. 
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AufgefaBt als Teilmenge von L ~ \  {s} = O ist M global invafiant unter Z, da 
ZIL~,j ___ K [L~ als orthogonale Gruppe wirkt, und I2 induziert auf M ~ ~6 
die Gruppe SO6(~): 

]~1 M = SO6([~); ~;IL~ ~ SO6(~). 

Insbesondere ist Z lokal isomorph zur universellen 13berlagerungsgruppe 

SU4(C ) v o n  S O 6 ( ~  ). 
Nach Konstruktion besteht Z aus Kollineationen der Form Kpl,p 2 wie in 

(b), wobei in der zugeh6rigen Trialit/itsbeziehung (*) p(c )=  c gilt ffir alle 
c~ C < O. M i t c  = 1 folgt Pl = Pz, so dal3 die Kollineationen aus Z die 

Gestalt 

mit 

und 

(x, y) ~ (~,(x), ~,(y)) 

4,eSOs(~) 

(cx) = c. O(x) ffir c e C 

haben; insbesondere sind sie linear fiber C. Die beschreibenden 
Transformationen O durchlaufen also bei geeigneter Identifikation des C- 

Vektorraums O mit C 4 eine zu £ isomorphe Untergruppe 2 _c U4(C) ' und 
da Z lokal isomorph zu SU4(C) und zusammenh/ingend ist, folgt 

2 = SU4(C). Insgesamt wirkt 2; auf der affinen Oktavenebene entsprechend 
wie die gleichnamige Kollineationsgruppe in 2.1. 

(d) Eine Scherung mit Achse S = {0} x O ist durch die Steigung der 
Bildgeraden yon W = ~ 3  x {0} eindeutig bestimmt. Bei der zu N6 

isomorphen Gruppe N der Scherungen 

~1,~: ( x , y ) ~ ( x , y + m x )  mit m s M  

durchlaufen diese Steigungen gerade das orthogonale Komplement M von 

C in O. Wegen der Z-Invarianz von M wird also N von Y~ normalisiert 
(aber natfirlich nicht zentralisiert, da Z nicht identisch auf M wirkt). 

Nach Konstruktion von Y sind die Z-invarianten Ursprungsgeraden ¢ S  
die Geraden der Form 

{(x, cx); x E O }  m i t c E C .  

Eine solche geht unter der Scherung ~/m fiber in die Ursprungsgerade 

{(.,,,(c +re)x); xeO}  
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der Steigung c + m .  Wegen 0 = C + M  kann man so jede 
Ursprungsgerade erhalten. Damit ist 3.2 bewiesen. 

3.3. Beweis yon Sarz 3.1. (a) Wit begeben uns nun wieder in eine beliebige 
16-dimensionale lokalkompakte Translationsebene, in der die Situation des 
Satzes 3.1 vorliegt, Sei s der zur E-invarianten Ursprungsgeraden S geh/Srige 
uneigentliche Punkt, und sei F~s.s~ die Zusammenhangskomponente der 
Gruppe der Scherungen mit Achse S. Sie ist eine Vektorgruppe der 
Dimension < 8, die frei auf L~N{s} operiert (wie man analog zu [9, 1.3] 
sieht, wo dies for achtdimensionale Translationsebenen ausgef(ihrt wird). 

Da S invariant unter Z ist, wird F~s.s I yon Z normalisiert. Nach 
Voraussetzung ist nun dimF~s,,j>2; also kann die 2-dimensionale 
Menge F der Fixpunkte yon E in L~ (2.3) nicht invariant unter F~s,~? 
sein, und angesichts der freien Wirkung in L~N{s}  wird F~s,sl von Z 
nicht zentralisiert, Die zentrale Involution t yon Z (die Punktspiegelung am 
Ursprung, 2.1) wirkt jedoch identisch auf L~ und zentralisiert daher 

1 FEs.sj. 
Durch Konjugation mit 2; erh/ilt man also eine nichttriviale Darstellung 

der Faktorgruppe Z/{id, t} = SO6(R) auf der h6chstens 8-dimensionalen 
Vektorgruppe F~s,~. Nun hat SO6(•) bis auf Aquivalenz nur eine 
irreduzible Darstellung der Dimension ~< 8, nfimlich die gew6hnliche 
Wirkung auf ~6 ([17]). Folglich enthfilt F~s,~? eine abgeschlossene 
Untergruppe N ~ R 6, die yon E normalisiert wird und auf der Z per 
Konjugation als SO6(~ ) in der gew6hnlichen Weise wirkt, Insbesondere 
gilt: 

(b) Konjugation mit der Kollineation 

~:: C 4 x  C 4 ~ C 4 x  C4: ( x , y ) ~ ( x i ,  yi) 

aus E invertiert die Elemente yon N. 

Es handelt sich n/imlich um ein Element des Zentrums yon E der 
Ordnung 4, das in der Wirkung yon E auf N als SO6(R ) die zentrale 
Involution, d.h. die Spiegelung yon N -- R 6 am Ursprung, induziert. 

Wir betrachten nun die Untergruppe 

0 ~- SU2(~-~ ) 

von Z aus 2.1 und zeigen: 

(c) O zentralisiert eine Einparameteruntergruppe N~ yon N. 

Sie enth~ilt n/imlich die zentrale Involution t yon E; in der Wirkung yon 
E ~ SU4(C ) -~ Spin6(R) per Konjugation auf N ~ R6 als Faktorgruppe 
SO6(~) wirkt ® ~ SU2(~) ~ Spin5(~) folglich als Faktorgruppe ®/{id, t} 
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SO5(~) und lggt ein Element qeNN{0} lest. (Letzteres kann man etwa 
in [15, S. 438, S. 443 ff.] entnehmen, man beachte insbesondere die 
Kommentare zu Diagramm 21.6 und das Diagramm auf S. 444, dessen 
zweite Zeile sich als nebenklassen-exakt erweist.) O I/il3t dann den yon 1/ 
aufgespannten eindimensionalen Teilraum N 1 von N ~ ~6 elementweise 
lest, d.h. zentralisiert ihn. 

(d) Bez/iglich der nach 2.1-2.2 zugrundegelegten Koordinatisierung 
k6nnen wir noch annehmen, dab die Scherungsachse S die 'zweite 
Koordinatenachse' 

s = { 0 )  × c 4 = { 0 }  × H  2 

ist. Dann schreiben sich die Scherungen aus N = ~6 in der Form 

(x, y ) . ,  (x, y + B(x)), 

wobei B einen 6-dimensionalen Untervektorraum 

~ End~(C 4) 

des Raums der N-linearen Endomorphismen yon C ~ durchl~iuft. Da das 
Bild der Ursprungsgeraden 

w : c ~ x ~0} 

unter einer nichtidentischen Scherung komplementfir zu W ist, sind die 
Elemente von ~/2\ {0} nichtsingul/ir. Die Wirkung yon Z auf N entspricht 
der Wirkung von SU~(C) auf ~g (jeweils durch Konjugation). Die yon 
(9 ~ SU2(H ) zentralisierte Einparameteruntergruppe N1 yon N aus (b) 
entspricht einem eindimensionalen Teilraum ~U~, der von SUz(bfl ) 
zentralisiert wird. Bei der der Koordinatisierung gem/il3 2.1 zugrundelie- 
genden Identifikation C4= bfl 2 besteht ~U 1 also aus den reellen Vielfachen 
einer Transformation der Form 

mit geeignetem 

P ~ ,  I p ] = I .  

DaB die Konjugation mit der Kollineation x aus (b) die Elemente aus N~ 
invertiert, bedeutet ipi -~ = -p ;  folglich liegt p in dem 2-dimensionalen a- 
Unterraum (j, k). 

Bei einer Koordinatentransformation der Gestalt (x,y)~(xc,  yc) mit 
c~(1,  i ) =  C___H, d~e an der Beschreibung von Z nichts /indert, 
transformiert sich nun p in cpc -1. Dabei kann c so gew/ihlt werden, dab 
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cpc-1 = j ist, denn Konjugation in g mit Elementen aus ( 1, i) induziert auf 
( j , k )  alle Drehungen. Man kann also insgesamt die Koordinatisierung 
gemil3 2.1 so einrichten, dag die Transformationen 

(x, y) ~ (x, y + x .jr) 

(x ,y~H 2,reR) eine Einparameteruntergruppe der Scherungsgruppe N 
bilden. Damit ist das semidirekte Produkt Y~-N eindeutig bestimmt (die 
fibrigen Scherungen aus N erhfilt man durch Konjugation mit Elementen 
aus Z). 

(e) Dieselbe Koordinatisierung kann man nun auch in der klassischen 
Oktavenebene einffihren, in der man ja nach 3.2 eine entsprechende Situation 
hat. (Dabei ergeben sich allerdings nicht die im Beweis yon 3.2 verwendeten 
komplexen Koordinaten, da dort O als C-Linksvektorraum betrachtet 
wird, w/ihrend hier ~4 als Rechtsvektorraum fiber C aufgefaBt ist.) Aufgrund 
der erzielten Eindeutigkeit ergibt sich also insgesamt, dab man die 
betrachtete Ebene so mit der klassischen Oktavenebene identifizieren kann, 
dab E und N fibereinstimmen mit den nach 3.2 konstruierten 
Kollineationsgruppen der Oktavengeometrie. 

Nach 2.2 stimmen dabei auch noch die Z-invarianten Ursprungsgeraden 
beider Geometrien fiberein. Wie in 3.2 ausgeffihrt, ist nun abet jede 
Ursprungsgerade der Oktavenebene Bild einer Z-invarianten Ursprungsge- 
raden unter einer Scherung aus N und damit auch eine Ursprungsgerade 
der anderen betrachteten Ebene, in der N ja ebenfalls als Kollineations- 
gruppe wirkt. Damit sind die beiden Geometrien identifiziert und 3.1 ist 
bewiesen. 

4. DAS RADIKAL 

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Sachverhalts: 

4.1. SATZ. Wird das Radikal A con A = (SGo) 1 nicht yon Y, zentralisiert, so 
ist die zugrundeliegende Ebene die klassische Oktavenebene. 

Hierzu zeigen wir, in mehreren Schritten, dab dann die Situation yon 3.1 
vorliegt, d.h. eine grol3e Scherungsgruppe existiert (siehe 4.7). 

4.2. Der Stabilisator A I eines uneigentlichen Punkts f e F  (also eines 
Fixpunkts yon Z) wird von Y~ normalisiert. Mit der quasi-einfachen Gruppe 
Y~ hat A als aufl6sbarer Normalteiler diskreten Schnitt; fir einen weiteren 
Punkt f ' e F  folgt daher dim Ai,y, ~<2, da Z nach 2.4 Kodimension 
h6chstens 2 in AH,  hat. Nach der Dimensionsformel hat man 
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dimAs QdimAs(f’)+dimAs,s,<8+2,also 

(1) dim A, < 10. 

Ebenso ist 

(2) dimA <8 +dimAr. 

Wir betrachten nun die adjungierte Wirkung von X auf der Liealgebra YA 
von A. Unter den Voraussetzungen von 4.1 ist diese Wirkung nichttrivial. 
Wir zeigen: 

4.3. Es gibt eine von C normalisierte, abgeschlossene Untergruppe B von A, 
deren Liealgebra YB direkte Summe 

P’B=x’O 

eines Gdimensionalen C-invarianten Untervektorraums JV und eines 
Untervektorraums 9 ist derart, daJ C g SU,(C) in der adjungierten Wirkung 
auf x wie in der gewiihnlichen Darstellung der Faktorgruppe SO,(R) auf R6 
und auf 9 trivial wirkt: 

C 1 JV‘ = SO,(R); C 19 = {id}. 

Beweis. Die zentrale Involution ~EC ist die Spiegelung der affinen Ebene 
am Ursprung; sie liegt also im Zentrum der linearen Gruppe G, und 
bewirkt in der adjungierten Darstellung auf YA die Identitat. Also kann X 
in einer irreduziblen Komponente der Wirkung auf YA nicht die 
gewohnliche Wirkung von SU,(C) auf C4 induzieren. Die einzige andere 
reelle irreduzible Darstellung von SU,(C) der Dimension < 15 ist nun die 
Darstellung als SO,(R) auf R6 in der iiblichen Wirkung ([17]). 

Sei nun YA, die zum Stabilisator A, aus 4.2 gehorige Lie-Unteralgebra. 
Wirkt C auf ihr nichttrivial, so kann man B = A, wahlen. Nach 4.2(l) ist 
dann namlich YB hochstens lo-dimensional, und nach den Informationen 
tiber die irreduziblen Darstellungen von C zerfallt YB in eine 6- 
dimensionale irreduzible Komponente X und einen komplementaren C- 
invarianten Unterraum 9, auf dem C trivial wirkt. 

Wirkt hingegen C trivial auf Z’A,, so wlhlen wir B = A. X operiert dann 
nichttrivial auf einem C-invarianten, zu =%‘A, komplementaren Unterraum 
% von YA; nach 4.2(2) ist (e hochstens g-dimensional. Wieder mit den 
genannten darstellungstheoretischen Informationen erhalt man in diesem 
Komplement eine 6dimensionale irreduzible Komponente X fur die 
Wirkung von C; auf einem invarianten komplementaren Teilraum 9, der 
sich aus einem hochstens 2-dimensionalen Komplement in $ und .YA, 
zusammensetzt, wirkt C trivial. Bisher ist noch nicht ausgesagt, da0 die 
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Untervektorr/iume ~ und J sogar Unteralgebren sind. Ffir ~ ist dies klar, 
da es sich um die Fixalgebra der Automorphismengruppe Y handel ;  es ist 

aber auch ffir W richtig: 

4.4. N ist eine Unteralgebra; sie ist kommutativ. 
Zum Beweis zeigen wir, da l  ffir x, y ~ X \  {0} stets Ix, y]  = 0 bezfiglich 

des in S B  gebildeten Lieprodukts ist. O.B.d.A. kann man dabei x_Ly 
annehmen (wobei _L eine Orthogonalit/itsrelation ist, bezfiglich der Z als 
orthogonale Gruppe auf X -  ~6 operiert). Ffir beliebiges z~ J \ { 0 }  mit 

z_l_ x, z I y sei axz diejenige lineare Transformation von f B ,  die auf X die 
Spiegelung am orthogonalen Komplement ( x , z )  ± v o n  x und z und auf 

die Identit i t  bewirkt. Nach 4.3 wird a=~ von einem Element von E 
induziert und ist daher ein Liealgebra-Automorphismus von LPB. Folglich 

ist a~=Ex, y] = [a~z(x), ax=(y)] = [ - x , y ]  = - I x ,  y] ;  nach Konstruktion 
yon a~= hat man also 

Ix, y] ~X, [x,y]e (x, z). 

Da z e < x, y ) ± beliebig war, folgt hieraus [x, y] e ~- x. Unter Vertauschung 
der Rollen yon x und y erh/ilt man mit demselben Argument [x ,y]e  ~.y ,  
insgesamt also [x,y] = 0, wie behauptet. 

4.5. Wir betrachten nun die zu W geh6rige analytische Untergruppe N von 
A. Da J nach Konstruktion YAnvariant ist, wird N yon I2 normalisiert. 

Wir zeigen: 

Eine Einparameterunteroruppe yon N ist nie in einer kompakten Untergruppe 
yon A enthalten; insbesondere ist N eine Vektorgruppe isomorph zu ~6 (in der 

Lietopologie). 
Beweis. Vorerst ist noch nicht gekl/irt, ob N eine abgeschlossene 

Untergruppe ist. Der Abschlul N von N ist eine abelsche Liegruppe; ihre 
gr6tte kompakte Untergruppe T ist ein Torus, der invariant unter 
Konjugation mit Z ist und folglich vonde r  zusammenhingenden Gruppe Y~ 
zentralisiert wird (da die Automorphismengruppe eines Torus diskret ist). 

Wire  nun eine Einparameteruntergruppe P von N in einer kompakten 
Untergruppe von A enthalten, so w/ire /5 kompakt, /5 _c T und P wfirde 
also von Z zentralisiert, im Widerspruch zur transitiven Wirkung von Z auf 
den eindimensionalen Teilr/iumen von W gemi l  4.3. 

Insbesondere enth/ilt N also keine Torusuntergruppe und ist als abelsche 
Liegruppe somit eine Vektorgruppe der Dimension dim N = 6. 

4.6. N liiflt einen Fixpunkt s~F  yon 12 in L~ fest. 
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Beweis. Eine Einparameteruntergruppe P von N l/iBt nach dem 
Fixpunktsatz yon Lefschetz auf der 8-Sph/ire L~ einen Punkt s fest ([16, 
4.7.12, S. 197]). Wir zeigen, dab s ein Fixpunkt yon ganz N ist: 

Die zusammenh/ingende Bahn von s unter der kommutativen Gruppe N 
besteht n/imlich aus lauter Fixpunkten von P. W/ire s k e i n  globaler 

Fixpunkt von N, so w/ire also P im Stabilisator von drei uneigentlichen 
Punkten enthalten; da dieser nach dem Lemma tiber Achsenstandgruppen 
(1.4(e)) kompakt  ist, erhielte man einen Widerspruch zu 4.5. 

Derselbe Schlug zeigt dann, dab s auch ein Fixpunkt von Z sein mul,  da 
N von 2; normalisiert wird und folglich die Bahn yon s unter Z aus 
Fixpunkten von N besteht. 

Sei nun S die zu dem Fixpunkt s aus 4.6 geh6rige Z-invariante 
Ursprungsgerade. Wit zeigen: 

4.7. N besteht aus Scherungen mit Achse S. 
Beweis. Nach 4.6 liBt N die Ursprungsgerade S invariant. Wir legen nun 

Koordinaten wie in 2.1 zugrunde, wobei wir noch annehmen k6nnen, daB 

s = {0} x ~ 

ist. 

Wie in 3.3 Beweisteil (c) sieht man, da l  die Untergruppe 19 ~ SU2(H ) yon 

Z aus 2.1 eine Einparameteruntergruppe N~ yon N zentralisiert. In den 
zugrundeliegenden quaternalen Koordinaten induziert daher N~ auf S = 1_12 
eine Gruppe linearer Transformationen 

H 2 ---9. H2: y ~y 'a ( t )  

mit einem Homomorphismus 

~: O~H×:  t ~ ( t )  

in die multiplikative Gruppe des Quaternionenk6rpers. 
Wie in 3.3 Beweisteil (b) ergibt sich andererseits, daB die Konjugation mit 

der Kollineation 

•: 1_12 x H 2 _ . N 2  x ~ 2 :  (x ,y)~(xi ,  yi) 

aus Z auf N die Inversion bewirkt. Ffir die Einparameteruntergruppe N 1 in 
ihrer Wirkung auf S = H 2 bedeutet das insbesondere, da l  i .a(t) . i -~= 
~(t) 1 ffir alle t ~  ist. Insbesondere ist stets I~(t)[ = 1. Die 
Einparameteruntergruppen in der multiplikativen Gruppe der Quater- 

nionen yon Norm 1 sind nun bekannt; es handelt sich um eindimen- 
sionale Tori. NaIS ist somit entweder trivial oder ein eindimensionaler 
Torus, und wegen N~ ~ R (siehe 4.5) hat die Einschrinkungsabbildung 
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N I ~ N I I S  in jedem Fall nichttrivialen Kern. N enthfilt also eine Kol- 
lineation q # id, die S als Achse hat, d.h. identisch auf S wirkt. Dasselbe 
gilt dann fiir die Konjugierten von t/ unter den Kollineationen aus Z. 
Diese bilden aber eine 5-Sphfire in N-~ R 6, da Z auf der Vektorgruppe 
N ~ R 6 wie auf ihrer Liealgebra jV als SO6(•) in der gew6hnlichen Wir- 
kung operiert (4.3). Diese 5-Sphfire erzeugt N als Liegruppe; somit ist S 
Achse aller Kollineationen aus N. 

Das Zentrum einer Kollineation aus N liegt auf der Fixgeraden L~ und 
ist wegen der Kommutativit~it ein Fixpunkt von ganz N. Da N ~ ~6 nach 
dem Lemma fiber Achsenstandgruppen (1.4(e)) nicht zwei verschiedene 
uneigentliche Punkte festlassen kann, ist s das Zentrum aller Kollineationen 
aus N. Es handelt sich somit um Scherungen mit Achse S, womit 4.7 
bewiesen ist. 

Insgesamt hat man also zu der Z-invarianten Ursprungsgeraden S als 
Achse die 6-dimensionale Scherungsgruppe N. Damit folgt Satz 4.1 aus 3.1. 

5 .  D E R  H A L B E I N F A C H E  K O P F  

Nun soll folgendes bewiesen werden: 

5.1. Ist die Ebene nicht die klassische Oktavenebene, so ist Z Normalteiler 

eines halbeinfachen Kopfs yon A = (S Go) 1. 
Beweis. (a) Man findet zun~chst einen halbeinfachen Kopf H, der die 

quasi-einfache Gruppe Z enthfilt. Sei 

H = H I " H  2 . . . . .  H k 

eine Zerlegung von H als fastdirektes Produkt quasi-einfacher 
zusammenh~ingender Faktoren H~ von H. Es gibt einen Faktor, o.B.d.A. 
H~, in den sich Y, nichttrivial projiziert, und da Z ~ SU4(C) quasi-einfach ist, 
ist das Projektionsbild eine zu SU~(C) lokal isomorphe Untergruppe E~ 
v o n  H 1 . 

(b) Man iiberlegt sich nun, dab Z 1 ebenso operiert wie Z, d.h. ebenfalls 
auger o keine weiteren affinen Fixpunkte hat: 

Angenommen nfimlich, Y 1 habe weitere affine Fixpunkte. Im Vorgriff auf 
Abschnitt 7, wo diese Situation analysiert ist, entnehmen wir dem Hilfssatz 
7.2, dab dann folgendes gilt: Z 1 ist isomorph zu SU4(C ), die zentrale 
Involution t I v o n  Z1 ist eine Spiegelung mit einer Ursprungsgeraden W als 
Achse, und auf der Ursprungsgeraden S durch das uneigentliche Zentrum 
seL~  von q, die invariant unter Z~ ist, wirkt Z1 wie SU4(C ) in der 
gew6hnlichen Wirkung auf C 4. 

Die anderen einfachen Faktoren Hv (v = 2 , . . . ,  k) zentralisieren Z1 und tl 
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und lassen damit die Achse W und die Ursprungsgerade S durch das 
Zentrum yon z I ebenfalls invariant. Der Kern der Wirkung von H~ auf S ist 

diskret, denn es handelt sich um eine Gruppe von Achsenstreckungen mit 
Achse S in Richtung von W, die nach 1.4(d) diskret oder eindimensional 
ist; die quasi-einfache Gruppe Hv hat aber keine eindimensionalen 
Normalteiler. Also ist H~ lokal isomorph zu der auf S induzierten linearen 
Gruppe H~ [ S. Diese zentralisiert. Z a I S ~ SU~(C); der Zentralisator von 
SU4(C ) in GLs(R ) b.esteht aber aus den komplexen Streckungen und 
enthilt  keine quasi-einfachen Untergruppen. Somit kommen gar keine 

weiteren einfachen Faktoren auger H i vor; man hat also H = H l, und 
wegen Y~ _c H folgt, dab die Projektion Z a gleich Z ist. Dies vertr~gt sich 

aber nicht mit der Annahme, da l  Za neben o weitere affine Fixpunkte 
haben soll. 

Damit ist (b) bewiesen, und die Aussagen 2.1-2.4 tiber die Wirkung von Z 
treffen mutatis mutandis auch auf 52 a zu. Insbesondere betrachten wir die zur 

2-Sph/ire hom6omorphe Menge F a der Fixpunkte von Z 1 auf L~, um zu 
zeigen: 

(c) Das Produkt  

Z = H z . . . . .  H k 

der iibrigen einfachen Faktoren yon H ist hdchstens 6-dimensional. 

Z zentralisiert n/imlich ZI und lgl3t daher die 2-Sphire F1 invariant. 
Fiir f,  l f ' e  F a ist also nach der Dimensionsformel 

dim Z < dim Z ( f )  + dim Z I (f ')  + dim ZT, s' 

--< 2 + 2 + dimZz, F. 

Nach 2.4 ist nun dim Ay,F-<<17; wegen Z~ ~<Af, I, und da 5~ac~Z diskret 

ist, folgt 

dim Zy.s, --< 2, 

womit insgesamt (c) bewiesen ist. 

Damit ergibt sich nun 

(d) Z, = Z, 

denn Z a ist die Projektion yon x in Hi,  und die Projektion der quasi- 
einfachen 15-dimensionalen Liegruppe Z in die/ibrigen Faktoren yon H ist 
nach (c) aus Dimensionsgrtinden trivial. 

Die insgesamt zu beweisende Behauptung, dab Z normal in H ist, ist 
somit gleichbedeutend mit 

(e) E = H 1. 



336 HERMANN HAHL 

Um diese Aussage zu beweisen, sch/itzen wir die M6glichkeiten ffir die 
Dimension von H i grob ab. F/Jr zwei uneigentliche Fixpunkte f, f 'E  F von 
Z ist nach der Dimensionsformel ffir die Wirkung yon H 1 auf der zur 8- 
Sph/ire hom6omorphen uneigentlichen Geraden 

dim H a ~< dim A ~< dim A(f) + dim Af (f ')  + dim AI, I ,  

< 8 + 8 + d imAi . f , ,  

nach 2.4 also dim H 1 --< 33. Als quasi-einfache Liegruppe einer Dimension 
~33, die eine zu SU4(C ) isomorphe Untergruppe hat, ist H a lokal 
isomorph zu einer der Gruppen SU~(C), SOy(R), SOy(E, 1), SUs(C), 
SVs(C, 1), SOs(N), SOs(N, 1), SOs(R, 2) oder SL4(C ) (siehe [-17]). 

Nach dem Hauptsatz von [12] ist nun die einzige sechzehndimensionale 
Translationsebene, in der G o eine zu SOy(R, 1 ) lokal isomorphe 
Untergruppe enth/ilt, die klassische Oktavenebene. Da yon dieser abgesehen 
werden soll, scheiden damit die F~ille, dab H a lokal isomorph zu SOT(IR, 1), 
SOs(R, 1) oder SOs(N, 2) ist, aus. 

Die sechzehndimensionalen Translationsebenen, in denen G o eine zu 
SOT(E ) lokal isomorphe zusammenh/ingende Untergruppe enth/ilt, sind in 
[11] behandelt. Schon ganz zu Anfang der Er6rterung zeigt sich dort ([11, 
2.2]), dab auger im Fall der klassischen Oktavenebene eine solche neben o 
stets weitere affine Fixpunkte hat; wegen H a _~ Z trifft dies auf H I nicht zu. 

Nach [-7,3.2] und [8,2.13] hat in einer sechzehndimensionalen 
lokalkompakten Translationsebene G o nie eine zu SU 5(C), SUs(C, 1) bzw. 
SL4(C ) lokal isomorphe Untergruppe. 

SchlieBlich ist nach [7,3.7] die klassische Oktavenebene die einzige 
sechzehndimensionale lokalkompakte Translationsebene, in der G o eine zu 
SOs(R ) lokal isomorphe Untergruppe enth/ilt. 

AuBer im Fall der klassischen Oktavenebene ist somit die einzige 
verbleibende M6glichkeit die, dab H I selbst lokal isomorph zu SU4(C), 
wegen Z _c H1 also H a = Z ist. Damit ist 5.1 bewiesen. 

Zusammen mit 4.1 erh/ilt man nun anhand der Levizerlegung das 
folgende 

5.2. KOROLLAR. Ist  die Ebene nicht die klassische Oktavenebene, so ist Z 

normal in der Zusammenhangskomponente yon G o. 

Dies ist der erste Teil des SU4(C)-Satzes 1.2. 

6. DER NORMALISATOR VON Z 

Zum Beweis des SU,(C)-Satzes ist nun noch f/Jr den nichtklassischen Fall 
die Dimension der Kollineationsgruppe abzusch~itzen. 
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Um nicht st/indig die klassische Oktavenebene ausschlie,qen zu m/issen, 
formulieren wit die entsprechende Aussage als Dimensionsabsch/itzung f~r 
den Normalisator von Z; im nichtklassischen Fall ist damit nach 5.2 ganz 
G o erfaBt. 

6.1. Entweder ist der Normalisator yon Z in A =(SGo) 1 hdchstens 20- 
dimensional, oder aber die Ebene ist die klassische Oktavenebene. 

Beweis. (a) Sei • die Zusammenhangskomponente des Normalisators. Sie 
l/iBt die zur 2-Sph~ire hom6omorphe Menge F d e r  Fixpunkte von E in L~o 
(siehe 2.3) invariant. 

(b) Ist die Wirkung von ~ auf F nicht zweifach transitiv, so existiert f ~  F 
derart, dab die Zusammenhangskomponente des Stabilisators ~Py nicht 
transitiv auf FN {f} ist, also eine Bahn der Dimension ~1 hat. W/ihlt man 
f '  aus dieser, so folgt mit der Dimensionsformel d i m ~  ~ dim ud( f )+  
d i m ~ i ( f ' ) + d i m ~ i . I , - - < 2 + l + 1 7 ,  letzteres nach 2.4. Damit ist die 
Behauptung ffir diesen Fall gezeigt. 

(c) Nun muB noch die Situation behandelt werden, dab • zweifach 
transitiv auf der 2-Sph/ire F operiert. Die effektive Wirkung von ~F auf F is t  
dann isomorph zur gew6hnlichen Wirkung von PSL2(C ) auf der komlexen 
projektiven Geraden (dies folgt aus der Klassifikation yon Mostow [13] 
aller auf F1/ichen transitiven Liegruppen, siehe auch Betten-Forst [2], oder 
aber aus der Klassifikation von Tits [17, IV. F, S. 223 ff.] aller zweifach 
transitiven Wirkungen von Liegruppen). 

Betrachtet man nun einen halbeinfachen Kopf H von ud mit H _ Z, so 
stellt man fest, dab H unter der Einschr~inkungsabbildung H--*HJF 

surjektiv auf PSL2(C ) abgebildet wird. Die Zusammenhangskomponente 
H~F] des Ineffektivit/itskerns der Wirkung yon H auf F i s t  ein 
Normalteiler, also ein Produkt einfacher Faktoren von H, und das Produkt 
der /ibrigen einfachen Faktoren ~iberlagert H IF g PSL2(C ). Insbesondere 
enth/ilt H also das fastdirekte Produkt von Z mit einer zu SL2(C ) lokal 
isomorphen Untergruppe. Diese Situation wird nun durch den folgenden 
Satz erfaBt: 

6.2. SATZ. Eine sechzehndimensionale lokalkompakte Translationsebene, in 

der G o eine zu SU4(C ) × SL2(C ) lokal isomorphe abgeschlossene 
Untergruppe enthhlt, ist isomorph zur klassischen Oktavenebene. 

Beweis. (a) Sei H eine zu SU4(C ) x SL2(C ) lokal isomorphe, 
abgeschlossene, zusammenh/ingende Untergruppe von G o. 

Als lineare Gruppe von A = R ~6 realisiert H eine Darstellung von 
SU~(C) x SL2(C ). Anhand der Kenntnis der Darstellungen der einfachen 
Liegruppen und ihrer direkten Produkte (siehe etwa [17], insbesondere 7.5, 
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S. 9; 7.6b), S. 10) ergibt sich, dab es in ~16 bis auf ,~quivalenz nur eine 

solche Darstellung gibt: H ist das fastdirekte Produkt SU4(C).SL2(C ) in 
der naheliegenden Wirkung auf C~® C 2 = R ~6. 

Verm6ge der C-linearen Abbildung 

die durch 

C 4 ® C  2--*C 4 x C 4, 

x ® z ~ (xz 1, xz2) fiir z = @1, z2)~ C2 

definiert ist, erh~ilt man eine Identifikation 

= C 4 x C 4, 

bezfiglich der die beteiligten Gruppen folgendermal3en wirken: Der Faktor  

E - SU4(C ) 

yon H besteht aus den Transformationen 

C ~ x C 4 ~ C  4 x C4: 

mit 

der Faktor  

A ~ SU4( C); 

(x, y) ~, (A(x), A(y)) 

A ~ SL2(C ) 

aus den Transformationen 

C 4 x C 4 ~ C  4 x C4: ( x , y ) ~ ( x a + y c ,  x b + y d )  

mit a, b, c, d e C, 

Insbesondere wirkt E wie in 2.1 beschrieben. Wie dort werden wir 
gelegentlich C 4 auch als den C-Rechtsvektorraum H 2 betrachten. 

Sei nun wieder F die zur 2-Sph/ire hom6omorphe Menge der Fixpunkte 
yon E in L~ (2.3). Wir zeigen: 

(b) Fffr e ~ L ~ N F  ist die Zusammenhangskomponente H~ des Stabilisators 
yon e konjugiert zu 

SU2(IH)-SU2(C ) ~ SU~(C). SL2(C) = H. 

Insbesondere wirkt H transitiv auf L~NF.  
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Eine beliebige Einparameteruntergruppe P von He ~ hat in der 2-Sphfire F 
nach dem Fixpunktsatz von Lefschetz ([16, 4.7.12, S. 197]) einen weiteren 
Fixpunkt f. Ist dabei P eine abgeschlossene Untergruppe, so ist sie sogar 
kompakt, denn nach dem Lemma fiber Achsenstandgruppen (1.4(e)) mfif3ten 
sich sonst alle Bahnen von P in L~N {e,f} bei e hfiufen, was ffir die in F 
eingeschlossenen Bahnen nicht m6glich ist. Folglich ist H i insgesamt 
kompakt und damit bis auf Konjugation (d.h. bis auf Ersetzung von e 
durch einen anderen Punkt aus derselben Bahn) eine Untergruppe der 
maximalen kompakten Untergruppe SU~(C)-SU2(C) yon H =  
SU4(C). SL2(C). 

Nach der Dimensionsformel 

(1) dim Hi  = dim H - dim H(e) = 21 - dim H(e) 

und da H(e) als Teilmenge der 8-Sphfire L~ h6chstens g-dimensional ist, hat 
man 

dim H i >~ 13. 

Wir betrachten nun die Faktorisierung yon SU4(C ). SU2(C )nach  dem 
Normalteiler SU2(C); das Bild ist die Faktorgruppe SU4(C)/{id, t} 
SO6(E), wo t die zentrale Involution yon SU4(C) ist. Das Bild pr(H 1) 
der mindestens 13-dimensionalen Untergruppe H i u nter der 
Faktorprojektion ist eine mindestens 10-dimensionale Untergruppe yon 
SO6(R ). Unter der 121berlagerung SU4(C )--* SU4(C)/{id, I} ~ SO6(R ) 
stammt sie von einer mindestens 10-dimensionalen Untergruppe von 
SU4(C). Die grol3en Untergruppen von SU4(C) bzw. SO6(R) sind nun 
bekannt (beispielsweise kann man sie heraussuchen aus den grol3en 
Untergruppen von GLs(~ ) ,von denen etwa in [8, 2.8] eine Liste zu finden 
ist): eine mindestens 10-dimensionale, zusammenhg, ngende, abgeschlossene 
echte Untergruppe yon SU4(C ) ist konjugiert zur 10-dimensionalen 
Untergruppe SU2(N ) (die man aufgrund unserer Identifikation ~ 2 =  Ca 
gewinnt) und dberlagert eine zu SOs(R) konjugierte Untergruppe von 
SO6(~). 

pr(H~) ist nun in der Tat eine echte Untergruppe, denn sonst w~ire H i 
mindestens 15-dimensional und der Schnitt yon H 1 _~ SU4(C )- SU2(C ) mit 
dem Faktor Z--- SUa(C ) w/ire mindestens 12-dimensional, also (nach den 
eben mitgeteilten Informationen fiber die groBen Untergruppen von 
SU4(C)) gleich Z; somit lfige E in H 1, im Widerspruch dazu, dab e kein 
Fixpunkt yon Z sein soil. 

Bis auf Konjugation ist also insgesamt Hi _~ SU2(~).SU2(C), und 
wegen dim Hi  >~ 13 folgt dann die Gleichheit. Insbesondere ist Hi  genau 
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13-dimensional, und mit der Dimensionsformel (1) folgt, dab jede Bahn 
yon H in L ~ N F  die volle Dimension 8 hat, also often ist. Aus Zusammen- 
hangsgriJnden folgt daraus die behauptete Transitivit~it. 

(c) Die Ursprungsgeraden, die zu den uneigentlichen Punkten aus F 
geh6ren (also die Y-invarianten Ursprungsgeraden), liegen nach 2.2 

eindeutig fest. Die /ibrigen Ursprungsgeraden werden nach (b) yon H 
transitiv permutiert, und da die Wirkung yon H auf ~ = R 16 nach (a) 
bekannt ist, genfigt es, eine dieser Geraden zu bestimmen, um die Ebene zu 
kennen. 

Dazu nehmen wir eine Ursprungsgerade E, die unter der Untergruppe 
SU2(~).SU2(C) selbst invariant bleibt (eine solche existiert nach (b)). 
Bez/iglich der Identifikation 

= C 4 x C 4 : ~2 x H 2 

aus (a) hat diese Gerade die Gestalt 

E = {(x, T(x)); x e H  2} 

mit einer ~-linearen Transformation T yon H 2, da E komplement/ir zu den 
Z-invarianten Geraden H 2 x {0} und {0} x ~2 ist, wobei r wegen der 

SU2(H)-Invarianz yon E im Zentralisator yon SU2(H ) liegt, also die 
Multiplikation mit einem Skalar e e ~ im H-Rechtsvektorraum ~2 darstellt, 

so dab 

E = {(x,x~); xe r i c} .  

Nun n/itzen wir noch die Invarianz yon E unter der SU2(C ) entsprechenden 
Untergruppe • des Faktors A ~ SL2(C ) yon H aus; nach (a) besteht sie aus 

den Transformationen 

mit 

P~.b: (x,y) ~ (xa - yb, xb + yd) 

(o b) 
- /~ d eSU2(C)'  d.h. a d + b b = l .  

Wegen pa,b(x, xe )=  ( x . ( a -  a5),x.(b + ,~i)) bedeutet die Invarianz yon E 
unter @ ~ SU2(C), dab stets 

(2) b + c~d = (a - ~5)~. 

Speziell mit b - 0 folgt 
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f/ir alle a e C = ( 1 ,  i ) _ c ~  (zun/ichst speziell f/ir a d = l  und dann 
allgemein); also mul3 die Quaternion e im R-linearen Aufspann von j und k 
liegen: 

~ <j,k>. 

Weiter folgt aus (2) dann b = -c~b~ = - b e  2, also e 2 =  -1 ;  da c~ nach dem 
Vorausgegangenen eine reine Quaternion ist, ist dies gleichbedeutend mit 

I~f=l.  

Bei einer Koordinatentransformation der Gestalt ( x , y ) ~ ( x c ,  yc) mit 
c~ (1, i)  = C ___ ~ /indert sich an der Beschreibung der Gruppe H nichts, 
jedoch transformiert sich e in cc~c-1. Dabei kann c so gew/ihlt werden, dab 
cec -~ = j ,  da Konjugation in bl mit Elementen aus (1, i )  auf (j,  k )  ~ ~2 
alle Drehungen induziert. 

Insgesamt kann man die Koordinatisierung also so einrichten, dal3 E die 
Gestalt 

E = {(x, xj); x s ~ 2 }  

bekommt. Da, wie oben ausgeffihrt, die Ebene durch die Angabe von E 
eindeutig bestimmt ist, ist damit gezeigt, daf3 es bis auf Isomorphie nur 
(h6chstens) eine Ebene mit einer solchen Kollineationsgruppe gibt. 

(d) Satz 6.2 ist somit bewiesen, wenn wir uns iberzeugt haben, dab die 
Ausgangssituation des Satzes in der Oktavenebene ebenfalls vorliegt. In der 
Oktavenebene induziert nun G o auf L~ eine zu PSO10(R, 1) isomorphe 
Transformationsgruppe (einige Hinweise auf die verzweigte Literatur hierzu 
sind in [12, §2], Beweisteil (a) zusammengestellt). S G o /iberlagert also 
PSOlo(R, 1) und enth/ilt daher eine abgeschlossene Untergruppe, die zu 
SO6(N ) x SO4(N , 1) und damit zu SU4(C ) x SL2(C ) lokal isomorph ist. 

6.3. KOROLLAR. In der Situation yon 1.1 ist dim G --< 37, falls nicht die 

klassische Oktavenebene vorliegt. 

Beweis. Auf3er im Fall der klassischen Oktavenebene ist nach 5.2 die 
Kollineationsgruppe Z ein Normalteiler yon A = (SGo) 1, und nach 6.1 folgt 
dann dim S Go = dim A ~< 20. Mit der eindimensionalen Streckungsgruppe 
G~o,r~l und der 16-dimensionalen Translationsgruppe ergibt sich damit 
dim Go 4 21 und dim (3 ~< 21 + 16 --< 37. 

Zusammen mit 5.2 sind damit alle Aussagen des SU4(C)-Satzes 1.2 
bewiesen. 
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7. D I E  ANDERE WIRKUNG VON S U 4 ( C  ) ALS KOLLINEATIONSGRUPPE 

Zur Erg/inzung beweisen wir hier: 

7.1. SATZ. In einer seehzehndimensionalen lokalkompakten Translations- 
ebene enthalte 130 eine abgeschlossene, zusammenha'ngende Untergruppe ~-, 

die lokal isomorph zu SU4(C) ist und neben o weitere affine Fixpunkte hat. 
Dann gilt eine der folgenden Alternativen: 

Entweder ist =- in einer zu SpiriT(R) isomorphen Untergruppe yon Go 

enthalten (und die Ebene ist folglich eine der in [11, 4.2] bestimmten Ebenen, 
mit mindestens 38-dimensionaler Kollineationsgruppe), oder abet die Gruppe 

G aller affinen Kollineationen hat Dimension ~< 34. 

Von den bisherigen Ergebnissen werden hierf/ir nur die Abschnitte 2 und 
3 ben6tigt. 

Zur Vorbereitung des Beweises zeigen wir: 

7.2. HILFSSATZ. In der Situation yon 7.1 ist =- isomorph zu SU4(C ). Die 

zentrale Involution 1 yon E ist die Spiegelung an einer Ursprungsgeraden IV. 
Die Ursprungsgerade S dutch das uneigentliche Zentrum s dieser Spiegelung 

ist invariant unter "~, und ~- ~ SU~(C) wirkt treu auf S ~- C 4 wie in der 

gewb'hnlichen Wirkung. 

Beweis. Sei W die Ursprungsgerade durch einen yon o verschiedenen 
Fixpunkt yon E; sie ist invariant unter E. 

Die Wirkung von E auf W ist nichttrivial, sonst enthielte - verschiedene 
vertauschbare Spiegelungen mit Achse W, die dann auch dasselbe Zentrum 
haben mfiBten und alle die Ursprungsgerade dutch dieses Zentrum 
invariant lassen wiirden; aber in einer linearen Gruppe ist eine Involution 
dutch Angabe des Raums der Fixvektoren und eines invarianten 
Komplements eindeutig bestimmt. 

Andererseits ist die Wirkung yon E auf W angesichts der Fixpunkte nicht 
irreduzibel. Also induziert ~_ auf W eine zu SO6(R ) isomorphe lineare 
Gruppe, da die einzige reelle irreduzible Darstellung yon SU4(C ) einer 
Dimension < 8 die gew/Jhnliche Wirkung als die Faktorgruppe SO6(R) auf 
R 6 ist ([17]). Nun kann eine Untergruppe der Kollineationsgruppe 13o nach 
[12, §3 Hilfssatz] niemals selbst isomorph zu SO6(R ) sein; also ist E 
isomorph zur universellen Uberlagerungsgruppe SU4(C), die SO6(~ ) 
zweibl/ittrig /iberlagert, und die zentrale Involution t von E ist eine 
Spiegelung mit Achse W. 

Das Zentrum s yon t liegt auf der Fixgeraden L~; es bleibt fest unter ganz 
~_. Die zugeh6rige Ursprungsgerade S ist also ~,-invariant; sie besteht aus 
den Eigenvektoren yon t zum Eigenwert - 1 .  Da jeder Normalteiler yon 
SU~(C) die zentrale Involution enth~ilt, ist die Wirkung yon E auf S treu. 
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Sie ist/iquivalent zur gew6hnlichen Wirkung von SU4(C) auf C 4, da dies die 
einzige treue reelle Darstellung von SU~(C) in Dimension ~ 8 ist ([17]). 

Beweis yon Satz 7.1. (a) Wir kn~pfen an die eben im Beweis yon 7.2 
gegebene Situationsbeschreibung an. Auf einer zu S parallelen Geraden 
durch einen yon o verschiedenen Fixpunkt yon E in W wirkt _-- wie auf S, 
und durch Projektion von o aus erh/ilt man daraus auch Aufschlul3, wie 
E auf der uneigentlichen Geraden L~ wirkt: Sie lfif3t die zu S und W 
geh6rigen uneigentlichen Punkte s und w fest und hat in Loon {s, w} lauter 
zur 7-Sph~ire hom6omorphe Bahnen (wie ?, ~ SU4(C) in S \ { o } - ~  
C 4 \  {0}). Daraus folgt nun mit Hilfe des sog. Sphfirensatzes aus [7, 1.2]: 

(b) 1st die Ebene nicht die klassische Oktavenebene, so bleiben s und w 

unter der Zusammenhangskomponente yon G o fest .  

Naeh dem Sph/irensatz ist nfimlich sonst die Ebene eine Ebene vom 
Lenz-Typ V, mit s oder w als Zentrum einer linear transitiven Gruppe von 
Scherungen, d.h. die Gruppe der Scherungen mit Achse S oder die Gruppe 
der Scherungen mit Achse W hat die gr66tm6gliche Dimension 8. 

Dutch Dualisierung bzw. durch Transposition mit anschliel3ender 
Dualisierung erh~ilt man eine Lenz-Typ-V-Ebene mit einer 
Kollineationsgruppe E* ~ SU4(C), die zwei Ursprungsgeraden S* und W* 
festl/iBt und auf beiden Geraden die Gruppe SU4(C) induziert, wobei S* die 
Achse einer 8-dimensionalen Gruppe yon Scherungen ist (analog zu dem 
Argument in [10, 5.3, 5.4], wo diese Technik der Transposition f/ir 
achtdimensionale Ebenen und mit der Gruppe Spin3(R) statt 
SU4(C ) = Spin6(R ) erl/iutert wird). Insbesondere wirkt E* wie die Gruppe 
Z, die in den frfiheren Abschnitten der vorliegenden Arbeit betrachtet 
wurde; und angesichts der grogen Scherungsgruppe folgt mit Satz 3.1, dal3 
die klassische Oktavenebene vorliegt. 

(c) Sei nun wieder 

A = (S Go)~; 

wir betrachten eine E enthaltende, maximale kompakte zusammenhfingende 
Untergruppe K des Stabilisators As, w (der nach (b) auf3er im Fall der 
klassischen Oktavenebene mit A fibereinstimmt). Dabei gehen wir ~ihnlich 
vor wie in 2.4. K wirkt fast effektiv auf S. Wegen E _~ K enth/~lt K [S die 
Gruppe SU4(C); folglich ist K IS isomorph zu SO8(•), SpinT(~), U4(C ) 
oder SU4(C). 

In den beiden ersten Ffillen enth/ilt K eine zusammenh/ingende 
abgeschlossene Untergruppe ~ mit E ~ ~ und ~ I S  -~ SpinT(R). Wegen der 
fast effektiven Wirkung yon K auf S ist dann ~ selbst isomorph zu SpinT(~), 
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da die einfach zusammenh/ingende Gruppe Spinv(R ) nicht echt fiberlagert 
werden kann. 

In den beiden letzten F~illen ist dim K ~< 16. Insbes0ndere befinden wir 
uns nicht in der Oktavenebene (in der As, w ja eine zu SOs(R ) lokal 
isomorphe Untergruppe enth/ilt, siehe 3.2 Beweisteil (b)). Also ist nach (b) 
A = A  . . . .  und auf diesen Stabilisator kann man das Lemma fiber 
Achsenstandgruppen (1.4(e)) anwenden; es liefert 

dim A = dim As, w ~ < d i m K + l  ~<17. 

Zusammen mit den reellen Streckungen und den Translationen hat dann G 
h6chstens die Dimension 17 + 1 + 16 = 34. 
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