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Die Oktavenebene als Translationsebene 
mit grofler Kollineationsgruppe 

V o n  

Hermann H~ihl, Kiel 

(Eingegangen am 5. Januar 1988) 

Abstract. The Cayley Plane as a Translation Plane with a Large Collineation 
Group. It is shown that the affine plane over the Cayley numbers is the only 
16-dimensional locally compact topological translation plane having a collineation 
group of dimension at least 41. This (hitherto unpublished) result is one of the 
ingredients of H. Salzmann's characterizations of the Cayley plane among general 
compact projective planes by the size of its collineation group. 

The proof involves various case studies of the possibilities for the structure and 
size of collineation groups of 16-dimensional locally compact translation planes. At 
the same time, these case studies are important steps for a classification program 
aiming at the explicit determination of all such translation planes having a col- 
lineation group of dimension at least 38. 

1. Einleitung 

Eines der Ziele der vorliegenden Arbeit ist der Beweis der folgen 
den Charakterisierung der affinen Ebene fiber der Algebra �9 der 
reellen Oktaven: 

1.1. Satz. Die affine Ebene iiber 0 ist bis auf lsomorphie die einzige 
lokalkompakte, sechzehndimensionale topologische Translationsebene, 
die eine Kollineationsgruppe einer Dimension >1 41 besitzt. 

Hingegen gibt es Ebenen dieser Art, die nicht zur Oktavenebene 
isomorph sind und deren Kollineationsgruppe die Dimension 40 hat 
(n/imlich die Ebenen fiber den Divisionsalgebren mit G 2 als Automor- 
phismengruppe, die in [7: 4.4, S. 215] sfimtlich bestimmt wurden; siehe 
auch die Bemerkungen zu Satz 2.2). 

Zum Verstfindnis sei gleich vermerkt, dal3 die Kollineationsgruppe 
solcher Ebenen eine Liegruppe ist (siehe 1.2(d)); ihre Dimension 
kann als Mal3 ffir ihre Gr613e angesehen werden. 

Die bisher unver6ffentlichte Charakterisierung 1.1 wird in Arbei- 
ten von H. SALZMANN ([21]--[24]) verwendet, um darfiber hinaus 
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entsprechende Charakterisierungen der Oktavenebene unter den 
sechzehndimensionalen lokalkompakten (affinen oder projektiven) 
Ebenen allgemein, also ohne Beschr/inkung auf Translationsebenen, 
zu gewinnen. In diesen Arbeiten wird immer wieder das Charakteri- 
sierungsproblem auf den Fall yon Translationsebenen zurfickgeffihrt, 
der dann selbst nicht weiter behandelt wird. 

Der Beweis des Charakterisierungssatzes 1.1 wird gleichzeitig dazu 
dienen, allgemeiner die in [9] angek/indigte Klassifikation aller sech- 
zehndimensionalen lokalkompakten Translationsebenen mit einer 
Kollineationsgruppe der Dimension ~> 38 voranzutreiben. Der dort 
niedergelegte Ansatz beruht auf der Erkenntnis, dab in Ebenen mit 
dimensionsm/il3ig grol3er Kollineationsgruppe auch relativ groBe 
kompakte Kollineationsgruppen auftreten, die zwei sich schneidende 
affine Geraden festlassen. Die M6glichkeiten ffir die Zusammen- 
hangskomponente K einer solchen kompakten Kollineationsgruppe, 
die in Betracht gezogen werden miissen, wurden in [9: 1.7, S. 263] 
festgehalten, und zwar absteigend nach der Dimension yon K. 

In den ersten Ffillen enthfilt K eine zu SU4 (C) Iokal isomorphe 
Untergruppe. Diese Situation ist in [14: S/itze 1.2, 7.1] und [12] 
abgehandelt; es ergibt sich, dab abgesehen von der Oktavenebene die 
Ebenen dieser Art h6chstens 39-dimensionale Kollineationsgruppe 
haben. 

In der vorliegenden Arbeit sind nun noch die folgenden F/ille zu 
untersuchen: K ist (lokal) isomorph zu G2 (w 2), K enth/ilt eine zu 
SU2(H ) lokal isomorphe Untergruppe (w K enthfilt eine zu 
SO4(R ) x U2(C ) lokal isomorphe Untergruppe (w Jeder dieser 
F/ille wird in voller Allgemeinheit so weit behandelt, wie es fiir den 
Beweis des Charakterisierungssatzes 1.1 erforderlich ist. Gleichzeitig 
k6nnen dabei schon ffir die allgemeinere Klassifikation nfitzliche 
Aussagen bereitgestellt werden; diese vollends auszumiinzen, bleibt 
weiteren Arbeiten vorbehalten. In w 5 werden dann diese Einzelunter- 
suchungen zum Beweis des Charakterisierungssatzes 1.1 zusammen- 
gefiigt. 

Zur Vorbereitung hier noch einige 

1.2. Grundtatsachen, Bezeichnungen. (a) (siehe z.B. [6: w In 
einer lokalkompakten sechzehndimensionalen (affinen) Transla- 
tionsebene seien W und S zwei Geraden durch einen als Koordina- 
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tenursprung gew/ihlten Punkt o, und sei e ein weiterer affiner Punkt 
aui3erhalb W, S. Dann lfil3t sich die Ebene bezfiglich W und S als 
Achsen und e als Einheitspunkt koordinatisieren fiber einem lokal- 
kompakten topologischen Quasik6rper Q, dessen additive Gruppe 
die Vektorgruppe ~8 ist. 

Der atone Punktraum/~ ist in diesen Koordinaten der ~-Vektor- 
raum Q x Q = ~ I 6 ,  und esis t  W = Q x { 0 } ,  s = { 0 } x Q ,  o = ( 0 , 0 )  
und e = (1, 1). Die weiteren Ursprungsgeraden sind die achtdimen- 
sionalen linearen Teilr/iume {(x, a o x); x e Q} (Ursprungsgerade der 
,,Steigung" a) ffir 0 r a c Q; die fibrigen affinen Geraden entstehen als 
Bilder der Ursprungsgeraden unter der Translationsgruppe des Vek- 
torraums ~ = [~16. Durch Adjunktion einer uneigentlichen Geraden 
Loo erh/ilt man eine kompakte topologische projektive Ebene; deren 
projektive Geraden, also insbesondere Loo, sind hom6omorph zur 
8-Sphfire 58. 

(b) G bezeichne die Gruppe der affinen Kollineationen. Sie ist das 
semidirekte Produkt der Translationsgruppe mit dem Stabilisator Go 
des Ursprungs. Der Kern Gio ,Lool der Wirkung von G O auf Loo ist die 
Gruppe der zentrischen Streckungen, die alle Geraden durch o invari- 
ant lassen; sie 1/iBt sich ganz direkt beschreiben: 

(e) Die Gruppe G[o,L~] der zentrischen Streckungen mit o als Zen- 
trum besteht genau aus den reellen skalaren Streckungen. 

DaB dies so einheitlich gilt, ist eine Besonderheit der sechzehndi- 
mensionalen Ebenen unter den lokalkompakten zusammenh/ingen- 
den Translationsebenen allgemein; zugrunde liegt die Tatsache, dab 
nach [4] der Kern eines achtdimensionalen lokalkompakten Quasi- 
k6rpers immer nur aus den reellen Vielfachen der 1 besteht, vgl. [14: 
1.4(b)]. 

(d) Die Kollineationen aus G O sind R-lineare Transformationen 
von/~ = ~16 (da semilinear fiber dem Kern, [1: Satz 19, S. 178], [19: 
8.8, S. 208]); Go ist also eine Untergruppe von GL16([~ ). Da eine 
topologische Ebene vorliegt, ist G O abgeschlossen in GL16 (~) (siehe 
[14:1.4 (c)]). Insbesondere sind G o und G Liegruppen. 

Go ist fastdirektes Produkt der Streckungsgruppe Gio ' L~I aus (c) mit 
der Untergruppe 

SG o = {~Go;  det;~ = + 1} , 
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die nach (c) auf Loo fast effektiv wirkt. Da die Translationen und 
Streckungen die uneigentlichen Punkte festlassen, induziert S Go auf 
Loo dieselbe Gruppe von Transformationen wie G. 

Ffir Gruppen von Streckungen mit affinen Achsen hat man ein 
etwas schwficheres Gegenstfick zu (c), das wiederum charakteristisch 
ist ffir sechzehndimensionale lokalkompakte Translationsebenen: 

(e) Sei Seine  affine Gerade und w e L~ ein nicht zu S gehgriger 
uneigentlicher Punkt. Dann ist die Zusammenhangskomponente der 
Gruppe Giw ' sl aller Streckungen mit Achse S und Zentrum w trivial oder 
isomorph zu ~, also insbesondere kompaktfrei und h6chstens l-dimen- 
sional. 

Dies wird in [14:1.4 (d)] auf der Grundlage einer Aussage fiber 
Nuklei achtdimensionaler Quasik6rper aus [4: Theorem 2, S. 474] 
gezeigt. Indem man die Aussage, dab solche Streckungsgruppen in 
der Zusammenhangskomponente kompaktfrei sind, weiterverfolgt, 
erhfilt man noch (siehe [9: 2.7, S. 269]): 

(f) Sei C eine kompakte Untergruppe yon G, die eine afJine Gerade 
S invariant liiJ3t. Dann ist die Untergruppe C[sl der Kollineationen, die 
S punktweise festlassen, endlich; infolgedessen ist die natiirliche Abbil- 
dung C ~ C I S auf die yon C induzierte Gruppe yon Transformationen 
yon Seine endliehe UberIagerung. 

(g) Der Stabilisator eines Vierecks. Seien W und S zwei Geraden 
durch o, und seien p c  W \  {o}, qE S \  {o} zwei weitere Punkte. e sei 
der Schnittpunkt der Parallelen zu W und S durch q und p; seien w 
und s die zu W und S geh6rigen uneigentlichen Punkte. Dann gilt ffir 
die Stabilisatoren dieser Elemente in der Kollineationsgruppe 

Go, p,q = GW, S,p,q = Go,p,q,e = CPo, w,s,e" 

In Koordinaten (mit W und S als Achsen und e als Einheitspunkt) 
fiber einem Quasik6rper Q sind die Kollineationen aus Go, w,,, e genau 
die Abbildungen 

(x, y) -+ (x), Cv)), 
WO 

e Aut Q 

ein Automorphismus des Quasik6rpers Q ist ([19: 1.24, S. 37]). Die 
Ursprungsgerade der Steigung a geht unter 7, in die Ursprungsgerade 
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der Steigung ~ (a) fiber. Identifiziert man Loo \ {s} mit Q, indem man 
jedem uneigentlichen Punkt die Steigung der zugeh6rigen Ursprungs- 
geraden zuordnet, so wirkt also ~ auf W -- Q x {0}, S = {0} x Q und 
L~ \ {s} = Q in derselben Weise. Man hat somit: 

Fiir eine Untergruppe X2 yon Gw, s,p, q sind die EinschriinkungsabbiL 
dungen 

Isomorphismen, und 
~c2[ W, ~9[S und ~?[L~o\{s} 

sind als Transf ormationsgruppen isomorph. 

Allgemeiner kann man Stabilisatoren zweier Ursprungsgeraden 
betrachten. Die folgende Aussage fiber ihre Struktur pr/izisiert den 
eingangs erwfihnten Umstand, dab grol3e Kollineationsgruppen auch 
grol3e kompakte Untergruppen haben; sie ist eine vereinfachte Ver- 
sion eines grundlegenden Ergebnisses aus [6: 4.2] und [8: 2.1]: 

(h) Lemma fiber Achsenstandgruppen. Sei ~2 eine abgeschlossene, 
zusammenhiingende Untergruppe yon S Go, die zwei verschiedene un~ 
eigentliche Punkte s, w ~ L~ festliiJ3t. Dann ist D kompakt, oder abet 
Produkt eines kompakten NormalteiIers mit einer zu ~ isomorphen, 
abgeschlossenen Einparameteruntergruppe. Im zweiten Fall hiiuft sich 
jede Bahn yon D in Loo \ {s, w} sowohl bei s als auch bei w. Insbesondere 
ist ~ kompakt, falls ~c2 einen dritten Fixpunkt in L~ hat. 

Ffir eine abgeschlossene Untergruppe A von S Go liefert die An- 
wendung dieses Lemmas auf die Zusammenhangskomponente des 
Stabilisators A ..... von s und w die Absch~tzung 

dim A~, w ~< dim K + 1 , 

wo K eine maximale kompakte zusammenh~ingende Untergruppe 
yon As, w ist. 

(i) Dimensionsabschiitzungen. Nach den vorstehenden Informatio- 
nen und mit der bekannten Dimensionsformel ffir die Dimensionen 
von Bahnen und Stabilisatoren bei Wirkungen yon Liegruppen kann 
man eine Absch/itzung der Dimension yon Kollineationsgruppen 
vornehmen, die wir im weiteren immer wieder verwenden werden. 
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Mit der 16-dimensionalen Translationsgruppe und der 1-dimensiona- 
len Streckungsgruppe ist 

dim G = 17 + dim S Go �9 

Zum Beweis yon Satz 1.1 ist also zu zeigen, dal3 in einer sechzehndi- 
mensionalen lokalkompakten Translationsebene abgesehen v o n d e r  
klassischen Oktavenebene stets dim S Go ~< 23 gilt. 

Zur Absch~tzung der Dimension von S Go und allgemeiner einer 
abgeschlossenen Untergruppe Avon  S Go betrachten wir nun Bahnen 
zweier verschiedener uneigentlicher Punkte s, w e Loo. Nach der Di- 
mensionsformel gilt 

dim A = dim A (s) + dim As = dim A (s) + dim A, (w) + dim As, w. 

Mit der Abschfitzung nach dem Lemma tiber Achsenstandgruppen 
(h) hat  man dann 

dimA <~ dimA (s) + dimA~(w) + d i m K +  1 . 

Beim Einsatz dieser Abschfitzung wird man oft noch d avon Gebrauch 
machen, dab nach dem Hauptsatz von [9: 1.2, S. 260] stets uneigent- 
liche Punkte s mit dim A (s) ~< 6 existieren (es sei denn, man befindet 
sich in der klassischen Oktavenebene). In einzelnen Abschnitten die- 
ser Arbeit wird denn auch h/iufig eine derartige Forderung an s 
gestellt. 

2. Kollineationsgruppen, die G2 enthalten 

In diesem Paragraphen bezeichne G2 die Automorphismengruppe 
der reellen Oktavcnalgebra O (also eigentlich die kompakte  Form 
G: (_ ~4)in exakter Nomenklatur).  Wir betrachten eine sechzehndimen- 
sionale lokalkompakte Translationsebene, in der G o eine zu G2 lokal 
isomorphe abgeschlossene, zusammenh~ingende Untergruppe Z ent- 
hfilt; solche Ebenen seien kurz G2-Ebenen genannt. Bezfiglich der 
Wirkung yon Z gilt: 

2 . 1 . 2  ist isomorph zu G2. Die Menge 

F = Fix (~, Loo) 

der Fixpunkte yon ,Y, in Loo ist homdomorph zur Kreislinie. Auf  jeder 
zugehdrigen invarianten Ursprungsgeraden S wirkt 2 effektiv und, bei 
geeigneter Identifikation yon S mit 0 ,  wie G 2 als die Automorphismen- 
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gruppe der Oktavenalgebra, Au f  L~ wirkt X wie G 2 auf  der Einpunkt~ 
kompaktifizierung yon �9 = ~8. 

Dal3 s zun/ichst jedenfalls mindestens zwei Ursprungsgeraden W 
und S invariant 1/iBt, ist die Aussage von [9: 2.10, S. 273]. Die angege- 
bene Wirkung auf einer invarianten Ursprungsgeraden entspricht der 
einzigen nichttrivialen linearen Darstellung von G 2 auf ~8. Insbeson- 
dere bilden die Fixpunkte yon 2" auf W und auf S jeweils einen 
eindimensionalen Unterraum. Da also ein Viereck festbleibt, wirkt _r 
nach 1.2 (g) effektiv auf der invarianten Ursprungsgeraden S, und auf 
Lo~ wie die Einpunktkompaktifizierung der Wirkung auf S, also 
insbesondere mit einer Kreislinie von Fixpunkten. 

Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis yon 

2.2. Satz. In einer sechzehndimensionalen lokalkompakten Transla~ 
tionsebene, die nicht isomorph zur klassischen Oktavenebene ist, sei A 
eine zusammenhdngende, abgeschtossene Untergruppe yon S G0, die 
eine zu G 2 lokal isomorphe, abgeschlossene zusammenhdngende Unter~ 
gruppe X enthdtt. Dann bestehen folgende Mi4glichkeiten: 

(1) A enthdlt eine zu Spin7 (N) lokal isomorphe Untergruppe. 

(2) Die maximaIen kompakten Untergruppen yon A sind isomorph 
zu G2 oder G2 x SO 2 (N); ein halbeinfacher Kopf  von A ist isomorph zu 
G 2 oder lokal isomorph zu G2 x S L  2 (~) .  

Ist dim A >~ 21, so enthdlt A eine analytisehe Untergruppe N, die als 
Liegruppe isomorph zur Vektorgruppe ~7 ist und folgende Eigenschaf- 
ten besitzt: Sie hat in Lo~ einen Fixpunkt s und wirkt frei auf  L~ \ {s}; 

ferner wird N yon Z normalisiert, aber nicht zentralisiert. Der Punkt s 
bleibt dann unter ganz A fest, und es gilt 

dim A ~< 23,  

Bemerkungen. (1) F/Jr die Ebenen, in denen Situation (1) vorliegt, 
gilt 

dimG ~< 39, also sogar dimA ~< 22, 

siehe hierzu die Arbeit [12], in der diese Ebenen auch sfimtlich explizit 
bestimmt werden. 
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(2) Im Spezialfall, dab A die volle Zusammenhangskomponente 
(SG0) 1 ist, liefert der Satz damit ffir dimG = 17 + d imSG o die Ab- 
sch/itzung 

dimG~< 1 7 + 2 3 = 4 0 .  

Beim Beweis des Hauptsatzes 1.1 in w 5 wird sich zeigen, dab umge- 
kehrt unter allen sechzehndimensionalen lokalkompakten Transla- 
tionsebenen abgesehen yon der klassischen Oktavenebene die M6g- 
lichkeit dim(; ~> 40 nur in der in (2) geschilderten Situation mit 
A = (SGo) 1 und dim S Go = 23, also dim G = 40 besteht (siehe w 5, 
Korollar). 

Ganz allgemein kann man in der Situation (2) unter der Annahme 
dim A >/- 21 beweisen, dab die Vektorgruppe N aus Scherungen be- 
steht; man greift dabei mittels Unterebenenargumenten auf die ana- 
loge Situation bei achtdimensionalen Ebenen (siehe [10]) zurfick. 
Darauf aufbauend kann man dann auch hier die entsprechenden 
Ebenen s/imtlich explizit bestimmen (hinsichtlich Vorgehen und Er- 
gebnis wiederum analog zum Fall achtdimensionaler Ebenen, ffir die 
dies in [11] ausgeffihrt ist). Dies zu pr/izisieren, sei einer sp/iteren 
Arbeit vorbehalten. 

Nach Abschlul3 der in der Einleitung angesprochenen Gesamt- 
klassifikation werden sich die dabei entstehenden Ebenen zusammen 
mit den Ebenen aus [12] (zu Situation (1 b)) als die einzigen sechzehn- 
dimensionalen lokalkompakten Translationsebenen mit mindestens 
38-dimensionaler Kollineationsgruppe erweisen. 

Insbesondere ergibt sich, dab die sechzehndimensionalen lokal- 
kompakten Translationsebenen mit 40-dimensionaler Kollineations- 
gruppe genau die Ebenen fiber den achtdimensionalen (nicht-assozia- 
tiven und nicht-alternativen) Divisionsalgebren mit Automorphis- 
mengruppe G 2 sind, die in [7: 4.4, S. 215] bestimmt wurden. 

Beweis yon Satz 2.2. Im folgenden setzen wir voraus, dab in der 
Situation des Satzes A keine zu Spin7 (~) lokal isomorphe Unter- 
gruppe enth/ilt (dab also nicht die Situation (1) vorliegt). 

(a) Maximale kompakte Untergruppen. Sei C eine maximale kom- 
pakte Untergruppe yon A, die ~ enthfilt. Nach allgemeinen Struktur- 
s/itzen ist 

C= E~'O, 



Die Oktavenebene als Translationsebene mit grol3er Kollineationsgruppe 273 

wobei E 1 ein quasi-einfacher, kompakter  zusammenh/ingender Fak- 
tor ist, der eine zn G2 isomorphe Untergruppe -r I (als Projektion yon 
X) enth/ilt; O ist die Zusammenhangskomponente  des Zentralisators 
von E1 (Produkt des Zentrums von C mit eventuellen weiteren ein- 
fachen Faktoren yon C). Die Wirkung von 2~ ist wie in 2.1 beschrie- 
ben; insbesondere ist die Menge F l der Fixpunkte von _r~ in L~ zur 
Kreislinie hom6omorph.  O 1/il3t F 1 invariant. Sei s I ~FI; auf der 
zugeh6rigen Ursprungsgeraden S~ wirkt 21 nach 2.1 wie G2 auf 

= Ns. Da der Zentralisator von G2 in GL 8 ([~) keine nichttrivialen 
kompakten,  zusammenh/ingenden Untergruppen enth/ilt, wirkt die 
Zusammenhangskomponente  des Stabilisators O~, trivial auf  S~; nach 
1.2(f) ist somit O~ endlich. Wegen 0/0,,~= O(s~)c_F~ ist also 
dim O <~ l, und O ist trivial oder ein eindimensionaler Torus. Wegen 
Z G  C =  E l- O ist dann 

X c E 1 . 

Sei nun S e i n e  2-invariante Ursprungsgerade, s der zugeh6rige 
uneigentliche Punkt. Die Zusammenhangskomponente  (C~) 1 seines 
Stabilisators wirkt nach 1.2 (f) fast effektiv auf S; sie induziert auf 
S = E 8 eine kompakte  Untergruppe yon GLs([~ ), die 21 S = G2 
enthfilt. Die grol3en kompakten Untergruppen yon GL 8 ([~) sind nun 
bekannt (siehe [9: 2.8, S. 270] ffir eine Aufstellung); da nach Annahme 
d keine zu Spin7 ([~) lokal isomorphe Untergruppe enth/ilt, ist dem- 
nach 

( c , )  I = 2 .  O )  

Nach der Dimensionsformel ergibt sich damit die Absch/itzung 
dim El ~< dim C ~< 8 + dim 2; = 22. 

Eine quasi-einfache kompakte  Liegruppe der Dimension ~< 22, die 
G2 enth/ilt, ist entweder G2 selbst oder lokal isomorph zu Spin 7 (N). 
Wiederum wegen unserer Annahme besteht f/Jr E 1 nur die erste 
M6glichkeit; also ist E~ = ~ und 

C = 2 . 0 .  

Dies ist die Aussage von 2.2 fiber die maximalen kompakten Unter- 
gruppen. 

(b) Ftir eine erste Abschfitzung der Dimension von A gemfil3 1.2 (i) 
ben6tigen wir die Dimension einer maximalen kompakten Unter- 
20 Monatshefte fiir Mathematik, Bd. 106/4 
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gruppe K des Stabilisators A,,~ zweier uneigentlicher Punkte u, v e L~o. 
K ist konjugiert zur Zusammenhangskomponente  des Stabilisators 
C,,,~, der maximalen kompakten  Untergruppe C in zwei Punkten 
u',v'eLoo. Sind u',v' Fixpunkte yon Z, so folgt mit (1), dab 
(C,,,~,) 1 = 2, also d i m K =  14. Andernfalls ist -Y--- G 2 nicht in C,,,o, 
enthalten; als Untergruppe yon C =-Y" O ist dann C,,~, ebenfalls 
h6chstens 14-dimensional (sogar h6chstens 9-dimensional, aber das 
spielt bier keine Rolle). In allen Ffillen ist somit dim K <-% 14 und nach 
dem Lemma fiber Achsenstandgruppen 1.2 (h) also 

d i m A u , ~ < 1 4 + l =  15. (2) 

Nach dem Hauptsatz yon [9: S. 260] hat nun A eine Bahn der Dimen- 
sion ~< 6 in Loo, und wir k6nnen u aus einer solchen Bahn w/ihlen. Ist 
u sogar ein Fixpunkt yon A, so wS.hlen wir vELoo\ {u} beliebig; 
andernfalls w/ihlen wi rv  aus derselben Bahn A (u). In beiden Ffillen 
ist damit dim A (u) + dim A u (v) ~< 12, und man erh/ilt mit (2) gem/ig 
1.20) die Abschfitzung dimA ~< 12 + 15 = 27. 

e) Halbeinfacher Kopf Sei H ein halbeinfacher Kopf  von A, und 
sei 

H =  H~'H2". . . 'H,  

eine Zerlegung yon H als fastdirektes Produkt  quasi-einfacher (zu- 
sammenhfingender) Faktoren Hi. Da der halbeinfache Anteil 27 ~_ G2 
der maximalen kompakten Untergruppe C einfach ist, kann man bis 
auf Konjugation o. B. d. A. H~ _ Z annehmen. 

Nach der eben gefundenen Dimensionsabschfitzung ist H l eine 
quasi-einfache Gruppe der Dimension ~< 27; ihre maximalen kom- 
pakten Untergruppen sind isomorph zu G2 oder G 2 x SO2(~). Die 
Klassifikation der einfachen Liegruppen zeigt, dab nur eine M6glich- 
keit besteht: 

H ~ = S .  
Der Zentralisator 

Z = H 2 . . . . - H  . 

yon HI = X in H lfil3t die Kreislinie F der Fixpunkte von s in s  
invariant. Die Betrachtung der Bahnen zweier Punkte s, w e F ergibt 
also die Dimensionsabsch/itzung dim Z ~< 1 + 1 + dim Zs, w. Nun hat 
Z~,w diskreten Schnitt mit 5 = H,,  und da Z nach (2) Kodimension 
-%< I in A,,w hat, ist dim Z~, w ~< 1, also insgesamt dim Z ~< 3. Angesichts 
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der maximalen kompakten  Untergruppen ist Z lokal isomorph zu 
SL2 (R) oder trivial. Damit  ist H = / / 1 "  Z = 2 .  Z isomorph zu G2 

oder lokal isomorph zu G2 x SL2 (R). 

(d) Levi-Zerlegung. A ist fast-semidirektes Produkt  

A = H . A  

des Radikals A (des gr613ten aufl6sbaren zusammenh/ingenden Nor- 
malteilers) mit dem halbeinfachen Kopf  H. 

Der aufl6sbare Normalteiler A,, w von As, w hat diskreten Schnitt mit 
der einfachen Gruppe Z __c As, w; und da diese nach (2) Kodimension 
~< 1 in As, w hat, ist 

dimAs, w ~< 1 . (3) 

Wir ziehen nun die Dimensionsformeln 

dim A = dim A (s) + dim A s (4) 

dim A~ = dim A s (w) + dim As, w (5) 
heran. 

Wird A von 2 zentralisiert, so 1/il3t A die Kreislinie F d e r  Fixpunkte 
yon 2 in L~ invariant; aus (3)--(5) erh/ilt man dann dim A ~< 3, 
insgesamt also dimA ~< d i m H +  3 ~< 14 + 3 + 3 = 20. 

Im folgenden nehmen wir 

dim A ~> 21 

an; dann liegt A nicht im Zentralisator von 2. Der Stabilisator A s wird 
von Z normalisiert; falls er sogar zentralisiert wird, 1/iBt er F invari- 
ant, und nach (5) mit (3) ergibt sich dim As ~< 2, nach (4) also 
d imA ~ 8 + 2 = 10. Wird A s hingegen nicht von Z zentralisiert, so 
liefert (5) mit (3) jedenfalls dim As ~< 9. In jedem Fall existiert also 
eine abgeschlossene Untergruppe B von A mit dim B ~< 10, die von 2 
normalisiert, abet nicht zentralisiert wird. 

Durch EinschrS.nkung der adjungierten Darstellung erhfilt man 
eine nichttriviale Darstellung von Z ~  G2 als Automorphismen-  
gruppe der Liealgebra ~ yon B. Die einzige nichttriviale irreduzible 
Darstellung von G2 einer Dimension ~< 10 ist nun die Wirkung als 
Automorphismengruppe der Oktavenalgebra O auf  dem Raum 
Pu O ~ [~7 der reinen Oktaven. ~ lfiBt sich also zerlegen in zwei 
Untervektorr/ iume 

2t3" 
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wobei Z' auf  JV ~ ~7 wie G 2 auf  Pu �9 und auf  ~ trivial wirkt. Im 
folgenden legen wit  eine entsprechende Identif ikation 

J f f =  P u � 9  
zugrunde.  Wir zeigen: 

(e) JU ist eine k o m m u t a t i v e  Unteralgebra. 

Stellt man  die Oktaven als Paare yon Elementen des Quaternio-  
nenk6rpers  H mit  der Mult ipl ikat ion 

(a, b) .  (x, y) = (a x - y K x b + ~y )  

(ffir a, b, x, y e H) dar, so ist 

r 0 - - ,  O: ( x , y ) ~ - - ~ ( i x i - l ,  i y )  

ein A u t o m o r p h i s m u s  der Oktavenalgebra,  also ein Element  v o n  G2, 

mit 
a(i)  = i, a(j)  = - j ,  a ( k )  = - k 

(wobei wir zur Abkfirzung wie fiblich wieder i , j ,  k statt (i, 0), (j, 0), 
(k, 0) schreiben). AufgefaBt als Element  der Kol l ineat ionsgruppe 
-Y' liefert a einen Au tomorph i smus  der Liealgebra ~J = d V •  9 ,  
dessen Eigenraum zum Eigenwert  - 1  genau der Aufspann  
Q',k) ~_ P u � 9  = Y ist. Ffir die Lieklammer  der Elemente i, j e  

e Pu O = Y _ ~ gilt nun  a [i,j] = [i, - j] = - [i,y], also 

[i,j] E q , k )  ~ X .  

Ganz entsprechend ergibt sich, unter  Ver tauschung der Rollen von i 
und  j, 

[i,j] ~ (i, k) , 
insgesamt also 

[i, j l  = ~ k 

mit  einem Skalar ,o ~ A. Wegen der Transitivit~it yon G 2 auf  den 
Paaren  or thogonaler  reiner Oktaven yon Einheitsl~inge folgt 

[ x , y ] = e ' x y  ffir x ,  y e P u � 9  J V m i t  x •  y,  I x ] =  1 = lyL. 

Wendet  m a n  nun  die Jacobiqdenti t f i t  auf  die Elemente yon Y an, die 
den reinen Oktaven  i , j u n d  l = (0, 1) entsprechen, so ergibt sich ~ = 0. 
Dami t  ist (e) bewiesen. 

(f) Sei nun  N die zu dV geh6rige analytische Untergruppe  von A. 
Mit  w6rtlich denselben Schlfissen wie in [14: 4.5, 4.6, S. 332] (wo eine 
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analoge Situation ffir SU4 (C) statt G2 untersucht wurde) ergibt sich, 
dab N als Liegruppe eine Vektorgruppe, also isomorph zu ~7 ist, dab 
N und 2 in L~ einen gemeinsamen Fixpunkt s haben und dab N frei 
aufdem Komplement L~ \ {s} operiert. Damit hat Ndie behaupteten 
Eigenschaften. 

Ffir die Abschfitzung der Dimension von A ist dabei entscheidend, 
dab abgesehen von s alle N-Bahnen in Loo 7-dimensional sind. Da 
andererseits A nach dem Hauptsatz yon [9; S. 260] in L~ eine Bahn 
der Dimension ~< 6 hat, mug s ein Fixpunkt yon ganz A sein. Dimen- 
sionsabschfitzung gemfiB 1.2 (i) liefert nach (2) dann dim A ~< 23. 

3. Kollineationsgruppen, die SU2 ([~) enthalten 

Ziel dieses Paragraphen ist die Abschfitzung der Dimension von 
Kollineationsgruppen in Ebenen der folgenden Art: 

3.1. Generalvoraussetzung. Im folgenden sei eine sechzehndimensio- 
hale lokalkompakte Translationsebene zugrunde gelegt, die nicht iso- 
morph zur klassischen Oktavenebene ist, und in der S G O eine zu SU2 (N) 
lokal isomorphe zusammenhiingende, abgeschlossene Untergruppe 2 
enthiilt, welche zwei verschiedene Punkte s, we L~ festliiJ3t. 

Sei A eine zusammenh~ingende, abgeschlossene Untergruppe yon 
S Go mit X <<, A, fiir die die Bahn A (s) h6chstens 6-dimensional ist und 
w enthiilt, falls nicht s sogar ein Fixpunkt yon A ist. A enthalte jedoch 
keine zu SU 4 (C) lokal isomorphe Untergruppe. 

3.2. Satz. In dieser Situation ist dim A ~< 22. 

Bemerkungen. (1) Diese Abschfitzung kann verschfirft werden zu 
dim d ~< 20, wenn man die Argumentation noch etwas weiter treibt. 
Sind die Voraussetzungen an A ffir die volle Zusammenhangskom- 
ponente von S G o erffillt, so erh~ilt man daraus dim G = 17 + 
+ dim SGo ~< 37. Da ffir den Hauptsatz 1.1 nicht von Belang, soll dies 
an anderer Stelle ausgeffihrt werden. 

(2) Die Zusatzvoraussetzung fiber die Bahn von s bzw. w unter A 
ist eine technische Erleichterung, auf die verzichtet werden kann, 
indem man zusfitzlichen Aufwand investiert oder aber die Klassifika- 
tion der Ebenen mit dimG >~ 38 abwartet (in die die in (I) erwfihnte 
Versch~irfung der Abschfitzung 3.2 mit dieser Zusatzvoraussetzung 
eingeht). 
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(3) Der Fall, dab A eine zu SU4 (C) lokal isomorphe Untergruppe 
enth/ilt, wird hier nur zur Vereinheitlichung der Argumentation aus- 
geschlossen. Nach [14] gilt in diesem Fall ganz allgemein dim G ~ 37, 
also ebenfalls dim A ~ 20. 

Unter die in der Generalvoraussetzung gegebene Beschreibung 
fallen mehrere verschiedene Ebenentypen, die zum Beweis von 3.2 der 
Reihe nach behandelt werden sollen. Zun/ichst untersuchen wir die 

3.3. M6glichkeiten fiir die Wirkung yon ~. Seien W und S die zu den 
uneigentlichen Fixpunkten w und s yon S geh6rigen Ursprungsgeraden. 
Es gilt: 

(a) Hat Z aufler dem Ursprung o keine weiteren affinen Fixpunkte, 
so lassen sich W und S als ~- Vektorriiume so mit ~_~2 identifizieren, daft 
Z auf W und auf S effektiv als die Gruppe SU 2 (~) operiert. 

(b) Hat S weitere affine Fixpunkte, so wirkt S auf einer der beiden 
Ursprungsgeraden W und S wie eben als SU2 (•); die andere liiJ3t sich 
so mit ~8= ~5 x ~3 identifizieren, daft 2 auf ihr die Gruppe 
SO5 (JR) x {id} induziert. 

Beweis: Dies folgt weitgehend aus der Tatsache, dab die einzigen 
irrednziblen Darstellungen yon SU 2 (H) der Dimension ~< 8 gerade 
die gew6hnliche Wirkung auf [~2 und die Wirkung als SO5 ([~) auf N5 
sind; nach 1.2 (e) kann S ja nicht trivial auf W oder S operieren. Es 
mug lediglich noch begr/indet werden, warum der Fall, dal3 L" sowohl 
auf W als auch auf S die Gruppe SO5 (~) induziert, nicht vorkommen 
kann. S h/itte dann auf beiden Ursprungsgeraden Fixpunkte, liel3e 
also ein Viereck fest und wiirde nach 1.2 (g) einer Gruppe von Auto- 
morphismen eines koordinatisierenden lokalkompakten, zusammen- 
h/ingenden Quasik6rpers entsprechen. Nach [7: Hauptsatz 1.2, S. 204] 
hat abet die Automorphismengruppe eines solchen Quasik6rper.s 
keine zu SU2 (H) lokal isomorphe Untergruppe. 

3.4. Eine kompakte, zusammenhiingende Untergruppe C yon As, die 
22 enthiilt, ist gleich 2 oder fastdirektes Produkt yon 2 mit einer zu 
SO2(R) oder Spin3 (~) lokal isomorphen zusammenhiingenden, abge- 
schlossenen Untergruppe. 

Beweis: Nach 1.2 (f) wirkt C fast effektiv auf S und induziert dort 
eine kompakte, zusammenhfingende Untergruppe von GL8 (~), die 
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entsprechend 3.3 SOs (~) oder SU 2 (H) enth/ilt. Nach der Generalvor- 
aussetzung enth/ilt andererseits C IS keine zu SU4 (C) und also zu 
SO 6 (N) lokal isomorphe Untergruppe. Die Behauptung ergibt sich 
nun aufgrund der expliziten Kenntnis der grogen kompakten Unter- 
gruppen von GL 8 (N), siehe z. B. die Liste in [9: 2.8, S. 270]. 

Als unmittelbare Folgerung aus 3.4 erh/ilt man mit dem Lemma 
fiber Achsenstandgruppen 1.2 (h): 

3.5. dim A,,w ~< 14. 

Damit kann nun einer der beiden Ffille von 3.3 abschliel3end 
behandelt werden: 

3.6. Salz. Hat Z neben o weitere affine Fixpunkte, so try? eine der 
folgenden Aussagen zu. 

(1) s und w bleiben unter der ganzen Zusammenhangskomponente 
yon G fest; dann ist dimA ~< 14. 

(2) Die betrachtete Ebene ist yore Lenz-Typ V; es gilt dann 
dim A ~< 22. 

Beweis: Nach 3.3 (b) wirkt _r auf einer der beiden Ursprungsgera- 
den W bzw. S wie SU 2 (H) auf ~42, und ebenso auf einer ihrer Paralle- 
len durch einen weiteren affinen Fixpunkt. Wie man durch Projektion 
von o aus auf die uneigentliche Gerade sieht, wirkt s somit auf 
Lo~ \ { w, s} wie SU2 ([~) auf •2 \ {0}, also insbesondere mit lauter zur 
7-Sph/ire hom6omorphen Bahnen. Die behauptete Alternative ist 
damit (abgesehen yon den Dimensionsabsch/itzungen) genau die 
Aussage des sog. Sph/irensatzes aus [8: 1.2, S. 62]. 

In Situation (1) folgt die Dimensionsabschfitzung unmittelbar aus 
3.5. In einer Ebene vom Lenz-Typ V hingegen hat man definitionsge- 
m~il3 eine Gruppe yon Scherungen, die transitiv auf dem Komplement 
des Scherungszentrums in Loo operiert; das Scherungszentrum selbst 
bleibt fest unter allen Kollineationen ([15: VIII Lemma 8.3, S. 172]). 
In Situation (2) ist also das Scherungszentrum einer der beiden einzi- 
gen Fixpunkte s oder w von s in L~. Es gilt daher dim A (s) + 
+ dim A (w) ~< 8, und die behauptete Dimensionsabschfitzung folgt 
mit 3.5 nach 1.2 (i). 

Bemerkung. Nach 3.4 und dem Lemma fiber Achsenstandgruppen 
1.2(h) ist genauer dimA,.~ ~< 12, oder eine maximale kompakte, zu- 
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sammenhfingende Untergruppe von As, w ist lokal isomorph zu 
SU2([~ ) x Spin3(N ). Damit 1/igt sich in Situation (2) yon 3.6 die 
angegebene Abschfitzung zu dim A ~< 20 versch/irfen, indem man 
zeigt, dag eine Ebene, die mindestens Lenz-Typ V hat und in der Go 
eine zu SU2(H ) x Spin3(N) lokal isomorphe Untergruppe enth/ilt, 
notwendig isomorph zur klasssischen Oktavenebene ist. Dies soll an 
anderer Stelle geschehen. 

3.7. Annahmen fiir das Weitere. Im folgenden wenden wir uns nun 
der Situation zu, dag 

S auger o keine affinen Fixpunkte 

mehr hat. Nach 3.3 gilt dann 

S~'~ SU2(H); S] W~- SU2(~); 21S~--- SU2(~ ) . 

Zur Behandlung dieser Situation gehen wit/ ihnlich vor wie in w 2, 
wobei allerdings meist nicht ganz A, sondern nur der Stabilisator As 
bzw. seine Zusammenhangskomponente betrachtet wird. 

3.8 (Voraussetzungen yon 3.7). Ein halbeinfacher Kop f  H yon (As)1, 
der S enthiilt, ist gleich S oder direktes Produkt yon Z mit einer zu 
Spin 3 (N) isomorphen Untergruppe. 

Beweis: Durch Projektion ergibt sich, dab mindestens einer der 
quasi-einfachen Faktoren von He ine  zu S isomorphe Untergruppe 
enthfilt; und angesichts der Tatsache, dab nach 3.4 die maximalen 
kompakten Untergruppen yon (As) a keine zu SU 2 (H) x SU2 (H) lokal 
isomorphen Untergruppen besitzen, existiert genau ein solcher quasi- 
einfacher Faktor H a yon H; er enth/ilt dann 22. 

Aufgrund der Dimensionsformel und nach dem Lemma fiber 
Achsenstandgruppen 1.2 (h) ist nun wegen (HOw ~ As, w 

dim Ha = dim Ha (w) + dim (//1)w ~< 8 + dim K 1 + 1, (6) 

wo/s eine maximale kompakte Untergruppe von (H~)w ist. Nach 3.4 
ist dim K1 ~< 13, also dim//1 ~< 22. 

Genauer besagt 3.4 noch, dab S ein normaler Faktor einer maxi- 
malen kompakten Untergruppe von H~ ist. Die quasi-einfachen Lie- 
gruppen der Dimension ~< 22, deren maximale kompakte Untergrup- 
pen einen zu SU2(H) isomorphen Faktor haben, sind nun lokal 
isomorph zu SU2 (H), SL 2 (~), 805 (C), 807 (~, 2), SU 3 ([~, 1). In unse- 
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rem Fall kann H 1 nicht lokal isomorph zu SO 5 (C) oder SO 7 (R, 2) 
sein, da in diesen Gruppen die maximalen kompakten Untergruppen 
nicht wie in (6) verlangt Kodimension ~< 9 haben. Eine zu SU3 (H, 1) 
lokal isomorphe Gruppe kommt nach [8: 3.2, S. 73] nicht als Kolli- 
neationsgruppe vor. 

Wfire//1 lokal isomorph zu SL 2 ([~), SO iiele H~ einen zu S komple- 
ment/iren Teilraum V = gi 8 des affinen Punktraums A = ~ 26 invari- 
ant und w/irde auf V trivial oder wie SL2(~  ) auf Lq 2 oder wie 
SO6 (N, 1) auf [~6 x N2 wirken (da dies die einzigen Darstellungen von 
SL2(I-I ) der Dimension 8 sind; man beachte, dab SO6(N, 1) yon 
SL 2 (H) zweifach iiberlagert wird). In jedem Fall enthielte der Stabili- 
sator eines geeigneten Punkts aus V \  {o} eine z u  [1~4 isomorphe, 

abgeschlossene Untergruppe (die der Untergruppe {(~ 1) ; b ~ N } 

yon SL2 (H) entspricht); da in L~ der uneigentliche Punkt der zugehS- 
rigen Ursprungsgerade sowie s dann ebenfalls festbleiben, steht dies 
im Widerspruch zur Struktur von Achsenstandgruppen (1.2 (h)). 

Es bleibt nur die MSglichkeit, dab H1 isomorph zu SU2 (H), also 
H1 = 22 ist. Damit ist H = 2;. Z, wo Z die Zusammenhangskompo- 
nente des Zentralisators yon 5" in Hist .  Auf der Fixgeraden S kann 
nun kein quasi-einfacher zusammenh/ingender Faktor Zi yon Z tri- 
vial operieren, also ganz aus axialen Kollineationen mit Achse S 
bestehen: Nach 1.2 (f) w/ire n/imlich sonst Zi kompaktfrei, also iso- 
morph zur universellen Oberlagerung von SL2 (~2); aber diese kommt 
bekanntlich nicht als Untergruppe einer linearen Gruppe vor. 

Somit wirkt Z fast effektiv auf S (d. h. mit diskretem Kern) und ist 
lokal isomorph zu Z ! S. Da Z I S im Zentralisator von 2'1 S = SU 2 (H) 
liegt, ist Z IS  isomorph zu einer halbeinfachen Untergruppe der 
multiplikativen Gruppe H • also Z F S ~  Spin3(N) (falls nicht 
Z IS  = {id}, also Z = {id} ist). 

3.9. Ist (unter den Voraussetzungen yon 3.1 und 3.7) 2 norma! in 
(A=) 1, so ist dim A ~< 20. 

Beweis." Wir gehen aus vonde r  Dimensionsformel 

dimA= = dim(A~)~ = dim (A,)l(w) + dim(A,)~. (7) 

Darin versuchen wir die Bahn (A=) 1 (w) abzusch/itzen, indem wir 
beachten, dal3 sie ganz aus Fixpunkten von 2 besteht (vorausset- 



282 H. HXHI~ 

zungsgemfig ist ja w ein F ixpunkt  von S und  Z ein Normaltei ler  von 

Die zusammenh/ ingenden,  abgeschlossenen Unte rgruppen  der 
Kodimens ion  ~< 5 in der zu SO5 (R) lokal i somorphen  Gruppe  S 
sind nun alle lokal i somorph  zu SO 4 (R), also 6-dimensional.  Auger  
F ixpunkten  hat  daher  s in L~ keine Bahnen der Dimension 1, 2, 
3 oder 5; insbesondere gilt ffir die h6chste vo rkommende  Dimension 
m einer Bahn m >~ 4. Nach  einer Formel  von MONTGOMERY [16: 
Theorem 2.2, S. 118] hat  somit  die Menge der F ixpunkte  von 2 in L~ 
Dimension  ~< d im Loo - m - 1 ~< 8 - 4 - 1 = 3. Insbesondere ist 
also dim (A~) 1 (w) ~< 3. 

Besteht A (s) ganz aus F ixpunkten  von S, so ist auch dim A (s) ~< 3, 
und  die Behauptung  folgt gem/ig 1.2 (i) nach (7) mit  3.5. 

h n  folgenden nehmen  wir an, dab Z ~ nichttriviale Bahnen in A (s) 
hat. In dieser Situation werden die bisherigen Absch/i tzungen durch 
Einschr/ inkung der Unte r suchung  auf  A (s) verfeinert werden. Wir 
betrachten dabei A (s) als homogenen  R a u m  A/A, mit der Faktor to-  
pologie; A (s) ist dann  eine Mannigfal t igkeit  der Dimension d im A (s). 
Eine Bahn von S in A (s) kann  nun  nicht die volle Dimension dim A (s) 
haben: sie wfire sonst often und  gleichzeitig kompakt ,  aus Zusammen-  
hangsgri inden also gleich A (s), im Widerspruch dazu, dab s ein 
F ixpunkt  von S ist. Da  nach der Generalvoraussetzung dim A (s) ~< 6 
ist, ergibt sich damit  und  mit  den oben gewonnenen Aussagen fiber 
die Bahnen yon 2;, dab 

5 ~< dim A (s) ~< 6, 

und  dab S in A (s) auf3er F ixpunkten  lauter 4-dimensionale Bahnen 
hat. Die Menge 

F = Fix (2;, A (s)) 

der F ixpunkte  yon S in A (s) ist wieder invariant  unter  (A,)1; nach der 
Generalvoraussetzung 3.1 ist w ~ F und  daher  

dim(As) 1 (w) ~< d i m F .  (8) 

Da wir jetzt die F ixpunkte  von Z' nicht mehr  in ganz L~,  sondern nur  
noch innerhalb der kleineren Mannigfal t igkeit  A (s) betrachten,  liefert 
die Formel  von MONTGOMERY (1OC. cit.) die sch/irfere Absch/i tzung 

d im F ~< d im A (s) -- 4 -- 1 . (9) 
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Ist dim A (s) = 5, so folgt dim F = 0; die Behauptung ergibt sich 
dann mit (8) und 3.5 durch Einsetzen in (7) nach 1.2 (i). 

Sei nun dim A (s) = 6. Ist A (s) nicht hom6omorph  zur 6-Sph/ire 
~6, so ist nach einer Verschfirfung des Lemmas fiber Achsenstand- 
gruppen (siehe [8: 2.2, S. 70]) der Stabilisator A~,,, kompakt;  nach 
3.4 ist in diesem Fall also dim A,,w~< 13. Nach (9) und (8) ist 
dim (A~) l (w) ~< 1, und die Behauptung folgt durch Einsetzen in (7) 
nach 1.2 (i). 

Der Fall, dab A (s) hom6omorph  zu ~6 ist, ist nun ausgeschlossen: 
Dann w/ire n/imlich eine maximale kompakte  Untergruppe M von A 
mit M _~ S ebenfalls transitiv auf A (s) ~ •6 ([18: 5.6, S. 226]). Nach [2: 
Theorem III] mfii3te die von M a u f  A (s) induzierte Transformations- 
gruppe (lokal) isomorph zu G2 oder SOT(N) sein. Andererseits ist 
S r A (s) lokal isomorph zu SO 5 (N), und G 2 enth/ilt keine zu SO 5 ([~) 
lokal isomorphen Untergruppen. Im Fall, dal3 M F A (s) lokal iso- 
morph zu SO 7 ([~) ist, w/,irde A eine zu SO 6 (N) und damit zu SU4 (C) 
lokal isomorphe Untergruppe enthalten; abet dieser Fall sollte nach 
der Generalvoraussetzung 3.1 unberficksichtigt bleiben. 

3.10. Satz. Ist (unter den Voraussetzungen yon 3.1 und 3.7) S nicht 
normal in (At)1, so enthiilt A einen zur Vektorgruppe ~5 isomorphen 
Normalteiler N, der aus Scherungen mit Achse S besteht, und au f  dem 
Z durch Konjugation als die Gruppe SO 5 (~) wirkt. 

(Hinweis. Ffir diesen Satz werden die speziellen Voraussetzungen 
fiber die Bahnen von s und w in der Generalvoraussetzung 3.1 nicht 
ben6tigt.) 

Beweis: (As) 1 ist fast-semidirektes Produkt  

(A,) 1 = H . A  

des Radikals A mit dem halbeinfachen K o p f H  ~ 2." (Levi-Zerlegung). 
Nach 3.8 ist S ein Normalteiler yon H; voraussetzungsgem/il3 zentra- 
lisiert also 2 das Radikal A nicht. 

Der Stabilisator A w wird yon 2 normalisiert; sei O eine maximale 
kompakte  Untergruppe yon A~. Ist dim O ~> i, so kann eine maxi- 
male kompakte  Untergruppe von (As) ~, die 2 und O enth/ilt, nicht 
halbeinfach sein; nach 3.4 hat also _r in ihr Kodimension 1, und da 
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22 ~ A diskret ist, folgt dim O ~ 1. Nach dem Lemma fiber Achsen- 
standgruppen 1.2 (h) ist somit dim Aw ~< 2. 

Wir betrachten nun die Darstellung von 2; auf der Liealgebra 2~A 
von A, die sich durch Einschr/inkung der adjungierten Darstellung 
ergibt; sei ~e die Unteralgebra der Fixelemente unter 2. Da L" keine 
nichttrivialen Darstellungen in Dimension ~< 2 hat, ist die zu A w 

geh6rige Unteralgebra 5eAw in ~ enthalten. Nach der Dimensions- 
formel dim A = dim A (w) + dim Aw ~< 8 + dim A~ ist 

5r = y @  ~,~e 

mit einem zu ~ komplementfiren, unter S invarianten Untervektor- 
raum Y der Dimension ~< 8. 

Entsprechend unseren Annahmen in 3.7 ist nun die zentrale Invo- 
lution von 22 = SU 2 (H) die Spiegelung am Ursprung und kommutiert 
also mit allen Kollineationen aus G o. Infolgedessen ist S a u f  Y als die 
Faktorgruppe SO 5 (R) yon SU2 (H) dargestellt. Die einzige irreduzible 
Darstellung yon SOs(R) der Dimension <~ 8 ist die gew6hnliche 
Darstellung auf Ns; da Y komplement/ir zur Fixunteralgebra ~e ist, 
ist somit 

y _ ~  R 5, 

und 2 wirkt auf Y als SO 5 (R) in der gew6hnlichen Weise. 

Von dieser Stelle an kann man v611ig analog vorgehen wie in [10: 
S. 91 ft.], wo fiir achtdimensionale Ebenen der analoge Sachverhalt 
(mit 2 ~ Spin 3 (~) __- SU 2 (C) statt SUa (H) und N3 statt ~5) abgehan- 
delt wird. Man zeigt zun/ichst anhand der Wirkung yon L' ([10: S. 9 1]), 
dab X ein kommutatives Ideal von &aA und folglich die zu ~/" 

geh6rige analytische Untergruppe N (wegen der Transitivit/it von 22 
auf der Menge der Einparameteruntergruppen) eine Vektorgruppe 
ist. Nun mug N trivial auf der invarianten Ursprungsgeraden S ~ N8 
operieren, da GL 8 (N) kein semidirektes Produkt SU2 (H). [R 5 enth/ilt 
(dies wird im nachstehenden Hilfssatz noch ausgeffihrt); die Elemente 
von N sind also Streckungen oder Scherungen mit Achse S (und 
Zentrum in L~). Wegen der Kommutativit/it haben alle Elemente yon 
N dasselbe Zentrum; da aber gem/if5 1.2(e) eine Gruppe affiner 
Streckungen mit fester Achse und festem Zentrum h6chstens ein- 
dimensional ist, besteht N aus Scherungen. 
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Noch nachzutragen ist hierzu: 

3.11. GL 8 (gi) enthiilt keine zu g~5 isomorphe Untergruppe, die yon 
SU2 (H) normalisiert wird. 

Beweis." Wir konkretisieren SU2 (H) als die Gruppe der unitfiren 
H-linearen Transformationen des H-Rechts-Vektorraums Hz; als 
Untergruppe yon GL 8 (~) deutet man SUz (H) durch eine Identifika- 
tion H 2 = ~8. 

Angenommen nun, GL8(~ ) enthielte eine Vektoruntergruppe 
N ~  ~5, die yon SUe(H) normalisiert wird. Der Zentralisator von 
SU2 (H) in GL8 (~) ist isomorph zu H*; insbesondere kann SU2(H) 
nicht N zentralisieren und operiert daher durch Konjugation als 
SO 5 ([~) auf N ~ ~5 Die Untergruppe 

Spin4(~) = {( a )" } b ' a, beH, a a =  l = b b  

von SU2 (H) wirkt dann auf N ~ ~5 als SO4 (N) und zentralisiert eine 
Einparameteruntergruppe N1 von N. Die Elemente von NI kommu- 

tieren insbesondere mit den Matrizen (a ) a E ~, a a = I und beste- a ' 
hen daher aus H-linearen Transformationen des ~-Links-Vektorrau- 

rues H 2. Zudem lassen sie die Fixunterr/iume der Matrizen (1 ) bzw. 
\ a I 

( a a )  1 ' a e H, a a = 1 invariant. Insgesamt ist ein Element von N~ also 

vonder  Form 

=2:(,) (Xl ) ~ mit c, de  ~* X2 X2 
Durch Konjugation mit 

1@(__1 I ~l)ESW2([~) 

entsteht ein Element '72 e N mit 

Eine einfache Rechnung zeigt 
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~ 2 ~  = 2 ~ C  2 __ C ' 

~ = �89 t c d - " 

Da N kommutativ ist, mfissen die beiden Bilder gleich sein. Der 
Vergleich liefert c d  = dc und c 2 -  c d =  c d -  d 2, also 0 = 
= c 2 - 2 c d  + d 2 = c  2 -  e d -  dc  + d 2 = ( c - d )  2, d.h.  c = + d .  Da 
~1 ein beliebiges Element yon N I war, ist aus Zusammenhangsgriin- 
den c -- d. Damit liegt aber N1 im Zentralisator von ganz SU2 ([~), im 
Widerspruch dazu, dab nach unseren Annahmen SU2 (H) transitiv 
auf den Einparametergruppen von N wirken sollte. 

3.12. Zusatz zu Satz 3.10. Die Bahnen des ScherungsnormalteiIers 
N ~ ~5 in Loo \ {s} sind invariant unter S; in jeder dieser (zu Ns 

hom6omorphen) Bahnen hat S genau einen Fixpunkt und wirkt also auf  

ihr wie au f  N als SO5 (R). 

Beweis." Zun/ichst fiberlegt man sich, dab Lo~ \ {s} so mit R 8 identi- 
fiziert werden kann, dab die N-Bahnen genau den Nebenklassen eines 
5-dimensionalen Unterraums entsprechen. 

Man kann dazu die Beschreibung der Gruppe aller Scherungen 
mit Achse S durch den sogenannten Distributor DQ eines koordinati- 
sierenden Quasik6rpers Q verwenden, siehe [1 1: 1.3, S. 26], wo dies im 
Fall achtdimensionaler Translationsebenen ausgeffihrt ist. DQ ist 
eine abgeschlossene Untergruppe der additiven Gruppe Q+ = Ns, 
und N entspricht einer zusammenh/ingenden abgeschlossenen Unter- 
gruppe yon DQ, also einem Untervektorraum yon Q+. 

s ffihrt N-Bahnen in N-Bahnen fiber, da N von N normalisiert 
wird. 22 induziert also eine Transformationsgruppe auf dem Bahnen- 
raum von N in Lo~ \ {s}, der wie eben beschrieben z u  [~3 hom6o- 
morph ist. Da S ~- SU2 (~) keine echten Untergruppen der Kodimen- 
sion ~< 3 hat, ist die Wirkung auf diesem Bahnenraum trivial, d.h. 
alle N-Bahnen in L~ \ {s} sind invariant unter 27. 

DaB 27 auf jeder dieser (zu N5 hom6omorphen) N-Bahnen einen 
Fixpunkt hat, folgt nun nach [17]. Is t fe in  solcher Fixpunkt, so ist die 
Abbildung N ~ N(f)" ~ ~ ~ (f) ~iquivariant bezfiglich der Wirkung 
von 2; (durch Konjugation auf N, und als Kollineationsgruppe auf 
N(J) ~ L~o); sie ist bijektiv, da N frei auf L ~ \  {s} wirkt. Also wirkt 
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Z a u f d e r  Bahn N(J) wie auf N ~_ ~5 als SOs(N) in der gew6hnlichen 
Weise; insbesondere i s t f d e r  einzige Fixpunkt yon Z in N(f). 

3.13. Satz. Unter der Generalvoraussetzung 3.1 und der Annahme 
3.7 gilt." 

Ist Z nicht normal in (A,)~, so bleibt s f e s t  unter A. 

Korollar. dim A ~< 22. 

Beweis: (a) Wir nehmen an, s sei kein Fixpunkt von A. Angesichts 
der zu ~5 hom6omorphen  Bahnen des Scherungsnormalteilers 
N_~ ~5 in L ~ \  {s} (siehe 3.12) ist dann die Bahn A (s) mindestens 
5-dimensional, nach Generalvoraussetzung also 

5 ~< dimA (s) ~< 6 und wsA (s) . 

Wir betrachten wieder die Menge 

g = Fix (Z, A (s)) 

der Fixpunkte yon Z in A (s) und zeigen: 

(b) Der Normalisator 91 ( ~  yon Z in A ist transitiv au f  F. 

Sei u e F \  {s), und sei d e A mit O (s) = u. In der N-Bahn N(O - I (s)) 
hat Z nach 3.12 einen Fixpunkt; es existiert also ~ ~ N mit 

w':= ~o3 -I ( s ) ~ F \  {s} . 
Mit 

O':= 6o~] -1 
gilt 

(w ' )  = s ,  ( s )  = ( s )  = u, 

insbesondere 

6' A,,w,O'-~ = As, . . 

Nach 3.4 und dem Lemma fiber Achsenstandgruppen 1.2 (h) ist nun 
Z sowohl in A,, W, als auch in A,,, die einzige zu SU2(H ) isomorphe 
Untergruppe; folglich mul3 ~' dem Normalisator yon Z angeh6ren. 

(e) Wir betrachten nun die Bahn A (s) und die Fixpunktmenge Fals  
homogene R/iume A/A,  bzw. 9l (2)/91 (Z), mit der Faktortopologie; 
mit dieser Topologie werden A (s) und F Mannigfaltigkeiten. Die 
Abbildung 

q): ( F \  { s ) ) x N ~  A ( s ) \  {s}: (f,,*J)~-**l(f) 
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ist stetig, und sie ist bijektiv, da nach 3.12 in jeder N-Bahn in L \ {s} 
genau ein Fixpunkt yon X liegt und da die Scherungsgruppe N frei auf 
Lo~ \ {s} operiert. Daraus folgt mit einem allgemeinen Schlul3, dab ~b 
ein Hom6omorphismus ist: 

Indem man die links stehende Mannigfaltigkeit als abz/ihlbare 
Vereinigung kompakter Mengen schreibt, ergibt sich n/imlich mit 
dem Kategorieschlul3 des Dichtesatzes yon BAmE [5: XI 10.5, S. 250], 
dab in ihr eine kompakte Teilmenge D mit nichtleerem Inneren 
existiert, deren Bild q~ (D) ebenfalls nichtleeres lnneres hat. D und 
~b (D) haben dann die volle Dimension der jeweiligen Mannigfaltig- 
keit, und da ~ I D  ein Hom6omorphismus auf q~(D) ist, sind diese 
Dimensionen gleich. Mit dem Invarianzsatz yon BROUWER folgt 
dann, dab q) global ein Hom6omorphismus ist. - -  Insbesondere gilt: 

(d) dim F = dim A (s) - 5, und F \  {s} ist zusammenhiingend. 

Wir behandeln nun die beiden M6glichkeiten, die fiir die Dimen- 
sion yon A (s) bestehen, getrennt weiter. 

Ist dim d (s)= 5, so ist F \  {s} nach (d) ein Punkt; also besteht 
A (s) \ {s} aus einer einzigen N-Bahn und ist hom6omorph zu [~5. Mit 
Hilfe des Satzes yon SCI4OENFLIES folgt, dab die Mannigfaltigkeit A (s) 
hom6omorph zur 5-Sphfire Ns ist. Eine maximale kompakte Unter- 
gruppe M von A mit M ~ 2; wirkt dann ebenfalls transitiv auf A (s) 
([18: 5.6, S. 226]). Nach [3] ist die von Mauf  A (s) induzierte Transfor- 
mationsgruppe isomorph zu SU3(C ), U~(C) oder SO6(~). Da 
2; ~ SU2(H) quasi-einfach ist, wirkt 2; auf A (s) fast effektiv (die 
Wirkung kann ja nicht trivial sein, da F nur aus zwei Punkten 
besteht). Aus Dimensionsgrfinden bleibt somit nur die M6glichkeit 
M I A (s) -~ SO 6 (R). Dann enth/ilt jedoch A eine zu SO6 (N) und damit 
zu SU4 (C) lokal isomorphe Untergruppe; diese Situation soll abet 
nach der Generalvoraussetzung 3.1 ausgeklammert bleiben. 

Ist dim A (s) =- 6, so ist F nach (d) eine 1-dimensionale Mannigfal- 
tigkeit. Da F \  {s} zusammenh/ingend ist, ist F hom6omorph zur 
Kreislinie, und F \  {s} ist hom6omorph zu R. Unter dem Hom6o- 
morphismus ~ und wegen N --- N5 folgt, dab A (s) \ {s} hom6omorph 
zu N6 und also A (s) hom6omorph zur 6-SpMre ~6 ist. Man sieht nun 
wie am Ende des Beweises von 3.9, dab dies ebenfalls auf eine Situa- 
tion ffihrt, die hier unberiicksichtigt bleibt. 
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Der Punk t  s muB also unter  ganz A festbleiben. Die Dimensions-  
abschfitzung des Korollars  folgt daraus unmit te lbar  nach 1.2 (i) mit  
3.5. 

Mit  3.6, 3.9 und  dem eben gezeigten Korol lar  zu 3.13 ist insgesamt 
Satz 3.2 bewiesen. 

4. Kollineationsgruppen, die SO4 (~) •  U2(C ) enthalten 

4.1. Generalvoraussetzung. Im folgenden wird eine sechzehndimen- 
sionale lokalkompakte Translationsebene betrachtet, in der S G o eine zu 
SO 4 (~) • U 2 (C) lokal isomorphe, zusammenhiingende abgeschlossene 
Untergruppe A enthdlt, welche zwei verschiedene uneigentliche Punkte 
w, s ~ L~ festla'J3t. 

A enthfilt einen zu Spin3 (N)3 lokal i somorphen Normaltei ler  O; 
unter  Spin 3 (N) verstehen wir dabei die zu SU 2 (C) i somorphe Gruppe  

Spin3(~ ) = {a~H; a0  = 1} 

der Quaternionen der N o r m  1 (mit der Quaternionenmult ipl ikat ion) .  
Bezfiglich der Wirkung yon O werden wir zeigen: 

4.2. O ist isomorph zu Spin 3 (N)3; bei einem geeigneten Isomorphis- 
m u s  

tg: Spin3 (R) 3 ---> O: (a, b, c) ~---> Oa, b,~ 

und bei geeigneter Identifikation der zu w und s geh6rigen Ursprungsge- 
raden W und Sjeweils mit ~ x H induzieren die Kollineationen aus 0 die 
folgenden Transformationen yon W bzw, S: 

~ab,,i W =  P-~ 
' ' ' C 352 

' \ \ Y 2 J  \ a y 2  J J  

(xr y, ~ H). Die drei zu Spin 3 (~) isomorphen Normalteiler 

O1 = {Oa, l,l; acSpin3(~)}  

02 = {O,,b,l; b~Spin3(~)} 

03 = {~1,l,~; ccSpin3([~)} 
21 Monatshefte fiir Mathematik, Bd. 106/4 
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wirken auf  der uneigentlichen Geraden L~ wie auf der Einpunktkom- 
paktifizierung yon W bzw. S; insbesondere ist die Menge F i der Fix- 
punkte yon 0 i in L~ hom6omorph zur 4-Sphiire ~4. 

Die Bahn eines uneigentlichen Punkts auflerhalb (F 1 uF2) n 
n (F>u F2) unter 0 ist 6-dimensional. 

Aus der letzten Information erhalten wir dann unter einer techni- 
schen Zusatzvoraussetzung noch die folgende 

4.3. Dimensionsabseh/itzung. In der in 4.1 beschriebenen Situation 
sei A eine zusammenhtingende abgeschlossene Untergruppe yon S Go, 
die A enthiilt; A m6ge aber keine zu SOs ([~) lokal isomorphe Unter- 
gruppe besitzen. Ferner sei 

und 

Dann gilt 

dim A (s) ~< 6 

w ~ A (s), falls nicht s ein Fixpunkt yon A ist. 

dim A ~< 21. 

Eine leichte Verfeinerung des Beweises von 4.3, die ffir den Haupt- 
satz 1.1 der vorliegenden Arbeit nicht ben6tigt wird, die wir aber ffir 
spiitere Zwecke anschliei3en, wird ergeben, dab genauer folgendes 
gilt: 

4.4. Zusatz zu 4.3. Es ist sogar 

dim A ~< 20, 

falls nicht eine maximale kompakte zusammenhiingende Untergruppe 
yon As, w isomorph zu SO4 (~)•  SO4(~) ist und eine der beiden folgen- 
den Situationen worliegt: 

(1) A liiflt s fest  und wirkt transitiv auf  Lo~ \ {s}, und A~, w ist nicht 
kompakt; oder 

(2) die Bahn A (s) ist hom6omorph zur 4-Sph~ire, und A wirkt auf ihr 
zweifach transitiv. 

In diesen F~illen ist in der Tat dim A = 21 und damit 
d imG >i 17 + 21 = 38. Es soll spiiteren Arbeiten vorbehalten sein, 
diese beiden Spezialsituationen dann noch weiter zu untersuchen; 
dabei wird sich herausstellen, dab nur in der klassischen Oktaven- 
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ebene die Kollineationsgruppe eine Untergruppe A mit solchen 
Eigenschaften enthfilt. Zu den Voraussetzungen von 4.3 sei noch 
bemerkt, dag nach [8: 3.7, S. 81] eine zu SO8([~) lokal isomorphe 
Untergruppe von S G o auch nur in der klassischen Oktavenebene 
vorkommen kann. 

B e w e i s  yon 4.2. (a) A wirkt auf W und S fast effektiv (1.2 (e)) als 
lineare Gruppe; genauer lassen sich W und S so mit [~4x C 2 identifi- 
zieren, dab A auf Wund Sjeweils die Gruppe SO4(N) x U2(C) in der 
naheliegenden Wirkung induziert (vgl. die Ubersicht [9: 2.8] fiber 
die grogen kompakten zusammenh/ingenden Untergruppen yon 
GL8 (N)). 

(b) Sei ~" der zusammenhfingende, abgeschlossene Normalteiler 
yon A mit 

-~1 W = SO4 (~) x {id}. 

-~ ist fastdirektes Produkt seiner beiden einzigen echten zusam- 
menh/ingenden, abgeschlossenen Normalteiler O~ und 02; diese sind 
zu Spin 3 (N) isomorph. Die/ibrigen dreidimensionalen Untergruppen 
yon ~ wirken auf W als SO3 (R) und lassen einen 5-dimensionalen 
Unterraum yon W punktweise fest. Eine solche Untergruppe kann 
auf S daher auger o keine Fixpunkte haben: 

Sie wfirde nS, mlich sonst nach 1.2 (g) auf S wirken wie auf W, und 
k6nnte gedeutet werden als Gruppe von Automorphismen eines 
koordinatisierenden (achtdimensionalen) Quasik6rpers; dies kann 
aber angesichts der Fixpunkte auf W nicht angehen, da der Unter- 
quasik6rper der Fixpunkte eines Automorphismus h6chstens die 
halbe Dimension hat ([7: 2.1, S. 205]). 

Also wirkt ~ auf den beiden Komponenten von S =  
= ~4X(~2  = ~4;K ~4 nichttrivial, und nicht als SO4(N). Auf jeder 
der beiden Komponenten wirkt somit jeweils ein anderer der beiden 
Normalteiler 01 und O2 trivial, und der andere wirkt aufihr  ohne von 
0 verschiedene Fixpunkte, d. h. wie SU2 (C) = Spin 3 (~) auf C 2 -- ~4 
Insgesamt lassen sich Wund Sjeweils so mit b~ x H identifizieren, dag 
die Kollineationen aus ~ auf W und S die in der Behauptung notier- 
ten Transformationen tqa, b, l mit a, b e Spin 3 (N) induzieren. 

(e) Sei andererseits Z der zusammenh/ingende, abgeschlossene 
Normalteiler von A mit 
21" 
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(Fall (i)) 

oder 

Z l W = {id} x U2 (C). 

Z hat genau zwei zusammenhfingende abgeschlossene Normalteiler: 
Den SU2(C) entsprechenden Normalteiler O3 ~ SpinB(N) und die 
Zusammenhangskomponente T des Zentrums (ein eindirnensionaler 
Torus). Die Identifikation W = H x H lfiBt sich so einrichten, dab die 
Gruppe der von 0 3 induzierten Transformationen v0n W beschrieben 
wird durch 

031W-~-- ~(Xl~l--~(cXx2); cESpin3(~) } j 

Wit betrachten nun die Wirkung von Z auf S = H x H. Die bereits 
analysierte Untergruppe ~ = O1" O: wird von Z zentralisiert. Auf den 
beiden Komponenten von S = H x H wirkt jeweils eine der beiden 
Gruppen O1 bzw. 02 als Gruppe quaternaler Streckungen; da deren 
Zentralisator in GL 4 (~) ebenfalls eine zu Spin 3 (~) isomorphe maxi- 
male kompakte Untergruppe hat, kann Z auf keiner der beiden 
Komponenten fast effektiv wirken. Die Kerne der Wirkung auf den 
beiden Komponenten enthalten also einen der beiden Normalteiler 6) 3 
oder T. Beide Normalteiler k6nnen nicht zugleich auf derselben 
Komponente von S trivial operieren, denn sonst hfitte Z von o 
verschiedene Fixpunkte in S und W und wfirde nach 1.2 (g) auf W 
und S gleich wirken; fihnlich wie in (b) ergibt sich, dab das nicht 
angeht, da Z Kollineationen enthfilt, die auf W einen 6-dimensiona- 
len Unterraum punktweise festlassen. 

Also operiert O 3 auf einer der beiden Komponenten von S trivial; 
auf der anderen Komponente mug er mit O1 bzw. 02 kommutieren. 
In den auf S gegebenen quaternalen Koordinaten ist also entweder 

o ts= } (\Y2.] \ Y2 J' c~Spm3(~) 

 Fa. ii)) O3 ) c Spin3  } 
Y2 Y2 c-1;  

Im Fall (i) ergibt sich die in der Behauptung notierte Gruppe 
O = O~. 02' 03. Fall (ii) geht in Fall (i) fiber, indem man auf S die 
beiden quaternalen Koordinaten vertauscht und zugleich konjugiert; 
dies bedingt dann auch noch eine Vertauschung der Rollen yon O1 
und 02, die ihrerseits erfordert, dab man die erste Koordinate von W 
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ebenfalls durch ihre Konjugierte ersetzt, um wieder die in der Be- 
hauptung niedergelegte Beschreibung yon O zu erhalten. 

(d) Wir untersuchen nun die Wirkung dieser Gruppen auf L~. 
Jeder der Normalteiler Oi hat yon o verschiedene Fixpunkte auf W 
und auf S und wirkt also (siehe 1.2 (g)) auf L~ \ {s} wie auf W bzw. 
S. Die Menge der Fixpunkte von Oi in L~ \ {s} ist somit hom6o- 
morph zur Menge der Fixpunkte auf W oder S, also zu ~ ~ N4. Die 
gesamte Fixpunktmenge F, von O i in Loo, bei der noch s hinzukommt, 
ist kompakt und also hom6omorph zur Einpunktkompaktifizierung 

~4. 
Wie auf W und S wirkt jeder der Normalteiler Oi auch auf L~ frei 

aul3erhalb seiner Fixpunktmenge. Entsprechendes gilt auch fi.ir 
O1" 02: 

(e) 0<02 wirkt frei auf Loo \ (F~ u F2). Sei n/imlich z~  O~- 02 eine 
Kollineation, die einen uneigentlichen Punkt e~ Lo~ \ (Fj u Fz) und 
damit eine von W und S verschiedene Ursprungsgerade E festl/it3t. 
Aus den von o verschiedenen Fixpunkten von O1"O2 auf W lassen 
sich Fixpunkte von O auf E und S konstruieren; nach 1.2 (g) wirkt 
also v~ auf W und S in derselben Weise. Der gegebenen Beschreibung 
yon 01 �9 02 entnimmt man nun, dab 0 auf W einen mindestens 4-di- 
mensionalen Unterraum von Fixpunkten hat; auf S hingegen lfil3t ein 
Element von O1-O 2 genau dann einen 4-dimensionalen Unterraum 
elementweise lest, wenn es in O1 oder 02 liegt. Also ist ~e  O~ u 02, und 
da O~ frei auf L~ \ F~ operiert, folgt ~ = id. 

(f) Der Stabilisator O~ hat nach (e) also trivialen Schnitt mit 
O~O2 und projiziert sich somit injektiv in 03 ~ Spin3(~ ). Anhand 
der Kenntnis der Untergruppen yon Spin 3 ([~) ergibt sich, dab O~ 1- 
oder 3-dimensional ist. Im ersten Fall w/ire die Bahn O (e) nach der 
Dimensionsformel 8-dimensional, also often in der 8-Sph/ire Loo, und 
da sie andererseits kompakt ist, mfiBte aus Zusammenhangsgrfinden 
O transitiv auf Lo~ wirken; aber die Fixpunktmengen F~ der Normal- 
teiler O~ sind invariant unter O. Also ist dim O~ = 3, und die Bahn 
O (e) ist 6-dimensional. 

Ganz entsprechend folgt - -  unter Vertauschung der Rollerl von O~ 
und 03 - - ,  dab die O-Bahnen von Punkten aus L~c \ ( F  2 ~ F3) stets 
6-dimensional sind. 
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Beweis der Dimensionsabschiitzung 4.3. Sei nun A eine A enthal- 
tende, zusammenh/ingende abgeschlossene Untergruppe von S @o, die 
den Bedingungen an die Bahnen von s und w aus 4.3 genfigt. Aus 
dim A (s) <~ 6 folgt zunfichst 

A (s) ~_ F 1 u Fz: (10) 

Sonst enthielte nfimlich A (s) die O-Bahn eines Punktes e c 
c Leo \ (F~ u F2), die nach 4.2 genau 6-dimensional ist, und write selbst 
genau 6-dimensional. Mit der Topologie als homogener Raum A/A s 
ist A (s) eine Mannigfaltigkeit; die homogene Teilmenge O (e), die die 
volle Dimension hat, wfire also often in A (s), und da sie andererseits 
kompakt  ist, wfire O (e) = A (s). Aber F 1 und F 2 als Fixpunktmengen 
yon Normalteilern yon O sind invariant unter O, so dab s nicht in 
O(e) enthalten sein kann. Dieser Widerspruch zeigt (10). Wegen 
Fi = ~4 folgt insbesondere dim A (s) ~< 4. Ist skein Fixpunkt yon A, so 
ist nach Voraussetzung w ~ A (s) und damit 

dimA (s) + dimAs(w) ~< 4 + 4 = 8 .  (11) 

Ist s ein Fixpunkt  von 4, so hat man (11) trivialerweise. 

Zur Absch/itzung der Dimension von A gem~i6 1.2(i) ist eine 
maximale kompakte  zusammenhfingende Untergruppe K yon As, w zu 
betrachten. O. B. d. A. enthS.lt K die zu SO4 (N) x U 2 (C) lokal iso- 
morphe Gruppe A aus den Voraussetzungen von 4.2. Auf  W =  
= N8 = N4 x C 2 wirkt K fast effektiv (1.2 (e)) als kompakte  zusam- 
menh/ingende [~-lineare Gruppe, die S O  4 (~) X U 2 (C) enth/ilt. AuBer 
SO4(R)x U2(C) selbst kommen daffir nut  noch SO4(R)x SO4(R) 
oder SO s (N) in Frage (siehe die Ubersicht fiber die grogen kompak- 
ten zusammenh~ingenden Untergruppen yon GLs(~  ) in [9: 2.8, 
S. 270]), wobei SO 8 (N) nach den Voraussetzungen an A ausscheidet. 
Insbesondere ist dim K ~< 12. Mit (11) ergibt sich nun die behauptete 
Dimensionsabsch/itzung dim A ~< 21 direkt nach 1.2 (i). 

Wir beweisen nun noch die in 4.4 behaupteten Verfeinerungen, die 
im Rahmen dieser Arbeit nicht welter ben6tigt werden. Die eben 
geschilderte Dimensionsabsch/itzung gemfil3 1.2(i) liefert sogar 
dim A ~ 20, falls nicht folgendes gilt: 

dimAs, w = d i m K  + 1 (12) 
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und 

oder 

K ist lokal isomorph zu SO 4 (~) X 804 (~)  (13) 

s ist ein Fixpunkt yon A, und dimA~(w) = 8 (14a) 

dimA (s) = 4, dimAs(W) = 4 .  (14b) 

Die damit beschriebenen Situationen m/issen also noch gesondert 
betrachtet werden. (12) besagt, dab die Zusammenhangskomponente 
A l (s,w) nicht kompakt ist. Nach dem Lemma fiber Achsenstandgrup- 

pen (1.2 (h)) hfiuft sich also jede Bahn von A, in L< \ {s} bei w. Eine 
Fortentwicklung dieser Aussage, das Sph/irenlemma [8: 2.2, S. 70], 
besagt, dab deshalb im Fall (14b) die Bahn A (s) hom6omorph zu 
einer Sph/ire, also zur 4-Sph/ire ist. Aufgrund der Annahmen fiber 
dimAs(w) in (14a) und (14b) ist nun A~(w) eine offene Umgebung 
von w in Loo \ {s} bzw. in A (s) \ {s}, und da sich alle Bahnen von A,, 
in L~ \ {s} bei w h/iufen, folgt schlieBlich die Transitivit/it von A in 
Loo \ {s} bzw. die zweifache Transitivit/it von A auf A (s). 

5. Beweis yon Satz 1.1 

(a) Es ist zu zeigen, dab in einer sechzehndimensionalen lokalkom- 
pakten Translationsebene, die nicht isomorph zur klassischen Okta- 
venebene ist, stets dim G ~< 40 gilt. Dazu ziehen wir die Dimensions- 
abschfitzungen aus den Paragraphen 2--4 heran, wobei hier nun die 
in diesen Absch/itzungen betrachtete Gruppe A stets die volle Zusam- 
menhangskomponente 

z~ = (S@o) 1 

von S G O sein soll. Es ist dann 

dimG -- dimA + 17. (15) 

Zum Beweis von Satz 1.1 ist somit dim A ~< 23 zu zeigen. 
Nach dem Hauptsatz von [9: S. 260] existiert ein uneigentlicher 

Punkt s e Loo mit 
dim A (s) ~< 6 .  

Falls s kein Fixpunkt von A ist, w/ihlen wir einen zweiten uneigent- 
lichen Punkt 

(s)\  {s}; 

andernfalls w/ihlen wir we L~ \ {s} beliebig. In jedem Fall ist dann 
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dimA (s) + dimAs(w ) ~< 12. (16) 

Sei nun K eine maximale kompakte zusammenh/ingende Unter- 
gruppe yon As, w. Ist dim K ~< 10, so folgt direkt mit einer Dimensions- 
absch/itzung nach 1.2(i) anhand (16), dab dimA ~< 23. 

(b) Im folgenden miissen also noch die Situationen mit 

dimK>~ 11 

betrachtet werden. Auf der zu s geh6rigen Ursprungsgeraden S = ~8 
wirkt K als kompakte lineare Gruppe, und zwar nach 1.2 (e) fast 
effektiv. Aufgrund der expliziten Kenntnis der grogen kompakten 
Untergruppen von GLs(N) (siehe z.B. die Aufstellung in [9: 2.8, 
S. 270]) ergibt sich, dab K lokal isomorph ist zu einer der Grup- 
pen SOs(R), Spin7(N), U4(C), SU4(C), G2, SU2(H)'Spin3(R), 
SU2 (H). SO2 (R), SO4 (R) x SO4 (~). Die verschiedenen M6glichkei- 
ten werden nun gesondert betrachtet. 

(bl) Nur in der klassischen Oktavenebene kann Go eine zu SO8 ([~) 
lokal isomorphe Untergruppe enthalten ([8: 3.7, S. 81]). 

(b2) Enthfilt allgemeiner G 0 eine zu Spiny (N) isomorphe Unter- 
gruppe, so folgt dimG ~< 39 nach [12:2.3 (e), S. 270]. 

(b3) Enth/ilt G o eine zu SU4(C) lokal isomorphe Untergruppe, 
aber keine zu Spin7(N ) lokal isomorphe Untergruppe, so ist 
dimG ~< 37 nach dem Hauptergebnis von [14: Satz 1.2, S. 319, Satz 
7.1, S. 342]. 

Wenn man wie hier nur an einer gr6beren Absch/itzung interessiert 
ist, mfissen die Ergebnisse dieser Arbeit nicht in vollem Umfang 
herangezogen werden; gerade im komplizierteren Fall, dab eine zu 
SU4(C) isomorphe Untergruppe S aul3er o keine weiteren affinen 
Fixpunkte hat, bestehen Einsparungsm6glichkeiten: Aus den S/itzen 
4.1 und 5.1 von [14] folgt, dab S ein Normalteiler von A ist (da die 
Ebene nicht die klassische Oktavenebene sein soil). Die Menge F der 
Fixpunkte von S in L~ ist dann invariant unter A; sie ist zur 2-Sph/ire 
hom6omorph (siehe [14: 2.3, S. 324], [13:w Lemma, S. 34]). Ffir 
s, w E Fis t  also dim A (s) + dim As (w) ~< 4. Eine maximale kompakte 
zusammenh/ingende Untergruppe K yon As, w ist isomorph zu SU 4 (C) 
oder SU4(C)'SO2(R) (siehe [14: 2.4, S.324]), also h6chstens 16- 
dimensional. Dimensionsabsch/itzung gem/iB 1.2(i) ergibt damit 
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dimA ~< 21, also dimG ~< 38. Diese Argumentation ersetzt den w 
von [14] (dessen Zweck es im wesentlichen ist, den Fall d imG = 38 
auch noch auszuschliegen). 

(b4) Im folgenden k6nnen wit also davon ausgehen, dab A keine 
zu SO,(~),  SpinT(N) oder SU4(C) lokal isomorphe Untergruppe 
enth/ilt. Die damit verbleibenden M6glichkeiten wurden nun in 
w167 2--4  behandelt: 

Ist K lokal isomorph zu G2, so folgt dimA ~< 23 nach 2.2. In 
den F/illen, dab K lokal isomorph zu SU2(H)'Spin3(N ) oder 
SU 2 (H). SO 2 (N) ist, hat man dim A ~< 22 nach 3.2. Ist K lokal iso- 
morph zu SO4 (N) x SO4 ([~), so kann man eine darin enthaltene zu 
SO4(N ) x U2(C ) lokal isomorphe Untergruppe betrachten und 4.3 
heranziehen, um dim A ~ 21 zu erhalten. Damit ist Satz 1.1 bewiesen. 

Ffir sp/itere Zwecke merken wir an, dab sich aus dem Beweis durch 
eine Zusatzfiberlegung noch folgende Aussage ergibt: 

KoroUar. In einer sechzehndimensionalen lokalkompakten Transla- 

tionsebene mit dimG = 40 liegt fiir die Zusammenhangskomponente 

A = (S Go) ~ yon S G o die Situation (2) yon Satz  2.2 vor. 

Bei allen anderen F/illen mit dim K ~> 11 hat sich n~imlich im 
Beweis stets dimA ~< 22, d.h.  d imG ~< 39 ergeben. Ffir dimK~< 10 
zeigt die genauere Analyse der in (a) vorgenommenen Absch/itzung 
gemfil3 1.2(i) mit (16) ebenfalls dimA ~< 22, es sei denn, dab in allen 
eingehenden Ungleichungen Gleichheit herrscht, dal3 also 

dim K = 10 (17) 

dimA .... = d i m K +  1 (gemfil3 1.2(h)) (18) 

dimA (s) + dimAs(w ) = t2 (gem/il3 (2)). (19) 

Insbesondere ist dann dim A (s) = 6 und dim A s (w) = 6, und (4) be- 
sagt, dab die Zusammenhangskomponente  (A,, w) 1 nicht kompakt  ist. 
Genau wie im Beweis des Zusatzes 4.4 (am Ende von w 4) ergibt sich 
aus diesen Informationen, dab die Bahn A (s) hom6omorph  zur 6- 
Sph/ire ist und dab A zweifach transitiv auf  ihr wirkt. Nach der 
Klassifikation von J. TITS [25: S. 222ff.] aller zweifach transitiv wir- 
kenden Liegruppen ist die yon A auf A (s) induzierte Gruppe von 
Transformationen /iquivalent zu PSO8 (~, 1) in ihrer kanonischen 
Wirkung auf der Quadrik vom Index 1 des 7-dimensionalen reellen 
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projektiven Raums. A hat dann eine zu SO6(~) lokal isomorphe, 
kompakte Untergruppe, die zwei Punkte yon A (s) festlfiBt; dies steht 
abet im Widerspruch zu dim K = 10, da die Stabilisatoren von Punk- 
tepaaren aus A (s) untereinander konjugiert sind. 

Die im Korollar angesprochenen Ebenen sollen in einer spfiteren 
Arbeit genau bestimrnt werden, siehe auch die Bemerkung (2) zu Satz 
2.2. 
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