Vol. 34,1980 231

Achtdimensionale lokalkompakte Translationsebenen
mit grofen Streckungsgruppen

Von
HerMany HAmL

1. Einleitung.

1.1. Ziel dieser Note ist die Bestimmung und Beschreibung aller acht dimensionalen
lokalkompalkten topologischen Translationsebenen, welche zu zwei nichtparallelen
affinen Achsen eine groBe (mindestens 3-dimensionale) Gruppe von affinen Achsen-
streckungen einheitlicher Richtung zulassen. Diese Ebenen sind gekennzeichnet durch
die Existenz einer zu Spin(4) = Spin(3)2 isomorphen Gruppe affiner stetiger Kol-
lineationen, die auf der uneigentlichen Geraden als SO4(R) operiert. Sie werden
deshalb als Spin (4)-Ebenen bezeichnet.

Die Spin(4)-Ebenen sind auch wichtig im Rahmen der Klassifikation aller acht-
dimensionalen lokalkompakten Translationsebenen mit grofen Kollineationsgruppen,
die in [4] begonnen wurde. Dort ([4: 1.6]) wurde dieses Klassifikationsprogramm in
einzelne Fille aufgeschliisselt. Eine der demmach zu betrachtenden Situationen
(Fall (iii) von [4: 1.6]) ist beschrieben durch die Existenz einer kompakten zusammen-
hingenden (affinen) Kollineationsgruppe K, die auf der uneigentlichen Geraden Lo
fast effektiv als SO4(R) operiert. K ist dann entweder selbst isomorph zu SO4(R),
oder aber zur universellen Uberlagerungsgruppe Spin(4) von SO4(R), da SO4(R)
nur diese beiden Uberlagerungsgruppen hat. Die Untersuchung des Falls K =~ SO4(R)
wird an anderer Stelle erfolgen; der Fall K o~ Spin(4) jedoch stellt gerade die in
der vorliegenden Arbeit behandelte Situation dar.

In § 2 wird zunéchst der Aspekt, daB diese Ebenen genau die achtdimensionalen
lokalkompakten Translationsebenen mit mehreren groBen Streckungsgruppen sind,
néher erldutert. — In §3 werden dann die Spin(4)-Ebenen im einzelnen bestimmt
(3.2). Wichtige Sonderfille sind die Ebenen tiber den vierdimensionalen lokalkom-
pakten Fastkorpern von Kalscheuer-Tits ([5], [9]); die hier betrachtete Ebenen-
familie wird sich denn auch als eine natiirliche Erweiterung des Bereichs dieser
Fastkorperebenen erweisen (3.3). Damit ergibt sich unter anderem aus der expliziten
Beschreibung der Spin(4)-Ebenen eine neue Variante der Bestimmung aller lokal-
kompakten zusammenhingenden topologischen Fastkérper. — In § 4 werden schlieB-
lich Kollineationen und Isomorphismen von Spin(4)-Ebenen untersucht. Die Fast-
kérperebenen zeichnen sich dabei unter den Spin(4)-Ebenen durch ihre besonders
groBe Kollineationsgruppe aus. An den erzielten Ergebnissen (insbesondere 4.2) 1486
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sich etwa sofort ablesen, daB genau diejenigen Spin(4)-Ebenen Fastkorperebenen
sind, deren Kollineationsgruppe mindestens 17-dimensional ist. Dies ist von Be-
deutung fiir das erwihnte Klassifikationsprogramm, das unter anderem die explizite
Bestimmung aller achtdimensionalen lokalkompakten Translationsebenen mit minde-
stens 17-dimensionaler Kollineationsgruppe zum Ziel hat.

Der Verfasser dankt der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir das Stipendium,
zu dessen Ergebnissen diese Arbeit gehért. Sie ist die abgerundete Version eines
Abschnitts aus der Habilitationsschrift des Verfassers.

1.2. Grundtatsachen. Im folgenden betrachten wir eine (zunichst beliebige) acht-
dimensionale lokalkompakte topologische Translationsebene; wir reprasentieren sie
als affine Ebene mit der Translationsachse als uneigentlicher Geraden L. Der
Raum A4 der affinen Punkte 148t sich so mit dem R-Vektorraum RE identifizieren,
daB die Gruppe der Translationen mit Achse L aus den Vektorraumtranslationen
besteht (fiir diese und die folgenden Grundtatsachen siehe [1], § 3). Die affinen Ge-
raden durch den Ursprung o € R8 = 4 sind dann 4-dimensionale Untervektorrdume;
die uneigentliche Gerade Lo als projektive Gerade ist homdéomorph zur 4-Sphére.
Die Gruppe G¢ der stetigen affinen Kollineationen ist das semidirekte Produkt der
Translationsgruppe mit der Untergruppe G der den Ursprung festlassenden Ele-
mente; diese sind R-lineare Automorphismen.

1.3. Achsenstandgruppen. Seien W und S zwei nichtparallele Geraden, die 0. B.d. A.
durch den Ursprung o gehen mégen. Nach dem sogenannten Lemma iber Achsen-
standgruppen [3: 2.1] hat die Gruppe Giy s der stetigen affinen Kollineationen, die
W und S invariant lassen, eine groBte kompakte Untergruppe M. Diese besteht aus
denjenigen Kollineationen, deren Einschrinkungen auf W und § als R-lineare Ab-
bildungen Determinante --1 haben. Das Produkt von M und der Gruppe aller
Streckungen mit Achse Lo und Zentrum o hat Kodimension hdchstens 1 in Gy s.

2. GroBle Streckungsgruppen.

2.1. Betrachten wir nun die Gruppe Gg ,,; aller affinen Streckungen mit Achse S,
deren Zentrum der uneigentliche Punkt w der Geraden W ist. Durch Einschrinkung
induziert diese Streckungsgruppe eine Gruppe R-linearer Transformationen von
W = R4, die frei auf W\{o} wirkt. Die Elemente mit Determinante -+ 1 bilden
entsprechend dem Lemma iiber Achsenstandgruppen die gréfte kompakte Unter-
gruppe von Gig ,; wegen der Freiheit der Wirkung ist die Zusammenhangskompo-
nente Xig ,,; dieser groften kompakten Untergruppe isomorph zu einer Untergruppe
der Gruppe Spin(3) = SUs(C) der Quaternionen der Norm 1. Falls nichttrivial,
ist also X, ein eindimensionaler Torus oder isomorph zu Spin(3). Da nach dem
Lemma iiber Achsenstandgruppen die Kodimension von Xig ,,; in Gg ., hochstens 1
ist, hat man somit die Implikation

dim G[S,w] g 3 = ):[S,w] o Spll’l(3) .

Eine nach der Dimension groBe Streckungsgruppe enthilt also stets eine zu Spin(3)
isomorphe Untergruppe.
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2.2, Falls diese Situation Zig ,;; = Spin(3) vorliegt, hat man nun iber die Bahnen
von G¢ in L. recht prizise Informationen: Ist die betrachtete Ebene nicht die
desarguessche Ebene iiber dem Quaternionenkérper H, so 148t die Zusammenhangs-
komponente von G¢ die uneigentlichen Punkte w und s von W und S fest und wirkt
transitiv auf Lo\ {w, s} oder hat dort lauter zur 3-Sphire homdomorphe Bahnen.
Das Punktepaar {w, s} ist dann invariant unter Ge¢.

Diese Aussage folgt aus einem allgemeinen Ergebnis von [3]: Die Streckungs-
gruppe Xig ., = Spin(3) hat némlich auf der 4-Sphire L. genau die beiden Fix-
punkte w und s und wirkt frei auf Lo\ {w, s} mit zur 3-Sphire homéomorphen
Bahnen. Nach dem Sphéirensatz in [3: 1.2] hat daher G¢ das beschriebene Bahn-
verhalten, es sei denn, die Ebene ist mindestens vom Lenz-Typ V. Im letzteren
Fall ist aber einer der Nuklei einer koordinatisierenden vierdimensionalen reellen
Divisionsalgebra D isomorph zum Quaternionenkorper H, da die Ebene eine zu
Spin (3) isomorphe Streckungsgruppe zulat; aus Dimensionsgriinden muB ein solcher
Nukleus aber ganz D sein, so daf der desarguessche Fall vorliegt, vgl. auch [2: 2.6
und 3.4].

2.3. Ebenen mit mehreren groBen Streckungsgruppen. In dieser Arbeit soll nun der
Fall niher untersucht werden, daB neben der bisher betrachteten zu Spin(3) iso-
morphen Streckungsgruppe Jig ,,) noch eine weitere zu Spin (3) isomorphe Streckungs-
gruppe mit nicht zu S paralleler Achse auftritt. Da s nach 2.2 unter zusammen-
hingenden Kollineationsgruppen festbleibt, ist s das Zentrum dieser zweiten Strek-
kungsgruppe; umgekehrt ergibt sich, dafl w der uneigentliche Punkt ihrer Achse ist,
die wir mit W bezeichnen. Somit hat man zwei zu Spin(3) isomorphe Streckungs-
gruppen Xig ,; und Xy 5, die sich gegenseitig zentralisieren, da das Zentrum der
einen auf der Achse der andern legt. Sie erzeugen zusammen eine zu Spin(4) o
Spin (3)2 isomorphe Kollineationsgruppe 2. Da der einzige nichttriviale echte Normal-
teiler von Spin(3) das zweielementige Zentrum ist, ist die einzige nichtidentische
Kollineation in X, die L. punktweise festlaBt, das Produkt : der beiden zentralen
Involutionen von Xig ,; und Xy . Die von X auf Ly induzierte Homéomorphismen-
gruppe 2| Lo ist also isomorph zur Faktorgruppe 2'/{1, ¢} o~ SO4(R).

Das folgende Lemma zeigt, daB die Annahme einer zu Spin(4) isomorphen Kol-
lineationsgruppe X' mit X'| Lo, =~ SO4(R) die beschriebene Situation insgesamt bereits
charakterisiert:

2.4. Lemma. In einer achidimensionalen lokalkompakten Translationsebene sei
Z eine zu Spin(4) isomorphe affine Kollineationsgruppe mit X| Lo == SO4(R).

Dann lipt X genau zwei affine Geraden W und S invariant; und der eine der beiden
zu Spin(3) isomorphen Normalteiler von X besteht aus Streckungen mit Achse W und
Zentrum s = S AL, der andere aus Streckungen mit Achse S und Zentrum w =
W A Leo. '

Bezeichnung. Die achtdimensionalen lokalkompakten Translationsebenen, die
eine Kollineationsgruppe X der hier beschriebenen Art besitzen, werden im folgenden
Spin (4)-Ebenen genannt.
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Beweis. Es ist 2 = 2} X 2o mit X; = Spin(3). Mit ¢; (¢ = 1, 2) bezeichnen wir
die zentrale Involution von Zi; sei ¢ = 1115, Wegen Z'|L.,og SO4(R) ist ¢ eine
Streckung mit Achse L, da {1,:} der einzige Normalteiler N von X mit Z/N o
SO04(R) ist. Das Zentrum o von ¢ bleibt fest unter X

Wir zeigen nun, dafl ¢; eine axiale Kollineation sein muf}. Andernfalls wiirden die
Fixpunkte und Fixgeraden von ¢ eine Unterebene der halben Dimension (eine Baer-
Unterebene, siche [4: 2.6]) bilden, deren affine Punkte einen Untervektorraum
B = R* ausmachen. B wire invariant unter 2. Dafl ganz 27 trivial auf B wirkt,
ware dabei ausgeschlossen, da ein die Ebene koordinatisierender vierdimensionaler
lokalkompakter Quasikorper keine zu Spin(3) isomorphe Automorphismengruppe
haben kann ([1: 2.6]). Da ¢ = 1112 nur einen einzigen affinen Fixpunkt hat, kénnte
ts auf B nicht die Identitit induzieren, und > wiirde effektiv auf B wirken. Ins-
gesamt miiBte 2 auf B = R¢ eine zu SO3(R) X Spin (3) isomorphe Gruppe R-linearer
Transformationen induzieren; aber GL4(R) enthéilt keine solche Untergruppe.

Entsprechend ist auch ¢z eine axiale Kollineation. Die Achsen S und W vor 4
und ¢2 schneiden sich in 0 und sind invariant unter ganz 2. Da ¢ nichtidentisch auf
8 wirkt, operiert 2o dort effektiv. Folglich muB Xy trivial auf S wirken, denn sonst
wirde 2 auf § = R*? eine zu SO3(R) X Spin(3) isomorphe Gruppe R-linearer Trans-
formationen induzieren, was nicht angeht, wie wir schon bemerkt haben.

Also ist 2y eine Gruppe von Streckungen mit Achse § und Zentrum w; und ent-
sprechendes gilt fiir X5. [J

Bemerkung. Der Beweis von 2.4 ist so gehalten, daB er sich anhand der Ergeb-
nisse von [8: §§1, 2] auf beliebige achtdimensionale lokalkompakte projektive Ebenen
tibertragen 1aBt.

3. Klassifikation der Spin(4)-Ebenen.

Es wird sich herausstellen, daBl die Spin(4)-Ebenen sich iiber den Quasikérpern
koordinatisieren lassen, die auf folgende Weise entstehen:

3.1. Rpos bezeichne die Menge der positiven reellen Zahlen. Fiir eine stetige Ab-
bildung

@: Rpos—Spin(3) mit ¢@(1)=1

definieren wir auf der additiven Gruppe R% des Quaternionenkérpers H eine neue
Multiplikation o durch

aoz=qa-2?(2) (@ =0)
und
00x=0,

dabei ist - die Quaternionenmultiplikation und
of = flzf (fe H\{0}, zeH).

Wir zeigen:

Fy = (R4, +, 0) ist ein topologischer Quasikorper.
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Bemerkung. Insbesondere ist Fp ein sogenanntes verallgemeinertes André-
System iiber dem Quaternionenkérper H.

Beweis. Die Linksdistributivitdt der Multiplikation o ist evident, ebenso die Stetig-
keit der Abbildung (a, ) > a o z fiir a == 0. Die Stetigkeit dieser Abbildung in (0, x)
folgt aus |@ox| = |a|-|z|. Mit dieser Beziehung verifiziert man auch, daB fiir
a == 0 die Auflésung y der Gleichung y o @ = ¢ eindeutig durch y = ¢ - (g=1)?de™
bestimmt ist; dieser Ausdruck hingt stetig von ¢ und ¢ ab. Wegen der Eindeutigkeit
der Auflésung von Gleichungen dieses Typs ist fiir @ = b die lineare Abbildung
R4 —>R4: z+>a oz — box nichtsinguldr und wird also durch eine invertierbare
Matrix beschrieben, deren Koeffizienten stetig von @ und b abhingen. Die Auflésung
der Gleichung @ o x — b o 2 = ¢ nach « ist also eindeutig und eine stetige Funktion
von ¢ und-b. [

Der folgende Satz bestimmt nun explizit alle Spin(4)-Ebenen:

3.2, Satz. Gegeben set eine Spin{4)-Ebene, das heifft eine achidimensionale lokal-
kompakie Translationsebene, die eine zu Spin (4) isomorphe affine Kollineationsgruppe 2
mit X | Loo 22 S04 (R) zulifpt. Seien W und § die beiden affinen Fixgeraden von X ge-
mif 2.4, und sei e etn nicht auf ihnen liegender affiner Punkt.

Dann ist der Koordinatenbereich, der die Ebene beziiglich W und S als Koordinaten-
achsen und e als Einheitspunkt koordinatisiert, einer der Quasikirper Fyp aus 3.1. In
Koordinaten iber Fo = H ist

2 = {(z,y) > (ax, by)/a, bcSpin(3)}.

Umgekehrt lifst die Ebene iber jedem der Quasikorper Fo diese Kollineationsgruppe
zu und ist daher eine Spin(4)-Ebene.

Beweis. Nach Lemma 2.4 ist 2 das direkte Produkt einer zu Spin(3) isomorphen
Gruppe %1 von Streckungen mit Achse S und einer zu Spin (3) isomorphen Gruppe 25
von Streckungen mit Achse W. Wir identifizieren den R-Vektorraum der affinen
Punkte so mit Hx H, daB W =HXx {0}, S={0} xH, e=(1,1) und daB die
Ursprungsgerade E durch e die Diagonale

E = {(z, z)/xc H}

wird. Da alle zu Spin(3) isomorphen Untergruppen von GL4(R) konjugiert sind,
kann bei dieser Identifikation noch

(1) Zy = {(,y) — (z, by)/b e Spin(3)}

erreicht werden.

Die Gruppe 23 148t auf L., genau die uneigentlichen Punkte w und s der Geraden
W und 8 fest und wirkt als Streckungsgruppe auf L.\ {w, s} wie auf §\{0}. Ins-
besondere ist der Bahnenraum %#s der Wirkung von 23 auf L\ {w, s} homSomorph
zu Rpos, und alle Bahnen sind 3-Sphiren. Da X5 von 27 zentralisiert wird, permu-
tiert X3 die Bahnen von 5. Als kompakte zusammenhingende Gruppe kann 23
aber nur trivial auf s ~2 Rpos wirken, da die einpunktigen Mengen die einzigen
kompakten zusammenhdngenden homogenen Teilrdume von Rpes sind. Da entspre-
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chendes bei Vertauschung von 27 und X gilt, haben also X7 und X dieselben
Bahnen in Lo\ {w, s}.

Diese Bahnen sind 3-Sphéren, auf denen 27 und Xy jeweils frei operieren. Die
Standgruppe 2, eines uneigentlichen Punkts z € Lo\ {w, s} ist folglich eine ,.Diagonal-
untergruppe® von £ = 21 X Zs, d.h. eine Untergruppe, die durch Projektion auf
die Faktoren 27 und X3 isomorph abgebildet wird. In der Ebene 148t sich die Pro-
jektion auf 2 durch Einschrankung auf die Gerade S ablesen, da Xy aus Streckungen
mit der Achse § besteht. Anhand (1) ergibt sich daher, da die Standgruppe Xy der
Diagonale F in den gewahlten quaternalen Koordinaten die Gruppe

Zp = {(z,y) > (bz, by)/b e Spin (3)}
ist. Insgesamt ist also

2=2g -2y = {{x,y)~ (az,by)|a, beSpin(3)}.

Die Diagonaluntergruppen von 2 sind paarweise konjugiert, da Spin (8) nur innere
Automorphismen besitzt. Daher gibt es auf jeder Z-Bahn in L.\ {w, s} Punkte,
deren Standgruppe 2 ist, und zwar genau zwei, da diese unter der zentralen Involu-
tion ¢ von X auseinander hervorgehen: sie bilden nidmlich eine Bahn unter dem
Normalisator von Zg in 2, und dieser wird von Xz und ¢ erzeugt. Der Raum der
Fixpunkte von Xz in Lo\ {w, s} tiberlagert also den einfach zusammenhingenden
Bahnenraum %y o= Rpes zweifach, so dal eine stetige Auswahlfunktion existiert, die
jeder Xo-Bahn in Lo\ {w, s} einen auf ihr liegenden Fixpunkt von Xr zuordnet.

Eine 23-Bahn in L., besteht nun aus den uneigentlichen Punkten der Ursprungs-
geraden durch die Punkte (1, 7 - b) mit festem r € Ryos und laufendem b € Spin(3).
Eine Auswahlfunktion der eben besprochenen Art fithrt also zu einer stetigen
Abbildung

@: Rpos —Spin(3) mit ¢(l)=1
derart, daB die Ursprungsgerade durch (1,7 - @(7)) invariant unter 2% ist. Diese
Ursprungsgerade hat die Gestalt {(x, 4(z))/xr e Rt= H} mit 4 € GL4(R) und
A (1) =r- @(r), wobei die Invarianz unter Xg bedeutet, daf 4 die Transformationen
x> bz mit b € Spin (3) zentralisieren mull; also ist 4 (z) = r - z - ¢(r). Durch An-
wendung von X3 auf die so gewonnenen Geraden erhilt man insgesamt als Ursprungs-
geraden die Unterrdume der Form

Urp={(@,rbz-p(r))fxcH} mit reRpes, beSpin(3).
U,, ist die Gerade durch den Punkt (1, ¢) mit ¢ = 7b - ¢(r). Die ,,Steigung* ¢ be-
stimmt dabei den Parameter r durch » = |¢|, womit sich dann b = —Z— ~o(lg)t

ergibt. Fiir die Multiplikation o des Quasikdrpers @, der die Ebene beziiglich W
und S als Koordinatenachsen und e als Einheitspunkt koordinatisiert, hat man also
9.
|4

es ist also @ = Fy. Dies war zu zeigen.
Die Umkehrung ergibt sich durch unmittelbare Verifikation. [

goz=rbz-g() =|g| - -o(g) = p(g))= g =*®;
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Der folgende Satz ordnet die lokalkompakten zusammenhingenden Fastkérper
von Kalscheuer und Tits ([5], [9]) in den hier erérterten Kontext ein:

3.3. Satz. Der Quasikorper Fo aus 3.1 ist ein Fastkérper genau dann, wenn
@: Rpos = Spin(3)

ein multiplikativer Homomorphismus ist; und jeder lokalkompakie zusammenhdngende
Fastkorper, der kein Korper ist, ergibt sich auf diese Weise.

Beweis. Die Multiplikation von Fy ist genau dann assoziativ, wenn fiir alle
t1, f2€ Rpos und fiir alle x e H stets

x?’(h - {2) — x?(tl) - ()

gilt. Wegen ]qv(ti)l = 1, und da das Zentrum von H aus den reellen Vielfachen
der 1 besteht, bedeutet dies

@(t1-ts) = 4 @(t1) - p(t2).

Infolge der Stetigkeit von ¢ und aus Zusammenhangsgriinden gilt dabei stets das
positive Vorzeichen, da nach Voraussetzung ¢ (1) =1 ist. Also ist Fy ein Fast-
korper genau dann, wenn ¢ ein Homomorphismus ist.

Ein lokalkompakter zusammenhingender Fastkorper F, der kein Korper ist, ist
nach [7: 7.21, 7.24 und 7.25] vierdimensional, und seine multiplikative Gruppe F*
ist isomorph zur multiplikativen Gruppe H* der Quaternionen. In der Ebene iiber F
existieren wegen der Assoziativitdt der Multiplikation alle Achsenstreckungen mit
einer der beiden Koordinatenachsen als Achse und dem uneigentlichen Punkt der
anderen Koordinatenachse als Zentrum, und bilden eine zu HX isomorphe Gruppe.
Folglich ist die Ebene iiber F eine Spin(4)-Ebene (2.3), und nach 3.2 ist F einer der
Quasikérper Fo. O

Wir bestimmen nun noch die Kerne der Quasikérper Fyp:

3.4. Fy st ein Korper genau dann, wenn ¢ (3) = 1 fir alle t € Rpos gilt. Andernfalls
hat Fo genaw dann zu C isomorphen Kern, wenn ¢ (Rpos) in einem zu C isomorphen
Unterkirper C von H enthalten ist; es ist dann Ker Fop = C. Ansonsten ist der Kern
isomorph zu R.

Beweis. Ist Fy ein Korper, so liegen die reellen Vielfachen der 1 im Zentrum.
Nach Definition von Fy ist dies genau dann der Fall, wenn ¢(Rpes) im Zentrum
des Quaternionenkorpers enthalten ist. Wegen ¢ (Rpos) € Spin(3) und da das Zen-
tram von Spin(3) nur aus 1 und — 1 besteht, folgt aus Zusammenhangsgriinden
daraus ¢ (Rpos) = {1}

Der Kern Ker Fy von Fy enthilt die reellen Vielfachen der 1 und ist isomorph
zu R oder C, falls Fy kein Korper ist. Ist Ker Fyp o= C, so stellt Ker Fy insbesondere
einen zweidimensionalen 1 enthaltenden Untervektorraum des F, zugrundeliegenden
R-Vektorraums R% = H dar. Ein solcher bildet stets einen Unterkérper auch des
Quaternionenkdrpers H, und der Normalisator von Ker Fy in H* besteht aus
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Ker Fy\{0} sowie dem orthogonalen Komplement (Ker Fg)t\{0}. Fir c¢,ze
Ker F,\{0} ist wegen coz = cx?{D e Ker F,, auch z*U¢D e Ker F,, und daher
@{|c]) € (Ker Fy) U (Ker Fy)*. Wegen (Ker Fp) N (Ker Fy)* = {0} und 0 ¢ ¢(Rpos)
folgt aus Zusammenhangsgriinden ¢ (Rpos) C Ker Fy.

Ist umgekehrt @ (Rpes) in einem zu C isomorphen Unterkérper € von H enthalten,
so hat man wegen der Kommutativitidt von C fir alle a € Fp und ¢ C

goc=a-c?() =qgc,

womit leicht verifiziert werden kann, daf dann ¢ im Kern von Fyp liegt. [

4. Kollineationen und Isomorphismen.

In diesem Abschnitt wird die volle Kollineationsgruppe der Ebenen iiber den
Quasikdrpern Fp aus 3.1 bestimmt; ferner werden die Isomorphieklassen dieser
Ebenen ermittelt. Dabei ergeben sich auch einige Kennzeichnungen der lokalkom-
pakten zusammenhéngenden Fastkérperebenen durch ihre Kollineationsgruppe.

4.1. In der affinen Ebene iiber Fp hat man zunéchst stets die schon aus Satz 3.2
bekannten zu Spin (3) isomorphen Kollineationsgruppen

21 = {(z,y) > (ax,y)/a e Spin(3)},
2o = {(z,y) ~ (z, by)/b < Spin(3)}

und ihr Produkt
2=27-25.

{(Dabei und im folgenden verwenden wir stets die quaternalen Koordinaten, die
durch die Konstruktion von Fyp im Quaternionenkérper gegeben sind; die iiblich
notierte Multiplikation ist stets die Quaternionenmultiplikation.)

Ferner hat man iiber den Kern Ker Fy von Fy, die Gruppe Gy, 1_; der Streckungen
mit Achse L, und dem Koordinatenursprung o als Zentrum im Griff. Sie besteht
bekanntlich aus den Transformationen (z, y)— (x o ¢, y o¢) mit 0 == ¢ € Ker Fp; und
da nach 3.4 fiir x € Fyp und c e Ker Fy stets zoc = zc¢ gilt, ist in quaternalen
Koordinaten

Gio, 2] = {(. y) = (x¢, )0 &= ce Ker Fy}.
Mit diesen Bezeichnungen lautet nun das Hauptergebnis dieses Abschnitts:

4.2. Satz. Sei Fyp kein Korper, d.h. @ sei nicht konstant. Dann gilt:

(i) Alle affinen Kollineationen der Ebene iiber Fy sind stetig; die den Ursprung fest-
lassenden Kollineationen lassen die Koordinatenachsen W und S invariant oder
vertquschen sie. Die Gruppe Gw,s der Kollineationen, die W und S invariant
lassen, ist also ein Normalteiler vom Index hochstens 2 in der Gruppe G, der den
Ursprung festlassenden Kollineationen.

(ii) Fiir Gw,s bestehen folgende Méglichkeiten :
(1) Gw,s= 2" Gpo,z,-
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(2) Gw,s ist direktes Produkt von X G, 1.y mit einer nicht kompakien abge-
schlossenen Einparameteruntergruppe. Dies gili genau dann, wenn ¢ die Ge-
stalt

@ = (t—>c(f)"1d(t))
hat, wo &> c(t) und t+—> d(t) multiplikative Homomorphismen von Rpos in
Spin(8) sind. Genaw in diesem Fall ist Gy, s transitiv auf Lo\ {w, s}.

In Verbindung mit 2u C isomorphem Kern tritt dies genau dann auf, wenn
Fy ein Fastkorper ist.

(8) Gw,s ist das semidirekie Produkt des Normalteilers X' - Gy, 1y mit einer un-
endlich zyklischen diskreten algeschlossenen Untergruppe. Dies tritt genau
dann auf, wenn @ 2war nicht die in (2) geforderte Gestalt hat, aber dennoch
eine Symmetrie der Form

plo-t)=cl-@(t)-d fir alle ?cRpos
mit festen to € Rpos und ¢, d € Spin(3) aufweist.
(iii) G, ist grifer als G, s dann und nur dann, wenn @ eine Symmetrie der Form
plo-t)y=cl-@@)1-d fir alle teRpos

mit festen to € Rpos und ¢, d € Spin(3) aufweist.
Liegt auferdem Fall (ii2) (Transitivitit auf Lo\ {w, s}) vor, so ist Fyp notwendig
etn Fastkérper.

Bemerkung. Die Fastkérperebenen erweisen sich somit als diejenigen Spin(4)-
Ebenen, die in jeder Hinsicht die gréBtmogliche Kollineationsgruppe haben.

Mit den folgenden Nr. wird nun der Beweis von 4.2 durchgefiihrt.

4.3. 2 ist ein Normalteiler von G,.

Beweis. Nach [3: 1.2] (siehe auch 2.2) 148t zunichst jede stetige Kollineation die
uneigentlichen Punkte w und s von W und § fest oder vertauscht sie; also sind W
und § die einzigen Ursprungsgeraden, die als Achsen von Quadraten von Streckungen
auftreten. Jede Kollineation y aus G, laBt also W und § invariant oder vertauscht
sie; entsprechend fithrt Konjugation mit y die zugehdérigen Streckungsgruppen G, 5
und Gig 4, in sich oder ineinander iiber. Da y semilinear iiber dem Kern der Ebene
ist, gilt dasselbe fiir die jeweiligen Untergruppen derjenigen Achsenstreckungen, die
iiber dem Kern Determinante 1 haben. Diese Untergruppen enthalten X bzw. Xs.
Nach dem Lemma iiber Achsenstandgruppen ([3: 2.1], siehe auch 1.3) sind sie
kompakt und folglich gleich 2} bzw. X3, da nach unserer Diskussion in 2.1 die zu
Spin(3) isomorphen Gruppen 27 und Xy bereits groftmdoglich unter den kompakten
Streckungsgruppen sind. Also ist 2 = X - Zs normal in G,. [

Ist nun der Kern von Fy isomorph zu R, so ist jede Kollineation aus G, R-linear
und damit stetig. Im Fall Ker Fyp =~ C betrachten wir einen Bogen in

(Spin(3) NKer Fy) x {0} CW.

Er’ ist in einer 2-Bahn enthalten und wird daher von jeder Kollineation y € G, in
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eine X-Bahn abgebildet, hat also jedenfalls beschranktes Bild unter y. Daher muf
der Begleitautomorphismus von y stetig sein, da unstetige Automorphismen von C
jeden Bogen in eine dichte Teilmenge von C iiberfithren ([6]). Damit ist gezeigt,
dafBl jede Kollineation stetig ist.

Insbesondere ist jede Kollineation aus G, linear iiber R. Da der Normalisator
der Gruppe {R*=H — R%:z+> az/a = Spin(3)} in GL4(R) aus den Transforma-
tionen z+» axg~! mit @ & Spin(3) und g < H* besteht, kann nach 4.3 jede Kol-
lineation aus Gw,s modulo X' - Gy, 1, abgewandelt werden zu einer Kollineation
der Form
(2) (z,y) ~ (rc,ytod) mit ¢, deSpin(3) und & e Ryos,
und jede Kollineation aus Go\Gw,s zu einer Kollineation der Form
(3) (#,y) = (yc,xtod) mit ¢, deSpin(3) und &€ Rpos.

Ganz entsprechende Uberlegungen gelten fiir Isomorphismen zwischen den Ebenen
iiber zwei Quasikorpern Fp und Fy der hier betrachteten Art; sind die Ebenen
isomorph, so existiert ein Isomorphismus der Gestalt (2) oder (3). Wann dies der
Fall ist, 146t sich explizit bestimmen:

4.4. Ausdruck (2) bzw. (3) beschreibt einen Isomorphismus der Ebene iiber Fy, auf die
Ebene diber Fy, genau dann, wenn

(2 plo-t)=dc1-9@)-d
bzw. fiir alle te Rpos-
(3 Yot )= L cl-@t)1l-d

Beweis. Ist (2) ein Isomorphismus, so ist das Bild der Ursprungsgeraden
{(z,qox)jxe Fg} = {(x, g x*IV)jz e H}
der Steigung ¢ wieder eine Ursprungsgerade. Ist ¢’ die Steigung der Bildgeraden,
so hat man also
tog-z?l - d = ¢ - () *0«D  fiir alle xeH.
In Betragen folgt
gl =to"[al;
und da das Zentrum von H aus den reellen Vielfachen der 1 besteht, ergibt sich
(gD =xo(g))-d.
Die beiden letzten Beziehungen zusammengenommen liefern (2’). Ganz entsprechend
schlieBt man auf (3'), falls (3) einen Isomorphismus beschreibt. [J
Hinsichtlich der Isomorphieklassen der hier behandelten Ebenen ergibt sich aus
der vorstehenden Diskussion und insbesondere mit 4.4 der folgende
4.5. Satz. Die Ebenen iiber Fg und Fy sind isomorph genauw dann, wenn mit ge-
eigneten to € Rpos und ¢, d € Spin(3) eine Beziehung der Form
Yo t¥) =c L. p(t)xl-d fiir alle e Rpos
besteht. ]
Fiir den Beweis des Satzes 4.2 ist noch die folgende Aussage wichtig:
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4.6. Die grofte kompakte Untergruppe M von Gw,s ist in X - Gy, 1] enthalten.

Beweis. Nach 4.3 wirkt M auf dem Raum der Bahnen von 2 in L. (welcher
homdomorph zu einem abgeschlossenen Intervall ist), und zwar so, da die End-
punkte fest bleiben, da sie den Fixpunkten w und s entsprechen. Ein Intervall 1aBt
aber keine nichttriviale kompakte Gruppe orientierungserhaltender Homdomorphis-
men zu, so daBl M in L dieselben Bahnen hat wie 2 C M. Modulo X - Gy, ;_; kann
also jede Kollineation aus M so modifiziert werden, daf sie die Einheitsgerade £
durch (1, 1) invariant 148t, und weiter noch so, daB sie die Gestalt (2) annimmt,
wobei (im Hinblick auf die Invarianz von E) tp = 1 und ¢ = d sein mul. Nach
" (2)) ist dann @(f) = ¢1- @(t) - ¢ fiir alle ¢ € Rpos. Ist ¢ (Rpos) & Spin(3) in einem
zu C isomorphen Unterkérper C von H enthalten, so folgt wegen ¢ (Rpos) == {1},
daB ¢ alle Elemente von C zentralisiert und deshalb ebenfalls in ¢ = Ker Fy (3.4)
liegt. Andernfalls muBl ¢ im Zentrum R von H liegen. In jedem Fall ist (x, y)
(zc, yc) eine Kollineation aus Gy, ;- [

Damit lassen sich nun die Aussagen (i) und (iii) von Satz 4.2 vollends beweisen.

Nach dem Lemma iiber Achsenstandgruppen ([3: 2.1], siehe auch 1.3) ist Gw, s
das semidirekte Produkt von M - G, 1 ;= 2 * Gy 1, (4.6) mit einer abgeschlos-
senen Untergruppe Y, die trivial, unendlich zyklisch diskret oder isomorph zur
multiplikativen Gruppe Rpos ist und auf Lo\ {w, s} fixpunktfrei mit abgeschlossenen
Bahnen operiert. Aus diesen Informationen ergibt sich sofort, daBl ¥ =~ Rpos gleich-
bedeutend mit der Transitivitit von Gw,s auf L.\ {w, s} ist.

In diesem Fall (¥ =~ Rpos) kann nach den Ausfithrungen im Anschlull an 4.3 die
Einparametergruppe Y noch so gewahlt werden, daB sie aus Kollineationen der
Form (2) besteht. Bei Durchlaufen von Y nimmt in (2) dabei £y alle Werte in Rpos
an, da Y = Rpes nicht kompakt ist; man hat also

Y={@y > (@-clt),y-t dt)/tcRpos}>

wobei ¢~ ¢(t) und ¢ — d(t) Homomorphismen von Rpes in Spin(3) sind. Nach (2')
folgt @(¢-7)= F c(t)1-p(r)-d(t) fir alle 7, € Rpos, und aus Zusammenhangs-
griinden gilt stets das positive Vorzeichen, da es fiir ¢ = 1 gilt. Mit 7 = 1 erhalt
man dann @(f) = c(t)"1-d(¢). Bei dieser speziellen Gestalt von ¢ ist nur dann
Ker Fp =~ C, d.h. ¢(Rpos) in einem zu C isomorphen Unterkérper ¢ von H ent-
halten (3.4), wenn schon die Einparametergruppen {c¢(f)} und {d(f}} von Spin(3)
in C liegen; dann ist aber ¢ = (f+—> ¢(f)~1 - d(t)) ein Homomorphismus und Fy ist
ein Fastkorper (3.3). Die Situation ist also wie in Behauptung (ii2) von Satz 4.2
geschildert. Behauptung (ii3) beschreibt den verbleibenden Fall, dal Gw, s von
2+ Gy 1) und einer weiteren Kollineation erzeugt wird; modulo X'- Gy, z,,; ist
diese von der Form (2), so daB nach (2') ¢ eine Symmetrie der behaupteten Art
aufweist.

Ist G, groBer als Gw, s, so existiert eine Kollineation der Form (3), was nach 4.4
eine Symmetrie vom Typ (3') fir ¢ = y nach sich zieht. Ist gleichzeitiz Gw,s
transitiv auf Lo\ {w, s}, so existiert eine Kollineation aus G,\Gw,s, die die Ein-
heitsgerade E invariant 1a8t; mit Kollineationen aus Zg - Gy, g, 148t sich auch
diese noch so abwandeln, daf3 sie die Form (3) annimmt. Wegen der Invarianz von
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E ist dabei dann y = 1 und d = ¢, und gemdfB (3') gilt (1) =c1-¢t)1l-¢
fiir alle ¢ € Rpos. Nun beriicksichtigen wir, dafl man in der in Rede stehenden Si-
tuation () = ¢(¢)~1-d(f) hat mit Homomorphismen f+> ¢(f) und ¢+~ d(¢) von
Rpos in Spin(3); insgesamt ergibt sich also die Beziehung

4) c®)d(t)yl =c1d(t)Lc(t)e fir alle ¢eRpos,

aus der sich anhand eines expliziten Ansatzes fiir die Einparametergruppen c¢(¢) und
d () von Spin(3) ableiten 148t, dafl ¢ in H sowohl mit ¢(¥) als auch mit d{t) kom-
mutiert. Nach (4) kommutieren dann auch c(¢) und d(t). Also ist f—> @ (t) = c(¢)"1d(f)
ein Homomorphismus, und ¥y, ist ein Fastkorper. — Damit ist auch die Aussage (iii)
von Satz 4.2 gezeigt.
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